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Préface

Les problemes d’optimisation stochastique ont de nombreuses applications
dans des problemes de gestion, d’économie et de finance. Ce sont des situations
ou 'on fait face a des systemes dynamiques évoluant dans des conditions d’in-
certitude et ou il s’agit de prendre des décisions & chaque date afin d’optimiser
un critere économique.

Les approches traditionnelles pour résoudre les problemes d’optimisation
stochastique sont basées sur le principe de la programmation dynamique
de Bellman et le principe du maximum de Pontryagin. Elles ont conduit a
de nombreux développements mathématiques. Le principe de la program-
mation dynamique appliqué au controle de processus de Markov en temps
continu se traduit en termes d’équations aux dérivées partielles non linéaires
pour la fonction valeur du probleme. Ce type d’équations appelé équations
d’Hamilton-Jacobi-Bellman a trouvé un cadre théorique adéquat grace au
concept des solutions de viscosité. Le principe du maximum appliqué au cadre
de processus d’It6 a conduit & I’étude des équations différentielles stochas-
tiques rétrogrades et engendré une littérature considérable sur le sujet. Plus
récemment et motivé par les problemes d’optimisation de portefeuille en fi-
nance, une nouvelle approche, dite méthode martingale de dualité convexe,
s’est développée. Elle repose sur des théoremes récents d’analyse stochastique
et sur des méthodes plus classiques d’analyse convexe en optimisation. Il existe
plusieurs ouvrages traitant soit de ’approche mathématique par programma-
tion dynamique ([FR75], [BL78], [Kry80], [FS093], [YZ00]) soit des équations
différentielles stochastiques rétrogrades [MYO00]. Ils privilégient souvent l’as-
pect théorique et sont d’un niveau techniquement avancé et parfois difficiles
a lire pour un non spécialiste du sujet. D’autre part, bien qu’il existe de nom-
breux articles sur la maximisation d’utilité par approche duale, cette méthode
est encore peu abordée dans les ouvrages d’enseignement et de recherche.

L’objectif de ce livre est de combler cette lacune et de présenter les
différents aspects et méthodes utilisés dans la résolution des problémes d’opti-
misation stochastique avec en vue des applications plus spécifiques a la finance.
Nous avons inclus certains développements récents sur le sujet sans chercher
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a priori la plus grande généralité. Nous avons voulu une exposition graduelle
des méthodes mathématiques en présentant d’abord les idées intuitives puis
en énongant précisément les résultats avec des démonstrations completes et
détaillées. Nous avons aussi pris soin d’illustrer chacune des méthodes de
résolution sur de nombreux exemples issus de la finance. Nous espérons ainsi
que ce livre puisse étre utile aussi bien pour des étudiants que pour des cher-
cheurs du monde académique ou professionnel intéressés par 'optimisation et
le contréle stochastique appliqués a la finance.

Le plan du livre est le suivant. Nous commengons par énoncer au cha-
pitre 1 quelques prérequis en calcul stochastique. Nous avons essentiellement
collecté les notions et résultats dans la vaste littérature sur I’analyse stochas-
tique qui sont utiles pour 'optimisation stochastique. Le chapitre 2 formule de
facon générale la structure d’un probleme de controle stochastique et présente
de nombreux exemples d’applications réelles en finance. Ces exemples seront
résolus dans les chapitres suivants selon les différentes approches abordées.
Nous discutons aussi tres brievement dans ce chapitre d’autres modeles de
contrble apparaissant en finance que ceux étudiés dans ce livre. Le chapitre
3 expose I’approche du controle stochastique de processus de diffusion par la
programmation dynamique. Nous avons d’abord suivi une démarche classique
basée sur un théoreme de vérification associé a 1’équation aux dérivées par-
tielles d’Hamilton-Jacobi-Bellman. Le chapitre 4 reprend le principe de la pro-
grammation dynamique mais en adoptant une démarche plus moderne basée
sur la théorie des solutions de viscosité. Ce concept permet de résoudre des
problémes de controle lorsque la fonction valeur n’est pas réguliere comme
supposée au chapitre précédent. Ce cas est illustré sur le probleme de la
surréplication en finance pour des modeles a volatilité incertaine. Comme
nous ’avons mentionné plus tot, le principe du maximum de Pontryagine
a conduit naturellement au concept d’équations différentielles stochastiques
rétrogrades. Le chapitre 5 est une introduction a cette théorie en insistant
plus particulierement sur ses applications au controle stochastique. Dans le
chapitre 6, nous exposons 'approche martingale par dualité convexe inspirée
originellement par le probleme de gestion de portefeuille. Nous y avons in-
clus des développements récents et le probleme de couverture quadratique.
La caractéristique de cette approche est de combiner des résultats puissants
d’analyse stochastique et des méthodes de dualité en analyse convexe.

Ce livre est basé sur mes notes de cours rédigées pour un enseignement en
troisieme année & 'ENSAE depuis 1998, puis aux DEA (maintenant Master 2)
de Statistique et Modeles Aléatoires a 'université Paris 7 et de Probabilités et
Finance a I'université Paris 6. Je tiens en particulier a remercier Laure Elie qui
m’a donné I'opportunité d’enseigner ce cours a Paris 7. C’est grace aux cours
et exposés de Nicole El Karoui et Pierre-Louis Lions, lorsque j’étais étudiant
en DEA et en these, que je me suis intéressé au controle stochastique et leurs
travaux ont un impact évident dans la rédaction de cette monographie.

Paris, Septembre 2005 Huyén PHAM
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Notations

I. Notations générales

Pour tous nombres réels = et y :

x Ay = min(z, y), x Vy = max(z,y)

zt = max(z,0), x~ = max(—x,0)

Pour toute suite positive (z,)n>1 croissante, sa limite croissante dans [0, +00]
est notée lim T z,.

n—-+o0o
Pour toute suite (z5,)n>1, Yn € conv(zy, k > n) signifie que y,, = Zg;n ATk
ou A € 0,1, n <k <N, < +0c0 et Z,iv"n)\k =1

II. Ensembles

N est ’ensemble des entiers naturels

R? est I'espace réel euclidien de dimension d. R = R, R, est l'ensemble
des réels positifs, R} = Ry \ {0} et R = R U {—o00,+oc}. Pour tous = =
(', ... 2%, y = (y',...,y%) dans R? on note . le produit scalaire et |.| la

norme euclidienne :
d
Ty = g xy; et |z| = Vo
i=1

R™*4 est I’ensemble des matrices réelles n x d (R™*! = R™). I,, est la ma-
trice identité n x n. Pour tout 0 = (09)1<;<n1<j<a € R™*%, on note ¢’ =
(09")1<j<d,1<i<n la matrice transposée dans R?*". On note tr(4) = >, a™
la trace d’une matrice carrée A = (a¥)1<; j<n € R™™™. On choisit comme
norme matricielle sur R"*< :

[N

lo| = (tr(o0”))

S,, est 'ensemble des matrices symétriques n X n et S est le sous-ensemble
de S,, des matrices définies non-négatives. On définit 'ordre sur S,, par :
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A<B< B-AcS/ .

L’intérieur, adhérence et la frontiere d’une partie O de R? sont notées res-
pectivement int(0), O et 00.

ITI. Fonctions et espaces fonctionnels

Pour tout ensemble A, 'indicatrice de A est noté :

l,zeA
1’4(:8){0 x¢ A

C*(O) est I'ensemble des fonctions continues f de @ dans R qui ont des
dérivées continues de tout ordre jusqu’a k. Ici O est un ouvert de R™.

C°(T x O) est 'ensemble des fonctions continues f de T x O dans R. Ici T =
[0,T], avec 0 < T < 400, ou T = [0, +00].
C12([0, T[xO) est I'ensemble des fonctions f de [0,T[xO dans R dont les
dérivé tiell of of  *f

érivées partielles -, 57, 5 - oz,
sur [0, T[ (T pouvant prendre la valeur +00). Si ces dérivées partielles de f €
C12([0,T[xO) se prolongent par continuité sur [0,7] x O (dans le cas
T < 4o0), on note f € C2([0,7] x ©0). On définit de maniere analogue
pour k > 3, Pespace CH*(]0,7] x O).

Pour une fonction f € C?(0), on note Df le vecteur gradient dans R" de

, 1 <14,5 < n, existent et sont continues

composantes , 1 <i < n,et D?f la matrice hessienne dans S,, de compo-

(9331‘
2
(%iaxj ’
est un ouvert de R, on écrit aussi simplement f’ et f”. Le vecteur gradient et
la matrice hessienne d'une fonction x — f(¢,z) € C?(0) sont notées D, f et
D2f.

santes 1 <i,j < n. Ceux-ci sont notés parfois f, et fi,. Lorsque O

IV. Intégration et Probabilité
(£2,F, P) : espace de probabilité.
P p.s. est la notation presque stirement pour la mesure de probabilité P (on

omettra souvent la référence & P lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité). p p.p. est
la notation presque partout pour la mesure pu.

B(U) : tribu borélienne engendrée par les ouverts de U espace topologique.

0(G) : la plus petite o-algebre contenant G, collection de sous-ensembles de

0.

@ < P :la mesure @ est absolument continue par rapport a la mesure P.
Q@ ~ P :la mesure Q est équivalente & P, ie. Q < Pet P < Q.

% : densité de Radon-Nikodym de Q < P.



Notations XV

E®(X) est I'espérance de la variable aléatoire X par rapport & Q.

E(X) est espérance de la variable aléatoire X par rapport & une probabilité
P fixée initialement. F[X|G) est 'espérance conditionnelle de X sachant G.
Var(X) = E[(X — E(X))(X — E(X))'] est la variance de X.

LS)F((Z, F, P) est 'ensemble des variables aléatoires F-mesurables qui sont po-
sitives p.s.

LP(Q2,F, P;R™) est ’ensemble des variables aléatoires X, & valeurs dans R™,
F-mesurables tel que E|X|P < 400, pour p € [1,400[. On omettra parfois
certains arguments et on écrira LP ou LP(P) lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité.

L (02, F, P;R™) est I'ensemble des variables aléatoires, & valeurs dans R",
bornées, F-mesurables. On écrira parfois L.

V. Abréviations

EDS : Equations différentielles stochastiques.

EDSR : Equations différentielles stochastiques rétrogrades.
EDP : Equations aux dérivées partielles.

HJB : Hamilton-Jacobi-Bellman



1

Quelques éléments d’analyse stochastique

Dans ce chapitre, nous présentons les concepts et résultats d’analyse
stochastique utiles pour ce cours. Il y a de nombreux livres détaillant la
théorie classique exposée dans ce chapitre, parmi lesquels Dellacherie et Meyer
[DM80], Jacod [Jac79], Karatzas et Shreve [KaSh88], Protter [Pro90] ou
Revuz et Yor [ReY91], d’ot1 sont tirés la plupart des résultats rappelés ici sans
démonstration. Le lecteur est supposé familier avec les bases élémentaires de
la théorie de I'intégration et des probabilités (voir par exemple Revuz [Rev94],
[Rev97]). Dans la suite de ce chapitre, (£2, F, P) désigne un espace de proba-
bilité. Pour p € [1,+o0], on note LP = LP({2, F, P) 'ensemble des variables
aléatoires ¢ (a valeurs dans R?) tel que |£|P soit intégrable, i.e. E|¢|P < 4oc.

1.1 Processus stochastiques

1.1.1 Filtration et processus

Un processus stochastique est une famille X = (X;)ier de variables
aléatoires a valeurs dans un espace mesurable X et indéxées par le temps t.
Dans ce chapitre et pour les objectifs de ce livre, on prendra X = R¢ muni
de sa tribu borélienne. Le parametre de temps t variant dans T peut étre
discret ou continu. Dans ce livre, on considére des processus stochastiques a
temps continu et Uintervalle de variation du temps T est soit fini T = [0, 7],
0 < T < +00, soit infini T = [0, +-00[. On écrira souvent processus pour proces-
sus stochastique. Pour chaque w € 2, 'application X (w) : t € T — X;(w) est
appelé une trajectoire du processus dans le scénario w. Le processus stochas-
tique X est dit cad-lag (resp. continu) si pour chaque w € {2, la trajectoire
X (w) est continue & droite et admet une limite & gauche (resp. continue).
Etant donné un processus stochastique Y = (Y)ier, on dit que Y est une
modification de X si pour tout ¢t € T, on a X; = Y; p.s., i.e. P[X; =Y = 1.
On dit que Y est indistinguable de X si leurs trajectoires coincident p.s. :
P[X; = Y;,Vt € T| = 1. Bien entendu, la notion d’indistinguabilité est plus
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forte que celle de modification, mais si on sait que les deux processus X et Y
sont cad-lag, et si Y est une modification de X, alors X et Y sont indistin-
guables.

L’interprétation du parametre ¢ comme index de temps introduit un aspect
dynamique : pour modéliser le fait que l'incertitude des événements de 2
devient de moins en moins incertaine lorsque le temps s’écoule, i.e. on possede
de plus en plus d’information, on introduit la notion de filtration.

Définition 1.1.1 (Filtration)
Une filtration sur (£2,F,P) est une famille croissante F = (Fy)ier de sous-
tribus de F : Fs C Fy C F pour tous 0 < s <t dans T.

Fi s’interprete comme I'information connue a la date ¢ et elle augmente avec le
temps. On pose F = o(UrerFy) la plus petite o-algebre contenant tous les F,
t € T. Le quadruplet (£2,F,F = (F;)ier, P) est appelé espace de probabilité
filtré. L’exemple canonique de filtration est le suivant : si X = (X;)¢er est un
processus stochastique, la filtration naturelle (ou canonique) de X est

FX =0(X,,0<s<t), teT,

la plus petite o-algebre par rapport a laquelle X, est mesurable pour tous
0 < s <t. F{X s’interpréte comme toute I'information qu’on peut extraire de
I’observation des trajectoires de X entre 0 et ¢.

On dit qu’une filtration F = (F})er satisfait les conditions habituelles si
elle est continue a droite, i.e. :

.7:t+ = mSZt]:S:]:t, VtET,

et si elle est complete, i.e. Fy contient les ensembles négligeables de Fy. On
dit alors que l'espace de probabilité filtré (£2,F,F = (Fi)ier, P) satisfait
les conditions habituelles. La continuité a droite de F; signifie intuitivement
qu’ayant observé toute I'information disponible jusqu’en ¢ inclus, on n’apprend
rien de plus par une observation infinitésimale dans le futur. La complétion
d’une filtration signifie que si un événement est impossible, cette impossibilité
est déja connue & la date 0. Partant d’une filtration (F%):er quelconque, on
construit une filtration satisfaisant les conditions habituelles, en prenant pour
tout t € T la tribu F;+ a laquelle on rajoute la classe des ensembles négligeables
de Fg. La filtration ainsi construite est appelée l’augmentation habituelle de

(Fi)ier-
Dans la suite, on se donne une filtration F = (F})ier sur (£2, F, P).
Définition 1.1.2 (Processus adapté)

Un processus (Xi)ier est dit adapté (par rapport a F) si pour tout t € T, X,
est Fy-mesurable.

Lorsqu’on veut préciser par rapport a quelle filtration le processus est adapté,
on écrira F-adapté. Un processus adapté est donc un processus dont la valeur
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a toute date t est révélée par I'information F;. On dit parfois que le processus
est non anticipatif. Il est clair que tout processus X est adapté par rapport a
sa filtration naturelle FX = (F7X);cr.

Jusqua présent, le processus stochastique X est vu soit comme une fonction
du temps ¢t & w fixé (lorsqu’on parle de trajectoire) ou comme une fonc-
tion de w & t fixé (lorsqu’on considére la variable aléatoire comme dans la
définition 1.1.2). On peut considérer les deux aspects en regardant le pro-
cessus comme une fonction définie sur T x §2. Ceci conduit aux définitions
suivantes :

Définition 1.1.3 (Processus progressif, optionnel, prévisible)

1) Un processus (Xi)er est dit progressif (par rapport a F) si pour toutt € T,
Uapplication (s,w) — Xs(w) est mesurable sur [0,t] x 2 muni de la tribu
produit B([0,t]) @ Fi.

2) Un processus (Xi)ier est dit optionnel (par rapport a F) si Uapplication
(t,w) — X (w) est mesurable sur T x 2 muni de la tribu engendrée par les
processus F-adaptés et cad-lag.

3) Un processus (Xi¢)ier est dit prévisible (par rapport a F) si Uapplication
(t,w) — X (w) est mesurable sur T x 2 muni de la tribu engendrée par les
processus F-adaptés et continus.

Lorsqu’on veut préciser la filtration, on écrira F-progressif (optionnel ou
prévisible). Evidemment, tout processus progressif est adapté et mesurable
sur T x {2 muni de la tribu produit B(T) ® F. Il est aussi clair avec la
définition que tout processus cad-lag adapté est optionnel (la réciproque
n’étant pas vraie). De méme, tout processus X continu et adapté est prévisible
(la réciproque n’étant pas vraie) : puisque dans ce cas X; = lim; ~ X, ceci
signifie que la valeur de X; est annoncée par ses valeurs précédentes. Puis-
qu’un processus continu est cad-lag, il est évident que tout processus prévisible
est optionnel. Le résultat suivant donne le lien entre processus optionnel et
progressif :

Proposition 1.1.1 Si le processus X est optionnel, il est progressif. En par-
ticulier, s’il est adapté et cad-lag alors il est progressif.

Par abus de language, on écrit souvent dans la littérature processus adapté
pour processus progressif.

1.1.2 Temps d’arrét

Ayant a D'esprit Uinterprétation de F; comme linformation connue jus-
qu’a la date t, on s’intéresse a savoir si un évenement donné, caractérisé
par sa premiere date 7(w) d’apparition, a eu lieu ou non avant la date ¢
sachant ’observation de I'information F;. Ceci conduit a la notion de temps
d’arrét.
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Définition 1.1.4 (Temps d’arrét)
1) Une variable aléatoire T : 2 — [0,+00], i.e. un temps aléatoire, est appelé
temps d’arrét (par rapport o la filtration F = (Fy)ier) si pour tout t € T :

{r<t} ={we R :7(w) <t} € F.

2) Un temps d’arrét T est dit prévisible s’il existe une suite de temps d’arrét
(Tn)n>1 telle que Uon ait p.s. :

(i) im, 7, = 7

(i) T, < T pour tout n sur {T > 0}.
On dit alors que (Ty)n>1 annonce T.

On vérifie aisément avec la définition que tout temps aléatoire égal a une
constante positive ¢ est un temps d’arrét. On note aussi que si 7 et o sont
deux temps d’arrét alors 7T Ao, 7V o et T+ o sont des temps d’arrét.

Etant donné un temps d’arrét 7, on mesure I'information accumulée jus-
)
qu’en T par :

Fr={BeF; :Bn{r<t}eF, VteT},

qui est une tribu de F. Il est clair que 7 est F,-mesurable. On a aussi
immédiatement que si 7 = t alors F, = F;. On énonce quelques autres pro-
priétés élémentaires et utiles pour la suite sur les temps d’arrét (voir par
exemple les preuves dans le ch. I, sec. 1.2 de Karatzas et Shreve [KaSh8&8]).

Proposition 1.1.2 Soient o et 7 des temps d’arrét et £ une variable aléatoire.
(1) Pour tout B € F5, on a BN{o <7} € F,. En particulier, sic < T alors
Fo C Fr.

(2) Les événements suivants

{o<rh {fo<7}, {o=1}

appartiennent a Fonr = Fo N Fr.

(8) & est Fr-mesurable si et seulement si pour tout t € T, £1,<; est Fy-
mesurable.

Etant donné un processus (X;)ier et un temps d’arrét 7, on définit la
variable aléatoire X, sur {7 € T} par :

XT(W) = XT(w)(w)'

On vérifie que si X est mesurable alors X, est une variable aléatoire sur
{7 € T}. On introduit alors le processus arrété (en 7) X7 défini par :

X =X.p, teT.

Proposition 1.1.3 Soit (X;)ieT un processus progressif et 7 un temps d’arrét.
Alors X;1,er est Fr-mesurable et le processus arrété X7 est progressif.
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On termine ce paragraphe par un résultat donnant une classe importante
de temps d’arrét.

Proposition 1.1.4 Soit X wune processus cad-lag adapté et I' un sous-
ensemble ouvert de X = R<.

(1) Si la filtration F satisfait les conditions habituelles, alors le temps d’at-
teinte de I défini par

o, =inf{t>0 : X, €I'}

(avec la convention inf ) = +oo) est un temps d’arrét.

(2) Si X est continu, alors le temps de sortie de I' défini par

T.=inf{t>0 : X; ¢ I'}

est un temps d’arrét prévisible.

1.1.3 Mouvement brownien

L’exemple basique de processus est le mouvement brownien, nom donné
par le botaniste Robert Brown en 1827 pour décrire le mouvement irrégulier
de particules de pollen dans un fluide. Le cadre d’application du mouvement
brownien a largement dépassé I’étude des particules microscopiques pour étre
utilisé en finance dans la modélisation des prix d’actions, historiquement de-
puis Bachelier en 1900.

Définition 1.1.5 (Mouvement brownien standard)
Un mouvement brownien standard vectoriel (d-dimensionnel) sur T = [0,T] ou

R est un processus continu a valeurs dans R, (Wy)ier = (Wi, ..., Wi)ier
tel que
(i) Wo =0

(i) Pour tous 0 < s < t dans T, laccroissement Wy — Wy est indépendant
de o(Wy,u < s) et suit une loi gaussienne centrée de matrice de variance-
covariance (t — s)Iq ot Iy est la matrice identité d x d.

Une conséquence immédiate de la définition est que les coordonnées
(Wer, i = 1,...,d, d'un mouvement brownien vectoriel sont des mou-
vements browniens réels et indépendants. Réciproquement des mouvements
browniens réels indépendants engendrent un mouvement brownien vectoriel.
Dans la définition d’'un mouvement brownien standard, I'indépendance des
accroissements est par rapport a la filtration naturelle YV = o(W,,u < s)
de W. La filtration naturelle de W est parfois appelée filtration brownienne.
Il est souvent intéressant de travailler avec une filtration plus grande que la
filtration naturelle. Ceci conduit & la définition plus générale.
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Définition 1.1.6 (Mouvement brownien par rapport & une filtration)

Un mouvement brownien vectoriel (d-dimensionnel) sur T = [0,T] ou Ry
par rapport & une filtration F = (Fy)ier est un processus continu F-adapté, a
valeurs dans RY, (Wy)er = (WL, ..., W)er tel que

(i) Wo =0

(i) Pour tous 0 < s < t dans T, l'accroissement W, — Wy est indépendant
de Fs et suit une loi gaussienne centrée de matrice de variance-covariance
(t — s)Iq ou Iy est la matrice identité d x d.

Bien entendu, un mouvement brownien standard est un mouvement brownien
par rapport a sa filtration naturelle.

Un probléeme majeur est celui de l'existence et de la construction et simu-
lation d’un mouvement brownien. Nous ne discutons pas ici de ce probleme
et renvoyons le lecteur aux nombreux livres traitant du sujet (par exemple
Hida [Hi80], Karatzas et Shreve [KaSh88], Le Gall [LeG89] ou Revuz et Yor
[ReY91]). Nous énoncons seulement une propriété classique du mouvement
brownien.

Proposition 1.1.5 Soit (Wy)ier est un mouvement brownien par rapport a
(Ft)tet.
(1) Symétrie : (—Wy)ieT est aussi un mouvement brownien.

(2) Echelle : Pour tout A > 0, le processus ((1/X\)Wzy)teT est aussi un mou-
vement brownien.

(8) Invariance par translation : Pour tout s > 0, le processus (Wiys — Wi )ier
est un mouvement brownien standard indépendant de Fs.

Nous rappelons aussi que I'augmentation habituelle de la filtration na-
turelle (FV); d’'un mouvement brownien W est (o(FY UN)); ot N est
lensemble des évenements négligeables de (2, Ff, P). De plus, W reste un
mouvement brownien par rapport a sa filtration augmentée. Par abus de lan-
guage, I'augmentation de la filtration naturelle de W est encore appelée fil-
tration naturelle de W ou filtration brownienne.

1.1.4 Martingales, semimartingales

Dans cette section, on considere des processus a valeurs réelles. Les preuves
des résultats énoncés dans ce paragraphe sont établies par exemple dans
Dellacherie et Meyer [DMS80].

Définition 1.1.7 (Martingale)
Un processus (X¢)ier adapté est appelé surmartingale si E[X; ] < 400 pour
toutt € T et

E[X:|Fs] < Xs, p.s. pourtous 0<s<t, s,teT. (1.1)

X est une sous-martingale si —X est une surmartingale. On dit que X est
une martingale si elle est a la fois une surmartingale et une sous-martingale.
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La définition d’une sur(sous)martingale dépend crucialement de la pro-
babilité P et de la filtration F = (F;)er spécifiées sur lespace mesurable
(£2, F). Dans ce cours, la filtration sera fixée et lorsque ce n’est pas précisé, la
propriété de sur(sous)martingale sera toujours relative a la filtration. On sera
amené, par contre, a considérer différentes probabilités @ sur (£2,F) et pour
souligner ce fait, on précisera alors Q-sur(sous)martingale.

Un exemple important de martingale est le mouvement brownien décrit
dans le paragraphe précédent. D’autre part, une construction typique de mar-
tingales est la suivante : on se donne une variable aléatoire & sur (§2,F)
intégrable, i.e. F|£| < +oo. Alors, le processus défini par

X, =E[¢|F], teT,

est clairement une martingale. On dit que X est fermée a droite par &.
Réciproquement, lorsque T = [0,T], T < +o0, toute martingale (Xt):epo, 1)
est fermée & droite par & = Xp. Lorsque T = [0, +o0], la fermeture & droite
d’une martingale est donnée par le résultat de convergence suivant :

Théoréme 1.1.1 (Convergence des martingales)
1) Soit X = (X;)i>0 une surmartingale cad-lag bornée dans L' (en particulier
st elle est positive). Alors X, converge p.s. quand t — +00.

2) Soit X = (Xy)i>0 une martingale cad-lag. Alors (X;)i>o est uniformément
intégrable si et seulement si X; converge p.s. et dans L' quand t — +oo vers
une variable aléatoire X yo. Dans ce cas, X o ferme X a droite, i.e. Xy =
E[X || Fi) pour tout t > 0.

Dans la suite, on notera T l'intervalle égal & [0, 7] si T = [0,7] et égal &
[0,4+0c] si T = [0, +occ[. On note aussi T' le bord & droite de T. Avec cette
convention, si (X¢)ier est une martingale cad-lag uniformément intégrable
alors X est la limite p.s. et dans L' de X; quand ¢ tend vers 7. De plus, X+
ferme a droite X : X; = E[X#|F:] pour tout ¢ € T.

Le résultat suivant est une propriété trés importante des martingales : il

étend la propriété (1.1) pour des dates ¢ et s remplacées par des temps d’arrét.

Théoréme 1.1.2 (Théoréme d’arrét des martingales)
Soit M = (My)ier une martingale cad-lag et o, T deux temps d’arrét bornés
a valeurs dans T tel que o < 7. Alors

E[M,|F,] = My, p.s.

Une application utile de ce théoreme d’arrét est donnée dans le corollaire
suivant :

Corollaire 1.1.1 Soit X = (X;)ier un processus cad-lag adapté.

(1) X est une martingale si et seulement si pour tout temps d’arrét T borné
a valeurs dans T, on a X, € L' et
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E[X,] = Xo.

(2) Si X est une martingale et T est un temps d’arrét alors le processus arrété
X7 est une martingale.

Nous énoncons une premiere inégalité fondamentale pour les martingales.

Théoréme 1.1.3 (Inégalité de Doob)
Soit X = (Xi)ter une sousmartingale positive ou une martingale, cad-lag.
Alors pour tout temps d’arrét T a valeurs dans T, on a :

E|X,
P[sup |Xt2/\} SM, VA > 0,
0<t<r A

p P P
E[sup |Xt|} < () E[IX ], Vp>1
0<t<r p—1

Notons que la premiere inégalité ci-dessus et le théoreme de convergence
des martingales impliquent que si (X;)ier est une martingale cad-lag uni-
formément intégrable, alors sup,cr |X;| < 400 p.s.

Dans toute la suite, on se place sur un espace de probabilité filtré
(2, F,F = (Ft)ter, P) satisfaisant les conditions habituelles.

En théorie des processus, le concept de localisation est tres utile. De
maniere générale, on dit qu'un processus progressif X est localement “truc”
(ou possede la propriété “truc” locale) 8’il existe une suite croissante de temps
d’arrét (7,)n>1 (appelée suite localisante) telle que 7, tend p.s. vers 'infini
et pour tout n, le processus arrété X est “truc” (ou posseéde la propriété
“truc”). On introduit ainsi la notion de processus localement borné et on note
que tout processus adapté X continu est localement borné : prendre pour
suite de temps d’arrét localisante 7, = inf{t > 0 : |X;| > n} de telle sorte
que X™ est bornée par n. Remarquons que lorsque X n’est pas continu avec
des sauts non bornés, X n’est pas localement borné. Un exemple important
de localisation est donné dans la définition suivante.

Définition 1.1.8 (Martingale locale)

Soit X un processus cad-lag adapté. On dit que X est une martingale locale
s’il existe une suite de temps d’arrét (7,)n>1 telle que lim,_ 4o 7 = 400
p.s. et le processus arrété X™ est une martingale pour tout n.

Toute martingale cad-lag est une martingale locale mais la réciproque
n’est pas vraie : les martingales locales sont beaucoup plus générales que
les martingales et on en rencontrera en particulier avec les intégrales sto-
chastiques (voir section 1.2). Il est intéressant d’avoir des conditions assurant
qu’une martingale locale est une martingale. Le critére suivant est tres utile en
pratique.
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Proposition 1.1.6 Soit M = (M;)ier une martingale locale. Supposons que

E [ sup |Ms|} < 400, VteT. (1.2)

0<s<t
Alors M est une martingale.

En fait, on a une condition nécessaire et suffisante pour qu’une martingale
locale M soit une “vraie” martingale : c’est la condition dite (DL) que la
famille (M), ot 7 parcourt 'ensemble des temps d’arrét bornés dans T, est
uniformément intégrable. La condition suffisante (1.2) est souvent utilisée en
pratique pour assurer la condition (DL). Citons aussi le résultat utile suivant
conséquence directe du lemme de Fatou.

Proposition 1.1.7 Soit M une martingale locale positive telle que My € L*.
Alors M est une surmartingale.

Nous définissons a présent le concept important de variation quadratique
d’une martingale locale (continue). On dit qu'un processus A = (A¢)ier est
a variation finie si toutes ses trajectoires sont cad-lag et & variation finie, i.e.
pour tout w € 2, t € T,

n
sup Y _ | A, (w) — Ay, ()] < +o0, (1.3)
i=1
ol le supremum porte sur toutes les subdivisions 0 =ty < t; < ... <t, =t

de [0,t]. Le processus A est croissant si toutes ses trajectoires sont cad-lag
et croissantes. Tout processus A & variation finie peut s’écrire comme A =
AT — A7 oul AT et A~ sont deux processus croissants. Il y a unicité dune
telle décomposition si on impose que les mesures positives associées AT ([0, ])
= A et A=([0,t]) = A; soient portées par des Boréliens disjoints. On note
A la mesure signée différence des deux mesures positives finies AT et A~. La
mesure positive (aléatoire) associée au processus croissant AT + A~ est notée
|A| - |A|([0,]) = A + A, égale a (1.3), et est appelée variation de A. Pour
tout processus « tel que

t
/ las(w)]d|Als(w) < 400, VEeT, Yw € 2,
0

le processus [ adA défini par intégrale de Stieltjes fot as(w)dAs(w), pour tout
t € Tetw € 2, est a variation finie. De plus si A est adapté et « est progressif,
alors [ adA est adapté. Pour tout processus A & variation finie, on note A :

A=A — Y AA,, ol AA, = A — A (AAg = Ay).
0<s<t

A€ est un processus continu & variation finie et est appelé partie continue
de A.
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Proposition 1.1.8 Soit M une martingale locale continue, My = 0. Alors si
M est a variation finie, M est indistinguable de 0.

Théoréme 1.1.4 (Variation quadratique, crochet)

(1) Soient M = (My)ier et N = (Ny)ier deux martingales locales dont l'une
des deux est localement bornée (par exemple continue). Alors il existe un
unique processus prévisible a variation finie, noté < M, N >, nul en 0, tel
que MN— < M, N > soit une martingale locale. Cette martingale locale est
continue st M et N le sont. De plus, pour toutt € T, si 0 =t < ] < ...

tp =1t est une subdivision de [0,t] de pas tendant vers 0, on a :

<M,N > = lim (Mtn — My» ) (Nt@ ~ Ny ) ,
n— oo ; i i—1 i i—1
im
au sens de la convergence en probabilité. Le processus < M, N > est appelé
crochet (oblique) de M et N. On dira de plus que M et N sont orthogonales

st < M,N > =0 ce qui signifie que le produit M N est une martingale locale.
(2) Lorsque M = N, le processus < M, M >, noté parfois < M > et appelé
la variation quadratique de M ou le processus croissant de M, est croissant.
De plus, on a la relation de “polarisation” :

1
<M7N>:§(<M+N7M+N>—<M,M>—<N,N>).
Exemple
SiW = (W', ...,W%) est un mouvement brownien d-dimensionnel, on a :

<WHEWI >, =t
ou §;; = 1sii = jet 0 sinon. De plus les processus Wiwi — di;t sont des
martingales.
L’inégalité suivante est utile pour définir plus bas l'intégrale stochastique.

Proposition 1.1.9 (Inégalité de Kunita-Watanabe)

Soient M et N deuzr martingales locales continues et o, B deuxr processus
mesurables sur T x £2 muni de la tribu produit B(T)® F. Alors on a pour tout
teT:

t
/ ollBsld] < M, N > |,
0

1 1
t 3 t 3
< </ ald < M, M >s> (/ B%d < N,N >S> p.S.
0 0

Ceci montre en particulier que p.s. la mesure signée d < M, N > est absolu-
ment continue par rapport a la mesure positive d < M >.
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L’inégalité fondamentale suivante pour les martingales (locales) sera tres
utile lorsqu’on s’intéressera aux martingales locales définies par des intégrales
stochastiques pour lesquelles on arrive souvent en pratique a calculer la va-
riation quadratique.

Théoréme 1.1.5 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy)

Pour tout p > 0, il existe des constantes positives c, et Cp, telles que pour toute
martingale locale continue M = (My)ier et tout temps d’arrét T & valeurs dans
T, on ait :

P
c,E[< M P < B [ sup |Mt] < C,E [< M >£/2} :
o<t<T

En combinant l'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy avec la condition
(1.2), on voit en particulier avec p = 1 que si la martingale locale continue M
vérifie E[v/< M >4] < 400 pour tout ¢ € T, alors M est une martingale.

On dit qu’une martingale cad-lag M = (M;)er est de carré intégrable si
E[|M;|*] < 400 pour tout ¢t € T. On introduit la distinction supplémentaire
(dans le cas T=[0, +oc[) pour dire que M est bornée dans L? si sup,cr E[|M|?]
< +o0. En particulier, une martingale bornée dans L? est uniformément
intégrable et admet une limite p.s. My quand ¢ tend vers T. On note H?2
I'ensemble des martingales continues bornées dans L2. Le résultat suivant est
une conséquence des inégalités de Doob et Burkholder-Davis-Gundy.

Proposition 1.1.10 (Martingale de carré intégrable)

Soit M = (My)ier une martingale locale continue. Alors M est une martingale
de carré intégrable si et seulement si E[< M >.] < 400 pour tout t € T. Dans
ce cas, M*— < M > est une martingale continue et si My = 0, on a :

E[M} = E[< M >;], VteT.

De plus, M est bornée dans L? si et seulement si E[< M >5] < +oo et dans
ce cas :

E[MZ] = E[< M >5).
L’espace HZ muni du produit scalaire
(M,N)g2 = E[< M,N >7]

est un espace de Hilbert.

Le théoreme suivant est connu sous le nom de théoréeme de décomposition
de Doob-Meyer des surmartingales.

Théoréme 1.1.6 (Décomposition de Doob-Meyer)
Soit X une surmartingale cad-lag. Alors X admet une décomposition unique
de la forme
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X=Xo+M-A

ot M est une martingale locale cad-lag nulle en 0 et A est un processus
prévisible, croissant et nul en 0. Si X est positif, alors A est intégrable, i.e.
E[Af] < 400 ot Ay = lim,_, 7 A; p.s.

On introduit finalement une classe fondamentale de processus a variation
quadratique finie, étendant les sur(sous)martingales (locales), et tres large-
ment utilisé dans la modélisation en finance, en particulier dans le cadre de
ce livre.

Définition 1.1.9 (Semimartingale)
Une semimartingale est un processus cad-lag adapté X admettant une décom-
position de la forme :

X=Xo+M+A (1.4)

ot M est une martingale locale cad-lag nulle en 0 et A est un processus adapté
a variation finie et nul en 0. Une semimartingale continue est une semimar-
tingale telle que dans la décomposition (1.4), M et A sont continus. Une telle
décomposition ou M et A sont continus, est unique.

On définit le crochet droit d’une semimartingale continue X = Xg+ M + A
par: < X, X > =< M, M > et on a la propriété que pour tout t € T, si 0 =
th <t} <...t§ =t est une subdivision de [0,] de pas tendant vers 0, on a
la convergence en probabilité :

k
n 9
<X,X > = lim (th — X ) .
n—+00 4 i i—1
1=
Cette propriété est tres importante car elle montre que le crochet droit ne
change pas lorsqu’on change P par une probabilité ) absolument continue
sous laquelle X est encore une @-semimartingale.

Les principaux théorémes énoncés ci-dessus pour les sur(sous)martingales
supposent des trajectoires cad-lag du processus. Le théoreme suivant donnent
les conditions pour lesquelles c’est le cas.

Théoréme 1.1.7 Soit F = (Fy)ier une filtration satisfaisant les conditions
habituelles et X = (X¢)ier une surmartingale. Alors X admet une modifi-
cation cad-lag si et seulement si Uapplication t € T — E[X;] est continue &
droite (c’est le cas en particulier si X est une martingale). De plus, dans ce
cas, cette modification cad-lag reste une surmartingale par rapport a F.

Pour une preuve de ce résultat, voir Karatzas et Shreve [KaSh88], Théoreme
3.13 du Ch. 1.

Dans la suite, par définition, on dit qu’un processus vectoriel X =
(X1,...,X%) est une martingale (resp. surmartingale, resp. semimartingale)
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(locale) si chacune de ses composantes réelles X!, i = 1,...,d est une
martingale (resp. surmartingale, resp. semimartingale) (locale). On définit
aussi le crochet matriciel d’une semimartingale continue vectorielle X =
(X1, X% : < X > =< X,X' >, par ses composantes < X', X7 >,
i,j=1,...,d.

1.2 Intégrale stochastique et applications

1.2.1 Intégrale stochastique par rapport a une semimartingale
continue

Dans cette section, on définit l'intégrale stochastique par rapport a une
semimartingale continue X. On considere dans un premier temps le cas ou X
est unidimensionnel. Avec la décomposition (1.4), on définit d’abord 'intégrale
par rapport a X comme la somme de deux intégrales, I'une par rapport a la
partie a variation finie A et ’autre par rapport a la partie martingale locale
continue M. L’intégrale par rapport & A est définie trajectoriellement (pour
presque tout w) comme une intégrale de Stieljes. Par contre, si la martingale
M n’est pas nulle, elle n’est pas a variation finie, et on ne peut plus définir
I'intégrale par rapport a M de maniere trajectorielle comme des intégrales
de Stieljes. La notion d’intégrale stochastique par rapport a M, due a Itd
dans le cas ou M est un mouvement brownien, est basée sur 'existence d’une
variation quadratique < M >, qui permet de définir I'intégrale comme limite
de suites simples de type Riemann dans L2.

Un processus simple (ou élémentaire) est un processus de la forme

n

ar = Z a(k)l]tkwtk+l](t)7 (1.5)
k=1

ou 0 <ty <ty <...<ty, est une suite de temps d’arrét dans T et ) est
une variable F;, -mesurable et bornée pour chaque k. On note £ I'ensemble
des processus simples. Lorsque M est bornée dans L?, i.e. M € H2, on définit
L?(M) comme I’ensemble des processus progressifs a tels que E| fOT low|?d <
M >;] < +00. C’est un espace de Hilbert pour le produit scalaire :

T
/ o fed < M >t] )
0

et I’espace des processus simples est dense dans L2(M). L’intégrale stochas-
tique d’un processus simple (1.5) est définie par :

(avﬂ)g(M) =F

t n
/ Oédes = Za(k).(Mtk+1/\t — Mtk/\t)7 te T,
0 k=1
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et appartient & HZ2. De plus, on a la relation d’isométrie :

T 2 T
E / (6% de =F / |O[t|2d <M >
0 0

Par densité de £ dans L?(M), on peut donc étendre I'application a — [ adM
a une isométrie de L?(M) dans H2. Pour tout o € L?(M), I'intégrale stochas-
tique f adM est caractérisée par la relation :

</adM,N>:/ad<M,N>, VN € H2.

De plus si 7 est un temps d’arrét, on a

tAT t t
/ ozdesz/ aslypdMs = / asdMspr, teT.
0 0 0

Cette identité permet d’étendre par localisation la définition de l'intégrale
stochastique a une martingale locale continue et pour une classe plus large
d’intégrands.

Soit M une martingale locale continue. On note L? (M) 'ensemble des
processus progressifs a tels que pour tout ¢t € T :

t
/ los|?d < M >, < 400, p.s.
0

Pour tout a € L2 (M), il existe une unique martingale locale continue nulle

en 0, appelé intégrale stochastique de « par rapport & M et notée [ adM,
telle que :

</adM,N>:/ad<M7N>

pour toute martingale locale continue N. Cette définition étend celle vue
ci-dessus lorsque M € H? et o € L?(M).

Lorsqu’on considere l'intégrale stochastique par rapport & une martingale
locale continue M vectorielle, une premiere idée est de prendre la somme des
intégrales stochastiques par rapport a chacune des composantes. Cependant,
pour obtenir des “bonnes” propriétés de représentation et de décomposition
des martingales (voir paragraphe 1.2.4), on doit construire I'intégrale stochas-
tique en utilisant une relation d’isométrie comme dans le cas unidimensionnel
afin d’avoir les propriétés de fermeture adéquates. On doit donc élargir la
classe des intégrands a une classe plus large que celle des intégrands prise
composante par composante. On parle d’intégration stochastique vectorielle.
Des conditions suffisantes assurant que les deux notions d’intégration stochas-
tique vectorielle et composante par composante sont identiques, sont étudiées
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dans [CS93]. C’est par exemple le cas si M est un mouvement brownien d-
dimensionnel. D’autre part, lorsqu’on définit l'intégration stochastique par
rapport a une semimartingale, s’il est naturel et suffisant en pratique dans
les applications de considérer dans un premier temps les intégrands par rapp-
port & la variation finie et par rapport a la partie martingale, cette classe
d’intégrands n’est pas assez large en théorie lorsqu’on s’intéresse aux pro-
priétés de fermeture et de stabilité des intégrales stochastiques. La topologie
des semimartingales a été introduite par Emery [Em79] et est trés appropriée
pour I’étude des intégrales stochastiques.

Les trois paragraphes suivants, marqués d’un astérique et concernant
I'intégration stochastique vectorielle et la topologie des semimartingales
peuvent étre omis en premiére lecture. Nous commencons par définir 'intégrale
par rapport & un processus vectoriel a variation finie, puis par rapport a une
martingale locale continue vectorielle. La présentation est inspirée de Jacod
[Jac79], ch. IV.

Intégrale de Stieltjes par rapport a un processus vectoriel a variation
finie*

Soit A = (Al,... 7Ad) un processus vectoriel dont les composantes sont conti-
nues & variation finie. Il existe alors un processus croissant I” (par exemple
dr = Zle d| A?|) et un processus vectoriel v = (7, ...,~v%) prévisible (obtenu
par le théoreme de Radon-Nikodym) tels que :

Ai:/yidﬂ i=1,...,d. (1.6)
On note Lg(A) I'ensemble des processus progressifs a = (a?, ..., a?) tels que :
t| d
/ Zafﬂ; dlr, < 4oo, p.s.VteT.
0 =

On pose alors

d
/adA = /Zaividﬂ
i=1

avec la convention que f(f oy (w)dA, (w) = 0 siw est dans I’ensemble négligeable
ol fot ‘E?:l ozf;y;(w)‘ dl,(w) = +oc. Le processus [ adA ne dépend pas du
choix de (v, ") vérifiant (1.6) et est aussi continu & variation finie. Notons
que Lg(A) contient (et en général strictement) 1’ensemble des processus
progressifs a = (a!,...,a?) tels que pour tout i = 1,...,d, o' € Lg(A?),
ie. fot |ad, |d| A", < +oo pour tout ¢ dans T pour lesquels on a : [adA =
S %, [aidA? quon notera souvent [ o/dA.
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Intégrale stochastique par rapport & une martingale locale continue
vectorielle*

Soit M = (M?*, ..., M%) une martingale locale continue & valeurs dans R%. On
note < M > le crochet matriciel de composantes < M*, M7 >. 1l existe alors
un processus prévisible croissant C' tel que d < M*, M7 > soit absolument
. ) L d
continue par rapport & la mesure positive dC : par exemple C = > . | <
M* >. Par le théoreme de Radon-Nikodym, il existe un processus prévisible ¢
a valeurs dans ’espace des matrices symétriques définies non-négatives d x d
tel que :

<M>:/ch, ie. <M\ M >= /c”dO, i,j=1,...,d. (1.7)

On définit LZQOC(M ) comme l’ensemble de tous les processus progressifs o =

(al,...,a?) & valeurs dans R? tels que pour tout ¢t € T :

t t
/ ald < M >, ay ::/ al, ey, dC, < 400, p.s. (1.8)
0 0

Il est & noter que l'expression fot al,d < M >, a, ne dépend pas du choix de
c et C vérifiant (1.7). Pour tout o € L} (M), il existe une unique martingale
locale continue nulle en 0, appelé intégrale stochastique de « par rapport a

M et notée [ adM, telle que :
</osz,N>:/ad<M,N>

pour toute martingale locale continue N. L’intégrale dans le terme a droite de
I’égalité ci-dessus est I'intégrale de Stieltjes par rapport au processus vectoriel
a variation finie < M, N > = (< M, N >,...,< M% N >). Cette intégrale
de Stieltjes est bien fini d’apres I'inégalité de Kunita-Watanabe. En particulier,

ona:
</adM,/adM>=/a’d<M>a.

Notons que si pour tout i = 1,...,d, a* € L2 (M?), i.e. fot |t |2d < M >,

loc

< +oo pour tout ¢t dans T, alors a = (a!,...,a%) € L} (M) et [adM

loc
P S L . .
= Yo, [a'dM". La réciproque n'est pas vraie en général : Pensemble

L? (M) est strictement plus grand que l'ensemble {a = (al,...,a4):
ot € L} (M"),i = 1,...,d}. Cependant si les M* sont orthogonaux deux

a deux, i.e. < M*, M7 > = 0 pour i # j, on a égalité de ces deux ensembles
et on écrira souvent a la place de [ adM :

d
/o/dM = Z/aidMi.
i=1
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C’est typiquement le cas lorsque M est un mouvement brownien d-dimensionnel
W = W' ...,W%), la condition (1.8) sur L? (W) s’écrivant alors :

loc

t d t
ay|?du = ol 2du < 400, p.s., VteT.
|av| "
0 = Jo

De plus, [adM est une martingale bornée dans L? si et seulement si
«o 67L2(M ) défini comme l’ensemble des processus progressifs « tels que
E[fOT ayd < M >; o] < +00. Dans ce cas, on a :

= 2

T
E (/ atht> =F
0

T
/ O[gd<M>tOlt .
0
2

Dans le cas général, pour a € L7, (M), une suite de temps d’arrét localisante
pour la martingale locale continue | adM est par exemple

¢
Tn:inf{te'ﬂ‘ :/ ald< M >, a, > n}
0

pour laquelle I'intégrale stochastique arrétée [ AT adM est une martingale
bornée dans L? avec E[< f‘AT" adM >7] < n. Lorsque M est un mouvement
brownien d-dimensionnel W et a est un processus continu, un autre exemple
de suite de temps d’arrét localisante pour la martingale locale continue [ adW
est

T, =inf{t €T :|a¢| > n}.

Dans ce cas l'intégrale stochastique arrétée [ AT adW est une martingale de

carré intégrable avec E[< f’AT" adW >] = E[ft/\Tn

o " law[*du] < n?t, pour tout
te .

Intégrale stochastique par rapport a4 une semimartingale continue
vectorielle®

Soit X une semimartingale continue vectorielle décomposée sous la forme
X = M+ A ou M est une martingale locale continue vectorielle et A un
processus continu vectoriel a variation finie. Naturellement, pour tout a €
L? (M) N Lg(A), on peut définir 'intégrale stochastique de « par rapport a

loc
/adX:/adM+/adA.

X en posant :
Notons que les processus progressifs o localement bornés, i.e. supg< <, las| <
+00 p.s. pour tout t dans T, sont dans L? (M) N Lg(A). Cette classe

loc
d’intégrands, suffisante en pratique dans les applications, n’est pas assez large



18 1 Quelques éléments d’analyse stochastique

en théorie lorsqu’on s’intéresse aux propriétés de fermeture et de stabilité
des intégrales stochastiques. La topologie des semimartingales est trés appro-
priée pour I’étude des intégrales stochastiques. Cette topologie est définie par
la distance entre deux semimartingales (ici continues) X = (Xy)ier et YV =

(Y)ter
TAn TAn
/ O[tht */ O[td}/t
0 0

ou le supremum est pris sur tous les processus progressifs o bornés par 1.

A1l

7

Dg(X,Y)=sup | > 27"E

[al<1 n>1

Définition 1.2.10 Soit X une semimartingale continue. Soit o un proces-
sus progressif et o™ le processus tronqué borné aljg)<n- On dit que a est
intégrable par rapport ¢ X et on note a € L(X), si la suite de semimar-
tingales fa(")dX converge pour la topologie des semimartingales vers une
semimartingale Y et on pose alors [adX =Y.

On a les propriétés suivantes pour cette classe générale d’intégrands :
~ Si X est une martingale locale, L (X) C L(X).

loc
— Si X est & variation finie, Lg(X) C L(X).
~LX)NLY)CLX+Y)et [adX + [adY = [ad(X +Y).
— L(X) est un espace vectoriel et [adX + [BdX = [(a+ B)dX.

De plus, l'espace { [ @dX :a € L(X)} est fermé dans l'espace des semi-
martingales pour la topologie des semimartingales. Enfin, comme la topologie
des semimartingales est invariante par changement de probabilité équivalente
P sur (£2,F), il en est de méme de L(X). Attention, si X est une martingale
locale continue et « est dans L(X), I'intégrale stochastique | adX n’est pas
toujours une martingale locale. En fait, [ adS est une martingale locale si et
seulement si o appartient a L%OC(M ). On sait aussi que lorsque le processus
J adX est borné inférieurement alors ¢’est une martingale locale et donc aussi
une surmartingale.

1.2.2 Processus d’Ito

En finance, on utilise souvent des processus d’It6 comme semimartingales
continues pour modéliser la dynamique des prix d’actifs risqués.

Définition 1.2.11 Soit W = (W', ....W9) un mouvement brownien d-
dimensionnel sur un espace de probabilité filtré (2, F,F, P). On appelle pro-
cessus d’Ité, un processus X = (X*',...,X™) a valeurs dans R™ tel que l'on
ait p.s. :

t t
Xt:X0+/ bsds+/ o dW,, teT, (1.9)
0 0
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ie. X;=X5+/ b;ds+z/ ocYdWi, teT,1<i<n,
0 0

ou Xo est Fo-mesurable, b=(b',...,b") eto=(c",...,0") = (6")1<i<ni1<j<d
sont des processus progressifs d valeurs respectivement dans R™ et R"*¢ tels
que b’ € Lg(dt) et o’ € L2 (W), i=1,...,n, i.e.

t t
/ |bs|ds +/ los|?ds < 400, p.s., VteT.
0 0

On écrira souvent (1.9) sous forme différentielle

dXt = btdt + O'tth.

1.2.3 Formule d’It6

1. Soit X = (X*,..., X?) une semimartingale continue & valeurs dans R? et
f une fonction de classe C2 sur T x R?. Alors (f(t, X¢))ser est une semimar-
tingale et on a pour tout t € T :

W)X

[, Xt) = f(0, Xo) / 5

u, Xy, XU X7 >, .
+ = Z/ axza% )d < >

Dans cette expression, les divers intégrands sont continus donc localement
bornés et les intégrales stochastiques ou de Stieltjes sont bien définies.

2. Dans ce livre, on utilisera aussi dans un exemple (voir section 4.5) la formule
d’It6 pour une semimartingale X = (X!,..., X9) de la forme

Xi=M+ A, i=1,...,d,

ou M? est une martingale continue et A° est un processus adapté a varia-
tion finie. On note A" la partie continue de A’. Alors si f une fonction de
classe C12 sur T x R?, (f(t, X¢))¢er est une semimartingale et on a pour tout
teT:

ta d t a )
$i6.X0) = 5050+ [ G X + 32 [ T X
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1.2.4 Théorémes de représentation de martingales

Dans ce paragraphe, nous énoncgons quelques théoremes de représentation
de martingales utilisant I'intégrale stochastique.

Le premier résultat est le théoreme de représentation des martingales brow-
niennes, appelé aussi théoreme de représentation d’Ito.

Théoréme 1.2.8 (Représentation des martingales browniennes)

On suppose que F est la filtration naturelle (augmentée) d’un mouvement
brownien standard d-dimensionnel W = (W?',... W ) Soit M = (My)ter
une martingale locale cad-lag. Alors il existe « = (a?,...,a%) € LZ (W) tel

que :
t d t )
M, :Mo+/ ol dW, = M0+Z/ aldWi, teT, p.s.
0 . 0

De plus si M est bornée dans L? alors o € L2(W), i.e. E[fOT oy |2dt] < +o0.

Pour une preuve, on peut consulter le ch. 3, sec. 3.4 de Karatzas et Shreve
[KaSh88] ou le ch. V de Revuz et Yor [ReY91]. Ce résultat montre en particu-
lier que toute martingale par rapport a une filtration brownienne est continue
(& un processus indistinguable pres).

Le second résultat est un théoreme de projection dans I’espace des intégrales
stochastiques par rapport & une martingale locale continue. Il est originel-
lement apparu dans Kunita-Watanabe [KW67], puis dans Galtchouk [GaT76].
On trouvera aussi une preuve dans Jacod [Jac79], ch. IV, sec. 2.

Théoréme 1.2.9 (Décomposition de Galtchouk-Kunita-Watanabe)

Soit M = (M*,..., M%) une martingale locale continue & valeurs dans R?
et N une martingale cad-lag locale réelle. Alors il existe « € L} (M) et R
martingale cad-lag locale orthogonale @ M (< R,M* > = 0,i = 1,...,d)
nulle en 0 tels que :

t
Ny = Ny +/ a,dM, + Ry, teT, p.s.
0

Si de plus N est bornée dans L* alors o € L?(M) et R est aussi bornée dans
L2

Le résultat suivant, di & Yor [Yo78], examine le probléme de la limite dans
L' d’intégrands par rapport une martingale.

Théoréme 1.2.10 Soit M une martingale locale continue et (a'™),>1 une
suite de processus dans L(M) telle que pour tout n, [ aMdM est une martin-
gale uniformément intégrable et la suite ( fo ozg )th)n>1 converge dans L'
vers une variable aléatoire ¢ € L'. Alors il existe € L(M) tel que [ adM

soit une martingale uniformément intégrable et & = fOT ardM;.
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1.2.5 Théoréme de Girsanov

Dans ce paragraphe, on s’intéresse a l'effet d’un changement de probabilité
sur les notions de semimartingales et martingales. La présentation est inspirée
du ch. 4, sec. 3.5 de Karatzas et Shreve [KaSh88] et du ch. VIII de Revuz et Yor
[ReY91]. On se donne un espace de probabilité filtré (2, F,F = (Fi)ier, P)
satisfaisant les conditions habituelles. Pour simplifier les notations, on suppose
F = Fp.

Soit @ une mesure de probabilité sur (£2, F) telle que @ soit absolument
continue par rapport a P, noté Q@ < P. Soit Z7 la densité de Radon-Nikodym
correspondante, notée souvent

dQ
Pour tout ¢t € T, la restriction de @ a F; est évidemment absolument continue
par rapport a la restriction de P a F;. Soit Z; la densité de Radon-Nikodym
correspondante, notée souvent

_ 4

7y =
" dP|

Alors le processus (Z;)ier est une martingale (sous P par rapport & (Fy)ier)
positive, fermée a droite par Zz :

Z, = BlZs|F), ps. VteT.

Quitte a remplacer Z par une modification, on peut supposer que ses trajec-
toires sont cad-lag. Z est appelé processus de densité martingale de @ (par
rapport & P). Z est positive, mais en fait on a

Zy >0, VteT, Qp.s,

ce qui signifie que Q[ < oo] = 0, ot 7 = inf{t : Z; = 0ou Z;- = 0} :
ceci découle du fait que la martingale Z s’annule sur [r, +0o|[. Lorsque Q est
équivalente a P, noté @ ~ P, on écrit sans ambiguité Z; > 0, pour tout ¢ dans
T, p.s. Dans la suite, on note E? 'opérateur d’espérance sous . Lorsqu’une
propriété est relative a @), on précisera la référence a (). Lorsque cela n’est
pas précisé, la propriété est implicitement relative a P la probabilité initiale
sur (2, F).

Proposition 1.2.11 (Formule de Bayes)

Soit Q < P et Z son processus de densité martingale. Pour tous temps d’arrét
o < 7 a valeurs dans T, & variable aléatoire F,-mesurable tel que E?[|£]] <
“+o00, on a :

E[Z:¢| Fo]

EQ[&'-}-G]: 7 s

Q p.s.
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La formule de Bayes montre en particulier qu’un processus X est une Q-
(sur)martingale (locale) si et seulement si ZX est une (sur)martingale (locale).

Théoréme 1.2.11 (Girsanov)
Soit Q < P et Z son processus de densité martingale. On suppose que Z est
continu. Soit M une martingale locale continue. Alors le processus

1
MQ:M—/Ed<MJ>

est une Q-martingale locale continue. De plus, si N est une martingale locale
continue, on a

< M9 N9 >=<MN>.

St on a de plus Q ~ P, i.e. Z est strictement positif p.s., alors il existe une
unique martingale locale continue L nulle en t = 0, telle que :

1
Zt = exp (Lt - 5 < L,L >t> = gt(L), t e T, p.Ss.

et L est donnée par

t
1
Lt:/o Z—SdZs7 teT T, p.s.

La Q-martingale locale M@ s’écrit alors aussi :
M@ =M—<M,L>.
Dans le cas d’un mouvement brownien, on a le résultat important suivant.

Théoreéme 1.2.12 (Cameron-Martin)
Soit W un mouvement brownien. Soit Q ~ P de processus de densité martin-
gale

dQ B
dTD £ - Et(L)ﬂ

ou L est une martingale locale continue. Alors le processus
We=W-<W,L>
est un Q-mouvement brownien.
Dans les applications du théoreme de Girsanov-Cameron-Martin, on part

d’une martingale locale continue L nulle en 0 et on construit Q) ~ P en posant
Q = &(L).P sur F;. Ceci requiert bien stir que le processus £(L) soit une
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martingale. De fagon générale, on sait que £(L) est une martingale locale,
appelée exponentielle de Doléans-Dade. C’est aussi un processus (strictement)
positif et donc une surmartingale ce qui assure ’existence de la limite p.s.
Er(L) de &(L) quand t tend vers T. L’exponentielle de Doléans-Dade £(L)
est donc une martingale si et seulement si E[E7(L)] = 1. Dans ce cas, on peut
effectivement définir une probabilité ) ~ P de densité de Radon-Nikodym
Er(L) = dQ/dP et de processus de densité martingale & (L) = dQ/dP|x,. On
peut alors ensuite appliquer le théoreme de Girsanov-Cameron-Martin. Il est
donc important d’avoir des conditions assurant que £(L) soit une martingale.

Proposition 1.2.12 (Condition de Novikov)
Soit L une martingale locale continue avec Ly = 0 telle que

1
E [exp (2 <L, L >T)] < +00.

Alors L est une martingale uniformément intégrable avec Elexp(Ls/2)] <
+oo et E(L) est une martingale uniformément intégrable.

Cas du mouvement brownien

Considérons un mouvement brownien d-dimensionnel W = (W1, ... W) par
rapport & (F¢)ter. Un choix courant de martingale locale L est

t d t
L= / AW, = Z/ ALdWE,
0 —Jo
ot A = (AL,...,\?) est dans L2 (W). Le processus £(L) associé est

t t
E(L) = exp </ N, dW, — %/ |)\u|2du> , teT. (1.10)
0 0

Lorsque £(L) est une martingale permettant de définir une probabilité @ ~ P
de processus de densité martingale £(L), le théoréme de Girsanov-Cameron-
Martin stipule que W€ = (W' ..., W?%) avec

Wi = Wi —/Aidt, i=1,...,d (1.11)

est un @-mouvement brownien. Notons que dans le cas ou F est la filtra-
tion brownienne et d’apres le théoreme de représentation d’Ito6 1.2.8, toute
probabilité @ ~ P a un processus de densité martingale de la forme (1.10).
Finalement, la condition de Novikov assurant que £(L) est une martingale

s’écrit ici :
1T,
exp | = | A¢|=dt
2 Jo

On termine ce paragraphe en donnant un théoréme de représentation des
martingales browniennes sous un changement de probabilité.

FE < +o0.
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Théoréme 1.2.13 (Représentation d’Ité sous un changement de probabilité)
On suppose que F est la filtration naturelle (augmentée) d’un mouvement
brownien standard d-dimensionnel W = (W?',... . W1). Soit Q ~ P de proces-
sus de densité martingale Z donné par (1.10) et W? le mouvement brownien
sous Q donné par (1.11). Soit M = (My)ier une Q-martingale locale cad-lag.
Alors il eziste o = (al,...,a%) € L2 (W) tel que :

loc

t d t )
M, :M0+/ ol dWS = MO+Z/ AldWE' teT, p.s.
0 =170

Ce résultat est a la base du probleme de la réplication en marché complet
en finance. Il sera aussi utilisé dans la suite de ce livre. Notons qu’il ne peut
étre déduit comme conséquence directe du théoreme de représentation d’Ito
1.2.8 appliqué a la Q-martingale M par rapport a la filtration F. En effet, la
filtration F est la filtration naturelle de W et non de W®. Pour montrer le
théoreme 1.2.13, il faut d’abord se ramener sous P par la formule de Bayes
en écrivant que N = ZM est une martingale locale. On peut alors appliquer
le théoreme de représentation d’Ité 1.2.8 (sous P) & N et revenir ensuite & M
= N/Z par la formule d’It6 (voir les détails dans la preuve de la Proposition
5.8.6 de Karatzas et Shreve [KaSh88]).

1.3 Equations différentielles stochastiques

On rappelle dans cette section quelques résultats sur les équations
différentielles stochastiques (EDS) a coefficients aléatoires par rapport & un
mouvement brownien.

1.3.1 Solutions fortes A’EDS

On introduira ici seulement le concept de solutions fortes d’EDS. On
part donc d’un espace de probabilité filtré (£2,F,F = (Fi)ier, P) satisfai-
sant les conditions habituelles et d’'un mouvement brownien d-dimensionnel
W = (W1l,...,W9) par rapport & F. On se donne des fonctions b(t, z,w) =
(bi(t, x,w))1<i<a, 0(t, x,w) = (045 (t, 2, w))1<i<n,1<j<d définies sur T x R™ x {2
A valeurs respectivement dans R” et R™”*%. On suppose que pour tout w, les
fonctions b(.,.,w) et o(.,.,w) sont boréliennes sur T x R™ et pour tout z € R™,
les processus b(.,x,.) et o(., z,.), notés parfois pour simplifier b(., x) et o (., x)
sont progressifs. On considere alors ’'EDS & valeurs dans R”™ :

dXt = b(t,Xt)dt+J(t,Xt)th (112)

qui s’écrit aussi composante par composante

d
dX] =bi(t, Xp)dt + Y oy(t, X;)dW/, 1<i<d. (1.13)

Jj=1
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Dans les applications de ce cours, on considerera deux types de situations :

(1) b et o sont des fonctions déterministes Boréliennes b(t, ), o(t,x) de t et
x et on parle alors de diffusion pour 'EDS (1.12).

(2) Les coeflicients aléatoires b(t,z,w) et o(t,x,w) sont de la forme
bt,z,0u(w)), 5(t, z, ay(w)) ot b, & sont des fonctions déterministes Boréliennes
sur TxR™x A, A ensemble de R™, et o = (o )¢er est un processus progressif &
valeurs dans A. Ce cas intervient dans les problemes de controle stochastique
étudiés aux chapitres 3 et 4 et on dit parfois que 'EDS (1.12) est une diffusion
controlée par a.

Définition 1.3.12 (Solution forte d’EDS)
Une solution forte de I’EDS (1.12) partant a linstant t est un processus vec-
toriel X = (X1,..., X™) progressif tel que l'on ait

/ b(u, Xu)|du—|—/ o (u, Xo)[2du < 00, ps., Vi<seT
t t
et que les relations
X, =X, +/ b(u, Xy)du —l—/ o(u, X, )dW,, t<seT,
t t

i.e.
S d S

X;:XZ+/ bi(u,Xu)du+Z/ oij(u, X, )dWi, t<seT,1<i<d,
t =17t

sotent vraies p.s.

Notons qu’une solution forte d’EDS (1.12) est un processus continu (& un
processus indistinguable pres) : ses trajectoires sont donc p.s. continues.

Nous mentionnons qu’il existe un autre concept de solution, dite faible,
a VEDS (1.12), ou lespace de probabilité filtré (2, F,F = (F;)ter, P) et le
mouvement brownien W font partie des inconnues de ’EDS, en plus de X.

L’existence (et I'unicité) d’une solution forte & 'EDS (1.12) est assurée
par les conditions de Lipschitz et croissance linéaire suivantes : il existe une
constante (déterministe) finie K et un processus réel  tels que pour tous ¢t €
T,we N z,yeR”

|b(t, z,w) — b(t,y,w)| + |o(t,z,w) — o(t,y,w)| < K|z —yl, (1.14)
[b(t, z,w)| + |o(t, z,w)| < ke(w) + Klz|, (1.15)

avec

t
E U |nu|2du] < +oo, VteT. (1.16)
0

Sous (1.14), un choix naturel pour x est x; = |b(¢,0)| + |o(¢,0)| des lors que
celui-ci vérifie la condition (1.16).
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Théoréme 1.3.14 Sous les conditions (1.14)-(1.15)-(1.16), il existe pour tout
t € T, une solution forte ¢ ’EDS (1.12) partant & Uinstant t. De plus, pour
tout & Fy-mesurable @ valeurs dans R™, tel que E[|€|?] < 400, il y a unicité
d’une solution forte X partant a l'instant t de &, i.e. Xy = £. L’unicité est
trajectorielle (ou indistinguable) et signifie que si X et Y sont deuzx telles
solutions fortes, on a P[X, = Y,,Vt < s € T] = 1. Cette solution est de carré
intégrable : pour tout T > t, il existe une constante Cr tel que :

E [ sup Xﬂ < Or(1 + E[¢]).
t<s<T

Ce résultat est standard et on peut en trouver une preuve dans les livres
de Gihman et Skorohod [GST2], Tkeda et Watanabe [IW81], Krylov [Kry80]
ou Protter [Pro90]. On note usuellement par X*¢ = {X!¢t < s € T} la
solution forte de 'EDS (1.12) partant a U'instant ¢ de €. Lorsque ¢t = 0, on
note simplement X¢ = X%¢. Par unicité trajectorielle, on note que pour tout
t<f0dans T, et z € R* onap.s.:

t,x

xte = x5 ve<seT.
Lorsque b et o sont des fonctions déterministes de ¢ et x, on sait de plus que la
solution forte de 'EDS (1.12) est adaptée par rapport a la filtration naturelle
de W. On a aussi dans ce cas la propriété de Markov de toute solution forte
X aI'EDS (1.12) : pour toute fonction borélienne bornée g sur R%, pour tous
t <0 dans T, on a

Eg(Xo)| Ft] = ¢ol(t, X¢)
oll gy est la fonction définie sur T x R? par :

po(t,z) = E [9(X5")] .

Etant donnée une solution forte X de 'EDS (1.12) partant a l'instant ¢,
et une fonction f de classe C1'? sur T x R, la formule d’It6 pour f(s, X,),
t < s dans T, s’écrit :

50
F(5.X0) = £+ [ G X0) + £, X
+ [ Dostu XY otw X)W,

ou

Li(w)f(t,z) =b(t,z,w).D, f(t,x) + %tr(a(t,x,w)a'(t,x,w)D?cf(t, x))
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et y(t,z) = o(t,x)o’ (¢, z) est & valeurs matricielles n x n de composantes

vik(t, ) = Zoutxakjtx)

1.3.2 Estimations sur les moments de solutions d’EDS

Dans ce paragraphe, nous donnons des estimations sur les moments de
solutions d’EDS (1.12). Notons que sous la condition (1.14), il existe une
constante finie positive 3y telle que pour tous t € T, w € 2, z,y € R™ :

(b(t, z,w) — b(t,y,w)).(x —y) + %|0(t,x,w) —o(t,y,w)|* < Bolz —y|*.

Les estimations qui suivent sont basées essentiellement sur les inégalités
de Burkholder-Davis-Gundy, Doob, la formule d’It6 et le lemme de Gronwall
que nous rappelons ici.

Lemme 1.3.1 (Gronwall)
Soit g une fonction positive continue sur Ry telle que

g(t) < h(t) + C/t g(s)ds, 0<t<T,
0

ot C est une constante positive et h est une fonction intégrable sur [0,T],

T > 0. Alors
g(t) < h(t +c/ eCl=3)ds, 0<t<T.

Théoreme 1.3.15 Supposons les conditions (1.14)-(1.15)-(1.16) satisfaites.
1) Il existe une constante C' (dépendante de K ) telle que pour toust < 6 dans

TetxecR":
) 0
E [ sup | X1 } < Clz]? 4+ CeC-E / |22 + |k 2 du| (1.17)
t<s<0 ¢

0
E { sup | X5T — xﬂ < CefUVE / |2 + |Fou | du (1.18)
t<s<60 t
2) Pour tous 0 <t < s dans T et z,y € R”
E|Xb* — X0|* < 200570 — y|2. (1.19)

On trouvera une preuve de ces estimations dans Krylov [Kry80], ch. 2. Notons
que l'inégalité (1.18) implique en particulier que
lim £ ?

sup ’Xﬁm —x
10

sE[t,t+h]

=0.
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1.3.3 Formule de Feynman-Kac

Dans ce paragraphe, on considere I'EDS (1.12) avec des coefficients
déterministes b(t,x) et o(t,z). Pour tout ¢ € T, on introduit 'opérateur
(déterministe) différentiel du second-ordre :

1
(Lop)(x) = b(t, 2).Dap() + Str(o(t, 2)0’ (t, 2) Digp(x), @ € CHR™),
L est appelé générateur infinitésimal de la diffusion (1.12). Si X est une
solution de 'EDS (1.12), v(¢, z) une fonction (réelle) de classe C1:2 sur T x R™
et r(t, ) une fonction continue sur T x R%, on a d’apres la formule d’It6 :

t
— t’I" S S — ST‘ L a
M, = e Jo e X0d v(t,Xt)—/ e Jo rlwXude (;;-i—ﬁv >(S,Xs)ds
0

t s
= 0(0, Xo) +/ e Jo XD s X Vo (s, X)W, (1.20)
0

Le processus M est donc une martingale locale continue.
On se place sur un horizon fini T = [0,7] et on considére le probléeme
d’équation aux dérivées partielles (EDP) linéaire parabolique de Cauchy :

Y — % — L = f, sur [0, T[xR" (1.21)

o(T,.) =g, sur R". (1.22)

ou f (resp. g) est une fonction continue de [0,7] x R™ (resp. R") dans R. On
suppose aussi que la fonction r est positive. On donne ici une version simple
du théoréme de représentation de Feynman-Kac. On rappelle que X® désigne
la solution de la diffusion (1.12) partant a l'instant ¢ de x.

Théoréme 1.3.16 (Représentation de Feynman-Kac)
Soit v une fonction CH2([0, T[xR4) N C°([0, T] x R?) a dérivée en x bornée et
solution du probléme de Cauchy (1.21)-(1.22). Alors v admet la représentation

T ,
U(t,l‘) / 7f r(u, X5 f(S,X;’m)dS + eift r(u, X5 )dug(X;lx)
t

(1.23)
pour (t,z) € [0,T] x RY.

La preuve de ce résultat découle du fait que lorsque v est a derivée en x bornée,
I'intégrand de l'intégrale stochastique dans (1.20) est dans L?(W) d’apres la
croissance linéaire en x de o et estimation (1.17). Ainsi M est une martin-
gale (de carré intégrable) et la représentation (1.23) s’obtient simplement en
écrivant que E[My] = E[M,]. On peut également obtenir cette représentation
de Feynman-Kac sous d’autres conditions sur v, par exemple v a croissance
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quadratique. On montrera ce type de résultat au chapitre 3 dans le cas plus
général de diffusion contrdlée (voir théoreme 3.5.2 et remarque 3.5.5). On
verra aussi une version du théoréme de Feynman-Kac en horizon infini pour
des problemes d’EDP elliptiques (voir théoréme 3.5.3 et remarque 3.5.6).
L’application du théoreme précédent requiert l’existence d’une solution
réguliere v au probleme de Cauchy (1.21)-(1.22). Ce genre de résultats s’ob-
tient typiquement sous une hypothese d’uniforme ellipticité de I'opérateur L; :

Je >0,V (t,z) €[0,T] x R", Vy € R", y/oo’(t,x)y > ely|> (1.24)

et des hypotheses de bornitude sur b, o et de croissance polynomiale sur f et g
(voir Friedman [Fr75] p. 147). Il existe aussi d’autres types de conditions suf-
fisantes qui relachent ’hypothése d’uniforme ellipticité (1.24) mais imposent
des conditions de régularité plus fortes sur les coefficients (voir Krylov [Kry80]
p. 118).

Dans le cas général ou il n’y a pas forcément de solution réguliere au
probléme de Cauchy (1.21)-(1.22), on peut donner un sens a cette EDP avec
un concept de solution faible appelée solution de viscosité. Cette notion sera
développée au chapitre 4 dans le cadre plus général de diffusion controlée
conduisant alors a une EDP non linéaire appelée équation d’Hamilton-Jacobi-
Bellman.
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Problemes d’optimisation stochastique.
Exemples en finance

2.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous exposons la structure de base d’un probleme de
controle que nous illustrons & travers plusieurs exemples issus des mathé-
matiques financieres. L’analyse et la résolution de ces problémes seront
détaillées plus tard.

De fagon générale, un probleme de controle se formule selon les carac-
téristiques suivantes :

e Etat du systéme : On considere un systeme dynamique caractérisé par son
état a tout instant. Le temps peut étre discret ou continu. Nous considérons
ici qu’il varie de facon continue et dans des conditions d’incertitude. L’horizon
(intervalle de variation du temps) peut étre fini ou infini.

L’état du systeme représente I’ensemble des variables quantitatives consti-
tuant une description ‘exhaustive’ du systeme. Les variables d’état sont sup-
posées en nombre fini & valeurs réelles. On notera X;(w) I'état du systeme a
I'instant ¢ dans un scénario du monde w € {2 espace mesurable muni d’une
probabilité P.

Une fois défini I’état, il s’agit de décrire les lois d’évolution de cet état en
fonction du temps. L’application t — X; décrit ’évolution du systeme. Cette
évolution est fournie par un modele probabiliste.

e Controdle : La dynamique X; de I’état du systeme est influencée par un
controle que nous modélisons comme un processus («y); dont la valeur peut
étre décidée a tout instant t en fonction des informations disponibles & cet
instant, c’est a dire que « est adapté par rapport a une certaine filtration, et
prend ses valeurs dans un espace de controle A.

e Critére de cotut/performance : L'objectif est de minimiser (ou maximi-
ser) sur les controles une fonctionnelle J(X, o). Dans ce cours, on considérera
des fonctionnelles de la forme
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E

T
/ F(Xe,w, a)dt + g(XT,w)l ,  en horizon fini T" < 400
0

et
“+oo
E {/ e_ﬁtf(Xt,w,at)dt} , en horizon infini.
0

La fonction f est la fonction de cotit intégral, g est le cotit final et 5 > 0 est
un coefficient d’actualisation. On définit alors la fonction valeur

v = inf J.

Les objectifs seront de déterminer d’une part la fonction valeur, et d’autre
part les infima pour ces critéres et les controles optimaux, s’ils existent, qui
les réalisent.

2.2 Exemples

Nous présentons dans cette section plusieurs exemples pratiques de controle
optimal intervenant en finance. Deux classes d’exemples seront considérées :
la premiére concerne les problemes d’allocation de portefeuille et d’investis-
sement de firme, et la seconde les problemes de couverture et valorisation
d’options.

2.2.1 Allocation de portefeuille

On considere un marché financier avec un actif sans risque de processus de
prix SO strictement positif représentant le compte d’épargne et n actifs risqués
de processus de prix S représentant des actions.

Soit un investisseur ou agent qui investit a toute date ¢ dans ces actifs,
avec une quantité oy dans les n actifs risqués. En notant par X; sa richesse, la
quantité investie dans I'actif sans risque a la date t est (X; — a;.S;)/S?. Son
processus de richesse autofinangante évolue selon :

ds?
dXt = (Xt — at'St)F + O(tdSt.
t

Le controle est le processus « & valeurs dans A sous-ensemble de R™. Le
probléeme d’allocation de portefeuille est de choisir quel est le meilleur in-
vestissement dans ces actifs dans un contexte incertain. Deux modélisations
sont couramment utilisées pour représenter le comportement des individus et
investisseurs : le critere d’espérance d’utilité et le critere moyenne-variance.
Dans le premier critere reposant sur une théorie du choix en univers in-
certain, 'individu compare des revenus aléatoires dont il connait les lois de
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probabilité. Sous certains conditions sur ses préférences, Von Neumann et
Morgenstern montrent qu’elles peuvent se représenter par 1’espérance d’une
fonction, dite d’utilité. En notant U la fonction d’utilité de I'individu, cela
signifie qu'un revenu aléatoire X sera préféré & un revenu aléatoire X' si
EU(X)] > E[U(X")]. Cette fonction d’utilité est croissante ce qui exprime
I’amour de la richesse de l'individu. Elle est aussi supposée usuellement
concave pour formaliser I’aversion pour le risque de l'individu. En effet, si
I'individu n’aime pas le risque, & un revenu aléatoire X, il préfere obtenir avec
certitude l'espérance E[X] de ce revenu. Autrement dit, sa fonction d’utilité
U vérifie
U(E[X]) > E[U(X)].

En particulier, si le revenu X vaut z avec probabilité A et =’ avec probabilité
1-=XA€]0,1],0n a

U + (1= Nz') > MU (z) + (1 — NU(2"),

ce qui traduit la propriété de concavité de U. Dans notre contexte, ce critere
économique consiste a maximiser ’espérance de 1'utilité de la richesse termi-
nale a un horizon fini T' < +o00 :

sng [U(X7)], (2.1)

ou U(z) est une fonction croissante et concave de R dans [—oo, +00].

Le probléme initialement étudié par Merton [Mer69] est un cas particulier
du modele ci-dessus avec un modele de Black-Scholes pour I'actif risqué :

ds? = rSPdt,
dSt MStdt + O'Stth.

ou u, r, o sont des constantes positives, W est un mouvement brownien réel
sur un espace de probabilité filtré (2, F,F = (Fi)o<i<T, P), et une fonction
d’utilité de la forme :

zP—1
U(z) = {p z20

—o0 z <0,

ou 0 < p < 1, le cas limite p = 0 correspondant a une fonction d’utilité
Logarithmique : U(z) = Inz, x > 0. Ces fonctions d’utilité sont appelées
isoélastiques ou CRRA (Constant Relative Risk Aversion) puisque 'indice
relatif d’aversion pour le risque, défini par n = —zU” (z)/U’(z), est constant
dans ce cas.

Le critére moyenne-variance, initié par Markowitz [Ma52], repose sur 1’hy-
pothese que les préférences de I'individu ne dépendent que de la moyenne et de
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la variance de ses revenus aléatoires. Pour exprimer le fait que 'individu aime
la richesse et est averse au risque, le critére moyenne-variance s’intéressera
aux portefeuilles MV-efficaces, c’est a dire minimisant la variance & espérance
donnée. Dans notre contexte, le probleme d’optimisation s’écrit :

igf {Var(Xr) : E(Xr) =m}.

Nous verrons qu’on peut se ramener & la résolution d’un probléme de la forme
(2.1) pour une fonction d’utilité de la forme :

Ulx)=XA—2* XER.

2.2.2 Modele de production et consommation

On considere le modele suivant d’une unité de production. La valeur K,
de son capital a la date t varie selon le taux d’investissement I; en capital et
le prix Sy par unité de capital :

dK; = Kt@ + I;dt.
St

La dette L; de cette unité de production évolue selon le taux d’intérét r, la

consommation C} et le taux de productivité P; du capital :

K

?tht + (I; + Cy)dt.
t

On choisit un modele d’évolution de (S, P;) selon :

dSt = ,uStdt + alStthl
dP; = bdt + oodW?,

st = TLtdt —

ot (W1, W?) est un mouvement brownien de dimension 2 sur un espace de
probabilité filtré (2, F,F = (F)s, P) et p, b, 01, 02 sont des constantes, o1, 02
> 0. La valeur nette de 'unité de production est

Xt = Kt - Lt-
On impose les contraintes
K, >0,C, >0, Xy >0, t >0.

On note par k; = K;/X; et ¢, = Cy/X; les variables de controle d’inves-
tissement et de consommation. La dynamique du systéme controlé est donc
gouvernée par :

dXt:Xt |:]Ct (/J,T+Sb>+(7’0t):| dt
t

X
+ b Xpo dW, + k:t?tagde
t

dSt = /,LStdt + Ulstthl
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Etant donné un facteur d’actualisation § > 0 et une fonction d’utilité U,
l'objectif est de déterminer I'investissement et la consommation optimale de
I'unité de production :

+oo
sup £ {/ e PU (e, Xy )dt |
(k,c) 0

2.2.3 Modéles d’investissement irréversible d’une firme

On considére une firme produisant un bien (électicité, pétrole, ...). Elle
peut augmenter sa capacité de production X; en transférant du capital a
partir d’un autre secteur d’activité. L’évolution controlée de sa capacité de
production évolue alors selon :

dXt = Xt(—édt + O'th) + atdt.

0 > 0 est le taux de dépréciation de la production, o > 0 sa volatilité, a,dt
est le nombre d’unités de capital acquis par la firme & un colit Aaydt, A > 0
s’'interprétant comme un facteur de conversion d’un secteur d’activité a I'autre.
Le controle a est a valeurs dans R;. C’est un modele d’irréversibilité de
I’expansion du capital de la firme. La fonction de profit de la firme est une
fonction IT de Ry dans R, concave, croissante. Le probleme d’optimisation de
la firme est donc :

SupE[ / e PHIT(Xy)dt — Aoydt)] .
@ 0

2.2.4 Couverture quadratique d’options

On considere des actifs risqués de processus de prix S et un actif sans
risque de processus de prix S strictement positif. Un produit dérivé d’actif
sous-jacent S et de maturité T est un contrat financier dont la valeur a la
date d’échéance T (on dit aussi le flux) est déterminée explicitement par le
prix du sous-jacent S en (ou jusqu’en) T'. Les options sont parmi les produits
dérivés les plus traités sur les marchés financiers : ce sont des instruments
financiers donnant le droit d’effectuer une transaction sur un actif sous-jacent
a une date et un prix fixés a ’avance. Les options standard sur le sous-jacent
S sont les options européennes d’achat (call) et de vente (put) qui peuvent
étre exercées uniquement a ’échéance T, a un prix d’exercice K, et dont
le flux & cette date sont respectivement g(St) = (St — K)4 et (K — St)+.
Plus généralement, on définira un actif contingent comme un contrat financier
caractérisé par son flux H & la maturité T, ou H est une variable aléatoire
Fr-mesurable. Le principe de couverture et valorisation par arbitrage d’une
option ou actif contingent, consiste & construire une stratégie de portefeuille
autofinancante sur les actifs de base S° et S du marché dont la richesse a
maturité T soit égale au flux de l'option (on parle de réplication parfaite).
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C’est toujours possible dans le cadre d’un marché complet, typiquement le
modele de Black-Scholes, mais en général, on est dans un contexte dit de
marché incomplet ou la réplication parfaite de I'option n’est pas réalisable,
et divers criteres sont utilisés pour couvrir et valoriser une option dans ce
cadre. Nous considérons dans cet exemple le critere de couverture quadratique,
et dans le suivant le critere de surréplication, qui conduisent chacun a des
problémes d’optimisation stochastique.

Un agent investit une quantité a; dans les actifs risqués a la date ¢, en
partant d’un capital initial x. L’évolution de sa richesse autofinancée est alors
gouvernée par :

ds?
dXt = OétdSt + (Xt - atSt) Sot .
t

On se donne un actif contingent de maturité 7', représenté par une variable
aléatoire H Fp-mesurable. Le critere de couverture quadratique consiste a
déterminer la stratégie de portefeuille a* qui minimise I’écart pour la norme
quadratique entre 'actif contingent et la valeur de la richesse & maturité :

inf E[H — X7)°.

2.2.5 Coit de surréplication en volatilité incertaine

On considere le prix d’un actif financier dont la volatilité «; est inconnue et
dont on sait & priori qu’elle est a valeurs dans un intervalle A = [g,5]. La
dynamique du prix de 'actif risqué sous une probabilité martingale est :

dXt = OétXtth.

Etant donné une option de flux g(Xr) & la maturité T', on veut calculer son
cotlit de surréplication donné par :

sup Elg(Xr)].

On peut montrer que ce cott est le plus petit capital initial permettant de
construire une stratégie de portefeuille autofinancante dont la richesse a la ma-
turité T' domine le flux de 'option g(St) pour toutes les réalisations possibles
de la volatilité, voir par exemple Denis et Martini [DeMa03].

2.3 Autres modeéles de controles en finance

2.3.1 Arrét optimal

Dans les modeles présentés ci-dessus, I’horizon du probleme est fixé, soit
fini, soit infini. Il existe de nombreuses applications ou le “controleur” a aussi
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la possibilité de décider I’horizon de son objectif. La décision de stopper le
processus est modélisée par un temps d’arrét et le probleme d’optimisation
associé est appelé probleme d’arrét optimal. Dans la formulation générale
de tels probleémes, le controle est mixte, constitué du couple contrdle/temps
d’arrét («, 7) et la fonctionnelle & optimiser s’écrit :

E [ | 1o gx).

Ces problémes interviennent en finance typiquement dans la valorisation des
options américaines ou, en plus par rapport aux options européennes, le
détenteur de 'option peut exercer son droit et donc recevoir le flux asssocié
a tout instant avant I’échéance. Dans cet exemple, il n’y a pas de controle
a, X est le prix d’un actif risqué, f = 0 et g(X;) est le flux de 'option & la
date t. Un autre exemple de probleme d’arrét optimal en finance concerne les
modeles de production d’une firme qui peut décider de stopper a tout instant
sa production. Dans ce cas, X s’interpréte comme le prix du bien de produc-
tion, f est la fonction de profit instantané et g le profit regu au moment de la
liquidation de la production.

2.3.2 Controéle ergodique

Certains systémes stochastiques peuvent exhiber sur le long terme un com-
portement stationnaire caractérisé par une mesure invariante. Cette mesure,
si elle existe, est obtenue en calculant la moyenne de I’état du systeme sur le
long terme. Un probleme de controle ergodique consiste alors a optimiser sur
le long terme un certain critere prenant en compte cette mesure invariante.

Une formulation standard résultant des criteres étudiés précédemment
consiste a optimiser sur les controles a une fonctionnelle de la forme

/OT f(Xt,at)dtl ,

exp (/OT f(Xt,at)dt>] .

Cette derniere formulation est appelée controle risk-sensible dans la littérature
et a récemment été utilisée dans plusieurs travaux en mathématiques fi-
nanciéres comme un critére de gestion de portefeuille a long terme.

Un autre critére basé sur le comportement de type grandes déviations
du systéme : P[Xp/T > ¢] ~ e 1T quand T tend vers linfini, consiste &
maximiser sur les controles a une fonctionnelle de la forme

1
limsup =F
T—+00 T

ou encore

1
limsup =In F
T—+4o00 T

. 1 Xr ]
limsup—=InP |— >¢|.
Tt T {T =
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Ce probleme de controle de grandes déviations s’interprete en finance comme
la version asymptotique (ergodique) du critére quantile consistant & maximiser
la probabilité que la valeur terminale X7 du portefeuille soit au-dessus d’un
certain index.

2.3.3 Surréplication sous contraintes gamma

On considére le modele de Black Scholes pour un marché financier avec un
actif risqué de prix S et un actif sans risque supposé constant pour simplifier :

dSt = /JStdt + O'Stth.

Le processus de richesse X d’un agent qui dispose d’un capital initial = et
investit une quantité a; a la date ¢ dans S; est donné par

dXt = O[tdSt, XO =,
Le processus « est une semimartingale de la forme
doy = dBy 4 7 dS,

ou B est un processus a variation bornée et v un processus adapté contraint
a prendre ses valeurs dans un intervalle [, 7].

Etant donné une option de flux g(S7), le probleme de la surréplication
est :

v=inf{z : 3 (o, B,v), tel que Xp > g(St) p.s.}.

La caractéristique nouvelle est que la contrainte porte non pas directement
sur « mais sur la “dérivée” de a par rapport aux variations dS du prix.

2.3.4 Optimisation d’utilité robuste et mesures du risque

Dans les exemples décrits aux paragraphes 2.2.1 et 2.2.4, 'utilité du flux
du portefeuille et/ou de loption & optimiser, est mesurée selon le critére de
préférences de Von Neumann-Morgenstern. Le risque d’un flux incertain —X
est évalué en terme d’une mesure du risque p(—X) s’écrivant comme une
espérance — EU (—X) sous une certaine probabilité et pour une fonction d’uti-
lité U. D’autres mesures du risque liées a l'incertitude des flux ont été pro-
posées récemment telles que :

p(—X) = sup E2[X] (2.2)
QeQ
p(~X) = — inf EQ[U(-X)], (2.3)

QeQ
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ol Q est un ensemble de probabilités. La représentation (2.2) est motivée par
la théorie des mesures cohérentes du risque initiée par Artzner et al [ADEH99].
On peut retrouver en particulier les mesures bien connues sur les marchés
financiers de type “Value at Risk” pour certains choix de Q. Les fonctionnelles
d’utilité robustes de la forme (2.3) ont été suggérées par Gilboa et Schmeidler

[GS89).

2.4 Commentaires bibliographiques

Les premiers travaux sur le controle optimal stochastique ont débuté dans
les années 60 avec une dynamique d’état linéaire et un coit quadratique. Ce
probleme dit du régulateur linéaire stochastique intervient dans les applica-
tions en ingénierie, voir par exemple Davis [Da77] pour une introduction & ce
sujet.

Les applications du controle optimal stochastique & des problemes de ges-
tion et de finance ont été développées a partir des années 70 avec notamment
larticle pionnier de Merton [Mer69] sur ’allocation de portefeuille. Le modele
et les résultats de Merton ont été ensuite étendus par de nombreux auteurs,
parmi lesquels Zariphopoulou [Zar88], Davis et Norman [DN90], Oksendal
et Sulem [OS02]. Ces problémes sont aussi étudiés dans la monographie de
Karatzas et Shreve [KaSh98]. Le modele avec production et consommation
dans le paragraphe 2.2.2 est formulé et étudié dans Fleming et Pang [FP04].
Les modeles d’investissement pour des firmes sont largement développés dans
le livre de Dixit et Pindick [DP94]. L’exemple du probléme d’investissement
irréversible présenté au paragraphe 2.2.3 est une version simplifiée d’un modele
étudié dans Guo et Pham [GPO05]. La gestion de portefeuille par critére
moyenne-variance a été formulée initialement par Markowitz [Ma52] dans un
cadre statique a une période. Le critere de couverture d’options par minimi-
sation quadratique présenté au paragraphe 2.2.4 a été introduit par Follmer
et Sondermann [FoS86]. Le probléme du cotit de surréplication en volatilité
incertaine a été étudié initialement par Avellaneda, Levy et Paras [ALP95].

Les problemes d’arrét optimaux ont été tres largement étudiés dans la
littérature, initialement dans les années 60 puis avec un regain d’intérét grace
au probleme des options américaines et des options réelles. On peut citer
les travaux de Dynkin [Dyn63], Van Morbecke [Van76], Shiryaev [Sh78], El
Karoui [Elk81], ou plus récemment le livre d’Oksendal [Oks00]. Il existe de
nombreux papiers sur la valorisation d’options américaines et on citera 1’ar-
ticle de Lamberton [L98] pour une revue sur le sujet. Les modeles d’arrét
optimaux intervenant dans la production de firme sont étudiés par exemple
dans Duckworth et Zervos [DZ00].

Les problémes de controle ergodique ont été étudiés par Lasry [La74],
Karatzas [Kar80], Bensoussan et Nagai [BN91], Fleming et McEneaney
[FMO95]. Les applications du contréle risk-sensible en finance sont développés
dans les articles de Bielecki et Pliska [BP99], Fleming et Sheu [FS00].
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Le probleme de controle de grandes déviations a été introduit et développé
récemment par Pham [Pha03a], [Pha03b]. Une extension dans le cas avec
observation partielle est étudiée par Hata [Ha04].

Le probleme de la surréplication sous contraintes gamma a été développé
par Soner-Touzi [ST00] et Cheridito, Soner et Touzi [CST03].

Les mesures du risque cohérentes introduites par Artzner et al [ADEH99]
ont ensuite été développées par de nombreux autres auteurs. En particulier,
nous mentionnons les mesures convexes du risque introduites par Follmer et
Schied [FoS02] et Frittelli et Rosazza Gianin [FG04]. Les problemes d’opti-
misation en finance avec utilisation de ces mesures du risque sont étudiés
récemment dans les travaux de Schied [Schi03], Gundel [Gu04], Barrieu et El
Karoui [BEIk04].

La liste des modeles de controle exposée dans ce livre n’est bien en-
tendu pas exhaustive. Il existe de nombreux autres problemes intéressants
de controle en finance : citons les problemes avec observation partielle (voir
le livre de Bensoussan [Ben92]) ou encore le contréle impulsionnel (voir
Jeanblanc-Picqué et Shiryaev [JS95] et Oksendal et Sulem [OS04]). Pour
d’autres exemples de modeles de controle en finance, on pourra se reporter
aux livres de Kamien et Schwartz [KS81], Seierstad et Sydsaeter [SS87], Sethi
et Zhang [SZ94] ou Korn [Kor97].



3

Approche EDP classique de la programmation
dynamique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions la méthode de la programmation dyna-
mique pour résoudre un probléme de controle stochastique. Le cadre adopté
dans la section 3.2 est celui des processus de diffusion controlés a valeurs dans
R"™ et le probléeme formulé est en horizon fini ou en horizon infini.

L’idée basique de la méthode est de considérer une famille de problemes de
controle a différents états initiaux et d’établir des relations entre les fonctions
valeurs associées. Ce principe, appelé principe de la programmation dyna-
mique et initié dans les année 50 par Bellman, est énoncé précisément dans
la section 3.3. L’équation de la programmation dynamique (en section 3.4)
conduit & une équations aux dérivées partielles (EDP) nonlinéaire du se-
cond ordre, appelée Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). Lorsque cette EDP peut
étre résolue par 'obtention explicite ou théorique d’une solution réguliere, le
théoreme de vérification, démontré en section 3.5, valide l'optimalité de ce
candidat solution de HJB, et permet aussi de caractériser un controle opti-
mal. Cette approche classique de la programmation dynamique est appelée
étape de vérification. Nous illustrons cette méthode en section 3.6 sur deux
exemples de modeles en finance. L’inconvénient majeur de cette approche est
de supposer 'existence d’une solution réguliere a 'EDP d’HJB. Ce n’est pas
toujours le cas et nous illustrons ce fait sur un exemple simple en section 3.7
inspiré de la finance.

3.2 Controle de processus de diffusion

On considere un modele de controle ou I'état du systeme est gouverné par
I’équation différentielle stochastique (EDS) & valeurs dans R"

dXs = b(Xs, as)ds + o(Xs, as)dWs, (3.1)
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ou W est un mouvement brownien d-dimensionnel sur un espace de proba-
bilité filtré (2, F,F = (Fi)i>0, P) satisfaisant les conditions habituelles. Plus
généralement, on peut aussi considérer des coefficients b(t,x,a) et o(t,x,a)
dépendants du temps t. Mais dans le cas des problemes a horizon infini décrits
ci-dessous, il est important de supposer que ces coeflicients ne dépendent pas
du temps afin d’avoir la stationnarité du probléme et une fonction valeur
indépendante du temps.

Le controle o = (as) est un processus progressif (par rapport a F) et a
valeurs dans A, sous espace de R™.

Les fonctions mesurables b : R” x A — R™ et o : R" x A — R™*% satisfont
une condition de Lipschitz uniformeen A: 3 K >0,V z,y € R", V a € A,

[b(z, @) = b(y, a)| + |o(z,a) — o (y, a)| < Kl —yl. (3.2)

Dans la suite pour 0 < ¢t < T < +o00, on note 7; v 'ensemble des temps

d’arréts & valeurs dans [t, T]. Lorsque t = 0 et T' = 400, on note simplement
T =T 4c-

Probléme a horizon fini.
On fixe un horizon fini 0 < T' < 4+o00. On note par A I’ensemble des processus
de controle a tel que :

E l/T 16(0, o) |* 4 |o(0, o) |2dt | < 4-oc0. (3.3)
0

Le point z = 0 est une valeur arbitraire de la diffusion et si ce point n’est
pas dans le support de la diffusion, on peut choisir n’importe quelle autre
valeur dans ce support. D’apres la section 1.3 du chapitre 1, les conditions
(3.2) et (3.3) assurent pour tout o € A et pour toute condition initiale (¢, )
€ [0, T] x R™, Pexistence et 1'unicité d’une solution forte & 'EDS (& coefficients
aléatoires) (3.1) partant de z en s = ¢t. On note alors par {X/* t < s < T}
cette solution qui est p.s. a trajectoires continues. On rappelle aussi, que sous
ces conditions sur b, o et o, on a

E[ sup |X§x|2} < +00. (3.4)
t<s<T

lim E | sup |X[*— x|2 =0. (3.5)
hl0+ S€E[t,t+h]

Critére de minimisation.
Soient f : [0,T] x R" x A — R et g : R™ — R des fonctions mesurables. On
suppose que
(Hg) (i) g est borné inférieurement
ou (i1) g est a croissance quadratique : |g(z)] < C(1+ |z|*), Vr € R",

pour une constante C' indépendante de x.
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Pour (¢,z) € [0,T] xR™, on note par A(t, z) le sous-ensemble des contrdles
a de A tel que :

T
E / | f(s, X%, as)| ds| < +o0. (3.6)
t

On peut alors définir sous (Hg) la fonction de coiit :

J(t,z,a) = FE

T
/ fs, X7, ag)ds + g(err’m)] ;
t

pour tout (t,z) € [0,T] x R™ et a € A(t,x). L'objectif étant de minimiser
cette fonction cofit, on introduit la fonction valeur :

v(t,x) = aeiAn(E . J(t,x, o). (3.7

- Pour un état initial (¢,z) € [0, T[xR", on dit que & € A(t,z) est un
controle optimal si v(t,z) = J(t,x,&).

- Un processus de controle a de la forme as = a(s, X%) pour une fonction
mesurable a de [0,7] x R™ dans A, est appelé controle markovien.

Dans la suite, on supposera implicitement que la fonction valeur v est me-
surable en ses arguments. Ce point n’est pas trivial a priori et on se reportera
a des théoremes de section (voir Appendice au chapitre III dans Dellacherie
et Meyer [DM75]) pour des conditions assurant cette mesurabilité.

Remarque 3.2.1 Lorsque f est a croissance quadratique en z, i.e. il existe
une constante positive C' et une fonction positive xk : A — R telles que :

If(t,z,a)| < C(1 4+ |z*) + k(a), Y(t,z,a) €[0,T] xR" x A, (3.8)

alors lestimation (3.4) montre que pour tout (¢,z) € [0,7] x R™, pour tout
controle constant o = a dans A :

E < +400.

T
/ |£(s, X0 a)| ds
t

Ainsi, les controles constants dans A sont dans A(¢, x). De plus, si il existe
une constante positive C telle que k(a) < C(1 + [b(0,a)|* + |o(0,a)[?), pour
tout a dans A, alors les conditions (3.3) et (3.4) montrent que pour tout (¢, x)
€ [0,T] x R™, pour tout contrdle o € A :

FE < +o00.

T
/ 1£(s, X%, )| ds
t

Autrement dit, dans ce cas, A(t,z) = A.
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Probléme a horizon infini.
On note par Ay I’ensemble des processus de controle a tel que :

T
E / 1b(0, a)|? + (0, ) |?dt| < +o0, VT > 0. (3.9)
0

Etant donnés une condition initiale t = 0 et € R™, et un controle o € Ay,
il existe alors une unique solution forte, noté {X?,s > 0}, de (3.1) partant

de z en t = 0. On rappelle aussi qu’on a ’estimation suivante (voir théoréme
1.3.15) :

S
E[\Xgﬂ < Oz + CeC*E [/ 2|2+ |60, ) |2 + |00, ) 2|, (3.10)
0

pour une constante C indépendante de s, = et a.

Critere de minimisation.

Soit B> 0et f: R" x A — R une fonction mesurable. Pour € R", on note
par A(x) le sous-ensemble des controles a de Ay tel que :

E {/4‘00 e P F(XT, ) ds] < +00. (3.11)
0

On définit alors la fonction cotut :
—+oo
saa) = B[ [ e aas).
0

pour z € R"™ et « € A(x), et la fonction valeur :

= inf J . 3.12
v@) = inf J(0) (3.12)

- Pour un état initial x € R™, on dit que & € A(x) est un controle optimal
siv(t,x) = J(t, z,&).

- Un processus de contrdle a de la forme oy = a(s, X*) pour une fonction
mesurable a de Ry x R™ dans A, est appelé controle markovien.

11 est important de supposer ici que la fonction f(z,a) ne dépende pas du
temps pour avoir la stationnarité du probleme, i.e. la fonction valeur ne dépend
pas de la date initiale a laquelle on considere le probleme d’optimisation.

Remarque 3.2.2 Lorsque f est a croissance quadratique en z, i.e. il existe
une constante positive C' et une fonction positive k : A — R telles que :

If(z,a)] < C(1+ |z]?) + K(a), V(z,a) € R™ x A, (3.13)

alors I’estimation (3.10) montre que pour 5 > 0 assez grand, pour tout x € R™,
a€A:

—+oo
E[/ eB5 | (X7, a)| ds| < +oc.
0

Autrement dit, les contrdles constants dans A appartiennent & A(x).
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3.3 Principe de la programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique (PPD) est un principe fonda-
mental pour la théorie du controle stochastique. Dans le contexte de controle
de processus de diffusion décrit au paragraphe précédent, et méme plus
généralement pour des controles de processus de Markov, il s’énonce ainsi :

Théoréme 3.3.1 (Principe de la programmation dynamique)

1) Horizon fini : Soit (t,x) € [0,T] x R™. Alors on a

v(t,z) = inf  inf F
a€A(t,x) €T, T

0
/ f(s,Xﬁ’x,ozs)ds+U(9,Xé’£)] (3.14)

= inf sup E
a€A(t,z) 0T, v

0

/ f(S,X;’m,Oés)dS+U(9,X;’x)] . (3.15)
¢

2) Horizon infini : Soit x € R™. Alors on a

v(t,z) = inf inf E

/ ' e P F(XT ay)ds + eﬁ%(xg)] (3.16)

acA(x) €T 0
6

= inf supF / e P F(XT ag)ds + e Plu(XE)|,  (3.17)
acA(@) ger | Jo

avec la convention que e~ P%«) = 0 lorsque 0(w) = 4oc.

Remarque 3.3.3 Le principe de la programmation dynamique énoncé ci-
dessus peut se formuler de maniere équivalente, dans le cas a horizon fini :
(1) Pour tout o € A(t,z) et 0 € Ty 1 :

v(t,z) < E

0

/ f(s, X5% ag)ds + U(&X;’w)] : (3.18)
t

(ii) Pour tout § > 0, il existe o € A(t, x) tel que pour tout 6 € T, p :

v(t,z) +0 > FE

2
/ f(s, X5% ag)ds 4 v(0, Xg@)] . (3.19)
t

C’est une version plus forte que la version traditionnelle du principe de la
programmation dynamique, qui s’écrit en horizon fini :

v(t,x) = -iil(f )E
acA(t,x

0
/ f(s,Xﬁ’r,ozs)ds—I—U(G,Xé’x)] , (3.20)
¢

pour tout temps d’arrét § € 7; r. On a une remarque analogue dans le cas a
horizon infini.
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L’idée intuitive de ce principe est qu’un contréle optimal & sur [¢,T] peut
étre recollé en deux controles optimaux, l'un sur [t,6] et Pautre sur [6,T],
et ceci quel que soit le temps d’arrét 6. La preuve rigoureuse de ce résultat
dans ce contexte stochastique est tres technique. Nous donnons ici une preuve
formelle de ce principe.

Preuve formelle du PPD.

On considere le cas de probleme a horizon fini.

1. Etant donné un controle o € A(t,x), on a par unicite du flot de PEDS
gouvernant X, la structure markovienne :

t,
0,X0"
S

Xﬁ’z:X , §>0,

ou 6 est un temps d’arrét & valeurs dans [t,T]. Par la loi des espérances
conditionnelles itérées, on a alors :

J(t,z,a) = F

0
/ f(s, X5% ag)ds + J(Q,Xg’x,a)] ,
t
d’ou puisque J(.,.,@) > v et comme 6 est quelconque dans 7; 1 :

J(t,z,a) > sup E
0T,

0
/t f(s, X% ay)ds 4 v(8, Xg@)]

> inf sup FE

a€A(t,®) 9T, ¢

0
/ f(s, X5 ay)ds +v(0,X;’I)] .
t
En passant a 'infimum sur « dans le terme de gauche, on obtient 'inégalité :

v(t,z) > inf sup F

acA(t,xz) 0T, 1

0
/ f(s, X" ay)ds +U(9,Xé’£)] . (3.21)
t
2. On considere pour tout € > 0 et § € T; 7, un contrdle e-optimal o de
v(&Xé’w) :
J(O, Xp") < v, X)") +e.
Etant donné o € A(t, x), on définit le processus :

. Jas s€]0,0]
s = af, s €[6,T].

Le point délicat est de vérifier que & est progressivement mesurable et alors
bien dans A(t,z). Dans ce cas, on a :

v(t,x) < J(t,z,&) = E

0
[ st ads 90,57, af>]
t

<FE +e.

0
/ f(s, X" ay)ds +v(8, X;’m)
t
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Ceci étant valable pour tout « € A(¢t,z), 8 € Ty 1 et € > 0, on a I'inégalité :

v(t,z) < inf  inf F

)
XD a)ds + (0, X)) | . (3.22
a€A(t,z) 0€Ts 1 /t fs, X%, as)ds + v( o) ( )

En combinant les deux inégalités (3.21) et (3.22), on obtient le résultat voulu.

3.4 Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB) est la version infinitésimale
du principe de la programmation dynamique : elle décrit le comportement
local de la fonction valeur v(t, z) lorsqu’on fait tendre le temps d’arrét 6 dans
(3.20) vers t.

Dans cette section, nous dérivons formellement I’équation d’HJB en suppo-
sant que la fonction valeur v est suffisamment réguliere. L’obtention rigoureuse
de cette équation sera développée au chapitre suivant grace a la théorie des
solutions de viscosité.

3.4.1 Dérivation formelle de HIB

Probléme a horizon fini.
Considérons le temps 6§ = t+5h et un controle constant as = a, avec a arbitraire
dans A, dans la relation (3.18) de la programmation dynamique :

t+h
v(t,r) < FE / f(s, X5 a)ds + v(t + h,Xffh) . (3.23)
t

En supposant que v est suffisamment réguliere, on a par la formule d’It6 entre
tett+h:

v(t + h, Xffh) =o(t,x)

t+h v
+/ <8t + E%) (s, Xb")ds + martingale (locale)
¢

ou L* est Vopérateur associé a la diffusion (3.1) pour le contrdle constant a
et défini par (voir paragraphe 1.3.1) :

L% = b(x,a).Dyv + %tr (0(z,a)o’(z,a)D2v).

En substituant dans (3.23), on obtient alors :

0<FE

o v a t,x t,x
5 + L% (87)(37 ) + f(sts’ 7a)d8
t
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En divisant par h et en faisant tendre h vers 0, on a :

0< @(t,x) + L%(t,x) + f(t, 2, a).

ot
Ceci étant valable pour tout a € A, on a I'inégalité :
Ov "
——(t,x) + sup [-L(t,x) — f(t,z,a)] <O0. (3.24)
ot acA

D’autre part, supposons que o est un controle optimal. Alors dans (3.20),
on a :

t+h
v(t,x):E/ F(s, X2 at)ds + ot + 1, X7 |
t

ol X* est 1’état du systéme solution de (3.1) partant de z en ¢ avec le contrdle
a*. Par un argument similaire et avec des conditions de régularités sur v, on
obtient :

Ov

—a(t,x) — L%v(t,x) — f(t,z,af) =0, (3.25)

ce qui combiné avec (3.24) suggere que v doit satisfaire :

—@(t,x) +sup [-L%(t,z) — f(t,xz,a)] =0, VY(t,x) € [0,T[xR", (3.26)
ot a€A
si le supremum ci-dessus en a est fini. Nous verrons plus tard comment traiter
le cas ou ce supremum est infini, ce qui peut intervenir lorsque l'espace des
controles A est non borné. On reécrit souvent cette équation aux dérivées
partielles (EDP) sous la forme :

0
—a—:(t,a:) + H(t,z, Dyo(t,z), D2u(t,z)) = 0, V(t,z) € [0,T[xR", (3.27)
ou pour (t,xz,p, M) € [0,T] x R x R® x S,, (S, est 'ensemble des matrices
n X n symétriques) :

1
H(t7$7pa M) = sup —b(a;a).p - Etr (O'U/(aj,a)M) - f(t,.’l?,(l)
acA

Cette fonction H est appelée Hamiltonien du probleme de controle considéré.
Cette équation (3.27) est appelée équation de la programmation dynamique ou
équation de Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB). A cette équation aux dérivées
partielles, il faut ajouter la condition terminale :

o(T,z) = g(z), VzeR", (3.28)

qui résulte immédiatement de la définition (3.7) de la fonction valeur v.
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Remarque 3.4.4 1) Lorsque ’ensemble des controles est réduit a un single-
ton {ap}, c’est & dire qu’il n’y a pas de contréle sur 1’état du systéme, 'EDP
d’HJB se réduit au probleme d’EDP linéaire de Cauchy :

_%(LJJ) — ﬁaov(t7x) = f(t,:c,ao), V(t7x) c [O7T[XRTL (329)

o(T,z) = g(z), VreR™ (3.30)

2) L’argument d’optimalité de la programmation dynamique suggere que
si Pon peut trouver un contrdle (¢, x) tel que :

sup [-L%(t, z) — f(x,a)] = —/Ja*(t’m)v(t,x) — f(z,a*(t, x)),
ac€A

c’est a dire que

a*(t,x) € argrréig [L%(t,z) + f(z,a)],

alors on aura :
ov

_E _ Ca*(t,m)v(t,x) — f(x,a*(t,m)) =0,

et donc

T
otx) = E / X2 0% (5, X2))ds + g(X3) |

ou X* est solution de ’équation différentielle stochastique :
dXI =b( X, a" (s, X)) +o(X:,a* (s, X)))dW,, t<s<T
X! ==,

et a* est un controle optimal markovien.

Probléme a horizon infini.

En reprenant les mémes arguments que dans le cas d’'un probléme a horizon
infini, on dérive I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman pour la fonction valeur
définie en (3.12) :

Bu(x) + sup [-L%(z) — f(z,a)] =0, VreR",
ac€A

qu’on reécrit aussi sous la forme :
pv + H(x, Dv(z), D*v(x)) =0, V&€ R",

ou pour (z,p, M) € R" xR" x &, :

H(x,p, M) = sup |—b(z,a).p — 1tr (o0’ (x,a)M) — f(x,a)
acA 2



50 3 Approche EDP classique de la programmation dynamique
3.4.2 Remarques-Extensions

1. Les résultats dans le cas horizon fini s’étendent aisément lorsque la fonction
de cotit J a minimiser a la forme plus générale suivante :

J(t,x,a) = FE

T
/ I(t,s)f(s, Xg%, a5)ds + F(T)Q(Xctp’w)] ;
t
ou
I'(t,s) = exp (— / ﬁ(u,Xﬁ’m,au)du> , t<s<T,
¢

et 5(.,.,a) est une fonction continue positive sur [0, 7] x R™ pour tout a € A.
Dans ce cas 'Hamiltonien associé au probleme de controle stochastique est :

H(t,z,v,p, M)

= sup [8(t.2,0)0 ~ e a)p — 3t o), )01) = f(t.2.0)|.
acA

2. Lorsque ’espace des controles A est non borné, 'Hamiltonien

H(t,z,p, M) = sup [—b(%a).p - 1tr (o0’ (x,a)M) — f(t,:ua)} .
acA 2

peut prendre la valeur 400 dans un certain domaine de (¢,z,p, M). Plus

précisément, supposons qu’il existe une fonction continue G(t,z,p, M) sur
[0,T] x R" x R® x S, telle que :

H(t,z,p,M) < +o00 <= G(t,z,p, M) < 0.

Alors d’apres le raisonnement conduisant a I’équation d’HJB (3.27), on doit
avoir

G(t,x, Dyo(t,x), D2v(t,z)) <0, (3.31)
ov

et
ot

(t,x) + H(t,x, Dyv(t,x), D2v(t,x)) <0 (3.32)
De plus si 'inégalité (3.31) est stricte en un point (t,z) € [0, T[xR", alors il
existe un voisinage de (¢, z, D,v(t,z), D2v(t,z)) en lequel H est fini. Alors,
formellement, le controle devrait étre atteint au voisinage de (¢, x) et par un
raisonnement analogue a (3.27), on doit avoir 1’égalité dans (3.32). On obtient
ainsi une inéquation variationnelle d’HJB pour la programmation dynamique :

v

ot
=0.

(t,z) + H(t,x, Dyv(t, x), ng(t,x)) , G(t,x, Dyv(t, w),ng(t,m))

max
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On dit que le probleme de controle est singulier. Un cas typique est lorsque
le controle intervient de maniere linéaire dans la dynamique du systeme et
dans la fonction de cout. Par exemple, dans le case unidimensionnel n = 1,
A=R_, et

alors

H(t,z,p, M) = —b(z)p — $6(x)?M — f(t,z) sip+1<0
T +00 sip+1>0.

L’inéquation variationnelle d’"HJB s’écrit ainsi :
A 24
max [g:(t,z) - b(x)%(t,x) - 70( )22 20t g;(t,x) +1| =o0.

On en verra un autre exemple dans le paragraphe 3.7. On étudiera aussi au
chapitre suivant comment les équations (inéquations variationnelles) d’'HJB
s’obtiennent de fagon rigoureuse, sans hypothese de régularité sur la fonction
valeur, grace a la théorie des solutions de viscosité.

3. Lorsqu’on étudie un probleme de maximisation

v(t,z) = sup E
acA(t,x)

/ f(s X“as>ds+g(xt“>]

on peut se ramener & un probleme de minimisation en considérant la fonction
valeur —v. Ceci revient alors a considérer I’Hamiltonien

H(t,z,p, M) = inf { b(x,a).p — %tr (o(x,a)0’(z,a) M) — f(t,x,a)] ,

acA

avec une équation d’'HJB :
v
ot

Lorsque H peut prendre la valeur —oo en supposant qu’il existe une fonction
continue G(t,z,p, M) sur [0,T] x R™ x R™ x S, telle que :

(t,x) + H(t,z, Dyv(t, ), D2v(t,x)) = 0.

H(t,z,p,M) > —o0 <= G(t,z,p, M) > 0,

I'inéquation variationnelle d’HJB s’écrit :

min —%(t,z) + H(t,x, Dyo(t,x), D2v(t,x)) , G(t,z, Dyv(t,z), D2v(t, x))

=0.

On a une remarque analogue dans le cas d’un probléme de maximisation en
horizon infini.
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3.5 Théoréme de vérification

L’ étape cruciale dans l'approche classique de la programmation dyna-
mique consiste & montrer, étant donnée une solution réguliere & I’équation
d’HJB, que ce candidat, sous des conditions suffisantes, coincide avec la fonc-
tion valeur. Ce résultat est appelé théoreme de vérification et permet aussi
d’obtenir un contréle optimal. Il repose essentiellement sur la formule d’Ito.
Les énoncés peuvent varier d’'un probleme a ’autre au niveau des conditions
suffisantes requises. Celles-ci doivent étre adaptées au cadre des hypotheses du
probleme particulier considéré. Nous proposons ici une version assez générale
compte tenu du contexte défini au paragraphe 3.2.

Théoréme 3.5.2 (Horizon fini)
Soit w € CL2([0, T[xR™) N C°([0,T] x R™) a croissance quadratique, i.e. il
existe une constante C telle que :

lw(t,z)| < C(1+|z?), VY(t,z) €[0,T] x R"™.
(i) Supposons que :

787w(t’x) + sup [7£a,w(t, :ZZ) - f(t; ‘T7a)] S Oa (tvx) € [OaT[X]Rna (333)
ot acA

w(T,z) < g(z), =€ R" (3.34)

Alors w < v sur [0,T] x R™.
(1) De plus supposons que w(T.) = g, et pour tout (t,z) € [0, T[xR™, il existe
G(t, x) mesurable & valeurs dans A tel que :
O 4, 2) 4 sup [ Low(t2) — Fltra)] = ~20(t) — L5t )
6t a€EA 825

—f(t,z,a(t,x)) =0,
U'EDS :
dXs = b(Xs, (s, Xs))ds + 0( X, a(s, Xs))dWy

admette une solution, notée Xﬁ””, étant donnée une condition initiale X; = x,
et {a(s, XL®) t <s<T} € At,x). Alors

w=wv sur [0,T] x R",
et & est un controle optimal markovien.

Preuve. (i) Puisque w € C12([0, T[xR™), on a pour tout (¢,z) € [0, T[xR",
a € A(t,z), s € [t,T[, et pour tout temps d’arrét 7 a valeurs dans [t, +00],
par la formule d’Ito :
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SAT
w(s AT, X5 = w(t, z) +/ %f(u XET) 4 L%w(u, X5 )du
t

SA\T
+/ Dyw(u, X5%Y o (X5, ) AW, .
t
On choisit 7 = 7, = inf{s > t : [ |Dyw(u, X;")o(X5", o) Pdu > n}
en notant que 7, / +oo quand n tend vers l'infini. Le processus arrété

{f:AT" Dyw(u, X5®) o(XE®, a)dWy, t < s < T} est donc une martingale et
on a en prenant l’espérance :

SATn aw

E[w(sATmXi’Ain)]=w(t,w)+EU 5 (¢ ,XETY 4 L%p(u, X5 du|
t

Puisque w satisfait (3.33), on a :

ow

ey —(u, X5%) + L w(u, XET) + f(XE", ) >0, Va € Alt,z),

d’ou :
SATp
E[w(s A Tn,X‘:}an)] >w(t,z) — F [/ f(Xf/"’”,au)du] , Vo€ A(t, ).
¢
(3.35)
On a

SATn T
/ FXE, a)dul| < / F(X57, )| d,
t t

et le terme de droite est intégrable d’apres la condition d’intégrablité sur
A(t,z). Comme w est & croissance quadratique, on a :

lw(s A7, Xg0 )| < C |14 sup [XD7]7 ),
) s€t,T)

et le terme de droite est intégrable d’apres (3.4). On peut donc appliquer le
théoréme de convergence dominée et faire tendre n vers l'infini dans (3.35) :

E [w(s, X!")] > w(t, z) {/ FXET a, du} , Yo e At ).

Comme w est continue sur [0,7] x R™, en faisant tendre s vers T, on a par le
théoréme de convergence dominée et en utilisant aussi (3.34) :

E [g(X3")] > w(t, )

/ fXL" o u], Yo € A(t, z),

et donc w(t, z) < v(t,x), V(t,z) € [0,T] x R™.
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(ii) On applique la formule d’Ttd & w(u, X5%) entre t € [0, T et s € [t, T
(apres avoir localisé avec 7,,) :

S ow

2 (u, XY 4 L8R gy, XET)du |

E {w(&Xﬁw)} =w(t,z)+F [

Or par définition de G&(t, z), on a :

ow

— S — £t @) - f(t 2, a(t 7)) = 0,

dot -
E[w(s,f(ﬁ’m)} - U F(Xbe, 6 X”))du]

En faisant tendre s vers T', on obtient ainsi :

/ FXE® a(u X”))duw(X”)]
= J(t,z,&).

Donc w(t,z) = J(t,x,4&) > v(t, z) et finalement w = v avec & comme contrdle
optimal markovien. O

Remarque 3.5.5 Dans le cas particulier ou l'espace des controles A est
réduit & un singleton {ag}, ce théoréme de vérification est une version du
théoreme de représentation de Feynman-Kac 1.3.16 : il stipule que si w est
une fonction C12([0, T[xR™) N C°([0, T[xR™) & croissance quadratique solu-
tion du probléme de Cauchy (3.29)-(3.30), alors w admet la représentation

w(t, T) / f(xLe ao)ds—l—g(th)

Théoréme 3.5.3 (Horizon infini)
Soit w € C*(R™) a croissance quadratique.
(i) Supposons que :

Bw(z) + sup [-Lw(x) — f(z,a)] <0, z€R", (3.36)
acA
Jim inf e PTEw(X%)] <0, VzeR", Yac A(z), (3.37)

Alors w < v sur R".
(ii) Supposons de plus que pour tout x € R™, il existe &(x) mesurable a valeurs
dans A tel que :
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fulw) + sup [—Lw(x) = f(z,a)] = fuw(z) — L2 w(@) — f(z,a(x))
=0,
UEDS :
dXs = b(Xs, a(Xy))ds + o(Xs, &(Xs))dWy

x
5

admette une solution, notée XZ, étant donnée une condition initiale Xy = x,

avec

limsup e~ T E[w(X%] > 0, (3.38)

T—+oo
et tel que {&(X7), s > 0}, € A(z). Alors

w(z) =v(z), VreR"
et & est un contréle optimal markovien.

Preuve. (i) Soit w € C%*(R") et a € A(z). On a par la formule d'It6 &
e Ptw(XF) entre 0 et T AT, :

T AT,
I = i)+ [ e X d
0
TNATp
+/ e P Dw(XEY o (XE, o) AW,
0

Ici, 7, est le temps d’arrét : 7, = inf{t >0 : fg |Dyw(u, XT) (X2, o) |?du
> n}. Comme le terme d’intégrale stochastique arrétée est une martingale, on
a en prenant ’espérance :

E [T mu(XE,, )| = w(z) + E

T ATy,
/ e (= Bw + Lo w) (XZ)dU]
0

>w(x)—F

TATy,
/ e Puf(Xe, au)du] : (3.39)
0

d’apres (3.36). Par la condition de croissance quadratique de w et la condition
d’intégrabilité (3.11), on peut appliquer le théoréme de convergence dominée
et faire tendre n vers l'infini :

E e "Tw(X5)] > w(z) — E

T
/ e_ﬂ"f(ij,ozu)du] , Vae Ax).

0

En faisant tendre T vers l'infini, on a d’apres (3.37) et le théoreme de conver-
gence dominée :
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+oo
w(z) < E [ | e aadt] | Ve AG),
0

et donc w(z) < v(z), Yo € R™. R
(ii) En appliquant la formule d’'It6 & e~?*w(X?) (aprés avoir localisé avec
Tn) et en observant que le controle & atteint ’égalité dans (3.39), on a :

E [eiﬁTw()A(%)} =w(z)-F

T ~ ~
/ P p(XE d(X,f))du] .

0

En faisant tendre T' vers 'infini et d’apres (3.38), on obtient ainsi :

w(z) > J(z,6) = B Um e‘ﬂ“f(f(f,d()?ff))du}

0
et donc w(z) = v(z) = J(z, &). O

Remarque 3.5.6 Dans le cas particulier ou l'espace des controles A est
réduit & un singleton {ag}, ce théoréme de vérification est une version du
théoreme de représentation de Feynman-Kac 1.3.16 en horizon infini : il sti-
pule que si w est une fonction C?(R™) & croissance quadratique solution du
probleme d’EDP elliptique

Buw(x) = L*w(x) - f(z,a0) =
: —BT T
i e T Bluw(X3)] =

, T €R"
, = €R",

alors w admet la représentation

w(t,x) = FE [/+°° e PLF(XE, ag)dt]| .
0

Le théoréeme précédent suggere la stratégie suivante pour résoudre le
probleme de controle stochastique. Dans le cas horizon fini, résoudre 'EDP
non linéaire d’Hamilton-Jacobi-Bellman :

_ow +sup [-L(t,z) — f(t,xz,a)] =0, (t,z)e€[0,T[xR", (3.40)

avec la condition terminale w(T, x) = g(x). Fixer (¢, z) € [0, T[XR"™ et résoudre
SUpgea [—Lw(t,z) — f(z,a)] comme un probléme de maximum en a € A.
On note a*(¢,z) la valeur de a qui réalise le maximum. Si cette EDP non
linéaire avec condition terminale admet une solution réguliere w, alors w est
la fonction valeur du probleme de controle stochastique et a* est un controéle
optimal markovien. Cette méthode se justifie donc si PEDP d’HJB (3.40)
admet une solution C1-? satisfaisant les conditions d’application du théoreme
de vérification. Des résultats d’existence de solutions réguliéres a des équations
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de type HJIB paraboliques (horizon fini) ou elliptiques (horizon infini) sont
établis dans Fleming et Rishel [FR75], Gilbarg et Trudinger [GT85] ou encore
Krylov [Kry87]. La condition principale imposée est une condition d’uniforme
ellipticité :

Il existe une constante ¢ > 0 telle que
yo(z,a)d (z,a)y > cly|* Vz,y € R",Va € A.

Soulignons aussi dans la vérification des conditions (ii) des théoréemes 3.5.2
et 3.5.3 qu’il n’est pas toujours facile et parfois problématique d’obtenir
I’existence d’une solution a I'EDS associé au candidat & pour étre le controle
optimal.

3.6 Applications

3.6.1 Probléme de choix de portefeuille de Merton en horizon fini

On reprend l'exemple décrit au paragraphe 2.2.1. Un agent investit a
chaque date t une proportion «; de sa richesse dans un actif risqué S et
1 — o dans un actif sans risque S°, avec la contrainte qu’a toute date, o doit
étre a valeurs dans A ensemble fermé convexe de R. Son processus de richesse
évolue selon 'EDS :

Xtat Xt(l — ozt)
dX; = as; +
t St t S?
= Xt (O[t/,L + (1 — Oét)’l’) dt + Xtatoth.

ds?

Partant d’une richesse initiale X; = z > 0 au temps ¢, ’agent veut maximiser
I’espérance de ’utilité de sa richesse terminale a un horizon T' > ¢t. Notons par
X7 le processus de richesse partant de = en ¢t. Observons que les coefficients
de X ne vérifient pas stricto-sensu la condition de Lipschitz uniforme en les
controles a. En fait, on se raméne usuellement & ce cadre en considérant le
logarithme de la richesse positive. La fonction valeur du probléme de maxi-
misation est donc :

v(t,z) = sup E{U(X;lr)}, (t,z) € [0,T] x Ry,
acA

ou A est ’ensemble des processus « progressifs a valeurs dans A et tels que
EUOT |as|ds] < +oo.

La fonction d’utilité U est croissante et concave sur R Vérifions que v(¢, .)
est croissante et concave en x. Soit 0 < x < y et a un processus de controle
dans A. Notons Z, = Xi* — XbY. Alors dZs = Zg [(asp + (1 — ag)r) ds+
as0dWy), Zy = y—x > 0 et donc Zs > 0 ou encore X% > X5 pour tout s
> t. Puisque U est croissante, on a U(X5") < U(X%Y) d’ot :
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E[UXE)] < B[UXY)] < v(t,y), VYa €A,
< 1

et donc v(t,r) < v(t,y). Soit 0 < @1,z2, a',a? deux processus de contréle
dans A et A € [0,1]. Posons z = Az1+(1—\)z2, X! le processus de richesse
partant de z; et controlé par al, X%*2 le processus de richesse partant de z
et controlé par 2. Posons :

N AXbTal 4 (1 - N)Xhr2a?
o, = .
: AXD™ 4 (1= N)XD™

Notons que par convexité de A, le processus o® € A. De plus, d’apres la

structure linéaire de I'évolution de I’équation de la richesse, le processus X*
= AX5% 4 (1 — \)X5%2 est gouverné par :

dx} = x (a?u—i—(l—a;\)r)ds—i—X?a;\adWS, s>t
Xt)\ =T).

Ceci prouve que AX 5%t + (1 — A\) X %2 est un processus de richesse partant de
x en t et controlé par a*. D’apres la concavité de la fonction U, on a :

U (AXE™ + (1= AN XE") > MU (X5™) + (1= MU (X5™),
d’ou :
v(Az1 + (1= N)w2) > AE [U(XE™)] + (1= NE [UXE™)],
et ceci pour tout o', o? dans A. On en déduit que :
v(Azy + (1 — XN)x2) > Av(zy) + (1 — Nov(ze).

En fait, on voit que si U est strictement concave et s’il existe un controle
optimal, alors les arguments ci-dessus montrent que la fonction v est aussi
strictement concave en z.

On va donc chercher a résoudre ’équation de Bellman :

ow . a B
o +§2,f4 [—L%(t,x)] =0, (3.41)
avec la condition terminale
w(T,z) =U(z), zeRi. (3.42)

2
Iei Low(t,z) = xz(ap + (1 — a)r)g% + %xzaQUQZTl;}. Le probleme (3.41)-

(3.42) n’a en général pas de solution explicite pour une fonction d’utilité U
quelconque. Cependant, dans le cas particulier d’une fonction puissance :

Ulx)=2, 2>0,p<]l,
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on peut résoudre explicitement ce probléeme. Cherchons une solution de la
forme :

w(t,z) = ¢(t)xP.
En substituant dans (3.41)-(3.42), on obtient que ¢ satisfait :

—¢/ () + po(t) = 0,
o(T) =1,

1
p=inf | —ap(u—r) —pr+ 5a’p(1 = p)o’|. (3.43)

On obtient alors ¢(t) = exp(—p(T —t)) Ainsi, la fonction donnée par :
w(tax) = eXp(—p(T - t))xp7 (t,.]?) € [05 T] X R-‘rv (344)

est réguliere, strictement croissante et strictement concave, et est solution de
(3.41)-(3.42). De plus, la fonction a € A — —ap(p—r) —rp + 2a?p(1 — p)o?
est strictement convexe sur I’ensemble convexe A donc atteint son minimum
en & constant. Par construction, & atteint 'infimum de inf,e a[—L%w(t, z)].
De plus, ’équation de la richesse associée au controle constant a :

dXt = Xt (CAl/,L + (]. - d)T) dt + Xt&Uth

admet bien une unique solution, étant donnée une condition initiale. Ceci
prouve donc finalement d’apres le théoréeme de vérification 3.5.2, que la fonc-
tion valeur du probléme de maximisation est donnée par (3.44) et que la
proportion optimale de richesse a investir dans ’actif risqué est constante et
donnée par a. Notons que lorsque A = R, on a :

w—r

b= _H—" 3.45
T 21—y (349)
et
b= (h=r »
202 1-p '

3.6.2 Un modele de production et consommation en horizon infini

On reprend 'exemple du paragraphe 2.2.2. On considére le modele suivant
d’une unité de production. La valeur K; de son capital a la date ¢ varie selon
le taux d’investissement I; en capital et le prix S; par unité de capital :

ds
dK; = K;—*t + ILadt.
St
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La dette L; de cette unité de production évolue selon le taux d’intérét r, la
consommation C; et le taux de productivité P; du capital :

K
dL; = rLydt — Ftht + (I, + Cy)dt.
t

On choisit un modele d’évolution de (Y; = In Sy, P;) selon :

2
4y, = (u - "21> dt + o1 dW}
dP; = bdt + o2dW?,

ott (W1, W?) est un mouvement brownien de dimension 2 sur un espace de

probabilité filtré (2, F,F = (Fy)i>0, P) et u, b, 01, o2 sont des constantes,

01,09 > 0. La valeur nette de I'unité de production est

Xy =Ky — L.
On impose les contraintes
K, >0, C, >0, Xy >0, t>0.

On note par k; = K;/X; et ¢, = Cy/X; les variables de controle d’inves-
tissement et de consommation. La dynamique du systeme contrdolé est donc
gouvernée par :

dXy = Xy [ke(u—r+be™) + (r —cp)] dt

+ ke X0 dW)! + ki Xpe Y oadWF (3.46)
2
dy, = (u - "21) dt + o dW}! (3.47)

Etant donné un facteur d’actualisation 3 > 0 et une fonction d’utilité :

o
UC)=—, C>20, oul<~y<l,
Y
on note par A(x,y) 'ensemble des processus de controle (k,c) progressifs a
valeurs dans Ry x Ry tels que :

T T
/ kfdt+/ cdt < 400, p.s., VT >0,
0 0
+oo
E U e‘ﬁtU(ctXf’y)dt] < o0,
0

ou (X*Y YY) est la solution de 'EDS (3.46)-(3.47) partant de (z,y) en
t = 0. L’objectif est de déterminer 'investissement et la consommation opti-
male de I'unité de production. On cherche a résoudre le probleme de controle
stochastique en horizon infini :
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+oo
v(z,y)= sup E {/ e‘ﬁtU(ctXf’y)dt] : (3.48)
(k,c)€A(z,y) 0
L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman associée est :
2 2 52
B P N S S TS DL
Bo (N 5 ) o o T 202 +£g T Ulcx) (3.49)
. o Ov 1 _ 0%v 0%

En remarquant que X*¥ s’exprime sous la forme X*¥ = zexp(Z(y)) ou Z(y)
s’écrit comme une exponentielle de processus en fonction de (k,¢) et Y¥, on
en déduit que :

v(z,y) = z"v(1,y).
On cherche donc une solution de HIB (3.49) sous la forme

v(z,y) = % exp (¢(y)) s

ol p(y) est une fonction de R dand R. En substituant cette forme dans (3.49),
on obtient I’équation différentielle ordinaire (EDO) que doit satisfaire ¢ :

0'2 0'2
5-1- T o+ ) - (1-F ) o
3 _ Ve ¥ 3 —
+ lnf [ey = cTe™?] + fnf Gy, ¢y k) = 0, (3.50)

ou
2

k _ -
Gly,p,k) = 5 (L=7)(0F +o5e™) — k(i =7 +be™? + oip).

On peut montrer que pour [ assez grand, il existe une unique solution réguliere
C? ¢ bornée & 'EDO (3.50). On consultera [FP04] pour les détails. Comme
G(y,p,0) = 0, on a qu’en tout point y extrémum de @, i.e. @yy(y) =0 :

2

OSﬁ—w—(u—og)wy(y)

_ oj xe(y)

5 or(y) — (L—7)e 1.

Comme ¢ est bornée, ceci prouve que ¢, est aussi bornée sur R.

Par construction, la fonction positive w(z,y) = (27/7)e?® est solution
de HIB (3.49). D’apres la premiere partie du théoréme de vérification 3.5.3,
on en déduit que w > v. D’autre part, considérons les fonctions :

12:()— be ™V +p—1+aipy,
Y=\ =)0+ oZe )

inG k
>+ € argmin (Y, 0y, k)

é(y) = exp (’f(y)l> € argrglzig [ey —c"e™¥].
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Comme ¢ et ¢, sont bornées, ceci implique que les fonctions ¢, IAc, ek sont
aussi bornées en y. On en déduit qu’il existe une constante M > 0 telle que

N 2
E DX??/ ] < 22 exp(ML), Vit >0,

oll on a noté par X*¥ la solution de (3.46) controlée par (k(YY), é(Yy))iso-

Ceci montre que le controle (l%(Yty), ¢(YY))e>0 est dans A(z,y) :
+oo R
E U e PUE(YH)XPY)dt| < 400, (3.51)
0

De plus, comme ¢ est bornée, la fonction é(y) est bornée inférieurement par
une constante strictement positive. On en déduit I'existence d’une constante
B > 0 telle que :

0 < e PTw(X5Y,VE) < Be PTU (V) X5Y),
ce qui combiné avec (3.51), montre que :

I E[*@T X2y yny| =o.
Til}rlm e w(XpY, Y7) 0

On conclut avec la deuxiéme partie (ii) du théoreme de vérification 3.5.3 que

w = v et que (k(Y),é(YY))t>0 est un controle optimal markovien.

3.7 Exemple de probléeme de controdle stochastique
singulier

On considere le processus controlé réel gouverné par :
dXs = asdWs,

ol « est un processus progressif a valeurs dans A = R et tel que E[fOT |ovs|?ds]
< +00. On note A I'ensemble de ces processus de controles. Soit g une fonction
mesurable positive ou a croissance linéaire sur R, et considérons le probleme
de controle stochastique :

olt.) = inf Elg(Xp)], (@) € [0,7) x R (3.52)

Nous allons voir que pour un large choix de fonctions g, la fonction valeur v
n’est pas réguliere.

D’apres le principe de la programmation dynamique, on a pour tout temps
d’arrét 8 € 7T, 7, et tout controle constant oy = a € R :

v(t,z) < B [v(0, X5")] . (3.53)
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Supposons que v est réguliere C12 et appliquons la formule d’Ité & v(s, X5®)
entres=t e [0,T]et s=0= (t+h)ATouT=inf{s > ¢ : | XL®—z| > 1}. Alors
Iintégrale stochastique apparaissant dans la formule d’It6 est une martingale
arrétée et en substituant dans (3.53), on obtient :

1 [ARIAT 7oy 8% .
E/t (at+a2ax2> (s, X1")ds (3.54)

Notons que par continuité p.s. de la trajectoire de X%*, on a que pour h <
h(w) suffisamment petit, # = t + h p.s. On en déduit par le théoreme de la
moyenne que la variable aléatoire sous le signe espérance dans (3.54) converge

2 o 8 62
p.s. vers (815 +a 22
aléatoire étant bornée par une constante indépendante de h, on peut appliquer
le théoreme de convergence dominée et obtenir quand h tend vers zéro :

0<FE

) (t,z) quand h tend vers zéro. De plus, cette variable

o<@(t )+a 20% (t,x), V(t,z)€[0,T[xR (3.55)
S5 , T 922 x , T , . .

Cette inégalité étant valable pour tout a dans R, on doit avoir en particulier

2

20 > 0sur [0, T[xR, autrement dit :

ue
que 5.2

v(t,.) est convexe sur R pour tout ¢t € [0,T]. (3.56)
D’autre part, comme le controle constant nul est dans A, il est immédiat que

v(t,x) < g(z), Y(t,z)€[0,T] xR.

En notant par g™ l’enveloppe convexe de g, i.e. la plus grande fonction

convexe minorant g, on en déduit d’apres (3.56) :
v(t,x) < g™ (), VY(t,x) € [0, T[xR. (3.57)

En utilisant g°°™" < g, 'inégalité de Jensen et la propriété de martingale
de X/ pour a € A, on a :

> conv t,x
ot,) = inf Bl (X))

> £ gcomw EXt,ﬂE —  4conv )
_alélAtg ( [ T ]) g (x)

En combinant avec (3.57), on en déduit que
v(t,x) = g™ (x), V(t,x) € [0, T[xR. (3.58)

On aboutit & une contradiction dés lors que la fonction g®"* n’est pas C%(R),
par exemple si g(x) = max(z — k,0) = g°°"(x).
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Remarque 3.7.7 On verra au chapitre suivant grace a la théorie des solu-
tions de viscosité que méme si U'inégalité (3.55) ne peut pas étre interprétée
au sens classique, la relation (3.58) reste vraie. En particulier, on voit que la
fonction valeur v est discontinue en 7" dés lors que g # ¢<°™?. En fait, I’'Hamilto-
nien de ce probléme de controle singulier (3.52) est H(M) = sup,ep|—3a*M].
Ainsi, H(M) < 400 ssi —M < 0 et dans ce cas H(M) = 0. On montrera alors
au chapitre suivant que v est solution de viscosité de I'inégalité variationnelle
de HJB :

o o) _
o’ x|

max |:—

3.8 Commentaires bibliographiques

Le principe d’optimalité de la programmation dynamique a été initié par
Bellman dans les années 50 [Be57]. Simple et intuitif dans son énoncé, la
preuve rigoureuse de ce principe est tres technique et a été étudié par de
nombreux auteurs selon diverses méthodes : Bensoussan et J.L. Lions [BL78],
Krylov [Kry80], Nisio [Nis81], P.L. Lions [Lio83], Borkar [Bor89], Fleming et
Soner [FS093].

L’approche classique du controle optimal pour les processus de diffusion
via un théoreme de vérification sur les équations d’Hamilton-Jacobi-Bellman
est traitée dans de nombreux livres : Fleming et Rishel [FR75], Krylov [Kry80],
Fleming et Soner [FS093], Yong et Zhou [YZ00]. Le cas de contrdle pour des
processus de diffusion avec sauts est traité dans le récent livre d’Oksendal
et Sulem [OS04]. D’autres aspects de la programmation dynamique dans un
cadre plus général sont étudiés dans le cours de St-Flour par El Karoui [E1k81].

L’exemple du probleme de contréle stochastique singulier est inspiré du
probleme de la surréplication pour des modeles a volatilité stochastique qui
sera développé au chapitre suivant.

Nous avons formulé ici les problemes de controle stochastique sous une
forme standard, ou il s’agit d’optimiser une fonctionnelle s’exprimant sous
forme d’espérance. Récemment, motivé par le probleme de la surréplication
en finance sous contraintes gamma, Soner et Touzi [ST00], [ST02] ont étudié
d’autres formulations de problemes de contrdle stochastiques et montré le
principe de programmation dynamique associé.

L’approche de la programmation dynamique donne une caractérisation de
la fonction valeur et du contréle optimal lorsque cette fonction valeur est
réguliere. Le probleme général d’existence d’un controle optimal n’est pas
abordé ici. On se reportera aux travaux de Kushner [Ku75] et El Karoui, Huu
Nguyen, Jeanblanc-Picqué [EIkNJ87] pour des résultats dans cette direction.
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Approche des équations de Bellman
par les solutions de viscosité

4.1 Introduction

Comme nous 'avons vu au chapitre précédent, la méthode de la program-
mation dynamique est un outil puissant pour étudier les problemes de controle
stochastique, via I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman. Cependant, dans son
approche classique, cette méthode suppose a priori que la fonction valeur soit
réguliére, ce qui n’est pas nécessairement le cas méme pour des cas tres simples.

Pour surmonter cette difficulté, Crandall et Lions ont introduit dans les
années 80 la notion de solutions de viscosité pour les équations du premier
ordre. Cette théorie a été ensuite généralisée aux équations du second ordre.
Ce concept fournit un moyen tres puissant pour étudier en toute généralité
les problemes de controle stochastique et permet de donner une formulation
rigoureuse a l’équation d’HJB pour des fonctions supposées seulement loca-
lement bornées. En combinant avec des résultats de comparaison pour les
solutions de viscosité, on obtient ainsi une caractérisation de la fonction va-
leur comme 'unique solution de viscosité de ’équation de la programmation
dynamique associée.

Ce chapitre est une introduction basique a la notion de solutions de visco-
sité, et plus précisément aux outils nécessaires pour aborder les problémes de
controle stochastique. Il existe par ailleurs une vaste littérature sur la théorie
des solutions de viscosité et on se réferera par exemple a ’article de référence
de Crandall, Ishii et Lions [CIL92] pour un état de l’art. Dans la section 4.2,
on définit le concept de solutions de viscosité. Les résultats de comparaison
sont discutés dans la section 4.3. Dans la section 4.4, on montre comment le
principe de la programmation dynamique permet d’obtenir en toute généralité
I’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman pour la fonction valeur au sens de la
viscosité. Enfin, les sections 4.5 et 4.6 montrent comment utiliser la notion de
solutions de viscosité pour résoudre deux problémes de controle stochastique
intervenant en finance.
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4.2 Définition des solutions de viscosité

On considére des équations aux dérivées partielles non linéaires du second
ordre :

F(z,w(z), Dw(z), D*w(z)) =0, z€O, (4.1)

ot @ est un ouvert de RY et F est une fonction continue de @ x R x RN x Sy
dans R. La fonction F' doit satisfaire la condition dite d’ellipticité : pour tout
€O, reR, peRY, M,M € Sy,

—

M < M = F(z,r,p, M) > F(z,r,p,M). (4.2)

Dans le cas des problemes d’évolution, un point de RN doit étre compris
comme variable de temps ¢ et d’espace x dans R™ (N = n + 1), O doit étre
vu comme un ouvert de la forme [0,T[xO, ou O, est un ouvert de R" et
F(t,x,r,pt,p, M) doit satisfaire de plus la condition de parabolicité : pour
tout t € [0, T,z € Op, 7 ER, p,pr ER, peR™, M € S,

Pt Sﬁf - F(tvvavptvpaM) Z F(t,l‘,T,ﬁt,p,M). (43)

Le cas des équations d’Hamilton-Jacobi-Bellman étudié au chapitre
précédent correspond dans le cas de probleme a horizon infini & :

F(z,r,p, M) = Br + sup [—b(x, a).p— %tr (oo’ (z,a)M) — f(z, a)] , (4.4)
acA

et dans le cas de probléme a horizon fini & :

F(tvxvrvptvpa M) = —Dt + sup
acA

X {—b(az,a).p - %tr (o0’ (z,a) M) — f(t,x,a)] . (4.5)

La condition d’ellipticité est évidemment satisfaite car la matrice oo’ est
définie nonnégative. La condition de parabolicité est aussi trivialement vérifiée
pour le probléeme a horizon fini.

Etant donné une fonction w localement bornée de O dans R (i.e. pour tout
z dans O, il existe un voisinage compact V, de x tel que v soit bornée sur
V), on définit son envelope semicontinue supérieure w* : O — R par :

w*(x) = limsup w(z")

I/ﬂz

et son envelope semicontinue inférieure w, par :

wy () = liminf w(2’).

I’AP.T
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On rappelle que w* (resp. w,) est la plus petite (resp. grande) fonction semi-
continue supérieurement (s.c.s) majorant (resp. semicontinue inférieurement
(s.c.i) minorant) w sur O. Notons qu’une fonction w localement bornée sur O
est semicontinue inférieurement (resp. supérieurement) ssi w = w, (resp. w*)
sur O, et qu’elle est continue sur O ssi w = w, = w* sur O.

Définition 4.2.1 Soit w : O — R localement bornée.
(i) On dit que w est une sous-solution (discontinue) de viscosité de (4.1) si
ona:

F(z,w"(z), Dp(z), D*¢(2)) < 0,

en tout point ¥ € O et pour toute fonction ¢ € C?(O) tel que T est un
mazimum local de w* — p.

(i) On dit que w est une sursolution (discontinue) de viscosité de (4.1) si on
a:

F(z,w.(z), Dy(z), D* (7)) > 0,

en tout point T € O et pour toute fonction ¢ € C?(O) tel que T est un
minimum local de w, — .

(#ii) On dit que w est une solution (discontinue) de viscosité de (4.1) si w est
a la fois sous-solution et sursolution de viscosité de (4.1).

Remarque 4.2.1 1. La définition ci-dessus reste inchangée si le maximum
ou minimum Z est local et/ou strict.

2. On peut aussi sans perte de généralité supposer dans la définition ci-dessus
que ¢(Z) = w*(Z) (resp. p(T) = w.(T)). En effet, il suffit sinon de considérer
la fonction réguliere 9 (z) = ¢(z) + w*(z) — p(z) (resp. Y(r) = ¢(z) +
w4 (Z) — ¢(Z)). Alors T est un maximum (resp. minimum) local de w* — ¥
(resp. wy — V) et Y(T) = w*(Z) (resp. w«(T)).

Remarque 4.2.2 Si v est une sous-solution (resp. sursolution) de viscosité
de (4.1) alors v* (resp. vy) est une sous-solution s.c.s (resp. sursolution s.c.i)
de viscosité de (4.1).

On vérifie d’abord que la notion de solution de viscosité étend bien la
notion de solution classique.

Proposition 4.2.1 Soit w € C?(0). Alors w est sursolution (resp. sous-
solution) de viscosité de (4.1) si et seulement si w est sursolution (resp. sous-
solution) classique de (4.1).

Preuve. On montre le résultat dans le cas d’EDP paraboliques. Supposons
d’abord que w est sursolution de viscosité de (4.1). Puisque w est réguliere,
¢ = w (= wy) peut étre choisie comme fonction test. De plus, tout point
(t,z) € [0,T[xO est un minimum global de w, — ¢ = 0. Donc on a par
définition des sursolutions de viscosité :
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F(t,2, (), 92 (1,2), Dage(t, ), D2l ) 0
pour tout (¢,z) € [0,T[xO et donc w = ¢ est sursolution classique de (4.1).
Supposons que w est sursolution classique de (4.1). Soit ¢ € C?(O) et
(t,Z) € [0,T[xO un minimum global de w. — ¢ = w — ¢. Alors on a :

c’est & dire que w est sursolution de viscosité de (4.1).
La propriété de sous-solution est prouvée de maniere similaire. O

4.3 Principe de comparaison

On dit que l'on a un principe de comparaison fort (pour les solutions
discontinues) pour VEDP (4.1) dans le cas d’un ouvert O borné si ’énoncé
suivant est vrai :

Si v est une sous-solution de viscosité de (4.1) et w est une sursolution de
viscosité de (4.1) tel que v* < w, sur 0O alors

v* <w, sur O.

Remarque 4.3.3 Dans le cas d’'une EDP elliptique (4.1) dans tout ’espace
O =RY, on a 90 = 0 et il faut rajouter des conditions de croissance & I'infini
sur v et w, comme par exemple une croissance quadratique. De méme, dans
le cas d'une EDP parabolique sur le domaine O = [0, T[xR"™, on a 00 =
{T} x R™, et il faudra aussi rajouter des conditions de croissance a U'infini sur
v et w.

Remarque 4.3.4 Le principe de comparaison se formule aussi de maniere
équivalente : Si v est une sous-solution s.c.s. de viscosité de (4.1) et w est une
sursolution s.c.i. de viscosité de (4.1) tel que v* < w, sur 9O alors

v<w sur O.
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Remarque 4.3.5 Comme pour les principes de comparaison classiques (pour
les solutions continues), le principe de comparaison fort permet de comparer
une sous-solution et une sursolution sur tout le domaine a partir de leur
comparaison sur le bord du domaine. En particulier, ceci prouve 'unicité
d’une solution de viscosité & (4.1) étant donné une condition au bord : v* =
v, = g sur 00. En effet, si v et w sont deux solutions de viscosité de (4.1)
avec la méme condition au bord, alors on aura v* < w, et w* < v, sur O.
Comme par construction, on a déja v, < v* et w, < w*, ceci implique les
égalités suivantes :

vy = 0V =w, = w",
et donc v = w sur O. On a aussi montré en méme temps que v et w sont
continues sur O. Ainsi, le résultat de comparaison fort est un outil treés puissant
qui permet de montrer en plus qu’une solution a priori discontinue est en fait
continue sur O.

On donne ci-dessous quelques exemples de fonctions F' pour lesquels il y
a un principe de comparaison fort. Des résultats généraux avec leurs preuves
peuvent étre trouvées dans Crandall, Ishii et P.L.Lions [CIL92] ou Barles
[Bags].

e On consideére d’abord le cas ot O est un ouvert borné de RV,
(1) F(x,r,p, M) = Br + H(z,p) — %tr(aa’(m)M) avec 3> 0,0 : O — RVxd
Lipschitzienne et H : O x RY — R vérifiant I'hypothese suivante :

(A1) |H(z,p)— H(y,p)| < m(Jz —y|(1+ |p|)), ot m(z) tend vers zéro
quand z tend vers zéro.
(2) F(z,m,p, M) = H(z,p) avec H : O x RN — R vérifiant (A1) et les
hypotheses supplémentaires :

(A2) H(z,p) est convexe en p, pour tout x € O

(A3) 1l existe une fonction ¢ € C(O), continue sur O, et § > 0 telle
que H(xz,Dp(z)) < =6 sur O.

e On considére maintenant le cas d’EDP (4.1) sur l'espace entier O = RY
dans le cas elliptique, et O = [0, T[xR", dans le cas parabolique, reliées & des
problémes de controle stochastique.

(3) F(x,r,p, M) donné par (4.4) avec 8 > 0, A compact et b, o, f vérifiant
une condition de Lipschitz en x uniformément en a dans A.

(4) F(t,x,r,pt,p, M) donné par (4.5) avec A compact et b, o, f vérifiant une
condition de Lipschitz en z uniformément en ¢ dans [0,7] et a dans A.

Dans chacun des cas (3) ou (4), il y a un principe de comparaison pour les
solutions de viscosité dans la classe des fonctions & croissance quadratique.
En particulier, ceci prouve l'unicité d’une solution de viscosité continue a
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croissance quadratique de 'EDP (4.1) pour F' défini en (4.4) et I'unicité d’une
solution de viscosité continue & croissance quadratique de 'EDP (4.1) avec une
condition terminale donnée v, (T,.) = v*(T,.) = g (& croissance quadratique),
pour F' défini en FHJBfin.

4.4 De la programmation dynamique aux solutions
de viscosité

Dans cette section, on revient au cadre des problemes de controle stochas-
tique pour les diffusions considérées a la section 3.2 du chapitre 3. On rappelle
que I’'Hamiltonien pour ces probléemes est donné par :

H(t,x,p, M) = (Sllelg —b(x,a).p — %tr (0(z,a)0’(z,a)M) — f(t,z,a)|. (4.6)

Dans le cas a horizon infini, f donc H ne dépend pas de t.

La thérorie des solutions de viscosité permet de relacher la régularité a
priori de la fonction valeur et de montrer que celle-ci satisfait ’équation d’'HJB
au sens de la viscosité. On montre d’abord la propriété de sous-solution.

Sous-solution

Proposition 4.4.2 1) Horizon fini : Supposons que la fonction valeur v soit
localement bornée sur [0, T[xR™, que la fonction f soit & croissance quadra-
tique (3.8), et que f(.,.,a) soit continue en (t,x) pour tout a € A. Alors v est
une sous-solution de viscosité de l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman :

v

ey (t,x) + H(t,x, Dyv(t,z), D2v(t,x)) = 0, Y(t,z) € [0, T[xR". (4.7)

2) Horizon infini : Supposons que la fonction valeur v soit localement bornée,
que la fonction f soit a croissance quadratique (3.13), et que f(.,a) soit conti-
nue en x pour tout a € A. Alors pour 3 > 0 assez grand, v est une sous-
solution de viscosité de l’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman :

Bu(z) + H(z, Dv(x), D*v(z)) =0, Va € R™. (4.8)

Preuve. On montre le résultat dans le cas d’un horizon fini. Soit (¢,%) €
[0, T[xR™ et » € C%([0, T[xR™) une fonction test tel que :

0= —p)(t,T) = a (v* — p)(t, ). (4.9)

max
(t,z)€[0, T[xR™
Par définition de v*(¢, Z), il existe une suite (t,,, z,,) dans [0, T[xR" telle que

(tms Tm) — (6,Z) et v(tm, Tm) — v (L, T),
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quand m tend vers I'infini. Par continuité de ¢ et (4.9), on a aussi que

Ym = U(tm7xm) - (P(tmyxm) — 0,

quand m tend vers 'infini.

Soit a € A, a le controle constant égal & a qui est bien dans A(t,,, Tm)
= A d’apres la remarque 3.2.1. On note X!m®m le processus d’état controlé
associé. Soit 7, le temps d’arrét : 7, = inf{s > t,, : [ X" — x| > n}
ot 7 > 0 est une constante fixé. Soit (h,,) une suite strictement positive telle
que :

Tm

m

hyp — Oet

— 0,

quand m tend vers U'infini. On applique la premiére partie (3.18) du principe
de la programmation dynamique pour v(ty,, Tm) & O 1= T A (tm + hm) -

V(tm, Tm) < E

m

97774
/ f (s,Xﬁm’m’", a) ds +v (Gm,Xg:’w”‘)} )
t

D’apres la relation (4.9) qui implique que v < v* < ¢, on en déduit :

m

Om
O(tm, Tm) +ym < E l/ I (S,sz@m’a) ds+ ¢ (Gm,X;:vfm)] .
t

On applique alors la formule d’Tt6 & ¢(s, Xtm%m ) entre t,, et 6,,, et on obtient
apres avoir noté que le terme d’intégrale stochastique s’annule en espérance
pour cause d’intégrand borné :
Y A
Ym 7/ oy Lo — f (S’X§7717I7n7a) ds| <o. (4.10)
hm tm at

FE
hw T+

Par continuité p.s. de la trajectoire Xi™*m on a que pour m suffisamment
grand (m > N(w)), O (w) = tm + hm, p.s. On en déduit par le théoreme de la
moyenne que la variable aléatoire sous le signe espérance de (4.10) converge

dp _ _
p.S. vers fa—f(t,i) — L%(t,z) — f(t,Z,a) quand m tend vers linfini. De
plus, cette variable aléatoire est bornée par une constante indépendante de m.

Par le théoreme de convergence dominée, on obtient alors en envoyant m vers

I'infini dans (4.10) :
_7“—’ ‘f) - ,Ca(p(t_7:f) - f(t_vjva) < 07

et on conclut puisque a € A est arbitraire.

Dans le cas a horizon infini, on suppose que 8 > 0 est assez grand pour
que les contrdles constants soient dans A(x), pour tout = dans R™ (voir re-
marque 3.2.2). On fait ensuite le méme raisonnement que pour le cas & horizon
fini. m|
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Sursolution

L’inégalité inverse de sursolution de I’équation de HJB est obtenue sous une
condition supplémentaire qui prend en compte le fait que I’Hamiltonien peut
exploser lorsque typiquement ’espace des controles A est non borné. On note

dom(H) = {(t,x,p, M) € [0, T[xR" x R" x S, : H(t,,p, M) < +o0} ,
et on fait 'hypothese suivante :

H est continue sur int(dom(H))
et il existe G : [0, T[xR" x R" x §,, continue telle que :
(t,z,p, M) € dom(H) <= G(t,z,p,M) <0 (4.11)

Bien évidemment, dans le cas de probléeme a horizon infini, la fonction H et
donc G ne dépendent pas de t.

Proposition 4.4.3 1) Horizon fini : Supposons que (4.11) soit vérifiée et
que la fonction valeur v soit localement bornée sur [0,T[xR™. Alors v est
une sursolution de viscosité de l’inéquation variationnelle d’Hamilton-Jacobi-
Bellman :

ot
=0, (tx)€[0,T[xR". (4.12)

max {av(t, x) + H(t,z, Dv(t, x), D?Ev(t, x)),G(t,z, Dyv(t, ), D?Ev(t, x))}

2) Horizon infini : Supposons que (4.11) soit vérifiée et que la fonction valeur
v soit localement bornée sur R™. Alors v est une sursolution de viscosité de :

max { Bv(z) + H(z, Dv(z), D*v(z)), G(z, Dv(z), D*v(z))} = 0, x € R™.
(4.13)

Preuve. On montre le résultat dans le cas d’un horizon infini. Soit £ € R"
et ¢ € C?(R™) une fonction test tel que :

0= (v, — ¢)(@) = min (v. — ©)(z). (4.14)

On va prouver le résultat par 'absurde en supposant donc au contraire que
Be(z) + H(z, Dp(z), D*p(z)) < 0,
et G(Z, Dp(z), D*p(z)) < 0.

Alors par continuité de la fonction G, et celle de H sur lintérieur de son
domaine, il existe n > 0 et € > 0 tels que :

Be(y) + H(y, Doly), D*¢(y)) < —,

pour tout y € B(Z,n) = {y € R™ :|Z —y| < n}. Par définition de v.(Z),
il existe une suite z,, & valeurs dans B(z,n) telle que
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T — T et v(z,) — vi(T),
quand m tend vers I'infini. Par continuité de ¢ et (4.14), on a aussi que

TYm = U(xm) - @(-Tm) - 07
quand m tend vers 'infini. Soit (h,,) une suite strictement positive telle que :

hm—>OetZ—m—>0,

m

Alors, d’apres la 2éme partie (3.19) de la programmation dynamique et en
utilisant aussi (4.14), il existe @™ € A(zp,), tel que

hm
P(Tm) +Ym + 5 2 B

gm
[ e ran aryds + e‘”’"so(Xé‘g)] ,
0

oul’on a choisi 0, := T Ahpy, Ty, = inf{s > 0 : | XTI —x,,,| >0’} et 0 <y’ <.
Puisque (z,,) tend vers Z, on peut toujours supposer que B(x,,,n") C B(Z,n),
de telle sorte que pour 0 < s < 0,,, X¥™ € B(&,n). Ici X¥m correspond & la
diffusion contrdlée par 4. Par la formule d’Tt6 & e #5p(X¥m) entre s = 0 et
s = 0,,, on obtient alors :

Ym | €
0< —+ = E
_hm+2—|—

1 [0
| pa s

Om
-e|/ Dmmxgﬂm)’a(x:m,amdws] (4.15)
0

avec

L(z,a) = Bp(z) — L% (x) = [(z,a).

On remarque que d’apres la condition (3.2) sur o, l'intégrand de l'intégrale
stochastique en dW est borné sur [0, 8,,,] par :

| Dep(XJm) o(XJm, 60| < Cp(1 4+ |o(0,657)]).

D’apres la condition d’intégrabilité (3.3) sur &™ € A(x,,), on en déduit que
Pespérance de l'intégrale stochastique dans (4.15) est nulle.
De plus, en remarquant que pour 0 < s < 6,, :

L(XTm, &) < Bo(XTm) + H(XI™, Dp(X7m), D*o(X{™))
< —¢,

on en déduit d’apres (4.15) que

Ym 1 1
< Im - . ,
0< e <2 hmE[em]> (4.16)
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D’apres 'inégalité de Chebicheff et I’estimation (3.5), on a :

P[Tm < hm] < P

sup IXsmm - 'r7n| Z 7]‘|
s€[0,hm]

T 2
E ‘Supse[O,hm] Xs "= .Tm| ‘

= 2

— 0,
quand h,, tend vers zéro, i.e. m tend vers l'infini. De plus, comme

P[Tm > hm} <

17 E[Hm] < 1a

hm

on en déduit que 7 E[f,,] tend vers 1 quand hy, tend vers zéro. On obtient
ainsi la contradiction voulue en faisant tendre m vers l'infini dans (4.16). O

Propriété de viscosité

En combinant les deux propositions précédentes, on obtient le résultat prin-
cipal de cette section.

Théoréme 4.4.1 Sous les conditions des propositions 4.4.2 et 4.4.3, la
fonction wvaleur v est solution de wviscosité de linéquation variationnelle
d’Hamilton-Jacobi-Bellman :

1) Horizon fini :

ot
=0, (t,z)€[0,T[xR™ (4.17)

max {—81}(t7 x)+H(t, z, Dyv(t, x), Div(t, x)), G(t,x, Dyo(t, ), Div(t, x))}

2) Horizon infini :
max{fv(x) + H(x, Dv(z), D*v(x)), G(x, Dv(x),
D?v(z))} =0, z € R™. (4.18)

Preuve. La propriété 4.4.2 de sous-solution de viscosité de v signifie, dans le
cas a horizon fini, que :

_7(7?7 i‘) + H(ﬂi‘, DJE(P(: -f)a Di@(fﬂ j)) § 07

en tout (£,Z) € [0, T[xR™ et p € C?([0, T[xR") tel que (%, ¥) soit un maximum
local de v — . Ceci implique d’apres la condition (4.11) que

G(t,7, Dop(t,7), Dyo(t, 7)) <0,
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et donc que

Autrement dit, v est une sous-solution de viscosité de I'inéquation variation-
nelle (4.17). On conclut avec la propriété de sursolution de la proposition
4.4.3. m]

Remarque 4.4.6 1. Lorsque A est compact, 'Hamiltonien H est fini sur
tout le domaine [0, 7] x R” x R™ x S, et le supremum est atteint. La condition
(4.11) est satisfaite avec n’importe quel choix de fonction G continue stric-
tement négative. L’inéquation variationnelle d’Hamiton-Jacobi-Bellman que
doit satifaire (au sens de la viscosité) la fonction valeur devient dans ce cas
simplement 1’équation d'HJB :

—%(t,x) + H(t,z,Dyv(t,z), D3v(t,z)) =0, V(t,z) € [0, T[xR".

2. Lorsque 'Hamiltonien n’est pas défini sur tout [0,7] x R” x R" x S,,, on a
un probleme de controle stochastique singulier qui conduit & une inéquation
variationnelle. On en verra deux exemples dans la section suivante.

3. Le théoreme précédent combiné avec les résultats de comparaison forts
montrent donc que la fonction valeur v d’un probléeme de controle stochas-
tique est caractérisée comme 'unique solution de viscosité (avec des condi-
tions de croissance & l'infini appropriées) de 1'(in)équation (variationnelle)
d’HJB associée avec une condition terminale v, = v*. La théorie des solutions
de viscosité prouve toute sa puissance, ici en particulier dans le cadre des
probléemes de controle stochastique. Elle peut étre utilisée comme une méthode
de vérification ou il “suffira” de résoudre I’équation d’HJB et de déterminer la
condition terminale pour calculer la fonction valeur. On donne une application
dans la section suivante.

4.5 Un modele d’investissement irréversible

4.5.1 Probléme

On considére une firme produisant un bien (électicité, pétrole, ...). Elle
peut augmenter sa capacité de production X; en transférrant du capital
a partir d’'un autre secteur d’activité. L’évolution controlée de sa capacité
de production évolue alors selon :

dXt = Xt(—ﬁdt + O'th) + ltdt



76 4 Approche des équations de Bellman par les solutions de viscosité

0 > 0 est le taux de dépréciation de la production, o > 0 sa volatilité, l,dt
est le nombre d’unités de capital acquis par la firme a un cotut Aldt, A > 0
s’interprétant comme un facteur de conversion d’un secteur d’activité a ’autre.
Le controle I; est positif, non borné a valeurs dans R, et il est commode de
poser L; = fot l¢dt : plus généralement, on considére comme controle (Ly):>o
processus adapté, croissant, continue & droite, Ly- = 0, et on note L € A :
L, représente le montant cumulé d’achat de capital jusqua la date ¢. Pour x
>0et L € A, on note par X¥ la solution de

dXt = Xt(—ddt + O'th) + st, Xo— =x. (419)

La fonction de profit de la firme est une fonction continue II de R dans
R, concave, croissante et C* sur |0, +oc[, avec IT1(0) = 0 et satisfaisant les
conditions usuelles d’Inada en O :

ot := li{x&ﬂ'(x) = 400 et II'(+o00):= lim II'(z) = 0. (4.20)

r— 400

On considere la transformée de Fenchel-Legendre de IT qui est donc finie sur
R+ .
M (y) := sup [ (x) —xy] < +oo, Yy > 0. (4.21)
x>0
L’objectif de la firme est le suivant :
+o0
v(z) = sup E U e PHIT(XF)dt — MdL;)|, x>0 (4.22)
LeA 0
L’Hamiltonien de ce probleme de controle stochastique singulier est :
[ bxp— S0P M —II(z) siA—p=>0
H(x,p,M)—{ —00 siA—p<O0.
L’inéquation variationnelle d’"HJB s’écrit donc :
min [fv — Ly —IT , A\—'] =0, (4.23)
ol

1
Lv=—0xv + 50'2.%'27)”.

4.5.2 Régularité et construction de la fonction valeur

On commence par établir quelques propriétés utiles de la fonction valeur.

Lemme 4.5.2 a) v est finie sur Ry et satisfait pour tout p € [0, ] :

(B + 6))
3

0< v(x) < +px, x>0. (4.24)

b) v est concave et continue sur R .
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Preuve. a) En considérant le controle nul L = 0, il est clair que v > 0. D’autre
part, considérons pour p € [0, A] la fonction positive

o) = 1 ﬁ((ﬁ; o))

Alors ¢’ < X et on a pour tout x > 0,

B — Lo — () = T((B+6)p) + (B+ O)px — [ (z) > 0,
par définition de IT en (4.21). Etant donné L € A, considérons le temps
d’arrét 7,, = inf{t > 0 : XJ > n} A n,n € N, et appliquons la formule d’It6 a

e Ptp(X7) entre 0 et 7,. En prenant 'espérance et en notant que I'intégrand
de l'intégrale stochastique est bornée sur [0,7,), on a

E[eP™p(XZ )] = ¢p(z)+ E [/OTH e P (=B + L) (X])dt (4.25)
LB [ / e—w<xg>dLg] 1B Y e P px) - p(x2)| |
0<t<t,

ott L¢ est la partie continue de L. Puisque ¢’ < Aet XF — X? = L; — Ly,
le théoreme de la valeur moyenne implique que

(X)) = o(X2) < MLy — Ly-).

En utilisant de nouveau 'inégalité ¢’ < X dans les intégrales en dL° dans
(4.25) et puisque —r¢ + Lo < —II, on obtient :

Blemox)] < ola) - 8| [ el

+E[/ eﬁtAdLg] + E| Y e AL — L)
0

0<t<Tn
—o(z) — E [ /O eﬁtn(xgv)dt] +E [ /O e'@t)\st} ,
et donc
B[ e - sz + Bletmex)] < o),

Puisque ¢ > 0, on a alors :

o(z) > E [ /0 " eﬁtH(Xf)dt] —E [ /0 o eﬁt)\st]
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On peut appliquer le lemme de Fatou et obtenir en envoyant n vers I'infini :
+oo
E [/ e PLIT(XE)dt — MdLy) | < (),
0

et donc finalement v(z) < ¢(x) puisque L est quelconque.

b) La preuve de la concavité de v est standard : elle est établie (comme au
paragraphe 3.6.1) en considérant des combinaisons convexes des états initiaux
et des controles et en utilisant la linéarité de la dynamique de X et la concavité
de II. La continuité de v sur Ry est alors une conséquence générale de la
propriété de continuité d’une fonction concave sur 'intérieur de son domaine.

O

Puisque v est concave sur R, elle admet une dérivée a droite v/, () et a
gauche v’_(z) en tout > 0, avec v/, () < v’_(x).

Lemme 4.5.3
v (z) <A, oz >0. (4.26)

Preuve. Pour tous 2 > 0, 0 < [ z, L € A, considérons le contrdle L défini
par Lo- = 0, et L, = Ly + 1, pour t > 0. Soit X la diffusion controlée avec L
et condition initiale Xo- = 2 — I. Alors, X”“ ! =Xl pourt>0etona:

vz —1)>E [/Om e Pt (U(f(;;”*l)dt - )\dit)]

=FE U;w e PHIT(XE)dt — )\st)] — AL

L étant arbitraire, on obtient :
v(ie—=1)> -AN+v(z), z>0.

On obtient le résultat voulu en divisant par [ et en faisant tendre [ vers zéro.

O
Lemme 4.5.4 II existe z, € [0, 00] tel que :
NT :={z>0 v (z) <A} =]ap, +o0], (4.27)
v est différentiable sur 0, x| et
V() =X, sur B=|0,1]. (4.28)

Preuve. On pose z;, = inf{z > 0 : ¢/ () < A}. Alors, on a A < v/, (x)
< v’ (x), pour tout < x. En combinant avec (4.26), ceci prouve (4.28).
Finalement la concavité de v montre (4.27). O

Par le principe de la programmation dynamique, on sait que la fonction
valeur v est solution de viscosité de I'inéquation variationnelle d’"HJB associée.
En exploitant la concavité de v pour ce probléme unidimensionnel, on montre
que la fonction valeur est en fait une solution réguliere C2.
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Théoréme 4.5.2 La fonction valeur v est une solution classique C? sur R%
de :

min{fv — Lo —(z), —v'(z) +A\} =0, z>0.

Preuve. Etape 1. On prouve d’abord que v est C! sur R* . Puisque v est
concave, ses dérivées a gauche et a droite v’ () et v/, (x) existent pour tout
x > 0 avec v/, () < v’ (z). On raisonne par contradiction en supposant donc
que v/, (zg) < v’ (xg) pour un certain xo > 0. On fixe p € v/, (x¢),v" (xo)[ et
on considere la fonction

2

pe(@) = vlwo) + pla — w0) = (& — w0,

avec € > 0. Alors xg est un maximum local de (v — ¢.) avec (o) = v(zg).
1

Puisque ¢l (x0) = p < A d’apres (4.26) et ¢ (o) = 1/e, la propriété de sous-
solution de viscosité implique :

Bo(xo) 4+ dxop + %Eazxg — II(z9) < 0. (4.29)
En prenant e suffisamment petit, on a la contradiction voulue ce qui prouve
que v, (zg) = v__(z0).
Etape 2. D’apres le lemme 4.5.4, v est C2 sur 0, x| et satisfait v'(z) = A,
x € |0,z[. D’apreés 'étape 1, on a NT = |z, +oo[ = {z > 0 :v/'(z) < A}
Vérifions que v est une solution de viscosité de :

Ov—Lv—II =0, sur |y, +oof. (4.30)

Soit xg € ]ay, +0o[ et o une fonction C? sur Jay, +oo| telle que g soit un
maximum local de v — ¢, avec (v — ¢)(xg) = 0. Puique ¢'(zg) = v'(z9) < A,
la propriété de sous-solution de viscosité implique :

Be(xo) — Lo(xo) — I (z0) < 0.

Ceci prouve que v est une sous-solution de viscosité de (4.30) sur |ap, +o00].
La preuve de la propriété de sursolution de viscosité pour (4.30) est similaire.
Considérons pour x; < x5 arbitraires dans |z, +00[, le probléeme de Dirichlet :

BV — LV —II(z) =0, sur |z, s (4.31)
Vizr) =v(xy), V(rg)=v(z2). (4.32)

Des résultats classiques donnent D'existence et l'unicité d’une function V
réguliere C? sur ]xq, o[ solution de (4.31)-(4.32). En particulier, cette so-
lution réguliere V' est une solution de viscosité de (4.30) sur |ay, z3[. D’apres
le principe de comparaison sur les solutions de viscosité (ici pour des EDP
linéaires sur un domaine borné), on en déduit que v = V sur |z, z2[. Comme
71 et 19 sont quelconques dans |z, +0ol, ceci prouve que v est C? sur |ay, +00|
et satisfait (4.30) au sens classique.
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FEtape 3. 1l reste a prouver la condition C? en z; dans le cas ot 0 < 23 <
+00. Soit z € )0, zp[. Puisque v est C2 sur |0, z,[ avec v/(x) = A, la propriété
de sursolution de viscosité appliqué au point z et a la fonction test ¢ = v
implique que v satisfait au sens classique :

Bu(z) — Lv(x) —II(z) >0, 0<x<xp.
Comme la dérivée de v est constante égale a A sur ]0,zp[, on a :
Bu(x) +0zA—I(x) >0, 0<z<xp,
et donc :

Bo(xp) + dxpA — I () > 0. (4.33)

D’autre part, d’apres la condition C' en z3, on a en envoyant = vers x; dans
(4.30) :

Bu(xp) + dxp — I (zp) = %02:5511”(3:;). (4.34)

D’apres la concavité de v, le terme de droite de (4.34) est négatif, ce qui
combiné avec (4.33) prouve que v”(z;) = 0. Ceci montre que v est C? en m,
avec

v (zp) = 0.
O

Nous pouvons a présent expliciter la forme de la fonction valeur.
Considérons I’équation différentielle ordinaire (EDO) intervenant dans HJB :

Bv— Lv—1II =0. (4.35)

On rappelle que la solution générale de (4.35) (avec IT = 0) est donnée par :

V(z) = Az™ + Ba",

5§ 1 s 1\* 28
m—02+2—\/(02+2) +§<0
s 1 s 1\* 28
n02+2+\/(02+2) +;>1.

De plus, PEDO (4.35) admet une solution particuliére donnée par :

ou
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Vo) = B { /0 o e—ﬁtn(f(g)]

2 +oo T
= [;v”/ s_"_lﬂ(s)ds—i-xm/ s_m_lﬂ(s)ds] , x>0,
T 0

o?(n—m)

ot X7 est la solution de (4.19) avec L = 0. On vérifie (exercice laissé au
lecteur) que sous la condition d’Inada (4.20) :

Vy(01) = 400 et Vj(4+00) = 0.
Lemme 4.5.5 La frontiére xy, satisfait :
0< zp < +oo.

Preuve. On vérifie d’abord que x, > 0. Sinon, la région B est vide et on
aurait d’apres le lemme 4.5.4 et le théoreme 4.5.2

fv—Lv—I =0, x>0.
Alors, v devrait étre de la forme :
v(z) = Az™ + Ba" + Vo(x), x> 0.

Comme m < 0 et [v(0")| < oo, ceci implique A = 0. De plus, comme n > 1,
ona v/ (01) = VJ(01) = +o0, ce qui est en contradiction avec le fait que v/ (z)
< X pour tout z > 0.

On a aussi 2, < +00. Sinon, v serait solution de v’ = A sur ]0, +00[ ce qui
est contradiction avec la condition de croissance (4.24). a

Théoréme 4.5.3 La fonction valeur v a la forme explicite suivante :

A +o(0f) z<x

v(z) = {A:cm + Volz) zp < (4.36)

ou les trois constantes v(0), A and xy, sont déterminées par les conditions
de continuité C°, différentiabilité C* et C? de v en xy :

Az + Vo(x) = Ay + v(0). (4.37)
mAzy !+ Vi () = A, (4.38)
m(m — 1) Az]" =2 4+ Vg (x3) = 0. (4.39)

Preuve. On sait déja d’apres le lemme 4.5.4 que sur |0, 2;[, qui est non vide
d’apreés le lemme 4.5.5, v a la structure décrite en (4.36). De plus, sur |z, +00],
on a v’ < A d’apres le lemme 4.5.4. Ainsi, avec le théoréme 4.5.2, on en déduit
que v satisfait fv — Ly — II = 0, et donc est de la forme :

v(z) = Az™ + Bz" + Vo(x), x> zp.

Puisque m < 0, n > 1, V{(z) tend vers 0 quand z tend vers 'infini et 0 < /()
< A, on doit avoir nécessairement B = 0. Ainsi v a la forme écrite en (4.36).
Finalement, les trois conditions résultant de la continuité et différentiabilité
C' et C? de v en x}, déterminent les constantes A,z et v(07). a
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4.5.3 Stratégie optimale

On rappelle le lemme de Skorohod suivant prouvé par exemple dans P.L.
Lions et Snitzman [LS84].

Lemme 4.5.6 Pour tout état initial x > 0 et toute frontiére x, > 0, il existe
un unique processus adapté X* et un processus croissant L* continus a droite,
satisfaisant le probléme de Skorohod S(z,xyp) :

dX] = X{ (—o0dt +odW;) +dLf, t >0, Xj- =z, (4.40)
X; € [xp,+o0[ p.s., t>0, (4.41)

+oo
/ lx:sq,dL = 0. (4.42)
0

De plus, st x > xp, alors L* est continu. Lorsque x < xp, L = ©p — z, et Xj
= Tp-

La solution X* des équations ci-dessus est une diffusion réfléchie sur la

frontiere x; et le processus L* est le temps local de X™* en xp. La condition
(4.42) signifie que L* ne croit que lorsque X* touche la frontiere x;. Le (-

potentiel de L* est fini, i.e. E[f0+°o e PtdL}], voir Chapitre X dans Revuz-Yor
[ReY91], ce qui implique :

—+oo
E [ / e‘BtXt*dt] < +00. (4.43)
0

Théoréme 4.5.4 Pour x > 0, soit (X*, L*) la solution du probléme de Sko-
rohod S(x,xp). Alors on a :

v(x) =E U;m e PLIT(X])dt — ,\dL’;)] :

Preuve. 1) On considere d’abord le cas ott > xp,. Alors les processus X* et
L* sont continus (on a omis la dépendance en x dans X*). D’apres (4.41) et
le théoréme 4.5.2, on a

Bu(XF) — Lo(X}) — TI(XP) =0, p.s. ¢>0.

En appliquant la formule d’It6 & e~?*v(X}) entre 0 et T', on obtient :

T
/ emv'(Xt*)dL;‘] .
0

(4.44)

T
E[eo(X2)] = v(z) - E /0 e PI(X)dt| +

(L’intégrale stochastique apparaissant dans la formule d’It6 s’annule en
espérance d’apres (4.43)). Alors d’apres (4.42), on a
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T
E / e P (X)dL; | = E
0

T
/0 e‘ﬁtv’(X;‘)IX:_xdeI]

T
/ e P\dL} |,
0

car v'(xp) = A. En substituant dans (4.44), on obtient :

=F

T T
v(z) = E e "To(X})] + E / e PUI(X])dt| — F / eﬁt)\del.
0 0
(4.45)
D’apres (4.43), on a limp_ 4o E[e™#TX%] = 0 et donc par la croissance

linéaire de v :

: —pT *\] —
TETOCE[G v(X7)] = 0.

En envoyant alors T' vers I'infini dans (4.45), on a 1'égalité voulue.

2) Lorsque z < x} et puisque L§ = x — xp, on a :

E [ /0 o e—ﬁt(n(Xf)_AdL:)] _E { /0 B (X - AL | A — )

=ov(zp) — Ma —xzp) = v(x),
en se rappelant que v’ = X sur |0, z|. ]

En conclusion, les théoréemes 4.5.3 et 4.5.4 donnent une solution explicite
a ce modele d’investissement irréversible. Ils valident I'intuition économique
qu’une firme investit dans ’augmentation de capital de telle sorte de maintenir
sa capacité de production au dessus d’un certain seuil xp.

4.6 Calcul du coiit de surréplication en volatilité
incertaine

On considere la diffusion controélée :
dXs = as X dWs, t<s<T,
ou le processus de contrdle « est progressif, & valeurs dans A = [g,al, 0 < a <

a < o0, et E[ftT |as|?ds] < +oo. Pour éviter les cas triviaux dégénérés, on
suppose @ > 0 et a # +oo0. On note par A; 'ensemble de tels processus de
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controles. Comme d’habitude, on se rameéne au cas des hypotheses générales
en faisant le changement de variable z € R% + Inz € R. Notons que lorsque
x = 0, alors X%* = 0 pour tout s > t. En finance, o représente la volatilité
incertaine du prix de ’action X. Etant donnée une fonction g s.c.i. a croissance
linéaire, représentant le payoff d’une option, on cherche & calculer son cotit de
surréplication donné par :

o(t,x) = sup E[g(X3")], (t,x) €[0,T] x RY. (4.46)

Notons que le processus positif {X5* ¢ < s < T} est une surmartingale pour
tout a € A;. On en déduit qu’il existe C' constante positive telle que :

lo(t,z)| < C(1+x), Y(t,xz)e€[0,T]xRL.

Donc v est aussi a croissance linéaire et est en particulier localement bornée
sur [0, 7] x R
L’Hamiltonien du probléme de maximisation (4.46) est donné par :

H(z,M) = inf Ly . (z,M)eR} xR.
a€la,a) 2

On va distinguer deux cas selon que la volatilité maximale est bornée ou non.

4.6.1 Volatilité bornée
Dans ce paragraphe, on suppose
a < +o00.

Dans ce cas, 'Hamiltonien est fini et continu sur tout (z,M) € R} x R, et
est donné par :

1
H(z,M) = —§a2(M)x2M,
avec
. _Ja siM=>0
a(M)_{a siM <0

D’apres le théoreme 4.4.1 et en utilisant les résultats de comparaison, on
obtient la caractérisation suivante :

Théoréme 4.6.5 Supposons a < +o0o et g continue. Alors v est 'unique so-
lution de viscosité a croissance linéaire, continue sur [0, T| xR%_, de I’équation
dite de Black-Scholes-Barenblatt :

o 1., (0% ,0% *
L (W> PO =0, (he) €0.TIXRY,  (447)

satisfaisant la condition terminale :

o(T,z) =g(x), =eRL. (4.48)
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Preuve. On sait d’apres le théoreme 4.4.1 que v est solution de viscosité de
(4.47). Pour caractériser v, il faut déterminer v, (T, .) et v*(T,.). Soit x € R,
quelconque. Soit (t,,,) une suite dans [0, T[xR* telle que :

(tn,xn) — (T,x) et v(tn, z,) — v (T, x),

quand n tend vers linfini. Soit a € [a,a] et X!* la diffusion controlée
associée au controle constant a. On a donc v(t,, z,) > E[g(X3"")]. Dans la
suite C' désigne une constante positive générique indépendante de n. Comme
g est a croissance linéaire, on a :

Ty 2 nsTn
Elg(Xz )" < C(L+ EIXz™ )
<C(1 —|—.T26a2T).

Ainsi la suite {g(X4""),n > 1} est borné dans L?, donc est uniformément
intégrable. On en déduit par le théoreme de convergence dominée, la continuité
de g et p.s. de X7 en ses données initiales (¢, z) que

v (T, ) > g(z). (4.49)
D’autre part, considérons une suite (t,,x,) dans [0, T[xR* telle que :
(tn,xn) — (T,x) et v(tn,x,) — 0" (T, ),

quand n tend vers l'infini. Pour tout € > 0, il existe un contréle &" € A tel
que :

V(tn, 2n) < Blg(X2")] +e. (4.50)

Ici X!m est la diffusion controlée associée au controle @". Comme A est
compact borné par a, on a :

<O+ BIXp
< C(14 22T,

)

Elg(Xy™)

On obtient donc comme précédemment par le théoreme de convergence do-
minée, en faisant tendre n vers 'infini, puis € vers zéro dans (4.50), et avec
(4.49) :

v (T, x) = v*(T,z) = g(x).

On conclut avec le principe de comparaison fort, en notant aussi qu’on a la
continuité jusqu'en ¢ = T puisque v(T, z) = g(x). o

Remarque 4.6.7 Lorsque a > 0, et g est assez réguliere, il y a existence et
unicité d’une solution réguliere & PEDP de Black-Scholes-Barenblatt (4.47)
avec la condition de Cauchy (4.48). C’est essentiellement une conséquence de
la condition d’ellipticité uniforme sur le terme de diffusion qui est obtenue
apres le changement de variable x — Inx.
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Remarque 4.6.8 Si g est convexe, alors la fonction :
w(t,z) = E [g(f(;i)] . (t,z) € [0, T[xR?,
out {Xb% t < s < T} est la solution de I'EDS :
dX, = aX,dW,, t<s<T, X, = z,

est aussi convexe en x. De plus, w est solution réguliere de 1’équation de
Black-Scholes :

ow 1 4 ,0%w .
—E—Ea T W :0, (t,.f) E[O,T[XR+,
2
et satisfait la condition terminale w(7T, z) = g(x). Comme & 8—15 = a, ceci
x

implique que w est en fait aussi solution de 1’équation (4.47), et donc par
unicité que w = v. On a une remarque analogue lorsque g est concave.

4.6.2 Volatilité non bornée
Dans ce paragraphe, on suppose
a = +o0.
Dans ce cas 'Hamiltonien est donné par :

1,22 .
_ —§Q.’I3M si —M>0
H(z, M) { —oo sl — M <0.

D’apres le théoreme 4.4.1, la fonction v est solution de viscosité de :
o 1, ,0% 0?v

mll’l{—at — 5@ T w 5 _W} = Oa (t,l‘) € [OvT[XR-l-' (451)

0%v

. Oz

> 0 sur [0,7[xR%. Le lemme général suivant montre alors que pour tout
2

0
t € [0,T], v(t,.) est sursolution de viscosité de —a—g(t, .) > 0 sur R%. Clest

une propriété triviale dans le cas de solutions régulieres mais plus délicate a
prouver avec la notion plus faible de solution de viscosité.

Ceci prouve en particulier que v est une sursolution de viscosité de

Lemme 4.6.7 Soient O7 C R" et Oy C R? deuz ouverts. Soit v : Q1 x Oy
— R une fonction localement bornée, sursolution s.c.i. de viscosité de :

F(x,y,Dw(ny),Div(x,y)) >0, surO; x Oy,

ot F: 01 x Oy xR%x S; — R est continue et vérifie la condition d’ellipticité
(4.2). Alors pour tout zog € O1, la fonction v(xo,.) est une sursolution s.c.i.
de viscosité de :

F(x(]uyaDyU(an y)7 Div(x()vy)) 2 07 sur 02~
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Preuve. Soit 7¢g € O fixé, u(y) := v(zo,y) et ¢ € C?(Os), yo € O tel que :

0=(u—=¢)(y) <(u=9)y), YyecO2\{v}, (4.52)

i.e. yo est un minimum strict de u — ¢ = uyx — ¢ (car v est s.c.i). On doit
montrer que :

F (20,50, Do(yo), D*p(yo)) > 0. (4.53)

Pour cela, considérons la suite de fonctions dans C?(O; x Oy) :

Un(z,y) = @(y) — nlz — ol

Soit I; x I3 un voisinage compact de (zg, yo) dans O; x Os. La fonction v — 1,
étant s.c.i, il existe (x,,yn) € I1 X I tel que :

(U - 7/171)(.’,87“ yn) = min (’U - 7;[}17)

Il XIQ

Par compacité de I; x Iy, la suite (z,,y,) converge (& une sous-suite pres)
vers un élément (z,y) € I; x Iy. D’apres la définition de v, et de (x4, Yy, ), on
a:

(T, Yn) = P(Yn) < (v = ¥n)(Zn, Yn)

(v =Pn)(20,%0) = u(yo) — ¢(Yo)-

En faisant tendre n vers 'infini et puisque v est s.c.i, on obtient :

<
<

v(@,9) = (y) < v(@,§) = () +lim inf n|a, — ol
n—-+oo
< u(yo) — ¢(yo)-
Ceci implique que T = z( et ensuite que :
(u=9)®) = v(zo,y) — 0(7) < (u—¢)(Yo)-
D’apres (4.52), ceci prouve que § = yo et donc finalement que
(xnvyn> - (l'OvyO)v

quand n tend vers 'infini. De plus, par la propriété de sursolution de viscosité
de v, on a :

0< F($myna Dywn(l‘n,yn)7D§1/)n($n,yn))
= F(n, Yn, D@(yn)>D2@(yn))v
et on obtient le résultat voulu (4.53) en faisant tendre n vers 'infini. o

Dans le cas o1 v est réguliere, on aura aussi que v(Z,.) est concave sur R*
pour tout ¢ € [0,T]. Le lemme suivant montre que c’est encore vraie avec la
notion de viscosité.
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Lemme 4.6.8 Soit O un intervalle ouvert de R et w : O — R une fonction
localement bornée. Alors w est une sursolution s.c.i. de viscosité de —D?*w = 0
sur O si et seulement si w est concave sur O.

Preuve.

1. Supposons d’abord que w est une sursolution s.c.i. de viscosité de —D?w = 0
sur O. Soit xg < x1 deux points quelconques de O. Puisque w est localement
bornée, w est bornée inférieurement sur [xg,x1], et on peut donc supposer,
quitte & ajouter une constante & w (ce qui ne changera pas la propriété de
sursolution de w), que w > 0 sur [xg,21]. On voit alors aisément que w est
une sursolution de viscosité de e2w — D?w = 0 sur ]zg, z1[ pour tout ¢ > 0.
Considérons 1’équation :

eu—D?*u=0 sur|zg, [,
avec la condition de bord

u(zo) = w(zo)(= wi(z0))

u(ar) = w(zy)(= w,(a1)).
La solution de ce probléme est réguliere sur [z, x1] et est clairement donnée
par :
w(zo) [e5@ %) — 1] + w(zy) [es@=20) — 1]

ee(wlfxo) -1

ue(z) =
Par le principe de comparaison, on a w(z) > u.(z) pour tout = € [zg,z1]. En
faisant tendre € vers zéro, on en déduit que :

w(z) —w(xp) < w(xy) — w(xg)
T — Xo - xr1 — Zo

) YV E}Jfo,,ﬂfl[,

ce qui prouve la concavité de w.
2. Supposons réciproquement que w est une fonction concave sur O. Notons
en particulier que w est continue sur O. Soit Z € O et p € C?(0O) tel que
0 = (w—¢)(@) = min(w - p).
Alors pour tout h > 0 assez petit tel que z —hetZ+h € O, on a :

(@ +h)+ (@ —h) —20(z) S ~w(@+h) +w(@ —h) - 2w(z)
h? - h?
> 0.

En faisant tendre h vers zéro, on obtient —D?p(Z) > 0 qui est la propriété de
sursolution requise. O

On note par ¢°°"¢ l'envelope concave de g, i.e. la plus petite fonction

concave majorant g. Notons que puisque g est a croissance linéaire, il en
est de méme de ¢g°°™¢. On a alors la caractérisation explicite suivante de la
fonction v.
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Théoréme 4.6.6 Supposons a = +oo et g borné inférieurement. Alorsv = w
sur [0, T[xR% ou

w(t,z) = E [gcom(f(;x)} . V(t,x) € [0,T] x R, (4.54)

et {X?z,t < s <T} estla solution de I’EDS :
dX, = aX.dW,, t<s<T, X, = .

Preuve.

1. Montrons d’abord que v est s.c.i. sur [0, T] x R*.. Soit (t,, x,) une suite de
[0, T[xR% convergeant vers (t,z) € [0,T] x R%. Comme g est s.c.i. et borné
inférieurement, et par la continuité p.s. de Xl_f,lz en ses données initiales (¢, x)
pour tout contrdle o € A;, on a par le lemme de Fatou :

liminf v(t,, z,) > lim—‘;l-nfE[g(X;Iz,7$n,)]

n—-+oo
> Elg(X7")],
et donc liminf, 4o v(t,, z,) > v(t, z).
2. D’apres (4.51) et le lemme 4.6.7, pour tout ¢t € [0,T], v(t,.) est une sur-
2

v
solution de viscosité de _W(t’ .) > 0 sur R%. D’aprés le lemme 4.6.8, ceci
x

signifie que v(Z, .) est concave sur [0, T pour tout ¢ € R* . Autrement dit, pour
tout t € [0,7], z,y € RY,

1 1
v <t7 i y) > iv(ta Z‘) + iv(tvy)

En passant a la liminf quand ¢ tend vers T, on obtient :

1 1
Ux (Ta x;—y) > iv*(T7m) + iv*(Ta y)7

ce qui signifie que v, (T, .) est concave sur R* . De plus d’apres la s.c.i. de v
sur [0,7] x R%, on a v, (T, z) > v(T,z) = g(x). On en déduit que :

v (T, ) > g°"“(x), Vo eRL. (4.55)
3. Soit (t,x) € [0,7] x R%. On note A le sous ensemble de A; consitué
des controles bornés p.s. sur [¢, 7. On a donc v(t, ) > sup,eq, , Elg(X%")].
Réciproquement, étant donné & € A; quelconque, on pose pour n € N,

a” = aljg)<p € Atp. On note par Xﬁm (resp. XT), t < s < T, le processus
de diffusion controlé par & (resp. a™). i.e. :

N S 1 S
X0% = zexp (/ o dW,, — 7/ |du|2du) ,
t 2 Ji
n ° n 1 ° n|2
X = zexp aydW, — = [ o |*du | .
t 2 Ji
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Alors X7 converge p.s. vers X;I quand n tend vers U'infini, et par le lemme
de Fatou, on obtient :

sup E[g(X5")] > liminf E[g(X7))]

a€AL, n—+oo

Stm
> Elg(X7")].
Puisque & € A; est arbitraire, on a 'inégalité réciproque voulue d’ou :

v(t,z) = sup Elg(X3)).
Oée.Af,’b

En remarquant que pour tout a € Ay, le processus X%, t < s < T, est une
martingale, on a par 'inégalité de Jensen :

v(t,r) < sup Elg™ (X5
CKE-At,b

< sup g (BIXYT) = g (a). (4.56)
OLEAt,b

Ceci implique en particulier que v* (7', z) < g°°™¢(z), et montre avec la relation
(4.55) que la condition terminale pour le probléme de contréle stochastique
(4.46) est :

v(T,z) = v (T,x) = g°"(x), xeRL. (4.57)

4. La fonction ¢g®°"¢ étant continue et a croissance linéaire, on montre par les
mémes arguments que dans la preuve du théoreme 4.6.5, que w donné par
(4.54) est continue en T avec w*(T,z) = w.(T,z) = ¢g°°"°(z). Comme cas
particulier du théoreme 4.4.1 et par un résultat d’unicité fort, on en déduit
que w est I'unique solution de viscosité a croissance linéaire, continue sur
[0,T] x R% de I'équation de Black-Scholes :

ow 1 4, ,0%w

“or 9% T 2 =0, (t,z) €[0,T[xRY, (4.58)
avec la condition terminale :
w'(T,z) = w,(T,x) = g°“"(x), ze€R}. (4.59)

D’apreés (4.51), v est sursolution s.c.i. de viscosité de (4.58). Comme v et
w vérifient la méme condition terminale, on en déduit par le principe de
comparaison fort que :

v>w sur [0, T[xR]. (4.60)

5. La fonction g®"¢ étant concave, il en est de méme pour la fonction w(t, .).

D’apres le lemme 4.6.8, ceci implique que w(t,.) est une sursolution de visco-
2

0
sité de —a—l;](t, .) > 0 sur R pour tout ¢t € [0,T[. A fortiori, on en déduit
x

que w est sursolution de viscosité de
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0w

*@(t,x) >0, sur[0,T[xR.

En combinant avec (4.58), ceci prouve que w est une solution de viscosité de
la méme équation que v, i.e. :

w1 2w 2w

min {—aat - §g2x2%7 —?%2} =0, (t,z)€[0,T[xR%. (4.61)
De plus comme v et w satisfont la méme condition terminale, on peut conclure
que v = w sur [0, T[xR% par un résultat d’unicité fort sur I'inéquation varia-
tionnelle (4.61). On donne ici un argument qui n’utilise pas directement un
tel résultat d’unicité fort. Lorsque a = 0, on a w = ¢g°"¢ > v d’apres (4.56)
et donc 'égalité voulue avec (4.60). Lorsque a > 0, la fonction w est en fait
réguliere C2([0, T[xR%) N C°([0,7] x R%). En appliquant alors la formule
d’Tt6 & w(s, XH*) pour tout o € A; (apres avoir éventuellement localisé pour
annuler en espérance le terme d’intégrale stochastique), on obtient :

B g (X47)] = w(t,2) + B
2 0%w

Ox2

T
s [ O (5 X) 4 (au)2(X57)

(s,, X57) ds] .

Comme w est concave et ag > a, on en déduit que :

E [g(X7")] < E [¢°"(X7")]
T ow
2 O%w
Ox2

<w(t,z)+ FE (s, X5")

S

L2 (e 00  xte ds} — wit,a),

puisque w est solution de (4.58). Ceci étant valide pour tout « € A;, on conclut
que v < w et finalement :

v=w sur[0,T[xR}.
O

Remarque 4.6.9 Le théoréme précédent montre donc que le cotut de surrépli-
cation dans un modele a volatilité non bornée est égal au prix de Black-
Scholes d’un payoff “concavifié” et pour la volatilité inférieure a. Il n’y a
pas de controle optimal lorsque a = 400 et l'effet de la volatilité maximale
non bornée est de concavifier la fonction valeur de ce probleme de controle
stochastique singulier.

Remarque 4.6.10 Le théoreme précédent montre que lorsque a = 0 alors
v(t,.) = g™ pour tout ¢t € [0,T[. Ceci est aussi vraie pour ¢ > 0 lorsqu’on
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suppose de plus que g est convexe. En effet, on sait déja d’aprés (4.56) que
v < g°"¢. De plus, par 'inégalité de Jensen, si g est convexe, on a d’apres
(4.46) que v(t,x) > g(x) pour tout (t,z) € [0,T] x R%. Par concavité de v,
on en déduit que v(t,z) > ¢g°"“(x) pour tout (t,z) € [0, T[xR%.

4.7 Commentaires bibliographiques

Les solutions de viscosité pour les équations du second ordre de type
HJB liés a des problemes de controle stochastique ont été introduites par
P.L. Lions [Lio83]. Les résultats de comparaison et d’unicité pour les solu-
tions de viscosité ont fait I’objet d’importants travaux, parmi lesquels Jensen
[Je88], Ishii [Ish89], voir aussi l'article de synthese de Crandall, Ishii et P.L.
Lions [CIL92].

L’application au modele d’investissement irréversible est un cas limite
d’un modele d’investissement réversible étudié par Guo et Pham [GPO05].
D’autres exemples d’utilisation des solutions de viscosité pour des modeles
de controle singulier en finance sont traités dans Shreve et Soner [ShS094]
pour des modeles avec colits de transaction proportionnels ou encore dans
Choulli, Taksar et Zhou [CTZ03] pour des modeles de versement de dividende
d’une firme. L’application au calcul du cout de surréplication en volatilité
incertaine est inspirée de Cvitanic, Pham et Touzi [CPT99]. Une extension
au cadre multidimensionnel pour les actifs risqués est étudiée dans Gozzi et
Vargiolu [GV02].



5

Méthodes d’équations différentielles
stochastiques rétrogrades

5.1 Introduction

Depuis Darticle de référence de Pardoux et Peng [PaPe90], la théorie
des équations différentielles stochastiques rétrogrades (EDSR) a connu un
grand développement ces dernieres années grace notamment a ses diverses
applications en mathématiques. Formellement, les EDSR sont des équations
différentielles stochastiques ou ’on se donne la condition terminale. Dans le
cas déterministe, la donnée d’une condition terminale ou d’une condition ter-
minale pour une équation différentielle (ordinaire donc) est équivalente par
inversion du temps. Dans le cas stochastique, les choses sont fondamenta-
lement différentes lorsqu’on cherche des solutions qui restent adaptées par
rapport a une filtration donnée. En effet, en inversant simplement le temps,
on perd la propriété de non anticipation de la solution. Le premier point est
donc de formuler correctement la notion de solution adaptée a une EDSR.

Ce chapitre est une introduction basique a cette théorie des EDSR en met-
tant 'accent sur ses applications au controéle stochastique et mathématiques fi-
nancieres. On présentera dans la section suivante 2 quelques résultats généraux
sur les EDSR : existence et unicité de solution et principe de comparaison. La
section 3 montrera que certaines EDP non linéaires peuvent se représenter via
les solutions d’EDSR, généralisant ainsi les formules de Feynman-Kac. Dans
la section 4, on décrit comment les EDSR apparaissent comme un outil puis-
sant pour étudier des problemes de controle stochastique. Enfin, la section 5
illustrera ces résultats sur deux exemples d’applications issus de la finance.

5.2 Propriétés générales

5.2.1 Résultats d’existence et d’unicité

Soit W = (Wy)o<t<r un mouvement Brownien standard d-dimensionnel
défini sur un espace de probabilité filtré (£2, F,F, P) ou F = (F;)o<t<r est



94 5 Méthodes d’équations différentielles stochastiques rétrogrades

la filtration naturelle de W. On note par H?(0,T) Iensemble des processus

progressifs X tel que E| fOT | X¢|%dt] < oo. Ici T est un horizon fini fixé.
On se donne un couple (&, f) appelé condition terminale et générateur
vérifiant :

o (A) &€ € L*(2,Fr, P;R™)
e (B) f:02x[0,T] x R™ x R™*d — R™ tel que :
- f(.,t,y,2) noté pour simplifier f(¢,y, z) est progressif pour tous y, z
_ £(£,0,0) € H2(0,T)™, i.e. E [fOT |£(t,0,0)2dt| < +oc.
- f satisfait une condition de Lipschitz uniforme : il existe une constante

positive Ky telle que

If(t 1, 21) — f(t g2, 22)] < Kf(Jy1 — y2| + |21 — 22])
Vy1,y2, V21,22, dt x dP p.p.

On considere 1’équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR) :
_dYt = f(t; }/;57 Zt)dt - thWt7 YT = é‘ (51)

Définition 5.2.1 Une solution de ’EDSR (5.1) est un couple (Y, Z) de pro-
cessus progressifs a valeurs dans R™ x R™*4 tel que : Z € H?(0,T)™*?, i.e.

E [fOT |Zt|2dt} < 400 et

T T
Yt=§+/ f(s,y;,zs)ds—/ Z.dW,, 0<t<T.
t t

Théoréme 5.2.1 Etant donné un couple (&, f) vérifiant (A) et (B), il existe
une unique solution (Y,Z) a ’EDSR (5.1).

Preuve. Nous donnons ici une preuve de ce théoréeme basée sur une méthode
de point fixe. On consideére la fonction @ sur H2(0, 7)™ x H2(0,T)™*%, qui &
tout (U, V) € H2(0,T)™ x H2(0,T)™*¢ associe (Y, Z) = ®(U, V) défini par :

T T
Y, :g+/t f(s,US,Vs)dsf/t ZydW,. (5.2)

En fait, le couple (Y, Z) est construit ainsi : on consideére la martingale M,

= E[¢+ fOT f(s,Us, Vi)ds|F:] qui est de carré intégrable sous les hypotheses
sur (£, f). On applique alors le théoréme de représentation d’Ité qui fournit
Iexistence et 'unicité de Z € H2(0,7)™*% tel que :

t
M, = M, +/ Z,dW. (5.3)
0
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On définit alors Y par :

T
Y- B s+/ (5.0, V,)ds
t

t
Ft] = Mti/ f(s?U97V€)dsa OStST
0

En utilisant la représentation (5.3) de M dans I’égalité précédente et en notant
que Y = ¢, on voit que Y satisfait (5.2). Notons par l'inégalité de Doob que :

T 2 T
/ Z AW, / |Zs|2ds
t 0

On en déduit sous les hypotheses sur (€, f) que

E | sup <4F

0<t<T

< +o0.

E[ sup Yt|2] < +o0. (5.4)
0<t<T

En particulier, Y € H2(0,T)™ et @ est donc bien une fonction de H?(0, 7)™ x
H2(0, 7)™ dans lui-méme.

Soit (U, V), (U',V'") € H2(0,T)™ x H2(0,T)™*¢ et (Y,Z) = &(U,V),
(Y',Z'") = &U',V"). On pose (U,V) = (U -U",V -V'), (Y,Z) = (Y —
Y, Z—~Z') et fy = f(t,Us, Vi) — f(t,U},V/). Soit 3 > 0 & choisir plus tard.
On applique la formule d’It6 & e”¢|Y,|? entre s = 0 et s = T :

T
Tt = = [ & (AN - 2¥.uf) ds
0
T B T o
- / e’*|Z|?ds — 2 / Y] Z, AW, > (5.5)
0 0

Notons que

T
E (/ e25t|Yt|2|Zt|2dt>
0

ce qui montre que la martingale locale fg eP*Y!Z,dW, > est en fait une
martingale uniformément intégrable d’apres 'inégalité de Burkholder-Davis-
Gundy. En prenant Pespérance dans (5.5), on a donc :

N|=

ePT r
< —F| sup |Yt\2+/ |Z)%dt| < +oo,
2 0<t<T 0

T
ElYol? + E | e Vatas
0

T
[ e @i+ 12.p) ds] — 2p
0

T
< 9K E / S AUAR AR
0

T —
/ PV ARE
0

2
<4KE

1 T . _
+ B [/ 51T, 7 + |Vs|2)ds]
0
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En choisissant § =1 + 4KJQC, on obtient alors :

E

T
_ _ 1
/ &5 (V2 + | Z:[) ds] <iB
0

T
| eo.p+ |v;|2>ds] .
0

Ceci prouve que @ est une contraction stricte sur I'espace de Banach HZ(0, 7)™
x H2(0,7)™*¢ muni de la norme :

/OT e’ (IYs)? + 1 Zs%) dsD

On conclut que @ admet un unique point fixe qui est la solution de ’EDSR
(5.1). O

1
2

1Y, 2)|, = (E

5.2.2 EDSR linéaires

On s’intéresse au cas particulier ou le générateur f est linéaire en y et z.
Pour simplifier les notations, on considere le cas unidimensionnel m = 1 et on
a donc une EDSR de la forme :

—dYy = (A Y, + ZyBy + Cy) dt — ZydW,, Yr =€, (5.6)

ot A, B sont des processus bornés progressifs & valeurs dans R et R? et C' est
un processus dans H?(0,7"). Dans ce cas, la solution de cette EDSR peut étre
explicitée.

Proposition 5.2.1 La solution unique (Y,Z) de 'EDSR (5.6) est donnée

par :
T
Y, =F FT§+/ I;Cyds| Fy| (5.7)
t
ot I' est le processus adjoint (ou dual) donné par 'EDS :
dFt:Ft(Atdt—FB;th), FOZI
Preuve. Par la formule d’It6 & I,Y; :
d(IY;) = —I,Cydt + Iy (Zy + Y, By)dW,
soit
t t
0y +/ [Cuds = Yy +/ [W(Zs + Y, B))dW,. (5.8)
0 0

Comme A et B sont bornés, on a que E[sup, |I}]?] < +00o et en notant by, la
borne supérieure de B, on a :
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1

2

T
E (/ Zf(ZS+YgBS)2ds>
0

1 T T
<5E sup|Ft|2+2/ \Zt|2dt+2b§o/ V3| %dt
t 0 0

A
=+

0.

Par I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, ceci prouve que la martingale lo-
cale dans (5.8) est une martingale uniformément intégrable. On en déduit

que
ft]

ft] , (5.9)

t T
LY+ / [,Cuds = E | IrYr + / r.CLds
0 0

T
—E FT§+/ I,Cyds
0

ce qui donne l'expression (5.7) de Y. Notons que Z est donné par la représen-
tation d’It6 (5.8) de la martingale (5.9). a

5.2.3 Principe de comparaison

On établit dans I’énoncé suivant un principe de comparaison fort utile
pour les EDSR unidimensionnels.

Théoréme 5.2.2 Soit (&%, f1) et (€2, f?) deuz couples de données condi-
tion terminale-générateur satisfaisant les conditions (A) et (B), et (Y1, Z1),
(Y2, Z2) les solutions de leurs EDSR associées. On suppose que :

ol <& ps.

b fl(tvytlﬁztl) < f2<taY;51>Zt1) dt x dP p.p.

o At Y}, Zy) € H?(0,T)
Alors Yt1 < Y? p.s., pour tout 0 <t <T.

De plus, si Y¢ < Yg, alors Y} = Y72, 0 < t < T. En particulier, si
P(EY < €2) > 0 ou fi(t,.,.) < f2(t,.,.) sur un ensemble de mesure dt x dP
strictement positif, alors Yy < Y§.

Preuve. Pour simplifier les notations, on suppose d = 1. Onnote ¥ = Y2-Y,
Z = 7% —Z'. Alors (Y, Z) satisfait 'EDSR linéaire

—dYy = (A} Y + A Ze + fi) dt — Z,dWy, Yr =€ —¢'. (5.10)

ou
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f2(taYz-£2th2) B fz(tay;flvztz)

A?tJ - }/;2 — }/tl 1}227)21#0
A7 = f2(tan,172t2)7f2(tﬂ}/tl7Zt1) 1
t = 72— 77 22} #0

th = f2(tv}/t17Ztl) - fl(ta}/t17Ztl)'

Comme le générateur f? est uniformément Lipschitz en y et 2, les processus
AY et A* sont bornés. De plus, f; est un processus positif dans H2(0,T).
D’apres la proposition 5.2.1, Y est donné par :

ft] ’

olt I" est le processus adjoint strictement positif. Ceci conclut la preuve avec
cette formule sous forme d’espérance et la positivité de £2 — &1 et f. m]

T
NV = B | Pr(e—¢') + / Ifds

t

Remarque 5.2.1 Notons que dans la démonstration du théoreme 5.2.2, il
n’est pas nécessaire de supposer de la régularité sur le générateur fi, et en
particulier la condition de Lipschitz uniforme sur f;. Cette condition est uni-
quement requise sur fs.

Corollaire 5.2.1 Sile couple (&, f) vérifie £ > 0 a.s. et f(t,0,0) > 0 dt x dP
a.e., alors Y; > 0,0 <t < T a.s. De plus si P[§¢ > 0] > 0 ou f(¢,0,0) >0
dt x dP p.p. alors Yy > 0.

Preuve. C’est une conséquence immédiate du théoreme de comparaison 5.2.2
avec (€1, f1) = (0,0) dont la solution est (Y1, Z1) = (0,0). O

5.3 EDSR, EDP et formules de type Feynman-Kac

On rappelle le résultat bien connu (voir paragraphe 1.3.3) que la solution
de 'EDP parabolique linéaire

L0y~ Bty — fta) =0 (5.11)

ot
(T, z) = g(x) (5.12)

peut se représenter de fagcon probabiliste par

T s xte
t

v(t,z) =F

T t,x
e o BXIdu g ety | (5.13)

ou {X5% t < s < T} est la solution de 'EDS
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dXs = b(Xs)ds + o(Xs)dWs, t<s<T, X;=u,

et L est I'opérateur du second ordre
1
Lv = b(z).Dyv + itr(a(w)a’(ac)Dng).

On a vu au chapitre précédent une généralisation de la formule de
Feynman-Kac (5.13) pour des EDP non linéaires de la forme :

_o + sup [-L% — B(t,z,a)v — f(t,x,a)] =0 (5.14)
oTz)=gl)  (5.15)
ou pour tout a € A, sous espace de R™,
L% = b(x,a).Dyv + %tr(a(m, a)o’(z,a)D2,v).

La solution (de viscosité) de (5.14)-(5.15) peut se représenter a 'aide d’un
probleme de contréle stochastique :

T s t,x
A IO TS
t

= inf E
vit,o) = Inf
T t,x
4o Jo s andug eyl (5.16)

ou A est I'ensemble des processus « progressifs a valeurs dans A et pour
a € A, {X®, t <s <T} est solution de la diffusion controlée :

dXs = b(Xs,a5)ds + o(Xs,as)dW,, t<s<T, X;=u.

Dans ce chapitre, on étudie une autre extension de la formule de Feynman-
Kac pour des EDP non linéaires de la forme :

o Lo — f(t,z,v,(Dyv) o(x)) =0 (5.17)

ot
(T, x) = g(z). (5.18)

Nous allons représenter la solution de cette EDP & I’aide de PEDSR unidi-
mensionnelle :

_dY; = f(Sasti/saZs)ds - stWsa t<s< Ta YT = g(XT)’ (519)
et de ’EDS & valeurs dans R :

dX, = b(X)ds + o(X,)dW,, t<s<T, X;,=uz. (5.20)



100 5 Méthodes d’équations différentielles stochastiques rétrogrades

Les fonction b et o satisfont une condition de Lipschitz et f(t,z,y, z) est une
fonction continue vérifiant une condition de Lipschitz en (y, z) uniformément
en (t,z). La fonction continue g satisfait une condition de croissance linéaire.
Ainsi le générateur f vérifie la condition (B) énoncée au paragraphe 5.2.
On note alors par {X!* ¢t < s < T} la solution de I'EDS (5.20) et
{(YE®, Zb*),t < s < T} la solution de 'EDSR (5.19) avec X, = X' *. Nous
avons alors la proposition de vérification suivante pour 'EDSR (5.19), qui est
un résultat analogue au théoreme de vérification pour les équations d’HJB
par la programmation dynamique.

Proposition 5.3.2 Soit v € C12([0, T[xR™) N C°([0,T] x R™) une solution
classique de (5.17)-(5.18) telle que :

|Do(t,z)] < C(A+|z]), (t,z)€[0,T] x R", (5.21)

ou C est une constante positive. Alors {(v(s, X\®), Dyv(s, XE%) o (s, X17)),
t<s<T}={(Yh* Zb%),t <s<T} estla solution de ’EDSR (5.19). En
particulier, v(t,z) = Y".

Preuve. C’est une conséquence directe de la formule d’It6 appliquée a
v(s, X1") et en notant que d’apres la condition (5.21), ZL* = D, v(s, X1*)
o(s, X®) appartient bien a H2(t,T)'*? i.e. :

T
E / |D$v(s,X£””)’a(s,X£”‘)’2ds < +00.
t

O

On s’intéresse maintenant a la réciproque de ce résultat : on montre que
la solution de PEDSR (5.19) fournit une solution a 'EDP (5.17)-(5.18).

Théoréme 5.3.3 La fonction v(t,z) = Y,"* est une fonction continue de
(t,z) € [0,T] x R™, et est solution de viscosité de (5.17) avec la condition
terminale v(T,x) = g(z).

Preuve. 1) Pour (¢1,21), (t2,22) € [0,T] x R™, avec sans perte de généralité
t1 < tg, on note pour i = 1,2, X! = X!%  avec la convention X2 = x5 pour
t1 < s <t et (Y, ZY) = (Yiowi Zti) qui est donc bien défini pour t; < s
< T. En appliquant la formule d’'It6 & |Y.! — Y2|? entre s =t € [t;,T] et s =
T,on a:

T
D?—Y?F=MNGJ—MX%F—1)Mﬁ—Zﬂ%s
T
L2 /1(K3—1f)(f®yXi3?,Zb-—f@rXiif,ZEDds
t

T
-J/Xw—ﬁﬂz—ﬁmm
t
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Comme dans la preuve du théoreme 5.2.1, la martingale locale jf(Yu1 —
Y2)(Z - Z2)dW,, t < s < T, est en fait uniformément intégrable et donc en
prenant I’espérance dans la relation ci-dessus, on obtient :

T
Bl -y v B | [ 12 Z2pas
t

= B|lg(X}) - g(X3)?]

T
1 2E / (Y2~ Y2).(f(s, XYL, Z1) — f(s, X2, Y2, 22))ds
t

< E[lg(X}) - g(X3)?]

T
L 2E / Y] - Y2[[f(s, X1 YD, Z)) — f(s. X2, Y2, Z)|ds
t

T
+ 2K, E / Y- V2 (VD - Y2+ |2} - 22]) ds
t

< B|lg(x}) - g(x3)I?]

+ E

T
/ |f(57Xsl’Ysl’Zsl)_f(stgayslvzsl)lzdS]
t

+ (1+4K})E

)

T 1 T
[ vipase g [ 12t 22 pas
t t

out K¢ est la constante de Lipschitz uniforme de f par rapport a y et z. On a
alors,

B[V} - Y21?] < B[lg(X}) - o(X3)1]

+E

T
/lf(s,X;,n%Zsl)f(s,X.?,nl,Z.i)Fds]
t

T
+ (1+4KJ%)E[/ v —Y52|2ds}
t

et par le lemme de Gronwall,
Bl -y < {E[Ig(X%) - g(x3)]

+E

T
/ |f(5aX;7YslaZs1)f(57X37Y91vZ;>|2dS]}'
t

Cette derniere inégalité combinée avec la continuité de f et g en x et X%
par rapport & (¢,2) montre la continuité de (¢,z) € [0,T] x R" — EY}!* pour
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tout ¢ < s < T. Puisqu’on a aussi la continuité de s € [t,T] — EY* pour
tout (¢,z) € [0,T] x R™, ceci prouve la continuité de Y;"* = EY;"" en (t,z).

2) Nous montrons maintenant que u(t,z) = Y;"* est une solution de viscosité
de (5.17). On montre la propriété de sous-solution, celle de sursolution étant
prouvée de maniére similaire. Soit donc ¢ une fonction test réguliere et (¢, z)
€ [0, T[xR"™ tel que (¢,x) soit un maximum local de v — ¢ avec u(t,z) =
©(t, ). On raisonne par contradiction en supposant que

_ 9y

E(t,x) — Lo(t,x) — f(t,z,0(t, ), (Dep) (¢, 2)o(x)) > 0.

Par continuité de f et de ¢ et ses dérivées, il existe h, € > 0 tel que pour tous
t<s<t+h,|z—yl <e

v(s,y) < ¢(s,y) (5.22)

*%‘f(s,y)fﬁw(s,y) — f(8,5,0(5,9), (Dagp)'(s,y)0(y)) > 0. (5.23)

Soit 7 = inf{s >t :|XL* — x| > e} A (t+ h). Considérons le couple
(Y ZH = (Y55, 1on(8)Z5"), t<s<t+h
Alors par construction, (Y!, Z!) est solution de 'EDSR :

—dY] = 1p0,7)(8)f (s, XL" u(s, X0"), ZY)ds — ZidW,, t<s<t+h,

Ytﬂ-h = U(Ta Xf—’m)
D’autre part, le couple
(Y2, 22) = (o5, Xanr)s Lpo.71 (8) Dapls, X07) o (X)), t<s<t+h.

satisfait, d’apres la formule d’It6, 'EDSR

—dY? =191 (s)(%‘f + L) (s, X0®) — Z2dW,, t<s<t+h,

Y;f{i-h = 90(7—7 Xf-’w)
D’apres les inégalités (5.22)-(5.23), et le principe de comparaison strict dans

le théoréme 5.2.2, on a Yj' < Y2, i.e. u(t,z) < p(t,x) qui est la contradiction
requise. O

5.4 Controle et EDSR

Dans cette section, nous indiquons comment les EDSR peuvent étre uti-
lisées pour étudier des problemes de controle stochastique.
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5.4.1 Optimisation d’une famille d’EDSR

Théoréme 5.4.4 Soient (£, f) et (£, f*), a € A sous-ensemble de processus
progressifs, une famille de couple condition terminale-générateur, et (Y, Z),
(Y* Z) les solutions de leurs EDSR (unidimensionnelles) associées. On sup-
pose qu’il existe & € A tel que

f(t,}/t,Zt) :eSSinffa(tﬂ}/th) = fé(tayvtht)v dt x dP p.p.
€ =essinf £¥ = &9,

Alors,

i =essinf V" = Y, 0<¢t<T, ps.
«

Preuve. D’apres le théoreme de comparaison 5.2.2, puisque £ < £ et
f&, Y, Zy) < f*(t,Y;, Zy), on a Yy < Y,® pour tout v et donc

Y: < essinf Y.
[e3%

D’autre part, s’il existe & tel que & = &% et f(t,Y;, Z;) = f4(t,Y;, Z;) alors
(Y, Z) et (Y¥, Z%) sont tous les deux solutions de la méme EDSR avec condi-
tion (€%, £9) : par unicité, ils sont égaux et donc

essinf Y, < V¢ = Y; <essinfV}?,
[e3% [

ce qui conclut la preuve. O

A T’aide du résultat précédent, on montre comment la solution d’'une EDSR
avec un générateur concave peut se représenter comme la fonction valeur d’un
probléme de controle.

Soit f(t,y, z) un générateur ’EDSR, concave en (y, z) et (Y, Z) la solution
de 'EDSR associée a (&, f). On considere la transformée polaire de f :

F(t,b,c) = sup [f(t,y,2) —yb—zc], (byc) e R xR (5.24)
(y,2)ERxRIxd

Comme f est concave, on a la relation de dualité :

f(t,y,z) = inf  [F(t,b,c) +yb+ zc], (y,2) € R x R (5.25)
(b,c)ERXRY

On note par A Pensemble des processus progressifs (,7) bornés, a valeurs
dans R x R? tels que

FE < 400.

T
/ ‘F<t75t7’7t)|2dt
0
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La condition de bornitude sur A signifie que pour tout (3,7) € A, il existe
une constante (dépendante de (3,7)) telle que |5:| + || < C, dt x dP p.p.
On considére la famille de générateurs linéaires :

fﬁﬂ(tyaz) :F(taﬁta’yt)—"yﬁt'i_z’yta (577) EA

Etant donné (3, v) € A, on note par (Y77, Z87) la solution de 'EDSR linéaire
associée a (&, f77).

Théoréme 5.4.5 Y s’écrit comme la fonction valeur du probléme de controle

Y, =ess inf Y

0<t<T, ps. 5.26
onf , 0<t<T, ps (5.26)

ft]v

T s T
Y;Bﬁ = .EQ’Y / €ft BuduF(& ﬂsa’)/s)ds + eff‘ ﬁuduf
t

ou Q7 est la probabilité de processus de densité martingale :
st == Lt’}/éth, LO = 1.

Preuve. 1) Notons que d’aprés la relation (5.25), on a f(t,Y;, Z;) < f87
(t,Y:, Z¢) pour tout (5,7v) € A. De plus, comme f est concave & croissance
linéaire, pour chaque (t,w,y, z), 'infimum dans la relation (5.25) est atteint en
(l;(t, y,2),¢(t,y, z)) appartenant au sous-différentiel de — f et donc borné par
la constante de Lipschitz de f. Par un argument de sélection mesurable (voir
e.g. Appendice au chapitre IIT dans Dellacherie et Meyer [DM75]), comme
Y, Z sont progressifs, on peut trouverun couple de processus (ﬂA ,7) progressifs
et bornés tel que

f(taYta Zt) = fﬁﬂ(taxfhzt) = F(tvébﬁ/ﬁ) + }/lfﬁt + Zt’?h 0 S t S T7 D-S.

On en déduit la relation (5.26) d’aprés le théoréme 5.4.4.

2) D’autre part, d’apres la proposition 5.2.1, la solution Y27 de 'EDSR
linéaire associée & (&, f%7) s’exprime comme :
Ft‘| )

ou I' est le processus adjoint (ou dual) donné par 'EDS :

T
LY/ —E / [uF (s, B, 7s)ds + Tré
t

dIy = I (Bedt +~v;dWy), To=1.

t
On conclut en notant que I; = efo s “duLt et en utilisant la formule de Bayes.
O
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5.4.2 Principe du maximum stochastique

Dans le chapitre précédent, nous avons vu comment résoudre un probléeme
de controle stochastique par la méthode de la programmation dynamique de
Bellman. Nous présentons dans ce paragraphe une approche alternative ap-
pelée principe du maximum de Pontryagin et basée sur des conditions d’opti-
malité du controle.

On se place dans le cadre d’un probleme de controle stochastique a horizon
fini défini au chapitre 3 : soit la diffusion controlée dans R"

dXs - b(XS7 ozs)ds + U(XS7 O[s)de, (527)

ou W est un mouvement Brownien standard d-dimensionnel, o € A est le
processus de controle progressif a valeurs dans A. La fonctionnelle de coiit a
minimiser est :

T
J(a) = E /0 F(t Xy, an)dt + g(X7)

ou f:]0,7] x R" x A — R est continue en (¢,x) pour tout a dans A, g : R"
— R est une fonction convexe C!, et f, g sont & croissance quadratique en z.
On définit I'Hamiltonien généralisé H : [0, T] x R” x A x R x R"*¢ — R :

H(t,z,a,y,2) = b(z,a).y + tr(c’ (x,a)z) + f(t,x,a), (5.28)

et on suppose que H est dérivable en x de dérivée notée D, H. On considere
alors pour tout a € A, 'EDSR, appelée aussi équation adjointe

_dl/t = DwH(taXta ata}/fm Zt)dt - thWt7 YT = Dwg(XT) (529)

Théoreme 5.4.6 Soit & € A et X la diffusion contrélée associée. Supposons
qu’il existe une solution (Y, Z) & EDSR correspondante (5.29) telle que :

H(t7Xt,dt7?t, Zt) = gréigH(t,Xt,a,ﬁ, Zt), 0<t<T, ps. (530)
et
(z,a) — H(t,z,a,Ys, Zy)  est une fonction conveze (5.31)
pour tout t € [0,T). Alors & est un contrdle optimal, i.e.

J(&) = grelfAJ(a).

Preuve. Pour tout o € A, on a

T
J(@) = J(e) = E /0 Ft, Xe, ) — f(t, Xy, ap)dt + g(Xr) — g(X7)| . (5.32)
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D’apres la convexité de g et le produit d’It6, on a

E [g(XT) _ g(XT)} < E [(XT _ XT).ng(XT)} — E [(XT _ XT)YT}
T T

=K {/0 (X¢ — Xy).dYy +/O Vi (dX; — dX)
+/0 tr {(O—(Xt,@t) —a(Xt,at))'Zt} dt}

—FE {/T(fgt — X).(—=DoH(t, Xy, 6, Yy, Z4))dt
0

T

+/0 Vi (b(X, G) — b( Xy, ) )dt

+ /OT tr [(U(Xt,dt) - U(Xtaat))/ZAt} dt} .
(5.33)

D’autre part, d’apres la définition de H, on a :

T
E{/ H(t7Xt7&t7}A/;ﬁ7ZAt)
0

T
—H(t,Xt,at,Yt,Zt)dt—/ (b(Xy, 60) — b(Xs, ).
0

T A
E / (6 s dn) — f(t Xo )t
0

T
- / tr I:(U(Xt7dt) — U(Xt,at))IZAt:| dt} (534)
0
En ajoutant (5.33) et (5.34) dans (5.32), on obtient :

T
J(6) - J(a) < B V H(t, Xy, 60, Vs, 20) — H(E Xy, a0, Vi, Z2)dt
0

T
_ / (X, = X,).DaH(t, X1, 0, Vi, Z)dt| |
0

Sous les conditions (5.30) et (5.31), le terme entre crochet dans la relation
ci-dessus est négatif ce qui conclut la preuve. O

On termine ce paragraphe en donnant le lien entre le principe du maximum
et la programmation dynamique. On définit la fonction valeur du probleme
de controle stochastique considéré ci-dessus :

u(t,z) = 1nf E

/ f(s, Xb* as)ds—l—g(X”)] (5.35)
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ou {X5¥ t < s < T} est la solution de (5.27) partant de x en t. On rappelle
que 'EDP d’Hamilton-Jacobi-Bellman s’écrit :

o + sup [—g(t,x, a, Dyv, Div)] =0, (5.36)
ot a€A

ou pour (t,z,a,p, M) € [0,T] x R" x A xR" x S,
1
G(t,x,a,p, M) = b(z,a).p+ §tr(aa’(x, a)M) + f(t,z,a). (5.37)
Théoréme 5.4.7 Supposons que v € CH3([0, T[xR") N C°([0,7] x R") et

qu’il existe un controle optimal & € A a (5.35) de diffusion contrélée associée
X. Alors

G(t, Xy, &y, Dou(t, Xy), D2v(t, X)) = migg(t,f(t, a, Dyu(t, Xy), D2vu(t, Xy)),
ac

(5.38)
et le couple
Yy, Zy) = (Dyv(t, Xy) , D20(t, Xy) 0( Xy, ), (5.39)
est solution de ’EDSR adjointe (5.29).
Preuve. Puisque & est un controle optimal, on a :
o(t, Xy) = / f(s, Xs, a5)ds + g(X7) .7-']
—/ f(s,Xs,ds)ds—FMt, 0<t<T, ps. (5.40)
0

ot M est la martingale M; = E [fOT f(s, Xs, as)ds +g(XT)’ ]-'t]‘ En appli-

quant la formule d’It6 a v(t,f(t) et en identifiant les termes en dt dans la
relation (5.40), on obtient :

_%(t Xt) - g(t7Xt7OAét7D$U(t,Xt)7DiU(t, Xt)) = 0. (5.41)

Comme v est réguliere, v satisfait 'EDP d’HJIB (5.36), ce qui implique (5.38).
D’apres (5.36) et (5.41), on a :

0= (th}(t Xy) 4+ G(t, Xy, &y, Dyu(t, Xy), D2o(t, X))
< 9(t,2) + (1,200 Dol ), D20l ), Vo € R,

ce qui implique puisque v est C*3 :
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=0.
=X

% (g:(t,x) + Q(t,x,dt,DIv(t,m),Div(t,x))>

En se rappelant lexpression (5.37) de G et celle (5.28) de H, l'égalité
précédente s’écrit :

0% A . QL 1 L .
m(t, Xt) + Di’U(t, Xt)b(Xt, Oét) + gtr(O'O'/(Xt, Oét)D:;’U(t, Xt))

+ DyH(t, Xy, &y, Dou(t, X,), D20(t, Xy) 0(Xy, éy)) = 0. (5.42)
En appliquant alors la formule d’Ité & D,v(t, X;) et en utilisant (5.42), on a :

9%v

—dD,u(t, X;) = — I

(t, Xy) + D%v(t, X )b(Xy, éy)

1 A .
+§tr(00'(Xt,&t)Div(t,Xt)) dt

— Dg’U(t,Xt) O'(Xt, (Sét)th
= DyH(t, Xy, by, Dov(t, Xy), D2o(t, Xy) o(Xy, &) di
- ng(tvxt) U(Xt;dt)dwt-
Comme de plus v(7,.) = g(.), on a
Dyo(T, X1) = Dyg(X7).

Ceci prouve le résultat (5.39). a

5.5 Applications

5.5.1 Maximisation d’utilité exponentielle avec actif contingent

On considere un marché financier avec un actif sans risque de prix S° = 1
et un actif risqué de processus de prix :

dSt = St(btdt + O'tth),

ou W est un mouvement Brownien réel standard sur (2, F,F = (F;):, P) avec
F filtration naturelle de W, b et o sont deux processus progressifs bornés,
o, > €, pour tout ¢, p.s. ot € > 0. Un agent partant d’un capital z, investit
un montant «; a toute date ¢t dans ’actif risqué. Son processus de richesse,
controlée par « , est donc donné par :

o ds, '
Xf"a =z +/ Oy g =7 +/ oy (budu + 0y dWy), 0<t<T. (5.43)
0 u 0
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On note A I’ ensemble des processus progressifs « a valeurs dans R, tel que
fOT lo|?dt < 400 p.s. et X% est borné inférieurement. En échange du ca-
pital recu z initialement, I’agent doit verser & I’horizon T un actif contin-
gent représenté par une variable aléatoire £ Fr-mesurable et supposée bornée.
Etant donnée son aversion pour le risque caractérisée par une fonction d’utilité
exponentielle

U(z) = —exp(—nz), z€R, >0, (5.44)
I'objectif de ’agent est de résoudre le probléeme de maximisation :

(@) = sup EIU(XE" - ) (5.45)

L’approche adoptée pour déterminer la fonction valeur v et le controle
optimal & est générale et basée sur le principe suivant. On construit une
famille de processus (J2)o<i<T, o € A, satisfaisant les propriétés :

(i) J& = U(XF™ — &) pour tout o € A
(ii) J§ est une constante indépendante de a € A

(iii) J est une surmartingale pour tout a € A et il existe & € A tel que J¢
soit une martingale.

En effet, dans ce cas, on aura pour un tel & et pour tout a € A,
E[U(X7*=¢)] = EUJg) < J§ =J§ = E[Jf] = E[U(X7% - ¢)] = v(@),

ce qui prouvera que & est un controle optimal.

Pour construite une telle famille (J7), on la cherche de la forme :
JE=UXI™_Y,), 0<t<T, acA, (5.46)

avec (Y, Z) solution de 'EDSR

T T
Y, = g+/ (s, Zs)dsf/ Z,dW,, 0<t<T, (5.47)
t t

ol f est un générateur a déterminer. Les conditions (i) et (ii) sont clairement
satisfaites et on a alors la fonction valeur

v(z) =J§ = Uz —Yo).

Pour satisfaire la condition (iii), on va exploiter la structure particuliere ex-
ponentielle de la fonction d’utilité U. En effet, en substituant (5.43), (5.47)
dans (5.46) avec U donnée par (5.44), on obtient :

o a o
Jt*Mt t
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ou M® est la martingale (locale) donnée par :
My = exp(—n(z — Yo))
t 1 t
X exp <_/ U(O‘uau - Zu)qu - 5/ |77(O‘u0'u - Zu)|2du> )
0 0

et

¢
C = —exp (/ plu, o, Zu)du),
0
avec
plt.a,2) = 1 (Dlaoy — 2 — aby = f(,2)) .

Pour 'obtention de la condition (iii), on va donc chercher un générateur f tel
que le processus (Cy*) soit décroissant pour tout « € A et constant pour un
& € A. Autrement dit, cela revient a déterminer f tel que :

plt,ar, Zy) >0, 0<t<T, Vae A (5.48)
et
p(t, e, Z) =0, 0<t<T. (5.49)

En réecrivant p sous la forme,

2 2

1
aat—z—fﬁ - f(t, 2),

n ot

by 1
— -
Ot 27]

be

1 n
—p(t,a,z) = =
77p( ) p

2

on voit clairement que les conditions (5.48) et (5.49) seront vérifiées avec

by 1 |b;
t2) = —at 2|2 5.50
ft.2) ZUt 2n | oy (5.50)
et
1 10
dt:(zt+t), 0<t<T. (5.51)
Ot 70t

Théoréme 5.5.8 La fonction valeur du probléme (5.45) est donnée par
v(z) =U(x —Yy) = —exp(—n(x —Yp)),
ot (Y, Z) est l'unique solution de 'EDSR
—dY: = f(t, Zy)dt — ZydWe, Yr = &, (5.52)

avec un générateur f donné par (5.50). Le contréle optimal & est donné par
(5.51).
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Preuve. Au vu des arguments établis ci-dessus, il reste a vérifier rigou-
reusement la condition (iii) sur J®. Notons que puisque b/o est bornée, le
générateur f(t,z) satisfait une condition de Lipschitz, et donc & fortiori de
croissance quadratique en z, uniformément en (¢,w). De plus, comme & est
supposée bornée, on admettra alors (voir Kobylanski [Ko00]) que la solution
de PEDSR (5.52) est telle que Y est aussi bornée.

Pour tout a € A, le processus M® est une martingale locale et il existe
donc une suite de temps d’arréts (7,), 7, — 400 p.s., tel que (M}, ) soit
une martingale (positive). De plus avec le choix de f en (5.50), le processus
C® est décroissant et donc (Jfy, ) = (Mf,, Cfh, ) est une surmartingale.
Comme X est borné inférieurement et Y est borné, le processus J¢, donné
par (5.46), est borné inférieurement. Par le lemme de Fatou, on en déduit que
J< est une surmartingale.

Finalement, pour le choix de & donné en (5.51), on a :

2
bu du> .
Comme b/ est borné, on conclut que J est une martingale. O

Ou

Ou 2

t b 1 t
Jit =M = exp(—n(z —Yp)) exp <—/ —dW, — f/
0 0

Remarque 5.5.2 Le modele financier présenté dans cet exemple est un
modele de marché complet : tout actif contingent &, Fpr-mesurable et borné,
est parfaitement couvert par la richesse d’un portefeuille autofinangant. Au-
trement dit, il existe 7 € A tel que £ = X;cf’Tr ou x¢ est le prix d’arbitrage
de £ donné par x¢ = E[¢] et Q est I'unique probabilité équivalent & P ren-
dant martingale (locale) le prix S, et appelé aussi probabilité risque-neutre.
Le probléme (5.45) peut donc se formuler comme :

v(x) = sup E[U(X7 "%
acA

On est donc ramené a un probleme de maximisation d’utilité exponentielle
sans actif contingent. Ainsi, la stratégie optimale (5.51) du probléme original
se décompose en la somme oy = 7 + a? de la stratégie de couverture m; =
Z; /oy de Dactif contingent ¢ et la stratégie optimale af = %bt /o2 du probleme
de maximisation d’utilité exponentielle sans actif contingent.

Dans un contexte plus général de marché incomplet, i.e. ou lactif contin-
gent & n’est pas parfaitement couvert, la méme démarche (i), (ii), (iii), s’ap-
plique mais conduit & un générateur f plus complexe faisant intervenir un

terme quadratique en z, voir El Karoui et Rouge [EIkR00].

5.5.2 Critére moyenne-variance d’allocation de portefeuille

On considere un modele financier de Black Scholes. Il y a un actif sans
risque de processus de prix
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ds? = rS2dt
et un actif risqué de processus de prix
dS; = Si(bdt + odWy),

avec des constantes b > 1 et ¢ > 0. Un agent investit un montant o; dans
Iactif risqué et son processus de richesse évolue alors selon :

ds, dso
dXt = Oét?tt —+ (Xt — at)S—?t
=[rX:+or(b—r)]dt + ocodW;, Xo = . (5.53)

On note par A I'ensemble des processus de controle « progressifs a valeurs
T
dans R, tel que E[[; |oy[?dt] < +o0.
Le critere moyenne-variance d’allocation de portefeuille consiste a minimi-
ser la variance du portefeuille sous contrainte que ’espérance soit égale a une
constante donnée :

V(m) = 01161& {Var(Xr) : E(Xy)=m}, meR. (5.54)

Nous verrons dans la Proposition 5.5.3, par la méthode du Lagrangien, que
cela revient a résoudre le probléme de controle auxiliaire dual

V(\) = inf E[X7 — A2, AeR. (5.55)
ae
Nous allons résoudre ce probléme (5.55) par le principe du maximum sto-

chastique décrit au paragraphe 5.4.2. Dans ce cas, 'Hamiltonien (5.28) a la
forme :

H(z,a,y,2) = [re+alb—1)]y + oaz.
L’EDSR adjointe (5.29) s’écrit pour o € A :
—dY, = rYidt — Z, dWy, Yr = 2(Xp — A). (5.56)

Soit & € A un candidat pour le contréle optimal et X , (Y, Z ) les processus
associés. Alors

H(x, a,Yt, Zt) =rzY, +a [(b - T)Yt +aZ|.

Cette expression étant linéaire en a, on voit donc que les conditions (5.30) et
(5.31) seront satisfaites si

(b—7r)Y,+0Z, =0, 0<t<T, ps. (5.57)

On cherche (Y, Z) solution de (5.56) de la forme
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Vi = @(t) X + 9(b), (5.58)

olt ¢ et 1) sont deux fonctions déterministes C'. En substituant dans (5.56)
et en utilisant 'expression (5.53), on voit que ¢, 1 et & doivent satisfaire :

O (1) Xs + o) (r Xy + au(b— 1)) + ¢ (t) = —r(p(t)X; + (1)), (5.59)
p(t)ody = Zy (5.60)

et les conditions terminales
o(T) = 2, Y(T) = —2\. (5.61)
En utilisant les relations (5.57), (5.58) et (5.60), on obtient I’expression de & :

. (r=bY, (r=b) ()X +9(t)
T %o (t) ' (562

D’autre part, d’apres (5.59), on a :

oy — 0+ 2000)% + () + o)
(r = 0)e(t)
En comparant avec (5.62), on obtient les équations différentielles satisfaites
par ¢ et ¥ :

(5.63)

o' (t) + (21"— (b ;2T)2> o(t) =0, @(T) = 2 (5.64)
v+ (- sw -0 v = o Ge)

dont les solutions explicites sont (seul ¢ = ¢ dépend de X)

ot =20 [ (30 L2210 50

Un(t) = Mo (t) = —2\exp [(r _® ;2")2> (T — t)} (5.67)

Avec ce choix de ¢, 1y, les processus (Y, Z) résolvent PEDSR adjointe (5.56)
et les conditions du principe du maximum stochastique (Théoreme 5.4.6)
sont vérifiées : le controle optimal est donné par (5.62) ou encore sous forme
Markovienne par :

(r = b)(p()x + ¥a(t))

WD = T

(5.68)

Pour calculer la fonction valeur V()), on procede comme suit. Pour tout
o € A, on applique la formule d'Ité & $¢(t)X? + ¥5(t)X; entre 0 et T, en
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utilisant la dynamique (5.53) de X et les EDO (5.64)-(5.65) satisfaites par ¢
et ¥y. On obtient alors en prenant ’espérance :

E[Xy— A2 = %w(o):ﬁ F () + A2

T 2 2
ok / elt)e (at_w—b)(so(t)Xtm(t») dt}

1 /T (b— 7’)2 ¥ (t)?
- = dt
2 Jo o o(t)
Ceci montre de nouveau que le contréle optimal est donné par (5.62) et que
la fonction valeur est :

a?p(t)

T 2 2
f/()\):%¢(0)x2+w(0)$+>‘2—%/0 (ba ) 1{;53 .

soit avec les expressions explicites (5.66)-(5.67) de ¢ et ¥y :

V) =e o T —eT2)2, AeR. (5.69)

Nous montrons maintenant comment les deux problemes (5.54) et (5.55)
sont liés.

Proposition 5.5.3 On a les relations de conjugaison :

V(A) = inf [V(m)+ (m—A)?], MeER, (5.70)
meR
V(m) = sup [V(A) ~(m— )\)2] , meR. (5.71)
AER
Pour tout m dans R, le controle optimal de V(m) est égal a &y, donné par
(5.68) ou A\, atteint 'argument mazimum dans (5.71), soit :
m — exp Krf “’;#)T} x
Am = _ . (5.72)
1 —exp {— “’;;’) T}
Preuve. Notons d’abord que pour tout a € A, A € R, on a :
E[X7 — \? = Var(X7) + (E(X7) — N2 (5.73)

Pour tout m € R, pour tout € > 0, on peut trouver a® € A de diffusion
associée X¢, tel que E(X5) = m et Var(X5) < V(m) + €. On en déduit avec
(5.73) que

E[X5 — A2 < V(m)+ (m—\)? +e¢,
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et donc
VN <V(m)+ (m—XN?2 ¥Ym, \eR. (5.74)

D’autre part, pour A € R, soit &y € A de diffusion associée XA, un controle
optimal de V' ()). Posons my = E(X3). Alors d’apres (5.73), on a :

V(A) = Var(X2) + (mx — A)?
> V(m)\) + (m)\ — )\)2.

Cette derniere inégalité combinée avec (5.74) prouve (5.70) :

V() = inf [V(m) + (m = A)’]

=V (my) + (my — \)?,

et aussi que &y est la solution de V' (my).
On vérifie facilement que la fonction V' est convexe en m. En reécrivant la

relation (5.70) sous la forme (A% —V()))/2 = sup,, [mA — (V(m) +m?)/2], on
obtient que la fonction A — (A% — V()))/2 est la transformée polaire (ou de
Fenchel-Legendre) de la fonction convexe m — (V(m) +m?)/2. On a alors la
relation de conjugaison (V (m) 4+ m?)/2 = sup,[mX — (A2 — V()))/2], ce qui
donne (5.71).

Finalement, pour tout m € R, soit A,, € R 'argument maximum de V(m)
dans (5.71) qui est explicitement donné par (5.72) d’apres 'expression (5.69)
de V. Alors m est un argument minimum de V()\,,) dans (5.70). Comme
la fonction m — V(m) + (m — \)? est strictement convexe, cet argument

minimum est unique et donc m = my, = FE (X%’”) On a donc

Vi(m) = V(/\m) + (m — /\m)2
_ A 2 A 2 A
=FE | X" —Ap| +|E(X7™) = Am| = Var(X7m),
ce qui prouve que &y, est solution de V' (m). ad

Remarque 5.5.3 Il y a une interprétation financiere claire de la stratégie de
portefeuille optimale (5.68) du probleme (5.55). En effet, notons qu’elle s’écrit
aussi comme

bf
aM = ant, X,) = - azr(Xt—RA(t))’ 0<t=<T,

ou le processus (ici déterministe) Rx(t) = —va(t)/@(t) est explicitement
déterminé par :

dR)\(t) = TR)\(t)dt, R)\(T) =\

Ry est donc le processus de richesse du portefeuille d’investissement nul dans
I’actif risqué, et répliquant parfaitement I’actif contingent constant A. D’autre
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part, considérons le probleme d’un investisseur de richesse autofinancante X,
et cherchant & minimiser E[(X7)?] dans ce modele de marché complet. Sa
stratégie optimale de portefeuille est le portefeuille de Merton pour une fonc-
tion d’utilité U(x) = —2?, et est donnée par

b—r -

Gy =X, 0<t<T. (5.75)

La stratégie optimale du probleme (5.55) est donc la stratégie selon (5.75)
de portefeuille de richesse X; — R (t), et aurait pu ainsi étre obtenue plus
directement avec cette remarque. Nous avons seulement voulu illustré sur cet
exemple simple de marché complet, comment appliquer ’approche par prin-
cipe du maximum stochastique. En fait, cette approche s’utilise avec succes
pour traiter le cas plus complexe de coefficients aléatoires sur les prix et de
marchés incomplets, et conduit a des équations différentielles stochastiques
rétrogrades pour (t) et ¥y (t), voir e.g. Kohlmann et Zhou [KZ00].

5.6 Commentaires bibliographiques

Les EDSR ont été introduites dans le cas linéaire par Bismut [Bis76] comme
I’équation adjointe associée a la version stochastique du principe du maximum
de Pontryagine en théorie du controle. Le cas général non linéaire d’existence
et d’unicité de solution d’EDSR a été résolu dans l'article de référence de Par-
doux et Peng [PaPe90]. Il y a eu ensuite de nombreuses extensions portant
sur les hypotheses sur le générateur. Citons notamment ’article de Kobylanski
[Ko00] qui montre 'existence de solution bornée pour un générateur a crois-
sance quadratique en z. Ce résultat est fort utile dans de nombreuses applica-
tions en finance. Pour d’autres extensions, on se réferrera au livre édité par El
Karoui et Mazliak [EIkM97] ou & celui de Ma et Yong [MYO00]. Le lien entre
les EDSR et les EDP non linéaires et leur représentation par des formules de
type Feynman-Kac est étudié plus en détail dans I'article de Pardoux [Pa98].
Les applications des EDSR au contréle et aux mathématiques financieres ont
été étudiées par El Karoui, Peng et Quenez [EIkPQ97]. La présentation du
paragraphe 5.4.1 est tres largement due a cet article. D’autres applications des
EDSR pour le contrdle sont étudiées dans Hamadeéne et Lepeltier [HLI5]. Le
théoreme de vérification suffisante du principe du maximum et la relation avec
la programmation dynamique énoncés au paragraphe 5.4.2 sont traités dans
le livre de Yong et Zhou [YZ00]. L’utilisation des EDSR pour la résolution du
probléme de maximisation d’utilité exponentielle avec actif contingent a été
étudiée par El Karoui et Rouge [EIKkR00], voir aussi les articles de Sekine [Se02]
et Hu, Imkeller, Miiller [HIMO04] pour des fonctions d’utilité puissance. Les ap-
plications des EDSR pour les problemes de couverture moyenne-variance et
plus généralement pour des problemes avec état linéaire et cotut quadratique
ont été initiées par Bismut [Bis78] et étendues dans les articles de Kohlmann
et Zhou [KZ00], Zhou et Li [ZL00] ou Kohlmann et Tang [KT02].
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Méthodes martingales de dualité convexe

6.1 Introduction

Dans les méthodes d’optimisation par la programmation dynamique ou
par les équations différentielles stochastiques rétrogrades vues aux chapitres
précédents, 'optimisation portait essentiellement sur le processus de contréle
« agissant sur la dynamique du processus d’état X . L’idée générale et formelle
des méthodes martingales de dualité est de ramener de fagon équivalente ’op-
timisation sur la variable d’état controlée grace a une représentation linéaire
sous forme d’espérance pondérée par une variable dite duale. Illustrons cette
idée sur un exemple. Considérons une variable d’état X, controlée par un
processus « progressif & valeurs réelles et vérifiant fOT low|2dt < +o0 :

dXt :Olt(dt+th), 0 StST,

ou W est un mouvement Brownien standard sur (2, F,F, P). On suppose que
F = (Fi)o<i<r est la filtration naturelle de W. Pour z € Ry et o controle,
on note X7 la solution de 'EDS ci-dessus partant de « en t = 0 et A(x)
I’ensemble des processus de controle « tel que X7 > 0, 0 < ¢ < T. Etant
donné une fonction de gain croissante et concave g de R, dans R, on veut
résoudre

v(z) = sup FE[g(XT7)], z>0. (6.1)
acA(x)

Introduisons la probabilité @@ ~ P qui fait du processus By = W; + ¢ un
mouvement Brownien, par le théoréeme de Girsanov. Alors d’apres le théoreme
de représentation d’It6 sous @), pour toute variable aléatoire positive X7, Fr-
mesurable, i.e. Xp € LY (£2, Fr, P) satisfaisant la contrainte E9[X7] < =, il
existe o € A(zx) tel que :

T T
Xr :EQ[XT]—i—/ adB, < X% = x—i—/ adBy.
0 0
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Réciproquement pour tout a € A(x), le processus X* = z + [ adB est une
Q-martingale locale positive donc une @ surmartingale et on a E? (X7 <
z. On en déduit que le probleme d’optimisation (6.1) se reformule de fagon
équivalente comme :

v(x) = sup E[g(XT)] sous la contrainte E BgXT] <z (6.2)

XTGLE:_(Q,}‘T,P)

Ainsi, on est ramené a un probleme d’optimisation concave dans LS’F(Q, Fr,P)
sous contrainte linéaire représentée par la variable duale d@ /dP. On peut alors
appliquer les méthodes d’analyse et d’optimisation convexe pour résoudre
(6.2).

L’outil clé dans ’approche de résolution duale du probléme d’optimisa-
tion ci-dessus est le célebre théoreme de représentation d’Itd6 qui est aussi
I’argument central dans la réplication d’actifs contingents en marché complet.
L’extension de cette approche & des problemes d’optimisation plus généraux,
est basée sur un puissant théoreme d’analyse stochastique, appelé théoreme
de décomposition optionnelle des surmartinagles. Ce récent théoreme a été
motivé initialement par le probleme de la surréplication en marché incomplet
et a été établi initialement dans le cadre de processus d’It6 par El Karoui
et Quenez [EIkQ95]. Il a été ensuite généralisé dans un cadre tres général de
processus semimartingale. Nous décrivons ce théoréeme de décomposition op-
tionnelle dans le paragraphe suivant. Losque le probleme initial de controle est
transformé en un probléme dit primal d’optimisation convexe sous contraintes
linéaires, on peut essayer de le résoudre par des méthodes d’analyse convexe.
Cela conduit a la formulation et résolution d’un probleme dual issu du La-
grangien sur le probleme primal contraint. Nous détaillons cette méthode
de résolution duale pour le probleme de maximisation d’utilité de la ri-
chesse terminale. Il est a noter que ’approche duale permet d’obtenir des
résultats d’existence et de caractérisation dans un cadre général de processus
de prix semimartingale, alors que ’approche par programmation dynamique
et équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman nécessite de se placer dans un cadre
Markovien.

Dans la derniére partie de ce chapitre, nous étudions le probleme de
couverture moyenne-variance d’actif contingents. Il se formule comme un
probleme de projection dans L? d’une variable aléatoire de carré intégrable
sur un espace d’intégrales stochastiques. Nous verrons comment résoudre ce
probleme d’optimisation quadratique en combinant un théoreme de projection
de Kunita-Watanabe, une approche par dualité et une méthode de change-
ment de numéraire.
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6.2 Représentation duale du probleme de surréplication

6.2.1 Formulation du probléme de surréplication

Soit S une semimartingale continue a valeurs dans R™ sur un espace de
probabilité filtré (2, F,F = (Fi)o<i<r, P) satisfaisant les conditions habi-
tuelles. Pour simplifier, on suppose F = Fr et Fy trivial, i.e. Fo = {0, 2}. On
considere ici un horizon fini T'. S représente le processus de prix actualisé de
n actifs risqués. On note L(.S) 'ensemble des processus progressifs, intégrable
par rapport & S. Un élément « € L(S) représente une stratégie de controle
de portefeuille d’un investisseur : «; est le nombre d’unités investi dans I'actif
risqué a la date ¢. Ainsi, partant d’un capital initial z € R, le processus de
richesse de I'investisseur qui utilise le contréle a est :

¢
x—i—/ asdSs, 0<t<T.
0

Un processus de portefeuille a € L(S) est dit admissible si [ adS est borné
inférieurement et on notera A(S) 'ensemble de tels processus. Cela signifie
économiquement que l'investisseur n’est pas autorisé a avoir un découvert
infini. Cette condition d’admissibilité empéche en fait les stratégies d’arbitrage
doubling (voir Harrison-Pliska [HP81]) : en effet, on pourrait construire une
suite de stratégies de portefeuille (a™),>1 € L(S) tel que fOT apdS; — 400
p-s., ce qui représente un moyen de gagner autant d’argent que 'on veut en
T & partir d’un capital nul!

On se donne un actif contingent de maturité T, représenté par une va-
riable aléatoire Fr-mesurable X7 > 0. Le probleme de la surréplication de
X7 consiste a déterminer le capital initial minimum qui permet de surcouvrir
sans risque a la maturité T de I'actif contingent, son flux X par une stratégie
de portefeuille admissible. Mathématiquement, le probleme se formule ainsi :

T
v = inf {x eR :Jae A(Y), z +/ o dS; > Xr p.s.} . (6.3)
0

vg est appelé cout de surréplication de X.
On note LY (2, Fr, P) l'ensemble des variables aléatoires Fp-mesurables
et positives p.s. Pour tout € R, on considerera aussi I’ensemble

T
C(ac) = {XT € L(J)r(Q,]:T,P) s da € A(S),$ +/O a;dS; > XTp.S.} (64)

C(x) représente l'ensemble des actifs contingents qui peuvent étre surcouverts
sans risque a partir d’un capital initial x et d’une stratégie de portefeuille
admissible.

L’objet de cette section est de donner une représentation et caractérisation
de vg et C(x) en termes d’un certain ensemble dual de probabilités.
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6.2.2 Probabilités martingales et arbitrage
On définit
M (S)={Q ~ P sur (2, Fr) : S est une @) — martingale locale} .

M(S) est appelé ensemble des probabilités martingales ou risque-neutre.
Dans toute la suite du chapitre, on fera I’hypothese cruciale :

M.(S) # 0. (6.5)

Cette hypothese sera présente dans tous les énoncés de propositions ou
théoremes et ne sera pas rappelée. Elle est équivalente a une condition de
non-arbitrage et ce résultat, appelé premier théoreme fondamental de la fi-
nance, est développé en profondeur dans ’article de Delbaen et Schachermayer
[DS94]. Signalons ici simplement que pour tout Q@ € M.(S) et a € A(S),
I'intégrale stochastique bornée inférieurement [ adS est une Q-martingale lo-
cale et donc aussi par le lemme de Fatou, une @Q-surmartingale. On a ainsi
EQ[fOT a1dS;] < 0. L’hypothese (6.5) implique donc :

T
/ o dSy > 0] > 0.
0

Autrement dit, on ne peut pas trouver de stratégie de portefeuille admissible
qui permette, partant d’un capital initial nul, d’atteindre p.s. une richesse ter-
minale positive, et avec une probabilité non nulle d’étre strictement positive.
C’est la condition économique de non arbitrage.

T
Aae A(S), / oydS; >0, p.s. et P
0

6.2.3 Le théoréeme de décomposition optionnelle
et la représentation duale du coiit de surréplication

Le probleme de la surréplication a en fait motivé un tres joli résultat d’ana-
lyse stochastique que nous énongons en toute généralité dans le cas de proces-
sus S semimartingale continue. Nous donnerons une preuve de ce théoreme dit
de décomposition optionnelle dans un cadre particulier au paragraphe suivant.

Théoréme 6.2.1 Soit X un processus positif qui est une surmartingale cad-
lag sous toute probabilité Q € M.(S) # 0. Alors il existe o € L(S) et C
processus adapté croissant, Cy = 0, tel que :

X = Xo+ /adS _c (6.6)

Remarque 6.2.1 Rappelons que dans la décomposition de Doob-Meyer
d’une surmartingale X comme différence d’'une martingale locale M et d’un
processus croissant C' : X = M — C, le processus C peut étre choisi prévisible
et dans ce cas la décomposition est unique. La décomposition (6.6) est uni-
verselle au sens ol le processus positif M = Xy + f adS est une martingale
locale pour tout @ € M.,(S). De plus, le processus C n’est en général pas
prévisible, mais seulement optionnel, et il n’est pas unique.
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Examinons a présent comment ce théoreme permet de donner une représen-
tation duale du cout de surréplication d’un actif contingent X € Lg_(Q, Fr, P).
Pour cela, il suffit de considérer une modification cad-lag du processus

X;=ess sup E9[Xp|F], 0<t<T, (6.7)
QEM.(S)

(il n’y a pas d’ambiguité de notation & la date T' dans la relation précédente,
on a bien Xy = Xp!), dont on vérifiera ci-dessous que c’est une surmartin-
gale sous tout Q@ € M,(S), et de lui appliquer le théoréme de décomposition
optionnelle.

Théoréme 6.2.2 Soit Xr € LY (£2, Fr, P). Alors son coit de surréplication
est €gal a
vo= sup E9[X7], (6.8)
QEM.(S)
De plus si supge g, (s) E®[X7] < 400, ie. vy est fini, alors vy atteint

UVinfimum dans (6.3) avec une stratégie de surréplication donnée par la
décomposition optionnelle (6.6) du processus X défini en (6.7).

Preuve. Notons que pour tout a € A(S) et Q € M.(S), l'intégrale sto-
chastique bornée inférieurement [ adS est une @-martingale locale, donc une

@-surmartingale. On en déduit que pour tout x € R tel que = + fOT adSy
> Xr p.s. avec a € A(S), on a EQ[Xr] < = pour tout Q € M,(S). Ceci
implique par définition de vy :
sup  E9[X7] < . (6.9)
QEM.(5)
Si supge . (5) E9[X7] = 400, 'égalité (6.8) est donc évidente. On suppose
désormais que

sup  E9[Xr] < 4oo0. (6.10)
QeEM.(S)

1. Montrons d’abord que le processus (X;)o<i<7 défini en (6.7) est une sur-
martingale sous tout @ € M.(S) et qu’il admet une modification cad-lag.
Considérons la famille de processus adaptés {I? : 0 <t <T, Q € M.(S)}
ou

P =E?[Xr|F], 0<t<T, QeM.(S),

est bien défini d’apres (6.10).

(i) Nous vérifions que pour tout ¢ € [0, 7], Iensemble {I'? : Q € M.(S)}
est stable par suprémum, i.e. pour tout Q1, Q2 € M,.(5), il existe Q € M,(S)
tel que max(I*, I'??) = I'°. Pour cela, fixons un élément Q° € M. (S) de
processus de densité martingale Z° et définissons le processus :
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ZO s<t
Z =
T2 (G1at Blon) t<s<T

olt Z! (resp. Z?) est le processus de densité martingale de Q' (resp. Q?),
A={w : I W) > I??(w)} € F. En jouant avec la loi des espérances
conditionnelles itérées, il est facile de voir que Z hérite de Z°, Z! et Z2 la
propriété de martingale sous P. De plus, comme Z est strictement positif
avec Zg = 1, on peut lui associer une probabilité () ~ P telle que Z soit son
processus de densité martingale. Par définition de M. (S) et par la formule de
Bayes, les processus Z'S et Z2S sont des martingales locales sous P, et alors
Z S hérite aussi de cette propriété de martingale locale. Ainsi Q) € M(S). De
plus, on a :

Z
I'® = E°[X7|F] = E [ Zi ]
z% Z2
= E[ZlXTlAJF ZtQXTl_Q\A ft]

2
— 14E9 [Xp|F] + Lo\ A E? [X7|F]
= 1AFtQ1 —|— 1Q\AFtQ2 = max(Fth 5 FtQQ),

qui est la propriété de stabilité par supremum. Pour tout ¢ € [0, 7], il existe
alors une suite (Q%)r>1 de M, (S) telle que :

X,=ess sup I® = lim 11, (6.11)
QEMe(S) k—-+oco

t
(le symbole limy_, 4o 1 signifiant que la limite est croissante, i.e. I} tQ’“ <
Qkt1
=)

(ii) Montrons alors la propriété universelle de surmartingale. Soit Qg
quelconque dans M,(S) de processus de densité martingale Z° et fixons
0 < u <t < T. Notons (Q)r>1 la suite donnée par (6.11) et (Z*1);>;
la suite associée des processus de densité martingale. Notons alors que pour
tout £ > 1, le processus défini par

- A s<t
Zht =

202 t<s<T,

est une martingale (sous P) strictement positive de valeur initiale Z =1, et
est donc associée a une probabilité Qt ~ P. De plus, ZFtS est une martmgale
locale sous P et donc Q% € M,(S). On a alors pour tout k > 1,

Zk t

z{"

ZO
ZOE

: Z
E® [P |F]=E [Zfo o

|- o
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D’apres (6.11), on en déduit par le théoréme de convergence monotone :

Zkt
Zkt

70 zkt
=F ZOZT Xr|Ful = E| 2L X1

= B (X, |F,) = T,

EPX|F) = lim E[rR|F,] = Jim 1 e (6.12)

< ess sup Ff = X,
QeM.(S)

ce qui prouve que X est une Qp-surmartingale.

(iii) 11 reste & vérifier que X admet une modification cad-lag qui vérifie
encore la propriété de surmartingale pour tout Q° € M, (S). On sait d’apres
le théoreme 1.1.7 que c’est le cas si la fonction ¢t — EQ [X¢] est continue &
droite. D’apres (6.12) avec v = 0, on a :

E?[X,) = lim 1 E9%[Xy], VteT. (6.13)

~>+oo

Soit t fixé dans T et (¢,),>1 une suite dans T qui décroit vers ¢. Comme X
est une Q%-surmatingale, on a :

lim E? (X, ] < E?[X,).

D’autre part, pour tout € > 0, il existe d’apres (6.13), k = k(e) > 1 tel que :
B9 [X,] < B9 [Xp] + e (6.14)

Notons que Zé’t", la densité de Radon-Nikodym de Q%" tend p.s. vers Z@’t, la
densité de Radon-Nikodym de QZ quand n tend vers I'infini. D’apres le lemme
de Fatou, on en déduit avec (6.14) :

EL[X,] < lim E®[Xp]+e

n—-+o0o

< lim E? [X:, ]+ e
n—-+o0o
ou la deuxieéme inégalité vient de (6.13). Puisque ¢ est arbitraire, ceci prouve
finalement que lim, 4. EQ'[X, ]| = E?"[X,], i.c. la continuité & droite de
0
(B9 [Xi])eer-

2. On peut donc appliquer le théoreme de décomposition optionnelle a la
modification cad-lag encore notée X et obtenir I'existence d’un processus
& € L(S) et d’un processus adapté C croissant, Cy = 0 tels que :
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t
X :X0+/ asdSs — Cyy, p.s., 0<t<T. (6.15)
0

Comme X et C sont positifs, cette derniere relation montre que [ &dS est
borné inférieurement par —X, et donc & € A(S). De plus, cette relation
(6.15) pour ¢ = T implique que :

T
Xr < X0+/ QsdSs, p.s.
0

Ceci prouve par définition de vy que :

v9 < X =  sup EQ[XT].
QEM,(S)

On conclut la preuve avec (6.9). O

Grace a cette représentation duale du cott de surréplication, on en déduit
immédiatement la caractérisation suivante des ensembles C(z) définis en (6.4).

Corollaire 6.2.1 Pour tout x € R, on a

Clx) = {XT € LY (2, Fr,P) : sup E®[X7]< x} (6.16)

QEM.(S)
En particulier, C(z) est fermé pour la topologie de la convergence en mesure,
i.e. si (X™)p>1 est une suite de C(x) convergent p.s. vers Xr, alors Xp €

C(x).

On a ainsi une caractérisation trés pratique de C(z) : pour savoir si un
actif contingent peut étre surcouvert sans risque a partir d’un capital initial
x, il faut et il suffit de tester si son espérance sous toute probabilité martingale
est inférieure & z. Mathématiquement, cette caractérisation est a la base de
la résolution par dualité du probléme d’optimisation de portefeuille. De plus,
on obtient immédiatement avec cette caractérisation la fermeture de C(x)
dans LY (2, Fr, P), ce qui n'est clairement pas évident d’aprés sa définition
originale (primale) (6.4).

6.2.4 Le cadre de processus d’It6 et de filtration Brownienne

On se place dans le cadre ot le processus de prix S = (S*,...,S™) suit la
dynamique :

dSt = ,L,Ltdt + O'tth, 0 S t S T‘7 (617)

ot W est un mouvement Brownien standard d-dimensionnel sur (2, F,F, P)
avec F = (F)o<i<r filtration naturelle de W, d > n, p est un processus
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progressif a valeurs dans R™ tel que fOT |pe|dt < 400 p.s., o est un processus

progressif & valeurs dans R™*¢ tel que fOT |o¢|?dt < +oo p.s. On suppose que
pour tout t € [0,7], la matrice o; est de rang plein égal & n, p.s. La matrice
carrée n X n, 040}, est donc inversible et on définit le processus progressif a
valeurs dans R? :

A = Jé(atag)flut, 0<t<T.

Pour simplifier (voir Remarque 6.2.4), on supposera que le processus A est
borné.

Remarque 6.2.2 Dans la littérature, afin de garantir un processus de prix
positif, on modélise souvent sa dynamique d’It6 sous la forme :

ot diag(S;) désigne la matrice diagonale n x n avec éléments diagonaux S;.
Le modele de Black-Scholes et les modeles a volatilité stochastique vus au
chapitres précédents sont des exemples particuliers de (6.18). Notons que le
modele (6.17) englobe celui de (6.18) en posant

pe = diag(Si)jis, op = diag(S;)ay.

Dans un premier temps, nous allons donner dans ce cadre une descrip-
tion explicite de 'ensemble M. (S) des probabilités martingales. On considére
I’ensemble

K(o)={ve L, (W) :ov =0, sur [0,T] x 2, dt xdP pp.}.
Pour tout v € K(o), on définit la martingale locale exponentielle

1

t
f/ |)\u+l/u|2du>, 0<t<T.
2 0

¢
Zy = exp (/ Ny + v) dW,, —
0
On définit alors I'ensemble
K, (o) ={veK(o) : Z" est une martingale} .

Remarque 6.2.3 Rappelons (voir chapitre 1, paragraphe 1.2.5) qu’une
condition suffisante assurant que Z" soit une martingale, i.e. E[Z¥] = 1, est
le critere de Novikov :

1 T
E lexp (2/ |)\u2+zxu|2du>
0

(Notons ici que puisque A et v sont orthogonaux, i.e. N'v = 0, alors |\ +v|?> =
A+ [vf2.)

< 4o00. (6.19)
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Pour tout v € K,,(0), on peut donc définir une probabilité P¥ ~ P de pro-
cessus de densité martingale Z”. Rappelons aussi par le théoréeme de Girsanov
que le processus

W”:W—I—//\—Fudt

est un mouvement Brownien sous P”.

Gréace au théoreme de Girsanov et a celui de représentation d’It6 des mar-
tingales Browniennes, on a la caractérisation explicite suivante de M. (.5).

Proposition 6.2.1 On a
M(S)={P" : ve K,(o)}.

Preuve. (i) Puisque par définition, on a oA = pu, et pour tout v € K,,(0),
ov = 0, il s’en suit que la dynamique de S sous P¥ s’écrit :

dSt = O'tthV. (620)

Ceci prouve que S est une P¥ martingale locale, i.e. P¥ € M.(S5).

(ii) Réciproquement, soit Q € M, (S) et Z son processus (strictement positif)
de densité de martingale. D’apres le théoreme de représentation d’Ito, il existe
un processus p € L2 (W) tel que :

loc

¢ ¢
1
Zt:exp<—/p;qu—2/ |pu|2du>7 0<t<T.
0 0

De plus, par le théoreme de Girsanov, le processus
B =W + / pdt

est un mouvement Brownien sous (). La dynamique de S sous @ s’écrit donc
dSy = (pt — opy)dt + opdBY, 0 <t <T.
Comme S est une martingale locale sous @, on doit avoir
op=up, sur [0,T]x 2, dtxdP p.p.

En posant v = p — X et puisque oA = p, ceci montre que ov = 0 et donc que
v € K(o). On a donc finalement que Z = Z¥ martingale, i.e. v € K,,,(0), et
ainsi @Q = P". O

Remarque 6.2.4 1. La partie (i) de la preuve ci-dessus prouve que 'inclusion
{P" : ve Kyu(o)} C M.(S) est toujours vraie méme sans ’hypothese de
filtration Brownienne.
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2. Puisque X est supposée borné, on voit que la condition de Novikov (6.19) est
satisfaite pour tout processus v borné. En fait, c’est vrai des que \ vérifie lui
méme la condition de Novikov : E/ [exp (% fOT \)\u|2du)} < +o00. En particulier,
le processus nul v = 0 est dans K,,,(c). La probabilité martingale associée P°
est appelée probabilité martingale minimale selon la terminologie de Follmer-
Schweizer.

3. Laremarque ci-dessus montre aussi en particulier que dés lors que A satisfait
la condition de Novikov, M. (S) est non vide et contient P°. Dans le cas ot Z°
n’est pas une martingale, ’hypothese M, (S) # () n’est pas forcément satisfaite
et se ramene a existence d’un élément v dans K, (o).

Nous donnons a présent une démonstration du théoreme de décomposition
optionnelle. En fait dans ce cadre de processus de prix d’Ité avec filtration
Brownienne, le processus C' qui apparait dans la décomposition est prévisible.

Théoréme 6.2.3 Soit X une surmartingale positive cad-lag sous toute pro-
babilité martingale P*, v € Ky, (o). Alors X admet une décomposition sous
la forme

X=X0+/OzdS—C

ot « € L(S) et C est un processus croissant prévisible, Cy = 0.

Preuve. D’apres le théoreme de décomposition de Doob-Meyer appliqué a la
surmartingale positive X sous P¥ pour tout v € K,,(c), on a :

Xe=Xo+ My —A7, 0<t<T,

ot M" est une martingale locale sous P avec M{§ = 0, et A" est un processus
prévisible, intégrable (sous P”) et croissant avec Af = 0. Par le théoréme
de représentation des martingales Browniennes sous P”, il existe alors ¢ &
L (W") tel que

t
X = Xo +/ (r)awy — Ay, 0<t<T. (6.21)
0

On fixe un élément dans M. (S), par exemple pour simplifier P°, et on com-
pare les décompositions (6.21) de X sous P” et sous P’. En notant que
WY = W0 + [vdt, et en identifiant les parties martingales locales et les
parties & variation finie, on obtient p.s. :

e =), 0<t<T, (6.22)

t
ar— [vgtau— a3, 0<i<. (6.23)
0

pour tout v € K, (o).
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On définit alors le processus progressif a a valeurs dans R™ par
ay = (0t0£)710t¢?, OStST

On voit que fOT | g |dt = fOT NP |dt < o0 et fOT ooy |2dt = fOT [09|2dt <

oo p.s. et donc a € L(S). En posant 7, = 1Y — oay, on a que fOT Ine|2dt < 400
p.s. et on = 0. Autrement dit, n € K(o). En fait, on a écrit la décomposition
de ¢ sur Im(o”) et son orthogonal K (o) :

VW =olag +n, 0<t<T. (6.24)

On va montrer que 77 = 0 en utilisant (6.22)-(6.23). Pour cela, considérons
le processus

7y, = —n%lwo, 0<t<T,

ou n est un entier non nul. Alors 7 est borné et est donc dans K,,(c). D’apres
(6.22)-(6.23) pour ¥ et en utilisant aussi (6.24), on obtient :

T
AT, / 71| Ly ol
0

Comme EF’ [A%] < +o0 et EP’ [A%] > 0, on voit en prenant 'espérance sous
PO et faisant tendre n vers l'infini dans la relation ci-dessus qu’on doit avoir

n=0, sur0,T]x 2, dtxdP® pp.

La décomposition (6.21) de X sous PY s’écrit alors en se rappelant la
dynamique (6.20) de S sous P et en posant C' = A :

X:X0+/a'adW0—AO
:Xo-i-/adS—C

et la preuve est terminée. ]

6.3 Dualité pour la maximisation d’utilité

6.3.1 Formulation du probléme d’optimisation de portefeuille

Dans le cadre du modele de marché financier décrit au paragraphe 6.2.1,
nous formulons maintenant le probleme d’optimisation de portefeuille par
critere d’utilité.

On se donne une fonction U(z) modélisant 1'utilité d’un agent ayant une
richesse z et on fait les hypotheses classiques suivantes sur U. La fonction U :
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R — R U {—o00} est continue sur son domaine dom(U) = {z € R : U(x) >
—oo}, dérivable, strictement croissante et strictement concave sur I'intérieur
de son domaine. Sans perte de généralité, quite a rajouter une constante, on
peut supposer que U(+0c0) > 0. Une telle fonction vérifiant ses hypotheéses
sera appelée fonction d’utilité. On se placera dans le cas ou

int(dom(U)) = 10, +o0[ (6.25)

ce qui signifie que les richesses négatives ne sont pas autorisées.

Le probleme de maximisation d’utilité de richesse terminale se formule

alors ainsi :
T
Ulzx +/ adSy ||, x>0. (6.26)
0

Finalement, pour exclure les cas triviaux, on suppose que la fonction valeur
v n’est pas dégénérée :

v(r) = sup E
acA(S)

v(z) < 400, pour un z > 0. (6.27)

En fait, d’apres les propriétés de croissance et de concavité de U sur son
domaine, qui se transmettent & v, cette hypotheése (6.27) est équivalente &

v(x) < 400, pour tout x > 0. (6.28)

6.3.2 Résultat général d’existence

Dans cette section, on montre directement 'existence d’une solution au
probléme de maximisation d’utilité (6.26).

Observons d’abord que puisque U(z) = —oo pour z < 0, il suffit de
considérer dans le supremum dans (6.26) les a € A(S) qui conduisent & une
richesse terminale positive x + fOT a;dSy > 0 p.s. De plus, d’apres la (stricte)
croissance de U sur ]0, 400, il est clair que

v(z) = sup E[U(Xr)], x>0, (6.29)
XreC(z)

ol on rappelle que C(z) a été défini dans (6.4). 1l est clair aussi que si X%
€ C(x) est une solution de (6.29) alors il existe & € A(S) tel que X% =
T+ fOT &y dSy et & est solution de (6.26).

Nous allons donc montrer l'existence d’une solution a (6.29) grace a
la caractérisation duale de C(z) et en fait & sa propriété de fermeture
dans Lg(Q,]—'T,P), voir Corollaire 6.2.1. L’idée est de considérer une suite
maximisante (X"),>1 de (6.29), d’utiliser un théoréme de compacité dans
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Li(Q,fT, P) qui permet & une combinaison convexe pres d’obtenir une li-
mite p.s. X7 de X", puis de passer a la limite dans E[U(X™)]. Le point
technique est d’avoir de I'uniforme intégrabilité sur la suite Uy (X™). On fait
alors I’hypothese suivante :

lim sup — < 0. (6.30)

Cette condition peut sembler a priori curieuse et difficilement vérifiable en pra-
tique puisqu’elle porte sur la fonction valeur v(x) qu’on cherche & déterminer.
En fait, on verra d’une part dans la preuve ci-dessous que c’est exactement la
condition nécessaire pour avoir la convergence de E[U(X™)] vers E[U(X7)].
D’autre part, on donnera dans le paragraphe suivant des conditions pratiques
portant directement sur U qui garantissent (6.30).

Théoréme 6.3.4 Soit U une fonction d'utilité vérifiant (6.25), (6.27) et
(6.30). Alors pour tout = > 0, il existe une unique solution X7 au probléme
v(x) en (6.29).

Preuve. Soit z > 0 et (X™),>1 une suite maximisante dans C(z) pour v(x)
< 400, i.e. :
lim E[UX")] =v(z) < +oo. (6.31)

n—-+4oo
D’apres le théoreme de compacité A.3.5 dans Lg_((), Fr, P), on peut trouver
une combinaison convexe X" € conv (X", X ntl ) qui est encore dans l'en-
semble convexe C(x) et telle que X™ converge p.s. vers une variable aléatoire
positive X7. Comme C(z) est fermé pour la convergence en mesure, on a X7
€ C(z). Par concavité de U et d’apres (6.31), on a encore

lim E[U(X")] =v(z) < +oo. (6.32)

n—-+4oo
Notons UT et U~ les parties positives et négatives de U et remarquons
que d’aprés (6.32), on a sup,, E[U~(X™)] < +oc et sup,, E[lUT(X™)] < +o0.
D’autre part, avec le lemme de Fatou, on a

nminfE[U*(X")] > E[U (X%)).
L’optimalité de X%, i.e. v(z) = E[U(X%)], est alors obtenue ssi on montre
que
lim_E[U* (X)) = B[U*(45)] (6.33)
i.e. l'uniforme intégrabilité de la suite (UT(X™)),>1.
Si U(+00) <0,i.e. UT =0, il n’y arien & prouver. On rappelle que U(+00)
> 0 et on pose
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zo =inf{x >0 :U(z) >0} < +oo.

On raisonne par absurde en supposant au contraire que la suite (U (X)),
n’est pas uniformément intégrable. Alors il existe § > 0 tel que

lim E[UT(X")] = E[UT(X2)] + 26.

n—-+o0o

D’apreés le corollaire A.1.1, en passant éventuellement & une sous-suite encore
notée (X")n>1, on peut trouver des ensembles disjoints (B"),>1 de (£2, Fr)
tels que :

E[UN(X™)1gn] > 6, Vn>1.
On considere alors la suite de variables aléatoires dans LY (£2, Fr, P) :
H" = 2o + ZX’“lBk.
k=1
Pour tout Q € M.(S), on a :
EQ[H") < 2o+ Y E9[X*] < zq+na,
k=1

car X* € C(x). La caractérisation (6.16) montre ainsi que H" € C(zo + nx).
D’autre part, on a :

EUH™=E|UT <x0 + ZXlekﬂ
k=1
>E|UT (ZXk13k>] = ZE[U+(Xk)1Bk] > on.
k=1 k=1
On en déduit que :
EUH™
limsup@ > limsupM > limsup(sin = 4>0,
r—too T n—+4oo Lo+ NT n—+4oo Lo+ NT

ce qui contredit (6.30). Ainsi, on a (6.33) et X est solution de v(x). L’unicité
découle de la stricte concavité de U sur |0, +o0]. O

6.3.3 Résolution via la formulation duale

Le probleme d’optimisation v(x) en (6.29) se formule comme un probléme
de maximisation concave en dimension infinie dans LY (£2, Fr, P) avec une
infinité de contraintes linéaires données par la caractérisation duale (6.16) de
C(z) : pour Xr € LY (2, Fr,P), on a
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Xr € C(l‘) <~ E[ZTXT} <z, VZré€ M.. (634)

Ici et dans la suite, on identifie une probabilité ) < P avec sa densité de
Radon-Nikodym Z7 = dQ/dP et on note pour simplifier M, = M,(S).

On peut donc essayer d’appliquer a notre contexte les méthodes de dualité
pour les problemes d’optimisation convexe développés dans un cadre abstrait,
par exemple dans le livre de Ekeland et Temam [ET74].

Nous commencons par expliquer le principe de cette méthode a notre
cadre, puis on soulignera les difficultés qui vont apparaitre et la fagon de
les surmonter.

On introduit la fonction convexe conjuguée U définie par :

Uly) = sup [U(x) —ay], y>0, (6.35)

et on note dom(U) = {y > 0 : U(y) < +oo}. On imposera les conditions
économiques usuelles dites d’Inada :

U'(0) := li?g U'(z) = +o0, et U'(4+00) := lirf U'(z) = 0, (6.36)
et on note par I : ]0, +oo[ — ]0, +o0] la fonction inverse de U’ sur 0, +o0[, qui
est donc strictement décroissante, et vérifie I(0) = +o0, I(+oc) = 0. On rap-
pelle (voir Proposition B.3.5 dans I'appendice B) que sous (6.36), int(dom(U))
=10, +o0[, U est dérivable, décroissante, strictement convexe sur |0, +oo[ avec
U(0) = U(40o0) et

U=—-U)"'=1I
De plus, le supremum dans (6.35) est atteint en z = I(y) > 0, i.e.

Uly) =U(y) —yl(y), y>0, (6.37)

et on a la relation conjuguée :

U(x) :;r;% [U(x)—kazy}7 x>0,

avec un infimum atteint en y = U'(x).

Des exemples typiques de fonctions d’utilité vérifiant (6.36), et leurs fonc-
tions conjuguées sont :

U(x) = Inz, Uly) = —lny—1,

Ip - yfq p
Uz :77p<17p¢07Uy = —H4q = 7
@ =2 w =L =

Le point de départ de 'approche duale est le suivant. Pour tout z > 0,

y > 0, Xr € C(z), Zr € M., on a d’apres la définition de U et la
caractérisation duale (6.34) de C(x) :
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E[U(Xr)] < E[U(yZr)] + ElyZr X1]

< E[U(yZr)] + zy. (6.38)

On introduit alors le probleme dual & v(z) :

o(y) = ZTigjf\Ae ElU(yZr)], y>0. (6.39)

L’inégalité (6.38) montre donc que pour tout z > 0 :

v(z) = sup FE[U(Xr)]
XreC(x)

< inf[7 = it {BO@z 3 6.40

< mfloly) +ay) = inf - BlUQyZr)] + oy (6.40)
La méthode basique de résolution duale pour le probleme primal v(x) consiste
alors dans les étapes suivantes : montrer 1’existence de (4, Zr) (dépendant de
x) solution du probleme dual dans le terme de droite de (6.40). Ceci se rameéne
aussi & montrer I'existence de § > 0 atteignant le minimum de (y) + xy, et
a montrer Pexistence de Zp au probléeme dual 9(3). On pose alors :

X2 =1(§Zy), ie U'(XE) = §Zp

D’apres les conditions d’optimalité du premier ordre sur ¢ et ZT, on verra que
ceci implique :

X% e C(z) et E[ZpX3] = .
D’apres (6.37), on aura donc :
BU(X$)] = E |0 (§2r)] + 23,
ce qui prouvera, en se rappelant (6.40), que
v(z) = E[U(X%)], i.e. X% est solution de v(z).

et que la relation de conjugaison sur les fonctions valeurs primal et dual est
valide :

v(r) = yigg[ﬁ(y) +zy] = 9(9) + x9.

Avant d’évoquer les difficultés soulevées dans cette approche duale, on
peut déja a ce niveau donner des conditions suffisantes présentes dans certains
travaux sur le sujet pour que I’hypothése (6.30) soit valable, garantissant ainsi
lexistence d’une solution au probléme primal v(z).
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Remarque 6.3.5 Supposons que
(y) < +o0, Yy > 0. (6.41)

Alors T'inégalité (6.40) montre immédiatement que la condition (6.30) est
vraie. La condition (6.41) est évidemment satisfaite des que

Yy >0, 3Zr € M, : E[U(sz)} < +oo. (6.42)

Une condition portant directement sur U et assurant (6.42) est : il existe p €
10, 1[, des constantes positives ki, ko et Zp € M. tels que

Ut (z) < kya? + kg, Va >0, (6.43)
E[Z79] < 400, oh g = 1’%}9 > 0. (6.44)

En effet dans ce cas, on a

Uly) < surg[kwp —zyl+ ke = (kip)T7
x>

y—q

+k27 VZ/ > 07

et (6.42) est alors évident. On verra plus tard une condition plus faible (en
fait minimale) sur U assurant (6.41).

Revenons a présent sur I’approche duale décrite formellement ci-dessus. Le
point délicat est I’existence au probleme dual ¢(y), y > 0. L’ensemble M, sur
lequel on optimise est naturellement inclus dans L(£2, Fr, P) et il n’y a pas
de théoréme de compacité dans L'. On dispose bien du théoréme de Komlos
qui affirme que de toute suite (Z™),, bornée dans L', on peut en trouver une
combinaison convexe qui converge p.s. vers une variable aléatoire Z e L.
Mais cette convergence n’est en général bien str pas vraie dans L'. Au regard
de notre probleme, la suite maximisante pour 9(y) de probabilités (Z"),>1
de M. (qui vérifie F[Z"] = 1) ne converge pas forcément vers une probabilité
Zr : en général, on a E[ZT] < 1. En fait, Pespace L% (£2, Fr, P) dans lequel
évolue les variables primales X € C(z) n’est pas en dualité adéquate avec
LY (2, Fr, P). 1l est plus naturel de permettre aux variables duales de varier
aussi dans LY (12, Fr, P).

On “agrandit” donc dans LY (£2, Fr, P) Uensemble M, de la maniere sui-
vante. On définit D comme l'enveloppe convexe, solide et fermée de M,
dans L9r(97.7-'T, P), i.e. le plus petit ensemble convexe, solide et fermée dans
Lg (2, Fr, P) et contenant M.. Rappelons qu'un ensemble S de Li(!), Fr,P)
est dit solide si : Y. < Y7 p.s. et Y € S implique que V7. € S. Il est facile de
voir que D s’écrit comme :

D= {YT €LY(2,Fr,P) :3(Z")p>1 € M, Yp < lim Z"},

n—-+oo
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ol la limite lim,,_, 4o Z™ est comprise au sens de la convergence p.s. D’apres
(6.34) et le lemme de Fatou, on en déduit que ’ensemble C(x) s’écrit aussi en
polarité avec D : pour Xr € LY (12, Fr),

Xr €C(z) < E[YrXr] <z, VYreD. (6.45)
On définit alors le probleme dual

o(y) = YiTnefDE[ﬁ(yYT)}, y > 0. (6.46)

On verra plus bas que cette définition est cohérente avec celle en (6.39), i.e.
I'infimum dans la formule précédente est identique prise dans M. ou D.

On impose enfin une condition dite d’élasticité asymptotique raisonnable :

AE(U) := limsup 2U'(z)

imsup 7o < 1. (6.47)

Des exemples (et contre-exemples) typiques de telles fonctions d’utilité
sont :

e U(x) = Inz, pour lequel AE(U) =0
e U(x) = %p, p < 1, p #0, pour lequel AE(U) = p.
e U(z) = =, pour x suffissamment grand, pour lequel AE(U) = 1.

Le théoréme suivant montre que sous ces hypotheses sur la fonction d’uti-
lité U, la théorie de la dualité “marche” bien dans ce contexte. En fait, I’hy-
pothese d’élasticité asymptotique raisonnable est minimale et ne peut étre
relachée au sens ou on peut trouver des contre-exemples de processus de prix
continus S pour lequel la fonction valeur 9(y) n’est pas finie pour tout y et
il n’existe pas de solution au probléme primal v(z), dés lors que AE(U) = 1.
(voir Kramkov et Schachermayer [KS99]).

Théoréme 6.3.5 Soit U une fonction d’utilité vérifiant (6.25), (6.27), (6.36)
et (6.47). Alors

(1) La fonction v est finie, dérivable, strictement concave sur |0, +ocl, et il
existe une unique solution X7 € C(x) a v(x) pour tout x > 0.

(2) La fonction v est finte, dérivable, strictement convere sur 10, +00], et il
existe une unique solution Y. € D a 0(y) pour touty > 0.

(3) (i) Pour tout x > 0, on a
X2 = I(§Y7), ie U'(XZ) = Y7, (6.48)

ot Y € D est la solution de () avec § = v'(x) Uunique solution de
argmin, o [0(y) + xyl, et vérifiant :

E[Yp X2 = x. (6.49)
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(ii) On a les relations de conjugaison
v(z) = mlrol[ o(y) +zy], Yz >0,
y>

0(y) = max[v(z) —xy], ¥y > 0.

(4) Si de plus il existe y > 0 tel que infz,.err, E[U(yZr)] < 400, alors

oly) = o EUYr)] =  inf E[U(yZr)]-
Remarque 6.3.6 Notons par Xf =+ fot GdSy, 0 <t < T, le processus
de richesse optimale associée a v(x). (Il n’y a pas d’ambiguité de notation a la
date T puisque z + fOT G dS, = X% = I(§Y7) est bien la solution dans C(z)
de v(z)). De manitre générale, le processus X* est égal & (la modifications
cad-lag de)

X? =ess sup E9|T [ (yYT)‘}}} , 0<t<T.
QeM.

et le controle & est déterminé par la décomposition optionnelle associée. Dans

le cas ot le probléme dual 9(g) admet une solution Zr dans M, de probabilité

associée Q, alors le processus X est une Q martingale locale positive donc

Q-surmartingale telle que EQ[X%] = x d’apres (6.49). X® est une donc Q-

martingale qui s’écrit comme :

X7 = B9 (yZﬂ\ft}, 0<t<T.

Remarque 6.3.7 L’assertion (4) peut étre démontrée sans supposer que
infz.em. E[U(yZr)] < +oo (voir Proposition 3.2 dans Kramkov et
Schachermayer [KS99]). On donne ici une preuve plus simple due & Bouchard
et Mazliak [BMO03].

Le reste de ce paragraphe est dévolue a la preuve du théoreme 6.3.5. Celle-
ci sera découpée en plusieurs propositions et lemmes ol nous mettrons en
évidence les hypotheses requises a chaque étape.

Lemme 6.3.9 Soit U une fonction d’utilité vérifiant (6.25) et (6.36). Alors
pour tout y > 0, la famille {U~ (yYr),Yr € D} est uniformément intégrable.

Preuve. La fonction U étant (strictement) décroissante, on se place dans le
cas ol ﬁ(+w) = —oo (sinon il n’y a rien a prouver). Soit ¢ l'inverse de la
fonction —U : ¢ est une fonction strictement croissante de | — U (0), +o0[ dans
10, +oc[. Rappelons que U(0) = U(+0c0) > 0 et ¢ est donc bien défini et fini

sur [0, +oo[. Pour tout y > 0, on a :

E[¢(U (y¥1))] < E[¢(U(yYr))] + $(0) = yE[Yr] + ¢(0)
<y+¢0), VYrenD,
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d’apres (6.45) car Xp = 1 € C(1). De plus, avec un changement de variable
trivial et la regle de ’'Hopital et on a d’apres (6.36) :

lim M = lim Y

= = lim — = +4o0.
rT—400 T y—+oo —U(y) y——+oo I(y) +
On conclut avec le théoréme de La-Vallée-Poussin. O

Le résultat suivant montre qu’on a bien la relation de conjugaison entre
les fonctions valeurs du probléme primal et dual.

Proposition 6.3.2 (Relation de conjugaison)
Soit U une fonction d’utilité vérifiant (6.25), (6.27) et (6.36). Alors

v(x) = ;r;%[f)(y) +axy], Yz >0, (6.50)
o(y) = sg%[v(:c) —zyl, VYy>0. (6.51)

Preuve. Par le méme raisonnement que pour (6.38), on a en utilisant (6.45) :

sup[v(z) — xy] < 0(y), Vy>0.
x>0

On fixe y > 0 et pour montrer (6.51), on peut donc supposer que sup,,- q[v(z)—
xy] < 400 (sinon il n’y a rien a prouver). Pour tout n > 0, on définit ’'ensemble

B, ={Xr € LY (2,Fr,P) : Xr <n, ps.}.

B, est compact dans L> pour la topologie faible o(L>, L'). D’apres sa
définition, D est un ensemble convexe et fermé de L'(f2, Fr, P) et on peut
donc appliquer le théoreme min-max B.1.2 :

sup inf E[U(Xr)—yXrYr]= inf sup E[U(Xr)-—yXrYr], (6.52)

Xr€B, Yr€D YreD xreB,

pour tout n et y > 0. D’apres la relation (6.45) de dualité entre C(z) et D,
ona:

lim  sup inf E[U(Xr)—yXgYr]=sup sup E[U(Xr)— zy]
n—-+oo XrEB, YreD >0 XreC(x)

= ili};[?)(.r) — zy. (6.53)

D’autre part, en posant

Un(y) = sup [U(z) —zy], y>0,
0<z<n

on a

L S E[U(Xr) - yXr¥r] = mf E[Un(yYr)] = on(y),
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de telle sorte que d’apres (6.52) et (6.53) :

lim 9,(y) = suplv(z) — zy] < +oo.

n—+00 >0

Ainsi, pour obtenir (6.51), on doit montrer

lim o,(y) = 0(y). (6.54)
n—-+oo
Clairement ,,(y) est une suite croissante et lim,, 9, (y) < 9(y). Soit (Y™)n>1
une suite minimisante dans D pour lim,, 0, (y) :
lim E[U,(yYH)] = lim @,(y) < +oo.
n—-+4oo n—-+oo
Par le théoreme de compacité A.3.5 dans Lg((), Fr, P), on peut trouver une
combinaison convexe Y™ € conv(Y"™, Y™+ ) qui est encore dans I’ensemble
convexe D et qui converge p.s. vers une variable aléatoire positive Y. Comme
D est fermée pour la convergence en mesure, on a Y7 € D. Notons que U, (y)
= Ul(y) pour y > I(n) (— 0 quand n tend vers l'infini). On en déduit d’une
part avec le lemme de Fatou :
liminf E[U; (y¥Y™)] > E[U (yY7)],

n—-+o0o

et d’autre part avec le lemme 6.3.9 :

lim E[U, (yY™)] = E[U~ (yY7)].

n—-+oo
D’apres la convexité de U, on obtient alors

lim o,(y) = lim E[U,(yY™)] > liminf E[U,(yY™)]
n—-+oo n—-+o0o n—-+o0o

> E[U(yYr)] > o(y),

ce qui prouve (6.54) et donc (6.51). Sous 'hypothese (6.27), la relation (6.50)
découle alors de la propriété de bipolarité de la transformée de Fenchel-
Legendre pour les fonctions convexes (voir Proposition B.3.5 de
L’appendice B). =

Remarque 6.3.8 D’apres la relation de conjugaison (6.50), on voit que I’hy-
pothese (6.27) de finitude de v se traduit de maniere équivalente en la finitude
de ¥ en un point :

J(ou V)z>0, v(z) < +oo <= Jy >0, 9(y) < +oo, i.e. dom(d) # 0,
ol
dom(?) ={y >0 :9(y) < +o0}.

On verra plus bas qu’avec 'hypothese supplémentaire (6.47), on aura dom(?)
=10, +o0l[. (et donc (6.30), voir remarque 6.3.5).
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Proposition 6.3.3 (Ezistence au probléme dual)

Soit U une fonction d’utilité vérifiant (6.25), (6.27) et (6.36). Alors pour tout y
€ dom(d), il existe une unique solution Y € D solution de t(y). En particulier
¥ est strictement convexe sur dom(D).

Preuve. Pour y € dom(?), soit (Y™),>1 une suite minimisante dans D pour
o(y) < +oo:

lim E[U(yY™)] = (y).
n—-+0o
Par le théoreme de compacité A.3.5 dans Lg_((), Fr, P), on peut trouver une
combinaison convexe Y™ € conv(Y™ Y™ ) qui est encore dans I'ensemble
convexe D et qui converge p.s. vers une variable aléatoire Y. Comme D est
fermée pour la convergence en mesure, on a Y%’ € D. Comme dans la preuve

de la proposition 6.3.2, on a par la convexité de U, le lemme de Fatou et le
lemme 6.3.9 :

o(y) = lim E[U(yY™)] > liminf E[U(yY™)]

n—-+oo n—-+o0o

> E[U(yYH)] = o(y),

ce qui prouve que Yff est solution de ¥(y). L’unicité de la solution découle de

la stricte convexité de U qui implique alors aussi que v est strictement convexe
sur son domaine dom(?). O

Le résultat suivant donne une caractérisation utilg de la condition
d’élasticité asymptotique raisonnable en termes de U ou U.

Lemme 6.3.10 Soit U une fonction d’utilité vérifiant (6.25), (6.36). Alors
on a équivalence entre :

(i) AE(U) < 1.
(1) il existe zo > 0 et v € 10, 1] tel que

zU'(z) < yU(z), Vz > x0
(i11) il existe zg > 0 ety € ]0,1] tel que
UAx) < NU(z), YA>1, Vo>
(iv) il existe yo > 0 et v € ]0,1] tel que
Ulpy) < = ™70(y), YO<p<1,V0<y <y
(v) il existe yo > 0, v € ]0,1] tel que

")/ ~
—yU'(y) < T4 Uly), Y0 <y <yo.
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Preuve. L’équivalence (i) < (i) est évidente.

(#i) < (%) : Fixons x > xq et considérons les fonctions F(\) = U(Az) et G())
= XNU(z) pour A € [1,400[. F et G sont dérivables et on a F(1) = G(1). On
note que (iii) est équivalent a

F(\) < G(\), VA>1,

pour tout & > xo. Supposons (i7). Alors F'(1) < G'(1) et on en déduit qu’il
existe € > 0 tel que pour tout A € |1,1+¢], on a F(A) < G(A). On va montrer
en fait que c’est vrai pour tout A\ > 1. Par 'absurde, cela signifierait que

=inf{A>1 : F(A\)=G\)} < +oc.
En ce point A, on aurait donc F'(X) > G'(\). Or on a d’aprés (i) :

F'Q) = aU'(Ga) < %U(S\x) - AF( ) = ”G( A = @',

qui est la contradiction voulue. Réciproquement supposons (iii). Alors F’(1)
<G'(1) et on a
F'(1) _ G'(1) U(z)

!
- < -
U'(z) x Tz L

qui implique clairement I’assertion (ii).

(iv) < (v) : Cette équivalence se montre de maniére similaire & (i7) <
en fixant 0 < y < yo et en considérant les fonctions F(u) = U(uy) et

0~
p = U(y).
(i) < (v) : Supposons (ii) et posons yg = U’(xg). Alors pour tout
0<y<wyo,onally)>I(y) = zo et donc

H\_/

(i3
G(n)

T(y) = UIW) - vI@w) > §1<y>U'<I<y>>—yI<y> - “T”yuy)

Comme U'(y) = —1I (y), ceci prouve (v). Réciproquement, supposons (v) et
posons zg = I(yg) = —U’(yo). Alors pour tout > xg, on a U'(z) < U’(xg)
= 1o et donc

- 1-— - 1
Uz) = U(U'(2)) + 2U' () > fTPyU’(x)U’(U’(:p)) U (@) = ~aU'(z),
qui est précisément (7). ad
Remarque 6.3.9 1. Les caractérisations (iv) et (v) montrent que si AE(U)
< 1 alors il existe yg > 0 tel que pour tout 0 < p <1 :
yI(pny) < CU(y), 0<y<yo, (6.55)

ou C' est une constante positive dépendant de p.

2. Notons que la caractérisation (ii) de AE(U) < 1 implique la condition de
croissance (6.43) sur U vue a la remarque 6.3.5.
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Le résultat suivant donne une caractérisation de la solution du probleme
dual en écrivant les conditions d’optimalité du premier ordre.

Proposition 6.3.4 (Caractérisation de la solution du probléme dual)
Soit U une fonction d’utilité vérifiant (6.25), (6.27), (6.36) et (6.47). Alors v
est fini, dérivable, strictement convezxe sur ]0,~+oo[ avec

~0'(y) = B [VR1(yY)]

— sup E [YTI(yY;i)}, y >0, (6.56)
YreD

et donc
I(yYy) € C(-¥'(y)), y>0.

Preuve. 1. On a vu a la remarque 6.3.8 que I’hypothese (6.27) est équivalente
& dom(?) # 0, i.e. il existe y; > 0 tel que

B(y) < +oo, Yy >y, (6.57)

d’aprés la décroissance de U et donc de ©. Puisque (Y1) < +o0, il existe Y €
D tel que E[U(y;Yr)] < +00. Comme on a aussi U(y,Yr) > U(zo) — zoy1 Yr
avec E[Yr] < 1 et xo > 0 donné, ceci prouve que U(y,Yr) € L' (P). De plus,
la caractérisation (iv) de AE(U) < 1 du lemme 6.3.10 montre qu’il existe yo

> 0 tel que pour tout 0 < y < y; :
U(yYr) < C)U @ Yr) Ly vr<yo + UWYr) 1y, vesyo
(Y
7 ()
n
ot C'(y) est une constante positive. Ceci prouve que 9(y) < +oo pour y < y1
et done dom(?) = ]0, +o0|.

)

<Cl(y) ‘U(ZUlYT)‘ +

2. Soit y > 0 fixé. Alors pour tout 6 > 0, on a par définition de o :

Uy +6)YE) — UyYy)
5

73(y+5§*”ﬁ(y) <E

< B V0 ((y+0)7)]

d’apres la convexité de U. Puisque U’ = —I >0, on en déduit par le lemme
de Fatou en faisant tendre § vers zéro :

lim sup oy +90) —0(y)

s, ; <-E {Ygr(yy;‘)} . (6.58)

D’autre part, pour tout § > 0 tel que y — § > 0, on a de maniére similaire a
ci-dessus :
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0(y) —Z(y—5) -

UyYe)) — Uy = 8)V7)
5

> B [VR0'((y - V)] (6.59)

Notons (comme au point 1.) que puisque E[U(yY¥)] < +oo, alors U(yYY) €
LY(P). D’apres (6.55) (conséquence de AE(U) < 1), il existe yo > 0 tel que
pour tout 0 < § < y/2,on a :

0< YU ((y — 0)¥7)) = YZI((y — 6)Y}))
Y Yo R
< COTWD, 500 + 2T (5) Lo,
+ v (%)
T 9 ’
ou C(y) < +oo et zp > 0 est quelconque. Le terme de droite de cette derniere

inégalité étant intégrable, on peut appliquer le théoréeme de convergence do-
minée a (6.59) lorsque 6 tend vers zéro :

< C(y ‘U (yTY)

lin inf “(y)}w > _F {Ygl(y?ﬁ))] . (6.60)

En combinant avec (6.58) et avec la convexité de @, on obtient que ¥ est
dérivable en tout y € ]0, +oo[ avec :

¥(y) = —F [VEI@V)] .

3. Etant donné un élément arbitraire Y7 € D, on pose
Vi=(1—-e)Yl+eYr € D, 0<e<l.
Alors par définition de ©(y) et la convexité de U, on a :
0 < E[U(yY7)] - E[U(yY7)]
< yB[U'(yY7) (Y — Y7)] = eyBlL(yYF) (Y7 - Yr)],
d’ou 'on déduit par la décroissance de I :
EYrI(yYs)] < E[YZI(y(1 —)Y{)).

Comme dans le point 2., on peut appliquer le théoréme de convergence do-
minée (sous AE(U) < 1) au terme de droite et le lemme de Fatou au terme
de gauche pour obtenir quand ¢ tend vers zéro :

EYrI(yYr)] < E[YFI(yY})),

et ceci pour tout Yy € D. Clest la relation (6.56). La propriété I(y}Any) €
C(—7'(y)) découle alors finalement de la caractérisation duale (6.45). a
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Preuve du théoréme 6.3.5

e L’existence d’une solution & v(x) pour tout x > 0 vient du fait que dom(?)
= ]0,+o00[ qui assure I’hypothese (6.30) (voir remarque 6.3.5). La stricte
convexité de ¢ sur ]0,+oo] et la relation de conjugaison (6.50) montre (voir
Proposition B.3.5 de appendice B) que v est dérivable sur ]0, +oo]. La stricte
concavité de v sur |0, 4o00[ est une conséquence de la stricte concavité de U
et de l'unicité de la solution & v(z). Cela implique aussi en retour que ¥ est
dérivable sur |0, +o0].

e L’assertion (2) du théoréme découle de la proposition 6.3.3 et du fait que
dom(?) = ]0, +o0].

o Vérifions d’une part que ¥'(4+00) := lim,_, 4+ '(y) = 0. Comme la fonction
—U est croissante et —U’(y) = I(y) tend vers 0 quand y tend vers Dinfini,
alors pour tout € > 0, il existe C. > 0 tel que

~U(y) < C-+ey, y>0.
D’apres la regle de I’Hopital, on en déduit que :

—v ~U(yY;
y——+o0 Yy y_""'OOYTeD Yy

N

lim sup F [C + EYT:|

Y=+ yrep Y
C
< lim E|:€+E:| = g,
y——+oo Yy

ou on a utilisé le fait que E[Y7] < 1 pour tout Yy € D, d’apres (6.45) avec
Xr =1 € C(1). Ceci prouve

N

' (+00) = 0. (6.61)
D’autre part, d’apres (6.56), on a
~¥'(y) = ElZrI(yY{)], Yy >0, (6.62)

ot Zp > 0 p.s. est un élément fixé dans M,. Notons que puisque E [Yy} <1
pour tout y > 0, on a par le lemme de Fatou, E[Y;2] <1 ol Y2 = lim infy o Y

En particulier YT < 400 p.s. En faisant tendre y vers zéro dans (6.62) et en
se rappelant que 1(0) = 400, on obtient alors par le lemme de Fatou :

7(0) = lim#(y) = +oo. (6.63)
yl0
D’apres (6.61) et (6.63), on en déduit que pour tout = > 0, la fonction stricte-
ment convexe y € |0, +oo[ — 0(y)+zy admet un unique minimum § caractérisé
par ¥'(§) = —z ou de maniére équivalente § = v'(x) car ¥’ = —(v’)—1 d’apres
la relation de conjugaison (6.51).
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e Montrons que I(jYr) est la solution de v(z). D’aprés la proposition 6.3.4,
on a

I(§¥r) € C(x) et EYrI(§¥V7)] = =.
On a alors :

v(z) = E[U(I(§Y7))] = E

En combinant avec la relation de conjugaison (6;50), ceci prouve qu’on a
égalité dans les inégalités ci-dessus et donc que I(gYT) est la solution de v(z).

e Il reste & montrer I'assertion (4) du théoréme. Sous I'hypothese infz, e,
E[U(yZr)] < 400 pour y > 0 donné, on peut trouver Z% € M., tel que U(yZ%)
€ L'(P). Considérons un élément quelconque Y7 € D et soit (Z"),>1 la suite

dans M, tel que Y < lim,, Z" p.s. Pour € € ]0,1[ et n > 1, on pose
7" = (1—e)Z" +eZ9 € M..

Alors d’aprés la décroissance de U et la caractérisation (iv) de AE(U) < 1 du
lemme 6.3.10, il existe yg > 0 tel que :

U(yZn,E) < U(ysZ%) < CEU(yZ%)]-yZ%Syg + U(gyo)lyZ%>yoa
ou C. est une constant positive. On a alors :
Ut(yZ™e) < C|U(yZ7)| + |U(eyo)l, ¥n =1,

ce qui prouve que la suite {UT(yZ™¢), n > 1} est uniformément intégrable.
On en déduit en utilisant aussi le lemme de Fatou et la décroissance de U
que :

it BU(Zr)] < limsup B[0(y2")] < BIU(y(1 - )¥r +<73)]
T e n—-+o00

< B[U(y(1 - £)Y7).

En utilisant de nouveau la caractérisation (iv) de AE(U) < 1 du lemme 6.3.10,
on a l'uniforme intégrabilité de {U* (y(1 —¢)Yr), € €]0, 1[}. En faisant tendre
e vers zéro dans l'inégalité précédente, on obtient :

ZTi»Iel/f\AeE[U(yZT)] < E[U(yYr)],

et ceci pour tout Yz € D. Ceci montre inf z,.c pq, E[U(yZr)] < 6(y). L’inégalité
inverse est évidente car M, C D.
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6.3.4 Le cas des marchés complets

Dans ce paragraphe, on se place dans le cas ou le marché financier est
complet, c’est a dire que ’ensemble des probabilités martingales est réduit a
un singleton :

M. (S) = {P°}.

On note Z° le processus de densité martingale P°. Dans ce contexte, le
probleme dual est dégénéré

i(y) = E[U(yZ)], y>0.

et la solution au probleéme dual est évidemment Z2. La solution au probleme
primal v(z) est

ol § > 0 est la solution de
BlZ31(§23)] = B [1(327)) = x.

Le processus de richesse X7 et le portefeuille optimal & associé sont donnés
par :

t
XP = x—l—/ &udS, = EY [1(5Z9)| 7], 0<t<T.
0

Exemple : Modele de Merton

Prenons 'exemple typique du modele de Black-Scholes-Merton :
dSt = St (ILLdt + O'th) 5

ol W est un mouvement Brownien standard réel sur (2, F,F = (F;)o<i<7, P)
avec I filtration naturelle de W, Fy trivial et u, o sont deux constantes avec
o > 0. Rappelons (voir paragraphe 6.2.4) que 'unique probabilité martingale
est donnée par

1
79 = exp (—)\WT — |)\|2T> Coux=H
2 o
et la dynamique de S sous P° est

dS; = SiodW?,

ou Wt0 =W+ A, 0<t<T, est un PY mouvement Brownien. Considérons
I’exemple d’une fonction d’utilité puissance :
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2P
Ulx) = —, p<1,p#0, pour lequel I(y) = y ", r = ——.
p
On calcule alors explicitement le processus de richesse optimal pour v(x) :
. 1
Xe=E" (429" R = 5 EY {exp (Arwg - 2|)\|2frT> ’ ft}
1 1
=4 "exp [2 (A = |Al*r) T} exp ()\rWtO — 2|)\r2t> .

Comme g est déterminé par ’équation Xé” = x, on obtient :

1
X7 = wexp ()\TWtO - 2|)\r|2t) , 0<t<T.

Pour déterminer le controle optimal &, on applique la formule d’Ité & X© :
dXT = XEArd W
et on identifie avec
dXT = &,dS; = &40 S dWY,
pour obtenir la proportion optimale de richesse investie dans S :

G Sy B & I

Xz o o l-p)
On retrouve bien le méme résultat que par 'approche de programmation
dynamique de Bellman dans le paragraphe 3.6.1. Le calcul de la fonction
valeur v(z) = E[U(X7)] est aisé et donne bien entendu la méme valeur que
celle obtenue au paragraphe 3.6.1 :

D 1 2
v(z) = r exp <MPT) .

2021 —p

6.3.5 Exemples en marché incomplet

Dans le cadre des marchés incomplets, i.e. M.(S) n’est pas réduit & un
singleton, et alors en fait est de cardinalité infinie, on ne sait pas calculer
en général explicitement la solution du probleme dual. Toutefois, des calculs
peuvent étre menés plus ou moins explicitement dans certains modeles particu-
liers. Considérons ainsi le cadre du modele de prix d’It6 décrit au paragraphe
6.2.4. Avec les notations de ce paragraphe, considérons ’ensemble contenant

M (S) :

Mioe ={Z% :veK(o)} D M(S) = {Z} :veKu(o)}.
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Il est facile de vérifier par la formule d’It6 que pour tout processus de richesse
X* =z + [adS, a € A(S), et tout v € K(o), le processus Z¥ X" est une
P-martingale locale. Notons aussi que pour tout v € K(c), le processus borné
V" = vl}|<, est dans K, (o) et on a Z%" converge p.s. vers Z¥. Donc M, C
D et d’apres 'assertion (4) du théoréme 6.3.5 (voir aussi la remarque 6.3.7),
on a:

o(y) = inf E[UWZY)], y>0. (6.64)
veEK (o)

L’intérét d’avoir introduit Pensemble M, est qu’il est explicite (au contraire
de D), complétement paramétré par lespace des controles v € K (o), et re-
lachée des contraintes fortes d’intégrabilité martingale de K, (o), de sorte
qu’on peut espérer trouver une solution 7Y dans K(o) a 9(y) en (6.64) par
des méthodes de controle stochastique vues aux chapitres précédents. En fait,
si on suppose que la fonction

EER— ﬁ(eg) est convexe ,

ce qui est vérifié des que = € 10, 4o00[ — zU’(x) est croissante (c’est le cas
des fonctions d’utilité logarithmique et puissance), alors il est prouvé dans
Karatzas et al. [KLSX91] que pour tout y > 0, le probléme dual o(y) admet
une solution Z%y € Mjoe. On montre aussi que pour tout v € K (o) tel que

E[fOT |vi|2dt] = +o00, on a E[U(yZY)] = 400, de sorte qu'on peut se limiter
dans (6.64) & prendre linfimum sur Ks(o) = {v € K(o) : E[fOT |ve|?dt] <
400}, et donc P¥ € Ky(o). Tl est & noter qu’en général cette solution Z2’ n’est
pas dans M, (S). La solution du probleme primal v(x) est donnée par :

ou § > 0 est la solution de argming,o[0(y) + xy] et vérifiant :
E {Z;@I (;,ZT)} -

Pour déterminer le processus de richesse (positif) X ¥ on note que le processus
Z" X* est une martingale locale positive, donc une surmartingale, et qui
vérifie de plus E[ZF' X%] = x. C’est donc une martingale, et on a :

72’

T 4T
Xe=F ngf<yZT)

47 0<t<T.

Fonction d’utilité logarithmique

Considérons l'exemple d’une fonction d’utilité logarithmique U(z) = Inz,
x > 0, pour lequel
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1 -
I(y) = " et U(ly) = —lny—1, y>0.

Pour tout v € K3(o), on a donc :

N 1 [T
ElU(yZy)] = —1ny—1—§ / |>\t\2+[1/t|2dt, y > 0.
0

Ceci prouve que la solution du probléme dual o(y) est atteint pour v = 0
(en particulier indépendant de y), correspondant & Z% et la richesse optimale
pour v(z) est explicitée par :

. 1

Xf=—, 0<t<T.

t Zj? — v =

Le controle optimal est déterminé en appliquant la formule d’It6 a I’expression
ci-dessus et en identifiant avec dX} = &;dS;. Dans un modele de prix écrit
sous forme “géométrique”

dSy = Sy(pedt + o dWy),
on trouve la proportion optimale de richesse investie dans S :

Gy Sy Mt
— = —5.
X7 O

Fonction d’utilité puissance
Considérons I'exemple d’une fonction d’utilité puissance U(z) = «?/p, © > 0,
p < 1, p # 0, pour lequel
L 5 y 1 p
Ily) = y»7 et Uly) = =—, y>0,¢ = —.
) ( . -
Pour tout v € K(0), on a donc :
7 v yiq v\—q
EW@Zﬂ%=7TEMZﬂ l, y>0.
Ainsi, la solution du probleme dual ¥(y) ne dépend pas de y et est solution
du probleme
inf FE[(Z%)79]. 6.65
dnf E{(Z5) (6.65)
Ce probleme de controle stochastique peut étre résolu dans un cadre Marko-
vien, typiquement un modele de marché incomplet & volatilité stochastique,
par la méthode de la programmation dynamique. On peut aussi dans un cadre
plus général de processus d’Ito, utiliser des méthodes d’EDSR. En notant par
v la solution de (6.65), la richesse optimale de v(x) est donnée par :

v (25)~
Bl(z5)-1" { 7

Xp =

}‘t}, 0<t<T.
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6.4 Probleme de couverture quadratique

6.4.1 Formulation du probléme

On se place dans le cadre du modele général de processus de prix semimar-
tingale continue décrit au paragraphe 6.2.1. On se donne un actif contingent
représenté par une variable aléatoire H € L?(P) = L*(2, Fr, P), i.e. H Fp-
mesurable et E[H]? < +oc. Le critére de couverture quadratique consiste &
minimiser en norme L?(P) la différence entre H et la richesse terminale Xt
=+ fOT a;dS; d’une stratégie de portefeuille v € L(S).

Dans le probleme de maximisation d’utilité, nous avions considéré des
fonctions d’utilité de domaine ]0,4oc[. 11 était donc naturel de définir des
stratégies de portefeuille admissible conduisant & un processus de richesse
borné inférieurement. Dans le probleme de couverture quadratique, la fonc-
tion de coiit & minimiser U(x) = (H — x)? est défini sur tout R et en général,
on ne peut espérer trouver une solution X = z + J &dS qui soit bornée
inférieurement. D’un autre coté, on se doit d’exclure les stratégies d’arbi-
trage “doubling”. Dans notre cadre de minimisation en norme quadratique,
on introduit la condition d’admissibilité suivante :

T
AQ{QGL(S) :/ atdStELz(P) et
0

/adS est une @ — martingale pour tout Q) € M?} ,

dQ

2 ) 2

Me:{QeMe EEL (P)}

est supposé non vide : M? # (). Cette condition d’admissibilité permet des
richesses non bornées inférieurement tout en excluant les possibilités d’ar-
bitrage. En effet, en fixant un élément Q € M2, on a pour tout o € Aj,

E? [fOT a;dS;] = 0 et donc
T
/ adSy >0
0

D’autre part, avec cette condition d’intégrabilité dans As, on a que ’espace
des intégrales stochastiques { fOT a;dS; :a € Ao} est fermé dans L2(P), ce qui
assure 'existence d’une solution au probleme de minimisation quadratique.

T
Aa e As, / o;dS; >0, ps. et P > 0.
0

Proposition 6.4.5 L’ensemble G = {foT adS; o € As} est fermé dans
L%(P).
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Preuve. Soit X" = fOT o} dS¢, n € N, une suite dans Gr convergent vers Xr
dans L?(P). Fixons un élément arbitraire Q € M2. Alors d’apres I'inégalité de

Cauchy-Schwarz, fOT ardS; converge vers Xt dans L(Q). Grace au théoréme
1.2.10, on en déduit que X = fOT adS; ot av € L(S) est tel que [adS est

une @Q-martingale. Puisque @ est arbitraire dans M?, on conclut que o € As.
O

Le probléme de minimisation quadratique (appelé aussi parfois probléeme
moyenne-variance) d’un actif contingent H € L?(P) se formule ainsi :

2
v,(z) = inf E , xeR. (6.66)

T
H-—=z —/ adSy
acAsy 0

Autrement dit, on projette dans I'espace de Hilbert L?(P), I'élément H — x
sur le sous-espace vectoriel fermé Gr. On sait donc déja ’existence d’une so-
lution & v, (x). Notre objectif est désormais de caractériser cette solution. La
méthode de résolution est basée sur une combinaison du théoreme de projec-
tion de Kunita-Watanabe, des méthodes de dualité convexe et de changement
de numéraire.

6.4.2 Le cas martingale

Dans cette section, nous étudions le cas particulier ou S est une martin-
gale locale sous P, i.e. P € M2. Dans ce cas, la résolution est directe grace au
théoreme de projection de Kunita-Watanabe. En effet, en projetant la mar-
tingale de carré intégrable H; = E[H|F;], 0 <t < T, sur la martingale locale
continue S sous P, on a la décomposition :

t
E[H|F] = E[H] +/ afdS, + R, 0<t<T, (6.67)
0

ott ol € L(S) vérifie la condition d’intégrabilité

T 2
/ aflas,
0

et (Rf'); est une martingale de carré intégrable, orthogonale a S, i.e. <
RH. S > =0.

T
E "y / (@MYd< S af| < 400,  (668)
0

Théoréme 6.4.6 Pour tout v € R et H € L?(P), la solution o™ € Ay de
vy (x) est égale ¢ o . De plus, on a

vy (z) = (B[H] - 2)” + E[R{]*.
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Preuve. Vérifions d’abord que o € Ay. D’apres la condition (6.68), on a
fOT alldS; € L?(P). D’autre part, avec les inégalites de Cauchy-Schwarz et de
Doob, on a pour tout Q € M? :
T 2
/ OL{{dSt
0

t = dQQ%
/O%dsu}gz E[dp} E

Ceci prouve que la @Q-martingale locale f afldS est une Q-martingale uni-
formément intégrable. Ainsi, on a bien aff € A,.

Notons que pour tout a € Ay, lintégrale stochastique [adS est une
P-martingale de carré intégrable. Par les inégalités de Doob et de Cauchy-
Schwarz, on en déduit que E[sup, |Rf fot 0, dS,|] < +00. La condition d’or-
thogonalité de R¥ et S implique alors que R f adS est une P-martingale
uniformément intégrable. On a donc

E® { sup < 4o00.

0<t<T

T
E[R?/ :dSy] =0, Va € A,.
0

En écrivant d’apres (6.67) que H = E[H| + fOT aldS, + R on obtient alors
que pour tout a € A, :

2

T T
E|H-z— / atdSt] = (E[H]—2)°+E / (aff —ay)dS;| + E[RH)?,
0 0
ce qui montre le résultat voulu. O
Exemple

Considérons le modele a volatilité stochastique :

dS; = o(t, S;,Y;) S dW}
dY; = 77(757 Sta Y%)dt + 7(157 Sta Y;)thza

ou W1 et W2 sont deux mouvements Browniens, supposés non corrélés pour
simplifier. On fait les hypotheses standard sur les coefficients o, 7, v pour avoir
Pexistence et 'unicité d’une solution (S,Y") a valeurs dans Ry xR a I'EDS ci-
dessus étant donné une condition initiale. On prend un actif contingent de la
forme H = g(St) ol g est une fonction mesurable et on considére la fonction

h(t787y) = E[g(ST)KSt»Y;S) = (Svy)L (t787y) € [07T] X R+ x R.

Sous des conditions appropriées sur les coefficients o, 7, v et g, la fonction h
€ C12([0, T[xR, x R) et est alors solution du probleme de Cauchy :
oh oh 1 ,0*h 1 ,0°h
— —+-0c"—+ =755 =0 0, T[xR R
8t+n8y+20 882—1—27 97 , sur [0, T[xRy x
hT,.,.)=g9, sur Ry xR
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La décomposition de Kunita-Watanabe (6.67) est simplement obtenue par la
formule d’Ttd appliqué processus martingale h(t, Sy, Y:) = E[g(ST)|F:], 0 <
t<T:

* Oh b oh 5
Blg(S)IF] = Elg(Sr)l + | 5-(u, Su, Yu)dSu+ | v 5= (u, Su, Yu)dW,,.
o 0s 0 dy

La solution du probleme de minimisation quadratique est donc donnée par :

h
o = P s v, 0<t<T,

t Os
T 2
/ ¥ dt] .
0

Dans la suite, on considere le cas général ou S est une semimartingale
(continue). Le principe de résolution est le suivant : On choisit un processus
de richesse approprié qui sera lié a une probabilité martingale et obtenue par
une méthode de dualité. On utilisera ensuite ce processus de richesse comme
numéraire et par une méthode de changement de numéraire, on se ramene au
cas martingale.

et la fonction valeur est

oh
7(157 Sta Y;f)

0 (2) = (Elg(Sr)] — ) + B -

6.4.3 Probabilité martingale variance-optimale et numeéraire
quadratique

Considérons le probleme de minimisation quadratique correspondant a

H=1letz=0:

v1 = min F
ac Az

T 2
0

Notons par a’*" € As la solution de v; et XV le processus de richesse :

t

X7 =1- / ar®dS,, 0<t<T.
0

L’objectif de cette section est de montrer que X" est relié de maniére

duale a une probabilité martingale et qu’il est alors strictement positif. On va

utiliser la relation de dualité entre Gy et M2 et adopter une approche duale

comme pour le probléeme de maximisation d’utilité mais adaptée au cadre

L2(P).

Puisque E[1 — fOT aydSy] = 1 pour tout a € Ay et Q € M2, on a par
I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
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2
dQ T
1= (E ﬁ (1—/0v atd5t>]>
9 2
<E[dQ} E 1—/TatdSt]
0

dP
On introduit alors le probleme quadratique dual de vy :

N , dQ1?
= f F|—= 6.70
L Qlerivﬂ [dP] ’ ( )

de sorte que

. Q1”
< —
1< ot £ | 35| min

T 2
1—/ atdstl = 171 V1.
0

Nous allons montrer ’existence d’une solution P"%" au probleme dual v; et

voir qu’elle est liée a la solution du probleme primal v, par dzjr = CteX7*".

On aura alors égalité dans les inégalités précédentes : 1 = 97 v;.

Théoreme 6.4.7 Il existe une solution unique a U1, notée P et appelée
probabilité martingale variance-optimale. La solution du probleme primal vy
est liée a celle du probleme dual v1 par :

dPUaT
dP’Ua’l‘ X’Ua’l‘
Xpor = 4P e = —L ., (6.71)
dpvari2 var
B [455] P B

En particulier, on a
XP >0, 0<t<T, Pps. (6.72)

Remarque 6.4.10 Puisque XV%" est une Q-martingale sous tout Q € M?2,
en particulier sous PY?", on a d’apres (6.71) et en notant par Z"" le processus
de densité martingale de Pv*" :

ER[Zy"|F] _ B(Z§)?|F]
E[Z%HT]Q ZtvarE[Z%m’]Z ’

Xpor = 0<t<T, VQe M2 (6.73)

La relation (6.71) montre aussi que :

var 2
E[X;W]QE[CZP ] =1

dP

Pour démontrer le théoreme 6.4.7, on ne peut pas appliquer directement
la méthode de dualité vue au paragraphe précédent pour la maximisation
d’utilité concave définie sur ]0, +oo[ car ici la fonction d’utilité est U(z) = —2?
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définie sur tout R. On va utiliser de fagon cruciale la propriété quadratique
du critere et les caractérisations par projection dans un espace de Hilbert. On
note par G5 l'orthogonal de Gr dans L?(P) :

T
ZT/ atdSt] =0, YVa € AQ} .
0

Lemme 6.4.11 Le processus de richesse associé a la solution o’*" € Ay du
probleme vy est positif :

Gt = {ZT cL*P) :E

t
Xf”:lf/ alerds, > 0, 0<t<T, Pps.
0

De plus, on a
Xp* € Gy et BIX3™] = E[X3]* > 0.

Preuve. Définissons le temps d’arrét 7 = inf{t € [0,7] : X7*" < 0}, avec la
convention que inf ) = 4o00. Puisque S et donc X" est continu, et X3 =
1,ona:

2o = 0sur A= {7 <T},
X" > 0sur A° = {17 = +0o0}.

Définissons le processus & par &y = of®" si 0 <t <7 AT et 0 sinon. Puisque
¥ € A,, il est clair que & € As et :

T
1- / adS, = XU = X014 >0, ps.
0

On en déduit que E[1 — fOT aydSi)? < E[X%"]2. Comme a’*" est solution de

v1, on doit alors avoir X7 =1 — fOT a;dS; > 0. En notant que X" est une
martingale sous @ quelconque dans M2 on a :

Xpar = EQ(XY F] >0, 0<t<T, ps.

D’autre part, la solution du probleme w1, qui est obtenue par projection de
I’élément 1 sur le sous-espace vectoriel fermé G est caractérisée par le fait
que X" € G ie. :

E

T
xyer / atdSt] =0, Vae A (6.74)
0

var

Pour a = a¥%", ceci implique en particulier que

E[Xp™] = BIX3]* > 0
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var

puisque X 7" ne peut étre égal a zéro P p.s. d’apres le fait que E® [Xrer] =1
pour QQ € M2. O

Dans la suite, on identifie de maniére usuelle une probabilité absolument
continue et sa densité de Radon-Nikodym.

Lemme 6.4.12
M2 ={Zr € L*(P) : Zr >0, p.s., E[Zr]=1} N GF.  (6.75)

Preuve. Notons par /\?13 le terme de droite dans (6.75). Par définition de A,
il est clair que M2 C M?2. Soit Zr € M? et Q ~ P la probabilité associée
de densité de Radon-Nikodym Zr. Puisque S est continu (donc localement
bornée), il existe une suite de temps d’arréts 7,, tendant vers U'infini tel que le
processus arrété S™ = (Siar, Jo<t<T soit borné. (Par exemple 7, = inf{t >
0 : 1S > n}). Az contient donc les intégrands simples de la forme «; =
OLisnr, unr,](t) o1 0 < s < u < T et 0, Fypr,-mesurable a valeurs dans R™.
Puisque Zp € g; ona:

T
0 = ElZy / OLiunr, nr)()dS] = EQ0.(ST" — ST)], (6.76)
0

pour tous 0 < s < u < T et 6, Fsar,-mesurable. Avec la caractérisation
des variables aléatoires Fya,, -mesurables (voir Proposition 1.1.2), la relation
(6.76) est vraie aussi pour tout 0, Fs-mesurable. Ceci prouve que S™ est une
Q-martingale, i.e. S est une Q-martingale locale, et donc Q € M?2. O

On introduit 'adhérence M? de M? dans L?(P) qui est donc donnée
d’apres le lemme précédent par :

d
M? = {Q < P : £ € L?(P) et S est une Q — martingale locale}

={Zr € L*(P) : Zr >0, ps., E[Zr] =1} N GF.
Le probleme dual s’écrit donc aussi :

b, = inf E[Z7]?. 6.77
0= e P (677)

Lemme 6.4.13 Il existe une solution unique Z¥*" € M? au probléme dual
(6.77). Cette solution est lice au probléme vy par :

Z39T = B[Z39T2 X80T (6.78)

Preuve. L’ensemble non vide M? est clairement convexe et fermé dans L?(P).
Le probléme (6.77) qui est un probléme de projection dans L?(P) de I’élément
zéro sur M? admet donc une solution unique Z%%". Rappelons que cette so-
lution est caractérisée par le fait que Z¥*" € M? et
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E[Z3 (23 — Z7)] <0, VZp e M>. (6.79)

Considérons la variable aléatoire

_ XUU.’I"
Zp=—~> 6.80
" NG (050

D’apres le lemme 6.4.11, Z7 € M?2. De plus, par définition de Ay et Z7, on
a pour tout Zp € M2 :
1 _

E[ZrZ7] = ] — E[Zr)%.

Par densité de M2 dans M?, la relation ci-dessus est vraie pour tout Zr €
M?2. D’apres la caractérisation (6.79) de Z%%", ceci prouve que Z¥" = Zr, et
conclut la preuve. O

Preuve du théoréme 6.4.7.

Au vu des trois lemmes précédents, il reste & montrer que Z*" > 0 p.s.
définissant ainsi une probabilité PV € M?. C’est le point délicat et technique
dont la preuve peut étre omise en premiere lecture.

Soit Zv%" le processus positif de densité martingale de P*%" € M? : Zvor
= B[Zy|F) = B [4£2- | F¢], 0 <t < T. On veut montrer que P p.s., Z/""
> 0 pour tout ¢ € [0,T]. Considérons alors le temps d’arrét

T=inf{0<t<T : Z/* =0}
avec la convention inf ) = +oco0. Considérons aussi le temps d’arrét
c=inf{0<t<T : X/ =0}.

Fixons un élément Q° € M et notons Z° son processus de densité martingale.
Sur ensemble {0 < 7} C {0 < +0o0}, on a par la propriété de martingale
du processus positif Xv" sous Q° :

0 = Xv = B9 (X5 |7,

Puisque X3 > 0 d’apres le lemme (6.4.11), ceci prouve que X2 = 0 sur
{o < 7}. Avec la relation (6.78), on a aussi Z¥*" = 0 sur {o < 7}. Par la
propriété de martingale de ZV*", on a donc Z*" = 0 sur {o < 7}. Ceci est
clairement en contradiction avec la définition de 7 & moins que P{o < 7} = 0.

Sur l’ensemble {7 < ¢} C {7 < 400}, on a par la propriété de martingale
du processus positif ZV" sous P :

0 = 22 = E[Z3|F].

Puisque Z¥*" > 0, ceci prouve que Z¥*" = 0 sur {7 < o} et donc aussi d’apres
(6.78) que X2 = 0 sur {r < o}. Par la propriété de martingale de X" sous
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Q, on a X% = 0 sur {7 < o}. Ceci est clairement en contradiction avec la
définition de 7 & moins que P{r < o} = 0.

On en déduit donc que 7 = o p.s. et par continuité du processus positif
Xvar r est un temps d’arrét prévisible : il existe une suite de temps d’arréts
(Tn)n>1 croissante avec 7, < 7 sur {r > 0}, 7, convergent vers 7 (on dit
que 7 est annoncé par (7,)n). Il suffit en effet de prendre 7,, = inf{t > 0
X7pe" <1/n} A n. Par la propriété de martingale du processus positif Z"*" et
puisque Z7%" > 0, on a par I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

Z’Ua?” Z’UG.’I"
1=FE|ZL\F. | = E|ZE-1zvars0| Fr
[Z::T } [Zﬁ,i" . }
Z'ULL'I" 2 % 1
<E (Zfar> Fro| Ellgverso|Fr,]2. (6.81)

Comme E[1 zvar 40| Fr,] converge vers 0 sur I'ensemble { 77" = 0}, I'inégalité
(6.81) prouve que
Zr})_‘a'r‘ 2
<Z’U{1T >
Tn
Puisque Z° est une P-martingale strictement positive telle que Z% € L?(P),

on a .
2\’
7

Supposons que P[Z¥%" = 0] > 0. D’apres (6.82), on a alors que pour n assez

grand, ’ensemble
2 var 2
(Z) (%) |~}
ZT” Z}_}(ZT n

An{E

est non vide dans F,,. Définissons alors la martingale :

E

Fr | — 400, sur {Z7% =0}. (6.82)

sup E Fi

0<t<T

< 400, p.S.

F.| < E

Zpr o t<m,
gvar
Zy =1 79 ZTQTL t> 71, sur A,
Zp*"  t > 71, en dehors de A,,.

On vérifie aisément que ZS hérite de la propriété de martingale locale de
Zv S et Z°S, et donc Zr € M?2. De plus, par construction, on a :

E[Zr]’ < E[23"),

ce qui est en contradiction avec la définition de Z7*". On conclut alors que
P[Z?% = 0] = 0 et donc que Z7*" > 0, pour tout ¢ € [0, T], P p.s. Finalement
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la stricte positivité de X" découle de la stricte positivité de X" et de la
propriété de martingale de XV sous Q° ~ P. m]

Le processus de richesse XV%" strictement positif est appelé numéraire
quadratique et est utilisé dans le paragraphe suivant pour la résolution du
probléme moyenne-variance.

6.4.4 Résolution du probléeme par changement de numéraire

On utilise X¥%" comme numéraire, c’est a dire qu’on définit un processus
de prix SY%" & valeurs dans R"*! par :

et Svar,i — S

Svar,O —
Xvar Xvar ’

1=1

RN

Rappelons aussi que pour tout @ € M?2 le processus X% est une Q-
martingale de valeur initiale 1. On définit alors l’ensemble des probabilités
de processus de densité martingale X"%" par rapport a une probabilité @
dans M2 :

MZEP = {Q""" probabilité sur (£2, Fr) :3Q € M?
dQUGT‘
dQ |,

= Xpor, ogth.}.

Puisque par définition, M? est I'ensemble des probabilités Q@ ~ P de densité
de Radon-Nikodym dans L?(P) et rendant martingale locale S, on remarque
aisément par la formule de Bayes que M?9" s’écrit aussi :

] 1 dQU(lT‘
CXper dp
SY est une QU" — martingale locale}.  (6.83)

Mgn)ar _ {Qvar ~ P c LZ(P) et

On introduit alors ’ensemble admissible des intégrands par rapport a Sv" :
T
PYT =g e L(SY) + XpT / ¢1dSP" € L*(P) et
0

/d)dS“‘" est une Q" — martingale pour tout Q%" € Mﬁ’”‘”} .

Nous établissons d’abord un résultat général d’invariance des intégrales
stochastiques par changement de numéraire.

Proposition 6.4.6 Pour tout x € R, on a :

T T
{a: +/ adS; o € Ag} = {X%‘” (ac—i—/ qbtdeaT) RS QS’Q"”} . (6.84)
0 0
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De plus, la relation de correspondance entre o = (at,...,a") € Ay et ¢ =

(¢°,...,0") € By est donnée par ¢ = FU4(a) ou FU% : Ay — Py est
défini par :

@° ::E—&—/adS—a.Set(bi:ai, i=1,...,n, (6.85)
et a = F1097(¢) ou F1var o @397 — Ay est défini par :

of = @i — qreri (x +/¢d5W - ¢.S”‘”> . i=1,....,n. (6.86)

Preuve. La preuve est basée sur le formule du produit d’It6, le point technique
concernant les problemes d’intégrabilité sur les intégrands.

(1) Par le produit d’Ito, on a :

S 1 1 1
d (Xva'r‘) = 5d <Xvar> + XvardS+d <5, W > (687)

Soit & € Aj et considérons I'intégrand borné tronqué o™ = aljqj<n qui est
intégrable par rapport & S/Xv 1/Xv" et < S, w1 >. On a alors :

» Xvar
/a( )d <XW> :/a( )Sd (Xa> +/a( >st
Mg < S . 6.88
+ /a <5 sar > (6.88)

Notons X@o™ = z + [ a™dS. Alors par la formule d'It6 et (6.88), on a :

(n)
X 1 1 1
d (X > = x=yg ( X> + a0 MdS +alVd < 5, o >

(e ) o)

= ¢ ggver, (6.89)

avec ¢(") = FYor (™) € L(Sv%"). La relation (6.89) montre que :
T+ / alMds = xver <:c + / ¢>(”)dS”‘") : (6.90)

Puisque « est S-intégrable, i.e a € L(S), on a que [«(™dS converge vers

f adS pour la topologie des semimartingales quand n tend vers l'infini. Ceci
implique que X @0l /X" converge aussi pour la topologie des semimartin-
gales. D’apres (6.90), on en déduit que [ #MdSve" converge vers J wdX pour

la topologie des semimartingales avec 1) € L(SY""), car 'espace { [ 4dS"*" :
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Y € L(SY*") } est fermé pour la topologie des semimartingales. Comme ¢(™
converge p.s. vers ¢ = F?%"(a), on a ¢ = ¢. On obtient donc en faisant tendre
n vers 'infini dans (6.90) :

x4 / adS = Xvr <x + / quS”‘”) . (6.91)

Puisque X3 et [ a,dS; € L*(P), on a dapres (6.91) : X297 [ ¢,dSyer
€ L%(P). Puisque [ adS est une @-martingale pour tout @ € M2, on a par
définition de M29" d’apres (6.91) et la formule de Bayes que [ ¢dS""" est
une QU -martingale pour tout QU" € M2v%" Ainsi ¢ € $4°". L’inclusion C
dans (6.84) est prouvée.

(2) La preuve de la réciproque est similaire. Par le produit d’It6, on a :
d(XUaTX) — X'Ua’l‘dS’UaT + SU(ZTdXUaT + d < XUGT,S’U(Z’I‘ > . (6.92)

Soit ¢ € P4" et considérons I'intégrand tronqué borné dm = ®1|g)<n- Alors
d’apres (6.92) et les définitions de SV et XV*" on a :

(Xva7'(x+/¢(7z)dsvar)>

d
_ (.’E-l— /¢(n)dsvar> dxver _'_Xvard)(n)ds'uar +¢(n)d < Xvar7s'uar >
(0%

x + /¢(n)dsvar) dxXver 4 ¢(n)d(Xva7‘Svar) o ¢(n)'SvardXvar

avec o) = F;bvar(¢(m) ¢ [(S). Par des arguments similaires comme au
point (1), on obtient en faisant tendre n vers l'infini que :

xver <x+/¢d5”‘"> = x+/adS, (6.93)

avec a = F;197(¢) € L(S). On vérifie aussi comme en (1) que o € A
puisque ¢ € P4, L’inclusion D dans (6.84) est prouvée, ce qui termine la
preuve. O

Remarquons que dans la preuve de la proposition 6.4.6, nous avons seule-
ment utilisé la stricte positivité du processus XV = 1— [ a*"dS. Le résultat
précédent d’invariance de I’espace des intégrales stochastiques par changement
de numéraire est en fait valide pour n’importe quel choix de numéraire X"
=1— [a™™dS,, a™™ € Ay, avec X > 0,0 <t < T. Le choix particu-
lier de X™™ = X" golution du probleme (6.69) est maintenant utilisé de
facon cruciale pour la résolution du probléme de minimisation quadratique.
On va montrer grace a ce changement de numéraire particulier, comment se



6.4 Probleme de couverture quadratique 161

rameéner & un probléme moyenne-variance comme dans le cas martingale du
paragraphe 6.4.2.
A la probabilité martingale variance-optimale P?%" € M2, on associe P2v%"

€ M2%ver définie par :

dP2var var

W — XT . (694)
D’aprés la relation de dualité (6.71), la densité de Radon-Nikodym de PZver
par rapport a P est :

dP2var dPvar 2 var2
— —E{ e ] (Xpar)2, (6.95)

Comme H € L%(P),larelation (6.95) implique en particulier que I’actif contin-
gent normalisé H"%" = H/X4" € L?(P?'"). Rappelons aussi que SY%" est
une martingale locale (continue) sous P?U%" d’apres la caractérisation (6.83)
de M?2v% On peut donc appliquer le théoréme de projection de Kunita-
Watanabe de la P2v"-martingale de carré intégrable HY®" = EF*""" [Hver | F,],
0<t<T,sur S, et on a alors :

p2var H p2var H ! H jgquar var,H
E Fi|=E + [ ¢Hdsrer £ RUmH g <t < T,
Xyvar Xvar u u t
T T 0
(6.96)
ot pf1 € L(Sver) vérifie
2
p2var T H var p2var T Hys var H
E oHdsrr| = E (@HYd < 87 >, ¢ | < +oo,
0 0
(6.97)

et RV*"H est une P?Y%"-martingale de carré intégrable, orthogonale & SV,

Théoréme 6.4.8 Pour tout z € R et H € L*(P), la solution ™ de v, (z)
est donnée par :

a™? = 1;195—1,1;<1r(¢)H)7 (6.98)

ou ¢ défini en (6.96) est dans D39 et F 19" est défini a la proposition
6.4.6. De plus, on a :

EPW” H| -z ? var 2
UH(x)z( d[P} 2) + E[XT o H] . (6.99)
B[]

Preuve. Par des arguments similaires a la preuve du théoreme 6.4.6 (en
utilisant les inégalités de Doob et de Cauchy-Schwarz), on voit que la condition
d’intégrabilité (6.97) sur ¢ implique (en fait est équivalent & ce) que ¢ €
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$359". D’apres la proposition 6.4.6 d’invariance par changement de numéraire
et la relation (6.95) on a :

2
v, (z) = aieI1£2E H—-z- /OT adSy (6.100)
- 2
= ¢€ig§wE H — X7 <x +/O gbtdS,}"”)]
1

inf EF /T</> dsyer 2 (6.101)
= — in —x— , .
B[] eeoyer xper o

et de plus la solution de (6.100) et celle de (6.101) sont reliées par la fonc-
tion de correspondance F, 1v". Or le probléme (6.101) est un probleme de
minimisation quadratique comme dans le cas martingale dont la solution est
donnée par la décomposition de Kunita-Watanabe (6.96). Ceci prouve d’une
part (6.98) et aussi :

_ 1 EP2'Ua7* H 2 EP2'ua7‘ R'UaT 2
UH(‘T;)_ E[dpvar:lz X%ar - + [ T ] :

dP

On obtient I'expression (6.99) de v,, (z) avec (6.94) et (6.95). O

Remarque 6.4.11 La solution z,_ (H) du probleme inf,cg v, (z), appelée
prix d’approximation quadratique de H, est donnée d’apres (6.99) par :

x (J)=EY"[H].

Le théoréme ci-dessus indique donc que le probleme de couverture quadra-
tique peut étre résolu en trois étapes :

1) Déterminer la solution du probléeme v; définissant le numéraire qua-
dratique XV*" ou de maniere équivalente la solution de son probleme dual ¥,
définissant la probabilité martingale variance-optimale. Bien entendu, si S est
une martingale sous P, la solution est triviale : XV*" =1 et P"*" = P. Nous
donnons dans le paragraphe suivant d’autres exemples de modeles ou le calcul
de XV et PY?T est explicite.

2) Changer de numéraire en normalisant le processus de prix S, lactif
contingent H et la probabilité martingale variance-optimale par X"*". On
définit ainsi le processus de prix SY*" = (1/Xv%", S/ X%"), lactif contingent
Hver = H/X%" et la probabilité P?'*" de densité de Radon-Nikodym par
rapport & PY%" : X2%". On projette ensuite selon la décomposition de Kunita-
Watanabe la P20 -martingale EF*""" [H""| F,] sur §*%". Dans un cadre de
modele Markovien, par exemple de diffusion, cette décomposition est obte-
nue dans le cas régulier par la formule d’It6. Dans un cadre plus général,
lintégrand de SY%" dans la décomposition peut étre exprimé a l'aide de la
formule de Clark-Ocone ou la dérivée de Malliavin.
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3) La solution du probléme de couverture quadratique est donnée finale-
ment par la relation de correspondance entre I'espace des intégrales stochas-
tiques par rapport a S et I’espace des intégrales stochastiques par rapport a
S’Ua’l".

6.4.5 Exemple

On se place dans le cadre du modele et avec les notations du paragraphe
6.2.4. On a alors une description explicite de M? :

M2 = {PV : dd]; =27ZY ve Kfn(o)} (6.102)

ou on rappelle que

¢ 1/t
Zy = exp (—/ Ao + 1) dW,, — 5/ |Aul? + l/u|2du> , 0<t<T.
0 0

et K2 (o) est 'ensemble des éléments v dans K (o) tels que Z¥ soit une mar-
tingale de carré intégrable.

On suppose dans cet exemple que la quantité

R T
KT:/ |\ |2dt,
0

appelée ratio moyenne-variance, est déterministe. C’est une généralisation du
cas S martingale locale sous P pour lequel K7 = 0.

Considérons pour tout v € K2 (o) la martingale locale exponentielle de
Doléans-Dade

t t
& = exp (—2/ Ay + 1) dW,, — 2/ |Au]® + |1/u|2du) , 0<t<T.
0 0

Il est clair que |€7| < |Z¥|%. Puisque Z" est une martingale de carré intégrable,
on a E[supg<i<r|ZY|?] < 4oo. Il en découle que & est uniformément
intégrable et est donc une martingale. On peut donc définir une probabilité
Q" équivalente a P de processus de densité martingale £”. On a alors pour

tout v € K2,(0) :
T T
exp (—2/ Ao + 1) dW,, —/ Aul? + uu|2du)]
0 0

dpv]?
5|5 | - =
T
exp</ |Au2+|uu|2du>]
0
T
exp / V) du
0

> exp(Kr), (6.103)

_ g

= eXp(KT)EQV
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ou la troisieme égalité découle du fait que K7 est déterministe. Notons
que 1'égalité dans (6.103) a lieu pour v = 0, ce qui prouve que la solution
du probleme définissant la probabilité martingale variance-optimale, défini
d’apres (6.102) par

L2
dr } (6.104)

U] = mf( )E{dP

veK?2

m

est atteinte pour v = 0. On a donc

= eXp(KT)'

0
pver = PO et § = E{dp}

dP
On calcule le numéraire quadratique & 1’aide de la ’expression (6.73) :
1

0
X{ = —— 5 B [ 2| F)
E[Z})

T 1 [T
exp —/ )\;dWS—*/ AulPdu || Frl,
0 2 Jo

ou WO =W + f Adt est un P° mouvement Brownien. Notons que la condition
de Novikov EP’ [exp(2 fo |A¢|?dt)] = exp(Kr/2) < +00 est satisfaite de sorte

que :
t 1 t

xper e (= [ Naw -} [pa). o<
0 0

Puisque dX?%" = —(a¥*") o, dW}, on a par identification et en se rappelant

la définition A = o’/ (o0”’) 1y

EP’

Qv = (O_O_/)—INXUM'.

Dans le cas général ot Kp n'est pas déterministe, le probleme dual (6.104)
définissant la probabilité martingale variance-optimale est un probleme de
controle stochastique qui peut étre étudié par les méthodes de la program-
mation dynamique ou les équations différentielles stochastiques rétrogrades.
Nous donnons des références dans le dernier paragraphe de ce chapitre.

6.5 Commentaires bibliographiques

Le théoreme de décomposition optionnelle des surmartingales a été
démontré initialement dans le cadre de processus de prix d’'Ito par El Karoui
et Quenez [ElkQ95]. Il a ensuite été généralisé pour des processus semimar-
tingales localement bornées par Kramkov [Kr96]. La version la plus générale
pour des semimartingales quelconques est due & Follmer et Kabanov [FoK98].
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L’approche duale pour le probleme de maximisation d’utilité a été formulée
initialement dans un cadre de marché complet par Pliska [Pli86], Karatzas,
Lehoczky et Shreve [KLS87] et Cox et Huang [CHS89]. Elle a ensuite été
étendue au cas des marchés incomplets pour des processus de prix d’Ito,
indépendamment par Karatzas et al [KLSX91] et He et Pearson [HeP91].
L’étude générale pour des processus de prix semimartingale et sous 1’hy-
potheése minimale d’élasticité asymptotique raisonnable est due a Kramkov
et Schachermayer [KS99], [KS01]. Notre présentation au paragraphe 6.3 re-
prend les idées principales de leurs travaux. Le cas de maximisation d’utilité
définie sur tout R, typiquement la fonction d’utilité exponentielle, est étudié
dans Delbaen et al. [DGRSSS02], Bellini et Frittelli [BF02] et Schachermayer
[Scha01].

Le critere de couverture quadratique a été introduit par Follmer et Son-
dermann [FoS86] dans le cas martingale. La méthode de résolution dans le
cas général de processus de prix semimartingale continue, présentée au pa-
ragraphe 6.4, est due & Gouriéroux, Laurent et Pham [GLP98]. Rheinldnder
et Schweizer [RhS97] ont proposé une autre approche de résolution en se
basant sur la décomposition dite de Follmer-Schweizer. Le résultat d’exis-
tence de la probabilité martingale variance-optimale (notion introduite par
Schweizer [Schw96]) équivalente & la probabilité initiale est due & Delbaen
et Schachermayer [DS96]. L’exemple dans le paragraphe 6.4.5 est inspiré de
Pham, Rheinlédnder et Schweizer [PRS98]. D’autres calculs explicites de la
probabilité martingale variance-optimale et du numéraire quadratique dans
des modeles a volatilité stochastique sont développés dans Laurent et Pham
[LP99] et Biagini, Guasoni et Pratelli [BGPO0O].
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Compléments d’intégration

On considere un espace de probabilité (2, F, P) et L' = L'(£2,F, P) est
I’ensemble des variables aléatoires intégrables.

A.1 Uniforme intégrabilité

Définition A.1.1 (Variables aléatoires uniformément intégrables)
Soit (f;)ier une famille de variables aléatoires dans L*. On dit que (fi)icr est
uniformément intégrable si

lim sup E[|f;[1)£,52] = 0.
x—-+00 icl

Notons que toute famille de variables aléatoires majorées en module par
une fonction intégrable fixe (en particulier, toute famille finie de variables
aléatoires dans L!) est uniformément intégrable.

Le théoreme suivant généralise le théoreme de convergence dominée.

Théoreme A.1.1 Soit (fn)n>1 une suite de variables aléatoires dans Lt
convergent p.s. vers une variable aléatoire f. Alors f est intégrable et la
convergence de (f,,) vers f a liew dans L' si et seulement si la suite (fy)n>1
est uniformément intégrable. Si les variables aléatoires f, sont positives, il
faut et il suffit que

lim E[f,] = E[f].

n—-+o0o
Le corollaire suivant est utilisé dans la preuve du théoreme 6.3.4.

Corollaire A.1.1 Soit (f,)n>1 une suite de variables aléatoires positives
bornée dans L', i.e. sup, E[f,] < +o0, convergent p.s. vers une variable
aléatoire positive f et telle que lim,_ 1o E[fn] = E[f] + 9§ avec § > 0.
Il existe alors une sous-suite (fn,)k>1 de (fn)n>1 €t une suite (Ag)r>1
d’ensembles disjoints deux & deux de (§2,F) telles que :
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)
E(fn1a,] > 5’ Vk > 1.

Preuve. On pose B, = {f, > (f +6) vV 1/0}. La suite (f,1o\B,)n>1 est
uniformément intégrable et converge p.s. vers f. Ceci implique que E[f,1\p, ]
converge vers E[f] et donc E[f,1p,] converge vers . Il existe donc N = N(J)

> 1 tel que

30
On pose ny = N. La suite (fn,1B,, )m>1 est uniformément intégrable et
converge p.s. vers 0. Il existe donc no > nq + 1 tel que
)
E[fnl 13”2} S Z

On pose alors Ay = B, \ By, de sorte que

NN IS

E[f’mlAl] 2 E[.fTuanl] - E[fnlanz] 2

La suite (fn,15, 18, )m>1 est uniformément intégrable et converge p.s. vers
0. Il existe donc ng > ny + 1 tel que

AR

E[fn2 anl UBW,S} <

On pose Az = By, \ (Bn, U By,) de sorte que Ay est disjoint de A; et

1)
E[fnzlAz] 2 5
On continue ainsi de suite, i.e. a I'étape k : la suite (fn, 1 x-15 1B, )m>1 est
i=1 ng -

uniformément intégrable et converge p.s. vers 0. Il existe donc ng41 > np + 1
tel que

é
J<°.

4

Elfn, 1uf;aniUBnk+1

On pose alors Ay, = B, \ (Uf;lani UB de sorte que Ay est disjoint de

Ai,igk—l,et

nk+1)

1)
O
Le théoreme suivant, di a la Vallée-Poussin, donne une condition pratique

pour montrer I'uniforme intégrabilité.
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Théoréme A.1.2 (La Vallée-Poussin)
Soit (fi)icr une famille de variables aléatoires. On a équivalence entre

(1) (fi)ier est uniformément intégrable

(2) Il existe une fonction ¢ définie sur Ry, positive, lim,_ o p(x)/z = 400
et telle que

sup Efp(| fi])] < +o0.
el

En pratique, on utilise surtout 'implication (2) = (1). Par exemple, en
prenant ¢(z) = 22, on a que toute famille de variables aléatoires bornée dans
L? est uniformément intégrable. On peut trouver les preuves des théorémes
A.1.1 et A.1.2 par exemple dans le livre de Doob [Do94].

A.2 Essentiel supremum d’une famille de variables
aléatoires

Définition A.2.2 (Essentiel supremum,)
Soit (f;)ier une famille de variables aléatoires réelles. L’essentiel supremum
de cette famille, notée esssup;c; f; est une variable aléatoires f telle que :
(a) fi < f p.s., pour touti € I
(b) Si g est une variable aléatoire vérifiant f; < g p.s., pour tout i € I, alors
[ <gps

Le résultat suivant est prouvé dans Neveu [Nev75].
Théoréme A.2.3 Soit (f;)ics une famille de variables aléatoires réelles.
Alors f = esssup,c; fi existe et est unique. De plus, si la famille (fi)ier

est stable par supremum, i.e. pour tout v,j dans I, il existe k dans I tel que
fiV fj = fu, alors il existe une suite croissante (f;, )n>1 dans (fi)ier vérifiant

f= lim T fi, Dp-s.

n—-+oo

On définit essentiel infimum d’une famille de variables aléatoires réelles
(fi)icr par : essinf;cr fi = —esssup;c;(—fi)-

A.3 Quelques théorémes de compacité en probabilité

Ce premier résultat de compacité bien connu est di & Komlos [Kom67].

Théoréme A.3.4 (Komlos)

Soit (fn)n>1 une suite de variables aléatoires bornée dans LY. Alors il existe
une sous-suite (fn, )k>1 de (fn)nen et une variable aléatoire f dans L' telle
que
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k
1
T E fn; = [ p-s. quand k tend vers linfini.
Jj=1

Le théoreme suivant de compacité dans LY (£2, F, P) est trés utile pour ob-
tenir des résultats d’existence dans les problemes d’optimisation en finance.
Il a été prouvé par Schachermayer, voir aussi I’appendice de Delbaen et
Schachermayer [DS94].

Théoréeme A.3.5 Soit (f,)n>1 une suite de variables aléatoires dans L(—)l-

Ny
k=n

Mefr, M\ € [0,1] et Zé\’;n Ak =1, telle que la suite (gn)n>1 converge p.s. vers
une variable aléatoire g & valeurs dans [0, +00].

(2, F, P). Alors il existe une suite g, € conv(fn, fnt1,--.), i-€. gn =



B

Considérations d’analyse convexe

Les références standard pour les rappels d’analyse convexe qui suivent sont
les livres de Rockafellar [Ro70] et Ekeland et Temam [ET74]. Pour les besoins
de ce livre, on se limitera essentiellement (sauf mention contraire) au cas dans
R?. On note R = R U {—o00, +0}.

B.1 Fonctions semicontinues, convexes

Etant donnée une fonction f de O ouvert de R? dans R, on définit les
fonctions fy et f*: O — R par :

fu(w) =liminf f(y) := liminf{f(y) :y € O,ly —a| <e}

f*(z) =Timsup f(y) := limsup{f(y) 1y € O,y —x| <e}.
y—w
Définition B.1.1 (Semicontinuité) B
Soit f une fonction de O ouvert de R* dans R. On dit que f est semiconti-
nue inférieurement (s.c.i.) si U'une des conditions équivalentes suivantes est
satisfaite :

(i) Ve flz) < limJirnff(xn), pour toute suite (zp)n>1 convergent
n—-+oo -
vers .

(i) VO, f(z) = fu(x).
(i) {x €O : f(x) <A} est fermé pour tout A € R.

On dit que f est semicontinue supérieurement (s.c.s.) si —f est semicontinue
inférieurement.

Notons que f est continue sur O si et seulement si f est semicontinue
inférieurement et supérieurement. La fonction f, est appelée enveloppe se-
micontinue inférieure de f : c’est la plus grande fonction s.c.i. minorant f.
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La fonction f* est appelée enveloppe semicontinue supérieure de f : c’est la
plus petite fonction s.c.s. majorant f.

Théoreme B.1.1 Une fonction s.c.i. (resp. s.c.s.) atteint son minimum
(resp. mazimum) sur tout compact.

Etant donné un sous-ensemble convexe C de F espace vectoriel, on rappelle
qu'une fonction f de C' dans R est dite convexe si pour tout =,y € C, X €
0,1], fOAz+ (1 —N)y) < Af(z) + (1 — A)f(y). On dit que f est strictement
convexe sur C' si pour tous z,y € C,z £y, A € ]0,1[, f(Az+(1-N)y) < Af(x)
+ (1—=X)f(y). On dit que f est (strictement) concave si —f est (strictement)
convexe.

Le théoréme minimax suivant est démontré dans Strasser [Str85], théoreme

45.8.

Théoréeme B.1.2 (Minimaz)

Soit X un sous-ensemble convere de E espace vectoriel normé et compact
pour la topologie faible o(E,E") et Y un sous-ensemble convexe d’un espace
vectoriel. Soit f : X x Y — R une fonction satisfaisant :

(1) x — f(x,y) est continue et concave sur X pour touty € Y
(2)y — f(z,y) est convexe sur Y pour tout x € Y.
Alors on a

sup inf f(z,y) = inf su z,Y).
megyeyf( y) yeymegf( y)

Dans la suite, on se limitera au cas E = R?. Etant donnée une fonction
convexe f de R? dans R, on définit son domaine

dom(f) = {z € R : f(z) < 400},

qui est un ensemble convexe de R?. On dit quune fonction convexe f de R?
dans R est propre si elle ne prend jamais la valeur —oo et si dom(f) # 0.
On a le résultat suivant de continuité des fonctions convexes.

Proposition B.1.1 Une fonction convexe propre de R% dans R est continue
sur Uintérieur de son domaine.

On s’intéresse a la différentiabilité des fonctions convexes.

Définition B.1.2 (Sous-différentiel) B

FEtant donnée une fonction conveze f de R* dans R, on appelle sous-
différentiel de f en x € R?, et on note Of (x), l'ensemble des vecteurs y de R?
tel que :

f(x)+y.(z —z) < f(z), VzeRL
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Proposition B.1.2 Soit f une fonction conveze de R? dans R.
(1) Si f est finie et continue en x € R? alors Of (z) # 0.

(2) f est finie et différentiable en x € R de gradient D f(x) si et seulement
si Of (x) est réduit a un singleton et dans ce cas df(x) = {Df(x)}.

B.2 Transformée de Fenchel-Legendre

Définition B.2.3 (Fonctions polaires)
FEtant donnée une fonction f de R? dans R, on appelle fonction polaire (ou
conjuguée) de f la fonction f de R? dans R définie par :

fly) = sup [zy — f(x)], yeR™
reRd

Lorsque f est convexe, on dit aussi que f est la transformée de Fenchel-
Legendre de f. Il est clair que dans la définition de f, on peut se limiter dans
le supremum aux z dans le domaine de f. La fonction polaire f est défini
comme le supremum point par point = des fonctions affines y — z.y — f(x).
C’est donc une fonction convexe sur R,

On peut également définir la fonction polaire d’une fonction polaire. On a
le résultat de bipolarité suivant :

Théoréme B.2.3 (Fenchel-Moreau) B B
Soit f une fonction convexe propre s.c.i. de R? dans R et f sa transformée
de Fenchel-Legendre. Alors

f(x) = sup {x-y—f(y)}7 z € R%.

y€ERd
On établit le lien entre différentiabilité et fonctions polaires.

Proposition B.2.3 Soit f une fonction convexe propre s.c.i. de R? dans R
et f sa transformée de Fenchel-Legendre. Alors pour tout x,y € R%, on a les
équivalences suivantes :

yedf(z) = wedfly) < flo)=zy— [y

Proposition B.2.4 Soit f une fonction convexe propre s.c.i. de R? dans
R, strictement convere sur int(dom(f)). Alors sa transformée de Fenchel-
Legendre f est différentiable sur int(dom(f)). Si de plus, f est différen-
tiable sur int(dom(f)) alors le gradient de f, Df, est une bijection de
int(dom(f)) surint(dom(f)) avec Df = (Df)~" et f est strictement convexe

sur int(dom(f)).
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B.3 Exemple dans R

Dans le chapitre 6, section 6.3, on rencontre la situation suivante. On a
une fonction u : )0, +oo[ — R, croissante, concave sur |0, +oco[ et on considere
la fonction @ : 0, +o00[ — RU {+oo} définie par

a(y) = it;g[U(w) —axyl, y>0.

@ est une fonction décroissante, convexe sur |0,4oc[ et on note dom(a) =
{y > 0 : 0(y) < +oo}. La proposition suivante collecte certains résultats
utilisés dans la section 6.3.

Proposition B.3.5 On a la relation de conjugaison

u(z) = ;I;%[ﬂ(y) +zy], = >0, (B.1)

et

4(0) :=lima(y) = u(+o00) := lim wu(x).

yl0 @ =+oo

Supposons que u est strictement concave sur |0,+o0o[. Alors @ est dérivable
sur int(dom(w)). Si de plus, l'une des deuz conditions équivalente suivante :

(i) u est dérivable sur ]0,+o0]
(ii) @ est strictement convexe sur int(dom())

est satisfaite, alors la différentielle v’ est une bijection de ]0,+oo[ sur int
(dom(w)) # 0. avec I := (u')~' = —i' et on a

u(y) = u(l(y)) —yl(y), Vye int(dom(a)).
Finalement, sous les conditions supplémentaires
u'(0) = o0 et u'(+00) =0, (B.2)
on a int(dom(i)) = dom(a) = 10, +o0].

Preuve. La fonction u étant concave et finie sur ]0, +o0], elle est & croissance
linéaire. On en déduit clairement que dom(a) # () et que son intérieur est de
la forme :

int(dom(a)) = Jyo, +00],

ol yo = inf{y >0 : a(y) < +oo}.

Notons que u(+00) existe dans R par croissance de u sur ]0,+oo[. De
méme %(0) existe dans R. D’apres la définition de @, on a a(y) > u(z) — zy
pour tous z,y > 0, d’ott 'on déduit @(0) > u(+00). D’autre part, on a pour
tout y > 0, 4(y) < sup,~ou(x) = u(+o0) par croissance de u. Ceci prouve
que 4(0) = u(+00).
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Considérons la fonction f de R dans R définie par :

—u(z), © >0

flo) = { 400, = <0.

f est une fonction convexe s.c.i., propre sur R et int(dom(f)) = ]0,+o0[. Sa
transformée de Fenchel-Legendre est donnée par

f(y) = suplzy — f(x)] = suplzy + u(z)], yeR.
z€R x>0

Lorsque y < 0, on a par définition de , f(y) = u(—y). Lorsque y > 0, on a par
la croissance de u, f(y) > Awoy + u(xo) pour tout A > 1 et 29 > 0 fixé. Ceci
prouve que f(y) = +oo pour y > 0. Pour y = 0, on a f(0) = sup,-qu(zr) =
u(+00) = 4(0). On a donc

3 _ ﬂ‘(fy)v y < 0
f(y)_{—l—oo,y>0,

et int(dom(f)) = —int(dom(@)) = ] — co, —yo[. D’apres le théoréme B.2.3 de
bipolarité, on a alors pour tout z € R :

f(x) = sup[ry — f(y)] = suplzy — a(—y)]
y€ER y<0

= sup[—zy —a(y)] = — inf[zy +a(y)].
y>0 y>0
On en déduit en particulier pour z > 0 la relation (B.1).

De plus, si u est strictement concave sur |0, +o00[ alors f est strictement
convexe sur int(dom(f)). D’apres la proposition B.2.4, f est alors dérivable
sur int(dom(f)), i.e. @ est dérivable sur int(dom(a)).

L’équivalence des conditions (%) et (i) de la proposition vient de I’équiva-
lence entre

(i) f est dérivable sur int(dom(f))

(ii’) f est strictement convexe sur int(dom(f)).

Ceci est en effet une conséquence de la proposition B.2.4 appliquée d'une part
a feta f quiest aussi convexe, propre et s.c.i. sur R. Sous I'une de ces condi-

tions, on a alors que f’ est une bijection de int(dom(f)) sur int(dom(f)) avec
()=t = f" et d’apres la proposition B.2.3, on a pour tout y € int(dom(f)) :

Fly) =2y — f(2) ob x=F(y), le.y=f(2).

Ceci montre les relations voulues sur u et .
Finalement sous les conditions (B.2), 'image de ]0, +oo[ par f’ est | — oo,

0] = int(dom(f)) ce qui signifie que int(dom(w)) = |0, +o00[ = dom(a). O
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