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Avant-propos

Les mathématiques financiéres se sont beaucoup développées depuis la premiere
édition de ce livre. Pour cette nouvelle édition, nous n’avons pas cherché a étre ex-
haustifs sur toutes les contributions récentes mais nous avons choisi quelques tech-
niques ou concepts qui pouvaient étre inclus sans exiger de longs développements
mathématiques. Ceci a été fait, en partie, par 1’addition de nouveaux exercices. Les
principales modifications concernent :

— des compléments bibliographiques, en particulier sur les marchés incomplets

— des compléments sur les modeles discrets (approche de Rogers pour le
Théoréme Fondamental de I’Evaluation des Actifs Financiers, sur-réplication
en marché incomplet, voir chapitre 1 exercices 1 et 2),

— la notion de volatilité locale et la formule de Dupire (voir chapitre 4),

— les techniques de changement de numéraire et de mesure “forward” (voir cha-
pitres 1 et 6),

— le modéle “forward LIBOR” (ou modele BGM, voir chapitre 6),

— un nouveau chapitre sur la modélisation du risque de crédit,

— une extension du chapitre traitant de la simulation incluant des illustrations
numériques des techniques de couvertures, de réduction de variance, etc.

Nous souhaitons remercier, outre les personnes citées dans 1’introduction, un cer-
tain nombre de collegues dont les suggestions ont été utiles a cette nouvelle édition.
Nous sommes, tout particuli¢rement, reconnaissants a8 Marie-Claire Quenez, Benja-
min Jourdain, Philip Protter, Marc Yor (qui nous a inspiré 1’exercice 18 lié a une
erreur de la premiére édition) et, pour le chapitre sur le risque de crédit, a Monique
Jeanblanc et Rama Cont (dont les cours nous ont introduits a ce nouveau sujet) et a
Aurélien Alfonsi.

Nous remercions enfin les collegues qui nous ont signalé des erreurs et des co-
quilles. I1 en reste hélas sfirement et nous espérons que les lecteurs de cette nouvelle
édition voudront bien nous les signaler.
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Introduction

Le but de ce livre est de fournir une introduction aux techniques probabi-
listes nécessaires a la compréhension des modeles financiers les plus courants.
Les spécialistes de la finance ont en effet recours, depuis des années, a des outils
mathématiques de plus en plus sophistiqués (martingales, intégrale stochastique,...)
pour la description de phénomenes et la mise au point de méthodes de calcul.

En réalité, I’intervention du calcul des probabilités en modélisation financiére
n’est pas récente : c’est en tentant de batir une “théorie de la spéculation” que Ba-
chelier (1900) a découvert, au début du siecle dernier, I’objet mathématique appelé
aujourd’hui “mouvement brownien”. Mais elle a pris une dimension nouvelle a par-
tir de 1973, avec les travaux de Black-Scholes et Merton (Black et Scholes (1973),
Merton (1973)) sur I’évaluation (pricing en anglais) et la couverture (hedging) des
options. Depuis, tandis que se développaient les marchés d’options, les méthodes de
Black, Scholes et Merton ont été perfectionnées, tant au niveau de la généralité que
de la clarté et de la rigueur mathématique, et la théorie parait suffisamment avancée
pour tenter de la rendre accessible a des étudiants.

Le probléme des options

Notre exposé est principalement centré sur le probleme des options, qui a été le
moteur de la théorie et reste 1’exemple le plus frappant de la pertinence des méthodes
de calcul stochastique en finance. Une option est un titre financier donnant & son
détenteur le droit, et non I’obligation d’acheter ou de vendre (selon qu’il s’agit d’une
option d’achat ou de vente) une certaine quantité d’un actif financier a une date
convenue et a un prix fixé d’avance. La description précise d’une option se fait a
partir des éléments suivants :

— la nature de ’option : on parle, suivant la terminologie anglo-saxonne, de call

pour une option d’achat et de put pour une option de vente ;

— lactif sous-jacent, sur lequel porte ’option : dans la pratique, il peut s’agir

d’une action, d’une obligation, d’une devise etc.

— le montant, c’est-a-dire la quantité d’actif sous-jacent a acheter ou a vendre ;

— I’échéance ou date d’expiration, qui limite la durée de vie de I’option : si

I’option peut étre exercée a n’importe quel instant avant I’échéance, on parle
d’option américaine, si 1’option ne peut étre exercée qu’a I’échéance, on parle
d’option européenne ;
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— le prix d’exercice qui est le prix (fixé d’avance) auquel se fait la transaction en
cas d’exercice de I’option.
L’ option elle-mé&me a un prix, appelé prime. Lorsque I’option est cotée sur un marché
organisé, la prime est donnée par le marché. En I’absence de cotation, le probleme
du calcul de la prime se pose. Et, méme pour une option cotée, il peut &tre intéressant
de disposer d’une formule ou d’un modele permettant de détecter d’éventuelles ano-
malies de marché.

Examinons, pour fixer les idées, le cas d’un call européen, d’échéance 7', sur une
action dont le cours a la date ¢ est donné par S;. Soit K le prix d’exercice. Il est clair
que si, a I’échéance T, le prix K est supérieur au cours St, le détenteur de 1’option
n’a pas intérét a exercer. En revanche, si St > K, I’exercice de I’option permet a
son détenteur de faire un profit égal 8 ST — K en achetant I’action au prix K etenla
revendant sur le marché au cours St. On voit qu’a ’échéance, la valeur du call est
donnée par la quantité

(ST - K)+ = max(ST - K, 0).

Pour le vendeur de I’option, il s’agit, en cas d’exercice, d’étre en mesure de fournir
une action au prix K, et, par conséquent, de pouvoir produire a I’échéance une ri-
chesse égale 4 (St — K)+. Au moment de la vente de I’option, que nous prendrons
comme origine des temps, le cours St est inconnu et deux questions se posent :

1. Combien faut-il faire payer a I’acheteur de I’option, autrement dit comment
évaluer a I'instant ¢ = 0 une richesse (St — K')+ disponible 2 la date T"? c’est
le probleme du pricing.

2. Comment le vendeur, qui touche la prime a I’instant O parviendra-t-il a pro-
duire la richesse (St — K)4 aladate T'? C’est le probleme de la couverture.

La notion d’arbitrage et la relation de parité call-put

La réponse aux deux questions qui précedent ne peut se faire qu’a partir d’un
minimum d’hypothéses de modélisation. L’hypothese de base, retenue dans tous les
modeles, est que, dans un marché suffisamment fluide, il n’y a pas d’opportunité
d’arbitrage, c’est-a-dire qu’il est impossible de faire des profits sans prendre des
risques. Nous traduirons cette hypothese en termes mathématiques dans le chapitre 1.
Pour I’instant, nous nous contenterons de montrer comment, a partir de cette simple
hypothese, on peut établir des relations entre les prix d’un call et d’un put européen
de méme échéance T et de méme prix d’exercice K, sur une action de cours S; a
I’instant t. Nous supposerons qu’il est possible d’emprunter ou de placer de I’argent
a un taux constant 7.

Désignons par C; et P, les prix respectifs du call et du put a I’instant ¢. En
I’absence d’opportunité d’arbitrage, on a la relation suivante, valable a tout instant
t < T et appelée “relation de parité call-put”,

Ct — IDt = St - Ke“’(T_t).
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Pour faire comprendre la notion d’arbitrage, montrons comment on pourrait réaliser
un profit sans risque si on avait, par exemple,

Ct -P >S5 - Ke"r(T"t).

A Tinstant ¢, on achete une action et un put et on vend un call. Cette opération
dégage, a I’instant ¢ un profit net égal a

Ct —Pt —St.

Si cette quantité est positive, on la place au taux r jusqu’a la date 7', sinon, on ’em-
prunte au méme taux. A la date 7', deux cas peuvent se présenter :
— ST > K : alors, le call est exercé, on livre I’action, on encaisse la somme K
et on solde I’emprunt ou le prét, de sorte qu’on se retrouve avec une richesse
égale A K +e"T—Y(C; — P, — S;) > 0. Le terme e” (T~ vient du fait que r
est un taux d’intérét instantané.
— St < K : alors, on exerce son put et on solde comme précédemment, de sorte
qu’on se retrouve encore avec une richesse égale a K +e" (T~ (C;,—P,—S;) >
0.
Dans les deux cas, on a réalisé un profit positif sans mise de fond initiale : c’est
un exemple d’arbitrage.
On trouvera de nombreux exemples de relations d’arbitrage telles que la relation
de parité ci-dessus dans le livre de Cox et Rubinstein (Cox et Rubinstein (1985)).
Nous ne passerons pas en revue toutes ces relations d’arbitrage, mais nous montre-
rons comment on peut caractériser mathématiquement les marchés ou il n’y a pas
d’arbitrage.

Le modele de Black-Scholes et ses extensions

Si les raisonnements par arbitrage fournissent de nombreuses relations
intéressantes, ils ne sont pas suffisants pour obtenir des formules de prix. Pour cela,
on a besoin de modéliser de fagon plus précise 1’évolution des cours. Black et Scholes
ont été les premiers a proposer un modéle conduisant a une formule explicite pour le
prix d’un call européen sur une action ne donnant pas de dividendes et & une stratégie
de gestion qui, dans le cadre du modele, permet au vendeur de 1’option de se couvrir
parfaitement, c’est-a-dire d’éliminer totalement le risque. Le prix du call est, dans le
modele de Black-Scholes, la somme d’argent dont on doit disposer initialement pour
pouvoir suivre la stratégie de couverture et produire ainsi exactement la richesse
(St — K) 4+ al’échéance. De plus, la formule obtenue ne dépend que d’un paramétre
non directement observable sur le marché et appelé volatilité par les praticiens.

C’est le recours a la notion d’intégrale stochastique pour exprimer les gains et les
pertes dans les stratégies de gestion de portefeuille qui permet d’utiliser le calcul sto-
chastique et, en particulier, la formule d’It6, et conduit & des expressions calculables.
De nombreuses extensions des méthodes de Black et Scholes ont été développées ces
derniéres années. Nous nous efforcerons, a partir d’une étude approfondie du modele
de Black-Scholes sous sa forme la plus simple, de donner au lecteur les moyens de
comprendre ces diverses extensions.
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Plan du livre

Les deux premiers chapitres sont consacrés a I’étude des modeles discrets. On
y voit le lien entre la notion mathématique de martingale et la notion économique
d’arbitrage, la notion de marché complet et I’évaluation des options dans le cadre
des marchés complets. Le formalisme adopté est celui de Harrison et Pliska (1981),
dont nous avons repris I’essentiel des résultats dans le chapitre 1, en prenant comme
exemple le modele de Cox-Ross-Rubistein (1976). Le chapitre 2 traite des options
américaines a I’aide de la théorie de I’arrét optimal a temps discret qui releve de
méthodes élémentaires et contient toutes les idées a transposer a temps continu.

Le chapitre 3 introduit le lecteur aux principales notions de calcul stochastique
utilisées dans le modele de Black-Scholes, qui est étudié en détail au chapitre 4. Ce
modele donne, pour les options européennes, des formules explicites. Mais, pour
traiter les options américaines ou faire des calculs dans des modeles plus sophis-
tiqués, on doit avoir recours a des méthodes numériques fondées sur le lien entre
évaluation des options et équations aux dérivées partielles : ces questions font I’objet
du chapitre 5.

Le chapitre 6 est une introduction assez succincte aux principaux modeles de
taux d’intérét et le chapitre 7 examine les problemes d’évaluation et de couverture
des options dans le cadre de modeles avec sauts tres simples. Dans ces modeles, il
n’y a plus de couverture parfaite des options, mais seulement une couverture op-
timale en un sens a préciser. De tels modeles, moins optimistes que le modele de
Black-Scholes, semblent souvent rendre mieux compte de la réalité des marchés. Le
chapitre 8 est une introduction a la modélisation du risque de crédit.

Enfin, pour permettre aux étudiants d’appliquer la théorie de fagon plus concrete,
nous avons inclu un chapitre sur la simulation des modeles financiers et ’usage qu’on
peut faire de ’informatique dans les questions d’évaluation et de couverture des
options. On trouvera également, dans chaque chapitre un certain nombre d’exercices
ou de probleémes.

Ce livre n’est qu’une introduction a un domaine qui a déja suscité une abon-
dante littérature. Les indications bibliographiques données a la fin de certains cha-
pitres suggerent au lecteur des pistes de lectures complémentaires sur les sujets
traités. Mais certains aspects importants des mathématiques de la finance ne sont
pas abordés, notamment les questions d’optimisation et les problemes d’équilibre,
pour lesquels on pourra se reporter a Duffie (1988).

La lecture de ce livre suppose de bonnes connaissances en probabilités. Nous
conseillons les livres de Dudley (1989) ou de Williams (1991) ou encore le livre
en frangais Bouleau (1986) dont les sept premiers chapitres correspondent aux
pré-requis a la lecture de ce livre. Cependant, nous avons placé quelques rappels
mathématiques en appendice.

Remerciements

Ce livre est issu d’un cours enseigné a I’Ecole Nationale des Ponts et Chaussées
depuis 1988. La mise en ceuvre de ce cours n’aurait pas été possible sans les encou-
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ragements de N. Bouleau. Sous son impulsion, le CERMA (centre de mathématiques
appliquées de ’E.N.P.C.) s’était engagé dans I’étude des modeles financiers des
1987, avec le soutien de la Banque Indosuez, et, plus récemment, de la Banque In-
ternationale de Placement.

Nous avons bénéficié, depuis, de discussions nombreuses et stimulantes avec G.
Pages, ainsi qu’avec d’autres chercheurs du CERMA, en particulier O. Chateau et G.
Caplain. Un certain nombre de collégues ont bien voulu lire les premiéres versions de
notre travail et nous faire part de leurs remarques, tout particulierement : S. Cohen,
O. Faure, C. Philoche, M. Picqué, X. Zhang. Enfin, nous remercions les collégues
de P'université ou de I'LN.R.I.A. qui nous ont aidés de leurs conseils ou de leurs
encouragements : N. El Karoui, T. Jeulin, J.F. Le Gall, D. Talay.






Chapitre 1

Modeles discrets

Le but de ce chapitre est de présenter les principales idées de la théorie des op-
tions dans le cadre mathématiquement treés simple des modeles discrets. Nous y re-
prenons essentiellement la premiére partie de Harrison et Pliska (1981). Le modele
de Cox-Ross-Rubinstein est présenté en fin de chapitre sous forme de probleme cor-
rigé, pour illustrer la théorie de fagon plus concreéte.

1.1 Le formalisme des modéeles discrets

1.1.1 Les actifs financiers

Un modele de marché financier discret est construit sur un espace probabilisé fini
(Q, F,P), muni d’une filtration, c’est-a-dire d’une suite croissante de sous-tribus de
F : Fo, F1,...,Fn. Latribu F, représente I’information disponible a I’instant n et
est appelée tribu des événements antérieurs a l'instant n. L’horizon N sera le plus
souvent, dans la pratique, la date d’échéance des options.

On supposera, dans la suite, que Fo = {0,Q}, Fv = F = P(Q), ot P(Q)
désigne I’ensemble des parties de I’ensemble fini 2, et que P({w}) > 0, pour tout
w € ). Le fait de travailler sur un espace de probabilité fini permet d’éviter cer-
taines difficultés techniques : par exemple, toutes les variables aléatoires réelles sont
intégrables.

Le marché est constitué de (d+ 1) actifs financiers, dont les prix a I’instant n sont
donnés par des variables aléatoires SO, S}, ..., S¢, a valeurs strictement positives,
mesurables par rapport a la tribu F,, (les investisseurs ont connaissance des cours
actuels et passés, mais pas des cours futurs). Le vecteur S,, = (Sg,S,ll, e ,S,‘f)
est le vecteur des prix a I’instant n. L’actif numéroté 0 est ’actif sans risque et on
pose, par convention, S = 1. Si le taux d’intérét des placements sans risque sur
une période est constant et égal a r, on a SO = (1 + r)". Le coefficient 3, = 1/59
apparait comme le coefficient d’actualisation : c’est la somme d’argent qui, investie
a I’instant 0 dans I’actif sans risque, permet de disposer de 1 euro a I’instant n (si on
compte les prix en euros). Les actifs numérotés de 1 a d sont appelés actifs risqués.

15
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1.1.2 Les stratégies

Une stratégie de gestion est définie par un processus (simplement une suite dans
le cas discret) aléatoire

¢ = ((¢97.> ¢'}w ceey ¢7dz))0SnSN

a valeurs dans R%+1, donnant a chaque instant n les quantités ¢?, des divers actifs,
détenues en portefeuille. On impose a la suite ¢ d’étre prévisible au sens suivant :

@% est Fo-mesurable

Vie{o,l,...,d}{

et,pourn > 1, ¢¢ est F,,_1-mesurable.
La signification de cette hypothése est la suivante. Le portefeuille a la date n

(CX Ny

est constitué au vu des informations disponibles a la date (n — 1) et conservé tel quel
au moment des cotations de la date n.
La valeur du portefeuille a I’instant n est donnée par le produit scalaire

d
Vn(¢) = ¢nSn = ZQS:LS;
=0

Sa valeur actualisée est

I777,((;5) = ﬂn(¢nsn) = ¢n‘§n>

ol B, = 1/8% et S, = (1,8,5L,...,B,59) est le vecteur des prix actualisés
des actifs. Considérer les prix actualisés revient a considérer le prix de I’actif sans
risque comme numéraire (voir I’exercice 3 pour une introduction aux techniques de
changement de numéraire).

On dira qu’une stratégie est auto-financée si la relation suivante est vérifiée pour
toutn € {0,1,...,N —1}:

¢nSn = ¢n+1-Sn~

Cette égalité s’interpréte de la fagon suivante : a ’instant n, aprés avoir pris connais-
sance des cours 52, - - - , S, ’investisseur réajuste son portefeuille pour le faire pas-
ser de la composition ¢,, a la composition ¢, 41, le réajustement se faisant aux cours
de la date n, en réinvestissant la valeur totale du portefeuille et rien de plus. Il n’y a
donc ni apports, ni retraits de fonds (en particulier, il n’y a pas de consommation).

Remarque 1.1.1 L’égalité ¢,,.S, = ¢n41.5, est évidemment équivalente 2 :
¢n+1-(Sn+1 - Sn) = ¢n+l~Sn+l - ¢nSn>

ou encore a

Vn+1(¢) - Vn(¢) = ¢n+l-(Sn+1 - Sn)*
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A Tinstant n + 1, la valeur du portefeuille est ¢,41.5,+1 et la différence
On+1-Snt1 — Pnt1.Sn représente le gain (net) di a la variation des cours entre
les instants n et n 4 1. Une stratégie auto-financée est donc une stratégie pour la-
quelle les variations de valeur du portefeuille viennent uniquement des gains dus a
I’agitation des cours.

La proposition suivante permet de préciser cette remarque en termes de quantités
actualisées.

Proposition 1.1.2 Les conditions suivantes sont équivalentes.
(i) La stratégie ¢ est auto-financée.
(i) Pourtoutn € {1,...,N},

Va(®) = Vo(9) + ) 85 - AS;,

J=1

on AS; est le vecteur S; — S;_1.
(iii) Pourtoutn € {1,...,N},

Va(9) = Vo(o) + ) ¢; - AS;,

j=1
ou ASJ est le vecteur Sj - S‘j-l = ,Bij — ,Bj_lSj_l.

Démonstration. 1’équivalence entre (i) et (ii) résulte de la Remarque 1.1.1.
L’équivalence entre (i) et (iii) s’obtient en remarquant que ¢,,.Sp = Pn+1.Sn i
et seulement si ¢,,.S, = Ppnit1-Sn- O

Cette proposition montre que, pour toute stratégie auto-financée, la valeur actua-
lisée (et, donc, la valeur tout court) du portefeuille est complétement déterminée par
la richesse initiale et le processus (2, ..., ¢%)o<n<n des quantités d’actifs risqués
détenues au cours du temps. Cela vient simplement du fait que AS';’ = 0, pour
j € {0,... N}. Plus précisément, on peut énoncer la proposition suivante.

Proposition 1.1.3 Pour tout processus prévisible ((¢L,...,82))o<n<n @ valeurs
dans R® et pour toute variable Vy Fo-mesurable, il existe un unique processus
prévisible (¢9)o<n<n tel que la stratégie ¢ = (¢°,¢%,...,¢%) soit auto-financée

et de valeur initiale V.

Démonstration. La condition d’auto-financement entraine
0 181 dad

¢n+¢nsn+"'+¢nsn

n
oty (¢}AS'; ot ¢?AS’;’) ,

=1

Va(9)

Il

Il
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ce qui détermine @#2. La seule chose a vérifier est la prévisibilité de ¢°, qui résulte
immédiatement de 1’égalité

n—1
% = Vot (3a8H+- - +¢ia5])
ji=1

+ <¢; (—55_1) Foo gl (—S‘,‘f_l)) .

1.1.3 Stratégies admissibles et arbitrage

Nous n’avons pas imposé de condition sur le signe des quantités ¢. Dire que
#° < 0 signifie qu’on a emprunté a quantité |#2| sur le marché des placements sans
risque. Dire que ¢}, < 0, pour un ¢ > 1, c’est dire qu’on a des dettes libellées en
actif risqué (par suite de ventes a découvert). Les emprunts et les ventes a découvert
sont donc permis, mais nous imposerons a la valeur du portefeuille d’étre positive ou
nulle a tout instant.

Définition 1.1.4 Une stratégie ¢ est dite admissible si elle est auto-financée et si
Va(¢) > 0 pour toutn € {0,1,...,N}.

L’investisseur doit donc étre en mesure de rembourser ses emprunts a tout instant. La
notion d’arbitrage (réalisation d’un profit sans prendre de risque) est alors formalisée
de la fagon suivante.

Définition 1.1.5 Une stratégie d’arbitrage est une stratégie admissible de valeur ini-
tiale nulle et de valeur finale non nulle.

En d’autres termes, un arbitrage part d’une richesse initiale nulle, maintient une ri-
chesse positive au cours du temps, et parvient a une richesse finale qui est strictement
positive avec probabilité non nulle. La plupart des modeles excluent toute possibilité
d’arbitrage et ’objet de la section suivante est de donner une caractérisation de ces
modeles grace a la notion de martingale.

1.2 Martingales et arbitrages

Avant d’établir le lien entre martingales et arbitrage, nous allons définir la notion
de martingale sur un espace de probabilité fini. Pour cela, I’'usage de 1’espérance
conditionnelle par rapport a une sous-tribu est indispensable, et nous renvoyons a
1I’appendice pour un exposé des principales propriétés de cet outil.

1.2.1 Martingales et transformées de martingales

Dans cette section, on considére un espace de probabilité fini (Q, F,P), avec
F = P(Q) et, pour tout w € Q,P({w}) > 0, muni d’une filtration (F,)o<n<n
(sans supposer Fy = F, ni Fo = {0,Q}). Une suite (X, )o<n<n de variables
aléatoires est dite adaptée a la filtration si, pour tout n, X,, est F,,-mesurable.
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Définition 1.2.1 Une suite adaptée (M, )o<n<n de variables aléatoires réelles est
une

o martingale si E(M,41|F,) = M, pour toutn < N — 1;

o sur-martingale si E(Mp41|F,) < M, pour toutn < N — 1;

o sous-martingale si E(M,,41|F,) > M, pour toutn < N — 1.

Ces définitions s’étendent aux vecteurs aléatoires : on dit par exemple qu’une suite
(Mpy)o<n<n de variables aléatoires a valeurs dans R? est une martingale si chacune
des coordonnées du vecteur M, est une martingale réelle.

Dans un contexte financier, dire que le cours (S%)o<n<n de Iactif  est une
martingale revient a dire que, a tout instant n, la meilleure estimation (au sens des
moindres carrés) que 1’on puisse faire de S, 11, a partir des informations disponibles
a la date n, est donnée par .S,.

Les propriétés suivantes, qui se déduisent aisément de la définition qui précede,
constitueront pour le lecteur de bons exercices de maniement de I’espérance condi-
tionnelle.

1. (My)o<n<n est martingale si et seulement si

E(Mp4,|F,) = M, Vj>0.

2. Si (Mp)r>0 est une martingale, on a, pour tout n, E(M,) = E(Mj).
3. La somme de deux martingales est une martingale.

4. On a évidemment des propriétés analogues pour les sur-martingales et les
sous-martingales.

Définition 1.2.2 Une suite adaptée (Hy)o<n<n de variables aléatoires est dite
prévisible si, pour tout n > 1, H, est F,,_;-mesurable.

Proposition 1.2.3 Soit (My,)o<n<n une martingale et (Hyp)o<n<N une suite
prévisible par rapport a la filtration (Fp,)o<n<n. On pose AM, = M, — M,_,.
La suite (X,,)o<n<n définie par

Xo = HoMy
Xn HoMy + HiAM; + ---+ H,AM,, pourn > 1,

est une martingale par rapport a (Fp)o<n<N-

La suite (X,,) est parfois appelée transformée de la martingale (M,) par la suite
(Hy). Une conséquence de cette proposition et de la Proposition 1.1.2 est que, dans
les modeles financiers ou les prix actualisés des actifs sont des martingales, toute
stratégie auto-financée conduit a une valeur finale actualisée égale, en moyenne a la
richesse initiale.
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Démonstration. 1l est clair que (X,,) est une suite adaptée. De plus, pour n > 0,
ona

]E(Xn+1 - anfn)
= IF:(I{71+1(]Mn+1 - Mn)lfn)
= HppiE(Mpy1 — My|Fy) car Hyy g est Frp-mesurable
0.
D’ou
]E(Xn+1’fn) = ]E(anfn) = Xn’
ce qui prouve que (X,,) est une martingale. O

La proposition suivante donne une caractérisation des martingales qui nous sera utile
par la suite.

Proposition 1.2.4 Une suite adaptée de variables aléatoires réelles (My,) est une
martingale si et seulement si pour toute suite prévisible (Hy,), on a

N
E (Z HnAMn) =0.

n=1

Démonstration. Si (M) est une martingale, il en est de méme, par la Proposi-
tion 1.2.3, de la suite (X, ) définie par Xo = Oet,pourn > 1, X,, = Z;‘zl H;AMj,
pour toute suite prévisible (H, ). On a donc E(X ) = E(Xy) = 0. Réciproquement,
on remarque que si j € {1,..., N}, a tout événement A € F;, on peut associer la
suite prévisible (Hy,) définie par H, = 0 pourn # j + 1 et Hj 1 = 14. Il est clair

que la suite (H,,) est prévisible et 1’égalité E (217:1 HnAMn) = 0 donne
E(1a(Mj41 — M;)) =0,

et par conséquent E(Mj 11| F;) = M;. O

1.2.2 Marchés financiers viables

Nous revenons aux modeles de marchés discrets introduits dans la Section 1.1.

Définition 1.2.5 On dit que le marché est viable s’il n’existe pas de stratégie d’arbi-
trage.

Le théoréme suivant est appelé en anglais Fundamental Theorem of Asset Pri-
cing.

Théoréme 1.2.7 Le marché est viable si, et seulement si, il existe une probabilité P*
équivalente' a P sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des martingales.

IRappelons que deux probabilités P; et P sont équivalentes si et seulement si, pour tout événement
A,onaP;(A) =0 & P2(A) = 0. Ici, P* équivalente a Psignifie que, pour toutw € Q, P*({w}) > 0.



1.2 Martingales et arbitrages 21

Pour montrer que 1’absence d’opportunité d’arbitrage implique 1’existence d’une
probabilité équivalente a IP sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des mar-
tingales, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 1.2.6 Si le marché est viable, pour tout processus prévisible (¢, ..., ¢%) a
valeurs dans R?, on a

N
Z; (¢;A§; Fot ¢;!A§;?) ¢T.
J:

ou I désigne I’ensemble des variables aléatoires X positives telles que

P(X > 0) > 0.

Démonstration.  Au processus prévisible ¢ = (. 1. ..., ¢2),associons le processus
G(¢) = (Gn(9',...,8%))o<n<n défini par

n

3 (¢]1-A5'} oot ¢;—‘AS;?) .

=1

Ga(9)

I

Supposons que G (¢) € T, et montrons qu’alors le marché n’est pas viable.

Remarquons que G(¢) est le processus des gains actualisés cumulés dans toute
stratégie auto-financée dont le portefeuille de date n contient les quantités d’ac-
tifs risqués ¢L,..., ¢2. D’aprés la Proposition 1.1.3, il existe un (unique) proces-
sus (¢9) tel que la stratégie ¢ = (¢°,¢) = (43, 4%, ...,¢2%)) soit auto-financée
de valeur initiale nulle. On a alors G, (¢) = V,(¢) pour tout n, et si, pour tout

ne{l,...,N}, é’n@) > 0, la stratégie ¢ est admissible. Comme C?N(Q) el la
valeur finale de ¢ est non nulle, on a donc un arbitrage et le marché n’est pas viable.
Supposons maintenant que les variables aléatoires G, (¢) ne soient pas toutes

positives et posons

n* = max{n | P(Gn(¢) < 0) > 0}.
Onaalorsn* < N —1let,pourn € {n*+1,...,N}, én@) > 0. Soit alors le
processus 1 = (1*,..., 1) défini par

0 sin <n*

Yn(w) = { 1a(w)gi(w) sin>n*,

pouri = 1,...,d, avec A = {Gn-(¢) < 0}. Comme (¢!, ..., ¢%) est prévisible et

A € Fy-,le processus (¥, ..., 1) est aussi prévisible. De plus,

0 sin <n*

Gn() = { 14(Gn(¢) — Gue(¢) sin>n".
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On en déduit que é’n(@ > 0 pour tout n € {0,..., N} et Gy(1) > 0 sur A. On
peut alors associer au processus 9 une stratégie admissible 1 de valeur initiale nulle
et de valeur finale non nulle et conclure que le marché n’est pas viable. 0

Démonstration du Théoréme 1.2.7 : (a) Supposons qu’il existe une probabilité P*
équivalente a IP sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des martingales. Alors,
pour toute stratégie auto-financée (¢, ), on a, d’apres la Proposition 1.1.2,

Va(#) = Vo(¢) + Y _ 4;.A8;.

j=1

On en déduit, grice a la proposition 1.2.3, que (V;,(#)) est une P*-martingale et,
donc, que

E* (Vi (9)) = E*(Vo(9))-

Si la stratégie est admissible et de valeur initiale nulle, on obtient E* (Vn(9)) =0,
avec Vi (¢) > 0.D’ou Vy(¢) = 0, puisque P*({w}) > 0, pour tout w € 2.

(b) Supposons maintenant le marché viable et notons V 1’ensemble des variables
aléatoires de la forme

N
MOEDS (¢;As; ot ¢‘}AS;‘) ,
=1
ol ¢ = (¢',...,¢?) est un processus prévisible a valeurs dans R?. Il est clair que V

est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel R de toutes les variables aléatoires
réelles.
D’apres le Lemme 1.2.6, les ensembles ) et I" ont une intersection vide et si on

pose
K={Xel|) X(w)=1}

L’ensemble K est un convexe compact de R%et,comme K CT,ona KNV = (.1
résulte alors du Théoréme de séparation des convexes (voir I’appendice), qu’il existe
un vecteur (A(w))wegq tel que

1. Pourtout X € K, Z)\(w)X(w) > 0.
w

2. Pour tout processus prévisible ¢ a valeurs dans RY,
Y AMw)Gn(9)(w) =0.

De la premiére propriété, on déduit que A(w) > 0 pour tout w € €2, de sorte que la
probabilité P* définie par

P({w)) = )

wen M W)
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est équivalente a P.
De plus, si on note E* ’espérance par rapport a la probabilité IP*, la propriété 2
signifie que, pour tout processus prévisible ¢ = (¢',...,¢%) avaleurs dans R,

N
E* (> 4,A8;] =o0.
j=1

N

On en déduit que pour tout indice i € {1,...,d} et toute suite prévisible (¢5,), a
valeurs réelles, on a

E* (> 4ia8: | =0,
j=1

ce qui entraine, d’aprés la Proposition 1.2.4 que, sous la probabilité P*, les prix
actualisés (S}),...,(S%) sont des martingales.

1.3 Marchés complets et évaluation des options

1.3.1 Marchés complets

Nous définirons une option européenne* d’échéance N par la donnée d’une va-
riable aléatoire h > 0, F-mesurable, représentant le profit que permet 1’exercice
de I’option. Ainsi, pour une option d’achat ou call sur une unité d’actif 1 au prix
d'exercice K, ona h = (S} — K), et, pour une option de vente ou put sur le
méme actif sous-jacent, avec le méme prix d’exercice K, h = (K - S}\,) 4 Dans
ces deux exemples (les plus importants dans la pratique), la variable aléatoire h est
une fonction de Sy seulement. Il existe des options pour lesquelles h dépend de
toutes les valeurs des cours jusqu’a 1’échéance : Sy, S1,...,Sn. C’est le cas des
options dites asiatiques, qui font intervenir la moyenne des cours observés sur une
période donnée.

Définition 1.3.1 On dit que I’option européenne d’échéance N, définie par la va-
riable aléatoire h est simulable (ou atteignable) s’il existe une stratégie admissible ¢
dont la valeur a I’instant IV est égale a h.

Remarque 1.3.1 Dans un marché viable, pour que 1’option h soit simulable, il suffit
qu’il existe une stratégie auto-financée de valeur égale a h a I’instant N. En effet,
si ¢ est une stratégie auto-financée et si P* est une probabilité équivalente a I’ sous
laquelle les prix actualisés sont des martingales, alors, sous P*, (V,,(¢)) est une
martingale (comme transformée de martingale). On a donc, pour n € {0,...,N},
Vn(9) = E*(V(8)|Fn) > 0 des que Viv(¢) > 0 (en particulier si Viy(¢) = h >
0)

Définition 1.3.3 On dit que le marché est complet si toute option européenne
d’échéance N est simulable.

20n dit aussi, plus généralement, bien contingent (contingent claim) ou actif conditionnel.
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Supposer qu’un marché financier est complet est une hypothese restrictive dont la
justification économique est moins claire que celle de I’absence d’opportunité d’arbi-
trage. L’intérét des marchés complets est qu’ils se prétent a une théorie trés simple de
I’évaluation et de la couverture des options. Le modele de Cox-Ross-Rubinstein, que
nous étudierons plus loin, est un exemple de modele de marché complet d’un grande
simplicité. Le théoréme suivant donne une caractérisation des marchés viables et
complets.

Théoréme 1.3.4 Un marché viable est complet si, et seulement si, il existe une seule
probabilité P* équivalente a P sous laquelle les prix actualisés des actifs soient des
martingales.

La probabilité P* apparaitra comme [’outil de calcul des formules de prix et de cou-
verture.

Démonstration. (a) Supposons le marché viable et complet. Alors, toute variable
aléatoire positive et F-mesurable h peut s’écrire h = Viy(¢), oll ¢ est une stratégie
admissible qui simule I’option. Puisque ¢ est une stratégie auto-financée, on a

hoo- N "
5= Viv(#) = Vo(9) + ) _ ¢;.A8;.

Jj=1

Alors, si P; et P; sont deux probabilités sous lesquelles les prix actualisés sont des

martingales, la suite (V,,(¢))o<n<n est une martingale, a la fois sous IP; et sous IP,.
I1 en résulte que, pour ¢ = 1, 2,

Ei(Vn(9)) = Ei(Vo(9)) = Vo(4),

la derniére égalité venant du fait que Fo = {0, 2}. On a donc

h h
= (57) == ()

et, comme h est arbitraire, P; = P, sur la tribu F, qu’on a supposée égale a F.

(b) Supposons le marché viable et non complet. Alors, il existe une variable
aléatoire h > 0 non simulable. Notons V I’espace des variables aléatoires de la
forme

N
Uo+ Y ¢n-AS,, (1.1)
n=1
ol Uy est une variable aléatoire Fo-mesurable et ((¢y, - .., ¢%)) ., <y U Proces-

sus prévisible a valeurs dans R

Il résulte de la Proposition 1.1.3 et de la Remarque 1.3.1 que la variable aléatoire
h/S$, n’appartient pas V. Donc V est un sous-espace strict de I’espace R de toutes
les variables aléatoires réelles. Alors, si P* est une probabilité équivalente a IP sous
laquelle les prix actualisés des actifs sont des martingales, et si 1’on munit I’espace
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R? du produit scalaire (X, Y) — E*(XY'), on peut affirmer qu’il existe une variable
aléatoire non nulle X, orthogonale a V.

Posons alors x
P((e)) = (14 gl P ((e))

ol || X|lco = sup,eq | X (w)|. On définit ainsi une probabilité sur 2 (car E*(X) =
0), qui est équivalente a P, et distincte de P*. On a de plus

N
E* <Z ¢n.A§n> =0,
n=1

pour tout processus prévisible (47, - .-, ¢%)) <, & qui entraine, par la Propo-

sition 1.2.4, que (S,)o<n<n €st une P**-martingale. o

1.3.2 Evaluation et couverture des actifs conditionnels dans les
marchés complets

On suppose le marché viable et complet et on note P* 1’unique probabilité sous

laquelle les prix actualisés des actifs financiers sont des martingales. Soit h un actif

conditionnel, ¢’est-a-dire une variable aléatoire positive et F-mesurable et soit ¢
une stratégie admissible simulant h, donc vérifiant

Vn(¢) = h.

La suite (V,(¢))o<n<n est une P*-martingale, et par conséquent
Vo(¢) = E* (Vi () = E* (r/SR,),

et, plus généralement,
0% h
SN

La valeur a tout instant d’une stratégie admissible simulant h est donc complétement
déterminée par h. 1l est naturel d’appeler V,,(¢) la valeur de I’option a I’instant n :
c’est la richesse qu’il faut détenir a la date n pour pouvoir (en suivant la stratégie ¢)
produire exactement la richesse A a la date V.

Si, a la date 0, un investisseur vend I’option au prix

a
E(%)’

il a la possibilité, en suivant une stratégie ¢ simulant I’option, de produire la richesse
promise & 4 la date N. Il peut ainsi se couvrir parfaitement. Le nombre E*(h/S%)
est donc la valeur naturelle de la prime a la date 0 : c’est le juste prix (fair price en
anglais) de I’option a la date 0.
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Remarque 1.3.2 Il est important de noter que le calcul du prix d’une option
nécessite seulement la connaissance de P* (et non celle de IP). On aurait pu se conten-
ter de partir de 1’espace probabilisable (2, F), muni de la filtration (F,), ce qui
revient a définir tous les états du monde possibles ainsi que 1’évolution de I’infor-
mation au cours du temps. Dés que 1’espace (£2, F) et la filtration sont spécifiés, il
est inutile, pour évaluer des options par simulations, de déterminer les vraies proba-
bilités des divers états possibles (en utilisant notamment une approche statistique).
L’étude du modele de Cox-Ross-Rubinstein montrera comment, concrétement, les
calculs de prix et de couverture des options peuvent &tre menés a bien.

1.3.3 Premiére approche des options américaines

Une option américaine pouvant étre exercée a n’importe quel instant entre 0 et
N, nous la définirons comme une suite positive (Z, ), adaptée a la filtration (F,), le
nombre Z,, représentant le profit que permet 1’exercice de I’option a la date n. Dans
le cas d’un call américain sur I’actif 1, au prix d’exercice K,ona Z, = (S} — K) .
Dans le cas d’un put américain, Z,, = (K — S1), . Pour définir la valeur de I’option
américaine associée au processus (Z,)o<n< N, NOus allons raisonner par récurrence
descendante, a partir de la date V. Il est clair que la valeur de I’option a la date IV est
Un = Zn. A quel prix vendre I’option a la date NV — 1 ? Si le détenteur de 1’option
exerce immédiatement, il fera le profit Z)_;, sinon, il exercera (éventuellement)
a la date N et le vendeur doit étre en mesure de payer la richesse Zy a la date
N. Le vendeur doit donc encaisser, a la date N — 1, une somme au moins égale
a Zn_1 et lui permettant de fournir la richesse Z, a I’instant V. La richesse qui,
disponible a la date N — 1, permet de produire la richesse Zy a I’instant IV, c’est
la valeur a l’in§tant N-1 d’une~stratégie admissible de valeur finale Zy, c’est a
dire S _,E*(Zn | Fn-1),avec Zy = Zn/S%. 1l est donc naturel de prendre pour
valeur de I’option américaine a I’instant N — 1 la quantité

UN_1 = max(ZN_l,S,OV_llE*(ZN |fN_1)).

De proche en proche, on définit la valeur U,, de I’option américaine a la date n par
la relation de récurrence, valable pourn =1,..., N,
F. n—l)) .

U,
Up—1 = max (Zn_l, SO E* (—n
Dans le cas d’un taux d’intérét constant égal a r sur chaque période
Se=(1+r)"

Sa

et
1
Un—1 = max (Zn—la I—_HE*(UnU:n—l)) .

Soit U, = U,,/S? le prix actualisé de 1’option américaine.

Proposition 1.3.6 La suite (Uy)o<n<n est une P*-sur-martingale. C’est la plus pe-
tite P*-sur-martingale majorant la suite (Z,)o<n<N-
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Noter que, contrairement au cas européen, la valeur actualisée d’une option
américaine n’est en général pas une martingale sous P*.

Démonstration. De 1’égalité

Un-1 = max(Zn_1,E* (Un|Fn-1)),

on déduit que ((7n)osnsN est une sur-martingale majorant (Zn)OSnSN- Soit
maintenant une sur-martingale (Tn)OSnS N majorant (Zn)osns ~. On montre par
récurrence que (Tn)OSnSN majore ((:/'n). On a, en effet, Ty > Uy car Uy = Zn,
et si T‘n > (~/'n, on peut écrire

Tt > B (Tp|Fre1) > E*(Up | Fr1).

D’ou

Tho1 > max(Zn—le*(ﬁnl}-n—l)) =Up_1.

1.4 Probleme corrigé : le modele de Cox, Ross et Ru-
binstein

Le modele de Cox-Ross-Rubinstein est une version discrétisée du modele de
Black-Scholes (qui sera étudié au chapitre 4), dans laquelle il y a un seul actif risqué,
de prix S, al’instant n, 0 < n < N, et un actif sans risque de rendement certain r sur
une période. On a donc, avec les notations des sections précédentes, SO = (1 +7)".

On fait les hypothéses suivantes sur 1’évolution du cours de I’actif risqué. Entre
deux périodes consécutives, la variation relative du cours est soit a, soit b, avec —1 <
a < b, ce qui s’écrit

_ [ Sa(1+0)
Sn+1 = {sn(1+a).

Le cours initial Sy est donné. L’espace naturel des états possibles est donc 2 =
{(1 +a,1+ b}, chaque N-uplet représentant les valeurs successives de S, ;1 /S,
pourn = 0,1,..., N — 1. On pose naturellement Fo = {0, 2} et F = P(R2). Pour
n=1,...,N, latribu F, est la tribu engendrée par les variables aléatoires Sy, ...,
Sp t Fn = 0(S1,...,S,). En faisant I’hypothése que chaque singleton de €2 a une
probabilité non nulle, nous définissons la probabilité P a 1’équivalence preés.

Introduisons les variables aléatoires T,, = S,/Sp_1, pourn = 1, ..., N. Si
(®1,...,zN) est un élément de Q, P{(z1,...,zNn)} =P(T1 = 21,...,Tn = zn).
La connaissance de P équivaut donc a celle de la loi du N-uplet (73,75, ...,TN).

Notons aussi que, pour n > 1, F, = o(T1,. .., Tp).

1. Montrer que le prix actualisé (S,,) est une martingale sous PP si et seulement si
E(Tht1|Fn) =1+ r,pourtoutn € {0,1,...,N —1}.
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L égalité ]E(é'n.u | Fn) = S, est équivalente 2 E(Sn41/Sn | Fn) =
1, puisque S, est Fn-mesurable, et cette derniere égalité équivaut a
E(Tot1 | Fr)=1+Tr.
2. En déduire que, pour que le marché soit viable, il est nécessaire que r appar-
tienne a I'intervalle ]a, b].
Sile marcpé est viable, il existe une probabilité P* équivalente a IP, sous
laquelle (S ) est une martingale. On a donc, d’apreés la Question 1,

E* (Tng1 | Fu) =1+,

et par conséquent E*(T+1) = 1 + 7. Comme Tr4; vaut soit 1 + a,
soit 1 + b et prend ces deux valeurs avec une probabilité non nulle, on a
nécessairement (1 +r) €]1+a,1 + b[.

3. Donner des exemples d’arbitrages possibles si la condition de viabilité obtenue
dans la Question 2 n’est pas satisfaite.

Supposons par exemple 7 < a. En empruntant la somme Sp & I’instant
0, on peut acheter une unité d’actif risqué. A I’instant N, on rembourse
I’emprunt et on revend I’actif risqué. Le profit réalisé Sy — So(1 + )V
est toujours positif ou nul, puisque Sy > So(1 + a)”, et strictement
positif avec probabilité non nulle. On a donc bien un arbitrage. Si r > b,
I’arbitrage s’obtient en vendant I’actif risqué a découvert.

4. Pour toute la suite, on suppose que 7 €]a,b[ eton pose p = (b —7)/(b — a).
Montrer que (S,) est une P-martingale si et seulement si les variables
aléatoires T3, Ty, ..., Ty sont indépendantes, équidistribuées, leur loi com-
mune étant donnée par P(T} = 1+ a) =p=1—P(T} = 1+ b). En déduire
que le marché est viable et complet.

Si les T; sont indépendantes et vérifient P(T; = 1+a) =p=1-P(T; =
1+b),ona

E(Tutr | Fa) = E(Tui1) = p(1+a) + (1 - p)(1 +5) = 1 +1,

et (S’n) est une martingale sous IP, d’apres la Question 1.
Réciproquement, si, pourn = 0,1,...,N — 1, E(Th41 |Fn) = 1+7,0n
peut écrire

1+ a)E(l{Tn+l=1+a} | Fr) + (1 + b)E(l{T,l+l=1+b} | Fr)=14+r
On en déduit, en utilisant 1’égalité
E(I{Tn+1=1+a} | Fn) + ]E(I{Tn+1=1+b} | Fn) =1,

que E(L(r,,,=1+a} | Fn) = pet E(1(r, =146} | Fn) = 1 —p. On
montre alors, par récurrence sur n que pour tous z; € {1 + a, 1 + b},

n

P(Ty = a1,...,Ta = za) = | | 1,

i=1

avecp; = psiz; = 14+aetp; = 1—psiz; = 1+b, ce qui prouve que les
T; sont indépendantes et équidistribuées sous P et que P(T; = 1+a) = p.
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Ainsi, on voit que la condition que (S, soit une P-martingale détermine
la loi du N-uplet (T1,...,Tn) sous P, et donc la probabilité IP elle-méme
de fagon unique. Le marché est donc viable et complet.

5. Onnote C,, (resp. P,) la valeur 4 I’instant n d’un call (resp. d’un put) européen
sur une unité d’actif risqué, de prix d’exercice K et d’échéance N.

(a) Retrouver, a partir des formules de prix sous forme d’espérances condi-
tionnelles, la relation de parité call-put

Cp—Pp=8,—K(1+7)"N-m),

Notant E* I’espérance par rapport a I’unique probabilité P* sous la-
quelle (S, ) est une martingale, on a

A +7r)"VTVE (S — K)4 — (K — SN)+ | Fa)

= (1+7r) "V ™E(Sy — K| Fn)
= Sa—KQ1+r) O,

Cn—Pn

la derniere égalité résultant du fait que (S'n) est une martingale sous
P*.
(b) Montrer que C,, peut s’écrire sous la forme C,, = c¢(n, S,), ol ¢ est une
fonction que I’on explicitera a I’aide de K, a, b, 7 et p.
f,,) |
N

En écrivant Sy = Sy []1.,,,, T, on obtient
N
Cn=(1+r)"W-"E* (s,, I ©- K>
i=n+1 +
Comme, sous la probabilité P*, la variable aléatoire [[;_,, ., T; est
indépendante de F,, et que S, est Fn-mesurable, on peut écrire, en
utilisant la Proposition A.2.5 de ’appendice, que Cr, = ¢(n, Sr), ou
c est la fonction définie par

c(n, z) N N .
(1+7)--n) =E'(z [ T-K) =
+

i=n+1
N-n j ) N )
— J _ —-n-—
=5 (e
=0
x(z(1+a) (1 +b6)N "7 — K),. (1.2)

Sy U
o (}) = =ik
(c) Montrer que la fonction ¢ vérifie la relation de récurrence, pour n =
0,...,N -1,

c(n,z) = pe(n+1,z(1+a)) "’1(-'1-;10) c(n+1,z(1+ b))
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En conditionnant par rapport & (Tn+2, ..., Tn) dans (1.2), on a
c(n,z) i
—_— " = E'(z(1+a T:-K
(1 +T)_(N_n) p ( ( )i_lg‘_2 )
= +

N
+(1 - p)E* (a:(l+b) 11 T,~—K>
+

i=n+2

6. Montrer que la stratégie de couverture parfaite d’un call est définie par une
quantité d’actif risqué H,, = A(n, S,—1) & détenir a I’instant n, o A est une
fonction que 1’on exprimera a partir de la fonction c.

Notons HY la quantité d’actif sans risque dans le portefeuille simulant le
call. Ona

HY(14 7)™ + HnSn = c(n, Sn).
Puisque HY et H, sont F,_;-mesurables, ce sont des fonctions de
S1,...,Sn_1 seulement et, S, étant égal & Sp_1(1+a) ou Sp—1(1 +b),
I’égalité précédente implique

H2(1+7)" + HnSno1(1 + a) = ¢(n, Sn—1(1 + a))
et
Hp(1+7)" + HpSn-1(1 +b) = c(n, Sn—1(1 +b)).

D’ou, par soustraction,

c(n,z(1 +b)) —c(n,z(1+a))

Aln,2) = z(b—a)

7. On utilise maintenant le modele pour pricer un call ou un put d’échéance T’
sur une action. Pour cela, on divise I'intervalle [0,7] en N sous-intervalles,
de facon a se ramener a un modele a N périodes, comme ci-dessus, et on fait
tendre IV vers ’infini en imposant les relations suivantes

r = RT/N,

log((14+a)/(1+7)) =—0+/T/N,

log((1+b6)/(1+ 1)) =0+/T/N.
Le nombre R s’interpréte comme le taux d’intérét instantané entre les instants
0 et T, puisque €T = limy_, oo (1+7)". Le nombre 0T peut étre vu comme
la variance limite, sous la probabilité P*, de la variable aléatoire log(Sy),
quand N tend vers I’infini, le nombre 0 comme une variance par unité de
temps.

(a) Soit (Yx)n>1 une suite de variables aléatoires de la forme
Yv=XN+Xx)+ -+ x¥,

ou, pour chaque N, les variables aléatoires XY sont indépendantes,
équidistribuées, a valeurs dans 1’ensemble

{~oVIN,0VTIN}



1.4 Probléme corrigé : le modéle de Cox, Ross et Rubinstein 31

et de moyenne py, avec limy_,oo(Nuy) = p. Montrer que la suite
(Yn) converge en loi vers une gaussienne de moyenne y et de variance
o?T.
11 suffit d’étudier la convergence de la fonction caractéristique ¢y, de
Yn.On a, pour tout £ € R,

brul©) =ECexplieri) = TTE (owp (17))

(8o (o))"

= (1+i€un — o°TE*/2N +o(1/N)V.

D’oll limy—co Pyy (€) = exp(iéu — o>TE€%/2), ce qui prouve la
convergence en loi.
(b) Expliciter les valeurs limites du put, puis du call a I’instant 0.

Pour N fixé, le prix du put a I’instant 0 est donné par

N
PM) = (1+4RT/N)"NE* (K -S]] Tn)
+

n=1

E* ((1+ RT/N) ™K = Soexp(¥Yi)) |

ou Yy = Z:’=1 log(T/(1 + 7)). Avec les hypothéses de 1’énoncé,
les variables aléatoires XJ' = log(T;/(1 + )) sont a valeurs dans
{=0+/T/N,o+/T/N} et sont équidistribuées sous la probabilité P*.
On a de plus

oVT _ 2 — VTIN _ o=oy/T/N 5\ /T
VN eoVTIN _ g=o/TIN /N~

La suite (Yn) vérifie donc les conditions de la Question 7(a), avec
p = —0c>T/2. Sion pose ¥(y) = (Ke T — Spe?)+, on peut écrire

E*(X]') = (1 - 2p)

IBM = ET(p(Yn))|

[E*(((1 + RT/N)™™K — So exp(Yn))+
~(Ke™*T — Spexp(Yn))+)|

< K|1+RT/N)™ - 71|,

D’od, en utilisant le convergence en loi de (Yxv) et le fait que la fonc-
tion 9 est continue et bornée’,

lim P = Jim E*(y(Yn))

n—oo

1 +oo _ 27 - g2
=E/_ (Ke ™ — Soe™ "2 +VTV) e~ Ty,

3C’est précisément pour pouvoir travailler avec une fonction bornée que nous avons d’abord étudié le
put.
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L’intégrale obtenue s’exprime, apres un calcul élémentaire, a I’aide de
la fonction de répartition ® de la loi normale centrée réduite, de sorte
que

lim P{") = Ke *T®(—d2) — So®(—dy),

n—oo

ot d; = (log(So/K) + RT + 0T/2)/o\/T,ds = di — o/T et

1 ¢ —m2/2

Le prix du call s’en déduit en utilisant la relation de parité call-put :

Jim CM) = 5,@(d1) — Ke *T®(dy).

Remarque 1.4.1 Dans les formules obtenues ci-dessus, le seul parameétre qui n’est
pas directement observable sur le marché est 0. Son interprétation comme écart-type
suggere de ’estimer par des voies statistiques. Nous reviendrons sur cette question
dans le Chapitre 4.

Indications bibliographiques Nous avons supposé, dans ce chapitre, qu’il n’y avait
pas de dividendes. En fait, on peut utiliser les mémes idées pour traiter les marchés
avec dividendes (voir par exemple Huang et Litzenberger (1988)). Le théor¢me de
caractérisation des marchés viables peut étre étendu a des espaces de probabilité
infinis (cf. Dalang et al. (1990) et Morton (1989)). Une démonstration qui s’étend
a ce cadre est esquissée dans I’exercice 1 ci-dessous, inspiré de Rogers (1994). En
temps continu, la formulation du probléme est délicate (cf. Harrison et Kreps (1979),
Stricker (1990), Delbaen et Schachermayer (1994) et le livre récent de Delbaen et
Schachermayer (2006)). La théorie des marchés complets en temps continu a été
développée par Harrison et Pliska (1981) et Harrison et Pliska (1983). On trouvera
une présentation élémentaire du modele de Cox-Ross-Rubinstein dans le livre de
Cox et Rubinstein (1985). Une généralisation du modele (dans laquelle le marché
est incomplet) est étudiée dans I’exercice 2. On trouvera d’autres informations sur
les modeles discrets dans Follmer et Schied (2004) et Pliska (1997).

1.5 Exercices

Exercice 1 Soit X = (X3, ..., Xq) un vecteur aléatoire a valeurs dans R?, défini
sur un espace de probabilité fini (2, F,P). On note F' : R? — R la fonction définie
par F(6) = Ee%X.

1. Montrer que si P(X = 0) < 1, on peut trouver une sous fa-
mille (X;,,...,X;,) telle que chaque composante X; de X soit (presque
sirement) une combinaison linéaire des variables aléatoires Xj,,...,X;, et,
pour tout (uy,...,ux) € Rk ayant au moins une coordonnée non nulle,

P(Y5_, uiXi, =0) < 1.

2. Montrer que si F' admet un minimum en un point 8* € R%, onaEXe? X = 0.
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3. Le vecteur aléatoire X est dit sans arbitrage si pour tout § € R? tel que
P(0.X >0) =1,onaP(.X = 0) = 1. On se propose de montrer que si X
est sans arbitrage, F' a un minimum.

ot

(a) On considere une suite (u,)nen de vecteurs de R, avec [|u,|| =
et une suite (A,),en de nombres réels tels que limp,_,00 F(Anuy)
infgcpe F'(6). Montrer que si X est sans arbitrage et vérifie P(u.X
0) < 1 pour tout vecteur non nul u € R?, la suite (A, )nen est bornée.

(b) Conclure, en utilisant la Question 1.

4. Soit B; et By deux sous-tribus de F, avec B; C Bs. On suppose que, pour tout
vecteur aléatoire B;-mesurable 6, 4 valeurs dans R, tel que P(8.X > 0) = 1,
onaP(6.X = 0) = 1. Montrer qu’il existe une variable aléatoire réelle Bs-
mesurable U vérifiant P(U > 0) = 1, E(U | B;) = 1 et E(XU) = 0.
Indication : utiliser les questions précédentes et les atomes de ;.

5. Déduire de ce qui précéde une autre démonstration du Théoréme 1.2.7 (partie

b)).

Exercice 2 Sur-réplication en marché incomplet. On considére une version
étendue du modele de Cox-Ross-Rubinstein dans laquelle le prix de I’actif risqué
peut prendre trois valeurs différentes & chaque étape.

On désigne par S, le prix de ’actif risqué a I’instant n et par r le taux d’intérét
sans risque sur une période. Le prix de I’actif sans risque & I’instant 7 est donc donné
par SO = (1+47)™. Entre deux périodes successives, la variation relative du prix peut
étrea,bouc,avec -l <a<b<ec:

Sn(1+a)

Sny1 =19 Sn(1+0b)

Sp(1+¢).
L’ensemble des états possibles est = {1 +a,1 +b,1 + ¢}, od chaque N-uplet
représente les valeurs successives de Sy, 4+1/Sy, pourn = 0,1,..., N — 1. On sup-
pose également que, pourn = 1,...,N, F, = o(S1,...,S,), tribu engendrée par

les variables S4,...,S,. On suppose que PP charge tous les singletons de , ce qui
détermine IP a I’équivalence pres.

I Viabilité et complétude

1. A quelle condition sur a, b, ¢ et © ce modele est-il viable ? On suppose dans la
suite que cette condition est remplie.

2. On suppose (dans cette question seulement) que N = 1 et 7 = 0. Montrer, en
donnant un exemple d’option non simulable, que le marché n’est pas complet.

On se propose de montrer que, pour une option donnée par h = f(Sy), avec f
convexe, il existe une stratégie de sur-réplication au sens suivant.

On appelle stratégie de sur-réplication de I’option de valeur finale h = f(Sy)
toute stratégie auto-financée ¢ = ((HS, H,),0 < n < N) dont la valeur 2 la date
N vérifie Vy(¢) > f(Sn) presque slirement.
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Quand I’option admet une stratégie de sur-réplication, on appelle prix de sur-
réplication de ’option la plus petite valeur initiale possible d’une stratégie de sur-
réplication (en supposant I’existence d’une stratégie minimale en ce sens).

II Une minoration du prix de sur-réplication On suppose I’existence d’une
stratégie de sur-réplication ¢ = ((H?, H,,),0 < n < N) et on note V,,(¢) sa valeur
a la date n.
1. Montrer que si P est une probabilité équivalente a P, sous laquelle (S’n =
S,/82,0 < n < N) est une martingale, on a Vp(¢) > E (%%)
2. On pose T, = S,,/Sp—1 et on désigne par P P1:P2:P3 ]a probabilité sur {2 sous
laquelle (T5,,0 < n < N) est une suite de variables aléatoires indépendantes

vérifiant
PPoP2PS (T =144a) = py, (1.3)
PPUP2PS (T, = 14b) = p, (1.4)
PPUP2PS(T, =14¢) = ps, (1.5)

oll p1, P2, p3 sont des nombres réels positifs vérifiant p; + p2 + p3 = 1.
Montrer que (S,,0 < n < N) est une martingale sous P P1:P2:Ps sj, et seule-
ment si, p1a + p2b+ psc = 7.
A quelle condition sur p;, ps, ps cette probabilité est-elle équivalente a la
probabilité initiale P ?

3. Montrer que le prix de sur-réplication V; est supérieur ou égal a

170 = sup [E P1:P2:P3 ( f(SN) ) )

21>0,p2>0,p3>0 (]. +T)N
p1+r2+p3=1
pira+pobtpgze=r

4. Montrer que
- * * SN)
Vo > W —EP 01-p f(— ,
0 = VCRR L

ou p* est déterminé par p*a + (1 — p*)c = r (on remarquera, en utilisant
les égalités p1 + p2 + p3 = 1 et p1a + pab + psc = r, qu’on peut écrire
p1 sous la forme a(ps2) et p3 sous la forme B(p2) et que la fonction py +—
E *(p2).p2,8(p2) ( f(Sy))) est continue).
Donner une interprétation de p* et Vorr dans un modeéle de Cox-Ross-
Rubinstein dont on précisera les parameétres.

III Calcul d’une stratégie de sur-réplication Le but de cette partie est de montrer
I’existence d’une stratégie de sur-réplication de valeur initiale Vory si la fonction f
est convexe.

Soit v(n, x) le prix, dans le modele de Cox-Ross-Rubinstein de paramétres d =
1+aetu = 14c, al’instant n et pour un prix d’actif a cet instant z. Le prix satisfait
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I’équation récurrente suivante :

o(N,z) = f(x), € R*

o(n, z) = p*v(n+ 1,zd) + (1 — p*)v(n + 1, zu) (1.6)

1+
z€RT,0<n<N.

Soit A(n+ 1, z) la quantité d’actif risqué a détenir entre les instants n et n + 1, pour
une valeur du prix de I’actif z, pour consituer un portefeuille de réplication parfaite :

v(n+1,zu) —v(n+ 1,zd)

A(n+1,z) = 2u—d)

Soit V,, la valeur a I’instant n de 1’unique stratégie auto-financée de valeur initiale
Vo = Verr = v(0, Sp), pour laquelle la quantité d’actif risqué détenue a la date n
est A(n, Sp).
1. En utilisant la convexité de f, montrer que si v est solution de (1.6), alors,
v(n, .) est convexe quel que soit 7.

2. Soit V,, = Vo/(L+7)"et S, = /(1 + 7)™ Montrer que
Vn+1 - Vn = A(n +1, Sn) (§n+l - S'n) .

3. Montrer, en utilisant I’égalité (1.6), que, pour & = a ou ¢, on a

v(n+1,z(1+a)) z(l+a)
= 1 bnd Sl .
En déduire, en utilisant la convexité de v, que
v(n+1,z(1+0b)) z(1+0b)
< 1 _ - .
TTr <v(n,z)+ A(n+1,z) T C

4. Montrer par récurrence que pour toutn = 0, ... N, V, > v(n,S,). En déduire
que VGRr est la valeur initiale d’une stratégie de sur-réplication.

Exercice 3  On considére un modele de marché financier & temps discret comme
dans la Section 1.1. Un numéraire est une suite adaptée W = (W, )n=o,... v Vérifiant
Wo=1,W, >0pourtoutn=1,...,N,et W, = V,(0) (n =0,..., N) pour une
stratégie admissible 6. Dans cet exercice, on se donne un numéraire W, et on désigne
par S le processus vecteur des prix dans le numéraire W défini par S = S, /W,,,
pourn =0,...,N.

1. Montrer qu’une suite prévisible ¢ = (¢n)n=o0,... N, & valeurs dans R4+1 est

une stratégie auto-financée si et seulement si, on a, pourn =1,..., N,

VYV (9) =Vo(¢) + Y _ ¢;-A8],
j=1

avec la notation VYV (¢) = V,,(¢)/Wh.
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2. Montrer que, pourn =1,...,N, 337, 0;.A8}" =0.
. Montrer que pour toute suite prévisible ¢ = (@n)n=o,...,n, & valeurs dans

R4+ et pour tout nombre réel Vj, il existe une stratégie auto-financée q§ telle
que

$nSY =Vo+)_¢;.A8), n=0,...,N.
j=1

. Montrer que le marché est viable si et seulement si il existe une probabilité

PWY, équivalente a PP, sous laquelle S" soit une martingale.

. Montrer que, dans un marché viable, il y a au plus un numéraire déterministe.
6. On suppose le marché viable et complet et on note P* 'unique probabilité

équivalente a IP sous laquelle S est une martingale.

(a) Montrer que la probabilité P introduite dans la Question 4 est unique
et vérifie dP"W /dP* = Wy /SY.
(b) Montrer que le juste prix a I’instant 7 d’une option h est donnée par

W.EY (h/Wy | Fn).



Chapitre 2

Probleme d’arrét optimal et
options américaines

Le but de ce chapitre est de traiter 1’évaluation et la couverture des options
américaines et de faire apparaitre le lien entre ces questions et le probleéme d’arrét
optimal. Pour cela, nous aurons besoin de la notion de temps d’arrét, qui permet de
modéliser les stratégies d’exercice d’une option américaine, et de la notion d’enve-
loppe de Snell, qui est la clé de la résolution du probleme d’arrét optimal. L’applica-
tion de ces notions aux options américaines sera précisée dans la Section 2.5.

2.1 Notion de temps d’arrét

Le détenteur d’une option américaine peut 1’exercer a tout moment, jusqu’a la
date d’échéance. La décision d’exercer ou de ne pas exercer a ’instant n se fera
au vu des informations disponibles a I’instant n. Si on se place dans le cadre d’un
modele discret, construit sur un espace probabilisé filtré fini (Q, F, (Fn)o<n<n, P),
on est conduit a décrire la date d’exercice par une variable aléatoire appelée temps
d’arrét.

Définition 2.1.1 Une variable aléatoire v, & valeurs dans {0,1,2,...,N} est un
temps d’arrét si, pour tout n € {0,1,--- , N},
{v=n} e F,.

Remarque 2.1.1 Comme dans le chapitre précédent, nous supposerons que F =
P(Q2) et P({w}) > 0, pour tout w € . Cette hypothése n’est d’ailleurs pas essen-
tielle : si elle n’est pas vérifiée, les résultats exposés dans ce chapitre restent vraies,
a condition de prendre les égalités au sens presque siir. En revanche, nous ne suppo-
serons pas que Fo = {0, Q} et Fy = F, sauf dans le contexte purement financier
de la Section 2.5.

37
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Remarque 2.1.2 On pourra vérifier, a titre d’exercice, que v est un temps d’arrét si
et seulement si, pour toutn € 0,1,..., N,

{v<n}eF,.

Cette définition équivalente du temps d’arrét est celle qui se généralise au temps
continu.

Introduisons maintenant la notion de suite arrétée a un temps d’arrét. Soit
(Xn)o<n<n une suite adaptée 2 la filtration (F,)o,<n<n €t soit v un temps d’arrét.
La suite arrétée a I’instant v est définie par

XTl:(w) = Xu(w)/\n(w):
c’est-a-dire que, sur I’ensemble {v = j},ona

XV — XJ’ Sl]STL
"\ X, sij>n.

Noter que X§ (w) = X, () (w) (= Xj sur {v = j}).

Proposition 2.1.4 Soit (X,,)une suite adaptée et soit v un temps d’arrét. La suite
arrétée (X} )o<n<n est adaptée. De plus, si (X,) est une martingale (resp. une
sur-martingale), alors (X)) est une martingale (resp. une sur-martingale).

Démonstration. On remarque que, pourn > 1,0na

n
Xunn = Xo+ Y ¢5(X; = X;-1),
i=1

ol ¢; = 1yj<,}. Puisque {j < v} est le complémentaire de I’ensemble {v < j} =
{v < j — 1}, le processus (¢ )o<n<n est prévisible.

11 est clair alors que (X, an)o<n<n est adaptée a la filtration (F,)o<n<n. De
plus, si (X,,) est une martingale, (X, »,,) est aussi une martingale par rapport a (F,),
puisque c’est une transformée de la martingale (X, ). De méme, on peut montrer que
si la suite (X,) est une sur-martingale (resp. une sous-martingale), la suite arrétée
est encore une sur-martingale (resp. une sous-martingale) en utilisant la prévisibilité
etla pOSitiVité de (¢j)USjSN' O

2.2 Enveloppe de Snell

Dans ce paragraphe, on se donne une suite adaptée (Z,)o<n<n, €t On se propose
d’étudier la suite (U )o<n<n définie par

Uv = 2Zn
Un max(Z,, E(Up41|F)), n=0,...,N -1

Cette étude est motivée par notre premiere approche des options américaines (cf.
Section 1.3.3). Nous savons déja, par la Proposition 1.3.6, que (U, )o<n<n est la
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plus petite sur-martingale majorant la suite (Z,)o<n<n. On ’appelle enveloppe de
Snell de la suite (Z,)o<n<N-

La relation de récurrence définissant U,, montre qu’a chaque instant n, U,, > Z,,
(avec égalité pour n = N) et que, tant que ’inégalité est stricte, U, = E(Up41|Fn).
Cela suggere que, en arrétant convenablement la suite (U, ), on puisse obtenir une
martingale, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 2.2.1 La variable aléatoire définie par
vo=inf{n > 0| U, = Z,} 2.1
est un temps d’arrét et la suite arrétée (Upny, Jo<n<nN est une martingale.

Démonstration. Puisque Uy = Zy, la variable vy définit bien un élément de
{0,1,...,N}etona
{vo =0} = {Uo = Zo} € Fo,

et,pour k > 1,
{l/o = k} = {Uo > Zg} n---nN {Uk_1 > Zk—l} n {Uk = Zk} € Fi.

Pour montrer que (UZ°) est une martingale, on écrit, comme dans la
démonstration de la Proposition 2.1.4,

n
Upe = Unpuo = Uo + ) 6805,
j=1
oll ¢; = 1¢,,>5}. Onadonc, pourn € {0,1,...,N —1},
U'rl;(—)}-l - U::O = ¢n+l(Un+l - Un)
= 1{n+1guo}(Un+1 - Un)-

On a, par définition, U,, = max(Z,, E(U,+1 | Fr)) et, sur’ensemble {n+1 < 1y},
U, > Z,.D’ol
Un = E(Un+1|}-n),

et par conséquent
U:‘h - U:;o = 1{n+1sv°}(Un+l - IE(l']n+1|-7:n))~
En prenant I’espérance conditionnelle des deux membres, on obtient
E((Un$1 = U)IFn) = Lnt1<u0} B((Uns1 — E(Un4a|Fn)) | Fn),
car {n+1 <y} € F, (puisque le complémentaire de {n+1 < vy} est {vy < n}).

D’ou
E((Up%1 — Up®)|Fn) =0,

n

ce qui prouve que U™ est une martingale. a
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Dans la suite, nous noterons 7,  1’ensemble des temps d’arrét a valeurs dans
{n,n+1,..., N}. Remarquons que, puisque {2 est supposé fini, I’ensemble 7, y
est également fini. La propriété de martingale de la suite arrétée U"® permet de mon-
trer le résultat suivant, qui fait le lien entre enveloppe de Snell et probléme d’arrét
optimal.

Corollaire 2.2.2 Le temps d’arrét vy vérifie

Ug = ]E(Z,,U |.7:0) = sup E(Zl,']:o)

v€To, N

Si Z,, représente la somme des gains d’un joueur apres n parties d’un jeu de hasard,
on voit que s’arréter & ’instant 1y permet de maximiser le gain moyen sachant Fj.

Démonstration. Puisque U° est une martingale, on a
Uo = Us° = E(Uy | Fo) = E(Us, |F0) = E(Zy, | Fo).
Par ailleurs, si v € 7o, v, la suite arrétée U est une sur-martingale. D’ou

Uo E(UR|Fo) = E(Uy|Fo)

>
Z E(ZVl'FO))

ce qui donne le résultat. (]

Remarque 2.2.1 Une généralisation immédiate du Corollaire 2.2.2 donne

U, = sup E(Z,|F.)
UGTn,N

E(ZVn |‘Fn) )

Il

ol v, = ll’lf{j > n|UJ = ZJ}
Définition 2.2.4 Un temps d’arrét v* est dit optimal (pour la suite (Z,)o<n<n) si

E(Z,«|Fo) = sup E(Z,|Fo).
v€To, N

11 résulte de ce qui précede que le temps d’arrét vy est optimal. Le résultat suivant
donne une caractérisation des temps d’arrét optimaux qui montre que v est le plus
petit temps d’arrét optimal.

Théoreme 2.2.5 Un temps d’arrét v est optimal si et seulement si

{Z” = Uy 2.2)

et (Uyan)o<n<N est une martingale.
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Démonstration. Si la suite arrétée U" est une martingale, on a Uy = E(U,|Fp) et
par conséquent, si (2.2) est vérifié, Uy = E(Z,|Fo). L’optimalité de v résulte alors
du Corollaire 2.2.2.

Réciproquement, si v est optimal, on a

Uo = E(Z,|F0) < E(U,|%o).
Mais, puisque U" est une sur-martingale,
E(U,|%o) < V.
D’ou
E(Uv|Fo) = E(Z,| %)

et, puisque U, > 7, U, = Z,.
De I’égalité E(U, |Fo) = Uy et des inégalités

Uo 2 E(Uynn|Fo) = E(U,|Fo)
(qui résultent du fait que (UY)) est une sur-martingale) on déduit aussi
E(Uyan|Fo) = E(Uy|Fo) = E(E(U,|Fn)|Fo).

Mais on a Uy pp, > E(U,|Fy,), donc Uynn = E(U, |F), ce qui prouve que (UY) est
une martingale. O

2.3 Décomposition des sur-martingales

La décomposition suivante (classiquement appelée décomposition de Doob) per-
met, dans les marchés viables et complets, d’associer a toute sur-martingale une
stratégie de gestion dans laquelle la consommation est autorisée (voir & ce sujet
I’exercice 8).

Proposition 2.3.1 Toute sur-martingale (U, )o<n<n peut s’écrire de facon unique

sous la forme
Un =M, — Ap,

ou (M) est une martingale et (Ay,) est un processus croissant, prévisible, nul en 0.

Démonstration. 1l est clair que le seul choix possible pour n = 0 est My = Uy et
Ag = 0. On doit ensuite avoir

Un+1 - Un = ]VIn+1 - Mn - (An+1 - An),
D’ou, en conditionnant par rapport & F, et en utilisant les propriétés de M et A,
—(An+1 = Ap) = E(Un+41|Fn) — Un

et
Mpv1 — My, = Upy1 — E(Up 41| Fr).
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Les suites (M) et (A,) sont ainsi déterminées de maniére unique, et on voit que
(M,,) est une martingale et que le processus (A,) est bien prévisible et croissant
(parce que (U, ) est une sur-martingale). a

Supposons maintenant que (U, ) soit ’enveloppe de Snell d’une suite adaptée (Z,).
On peut alors caractériser le plus grand temps d’arrét optimal pour (Z,) a I’aide du
processus croissant (A,,) intervenant dans la décomposition de Doob de (Up,).

Proposition 2.3.2 Le plus grand temps d’arrét optimal pour (Z,,) est donné par

” _JN sSiAy =0
max inf{n, An+1 #0} si An #0.

Démonstration. On voit facilement que vy« st un temps d’arrét en utilisant le fait
que (An)o<n<n est prévisible. De I’égalité U, = M, — A, et du fait que 4; = 0,
pour j < Vmax, on déduit que U¥max = MVmax ce qui entraine que U= est une
martingale. Pour montrer I’optimalité, de vpax, il suffit par conséquent de montrer
I’égalité

UVmux = Yvmax-*
Or
N-1
U”mﬂx = 1{"max=j}Uj + l{anx=N}UN
7=0
N-1
= 1y mae=4) MaX(Z5, E(Uj411F5)) + Yvpa=N} 2N,
3=0

On a E(Uj41|F;) = Mj; — Ajiq et, sur 'ensemble {vmax = j},4; = Oet
Ajq1 > 0, donc U; = Mj et E(Ujp1|F;) = M; — Ajp1 < Uj. Par suite,
U; = max(Z;,E(U;41|F;)) = Z;. D’ou, finalement,

=2

VYmax *

U

Vmax

Il reste a montrer que c’est le plus grand temps d’arrét optimal. Cela résulte du fait
que si v est un temps d’arrét vérifiant v > vpay et P(V > vinax) > 0, alors

E(U,) = E(M,) — E(A,) = E(Up) — E(A,) < E(Up)

et par conséquent U ne peut pas étre une martingale et v ne peut pas étre optimal.d

2.4 Enveloppe de Snell et chaines de Markov

Le but de cette section est de montrer comment, dans un cadre markovien, les
calculs d’enveloppes de Snell peuvent étre menés a bien. Rappelons qu’une suite
(Xn)n>0 de variables aléatoires a valeurs dans un espace fini E est appelée chaine
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de Markov si, pour tout entier n > 1 et pour tous éléments xg, Z1, ..., Tn—1, T, y de
E,ona

P(Xn+1 =Yy | Xo=1%0,.. -, Xn-1=Tn_1,Xn =1") :]P(Xn—l—l =Y I Xn =£E).

La chafne est dite homogéne si le nombre P(z,y) = P(Xp41 = y | Xn = )
ne dépend pas de n. La matrice P = (P(z,Y))(zy)cExE, indexée par E X E,
est alors appelée matrice de transition de la chaine. Notons que la matrice P a des
coefficients positifs ou nuls et vérifie } - . p P(z,y) = 1 pour tout z € E'; on dit
que c’est une matrice stochastique. Lorsqu’on travaille sur un espace de probabilité
filtré (Q, F, (Fn)o<n<n,P), on définit la notion de chaine de Markov par rapport a
la filtration de la fagon suivante.

Définition 2.4.1 Une suite (X,,)o<n<n de variables aléatoires a valeurs dans E est
une chaine de Markov homogene de matrice de transition P par rapport  la filtration
(Fr)o<n<n, si (X5) est adaptée et si, pour toute fonction f de F dans R, on a

]E(f(Xn+1)|-7:n) = Pf(Xn)a

ou Pf désigne la fonction qui a z € F associe

Pf(z) = P(z,9)f(v)-
yeEE
Noter que, si ’on interpréte les fonctions de £ dans R comme des matrices uni-
colonnes indexées par F, le nombre Pf est bien le produit des deux matrices P
et f. On vérifie facilement qu’un chaine de Markov au sens élémentaire défini plus
haut est une chaine de Markov par rapport a sa filtration naturelle, définie par F,, =
O'(Xo, cen ,Xn).

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la définition
précédente et de la définition de I’enveloppe de Snell. C’est la clé du calcul effectif
du prix des options américaines dans les modeles discrets (cf. Exercice 7).
Proposition 2.4.2 Soit (Z,,) une suite adaptée définie par Z, = (n, Xy,), onr (Xp)
est chaine de Markov homogéne a valeurs dans E, de matrice de transition P par
rapport a la filtration (Fp)o<n<N, €t soit 1 une application de N x E dans R.
Alors, I’enveloppe de Snell (Uy,) de la suite (Z,,) est donnée par Uy, = u(n, X,), on
la fonction u est définie par les relations suivantes

u(N,z) =¢(N,z) Vze€E
et, pourn < N —1,
‘lL(?’L, ) = max(d)(n’ '),PU(TL +1, ))

2.5 Application aux options américaines

Nous nous plagons maintenant dans un modele de marché viable et complet,
construit sur I’espace probabilisé filtré (2, F, (Frn)o<n<n,P) et, comme dans les
Sections 1.3.1 et 1.3.3, nous notons P* I’'unique probabilité sous laquelle les prix
actualisés des actifs sont des martingales.
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2.5.1 Exercice et couverture des options américaines

Dans la Section 1.3.3, nous avons défini la valeur (U,,) d’une option américaine
décrite par une suite (Zy) par les relations

Uvn = Zn
Un = max(Zp, SOE*(Unt1/583,11Fn)) Vn< N -—1.

La suite (U,) définie par U, = U,/S° (valeur actualisée de I’option) est donc
I’enveloppe de Snell, sous P*, de la suite (Z,,). Il résulte de la Section 2.2 que

U, = sup E*(Zu|fn)

VGTn,N

et par conséquent
Z
U,=8% sup E* <—;|.7-"n> .
vE€T, N Su
D’apres la Section 2.3, on peut écrire

U, =M, — A,,

ot (M,,) est une P*-martingale et (A,,) un processus croissant, prévisible, nul en 0.
Comme le marché est complet, il existe une stratégie auto-financée ¢ telle que

Vn(¢) = SY My,

c’est-a-dire Viy(¢) = My . Comme la suite (V;,(¢)) est une P*-martingale, on a

Va(¢) = E*(Vn(4)|Fn)
= E*(Mpn|F,)
= A;In;

et par conséquent _ ~ -
Un = Va(¢) — An.
D’ou
Un = Vn(¢) - An,

ol A, = S%A,. On déduit de cette expression que le vendeur de I’option peut se
couvrir parfaitement, puisque, en encaissant la prime Uy = Vj(¢), il peut produire
une richesse a I’instant n égale a V,,(¢$) qui majore U, et a fortiori Z,.

Quelle est la date optimale d’exercice de 1’option ? La date d’exercice est a choi-
sir parmi tous les temps d’arrét. Le détenteur de 1’option n’a pas intérét a exercer a
I’instant n tant que U,, > Z,,, car il perdrait un actif de valeur U, (1’option) pour une
richesse égale a (Z,) (venant de I’exercice de 1’option). Donc, une date 7 d’exercice
optimal vérifie U, = Z,. Par ailleurs, il n’a pas intérét & exercer aprés I’instant

Vmax = lnf{Ja Aj+1 7é 0}
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(qui est égal 2 inf{j, A;;, # 0}) car, 2 cet instant, en vendant I’option, il peut
se contenter une richesse égale a U, = V|, . (¢) et, en suivant la stratégie ¢ a
partir de cet instant, il se constitue un portefeuille dont la valeur est strictement plus
grande que celle de I’option aux instants Vmax + 1, Vmax+2, ..., N. On impose donc
comme seconde condition, 7 < vmax, ce qui permet d’affirmer que la suite arrétée
U™ est une martingale. La conclusion de cette discussion est que les dates d’exercice
optimales sont les temps d’arrét optimaux pour la suite (Z,,), sous la probabilité P*.
Pour préciser ce point, reprenons le point de vue du vendeur de I’option. Si celui-ci
se couvre selon la stratégie ¢ définie ci-dessus, et si I’acheteur de 1’option exerce a
un instant 7 qui n’est pas optimal, on a U, > Z, ou A, > 0. Dans les deux cas, le
vendeur réalise un profit V,.(¢) — Z, = U, + A, — Z., qui est strictement positif.

2.5.2 Options américaines et options européennes

Proposition 2.5.1 Soit C, la valeur a l'instant n d’une option américaine décrite
par une suite adaptée (Zp)o<n<N et SOit cn la valeur a Iinstant n de I’option
européenne définie par la variable aléatoire Fy-mesurable h = Zy. Alors, on a
Cp > cp.

De plus, si c, > Z, pour tout n, on a
=0, Yne{0,1,...,N}.

L’'inégalité C,, > c, est bien naturelle, puisque 1’option américaine donne plus de
droits que I’option européenne.

Démonstration. Puisque la valeur actualisée (C,,) est une sur-martingale sous P*,
ona
Cn 2 E*(CN|Fn) = E*(en|Fn) = Cn.

D’ou C, > c,.
Si ¢, > Z, pour tout n, la suite (¢,), qui est une martingale sous P*, apparait

comme une sur-martingale (sous P*) majorant la suite (Z,,) et par conséquent
Cn <&, Vne{0,1,...,N}.
D’ou I’égalité. a

Remarque 2.5.1 On vérifiera sans peine que si les relations de la Proposition 2.5.1
n’étaient pas vérifiées, il y aurait des opportunités d’arbitrage par des transactions
sur les options.

Pour illustrer la proposition qui précéde, considérons un marché avec un seul
actif risqué, de prix S, a I’instant n, et un taux d’intérét sans risque constant, égal a
7 > 0 sur chaque période, de sorte que SO = (1 + r)™. Alors si, avec les notations
de la Proposition 2.5.1, on prend Z,, = (S, — K)+, ¢, est le prix 2 I'instant n d’un
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call européen d’échéance N et de prix d’exercice K sur une unité d’actif risqué, et
C,, est le prix du call américain correspondant. On a

& = (1+7)"VE*((Sn — K)4|Fn)
E*(S, — K(14+7)"N|F)
S,—KQ1+r)N,

\Y

en utilisant la propriété de martingale de (S,,). D’ol ¢, > Sy — K(1+7)~ (V-7 >
S, — K, puisque r > 0. Comme ¢, > 0, on a aussi ¢,, > (S, — K)4 et, par la
Proposition 2.5.1, C, = c,. Il y a donc égalité entre le prix du call européen et le
prix du call américain de méme échéance et méme prix d’exercice.

Cette propriété n’est pas vérifiée dans le cas du put, ni dans celui de calls sur
devises ou sur des actions distribuant des dividendes.
Remarque bibliographique : Pour des compléments sur 1’enveloppe de Snell et
I’arrét optimal, on peut consulter Neveu (1972), Chapitre VI, et Dacunha-Castelle
et Duflo (1986b), Chapitre 5, Section 1. Pour la théorie de 1’arrét optimal a temps
continu voir El Karoui (1981), Shiryaev (1978) et Peskir et Shiryaev (2006).

2.6 Exercices

Exercice 4 Soit v un temps d’arrét de la filtration (F,)o<n<n. On note F, I’en-
semble des événements A tels que AN {v =n} € F, pour toutn € {0,...,N}.

1. Montrer que F,, est une sous-tribu de Fp . La tribu F,, est appelée tribu des
événements antérieurs a v.

2. Montrer que la variable aléatoire v est F,-mesurable.
3. Soit X une variable aléatoire réelle. Montrer I’égalité

N
E(X|7) = 3 L= E(X|F5).
J=0
4. Soit 7 un temps d’arrét vérifiant 7 > v. Montrer que F,, C F.
5. Sous les mémes hypotheses, montrer que si (M,,) est une martingale, on a

M, = E(M,|F,).

(On pourra commencer par traiter le cas 7 = N).

Exercice 5 Soit (Up,) I’enveloppe de Snell d’une suite adaptée (Z,,). Montrer, sans

supposer Fy triviale, que

E(Uy) = sup E(Z,),
v o,N

et, plus généralement, que

B(U.) = sup E(Z).
vEin, N
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Exercice 6 Montrer que v est optimal au sens de la Définition 2.2.4 si et seulement

S1
E(Z,) = sup E(Z;).

T7€To,N

Exercice 7 L’objet de cet exercice est d’étudier le put américain dans le modele de
Cox-Ross-Rubinstein. Les notations sont celles du Chapitre 1.

1. Montrer que le prix Pp, a 'instant n, du put américain d’échéance N et de
prix d’exercice K sur une action peut s’écrire

Pn = Pam(na Sn):
oll Py (n, z) est défini par P, (N, z) = (K — z)4 et,pourn < N — 1,

f(n+1,:c))’

Pam(nax) = max ((K—J,‘)+, 1+7r

avec
f(n+1,2) =pPem(n+1,2z(1 +a)) + (1 — p)Pam(n + 1,2(1 + b))

etp=(b—r)/(b—a).
2. Montrer que la fonction Py, (0, .) peut se mettre sous la forme

Pon(0,z) = sup E*((1+7) (K —zV,)4),
veTo,N

ot la suite de variables aléatoires (V,,)o<n<n est définie par V5 = 1 et, pour
n>1V,= H?zl U;, les U; étant des variables aléatoires dont on précisera
la loi conjointe sous P*.

3. A partir de la formule de la question précédente, montrer que la fonction z —
P, (0, ) est convexe et décroissante.

4. On suppose a < 1. Montrer qu’il existe un réel z* € [0, K] tel que, pour
T <%, Py (0,7) = (K — )4 et,pour z* < z < K/(1 +a)",

Pam(o:m) > (K_$)+'

5. Un agent détient le put américain a I’instant 0. Pour quelles valeurs du cours
spot Sy a-t-il intérét a exercer immédiatement son option ?

6. Montrer que la stratégie de couverture du put est définie par une quantité d’ac-
tif risqué H,, = A(n, S,,—1) & détenir a I’instant n, ot A est une fonction que
I’on exprimera a I’aide de la fonction P, .

Exercice 8 Stratégies de consommation. Les stratégies auto-financées définies
au Chapitre 1 excluent toute possibilité de consommation. On peut introduire des
stratégies avec consommation de la fagon suivante. A I’instant n, aprés avoir pris
connaissance des cours S9, ..., S,‘f, I’investisseur réajuste son portefeuille pour le
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faire passer de la composition ¢, a la composition ¢,+1 et décide de la richesse
Yn+1 qui sera consommée a la date n + 1. L’ajustement se faisant aux cours de la
date n, s’il n’y a pas d’apports de fonds extérieurs, on doit avoir

bn+1.-Sn = $n.Sn — Yn+1- (2.3)

Une stratégie de gestion avec consommation est donc définie par un couple (¢, ), ot
¢ est un processus prévisible 2 valeurs dans R%*!, représentant les quantités d’actifs
détenues au cours du temps, et ¥ = (5 )1<n< N €St un processus prévisible a valeurs
dans R*, représentant la richesse consommée & chaque instant. La relation (2.3) liant
¢ et y remplace la condition d’auto-financement du Chapitre 1.

1. Soit ¢ un processus prévisible 2 valeurs dans R4*! et soit y un processus
prévisible a valeurs dans R*. On pose V,,(¢) = ¢,.Sy, et f/n(qb) = ¢n.Sn.
Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes.

(a) Le couple (¢,y) définit une stratégie de consommation.

(b) Pourtoutn € {1,...,N},
Va(9) = Vo() + Y 8,8 — > _ ;-
j=1 j=1
(c) Pourtoutn € {1,...,N},

Va() = Vo(9) + D _ 6,88 = > %/S)_,.

j=1 j=1

2. Dans toute la suite, on suppose le marché viable et complet et on note P*
I’'unique probabilité sous laquelle les prix actualisés des actifs sont des martin-
gales. Montrer que si le couple (¢, ) définit une stratégie de consommation,

alors (V,,(¢4)) est une sur-martingale sous P*.

3. Soit (U,) une suite adaptée telle que (U, )soit une sur-martingale sous P*.
Montrer, en utilisant la décomposition de Doob, qu’il existe une stratégie de
consommation (¢, y) telle que V,,(¢) = U, pour tout n € {0,...,N}.

4. Soit (Z,) une suite adaptée. On dit qu’une stratégie de consommation (¢, y)
couvre I’option américaine définie par la suite (Z,)si V,,(¢) > Z, pour tout
n € {0,1,..., N}. Montrer que la valeur (U,) de I’option américaine est la
valeur d’au moins une stratégie de consommation qui couvre (Z,) et que toute
stratégie de consommation (¢,~) qui couvre (Z,) vérifie V,,(¢) > U,, pour
toutn € {0,1,...,N}.

5. Soit z un nombre réel positif représentant la richesse initiale d’un investisseur
et soit ¥ = (Yn)1<n<nN une suite prévisible a valeurs dans R*. On dit que le
processus de consommation (v, ) est finangable  partir de la richesse initiale
x s’il existe un processus prévisible ¢, 4 valeurs dans R%*1, tel que le couple
(¢,~y) définisse une stratégie de consommation, avec, de plus, Vp(9) = z et
Va(¢) > 0, pour tout n € {0,..., N}. Montrer que (7,) est finangable a
partir de la richesse initiale z si et seulement si ]E*(Z:;il vi/83-1) < x.



Chapitre 3

Mouvement brownien et
équations différentielles
stochastiques

Les deux premiers chapitres de ce livre ont été consacrés a 1’étude de modeles
a temps discret. On a vu a cette occasion I’importance des notions de martingales,
de stratégies autofinancées et d’enveloppe de Snell. Dans ce chapitre, nous allons
étendre ces notions au cas du temps continu. En particulier, nous introduirons les
outils mathématiques permettant de construire des modeles d’évolution d’actif et de
calculer les prix d’options. Les outils techniques sont plus délicats a utiliser en temps
continu mais les idées essentielles different peu de celles du temps discret.

Pourquoi considére-t-on des modeles a temps continu? La premiére motiva-
tion vient des phénomenes que 1’on veut modéliser : les variations des cotations
sur les marchés organisés sont en pratique tellement fréquentes qu’un modele a
temps discret peut difficilement en rendre compte. D’autre part, les modeles conti-
nus conduisent & des méthodes de calcul plus explicites que les modeles discrets,
méme s’il faut parfois avoir recours a des méthodes numériques. Ainsi, le modele le
plus utilisé dans la pratique (le modele de Black et Scholes) est un modele a temps
continu qui conduit & une formule simple. Comme nous 1’avons signalé dans I’in-
troduction, les liens entre processus stochastiques et finance ne sont pas nouveaux :
en 1901, Bachelier (voir Bachelier (1900)) dans un mémoire intitulé Théorie de la
spéculation est, non seulement ’'un des premiers a s’intéresser mathématiquement
aux propriétés du mouvement brownien, mais aussi a donner des formules de calcul
de prix pour certaines options.

Nous donnons quelques éléments mathématiques nécessaires a la compréhension
des modeles a temps continu. En particulier, nous introduirons le mouvement brow-
nien, qui est I’outil majeur du modele de Black et Scholes et sert a construire la
plupart des modeles d’actifs en finance. Puis nous étendrons la notion de martin-
gale au cas du temps continu, enfin nous construirons I’intégrale stochastique d’It6
et nous introduirons le calcul différentiel qui lui est associé : le calcul d’Ito.

49
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Certaines démonstrations sont rédigées en petits caractéres, ce sont des
démonstrations techniques qu’il est conseillé de sauter lors d’une premiére lecture.

3.1 Généralités sur les processus a temps continu
Commencons par préciser ce que 1’on entend par processus a temps continu.

Définition 3.1.1 On appelle processus stochastique a temps continu et a valeurs dans
un espace F muni d’une tribu £ , une famille (X;);cg+ de variables aléatoires sur
un espace de probabilité (2, A, P) & valeurs dans (E, £).

Remarque 3.1.1 — Dans la pratique ’indice ¢ représente le temps.

— Un processus peut aussi étre vu comme une fonction aléatoire : & chaque w
dans 2 on associe la fonction de R dans E, t — X;(w), appelée trajectoire
du processus.

— Un processus peut étre considéré comme une application de Rt x Q dans
E, nous supposerons toujours que cette application est mesurable lorsque 1’on
munit R* X  de la tribu B(R*) x A et E de la tribu £. En d’autres termes,
nous considérerons uniquement des processus mesurables (voir Karatzas et
Shreve (1988) pour les détails techniques).

— On considérera aussi des processus indexés par un intervalle de temps [0, T']
borné.

Comme dans le cas discret, on introduit la notion de filtration.

Définition 3.1.3 Une filtration sur un espace de probabilité (€2, .4, P) est une famille
croissante (F;):>o de sous tribus de A.

La tribu F; représente I’information dont on dispose a I’instant ¢. On dit qu’un pro-
cessus (X;);>o est adapté a (F)i>o, si pour chaque ¢, X; est F;-mesurable.

Remarque 3.1.2 Dans la suite, les filtrations que I’on considérera auront la propriété
suivante :

SiA' c A€ AetsiP(A) =0, alors pour tout ¢, A’ € F;.

En d’autres mots, F; contient tous les ensembles P-négligeable de .A. Un
conséquence utile de cette hypothése technique est de permettre d’affirmer que si
X =Y Pp.s. etY est Fi-mesurable alors X est aussi F;-mesurable.

On peut construire une filtration engendrée par un processus (X;);>o en po-
sant F; = 0(Xs,s < t). Cette filtration ne vérifie pas, en général, I’hypothése
précédente. Cependant si on remplace la tribu F; par la tribu F; engendrée par F;
et V, ’ensemble des ensembles négligeables de .4, on obtient une filtration vérifiant
la condition souhaitée. On appelle cette filtration la filtration naturelle du processus
(Xt)t>0. Quand on parle de filtration pour un processus sans autres précisions, il
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s’agit de sa filtration naturelle. Un processus est bien siir adapté a sa filtration natu-
relle.

La notion de temps d’arrét nous sera utile comme dans le cas discret. Un temps
d’arrét modélise un temps aléatoire qui dépend du processus de fagon non anticipante
(2 un instant donné ¢ on sait si un temps d’arrét est plus petit que ¢). Formellement,
la définition est la suivante :

Définition 3.1.5 Un temps d’arrét par rapport a une filtration (F3);>o une variable
aléatoire 7  valeurs dans R* U {+o0} telle que, pour tout ¢ > 0,

{r<tler
On associe a un temps d’arrét 7 une tribu que I’on note 7, définie par
Fr={A€ A, pourtoutt >0, AN {r <t} € F}.

Cette tribu représente les informations disponibles avant I’instant aléatoire 7. On
démontre que (voir exercices 11, 12, 13, 14 et 17) :

Proposition 3.1.6 — 8i S est un temps d’arrét, S est Fs mesurable.
— Si S est un temps d’arrét, fini presque sirement, et (X¢)s>0 est un processus
adapté continu, alors Xg est Fs mesurable.
— 8i S et T sont deux temps d’arrét tels que S < T P p.s., alors Fs C Fr.
— Si Set T sont deux temps d’arrét alors SAT = inf(S, T') est un temps d’arrét.
En particulier si S est un temps d’arrét et t est un temps déterministe S N\t est
un temps d’arrét.

3.2 Le mouvement brownien

Un exemple particulierement important de processus stochastique est le mou-
vement brownien. 1l servira de base pour la construction de la plupart des modeles
d’actifs financiers et de taux d’intérét.

Définition 3.2.1 On appelle mouvement brownien un processus stochastique & va-
leurs réelles, (Xt)tzo, qui est un processus a accroissements indépendants et sta-
tionnaires dont les trajectoires sont continues. Ce qui signifie que :
— continuité : Pp.s. lafonction s — X,(w) est une fonction continue.
— indépendance des accroissements : Si s < ¢, X; — X est indépendant de la
tribu s = o(X,,u < ).
— stationnarité des accroissements : si s < t, la loi de X; — X est identique a
celle de X;_s — Xo.

Cette définition permet de caractériser la loi de la variable aléatoire X;. Ce
résultat est d4licat & établir, nous renvoyons & Gihman et Skorohod (1980) pour sa
démonstration.

Théoreme 3.2.2 Si (X;);>0 est un mouvement brownien, alors Xy — Xo est une
variable aléatoire gaussienne de moyenne rt et de variance o2t, T et o étant des
constantes réelles.
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Remarque 3.2.1 Un mouvement brownien est dit standard si :
Xo=0 Pps. E(X;) =0, E(X}?) =t

Dans la suite, lorsque 1’on parlera de mouvement brownien, sans autre précision,
il s’agira d’'un mouvement brownien standard. Dans ce cas, la loi de X; prend la

forme :
1

V2t

dz étant la mesure de Lebesgue sur R.

2
—Z
e 2t dx,

On peut démontrer une propriété précisant le caractere gaussien du mouvement
brownien. On vient de voir que pour tout ¢, X; est une variable aléatoire gaussienne.
On a une propriété plus forte :

Théoreme 3.2.4 Si (X;)¢>o est un mouvement brownien, si0 < t; < ... < tp,
alors (X4,, ..., Xy, ) est un vecteur gaussien.

On pourra consulter 1’appendice page 235 pour des précisions sur les vecteurs gaus-
siens.

Démonstration. Soit 0 < t; < ... < tp,, alors le vecteur aléatoire
(th)th - th P )th - th—l)

est composé de variables aléatoires gaussiennes (d’apres le théoreme 3.2.2) et
indépendantes (par définition du mouvement brownien), ce vecteur est donc un vec-
teur gaussien. Il en est donc de méme pour (X, , ..., X, ). O

On aura besoin d’une définition légerement plus précise d’un mouvement brownien
par rapport a une tribu F.

Définition 3.2.5 On appellera (F;)-mouvement brownien un processus stochastique
a valeurs réelles et a trajectoires continues qui vérifie :

— Pour tout ¢t > 0, X; est F;-mesurable.

- Sis £t, Xy — X, est indépendant de la tribu F;.

— Sis <t laloide X; — X, estidentique a celle de X;_; — X.

Remarque 3.2.2 - Ilest facile de vérifier que, si (X;) est un mouvement brow-
nien standard, c’est aussi un (F;)-mouvement brownien, si ’on prend pour

(F¢) 1a filtration naturelle de (X).
— Si (X}) est un mouvement brownien standard, il en est de méme des processus

(Xto+t — Xto)e>0 et (AX¢/x2)e>0-
3.3 Martingales a temps continu
Comme dans le cas des modeles a temps discret, la notion de martingale est un

outil essentiel pour expliciter la notion d’arbitrage. La définition suivante est une
extension de celle du temps discret.
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Définition 3.3.1 Soit (2, A, P) un espace probabilisé et (Fi)¢>o une filtration de
cet espace. Une famille adaptée (My):>o de variables aléatoires intégrables (c’est-
a-dire vérifiant E(|My|) < 400 pour tout t) est :

— une martingale si, pour tout s < t, E (M| F;) = M.

— une sur-martingale si, pour tout s < t, E (M| F;) < M.

— une sous-martingale si, pour tout s < t, E (M| Fs) > M.

Remarque 3.3.1 On déduit de cette définition que, si (M;)¢>o est une martingale,
alors E(M;) = E(Mp), pour tout .

Donnons des exemples de martingales que 1’on peut construire a partir du mouve-
ment brownien.
Proposition 3.3.3 Si (X;):>0 est un Fy-mouvement brownien standard, alors

1. (X4) est une Fy-martingale.

2. (X2 —t) est une F;-martingale.

3. (exp (6X¢ — (02/2)t)) est une Fy-martingale.

Démonstration. Si s < t alors X; — X est indépendante de la tribu F5. Donc
E(X: — Xs|Fs) = E(X¢ — X;). Mais un mouvement brownien standard est centré,
donc E(X; — X;) = 0. On en déduit le premier point. Pour démontrer le deuxiéme,
remarquons que :

E(X?2 — X2|F,) = E((X:— Xo)? +2X(X: — Xo)|Fs)
= E((Xe — Xo)*|Fs) + 2XE(X; — X,|F),

mais comme (X¢)¢>0 est une martingale E (X; — X,|Fs) = 0, et donc
]E(Xt2 - X.s?l]:s) = E((Xt - Xs)zlfs)'

La stationnarité et I’indépendance des accroissements du mouvement brownien per-
mettent de plus d’affirmer que

E(X] )

= t—s.

E((Xe — X5)?|Fs)

La derniere égalité est due au fait que X suit une loi gaussienne centrée de variance
t. On en déduit que E (X7 — t|F;) = X2 — 5,si s < &.

Pour démontrer le dernier point, rappelons, tout d’abord, que, si g est une gaus-
sienne centrée réduite, on a :

too dz 2
E(*9 =/ Hre—z/2 LYY
(™) . T

De plus, si s < t,

]E(ea'Xg—azt/2|]:-s) — €st_02t/2]E(ea(Xt_X’)|.Fs)
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car X est Fs-mesurable, et comme X; — X est indépendante de F;, on a

E(e?XI|Fy) = E(e”Xem%)
= E(e"¥t-e)
E(e”9V**)

= exp (%az(t - s)) .

Ce qui donne le résultat annoncé. 0

Si (M¢)¢>0 est une martingale, la relation E (M;|F;) = Mj, peut étre étendue
a des temps s et ¢ aléatoires si ces temps sont des temps d’arrét bornés. Ce résultat
est une extension de I’exercice 4 du chapitre 2 au cas continu et porte le nom de
théoréme d’arrét. Nous admettons ce théoreme et renvoyons a Karatzas et Shreve
(1988) page 19 pour sa démonstration.

Théoréme 3.3.4 (Théoreme d’arrét)) Si (M;):>o est une martingale continue par
rapport & une filtration (F)¢>o0, et si 71 et T sont deux temps d’arrét tels que 71 <
79 < K, K étant une constante réelle finie, alors M., est intégrable et :

E(M,,|Fr,) = M,, Pp.s. .

Remarque 3.3.2 — Ce résultat entraine que, si 7 est un temps d’arrét borné,
alors E(M,) = E(Mp) (il suffit d’appliquer le théoréme d’arrét avec 71 =
0, 72 = 7 et de prendre I’espérance des deux membres).
— Si (Mi)¢>0 est une sous-martingale continue, on a le méme théoréme en
remplagant 1’égalité précédente par :

E (M,,|Fr) > M, Pp.s.

Nous allons donner un exemple d’application de ce résultat au calcul des temps d’at-
teinte d’un point par le mouvement brownien.

Proposition 3.3.6 Soit (X;);>o un Fy-mouvement brownien. Notons, si a est un
nombre réel, T, = inf {s > 0, X; = a}, ou +00 si cet ensemble est vide.

Alors, T, est un temps d’arrét fini presque siirement, dont la loi est caractérisée
par sa transformée de Laplace :

E (e"\T“) = ¢~ V2al,

Démonstration. Nous supposerons, d’abord, que a > 0. Pour montrer que T}, est
un temps d’arrét, on remarque, en utilisant la continuité des trajectoires, que

{T, <t} = ﬂ {sust>a—e}: ﬂ ﬂ {Xs >a—¢}.
ecQ++ St €€QH* s€Q+,s<t

Ce dernier ensemble est dans F;, ce qui prouve le résultat. On notera dans ce qui suit
z Ay = inf(z,y).
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Nous allons appliquer le théoreme d’arrét a la martingale
M, = exp (6 X; — (0?/2)t),

avec o > 0. On ne peut pas appliquer directement le théoréme d’arrét a T;, (qui n’est
pas borné). Cependant, si n est un entier positif, T, A n est encore un temps d’arrét
(voir proposition 3.1.6), qui est borné, on peut donc appliquer le théoreme d’arrét.
On obtient ainsi E (M1, A,) = 1. Mais
o2
Mz, pn = €°XTarn =7 (TaA™) < exp(oa).

De plus, si T, < 400, limy,—, yoo MT,An = MrT, et si T, = 400, on a pour tout
t, X < a, dol lim,—, oo M, An = 0. Le théoreme de Lebesgue donne donc
E(l{Ta < +oo}MTa) = 1, soit, comme X7, = asiT, < +00:

02 —oa
E (I{Ta < +00} exp (—?Ta)> =e 79,

En faisant tendre o vers 0 on obtient que P(T, < +00) = 1 (ce qui signifie que le
mouvement brownien atteint la valeur a presque sirement), puis :

2
E (exp (—%Ta>) =e %%

On traite le cas a < 0 en remarquant que :
T, =inf{s > 0,—-X; = —a},

avec (—X¢)¢>0 qui est un Fz-mouvement brownien (car c¢’est un processus continu
a accroissements indépendants et stationnaires de moyenne nulle et de variance t).O

Le théoréeme d’arrét permet aussi d’obtenir des estimations pour le maximum
d’une martingale. Si M; est une martingale, on peut borner le moment d’ordre 2 de
supg<;<r | M¢|. Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Doob.

Théoreme 3.3.7 (Inégalité de Doob) Si (M;)o<i<T est une martingale continue,
on a, pour tout T > 0,

]E( sup [Mt|2) < 4E(|M7|?).
0<t<T

La démonstration de ce résultat est donnée dans 1’exercice 16.

3.4 Intégrale stochastique et calcul d’Ito

Dans le cas des modeles a temps discret, la valeur actualisée d’un portefeuille de
valeur initiale Vp et géré selon une stratégie autofinancée s’écrit

Vo+ ) Hj(S; = Sj-1).
j=1
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ol Hj est la quantité d’actif risqué détenu a I’instant j, si I’on suppose, pour sim-
plifier, qu’il n’y a qu’un seul actif risqué. Cette valeur apparait comme une trans-
formée de martingale sous une probabilité pour laquelle le prix de 1’actif actualisé
(gn)OSnS N est une martingale. Dans le cas des modeles a temps continu, nous allons
généraliser cette formule a I’aide d’intégrales du type fot H,dS,.

Les modeles utilisés couramment pour décrire I’actif sont obtenus a partir
d’un (ou plusieurs) mouvement brownien. Or, une des propriétés importantes du
mouvement brownien est que presque slirement ses trajectoires sont nulle part
différentiables. Autrement dit, on peut montrer que, si X; est un mouvement brow-
nien, il n’existe pas de points ¢t de RY tels que %‘ ait un sens. On ne peut donc pas
définir I’intégrale précédente par :

t t dX,
/0 £()dX, = /0 F(s)% 2 ds.

On peut donner, cependant, un sens précis a ce type d’ intégrales par rapport au
mouvement brownien. On appelle ces intégrales des intégrales stochastiques. C’est
ce que nous allons faire dans cette section.

3.4.1 Construction de I’intégrale stochastique

Soit (W)¢>0 un Fi-mouvement brownien standard sur un espace probabilisé

filtré (2, A, (Ft)t>0,P). Nous allons donner un sens a fot f(s,w)dWs pour une
classe de processus f(s,w) adaptés a la filtration (F)¢>0. On va commencer par
construire 1’intégrale stochastique sur un ensemble de processus dits élémentaires.
Dans toute la suite, on fixe T un réel strictement positif et fini.

Définition 3.4.1 On appelle processus élémentaire (H;)o<¢<T un processus de la
forme :

p
Ht(w) = Zd)i(w)l]ti—l,ti](t)
i=1
ou0 =1ty <t <...<tp,=Tet¢;est F;,_,-mesurable et bornée.

L’intégrale stochastique d’un processus élémentaire H est alors, par définition, le
processus continu (I(H);)o<¢<7 défini par, si ¢ €]tk, tkt1],

I(H)= Y ¢:i(We, — Wi, _,) + bppr(We — W),

1<i<k

Notons que I(H); peut s’écrire :

I(H)t = Z ¢i(Wti/\t - Wti_ll\t)’

1<i<p

ce qui prouve la continuité de la fonction ¢ — I(H);. On notera fot H,dW; pour
I(H);. On a alors le résultat essentiel suivant :
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Proposition 3.4.2 Si (H;)o<:<T est un processus élémentaire :
t . .
- ( fo Hi dWs> est une Fy-martingale continue,
0<t<T

t T2 t
—E((/ HdeS) ):]E(/ Hfds),
0 0
t 2 T
—E(sup / HydW, >§4]E (/ Hfds).
t<T [JO 0

Démonstration.  Pour démontrer cette proposition nous allons utiliser des processus a temps
discret. En effet, pour établir que ( fot Hdes) est une martingale, il suffit de prouver que,

pourtoutt > s:
t s
IE(/ Huqu|.7-'s) =/ H,dW,
0 0

Si I’on ajoute s et ¢ a la subdivisiontp = 0 < t; < ... < t, = T, et si on pose M, =
ot" HdWs et G, = Fy,, pour 0 < n < p, il suffit de vérifier que M, est une G,-martingale.
Pour démontrer ceci, remarquons que :

tn ki
M, = H,dWs = Zd’z (Wti - Wti—i)
0 i=1

avec ¢; qui est G;_j-mesurable. D’autre part X, = W;, est une G,-martingale (en effet,
(Wt),>¢ st un mouvement brownien). (Mn) ¢ (0, @PParait donc comme une transformée
de la. martingale (X_n)ne[o, 2l La prf)position 1.2.3 du chapitre 1 prouve alors que c’est une
martingale. Le deuxiéme point s’obtient en remarquant que

#((Gro-x-s))

z Z]E (s (X — Xi1)(X; — Xj-1))

i=1 j=1

E(M;)

Il

De plus, siz < j,ona

E(¢ig;(Xi — Xi-1)(X; — Xj-1))
= E(E(¢ig;(Xi — Xi-1)(X; — X;j-1)|Gj-1))
= E(¢ig;(Xi — Xi—1)E(X; — X;-11Gj-1)).

Comme X; est une martingale, on a E(X; — X;-1|Gj—1) = 0. On en déduit que, si i < 7,
E (¢:i¢5(Xi — Xi-1)(X; — Xj-1)) = 0.

Si j > i on obtient le méme résultat. Enfinsi i = j, ona

E (E (62(X: — Xi-1)*| Gi-1))

E (42E ((X: — Xi-1)?| Gi-1)),

E (67 (X: - Xi-1)?)

et finalement

E((X: — Xi-1)?|Gi-1) = E(W, — We,,)?) = ti — ta-1. @0
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En utilisant I’équation (3.1), on obtient

n 2 n t
E ((Z@(Xi - Xi_1> ) =E (Z:gbf(ti - ti_1)> =E (/0 Hfds> .

La continuit¢ de ¢ — fot H;dW; est claire sur sa définition. Le troisi¢éme point est une
conséquence de I'inégalité de Doob (cf. Théoreme 3.3.7) appliquée a la martingale continue

(% Hdes>t20. o

Remarque 3.4.1 On pose, par définition,

T T t
/ Hy,dW;, =/ HydW;, —/ HydW;,
t 0 0

Sit<T,etsi A€ Fg,alorss — 141 {t< s}HS reste un processus élémentaire et
il est facile de vérifier, sur la définition de I’intégrale, que :

T T
/0 lAHsl{t<s}dWs=1A/t H,dWs. 3.2)

On vient de définir et de donner des propriétés de 1’intégrale stochastique pour les
processus €lémentaires, nous allons maintenant étendre cette intégrale a la classe de
processus adaptés

T
H = {(Ht)osth, processus adapté a (F)¢>0, E (/ Hfds) < +oo} .
0

Proposition 3.4.4 Soit (Wy)¢>o un Fy-brownien. Alors il existe une unique applica-
tion linéaire J de 'H dans 1’espace des F;-martingales continues définies sur [0, T,
telle que :

1. Si (Hi)i<T est un processus élémentaire, Pp.s. pourtout0 <t < T

2. Sit<T,E(J(H)?) =E (/Ot Hfds).

Cette application linéaire est unique au sens suivant, si J et J' sont deux prolonge-
ments linéaires vérifiant les propriétés précédentes, alors

Pps. YO<t<T, JH),=J(H):
t

On note, siHE'H,/ H,dW, = J(H);.
0

De plus cette intégrale stochastique vérifie les propriétés suivantes.

Proposition 3.4.5 Si (H;)o<¢<T un processus de H alors :
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2 T
) < 4E ( / Hfds> (3.3)
0

T T
Pp.s. / H,dW; =/ 1{3 < ,,.}Hdes (3.4)
0 0 -

1. Ona:

t
]E(sup / H,dW;,
t<T |Jo

2. SiT estun Fy-temps d’arrét :

Démonstration. Nous admettrons que si (Hs)s<7 est dans H, il existe une suite (Hg')s<T
de processus élémentaires tels que :

T
lim E (/ |H, — H;‘|2ds) =0.
n—+o00 0

On trouvera une démonstration de ce résultat dans Karatzas et Shreve (1988) (page 134

probleme 2.5).
Si H € H et (H™)n>0 est une suite de processus élémentaires convergeant vers H, au
sens précédent, on a :

T
E (sup |[T(H™*?), — I(H")t|2> < 4E ( / |HS*P — v ds) . (3.5)
t<T 0
11 existe donc une sous-suite H*(™ telle que
E (sup [I(H D)y, — I(H¢<n)),|2) <Ll
t<T 2n

La série de fonctions de terme général I(H*(™+1) — [(H*(™)) est donc, presque stirement,
uniformément convergente. Donc I (H*#(™), converge vers une fonction continue qui sera par
définition t — J(H);. En passant  la limite dans (3.5), on obtient :

T
E (sup |J(H): — I(H")t|2) <4E (/ |Hs — H;‘|2ds> ) (3.6)
t<T 0

Ceci entraine que (J(H)¢)o<t<T ne dépend pas de la suite approximante. (J(H)¢)o<e<T est
une martingale, en effet :
E(I(H")e|Fs) = I(H")s,
De plus pour tout t, limp— o0 [(H™); = J(H): en norme L*(Q,P) et la continuité dans
L?*(9,P) de I’espérance conditionnelle permet de conclure.
De I’équation (3.6) et de :

s = ([ 1 as),

on déduit que E(J(H)?) = E ( ST H,)? ds). De méme de (3.6) et de E(sup, < I(H™)7) <

4E ( ST |\H P ds), on déduit (3.3).

L’unicité du prolongement résulte de la densité des processus élémentaires dans H.

Nous allons maintenant démontrer (3.4). On remarque d’abord que I’équation (3.2) reste
valable si H € H. 1l suffit pour cela d’utiliser la densité des processus élémentaires dans H
et (3.6).
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On démontre ensuite le résultat pour des temps d’arrét de la forme 7 = 3, ;. t:la,,
ou0 < t; < -+ <tp =T, les A; étant disjoints et F;, mesurables. Pour montrer, dans ce
cas, I’égalité (3.4), on remarque, tout d’abord, que

T T
/ 1(S>T)Hdes=/ D 1alissey | HedWs.
0 0 1<i<n

Mais chaque 17 t; 14, H; est adapté (Ce processus est nul si s < ¢; et vaut 1 4, Hs sinon)
et donc dans H. On en déduit que :

T
Jo Lesm HedWs = Z/ La;1(s>e) HsdWs
0

1<i<n

T T
z 14, Hdes=/ H,dWs,

1<i<n ti

. T
puis que [ 1{3 < 7_}Ha;dWs = [y HsdWs.
Pour généraliser ce résultat, remarquons qu’un temps d’arrét quelconque 7 peut étre ap-
proximé par une suite décroissante de temps d’arrét du type précédent en posant

_ (k+1)T
w2 T Mge<tspr)

0<i<2n

Alors, T, converge presque siirement vers 7 en décroissant. On en déduit que presque sirement
Jo™ HedW, tend vers [, HodW, par continuité de t — [ HsdW;. D’autre part

0
2 T
E ( ) =E (/ 1{,<3S,n}H§ds> .
0

Ce dernier terme tend vers 0 par convergence dominée, donc foT 1 {s< 'rn}H sdW tend dans

T T
/ l{ss-r)Hdes - / l(sg-r,,}Hdes
0 0

L%(Q,P) (et, donc, presque siirement pour une sous suite) vers foT 1 {s< T}Hdes. Ceci
permet d’obtenir 1’égalité (3.4) pour tout temps d’arrét. - O

Pour les besoins de la modélisation, nous aurons besoin de processus satisfaisant une
hypothése d’intégrabilité plus faible que celle vérifiée par un processus appartenant
a 'H, c’est pour cela que nous introduisons un nouvel espace H, en posant :

T
H= {(Hs)ogng (}"t)tzg-adapté,/ Hszds < 400 ]P’p.s.} .
0

La proposition suivante permet de prolonger ’intégrale stochastique de H a H.

Proposition 3.4.6 Il existe une unique application linéaire J de I'espace H dans
I’espace vectoriel des processus continus définis sur [0, T, telle que :

1. Propriété de prolongement. Si (H;)o<¢<T est un processus élémentaire alors

Pps. ,YO<t<T, J(H);=I(H).
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2. Propriété de continuité : Si (H™),>0 est une suite de processus de H telle que
fOT H™ds tend vers O en probabilité alors SUp;<T |J(H™);| tend vers 0 en
probabilité.

On note toujours f; H,dW, pour J (H)z.

Remarque 3.4.2 Il est important de noter que dans ce cas ( fot H sdWs)0< <r n’est
<t<

pas (nécessairement) une martingale.

Démonstration. 1l est facile de déduire de la propriété de prolongement et de la propriété de
continuité que, si H € H,alors Pps. Vi< T, J(H); = J(H):.

Soit H € H, posons T, = inf {0 < s < T, N HZ2du > n} (+oo0 si cet ensemble est
vide), et H: = Hs]-{s < Tn}'

Montrons, tout d’abord, que T7, est un temps d’arrét. Comme {75, < t} = { fot Hidu >
n}, il nous suffit de prouver que fot H?Zdu est une variable aléatoire Fi-mesurable. Mais ce
résultat est vrai si H est un processus élémentaire, et donc par densité si H € H. Enfin si
HeH, fot H?Zdu qui est la limite presque siire, lorsque K tend vers +co, de fot HZAKdu
est aussi F;-mesurable. Il est alors facile de voir que les processus H sont adaptés et bornés
donc dans H. De plus

13 t
/ H»dW, =/ 1(s<T,,}H;‘+1dWS’
0 0 -
I’égalité (3.4) prouve alors que

t tATy,
/ HMW, = / HMaw,.
0 1]

Donc sur I’ensemble {foT H2du < n},pourtoutt < T, J(H"); = J(H"*');. Comme
T T
U {/ Hgdu<n}={/ szu<+oo},
n>0 \JO 0
on peut définir presque sirement un processus J (H)¢ en posant, sur { fOT Hldu < n},
VE<T J(H):=JH™),.

Le processus ¢ +— J (H); est presque srement continu, par définition. La propriété de pro-
longement est vérifiée par construction. Il reste donc a prouver la propriété de continuité de J.
Pour cela remarquons que :

P (suptSle(H)d > s) < P ( JTH2ds > 1/N)
+P (l{fér Hgdu<1/N}suPtsT|j(H)t| > 6) .
Si 'on note 7y = inf {s < T, [5 Hadu > &} (+oo0 si cet ensemble est vide), alors sur

{fOT Hldu< % }, onaT < T, et ’égalité (3.4) prouve que, pour tout t < T,

t t t
/ HodW, = J(H). = J(HY): = / HM s<ryydWs = / HolpocryydWs,
0 0 0
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D’ot, en utilisant (3.3) pour le processus s +— Hsl{s < 7N}

P(fggJH)t'>e)§ (/ HZ2ds >—)

+—E (5 Hszl(s<m}d3)

2
< (/ Hds>—) N

On en déduit que si foT H?ds tend vers 0 en probabilité, alors SUpP;<T |J(H™)¢| tend vers 0
en probabilité.

Pour prouver la linéarité de J, considérons deux processus de H, H et K et les deux
suites H{" et Ki* définies comme au début de la démonstration, telles que fo (HT — H;)%ds
et fo (K™ — K;)%ds tendent en probabilité vers 0. On peut alors passer 2 la limite dans
égalité JONH™ + pK™)¢ = A\J(H™): + pJ(K™), grice 2 la propriété de continuité de J.
On obtient ainsi la linéarité de J.

Enfin, le fait que si H € H alors fOT(Ht — HP)?dt tend vers 0 en probabilité et la
propriété de continuité prouvent 1’unicité du prolongement. (]

Nous allons résumer les conditions d’existence de ’intégrale stochastique par rap-
port a un mouvement brownien, et les hypotheéses qui permettent d’affirmer qu’il
s’agit d’une martingale.

Résumé :

Soit (W;):>0 un F;-mouvement brownien et (H;)o<i<7 un processus F;-adapté.
On peut définir I'intégrale stochastique ( fot H,dWs)o<i<T des que fOT H?ds <
+o00 Pp.s. . Le processus ( fot H,dW,)o<i<T est une martingale si :

T
E (/ Hszds) < +o0.
0

Cette condition n’est cependant pas nécessaire. Remarquons, toutefois, que la condi-
. T - N
tion E ( I H fds) < +00 est équivalente a :

<sup (/HdW) )<+oo,
t€(0,T)

et que , dans ce cas on a I’égalité :

T 2 T
( / Hdes) =1E< / Hfd.s). (3.7)
0 0

Ces propriétés sont démontrées dans I’exercice 18.
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3.4.2 Calcul d’Ito

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales sto-
chastiques. On appelle ce calcul calcul d’Ité et I’outil essentiel en est la “formule
d’1to”.

La formule d’It6 donne, en particulier, la fagon de différencier ¢ — f(W;) si f est
une fonction deux fois continiiment différentiable. L’exemple suivant prouve que le
prolongement naif du calcul différentiel usuel est voué a 1’échec. Supposons que I’on
veuille “différencier” t — W2 et I’exprimer en fonction de “dW;”. Pour une fonction
f(t) différentiable nulle en 0, on a f(t)? = 2f0 f(s)f(s)ds = 2f0 f(s)df(s)
Dans les cas du mouvement brownien et de I’intégrale stochastique on ne peut avoir
une formule du méme type : W2 = 2 fot WsdW;. En effet, d’aprés ce qui précede,

f(f WsdW est une martingale (car E ( fot Wszds) < +00), nulle en zéro. Si elle était

égale 3 W? elle serait positive, et une martingale nulle en 0 ne peut étre positive que
si elle est nulle.

Commengons par préciser la définition de la classe de processus pour laquelle on
peut énoncer la formule d’Itd.

Définition 3.4.8 Soient (2, F, (F:)t>0, P) un espace probabilisé muni d’une filtra-
tion et (W3)¢>0 un F;—mouvement brownien. On appelle processus d’It6, un proces-
sus (X )o<t<T & valeurs dans R tel que

¢ ¢
Pps. Vt<T Xt=X0+/ sts+/ H,dWs,
0 0

avec
— Xo Fo-mesurable.
— (Kt)o<t<T et (Hi)o<i<T des processus adaptés a F.

- f0T|Ks|ds< +o00 Pp.s.
- f0T|H3|2ds < +oo Pps.

On peut démontrer (voir exercice 19) le résultat suivant, qui précise 1’unicité de la
décomposition précédente.

Proposition 3.4.9 Soit (M;)o<i<T une martingale continue telle que

t T
M, =/ K.ds, avec Pp.s. ,/ |Ks|ds < 400,
0 0
alors :
Pps Vt<T, M;=0.

Ceci entraine que :
— La décomposition d’un processus d’Ito est unique. Ce qui signifie que si, pour
tout t,

t t t t
X, = Xo + / Kds + / Hy,dW, = X} + / K'ds + / H.dW,
0 0 0 0
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alors
Xo= Xy dPp.s. H,=H, dsxdPp.p. Ks =K., dsxdPp.p.

— Si (Xt)o<t<T est une martingale de la forme X, + fot Kyds + fot H,dW,,
alors Ky =0dt x dPp.p..

La formule d’Itd prend la forme suivante (nous 1’admettons sans démonstration et
nous renvoyons a Bouleau (1988) pour une démonstration élémentaire dans le cas du
brownien ou a Karatzas et Shreve (1988) pour une démonstration complete) :

Théoréme 3.4.10 Soit (X;)o<¢<T un processus d’Ité de la forme

t ¢
X = Xo +/ K,ds +/ Hy,dWs,
0 0

et f une fonction deux fois continiment différentiable sur R. On a

¢ / 1 t 1!
£06) = 1050 + [ Fxax.+ [ )i x),
ou, par définition,
t
X,X)y = [ HZds,
( )t /0 S

et

/f S)dX, = /f de+/fX)HdW

De méme si (t,z) — f(t,x) est une fonction deux fois différentiable en x et une fois
différentiable en t, ces dérivées étant continues en (t,x) (on dit dans ce cas que f
est de classe C1?), on a

t
f6X) = £(0,X0)+ / £(s, X.)ds
/fst)dX+ / (8, Xs)d(X, X)s.

3.4.3 Exemples d’utilisation de la formule d’It6

Commengons par traiter un exemple élémentaire. Si f(z) = 22 et X; = Wy, on
aK,=0etH;=1,donc

t t
W3=2/ Wsdws+1/ 2ds.
0 2 0

On obtient ,
WE—t= 2/ WedW.
0
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Comme E ( f(f Wfds) < 400, on retrouve le fait que W2 — ¢ est une martingale.
Nous allons maintenant nous intéresser aux solutions (.S;);>o de I’équation

¢
S: = zo +/ Ss (uds + odWs) . (3.8)
0

On écrit souvent ce type d’équation sous la forme
dS; = S; ([Ldt + O'th) ,  So = xo. (3.9)

Cela signifie que I’on cherche un processus adapté (S;):>0 tel que les intégrales
fot Ssds et fot SsdW aient un sens, et qui vérifie, pour chaque t,

t t
Pps. St =xo +/ uSsds +/ oSsdWs.
0 0

Faisons tout d’abord un calcul formel, posons Y; = log(.S;) o .S; est une solution de
I’équation (3.8). S; est un processus d’Ité avec K; = uSs et H; = 0Ss. Appliquons
la formule d’'It6 & f(z) = log(z) (au moins formellement car f(z) n’est pas de
classe C? sur R !). On obtient en supposant que S; est positif :

tdS, 1 /-1
log(S;) = log(So) + A —S's—-}-—/ <S2> 2S2d$

soit, en utilisant (3.9)

t t
Y, =Y, +/ (,u—a2/2)dt+/ odWs,
0 0
puis
Y, = log(S;) = log(So) + (1 — 0°/2)t + oW

On a ainsi montré que, si (S, ¢ > 0) est un processus strictement positif vérifiant
(3.8), on a bien
Sy = zgexp((u — 02 /2)t + oWy).

Vérifions maintenant rigoureusement que ce processus est bien solution. On a Sy =
f(t, W), ot
f(t,z) = zoexp((u — 0%/2)t + oz).

La formule d’It6 donne
St = f(ta Wt)

t
= 70, Wo) + / £1(s, Wa)ds

/fstdW-I— / (8, We)d(W, W)s.
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Mais, comme (W, W); = t, on peut écrire

t t t
S: = Xo+ / Sy(u— 0%/2)ds +/ SsodW, + %/ S,o2ds,
0 0 0

et finalement . ,
S = Xo +/ Ssuds +/ SsodWs.
0 0

Remarque 3.4.3 On aurait pu obtenir (exercice) le résultat précédent en appliquant
la formule d’1t6 3 S; = ¢(Z;), avec Z; = (u — 02/2)t + oW, (qui est un processus
d’Itd) et ¢p(z) = xo exp(z).

On vient donc de démontrer I’existence d’une solution de (3.8). Nous allons main-
tenant prouver que cette solution est unique. Pour cela, nous allons utiliser une pro-
priété généralisant la formule d’intégration par parties dans le cas des processus
d’Itd.

Proposition 3.4.12 (Formule d’intégration par partie) Soient X; et Y; deux pro-
cessus d’Ito,

¢ ¢
Xt=X0+/ sts+/ HydW;
0 0

et
t t
n=m+/ K;ds+/ H'dW,.
0 0

Alors , .
XY = XoY, +/ X,dY, +/ Y. dX; +(X,Y),
0 0

avec la notation

t
(X,Y); = / H,H'ds.
0

Démonstration. On a, d’apres la formule d’Itd,

(X:+Y)? = (Xo+Yo)?
+2 5 (Xs + Ya)d(X, + Y5)
+ Jo (Hy + H.)%ds
X2 = XZ+2[ X,dX,+ [, H2ds
Y2 = Y@+2[ Y.dY, + [ H'ds.

D’ol, en faisant la différence entre la premiére ligne et les deux suivantes,

t ¢ t
XYy = XoYy + / XsdYs +/ YdX, +/ H;H.ds.
0 0 0
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Montrons, maintenant, ’unicité d’une solution de I’équation (3.8). Notons que
S; = o exp((u — 02 /2)t + oW;)
est une solution de (3.8) et supposons que (X;);>o en soit une autre. On va chercher

a exprimer la différentielle stochastique de X;S; !, Posons

S
7 = §° = exp((—p + 0°/2)t — oW2),
t

W =—pu+ao*eto’ = —o. Alors Z; = exp ((,u’ - 0’2/2) t+ a’Wt) et le calcul
fait précédemment prouve que

t

t
Zi=1 +/ Zs(ds + o'dWs) =1 +/ Zs((—p + 0)ds — odWs).
0 0
On peut alors exprimer la différentielle de X Z; grace a la formule d’intégration par
parties pour les processus d’It6 :
d(XtZt) = XtdZt + thXt + d(X, Z)t

Ici,ona:

. . t
(X,2Z)s = / X,0dWs, — / ZsodWs); = — / 02X Zsds.
0 0 0

On en déduit que

d(XtZt) = XtZt((—,LL+U2)dt— O'th)
+ X Zy(pdt + 0dWy) — X, Zyo?dt
=0.

X:Z; est donc égal a X Z, ce qui entraine que
vt >0, Pps. X;=z0Z;'=S;.
Les processus X et Z; étant continus, ceci prouve que
Pps. Vt>0, X:= :coZ[I = 5.
On vient ainsi de démontrer la proposition suivante :

Théoréme 3.4.13 Soit o, p deux nombres réels, (W;)i>0 un mouvement brownien
et T un réel strictement positif, pour tout réel x, il existe un processus d’It6 unique
(St)o<t<T qui vérifie, pour tout t < T,

t
St = xo +/ Ss (uds + odWs) .
0

Ce processus est donné par

Sy = zoexp ((u—02/2) t + oW,).
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Remarque 3.4.4 e Le processus S; que I’on vient d’expliciter servira de
modele standard pour le prix d’un actif financier. On I’appelle modele de Black
et Scholes.

e Lorsque 4 = 0, S; est une martingale (voir proposition 3.3.3), ce type de
processus porte le nom de martingale exponentielle.

Remarque 3.4.5 Soit © un ouvert de R et (X;)o<¢<7 un processus d’It6 qui vérifie,
pour tout t < T, X; € O. Si, de plus, f est une fonction deux fois continiment
différentiable de 1’ouvert © dans R, on peut justifier rigoureusement 1’extension de
la formule d’It6 dans ce cas :

t t
100 = f0xa) + [ £+ g [ 1oz

Ce résultat permet en particulier de justifier 1’application de la formule d’It6, pour
un processus strictement positif et pour la fonction log.

3.4.4 Formule d’Ito multidimensionnelle

La formule d’It6 se généralise aux cas ou la fonction f dépend de plusieurs
processus d’It6 et lorsque ces processus d’It6 s’expriment en fonction de plusieurs
mouvements browniens. Cette généralisation se révele utile, par exemple, pour les
modeles de taux d’intérét sophistiqués.

Définition 3.4.16 On appelle F;-mouvement brownien p-dimensionnel un proces-
sus 2 valeurs dans R?, (W;);>o adapté a F;, avec

(Wt = (th’ ) th))tZO
ou les (Wti)tzo sont des J;-mouvements browniens standards indépendants.

On peut alors prouver que si (W;);>o est un Fi-mouvement brownien p-
dimensionnel, le vecteur W; — W; est indépendant de F, pourt > s > 0.
On généralise dans ce cadre la notion de processus d’Itd.

Définition 3.4.17 On dit que (X;)o<i<T est un processus d’Itd par rapport a
(Wi, Ft), out (We)e>0 est un Fz-mouvement brownien p-dimensionnel, si

t P t
Xt=Xo+/ sts+Z/ HidW?

N

ou:
— (K;) etles (H{) sont adaptés a (F;).
- f0T|K3|ds< +o00 Pp.s. .
- fOT (Hj)zds < +oco Pps. pouri=1,...,p.

La formule d’1t6 prend alors la forme suivante.
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Proposition 3.4.18 Soient (X},. .., X?) n processus d’It6 de la forme
. . t . p t . . .
X = X§ + / Kids+)_ / HY9 W7
0 — J0
ij=1

alors si f est une fonction deux fois différentiable en x et une fois différentiable en t,
ces dérivées étant continues en (t, ), on a

t
f, Xt .., XM = f(o,Xg,...,Xg)+/ %(S,X;,...,X;‘)ds
0

+i t-ai(s X! X™MdXx?
T (5 Ks - X)X,

i=170
42 i/t O'f (s, XL, ..., X™)d(X*, X7)
2 22 Jo Oz TS o

ou
- de = Klds + Z;’.’:l HHIdW,
- d(X} X)), = fn=1H§’mHg"mds.

Remarque 3.4.6 Si (X;)o<:<7 et (Ys)o<t<T sont deux processus d’Itd, on peut
définir formellement le “crochet” de X et Y (que I’on a noté (X,Y');) par les regles
suivantes :

- (X, Y); est bilinéaire et symétrique.

- (fo Kds, X ); = 0si (X¢)o<t<T est un processus d’Ito.

= (Jo HodW{, [§ HydWY)e = 0sii # j

~ (Jy HedW{, [ HydW)), = [§ HH,ds
Cette définition permet de retrouver la formule du crochet donnée dans la proposition
précédente.

3.5 Equations différentielles stochastiques

Nous avons étudié en détail, au paragraphe 3.4.2, les solutions de 1’équation

t
Xi==z +/ Xs(pds + odWs).
0

On peut considérer des équations d’une forme plus générale

t t
X =2+ / b(s, X,)ds + / o (s, Xs)dWs. (3.10)
0 0

On appelle ces équations des équations différentielles stochastiques. Une solution
de (3.10) porte le nom de diffusion. Ces équations permettent de construire la plupart
des modeles d’actifs utiles en finances, aussi bien lorsque 1’on cherche a modéliser
des actifs que des taux d’intérét. Nous allons étudier quelques propriétés des solu-
tions de ces équations.
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3.5.1 Théoréme d’Ito

Précisons, tout d’abord, ce que 1’on entend par une solution de (3.10).

Définition 3.5.1 On se place sur un espace de probabilité (2, .4, P) muni d’un filtra-
tion (F¢)¢>0- On considére deux fonctionsbet o, b : Rt xR — R,0 : Rt xR — R,
Z une variable aléatoire Fo-mesurable et (W;):>o un F;-mouvement brownien. Une
solution a I’équation (3.10) est un processus stochastique (X );>o continu F;-adapté,
qui vérifie :

— Pour tout ¢ > 0, les intégrales fot b(s, X;)ds et fot o(s, Xs)dWs ont un sens

t t
/ [b(s, Xs)|ds < +00 et/ lo(s, Xs)|?ds < 400 Pps. .
0 0
— (Xi)>0 vérifie (3.10) c’est-a-dire :

t t
Vt>0 Pp.s. Xt:Z+/ b(s,Xs)ds+/ o (8, Xs) dWs.
0 0

Remarque 3.5.1 On ré-écrit formellement 1’équation (3.10) sous la forme
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th
Xo = Z

Le théoréme suivant donne des conditions suffisantes sur b et ¢ pour avoir un résultat
d’existence et d’unicité pour (3.10)).

Théoréme 3.5.3 Si b et o sont des fonctions continues, telles qu’il existe K < 400,
avec

1. [b(t,z) = b(t,y)| + |o(t,2) — o(t,y)| < K|z —y|
2. [b(t,z)| +|o(t,2)| < K(1+ |z[)
3. E(Z?) < +oo,

alors, pour tout T' > 0, I’équation (3.10) admet une solution unique dans ’intervalle
[0, T]. De plus cette solution (Xs)o<s<T Vérifie

]E( sup |Xs|2> < 4o00.
0<s<T

L’unicité signifie que si (Xi)o<i<T et (Yi)o<i<T sont deux solutions de
I’équation (3.10), alors Pp.s. VO<t<T, X,=Y,

Démonstration. Posons :

&= {(X s)o<s<T, processus continu et F;-adapté,

tel que E (sup |X3|2) < +oo}.
s<T
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L’espace £, muni de la norme || X || = \/ E (SUPOSsST | Xs|2), est un espace vectoriel normé
complet. Pour démontrer I’existence nous allons utiliser un argument d’existence d’un point
fixe pour une application contractante. Soit ® I’application qui & un processus (Xs)o<s<T
associe un processus (®(X)s)o<s<7 défini par

t t
d(X)=2 +/ b(s, Xs)ds +/ o(s, Xs)dWs.
0 0

Si X estdans £, @(X) est bien définie, de plus si X et Y sont deux éléments de £ en utilisant
le fait que, (a + b)? < 2(a? + b2) on obtient :

2

/ t(b(s,Xs) - b(s, Ys))ds
0

0<t<T

[B(X)e — B(Y)e|? < 2 ( sup

+ sup
0<t<T

)

/ t(a(s,Xs) - o(s,Ys))dW,
0

donc, en utilisant 1’inégalité (3.3),

E (2‘5‘5 |B(X): — <I>(Y)tI2>

t 2
< 2K ( sup ( / 1b(s, Xo) — b(s,Ys)Ids) )
0<t<T 0
T
+8E (/ (o(s, Xs — a(s,Ys))2ds)
0
< 2(K*T? 4+ 4K*T)E ( sup |X; — Y,|2) .
0<t<T
D’ou

[8(X) — @(Y)Il £ V2(K?T? + 4K?T)|| X - Y.

En remarquant que (a + b + ¢)? < 3(a? 4 b% + ¢?), on obtient (on note 0 pour le processus

identiquement nul) :
t 2
/ b(s,0)ds .
0

E ( sup |<1>(0)t|2> < 3(E(Z%) + K°T? + 4K°T) < +o0.
0<t<T

2

+ sup
0<t<T

/t o(s,0)dW;

[®(0))* < 3 <22 + sup
0

0<t<T

Et donc :

On en déduit que P est une application de £ dans £ de norme de Lipschitz majorée par
k(T) = \/2(K?T? + 4K2T'). Nous commengons par supposer que T est suffisamment petit
pour que k(T) < 1. ® est alors une application contractante de £ dans £. <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>