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Formations a Grenoble

Formation initiale

RO a I'UJF (M1 Info, L3 Miage, Polytech’'RICM4)
Gestion de la production a I'UJF (M1 Miage)
Optimisation pour I'énergie (M2 Miage)

Outils Formels et Graphes (Polytech’'RICM2)

RO a 'ENSIMAG (1A, 2A)

RO a I'ENSGI (1A, 2A)

Master Informatique, parcours Recherche Opérationnelle,
Combinatoire et Optimisation

e 6 6 66 o o o

Formation continue
@ Recherche opérationnelle (tous les ans, 4 jours)

@ Graphes et optimisation (tous les ans, 3 jours)



Recherche Opérationnelle : faisons connaissance

Nadia Brauner

Nadia Brauner@imag.fr Responsable Master 2 R
| ROCO
s Recherche Opérationnelle,
Professeur Grenoble | e

Combinatoire et Optimisation

Laboratoire i+ SCDP
@ équipe Recherche Opérationnelle
@ équipe Opti-Com
TeQ C
Présidente 12-13 de Ia
@ Société Francaise de RO-AD



Recherche Opérationnelle : faisons connaissance

22-08-2006 aprés midi

T

Problemes théoriques
e Ordonnancement high-multiplicity (€ NP ?)

) —— ——
D —— E—
P —— E—

@ Ordonnancement dans ateliers robotisées

o OC appliquée a la micro-électronique
Contrats industriels

o |ILOG : Problemes complexes de transport

o IFP : Planification d'expériences chimiques | o e

@ de Facto : Optimisation du test des circuits et

Participation a la création d’une startup -

@ OASIC : optimisation de la conception de :
cellules logiques 3
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© La RO en France

© Références
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La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France

Recherche Opérationnelle ou Science de la Décision

Définitions
Cambridge Dictionary

Operational research UK (US operations research)
The systematic study of how best to solve problems in business
and industry

Références

Wikipedia

Operations research, operational research, or simply OR, is the use

of mathematical models, statistics and algorithms to aid in
decision-making

Roadef

Recherche Opérationnelle : approche scientifique pour la résolution

de problemes de gestion de systemes complexes

v

N. Brauner
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La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Recherche Opérationnelle

Science du <« comment mieux faire avec moins >

Des outils pour
@ rationaliser
@ simuler
@ optimiser
@ planifier

I'architecture et le fonctionnement des systémes industriels et
économiques.

Des modeles pour analyser des situations complexes

Permet aux décideurs de faire des choix efficaces et robustes

N. Brauner 10



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Recherche Opérationnelle

Approche quantitative pour produire les meilleures décisions

@ Une discipline a la croisée des mathématiques et de
I'informatique
e prolongement de I'algorithmique
e manipulant des structures plus élaborées : graphes, polyéedres...
e domaine d'application de la théorie de la complexité
algorithmique
@ Une boite a outils de méthodes, tant positives que négatives,
pour aborder sainement et sereinement les problemes
d’'optimisation

N. Brauner 11



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France

Recherche Opérationnelle

Les outils de RO-AD
@ aident a trouver

e une solution ou I'homme n'en trouvait pas

e une solution sur des problemes nouveaux ou I'homme n'a
aucune expérience

o plusieurs solutions la ou I'homme n'en envisageait qu'une

@ aident a juger de la qualité d'une solution

@ aident a confirmer / justifier des décisions

Références

N. Brauner
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La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Recherche Opérationnelle

Voyageur de commerce (TSP)

@ Un voyageur de commerce, basé a Toulon, doit visiter ses
clients a travers la France.

@ |l souhaite effectuer la tournée la plus courte possible.
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La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France

Recherche Opérationnelle

Voyageur de commerce

@ Instance : n villes avec une matrice de distances

@ Solution : tournée visitant chaque ville et revenant a Toulon
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Références
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Recherche Opérationnelle

Algorithme Glouton pour le TSP

N. Brauner 16



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Recherche Opérationnelle

Transport

@ de marchandises
@ des entrepdts vers les clients
@ colits de transport, distance sur les arcs

@ trouver le meilleur plan de distribution

a,-i minZC,'jX,'j
Cij .
-/b'
! D % <
° jeB
o doxi = b
i€eA
A B xj 2 0

N. Brauner 17



La Recherche Opérationnelle Applications

Recherche Opérationnelle

Applications
Plus court chemin

Quel est le trajet le plus court
entre Grenoble et Nice
en voiture?

Outils La RO en France
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La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Recherche Opérationnelle

24h de RO
@ 8h : optimisation de la récolte et du dépdt des déchets
recyclables
o .
@ 15h : placement automatique des véhicules pour une

association de partage de voitures

@ 16h : gestion des retards dans les transports publics pour
minimiser I'impact sur les passagers

http//www.24hor.org/

N. Brauner 19



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Recherche Opérationnelle

le 15 octobre 2012 :

m E onomie
m Monde Crisedel'euro France Entreprises Marchés Argentet Patrimoine G

Le prix Nobel d'économie attribué
aux Américains Alvin Roth et Lloyd
Shapley

r 20



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France

Références

Nobelprize.org

The Sveriges Riksbank Prize in Economic Sciences in Memory of Alfred Nobel 2012
Alvin E. Roth, Lloyd S. Shapley

KUNGL.
il VETENSKAPS-
AKADEMIEN

THE ROYAL SWEDISH ACADEMY OF SCIENCES

Press Release

15 October 2012

of Alfred Nobel for 2012 to

Alvin E. Roth
Harvard University, Cambridge, MA, USA, and Harvard Business School, Boston, MA, USA

and

Lloyd S. Shapley
University of California, Los Angeles, CA, USA

"for the theory of stable allocations and the practice of market design".

English
English (pdf)
Swedish
Swedish (pdf)

The Royal Swedish Academy of Sciences has decided to award The Sveriges Riksbank Prize in Economic Sciences in Memory



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Mariages stables

Mariages stables
Des femmes : Alice, Bénédicte, Camille
Des hommes : Elie, Francois, Gondran

Préférences des femmes Préférences des hommes
A: G E F E: A B C

B: F E G F: B C A

C: G E F G A C B

Comment faire les couples?

N. Brauner
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La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Mariages stables

Un couplage est instable s'il contient deux personnes A et B non
mariées ensemble qui se préferent mutuellement a leurs conjoints :

F est mariée avec g
G est marié avec f
F préfere Gag
G préfere F a f

Questions
@ Comment vérifier qu'un couplage est stable?
@ Est-ce qu'il existe toujours un couplage stable ?

@ Est-ce qu'on sait trouver un couplage stable quand il existe ?

N. Brauner 23



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Mariages stables

Applications

Situations ou les mécanismes de marchés traditionnels ne
fonctionnent pas
Répartition de biens rares, hétérogenes, indivisibles

Affectations de candidats sur des places
éleves - écoles d'ingénieur
travailleurs - postes

internes - hopitaux

étudiants - universités

Dons d'organes (reins)

N. Brauner 24



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Recherche Opérationnelle

Les challenges ROADEF

2010
2009
2007

2005

2003

2001
1999

http://challenge.roadef.org/
Gestion d’énergie (EDF)
Gestion des perturbations dans le transport aérien (Amadeus)

Planification des techniciens et des interventions pour les

télécommunications (France Telecom)
Ordonnancement de véhicules pour une chaine de montage
automobile (Renault)

Gestion des prises de vue réalisées par un satellite
d’observation de la Terre (ONERA et CNES)

Allocation de fréquences avec polarisation ~ (CELAR, armée)

Gestion de stock de matériels (Bouygues)

N. Brauner
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La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Recherche Opérationnelle

GOUSIQ

Le challenge ROADEF/EURO 2012

Réaffectation de machines

Proposé par Google

82 équipes enregistrées dans 33 pays
30 équipes qualifiées

Vainqueur Junior : équipe polonaise

Vainqueur Open Source et Senior : équipe bosniaques

N. Brauner 26



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Recherche Opérationnelle

Le challenge ROADEF/EURO 2014

@ Trains don't vanish !
@ Proposé par SNCF
o 35 équipes enregistrées

@ Vainqueur Sprint : étudiants du Master

Université
Joseph Fourier ¥'

ESPACE ETUDIANTS

VIEA LU
, l'aventure continue.

VIE DES CAMPUS

.
VIE SPORTIVE ET
CULTURELLE

VIE CITOVENNE

FORMATION, ORIENTATION,
INSERTION

N. Brauner 27



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

La Société Francaise de Recherche Opérationnelle et Aide & la Décision

a organisé une soirée débat - table ronde :

"La Recherche Opérationnelle, clé de la performance des
entreprises" ?

a 1'Université Paris Dauphine, salle Raymond Aron
le Jeudi 18 avril & 19h00

http://www.roadef.org/content/roadef/soireeR0.htm

@ Introduction et historique de la RO

Mesure de performance de la RO

Ingrédients d'une bonne approche RO

L’enseignement de la RO

Le serious game, un outil pour convaincre

Faut-il un modele simple ou haute fidélité ? Solutions robustes

RO, Sl et capacités de calcul N Bravmer 28



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Emmanuel Guyot, Directeur Marketing et Revenue Management
TF1 PUBLICITE

Yves Caseau, Executive Vice-Président BOUYGUES TELECOM

°
@ Animation : Denis Montaut, Président d'Eurodécision
@ Nadia Brauner, Présidente de la Roadef, G-SCOP

@ Yvon Quérou, Directeur Informatique AIR FRANCE

@ Jean-Charles Billaut, Professeur a I'Université de Tours
°

Jean-Paul Hamon, ex Executive Vice-Président Développement
AMADEUS

N. Brauner 29



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France

Recherche Opérationnelle

Domaines d’application

@ Conception, configuration et exploitation
de systemes techniques complexes
(réseaux de communication, systemes d'information)
@ Gestion de la chaine logistique
(transports, production, stocks. .. )
@ Gestion stratégique d'investissements
@ et aussi
santé, instruction publique, voirie,
ramassage et distribution de courrier,
production et transport d'énergie,
télécommunications, banques, assurances. ..

Références

N. Brauner
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La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Recherche Opérationnelle

Domaines d’application

Production : maximiser le profit selon disponibilité de la main
d’'ceuvre, demande du marché, capacité de production, prix de
revient du matériau brut. ..

Transport : minimiser distance totale parcourue selon quantités de
matériaux a transporter, capacité des transporteurs, points de
ravitaillement en carburant. ..

» grande importance dans le milieu industriel :
production, transport, emploi du temps, finance. ..

N. Brauner 31
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Recherche Opérationnelle

Face a un probléme pratique de décision

@ Aspects mathématiques
e contraintes, objectifs, simplifications
Modélisation

e graphes, programmation linéaire, PPC...

Analyse des modeles et résolution

o étude de complexité : que peut-on espérer pour le temps de
résolution imparti ?
e mise au point d'algorithmes

@ Implémentation et analyse des résultats

o valider par rapport a la demande
e itérer avec le demandeur si nécessaire

Déploiement des solutions

o Intégration logicielle

N. Brauner 32
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La Recherche Opérationnelle Applications

Recherche Opérationnelle

Programmation linéaire

min le colit / max le profit
satisfaire la demande
avec des ressources limitées

quantités produites

Outils La RO en France Références

min /max c1x3 + X2 ... ChXp
aixy + asxo...anx, > by
/

/ / /
ajxi + ayxo . ..apx, < by

X1,X0...xp >0

N. Brauner 34



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France Références

Recherche Opérationnelle

Optimisation Combinatoire

@ Trouver la meilleure solution parmi un nombre fini mais tres
grand de choix
@ Un probleme d'OC se caractérise par :

o La présence de choix, a faire parmi un ensemble fini
d’alternatives

e Une notion de colit, ou de gain, ou de perte

o La nécessité de faire globalement les bons choix, de maniére a
optimiser la valeur objectif

@ exemples : emplois du temps. ..
Combinatoire
@ échiquier tronqué
@ http://mathsamodeler.ujf-grenoble.fr/LAVALISE/

N. Brauner 35



La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France

Recherche Opérationnelle

Graphes 3

/ b
sommet
aréte /

Valuation des arétes = colit, temps, distance, capacité. ..

@ meilleur chemin de j a j

@ meilleurs parcours
e passant par chaque ville
e passant par chaque aréte

Représentation de réseaux, de précédences en ordonnancement,
de compatibilité de produits...

Références

N. Brauner

36



La Recherche Opérationnelle Applications

Recherche Opérationnelle

Autre outils
o Files d'attente

@ Stochastique

@ Simulation

A l'interface de

@ Informatique : algorithmique
o Mathématiques : modélisation

o Economie : gestion, stratégie

Outils

La RO en France Références

dessin de Lionel Lagarde

N. Brauner
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Recherche Opérationnelle : entreprises en France

Grands groupes avec un pole R&D en RO

o Airfrance
e La SNCF
e EDF

@ France Telecom
@ Bouygues
o GDF Suez
@ La poste

@ Renault

@ Air Liquide
e SFR

o Google

N. Brauner 39
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Recherche Opérationnelle : entreprises en France

Pour les autres entreprises

@ Sociétés de conseil spécialisées
o Logiciels sur étagere

@ Laboratoires académiques

N. Brauner 40
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Recherche Opérationnelle : entreprises en France

Sociétés de conseil
accompagnent les industriels pour mettre en place des systemes
d’'aide a la décision
o
Conseil en optimisation des ressources et planification de la
production, outils d’aide a la décision
°
Solutions en optimisation

N. Brauner
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Recherche Opérationnelle : entreprises en France

Editeurs de logiciels
librairies dédiées a des problemes mathématiques

Optimization tools and engines, Visualization software
components, Supply chain applications

offrir des solutions logicielles, & base de technologie de
programmation par contraintes, pour résoudre des problemes
d’optimisation des ressources

Fico XPress : logiciels de modélisation de problemes linéaires
ou quadratiques avec variables réelles ou entiéres

Knitro : optimiseur non linéaire

Artelys Kalis : Programmation par contraintes

N. Brauner
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Recherche Opérationnelle : entreprises en France

Editeurs de logiciels
librairies dédiées a des problemes métiers

° : Placement et découpe
ex : petit bateau (habits), chantiers navals

° : Voyage
plateforme de réservation centralisée pour I'industrie du
voyage et outils de gestion des compagnies aériennes

° : transport et logistique

progiciels d’optimisation de tournées et de planification du
transport

@ Ordecsys, Oracle...

N. Brauner 43



Recherche Opérationnelle : entreprises en France

Alma : Découpe

] nmmnb!i——bbgﬂn,.‘mvv~

T e 8 ml Dlr ey
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Recherche Opérationnelle : en France

Et dans le monde académique
enquéte 2010 de la Roadef
~ 75 équipes ou laboratoires
1400 membres

700 chercheurs, enseignants chercheurs, ingénieurs de
recherche permanents

~ 500 doctorants

&

&

N. Brauner 45
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Recherche Opérationnelle : pour en savoir plus

Le Livre Blanc de la Recherche Opérationnelle en France

@ Comment les industriels s'organisent
@ D'incontestables réussites
@ Sociétés de conseil et éditeurs de logiciels

La Recherche Opérationnelle

en France

http://www.roadef.org/

Brauner 46
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Références
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La Recherche Opérationnelle Applications Outils La RO en France

Webographie

Cours

@ Poly de cours
http://www.g-scop.grenoble-inp.fr/ braunern
@ Compléments au cours
Chamilo, utiliser le lien avec connection
CaseInE, pour les étudiants de Grenoble

@ M2R de Recherche Opérationnelle, Combinatoire et Optim.

http://roco.g-scop.grenoble-inp.fr
Vie de la RO en France

@ Société francaise de RO
http://www.roadef.org

@ Groupe de Recherche en RO du CNRS
http://gdrro.lip6.fr

@ Séminaire de recherche en OC et RO a Grenoble
http://www.g-scop.grenoble-inp.fr/

Références
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Webographie

Collection de ressources pour la RO
@ http://www2.informs.org/Resources/

@ http://www.ensta.fr/"diam/ro/

Logiciels pour la RO

@ http://www.coin-or.org/resources.html

@ http://www.wior.uni-karlsruhe.de/bibliothek/
Blogs sur la RO

@ http://blog.vcu.edu/lamclay/
@ http://mat.tepper.cmu.edu/blog/

Des challenges industriels internationaux en RO

@ http://challenge.roadef.org/

N. Brauner
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Recherche Opérationnelle

En conclusion
o faire le mieux
e coiit min, meilleur profit, plus courte distance, le plus rapide. ..
@ avec les ressources disponibles

e temps machine, postes de travail, mémoire, ressource homme,
matiére premiére, camions. . .

OPTIMISER DES CRITERES OPTIMISER TOUS [ES CRITERES

C'€sT E L' OPTIMisATION &_‘/—_/
M A*V—/

Dessins de L. Lagarde

N. Brauner
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Programmation linéaire J
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Plan

@ Introduction 2 la programmation linéaire
@ Interprétation géométrique
© Bases et points extrémes

@ L'algorithme du simplexe

N. Brauner 53



@ Introduction 2 la programmation linéaire

@ Interprétation géométrique

© Bases et points extrémes

© L'algorithme du simplexe

N. Brauner

54



Programmation linéaire Interprétation géométrique Bases et points extrémes L'algorithme du simplexe

Programmation linéaire

Cadre de la PL
Programmation linéaire

nombre fini de variables réelles, contraintes linéaires, objectif
linéaire

Variables x1,x5...x, réelles

Contrainte générique (contrainte /) :
n
> a5 < bi
j=1
Fonction-objectif générique (a maximiser / minimiser) :

n
f(x1,x2...%p) = chxj
=1

N. Brauner 55



Programmation linéaire Interprétation géométrique Bases et points extrémes L'algorithme du simplexe

Programmation linéaire
Exemple : culture de courgettes et navets

Contraintes concernant les quantités d'engrais et d'anti-parasites
@ 8/ engrais A disponible
— 20/ m? nécessaires pour courgettes, 1//m? pour navets
@ 7/ engrais B disponible
— 1¢/m? nécessaires pour courgettes, 2¢/m? pour navets

@ 3/ anti-parasites disponible
— 14/ m? nécessaires pour navets

Objectif : produire le maximum (en poids) de légumes, sachant
que rendements = 4kg/m? courgettes, 5kg/m? navets

N. Brauner 56



Programmation linéaire Interprétation géométrique Bases et points extrémes L'algorithme du simplexe

Programmation linéaire
Exemple : culture de courgettes et navets

Variables de décision
@ x. : surface de courgettes

@ X, : surface de navets

Fonction objectif max 4x. + 5xp

Contraintes
@ 2xc + x, <8 (engrais A)
@ xc+2x, <7 (engrais B)
° x, <3 (anti-parasites)
@ x. >0etx,>0
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Programmation linéaire

Intérét de la PL
Probleme général d'optimisation sous contraintes

— AUCUNE méthode GENERALE de résolution!!

Probléme linéaire quelconque
= existence de méthodes de résolution générales et efficaces

Ces méthodes sont efficaces en théorie et en pratique
= existence de nombreux logiciels de résolution :
Excel, CPLEX, Mathematica, LP-Solve. ..

Cadre restrictif
@ variables réelles
@ contraintes linéaires

@ objectif linéaire
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Programmation linéaire

Représentation in extenso

@ max4x. + 5x,

2xc +xp <8 (engrais A)
Xc +2x, <7 (engrais B)
X, <3 (anti-parasites)
Xxc>0etx,>0
Représentation matricielle

L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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Programmation linéaire

Représentation in extenso

maxz =} . ¢x;
<
s.c. > X > bi i=1,2...m
x> 0 j=1,2...n
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Programmation linéaire

b
1 X1
by
@ second membre b = ) . X2
: @ n var. de décision X =
b
m Xn
@ matrice de format m x n i . .
Représentation matricielle
411 412 ... din maxz = cx
ani a2 ... ap
A= <
>
dmi dm2 .- Amn 5.C Ax = b

e colit (ou profit) c = (c1,¢2...¢cn)

X
vV
o
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Programmation linéaire

Vocabulaire

x; variable de décision du probleme

x = (x1,...,Xn) solution réalisable (admissible)
ssi elle satisfait toutes les contraintes

ensemble des solutions réalisables = domaine ou région
admissible

x = (x1,...,Xp) solution optimale
ssi elle est réalisable et optimise la fonction-objectif

contraintes inégalité ou égalité linéaire
® auxy + apxe...+ awnx, < by
® apiXxy + anXz...+ amX, > by
@ azixy + azXs ...+ azpx, = b3

e fonction objectif (ou fonction économique) linéaire
e max/mincix; + GXa. .. + ChXp

N. Brauner
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Programmation linéaire
Applications

Feuille de TD : Programmation linéaire
@ Production de vins

@ Publicité

@ Fabrication d’huile d'olives

@ Bergamote

Caseine : Lab Linear Programming
@ Perfumes

@ Wines Q1 et Q2

@ Dairy Products

L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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Programmation linéaire

Forme canonique d’'un PL

@ maximisation
@ toutes les variables sont non négatives
@ toutes les contraintes sont des inéquations du type “<"

maxz = ) X

S.C. Zja,-jxj < b,‘ I:]_,2m

vV
o

—.
Il

\.'_‘
N
s

Xj

@ forme matricielle

max z = ¢cx
s.c. Ax
X

IV IA
o
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Programmation linéaire

Forme standard d’un PL

@ maximisation
@ toutes les variables sont non négatives
@ toutes les contraintes sont des équations

maxz = ) X

S.C. Zja,-jxj = b; I:]_,2m

vV
o

—.
Il

\.'_‘
N
s

Xj

@ forme matricielle

max z = ¢cx
s.c. Ax
X

AV
o o

L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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Programmation linéaire

Passage entre les formes

@ équation — inéquation

ax=>b <+— RS
X= ax>b

@ max <> min max f(x) = — min —f(x)
@ inéquation — équation : ajouter une variable d’'écart

ax<b <= ax+s=b, s>0
ax>b <= ax—s=b, s>0

@ variable non contrainte — variables positives
— ot -
X=xT—x
xs0 <<= _
= { xT,x=>0 J
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Programmation linéaire

Passage entre les formes

Feuille de TD : Programmation linéaire

@ Exercice Formes linéaires et canoniques

L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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Programmation linéaire

Linéariser un probléme non linéaire
e; : expression linéaire des variables de décision

@ obj : minmax{e;, e ... ey}

min y
y > € i=12...n

@ obj : maxmin{e;, e ...ep}

max y
y < ¢ i=1,2...n

@ obj : min|e]

min y mine™ + e~
le| = max(e, —e) y>e er=e" —e”
y > —e; et,e” >0
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Programmation linéaire

Linéariser un probléme non linéaire

Feuille de TD : Programmation linéaire

@ Exercice Linéarisation

L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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Programmation linéaire

Un peu d’histoire

@ années 30-40 : Kantorovitch, économiste soviétique
= modeles linéaires pour la planification et |'optimisation de
la production

@ années 40-50 : Dantzig, mathématicien américain
= algorithme du simplexe
@ application historique
o Opérations Vittles et Plainfare pour ravitaillement de la trizone
pendant le blocus de Berlin par pont aérien (23 juin 1948 — 12
mai 1949)
o simplexe exécuté a la main (des milliers de variables), jusqu'a
12 000 tonnes de matériel par jour!
@ 1975 : prix Nobel économie Kantorovitch

@ XXleme siécle : logiciels de PL disponibles partout, utilisation
de la PL dans tous les domaines industriels...
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@ Introduction a la programmation linéaire

@ Interprétation géométrique

© Bases et points extrémes

© L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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Interprétation géométrique
Exemple : culture de courgettes et navets

Variables de décision
@ x. : surface de courgettes

@ X, : surface de navets

Fonction objectif max 4x. + 5xp

Contraintes
@ 2xc + x, <8 (engrais A)
@ xc+2x, <7 (engrais B)
° x, <3 (anti-parasites)
@ xc >0etx,>0

L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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yé L Ve / .
Interprétation géométrique

Interpréter les contraintes  courgettes et navets

@ 2x + y < 8 = demi-plan de R?

o x+ 2y <7 = demi-plan

o y <3 = demi-plan

@ x> 0ety>0= demi-plans
Ensemble des solutions réalisables = intersection de ces
demi-plans : polyedre
A
y

\J
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Interprétation géométrique

Optimiser I'objectif
Les lignes de niveau {4x + 5y = constante} sont des droites
paralleles

A
Y

x+5y=10
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Interprétation géométrique
Géométrie d’'un PL

L'ensemble des solutions réalisables est toujours
un polyédre (intersection de demi-espaces)

Les lignes de niveau {f = constante} de la fonction-objectif f sont
des hyperplans affines (n = 2 = droite, n = 3 = plan...)
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Interprétation géométrique

Géométrie d’'un PL

Optimum atteint au bord

L'optimum de la fonction-objectif, s'il existe, est atteint en (au
moins) un sommet du polyedre.

Justification mathématique :

les dérivées partielles de f(x) = c.x ne s'annulent jamais,

et le domaine {x | > 7_; ajx; < bj,i =1,..., m} est compact
= |'optimum est atteint au bord...
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Programmation linéaire

Solutions d’'un PL
La région admissible peut €étre

@ vide

e nb solutions optimales :

@ non vide, bornée

e nb solutions optimales
@ non vide, non bornée

e nb solutions optimales

Bases et points extrémes

:1ou oo

:0oulouoo

Proposer des exemples de PL pour chacun des cas

L'algorithme du simplexe

Feuille de TD : Programmation linéaire
o Exercice Résolution graphique

@ Exercice Toujours plus de bénéfices!

77



@ Introduction a la programmation linéaire

@ Interprétation géométrique

© Bases et points extrémes

© L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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Bases et points extrémes

Rappels @ A matrice mx n
max 7 = ox @ x=(x1x2...Xn)
s.C. Ax < b @ b= (b1 by...by)

x > 0 ec=(ac...cy)

@ Les contraintes définissent un polyedre

@ Une solution optimale est un sommet du polyedre

Comment énumérer les sommets d'un polyedre ? J
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Bases et points extrémes

Passage a la forme standard

Forme standard
On peut rajouter des variables d’écart :

n n
Za,-jxjgb,- & Za,-jxj—i—e,-:b,-,e,-zo
Jj=1 Jj=1

PL standard :

max z(x) = c.x
sc Ax = b
x >0

On travaille dans un espace de dimension plus grande, mais toutes
les contraintes sont des égalités.
» Manipulations algébriques plus aisées
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Bases et points extrémes

Passage a la forme standard

max z = 4x + by

sc. 2x+y <8
x+2y <7
y<3
x,y >0

\/

Bases et points extrémes L'algorithme du simplexe

max z = 4x + 5y

s.Cc. 2x+y+e =8
xX+2y+e=7
y+e=3
X,y,e1,e,e3 >0

9 points intéressants
(intersection de contraintes)

5 points admissibles

énumération de ces 9 points
comme solution de la forme
standard (solutions de base)
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Bases et points extrémes

sc. 2x + y + e = 8

x + 2y + e = 7

y + e3 = 3

X, Y5 er, e, es > 0
X y e € e3 sol de base admiss. pt extréme
0 0 8 7 3 (0,0)
0 8 0 -9 -5 X
0 35 45 0 -05 X
0 3 5 1 0 (0,3)
4 0 0 3 3 (4,0)
7 0 -6 0 3 X

0 0 X X
3 2 0 0 1 (3,2)
25 3 0 -15 0 b 4
1 3 3 0 o0 (1.3)

{points extrémes} < {solutions de base admissibles} \ ... &
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Bases et points extrémes

@ Systeéme linéaire Ax = b
o Aformat mx n,rang A= m<n

e Base de A : sous-matrice B(m x m) inversible de A
A= (B,N)
(B,N)( B ) =b ou Bxg+Nxy=b
XN

= xg=B"1b— B 1Nxy

@ Solution de base associée a B :

e xy =0 variables hors base
e xg = B~1b variables de base
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Bases et points extrémes

Applications

Feuille de TD : Programmation linéaire

o Exercice Bases *2

@ Exercice Solutions de bases et points extrémes

L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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Bases et points extrémes

Base et solution de base

2x+y+e =8
X+2y+e =7
y+te=3

X,y,e1,e,e3>0

Base initiale ? {e1, &2, €3} par exemple :

2x+y+e =8 eg=8—-2x—y
X+2y+e=7 &< e=7—x—2y
y+e =3 es=3—y

e1, &, e3 = variables de base, x, y = variables hors base

L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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Bases et points extrémes

Base et solution de base

e1=8—-2x—y
e=7—x—2y
6323—)/

» on met les variables hors base a 0
» on en déduit les valeur des variables de base

eg=8-2x—y =28
x=y=0= e=7T—x—-2y=17
e3=3—-y=3

L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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Bases et points extrémes

e Ax = b, x>0

(xg,0) associée a B est une solution de base admissible si
XB > 0

o {points extrémes du polyedre} <= {solutions de base
admissibles du systéme linéaire correspondant}

n!

@ nombre de points extrémes ~ (" = =)

@ solution de base dégénérée : certaines variables de base sont
nulles

@ si A est inversible : solution de base unique

N. Brauner
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Bases et points extrémes

Base voisine et pivotage

Bases voisines

Deux sommets voisins correspondent a deux bases B et B’ telles
qu’on remplace une variable de B pour obtenir B’

» passer a un sommet voisin = changer de base (base voisine)

principe du pivotage
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Bases et points extrémes

Qui faire entrer dans la base?
Essayons avec y : quelle est la valeur max que pourra avoir y ?

0e=8-2x—y>0=y<8
0 e=7—x—-2y>0=y<35
0e3=3-y>0=y<3
Bilan : Ymax =3, pour y = ymax onaeg =5—2x, & =1 — x, et
e3:0
» candidat pour une nouvelle base :

{er, e, &3} U{y} \{es} = {er, &0, ¥}
(x,y,e1,e,e3) =(0,3,5,1,0)
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@ Introduction a la programmation linéaire

@ Interprétation géométrique

@ Bases et points extrémes

© L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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L"algorithme du simplexe

Vers un algorithme de résolution
» Méthode de résolution “naive” : énumérer tous les sommets,
calculer f sur ces points, prendre le sommet pour lequel f est
optimisé :

@ fonctionne : nombre fini de sommets

@ limitation : ce nombre peut é&tre tres grand en général...

L’algorithme du simplexe (G. B. Dantzig 1947) Algorithme
itératif permettant de résoudre un probléme de programmation
linéaire.
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L"algorithme du simplexe

Principe d'amélioration locale

A partir d'un sommet, chercher un sommet voisin qui améliore
I'objectif.

Principe d’amélioration locale (maximisation) :

Soit xp sommet non optimum. Alors il existe x, un sommet voisin
de xp, tel que f(x) > f(xp).

» Méthode de résolution : on part d'un sommet xp quelconque, on
passe a un sommet voisin pour lequel f augmente, et ainsi de suite.

Remarque : on passe d'un probléme continu (variables réelles) a
un probléme discret (nombre fini de sommets)...
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L"algorithme du simplexe

Hlustration 2D : courgettes et navets z=4x+ b5y
x0=(0,0),z=0— x=(0,3),z=15

x0=1(0,3),z=15 - x=(1,3),z=19

x0=1(1,3),z=19 - x=(3,2),z =22

Y

» plus d'amélioration locale possible = optimum - .



Programmation linéaire Interprétation géométrique

L"algorithme du simplexe

Illustration concrete
» Standardisation :

Maximiser z = 4x + by
2x+y <8
x+2y <7
y<3
x,y >0

Bases et points extrémes L'algorithme du simplexe

Maximiser z = 4x + by

2x+y+e =8
.c. X+2y+e =7
y+e=3

X,y,e1,e,e3>0

Base initiale ? {e1, e, e3} par exemple :

2x+y+e =8 e1=8—-2x—y
X+2y+e=7 &< ea=7—x—2y
y+e=3 e3=3-y

e1, &, e3 = variables de base, x, y = variables hors base

N. Brauner
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L"algorithme du simplexe

Solution de base associée
» on met les variables hors base a 0
» on en déduit :

@ valeur des variables de base

@ valeur de z

e1=8—-2x—y =28
ici:x=y=0=(¢ ee=7T—x—-2y=7 etz=4x+5y =0
e3s=3—y=3
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L"algorithme du simplexe

Changement de base
Observation essentielle : z = 4x + 5y = 0 = on peut augmenter z
si x ou y rentre dans la base.

Essayons avec y : quelle est la valeur max que pourra avoir y ?
0e=8-2x—y>0=y<8
e e=7—x—-2y>0=y<35
0e3=3—-y>0=y<3

Bilan : ymax = 3, pour y = ymaxonae; =5 —x, & =1 —x, et

63:0

» candidat pour une nouvelle base :

{e1,e2,63} U{y} \ {es} = {e1, &, }
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L"algorithme du simplexe

Nouvelle base {e1, e, y}

eg=8—-2x—y e1=8—-2x—y=5—-2x+¢3
e=7T—x—-2y =¢ ea=7T—x—-2y=1—x+2e3
e3=3-y y=3—e3

Exprimons z en fonction des variables hors base
» z=4x+5y =15+ 4x — be3
Solution de base associée

e1=5—-2x4+e3=5H
x=e=0= e=1—-x+2e3=1 e z=15
y:3—e3:3
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L"algorithme du simplexe

Itération
z = 15 + 4x — bez peut encore augmenter si x entre dans la base

Si x entre, qui sort?
Valeur max de x :

e =5-2x4+e3>0=x<25
0o e=1-x4263>20=x<1
@ y =3 — e3 > 0 = aucune contrainte sur x

Bilan : Xmax = 1 et e sort.
Nouvelle base {e1,y, x}

61=3+262—3e3
x=1—e + 2e3
y=3-e

z=19 —4e; + 3e3
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L"algorithme du simplexe

Itération (suite)
z =19 — 4ey + 3e3 peut encore augmenter si e3 entre dans la base

Si e3 entre, qui sort?

Valeur max de e3 :
@e;=3426—-3e3>0=>e<1
@ x =1— e + 2e3 > 0 = aucune contrainte sur e3

o y=3—-e>0=e<3

Bilan : e3,,, = 1, e sort. Nouvelle base {es, y, x} :

e3s=1+2/3e;—1/3¢;
x=3+1/3e —2/3e;
y=2-2/3e+1/3e
z=22—-2e — e
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L"algorithme du simplexe

Terminaison
Onaz=22—-2e — ¢, donc z* < 22
Or la solution de base x =3,y = 2,e3 =1 donne z = 22

» optimum

La condition de terminaison concerne les coefficients de z exprimée
avec les variables hors base.
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L"algorithme du simplexe

maxz = 20x; + 10x

S.C. X1 + 2x < 120
x1 + xx < 100
X1 S 70
xp < 50
X1, x2 >0
forme standard
max z
s.c. z 20xg — 10x
X1 + 2x 4+ s
X1 + X2 +
X1 + s3
X2 + 54

L'algorithme du simplexe

=120
=100
=70
=50

N. Brauner
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L"algorithme du simplexe

Forme standard

max z

s.c. z 20x3 — 10x =0
X1 + 2% 4+ s =120
X1 + X2 + S =100
X1 + S3 =70

X2 + s4 =50
Forme tableau
V4 X1 X2 S1 S? S3 S4

z|1]-20 —-10 O 0 0 0 0

s1|10] 1 2 1 0 0 0 | 120

so10] 1 1 0 1 0 0 | 100

s3/0] 1 0 0 0 1 0 70

s410| O 1 0 0 0 1 |50
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L"algorithme du simplexe

Coiits réduits
B, une base de Ax = b
la fonction objectif :

Z = X = CBXB + CNXN
= CBB_lb — (CBB_lN — CN)XN
n
= ZzZy— Z(CBB_laj - Cj)Xj
j=1
n
= 20— (5—q)x
j=1

zj—¢j = cgB71a/ — ¢ est le colit réduit de la variable hors base x;
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L"algorithme du simplexe

a chaque itération

Bases et points extrémes

XN XB
z | 1| cofits réduits 0 20
XB . Id @
0
a I'optimum
XN XB

XB Id

L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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L"algorithme du simplexe

Principe heuristique : faire rentrer en base la variable avec le
coefficient "le plus négatif’ — x;

i\
4 X1 X2 S1 S S3 S4
z| 1 |-20 —-10 O 0 0 0 0
s1| O 1 2 1 0 0 0 | 120
51 0 1 1 0 1 0 0 | 100
s3|/ 0 1 0 0 0 1 0 70
sa| 0 0 1 0 0 0 1 50

Qui faire sortir?
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Programmation linéaire

Interprétation géométrique

L"algorithme du simplexe

Principe du quotient minimal
colonne pivot x1

31§0
a >0
az >0
34:0

by
bo
b3
bs

- N
ligne r ?f_m'”{?,|a'>0}

Bases et points extrémes

second membre > 0 quotient

by
ap
b
a3

— faire sortir s3

z X1 X2 S1 So S3 S4
z[1][-20 .10 0 0 0O 0| O
s|] 0] 1 2 1 0 0 0 [120
/0] 1 1 0 1 0 0 |100
s3] 0 0 0 0 1 0|70
s/ 0] 0 1 0 0 0 1|50

L'algorithme du simplexe
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Programmation linéaire Interprétation géométrique Bases et points extrémes L'algorithme du simplexe

L"algorithme du simplexe

@ exprimer la contrainte z avec les variables hors base x, et s3
z — 10x> + 20s3 = 1400
@ diviser la ligne pivot par le coefficient de la variable entrante
x1+s3 =70

@ supprimer x; des autres contraintes

2xp +s1—s3 = 50
xo+s —s3 = 30
C ... a
ligne pivot — p -+ b b

| —a—a—c

colonne
pivot
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Programmation linéaire

L"algorithme du simplexe

Interprétation géométrique

Bases et points extrémes

z X1 X2 51 S2 S3 S4
z |1 0 -—-10 O 0 20 0 |1400
s1| 0 0 2 1 0o -1 0 50
21 0 0 1 0 1 -1 0 30
x1| O 1 0 0 0 1 0 70
sa| 0 0 1 0 0 0 1 50

X1, 51, S2, S4 €n base et xp, s3 hors base

sol de base (70,0, 50, 30,0, 50) de valeur 1400

Faire rentrer x,

quotient min — faire sortir s;

L'algorithme du simplexe

N. Brauner
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Programmation linéaire Interprétation géométrique Bases et points extrémes L'algorithme du simplexe

L"algorithme du simplexe

z X1 X2 51 S2 S3 S4
z[ 1] 0 —-10 0 0 20 0 |[1400
ss| 0] 0 1 0 -1 0 | 50
/0] 0 1 0 1 -1 0] 30
x| 0|1 0 0 0 1 070
s/ 0|0 1 0 0 0 1|50
z X1 X2 51 S2 S3 S4
z[ 1] 0o 0 5 0 15 0 [1650
x| 0] 0 1 1 0 -2 0] 25
{00 0 -3 1 -3 0] 5
x[0|1 0 0 0 1 0|70
s/ 00 0 -2 o 1 1] 2

X1, X2, S2, S4 en base et s1, s3 hors base

sol de base (70,25,0,5,0,25) de valeur 1650
optimale car z = 1650 — 5s; — 1bs3 et 51 =s3 =0 N. Browner 116



Programmation linéaire Interprétation géométrique Bases et points extrémes L'algorithme du simplexe

L"algorithme du simplexe

Phase |1

Données : un programme linéaire et une solution de base admissible
Résultat : une solution de base admissible optimale ou déclarer
"PL non borné"

@ Choix d'une colonne (variable) entrante
e choisir une variable hors base x; (colonne) ayant un cofit réduit
négatif
e s'il n'existe pas de colonne entrante : STOP, la solution de
base est optimale
@ Choix d'une ligne (variable) sortante
e Choisir une ligne r minimisant le quotient

e s'il n'existe pas de ligne sortante : STOP le tableau courant est
non borné

© Mise a jour de la base et du tableau
e pivoter autour de a,; et retourner en (1)
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Programmation linéaire Interprétation géométrique Bases et points extrémes L'algorithme du simplexe

L"algorithme du simplexe

@ Solution de base dégénérée si une ou plusieurs variables de
base sont zéros (plus de bijection entre les solutions de base
admissibles et les points extrémes)

@ Si toutes les solutions de base admissibles sont non
dégénérées, I'algorithme du simplexe termine aprés un nombre
fini d'itérations
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L'algorithme du simplexe

Phase |

Feuille de TD : Programmation linéaire

@ Exercice Phase 1 du simplexe

N. Brauner 119
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@ lllustration économique

@ Comment prouver |'optimalité ?

@ Ecrire le dual

@ Propriétés
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lllustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual Propriétés

Dualité

Nouveau concept en Programmation Linéaire

Primal Dual
@ données A, b, ¢ @ mémes données A, b, ¢
@ minimiser @ maximiser
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@ lllustration économique

@ Comment prouver |'optimalité ?

@ Ecrire le dual

@ Propriétés
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@ lllustration économique

@ Comment prouver I'optimalité ?

(12) Ecrire le dual

@ Propriétés

N. Brauner
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Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual

Probléme primal (P)

Une famille utilise 6 produits alimentaires
comme source de vitamine A et C

produits (unités/kg) demande
1 2 3 4 5 6 | (unités)
vitamineA |1 0 2 2 1 2 9
vitamineC | 0 1 3 1 3 2 19
Prix par kg | 35 30 60 50 27 22

But : minimiser le colit total

Modélisation

Propriétés

N. Brauner
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Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual Propriétés

Probléme dual (D) associé a (P)
Un producteur de cachets de vitamine synthétique veut convaincre
la famille d'acheter ses vitamines.

Quel prix de vente wy et we?
@ pour étre compétitif

@ et maximiser le profit

Modélisation J
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Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual Propriétés

Modélisation matricielle

Probléme primal
famille : acheter des produits alimentaires a coiit minimum et
satisfaire la demande en vitamine A et C

Modélisation sous forme matricielle J

Probléme dual

producteur de vitamines synthétiques : &tre compétitif vis-a-vis des
produits alimentaires comme source de vitamine et maximiser le
profit de vente

Modélisation sous forme matricielle J
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Illustration économique

Comment prouver |'optimalité ?

Ecrire le dual Propriétés

Généralisation de I'illustration économique

ressource | demande j
produit j ajj ol
colit 7 b;

Probleme primal (demandeur de produit) : quelle quantité x; de
ressource i acheter pour satisfaire la demande a colit minimum ?

mian,-x,- s.c. Za,-jx,-zcj M
i i

Probleme dual (vendeur de produit) : a quel prix proposer les
produits pour maximiser le profit tout en restant compétitif ?

max 5 ciw;
J

s.C. Za,-jwjgb,- Vi

J
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@ lllustration économique

@ Comment prouver |'optimalité ?

@® Ecrire le dual

@ Propriétés
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Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual Propriétés

Comment prouver |'optimalité ?

Objectif : démontrer I'optimalité d'une solution

maxz = x1 + X2

4x; + 5x < 20
2x1 + x» < 6

X2 S 2
X1,X220

Idée : trouver une combinaison valide des contraintes permettant
de borner terme a terme la fonction objectif
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Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual Propriétés

Comment prouver |'optimalité ?

maxz = x1 + X»

4x, + bx, < 20 Xy1
2x1  + xx < 6 Xy2
x <02 X3
(4y1+2y2)x1 + (By1+y2+ys)xa < 20y1 +6y2 +2y3
/]\
y1,y2,y3 > 0
Finalement,
min 20y1 + 6y> + 2y3 (borne sup minimale)
s.C. (borner terme a terme I'objectif)
4y; 4+ 2y > 1
51 + y2 + y3 > 1
yi > 0
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@ Illustration économique

@ Comment prouver I'optimalité ?

@ Ecrire le dual

@ Propriétés
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Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual

Forme canonique de dualité

Donnée A, b, ¢

min z = ¢cx
(P) s.c. Ax>b
x>0

max v = wb
(D) s.c. wA<c
w >0

Propriétés

N. Brauner
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Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual Propriétés

Tableau des signes

min max
primal dual
dual primal

variable > 0 | contrainte <
variable < 0 | contrainte =
variable < 0 | contrainte >

contrainte < | variable <0
contrainte = | variable <0
contrainte > | variable > 0

L'écriture du Dual est automatique :
@ les variables

@ la fonction objectif

@ les contraintes
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Ecrire le dual

Ecrire le programme dual
maxz = 4x; + 5xp + 2x3

2x1 + 4xo = 3
2x3 > 2

3x1 + x + x3 < 2
xx + x3 < 1

X120 X2§0 X320
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@ Illustration économique

@ Comment prouver I'optimalité ?

(12) Ecrire le dual

@ Propriétés
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Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual Propriétés

Propriétés

Propriété
Le dual du dual est équivalent au primal

vérifier sur un exemple

max z = 2x3 + 3x2 + 4x3

2x1 + x < &
X3 > 2

3x1 + x + x3 < 2
X2 < 1

X15X2207 X3§0
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Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual Propriétés

Propriétés

min  z = ¢x max v = wb
(P) s.c. Ax>b (D) s.c. wA<c
x>0 w >0

Théoreme de dualité faible
Pour chaque paire de solutions admissibles x de (P) et w de (D)

zZ=cx>wb=v

Conséquence : que se passe-t-il si I'un est non borné?
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Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual Propriétés

Et I'optimalité?

Certificat d’optimalité
Si
z=cx=wb=v
pour des solutions admissibles x de (P) et w de (D), alors x et w
sont optimales

Théoreme de dualité forte

Si (P) a des solutions et (D) a des solutions, alors

cxt =w'b
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lllustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual

Propriété des écarts complémentaires

Pour I'exemple des vitamines

écrire le primal avec les variables d'écart (s;)
écrire le dual avec les variables d'écart (t;)
trouver une solution du primal optimale
trouver une solution du dual optimale

écrire les paires de variables (s;, w;) et (x;, tj)

que remarquez-vous ?

Propriétés

N. Brauner
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Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual Propriétés

Propriété des écarts complémentaires

Propriété des écarts complémentaires
Pour x* optimale de (P) et w* optimale de (D) alors

@ une contrainte de (P) est serrée a égalité
Oou

@ la variable associée a cette contrainte est nulle dans w*

idem dans |'autre sens

Xjt; = Oetsiw; =0

preuve J

N. Brauner 150



Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual Propriétés

Propriété des écarts complémentaires

Intérét Si on connait x* optimal de (P), alors on peut trouver y*
en appliquant la propriété des écarts complémentaires (et ainsi
prouver |'optimalité de x*)

essayer sur un exemple
maxz = x1 + X»

4x; + bx < 20
2x1 + x < 6
x < 2

X1, X2 > 0

avec x1 =2 et xp =2
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Illustration économique Comment prouver |'optimalité ? Ecrire le dual Propriétés

Petite philosophie de la dualité

A quoi servent les trois théoremes de dualité

@ Dualité faible : pour faire la preuve d’optimalité

@ Ecarts complémentaires : pour trouver une solution optimale
du dual connaissant une solution optimale du primal

e Dualité forte : garantit qu'une preuve d'optimalité (utilisant
la dualité) est possible
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Excel et analyse post-optimale J
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@ Solveur d'Excel

@ Analyse post-optimale

@ Application : la découpe de rouleaux
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@ Solveur d'Excel

@ Analyse post-optimale

@ Application : la découpe de rouleaux
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Utilisation du solveur d'Excel

Résoudre

I'exercice Vitamines avec le solveur d'Excel J

Description des données

" Vitamines.xls

®06e
= A |

E [ ¢ - £ | F [ ¢ [ H [ 1 [ ¥

codt
vit A
vit €

~Joon | o

*1 x2 x3 x4 x5 *6

14 4 » » _ vitamines

EE

:

Prét

N. Brauner
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale Découpe de rouleaux

Utilisation du solveur d'Excel

Formules

| =B$2*B3+C$2*CB+D$2*D3+ES2*E3+4F$2*F3+G$2*G3 H—
e0e Vitamines.xls

ol A [ 8 [ c [ Db e[ F | c NENEEN i [
1

wit A
wit C

C32*C3+
2-L

e 0] 1

x1 . x2 | x3 _ x4 _ x5 _ xb
2
IV S D ) ), -
1 o 2 2 1
] 1 3 1 3

J| @A b
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale Découpe de rouleaux

Utilisation du solveur d'Excel

Paramétrage du solveur
Paramétres du solveur

Cellule cible i définir : | SHS3 =]

Egalea: () Max @™ Min () valeur: 0 m

~TET————.
{  Fermer )

Cellules variables :

s e —— £ Options... b
£B52:5G52 [z] (_Proposer )

-

—m—
Contraintes : = : = | Retablir )
$H$4:5HSS5 == $I54:5155 ([ Ajouter ) =

 Aide )
(" Modifier )

£ Supprimer b
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Solveur d'Excel

Utilisation du solveur

Options du solveur

Analyse post-optimale Découpe de rouleaux

d'Excel

Options du solveur

Temps max : | 100 | secondes ( Charger un modéle... :J
R : Loo ( Enregistrer le modéle... )
Précision : le-06
Tolérance : 5 %
Convergence : 0,0001
# Modéile supposé linéaire ] Echelle automatigue
# Supposé non-négatif | Afficher le résultat des itérations
Estimations Dérivées Recherche
@ Tangente @ A droite @ Newton
) Quadratique ) Centrée () Gradient conjugué
( Aide ) (" Annuler )

N. Brauner
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale Découpe de rouleaux

Utilisation du solveur d'Excel

Résultat

Résultat du solveur

Le solveur a trouvé une solution satisfaisant
toutes les contraintes et les conditions

d'optimisation.
Rapports

8 Garder la solution du solveur m

) Rétablir les valeurs d'origine

( Aide ) CEnregistrer le 5(énari0...) CAnnuIer) M
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale Découpe de rouleaux

Utilisation du solveur d'Excel

Rapport de réponse

®e6 Vitamines.xls

IR T A - R A C R (1R IR E BB )
D E F [4 H

Microsoft Excel 11.3 Rapport des réponses
Feuille : [Vitamines.xis]vitamines
Date du rapport : 13/05/2007 21:25:29

Cellule cible {Min)
Cellule_Nom Valeur initiale_Valeur finale
$H$3 coit 0 179

Cellules variables
Cellule Nom Valeur initiale Valeur finale
SBs2 x
sCs2 x

$D82  x

x
x

$Es2
SFs2
5682 %6 3

Contraintes

Cellule_Nom Valeur Formule _Etat Marge

$HS4 vitA 9 sHs4>=lsd Lié [
$HSS  wvitC 19 $H$5>=315 Lié [
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale Découpe de rouleaux

Utilisation du solveur d'Excel

Rapport de sensibilité

®e0e Vitamines.xls
3]

Microsoft Excel 11.3 Rapport de la sensibllité
Feuille : [Vitamines.xls]vitamines
Date du rapport : 13/05/2007 21:25:30

Cellules variables
Finale Réduit Objectif Admissible Admissible

Cellule_Nom Valeur Colt Coefficient Augmentatiol Réduction
x1 3.
x2 2,
x 3
x4 3
X
X

Contraintes

Finale Ombre

e A
Cellule Nom Waleur Codt _ &droite Augmentation Réduction
8HS4  vitA 9 3 9 10 _2,666666667
$HS5 Wit C 19 B 19 B 10

[« » »l | Rapportde la 1 [ Rapl € — T fl

[Page 1/1 A

Prét
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@ Solveur d'Excel

@ Analyse post-optimale

@ Application : la découpe de rouleaux
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale Découpe de rouleaux

Analyse post-optimale

On modifie légerement les coefficients de I'objectif ou des
contraintes : doit-on refaire un simplexe ?

@ Variation des seconds membres
@ Variation des coefficients de la fonction objectif

o Colits réduits
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale Découpe de rouleaux

Analyse post-optimale

Exemple : produire des confitures de rhubarbe et de fraise

@ Un pot de rhubarbe nécessite 1kg de rhubarbe et 3kg de sucre
et rapporte (marge) 3 euros

@ Un pot de fraise nécessite 2kg de fraise et 2kg de sucre et
rapporte (marge) 5 euros

@ Les quantités disponibles sont 4kg de rhubarbe, 12kg de fraise
et 18kg de sucre

Modéliser le probleme avec un programme linéaire l

Trouver la solution optimale graphiquement l
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Résoudre a I'aide du solveur d'Excel J
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale Découpe de rouleaux

Variation des seconds membres

Si on augmente la capacité disponible d’une ressource, quel est
I'impact sur la valeur optimale de la fonction objectif ?

Le prix caché y; mesure I'augmentation de la fonction objectif si
I'on accroit d'une unité la capacité disponible b;.

Augmenter la quantité de rhubarbe a 5 kg disponibles
@ calculer le point optimal
@ calculer I'objectif

@ calculer le prix caché
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale

Variation des seconds membres

Augmenter la quantité de fraise a 13 kg disponibles
@ calculer le point optimal
@ calculer I'objectif

@ calculer le prix caché

Augmenter la quantité de sucre a 19 kg disponibles
@ calculer le point optimal
@ calculer I'objectif

@ calculer le prix caché

N. Brauner
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale Découpe de rouleaux

Variation des seconds membres : analyse de sensibilité

Calcul des limites de validité des prix cachés
Jusqu’ol peut-on monter (ou descendre) ces valeurs avec les
mémes colts réduits 7

De combien peut-on diminuer la quantité de rhubarbe avec le
méme prix caché?

Donner le domaine de validité du prix caché de la rhubarbe.
Calculez les intervalles pour les fraises et le sucre.

Pour les contraintes non serrées, quel est le prix caché?

Ca vous rappelle quelque chose ?
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale Découpe de rouleaux

Variation des coefficients objectifs

Si on augmente le prix de vente unitaire ou si I'on diminue le cofit
de production unitaire, quel est I'impact sur la valeur de I'objectif ?

La valeur de la j-éme variable a I'optimum (x) mesure
I'augmentation de la fonction objectif si I'on accroit d’une unité la
marge unitaire ¢;.

Augmenter la marge du pot de rhubarbe a 4 euros
@ calculer le point optimal
o calculer I'objectif

@ calculer I'augmentation de I'objectif

N. Brauner 172



Solveur d'Excel Analyse post-optimale Découpe de rouleaux

Variation des coefficients objectifs : analyse de sensibilité

Variation maximum de ¢; autour de 3 tel que le sommet optimal
ne change pas.

@ De combien peut-on diminuer ¢; ?
@ De combien peut-on augmenter c¢; ?

@ Idem pour ¢
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Solveur d'Excel

Analyse post-optimale

L"analyse de sensibilité dans Excel

| confitures.xls

Découpe de rouleaux

Microsoft Excel 11.3 Rapport de la sensibilité
Feuille : [confitures.xIs]confitures
Date du rapport : 13/05/2007 21:56:34

e

H Cellules variables

- Finale Réduit Objectif Admissible Admissible

L Cellule Nom Valeur Codt Coefficient A ation Réduction

fe B2 xr 2 0 4,5 3

- $Cs2  xf -} 1] 1E+30 3

o

] Contraintes

L Finale Ombre Contrainte Admissible Admissible

r _Cellule Nom Valeur Colt 4 droite Augmentation Réduction

C D$4 C rhubarbe 2 0 1E+30 2

E Ds5  C fralse 12 1,5 12 & -] e

F D$6 € sucre 18 1 18 [:} -] s

i v

m H‘i > »l  Rapportde la sensibilité 3 ' Rappt M Y ra
Prét [Page 171 P
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@ Solveur d’Excel

@ Analyse post-optimale

@ Application : la découpe de rouleaux
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale
Découpe
@ Rouleaux de papier de longueur standard 180 cm
e Couteaux de découpe (nombre et position arbitraires)
@ Couper des rouleaux de méme diametre
@ Liste des commandes pour la prochaine période
longueur | nombre de rouleaux
80 200
45 120
27 130

Trouver les schémas de découpe qui minimisent la perte

Découpe de rouleaux

N. Brauner
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Solveur d'Excel Analyse post-optimale Découpe de rouleaux
Ve
Découpe

Etapes de la résolution

Schémas de découpe
Variables et contraintes
Fonction objectif 1, résolution avec Excel et analyse

Fonction objectif 2, interprétation et résolution avec Excel

...et la contrainte d'intégralité?
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Programmation linéaire en nombres entiers J
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Problémes classiques Techniques de modélisation

Relaxation linéaire Branch & Bound

Introduction

@ Programmation Linéaire (PL)

o Variables de décision continues (réels)
e Algorithme du Simplexe efficace

@ Programmation Linéaire en Nombres Entiers (PLNE)

o Variables de décision discrétes (entiers, booléens {0,1})
e Choix d'une bonne formulation souvent difficile
e Pas de méthode générale efficace de résolution

= Algorithme de Branch & Bound, Branch & Cut. ..

@ Programme Linéaire Mixte (MIP pour Mixed Integer
Program)

= A la fois des variables réelles et entiéres
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Introduction

Combinatoire
@ Structure discréte

@ Tres grand nombre de possibilités
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Introduction

Probleme d’optimisation combinatoire

Un probleme d'optimisation combinatoire typique
o INSTANCE
Un ensemble d'objets 1, ..., n, avec des poids ¢;
SOLUTIONS REALISABLES
Un ensemble F de parties de {1,...,n}

e CRITERE
maximiser ¢(S) = Z G
i€eS
@ L'ensemble F est en général défini par des contraintes.

Son cardinal peut étre trés grand (ici potentiellement 27)
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@ Problemes classiques

@ Techniques de modélisation

@ Relaxation linéaire

@ Branch & Bound
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@ Problemes classiques

@ Techniques de modélisation

@ Relaxation linéaire

@ Branch & Bound

N. Brauner
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Problémes classiques Techniques de modélisation

Problemes classiques d'optimisation combinatoire

Le sac a dos

Un beau jour de vacances, vous avez décidé de partir en
randonnée dans le Vercors. Vous voulez remplir votre sac de

Relaxation linéaire

capacité 3kg avec les objets les plus utiles :

objets utilité  poids (g)
carte 10 200
gourde 7 1500
2eme gourde 3 1500
pull 6 1200
Kway 2 500
tomme 4 800
fruits secs 5 700

Branch & Bound

N. Brauner
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Probléemes classiques d'optimisation combinatoire

Le sac a dos
Probleme générique de SAC A Dos

un ensemble d'objets N = {1,2...n}
a chaque objet est associé

o une utilité u;
e un poids w;

(]

@ un randonneur dispose d'un sac-a-dos
dont le poids total ne doit pas dépasser
W (capacité du sac-a-dos)

@ déterminer quels objets prendre pour
maximiser |'utilité
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Probléemes classiques d'optimisation combinatoire

Le sac a dos
Probleme d'optimisation classique

@ Utiliser au mieux une capacité

@ Choix d'un portefeuille
d'investissement

Modélisation

o INSTANCE :

@ SOLUTIONS :

@ SOLUTIONS REALISABLES :
o CRITERE :

v
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire

Probléemes classiques d'optimisation combinatoire

Le sac a dos

variables x;i = 1 si I'objet i est choisi, 0 sinon
objectif max ) ey UiXi

contraintes ) ., wix; < W

x; € {0,1} VieN

Branch & Bound

N. Brauner
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Problemes classiques d'optimisation combinatoire

Remplissage de boites (bin packing)

Un déménageur souhaite empaqueter des objets en minimisant le
nombre de boites de capacité W = 6 nécessaires

taille
un livre 2
un autre livre 2
un pull 3
des chaussettes 1
des chaussures 2
des assiettes 5
des verres 6

@ Décrivez une solution réalisable pour le déménageur

@ Proposez une modélisation avec un PLNE
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Problemes classiques d'optimisation combinatoire

Remplissage de boites (bin packing)

@ des objets N = {1,2...n} de taille {s1,52...5,}
@ a ranger dans des boites de capacité W

@ en utilisant le moins de boites possible
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Problemes classiques d'optimisation combinatoire

Couverture d’ensembles

On souhaite choisir les intervenants dans un projet afin d'avoir
toutes les compétences nécessaires en minimisant le colit

Alice Babar Casimir Donald Elmer

Coiit (h ou €) 10 4 5 6 7
Rech. Op. 1 1 1 0 0
Java 1 0 1 1 0
Bases de données 0 1 1 1 0
Théorie des graphes 1 0 0 0 1
UML 0 1 0 0 1

© Décrivez une solution réalisable pour le projet

@ Proposez une modélisation avec un PLNE




Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Problemes classiques d'optimisation combinatoire

Couverture d’ensembles

@ matrice A = (ajj)i=1..nj=1.m a coefficients 0 ou 1
@ ¢; >0, le colit de la colonne j
@ une colonne j couvre une ligne i si ajj =1

@ trouver un sous-ensemble des colonnes de A de colit minimum
tel que chaque ligne de A soit couverte au moins une fois
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Problemes classiques d'optimisation combinatoire

Partition d’ensembles

@ matrice A = (ajj)i=1..nj=1.m a coefficients 0 ou 1
@ ¢; >0, le colit de la colonne j
@ une colonne j couvre une ligne i si ajj =1

@ trouver un sous-ensemble des colonnes de A de colit minimum
tel que chaque ligne de A soit couverte exactement une fois
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Probléemes classiques d'optimisation combinatoire

Affectation

o Nj et N, deux ensembles de méme cardinal n

@ AC N; x Ny : un collection de couples de nceuds représentant
toutes les affectations possibles

@ ¢jj : colit du couple (i,j) € A

@ trouver une affectation de coiit minimum tel que chaque
élément de N est affecté & un et un seul élément de N>
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Problemes classiques d'optimisation combinatoire

Plus court chemin

@ Trouver un chemin de distance minimum entre deux noeuds, s
et t d'un réseau donné.
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@ Problemes classiques

@ Techniques de modélisation

@ Relaxation linéaire

€ Branch & Bound
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Techniques générales de modélisation

@ La PLNE permet de résoudre beaucoup de probléemes
combinatoires

@ mais ATTENTION a I'efficacité de la résolution. ..

Les variables entiéres sont introduites
@ Pour décrire des structures discretes
sous-ensemble S C {1,...,n}
= vecteur indicateur (xi,...,x,) € {0,1}"
@ Pour linéariser des expressions non linéaires

N. Brauner
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Problémes classiques

Techniques de modélisation

Relaxation linéaire

Techniques générales de modélisation

Restriction a un ensemble discret de valeurs

e x doit prendre sa valeur parmi {p1,p2...px}

@ On introduit une variable y; indicatrice de {x = p;}

yi =1 ssi x = p;, et 0 sinon

k
> yi=1
i=1
k
X = Z PiYi
i=1

yi € {07 1}

pour i =1,2...

Branch & Bound

N. Brauner
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Techniques générales de modélisation

Contraintes de seuil : si x > 0 alors x > K (constante)

x < My
x > Ky ol M est une constante plus grande que x

y €{0,1}

Implication logique : x=1 = y=1
avec x et y deux variables booléennes {0, 1}

X<y J

OU logique : x ou y doit étre 3 VRAI
avec x et y deux variables booléennes {0,1}

x+y>1 )
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Techniques générales de modélisation

X : une variable de décision

Objectif avec coiit fixe (fonction affine) : min flg,- 0, + cx
@ Le colit est composé d'un colit unitaire ¢ et d'un cofit fixe f
payé uniquement si x > 0

@ On introduit une variable y indicatrice de {x > 0}
y =1ssi x>0, et 0 sinon

min fy + cx
x < My ou M est une constante > x
y €{0,1}
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Problémes classiques Techniques de modélisation

Relaxation linéaire Branch & Bound

Techniques générales de modélisation

Contraintes disjonctives

@ deux taches de durées d; et d; doivent étre usinées sur une
méme ressource

ti+d;i <tj siiestréalisée avant j
ti+d; <tj sijestréalisée avant i

t,'—i-d,'Stj—i—M(l—y,-j)
tj + dj < ti + Myj;
y,'jE{O,].}

N. Brauner 200



Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire

Techniques générales de modélisation

Termes quadratiques
e linéariser xx" avec x,x’ € {0,1}

@ On introduit une variable y = xx’
On doit traduire y =1 ssi (x =1et X' =1)

y <X
y<x
x+x —1<y
yG{O,l}

Branch & Bound

N. Brauner
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@ Problemes classiques

@ Techniques de modélisation

@ Relaxation linéaire

@ Branch & Bound
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Formulation

Probleme combinatoire a résoudre
max{cx | x € X} avec X C Z"

Une modélisation du probleme en PLNE
= définit un polyedre P = {x € R" | Ax < b}

Définition
Un PLNE est une formulation de X ssi X = PN Z" J
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Relaxation Linéaire

Pour résoudre un PLNE
@ une idée simple est d'oublier que les variables sont entieres
@ on recherche alors I'optimum du PL sur le polyedre P

@ on peut utiliser I'algorithme du simplexe
Définition
La relaxation linéaire d'une formulation en PLNE est le PL

max{cx | Ax < b, x e R"}

Lien entre I'optimum du PL et I'optimum du PLNE?
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[llustration graphique de la relaxation
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Problémes classiques

Exemple |

maxz = 4x1
s.c. 7x1
X1
X1,

Techniques de modélisation

_|_
+

X2

X2

X2
4xo

>

IAIA

0

36
22

Relaxation linéaire

entiers

@ Trouvez graphiquement I'optimum fractionnaire

@ Trouvez graphiquement I'optimum entier

N. Brauner
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire

Exemple Il

Stable maximum

Branch & Bound

@ Ensemble S de sommets

A d'un graphe

F @ 2 a 2 non adjacent

© Quel est I'optimum entier sur un triangle ?

@ Quel est I'optimum fractionnaire sur un triangle ?

@ la relaxation linéaire donne peu d'indication !

V.

N. Brauner
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Exemple Il

minz= xy

S.C. X1 — 17X2 = 3
x1—1lx3 = 4
X1 — 6X4 = 5

X1,X2,x3,Xs > 0 entiers

© Trouvez |'optimum fractionnaire, son arrondi et I'optimum
entier

N. Brauner
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Propriété de la relaxation linéaire

Pour une formulation en PLNE
zip=max{cex | Ax< b, xe Z"}
La relaxation linéaire
zi =max{cex | Ax < b, x e R"}
vérifie
Q zp <z

@ Si la solution optimale de la relaxation linéaire est entiére,
alors c'est aussi une solution optimale pour le PLNE
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@ Problemes classiques

@ Techniques de modélisation

@ Relaxation linéaire

@ Branch & Bound
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Méthodes énumératives

@ Nombre fini de solutions

F={51,5,...,5n}

- Parcourir toutes les solutions
- Pour chaque S € F, évaluer ¢(S)

- Retenir la meilleure solution

Probleme
Le nombre de solutions potentielles est fini mais gigantesque

Espérance de vie du soleil ~ 5 milliards d'années < 258 secondes
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Challenge de |'optimisation combinatoire

Comment trouver la meilleure solution sans parcourir toutes les
solutions ?

@ Enumération implicite : éliminer a priori des solutions

@ Détecter que des solutions sont " mauvaises” ou irréalisables
sans les évaluer explicitement.
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@ On veut résoudre z* = max{cx | x € X }
@ Si on partitionne X en (X1, X2)

o Alors z* = max{z; ,z}}

N. Brauner 215



Principe du Branch & Bound

M * *
o Sizf > z;
@ Alors il est inutile d'explorer le sous-ensemble X5

= X5 ne contient pas de solution optimale.

X

X2

N. Brauner 216



Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Borne supérieure

o Comment déterminer qu'il est inutile d'explorer X, sans
calculer z3 7
= Estimation [par exces] de la valeur de z}

Définition
Une fonction des instances dans R est une borne supérieure ssi elle
est supérieure a la valeur optimum pour chaque instance.

Pour un PLNE, une borne supérieure est donnée par
sa relaxation linéaire
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Enumération arborescente implicite

Pour résoudre z* = max{cx | x € X }

@ On découpe I'ensemble des solutions X

@ Sur chaque Y C X, on calcule une borne supérieure B(Y') de
I'optimum z*(Y).

e Si B(Y) < a la meilleure solution trouvée, alors on élague Y

@ Sinon on découpe récursivement Y
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Comment découper |'espace des solutions ?

On résout la relaxation linéaire du probléme sur X a I'optimum
@ Si la solution x™* est entiére, on a trouvé I'optimum sur X
@ Sinon pour une variable (au moins) ona:a < x* <a+1

du probleme

X

N. Brauner
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Branchement sur une variable fractionnaire

On partitionne X en deux nouveaux sous-problémes :
e Xy =xeXetx;<a
e Xo =xeXeta+1l<x
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Exploration de I'ensemble X, de solutions

On recherche la meilleure solution sur X5 :
@ On résout la relaxation linéaire sur Ps
@ On partitionne en 2 nouveaux sous-probléemes
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire

Exploration de I'ensemble X; de solutions

On a trouvé la solution optimale sur X5
@ Existe-t-il une meilleure solution sur Xj ?
@ La borne supérieure ne nous permet pas d'élaguer Xi

N. Brauner

Branch & Bound
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Exploration de I'ensemble X; de solutions

On recherche la meilleure solution sur Xi :

@ On partitionne en 2 nouveaux sous-problémes
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Fin du Branch & Bound

@ La solution optimale sur X est la meilleure des 2 solutions
trouvées sur Xi et X,.

N. Brauner
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Problémes classiques Techniques de modélisation Relaxation linéaire Branch & Bound

Branch & Bound

@ résoudre la relaxation linéaire

@ brancher sur une variable non entiere (a choisir)
— 2 sous problemes

@ diviser a nouveau un noeud fils en deux (# choix possibles)
@ continuer a séparer sur les nceuds dont la valeur est > a la
borne inf jusqu'a ce qu'il n'y ait plus de branchement possible
On coupe une branche si
@ La relaxation linéaire n'a pas de solution
@ la relaxation linéaire donne une solution entiere

@ la valeur de la borne supérieure est inférieure a la valeur de la
meilleure solution entiere obtenue

Note : On ne peut rien couper tant qu'on n'a pas de solution
disponible
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Problémes classiques Techniques de modélisation

Branch & Bound

z=2x1+3x

sC.
5x1 +7xp < 35
4x; +9x < 36
x1,x2 > 0 entiers

faire le dessin

Relaxation linéaire

Branch & Bound

Pas de
sol
realisable
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Application

Approvisionnement des stations service

Une compagnie pétroliere souhaite déterminer les emplacements
possibles pour ses dépdts (destinés a fournir ses stations
service). Les stations service sont au nombre de n et on a m
dépots. On a un seul produit.
@ ¢jj : colit unitaire de transport entre un dépdt / et la station
service j
o f; : colit fixe d'ouverture du dépot i
@ s; : capacité du dépét i
@ d; : demande de la station service j (peut étre satisfaite par
plusieurs dépdts)
Formulez un programme linéaire qui permet de minimiser les
colits tout en respectant les contraintes.
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Application

Mélange de maximum 4 charbons (exo de D. de Wolf)

On mélange des charbons dans un haut fourneau ou ensuite, une
réaction a haute température produit le coke. Il y a 8 charbons
disponibles. Ces charbons sont entrés par des bandes porteuses
qui sont au nombre de 4 (au maximum 4 charbons différents
dans le mélange). Si un charbon est dans le mélange, il doit
I'étre a hauteur de minimum 5%. On exige que la teneur du
mélange en Silicium soit d'au plus 1,8 %. Le tableau suivant

reprend les prix et teneur en Si des charbons.

Charbon | Prix | Teneur Si Charbon | Prix | Teneur Si
Charbon 1 | 12 2% Charbon 5 | 13 1%
Charbon 2 | 14 2,5 % Charbon 6 | 9 5%
Charbon 3 | 17 1% Charbon 7 | 15 2 %
Charbon 4 | 10 5% Charbon 8 | 11 1,5 %

On veut déterminer un mélange qui est de colit minimum.
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Application
Dimensionnement de lots (DLS)

@ Une demande journaliére d; sur un horizon T
e Coliit de production p;(x) = f; + arx
e Coliit de stockage unitaire h; (par jour par unité)

@ Quel plan de production choisir pour minimiser les coiits ?

@ Comment décrire une solution ?

@ Comment décrire une solution réalisable ?
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Application

Dimensionnement de lots (DLS)

demande

_ .

production

stock
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Application
Dimensionnement de lots (DLS)

Une demande journaliere d; sur un horizon T
Colit de production p:(x) = f; + arx

Colit de stockage unitaire hy (par jour par unité)

Quel plan de production choisir pour minimiser les coiits ?
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Application

Dimensionnement de lots (DLS)
Modélisation du colit de production, non linéaire

p(x) =f+ax

Variables de décision
e y; € {0,1} indicatrice des instants de production
v = 1ssi x; >0, et 0 sinon

@ Comment traduire le lien entre y et x7
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Utiliser un solveur via un modeleur
OPL 5.1 et Cplex

N Brauner 233



@ Présentation des outils

@ Modeles
@ L'environnement

@ Données

@ Application
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@ Présentation des outils

@ Modeles
@ L'environnement

€ Données

@ Application

N. Brauner
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

Modeleur et solveur

output
modeéle données (BD, GUI
dvar al[]; brutes tableur)
(BD, GUI...) a0
modeleur
X, CX
min cx c,A b
sc. Ax — b U solveur
I <x<u

@ Solveurs : CPLEX, LPSolve, XPRESS, MINOS, Gurobi. ..

e Langages de modélisation : GAMS (pionnier), OPL, AMPL,
AIMMS. ..
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

Le langage de modélisation OPL

OPL = Optimization Programming Language

Langage pour les problemes d'optimisation

Supporte des modeéles de programmation mathématiques pour

e contraintes ou objectifs linéaires ou quadratiques
e variables entieres ou réelles

Typage avancé pour I'organisation des données
Se connecte a SGBDR ou tableur

Script pour récupérer des données et résolutions itératives
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

L’environnement de développement

IDE : Integrated Development Environment
@ Organiser des projets
@ Saisir des données et des modéles OPL
@ Visualiser les données et les solutions
@ Controler I'optimisation

@ + outils pour le debuggage et aide en ligne
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Présentation des outils Modeles L’environnement Données

Intégrer un modéle dans une application

@ Développer un modele OPL avec OPL IDE
(modele et données séparés)

@ Compiler dans OPL IDE
o Ecrire code dans langage préféré pour

générer dynamiquement le fichier de données
lire le modele et les données

résoudre le probleme

récupérer la solution

(C++, MS.net, Java, ASP.net, JSP)

Application

N. Brauner
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@) Présentation des outils

@ Modeles
@ L'environnement

€ Données

@ Application
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Présentation des outils

Développer un modele simple

souhaite produire des confitures de rhubarbe et de fraise

Un pot de rhubarbe nécessite 1kg de rhubarbe et 3kg de sucre
et rapporte (marge) 3 euros

Un pot de fraise nécessite 2kg de fraise et 2kg de sucre et
rapporte (marge) 5 euros

Les quantités disponibles sont 4kg de rhubarbe, 12kg de fraise
et 18kg de sucre.

max 3x, + 5xr

S.C. X < 4
2xg < 12
3x, + 2xfr < 18

Xry Xf > 0

Modeles L’environnement Données Application
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Présentation des outils Modeles L’environnement Données

Développer un modele simple

max 3x, + bxr

S.C. X < 4
2xp < 12
3, + 2xf < 18

Xry, Xf > 0

Création du projet “Confitures” puis, description du modele

@ Les variables de décision dvar float+ xr;
@ La fonction objectif maximize 3*xr + 5*xf;
@ Les contraintes subject to {

CSucre: 3*xxr + 2*xf <= 18;

}

N. Brauner

Application
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

Développer un modele simple

L’éditeur

/

* OPL 5.8 Model
* Author: Hadia
= Creation Date: B4/05/28087 at 28:42

AW N -

7 dvar floats+ xr ;
8 dvar float+ xf ;
9

10 maximize 3F*xr+5*xf ;

11

12 subject to{

13 ck: ®r <=4 ;

14 cf: 2=xf <= 12 ;

15 cs: J=xr+2xxf <= 18 ;
16 %

17|

@ Commentaires en vert

@ Mots clés en bleu
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Présentation des outils Modeles

Résoudre un modele simple

Lancer la résolution et visualiser la solution

Notification

i) IL0G OPL Notifier | *

Solution Found
Ohjective : 36

a -l T O T

Console

‘&' Final solution with objective = 36:
ELS
=f

23
63

:’ .If)ecision EXpressions
_§"' Constraints

v of rade=12
X <=4

= Postprocessing

Property Value
Dual 1
Slack 0
Lower Bound infinity
Upper Bound 18

I:_.sus"E Cuﬂsulei . Solutions iE{ Conflicts and Relaxati

N. Brauner

L'environnement Données Application
Problem Browser
b m-
) Final solution (22:31 - 01/05/2006) @
] Name Value
&6 Data

| = '? Decision variables

i xf [

0 oxr 2
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@) Présentation des outils

@ Modeles
@ L'environnement

€ Données

@ Application
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

L'environnement

Output

[x]
Flafete N, — Best node — Best integer Integer solution
= CPLEX optimal {objective: 36} -
Variables 3
Constraints 3 [Less: 3] 0.80
Non-zero Coefficents 4 0.60
= Presohve Allrows and columns eliminated .
Removed columns 3 040
Removed rows 3 020
& Dual Phase 1 oo
Infeasbiity o r T T T T T 1
R 0.0 02 03 05 07 08 10
[2 1ssues | El Copsole | ', Solutions | (=] Corflicts and Relgxations | 7.2 Engine Log 18, Engine Staiistics % Profiler @
Issues

Console

Solutions

Engine Log
Engine Statistics

o
o
o
o Conflicts and Relaxations
o
o
e Profiler
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Présentation des outils Modeles

L'environnement

Barres d’outils

| |2 Ele Edit view Execution Window Help
|e-eeo B G
EECEETEEEEE
Projets (configurations)

P d

TH | REF-R G| e @
= confitures.prj

[8] confitures.ops
= f} Run Configurations
= [#] Configuration1
confitures mod
confitures.ops

L'environnement

Données Application

Model Outline

Active Detailed @
= confitures mod
|- =3 Preprocessing
@o Data
= ? Decision variables

2 Decision expressions
5 Types
="’"I Constraints declarations
-
woor
g
- @ Scripts
=B Constraints
wroof
-
e
=== Postprocessing
@ Data
i~ 35 Types
- @ Scripts

N. Brauner
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Présentation des outils Modeles

L'aide

L'environnement Données Application

Menu Aide Sommaire de l'aide

B contents. .. Sommaire llndex ] Bechercher | Favoris ]
ﬁb = l:@ ILOG OPL Development Studio 5.1
@ Keyword Help... Fi + @ Befors You Start
+ @& IDE
Prepare bug report... = m Language
Aok + @ Language User's Manual

+ @ Language Reference Manual
+ @ Language Quick Reference
+ @ Samples and Models
+ Q Libraries

noter |'aide sur un mot clé + @ Other Reference

(keyword help)
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@) Présentation des outils

@ Modeles
@ L'environnement
@ Données

@ Application

N. Brauner 249



Présentation des outils

Modeles L’environnement Données

Séparation du modele et des données

Dans I'exercice confiture, séparer les données du modele

Application

Déclaration des données dans le fichier modele

Produits

Pots

Profit
Besoin

Quantités dispo.

{string} Produits =

{"rhubarbe", "fraise", "sucre"
{string} Pots =

{"ConfRhubarbe", "ConfFraise"};
int Profit[Pots] = [3, 5];
int Besoin[Pots] [Produits] =

(f1, o, 31,00, 2, 211;
int Dispo[Produits] = [4, 12, 18] ;

b

N. Brauner
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données

Séparation du modele et des données

Déclaration des contraintes
constraint cap[Produits] ;

Déclaration des variables de décision
dvar float+ x[Pots] ;

Objectif : maximiser le profit
maximize sum(po in Pots) Profit[po]*x[po] ;

Contraintes : respecter les quantités disponibles
subject to{
forall (pr in Produits)
caplpr]: sum(po in Pots)
Besoin[po] [pr]l*x[po] <= Dispolpr] ;

Application
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

Séparation du modele et des données

Dans |'exercice confiture, saisir les données dans un fichier .dat

Déclaration des données dans un fichier .dat
Produits = {“rhubarbe", "fraise", "sucre"j};
Pots = {"ConfRhubarbe", "ConfFraise"};

Besoin = f[
"ConfRhubarbe":[1, 0, 3],
"ConfFraise": [0, 2, 2]

143

Profit = [3, 5];

Dispo = [4, 12, 18];
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

Séparation du modele et des données

Déclaration de données externes dans un modele

{string} Produits = ... ;
{string} Pots = ...;

int Besoin[Pots] [Produits] = ...;
int Profit[Pots] = ...;

int Dispo[Produits] = ...;

Ajouter le fichier de donnés au projet

Ajouter le fichier de données a la configuration
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

Debuggage

Outils de debuggage des modeles :
@ Décrire des contraintes avec données
@ Tracer |'exécution
@ Utiliser le graphique de Engine Statistics
°

Mettre en pause pour voir solution courante
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

Production de moteurs d'avions

Production de deux composantes (A et B) d'un moteur d’avion.

@ Notification des besoins pour les trois prochains mois.
avril  mai  juin
A | 1000 3000 5000
B | 1000 500 3000

@ capacités

machine (h) hommes (h) stock (m%)
avril 400 300 10 000
mai 500 300 10 000
juin 600 300 10 000

@ capacités

machine (h/unité) homme (h/unité) stock (m3/unité)
A 0.10 0.05 2

B 0.08 0.07 3
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

Production de moteurs d'avions

Production de deux composantes (A et B) d'un moteur d’avion.

colits de production : 20 par unités de A et 10 par unités de B
colit de stockage : 1,5% de la valeur

horaire mensuel de base : 225

colit de I'heure supplémentaire de travail : 10

stock fin mars : 500 A et 200 B

stock minimum imposé fin juin : 400 A et 200 B

e 6 6 o6 o o

Trouver un plan de production des trois prochain mois qui
minimise les colits.

Proposer une modélisation mathématique de ce probleme
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données

Production de moteurs d'avions

Variables

@ production : x[produit, mois]
@ stock : s[produit, mois]
@ heures supplémentaires /[mois]
Objectif : production + stock + heures supplémentaires
Contraintes
définition du stock
stock minimum fin juin
capacités des machines
capacités des hommes

capacités des stocks

définition des heures supplémentaires

Application

N. Brauner
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

Production de moteurs d'avions

Modéliser ce probleme avec OPL et le résoudre avec CPLEX

Solution fractionnaire : colit 224724.2857

Mars Avril Mai Juin
Produit A - 500 3000 5400
Produit B - 2857,14 1214,29 428,671
Stock A 500 0 0 400
Stock B 200 2057,14 2771,43 200

Heures supp 0 10 75
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Présentation des outils

Modeles

L'environnement

Production de moteurs d'avions

Solution entiére : colit 224724 .5

Mars Avril  Mai  Juin
Produit A - 500 3000 5400
Produit B - 2858 1214 428
Stock A 500 0 0 400
Stock B 200 2058 2772 200
Heures supp 0.06 9.98 74.96
Heures supp ent 1 10 75

Données

Application

N. Brauner
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

Production de moteurs d’avions

Programme linéaire avec 15 variables et 20 contraintes

2 produits
3 mois
1 type de machines

1 type d’hommes

1 type de stockage
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Présentation des outils Modeles L'environnement Données Application

Pour aller plus loin

@ Données dans Excel
o llog script

@ Application VB

@ Web appli et Java

@ AMPL : un autre langage de modélisation
http://www.ampl.com
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Formulations et coupes J
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€@ Formulation

@ Inégalité valide

@ Algorithme de plan sécant
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€ Inégalité valide

€@ Algorithme de plan sécant
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Remplissage de Boite (bin packing)

@ Un ensemble de n objets de hauteur h;
@ A ranger dans des boites de hauteur H

@ Minimiser le nombre de boites utilisées

Formulation P en PLNE
@ x;j = 1 si i est rangé dans la boite j
@ y; = 1 si la boite j est utilisée
minZyj
JEN

Zj Xjj = 1 VieN
Zl-h,'X,j < HyJ VieN
yj,xij €{0,1} Vi,jeN
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Remplissage de Boite (bin packing)

@ Enormément de symétries sont présentes

@ Si I'optimum utilise 3 boites, autant prendre les 3 premiéres!

Quelle contrainte ajouter? J
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Résolution des 2 formulations

@ Le premier PLNE est une formulation du BINPACKING

@ Ajouter les contraintes de symétries, n'est-ce pas redondant?

Essayons de résoudre I'instance

@ 15 objets a ranger dans des boites de hauteur H = 20

° hauteurs’ 6 ‘ 7 ‘ 8 ‘ 9 ‘ 10 ‘en trois exemplaires chacun
o (tres) petit exemple

@ Quelle est la solution optimale ?
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Formulation

Inégalité valide

Résolution des 2 formulations

Algorithme de plan sécant

@ 15 objets a ranger dans des boites de hauteur H = 20

@ hauteurs 3x [ 6|7 [8]9]10]

Résolution sous OPL
Formulation |
(Cuts off)

temps > 3h

Formulation |l
(Cuts off)

temps 129s

Formulation |
(Cuts on)

temps 3s

nceuds > 35 millions

noeuds 500000

nceuds 2000

N. Brauner
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Formulations d'un PLNE

Probleme combinatoire a résoudre
max{cx | x € X} avec X C Z"

Une modélisation du probleme en PLNE

= polyedre P = {x € R" | Ax < b}

Définition

Un PLNE est une formulation de X ssi X = P N Z"

Il existe une infinité de formulations pour un probleme
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Formulation Inégalité valide

Formulation ldéale

@ Une formulation P est
"meilleure” que P'si PC P’

@ La formulation idéale est la
formulation la plus proche

de X
o C'est |'enveloppe convexe
conv(X)

Algorithme de plan sécant

O

N. Brauner
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Formulation ldéale

Propriété
max{cx | x € X} = max{cy | y € conv(X)}

A gauche, un probleme combinatoire (discret)
A droite, un Programme Linéaire (continu)

@ SiI'on a une formulation qui décrit conv(X)

= la relaxation linéaire résout le probleme a I'optimum pour tout
objectif linéaire
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Moralité

@ Dans une formulation en PLNE, il ne faut pas &tre économe
de ses contraintes!

= Améliore les bornes des relaxations linéaires
= Diminue le nombre de nceuds visités
o L'idéal étant que la relaxation donne directement une solution

entiere sans brancher

Existe-t-il des méthodes pour trouver des contraintes qui
améliorent la formulation ?
Peut-on décrire conv(X)?
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@ Inégalité valide

€@ Algorithme de plan sécant
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Inégalité valide

Probleme combinatoire a résoudre

max{cx | x € X} avec X C Z"

Définition
Une inégalité valide est une inégalité mx < mq Vérifiée par tous les
points de X
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Formulation Inégalité valide

Une remarque

Si on a une inégalité valide
y<b
y une variable entiére, b un réel. Alors
y < |b]
est aussi une inégalité valide

Cette remarque permet de générer bien des coupes!

N. Brauner
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Coupes de Chvatal-Gomory

Programme linéaire max{cx | Ax < b, x entier}. Pour une ligne i
de la matrice on a

> i < bj

i

Pour tout réel A >0
> Xajx; < Abi

L'inégalité suivante est donc valide (x > 0)

S lragly < 2

1

En appliquant la remarque, on obtient une coupe de C-G

ZWUJXJ < [Abi]

1
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Exemple

@ Probléme a 2 variables x et
y entieres

@ Formulation
3x+4y <5

@ Objectif max9x + 10y

Quel est I'optimum de la relaxation linéaire ?
Quel est I'optimum entier ?
Quelles coupes de Chvatal-Gomory trouve-t-on ?
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Ajouts de coupes

o |l existe de nombreuses familles de coupes dans la littérature
(Flow Cover, Mixed Integer Rounding, ...)

@ Leur ajout renforce la formulation
Mais

@ Si le probleme est difficile, décrire conv(X) demande un
nombre exponentiel de contraintes!

Que faire si une bonne formulation nécessite trop de
coupes ?
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€ Formulation

€ Inégalité valide

@ Algorithme de plan sécant
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Problématique

@ Formulation initiale
P={x€R"| Ax < b}
o Famille F de coupes

@ On veut améliorer la formulation
pour décrire conv(X)

Le plus simple : reformuler en ajoutant F a P
Le probleme : |F| >>1

Ajouter toutes les coupes a priori est déraisonnable
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Algorithme de Plan Sécant (Cutting Plane)

Probleme combinatoire

max{cx | x € X} avec X C Z"

@ La description complete de
conv(X) est inutile

@ Seule la description autour de
I'optimum nous intéresse

Idée
rajouter les inégalités valides uniquement dans la région de
I'optimum

N. Brauner
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Formulation Inégalité valide
Algorithme de Séparation

@ Evidemment on ne sait pas ou est
I'optimum

@ On connalt I'optimum x* de la
relaxation linéaire

@ Séparation : Trouver une inégalité

valide mx < mp de F coupant x* :

mx* > m

@ Ajouter cette inégalité pour
améliorer la relaxation linéaire

Algorithme de plan sécant

N. Brauner
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Algorithme de Plan Sécant

@ On résout le relaxation linéaire sur la nouvelle formulation

@ On cherche une nouvelle inégalité coupant x’*

@ On itére jusqu'a obtenir une solution x* entiére

N. Brauner
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Algorithme de Plan Sécant

PROGRAMMATION LINEAIRE

Resoudre la formulation P
optimum x*

Alors

Optimum sur X
—_—

FIN

Si x* est entier

ALGORITHME DE SEPARATION

Trouver une inegalite
valide v violee par x*
Ajouter v a P
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Terminaison de |'algorithme

Un algorithme de Plan Sécant termine
@ Soit en trouvant une solution entiére : optimum sur X
@ Soit en cas d'échec de I'algorithme de séparation
= Aucune inégalité valide de F n'est violée par x*
Pour achever la résolution a |'optimum :

@ Utiliser un algorithme de Branch & Bound standard sur la
formulation obtenue
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Comparaison avec le Branch & Bound

@ Algorithme de Plan Sécant : raffine la description du polyedre
autour de |'optimal

@ Algorithme de Branch & Bound : découpe le polyedre en
morceaux
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Branch & Cut

Les algorithmes de plan sécant peuvent échouer
@ a séparer une solution fractionnaire
@ ou, trop d'inégalités sont nécessaires

Un algorithme de Branch & Bound doit alors étre utilisé.

Branch & Cut

Un Branch & Cut consiste a appliquer un algorithme de plan
sécant sur chaque nceud avant de brancher

@ But : améliorer la formulation de chaque nceud
= Nombre de nceuds explorés << Branch & Bound
= Calcul de chaque noeud >> Branch & Bound
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Dimensionnement de lots (DLS)

@ Une demande journaliere d; sur un horizon T
e Coiit de production p;(x) = f; + arx
e Coliit de stockage unitaire h; (par jour par unité)

@ Quel plan de production choisir pour minimiser les coiits ?

@ Comment décrire une solution?

@ Comment décrire une solution réalisable ?

N. Brauner 201



Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Dimensionnement de lots (DLS)

demande
production

1 2 3 4 5 6 17
stock
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Dimensionnement de lots (DLS)

Une demande journaliere d; sur un horizon T
Colit de production p:(x) = f; + arx

Colit de stockage unitaire h (par jour par unité)

Quel plan de production choisir pour minimiser les coiits ?
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Dimensionnement de lots (DLS)

Modélisation du coiit de production, non linéaire

A
p(x) = f+ ax

| e

Variables de décision
e y; € {0,1} indicatrice des instants de production
¥e = 1 ssi xy > 0, et 0 sinon

@ Comment traduire le lien entre y et x7




Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Formulations d'un PLNE

On obtient la formulation AGG

mtin feyr + hly

X+ l=di+ 41 t=1,...,T -1
xT+ I+ =dr

xt < Diy t=1,..., T

y: € {0,1} t=1,..., T

Que se passe-t-il si on essaie de la résoudre?
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Limite du Branch & Bound

OPL ne parvient pas a résoudre! Pourtant :
@ Le probleme est "facile” et I'exemple est petit
= Il existe des algorithmes qui la résolvent instantanément
@ La formulation naturelle n'est pas efficace
= Peut-on formuler différemment le probleme?

N. Brauner
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Formulation UFL

Formulation moins naturelle

Variables de décision
@ y; € {0,1} indicatrice des instants de production
@ x,, fraction de la demande de v produite le jour u

@ Contraintes?
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Formulation Inégalité valide

Comparaison des 2 formulations

Formulation AGG
e O(T) variables binaires et continues
e O(T) contraintes
Formulation UFL
e O(T) variables binaires
e O(T?) variables continues
o O(T?) contraintes

La seconde formulation est beaucoup plus grosse

Algorithme de plan sécant

Est-ce le bon critére de comparaison pour un PLNE?
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Formulation UFL

Avec la formulation UFL
@ OPL résout sans faire de Branch & Bound!
= la relaxation linéaire donne directement |'optimum entier
Si on active les coupes Flow cover

= OPL résout la formulation AGG en explorant seulement 5
nceuds !

Que se passe-t-il 7
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Formulation Inégalité valide Algorithme de plan sécant

Conclusion

L'algorithme de Branch & Bound peut étre inefficace

Il est primordial d'avoir une bonne formulation

e Reformulation a priori, formulation étendue

o Algorithme de Plan Sécant

o Algorithme de Branch & Bound
@ Heureusement, les logiciels commerciaux font du Branch &
Cut avec des familles génériques de coupes

Jouer sur le paramétrage peut étre utile.

Enrichir la formulation initiale en connaissant la structure du
probleme (symétries,. . .) aussi!
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@ Jeux introductifs

€ Optimisation Combinatoire
€ Principe de Sous-optimalité
€@ Programmation Dynamique

@ Dominances
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Jeux introductifs

Pyramide de nombres

Trouver un chemin de haut en bas qui maximise la somme des
nombres traversés

3 3
7 4 7 4
2 4 6 2 4 6
8 5 9 3 8 5 9 3
6 7 4 2 8 6 7 4 2 8
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique

Jeux introductifs

Pyramide de nombres

33
710 47
212 414 613
820 519 923 316
626 727 427 225 826

Dominances

N. Brauner
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique

Jeux introductifs

Partager un sac de piéces

Partager les n pieces suivantes en deux ensembles égaux
{5 9 3 8 2 5}

Dominances

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
1 v v

2 v Y% Y% v

3 v % v (VARRY, v Y%

4 v % v VARV, (VY v

Construire le tableau :
e m(i,j) = V si je peux avoir j avec les i premiéres pieces
@ m(i,0) =V pouri=0an

e m(i,j)=m(i—1,5) ou m(i—1,j — piece(i))
i=1anetj=piece(i) a 16.

16
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Combinatoire

@ Structure discréte

@ Tres grand nombre de possibilités
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Problémes combinatoires

Définition
Un probléeme d’'optimisation se définit par
INSTANCE : décrit les données d'entrée

SOLUTIONS REALISABLES : décrit I'ensemble F des
solutions admissibles

CRITERE a optimiser. Mesure ¢ sur les solutions réalisables

Définition générique : une infinité d'instances

On recherche une méthode (algorithme) capable de fournir
pour chaque instance / :

e une solution optimale §*
e ou la valeur OPT(/) du critere a I'optimum

OPT(I) = ¢(S*) = max{c(S)|S € F}
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Problémes combinatoires

Un probleme d’optimisation combinatoire typique

INSTANCE : Un ensemble d'objets 1,..., n, avec des poids ¢;
SOLUTIONS REALISABLES : Un ensemble F de parties de
{1,...,n}

CRITERE maximiser

c(S) = Z Ci

ieS

@ L'ensemble F est en général défini par des contraintes.

@ Son cardinal peut &tre trés grand (ici potentiellement 2")
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique

Le sac a dos

Un randonneur veut remplir son sac de capacité 4kg avec les

objets les plus utiles

objets utilité  poids (g)
carte 10 200
gourde 7 1500
2eme gourde 3 1500
pull 6 1200
Kway 2 500
tomme 4 800
fruits secs 5 700

Dominances

N. Brauner
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances
\
Le Sac a dos

Probleme d'optimisation classique

@ Utiliser au mieux une capacité

@ Choix d'un portefeuille
d'investissement

@ Apparait dans des problémes plus
complexes

Modélisation

o INSTANCE :

@ SOLUTIONS REALISABLES :
e CRITERE :
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Méthodes énumératives

@ Nombre fini de solutions

F={51,5,...,5n}

- Parcourir toutes les solutions
- Pour chaque S € F, évaluer ¢(S)

- Retenir la meilleure solution

Probleme
Le nombre de solutions potentielles est fini mais gigantesque J

Espérance de vie du soleil ~ 5 milliards d'années < 258 secondes
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Challenge de |'optimisation combinatoire

Comment trouver la meilleure solution sans parcourir toutes les
solutions ?
e Utiliser la structure du probleme
@ Enumération implicite : éliminer a priori des solutions
Détecter que des solutions sont " mauvaises” ou irréalisables
sans les évaluer explicitement.
@ Programmation dynamique : réduire I'espace de recherche a
des sous-solutions optimales.
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Principe de sous-optimalité

On veut résoudre un probleme P sur une instance /

Structure spécifique de P J

Les "morceaux” d'une solution optimale sont optimaux

P

Le probleme P se décompose en sous-problemes Pi, ..., Pk.
L'optimum sur P s’obtient a partir des optimaux des
sous-problemes.
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Principe de sous-optimalité

Principe de sous-optimalité

L'optimum sur une instance / peut se construire a partir de
solutions optimales sur des instances plus "simples” /I, ..., Iy

OPT(I) = f(OPT(h),...,OPT(I))

@ On a une formulation récursive de OPT (/)

o |l suffit de calculer I'optimum pour OPT(h),..., OPT(l)
puis d'appliquer f

e Chaque OPT(l;) s'exprime a son tour en fonction d'instances
plus simples

@ Jusqu'a obtenir une instance de base / directement calculable
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Calcul récursif de I'optimum

L
@) I
I,
@
I3
® @
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Décomposition en sous-problemes

@ Instance / a résoudre

@ Partition des solutions selon I'objet n
F' ={S € F|n ¢ S} ne contenant pas n
F"={S € F|n € S} contenant n

e On a OPT(I) = max{c(5"), c(5"*)}
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Décomposition en sous-problemes

Deux sous-problemes a résoudre

@ Sur F' : probleme P restreint aux n — 1 premiers objets

@ Sur F” : également restreint aux n — 1 premiers objets
mais structure des solutions réalisables ?

N. Brauner 320



Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Décomposition en sous-problemes

o Décrire 7" comme {S € F|n € S} est inefficace
=- énumération explicite de toutes les solutions

e F” doit pouvoir &tre décrit comme un sous-probléme de P
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Sac a dos

SAC A DOS

@ INSTANCE: n objets de poids w; et d'utilité u;, un sac de taille
W.

@ SOLUTION: sous-ensemble S d'objets tel que w(S) < W.
o CRITERE: |'utilité totale u(S) des objets

@ Quel est I'optimum de OPT (/) par rapport a I'objet n?

o Comment écrire le principe de sous-optimalité ?
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Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Paramétrisation

Principe de sous-optimalité : les problemes qui apparaissent dans la
décomposition correspondent au probleme initial sur des instances
plus simples

@ Instance I’ pour un sous-probleme

= |’ differe de | par certains parameétres (entiers) p1, ..., py
@ Pour le Sac a dos : les objets considérés et la taille du sac
@ On décrit /I par la valeur de ses parametres (x1,...,x])
Définition

On appelle état le vecteur de parametres (xi, ..., x;) décrivant une
sous-instance.
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Graphe d'Etat

@ Vecteur de parametres (xi,...,x)) : état

e Dépendance entre les instances (calcul de f)

parametre 2

parametre 1
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Programmation Dynamique

SAC A DOS
@ INSTANCE: n objets de poids w; et d'utilité u;, un sac de taille
W.
@ SOLUTION: sous-ensemble S d'objets tel que w(S) < W.

CRITERE: |'utilité totale u(S) des objets

@ Dessinez le graphe d'état pour 4 objets de poids 1 et un sac
de capacité 3.

Que remarque-t-on ?
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Programmation Dynamique

Un état peut étre calculé un tres grand nombre de fois
Idée : on dérécursive

On mémorise les états au lieu de les recalculer

Il suffit de parcourir les états dans un ordre topologique
inverse du graphe d'état

@ Evaluer les états de base OPT]0,...,0].

@ Parcourir les états jusqu’a X

e Pour chaque état X, dépendant de
X1,..., Xk déja évalués, mémoriser

OPT[X] = f(OPT[X4], ..., OPT[X))

o Retourner OPT[X]
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Sac a dos

@ Sac a dos de taille 7, avec 4 objets

@ valeurs des objets n
@ poids des objets

@ Calculer le tableau OPT

Dominances

N. Brauner
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Efficacité

Quel est le temps de résolution ?

Dépend
e du nombre d'états
o du temps t pour évaluer la fonction f en chaque état.

Le temps de résolution est alors

Z t(x1, ..y x1)

(x1,...,x;)eEtats

Souvent on a une borne uniforme sur t(xy,...,x;)) < T

Le temps de résolution est majoré par

T x #Etats
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Sac a dos

Temps de résolution du sac a dos
@ Quel est le temps pour évaluer un état (i, w)?

@ Quel est le nombre d'états?
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Calcul d'une solution optimale

La programmation dynamique fournit OPT (/)
Comment obtenir une solution $*7

@ Conserver des pointeurs dans le tableau : chemin dans le
graphe d’état
o Méthode de Backtracking
Les 2 méthodes consistent a remonter le calcul de OPT (/)

Donner une solution optimale pour le sac a dos a partir du
tableau OPT de la programmation dynamique

Dominances

N. Brauner

331



@ Jeux introductifs

€ Optimisation Combinatoire
€ Principe de Sous-optimalité
€ Programmation Dynamique

€@ Dominances

N. Brauner

332



Jeux introductifs Optimisation Combinatoire Principe de Sous-optimalité Programmation Dynamique Dominances

Dimensionnement de lots

Une demande journaliére d; sur un horizon T
Colit de production p;(x) = f + arx

Colit de stockage unitaire h; (par jour par unité)

Quel plan de production choisir pour minimiser les coiits ?

Comment décrire une solution ? J
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Dimensionnement de lots

demande
production

1 2 3 4 5 6 17
stock
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Principe de sous-optimalité

Comment exprimer un principe de sous-optimalité ?
Quels parametres sont nécessaires ?
Quel est le temps de résolution ?

Dominances
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Dominance

Definition (Dominance)

Une dominance est une propriété D vérifiée par au moins une
solution optimale.

Propriété D Solutions
réalisables

Solutions
optimales
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Dimensionnement de lots

Politiques ZI1O
Une politique ZIO consiste a ne produire que si le stock est vide

si Iz >0, alors x; =0

Si pour chaque instant a; + h; > a;r1, alors les politiques ZIO sont
dominantes
Argument d'échange

@ On consideére un planning (optimal) qui ne vérifie pas la
dominance

@ On montre qu'on peut le modifier en préservant |'objectif
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Algorithme de Wagner & Within

@ Exprimer un principe de sous-optimalité en utilisant la
dominance

@ Quel est maintenant le temps de résolution ?
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Bilan de la programmation dynamique

Paradigme pouvant étre tres efficace

Pas de condition sur la forme de la fonction objectif...
...mais la propriété de sous-optimalité doit &tre vérifiée
Gourmand en mémoire

Devient inopérant si I'espace des états est grand

Nécessité de trouver des dominances pour le réduire
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€ Planification d'expériences
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Méthodologie

Face a un probleme pratique de décision :

@ Comprendre le probleme
@ En dégager les aspects mathématiques
@ Reconnaitre un type de probleme classique

e informs http//www2.informs.org/Resources/
o wikipedia (portail RO fait et corrigé par des chercheurs)
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Méthodologie

@ Analyser la complexité
@ que peut-on espérer pour le temps de résolution imparti ?
= solution exacte, approchée, avec performance...
e problemes NP-complets
o http//www.nada.kth.se/~viggo/problemlist/
e ordonnancement

@ http//www.mathematik.uni-osnabrueck.de/
research/0OR/class/
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Méthodologie

@ Proposer une formulation
e graphes, programmation linéaire, PPC...

@ Implémenter une solution
e solveurs, librairies, algorithmes connus, heuristiques,

métaheuristiques, programmation dynamique,
programme ad hoc

@ Analyser et interpréter les résultats
@ Valider par rapport a la demande initiale

@ ltérer avec le demandeur si nécessaire
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Charbon Localisation

Rouleaux de papier de longueur standard 180 cm

Couper des rouleaux de méme diametre

Liste des commandes pour la prochaine période

nombre de rouleaux

Méthodologie Découpe de rouleaux
Découpe
o
o
o
o
longueur
80
45
27

200
120
130

Planification d’expériences

Couteaux de découpe (nombre et position arbitraires)

Trouver les schémas de découpe qui minimisent la perte

N. Brauner
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Découpe

Etapes de la résolution

@ Solution manuelle

@ Borne inférieure

@ Schémas de découpe

@ Variables et contraintes

@ Fonction objectif 1, résolution et analyse

@ Fonction objectif 2, interprétation et résolution
@ ...et la contrainte d'intégralité?
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Méthodologie

Découpe de rouleaux

Charbon

Fabrication de charbon

Localisation

Planification d’expériences

On mélange des charbons dans un haut fourneau ou ensuite, une
réaction a haute température produit le coke. Il y a 8 charbons
disponibles. Ces charbons sont entrés par des bandes porteuses
qui sont au nombre de 4 (au maximum 4 charbons différents
dans le mélange). Si un charbon est dans le mélange, il doit
I'étre 3 hauteur de minimum 5%. On exige que la teneur du
mélange en Silicium soit d'au plus 1,8 %. Le tableau suivant

reprend les prix et teneur en Si des charbons.

Charbon | Prix | Teneur Si Charbon | Prix | Teneur Si
Charbon 1 | 12 2 % Charbon 5 | 13 1%
Charbon 2 | 14 2,5 % Charbon 6 | 9 5 %
Charbon 3 | 17 1% Charbon 7 | 15 2%
Charbon 4 | 10 5% Charbon 8 | 11 1,5 %

On veut déterminer un mélange qui est de colit minimum.

(exo de D. de Wiolf)e 350
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Approvisionnement des stations service

Une compagnie pétroliere souhaite déterminer les emplacements
possibles pour ses dépbts (destinés a fournir ses stations
service). Les stations service sont au nombre de n et on a m
dépdts. On a un seul produit.
@ cjj : colit unitaire de transport entre un dépdt i et la station
service j
@ f; : coiit fixe d'ouverture du dépot i
@ s; : capacité du dépdt i
@ d; : demande de la station service j (peut étre satisfaite par
plusieurs dépdts)
Déterminer les emplacements des stations services qui
permettent de minimiser les colits pour les données suivantes.
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Approvisionnement des stations service

6 dépots possibles, 7 stations services
A S = station demande
dépdt colit ouverture capacité

1 30
A 7 70

2 30
B 8 70

3 30
C 4 40 2 10
D 28 110 5 20
E 20 50 6 10
F 10 50 Z 10
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Méthodologie

Découpe de rouleaux

Charbon

Localisation

Approvisionnement des stations service

Colits de transport

A | B|C|D]|E F
1] 10 | 10|30 (35|35 | 100
2| 10 | 10| 25|30 (30| 95
3|20 | 10| 10| 10| 30| 50
41100 |50 10|10 |20 | 30
51100 | 80| 30| 10| 10 | 10
6| 60 | 60|60 |20 |10 10
7| 30 [ 40|60 | 20|10 20

Planification d’expériences

N. Brauner
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Planification d’expériences

@ Dans une industrie chimique, une phase amont teste différents
produits de synthése pour déterminer les meilleures
compositions.

@ Les réactions se font a température élevée dans un four de
cuisson

Le process :

Remplissage — Cuisson —  Filtrage
1/2 journée de 3 3 14 jours 2 jours

N. Brauner
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Cuisson

Un robot a été acheté pour automatiser la cuisson

Chaque expérience est chargée dans une barre de cuisson

A NN

On dispose de 8 barres de cuisson

Le robot peut traiter les 8 barres simultanément

La température et la durée de chaque barre est programmable.
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Remplissage

Cette étape correspond

@ A la préparation d'une barre de cuisson

@ Au mélange des différents constituants

Pour la réaliser, 3 postes de travail ont été installés,
chacun pouvant traiter une barre.

= Un opérateur est requis pour surveiller le déroulement des
opérations.
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Filtrage

Cette étape correspond
@ A I'analyse des résultats de |'expérience
Elle est réalisée de maniere semi-automatique

@ Un opérateur doit surveiller le déroulement des analyses

@ Les 8 barres de cuisson peuvent &tre analysées simultanément
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Opérateur

La présence d'un chimiste qualifié est requise

@ Pendant le remplissage
@ Pendant le filtrage
@ Au démarrage de la cuisson (programmation du robot)
@ A la fin de la cuisson
= lancer le filtrage pour arréter la réaction

= le filtrage peut ensuite &tre interrompu

Seule la cuisson peut étre réalisée sans la présence du
chimiste
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Disponibilités

Le planning des absences du chimiste est connu a I'avance
(week-end, congés, autres obligations)

LMM1IJ VS DL M VS D
matin
apres—midi
VSDLMMIJ V SDILM
matin
apres—midi
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Les buts de I'industriels

Planifier les expériences a effectuer sur un horizon de I'ordre de 1
mois afin de

@ Maximiser |'utilisation du robot (investissement important)

@ Finir au plus tot pour obtenir les résultats des tests

De nouvelles expériences sont a planifier chaque mois
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Jeu de données

Vous devez planifier 17 expériences

@ 6 avec un temps de cuisson de 14 jours
@ 8 avec un temps de cuisson de 7 jours

@ 3 avec un temps de cuisson de 3 jours

Le planning des disponibilités de I'opérateur

LMMJ VS D

semaine 1

semaine 2

semaine 3

semaine 4

semaine 5
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