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Comment utiliser le Mini Manuel ?

La page d’entrée de chapitre

Elle donne le plan du cours,
ainsi qu’un rappel des objectifs
pédagogiques du chapitre.

g gtudes de suites
ot

Le cours

Le cours, concis et structuré,
expose les notions importantes
du programme.

Les rubriques

A Une erreur a éviter

% Un peu de méthode

& Les points clefs a retenir

Les exercices

lIs sont proposés en fin de chapitre,
avec leur solution, pour se tester tout
au long de lI'année.



Les modeles

financiers

Chapitre 1 [F3I X T S

(@ F-1: 11 =W Les intéréts simples et 'escompte .......................... 23
Chapitre 3 R G T TR e T 55

Chapitre 4 L] T T LY 85

Comment évaluer un placement financier ? Que représente un gain a
venir dans le bilan d'une entreprise 7 Que représente un taux d'intérét ?
Quels mécanismes déterminent un emprunt ?

La premiére partie de cet ouvrage a vocation a modéliser les aspects
essentiels du calcul financier.Les modeles présentés sont appliqués des
différents points de vue du particulier, de I'entreprise ou de la banque.
Le premier chapitre « Les suites » est le fondement mathématique
nécessaire a la compréhension des formules de la finance. Ses résultats
mathématiques vont se trouver dans I'ensemble du livre. Le second
chapitre « Intéréts simples et Escompte » permet d'estimer les place-
ments de durées courtes sur des comptes réglementés du type
Livret A. Il permet aussi d’appréhender le fonctionnement de
I'escompte pour les entreprises. Le troisieme chapitre « Intéréts
composés » présente le calcul des placements de longues durées et de
I'actualisation. Une application essentielle de ce chapitre est le calcul
des rentes qui permet de concevoir le fonctionnement d'une retraite
par capitalisation. Le quatrieme chapitre « Emprunts Indivis » modélise
les échanges financiers entre le préteur et I'emprunteur avec une mise
en place des aspects comptables de I'emprunt.
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Etudes de suites

» Savoir définir une suite arithmétique et une suite géométrique.

» Trouver la raison et le terme général d'une suite arithmétique et d’'une
suite géométrique.

» Connaitre la formule de la somme des termes d’une suite.
» Comprendre le fonctionnement des suites arithmético-géométriques.
» Utiliser le logarithme lors d’une recherche de durée.

» Modéliser un phénomeéne par une suite arithmétique ou une suite géo-
métrique.

1.1 Suites arithmétiques
1.2 Suites géométriques

1.3 Suites arithmético-géométriques

Considérons la suite 2 ; 5 ; 8 ; 11... On devine assez simplement le terme
suivant : 14. On a observé un ajout de 3 pour calculer un terme a partir
du précédent et I’on a conclu que le phénomene allait se poursuivre
ensuite. Un autre exemple : 1 ;1;2;3;5;8; 13... Le phénomene est
moins simple ici. On remarque qu’un terme est égal a la somme des deux
précédents. Ainsi le terme suivant sera 21 et il est possible de calculer
I’ensemble des termes qui suivent.

Ces exemples peuvent sembler gratuits, mais ils démontrent tout I’inté-
rét des suites : le caractere prédictif. Ce caractere prédictif est essentiel
en finance. En effet, qu’il s’agisse du remboursement d’un emprunt ou
de gains réalisés par un placement, I’important est de pouvoir chiffrer au
mieux les mouvements de capitaux a venir. Les suites se trouvent donc
dans I’ensemble des themes abordés dans cet ouvrage. Ce chapitre pré-
sente les résultats essentiels sur les suites les plus utilisées en finance :
les suites arithmétiques et les suites géométriques.
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1.1 SUITES ARITHMETIQUES
a) Définition d’'une suite arithmétique

Considérons la suite 2 ;4 ;6 ; 8...

On observe un ajout de 2 pour calculer un terme a partir du précédent.

2 4 6 8 10

QA A A 7

+2 +2 +2 +2

Ce nombre qui permet de calculer un terme a partir du précédent s’ ap-
pelle la raison de la suite arithmétique. La notation d’usage de la rai-
son d’une suite arithmétique est r.

Formalisons le phénomene en notant u, le premier terme, u, le second,
u, le troisieme et ainsi de suite. On calcule un terme a partir du précé-
dent selon le schéma suivant :

u, u, U, Uy u,

Ainsi, la définition d’une suite arithmétique est donnée par la
relation :

Upy) = Up + T

Cette relation suffit completement a définir une suite arithmétique si I’on
dispose d’un des termes de la suite. Dans I’exemple précédent, la
connaissance de « ug = 2 » et de la relation « u, 4+, = u, + 2 » permet
de calculer pas a pas I’ensemble des termes de la suite.

b) Comment calculer simplement un terme d’une suite
arithmétique ?

La relation précédente ne permet pas de calculer rapidement un terme
d’une suite arithmétique. Si 1’on souhaite calculer le 50¢ terme, il est
nécessaire de connaitre le 49¢ qui, lui-méme, se calcule a partir du 48°
et ainsi de suite. Ainsi, pour atteindre le 50° terme, il sera nécessaire
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d’effectuer un grand nombre de calculs. C’est pour cela qu’il est essen-
tiel de mettre en place une formule générale qui fournit n’importe quel
terme indépendamment du précédent.

Pour construire cette formule, on peut partir de la définition suivante
pour calculer uy : uy = ug+r

De méme pour calculer u; :
Ur =uy+r=Wwo+r)+r=uy+2xr
Puis :
U3 =ur+r=Wo+2xr)+r=uy+3 xr

Ces premiers résultats induisent une formule générale :

Uy = Uy +Nn XF

Remarque : la démarche présentée induit la formule mais n’a pas valeur
de démonstration mathématique. Une démonstration rigoureuse utilise-
rait le principe de récurrence.

Si I'on ne dispose pas du terme #y mais d’un autre terme uy, le terme
général d’une suite arithmétique est donné par la relation suivante :

Up =ur+mn —k) xr

Exemple

Cherchons le terme général de la suite arithmétique de raison 3 sachant
que us = 22,

Par application de la formule précédente avec k = 5, on trouve :
Uy =us+mn—5x3=224+n—-5x3=224+3xn—-15
=74+3X%Xn
¢) Représentation graphique et sens de variation
Les termes successifs d’une suite arithmétique peuvent €tre représentés

graphiquement. Les points représentés sont alignés sur une droite de
pente r et d’ordonnée a I’origine uy.

[7,]
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Le sens de variation d’une suite arithmétique dépend de sa raison :
— Si r > 0 la suite est croissante.
— Si r < 0 la suite est décroissante.

— Si r = 0 la suite est constante.

d) Somme des termes d’une suite arithmétique

On peut chercher a cumuler les termes d’une suite. Ce calcul a un inté-
rét des que 1’on souhaite cumuler des valeurs.

On cherche a calculer : S = ug +uy +ur + - + uy,

En écrivant cette somme « a I’envers » on trouve :
S=uy+up_ +uy_o+---+ug

Ainsi en additionnant les deux lignes précédentes, terme a terme, on
trouve :

2x 8= o+ up)+ W +up—y) + Uy +up—)+ -+ (uy + up)

A premiere vue, ce regroupement peut sembler artificiel mais la
remarque suivante va simplifier I’expression :

Onauwgt+u, =ug+uo+nxr=2xuy+nxr
Uy +up—y =ug+r~+ug+m—1)xr=2xXuyg+nxr =uy+ uy
Uy +up—2 =ug+2xr+uy+n—2)xr=2xuy+nxr
= Ug + Uy
U +up—p =ug+kxr+uy+m—k)yxr=2xuy+nxr

= Uy + uy
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1.1 « Suites arithmétiques 7

Ainsi chaque terme de la somme est égal a uy + uj
2 % S:£u0+u,z)+(u0+un)+---+(uo—l-un)
n+lvfois

En remarquant que cette somme est constituée de n + 1 termes iden-
tiques, on en déduit que :

2xS=m+1) x (up+uy)
La formule de la somme est donc :

_ (o +up) x (n+1)
2

S

Cette formule nécessite de connaitre ug, on peut généraliser I’expression
ainsi :

(1¢" terme 4+ dernier terme) x Nombre de terme
2

S =

Remarque : cette derniere formule évite le probleme des indices des
suites et les questions du type que faire si le premier terme n’est pas u
mais u, ?

Exemple
Calcul de la somme des 100 premiers entiers :
I+2+3+---+100=3S§

La suite des entiers naturels est arithmétique de raison 1. Le premier terme
est 1, le dernier est 100 et le nombre de termes est 100. Ainsi :

100+ 1) x 100
S = ( 2) = 101 x 50 = 5050

Ce calcul peut se faire quasiment de téte alors que la somme pas a pas des
entiers nécessiterait au moins un tableur.

e) En pratique ou trouve-t-on des suites arithmétiques ?

Les suites arithmétiques se trouvent dans les phénomenes pour lesquels
on envisage un ajout ou un retrait d’une méme valeur a chaque période.

Exemples

* Un loyer augmente de 400 € par mois.

* On retire 500 € de son compte tous les ans.

[7,]
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» Une production augmente de 100 unités par jour.

* Les intéréts sont simples.

1.2 SUITES GEOMETRIQUES
a) Définition d’'une suite géométrique

Considérons la suite 2 ; 4 ; 8 ; 16 ; 32...

Cette suite commence comme la suite arithmétique 2 ; 4 ; 6 ; 8... mais
elle augmente beaucoup plus vite. En effet, pour calculer un terme a par-
tir du précédent, on multiplie par 2 selon le schéma suivant :

2 4 8 16 32

NP P

X2 X2 X 2 X2

Ce nombre qui permet de calculer un terme a partir du précédent s’ap-
pelle la raison de la suite géométrique dont la notation d’usage est ¢.

Formalisons le phénomene en notant u, le premier terme, u; le deuxie-
me, u; le troisieme et ainsi de suite. On calcule un terme a partir du pré-
cédent selon le schéma suivant :

U, u, U, U, u,

NP PP

xXq xq xXq xXq

Ainsi la définition d’une suite géométrique est donnée par la
relation :

Up+1 = (g X Uy

Remarque : cette relation suffit completement a définir une suite géo-
métrique si I’on dispose d’un des termes de la suite. Ainsi dans 1’exem-
ple précédent la connaissance de « wup=2 » et de la relation
«Up4+1 = 2 X up » permet de calculer pas a pas I’ensemble des termes
de la suite.
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b) Comment calculer simplement un terme d’une suite
géomeétrique ?

Comme pour les suites arithmétiques, il est utile de disposer d’une rela-
tion permettant de calculer n’importe quel terme d’une suite géomé-
trique indépendamment.

La définition d’une suite géométrique permet de calculer u; = g X uy.
Deméme ur =¢q X u; =q X (g X uy) = g°> X uy

et uz =g X uy =q x (q> X up) = q> X uy

Ces premieres observations induisent la formule du terme général
d’une suite géométrique a I’aide du premier terme :

_.n
Uy =¢q X Uy

Si I’on ne dispose pas du premier terme, la formule suivante est utile :

Un = q" " X u

Exemple

On cherche a donner le terme général d’une suite géométrique de raison
5 sachant que u3 = 625. En appliquant la formule précédente a k = 3, on
trouve :

U, = 5" xuy =573 x 625 = 5773 x 54 = 5!

c) Représentation graphique et sens de variations

Les points représentatifs d’une suite géométrique représentent une cour-
be de type « exponentielle » sur un graphe. Le sens de variation et la
convergence de la suite sont donnés par la valeur de la raison q.

—Si g > 1 la suite est croissante et non convergente.

—Si g = 1 la suite est constante.

—S10 < g < 1 la suite est décroissante et converge vers 0.
— Si g = 0 la suite est constante.

—Si g < 0 la suite n’est ni croissante ni décroissante.

[7,]
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0 1 2 3 4 5 6

Suite géométrique avec g > 1

. n
.

0 1 2 3 4 5 6
Suite géométrique avec 0< g < 1

d) Somme des termes d’'une suite géométrique

Comme pour les suites arithmétiques, il est utile de connaitre une for-
mule permettant de calculer simplement la somme des termes d’une
suite géométrique.

On cherche a calculer S = uog +u; +us+--- 4+ uy,
Ona:gxS=qgxuy+qgxu+qgxur+---+qg xuy
or:uy =¢g XUy Uy =¢g XU ;..,etUuyr) =qg X Uy
ainsi :

gxXS=u+u+uz---+upy
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On remarque que cette expression est proche de celle de S,
d’Ol\JQXS—S:Mn_H—MO

La plupart des termes disparaissent par soustraction.

Ainsi (q — 1) X 8§ = Up+1 — U

[7,]
9
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Up+1 — Up -
etsig#1alors § = - -0
" =
n+1
X Upg — Uy
or Up+; =¢q" ' xuy donc S = 1 .
q —_—
et en factorisant par u :
n+1 __ 1
s=1 " wu,
qg—1

On retient cette formule plus générale qui ne nécessite pas de commen-
cer la somme a ug :

Nombre de termes __

q

S = x 1¢ terme

qg — 1

Remarque : Les deux formules précédentes ne sont valables que pour
q # 1. Le cas ou ¢ = 1 revient au cas d’une suite géométrique de rai-
son 1 ; autrement dit d’une suite constante. La somme des termes est par
conséquent égale a un terme de la suite multiplié par le nombre de ter-
mes de la somme.

e) En pratique ou trouve-t-on des suites géométriques ?

Les suites géométriques interviennent dans les phénomenes pour les-
quels on envisage une multiplication par un facteur constant a chaque
période.
Exemples
* Une production baisse de 2 % par mois.
* Un salaire augmente de 10 % par an.

* L’entreprise double de volume tous les ans.

* Les intéréts sont composes.

Remarque : Une augmentation de 10 % se traduit par une multiplica-
tion par 1,1. Une baisse de 2 % se traduit par une multiplication par 0,98.
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De facon générale, une augmentation de ¢ % se traduit par une multipli-
cation par 1 4 ¢ %, et une baisse de 7 % se traduit par une multiplication
par 1 —t %.

Résoudre une équation comportant une puissance

Ce type d'équations se rencontre dans la recherche de durées, pour répondre a des
questions du type « au bout de combien de temps...? ».

Dans les suites géomeétriques, le temps « n » se trouve en exposant. En cherchant a
isoler n on va finir par trouver une équation du type a" = b.

La méthode pour poursuivre la résolution est I'utilisation du logarithme de manie-
re a linéariser I'équation.On a In(a") = In(b) qui, par propriété du logarithme, donne
In(b)

In(a)

nxIn(a) =In(b) etainsi|n =

L'utilisation d'une racine n-ieme ne permet pas de trouver la solution car,
. 1
sia"=b,onaa=b»

On utilise ainsi une expression de b en fonction de a pour construire une expres-
sion de a en fonction de b qui ne sert pas a isoler n.

1.3 SUITES ARITHMETICO-GEOMETRIQUES

Les suites arithmético-géométriques se définissent par la relation :

Ces suites peuvent étre des suites arithmétiques lorsque a = 1, et des
suites géométriques lorsque b = 0.

On cherche a déterminer le terme général d’une suite arithmético-géo-
métrique. La méthode est la suivante.

1. Recherche du point fixe de la relation u,4+| = a x u, + b
On remplace u, et u,4+, par x : x = ax + b ainsi x(1 —a) = b et si

. Le cas a = 1 est celul d’une suite arithmé-

a#1lonax=
l—a

tique, il ne présente donc pas d’intéréts dans cette partie. On supposera

par conséquent pour la suite que a # 1. "

2. Introduction d’une suite auxiliaire v,, = u,, — x = u, —
l1—a
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b
Onadonc u, =v, + et Up+1 = Upy1 +
1l —a 1—a
3 b b
par conséquent v, + =alv, + +b
l1—a l1—a
donc v, + =av, + +b
— —a
ab+ b(1 —a
et vy + =av, + ( )
1—a 1l —a
b
donc v,4 + =av, +
—a —a
et ainsi :
Up41 = Ay

Cette suite est par conséquent une suite géométrique de raison a.

3. Terme général de u,

Le terme général de la suite v, en fonction de vy est donc v, = a" x vy.

b b
Or v, =u, — et vo = up —
1—a Il —a
b " b
donc u, — =a |uy—
1—a 1—a
et ainsi :

. b\,
R N PR

On peut déduire le terme général d’une suite arithmético-géométrique en

fonction de wuy :

Exemple

Déterminer le terme général
up=0. On a ainsi a =

de la suite définie par u,4; = 2u, +1 et

I
u, =2"10—
" ( 1—2)+1

2, b=1 et uy=0. Par conséquent,
] — 21’1 % L _ L — 2?1!—1 _ L
-2 2 2 2

[7,]
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g POINTS CLEFS

» Utilisation d'une suite arithmétique : ajout ou retrait d'une méme
valeur a chaque période.

» Utilisation d'une suite géométrique : multiplication par un méme fac-
teur a chaque période.

» Résumé des formules :

Suite Suite
arithmétique géométrique
Définition Up1 = Up + 1 Uns1 = @ X Up
Terme
géneéral Up=Ug+NXr U, =q" X g
en fonction
de o)
Terme
gener&lll Up = U +(n— k) X r Up = q" % Xy
en fonction
de uy
qNombre de termes __ 1
Somme 5 (1®"terme + dernier terme) x Nombre de termes S= g—1
des termes 2 i
X 1%terme

» Terme général d'une suite arithmético-géométrique :

b b
Up=a % u — +
1—a 1—a

» Résolution d'une équation avec une puissance : on utilise le logarith-
me pour linéariser une équation du type a" = b.
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EXERCICES

1.1 Recherche de la raison d’une suite arithmétique
Déterminer la raison des suites arithmétiques suivantes :
a)2:;5;8;11;14

b)4:4:4:4;4

¢)15;12;9:6

d) 4,56 ;4,89 ;5,22 ;5,55

1.2 Recherche de la raison d’une suite géométrique
Déterminer la raison des suites géométriques suivantes :
a)2:;6:;18:;54 ;162

b) 729 ;243 ; 81 ; 27

c)d;4:4;4:4

d) 1,23 ;1,291 5; 1,356 075 ; 1,423 878 75

1.3 Terme général et raison

Déterminer la raison et le terme général des suites arithmétiques définies
par :

a)uy=8etuy; =14
b)u5=106tu9=4

Déterminer la raison et le terme général des suites géométriques définies
par :

c)us=2etuy =38
d)u; =23 etu;g=—184

1.4 Evolution d’un loyer

Un loyer a une valeur initiale de 500 €. On envisage deux types de
contrat :

— Contrat A : Augmentation du loyer de 50 € par an.
— Contrat B : Augmentation du loyer de 5 % par an.

a) Déterminer, pour chacun des deux contrats, le loyer des années 1, 2,
3 et de I’'année n.

b) En cumulé sur 20 ans, combien aura-t-on payé dans chacun des
contrats ?
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¢) Au bout de combien de temps le loyer aura-t-il doublé dans chacun
des contrats ?

d) Quel contrat choisir (vous nuancerez la réponse selon la durée de
votre séjour) ?

1.5 Assechement d’un lac

Un lac a un volume de 100 000 litres. Une riviere en amont alimente le
lac ; elle fournit chaque jour 1 000 litres d’eau au lac. Les agriculteurs
qui développent leur exploitation autour du lac prélevent chaque jour
une quantité¢ d’eau. Leur consommation d’eau augmente de 0,5 % par

jour. Supposons que le premier jour de notre observation ils prélevent
400 litres d’eau.

Supposons que le volume du lac demeure constant. Une riviere en aval
du lac permet d’évacuer le surplus d’eau (de maniere a ce que le volume
du lac reste constant).

a) Déterminer le volume V d’eau par jour de la riviere en aval en fonc-
tion du nombre de jours d’observation j.

b) A quelle date V=0 ? Qu’est-ce que cela signifie pour le lac ?

¢) Déterminer le volume total U d’eau fournit par la riviere en amont
pendant j jours. Déterminer le volume total W d’eau prélevé par les agri-
culteurs pendant j jours.

d) Que signifie U — W = —100 000 ? Déterminer pour j = 500. Que
conclure ?

1.6 Limite sur un compte

Un particulier place chaque mois sur un compte sans intéréts une somme
de 1 200 €. Chaque mois, il consomme une somme €gale au quart de ce
qu’il possede sur son compte. Initialement on suppose que son compte
est vide. On notera M,, le montant sur le compte a la fin du mois 7.

a) Exprimer le montant sur son compte en fin de mois, les mois 1, 2 et
3.

b) Exprimer M, en fonction de M,,. En déduire une expression de M,
en fonction de #.

¢) Y a-t-il une limite au montant sur le compte de cet individu ?
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SOLUTIONS

Exercice 1.1

a)5—2=3;8—5=3;11—-—8=3;... Laraison de cette suite arith-
métique est donc 3. C’est la valeur qui permet de calculer un terme a par-
tir du précédent.

b) 4 — 4 = 0. La raison de cette suite arithmétique est 0. C’est une suite
constante.

¢) 12 — 15 = —3. La raison est —3. Une raison négative indique une
suite décroissante.

d) 4,89 — 4,56 = 0,33. La raison est 0,33.

Si l'on dispose de deux termes consécutifs u, et u, . ,, pour déterminer la raison
d’une suite arithmétique, on peut faire la soustraction u,, - u, = raison.

Exercice 1.2

a) 5= 3. La raison de cette suite géométrique est 3.

243 .
b) —— = —. La raison est donc —.
729 3 3

¢)— = 1. La raison de cette suite est 1. Il s’agit d’une suite constante.

Remarque : une suite constante peut étre considérée comme une suite
géométrique de raison 1 ou comme une suite arithmétique de raison 0.

1,2915 : : : .
)W = 1,05. La raison est 1,05. Une suite géométrique de raison

1,05 est une suite de termes qui augmentent de 5 % a chaque période.

Si I'on dispose de deux termes consécutifs u, et u, , ,, pour déterminer la raison

i . 7 i s < Uje1 .
d’une suite geometrique on peut faire le rapport —— = raison.
Uy

Exercice 1.3

a) L'expression de u3 en fonction de u, indique que u3 = uy + 3 x r.
Ainsi 14 =843 xrsoitl4d—8=3xret6=3 xrdoncr =2 Le
terme général de la suite est donné par la formule u, = u +n x r, ainsi
U, =8+ 2 xn.
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b) DL’expression de uy en fonction de wus indique que
ug =us+ 9 —5 xr. Ainsi 4=104+4xr soit 4—10=4xr
et—6=4 xrdoncr =-1,5.

Le terme général de la suite est donné par la formule générale :
Uy, =us+(n—>5) xr,

ainsi uy, = 10 — 1,5 x (n — 5) etu, = 17,5 — 1,5 x n.
Remarque : on a choisi d’utiliser la formule avec £k = 5 mais on trou-

vera le méme terme général en appliquant la formule avec k = 9. La for-
mule permet de calculer le terme général, quelque soit le choix de k.

¢) La définition d’une suite géométrique indique que us = ¢q X u3
ainsi 8 = 2 x g donc g = 4.

Le terme général de la suite est donné par u, = ¢" > x us,

ainsi u, = 4" x 2.

d) On a uyp =g""°"? x u; ainsi —184 = g3 x 23 donc ¢° = —8 et

|
ainsi ¢ = (—8)3 = —2. Le terme général de la suite est donné par

Un = q" 7 x uy ainsi u, = (=2)""7 x 23.

Pour résoudre une équation du type x" = a,on isole x a l'aide d'une racine n-ieme.
" 1
La solution est donc x = an.

La méthode générale pour cet exercice est I'utilisation des formules de définition
des suites arithmétiques et des suites géométriques.

Exercice 1.4

a) Notons A, le loyer avec le contrat A I’année n et B, le loyer avec le
contrat B 1’année n.

OnaainsiAg = 500 = B(),Al = A() + 50 = 550,A2 = Al + 50 = 600
et A3 = A 4+ 50 = 650.

On remarque que la suite (A,) est une suite arithmétique de raison 50 et
de premier terme 500, par conséquent A, = 500 + 50 x n.

Ona B, = 1,05 x By =525, B, = 1,05 x B; = 551,25
gt Bs = 1,05 % By —578,8125,

La suite (B;) est une suite géométrique de raison 1,05 et de premier
terme 500 ; par conséquent B, = 1,05" x 500.

b) Pour le contrat A :

Pour cumuler les termes d’une suite arithmétique, on applique la formu-
le de la somme des termes d’une suite arithmétique. Ici le premier terme



Copyright © 2011 Dunod.

Solutions 19

est 500, le dernier est Ajg = 500+ 19 x 50 = 1450 — en effet, on
compte la premiere année comme année 0, la 20¢ année est donc I’année
comptée 19 —, le nombre de termes est 20.

500 + 1 450) x 20
Ainsi § = (500 + > ) = 19500 €

Pour le contrat B :

Dans la formule de la somme des termes d’une suite géométrique, on a
besoin du premier terme : 500, de la raison : 1,05 et du nombre de ter-
mes : 20.

Ainsi § = 500 x & = 16532,98 €
1,05 -1
¢) On cherche a déterminer a quelle date le loyer aura doublé.
Pour le contrat A
Il s’agit de résoudre A,, = 1 000
soit 500 4 50 x n = 1 000
d’ou 50 x n = 500
donc n = 10 ans

Pour le contrat B
On doit résoudre B;,, = 1 000, soit 500 x 1,05" =1 000
d’ot 1,05" =2
On a une équation avec une puissance en inconnue, on utilise donc le
logarithme pour linéariser cette équation. Ainsi In(1,05") = In(2) soit
n x In(1,05) = In(2)

In(2)

etdoncn = ——— ~ 14,2 ans
In(1,05)

Un résultat de 14,2 indique qu’il faut dépasser la 14° année pour doubler

le loyer ; or la 15° année le loyer a dépassé le doublement pour la pre-
micre fois. Ainsi, si I’on suppose que le loyer est payé une fois par an,
alors il aura doublé la premiere fois au bout de 15 ans.

d) Le choix du contrat dépend de la durée de séjour dans la location. On
constate d’apres les résultats précédents que pour une durée inférieure
ou égale a 20 ans le contrat B est plus avantageux en total cumulé et en
loyer annuel. Il reste a déterminer a partir de quand le choix s’inverse.

On est assuré que le choix va s’inverser les années suivantes car les sui-
tes géométriques évoluent plus rapidement que les suites arithmétiques
au bout d’un certain rang.
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Il n’est pas possible de trouver par une résolution d’équation I’année a
partir de laquelle le choix va s’inverser ; il est en revanche possible de
calculer pour chaque année le loyer dans chacun des deux contrats et le
loyer cumulé depuis le début. On résume les résultats dans le tableau sui-
vant.

Année Loyer contrat A | Loyer Contrat B | Total camulé contrat A | Total cumulé contrat B
20 1 500.00 € 1 326.65 € 21 000.00 € 17 859.63 €
21 1 550.00€ 139298 € 22 550.00 € 19 252.61 €
22 1 600.00€ 1462.63€ 24 150.00 € 20715.24 €
23 1 650.00€ 153576 € 25 800.00 € 22 251.00 €
24 1 700.00 € 1612.55€ 27 500.00 € 23 863.55 €
25 1 750.00 € 1693.18€ 29 250.00 € 25556.73 €
26 1 800.00 € 1777.84 € 31 050.00 € 2733456 €
27 1 850.00 € 1 866.73 € 32 900.00 € 29201.29 €
28 1900.00 € 1 960.06 € 34 800.00 € 31 161.36 €
29 1 950.00 € 2058.07 € 36 750.00 € 3321942 €
30 2 000.00 € 2 160.97 € 38 750.00 € 35380.39 €
31 2 050.00€ 2269.02€ 40 800.00 € 3764941 €
32 2 100.00€ 238247€ 42 900.00 € 40031.89 €
33 2 150.00€ 2501.59€ 45 050.00 € 42 53348 €
34 2200.00 € 2 626.67 € 47 250.00 € 45160.15€
35 2250.00€ 275801 € 49 500.00 € 47918.16 €
36 2 300.00 € 289591 € 51 800.00 € 50 814.07 €
37 2 350.00€ 3040.70 € 54 150.00 € 53 854.77 €
38 2 400.00 € 319274 € 56 550.00 € 57047.51 €
39 2 450.00 € 3352.38€ 59 000.00 € 60399.89 €
40 2 500.00 € 351999 € 61 500.00 € 63919.88 €
41 2 550.00€ 369599 € 64 050.00 € 67 615.88 €
42 2600.00€ 3 880.79 € 66 650.00 € 71 496.67 €
43 2 650.00 € 407483 € 69 300.00 € 75571.50€

[’année 27 le loyer du contrat B devient pour la premiere fois plus élevé
que celui du contrat A. L’année 38 le total cumulé du contrat B devient
plus important que celui du contrat A. Si I’on reste dans le logement une
durée inférieure a 38 ans, le contrat B est donc préférable. Au contraire,
si I’on reste dans le logement une durée supérieure ou égale a 38 ans, il
est préférable de choisir le contrat A.

On représente sur le graphique suivant I’évolution comparée des loyers
pour le contrat A et pour le contrat B.

Le loyer du contrat B, bien qu’évoluant plus lentement au début, rattra-
pe et dépasse celui du contrat A a partir de I’année 27.

f Il n'est pas faisable de chercher a résoudre l'inéquation A, < B,.Cette inéquation

revienta 500 + 50 X n < 1,05” X 500 soit 1+ 0,1 X n < 1,05",0or l'inconnue n
se trouve a la fois dans le premier terme et dans le second terme en puissance dans
Iinéquation. Ainsi il nest pas possible de l'isoler.
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3000.00 € -
Loyer
2 800.00 € A
2 600.00 € - "
2 400.00 € - .

2200.00 € A .

2 000.00 € | . . . + Contrat A

. m Contrat B

1 800.00 € A ¢
1 600.00 € A . .
L 2

1 400.00 € 1 "

1200.00 € -

Année
1 000.00 € s

20 22 24 26 28 30 32 34 36

Exercice 1.5

a) On a chaque jour un volume entrant (riviere en amont) de 1 000 litres
et un volume sortant (du fait des agriculteurs) de 400(1 + 0,005)/ ! e

jour j. Ainsi, pour maintenir le volume du lac constant, on a
V =1000 — 400 x 1,005/~".

A 0,5 % = 0,005 et non 0,05,

b) Résolutionde V =0 :

V = 1000 —400 x 1,005/~ =0 ainsi 1000 =400 x 1,005/~! et
1 000

donc — 1,005/ !

o 1 000
soit (j — 1) In(1,005) = In

400
1 000
In
( 400 )

In(1,005)

dotj=1+

= 184,71

La riviere en aval sera donc seche le 185€ jour.

¢) Notons U le volume d’eau fourni au lac pendant j jours. On a
U = 1000,. En notant W le volume prélevé par les agriculteurs pendant
jjours,ona:

W = 400 + 400 x 1,005 + 400 x 1,005 + - - - + 400 x 1,005/ !
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On reconnait pour la somme de j termes d’une suite géométrique de pre-
mier terme 400 et de raison 1,005. On a donc :
1,05/ — 1 1,005/ — 1 :
W = 400—— = 400———— =80 000(1,005/ — 1)
1,005 — 1 0,005
d) U — W = —100 000 signifie que le lac est vide.

Pour j = 500 on a U = 500 000 et W = 888 547, ainsi
U — W =500000 — 888 547 = —388 547 < —100 000 .

Le lac sera donc vide a cette date, et ce depuis un temps qu’on aurait pu
déterminer avec plus de précisions en résolvant U — W = —100 000.

Exercice 1.6

a) A la fin du mois 1, cet individu aura placé 1 200 € et retiré un quart
de cette somme, a savoir 300 € ; onadonc M; = 1 200 — 300 = 900 €.
Le mois 2 on ajoute 1 200 € a cette somme, puis on retire le quart de
I’ensemble de la somme sur le compte,

ainsi M, = (900 + 1200) x 0,75 = 1575 €

et le mois 3 on trouve de la méme maniere M3 = (1 575 + 1 200)
x0,75 =2 081,25 €.

b) On trouve la somme le mois n + 1 en fonction de la somme le mois
n par la relation :

M,+, = (M, +1200) x 0,75 = 0,75M,, + 900

On trouve ainsi une relation caractéristique des suites arithmético-géo-
métriques. On peut exprimer M,, en fonction de n a I’aide de la relation :

b b
uy, = a" % | up — +
1 —a 1 —a

Dans cette question : a = 0,75 et b = 900

ainsi

. 900 900
M, =0,75""" ( M, —

1-0,75 + 1-0,75
= 0,75""1(900 + 3 600) + 3 600 = —2 700 x 0,75"""

¢) On cherche la limite — si elle existe — de M), lorsque » tend vers 1’in-
fin1.
Ona lim 0,75"!' =0 ainsi lim M, = 3 600.

n— 00 n—co
Le montant sur le compte est donc limité a 3 600 €.
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PLAN

Les intéréts simples
et I'escompte

Connaitre la formule des intéréts simples.

» Savoir calculer une durée de placement, un taux ou une valeur
de placement.

Utiliser la formule des versements constants.

Connaitre les principaux livrets d'épargne et leurs caractéristiques.
Savoir calculer un taux moyen.

Connaitre le principe de I'escompte.

Savoir calculer un escompte.

Evaluer une date d’équivalence de capitaux.

Savoir comparer des modes de paiement.

Calculer un taux d'intérét précompté et connaitre la relation
d’équivalence avec le taux d'intérét simple.

» Connaitre la définition d'un agio.

2.1 Mode de calcul des intéréts simples
2.2 Placements de courtes durées

2.3 Versements constants

2.4 Calcul du taux moyen

2.5 Exemples de livrets d'épargne

2.6 Leffet de commerce et I'escompte
2.7 Calcul de I'escompte

2.8 Equivalence de capitaux

2.9 Intéréts précomptés
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2.1 MODE DE CALCUL DES INTERETS SIMPLES

a) Qu’est-ce qu’un intérét ?

Un intérét est la r*émunération d’un placement pour un préteur ou le cofit
d’un emprunt pour un emprunteur. L’intérét est fonction de la somme
prétée, de la durée et du taux d’intérét négocié entre le préteur et I’em-
prunteur.

Une banque rémunere ses clients sur des comptes d’épargne lorsque
ceux-ci placent leur argent sur un compte a intéréts. Cela correspond a
un principe de prét. Le client immobilise une partie de son capital sur un
compte et la banque utilise ce capital pendant la durée sur laquelle 1’ ar-
gent est sur le compte pour ses activités rémunératrices comme les préts
d’argent. En contrepartie de cette immobilisation d’argent, la banque
distribue des intéréts a ses clients.

b) Formalisation

Les intéréts simples se calculent uniquement a partir du capital initiale-
ment placé. Les intéréts ne sont distribués qu’en fin de placement. Il n’y
a pas de cumuls d’intéréts d’une période a I’autre comme dans les inté-
réts composeés.

Notons 7 la durée d’un placement en années, ¢ le taux d’intérét annuel
pratiqué (supposé constant sur la durée du placement) et Cy le capital
placé.

Au bout d’un an, les intéréts calculés seront de I, = Cy x t, le capital
sera donc C| = Cy + Cy x t. La deuxieme année, les intéréts sont a
nouveau calculés a partir du capital Cy et le capital placé devient
C,=C+Cyxt. De la méme maniere, 'année 3 on a
Cy=0C+Cy xt.

Généralement, le capital de I’année n + 1 se calcule a partir du
capital de I’année n par la formule :

Cn+|:Cn+COXI

On remarque que la suite (Cy) est une suite arithmétique de raison
Cp x t. On peut donc donner une expression de C,, en fonction du pre-
mier terme Cy: C, = Co+n x Cy X t.

En factorisant par Cy on déduit la formule générale :

Chn=Co(14+nxt)
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Les intéréts sur n années sont :

I, =nxCyxt

2.2 PLACEMENTS DE COURTES DUREES

A\

Les intéréts simples sont généralement appliqués pour des durées infé-
rieures a un an. Il est donc nécessaire d’adapter la formule
C, = Co(1 +n x t) ades durées plus courtes.

a) Pour une durée comptée en mois

Notons k le nombre de mois de placement, on cherche a exprimer k en
fonction de n.

On a la proportionnalité suivante :

k 12

n |

Cette proportionnalité indique simplement qu’une année contient 12
mois ; ainsi par un simple produit en croix on trouve 12 x n = k,

k
12
En remplacant la valeur de » par son expression en fonction de k dans la

formule précédente, on trouve :

k
Cr=0Cyl 1 —
k 0(+X12)

ainsi : | n =

Les intéréts sur kX mois sont :

k
I, =Cy Xt x —
k 0 2

Cette formule sera utilisée dans les placements dont la durée est fixée en
mois.

Une année est plus importante qu'un mois, I'intuition peut conduire a penser que
n = 12k.La vrai relation est k = 12n. Cette relation n'indique pas qu'une année est
plus courte qu’'un mois mais que dans une période de temps fixée il y a un plus
grand nombre de mois que d’années selon un rapport de 12.
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Exemple

On place 1 000 € pendant 5 mois au taux annuel de 5 %. La somme sur
le compte, au terme du placement, est donc :

5
Cs = 1000 x (1 + 0,05 x E) = 1020,83 €
Les intéréts sont de 20,83 €.

b) Pour une durée comptée en jours

De maniere similaire a la formule sur les mois, on peut trouver une for-
mule utilisant la proportionnalité entre les jours et les années. Par souci
de simplification on prend en référence, pour le décompte des intéréts en
jours, I’année comptable de 360 jours et non I’année civile de 365 jours
ou 366 jours.

Ainsi, si I’on note j le nombre de jours dans une année, on a la propor-
tionnalité suivante :

j 360
n 1

et donc :

On a ainsi 360 x n = j, par conséquent n =

J
Ci=Cox [14+1x—1—
/ OX(+X360)

Les intéréts sur j jours sont :

J
I; =Cy xt x —
J =0 360

Exemple

On place 1 000 € pendant 50 jours au taux annuel de 2 %. La somme sur
le compte au terme du placement est donc :

50
Cso = 1000 (1 + 0,02 x m) =1002,78 €

Les intéréts sont de 2,78 €.

Pour les contrats de date a date, on compte le nombre de jours réel entre
les deux dates de placement et I'on applique la formule précédente.
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Autrement dit, on compte le nombre de jours réel de chaque mois.

Mois Nombre de jours
Janvier 31
Février 28/29
Mars 31
Avril 30
Mai 31
Juin 30
Juillet 31
Aot 31
Septembre 30
Octobre 31
Novembre 30
Décembre 31

Exemple

On réalise un placement de 1 000 € a 8 % du 1°" mars au 2 septembre. Le
nombre de jours entre ces deux dates est de :

31 —1+30+ 31+ 30+ 31+ 31 + 2 = 185 jours

Ainsi le capital au terme du placement est de :

185
10001 1+0,08x ——)=1041,11 €
360

Remarque : ce mode de calcul peut sembler surprenant ; en effet si I’on
compte le nombre réel de jours dans un mois, on se réfere a I’année civi-
le. Or on applique ensuite une formule construite sur un décompte de
jours de I'année comptable. Il n’y a pas de logique mathématique dans
ce mode de calcul. Cette étrangeté implique I'importance de rédiger un
contrat a son avantage.

Exemple

Pour un placement de 10 000 € a 10 %, est-il plus intéressant de réali-
ser un contrat de date a date du 30 juin au 31 aolit ou un contrat d’une
durée de 2 mois ?

Entre le 30 juin et le 31 aolt, on compte 62 jours (I’ensemble des jours de
juillet et aoit), les intéréts au terme du contrat de date a date seront donc de :

[7,]
9
,w(ﬂ
T 0
© G
£ g
o €
J-

f




Copyright © 2011 Dunod.

28

Chapitre 2 « Les intéréts simples et 'escompte

62
10000 x 0,1 x —— = 172,22 €
360
Pour un contrat de 2 mois, les intéréts seront de :

2
10000 x 0,1 x T = 166,67 €

On choisit donc de réaliser un contrat de date a date.

De maniere générale, les contrats de date a date seront plus avantageux
que les contrats comptés en nombre de jours ou en nombre de mois car
I’année civile est plus longue que I’année comptable.

c) Pour les décomptes par quinzaine

Les comptes d’épargne a taux réglementé (du type Livret A) ont des inté-
réts calculés par quinzaines. Seules les quinzaines completes sont prises
en compte.

Lorsque vous placez une somme d’argent, les intéréts calculés sont
comptés a partir du début de la quinzaine suivante. Les quinzaines sont
a dates fixes, du 1* au 15 du mois pour la premiere quinzaine ; du 16 a
la fin du mois pour la seconde quinzaine. Lorsque vous retirez de 1’ar-
gent les intéréts ne sont plus comptés a partir du début de la quinzaine
précédente.

Exemple

On place une somme de 1 000 € le 5 janvier. Les intéréts seront comptés
seulement a partir du 16 janvier pour la seconde quinzaine. On perd donc

11 jours de placement.

On retire une somme de 1 000 € le 5 janvier. Les intéréts ne seront plus
comptés sur cette somme a partir du ler janvier. On perd donc 5 jours de
placement.

Remarque : connaissant ce mode de calcul, il est pertinent d’effectuer
les versements en fin de quinzaine et les retraits en début de quinzaine.

De maniere similaire a la formule des intéréts simples mensuels, on peut
envisager une formule pour le décompte par quinzaine, en notant ¢ le
nombre de quinzaines completes, et sachant qu’il y a 24 quinzaines dans
une année :

Les intéréts sur ¢ quinzaines sont :

q
C,=C (1+r —)
q 0 X X N
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A\

Aprés avoir déterminé le nombre de jours entre deux dates, il semblerait simple de
diviser ce nombre de jours par 15 en arrondissant a la valeur inférieure de maniére
a connaitre le nombre de quinzaines entre ces deux dates. Cette méthode ne
respecte pas la comptabilité des banques pour les quinzaines.

En effet, pour un placement du 17 janvier au 14 février,on compte 28 jours, soit une
quinzaine compléte (en divisant ce nombre par 15 puis en arrondissant a la valeur
inférieure). Or, la premiére quinzaine ne peut étre comptée dans une banque débu-
teaprés le 16 janvier.De méme, la seconde quinzaine ne peut étre comptée car elle
se termine avant le 15 février. Par conséquent, la banque ne comptabilise aucune
quinzaine pour un placement du 17 janvier au 14 février.

2.3 VERSEMENTS CONSTANTS

Dans le cas de versements constants, il est possible de mettre en place
une formule qui permet de calculer simplement la valeur acquise d’un
capital sur un compte a intéréts.

Supposons qu’un individu place une méme somme S tous les mois sur
un compte au taux ¢ pendant M mois. On s’intéresse a la valeur sur le
compte juste apres le dernier versement :

1 2 3 4 5 M-1 M
| | | | | | | >

I I I I I I g
+§ 45 45 45 +S +§ +SF\ o N
Valeur acquise juste apres

le dernier versement

Le mois 1, la somme S placée va rester M — 1 mois sur le compte ; ainsi
la valeur acquise de cette somme sera :

sl1+¢ M-
X—
12

Le mois 2 la somme § va rester M — 2 mois sur le compte ; ainsi sa
valeur acquise sera de :

S(1+1 M=2
X—
12

Le mois M — 1 la somme § va rester un mois sur le compte ; ainsi sa

valeur acquise sera de :
S{1+1¢ :
X —
12
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La dernicre somme § placée le mois M ne profitera pas d’intéréts.

Ainsi la valeur acquise des versements sera la somme :

1 M —2
S+S(l—|—t><?)—|—-~—|—5(l—l—t>< > )
+S(1—I—tx M_l)
12

Cette somme est la somme des termes d’une suite arithmétique de M ter-
mes dont le premier terme est S et le dernier est :

M —1
S{1+1¢
(-I—x 12)

On peut donc simplifier cette somme par la formule de la somme des
termes d’une suite arithmétique :

(1" terme + dernier terme) X Nombre de termes
2

Ainsi, en notant V cette somme, on a :

M -1
S+S11+1x x M
(s )

2

En factorisant par S, on trouve :
M —1
2+1x

V=8SxMx 5 12

Apres simplification I’expression du capital V est :

M —1
V=SxMx|1+1tx
24

Exemple

On place 1 000 € pendant 15 mois en intéréts simples a 5 %. Déterminer
la valeur acquise des versements sur ce compte.

OnaV=1000><15><(1—|—0,05><

15 —1

) = 15437,50 €
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Remarque : cette formule n’est valable que si I’instant d’observation se
situe juste apres le dernier versement. Si I’on se place plus tard apres le
dernier versement, il faudra encore prendre en compte les intéréts acquis
sur la période qui sépare le dernier versement de la date d’observation.
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2.4 CALCUL DU TAUX MOYEN

Exemple

On place 1 000 € pendant 50 jours a 6 % et I’on place 2 000 € pendant
30 jours a 2 %. Quel est le taux moyen de I’ensemble de ces deux place-
ments ?

On souhaite avoir un taux moyen qui rende compte de 1’importance rela-
tive de ces deux placements. Une moyenne pondérée semblerait adaptée
a cet exemple, sauf qu’il reste a savoir par quoi on va pondérer les taux.
Si les capitaux placés étaient identiques, il serait naturel de pondérer par
les durées, et si les durées étaient identiques, il serait naturel de pondérer
par les capitaux. Or, dans I’exemple proposé, la durée et les capitaux dif-
ferent. La solution la plus simple est de pondérer les taux considérés par
le produit des durées par les capitaux. Ainsi on trouve un taux moyen de :

1 000 x 50 x 0,06 + 2 000 x 30 x 0,02
1 000 x 50 + 2 000 x 30

~ 3,82 %

i On pourrait chercher a assimiler I'ensemble de ces placements a un unique place-

ment de 1 000 + 2 000 = 3 000 € sur une durée de 50 jours (durée maximale de
I'ensemble des placements) ayant rapporté des intéréts de :

50 30
1000 X — X 0,06 +2000 X — X 0,02 =11,67 €
360 360

Ainsi le taux moyen semblerait fixé par :
50
3000 X t, X — = 11,67
360

. 11,67 X 360

Soitty = ————— =2,80 %
3000 X 50

Ce résultat semble cohérent car il est compris entre 2 % et 6 %. Cependant il ne cor-
respond pas a un taux moyen des deux placements mais a un taux moyen d’un pla-
cement de 1 000 € pendant 50 jours a 6 % et de 2 000 € pendant 30 jours a 2 %
puis pendant 20 jours a 0 %. Cette erreur a pour effet de sous-estimer le taux
moyen.

On généralise cet exemple au cas de n capitaux Cy, C,, --- ,C, placés
pendant des durées d,, d,, - -- , d,, aux taux respectifs ¢, fp, - -+ , t.
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Le taux moyen 7, est alors donné par la formule :

Cixdixt) +Coxdry xtr+---+C,, xd, xt,
C1Xd1+C2Xd2+"'+Cnan

tm -

2.5 EXEMPLES DE LIVRETS D’EPARGNE

a) Livret A

Le Livret A est le compte d’épargne francais le plus utilisé. On compte
pres de 46 millions de Livret A ouverts. Il est réglementé et défiscalisé.

Le Livret A fut créé en 1818 par Louis XVIII de maniere a solder la crise
financiere conséquente des guerres napoléoniennes. L'utilisateur du
Livret A est libre de ses versements mais ceux-ci sont plafonnés a
15 300 €. Le taux annuel du Livret A est de 1,75 % depuis le 1°" aofit
2010. Ce taux a beaucoup varié dans I’histoire. Le gouvernement
Raffarin avait mis en place une formule mathématique permettant de cal-
culer automatiquement le taux du Livret A. Cette formule a pour but d’é-
viter les fluctuations de taux liées a des motifs politiques. La formule de
calcul dépend du taux Euribor 3 mois, du taux Eonia. — Les taux Euribor
et Eonia sont des taux de référence du marché monétaire de la zone
euro — et de I’inflation.

Historique des taux du Livret A :

Date Taux
1" aofit 2007 3,00 %
1" février 2008 3,50 %
1" aofit 2008 4,00 %
1°" février 2009 2,50 %
1¢" mai 2009 1,75 %
1" aotit 2009 1,25 %
1" aofit 2010 1,75 %

D’une période a I’autre, le nouveau taux peut varier de plus ou moins
1,5 %.
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b) Livret d'épargne populaire

Le Livret d’épargne populaire (LEP) est au taux de 2,25 % depuis le
1°" aotit, son plafond est de 7 700 € et son plafond d’imposition est de
757 €. Autrement dit, ce livret n’est accessible qu'a des épargnants
payant moins de 757 € d’imp0ots.
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¢) Livret développement durable

Le Livret développement durable (LDD) est a un taux identique a celui
du Livret A. Son plafond est de 6 000 € ; il sert a financer les investis-
sements des PME.

d) Livret jeune

Il est réservé aux jeunes de 12 a 25 ans. Son plafond est de 1 600 €. Son
taux est variable d’une banque a I’autre, mais généralement supérieur a
celui du Livret A.

e) Plan épargne logement

Le plan épargne logement (PEL) permet de préparer 1’achat d’un bien
immobilier. L’épargne se fait sur plusieurs années avec un versement
minimum de 225 € a I’ouverture et de 45 € par mois. Le plafond est de
61 200 €. Son taux est de 2,50 % ; ce compte permet de disposer d’une
prime d’Etat en cas de prét pour un bien immobilier.

Remarque : pour I’ensemble de ces livrets, les intéréts appliqués sont
simples pour des durées inférieures a un an, et composés pour des durées
supérieures a un an.

2.6 L'EFFET DE COMMERCE ET LESCOMPTE

Un effet de commerce est un document juridique engageant un
débiteur a régler, a une date future (date d’échéance), un capital
déterminé.

Un effet de commerce permet, par exemple, a une entreprise cliente de
payer son fournisseur plus tard si elle n’a pas les moyens de le faire dans
I’'immédiat.

Exemple

Si A détient un effet de commerce de B, alors B s’engage juridiquement a
verser une somme a A a la date précisée sur I’effet de commerce.
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Un effet de commerce est un document juridique qui reconnait la
dette d’une entreprise.

Les entreprises ont besoin de liquidités a court terme. Les banques
peuvent intervenir pour racheter 1'effet de commerce avant
I’échéance en contrepartie du paiement d’un agio. Cette opération
s’appelle I’escompte.

Entreprise cliente <~ " BAIPSe T gangue
bénéficiaire
S’engage A payer La banque fait
une somme a une une avance de
date future par un trésorerie en

effet de commerce contrepartie du
paiement d’un

agio.

L’ objectif de I’escompte est de permettre a une entreprise de disposer de
liquidités a court terme.

Les conditions de I’escompte dépendent de trois partenaires : ’entrepri-
se bénéficiaire ; I'entreprise cliente ; et la banque.

Pourquoi ne pas faire simplement un emprunt ?

L’entreprise bénéficiaire qui a besoin rapidement de liquidités peut envi-
sager un emprunt aupres de la banque. La préférence est souvent pour
I’escompte car 1l colite moins cher a I’entreprise.

2.7 CALCUL DE L'ESCOMPTE

On appelle valeur nominale de I’effet de commerce, la somme qui doit
étre versée a I’échéance. On notera cette somme V.

On notera e la valeur de I’escompte. L’escompte se calcule en fonction
de la durée j (en jours) séparant la date actuelle de la date d’échéance, de
la valeur nominale de I’effet V et du taux d’escompte 1.

On a le mode de calcul de I’escompte suivant :

e:thxL
360

Remarque : avec des notations différentes on reconnait la formule des
intéréts simples. Cette formule, valable en jours, est modifiable en mois,
' k

12°

en remplacgant par

J
360
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La valeur actuelle (V,) d’un effet de commerce se calcule a partir de la
valeur nominale et de I’escompte :
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Vo=Ve—e=V-Vxitx—2=v( 1-1x-.
360 360

f

L agio (noté a) est le coit réel de I’escompte. Il comprend donc, en plus
de I'escompte, les frais et les taxes.

Agio = Escompte + Frais + Taxes

La valeur nette (V) se calcule a partir de la valeur nominale et de I’agio.
Il s’agit d’une valeur actuelle réelle (avec prise en compte des frais et des
taxes).

V=V —a

Le taux réel de I’escompte, appelé plus communément taux effectif glo-
bal (TEG), est le taux qu’il faudrait appliquer a la valeur nominale pen-
dant une durée séparant la date actuelle de la date d’échéance pour trou-
ver I’agio :

J
360

a=V xTEG x

2.8 EQUIVALENCE DE CAPITAUX

Un effet de commerce est renégociable. Une entreprise cliente peut
demander a reporter la date d’échéance d’un effet de commerce. On
recalcule la valeur nominale de ce nouvel effet de sorte que la valeur
actuelle du nouvel effet et la valeur actuelle de 1’ancien effet soient éga-
les a la date de renégociation.

Cette méthode se généralise pour exprimer 1’équivalence de capitaux.

On dit que deux capitaux sont équivalents a une date donnée s’ils
ont la méme valeur actuelle a cette date.

Remarque : I'idée de comparer des valeurs de capitaux a une méme
date est permanente en finance. Deux capitaux ne sont comparables que
ramenés a une méme date par un calcul d’actualisation.

Plus généralement un ensemble d’effets de commerce peut étre rempla-
cé par un unique effet, a condition que la valeur actuelle du nouvel effet
soit égale a la somme des valeurs actuelles des anciens effets.
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On appelle date d’équivalence de deux effets la date pour laquelle
deux capitaux ont méme valeur actuelle.

Expression d'une équivalence de deux capitaux

% entre deux dates

On considére deux capitaux S et S’ a échéance aux dates d et d’.On suppose que
ces deux capitaux sont équivalents au taux t a la date antérieure D.

1.Schématisation de la situation (facultatif) :

D d’

\ 4

d
|
I
S
|

A

<
>
«

Date d’'équivalence
des capitaux

2.Calcul des durées en jours entre les dates d et d’:jetentre Det d :J’

3.Mise en équation et recherche d'une éventuelle inconnue :
o . o
+
gl -t g (1=l
360 360

2.9 INTERETS PRECOMPTES

Le mode de calcul de la valeur actuelle d’un capital a I’aide d’un taux
d’escompte est similaire a celui d’un emprunt a intéréts précomptés.

Dans un emprunt a intéréts précomptés, les intéréts sont payés en
début d’emprunt au lieu d’€tre payés en fin d’emprunt.

a) Formalisation

On souhaite emprunter une somme C au taux précompté ¢’. On va rece-
voir cette somme au moment de I’emprunt. Laquelle somme sera mino-
rée des intéréts a payer des le début :

J
360

C oyt x
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On ne va donc en réalité recevoir que :

C—Cxt'x—_=c1-¢x—-L_
360 360

On remboursera le capital C (et uniquement ce capital) au terme de I’em-
prunt.

Remarque : on reconnait la formule de la valeur actuelle. L’escompte
est, d’un certain point de vue, un emprunt a intéréts précomptés.

b) Rapport entre le taux d’intérét simple
et le taux précompté

Placons-nous du point de vue du préteur en intéréts précomptés. Celui-
ci préte une somme réelle de C (1 —t'x 3]%) et va recevoir, au

terme de I’emprunt, la somme C. Il s’agit donc d’un placement financier.
Si ce placement financier avait été un placement au taux d’intérét simple
{ on aurait :

donc
] 1
1+rx3éo=
l—t’xL
360
J
1—14+1t x —
1
ettx3é0: 1= 360
1 — ¢ x - | — ¢ x -
360 360
t —j
_ 360
1—1¢ x J
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ainsi : .

J

1 —t/ x —
360

Cette formule permet de comparer simplement un taux d’intérét simple
avec un taux d’intérét précompté.

Exemple

Quel est le taux d’intérét simple équivalent a un taux d’intérét précompté
de 10 % sur une durée de 100 jours ? Par application de la formule pré-

cédente, on trouve :

0,1
= TR 0,1029 = 10,29 %
1 =0,7 X ——

360

Remarque : on a toujours un taux d’intérét simple équivalent supérieur
au taux d’intérét précompté correspondant.

g POINTS CLEFS

» Mode de calcul des intéréts simples :

Formules Valeur acquise Intéréts
En jours Ci=Cp X 1+t><L i = G ><r><L
1= 360 = 360
E i Ci=GCy |1+t « I = C t x
n Mols = +f X — — X X —
oo 12 e 12
En années Ch=C(1+nxt lh=nXCy Xt

» Le déecompte en quinzaines : seules les quinzaines complétes sont pri-
ses en compte.On compte deux quinzaines complétes par mois. La pre-
miére est du 1" au 15 du mois. La seconde est du 16 a la fin du mois.

» Les versements constants. La valeur acquise d’'un ensemble de ver-
sements identiques tous les mois pendant M mois est de :

M—1
V=8XMXxX|1+tX
24

juste apres le dernier versement.
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» Le taux moyen de plusieurs placements de valeurs de placement dif-
férentes, de taux différents et de durées différentes est donné par la
formule :

Ciy XA XHh+Co X Xb+--+CpXdy, Xty
m- Ci X dy+Co X ot -+ Cp X dp

> Les livrets d’épargne réglementés les plus classiques sont le Livret
A, le Livret jeune, le Plan Epargne Logement (PEL), le Livret
Développement Durable (LDD) et le Livret d’Epargne Populaire (LEP).

» L'objectif de 'escompte est de permettre a une entreprise de dispo-
ser de liquidités rapidement.

» Laformule de 'escompte est :

e:VthL
360

» La valeur actuelle est :

VieV—e=VoVxtx 2 cv(1—tx
360 360

» On appelle date d’équivalence de deux capitaux la date pour laquel-
le les deux capitaux ont méme valeur actuelle.

» Les agios prennent en compte les frais divers en plus de I'escompte.
Un taux effectif peut étre évalué pour prendre en compte les frais.

» Le principe du prét en intéréts précomptés est de payer les intéréts
au moment du prét et non en fin de prét.

» La relation d'équivalence entre taux d'intérét simple et taux d'inté-
rét précompté est :
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EXERCICES

2.1 Application du cours

a) On place un capital de 800 € du 5 mai au 17 octobre sur un compte
a 3 %. Déterminer la valeur acquise de ce placement.

b) Un capital de 7 800 € est placé pendant 8 mois, il rapporte un intérét
de 80 €. Quel a été le taux de placement ?

¢) Quelle somme faut-il placer pendant 50 jours a 8 % pour obtenir une
valeur acquise de 5 000 € ?

~

d) On place une somme de 8 000 € sur un compte a 4 % le 4 mars. A
quelle date va-t-on obtenir une valeur acquise de 8 040 € ?

2.2 Mouvements sur un compte

On effectue les mouvements suivants sur un compte d’épargne a 8 %.

Date Mouvement
5 janvier Avoir de 5 000 €
8 mars Retrait de 4 000 €
18 mars Versement de 800 €
22 mai Retrait de 1 500 €
6 juin Versement de 1 000 €
7 juillet Retrait de 1 000 €

a) Quelle somme reste-t-il sur le compte le 2 septembre si les intéréts ne
sont pas comptés par quinzaine ?

b) Quelle somme reste-t-il sur le compte si les intéréts sont comptés par
quinzaine ?

2.3 Comparaison de placements

Une personne place 2 000 € sur un compte a 8 % et une autre personne
place 1 800 € sur un compte a 10 %. Au bout de combien de temps les
sommes placées sur ces deux comptes auront-elles la méme valeur
acquise ?
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2.4 Offres de banques
Une banque propose le forfait suivant a ses clients :

— des frais de 10 € par an et aucun intérét pour les comptes ayant une
capitalisation inférieure ou égale a 800 € ;

— des frais de 10 € par an, des intéréts de 5 % sur le capital excédant
800 € et des frais de 1 % sur I’ensemble du capital pour les comptes
ayant une capitalisation supérieure a 800 € et inférieure ou égale a

5000 € ;

— des intéréts de 8 % sur le capital excédant 3 000 € et des frais de 2 %

sur I’ensemble du capital pour les comptes ayant une capitalisation supé-
rieure a 5 000 €.

a) Est-il intéressant de délaisser un compte sans intéréts ni frais pour ce
forfait ?

b) Comment peut-on évaluer le taux réel de ce forfait ?

2.5 Versements réguliers

Un individu place, le premier de chaque mois, une somme de 1 000 €
du 1°" janvier au 1° septembre. Déterminer la valeur acquise de ses ver-
sements le 30 septembre (on supposera des mois d’une durée identique
de 30 jours) avec un taux annuel de 5 %.

2.6 Valeurs acquises

Un capital de 3 000 € est placé du 1" mai au 30 juin au taux nominal de
5 % ; un deuxieme capital de 5 000 € est placé du 1°" mai au 31 juillet
au taux nominal de 8 % et un troisieme capital de 1 000 € est placé du
1°" mai au 2 septembre au taux nominal de 2 %. Quel est le taux moyen
de ce placement ?

2.7 Valeur d’un capital

Un capital placé une certaine durée a 8 % a rapporté 500 € d’intéréts.
Ce méme capital placé 100 jours de moins a 9 % aurait rapporté 480 €
d’intéréts. Quelle est la valeur de ce capital ?

2.8 Escompte

Un effet de commerce de valeur nominale 10 000 € a échéance le 5 sep-
tembre est renégoci€ le 10 avril pour une date échéante du 15 décembre.
Quelle est la valeur nominale de ce nouvel effet pour un taux d’escomp-
te de 10 % ?
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2.9 Equivalence de traites

Un commerc¢ant doit rembourser 3 traites :

— une premiere de 2 000 € a échéance le 1°" mai ;
— une deuxieme de 5 000 € a échéance le 1 juin ;
— une troisieme de 6 000 € a échéance le 1°" juillet.

Il décide, le 1" mars, de rembourser I’ensemble de ses traites par une
unique traite a échéance du 1°" mai. Quelle sera la valeur nominale de
cette unique traite pour un taux d’escompte de 6 % ?

Remarque : une traite est similaire a un effet de commerce.

2.10 Taux d’escompte

Le 1 mars, a quel taux d’escompte un effet de nominal 2 000 € a
échéance le 15 juin est-il équivalent a un effet de nominal 1 950 € a
échéance le 15 avril ?

2.11 Date d’équivalence

A quelle date une traite de nominal 1 800 € a échéance le 12 juillet est-
elle équivalente a une traite de 1 750 € a échéance le 12 mai ? Taux d’es-
compte 12 %.

2.12 Agios

Un effet de commerce de nominal 5 000 €, échéant le 5 mai, est présenté
a I’escompte le 1°" mars. Le taux d’escompte est de 7 %, la banque fixe
des frais de dossier de 4 € et une majoration de 3 jours. On ne prend pas
en compte les taxes. Calculer I’agio et le taux réel de I’escompte.

2.13 Taux précompté

Au bout de combien de temps un taux d’intérét simple de 11 % est-il
équivalent a un taux d’intérét précompté de 10 % ?

2.14 Equivalence de taux

A quel taux d’intérét précompté un taux d’intérét simple de 10 % est-il
équivalent en 150 jours ?

2.15 Comparaison de modes de paiement

Un commercant propose deux modes de paiement pour un article :

—Mode 1 : paiement de 100 € comptant, 200 € dans 1 mois, 200 € dans
2 mois.
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— Mode 2 : paiement de 250 € dans 20 jours et de 250 € dans 50 jours.

Quel mode de paiement vous semble le plus intéressant pour un acheteur
au taux d’escompte de 10 % ?

SOLUTIONS

Exercice 2.1

a) La durée du placement est de 31—5+4 30+ 314 31
+30 4 17 = 165 jours.

La valeur acquise de ce placement est :

165
=811 €
360

b) On cherche le taux de placement ¢. Il est donné par I’expression de
I’intéreét :

800 (1 + 0,03 x

8
80 =7800 x t X —
12

o 80 x 12
Ainsit = —— >~ 1,54 %
7800 x 8

¢) La valeur Cy a placer est donnée dans I’expression :

50
5000=Co(1+0,08x —
0( 0,08 x 360)

. 5 000
Ainsi Cy = S0 = 4 945,05 €

1+0,08 x ——
* 360

d) Les intéréts acquis sont de 40 €. La durée en jours du placement est
donnée dans 1’expression :

o 40 x 360 _
ainsi j = = 45 jours
8 000 x 0,04

40 = 8 000 x 0,04 x —
360

Le placement débute le 4 mars, la valeur de 8 040 € sera acquise au bout
de 45 jours soit le 18 avril.

Exercice 2.2

a) Dans ce premier cas on ne prend en compte que les durées en jours
entre les opérations.
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o

Durée
Date entre les Valeur acquise
opérations
5 janvier 0 jour |5000 €
) 62
8 mars 62 jours |5 000 { 140,08 x % —4000=1 068,89 €
. 0
18 mars 10 jours |1 068,89 (l—l—0,0S X 360 )—I—SOOzl 871,26 €
. _ 65
22 mai 65 jours |1 871,26 ( 140,08 x 360 —1500=398,29 €
o _ 15
6 juin 15 jours | 398,29 (l +0,08 x %) +1000=1 399,62 €
o ) 31
7 juillet 31 jours |1 399,62 (1+0,08 ) %) —1000=409,26 €
. 57
2 septembre | 57 jours |409,26 (1 +0,08 x %) =414,45 €

La valeur acquise sur le compte, le 2 septembre, est 414,45 €.

Pour gérer des mouvements sur un compte - sans prise en compte de quinzaines
— il est nécessaire de recalculer une valeur acquise sur le compte aux instants
consécutifs a un mouvement donné,

b) Un décompte par quinzaine est plus compliqué car il ne faut prendre
en compte que les quinzaines completes.

L avoir de 5 000 € le 5 janvier travaille sur le compte jusqu’au 8 mars,
mais les intéréts ne seront calculés que sur trois quinzaines : la seconde
de janvier et les deux de février. La valeur acquise fin février est donc
de:

3
SOOO(I—I—O,OSXE) =3050 €

Le retrait de 4 000 € a lieu le 8 mars, par conséquent les intéréts ne sont
calculés la premiere quinzaine de mars que sur une somme de 5 050 —
4 000 = 10,50 €. Le versement de 800 € le 18 mars ne sera comptabili-
sé€ dans le calcul des intéréts qu’a partir d’avril. La valeur acquise a la fin
de la seconde quinzaine de mars est de :
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2
1050(1+0,08xf)+800=1857€

La valeur acquise de ce capital a la fin de la premiere quinzaine de mai
est de :

3
1 857 (1 + 0,08 x ﬂ) = 1875,57 €

Le retrait de 1 500 € est déduit du calcul des intéréts des le début de la
seconde quinzaine de mai. Le versement de 1 000 € le 6 juin ne sera pris
en compte dans le calcul des intéréts qu’a partir de la seconde quinzaine
de juin. La valeur acquise a la fin de la premiere quinzaine de juin est
donc :

2
(1 875,57 — 1 500) (1 + 0,08 x E) + 1000 =1378,07 €
La valeur acquise fin juin est donc de :

1
1 378,07 (1 + 0,08 x E) = 1382,67 €

Le retrait de 1 000 € le 7 juillet est pris en compte des la premiere quin-
zaine de juillet pour le calcul des intéréts. Il reste 4 quinzaines jusqu’au
2 septembre. La valeur acquise a cette date est donc de :

4
(1382,67 — 1 000) (1 + 0,08 x H) = 387,77 €

Remarque : le mode de calcul par quinzaine est moins avantageux. On
trouve un écart de 26,68 € entre les deux modes de calcul.

Exercice 2.3

La solution de cette question existe. Une somme faible a un taux d’inté-
rét fort va dépasser une somme plus importante placée a un taux plus fai-
ble. On peut le constater sur le graphique ci-apres.
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A Valeur
acquise

2000 €

1 800 €

Temps
. >
Instant d’égalité
des valeurs acquises

Le nombre de jours nécessaire pour que les valeurs acquises soient éga-
les est donné par I’équation :

J J
2000(14+008x ——)=1800(1+0.1x
( + 360) ( + 360)
ainsi :
2000 42 000 x 0,08 x —— = 180041800 x 0.1 x —
360 360
1800 x 0,1 2000 x 0,08 ,
Donc 2 000 — 1 800 = _ X ]
360 360
_— 2000 — 1 800 600
L J = "1800x0.1—-2000x008 _ ~0oWjours

360

Autrement dit en comptant des années comptables de 360 jours, il fau-
drait exactement 10 ans pour atteindre une €égalité entre ces deux capi-
taux.

Exercice 2.4

a) Il n’est pas possible de répondre dans 1’absolu a cette question. De
facon générale, ce compte est intéressant lorsque les intéréts dépassent
les frais.

Ainsi si I’on dispose de moins de 800 €, ce compte n’est pas intéressant
caril y a 10 € de frais et pas d’intéréts.
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Sil’on dispose d’une somme S comprise entre 800 € et 5 000 €, les frais
sur une année sont de 10 + S x 0,01, les intéréts sont de 5 % sur le capi-
tal excédant 800 €, donc sur la somme S — 800 ainsi ils permettent des
gains de 0,05 x (§ — 800) en un an. On souhaite donc pour ce compte
avoir 0,05(8 — 800) > 10+ 0,01 x §,

soit 0,058 —40 > 10+ 0,01S d’ou 0,04S > 50 et par conséquent
S > 1250 €.

Le compte est donc intéressant si I’on dispose d’un capital compris entre
1 250 € et 5 000 €.

SiI’on dispose d’une somme S supérieure a 5 000 €, les intéréts sont de
8 % sur le capital excédent 3 000 €. On gagne donc en un an un intérét
de 0,08(S — 3 000). Les frais sont de 2 % sur I’ensemble du capital. Ils
entrainent ainsi une perte de 0,02S.

Le compte est alors intéressant si 0,08(S — 3 000) > 0,02§, soit
0,088 — 240 > 0,028, ainsi 0,065 > 240 et donc, S > 4 000 €.

Autrement dit comme on dispose d’ une somme supérieure a 5 000 €, les
intéréts sont supérieurs aux frais et le compte est intéressant.

En conclusion, ce compte n’est intéressant que si ’on dispose d’une
somme supérieure a 1 250 €.

b) On ne peut évaluer le taux réel de ce forfait que lorsque ce dernier est
assimilable a un compte d’épargne et permet de dégager des intéréts. On
ne s’intéressera donc qu’au cas ou la somme sur le compte est supérieu-
real 250 €.

Si la somme § est comprise entre 1 250 € et 5 000 €, on réalise un gain
en un an sur le compte de 0,05(S — 800) — 10 — 0,018 = 0,045 — 50.

Le gain réalisé avec un taux moyen annuel ¢ serait de :

50
S xtansi S xt=0,045 —50 et t=0,04—T

On remarque que le taux moyen dépend de la somme sur le compte.

Si la somme sur le compte est supérieure a 5 000 €, le gain réalisé est
0,08(S — 3 000) — 0,028 = 0,065 — 240.

Ainsi le taux moyen est donné par § xt=0,0654 240 et

240
t =0,06 — ——
S
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Ce graphique représente les deux courbes des taux moyens en fonction
de la somme sur le compte. La courbe noire est applicable pour une
somme comprise entre 1 250 € et 5 000 € et la courbe rouge est vala-
ble pour une somme supérieure a 5 000 €.

On remarque que les taux de 4 % et 6 % marquent des limites pour les
deux courbes. On note aussi que le passage d’un forfait a I’autre n’est
pas intéressant dans un premier temps. On gagne plus avec 4 999 € et
I’ancien forfait qu'avec 5 001 € et le nouveau forfait. A partir d’une
somme de 9 500 € sur le compte, le nouveau forfait est réellement plus
intéressant.

Exercice 2.5

Il s’agit d’un versement constant de 9 mensualités de 1 000 €. La valeur
acquise de ces versements, juste apres le dernier versement, est de :

1000><9x(1—|—0,05>< ):9150€

Cette somme est sur le compte le 1°" septembre. Elle va encore profiter
d’un mois de placement. La somme sur le compte le 30 septembre sera
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ainsi de :

1
9150 (1 + 0,05 x 6) =9188,13 €

Exercice 2.6

Il s’agit de déterminer un taux moyen de placement. Les capitaux sont
de 3 000 €, 5 000 € et 1 000 € pour des taux respectifs de 5 %, 8 % et
2 % et des durées respectives de 60 jours, 91 jours et 124 jours. Le taux
moyen est donc de :

3000x60x0,054 5000x91 x0,08 + 1000 x 124 x0,02
3000x 60+ 5000x91 + 1000x 124

= 6,31 %

Un capital placé une certaine durée a 8 % a rapporté 500 € d’intéréts.
Ce méme capital placé 100 jours de moins a 9 % aurait rapporté 480 €
d’intéréts. Quelle est la valeur de ce capital ?

Exercice 2.7

Notons j la durée de placement en jours du capital C. On a :
' i — 100
500 = C x 0,08 x — S
360 360
I1 s’agit d’un systeme de deux équations a deux inconnues. Un moyen

pour trouver C est de substituer j dans la seconde équation par I’expres-
sion de j en fonction de C de la premiere équation.

et 480 = C x 0,09 x

o 360 x 500
na = —
/= T % 0.08
360 x 500
C x0.08 100
ainsi 480 = C x 0,09 x x Y
360
360 x 500 — 100 x C x 0,08
et 480 x 360 = C x 0,09 x
C x 0,08
480 x 360 x 0,08
ainsi — 360 x 500 — 100 x 0,08 x C
0,09
480 x 360 x 0,08
360 x 500 — 05
et C = ’ = 3300 €

100 x 0,08
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Exercice 2.8

Représentons la situation schématiquement :

10 avril 5 septembre 15 décembre

100|00€ S

v

A

<.
«

Date d’équivalence
des capitaux

Le 10 avril est la date d’équivalence des 10 000 € a échéance du 5 sep-
tembre et de la somme § a échéance du 15 décembre.

Ona30-10+31+30+31+31+5 =148 jours entre le 10 avril et le
5 septembre et 30 — 10 + 31 + 30 + 31 + 31 + 30 + 31 + 30 + 15 =
249 jours entre le 10 avril et le 15 décembre.

A la date d’équivalence des capitaux on a :

249 148
S11-0,1x =10000{1—0,1 x
360 360

148
10 000 (1 —0,1 x 260 )
ainsi § = 549 = 10301,40 €
1 —0,1 x ——
360
Exercice 2.9

Représentons la situation schématiquement.

1" mars 1" mai 1° juin 1°" juillet
| | | | >
I | I I e
: 2000 € 5000 € 6000 €
P l | |
5

Date d’équivalence
des capitaux

On a équivalence des capitaux le 1°" mars.
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A\

Ainsi :
31 —14+304+1
S{1—-0,06 x T
360
31— 143041
=2000(1-—0,06 x o0
360
31 —14+30+31+1
+5000(1—0,06 x + + +
360
31—14+30+31+30+1
+6000(1—0,06 x T+ +30+
360
Soit :

S x 0,989833 = 12 781

Ainsi: § = 12912,27 €

On ne doit pas additionner les différents capitaux, cela reviendrait a les considérer
a une méme date, ce qui est contraire a I'énoncé.

Exercice 2.10

Le schéma représentatif de cette situation est similaire a celui de 1’exer-
cice 2.1. Le 1" mars est la date d’équivalence des capitaux. On cherche
le taux d’intérét 7 :

31—14304314+1 1—14+1
2000( 1—1 x 130431415 —1950 l—txg
360 360

.. 106 45
Ainsi: 2000 — 1950 =¢{2000 x —— — 1950 x ——
360 360

2000 — 1950
On trouve donc : t = s = 14,49 %

106
2000 X —— — 1950 x ——
360 360

Exercice 2.11

Notons d la durée en jours séparant la date d’équivalence des deux capi-
taux du 12 mai. La durée séparant la date d’équivalence du 12 juillet est
doncd 4+ 31 — 124304 12 = d + 61 jours. On a alors :

d-|-61)

d
175011 —-0,12x —— ) =1800{1—-0,12 %
( 360) (
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Ainsi :

d
1750 — 1750 x 0,12 X ——
360

d 61
=1800— 1800 x 0,12 x —— — 1800 x 0,12 x ——
360 360

Soit :

d
(1800 —1750) x 0,12 X ——
360

61
=1800—1750—1800 x 0,12 x ——
360

Ainsi : d = 804 jours.

SiI’on compte des années de 360 jours, la durée est de 2 ans et 84 jours.
Ainsi la date d’équivalence est le 17 février de I'année N — 2.

Exercice 2.12

On a : Agio = Escompte + Frais.

31— 14+30+5
Ici I'escompte est 5 000 x 0,07 x 3:0 + = 63,19 €. On a

une majoration de 3 jours qui représente un coit de :

3
5000 x 0,07 x —— =292 €
360

Les frais de dossier sont de 4 €.
Ainsi I'agio est 63,19 +2,92 +4 =70,11 €.

Le taux réel de I’escompte ¢ est donné par la relation :

31— 1+30+5
5000 x r x 0+ = 70,11
360
L 360 x 70,11
ainsi t = = 7,77 %
5000 x 65

Remarque : le taux réel est toujours supérieur au taux proposé comme
il prend en compte les divers frais.
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Exercice 2.13

On a la relation suivante entre taux d’intérét simple et taux d’intérét pré-
compté :
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t = . -
-1 x L
360
Icit=11% ett’ =10 %, on cherche j. =
.. 0,10 j 0,1
Ains1 0,11 = - et 1 —0,1 x 360 = o1l
1 —0,10 x ’
360
j 0,1
puis 0,1 X —— =1 —
360 0,11
. 360 0,1 )
dou j=——x|1—- = 327 jours
0,1 0,11
Exercice 2.14
Avec la méme formule qu’a I'exercice 2.7, on a :
t/ o , 150 ,
0,1 = ansi 0,11 —t'x — )=t
150 360
l —t/ x ——
360
LI ! 5 ! imas ¢/ 0’1
doun 0,1 —t' x —— =t amnsit = —— =96 %
360 1+ 15
360

Exercice 2.15

On va chercher a déterminer une valeur actuelle de ces différents modes
de paiement.

— Pour le mode 1, la valeur actuelle est donnée par :
1 2
100 4+ 200 (1 —0,1 x E) + 200 (1 —0,1 x E) = 495 €

— Pour le mode 2, la valeur actuelle est :

20 50
25011 -0, x —— ) +250(1—-0,1 x = 495,14 €
360 360

Le mode 1 est donc plus favorable pour un acheteur.
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Connaitre la formule des intéréts composés.

» Savoir retrouver une durée, un taux ou une valeur de placement en
intéréts composeés.

" » Calculer un taux équivalent et un taux proportionnel.
E » Comparer des modes de paiement par des calculs de valeurs actuelles.
H » Utiliser la formule de la valeur acquise de versements constants.
- A 3 i
.=} » Connaitre la formule de la valeur acquise de versements en progression
O géométrique.

» Appliquer la formule de la valeur actuelle de versements constants a

une rente.

» Comprendre le fonctionnement simplifié de la retraite par capitalisation.

3.1 Calcul des intéréts composés

3.2 Taux proportionnels et taux équivalents

PLAN

3.3 Versements constants

3.1 CALCUL DES INTERETS COMPOSES
a) Valeur acquise

Le calcul des intéréts simples se fait uniquement sur la somme initiale-
ment placée sur le compte. Les intéréts composés sont eux calculés sur
la somme I’année passée. Il peut donc y avoir une croissance des intéréts
d’une année sur I’autre pour les intéréts composés, généralement appli-
qués pour des placements d’une durée supérieure a un an.
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Notons Sy la somme placée initialement sur un compte au taux d’inté-
rét composé i. Au bout d’un an, la somme sur le compte sera de
S = So(1+1i).

Remarque : on reconnait la formule des intéréts simples au bout d’un
an.

On calcule de la méme maniere la somme sur le compte au bout de deux
ans :

S =8(1+i)=S(1+)A+i)=80+i)

Au bout de trois ans, la somme sur le compte sera de :

S3=S(1+i) = S(1+)*(1 +i) = So(1 +i)°

On déduit de ces premicres observations la formule générale de la
valeur acquise d’un placement en intéréts composés au taux i :

Sn = So(1 +1)"

Remarque : (5,,) est une suite géométrique de premier terme Sy et de
raison (1 +i).

Exemple

On place 1 000 € pendant 3 ans au taux d’intérét 5 %. La valeur acquise
de cette somme au bout des 3 ans sera de 1 000(1 4+ 0,05)° = 1157,63 €.
Les intéréts acquis sur la période sont donc de 157,63 €.

b) Intéréts, valeur placée, durée et taux
La formule de la valeur acquise d’un placement en intéréts composés est
utile pour répondre aux questions suivantes :

» Comment calculer les intéréts acquis lors d’un placement ?

Les intéréts se déduisent en retirant la somme placée de la valeur
acquise :

Iy = So(1 + )" = So = So((1 + )" — 1)

» Comment trouver une valeur placée ?

Si I’on dispose de la valeur acquise, de la durée de placement et du taux
de placement, on peut trouver la valeur placée :

A+

So = Su(1+0)™"
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» Comment trouver une durée ?

SiI’on dispose de la valeur acquise, de la valeur placée et du taux de pla-
cement, on peut chercher a calculer la durée du placement en isolant n
dans la formule : S,, = So(1 4+ )"

Sn

So
L'utilisation du logarithme est nécessaire pour « faire tomber la puis-
sance ».

Ona:(1+)"=

In((1 +i)*) =1 (S”)
n l = 1n S

0

S,
ainsin X In(1 4+1) = ln( n )
So

On trouve donc ; | n =

Exemple

En combien de temps un capital de 1 000 € peut-il atteindre une valeur
acquise de 1 215,51 € au taux annuel de 5 % ? En appliquant la formule
précédente, on trouve :

1215,51
In| ————
B ( 1000 )

In(1,05)

=4 ans

» Comment trouver un taux ?

Si I’on dispose de la valeur acquise, de la valeur placée et de la durée de
placement, on peut chercher a calculer le taux de placement i dans la
formule : S,, = So(1 + )"

S,
Ona: (1+4i)"=—"-

1
o \o
Eti:( ”)n—l
So

Inanciers
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Exemple

A quel taux peut-on obtenir une valeur acquise de 2 000 € avec un capi-
tal de 1 500 € en 10 ans ? En appliquant la formule précédente, on trouve

1

_ 2000 \ 10

| = —1=292%
1500

b) Actualisation

En finance, on ne peut comparer des sommes qu’a une méme date.

En effet, une somme de 1 000 € aujourd’hui a plus de valeur qu’elle
n’aura dans un an. D’une part, on peut placer ces 1 000 € sur un comp-
te d’épargne aujourd’hui et profiter d’intéréts dans un an et, d’autre part,
I"inflation peut faire varier la valeur de cette somme dans un an.

Pour connaitre la valeur actuelle d’une somme a venir S dans n années,
on peut actualiser cette somme par la formule :

S(14+i)y™"

| | | | | » Années

Ce procédé opere a I'inverse du calcul de la valeur acquise des intéréts
composés. On ne cherche plus a connaitre la valeur future d’une somme
actuelle mais a estimer la valeur actuelle d’une somme a venir.

L’actualisation est utile pour comparer des modes de paiement.

Exemple

Un magasin propose soit de payer un objet comptant 1 000 € soit de payer
520 € dans un an et 540 € dans deux ans. Quel mode de paiement choi-
sir avec un taux d’actualisation de 5 % ?

On va chercher a actualiser les deux sommes du second mode de paiement
pour pouvoir les comparer aux 1 000 € comptant.

On a ainsi : 520(1,05)~" + 540(1,05) "% = 985,03 €.

Le second mode de paiement est par conséquent plus intéressant pour un
taux de 5 % alors méme qu’il conduit a payer 60 € de plus dans 1’absolu.
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3.2 TAUX PROPORTIONNELS ET TAUX EQUIVALENTS

Les intéréts composés s’ appliquent généralement a des placements de
durées supérieures a un an. Le taux 7 utilisé dans la partie précédente est
un taux annuel. Il serait utile dans certains cas de repasser a un taux
d’une durée plus courte, par exemple un taux mensuel ou trimestriel.
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L’idée intuitive est de calculer un taux proportionnel en divisant le taux
annuel par le nombre de périodes concernées.

Une année compte 12 mois, le taux mensuel proportionnel est donc un
douziéme du taux annuel :

i
12

Im =

Le taux semestriel proportionnel est ainsi : |iy = —

et le taux trimestriel proportionnel est : |i; = —

Le taux proportionnel ne permet pas une équivalence exacte entre les
taux.

Exemple

Considérons un placement de 1 000 € au taux annuel de 10 %. La valeur
acquise de cette somme au bout d’un an sera de 1000 x 1,1 = 1100 €.
Le taux trimestriel proportionnel est :

10 %

=2,5%

Si I'on place 1 000 € a ce taux trimestriel pendant quatre trimestres
(autrement dit un an), la valeur acquise de ce placement sera de

1000(1,025)* = 1103,81 €. Il y a un écart de 3,81 € entre les deux
modes de calcul.

Cet exemple illustre la nécessité d’introduire la notion de taux équiva-
lent. On cherche un taux assurant une équivalence parfaite entre le taux
annuel et le taux d’une période plus courte.

Reprenons I’exemple du taux trimestriel.

On place une somme S au taux annuel i et I’on souhaite que la valeur
acquise de cette somme soit la méme que celle obtenue au taux trimes-
triel i; pendant quatre trimestres.
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On a donc S(1+4i)=S0+i)* ainsi 1+i=(+i)* donc

1 1
I+i,=0+DFet|ip=(1+i)F—1

Cette formule est la formule du taux trimestriel équivalent.

On trouve de la méme facon un taux mensuel équivalent
1

im = (1 +0)12 —1

et un taux semestriel équivalent :

= (47— 1

Exemple

Le taux trimestriel équivalent a un taux annuel de 10 % est donc :
l,lﬁI —1>~2,41 %

Ona:

Taux proportionnel > Taux équivalent

En pratique, les deux taux sont utilisés. Pour les emprunts, les banques
optent pour le taux proportionnel alors que pour les placements le taux
équivalent est plus souvent appliqué.

3.3 VERSEMENTS CONSTANTS

a) Valeur acquise d’un versement constant

On cherche a déterminer la valeur acquise d’un versement constant. On

suppose qu’on place sur un compte d’épargne au taux annuel i une

somme § tous les ans.

» Quelle sera la valeur acquise au bout de n années, juste apres le der-
nier versement ?

n—1
. Années

2
I
I
S
I

—

n
| I
I !
S S
I

[
!
L}

1

—y ———
L ——w

—La premiere somme S placée 'année 1 reste n — 1 années sur le
compte. Sa valeur acquise est S(1 +i)" "

—La deuxieme somme S placée ’année 2 reste n — 2 années sur le
compte. Sa valeur acquise est S(1 +i)" 2.
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—La somme placée I’année n — 1 reste une année sur le compte. Sa
valeur acquise est S(1 +i).

— La derniere somme S placée I’année n ne profite pas d’intéréts car on
évalue I’ensemble des versements juste apres ce placement.

Inanciers
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Notons V la valeur acquise de I’ensemble des placements.
Ona:V=S+SA+D+SA+i)>+...+SA+ D)2+ S50+t
On remarque que V est la somme de n termes d’une suite géométrique
de premier terme S et de raison 1 + i.

A+t —1

(1+i)—1

Ainsit V = 8§ x

On a donc la formule de la valeur acquise d’un versement constant :

(140" —1
X .
l

V=25

Exemple

On place 1 000 € par an pendant 4 ans au taux de 6 % ; la valeur acquise
de ces placements juste apres le dernier versement est :

1,06 — 1
1000 x ———— —4374.62 €
0,06

(]

1+ —1
& La formule V = S X L n'est valable qu‘a I'instant succédant le dernier
/

versement, si l'instant d’'observation est a années aprés le dernier versement, cette
formule doit alors étre adaptée et devient :

(1+i)" — 1
X ————/—

l

V=8 X (1 + )2

Remarque : une résolution par équation suffit pour déterminer la durée
en années n ou la somme S versée tous les ans. En revanche, 1l est impos-
sible de déterminer algébriquement une expression du taux i en fonction
de V, S et n car i est présent sous deux formes dans I’équation.

Méthode graphique pour déterminer un tauxi

~

On place tous les ans pendant 5 ans une somme de 1 000 €, la valeur acquise de
ces versements est de 5 500 €. Quel est le taux de placement ?
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L'équation qui conduirait a une expression de i serait :
(1+0)° —1
i
Il n'est pas possible algébriquement d'isoler i dans cette équation. On choisit alors
de procéder par tatonnements.L'équation est :

5500 = 1000 X

(1+i)° — 1
5500 —1000 X ——— =0
]
(1+x)° —1
Posons alors f(x) = 5500 — 1000 X ————
X

On cherche une valeur approximative de x qui annule 7. On peut calculer a l'aide
d’une table les différentes valeurs de f(x) en choisissant des valeurs de x évoluant

avec un pas de 1 %. Présentons les résultats dans une table.

x f(x)
0.01 398.99499
0.02 295.95984
0.03 190.86419
0.04 83.67744
0.05 -25.63125

On remarque que f(x) change de signe entre 4 % et 5 %. Ainsi la solution est entre
4 % et 5 %. Si I'on souhaite plus de précisions, on calcule a nouveau les valeurs de
f(x) pour x compris entre 4 % et 5 % et un pas de 0,1 %.

X f(x)

0.04 83.67744
0.041 72.84256924
0.042 61.9864483
0.043 51.1090462
0.044 40.2103319
0.045 29.29027438
0.046 18.34884254
0.047 7.386005319
0.048 —3.598268416

Ainsi x est compris entre 4,7 % et 4,8 %. On peut obtenir encore plus de précisions
avec un pas de 0,01 %.

X f(x)
0.0471 6.288543102
0.0472 5.190866489
0.0473 4.092975448
0.0474 2.994869949
0.0475 1.896549961
0.0476 0.798015452
0.0477 —0.30073361
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Le taux est ainsi compris entre 4,76 % et 4,77 %.0n peut réitérer le procédé jusqu’a
obtenir la précision sur i que I'on souhaite.

b) Valeur acquise d'un versement en progression
géométrique

» Quelle est la valeur acquise d’un versement en progression géomé-
trique ?

La question se pose lorsqu’une personne a les moyens d’épargner
chaque année r % de plus que I’année précédente. Supposons qu’une
personne épargne une somme S I’année 1, les versements en progression
géométrique sont schématisés ainsi :

|2 f’ n _Il ? Années

| | | >
S(1|+r) S(1|+r)2 S(1|+r)"'2 SA+r)"

!
L]
1

— b ———

La valeur acquise de la premiére somme est S(1+i)""!'. La valeur
acquise de la deuxieme somme est S(1 + r)(1 + i)" 2. La valeur acqui-
se de I’avant-derniére somme est S(1 + )" ~2(1 + i) . La valeur acquise
de la derniere somme est S(1 + )"~ L.

L’ensemble des versements a donc pour valeur acquise :
W= SA+i)"'+85A+rnA+d)"2+SA+r)?>1+i)"3
+. o+ SA+r)"2A+ D)+ SA+ )"

En factorisant cette expression par S(1 + )" ! on trouve :

W= SQ+)" ' 1+0+n0+)7"'+ 0+ 0+
+.o o+ A" A+ ]

ainsi :

W=s+ i 14— ) () (o
1 +1 141 1 +1
On trouve une somme de n termes d’une suite géométrique de raison

1+r
1+

7]
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Ainsi si r # i,

(l—l—r”) .
W =S +iy! x 1t

I +7r
1+
14+7r\" |

_ g« (14" " 1+

N 1+ I+r

1+

L+r)" = +0)"

Par conséquent : W = § x ( L .)
I1+r—(141)

On trouve la formule de la valeur acquise d’une suite de verse-
ments en progression géométrique :

(14+r"—0+0)"
r—i

W=3S§x

Sir =i ontrouve W =N x S(14+i)*"!

Exemple

On place 1 000 € I'année 1. On augmente ce placement de 2 % chaque
année. Quelle sera la valeur acquise sur le compte au bout de 20 place-
ments a 5 % ? On applique la formule précédente, ainsi :

(1 +0,02)* — (1 4+0,05)*

W = 1000 x = 38911,68 €
0,02 — 0,05

c) Valeur actuelle d’'un versement constant et rentes

» Quelle est la valeur actuelle d’un versement constant ?

La question se pose pour une personne (ui va percevoir une meéme
somme tous les ans et qui cherche a évaluer la valeur actuelle d’un
ensemble de versements a venir.

Une rente est un ensemble de sommes qu’un individu percevra a des
dates a venir déterminées.

On utilise le terme général de rente en finance.

On notera R la valeur actuelle d’une rente. On cherche a évaluer la
valeur actuelle des versements un an avant le premier versement.
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_C,J__H
— UL
L o
—t

0
|
|
<

La somme S percue dans 1 an a pour valeur actuelle S(1+i)~".
La somme S percue dans 2 ans a pour valeur actuelle S(1 4+ i) 2.
La somme S percue dans n années a pour valeur actuelle S(1 +i)™".

On a ainsi :
R=SO+D)"+SU+D24+ ... +SA+)~ "V 4851 +i)™".

Il s’agit de la somme de n termes d’une suite géométrique de premier
terme S(1 4+ i)' et de raison (1 +i)~".

N (T R
Ainsi: R=8(1+1i) " x A+ 1
Soit: R =8 x (I_HZ):H_I =8 x d+o— -1
1+~ '—1 | — 1
(1+i)! (1+i)~!
1+ -1
B 1—(1+i)

On a donc la formule de la valeur actuelle d’un versement cons-
tant (ou rente) :

-1+

l

R=S8x

nécessaire d'adapter cette formule dans les cas suivants :

i Cette formule n'est valable que pour une période avant le premier versement. Il est

- Si I'instant d’observation est situé a années avant le premier versement, alors la
1—(1+i)" 1
X

i (1 + a1

valeur actuelle devient R = S x

- Si I'instant d’observation est situé a années aprés le premier versement, alors la
1—(+i)"

- X (1 + i)
I

valeur actuelle devient R = S x

Pour une rente perpétuelle, on peut envisager le cas ol I’on pergoit une
méme somme S de fagon perpétuelle. Cette éventualité est a prendre en
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)
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compte lorsque la rente est transmissible a la génération suivante. On
peut chercher a adapter la formule précédente : la seule donnée a chan-
ger est la durée des versements z. Pour une rente perpétuelle, cette durée
est infinie. On peut donc faire tendre n vers I’'infini dans la formule pré-
cédente pour trouver la valeur actuelle d’une rente perpétuelle.

On cherche mathématiquement la limite de (1 +i)™" quand n tend vers
I'infini. Ona lim (1 +i)" =+4+oocarl+i > 1
n— 00

1
or(1+i) "= ————etainsi lim (14+i)7" =0
+07" = Tim (1+1)
On a donc pour une rente perpétuelle :
1—(1+i)™" 1
R=lim Sx~—4+D 7 ¢ 1
n—oo 1 l
Ainsi :
S
R=—
I

Cette formule n'est valable que pour une période avant le premier versement. |l est
nécessaire de l'adapter dans les cas suivants :

- Sil'instant d'observation est situé a années avant le premier versement, alors la
valeur actuelle devient :
S 1
R= - X 1
i (1+i)a1
- Si l'instant d'observation est situé a années aprés le premier versement, alors la
valeur actuelle devient :

5
R=— x (1+i)2
]

d) Retraite par capitalisation

Le principe d’une retraite par capitalisation est de placer une somme
régulierement sur un compte a intéréts pendant plusieurs années, —
période de cotisations — puis de retirer régulicrement de I’argent de ce
compte, — période de retraite.

Simplifions et formalisons le probleéme. On supposera que le taux d’in-
térét du compte demeure constant sur I’ensemble de la période. La
période de cotisations est constituée de n versements d’une somme S
tous les ans. La période de retraite est constituée de n’ retraits d’une
somme S’ tous les ans.
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On choisit comme date d’évaluation des capitaux I'instant apres le der-
nier versement de la période de cotisations, autrement dit le début de la
période de retraite.

Cotisations n Retraite
1 2 3 n-2 n-1 1 2 n'-1 n'
S S S S S | S s S8
S
><

Si I'on suppose que I’ensemble des cotisations sert a payer 1’ensemble
de la retraite. On a, au moment du départ en retraite, égalité entre la
valeur acquise des cotisations et la valeur actuelle de la retraite :

(14" —1 _ ¢ 1 —(+i)™"
i N i

S x

Cette modélisation tres simpliste pose certains problemes :

—le taux d’intérét i ne peut €tre envisagé constant sur une si longue
période ;

— on place rarement une méme somme § sur un compte tous les ans pen-
dant la période de cotisations car le salaire évolue au fil des années ;

— il est possible d’évaluer la durée de cotisations mais il est impossible
de connaitre la durée de la retraite. En effet, on ne sait pas quand on va
mourir. On peut remédier a ce probleme en envisageant — par sécurité
— une retraite perpétuelle. Ce qui conduit a la relation :

(1+"—1 S’
X :

S

I [

La formule de la valeur acquise d'un versement constant est construite juste aprés
le dernier versement alors que la formule de la valeur actuelle d'un versement
constant est construite une période avant le premier versement.

Il est doncimportant de ne pas se placer a une date pour laquelle les formules pré-
cédentes ne seraient plus valables.

Inanciers
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g POINTS CLEFS

» Utilisation de la formule des intéréts composés :

- Pour trouver une valeur acquise :
Sp=5y(1+1)"
- Pour trouver une valeur actuelle :
S(1+0)-"

- Pour trouver une durée :

n= \So/
In(1 + i)

- Pour trouver un taux d'intérét :

- Pour trouver des intéréts :

In=S5y((1+1)"-1)

» Taux équivalents et taux proportionnels

Taux équivalent Taux proportionnel
) R : I
Mensuel im=(1+i) —1 m=
. . . L1 . i
Trimestriel =1+ —1 i = Z
: y . 1 . l
Semestriel is=(1+0)z —1 s = E

» On a :taux proportionnel > taux équivalent.

» La valeur acquise d'un ensemble de versements constants est donnée
par la formule :

V=g, (d+)"-1
i

b

laquelle est valable juste apres le dernier versement.
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» La valeur acquise d'un ensemble de versements en progression géo-

v
S

‘D n

métrique est donnée par la formule : 'g o

n YL .G

W=8, N =0+ g € ¢

r—i w ©

=

et par W=NxSA+i)"1 sir=i -l Y=

» La valeur actuelle d'un ensemble de versements constants est donnée
par la formule :

Rog, 1-(1+)"
!

I

laquelle est aussi utilisée pour évaluer la valeur actuelle d'une rente.

» La valeur actuelle d’'une rente perpétuelle est :

R=S
/

(14)" -1 _g 1-(1+i) "
j

» La relation S x permet d'évaluer une

i
retraite par capitalisation.

Copyright © 2011 Dunod.

EXERCICES

3.1 Placements

a) On place 1 500 € pendant 3 ans au taux annuel de 5 %. Quelle est la
valeur acquise sur le compte au terme du placement ? Quel est le mon-
tant des intéréts ?

b) Une somme de 2 000 € rapporte 80 € d’intéréts en 6 ans. Quel est le
taux d’intérét ?

¢) En combien de temps peut-on doubler un capital en intéréts compo-
sés au taux de 8 % ?

d) Quelle somme doit-on placer sur un compte a 6 % pour obtenir un
intérét de 50 € en 3 ans.

3.2 Comparaison de modes de paiement

On a le choix entre les deux modes de paiement suivants :

—Mode 1: 1000 € dans 1 an, 1 000 € dans 2 ans et 1 000 € dans 3 ans.
— Mode 2 : 2 000 € dans 2 ans et 800 € dans 3 ans.

a) Quel mode de paiement faut-il choisir au taux annuel de 5 % ?

b) Pour quel taux les deux modes de paiement sont-ils équivalents ?
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3.3 Donations

Une personne dispose d’un capital de 100 000 €. Elle souhaite faire une
donation a trois associations de maniere a ce que chacune dispose du
méme capital au moment de leur prochain projet. Le projet de la pre-
miere association aura lieu dans 5 ans, celui de la deuxieme association
aura lieu dans 4 ans et celui de la derniere association aura lieu dans
10 ans. Comment cette personne doit-elle répartir son capital si elle
dispose d’un compte d’épargne au taux de 8 % ?

3.4 Compte d’épargne et prime

Une banque propose un compte d’épargne a 2 % par an. La somme pla-
cée sur le compte pendant 5 ans donne droit (en plus des intéréts) a une
prime €gale a la moiti€ des intéréts. Quel est le taux réel de ce compte
d’épargne.

Remarque : ce fonctionnement « ressemble » a celui du plan épargne
logement en France.

3.5 Mouvements sur un compte

On place 10 000 € sur un compte en intéréts composés. Un an apres on
retire 10 000 €. Au bout de deux ans, apres le premier placement, il reste
500 € sur le compte. Quel est le taux d’intérét de ce compte ?

3.6 Recherche de capitaux

Deux capitaux sont placés pendant 3 ans. Le premier est placé sur un
compte en intéréts simples de 8 %. Le second est placé en intéréts com-
posés de 11 %. Le premier capital est de 50 € supérieur au second. Au
bout des trois ans les deux capitaux ont méme valeur acquise. Quelles
sont les valeurs initiales de ces deux capitaux ?

3.7 Versements constants

Une personne place 1 000 € par an pendant 20 ans et retire 5 000 € tous
les 5 ans. Au taux annuel de 4 %, que reste-t-il sur le compte au bout des
20 ans ?

3.8 Versements en progression géométrique

Une personne place 1 000 € I'année 1 et verse chaque année sur le
compte 2 5 % une somme 10 % supérieure a la somme précédente. Au
bout de combien de temps cette personne atteindra-t-elle une somme de
15 000 € sur son compte ?
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3.9 Taux équivalent — Taux proportionnel
a) Quel est le taux mensuel équivalent a un taux annuel de 15 % ?

b) Quel est le taux mensuel équivalent a un taux trimestriel de 8 % ?
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¢) Quel est le taux annuel équivalent a un taux trimestriel de 1 % ?

f

d) Un compte propose un taux de 3 % les trois premieres années, de 6 %
les trois années suivantes et de 8 % ensuite. Si I’on conserve ce compte
10 ans, quel est le taux annuel équivalent ? Quel est le taux trimestriel
proportionnel ?

3.10 Devenir rentier

Une personne épargne toute sa vie 30 % de son salaire. Au bout de com-
bien de temps pourra-t-elle arréter de travailler sans changer son niveau
de vie ? On répondra a cette question de fagcon générale, puis on donnera
des valeurs numériques pour des taux annuels variant de 1 % a 10 %.

3.11 Préparer sa retraite

Quelle somme faut-il placer tous les ans pendant 40 ans sur un compte
a 5 % pour envisager une retraite de 30 ans avec 2 000 € par mois ?

3.12 Mensualisation des retraites

Quel gain un retraité réalise-t-il en passant d’une retraite trimestrielle a
une retraite mensuelle ?

3.13 Durée de retraite

Quelle durée de retraite peut-on envisager en placant 500 € par mois
pendant » années au taux de 5 % sachant qu’on souhaite une retraite
mensuelle de 1 500 € ? On donnera une application numérique pour
n = 20 ans et n = 40 ans.

SOLUTIONS

Exercice 3.1
a) La valeur acquise est donnée par 1500(1,05)° = 1736,44 €. Les
intéréts sont donc de 1736,44 — 1500 = 236,44 €.

b) Une somme de 2 000 € rapporte 80 € d’intéréts en 6 ans. La valeur
acquise de cette somme est donc de 2 080 €. Le taux de placement est
2080
2000

I
6
donné par : i:( ) —1=0,66%
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¢) La formule qui permet de trouver une durée est :

()
In

In(141i)
Or dans cette question on ne dispose ni de Sy ni de S, mais on sait que
Sn
Sy, =2 x Sy donc = 2.
0
. . ) In(2)
Cette information est suffisante pour calculer une durée : n = Tn(1.03)
nil,

= 14,21 ans soit environ 14 ans et 2 mois.

d) On cherche la somme a placer : Sy, sachant que S, = Sy 4+ 50. On a
donc la relation suivante S, + 50 = So(1 + 0,06)°.

50
Ainsi Sp(1,06° — 1) =50et Sy = ———— = 261,76 €
1nsi1 0( ) €l O 1,063—1

Exercice 3.2

a) La méthode pour comparer deux modes de paiement est 1’actualisa-
tion. On évalue la valeur des différentes sommes a la date 0.

0 1 2 3

| | | | >

| | | | i
nnees

| 1000€ 1000€ 1000€

:4 l l l Mode 1

! 2000€ 800€

L Mode 2

Pour le mode 1, la valeur actuelle des paiements est :
1000(1,05)~" 4 1000(1,05)~* + 1000(1,05) ™ = 2723,25 €
Pour le mode 2, la valeur actuelle des paiements est :
2000(1,05)~2 + 800(1,05)3 =2505,13 €

Du point de vue d’un acheteur, le mode 2 est plus intéressant au taux de
5 %.
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b) Les deux modes de paiement sont équivalents lorsque les valeurs
actuelles des paiements sont égales.

On cherche ainsi un taux i vérifiant :

1000(1 4+ i)' 4+ 1000(1 4+ i)~ 4+ 1000(1 + i)~ =2000(1 +i)~?
+800(1 4+ i)~3

Multiplions cette équation par (1 + i) :

100014+~ (141> +1000(1+i)"2(14+i)>+1000(1+i) 3 (1+i)?
=2000(1 + )7 2(14i)> +800(1 + i) (1 +i)?

Ainsi :
1000(1 +i)* + 1000(1 + i) + 1000 = 2000(1 + i) + 800
On a donc : 1000(1 +i)> — 1000(1 +i) +200=0

Posons x = 1 + i, on a alors 1000x% — 1000x +200 =0

Il s’agit d’une équation du second degré.

! Résolution d'une équation du second degré

On cherche a résoudre I'équation ax® + bx + ¢ = 0.

1. Calcul de A = b2 — 4ac.

2. Si A < 0,alors I'équation n'a pas de solutions réelles.

3. Si A = 0, alors I'équation a une unique solution : x = e
a

—b# /A t—b—\/E
e

2a 2a

4, Si A > 0 alors I'équation a deux solutions : x; =

On a A = (—1000)> —4 x 1000 x 200 = 200000 > 0 donc I’équa-
tion a deux solutions :

— (1000 4/200 000
X = ( )+ = (0,7236
2 x 1000
—(—1000) — 4/200000
et Ko = ( ) = {).2764

2 x 1000

Inanciers
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Ainsi I’on a deux solutions pour i :
i, =0,7236 — 1 = 0,2764 et i, = 0,2764 — 1 = — 0,7236

Ces deux valeurs sont négatives. Aucun taux d’intérét ne permet d’éga-
liser les deux modes de paiement. Le mode 2 est donc toujours préféra-
ble, quel que soit le taux considéré.

Exercice 3.3

S’il n’y avait pas de taux d’intérét en jeu il suffirait de séparer la somme
en trois parts €gales. Cette personne ne souhaite pas séparer son capital en
parts égales mais en parts équitables de sorte que chacune des associations
dispose de la méme somme au moment de leur projet. Notons C, C; et
(5 les parts a attribuer respectivement aux associations 1, 2 et 3.

0 4 5 10
s
. ! Années
C| : ,E :
c, 4 e
C3 . ';:

On a ainsi égalité entre les valeurs acquises de ces capitaux :
C, x 1,08° = C, x 1,08* = C3 x 1,08'°. De plus, cette personne cher-
che a répartir 100 000 €, donc C, + Cy + C3 = 100000. On a trois
€quations et trois inconnues, il est ainsi possible de trouver les solutions,
a condition de poser une équation a une seule inconnue. Choisissons
comme inconnue Cz. On a:

1,08 5 1,08 6
C;=1,08C5 et C, = C; =1,08°C5

1,08° 1,08*

L’équation C; 4+ C, + C3 = 100000 peut ainsi s’écrire :
1,08°C5 +1,08C; + C3 = 100000

On a donc C5(1,08° + 1,08% 4+ 1) = 100000 soit :
100 000
1,08% + 1,086 + 1

On trouve ensuite C; = 1,08 x 24 653,60 = 36224,20 €
et C, = 1,08°% x 24653.60 = 39122,20 €

Ci =

C; = = 24 653,66 €



Copyright © 2011 Dunod.

Solutions 75

Exercice 3.4

Modélisons le placement. On place une somme S pendant 5 ans au taux
de 2 %. Au bout du placement la valeur acquise est de S(1 + 0,02)°. En
plus des intéréts acquis, ce placement donne droit a une prime égale a la

moitié des intéréts. Les intéréts sont de S(1,02% — 1) pour ce placement.
1
La prime est donc de; x S x (1,02° = 1).

Au total, ce placement permet donc une valeur acquise de S x 1,02°
+0,5 x §(1,02° — 1)

Si la méme somme avait €té placée a un taux d’intérét équivalent i pen-
dant 5 ans, la valeur acquise de ce placement serait S(1 + i)°.

On a ainsi S(1+i)° =8 x 1,02° +0,5 x 5(1,02° — 1). Factorisons
I’expression par S :

S(1+i) = 5(1,02° +0,5(1,02° — 1)) = S(1,5 x 1,02° — 0,5)
ainsi (1 +i)° =1,5x%x1,02° -0.,5

1
soit 1417 =(1,5x%x1,02° —0,5)3

1
eti=(1,5%x1,02 —-0,55—-1=2,94 %

Il est cohérent de trouver un taux plus élevé ; ce nouveau taux prend en
compte la prime.

Exercice 3.5

Initialement on a placé 10 000 € sur le compte. Au bout d’un an la valeur
acquise de ce capital est 10000(1 + ). On retire 10 000 €, il ne
reste donc plus sur le compte que 10000(1 4 i) — 10000 = 10000 x i.
Au bout d’un an ce capital a acquis une valeur de 500 €. On a donc
10000 x i x (1 4+1i) = 500. Développons cette expression :

10000i + 10000i* = 500.

On a ainsi 10000i* + 10000i — 500 = 0

Il s’agit d’une équation du second degré.

On a A =10000° — 4 x 10000 x (—500) = 120000000 > 0. Cette
équation a deux solutions :

) —10000 + /120000 000
I = = 4,77 %
2 x 10000

—10000 — +/120000000

2 x 10000

et I = —1,04

Inanciers
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La seconde solution n’a pas de sens financier. Le taux de placement est
donc 4,77 %.

Exercice 3.6

Posons les inconnues de ce probleme : C| et C, les deux capitaux consi-
dérés. Le premier capital est de 50 € supérieur au second, ainsi
C, = C, 4+ 50. Au bout des trois ans les deux capitaux ont méme valeur
acquise. Le premier est placé au taux d’intérét simple de 8 %, sa valeur
acquise est donc de C;(1 4 0,08 x 3), le second est placé au taux d’in-
térét composé de 11 %, sa valeur acquise est donc C>(1 4 0,1 1)3.

On a alors C,(1 + 0,08 x 3) = C,(1,11)°.
Or C; = C, + 50 donc (C, + 50)(1 4+ 0,08 x 3) = C»(1,11)*
Ainsi, C5(1 40,08 x 3) +50 x (140,08 x 3) = C,(1,11)3
Par conséquent, C5(1,11° — (1 40,08 x 3)) = 50(1 + 0,08 x 3)
o 50(1 + 0,08 x 3)
On trouve ainsi C, = = 485,78 €
1,113 — (1 + 0,08 x 3)

et C; = 485,78 4 50 = 535,78 €.

Exercice 3.7

On peut chercher a évaluer d’une année a I’autre le solde sur le compte,
sachant qu’un versement de 1 000 € est effectué de I'année 1 a ’année
20 et qu’un retrait de 5 000 € est effectué I’année 5, I'année 10, I’année
15 et I’'année 20. Pour simplifier, il y a un retrait de 4 000 € les années
5, 10,15 et 20 et un versement de 1 000 € les autres années.

Présentons dans un tableau les valeurs acquises juste apres la dernicre
opération (voir page ci-contre).

On constate qu’il reste 2 288,88 € sur le compte au bout des 20 ans. Le

calcul des mouvements sur le compte peut s’avérer assez long des lors que

les mouvements ont lieu pendant plusieurs années. Un moyen pour trou-

ver ce résultat plus rapidement est d’utiliser la formule de la valeur acqui-

se d’un versement constant. Pour un versement de 1 000 € par an pen-
1 01420

dant 20 ans, la valeur acquise sur le compte est de 1000 x %

= 29778,08 €.

La valeur acquise des retraits est obtenue en évaluant chacun des retraits
a la date 20 :

5000 1,045 +5000x% 1,049 +5000x 1,04° + 5000 = 2748920 €.
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Année Opération Valeur acquise
1 1 000.00 € 1 000.00€
2 1 000.00 € 2 040.00 €
3 1 000.00 € 3121.60 €
4 1 000.00 € 4246.46 €
5 —4000.00 € 416.32 €
6 1 000.00 € 143298 €
7 1 000.00 € 2490.29 €
8 1 000.00 € 358991 €
9 1 000.00 € 4733.50 €
10 —4000.00 € 022.84 €
11 1 000.00 € 1959.76 €
12 1 000.00 € 3038.15€
13 1 000.00 € 4 159.67 €
14 1 000.00 € 5326.06 €
15 —4000.00 € 1539.10 €
16 1 000.00 € 2 600.67 €
17 1 000.00 € 3704.69 €
18 1 000.00 € 4 852.88 €
19 1 000.00 € 6 047.00 €
20 —4000.00 € 2 288.88 €

Un retrait d’argent peut étre interprété comme un versement d’une
somme négative sur un compte. La valeur restante sur le compte est donc
29 778,08 — 27 489,20 = 2 288,88 €. On retrouve la valeur donnée a la
fin du tableau. On remarque que I’ensemble des opérations a un total nul.
Les intéréts sont gagnés grace au décalage de temps entre les versements
et les retraits.

Exercice 3.8

Il s’agit de versements en progression géométrique. Le taux de progres-
sion est 10 % et celui du compte est 5 %. La valeur acquise sur le comp-
te est de 15 000 € au bout de n années. On a donc :

(1+4+0,1)" = (14 0,05)"

1000 x = 15000
0,1 —0,05

15000
1 000

On cherche a résoudre 1,1" —1,05" = 0,75. Algébriquement cette
équation est difficile a résoudre. On choisit donc de calculer
1,1" — 1,05" — 0,75 = f(n) pour déterminer quand les 15000 €
seront acquis pour la premicre fois.

Onaainsi 1,1" — 1,05" = x (0,1 —0,05) = 0,75

Inanciers
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Années Sf(n)
1 -0.70
2 -0.64
3 -0.58
4 -0.50
5 -042
6 -0.32
7 -0.21
8 —-0.08
9 0.06

10 0.21
11 0.39
12 0.59
13 0.82
14 1.07
15 1.35

On constate un changement de signe entre I’année 8 et I’année 9. La pre-
miere année a partir de laquelle les 15 000 € sont acquis est I’année 9.

Exercice 3.9

a) Le taux mensuel équivalent est :
|
i;n == (1 4‘0,]5)E - 1 = ],17 %

b) Un trimestre est composé de 3 mois, ainsi la relation entre taux tri-
mestriel et taux mensuel est donnée par (1 + iy)? = 1 + i;. Par consé-
quent :

I |
im=00+i)3 —-1=01+0,08)3 —1=2,60 %

1 1
¢)Onalarelation iy = (1+i)% —1,donc14+i;, =1 +4+i)%
eti=(14+i)*—1=0104+0,00*—1=4,06%

d) Si I’on conserve ce compte 10 ans, un capital placé subira un taux de
3 % pendant 3 ans, de 6 % pendant 3 ans et de 8 % pendant 4 ans. Il sera

donc multiplié par un coefficient (1,03)%(1,06)3(1,08)*. En notant i le
taux annuel équivalent de ce placement,

ona (1+i)" = (1,03)%(1,06)*(1,08)",
ainsi 1 +i = ((1,03)%(1,06)°(1,08)" 10

I
et i = ((1,03)%(1,06)%(1,08)") 70 — 1 ~ 5,88 %
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Moyenne géométrique

Pour trouver un taux moyen a partir de plusieurs taux composes, on réalise un
calcul de moyenne géométrique. Notons i, iz, i3, ..., iy les taux appliqués pendant
des durées ny, n, ns, ..., Nk ; le taux moyen sur la période de durée ny + o + ... + nk
est ainsi:

1
innoyen = (14 1) (1 + B)(1 + B)™...{1 +i)"™) 77 — 4

Exercice 3.10

Comment définir le niveau de vie d’un individu ? Le niveau de vie est
différent du salaire. En effet, selon qu'une personne dépense beaucoup
ou peu avec un méme salaire son mode de vie ne sera pas identique. Pour
simplifier, admettons que le niveau de vie corresponde a la quantité d’ar-
gent utilisée pour la consommation d’une personne. Ainsi pour cette per-
sonne qui gagne un salaire S, son épargne sera de 0,35 et sa consom-
mation sera de 0,7S. Apres son départ en retraite, cette personne ne sou-
haite pas modifier son niveau de vie. Elle souhaite donc continuer a
consommer 0,78 par mois.

Schématisons la situation ainsi :

Cotisations K Retraite
12 3 k=2 k-1 l L2
0,35 0,35 0,38 0,35 0,35 | 0,78 0,78 0,78 0,78
0,35

I1 s’agit d’une retraite par capitalisation dont les cotisations et les verse-
ments sont effectués mensuellement. On cherche le nombre de mois
nécessaire pour arréter de travailler. Pour cela I’ensemble des cotisations
doit permettre de subvenir a I’ensemble de la retraite. Par sécurité, on
envisage une retraite perpétuelle. On a donc a la date de départ en
retraite :

14+i,)%—1 0,78
0.35 x L Fim)

Iy Iim

Inanciers
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On cherche la durée de cotisations soit le parameétre £ de 1’équation. On
peut simplifier I’égalité :
. vk @ s v sk 0,7
0,3((1 +i,)*—1)=0,7,ainsi (1 +i,)* — 1= 0,_3
0,7
0.3

Par une utilisation du logarithme, on trouve :

0,;
k 1 (1 ] )—1 l ’ O d k— ’
bd o . —

On propose des taux annuels. Il est de ce fait nécessaire de convertir le
taux mensuel en taux annuel.

et(1+i)k=1+

5 -

1 1
Onal+i,=04+i)2donclIn(l+i,)= Eln(l +1)

In{1+ 0.7
n —
0.3

Eln(l +1i)

et par conséquent k =

Il ne faudrait pas utiliser le taux proportionnel pour calculer le taux mensuel, si I'on
cherche une équivalence entre deux types de versement, le taux équivalent est
plus adapté.

Comme on s’intéresse au nombre d’années de cotisations mensuelles, on
0.7
In (1 -+ 0.3 )
In(1 4+1)

On remarque que n ne dépend que de i et non de la somme placée chaque
mois.

cherche n = — soitk =
12

Voici les valeurs numériques de n pour des taux annuels variant de 1 %
a 10 % (les arrondis sont effectués a I’année supérieure) :

Taux 1% | 2% | 3% | 4% (5% |6% | 7% (8% |9 % |10 %
annuel

Nombre
d’années 121 61 41 31 25 21 18 16 14 13
de

cotisation
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On remarque que le nombre d’années de cotisation décroit assez vite en
fonction du taux annuel. Pour un taux de 3 %, on trouve un nombre d’an-
nées de cotisation de 41 ans, ce qui est proche du nombre d’années de
cotisation pour la retraite par répartition.

Les taux des comptes d’épargne classique étant entre 1 % et 2 % en 2010
du fait de la crise, on constate qu’il serait nécessaire de cotiser plus de
61 ans pour une retraite par capitalisation si les taux ne s’améliorent pas.

Exercice 3.11

La schématisation est la méme que dans I’exercice précédent. On cher-
che quelle somme placer tous les ans pour envisager une retraite men-

1,054 — 1
suelle de 2 000 € pendant 30 ans. On a donc § X 005
1 — (1 + y—30x12
_ 2000 L+ im)
Im
|
Le taux mensuel est i, = 1,0512 — 1
1
o 1,054 — 1 1 —(141,0512 — 1)—30x12
Ainsi § x —— =2000 1
0,05 1,052 — 1
1
1,054 — 1 1 — (1,0512)730x12
Onadonc § x ——— = 2000 ;
0,05 1,057 — 1
. 1,054 — 1 1 —1,057%
soit : § X ———— =2000 ;
0,05 1,052 — 1
1—1,0573% 0,05

t S tS =2000 x X
et par conséquen T 059 —1
1,052 — 1

Ainst § =3123,51 €. En cotisant annuellement une somme de
3 123,51 € on peut avoir une retraite mensuelle de 2 000 € si le taux du
marché est constant a 5 %.

Exercice 3.12
Supposons que I’on dispose d’une retraite trimestrielle de valeur R. On
passe ensuite a une retraite mensuelle de valeur 3 Présageons une

retraite d’une durée initiale de ¢ trimestres. Schématisons ci-apres la
situation.
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Trimestriel

0 1 2 3 4 5 6 Durée en

| | | | | | | mots

| | | | | | | -
LS R R R

i 3 3 3 3 3 3 Mode

;: | l | | | L. Mensuel

; R R

i Mode

< -

La valeur actuelle de la retraite trimestrielle est :

1—(A+i)™

It

Vi=R

La valeur actuelle de la retraite mensuelle est :

R 1 — (14,
X .

vV, =
m 3 i

1
Onaiy=(041i)3 —1

1
R 1—(+14i)3 -1
x

ainsi V,, = ;
3 (1+i)3 —1
R 1—((I+in3)~
Onadonc V,, = X :
(1+i)3 —1
R 1—(1+i)™!
et Vi, = X ( lt)
3 (1+4i)3—1
R 1-(+iH!
3 x !
V, V3 —
On a ainsi —— = d —HI). _tl
Vi R x 1 —(1+4+i)
Iy
V, i

Par conséquent T= ;
i ax(+ini -

Le rapport des valeurs actuelles nettes ne dépend que de la valeur de i,

et non du montant de la retraite R.
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Valeurs numériques en fonction de j;

Valeurs | 02% | 04% [06% 08% | 1% 12%| 14% | 1,6% | 18%| 2%
de it

Rapport

vV

7’" 1,0007| 1,001, 3| 1.002 (10027 1,0033 | 1,004 | 1,0047| 1,0053 | 1,006 | 1,006 6
it

Gmc; 1 4007 | 4003 | 402 | 4027 | 4033 | 404 | +047 | 4053 | +0.6 | +0.66

On remarque que I’écart entre la valeur d’une retraite trimestrielle et
d’une retraite mensuelle augmente avec le taux trimestriel.

Exercice 3.13

On place 500 € mensuellement pendant n années au taux de 5 %. On
souhaite une retraite mensuelle de 1 500 €. Dans un premier temps le

1
taux mensuel équivalent est i, = 1,0512 — 1. La durée k en mois de la
retraite est donnée par I’équation suivante :

£ x12—1
(14 (140,052 —1)"
X

500 1
(140,052 — 1

|
1—(1+ (140,051 —17*

= 1500 x :
(1+0,05)12 — 1

k
ainsi I’on a 500(1,05" — 1) = 1500(1 — 1,05 12)

500 . _k
soit x (1,05" — 1) =1 — 1,057 12
1500

k 500

d'ot 1,057 12 =1 — x (1,05 — 1)
1500

x (1,05" — 1))

k
g t: ——— In(1,05) = In(1 —
par conséquen 7 n( ) n( 1500

et donc

500
In (1 — oy X (105" - 1))
k=—12

In(1,05
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Applications numériques

—Pour n = 20 ans, on trouve k& = 197 mois, soit moins de 16 ans et
5 mois.

—Pourn =40 ans,on a :

500
1500

x (1,05% — 1) = —1,013 < 0

Il n’est donc pas faisable d’appliquer la formule trouvée précédemment
du fait du logarithme. L’interprétation de ce résultat est qu’il est possible

d’envisager une retraite perpétuelle lorsque la durée de cotisation est de
40 ans.
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OBJECTIFS

PLAN

Emprunts indivis

Comprendre la relation entre les annuités de remboursement
et le capital emprunté.

Augmenter la fréquence de remboursement d'un emprunt.
Savoir calculer un TEG.

Connaitre le taux d'usure.

Evaluer le colit d’'un emprunt.

Construire un tableau de remboursement.

>
>
>
>
>
>

Connaitre les remboursements classiques (in fine, amortissements
constants, annuités constantes).

\/

Comprendre la représentation graphique des remboursements
classiques.

Calculer un amortissement constant ou une annuité constante.

\

» Calculer les annuités d'un remboursement en progression géométrique
ou arithmétique.

4.1 Principe général
4.2 Modes de remboursement classiques

4.3 Remboursements évolutifs

Le fonctionnement d’un emprunt se caractérise par un prét d’argent d’un
préteur a un emprunteur. L’ emprunteur rembourse cet argent plus tard
avec des intéréts. Lorsque I’emprunteur s’ adresse a un unique préteur, on
parle d’emprunts indivis. Ce chapitre présente le mode de calcul géné-
ral d’un emprunt, des annuités de remboursement ainsi que des intéréts.
Les emprunts les plus classiques (in fine, par amortissements constants
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et par annuités constantes) seront détaillés. Des emprunts particuliers
(annuités en progression géométrique ou arithmétique) liés a la capacité
de I'emprunteur & augmenter son volume de remboursement d’une
année a |’autre seront aussi étudiés.

4.1 PRINCIPE GENERAL
a) Mode de calcul

Schématisons le fonctionnement d’un emprunt. Un capital K est prété a
la date 0. Ce capital est remboursé chaque année par des annuités

Ay, Ay, --+, A, pendant n années. On note i le taux annuel de I'em-
prunt.
I0 I1 |2 ? fl’l Années
| | | | | >
Kk Emprunt
A A A
: 2 3 " Remboursements

A

Schéma d'actualisation

En finance, on ne peut comparer des valeurs qu’a une méme date. On
choisit, par commodité, la date actuelle. On parle ainsi d’actualisation
des valeurs.

[’égalit¢ Emprunt = Remboursements se décline a la date O en :
A " Az + Az 4ot An
I+i (40> A+i) (14 i)

Cette relation doit étre vérifiée quel que soit I’emprunt considéré. Elle
peut servir a calculer des valeurs de remboursement.

Exemple

Un emprunt de 10 000 € au taux annuel de 10 % est remboursé par un
versement de 4 000 € I'année 1 et un versement de 3 000 € I’année 2.
Que reste-t-il a rembourser I’année 3 pour cloturer le remboursement de
I’emprunt ?

En appliquant la relation précédente, on a :

4 000 3000 As

10 000 = + +
1401 (14012 (140,1)3




Copyright © 2011 Dunod.

4.1 « Principe général 87

. 4 000 3000 Az
amsi 10000 — — —
140,1 (1+40,1)2 (1+40,1)3
4 000 3000
etdoncA3=1,l3(10000— REERE )=5170€

L’égalit¢ « Emprunt = Remboursements » se décline aux autres dates.
Une date importante est la date de fin de I’emprunt : I’année n. L’ égalité
a cette date consiste en un calcul de valeurs acquises.

" Remboursements

\'4

Schéma de valeurs acquises
La valeur acquise du capital est : K (1 +1)".
La valeur acquise des remboursements est :

A0+ A0+ D"+ A0+ D" 4+ Ay

On a donc la relation :

Ki+)"=A 1+ D" "+ A +D)" 2+ A1+ )"+ 4+ A,

Remarque : la démarche pour construire cette nouvelle relation est dif-
férente mais les deux relations sont parfaitement équivalentes. L'une ou
’autre peut servir indifféremment pour calculer des valeurs de rembour-
sement. On obtient la seconde relation en multipliant tous les membres
de la premiere par (1 4 i)".

b) Coit d’'un emprunt

Le coiit d’un emprunt est la valeur payée par I’emprunteur en plus
du remboursement du capital.

Il peut se calculer par différence entre la somme des annuités et le
capital emprunté. Ainsi :

Colitde 'emprunt=A, + A, +---+ A, — K

[7,]
9
,w(ﬂ
T 0
© G
£ g
o €
J-

f
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Exemple

Dans I'exemple précédent, le capital emprunté était de 10 000 € et les
annuités les années 1,2 et 3 étaient respectivement de 4 000 €, 3 000 € et
5 170 €. Le coft de cet emprunt est donc de :

40004+3000+5170—-10000=2170 €

Le colit d’un emprunt pourrait €tre aussi envisagé comme la somme des
intéréts payés chaque année. Le calcul de ces intéréts n’étant pas simple,
on préfere généralement utiliser la méthode soustractive précédente.

Remarque : plus on rembourse vite une somme empruntée moins le
colit de I’emprunt est élevé.

¢) Taux d’emprunt

Augmentation de la fréquence de remboursement

Les remboursements considérés jusqu’alors sont annuels. On peut envi-
sager des remboursements plus fréquents par mensualité ou trimestriali-
té. Quel taux choisir ? Un taux équivalent ou un taux proportionnel ?

En France, le taux proportionnel est le taux 1égal a utiliser pour les
emprunts immobiliers et les emprunts destinés aux professionnels ;
il est majoritairement proposé par les banques.

Le taux équivalent est appliqué pour les crédits a la consommation.

Sauf précision particulicre, le taux proportionnel sera donc retenu pour
aborder les emprunts dont la fréquence de remboursement est mensuel-
le ou trimestrielle.

Taux effectif global (TEG)

Les établissements préteurs proposent des taux d’emprunt qui ne pren-
nent pas en compte les assurances, les garanties et les frais bancaires.
Pour comparer des offres de prét, il est pertinent pour I’emprunteur de
prendre en compte 1’ensemble des frais liés a un emprunt.

Un taux effectif global (TEG) est un taux qui prend en compte 1’en-
semble des frais.

Le calcul du TEG est utile pour comparer des offres bancaires entre
elles.

Le TEG se calcule en actualisant les différentes dépenses liées a I'em-
prunt.
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Taux d’usure

Pour protéger les emprunteurs, la 1égislation francaise limite a la hausse
les taux d’emprunt proposés par les banques.

Le taux d’usure est le taux maximal légal déterminé par la Banque
de France.

Chaque trimestre la Banque de France effectue une moyenne pondérée
des taux effectifs proposés par les banques selon les catégories d’em-
prunt et fixe les seuils de taux d’usure a un tiers au-dessus de ces taux
moyens pour le trimestre suivant.

Taux effectif moyen | Taux d’usure

Catégories de prét (3¢ trimestre 2010) |(4¢ trimestre 2010)

Préts immobiliers a taux fixe 4,20 % 5,60 %

Préts a la consommation

d’un montant < 1 524 € 1,99 % 22
Préts a la consommation 6.11 % 815 %

d’un montant > 1 524 € T o
Préts aux entreprises en vue 6.79 % 9,05 %

d’achats ou de ventes

Remarque : proposer un emprunt a un taux supérieur au taux d’usure
est un délit d’usure passible de 2 ans de prison et d'une amende de
45 000 €.

d) Tableaux de remboursement

En comptabilit¢ on s’intéresse au détail du remboursement d’un
emprunt. Quelle est la part de capital remboursé et quelle est la part d’in-
térét dans une annuité de remboursement ?

Un tableau de remboursement permet de consigner I’ensemble des
données importantes dans 1’analyse du remboursement d’un capital.

Un tableau de remboursement se présente ainsi :

Date | Capital restant | Intéréts @ Capital remboursé | Annuités

La date est celle du remboursement considéré.

Le capital restant est le capital restant a rembourser juste avant le rem-
boursement a la date considérée.
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Les intéréts sont ceux pay€s dans I’annuité de remboursement.

Le capital remboursé est la part de capital remboursé dans I’annuité de
remboursement. Le capital remboursé est appelé aussi amortissement.

Les relations suivantes permettent de construire le tableau :

é Intéréts = Taux d'emprunt x Capital restant

Annuité = Capital remboursé + Intéréts

Capital restant I'année a
= Capital restant I'année (a - 1) - Capital remboursé I'année (a -1)

Exemple

Pour I’emprunt précédent sur 3 ans de 10 000 € a 10 %, remboursé par
des annuités de 4 000 €, 3 000 € et 5 170 € respectivement les années 1,
2 et 3. Les relations précédentes permettent de construire le tableau
suivant.

Date Capital restant | Intéréts | Capital remboursé | Annuités
Année 1 10 000 € 1 000 € 3000 € 4000 €
Année 2 7 000 € 700 € 2300 € 3000 €
Année 3 4700 € 470 € 4700 € 5170 €

Ligne 1 : Le capital restant I’année 1 est le capital emprunté (10 000 €)
car il n’y a pas encore eu de remboursement. Les intéréts sont de 10 % du
capital restant, soit 1 000 €. Le capital remboursé se calcule par différen-
ce de l'annuité et des intéréts. On a donc remboursé I'année 1

4 000 -1 000 =3 000 €.

Ligne 2 : Le capital restant apres le remboursement de 3 000 € I’année 1
n’est plus que de 7 000 €. Les intéréts sont de 10 % du capital restant, soit
700 €. Le capital remboursé se calcule par différence de I’annuité et des
intéréts. On a donc remboursé 2 300 €.

Ligne 3 : Le capital restant apres le remboursement de 2 300 € I’année 2
n’est plus que de 4 700 €. Les intéréts sont de 10 % du capital restant, soit
470 €. Le capital remboursé se calcule par différence de I’annuité et des
intéréts. On a donc remboursé 4 700 €.

Remarque : le capital restant a rembourser chaque année diminue ; ainsi
les intéréts payés dans chaque remboursement diminuent aussi.
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Eléments de vérification

Il est utile d’évaluer la cohérence des résultats dans un tableau de rem-
boursement.

La derniere année cloture I’emprunt, ainsi le capital restant la derniere
année doit étre égal au capital remboursé. Dans I’exemple précédent on
trouve un capital de 4 700 € pour ces deux valeurs.

L’ensemble des amortissements (le capital remboursé) doit est égal a la
somme empruntée. On le vérifie dans le tableau précédent : 3 000
+ 2300+ 4 700 = 10 000 €.

Construction d’un tableau

Le probleme se pose de savoir Comment construire un tableau lorsque
I’annuité est plus faible que les intéréts ?

La relation : Annuité = Intéréts + Capital remboursé indiquerait que
le capital remboursé est négatif dans ce cas. Cela ne semble pas avoir de
sens financier.

Considérons un emprunt de 10 000 € a 10 % en deux ans dont I’annui-
té, la premiere année, serait de 500 €. En appliquant la méthode précé-
dente, on peut construire le tableau suivant.

Date | Capital restant | Intéréts | Capital remboursé | Annuités

1 10 000 € 1000 € -500 € 500 €

2 10 500 € 1050 € 10 500 € 11550 €

La derniére annuité de 11 550 € est-elle cohérente avec le principe du
remboursement d’'un emprunt ? La valeur acquise des remboursements
et de I’emprunt indique que : 10 000 x 1,12 = 500 x 1,1 + A,.

On adonc A, = 10000 x 1,12 — 500 x 1,1 = 11 550 €.
On retrouve bien la valeur indiquée dans le tableau.

La valeur qui semble manquer de cohérence est le capital restant. Il aug-
mente 1’année 2 par rapport a I’année 1. Le capital a rembourser a donc
augmenté du fait que I’on n’a pas remboursé une somme suffisante — au
moins égale aux intéréts — I’année 1.

En conclusion, le mode de construction du tableau reste donc le méme
dans ce cas, car il permet de calculer les annuités. La colonne « capital
restant » semble cependant moins simple a interpréter.
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4.2 MODES DE REMBOURSEMENT CLASSIQUES

Cette partie présente les modes de remboursement les plus souvent pro-
posés par les banques, a savoir le remboursement in fine, le rembourse-
ment par amortissements constants et le remboursement par annuités
constantes.

a) Remboursement in fine

Le principe du remboursement in fine est de rembourser 1’ensemble du
capital la derniere année de I’emprunt. Chaque année I’emprunteur ne
paye que les intéréts. Le tableau ci-dessous retrace le remboursement
d’un emprunt de 100 000 € sur 5 ans, au taux de 5 %.

Remboursement d’un emprunt de 100 000 € sur 5 ans au taux de 5 %

Date | Capital restant | Intéréts | Capital remboursé | Annuités
1 100 000 € 5000 € 0,00 € 5000 €
2 100 000 € 5000 € 0,00 € 5000 €
3 100 000 € 5000 € 0,00 € 5000 €
4 100 000 € 5000 € 0,00 € 5000 €
5 100 000 € 5000 € 100 000 € 105 000 €

Cofit de I'emprunt : 5 000 x 5 = 25000 €.

Graphiquement cet emprunt se représente comme ci-dessous.

Remboursements
120 00000 € -
2 100 000.00 € -
i
E 80000.00 € // T
z  60000.00€ / Capital remboursé
5 w
% 40 000,00 € —— Annuités
E /
20 000.00 € y
000 € +— . —_—
0 2 4 6
Date en années

Il est tres simple pour un tel emprunt d’évaluer analytiquement les
¢léments du tableau de remboursement. Notons K le capital emprunté,
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[ le taux d’emprunt annuel, N la durée en années des remboursements,
R, le capital restant I’année n, les intéréts payés I’année n, C,, le capital
remboursé 1I’année n et A, I’annuité 1’année n.

On a ainsi tous les ans, sauf la derniére année :

R,=K| |[I,=A,=ixK|et C,=0

La derniere année :

RN:K,]N=iXK, CN=K

et Ay=K+ixK=K(+1i)

Le coiit de ’emprunt est donc :

Un tel emprunt a un colt élevé dans la mesure ou le capital est rem-
boursé le plus tard possible.

Remarque : les intéréts payés chaque année sont identiques ; on pour-
rait aussi appeler ce type d’emprunt « remboursement par intéréts cons-
tants ».

b) Remboursement par amortissements constants

Un remboursement par amortissements constants consiste a rembourser
la méme fraction de capital tous les ans.

_ K
Avec les notations précédentes, on a donc C,, = A tous les ans. On
trouve par conséquent la relation du capital restant a rembourser :

K ) ) ) .. )
Ry,tv1 =R, — R Il s’agit d’une suite arithmétique de premier terme

) K
R, = K et de raison ———.
N

On trouve donc le capital restant I’année # :

K K K

Par conséquent, on peut en déduire le montant des intéréts I’année n :

K
Inzianzl’XT(N_n_l_l)

et I’annuité 1’année n :

K K K :
An:In-I—anl><W(N—n+1)+—:W(l+z(N—n+l))

N
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Le coiit de 'emprunt est de I, + I, + - - - + Iy. Il s’agit d’'une somme
de N termes d’une suite arithmétique de premier terme I} =i x Ketde

K
dernier terme Iy =1 X T

Le coiit de I’emprunt est donc de :

K4 K
II+IN 1 X +IXT

I X KxN+ixK
XN= XN=

2 2 2

N +1

=i x K x

Le tableau ci-dessous retrace le remboursement d’un emprunt de
100 000 € sur 5 ans, au taux de 5 %.

Remboursement d'un emprunt de 100 000 € sur 5 ans au taux de 5 %

Date | Capital restant | Intéréts | Capital remboursé | Annuités
1 100 000 € 5000 € 20 000 € 25000 €
2 80 000 € 4 000 € 20 000 € 24 000 €
3 60 000 € 3000 € 20 000 € 23000 €
4 40 000 € 2000 € 20 000 € 22 000 €
5 20 000 € 1 000 € 20 000 € 21 000 €

Le coiit de I’emprunt est :
5000 + 4 000 + 3 000 +2 000 + 1 000 =15 000 €

On retrouve cette valeur par la formule précédente :
0,05 x 100 000 x = 15000 €

Graphiquement cet emprunt se représente comme ci-dessous.

Remboursements
3000000 € f
g 2500000 € .\.\
Bt
= | S
: 20 000.00 € I
2 1500000 € Capital remboursé
- A
2 10000.00€ —a— Annuités
S
5000.00 € ——
000€ T T ]
0 2 4 6
Date en années
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Les intéréts et les annuités diminuent chaque année. Leurs évolutions
peuvent étre modélisées par des segments de droite.

¢) Remboursement par annuités constantes

Ce mode de remboursement consiste a rembourser chaque année la
méme annuité. Il est tres utilisé par les particuliers, car il est simple a
gérer dans un budget.

Le calcul des annuités constantes en fonction des parametres de 1’em-
prunt est, en revanche, moins simple. On a la relation :

KA+ = A0 +DV "+ 4,0+ D)V
FA I+ DV 3+ + Ay
valable pour tout type d’emprunt, et I’on souhaite que

Al=Ay=-=Ay=A

On trouve ainsi :

KO+ =A0+DVN '+ A0+ D)V 24+ A0 +DV P+ + A
soit :

KA+DN =A[Q+DV '+ 0+ DV 24+ 0+ DV P+ 4+ 1]

On reconnait la somme de N termes d’une suite géométriques de raison
(1 + 1) et de premier terme 1 dans le crochet de I’expression,

. . (1+HY -1
- K (1 N—Ax
ainsi (1+1) -
On adonc A = ( —i__l) <!
(1+iN —1

En divisant le numérateur et le dénominateur de cette expression par
(1 4+ i)N on trouve :

A K xi
= 1 ]
(14 )N
K xi
etdonc | A = -
1—(14i)N

Cette formule permet de calculer une annuité constante.
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Remarque : la démarche pour démontrer la formule de I’annuité cons-
tante est la méme que celle pour trouver la valeur actuelle d’une suite de
versements constants dans le chapitre 3.

Il reste a déterminer les expressions des autres éléments du tableau de
remboursement. On a la relation : [, + C,, = A.

Deplusonal, =i x R, et R,4| = R, — C,,.
Onadonc Ry =R, —(A—-1,)=R, —(A—1i X Ry)

On trouve par conséquent |R,+; = (1+i)R, — A

Il s’agit d’une suite aritmético-géométrique. La formule du chapitre 1 :

un = an* (g — —2 b de calculer R
n = k 1 — 4 + T —a permet de calculer R;,.

Onadansnotrecasa =1+4+i,b = —A et R = K, ainsi :
R,=(04+"'"K+ A — —A
" 1—(141i) 1—(1+1i)

. _l A A
Onadonc R, = (1 +i)" K—— )+ —

I i

A K xi
T T =y
donc R, =(1+)"'"K— K + K
T 1— (14N 1—(14i)~N

on trouve donc :

R, =K(+i)! ((1 - : )) + K
" 1—(1+i)~N 1—(+i)N

. K(1+i)"! o i
ainsi R, = T M-+ VN —14+0+)"
_ o —N+n—1

etdonc R, = R [—(1 4+1) + 1]

par conséquent :

1 — (14 i)~ Ntn-l
1— (14N
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comme /,, =i X R, on trouve :

1 — (1 + i)—N+n—l

I, =1 x K
" 1— (14N
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et comme C,, = A — [,, on trouve :

| — (1 4 i)—N-l-n—l

C,=A—ixK
" L I—(1+i)-N
B Ki L= (14N
1= (4N L= (40N
par conséquent :

1 N—N—+n—I1

c, =ik LD
11— +i)N

Le coiit de I'emprunt se détermine plus simplement d’une maniére
soustractive (différence entre la somme des annuités et le capital
emprunté) que d’une maniere additive (somme des intéréts). Ce colit est

donc de :
_ 1)

Le tableau ci-dessous retrace le remboursement d’un emprunt de
100 000 € sur 5 ans, au taux de 5 %.

NxA—-—K=N x

Ki KK Ni
1—(+i)~N N 1—(+i)~N

Remboursement d’'un emprunt de 100 000 € sur 5 ans au taux de 5 %

Copyright © 2011 Dunod.

Date |Capital restant | Intéréts |Capital remboursé | Annuités
1 100 000,00 € | 5 000,00 € 18 097,48 € 23 097,48 €
2 81902,52€ | 4095,13 € 1902,35 € 2309748 €
3 62 900,17 € | 314501 € 1995247 € 2309748 €
4 4294769 € | 214738 € 20 950,10 € 23 097,48 €
5 21 997,60 € 1 099,88 € 21 997,60 € 23 09748 €

Le colit de cet emprunt est de :
5000 44 095,13 4+ 3 145,01 +2 147,38 + 1 099,88 = 15 487,40 €.

Graphiquement cet emprunt se représente comme ci-dessous.
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Remboursements
2500000 € A
§ 20 000.00 €
=
= 1500000 € —— Intéréts
z Capital remboursé
; 10 000.00 € —a— Annuités
-]
> 500000€ =\\\
0.00<€ T T |
0 2 4 6
Date en années

Au fil des années la part des intéréts diminue alors que la part du capital
augmente.

Remarque : entre les trois modes de remboursement présentés, le mode
par amortissements constants est le plus économique, suivi du mode
par annuités constantes puis du mode in fine qui est le plus mauvais.

4.3 REMBOURSEMENTS EVOLUTIFS

Dans les emprunts de longue durée, les particuliers peuvent envisager
d’augmenter régulierement leurs annuités de remboursement s’ils envi-
sagent une augmentation a venir de leurs capacités de remboursement.

Le cas d’une diminution programmée des annuités est envisageable
aussi. Méme si celle-ci est moins courante, elle répond au principe de
rembourser vite pour payer moins d’intéréts. On envisage deux progres-
sions ; une progression géométrique et une progression arithmétique des
remboursements.

a) Annuités en progression géométrique

On suppose que les annuités progressent d’ une année a I’autre d’un taux
de progression r. Ainsi avec A=A, on a A, =A(+r),
Ay =A(+r)etAy = A(1+r)V ",
Remarque : le cas d’une diminution des annuités est inclus dans ce cas
en considérant r < 0.
La relation des valeurs actuelles d’un emprunt indique que :

Al Ag A3 AN

K = I S
14 + (14+i)2 + (14i)3 Tt (14+i)N
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ainsi I’'on a :

__A , AQED A1 +r)? A(1+ )V
1+ (1+1i)? (1+1i) (1+0)N

soit :

A 1 +r 1 +r 2 14+r N—1
K = — 1+ — + ; +---+ ;
1+1i 141 1 +1 141

On retrouve la somme de N termes d’une suite géométrique de raison
1+4+r

ainsi sii #rona:

14+i°
(1+r)N 1 (l+r)N 1
A . .
K — _x 141 A 1+ |
1+ 1 +r 1 l+r—(+4+1)
1+
r—
Ontrouvedonc: |A = K N
1+7r |
(+57)
. AXxN K _
Sii=ronaK=————c¢tdonc:|A—(141i)
1+ N

Exemple

Quelle est la premiere annuit¢ de remboursement d’un emprunt de
100 000 € au taux de 10 % si les annuités sont en progression géomé-
trique de 5 % sur 20 ans ? L'annuité est donnée par I'expression précé-

dente :

0,05 —-0,1
A = 100 000 = 8 256,22 €

140,05 \% |
140,1

b) Annuités en progression arithmétique

On suppose que les annuités progressent d’'une méme valeur S tous les
ans. On a donc A=A, A,=A+S, A;=A+2S5 et
Ay =A+ (N —-1)S.

Remarque : le cas d’une diminution des annuités est inclus, dans ce cas,
en considérant § < 0.
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La relation des valeurs actuelles d’un emprunt indique que
k=S A Ay AN
I+i (1402  (1+i) (1+ 0N
A A+ S A+42S A+ (N-1)S
T+ T arir Cavn T T AN

Décomposant cette équation en deux parties :

ainsi I’on a

A A A
BT Y
Pal?;iel
S 28 (N —-1)8
v T ar T Aoy
Partie2
A A

La premiere partie est simple

— + -ttt
(141) (14 i)? 1+ )N
a évaluer dans la mesure ou elle correspond au calcul déja réalisé des
remboursements par annuités constantes.

On a donc :
A A A 1— (4N
S R —
(1+1) + (1+i)2 L (14 )N i

que I'on obtient en inversant la formule des annuités constantes. La
seconde partie :

S N 28 +'__+(N—1)S
(14+1i)? (14+1)3 (1+i)N

est moins simple car on ne peut assimiler cette somme ni a une somme
de termes d’une suite arithmétique ni a une somme de termes d’une suite
géométrique. Cependant la somme des termes d’une suite géométrique
peut étre utile pour donner une expression de cette somme. Considérons
la fonction f(x) =14 x +x> 4 --- +xV~! ; cette fonction peut étre
interprétée comme la somme des termes d’une suite géométrique de rai-
xN -1
x—1

La fonction f est dérivable sur ]1; 4o00[, on peut calculer sa

son x. Ainsi si x # 1, on trouve f(x) =

dérivée de deux manieéres : d’une part, f/(x) =1+ 2x + 3x>
4+ 4+ (N — 1)xN ~2 et, d’autre part, avec la seconde expression
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NxV1x—1)— @V =1
(x —1)?

flx) =
ainsi I’on a :

Nx¥V"Tx —=1) = &N =1)
(x —1)?

l4+2x+3x2 4+ -+ (N=1DxN2 =

Comment utiliser cette relation pour calculer ’expression précédente ?

Une factorisation permet de mettre en évidence 1’expression de f’(x).
Ona:

s ., 2 . (N-DS
(1+i)2  (+i3 T a+DN

- hy 22 N
T (1 +i) 14+i  (146)? (1+i)N—2

En posant x = 1 —]I—i = (1+4+i)"" on trouve :
S 2 N-—1
a+? T (I—I—Si)3 L ((l—l—i))f\f - (1:5:')2 f)
ainsi
s 2 L (N-Ds
(1+410)> (1+41i) (1+ )N
_ S NN 4D D (D) -
(140)? ((1+i)~' =1)?
or 1+ '—1= 1.—1:1_—1._11:— i_
1+ 1+ I+
ainsi
s .2 . (N-DS
(1+i)2  (A+i) (14 )N
_ ¢ —Nia +i)—N_J2r1 — (14N _l-a +i)]_2N(1 + Ni)
4

On a une expression « simplifiée » de K :

1—(1.—|—i)_N s 1—(1+i)-_N(1-|—Ni)

K=A
i i?

7))
L
@
v
o
(=
%)
)]
|

financiers
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La valeur de la premiere annuité d’'un remboursement en progression
arithmétique est donc :

i
A= K-S
1—(1—|—i)_N[

1—(1—|—i)_N(1+Ni)}
l‘Z

Exemple

Donner la premiere annuité du remboursement d’un emprunt de
100 000 € en progression arithmétique de 1 000 € sur 3 ans au taux de
10 %. Par application de la formule précédente, on trouve :

0,1 1—(14+0,1)73(14+3 x 0,1
A= 100 000 1 oo —LFOD U3 x 0,1

1—-(140,1)73 0,12
=39274,92 €

Remarque : I’expression de f/(x) pour x = 1 n’a pas été développée
dans la mesure ou x = 1 correspond a i = 0, autrement dit un emprunt
sans intéréts dont le calcul des annuités ne pose pas de difficultés.

@ POINTS CLEFS

Relation d'actualisation pour le remboursement d'un emprunt :

+ + +...+
1+i (142 (1+i)° (1+4)"

Le TEG se calcule en actualisant les différentes dépenses liées au rem-
boursement d’'un emprunt.

Le taux d’usure est la limite de TEG légale en France.

Le taux proportionnel est le taux légal utilisé en France pour augmen-
ter la fréquence d'un remboursement.

Le colt d'un emprunt se calcule de maniére additive comme somme
des intéréts payés, ou de maniére soustractive comme différence
entre la somme des annuités et le capital emprunté.

Les relations suivantes permettent de construire un tableau d'amor-
tissement :

Intéréts = Taux d’'emprunt x Capital restant.

Annuité = Capital remboursé + Intéréts.
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Capital restant 'année a = Capital restant 'année (a - 1) - Capital rem-
boursé I'année (a - 1).

Eléments de calculs des remboursements « classiques »
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In fine Amortissements Annuités e
constants constantes
K 1 — (1 44~ Nt
Capital restant : R, K —(N—n+1) :
N 1—@+)N
_ K R N ) I
Intéréts : I, i X K i—(N—n+1) i X K -
N 1— 1+ N
0 sauf K 1+ I-)—N+n—1
Amortissement : C, la derniére — iK———
. N 1—@@+iN
année : K
i X K sauf K K X i
Annuité: A, la derniere —(1 +i(N—n+1)) T N
année:K(1 + 1) N 1=+
) . N +1 Ni
Cout de I'emprunt i X KXN i X K X Kl — —1
2 1— @+ N
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En termes de colts, I'emprunt par amortissement constant est plus
économique que celui par annuités constantes qui est, lui-méme, plus
économique que le remboursement in fine.

La premiére annuité d'un remboursement en progression géomé-
trique de taux r est :

Siir

K .
etA=—(1+/)sinon
N

La premiére annuité d’'un remboursement en progression arithmé-
tique de raison Sest :

. o n—N ,
i [K—S1 A+~ + Ni)

1 —(1+i)N 2
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EXERCICES
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4.1 Reste a rembourser

Un individu emprunte un capital de 10 000 € au taux de 6 % qu’il rem-
bourse par une annuit€¢ de 5 000 € 'année 1, une annuité de 1 000 €
I’année 2, rien ’année 3 et le reste I’année 4. Que reste-t-i1l a rembour-
ser I’année 4 ?

4.2 Annuités

Un individu emprunte 50 000 € au taux de 8 % qu’il rembourse en deux
annuités identiques 1’année 2 et ’année 4. Quel est le montant de ces
annuités ?

4.3 Comparaison de modes de remboursement

Un individu emprunte 100 000 € en 5 ans au taux annuel de 10 % qu’il
rembourse soit par mensualités constantes, soit par trimestrialités cons-
tantes, soit par annuités constantes. Quel est le mode de remboursement
le plus économique ?

4.4 Finir plus vite

Un individu décide de rembourser un emprunt de 20 000 € au taux de
10 % sur 8 ans par annuités constantes. Il décide I’année 4 de terminer
le remboursement de cet emprunt.

a) Quelle somme doit-il verser I’année 4 ?

b) Quelle économie a-t-il ainsi réalisée ?

4.5 Capacité d’emprunt

Quel capital peut-on emprunter a 5 % si I’on est en capacité de rem-
bourser 1 000 € par mois pendant 10 ans ?

4.6 Durée de remboursement

En combien de temps peut-on rembourser un emprunt de 100 000 € au
taux de 8 % par des annuités de 10 000 € ?

4.7 Taux d’emprunt

Un emprunt de 6 000 € est remboursé par une annuité de 4 000 € I’an-
née 1 et une annuité de 3 000 € I'année 2. Quel est le taux de cet
emprunt ?
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4.8 Comparaison d’offres

On souhaite réaliser un emprunt de 50 000 € a rembourser en 5 ans par
annuités constantes. On compare les deux offres suivantes :

—banque A : taux de 6 %, assurance annuelle de 80 € et frais de 0,5 %
du capital restant dii chaque année ;

— banque B : taux de 8 %, sans frais ni assurance.

Quelle proposition choisir ?

4.9 Calcul de TEG

Quel est le TEG d’un emprunt sur 5 ans in fine de 10 000 € au taux de
10 % dont on doit payer une assurance tous les ans de 50 € ?

4.10 Montant des intéréts

Pour un emprunt en remboursement in fine, au bout de combien de
temps le cumul des intéréts payés est-il €gal a la somme empruntée.

Méme question pour un emprunt par amortissements constants.

Méme question pour un emprunt par annuités constantes.

Remarque : on réalisera des applications numériques pour des taux
variantde 1 % a 10 %.

4.11 Progression géométrique

Construire le tableau d’amortissement d’un emprunt sur 5 ans de
1 000 000 € au taux annuel de 5 % remboursé par des annuités en pro-
gression géométrique de 10 %.

4.12 Progression arithmétique

Construire le tableau d’amortissement d’un emprunt sur 5 ans de
1 000 000 € au taux annuel de 5 % remboursé par des annuités en pro-
gression arithmétique de 1 000 €.

4.13 Tableau de remboursement

Un individu réalise un emprunt de 1 000 000 € a 8 % annuels sur 3 ans
par mensualités constantes.

a) Donner les deux premieres lignes du tableau d’amortissement.

b) Donner les deux dernieres lignes du tableau d’amortissement (sans
utiliser les formules).

¢) Déterminer la ligne 20 du tableau de remboursement.

d) Calculer le colit de cet emprunt.
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SOLUTIONS

Copyright © 2011 Dunod.

Exercice 4.1

En appliquant la formule d’actualisation a cet emprunt on trouve, en
notant R le reste a rembourser :

10000 — 5000 N 1 000 N 0 N R
1,06 1,062 1,063 1,064
o 5000 1000 R
ainst 10 000 — — =
1,06 1,062 1,064
y 5000 1 000
et R =1,06*(10000— — — 5546,09 €
1,06 1,062
Exercice 4.2

Notons A le montant de ces deux annuités. Il ne s’agit pas d’annuités
constantes puisqu’on ne rembourse rien les années 1 et 3. La formule
d’actualisation indique que :

50 000 = A + A
1,082 1,08
ainsi A(1,0872 4+ 1,08%) = 50 000
50 000
et A= — 31399,76 €
1,0872 41,084
Exercice 4.3

Pour chaque mode de remboursement, déterminons le colit de 1’'em-
prunt :

— Mode par mensualités constantes. Le taux annuel est de 10 %, le
taux proportionnel mensuel est donc de :

L]

Ip = B = 0,833 %
. K xi o
La formule des annuités constantes est - , ainsi en adap-
1 —(14i)~N

tant cette formule a des mensualités, on trouve :

L]

100 000 x
M= 12 —2124,70 €

-1+ ——
(%)
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Le colit de I'emprunt se calcule de maniere soustractive
S5x12x M — K =27482,27 €.

Il semblerait plus cohérent, mathématiquement, d'utiliser le taux équivalent pour
des emprunts. En pratique, le taux proportionnel est utilisé, ce qui est a I'avantage
du préteur.

— Mode par trimestrialités constantes. Le taux proportionnel trimes-

bl

triel est de i; = = 2,5 %. En adaptant la formule des annuités

constantes aux trimestrialités constantes, on trouve :

100 000 x 0,025
T = = 641471 €
1 —1,02575%4

Le colit de cet emprunt est alors : 5 x 4 x T — K =28 294,26 €.

— Mode par annuités constantes. [’ annuité de remboursement est de
100 000 x 0,1

A= = 26279,75 €. Le colt de ’emprunt est donc de

1—1,17°

5A — K =31898,74 €.

Le mode par annuités constantes est plus coliteux que celui par trimes-
trialit€s constantes, et celui-ci est plus coliteux que celui par mensualités
constantes. Cette conclusion n’est pas surprenante. Payer a une fréquen-
ce plus importante revient a payer plus vite ; en effet un remboursement
mensuel commencera a la fin du 1" mois alors qu’un remboursement
annuel commencera seulement a la fin de la premiere année.

Exercice 4.4

a) Cet individu devait a priori payer 8 annuités constantes de :

20000 x 0,1
1—1,1-8

= 3748.88 €

Il en paye en réalité 3 et souhaite finir le remboursement de I’emprunt
I’année 4. Notons R le reste a rembourser I’année 4. La formule d’ac-
tualisation des remboursements indique que :

3 748,88 3748,88 3 748,88 R

20000 =
1,1 + 1,12 + 1,13 + 1,14

R
On a donc =3 =20000 —3748,88(1,1 "+ 1,172+ 1,17%)

’
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et, par conséquent,
R =1,1* x (20000 — 3 748,88(1,17' + 1,172 + 1,177))
= 15632,33 €
b) Au lieu de rembourser 8 x 3 748,88 = 29 991,04 €, cet individu

rembourse 3 x 3 748,88 + 15 632,33 =26 878,97 €. 1l réalise donc
une économie de 29 991,04 — 26 878,97 =3 112,08 €.

Exercice 4.5

On peut utiliser la formule des mensualités constantes pour répondre a
cette question. On a :

0,05
: 12
1—(1+—
(1 7%)
- (1 = )
ainsi K = 1000 x 005 =94 281,35 €
12

Exercice 4.6

La formule des annuités constantes permet de répondre a cette question.
On cherche une durée en années n. On a :

100 000 x 0,08
1 —(140,08)—"

10 000 =

100 000 x 0,08
10 000
100 000 x 0,08
10 000
A I’aide du logarithme, on trouve :

ainsi 1 — 1,087" =

doul,087" =1—

100 000 x 0,08
—nIn(1,08) =In| 1 —

10 000

10 000
In(1,08)

( 100 000 x 0,08 )
In{ 1 —

soitn = —

= 20,91
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On a donc besoin de 21 ans pour rembourser cet emprunt (sachant que
la derniere année, cet individu remboursera une annuité plus faible).

Exercice 4.7

La formule d’actualisation des remboursements indique que

6 000 = + ) Ainsi Itipliant cette égalité
= . msi1 en mulupliant cetie cgalite par

(1+i)> on trouve 6000(1+i)> =4000(14i)+3000. Posons
x=1+i, on a alors 6000x>—4000x+3000=0 soit
6x> —4x —3 =0. Il s’agit d’'une équation du second degré. On a

A= (—4)>—4x6x(—3)=88>0, cette équation a donc deux

—(—4) + /88

solutions qui sont x; = =1,1151
2x6
—(—4) — /88
et x, = (=4 = —0,4484.
2xX6

Seule la premiere solution a un sens financier et indique un taux annuel
de 11,51 %.

Exercice 4.8

Il s’agit de déterminer le TEG de la banque A pour pouvoir le comparer
a celui de la banque B. Pour calculer les frais, il faut connaitre le capital
restant dii chaque année. Pour cela on peut donner le tableau d’amortis-

sement d’un emprunt de 50 000 € en 5 ans a 6 % par annuités constan-
tes. Les annuités calculées au taux de 6 % sont de :

50 000 x 0,06
1 — 1,067

Voir tableau ci-apres.

=11 869,82 €

Le tableau d’amortissement est complété par une colonne pour 1’assu-
rance, une pour les frais calculés a partir du capital restant, et la somme
réelle que I’emprunteur dépense pour rembourser son emprunt. Cette
somme est son annuité réelle. Le TEG se calcule donc a partir de ces
sommes réellement dépensées. En notant i le TEG, la valeur actuelle
d’un emprunt indique que :

12 199,82 N 12 155,47 4 12 108,46 + 12 058,53

I+ (1+41i)? (14+1i)° (14+i0)*
12 005,81
(1+1)

50000 =
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On ne peut résoudre cette équation que graphiquement. Notons :

12 199,82 12 155,47 12 108,46 12 058,53

) = T A T A Tty
12 005,81
0 50000
(1+x)°

On sait que le TEG est au-dessus de 6 % comme les dépenses sont majo-
rées pour des frais. On cherche donc les valeurs de f (x) pour x > 0,06.
On a f(0,06) = 1017 > 0 et £(0,07) = —337,8, le TEG est compris
entre 6 % et 7 %. On pourrait chercher a trouver progressivement une
valeur plus précise du TEG. Ce n’est pas nécessaire pour cette question,
on cherche seulement a comparer deux offres. La premiere propose un
taux réel compris entre 6 % et 7 %, la seconde propose un taux de 8 %,
la premiere offre est donc plus intéressante que la seconde.

Exercice 4.9

Avec ’assurance de 50 € on rembourse les intéréts de 1 000 € pendant
les quatre premicres années soit une annuité de 1 050 €. La derniere
année, on rembourse le capital de 10 000 €, les intéréts de 1 000 € et

I"assurance de 50 € soit un total de 11 050 €. Notons i le TEG. On a par
actualisation des sommes remboursées :

1 050 1 050 1 050 1 050 11 050

10 000 =
i A+ T U+ Tator Ta+xiy

On pourrait chercher la solution approximative de cette équation graphi-
quement. Il est plus simple de constater pour cet emprunt in fine que le
TEG est de 10,5 %. En effet, un taux de 10,5 % induit les mémes annui-
tés de paiement chaque année qu'un emprunt de 10 % avec une assu-
rance de 50 €.

Exercice 4.10
a) Pour un emprunt in fine, le cumul des intéréts sur N années est de
N x i x K. Le cumul des intéréts est donc égal au capital emprunté

: . 1 L.
lorsque N xi x K = K soit N = —. Numériquement on trouve les
I

résultats suivants :

1% | 2% 3% | 4% | S% | 6% | T% | 8% | 9% |10 %

100 | 50 |3333| 25 20 16,67 | 1429 | 12,5 | 11,11 10
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b) Pour un emprunt par amortissements constants, le cumul des intéréts

sur N années est de :

N +1
I X K x —+
2
N +1
Onadonci x K x —— =
.. =+ 1 i 2
ainsi 1 soit N = — — 1
i
On trouve les résultats suivants :
i | 1% (2% |3% | 4% 5% 6 % o 8 % 9% |10 %
N| 199 99 | 65,67 49 39 32,33 | 27.57 24 21,22 19

¢) Pour un emprunt par annuités constantes, le cumul des intéréts est de :

K( 1—(1+i)~N-!

Ni

Ni

soit

1— 14~V
ainsi Ni —2(1—(1+i)™M =0

),ainsi K (

—1=1donc Ni =2(1—(1+i)™N)

Ni

1 —(14i)~N-1

)=«

On ne peut pas résoudre cette équation analytiquement. On pose alors
f(x)=xi —2(1 — (1 +1i)~*) et’on cherche selon les valeurs de i, les

valeurs de x qui annulent £ (x). On trouve les résultats suivants :

1%

2%

3 %

4 %

5 %

6 %

7 %

8 %

9 %

10 %

158,82

79,13

52,37

39,20

31,32

26,01

22,28

19,37

17,16

15,38

Remarque : on constate que les durées ne dépendent que du taux d’em-
prunt et non de la somme empruntée. Les résultats pour I’amortissement
constant sont plus élevés que ceux pour I’annuité constante, eux mémes
plus €levés que ceux pour I’emprunt in fine. Ces résultats sont cohérents
car ils classent les emprunts en concordance avec leurs cofits respectifs.

Exercice 4.11

La premiere annuité de cet emprunt est donnée par :
0,1 —0,05

r

—: ]

1 4=
1<

rN
) -1
i

= 1000 000

L1\’
1,05

= 190 929,53 €
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On complete ensuite le tableau d’amortissement en augmentant chaque
année 1’annuité de 10 % par rapport a I’année précédente :
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Date |Capital restant | Intéréts |Capital remboursé| Annuités
1 1 000 000,00 € | 50 000,00 €| 140929,53€ 190 929,53 € =
2 85907047 € |49953,52€| 16706896€ |21002248 €
3 692 001,51 € [34600,08 €| 19642466€ |231024,73 € =
4 495 576,85 € |24 778,84 €| 22934836€ |254 12720 €
5 266 22849 € |13 31142€] 266 228,50 € 279 53992 €

Exercice 4.12

La premicre annuité de cet emprunt est donnée par :

0,05 1 —(1,05)7>(1 4+ 5 x 0,05
A =—— 1000000 — 1000 ( ) (1 +5x )
1—1,057° 0,052
=229072,28 €

On complete ensuite le tableau en augmentant chaque année I’annuité de
1 000 € :
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Date |Capital restant | Intéréts |Capital remboursé | Annuités
1 1000000€ |50000,00€ 17907228€ |229072,28 €
2 82092772 € |41 046,39 €| 189 025,89€ |230072,28 €
3 631 901,83 € |31595,09€| 199477,19€ 231 072,28 €
4 43242464 € |21 621,23 €| 210451,05€ 232 072,28 €
5 22197359 € |11098,68 €| 221973,60€ 23307228 €

Exercice 4.13

Il serait trop long de calculer I'intégralité d’un tableau d’amortissement
constitué de 36 lignes de calcul.

a) Pour calculer les deux premieres lignes du tableau, il est utile dans un
premier temps de déterminer le montant de 1’annuité constante :

0,08

1 000 000

12
0.08 —12x3
I—11 :
(+57)

A= = 31336,37 €
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. , : 0,08
On utilise le taux mensuel proportionnel : i, = B
Date |Capital restant | Intéréts | Amortissement Annuités

1 1 000 000 € | 6 666,67 € 24 669,70 € 31 336,37 €
2 | 97533030%€ | 6502.20€ 24 834,16 € 3133637 €

b) Pour calculer simplement les deux dernieres lignes sans utiliser de
formules, on peut utiliser les propriétés du tableau d’amortissement.
Notons x le capital restant la derniere année, la derniere année cloture
0,08

I’emprunt, ainsi I’amortissement est aussi x, les intéréts sont de x
L’annuité est constante de 31 336,37 €. On a ainsi

0,08
X+x

= 31 336,37 comme ’annuité est la somme des intéréts et

0,08 .
de 1’amortissement. On a donc x (1 + T) = 31 336,37 soit

31 336,37 .
X=—008 = 31 128,84 €. On a le tableau suivant :
1+ —
12
Date |Capital restant | Intéréts Amortissement Annuités
0,08

35 y v T Z 31 336,37 €
36 | 3112884 € 207,53 € 31 128,84 € 31 336,37 €

Notons y le capital restant le mois 35 et z I’amortissement le mois 35. On
a les équations suivantes : y — z = 31 128,84 pour calculer le capital

0,08
restant le mois 36, et yT + z = 31 336,37 pour le calcul de I’an-
nuité. On a donc le systeme suivant :
y—z=231128,84
0,08
12

En additionnant les deux lignes de ce systeme on trouve :

b +.z = 31 336,37

?

0,08
y 1+T = 31 128,84 + 31 336,37
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31 128,84 4 31 336,37
0,08
12

On trouve ensuite z = 62 051,53 — 31 128,84 = 30 922,69 €. Les deux
dernieres lignes du tableau sont donc :

=62051,53 €

ainsi y =

1+

Date |Capital restant | Intéréts | Amortissement Annuités

35 | 6205153 € 413,68 € 30922,69 € 31 336,37 €

36 | 31128,84 € 207,53 € 31 128,84 € 31 336,37 €

¢) Pour la ligne 20, I'annuité est toujours de 31 336,37 €. Le capital res-
tant est donné par :

0.08 \ —36+20-1
1—11 i
1 —(1+i)y N+t ( T )
——— = 1000000 —
12
= 502 060,92 €

0,08
Les intéréts sont donc de 502 060,927 = 3347,07€.
L’amortissement est de :

31 336,37 — 3 347,07 = 27 989,30 €

Le tableau d’amortissement pour cette ligne est donc :

Date |Capital restant| Intéréts Amortissement Annuité

20 | 50206092 € | 334707 € 27 989,30 € 31 336,37 €

d) Le coiit de I'emprunt se calcule de maniere soustractive par différen-
ce entre la somme des annuités et le capital emprunté
36 x 31 336,37 — 1 000 000 = 128 109,32 €.
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Chapitre 7 VIR CEX T2 1111 LI 171

Qu'est-ce qu'un investissement ? Comment évaluer un investis-
sement ? Peut-on évaluer financiérement un projet en avenir
incertain ? Les outils développés dans la partie précédente servent a
évaluer des opérations financiéres. La différence essentielle dans cette
partie est lI'indéterminée des données. Lors d'un calcul de placement
financier sur un compte réglementé, I'ensemble des éléments du calcul
est connu.Lors d’un projet d’investissement les bénéfices a venir d’'une
entreprise ou les dividendes envisagés par un actionnaire ne sont
gu’une spéculation. Il sera donc nécessaire d'ajouter aux éléments du
calcul financier, des éléments de prise de décisions pour l'investisseur
ainsi que des mesures du risque.

Copyright © 2011 Dunod.

Le chapitre 5 « Outils d'évaluation d'un investissement » présente du
point de vue de |'entreprise, les critéres de choix pour réaliser un projet
d’'investissement. Le chapitre 6 « Emprunts obligataires » modélise un
emprunt a plusieurs préteurs pour une entreprise et pour un investis-
seur sur le marché financier des obligations. Le chapitre 7 « Valeur des
actions » construit des outils de prise de décisions quant a I'achat ou la
vente de titres sur le marché des actions.
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Outils d’évaluation
d’un investissement

» Calculer et interpréter le résultat d'une valeur actuelle nette.
» Comprendre le choix du taux d'actualisation.
» Calculer un taux de rentabilité interne.

» Envisager I'éventualité d’un investissement avec les outils de la VAN et
du TRI.

» Calculer et interpréter un délai de récupération.
» Calculer et interpréter un indice de profitabilité.

» Adapter les formules de VAN, de TRI et d'indice de profitabilité au cas ou
le coit du capital n'est pas le taux de réinvestissement.

» Comprendre les critéres de comparaison entre deux projets.
» Comparer des projets d'investissement et de durées différentes.
» Utiliser le critere de la valeur actuelle nette en avenir incertain.

» Connaitre des stratégies de prise de décisions en avenir incertain.

5.1 Eléments d'analyse d'un projet d'investissement
5.2 Comparaison de deux projets d'investissement

5.3 Prise de décision en avenir incertain

5.1 ELEMENTS D’ANALYSE D'UN PROJET D’INVESTISSEMENT

Un projet d’investissement se caractérise financierement par une somme
investie /. Cette somme donnera lieu pendant n années a des recettes
R\, Ry,... R, etades dépenses D, D,,...,D,. En fin de projet, I’in-
vestissement peut éventuellement avoir une valeur résiduelle R.
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Exemple

Une entreprise achete un ordinateur 2 000 € pour 5 ans d’utilisation.
Pendant cette période, ce matériel va permettre un gain de 600 € par an
et pourra étre revendu 800 € au bout des 5 ans. On a dans cet exemple
I=2000€, Rl—Dl=R2—D2=...=R5—D5=600€ ct
R =800 €.

a) La valeur actuelle nette (VAN)

» A quelle condition est-il intéressant de réaliser un projet d’investis-
sement ?

Notons B, =R, —D,, B =R, — D,,...,B;, = R,, — D,, les bénéfi-

ces anticipés les années 1,2,...,n. Un projet peut sembler intéressant si

les dépenses engendrées par celui-ci sont moins importantes que les

recettes ; autrement ditsi —/ + B+ B, +...+ B, + R > 0.

Cette condition nécessaire pour réaliser un projet n’est pas suffisante. En

effet, chacun des termes de la somme précédente correspond a une date

a venir différente. Une somme de 1 000 € dans un an a plus de valeur

aujourd’hui que 1 000 € dans 5 ans.

Il est donc essentiel pour envisager un investissement de connaitre la

valeur « aujourd’hui » des différents gains a venir. Autrement dit, on

cherche a actualiser les différents termes de la somme précédente.

Les flux financiers liés a I'investissement se présentent chronologique-

ment ainsi :

Années

A

En appliquant un taux d’actualisation i aux différents flux financiers, on
calcule la valeur actuelle nette (VAN) du projet d’investissement.

La valeur actuelle nette se formalise ainsi :

VAN =142 4 B B
~ 1+ (14i)2 (1+1i)3
— B, N B, + R

T (A 4! (1+ )"
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La valeur actuelle nette est aussi appelée bénéfice actualisé.
» Comment interpréter la valeur actuelle nette ?

La valeur actuelle nette permet de déterminer si un investissement va
rapporter davantage qu’un placement au taux i. En supposant que tous
les gains financiers puissent étre réinvestis au taux i, le critere VAN > 0
indique que le projet est plus intéressant pour I’entreprise qu’ un place-
ment au taux i.

Exemple

Considérons un projet d’investissement de 1 000 € qui rapporte 1 150 €
dans un an (valeur résiduelle comprise). Au taux d’actualisation 10 % la

1150
valeur actuelle nette est : VAN = —1000 + Txo01 =45,45 € > 0.
Le projet semble donc acceptable compte tenu d’un taux d’actualisation
de 10 %. Le gain réalisé par ce projet au bout d’un an est de 150 €. Dans
un placement au taux 10 % le gain réalisé au bout d’un an est de 100 €.
Ainsi le critere VAN > 0 indique une préférence pour I'investissement

comparativement au placement.

La valeur actuelle nette est un premier critere de décision dans le choix
d’un investissement.
—Si VAN > 0 le projet est plus intéressant qu’un placement au taux i.

—S1 VAN < 0 le projet est a rejeter pour préférer un placement au taux i.

Formalisation simplifiée

Dans le cas particulier ot By = B, = ... = B, = B, autrement dit
lorsque les bénéfices sont identiques chaque année, on a :
VAN = -1 + b + b +...+ b + K

1+ (1+1i)? (I+0)" (I +)m"

On reconnait la suite de termes présents dans le calcul des annuités cons-
tantes, ainsi :

11—+ R

VAN = —1 + B
+ i (14 i)

» Comment déterminer le taux d’actualisation ?

Le taux d’actualisation peut correspondre au coiit du capital, autrement
dit a ce que colitent les capitaux a I’entreprise. Le coiit du capital cor-
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respond au taux moyen pondéré des différents financements de I’entre-
prise. Le colit du capital exprime un niveau de risque pour I’ensemble de
I’entreprise, ce niveau de risque ne correspond pas nécessairement au
risque spécifique du projet.

On peut aussi considérer un taux de réinvestissement des flux de tré-
sorerie pendant la durée de vie de I'investissement de maniere a pouvoir
comparer I’'investissement a un placement. Généralement on fait I’hypo-
thése : colit du capital = taux de réinvestissement. Cette hypothese
n’est pas toujours vérifiée.

Valeur actuelle nette globale (VANG)

Lorsque le taux de réinvestissement r est différent du colt du capital 7,
on peut chercher a calculer une valeur actuelle nette globale en actua-
lisant au taux i les valeurs acquises au taux r des gains financiers liés a
I'investissement :

Années
| | | |

»
| Lt

B +R

n-l1 n

vl

1

1

' . .

! Valeur acquise des gains au taux r

Valeur actuelle au taux ¢

La valeur actuelle nette globale se formalise ainsi :

VANG =
I+ Bi(1+r)""4+B,(+r)"2+.. . +B,_(14+r) + B,+R

(I+i)"

On retient ainsi un projet si VANG > 0.

» Comment prendre en compte I'inflation ?

Dans une période d’inflation, il est nécessaire de corriger les valeurs des
gains a venir pour les exprimer dans la méme unité que la somme inves-
tie. Si les gains a venir n’integrent pas 1’inflation, on peut corriger le
taux d’actualisation i a I’aide du taux d’inflation g. On utilise alors un
taux d’actualisation déflaté :|(1 +i)(1 +g) — 1

Remarque: (14+i)(1+g)—1=14i+g+ig—1=i+g—ig.
Or ig <i+ g, on fait donc généralement 1’approximation d’un taux
d’actualisation déflaté égal 4 i + g.
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b) Le taux de rentabilité interne (TRI)

Le taux interne de rentabilité est le taux qui annule la valeur
actuelle nette. Il est déterminé par I’équation :

B, B, B;
VAN =-1+ I i
1+ TRI (1+TRI)? (1+TRI)?
B, _ B, +R
.. - =0
(1+TRI ! (1+TRI)
Si les valeurs By, B»,. .., B, sont positives, la courbe représentative de la

valeur actuelle nette en fonction du taux i se présente ainsi :

A
VAN

Zone de
préférence pour
I’investissement

Zone de
préférence
pour le
placement

Remarque : on comprend I’allure décroissante de la courbe représenta-
tive de la valeur actuelle nette en fonction de i ; plus le taux i augmente
plus le placement devient intéressant comparativement a 1'investisse-
ment.

Le taux de rentabilité¢ interne est un seuil en dessous duquel on peut
envisager I’investissement.

On a le critere de décision suivant en notant 7 le taux d’actualisation.
—Si i > TRI le projet d’investissement est a rejeter car VAN < 0.
—Si i < TRI le projet d’investissement est a accepter car VAN > 0.

Le taux de rentabilité interne est aussi la rémunération maximale envi-
sageable pour les fournisseurs de capitaux. On souhaite par conséquent
avoir un taux de rentabilité interne supérieur au colt des capitaux pour
accepter un investissement.
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Le taux de rentabilité interne se détermine de maniere graphique ; il
n’existe pas de formalisation générale de ce taux en fonction des para-
metres de I'investissement.

Problémes liés au calcul du TR/

Lorsque les bénéfices dégagés chaque année ne sont pas tous positifs, le
calcul du TRI ne conduit pas nécessairement a une solution unique ou
méme simplement a une solution.

Exemples. Pour des projets d’une durée de 2 ans

—-Si/ =1000 €, B; =5000€ et B, = —5000 €, I'équation qui permet
de déterminer le TRI est —1 000 + 5000(1 + i)~ —5000(1 +i)~2 = 0.
En multipliant cette équation par (1 +i)?, on trouve une équation du
second degré qui admet deux solutions : i} = 38 % et i, = 262 %.

- Si I =1000 €, By =-5000 € et B, =5000 €, I’équation qui
permet de déterminer le TRI est —1000—5000(1+i)""
+5000(1 +i)~? = 0. En multipliant cette équation par (I +i)>, on
trouve une équation du second degré qui admet deux solutions négatives,
donc deux solutions qui ne peuvent étre interprétées en taux de rentabilité
interne.

Taux de rentabilité interne global (TRIG)

Le taux de rentabilité interne global est le taux qui annule la valeur
actuelle nette globale.

Il est donné par 1’équation :

VANG =
B "+ B(1+r)" 4.+ By (1+7)+ By, + R
(1 + TRIG)"
=0
On a donc :
; Bi{l+r)"'"+B(04+rV"?*+...+B,_(14+r)+B,+R
B (1 + TRIG)"
Soit
(1 + TRIG)" =

B+rn"'+B0+r"*+...+B,_,(1+r)+B,+R
1
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ct
TRIG =
1
( Bi(1+r)""'+ B,(14+r)"24+.. . +B,_(1+r) + B, +R )n .
I

On retient le projet si son taux de rentabilité interne global est supérieur
au colit moyen du capital.

Remarque : comme pour la VANG, le TRIG est un indicateur utile
lorsque le colit du capital et le taux de placement sont différents.

c) Délai de récupération

Le délai de récupération est le moment a partir duquel un projet
devient rentable a un taux d’actualisation fixé.

Un délai de récupération court est un élément positif dans 1’analyse d’un
projet d’investissement.

Dans le cas particulier ou les bénéfices annuels envisagés sont iden-
tiques et ou la valeur résiduelle est nulle, on a a la date du délai de récu-

1 —(14+i)™"
i

pération: —/ + B =0

1—(14i)™
i

I
ainsi B =7 soit 1—(14i)y"=-_"

don 1 — L (1+i)"
oul — — = I
B

En utilisant le logarithme, on trouve :

il
i
—nIn(l1 +i)=1In (1 — ?) ainsi | n = —

Dans le cas général, la méthode pour calculer le délai de récupération est
d’évaluer une valeur actuelle nette chaque année pour déterminer la pre-
miere année a partir de laquelle la valeur actuelle nette devient positive.

Exemple

Un investissement de 10 000 € permet des bénéfices de 3 000 € I'année
1;de4 000 €, I'année 2 ; de 5 000 € I'année 3 ; et de 6 000 € I'année 4.
On utilise un taux d’actualisation de 10 %.
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Année VAN
1 - 10000 + 3000 =-7272,73<0
2 - 10000 +% + 4020 =-3966,94<0
3 -10000 +3000+ 4OQO+ 50(30=—2'10,37<0
1,1 1,17 L1°
4 - 10000 +3000 + 4020+ 5020+ 60(30= 3887,71>0
1,1 1,1 1,1 1,1

Le délai de récupération correspond donc a une date pendant 1’année 3.
A cette date, on a une valeur actuelle nette nulle. La situation se sché-
matise ainsi :

0 D 360

VAN =-210,37 VAN =0 VAN =3887,71

En supposant une linéarité dans les écarts entre les valeurs :

D -0 360 —0

0—(—210,37)  3887,71 — (—210,37)

o 360 x 210,37 _
ainsi D = = 18,41 jours
3887,71 4 210,37

Le délai de récupération est donc de 3 ans et 19 jours.

On généralise cet exemple, en notant Vi la derniere valeur actuelle nette
négative, et Vi, la premiere valeur actuelle nette positive, le délai de
360 x Vi

Vi — Vi

récupération est de k ans etj jours ou |j =

Remarque : il est possible de calculer un délai de récupération non
actualisé ; celui-ci est moins pertinent car il ne prend pas en compte le
parametre de risque li€ a des estimations de gains a venir.
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5.2 COMPARAISON DE DEUX PROJETS D'INVESTISSEMENT

a) Pour des projets de tailles et de durées identiques

Entre deux projets d’investissement, on préférera celui qui rapporte le plus
et le plus vite. Pour un taux d’actualisation fixé, on retiendra celui qui a la
valeur actuelle nette la plus grande, celui qui a le délai de récupération le
plus court et celui qui a le taux de rentabilité interne le plus important.

Considérons les deux courbes suivantes :

A

VAN(A)

Le projet B est meilleur que le projet A car on a VAN(B) > VAN(A),
quel que soit le taux considéré et TRI(A) < TRI(B).

Entre deux projets, les criteres de valeur actuelle nette et de taux de ren-
tabilité interne ne sont pas toujours concordants. Considérons I’exemple
graphique suivant :

A VAN(A)

Zone de
i préférence pour i
! le projet B
Zone de

i préférence pour
le placement
Zone de i
préférence !
pour
le projet A :
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On a TRI(A) <TRI(B) et pour certaines valeurs de i:
VAN(B) < VAN(A); les deux criteres ne sont donc pas concordants. On
observe trois zones dans ce graphique :

— Si le taux d’actualisation est inférieur a un taux égalisant les valeurs
actuelles nettes des deux projets, la préférence est pour le projet A.

— Si le taux d’actualisation est compris entre le taux égalisant les valeurs
actuelles nettes des deux projets et le taux de rentabilité interne du pro-
jet B alors la préférence est pour le projet B.

— Au-dela du taux de rentabilité interne du projet B, la préférence est
pour le placement.

Le point d’intersection des deux courbes est appelé point de Fisher.

» Quel critere doit-on retenir ?

Si I’on dispose d’un taux d’actualisation pertinent, on ne retient que le
critere de la valeur actuelle nette car le taux de rentabilité interne n’in-
forme que sur la rentabilité éventuelle des projets.

Le taux de rentabilité interne est intéressant tout de méme car il ne
dépend que des données intrinseques du projet et non du choix d’un taux
d’actualisation. Ce parametre pourra alors étre considéré dans un second
temps si I’on manque d’informations pour calculer un taux d’actualisa-
tion pertinent.

» Pourquoi les criteres de VAN et de TRI sont-ils parfois discordants ?

La cause principale pour des projets de durées identiques est la réparti-
tion des bénéfices au fil des années. Une répartition tres différente entre
deux projets peut entrainer une discordance entre la VAN et le TRI.

b) Projets d’investissements différents

Pour comparer des projets d’investissements différents, on calcule I’in-
dice de profitabilité. L.’ indice de profitabilité permet d’€valuer pour un
euro investi quel projet rapporte le plus. On formalise le calcul de I'in-
dice de profitabilité ainsi :

VAN + [
I/

1=

Remarque : un projet n’est acceptable que si son indice de profitabilité
est supérieur a 1.
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Exemple

Un projet A d’investissement 1 000 € a une valeur actuelle nette de
600 €. Un projet B d’investissement 3 000 € a une valeur actuelle nette
de 800 €. Quel projet choisir ?

On calcule I'indice de profitabilité de chacun de ces projets :

600 + 1000 3 000 + 800
[Ty = * =1,6 et Ilg = + = 1,27
1000 3000

ainsi 'on a [14 > Ilg, ce qui indique une préférence pour le projet A.

Indice de profitabilité global

Un indice de profitabilité global peut aussi étre calculé par la formule

VANG + 1
o = % lorsque VAN # VANG.

¢) Projets de durées différentes

Il n’est pas possible de comparer des projets de durées différentes par
une simple comparaison des valeurs actuelles nettes. En effet, la VAN
n’a un sens que pour une durée déterminée, or un projet long est plus ris-
qué qu’un projet court. On cherche par conséquent une période com-
mune aux deux projets sur laquelle il est possible de les comparer.

Considérons le projet A d’une durée de 2 ans et de valeur actuelle nette
200 € au taux de 10 % et le projet B d’une durée de 3 ans et de valeur
actuelle nette de 300 € au taux de 10 %. Quelle période choisir ?

Il n’est pas envisageable de considérer une période durant laquelle I'un
des deux projets n’est pas completement réalisé car les gains engendrés
par un projet ne sont pas répartis régulicrement dans le temps. Ainsi un

0 1 2 3 4 5 6
| | | | | | |
| | | | | | I
Années
|‘ Projet A “ Projet A B Projet A
A A )
VAN(A) VAN(A) VAN(A)
Projet B Projet B
Iy N

VAN(B) VAN(B)
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demi-projet n’implique pas nécessairement un demi-investissement et
des demi-gains. On choisit au contraire de réaliser plusieurs fois de suite
les projets A et B jusqu’a trouver une période commune utile a la com-
paraison. Dans cet exemple, la période commune est de 6 ans. En 6 ans
on peut réaliser 3 fois le projet A ou 2 fois le projet B.

réalise 3 fois le projet A (ou 2 fois le projet B) simultanément, or on envisage les pro-
jets successivement de maniére a occuper une période commune de 6 ans.

i Comparer 3 X VAN(A) et2 X VAN(B) ;cette comparaison n'a un sens que si l'on

La valeur actuelle nette est la valeur du projet au moment de l'investissement ; par
conséquent il est nécessaire d'actualiser les valeurs actuelles nettes des projets qui
ne commencent pas a la date 0. La comparaison doit donc se faire entre

VAN(A)  VAN(A) VAN(B) .
VAN(A) + — + — et VAN(B) + —-. Numeériguement, on a, au
A+ 0+ n (1+1)3
VAN(A)  VAN(A) 200 200
taux 10 % , VAN(A) + — + — =200+ — + —— = 501,89 € et
A+ 1+ 1.2 11
VAN(B) 300
VAN(B) + =300 + — = 525,39 €.

(1 +0® 1,1

Le projet B est donc plus intéressant que le projet A.

Comparer des projets de durées différentes

¢ La méthode pour comparer des projets de durées différentes se schématise ainsi :

1.Recherche d'une période commune de comparaison.
2. Actualisation des valeurs actuelles nettes des projets successifs.
3.Comparaison des résultats.

Comment déterminer la période commune de comparaison ? Toute période multiple
a la fois de la durée du projet 1 et de la durée du projet 2 est valable pour réaliser
la comparaison. Cependant, pour la rapidité des calculs on préférera le Plus Petit
Commun Multiple (PPCM) des deux périodes.

Cette méthode est-elle réaliste ? Si I'on considére trois projets de durées respectives
3ans, 11 ans et 13 ans, la période commune de comparaison est de 429 ans. Cette
durée n'est pas un horizon réaliste de prévision pour une entreprise ; elle n‘est en
réalité pertinente que lorsque la période commune n'excéde pas 20 ans.

5.3 PRISE DE DECISION EN AVENIR INCERTAIN

La prévision des bénéfices a venir est liée a un environnement dont une
entreprise ne maitrise pas I’ensemble des parametres. Généralement une
entreprise envisage trois hypotheses de gains a venir ; une hypothese
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pessimiste ; une hypothése moyenne ; et une hypothese optimiste. Pour
un maximum de sécurité, un projet est retenu si I’hypothese pessimiste
permet une valeur actuelle nette positive a un taux d’actualisation fixé.
Si I’hypothese pessimiste ne permet pas une rentabilité du projet, celui-
ci n’est pas nécessairement rejeté, le choix de réaliser ou non le projet
dépend de la prise de risque envisageable pour la société.

En effet, généralement chacune des hypotheses n’est pas équiprobable,
on peut estimer une probabilité associée a chacune d’entre elles et cal-
culer une valeur actuelle nette moyenne et I’écart type de la valeur
actuelle nette.

En probabilité, la formule de I’espérance d’une variable aléatoire est :

E(X)=) xipi

=1

la variance se détermine par la formule

n
V(X) = E(X?) — (E(X))? avec E(X?) = le-ng
i=I
L’ écart type est la racine carrée de la variance. L’espérance mesure une
tendance centrale de la variable ; I’écart type mesure une tendance a la
dispersion de la variable. L'importance de I'écart type est a relativiser
par rapport a I’espérance par un calcul de coefficient de variation :
écart type
cy — Seartiype
espérance

Un projet est généralement retenu lorsque sa valeur actuelle nette
moyenne est positive. La valeur actuelle nette moyenne se calcule a I’ai-
de de I’espérance des gains a venir :

EOVAN) = E (14— p 2
- 1+ (14 i)2 (1+4i)3
+ + Bn—l Bn+R
B A 4

Si les variables représentant les bénéfices d’une année a 1" autre sont indépen-
dantes alors la valeur actuelle nette moyenne se détermine par la formule :

E(B)) E(B,) E(B3)
L+i 4+ (i)
E(Bp—) E(B,) + E(R)
et (1+0)"

E(VAN) = —1 +
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La variance de la valeur actuelle nette est :

vmmo:v(—k+‘& 42, B
1+ (141i)? (1+1i)3
Bn—l Bn+R
LT T (1+i)")

Si les variables des bénéfices sont indépendantes, alors

V(B) V(B,) V(B3)

(1+1i)? I+  A+0)°
V(Bn-1) V(B, + V(R)
(1+i)"2 (1417)%

V(VAN) =

+...+

L’ écart type de la valeur actuelle nette est la racine carrée de la variance :

o (VAN) = /V(VAN)

Remarque : 7 n’est pas dans I’expression de la variance car / n’est pas
une variable aléatoire mais une donnée du probleme. Ainsi il n’y a pas
d’incertitudes sur 7 et sa variance est nulle.

Exemple

Supposons un projet d’un investissement de 1 000 €, qui rapporte dans
une hypothese pessimiste 800 € dans un an, ou 1 500 € dans un an avec
une hypothese optimiste. L'hypothese optimiste a 50 % de chance de se
réaliser et I’on envisage un taux d’actualisation de 10 %. Que pensez-vous
de ce projet ?

L’espérance du gain I'année 1 est E(B;) = 0,5 x 8004 0,5 x 1500
= 1150 €. La valeur actuelle nette moyenne a 10 % est donc

1150
E(VAN) = —1000 4

y

moyenne le projet est rentable. La variance du gain I'année 1 est

V(B;) = 0,5 x 800% + 0,5 x 1500%> — 1 150%> = 122500 . La variance de
122500
12

I’écart type de la valeur actuelle nette est o (VAN) = /101240 = 318,18.
Cet écart type est tres important, il est plus grand que la moyenne comme

318,18
I’indique le coefficient de variations : CV = a5 7 > 1. Le pro-

= 45,45 €. Cet indicateur est positif, en

la valeur actuelle nette est donc de V (VAN) = = 101 240, ainsi

jet est donc tres risqué.
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En pratique il n’est pas toujours envisageable d’attribuer une probabilité
a un scénario. Selon le comportement de I’entreprise vis-a-vis du risque,
elle peut utiliser différentes stratégies de prises de décision.

Les stratégies de prises de décision sont nombreuses en contexte incer-
tain. Considérons deux projets d’investissement de méme investissement
et d’une durée de deux ans.

Le premier projet génere une perte de — 100 € la premiere année et un
gain de 900 € la seconde année. Le second projet génere une perte de
— 200 € la premiere année et un gain de 1 100 € la seconde année. Voici
plusieurs stratégies classiques.

» La stratégie de Wald

L’entreprise privilégie le projet qui engendre une perte éventuelle mini-
male. Cette stratégie favorise le premier projet dont la perte, la premiere
année, est plus faible que la perte du second projet.

Cette stratégie est une stratégie de sécurité.
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» La stratégie du gain maximal

L’entreprise privilégie le projet qui réalise le gain éventuel le plus impor-
tant. Le second projet serait choisi car son gain, la seconde année, est
plus important que celui du projet 1.

Cette stratégie est plus risquée mais peut conduire a un projet éventuel-
lement plus rentable.

» La stratégie du regret maximal minimal

L’entreprise évalue chaque année I’écart entre le meilleur des gains et le
gain de chaque projet. Elle privilégie en fin de compte le projet qui a le
plus petit regret maximal.

Projet Année 1 | Année?2 Ecart année 1 Ecart année 2 Regret maximal
1 -100€ 900 € - 100-(-100)=0€ |1100-900=300€ 300€
2 -200€ 1100€ | -100-(-200)=100€| 1100-1100=0€ 100 €

Copyright © 2011 Dunod.

Le projet 2 est donc privilégié avec cette stratégie.
» La stratégie de Laplace

L’entreprise privilégie le projet dont la moyenne arithmétique des gains est
—100 + 900

la plus élevée. Pour le projet 1 la moyenne est de > =400 €
, —200 + 1100
et pour le projet 2 la moyenne est de > = 450 €.

Le projet 2 est donc privilégié avec cette stratégie.
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g POINTS CLEFS

» Critéres d'aide a la décision :

Eléments Interprétation Critere de choix

Valeur actuelle nette Mesure de la rentabilité VAN >0
d'un projet relativement
a un taux d'actualisation

Taux de rentabilité |Informe du taux d’actualisation maximal| TR/ > CoUt du capital

interne acceptable pour envisager le projet
Indice de profitabilité Mesure la rentabilité d'un projet Im>1
pour un euro investi
Délai de récupération| Indique la date a partir de laquelle Délai de
le projet commence a étre rentable récupération minimal
» Formules:

—Valeur actuelle nette ;

VAN = 1 + B1,+ 82.2+ 83,3+...+ B”f11+B”+_R
1+i (1+i)= (1+)) (1+)H"1  (1+0)"

— Taux de rentabilité interne :

By , 5B 5+ By gt Bn_1 T+ Bn+8_ 5
1+TRIT A+ TRIZ " (1+TR)) A+ TR T (1 + TR

— Indice de profitabilité :

n=_VAN+I
/
— Délai de récupération : k années et j jours ou
j=_ 360 x V
Virr = Vi

» Sile taux de réinvestissement n'est pas le colt du capital, les formules
précédentes se calculent de maniére globale en actualisant la valeur
acquise au taux de réinvestissement des gains.

» Comparaison de deux projets :

Projets Critéres de choix
Projets de méme durée et de méme En priorité la VAN sinon le TR/
investissement
Projets d'investissements différents L'indice de profitabilité

La valeur actuelle nette actualisée pour
Projets de durées différentes une succession de projets identiques
déterminés sur une période commune
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» En avenir incertain :

- Si I'on connait les probabilités de réalisation des différents scénarios,
on calcule la valeur actuelle nette moyenne et son écart type par les

formules :
E(van) =1+ EB) , EBy) | EBy) |y EBrq)
T+i (1+0)2 (A+)° 7 (14"
LE(B)+E(R)
(1+0)"
et v(van)= Y(B1) , V(B,) | V(B

A+ (1+)* (1+0)°
V(B,_1) | V(Bn)+ V(R)
+(1+i)2”—2+ (1 +7)2"

puis 6(VAN) =/ V(VAN)

— Si ces probabilités ne sont pas connues, on peut développer des stra-
tégies plus ou moins risquées comme la stratégie de Wald, la straté-
gie du gain maximal, la stratégie du regret maximal minimal ou la
stratégie de Laplace.

EXERCICES

v
]
=

(=]

1
Q.
(7))
(]
-

o
c
O
£
O
(7, ]

L

il
(7]
I
b
£
o

5.1 Criteéres de choix

On consideére un projet d’une durée de 4 ans et d’investissement de
10 000 € qui génere des bénéfices de 3 000 € I'année 1 ; de 5 000 €
I’année 2 ; de 3 000 € 'année 3 ; et de 4 000 € 'année 4. Sa valeur rési-
duelle est nulle.

a) Calculer la valeur actuelle nette de cet investissement au taux de 10 %.
b) Déterminer le taux de rentabilité interne de cet investissement.
¢) Calculer le délai de récupération de cet investissement au taux de 10 %.

d) Corriger le calcul de la valeur actuelle nette si 1’inflation est de 2 %
par an.

5.2 Comparaison avec un placement

On considere un investissement de 1 000 € qui rapporte 200 € par an
pendant 6 ans. Sa valeur résiduelle est nulle.

a) Calculer la valeur actuelle nette de cet emprunt au taux de 5 %.
Commenter cette valeur.
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b) Calculer le gain réalisé par un placement sur 6 ans au taux de 5 %.

¢) Calculer le gain réalisé par I'investissement au bout des 6 ans au taux
de 5 %. Ce résultat est-il cohérent avec le calcul de la valeur actuelle
nette ?

5.3 Taux de réinvestissement

On considere un investissement de 1 000 € qui rapporte 200 € par an
pendant 5 ans. Sa valeur résiduelle est de 100 €.

a) Quel coit du capital ne doit-t-on pas dépasser ?

b) Quel est le taux de réinvestissement des gains minimaux si le taux
d’actualisation est de 8 % ?

¢) Déterminer le taux de rentabilité interne global si le taux de réinves-
tissement est de 20 %.

5.4 Comparaison des deux projets

On cherche a comparer deux projets d’une durée de 4 ans, d’investisse-
ment 1 000 € et de valeur résiduelle nulle.

Le projet A rapporte 500 € par an et le projet B rapporte 800 € I’an-
née 1 ; 200 € I'année 2 ; 100 € I'année 3 et 900 € 'année 4.

a) Au taux d’actualisation de 10 %, quel projet choisir ?
b) Calculer le taux de rentabilité interne des deux projets.

¢) Commenter les résultats obtenus.

5.5 Investissements différents

Un premier projet d’investissement de 1 000 € rapporte 500 € par an
pendant 5 ans. Un second projet de 10 000 € rapporte 5 000 € par an
pendant 5 ans. Au taux de 5 %, quel projet vous semble le plus intéres-
sant ?

5.6 Durées différentes

Un premier projet d’une durée de 13 ans a pour valeur actuelle nette
1 100 € au taux de 7 % et un second projet d’une durée de 11 ans a pour
valeur actuelle nette 1 000 € au taux de 7 %. Quel projet vous semble
favorable ?

5.7 Scénarios pour un projet

Un projet d’investissement de 10 000 € d’une durée de 4 ans peut étre
envisagé sous trois scénarios :
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Année 1 Année 2 Année 3 Année 4
Scénario optimiste - 4000€ 5000€ 7000 € 15000 €
Scénario moyen - 5000 € 3000€ 6000 € 10000 €
Scénario pessimiste -6000€ 1 000 € 5000€ 5000 €

Le scénario pessimiste a 20 % de chance de se produire ; le scénario
moyen a 40 % de chance de se produire ; le scénario optimiste a 40 %
de chance de se produire.

Déterminer la valeur actuelle nette moyenne a 8 % et son écart type.

Commenter les résultats.

5.8 Stratégies de choix

On cherche a comparer trois projets ayant le méme investissement et une
durée de 4 ans. Voici les gains envisagés chaque année :

Projet Année 1 Année 2 Année 3 Année 4
A - 400€ 600 € 800 € 1000 €
B - 700€ 800€ 1 000 € 1400€
C -800€ 800 € 800 € 1500 €
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Quel projet va-t-on retenir selon les stratégies de Wald, du gain maximal,
du regret minimal et de Laplace ?

SOLUTIONS
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Exercice 5.1

a) La valeur actuelle nette est donnée par :

3000 5000 3000 4000

VAN = —10000
+ 1,1 + 1,12 + 1,13 1,14

= 1845,5 €
>0

Le projet est donc rentable.

b) Le taux de rentabilité interne se détermine graphiquement par :

3000 5000 3000 4000
—10000 + + + + =0

14 (141i)? (1+i)3 (14i)*
On trouve TRI = 18,11 %.
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¢) Calculons la valeur actuelle nette au taux 10 % chaque année :

3000
Année 1 : VAN = —10000 +

= —7272,73 <0

. 3000 5000
Année 2 : VAN = —10000 + 11 + RY = —-3140,5 <0
Année 3 :

VAN 10000 + 3000 + 5000 + 3000 886,55 < 0

= — = — . <
1,1 1,12 1,13

Année 4 :

VAN 10000+ 3000 + > 000 + 5 000 + 4000 1845,5 <0
e = , <<
1,1 1,12 1,13 1,14

Le délai de récupération est donc compris entre 3 ans et 4 ans. Le nom-

bre de jours est de :

) 360 x Vi 360 x (886,55) )

j=——————— = — = 116,82 jours.
Vie1 — Vi 1845,5 — (—886,55)

Le délai de récupération est donc de 3 ans et 117 jours.

d) Si le taux d’inflation est de 2 %, le taux d’actualisation déflaté est

1,1 x 1,02 — 1 = 12,2 %. Ainsi la valeur actuelle nette corrigée est de
3000 5000 3000 4000

- - -
1,122 1,1222 71,1223 11,1224
=1293,5 €>0.

VAN =—10000+

Exercice 5.2

a) Les gains sont constants chaque année, il est donc possible d’utiliser la
1—1,057°
formule simplifiée : VAN = —1000 4 2OOT = 15,14 €>0.

?

Le projet est donc rentable au taux 5 %. Il est a priori plus intéressant
qu’un placement sur 6 ans au taux 5 %.

b) Le gain réalisé par un placement est le montant des intéréts sur la
durée du placement : 1000 x 1,05% — 1000 = 340,10 €.

¢) L'erreur serait de calculer le gain brut : 6 x 200 — 1000 = 200 € qui
est inférieur au gain du placement et contredit le critere de la valeur
actuelle nette. On suppose au contraire que les gains réalisés par I’in-
vestissement sont placés au taux annuel de 5 %. La valeur acquise des
bénéfices est donc de 200 x 1,05° + 200 x 1,05* 4+ 200 x 1,05° + 200
x 1,05% 4+ 200 x 1,05 + 200 = 1 360,38 €. Le gain réalisé par I’inves-
tissement au bout des 6 ans est donc de 1360,38 — 1000 = 360,38 €.
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Cette valeur est supérieure a celle du placement, ce qui concorde avec le
critere de la valeur actuelle nette positive.

Exercice 5.3
a) On cherche dans cette question a déterminer le taux de rentabilité
interne. Il est donné par la formule :
1—(1+i)™> 100
. + .
i (1+1)°
Apres résolution graphique on trouve TRI = 3,07 %.

0 = —1000 + 200

b) Le taux de réinvestissement minimal est le taux » pour lequel la valeur
actuelle nette globale est positive :

(1+7r)Y —1
r

VANG = —1000 + 1,087 (200 + 100) >0
Cette formule est obtenue en utilisant la valeur acquise d’un versement
constant au taux r. Cette inéquation ne peut se résoudre que graphique-
ment, ainsi I’on trouve r > 15,78 %. Si le coiit du capital est de 8 %, le
projet n’est rentable que si le taux de réinvestissement des bénéfices du
projet est supérieur a 15,78 %.

¢) Le taux de rentabilité interne global i pour un taux de réinvestissement
de 20 % est donné par :

s (1,2° — 1
VANG = —1000+ (1 + i) 200———+100 ) =0

. s (1,2 — 1

Ainsi (1 +1) 200———— + 100 ) = 1000
s 1000

donc (1 +1i) = 127 1 = 0,629596
200——— + 100
0,2 +

1
Par conséquent 1 +i = 0,629596 5 et i =9,70 %

Exercice 5.4

a) Au taux d’actualisation 10 %, le calcul de la valeur actuelle nette per-
met de choisir un des deux projets.

— Pour le projet A :
1—1,1"*
VAN(A) = —1000 + SOOT = 584,93 €
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— Pour le projet B :

VAN(B) = —1000 + 509 + 200 + 109 + 00 582,41 €
N 1,1 1,12 1,13 1,14 7
La valeur actuelle nette du projet A est supérieure a celle du projet B. Le
projet A est donc préférable au taux 10 %.

b) Le taux de rentabilité interne se détermine graphiquement dans les
deux cas.

. 1— 1+
— Pour le projet A : —1 000 + 500 : =0
i
soit TRI(A) = 34,90 %.
— Pour le projet B :
800 200 100 900
—1000 + + + + =0

I+ (1+41i)? (1+1i) (14 i)*
soit TRI(B) = 35,95 %.
Le taux de rentabilité interne du projet B est supérieur a celui du pro-

jet A. Le projet B est donc préférable en considérant uniquement le cri-
tere du taux de rentabilité interne.

¢) Les criteres de valeur actuelle nette et de taux de rentabilité interne ne
sont pas concordants au taux de 10 %. Pour choisir entre les deux pro-
jets, on donne la priorité au critere de valeur actuelle nette.

Exercice 5.5

Le calcul de la valeur actuelle nette indique pour le projet 1 :

1—1,057
VANT = —1000 + 500—5 = 1164,74 €

b

et pour le projet 2 :

1—1,057°
VAN2 = —10000 +5000T = 11647,38 €

bl

Avec le seul critere de la valeur actuelle nette, le projet 2 semble plus
intéressant. Cependant ces deux projets ne nécessitent pas le méme
investissement, le critere de I'indice de profitabilité est donc plus perti-
nent pour comparer ces projets. Pour le projet 1, I'indice de profitabilité
est de :

1164,74 + 1000

1 000

=2,16

1 prm
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et pour le projet 2, I'indice de profitabilité est de :

11647,38 + 10000
[, = = 2,16
10000

On a IT; = IT,, pour un euro investi les deux projets sont donc équiva-
lents.

Exercice 5.6

La méthode pour comparer ces deux projets consiste a déterminer une
période commune de comparaison. Le plus petit commun multiple de 11
etde 13 est 11 x 13 = 143 ans. Cette durée — bien qu’elle ne soit pas un
horizon raisonnable de prévision pour une entreprise — va servir a com-
parer la réalisation de 11 fois le projet 1 et de 13 fois le projet 2. La
valeur actuelle nette de 11 réalisations successives du projet 1 est de :

1100 1100 1100 1100

1,0713 + 1,072><13 + 1’073x13 Tt 130710><13

= 1880,11 €

La valeur actuelle nette de 13 réalisations successives du projet 2 est de :

1000+ 1000 N 1000 - 1000 190408 €
1,071 1,0722 777 1,073 ’

Le projet 2 est donc préférable au projet 1 au taux d’actualisation de 7 %.
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Exercice 5.7

Calculons dans un premier temps I’espérance et la variance du gain
chaque année :

Année 1 Année 2 Année 3 Année 4
Espérance - 4800 € 3400 € 6200 € 11000 €
Variance 560 000 2240 000 560 000 14 000 000

Le mode de calcul est le suivant :
Pour I'espérance ’année 1 :

0,4 x (—4000) + 0,4 x (—5000) 4+ 0,2(—6000) = —4 800 €
Pour la variance I’année 1 :
0,4 x (—4000)? + 0,4 x (=5000)> + 0,2 x (—=6000)* — (—4 800)?
= 560000 €
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La valeur actuelle nette moyenne est donc :

VAN = —10000 +

—4 800

3400

6200

11000

1,08

= 1477.6 €

Cette valeur est positive, le projet est donc rentable en moyenne.

1,082

La variance de la valeur actuelle nette est :

V(VAN) =

560000

224000

1,083

560000

1,08*

14 000 000

1,082

= 10043 235,98
Ainsi I’écart type est de /10043 235,98 = 3169,11 €.

Cet écart type est important comparativement a la moyenne, le projet est
donc en moyenne rentable mais tres risqueé.

Exercice 5.8

1,08*

1,086

1,088

Selon la stratégie de Wald : on privilégie le projet A car sa perte maxi-
male de 400 € est moins importante que celle des autres projets.

Selon la stratégie du gain maximal : on privilégie le projet C car son
gain maximal de 1 500 € est supérieur a celui des autres projets.

Selon la stratégie du regret minimal :

Projet | Kcart année 1 | Kcart année2 | Kcartannée3 | Kcartannée4 |Regret maximal
A |-400-(-400)=0 [ 800 — 600 =200 | 1 000-800 = 2001 500-1 000 = 500 S500€
B —-400 800-800=0 |1 000-1000 = 0|1 500-1400 = 100 J00 €

(- 700) = 300
C — 400 800-800=0 |1 000-800 = 2001 500-1500 = 100 400 €
(—800) = 400
Le projet B est privilégié selon cette stratégie.
Selon la stratégie de Laplace :
_ —400 + 600 + 800 + 1 000
Moyenne du projet A = 2 = 500 €.
—700 + 800 + 1000 + 1400
Moyenne du projet B = 2 =625 €.
: —300 + 800 + 800 + 1500
Moyenne du projet C = =575 €.

Le projet B est privilégié.

4
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Il semblerait que la stratégie du regret maximal minimal et la stratégie
de Laplace conduisent aux mémes conclusions. Ce n’est pas toujours le
cas ; en effet si I’on considere les gains de ces deux projets :

Projet 1 250 € 800 € 350€
Projet 2 500 € 700 € 150 €
_ _ 250 + 800 + 350
La moyenne des gains du projet 1 est de 3 = 466,67 €.
, , 500 + 700 + 150
La moyenne des gains du projet 2 est de 3 = 450 €.

Ainsi le projet 1 est favorisé avec la stratégie de Laplace. L écart maxi-
mal est de 250 € pour le projet 1 et I’écart maximal est de 200 € pour
le projet 2, ainsi I’écart maximal est minimal pour le projet 2 et celui-ci
est alors favorisé.
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Emprunts
obligataires

Connaitre le principe de fonctionnement d'un emprunt obligataire.
Connaitre les éléments de définition d’'une obligation.
Comprendre |le contexte des marchés obligataires.

Savoir calculer un taux de rendement actuariel.

Calculer un colt d’emprunt pour une entreprise.

>
>
>
>
>
>

Construire un tableau d’amortissement avec ou sans prime de
remboursement.

» Connaitre les facteurs de risque tels que la sensibilité et la duration.

6.1 Principe de fonctionnement
6.2 Tableaux d’'amortissement pour les obligations a taux fixe

6.3 Analyse du risque

La différence essentielle entre les emprunts obligataires et les emprunts
indivis est le nombre de préteurs. A I'inverse des emprunts indivis, un
emprunt obligataire concerne plusieurs préteurs pour un unique emprun-
teur. Les emprunts obligataires se font sur les marchés financiers par une
émission d’obligations. Juridiquement, une obligation est un titre de
créance représentatif d’une part du capital prété. L'intérét de faire des
emprunts obligataires pour une société est d’accéder, par le moyen terme
des marchés financiers, a de plus grands volumes de capitaux. Pour le
préteur, I’intérét réside dans la répartition du risque lié a I’emprunt entre
plusieurs individus. Les émetteurs d’emprunts obligataires ne sont pas,
par conséquent, des particuliers mais des entreprises privées et
publiques, des collectivités ou des Etats.
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6.1 PRINCIPE DE FONCTIONNEMENT

Une entreprise souhaite emprunter un capital K sur les marchés finan-
ciers, elle souhaite émettre cet emprunt sous forme de N obligations. La

. K
valeur nominale d’une obligation est R elle représente la part de

capital contenue dans I’obligation.

Le taux nominal est le taux qui permet de calculer les intéréts. Ce taux
peut étre fixe ou variable.

Un coupon est un paiement d’intéréts associé a une obligation a une date
déterminée.

Exemple

Une obligation de 1 000 € remboursée dans 5 ans au taux fixe nominal de
5 % donne droit a un coupon annuel de 0,05 x 1 000 = 50 €.

a) Emission et remboursement

Les modes de remboursement classiques sont — comme pour les
emprunts indivis — le remboursement in fine, le remboursement par
amortissements constants et le remboursement par annuités constantes.

Le marché obligataire étant concurrentiel, pour attirer les investisseurs
une entreprise peut choisir d’émettre ses obligations en dessous du pair ;
autrement dit elle émet ses obligations a une valeur inférieure a la valeur
nominale. Il s’agit d’une prime a I’émission. Les intéréts sont, en revan-
che, calculés a partir de la valeur nominale. Un autre moyen dattirer les
investisseurs est de rembourser les obligations au-dessus du pair ; autre-
ment dit de rembourser chaque obligation a une valeur supérieure a leur
valeur nominale. On parle alors de prime de remboursement.

b) Durée de vie

Le marché obligataire est un marché a long terme. La durée de vie
moyenne des obligations se situe autour de 10 ans pour I’ensemble des
obligations, et de 15 ans pour les obligations d’Etat.

¢) Valeur et cotation des obligations

Les obligations sont des titres négociables pendant leur durée de vie. La
cotation d’une obligation se fait en pourcentage de sa valeur nominale
et non en unité monétaire comme les actions. Cela rend plus facile la
comparaison des obligations entre elles.
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La valeur d’une obligation est évaluée par la valeur actuelle de ses flux
a venir. On actualise les flux a venir a un taux correspondant au risque
de I’obligation.

Exemple

Une obligation de 100 €, de taux nominal 5 % est émise et remboursée
au pair dans 5 ans. Le taux du marché passe a 8 % 1’année 3. Quelle est
la valeur de 1’obligation cette année ?

Les flux de capitaux a venir sont de 5 € dans un an (I’année 4) et de 105 €
dans deux ans (I’année 5). La valeur de I’obligation est donc de :
5 105

= 94,65 €.
1,08 * 1,082

Remarque : dans le calcul d’actualisation, on ne prend pas en compte le
coupon couru I’année de 1I’évaluation.

Si le cours était passé a 3 %, la valeur de 1'obligation serait de

5 105
1,03 T 1,032
rapport au taux nominal) induit une hausse de la valeur de 1’obligation
et, inversement, une hausse des taux induit une baisse de la valeur de
I’obligation.

= 103,83 €. On constate qu’une baisse des taux (par

d) Taux de rendement actuariel

Le taux de rendement actuariel est le taux qui permet d’égaliser la
valeur d’émission et les valeurs actuelles des flux a venir engendrés
par I’obligation.

En notant E la valeur d’émission, R la valeur de remboursement, n la
durée de vie de I’obligation, N le nominal de I’obligation, ¢ le taux nomi-
nal de I’obligation ; le taux de rendement actuariel i d’une obligation est
exprimé par I’équation :

b Nt N Nt - Nt +Nr+R
(1 +10) (14+i)? (14 )1 (14

On reconnait I’expression de la valeur actuelle d’une suite de versement
constant, I’équation se résume ainsi a :

R R R
i (14 i)

E=N
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Remarque : cette équation est analogue a I’équation qui permet de cal-
culer le taux de rentabilité interne pour un projet d’investissement.

Exemple

Une obligation de nominal 100 € au taux nominal de 5 % est émise a
98 € et remboursée dans 5 ans a 105 €. Les flux liés a I’obligation sont
représentés ci-dessous :

| | | | | .

Années

98€ 5€ 5€ 5€ 5€ 110€

Le coupon est de 5 € et la valeur de remboursement est de 105 €, ainsi la
derniere année cette obligation va permettre de gagner 5 4+ 105 = 110 €.
Le taux de rendement actuariel i est donné par :

5 5 5 5 110

98 =
1+ * (14 i)2 + (141)3 + (1 +i)* + (14 i)3

On trouve graphiquement un taux de rendement actuariel de 6,36 %.

Remarque : Il n’est pas surprenant de trouver un taux supérieur au taux
nominal car le taux actuariel prend en compte les primes a 1’émission et
les primes de remboursement qui induisent des plus-values plus impor-
tantes. Si I’obligation avait été €émise et remboursée au pair (a la valeur
nominale) alors le taux de rendement actuariel et le taux nominal
seraient identiques.

Le taux de rendement actuariel représente le taux de rentabilité qu’ob-
tiendrait un investisseur qui acheterait 1I’obligation le jour de son émis-
sion et la garderait jusqu’a son remboursement en réinvestissant les inté-
réts a ce taux actuariel.

Un outil analogue d’évaluation d’une obligation pendant sa durée de vie
est le taux de rendement a I’échéance. Ce taux permet d’égaliser la
valeur d’acquisition d’une obligation et les flux de capitaux a venir. La
formule est analogue a la précédente, la valeur d’acquisition (V,) et la
durée de vie restante k sont les seuls parametres qui different :

tl—(H—i)_k R

V. =N
¢ i i (1+ i)k
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Exemple

Une obligation de nominal 100 € cote 103 %. Son taux nominal est de
5 %, elle sera remboursée au pair dans 2 ans. La valeur d’échange de
I’obligation est donc de 1,03 x 100 = 103 €. Le taux de rendement a

5 105
I’échéance est donné par |'équation : 103 = + . La
par T4 1+i  (14i0)

solution de cette équation est 3,42 %.

On constate d’une autre maniere qu'une hausse de la valeur de I’obliga-
tion induit aussi une baisse du taux de rendement a 1I’échéance par rapport
au taux nominal. Si la valeur d’une obligation augmente, elle coflitera
davantage, tout en ayant des gains a venir fixés par son taux nominal et sa
valeur nominale. On comprend que sa rentabilité diminue.

Cas particulier. Les obligations zéro-coupon ne donnent pas droit a des
intéréts. Elles sont émises en dessous de la valeur de remboursement. Seul
I’écart entre I’émission et le remboursement permet d’envisager des gains.

Il est possible d’évaluer analytiquement le taux de rendement actuariel
pour ce type d’obligations. Notons E la valeur d’émission, R la valeur de

remboursement au bout de n années et i le taux de rendement actuariel.
Ona:

E

B . R | (R\T
E_W,amm(l—l—l) —?douz— — —1

e) Risques des obligations

Les principaux risques des obligations sont les suivants :

» Le risque de défaut de I’émetteur. Si I’émetteur de I’obligation dépo-
se le bilan, le détenteur de son obligation prend le risque de ne pas étre
remboursé du capital de 1’obligation.

» Le risque de liquidité. Un manque d’acheteurs sur un marché rend
impossible la vente d’une obligation et contraint le détenteur de I’obli-
gation a la conserver.

» Le risque de taux. Une hausse des taux du marché induit une baisse
de la valeur de I’obligation et par conséquent une impossibilité de faire
une plus-value en la revendant. Un moyen d’éviter le risque de taux est
de conserver I’obligation jusqu’a son remboursement.

Remarque : les obligations sont des titres réputés moins risqués que les
actions ou les autres produits financiers.
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f) Fiscalité des obligations

Pour un souscripteur, il est nécessaire de distinguer deux types de gains
liés aux obligations.

Les revenus concernent les coupons et éventuellement la prime de rem-
boursement. Ces revenus sont taxés a 30,1 % dont 12,1 % de préleve-
ments sociaux.

Les plus-values réalisées lors d’une vente de 1’obligation avant le rem-
boursement sont imposables a 30,1 % seulement si le total des plus-
values sur I’année dépasse 25 730 €.

g) Cout actuariel

Le coiit actuariel est le colt subi par I’émetteur de 1’obligation en
prenant en compte I’ensemble des frais liés a I’obligation.

On parle de colit actuariel net si, parmi ces frais, on compte les impdts ;
I’on parle de coit actuariel brut sinon. Le cofit actuariel est une donnée
importante pour I’entreprise. Il s’agit de son taux réel d’emprunt. Notons
VE la somme dont dispose I’entreprise juste apres 1’émission et le paie-
ment des frais d’émission, Fy, Fa, - -+, F, les flux d’argent liés au rem-
boursement de I’emprunt. Le cofit actuariel i de I’emprunt est donné par
I’équation :

Fi F, F,

Vi — e
E=T Y ar Tt ag

Exemple

Soit un emprunt in fine de 1 000 obligations émises et remboursées au pair
a 1 000 € au taux nominal 8 % dans 5 ans avec des frais a I’émission de
2 € par obligation et des frais de remboursement de 3 € par obligation.
Le cout actuariel de cet emprunt (en ne prenant en compte que ces don-
nées) est fixé par :

80 x 1000 4 80 x 1 000 4+ 80 x 1000

1+ (I+10)? (1410)3
80 x 1000 + (1000 + 80 + 3) x 1000
(1+4i)* (1+1i)

Le colt actuariel de cet emprunt est donc de 8,10 %.

1 000(1 000 — 2) =

Remarque : pour un emprunt in fine, le nombre d’obligations n’est pas
un parametre déterminant du colit actuariel de I’emprunt.
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h) Les obligations assimilables au Trésor

Les obligations assimilables au Trésor (OAT) sont les obligations émises
par I’Etat francais sur les marchés financiers.

L’Etat est le principal émetteur d’obligations. Les obligations d’Etat ont
une durée de vie comprise entre 7 ans et 50 ans. Elles sont a taux fixe
majoritairement et sont — jusqu’a présent — tres bien évaluées par les
agences de notation.

6.2 TABLEAUX D’AMORTISSEMENT POUR LES OBLIGATIONS
A TAUX FIXE

La gestion d’un emprunt obligataire a taux fixe est programmable pour
une entreprise. Les €léments de détermination du remboursement sont
plus complexes que dans les emprunts indivis car il n’est possible de
rembourser qu'un nombre entier d’obligations a chaque période. Par
exemple, pour un emprunt de 3 000 obligations sur 7 ans, il n’est pas
possible de réaliser un remboursement par amortissements parfaitement
constant dans la mesure ou 3 000 n’est pas divisible par 7. Les primes
éventuelles de remboursement sont aussi a prendre en compte.
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Les remboursements in fine sont les plus simples a gérer car I’ensemble
des obligations est remboursé en fin d’emprunt. En revanche, les
emprunts par amortissements constants et par annuités constantes sont a
¢tudier spécifiquement.

Remarque : pour les remboursements par annuités constantes ou par
amortissements constants, 1’ordre de remboursement des obligations est
généralement fixé par un tirage au sort. Ainsi un investisseur ne sait pas
nécessairement quand son obligation sera remboursée au moment de
I’achat.

a) Amortissement constant

Considérons un emprunt sur 7 ans de 3 000 obligations d’un nominal de
100 €, émises a 98 € au taux nominal de 5 % et remboursées a 105 €
par amortissement constant.

Le nombre d’obligations remboursées annuellement ne peut étre cons-

tant car ~ 428,57. On cherche donc a égaliser au mieux le nom-

bre d’obligations remboursées par an. On rembourse alors alternative-
ment 428 obligations ou 429 obligations chaque année. On teste les dif-
férentes possibilités.
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Nombre Nombre Nombre

de remboursement de remboursement d’obligations

de 428 obligations de 429 obligations remboursées au total
0 7 0 x 428 +7 x 429 = 3 003
1 6 1 x 428 46 x 429 = 3 002
2 5 2 x 428 +5 %429 =3 001
3 4 3 x 428 4+ 74 x 429 =3 000
4 3 4 x 428 +3 x 429 =2999
5 2 S x 42842 x429 =2998
6 1 6 x 428 + 1 x 429 =2 997
7 0 7 x 428 40 x 429 = 2 996

La seule possibilité pour rembourser 3 000 obligations est de rembour-
ser 3 fois 428 obligations et 4 fois 429 obligations. Afin de bien répartir
le remboursement des obligations, on commence par rembourser 429
obligations I’année 1.

La prime d’émission ne concerne pas les remboursements ; cependant il
est utile de prendre en compte la prime de remboursement de 5 € par
obligation.

Le tableau de remboursement se présente ainsi (voir page suivante).

[’amortissement est égal a 100 fois le nombre d’obligations rembour-
sées. La prime est de 5 fois le nombre d’obligations remboursées.
[ annuité est la somme des intéréts, de I’amortissement et de la prime.

A partir de ce tableau, on peut calculer le cofit actuariel de 1’emprunt
pour I’entreprise :

0 1 2 3 4 5 6 7
| | | | | | | | »
| | | | | | | | g

294000 € 060045€ 57795€ 55760€ 53510€ 51475€ 49225€ 47190 €

[’année O I’entreprise recoit des souscripteurs 3 000 x 98 = 294 000 €,
elle rémunere ensuite les souscripteurs par les annuités calculées précé-
demment. Le cotit de I’emprunt i est donné par :

ronop_ S004S | STT95 55760 53510 51475
B N (R A O A (R
49 225 47 190

* (14+10)8 + (1+1i)?

On trouve graphiquement un colt actuariel de I’emprunt de 6,78 %.
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o

Remarque : Le coiit de I’emprunt est supérieur au taux nominal du fait
de la prime d’€mission et de la prime de remboursement.

b) Annuités constantes

Considérons le méme emprunt de 3 000 obligations de nominal 100 €
au taux nominal de 5 % sur 7 ans par annuités constantes. Les obliga-
tions sont émises a 98 €. Nous allons considérer le cas ou elles sont rem-
boursées au pair (sans prime de remboursement) et le cas ou elles sont
remboursées avec une prime de remboursement de 5 € par obligations.

Sans prime de remboursement

Calculons dans un premier temps I’annuité théorique de remboursement.
Par application de la formule des annuités constantes sur un capital de
300 000 € au taux de 5 % sur 7 ans, on trouve une annuité de :

300 000 x 0,05
A= = 5184595 €
1—1,0577

Considérons la ligne 1 du tableau d’amortissement : I’annuité théorique
est de 51 845,95 €, les intéréts sont de 5 % du capital restant 2 rem-
bourser a savoir 0,05 x 300 000 = 15000 €. L’ amortissement théo-
rique est la différence entre I’annuité théorique et les intéréts. Ainsi I’a-

mortissement théorique est de 51 845,95 — 15 000 = 36 845,95 €. Cet

. . 36 845,95
amortissement théorique permet de rembourser —100 368,46

obligations. Or les obligations sont indivisibles. On doit donc arrondir
cette valeur a I'entier le plus proche et ne rembourser en fait que 368
obligations. L’amortissement réel est donc de 368 x 100 = 36 800 €.
L’annuité réelle est ainsi de 36 800 4 15 000 = 51 800 €. On constate
une différence entre ['annuité réelle et I'annuité théorique de
51800 — 51 845,95 = —45,95 €. On cherche donc a compenser cette
lacune de remboursement en augmentant I’annuité suivante. L’annuité
théorique, la seconde année, sera de 51 845,95 4+ 45,95 = 51 891,89 €.
Le tableau se complete alors en respectant les relations suivantes :

Annuité théorique I'année n
= Annuité théorique initiale - Différence de I'année (n - 1)

Capital restant I'année n
= Capital restant I'année (n - 1) - Amortissement réel I'année (n - 1)

Amortissement théorique = Annuité théorique - Intéréts

o Amortissement théorique . .
Nombre d'obligations = _ ——— (arrondi a l'entier)
Nominal d’une obligation
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Amortissement réel = Nominal d’une obligation x Nombre d’obligations
Annuité réelle = Amortissement réel + Intéréts

Différence = Annuité réelle - Annuité théorique

Remarque 1 : Pour calculer I’annuité théorique, on n’utilise pas 1’an-
nuité théorique de I'année précédente mais 1’annuité théorique initiale-
ment calculée par la formule des annuités constantes.

Le tableau est complété ainsi (voir page suivante).

Remarque 2 : la dernicre année, le nombre d’obligations remboursées
, 49 296,89 ..

devait €tre 493 car —Too ~ 493. On choisit de rembourser pour-

tant 494 obligations car il s’agit de la derniere année de remboursement

et I’on souhaite voir I’ensemble des obligations remboursées. Un écart

d’une ou deux obligations est possible en fin de tableau. I1 faut alors cor-

riger cet écart pour rembourser I'intégralité de I’emprunt.

Avec prime de remboursement

Le principe général de construction du tableau est le méme sauf que 1’an-
nuité prend en compte non seulement les intéréts et I’amortissement
mais aussi la prime de remboursement.

On calcule dans un premier temps un taux d’intérét qui permettrait de trou-
ver les mémes intéréts mais avec une valeur de remboursement supérieu-
re. Les intéréts la premiere année sont de 3 000 x 100 x 0,05. La valeur
de remboursement des obligations est de 105 €, et le taux considéré i est
donné par I’équation 3 000 x 100 x 0,05 = 3 000 x 105 x i ainsi :

100

| = —— x 0,05 =0,047619
105

La formule générale pour calculer ce taux est :

_ Nominal de 1'obligation _
1= — x Taux nominal
Valeur de remboursement de 1'obligation

On peut ainsi calculer une annuité théorique avec ce taux qui prenne en
compte la prime de remboursement sans modifier le calcul des intéréts.
L annuité théorique est de :

3000 x 105 x 0,047619
A= = 53969,50 €
1 —1,047619~7
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~

On complete le tableau de la méme maniere que précédemment en
incluant la prime.

La prime sert aux formules suivantes :

Annuité réelle = Amortissement réel + Intéréts + Prime

e (Amortissement + Prime) théorique e
Nombre d'obligations = (arrondi a l'entier)
Valeur de remboursement

Prime = Prime d’une obligation x Nombre d’obligations.

Le tableau est complété ainsi (voir page suivante).

6.3 ANALYSE DU RISQUE

Certains outils permettent d’évaluer le risque d’une obligation a taux
fixe ; la duration et la sensibilité en sont les principaux.

a) Duration

La durée de vie d’une obligation est un parametre majeur lors de 1’éva-
luation du risque. Plus une durée de vie est importante, plus 1’obligation
—a priori — estrisquée. Il est essentiel de prendre en compte aussi les flux
intermédiaires liés a une obligation. Pour cela, on calcule la duration.

La duration est la moyenne arithmétique des durées pondérées par les
flux actualisés au taux du marché.

Mathématiquement, la duration s’exprime ainsi :

Zk x Fr(14+i)7%

k=1

n
Y R+
k=1

D =

avec Fy le flux engendré par I’ obligation dans une durée k et i le taux du
marché.

Remarque : la duration peut se calculer pour une obligation comme
pour un emprunt obligataire dans son ensemble.

Le calcul de la moyenne des flux non actualisé semblerait aussi mesurer
une idée de délai de récupération et donc pourrait €tre un élément de
mesure du risque. Si les flux ne sont pas actualisés, le taux n’est pas pris
en compte et donc on ne prend pas en compte le risque de taux. Le
calcul de duration prend en compte le taux, on a la relation suivante entre
le taux et la duration :
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— Si le taux augmente alors la duration diminue.

— Si le taux diminue alors la duration augmente.

Exemple

Considérons une obligation de nominal 100 € au taux fixe nominal de
5 % émise a 98 € et remboursée dans 5 ans a 102 €. Les flux financiers
liés a cette obligation sont les suivants :

Années

-8 € 5€ 5€ 5€ 5€ 107 €

Supposons que le taux du marché demeure constant a 5 % pendant toute
la durée de vie de I’obligation. On calcule ainsi la duration I’année O :

Années Flux | Flux actualisés | Flux actualisés X Durée

1 5€ 476 € 4,76

2 5€ 4,54 € 9,08

3 5€ 431 € 12,93

4 5€ 4,11 € 16,44

5 107 € 83,84 € 419,20
Total 101,56 € 462,41

p= 224 55 ans.
101,56

La duration est toujours inférieure a la durée de vie restante de 1’obliga-
tion. Plus la duration est grande plus I’obligation est risquée.

Si I’on anticipe une hausse des taux, le cours de I’obligation va baisser ;
une faible duration est donc préférable. Le raisonnement est inverse dans
le cas d’une baisse des taux.

Remarque : pour les obligations zéro-coupon, la duration est égale a la
durée de vie puisqu’il n’y a pas de flux intermédiaires avant le rembour-
sement.
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b) Sensibilité

La sensibilité est la variation du cours d’une obligation lorsque le taux
du marché obligataire augmente d’un point.

Mathématiquement, la sensibilité se calcule a partir de la duration selon
la formule :

I
(1+1)

Avec les données précédentes, on trouve :

4,55
§S=— = —4,33
1,05
Cela signifie que si le taux du marché augmente de 1 %, le cours de
I’obligation va baisser de 4,33 % et inversement si le taux du marché

baisse de 1 %, le cours de I’obligation va monter de 4,33 %.

La sensibilit¢ mesure le degré d’exposition au risque de taux d’une
obligation.

Remarque : Plus la duration est courte plus la valeur de la sensibilité est
faible et plus la sensibilité est faible moins I’obligation est sensible aux
variations de taux, et donc moins I’obligation est risquée.

g POINTS CLEFS

» Une obligation a taux fixe est déterminée par sa valeur nominale, son
taux nominal, sa valeur d'émission, sa valeur de remboursement et sa
durée de vie.

» Un emprunt obligataire est réalisé sur les marchés financiers par
I’émission de plusieurs obligations. Les modes de remboursement
classiques sont le remboursement in fine, le remboursement par
amortissement constant et le remboursement par annuités constan-
tes.

» Le taux de rendement actuariel est le taux obtenu en égalisant la

valeur d’acquisition d’'une obligation et les flux a venir que celle-ci va
engendrer par I'équation :

1—@+)" R

E = Nt +
i 1+
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De facon analogue le taux de rendement a I'échéance est exprimé
par :
1—(1+)k R

V, = Nt +
2 i (1 + )k

Le colt actuariel est le taux de revient de 'emprunt pour I'entreprise
émettrice d’obligations, il est donné par I'équation :

F Fs Fn
+ et
1+i (14103 (1 + )"

Dans les tableaux d’amortissement, les contraintes de ne rembourser

qu'un nombre entier d’'obligations et d'avoir une prime de rembour-
sement induisent de nouvelles relations a respecter :

— Annuité théorique l'année n = Annuité théorique initiale -

Différence de I'année n - 1.
(Amortissement + Prime) théorique

— Nombre d'obligations =
I'entier).

(arrondi a
Valeur de remboursement

— Amortissement réel = Nominal d'une obligation x Nombre d’obliga-
tions.

— Prime = Prime d’une obligation x Nombre d'obligations.

— Annuité réelle = Amortissement réel + Intéréts + Prime.
Les risques liés aux obligations sont le risque de contrepartie, le risque

de liquidité et le risque de taux. Le risque de taux est le risque de voir
les taux du marché augmenter et d’induire, du fait de I'actualisation,
une baisse de la valeur des obligations.

La sensibilité et la duration sont des facteurs d'évaluation du risque de
taux.

n
Z kX Fe(1+1)*

k=1

n
D Rt
k=1

— La duration est déterminée par D =

— La sensibilité est déterminée par S = — o
+ 1
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6.1 Valeur d’échange

Soit une obligation de nominal 1 000 €, au taux nominal 7 %, émise au
pair et remboursée au pair in fine dans 8 ans. Une premiere personne
achete cette obligation a I’émission pour la revendre a une seconde per-
sonne apres paiement du 3¢ coupon quand le taux du marché est a 9 %.
Cette seconde personne vend I’obligation apres paiement du 6° coupon
au moment ou le taux du marché esta 5 %.

a) Représenter sur un axe les flux prévisibles li€s a cette obligation.

b) Déterminer les valeurs d’échange et la cotation de I’obligation a
chaque achat.

¢) Quel est le taux de rendement a I’échéance au moment de chaque
achat ?

d) Quel est le taux de rendement de I’opération effectuée par le second
acheteur ?

6.2 Amortissement constant

Soit un emprunt de 1 000 obligations de nominal 100 € au taux nomi-
nal de 6 %, émises a 97 € et remboursées a 105 €. Cet emprunt est rem-
boursé par amortissement constant en 6 ans.

a) Construire le tableau d’amortissement de cet emprunt.
b) Déterminer le colit actuariel de cet emprunt pour I’entreprise.

¢) Déterminer le taux de rendement actuariel pour un souscripteur dont
I’obligation est remboursée au premier tirage.

d) Méme question pour une obligation remboursée au dernier tirage.

e) Calculer la sensibilité et la duration de cet emprunt au taux 6 %.

6.3 Evolution en fonction des taux

Soit une obligation a taux fixe 5 % et de valeur nominale 1 000 € émise
et remboursée au pair dans 5 ans.

a) Calculer la valeur actuelle a I’émission, la duration et la sensibilité de
I’obligation pour des taux sur le marché obligataire variant de 1 % a
10 %.

b) Représenter graphiquement 1’évolution de la valeur actuelle, de la
duration et de la sensibilité en fonction des taux sur le marché obliga-
taire.
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6.4 Prise en compte des frais

Soit un emprunt obligataire de 10 000 obligations de nominal 500 €,
émises a 499 € au taux nominal de 5 % et remboursée in fine dans
10 ans a 510 €. Pour I'entreprise, les frais d’émission sont de 5 € par
obligation, les frais li€s au paiement du coupon sont de 2 % du coupon,
et les frais de remboursement sont de 4 € par obligation.

a) Déterminer le taux de rendement pour un souscripteur.

b) Déterminer le coiit de revient pour I’emprunteur.

6.5 Annuités constantes

Une société émet un emprunt obligataire d’une durée de 5 ans, au taux
de 8 %. Les 6 000 obligations émises ont une valeur nominale de 100 €.
Le prix d’émission est fixé a 99 €. Le remboursement s’effectue au
moyen d’annuités constantes, le prix de remboursement de chaque obli-
gation étant de 105 €.

ot
o
Q
&
2 wn
o 2
L B ot
S 9
Q >
3.5
-1 o

a) Dresser le tableau d’amortissement de cet emprunt.

b) Calculer le cofit actuariel de I’emprunt.

¢) Déterminer le taux de rendement actuariel d’une obligation rembour-
sée au dernier tirage avec prise en compte d’une fiscalité¢ de 30,1 % de
prélevement sur les revenus.

SOLUTIONS

Exercice 6.1

a) L'obligation donne droit a des coupons annuels de 70 €. Les flux liés
a cette obligation se représentent ainsi :

0 1 2 3 4 5 6 7 8

I I I I I | | I I >
I I I I I [ I I I -

Années

-1000€ 70€ 70 € 70 € 70 € 70 € 70 € 70€ 1070€

| | |

1°" achat 2™ achat 3% achat

b) Au premier achat I’obligation est a sa valeur d’émission soit
1 000 €, il s’agit aussi de sa valeur nominale donc sa cotation est de
100 %. Au deuxieme achat la valeur d’échange de I’obligation est la
valeur actuelle au taux du marché de 9 % des flux a venir :
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70 70 70 70 1070

- - - -
1,09 1,09 1,099 1,094 1,095

1—1,097° 1 000
=70 + = 92221 €
0,09 1,093

922,21

=92,22 %. Au moment du
1 000

70
1,05

Sa cotation est donc de

troisieme achat la valeur d’échange de I'obligation est de

1070 . 1 037,19
= 1037,19 €. Sa cotation est de —— = 103,72 %.
1,052 1 000

¢) Au moment du premier achat le taux de rendement est de 7 %, 1l est
identique au taux nominal car I’émission et le remboursement s’effec-
tuent au pair. Au moment du deuxieme achat de I’obligation a 922,21 €,
le taux de rendement a I’échéance est donné par :

1 — (1407 1 000

; + ;

i (1+4+1i)°
Par identification avec la question précédente, la solution de cette équation
est de 9 % soit le taux du marché. De méme, au moment du troisieme achat

le taux de rendement a I'échéance sera de 5 % soit le taux du marché.
Ainsi, le taux de rendement a I’échéance est fixé par le taux du marché.

922,21 =70

d) Le second acheteur acquiert 1’obligation a 922,21 € pour la revendre
3 ans plus tard a 1 037,19 € en ayant gagné 3 coupons de 70 €. Le taux
de rendement de son opération est donné par :

N 70 n 70 + 1 037,19
14 (1+1i)? (1+10)°
La solution graphique de cette équation est 11,31 %. Ce taux de rende-

ment, tres important, est permis par la diminution du taux du marché
entre ’année 3 et I’année 6.

922,21 =

Exercice 6.2

a) Pour rembourser cet emprunt par amortissements constants, on doit

rembourser le méme nombre d’obligations chaque année. Or

1 000
=~ 166,67, ainsi on remboursera soit 166 obligations soit 167

obligations. On remarque que 166 x 2 4+ 167 x 4 = 1 000 obligations.

Il sera nécessaire de rembourser 4 fois 167 obligations et 2 fois 166 obli-
gations. Pour équilibrer les amortissements, on choisit par exemple de



Solutions 165

rembourser 167 obligations ’année 1 ; 166 obligations ’année 2 ; 167
I’année 3 ; 167 I'année 4 ; 166 I'année 5 ; et 167 I’année 6. La prime de
remboursement est de 5 € par obligation. Le tableau de remboursement

Copyright © 2011 Dunod.

se construit de la facon suivante :

Date | Capital | Intéréts| Amortissements | Prime | Obligations | Annuité
restant
1 100 000 €| 6 000 € 16 700 € 835 € 167 23535 €
2 83300€ | 4998 € 16 600 € 830 € 166 22428 €
3 66 700 € | 4002 € 16 700 € 835 € 167 21537 € 'E
4 50000 € |3 000 € 16 700 € 835 € 167 20535 € qé
5 33300€ | 1998 € 16 600 € 830 € 166 19 428 € " g
6 16 700 €| 1002 € 16 700 € 835 € 167 18 537 € TR
L B ot
. . . o w
b) Le colt actuariel de I’emprunt pour I’entreprise est donné par : o g
97 % 1000 25 535 22 428 + 21537 20 535 8 ;E
x e
140 (402 a+i3 " dxi = =
+ 19 428 18 537
(141) (1410)°

Par résolution graphique, on trouve un cofit d’emprunt de 8,39 %.

¢) Une obligation remboursée au premier tirage est acquise a 97 € pour
étre remboursée a 105 € avec un coupon de 6 €. Le taux de rendement

1054+6 . ) 111
—,anst 1 +i = ——
1+

de cet investissement est donné par 97 = 97

_ 111
et|i=———1>~14,43 %
97
d) Une obligation remboursée au dernier tirage est acquise a 97 € pour

étre remboursée dans 6 ans a 105 € avec un coupon de 6 €

chaque année. Le taux de rendement est donné par
1—(14i)° 105 _
97 =6 : + ——, on trouve graphiquement 7,33 %.
i (I+1i)°

On remarque que le cofit actuariel est compris entre les valeurs du taux
de rendement au premier tirage (le plus élevé) et du taux de rendement
au dernier tirage (le plus bas), il s’agit aussi d’un taux de rendement
actuariel moyen pour I’ensemble de I’emprunt.

e) La duration est la moyenne des durées pondérées par les flux actuali-
sés. On a ainsi :

1 x 23535 x 1,067 +2x22428 x 1,0672+ - -+ 5 x 19428 x 1,067° + 6 x 18 537 x 1,067°

D=
23535 % 1,067 4+ 22428 x 1,0672 4 .- + 19428 % 1,0675 + 18537 x 1,676
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La sensibilité est de § = —

Exercice 6.3

3,19

1,06

Ainsi, une hausse de 1 % des taux entraine une baisse de 3,01 % de la
valeur de I’emprunt.

—3,01

a) L'expression de la valeur actuelle a I’émission est :

Va =50

11—+

1 000

i

L’expression de la duration est :

D=

(141)

Ix50x (1+i) "+2x50x (14+i)24---+5%x 1050 x (1+i)°

La sensibilité est § = —

D

(1+1)

Va

Pour des taux d’actualisation variant entre 1 % et 10 %, on trouve les
résultats suivants :

Taux 1 % 2 % 3% 4% |5% | 6% | 7% | 8% | 9% | 10 %
d’actualisation
Valeur
actuelle 1 194,14/1141,40/1091,59{1044,52( 1000 | 957,88| 918 |880,22|844.,41| 810,46
en euros
Duration
o 4590 | 4579 | 4568 | 4557 |4546] 4535 (4523|4512 | 4,5 | 4489
en années
Sensibilité
en valeurs 4544 | 4489 | 4435 | 4382 |4329| 4278 (4227|4177 | 4 128| 4,08
négatives

b) Représentation graphique de la valeur actuelle en fonction du taux
d’actualisation (voir graphe 1 page suivante).

Représentation graphique de la duration en fonction du taux d’actualisa-
tion (voir graphe 2 page suivante).

Représentation graphique de la sensibilité en fonction du taux d’actuali-
sation (voir graphe 3 page suivante).
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Exercice 6.4

a) Le souscripteur achete I’obligation a 499 €, il recoit 10 coupons de
25 € et son obligation est remboursée a 510 € dans 10 ans. Pour le sous-
cripteur, le taux de rendement actuariel est exprimé par I’équation :

1 —(14i)~ 10 N 510
i (14 )10

499 = 25

Graphiquement on trouve un taux de rendement de 5,18 %.

Remarque : dans cet exercice le nombre d’obligations émises n’est pas
un parametre a prendre en compte dans la mesure ou elles sont toutes
remboursées au méme moment.

b) L’émetteur va percevoir réellement 499 — 5 = 494 € a I’émission, le
coupon a payer est majoré de 2 % de frais ; ainsi chaque année le paie-
ment du coupon reviendra 2 25 x 1,02 = 25,5 €. Le remboursement est
majoré de 4 €, ainsi le remboursement reviendraa 510 44 =514 €. Le
cotit de revient pour I'emprunteur est déterminé par :

1— (1471 514
[ (14 )10

494 = 25,5

Graphiquement on trouve un taux de revient de 548 %. Le colt de
revient est plus important que le taux de rendement du souscripteur du
fait des frais.

Exercice 6.5

a) Le taux a prendre en compte pour calculer les annuités avec prise en
compte de la prime de remboursement en conservant les intéréts est fixé

100
par 105 x 0,08 = 7,619 %. L'annuité théorique de référence de cet
6 000 x 105 x 0,07619 o
emprunt est donc — = 156 206,52 €. Les inté-
1 —(1,07619)—>

réts la premiere année sont de 6000 x 100 x 0,08 =48 000 <€.
L’amortissement et la prime théorique représentent ainsi
156 26,52 — 48 000 = 108 206,52 €. Le nombre d’obligations a rem-

. . 108 206,52 .
bourser la premiere année est : o5 1 030,54. On choisit

donc de rembourser 1 031 obligations qui représentent un amortissement
de 1031 x 100 =103 100 € et une prime de 1031 x5=5155 €.
L’annuité réelle a payer est ainsi de 48 0004 103 10045 155
= 156 255 €. On a donc remboursé 156 255 — 156 206,52 = 48,48 €
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de trop par rapport a I’annuité de référence. On corrige cela en choisis-

sant pour annuité théorique 156 206,52 — 48,48 = 156 158,04 € pour
la seconde année. On poursuit la construction du tableau d’amortisse-
ment sur ce mode (voir tableau page suivante).

b) Le colit actuariel de I’emprunt est fixé par :
156 255 N 156 197 N 156 145 N 156 261 n 156 166
141 (1+i)? (1+i)3 (1+i)* (1+1)>

Ainsi graphiquement on trouve un colt actuariel de 9,88 %.

99 x6000=

¢) La fiscalité de 30,1 % sur les revenus minore le coupon :
8 x (1 —-0,301) =5,592 €

et minore la prime :

5x(1—-0,301) = 3,495 €.

Une obligation remboursée au dernier tirage permet un taux de rendement
exprimé par :

ot
o
Q
&
2 wn
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S 9
Q >
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11—+ 103,495
i (1+i)3

Graphiquement on trouve un taux de rendement de 6,45 %.

99 = 5,592
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OBJECTIFS
YYVYVYYVYY

PLAN

Valeur des actions

Utiliser la valeur actuelle pour estimer la valeur d'un titre.

>

Connaitre les cas particuliers de dividendes constants et de dividendes
en progression géométrique.

Calculer et utiliser le PER.

Comprendre le modéle de Bates.

Savoir calculer le délai de recouvrement d’un investissement.
Calculer la rentabilité d’un titre.

Evaluer les risques d’une action par un calcul de volatilité.

Appréhender le lien entre un titre le marché par un calcul de covariance
ou du coefficient 5.

7.1 Modes d'évaluation

7.2 Risque et rentabilité

Du point de vue d’un investisseur, une action est un titre de propriété qui
donne droit périodiquement a des dividendes. Ces dividendes sont dis-
tribués périodiquement et dépendent des bénéfices réalisés par la société.

Ce chapitre présente des moyens d’évaluer la valeur d’une action.
Comme pour les projets d’investissement et les emprunts obligataires, la
valeur d’une action dépend des flux a venir de capitaux qu’elle va engen-
drer. Cependant, a I'inverse des emprunts obligataires a taux fixe, ces
flux ne sont pas déterminés au moment de I’achat d’un titre. Par consé-
quent la « valeur d’une action » est moins fiable que celle d’une obliga-
tion et dépend beaucoup des prévisions faites sur les bénéfices a venir de
la société. C’est pourquoi il sera aussi utile d’évaluer le risque lié a
I’achat d’un titre sur les marchés financiers.
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7.1 MODES D’EVALUATION

La valeur d’une action est par convention la valeur d’échange de cette
action a un moment donné. Il s’agit donc de son cours boursier. Pour se
positionner sur un marché en acheteur ou en vendeur, il est utile d’éva-
luer une action sur sa « valeur réelle » pour savoir si sa valeur d’échange
est surestimée, auquel cas il serait bon de vendre le titre, ou sous-esti-
mée, auquel cas il serait bon d’acheter le titre.

a) Valeur actuelle

Par analogie avec les obligations, un calcul de valeur actuelle est un
mode possible d’évaluation d’une action. Notons Dy, Ds,...,Dy,. .. les
dividendes par action a venir a la date d’évaluation du titre. A priori on
peut envisager une suite de dividendes infinie dans la mesure ou rien ne
permet de prédire la fin de I'activité d’une société.

> A quel taux actualiser ces dividendes ?

Le taux de rendement exigé par les actionnaires du secteur d’activité de
la société est généralement utilisé, il permet d’évaluer I’entreprise dans
son environnement.

La valeur actuelle de I’action est ainsi :
y="" 4 Py D
(1 +0) aA+H> 7 4

Dans le cas particulier ou les dividendes sont constants ;

D=D =D,=...=D, =... on retrouve la formule d’une rente
perpétuelle :
D
V=—
i
Exemple

Considérons une action dont le dividende par action est estimé a 8 € et le
taux de rendement exigé par les actionnaires de 12 %. La valeur de 1’ac-

tion, selon ce modele, estde V = = 66,67 €.

>

Une estimation des dividendes sur une durée infinie n’est pas fiable. On
peut limiter les prévisions sur les dividendes a un horizon limité a
n années. On doit alors connaitre aussi une prévision du prix de vente du
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titre P dans n années. La valeur actuelle du titre — juste apres paiement
du dernier dividende — est ainsi de :

D, D, D, + P
V= — + — o
(14+1) (1+410) (14 i)

Ce modele est le modele d’Irving Fisher.

Si les dividendes sont constants pendant la période d’observation alors
on retrouve une formule similaire a la Valeur Actuelle Nette dans le cas
des projets d’investissement a bénéfices constants :

1 —(1+i)™" P

V=D
i TR

Exemple

Considérons une action dont les dividendes annuels par action seront de
8 € pendant 5 ans. Le prix de vente de I'action est estimé a 70 € dans
1—1,1277 70

5 ans. Sa valeur actuelle estde V = 8 + = 68,56 €
0.12 1,123

si le taux de rentabilité est de 12 %.

Lorsque les dividendes évoluent en progression géométrique de raison g,
onaD =D, D,=(1+g)D et D, =(1+g)""'D ainsi la valeur

D D(1 D(1 2
actuelle de ’action est de V = + (I+eg) (I+g)

1+i (1+1i)? (1+i)3
D1+ )" P
; . On a alors
(1+i)n (1+g)"
yo P (. 0+9 (1+g)° (1+¢)""!
1+ (1+1) a+i2 7 Q4!
1_(1+g)”
D 1+i P
——s0it V = .
Taxor i |, _ e | a+iy
1+

On trouve ainsi
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Sii > g etqu’il n’est pas envisagé de revendre I’action. Cette formule
se simplifie en faisant tendre n vers I’infini :

D
i —g

V =

Ce modele est le modele de Gordon et Shapiro.

Exemple

Si une action permet un dividende de 8 € I’année 1 et une croissance de
ses dividendes de 1 % par an, sa valeur actuelle au taux 5 % est de

= 200 €.
0,05 — 0,01

Remarque : I’hypotheése d’une croissance constante des dividendes est
souvent trop simplificatrice. On peut complexifier la formule en envisa-
geant plusieurs phases de croissances dans un projet.

b) Le Price Earning Ratio (PER)

Le PER (Price Earning Ratio) est le rapport du cours de I’action sur
le bénéfice par action :

Cours de I’action
PER =

Bénéfice net par action

Le PER indique le nombre de fois que le bénéfice est pris en compte
dans le cours de I’action. Plus le PER est élevé, plus le cours de I’action
est important par rapport au bénéfice. Le PER doit étre comparé a une
norme sur un secteur d’activité ; sa valeur seule n’a pas d’intéréts. Il peut
étre ainsi pertinent pour un investisseur d’acheter un titre lorsque le PER
est en dessous de cette norme car cela indique que le cours de I’action
est sous-évalué relativement au bénéfice et, inversement, il peut €tre inté-
ressant de vendre lorsque le PER est au-dessus de cette norme.

Le modele de Bates permet de prévoir les évolutions du PER d’un titre.
Ce modele suppose plusieurs hypotheses :

— les bénéfices sont en croissance géométrique ;

— le taux de distribution est constant.

Par analogie avec le modele de Gordon et Shapiro, notons g le taux de
croissance des bénéfices et d le taux de distribution.
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Le taux de distribution est la part des bénéfices distribuée aux
actionnaires sous forme de dividendes.

Notons Dy et By le dividende par action et le bénéfice par action I’an-
née k.

Ainsi on a une année k :

Dy
By

d =

Le dividende distribué 1’année k est calculé sur le bénéfice réalisé 1’ an-
née kK — 1. Les bénéfices sont en croissance géométrique, ainsi

By = (1+ 2)*B ot B est le bénéfice 1’année 0. D’apres le modele
d’Irving Fisher, la valeur d’une action est donnée par :

D, D> D,+ P
V= — + — .+
(I+1) (1+1) (I+i)"

ot
o
Q
&
2 wn
o 2
L B ot
S 9
Q >
3.5
-1 o

or Dy =dBy_, =d(1 +g)*'B

Ainsi la valeur d’une action est :

v dB dB(1+ g) N dB(1+g)" '+ P
(0 +0) (14+1i)2 (14+i)m

_ dB LY S e L P
) 1+i 1+i (140"

| (1+g)”
' P
_ 4B 1+ n

I —g (I+)"

soit

En supposant que le cours de I’action corresponde a la valeur de 1’action,
ona:

\% P P
PERy = — et PER, = =
B B, B(1+ g)"
car P est le prix de revente I’année n. On a par conséquent en divisant
I’égalité précédente par B :
-(55)
Vv 141 P/B
v _, + i L P/

B i—g (14 i)
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()
TN PER, (1 n
et donc PERy = d A+i) | PER(1+¢)
i—g (14"
| (H—g)”
1+ \" IREY
ainsiPEan( +l) PERy — d : s
1+¢ i— g

(H—i)” |
1 . n -
et PERn:( J”) PERy —d > 118

l+g i—g

Exemple

Le PER actuel d’une action est de 25. Les bénéfices progressent annuel-
lement de 5 %, le taux de distribution est de 10 % et le taux de rendement
exigé par les actionnaires est de 12 %. Selon le modele de Bates, le PER
dans 10 ans sera :

( 1,12\ |
1,12 \'° .05 |
x 25— 0.1 — 46,37
1,05 0,12 — 0,05

Remarque : si le taux de rendement exigé par les actionnaires est supé-
rieur au taux de croissance des bénéfices, le PER augmentera ; autrement
il diminuera.

Le délai de recouvrement est la durée minimale de conservation de
I’action pour retrouver son investissement. Le délai de recouvre-
ment correspond au délai de récupération pour les projets d’inves-
tissement.

Dans le cas particulier du modele de Bates, il s’agit de I’année N pour

laquelle :
1_( 1+g )N
T+
V <dB ST

=&

s PERO 14¢\"
dalnsi I — < —
d & 1+

1+ g\V PER,
SOlt( g) <1- O(.!—g)

141 d
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PER, .
In{1-— 7 i—g)
N =
1+¢g
In -
I+

i Le délai de recouvrement ne se calcule, dans ce modéle, que si

et

; PERy )50
— i— .
g U—9>
z L
7.2 RISQUE ET RENTABILITE 5
I I =
a) Rentabilité et volatilité w @
TR
La rentabilité d’un titre sur une période k est donnée par la formule sui- g\ .E
vante : = O
Di+ P — P o £
Ry = k+ Pk k—1 o =
P - O

ou Dy est le dividende de la période k, Py et Pr—; sont les cours de 1’ac-
tion, respectivement en fin de période £ et de période kK — 1.

Exemple

Une action voit son cours passer de 100 € a 105 € sur une période. Son
dividende est de 2 € sur cette période. La rentabilité de cette action est

donc de :

2+ 105 — 100
R = + =7 %
100

La rentabilité moyenne sur n périodes se formalise par :

— 1 &

R=— R
2R

Il ne faut pas confondre rentabilité et rendement. La rentabilité ne prend pas en
A compte la durée pendant laquelle une valeur progresse. Par exemple une action

achetée 100 €, rapportant un dividende de 5 € dans un an et revendue 100 € dans

. 100+5— 100
2 ans, aura une rentabilité de 00 - 5% alors que son rendement sera

) 5 100
fixé par100 = — + -

1+i (1+1i)?
dement sur les 2 ans est ainsi de 1, 02532 — 1 = 5, 13%, ce qui est plus important
que la rentabilité car on prend en compte ici le fait que le dividende est distribué
I'année 1 et non en fin de placement.

soit un taux de rendement annuel de 2,53 %. Le ren-
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I’écart type des rentabilités mesure la dispersion des rentabilités. Par
conséquent, |’écart type est une mesure de la volatilité¢ d’un titre et donc
de son risque.

L’ écart type peut se calculer comme la racine carrée de la différence
entre la moyenne des carrés et la moyenne au carré :

1 n 1 n 2
o= [— RQ—(— Rk)

Exemple
Le cours d’un titre passe de 100 € I'année 0 a 105 € I'année 1 puis a
108 € I'année 2. Les dividendes distribués sont de 2 € chaque année.

La rentabilité I’année 1 est de 7 % ; la rentabilité 1’année 2 est de
2+ 108 — 105

=4,76 %. La rentabilit¢ moyenne est donc

105
0,0476 4 0,07 ) .
de 5 =5,88 %. L'écart type est ainsi de
0,07% + 0,0476° 5
5 —0,0588° = 1,12 %.

Remarque : I"utilisation de I’écart type n’a de sens que si I’on suppose
que la distribution des rentabilités suit approximativement une loi nor-
male.

b) Lien entre un titre et le marché

Pour comprendre I’évolution d’un titre, il peut étre utile de connaitre son
lien avec le marché. Est-ce que ce titre €volue dans le méme sens que le
marché ou en sens inverse ? Comment modéliser le lien entre le marché et
le titre ? Le titre amplifie-t-il ou atténue-t-il les mouvements du marché ?

La covariance est une mesure du lien entre deux grandeurs.

Une covariance positive indique que des grandeurs évoluent dans le
méme sens. Une covariance négative indique que les grandeurs évoluent
en sens contraire. Une covariance nulle indique que les grandeurs sont
indépendantes.

On formalise ainsi la covariance entre un titre et le marché :

1 & L § L En
Titre, Marché) = — Y R(R)' — (— YR Ri
cov(Titre, Marché) . ; KBk (n — k)( o= k)
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ol Ry et R sont respectivement la rentabilité du titre et la rentabilité du
marché a la période k.

Le coefficient de corrélation linéaire mesure le lien et informe sur le
degré d’alignement de I’ensemble des points dont les coordonnées sont
la rentabilité¢ du marché et la rentabilité du titre. Ce coefficient permet
¢ventuellement de justifier une régression linéaire pour modéliser le lien
entre la rentabilité d un titre et la rentabilité du marché.

On formalise le coefficient de corrélation linéaire ainsi :

cov(Titre, Marché)

r =
OTitre X OMarché

Ce coefficient est compris entre —1 et 1.

» Si r =1, la corrélation est parfaite et positive, ainsi les rentabilités
évoluent dans le méme sens et les points sont alignés.

» Sir = —1, la corrélation est parfaite et négative, ainsi les rentabili-
tés évoluent en sens contraire et les points sont alignés.

» Sir = 0, la corrélation est nulle, on ne constate aucun lien entre les
deux variables.

» Si le coefficient de corrélation linéaire est proche de 1 ou de —1, on
peut modéliser le lien entre les deux rentabilités par une droite.

La droite des moindres carrés est la droite passant au plus proche de tous
les points.

En choisissant pour abscisse la rentabilité du marché et pour ordonnée la
rentabilité du titre, 1’équation de cette droite est y = fix +bH ou

cov(Titre, Marché) — S . .
B = et b = R — BR,,. Le coefficient directeur de

var(Marché)

cette droite est un coefficient d’amplification. Selon cette modélisation,
lorsque le marché évolue de +1 %, le titre va évoluer de +8 %.

Ainsi si [B| > 1, le titre amplifie les mouvements du marché et si
|B| < 1, le titre atténue les mouvements du marché.
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2 Rentabilité du titre

Droite des
X moindres carrés

+ 3%

Y

X +1%

Rentabilité du marché

~
>

Exemple

On considere le méme titre que précédemment sur une période de 3 ans.

L’année O I'indice CAC40 était a 3 700 ; il passe I'année 1 a 4 200 et
I’année 2 a 4 500. On suppose que le CAC40 représente le marché. La

. 4200 — 3700
rentabilité du CAC40 est de 3700 = 13,51% 1'année 1 et de
4500 — 4200 ) )
2200 = 7,14% I’année 2. La covariance entre le titre et le mar-

1 1
ché est de cov = ?(0,07 x 0,1351 40,0476 x 0,0714) — 0,0588 x 5
(0,1351 + 0,0714) = 0,0355 % > 0.

Le marché et le titre évoluent ainsi dans le méme sens. L'écart type du
marché est de :

1 1 2
\/7(0,13512 +0,0714%) — (7(0,1351 +0,0714)) —3.17 %

ainsi le coefficient de corrélation linaire est de :

0,000355
F = =998 %
0,0317 x 0,0112
la modélisation du lien entre la rentabilité de cette action et la rentabilité

du CAC40 par une droite semble donc appropriée.

0,000355 . . .
Onaff = — =0,35 < 1, ainsi le titre atténue les mouvements
0,03172

du marché.
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g POINTS CLEFS

» La valeur actuelle d’'une action est :
D4 Do Dy

+ + ot
T+ 1+ 1+

V =

G

D
- Si les dividendes sont constants : V = —

1

- Si les dividendes évoluent en progression géométrique : V =

r—g
» La valeur actuelle d'une action avec estimation d'un prix de vente
futurest:

D1 D2 Dn + P

+ .+
1+ (1+14)7? (1+ Q"

- Si les dividendes sont constants :
1—(1+0)" P
D A +
i (1 + )"
— Si les dividendes évoluent en progression géométrique :
; (1 o g) n
1+ P
V=D +
i—g (1 +40)"

» Le Price Earning Ratio est exprimé par :

Cours de I'action

PER = - -
Bénéefice net par action

comparé a une norme de secteur, le PER est utilisé pour conseiller I'in-
vestisseur.

» Le modéle de Bates permet de déterminer le PER dans n années avec

I'hypothese de taux de distribution constant et de bénéfices en pro-
gression géométrique :

=g

(1+i)n
.\ N —1
1+ 1+g
PER, = (1 ) PERy — d =
+4J
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» Le délai de recouvrement est le temps nécessaire a l'investisseur pour
retrouver son investissement.

» La rentabilité d'un titre est exprimée par :

Dy + Py — Py—
Ry = k + Pk k—1
Py

» La volatilité d'un titre est mesurée par |'écart type des rentabilités :

n n 2
1 ) 1 R
SN
k=1 k=1
» La covariance mesure le lien entre un titre et le marché :

n n n
1 1 1
cov(Titre, Marché) = — E R.R' — | — E R — E R
( ) n o (” k=1 k) ( k=1 k)

k=1

» Le coefficient de corrélation linéaire mesure le degré de linéarité entre
le marché et le titre :

_ cov(Titre, Marche)

r
OTitre * OMarché

» Le coefficient B est un coefficient d’amplification qui permet d’estimer
si un titre va amplifier ou atténuer les mouvements du marché:

B= cov(Titre, Marché)
var (Marchgé)

EXERCICES

Copyright © 2011 Dunod.

7.1 Achat ou vente ?

Les dividendes estimés pour une action sont de 3 € ;3,5 € ;32 € ;
4€:;45€;6€ ;6,1 €lesannées N+1, N+2, ..., N+7. On
estime le cours de I'action a 80 € en N + 7. En N le cours de I’action
est de 50 €.

a) Les actionnaires du secteur souhaitent un taux de rendement de 12 %.
Est-1l plus pertinent d’acheter ou de vendre cette action en N ?

b) Quel est le taux de rendement d’une action achetée en N et vendue en
N+7 ?
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7.2 Délai de recouvrement

Un investisseur achete une action au cours de 45 € en N. Le dividende
de cette action en N 4+ 1 est de 2 €. Les dividendes vont évoluer en pro-
gression géométrique de 2 % les années suivantes. Le taux de rendement
exigé par les actionnaires sur ce titre est de 6 %.

a) Quel est le prix minimal de vente acceptable en N 4 12 ?
b) L’achat du titre est-il une opportunité si I’on souhaite le conserver ?

¢) Quel est le délai de recouvrement de cet investissement ?

7.3 Modéle de Bates

On considere une entreprise et son secteur d’activité. En N, le PER de
I’entreprise est de 23, celui du secteur est de 25. Par conséquent un inves-
tisseur va acheter des titres de I’entreprise. Le taux de distribution dans
le secteur est en moyenne de 12 %, le taux de distribution de I’entreprise
est de 3 %. Les bénéfices sont en progression constante de 5 % par an
dans le secteur et dans I’entreprise. Le taux de rendement exigé par les
actionnaires du secteur est de 8 %.

a) A partir de quelle année le conseil sur le titre de I’entreprise devien-
dra t-il a la vente ?

b) Que devrait changer I’entreprise pour ne pas voir arriver un conseil a
la vente ?
7.4 Evolution d’un titre

On considere le cours de fin d’année de I’action Total, ses dividendes par
action et I'indice CAC40 depuis 2003.

Fin d'année | Indice CAC40 | Cours Total | Dividende Total

2003 3557.9 36.85

2004 3821.16 40.17 1.35
2005 4715.23 53.05 1.62
2006 5541 54.65 1.87
2007 5614 56.83 2.07
2008 3217.97 38.91 2.28
2009 3936.33 45.005 2.28

a) Quel est le taux de rendement d’un titre acheté fin 2003 et vendu fin
2006 ?

b) Méme question pour un titre vendu fin 2008.
¢) Calculer le taux de rentabilité annuel de 1’action Total et du CAC40.
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d) Calculer la volatilité de I’action Total.

e) Déterminer la covariance, le coefficient de corrélation linéaire et le
coefficient 8 entre le CAC40 et le titre Total. Commenter ces résultats.

SOLUTIONS

Copyright © 2011 Dunod.

Exercice 7.1

a) Pour répondre a cette question, il est possible de calculer la valeur
actuelle du titre en N et la comparer au cours de ’action. La valeur
actuelle au taux 12 % est de :

3+3,5+3,2+4+4,5+6+6,1
1,12 0 1,122 7 1,123 T 124 T 1,125 0 1,128 1,127
80
+ — 54,83 €

1,127

Le cours de I’action en N est inférieur a sa valeur actuelle estimée ; ainsi
la valeur d’échange du titre semble sous-estimée par rapport a sa valeur
réelle. Le conseil pour un investisseur est par conséquent a 1’achat.

b) Le taux de rendement i d’un titre acheté en N et vendu en N + 7 est
exprimé dans 1’équation suivante :

3,35 32 . 4 45 6
T+i  (1+)2 A+ A+ " A+ A+
6,1 80

+ + — 50

(141)’ (14+1)7

Graphiquement on trouve 13,74 % > 12 %, ce qui confirme le conseil a
I’achat de la question 1.

Exercice 7.2

a) En N + 12 le prix minimal de vente P doit vérifier la relation du
modele de Gordon et Shapiro :

1_( 1+g)”
VD i N P.
i—g (140)"
1_(1+0,02 )‘2
14+ 0,06 n P

0,06 — 0,02 (1 + 0,06)2

ainsi 'ona 45 =2
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1,02

( 12

1,06 )

soit P =1,062|45—-2 = 53,35 €
0,06 — 0,02

b) La valeur actuelle du titre est donnée par :

V = = 50 € si I’on souhaite le conserver indéfiniment.
0,06 — 0,02

Cette valeur actuelle est supérieure au cours de 1’action en N. Par consé-
quent, I’achat de ce titre est une opportunité a 6 %.

¢) Le délai de recouvrement est la date a partir de laquelle I’investisse-
ment est retrouvé. Il est donné par :

1 (]+g)n
V <D I +1

i —g
1,02 \"
=706
soit 45 =2 ’
0,06 — 0,02
o/ 1,02\" 45(0,06 — 0,02)
ainsi =1—-
1,06 2
. 1,02 45(0,06 — 0,2)
Par conséquent, n In =In{1-—
1,06 2
45(0,06 — 0,2)
In{1— >
et n = = 59,86 ans

1,02
In
1,06
Ainsi, 1l faut 60 ans pour recouvrir cet investissement si 1’on n’envisage
pas de revendre le titre.

Exercice 7.3

a) On conseille généralement a un investisseur d’acheter lorsque le PER
de I'entreprise est inférieur a celui du secteur — ce qui est le cas
I’année N — et de vendre lorsque le PER de I’entreprise est au-dessus du
PER du secteur.

Le taux de distribution est constant et les bénéfices ont une progression
constante. Par conséquent le modele de Bates s’ applique pour déterminer
le PER a venir du secteur et de I’entreprise. On utilise donc la formule :
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(l_l_i )n
L+i\" T+e /)
PER, = (%) PER, —d—1 18

g i—g

Appliquée au secteur, cette formule indique que :

1,08 \"
1,08 \" 1,05
PER,, (Secteur) = x 25 —-0,12
1,05 0,08 — 0,05

Appliquée a I’entreprise, cette formule indique que :

1,08 \"
_ 1,08 \" 1,05
PER, (Entreprise) = 1.05 x23—-0,03 0,08 — 0,05

On vend lorsque PER,, (Entreprise) > PER,,(Secteur) soit lorsque :

( 1,08 )”
1,08 \" B
(—) x 23 — 0,03 1,05

1,05 0,08 — 0,05

( 1,08 )”
1,08 \" 1 B
> x 25—0,12 05

1,05 0,08 — 0,05

ainsi :

1,08 \" 0,03 0,12
23 — — 25+
1,05 0,08 — 0,05 0,08 — 0,05

0,12 0,03

~ 0.08—0.05  0.08—0.05

1,08
donc n In > In(3)
1,05

’

In(3)

1,08
In{ ——
1,05

En conclusion, le conseil est a la vente a partir de la 39° année.

et par conséquent n >

= 38,99 ans
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b) Si la progression des bénéfices de I’entreprise est la méme que celle
du secteur, on peut supposer que cette progression dépend principale-
ment de facteurs externes a I'entreprise ; ainsi ’entreprise a peu de
moyens de voir cette évolution changer.

Le taux de rendement exigé par les actionnaires est un facteur externe.
En revanche, le taux de distribution est déterminé par 1’entreprise. Il est
dans ce modele de 3 % contre 12 % pour le secteur. Ainsi, les investis-
seurs voyant la méme progression des bénéfices dans I’entreprise et dans
le secteur vont se détourner progressivement de I’entreprise pour ache-
ter des titres d’autres entreprises du secteur proposant des taux de distri-
bution plus importants. ’entreprise a donc intérét a augmenter son taux
de distribution si elle souhaite rester attractive sur les marchés boursiers.

Exercice 7.4

a) Le taux de rendement i est exprimé par la relation :

1,35 1,62 1,87 + 54,65
—+ - T ;

14 (1+1i)? (1410)?

Graphiquement, on trouve un taux de rendement de 17,84 %.

36,85 =

b) Si le titre est vendu fin 2008 le taux de rendement i est exprimé par :
1,35 N 1,62 n 1,87 n 2,07 n 38,91 + 2,28
1+ (14+1i)?  (1+1i) (141i)* (141i)°
Graphiquement, on trouve un taux de rendement de 5,91 %. La conser-

vation du titre a induit une forte baisse du taux de rendement du fait de
la baisse des cours consécutive a la crise économique.

36,85=

¢) d) e) Les résultats sont résumés dans le tableau ci-apres.

¢) Les rentabilités du CAC40 sont les variations relatives de 1’indice
entre deux périodes. Les rentabilités de 1’action Total sont calculées par
la formule :

Dy + Py — Py
Py

Pour le premier calcul on a une rentabilité de :

R =

40,17 + 1,35 — 36,85
36,85

= 12,67 %

d) La volatilité du cours Total est calculée par 1’écart type de ses renta-
bilités. On trouve un écart type de 24,85 %. Celui-ci est tres grand par
rapport a sa moyenne, il est principalement le fait de la chute importante
des cours en 2008. Le titre est donc assez volatil sur la période.
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e) La covariance entre le CAC40 et I’action Total est de 4,07 %, clle est
positive. Les deux variables évoluent dans le méme sens, ce qui n’est pas
surprenant dans la mesure ou Total est le titre le plus important du
CACA40.

Le coefficient de corrélation linéaire est de 77 %, ainsi une modélisa-
tion par une droite du lien entre le CAC40 et I’action Total est une bonne
modélisation.

Le coefficient f est de 0,65, ainsi I’action Total atténue les variations du
marché, selon notre modélisation une progression de 1 % du CAC40
induit une progression de 0,65 % du cours de I’action Total.

Fin d’année| Indice | Cours Dividende Rentabilité | Rentabilité
CAC40 | Total Total du CAC40 | de I’action
Total
2003 3557.9 36,85

2004 3821,16 | 40,17 1,35 7,40 % 12,67 %
2005 471523 | 53,05 1,62 23,40 % 36,10 %
2006 5541 | 54,65 1,87 17,51 % 6,54 %
2007 5614 | 56,83 2,07 1,32 % 7,78 %
2008 3217.97 38,91 2,28 —-42,68 % | —2752 %
2009 3936,33 | 45,005 2,28 22,32 % 21,52 %
Moyenne 4,88 % 9,52 %
Ecart type 2485 %| 21,19 %

Covariance 4.07 %

Corrélation 0,772318149

Béta 0,658438986
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A
action 172
actualisation 58, 86, 147
agio 35

amortissements constants 93, 151, 146
annuités 91, 107
annuités constantes 95, 146, 154

bénéfice 120, 121
bénéfice actualisé 121

C

capital 24

coefficient 3 182

coefficient d’amplification 179
coefficient de corrélation linéaire 179
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colit actuariel 150

colit d’'un emprunt 87, 93

colit du capital 121

covariance 178

D

date d’équivalence 36

défaut 149

délai de recouvrement 176
délai de récupération 125, 126
dividende 172

duration 157

E
€cart type 131, 132, 178

effet de commerce 33
émetteur 145

équivalence de capitaux 35
escompte 34

espérance 131, 141

I
in fine 92, 146
indice de profitabilité 128
intérét(s) 24, 25, 26, 56
intéréts composés 55
intéréts précomptés 36
intéréts simples 24

L
liquidité 149
M
mensualités 106
modele de Bates 174
modele de Gordon et Shapiro 174
modes de paiement 42, 69

modes de remboursement 92, 146
moyenne 177

(0]
OAT 151
obligations 146, 147

P

PPCM (plus petit commun multiple)
130

prime a I’émission 146

prime de remboursement 146
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progression arithmétique 99
progression géométrique 63, 98
projet d’investissement 119

Q

quinzaine 28

raison 4, 8
réglementation 32
rentabilité¢ 177

rente 64

rente perpétuelle 65, 172
retraite 66

sensibilit¢ 160
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tique 6

somme des termes d’une suite géomé-
trique 10

souscripteur 163

suites arithmético-géométriques 12

suites arithmétiques 4

suites géométriques 8

-
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