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Préface

A Hélene, Anne-Sophie et Geneviéve.

Le présent ouvrage a pour objectif de fournir des outils & la modélisation
et I’évaluation quantitative des risques en actuariat sur une période. Les
modeles de risque sur plusieurs périodes sont traités dans un deuxiéme
ouvrage a paraitre. L’ouvrage est destiné & une audience large. Il peut
étre utilisé a des fins pédagogiques & un niveau sous-gradué ou gradué. Le
principal pré-requis pour cet ouvrage est un cours de base en probabilité.
Une part du contenu de cet ouvrage se retrouve classé généralement sous
la rubrique de la théorie du risque en actuariat, qui est appliquée dans
les différents domaines de I'actuariat. En raison de ’évolution récente de
la science actuarielle, les outils développés dans le cadre de la théorie du
risque peuvent étre aussi appliqués dans le cadre plus large de la gestion
quantitative des risques pour les institutions financiéres (Quantitative Risk
Management) et des compagnies en général (Entreprise Risk Management).

A notre avis, pour parvenir a bien sentir les notions traitées dans
cet ouvrage, il est essentiel de les appliquer concrétement. Pour cette
raison, on a pris un soin tout particulier a la mise en pratique des notions
traitées dans cet ouvrage, par le biais d’exemples et d’exercices. Plusieurs
résultats des exemples et plusieurs réponses aux exercices sont obtenus

a laide d’un outil informatique en utilisant généralement R, Excel ™~ et

parfois Maple ~ . Cet ouvrage pédagogique a connu plusieurs versions
au cours des années. Son contenu a été expérimenté aupres de plus de
mille étudiants dans le cadre de cours sous-gradués et gradués a 1’Ecole
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d’actuariat (Université Laval, Québec, Canada), 'Institut des sciences
financiéres et actuarielles (Université Claude-Bernard, Lyon, France),
I'Institut des sciences actuarielles (UCL, Louvain-la-Neuve, Belgique) et
I'INSEA (Rabat, Maroc).

L’ouvrage est construit comme suit.

Le chapitre 1 propose un bref rappel des notions en théorie des
probabilités qui seront utiles dans cet ouvrage, incluant aussi des notions
sur les mesures de risque et de primes stop-loss.

Le chapitre 2 présente les modeles de base en actuariat pour décrire le
comportement des risques en assurance sur une période. On explique aussi
comment ce modeéle peut étre adapté pour décrire les pertes liées a titres
comportant des risques de défaut. De plus, le chapitre comporte une section
comparant le risque propre a l'assurance et les risques financiers.

Dans le chapitre 3, on examine la mutualisation de risques indépendants
et de risques dépendants au sein d’un portefeuille d’assurance. La
mutualisation des risques est le fondement des mécanismes d’assurance.
Le risque global du portefeuille, résultant de la mutualisation des risques,
peut étre quantifié a l'aide de mesures de risques qui sont couramment
utilisées dans le contexte des compagnies d’assurance et des institutions
financiéres. Les mesures de risque telles que la mesure Value-at-Risk (VaR)
ou la mesure Tail-Value-at-Risk (TVaR) servent éventuellement a établir
le niveau de capital économique associé au portefeuille d’une compagnie
d’assurance ou d’une institution financiere. A partir du capital économique,
la compagnie peut déterminer notamment la provision pour se protéger
contre une expérience adverse du portefeuille. Un résultat fondamental
de la théorie des probabilités, 'inégalité de Tchebychev, est évoqué pour
démonter I'importance de demander une prime supérieure a ’espérance
des cofits pour un contrat d’assurance. On traite aussi de 'impact de la
mortalité stochastique et de 'impact des catastrophes sur la mutualisation
des risques.

En assurance, l'espérance des colits pour un contrat d’assurance
correspond & la prime pure. Dans le chapitre 3, il est démontré qu’une
prime supérieure a la prime pure, que 'on désigne par la prime majorée,
doit étre demandée par la compagnie d’assurance afin d’éviter un risque
certain d’insolvabilité. Dans le chapitre 4, on fournit une bréve introduction
aux principaux principes de calcul de la prime majorée.

Pour une bonne compréhension des cotits d’un portefeuille ou pour
Papplication de différents outils de gestion des risques, il est essentiel
de pouvoir évaluer le comportement aléatoire d’'une somme de variables
aléatoires ou d’une fonction de variables aléatoires. En plus des méthodes
d’approximation fondées sur les moments dont certaines sont traitées
au chapitre 3, il est essentiel de recourir & des méthodes basées sur la
simulation stochastique et & des méthodes d’agrégation numériques. Le
chapitre 5 présente les notions de base a la simulation stochastique et des
applications pour I’évaluation quantitative des risques. Dans le chapitre 6,
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on traite des méthodes numériques qui sont proposées pour 1’évaluation de
somme finie et de somme aléatoire des variables aléatoires. L’algorithme de
Panjer et la transformée rapide de Fourier, les méthodes de discrétisation
et 'approximation Poisson composée sont présentés.

Dans le chapitre 7, on présente une bréve introduction aux ordres
stochastiques univariés, qui sont utilisés afin de comparer et d’expliquer
qualitativement le comportement des cotits d’un risque ou d’un portefeuille
de risques.

Traditionnellement, il était supposé dans les modeéles de risque sur une
période que les risques d’un portefeuille étaient indépendants. Cependant,
dans un bon nombre de situations, cette hypothése n’est pas vérifiée.
Depuis la fin des années 1990, il est maintenant reconnu en actuariat
et en gestion quantitative des risques qu’il est trés important de tenir
compte des relations de dépendance entre les risques. Ignorer les relations
de dépendance entre les risques peut conduire & une sous-évaluation ou
& une sur-évaluation des mesures de risques liées aux colts totaux d’un
portefeuille. De plus, cela peut conduire & établir des moyens inefficaces
de gestion des risques. Dans les chapitres 8 et 9, on traite des modéles
multivariés de risque et de la théorie des copules. On aborde aussi les
méthodes d’agrégation et les méthodes de simulation stochastique pour
évaluer le comportement d’une somme et d’une fonction de variables
dépendantes.

Pour un portefeuille composé d’un nombre fini de risques, on utilise les
mesures VaR et TVaR pour déterminer le montant de capital économique a
partir du comportement aléatoires des cofits totaux du portefeuille. Dans le
chapitre 10, on présente une introduction aux régles d’allocation de capital
qui servent a déterminer la part allouée a chaque risque du portefeuille.

Un tel projet n’aurait pas connu son aboutissement sans l'aide et
Pimplication de plusieurs personnes. Je remercie les personnes ayant relu
des extraits de I'ouvrage et ayant travaille a résoudre les solutions et les
réponses aux exercices : Guillaume Gilbert, Michel Jacques, Elisabeth
Lamarche, David Landriault, Etienne Larrivée-Hardy, Jean-Philippe
LeCavalier, Jean-Philippe Lemay, Mélina Mailhot, Mhamed Mesfioui,
Etienne Morin, Khouzeima Moutanabbir et Julien Trufin. Je tiens a
souligner tout spécialement Marie-Pier Co6té pour le formidable travail
qu’elle a accompli au cours de ’année 2011, dans la relecture de la totalité
de Pouvrage et la vérification d’une grande part des exemples et des
exercices de l'ouvrage. Je tiens aussi & remercier tout particuliérement
Hélene Cossette qui a relu la totalité de 'ouvrage, & plusieurs reprises. Je
remercie aussi ces deux derniéres pour m’avoir donné leurs exhortations afin
de terminer 'ouvrage. Je suis aussi reconnaissant a toutes les étudiantes et
a tous les étudiants qui, tout au long des derniéres années, m’ont souligné
les différentes erreurs dans les versions précédentes de 'ouvrage.

Je tiens & remercier mes principaux collaborateurs de recherche : Mathieu
Barges, Mathieu Boudreault, Héléne Cossette, Marie-Pier Coté, Michel
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Denuit, Jan Dhaene, Thierry Duchesne, Patrice Gaillardetz, Christian
Genest, David Landriault, Jean-Philippe Lemay, Stéphane Loisel, Mélina
Mailhot, Fouad Marri, Esterina Masiello, Véronique Maume-Deschamp,
Mhamed Mesfioui, Khouzeima Moutanabbir, Pierre Ribereau, Jacques
Rioux et Florent Toureille.

Je suis aussi reconnaissant de l’aide financiére fournie par la Chaire
d’actuariat, de I’Université Laval, permettant d’engager trois étudiants
qui ont travaillé sur les précédentes versions de cet ouvrage. J’exprime
toute ma reconnaissance a Jean-Claude Augros, Michel Denuit, Stéphane
Loisel et Véronique Maume-Deschamp pour leurs invitations & enseigner
des cours ou une partie du contenu de 'ouvrage a été présenté. Je tiens
aussi a remercier Christian Genest pour avoir proposé cet ouvrage a I’équipe
éditoriale de Springer-Verlag France. Je tiens aussi & remercier Robert
Rousseau et Guy Gendron pour leur support et leurs encouragements.
Je remercie Yalodah Dodge, président du comité scientifique, et Nathalie
Huilleret (directrice), Claire Viader, Charles Ruelle et Dalila Goual de
I’équipe éditoriale chez Springer-Verlag France, pour leur confiance, leurs
encouragements et leur patience.

Je remercie aussi mes amis, mes proches, ma famille, Louise Hébert,
David Landriault, Jean-Philippe Lemay, Stéphane Loisel, Esterina
Masiello, Claire Madame la Marquise Renoirte et Pierre Ribereau pour
leurs mots d’encouragement. Je voudrais aussi saluer Francois Dufresne,
Francois Grenon et Hubert Tremblay pour leurs conseils et a qui j’avais
déja confié le désir de réaliser un tel livre. J’aimerais saluer la mémoire
du professeur Florian Etienne De Vylder notamment pour sa passion, sa
générosité et sa gentillesse.

A ma femme Héléne et a mes enfants Anne-Sophie et Geneviéve, je vous
dois toute ma gratitude de m’avoir soutenu, encouragé et enduré pendant
cette vaste entreprise.

J’ai aussi une pensée pour mon étudiant au doctorat, Florent Toureille,
qui nous a quitté subitement le 15 décembre 2010.



1

Quelques notions de la théorie
des probabilités

1.1 Introduction

Depuis ses débuts, ’actuariat a progressé au rythme des avancements de
la théorie des probabilités.

Notamment, Christian Huygens (14 avril 1629 — 8 juillet 1695), qui
fut un mathématicien, un astronome et un physicien néerlandais, a été
lauteur du premier livre sur le calcul des probabilités, inspiré de la
correspondance de Blaise Pascal et Pierre Fermat. C’est dans ce livre
qu’il introduit la notion d’espérance, liée & une situation d’incertitude.
La notion d’espérance est fondamentale en actuariat. Blaise Pascal (19
juin 1623 — 19 aoat 1662), qui a été mathématicien, physicien, inventeur,
philosophe, moraliste et théologien frangais, a contribué a la fondation de
la théorie des probabilités et il a réfléchi & des problémes liés & 'assurance.
Un peu plus tard, on doit a Jacques (Jakob) Bernoulli (27 décembre 1654
— 16 aott 1705), mathématicien et physicien suisse, la loi de Bernoulli et
la premiére version de la loi des grands nombres, contribuant aussi a la
fondation de la théorie des probabilités. La loi des grands nombres est
aussi essentielle en actuariat. C’est & Thomas Bayes (env. 1702 — 17 avril
1761), mathématicien britannique et pasteur de 'Eglise presbytérienne,
que l'on doit le fameux théoréme de Bayes. On lui doit la définition de la
probabilité conditionnelle. Le neveu de Jacques Bernoulli, Daniel Bernoulli
(9 février 1700 - 17 mars 1782), médecin, physicien et mathématicien
suisse, est l'auteur, notamment, de lessai Théorie sur la mesure du
risque. 11 y a introduit les notions d’aversion au risque, de prime de
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risque et d’utilité (aux frontieres de la finance, de ’économie et de la
théorie du risque). Abraham DeMoivre (26 mai 1667 — 27 novembre 1754),
mathématicien francais, amis de Newton, Leibniz et Halley, contribua
de maniére importante a avancement de la théorie des probabilités (et
de lactuariat), en publiant le traité The Doctrine of Chances: a method
of calculating the probabilities of events in play, dans lequel il présente
un premier exposé de la distribution normale. L’'ouvrage traite aussi de
I’évaluation des primes pour des contrats de rente et il contient des tables
actuarielles de mortalité. On mentionne aussi Antoine Deparcieux (28
octobre 1703 — 2 septembre 1768), mathématicien francais, qui est Uauteur
de ouvrage Essais sur les probabilités de la vie humaine, d’ow ["on déduit
la maniére de déterminer les rentes viagéres (...), précédé d’une courte
explication sur les rentes & terme, ou annuités, et accompagné d’un grand
nombre de tables, qui est généralement considéré comme le premier ouvrage
en actuariat. L’'ouvrage fut trés populaire et les tables de mortalité qu’on
y trouve furent utilisées par les compagnies d’assurance-vie pendant tout
le XIX* siecle et le début du XX°.

Marie Jean Antoine Nicolas de Caritat, marquis de Condorcet (17
septembre 1743 — 29 mars 1794), philosophe, mathématicien et homme
politique francgais, a examiné le probléme de ruine pour une compagnie
d’assurance (maritime dans son illustration) afin de déterminer la prime
par contrat. Il est considéré comme un précurseur de la mesure VaR.
Pierre-Simon de Laplace (23 mars 1749 — 5 mars 1827), mathématicien,
astronome et physicien francais, a contribué considérablement au
développement des probabilités et de la statistique. On lui doit notamment
le théoréme central limite, les fonctions génératrices des moments, les
fonctions génératrices des probabilités, etc. Laplace a proposé une méthode
pour évaluer approximativement la solution a un probléme de Condorcet
(voir la note historique dans la chapitre 4) qui a conduit au théoréme
central limite. Il est intéressant de mentionner que Laplace a été ministre
de D'Intérieur sous le Consulat, comte d’empire (sous Napoléon 1°") et
marquis sous la Restauration. C’est & Johann Carl Friedrich Gauss (30
avril 1777 — 23 février 1855), mathématicien, astronome et physicien
allemand, que l'on doit la fameuse loi normale (ou gaussienne), mais c’est
a Laplace que l'on doit le théoréme central limite. Enfin, Siméon-Denis
Poisson (21 juin 1781 — 25 avril 1840), mathématicien francais, géométre
et physicien, a proposé la loi de Poisson pour décrire le comportement de
Parrivée d’événements sur un intervalle de temps fixé (dans Recherches
sur la probabilité des jugements en matiére criminelle et en matiére
civile (1838)). Ses superviseurs au doctorat furent Louis Lagrange et
Pierre-Simon Laplace. La loi de Poisson est fondamentale en actuariat.

On mentionne aussi Harald Cramér (25 septembre 1893 — 5 octobre
1985), mathématicien suédois, actuaire et statisticien, et Bruno de Finetti
(13 juin 1906 — 20 juillet 1985), probabiliste italien, statisticien et actuaire,
qui ont grandement contribué a la théorie des probabilités, & la statistique
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et la théorie du risque en actuariat. Emil Julius Gumbel (18 juillet 1891
— 10 septembre 1966), mathématicien et actuaire allemand, qui fut un des
péres fondateurs de la théorie des extrémes, a notamment publié 'ouvrage
La durée extréme de la vie humaine.

Les notions de probabilité sont essentielles & la modélisation des risques
en actuariat. Le présent chapitre vise a rappeler certaines notions de
base en probabilité et & introduire certains concepts utiles en actuariat.
Notamment, le nombre de sinistres, le montant d’un sinistre, le taux de
rendement sur un investissement, les cotts d’un contrat d’assurance, les
colits pour un portefeuille d’assurance, les pertes liées & un portefeuille
de placement et les cofits liés & une catastrophe sont modélisés par des
variables aléatoires, qui peuvent étre discrétes ou continues. Les notions
d’espérance et de variance servent & avoir une idée des colits ou des
pertes espérés ainsi que de leur variabilité. On a recours & des mesures de
risque pour quantifier de fagon adéquate les engagements d’une compagnie
d’assurance, d’une banque, etc. Les actuaires sont confrontés a ’évaluation
du comportement aléatoire des colts totaux ou des pertes totales d’un
ensemble de risques, comme un portefeuille de contrats d’assurance, ce qui
les conduit & devoir évaluer le comportement d’une somme de variables
aléatoires.

Dans ce chapitre, on présente quelques notions de base de la théorie
des probabilités qui serviront a la modélisation et a 1’évaluation des
risques en actuariat. On commence en traitant des notions relatives aux
variables aléatoires et a I'espérance de fonctions de variables aléatoires. On
présente les définitions des fonctions quantiles, stop-loss et excés-moyen
ainsi que les définitions de mesures de risque. On aborde aussi briévement
la construction de variables aléatoires par mélange et I'évaluation de la
distribution de sommes et de différences de variables aléatoires.

1.2 Variables aléatoires

1.2.1 Définitions

On définit une variable aléatoire (v.a.) comme étant le résultat d’une
expérience ou d’un phénomeéne aléatoire. Une v.a. X est une fonction,
souvent a valeurs réelles, définie sur un espace échantillonal. Cet espace
correspond & l’ensemble des résultats possibles d’une expérience ou d’un
phénomeéne aléatoire.

La v.a. X peut représenter e.g. le montant a verser a la suite d’un
accident de voiture, les coiits & encourir pour un portefeuille d’assurance
collective, les pertes liées & un investissement, les pertes encourues par tous
les assureurs d’une région spécifique a la suite d’une catastrophe naturelle
ou encore le montant total des rentes a verser par un régime de retraite
pour la prochaine année.



4 Quelques notions de la théorie des probabilités

Par convention, les v.a. sont désignées par des lettres majuscules et les
réalisations des v.a. sont désignées par des lettres minuscules. On définit la
fonction de répartition de la v.a. X par Fx ou

Fx(z) = Pr(X<u)

= Pr(v.a. X prenne une valeur inférieure ou égale a x) .

Une fonction de répartition Fx posséde les propriétés suivantes :

Fx est non décroissante (croissante au sens large) ;

Fx est semi-continue & droite ;
o Fx (—o0)=0et Fx (00) =1
e 0<Fx(z)<1l,z€eR.

Le complément de Fy, noté Fx (x), est appelé la fonction de survie de
X et il est défini par Fx (z) =1 — Fx (2).

Il y a deux classes importantes de v.a. : les v.a. discrétes et les v.a.
absolument continues.

1.2.2 Variables aléatoires discrétes

Une v.a. est dite discréte si elle prend un nombre fini ou dénombrable de
valeurs dans l’ensemble Ax = {1,292, 23,...}. On définit sa fonction de
masse de probabilité par fx ou

fx(x)=Pr(X==x), zve€ Ax CR,

avec 0 < fx (z) <1, z € Ax et >, fx(z) = 1. Le support Ax et la
zE€AX
fonction de masse de probabilité fournissent une description compléte du

comportement aléatoire de X. La plus importante classe de v.a. discrétes
non positives est I’ensemble des v.a. avec support arithmétique i.e. z = kh,
k € N et h > 0 est un scalaire.

Une description des principales distributions discrétes est fournie en
annexe : binomiale, Poisson, binomiale négative, géométrique. Comme il
est expliqué au chapitre 2, ces 4 lois discrétes sont souvent utilisées comme
lois de fréquence en actuariat. Leurs fonctions de répartition Fx et de
masse de probabilité fx sont fournies dans plusieurs logiciels (e.g. en R et

Excel ™).
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1.2.3 Variables aléatoires continues

On dit qu’une v.a. X est absolument continue s’il existe une fonction
fx (z) > 0, définie sur R, de telle sorte que

Pr(XGR):/RfX(x)dx:l
et
Pr(XGC):/CfX(x)dx,

ou C est un sous-ensemble de R. Par exemple, 'ensemble C' peut étre
]—o0,a]. Ainsi, on a

Pr(X € C)=Pr(X €]-o00,a]) =Pr(X <a) = Fx (a).

Si C = Ja, b], alors

Pr(X € C) Pr(X €la,b)) =Pr(a < X <b)

Pr(X <b)—Pr(X <a)=Fx(b)— Fx (a).

On nomme fx la fonction de densité de la v.a. X. On établit la relation
suivante entre F'x et fx :

Fx(z)=Pr(X <z)=Pr(X 6]—00,:1:]):/71 fx (y) dy.

Puis, en dérivant des deux cotés de 1’égalité, on obtient

Src =1 [ I rx ).

La fonction de densité fx peut donc étre obtenue en dérivant la fonction
de répartition. Contrairement a la fonction de répartition F'x, la fonction
de densité fx peut étre supérieure & 1. Une interprétation heuristique de
fx est donnée par

fx(@)de ~ Pr(X € (z, z+dz))

Pr (v.a. X prenne une valeur entre x et z + dx).

En annexe, on présente une description des principales distributions
continues utilisées en actuariat telles que les distributions normale,
uniforme, béta, exponentielle, gamma, Erlang, Pareto, lognormale, Weibull.
Pour toutes ces distributions, ’expression de la fonction de densité est
analytique. Pour les lois uniforme, exponentielle, Erlang, Pareto et Weibull,
la fonction de répartition est explicite ce qui n’est pas le cas pour les lois
normale, lognormale et gamma avec un parameétre o qui n’est pas entier.
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Les fonctions de répartition Fx et de densité fx pour plusieurs de ces

distributions sont fournies avec plusieurs logiciels (e.g. R et Excel ™).
Comme on lexplique au chapitre 2, les lois exponentielle, gamma,
Erlang, Pareto, lognormale et Weibull sont utilisées notamment pour
la modélisation des montants de sinistres. La loi normale est fondamentale
en théorie des probabilités, en actuariat et en gestion quantitative des
risques. Comme on le verra dans cet ouvrage, elle n’est toutefois pas
directement utilisée pour la modélisation des montants de sinistres.

1.3 Espérance d’une variable aléatoire

1.3.1 Définition

L’espérance d’une v.a. X désigne la valeur espérée que peut prendre cette
v.a.

Si X est une v.a. discréte avec support fini i.e. prenant un nombre fini
de valeurs {z1, x2, 23, ..., Ty } et avec une fonction de masse de probabilité
fx, Pespérance de cette v.a. est donnée par

E[X]= Zm Pr(X =) = Zm Ix ().

Si X est une v.a. discréte avec support dénombrable i.e. qui prend des
valeurs dans l'espace dénombrable Ax = {z1,22,23,...} € R et avec une
fonction de masse de probabilité fx, 'expression de son espérance est

E[X]= Z zPr(X =x) = in Ix (i),
i=1

rEAx

en supposant que la somme converge.
Lorsque X est une v.a. continue avec fonction de densité fx, ’espérance
de X est définie par

E[X] = 7mfx(m)d:z:.

L’espérance posséde la propriété de linéarité
ElaX +b=FE[aX]+b=aF[X]+b,

que X soit une v.a. discréte ou continue.

En actuariat, la notion d’espérance est importante. Par exemple, si la
v.a. X représente les colits pour un contrat d’assurance pour la prochaine
année, alors on verra que l'espérance de X correspond a la prime pure de
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ce contrat. Généralement, la prime chargée pour le contrat est supérieure
a l'espérance de X. Différents modeles pour X sont étudiés au chapitre 2.
On a le résultat suivant pour une v.a. continue positive.

Proposition 1.1 Soit une v.a. X continue positive dont l’espérance eriste.

Alors, on a E[X] = [ Fx(z)dx.
0

Preuve. On a

BIX] = / yfx (y)dy = / / fx (y)dedy
qui devient o .
E[X]O/m/fx(y)dydxo/FX(x)dx

]
On a aussi un résultat similaire pour une v.a. discréte définie sur un
support arithmétique {0, 1k, 2h, ...}.

Proposition 1.2 Soit une v.a. X discréte définie sur {0,1h,2h,...} dont
Uespérance existe. Alors, on a E[X]=hY ;_,Fx(kh).

Preuve. On déduit

qui devient

E[X]=hY_ Y hfx(jh)=h>_ Fx(kh).
k=0

k=0 j=k+1

1.8.2  FEspérance d’une fonction

On examine 'espérance d’une fonction g de X.
Dans le cas ou X est une v.a. discréte avec support fini et avec une
fonction de masse de probabilité fx, Uexpression de F [g (X)] est

m

Elg(X)] =) _g(@:) fx ().

i=1
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Lorsque X est une v.a. discréte définie sur un support dénombrable et
avec une fonction de masse de probabilité fx, on a

EX] =Y o fx(a),
im1

en supposant que la somme converge.
Si X est une v.a. continue avec fonction de densité fx, 'espérance de
g (X) est donnée par

Elg(X)] = / 0 (@) fx (@) d.

R

1.8.3 Moment d’ordre n

Un exemple important de fonction g est le cas ot g (y) = 3", pour n € N*.
On définit F [X"] comme le moment d’ordre n de la v.a. X. Ainsi, si la v.a.
X est discréte avec support fini, on a

EX"] = Zﬁfx(%)-

Si la v.a. X est discréte avec support dénombrable, 'expression de E [X ™|
est

E[X"] =Y aPPr(X =a;) = Y af fx (),
i=1 i=1

en supposant que la somme converge. Pour une v.a. continue X, on a

oo

Elg(X)] = E[X"] = / o fx(z)dz,

— 00

en supposant que 'intégrale existe.

1.8.4 Espérance d’une fonction indicatrice

Soit la fonction g définie par g (y) = lgyec}, ot 1{yec) est une fonction
indicatrice telle que

1 |1, yeC
W =0, weo

ou C est un sous-ensemble du support de X. Ainsi, on a F [1{X€C}] =
Pr(X € C).

Si C = (—o0,b], alors la fonction indicatrice 1,e(—co,p)} €St équivalente
a Liy<py, ol



1.4 Espérance tronquée 9

_ )L oy<o
Liy<oy = 0, y>b "’

et I'expression de l'espérance devient
Elg(X) = E [1{x<p] = Fx (b).

La fonction de répartition de la v.a. X peut donc s’écrire comme ’espérance
de fonction indicatrice 1¢,<;). De fagon similaire, & partir d’une fonction
indicatrice 1{,~4), soit

1, y>b
Liy>oy = 0, y<b ’
on a

Elg(X) = E [I{x>0}] = Fx (b),

qui correspond & la fonction de survie de X.

1.3.5 Intégrale de Riemann — Stieltjes

Il peut aussi advenir que la distribution d’une v.a. X soit mixte i.e.
Pexpression de sa fonction de répartition est Fx (x) = 60Fy(z) +
(1 —0) F1 (z), ou Fy est une fonction de répartition discréte avec fonction
de masse de probabilité fy et F} est une fonction de répartition absolument
continue avec fonction de densité de probabilité fi. Alors, I'espérance de
g (X) est définie en fonction de 'intégrale de Riemann - Stieltjes

By = [ g@arx @
= 0 9@ h@)+0-0) [ s@n@a
rx€EA -

ol A correspond a 'ensemble de tous les points de sauts de Fx (z).

1.4 Espérance tronquée

1.4.1 Définition

L’espérance tronquée d’une v.a. X est un cas particulier de 'espérance
d’une fonction g ot g (y) =y X 1{y<4y. On définit 'espérance tronquée a d
delav.a. X par F [X X 1{X§d}]. On peut aussi s’intéresser au complément
de cette espérance qui est

E[X X lixsqy) =E[X] - E[X x l{x<a] - (1.1)
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Les espérances F [X X 1{X§d}] et £/ [X X 1{X>d}] sont utiles notamment
pour définir 'expression de la mesure de risque TVaR, comme il est expliqué
a la section 1.11.

Si X est une v.a. discréte avec un support fini, on a

FE [X X 1{X§d}] = inl{x,;gd}fX (ml) :
i=1
Si X est une v.a. discréte avec un support dénombrable, on a
E [X X 1{X§d}] = inl{xigd}fx (i),

i=1

en supposant que la somme converge.
Lorsque X est une v.a. continue, ’expression de F [X X 1{X§d}] est

d
E[X X lix<aqy] = / zfx (z)dz.

— 00

1.4.2 FExemples

Dans cette sous-section, on développe les expressions F [X X 1¢ ng}] et
E [X x 1y X>d}] pour certaines lois continues.

Exemple 1.3 Soit la v.a. continue positive X ~ Exp(5) dont la fonction
de densité est fx (x) = pe P, x € RT. Llexpression de lespérance
tronquée est

d
E[X xlix<qy] = /0 zfx (z)dx

d
1
= / zfe Prde = —de P 4 = (1 — e*Bd) .
0 B
De (1.1), on déduit aussi
= 1 —pa_ 1 —Bd
E[Xxl{x>d}] = 2fx (x)de = = +de ——(1—e )
d B B
1
= de Py _e Pl O (1.2)
B
Exemple 1.4 Soit la v.a. continue positive X ~ Ga(a, 8) ot la fonction
de densité est %mo‘_le_ﬁm, x € RT. La fonction de répartition est

notée H (x;c,3) et la fonction de survie, H (x;a, ). L’expression de
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E [X X 1{X§d}] est donnée par

d a
E [X X 1{X§d}] = / x 5( )IL' -1 _Bmdl’

o¢+1
— / a+1—1e—5md$
6 (a+ 1

= —H(da+1,8)=E[X|H(da+1,8).

6
On déduit que
E[X xlixsqy] = E[X]—E[X x1{x<a]
= EX](1-H(da+1,83)
= E[X|H(sa+1,8).0 (1.3)

Exemple 1.5 Soit la v.a. continue X ~ N(,u,a2) ot la fonction de

2

(z—p

densité est U\}ﬁef 27, x €R. On a la relation X = p+0Z, ou la v.a.

Z obéit & la loi normale standard, soit Z ~ N (0,1), dont la fonction de
répartition Fy est notée ® et la fonction quantile, ®~1. Alors, la fonction
de répartition de X est notée comme suit :

FX(x)ztb(x'u).

g

L’expression de E [X X 1{X§d}] est donnée par

d 1 _e-w?
E[Xxl{XSd}] = r———e 202 dx

On déduit que
E[X xlixsqy] = E[X]—E[X x1{x<a]

_(d- 1w
- ;@( ”>+a—eﬁ—(’zﬂ‘) O (14)




12 Quelques notions de la théorie des probabilités

Exemple 1.6 Soit la v.a. continue positive X ~ LN (,u,aQ). Comme X =

eV ouY ~ N (,u, 02), alors Uexpression de la fonction de répartition pour
X est

Fx (z) = Py (In(z)) = @ (w) .

g

Sice€R, alors on a ¢cX ~ LN (u +1n(c) ,02), car cX = ce¥ = Y19 ¢t
Y+In(e) ~ N (u +1n(c) ,02). De plus, on a X' ~ LN (—u, 02), puisque
X 1=eVYet-Y~N (—u, 02). L’expression de l’espérance tronquée est

E[X xlx<gy] = Ele" xlr<gy] = Ee X Ly <in(ay)

@ e
= e ——e 2.7 dzx
\/—oo [OAY 27
)
exp(u+02/2)/ G

e 202 dx
—oo OV2W

qut devient

P X x 1ixcn] = el + 0220 (D22,

g

Par la suite, on obtient
—(In(d)— pu—0o?
E[X x 1{xsq] = E[X]® (()+) n (1.5)

Exemple 1.7 Soit la v.a. continue positive X ~ Pa(a, ) avec o > 1 et

dont la fonction de densité est fx (x) = %, x € R. Lexpression de
E [X X 1{X§d}] est donnée par
d a
ai
FlXx1 = r—dx
[ {Xﬁd}] /0 (At x)a+1

)\ o4 d )\Dé
Y A g
<A+d) +/0 Do

qut devient

A\ A P
pbrcteeal = 4(s33) v 225 (1 )
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Ensuite, on obtient

E[X xlixsqy] = E[X]-E[X x1{,<g]
Aot A\
= +d(+—) .0 (L6
a—1(\4d)*! <A+d) (1.6)

1.5 Variance

1.5.1 Définition

Soit une v.a. X dont le moment d’ordre 2 existe. On définit la variance de
la v.a. X par

Var (X) = E [(X B [X})ﬂ . (1.7)

Si X est une v.a. discréte avec support fini ou dénombrable, 'expression
de (1.7) devient

m

Var (X) = Z (i — E[X])? fx (@)
i=1
Var (X) = Z (x; — E [X])2 Ix (i)

Dans le cas oit X est une v.a. continue, on a

oo
Var (X) = / (z — E[X))? fx (z)da.
—00
La variance de X s’interpréte comme étant une mesure de la variabilité ou
de la dispersion de la v.a. X par rapport & son espérance. Clairement, la
variance est toujours positive ou nulle. Elle prend une valeur nulle dans le
cas ou la v.a. X est une constante.
En développant (1.7), on obtient ’expression

Var (X) = E [X?] - E[X]?, (1.8)

qui est couramment utilisée pour calculer la variance de X.
Soit la v.a. Y définie comme une transformation linéaire de X, i.e. Y =
aX + b. Alors, la variance de Y est donnée par

Var (Y) = Var (aX +b) = Var (aX) = a*Var (X).
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1.5.2 Ecart type

On définit I'écart type de la v.a. X par 1/ Var (X), qui est aussi une messure
de dispersion ou de variabilité de la v.a. X par rapport & son espérance.
L’écart type est de la méme échelle que les valeurs pouvant étre prises par
la v.a. X. Comme la variance, I’écart type est positif ou nul. De plus, pour
Y=aX+b,ona

V/Var (Y) = a/Var (X).

1.5.83 Coefficient de variation

On a également recours au coefficient de variation de la v.a. X, défini par

—V\;E;((f() Le coeflicient de variation est percu comme une mesure relative
de variabilité ou de dispersion et il est aussi appelé le risque unitaire en
gestion quantitative des risques.

Le coefficient de variation de la loi exponentielle est de 1, servant de
point de comparaison pour les autres lois continues positives. Une loi avec
un coefficient de variation supérieur (inférieur) a 1 est considérée comme
une loi avec une variance élevée (faible).

Le coeflicient de variation de la loi gamma est donné par ﬁ et on observe
qu’il est supérieur (inférieur) a 1 si le paramétre o est inférieur (supérieur)
a 1. Le coefficient de la loi Erlang est toujours inférieur a 1. Le coefficient de
variation d’une loi trés utilisée en actuariat, la loi lognormale, est donné par
Veo® — 1 et il est toujours supérieur & 1. Si o > 2, le coefficient de variation

de la loi de Pareto, dont I'expression est , / =%, est aussi toujours supérieur

al.

1.6 Moments centrés

Soit une v.a. X dont le moment d’ordre n existe. On définit le moment
centré d’ordre n par E[(X — E[X])"]. La variance est un cas particulier
de moment centré avec n = 2.

Si X est une v.a. discréte avec support fini ou dénombrable, I’expression
de E[(X — E[X])"] est donnée par

m

E(X -E[X)"] =) (xi — E[X])" fx (2:)

i=1
ou

E[(X - E[XD" =) (& - E[X])" fx (:).

i=1
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Pour une v.a. continue X, on a

BIX-EX))= [ (@ BX)" fx (@)

En développant son expression, on a la relation suivante :
n = n n—j i n—j
E(X -E[X)"=) (3) (-)"EXIEX]". (19)
§=0

Les moments centrés sont invariants a la translation. Soit la v.a. ¥ =
X +c. Alors, on a

E[Y —E[Y]))"|=E[(X - E[X])"].
De plus, pour lav.a. Y =cX, on a
E(Y -E[Y]))"]=c"E[(X - E[X])"].

Outre la variance, on est aussi intéressé par le moment centré d’ordre 3,
qui permet de définir le coefficient d’asymétrie.

1.7 Coefficient d’asymétrie

Soit la v.a. X dont les trois premiers moments existent. Le coefficient
d’asymeétrie de la v.a. X, noté v (X), est défini par

E[(X - B[X])’]

0 = Var (X)‘: 7

e

ou le troisiéme moment centré est donné par
E (X—E[X])ﬂ = E[X%] - 3B[X]|E[X]* +2E[X]°, (1.10)

selon (1.9).

Le coefficient d’asymétrie donne une information quant a la symétrie de
la distribution de X par rapport a son espérance.

Dans le cas ou y(X) = 0, la distribution de la v.a. X est symétrique
par rapport & son espérance. La loi normale est un exemple de distribution
avec un coefficient d’asymétrie nul.

Si v(X) > 0, Pasymétrie de la distribution de X est a gauche (positive),
ce qui signifie que la distribution est plus étalée a droite de l’espérance.
Ainsi, la probabilité que la v.a. X prenne une valeur beaucoup plus élevée
que son espérance est élevée.



16 Quelques notions de la théorie des probabilités

Le coeflicient d’asymétrie de la distribution gamma est donné par % et il
(03

décroit quand le parameétre de forme o augmente. Le coeflicient d’asymétrie
de la loi exponentielle est 2. Les distributions lognormale et de Pareto
(a > 3) ont aussi des coefficients d’asymétrie positifs. La loi de Poisson,
la loi binomiale négative et la loi binomiale avec g < % possédent une
asymeétrie positive.

Quand v (X) < 0, Pasymétrie de la distribution de X est a droite. Par
exemple, la loi binomiale avec ¢ > % posséde une asymeétrie négative.

1.8 Fonction génératrice des moments

La fonction génératrice des moments (f.g.m.) d’une v.a. X est définie par
Mx (t) = E [¢"*],

en supposant que I'espérance existe pour un ensemble de valeurs de t #£ 0.
La f.g.m. est un cas particulier de l'espérance d’une fonction g de X ou
g(y) = e'.

Si X est une v.a. discréte avec support fini ou dénombrable, I'expression
de la f.g.m. de X est

My (t) = E [e] = Zem Fx (2)

ou

My (t) = E [e¥] = Zemfx(ﬂﬁi),
=1

si la somme converge pour un ensemble de valeurs de t # 0. Dans le cas
d’une v.a. continue X, on a

(oo}

Mx (t)=F [etX] = / e fx (z) du,
—00
si 'intégrale existe pour des valeurs de t # 0.

La f.g.m. des distributions e.g. exponentielle, gamma et normale existe.
En revanche, la f.g.m. des distributions e.g. de Pareto et de Burr n’existe
pas. Quand elle existe, la f.g.m. de X permet d’identifier sa distribution.

Si la f.g.m. d’une v.a. X existe, le moment d’ordre m de X correspond
a la m-iéme dérivée de la f.g.m. évaluée 4t =0

E[X™ = —— Mx (t)
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En effet, on a

dam dm d™
—— My (t) = ot X - FE [_m tX:|
dt o dt [ ] t—0 dt =0
qui devient
dan x ()| =E[X"Y]|,_ =E[X™].
dtm =0 t=0

1.9 Fonction génératrice des probabilités

Soit une v.a. discrete X définie sur N. La fonction génératrice des
probabilités (f.g.p.) de la v.a. X est définie par

Px (t)=E[t*] = itkfx(k) (1.11)
k=0

si la somme converge pour un ensemble de valeurs de ¢ # 1. On déduit les
valeurs de fx (k) en dérivant (1.11) & fois par rapport a ¢, en posant t = 0
et en divisant par k! selon la relation suivante :

dk
Ix (k)= % ﬁPX (t)

)
t=0

pour k € NT et avec fx (0) = Px (0). De plus, on a

1.10 Fonction quantile

1.10.1 Définition de base

On débute avec la définition de base de la fonction quantile.

Définition 1.8 Soit la v.a. X avec fonction de répartition Fx. On définit
la fonction inverse F};l de Fx par

Fyl(u) =inf{z €R: Fx(z) > u} =sup{z € R: Fx(z) < u},

pour u € (0,1). Par convention, inf ) = +oo et supf = —oco. La fonction
mverse Fgl est ausst appelée la fonction quantile de X.

A partir de la définition 1.8, on déduit les propriétés suivantes.
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Propriétés 1.9 La fonction quantile satisfait les propriétés suivantes:
1. F);l est non décroissante (croissante au sens large) ;
2. F);l est semi-continue & gauche ;
3 F{'(Fx (z) <z ;

4. Fx (F¢' (2) > u.

v

1.10.2 Variables aléatoires continues

Si la v.a. X est continue, alors Fy 1 correspond a la seule valeur z, telle
que Fx (z,) = u. Pour certaines lois continues, il est possible d’obtenir une
expression explicite pour la fonction quantile. Cette démarche est illustrée
dans les exemples suivants pour quelques lois continues.

Exemple 1.10 Soit la v.a. X ~ Exp(B) dont la fonction de répartition
est Fx (x) = 1 — e A%, L’expression analytique de la fonction quantile est
déterminée en isolant x dans la relation Fx (x) = u. On obtient F);l (u) =
—% In(1—w). O

Exemple 1.11 Soit la v.a. X ~ Pa (o, \) dont la fonction de répartition

est Fx () =1— (/\—ia:) . On détermine la fonction quantile en cherchant

x tel que Fx () =1— (A—ix) =u ot u est fixé entre (0,1). On obtient

A
Fillu) = ———+—X, ue(0,1).0
(1 —u)w
Exemple 1.12 Soit la v.a. X = bU ou b € Rt et U ~ Béta(a,1) avec
Fy(z) = z%, x € [0,1]. Alors, il suffit d’isoler x dans U'équation v =
Fx (z) = (%)a et on déduit que F' (u) = bus. O

Pour d’autres lois continues, on dispose d’une expression analytique pour
Fx (z) pour laquelle il est impossible d’isoler ’expression de la fonction
quantile. Dans ces circonstances, on doit recourir & un outil d’optimisation
pour calculer la valeur de la fonction quantile. C’est le cas notamment de
la loi Erlang dont la fonction de répartition est

n—1 i
Fy(z)=1—eP® Z @

>
=0 7

Les fonctions quantiles Fy ! pour plusieurs distributions continues sont

programmeées dans des logiciels (e.g. R et Excel ~ ).
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1.10.3 Variables aléatoires discrétes

Pour les v.a. discrétes, il suffit d’appliquer directement la définition 1.8
comme il est illustré dans ’exemple suivant.

Exemple 1.13 Soit la v.a. discréte X définie avec
Pr(X =0)=0.2, Pr(X =100)=0.3, Pr(X =500) =0.35

et Pr(X =1000) = 0.15. Les expressions des fonctions de répartition et
quantile sont

0, =<0
’ <u<0.
02, 0<w<100 (1)6006;23105
Fx(u)={ 0.5, 100 <z < 500 et Fl(u) = o ="
500, 0.5<u <0.85
0.85, 500 < < 1000 000, D85 e <1
1, > 1000 e =

|

Les fonctions quantiles F' ;1 de plusieurs distributions discrétes sont

fournies dans des logiciels (e.g. R et Excel ™ ).

1.10.4 Cas non standards

L’identification de la fonction quantile devient plus délicate lorsque la
fonction de répartition présente une forme non standard avec des portions &
la fois monotones croissantes et des plateaux (ou des portions horizontales).
Dans le prochain exemple, on présente le cas d’'une v.a. X ayant une telle
fonction de répartition non standard.

Exemple 1.14 Soit la v.a. X dont la fonction de répartition est donnée
par
(%), 0<x<100

Fy () = { 025, 100 <2 <200
1- (3(%]21) ’ .’L‘ZQOO

La fonction de répartition est représentée sur le graphique de la figure 1.1.
Alors, lexpression de Fgl est donnée par

200 (u—)  0<u<025
Fylt(u)=14¢ 200, 0.25<wu<0.64
300 ((1 )T 1) . 064<u<1
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0 100 200 300 400 500

(%)%, 0<z<100

300
FIGURE 1.1. Courbe de Fx (z) = 0.25, 100 52 x < 200
1- (5502)", @>20

1.10.5 Deuxiéme définition

Dans certaines situations, on a aussi recours & une seconde définition donnée
ci-dessous de la fonction quantile.

Définition 1.15 Soit la v.a. X avec fonction de répartition Fx. On définit
une deuxiéme version de la fonction inverse F);H' de Fx par

Fy't(u)=inf{z € R: Fx(z) > u} =sup{z € R: Fy(z) <u},

pour u € (0,1). Par convention, inf@) = +oo et supf) = —oo. Cette
deuxiéeme wversion de la fonction inverse F);IJF est aussi appelée une
deuxiéme version de la fonction quantile de X .

" —1+ )
Les propriétés de Fy, "™ sont :
o Iy I+ est non décroissante (croissante au sens large) ;

o Iy I+ est semi-continue a droite.

Si la v.a. X est continue, alors Fx't (u) = F' (u).

Si X est une v.a. discréte et si u correspond & une partie horizontale
de Fx (), alors Fx! (u) correspond a I'extrémité gauche de Vintervalle et
F);IJF (x) correspond a lextrémité droite de U'intervalle.

On illustre la distinction entre les deux fonctions F);IJF et F)}l dans les
exemples qui suivent.

Exemple 1.16 Soit la v.a. discréte X avec Pr(X =z) = 1, ov z €
{1,5,10,18}. Alors, Fx' (0.4) = F'T(0.4) = 5 mais Fx' (0.5) = 5 et
Fy'T(0.5) =10. O
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Exemple 1.17 Soit la v.a. discréte X définie & 'exemple 1.13. Pour u €
[0,1]\ {0.2,0.5,0.85}, on a Fx' " (u) = F'(u). De plus, Fx'7(0.2) = 100,
F17(0.5) = 500 et Fx'*(0.85) = 1000. O

Exemple 1.18 Soit la v.a. X dont la fonction de répartition est définie a
Uexemple 1.14. On a F;H' (u) = Fgl (u) pour toute valeur de u # 0.25.
Pour u=0.25, on a Fy ' (0.25) = 200 et F' (0.25) = 100. OJ

1.10.6  Propriétés de la fonction quantile

On a le théoréme suivant, dont I’'une des applications importantes conduit
a la méthode inverse utilisée dans la simulation stochastique (voir chapitre

).

Théoréme 1.19 Théoréme de la fonction quantile. Soit une v.a. X
avec fonction de répartition Fx et fonction quantile Fgl. Soit une wv.a.
U ~ U (0,1). Alors, la fonction de répartition de F' (U) est Fx.

Preuve. On fait la preuve en trois temps.
On suppose que la v.a. X est continue, ce qui implique

Pr(Fy' (U) <z) =Pr(U < Fx (2)),

car les évenements {Fy'(U) <z} et {U < Fx (z)} coincident. De la
fonction de répartition de U ~ U (0, 1), on déduit

Pr (Fy' (U) <z) =Pr(U < Fx (z)) = Fx (2).
On suppose que la v.a. X est définie sur N. Alors, pour & € N, on a
Pr (Fy' (U)=k) =Pr(Fx (k—1) <U < Fx (k)),

puisque 1’événement {Fgl U)= k} correspond aussi & I’événement
{Fx (k—1) < U < Fx (k)}. Ensuite, on obtient

Pr(Fy'(U)=k) = Pr(Fx(k—1)<U < Fx (k))
= Fx(k)—Fx(k—1).

Maintenant, on considére le cas général incluant les deux cas précédents
mais aussi le cas d’une v.a. X dont la fonction de répartition peut avoir des
sauts et des portions horizontales. D’abord, on suppose que x > Fgl (u), ce
qui implique, d’apreés les propriétés 1.9 de F);l, que F);l (u) > z. Ensuite,
on suppose que Fx (z) > u, ce qui implique z > Fgl (u). Par conséquent,
on a aussi

Pr(Fy' (U) <2) =Pr(U < Fx (2)) = Fx ().
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]
La prochaine proposition est aussi importante.

Théoréme 1.20 . Théoréme "Probability Integral Transform". Soit
une v.a. continue X avec fonction de répartition Fx et fonction quantile
Fyt. Soit une v.a. U ~ U (0,1). Alors, Fx (X) ~ U (0,1).

Preuve. Pour tout u € (0,1), on développe I'expression de la fonction de
répartition de Fx (X)

Pr(Fx (X) <u)=Pr(X < F¢'(u)) = Fx (Fy' (v)) =,

ce qui permet de déduire au résultat désiré. m

Selon la proposition suivante, la fonction quantile d’une transformation
croissante et continue d’une v.a. s’exprime comme la transformation de la
fonction quantile de cette v.a.

Proposition 1.21 Soit une v.a. X. Si ¢ est une fonction strictement
croissante et continue, alors on a

Folk () = ¢ (Fx' (W),
pour u € (0,1).

Preuve. Voir e.g. [24]. m
On a le résultat suivant a propos de la relation entre la fonction quantile
et I'espérance.

Proposition 1.22 Soit une v.a. X avec fonction de répartition Fx,
fonction quantile F);l et dont lespérance existe. Alors, on a

/: Fy'(wde = B {X X 1{X>F;(H>}} (1.12)
| F () (P (P () — )
/0 Fy'(Wdu = E {X X 1{X§F;(m)}} (1.13)

+Fx ! (v) (k= Fx (Fx' (1)),

Preuve. Le résultat est évident pour une v.a. discréte et pour un v.a.
continue. Dans le cas général, on peut consulter [1]. m

Les deuxiémes termes permettent de tenir compte des sauts éventuels
dans la distribution de X. Sila v.a. X est continue, on a le résultat suivant.
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Corollaire 1.23 Lorsque la v.a. X est continue, Fx (F);1 (w) = u et
(1.12) et (1.13) deviennent

E[X X1 pogmy] (1.14)

;n\_
B
=
o
<
I

E[X X ooy (1.15)

Nx
3
S
o
<
|

1.11 Mesures de risque VaR et TVaR

Dans cette section, on présente les principales mesures de risque utilisées en
actuariat et gestion quantitative des risques. Les propriétés de ces mesures
sont étudiées au chapitre 3.

1.11.1 Définitions

La mesure Value at Risk (VaR) est une mesure de risque treés populaire en
gestion des risques et en science actuarielle.

Définition 1.24 Soit 0 < k < 1. La mesure VaR avec un niveau de
confiance k associée & la v.a. X est définie par VaR.(X) = F);l (K).

Ainsi, la probabilité que la v.a. X prenne une valeur supérieure a la
VaR est moindre ou égale a 1 — x. Toutefois, la mesure VaR ne donne pas
d’information sur le comportement de la distribution au dela de la VaR.
Par exemple, pour une v.a. continue X et pour x = 99.99%, cela signifie
qu’il y a une probabilité de 0.01% que la v.a. X prenne une valeur qui est
supérieure & VaRgg 999 (X) sans nous préciser Pampleur de la valeur que
X peut prendre si elle excede la VaR.

La mesure Tail Value at Risk (TVaR) est proposée comme une
alternative & la mesure VaR.

Définition 1.25 Soit 0 < k < 1. La mesure TVaR avec un niveau de
confiance K est définie par

1 1

avec TVaRy(X) = [} VaR, (X)du = E [X].

En utilisant (1.12) avec (1.16), on obtient une expression alternative pour
la mesure TVaR :
E [X x 1x>var,cop] + VaRs (X) (Fx (VaR, (X)) — %)

TVaR, (X) = T«

?

(1.17)
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oun F [X X 1{X>VGRN(X)}] est calculée directement ou en utilisant la
relation

) [X X 1{X>VaRh-,(X)}] =E[X]-FE [X X ]-{XgVaRN,(X)}] .

Selon (1.16), la mesure TVaR, (X) peut étre considérée comme une
moyenne arithmétique des mesures VaR, (X) pour des valeurs de u
supérieures a k. Alors que la mesure VaR indique un seul point de la queue
de la distribution, la mesure TVaR fournit une meilleure indication de
I’épaisseur de la queue.

On présente aussi la définition de la mesure Conditional Tail Expectation

(CTE).

Définition 1.26 Soit 0 < k < 1. La mesure CTE avec un niveau de
confiance k associée & la v.a. X est définie par

CTE,(X)=F[X|X > VaR,(X)],
qut peut aussi s’écrire comme suit :

E [X X 1{x>VaR, (X)}]
Pr(X > VaR, (X))

CTE, (X) =

La mesure CTE est lespérance de la v.a. X dans les cas ou cette v.a.
prend des valeurs supérieures & la VaR. La mesure CTE correspond a la
moyenne des 100(1 — k) % valeurs les plus élevées que peut prendre X. On
a CTEy(X) = E[X].

On analyse la relation entre les mesures de risque TVaR et CTE. Si la
v.a. X est continue alors Fx (VaR, (X)) — k =0 et il en résulte que

E[Xx1
TVaR, (X) = [ {Xi:“’“’““‘(x)} I (1.18)

De plus, comme
Pr(X > VaR, (X)) = Fx (VaR, (X)) =1 — &,
on obtient

E[X X I{x>var, (x)})
1-—x

TVaR, (X) = =CTE, (X). (1.19)
On constate que la mesure CTE est égale a la mesure TVaR lorsque la v.a.
X est continue, ce qui n’est pas le cas de fagon générale. En fait, la mesure
TVaR a été proposée initialement selon la définition 1.24 et la relation
(1.19) a mené a la définition de la mesure CTE.
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Pour éviter toute confusion, on utilise uniquement la mesure TVaR
dans cet ouvrage. En gestion quantitative des risques, la mesure TVaR est
souvent appelée expected-shortfall.

Exemple 1.27 Soit une v.a. discréte X avec support
{0,100, 200, 500, 1000}

et dont les valeurs de la fonction de masse de probabilité sont fournies dans
le tableaw suivant :

P 0 | 100 | 200 | 500 | 1000
Fx(z) |03 |04 | 015 | 010 | 0.05
Fx(z) | 03 | 0.7 | 0.85 | 0.95 | 1.00

La valeur de E [X] est 170. Dans le tableau suivant, on indique les valeurs
de VaR,(X), TVaR.(X) et CTE.(X) pour k = 0.22, 0.3, 0.39, 0.8501,
0.95 et 0.9999 :

K 0.22 0.3 0.39 0.8501 | 0.95 0.9999

VaRy (X) 0 0 100 500 500 1000
TVaR. (X) | 217.9487 | 242.8571 | 263.9344 | 666.7779 | 1000 1000
CTE, (X) | 242.8571 | 242.8571 | 433.3333 1000 | 1000 | indéfinie

Comme VaRg 39(X) = 100, on obtient

E[X X 1{X>VaRo.39(X)}]

TVCLRO.gg(X) = 1— 0 39
+VaR0,39(X)(FX (VaRg.39(X)) — 0.39)
1-0.39
~ 200 x 0.15+ 500 x 0.1 + 1000 x 0.05 + 100(0.7 — 0.39)
o 1-0.39
= 263.934426
et
CTEO.gg(X) = E[X|X > VaRo_gg(X)]
B Z zPr(X =z)
- Pr (X > 100)

2€{200,500,1000}
200 x 0.15 4 500 x 0.1 + 1000 x 0.05
1-0.7

= 433.333333.

On constate que la valeur de CTE, (X) pour k > 0.95 n'est pas définie,
fournissant un argument supplémentaire & utiliser la mesure TVaR. O

1.11.2 Propriétés

Le résultat suivant est important pour la mesure VaR.
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Proposition 1.28 Soit une v.a. X. Pour une fonction croissante et
continue ¢ de X, on a

VaR, (¢ (X)) = ¢ (VaR, (X)).

Preuve. Le résultat découle de la proposition 1.21. m
De la proposition 1.28, on déduit les deux propriétés suivantes.

Propriété 1.29 Invariance a la multiplication par un scalaire
positif. Pour un scalaire a € RY, on a

VaR, (aX)=aVaR, (X) et TVaRy (a¢X)=aTVaR, (X).

Preuve. Comme la fonction ¢ (z) = az est croissante et continue,
Papplication de la proposition 1.28 méne au premier résultat. Le deuxiéme
résultat découle de la définition de base de la TVaR et du premier résultat.
[

Propriété 1.30 Invariance a la translation. Pour un scalaire b € R,
on a

VaR, (X +b) =VaR, (X)+betTVaR, (X +b) =TVaR, (X) +0.

Preuve. La fonction ¢ (ax) = © + a est croissante et continue. Alors, avec
la proposition 1.28, on obtient le premier résultat. On remplage ce dernier
dans la définition de base de la TVaR ce qui méne au second résultat. m
Les proprétés des mesures VaR et TVaR sont traitées en détail au
chapitre 3.
Une autre illustration de la proposition 1.28 est fournie dans le prochain
exemple.

Exemple 1.31 Soient les v.a. X et Y = eX. Alors, VaR,(Y) =
eValte(X) ' car (z) = €” est une fonction croissante et continue. [

1.11.3 FExemples

On développe les expressions de la VaR et de la TVaR pour quelques lois
continues.

Exemple 1.32 Soit la v.a. X ~ Exp (). L'expression de la VaR est

VaR, (X) = f%ln(l —K).
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Sid=VaR,(X) = fé In(1— k) dans (1.2), alors e PValn(X) — 1 _ .
On remplace cette derniére expression dans (1.18) et on déduit

- E[X x L{x>vaRr.(x))]

1
= VaR, (X) + =. O
T aly (X) +

B
Exemple 1.33 Soit la v.a. X ~ Ga (o, B). Il 0’y pas de forme analytique
pour la VaR. Sa valeur est calculée a l'aide d’un outil d’optimisation. On
peut aussi utiliser la fonction quantile de la loi gamma programmeée dans
plusieurs logiciels (e.g. R) pour calculer sa valeur. Avec (1.3) et (1.18), on
obtient

TVaR, (X

E[X X 1{x>van, )i . (X))
TVaR, (X) = [X x i{X—>: Rh,(X)}]:E[X]H(Vaf_(’jf),a+1,5)‘m

Exemple 1.34 Soit la v.a. X ~ N (,u, 02). On a la relation X = p+oZ,
ot la v.a. Z ~ N (0,1), dont la fonction de répartition Fy est notée ® et
la fonction quantile, ®~'. L’expression de la VaR de X est

VaR, (X)=pu+0oVaR, (Z) = p+ac® ' (k).

1l n’y pas de forme analytique pour la VaR. On peut avoir recours & la
fonction quantile de la lot normale qui est programmée dans plusteurs

logiciels (e.g. R et Excel ~ ).
Avec d = VaR (X) = p+0o® 1 (k) dans (1.4) et (1.18), on déduit

E [X X 1{x>var, (x)})

TVaR, (X) = —

_ N (nror, oo-u)?
1 (MJraFZU (%) H) + O'\/%G_T
11—k

qut devient

11 (o)
TVaR, (X)=p+ ——o——=e EE (1.20)
1-k 27

A partir de (1.20), on obtient

1 1 ()

)

TVCLRH (Z) = EEG_ 5

ce qui permet de déduire que

TVaR, (X)=p+cTVaR,(Z),
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confirmant les propriétés de multiplication par un scalaire positif 1.29 et de
translation 1.30 de la TVaR. O

Exemple 1.35 Soit la v.a. X ~ LN (u,0). Comme on peut écrire X = e¥
ouY ~ N (/L,O’Q), on déduit VaR, (X) = 08 (8) quee la proposition
1.28. En appliquant conjointement (1.5) et (1.18) avec d = VaR, (X), on
obtient

(X]F (doiet) x| (et e

g

TVaR,. (X) = - = -
_ E[X]® (27 (k) —0) -
1—k ’

Exemple 1.36 Soit la v.a. X ~ Pa(a,N), avec « > 1. On utilise

conjointement (1.6) et (1.18) avec d =VaR, (X) = A <(1 1_)L - 1> et on

développe ’expression de la TVaR

a—1

E[X X lYxsvar,x))  ax(1-k) " +d(1-k)

11—k 1—«x

TVaR, (X)

= A (1&)_%+d)\(

a—1

L1

al(l,{)—rv1>.m

o —

Dans l'exemple suivant, on compare deux lois ayant des espérances
identiques et des VaR identiques pour une certaine valeur de k.

Exemple 1.37 Soient deux v.a. X1 ~ Ga (0.5,20007") et Xy ~ Pa(a,))
telles que E[X1] = E[X3] = 1000 et

VaRy.g95 (X1) = VaRy.go5 (X2) = 7879.4387.

Alors, on déduit que o = 4.474496 et A = 3474.495631. Enfin, on constate
que
TVCLR(),995 (X1) = 9714.0349

et
TV(IRO'995 (XQ) =11 147.2322

confirmant que la mesure VaR ne donne pas une indication claire du
comportement de la queue de la distribution. [.

1.11.4 Multiplication par un scalaire négatif

Soit une v.a. X pour laquelle on peut calculer VaR, (X) et TVaR, (X).
On définit la v.a. Y = — X ou l'expression de la fonction de répartition est
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donnée par
Fy (y)=Pr(Y <y)=Pr(X > —y). (1.21)

On considére en premier lieu le cas ot la v.a. est continue et on traite le
cas plus général par la suite. Lorsque la v.a. X est continue, (1.21) devient

Fy (y) =1-Fx (-y)
et on déduit 'expression suivante de VaR,; (Y') en fonction de VaR,, (X)
VaR, (Y) = —VaRi_. (X). (1.22)

Ensuite, on a

1! 1!
TVaR, (V)= —— / VaR, (Y)du = — / VaR;_, (X)du.
1-kJ, 1-kJ,
(1.23)
En posant s = 1 — u avec du = —ds dans (1.23), on obtient
1 0
TVaR, (Y) = / VaR;s (X)ds
-k 1-k
1 1—k
= — s (X)ds. 1.24
T /0 VaRs (X)ds (1.24)
En utilisant (1.12), (1.24) devient
ElXx1 aR1_,
TVaR, (V)= — [ {TSVER‘”(X”] . (1.25)
A partir de (1.24), on a aussi
I 1!
TVaR,(Y) = - / VaRs (X)ds + —— VaRs (X)ds
11—k Jp 11—k Ji_.
1
= 1 (BX]=sTVaR . (X)). (1.26)

On illustre les relations (1.22) et (1.26) dans ’exemple qui suit.

Exemple 1.38 Un individu investit une somme V (0) = 10 000 au temps
0 dans un fonds mutuel. Il ne fait aucun retrait et aucun dépét au cours
de la prochaine période. La valeur au temps 1 de son investissement est
représentée par la v.a. V(1) =V (0)Y ou Y est une v.a. continue positive
avec E[Y] = 1.12. La valeur de la perte liée & Uinvestissement est définie
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par L =V (0) =V (1). On dispose de Uinformation suivante :

k| VaRe (V) | E]Y X Liy<var.()})
0.005 0.44444 0.00197
0.01 0.49014 0.00431
0.05 0.63192 0.02728
0.95 1.72122 1.02406
0.99 2.04150 1.09782
0.995 2.16755 1.10831

Alors, E[L] =V (0) — V(0) E[Y] =10 000 (1 — 1.12) = —1 200. Ensuite,
en appliquant la propriété de translation de la VaR et (1.22), on déduit
VCLRO‘995 (L) = VCLRO‘995 (V (0) -V (0) Y)
=V (0) +V (0) X (7V@R0_005 (Y))
= 10 000 4 10 000 x (—0.44444) = 5555.6.

Selon la propriété de translation de la TVaR, 'expression de la TVaR de
L est donnée par

TVaR,. (L) =TVaR, (V (0) — V (1)) =V (0) + TVaR, (-V (1)),

ol
TVaR, (-V (1)) = V(0)x TVaR, (~Y)
1—k
= V(O)><—1il<é/0 VaRs (Y)ds
1
= V(0)x— E[Y X lix<var,_.0"}] »

11—k

avec (1.24) et (1.25). Alors, on déduit

TVaR, (L) =V (0) (1 - —E[Yx 1{xgmm<y>}]) :

1-—x
Pour k = 0.995, on obtient

0.00197

T ) =1 - —
VaRy.995 (L) 0000 x ( 1—0.995

) =6060. O

On consideére le cas général, ou 'on suppose que la distribution de la v.a.
X peut admettre des sauts, ce qui inclut le cas des distributions discrétes,
continues ou mixtes. Il en résulte que 'expression de VaR, (Y) devient

VaR, (Y)=-VaR}_, (X), (1.27)
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ott VaR} (X) = Fx'" (u) pour u € (0,1). En fait, il est & préciser que
VaR, (X) et VaR} (X) different uniquement lorsque u se trouve sur un
plateau de Fx, comme c’est le cas lorsque la v.a. X est discréte.

Avec (1.27), expression de la TVaR est

1

11—k

TVaR, (V)= —

11—k
/ VaRY (X)ds. (1.28)
0
En adaptant (1.13), le développement de (1.28) conduit a

1
TVaR.(Y) = *EE [X X 1{X§VaR1tN(X)}]

1
+EVGRT—K (X) (Fx (VaR{_, (X)) — (1 —)).
On illustre cette définition de VaRj(Y) dans les deux prochains
exemples.

Exemple 1.39 Soit une v.a. X ou fx (z) = % et x € {1,5,10,18}. On
définit la v.a. Y =21 — X. D’aprés (1.27), on déduit que

VaRy3(Y)=21—-VaR] ,5(X)=21-10=11

et
VaRors (V) =21 — VaRi[(”S (X)=21-5=16.

Afin de vérifier les valeurs obtenues, on calcule directement les valeurs de

VaRy3(Y) et VaRo.75 (Y). De plus, on a

TVCLRO.;), (Y) =21

1 /1 1
( o 0—10><(0.75—0.7)) =16

S 1-03 4
et
1 1+5
T Y) =21-—— [ — — 5 —0.2 = 20.
VaRo.75 (Y) 10.75( 1 5% (0.5—0 5)) 0

Clairement, on détermine que fy (y) = i, ot y € {3,11,16,20}, o
partir de laquelle on confirme que VaRy 3 (Y) = 11, VaRo75 (Y) = 16,
TVCLR(].:; (Y) =16 et TVCLRO.75 (Y) =20. O

Exemple 1.40 Soit une v.a. R représentant le taux de rendement
instantané pour un fonds mutuel au cours de la prochaine période dont les
valeurs de la fonction de masse de probabilité sont les suivantes :

r | —02 | —-01 | —0.05 0| 0.02 [ 0.05 0.1
fr(r) 0.05 0.05 0.1 | 0.2 0.3 | 0.25 | 0.05

On investit une somme V (0) = 1000 au début de la période et la valeur &
la fin de la période est la v.a. V (1) = V (0)e® dont les valeurs de fy (1 (v)
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et de Fy (1) (v) sont fournies dans le tableau suivant :

v | 818.73 | 904.84 | 951.23 | 1000 | 1020.20 | 1051.27 | 1105.17
v (0) 0.05 0.05 01 ] 02 0.3 0.25 0.05
Fu ) () 0.05 0.1 0.20 | 0.40 0.70 0.95 1.00

On définit la perte liée & cet investissement par la v.a. L=V (0)—V (1)
et, & partir de (1.27), on déduit les valeurs suivantes de VaR,, (L) :

K 0.01 0.05 0.50 0.95 0.99

VaRi—x (V (1)) 1105.17 1051.27 | 1020.20 | 818.73 | 818.73
VaRT_K (V (1)) 1105.17 1105.17 | 1020.20 | 904.84 | 818.73
VaR, (L) | —105.17 | —105.17 | —20.20 95.11 | 181.27

Par exemple, on obtient aussi

(818.73 + 904.84) x 0.05 — (904.84 (0.1 — 0.05))

TVGRO.95 (L) = 1000 — 1-0.95
= 181.27
et
818.73 x 0.05 — 818.73 (0.05 — 0.01
TVaRogs (L) = 1000— . - ( )
1-—0.99
= 181.27.

On peut obtenir directement les valeurs de VaR,, (L) et TVaR, (L) en
déterminant les valeurs de fr (1) et de Fr (1) qui sont fournies dans le
tableau suivant :

| —105.17 | —51.27 | —20.20 0 | 48.77 | 95.11 | 181.27
fr (v) 0.05 0.25 0.30 | 0.20 0.10 0.05 0.05
Fr, (v) 0.05 0.30 0.60 | 0.80 0.90 0.95 1.00

1.12 Fonction stop-loss et espérance limitée

1.12.1 Définitions

La fonction stop-loss mx (d) correspond a I’espérance d’une fonction g (z) =
max (z — d; 0) telle que

7x (d) = E [max (X — d;0)], (1.29)

ot d € R. On note que mx (0) = E [X]. Cette fonction est importante en
actuariat, notamment en réassurance.
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Si la v.a. X obéit & une loi continue, (1.29) devient

mx (d) = /doo (x —d) fx (x)daz. (1.30)

De plus, si la v.a. X est continue positive, I'expression (1.30) pour la
fonction stop-loss devient

mx (d) = /d C Py () da.

Silav.a. X = Kh (h € R") ot K obéit & une loi discrete dont le support
est N et si d = hkg avec kg € N, on a

k=0 k=ko+1

Comme max (X —d;0) = X x Iyx~qy —d X 1yx>qy, on a aussi
TX (d) =F [X X 1{X>d}] — dFX (d) .

En posant g(z) = min(x;d), on obtient Uexpression de lespérance
limitée, soit F [min(X;d)]. Si la v.a. X obéit & une loi continue, (1.29)

devient 4

E [min (X;d)] = / (x—d) fx (x)daz. (1.31)

—0o0

Lorsque la v.a. X est continue positive, 'expression (1.31) devient

E [min (X;d)] = /0 Fx (z)da.

Quand la v.a. X = Kh (h € RT) oit K obéit a une loi discréte dont le
support est N et si d = hkg avec kg € N, on a

wx (d) = min (kh; koh) fx (kh) = h Z Fx (kh).
k=0 k=0

Comme X = min (X;d) + max (X — d;0), on a également la relation

E[min (X;d)] = E[X]| — E[max (X — d;0)].

1.12.2  Exemples

On identifie l'expression de la fonction stop-loss pour certaines lois
continues.
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Exemple 1.41 Soit la v.a. X ~ Exp(f). La fonction stop-loss est donnée
par

74(X) = E[max(X —d;0)] = E[X X L{x>a| — dFx (d)

_ defﬁd + lefﬁd _ defﬁd — le*Bd. 0

B 8

Exemple 1.42 Soit la v.a. X ~ Ga(a,B). La fonction stop-loss est
donnée par

mq(X) = Emax(X —d;0)|=F [X X 1{X>VaR“.,(X)}] —dFx (d)
= E[X|H(da+1,8)—dH (da,p3). 0

Exemple 1.43 Soit la v.a. X ~ LN (u,0). En utilisant (1.29), la fonction
stop-loss est

7x (d) E[X X l{x>aq] — dF x (d)

- E[X@(—ln(d)_”_UQ) — d% (Ld)_”) .0

g g

Exemple 1.44 Soit la v.a. X ~ Pa(a,N), avec a > 1. La fonction
stop-loss est obtenue & partir de (1.29)

Tx (d) = FE[X xl{xsaq]— dFx (d)
A Pt A\ A \°
= dl —2—) —ad(2—
a—l(A+d)“*1+ (Aer) ()\er)
A Aot

a—1(A+d)* "

1.13 Fonction d’excés-moyen

1.13.1 Définition

Pour l'analyse des durées de vie et de la distribution du montant d’un
sinistre, on a recours a la fonction d’excés-moyen (espérance de durée de
vie résiduelle en analyse des durées de vie) que 'on définit par

Wx(d)

ex (d) = BIX —d X > d| = ==

(1.32)

Cette fonction est notamment utile dans analyse graphique effectuée lors
de 'estimation des parameétres de lois continues.
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1.13.2 Ezxemples

L’expression de la fonction d’excés moyen est développée pour certaines
lois continues en appliquant (1.32).

Exemple 1.45 Soit la v.a. X ~ Exp(B). La fonction d’excés moyen est
donnée par

_mx(@ e
1—Fx(d) ePd

ex(d) :;D

Exemple 1.46 Soit la v.a. X ~ Ga(a, ). La fonction d’excés moyen est
donnée par

E[X]H (d;a+1,8) — dH (d;«, 8)
H (d;a, )
H(d;a+1,5)
H (d;, §)

ex (d) =

- E[X] —d. 0

Exemple 1.47 Soit la v.a. X ~ LN (u,0). La fonction d’excés moyen est
donnée par

e=

P (ln(d)—p—a2
ElX]

P (Ind—pn—0®) 5 (Ind)—p
) EIX]%( ) - (=)

g

—) —-d. 0
) (ln(d)fy>
Exemple 1.48 Soit la v.a. X ~ Pa(«a, ), avec a > 1. La fonction d’exces

moyen est donnée par

)\(!71
ex(d) = 2O g (149 o
-1 3= A

1.14 Lois conjointes de n variables aléatoires

1.14.1 Définitions et propriétés

Soit un vecteur de v.a. X = (Xy,...,X,). La fonction de répartition
conjointe de X est définie par

Fx(z)=Pr(Xi <zi,.,X, <z,).
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Avant de présenter les propriétés de Fix, on définit I'opérateur A, 5, ol
Aai,b,;Fé (g) = FK (.%1, ceey bi, ceey $n) — F& (xl, cery gy vany C,Cn) .

Il en résulte que

Aaj,bj Aaiabi F& (z) = Aaj,bj F&(:El, ...,bi, ,:En) - Aaj,bj Fi (l‘l, ceny Qg ,:En)
= Fx(x1,..,bi,..,b5.,2n) — Fx (€1,...,b4,...,a5...,Tn)
—Fx (z1,..,ai, .., b5...,2n) + Fx (21, ..., 04, ..., aj..., Tn) .

Pour n = 2, on écrit

Prie< X <b) = Pr(X € (a1,b] x (az,b2])
= Dayb Db FX( )
Fx (b1,b2) — Fx (a1,b2)
—Fx (b1,a2) + Fx (a1,a2) .

Propriétés 1.49 Une fonction de répartition multivariée Fx est une
application de R™ wvers [0, 1] telle que :

1. Fx est non décroissante sur R™ ;
2. Fx est continue & droite sur R™ ;

3. lm Fx(x1,..,2,) =0, pouri=1,...,n

T;——00

4. lim Fx (21,..,2,)=1;

L1300, ...y Ly — 00

5. pour tout x, on a
Nay by Dayp, Fx () >0 (1.33)
pour s’assurer que
Pria <X <b)=Pr(X € (a1,b] x ... X (an,by]) > 0.
Si Fx est dérivable, (1.33) est équivalent &

877,

_— >
8 aan (:I:lv 7:I:n) - O

sur R™.
On définit la fonction de répartition marginale de X; par
FX,,v (.ﬁl) =Pr (Xi S :Ci) = FXl,M,X,L (OO, ey, 00, L4, OO, ..., OO) s

pour tout i = 1, ...,n. On utilise fréquemment 'expression «marginale» au
lieu de «fonction de répartition marginale».
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La fonction de survie conjointe de X est définie par
Fx, .x, (@1, zn) =Pr(Xq > 21,00, X, > ) -
Pourn=2etn=3,0ona
Fx, x, (1,72) =1 — Fx, (z1) — Fx, (%2) + Fx, x, (¥1,22)
et
Fx, x..x, (T1,22,23) = 1= Fx, (z1) — Fx, (2) — Fx, (z3)

+FX1aX2 (xl’x2) + FX1,X3 ($1,$3)

+Fx,,x, (z2,73) — Fx, X2,X3 (w1, 2, 23) .
La fonction de survie marginale de la v.a. X; est définie par

FXi (z3) =Pr(X; > ;) = Fxl,... X

IR

0,...,0,z;,0,...,0),

pouri=1,...,n.
La f.g.m. multivariée est définie par

Mx,. . . x, (t1,.ty) =F [etlxl___etnX,L]

si I'espérance existe.

Les v.a. X1, ..., X,, sont indépendantes si et seulement si on a
FXl,...,X,L ([L’l,...,l’n) = FXl (ml)...FX!L (.’L‘n),
FXI,---7X77, (xla axn) = Fx, (xn) - Ex (xn) .
De plus, si les v.a. X1, ..., X,, sont indépendantes, on a

Elgy (X1) --gn (Xp)] = E g1 (X1)] .. E [gn (Xn)],

pour toutes fonctions intégrables g1, ...,g,. Par exemple, I'espérance du
produit des v.a. X; et X, devient

E[X:X;] = E[Xi| E[X;],
pour i # j € {1,....,n}.

Les notions concernant les lois conjointes sont traitées de facon détaillée
aux chapitres 8 et 9.
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1.14.2 Variables aléatoires & support dénombrable

Soit le vecteur de n v.a. discrétes (X1,...,Xn). La fonction de masse de
probabilité conjointe de (X7, ..., X,,) , désignée par fx, . est définie par

777

Ixiox, (@1, zn) =Pr (X1 =21,.., X, = ) -

La fonction fx, . x, prend des valeurs dans [0, 1].

Afin de simplifier la présentation, prenons le cas particulier on X; €
{0,1h,2h,...},i=1,2,..., et h est un scalaire strictement positif. On a les
expressions suivantes :

Elg1 (X1) --gn (X3)]

oo

= Z Z g1 (mih) ...gn (Mph) fx, . x, (Mih,...,myh)

m1=0 my,=0

et
Elg(X1,...; Xn)]

= Z Z gl mlh mnh) lew.’X” (mlh, ,mnh) .

m, =0
En particulier, la f.g.m. multivariée est
Mx, .. x, (t1,...,t Z Z emihty | gmnhitn X1, X, (Mahy o omph).
ma =0 My, =0
De plus, on définit aussi la f.g.p. multivariée par
PXlw-,Xm (tl, ...,t Z Z tm h tm“hf X1,.0,X (mlh, ,mnh) .
ma =0
Pour n = 2, on a la relation suivante pour la f.m.p. conjointe de (X, X3) :

Ixi,x, (mih,mah) = Fx, x, (mih,mah)— Fx, x, (mih —h,mah)
7FX17X2 (mlh,mgh — h)
+Fu, aoxy,x, (Mih — hymoh — b)),

pour (mq1,mg) € N x N et avec Fur, a1, (Mih,moh) = 0 si my < 0 ou
ma < 0.
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1.14.3 Variables aléatoires continues

Soit le vecteur de n v.a. continues (X1, ..., X,). La fonction de densité
conjointe est définie par

on

7F e .
amlal‘n X1500,Xn (xla ,$n)

fX17"'7Xn (xla ooy xn) =

La fonction de densité fx, . x, prend des valeurs positives qui peuvent
étre supérieures a 1 avec la propriété

o [e's}
/ / th”.’X” ([L’l, ,:L’n) d{L‘lde‘n =1.
—00 —00

Une interprétation heuristique de la fonction de densité conjointe est

fx, .. x, (&1, ) day...day, = Pr (ﬂ;l X; € (zi,x; + d:z:i]) .

Notamment, on a

by by,

Pr (ﬂ;;l Xi & (az,bz}) = /---/le,...,X,L ($1, ,{L‘n) d$1...d$n,

ay Ap,

(o0}
n

E ng(Xz)] :/.../Hgi(l‘i)fxl’”wxn (xl,...,xn)dxl...dxn,
i=1 o o i=1

(o]

Elg(X1,...Xn)] = / / g1 (21, ., Tn) fxy o x,, (21,0, @) dy day,

et

ti1x L@ p
Mx,,. . x, (t1,...,t / / ety o x, (@1, ey o) Ay edy,.

1.15 Covariance et corrélation linéaire
Soit une paire de v.a. (X,Y). On définit la covariance entre X et Y par
Cov(X,Y)=FE[(X-EX))(Y -E[Y])]=E[XY]-E[X]|E[Y].

La covariance entre X et Y permet de mesurer la relation de dépendance
linéaire entre deux v.a.
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Siles v.a. X et Y sont discrétes et dénombrables, l'expression de E [XY]
est donnée par

E[XY]= ZZ“" vi fxv (@i, y5)-
i=15=1

On a aussi

Cov(X,Y) ZZ Y(y; — EY]) fxy(xiy;)-

i=15=1

Si les v.a. X et Y sont continues, 'expression de E [XY] est

E[XY] /DO /DO zy fx,v (z,y)dady.

De plus, on a

Covx,v) = [ h / T @ EX)(y—EY]) fry (z.y)dedy.

La covariance peut étre positive, nulle ou négative. Une valeur positive
(négative) indique une relation de dépendance linéaire positive (négative)
entre X et Y.

Lorsque les v.a. X et Y sont indépendantes, on a E[XY] = F[X]|E[Y]
et il en résulte que la covariance entre elles est nulle.

En revanche, comme il est illustré dans le prochain exemple, une
covariance nulle entre les v.a. X et Y n’implique pas qu’elles soient
indépendantes entre elles.

Exemple 1.50 Soit la paire de v.a. discrétes (X,Y) ou X € {—1,0,1} et
Y € {—2,0,2}. Les valeurs de la fonction de masse de probabilité conjointe
de (X,Y) sont fournies dans le tableau suivant :

z\y | -2 | 0| 2

-1 o]z]o

0 | g]0]g

1 o [f]o
Clairement, Onafx( D=fx0)=fx1) =35 /(D=2 =5
et fy (0) = 2. On calcule que la valeur de Cov (X,Y) est 0. Toutefois,

fx,v (0,0) # fX( ) fy (0) = 9. Alors, les v.a. X et Y ne sont pas

indépendantes bien que leur covariance soit nulle. [

Les propriétés de la covariance sont fournies dans I’énoncé qui suit.



1.15 Covariance et corrélation linéaire 41

Propriétés 1.51 Soientlesv.a. X, Y, Z, W et les scalaires a, b, ¢, d € R.
Alors, on a

Cov(X,X) = Var(X),
Cov(X,Y) = Cov(Y,X),
Cov (aX,bY) = abCov(X,Y),
Cov(X +¢,Y+d) = Cov(X,Y),
Cov (aX 4+ ¢,bY +d) = abCov(X,Y),
Cov(X,Y+Z) = Cov(X,Y)+Cov(X,2Z2),
Cov( X+W,Y+7Z) = Cov(X,Y)+ Cov(W,Y)

+Cov (X, Z) + Cov (W, Z) .
On définit le coefficient de corrélation linéaire de Pearson pp par

Cov (X,Y)

v/ Var (X) Var (Y) ’

Pr (X’Y) =

ou
“1<pp(X,Y) <1

Si les v.a. X et Y sont indépendantes, alors le coefficient de corrélation
linéaire de Pearson est nul. Toutefois, la réciproque n’est pas vraie car le
coefficient de corrélation linéaire de Pearson ne mesure que la relation de
dépendance linéaire entre les deux v.a. X et Y. Si pp (X,Y) =0, les v.a.
X et Y sont dites non corrélées linéairement.

La notion de dépendance et les mesures de dépendance sont trés
importantes en actuariat. Elles sont traitées aux chapitres 8 et 9.

Soit un vecteur de v.a. (Xi,...,X,). La matrice variance-covariance

associée & (X7, ..., X,) est définie par
Var (X7) Cov (Xy,X3) - Cov(Xy,X,)
Cov (X2, X1) Var (X5) <o Cov (X2, X,)
Cov (X,,X1) Cov(X,,X2) --- Var (X,,)

On définit les v.a. S = Y7 ja;X; et T = >"  b;X;, ou les scalaires
A1y ..., Uy, b1, ..., by € R, Alors, on a les relations suivantes :

E[S] = ZaiE [X:], E[T] = ZbE Xi],

Var (S) = Zaf\/ar (Xi) + Z Z a;a;Cov (X;, X;),
i=1

i=1 j=1j#i
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Var (T ZbQVal Jri: 2”: bib;Cov (X5, X;)

i=1j=1,j#i
et
Cov (S,T) ZZazb Cov (X;, X;).
i=1 j=1

De facon similaire, on définit aussi la matrice de corrélation composée
des coefficients de corrélation linéaire pour toutes les paires du vecteur
(Xq,...,X,) comme suit :

1 pp(X1,X2) -+ pp(X1,Xn)
P(X27X1) 1 Pp (X27X’ﬂ)
P(X’ﬂle) PP (Xnvxl) 1

1.16 Espérance conditionnelle

Soient les v.a. X et Y. L’espérance conditionnelle d’une fonction g de la v.a.
X sachant que la v.a. Y a pris la valeur y est désignée par E [g (X) |Y = y].
Cela signifie que 'on utilise cette information sur la v.a. Y et une relation de
dépendance éventuelle entre X et Y pour évaluer la valeur espérée de g (X).
Toutefois, si les v.a. X et Y sont indépendantes, alors cette information
est superflue et E[g(X)|Y =y] = E[g(X)]. On fournit un bref apercu
sur les espérances conditionnelles, que 'on applique fréquemment dans cet
ouvrage.

Soient les v.a. discrétes X et Y définies sur les supports dénombrables
{z1,z2,...} et {y1,¥2,...}. La fonction de répartition conditionnelle de X
sachant Y est définie par

Ixly=y; () = Pr(X =xY =vy;)
_ Pr(X =Y =y;) _ fxv (zi,y5)
Pr(Y =y;) Iy (y5)

pour z; € {x1,%2,...} et y; € {y1,Y2,...}. L'expression de l'espérance
conditionnelle de g (X) sachant Y = y; est donnée par

E[ ( ‘Y—ya Zg fX\Y yj(l’),
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pour y; € {y1,¥y2,...}. Ainsi, on a la fonction de répartition conditionnelle
de X sachant ¥ = y; qui est

Fxjy—=y, (z) = Z Lz, <o} X |y =y, (@),

i=1

pour y; € {y1,Y2,..-}-
Soient les v.a. continues X et Y. La fonction de densité conditionnelle
de X sachant Y = y est définie par

Ix|y=y (%) = f)?;i((z’)y)’

pour z,y € R et quand fy (y) > 0. On obtient Pexpression de ’espérance
conditionnelle de g (X) sachant Y = y avec

Elg(0)Y =4 = [ " 0@ Fryoy (@) de

— 00

pour y € R.

1.17 Quelques formules utiles

Les formules de 'espérance totale et de la variance totale sont trés utiles
en actuariat.

1.17.1 Formule de l’espérance totale

Soient deux v.a. X et Y dont les espérances existent. Alors, selon la formule
de I'espérance totale, on a

E[X]|= Ey [E[X]|Y]]. (1.34)
Si Y est une v.a. discréte avec support dénombrable, (1.34) devient
E[X] :iE[X\Y:yi] Iy (yi) . (1.35)
i=1
Si Y est une v.a. continue, on réécrit (1.34) sous la forme suivante :
Blx]= [ XY =il () dv (1.36)

On mentionne que E [X]Y] est aussi une v.a., puisqu’elle est une fonction
delav.a. Y.
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La formule de 'espérance totale peut aussi étre adaptée pour 'espérance
d’une fonction g de X telle que

Elg(X)] = Ey [Elg(X)[Y]]. (1.37)

1.17.2 Formule de la variance totale

Soient deux v.a. X et Y dont les moments d’ordres 1 et 2 existent. Alors,
selon la formule de la variance totale, on a

Var (X) = Ey [Var (X|Y)] + Vary (Ey [X]Y]). (1.38)

SiY est une v.a. discréte avec support dénombrable, on déduit de (1.35)

By [Var (X|Y)] =Y Var (XY =) fy (vi:)

i=1

et
oo

Vary (B [X[Y]) = Y (EIX]Y =]~ E[X])* fv ().
i=1

Quand Y est une v.a. continue, on obtient les relations suivantes & 'aide
(1.36) :

By Var (X)) = [ " Var (XIY =) fv () dy
et
Vary (E [X|Y]) = / (EIX]Y =y] — EX]D? fy (4) dy

1.17.3  Formule de la covariance totale
Soient trois v.a. X, Y et Z ou la covariance entre X et Y est finie. La
formule de la covariance est donnée par

Cov (X,Y) = E[Cov (X,Y|2)] + Cov (E[X|Z],E[Y|Z]),  (1.39)

ou Cov (X,Y|Z), E[X|Z] et E[X|Z] sont des v.a. qui sont des fonctions
de la v.a. Z.
Lorsque Y est une v.a. discréte avec support dénombrable, on a

E[Cov(X,Y|Z)] =Y Cov(X,Y|Z = =) fz (=)

i=1
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et
COV( X1z, EY|Z])

Z (X|Z=z]-EX)(EY|Z=2]-EY]) fz(z).

=1

Si Y est une v.a. continue, on écrit
E[COV(X,Y\Z)]:/ Cov(X,Y|Z=2)fz(2)d

et
Cov (E[X|Z],E[Y|Z))
= [ (EXIZ=- EX)EXIZ =2 - EY]) f2 ()8

—0o0

En appliquant la formule de ’espérance totale, on obtient la formule en
(1.39) de la covariance totale.

1.17.4 Formule des probabilités totales

Soient deux v.a. X et Y. Soit la fonction g (y) = 1{,<a}. Alors, selon (1.37),
on a

Fx(x) = Pr(X <a)=FE[lix<n] = By [E [Lix<aY]]
— By [Pr(X <a|Y)], (1.40)

qui correspond a la loi des probabilités totales pour la fonction de
répartition de X. Si Y est une v.a. discréte avec support dénombrable,
I'expression en (1.40) s’écrit sous la forme suivante :

Fx (X ZPI (X <Y =y) fv (v:) ZFm . (@) fy (i) -
i=1

Si Y est une v.a. continue, (1.40) devient

Fy (X) = / TPr(X <alY —y) fy (y)dy = / " Feiyy (@) fr (4) dy

—00

1.18 Construction de distributions avec mélange

La construction de distributions avec mélange est fréquemment utilisée
dans la modélisation en actuariat.
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Soit une v.a. discréte ©, dite de mélange, ou © € A = {61,605, ...} avec
Pr(©@=0) = fo(0), 6 € A. Alors, la distribution de X est dite avec

mélange si sa fonction de répartition est de la forme

Fy (z) = Z Fxje=o (z) fo (0), (1.41)

0eA

ou la fonction de répartition conditionnelle de X sachant © = 0, Fx ey,
est la fonction de répartition d’une loi connue dont les paramétres varient
selon 6;, ¢ € NT. Ainsi, selon la formule de I'espérance totale, on a

Elg(X)]=) Elg(X)|©0=6]fo (), (1.42)
fcA

si les espérances existent. Par exemple, on déduit de (1.42) les expressions
suivantes :

E[X] = Y E[X|0=6]fs(0),
oA
E[X xlixsqy) = Y E[X x1xeql®=0]fo(0), (1.43)
ocA
E[min(X;d)] = > E[min(X;d)|0=0]fe(f).
oA

De méme, en supposant les conditions d’existence respectées, on a
Mx (t) = Z Mxje=¢ (t) fo (0).
0eA
Dans le cas ou la distribution conditionnelle de (X|© = 6) est continue, on

Fx (@)= fxjo=s () fo (6).

0cA

On suppose maintenant que la v.a. de mélange © est continue avec
fonction de densité fg. Alors, la fonction de répartition de X est donnée
par

Fx (z) = /700 Fx|e=¢ (z) fo (#)d6

et Pexpression de Pespérance de g (X)) est

By = [ Blo(x)10 =60 (0)a0.
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Exemple 1.52 On suppose que © ~ Bin(2,0.2) et

@meeyvﬂm<aﬂ%75).

Selon (1.41), la fonction de répartition de X est donnée par

2
p
Fx(z)=)_ (1 —e” m<o+l>) <9> 0.2 x 0.8277.
0=0
Comme E[X|0] = 10(© +1), on déduit en appliqguant la formule de
l’espérance totale
E[X]=Eg[E[X|O]] = Eo[10(0 +1)] = 14.

La valeur VaRg.g9 (X) = 77.3672 est obtenue par optimisation numérique.
On obtient TV aRp.g9 (X) = 100.1224 en utilisant (1.43). O

La distribution de Pareto peut étre représentée sous la forme d’un
mélange de lois exponentielles, tel qu’il est illustré dans le prochain
exemple.

Exemple 1.53 Soit la v.a. © ~ Ga(a,1). Si (X|©@=0) ~ E:L’p(%),

lexpression de la fonction de survie de X est donnée par

Fx(z) = Amfx&ﬁmnbwme/we%w@wme

wo (-5)= (i) = (335) -

qui correspond & la fonction de survie de la distribution de Pareto. O

1.19 Somme et différence de v.a. indépendantes

Dans cette section, on traite briévement du comportement d’une v.a. .S
définie par la somme d’un nombre fini n de v.a. indépendantes X1, ..., X,
ie. $=3""  X;. En raison de la propriété de linéarité de I'espérance, on

ZX] :ZE[XA.

E[S]=E
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Par ailleurs, puisque les v.a. X1, ..., X, sont indépendantes, I’expression
de la variance de S est donnée par

Var (§) = Var (2”: Xi> = En:Var (X;).
i=1 i=1

En actuariat, on s’intéresse fortement au comportement aléatoire de .S,
en examinant en détails les caractéristiques de S et de ’évaluation de
sa distribution. Les chapitres 3, 5 et 6 traitent de ce sujet primordial en
actuariat.

Dans cette section, on examine aussi le comportement aléatoire de S =
X1 — Xo, ot les v.a. X7 et Xo sont indépendantes. L’expression de E [5]
est donnée par

E[S]=FE[X1 - Xo] = F[X1] - E[Xy],

en vertu de la propriété de linéarité de l'espérance. Comme les v.a. X et
X5 sont indépendantes, on a

Var (§) = Var (X;) 4+ Var (—X5) = Z\/ar (X;).

Le comportement de sommes et de différences de v.a. dépendantes est
examiné de maniére plus élaborée aux chapitres 8 et 9.

1.19.1 Somme de 2 v.a. discrétes indépendantes

Soient deux v.a. indépendantes discrétes X7 et Xo définies sur le support
arithmeétique {0, 1h, 2R, 3h, ...} avec fx, (kh) = Pr(Xy, = kh) et fx, (kh) =
Pr(Xs = kh), pour £k € N. On veut calculer la fonction de masse de
probabilité de S = X + X5, notée fg (kh) = Pr (S = kh) pour k € N. En
conditionnant sur les valeurs possibles de X7 et en raison de I'hypothése
d’indépendance entre X; et X5, on déduit que

k

fs (kh) =" fx, (D) fx, (k= 4) ).

Jj=0

Cette opération est appelée le produit de convolution de fx, et fx,, et elle
est désignée sous la notation fx, x fx,. Ainsi, on a fg (kh) = fx, * fx, (kh),
keN.

Exemple 1.54 Soient les v.a. indépendantes X1 ~ Bin(5,0.3) et Xo ~
Bin (10,0.2). On définit S = X1 + Xa. Lorsque lon effectue directement
le produit de convolution avec h = 1, les valeurs obtenues de fs (k) pour
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k=0,1,...,13 sont les suivantes :
k

0 1 2 3 4 5 6
fs (k) | 0.01805 | 0.08379 [ 0.18058 | 0.23967 | 0.21909 | 0.14614 | 0.07348
k 7 8 9 10 11 12 13

fs (k) | 0.02837 | 0.00848 | 0.00196 | 0.00035 [ 0.00005 | 0.00001 | 0.00000

De plus, fs (k) =0, pourk = 14,15. La v.a. S n'obéit pas & une loi connue.
Il est possible de vérifier que E [S] = ,165 okfs (k) =3.5 qui est aussi égal
¢ E[X1]+FE[Xs]=15+2=350

1.19.2 Somme de 2 v.a. continues indépendantes

On considére deux v.a. indépendantes continues positives X; et Xa avec
fonctions de densité fx, et fx, respectivement. L’expression de la fonction
de densité fg de § = X7 + X5 est donnée par

= Aw fXW (y) fX2 (xfy)dya

que 'on obtient en conditionnant sur les valeurs possibles de X; et en
utilisant ’hypothése d’indépendance entre X, et X5. Ainsi, fg correspond
au produit de convolution de fx, et fx, que lon désigne par fg(z) =
le * fX2 (.’L‘), z € RT.

Exemple 1.55 Soit S = X1+ X5 ot X et X5 sont des v.a. indépendantes
avec X; ~ U (0,b;), i=1,2 et 0 < by < by. L'expression de fg est donnée
par

fs(z) = /le ) fx, (x —y)dy

= / f{me[ozn}b T w—y)efo,n,1ydy
0

0<$<b1
, b <ax<b

b3
};52$ by <z < by +bo

N

b
by

- b
b1

O

Exemple 1.56 Soit S = X1+ X5 ot X et X5 sont des v.a. indépendantes
avec X; ~ Exp (f;), i = 1,2 et By # By. L’expression de fg est

Ba B

-8,z
5o ey,

:/ Blefﬁwyﬁﬁfﬁz(w*y)dyf
0

Bre 2%,
2
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qui correspond & la fonction de densité de la loi Erlang généralisée. Il est
aisé de montrer que FE [S] = fooo zfs(x)de = B% + B% qui correspond ausst
¢ E[X41]+E[Xs]. O

Exemple 1.57 Soient les v.a. indépendantes X1 et Xo ot X1 = ¢Yq, ¢ €

RT, Yy ~ Béta(2,1) et Xo ~ Exp(3). On définit la v.a. S = X1+ X5. On
obtient expression suivante pour fs(x)

min(x;c)
/ 9 (g) L ge=8E—v g,
o c/ ¢

: . B min(x;c
ze,6$ { <m1n (x, C) e ( )) B i (eBmin(m;c) - 1)} )
c c Be

s (@)

1.19.3 Somme de v.a. et f.g.m.

Une méthode pour identifier la loi d’'une somme d’un nombre fini de v.a.
S =>"" X; est d’utiliser la f.g.m. En effet, on a

tS7 _ tzg‘:lxi} _T1" e
B[] = E e [ B[] (1.44)
L’idée est alors d’identifier la loi de S & partir de ’expression obtenue avec
(1.44). On présente ci-dessous des exemples d’application de cette approche.
Les résultats de ces exemples seront utiles tout au long de cet ouvrage.

Exemple 1.58 Soient les v.a. X; ~ Pois(\;) pour i = 1,...,n. Alors,
la va. S = 1 | X; obéit également & une loi de Poisson de paramétre
A1+ ... + An. Pour le démontrer, on applique (1.44)

n n

E [etS] _ 1—L:1 E [etx,;] _ 1—L:1 orife'=1) _ (A (e -1)

qui correspond ¢ la f.g.m. de la loi de Poisson de parameétre Ay + ... + A,

O

Pour chacun des prochains exemples, le résultat est démontré de maniére
identique & celle utilisée dans I’exemple 1.58.

Exemple 1.59 Soient les v.a. X; ~ Bin (ri,q) pour i = 1,...,n. Alors,
la va. S = Yo | X; obéit également & une loi binomiale de paramétres
r+..+r, etq. O

Exemple 1.60 Soient les v.a. X; ~ BN (r;,q) pour i = 1,...,n. Alors,
la va. S = Y | X; obéit également & une loi binomiale négative de
paramétres r1 + ... + 1, et q. [
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Exemple 1.61 Soient les v.a. X; ~ Ga(a;,B) pour i =1,...,n. Alors, la
va. S =Y 1 | X; obéit & une loi gamma de parameétres a; + ... + o, et .

O

Exemple 1.62 Une v.a. de loi Erlang peut étre représentée comme la
somme de v.a. i.i.d de loi exponentielle. Soient les v.a. i.i.d. Xq,..., X,
de loi exponentielle avec paramétres B, = B pour i =1,...,n. Alors, la v.a.
T, = X1+ ... + X,, obéit a une loi Erlang de paramétres n et 5 car

Mr, () = B[] = [ B[] = (%)" |

Dans la proposition suivante, on utilise aussi la f.g.m. afin d’identifier la
fonction de densité de la somme de n v.a. de loi gamma avec des parameétres
By ey B, différents.

Proposition 1.63 Soient n v.a. indépendantes X; ~ Gal(a;, 8;), i =
1,...,n. On définit S = 5" | X;. Alors, on a

z) =Y peh(z;a+k,B), (1.45)

ot p = 0&,, pour k €N, avec a = > |,

B = max(8y;..6,), OZH(%) T,

i=1

¢ = z::%<1——)k, (k=1,2,.),

1
E = 1, & = EZigigk_i, (k=1,2,..).
i=1

Remarque 1.64 Dans le théoréme 1.45, la distribution de S correspond
a un mélange de lois gamma. Les probabilités py, p1, pa, ... sont calculées
récursivement.

Preuve. Voir [82]. m

Exemple 1.65 Soient les v.a. indépendantes X1 ~ Ga (3.2, %) et Xo ~

Ga (1 4, 110) On définit S = X| + Xy ot Uon déduit E [S] = 30. A partir
du théoreme 1.45, on a calculé a« = 4.6, 5 = 0.2 et 0 = 0.3789 ainsi que les

valeurs de py, pour k=0,1,...,5 :

k 0 1 2 3 4 5
pr | 0.3789 | 0.2653 | 0.1592 | 0.0902 | 0.0496 | 0.0267
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On obtient Fx (30) = 0.5711 et Fx (100) = 0.9989. De plus, on déduit
VCLRO.Q (X) = 496950, VCLR().gg (X) = 75.9118, TVaRO‘g (X) = 61.2128 et
TVaRy.g9 (X) = 86.6667. [

1.19.4 Différence de 2 v.a. discrétes indépendantes

Soient deux v.a. indépendantes discrétes X; et X5 dont le support est
arithmétique et avec fx, (kh) = Pr(X; =kh), k € N (i =1,2) et h € RT.
Pour identifier ’expression générale de la fonction de masse de probabilité
de § = X1 — X3, on distingue les trois cas (k = 0), (k <0) et (k> 0) :

Z;mr(; myi;ms) fx, (jh) fx, (jh) k=0
fs (kh) = Zznu(l)(m] ~Hima) fx, (G+HE)R) fx, (Gh), k=1,..m
ZTH(IJ(mI’mZM) fx, Gh) fx, (G—Kk)h), k=-mg,..,—1

Exemple 1.66 On suppose que X1 = 1000M; et X5 = 1000My avec My ~
Bin (4,0.2) et My ~ Bin(6,0.4). On observe que

E[S] = 1000 (E [M;] — E [Ms]) = —1600.

On obtient les valeurs suivantes de fs (1000k) pour k € {—6,—5,...,0,...,4} :

k —6 -5 —4 -3 —2 -1
fs (1000k) | 0.001678 | 0.016777 | 0.072352 | 0.175636 | 0.262832 | 0.249908
k 0 1 2 3 4 -
fs (1000k) | 0.150626 | 0.056181 | 0.012442 | 0.001493 | 0.000075 -

O

1.19.5 Différence de 2 v.a. continues indépendantes

Soient deux v.a. continues positives indépendantes X7 et X5 avec fonctions
de densité fx, et fx,. On définit la v.a. S = Xy — Xo dont I'expression de
fs est fournie par

fg Ifx, W) fx, (y)dy, =0
fs(@) =9 Jo_ fx (@ +9) fx, () dy, 2>0
Jo oI W) fx, (y—2)dy, <0

Exemple 1.67 On considére la v.a. S = X1 — X5 o X1 et Xo sont des
v.a. indépendantes avec X; ~ Exp(B,), i = 1,2. L’expression obtenue pour

fg est
1 _
I BiiPs z=0

fs(2) = 1 sz y>0
5
[§]
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et correspond & la fonction de densité de la loi de Laplace (ou double
exponentielle). Pour le vérifier, on constate E [S] = fooo zfs (x)de = 6% —

é, ce qui correspond aussi ¢ E[S] = E[X1] — E[Xs]. O

1.20 Notes bibliographiques

Il existe un important nombre d’ouvrages traitant des notions de base en
probabilité (voir e.g. [53] et [94]). Pour un bon apergu des notions de base
en probabilité présentées dans un contexte actuariel, on suggere e.g. [89] et
[93]. On peut consulter [1] et [81] ainsi que leurs références pour un exposé
sur les mesures de risque. La construction de distributions par mélange est
abordée dans e.g. [89] et [93]. L’évaluation de la distribution de la somme de
v.a. indépendantes est traitée dans e.g. [89]. Pour les passionnés d’histoire
et d’actuariat, ils sont invités a lire [91] et [90].

1.21 Exercices

1. On considére une v.a. discréte X avec les caractéristiques fournies
dans le tableau suivant :

2 3 4 5 6
100 | 500 | 1000 5000 | 10 000
03 | 01 0.05 | 0.043 0.007

7

Tq

Pr(X =) | 0.

T S| =

(a) Calculer F[X] et Var (X).

(b) Calculer VaRg 4 (X), VaRp.95 (X), VaRg.g95 (X).

(¢) Calculer TVaRy4 (X), TVaRy.95 (X), TVaRo.g95 (X).
(d) Calculer E [max (X — 3000;0)] et F [min (X;7000)].

2. Pour les lois Weibull, Burr et log-logistique, développer les expressions

de E[X X 1{x<a}], VaR, (X) et TVaR, (X).

3. Soit X ~ Exp (8). Pour VaRg 995 (X ) = 2000, calculer TVaRg 995 (X).
Pour Y = —2X + 500, calculer VaRg 995 (Y) et TVaRgp 995 ().

4. Soit une v.a. continue X dont I'espérance est 2000 et la variance est
84 000 000. Dans les questions ci-dessous, certaines valeurs de VaR
doivent étre calculées avec un ordinateur.

(a) Si X obéit a une loi gamma, déterminer ses 2 parameétres et les
valeurs VaR0,995 (X) et TVGRO.995 (X)

(b) Si X obéit a une loi lognormale, déterminer ses 2 parameétres et
les valeurs VaR.g95 (X) et TVaRg.g95 (X).
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10.

11.

(¢) Si X obéit a une loi inverse gaussienne, déterminer ses 2
parameétres et les valeurs VaRp 995 (X) et TV aR.g95 (X).

(d) Si X obéit a une loi de Pareto, déterminer ses 2 parameétres et
les valeurs VaRy g95 (X) et TVaRg 995 (X).

(e) Si X obéit a une loi F-généralisée avec 7 = 2, déterminer les 2

autres parameétres et les valeurs VaRg 995 (X) et TV aRg.995 (X).

Soit une v.a. Y = 200 000X avec X ~ Béta (2,5 =1). Calculer
VCLR(),995 (Y) et TVCLR(),995 (Y)

Soit une v.a. X dont la fonction de survie est Fx (z) = 0.8~ 7000 +
0.2e~ww, z > 0.

(a) Calculer E[X] et Var (X).

(b) Cacluler VGRO.995 (X), TVGRO.995 (X) et X (].0 000)

Soit une v.a. X = R X Y, ou R et Y sont des v.a. indépendantes
avec ¥ ~ Burr(A=10000,a0=2,7=2) et Pr(R=1) = 0.5,
Pr(R=1.3) = 04, Pr(R=2) = 0.1. Calculer FE[X], Pr(X < 200)
et F [max (X — 200;0)].

Soient les v.a. i.i.d. Z; ~ Za ~ N (0,1). On définit les v.a. X1 = 7
et XQ = le + 1-— pQZQ.
(a) Identifier les lois marginales de X7 et Xo.

(b) Développer 'expression de Cov (X1, X2). Développer I’expression
de [et‘X‘ et2X2]. Identifier la distribution du couple (X1, X3).

Soient les v.a. indépendantes X ~ Bin(2,0.2) et Y ~ Bin(2,0.3).
On définit lesv.a. S=X +Y et T=X -Y.

(a) Déterminer les valeurs possibles que peuvent prendre S et T ainsi
que les valeurs des fonctions de masse de probabilité associées.

(b) Calculer E [S], E[T], Var (S) et Var (T).
(c) Calculer VaRyo(S), VaRo.o (T), TVaRgg (S) et TVaRyo (T).

Soient deux v.a. indépendantes X ~ Béta(2,1) et Y ~ Béta(1,2).
Développer 'expression de Fig pour S =X 4+ Y.

On considére deux risques indépendants représentés par les v.a. X3
et X5 ot Xy = 2000Y; (ou Yy ~ Béta(2,1)) et Xo ~ Exp (ﬁ). On
définit la v.a. S par S = X7 + Xo.

(a) Développer l'expression de fg ().
(b) Calculer Fs (z) pour 2 = 1500 et 3000.
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12. Soient deux v.a. indépendantes X1 ~ U (0,1) et X2 ~ Pa(2,1). On
définit la v.a. S par S = X7 + Xo.

(a) Montrer que

. 1 1
Fs(y) = min(y;1) - ((Hymin(y;l)) h 1+y)’ y >0,

1
y— 1—m),0§y§1,

1 1
1= Z*W)’yzl-

(b) Développer l'expression de VaR, (S) pour 0.5 < k < 1. Note :
Fs (1) = 0.5.

(c) Calculer VaRyg g9 (S).

13. Soit une v.a. X ~ Pa (o, A) ol « est le parametre de forme et A est le
paramétre d’échelle. Le parameétre « a un fort impact sur la mesure
de risque TVaR, (X) et la fonction stop-loss mx (d). Les parameétres
a > 1 et A sont fixés de telle sorte que E [X] = p.

plo—1) )afl

(a) Montrer que 7x (d) = M(m et

TVaR, (X) = pa ((1 k)T 1) + o

(b) Pour E [X] = p = 1000, calculer TVaRy. 995 (X) et mx (10 000)
pour a = 1.1, 2.5, 5 et 100.

(¢) SoitY ~ Exp (B) telle que E [Y] = 1000. Calculer TV aRg 995 (Y)
et my (10 000).

14. Soient les v.a. indépendantes X, Y et Z ou E [X] = 100, E [Y] = 200,
E[Z] = 1.1, Var (X) = 300%, Var (Y) = 500% et Var (Z) = 1.9. On
définit la v.a. S = (X +7Y) Z. Calculer l'espérance et la variance de
S.

15. Soient deux v.a. indépendantes X; ~ Ga(2.5,0.1) et Xo ~
Ga (5,0.2). On définit S = X, + X,.

(a) Montrer que 'expression de Fg (x) est donnée par
Fs(z)=> ppH (3;7.5+k,0.2),
k=0

avec pg = (%)2'5.

(b) Calculer Fs(100) et VaRy g9 (:5).
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16.

17.

18.

Soient les v.a. indépendantes X; ~ Ga (o, ;) avec a; ~ 0.5i et
B8; = 1_1'07 1=1,2,3. Pour § = Zle X;, calculer Fg (x) pour z = 30,
40 et 50, et g (d), pour d = 30, 40, 50.

Soit le couple de v.a. (X7,X2) dont la fonction de répartition
conjointe est définie par

@
0

2 2
FXqu (-73175172) = ZZPU (1 —eivl/_oli) (1 —e T )
i=1 j=1

pour x1,2y > 0. Hypothese A : p1y = 0.75, pags = 0.15, p1o = po1 =
0.05. Hypotheése B : p11 = 0.61, pos = 0.01, p1o = pa1 = 0.19. Les
calculs se font pour les hypothéses A et B.

(a) Identifier les lois de X et X,. Calculer Fx, (20).
(b) Calculer Pr (X7 > 20, X5 > 20) et Pr(X; > 20| X5 > 20).

(c) Développer l'expression de la fonction de densité conjointe de

(X1, X2).

Calculer Cov (X1, X32) et pp (X1, X2).
Calculer E [Xl X 1{X2>20}].

Calculer E[X| X5 = 20] et F[X1]| X2 > 20].

Soit S = X; + Xo. Calculer E[S], Var(S), Fs(20) et
E [max (S — 20;0)].

(d

)
(e)
(f)
(2)
Soit le couple de v.a. (M, Ms) dont la fonction de masse de
probabilité conjointe est définie par

Fary i, (k1 ke2)

_ min%:;kz) n! x phapts ~'poi w1
Ik —1)! (ko —D)! (10 — ky — ko + 0!

l=ma.x(kn +ko —n;O)

pour k1, ks € {0,1,...,n}. La f.g.p. conjointe est
Pugy v, (81,82) =E {8?115342} = (poo + P10S1 + Po1S2 + p115152) " -

Hypotheése A : pgg = 0.65, p11 = 0.25, pp1 = p1g = 0.05. Hypothese
B: Poo = 041, P11 = 0017 P10 — Po1 = 0.29.
Les calculs se font pour les hypothéses A et B et en supposant n = 5.

(a) En posant so = 1, identifier la loi de M. Refaire pour identifier
la loi de M. Calculer fas, (2).
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(b) Calculer fas, ar, (1,1), Pr(M; =1|Mz2=1) et
Pr (M1 = ].|M2 > 1) .

(¢) Calculer Cov (M7, Mz) et pp (M1, Ma).

(d) Calculer E [Ml X 1{Afg=1}] et £ [Ml X 1{]\42>1}:|.
) Calculer E [M;| My = 1] et E [M1|Mz > 1].
)

f) Soit N = M7+ M,. Calculer E [N], Var (N), fy (k) (k=0,1,2),
FE [N X 1{A12:1}] et B [N‘MQ = 1]

e

(
(

1.22 Réponses
1. Réponses a la question 1 :

(a) 415 et 1 680 775

(b) 0, 1000 et 10 000

(c) 691.666, 5700 et 10 000
(d) 135 et 394

2. Réponses a la question 3 : 2377.47678, 496.2157486 et 498.109396

3. Réponses a la question 4 :

(a) o =1/21, B = 1/42 000, 63 378.58 et 94 546.13

(b) p = 2.278178, 02 = 10.64545, 39 499.3350762 et 82 706.52
(c) p = 2000, 8 = 42 000, 58 096.26 et 34 695 110

(d) a=2.1, A = 2200, 25 225.29 et 50 157.37

(e) a = 2.023256, A = 1023.256, 22 883.05 ct 46 586.56

4. Réponses a la question 5 : 199 499.3734 et 199 749.7913

5. Réponses a la question 6 :

(a) 2000, 12 000 000
(b) 22 133.28, 28 133.28 et 226.6870

6. Réponses a la question :95.81858, 0.9197135 et 7.550436

7. Réponses a la question 9 :
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(a) S €{0,1,2,3,4} avec probabilités
{0.3136; 0.4256; 0.2116; 0.0456; 0.0036 }
et T € {—2,-1,0,1,2} avec probabilités
{0.0576; 0.2976; 0.4516; 0.1736; 0.0196 }

(b) 1, —0.2, 0.74 et 0.74
(c) 2,1, 2.528 et 1.196

8. Réponse a la question 10 : On obtient

[,63 X

o(2) —3(2—5 , O0<z<1
z! 223 8z 5
T3ty oy 1<e<2

9. Réponses a la question 11 :

z in(x: min(2:2000 min(a;2000
(a) 20302 e Tom (%e T~ 1000 (eW) — 1))

(b) 0.20093 et 0.79116
10. Réponses a la question 12 :
(a) Aucune réponse

—(1—r)++/(1—k)%2+4(1—~K)
2(1—k)

—
=

(c) 9.5125
11. Réponses a la question 13 :

(a) Aucune réponse

(b) TVaRo.g95 (X) : 135 805.85, 19 313.83, 10427 et 6441.19,
7710 000 (X) : 630337 4711, 6.66 et 0.0729

(¢) TVaRy.ge5 (V) = 6298.32 et my (10 000) = 0.0454

12. Réponses a la question 14 : 330 et 1 228 400

13. Réponses a la question 15 :

(a) Aucune réponse

(b) 0.982833 et 106.9051

14. Réponses a la question 16 :0.926288, 0.977254, 0.992807 ; 0.632217,
0.199291, 0.064521
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15. Réponses a la question 17 :

(a) AetB:0.181844
(b) A :0.039016 et 0.214556 ; B : 0.031445 et 0.172923
¢) Aucune réponse

)

)

(c)

(d) A:11et % ; B:—3 et —3/176

(e) A:2437928 et B : 2.112366

(f) A :12.368581 et 13.406692 ; B : 11.899478 et 11.616357
)

(g) A:24,372,0.474911, 8.707156 ; B : 24, 346, 0.483182, 8.600402

e

16. Réponses a la question 18 :

(a) A :0.3087; B: 0.3087

(b) A:0.236864,0.657682,0.166729 ; B : 0.1173380025, 0.3258031444,
0.4278232715

(¢) A:0.8,0.761905 ; B : —0.4, —0.3809523810

(d) A :0.403025, 1.03695 ; B : 0.608825, 0.54303

e) A:1.119047619 ; 2.197952436 ; B : 1.690476190 ; 1.151023782
)

f) A:3,3.7,0.116029, 0.089253, 0.250595, 0.763175, 2.119048 ; B :
3, 1.3, 0.011586, 0.081947, 0.233263, 0.968975, 2.690476)

(
(
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Modélisation des risques

2.1 Introduction

L’objectif de ce chapitre est de présenter les modeles de base utilisés pour
décrire le comportement aléatoire d’un risque en actuariat pour une période
fixe. Les colits ou les pertes liés au risque sont représentés par la v.a. X.
L’approche pour modéliser la v.a. X dépend du type de risque et de la
nature de la perte qui peut étre associée a ce risque.

On aborde dans un premier temps la modélisation de la v.a. X selon
Iapproche fréquence-sévérité ou les colits sont définis en fonction du
nombre de sinistres et du montant d’un sinistre. Cette approche peut
étre utilisée par exemple pour modéliser, pour une période fixée, les
coits en sinistres d’un contrat d’assurance IARD ; les cofits en sinistres
pour un contrat d’assurance en soins de santé ; ou le montant total
des sinistres pour une ligne d’affaires. On examine les propriétés de ce
modeéle, notamment ’espérance, la variance, la fonction de répartition et
I’évaluation des mesures de risque.

On présente les principales distributions pour le montant d’un sinistre et
pour le nombre de sinistres. On aborde aussi certaines généralisations des
principales lois de fréquence. On discute aussi de la classe de distributions
pour les montants élevés de sinistres. On examine la modélisation des pertes
liées aux risques financiers, e.g. les pertes découlant d’une position sur les
marchés financiers. On compare la modélisation des cotits dans le contexte
de I'assurance a celle des pertes liées & un investissement sur les marchés
financiers.
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Dans tous les cas, 'actuaire a recours a des modeéles pour décrire les
risques actuariels. Dans la modélisation des risques actuariels, il doit a la
fois avoir un modele assez simple pour qu’il soit aisément manipulable et
assez élaboré afin de tenir compte de la complexité des risques actuariels
analyseés.

Dans le cas de 'assurance, il convient d’analyser les risques actuariels
individuels puis d’examiner le risque actuariel global que représente le
regroupement de ces contrats pour la compagnie d’assurance. Ces modeles
jouent un role capital dans la compréhension de la mutualisation des risques
notamment. Les modeéles considérés dans ce chapitre se limitent & analyser
les risques actuariels sur une courte période de temps, soit d’un an par
exemple.

Les contextes d’application de I'assurance non vie sont e.g. ’assurance
automobile, 'assurance habitation, 1'assurance responsabilité, I'assurance
maladie, la réassurance et ’assurance collective.

2.2 Modéle stochastique pour un risque X

2.2.1 Modéle général pour X

Selon le modeéle général, on définit la v.a. X par une somme aléatoire

M
! By, M>0
X — k=1Lks
{O,MzO :

ol la v.a. discréte M représente le nombre de sinistres et la v.a. positive
By correspond au montant du k-iéme sinistre. La fonction de masse de
probabilité et la f.g.p. de M sont notées par fys et Pys. Les v.a. By, B,
... sont supposées indépendantes entre elles et indépendantes de la v.a. M.
De plus, les v.a. By, Bs, ... sont supposées identiquement distribuées et
on convient que By ~ B, pour k € NT. La fonction de répartition et la
f.g.m. de B sont notées par F'g et Mp. Selon les hypothéses du modeéle, le
nombre de sinistres n’a pas d’influence sur les montants des sinistres. De
plus, les montants de chaque sinistre ont le méme comportement aléatoire
et le montant du premier sinistre n’a pas d’incidence sur le montant du
deuxiéme sinistre et ainsi de suite.

La v.a. X obéit a une loi dite composée. La v.a. M est appelée la v.a.
de fréquence (de langlais frequency), de comptage (de 'anglais counting)
ou de dénombrement. Le montant d’un sinistre est appelé sévérité (de
langlais severity) ou gravité, d’ou lappellation fréquence-sévérité pour
cette approche. Le choix de la loi pour la v.a. de fréquence M et de la
loi pour le montant d’un sinistre B sont cruciaux. Les principales lois
discrétes pour la v.a. M sont présentées aux sections 2.3 et 2.7. On discute
des principales lois continues pour la v.a. B utilisées en actuariat dans
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les sections 2.4 et 2.5. Dans les sous-sections qui suivent, on identifie les
expressions de 'espérance, de la variance, de la fonction de répartition, de
Pespérance tronquée, de la TVaR et de la f.g.m. de la v.a. X.

2.2.2  FEspérance de X

On identifie ’expression de I’espérance de X en conditionnant sur M et en
utilisant la formule de l'espérance totale

E[X]=Ey [E[X|M]], (2.1)
ol E[X|M=0]=0et
EX|M=k|=E[By+..+By] =kx E[B] (ke NT).

Ainsi, on déduit que

E[X|M] =M x E[B]. (2.2)
En remplacant (2.2) dans (2.1), I'expression pour F [X] est donnée par
EX]=FE[F[X|M]|]=E[M x E[B|]|=E[M]|E|B]. (2.3)

Selon (2.3), lespérance des cotits pour un risque (E[X]) correspond au
produit du nombre espéré de sinistres (E [M]) et du montant espéré d’un
sinistre (F [B]). En actuariat, dans le contexte de ’assurance, I’espérance
de la v.a. X correspond a la prime pure.

2.2.83 Variance de X

Afin d’obtenir I'expression de la variance de X, on conditionne & nouveau
sur la v.a. M en ayant recours a la formule de la variance totale

Var (X) = Ep [Var (X |M)] + Vary, (E [X|M]) (2.4)
ot Var (X|M =0) et

k k
Var (X|M = k) = Var ZBj :ZVar (Bj) =k x Var (B) (k € Nt).
j=1 j=1

Alors, on a

Var (X|M) = M x Var (B). (2.5)
En remplacant (2.5) ainsi que (2.2) dans (2.4), il en résulte que

Var (X) = F|[M x Var(B)]+ Var (MFE [B])
— E[M]Var (B) + Var (M) (E [B])*. (2.6)
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Selon (2.4) ou (2.6), la variance des cotts pour le risque Var (X) est égale
a la somme de la variance des cofits liés aux montants des sinistres, soit
E [Var (X|M)] = E [M] Var (B), et de la variance des cotits liés au nombre
de sinistres, soit Var (E [X|M]) = Var (M) (E [B])>.

2.2.4 Fonction de répartition de X

La fonction de répartition de X est obtenue en conditionnant sur la v.a.
M telle que

Fx (z) = Pr(Xgx):iPr(M:k)Pr(ng\M:k)
k=0

Far (0 + 3" far (k) Pr(By + ...+ By < )
k=1

= fum (O)—I—ZfM (k) Fp,+..+B, (). (2.7)

Si Pr (M = 0) > 0, on note la présence d’une masse de probabilité a 0. Cette
masse de probabilité est élevée pour des contrats individuels d’assurance
non vie ou IARD (ex : automobile, habitation). Comme on le verra plus
loin, l'expression (2.7) de Fx est intéressante lorsque l'on dispose d’une
expression analytique pour Fig, 1. 4, . Des exemples seront présentés dans
le présent chapitre. Dans ce cas, la fonction de répartition F'x nous permet
notamment de calculer la valeur VaR, (X). Généralement, on doit avoir
recours a un outil d’optimisation pour la calculer.

2.2.5 FEspérance tronquée de X
On conditionne sur M pour développer I’expression de I’espérance tronquée

de X, soit

E[X x1ix<y] = Y _Pr(M=k) E[X X l{xcy|M =k
k=0

— Zf]w (k)E [(Bl =+ ... +Bk) X ]‘{Bl+--»+Bka}j| .
k=1
On déduit

E [X X 1{X>b}] = Zf]w (k‘)E [(Bl + .. —‘y—Bk) X 1{Bl+...+Bk>b}] . (28)
k=1



2.2 Modéle stochastique pour un risque X 65

11 est possible d’évaluer (2.8) quand on posséde une forme analytique pour
E [(Bl + ...+ Bk) X 1{Bw+...+Bk>b}]-

2.2.6 Mesure TVaR

En remplagant (2.7) et (2.8) dans (1.17), Pexpression de TVaR, (X)
devient

TVaR, (X)
_ ZZO:1 fu (k) E [(31 + ...+ Bg) X 1{Bl+...+Bk>vaRK(X)}]
1—«x
| VaR, (X) (Fx (VaRy (X)) — ﬁ>’ (2.9)

11—k

qui peut étre évaluée a la condition que ’on puisse calculer explicitement

E[(Bi+ ...+ Bi) X 1{B, 4. 1B >VaRr,(X)})

et Fx (VaR, (X)).

Supposons que la v.a. B est continue et strictement positive (i.e. elle
n’admet pas de masse de probabilité a 0). Alors la distribution de X est
mixte avec une masse de probabilité & 0 et une partie continue pour x > 0.
Si k < Pr(M = 0) alors VaR, (X) = 0. De plus, quand x > Pr(M = 0),
cela implique que VaR, (X) > 0 de telle sorte que Fx (VaR, (X)) = . 1l
en découle que le deuxiéme terme dans (2.9) est égal a 0 dans les deux cas
et que lexpression pour TVaR, (X) devient

Y I (R)E[(Bi+ ...+ Bi) X I{p, 4. 4B, >VaR.(X)})
o 11—k

TVaR, (X)

(2.10)
11 est & noter que (2.10) est intéressante quand B + ... + By, appartient a
une famille de distributions qui est fermée sous la convolution, telle que la
distribution gamma.

2.2.7 Fonction génératrice des moments
On suppose que la f.g.m. de B et que la f.g.p. de M existent, ce qui implique
que la f.g.m. de X existe aussi. Afin d’obtenir I'expression de la f.g.m. de
X, notée Mx(t) = E [e"*], on conditionne sur la v.a. M

E [e] = By [E [ |M]]. (2.11)
Pour M =0, E [etX |M = O] =1 et pour M € NT, on déduit

E[e" M = k] = E [/ +-400] = B [oP1] x .. x E [o']
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car les v.a. By, ..., By sont indépendantes. Comme elles sont aussi
identiquement distribuées, il s’ensuit que

B [ |M] = Ma(t)™. 2.12)
On remplace (2.12) dans (2.11) et on obtient
E[eX] = Ex [Mp()™] = Par (Mg(1)), (2.13)

ou Py est la f.g.p. de M.

2.3 Distributions de fréquence

En actuariat, les principales lois pour la v.a. de fréquence sont les lois de
Poisson, binomiale et binomiale négative. Les lois de X correspondantes
sont alors appelées lois Poisson composée, binomiale composée et binomiale
négative composée. Comme la loi de Poisson est au coeur de la modélisation
des risques en assurance IARD, on s’intéresse aussi aux extensions de
cette loi obtenues par mélange. Pour cette raison, on décrit les lois
Poisson-gamma (qui est aussi la loi binomiale négative), Poisson-inverse
gaussienne et Poisson-lognormale. Pour chaque loi de fréquence, on
indique les expressions de ’espérance, de la variance et de la f.g.m. de la
loi composée correspondante, qui sont obtenues & partir de (2.2), (2.6) et

(2.13).

2.3.1 Lot de Poisson

La loi de Poisson est fondamentale dans la modélisation du nombre de
sinistres pour les risques en assurance IARD. Elle constitue en quelque
sorte la loi de base. L’espérance et la variance de la loi de Poisson sont
égales. Cette propriété est appelée 1’équidispersion.

Lorsque M ~ Pois(A), il en découle que la v.a. X obéit & une loi
Poisson composée avec les paramétres A et Fig, notée X ~ PComp (X; Fg).
L’espérance de X est E[X]| = AE[B] et expression de la variance de X
est

Var (X) = AVar (B) + AE [B]> = AE [B?].

La f.g.m. de X est Mx (t) = e*(Ms(®)=1),
Le moment centré d’ordre 3 est déterminé avec la relation (1.10) et le
moment d’ordre 3 donné par

E[X3] = AE[B*] + 3\*E[B|E[B*] + N’ E*[B],
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que l'on obtient en dérivant Mx (t) & 3 reprises. On obtient
E (X — E[X])?] = AE[B?]

a partir duquel on détermine l'expression suivante pour le coefficient
d’asymétrie :

E[(X-E[X))®]  EBY
[ (T 0 R o

On constate que la distribution Poisson composée est toujours positivement
asymeétrique.

2.3.2 Lot binomiale

Quand M ~ Bin(n,q), il en résulte que X obéit & une loi binomiale
composée avec les parameétres n, g et Fp, notée X ~ BComp(n,q; Fpg).
L’espérance de X est E[X] = ngFE [B] et la variance de X est donnée par

Var (X) = ngVar (B) +nq (1 — q) E[B]*.
La f.g.m. de X est
My (t) = (1 —q+qMgs ()"

En fixant ng = A, la loi binomiale tend vers la loi de Poisson de parameétre
A lorsque le nombre n tend vers oo. En effet, soit la v.a. M, ~ Bin(n, %)
Alors, on a

At —1\"
lim Py, (t) = lim (1 + M) — M=),

n— o0 n— o0 n

qui correspond a la f.g.p. de la loi de Poisson.
Le moment centré d’ordre 3 est donné par

E[(X - E[X])*] =n(¢E [B%] - 3¢E [B*] E(B] +24°E [B)*), (2.14)

avec lequel on obtient le coefficient d’asymétrie v (X). En réarrangeant les
termes de 1’équation (2.14), on obtient

- E[(B—E|[B])*] +3(1 —q) E[B] Var |B] }
=[x - £Lx)] = Elat{ F(1-9)(1-2) B [BP '

(2.15)

Selon (2.13), v (X) est positif si E [(B - FE [B])S] > 0, propriété souvent
satisfaite pour la distribution d’un montant de sinistre (s’il existe), et si
q < 0.5, ce qui est souvent les contextes d’application en actuariat.
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2.3.3 Lot binomiale négative

Quand M ~ BN(r,q), on déduit que la v.a. X obéit a une loi
binomiale négative composée avec les parameétres r, g et Fg, notée X ~
BNComp(r,q; Fg). L'espérance et la variance de X sont respectivement

et

Var (X) = ri 9 BB 4+ +2—Ivar (B).
q

Laf.g.m de X est Mx(t) = (1 - %(MB(t) - 1))_ .
Le moment centré d’ordre de X est

E[(X-EX)*] = TME[BS]

R

13,4 . )’ [B%]

+E[B] + 2r1q;3q)3E [B]?. (2.16)

—~

Puisque (2.16) est toujours positif, on constate que la loi binomiale négative
composée posséde toujours une asymétrie positive.

2.3.4  Comparaison des variances des trois lois composées

Pour les lois de Poisson, binomiale et binomiale négative, on sait que
Var (M) = E[M], Var (M) < E[M] et Var (M) > E[M]. On compare
les variances de la loi binomiale composée et de la loi binomiale négative
composée a la variance de la loi Poisson composée. Pour la binomiale
composée, on a

Var (X) = ng (Var (B)+(1-q¢)F [B]Q) < ngE [B?].
Pour la loi binomiale négative composée, on a

1—g¢q
q

1—g¢q

Var (X) = r—; E[B)? +r
q

Var (B)

- 1—q /1 ) 1—gq
= (EE[B]2+Va1 (B)) erE[B2}.

Par conséquent, si les parameétres des trois lois de fréquence pour M sont
fixés de telle sorte que leur espérance est identique et si la loi de B est
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identique pour les trois lois composées, on constate que
E [XBComp] —F [XPComp] —F [XBNC'Omp]

et
Var (XBcomp) < Var (chomp) < Var (XBNC"mp) .

2.4 Distributions du montant d’un sinistre

Le choix de la distribution du montant d’un sinistre est crucial dans
la modélisation du risque X. En actuariat, on a généralement recours
a une loi continue avec un support compris dans Rt pour modéliser le
comportement aléatoire du montant d’un sinistre. Dans la majorités des
contextes d’application en assurance dommage et en assurance maladie,
les distributions des montants de sinistre posséde une asymétrie positive.

Les principales lois considérées pour le montant d’un sinistre sont les
lois exponentielle, gamma, lognormale et Pareto. Il y a aussi les lois Burr,
Weibull (avec T € 10, 1[), log-logistique, F-généralisée et inverse-gaussienne.

Des lois construites a l'aide de mélange telles que la loi mélange
d’exponentielles et la loi mélange d’Erlang sont aussi utilisées.

Dans la présente section, on présente brieévement les principales lois pour
modéliser le montant d’un sinistre. Les principales caractéristiques de ces
lois sont fournies en annexe. Les expressions de la fonction quantile, de la
VaR, de la TVaR, de la fonction stop-loss et de la fonction d’excés-moyen
sont développées au chapitre 1.

Le classement des distributions du montant d’un sinistre selon leur
comportement dans leur queue, i.e. pour les valeurs élevés de montant de
sinistre, est examiné a la section 2.5.

2.4.1 Lot exponentielle

La loi exponentielle est une loi fondamentale en actuariat et elles possédent
de nombreuses propriétés intéressantes. Elle sert souvent de loi de référence
par rapport aux autres lois continues utilisées pour la description du
comportement d’un montant de sinistre. Elle est définie en termes d’un
seul parameétre. Son mode est & 0 et la fonction d’excés moyen est
une constante. Son coefficient d’asymétrie est égal a 2. En supposant
B ~ Exp (), il est aussi possible d’obtenir des expressions analytiques de
quantités définies en fonction de X, notamment la fonction de répartition,
la TVaR et la prime stop-loss associées & X. En revanche, il est rare que
la loi exponentielle soit utilisée directement pour modéliser un montant de
sinistre.

La propriété suivante est propre a la loi exponentielle et elle est appelée
la propriété sans mémoire.
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Proposition 2.1 Soit une v.a. X ~ Exp(f5). On définit la v.a. W (d) =
(X —=d)|X > d, correspondant & Uexcédent de la v.a. X par rapport & d
sachant que X dépasse d. Alors, W (d) ~ Exp (B).

Preuve. On identifie la distribution de W (d) a partir de sa fonction de
survie qui est donnée par

Fw@ () = Pr(W(d)>z)=Pr((X —d)>z|X >d)
e—,@(m+d) 6w
= 767651 = e ' .

]
On mentionne aussi la propriété suivante relative au minimum de n v.a.
indépendantes de loi exponentielle.

Proposition 2.2 Soient les v.a. indépendantes X1, ..., X, de loi exponentielle
avec parametres 3; > 0 pouri = 1,...,n. Alors, la v.a. T,, = min (X7;...; X,,)

obéit aussi a une loi exponentielle de paramétre 8, + ... + 3,

Preuve. La fonction de survie de T,, est donnée par

Fr, (z) = Pr(min(Xy;.;X,)>2)=Pr(X;>z,...,X, >2)
= JPr(Xi>a)=e Gt
i=1

ce qui conduit au résultat désiré. m
Cette propriété est utilisée notamment pour la contruction de la loi
exponentielle bivariée de Marshall-Olkin au chapitre 8.

2.4.2 Lois gamma et Erlang

La loi gamma est une généralisation de la loi exponentielle. Avec ses deux
parameétres « et 3, elle offre plus de flexibilité dans la modélisation du
montant d’un montant de sinistre. Si « > 1, son mode est supérieur a 0 et
sa fonction d’excés moyen est décroissante. Si 0 < a < 1, le mode se trouve
a 0 et la fonction d’excés moyen est croissante. La loi exponentielle est un
cas particulier de la loi gamma avec o = 1.

Dans le graphique de la figure 2.1, on représente la fonction de densité
de la loi gamma pour des valeurs de a = 0.5, 1, 5, et 100 et 3 = £ tel que
E[B] =5.

De méme que la loi exponentielle, on obtient des expressions analytiques
de Fx, E [X X 1{X>b}] et TVaR, (X) lorsque le montant d’un sinistre
obéit & une loi gamma. Ces expressions sont présentées dans la prochaine
proposition.
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0.8

alpha=0.5
alpha=1
alpha=5

alpha=100

tonction de densite

0.0

FIGURE 2.1. Valeurs de fg (z) ou B ~ Ga (a, %)7 pour a = 0.5, 1, 5 et 100.

Proposition 2.3 Supposons que B ~ Ga («, 3). Alors, on déduit

Fx (z) = fu (0) + ZfM (w5 ak, B), (2.17)
E[X % 1{xs0] ZfM H(b;ak+1,5) (2.18)
et
TVaR, H(VaR. (X);ak+1,8). (2.19)
Il

Preuve. Dans le cas o B ~ Ga (o, ) avec H (x; «, ), on sait que By +
..+ By ~ Ga(ak,f). Alors, on remplace Fp, 1. +p, (z) par H (x;ak, 5)
dans (2.7) et on obtient (2.17). De plus, en remplacant

E [(Bl +ot Bk) X 1{B1+---+Bk>b}]
par
ko —
%H(b; ok +1,8)
dans (2.8) et (2.10), on obtient (2.18) et (2.19). m

Remarque 2.4 La valeur de VaR,, (X) est calculée & partir de (2.17) en

utilisant un outil d’optimisation (e.g. solveur en Ezcel ~ ; optimize ou
uniroot en R).
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La loi Erlang est aussi un cas particulier de la gamma avec o € Nt ce
qui implique que sa fonction de répartition a la forme analytique suivante :

- ey
Fyx (z)=H (z;n,f) =1—e P TQ;, z € RT.
j=0 7

Ce n’est pas le cas lorsque le parameétre « de la loi gamma n’est pas entier.
Bien que 'on n’utilise pas directement la loi Erlang dans la modélisation de
la distribution d’un montant de sinistre, elle intervient fréquemment d’un
point de vue calculatoire.

On illustre les résultats de la proposition 2.3 dans le prochain exemple.

Exemple 2.5 Soit une v.a. X ~ PComp(\Fg) ot A\ = 14 et
B ~ Ga(a=18,8=1000""), avec E[X] = 2520. On obtient les
valeurs suiwantes de VaR,, (X) et TVaR, (X) :

k| VaRg(X) | TVaR (X)

0 0 2520
0.5 | 1834.662 7521468
0.95 7767.176 9872.851

0.99 | 11 175.941 | 13 127.725
0.995 | 12 558.726 | 14 464.32]

O

2.4.3 Loi lognormale

La loi lognormale est fréquemment utilisée en actuariat, notamment
pour la modélisation des montants de sinistres dans la modélisation des
montants de sinistres en assurance dommage (e.g. TARD ou non-vie), et
en gestion quantitative des risques. Son mode est supérieur & 0 et son
coefficient d’asymeétrie est positif. Sa fonction d’excés moyen est croissante.
Avec ces deux parametres, elle posséde une trés grande flexibilité pour la
modélisation.

A la figure 2.2, on présente les graphiques de la fonction de densité et de
la VaR de loi lognormale pour trois couples de paramétres (p, o). Dans les
trois cas, les valeurs des parameétres ont été choisis de telle sorte que les 3
espérances soient identiques.

Si un montant d’un sinistre obéit & une loi lognormale, il n’est pas
possible d’obtenir des expressions analytiques de Fx, E [X X 1{X>b}] et
TVaR, (X). Toutefois, il est aisé d’appliquer les approches décrites aux
chapitres 5 et 6 pour les évaluer approximativement.

2.4.4 Lot Weibull

Avec ses deux parametres 7 et 3, la loi Weibull est une généralisation de la
loi exponentielle. Si 7 > 1, elle est utile dans la modélisation des durées de
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FIGURE 2.2. Valeurs de la la fonction de densité et de la VaR de X ~ LN (p,0)
pour les couples suivants de (u,0) : (2.375, %) (ligne avec petits traits), (2,1)
(ligne continue) et (0.875,1.5) (ligne pointillée). Pour les 3 couples, I'espérance

de X est 12.1825.

vie. Si 7 < 1, son mode se trouve a 0, son coefficient d’asymétrie est positif
et sa fonction d’excédent moyen est croissante. Alors, avec 0 < 7 < 1, elle
peut étre considérée pour modéliser la distribution d’un montant de sinistre.
En revanche, si cette distribution est choisie, il n’est pas possible d’obtenir
des expressions analytiques de F'x, E [X X 1{X>b}] et TVaR, (X). Dans
ce cas, il est conseillé d’appliquer les approches décrites aux chapitres 5 et
6 pour les évaluer approximativement.

La loi exponentielle correspond & un cas particulier de la loi Weibull avec
T=1.

2.4.5 Lois Pareto, Burr et F-généralisée

La loi de Pareto est aussi une loi fondammentale en actuariat pour la
modélisation des montants de sinistres. Elle posséde 2 paramétres et elle
est fréquemment utilisée pour la modélisation des sinistres de montants
élevés. Avec un mode se trouvant a 0, son espérance existe si & > 1 et sa
variance existe si a > 2. Le moment d’ordre n existe a la condition que
a > n. Parmi ses caractéristiques importantes, on mentionne aussi que sa
fonction d’excédent moyen est linéaire et croissante. A la section 1.18, on
démontre que la loi Pareto peut étre représentée comme un mélange de lois
exponentielles ou la loi mélange est gamma.

Les distributions Burr et F-généralisée sont deux généralisations de
la loi Pareto. Leurs trois parameétres permettent notamment plus de
flexibilité que la loi Pareto dans la modélisation, offrant la possibilité
d’un mode supérieur a 0. Tout comme la loi Pareto, elles sont utilisées
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pour la modélisation de montants de sinistres pouvant prendre des valeurs
élevées. Elles font partie de la famille de lois ayant de comportement de
type Pareto. La loi Burr peut étre représentée comme un mélange de
lois Weibull ot la v.a. de mélange est de loi gamma. Quant a elle, la loi
F-généralisée peut étre représentée comme un mélange de lois gamma et
la v.a. de mélange est aussi gamma

On ne peut obtenir des expressions analytiques de F'x, F [X X 1{X>b}]
et TVaR, (X) si le montant d’un sinistre obéit a une loi Pareto, Burr ou
F-généralisée. Malgré cet inconvénient, on peut évaluer approximativement
ces quantités en utilisant les approches décrites aux chapitres 5 et 6.

2.4.6 Lois mélanges d’exponentielles et d’Erlang

Les lois obtenues par mélange permettent une plus grande flexibilité dans
la modélisation de la distribution d’un montant de sinistre. Souvent,
l'utilisation de mélange conduit a des lois de type heavy tailed. Il existe
des lois avec mélanges finis, telles que la loi mélange d’exponentielle, des
lois avec mélanges dénombrables, telles que la loi mélange d’Erlang, et des
lois avec mélanges non dénombrables. A la section 1.18, on présente un
exemple de cette troisiéme catégorie ou il est démontré que la loi Pareto
est un mélange non dénombrable de lois exponentielles. La loi Pareto tend
vers la loi exponentielle de parametre 5 lorsque le parametre a de la loi
Pareto tend vers oo tout en satisfaisant la contrainte que %5 = L

La loi mélange d’exponentielle posséde un mode a 0 et elle peut étre une
candidate dans la modélisation d’un montant de sinistre. Son coefficient
de variation est toujours supérieur & 1. Au chapitre 6, on obtient des
expressions analytiques pour Fx, F [X X 1{X>b}] et TVaR, (X) pour la
loi mélange d’exponentielle.

La loi mélange d’Erlang offre une grande flexibilité dans la modélisation.
Cette loi comprend comme la loi exponentielle et la loi Erlang comme
cas particulier. Il est aussi possible de représenter un loi mélange
d’exponentielles comme une loi mélange d’Erlang. De plus, il est
possible d’approximer toute distribution avec support positif par une
loi mélange d’Erlang. Si on modélise un montant de sinistre par une loi
mélange d’Erlang, on on obtient des expressions analytiques pour Fl,
E [X X 1{X>b}] et TVaR,(X). On examine de fagon plus détaillée les
propriétés de la loi mélange d’Erlang au chapitre 6.

2.4.7 Comparaison des lois gamma, lognormale et de Pareto

Dans le prochain exemple, on compare les lois gamma, lognormale et de
Pareto dont les 2 parameétres sont fixés de telle sorte que leur espérance et
leur variance soient identiques. On illustre notamment que Pespérance et
la variance d’une v.a. n’offre qu’une connaissance partielle et trés limitée
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ognormale

gamma

o Pareto

X

FIGURE 2.3. Courbes de fg,, fB, et fp, ot B1 ~ LN (ln(3) — lnég'),ln (3)),
By ~ Ga(1/2,1/6) et Bs ~ Pa(3,6).

du comportement aléatoire de cette derniére, car il existe une panoplie de
lois satisfaisant ces deux contraintes.

Exemple 2.6 Soient les v.a. B1, By et Bs représentant le montant d’un
sinistre dont ’espérance et la variance sont 3 et 18 o

By ~ LN <ln(3) -

By ~ Ga(1/2,1/6) et By ~ Pa(3,6). Dans la figure 2.3, il est clair que
leurs fonctions de densité de By, By et Bs.L’impact du choix de la loi sur
les valeurs des mesures VaR et TVaR est significatif comme on ['observe
dans les deux tableaux ci-dessous :

k | VaRx (B1) | VaR. (B2) | VaRk (Bs)
0 0 0 0
0.5 1.7321 1.8648 1.5595
0.95 9.7119 11.5244 10.2865
0.99 19.8392 19.9047 21.8495
0.995 25.7685 23.6383 29.0882
% | TVaR. (B1) | TVaRx (Ba) | TVaR, (B3)
0 3 3 K
0.5 5.11658 5.5720 5.3398
0.95 16.5211 16.7460 18.4298
0.99 30.1768 25.3475 35,7743
0.995 37.9773 29.1421 76.6323




76 Modélisation des risques

Par conséquent, il est important, pour obtenir des résultats adéquats, de
connattre la distribution du montant de sinistre. []

2.5 Distributions de sinistres light et heavy tailed

En actuariat, on a I’habitude de classifier les distributions a support positif
pour les montants de sinistres en termes de distributions light et heavy
tailed. Les distributions heavy tailed sont importantes pour modéliser des
sinistres avec montants élevés, en particulier en réassurance. Généralement,
on retrouve les distributions Pareto, lognormale, Weibull avec parameétre
7 € ]0,1[, Burr, F-généralisée et log-logistique au sein de cette classe. Les
distributions exponentielle, gamma et Weibull avec parameétre 7 € [1,00)
font partie de la classe des distributions light tailed.
Il existe quelques critéres pour établir la classification.

2.5.1 FEuzistence de la f.g.m.

Les distributions dont la f.g.m. n’existe pas sont des distributions heavy
tailed, alors que celles dont la f.g.m. existe font partie de la classe des
distributions light tailed. Soit une v.a. X avec une fonction de répartition
Fx. On dit que Fx appartient a la classe des distributions heavy tailed si
on a

lime™ Fx (z) — oo,

pour tout r > 0. Autrement, Fx fait partie de la classe des distributions
ltght tailed sion a
lime™Fx (z) < o0,

pour tout r > 0.

Selon ce critére, les distributions Pareto, lognormale, Weibull avec
parametre 7 € |0, 1, Burr, F-généralisée et log-logistique sont heavy tailed
alors que les distributions exponentielle, gamma et Weibull parameétre
T € [1,00) sont light tailed.

2.5.2  Fonction d’excés-moyen

On peut aussi recourir & la fonction d’excés-moyen définie par ex (d) =

E[X —d|X >d| = nx(d)Fx(d)~!. Si dlim ex (d) tend vers oo, alors la
— 00

distribution appartient a la classe des distributions heavy tailed. Lorsque

dlim ex (d) tend vers une constante, la distribution est light tailed. La

— 00

fonction d’excés-moyen de la loi exponentielle est une constante peu
importe la valeur de d, ce qui en fait une distribution frontiére.

A nouveau, en se fondant sur ce criteére, les distributions Pareto,
lognormale, Weibull avec parameétre 7 € ]0,1[, Burr, F-généralisée et
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log-logistique sont heavy tailed alors que les distributions gamma et
Weibull avec paramétre 7 € [1, 00) sont light tailed.

2.5.8 Distribution sub-exponentielle

On dit que la distribution de X est sub-exponentielle si, pour tout n > 2,
on a .
Pr(Xy+ ..+ X, >z)~nFx (z), quand z — o0, (2.20)

ol les v.a. Xq,..., X, sont i.i.d. et X; ~ X pouri=1,...,n
Ce critére est équivalent a

Pr(X;+ ..+ X, >z) ~Pr(max (Xy;..; X,) > ), quand = — oo,

ce qui revient a dire que le comportement du sinistre le plus élevé explique
en grande partie le comportement de ’ensemble du portefeuille.

En se basant sur ce critére, les distributions citées comme heavy tailed
sont aussi sub-exponentielles.

Soit une v.a. X obéissant & une loi composée en fonction de la v.a. de
fréquence M et de la v.a. du montant d’un sinistre B. Si la distribution de
la v.a. B est sub-exponentielle, cela implique que

2) =Y fu (k) Foip i, ( ZfM )kFp () = E[M]Fp(2),

(2.21)
quand x — oo. En d’autres termes, le comportement aléatoire de X pour
les valeurs élevées de x est grandement expliqué par le montant du sinistre
le plus élevé. Ce résultat asymptotique est examiné a ’exemple 6.23.

2.6 Approches indemnitaire et forfaitaire

A la section 2.2, on a présenté un modéle général pour modéliser la v.a.
X. Si M obéit a une loi Bernoulli (qui est un cas particulier de la loi
binomiale), on convient de dire que la v.a. X est modélisée selon 'approche
indemnitaire ou forfaitaire

- | B, M=1
XMXB{ 0. M =0
D’un point de vue mathématique, les deux approches sont identiques. Seule
Pinterprétation de chacune d’elles differe.
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2.6.1 Approche indemnitaire

Selon Papproche indemnitaire, on suppose qu’un événement (sinistre ou
perte) peut survenir pendant une période. Les cotts liés a I’événement
fortuit sont définis par une v.a. positive B. Cette approche peut étre
appliquée pour décrire les cotits d’un contrat d’assurance vie temporaire 1
an, les cotts du volet de la protection incendie d’un contrat d’assurance
habitation ou les pertes liées & un titre avec risque de défaut.

Les expressions (2.7), (2.2) et (2.6) de la fonction de répartition, de
Iespérance et de la variance de X deviennent

Fx(z)=1—-q+qFp(z), x € RT, (2.22)
E[X] = qE[B] et Var(X) = qVar (B) + ¢(1 — q) E[B]°. On déduit de
(2.22) une expression analytique pour la mesure VaR, (X) qui est donnée
par

0, 0<k<l—gq
VaRe(X) =9\ VaR, .o (B), 1-q<r<1

L’expression (2.8) de l'espérance tronquée devient
E[X x1ix<qy] =Pr(I=1)E [B x l{g<aqy] = q¢F [B x 1{p<a}] »
et, de la méme fagon, on obtient
E[X X l{x>q}] = qF [B X I{p>a}] -

A partir de (2.9), on déduit I'expression suivante pour TVaR, (X) :

_ GE[B x 1{popy] + VaR, (X) (Fx (k) — k)

TVaR, (X) -

Dans 'exemple qui suit, on considére le cas particulier d’un contrat
d’assurance vie temporaire 1 an.

Exemple 2.7 Pour un contrat d’assurance vie temporaire 1 an, les codts
correspondent a la prestation en cas de décés et ils sont nuls si aucun décés
ne survient. On définit la v.a. X par X = bl, oo I ~ Bern(q) et la
constante b correspond au montant de prestation & verser en cas de décés.
La v.a. X peut prendre les valeurs 0 ou b avec les probabilités Pr (X = 0) =
Pr(I=0) =1—-—q et Pr(X=0) =Pr(I=1) = q. Lespérance et la
variance des colts sont données par E[X] = bE[X] = bq et Var(X) =
b*Var (I) = v?’q(1—q). La f.g.m. de la v.a. X est donnée par Mx (t) =
1—q+qe. Il est & noter que la probabilité de déces dépend des différentes
caractéristiques de l'assuré telles que l’dge, le sexe, les habitudes de vie,
ete. O
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2.6.2 Approche forfaitaire

Selon I’approche forfaitaire, le modeéle décrivant les cofits pour un contrat
en assurance non vie ou IARD est contruit de telle sorte que

| 1, si au moins un sinistre se produit
o { 0, sinon

avec Pr(I=1) = qget Pr(I=0) = 1 — ¢q. La v.a. B correspond au cofit
total en sinistres encourus pour le contrat si au moins un sinistre se produit
pendant la période. Par exemple, en assurance santé, la v.a. B représente
la somme de tous les frais encourus si au moins une réclamation est faite
au cours d’une période.

2.6.3 Remarques

L’appellation approche fréquence-sévérité est souvent utilisée lorsque
l'on suppose que la v.a. M peut prendre des valeurs supérieures a 1.
La fréquence désigne le nombre de sinistres et la sévérité, le montant
d’un sinistre. En fait, on peut voir 'approche indemnitaire comme un
cas particulier de 'approche fréquence-sévérité. L’approche forfaitaire est
uniquement valide lorsqu’on ne posséde pas les données sur le nombre de
sinistres et le montant des sinistres.

2.7 Généralisation des principales lois de fréquence

Il est possible de procéder de différentes facons pour généraliser les trois
principales lois discrétes : mélange de la loi de Poisson ; modication de la
masse a 0 ; et composition.

2.7.1 Lois Poisson-mélange

Souvent, dans les applications pratiques, la loi de Poisson n’offre pas
une description adéquate du comportement des données. Dans ces
circonstances, les lois Poisson-mélange jouent un roéle important dans
la modélisation du comportement de la fréquence.

Soit une v.a. © positive de telle sorte que E [©] = 1, Var(©) < oo et
Meg (t) existe. La v.a. © influence la v.a. M de la fagon suivante. On suppose
que la loi conditionnelle de M est donnée par (M |0 = ) ~ Pois () avec
A > 0. Cela signifie que E[M|O] = O\, Var (M|©) = OX et Pyp () =
E [tM|G)] = ¢®2t=1)_ On peut s’'imaginer que M correspond au nombre de
sinistres pour un contrat d’assurance automobile. Comme on ne connait
pas les habitudes de conduite du conducteur, on introduit une incertitude
quant au parameétre de la loi de Poisson.
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Quelle est la loi de M 7 Tout d’abord, en conditionnant sur @, on constate
que

E[M] = Eo|E[M|O]] = E[ON =Ax 1=\ (2.23)

Puis, en conditionnant & nouveau sur ©, on obtient

Var (M) = Fg [Var(M|©)]+ Vareg (E [M|O))
E[O) + Vare (OX) = A + X Vare (0).  (2.24)

En poursuivant l'interpétration fournie plus haut, 'incertitude quant au
comportement du conducteur n’affecte pas I’espérance mais son influence
conduit & une variance de M qui est supérieure a son espérance. Ainsi,
la présence du mélange ajoute de la surdispersion par rapport a la loi de
Poisson dans le comportement du nombre de sinistres.

On identifie la loi de M par lintermédiaire de sa f.g.p. qui est donnée
par

Pag(t) = B [1M] = Bo [B[116]] = B[] = Mo (A (¢~ 1)).
(2.25)
La v.a. © peut étre discréte ou continue. Si la v.a. © est continue positive
avec une fonction de densité fg alors la fonction de masse de probabilité
de M est donnée par

0o k
Pr(M = k) :/0 e N (A]f!) fo (0)do, k € NT.

Autrement, si la v.a. © est discréte avec support N7T, la fonction de masse
de probabilité de M est donnée par
c- (A"

Pr(M = k) :Ze_MTPr(@:@), ke NT.
0=1 )

Le choix de la loi de © a un impact important sur le comportement de la
v.a. M.

On examine trois cas particuliers de loi Poisson-mélange : la loi
Poisson-gamma (ou binomiale négative), la loi Poisson-inverse gaussienne
et la loi Poisson-lognormale.

2.7.2 Lot Poisson-gamma ou binomiale négative
Soit une v.a. © ~ Ga(a=r,6=r) de telle sorte que E[®] = £ = 1,
Var(©) = 5 = 1 et Mg (t) = (ﬁ) . Alors, la v.a. M obéit & la loi

Poisson-gamma, notée M ~ P — Ga (A, r). En fait, la loi Poisson-gamma
correspond a la loi binomiale négative. A partir de (2.23), (2.24) et (2.25),

<13
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Fonctions de répartition de X

FIGURE 2.4. Courbes de F'x (z) ou X ~ BNComp (r,q; F), avec B ~ Ezp (1)
et 4 couples de valeurs pour (7, q) : (17 201), ( , 101), ( ,41—1) ( )

on obtient E [M] = A, Var (M) =X + 2 et

r

P (t) = (Tis)r (ﬁ) (2.26)

En fixant % = % (ce qui implique g =

1 i
H——i)’ on retrouve la premiére
v

paramétrisation de la loi binomiale négative ou

1 T q T
Py (t) = (%) B <m> 7

avec F [M] :)\:rleq et

2
1_

Dans 'exemple suivant, on illustre 'impact du choix des parameétres r
et ¢ de la loi binomiale négative sur le comportement aléatoire des cotts
d’un contrat d’assurance.

Exemple 2.8 Les coits pour une ligne d’affaires sont définis par la v.a.
X ~ BNComp(r,q;Fg), avec B ~ Exp(8=1). Les parameétres r et
q de la v.a. de fréquence M sont fixés de telle sorte que E[M] = 200.
On consideére 4 couples de valeurs pour (r,q) : (1, ﬁ), (2, 101) (5, 41—1)
t (25,%). On présente dans la figure 2.4 les courbes de la fonction de

répartition Fx (z) de X pour les quatre couples d’hypotheéses.
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Walours de VaR{X:kappa

~

FIGURE 2.5. Courbes de VaR.(X) ou X
B ~ Exp(l) et 4 couples de valeurs pour (r,q)

(25,3).

BNComp(r,q; Fs), avec
P (Lgt)s (20mp)s (Bodp) et

On observe limpact significatif des paramétres de la loi binomiale
négative sur le comportement de la v.a. X.
Dans le tableau suivant, on indique les wvaleurs de VaRpjs(X),

VCLRO.995 (X), TV(IRO'5 (X) et TVCLRO.995 (X) J

r q | VaRo.5(X) VaRg.005 (X) | TVaRo.5(X) TVaRp.995 (X)
1 ﬁ 138.320 1063.959 339.320 1264.959
2 % 167.509 748.435 306.217 861.415
5 ﬁ 186.499 511.316 271.108 567.148
25 % 196.973 332.139 2835.481 852.004

Dans la figure 2.5, on reproduit les valeurs de VaR,, (X) pour les quatre
couples de paramétres.

Les courbes de TVaR, (X) pour les quatre couples de paramétres sont
tracées dans le graphique de la figure 2.6.

Pour une valeur de k fizée, on observe que la valeur de TVaR, (X)
augmente lorsque le parameétre r diminue (de telle sorte que l’espérance du
nombre de sinistres reste identique). L’explication de ce comportement sera
traité au chapitre 7. O

On observe également

lim E[M] = X
AQ
lim Var (M) = lmA4+—=2A
r—00 r—00 T
lim Py (t) = lim 1) —oe, (2.27)
r—00 r—oo \ 1 — % (ﬁ — 1)
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Valours do TVaR(X:kappa)

FIGURE 2.6. Courbes de TVaR.(X) oo X ~ BNComp(r,q; Fg), avec
B ~ Exp(l) et 4 couples de valeurs pour (r,q) : (1,7%1), (2,%1), (5,%) et
(25,3).

D’apres (2.27), si r — oo de telle sorte que l'espérance de M reste égale ),
la variance de M tend vers A et la loi de M tend vers la loi de Poisson de
parameétre .

Exemple 2.9 Soient les v.a. My, ..., My ot

9\ !
M; ~ BN r:ri,q:(l+—) , 1=1,2,3,4,

(2

avec 1 = 0.5, ro = 1, r3 = 2, 7y = 100, et M5 ~ Pois(A=2) de telle
sorte que E[M;] = 2,1 =1,2,...,5. Dans le tableau ci-dessous, on fournit
les valeurs de la fonction de masse de probabilité pour les cing v.a. :

k far () far, (K) Ity (K) Sary (k) Jar (K)
0 0.447214 0.3333385 0.250000 | 0.1838038 | 0.1835335
1 0.178885 | 0.222222 | 0.250000 | 0.270653 | 0.270671
21 0.107351 0.148148 | 0.187500 | 0.267999 | 0.270671
3| 0.071554 0.098765 | 0.125000 | 0.178668 | 0.180447
4 0.050088 | 0.065844 0.078125 | 0.090209 | 0.090224
5| 0.036063 | 0.043896 | 0.046875 | 0.036791 0.036089
10 | 0.008461 0.005781 0.002686 | 0.000049 | 0.0000358
15 | 0.002273 | 0.000761 0.000122 | 0.000000 | 0.000000
20 | 0.000646 | 0.000100 | 0.000005 | 0.000000 | 0.000000

Quand la valeur de r augmente, les valeurs des fonctions de masse de
probabilité tendent comme prévu vers celles de la lot de Poisson. [1
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2.7.83 Lot Poisson-inverse gaussienne
Soit © ~ IG(1,) de telle sorte que E[©] = 1 et Var (©) = 3. On dit

alors que la v.a. M obéit a la loi Poisson-inverse gaussienne, notée M ~
P — IG (A, ). D’aprés (2.23), (2.24) et (2.25), on déduit que E[M] = A,
Var (M) = A+ A\?j et

Par ) = exp (3 (1 VIZ 2 1)) ).

I n’y pas d’expression analytique pour fp; car on ne peut évaluer
explicitement

© _L00F 1 1
fJW (k) = /0 e A0 %l Wexp (Z‘W (9 — 1)2> do.

On a recours & une relation récursive pour déterminer les valeurs de fas (k).
Les points de départ sont

fr (0) = Py (0) = exp (l (1 - M))

B
et
fuy = L) A L
M dt |y VI-2AG-D) |,
1
- 4 (0).
)
Pour k£ = 2,3, ..., on utilise la relation récursive
28 3
fu (k) = 1728 (1 - ﬁ) fur (k—1)
A2
i (k—2).
TTroa e k-2
2.7.4 Lot Poisson-lognormale
Soit une v.a. © ~ LN (p,02) out pp = —10? de telle sorte que E[O] =

exp (u + %02) =1let
Var (©) = el2uto?) (e‘72 — 1) = (eg2 - 1) .

Il en résulte que la v.a. M obéit & une loi Poisson-lognormale avec
parameétres A et o, notée M ~ P — LN ()\,02). A partir de (2.23), (2.24),
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on obtient E [M] = X et Var (M) = A+ \? (602 - 1). Il n’y a pas de forme
explicite pour la fonction de masse de probabilité. On doit utiliser des
méthodes d’intégration numérique pour évaluer

© (A0 © _LO8)F 1 e
(k) = 2 e d@Z/ AT 202 df.
far®) /0 T S e

Dans 'exemple, on compare les valeurs obtenues des fonctions de masse
de probabilité pour la loi Poisson-gamma (binomiale négative) et la loi
Poisson-lognormale.

Exemple 2.10 Soient les v.a. My ~ P — LN ()\ =202 = 1) et My ~
BN (r,q) ou r = (e"2 - 1) — 05820 et ¢ = (142)7" = 0.2254. Les

parametres des deux lois sont fixés de telle sorte que E [M1] = FE [M] = 2 et
Var (M;) = Var (My) = 8.8731. Les valeurs obtenues de far, (k) et fur, (k),

pour k =0,1,...,5 sont indiquées dans le tableau ci-dessous :

k| fay (k) | iy (R)
0.3325 | 0.4202
0.2506 | 0.1894
0.1526 | 0.1161
0.0910 | 0.077
0.0556 | 0.0537
0.0352 | 0.0581

Cr[dn| Lo~

2.7.5  Modification de la masse a 0

Dans certaines applications, les lois de Poisson, binomiale, binomiale
négative ou Poisson-mélange n’offrent pas une description adéquate de
la masse & 0. Alors, il est possible de modifier la masse & 0 d’une loi
discréte. Soient la v.a. discréte M’ avec fonction de masse de probabilité
furr et la via. I ~ Bern(q). On définit la v.a. discréte M avec une
fonction de masse de probabilite fy (0) = (1—¢q) + qfy (0), & = 0,
et far (k) = qfyy (k), k € Nt. 1l en résulte que E[M] = gE[M'] et
Var (M) = qE [M"?] — ¢*E [M)? et Py (r) =1 — g+ qPy (7).

2.8 Somme aléatoire et allocation

Soit une v.a. X définie selon une somme aléatoire X = iju:l By, siM >0,
et X = 0 si M = 0. On suppose que la v.a. B est continue et positive
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impliquant

k
TVaR, = — Z Iu (k) E ZBj X 1{2_’;:1 B;>VaR,(X)}
=1

On présente deux régles pour expliquer la valeur de TVaR,; (X) en fonction
des deux sources qui définissent le comportement de X, soit les v.a. M et

B.

Définition 2.11 Régle basée sur la wvariance. Comme premiére
approche, on peut recourir & une régle basée sur la Var (X). En effet, les
parts allouées aux v.a. M et B sont définies par

. ar 2
over (M) = %WTWRH(X)%TWRH (X)
Cl*(B) = %@WTV&RH(X)Z%WTVaRH(X).

La régle basée sur la variance a 'avantage d’étre simple et intuitive. De
plus, elle se base sur 'expression (2.6) de la variance de X. Toutefois, cette
approche se fonde uniquement sur les variances et espérances des v.a. M
et B.

Définition 2.12 Régle basée sur la TVaR. La deuziéme approche se
base sur la décomposition suivante :

E[X x1xsp)] = Ewm[(X - E[X|M]+ E[X|M]) x 1{x=ty]
= Bu [(X = E[X|M]) X 1{xs0y)
+E [E[X|M] x 1{xspy] -

Comme
En [E[X|M] X 1ixsp] ZkE X far (k)Pr(By+ ...+ By > b),

on déduit la part allouée & la v.a. M donnée par

En [E[XIM] X Lixsvan, ()]

TVaR _
Cn (M) - 1—k

La part allouée & la v.a. B est

CTVeR (B) = TVaR, (X) — Part, (M) .
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Dans I'exemple qui suit, on illustre I'impact du choix de la loi du montant
d’un sinistre sur la TVaR ainsi que les parts allouées aux v.a. M et B.

Exemple 2.13 On considére une v.a. X ~ PComp(\ Fg) avec B ~
Ga (a, ). On fize les parameétres a et § de telle sorte que E[B] = 2. De
plus, on a A =2 i.e. E[M] =2, ce qui implique que E [X| = E[M] E [B]
4. Dans le tableau ci-dessous, on présente les wvaleurs de VaR, (X) et
TVaR, (X) pour trois paires de paramétres (c, 8) et pour k = 0.995 :

! B8 | VaRo.995 (X) | TVaRg.995 (X)
0.1 0.05 57.74695 75.10465
T 05 19.43193 2247014
10 5 18.66158 15.22953

En supposant que le capital correspond & TV aR,. (X), on indique les valeurs
des contributions selon les deux approches pour trois paires de paramétres
(o, B) et pour k =0.995 :

o B | Cigos (M) | Ci3os (B) | Choes™ (M) | Cggat™ (B)
0.1 0.05 6.82770 | 68.27695 6.5998] 68.50481
T 05| 11.23507 | 11.23507 10.00647 12.46367
10 5| 13.84502 1.98751 13.57499 1.65454

2.9 Pertes financiéres

Jusqu’a présent, on s’est intéressé principalement a la modélisation des
risques liés & des activités d’assurance ou a des activités similaires. Dans
cette section, on traite brievement de la modélisation des pertes liées & un
investissement sur une période.

Soit un individu ou une société qui investit une somme V (0) dans un
fonds ABC pendant une période. Selon le contexte, la période est de 1
journée, 10 journées (banques), 1 mois, 1 trimestre ou 1 année. La valeur de
I'investissement a la fin de la période est V (1). Dans la gestion quantitative
des risques, on est préoccupé par le fait que la valeur de V' (1) soit inférieure
a l'investissement initial (ou & un objectif fixé), ce qui implique une perte
financiére L positive. On définit la perte liée & cet investissement par la
va. Lou L=V (0)—V (1) avec E[L] =V (0) — E[V (1)] et Var (L)
Var (V (1)). On définit le rendement instantané pour la période par la v.a.
R. La valeur de I'investissement V (1) correspond alors a V (1) = V (0) e®
et on a la perte L = V (0) — V (0) ef*. On fera une perte si V (1) prend des
valeurs peu élevées c’est-a-dire si le rendement pour la période est négatif.

Supposons que la v.a. R est continue, ce qui implique que la v.a. V (1)
est aussi continue. En utilisant (1.22), on déduit que

VaR, (L) =V (0) + VaR, (—V (1)) = V (0) = VaRy_. (V (1)). (2.28)
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Ensuite, en appliquant (1.25) ou (1.26), on a
TVaR, (L) = V(0)+TVaR,(-V (1))
= — —/ VaRy_, (V (1)) du
qui devient

{E[X x Ix<var,_.(x)]}

TVaR, (L) =V (0) — —

(2.29)

ou
1

1—k&
La valeur VaR;_, (V (1)) corrrespond au montant tel que la probabilité
que la valeur de l'investissement au temps 1 soit inférieure & ce montant

est 1 — k. La quantité {E [X X 1{X§VGR_N(X)}]} correspond a l'espérance
des valeurs de V (1) inférieures a la VaR (V (1)).

TVaR, (L) =V (0) — (E[X]—kTVaRi_ (X)).

Exemple 2.14 Soit une v.a. R ~ N (u,a2) représentant le rendement

instantané du fonds ABC pour la prochaine période. La wvaleur de

Uinvestissement & la fin de la pemode correspond @ la v.a. V (1) = V (0) e®.

Alors, E[L] =V (0) — V (0)ett 5T et
Var (L) = V (0)? Var (ef) = V (0) €24+ (602 - 1) .
Avec (2.28), Uexpression de VaRy (L) est donnée par
VaR. (L) =V (0) — VaRi_. (V (1)) = V(0) — V (0) et ToVali-x(2),
ou Z ~ N (0,1). En utilisant (2.29), Uexpression de TVaR, (L) devient

TVaR, (L) = V(0)+TVaR,(~V (1))
1 11—k

11—k Jp

1
= V(0 =V (0) 7—E [e" x Liencvan, (]

= V(0)— VaR, (V (1)) ds

Puisque e obéit & une loi lognormale, on a

E [eR X 1{e“§VaR|,m(e“)}] = exp(u + 0'2/2)FZ (VGR1,H (Z) — 0’) s
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ce qui conduit a

TVCLRH (L) =V (O) -V (O) E [X X 1{X§VaR1,N(X)}j|

1—«x

1— exp(p +0°/2)Fz (VaRi_ (Z) — o).

On applique les résultats de 'exemple 2.14 dans 'exemple suivant.

Exemple 2.15 On suppose gque V (0) = 10 000, & = 0.08 et 0 = 0
L’espérance et la variance de la perte sont E[L] = —1051.71 et Var (L)
4 984 639.22. Dans le tableau ci-dessous, on présente les valeurs VaR,; (L)
et TVaR, (L) pour k =0, 0.01, 0.5, 0.99 et 0.995 :

K 0 0.005 0.01 0.5 0.99 0.995
VaR,. (L) —oo | -8138.82 | -7250.73 | -832.87 | 3197.33 | 3528.43
TVaR. (L) | -1051.71 | -1010.00 -976.50 700.20 | 36581.16 | 5914.81

O

2.

Il est important de souligner que, dans les contextes pratiques, la loi
normale n’offre pas un choix adéquat pour modéliser le rendement R. Dans
le prochain exemple, on présente une autre loi pour R.

Exemple 2.16 Un individu investit une somme V (0) = 10 000 dans le
fonds mutuel ABC pendant une année. La valeur de l'investissement & la
fin de Uannée est V (1) = V (0)ef* ow le rendement instantané R est la
somme des deux composantes Ry et Ry, avec Ry ~ N (Ml =0.2, 0% = 0.22).
La composante Ry obéit & une loi Poisson composée avec

M
B M >0
— k=1 Pk
R {0, M=0 ’

ot le nombre de sauts dans les rendements est la v.a. M ~ Pois (A= 0.2)
et les tailles des sauts By, Bs, Bs, ... se comportent comme B ~
N (70.5,0.042) (les sauts ont une espérance négative). Les v.a. Ry et Ry
sont indépendantes. On définit la perte liée & investissement par la v.a.
L=V (0)—V(1). Lespérance et la variance de R sont

E[R|=E[Ry]|+ E[Ry] =02+02x (—0.5) = 0.1

et
Var (R) = Var (R;) + Var (Rz) = 0.09032.
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L’espérance de V (1) est

EV(1)] = E[V(0)ef] =V (0)E [f] = V(0) E [e'] E [e"?]
_ 10 000e0 22802+ ) 11 518.89
et on a E[L] = V(0) — E[V(1)] = —1518.89. Le deuziéme moment de
V(1) est
E[V(l)ﬂ - E[V(O)Qeﬂ =V (0)* E [e27]

\% (0)2 E [eQR‘] E [eQRz]

42 —2x0.5440:047
— 10 0002e2x02+4x 5 02( D 142 448 694.

On o Var(V (1)) = Var( )

= 9 763 864. En conditionnant sur M,
Uexpression de Fy (1) (x) = Pr(V (1) <

x) est
Fyay(z) = fu (0) Pr (10 000e™ < z)

+ZfM Pr (10 00001 #5144 B < )

I — i, — sy
= fu (k) Fz <— .
];] \/O’%—f—k‘d%

L’expression de la fonction de répartition de L est donnée par

Fr(z) = Pr(V(0)-V(1) <a)
= Pr(V(1)>V(0)—2x)
00 B In (V‘(/O()O;m> — py — kg
= ];)fM (k) Fz 2 T ol

avec x € (—oo, V (0)]. On obtient e.g. Pr (L < 5000) = 0.9830, VaRg 995 (L) =

6142.08 et TV aRg.g95 (L) = 6730.64. O

2.10 Pertes financiéres wvs cofits en assurance

En assurance, les coiits sont positifs et peuvent étre nuls avec une forte
probabilité. Dans cette section, on examine & ’aide d’un exemple 'impact
de modéliser conjointement le risque d’assurance et le risque financier pour
une seule entité. Ce théme est traité de fagon plus détaillée au chapitre 3.
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Exemple 2.17 On définit les prestations de décés versées par un assureur
a la fin de la prochaine année parla v.a. S =bN, ot N ~ BN(r=5,9 = %)
et b = 1000. L’assureur récolte les primes V (0) au début de la période et
les inwvestit pour la durée de la période. Il compte utiliser les revenus totauz
afin de payer les cotdts en sinistres & la fin de la période. On suppose que
Uassureur a deux options : (A) investir dans un titre sans risque avec un
rendement instantané constant 6 de 4 % ou (B) investir dans un titre avec
risque dont le rendement instantané est représenté par la v.a. R. L’assureur
calcule le montant V (0) = vE [S] ot la valeur de v est fizée selon l'option
choisie. Approche A : v = e avec § = 4 % ; la perte de lassureur est
La =8 — V(0029 Approche B : v = ﬁ ot R ~ N(0.08,0.22) ; la
perte de lassureur est Lg = S — Vg (0)e®. On compare les comportements
aléatoires des pertes L4 et L.

Tout d’abord, la valeur de V4 (0) est 19 215.789 et celle de Vg (0) est
18 096.748. A premiere vue, option B semble plus avantageuse. De plus,
pour les deux options, les espérances de L 4 et L sont nulles ot

E[L,] = E[S] -V (0)e*% =0

et
E[Lg] = E[S] -V (0)E [ef] =0.

Toutefois, les variances différent :
Var (L 4) = Var (S) = 100 000 000
et

Var(Lg) = Var(S)+ V(0)* Var (ef)
=100 000 000 + V (0)* Var (e*)
116 324 309.026 > Var (L)

On constate que Uoption B est plus risquée en comparant seulement les
variances de Ly et L. En effet, option B combine a la fois le risque
d’assurance et le risque financier rattaché & l'investissement.

Les fonctions de répartition de L o et L sont

Fr, (z) =Pr(S<Va(0)e*™ +2) =Pr (N < W)
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et
Fr,(z) = Pr(S<Vp(0)e” +uz)

= Z f (k) Pr (1000k < Vg (0) e® + )

B (o 1000k —
- ,;)fN(k)P( ” Ve ) )

La probabilité que lassureur ne remplisse pas ses engagements selon
Doption A et Uoption B sont pa = Pr(Ly >0) = 0.42067 et pp =
Pr(Lg > 0) = 0.45381.

Les expressions de E [LA X 1{L‘4>d}] et £ [LB X 1{Ln>d}] sont

E[Lax1{1,>a]
= F [(S —Va (0) 60'04) X 1{(S—VA(O)60-‘“)>d}]

= Z fN (k) (].OOOk — VA (0) 60'04) X 1{(1000k—\/:4(0)eo'0’1)>d}
et

FE [LB X 1{Ln>d}]
= [(S* Vi (0) ™) X Li(s_vi0)en)>ay]

= ZfN [(1000k — V5 (0) e®) x 1{(1000k -V (0)e?)>d} ]

— ZfN (k)E[lOOkal{ e 10001 ]
k=0 -

V)

vB<o>§%fN<k> ]

= Vi@

Les valeurs de VaR,.(La), VaR:(Lg), TVaR.(La) e¢TVaR,(Lg) sont

présentées dans le tableau ci-dessous :

k| VaRn(La) | VaRa(Lg) | TVaRa(La) | TVaR.(Lp)
0.005 17000 | -22333.58 92.05 0
0.5 1000 120758 7760.36 376.82
0.99 30000 | 30637.54 35823.86 252226.00
0.995 34000 | 35109.83 40088.90 3/6849.70

Loption A a le désavantage de requérir un investissement initial plus
élevé que celui exigé par [option B. En revanche, l'ajout du risque
d’investissement augmente la wvariabilité et [importance de la perte
éventuelle o la fin de 'année. [
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2.11 Notes bibliographiques

Parmi les ouvrages de référence, on mentionne e.g. [89], [66] et [93]. Les
distributions univariées continues et discrétes sont traitées dans [59], [60]
et [61]. Dans le contexte de Pactuariat, on consultera [27] pour un exposé
fort élaboré sur les distributions de fréquence et [66] pour un exposé aussi
complet sur les distributions du montant d’un sinistre. On peut consulter
[81] pour un exposé détaille concernant les pertes financiéres dans une
perspective de gestion quantitative des risques. Les distributions light et
heavy tailed sont traitées de maniére fouillée dans [34].

2.12 Exercices

1. On considére un contrat d’assurance vie temporaire 1 an émis & un
individu de 60 ans. Selon son age et son état de santé, sa probabilité
de déces est de 0.013. Le montant de la prestation de déceés est de
100 000. On ne tient pas compte de I'intérét.

(a) Calculer I'espérance et écart type des colits associés au contrat.

(b) Calculer la probabilité que les cotits du contrat soient nuls.

2. On considére un contrat d’assurance vie temporaire 1 an émis & un
individu de 35 ans. La prestation de déceés de base est de 100 000.
En cas de déces accidentel, la prestation de décés de base est triplée.
La probabilité de décés non accidentel est de 0.02 et la probabilité
de déces accidentel est de 0.005. La v.a. X représente ’ensemble des
colits éventuels pour le contrat.

(a) Calculer Pespérance et la variance de cofits pour le contrat.

(b) Siun déces survient, calculer la probabilité que les cotits soient
de 300 000.

(c) Calculer VaR, (X) pour x = 0.95, 0.99 et 0.995.

3. On définit la v.a. X par X = B X 1gr<_q.1}, représentant les cotits
pour une institution financiére a la suite d’une débacle sur les marchés
financiers. La v.aa. R ~ N (0.06, 0.22) correspond au rendement
quotidien d’un indice boursier connu. La v.a. B ~ Pa (1.5,1000) est
indépendante de la v.a. R.

(a) Développer expression de Fx (z).

(b) Calculer E [X].

(¢) Calculer Fx (0) et Fx (10 000).

(d) Calculer VaRg 999 (X) et TVaRy.g999 (X).
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. Les cotts pour un contrat d’assurance santé sont définis par X ~

BComp(n,q;Fg) oun =1, ¢ = 03 et B ~ LN (7,1.12) sont
indépendantes.

(a) Calculer E[X] et 4/Var (X).

(b) Calculer Pr(X < 10 000).

(¢) Calculer VaRy.g9 (S) et TVaRg.g9 (X).

. Les cotits d’un contrat d’assurance habitation pour le volet protection

incendie pour résidences unifamiliales sont définis par la v.a. X ~
BComp (n,q; Fg) ot n = 1 et ¢ = 0.1. Par hypothese, au plus un
incendie peut survenir pour une résidence pendant une période. On
définit B = U X ¢, ou ¢ = 200 correspond & la valeur de la résidence
et la v.a. U est la proportion de dommages a la suite d’un incendie.
Compte tenu de la structure de la résidence, U ~ Béta (1.2,1).

(a) Calculer E[X] et Var (X).
(b) Calculer la probabilité que X excede 150.
(c) Calculer VaRg.g99 (X) et TVaRg.99 (X).

. Les cotits pour un contrat d’assurance TARD sont définis par la v.a.

X ~ PComp(X\;Fp) ot A =02 et B~ Exp (g5 )-

(a) Calculer E[X] et Var (X).
(b) Calculer Pr (X > 3000).
(¢) Calculer VaR.g9 (X) et TVaRg.g9 (X).

. On examine le risque associé & un contrat d’assurance automobile

émis a des assurés de la région ABC. L’actuaire croit que la
population de la région ABC est composée de bons conducteurs
(avec une proportion de 80 %) et de mauvais conducteurs (avec une
proportion de 20 %). On modélise les colits pour un contrat par
I’approche fréquence-sévérité. Si 'assuré est un bon conducteur, le
nombre de sinistres obéit a une loi de Poisson de moyenne 0.1. Si
I’assuré est un mauvais conducteur, le nombre de sinistres obéit & une
loi de Poisson de moyenne 0.25. En cas de sinistre, le montant d’un
sinistre obéit a une loi Erl(2,5) de moyenne 3000 peu importe le
type de conducteur. Au moment de ’émission d’un nouveau contrat,
on ne dispose pas d’information sur le type de conducteur.

(a) Pour un nouveau contrat, calculer la probabilité que le contrat ne
produise aucun sinistre. Calculer la probabilité qu’il en produise
2 ou plus.
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(b) Calculer l'espérance et la variance du nombre de sinistres pour
un nouveau contrat.
(¢) Calculer 'espérance et la variance des colits pour un nouveau
contrat.
8. Soit une v.a. M de fréquence obéissant & une loi Poisson mélange.

Les valeurs de la fonction de masse de probabilité de la v.a. mélange
O sont données ci-dessous :

91025 05075 LT[ 125 ] 15175 2 [ 225 | 25
17 7
Jo (@) | ar [0.22 [0.22 [ 0.17 | 0.12 | 0.08 | 0.05 | 0.04 | 0.02 | .o~

De plus, (M|© = 0) ~ Pois (0.2 x 8), 6 € {0.25,0.5,...,2.5}.

(a) Calculer E[O] et Var (9).

(b) Calculer E [M] et Var (M).
) Calculer VaR, (M) et TVaR,, (M) pour x = 0.9, 0.99 et 0.999.
) Soit une v.a. X représentant les cotits d’un contrat d’assurance

TARD ou

)

M
X — Zj:1BjaM>0
0, M =0

selon les hypothéses habituelles avec B; ~ B ~ Ga (2, ﬁ),
j €Nt

i. Calculer F [X] et Var (X).

ii. Calculer VaRg g9 (X) et TVaRg.g9 (X).

iii. Calculer les parts allouées de TVaRg g9 (X) aux v.a. M et
B selon les régles de la variance et de la TVaR.

9. Soit une v.a. M de fréquence obéissant a la loi Poisson généralisée de
parametres A > 0 et 7 € [0, 1] ou

k—1
f]\/l (k‘) _ A (1 - T) ()‘ (1k'7 T) + Tk) ef(k(lfT)Jer:)’ ke N,
A
(1—7)*

E[M] = XetVar(M)=

La loi Poisson généralisée est aussi un exemple de loi Poisson-mélange.
SiT=0, M~ Pois(\).

(a) Pour A =0.25 et 7 = 0.5, calculer F [M] et Var (M).

(b) Calculer VaR, (M) et TVaR, (M) pour £ = 0.99 et 0.999.

(¢) Soit une v.a. X représentant les cotits d’un contrat ot

M
X — Zj:lBj’ M>0
0, M =0

)
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selon les hypothéses habituelles avec B; ~ B ~ Ga (2, ﬁ),
j e N*.

i. Calculer F [X] et Var (X).

ii. Calculer VaRy g9 (X) et TVaRy.g99 (X).

iii. Calculer les parts allouées de TVaRg g9 (X) aux v.a. M et
B selon les régles de la variance et de la TVaR.

10. Les cotits pour un contrat d’assurance automobile sont définis par la

va. X = (14 R)Y ou Y ~ BNComp (r,q; Fg), ou r = 2, ¢ = %

et B ~ Exzp(B). La v.a. R correspond a 'indexation éventuelle avec
R € {0.05,0.2}, ou Pr(R=0.05) = 0.9 et Pr(R=0.2) = 0.1. Les

v.a. Y et R sont indépendantes.

(a) Evaluer Iespérance et la variance de X.

(b) Evaluer la probabilité que X excéde son espérance.
11. Soit une v.a. X ~ BNComp(1,q; Fg) ou B ~ Exp ().

(a) Montrer que on peut exprimer la v.a. X sous la forme

B*, I=1
X{o, I=0 "

ou I ~ Bern(q*) et B* ~ Exp(8¥).
(b) Si E[M]=1.4et E[B] = 1000, identifier les valeurs de g*et 5*.
Calculer Pr (X > 3000).
12. Soit une v.a. X ~ BNComp (r,q; Fg) our € NT et B ~ Exp (B)).

(a) Montrer que on peut exprimer la v.a. X sous la forme

M* s *
v o) 2B, M*>0
0, M* =0’
ou M* ~ Bin(r,q*), Bf,Bj, ... sont i.id. (Bf ~ B ~ ... ~
B* ~ Ezp(8")) et indépendantes de M*.
(b) Sir=3,q=0.2et 3 =1000"", identifier les valeurs de ¢*et 3*.
Calculer Pr (X > 3000).

13. Une compagnie doit financer un montant X = 1000e’* au temps 1,
ou R, ~ N (0.02,0.012). Au temps 0, elle veut investir une somme
V (0) dans un fonds dont le rendement instantané pour une période
est Ry. La valeur accumulée au temps 1 de la somme investie est la
va. V(1) =V (0)eflr.
Calculer V (0) de telle sorte que Pr(V (1) < X) = 0.01 pour les 3
hypothéses suivantes :
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14.

15.

16.

(a) Ry = 0.04.
(b) Ry ~ N (0.08,0.2%) ; Ry et R; sont indépendantes.

(c) Ry ~ N (0.08,0.22) ; coefficient de corrélation entre Ry et R;
est de 60 %.

Au début des 2 prochaines années, un individu veut investir
une cotisation ¢ de 10 000. Il choisit le fonds ABC. Le facteur
d’accumulation pour l'année k (kK = 1,2) correspond a la v.a.
Uy, ou Pr(U,=110) = 0.8 et Pr(U,=0.85) = 0.2, avec
E[U1] = E[Us] = 1.05. Les v.a. Uy et Us sont indépendantes.
La valeur accumulée de l'investissement & la fin de 'année k est
V(k), avec V(k) = (V(k—1)+¢)Ux, pour k = 1,2 et avec
V (0) = 0. L’horizon de placement est n = 2.

(a) Déterminer l'espérance de V (2).

(b) Indiquer I’ensemble des valeurs que peut prendre V (2). Calculer
la fonction de masse de probabilité de V (2).

(¢) Calculer la probabilité que V (2) soit inférieure ou égale a la
somme des cotisations versées, soit 20 000.

(d) On définit la perte lie & cet investissement par la v.a. L =
20 000 —V (2). Indiquer ’ensemble des valeurs que peut prendre
la v.a. L. Calculer la fonction de masse de probabilité de la v.a.

L.
(e) Déterminer VaRg 95 (L) et TVaRg.95 (L).

Un individu investit une somme V (0) = 10 000 dans le fonds mutuel
ABC pendant une année. La valeur de linvestissement a la fin de
I'année est V (1) = V (0)ef ou le rendement instantané R est la
somme de deux composantes Ry et Ry avec Ry ~ N (0.2,0.22) et
Ry ~ BComp (n,q; Fg)oun=1,¢g=02e B~ N (—0.5,0.042).
Les v.a. Ry et Ry sont indépendantes.

On définit la perte liée a I'investissement par lav.a. L =V (0)—V (1).

(a) Calculer I'espérance et la variance de V (1) et de L. Que signifie
pour l'individu une perte négative 7 une perte positive 7

(b) Développer les expressions de Fy (1) (x) et Fp (z). Calculer la
probabilité que la perte soit positive.

Un individu investit une somme V (0) = 10 000 dans le fonds mutuel
ABC pendant une année. La valeur de linvestissement a la fin de
I'année est V (1) = V (0)ef ou le rendement instantané R est la
somme de deux composantes R; et Re, avec Ry ~ N (0.2,0.22) et
Ry ~ PComp (\; Fg) ou A = 0.2 et B ~ N (—0.5,0.04?) (les sauts
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ont une espérance négative). Les v.a. Ry et Ry sont indépendantes.
On définit la perte liée a I'investissement par lav.a. L =V (0)—V (1).

(a) Calculer Pespérance et la variance de R.
(b) Calculer l'espérance et la variance de V (1) et de L.

(c) Développer les expressions de Fp (z) et Fy () (x). Calculer
Fr, (5000) (pour des fins de calculs, on convient que Pr (M > 6) =
0).

(d) Développer 'expression de la mesure TVaR,, (L). Si VaRg.g9 (L) =
6142, calculer TVaRg g9 (L).

17. On définit les prestations de déces versées par un assureur a la fin de
la prochaine année par X = bN, ou N ~ Bin(n,q = ﬁ) et b =
1000. L’assureur récolte les primes V (0) au début de la période et les
investit pendant la période. Il compte utiliser les revenus totaux afin
de payer les colits en sinistres & la fin de la période. L’assureur prévoit
d’investir dans un titre avec risque dont le rendement instantané est
représenté par la v.a. R. L’assureur calcule le montant V (0) = vE [S]
ou la valeur de v est fixée selon la politique d’investissement choisie:

v o= E[L{] ot R ~ N(0.06,0.2?). La perte de l'assureur est L =
S—V(0)Y,ouY =exp(R). Note : on a v = ﬁ

(a) On sait que L € (—oo,nb]. Développer Pexpression de Ff, ().
(b) Pour n = 1000, calculer F [X], E[Y], V (0), E [L] et Fr, (0).
(¢) Pour n =1 000 000, calculer E [X], E[Y], V (0), E[L] et Ff, (0).
18. Les cotlts d’un contrat d’assurance automobile sont définis par la v.a.
X ~ PComp(A; Fg) ou A =2 et B ~ Pa(l1.5,5).
(a) Calculer la probabilité que les cotits soient nuls pour ce contrat.

(b) Calculer lespérance des cofits pour ce contrat.

(¢) Sachant que le nombre de sinistres pour le contrat est 1, calculer
la probabilité que les cotits pour le contrat soient supérieurs a
700 et calculer la valeur de la VaR associée & ces colits pour
x = 0.999.

(d) Utiliser 'approximation pour les distributions sub-exponentielles
pour évaluer Pr (X > 700) et VaRg. 999 (X).

2.13 Réponses

1. Réponses a la question 1 :
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(a) 1300 et 11 327.40041
(b) 0.987

. Réponses a la question 2 :

(a) 3500 et 637 750 000
(b) 0.2
(¢) 0, 100 000 et 100 000

. Réponses a la question 3 :

(a)

(b) 423.7108

(c) 0.7881446 et 0.994193017

(d) 34 538.0034755 et 36 538.0034756

1. Réponses a la question 4 :

(a) 602.4636 et 1922.065
(b) 0.9933258
(c) 8244.537 et 13947.056

. Réponses a la question 5 :

(a) 10.909 et 1380.991557
(b) 0.029193
(c) 183.1887 et 191.6190

. Réponses a la question 6 :

(a) 200 et 400 000
(b) 0.01194641
(c) 3192.006 et 4286.101

. Réponses a la question 7 :

(a) 0.879630091 et 0.009042876
(b) 0.13 et 0.1336
(c) 390 et 1 787 400

. Réponses a la question 8 :

(a) 1et0.28

a) Fx (z)=1—-q+qFp(x) avec ¢ =Pr(R < —0.1) = 0.2118554
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9.

10.

11.

12.

13.

14.

(b) 0.2 et 0.2112
(¢) 1,2, 3 1.231809, 2.221929, 3.185116
(d) On obtient :

i. 400, 1 244 800

ii. 5354.046 et 6851.703

iii. parts allouées aux v.a. M et B selon la régle de la variance :
4649.999 et 2201.704 ; selon la régle de la TVaR : 3329.779
et 3521.924

Réponses a la question 9 :

(a) 0.25 et 1
(b) 5,12 ; 7.6231, 15.23454
(¢) On obtient :

i. 500, 4 500 000
ii. 10 193.43, 16 274.93

iii. parts allouées aux v.a. M et B selon la régle de la variance :
144 66.61 et 1808.32 ; selon la régle de la TVaR : 14 313.60
et 1961.33

Réponses a la question 10 :

(a) 10 650 et 284 265 000
(b) 0.528742143

Réponses a la question 11 :

(a) Aucune réponse

(b) 0.583333 et ﬁ ; 0.1671277982
Réponses a la question 12 :

(a) Aucune réponse

(b) 0.8 et =i ; 0.8900408
Réponses a la question 13 :

(a) 1003.26881

(b) 1500.578646

(c) 1479.486475

Réponses a la question 14 :
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(a) 21 525
(b) V (2) € {15 725,17 850,20 350,23 100} avec probabilités

{0.04,0.16,0.16,0.64}

(c) 0.20
(d) L € {-3100,—350,2150,4275} avec probabilités

{0.64,0.16,0.16,0.04}
(e) 2150 et 3850

15. Réponses a la question 15 :

(a) E[L]=—1510.71702 et Var (L) = 90 664 033.22
(b) 0.3127916

16. Réponses a la question 16 :

(a) 0.1 et 0.09032

(b) 11 518.89014, 9 763 864.143, —1518.89014 et 9 763 864.143
(c) 0.9830334

(d) —163.4617

17. Réponses & la question 17 :

(a) S h_oPr(N=k)Pr (Y > %“(B)x) o Y ~ LN (p,0?) avec p =
0.06 et 0 =0.2

(b) 1000 ; 1.083287 ; 1153.895 ; —250 ; et 0.6800672

(c) 1000 000 ; 1.083287 ; 1153895 ; —250000 et 0.8427244

18. Réponses a la question 18 :

0.13534

0.00059727 et 495
0.0011945 et 788.700526
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Mutualisation des risques

3.1 Introduction

La mutualisation des risques est fondamentale en actuariat. Les opérations
d’assurance sont fondées sur la possibilité de mutualiser les risques.

On considére un ensemble ou un conglomérat de risques Xy, ..., X;, que
lon convient d’appeler un portefeuille de risques. Ces risques peuvent
étre indépendants ou dépendants entre eux. Le risque global correspond a
I’ensemble des cotits du portefeuille, que ’on représente par la v.a. .S =
Z?:l X;. Par exemple, cela peut étre un portefeuille d’'une compagnie
d’assurance avec m contrats pour une période fixe. Le portefeuille peut
étre aussi constitué de n risques (titres) avec risque de défaut. Comme
autre exemple, le portefeuille peut étre constitué de n lignes d’affaires d’une
compagnie d’assurance ou de toute autre compagnie. La connaissance du
comportement de S est cruciale pour I'institution qui détient ce portefeuille.
Connaitre la distribution de S est essentielle pour calculer les mesures de
risque liées & un portefeuille, pour évaluer la solvabilité du portefeuille, etc.

Dans ce chapitre, on présente les caractéristiques et certains résultats
analytiques relatifs a la distribution du montant total des sinistres. On
décrit aussi des méthodes d’approximation de la distribution de S fondées
sur les premiers moments de S. On examine l'effet de la mutualisation
de risques indépendants et on démontre la nécessité d’inclure une marge
relative de sécurité dans les primes. On s’intéresse aussi & l'adaptation
de la mutualisation dans le contexte des risques extraordinaires. On
considere I'impact du risque catastrophique et du risque financier sur la
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mutualisation des risques. On traite aussi de I'impact de la présence d’un
facteur aléatoire tel que le risque d’épidémie, le phénoméne d’amélioration
de la mortalité ou le risque climatique sur la mutualisation des risques. On
étudie aussi le comportement aléatoire du montant maximal des sinistres
pour un portefeuille en tenant compte de 'effet du choix de la distribution
du montant d’un sinistre. Les méthodes basées sur la simulation et les
méthodes récursives d’agrégation des risques sont présentées aux chapitres
5 et 6. La modélisation de la dépendance est traitée dans les chapitres 8 et

9.

3.2 Agrégation des risques

3.2.1 Définitions et caractéristiques de base

On ¢’intéresse au comportement aléatoire de la v.a. § = Z?:l X,
représentant les cotits d’un portefeuille de n risques. On commence par les
caractéristiques de base.

L’espérance de S est donnée par

ZX] = ZE [Xi].

Il est important de noter qu’il n’est pas nécessaire que les risques individuels
X, soient indépendants pour trouver E [S,]. La variance de la v.a. S est
donnée par

Var (S) = Var <§:Xz>
i=1

— ZVar (X)) + ZZCOV (Xi, X;5)

E[S|=E

i=1j=1
i
n n—1 n
= ) Var(X;)+2) Y Cov(Xi,X;).
=1 =1 j=i+1

On suppose que les f.g.m. des v.a. Xy, ..., X, existent. On développe
Pexpression de la f.g.m. de .S pour 2 cas particuliers.

e Cas 1 : On suppose que les v.a. X1, X5, ..., X, sont indépendantes.
On a

n

Mg (t) = E [ =% =T B[] =] Mx, (). (1)
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Cette hypothése était tradionnellement faite pour faciliter les calculs.
Toutefois, il existe plusieurs situations pratiques ou cette hypotheése
n’est plus appropriée.

e Cas 2 : On suppose que les v.a. X1, Xo, ..., X, sont i.i.d. Il en résulte
que

M () =TT, M, (8) = (Mx ()"

La f.g.m. de S permet notamment de trouver E [Sk] pour k=1,2,... et
a identifier, si possible, la distribution de S. Le développement de la f.g.m.
de S dans le cas général est traité au chapitre 8.

3.2.2  Méthodes d’agrégation

Pour bien quantifier le risque global auquel la compagnie d’assurance fait
face en émettant des contrats, la connaissance de la fonction de répartition
de S est importante.

On débute avec deux exemples simples.

Exemple 3.1 Portefeuille d’assurance vie temporaire 1 an. On
considére un portefeuille de 10 contrats d’assurance vie temporaire 1 an. Les
colts pour le contrat i sont définis par la v.a. X; = b;I; ou I; ~ Bern(g;)
pouri=1,2,...,10. Les codits totaux pour le portefeuille sont définis par la
v.a. S= Z}il X;. Les v.a. I, ..., Iy sont indépendantes. On suppose que
g; = 0.0014 et b; = 1000 (11 —¢), i = 1,2,...,10. L’espérance et la variance
des codts du portefeuille sont 220 et 1 161 600. Les valeurs de la fonction de
masse de probabilité fs (1000k) de S pour k =0,1,...,5 sont les suivantes :

& 0 1 2 3 ] 5
Fs (1000k) | 0.946302 | 0.009559 | 0.008594 | 0.006748 | 0.007718 | 0.005849

Par exemple, fs(0) =12, fx, (0) = 112, f1, (0) et
fs(5000) = fr, ()2, 46/, (0)

+ fr (1) I (1) H'}gl,i7£7,i7£10f1i (O)
+ f1 (1) fr, (1) Hgl,i;ﬁs,i;ﬁgfb (0).

O

Exemple 3.2 Portefeutlle de deuxr contrats. Pour une exposition a
un risque spécifique i, les cotts au cours de la prochaine année pour un
portefeuille sont définis par la v.a.

Di7 Ilzlv
Xi_{ 0, I =0,

ot les v.a. I; ~ Bern(q; =0.1i) (i = 1,2), D; ~ Ga(a=1i,8; = 13
(i =1,2). Les v.a. D1 et Dy sont indépendantes entre elles et indépendantes
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du couple (I, I). On sait que fr, 1, (1,1) =Pr(Il1 = 1,1, = 1) = 0.06. On
définit les cotts totaux pour le portefeuille par la v.a. S = X1 + Xo. On
observe que E[S] = 500 et Var (S) = 1 390 000. L’expression de Fg est
donnée par

Fs(z) = fn,1,(0,0))+ fr,1, (1,0) Fp, (z)
+ fIsz (0, 1) Fp, ($)
+ .. (1,1) Fp,4p, (%)
= fn,,(0,0)) + fr,.1, (1,0) H(z; 1; 3)
+ fr,.1, (0,1) H(z;2; 3)
+ fri (1,1) H(z;3; 8),

ot D1+Ds ~ Ga (3, ﬁ) et H (z; o, 8) est la fonction de répartition d’une

loi gamma de paramétres o et 3. Par exemple, Fs (4000) = 0.972160. O

Avec ces deux exemples, on constate rapidement que le calcul de
la fonction de répartition de la somme de v.a. peut s’avérer difficile. En
actuariat, plusieurs méthodes d’agrégation ont été proposées, en particulier
pour des portefeuilles constitués de v.a. indépendantes. Récemment,
plusieurs chercheurs se sont aussi intéressés aux méthodes d’agrégation
pour des sommes de v.a. dépendantes ou toute autre fonction de v.a.
dépendantes.

Dans ce chapitre, on examine tout d’abord 'agrégation de risques Xj,
.y X5, O les v.a. X; sont modélisées de telle sorte qu’ils nous permettent
d’obtenir une forme explicite pour la fonction de répartition de S. Pour la
majorité des autres modeles de X;, on doit avoir recours & des méthodes
d’agrégation pour évaluer Fig. Ces méthodes sont expliquées aux chapitres
5 et 6 pour les portefeuilles de risques indépendants et aux chapitres 8 et
9 pour les portefeuilles de risques dépendants.

On regroupe en trois catégories les méthodes d’approximation pour
évaluer Fs. La premiére catégorie est constituée des méthodes basées sur les
moments et elle sera traitée dans le présent chapitre. La deuxiéme catégorie
correspond aux méthodes de simulation stochastique (ou Monte-Carlo)
et ses méthodes seront abordées au chapitre 5. La troisiéme catégorie
regroupe les méthodes numériques récursives et I’étude de ces méthodes
fait ’objet du chapitre 6.

3.3 Agrégation et cas particuliers

Dans cette section, on examine des cas particuliers pour lesquels il est
possible d’identifier la loi de S =1 | X;.
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3.3.1 Loi Poisson composée

La proposition suivante contient un résultat important en actuariat.

Proposition 3.3 Soient les v.a. indépendantes X1, ..., X, ot
X; ~ PComp(X\;; Fg,),i=1,2,...,n.
Alors, S=3""_ | X; ~ PComp (As,Fc), ot Ag = i | A; et

A A A,
Fo(z) = iFBl (z) + ﬁFB () + ... + EFB” (z).

Le résultat de la proposition 3.3 est valide peu importe que les f.g.m.
de By, ..., B, existent ou non. Néanmoins, on a choisi d’utiliser les f.g.m.
pour démontrer ce résultat. Une démonstration & ’aide des transformées
de Laplace est fournie dans [93].

Preuve. La f.g.m. de X; est donnée par

My, (t) = Py, (Mg, (t)) = UXMs0-0}) =19 n).
A partir de (3.1), Pexpression de la f.g.m. de S = S X est

Mg(t) = E [ets"] =F [et( i X)} — Hizl Mx, (t)
. H" N (M, ()-1) _ ePAs(Mo(®-1})
i=1

n

en posant Ag = Ay +... + A, et

M (t) = 22 My, (8) + ;—EMBz (&) + o+ ;—ZMB” ©.  (3.2)

On déduit de (3.2) que la distribution de C' est un mélange des distributions

de By, ..., By,. D’aprés (3.2), cela implique que F¢ est une combinaison
convexe de Fp,,...,Fp _, soit
A A An
Fo (x) = 2L Fp, () + 22 Fp, () + . + 2Fp, (2).
As As As
Comme
Mg (t) = e MeM=1) — py (M (t)) (3.3)

est la f.g.m. d’une loi Poisson composée, on déduit de (3.3) que S =
i X; ~ PComp (g, Fe) telle que

N

ch, N >0
k=1

0, N=0

)
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avec les hypotheses usuelles, N = >""" | M; ~ Pois(\g) et C, ~ C pour
keNT. m

Une interprétation de ce résultat fondamental en actuariat est fournie
dans la remarque suivante.

Remarque 3.4 Le risque global s’analyse en considérant le portefeuille
comme une seule entité. Il importe peu de savoir de quel assuré (risque)
provient un sinistre. Comme S obéit ¢ une lot Poisson composée, tous
les résultats liés & cette loi sont wvalides pour ce cas particulier. Pour
que ce résultat soit walide, il n’est pas nécessaire de supposer que les
v.a. My, Ms,..., M, soient identiquement distribuées ou que les wv.a.
B, Bs, ..., By, soient identiquement distribuées.

3.3.2  Loi binomiale négative composée

Le résultat de la prochaine proposition est moins général que celui de la
proposition 3.3.

Proposition 3.5 Soient les v.a. indépendantes X1, ..., X, ou
X; ~BNComp(ri,q; Fg),i=1,2,...,n.

Alors, S =3" | X; ~ BNComp (rs,q; Fg), ot rg =Y i | 7.
Preuve. On sait que la f.g.m. de X; est donnée par

Mx, (t) = Py, (MB,; (t)) = <]_ — %(MB@) — ]_)) o ,1=1,2,...,n.

On développe 'expression de la f.g.m. de .S comme suit :

Ms(t) = El[e]= E[et( LlX"’)FHn My, (t)

i=1

avec rg = Y - r;. Posons N = > M;. Alors, on déduit que N ~
BinNég (rs,q) avec
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On déduit

(1-9q)

s )= (1- =L a1 (s 1)),

ce qui implique que S obéit & une loi binomiale négative composée avec

S =

i

N

ZBK’ N>0
k=1

0, N=0

ou N est le nombre de sinistres pour I'ensemble du portefeuille et By,
correspond au montant du k*®™¢ sinistre produit par le portefeuille avec
By ~Bpourkc Nt. m

L’interprétation du résultat de la proposition 3.5 est semblable a celle
fournie a la remarque 3.4. On déduit de la proposition 3.5 que

Fs ($) =Pr (N = O) + ZPI‘ (N = k) FB,+Bo+.. 4B, (SL‘), z > 0.
k=1

Il est important de mentionner que, si I’on relache la contrainte sur les
parameétres des lois de My, ..., M, ou la contrainte sur les lois des montants
de sinistres, la loi de S, n’est pas binomiale négative composée.

3.3.83 Lot binomiale composée

Le prochain résultat est semblable & la celui de la proposition 3.5.

Proposition 3.6 Soient les v.a. indépendantes X1, ..., X, ot
X; ~ BComp (n;,q; Fg),i =1,2,...,n.

Alors, Sp, =51 | X; ~ BComp (ng,q; Fg), oung = i n;.

Preuve. La preuve est semblable a celle de la proposition 3.5. m

3.4 Mesures de risques et propriétés

3.4.1 Contexte

Les principales mesures de risque sont la Value-at-Risk (VaR) et la
Tail-Value-at-Risk (TVaR). On rappelle leurs définitions présentées a la
section 1.11. Avec un niveau de confiance k, la mesure VaR associée a la
v.a. X est définie par

VaR.(X) = Fx' (k) =inf {x € R: Fx(z) > u}.
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La définition de la mesure TVaR est donnée par

1 1
TVaR.(X) = 1716/ VaR, (X)du

B [X x Lix>var, ()}
11—k
VR (X) (Fx (VaR, (X)) = k)
11—k ’

En actuariat et en gestion quantitiative des risques, les mesures de risque
servent notamment & établir le niveau de capital économique associé au
portefeuille d'une compagnie d’assurance ou d’une institution financiére.
On définit les colits pour un portefeuille de n contrats d’assurance par la
va. S, = Z?:l X; ou la v.a. X; correspond aux coits pour le contrat
i, ¢ = 1,2,...,n. On détermine le capital total pour le portefeuille avec
Sk (9), ou ¢, désigne une mesure de risque, notamment les mesures VaR et
TVaR qui ont été définies au chapitre 1. L’indice x correspond au niveau
de confiance (e.g. 99 % ou 99.5 %). Le capital économique est en quelque
sorte un coussin, soit

CE. (S) =<.(S) - E[9],

qui correspond & une provision servant & se protéger contre une expérience
adverse du portefeuille.

Parmi les autres applications des mesures de risque, on voit au chapitre
4 que les mesures de risque peuvent étre utilisées pour calculer la prime
majorée. Elles servent aussi & quantifier des pertes éventuelles liées a
des positions financiéres prises par un investisseur. De plus, elles sont
aussi utilisées pour quantifier et comparer des stratégies d’investissement,
notamment dans le contexte de gestion actif-passif. Enfin, les mesures de
risque sont aussi appliquées comme outil de gestion dans le contexte des
opérations de transaction des institutions financiéres.

3.4.2  Propriétés désirables et cohérence

On présente les propriétés désirables d’'une mesure de risque ¢.

Propriété 3.7 Homogénéité. Soient un risque X et un scalaire a € Rt.
Une mesure ¢,, est homogéne si

Sk (aX) = asy (X)),

pour 0 < Kk < 1.
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Une modification d’unité monétaire apportée au risque X conduit & une
modification du méme ordre pour la valeur obtenue avec la mesure de
risque.

Propriété 3.8 Invariance a la translation. Soient un risque X et un
scalaire a € R. Une mesure ¢, est invariante & la translation si

k(X +a)=¢(X) +a,
pour 0 < k < 1.

Par exemple, pour la v.a. perte définie par L = X — 7 ou 7 correspond
a la prime associée a X, il est justifié d’avoir ¢, (L) = ¢, (X) — 7.

Propriété 3.9 Monotonocité. Soient deux risques X1 et Xo tels que
Pr(X; < X3) = 1. Une mesure g,; est monotone si

Sk (Xl) <Gk (XQ) s

pour 0 < k < 1.

Si le risque X5 est plus dangereux que le risque X7, il est raisonnable
que la mesure de risque conduise a un capital plus élevé pour le risque X5
que celui calculé pour le risque X7.

Propriété 3.10 Sous-additivité. Soient deux risques X1 et Xo. La
mesure ¢,, est sous-additive si

S (X1 4+ Xa) <6 (X1) + 6k (X2),
pour 0 < k < 1.

La propriété de sous-additivité est trés importante relativement a la
mutualisation des risques. En effet, il est intéressant d’examiner le bénéfice
de mutualisation qui correspond

B (S) = Zgﬁ (Xi) —sx (5)

et qui résulte de la mise en commun des risques Xi, ..., X,,. Comme
la mutualisation des risques est le fondement de I’assurance, il serait
souhaitable que By, (S) soit positif.

La notion de mesure cohérente est due a [4].

Définition 3.11 Mesure de risque cohérente. On dit qu’une mesure de
risque ¢, est cohérente si les propriétés 3.7, 3.8, 3.9 et 3.10 sont satisfaites.
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3.4.3 Autres propriétés désirables

Dans la littérature actuarielle (voir e.g. [24]), les trois propriétés suivantes
sont aussi jugées désirables.

Propriété 3.12 Marge de risque non excessive. La mesure S, ne
doit pas induire une marge de risque excessive. St X < Tax, olors on
@ Sk (X) < Zyax, pour 0 < k < 1.

Il est injustifié de détenir un capital en excédent du montant maximal
que les cotits d’un risque ou d’un portefeuille peut prendre.

Propriété 3.13 Marge de risque positive. On doit avoir ¢, (X) >
E[X], pour 0 < k < 1.

Le capital minimum doit excéder les colits espérés sinon il y aura ruine
certaine.

Propriété 3.14 Marge de risque justifiée. Soit a wune constante
quelconque. On doit toujours avoir ¢, (a) = a, pour 0 < k < 1.

Il n’est pas justifié de détenir un capital différent de a si les cotits pour
un portefeuille correspondent a la constante a.

3.4.4 Mesure VaR

Comme ¢ (z) = az et p(x) = = 4 a sont des fonctions croissantes et
continues, on déduit a l'aide de la proposition 1.21 que la mesure VaR est
invariante a la translation et homogéne.

La mesure VaR est monotone. Si Pr(X; < X3) = 1, alors on observe
Fx, (z) > Fx, (z) pour tout x, ce qui implique VaR, (X1) < VaR, (Xs2)
pour tout k.

La mesure VaR n’est pas sous-additive comme il est illustré avec le
contre-exemple suivant.

Exemple 3.15 Soient les v.a. indépendantes X1 et Xo o X; ~ Exp (0.1).
On sait que X1 + Xo ~ Erlang (2,0.1). Il est clair avec les valeurs de
VaR, (X1 4+ X2) et VaRy (X1) + VaRy (X2) qui sont fournies dans le
tableau swivant que la mesure VaR n’est pas sous-additive :

K 0.1 0.2 0.5 0.8 0.9
VaRy (X1) + VaRy (X2) | 0.2107 | 04463 | 1.5863 | 5.2189 | 4.6052
VaRy (X1 + X2) 0.5318 | 0.8244 | 1.6785 | 2.9945 | 3.8897

O
Dans plusieurs exemples numériques de cet ouvrage, on obtient I'inégalité

VaR, (S) > VaR, (X1) + ... + VaR, (X,) .
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Cela signifie que la mesure n’est pas sous-addtive et cela conduit & un
bénéfice de mutualisation qui est négatif.

Comme VaR, (X) < Zmax pour tout k et VaR, (a) = a, la mesure VaR
n’introduit pas une marge de risque excessive et la marge introduite par
cette mesure est justifiée. En revanche, la mesure VaR peut introduire une
marge de risque négative.

3.4.5 Mesure TVaR

La mesure TVaR est homogéne. Pour a > 0, on a

1 1
TVaR, (aX) = / VaR, (aX)du
K

1—«x
1
1—«x

1
= a / VaR, (X)du=aTVaR, (X),
ce qui implique que la mesure TVaR est homogéne.
La mesure TVaR est invariante a la translation. En effet, on obtient la
relation désirée en procédant comme suit :
1 1
TVaR, (X +a) = T VaR, (X +a)du
—K
1 H1 1 1
TVaR, (X) + a.

La mesure TVaR est monotone. Lorsque l'inégalité VaR, (X1)
VaR, (X2) est vérifiée pour tout k, alors il est clair que TVaR, (X1)
TVaR, (X3) pour tout k.

Dans le but de vérifier que la mesure TVaR est sous-additive, on suit
lapproche expliquée dans [81]. On a recours au lemme suivant.

<
<

Lemme 3.16 Soit une v.a. X avec fonction de répartition Fx. Soit une
suite de v.a. i.i.d. Xy, ..., X, o0 X; ~ X, 1=1,2,...,n. Alors, on a

‘r'L_ Xn
TVaR, (X) = lim 2=t Xin
(A — ]

(v.s.), (3.4)

ott X1p < Xop < oo < X1 < X s0nt les statistiques d’ordre de X1,
very Xy €t [u] correspond @ la partie entiére de u.

Preuve. Voir la preuve de la proposition 4.1 dans [1] ainsi que le
développement aux pages 1494 et 1495 de cet article. m

Le résultat du lemme fournit une interprétation intéressante pour la
mesure TVaR. Une version adaptée du résultat du lemme est utilisée dans la
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section 5.5 lorsque l'on a recours & la simulation stochastique pour évaluer
la mesure TVaR.

Proposition 3.17 La mesure TVaR est sous-additive.

Preuve. On suit la démonstration fournie dans [81]. Il est aussi
recommandé de consulter la démonstation présentée dans l'annexe A
de [1]. Une autre démonstration est fournie dans [24].

Soit une suite de v.a. i.id. Xq, ..., X, ot X; ~ X, ¢ =1,2,...,n. Pour
un entier m tel que 1 < m + 1 < n, I'égalité suivante est vérifiée

n
S Xjm=sup{Xi, 4ot Xi 31 iy <o <y <m+ 1}
j=m+1

Soit un couple de v.a. (X,Y) dont la fonction de répartition est désignée
par Fyxy. Solent la suite de couple de v.a. i.id. (Xq,Y7), (X2,Y2), ...,
(Xn,Yn) ou (X;,Y;) ~ (X,Y) pour i = 1,2,..n. On définit S =X +Y et
S; = X; +Y;, pour i =1,2,...,n. Par le lemme 3.16, on a

Zﬁz[m{]-&-l Sj:n
TVaR, (S) = lim =Z=nelrl J%
)= Ty

(p-s.),

ol St < 99 < oo < Sn1in < Sy.p sont les statistiques d’ordre de Sy, ...,
Sy et [u] correspond a la partie entiere de u. On a

Z Sj:n = sup {Si[fm]JrW +..4+5,;1< i[nm]+1 <.<i, < [TL,‘{] + 1}
j=[nx]+1

< sup {Xi[ ot X <y < < < [nk] + 1}

ne

+ sup {Yi[,m]+1 F o+ Y51 <ldpggr <0 S < k] + 1}
- e Yo
j=[nk]+1 j=[nk]+1

11 suffit de diviser par [n (1 — k)] et de faire tendre n — oo et on déduit le
résultat voulu en appliquant le lemme 3.16. m

On sait que TVaRy (X ) = E [X]. Pour vérifier que TVaR,, (X) > E [X],
on dérive l'expression de la TVaR par rapport a k et on obtient

dTVaR, (X) —VaR, (X) TVaR,(X)
= + .
dk 1—& 11—k
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Puisque

1 1
m p VaRu (X) du

1 1
> —— | VaR;(X)du=VaR,(X),
1—-kJ,

TVaR, (X)

dTVaR, (X S .
alors on a 27’{() > 0, ce qui implique que la TVaR est croissante en
k. On déduit que la mesure TVaR introduit une marge de risque positive.
La mesure TVaR ne conduit pas & une marge de risque excessive, car

1 1

1 1
< / TmaxdU = Tmax
1-%kJ,
Comme
TVaR, = — / adu = a,

on conclut que la mesure TVaR introduit une marge justifiée.

3.4.6  Mutualisation et mesures de risque

Dans 'exemple suivant, on examine la mutualisation des risques en ayant
recours aux mesures VaR et TVaR. On met en évidence notamment que la
mesure VaR ne satisfait pas la propriété de sous-additivité.

Exemple 3.18 On considére un portefeuille de n contrats d’assurance vie
temporaire 1 an. Toutes les durées de vie des assurés sont i.i.d. avec une
probabilité de décés de 0.0017 (qui correspond & la probabilité de décés d’un
individu d’une quarantaine d’année en Amérique du Nord). Le montant
de prestation de décés est 100 000. Alors, les codts pour le contmt i
correspondent a X; = 100 000; ot I; ~ Bern (0.0017) pour i =1,2,.

La prime pure pour un contrat est E[ ;] = 100 000g = 170. De plus "on
observe que VaRp 995 (X;) = 0 et TVaRg 995 (X;) =34 000 (i =1,...,n).
On fournit dans le tableau ci-dessous les valeurs de VaRy 995 (Zz:l X ) et

TVaRo.995 (3.1 Xi) pour n =100, 1000,100 000 et 1 000 000 :

n 100 1000 100 000 1 000 000
VaRo.005 (D7 1 Xi) 200 000 600 000 | 20 400 000 | 180 700 000
TVaRo.os (Do 1 Xi) | 214 640.5 | 646 349.1 | 20 889 484 | 182 036 101

Les waleurs sont exactes puisque Y . X; ~ Bin(n,0.0017), d’apres
la proposition 3.6. Selon la mesure VaR, on observe que le bénéfice de
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mutualisation est négatif quelle que soit la taille n du portefeuille :

By ga5 (S Z VaRg.995 (X;) — VaRo 95 <Z X; ) <0.

i=1

Comme la mesure TVaR est sous-additive, le bénéfice de mutualisation est
positif pour tout n :

B(‘)/ggRS (S) = ZTVGRO.995 (Xl) — TVCLRO'995 <Z X1> 2 0
i=1 =1

Loutilisation des VaR individuelles pour déterminer le capital total pour
l’ensemble du portefeuille peut conduire & des comséquences financiéres
désastreuses. En effet, en prenant le point de vue d’un gestionnaire de
risque pour une institution financiére, on suppose qu’il demande & chaque
entité i (i=1,2,...,n) dont le risque est défini par X; d’établir le montant
de capital & mettre de coté pour faire face & chaque risque et d’en faire le
total. St on utilise la VaR, il n'est pas nécessaire de financer le risque de
déces puisque la probabilité de survie est supérieure a 99.5 %. Comme le
montant de capital est 0 pour chaque entité, il en résulte que leur somme
est aussi 0. En se basant sur la mesure TVaR, le montant & mettre de
coté pour chaque risque serait de 34 000 pour une espérance de cotts de
170. Le codt en capital est exhorbitant. En profitant de la mutualisation
des risques et pour n. = 1000 (1 000 000), le montant global en se
basant sur la TVaR est alors de 646 349.1 (182 036 101), soit 646.5491
(182.0361) par risque. Le bénéfice de mutualisation par risque est de
34 000 — 646.3491 = 38 353.6509 (34 000 — 182.0361 = 33 817. 9639).

Du point de vue d’un actuaire en tarification, l'utilisation éventuelle de
la VaR pour le calcul de la prime est aussi problématique. En effet, selon
la VaR, la prime pour un risque est 0, soit un montant inférieur & la prime
pure. En utilisant la TVaR, une prime de 34 000 est disproportionnée par
rapport & l'espérance des coits, soit 170. Toutefois, en supposant que n
contrats soient émis et que les coits Xy, ..., X, soient i.i.d., on profite de
la mutualisation des risques, ce qui permet de demander une prime moins
élevée. Pour e.g. n = 100 000 et en utilisant la TVaR, la prime est de
208.8948. O

3.5 Mesure de solvabilité sur une période

La probabilité de ruine sur une période est une mesure de solvabilité qui
permet d’évaluer le risque global associé au portefeuille. On peut utiliser la
probabilité de ruine comme mesure de solvabilité associée au portefeuille.
La probabilité de ruine correspond a la probabilité que la compagnie ne
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rencontre pas ses engagements au cours de la prochaine période (e.g. une
journée, une semaine, un mois, une année) en supposant un capital initial
u > 0. Les colts pour un portefeuille de n contrats d’assurance sont définis
parlav.a. S, = > " | X; ot lav.a. X; correspond aux cofits pour le contrat
i et pour lequel une prime 7; est demandée, ¢ = 1,2, ...,n. La probabilité
de ruine 9, (u) est définie par

¥, (u) =Pr (Sn>zn:7ri+U> =1-Fg, (anﬂi+u>7

i=1 i=1

~ n . .
ou Y., m; correspond au revenu total de primes du portefeuille pour la
période. Il est requis de pouvoir évaluer de fagon exacte ou approximative
Fs, afin de calculer ¢, (u).

3.6 Meéthodes d’approximation fondées sur les
moments

Plusieurs méthodes fondées sur les moments de la v.a. S ont été suggérées
en actuariat et gestion quantitative des risques. L’idée de ces méthodes
est d’approximer la v.a. S par la v.a. T dont il est aisé d’évaluer Fr et
les différentes mesures de risque qui y sont associées. On détermine les
paramétres de la distribution de T de telle sorte que E [Sk] =F [Tk] pour
k = 1,2,...,m, ou le nombre m de moments est relativement petit, e.g.
m =2, 3 ou 4.

On peut classifier les méthodes basées sur les approximations sous trois
approches.

Selon la premiére approche, on approxime la v.a. S par une v.a. T
obéissant a une distribution connue, dont les plus fréequemment considérées
sont les distributions normale, gamma, lognormal, inverse gaussienne, ou
la distribution Pareto généralisée. L’approximation est basée sur les deux
ou trois premiers moments. Il arrive aussi qu’un paramétre de translation
soit ajouté. Souvent, la qualité de Dlapproximation ne peut pas étre
quantifiée. L’approximation basée sur la distribution normale est fondée
sur le théoréme central limite.

Selon la deuxiéme approche, les approximations sont des raffinements
de approximation obtenue avec la distribution normale. Des exemples
d’approximations sous cette deuxiéme approche sont 'approximation
Normal Power, des approximations résultant de développements de la
série d’Edgeworth et les approximations de type Cornish Fisher. Ces
approximations sont basées uniquement sur les premiers moments de la
v.a. S. En actuariat, 'approximation Normal Power est utilisée pour
évaluer approximativement la distribution d’une somme aléatoire. En
gestion quantitative des risques, l'approximation Cornish Fisher est
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souvent employée pour faire des calculs liés & la mesure VaR. Un des
principaux handicaps des méthodes relevant de la deuxiéme approche est
qu’elle ne conduit pas & une distribution pour T'. De plus, il est difficile de
mesurer la qualité de ces approximations.

Selon la troisiéme approche, on approxime la distribution inconnue de
S par un mélange de distributions connues. Il est proposé dans [38] une
méthode d’approximation fondée sur les moments supposant que la v.a. T'
obéit & un mélange fini de lois exponentielles. On suggere dans [62] une
approche similaire en supposant que la v.a. T' obéit a un mélange fini de
distributions Erlang avec des parameétres communs d’échelle.

Il n’est pas possible de traiter en détails dans le présent ouvrage les
méthodes d’approximations fondées sur les moments. Dans cette section,
on présente briévement celles qui utilisent la loi normale, la loi gamma
translatée, la loi lognormale et la loi F-généralisée.

3.6.1 Approzimation fondée sur la distribution normale

La méthode basée sur la distribution normale, souvent appelée approximation
normale, est fondée sur le théoréme central limite. Les valeurs de E[S]
et VaR(S) sont supposées connues. On approxime la v.a. S par la v.a.
T ~N(E[T),Var (T)),on E[T] = E[S] et Var (T') = Var (5). En utilisant

les résultats de Pannexe (et démontrés au chapitre 1), il en résulte que

Fr(z)=® Lm
g Var (9) )’

VaR, (T) = E[S] + v/ Var (S)VaR, (Z),
TVaR,(S) =~ TVaR,(T)=E[S]++/Var(S)TVaR,. (Z),

_ (VaRu(2)?
2

o
=
2

<
Q
=
X

B
[2

e
= FEI[S]++Var(§)——,
S O 7o

ou Z ~ N (0,1).
La version classique du théoréme central limite est la suivante.

Théoréme 3.19 Théoréme central limite (version -classique).
Soient X1, Xa, ..., Xp, des v.a. i.i.d. avec E[X;] = py et Var(X;) = 0%
pouri=1,2,...,n. On définit la v.a. S, =Y ;| Xs, avec E[S,] = npuy et
Var (S,,) = no?. Alors, on a
Sn— FE[Sn] 4
_—— 5
Var (Sy,)

quand n — oo.
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Il existe plusieurs variantes au théoréme central limite. On présente
ci-dessous la version de ce théoréme dans le cas ou les.v.a. X1, ...,.X,, ne
sont pas identiquement distribuées.

Théoréme 3.20 Théoréme central limite (variante). Soient Xy,

Xo, ..., X, des v.a. indépendantes, dont les espérances et les variances
existent. On définit S, = Y. | X; avec E[S,] = Yo E[X)] et
Var (S,) = >, Var (S;). Alors, on a
Sp— E[Sh] a
S A
Var (S,,)

quand n — o0o. La condition nécessaire et suffisante pour Uapplication du
théoréme, appelée condition de Lindeberg, est que, pour tout s > 0, on a

Preuve. Voir e.g. [89]. =

Remarque 3.21 La condition de Lindeberg signifie que les variances des
v.a. X; dotvent étre petites par rapport & la variance de la somme S,. Voir

les détails dans e.g. [89].

La qualité de l'approximation par la loi normale standard dépend du
nombre de risques et du choix de la loi pour X. C’est une approximation
simple & utiliser, mais elle n’est pas toujours satisfaisante, en particulier
dans la queue de la distribution de S. En utilisant ’approximation normale,
il y a donc de fortes chances qu’on évalue inadéquatement les mesures de
risque. Pour remédier & ce probléme, on a recours aux méthodes récursives
(voir chapitre 6) et aux méthodes basées sur la simulation (voir chapitre
5).

3.6.2  Approzimation fondée sur la distribution gamma
translatée

L’approximation basée sur la distribution gamma translatée reléve de la
premiere approche. Comme la loi gamma posséde une asymeétrie positive,
elle est jugée mieux adaptée que la loi normale pour approximer le
comportement aléatoire du montant total des cofits pour un portefeuille.
Soit lav.a. T ~ Ga (a, B). Alors, on approxime S par T4z o T+ obéit
a une loi gamma translatée. Si z¢ est strictement positif, la v.a. S ne peut
admettre de valeur nulle, contrairement a la réalité. Cependant, comme il
a été mentionné, cette approximation ne sert habituellement qu’a analyser
la portion de droite de la courbe de S. On identifie les trois parameétres
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a, B, o comme étant les solutions des trois équations suivantes :

Ewp:Em+mﬂ:EWHﬂm:%+zm

Var (S) = Var (T + o) = Var (T) = %’

E[(S-E[S)°] 2
~(S) = = =7(T +w0) =7(T) = —.
(Var (S))?2 az
. - 4 - 2 — _ 27\/\/3'1(3)
On obtient a = —('y(S))2’ 6 = '«/(S)\/\T(S) et 9 = E[S} ~(S)

L’approximation basée sur la distribution gamma translatée est valide pour
analyser des valeurs supérieures & E [S]. Elle peut étre utilisée notamment
pour évaluer approximativement VaR,; (S) et TVaR, (S) pour des valeurs
élevées de k. Ainsi, on a

2

VaR, (S) ~ VaR,(T)+ xo,
TVaR, (S) TVaR, (T) + .

12

Si S posséde une masse de probabilité non négligeable & 0, on peut écrire
Fs(z)=1-q+qFs (z),

ol g = Fg(0), et choisir d’approximer S" = (S|S > 0) par T' + xo.

3.6.3  Approximation fondée sur la distribution lognormale

En actuariat et en gestion quantitative des risques, on est souvent confronté
a évaluer le comportement aléatoire de S = Y"1 | X; ou les v.a. X7, ...,
X, sont indépendantes ou non, identiquement distribuées ou non et dont
les marginales sont de loi lognormale. Une des premiéres approximations
proposées et qui est fréquemment utilisée en pratique est d’approximer la
k

v.a. S par la v.aa. T ~ LN (uT,JQT). On définit ¢, = %, k=12
Les expressions de pp et or satisfaisant les relations F[S] = E[T] et
E[S%] = E[T?] sont o7 = \/In(y et p=In (E[T]) — $0%.

Dans le cas ou les v.a. Xq,...,X,, sont ii.d. avec X; ~ LN (M,UQ),
Papproximation admet des résultats satisfaisants si o < 1.

3.6.4 Approzimation fondée sur la distribution F-généralisée
: T 2 1(t+1
Soit la v.a. T ~ FG (a,\,7) avec E[T] = %, E [TQ] =A m

et £ [TS] = )\3%, en supposant que « > 3. On définit ¢, =
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B[T*]
E[T)*>
E[S|=E[T], E [52] =F [TQ] et £ [53] =F [Ts] sont données par

k = 1,2,3. Les expressions de 7, a et \ satisfaisant les relations

GG yo TH1=21G
C3 + Caly — 2¢5 TH1-1¢,
et \= E[T] <=L

T

3.7 Mutualisation et activités d’assurance

Il est connu que les activités d’assurance sont fondées sur la mutualisation
des risques. En fait, ce sujet constitue le coeur du présent chapitre.
Les modeles étudiés et les mesures présentées jusqu’a présent servent
a quantifier, & comprendre et analyser la mutulisation des risques, ses
bénéfices et ses limites.

3.7.1 Mutualisation et colt moyen par contrat

Pour comprendre la mutualisation des risques, il est intéressant d’examiner
le comportement du coGt moyen par contrat pour un portefeuille de
contrats dont les colits sont identiquement distribués.

Dans le mécanisme de l'assurance, chaque assuré transfére son risque
(actuariel) individuel & la compagnie d’assurance. Le regroupement de ces
risques individuels constitue le risque global de I’assureur. Pour comprendre
I'impact de cette mutualisation des risques individuels, il est intéressant
d’examiner le comportement aléatoire du colit moyen par contrat que ’on
définit par W, ou

S, Montant total réclamé

Wn:—_
n

Nombre de contrats

Le cofit moyen correspond en fait a la répartition du cotut total (ou du
risque global) sur ’ensemble du groupe d’assurés.
L’espérance de W, est

et, comme les risques individuels X; sont identiquement distribués, E [W,]
devient

ce qui signifie que 'espérance du cott moyen est égale a I'espérance du cott
pour 1 seul contrat.
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L’expression pour la variance de W,, est donnée par
Var (W) = Var (22 ) = Lvar(s,)
ar (W,)=Var [ — | = = Var(S,,).
n n2

Si 'on suppose que les v.a. X, ..., X, sont i.i.d., expression de Var (W,,)
devient

1 1
Var (W,,) = —n Var (X) = EVar (X) < Var(X),

et on constate que la variance du colit moyen est inférieure & la variance
du cotit par contrat pour n > 1. Ainsi, la variabilité d’un risque individuel
diminue en regroupant plusieurs risques individuels. Par ailleurs, lorsque n
est trés grand, on observe que

lim Var (W, ) = lim lVar (X)=0,
n— o0 n—oomn
ce qui implique que la variance du cotit moyen tend vers 0 quand le nombre
d’assurés indépendants augmente considérablement.
Si 'on suppose que les v.a. X; sont seulement identiquement distribuées
et si 'on ne suppose pas l'indépendance entre les risques individuels, la
variance du colit moyen sera donnée par

Var (W,) = %Var (Sn) = % [nVar (X) + n(n — 1)Cov(X1, X2)]

X -1
= Viar( ) —+ n COV(X1,X2).
mn n

De plus, lorsque n est trés grand, on observe que

lim Var (W, ) = lim

n—00 n—0o0

{WIT(X) L2z 1Cov(X1,X2)} — Cov(X1, Xa),

ce qui implique que la variance du colit moyen n’est pas éliminée quand le
nombre d’assurés augmente.

Exemple 3.22 Soient des risques individuels i.i.d. X1 ,..., X, ot X; est
défini par
o Bi, S Il = ]. -
XZ_{O, sil =0 , (=1, 2, ..., n).

Les v.a. I; et B; sont indépendantes, I; ~ Bern(0.2) et B; ~ B ~
Ga(0.1,1/100), pour i = 1,2,...,n. La part par contrat est définie par
W, = % o S, = Y1 | X; ~ BComp(n,q; Fg). La fonction de densité
du codt moyen Wy, pour les valeurs de n = 100,500, 1000 est présentée &
la figure 3.1. Lorsque le nombre n de contrats augmente, la v.a. W, tend

a prendre des valeurs qui s’approche de E [W,] = E [X] =2 et la variance
de Wy, diminue. (1
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0.8

~_

<] 8 o
FIGURE 3.1. Courbes de fw, (x) pour n = 100 (ligne continue), 500
(ligne avec petits traits) et 1000 (ligne pointillée) ot W, = == et on

Sn =1 Xi~BComp(n,q; Fp).

On examine le comportement de W,, via les mesures de risque VaR et
TVaR pour un portefeuille de risques indépendants.

Exemple 3.23 On considére un conglomérat de n risques i.i.d. X1, ...,
X, ot les coits X; ~ X pour i = 1, 2, ..., n. On suppose que X ~
PComp (A, Fp) ou A =14 et B~ Ga (1.87 1000_1). On sait que E [X] =
1.4 x 1800 = 2520. On reproduit les résultats obtenus dans le tableau
ci-dessous :

k| VaRy(X) | TVaR. (X)

0 0 2520

0.5 1834.662 4521.468
0.95 7767.176 9872.831
0.99 | 11 175.841 183 127.725
0.995 | 12 558.726 | 14 464.524

A partir de la proposition 3.3, on déduit que S, = ZZ.L:I X; ~
PComp (nA, Fo) avec C ~ Ga (1.8, 1000_1). Pour n = 100, on fournit les
valeurs de VaR, (W,,) et TVaR, (W,,) dans le tableau ci-dessous :

k| VaRe (Wy) | TVaRe (W)
0 0 2520

05| 2513.663 2731.835
0.95 | 2967.491 3089.056
0.99 | 3165472 3266.675
0.995 | 3239.398 3334715
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On constate linfluence de l'agrégation des risques sur les valeurs de la
mesure TVaR. Comme prévu, on observe que

VaRy s (5100) > VaRy s (X1) +...+VaRys (XIOO)
alors que
TVCLRH (5100) S T“/CLFB,€ (Xl) + ...+ T“/CLFB,€ (XIOO) 5

pour toutes les wvaleurs de k. Bref, comme la mesure VaR n’est pas
cohérente, elle n’est pas adéquate pour analyser le comportement de W,.
A Uaide de la mesure TVaR, on observe que le bénéfice de mutualisation
par contrat (4 k = 0.995) est

BIVeR(S)
n

1 ¢ 1
= - > TVaRg.ges (Xi) — —TVaRo.995 (Sn)
i=1

TVCLR(),995 (X) — TVGRO.995 (Wn)
= 14 464.324 — 3334.715 = 11 129.609,

ce qui est significatif avec seulement n = 100 contrats. [

Dans le prochain exemple, on traite du comportement de W,, via les
mesures de risque VaR et TVaR dans le contexte d’un portefeuille de risques
dépendants.

Exemple 3.24 Soit un portefeuille de n contrats d’assurance IARD.
On considére le volet dommages matériels & la suite d’un accident d’un
contrat d’assurance automobile. Les codts encourus pour le contrat i
(i = 1,2,....,n) sont définis par la v.a. X; ot la v.a. X; est définie selon
Uapproche fréquence-sévérité avec

M;
X, = kgl Bi,lm M; > 0. ’
0, M;=0
ot M; est une wv.a. discréte et les v.a. B;1, B;a, ... sont i.i.d. et
indépendantes de la v.a. M; (convention : B;jy ~ Bjas ~ ... ~ B ~

Exp (ﬁ)). La v.a. M est influencée par les conditions climatiques
qui sont représentées par la v.a. © € {61,02}. Sachant que © = 6;,
(M;|© =6;) ~ Pois(0.050;) pouri=1,2,...,n avec 61 =1 et 93 = 4 et
Pr(©@=0;) = 08 et Pr(®©=206) = 0.2.

On définit S, = >.n_, X; et le coit moyen par contrat W, = %Sn.
L’espérance et la variance de My sont E [M1] = 0.08 et Var (M;) = 0.0836.
On obtient les valeurs de FE [X1] et Var (X) avec

E[Xi] = E[M| E[B1] = 800
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et
Var (X;) = E [My] Var (B;) + Var (M;) E [M;]* = 16 360 000.
Comme
Cov (M, Ms) = (E [MyMs)] — E [My] E [Ms,]) = 0.0036,
on a

Cov (Xl, Xg) =F [Bﬂ E [BQ] Cov (Ml, Mz) = 360 000.

Les waleurs de far, (k) = Z? Pr(© = ;) e=0-05% M pour k =
0,1,2 sont 0.924730, 0.070798 et 0 004226. De plus, la valeur de

FX1 ( fl\h +Zf1\41 FBl,1+---Bw,k (:I:)’

pour x = 20 000 est 0.9885342.
On constate que lim,,_,o, F [W,] = E [X;] = 800 et

lim Var (W,) = lim (%Var (X1) + (1 - 1) Cov (Xl,XQ))

n—00 n—00

= Cov (X1, X5) = 360 000.

Le risque global n’est pas complétement éliminé a la suite de la mutualisation
en raison de la présence du facteur commun représentant le rTisque
climatique. On o Fw, () = Fs, (nz) et, par la formule des probabilités
totales, l’expression de Fg, (x) est donnée par

2

Fs, (2) =) fo (8;) Fs,jo=s, ().

=1

En appliguant la proposition 3.3, (S,|© =6;) ~ PComp(0.058;, Fg).
Dans le tableau ci-dessous, on indique les valeurs exactes de VaR, (Wp,)
et de TVaR,, (Wy,) pour n =1, 100 et 10 000 et k =99 %

n 1 100 10 000
VaRe (Wn) | 21 453.347 | 3119.389 | 2104.876
TVaR, (Wn) | 32 074.91 | 3466.654 | 2132.145

3.7.2  Mutualisation et loi des grands nombres

La loi des grands nombres est souvent évoquée lorsqu’il est question du
mécanisme d’assurance et de la mutualisation des risques.
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Soit une suite de v.a. X1q,..., X, i.i.d. dont 'espérance et la variance
existent. On convient que X; ~ X (i =1,2,...,n). On définit la v.a. W,, =
LS Xy, o E[W,] = E[X] et Var(W,) = LVar(X). On examine le
comportement de la v.a. W,, lorsque n tend vers I'infini. Selon les différentes
versions de la loi des grands nombres, on sait que W, tend vers 'espérance
de E[W,].

Avant de démontrer la loi des grands nombres, 2 résultats préliminaires,
soient I'inégalité de Markov et 'inégalité de Chebychev, sont nécessaires.

Proposition 3.25 Inégalité de Markov. Soit une v.a. Z ne prenant que

des valeurs positives et dont espérance existe. Alors, on a Pr(Z > a) <
E[Z]
==, pour tout a > 0.

Preuve. Soit Z une v.a. continue ne prenant que des valeurs positives. On
a

E[Z] = /Oooxfz(x)dx/Oaxfz(x)dx+/ooxfz(x)dx

a

> /Ooxfz(x)dxZ/Ooafz(x)dx:aPr(Z>a)

ce qui conduit au résultat désiré. Le cas avec une v.a. discréte peut étre
traité de fagon similaire. m
L’inégalité de Markov peut aussi étre écrite sous la forme suivante :

Elg(2)]

Pr(Z > a) < (@

, pour tout a > 0,

ol g est une fonction positive, croissante et dont I'espérance existe.

Dans la proposition suivante, on fournit un exemple d’application de
I'inégalité de Markov afin d’obtenir une borne exponentielle & la probabilité
de ruine 9, (u).

Proposition 3.26 Borne exponentielle. Soient les v.a. indépendantes
X4, ..., X, dont les f.g.m. existent. La v.a. X; correspond aux coits
d’un contrat dont la prime est m; = (14 n;) E[X;] avec une marge de
sécurité n; strictement positive, ¢ = 1,2,...,n. Les codts totaur pour
Uensemble du portefeuille sont définis par S = Y i X; et le revenu
total de primes est mg = ZZ.L:I m;. On définit le coefficient pgy comme
étant la solution strictement positive (si elle existe) de E [ets] =e!™s, on
E [e] =T, E [e'Xi]. Alors, on a

U (u) <e7P2Y u >0

?

ot u correspond au capital alloué en début de période pour le portefeuille.
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Preuve. En appliquant la proposition 3.25 avec g (y) = ¥, on a

U, (u) = Fs(u+ﬂ's):P1‘(S>ﬂ'5+u)
B [ers]
< 1

= Pr (ePnS > ePR(""SJFu))
T @PBTSePBY

=e Y u>0.
|

On illustre la borne exponentielle de la proposition 3.26 dans ’exemple
ci-dessous.

Exemple 3.27 Soit les v.a. indépendantes X; ~ BNComp (ri,qi; F;)
avec r; = 1, q; = fﬁ, B; ~ Ga (O.Bi,%), i = 1,2,3. De plus, w; =
(1+n,) F[X;], avec n; = 0.15+ 0.05¢, ¢ = 1,2,3. L’expression de E [etS]

est

Bl :ﬁE[etX"'] ﬁ(l—(l—%‘) (- )‘0»5i>ri

i=1 i=1 (1 ~ 0.054

et ms = 75. On déduit py = 0.011076 et 1, (u) < e~ 0-01076u 5 > g,
Ainsi, avec un capital initial u = 340.79, la probabilité que les codts totaux
du portefeuille excedent les revenus totaux de primes et le capital initial est
inférieure a 1 %. O

L’inégalité de Chebychev présentée dans le corollaire suivant est un cas
particulier de I'inégalité de Markov.

Corollaire 3.28 Inégalité de Chebychev. Soit la v.a. Z dont l’espérance
E[Z] et la variance Var(Z) existent. Pour tout k > 0, on a

Pr (\Z ~E[Z] > kw/Var(Z)) < %

Preuve. Soitlav.a. Y = % i.e. Y est une v.a. positive avec E [Y] =

1. Comme la v.a. Y est positive, on applique directement 1’inégalité de
Markov pour obtenir I'inégalité de Chebychev. En effet, on a Pr (Y > kQ) <

E(Y)
. ((ZE[ZW y k) <L

k2
Var(2)
1
Pr ( k) S ﬁ,

ce qui implique que Pr (|Z - E[Z]| > k«/Var(Z)) < # [

qui devient

que l'on peut réécrire

7 - E[Z]
Var(Z2)
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Dans le corollaire 3.28, il est a noter que la probabilité

Pr (\Z— E[Z]] > kW)

correspond a

Pr (Z _E[Z] < —kW) +Pr (Z _E[Z] > kW) . (3.5)

L’inégalité de Chebychev est utilisée notamment pour démontrer la loi
des grands nombres.

Proposition 3.29 La lot des grands nombres. Soient Xy, Xo,... une
suite de v.a. i.i.d. avec E[X;] = p et Var (X;) = o2, pour i € N*. Soit la
vaa. Wy, = L0 X5, o0 E[W,,] = p et Var(W,) = 162, Alors, Ve > 0,
on a Pr{|W, —u|l >¢] — 0 quand n — oco.

Remarque 3.30 Interprétation en assurance. Soit un portefeuille de
n contrats dont les cotts sont i.i.d. satisfaisant les conditions de la loi des
grands nombres. Selon le résultat de la proposition 3.29, quand le nombre
de contrats augmente, la probabilité que le coidt moyen W, par contrat dévie
d’une faible marge de son espérance p s’approche de 0.

Preuve. On applique I'inégalité de Chebychev

Pr (|Wn —E[W,] > k\/Var(Wn)) < %

ce qui implique que

Var (X) 1
Pr<|WnE[Wn]|>k - ><ﬁ
II en découle donc que
Pr (W — g > b2 ) < (3.6)
T w— il > k— ] < —. .
M=8Tm) =2

2

Pour Ve > 0, on définit & tel que k2 = 25~ . A partir de (3.6), on a

o2

Vne o <02
o n) = ne?’

On montre avec 'inégalité de Chebychev que

Pr (|Wn - ,LL‘ >

o2

Pr(W, —pl > 6) < -,
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pour V n > 0. Enfin, pour ¢ > 0,

2
lim Pr(|W, —pu|>e) < lim — — 0.
n—o00 n—oon £
]

Selon les conditions et le résultat de la loi des grands nombres, le cott
moyen par contrat tend en probabilité vers I’espérance du cotit par contrat.
On sait également que la variance du coit moyen par contrat est inférieure
a la variance du cott individuel par contrat Var (W,,) < Var (X) si n est
supérieur a 1. Ainsi, le résultat

lim Pr(|W, —p| >¢)—0

n—oo
n’implique pas que

lim Pr(|S, —nu| >¢€) — 0.

n—oo
En d’autres termes, le fait que le colit moyen par contrat s’approche de
Iespérance du cotit pour un contrat n’implique pas que le cott total tende
vers n fois 'espérance du cott individuel par contrat. Cet aspect est analysé
dans ce qui suit.

3.7.83 Mutualisation et nécessité d’une marge positive
de sécurité

La mutualisation des risques n’est pas suffisante pour garantir que la
compagnie soit en mesure de rester solvable en prenant en charge le plus
grand nombre possible de contrats d’assurance.

On a recours a la probabilité de ruine pour démontrer la nécessité que la
prime demandée pour un contrat comprenne une marge de sécurité positive.
Pour cela, on essaie de savoir quel est le comportement de la probabilité de
ruine 1, (u) quand le nombre de contrats n augmente et que la prime 7;
chargée est inférieure, égale ou supérieure a I’espérance du montant réclamé
par contrat i (i =1,2,...,n).

On examine le comportement de v, (u) dans le cas ou les cotts des
contrats du portefeuille sont i.i.d.

Proposition 3.31 Soient les v.a. i.i.d. Xq,...,X,, ou X; correspond auz
cotts du contrat i d’un portefeuille de n contrats avec F [X;] = E [X] < oo
et Var (X;) = Var(X) < o0, i = 1,2,...,n. La prime chargée par contrat
estm; =m,1=1,2,...,n. Alors, on a les deux résultats suivants :

1. sim>FE[X], limv¢, (v)=0,u>0;

n—00

2. sim < E[X], lim ¢, (0)=1.

n—00
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Preuve. On utilise l'inégalité de Chebychev pour démontrer les deux
résultats. Comme les v.a. sont i.i.d., Pexpression de v, (u) est donnée par

¥, (u) =Pr (Sn>zn:7r¢+u> =Pr (S, >nnr+u) (3.7

i=1

avec S, = > 1 X;, ou E[S,] = nE [X] et Var (S,,) = nVar (X).
1. Cas 7 > E[X]. On définit m = p+ § ot § > 0. A partir de (3.7) et
avec (3.5), on a

Y, (u) =Pr (S, —np>nd +u) <Pr(|S, —np| >néd+u).
En appliquant I'inégalité de Chebychev, on a alors

¥, (W) < Pr(|S, —ny|l >nd+u)

= Pr||S,—nul > _noru Var (Sy,)
Var (Sy,)

Var (S,)  nVar(X)

(né+u)®  (nd+u)’

Finalement, on déduit lim 1, (u) < lim ?;;ai(j;) =0

2. Casm < E[X]. On pose 7 = p— § o § > 0. Avec (3.7) et (3.5),

I'expression de 9, (0) devient

Y, (v) = Pr(S,—nu>-nd)=1-Pr(S, —ny < -nd)
> 1—Pr(|S, —np| > nd).

N

A Taide de l'inégalité de Chebychev, on obtient 'inégalité

o () > 1—Pr(|S, —np| > no)

— 1-Pr <|Sn —E(Sy)| > %@) Var(Sn)>
> 1o Var (S;n)
(nd)

Puis, en passant a la limite, on obtient

lim 4, (u) > lim (1—M> = li_)m (1—M> =1.

n—00 n—00 (n5)2
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Remarque 3.32 On constate que la probabilité de ruine v, (u) tend vers
0 quand le nombre de contrats tend vers oo et que la prime chargée est
supérieure o E | X]. Toutefois, si la compagnie d’assurance charge une prime
inférieure & l'espérance du montant réclamé par contrat et qu’elle assure un
grand nombre de risques, alors la ruine devient certaine si la compagnie
posséde un capital initial u qui est nul. Le cas ou le capital initial est
strictement supérieur & 0 est traité ¢ la remarque 3.33.

Remarque 3.33 On considére la situation d’une compagnie qui alloue un
capital 0 < u < oo (fini et positif ) pour le portefeville décrit & la proposition
3.81 et charge une prime 7 < E[X]. Soit le plus petit nombre entier ng
(fini puisque u est fini) de contrats tel que noE [X] > nom + u. Alors, pour
n>ng, on au+nt —nE[X] <0 et on déduit

6 ()
Pr(S, > u+nn)
= Pr(S,—E[S,] >u+nr—nE[X])
= 1-Pr(S,—E[Sy] <u+nm—nE[X])
1—-Pr(|S, — E[S,]| > nE [X] — (u+nr))

v

qut devient

nE [X] — (u+ nm)
nVar(X)

Y, (u)=1-Pr <SnE[Sn}| > nVar (X)) .

Avec linéqgalité de Chebychev, on a

nVar (X)

u) >1— ,
Ot O ()

n > ng.

On obtient lim ¢, (u) — 1.
n—oo
La proposition 3.31 permet de constater que le regroupement de risques
individuels ne permet pas de diminuer le risque global d’une compagnie
d’assurance. Il faut également charger une prime qui soit supérieure a
l’espérance.
De la preuve de la proposition 3.31, on déduit le corollaire suivant.

Corollaire 3.34 Selon les conditions de la proposition 3.31 et st m >
E[X], alors on a

1) < min nVar (X) '1>
Yo () = ((n(w—E[X})+u)27

pour n € Nt et u > 0.
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Le corollaire 3.34 se généralise au contexte d’un portefeuille de n contrats
indépendants, sans étre identiquement distribués.

Corollaire 3.35 Soient les wv.a. indépendantes Xi,...,X, dont les
premiers et deuxiémes moments existent. La v.a. X; correspond aux
cotts d’un contrat dont la prime est m; = (1+1,;) E [X;] avec une marge
de sécurité n, strictement positive, i = 1,2,...,n. Les codts totaur pour
Uensemble du portefeuille sont définis par S =37 | X; et le revenu total
des primes est tg = >, T;. Alors, on a

b (1) gm( Var (5) 2;1>

(ms — E[S] 4 u)

pour n € NT et u > 0.

Les inégalités dans les corollaires 3.34 et 3.35 sont conservatrices.
Néanmoins, elles permettent de démontrer que la probabilité de ruine
décroit avec la taille du portefeuille & la condition que le revenu total de
primes 7wg excede les colits totaux espérés E [S].

Exemple 3.36 On considére un portefeuille homogéne de contrats
d’assurance vie. Les durées de vie des assurés sont i.1.d. La probabilité
q de déces est de 2 % et la prestation b en cas de décés est de 1000.
L’espérance des cotits pour un contrat est 20. La probabilité de ruine est
¥, (0) = Fg, (n7), ou S, = 1000N,,, N,, ~ Bin(n,q) et © est la prime
pour un contrat. Dans la figure 3.2, on illustre le comportement de ,, (0)

lorsque la taille n du portefeuille augmente et pour m égal ¢ 10, 30 et 40.
|

Dans ’exemple suivant, on illustre la situation traitée a la remarque 3.33.

Exemple 3.37 On considere un portefeuille de n contrats d’assurance
IARD dont les codts sont définis par les wv.a. i.i.d. Xy, ..., X, ot
X; ~ Ga (O 115 000) pour i = 1,...,n. La compagnie d’assurance IARD
posséde montant important de capital. Afin d’augmenter sa part de marché,
elle décide de charger une prime m; = % = 500 pour i = 1,...,n et
de financer cette réduction de prime par Uallocation au portefeuille d’un
capital w = 1 000 000. On définit la probabilité de ruine au cours de la
prochaine année pour le portefeuille par v, (u) = Pr(S, >u+ >, ;)
ot la v.a. S, = > Xi ~ Ga(n0.1, o 000) correspond au montant total
des engagements pour la prochaine année. On indique certaines valeurs
obtenues pour ¢,, (u) :

n 500 1000 1500 2006

¥, (W) | 0 0.000006 | 0.024731 | 0.499063
n 2007 2500 3000 4000

b (w) | 0.500473 | 0.976940 | 0.998838 | 1
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FIGURE 3.2. Trois courbes de ¢, (0) = Fs, (n7), ot S, = 1000N,,
N, ~ Bin(n,q) pour une prime 7 inférieure et deux primes 7 supérieures &
la prime pure par contrat.

St la compagnie décide de suivre cette stratégie, une croissance non
controlée du nombre de contrats causera une augmentation de la probabilité
d’étre insolvable menant ultimement ¢ une ruine certaine, comme prévu G
la remarque 3.33. [

Dans les exercices, on examine le comportement de v, (u) dans certains
cas ol les risques ne sont pas indépendants.

3.7.4 Primes pures et primes majorées

La prime pure pour un contrat d’assurance correspond & ’espérance des
colits associés & un contrat d’assurance. On note la prime pure par PP =
E[X] ou la v.a. X correspond aux colts couverts pour un contrat. La
prime pure ne contient pas de marge de sécurité et de marge de profit. La
prime pure ne tient pas compte des dépenses. On définit également la prime
majorée II(X) par I1 (X) = PP (X)+MR(X). La prime majorée comprend
la portion de PP (X) associée au risque actuariel X et tient également
compte de la marge de sécurité MR (X). En (3.7.3), on a démontré la
nécessité de la présence d’une marge de sécurité positive. La prime majorée
(et la marge de sécurité) est calculée a l'aide de différentes méthodes de
calcul des primes. Ces méthodes sont expliquées au chapitre 4.
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3.8 Mutualisation et facteur aléatoire commun

La présence d’un facteur aléatoire commun a un impact considérable sur
le risque global d’un portefeuille et elle met en évidence les limites de la
mutualisation des risques. Le facteur aléatoire commun correspond a un
facteur aléatoire affectant 'ensemble des risques d’un portefeuille d’une
institution financiére. Il se manifeste dans différents contextes des activités
d’assurance et financiéres : risque climatique, risque d’inflation, risque de
mortalité stochastique, etc. Ces contextes sont étudiés séparément.

On a recours a des modeles simples inspirés des modeles basés sur les
mélanges communs. On considére les cas ou la dépendance est introduite
via un ou des facteurs communs pouvant affecter I’ensemble ou des parties
du portefeuille.

3.8.1 Mutualisation, risque systématique et risque non
systématique

La présence d’un facteur commun (mortalité stochastique, risque
climatique, inflation, etc.) induit une relation de dépendance entre
les risques. Afin de comprendre le comportement du risque global
du portefeuille, on le scinde en deux composantes, soit le risque non
systématique et le risque systématique. Le risque non systématique
est le risque que l'on parvient & éliminer en mutualisant les contrats
(risques individuels) alors que le risque systématique n’est pas éliminé en
mutualisant les risques.

Soit un portefeuille de n risques dont les cofits sont définis par les v.a.
X1, ..., X,. Les contrats du portefeuille sont exposés & un risque commun,
représenté par la v.a. ©, discréte ou continue. On définit les colts totaux du
portefeuille par la v.a. S = Y | X;. L’espérance de la v.a. S est donnée
par E[S] = Eg [E[S|O]]. Utilisant la formule de la variance totale, on
décompose Var (S) sous la forme suivante

Var (S) = Eg [Var (S|0)] + Vare (E [S]0]),

ol Eg [Var (5]0)] correspond a la composante de la variance de S expliquée
par le risque non systématique (diversifiable par la mutualisation) et
Varg (E [S]|©]) est la composante qui explique le risque systématique (non
diversifiable par la mutualisation).

Exemple 3.38 On considére le wvolet dommages matériels suite o un
accident d’un contrat d’assurance automobile. Les codts encourus sont
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définis par la v.a. X définie selon 'approche fréquence-sévérité avec

M
B;,M >0
X: jgl / ’
0,M=0

ot M est une v.a. discréte et les v.a. By, Bo, ... sont i.i.d. et indépendantes

de la v.a. M. De plus, Bi ~ By ~ ... ~ B ~ Ezxp (ﬁ). La v.a. M

est influencée par les conditions climatiques qui sont représentées par la
v.a. © € {01,02,03}. Sachant que © = 0;, (M|© = 6;) obéit & une loi
binomiale négative (r =0.2,6 = 0.5 x ;) avec 1 = 0.5, 3 =2 et 3 =5,
et Pr(© =61) =0.8, Pr(© =63) =0.15 et Pr (© = 63) = 0.05.

En premier lieu, on trouve en conditionnant sur la v.a. © que E[M] =
0.095 et Var (M) = 0.208975 ce qui implique que E [ X]| =950 et Var (X
30 397 500. Les valeurs des mesures VaR, (X) et TVaR, (X) sont données
dans le tableau ci-dessous pour différentes valeurs de k :

k| VaRg(X) | TVaR. (X)

0.5 0 1900
0.95 | 3601.618 18 471.14
0.995 | 37 976.583 57 352.82

Ensuite, pour un portefeuille de m contrats identiques, on examine la part
allouée par contrat W, = %Z?:l X; ovlava X; ~X (i=1,2,..,n).
L’espérance et la variance de W,, sont 950 et 4 072 500 pour n = 10 et
elles sont 950 et 1 440 000 pour n = 100. On observe que lim,_,o, E [W,] =
E[X4] =950 et

lim Var(W,) = lim (lVar (X1)+ (1 — l) Cov (Xl,XQ))
n n

n—00 n—0o0

= Cov (Xl,XQ) =1 147 500.

Les valeurs de VaR,, (W,) et TVaR, (W,) pourn = 10 et 100 et avec k =
0.95 et 0.995 sont fournies dans le tableau ci-dessous :

k | VaRg (Wm) TVaR, (Wio) VaR, (Wigo) | TVaR (W100)
0.95 4677.549 7796.20 3422.793 5144.924
0.995 12 147.825 15 986.83 6986.245 7894.919

Pour expliquer la wvaleur de Var(W,), on la décompose en deux
termes : la composante diversifiable Eg [Var (W,|0)] et la composante
non diversifiable, Varg (E [Wy,|0©]). Les expressions de ces composantes
sont

E [rn0.50 (14 0.50) 10 0002 + r10.50 10 000]
n2

Ee [Var (W,|0)] =

29 250 000
n
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et
1
Varg (E [W,,|O]) = Var (ErnO.S@ 10 000) =1 147 500.

Pourn =1, 10 et 100, on a :

n | Eg [Var (W,|©)] | Varg (E [W.|©]) Var (W)

1 29 250 000 1147 500 | 80 397 500
10 2 925 000 1147 500 4 072 500
100 292 500 1147 500 1 440 000

On constate que lim,_, o, E [Var (W,|0)] =0 et
lim Varg (E [W,,|0]) =1 147 500.

Eo [\\/f;((xf:)l@] est le
pourcentage de la variance de Var (W,,) que l'on obtient par mutualisation
et w est le pourcentage de la variance de Var (W,,) que l'on ne
réduit pas via la mutualisation et qui est due & l'environnement aléatoire
(conditions climatiques).

On suppose que l'on fixe la prime pour un contrat par ., =
TVaR, (W,). On décompose la prime 7w, de la fagon suivante :

Bref, la valeur de Var (W,) a deux sources :

Tem = E[Wa]+ (TVaR, (W) — E[Wy)])
= E[W,]
E@ [Var (Wn‘@)}
T AR (TVaR, (Wy) — E [Wh])
Varg (E [W,,|0])
() (TVaR, (W,) — E[W,)])

= PP+CD,,+CND,,.

On interpréte les trois termes comme suit : PP est la prime pure, CD,, p,
permet de financer le risque diversifiable et CN Dy, ,, permet de financer le
risque non dwersifiable. Les valeurs de PP, CD,, ,, CND,, , pourn = 10,
100 et kK = 0.95, 0.995 sont :

k | PP CDg10 | CNDg 10 | CDg 100 | CNDg 100
0.95 | 950 | 4917.160 | 1929.040 | 852.097 | 3342.850
0.995 | 950 | 10 799.9353 4236.897 | 1410.687 55834.232

On observe qu’augmenter le nombre de contrats permet de diminuer la
valeur de la prime w, , = TVaR, (W,) et que la composante diversifiable
tend wvers 0 lorsque le nombre de contrats devient élevé. En outre, le
pourcentage de la variance expliqué par le risque diversifiable diminue de
71.8 % & 20.8 % en augmentant le nombre de contrats de 10 ¢ 100. Bien
que la mutualisation des risques permette d’éliminer le risque diversifiable,
la compagnie d’assurance reste exposée au risque lié & la dépendance entre
les assurés, induite par la v.a. ©.
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3.8.2  Mutualisation et risque d’inflation

La modélisation du risque d’inflation est illustrée dans I'exemple suivant.

Exemple 3.39 Risque d’inflation. On considére un portefeuille de n
contrats d’assurance maladie. On veut examiner limpact de l'inflation
(indezation des frais médicaux) sur les cotits du portefeuille. Les cotts pour
un contrat sont définis par la v.a. X;, ot X; = ef X Y;, avec

B, I;=1
Yi_{ 0, ;=0 °

pouri=1,2,3,...,n. On suppose que les v.a. Y1,...,Y,, sont indépendantes.
Pour des fins de simplification, on suppose que le taux d’indexation R est
une v.a. discréte avec Pr(R =r;) = fr(r;) pour j =1,2,...,m. On a

E[Xi] = E[e" x V] = E "] x B[]

et
E[X?]=E [ xY?] = E[*f] x E[Y?],

pour i =1,2,3,....,n. De plus, on déduit

Fx,(z) = > Pr(R=r;)Pr(X; <a|R=r))
=1

= ZPr (R=r;) Fy, (ze77),
j=1
avec Fy, () = 1 — ¢q; + ¢;Fp, (2), pour i = 1,2,3,....,n. Pour i # i, on
mentionne que Cov (X;, X;/) = E[X;Xy] — E[X;] E[Xy] avec
E[X;Xy]=E[®" xVix e xVy] = E[e*] x EY}] E[Yy].
Apres quelques manipulations, on obtient
Cov (XzaXz’) =F [XzXz’] —F [Xz] E [Xz’} =F sz} E sz’] Var (GR) .

Le montant total des codts pour le portefeuille est S = Z?Zl X; =BT on
T =>35"" Y. L'espérance de S est donnée par

E[S]=E[" xT| = E["] x E[T].

Pour le calcul de la wvariance, on peut recourir & lapproche suivante
Var (S) = E [S?] — E[S]” avec

E[S] = E [e*f x T?] = E [¢*"] x E [T?]
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et E [TQ] = Var(T)+ FE [T]2. On peut aussi appliquer la formule de la
variance totale

Var (S) = Eg [Var (S|R)] + Varg (E [S|R)])

E[S|R] = E|[Tror]e”
Var (S|R) = Var(Tror)e*",
ce qui conduit G
Eg[Var(S|R)] = Var(T)E [¢*7]
Varg (E[S|R]) = E [T]2 Var (eR) .
Enfin, on a
Fs (z) = ZfR (rj) Pr(S <z|R = R;) = ZfR (rj) Fr (ze7"7).
i=1 ~

Dans le cas ot Fr(xe™"7) ne peut pas étre évaluée de fagon exacte, on a
recours ¢ des méthodes d’agrégation. ]

3.8.3  Mutualisation et mortalité stochastique

On examine un phénomeéne intéressant propre a une compagnie d’assurance
de personnes. La mortalité stochastique est un sujet d’actualité. Par
mortalité stochastique, on entend & la fois le risque d’amélioration des
durées de vie des assurés d’un portefeuille de contrats de rente ou
d’assurance ou le risque d’épidémie, par exemple.

Afin d’expliquer 'impact et la gestion du risque de mortalité stochastique,
on a recours & un modele simple. On considére deux portefeuilles d’une
compagnie d’assurance de personnes. Le portefeuille 1 comporte nq contrats
d’assurance vie temporaire 1 an. Le portefeuille 2 comprend ny contrats
d’assurance dotation pure 1 an. Un contrat d’assurance temporaire prévoit,
en cas de déces pendant la prochaine année, le versement d’une prestation
a la fin de 'année. En cas de survie jusqu’a la fin de la premiére année, le
titulaire du contrat d’assurance dotation pure se voit verser une prestation
ala fin de Pannée.

L’ensemble des contrats des deux portefeuilles est exposé a la mortalité
stochastique, représentée par la v.a. © € {61,602} avec a; =Pr(© =46,) =
0.5, pour j = 1,2. La v.a. © influence les durées de vie de tous les assurés
des portefeuilles 1 et 2. On définit les cotits éventuels pour la prochaine
année du contrat k du portefeuille ¢ par la v.a. X; ;. Pour le portefeuille 1,
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on a

o by, si Iassuré k décéde pendant ’année
LE= 0, si Passuré k survit jusqu’a la fin de I'année

alors que pour le portefeuille 2, on définit

Xogp =

0, si Passuré k décéde pendant 'année
{ ¢, si Vassuré k survit jusqu’a la fin de 'année
Le montant total des sinistres pour le portefeuille ¢ (i = 1,2) est représenté
par la v.a. S; = X; 1 + ... + X, »,. Le montant total des sinistres pour les
deux portefeuilles combinés est défini par la v.a. § = S1+55. La probabilité
conditionnelle de déceés de I'assuré £ du portefeuille ¢ sachant que © = 8,

(9;)

est désignée par ;5 - De plus, la probabilité non conditionnelle de déces
de I'assuré k du portefeuille ¢ est g; , = Z?Zl ajqf,j). Tous les assurés sont
distincts. Sachant ©, les durées de vie des assurés sont conditionnellement
indépendantes. On ne tient pas compte du taux d’intérét dans les calculs.

Il est important de mentionner que les assurés des contrats d’assurance
temporaire et les titulaires des contrats d’assurance dotation pure ne font
pas partie du méme groupe d’age.

Il est clair que E [X1 ] = bpq16, E[Xox] = ¢k (1 —q15), Var (X1 4) =
b2 (1 —q1x), Var (Xa ) = c2 (1 — gox) qiok.- On quantifie le risque associé
a chaque v.a. S7, S5 et S par leurs variances. Pour chacune de ces v.a.,
on utilise la formule de la variance totale pour décomposer la variance en
deux composantes : une composante quantifiant la mortalité systématique

et une deuxiéme composante quantifiant la mortalité non systématique:

Var (S;) = FE[Var(S;|0)]+ Var (E[S;|0]),i=1,2
Var (§) = F[Var(S|©)]+ Var (E[S|O]).

Ainsi, deux sources expliquent la valeur des variances de Sy, Ss et S :

e % de Var (S;) (ou Var (S)) expliqué par le risque non systématique
E[Var(S;|9)] E[Var(5]9)] )
Var(S;) Var(S)

)

(mutualisation) : (ou

e % de Var(S;) (ou Var(S)) expliqué par le risque systématique
Var(E[S;|©]) (ou Var(E[S\@]))
Var(S;) Var(S) '

(mortalité stochastique) :

On considére le probléme suivant. Pour un portefeuille d’assurance
Var(E[S2]0]) > E[Var(S;|9)]

Var(S2) Var(S;)
on s’y attend en pratique. Alors, on fusionne le portefeuille d’assurance
dotation pure 1 an avec un portefeulle d’assurance temporaire 1. En

procédant de la sorte, on espére que la source %@% du risque

dotation pure 1 an, on suppose que comme
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systématique s’approche de zéro, ce qui implique que l'on a réussi a
éliminer le risque systématique.

Il reste & déterminer sous quelle condition cela est possible. En fait, on
veut que Var (E [(S]©)]) soit égal a zéro. Par convention, on suppose que

9 0o
qf Vs g, >qf 2,

pour ¢ = 1,2. On suppose aussi que les quantités ¢, ny et b sont connues. De
(01) (61) (02) (02)

plus, les probabilités aq, q; 7/, g5 7, aa, q; 7, g3/ sont connues d’avance
d’apres le modele. Il reste & déterminer le nombre n; de contrats.

A cette fin, on développe, en fonction des parametres du modeéle, les
expressions de la composante quantifiant la mortalité systématique pour
chaque v.a. Sy, Sp et S. Tout d’abord, on a

Var (E[($110)) = E [(E(Si]0)] - E[$1])’]
2 2
o, (bn1q§0'j) — bnlql) .

Ensuite, ’expression de Var (E [(S2]|0)]) est donnée par
Var (E[(5:[0)) = E[(E[($:00)] - E[S:))?]
a; (cng (1 — qée"')) —cng (1 — qg))2 .

J

Enfin, on déduit 'expression suivante pour Var (E [(S]©)]):

Var (E [(S|09)])
= E[(B((S10)] - FIS)

= E[(E($110)] - ESi] + E[($:/0)] - E[S:])”

2
= Y i (E[(51]0 =6,)] — E[Si]+ E[(S:]6 = 6;)] — E[S2])*
j=1

qui devient

Var (E[(510)))

2
= Z o (bn1q§0j) —bniqr + cng (1 - qéej)) —cng (1 — q2))2 .

j=1
(3.8)
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On veut trouver 7y de telle sorte que (3.8) soit nulle. Alors, (3.8) devient

Var (E[(5]0)])
9 2
- e, (bm (qf)j) _ q1> — cna (qée’) - Q2>>
j=1

2
= o (bnlaz (qﬁgl) - qf”) — CNaQig (Cégl) - Q§62)))
2
+aog (bnloél (C]§02) - cﬁgl)) — N2t (C]§02) - cégl)))

= (0103 + azad) (bm (q§0|) _ q§92)) ~ eng (qég‘) B q§92)>>2
=0 (3.9)

11 faut que lintérieur de la parenthése en (3.9) soit nul. On isole n; et on

obtient
nac (1 — g - (1 - qgm))
b (qu - q§02)) .

L’interprétation du ratio en (3.10) est donnée par

ny =

(3.10)

écart entre les deux espérances conditionnelles de Sy

écart entre les deux espérances conditionnelles de S; divisé par n;

Bref, on cherche n; de telle sorte que l’écart entre deux espérances
conditionnelles de S5 soit égal & I’écart entre deux espérances conditionnelles

de SQ.
Ces notions sont illustrées via ’exemple suivant.

Exemple 3.40 Les hypothéses sont : ay = ag = 0.5 ; portefeuille 1 avec
ny contrats (o déterminer), prestation de décés by, = 10 000, q%gli) = 0.0035,

qﬁj) = 0.0025 ; portefeuille 2 avec no = 2000 contrats, montant de dotation

pure ¢, = 10 000, qéeli) =0.04, qgez) =0.02.
A partir de ces valeurs pour les parametres du modele, on obtient ny =

40 000. De plus, on a E[S1] =1 200 000, E [S5] = 19 400 000 et E[S] =
20 600 000. On obtient aussi

Var (S1) = 5.1963 x 10'° (0.189962),

Var (Sp) = 4.58 x 10'° (0.011031),
Var (S) = 1.7763 x 10'° (0.00647 ).

Le coefficient de variation (valeurs entre parenthéses) de S est plus bas que
le coefficient de variation de Sy et que le coefficient de wvariation de Ss.
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Le pourcentage de la variance expliquée par la mortalité systématique pour
S, So et S est YrLEURION — 76.97785 %, YU ON) — 87.33624 % et
Var(E[(5[9)]) _ .

Var(S)

En unifiant les deuxr portefeuilles (avec le mombre ny de contrats
calculé adéquatement), on a réussi & éliminer le risque systématique. En
composant un portefeuille d’un nombre approprié de contrats d’assurance
vie temporaire et de contrats d’assurance dotation pure, on est parvenu
a éliminer complétement le risque lié & la mortalité stochastique. Les
compagnies d’assurance vie ont la possibilité de recourir & cette forme de
couverture naturelle afin d’éliminer le risque lié & la mortalité stochastique,
ce qui n'est pas le cas des régimes privés de retraite. Par ailleurs, compte
tenu du nombre de contrats d’assurance vie que la compagnie d’assurance
détient dans son portefeuille, elle peut établir la capacité maximale o
émettre des contrats d’assurance dotation pure. [

3.9 Mutualisation et risque de crédit

Une compagnie d’assurance ou une institution financiére peuvent étre
exposées & des activités d’assurance et de crédit. On a recours a ’exemple
simple suivant pour illustrer la mutualisation de ces deux types d’activités.

Exemple 3.41 Activités d’assurance et activités bancaires. On
considére institution financiére ABC ayant des activités d’assurance et
bancaires pendant une année. Le portefeuille d’activités d’assurance est
composé de deux lignes d’affaires : assurance automobile aux particuliers
(classe 1) et assurance habitation aux particuliers (classe 2). On suppose
que tous les risques individuels sont indépendants. Les codts pour un
contrat i de la classe j sont représentés par la v.a. Xi(j) (i=1,2, wynl@;

j=1,2).
e Assurance habitation : Nb de contrats n\) = 3000, E [Xi(l)] = 100
et Var (X}l)) —3002, i =1,2,..,n0.

o Assurance automobile : Nb de contrats n® = 2000, E [ (2)} =120
et Var (Xf)) — 4002, i =1,2,..,n®.

1. 04
(i=1,2,. anl) =1 ,2). Les revenus de primes sont investis & un taux
annuel d mteret de 4 %.
Le portefeuille d’activités bancaires est constitué de certificats de dépot
et de préts personnels.

Pour un contrat i de la classe j, la prime est égale ¢ 1.06 X — X E/ {X( )}
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o (Certificats de dépot 1 an. ABC a émis 1000 certificats de dépét avec
échéance 1 an. Pour chaque certificat, le montant investi est % au
temps 0. La valeur remboursée & l'échéance est 500.

e Préts personnels 1 an. ABC a émis 650 préts personnels avec
échéance 1 an. Pour chaque prét, la valeur prétée est f‘%%. Chaque
emprunteur doit rembourser 800 & échéance. La probabilité de défaut
est de ¢ = 2.5 %. En cas de défaut, 'emprunteur n’est pas en mesure
de rembourser le montant de 800. La valeur remboursée au temps
1 par UVemprunteur | (I = 1,2,...,650) est représentée par la v.a.
Y, o0 Y, =800 x J, Jg ~ Bern(1—¢q) (I = 1,2,...,630). Tous
les emprunteurs sont indépendants. Les activités d’assurance et les
activités bancaires sont indépendantes.

On utilise les notations et hypothéses suivantes :
e P = revenu total des primes d’assurance accumulées au temps 1.

e S = montant total des sinistres que ABC devra rembourser au temps
1.

D = montant total des versements que ABC doit faire par rapport
auzx certificats de dépot au temps 1.

C = montant total des préts qui seront remboursés ¢ ABC par les
emprunteurs au temps 1.

L = pertes au temps 1 = montant total des engagements & verser au
temps 1 — montant total des sommes disponibles au temps 1 (pour
payer ces engagements).

On définit L=S—P+D—C ou S et C sont des v.a. alors que P et
D sont des constantes. Ainsi, pour les activités d’assurance, les entrées de
fonds sont certaines et les sorties de fonds (sinistres) sont aléatoires. Pour
les activités bancaires, les sorties de fonds sont certaines et les entrées
de fonds (remboursement des préts) sont aléatoires. L’espérance de L est
donnée par

E[L]=E[S]— P+ D— E[C] = —39 400,

E[S] = 3000 x 100+ 2000 x 120 = 540 000,
P = 1.06 x E[S] =1.06 x (3000 x 100 4+ 2000 x 120) = 572 400,
D = 500 000 et E[C] = 507 000.
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Ensuite, la variance de L est

Var(S) = 3000 x 3002 + 2000 x 4002 = 59 000 000,
Var(C) = 650 x 800% x 0.025 (1 — 0.025) = 10 140 000,
Var (L) = Var(S)+ Var (C) = 600 140 000.

En ayant recours & l'approximation normale, la probabilité d’une perte
positive est

— (—39 400
Pr(L>0) = 1Pr(L<0)~1Pr(Z<¥)
/600 140 000
—  0.0538836.

En  utilisant Uapproximation mnormale, les wvaleurs de VaR, (L) et
TVaR, (L) avec k = 99.5 % sont 28 702.04 et 31 446.25. Bien que
la probabilité d’une perte positive soit seulement de 5.39 %, la gravité de
cette perte peut étre trés élevée. Dans cet exemple, on a supposé que les
défauts liés aux préts personnels sont indépendants alors qu’en réalité ils
sont dépendants. Il en résulterait un effet o la hausse sur la TVaR. [

On présente ci-dessous un exemple illustrant 'impact des effets insidieux
de titres avec risques de défaut.

Exemple 3.42 On considére une compagnie d’assurance vie qui a émis
300 000 contrats d’assurance temporaire 1 an. Les durées de vie des assurés
sont i.i.d. Le montant de prestation de décés est de 50. La probabilité de
décés pour la période est ¢ = 0.01. Le tauzr annuel d’intérét déterministe
est i = 0.05 (compte en banque).

Toutefois, pour diminuer son priz, la prime pour le contrat d’assurance
est calculée selon le principe d’équivalence avec un teux d’intérét i., i.e.
PUN = bﬁ. Le tauz i, est calculé en supposant que le revenu total de
primes est investi entierement dans un portefeuille de titres & revenus fixes
comportant un risque de défaut. Ces titres sont des préts individuels d’un an
(émis par la compagnie) avec un capital de ¢ =1 & rembourser & l’échéance
(1 an). Un emprunteur a une probabilité de défaut de r = ﬁ de ne pas
payer le capital & échéance (en cas de défaut, 'emprunteur ne remboursera
pas le capital associé au prét). La valeur prétée par Uinstitution correspond
a Uespérance de la valeur présente (actualisée) du montant qui peut étre
recouvert par la compagnie :

1—7r 1

VAL =c¢ c —,
1+4¢ 1+,

o l+1i, = 111'2, = 1%’?(1: = 1.0605. Le revenu total de primes est noté par

TOT A _ PUNTOT
PUN et le nombre de préts est m = ~—rp—.
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Les risques de défaut des emprunteurs sont influencés par les conditions
économiques représentées par la v.a. © ot Pr(©@ =6,) =m; (i=1,2) avec
01 = conditions normales et 85 = conditions de crise. Pouri=1,2,...,m,
on définit la v.a. I; ou I; = 1 lorsque l'emprunteur i fait défaut et I = 0,
sinon. On a Pr(I; = 1) = r = g5x. On note Pr(I; = 1|0 = 6;) = r) qvec
j=1,2. On fize 1 = 0.9, m2 = 0.1, 7() = 0.009 et r® = L8 — 001801
de telle sorte que la relation Pr(I; =1) = 23:1 mr) = r = L soit
satisfaite. Les conditions économiques influencent uniquement les risques
des emprunteurs ¢ faire défaut et n’affectent pas les temps de décés des
assurés. On suppose que les risques des emprunteurs & faire défaut et que
les durées de vie des assurés sont indépendants.

Etant donné les conditions économiques qui prévalent, les emprunteurs
sont conditionnellement indépendants. On définit les v.a. suivantes : Z (1)
est la somme totale des prestations de décés & verser au temps 1 ; V (1)
est la valeur du portefeuille d’investissement au temps 1 correspondant &
la somme totale des préts remboursés et de la valeur résiduelle dans le
certificat de dépot ; et L (1) est la perte au temps 1 avec L (1) = Z (1) —
V (1). On utilise Uapproximation normale de fagon appropriée pour évaluer
le comportement de Z (1) et V (1).

On a PUN = 0471475719 et VAL = 0.942951438. Il en résulte que le
revenu total de primes est

PUNTOT = (.471475719 x 300 000 = 141 442.7157

5 _ 0.471475719x300 000 _
et que le nombre de préts est m = 0 042951438 = 150 000. On

détermine F [Z (1)] = 150 000 et Var (Z (1)) = 7 425 000. En outre, on

Q

EV(1)|©=6] = 148 650.0,
E[V(1)|©=0,] = 147 208.514851
et
Var (V(1)|©=6,) = 1337.85,
Var (V(1)]0 = ;) = 2652.8317.

On utilise 'approzimation normale de facon adéquate pour calculer la
probablité que la perte L (1) soit positive

Pr(L(1)>0) = Pr(Z(1)-V(1)>0)

= mPr(Z(1)-V(1)>0/0=0)
+me Pr(Z (1) —V (1) > 0|© = 65)
w1 Pr (W71 > 0) + 7o Pr (W, > 0),

12
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o Wi ~ N (p;,0?) avec p; = E[Z(1)] — E[V(1)|© =06, ¢? =
Var (Z (1)) + Var (V (1) |© = 0;) et

@y = 150 000 — 148 650.0 = 1350,

ty = 150 000 — 147 298.5149 = 2701.4851,
o2 = 7425000+ 1337.85 = 7 426 337.85,

o3 = 7425000 + 2652.8317 = 7 427 652.832.

Avec Y ~ N (0,1), on obtient

Pr(L(1)>0)

12

-1
7 Pr (y > ﬁ)
V7 426 337.85

—2701.485149 )

+7y Pr (Y il
V7 427 652.832
= 0.9Pr(Y > —0.495389)

+0.1Pr (Y > —0.991235)
= 0.704775.

Finalement, on déduit VaRg.ge5 (L (1)) = 8606.515 et TVaRy.g95 (L (1)) =
7728.2. La probabilité d’une perte positive est trés élevée. [

3.10 Mutualisation et risques extraordinaires

On entend par risque extraordinaire les cofits couverts par une protection
offerte aux dommages d’un barrage hydro-électrique, d’une raffinerie, d’une
plate-forme d’extraction pétroliére, d’un avion, d’un satellite, etc.

Le mécanisme d’assurance fondé sur la mutualisation des risques ne peut
pas étre appliqué a ce type de risques. En fait, une compagnie d’assurance
ne peut pas a elle seule assumer un tel risque. Il est impossible d’imaginer
qu’une compagnie d’assurance dispose de la capacité financiére nécessaire
pour assumer un ensemble de risques relativement similaires. Les risques
extraordinaires intéressent généralement les compagnies de réassurance.

Ce type de risques d’assurance est légérement différent. On imagine un
groupe de n compagnies de réassurance. On suppose aussi que le marché
compte n risques extraordinaires X1, Xo, ..., X,, & assurer. Pour simplifier
la présentation, on suppose que les v.a. X1, Xo, ..., X, sont i.i.d., ce qui
implique que les risques extraordinaires sont indépendants et que leurs
comportements aléatoires sont similaires. Donc, on a F[X;] = F[X] et
Var (X;) = Var(X), pour i = 1, 2, ..., n. On sait que chaque compagnie
de réassurance ne peut pas assumer la totalité d’un seul risque isolé,
par exemple Xy, vu Pampleur des coiits associés. On suppose alors que
chaque compagnie de réassurance assume une part égale de chaque risque
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X; (i=1,2,...,n). Ainsi, le risque global assumé par la compagnie de
réassurance j est S; = L X;. On observe que

i=17n
E[Sj]=E Z%X] - %imxi] ~ 2E[X] = B[X]
et
Var (S;) Var <z”: %Xl> = % Zn:Var (X:)
i=1 i=1

n 1
ﬁVar (X)= EVar (X)

pour 7 =1,2,...,n.

Ainsi, pour une compagnie de réassurance j, 'espérance des cofits reste
identique qu’elle assume 1 seul rique ou n parts égales de n risques i.i.d.
Cependant, quand la compagnie de réassurance assume n parts égales de
n risques i.i.d., il est important de constater que la variabilité des cotits est
nettement inférieure a la variabilité des cotits lorsqu’elle décide d’assumer
en entier un seul contrat.

3.11 Mutualisation et risque financier

Lorsque le portefeuille de contrats d’assurance est exposé au risque
financier, il en découle un impact important sur la mutualisation des
risques. On considére via un exemple 'impact du risque financier sur la
mutualisation au sein d’un portefeuille d’assurance.

Exemple 3.43 On suppose que n contrats d’assurance temporaire 1 an
sont émis & des assurés dont les durées de vie sont i.i.d. Pour tous les
contrats, la prestation de décés est b et la probabilité de décés est ¢ = 0.01.
Le montant total des prestations ¢ la fin de 'année est représenté par la
v.a. Sy et la compagnie désire que [’espérance du montant disponible pour
financer S, soit égal & (14+0)E[S,] = (1+6)nbg. La compagnie a le
choiz entre 2 stratégies de financement et elle calcule la prime pour chaque
contrat selon chaque stratégie.

e Stratégie 1. La compagnie investit le revenu total de primes dans
un placement dont le rendement instantané est assuré o 4 % (ex :
titre obligataire avec échéance 1 an). La valeur de l'investissement a

0 est VD (0) =nx ’/TE}Z)), sott le revenu total des primes. La valeur de
Vinvestissement au temps 1 est VD (1) o VI (1) = 204 x V(1) (0).
La prime pour chaque contrat est déterminée de telle sorte que la
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relation
B[V (1)] =20 x v (0) = e*Vnrl)) = (1+0) E[S,]
soit satisfaite. On obtient

0 - %670-04 (1+6)E[S,] = e %% (14 6) bg.

Stratégie 2. La compagnie investit le revenu total de primes dans
un fonds d’actions dont le rendement instantané est une v.a. R. On
suppose que la v.a. R obéit & une lot normale d’espérance 0.17% x 0.42
et de variance 0.42. La valeur de l'investissement & 0 est V (0) =
au temps 1 est V (1) ou V (1) = e® x V (0). La prime pour chaque
contrat est déterminée de telle sorte que la relation

soit le revenu total des primes. La valeur de linvestissement

E[V (1)) =E[e"] x V(0) = E [e"] n72) = (1+6) E[S,]
soit satisfaite. On obtient

(1+6) E[Sn]
E[ef

1
T n

Pour chaque stratégie j = 1 et 2, on calcule PY — pr (Sn <y (1)),

(n) =

soit la probabilité que la compagnie remplisse ses engagements sous la
stratégie j. On définit N, le nombre de décés pour le portefeuille ou
N, ~ Bin (n,q). Les expressions pour chaque probabilité sont

et

Pl = Pr (Sn <y (1)) -
= Pr (Sn <e 00 (14 9) an)
= Pr (Nn <e %0 (14 9) nq) ,

P((ii = Pr (Sn <V )) —Pr (Nn < V(Q;(l))
= iPY(Nn — k) Pr (”(“‘))bEffR}eR . k)
k=0
= OOPr(ank)Pr<R>1n(”%[;%)q))
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On fize b = 10 000 et ¢ = 0.001. Dans le tableau suivant, on calcule les
valeurs de WEQ) et P((i; pour chaque stratégie 1 et 2, pour n = 1000 et
1 000 000 ainsi que pour différentes valeurs de 0 :

" 0 ey e I5e) 158

(n) (n) (n) (n)

1000 | 20 % | 11.52947 | 10.85805 | 0.7357589 | 0.6021346
1000000 | 20 % | 11.52947 | 10.85805 1| 0.6011207
1000 | 5 % | 10.08829 | 9.500793 | 0.7357589 | 0.5468857
7000000 | 5 % | 10.08829 | 9.500793 | 0.9440612 | 0.4694943
1000 0% | 9.607894 | 9.04837] | 0.7357589 | 0.527555

7 000 000 0% | 9.607894 | 9.04837] | 0.5084094 | 0.4214691
1000 | 10 % | 8.647105 | 8.143537 | 0.367695 | 0.488666
7000000 | -10 % | 8.647105 | 8.143537 | 0.000697 | 0.322501

Cet exemple permet de visualiser U'interaction du risque financier et de la
mutualisation de risques indépendants. Le risque de mortalité se diversifie
alors que le risque financier ne se diversifie pas, car le revenu total de
primes est investi dans le méme fonds et que les fluctuations aléatoires du
marché influencent par conséquent l’ensemble des contrats du portefeuille.
L’impact du risque financier dépend & la fois de la marge de sécurité 0
(négative ou positive) et du nombre de contrats au sein du portefeuille.

St on fize une marge relative de sécurité strictement positive, on constate
que la probabilité de remplir les engagements tend vers 1 sous la stratégie
1 lorsque le nombre de contrats augmente (ce qui est démontré o la
sous-section 3.7.3). Toutefois, si 'on choisit la stratégie 2, la prime est
moins élevée car la stratégie est plus agressive mais on réduit de fagcon
significative la probabilité de remplir les engagements (pour 6 = 20 %,
P((12)000 o0y = 60.11207 % versus P((ll)000 000y = 100 %). Si la marge relative
de sécurité est strictement négative et sous la stratégie 1, la probabilité
de remplir les engagements tend vers 0 lorsque le nombre n de contrats
augmente. En revanche, comme la stratégie 2 est plus agressive, elle permet
de compenser la présence d’une marge négative de sécurité ce qui conduit
& une probabilité non nulle de remplir les engagements. [

3.12 Mutualisation et catastrophes naturelles

Les catastrophes naturelles induisent une forte dépendance dans la
réalisation des sinistres d’un ensemble de contrats. La gestion du risque
global associé a un ensemble de contrats exposés a des catastrophes ne
peut pas étre faite de fagon similaire a la gestion du risque global d’un
ensemble de contrats indépendants.

On considére un ensemble de n contrats d’assurance habitation dans une
région exposée A un risque élevé de catastrophe (ex : tremblements de terre,

inondations, ouragans ou toute autre catastrophe naturelle).
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Les colts pour le contrat ¢ sont définis par la v.a. X; ou X; =
X?FCAT + XEAT on la v.a. XEAT représente les cotits associés a
XN_CAT correspond aux
cotuts pour les autres protections. Les v.a. XN CAT ot XCAT sont
indépendantes. On a E[X;] = F [XN CAT] + E [XTAT] et Val( i) =
Var (XN ~94T) 4 Var (X£AT).

On se concentre sur la modélisation de XiCAT pour ¢ = 1, 2, ..., n,
en particulier sur les dommages matériels. La définition de la v.a. Xic AT
comporte trois composantes, qui sont 'avénement d’une catastrophe (la
fréquence), 'intensité de la catastrophe et les dommages matériels étant

la protection pour catastrophe et la v.a.

donné l'intensité de la catastrophe. Dans cette section, on a recours a une
modélisation relativement simple.

Concernant la fréquence, on suppose qu’'une seule catastrophe peut se
produire au cours de la période fixée du contrat (ex : 1 an). On définit la v.a.
ICAT  Bern (qCAT) telle que 7947 prend la valeur 1 si une catastrophe se
produit au cours de la période et 0 sinon. En cas de catastrophe, I'intensité
de la catastrophe est définie par la v.a. @47 une v.a. positive discréte
ou continue. Dans le contexte des tremblements de terre, @“AT représente
Péchelle d’intensité de Mercali (6, 7, ..., 12). Dans cette section, les v.a.
O et IAT sont supposées indépendantes, mais cette hypothése n’est pas
toujours adéquate selon le contexte (notamment pour les tremblements de
terre).

On définit la v.a. XiCAT par

XCAT _ BZCAT7 ICAT =1
i O, ICAT =0 9

ol Bic AT représente les dommages matériels en cas de catastrophe pour le

contrat ¢ si une catastrophe se produit. La v.a. BiCAT (1 =1,2,..,n) est
définie par BEAT = UFAT x ¢; ot la v.a. UCAT représente le pourcentage
de dommages et la constante c¢; représente la valeur de la résidence. La v.a.
UFAT peut prendre des valeurs entre 0 et 1. Le comportement de la v.a.
U; dépend de lintensité © du tremblement de terre. Sachant que © = 6
(0 =1,2), les v.a. (U; |© = 0) sont conditionnellement indépendantes. Les
spécifications de la distribution de (U; |© = €) sont établies en fonction du
type de catastrophe et des caractéristiques de la propriété i (i = 1,2,...,n)
a partir de données passées et des avis d’experts.
On obtient
E[XCAT) = g [1°4T] E [BEAT]

et

Var (XiCAT) =F [ICAT] Var (Bl.CAT) 4 Var (ICAT) E [BiCAT]Q :
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pour ¢ = 1,2,...,n. De plus, on a
Cov (X7AT XAT) = B [XEATXCAT] — B [X7AT) B [X7AT],
pour i # j € {1,2,...,n}. D’abord,

E[XPATXSAT] = Erear [E [ X7ATXTAT| 1947]]

avec
% J
i J
= ) Pr(®0=0)cicE U0 =0, E [UAT|0 = 0]
=1
et
E [XiC’ATXjCAT| IC’AT _ O] =0.
Ainsi,
E[XFATXGAT] = Ejear [I°%7 x E [BEAT] E [BYAT]]

Il en résulte que

Cov (XA, XEAT) = Cov (X747, x547)
i J
(3.11)
pouri #j € {1,2,...,n}.
Les cofits totaux pour le portefeuille sont définis par la v.a. S avec S =

> Xi que l'on peut exprimer sous la forme S = SN=CAT 4 GUAT o ]a

v.a, SN-CAT — S XiN_CAT correspond & la somme des cotits pour les

protections qui ne sont pas liées aux catastrophes et la v.a.
n
SUAT =N " x AT (3.12)
i=1

correspond & la somme des colts pour les protections liées aux catastrophes.
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Concernant les colts catastrophiques du portefeuille, on peut réécrire
(3.12) sous la forme

DCAT =1

CAT )

S { 0, I=0 , (3.13)
ot DCAT = S  BEAT Selon (3.13), si une catastrophe survient, le

portefeuille va encourir des colits d’une ampleur considérable, représentés
par la v.a. DYAT . Cela est mis en évidence par le fait que l'on puisse
exprimer S¢47T selon I’approche indemnitaire.

Selon 'équation (3.12), on déduit que

E[SCAT] = iE [XCAT] = B [164T] zn;E [BEAT] .

Selon (3.13), on déduit aussi que

E [SCAT] — Erear [E [SCAT| IOATH
E [IC’AT] E [DCAT]

= E[1947] zn;E [BEAT].

SCAT

En se basant sur (3.12), la variance de est donnée par

Var (S94T) =3 "Var (XFAT) +)° Y Cov (X747, X7AT) (3.14)

i=1 i=1 j=1,ji
ou, en utilisant la relation (3.13), son expression est
Var (SPAT) = E [I947] Var (DOAT) + Var (I947) E [DCAT])* . (3.15)

En développant (3.14) et (3.15), elles conduisent a la méme expression de
Var (S CAT).

A partir de la relation (3.13), la fonction de répartition de Sq(%‘% est
déduite

CAT CAT
FSEF{)‘I (:L‘) = Pr (I = 0) + Pr (I = 1) FDUAT (:L’)
CAT CAT
= (1 —q ) +q FBf/ATJr“.JrB’(L‘AT ($) .

Par conséquent, la mutualisation ne permet pas a la compagnie d’assurance
de réduire le risque lié aux protections pour catastrophes, car les colts
totaux se comportent comme les cotits d’un risque modélisé selon I’approche
indemnitaire.
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On mentionne que E [S] = E [SNOAT] + B [SCAT] et
Var (S) = Var (SV4T) + Var (S°47).
De plus, la fonction de répartition de .S est donnée par
Fs(z)=(1- qCAT) Fsnear (2) + qAT Fgnoary poar () .

Souvent, comme on n’a pas la forme analytique pour Fgncar et
Fgncarypear, on a recours aux méthodes d’approximation (e.g. méthodes
d’approximation basées sur les moments, méthodes récursives, méthodes
ar simulation) pour évaluer Fgncar et Fgnoarypoar.
s s +D

Exemple 3.44 Une compagnie d’assurance a émis n contrats d’assurance
habitation pour des résidences unifamiliales établies dans la région FGH
exposée au risque de tremblements de terre.

Pour une année, les cotts pour ces couvertures sont représentés par les
v.qQ. XiCAT (i=1,...,n). Le nombre de tremblements de terre dans la région
FGH est représenté par la v.a. I ot I ~ Bern(0.05). Lorsqu’un tremblement
de terre se produit dans la région FGH, les cotits de sinistres pour le contrat
i correspondent & la v.a.BEAT (i = 1,2,...,500) ou BEAT = U; x ¢; o la
v.a. U; représente le pourcentage de dommage et la constante c; représente
la valeur de la résidence. La v.a. U; peut prendre des valeurs entre 0 et 1.

Le comportement de la v.a. U; dépend de l'intensité © du tremblement de
terre. Sachant que © =7 (j € {6,7,...,12}), les v.a. (U; |© = j) sont i.i.d.
avec (U;|© =j) ~ Béta (ay,8;). Les valeurs de (aj,8;) (j = 6,...,12)
ainst que les valeurs de la fonction de masse de probabilité de © sont
fournies dans le tableau ci-dessous :

J oj B; | ElU:1©=4] | fo (4)
6 | 2.00314018 | 248.889382 0.008 0.75
7| 4.53586011 | 297.854814 0.015 0.10
8 | 8.52042656 | 71.3822663 0.047 0.05
9 5.1258591 50.570261 0.092 0.04
10 | 4.12149349 | 16.6941302 0.195 | 0.03
71 | 6.89215975 | 21.3543966 0277 | 0.02
12 8.0206085 | 15.48253633 0.373 0.01

Les résidences ont toutes une valeur de 100. Ainsi, on a E [BiCAT] = 2.808,
Var (BEAT) = 44.03484 et VaRg g9 (BEAT) =34.3845 (i =1,2,...,n). On
définit les codts totauz pour les n = 1000 contrats par la v.a. SCAT =
S XEAT . On commence par calculer Uespérance des cotts totaux avec

SCAT _ DCATa I'=1
0, T=0
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ot E[S°4T] = E[DCAT| E[I]. On détermine E [DYAT] = 2808 et
Var (DAT) = 34 892 990. L expression de Fpcar (z) est donnée par

12
Pr (DOAT < z) = Zpr(@ = j)Pr (DOAT < z]0 = 5) .
=6

Pour cet exemple seulement, on applique approrimation normale pour
évaluer Pr (DCAT < x|® :j) pour chaque j = 6,7,...,12 en procédant
comme suit :

12 iy
Pr(DAT <z) =~ Y Pr(0=j)® <xE (Do J]) .
=6

/Var (DOATIO = j)

On déduit que VaRg g9 (DCAT) ~ 24 890. I

3.13 Mutualisation et sinistre maximal

Comme on 'a déja mentionné, le choix de la loi du montant de sinistre
peut avoir un impact considérable sur la distribution du montant total des
sinistres d’un portefeuille. Dans le prochain exemple, on examine 'effet
combiné de la mutualisation et du choix de la loi d’un montant de sinistre
sur le comportement du montant maximal de sinistre pour un portefeuille.
A cette fin, on considére deux lois particulieres, les lois exponentielle et de
Pareto.

Proposition 3.45 Les cotits totauzr pour le portefeuille d’assurance IARD
sont définis par la v.a. S, ~ PComp (An; Fg) ot A = yn et n = nombre
de contrats i.i.d. constituant le portefeuille. Le montant du sinistre le plus
élevé parmi tous les sinistres produits par le portefeuille est défini par la
v.@. Cax,n. L’expression de F¢ est donnée par

max,n

Fopun (2) = Py, (Fp (2)) = exp (n (Fp (z) — 1)),

ot Ny, ~ Pois (yn). En particulier, pour x >0, on a

Fep, (@) =4 P (_”7 ()\ix) ) , 51 B ~ Pafa, )
e exp (—nye” ), si B~ Ewp(B)



3.13 Mutualisation et sinistre maximal 155

Preuve. En conditionnant sur la v.a. N,, ~ Pois(yn), qui représente le
nombre de sinistres du portefeuille, I’expression de Fg est donnée par

max,n

Fcnmx,n ([L’) = fN,L (O) + Z fN,L (k) Pr (Cmax,n S Z‘Nn = k)
k=1
= fn,(0)+ Z fn,, (k) Pr(max(Bi;...; By) < )
k=1
= Iy, O+ v (k) (Fg (2))
k=1

= > fv. (k) (Fp (2))" = Py, (Fp (2))
k=0

= exp(ny (Fp () —1)).

]
Dans le prochain exemple, on illustre le résultat de la proposition 3.45.

Exemple 3.46 Les conditions de la proposition 3.45 sont supposées
satisfaites. La wvaleur du paramétre v est fixrée & 1. Dans les tableaux
ci-dessous, on illustre le comportement de Fc, ., () =1—F¢, . . (@),
en considérant différentes valeurs de n, du paramétre o de la loi de Pareto

et de x. Les paramétres sont choisis de telle sorte que E[N,] = n et
E[S,] =n x 10.
z (n=1) | Bap (&) [ Pa(1.;1) | Pa(15;5) | Pa(2.1;11)
1x E[Sr] 0.30780 0.06903 0.17506 0.22678
1.5 x E[Sh 0.19999 0.04626 0.11750 0.15146
2x E[Sy 0.12658 0.03451 0.08556 0.10731
2.5 X E[Sn 0.07881 0.02739 0.06578 0.07958
3x E[Sh 0.04857 0.02262 0.05256 0.06116
z (n=10) E!Ep(%) Pa(1.1;1) | Pa(1.5;5) | Pa(2.1;11)
1x E[Sn 0.000456 0.06500 0.09870 0.07498
1.5 X E[Sp 0 0.03950 0.05629 0.03506
2x E[Sn 0 0.02885 0.03737 0.02002
2.5 x E[Sn 0 0.02267 0.02708 0.01286
3x E[Sh 0 0.01860 0.02077 0.00892
z (n=100) | Exp(55) | Pa(1.1;1) | Pa(1.55) | Pa(2.1;11)
1x E[Sh 0 0.04883 0.03488 0.00750
1.5 x E[Sn 0 0.03155 0.01987 0.00322
2x E[Sp 0 0.02310 0.01238 0.00178
2.5 X E[Sn 0 0.01812 0.00888 0.00111

3x E[Sy 0 0.01485 0.00676 0.00076
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z (n=1000) | Bxp (L) | Pa(1.;1) | Pa(15;5) | Pa(2.1;11)
1x E[Sy 0 0.03902 0.01111 0.00061
1.5 x E[Sy, 0 0.02516 0.00606 0.00026
2% E[Sy 0 0.01840 0.00394 0.00014
2.5 x E[S, 0 0.01442 0.00282 0.00009
3x F[Sy 0 0.01182 0.00215 0.00006

Pour interpréter ces résultats, on considére x comme étant le revenu de
primes ou la somme d’argent que l'assureur posséde pour faire face o
ses engagements au cours de la prochaine période. On constate que la
probabilité que le montant du sinistre le plus élevé excéde le double de
lespérance des cotts demeure élevée méme si l'espérance du nombre de
sinistres augmente (en supposant que les montants de sinistres obéissent @
une loi de Pareto). Ainsi, la probabilité est fort élevée qu’un seul sinistre
(celui dont le montant est le plus élevé) puisse mettre en péril la solvabilité
d’une compagnie. [

3.14 Notes bibliographiques

Pour un exposé sur les mesures de risque et leurs propriétés, on consultera
e.g. [1], [4], [81] et [24]. Voir e.g. [11], [21], [22] et [50] pour une synthése
sur les méthodes d’approximation basées sur les moments. L’approximation
Pareto généralisée a été proposée par [104] et appliquée notamment par [74].
L’approximation par une loi lognormale est souvent appelée approximation
Fenton-Wilkinson et elle a été proposée par [39] et [77]. Les principaux
résultats de la théorie des probabilités tels que le théoréme central limite
et la loi des grands nombres sont exposés dans tout livre de base sur la
théorie des probabilités (voir e.g. [33] et [94]). La variante du théoréme
central limite est fournie dans e.g. [89]. On peut consulter e.g. [16] et [74]
pour une introduction sur les modéles de risque avec catastrophes.

3.15 Exercices

1. On considére un portefeuille de deux contrats dont les cotits sont
définis par les v.a. indépendantes X et X5. Les v.a. ont pour support
{0, 1000, 2000, 3000, 4000, 5000}. On définit les cotts pour 'ensemble
du portefeuille par la v.a. S = X7 4+ X5. On dispose de 'information
suivante :

k] 0
Fx, (1000k) | 0.3 | 0.
Fx, (1000k) | 0.2 | 0.

0.75 0.9 | 0.96
0.85 | 0.95 | 0.98

=] =] ot

ot O =

(a) Calculer fs(0) et fs (1000).

(b) Calculer VaR, (X1), VaR, (Xz2) et VaR, (S5) avec k = 0.25 et
et 0.995.
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(¢) Calculer TVaR,, (X1), TVaR, (X2) et TVaR, (S) avec k = 0.25
et 0.995.

2. On considére un portefeuille constitué de n contrats d’assurance
automobile. Les cotits pour le contrat 7 sont représentés par la v.a.
X;,1=1,2,...,n. Les v.a. Xq,..., X, sont i.i.d. et elles se comportent
comme la v.a. X. On suppose que X ~ BNComp(r,q;Fg), ou

r=0.5,q=2 et B~ Ga (0.5, 15555
Les coftits pour 'ensemble du portefeuille sont définis par la v.a. S, =

X1+ ...+ X,

(a
(b

) Indiquer la loi de S,,.

) Calculer 'espérance de X et S,, (en fonction de n).
(¢) Calculer Fx (10 000) et Fg,,, (10 000 x 200).
(d) Calculer VaRy 5 (X) et VaRgp. g9 (X).

) Calculer VaRg.5 (S200) et VaRg.99 (S200).

) Calculer TVaRg 5 (X) et TVaRg g9 (X).

) Calculer TVaRg 5 (S200) et TV aRg .99 (S200)-

(e
(f
(g

3. Les cofits totaux pour un portefeuille de n = 20 contrats indépendants
d’assurance automobile sont définis par la via. S = >0 | X;. Les
colits pour le contrat i sont définis par la v.a.

X; ~ PComp (\; =0.01; F,)
avec B; ~ B ~ Exp (ﬁ) (i=1,2,....,n).

(a) Calculer E[X4], Var (X;) et Pr(X; > 8000).
(b) Calculer E [S], Var (S) et Pr (S > 8000).

4. Pour la prochaine année, la compagnie d’assurance vie ABC Life
prévoit d’émettre n contrats d’assurance temporaire 1 an. Pour tous
les contrats, le montant de la prestation en cas de déces est de 1000.
Pour tous les assurés, on suppose que la probabilité de décés est de
2 %. Le montant réclamé pour le contrat j est désigné par la v.a. X;
(j=1,2,...,n). On suppose que les v.a. X1, ..., X;, sont i.i.d.

(a) Calculer l'espérance du montant qui peut étre versé pour un
contrat.

(b) La compagnie demande une prime égale a 2 fois ’espérance pour
chaque contrat. Pour n = 1, 2, 20 et 50, calculer la probabilité
que la compagnie n’ait pas suffisamment d’argent pour remplir
ses engagements envers ’assuré.
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3.

(¢) Refaire le calcul de (b) pour une prime égale & 3 fois 'espérance.

On définit les cotits totaux pour un portefeuille de n = 200 contrats
d’assurance vie temporaire 1 an par la v.a. S,, = Z?Zl X;. Les cofits
pour le contrat ¢ sont définis par la v.a. X; = b;I; avec b; = 10 000
et I; ~ Bern(g; = 0.0012) pour ¢ = 1,2,...,n. Les v.a. I1,..., I, sont
indépendantes.

(a) Calculer E[X;], VaRgyg95 (X;) et TVaRgg95 (X;) pour i =
1,2,....n.

(b) Calculer E [S,], VaRg.995 (Sn) et TVaRg.995 (Sn)-

(c) Calculer les bénéfices de mutualisation BY &8 (S,,) et BEELE (Sy).

Pour la prochaine année, on suppose que n = 1000 contrats
d’assurance automobile seront vendus par une compagnie d’assurance
TIARD. Les cofits pour un contrat d’assurance automobile (v.a. X)
sont modélisés selon l'approche fréquence-sévérité. Le nombre de
sinistres obéit & une loi de Poisson avec A = 0.005. Le montant d’un
sinistre obéit & une loi exponentielle de moyenne 1000. Le montant
total des sinistres pour ’ensemble du portefeuille est représenté par
la v.a. S, = 2?21 X; ou les v.a. X, ..., X, sont i.i.d. (convention :
X; ~ X pour i =1,2,...,n). On définit W,, = %

(a) Pour un contrat ...

i. calculer FE [X7] et Var (Xy) ;
ii. calculer Fx, (), pour x =0, 5,10;
iii. calculer VaRg g9 (X1) et calculer TVaRg g9 (X1).
(b) Pour un portefeuille de n = 1000 contrats ...

i. calculer E [W,] et Var (W,,) ;

ii. indiquer la loi de W, et écrire 'expression de Fyy, () ;
iii. calculer Fy, (x), pour 2 =0,5,10 ;
iv. calculer VaRy.g9 (W) et TVaRg.99 (W,).

(c) Calculer les bénéfices de mutualisation par contrat %BXSQ% (Sn)

et 1 BIYeR (S,) pour n = 1000. (—14.4044 et 483.6472)

On considére un portefeuille de n contrats d’assurance maladie de la
région ABC. Les colits totaux pour le portefeuille sont définis par la
v.a. S, = Z?:l X; ou X; = les cofits pour le contrat ¢, i =1,2,...,n.
Le portefeuille est exposé aux conditions climatiques de la région
ABC qui sont représentées par la v.a. © € {61,03}. Sachant que
O = Qj, (XA@ :93) ~ Ga (0259376: ﬁ) avec 91 = 1, 92 = 2,

Pr(®=0,) =0.75 et Pr(© = 65) = 0.25. Les colits par contrat sont

définis par la v.a. W, = 5=,

n
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(a) Pour un contrat ...

i. calculer E [X1] et Var (X) ;
ii. écrire 'expression de Fy, (z) et calculer Fx, (x), pour =
3000 et 5000 ;
iii. calculer VaRy (X1) et TVaR, (X1) pour £ = 0.99.

(b) Pour un portefeuille de n = 10 contrats ...

i. calculer E [W,,] et Var (W,,) ;
ii. écrire Pexpression de Fy, (x) et calculer Fy, (x), pour z =
3000 et 5000 ;
iii. calculer VaR, (W),) et TVaR,, (W,,) pour x = 0.99.

(¢) On décompose Var(W,) en deux termes : composante
diversifiable = Eg [Var (W,,|©)] et composante non diversifiable
= Varg (F [W,|9)).

i. Calculer les valeurs des deux composantes pour n = 10 ;

ii. Calculer lim Varg (W), lim Fg [Var (W,|0)] et

n—oo

lim Varg (E [W,,|0]).

iii. Commenter les résultats obtenus des trois limites en regard
de la mutualisation des risques.

8. Au début de lannée, linstitution financiere ABC a émis 200
certificats de dépo6t d’un an avec un taux de rendement de 5 %.
Les certificats de dépo6t ont tous un capital b en vigueur de 1000.
La valeur payée par les investisseurs individuels correspond a la
valeur actualisée de b, i.e. dép6t = %. On suppose que l'institution

ABC versera le capital a échéance avec certitude. A la méme date,

Pinstitution ABC a émis n = 100 préts d’un an avec un capital ¢

en vigueur. Le capital est & rembourser & échéance. Un emprunteur

a une probabilité de défaut de 2.77 % de ne pas payer le capital

a échéance i.e. en cas de défaut, 'emprunteur ne remboursera pas

la totalité du capital ¢ du prét. La valeur prétée par l'institution

correspond & lespérance de la valeur actualisée du montant qui
peut étre recouvert par linstitution ABC i.e. montant prété =

o5 X 0.9723. Le montant c est calculé de telle sorte que le montant

total recu en dépot est égal au montant total prété au début de

I’année. On suppose l'indépendance entre les emprunteurs et les

déposants.

(a) Calculer c.

(b) Calculer les revenus nets réalisés par linstitution ABC au
début de 'année si un défaut seulement se réalise. Calculer la
probabilité que cet événement se réalise.
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9.

10.

(¢) Calculer la probabilité que linstitution puisse remplir ses
engagements.

(d) On définit la perte L pour linstitution ABC par la différence
entre le montant total a verser pour les dépots et le montant total
des remboursements des préts. Calculer I'espérance et 1’écart
type de L pour n = 1,10 et 100.

Les cofits pour les contrats 1 et 2 d’un portefeuille d’assurance
pour soins de santé et médicaments sont modélisés selon 'approche
forfaitaire avec X; ~ BComp(l,q; Fp,) ou ¢ = 0.1i et B; ~
Exp(0.0005¢), pour ¢ = 1,2. Les v.a. Iy, Is, By et By sont
indépendantes. Les cotits totaux pour le portefeuille sont définis
par la v.a. S = X7 + Xo.

(a) Calculer E[S] et Var (S5).
(b) Calculer la probabilité que les coiits totaux pour le portefeuille

soient inférieurs a 4000.

On considére un portefeuille de 20 000 contrats d’assurance habitation
pour le volet protection incendie pour la résidence unifamiliale
seulement. Les cofits pour le contrat i sont définis par la v.a. X, soit

X, = { iy B, Mi>0

M;=0"
ou les v.a. B;1,B;2,... sont ii.d. et indépendantes de la v.a. de
fréquence M; (i = 1,2,...,n). Par convention, on note B;, ~ B;

(t=1,2,..,n; k=1,2,...). On suppose que B; = U; X ¢;, ot la v.a.
U; € [0,1] représente le pourcentage de dommage et la constante ¢;
représente la valeur de la résidence. Pour chaque i, les v.a. U; et M;
sont indépendantes. Les résidences sont classées selon deux types de
structures. On a les informations suivantes :

Type A 0.2 0.0225 0.021 0.024
Type B 0.5 0.0100 0.035 0.043

Les résidences sont classées aussi selon leur valeur. La répartition des
contrats selon le type et la valeur de la résidence est la suivante :

Valeur = ¢; = 200 | Valeur = ¢; = 300 Total

Type A 3000 6000 9000
Type B 7000 4000 | 11 000
Total 10 000 10 000 | 20 000

Tous les contrats sont supposés indépendants. On définit les cotts
totaux pour le portefeuille par la v.a. Sag goo = X1 + ... + X290 000-

(a) Calculer E [SQO 000} et Var (SQO 000).
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11.

12.

13.

(b) Evaluer VaRg g9 (S20 000) & l'aide de Papproximation normale.

Un lundi 30 janvier, & 21h42, dans les bureaux de la compagnie
ABC. Atmosphéere tendue. Héloise et Abélard doivent remettre le
lendemain t6t en matinée les résultats pour les n = 25 sinistres
relatifs & des incendies survenus l’année précédente mais dont
on ne connait pas encore les montants. Le montant du sinistre
i est représenté par la v.a. B;, i = 1,2,...,n. Les v.a. Bi,...,By
sont indépendantes. Héloise propose que B ~ LN (2.08,0.832).
IIs définissent S, = Y., B;. Abélard suggére d’approximer la
distribution de S, par la distribution de T ot lav.a. T ~ LN (’y, @2).
Les valeurs de 7y et ¢ sont calculées de telle sorte que F [S,] = E [T
et Var (S,) = Var (T).

(a) Calculer E [S,] et Var (Sy).
(b) Calculer « et .

(¢) Utiliser Papproximation proposée pour évaluer VaRg g9 (Sy) et
TVaRg.g9 (Sn). (i-e. on approxime VaRyg g9 (S, ) par VaRo.o9 (T')
et TVaRy g9 (Sn) par TVaRy g9 (T))

Deux contrats d’assurance maladie avec une durée de converture d’un
an sont émis. Soit la v.a. X; représentant le montant qui peut étre
réclamé au cours de la prochaine année pour ’assuré i. La probabilité
qu’au moins une réclamation se produise est de ¢; = 0.05¢ (i = 1,2).
Si au moins une réclamation se produit, le montant total B; (en
milliers §) obéit & une loi Ga(2¢,5 = 1) (¢ = 1,2). Pour chaque %
(i =1,2), les v.a. I; et B; sont indépendantes. Les v.a. B; (i = 1,2)
sont indépendantes. On définit So = X7 + Xo.

(a) On suppose que les v.a. I; (i = 1,2) sont indépendantes.

i. Calculer F[Ss] et Var (S2).
ii. Calculer Pr(S; = 0), Pr(S2 < 2) et Pr(Sy > 4).
iii. Calculer Pr(X; =0,X5 <4) et Pr(X; > 2, Xs < 4).
(b) On suppose que Pr(Iy = 1,1, = 1) =0.04.
i. Calculer E[Ss] et Var (Sz).
ii. Calculer Pr(S; = 0), Pr(S2 < 2) et Pr(S2 > 4).
iii. Calculer Pr(X; =0, X5 <4) et Pr(X; > 2, Xp < 4).

Les cofits totaux pour un portefeuille de n contrats d’assurance TARD
sont définis par la v.a. S, = > 1 | X;, ot la v.a. X; = cofits pour le
contrat ¢ (¢ = 1,2, ...,n). Les v.a. indépendantes X, ..., X, sont i.i.d.
avec X; ~ X (i = 1,2,....,n) ot E[X] = 2000 et Var (X) = 60002.
La compagnie d’assurance IARD posséde beaucoup de capital. Afin
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14.

15.

d’augmenter sa part de marché, elle décide de charger une prime
m; = 1000 pour ¢ = 1, ..., n et de financer cette réduction de prime par
I’allocation au portefeuille d’un capital w = 1 000 000. La probabilité
de ruine au cours de la prochaine année pour le portefeuille est

U (u) = Pr(Sp >u+ 3500, ).

(a) En utilisant 'approximation normale, évaluer 1400 ().

(b) En utilisant approximation normale, déterminer le nombre n
de contrats de telle sorte que ¥, (u) = 50 %.

(¢) En utilisant Papproximation normale, déterminer lim,, oo %,,.

(d) D’apres la réponse obtenue en (c), qu’advient-il pour les activités
du portefeuille si la compagnie vend un nombre trop important
de contrats 7 Expliquer briévement pourquoi.

Une compagnie d’assurance veut émettre n contrats d’assurance
responsabilité médicale. On définit par la v.a. X; le montant qui peut
étre réclamé au cours de la prochaine année pour le contrat i, avec
X1 =01+R)Yy, .., X,=1+R)Y,,ouY;, ~ BComp(1,0.2; Fp,),
ou B; ~ E:L’p(%), i =1,...,n. L’actuaire croit que les coiits encourus
pour tous les contrats vont étre multipliés par le méme facteur
(1 + R) pour la prochaine année, ot R est une v.a. discréte avec
Pr(R=0.1) = 0.7 et Pr(R=0.3) = 0.3. Les v.a. Y7, ..., Y5, R sont
indépendantes. Le montant total des cotlits pour le portefeuille est
défini par la v.a. S, = >0 | X;.

(a) Pour n = 4, calculer Pr(X; =0, X2 =0, X3 < 20, X, < 20).

(b) Pour n = 2, calculer Pr(S, < 20).

(¢) Pour n = 100, calculer Pr(S, < 300) en utilisant ’approximation
normale de facon appropriée.

On considere le portefeuille d’une compagnie d’assurance IARD.
Le portefeuille est composé de deux lignes d’affaires : assurance
automobile aux particuliers et assurance habitation aux particuliers.
On suppose que tous les risques individuels sont indépendants.

Informations utiles :
e Assurance habitation : Modele fréquence-sévérité pour les colits

pour un contrat. Le montant d’un sinistre est en multiple de

1000.

Classe | Nb | E[M] Var (M) | E[B] | Var(B) | E[X] | Var(X)

1 [ 600 0.02 | 0.02x0.98 100 3300 2 69.92

2 | 400 0.04 | 0.04x0.96 150 7500 6 311.52
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16.

17.

e Assurance automobile : Modele fréquence-sévérité pour les colits
pour un contrat.

Classe | Nb | E[M] | Var(M) | E[B] | Var(B) | E[X] | Var(X)

1 600 | 0.02 0.02 20 500 0.4 18

2 900 | 0.04 0.04 10 200 0.4 12

L’actuaire veut établir le capital économique pour chaque ligne
d’affaires et pour le portefeuille en entier. Il utilise 'approximation
normale.

(a) Calculer le capital économique pour chaque ligne d’affaires en
ayant recours a la mesure VaR avec k = 95 %. Refaire le calcul
avec la mesure TVaR avec k = 95 %.

(b) Calculer le capital économique pour le portefeuille en entier en
ayant recours a la mesure VaR avec k = 95 %. Refaire le calcul
avec la mesure TVaR avec k = 95 %.

Une compagnie d’assurance veut émettre des contrats d’assurance
automobile. On définit par la v.a. X; le montant qui peut étre réclamé
au cours de la prochaine année pour l'assuré ¢, on ¢ = 1,...,n (Note :
X, peut étre nulle). Les v.a. X, ..., X,, sont indépendantes mais elles
ne sont pas identiquement distribuées. Soient les nombres positifs
a, b, ¢, d fixés (tels que a < bet ¢ < d). On suppose que a < E[X;] <b
et ¢ < Var[X;] < d, pour tout ¢ = 1,2,...,n. La prime chargée pour
chaque contrat i est m; = (1 + 0)E[X;] pour ¢ = 1,...,n. On définit
Sp = X1 + ... + X,,. Soit la probabilité de ruine %, (u) définie par

¥, (u) = P(S,, > somme des primes + u),
oll u est le capital initial.

(a) Sié > 0, montrer que ¥, (0) — 0 quand n — oo.
(b) Si# < 0, montrer que ¥,, (0) — 1 quand n — oo.
On considére un portefeuille de contrats d’assurance temporaire 1 an

dans une méme région géographique. La répartition du portefeuille
est donnée dans le tableau ci-dessous :

Clase 7 | q@ | 70 [ n@ [ 50
1| 0.004 | 0.996 | 3000 | 500
2 [ 0.008 | 0.992 | 2000 | 200

Les contrats sont identiquement distribués au sein d’une méme
classe. Les probabilités de déceés des assurés sont influencées par les
conditions climatiques de la région. Les conditions climatiques de la
région affectent I'ensemble du portefeuille et elles sont représentées
par la via. © € {61,602}, ou (1 = normales et s = mauvaises),
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avec Pr(© =6;) = 0.8 et Pr(© =#6y) = 0.2. On définit par p¥)
la probabilité de survie dans les tables selon la classe j (j = 1,2).
Sachant que © = 04, la probabilité conditionnelle de survie pour

un assuré de la classe j est (p(j))l. Sachant que © = 605, la
probabilité conditionnelle de survie pour un assuré de la classe
j est (p(j))s. Sachant les conditions climatiques, les contrats sont
conditionnellement indépendants. Le montant total des sinistres pour
le portefeuille est défini par la v.a. S. On utilise Papproximation
normale de facon appropriée pour évaluer Fg.

(a) Calculer l'espérance de nombre de déces.
(b) Calculer l'espérance et la variance de S.

(¢) Développer lexpression de la fonction de répartition de S et de
son approximation.

(d) Evaluer la probabilité que le montant total des sinistres pour le
portefeuille excéde son espérance.

(e) Evaluer la VaRg.go (S), puis déterminer le capital économique
associé au portefeuille.

(f) Evaluer la TVaRg.g9 (S), puis déterminer le capital économique
associé au portefeuille.

On suppose que n = 400 contrats d’assurance temporaire 1 an sont
émis & des assurés dont les durées de vie sont i.i.d.. Pour tous les
contrats, la prestation de déces est de 20 000. La probabilité de déces
est ¢ = 0.005. Le montant total des prestations a la fin de 'année
est représenté par la v.a. S&%T. La compagnie a le choix entre deux
primes calculées selon des stratégies de placement différentes.

Selon l'approche A, la prime pour chaque contrat est égale a
WE:)). On définit WE:)) =lux(1+9)E [S(TTgT}, ol v = e 004 o
6 = 20 %. En supposant que la compagnie investit le revenu total des
primes dans un placement dont le rendement instantané est assuré
a4 % (ex : titres obligataires 1 an), P(4) représente la probabilité
que la compagnie remplisse ses engagements. La valeur V (0) de
I'investissement au temps 0 est le revenu total des primes. Au temps

1, la valeur de l'investissement est V (1), ou V (1) = %% x V (0).
On cherche p) = Pr (SggT <V (1))

D’aprés 'approche B, la prime pour chaque contrat est égale a ﬂgf)).

La valeur de 7(™ est définie par 71'25)) =lux(1+0)E [S;@T}, ol

v = e FlAl et § = 20 %. En supposant que la compagnie investit
le revenu total de primes dans un fonds d’actions dont le rendement
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instantané est une v.a. R (ex : fonds indiciel), P(®) est la probabilité
que la compagnie remplisse ses engagements. On suppose que la v.a.
R=03-Y,00Y ~ Gala = 1.523,5 = 6.598). Au temps 0, la
valeur de l'investissement est V (0), qui correspond au revenu total
des primes. La valeur de l'investissement au temps 1 est V (1) ou

V (1) = ef x V (0). On cherche p® = Pr (SggT <V (1)) .

(a) Calculer E [S(T’QT}, 71'2:3))’ 7755))'

(b) Calculer pt4) et p(B),

19. Les pertes totales pour le portefeuille d’une institution financiére est
définie par la v.a. L = L1 + Lo ou Ly correspond aux pertes pour
les activités d’assurance et Lo représente les pertes pour les activités
bancaires.

Les pertes pour les activités d’assurance sont définies par L1 = S — P
avec

o §= 211201 X; = lei(i 1000 x I; : cotts totaux pour 100 contrats

d’assurance vie temporaire 1 an avec une prestation de déces de
1000 (tous les assurés sont indépendants) ;

e P = 5000 : montant total de primes pour financer les coits
d’assurance.

Les pertes pour les activités bancaires sont définies par Ly = D — T
avec

e D = 5000 : montant total des sommes & rembourser pour les
certificats de dépot ;

o T = Z?:l Y; = Z?:l 1000 % J; : montant total des remboursements
pour 6 préts (tous les emprunteurs sont indépendants).

Hypotheses : I; ~ Bern (z) (i = 1,2,...,100) ; J; ~ Bern (2) (i =

1,2,...,6) ; les v.a. I, ..., I1go, J1, ..., Jo sont indépendantes.

(a) Calculer Pr(L; >0) et Pr(Ls>0). Interpréter ces deux
probabilités.

(b) Indiquer les valeurs possibles que peut prendre la v.a. L.
(¢) Calculer Pr (L = 1000k), pour k = —6,—5, ..., —1,0.
(d) Calculer Pr (L > 0).
20. Pour la prochaine année, le marché est composé des compagnies

d’assurance vie ABC et DEF, qui offrent des contrats d’assurance vie
temporaire 1 an. Pour la prochaine année, on prévoit que 2n nouveaux
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assurés vont acheter des contrats d’assurance vie temporaire 1 an
pour la premiére fois. Pour calculer les primes des contrats, les deux
compagnies ont accés aux mémes données, recueillies au cours de
I’année précédente et présentées, selon la classe, dans le tableau
suivant :

Classe 1 | Classe 2 | Les deux classes

Nb de contrats 14 432 13 943 28 375
Nb de déces 124 351 475
Estimation de ¢ 1312;2 % ggg%%

Les classes sont basées sur des caractéristiques facilement observables
et connues des deux compagnies lors de I’émission d’un contrat. Le
parameétre ¢ représente la probabilité de décés. Pour tous les 2n
contrats, le montant de prestation est b = 1000. L’actuaire de la
compagnie ABC charge des primes qui ne tiennent pas compte des
caractéristiques observables. L’actuaire de la compagnie DEF charge
des primes qui tiennent compte des caractéristiques observables.
Pour les deux compagnies, la prime chargée est égale a 120 % de la
prime pure. Tous les 2n nouveaux assurés demandent une évaluation
aux deux compagnies d’assurance et choisissent la plus petite prime.
Les 2n nouveaux assurés se répartissent également dans les deux
classes. La probabilité de ruine pour la compagnie ABC (et DEF)
est AP (u) (et YPFT (1)) avec un surplus u = 0.

(a) Calculer les primes possibles qui peuvent étre demandées par
chaque compagnie d’assurance.

(b) Pour la compagnie ABC, calculer le revenu total de primes
(motiver briévement votre réponse). Quelle est la valeur (exacte)
de 2P (0) pour n = 200 ?

(¢) Pour la compagnie DEF, calculer le revenu total de primes
(motiver briévement votre réponse). Quelle est la valeur (exacte)
de w,?EF (0) pour n =200 ?

(d) Sans utiliser 'approximation normale, démontrer vers quelle
limite tend /%% (0) quand n — oco. Commenter briévement
votre résultat. Refaire pour w27 (0).

On considére un portefeuille de 100 contrats d’assurance vie émis dans
une région donnée. Pour tous les contrats, le montant de prestation
est 10 000. On suppose que les temps des décés sont identiquement
distribués et qu’ils sont affectés par les conditions climatiques. Les
conditions climatiques sont représentées par la v.a. © ot © € {61,605}
avec fo (01) = 0.8 et fo (03) = 0.2. Les v.a. d’occurrence I, ..., I1po
sont définies de telle sorte que Pr(I; =1/© =6;) = 0.005 et
Pr(I; =1/© =65) = 0.03. De plus, sachant que © = §;, les v.a.
(L|1® =10,),...,(I,]© = 0,) sont conditionnellement indépendantes.
On définit les cotits totaux pour le portefeuille par la v.a. S.
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(a) Calculer E[S] et Var (S5).
(b) Calculer Pr (S = 20 000).
(c) Calculer VaRg.g9 (S) et TVaRg.g9 (5).

22. Soient les v.a. indépendantes X1, ..., X, représentant les cotts de
n contrats d’un portefeuille d’une compagnie d’assurance IARD. On
suppose que X; ~ BNComp (r,q; Fg) on r = 0,4, ¢ = 0.8, B ~
Pa(2.1,22 000), ¢ = 1,2,...,n. La prime pour un contrat est égale a
120 % de l'espérance des cofits pour un contrat.

(a) Calculer la probabilité que les cotits pour un contrat soient nuls
ainsi que ’espérance des colits pour un contrat. (0.9146, 2000)

(b) On suppose que n = 500 contrats seront émis.

i. Déterminer le revenu total des primes pour le portefeuille.

ii. Calculer la probabilité que le montant de sinistre le plus
élevé du portefeuille excede le revenu total des primes.

iii. Utiliser 'approximation pour les distributions heavy tailed
pour évaluer approximativement VaRg o999 (Sp) o0l Sp =

Z?:l X;.

3.16 Reéponses
1. Réponses a la question 1 :

(a) 0.06 et 0.19
(b) kK =10.25:0, 1000 et 2000 ; x = 0.995 : 5000, 5000 et 8000

(¢) ® =0.25:2120.0, 1626.67, 3813.33 ; x = 0.995 : 5000 ; 5000 et
8800

2. Réponses a la question 2 :

(a r:0.5n,q:%

)

(b) 500 et 500n

(c) 0.9836 et 1

(d) 0 et 14 184.01

(e) 95 586.21 et 211 586.3

(f) 1000 et 23 283.01
)

(g) 131 492 et 233 072

e

3. Réponses a la question 3 :
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(a) 40, 320 000, 0.0014
(b) 800, 6 400 000, 0.0297

4. Réponses a la question 4 :

(a) 20
(b) 0.02, 0.0396, 0.3324, 0.0784
(¢) 0.02, 0.0396, 0.0599, 0.0178

5. Réponses a la question 5 :

(a) 12, 0, 2400
(b) 2400, 20 000, 24 038.47
(c) —20 000 et 455 961.53

6. Réponses a la question 6 :

(a) Pour un contrat ...

i. 5et 10 000

ii. 0.995013 ; 0.995037 ; 0.995062

iii. 0; 500

(b) Pour un portefeuille de n = 1000 contrats ...

i. Het 10

ii. Aucune réponse

iii. 0.006738 ; 0.563917 ; 0.925608

iv. 14.4044 et 16.3528

(c) —14.4044 et 483.6472
7. Réponses a la question 7 :

(a) On obtient :

i. 1250 et 5 187 500
ii. 0.8699 et 0.9361
iii. 10 945.27 et 14 428.39
(b) On obtient les valeurs suivantes :
i. 1250 et 687 500
ii. 0.9592; 0.9986
iii. 3884.84 et 4461.46

(¢) On obtient les valeurs suivantes :

i. 500 000 et 187 500
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ii. 187 500, 0 et 187 500
iii. Aucune réponse

8. Réponses a la question 8 :

2056.978299

203 641.02 et 0.171675396

0.474034178

0,0 et 0; 33 757.4581, 10 675.04556 et 3375.74581

(a
(b
(¢
(d

o~ D

9. Réponses a la question 9 :

(a) 400 et 1 120 000
(b) 0.980829

10. Réponses a la question 10 :

(a) 55 580 et 8 049 450
(b) 62 190.57177

11. Réponses a la question 11 :

(a) 169.4402 et 1897.776
(b) 5.100496 et 0.2529992
(c) 295.6156 et 323.1212

12. Réponses a la question 12 :

(a) On obtient :

i. 0.5 et 2.13
ii. 0.855, 0.8954 et 0.0492
iii. 0.90882 et 0.01942

(b) On obtient :

i. 0.5 et 2.69
ii. 0.89, 0.905175 et 0.058329
iii. 0.92399 et 0.013261

13. Réponses a la question 13 :

(a) 0.9937903
(b) 1000

(c) 1
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(d) Aucune réponse
14. Réponses a la question 14 :

(a) 0.5952829
(b) 0.923708
(c) 0.829875333

15. Réponses a la question 15 :

(a) 671.293, 241.743, 816.235 et 303.1556
(b) 713.494959 et 894.751464

16. Réponses a la question 17 :

(a
(b

39.094643

12 850.3002 et 58 340 308
Aucune réponse

0.222600

32 836.09 et 19 985.79

34 202.82 et 21 352.52

(¢
(d

f

~— e M~ N

(
(
17. Réponses a la question 18 :

(a) 40 000, 115.29 et 111.97
(b) 0.3233 et 0.6379

18. Réponses a la question 19 :

(a) 0.3840 et 0.2632
(b) Aucune réponse

(¢) —6:0.001983 ; —5 : 0.012815 ; —4 : 0.040900 ; —3 : 0.085947 ;
—2:0.133782 ; —1 : 0.164530 ; 0 : 0.166532

(d) 0.3935112
19. Réponses a la question 20 :

(a
(b
(¢
(d

20.088, 10.3104 et 30.2088
4017.6 et 0.5678931
2062.08 et 0.2473173

Aucune réponse

e~ N

20. Réponses a la question 21 :
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(a) 10 000 et 10 000% x 1.98
(b) 0.105606107
(¢) 60 000 et 69 216

21. Réponses a la question 22 :

(a) 0.9146, 2000

(b) On obtient les valeurs suivantes :

i. 1200 000
ii. 0.010786
iii. 11 359 983
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Principes de calcul de la prime
majorée

4.1 Introduction

Soit une v.a. X représentant les colits couverts par un contrat d’assurance
et dont lespérance est E[X] < oo. Au chapitre 2, on a vu que la prime
pure pour un contrat d’assurance correspond a 'espérance E [X] des cofits
associés & un contrat d’assurance. En 3.7.3, on a démontré 'importance
de charger une prime, dite la prime majorée II(X), qui est strictement
supérieure & la prime pure. Le principe de calcul de la prime majorée est
une régle visant & calculer cette prime pour un contrat d’assurance. Dans
le calcul de la prime pure et de la prime majorée, on ignore les marges pour
dépenses et les marges pour le profit.

Dans ce chapitre, on présente les propriétés désirables pour les principes
de prime et on expose ensuite les principes de calcul de la prime majorée.
On termine avec des exemples numériques.

4.2 Propriétés désirables d’un principe de calcul de
la prime majorée

Dans cette section, on présente les principales propriétés désirables pour
les principes de calcul de la prime majorée. La liste n’est pas exhaustive.

Propriété 4.1 Marge de sécurité positive (P1). Selon ce principe, la
prime magjorée doit étre supérieure & la prime pure II(X) > FE [X].
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Comme il est démontré a la section 3.7.3, la prime majorée doit inclure
une marge de sécurité positive pour éviter I'insolvabilité.

Propriété 4.2 Exclusion de marge de sécurité non justifiée (P2).
Pour une constante a > 0, on dit avoir Il (a) = a.

La prime ne doit pas inclure de marge injustifée dans le cas ou les cotts
pour un contrat correspondent & une valeur constante, puisque le contrat
ne comporte pas de risque.

Propriété 4.3 Additivité (P3). Soient X1, X5 deux risques indépendants.
On doit avoir T1 (X1 + Xo) =T (X)) + I (X32).

Lorsque ce principe est satisfait, il n’y pas d’avantage (ou désavantage)
pour un assuré ou pour la compagnie d’assurance & segmenter le risque
couvert en plusieurs composantes de risque.

Propriété 4.4 Sous-additivité (P4). Soient X1, Xs deux risques. On
doit avoir I1 (X1 + X5) <II(Xy) + I (Xy).

Ce principe prévient qu’un individu ou une compagnie d’assurance
partage un risque en deux et qu’il en tire avantage. De plus, la mutualisation
des cofits de plusieurs contrats doit conduire & une réduction des primes
demandées pour I'’ensemble des contrats.

Propriété 4.5 Invariance d’échelle (P5). Pour une constante a > 0,
on dit avoir Il (aX) = all (X).

Le changement d’échelle (e.g. changement d’unité monétaire) ne doit pas
avoir d’impact sur la valeur de la prime. Cette propriété est aussi appelée
la propriété d’homogénéité.

Propriété 4.6 Invariance & la translation (P6). Pour une constante
a >0, on dit avoir I1(X 4+ a) =11(X) + a.

Si 'on augmente les colits associés au risque d’une constante, on s’attend
a ce que la prime augmente d’un montant identique.

Propriété 4.7 Maximum (P7). Si les cotts associés & un contrat ne
peuvent excéder une valeur Tmax, alors on doit avoir I (X) < Tmax-

Si les cotts pour un contrat n’excéde pas un montant Tp.x, il serait
injustifié que la prime majorée soit supérieur & ce montant.

4.3 Principaux principes de calcul de prime
Dans cette section, on aborde les principaux principes de calcul de la prime

majorée. La prime majorée, notée I1{X), s’exprime comme la somme de la
prime pure et de la marge pour le risque i.e. II(X) = PP (X) + MR (X).
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4.3.1 Principe de la valeur espérée

On définit la prime majorée II(X) par II (X) = (1+ k) E(X) = E(X) +
KkE (X), ou k > 0, pour éviter la ruine certaine. On en déduit que la marge
de sécurité MR (X) est égale & kE (X). Le principe de la valeur espérée
satisfait aux propriétés P1, P3, P4, P5. La propriété P2 n’est pas satisfaite.
En effet, si X = a, alors I1(X) =11 (a) = (1 + 1) a > a. De plus,

NX+a)=04nE[X]+(1+n)a>1(X)+a,

ce qui implique que la propriété P6 n’est pas rencontrée. Ainsi, le principe
est invariant au changement d’échelle (P5) mais n’est pas consistant (P6).
La propriété P7 est satisfaite si k n’excéde pas %“P}’i —1, pour z,,, < 0o. Ce
principe a pour inconvénient de ne pas tenir compte de la variabilité et de
la nature spécifique de la v.a. X. Le principe est trés simple d’application.

4.3.2  Principe de la variance

On définit II(X) par II (X) = E(X) +&Var(X), ot k > 0. Dans ce cas, la
prime de sécurité M R(X) est égale & MR(X) = xVar (X). Les propriétés
P1, P2, P3 et P6 sont satisfaites. La principe de la variance est additif dans
le cas de risques X7 et X5 non corrélés. Le principe est sous-additif & la
condition que les risques X; et Xo soient négativement corrélés. Comme
on a

Il (aX) = aFE [X] + ka®Var (X) # all (X)),

le principe de la variance n’est pas invariant au changement d’échelle. La

propriété P7 est satisfaite si k n’excéde pas Tmax—B[X]

Var(X) 1, pour Zpax < 00.

4.3.3  Principe de l’écart type

La prime majorée est obtenue avec I1 (X) = E (X)+kx+/Var (X), ot & > 0.
La marge de sécurité est donnée par MR (X) = x+/Var (X). On se doit de
préciser que la valeur de x change avec le principe de prime et également
du nombre de contrats que 'assureur prévoit émettre. Les propriétés P1,
P2 et P6 sont satisfaites. La principe de I’écart type n’est pas additif et
n’est pas sous-additif. Puisque 'on a

II(aX) =aF [X]+ kay/ Var (X) = all (X),

le principe de l’écart type est invariant au changement d’échelle. La
Tmax—E[X]

propriété P7 est satisfaite si kK n’excéde pas
Var(X)

—1, pour Tpax < 0.
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4.3.4  Principe de la VaR

On obtient le montant de la prime majorée II (X) selon le principe de la
VaR par II(X) = VaR, (X), ou k est élevé (e.g.k = 95, 99, 99.5, 99.9 %).
La marge de sécurité M R (X)) est définie par MR (X) = VaR, (X)—F (X).
Les propriétés 2, 5, 6 et 7 sont satisfaites. Comme on le sait, la VaR n’est
pas une mesure sous-additive et par le fait méme elle n’est pas additive.
Pour certaines valeurs de k, on a VaR, (X) < E[X], ce qui conduit a
introduire une marge de sécurité négative.

4.3.5  Principe de la TVaR

On obtient le montant de la prime majorée II(X) selon le principe
de la TVaR par I1(X) = TVaR,(X), ou k est élevé (e.g.k = 95,
99, 99.5, 99.9 %). La marge de sécurité MR (X) est définie par
MR (X)=TVaR, (X)— E(X). Toutes les propriétés sont satisfaites.

4.3.6  Approche top-down et principes adaptés de la VaR et de
la TVaR

Dans les principes de la VaR et de la TVaR, on ne tient pas compte
du nombre de contrats potentiels qui peuvent étre émis. En se basant
sur 'approche top-down, on adapte ces deux principes en déterminant la
prime globale pour n risques que l’on répartit ensuite parmi les n risques.
Lorsque les risques sont identiquement distribués, cela revient & appliquer
les principes de la VaR ou de la TVaR avec la v.a. W,, plutét que sur la v.a.
X seulement ou W, = %, ou les v.a. X1, ..., X,, sont identiquement
distribuées X7 ~ ... ~ X,, ~ X. L’expression de la prime majorée II (X)
est donnée par II (X) = VaR, (W,,) ou II(X) = TVaR, (W,), ol k est
élevé (e.g.k = 95, 99, 99.5, 99.9 %).

La prime calculée avec VaR, (W,) satisfait les propriétés 2, 5, 6
et 7, et la prime obtenue a laide de TVaR,(W,) satisfait a toutes
les propriétés. Notamment, elle profite de fagon significative de la
mutualisation des risques. L’économie qui résulte de la mutualisation
est TVaR, (W,) — TVaR, (X).

4.3.7 Principe exponentiel

On obtient le montant de la prime majorée II(X) selon le principe
exponentiel par I1 (X) = L In {Mx (k)} avec £ > 0. Le principe exponentiel

satisfait & toutes les propriétés désirables.
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4.3.8 Lien entre le principe de la variance et le principe
exponentiel

Le développement du logarithme de la f.g.m. est

tm

X7 _ v
lnE[e ] 7mzzjlﬂmm!’

ou les termes k,, sont appelés les cumulants. Les termes k,, sont définis
par

dm tX

Rm = dt—m InE [e ]

t=0

On déduit que k1 = E[X] et ko = Var (X). On peut approximer la prime
calculée selon le principe exponentiel par

(X) = élnE[e“X] ~ % (aE[X}—}—%Var(X)) :E[X]—&—%VM(X)7

et on reconnait le principe de la variance.

4.4 Exemple

On illustre les principes de la section 4.3 dans ’exemple suivant.

Exemple 4.8 On suppose que X ~ BNComp(r,q;Fp) avec B ~
Exp(f) et
E "] = a

(1-0-0 (%))

Pourr=0.2,q=05¢et 5= ﬁ, on déduit que E [X] =200 et Var (X) =
600 000. La prime pure est 200. Les valeurs de primes majorées selon les
différents principes sont fournies dans le tableau suivant :

Principes II(X)
Valeur espérée (k. =0.2) 240
Ecart type (k1 =0.2) 256.98
Ecart type (ko =0.2) 265.28
Variance (k= 0.00005) 230
Ezponentiel (k =0.0001) | 235.57
VaR (k= 0.99) 7001.3]
TVaR (k =0.99) 5679.49




178 Principes de calcul de la prime majorée

Les valeurs calculées selon les principes de la VaR et TVaR sont exactes.
Le principe adapté de la VaR avec n = 1000 et k = 0.99 donne
II(X) = VaRo.go (Wigoe) = 260.3677 (valeur ezacte) et le principe
adapté de la TVaR avec n = 1000 et k = 0.99 méne & une prime majorée
II(X) = TVaRo.99 (Wigoo) = 270.0610 (valeur exacte). Pour le principe
de lécart type, le paramétre k1 (ou ko) a été calculé en appliquant le
principe adapté de la VaR (ou TVaR) ow l'on évalue VaRg.g9 (Wiggo) (0w
TVaRg.99 Wiono)) conjointement avec lapprozimation normale. Selon
les waleurs obtenues, les wvaleurs de primes calculées selon le principe
de la wvariance et le principe exponentiel sont semblables. La disparité
entre les waleurs produites avec ces deur principes augmentent avec
le parameétre a. Il est intéressant de comparer les wvaleurs exactes et
approxzimatives (avec l'approzimation normale) de la prime magjorée selon
le principe adapté de la VaR (ou de la TVaR). Enfin, l'économie due
& la mutualisation par contrat selon la TVaR est significative puisque

TVaRy.g9 (X)—TVaRg.g9 (Wigoo) = 5679.490 — 270.0610 = 5409.429. [

4.5 Notes bibliographiques

Pour un exposé général et classique sur les principes de primes, on peut
consulter [52]. On trouve une introduction récente sur le sujet dans [109].
Les principes de primes sont aussi traités dans [63] et [93].

4.6 Exercices

1. Pour la prochaine année, on suppose que 100 contrats d’assurance
automobile seront vendus par une compagnie d’assurance TARD. Les
cotits pour un contrat d’assurance automobile (v.a. X) sont modélisés
selon approche fréquence-sévérité. Le nombre de sinistres obéit a
une loi binomiale négative avec r = 0.5 et ¢ = % Le montant d’un
sinistre obéit a une loi exponentielle de moyenne 1000. Le montant
total des sinistres pour I’ensemble du portefeuille est représenté par la

v.a. Sigo = lei(i X; ou les v.a. X1, ..., X100 sont i.i.d. (convention :
X; ~ X pour i = 1,2,...,100). De plus, on définit W,, = Sn pour
n = 100.

(a) Pour un contrat, calculer la prime PAD déterminée selon le
principe basé sur la VaRg g9 (X) et la prime P(42) déterminée
selon le principe basé sur la TVaRg.g9 (X).

(b) Pour un portefeuille de 100 contrats, calculer la prime p(BY)

déterminée selon la version adaptée du principe basé sur la
VaRo.99 (W1o00)-
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(¢) Pour un portefeuille de 100 contrats, calculer la prime p(42)
déterminée selon la version adaptée du principe basé sur la

TVaRo.99 Wigo)-

(d) Expliquer briévement la distinction entre P4, p(A1)  p(B1) ot
p(B2)

2. On considére les cotits pour un contrat d’assurance collective, définis
par la v.aa. X ~ BNComp(r,q; Fg), avec r = 5, ¢ = % et B ~

Ga(2, ﬁ). La prime pour le contrat est II,; (X) = TVaR,(X). On

décompose la prime II,; (X) sous la forme

M. () = 1O () + I (X) + T (%),

n(x) = E[X]
n@ () = PR v, (x) - B ix)
ne () = PR S (ver,(x) - BLY).

et M ~ BN (r,q) est la v.a. de fréquence.

(a) Calculer E[X] et Var (X).

(b) Calculer Fx (z) pour x = 500 000 et 600 000.

(c) Calculer Iy g9 (X).

(d) Calculer T (X), T, (X) et TS, (X).

(e) Expliquer briévement ce que représente chacune des composantes

o (x), TP (X) et T (X) de la prime II,. (X).

4.7 Réponses

1. Réponses a la question 1 :

(a) 9318.72 et 12 045.53
(b) 1512.11
(c) 1599.51

2. Réponses a la question 2 :

(a) 0.9882 et 0.9974
(b) 577 261.9
(c) 200 000, 34 296.536 et 342 965.364
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Méthodes de simulation stochastique

5.1 Introduction

Les méthodes de simulation stochastique s’avérent un outil crucial en
actuariat et en gestion quantitative des risques. Pour plusieurs modeéles de
risque, il est impossible de connaitre la forme exacte de la distribution du
montant total pour le portefeuille d’une compagnie d’assurance. L’objectif
de ce chapitre est de présenter une introduction aux méthodes de simulation
stochastique. On commence en abordant briévement la génération de
nombres pseudo-aléatoires. On explique ensuite comment procéder pour
simuler des réalisations par la méthode inverse, des réalisations a partir
d’une loi définie par un mélange et des réalisations a partir d’une loi
composée. On fournit des exemples d’application en actuariat. On termine
en expliquant la procédure pour évaluer les mesures de risque. Des
algorithmes de simulation pour des vecteurs de v.a. avec composantes
dépendantes sont fournis aux chapitres 8 et 9.

5.2 Génération de nombres pseudo-aléatoires

Les méthodes de simulation stochastique sont fondées sur la possibilité de
produire de facon systématique des réalisations de la loi uniforme standard.
Ces réalisations sont appelées des «nombres pseudo-aléatoires» et elles sont
produites a l'aide de générateurs de nombres pseudo-aléatoires (GNPA).
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L’objectif d’'un bon GNPA est d’imiter le plus fidélement possible
la réalisation d’une suite de v.a. i.i.d. de loi uniforme standard. Il est
souhaitable que le GNPA soit rapide, qu’il soit facile d’implantation et que
les suites générées de nombres pseudo-aléatoires soient reproduisibles. Il
doit y avoir un bon compromis entre vitesse, bonnes propriétés statistiques
et imprévisibilité.

Le GNPA classique est le générateur congruentiel linéaire défini dans
Palgorithme suivant.

Algorithme 5.1 GNPA congruentiel linéaire. Le GNPA congruentiel
linéaire est défint par la relation récurrente

T = (azp_1)modm, n € NT,

ot a et m sont des entiers positifs choisis soigneusement et xg est la valeur
source. La n-iéme réalisation de la v.a. U ~ U(0,1) est obtenue avec U =

Tn pour n € N*. Il est recommandé d’utiliser les valeurs a = 41 358 et

m =231 — 1 =2 147 483 647.

Remarque 5.2 Les valeurs a = 41 358 et m = 231 — 1 = 2 147 483 647
indiquées dans Ualgorithme 5.1 sont recommandées par [71]. Elles ont été
choisies afin de permettre une période maximale de cycle avant que la suite
produite par le GNPA revienne & son point de départ.

On considére 'exemple suivant.

Exemple 5.3 En utilisant le GNPA défini & Ualgorithme 5.1 et avec

xo = 343 463 463, on obtient les valeurs suivantes de x1,...,x4 et de
v, U™
7 1 2 3 4

z; | 1505 061 496 | 1 519 843 273 | 831 737 044 | 587 608 106
58] 0. 700848874 0.707732175 | 0.387307743 | 0.273626347

O

Dans le cadre du présent livre, le GNPA défini a algorithme 5.1 sera
utilisé dans certains exemples et exercices afin de permettre de reproduire
et vérifier les résultats obtenus. Toutefois, la théorie sur les générateurs
des nombres pseudo-aléatoires est beaucoup plus élaborée et son exposé
dépasse le cadre de ce livre. Chaque logiciel posséde son propre générateur
de nombres uniformes. En R, la fonction runif () produit des réalisations
de la loi uniforme standard. Pour cette fonction, le logiciel R utilise par
défaut le générateur Mersenne-Twister qui est parmi les générateurs les
plus recommandés actuellement. Il est important de mentionner que le
logiciel R propose aussi d’autres GNPA pouvant étre spécifiés dans cette
fonction.
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5.3 Meéthodes de base

5.3.1 Simulation par la méthode inverse

La simulation de réalisations d’une v.a. repose sur l'utilisation de
réalisations issues de la distribution uniforme standard. La méthode
de base pour simuler des v.a. est la méthode dite inverse. Pour utiliser
cette méthode, on a recours a la fonction inverse de la fonction de
répartition, dite aussi la fonction quantile, d’une v.a. X, qui est définie au
chapitre 1.

Dans D’algorithme suivant, on décrit la méthode pour simuler une
réalisation X ) (j =1,2,...,m) de lav.a. X dont la fonction de répartition
est Fx ().

Algorithme 5.4 Méthode inverse.

1. Etape 1. On produit la réalisation UY) de loi U(0,1) & partir d’un
GNPA.

2. Etape 2. On simule la réalisation XU de X ou XU) = F);l (U(j)).
On répete les étapes 1 et 2 pour 7 =1,2,...,m. 0

L’algorithme 5.4 est fondée sur le théoréme 1.19 de la fonction quantile
(voir le chapitre 1 pour les détails sur les fonctions quantiles). L’algorithme
est aisé d’application lorsque la fonction quantile est explicite comme il est
illustré dans les deux exemples suivants.

Exemple 5.5 Soit une v.a. X ~ FEap (5:%) avec F);l (u) =

—%ln (1 —u). Avec 5 réalisations de la v.a. U ~ U(0,1), on obtient
les réalisations suivantes de la v.a. X :

j 1 2 3 7 5
UG | 0.09727801 | 0.30285445 | 0.01541586 | 0.98764877 | 0.63034863
X | 102.34065 | 360.76106 15.53592 | 4393.99927 | 755.76463

O

Exemple 5.6 On suppose que la v.a. X ~ Pa(2.1,1100) avec F;l (u)

A ((1 — u)_% — 1). A partir de 5 réalisations de la v.a. U ~ U (0,1), on

produit les réalisations suivantes de la v.a. X :

F 1 2 3 7 5
UG | 0.09727801 | 0.50285445 | 0.01541586 | 0.98764877 | 0.53034863
X | 54.934718 | 206.172573 8.168037 | 7814.603571 | 476.485653

O

Lorsque la fonction de répartition est explicite mais que la fonction
quantile ne l'est pas, on peut utiliser un outil d’optimisation. Certains
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logiciels (e.g. R et Excel®) fournissent les fonctions quantiles F};l pour
plusieurs distributions continues et discrétes.

Dans les prochaines sous-sections, on examine la simulation de v.a.
définies par un mélange, de v.a. définie par une fonction d’un nombre fini
de v.a. et de v.a. définie par une somme aléatoire.

5.3.2  Simulation de v.a. définies par un mélange

Soit une v.a. © discréte ou continue dite de mélange ott © € Ag. On définit
une v.a. X dont la fonction de répartition conditionnelle de (X | © = 0) est
Fx|e—¢ et la fonction quantile de (X | © = ) par F)al@:y L’expression de
la fonction de répartition de X est

| Fxjo=o(y) fo (f)df, si© est continue,
Fx(y) =4 0€40 . )
ZaeA@ Fxjo—o (y) fo (8), si© est discrete.

Généralement, il n’y pas d’expression analytique de la fonction quantile
de X. Les étapes permettant de simuler une réalisation de la v.a. X sont
décrites dans ’algorithme suivant.

Algorithme 5.7 Simulation d’une v.a. définie avec un mélange.
1. Etape 1. On simule une réalisation ©U) de ©.

2. Etape 2. On produit une réalisation XV de X avec la fonction

quantile F);ﬁ@:@m de la fonction de répartition conditionnelle de

(X|0=00).
On répéte pour j =1,2,...,m.
On illustre l'algorithme 5.7 dans 'exemple suivant.

Exemple 5.8 Soit une wv.a. X obéissant une distribution mélange
d’exponentielle dont la fonction de répartition est donnée par

Fy (2) =02 (1—e %) +03 (1—e %) 405 (1—e %) (5.1)

que l'on rééerit sous la forme

M«

Fx (z)=) fo () Fxje=o(z),

6=1

avec (X |© =0) ~ Exp (1555), fo (1) =0.2, fo (2) =0.3 et fo (3) = 0.5.
En utilisant le GNPA défini & Ualgorithme 5.1 et avec xg = 20 120 303, on



5.3 Méthodes de base 185

a produit les 3 réalisations suivantes de © et de X :

j Ul(j) Uz(j) o) x @)
1] 0.493284355 | 0.2545340928 2 58.6974
2| 0.032087844 | 0.089066452 1 9.3285
3| 0.610318613 | 0.557198819 3| 244.5903

Par convention, on a regroupé par couple les réalisations produites par le

GNPA, que l’on note (Ul(j), UQ(j)>. Ensuite, on produit ©U) = F@_1 (Ul(j))

et X0 = Pl o0 (Uéj)) _ (100@@) In (1 _ UQ(”) 7

pour j =1,2,3. 0

5.3.3  Simulation d’une fonction d’un nombre fini de v.a.

Soit une v.a. Z qui est définie en fonction des v.a. Xi,...,X, ie.
Z = ¢(X1,....,X,). La forme explicite de la fonction de répartition
F7 ne peut étre obtenue et on peut produire des réalisations de X1, ..., X,,.
La procédure pour simuler la réalisation j, Z() (j=1,...,m),delav.a. Z
est décrite comme suit.

Algorithme 5.9 Swmulation d’une fonction de v.a.
1. Etape 1. On simule les réalisations de (Xl(j)7 - XT(Lj)) de (X1, ..., Xn).
2. Etape 2. On évalue Z) = ¢ (ij),...,Xflj)).

On répéte pour j =1,2,...,m.

Un exemple de fonction intéressante pour analyser le comportement
aléatoire du risque global d’un portefeuille d’assurance est ¢ (x4, ..., 2,) =

E?:l i

5.3.4  Simulation de somme aléatoire

Soit X une v.a. définie par

M

> Br, M >0
k=1

0, M=0

X =

)

ot M est une v.a. discréte, By, Bs,... sont des v.a. indépendantes et
identiquement distribuées (i.i.d.) et qui sont aussi indépendantes de M.
La procédure pour produire des réalisations de X est la suivante.

Algorithme 5.10 Simulation a partir d’une somme aléatoire
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1. Etape 1. On simule une réalisation MY de la v.a. M.

2. Etape 2. Si M) =0, alors X9 = 0. Sinon on passe & Uétape 3.

3. Etape 3. On simule M9 réalisations de B et on obtient X7 =
BY +BY +..+ BY,.

On répéte pour j =1,2,...,m

On illustre cette méthode dans le prochain exemple.

Exemple 5.11 Soit une v.a. X ~ BNComp(r=2,9=0.5;Fp) avec
M ~ BN (2,0.5) et avec B ~ LN (4, 32). On dispose des réalisations
suivantes de loi uniforme standard :

J 1 2 3 4
UD | 00371 | 0.6234 | 0.3469 | 0.8976

On déduit que M) = (U(l)) =0, ce qui implique XV = 0. Ensuite,
comme M®) = FM (U(Q)) = 2, il en résulte que

x® = BP+BP = Fp! (UO) + 5t (U9)
—  16.758 + 2450.342 = 2467.100.

5.4 Principes généraux

Soit une v.a. X dont on parvient a produire m réalisations X (1), ..., X (™),
L’approximation de 6 = E [g (X )] d’une fonction intégrable de X est

60— %i (x0).

~

Par la loi des grands nombres, 'approximation 6 converge vers 8 avec
probabilité 1 quand le nombre m de réalisations tend vers oo.

Dans la figure 5.1, on illustre la convergence 6, vers 8 lorsque g (x) =
lix<qy ie 8 = Fx () et #,, = fonction de répartition empirique.

La variance de 8 est
o 1
9) — ZVar(g(X)).
Var ( mVa1 (g(X))

En vertu du théoréme central limite, I’erreur (5 — 0) est approximativement

normale avec moyenne 0 et écart type %, ce qui signifie que la
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FIGURE 5.1. Valeurs de Fx(x) (courbe) ou X ~ LN (2,1) et de
Om (z) = %Z;’;l 1{X<:i)§z} (escalier) pour m = 10 (graphique a), m = 100
(graphique b), m = 1000 (graphique ¢) et m = 1 000 000 (graphique d).

qualité de 'approximation obtenue par simulation s’améliore d’un facteur

d’ordre /m. Le terme 7W est habituellement appelé D'erreur
standard. Dans le cas d’approximation numérique, cette amélioration est
d’un facteur d’ordre m. Souvent, comme Var (g (X)) ne peut pas étre
évaluée avec exactitude, on 'estime a 'aide de 'estimateur échantillonnal
classique

— 1 & ) ~\ 2

Var (g (X)) = —— (g (XU)) _9) . (5.2)

m —

On se base sur la distribution asymptotique de l'erreur (5 — 9) afin de

construire un intervalle de confiance de niveau « (e.g. 95 %) pour 9 dont
les bornes sont fournies par

9+ %qﬂ (1— %)

Généralement, comme la valeur 1/ Var (g (X)) ne peut pas étre obtenue, on
utilise (5.2) pour calculer les bornes de l'intervalle de confiance

- VTar(g(X))(bl( o).
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On met en pratique ces principes généraux dans le prochain exemple qui
porte sur une somme de 2 v.a.

Exemple 5.12 Soit une v.a. S = X1 + X5 ot les v.a. X1 ~ LN (6, 12)
et X9 ~ Ga(0.6,1/1000) sont indépendantes. On utilise le GNPA défini &
Ualgorithme 5.1 et avec g = 2012. On produit dans 'ordre m =1 000 000
réalisations de (X1, Xa) afin de produire les m réalisations de S. On indique
dans le tableau ci-dessous les 2 premiéres réalisations de (X1, Xz) et de S :

r X0 X0 ()
1 69.0344 | 416.8423 | 485.8767
2 | 118.63450 | 128.2339 | 546.5684

On sait que E[S] = 1265.1416 et Var (S) = 1 360 191. A partir des m
réalisations, les approxzimations obtenues de E [S] et Var (S) sont 1266.251
et 1 365 455. On indique ci-dessous les approzimations obtenues pour

g (2000k) = E [max (S — 2000 x k;0)],

pour k = 1,2 ainsi que les bornes inférieures et supérieures de l'intervalle
de confiance (avec un niveau de confiance de 95 %) de ces approzimations :

k | borne inf. | approz. s (2000k) | borne sup. | errcur standard
1 210.8036 212.2769 218.7501 0.7517
2 45.6727 46.5121 47.3516 0.4283

O

Le prochain exemple porte sur une somme aléatoire.

Exemple 5.13 Soit la v.a. X ~ BNComp(r,q;Fg), ot le nombre
de sinistres M ~ BN (r=2,q=0.25) et le montant d’un sinistre
B ~ LN (2,1%). On obtient E [X] 73.095 et Var(X) = 5092.01.
On utilise le GNPA défini a Ualgorithme 5.1 et avec xg = 2012 dont les
15 premiéres réalisations sont : 0.03874874 ; 0.57059129 ; 0.51475679 ;
0.31126868 ; 0.45016136 ; 0.77352474 ; 0.43606789 ; 0.89568375 ;
0.68857085 ; 0.91326869 ; 0.96644073 ; 0.05564452 ; 0.34592826 ;
0.90081559 ; 0.93123886. On produit dans l'ordre les réalisations X1, ...,
X (100 000) go X' Pour j =1, 2, 3, on obtient les réalisations suivantes de

i M@ x)
1 0 0
; 7 2

2 7| X7 B® —66.62456
3 6 | =6, B = 143.69022

Les approximations de E[X] et Var(X) sont 72.734 et 5070.965. On
présente ci-dessous les approximations obtenues de Pr(X > x) ainsi que
les bornes inférieures et supérieures de lintervalle de confiance (avec un
niveau de confiance de 95 %) de ces approzimations :

x| borne inf. | approx. Pr(X > z) | borne sup. | erreur standard
100 0.25785 0.26057 0.26329 0.001388
200 0.05818 0.05965 0.06112 0.000749




5.5 Evaluation des mesures de risque 189

Pour évaluer Uerreur standard de [’approximation 6 de Pr (X>z) =
E [1{X>m}] avec x = 100 et 200, on a utilisé (5.2) ot g (X(j)) = 1{XU)>$}.
O

5.5 Evaluation des mesures de risque

5.5.1 Meéthode

Soit une v.a. X dont on a produit m réalisations X1, ..., X(™) Une
approximation de Fx est fournie a l'aide de la fonction de répartition
empirique définie par

m 1 ¢
FO™ (z) ~ EZ (x<z}: (5.3)

Puisque F(™ est une fonction de répartition associée a une distribution
discrete, il en découle que 'approximation de VaR, (X) est

VaR, (X) ~ F™=1 () = inf {X(j),i —1,2,..,m; F™ (X(j)) > /{}.

Soit le vecteur de réalisations classées en ordre croissant de X, que 'on
note par (Xm, ...,X[m]). On fixe jo tel que F™ =1 (k) = X ol

En utilisant les expressions (1.16) et (1.17) pour la mesure TVaR
conjointement avec (5.3), 'approximation de TVaR, (X) correspond a

TVaR, (X)

m

1 1
1— EZ X0 x Lixaspom-100}

12

= ( FO ) (PO (P07 ) = )
Z XUl 4 xlol ( Fm) (X[jo)—li) . (54)

J=jo+1

+

12

Supposons que m X k est un entier. Alors cet entier est jy. Il en résulte que

(Fm) (Xol) — k) =0 et (5.4) devient

1 N (i
TVaR, (X) =~ ﬂZX(J)Xl{X(j)>X[m]}
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ce qui correspond & la moyenne des m — jo plus grandes réalisations de X.
On note la similitude entre ’expression en (5.4) et celle en (3.4).

Dans le prochain exemple, on présente une application simple des
résultats de cette section.

Exemple 5.14 Soient les v.a. indépendantes X1 ~ Emp(ﬁ) et Xy ~
Pa (4,300). On définit S = X1 + Xy ot E[S] = 200 et Var (S) = 30 000.
Dans le tableau ci-dessous, on fournit les réalisations de Uy ~ U (0,1) et
Us ~ U (0,1) a partir desquelles on a produit les réalisations de X1 et Xa :

j Ul(j) U2(j) X§j) Xéj) 5@
1] 0.260 | 0.018 30.111 1.565 31.476
2] 0.005 | 0.5636 0.300 63.489 63.789
3| 0.627 | 0.550 98.618 66.284 | 164.902
4] 0965 0.238 | 835.241 | 21.094 | 556.355
5 | 0.832 | 0.909 | 178.379 | 246.212 | 424.591
6| 0.590 | 0.991 89.160 | 285.841 | 374.501

Les approximations de Fg (400) et E [max (S — 350;0)] sont respectivement
% et 17.571. Ensuite, approzimation de VaRgq5 (S) est 374.501 et celle
de TVaRy.75 (S) = 407.894. On rappelle que l’on doit produire un nombre
mmportant de simulations afin d’obtenir des approximations de qualité. O

L’exemple suivant traite d’'une application simple en gestion des risques
financiers.

Exemple 5.15 Un individu prévoit d’investir cg = 2000 au début de la
présente année et ¢c; = 1000 au début de la prochaine année dans un fonds
mutuel. Les rendements instantanés pour les années 1 et 2 sont définis
par les v.a. i.i.d. Ry et Ry ot R; ~ N(0.08,0.32) pour ¢ = 1,2. La
valeur accumulée & la fin de Uannée 2 est représentée par la v.a. V (2) =
coe™ B2 1 cief2 qui correspond o la somme de 2 v.a. dépendantes de
loi lognormale. On déduit que E[V (2)] = coF [ T52] + ¢\ E [ef2] =
3701.199.
De plus, on a

Var (V (2))

cVar (eR‘ +R2) + c3Var (eRz)
+2¢pc1Cov (eR‘ eftz, eR2)
= char (eR‘+R2) + C%Var (eRz)
+200ey (B[R] E [e2] - B [M] B [e]°)
et on obtient Var (V (2)) = 1 969 639. On définit la perte par rapport &
Uespérance de la valeur de linvestissement & la fin de la deuxieme année

parlev.a. L= E[V (2)]-V (2) ou E[L] = 0. Dans le tableau ci-dessous, on
fournit les réalisations de Uy ~ U (0,1) et Us ~ U (0,1) & partir desquelles
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on produit les réalisations de Ry et Ry :

ST 09 09| RP | 7D | v@o %)
1] 0.260 | 0.018 | -0.113 | -0.549 | 1609.16§ | 2092.035
27 0.003 | 0536 | -0.744 | 0.107 | 2170.688 | 1530.512
3| 0.627 | 0.550 | 0.177 | 0.118 | 3811.497 | -110.298
7| 0.965 | 0.238 | 0.624 | -0.13] | 4139.223 | -438.023
5| 0.832 | 0.909 | 0.369 | 0.480 | 6290.691 | -2589.492
6 | 0590 | 0.931 | 0.148 | 0.525 | 5610.677 | -1909.477

Les approzimations de Fy(9)(4000) et E[max(V (2)—5000;0)] sont
respectivement % et 316.895. L’approzimation de VaRgrs(V (2)) est
5610.677 et celle de TVaRo.75 (V (2)) = 6064.020. D’apres les réalisations
de L, Uapproxzimation de VaRg.gs (L) est 2092.035. En ayant recours & la
relation

VaRoos (L) = B[V (2)] - VaRi s (V (2)),

on obtient aussi approrimation de VaRg.os (L) donnée par 3701.199 —
1609.164 = 2092.035. Egalement, Uapprozimation de VaRg s (L) via les
réalisations de L est —438.023 et, en appliquant la relation VaRg s (L) =
E[V (2)] — VaR{s(V (2)), elle est donnée par 3701.199 — 4139.233 =
—438.233. O

5.5.2  Considérations pratiques

Prenons x = 0.99. Si m = 100, alors les approximations de VaRg.g9 (X) et
TVaRy.g9 (X) sont X 199] gf x[100] (la moyenne d’un seul terme). Si m =
10 000, alors VaRg.g9 (X) et TVaRg.g9 (X) sont respectivement X [9900] et

§=9901
100

Sim =1 000 000, alors VaRg.g99 (X) et TVaRg.99 (X) sont respectivement
x[990 000] ot

10 000 5[5

1 000 000 [5]
Zj=990 001 X

10 000

Ainsi, il faut produire un grand nombre de réalisations de X afin d’obtenir
des approximations de qualité de VaR,; (X) et TVaR,; (X). Plus la valeur
de k est élevée, plus le nombre de réalisations & produire pour obtenir une
approximation de qualité de VaR, (X) et TVaR, (X) doit étre élevé.

Pour améliorer la qualité des approximations des mesures VaR et TVaR,
on a deux options. La premiére consiste & produire un nombre m trés
élevé de réalisations. Cette option est limitée par la capacité de l'outil
informatique et par le temps de calcul. Dans certains cas, il est possible de
corriger cet inconvénient en améliorant 'efficacité du code informatique.
La deuxiéme option est d’avoir recours a des méthodes de réduction de
variance. L’option 2 permet d’améliorer la qualité de 'approximation VaR
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et TVaR tout en se basant sur un nombre raisonnable de simulations. Les
méthodes de réduction de la variance ne sont toutefois pas traitées dans le
présent ouvrage.

5.5.3 Intervalle de confiance pour la mesure VaR

Parmi les approches qui existent pour établir un intervalle de confiance
pour un quantile, on consideére celle qui est fondée sur la loi binomiale.

Soit le vecteur de réalisations classées en ordre croissant de X, que 1’'on
note par (Xm, ...,X[m]). On fixe jo tel que F(™~1 (k) = X0l Le nombre
Ry, de réalisations qui sont inférieures ou égales & X lol obéit a une loi
binomiale de parametres m et k (i.e. Ry, ~ Bin(m,k)). L’intervalle de
confiance de niveau « est de la forme (X[J"],X[jg])7 ou XUl et X[2] sont
déterminées de telle sorte que

Pr (X[jﬂ < VaR,. (X) < XW) = Pr(ji < Ronn < j2)

solent le plus prés possible de a. Afin de déterminer les valeurs de
j1 et jo (et conséquemment les valeurs de XUl et X[2l) et si le
nombre m de simulations est élevé, on approxime la loi binomiale par
la loi normale et on calcule jgify comme étant la valeur arrondie de

( Var (R, ) X &1 (1 — %)), ou Var (R,, ) = m X k x (1 — k). Ensuite,

on fixe j1 = jo — jaisr €t jo = jo + jasys et les bornes de I'intervalle de
confiance sont X o—Jaiss] et Xldo+iairs],

Exemple 5.16 (Suite de exemple 5.12). Dans le tableau suivant, on
fournit les approximations de VaR,, (S) obtenues pour k = 0.50, 0.95, 0.99
et 0.999 accompagnées des bornes de leurs intervalles de confiance avec un
niveau de 95 % :

K borne inférieure approz. de VaRy (X) borne supérieure
0.5 X499 020] _ 932.] X [500 000] —959].4 X500 980] _ 936.4
0.95 X04957] — 3/713.8 X950 000] — 3,9/ X950 427] — 3/93 g
0.99 X989 805] — 550/ 6 X990 000] — 553/ 9 X990 195] — 5567 2
0.999 X998 938 — 97135 X1999°000] — 9g52.1 | X999 062] — 1p 38.2
0.9999 | X999 8801 — 14 5285 | X1999900] — 17 s717.4 | X999 9201 — 18 2014

Comme prévu, Uintervalle de confiance pour VaRg5 (X) est beaucoup plus
étroit que celui de VaRp 9999 (X). U

5.6 Notes bibliographiques

Pour un exposé sur les GNPA, on suggere e.g. [28], [49], [71], [72] et [95].
On peut consulter [40], [49] et [95] & propos des méthodes de simulation
stochastique. Pour des applications de ces méthodes en actuariat et en
gestion quantitative du risque, on suggere e.g. [23], [51] et [66].
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5.7 HExercices

1.

Soient les trois réalisations UM = 0.325, U®) = 0.743, UG) = 0.622
de la v.a. U ~ U (0,1). Produire trois réalisations de la v.a. M ou
E [M] = 2 dans les trois cas suivants :

(a) M ~ BN (1,q).
(b) M ~ Pois(A).

(c) M ~ B(n,q) et Var (M) = 3.

. Soient les trois réalisations UM = 0.325, U® = 0.743, UG) = 0.622

delav.a. U ~ U (0,1). On veut simuler trois réalisations de la v.a. B
ayant une moyenne de 250 et une variance de 80 000. Produire trois
réalisations de B dans les deux cas suivants :

(a) B obéit a une loi lognormale.

(b) B obéit a une loi de Pareto.

Soit X une v.a. définie par X = I x B, ou I ~ Bern(0.3) et B ~
Exp(0.01). Utiliser les trois réalisations U1 = 0.325, U?) = 0.743,
U®) = 0.622 de la v.a. U ~ U (0,1) pour produire trois réalisations
de la v.a. X.

. Soit une v.a. S = 3" | X;, ou les v.a. X7, ..., X,, sont i.i.d. avec

X; ~ LN (97 12). Pour n = 5, utiliser la simulation pour évaluer
VaR, (S) et TVaR, (S), pour k£ = 0.001, 0.01, 0.99, 0.999. On utilise
Palgorithme 5.1 (g = 343 463 463) et on produit dans 'ordre 10 000

réalisations {(X@, ...,ng)) i=1,2,..,10 000}.

Soient les v.a. indépendantes X; et X5 ou Xy ~ Ezxp (ﬁ) et Xy ~
Ezxp (2—(1]0). On définit les v.a. S = X1 + Xo et T = X7 — Xo.

On a recours au GNPA défini a lalgorithme 5.1 et avec zy =
343 463 463. On produit dans 'ordre 100 000 réalisations de X et
100 000 réalisations de X5 afin de produire les 100 000 réalisations
de S et de T. Les premic¢res réalisations de X; et X5 sont 120.6806
et 92.3277. On sait que E[S] = 300 et E[T] = —100. A partir des
100 000 réalisations, les approximations obtenues de E [S] et E[T]
sont 299.6533 et —98.90123.

A partir des réalisations de S et T et pour £ = 0.001, 0.01, 0.05, 0.5,
0.95, 0.99, 0.999, calculer des approximations des mesures de risque
suivantes:

(a) VaR, (S);
(b) VaR, (T) ;
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(¢c) TVaR, (S) ;
(d) TVaR, (T).

6. Le montant total des sinistres pour un portefeuille de 100 contrats
d’assurance automobile est représenté par la v.a. S = Z}iﬂ X, ou
X; ~ BNComp (r,q; Fg) avec 7 = 0.05, ¢ = % et B~ LN (6,0.82)
(pour ¢ = 1,2,...,100). On a recours au GNPA défini a Palgorithme
5.1 et avec g = 2012 afin de produire les m = 10 000 réalisations de
X etdeS.

(a) Pour un contrat ...

i.
ii.

iii.

iv.

calculer X(19) et x(11) (note : XM = .. = XO = 0) ;
calculer les valeurs exactes de E [X] et Var (X) ;

utiliser les m réalisations de X pour calculer des valeurs
approximatives de F [X] et Var (X) ;

utiliser les m réalisations de X pour calculer une valeur
approximative de VaRy.g9 (X) et TVaRo.g9 (X) ;

utiliser les m réalisations de X pour calculer une valeur
approximative de F [max (X — 1000;0)].

(b) Pour un portefeuille de 100 contrats ...

i.

ii.

iii.

iv.

indiquer la loi de S et utiliser cette loi pour produire les
réalisations de S ;

calculer S (note : S™) = 880.672) ;
calculer les valeurs exactes de E [S] et Var (S) ;

utiliser les m réalisations de S pour calculer des valeurs
approximatives de F [S] et Var (S) ;

utiliser les m réalisations de S pour calculer une valeur
approximative de VaRg g9 (5) et TVaRg.g9 (5).

7. Au début de chaque année k pendant n ans, un individu prévoit de
verser une cotisation ¢ dans un compte du fonds mutuel ABC. Le
rendement pour 'année k est représenté par la v.a. Ry pour k =
1,2,...,n. Les v.a. Ry,..., R, sont i.i.d. avec Ry ~ N (0.06,0.22) pour

k=1,2,.

.,n. La valeur du fonds & la fin de 'année k& est définie par

la v.a. V (k) avec V (0) = 0. On a la relation récursive suivante :

V (k)= (V (k= 1) + ¢) o,

pour k =1,2,...,n. On définit la perte par L = E[V (n)] — V (n).
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(a)

Démontrer que les moments E [V" (c1, ..., ¢,)] satisfont a la
relation récursive suivante :

E[V*(c1,¢9, ey Cn)]

= FE [emp”"] X Z (T]:) cmrE [fo1(01,02, ...,cn_l)] ,
k=0

pour m € Nt et pour n € {2,3,...}.

Pour n = 5 et ¢, = 2000 (k = 1,2,...,5), calculer E[V (5)] et
Var (V (5)).

On a recours au GNPA défini a lalgorithme 5.1 et avec
zg = 2012 afin de produire (dans l'ordre) n = 100 000
réalisations (jo),...,jo)) (j = 1,2,...,n) pour obtenir les

réalisations V' (5)(j) de V (5). On a

(R, D)

= (-0.293079,0.095576,0.067400, —0.038451, 0.034949})

et V (5)(1) = 10 291.76. Calculer les valeurs de (R?), ...,R?))
et V(5)@.
Avec (c), calculer une approximation de E [V (5)] et de
Var (V (5)).
Avec (c), calculer une approximation de Pr (V (5) > 10 000) et

déterminer les bornes des intervalles de confiance (niveau de
95 %) de cette approximation.

Avec (c), calculer une approximation de VaR,, (V (5)) pour k =
0.01 et 0.99 et déterminer les bornes des intervalles de confiance
(niveau de 95 %) de ces approximations.

Avec (c), calculer une approximation de TVaR, (V (5)) pour
k = 0.01 et 0.99.

On approxime la v.a. V (5) par lav.a. T ~ LN (,u =,0% = CQ)
ou les valeurs de (v,¢) sont calculées de telle sorte que
E [V (5)] = E[T] et Var (V (5)) = Var (T) . Calculer F'r (10 000)
ainsi que VaR, (T) et TVaR, (T) pour k = 0.01 et 0.99.
Comparer avec les valeurs obtenues en (e), (f) et (g).

8. On modélise la v.a. M représentant le nombre de sinistres pour un
contrat d’assurance automobile par une loi Poisson-lognormale. Soit

1.2

une v.a. mélange © ~ LN (M, 02) en fixant les paramétres p = —507,

2

ce qui implique E [O] =1 et Var (0) = e”” — 1. Sachant que © = 0,
(M|© = 0) ~ Pois()\0).
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(a)
(b)
()

(d)

Montrer que E [M] = X et Var (M) = X + \? (e‘f2 - 1),
Identifier A et o tel que E [M] = 0.5 et Var (M) = 1.5%.

On a produit la réalisation 1.47 de la loi normale standard
N (0,1) et on utilise les paramétres A et o identifiés en (b).
Produire une réalisation ©(1) de ©. Calculer les valeurs de
Pr (M = k|/© =0W) pour k=0,1,2,3.

On a produit la réalisation 0.65 de la loi uniforme standard
U (0,1). Avec cette réalisation et I'information produite en (c),
produire une réalisation M) de M. (2)

9. Selon un modéle trés simplifié, les coits totaux (v.a. Stor) d’'un
portefeuille d’une compagnie sont la somme des cotits catastrophiques
(v.a. S1) et des colts non catastrophiques (v.a. S3) i.e. Spor =
S1+55. La v.a. Sy est définie par Sy = Iy x By avec I ~ Bern (0.05)
et By ~ Pa(1.8,4 000 000). De plus, Sy ~ LN (147 12). On fournit
ci-dessous 20 réalisations de la paire de v.a. indépendantes U ~
U(0,1) et Z~ N(0,1) :

j 1 2 3 4 5
U@ 0.9952 0.9261 0.6397 0.8920 0.7451

z@) 1.0525 | —0.4001 —0.66 1.4115 | —0.3681

j 6 7 8 9 10
U@ 0.6902 0.0583 0.2045 0.9923 0.7551
Z@) 0.2576 | —0.7456 | —0.6310 1.5309 | —0.8955

5 11 12 13 14 15
U@ 0.5739 0.1159 0.1686 0.9707 0.0365
Z@ | —0.4936 | —0.7097 0.9046 0.9270 1.9624

g 16 17 18 19 20
[316)) 0.4533 0.8066 0.7913 0.3785 0.7837
Z@ | —0.1359 1.6503 0.2204 | —0.5184 0.7431

Les réalisations de U sont utilisées pour produire des réalisations de
la v.a. S et celles de Z servent & produire des réalisations de la v.a.

So.

(a)
(b)

Calculer ’ensemble des réalisations pour S et Ss.

Utiliser les 20 réalisations de .57 pour calculer une approximation
de VaRO.QO (Sl) et TV@RO.QO (Sl)

Utiliser les 20 réalisations de S5 pour calculer une approximation

de VaRo'go (SQ) et TV(IR(),Q() (SQ)

Avec les 20 réalisations de Sror, calculer une approximation de
VaRp.90 (STOT) et TVaRy.90 (STOT)-

Comparer (VaRpo (S1)+ VaRog(S2)) et VaRgyg (Stor).
Comparer (TVaRg.o (S1) +TVaRoo (S2)) et TVaRyg (Stor).
Commenter relativement & une propriété bien connue des
mesures de risque.
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10. Soient les v.a. indépendantes B ~ Exp (ﬁ), C = 200 000V (avec
W ~ Béta(2,1)), R1 ~ N (0.2,0.2?) et Ry, qui est définie par Ry =
M x D, od M ~ Bern(0.2) et D ~ N (—0.5,0.04?). On définit la
va. X = (B+ C)efit8z,
(a) Calculer Pespérance et la variance de X.

(b) On dispose des 5 réalisations suivantes de la loi uniforme
standard que l'on doit utiliser comme il est indiqué : 0.5452
(pour B), 0.7349 (pour C), 0.1423 (pour R;), 0.9437 (pour M)
et 0.3821 (pour D). Produire une réalisation de la v.a. X.

5.8 Réponses

1. Réponses a la question 1 :

(a) 0,3, 2
(b) 1,3,2
() 1, 3,2

2. Réponses a la question 2 :

(a) 109.6645, 299.4209, 219.5267
(b) 89.4217, 326.1524, 228.5580

3. Réponses a la question 3 : 0, 15.4706, 0

4. Réponses ala question 4 : 13 061.49, 18 414.90, 216 345.01, 348 941.52,
67 085.14, 67 544.20, 277 535.75, 432 417.37

5. Réponses a la question 5 :

(a) 5.973072, 20.674508, 51.120504, 244.653892, 734.417561,
1054.085245, 1541.841003

(b) —1293.01609, —840.00630, —518.74468, —55.98788, 191.05851,
349.82731, 574.07111

(c) 299.9492, 302.5430, 313.7001, 462.0958, 934.2968, 1253.2419,
1688.5967

(d) —97.52118, —89.40482, —66.42151, 58.79661, 289.54373,
452.44638, 679.79481

6. Réponses a la question 6 :

(a) On a obtenu les valeurs suivantes :
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i 0:112.85
ii. 55.56 ; 120 269.3
iii. 53.63 ; 113 014.7
iv. 1577.637 et 2733.691
v. 19.9077

(b) On a obtenu les valeurs suivantes :

i. Aucune réponse

ii. 6100.005
iii. 5555.73 et 12 026 930
iv. 5534.67 et 12 190 754
v. 16 271.51 et 19 130.39

7. Réponses a la question 7 :

Aucune réponse

)
(b) 12 794 et 16 450 067
(c) 0.210101 ; 0.027811 ; 0.311467 ; 0.158361 ; 0.332232 ; 20 759.3
(d) 12 770.42 et 16 306 053
(e) 0.73921 ; bornes = 0.73649 et 0.74193
(f) 6140.53 avec bornes = 6105.38 et 6181.18 ; 25 257.71 avec bornes

25 053.73 et 25 449.75
(g) 12 842.76 et 28 467.00
(h) 0.7393955 ; 5936.95 et 25 053.03 ; 12 868.99 et 27 959.16

8. Réponses a la question 8 :

(a) Aucune réponse

(b) 0.5 et 1.442027

(c) 2.944853, 0.229368, 0.337728, 0.248640 et 0.122035
(d) 2

9. Réponses a la question 9 :

(a) St =10 704 994, 519 = 7309 343, SV = 1382 769, S¥) =0
pour j # {1,9,14}, SV = 3 445 388, S{? = 806 054, etc.

1 382 769 et 9 007 169

(c) 5559 100 et 7 411 049

(d) 855 396 et 13 505 068

(e) Aucune réponse

(b

)
)
)
)
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10. Réponses a la question 10 :

(a) 154 233.353312 et 4 834 363 623
(b) 101 787.21
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Méthodes récursives d’agrégation

6.1 Introduction

En actuariat, en gestion quantitative des risques et en probabilités
appliquées, on est confronté a évaluer la distribution d’une somme de v.a.,
indépendantes ou non. La mutualisation des risques méne l'actuaire a
évaluer la distribution des cofits pour un portefeuille. Au chapitre 3, on a
présenté quelques méthodes d’approximation fondées sur les moments, alors
qu’au chapitre 5 on a introduit les méthodes de simulation stochastique
qui peuvent aussi servir pour la distribution de sommes de v.a. Dans le
présent chapitre, on s’intéresse a des méthodes récursives d’agrégation
offrant ainsi un complément aux notions étudiées aux chapitres 3 et 5.

Le chapitre est construit comme suit. On présente le produit de
convolution pour la somme de v.a. discrétes. On présente un algorithme
récursif pour le calcul de la fonction de masse de probabilité pour la somme
de v.a. discrétes i.i.d. On s’intéresse ensuite a l’algorithme de Panjer pour
déterminer la fonction de masse de probabilité d’une v.a. définie selon
une loi composée qui satisfait certaines contraintes. On expose la méthode
d’agrégation fondée sur la transformée de Fourier rapide. Par la suite,
on explique comment appliquer ces méthodes dans un contexte actuariel.
Dans la plupart des cas, ces applications requiérent que la distribution
du montant des sinistres soit discrétisée. On présente des méthodes de
discrétisation permettant d’approximer des distributions continues par
des distributions avec support arithmétique. Enfin, on aborde la classe
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de distributions mélange d’Erlang. On présente aussi des exemples pour
illustrer les méthodes étudiées dans le chapitre.

6.2 Somme de v.a. discrétes

6.2.1 Somme de n v.a. discrétes indépendantes

Soient n v.a. indépendantes discrétes définies sur {0, 1k, 2h,...}. On veut
évaluer les valeurs de la fonction de masse de probabilité fg, de 5, =
> Xi. En 1.19.1, on explique la procédure pour calculer les valeurs de
fs,. On a recours a une procédure récursive pour déterminer les valeurs de
fs, pour n = 3,4, ... qui requiert de connaitre les valeurs de fg, ,. Pour
keN,ona

k
fs, (kh) = > Pr(Sp_1=(k—j)h)Pr(X, = jh)
§=0
k
= Y fo ((k=5)h) fx, (§h). (6.1)
§=0
Exemple 6.1 Soient les v.a. indépendantes discrétes X1, ..., X,, avec

X; ~BN(2,1-0.01x1i) (i=1,2,...,10)

et la v.a. S1p = E}il X;. A Vaide de la relation récursive (6.1) que l'on

appliqgue avec h = 1, on obtient les valeurs suivantes de fs,, (k), pour
k=0,1,...,11 :
2 0 1 2 3 p] 5
fsio (k) | 0.319610 | 0.8351571 | 0.205669 | 0.085080 | 0.027928 | 0.007742
k 6 7 8 9 10 11
fsio (k) | 0.001884 | 0.000413 | 0.000083 | 0.000016 | 0.000003 | 0.000000

Avec ces valeurs, on obtient E [S19] = 1.183605 et Var (S19) = 1.274424
que 'on vérifie aisément. [

6.2.2 Somme den v.a. discretes i.i.d.

Dans le cas ou les v.a. X7, ..., X,, sont i.i.d., on note fg (kh) = f¥" (kh) le
n-iéme produit de convolution de fx avec elle-méme. Alors, on a

k
kR =S 5 (k- 5) ) fx, (G,
7=0
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pour k£ € Net n = 2,3,..., que I'on a déduit de (6.1). Néanmoins, il est
possible de recourir & une procédure plus rapide pour calculer les valeurs

de fs, (kh) = £ (kh), k € N.

Proposition 6.2 Algorithme de De Pril. On a

1
fx (0) 4

J

fs, (k1) = (402 -1) e fs (6= 62)
=1

dont le point de départ est

fs, (0) = fx (0)".

Preuve. Pour identifier la formule récursive, on a recours aux f.g.p. de X
et de S, qui sont définies par

Px (t)=E[t¥] = ifx (kh) x t*h
k=0

et

Ps, (t)=E[t°"] =Px ()" = i fs,, (kh) x t*m,
k=0

On poursuit en utilisant la procédure suivante qui est assez courante dans
ce type de contexte. On dérive Pg, (t) par rapport t

P (t)=nPx ()" Py (t). (6.3)
On multiplie les deux c6tés de (6.3) par tPx (t)
tPx () P, (t) = tPx (t)nPx (8)"~' Px (1),

ou

Px (t)tPg, (t) = {Px ()} {tP§, (1)} = /" fx (§h) D kht™ fs, (kh)
j=0 k=0
(6.4)

et
n{px " H{tPy )} = n{Ps@)}{tPy 1)}
= ny " fs, (kh) Y hjt'" fx (h). (6.5)
k=0

= =0
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On combine (6.4) et (6.5)

Ztﬂhfx (jh) Zkhtkhfs (kh) —nZtkhfS (kh) Zjhtﬂhfx (jh).
j=0 7=0
(6.6)

On doit identifier de part et d’autre de (6.6) les coefficients de t*" pour
k € NT. Puis, & partir de ces coefficients, il est possible d’identifier la
relation récursive voulue. Du coté gauche de (6.6), on a

fo (7h) ((k = §) k) fs, (k= 34)h). (6.7)

On identifie du coté droit de (6.6) le terme suivant
k
nY_ fx (1) (Gh) fs. ((k = 5)h). (6:8)
j=1
En combinant (6.7) et (6.8), on obtient
k
Z I (i) (e = 7)) fs, ((k = ) ) = Y _ fx (i) (h) fs., ((k = 5) )
3=0
a partir de laquelle on isole fg (kh)

fic (Oh) B s, (k1)
+fo (7h) ((k = 3) ) fs,, ((k = 5) h)

= nZ fx (5R) (3h) fs, ((k —5) h).

j=1

Ensuite, on a

fx (Oh)khfs, (kh)
k
= ny_ fx (i) (Gh) fs, (k=) h)

=1

_ Z fx (Gh) (k = j) hfs, ((k — §) h)

k
= > fx (Gh) (nj + 35— k) hfs, (k=) h)

=1
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qui devient

fx (0h) khfs, (kh)

>

fx (Gh) (n+1)j — k) hfs, (k—=3)h).

Il

1

J
Finalement, on obtient la relation récursive voulue

k

> e ) (04 D% = 1) o, (= ) ).

1

fo =770

pour k€ NT. m

Remarque 6.3 Application de [lalgorithme de De Pril.. Comme
lalgorithme de la proposition 6.2 est récursif, on doit connaitre les valeurs
de fs, (OR), ..., fs, ((k — 1) h) afin de calculer fs, (kh). On commence par
calculer fs, (0) = fx (0)". Par la suite, on calcule

s e ) (04 1§ 1) £, o).

fS/ﬂ, (1h) = fX (

Puis, on détermine

_ 1 fx (@) ((n+1)5—-1) fs, (1
fs"(%)_fx(Oh){ e @) ((n+ 12— 1) o, (0h >}'

On poursuit pour k € {3,4,...}. Il est préférable de programmer la procédure
dans un langage informatique. Dans certains cas, l'algorithme peut étre
instable numériguement et produire des valeurs incohérentes.

Exemple 6.4 On suppose que X; ~ Bin(5,0.2) pour i = 1,2,...,10. Les
v.a. X1,...,X10 sont aussi indépendantes. On veut calculer la fonction de
masse de probabilité de S19 = X1 + ... + X10. A Uaide de algorithme
presente & la proposition 6.2, on obtient les valeurs suivantes pour fs,, (k),

k=0,1,...,5 :

k 0 1 2 E Y] 5
Fs1o (k) | 0.000017 | 0.000178 | 0.001093 | 0.0045371 | 0.012840 | 0.029531

Puisque S19 ~ Bin (50,0.2), il est possible de vérifier Uexactitude de ces
valeurs. [

Supposons que les v.a. iid. Xi,...,X, € {koh,(ko+ 1)h,...}, ce qui
implique que S = >"" | X; € {nkoh, (nko + 1) h,...}. On définit ¥; = X; —
koh € {0,1h,2h, ..}, i =1,2,..,net T = 31 | Y;. Alors, on évalue les
valeurs de fr (kh) (k € N) avec l'algorithme récursif de la proposition
6.2 et on obtient celles de fg (kh) avec fs(kh) = fr((k—nko)h) (k =
kon, k‘on + 1, )
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6.2.3 Somme den v.a. discrétes

Soit le vecteur de v.a. (X7, ..., X,;) dont la fonction de masse de probabilité
conjointe est définie par fx, . x, (kih,...,knh) pour k; € {0,1h,2h,...}.
Pour n = 3, on utilise

k k1
Fso (Bh) = > 3" fxy Xauxs (knhy kb, (k — ky — ko) B), (6.9)

k1=0 k=0

pour k € {0,1h,2h,...}. Pour n > 3, il suffit d’adapter (6.9)

s, (kh)
k k2 n—1

= S e [kt (5250 ) 0
k1=0 kp—1=0 j=1

(6.10)

Le temps d’exécution de (6.10) devient rapidement long lorsque le nombre
n de v.a. augmente.
La f.g.p. conjointe du vecteur de v.a. (X1, ..., X,,) est définie par

PXl,...,X” (tl, ...,tn) = Z Z tllclh...tﬁ”hthm’x” (k‘lh, ,k‘nh) .
k1=0 k,=0
(6.11)
Alors, la f.g.p. de S = >""" | X, est donnée par

Ps(t) = Px, .. x, (t,...t) = Y fo (kh)t*" (6.12)
k=0

a partir de laquelle on peut identifier la f.m.p. de S. Si les v.a. Xq,..., X,
sont indépendantes, (6.11) et (6.12) deviennent

P X, (e tn) = > > iR fx (Rih) o fx, (Rah)
k1=0 k=0

= Px, (t1)...Px, (tn)

et
Ps (t) = Px, (t)...Px, (t).
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6.3 Algorithme de Panjer et lois de fréquence
(a,b,0)

6.3.1 Notions préliminaires

Soit une v.a. X définie par

X = {(?HB“OM>O : (6.13)

ou M est une v.a. discréte de fréquence, Bq, Bs,... est une suite de v.a.
positives i.i.d. définies sur {Oh, 1k, 2h, ...} dont la distribution est la méme
que la v.a. canonique B ; et la suite de v.a. By, Bs,... est indépendante
de M. Cela implique que X prend des valeurs dans {0h,1h,2h, ...} et sa
fonction de masse de probabilité est définie par fx(kh) = Pr(X = kh),
pour k£ € N.

L’approche générale pour calculer fx (kh) est

fx(0) = fu(0 +ZfM ) /Bi+..+8,; (0)
= fu(0 +ZfM

= ZfM (4) (f5 (0)) = Py (£5(0)) (6.14)
=0
et

Fx (kB) =" far (§) Fousvm, (k) = far (4) £5 (kh), (6.15)

j=1 j=1

pour k € NT. Bien que (6.14) soit aisée a évaluer, (6.15) demande plus
de temps de calcul. En effet, on doit recourir au résultat de la proposition
6.2 pour évaluer les valeurs de f;’ (kh) pour chaque j € NT et chaque
k € NT. Cela peut s’avérer fastidieux. En 1981, [88] a proposé un algorithme
appelé désormais «algorithme de Panjer», qui est une relation récursive
permettant le calcul des valeurs de fx a la condition que la v.a. M fasse
partie de la famille (a,b,0).

6.3.2 Famille (a,b,0) de lois de fréquence

Avant d’expliquer lalgorithme de Panjer, il est d’abord nécessaire de
présenter une importante famille de distributions de fréquence appelée
la famille (a,b,0). Une distribution de fréquence pour une v.a. M
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appartient a la famille de distributions de fréquence (a,b,0) si sa
fonction de masse de probabilité satisfait la relation récursive suivante :
fur (k) = (a—&—%) fu(k—1) pour ¥ € NT. Le point de départ est
far (0) > 0. Le fait que fps (0) > 0 explique la raison de la présence du
«0» dans le nom de la famille. Seules les lois de Poisson, binomiale et
binomiale négative sont membres de cette famille.

On indique les valeurs de a et b pour les membres de la famille (a,b,0) :

e loide Poisson: a=0et b=\ ;
e loi binomiale négative (avecr, ¢) :a=1—qgetb=(1—¢q)(r — 1) ;

e loi binomiale négative (avec r, ) : a + et b= T (r—1);

e loi binomiale : a = —l%q etb=(n+1) 1;1(1_

On peut déduire la relation suivante pour la f.g.p. d’une loi appartenant
a cette famille. Cette relation récursive est utilisée dans le développement
de l'algorithme de Panjer.

Proposition 6.5 Relation récursive. On a

Py (t) =a xtx Py (t)+ (a+b) Py (t), (6.16)

d P,
ou Pjy (t) = 4Eu.

Preuve. On a

Py(t)y=E[tM] = Z Far (k) t*. (6.17)

On prend la dérivée de (6.17) par rapport a ¢

(o]

Py (t ZfM )kttt :Z (a—i—%) far (K — 1) kth=1,

k=1

Puis, on réarrange les termes
Py (t) = aZfM — 1)kt +beJW — 1)t

= CLZf]\/[ —1 katkl—‘rbpjw()
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On remplace k par k — 1+ 1
Py (t) = aZfM X (k—1+1) x t*=1 + bPy (t)
= aZfJW X (k—1) x tF~1
+aZfM —1) x t*7L 1 bPy (1)

qui devient

PJU = atz f]y[ ( — 1) X tk_g
—HLPM (t) + bPpy (1)

menant & (6.16). m

6.3.3 Algorithme de Panjer

L’algorithme de Panjer est une relation qui permet de calculer récursivement
la fonction de masse de probabilité de X, lorsque la loi de M fasse partie

de la classe (a,b,0).

Algorithme 6.6 Algorithme de Panjer. Le point de départ de
Ualgorithme est

fx(0) = My {In[f5(0)])} = Par {f5(0)}

et la relation récursive est donnée par

S (a0 ) fo) fx (k= 3)h)
1-— afB (0) ’

fx(kh) =
pour k € NT,

Preuve. On sait que fx (0) = Pas (fp (0)), ce qui fournit le point de départ
de l'algorithme de Panjer. De plus, la f.g.p. de X est donnée par

Px (t)=E[tX] = Py (P5(1)).
On dérive la f.g.p. de X par rapport a ¢

Py (t) = Py (Pp () x Pg (t). (6.18)
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On obtient la formule récursive (6.16)
Pl (8) = a x £ x Py (£) + (a-+b) Py (1),
que l'on remplace dans (6.18)
Py (t) = axPg(t)x Py (Pp () Pp (1) + (a+b) Py (Pg (1)) P (2)
= ax Pg(t) x P (t) + (a + b) Px (t) Pg (¢) (6.19)
On rappelle que
=" fentt, PRty = jhfs (jh) 0D
— =

et

=Y fx (kh)t*", Py (t Zkhfx (kh) tk=Dn,

k=0 7=0

On utilise ces expressions dans (6.19)

Zkhfx (kh)t(’“l)h = axX ZfB (5h) t7 x Zjhfx (jh)t(a‘fl)j

k=0 =0 =0

+(a+b)> " fx (Gh) " jhfp (jh)t0—Dn

=0 =0

que 'on multiplie par ¢

> khfx (kh)t™" = afoB (jh)t nyth (7h)t

k=0 7=0

+(a+0b) Z Fx GRS jhfs (jh) "

§=0 §=0
(6.20)
On examine les coefficients de t** pour trouver fx (kh) pour k& € N. Du

coté gauche de (6.20), on a kh fx (kh). Dans le premier terme du coté droit
de (6.20), on trouve

ax > fu(jh) x (k=g hx fx ((k=j)h) (6.21)
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et dans le deuxiéme, on a

(a+b) x ZfB (jh) x jh x fx ((k—5)h). (6.22)
7=0

On combine (6.20), (6.21) et (6.22)
khfx (kh) = ax_ fa(jh) x (k= 5)hx fx (k= j)h)

+(a+b)XZfB(jh)thXfX((k—j)h)

Jj=0

= akhfp(0) fx ((k—j)h)
k
+ay  fr(jh) x (k=) k) fx (k= j)h)

j=1
ZfB jh) x jh x fx ((k = j) h)
— akth< ) fx (kh)

+Z k—j)h+(a+b)jh) fp(jh) x fx ((k=4)h).
En isolant fx (kh), on obtient la relation récursive voulue

fx (kh) = m; (a+b%) f5(h) x fx ((k—34)h).

|

On présente les cas particuliers de ’algorithme de Panjer dans le cas o
M obéit respectivement a une loi de Poisson, a une loi binomiale négative
et & une loi binomiale.

Algorithme 6.7 Poisson composée. Soit M ~ Pois(\). Le point de
départ est fx(0) = MO ot 1g relation récursive est donnée par

| >

k
= Z 5(3h) fx (k= ) ),

pour k € NT, [J
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Algorithme 6.8 Binomiale négative composée (avec r et q). On
suppose que M ~ BN(r,q). Le point de départ est

fx(0) = <1 —(1 —qq) fB(O))T

et la relation récursive est donnée par

Sy (1 g+ S0 f(in) (@ — ) )
1= (-9 /50) |

pour k € NT. Il suffit de remplacer q = ﬁ dans les deuz relations pour

retrouver les relations correspondantes pour la loi binomiale négative définie
avec les paramétres r et 5. [1

fx(kh) =

Algorithme 6.9 Binomiale composée. On suppose que M ~ Bin(n, q).
Le point de départ est

fx(0) =(1—q+qfs(0)"

et la relation récursive est donnée par

Sy (—a Y fa () (k= ) )
1—q+qf5(0) ’

fx (kh) =

pour k € NT. O

Dans I'exemple suivant, on applique 'algorithme de Panjer pour les lois
composées.

Exemple 6.10 La v.a. X est définie selon (6.13) ow

B € {1000, 2000, ..., 6000}

avec les valeurs suivantes de fp (1000k):

k|0 1 2 2 7 5 6
F5 (1000k) | 0| 0.20 | 0.50 | 0.20 | 0.15 | 0.10 | 0.05

Il en résulte que E [B] = 2800 et Var (B) = 2 060 000. On considére trois
hypothéses pour la distribution de la v.a. M.

e Hypothése 1. M ~ Pois (X = 1.25), ce qui impliqgue E [X] = 3500 et
Var (X) = 12 375 000.

e Hypothése 2. M ~ Bin(n = 10,q = 0.125), ce qui implique E [X] =
3500 et Var (X) = 11 150 000.
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e Hypothése 8. M ~ NB(r=0.5,8=2.5), ce qui implique E [X]
3500 et Var (X) = Var (X) = 36 875 000.

On applique Ualgorithme pour calculer les valeurs de fx (1000k) (k =
0,1,2) selon Uhypothese 1 :

fx(0) = Pu(f(0)) =exp(A(fp(0) - 1))
= exp(—A) =exp(—1.25) = 0.286505

F(1000) = 237 75(10005) £ (1000 (1 )

j=1
= 1.25(1 x f5(1000) x fx (0))
= 1.25(1 x 0.2 x 0.286505) = 0.071626

et
A\ 2
fx (2000) = 53 jfs(10007)fx (1000 (2 - j))
j=1
1.25
= 5 (1 x fp(1000) x fx (1000) + 2 x fp (2000) x fx (0))
1.2
= 75 (1 x0.2x0.071626 4+ 2 x 0.3 x 0.286505)
= 0.116393.

Sous Uhypothése 2, on obtient les valeurs de fx (1000k) (k =0,1,2) de
la facon sutvante :

Fx (0) = Pas (f5 (0)) = (1 — ¢ + af5 (0))" = 0.263076

Sy (—a+ ) £5(10007) £(1000 (1 - )
1—q+qfg(0)
(—0.125 + Hx0-125xX1) 25 (1000) fy (0)
1-0.125

fx (1000)

= 0.075164
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et

20 (g ) £5(10007) (1000 (2 — 7))

Fx (2000) 1—q+qf5(0)
(—0.125 4 11x0.225x11 .20 x 0.075164
- 1-0.125
(—0.125 + 11x025x2) (.30 x 0.263076
* 1-0.125

= 0.122411.

On procéde de la méme facon pour Uhypothése 3 en procédant comme
suit :

1 T
fx(0) = Pu(fs(0)= ((1 — B((£5(0)) — 1)))

1 r 1 0.5
= — | = = 0.534522
(53) = (2s)

i (8 25 £5(10007) £ (1000 (1 )

fx (1000) =
e (1000) L+ 5~ Bfs(0)
(2.5 + 2209=01) 0.2 x 0.534522
- 1+25-25x%0
—  0.038180
et
S5y (B 251 £1(10005) £ (1000 (2 - )
fx (2000) =

1+ 8- Bf5(0)
(2.5 + 2203=11) 0.2 x 0038180
1+25-25x0
(2.5+ 2203=12) 0.3 x 0.534522

+ 1125-25x0
— 0.061361.

En appliquant Ualgorithme de Panjer, on obtient les valeurs fx (1000k)
dont certaines sont reproduites ci-dessous :

k 0 5 10 20 30
fx (1000k) hyp 1 | 0.286505 | 0.083659 | 0.020898 | 0.000368 | 0.000002
fx (1000k) hyp 2 | 0.263076 | 0.088471 | 0.020159 | 0.000177 | 0.000000
Fx (1000k) hyp 3 | 0.534522 | 0.042620 | 0.016593 | 0.003770 | 0.000981
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O

6.4 Méthodes de discrétisation

Soient les v.a. indépendantes continues positives By, ..., B,. On définit la
va. S =" B;. Afin d'utiliser les algorithmes récursifs de convolution,

on approxime la v.a. B; par une v.a. discréte B; définie sur le support
Ay =10,1h,2h,3h, ...},

ou h > 0 est appelé le pas de discrétisation. La fonction de masse de
probabilité est fz(kh) = Pr (EZ :kh>, k € N, pour ¢ = 1,2,...,n. On

définit la v.a. S = > Ei, qui est aussi définie sur Aj. Les valeurs de
la fonction de masse de probabilité de S peuvent étre calculées avec les
algorithmes récursifs de convolution. On approxime les quantités relatives a
lav.a. S (e.g. Fs, VaR, (S), TVaR, (S), prime stop-loss) par les quantitiés

correspondantes qui sont relatives & S.
Soit la v.a. X définie par la somme aléatoire

M
X — ijlBj7M>O
0.M > 0 ’

ou les v.a. By, Bo, ... sont i.i.d. et continues positives avec une fonction de
répartition Fiz et la v.a. M appartenant a la classe (a,b,0). Pour appliquer
'algorithme de Panjer ou tout autre algorithme récursif, on approxime les
v.a. By, By, ... par les v.a. les v.a. discrétes By, Bs,... définies sur Aj,. On
définit la v.a. X par

M3
)Zv: ijlBj,M>0
0,M >0 ’

en préservant les mémes hypothéses et on observe que la v.a. X est définie
sur Ap. Les valeurs de la fonction de masse de probabilité de X sont
calculées avec l'algorithme de Panjer ou tout autre algorithme. Ensuite,
on approxime les quantités relatives a la v.ia. X (e.g. Fx, VaRy (X),
TVaR, (X), prime stop-loss) par les quantitiés correspondantes de X.

Un certain nombre de méthodes de discrétisation existent afin de définir
la v.a. B qui approxime la v.a. B. On présente les principales méthodes
dans les prochaines sous-sections.
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6.4.1 Méthodes upper et lower

Selon la méthode upper, la valeur de la fonction de masse de probabilité a
0 est
f50)=Pr(B<h)=Fg(h)

et les valeurs de la fonction de masse de probabilité & 1h,2h, 3h, ... sont
f5(kh) =Pr(kh<B < (k+1)h)=Fp((k+1)h)— Fg(kh)

pour k € NT. La fonction de répartition F () est une fonction en escalier
dont les sauts sont a Oh, 1h, 2k, ... et dont la premiére marche a 0 est d’une

hauteur Fz (0) = Fp (h). On a

FB(h), 0<z<h
Fs(2h), h<z<2h

FE@ =9\ Fa@h), 2h<a<3h

Selon cette méthode, on a la relation F'g (x) < Fg (x), = > 0.
Pour la méthode lower, la valeur de la fonction de masse de probabilité
a 0 est f5(0) =0 et les valeurs de la fonction de masse de probabilité a

1h,2h,3h, ... sont
f5(kh) =Pr((k—1)h < B < kh)=Fp(kh) - Fg((k—1)h),

pour k € N*. La fonction de répartition Fiz (x) est une fonction en escalier
dont les sauts sont a 1h, 2h, ..., soit

0, 0<az<h
@) Fp),  h<w<m
B\Y TN Fz(2h), 2n<ax<3h

On observe la relation Fp (x) > Fz(x), x> 0.
Sur le graphique de la figure 6.1, on illustre les deux méthodes de
discrétisation appliquée a la fonction de répartition de la loi exponentielle.
Dans le prochain exemple, on applique les deux méthodes de discrétisation.

Exemple 6.11 On applique [algorithme de Panjer conjointement
avec les méthodes upper et lower de discrétisation. Soit la v.a. X ~
BNComp(r,q; Fg), avec r = 1, ¢ = 0.5 et B ~ Exp(0.2). Pour cet
exemple, on connait la forme explicite de la fonction de répartition de X
qui est donnée par

Fx(z)=1-(1—qe ™, x>0,
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08

0.4

0.2

0

FIGURE 6.1. Valeurs de Fp(z) ot B ~ Exp(1) ainsi que de Fup) () (ligne

continue en escalier) et Fizep) () (ligne avec petits traits en escalier).

(voir exercice 2.11) ce qui permet de comparer les valeurs obtenues avec
les approximations. Dans le tableau ci-dessous, on illustre l'application de
Ualgorithme de Panjer en utilisant les techniques de discrétisation upper
et lower. Il est posstble de comparer les valeurs obtenues par approximation
et les valeurs exactes de Fx (x)

T %gl{) Lm{r Lozf FEzxacte Up Up Up

= h=1 h=- h=1 h=1 h=1
0 | 0.50000 | 0.50000 | 0.500000 0.5 | 0.50313 | 0.51250 | 0.54983
1| 0.54532 | 0.54702 0.54744 | 0.54758 | 0.55055 | 0.55944 | 0.59470

<)

0.568658 | 0.58961 0.59038 | 0.59064 | 0.59544 | 0.60186 | 0.65510
3| 0.62400 | 0.62820 0.62924 | 0.62959 | 0.63225 | 0.64020 | 0.67147
4| 0.65808 | 0.66316 0.66442 | 0.66484 | 0.66735 | 0.67485 | 0.70421
5 | 0.68907 | 0.69483 0.69626 | 0.69674 | 0.69910 | 0.70616 | 0.75369

10 | 0.78737 | 0.81375 0.81549 | 0.81606 | 0.81778 | 0.82289 | 0.84246

20 | 0.92523 | 0.93062 0.95191 | 0.93233 | 0.93517 | 0.93565 | 0.94487

30 | 0.97109 | 0.97416 0.97487 | 0.97511 | 0.97549 | 0.97662 | 0.98071

40 | 0.98882 | 0.99037 0.99075 | 0.99084 | 0.99101 | 0.99151 | 0.99325

50 | 0.99568 | 0.99641 0.99658 | 0.99663 | 0.99670 | 0.99691 | 0.99764

On constate que la différence entre les wvaleurs upper et lower diminue
avec h qut s’approche de 0. La valeur de h choisie dépend de ’échelle de la
distribution de B. On présente dans le tableau ci-dessous les valeurs exactes
et celles obtenues par approximation de VaR,, (X)

K Up Up Up Exacte Low Low | Low
h=1 h=1 h= h=1{ h=% | h=1
0.5 0 0 0 0 0 0

0.95 | 21 205 | 22.9375 | 25.02585 | 25.125 | 23.5 | 25
0.995 | 43 | 45.875 | 45.875 | 46.05167 | 46.25 | 46.75 | 49
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O

Les approximations de Fx produites avec la discrétisation upper (lower)
seront toujours supérieures (mférieures) aux valeurs exactes de Fx. Cette
relation est démontrée dans le chapitre 7 portant sur la comparaison des
risques.

Exemple 6.12 On considére un portefeuille constitué de 100 contrats
d’assurance automobile (indépendants). Les codts pour un contrat
sont représentés par la v.a. X ~ PComp (X Fg) avec A 0.025 et
B ~ Pa(3,10). On veut évaluer Fg ou S Zjﬂﬂ X;, les v.a. X;
(i =1,2,..,100) sont i.i.d. et X; ~ X (i = 1,2,...,100). Dans le tableau
ci-dessous, on indique les valeurs obtenues des approximations de Fgs (x)
en appliquant 'algorithme de Panjer conjointement avec les techniques de
discrétisation upper et lower (avec h=1eth= 1) :

T | Faiow,n=1 () stow,n=1 (z) Fgm’p,h:% (@) | Faup,n=1 ()
0 0.0820850 0.0820850 0.09812643 0.1528517
1 0.1331183 0.1403239 0.16071324 0.2188115
5 0.3320781 0.9545721 | 0.38149450 | 0.4391453
10 0.5864597 0.5616158 0.58571454 0.6310597
20 0.7836771 0.7998287 0.81308686 0.8355891
30 0.8962240 0.9045299 0.91096430 0.9214718
70 0.9772100 0.9513226 | 0.95443581 0.9594953
50 0.9712884 0.97353614 0.97491838 0.9774225

On mentionne que la valeur exacte de Fg (0) est égale ¢ 0.0820850. On
constate que [’écart entre les bornes inférieures et supérieures diminue avec
h qui décroit. On présente dans le tableau ci-dessous les valeurs obtenues
des approzimations de VaR, (S) :

" 0.5 | 0.95] 0.99
VaRs (S‘up’h:l) 7 97 84
VaR. (S’“P’h*%) 775 | 38.75 | 85.25
VaRs (S“low’h:%) 8.5 | 39.75 | s6.25
VaR. (S“low’h:l) 9 /1 88

6.4.2 Meéthode de dispersion de la
préservée

masse avec espémnce

On a besoin du résultat suivant pour la
masse.

méthode de la dispersion de la

Lemme 6.13 Soient les scalaires a, b, c, d tels que a < b, p, >0, p, > 0,
0<c<1leta<d<b. La solution au systéeme de deux équations avec
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deux inconnues suivant

Pat+Pb = ¢
GPq, +bpb = d

be

est po = %=2 et p, = £

b—a

On procéde par étape pour déterminer l'expression de la fonction de

masse de probabilité fz (kh) = Pr (B = kh). Pour chaque intervalle, on

distribue la masse de cet intervalle & ses extrémités (gauche et droite) tout
en conservant ’espérance attribuée a cet intervalle. Comme le point kh
se trouve a la fois a la droite de lintervalle ((k — 1) h, kh] et & gauche de
lintervalle (kh, (k + 1) h], la valeur de la fonction de masse de probabilité
f5 (kh) attribuée au point kh est la somme des deux de probabilité th et
Prn:

Pour k& € N, on cherche les valeurs de p, et pZ‘h 4n, telles que les deux
relations suivantes sont satisfaites :

Prh +P1jh+h = Fp((k+1)h)— Fg(kh)
(k+1)h
Pnkh + P, (k+ 1R = /kh zfp (z)dx

= E[Bx Lo esnnl] = B [B X (oo pn]
A partir du résultat du lemme 6.13, on déduit :

v = SR (k1) - P ()

1
— 7 {E B X Lo er1ym] = E [B X Loornl] }

et
1
Plinn = 7B X Lo enym] = B [B X Lo ] }
kh
T {F5((k+1)h) — Fp (kh)}.
Pour k£ = 1,2, ..., la valeur de f5 (kh) est la somme de P, et pp

fs(kh) = ph + e
_ 1 { 2E [B x 1(—oon)] — E [B X 1(Zoo,(k—1)n]] }

h

+1{ —2khFg (kh) + (k — 1) hFp ((k — 1) h) }
h +(k+1)hFp ((k+1)h) :

—E [B X 1(Zoo,(k41)]
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Fonctions de répartition de X - valeurs exactes et
approximées (Panjer + méthode dispersion)

FIGURE 6.2. Valeurs exactes (ligne continue) et approximées (ligne avec petits
traits) de Fx (z), oo X ~ PComp(\ Fg) avec A = 3 et B ~ FEzxp(l).
L’approximation est obtenue avec la méthode de dispersion.

Comme E [min (B;a)] = E [B X 1(_co,q] + (1 — Fp (a)), on obtient

1| 2F[min(B;kh)] — E [min (B; (k — 1) h)]
Jp (kh) = E{ —E [min (B; (k + 1) h)] }

pour k € NT et

fz0) = py = .

pour k = 0.

Exemple 6.14 Soit la v.a. X ~ PComp (), Fp) représentant les codts

pour un risque avec A =3 et B ~ Exp(f = 1). L’espérance de X est égale

a 8. Dans le cas présent, on peut évaluer les valeurs exactes de Fx. Pour

illustrer la méthode de dispersion avec préservation de l’espérance, on utilise
1 102

un pas h = 155 pour discrétiser la loi de B sur le support {0, 100 100 }

puis on applique l'algorithme de Panjer pour évaluer les valeurs de F'g (%)
pour k € N. Les wvaleurs sont reportées dans le graphique de la figure 6.2.
Dans le tableau ci-dessous, on indique les valeurs exactes et approximées
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de VaR, (X) et TVaR, (X

) :

K VaRe (X) | VaRe (X) | TVaRx(X) | TVaRx (X)
exacte approx. exacte approx.
0.5 2./8268 2.48 1.86835 1.86836
0.95 | 7.72886 7.73 9.56856 9.56856
0.995 | 11.91371 | 11.91 13.57670 13.57690

On présente aussi les valeurs exactes et approximées de la prime stop-loss

7x (d) = E[max (X — d;0)] :

d | 0 1 2 5 10 15

wx (d) | 3| 2.133987 | 1.454502 | 0.378085 | 0.025710 | 0.001237
exacte

wx (d) | 3| 2.133989 | 1.454504 | 0.378087 | 0.025711 | 0.001237
approx.

Les wvaleurs approximatives de la prime stop-loss sont équivalentes aux
valeurs & 5 décimales prés indiquant la trés bonne qualité de la méthode de
dispersion de la masse avec espérance préservée. La valeur approximative
et la valeur exacte de E[X] sont identiques, confirmant que [’espérance
est préservée. Enfin, on observe que les valeurs approrimées de TVaR et
de primes stop-loss sont supérieures ou égales aux valeurs exactes. Cette
relation d’ordre est expliquée au chapitre 7 & l’aide des ordres convezes. [

6.5 Transformée de Fourier rapide

6.5.1 Description de la méthode

La transformée de Fourier rapide (en anglais Fast Fourier Transform,
avec acronyme FFT) est un algorithme performant pour déterminer la
transformée de Fourier pour une v.a. discréte. La FFT est programmeée
dans plusieurs logiciels notamment en R.

L’idée de la méthode est assez simple. On doit faire un bref rappel des
nombre complexes. Soit le nombre complexe z = x + yi présenté sous sa
forme cartésienne ol ¢ = v/—1 est l'unité imaginaire, « désigne la partie
réelle de # (notée Re (#)) et y désigne la partie imaginaire (notée Im (z)). Les
régles d’addition et de multiplication sont zq 429 = (z1 + @2)+(y1 + ya2) ¢ et
21 X 22 = (X122 — Y1y2) + (1Y2 + 22y1) i. Le nombre z peut étre représenté
sous sa forme polaire z = r(cosf +isinf), on r = |z| = J/x2 +y? et
8 correspond a l'argument de z, soit 'angle du vecteur z dans le plan
complexe. Selon la formule d’Euler, on a la relation ¢ = cosf + isin6.
Cette relation permet de déduire que z = re? =r (cos @ + isind).

On sait qu’il est possible d’identifier la loi d’une v.a. a partir de sa f.g.m.
Si la v.a. est discréte, on peut aussi identifier sa loi a partir de sa f.g.p.
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Soit une v.a. X de loi discrete définie sur N avec fonction de masse de
probabilité fx. On définit la fonction caractéristique fx pour cette v.a. par

Fx(t)y =" "™ fx (k).
k=0

La fonction caractéristique est une généralisation de la f.g.m. Elle existe
pour toute loi (et méme dans le cas des lois ou la f.g.m. n’existe pas). La
fonction caractéristique est aussi appelée la transformée de Fourier (voir
e.g. [66]). Les principales propriétés liées aux f.g.m. sont aussi valides pour
les fonctions caractéristiques. Si S = >"1 | X;, ot X1, ..., X;, sont des v.a.
indépendantes, alors on a

Fs () = fx, () x ... x fx. (t).

Dans le cas o la v.a. X est définie par

B,I=1
X{ 0,I=0 °

avec I ~ Bern(q), alors on a

fX (t)= Py (fB (t)) =1 —q—i—qu (t).
Si la v.a. X est définie selon une loi composée avec les hypothéses usuelles

M
! B, M >0
X — k=1 Dk
{0, M=0 ’

ol la v.a. M obéit a une loi de fréquence, alors on a
fx (t) = Py (JTB (t)> .

Soit le vecteur f = (fo, f1,..., fa—1). Le résultat de la FFT appliquée &
[ est un vecteur f: (fg, e fn_l) ol

n—1

E:Ze%jkﬁw j:O,l,...,n—l.

k=0

La FFT produit aussi lapplication inverse, la transformée inverse de
Fourier rapide (notée IFFT), sous la forme suivante :

n—1

1 _2mi g~
= — e " , §=0,1,...,n—1.
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Généralement, le résultat de la FFT dépend de la longueur n du vecteur.
Le qualificatif «rapide» de la FFT vient du fait que 'algorithme sépare
le vecteur en deux avant de produire les applications et il additionne les
résultats. Pour une utilisation efficiente de la FFT, le vecteur f doit compter
un nombre de composantes d’une longueur n = 2™, ot m est un entier élevé
(ex : m = 14, 15, 16 ou plus).

6.5.2 Transformée de Fourier rapide et R

La FFT est programmée dans plusieurs logiciels, dont le logiciel R.
Généralement, la fonction FFT programmée dans le logiciel permet de
déterminer la fonction caractéristique d’une v.a. X a partir d’un vecteur
des valeurs de sa fonction de masse de probabilité. Elle permet aussi de
calculer les valeurs de la fonction de masse de probabilité d’une v.a. X &
partir de sa fonction caractéristique. On explique comment appliquer la
FFT en R dans différents contextes.

6.5.3 Somme de deux v.a. discrétes indépendantes

Soit une v.aa. Sou S = X +Y. Les v.a. X et Y sont des v.a. discrétes
indépendantes avec fonctions de masse de probabilité fx et fy. On veut
calculer la fonction de masse de probabilité fg de la v.a. S.

Algorithme 6.15 Les étapes sont les suivantes :

1. Construire les vecteurs ix et iy. 1ls doivent étre de méme longueur
2™ ce qui est possible en ajoutant suffisamment de 0 & chacun des
vecteurs.

2. Utiliser la fonction fft pour produire les vecteurs fx et fy & partir
des vecteurs ix et iy'

3. Faire le produit des deux vecteurs EX et fy: fs = zxx zy (i.e. la

composante i de zx multiplie la composante i de iy)

4. Utiliser la fonction fft (inverse) pour produire le vecteur is G

partir du vecteur IS.

La procédure est illustrée dans le langage R. Les vecteurs f~ et f
doivent comporter chacun 2 éléments ou m est fixé de telle sorte que
2™ excéde le nombre de valeurs non nulles de la fonction de masse de
probabilité de la v.a. S. Par exemple, si X € {0,1,...,10} (11 éléments) et
Y €{0,1,...,20} (21 éléments) alors S € {0,1,...,30} (31 éléments). Donc,
zx et IY doivent avoir au moins 2° éléments. Il faut ajouter 21 «0» dans

le vecteur de fx et 11 «0» dans le vecteur de zy.
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Exemple 6.16 Exemple de fonction R. On reproduit ci-dessous un
exemple de fonction R qut permet de faire ce calcul en ayant recours & la
fonction fft déja programmée en R. Ainsi, on choisit m préférablement
grand (ex :m = 14, 15, 16 ou plus) pour obtenir des résultats de qualité.
fft.directconvo<-function(m=16, fz, fy)

{
aa <- 2°m
ne <- length(fz)
ny <- length(fy)
ftz <- fftlc(fz, rep(0, aa - nz)))
fty <- fftlc(fy, rep(0, aa - ny)))
fs <- Re(fft(ftz*fty, TRUE))/aa
return(fs)

> O

On applique, dans 'exemple qui suit, la fonction R présentée a 'exemple
6.16.

Exemple 6.17 Soit une v.a. S = X1+ Xo ot les v.a. indépendantes X1 ~
Pois(A=2.3) et Xo ~ BN (r = 3,q = 1). On obtient les valeurs suivantes
avec la méthode fft en utilisant la fft.directconvo fournie o l'exemple

6.16 :

k 0 10 20 30 40 50
fs (k) | 0.001567 | 0.070021 | 0.018271 | 0.0024536 | 0.000250 | 0.000022

Les valeurs obtenues sont identiques & celles produites & Uexemple 6.1. I

6.5.4 Somme de n v.a. discrétes indépendantes

Soit une v.a. S ou S = 22;1 X;. Les v.a. Xq, ..., X,, sont des v.a. discrétes
indépendantes définies sur le support {0,1h,2h,...} et avec fonctions de
masse de probabilité fx,, ..., fx,. On veut calculer la fonction de masse

de probabilité fg de la v.a. S.

Algorithme 6.18 Les étapes sont les suivantes :

1. Construire les wvecteurs fX Y e fX avec un mnombre égal a 2™
—A1 —An
composantes, ce qui est fait en ajoutant suffisamment de 0.

2. Utiliser la fonction fft pour produire les wvecteurs fx s een fX a
=X

—An

partir des vecteurs ixl’ ...,fX .

3. Faire le produit des n vecteurs J?X ) ey fX : fs = J?X X ... X fX .
—Al —An —A1 —An

4. Utiliser la fonction fft (inverse) pour produire le vecteur is a

partir du vecteur IS'
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On fournit un exemple de fonction R construite pour appliquer cette
procédure.

Exemple 6.19 FExemple de fonction R. On reproduit ci-dessous un
exemple de fonction R qui permet de faire ce calcul en ayant recours a la
fonction fft déja programmée en R :
fft.nrisks<-function(matff,v.n,m=14)
{
aa <- 2°m
nbrisks<-dim(matff)[1]
fz<-matffl1,]
nz <- length(fz)
ftz <- fft(c(fz, rep(0, aa - nz)))
fts<-(ftz) v.n[1]
for (i in 2:nbrisks)
{
fz<-matfflz,]
ne <- length(fz)
ftz <- fftl(c(fz, rep(0, aa - nz)))
fts<-fts*(ftz"v.nl[i])
}
ffs <- Re(fft(fts, TRUE))/aa
return(ffs)
Fan

Dans l'exemple suivant, on utilise la fonction de 'exemple 6.19.

Exemple 6.20 Pour des fins d’illustration, on suppose un portefeuille
de 200 contrats et on examine le nombre de sinistres pour ’ensemble du
portefeuille. On suppose que X; ~ BN (r;,q;) ovr; =2, 4= 1,2,...,100,
ri = 3,4 = 101,102,...,200, ¢; = 5, i = 1,2,..,60, ¢; = &, i =
61,62, ...,100, ¢; = 32, i = 101,102, ...,170, ¢; = 22, i = 171,172,...,200.
On obtient les valeurs suivantes de fs ou S = 212201 X; en utilisant la
fonction R fft.nrisks de lexemple 6.19 :

k 70 80 90 100 110 120
Fs (k) | 0.028570 | 0.040784 | 0.024751 | 0.006029 | 0.000656 | 0.000035

A Uaide des valeurs obtenues pour fg, on détermine que E [S] = 80.68455
et que Var (S) = 95.9613. Ces valeurs sont vérifiables car on sait évaluer
les valeurs exactes de l'espérance et la variance de S. O

6.5.5 Somme aléatoire (loi composée)

Soit une v.a. X qui obéit & une loi composée avec X = By + ... + By
si M >0o0uX =0si M =0 en supposant les hypothéses usuelles. On
suppose que les v.a. By, Bs, ... prennent des valeurs définies sur le support
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{0,1h,2h,...}. On veut calculer la fonction de masse de probabilité fx de
la v.a. X qui est aussi définie sur le support {0, 1h, 2h, ...}.

Algorithme 6.21 Les étapes sont les suivantes :

1. Construire le vecteur iB. 1l important d’ajouter suffisamment de 0.

2. Utiliser la fonction fft pour produire le vecteur zB & partir du vecteur

Ly

3. Faire le calcul & l'aide de la f.g.p. de M et du vecteur fB: fX =
Pus (fB)

4. Utiliser la fonction fft (inverse) pour produire le vecteur iX a

partir du vecteur fx.
Une application de cet algorithme est donnée dans le prochain exemple.

Exemple 6.22 FExemple de fonction R. On reproduit ci-dessous une
fonction R construite dans le cas de la loi Poisson composée qui permet de
faire ce calcul en ayant recours & la fonction fft déja programmeée en R.
fft.poiscomposee<-function(lam, n, fz)
{
# 2xxn = longueur du vecteur
# prendre n eleve (exr : n=12 ou plus)
# premiere masse de fz est Pr(X=0)
aa <- 2°n
ne <- length(fz)
fte <- fftlc(fz, rep(0, aa - nz)))
fts<-ezp(lam * (ftz - 1))
fs <- Re(fft(fts, T))/aa
return(fs)
Fan

Avec les mémes hypothéses que 'exemple 6.10 illustrant I’application de
Palgorithme de Panjer dans le cas de la loi Poisson composée, on obtient
des valeurs identiques pour fx. On traite I’exemple suivant.

Exemple 6.23 Soit une v.a. X définie par

v XLiBi, M>0
0, M=0 ’

avec les hypothéses usuelles et B ~ Pa(1.5,5). On teste le résultat
asymptotique qui est fourni en (2.21) au chapitre 2 et qui concerne les
distributions subexrponentielles, soit
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quand © — oo. A cette fin, deux hypothéses sont considérées pour
la distribution de la fréquence : (1) M ~ Pois(A=10) et (2) M ~

BN (7’20.5,(]: -

hypothéses. Afin d’évaluer Fx (), on discrétise Fp en appliquant les
méthodes lower et upper avec un pas h = 1. Les valeurs obtenues des trois

de telle sorte que E[M] = 10, pour les deux

approzimations pour Fx (z) sont les suivantes :

x | Fx (%) hyp(1) lower | Fx (x) hyp(2) lower | E[M]Fp (z)

1000 0.00412294 0.00774507 0.00350918
5000 0.00032593 0.00035019 0.00031575

10 000 0.00011350 0.000117537 0.00011172
50 000 0.00001003 0.00001009 0.00001000
100 000 0.00000354 0.00000355 0.00000354
500 000 0.00000032 0.00000052 0.00000052
x | Fx (x) hyp(1) upper | Fx (x) hyp(2) upper | E[M]Fg (z)

1000 0.00404723 0.00679330 0.00350918
5000 0.00032483 0.00034628 0.00031575

10 000 0.00011381 0.00011678 0.00011172
50 000 0.00001003 0.00001008 0.00001000
100 000 0.00000354 0.00000355 0.00000354
500 000 0.00000032 0.00000032 0.00000032

De plus, les wvaleurs obtenues pour [’approximation de

fournies dans le tableau suivant :

VaR, (X) sont

k | VaRe (X) hyp(1) lower | VaRx (X) hyp(2) lower Fgl (1 - ﬁ)

0.9 181 275 102.7217

0.99 595 899 495
0.999 2 420 2 673 2315.794
0.9999 10 873 11 091 10 767.17
0.99999 50 101 50 313 49 995
0.999999 232 180 232 391 232 074.4
Kk | VaRx (X) hyp(1) upper | VaRyg (X) hyp(2) upper Fgl (1 - ﬁ)

0.9 169 247 102.7217

0.99 587 343 795
0.999 2409 2632 2315.794
0.9999 10 862 11 058 10 767.17
0.99999 50 090 50 281 49 995
0.999999 232 169 232 360 232 074.4

Pour des valeurs trés élevées de x, le résultat asymptotique est satisfaisant,
i.e. le choix de la loi de M n’affecte par le comportement asymptotique
de Fx (z). Comme approximation de Fx (z), le résultat asymptotique doit
étre utilisé avec prudence, notamment pour l'approximation de la mesure
VaR, qu’elle a tendance & sous-estimer. Néanmoins, il peut étre employé
afin de produire une valeur approximative de la VaR pour des valeurs élevées
de k, e.g. k > 0.9999, en particulier quand le paramétre o de la loi de Pareto
est entre 1 et 2. [
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6.5.6 Pot-pourri

La FFT est notamment trés utile pour agréger les cotts de plusieurs risques
(notamment des lignes d’affaires). On a recours a l'exemple suivant pour
Pexpliquer.

Exemple 6.24 On considére le portefeuille d’une compagnie d’assurance
IARD. Le portefeuille est composé de deux lignes d’affaires : assurance
habitation aux particuliers et assurance automobile auz particuliers. On
suppose que tous les risques individuels sont indépendants.

o Assurance habitation (120 contrats). Les codts pour un contrat sont
représentés par la v.a. X ot

B, I=1,
X‘{ 0, I=0,

avec E'[I1 =0.008 et B =U x c. La v.a. U représente le pourcentage
de dommage et la constante ¢ représente la valeur de la résidence.
Les v.a. U et I sont indépendantes. On suppose que

g 0.25 x 0.757-1
Pr (U: %) :W, j:1,27...7207

et que ¢ = 200 000. La v.a. SH,,. représente le montant total des
sinistres pour 'ensemble de la ligne d’affaires en assurance habitation.

o Assurance automobile (100 contrats). Les 100 contrats sont divisés
en deux classes A (15 contrats) et B (25 contrats). Les codts pour un
contrat sont représentés par la v.a. X ow X ~ PComp(X\; F¢) :

— Classe A. On suppose que A = 0.036 et que fo (10 0005) =
Pr(C =10 0005) = 0.4 x 0.6’~!, pour j € NT.

— Classe B. On suppose que A = 0.054 et que fo (10 0005) =
Pr(C = 10 0005) = 0.5 x 0.5, pour j € NT.

On définit la v.a. S?OT comme étant la somme des codts pour
Uensemble de la ligne d’affaires en assurance automobile.

Le montant total des sinistres pour [’ensemble du portefeuille est
représenté par la v.a. Stor ot Sror = SHEop + SHor. On constate que
la v.a. SQIfOT obéit & une loi binomiale composée et que S{«‘OT obéit & une
loi Poisson composée. Avec les méthodes étudiées dans ce chapitre, on
peut recourir & deux approches pour évaluer les valeurs de fsiq(w, fsngT
et fspop- Approche 1 : on évalue f574()T et fS,Iri()T & Uaide de lalgorithme
de Panger et on calcule en suite les valeurs de fs,,, & Uaide du produit
de convolution. Approche 2 : on calcule directement les valeurs de ng“vow

for et fs,or & laide de la FFT. Lapproche 2 est plus rapide que

TOT
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Uapproche 1. On obtient les valeurs exactes suivantes de ngoT (10 000k),
fsa . (10 000k) et fs;oq (10 000k) pour k =0,1,....5 :

k[ Jsa_ (10 000k) | Jgu_ (10 000K) | fsyoyp (10 O00K)
0 0.01742837 0.98141754 0.006645199
1 0.03057627 0.09257200 0.013275149
2 0.04400042 0.0805692] 0.021016747
3 0.05554270 0.06966835 0.028935462
7 0.06437072 0.0598994 0.036412691
5 0.07015226 0.0512]033 0.042980930

De plus, on déduit que VaRg g5 (S%OT) = 300 000, VaRgy.995 (S%{OT) =
240 000 et VCLRO,995 (STOT) = 280 000. O

L’exemple suivant traite d’un portefeuille avec une structure de
dépendance fondée sur les chocs communs.

Exemple 6.25 Soit un portefeuille avec trois lignes d’affaires dont les
colts sont représentés par les v.a. X1, Xo, X5 ou X; ~ PComp (\;; Fg,)
pour i = 1, 2, 3. Soient les v.a. indépendantes K; ~ Pois(a;) (i =
1,2,3), K12 ~ Pois (0612), K23 ~ Pois (0123), K13 ~ Pois (alg), K123 ~
Pois (oa3). Le nombre de sinistres pour la ligne d’affaires i est défini par

M; (i=1,2,3) ou

My = K+ Ko+ Kz + Kios,
My = K+ Ko + Koz + K3,
Ms = Ks+ Kz + Koz + Kios.

Il s’ensuit que (My, Ma, Ms) obéit & une loi de Poisson multivariée ow

M; ~ Pois ()\1 = a1 + a2 + a3 + Oél23) )
My ~ Pois(Ay = ag+ ai2 + a3 + a23),
Ms ~ Pois(A3 = as+ ajz + ass + a1a3) .

L’expression de la f.g.p. de (M, My, M3) est
a1t —1 _aoto—1 agiz—1
Prrowons (1, t2,t3) = e ez ieal
Xealztlt2*lealfitltij*1ea23t2t3*1606123t1t2t3*1‘

Les montants de sinistres sont indépendants de (M, Ma, M3). On suppose
que By ~ LN (Ml =4.625,02 = 12), By ~ LN (MQ =4,03 = 1.52) et By ~
LN (Ms =5,03= 0.52). On note que E[B;] = 168.1741, ¢ = 1,2,3. De
plus, o = 2, as = 2.5, ag = 3.5, a2 = 1, a3 = 1.2, as3 = 1.5 et
a3 = 0.4. On veut évaluer Fs ou S = X1 + Xo + X3. On déduit que
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E[5] =2791.691 et Var (S) = 2 319 520. De plus, on sait que
Fs () = Par, sty (fBl (t), fo, (t), fa, (ﬁ)) : (6.23)

Afin d’utiliser (6.23), on approzime By, By et Bs par les v.a. discrétes BY,
B}, et B en ayant recours & la méthode de dispersion de la masse avec
préservation de Uespérance (avec h = 100). Alors, on approxime la v.a. S
par la v.a. S" on

for(t) = Puryay 0, (fB; (t) 7J73; (t) 7fBg (ﬁ)) .
— o™ (qu (t)—l) 022 (fsé (t)—l)eoé:z (fﬁé (t)—l) o212 (JTBQ (t)ﬁgé (t)—l)

« o1 (f~ni (t)fné (t)*l) o223 (fné (t)f~né (t)*l) o128 (fni (t)fné (t)fné (t)*l) )

On wutilise la transformée rapide de Fourier pour obtenir fs/ (t) et ensuite
Uinverser afin de produire les valeurs de fs (kh), k € N. On choisit h =1
pour la discrétisation et on calcule fB£ (kh) pour k = 0,1,...,105. Les
calculs ont été effectués en R en fizant 222 = § 194 304. Comme prévu, on
obtient E [S’] = 2791.691 et Var (S’) = 2 319 713, légérement supérieure &

Var (S). Dans le tableau ci-dessous, on indique les valeurs de fg: (kh) pour
k = 1000, 2000, ..., 10 000 :

k fsr (kh) Fgr (kh)
1000 | 0.00012552 | 0.03626635
2000 | 0.00036790 | 0.30295692
3000 | 0.00028575 | 0.65045957
7000 | 0.00013118 | 0.85/0664
5000 | 0.00005080 | 0.93915836
6000 | 0.00001995 | 0.97195940
7000 | 0.00000867 | 0.98533744
8000 | 0.00000420 | 0.99143206
9000 | 0.00000227 | 0.99454508

10 000 | 0.0000013] | 0.99629763

On utilise VaR, (S') et TVaR, (S") pour produire une approximation de
VaR, (S) et TVaR, (S) avec k = 0.5, 0.95, 0.99, 0.995, 0.999 :

w | VaR, (S) | TVak. (3)
0.5 2584 3791.528
0.95 5239 6984.296
0.99 7694 10 662.34
0.995 9213 12 989.67
0.999 14 622 21 085.57

Il est démonté au chapitre 7 que [Uapprozimation de TVaR, (S) par
TVaR, (S') est conservatrice pour toute valeur de k. [
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6.5.7 Commentaires

L’évaluation par la FFT est trés efficace en termes de temps de calcul.
Dans les exemples présentés dans ce chapitre, les temps de calcul obtenus
par la FFT ont été plus rapides que ceux obtenus avec les autres méthodes
récursives. La méthode est simple d’application.

6.6 Distribution mélange d’Erlang

Soit la v.a. Y obéissant & la loi mélange d’Erlang avec un parameétre
d’échelle commun dont la fonction de densité et la fonction de répartition
sont

ng (z3k,B) et Fy(y ng (z;k, B),

k=1
ou (; est un poids positif attribué a la i-éme distribution d’Erlang et 3 est
le parameétre d’échelle commun. On peut aussi tenir compte du cas ou il y
a une masse de probabilité non nulle & 0, ce qui conduit &

—<0+ch (3 k, B),

ou {; = Pr(K = 0) > 0. La loi mélange d’Erlang s’interpréte aussi comme
une somme aléatoire o

K
Y{ OZ'“:}(C:I“O KE>0 (6.24)

avec Cy ~ Exp(f) et K est une v.a. discrete dont la fonction de masse
de probabilité est fx (k) = Pr(K=%k) = (4, k£ € N, et la f.g.p. est
Pg (s) :Zz‘)ogks Aussi, laf.gm. delav.a. Y est My (r) = Pk (Mg (1))
avec M¢ (r) = . On utilise la notation ¥ ~ MizFErl (C B) avec ( =
(¢p,¢qy-)- L7 mterpretatlon de la distribution mélange d’Erlang sous la
forme d’une somme aléatoire permet d’écrire directement l’expression pour

la TVaR, (Y)
TVaR, (Y) = ﬁ > gkgﬁ (VaR, (Y);k+1,5).
k=1

Les autres caractéristiques de la distribution sont fournies en annexe.
La classe des distributions mélange d’Erlang est dense dans la classe des
distributions avec support positif comme 'indique le théoréme suivant.
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Théoréme 6.26 Théoréme de Tijms. Soit une v.a. positive X avec une
fonction de répartition Fx . On définit la fonction de répartition Fy par
Fy(z) = (Fx (§h) = Fx ((j — 1) h)) H ( 24, 7] e=0

j=1

Alors, on a
lim Fp, (z) = Fx (z),

h—o0

en tout point de continuité x de Fx.

Preuve. Ce résultat est démontré dans [102]. m

Il est donc possible d’approximer toute distribution avec support positif
par une distribution mélange d’Erlang.

La classe des distributions mélange d’Erlang contient bien entendu la
distribution exponentielle et la distribution Erlang comme cas particulier.
La distribution mélange d’exponentielles fait aussi partie de cette classe.

Proposition 6.27 Mélange d’exponentielles. Soit une v.a. Y obéissant
& une loi mélange d’exponentielles avec

fr (@) =3 pie=?e,
=1

otp; >0 (i=1,2,..,m) ety ;" p; =1. De plus, on suppose que 3; < S3,,
pour i = 1,2,...,m — 1 (sans perte de généralité). Alors, on démontre que

Y ~ MizErl (¢, 8,,) avec (4 =0, ¢; = Z;l;lpi (38—) + P, et

m—1 k—1
CEREET e

=1

pour k € {2,3,...}. On cesse de calculer les valeurs de ;, a ko de telle sorte
que 22(;1 G =1

Preuve. La f.g.m. de Y est donnée par

My (t) = Zpiﬁ‘ s (6.26)
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Pour i =1,2,...,m — 1, on peut écrire (voir 'expression (2.1) dans [108])

61' — Bm BB:L
B;—t B —t 17(17,87‘)55%
R )
_tﬁmk 0 ﬁm_t
_ /3 U Bm )

ce qui correspond & la fonction de répartition d’une loi mélange d’Erlang
dont le paramétre d’échelle est 3,,. On remplace (6.27) dans (6.26) en
obtient la relation en (6.25). m

Ce résultat est illustré dans 'exemple suivant.

Exemple 6.28 Soit la v.a. Y obéissant au mélange d’exponentielles dont
la fonction de densité est

Alors, on obtient

fy (z)

0.75h (2;1,67") +0.0625h (22,6~ +

L3 Qh(:z:' 10,671) + .. (;100,6™")
12 4 ? ) * ? *

Pour cet exemple, on observe que E/lc(f1 ¢, =1.0

On a aussi le résultat suivant lié & la composition.

Proposition 6.29 Distribution composée avec montants de
sinistres de loi mélange d’Erlang. Soit une v.a. X qui obéit a
une loi composée telle que

M
X — el Bk, M>1
0, M=0 ’

ot B ~ MixErl (g, 5) avec ¢ = (g, €y, -..). Alors, on a
Mx (r) = P (Mg (1)) = Py (Px (Mc (7)) = Py= (Mc (7)),

ot Py« (8) = Py (Pr (8)) = Yopeo&ns® est la f.g.p. de M* et Mc (r)
est la f.g.m. de C ~ Exp(f). Cela signifie que X ~ MixErl (§, 6) avec
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§=(£0,&1, ) t-e. que l'on peut exprimer la v.a. X sous la forme
M* *
x={ 2= Cr M >1 (6.28)
0, M*=0
ot la v.a. discréte M* est définie par
M
Ky, M>1
M* = Eﬂ:l P 6.29
{ 0, M=0 ( )
et K1, Ko, ... forment une suite de v.a. i.i.d. distribuées comme la v.a. K.

La fom.p. de M* est désignée par Pr(M* =k) = &, k € N. Les v.a. C1,
Cy, ... sont i.i.d (avec C; ~ C). Elles sont aussi indépendantes de M*.
Les valeurs de &, (k € N) sont calculées avec lalgorithme de Panger (si la
distribution de M appartient & la classe (a,b,0) ou la FFT. O

Preuve. Voir [108]. m
Le résultat de la proposition 6.29 est mis en pratique & ’exemple suivant.

Exemple 6.30 Soient les v.a. indépendantes X; ~ PComp (A, F,) avec
Ai =i et By ~ Erl(6—1i,145) pouri=1,2,..,5. Lav.a. S =Y X; ~
PComp (A =15,Fp) ot Fp (z) = E?Zl f—5H (m; 6 — 1, ﬁ) En appliquant
la proposition 6.29, S obéit aussi ¢ une loi MizErl (§, b= ﬁ). On indigue
quelques valeurs de &, pour k = 0,1,2,20,21,22 dans le tableau suivant :

k 0 1 2
&e | 3.059x1077 | 1.5295x107C | 5.0474x10~©

k 20 21 22
& | 0.01444919 0.01693319 0.01952672

On déduit les valeurs suivantes de VaR, (S) pour £ = 0.5, 0.95, 0.995 :
3409.863, 5589.821, 7031.789. O

On présente un dernier résultat lié a la convolution.

Proposition 6.31 Somme finie de v.a. obéissant a des mélanges
d’Erlang. On considére un portefeuille de n risques indépendants X,
vey Xy 00 X; ~ MizErl (g(i),b’i) avec g(i) = (C(()Z),CY),..) et C,(;) =
Pr(K;=k), 8; = 8 pour i = 1,2,...,n. On définit S = 5| X;. Alors,
S ~ MizErl(v,5) avec v = (vo,v1,...) t.e. la v.a. S obéit aussi ¢ un
mélange d’Erlang avec vy = Pr(Ky + ... + K,, = k) pour k € N. En effet,
on a

Ms(r) =

= HPKf (Mc () = Px, 4.4k, (Mc (7)),

i=1
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ot Pr,+. 4k, (8) = ZZOZO vis® est la f.g.p. de K1 + ...+ K,,. Les valeurs
de vy, sont obtenues, soit avec 'algorithme de produit de convolution, soit
avec la FFT. O

Preuve. Voir [108]. =m
On illustre le résultat de la proposition 6.31 dans le prochain exemple.

Exemple 6.32 Soient les deuz v.a.
X1~ BNComp(r;1 =2,q1 = 0.25; F,)

et
Xo ~ BNComp(ra =1.5,q0 = 0.5; Fp, ) ,

ot les v.a. By et By obéissent & des lois mélanges d’exponentielles dont les
fonctions de densité sont

fo(3) L1 e 41

BT 5100 520 =D
11 1l 91_lw

f32 (IL') = E%e 20 + Ege 2 , & Z 0

On montre que S = X1 + Xo ~ MizErl (g,ﬁ = %) Afin d’obtenir les
valeurs de v, on procéde par étapes.

En premier lieu, on utilise le résultat de la proposition (6.27) pour
représenter les distributions de By et By sous forme de mélange d’Erlang

i.e. Bi ~ MixEr] (g(i),ﬁz %) ot il faut calculer les waleurs des

composantes de g(i) pouri=1,2.
Ensuite, on applique le résultat de la proposition (6.29) afin de
représenter les distributions de X, et Xo sous forme de mélange d’Erlang

(X; ~ MizErl (é(i),ﬁ = %)) et de calculer les valeurs des composantes de

g(i) pour i =1,2.
Finalement, on a recours & la proposition (6.31) pour représenter la
distribution de S sous la forme d’un mélange d’Erlang (S ~ MixErl (g, 5= %))

et pour calculer les valeurs des composantes de v. Les premiéres valeurs de
v pour k=20,1,...,4 sont fournies dans le tableau suivant :

% 0 1 2 3 ]
vk | 0.022097 | 0.04292] | 0.055101 | 0.059488 | 0.058952

Il est alors possible de calculer les valeurs de VaR,, (S) pour k= 0.5, 0.95,
0.995 : 19.7584, 78.6563, 155.2851. (1
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6.7 Approximation Poisson composée

On examine maintenant ’application de 'approximation Poisson composée
dans I’évaluation de la distribution des cotits totaux pour un portefeuille
dont les risques sont modélisés selon approche indemnitaire (ex : risques
vie ou de crédit) ou Papproche forfaitaire (ex : risques TARD ou soins
médicaux).

L’approche pour évaluer la distribution de .S selon 'approximation
Poisson composée se fait en deux temps. On approxime la v.a. discréte
S par une v.a. T' qui obéit a une loi Poisson composée. Le calcul de fr
(et, par le fait méme, de Fr) est réalisé avec lalgorithme de Panjer ou
la FFT. On utilise Fr pour évaluer approximativement Fg . On présente
Iapproximation Poisson composée dans le cas particulier de ’approche
indemnitaire et le cas général des approches indemnitaire ou forfaitaire.

6.7.1 Cas particulier

On considére un portefeuille composé de m contrats d’assurance vie sur
une période fixe (e.g. un an). Pour le contrat ¢, on note le montant de
prestation par b; (i = 1,2,...,m) que 'on suppose entier. La probabilité de
déces de l'assuré est représentée par ¢; (¢ = 1,2, ...,m). La valeur attribuée
a ¢; dépend de divers facteurs liés a la tarification notamment 1’age, le sexe,
etc. On définit la v.a. X; = b; x I;, o I; est une v.a. de Bernoulli telle que

b

I 1, si lassuré i décede
"7 1 0, sil’assuré ¢ survit

avec Pr(I; =1)=¢; = 1-Pr(I; =0) = 1—p;. Lav.a. § = > | X; désigne
le montant total des sinistres pour le portefeuille. Pour 'ensemble de la
section, on suppose que les cotits individuels des assurés sont indépendants.
On procéde selon les deux étapes suivantes pour définir la v.a. T de loi
Poisson composée.

A la premiére étape, on approxime chaque X; = b;I; (i=1,...,m) par une
v.a. Y; définie par Y; = b; x M;, ou la v.a. M; ~ Pois(\;), (i=1,2,...,m).
On peut faire deux choix pour définir A; :

e choix 1 : on définit A; de telle sorte que E[N;] = A\, = E[I;] =

e choix 2 : on définit )\; de telle sorte que Pr(N; =0) = e i =
Pr(l;=0) = 1—¢q (i=1,..,m), ce qui implique que A; =
—In(1—-¢),pouri=1,..,m.

Cette approximation est possible parce que la valeur de ¢; est
relativement petite, ce qui implique que la probabilité que N; prenne
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des valeurs supérieures a 1 est presque nulle i.e. Pr(N; > 1) 2 0. Cela est
illustré dans le prochain exemple.

Exemple 6.33 Soit la v.a. M ~ Pois(\). Dans le tableau suivant, on

présente les valeurs de Pr(M > 1) =1 —e > — e*AAl—? dans les cas ot A

est défini selon les choiz 1 et 2 avec des valeurs plausibles de probabilités
de déces :

q A=q | A=—-In(1-9g)
0.0001 | 0.000000 0.000000
0.0005 | 0.000000 0.000000
0.0010 | 0.000000 0.000001
0.0050 | 0.000012 0.000013
0.0100 | 0.000050 0.000050
0.0500 | 0.001209 0.001271
0.1000 | 0.004679 0.005176
0.2000 | 0.017523 0.021/85

Les probabilités de décés pour une personne de 20, 40, 60 et 80 ans sont de
Uordre de 0.0004, 0.0013, 0.0092, 0.0741. Dans le contexte des risques de
crédit, les probabilités de défaut sont généralement inférieures & 10 %. O

Dans une deuxiéme étape, on définit la v.a. T comme étant la somme
des v.a. Y1, ..., Y, soit T = Z?Zl Y;. En appliquant la proposition 3.3, il
en résulte que la v.a. T ~ PComp(\, F), avec A= 31" | \; et

A Am
Fo () = S 00) (@) 4 oo+ 2210 00 (@)

A A

Ensuite, on approxime la v.a. .S par la v.a. T. On utilise I’algorithme de
Panjer ou la FFT pour calculer les valeurs de la fr. Si on définit les \;
selon le choix 1, il en résulte que E [T'] = E [S]. Par contre, si on fixe les
A; selon le choix 2, on a Pr(T'=0) = Pr (S = 0).

Dans le prochain exemple, on présente une application élaborée de
I’approximation Poisson composée permettant de comparer les valeurs
résultant de approximation avec les valeurs exactes qui ont été obtenues
en utilisant directement la FFT.

Exemple 6.34 On considere un portefeuille d’assurance vie temporaire 1
an de 100 participants. Les montants de prestation (exprimés en multiples
de 10 000) sont 1, 2, 8, 4 et 5. Les participants peuvent étre dgés de
25, 85 ou 45 ans. Les tauxr de décés proviennent de la table de mortalité
GAM-83. La répartition des participants par dge et montant de prestation
est présentée dans le tableau suivant :

montant | gos = 0.000464 | g35 = 0.00086 | ga5 = 0.002183 | Total
10 000 4 ) 8 17
20 000 8 10 6 24
30 000 7 9 5 21
40 000 4 7 10 21
50 000 5 6 6 17
Total 28 87 35 100
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On déduit que le montant total des sinistres S peut prendre des valeurs dans
Uensemble {0,10 000,20 000, ...,2 970 000}. L’espérance et l’écart type de

S sont E[S] = 3600 et \/Var (S) = 11 445.26. On présente dans le tableau
sutvant les valeurs exactes de Fg obtenues avec la FFT et les valeurs de
Fr produites avec l'algorithme de Panjer ot on suppose que \; = q; pour

i=1,2,...,100) :

%k | Fs (10 000k) | Fr (10 000k) %k | Fs (10 000k) | Fr (10 000%k)
0 0.88575 0.88584 9 0.99972 0.99970
1 0.90671 0.90677 | 10 0.99993 0.99992
2 0.929]8 0.92952 | 11 0.99996 0.99996
3 0.9945 0.97946 | 12 0.99998 0.99998
4 0.9765} 0.97652 | 13 0.99999 0.99999
5 0.99593 0.99588 | 14 1.00000 1.00000
6 0.99725 0.99721 | 15 1.00000 1.00000
7 0.99832 0.99828 -
8 0.99915 0.99911 | 297 1.00000 1.00000

On constate que les valeurs de Fr sont trés prés de Fs, ce qui justifie
fortement lutilisation de 'approximation Poisson composée.

On suppose que le nombre de participants dans chaque classe du régime
est multiplié par 5, c’est-a-dire que le nombre total de participants est
de 500. Le montant total des sinistres S peut prendre des valeurs dans
U’ensemble {0, 10 000,20 000, ..., 14 850 000}. L’espérance et l’écart type de
S sont E[S] = 18 100 et y/Var (S) = 25 592.4. Les valeurs exactes de Fg
obtenues avec la FFT et les valeurs de Fr produites avec [’algorithme de

Panger selon l'approche ou A\; = q; pour i = 1,2,...,500 sont présentées
dans le tableau suivant :

k | Fs (10 000k) | Frr (10 000k) k | Fs (10 000k) | Fi (10 000k)
0 0.54521 0.54548 15 0.99951 0.99950
1 0.60971 0.60990 20 0.99998 0.99998
2 0.6828] 0.68301 21 0.99999 0.99999
3 0.75099 0.75108 28 0.99999 0.99999
] 0.84404 0.84405 23 1.00000 1.00000
5 0.91838 0.91829
10 0.99211 0.99205 | 1485 1.00000 1.00000

La qualité de Uapproximation de Fs par Fr demeure excellente. []

6.7.2 Cas général

La présente sous-section est une extension du contenu de la sous-section
précédente. On définit les cotits du portefeuille par la v.a. S = Z?Zl X; ou

B, Li=1
&_{Q L=0 °

(i=1,...,m). A nouveau, on procéde en deux étapes pour définir la v.a.
T de la loi Poisson composée qui approxime la v.a. S. La premiére étape



6.7 Approximation Poisson composée 239

réside a approximer chaque v.a. X; par une v.a. Y; définie par

N;
y, — Zj:l B¢7j, M; >0
! 0, M;=0"

ou la viaa. M; ~ Pois(A;), (i = 1,2,...,m) et B;1, Bia, ... est une
suite de v.a. i.i.d. (convention : B; ; ~ B;) indépendantes de M;. Comme
précédemment, on peut faire les choix 1 et 2 pour définir A; (i = 1,2, ..., m).
A la deuxieme étape, on définit la v.a. T comme étant la somme des v.a. Y;
(i=1,2,...,m) de la loi Poisson composée, soit T'= 3.7 | Y;. En vertu de
la prop031t10n 3.3, il en résulte que T' ~ PComp(\, Fo) avec A = > N
et

A Am
Fo (x) = 5 Fp, (&) + .+ S Fp,, (2).
On utilise 'algorithme de Panjer ou la FFT pour évaluer fr. Dans le cas
ou les v.a. By, ..., By, sont continues, il en résulte que la v.a. C est aussi

continue. Il suffit de discrétiser Fo et d’appliquer 'algorithme de Panjer
ou la FFT pour une loi Poisson composée.

Exemple 6.35 Les codts pour un portefeuille composé de 200 titres avec
risques de défaut répartis en 8 classes sont définis par la v.a. S ou

4 Mg
S = Z kZlXM

=1 j=1

La v.a. X, ;, représente les pertes éventuelles pour le titre k de la classe
(4,7), avec k =1,2,...,n45, 1 =1, 2, 3,4 et j =1, 2. On définit X; ;1 =
Bi e X L j 1 avecI”k NBern(qj) etB gk ~ By, kfl 2,.,n45,1=1,2,
3,4 etj=1, 2. Selon les caractéristiques du titre, la probabzlzte de defaut
est gj, ot g; = 0.01 ou 0.05. De plus, les cotts résultants d’un défaut
B; prennment des valeurs qui n’excédent par leur capital en vigueur m; €
{1000, 2000, 5000, 10 000}. La fonction de masse de probabilité de B; est
désignée par fp, (i =1, 2,3,4). Les informations & propos du portefeuille
sont regroupées dans le tableau ci-dessous :

i | g q; m; | ny; | 4| g q; m; | ngj

1 1 0.01 1000 30 1 2 0.05 1000 10

21 1 0.01 2000 40 2| 2| 0.05 2000 20

3| 1 0.01 5000 251 81 2| 0.05 5000 35

4 1 0.01 10 000 25 | 4 21 0.05 | 10 000 15

De plus, on a les informations suivantes :
1 2 K 4 ] 6 7 8 9 10
fB] (1000k) 1 T 1 1 1 | T - - -
5, (1000k) | 0.6 | 0.4

Ba B, (1000k) 0.1 0.2 | 0.4 0.2 1 0.1 - - - - -
fB4 (1000k) 0.05 | 0.05 | 0.1 0.1 0.21 02| 0.1 0.1 0.05 | 0.05
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On  construit approrimation Poisson composée en définissant les
parametres de la loi de Poisson selon le choiz 1. On déduit que A =

Z?:1 Z§:1 niq; = 5.2 et
0.8 1.4
fo (1000k) = =5 f, (1000) + = f5, (1000)
2 0.95
+55 /B (1000k) + === f3, (1000%),

pour k =1,2,...,10 et fo (k) = 0 ailleurs. Dans le tableau ci-dessous, on
reproduit les valeurs de Fs (k) et Fr (k), ce qui nous permet d’apprécier la
qualité de l'approximation Poisson composée :

0 | Fs (1000k) | Fr (1000k)

0| 0.004944 0.005517
10 | 0.345661 0.350454
20 | 0.80]856 0.80227)
30 | 0.969703 0.967215
70 | 0.997156 0.996545
50 | 0.999822 0.99974

A partir des valeurs obtenues, on détermine que E [T] = 14.26, qui est égale
a E[S] puisque Uapprozimation est bdtie sur le choix 1. Au chapitre 7, on
compare le comportement de S et T (en fonction des choix 1 et 2). O

6.8 Notes bibliographiques

L’algorithme de Panjer, initialement proposé dans [88], est trés populaire
en actuariat. On peut trouver des détails concernant l’algorithme de
Panjer dans [66], ainsi que dans e.g. [89] et [93]. Voir aussi [99] pour un
exposé récent et complet sur les méthodes récursives. Les méthodes de
discrétisation sont discutées dans e.g. [29], [66] et [89]. L’algorithme de
convolution pour une somme de v.a. i.i.d. est présenté dans e.g. [29] , [66]
et [93]. La transformée rapide de Fourier est présentée dans e.g. [66] et
[93]. Une comparaison de ’algorithme de Panjer et la transformée rapide
de Fourier est faite dans [35]. On lira [107] et [108] pour une introduction
a la distribution mélange d’Erlang. L’approximation Poisson composée est
aussi traitée dans e.g. [66] et [93]. Voir aussi e.g. [6] pour un exposé général
sur "approximation Poisson.

6.9 FExercices

1. Le nombre total de sinistres pour un portefeuille d’assurance
automobile composé de 3 classes est défini par la v.ia. N =
S Y Mg ot my = 40, ny = 50, ng = 30, My; ~ Pois (0.04)
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(i = 1,2,...,%1), MQ’Z‘ ~ BN(2,097) (2 = 1,2,...,%2), Mg’i ~
BN (3,0.99) (i = 1,2,...,n3), v.a. M;; = nombre de sinistres pour
le contrat ¢ de la classe j (j = 1,2,3). Tous les contrats sont
indépendants.

Calculer fy (k) pour £k =0,1,2,3.

2. Les colits pour un portefeuille de n = 100 contrats d’assurance
IARD sont définis par la via. S = > | X; ou les colts des
contrats Xq,..., X, sont iid. Pour i = 1,2,...,n, X; ~ X ~
BNComp (r,q; Fg) avecr = 0.2, g = 75 et f5 (10005) = 0.4x0.67 1,
pour j € NT,

En utilisant algorithme de Panjer, évaluer fg(1000j) pour j =
0,1,2,3.

3. On considére un contrat d’assurance habitation pour le volet
protection incendie pour la résidence unifamiliale seulement. On
suppose qu’au plus un incendie peut survenir pour une résidence au
cours d’une année. Les cofits pour un contrat sont définis par X, ou

B, I=1
X{ 0, I=0"

avec E[I] =0.005 et B =U x c. La v.a. U représente le pourcentage
de dommage et la constante ¢ représente la valeur de la résidence. Les
v.a. U et I sont indépendantes. On suppose que Pr (U = %) = 0.6,
Pr (U: %) = 04 et que ¢ = 200 000. On suppose que le méme
type de contrat est émis & 100 résidences. Les contrats sont supposés
indépendants. On définit la v.a. S = Z}iﬂ X, en prenant la

convention que X; ~ X, i =1,2,...,100.
Calculer fs (100 000k), pour k =0,1,...,4.

4. Les cofits totaux pour portefeuille d’assurance automobile de la
compagnie d’assurance générale ABC sont définis par la v.a.

S = 23:1 S X,q ot la vaa. X, représente les cofits pour
le contrat ¢ dans la classe j, pour ¢ = 1,2,...,n; (j = 1,2).
Les v.a. Xy1, -, Xin,, X2,1, .., Xi,n, sont indépendantes. De

plus, X;; ~ PComp()\;;Fp,) avec Ay = 0.036, A2 = 0.054,
fs, (10 000k) = 0.4x 0.6~ (k € Nt) et fp, (10 000k) = 0.5x0.55~1
(k € NT). On mentionne que F [B;] = 25 000, E[B2] = 20 000,
n1 = 120 et ny = 80.

(a) Calculer Pespérance S.

(b) Indiquer la loi et les parameétres de la loi de S.

(¢) Utiliser l’algorithme de Panjer pour calculer fg (10 000k) pour
k=0, 10, 20, 30.
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(d) Calculer VaR,, (S) et TVaR, (S), pour k = 0.95 et 0.995.

5. Soit la v.a. § = X1+ X5 ou les v.a. X7 et X5 sont indépendantes avec

X1 ~LN (8, 12) et Xo ~ Ga (4, ﬁ). Pour 7 = 1,2, on approxime

X; par X; en appliquant la méthode lower de discrétisation avec un
pas de discrétisation de 1000 (suggestion : il est suffisant de discrétiser
sur le support {0,1000,...,500 000}. On approxime la v.a. S par la

va. S =X+ X5 € {0, 1000, }
(a) Calculer les valeurs de fz(1000k), pour £ = 10, 20 et 30.

(b) Utiliser VaR, (g) pour approximer VaR,, (S) pour k = 0.95 et
0.995.

Les colts pendant une semaine pour une compagnie sont définis

par la v.a. X ou X ~ BNComp (r,q; Fg), avec r = 0.4, ¢ = %,

B = min (C;5000) et C' ~ Weibull (0.8, 1055 ). On utilise la méthode

lower pour approximer la v.a. B par la B € {1000, 2000, ..., 5000}.
Cela conduit a l'approximation de la v.a. X par la vaa. X €

{0, 1000, 2000, ...}.
(a) Calculer les valeurs de f5 (1000k) pour & =0,1,..., 5.
(b) Calculer les valeurs de fg (1000k) pour k£ =0,1,...,7.

(¢) Approximer VaRg g9 (X) par VaRg g9 ()?)

Les colts d’'un contrat d’assurance IARD sont définis par la v.a.
X ~ PComp (A Fp) ot A = 2 et B ~ Ex]i(lo—looo)' On évalue
approximativement la v.a. X par la v.a. X qui résulte de la
discrétisation de la v.a. B avec un pas de discrétisation h = 1000.
Cela signifie que B et X € {0,1000,2000,...}. On a recours a trois
approches pour discrétiser la v.a. B.

(a) Evaluer E[X].

(b) Méthode wupper. Avec lalgorithme de Panjer ou la FFT,
déterminer les valeurs fg (1000k), & € N. A laide de ces

valeurs, évaluer Fg (1000k), pour k& = 0,5,10, E[)?} et
E {max ()? — 150 000; 0)}

(c) Méthode lower. Avec l'algorithme de Panjer ou la FFT,
déterminer les valeurs fg (1000k), k& € N. A laide de ces

valeurs, évaluer F'g (1000k), pour k = 0,5,10, E[f(} et
E {max ()? — 150 000; 0)}
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(d) Méthode dispersion de la masse. Avec I'algorithme de Panjer
ou la FFT, déterminer les valeurs fg (1000k), & € N. A Paide

de ces valeurs, évaluer Fg (1000k), pour £ = 0,5,10, E {)?}

et F {max (}?—150000; O)} Note : Les valeurs exactes de

Fx (1000k), pour & = 0,5,10, sont 0.1353353, 0.2690121 et
0.3942969.

8. On considére un contrat d’assurance auto dont les cotts (v.a. X) sont
modélisés selon I'approche fréquence-sévérité. L’actuaire constate que
la loi de Poisson n’est pas appropriée pour décrire le comportement
du nombre de sinistres pour un contrat (représenté par la v.a. M). Il
choisit plutét de modifier la loi de Poisson de telle sorte que

Fy (k)= (1-0)+60Fy (k), (k€N),

ot # = 0.05 et M’ ~ Pois(1). La fonction de masse de probabilité
du montant d’un sinistre est donnée par fz (10 0005) = 0.4 x 0.67~1,
pour j € N*,

(a) Calculer E[M] et E [X].

(b) Donner lexpression de la f.g.p. de M.
(c) Calculer fx (10 0007), pour § =0,1,2,3.

9. Solent les v.a. X = 5000e® = valeur d’un investissement dans un
titre boursier et Y = 4000 — I x B = valeur d’un investissement dans
un titre avec risque de défaut o R ~ N (0.08, 0.22), I ~ Bern(0.1),
B =4000U et U ~ Béta (2,1). Lesv.a. R, I et U sont indépendantes.

On définit les v.a. V = X + Y = valeur totale de I'investissement et
L =9000 — V = valeur de la perte associée a l'investissement.

On utilise la méthode lower pour approximer les v.a. X et B par
les v.a. X € {3000, 4000, 6000, ...} et B € {1000, 2000, 3000,4000}.
L’approximation résultante de Y, V' et L sont notées par les v.a. Y,

V et L.

(a) Calculer fg (1000k) pour k& = 3,4,5. (Note : on convient que
f5 (1000k) = 0, pour £ =0, 1, 2).

(b) Calculer fg (1000k) pour k =0,1,2,3,4.

(c) Calculer fi (1000k) pour k = 3,4,5. (Note : fi (1000k) = 0,
pour k=0, 1, 2).

(d) Calculer f; (1000k) pour k = 4,5,6. (Note : f; (1000k) = 0,
pour k=17, 8, 9).
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10.

11.

12.

(e) Evaluer approximativement VaRg g9 (L) et TVaRg.g9 (L) avec
VGRO.QQ (z) et TVCLRO'QQ (E) .

On examine le risque associé & un contrat d’assurance automobile
émis & des assurés du Québec. L’actuaire croit que la population du
Québec est composée de bons conducteurs (avec une proportion de
80 %) et de mauvais conducteurs (avec une proportion de 20 %).
On modélise les cotts pour un contrat (v.a. X) par 'approche
fréquence-sévérité. Si I’assuré est un bon conducteur, le nombre de
sinistres obéit & une loi de Poisson de moyenne 0.1. Si I'assuré est un
mauvais conducteur, le nombre de sinistres obéit a une loi de Poisson
de moyenne 0.25. En cas de sinistre, le montant d’un sinistre obéit a
une loi discréte de moyenne 3000 quel que soit le type de conducteur,

ou fp(10005) = %(%)371, pour j € NT. Au moment de I’émission
d’un nouveau contrat, on ne dispose pas d’information sur le type de

conducteur.

Calculer fx (10007), pour j =0,1,2,3.

Un individu investit une somme Sy de 1000 dans un fonds
d’investissement. Il prévoit de retirer le montant investi apres 4
périodes. Les rendements pour les périodes 1, 2, 3 et 4 sont définis
par les v.a. i.i.d. Ry, Ra, R3 et Ry, ou Pr(R;=7r) = fr(r), avec
r=-0.2,0,02et fr(—0.2) = 0.3, fr(0) = 0.1 et fr(0.2) = 0.6.
La valeur accumulée de la somme investie aprés 4 périodes est
54 — SoeR1+"'+R’1.

(a) Calculer lespérance de R.
(b) Calculer 'espérance et la variance de Sy.

(c) Identifier les valeurs possibles de Sy et déterminer les valeurs
non nulles de la fonction de masse de probabilité de Sj.

Les cofits pour un portefeuille de 1000 contrats d’assurance TARD

sont définis par la v.a. § = E}iﬂOXi. Les v.a. X1, ..., X1000

sont ii.d. avec X; ~ BNComp(r,q;Fg), ou r = 0.01, ¢ = i
et B ~ Pa(2.5,15000). On évalue approximativement la v.a. X
par la v.a. X qui résulte de la discrétisation de la v.a. B avec
un pas de discrétisation h = 1000. Cela signifie que B et X
€ {0,1000, 2000, ..., 40000 x 1000}. On a recours a la méthode lower
pour discrétiser la v.a. B. On évalue approximativement S par

§=30 X
(a) Calculer P'espérance de S.
(b) Déterminer les valeurs de fz(1000k) pour k € N et évaluer
E m E {max (§ 2000 000; 0)} , F5 (500 000), F (1 000 000)
et F5 (2 000 000).
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13.

14.

15.

On considére un portefeuille de contrats d’assurance maladie au cours
des 2 prochaines années. Les cotits pour 'année & sont définis par la
v.a. Wy, pour k = 1,2. On définit la valeur actualisée des cotits pour
les 2 prochaines années par la v.a. Z = vWi+v2Ws. Les v.a. Wi et Wa
sont i.i.d. avec W; ~ W, (i = 1, 2). De plus, W ~ BNComp (r,q; Fg),
avecr =2, 3 =1et B~ Pa(3,4000). On note que v = 0.95.

Pour évaluer VaR, (Z), on approxime la v.a. Z par la v.a. discréte
Z € {0,1000, 2000, ...}. On utilise des algorithmes récursifs en
appliquant la méthode lower de discrétisation avec un pas de

discrétisation de 1000 pour définir Z et obtenir les valeurs de
[z (1000%k), k € N.

(a)
(b) Calculer Pr(Z = 1000k) pour k = 0,10 et 20.
)

Calculer 'espérance et la variance des coiits totaux Z.

(¢c) Utiliser VaR, (2) pour évaluer approximativement VaR, (Z)

pour £ = 99 %.

Soient les v.a. indépendantes X; ~ PComp (A, F'g,) avec \; = i et
B; ~ Exp (ﬁ) pour ¢ = 1,2,3. On définit S = X7 + Xo + Xs.

(a) Montrer que la v.a. S = Y | X; ~ PComp (A =6, Fp) ou
Fp(z) = Z?Zl X (1 - e_ﬁm). Montrer que S obéit aussi a
une loi MizErl (§, 6), v = (vg, V1, ...). Identifier la valeur de 3
et les valeurs de &, pour £k =0,1,2,3.

(b) Calculer les valeurs de VaR,, (.5), pour x = 0.9, 0.99 et 0.999.

(¢) Calculer les valeurs de TVaR,, (S), pour k = 0.9, 0.99 et 0.999.

On considére un portefeuille de 200 contrats d’assurance vie
temporaire 1 an. Les contrats sont divisés en 5 classes. Pour la
classe 7, la prestation de déces pour un contrat est b?), la probabilité
de déces est ¢\ et le nombre de contrats est n'/). Tous les contrats
sont indépendants. On ne tient pas compte de lintérét. On a les
informations suivantes :

16 77 @
10 000 | 0.0012 | 50
10 000 | 0.0034 | 60
20 000 | 0.0089 | 30
20 000 | 0.0110 | 40
30 000 | 0.0065 | 20

Y = | W N .

On définit le montant total des cotits pour 'ensemble du portefeuille
par la v.a. S, qu’on évalue approximativement par une v.a. T', qui
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obéit a une loi Poisson composée. L’approximation Poisson composée
est construite de telle sorte que les paramétres des lois Poisson sont
égaux aux parameétres des lois Bernoulli. Il en résulte que E[T] =

E[S].

(a) Calculer l'espérance et la variance de S. Indiquer les paramétres
de la loi de T

(b) Utiliser l'algorithme de Panjer pour évaluer fr (10 000k), pour
k=0,1,..,6.

(c) Utiliser Papproximation pour évaluer la VaRg75(S) et la
TVaRy.75 (S) avec la VaRg 75 (T) et la TVaRg 75 (T).

6.10 Réponses

1. Réponses a la question 1 : 0.00388570, 0.02137138 et 0.05896362
2. Réponses a la question 2 : 0.026084, 0.034779, 0.045212 et 0.053637

3. Réponses a la question 3 : 0.605770, 0.182644, 0.149022, 0.039030 et
0.017681

4. Réponses a la question 4 :

(a) 194 400
(b) PComp(Ag; Fo) avec Ag = 8.64 et

4.32

fc (10 000k) = S 64

4.32
fa (10 000k)+8—z4 f1 (10 000) , & € N*

(¢) 0.0001768869, 0.0319965088, 0.0461447937, 0.0179883727
(d) 340 000 et 394 190; 460 000 et 498 659.2

5. Réponses a la question 5 :

(a) 0.0759764307, 0.0079879659 et 0.0017421834
(b) 21 000 et 44 000

6. Réponses a la question 6 :.

(a) 0, 0.63212056, 0.19255220, 0.08535235, 0.04172844, 0.04824644

(b) 0.850283, 0.071664, 0.032400, 0.017898, 0.010513, 0.009401,
0.003526, 0.001863

(¢) 5000
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10.
11.

12.

13.

14.

Réponses a la question 7 :

20 000

0.1637074, 0.3014824, 0.4275775; 19 016.66 et 1.663969
0.1353353, 0.2633829, 0.3850314; 21 016.66 et 2.538898
0.1490831, 0.2821541, 0.4062135; 20 000 et 2.056268

(a
(b
(¢
(d

NSNS N N4

Réponses a la question 8 :

(a) 0.05 et 1250
(b) 1—6+er0-1
(c) 0.968393, 0.007358, 0.005886 et 0.004611

Réponses a la question 9 :

(a) 0.001567769, 0.063227599 et 0.279782891
(b) 0.9, 0.04375, 0.03125, 0.01875, 0.00625, 0.9
(c) 0.0000685899, 0.0028152, 0.01424576

(d) 0.01424576, 0.0028152, 0.0000685399

(e) 4000 et 4267.80194

Réponses a la question 10 : 0.879630, 0.037109, 0.025682, 0.017770
Réponses a la question 11 :

(a) 6 %

(b) 1352.75 et 217 463.2

(c) Sy € {1000e=4%02 1000e=3%02 .. 1000e**92} avec probabilités
{0.0081, 0.0108, 0.0702, 0.0660, 0.2161, 0.1320, 0.2808, 0.0864,
0.1296}

Réponses a la question 12 :

(a) 300 000
(b) 315 410.6, 256.3234, 0.888116, 0.996582 et 0.999757

Réponses a la question 13 :

(a) 7410 et 68 680 250
(b) 0.0625, 0.04269752, 0.01351135
(c) 42000

Réponses a la question 14 :
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(a) % ; 0.002478752, 0.01156751, 0.02864336, 0.05043190
(b) 833.624, 1349.049, 1825.227
(c) 1060.059, 1555.809, 2013.548

15. Réponses a la question 15 :
(a) 20 680 et 422 476 420 ; A = 1.101, fo (10 000) = 0.2397820,

fc (20 000) = 0.6421435, f- (30 000) = 0.1180745

(b) 0.33253838 0.08779013 0.24669293 0.10631738 0.10278244
0.05473552 0.03354139

(c) 30 000, 49 515.53



7

Comparaison des risques

7.1 Introduction

Dans plusieurs situations, on est confronté & comparer des risques selon
leur degré de dangerosité. La comparaison entre des risques (v.a.) est basée
sur des résultats qui portent sur les ordres stochastiques. La théorie des
ordres stochastiques est utilisée, notamment, pour comparer des mesures
de risque, pour établir des bornes sur des mesures de risque ou des quantités
liées aux risques. En fait, les ordres stochastisques permettent de démontrer
des relations observées dans des applications pratiques en actuariat.

L’idée se présente comme suit. On veut identifier les conditions pour
comparer deux v.a. X et Y permettant de conclure e.g. F[X] <
E[Y], Var(X) < Var(Y), nx(d) < 7wy (d), VaR,(X) < VaR,(Y),
TVaR, (X) <TVaR, (Y) ou IIV¥ (X) < IIV® (Y). Dans ce chapitre, on
considére uniquement les ordres stochastiques univariés.

On commence par définir les ordres partiels et présenter les propriétés
désirables des ordres stochastiques. Par la suite, on présente deux cas
d’ordres stochastiques : 'ordre en dominance stochastique et les ordres
convexes. L’ordre en dominance stochastique permet de comparer I’ampleur
de deux v.a. et 'ordre convexe compare leur variabilité.
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7.2 Ordres partiels

L’ordre en dominance stochastique et les ordres convexes sont des ordres
partiels.

Définition 7.1 Soit A un ensemble de fonctions de répartition ainsi que
Fx, Fy, Fy des éléments de A. Une relation binaire < définie sur A est
un ordre partiel si cet ordre satisfait les trots propriétés suivantes :

1. Transitivité. Si Fx = Fy et Fy < Fy, alors Fx = F.
2. Réflexivité. Fx < Fx.
3. Anti-symétrie. Si Fx < Fy et Iy < Fx, alors Fx = Fy.

Sur le plan de la notation, la relation d’ordre est établie entre fonctions
de répartition ou entre v.a. On écrit indifféremment X <Y et Fx < Fy.

Les propriétés désirables pour les ordres partiels sont indiquées dans la
remarque suivante.

Les propriétés désirables sont la fermeture sous le mélange, la fermeture
sous la convolution et la fermeture sous la composition.

Propriété 7.2 Fermeture sous le mélange. Soient les v.a. X, X' et
©. On dit que Uordre stochastique < est fermé sous le mélange si X|© =
6 = X'|© = 0 pour tout 8 implique X < X'.

Propriété 7.3 Fermeture sous la convolution. Soient deux suites de
v.a. indépendantes X = {X;,i e Nt} et X' = {X],i € Nt} avec X; = X/
pour tout i € Nt. On dit que ’ordre stochastique = est fermé sous la
convolution si > X; = >0 | X! est satisfait.

Propriété 7.4 Fermeture sous la composition. Soient deux suites de
v.a. indépendantes X = {X;,i € Nt} et X' = {X/,i € Nt} avec X; < X]
pour tout i € NT. Si l’ordre est fermé sous le mélange et sous la convolution
alors lordre satisfait la relation va 1 X =2 va 1 X[ ou N est une v.a.
discréte. On dit alors que [ordre est ferme sous la composztwn D’autre

part, sila relation suivante est satisfaite El 1 X = EZ 1 Xi pour N < N’
on dit ausst que l'ordre est fermé sous la composition.

7.3 Ordre en dominance stochastique

7.3.1 Définition
L’ordre en dominance stochastique est défini comme suit.

Définition 7.5 Soient les v.a. X et X' telles que E[X] < 0o et E[X'] <
oo. Alors, X est inférieure o X' sous l'ordre en dominance stochastique,
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notée X =54 X', si Fx(x) > Fx:(x) (ou de fagon équivalente Fx(x) <
Fx:(x)) pour tout z € R.

Dans les sous-sections qui suivent, on présente un certain nombre de
résultats de base qui découlent de 'ordre en dominance stochastique et qui
sont pertinents pour l'actuariat.

7.5.2 Mesure VaR

Si on établit 'ordre en dominance stochastique entre deux risques, alors on
déduit la relation suivante pour leurs mesures VaR.

Proposition 7.6 Soient deuz v.a. X et X' telles que X <49 X'. Alors, on
a VaR, (X) <VaR, (X') pour tout 0 < k < 1.

Preuve. Voir [24]. m
En effet, puisque Fx(z) > Fx/(z), pour tout z € R, alors VaR, (X) <
VaR, (X') pour tout 0 < k < 1.

7.3.3 FEspérance

Selon le théoréme suivant, l'ordre en dominance stochastique meéne a
ordonner les espérances de deux v.a.

Théoréme 7.7 Soient les v.a. X et X' telles que E [X] < oo et E[X'] <
0.

1. 8i X =54 X' alors E[X] < E[X'].

2.8 X =sqg X' et E[X] = E[X'] alors X et X' ont la méme
distribution.

Preuve. Voir e.g. [24], [64], [84] ou [96]. =

Par conséquent, si X est inférieure & X’ selon I'ordre en dominance
stochastique, alors ’espérance de X est inférieure a 'espérance de X’. Cette
relation se généralise pour l'espérance de fonctions croissantes univariées.

Théoréme 7.8 Soient les deux v.a. X et X'. Alors, on a X <49 X' si et
seulement si FE [¢p (X)] < E [¢ (X')] pour toute fonction croissante ¢.

Preuve. Voir e.g. [24], [64], [84] ou [96]. =
Pour comparer les moments d’ordre m, on a recours au théoréme suivant
qui découle du théoréme 7.8.

Théoréme 7.9 Soient les v.a. X et X' telles que E[X™] < oo et
E[X'™] < oo, pour m € NT. Si on a X <54 X', alors

1. BE[X™ < E[X'™], pourm=1,3,5,... ;
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2. E[X™ < E[X"™], pour m = 1,2,3,... si les v.a. X et Y sont
positives.

Preuve. Voir e.g. [24], [84] ou [96]. m

7.3.4 Fonctions croissantes univariées

Le résultat suivant a plusieurs applications en actuariat.

Théoréme 7.10 Soient les deur v.a. X et X'. Si X <.4 X' alors on a
D (X) Zsq ¢ (X') pour toute fonction croissante ¢.

Preuve. Voir e.g. [24], [84] ou [96]. m
Des exemples d’application en actuariat et en gestion quantitative des
risques du théoréme 7.10 sont fournis dans la remarque suivante.

Remarque 7.11 En vertu du théoreme 7.10, st X <,q4 X', alors ...
1. exp(X) Zsqexp (X') ;

min (X; d) <54 min (X’;d), pour toute limite d ;

o

max (X — d;0) <54 max (X’ — d;0), pour toute franchise d ;

X x 1gxsay Rsa X' X 1{x/5qy, pour toute franchise d ;

A

cX =54 cX', pour tout scalaire c € RT.

7.3.5 Fonctions croissantes multivariées

Le prochain théoréme permet de comparer les résultats de fonctions de
deux ensembles de v.a.

Théoréme 7.12 Soient X,..., X, et X|,...,X], des v.a. indépendantes
avec X; <oq X] pour i = 1,2,..,n. On suppose que ©p : R" — R est
une fonction croissante. Alors, on a ¥ (X1, ..., Xp) <sq ¥ (X1, ..., X7).

Preuve. Voir e.g. [24], [64], [84] ou [96]. m
Des exemples de fonctions croissantes sont indiqués dans la remarque
suivante.

Remarque 7.13 Des exemples de fonctions croissantes ¥ pour le
théoréeme 7.12 sont :

Lo (&1, ey ) = D T 5
2. (X1, ., Tp) = MAX (L1} ..} X)) 5

3. Y (X1, ey Tpy) = min (z1; .05 ).
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7.3.6  Propriétés de fermeture

L’ordre en dominance stochastique est fermé sous la convolution, le mélange
et la composition. Les preuves des théorémes suivants se trouvent dans e.g.

[24], [64], [84] ou [96].

Théoréme 7.14 Fermeture sous la convolution. Soient X1,..., X, et
X1, ..., X}, des v.a. indépendantes avec X; =sq X! pouri=1,2,...,n. Alors,
on a Z?:l Xi =sd Z;L:l X

Théoréme 7.15 Fermeture sous le mélange. Soient les v. a. X, X'
et © définies de telle sorte que X|© = 0 <44 X'|O = 0 pour tout 6 sur le
support de ©. Alors, on a X <sq X'.

Théoréme 7.16 Fermeture sous la composition. Soient les v.a. X et
X' définies par

v_ | T B, M>0
0, M=0

et

v | S B, M >0
0, M’ =0

Si B; <sa B, st M <4 M’ et si toutes les v.a. sont indépendantes, alors,
onaX <gq X',

7.8.7 Condition suffisante

On dispose aussi d’une condition suffisante (mais pas nécessaire) pour
déterminer 'ordre en dominance stochastique.

Critére 7.17 Condition suffisante. Soient deux v.a. X et'Y ayant la
propriété qu’il eriste un nombre réel a > 0 tel que

dFx () > dFy (z) pourz € (—o0,a)
dFx () < dFy (z) pour z € (a,o0)

Alors X <4 Y.

7.3.8 Lois paramétriques

Dans les 2 remarques suivantes, on indique sous quelles conditions I'ordre
en dominance stochastique est satisfait pour certaines lois paramétriques.

Remarque 7.18 Soient deur v.a. X et X' obéissant a la meéme loi
continue mais dont les paramétres différent. On indique ci-dessous les
conditions sur les paramétres de certaines lois connues pour que X <,q X' :
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1. X ~ Exp(B) et X' ~ Exp (B') avec B> ' ;

(
2. X ~Ga(a,B) et X' ~Ga(a,B') avec 8> ;
Ga(a,B8) et X' ~ Ga (o, ) avec a < o' ;
4. X ~ Pa(a,
(

) (o', B)

A) et X/~ (a,)\’) avee A < X ;
5. X ~ Pa(a,\) et X' ~ Pa( )

)

o', ) avec a > o' ;
6. X ~ N (n,0%) et X' ~ N (i, 0?) avec p < pi/ ;

7. X ~ LN (p,0%) et X' ~ LN (¢/,0?) avec p < 1/ ;
8 X ~Uf(ayb) et X' ~U (a/,V) aveca <a' etb<1¥.

Remarque 7.19 Soient deux v.a. X et X' obéissant a la méme loi discréte
mais dont les parameétres différent. On indique ci-dessous les conditions sur
les parametres de certaines lois connues pour que X <zq X' :

1. X ~ Pois(A) et X’ ~ Pois (X) avec A < X ;
2. X ~ Bin(n,q) et X' ~ Bin(n,q') avec ¢ < ¢ ;
3. X ~ Bin(n,q) et X' ~ Bin(n',q) avecn <n’ ;
4. X ~BN(r,q) et X' ~BN (r,q") avec q < ¢'.
On consideére les exemples suivants.
Exemple 7.20 Soient X ~ Exp(0.002) et X’ ~ Exp(0.001). On obtient
VaRgs o (X) = 1497.87 < VaRos o (X') = 2995.73.

Pour confirmer que cette inégalité est valide pour tout k € (0,1), on
constate que X =5q X' selon la remarque 7.18. Puis, on a VaR, (X) <
VaR, (X') pour k € (0,1) en appliquant la proposition 7.6. O

Exemple 7.21 Soient X ~ PComp(A=1,Fg), X' ~ PComp(A=1,Fp/)
avec B ~ Exzp(0.002) et B’ ~ Exp(0.001). On a calculé

VaRgs o (X) = 1959.02 < VaRgs o (X') = 3918.04.

On vérifie que cette inégalité est wvalide pour tout k € (0,1). Selon la

remarque 7.18, B; =sq Bl pour i € Nt. En utilisant la propriété de

fermeture sous la composition (théoréme 7.16), on déduit que X <54 X'.

Enfin, il résulte de la proposition 7.6 que VaR, (X) < VaR, (X') pour
€(0,1). O
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7.3.9 Lois de Bernoulli et de Poisson

Il est aussi possible de comparer des v.a. dont les lois paramétriques
différent.

Proposition 7.22 Soient les v.a. M ~ Bern(q) et M’ ~ Pois()\) ot
A=—In(1—-gq). Alors, on a M <54 M.

Preuve. Comme A\ = —In(1—¢q), on a Fi (0) = Fi (0) = (1 —¢q).
Puisque Fy (k) = 1 > Fyp (k), pour k& € NT, il en découle le résultat
désiré. m

On applique la proposition 7.22 pour justifier le choix de la définition du
parameétre A = —In (1 — ¢) dans 'approximation Poisson composée décrite
au chapitre 6.

Proposition 7.23 Soit la v.a. X définie par

M
X — k:lBj7M>0
0. M >0 ’

ou les v.a. continues By, Ba, ... sont i.i.d. (avec By ~ B) et indépendantes
de la v.a. de fréquence M ~ Bern (q).
Soit la v.a. correspondante X' définie par

x| S B, M >0 ’
0, M' >0

ot les v.a. continues By, Ba, ... sont i.i.d. (avec By ~ B) et indépendantes
de la v.a. de fréquence M’ ~ Pois()\) ou A = —In(1 —gq). Alors, on a
X < X',

Preuve. Le résultat découle de 'application combinée de la proposition
7.22 et du théoréme 7.16. m

7.3.10 Méthodes de discrétisation upper et lower

En appliquant les résultats liés a I'ordre en dominance stochastique, on
examine l'intérét d’utiliser les méthodes de discrétisation upper et lower
qui sont expliquées au chapitre 6.

Soit la v.a. X définie par

M
B;, M >0
X = k=174 1

{0,M>O ’ (7.1)

ot les v.a. continues By, B, ... sont i.i.d. (avec By, ~ B) et indépendantes de
la v.a. de fréquence M. Soit la v.a. X (") définie a la suite de 'application
de la méthode de discrétisation upper avec un pas de discrétisation A pour
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approximer la v.a. B; par la v.a. Ej(“’h) ol
~ M 5(u,h)
Slwn) _ ) 2= BT, M >0 72)
0, M >0

N olu,h) lu,h .. ,
ou les v.a. Bj(- ),Bj(- ), ... sont des v.a. i.i.d. concentrées sur le support

{0, 1h,2h, 3h,...}. Soit la v.a. X (1) définie de facon similaire en appliquant
la méthode de discrétisation lower ou

gom _ ] S B, M >0 (7.3)
0, M > O ’
ol les v.a. E;l’h),éj(-l’h), ... sont des v.a. i.i.d. concentrées sur le support

{0, 1h,2h,3h,...}. Dans les deux cas, X@wh) o XU ¢ {0,1h,2h,3h,...}.
On a les deux propositions suivantes qui démontrent 'intérét d’utiliser
ces deux méthodes de discrétisation.

Proposition 7.24 Soient les v.a. )?(“’h/), )Af(“7h), X, Xn o x()
définies selon (7.1), (7.2) et (7.3). Alors, on a

K1) < RO <y X =09 XOW <, X0 (7.4)
pour 0 < h < h/.
Preuve. Selon les deux méthodes et pour 0 < h < A/, on a
FE(”JI’) (z) > Fy Bu,h) (x) > Fp(x) > F3 B.h) (z) > Fg(l,h') (),
pour z > 0. Il en résulte que
Blw) <o B®M <. B <, B&M <, Br),
En appliquant le théoréme 7.16, on obtient (7.4). m

Proposition 7.25 Soient les v.a. g(“’h/), g(%h), S, SLh) et g(l ")

, ~ (u,h) n ~ ~(L,R)
définies par S(M = S B , S =" B et SO =" B
avec 0 < h < h'. Alors, on a

g(%h/) jsd g(%h) jsd S jsd g(l7h) jsd g(l7h/)- (75)

Preuve. Dans la preuve de la proposition 7.24,
E(U7h/) jsd E(%h) jsd B jsd E(Lh) jsd E(Lh/)-

On déduit (7.5) en se basant sur le théoréme 7.14. m
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Ces deux propositions expliquent l'intérét d’utiliser les méthodes de
discrétisation upper et lower pour évaluer différentes quantités de risque.
Selon ces deux propositions, ces méthodes permettent de déduire des bornes
inférieures et supérieures pour Fiy (ou Fx) et pour Fg (ou F's). De plus, en
appliquant la proposition 7.6, on obtient aussi des bornes pour VaRy (X)
et VaRy (S). En diminuant la longueur de lintervalle de discrétisation A,

la valeur approximative VaR, ()Z'(“L)) (et VaR, ()Z'(“’h)>) va s’approcher
de la valeur exacte VaR,, (X) tout en lui restant supérieure (inférieure).
Il n’est pas possible d’obtenir de telles bornes lorsque 'on utilise une
approximation basée sur la méthode des moments ou une méthode basée
sur la simulation stochastique.

Exemple 7.26 Dans le tableau ci-dessous, on indique les valeurs exactes
de VaRg 995 (X) et les valeurs approximatives de VaRg g9s (X) obtenues
avec les méthodes de discrétisation upper et lower qui ont été produites a
l’exemple 6.11 :

K Up Up Up Ezxacte Low Lo w Low
_ —_1 -1 h=1
h=1 1| h h= h=15 h=1

=1
~z
0.995 | 43 45.875 | 45.875 | 46.05167 | 46.25 | 46.75 | 49

On observe

VCLRO.995 (j(v’ (u,l))

IN

VaRp.995 (E(U%D

IN

VaRy.995 ()N((u%)) < VaRg.995 (X)
et

V(IR().995 (X)

IN

VaRo.995 ()}(l%))
< VaRy.995 ()Af(lll)) < VaRp.g95 (-’?(l’l)) .

Ces relations d’ordre sont confirmées pour toute valeur v € (0,1) en
appliquant conjointement la proposition 7.24 avec la proposition 7.6. [

7.8.11 Stochastiquement croissante

On ajoute l'indice # a une v.a., notée Xy, lorsque 'on veut indiquer
explicitement que sa distribution dépend d’un parameétre unique 6.

Définition 7.27 Une v.a. Xy est dite stochastiquement croissante si et
seulement si Xg <sq Xgr, quand 6 < 6.

Dans les exemples suivants, on présente quelques cas de v.a. stochastiquement
croissantes.

Exemple 7.28 Soit une v.a. positive W. La v.a. Xy définie par X9 = W
(6 € R) est stochastiquement croissante.
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Exemple 7.29 Soit une suite de v.a. i.i.d. positives By, Bs, ... . La v.a.
Xy définie par Xg = Zzzl By (0 € N) est stochastiquement croissante.

Exemple 7.30 La v.a. My ~ Pois (0)), pour § € R, est stochastiquement
croissante.

Exemple 7.31 Lav.a. Xy ~ Exp (%), pour § € R, est stochastiquement
croissante.

Exemple 7.32 La v.a. Xg ~ N (9,02), pour 8 € R, est stochastiquement
croissante.

Soient les v.a. indépendantes © et la v.a. Xy. On utilise la notation Xg
pour désigner une v.a. dont la fonction de répartition est définie par

Fx () /OGA Fxje=¢ (z) dFe (0)

/0 ) Fx, (x)dFg (9),

ol Ag C R est le support de la v.a. de mélange O.
Le résultat suivant est important lorsque I'on doit travailler avec des lois
définies par un mélange.

Proposition 7.33 510 <., 0, alors Xg <.q Xor.

Preuve. Voir [24]. =

Exemple 7.34 Soit la v.a. Xg ~ Exp (%), avec 3 = 1/1000. On définit
les va. ©, © € {1,..,5} avec (©® —1) ~ Bin(4,0.2) et (@' —1) ~
Bin (4,0.3). La v.a. Xy est indépendante des v.a. © et ©'. Alors, X¢o et
X' obéissent & la distribution mélange d’exponentielles. On observe que
VaRp.g9 (Xo) = 10 156.609 est inférieure & VaRy. g9 (Xeor) = 12 116.566.
En vertu de la remarque 7.19, © <44 ©'. Selon la proposition 7.33 et avec
la proposition 7.6, il en résulte que VaR, (Xo) < VaR, (Xe') pour tout
k€ (0,1). O

7.3.12  Variance et ordre en dominance stochastique

On peut se demander si X <4 Y permet de déduire que Var (X)) < Var ().
On examine cette question dans I’exemple suivant.

Exemple 7.35 Soient les v.a. X et X' o0 X ~ U (0,b) et Pr(X' =b) =1.
Comme Fx () > Fys (x), x > 0, alors X <54 Y ce qui implique E [X™] <
E [X'™] pour m € NT. Toutefois, Var (X) = % > Var (X')=0. O
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Bref, 'ordre en dominance stochastique n’est pas suffisant pour comparer
les variances. La raison est que Var (X) = E |(X — E[X])?| et ¢ (z) =

2 . .
(:1: — a) n’est pas une fonction croissante.
Comme max (z — d;0) et & X 1{;~q) sont des fonctions croissantes, si

X =g X', alors mx (d) < 7x: (d) et TVaR, (X) < TVaR, (X').

7.4 Ordres convexes

7.4.1 Définitions

Dans certaines situations, 'actuaire doit comparer des risques qui ont des
espérances identiques mais dont les «variabilités» sont différentes. Comme
lordre en dominance stochastique n’est d’aucun secours, on doit recourir
aux ordres convexes.

Définition 7.36 Une fonction ¢ est dite convere si ¢ (ax+ (1 —a)y) <
ap () + (1 — a) ¢ (y) pour tout x ety et pour tout 0 < ar < 1.

Une fonction ¢ est dite concave si —¢ est convexe.

Définition 7.37 Soient les v.a. X et X’ telles que F [X] < o0 et E[X'] <
00. Alors, X est inférieure a X' sous l'ordre convexe, noté X <., X', st
E[p(X)] < E[¢(X")], pour toute fonction réelle convexe ¢ et en supposant
que les espérances existent.

Définition 7.38 Soient les v.a. X et X’ telles que E [X] < o0 et E[X'] <
0o. Alors, X est inférieure ¢ X' sous ’ordre convexe croissant, noté X <.,
X', st E[p(X)] < E[¢p(X")], pour toute fonction réelle conveze croissante
¢ et en supposant que les espérances existent.

Définition 7.39 Soient les v.a. X et X' telles que E [X] < 00 et E[X'] <
0o. Alors, X est inférieure o X' sous [’ordre concave croissant, noté X =<,
X', si B[p(X)] < EB[p(X')], pour toute fonction réelle concave croissante
¢ et en supposant que les espérances existent.

En actuariat, I'ordre suivant a aussi été défini.

Définition 7.40 Soient les v.a. X et X' telles que E [X] < 00 et E[X'] <
00. Alors, X est inférieure o X’ sous l'ordre stop-loss, noté X =<4 X', st
E[(X —d)4] L E[(X' —d)4], pour tout d € R, 0w (u)+ = max(u;0).

En actuariat, I’ordre convexe correspond a ’ordre stop-loss avec moyenne

égale. La fonction ¢ (z) = max (z — d; 0) = (= — d)_ est convexe croissante.

La fonction ¢ (z) = (z — a)® est convexe mais elle n’est pas croissante. On
a X <o Y siet seulement si — X =;., —Y.
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7.4.2 Résultats

Pour les démonstrations des résultats suivants, on peut se référer a e.g.

[24], [84] ou [96].

Théoréme 7.41 Les propositions suivantes sont équivalentes :
1 X < X' ;
2. X =iex X' et F[X]=E[X'].

Preuve. Pour (1) = (2), il est clair que X =<, X' méne a X <., X'
Pour (1) = (2), voir e.g. [24], [84] ou [96]. m
L’ordre stop-loss et 'ordre convexe croissant sont équivalents.

Théoréme 7.42 Les propositions suivantes sont équivalentes :
1. X Sica X’ ;
2. X <4 X'.

Preuve. L’implication (1) = (2) découle du fait que la fonction ¢ (z) =
max (z — d; 0) est convexe croissante. Pour (b) = (a), voir e.g. [84] ou [96].
|

Ainsi, X <., X’ implique e.g. Var (X) < Var (X’) et 74 (X) < wq (X")
pour tout d > 0. De plus, X =;., X’ implique 74 (X) < 74 (X’) pour
tout d > 0 mais n’implique pas Var (X) < Var (X’) car la fonction ¢ (x) =
(x — a)2 est convexe mais elle n’est pas croissante. Enfin, X <., X' avec
E[X] = E[X’] implique 74 (X) < 74 (X') pour tout d > 0 et Var (X) <
Var (X').

On considére les relations entre les ordres convexes et lordre en
dominance stochastique.

Remarque 7.43 St X =<,4 X' alors cela impliqgue X =i X' mais cela
n'implique pas X <., X'.

7.4.3 Propriétés de fermeture

Les ordres < ;,=icr et <4 sont fermés sous le mélange, la convolution et
la composition. Dans les trois théorémes suivants, <, désigne <., =, OU
=<s1. On trouve les preuves des théorémes suivants dans e.g. [24], [64], [84]

ou [96].

Théoréme 7.44 Fermeture sous la convolution. Soient les v.a.
indépendantes X1, ..., X, et X{,..., X} avec X; <, X! pouri=1,2,...,n.
Alors, on a Z?Zl Xi <o Z?:l X].
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Théoréme 7.45 Fermeture sous le mélange. Soient les v. a. X, X'
et O définies de telle sorte que X|© = 6 <, X'|© = 0 pour tout  sur le
support de ©. Alors, on a X =<, X'.

Théoréme 7.46 Fermeture sous la composition. Soient les v.a. S et
S’ définies par

S = Ziilea M>0 et §' = sz'vzjllXi/a M' >0
0, M=0 0, M' =0

Si X; = X!, si M <, M’ et si toutes les v.a. sont indépendantes, alors,
onalsS =<, 5.

7.4.4 Condition suffisante

Une condition suffisante (mais pas nécessaire) pour établir 'ordre convexe
croissant (ou stop-loss) s’énonce comme suit.

Critére 7.47 Critére de Karlin-Novikoff. Soient deux v.a. X et X'
telles que E[X] < E[X'] < co. Sl existe un nombre ¢ > 0 tel que

.FXI(:I,‘)7 rx<c
}‘_‘)(/(:I,')7 x> c

IV IA

alors X <iep X' ou X <4 X'.

Preuve. Voir e.g. [24], [64], [84] ou [96]. =
On consideére les exemples suivants.

Exemple 7.48 Soient les v.a. X et X' o X ~ Exp (5= %) et X' =p

avec probabilité 1. Comme E[X]| = E[X'] = u, Fx (z) > Fx/(z), 0 <
x < petFx(x) < Fx (), x> p, on déduit du critére de Karlin-Novikoff
que X' R X avec E [ X| = E[X'] ce qui est équivalent & X' <., X. Par
conséquent, Var (X') < Var (X)), ce qui est en effet le cas puisque Var (X) =
% et Var (X’) = 0. Pour confirmer, on a E [max(X —d;0)] = ue_% et
Emax (X' —=d;0)=p—d,0<d< p, et E[max (X' —d;0)] =0, d > p.
O

Exemple 7.49 Soientlesv.a. X,Y et Z ou X ~ U (a,b), Pr (Y = aTer) =
1, Pr(Z=a)=Pr(Z=0)=3. Comme

b b
Fx(z) > Fy(a), x<%,etFx(x)ng(x), xz“;,
b b

Fr(z) > Fy(z), x<%,etFZ(x)§Fy(x), xza;,
a+b a+b

Fy(z) > Fx(x), x<T,etFZ(x)§FX(x), T >
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on déduit que Y =jex X =yex Z selon le critére de Karlin-Novikoff. Puis,
comme E[X] = E[Y] = E[Z] = %£, il résulte du théoréme 7.41 que
Y 2 X B Z. U

7.4.5 Mesure TVaR

On indique la relation entre 'ordre convexe croissant et la mesure de risque
TVaR.

Proposition 7.50 Soient les v.a. X et X'. Alors, on a X =0 X' si et
seulement si TVaR, (X) <TVaR, (X'), pour tout 0 < x < 1.

Preuve. Voir [24]. =

7.4.6 Lois paramétriques

On indique sous quelles conditions les relations d’ordre convexe et d’ordre
convexe croissant sont satisfaites pour certaines distributions univariées
connues.

Remarque 7.51 Soient deur v.a. X et X' obéissant & la meéme loi
continue mais dont les paramétres différent. On indique ci-dessous
les conditions sur les paramétres de certaines lois connues pour que
X jicm X' :

e X ~Ga(a,B) et X' ~Ga(/,p') avec a > o/ et 3 < 5 ;

B
e X ~ Pa(a,\) et X’ ~ Pa (o/,)\’) avec o > o et ﬁ < All ;
e X ~N(p,0%) et X' ~N (u’,(o’)Q) avec p < p' eto <o’ ;
e X ~LN (p,0?) et X' ~ LN (;/,(0’)2) avec p < p' et o =o',
Remarque 7.52 Soient deur v.a. X et X' obéissant & la meéme loi

continue mais dont les paramétres difféerent. On indique ci-dessous les
conditions sur les paramétres de certaines lois connues pour que X <., X' :

e X ~Ga(a,B) et X' ~Ga(o/,) avec E[X] =E[X'] eta>d ;

e X ~Pa(a,\) et X' ~ Pa(a',\) avec E[X]=E[X'] et >0’ ;

X ~ N (p,0?) et X' NN(,u,(a’)2> avec 0 < o’ ;

X ~ LN (p,0?) et X' ~ LN (,u’,(a’)2) aveco < o', p=a— 307 et
o= (0/)? (a € R), tels que E[X] = E[X'] = e

1
a—3
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7.4.7 Lois de Bernoulli et de Poisson

On a la proposition suivante concernant les lois de Bernoulli et de Poisson.

Proposition 7.53 Soient les v.a. M ~ Bern(q) et M’ ~ Pois()\) ot
A=gq. Alors, on a M <., M’'.

Preuve. Comme Fi; (0) = 1—q < Fap (0) = e %et Fiay (k) =1 > Fppr (K),
pour k& € NT, on applique le critére de Karlin-Novikov pour obtenir le
résultat désiré. m

La proposition 7.53 sert a justifier le choix de la définition du parameétre
A = g dans 'approximation Poisson composée expliquée au chapitre 6.

Proposition 7.54 Soient les v.a. X et X' définies par

M M/
X = e=1 Bj, M >0 ot X! — b1 Bj, M' >0
0, M>0 0, M'>0 ’

ot les v.a. continues By, Ba, ... sont i.i.d. (avec By, ~ B), indépendantes de
la v.a. de fréquence M ~ Bern(q) et indépendantes de la v.a. de fréquence
M’ ~ Pois(X) ot A =gq. Alors, on a X <y X'.

Preuve. L’application combinée de la proposition 7.53 et du théoréme 7.16
meéne au résultat désiré. m

7.4.8 Lois Poisson - mélange

Soit une v.a. Xg obéissant & une loi Poisson-mélange. On examine 'impact
de la v.a. de mélange © sur le comportement de la v.a. Xg.

Proposition 7.55 Soient la v.a. positive © et la v.a. Xy ~ Pois (A), pour
6 € RT. Les v.a. © et Xy sont indépendantes. Alors, © <., ©' implique
)(9 jim:)(@“

Preuve. La preuve est due a [63]. Il faut montrer que © =<, © implique
Xo <4 Xor, ce qui est équivalent & Xg ;. Xeos en raison du théoréme
7.42. Soit une v.a. Yy ~ Pois (A8). Pour simplifier la présentation, on pose
A = 1. On introduit la fonction 74 (0) = F [max (Yy — d;0)]. On a Xo =g
Xor siet seulement si F [7y4 (0)] < E [r; (©)] pour tout d. Pour y parvenir,
on démontre que 74 () est convexe croissante. On a

drg ()  — o d e 90k
—5 = Zmax(kd,O)@<—k!

k=1

_09k 1 e—99k
Zmaxk dO)((k o o )
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qui devient

e fpk—1

dﬂ'd (9)
k—1)!

o = ;max(kflf(dfl);O)

> e 0ok
—Zmax(k—d;O) o
k=1

= 7g—1(0) —my(0) >0,

d‘ﬂ'd (0)
do

est croissante et

d7a(0) gt positive. De plus, est

do
croissante car Yy <.4 Yo quand 6 < 6. Puisque dﬂc‘l—ie(e)
positive, alors 74 (6) est convexe croissante et on déduit le résultat désiré.

ce qui implique que la dérivée

Corollaire 7.56 Dans la proposition 7.55, si E[©] = E[©'] = 1, alors
E[X] = FE[X'] = X et, par le théoréeme 7.41, © <., O implique Xo =cs
Xo.

En actuariat, la loi Poisson-mélange est souvent utilisée pour justifier
la présence d’hétérogénéité dans les données d’assurance dommage. Soient
deux contrats d’assurance dont les cofits sont définis par les v.a. X et X’

avec
X:{ etX’:{

ou les v.a. continues By, Ba,... sont i.i.d. (avec By ~ B) et indépendantes
des v.a. M et M’ de loi Poisson-mélange qui sont définies comme dans la
proposition 7.55. Alors, on a X <., X’ en appliquant la proposition 7.55
et le théoreme 7.16. Par exemple, les primes calculées selon le principe
de la variance sont ordonnées i.e. IIV¥ (X) < V¥ (X'). De méme,
on a TVaR, (X) =c TVaR,(X’'). Par conséquent, une plus grande
hétérogénéité dans la définition de la loi de fréquence conduit notamment

M
M Bj, M>0
0, M >0

M’
vy Bj, M'>0 ’
0, M’ >0

a des valeurs plus élevées dans la prime selon le principe de la variance et

de la TVaR.

Exemple 7.57 A Uexemple 2.8, on traite du comportement de la v.a.

X ~ BNComp(r,q;Fg), avec B ~ Exp(f=1) et q = (1+%) "
Les parametres r et q de la v.a. de fréquence M sont fixés de telle
sorte que E[M] = 200. On obtient les valeurs suivantes de VaRgy 5 (X),
VaRg g5 (X), TVaRys5(X), TVaRgg95 (X) pour 4 couples de wvaleurs
pour (r,q) :

T g | VaRos(X) | VaRo.095(X) | TVaRo.5(X) | TVaRy.905 (X)
1 ﬁ 1538.520 1065.959 339.320 1264.959
2 ﬁ 167.509 T48.435 206.217 861.415
) % 186.499 511.316 271.108 567.148
25 % 196.973 332,139 285.481 352.004
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Notamment, on observe que

TVaRy 005 (X(T’(H%)W)) < TVaRy.e05 (X(T/’(H%)W)) ., (7.6)

pour r > r'. La loi binomiale négative de parameétres r et ¢ = (1 + %)_1
correspond & la loi Poisson-gamma de paramétres A et r ou la v.a. de
mélange O obéit & une loi gamma de paramétres o = r et § = r. Dans
cet exemple, A = 200. Ainsi, selon la remarque 7.51, Uinégalité v > 1’

implique la relation d’ordre ©( <, G)(T/). Awvec la proposition 7.55, on
L, (7’ (1+3)7I) (7" (1+A)71) . . N

déduit M\"\V T ex M\ VT . Puis, d’aprés le théoréme 7.46,

on a X(T’(IJF%) ) <z X(T/’(IJF%) ), ce qui conduit &

TVaR, (X(T’(HTA')W)) <TVaR, (X(T”(l*%)'))

pour tout k € (0,1) en raison de la proposition 7.50 et ce qui confirme

(7.6). De plus, on a
Var (X(T’(H%)W)) < Var (X(T/’(H%)I)) .

En effet, pour les 4 couples de valeurs pour (r,q), on a les valeurs suivantes
de variance :

—1
r q | Var (X(T’(IJF%) )>
1] 5= 40 200
2 | o 20 200
A 8200
25 | 1 1800

On constate aussi que le résultat concernant la lot Poisson-mélange ne
conduit pas & un résultat équivalent pour la VaR, car

VaRos (X(T’(H%)W)) > VaRos (X(T"(”%)'))

et
Valtosss (X(“(H%)l)) < VaRo.995 (X(T'v(“r%)l)) ;

pour v >7r'. O
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7.4.9 Meéthode de dispersion de la masse avec espérance
préservée
On examine la méthode de dispersion de la masse avec espérance préservée,

décrite au chapitre 6, conjointement avec les résultats sur l'ordre convexe.
Soit la v.a. X définie par

M
B, M >0
- k=1L
X { 0, M >0 ’ (7.7)

ol les v.a. continues By, Ba, ... sont i.i.d. (avec By, ~ B) et indépendantes de
la v.a. de fréquence M. Soit la v.a. X (%" définie a la suite de 'application
de la méthode de dispersion de la masse avec espérance préservée avec un

pas de discrétisation i pour approximer la v.a. B; par la v.a. Ej(-d’h) ol

— M N(d,h)
dh) _ { g:g;j fjo , M >0 , (7.8)

N =(d,h) 7(dh .. )
ol les v.a. Bj( ),BJ(. ), ... sont des v.a. i.i.d. concentrées sur le support

(0, 1h, 2h, 3h, ...}. On sait que E [}?WL)] — E[X].

Les deux prochaines propositions expliquent lintérét d’utiliser la
méthode de dispersion de la masse avec espérance préservée.

Proposition 7.58 Soient les v.a. X, X (%" et x(@n) définies selon (7.7)
et (7.8) avec 0 < h < h'. Alors, on a

X <op X@ <, X0, (7.9)
Preuve. Dans [84], il est montré que

B <., B < Blar), (7.10)
Puis, par le théoréme 7.46, on déduit (7.9). m
Proposition 7.59 Soient les v.a. S, S(@n) op () définies par S =
S B et Sdh) =y E(dﬁ) avec 0 < h < h'. Alors, on a

S <oy S0 < Gd:n), (7.11)

Preuve. En utilisant conjointement (7.10) et le théoréme 7.44, on obtient
(7.11). m

On illustre la pertinence d’utiliser la méthode de dispersion de la masse
avec espérance préservée dans I'exemple suivant.
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Exemple 7.60 Dans le tableau ci-dessous, on indique les wvaleurs de
VaR, (X), VaR, ()?(d’lé_o)), TVaR, (X) et TVaR, ()?(dﬁ)) obtenues
a exemple 6.14:

k| VaRe (X) | VaRxk ()?(d’ﬁ)) TVaRe (X) | TVaRs« (X'(fi,ﬁ))
-4

0.5 2./8268 2.48 1.86835 1.86836
0.95 772886 773 9.56856 9.56856
0.995 | 11.91371 11.91 13.57670 13.57690

On présente ci-dessous aussi les valeurs wq (X) et my ()?(dWIUU

a1 0 7 2 5 10 5
72 (X) | 3 | 2.193987 | 1.454502 | 0.973085 | 0.025710 | 0.001237
Ty ()?(d’ﬂw)) 3 | 2.133989 | 1.454504 | 0.378087 | 0.025711 | 0.001237

Par exemple, on constate que
TVaRg.o95 (X) < TVaRo.g0s ( )?(dﬁ)) _

Cette inégalité est valide pour tout k € (0,1), en vertu de la proposition
7.58 et de la proposition 7.50. De plus, on a

710 (X) < 7o ()N((d’ﬁ)) .

Cette inégalité est valide pour tout d > 0 en raison de la proposition 7.58 et
du fait que max (x — d;0) est une fonction convexze. Toutefois, on observe
que

VaRO.995 (X) S V(IRO'995 (}?(d’ﬁ))

n'est pas vérifée pour tout k € (0,1) puisque la méthode de dispersion de la
masse avec espérance préservée n’est pas valide pour construire une borne
pour la VaR. Dans ce contexte, il a été expliqué qu’il faut recourir aux
méthodes de discrétisation upper et lower. []

7.4.10 Mutualisation des risques

Soit un portefeuile composé de n risques représentés par les v.a. i.i.d. X7,
ey X On définit la v.a. W, = %Z?:1 X;. La prochaine proposition est
intéressante du point de vue de la mutualisation des risques.

Proposition 7.61 On a
Wn+1 5icm Wn7

pour n € NT.

Preuve. Voir [24]. =
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En appliquant conjointement (7.61) et (7.50), on déduit que
TVaR, (Wyy1) <TVaR, (W,),

pour toute valeur de x € (0, 1).

7.5 Notes bibliographiques

Le domaine des ordres stochastiques univariés est vaste et d’autres ordres
stochastiques univariés ont été étudiés, notamment l'ordre exponentiel,
lordre du ratio de vraisemblance, ’ordre de Laplace, 'ordre de la fonction
de hasard, etc. Pour un exposé complet sur le sujet, on recommande [84]
et [96]. Plusieurs chercheurs en actuariat ont démontré Uintérét des ordres
stochastiques en actuariat. Pour une présentation concernant les ordres
stochastiques univariés dans le contexte de lactuariat, on suggere [24],
[22], [63] et [64].

7.6 FExercices

1. Soient les v.a. X et X’ qui représentent les cofits pour un contrat
d’assurance automobile et qui sont définies par

M M
. By, M>0 / "B M>0
X — k=1"k> t X! — k=1 Lr>
{O,MO ¢ {O,MO

avec les hypothéses usuelles, B; ~ LN (4, 12) (1 =1,2,...) et B ~
LN (5, 12) (1 =1,2,...). Le contrat comporte une limite par sinistre,
notée [ > 0. Les colits & rembourser par contrat sont définis par

v — Z,]y:l min (By;1), M >0
0, M=0

et
v M min (Bl;1), M >0
0, M=0

Déterminer la relation entre VaR, (V) et VaR, (Y') ainsi qu’entre
ElY]et E[Y'].

2. Soient les v.a. i.i.d. Xy, ..., X, avec X; ~ X (i=1,2,...,n) et les v.a.
iid. Xy, ..., X} avec X! ~ X' (i =1,2,...,n). De plus, X <34 X'.
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(a) On définit les v.a. V,, = min (X3;...; X,,), V,, = min (X7{;..; X.,),
W, = max (X1;...; X,,) et V! = max (X71;...; X ). Sans recourir
au théoréme 7.12, montrer V,, <44 V! et W,, <50 W/.

(b) Ondéfinit Y = bx1{Vn>a}> Y =bx 1{V74>a}, Z =bx 1{Wn>a} et
7' =bx 1w ~aq)- Montrer que E[Y] < E[Y'] et E[Z] < E[Z'].

3. Soient les v.a. Ry ~ N (0.04,0.22) et Ry ~ N (0.06,0.22)7 qui
représentent les rendements instantanés pour les titres 1 et 2 durant
une période. On définit la valeur accumulée de V (0) dans les titres
1 et 2 par les v.a. V3 (1) = V (0) e et V5 (1) = V (0) e®2.

(a) Calculer E[V; (1)] et E [Va (1)].

(b) Déterminer la relation entre VaR, (Vi (1)) et VaR, (Vz(1))
pour tout & € (0,1).

(¢) Les pertes liées aux investissements sont définies par les v.a.
Li =V (0)—V1(1) et Ly =V (0) — Vo (1), avec V (0) = 1000.
Déterminer la relation entre VaR,, (L1) et VaR,, (L2) pour tout
a € (0,1).

(d) Les engagements d’une compagnie pour un portefeuille de
contrats d’assurance vie temporaire 1 an sont définis par
la v.aa. § = bN, ou N ~ Bin (10 000,0.0008) et b = 100.
Les pertes liees aux investissements sont définies par les v.a.
Li = S—Vi(1) et Ly = S — Vo(1), avec V (0) = 1000.
Déterminer la relation entre les probabilités que la compagnie
ne rencontre pas ses engagements selon le titre 1 et le titre 2,
soit Pr(L; > 0) et Pr(Lg > 0). Déterminer la relation entre
Pr(Ly > z) et Pr(Ly > ), © € (—o0,1 000 000].

4. On considére un contrat d’assurance habitation avec protection
incendie dont les coiits sont définis par

B, M =1
X‘{ 0, M=0 °

avec les hypotheéses usuelles et en supposant M ~ Bern(q) (i.e. il
peut se produire au plus un incendie par année). La v.a. B est définie
par B=0bx U ou U ~ Béta(1.5,1). On pose y = E [B]. On définit
S, = Z?Zl X; ou les via. Xy,..., X, sont i.i.d. avec X; ~ X (i =
1,2,...,m).

(a) On définit Y = bM. Déterminer la relation entre les mesures
VaR, (X) et VaR,(Y), pour k € (0,1). On définit T;, =
S Y et les vaa. Yi,..,Y, sont iid. avec ¥; ~ Y (i
1,2,...,n). Déterminer la relation entre les mesures VaR, (S,
et VaR, (T),), pour k € (0,1).



270 Comparaison des risques

(b) On définit Y = pM. Déterminer la relation entre les mesures
TVaR, (X) et TVaR, (Y), pour £ € (0,1). Déterminer aussi
la relation entre les primes stop-loss associées aux v.a. X et Y.
On définit T,, = Z?:1Yi et les v.a. Y7,..., Y, sont ii.d. avec
Y, ~Y (i =1,2,...,n). Déterminer la relation entre les mesures
TVaR, (Sp) et TVaR, (Ty,), pour & € (0,1). Déterminer aussi
la relation entre les primes stop-loss associées aux v.a. S, et T,.

(¢) On définit

C, M=1
Y= { 0, M=0 ~
ou Pr(C=0) =py =1-5, Pr(C=0b) =p, = § et pg +
py = 1. Déterminer la relation entre les mesures TVaR, (X)

et TVaR, (Y), pour k € (0,1). Déterminer aussi la relation
entre les primes stop-loss associées aux v.a. X et Y. On définit
T, =31 Y etles va. Yq,..,Y, sont iid. avec ¥; ~ Y (i =
1,2,...,n). Déterminer la relation entre les mesures TVaR, (Sy)
et TVaR, (Ty,), pour £ € (0,1). Déterminer aussi la relation
entre les primes stop-loss associées aux v.a. S, et T),.

5. On compare deux vecteurs de v.a. (I1,..., ;) et (My, ..., M,) ot I; ~
Bern (¢q;) et M; ~ Pois(\;), i =1,2,...,n. On définit J =) "  I; et
N = Z?:l M;.

(a) On suppose que E [I;] = E [M;], pour i =1,2,...,n.
i. En utilisant les ordres stochastiques, montrer que

E [max (J — d;0)] < F [max (N — d;0)]

pour d > 0.
ii. En utilisant les ordres stochastiques, montrer que

TVaR, (J) < TVaR, (N),

pour k € (0,1).
(b) On suppose que Pr(I; =0) = Pr(M; =0), pour i = 1,2,...,n.
En utilisant les ordres stochastiques, montrer que
VaR, (J) < VaR, (N),
pour x € (0,1).

6. Soient les v.a. Ry ~ N(O.O75,O.12) et Ry ~ ]\/'(0.06,0.22)7 qui
représentent les rendements instantanés pour les titres 1 et 2 durant
une période. On définit la valeur accumulée de V (0) = 1000 dans
les titres 1 et 2 par les v.a. V4 (1) = V (0) e et V5 (1) = V (0) e®e.
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Les pertes liées aux investissements sont définies par les v.a. Ly =
V(0)— VA (1) et Ly =V (0) — V3 (1).

(a) Calculer E[V; (1)] et E [Va(1)].
(b) Calculer Var (Vi (1)) et Var (V5 (1)).

(¢) Montrer que
Var (V4 (1)) < Var (V3 (1))

et que
Var (Ly) < Var (Ls).

(d) Montrer que
TVaR, (Vi (1)) <TVaR, (V2(1))

et

TVaR, (Li) < TVaR, (L),
pour tout a € (0,1).

7. Soient les v.a. X, Y et Zou Fx (z) =1—e 70,

Fy (z) = 4 (1—67%) +1(1—e*%)

) 5)
et 5 ) )
Fz(z) = 8 (1—e*%> +6(1_e*%)_

On observe E [X]| = E[Y] = E[Z] = 10.
Utiliser les ordres stochastiques pour déterminer les relations entre

les variances de X, Y et Z ; entre les TVaR de X, Y et Z ; entre les
primes stop-loss de X, Y et Z.

. On considére deux risques dont les cotits sont définis par

M
B, M >0
X — k=1 Pk>
{o, M =0

v M Cry M >0
0, M =0 ’

1

avec les hypothéses usuelles, B ~ Exp (6 = u) avec it < oo et C' ~

Pa(a, M) tel que E[C] = p < o0.

(a) Déterminer la relation entre les mesures TVaR, (B) et
TVaR, (C) ; entre les primes stop-loss associées aux v.a.
BetC.
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(b) Déterminer la relation entre les mesures TVaR, (X) et
TVaR,(Y) ; entre les primes stop-loss associées aux v.a.

Xet?Y.
9. Un portefeuille de 500 contrats indépendants d’assurance IARD est

séparé en deux classes. Les cotlits pour le contrat ¢ de la classe j sont
définis par Xi(J) ou

)

v _ | BY 1Y =1
Pl 0Y =0

)

avec Bi(j) ~ U (a(j),b(j)) et Ii(j) ~ Bern (q(j)) pour i = 1,...,n(
7 =1,2. On a le tableau suivant :

ST [ [ a@ [ 50
1| 200 | 0.006 | 100 | 500
100 0.015 200 400

Le montant total des cotits pour le portefeuille est représenté par la
v.a. S. On utilise une approximation pour évaluer la distribution de

S, construite comme suit. On approxime les v.a. Ii(j) par des v.a.
obéissant a des lois de Poisson. Quatre approximations de B¢) sont
envisagées :

e Approche 1 : on approxime BY) par BUD oy Is6.0 (a(j)) =1;
e Approche 2 : on approxime B par BU2) oy f562 (b(j)) =1;
e Approche 3 : on approxime BU) par BUS) on

a9 +b(j)
fé(:i,‘d) (T) =1 5

e Approche 4 : on approxime BY) par BUA on faw (a(j)) =
feom (B9)) =1

On choisit les parameétres des lois de Poisson et on choisit une
seule approche [ (parmi | = 1,2,3,4) qui permet de produire une
approximation conservatrice de la VaR de S. On définit par T la
v.a. qui résulte de cette approximation de la v.a. S.

(a) Indiquer clairement et justifier brieévement votre choix des
parameétres des lois de Poisson et de I’approche ¢ d’approximation
(vous pouvez avoir recours & des graphiques).

(b) Calculer Pr(T" <0) et Pr(7 <2000) dans le but d’évaluer
approximativement Pr (S < 0) et Pr (S < 2000).
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(¢) Calculer VaRy .99 (T') afin d’évaluer approximativement la valeur
de VaRO'gg (S)

7.7 Réponses

1. Réponses a la question 3 :

(a) 1061.837 et 1083.287
(b) Aucune réponse
)

)

Aucune réponse

(c

(d) Aucune réponse

2. Réponses a la question 6 :

(a) 1083.287 et 1083.287

(b) 11 793.980 et 47 891.887

(¢) Aucune réponse
)

(d) Aucune réponse
3. Réponses a la question 9 :

(a) Aucune réponse
(b) 0.049869 et 0.649646
(c) 4300



8

Distributions multivariées
et agrégation des risques

8.1 Introduction

Depuis le milieu des années 1990, on observe en actuariat et en gestion
quantitative des risques un intérét croissant pour la modélisation de la
dépendance entre les risques. Il est devenu essentiel pour 'actuaire de
connaitre des modeéles multivariés et des méthodes pour en construire. La
dépendance a un impact sur la mutualisation des risques. Désormais, il est
devenu crucial de tenir compte de la dépendance dans les modélisations
d’un portefeuille de risques.

Dans un cours de base en probabilité, 'exemple le plus fréquemment
présenté de distribution multivariée est la distribution normale multivariée.
En fait, il existe pour chaque loi paramétrique, continue ou discréte,
plusieurs extensions multivariées. Des lois multivariées peuvent aussi étre
créées en se basant sur la théorie des copules. Il existe aussi différentes
approches pour construire des modéles multivariés de risque : modeles avec
chocs communs, modeéles avec mélange commun, etc.

Au chapitre 1, on présente les notions de base relatives aux distributions
multivariées. Dans ce chapitre, on aborde un certain nombre de lois
multivariées dont on présente les principales caractéristiques. Ainsi, on
consideére des lois exponentielles, gamma, de Pareto, de Poisson, binomiale
négative, de Bernoulli multivariées. Ensuite, on examine les cas ou il est
possible de trouver une expression exacte pour les fonctions de répartition
de la somme des risques. On suggere aussi des méthodes adéquates
d’évaluation dans les autres cas. On présente aussi les méthodes avec
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chocs communs et avec mélange commun pour construire des modéles
multivariés de risque afin d’incorporer une relation de dépendance entre
les risques. On s’intéresse aussi & la notion de la comonotonicité et a ses
principales propriétés. Enfin, il est impossible de traiter de la modélisation
de la dépendance sans aborder la théorie des copules. Etant donné son
importance, ce sujet fait 'objet du chapitre 9 au complet.

8.2 C(Classes de Fréchet

Soient Fx,, ..., Fx, des fonctions de répartition univariées. On suppose que
les marginales Fx , ..., Fx, sont fixées (pas nécessairement identiques).
1° ? n

Définition 8.1 On définit la classe de Fréchet T (Fx,,...,Fx,) par
l’ensemble de toutes les fonctions de répartition multivariées ayant pour
marginales Fx ..., Fx, .

n

On peut montrer que toute fonction de répartition Fx, . x, membre de
la classe de Fréchet I’ (Fx,, ..., Fx, ) est comprise entre deux bornes dites
les bornes de Fréchet. On a recours a la proposition suivante pour montrer
ce résultat.

Proposition 8.2 Soient deux événements A et B. On a
max (P(A)+ P(B)—1;0) < P(ANB) <min (P (4);P(B)). (8.1)

Preuve. Ce résultat est élémentaire en probabilité. D’une part, on sait que
P (AN B) doit nécessairement satisfaire les inégalités suivantes :

P(ANB) < P(A) et P(ANB) < P(B),

ce qui implique que P(ANB) < min(P (A);P(B)). Maintenant, on
désire démontrer la validité de la borne inférieure de P (A N B) donnée a
I'équation (8.1). On sait que

P(AnB)=P(A)+P(B)-—P(AUB). (8.2)
Etant donné que P(AUB) < 1 et P(ANB) > 0 alors, (8.2) devient

P(ANB)=max(P(A)+ P(B)—1;0). m
A partir de (8.1), on déduit le résultat suivant.

Proposition 8.3 Soit la classe de Fréchet T (Fx,, Fx,) générée o partir
des marginales Fx, et Fx,. Alors, on a

F}; Xo ($1,$2) < FXth ($1,$2) < F)J(rl X0 (ZC1,ZL'2), (83)
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ol

Fy x, (m1,22) = max(Fx, (z1) + Fx, (z2) — 1;0)
Ff x, (@,22) = min(Fx, (1); Fx, (x2)).
Les bornes obtenues dépendent seulement des marginales Fx, et Fx,.
Ainsi, peu importe la structure de dépendance qui relie les v.a. X7 et X5,

la fonction de répartition conjointe de la paire (X7, X5) satisfait (8.3). Une
généralisation de la proposition 8.3 est fournie dans le théoréme qui suit.

Théoréme 8.4 Soit Fx, . x, une fonction de répartition appartenant
Uensemble T' (Fx,, ..., Fx, ). Alors, on

F);,...,Xn (‘Tlv ,:L’n) < FXM»»-7X,L (‘Tlv "T") < F)—("_W,...,Xn (‘Tlv ’In) )
ou

PR, (@) = max (Z Fi(2) = (0= 1); o) ,

F;(' X, () =min (Fy (21);...; Fn (z0)) .

Lyeees

Preuve. On a

Fx,,.x,(z)="Pr (ﬂ {X; < xi}> :

i=1

Comme
n

({Xi <@} C{Xs < ay)
i=1
pour tout ¢ = 1,2, ...,n, alors Fx, . x, (z) < Fx, (z;),i=1,2,...,n, ce qui

méne a la seconde inégalité. La premiére inégalité découle de

Pr <ﬁ {Xi <$i}> = 1—-Pr (LTLJ {Xz >CL‘1}>
i=1 =1

l—zn:Pr(X¢>xi):1—n+zn:FXi (x;) -

i=1 i=1

Y

]
La borne F ;(L . correspond & la borne supérieure de Fréchet et elle
Lyreesdn

est une fonction de répartition. La borne Fiy est appelée la borne
inférieure de Fréchet. Pour n > 2, Fy n'est pas une fonction de
répartition (voir [57]). Pour n = 2, Fx, x, est une fonction de répartition.
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8.3 Comonotonicité

8.3.1 Définition

Un cas particulier de relation de dépendance est la comonotonicité. Depuis
la fin des années 1990, cette notion est fréquemment évoquée en actuariat.

Définition 8.5 Un vecteur de v.a. X = (X1,...,X,) est comonotonique
si et seulement si il existe une v.a. Z et des fonctions non décroissantes

D1s---,0, telles que

(Xb 7Xn) =—d (¢1 (Z) PEIT] ¢n (Z)) .

Par exemple, on définit un vecteur de v.a. X = (Xy,...,X,) ou les
composantes sont données par

X;=F¢' (U), (8:4)

pour i = 1,2,...,n. Alors, par la définition 8.5, les composantes de X
sont dites comonotones. La relation en (8.4) a des conséquences pour
P’agrégation des risques que ’on suppose comonotones.

La proposition suivante fait le lien entre un vecteur de v.a. X dont les
composantes sont comonotones et la borne supérieure de Fréchet.

Proposition 8.6 Le vecteur de v.a. X = (X1,..., X,) a des composantes
comonotones si, et seulement si, sa fonction de répartition conjointe est la
borne supérieure de Fréchet FT.

Preuve. Pour le vecteur de v.a. X définie en (8.4), on a

Fx (@1,0@n) = Pr(Fx (U) < a1, Fx (U) < 2,)
= Pr(U < Fx, (z1),. U<FX (zn))
= Pr(U < min (Fy, (361) X, (Tn)))

= Fy(2),

telle que définie au théoréme 8.4. m

La relation de comonotonicité correspond a la dépendance positive
parfaite. Toutes les composantes du vecteur dépendent d’une seule v.a. On
a aussi le résultat suivant dans le contexte de v.a. continues.

Proposition 8.7 Soit un vecteur de v.a. continues X dont les marginales
sont Fx,, ..., Fx, . Les composantes de X sont comonotones si, et seulement
1,

X; =F¢ (Fx, (X;)), (8.5)
pour j € {1,2,...,n} et tous les i € {1,2,...,n} avec i # j.
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Preuve. Pour simplifier la présentation, on fixe ¢ = 1 sans perte de
généralisation. Si les composantes sont comonotones, on utilise (8.4)
conjointement avec le théoréme 1.20

X; = Fx! (U) = Fg! (Fx, (X))

pour i = 2,...,n. L’implication inverse se démontre de facon similaire. m

8.3.2 Comonotonicité et agrégation

Soit un conglomérat de n v.a. comonotones X1, ..., X,,. On définit la v.a.
S=>" X A partir de (8.4), on a

S=> F{(U). (8.6)

Dans la prochaine proposition, on traite d’abord le cas de la somme de
v.a. continues.

Proposition 8.8 (Additivité des VaR et des TVaR). Soient les v.a.
comonotones et continues Xi,...,X,. On définit la v.a. S = > X;.
Alors, on a

VaR, (S) = z": VaR, (X;). (8.7)
et ;
TVaR.(S) =Y TVaR,(X;). (8.8)

Preuve. A partir de (8.6), on a

Alors, avec la proposition 1.28, on a
VaR, (S) = VaR. (¢ (U)) = ¢ (VaR, (U))

qui devient

VaR, (S) = ¢ (k)= ZF;I (k) = X:VCLRH (Xi).



280 Distributions multivariées et agrégation des risques

On remplace (8.7) dans la définition de base de TVaR, (S) et on a

1
TVaR, (S) = / VaR, (S)du

]
Dans le prochain exemple, on constate qu’il est plus aisé d’agréger des
v.a. continues comonotones que d’agréger des v.a. continues indépendantes.

Exemple 8.9 Soit le triplet de v.a. comonotones (X1, X2, X3) ot X7 ~

U (0,200), X5 ~ Pa(3,200) et X3 ~ Exp (1&5). On définit S = X1+ Xo+

X3. Comme E[X;] = 100, i = 1,2,3, on a E[S] = 300. On déduit les
expressions suivantes de VaR,, (S) et de TVaR, (S) :

VaR, (S) = 200% + 200 ((1 k)T 1) 4 (~100)In (1 — &)
et

TVaR,(S) — 200@ +(=100) (In (1 — k) + 1)

3 _1
200 —2— (1—k)"5 —1
-+200 (31( K) ),
pour k € (0,1). On note que TVaRy (S) = E[S]. O

Dans certains cas, il est possible d’identifier la loi de S = Y | X,
comme il est illustré dans les trois exemples suivants.

Exemple 8.10 Soit un vecteur de v.a. ot les composantes sont comonotones
et identiquement distribuées (Fx, = Fx et X; ~ X pouri=1,2,...,n). A
partir de (8.4), on a

S = Y Xi=Fg' (U)+..+F¢' (U)
i=1
= nF¢' (U)=nX.

Si les v.a. X; sont comonotones et identiquement distribuées, cela revient
a dire qu’elles prennent toutes la méme valeur. [J
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Exemple 8.11 Soient les v.a. comonotones X; ~ Exp(B;) avec Fx,(x) =
exp(—fB;z) (i=1,2,...,n). Pour S=3"  X;, ona

s - (ﬁiln(lU)> +...+(ﬁiln(1U)>

1 n

1

1
= - <6—1++E> In(1 - U),

ce qui nous permet de déduire que S ~ Ezxp (ﬁ) O

Exemple 8.12 Soient les v.a. comonotones X; ~ Pa(a, ;) avec Fx,(z) =

1- (A:\jrm) et F);il(u) = (17)‘;’)% —Xi (i=1,2,...,n). Pour S=3%" | X;,

S = ZZ:;XZ»:<(1)‘7;])%—A1)+...+((1)\77;)%—>\”)

A
1-uy=

on a

d’ot Uon déduit que S ~ Pa(a, X*) ot A" =X + ... + A, O

On ne peut pas évoquer directement la proposition 8.8 pour la somme de
v.a. discrétes. Néanmoins, la relation (8.6) reste valide comme on 'illustre
dans le prochain exemple.

Exemple 8.13 On considére un portefeuille de 10 risques individuels. Les
cotts associés au risque i sont modélisés par la v.a. X; = b;I; ot I; obéit
& une lot de Bernoulli de moyenne q; et b; est une constante positive (i =
1,2,...,10). Les caractéristiques des risques du portefeuille sont données
dans le tableau suivant :

i qi b; i qi b;
1] 0.091 | 100 6 | 0.031 | 300
2 [ 006 | 100 | 7| 0.014 | 400
3 0.049 | 200 S| 0.025 | 400
4 | 0.019 | 200 91 0.058 | 500
51 0.027 | 300 | 10 | 0.065 | 500
Les v.a. Iy,..., I1g sont comonotones. La v.a. S représente les coits totaur

pour le portefeuille. On représente la v.a. S par S = Zgl biFgl (U) ou
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U~U(0,1). On déduit que

% qi 1—gq b; ordre de 1 — q;
11 0.091 0.809 | 100 1
2 0.064 0.936 | 100 3
3| 0.049 0.951 | 200 )
4 | 0.019 0.981 | 200 9
5 0.027 | 0.973 | 300 7
6| 0.031 0.969 | 300 6
7 0.014 0.986 | 400 10
8| 0.023 0.977 | 400 8
91 0.058 0.942 | 500 4
10 | 0.065 0.935 | 500 2

et on obtient

z | Pr(S=2z) | Pr(S<x)

0 0.809 0.809
100 0.126 0.955
600 0.001 0.956
700 0.006 0.942
1200 0.009 0.951
1400 0.018 0.969
1700 0.004 0.973
2000 0.004 0.977
2400 0.004 0.981
2600 0.005 0.986
3000 0.014 1.000

O
La proposition 8.8 peut étre généralisée aux cas de v.a. comonotones qui
sont ne pas nécessairement continues.

Proposition 8.14 (Additivité des VaR et des TVaR). Soient les v.a.
comonotones X1, ..., X,,. Alors, pour S=3"_| X;, on a

VaR. (S)=> VaR.(X;) et TVaR.(S) =Y VaR.(X;).
=1 =1

Preuve. Voir [36]. m

8.3.3 Antimonotonicité

Alors que la comonotonicité correspond a la relation de dépendance
positive parfaite, on définit I’antimonotonicité comme étant la relation de
dépendance négative parfaite.

Définition 8.15 Un couple de v.a. X = (X1, Xs) est antimonotone si, et
seulement si, il existe une v.a. Z, une fonction croissante ¢, et une fonction
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décroissante ¢y telles que

(X1, X2) =a ($1(2),99(Z)).

Ainsi, un couple de v.a. X = (X7, X5) dont les composantes sont définies
par

X, =F (U) et Xo =Fg! (1-0) (8.9)

est antimonotone en vertu de la définition 8.5.
L’expression de la fonction de répartition conjointe d’un couple de v.a.
X antimonotones est fournie dans la prochaine proposition.

Proposition 8.16 Le couple de v.a. X = (X1,X2) a des composantes
antimonotones si, et seulement si, sa fonction de répartition conjointe est
la borne inférieure de Fréchet Fiy . .

Preuve. Pour le couple de v.a. X définie en (8.9), on a

Fx (z1,32) = Pr(Fy'(U) <z, F'(1-U) <)
P].‘(U S F1 ($1),1 -U S FQ ($2))

Puis, on observe
Pr(U<Fi(z1),1-U<Fy(z3))=Pr (U< Fy(21),U >1— Fy(x2))

qui correspond & Fy (z1) + Fy (x9) — 1, 81 Fy (z1) > 1 — Fy(23), ou a0, si
Fy (1) <1— Fy(x2). Alors, on déduit

PI‘(USFl (xl),lngFg (CL‘Q)) = max(F1 (xl)Jng (%2)71;0)
= F);l,XQ ($1,$2)7
telle que définie au théoréme 8.4. m
Pour un couple de v.a. continues X dont les marginales sont Fx, et Fx,,
on peut aussi montrer que les composantes de X sont antimonotones si, et

seulement si,

(XlaXQ) —d (XXI’F)gzl (FX‘ (Xl))) '

Soit la v.a. § = X7 + X5 ou X est un couple de v.a. antimonotones.
Alors, avec (8.9), on a

S=F(U)+Fgl (1-U). (8.10)

On illustre la relation dans le prochain exemple. On applique ce résultat
pour un couple de v.a. (X1, X5) ayant des marginales identiques.
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Exemple 8.17 Soit un couple de v.a. (X1,X2) antimonotones ot Xy ~
Xo ~ Exp(8). Alors, on a

VaR, (X1 + X5) = (%) In (1 1 3 ”) + (%) In (1 - ”) .

On déduit lexpression de Fg

1
Fx,ix, (8)=V1—4de Bz x> Blnzl.

L’expression de la TVaR est donnée par

1 1
T“/CLFB,€ (X1 + XQ) = 1—r / VCLRu (X1 + XQ) du

= 2(5) () ()
+(5)m (- )

8.4 Lois multivariées et agrégation

8.4.1 Approche générale pour des v.a. continues

Pour simplifier, on considére un couple de v.a. continues positives (X1, Xa)
dont la fonction de densité conjointe est donnée par fx, x,. On veut
examiner le comportement de S = X7 + X5, en évaluant notamment fg (s)
et Fs(s) = Pr(X; + X5 < s) pour s € RT. Alors, la fonction de densité
de S s’exprime en termes de fx, x, sous la forme suivante :

Fs ()= [ Fxioes s = ) dan (8.11)

La généralisation de (8.11) pour n > 2 risques se fait comme suit. Soit le
vecteur de v.a. X = (X7, ...,Xn)t avec fonction de densité fx. La fonction
de densité de S =" | X; est obtenue avec

s)
n—1

s (
S S—x S— Z Zq
= / / / =t f& :I?l,{L‘Q,...,S—Z{L‘i dlL’nfl...de‘gd{L‘l.
0 0 0

i=1

n—2
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Dans certaines circonstances, on a recours a la f.g.m. multivariée de S,
donnée par

Ms (1)

E [etS] —E [et(X1+...+X”)}
= E[" . =My, . x. (t.1), (8.12)

pour identifier sa distribution.

8.4.2 Approche générale pour des v.a. discrétes

Soit une paire de v.a. discrétes (X7, X2) avec support arithmétique, i.e.
ou X; € {0,1h,2h,...} avec un pas h > 0 et dont la fonction de masse
de probabilité conjointe est donnée par fx, x, (m1h, mah). La fonction de
masse de probabilité de S est déterminée avec

k
fs(kh) = 3" fx,.x, (mih,kh —mah). (8.13)

mq =0

La version généralisée de (8.13) pour n > 2 risques est fournie en (6.10),
que l'on reproduit ci-dessous :

fs,, (kh)
kn_2

k k1 n—1
= > > Y fx | khkeh o kaah, [ k=) k| R
j=1

k1=0ky=0 Kk, —1=0

Dans le cas ou la f.g.m. Mx,  x, (t1,....t,) = FE [et‘X‘ ...et”X”] de X =

n

(X1,..., X,,) existe, alors la f.g.m. de S = """ | X; est donnée par

Mg (t) =E et(X1+---+Xw>} =E [ e ] = My, . x, (t....1).

(8.14)
Le résultat en (8.14) permet dans certains cas d’identifier la distribution de
S. L’atout de ce résultat est que 'on peut 'appliquer conjointement avec
la FFT. En effet, soit un vecteur de v.a. discrétes X = (X1, ..., X;). Alors,
pour $=3", X;, ona

fs () = B [oX1 o]

Ce résultat sera illustré dans les prochaines sections.
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8.5 Lois continues bivariées et multivariées

Un nombre impressionnant de lois multivariées continues existent et sont
proposées encore actuellement. Seuls quelques exemples sont présentés dans
cette section.

8.5.1 Loi exponentielle bivariée Fyraud - Farlie - Gumbel -
Morgenstern (EFGM)

La fonction de répartition de la loi exponentielle bivariée EFGM est donnée
par

Fx, x, (x1,22) = (1 _ e—/ﬂ’m) (1 _ e—,@;mz)
+6(1— efslxl) (1- e*BﬂQ) e Pz Fa2yg 15)
avec un parameétre de dépendance —1 < 8 < 1 et avec 3; > 0. On déduit
que les lois marginales de X7 et X5 sont exponentielles i.e. X; ~ Exp (5;)

(i =1,2). Cette loi inclut 'indépendance comme cas particulier avec 6 = 0.
La fonction de densité conjointe est

fxioxs (m1,m2) = (1+0)Bre 517 Bye272 1+ 928 67217123, 6720272
. 9261(3—26190152(3—62902 _ eﬁle—ﬁlmw 2526—2629&.
Cette distribution bivariée admet une relation de dépendance modérée, qui
peut étre positive ou négative. Elle peut étre interprétée sous la forme
d’une perturbation de la loi exponentielle bivariée avec indépendance. Le

coeflicient de corrélation de Pearson est pp (X1, X2) = %. De plus, la f.g.m.
conjointe de (X7, X2) est

My, (bite) = (1+0) (5151 tl) (5262 t2)
Al ()

281 —t1 ) \ By — 1o

9( b )( 202 )

Bi1—t 28y —to

203, 2[3, >
+0(251_t1) <252—t2 ’
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On définit S = X; + Xo. En utilisant (8.11) avec

fxixa (@ s =) = (146)Be 17 Be 270
+ 9261e—2,81m262e—252(s—m)
_ 9251672,3@5267,@2(5—@
_ 96167619325267262(3793)’

on déduit I'expression de Fs (s). Alors, on a

Fs(s) = (1+0)G(s;81;8) +0G (8;281;205)
— 0G (5;201; 82) — 0G (5;815282)

ou
G (8571,72) = 2

2
> imt ( I1 ij_j.yi> (L=e %), y1 # 7y

j=1,3#

Alinsi, la distribution de S est une combinaison linéaire de lois Erlang (v, =
Vo = ) ou de lois Erlang généralisées (v; # 7). On déduit aisément
I'expression de TVaR,, (S)

TVaR, (S) — 1# (1+06)C (VaRx (S); By, B2)

T v s
1

_ mag (VaR, (5);281,085)

— ﬁ@g (VaR, (S);51,26,),

ol

o 2 b)7
D D

C(b;v1,72) = 2 ; _
i H VJV_J% e b (b+ %) P YL F V2

J=1,j#i

8.5.2  Loi exponentielle bivariée Marshall-Olkin

On consideére trois v.a. indépendantes de loi exponentielle Y; ~ Exp ()\;)
pour ¢ = 0,1,2. On définit les v.a. X7 et X5 par X; = min (Y;;Yy) pour
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i =1,2. Pour i = 1,2, on observe que

Fx, (z;) = Pr(X;>uz)
Pr (min (Y;;Yy) > ;) = Pr(Y; > 2, Yo > ;)
= Pr(Y; > z;) Pr (Yo > x;)

Fy, (i) Fy, (i) = exp (= (\i + Xo) i) ,

ce qui implique X; ~ Exzp(A; + Ao), ¢ = 1,2. La fonction de survie de
(X4, X>) est donnée par

F)(hX2 (lL’l,lL’Q) = Pr(Xy> :L‘l,XQ > ZL’Q)

= PI‘(Yl >$1,Y§ > x9,Y) >max(x1;x2))

= Pr (Yl > {L‘1) Pr (}/2 > {L‘Q) Pr (YO > max (lL’l;{L‘Q))
e*/\wmw ef)\gmzef)\o max(z;z2)

e—(M +Xo)zy e—(A2+>\0)ﬂﬂze>\0 min(zi;r2) )
On fixe 5, = A\i + Ao (1 =1,2) et 0 < Ao < min (By; B5). Alors, 'expression
de la fonction de survie de (X7, X5) devient

Fx, x, (z1,22) e~ B171g—B2m2 Ao min(z1;w2)

= T () P, (1) 4 i),

qui permet de déduire que la loi exponentielle bivariée Marshall-Olkin
est une forme de perturbation de la loi exponentielle bivariée supposant
I’indépendance. Cette loi incorpore une relation de dépendance positive
seulement.

La fonction de densité de (X, X2) est

Bre P17 (By — Ng) e Bamro)zz gy s gy
fx,.x, (;1;17;1;2) = (51 — )\0) e*(ﬁl*)\o)m152efﬁzzz’ x < T3,
e PiZePaTero gy = gy =7,

avec une singularité sur la diagonale 7 = x2 = z. Le coefficient de
2 . A
corrélation de Pearson est pp (X1, X5) = e v
La meéthode utilisée pour construire la loi bivariée exponentielle
Marshall-Olkin est appelée la méthode choc commun et elle s’adapte

aisément afin de construire des lois exponentielles multivariées.

8.5.3 Lot gamma bivariée Cheriyan - Ramabhadran - Mathai
- Moschopoulos (CRMM)

La loi gamma bivariée CRMM est construite comme suit. Soient trois v.a.
indépendantes Yy, Y7 et Y2 ou Yo ~ Ga (v, 5y), Y1 ~ Ga (a1 — vy, 8) et



8.5 Lois continues bivariées et multivariées 289

Yo ~ Ga (g — 7, B3), avec 0 < 7y < min (a; org). On définit les v.a. X et
Xo par X; = ”B—OYO +Y; pour i = 1,2. Il en résulte que (X7, X5) obéit a une

loi gamma bivariée avec X; ~ Ga(a;, 5;), 1 =1,2, et pp (X1, X2) = \/%

Le parameétre ~, correspond au parameétre de dépendance. L’expression de
la f.g.m. de (X1, X2) est donnée par

My, x, (t1,ts) = E[e¥e2¥2]

_ E [etlYl] E [etQY_)] E[ (Bot1+%t))yo]

B (1 t )(al"/o) (1 t2)(a2%)
B1 B

y (1 tl tQ )'7/0
Bi By .

On définit S = X; + X». En utilisant la relation Mg (¢t) = Mx, x, (t.t), la
f.g.m. de S est donnée par

t —(D‘W—’Yo) t —(’12—’)’0) t t —Yo
Ms (1) = (“E) (1‘5—) (1 /9’_1_5_2> ’

ce qui correspond a la f.g.m. d’une somme de 3 v.a. indépendantes de loi
gamma dont les paramétres d’échelle différent, impliquant que la v.a. S
n’obéit pas a une loi gamma.

On utilise le résultat fourni a la proposition 1.63 pour déduire que la v.a.
S obéit & un mélange de lois gamma dont la fonction de densité est donnée

par
(o]

fS (ZC) = Zpkh(xaa+kaﬁ)a

k=0

-1
ou = max (61;52; (BL + %) ) et @ = a1 + ag — vg. Les probabilités
Pk, k € N, sont définies par p, = o x £, ou
1 1 —Yo 2 6 Qi =70
o= B*WO (_ + _) <_Z) ,
5t m) (G

et

k

1
_ _ - +
§o=1, & = 7 ;:1 iC;€k_iy kK €ENT,
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avec

(0GR ) By,

pour k € N*.
On déduit que Fg () = Y o2 o peH (x50 + k, 8) et

> a+k—
E[Sx1{5>b}]:Zpk 3 H(za+k+1,8).
k=0

Exemple 8.18 Soit le couple de v.a. (X1, X2) obéissant & une loi gamma
bivariée CRMM avec 51 = 0.1, By = 0.2, a3 = 2, ag = 4. On définit
S = X1 + Xs. On obtient les valeurs suivantes :

Yo k | VaRe (S) | TVaR« (S)
0 0.95 72.2301 84.5060
0| 0.995 100.2088 111.6268

0.5 0.95 75.0652 89.2894

0.5 | 0.995 | 107.6104 121.7649
1 0.95 77.7790 98.44568
1| 0.995 118.65537 128.8391

Les valeurs de Var (S) sont de 300, 350 et 400 pour vy = 0, 0.5 et 1. O

8.5.4  Loi normale multivariée

On considére la loi normale multivariée pour le vecteur de v.a. X =

t ¢ .
(X1,...,X,)" avec le vecteur des moyennes p = (g, ..., it,,) €t la matrice
variance-covariance

02 o120 O1n
2
021 a3 T O2n
I= ’
2
Onl Pn2 e on

ol Y est une matrice semi-définie positive et ()t désigne la transposée
d’une matrice ou d’un vecteur. En outre, E[X;] = p;, Var(X;) = o?
(i = 1,2,...,%) et Cov (Xi,Xi/) = 04y = P00, (i, i = 1,2,...,%),
ou p;; est le coefficient de corrélation de Pearson de la paire (X;, X;/).

L’expression de la fonction de densité de X est

—

fxle)= —— e~ #ew)'27 (@) 4 eRrr

v

(2m)> |Z]7

I

w3
1]

N

ol |X| est le déterminant de X. De plus, la f.g.m. multivariée de X est

1.t

Myx (s) = oS Btgs

%
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Dans le cas univarié, pour une v.a. X ~ N (,u,oQ), on a la relation
X=p+0Z, o0 Z~ N(0,1). Dans le cas multivarié, la relation devient

X=p+c'z, (8.16)

ou gt = (01, ...,0,) et Z obéit & une loi normale multivariée standard avec
t . . .
un vecteur de moyenne (0, ...,0)" et une matrice variance-covariance

1 ppg - pin

P21 1 Tt Pan
p= . .
Pn1 Pn2 T 1

La fonction de répartition conjointe de Z est désignée par le symbole 6p
de telle sorte que -

B, (21, 0) = Fry,.or 2, (1,0 0)

De plus, pour X = p + o'Z, Dexpression de la fonction de répartition
conjointe de X est donnée par

— T — Ty — [y,
Fx, .. x,(21,..,0,) =0, ( L S r ) ,

g1 On

L’algorithme de simulation de réalisations pour la loi normale multivariée
standard se décrit comme suit.

Algorithme 8.19 Algorithme de stmulation pour la loi normale
multivariée standard. Soit un vecteur de v.a. (Z1, ..., Zy) de loi normale
multivariée avec Z; ~ N (0,1) (i = 1,2,...,n) et une matrice de corrélation
(supposée définie positive)

1 P12 " Pin

P21 L pay
p= : . i
Pn1 Pn2 1

On peut écrire p= B B' ou B est la matrice transposée de la matrice B.
La matrice B est obtenue & laide de la décomposition de Choleski
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ol

pii— P — S buby
J = 1y
1- Zl 1 bjl
on1<j<i<nety, ,()=0.
1. On génére des réalisations Yl(j), o Yn(j) des v.a. Y1, ..., Y, indépendantes

de loi normale standard.

A . A . N\ T ,

2. On calcule ZY) = B YY) oa 2V = (Zl(J),...,ZT(LJ)) et YO =
A T
(Yl(a)"__’ n(a)) )

Soit la via. S = > | X;. Alors, a laide de la f.g.m. de X, on déduit que
S~ N (pg,0%) ot g = D0 p; et

O'S—ZO' +Z Z i -

i=14'=1,i’'#%

8.5.5 Lot normale mélange multivariée

On considére une généralisation de la loi normale multivariée. Soit un
vecteur de v.a. Z = (71, ...,Zn) qui obéit & la loi normale multivariée

t
standard dont le vecteur espérance est (0,...,0)° et dont la matrice
variance-covariance est

1 pa - P
P11 o poy
p= . )
Pni Pr2 e 1

On définit le vecteur de v.a. X = (X7, ...,Xn)t en adaptant la relation en
(8.16)

=p+V0cr'z, (8.17)
oll © est une v.a. mélange positive indépendante de Z. D’apres (8.17),
(X|© = 0) obéit a une loi normale multivariée avec un vecteur des moyennes
4 et avec une matrice variance-covariance \/52

\/50'% \/50'12 ce \/go'ln

Vloa1  VBo3 - Voo,
VoL = . . ) .

\/§Un1 \/§Un2 e \/50'%

Il en résulte que X obéit a une loi normale mélange multivariée.
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Par exemple, si la v.a. © est discréte avec fo (6;) = Pr(©@ =46,), j =
1,2,...,n, alors

fx (@) =Y fo () —— e T g,
j=1 (2m)2 /607 |2]®
et N
My (s) =Y fo (0;) e ttstiszs
et

De plus, on déduit que
Mg () = 3 fo (6;) eZims 505 (Sins o1 iy o)

=1

ce qui correspond & la f.g.m. d’un mélange de loi normale univariée.
Dans la prochaine sous-section, on considére un autre cas particulier de
loi normale mélange multivariée.

8.5.6 Loi de Student multivariée

On suppose que la v.a. & obéit a une loi du khi-deux avec un degré de
liberté v > 2 (ie. § ~ Ga(%,1)). Il en résulte que le vecteur de v.a.

X = (X, ...,Xn)t obelt a une loi de Student multivariée. La fonction de
densité de X = (X7, ...,Xn)t est

_ (vtn)
5

— ( ) l > — -1 o —
= o (1 e )

N

pour z € R™. Le vecteur moyenne et la matrice variance-covariance de X
sont p et %53, Si p = (0,...,0) et ¥ = p, on dit que X obéit & une loi
de Student standald multivariée ot la matrice de corrélation est p, avec
une fonction de répartition désignée par ¢, ,. Par conséquent, si X obéit a
une loi de Student multivariée avec un vecteur moyenne p et une matrice

variance-covariance —*s¥ et si X " obéit a une loi de Student standard
multivariée, alors on a la relation suivante :

:E 1( X/

L’algorithme pour simuler des réalisations a partir d’une loi de Student
standard multivariée se décrit comme suit.

Algorithme 8.20 Algorithme de simulation pour la loi de Student
standard multivariée.
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1. On simule une réalisation (Yl(j),...,YTEj)> du wvecteur de wv.a.

(Y1,...,Y,,) de loi normale multivariée standard avec une matrice de
corrélation p.

2. On simule une réalisation W9 de la v.a. W de loi du khi-deuz avec
un degré de liberté v (i.e. W ~ Ga (%,3)).

Yi(j)

@) _
3. On calcule Z;)" = S

i=1,2,...,n.
8.5.7 Lois multivariées construites par mélange commun

La méthode de construction de lois multivariées par mélange commun est
due a [80] et [87]. On peut aussi consulter [57] sur cette méthode. On
considére une v.a. discréte ou continue © avec support positif Ag. Pour fins
de simplifications, on suppose que la f.g.m. de O, notée Mg (t), existe. On
considére deux v.a. X7 et X5. On suppose que leur comportement aléatoire
est influencé par la v.a. ©® de mélange. En conditionnant sur ©, les v.a.
X1 et X5 sont indépendantes avec des fonctions de survie conditionnelles
données par

Fx,joms (@) = Pr(X; > 2,0 = 0) = (Fy, (1))’ (8.18)

pour i = 1,2 oil Y7 et Y5 sont des v.a. indépendantes. Alors, la fonction de
survie conditionnelle bivariée de (X1, X5) est

FXI,X2|®=0 (x1,$2) = PI"(X1>$1,X2>$2|@:9)

— — ]
= (_FyI (:L‘l) Fy2 ($2)) . (819)
Il en résulte que

Fx, () = /OEA Fx,jo— (z:)dFo (6)
= [ (P @) 4P (9) = Mo (1 (P, ()
et

FX] X (xl, CL‘Q) = / FX17X2\®=9 (xl, CL‘Q) dF@ (9) (820)
6cAo

/GEA (Fy, (21) Fy, (x2)” dFo (6)
= Mo (1n (Fy, (o) Fy, (82))

D’aprés (8.18) et (8.19), on observe les relations suivantes :
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e sif <6, alors in‘@=9 (z;) > Fx”ezg/ (z;), pour tout z; € R,
i=1,2;

e sif <@ alors FX“Xz‘ezg (x1,29) > FXI7X2|@:9/ (21, x9), pour tout
X1, o € R.

Dans la sous-section 8.5.8, on considére le cas ou Y; ~ Fzp(1), pour
i = 1, 2. La méthode de construction décrite ci-dessus est aussi appelée

common frailties.

8.5.8 Lois exponentielles bivariée mélange

Dans lapproche décrite a la sous-section 8.5.7, on suppose que Y; ~

Ezxp (%), pour ¢ = 1, 2, ce qui améne a

Fy, (mi):/ e "% dFe (0) = Mo (—;)
fcAo

et
FXth (mlaxQ) = / e_ei—le_g%dF@ (9) = M@ <_ (E + ﬁ)) .
fcAe A A
On observe que
0 2§ gz
fro(onm) = [ Lt Le R ar )
bedo A A2
o 1 d2M@ (t)
N 2 T T ’
el (z8)

Soit la v.a. S = X7 + X5. On déduit que la distribution conditionnelle de
S|© = 6 est une loi Erlang généralisée (voir en annexe pour les détails sur
cette loi), ce qui implique que

9 9
B e 0 ey N0 ey
fS|®=9 ($) = 7&,&)\_6 1 +7ﬁ,i)\_e 2
M o 1 M 2
—1y—1 —1y—1
)\1 )\2 9 _gz )\1 )\2 P _oz
= 1= —Tve =1 —Tve 7,
Ay T = A AT = Ay

pour z > 0. Ensuite, on obtient ’expression de fg

fs(@) = /HEA fsios (x) dFo (9)

AT dMe (1) N A dMe (1)
DTS YR U P Ve VS [ P

1
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pour x > 0.
Grace a cette méthode, on déduit la loi de Pareto bivariée décrite a la
prochaine sous-section.

8.5.9 Loi Pareto bivariée

En suivant I’approche décrite aux sous-sections 8.5.7 et 8.5.8, on suppose
que Y; ~ Exp (%), pour i =1, 2, et que © ~ Ga (o, 1). Alors, il en résulte

que la fonction de survie bivariée de (X7, X2) est

_ 1 “
FX17X2 ($1,$2) =Pr (Xl >z, Xo > $2) = m ’ (821)
N

et I'on déduit que la fonction de densité bivariée de (X1, X3) est

a+2
ala+1) 1
, (T1,2) = = = , 1,29 > 0.
Ix1,x, (1, 2) o <1+A_:+A_;> 1, T2

La loi résultante est la loi de Pareto bivariée. On observe aussi que X; ~
Pa(a,A;), i =1, 2. Pour a > 2, Pexpression de la covariance est

COV(Xl,XQ) = )\1)\2 ( ! ! >,

a—1\a—-2 a-1

pour o > 2.
On définit S = X7 + X5. En supposant Ay > \; sans perte de généralité,
I’expression de fg est

fs(z) = /fxw,;@ (y,z —y)dy
0
a+2
B /wa(a—&—l) 1 d
0 A1 1+ &+ 52 Y

a+1 a+1
_ «@ 1 1
a Ao — A 1+)\£2 1+%
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et celle de Fg correspond &

FS (:L’)

Il
>
S
~—

o
£

Comme on a

on peut réécrire la fonction de survie de (X7, X2) en termes des fonctions
de survie marginales de X; et X5

= T X2 -
F ) = 1+—+ =
X1,X> (961,962) ( + N + )\2)

1

— 1 — _ —«
= (FX1 ($1) « 4+ Fx, (:CQ) * — 1)

1

g 1 — _ —«
= (Fx, (@) " +Fx, @)™ = 1)

La loi Pareto bivariée n’a pas de parameétre de dépendance. On voit au
chapitre 9 que cette loi bivariée est importante afin de déduire I’expression
de la copule de Clayton.

8.6 Lois discrétes bivariées et multivariées

Il existe un grand nombre de versions bivariées et multivariées des lois
discrétes présentées au chapitre 1. Dans cette section, on traite de quelques
exemples pouvant étre pertinents en actuariat.

8.6.1 Loi de Poisson bivariée Teicher

La loi de Poisson bivariée Teicher (voir [101]) est la loi bivariée la plus
simple pour le couple de v.a. (M;, Ms) dont les marginales sont Poisson
avec parameétres A\; et Ao, Le parameétre de dépendance est 0 < o <
min (A1; A2). Elle est construite comme suit. Soient les v.a. indépendantes
Ky, K1, Ko avec K; ~ Pois(a;), i = 0,1,2 et 0 < ag < min(A;N2),
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a1 = A — g et ag = Ay — ap. On définit
M1 :K1+K0 et M2:K2+K0.

Clairement, M; ~ Pois(A;), i = 1,2. De plus, les expressions de la f.m.p.
conjointe et de la f.g.p. conjointe de (M7, Mz) sont
min(m, ;mz) aj ()\ —a )mlfj ()\ —a )mzfj
— M —Aotag Z _0 1 0 : 2 0 :
= b (=) (ma2 — j)!
(8.22)

far v, (M, ma) =e

b

et
Py, (B1,t2) = F {ti\btéw'} = eMima0)(ti=1) (A —ao)(t2=1) gao(titz—1)

Enfin, on a

Cov (Ml, Mg) = Var (Mo) = Q.
On déduit que 0 < corr (M, M) < % Cette loi introduit
seulement une dépendance positive au sein de (M7, My). En utilisant les
propriétés de la loi de Poisson, on peut aussi montrer que

[0}
E [M1|M2 = mg] = ()\1 — ao) -+ —OWLQ.

A2
On utilise la notation (M;, M) ~ PBiv (A, A2, ap) avec Ay, Ay > 0, 0 <
(&%) S min ()\17 )\2)

Exemple 8.21 Soit (My,Mz) ~ PBiv(Ai=2,X=3,090=1). On
définit N = My + My ou E[N] = 5 et Var(N) = 7. De plus,
N ~ PComp(A=4,Fg) ot fp (1) =0.75, f5 (2) = 0.25 et f5 (k) = 0 pour
k # 1 ou 2. Avec la FFT, on trouve les valeurs exactes sutvantes de la f.m.p.
de N: fn (0) = 0.01831564, fn (5) = 0.14698300 et fx (10) = 0.02644007.
O

On peut adapter cette méthode de construction afin de construire des
lois multivariées Poisson, comme il est illustré dans ’exemple suivant.

Exemple 8.22 On considére un portefeuille avec 10 lignes d’affaires, ou
le nombre de sinistres pour la ligne d’affaires i est défini par la v.a. M; (i =
1,2,...,10). On suppose que (My, Ma, ..., M1y) obéit & une loi de Poisson
multivariée dont les paramétres des marginales Poisson sont A1, ..., Aig
et dont la distribution comjointe est construite comme suit. Soient les v.a.
indépendantes

Ky ~ P(ay),e, Ko~ P(ayg),
Ky ~ Pf(aar), Ko~ P(o2), Kiz~ P(ass)
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avec
0 < a3 <min(A;...5 0),
0 < a1 <min(A —ai3;...5 A5 — a13),
0 < oaq2 <min(Ag — a135...5 10 — u3)
et
= A — o — 13, .., Q5 = A5 — Q1] — Q13,
ag = Mg — Q2 — 13, ..., QU0 = Ao — Q12 — Q13.

On définit les v.a. My, ..., Myy par

M, = K, +Ky+Ki, i=1,2..5
M, = K;+ K+ K3, i=6,T7,..., 10.

L’expression de la f.g.p. de M = (M, ..., M1g) est

ot —1 Oélotmfleomltw---tryfl

PM(tl,...,tlo) = €
xXe

...

a|2t5...t|0—1ea|3t|...tw()—l

On déduit

A= artantais, ., As = a5 +an + o,
Ae = ag+ a2t s, ..., Ao =10+ a1z + oz
On définit N = ZZ 1 M; dont Uespérance et la variance sont E[N] =
10
Zi:l )\z et
10

Var (N Z)\+2><5><a11+2><5><a12+2><10><a13.
=1

On observe que N ~ PComp (XA, Fg) ot

10
)\:ZAi—LlOéH —40[12—90513
i=1
eth():Z L Ai—=ban —bayp— 100413,]0 ():m f (10) ocT’ et
fe (k) =0, pour k € N\{l 5,10}. On suppose que A\ = ... = A5 = 2,

A = ... = A0 =3, a1 = 0.8, a;o = 1 et ay3 = 0.4. Alors, E[N] =
25, Var (N) = 51. Bien que N € N, on indique les valeurs exactes de
fn (k) pour k = 10, 20 et 30 qui ont été obtenues avec la FFT : fn (10) =
0.01415874, fn (20) = 0.04136522 et fy (30) = 0.03032717. O



300 Distributions multivariées et agrégation des risques

Cette méthode de construction est simple. Toutefois, elle introduit
uniquement une dépendance positive.

8.6.2 Loi Poisson mélange bivariée

Soit une v.a. © positive, continue ou discréte. On considére un couple de
v.a. (My, Ms) tel que (M1|© = 6) et (M3]© = ) sont conditionnellement
indépendantes et (M;|© = 6) ~ Pois(6A;) pour ¢ = 1,2. On suppose que
la v.a. O est définie de telle sorte que E [©] = 1. Alors, on a

Puas (ot2) = B |6 = Fo [B [191510]

= Mo ((M(t1 — 1)+ A2 (t2 — 1))).

E {eexl(th)eexz(trn} — B [ee(xl(th)ﬂz(trm)}

A la prochaine sous-section, on traite le cas particulier quand © obéit a
une loi gamma.

8.6.3 Loi Poisson-gamma bivariée

On suppose que © ~ Ga (r,r) tel que F [0] = 1. Alors, on déduit

1 r
PMLMZ (tth) - (1 — A (t1 — 1) — 22 (tg — 1))

r

et les lois marginales de M7 et M, sont des lois binomiales négatives. La
fonction de masse de probabilité conjointe de (M7, M>) est donnée par

fJWI,JWg (ml,m2)
/ Pr(M1:m1|®:¢9)Pr(M2:m2\®:9)f@ (9)(19
0

[ @ O 0,
0 mqlme! L (r)

qui devient

AR (BT et

f]\/II,JWg(mlamQ) = /
0

mqlmea! L (r)
ATUAS2r T (myg + mag + 1)
()\1 -+ )\2 + T‘)(ml +matr) m1!m2!F (7") ’

pour m; € N et my € N. Cette définition d’une loi Poisson-gamma (ou
binomiale négative) bivariée pose probléme car une seule relation de
dépendance est possible pour les paramétres des marginales (A1, Ao, 7)
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fixés. On note 'absence de paramétre de dépendance. Cela est vrai quelle
que soit la loi choisie pour ©.

8.6.4 Lot Poisson mélange bivariée prise 2

Le probléeme soulevé dans la sous-section précédente est résolu en
procédant comme suit. Soit un couple de v.a. (01,02). Le couple de
v.a. (My, My) est défini de telle sorte que (M7|©1 = 01) et (M3]|02 = 62)
sont conditionnellement indépendantes et (M;|0; = 6;) ~ Pois (0;\;) pour
i =1,2. A nouveau, on suppose que E [0,] =1, pour i =1, 2. Alors, on a

Puyoar, (t,t2) = E {t{”* té”z} = Fo, 0, {E [t?'t§2|®1,®2”

= Mo, 0, (M (t1—1), X2 (ta —1)).

- E {691)\1@171)6@2/\2@271)}

On déduit aussi que

COV (Ml,MQ) = E‘@h@2 [COV (Ml,M2|@1,®2)]
+ Cov@l,@z (E [M1|®1} 7E [M2|®2])
= 0+COV (@1)\1,@2)\2) = )\1)\QCOV (@1,@2) s

ce qui implique que la covariance entre M7 et My est négative ou positive
si la covariance entre © et @5 est négative ou positive.

8.6.5 Loi Poisson-gamma bivariée CRMM

On construit une loi Poisson-gamma bivariée en supposant que (01,02)
obéit a la loi gamma bivariee CRMM.

A cette fin, on suppose que (©1,03) obéit a la loi gamma bivariée avec
une f.g.m. définie par

—{r1=70) —(r2—70) —Yo
t t t ot
Mo, 0, (t1>t2): (]-_1> (1—2> (]__1_2> ,
1 T2 L T2

de telle sorte que ©; ~ Ga(r;,r;) pour ¢ = 1,2 et le parameétre de
dépendance v, est fixé de telle sorte que 0 < -y, < min (rq; r2). Il en résulte
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que la f.g.p. de (My, My) est

Purov, (B1,t2) = Mo, e, (M (81— 1), A2 (t2 — 1))

R )
_ L
_ —(r2—0)
X(lAQ(tQ 1))

T2
M(t1—1) Aa(ta—1)\
x(l 1=l e (b )) , (8.23)
™1 T2
ce qui correspond a la f.g.p. d’une loi binomiale négative bivariée de
parameétres r1, 2, Yo, 81 = % et B, = i—; Les marginales de M7 et Ms

Ai

sont des distributions binomiales négatives de paramétres r; et 3, = 2

pour ¢ =1,2.
De (8.23), on déduit que

A\ A\
fAIl,Z\lg(mlam2) = (—1) <—2)
T1 ]

—(r1—=0) —(r2—=7¢)
. (1 T ﬁ) (1 " l)
1

my mo L1+ 72 +70)

:MS

W(ri Ai,vo,mi501)

>
=
]

j1=0 j2=0 F('}/O)jﬂjg' + A:

™ T

S

=1
x> FoF i Tz
(1o +3)

ou

L(ri —vo +mi — i) A\ O
Wi, i Yo,mindi) — T(r; — VO)F(mi it 1) (1 T_z) )
pour j; =0,...,m;, m; =0,1,...et 1 =1, 2.
On définit la v.a. N = My + Ms. La f.g.p. de N est obtenue a partir de
la f.g.p. de (M, M>)

Py(t) = (1 . Ll_l))_(“_"“) (1 - Lgl))—(rz—vo)

r r

X (1— (;\—11+i—§) (t—l))_%,

qui correspond au produit des f.g.p. de 3 v.a. indépendantes de loi binomiale

négative avec les parameétres suivants : |7 —’yo,i—l‘), (7“2 — Y0s %) et
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(707 (%

N sont obtenues avec la FFT (aisément) ou avec le produit de convolution.

+ i—;)) Les valeurs de la fonction de masse de probabilité de

Exemple 8.23 Loi Poisson-gamma bivariée CRRM. On fizte A\ =1,
Ao = 2,1 =4 etryg = 3. On déduit que My ~ BN(T:4,5: i) et
My ~ BN (r=3,8=3%). Pour N = My + M, on a E[N] = 3. Pour
Yo = 0 et 2, on détermine les valeurs de Var (N) comme étant 4.5833 et
9.2974. De plus, on obtient les valeurs suivantes de fur, ar,:

o | fary e (0,0) | Faryas (0,1) | faryam (1,0) | far,a (1,1)
0 0.0884736 0.1061683 0.0707888 0.0849347
2 0.1045293 0.1145278 0.0690802 0.0851726

Enfin, on fournit les valeurs obtenues de VaR,, (N) et TVaR, (N) pour
Yo=0e€t2:

Yo k | VaRg (N) | TVaR, (N)
0 0.95 7 8.4646
01 0.995 10 11.7585
2 0.95 7 9.02537
2] 0.995 11 12.7468

On observe limpact du paramétre de dépendance vy, sur les mesures de
risque VaR, (N) et TVaR,, (N). En fait on peut démontrer en utilisant les
ordres stochastiques multivariés que TV aR, augmente quand la relation
positive de dépendance s’intensifie entre les composantes de la paire

(M, Ms). O

8.6.6 Loi de Bernoulli multivariée Cossette - Gaillardetz -
Marceau - Rioux (CGMR)

On procede comme suit pour construire la loi de Bernoulli CGMR. Soient
les v.a. indépendantes Jy, J1, ..., J, ou J; ~ Bern(r;) (i =0,1,...,n). On

définit le vecteur de v.a. (I, ..., I,,) ou
I =min(Jo+ Ji;1), (i=12,...,n).
On déduit que I; ~ Bern(g;) avec
G=1—qgi=0—-7r)(1—7r9)=TT0, (i=12,..,n).
On suppose que les parameétres ¢; (i = 1,2,...,n) sont fixés. Ainsi, le

paramétre de dépendance ry doit satisfaire la contrainte max (gy;...;g,) <
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7o <1ou0 <7y <min(gq;...;qn). La f.g.p. est définie par

n
PII7---7IrL (51,...,Sn) = 70851...-Sn +TOH(F1+T151)
=1

ke
= 70518 + 70 V[ @ + (@5 — 7o) si) -
=1

On observe que

fro, (i) = 7rolg,i,—13

— G l—d; dg—1—iy
+Tor,' T, Ty Ty

= rolyye, =1}
.

7 (@i = o) (@) (g )" @)

pour ¢ # ¢ € {1,2,...,n}. Il en découle que 'expression de la covariance
entre I; et I; est

Cov (I3, i) = 1o +FO_1 (g — 7o) (g — 70) — iqir»

pour i £ € {1,2,...,n}.
Enfin, on a

k3
. : ——(n—1 i = \1—i;
froon, (B1, yn) = 7"01{ H i,;=1} +7 (n=1) 1_[1 (qi — 7"0)1 (Qi)l ",
i=1 1=
pour i; € {0,1} et ¢ = 1,2,...,n. Comme il est expliqué dans [18], il est
possible d’ajouter des variantes & la présente version de la loi de Bernoulli
multivariée.

8.7 Lois composées multivariées

8.7.1 Notions préliminaires

Au chapitre 2, on modélise les risques d’assurance par des sommes
aléatoires. On présente dans cette section une extension multivariée de
cette modélisation. On considére un portefeuille de n risques dont les cotits
sont représentés par les v.a. X1, ..., X,,. La v.a. X; est définie par

M;
~1Bikx, M;>0
X; = k=1 =1k ' , .24
{ 0, M; =0 (8:24)
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ot la f.m.p. conjointe de (Mq, ..., M,,) est donnée par
f]\/fl,---,]\ifn (mb amn) =Pr (Ml =M1,y ... Mn = mn) =qmy,...,mp>

pour mi, ..., m, € N. Pour chaque ¢, les v.a. B; 1, B;2, ... forment une
suite de v.a. i.i.d. Les suites {Bi,5,k € NT}, ..., {Bn,x,k € Nt} sont
indépendantes entre elles et elles sont indépendantes du vecteur de v.a.
(Mjy, ..., My,). La covariance entre X; et X; est

Cov (X;,X,) = E [B;] E [B;] Cov (M;, M;), pouri##j.

Il est & la fois intéressant d’évaluer le comportement aléatoire de la
va. S = Z?Zl X, et le comportement aléatoire conjoint du vecteur de
v.a. (X1,...,X,). La relation de dépendance entre les v.a. Xi,....X,, est
introduite via les v.a. (My,..., M,). La f.g.m. de (X3, ..., X,) est donnée
par

My, (b etn) = E[el1 X1 ofnXe]

= Pu,,...m, (Mg, (t1),...., Mg, (t,)).(8.25)

Ensuite, la f.g.m. de S est obtenue avec (8.12). On peut utiliser (8.12) avec
la FFT pour évaluer la distribution de S. Pour déterminer le comportement
aléatoire conjoint du vecteur de v.a. (X1, ..., X, ), il est nécessaire d’apporter
plus de précision dans la modélisation.

L’expression de la fonction de répartition conjointe de X = (X1, ..., X,,)
est

FK ([L’l, ,{L‘n)

= 4qo,...,0
(o] [oe] mj
n
+ E E Gm,,...,m, PT ﬂ'ﬂ E Bii; < ,
m1=0 m,, =0 ’ ij=1

\{m1=0,...,m,,=0}

pour z1, ..., T, > 0.
En conditionnant sur les différentes valeurs de (M, ..., M,,), 'expression
générale pour la fonction de répartition de S est

Fs(x) = qo,.0

0o o n  Mj
+ Z Z Gm,...,my PT ZZijij <z,

mi=0 m,=0 Jj=1i;=1
\{m1=0,...,m,, =0}

(8.26)

. 0 :
ot >, u; = 0 par convention.
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L’expression de 'espérance tronquée de S est

E [S X 1{S>b}] = Z Z 9m,...,m

m;=0 m,=0
\{m1=0,...,m,, =0}

n
105 3L NS

j=1i;=1

(8.27)

Avec (8.27), on déduit que l'expression de la TVaR,; (S) est donnée par

TVCLR,{(S) = 1i’{ Z Z le,---fmnx

m|=0 mn=0
\{m1=0,...,m,, =0}

B2 Biss | X Y5 5 5, Yovanas)

. . 1 71
J=11i;=1

(8.28)

Les expressions (8.26) et (8.28) sont intéressantes lorsque les v.a.
représentant la sévérité des sinistres appartiennent a une famille de
distribution qui est fermée sous la convolution, comme les familles gamma
et mélange d’Erlang.

Il est possible de considérer plusieurs structures de dépendance pour
(M, ..., M,,), notamment les versions bivariées des distributions discrétes
communes comme les lois de Poisson et binomiale négative présentées
plus tot. Les distributions bivariées pour (M, Ms) peuvent également étre
construites avec des copules, comme il est expliqué au chapitre 9.

8.7.2 Montants de sinistres de distributions gamma

Dans la proposition suivante, on présente les expressions de Fg et de
TVaR, (S) quand les montants de sinistres obéissent a des lois gamma avec
des parameétres de forme différents et des parametres d’échelle identiques.

Proposition 8.24 Loi composée avec montants de sinistres de loi
gamma. On suppose que, dans l’équation (10.13), les montants de sinistres
B; ~ Ga(w;, B) pour i = 1,2,...,n. On obtient les expressions suivantes
pour Fs et TVaR, (S) :

Fs(z) = 0t Z Z Imy,.om, H x;ijaj;ﬁ (8.29)
j=1

M, =0
\{M|—0 mn—O}
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et

TVaR, (S)

Gmy,...;my, Z =1 MY = -
= Z Z 1_[{)@ H b,ijoszrl,ﬁ s
m1=0 m, =0 Jj=1
\{m1=0,...,m,,=0}

(8.30)
ot b=VaR, (S).

Preuve. Les expressions en (8.29) et (8. 30) se déduisent a partir de (8.26)
et (8.28) en sachant que ZJ 1 Zh:l ~ Ga (Z?Zl mjozj;ﬁ). [ ]

Les résultats de la proposition 8.24 sont illustrés numériquement dans le
prochain exemple.

Exemple 8.25 Dans la proposition 8.24, on suppose que n = 2, B; ~
Ga (2, 110) pour i = 1,2. De plus, (M, Ms) obéit & la loi Poisson-gamma
bivarice CRRM, avec les paramétres fournis & l'exemple 8.23, soit Ay =1,
A2 =2,7r1 =4 et ro = 3. On calcule E [S] = 60. Pour des fins calculatoires,
on constate que S = X1 + Xo obéit & une lot composée et que l'on peut

exprimer S sous la forme

g_ [ X G N>0
0, N=0 ’

ot C ~ Ga ( , 10) et la fonction de masse de probabilité de N = My + My
a été calculée o l'exemple 8.23. Pour vy = 0,1,2, on déduit les valeurs
suivantes de Fg et mg :

o | Fs (100) | Fg(200) | Fs(300) | ms (100) | 7g (200) | mg (300)
0| 08157 0.9850 | 0.9992 | 74.8639 | 6.5150 | 0.5212
1| 08110 | 0.9829 | 0.9989 | 45.8665 | 7.4981 | 0.7211
2| 0.8082 | 0.9807 | 0.9985 | 46.8707 | 8.4607 | 0.9296

~

Pour une valeur d fixée, la valeur de wg (d) augmente quand le paramétre de
dépendance v, de la distribution conjointe de (My, M) devient plus élevé.
O

8.7.83 Montants de sinistres de distributions mélanges
d’Erlang

Dans la prochaine proposition, on obtient les expressions de Fg,
E [S X 1{S>d}] et de TVaR, (S) lorsque les montants de sinistres obéissent
& des distributions mélanges d’Erlang.

Proposition 8.26 Lot composée avec montants de sinistres de
loi mélange d’Erlang. On suppose que, dans ['équation (10.13), B; ~
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MizErl (g“),ﬁ) avee ¢ = (cg“,d“,...), O _ pr(K;=k) (k € N).
Alors, les expressions de Fg(z), de E [S X 1{S>d}] et TVaR, (S) sont
respectivement :

Fs(z) =& o+ Z Z i (%Z]ﬁﬁ) )
i=1

J1=0  jn=0
\{71=0,...,»=0}

(o0} (oo}

[S X 1{S>d} Z Z €1 l 131 (d Z]z +1; ﬁ)

j1=0  j.=0

\{71=0,....jn=0}
et
Zl 1.71
TValRy Z > G melﬁ
j1=0  j,=0

\{j1=0,...,5,=0}

ot b= VaR, (S) et les valeurs de sont calculées avec (8.52).

1yeendn

Preuve. On a Mg, (t) = Px, (Mc (1)), ott Py, (s) = Y32 ¢{s"
trouve lexpression de Fg a partir de la f.g.m. de S donnée par

0= 3 o X My (7 My (07 Mo, ()™

m1=0m,=0 m,, =0
(8.31)

Comme dans I'équation (6.29), on définit les v.a. M7, My, ..., M} par

M;
MF — Zji:l Kij, M;>0
! 0, M;=0"
ou K;; ~ K; pour i = 1, 2, ..., n. Alors, chaque composante X; de

(X4,...,X,) s’exprime sous la forme

M} *
X, = >jie1 Cigiy M7 >0 ’
0, Mr=0
ou la f.m.p. conjointe de (M, M, ..., M*) est

n

fJ»Il7 By (317- 7.7n) =Pr (1\414< :jla"'aM: - jn) - 53‘1’,,,7]‘”;
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pour ji, j2, -, jn € N. Les v.a. C;;, ~ Exzp(f) pour tout i et j; (i =
1,2,...,n). Alors, expression (8.31) de Mg (t) devient

i Ji
S yeYaon(GH)

J1=0742=0  jn=0

a partir de laquelle on déduit les trois résultats désirés de la propostion.

Les valeurs de {; . sont calculées avec la relation suivante :

J17 on T Z Z dma,.. ,m,LHCh)*mL, (8.32)

m1=0 m, =0

pour j17 erey jn S N7 ou C;z)*mt = PI‘ (Ki,l ++Kl,m, :j) (.7 € N)a
C(()Z)*O =1, et C](;)*O = 0, pour k # 0. Les valeurs de fg-l)*m"’ sont calculées
avec les algorithmes récursifs présentés au chapitre 6. =

8.7.4 Montants de sinistres avec support arithmétique

On considére un portefeuille de n risques dont les cotts sont représentés
par les v.a. X1, ..., X,,. La v.a. X; est définie par

x, = | Tkl Bk, Mi>0
0, M;=0

Pour chaque 4, les v.a. B; 1, B;g2, ... forment une suite de v.a. i.i.d. Les
suites {B1,x,k € Nt} ... {Bp,1,k € NT} sont indépendantes entre elles et
elles sont indépendantes du vecteur de v.a. (M, ..., M,,). Les montants de
sinistres By, ..., B, sont définis sur le support {0, 1h,2h,...}. Il en résulte
que les v.a. X1, ..., X, et S sont aussi définies sur {0, 14, 2h, ...}. La fonction
de masse de probabilité conjointe de (X7, ..., X,,) est donnée par

le, X, (klh wknh)

— Z Z Fanona, (M cyme) fE7 (ko) o f i (knh)

mi =0 M, =0

(8.33)

pour ki, ..., k, € N, avec fg? (0) =1et fg? (kih) = 0, si k; € NT. Pour
évaluer (8.33), différentes stratégies sont possibles. Une premiére stratégie
est de calculer les valeurs f5™ (k;h) pour i =1,2,...,n et m; € NT avec les
outils récursifs appris au chapitre 6. En R, l'utilisation de la FFT s’avére
utile car elle permet d’accélérer considérablement les calculs.

Exemple 8.27 On suppose que (My, Ms) obéit & une loi Poisson-gamma
bivariée CRMM définie en 8.6.5. On fite \y =1, Ao =2, 11 =4, 19 =3
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et vo = 1. Ainsi, My ~ BN (r=4,8=1) et My ~ BN (r=3,8=3).
De plus, on suppose que fg, (10 0005) = 0.4 x 0.6~1, pour j = 1,2, ..., et
que fg, (10 0005) = 0.5 x 0.5 71, pour j € NT. Les espérances de X1, Xo
et S sont E [X1] = 25 000, F [X3] =40 000 et E [S] = 65 000. On obtient
Cov (X1,X3) =5 965 758 777 et Var (S) =4 082 735 088.

On calcule les valeurs de fg™' (kih) et f5"* (kah) avec la FFT. Les

valeurs obtenues de fx, x, (10 000kq,10 000k2) sont indiquées dans le
tableau suivant :

et |2 0 1 2

0

0.09616696

0.05519147

0.04873429

1

0.02809748

0.01699810

0.01532773

2

0.02201725

0.01346002

0.01211938

On obtient les résultats suivants :

% | VaRn (X1) | VaR. (X2) | TVaRa (X1) | TVaR, (X2)
95 % 100 000 120 000 126 184.2 157 515.2
99 % 150 000 180 000 166 508.4 209 591.7
et
& | VaRk (S) | TVaR, (S)
95 % 170 000 215 188.9
99 % 240 000 282 509.1

8.7.5 Poisson composée bivariée

En 8.6.1, on présente les caractériques de la loi de Poisson bivariée Teicher
pour le couple de v.a. (My, My). L’expression de la f.m.p. conjointe de
(Ml, MQ) est

min(mi;ms)

D

Jj=0

(A1 — @)™ 7 Ay — ag)™

(mq —4)! (mg — J)!

—A1—Aa+ag

Iary o, (M1, ma) =e

o
? »
dont les parameétres sont Ay > 0, A2 > 0 et 0 < ap < min (Ag; Ag).

A la proposition 6.5, on fournit une relation récursive pour la fonction
de masse de probabilité d’une loi de Poisson. Dans la proposition suivante,
on fournit une relation analogue pour la fonction de masse de probablité
conjointe fas, as, (M1, ma).

Proposition 8.28 La fonction de masse de probabilité de la loi de Poisson
bivariée Teicher satisfait les relations récursives décrites comme suit. Le
point de départ est fr, a, (0,0) = e 722F%  Poyr my € Nt et mp = 0,

on a
(A1 — ap)

far, m, (ma —1,0).
mi

fjm \ M, (mb mz) =
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Pour miy =0 et mo € NT, on a

A1 — o
Faty o, (ma,ma) = %fﬂh,]ﬂg (mi1—1,0).
Pour mq € Nt et my € NT, on a
A —«
far o (M, ma) = %f}m,m (m1 —1,m2)
1

Qp
+—fary i (Mma — 1,mg — 1)
mi

ou

Ao —
o iy (Ma,me) = (2 — o) 2m O)fMl,JWz (m1,mg — 1)
2

oy
+—farg M, (ma — 1, mg — 1)
mo

Preuve. Voir [55]. m

Dans la proposition qui suit, on présente une extension de ’algorithme de
Panjer pour calculer de fagon récursive la fonction de masse de probabilité
conjointe de (X7, X>), dans le cas ou B; et Bs sont définis sur le support
arithmétique {0, 1h,2h, ...} et (M, Mz) obéit & une loi Poisson bivariée
Teicher.

Proposition 8.29 Algorithme de Hesselager. Le point de départ est

le,Xz (0,0) = PMuMz (fBI (O)afBz (0))
Pourk; € NT et ky =0, on a

fX17X2 (klha 0)

kq
_ M > it (Gih) fx, x. (k1 = 51) b, 0)

k1
j1=1

k1
+ Z—f > difs, (k) £, (0) fx,.x, (k1 — j1) b,0).

ji=1
Pourk; =0 et ko e NT, on a
fx1, x5 (0, koh)
)\2 — Qp

ko
= T D Bafm (oh) Fxx (0, (k2 = 52) )

Ja=1

+ Z_z > dafpi (0) fr, (j2h) fx, xa (0, (k2 — j2) h) -
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Pour ky € NT et pour ko €NT, on a
Ix1,x, (kih, kah)

k1
_ Alk;lao 3" dif Gih) fx,xa (By — 1) by kah)
Ji=1
o k1 ko
o SO Gifs k) £a, (oh) Fxo x, (ky = G1) by (ke — j2) )

J1=172=0

ou

Ix, X (k1h, kah)
k2

Ao — 2 ) ‘ |
= % Z JofBs (J2h) fx, . x, (k1h, (ko — j2) h)

jo=1

ki ke
T 2L D dafm (k) i, (i) o x (= 31) B (ke = o) ).

J1=0j2=1

Preuve. Voir [55]. =
Les relations récursives de la proposition 8.29 sont intéressantes mais
elles peuvent devenir cotiteuses en temps de calcul.

8.8 Poisson composée multivariée

On suppose que (M, ..., M,) obéit & une loi de Poisson multivariée
construite avec un choc commun selon la méme approche que la loi de
Poisson bivariée décrite & la sous-section 8.6.1. Soient les v.a. indépendantes
Ky, Ky, ..., K, avec Ky ~ Pois(ap), avec 0 < ap < min (Ag;..;A\,), et
K; ~ Pois(a; =AM — o), pour ¢ = 1,2,...,n. Les éléments du vecteur
de v.a. de fréquence (Mjy,..., M,) sont définis par M; = K; + Ky, ce
qui implique que M; ~ Pois()\;) (i = 1,...,n). De plus, la fonction de
masse de probabilité conjointe et la f.g.p. conjointe de (M, ..., M,,) sont
respectivement données par

min(mq;...;my) i n (mi—j)
oy O ~(n—ag) A — o)
_ =00 '0 e (i 040)1—'
dm,,...,m, ;:0 j' 11;[1 (mz _])' 3
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pour myq, ..., m, € N et
M M,
P]Vh,...,]&ﬂ,, (51, ...,Sn) = E |:Sl 1"'8n :|

_ OLQ S81. —1) H )\ —040)(57—1) (834)

ol «g correspond au paramétre de dépendance. Quand ag = 0, cela signifie
que les composantes de (My, ..., M,,) sont indépendantes.

Quand (M, ..., M) obéit & une loi de Poisson multivariée, cela implique
que (X7, ..., X,,) obéit & une loi Poisson composée multivariée.

Dans la prochaine proposition qui est une généralisation de la proposition

3.3, on identifie la distribution de S =Y} | X;.

Proposition 8.30 Etant donné les définitions de (My,...,M,) et
(X1, Xp), la va. S = 31 X, obéit & une loi Poisson composée
avec les parametres Ags = A+ ... + Ay — (n — 1) oy et

M-« An — O <
1)\3 CFp, (@) + ...+ —LFp, (2) + ~—Fp4.. 48, (),

FD ({L‘) = )\S )\S
(8.35)

i.e. ON @

g {23 . Dj, N>1
0 b

o4 N ~ Pois(As = A + ... + Ay — (n — 1) o) et la fonction de répartition
de D; (j=1,2,...) est Fp.
Preuve. On a

MS (7“)

I
o
=
.
%
|
=
o
=
=
>

= PJW],...]\/IH (]\43I (7") g aeey MB” (7")) . (836)

En remplacant (8.34) dans (8.36), on obtient I’expression suivante pour la

f.gm. de S

n

Mg (r) = eag(JWnl (r)...Mp,, (r)-1) He(A,—ao)(MRI (rn-1) _ eAg(MD(r)—l)7
1=1

olAds=XA+..+ A, —(n—1)ag et
H MB, + Z MB/, (T) . (837)
=1

L’expression de Fp découle de la f.g.m. en (8.37). m



314 Distributions multivariées et agrégation des risques

En se basant sur la proposition 8.30, les expressions de Fg et TVaR,, (S)
sont

Fg(z) = ) + ZPr E)Pr(Dy+ ...+ Dy <z), (8.38)

et

oo k
Zk:l Pr(N=k)E {(23:1 Dj) x 1{27:1 D;>VaR.(S)}

TVaR, (S) = T

(8.39)

Pour produire les résultats du prochain exemple, il est possible d’utiliser

les relations récursives de la proposition 8.29. Toutefois, on a appliqué les

résultats de la proposition 8.30 et une méthode de discrétisation présentée
au chapitre 6 pour les obtenir.

Exemple 8.31 On considére un portefeuille constitué de deux lignes
d’affaires dont les cotits sont définis par le couple de v.a. (X1, Xs) obéissant
& la loi Poisson composée bivariée décrite ci-dessus. Les parameétres de la
loi de Poisson bivariée sont Ay = 2, Ao = 3 et ag = 1. Le montant d’un
sinistre de la ligne i, représenté par la v.a. By, est défini par B; = 100U;
ot U; obéit a une loi béta de parameétres a; =3 — i et by =i pouri=1,2.
On définit S = X1 + Xo. On déduit que E[X1] = 133.33, F [X2] = 100
et E[S] = 233.33. La valeur de Cov (X1, X2) est 13 333.33 et la variance
de S est 43 888.89. Afin d’effectuer les prochains calculs, on a recours

& une approximation des v.a. Uy et Us par les v.a. U1 et Ug en utilisant
la méthode de dispersion de la masse avec préservation de l’espérance et
avec un pas de discrétisation h = 1. Cela conduit & une approximation

des v.a. By et By par les v.a. By et Ba, puis de la paire de v.a. (X1, X2)
par la paire de v.a. ()?1,5(2) et enfin de la v.a. S par la v.a. S. Dans

le tableau ci-dessous, on présente les waleurs obtenues de VaR, ()Afz)

(i = 1,2), TVaR, (5(') (i = 1,2), de VaR, (5) et de TVaR, (5)

servant d’approzimation aux mesures VaR, (X;) (1 = 1,2), TVaR, (X;)
(i=1,2), de VaR, (S) et de TVaR, (S) :

k| VaRe ()?1) VaR. ()?2) TVaR. ()?1) TVaR. ()?2
95 7 320 230 330.5665 277.1934
995 % 760 330 510.7177 372.959
et
& | VaRe (S') TVaR, (5)
95 7 790 573.1105
995 7 630 750.0120
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8.9 Modéles avec chocs communs

Les modeéles avec chocs communs sont construits en s’inspirant de la
définition de la loi Poisson composée multivariée décrite a la section
8.8. Dans la définiton suivante, on présente un exemple assez général de
modeles avec chocs communs.

Définition 8.32 Modéle général avec choc communs. Un portefeuille
d’assurance est exposé & m types de risque et il est composé de n lignes
d’affaires. Les cotts pour les lignes d’affaires sont définis par les v.a. Xy,
vy Xy O

2 n

M® M
1 1
Xi = Z Ii(Jf)w X B’i(ﬂﬂ)w +.. Z Ii(j’il, X Bi(j;;)n

ki1=1 kp=1

pour i =1,2,...,n. Les hypothéses du modéle sont données comme suit.
Les v.a. MW, ..., M), qui représentent le nombre d’événements
pour le type j de risque, sont indépendantes avec MY ~ Pois (’yj),
j = 1,2,....m. Pour un type j fixé de risque, (Bf,zj,...,BT(lj}j) forment
une sutte de vecteurs aléatoires i.i.d. ou
(4) (4) (4) j

(B9, B9 ~ (B, .. B9,

pour k; € NT. Pour un type j fizé de risque, (Il(jgj, e I'V(le)c¢> forment une

suite de vecteurs aléatoires i.i.d. ou
(160, 19 ) ~ (19, 190)
pour k; € NT. On a
Pr(1) =i, 19 =iD) = fro o0 (i, 19))

pour igj) ...,ig) € {0,1}. De plus, Ii(j) ~ Bern (qi(j)). Les suites

{(Bf,ﬂ , ...,B,(:,LI) k€ N+} { (an, ...,Bf:’;)m) e € N+} ,

{(z;},gl, ...,Iﬁ,ll) k€ N+} - { (I§“,j) I,(L’”’,?) e € N+}

et les v.a. MY, M) sont indépendantes.
Lorsque le k;-iéme choc de type j survient, il entraine des codts d’un

montant BY) | si Ii(gj = 1, pour la ligne d’affaires i (i = 1,2,...,n).

i,k
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Clairement, (X1, ..., X,) forme un vecteur de v.a. dont les composantes
sont dépendantes.

Les principaux résultats associés au modéle décrit & la définition 8.32
sont résumés dans la proposition suivante.

Proposition 8.33 Pour le modéle décrit o la définition 8.32, on a les
résultats suivants:

1. Chaque composante obéit ¢ une loi Poisson composée i.e. X; r~
PComp (A, Fe,) ot Ay = Z;‘n:1 q(J)fyj et

[

m _(7)
Fo (@)~ 3° in;j Fyo (@), (8.40)
j=1
pouri=1,2,...,n.
2. La covariance de (X;, X;/) est
Cov (X, Xy) = iE [MU)} Cov (1}”3%1}@3}7’)
j=1
+ iVar (M) E 1989 B [10BY].
j=1

3. On définit S =51 | X;.

(a) Pourn =2, l’expression de Mg (t) est

3
Ms (t) = H i (M) (t)—l)’ (8.41)
=1
ot
Mpo () = fro 10 (0,0) + fro0 100 (1,0) My (2)

o 10 (0,1) My (t)
10 1 (1,1) My g (t,t),

pour j =1,2,3.
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(b) Pour n =2, on déduit de (8.41) que S ~ PComp (A, Fp) avec
A=y1+72+7s et

[

'7/.
Fp(z) = Z yjflwmyjévn (0,0)
=1

3
’7/.
F L 3 i ap WD Fpp g @)
+Z fI<’) I(,) 1 O) B(J)( )

+Z flm 1 (0,1) Fpo (2),

pour xz > 0.

(c) Pour n > 2, lexpression de Mg (t) se développe aisément mais
elle devient trop lourde pour étre présentée.

Preuve. Le résultat en 1 découle de I'application de 1.44. Le résultat en
2 suit des propriétés de la covariance. Pour obtenir les résultats en 3, on
applique 8.12. m

Dans le prochain exemple, on applique les notions présentées a la
proposition 8.33.

Exemple 8.34 Avec la notation utilisée & la proposition 8.33, on suppose
n =2 lignes d’affaires, m = 3 types de risques, v; = 0.6 X j,

19 ~ Bern (¢ = 0.9 - 0.02i x ),

fI(j) 7@ (1, 1) =0.84 — 0.04 x Ji=1, 2, 7j=1, 2, 3
1 72
et 'expression de

iy (1/(2+5))

Fiyon o (100ks, 100ks) = oAzt (- (otion)™ )

B ’

pour ki, ko € Nt. On définit S = X, + Xs. Les espérances de X1, Xo
et S sont 562.5502, 495.0654 et 1057.616. La valeur de Cov (X1, Xa) est
333 939.8. Comme Var (X1) = 283 668.3 et Var (Xa2) = 196 594.8, on
obtient Var (S) =1 148 143.
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En raison de la définition du modéle, on déduit que S ~ PComp (X, Fp)
avec A =y, + ¥4 + 74 et

3
'7/.
fp(0) = z; ijIl(j)Jéi) (0,0),
j
5y
fp (100k) = Z ijf{j),l,ﬁ” (1,0) fpw (100k)
+ Z fI(J) I(J) 0 1) fB'()J) (100k)

+ Z fI(J) I(J) 1 1) fBﬁj)JrB'()j) (100/4:)7

pour k € NT. Les valeurs de fs(100k) pour k = 0,1,2 sont 0.02732372,
0.01493067 et 0.06926792. On obtient VaRg. g5 (S) = 2800 et TVaRy g5 (S) =
3177.407 O

8.10 Modeles avec mélange commun

Dans les modeéles avec mélange commun, la dépendance entre des risques est
induite via une v.a. commune ou plusieurs v.a. communes représentant des
conditions économiques communes, des conditions climatiques communes
ou tout autre facteur externe commun. Ce mécanisme externe peut étre
représenté par une v.a. © positive, pouvant étre discréte ou continue, dont
la fonction de répartition est notée par Gg.

La méthode de construction basée sur les mélanges communs, aussi
appelée common frailties, est due & [80]. Elle a été déja utilisée aux
sous-sections 8.5.7, 8.5.8, 8.5.9, 8.6.2, 8.6.3, 8.6.4 et 8.6.5. On traite aussi
de cette méthode a la section 3.8. Dans la présente section, on utilise cette
méthode afin de construire une loi de Bernoulli multivariée. La méthode
peut étre adaptée aisément.

On définit
Pr(l;=1|0=60)=1—-r"et Pr(l;=0]|0=20)=r" (8.42)

ou (I; | ©=0) (i =1,..,n) sont des v.a. de loi de Bernoulli et r; est le
parameétre de base de la distribution conditionnelle de (I; | © = 6). Chaque
v.a. I; (i = 1,...,n) est influencée par les valeurs possibles de la v.a. ©.
Pour une valeur fixée de r;, la probabilité conditionnelle de non-occurrence
sachant que © = 6 est une fonction décroissante de #. On suppose aussi
que (I1 =110 =20), .., I, =1]| © = 0) sont conditionnellement
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indépendantes. Etant donné la distribution Gg de la v.a. © et les marginales

fixées pour Iy, ..., I,,on a r; = e]‘451(p'3), puisque
Pr(l;=0)=1-¢; = / dGe(0) = Me(Inr;),
0

ot Mg (t) est la f.g.m. de la v.a. ©. On suppose que Mg (t) existe pour
certaines valeurs de t # 0.

Compte tenu de la méthode de construction, la fonction de masse de
probabilité conjointe correspond a

oot (i1 s L/fi ' x (1-19)")) dGe (6),

=1

pour i; € {0,1}, ¢ = 1,2,...,n. La f.g.p. conjointe de I = (I1,...,I,,) est

donnée par
(o]

- /ﬁ (r? + (1—r9)t;) dGe(8).

o =1

La covariance entre I; et I; est donnée par
COV(]Z‘,IJ‘):E[IZ‘IJ‘} / ].77“ 177" )dG@( ) qiq;j,
0

pour i # j € {1,2,...,n}.
Soit un portefeuille de risques X7y, ..., X,, définis selon une loi composée
multivariée comme en (8.24),

B;, I; =1
&_{ngo

pouri =1,2,...,n . Les composantes du vecteur aléatoire X = (X1, ..., X,,)

sont dépendantes en raison de la dépendance entre lesv.a. I; (i = 1,2, ..., n).

A partir de (8.25), on a

_ / [T+ (1= 10) Ma, (+)) dGo )
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qui peut étre réécrit sour la forme

/ (£)dGo (). (8.43)
0

Il résulte de (8.43) que la f.gm. delav.a. S =37 X, est

Mg (t) = Mé(t,...,t):/M£|@=9(t,...,t)dG@(9)
0
= /MS|®—9 (t) dGe(0), (8.44)
0

ol (S| © = 0) est la somme des vaa. (X; | © = 60) (1 = 1,...,n)
conditionnellement indépendantes. Alors, il est clair que

/FS‘@ o (s) dGo(h). (8.45)
0

Certains choix de distribution pour © conduisent a des résultats
intéressants. Dans le cas ou © est une v.a. discréte, alors on a

ZPI‘ _Hk Fs‘@ 05 ( )

Quand m = 1, on a une distribution dégénérée pour © qui correspond au
cas ou les v.a. I, ..., I, sont indépendantes. Dans le cas ou O est une v.a.
discréte, on utilise les méthodes d’agrégation de v.a. indépendantes pour
évaluer Fgg—g (s) pour chaque valeur de 6. Si © est continue, il suffit de
Papproximer par une v.a. discréte, comme on ’a vu au chapitre 6.

Etant donné la construction du modsle, la prime stop-loss avec une limite
de rétention d s’exprime sous la forme d’un mélange de prime stop-loss

ms(d) = E[max (S — d; 0)] /Ws\@ o (s)dGe(0).
0

Des expressions semblables peuvent se déduire pour d’autres espérances de
fonctions de S. Par exemple, on a

(o]

E [S X 1{S>b}] = /E [S X 1{S>b}‘@ = 9] dG@(@).
0
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On s’intéresse au cas ou les v.a. I; (¢ = 1,...,n) sont identiquement
distribuées et les v.a. B; (i = 1,...,n) sont identiquement distribuées. Pour
lav.a. N =11 +... + I, on déduit sa fonction de masse de probabilité

Pr(N=F) = /OOOPr(NkGG)f@(G)dH

/Ooo (Z) (1= )" PR g (B)dB.  (8.46)
>i-

0( )ab*7, (8.46) devient

En utilisant la relation (a + b)" =

B

=0
_ (Z) z; (’;) (1) [ g 0) s
_ (Z) f:o (’;) (~1) Mo ((n+j — k)Inr), (8.47)

pour k = 0,1,...,n. Comme les v.a. By, ..., B, sont i.i.d. et indépendantes
de la v.a. N, alors la forme explicite de S est donnée par

Fg(x) +ZfN ) Fi(2),

ot F¥ est le k-iéme produit de convolution de Fg avec elle-méme.

Exemple 8.35 On examine les courbes des wvaleurs de VaR, (S) et
des primes TV aR, (S) pour 3 portefeuilles de 20 risques identiquement
distribués. Les hypothéses suivantes tiennent pour les trois portefeuilles :
B;~Exp(1),i=1,2,..,20 ; I; ~ Bern(0.1), i = 1,...,20 ; © obéit & une
loi logarithmique de parameétre v € ]0,1] avec une fonction de masse de
probabilité

R
PrO@=k)= ———— k=1,2,...
1(@ ) _kln(l_’y)’ 3= 3
et une f.g.p. In(1 3
nil —v

Po(t) = Mo (Int) = .|t < 1. (8.48)

In(1 —7)
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On déduit que r = % En combinant (8.47) et (8.48), on obtient

ret = (1) 35 () o 2

=0

k=0,1,...,n. Pour les trois portefeuilles, on a E[S] = 2. Dans le tableau
ci-dessous, on fournit les valeurs exactes de VaR et TVaR pour v = 0.5,
0.95 et 0.999999 :

(v, 7) i 0.5 0.95 0.99 0.995
(0.5,0.92823) | VaRx(S) | 1.39156 | 643860 | 9.77851 | 11.18750
(0.5,0.92823) | TVaR, (S) | 3.58875 | 8.50638 | 11.78524 | 15.16668

(0.95,0.98162) | VaR, (S) | 0.69271 | 8.4225 | 13.90466 | 16.03086
(0.95,0.98162) | TVaR, (S) | 5.90516 | 11.77061 | 16.80402 | 18.75002
(S)
(S)

(0.9999,0.99985) VaR 0.00015 | 12.23754 | 19.92491 | 22.27512
(0.9999,0.99985) | TVaRy 4.00000 | 16.96255 | 23.02277 | 25.05146

De plus, les valeurs correspondantes de Var (S) sont 4.98929, 11.27882 et
18.56217. Il est clair d’aprés les valeurs produites dans le tableau que le
comportement de © a un impact significatif sur les valeurs de VaR,, (S)
et TVaR;(S). On observe que la TVaR est croissante en fonction du
parameétre v de la distribution logarithmique. [

8.11 Notes bibliographiques

Un exposé complet sur les lois multivariées continues est fourni dans
[69]. On recommande [67] et [58], une monographie semblable sur les lois
multivariées discrétes. Concernant les méthodes de construction de lois
bivariées et multivariées, on suggere e.g. [5], [57] et [105].

Différentes versions multivariées de la loi exponentielle univariée ont
été proposées dans la littérature au cours des derniéres années. La loi
exponentielle bivariée de EFGM a été proposée notamment par [54]. La
loi gamma bivariée a été étudiée, notamment par [75].

La méthode utilisée pour définir la loi bivariée exponentielle Marshall-Olkin
est due a [78] et [79]. Elle peut étre adaptée pour construire des lois
exponentielles multivariées. La loi gamma bivariée et sa version multivariée
ont été suggérées par [12] et [92].

La loi de Poisson multivariée a été suggérée pour la premiére fois en
actuariat par [101]. Voir aussi [67] et [105]. La modélisation pour des lois
composées multivariées a été considérée par [20], [19] et [105].

On peut consulter [57] et [85] pour une introduction générale aux notions
de la dépendance. Pour un traitement de la dépendance dans le contexte
de l'actuariat et de la gestion quantitative des risques, on mentionne [24]
et [81] ainsi que les références citées dans la bibliographie de ces ouvrages.
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Pour les modeles avec mélanges communs, on suggere [17], [57], [81], [80]
et [87]. Le modele avec choc commun est étudié dans e.g. [20], [74] et [105].
Des suggestions pour adapter les méthodes d’agrégation dans le cadre de
modeéles avec chocs communs et avec mélanges communs sont fournies dans
[17] et [46].

Des extensions des algorithmes récursifs, tels que 'algorithme de Panjer,
pour des vecteurs de v.a. ont été tout d’abord proposées par [55]. Un
ouvrage de référence sur le sujet est [99).

Pour des applications de la notion de la comonotonicité en actuariat, on
renvoie le lecteur a e.g. [24], [30], [31] et [63].

8.12 Exercices

1. Soient les v.a. comonotones X; de loi exponentielle avec parameétre

B8; = %02. oui=1,2,3,4,5. On définit la v.a. S = Z?Zl X;.

(a) Identifier la loi de S.
(b) Calculer Pr (S < 200).
(c) Calculer VaRg g5 (S5).

2. Soient les v.a. comonotones X; de loi de Pareto avec parameétres o = 3

et A; = 20i ot i = 1,2,3,4,5. On définit la v.a. § =320 | X;.
(a) Identifier la loi de S.
(b) Calculer Pr (S < 200).
(¢) Calculer VaRyg 95 (95).

3. On considére un couple de v.a. (X7,X2) comonotones ou Xj ~
LN (4, 22) et Xo ~ Pa(2.1,440). On définit la v.a. S = Xy + Xo.
Calculer les valeurs exactes de VaRggs(S) et TVaRy.os(S).
(2857.417)

4. On considere l'exercice annuel d’une institution financiere. A la fin
de Pannée, les engagements de l'institution sont définis par la v.a.
S =37 XiouX; = ce®Bt¥ =12 Ona R~ N (0.05,0.015%)
et

a; b,L Cy
1| —-32 ] —0.12 | 1000
2 | —4.3 | —0.35 | 2000

A noter que VaRg 995 (Z) =2.575829 ou Z ~ N (0,1).

(a) Calculer Pespérance et 1’écart type de S.
(b) Calculer VaR0,005 (R) et VaR0,995 (R)
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(¢) Calculer VaRg 005 (S) et VaRg.g95 (S).

5. Soit le couple de v.a. (X1, X5) obéissant & une loi gamma bivariée
Cheriyan — Ramabhadran — Mathai — Moschopoulos avec 3, = 0.1,
By =0.2, ag = 2.5, ag = 5. On définit S = X7 + Xo.

(a) Développer l'expression de Fs ().
(b) Calculer E [S] et Var (S) pour v, =0, 1 et 2.
(¢) Calculer VaR, (S) et TVaR,, (S) pour v, =0, let 2 et kK = 0.99.

6. Soit le couple de v.a. (X1,X>) obéissant & une loi exponentielle
bivariée EFGM avec ; = %, By = % On définit S = X7 + Xs.

(a) Développer les expressions de fg, Fg et [S X 1{S>b}].
(b) Calculer Cov (X1, X5) pour § = —1, 0, 1.

(¢) Calculer E [S] et Var (S) pour § = —1, 0, 1.

(d) Calculer VaR,, (S) pour § = —1,0, 1 et x = 0.99.

(e) Calculer TVaR,, (S) pour § = —1, 0, 1 et x = 0.99.

7. On considére le modeéle Poisson choc commun pour le vecteur
aléatoire (Mq, ..., M) qui est défini avec M; = J;+Jo (i = 1,2,...,n).
Les v.a. Jo, J1, ..., J, sont indépendantes ou Jo ~ Pois(v,)
avec 0 < vy < min(A;..5A,) et J; ~ Pois(y; = A — o). Le
vecteur de v.a. (Xq,..,X,) obéit & une loi Poisson composée
multivariée ou X; = Jku:1 B;, avec les hypothéses usuelles et
Bi1 ~ Bjs ~ .. ~ B; ~ Ga(a;,1/1000) pour ¢ = 1,2,...,n.
De plus, on définit S = Y | X;. Les hypotheses addtionnelles
sont : n = 1000 ; A; = 0.003, i = 1,2,...,500 ; X\; = 0.004,
i = 501,502,...,1000 ; o; = 2, ¢+ = 1,2,..,500 ; oy = 1,
i = 501,502, ..., 1000.

(a) Indiquer les caractéristiques de la loi de S.
(b) Calculer VaR, (X;), TVaR, (X;) pour ¢ = 1,2,...,1000 et kK =
0.995.
(¢) Calculer VaR, (S), TVaR, (S) pour v, = 0, 0.001, 0.002 et
k= 0.995.
8. On considére le modeéle Poisson choc commun pour le vecteur

aléatoire (M7, Ms) qui est défini avec My = J; + Jy et Mo = Jo + Jo,
ou Jo, J1, Jo sont des v.a. indépendantes avec Jy ~ Pois(v,) et
Ji ~ Pois(v; =X —7) (¢ = 1,2) avec 0 < vy < min (Ag;Ag).
Le vecteur de v.a. (X1, Xo) obéit a une loi Poisson composée
multivariée ou X; = Jku:1 B; 1 avec les hypothéses usuelles et
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10.

B;y ~ Bjs ~ ... ~ B; ~ Exp(i/1000) pour ¢ = 1,2. De plus, on
définit S = X7 4+ X5. Les hypothéses additionnelles sont : A\ = 4 ;
Ay =3.

(a) Indiquer les caractéristiques de la loi de S.

(b) Calculer VaR, (X;), TVaR, (X;) pour i = 1,2,...,1000 et kK =
0.995.

(¢) Calculer VaR,; (S), TVaR, (S) pour 75 =0, 1, 2 et K = 0.995.

On considére un portefeuille constitué de deux lignes d’affaires dont
les cotits sont définis par le couple de v.a. (X1, X2) obéissant & la loi
Poisson composée bivariée décrite ci-dessus. Les parameétres de la loi
de Poisson bivariée sont \; = 2, As = 1 et ag = 0.5. Le montant
d’un sinistre de la ligne i est définie par la v.a. B; = 100U; ou
Pr(U; = %) = (,2) (0.6i — 0.4)" " (1.4 — 0.60)* "V pour i = 1,2.
On définit S = X1 + Xs.

a) Calculer les espérances de X1, X5 et S.

(a)

(b) Calculer la covariance de Cov (X1, X3).

(c) Calculer la variance de S.

(d) Calculer Pr (S = 100k), pour £ =0,1,...,5.
)

(e) Calculer VaR, (X;), TVaR, (X1), VaR, (X2), TVaR, (X2),
VaR, (S), TVaR, (S), pour k = 0.99 et x = 0.995.

On considére un portefeuille de n contrats d’assurance vie. Les cotts
pour le contrat ¢ sont définis par la v.a. X; = 0I; (1 = 1,2,...,n) avec
b = 1000. Les v.a. Iy, ..., I, sont i.i.d.. La v.a. I; obéit a une loi
de Bernoulli de moyenne 0.05. On suppose le modele avec mélange
commun pour décrire la relation de dépendance entre les v.a. Iy, ...,
I,,. On suppose que

Pr(l;i=1]10=0)=1—-r"et Pr(l; =0|©=0) =7,

avec 6 > 0. Sachant © = 6, les v.a. I1,..., I, sont conditionnellement
indépendantes. On suppose que © obéit & une loi Ga (o, «) de
moyenne 1. On définit S = > | X.

(a) Isoler la valeur de r pour a« = 0.1, a =1 et a = 10.

(b) Pour n = 10, calculer Pr (S = kb) pour k = 0,1,...,5 et pour
a=0.1,a=1et a=10.

(¢) Calculer Cov (X;,X;) pour ¢ # j et pour = 0.1, o« = 1 et
a =10.

(d) Calculer Var (S) pour « =0.1, a =1 et a = 10.
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11.

(e) Calculer VaRy.g9 (S) pour @« = 0.1, « = 1 et a = 10.
(f) Calculer TVaRy.g9 (S) pour o = 0.1, « =1 et o = 10.
(g) Calculer Var (S), VaRg.g9 (S) et TVaRg.g9(S) en supposant

I'indépendance entre les v.a. Iy, ..., I1g.

On considére un portefeuille composé de 2 lignes d’affaires, qui est
exposé & 1 seul type de catastrophe. Les couts pour les lignes d’affaires
sont définis par les v.a. X1,Xs ou

M@ MO
Xi = ZB(” + > Bid,
ko=1

pour i = 1,2,...,n. Les v.a. M@, M® M@ sont indépendantes
avec M) ~ Pois (’yj) 0,1,2 Pour le type 0 fixé de risque,

(B§ ,10, Béolzo) forment une suite de vecteurs aléatoires i.i.d. o

0 0) 10
(59, 50 ) ~ (59 5.
pour kg € NT. De plus, {Bl(z,i,k’z € Nt ¢ forme une suite de v.a. i.i.d.
ot Bfi ~ BZ.(i) pour 4 = 1,2. Les suites {(Biolzo, 50]20) ko € N*}
{Bil,;,kl € N+}, { é,z ko € N"'} et les v.a. MO, MM A3 sont
(0)

indépendantes. Le couple (B1 ,B§0)> obéit a une loi exponentielle
bivariée EFGM avec 8, = %, By = % De plus, Bil) ~ Exp (%)

et BéQ) ~ Exp (g) Enfin, 7; = j + 1 pour j = 0,1,2. On définit
S =X+ Xs.
(a) Calculer les espérances de X1, Xa et S.
(b) Calculer les variances de X; et Xo.
(c) Calculer la covariance entre X; et Xo pour 6 = —1, 0, 1
(parameétre de la loi bivariée de (B§0), B§0)> ).
(d) Calculer la variance de S pour § = —1, 0, 1 (parametre de la loi
bivariée de (B§0)7 BQ(O)) ).
(e) Indiquer les caractéristiques des lois de X;, Xo et S. Calculer
Fs (20).
(f) Calculer VaRy g9 (S). (37.3761, 38.2743, 39.1082)
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12. Soit le couple de v.a. (X1, X2) dont la fonction de répartition est

13.

définie par

2 2
Fx, x, (z1,22) Z Z (i1,i2) H (z131, B) H (22342, 8) ,

oll pyg(i1,42) sont des probabilités i.e. pyo(i1,i2) > 0 (pour
i1, 1o € {1,2}) et Zi:l Zi:lpl’g (i1,72) = 1. De plus, on a

2121:1 P12 (i1,i2) = p2(iz) et Zi:l p12(i1,32) = pi1(i1). On
suppose que 3 = %. On définit S = X1 + Xo.

Hypothéses additionnelles :

Hypothese H1 Hypothése H2 Hypotheése H3
i1)t2 1 2 11]%2 1 2 112 1 2
1| 042 | 0.18 1| 0.55 ] 0.05 11032028
21028 | 0.12 2 [ 0.15 | 0.25 2 | 038 [ 0.02

Les calculs ci-dessous doivent étre faits avec les hypotheéses H1, H2,

HS :

(a) Calculer Fx, x, (30,20).

(b) Calculer E [X1 X 1x,>20}]-

(¢) Calculer E [max (X — 30;0) max (X2 — 20;0)].
(d) Calculer Cov (X1, X>), E[S] et Var (5).

(e) Calculer Fs (50).

Soit un couple de v.a. (I1, I3) dont la fonction de masse de probabilité
conjointe est fr, 1, (¢1,42), %1, 42 € {0,1}. Solent les n vecteurs
aléatoires 1.i.d. (.[171,.[271), ceey (1177“]27") ol (1171',]271') ~ (Il,_[g),
pour ¢ = 1,2, ...,n. On définit le couple (M7, Ms) ot M; = >0 | I;;,
J = 1,2. On définit N = M; + M,. Soit le couple de v.a. (X, X5)
ou X; = 2{:1 Big, ou {Biy,k=1,2,..} forme une suite de
v.a. iid. avec B; i ~ B; (¢ = 1,2). De plus, {B; i, k=1,2,...},
{Bix, k=1,2,..} et (My, M) sont indépendants. Enfin, B; ~ By ~
Exp(B). On définit S = X7 + Xo.

(a) Identifier la f.g.p. de (M7, M>) et de N. Identifier la fm.p. de
(M, Ms) et de N.
(b) Développer 'expression de la covariance de (M, Ms).
(c) Identifier la f.g.m. de (X7, X3) et de S.
(d) Développer l'expression de la covariance de (X7, X5).
e) Calculer les espérances de Xy, X5 et S.
)

(
(f

Calculer les variances de X7 et Xos.
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(g) On suppose que 8 = % et n = 10. Hypothéses additionnelles :

Hypothese H1 Hypothése H2 Hypothése H3
1132 0 1 i1]%2 0 1 172 0 1
0] 0.42 | 0.18 0 | 0.55 | 0.05 0] 032 | 0.28

1 (028 | 0.12 11015 | 0.25 1 (038 | 0.02

Questions pour les 3 hypotheéses H1, H2, H3 :

i. Calculer Cov (X1, Xs) et Var (S).
ii. Calculer VaRg g9 (S) et TVaRg g9 (S).

14. Soit un couple de v.a. (I1,I;) dont la fonction de masse de

probabilité conjointe est fr, 1, (41,%2), %1, %2 € {0,1}. On a
frn.n(1,1) = f1,1,(0,0) = % pour —1 < p < 1. Le parameétre
p correspond au coefficient de corrélation entre (I, lz). Soit une
suite de vecteurs aléatoires iid. (I11,121), ([11,121), ... ol
(I, I5,:) ~ (I1,12), pour ¢ € N*. Soient les v.a. indépendantes Ky,
Ky et Ky ou K; ~ Pois(7;), % =0,1,2. On définit le couple (M7, Ma)
ol Mj = Kj -+ Zfi)l Ijﬂ', j = 1,2 La suite (1171,_[271), (1171,_[271),
est indépendante de Ky, K et Ko. On définit N = M, + Ms. Soit
le couple de v.a. (X1, X3) ou X; = 224:1 Big,ou {B;r,k=12..}
forme une suite i.i.d. de v.a. avec B, ~ B; (i = 1,2). De plus,
{Bik,k=1,2,..},{Bix, k =1,2,...} et (M7, M>) sont indépendants.
Enfin, By ~ By ~ Exp (). On définit S = X; + Xs.

(a
(b

Identifier la f.g.p. et la fm.p. de (M;, Ms).

Identifier la f.g.p. et la fm.p. de V.

Développer 'expression de la covariance de (M, Ms).
Identifier la f.g.m. de (X, X3) et de S.

Développer ’expression de la covariance de (X7, X5).

(c
(d

f

—_ - N L D T

On suppose que 5 = %0, AM=2, =3 v=3v=X—15
Questions a faire pour p = —0.9, 0, 0.9 :
i. Calculer FE [N] et E[S].
ii. Calculer Cov (M;, Ms) et Var (N).
iii. Calculer VaRp g9 (N) et TVaRy g9 (N).
iv. Calculer Cov (X7, X2) et Var (.5).
v. Calculer VaRg. g9 (S) et TVaRg.g9 (S).

(
(

15. On considére le volet incendie d’un contrat d’assurance pour un

commerce. On suppose qu’au plus un incendie peut se produire
au cours d’une année. Les colits pour un contrat sont définis par
la via. X = I x B avec I ~ Bern(0.1). La v.a. B est définie par
B = C1 + Cs, ou la v.a. C1 correspond aux dommages matériels au
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commerce et la v.a. Cy représente les coiits résultant des pertes en
affaires. La paire de v.a. (Cy,Cs) obéit a la loi de Pareto bivariée
avec @ = 3, Ay = 20 et A2 = 40. De plus, la v.a. I est indépendante
du couple de v.a. (Cy,C3).

(a) Calculer E[B], Cov (Cy,Cs) et Var (B).
(b) Calculer I'espérance et la variance de X.
(©
(d) Calculer Pr (X > 70).

Trouver 'expression de fp et Fg.

8.13 Reéponses

1. Réponses a la question 1 :

(a) Aucune réponse
(b) 0.7364
(c) 449.3598

2. Réponses a la question 2 :

(a) S~ Pa(3,300)
(b) 0.784
(c) 514.3253

3. Réponse a la question 3 : 2857.417

4. Réponses a la question 4 :

(a) 1895.742 et 109.886
(b) 0.011363 et 0.088637
(c) 1630.606 et 2197.418

5. Réponses a la question 5 :

(a) Aucune réponse
(b) 50 ; 375, 475, 575
(c) 106.9051, 116.6298, 124.3175 ; 119.1410, 132.1081, 141.5135

6. Réponses a la question 6 :

(a) Aucune réponse
(b) =1.5;0; 1.5
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(c) 55 10, 13, 16
(d) 15.5235 ; 16.9914 ; 18.0635
(e) 18.3810 ; 20.0310 ; 21.1530

7. Réponses a la question 7 :

(a) Aucune réponse

(b) VaR, (X;) = 0, TVaR.(X;) = 1200, i = 1,2,...,500,
TVaR, (X;) = 800, i = 501, 2, ...,1000

(¢) pour v, = 0, VaR,(S) = 17 4926389, TVaR,(S) =
19 695.9894 ; pour v, = 0.001, VaR,(S) = 14 831.6164,
TVaR, (S) = 314 154.6613 ; pour 7, = 0.002, VaR, (S) =
11 685.9003, TVaR, (S) = 608 843.8334

8. Réponses a la question 8 :

(a) Aucune réponse

(b) VaR, (X1) = 13 914.4683, VaR, (X3) = 5956.8409 ; TVaR, (X;) =
15 698.8919, TVaR, (X,) = 13 576.8744

(c) pour v, = 0, 15 913.1920 et 17 733.2420 ; pour v, = 1,
16 446.1595 et 18 348.6563 ; pour v, = 2, 16 937.1281 et
18 913.4494

9. Réponses a la question 9 :

(a) 72, 84, 156

(b) 3024

(c) 13 440

(d) 0.0821, 0.0738, 0.0525, 0.0253, 0.0091, 0.0026
)

(e) 240 et 260 ; 266.0705 et 287.3639 ; 340 et 380 ; 391.1109 et
424.2009 ; 500 et 540 ; 560.6506 et 605.5765

10. Réponses a la question 10 :

(@) a=1:7r=c (o51) = 0.948729

(b)y @« =1et k=0,1,2 : 0.655172, 0.233990, 0.077997, 0.023999,
0.006720, 0.001680

15 984.0902, 2261.9048, 236.2676

1 913 568.118, 678 571.432, 496 264.084
7000, 3000, 3000

8320.8983, 4149.4253, 3170.7031

(¢
(d

)
)
)
f)

(
(
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(g) 475 000, 3000, 3109.5026.

11. Réponses a la question 11 :
(a
(b

(¢
(d

5.2, 8.4, 13.6
18.24, 37.44

4.5,6,7.5

64.68, 67.68, 70.68
0.8048, 0.8027, 0.8004
37.3761, 38.2743, 39.1082

e
f

NN NN N N

(

(

12. Réponses a la question 12 :

(a) A :0.6976496 ; B : 0.7029052; C : 0.6936068

(b) A :3.03151 ; B : 3.38338 ; C : 2.76084

(¢) A:11.60274; B:11.47135; C : 11.70381
)
)

(d) H1:0,27,315; H2:13,27,341 ; H: —10; 27 ; 295
(e) A:0.8938773 ; B :0.8865779 ; C : 0.8994923

13. Réponses a la question 13 :

(a) Aucune réponse
(b) Aucune réponse
¢) Aucune réponse

)

)

()

(d) Aucune réponse
(e) 40, 30, 70

(f) 640, 510

(g) On obtient les valeurs suivantes :

i. 0, 1300, —500 ; 1150, 3750, 150

ii. 166.3084, 176.2958, 157.2414 ; 185.2271, 196.8551, 174.4567

14. Réponses a la question 14 :

(a) Aucune réponse

)

(b) Aucune réponse

(C) (1+p)

(d)
)
)

Aucune réponse
e) 100y, (142)

f

On obtient les valeurs suivantes :

(
(
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i. 5et 80
ii. pour p=—0.9, 0.075 et 5.15 ; pour p =0, 0.75 et 6.5 ; pour
p=10.9, 1.425 et 7.85
iii. pour p = —0.9, 12 et 13.5188 ; pour p = 0, 12 et 13.1331 ;
pour p = 0.9, 13 et 14.0756
iv. pour p = —0.9, 7.5 et 1015 ; pour p =0, 75 et 1150 ; pour
p=0.9, 142.5 et 1285

v. pour p = —0.9, 161.4387 et 182.0162 ; pour p = 0, 151.8923
et 173.1822 ; pour p = 0.9, 158.1031 et 180.6798

15. Réponses a la question 15 :

(a)
(b)
()
(d) 0.008519

30, 200 et 3400
3 et 421

Aucune réponse
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Théorie des copules et agrégation
des risques

9.1 Introduction

Depuis le milieu des années 1990, la théorie des copules a connu un essor
important. D’un théme confidentiel de recherche qui intéressait un groupe
restreint de chercheurs en mathématiques, en théorie des probabilités
et en statistique, la théorie des copules est devenue aujourd’hui un
théme important de recherche. Désormais, elle intéresse les chercheurs en
actuariat, en finance quantitative, en statistique, en économeétrie, etc.

La théorie des copules est devenue un théme incontournable dans
le contexte de la modélisation des risques en actuariat et en gestion
quantitative des risques. Elle permet d’analyser les relations de dépendance
entre les v.a. et de construire une large variété de modéles multivariés
incorporant des relations de dépendance spécifiques.

Dans ce chapitre, on présente une introduction a la théorie des copules.
On aborde en premier lieu les copules bivariées, en indiquant certaines
propriétés et en présentant les principales familles de copules. On traite
aussi de I'utilisation des copules pour construire des distributions discrétes
multivariées. On considére des contextes d’application des copules pour
la construction de modéles multivariés appliqués a des risques d’un
portefeuille en actuariat et gestion quantitative des risques. Pour évaluer
la distribution de la somme de v.a. dont la distribution conjointe est définie
via une copule, on peut recourir aux méthodes de simulation stochastique
et, & cette fin, on présente des algorithmes de simulation liés & certaines
copules. On expose aussi trois méthodes d’agrégation de v.a. : la méthode
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pour établir des bornes minimales et maximales pour la VaR d’une somme
de v.a., la méthode des carrés et la méthode basée sur la discrétisation.
On discute aussi des mesures de dépendance et on aborde briévement les
notions liées aux ordres stochastiques multivariés.

9.2 Copules bivariées

La notion de copule a été introduite par [98]. Une copule C est la fonction

de répartition sur [0,1]> d'un vecteur de v.a. U = (Uy, Uz) dont toutes les
composantes U; (i = 1,2) obéissent 4 la loi uniforme (0, 1).

Définition 9.1 Une copule C (uy,us3) est une application [0,1]* — [0,1]
ayant les propriétés suivantes (celles d’une fonction de répartition conjointe
en fait) :

o C (uy,us) est non décroissante sur [0,1)> ;

o C (uy,up) est continue a droite sur [0,1)% ;

° _limOC (u1,u2) =0 pouri=1,2 ;

Uy —

lim 1C’ (u1,u2) = ug et lim 1C’ (u1,u2) =uq ;

Uy — Uy —
o on a Ny by Doy by Cur,ug) >0, pour tout ag < by et as < ba, ot

Aaubw Aambzc(ulauQ) = C(b17b2) - C(b15a2)
— C(a1,b2) + C(a1,a2).

On mentionne que
Dgy by Dagp, C(ur,ug) =Pr(ar < Uy <bj,as < Us < by),

ce qui correspond a la probabilité que le couple (Uy, Uz) prenne des valeurs
dans le rectangle (ai, b1] X (az, ba]. Selon cette propriété, C' est une copule a
la condition qu’elle soit définie de telle sorte qu’elle place une masse positive
sur tout rectangle inclus dans [0,1]%.

Le résultat fondamental de la théorie des copules est le théoréme de
Sklar.

Théoréme 9.2 Théoréeme de Sklar. Soit F € T'(F,,Fs) ayant des
fonctions de répartition marginales F, et Fy. Alors, il existe une copule C
telle que, pour tout z € R2,

F(z1,m9) = C(Fy (z1), Fa (22)) -
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Si F, et Fy sont continues, alors C est unique. Sinon, C' est uniqguement
déterminée sur RanFy X RanFy (RanF = support de F). Inversement, si
C est une copule et si F|, et F» sont des fonctions de répartition, alors la
fonction définie par

F(z1,22) = C (Fy (1), Fa (22))

est une fonction de répartition bivariée avec les fonctions de répartition
marginales F, et Fy.

Preuve. Voir e.g. [57] ou [85]. m

Selon la premiére partie du théoréme de Sklar, il est possible de déduire
une copule C' a partir d’une fonction de répartition continue. Cela est
résumé dans le corollaire suivant.

Corollaire 9.3 Soit F' une fonction de répartition bivariée avec des
marginales continues Fy, Fy et la copule C. Alors, pour tout (u1,us) dans
2
0, 1% 1 1
C(Ul,UQ) =F (Ff (ul),F; (UQ)) .

Ce corollaire conduit a une méthode de construction de copules dite par
inversion, comme il est discuté & la sous-section 9.6.1.

En se basant sur la seconde partie du théoréme de Sklar, une copule
permet de jumeler différentes lois marginales afin de créer une loi bivariée.
La copule C (u1,uz2) décrit la relation de dépendance entre les deux v.a.
X1 et X5 alors que les marginales décrivent le comportement de chacune
des deux v.a. Dans le cas de v.a. continues, la copule contient toute
Pinformation relative a la relation de dépendance entre les deux v.a. On
peut dés lors étudier les marginales et la copule séparément. Le cas de
marginales discrétes est traité a la section 9.5.

9.3 Propriétés des copules

On présente certaines propriétés des copules.

9.53.1 Bornes de Fréchet

Soit C' (u1,uz) une copule définie sur [0, 1]2. Alors, avec la proposition 8.3,
on a
C™ (u1,u2) < O (ur,uz) < C7F (g, un),

ou C~ (u1,uz) = max(u; +us —10) et CT (ug,u2) = min(ug;us)
correspondent aux copules borne inférieure et borne supérieure de Fréchet.
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9.5.2 Fonction de densité

On note la fonction de densité associée a la copule par

32
8U1 8u2

C (uy,ua).

c(ug,ug) =

Pour une paire de v.a. continues (X, X2) avec

Fx, x, (z1,22) = C (Fx, (1), Fix, (22)),

la fonction de densité est donnée par

Ixix, (T1,22) = ¢(Fx, (21), Fx, (x2)) fx, (21) fx, (22),

ol fx, (x;) est la fonction de densité de X; i.e. fx, (z;) = ng;@) pour
i=1,2.

)

9.3.3 Copule de survie

Soit C'(uy,u2) une copule définie sur [0, 1]2. Il est aussi possible de
définir une copule, désignée C (u1,u2), qui est associée a la copule initiale
C (u1,ug) et qui relie les fonctions de survie marginales FXI et FXZ de X4
et X5 selon la relation

Fx, x, (x1,22) = C (Fx, (21), Fx, (22)).
En effet, on a
Fx, x, (z1,22) =1 — Fx, (#1) — Fx, (z2) + Fx, x, (%1, %2)

qui devient

Fx, x, (x1,22) = Fx, (w1) + Fx, (¥2) = 1+ C (Fx, (x1), Fx, (22)).
Ensuite, on obtient

FXl,Xz (:1:17:1:2) = FXl (5171) +FX2 (:L‘Q) —1
+C (1 —Fx, (21),1-Fx, (962)) . (9.1)

De (9.1), on déduit I'expression de la copule de survie C (u1,ug) associée a
la copule C (u,ug) :

-~

C(uy,uz) =C(1—uy, 1 —ug)+ug +us— 1.
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On peut vérifier que c (u1,us) est elle-méme une copule et on a
C™ (u1,up) < C (ur,u) < CF (ug,up)

pour tout (u1,us) € [0, 1]2. Cela implique que I'on peut définir des fonctions
de répartition & l'aide de la copule de survie C (uy,ug) et les fonctions de
répartition marginales Fx, et Fx, de X7 et Xy selon la relation

~

Fx, x, (z1,22) = C (Fx, (z1), Fx, (22)).

Il est aussi important de distinguer la copule de survie et la fonction
de survie conjointe pour la paire (U, Us). On suppose un couple de v.a.
(U1,Uz) dont la fonction de répartition conjointe est donnée par C. Alors,
on a

FU1,U2 (’U,l,’u,Q) =Pr (U1 > Ul,UQ > UQ) =1—uy —ug + C(ul,UQ)

mais

Pr(Uy > u1,Us > ug) # é(ul,UQ) .
En fait, a partir de la définition de 6, on a
Pr (U1 > u1,Us > u9) :6(1 —u1, 1 —ug).
La fonction de densité associée & C (u1,us2) est
c(ur,ue) =c(1l—uy,1 —ug),

ou c¢ est la fonction de densité associée a la copule C.

9.3.4 Propriété d’invariance

Un des intéréts de l'utilisation des copules découle de la propriété
d’invariance.

Propriétés 9.4 Soient X, et Xo des v.a. continues dont la structure de
dépendance est définie avec la copule C. Soient ¢, et ¢, des fonctions
continues monotones. On a les propriétés suivantes :

1. Si ¢q et ¢y sont non décroissantes, alors la structure de dépendance

de (¢ (X1), Py (X2)) est la copule C.

2. Si ¢, est non décroissante et ¢, est non croissante, alors la structure
de dépendance de (¢1 (X1), Py (X2)) est la copule uy —C (uy,1 — ug).

3. Si ¢, est non croissante et ¢4 est non décroissante, alors la structure
de dépendance de (¢1 (X1), Py (X2)) est la copule ug — C (1 — uq, ug).
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4. Si ¢y et ¢y sont non croissantes, alors la structure de dépendance de
(1 (X1), 09 (X2)) est la copule C.

On souligne que la forme de la copule ne dépend pas de la forme de ¢,
et ¢, ce qui est important pour 'estimation.

Exemple 9.5 On suppose que les rendements instantanés sur les titres
1 et 2 sont définis par les v.a. Ry et Ry. De plus, la copule associée au
couple (R1, Rg) est C. La valeur au temps 1 du titre i par la v.a. S; (1) =
S (0) exp (R;), ot le scalaire S; (0) est la valeur du titre i au temps 0. Alors,
la copule associée au couple (S1(1),.52 (1)) est aussi C. O

9.3.5 Fonction de répartition conditionnelle
Soit la copule C pour laquelle les dérivées partielles par rapport a uq et us
Cyq (u \u)—iC’(u ug) et Cyjp (u \u)—iC’(u us)
2 (U2fur) = 7 1, U2 iz (i) = 2 - 1, U2

existent. Ainsi, les expressions des fonctions de répartition conditionnelles
de X5|X7 = 21 et de X1|X5 = x5 pour un couple de v.a. continues (X1, X2)
sont données par

Fx,|x,=2, (x2) = Cop (Fx, (22) |Fx, (1))

et
Fx | xy=a, (21) = Crj2 (Fx, (71) [Fx, (%2)) -

9.3.6  Simulation et fonction de répartition conditionnelle

Soit un couple de v.a. (X7, X3) dont la fonction de répartition conjointe
est définie par les marginales Fx, et Fx, ainsi que la copule C. On veut

produire les m réalisations (Xl(l),Xél)) ) e (Xl(m),Xém)) de la paire
(X1, X5). A cette fin, il suffit de produire m réalisations (Ul(l)7 UQ(I)) ) ey
(Ul(m),UQ(m)) du couple (Uy,Us) dont la fonction de répartition est la
copule C et de calculer Xi(j) = F);il (Ui(j)) pour i = 1,2 en appliquant
la méthode inverse. Une approche générale pour produire la réalisation
(Ul(J),UQ(J)) (j = 1,2,....,m) de (Uy,Us) est d’utiliser la fonction de
répartition conditionnelle en appliquant la procédure décrite ci-dessous.
Algorithme 9.6 Procédure générale

1. On stmule les réalisations Vl(j) et V2(j) des v.a. indépendantes V; et

Vo o0 V; ~U (0,1) pouri=1,2.
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2. On calcule UI(J) — ‘/1(3) et U2(J) — CQ_|11 (‘/Q(J)‘Ul(ﬂ)) ou 02_|11 (U|U1) est
la fonction inverse de Ca)y (uz2|u1), obtenue en trouvant la solution de
CQ|1 (U2|U1) = V.

3. On répéte pour j = 1,2,...,m.

Il y a aussi des méthodes spécifiques de simulation associées & certaines
copules. Elles sont décrites a la section suivante.

9.3.7 Copule compléte

On dit qu’une copule est compléte si elle inclut la copule borne supérieure de
Fréchet, la copule d’indépendance et la copule borne inférieure de Fréchet
comme cas particuliers ou cas limites.

9.4 Principales copules bivariées

Dans cette section, on présente briévement les copules fréquemment
utilisées, leurs principales caractéristiques et, dans certains cas, un
algorithme de simulation spécifique pour la copule.

9.4.1 Copule d’indépendance

L’expression de la copule indépendance (appelée aussi copule produit) est
C* (uy,u2) = uyus. Sa fonction de densité est ¢ (uy,uz) = 1.

Algorithme 9.7 Simulation des réalisations de (Uy,Us)
1. On stmule les réalisations Vl(j) et V2(j) des v.a. indépendantes Vi et
Vo o0 V; ~U (0,1) pouri=1,2.
2. On calcule Ui(j) = Vi(j), i=12.

Les réalisations produites par la copule sont uniformément réparties sur
la surface [0, 1] x [0,1] (voir figure 9.1).

9.4.2 Copule de la borne supérieure de Fréchet

La copule borne supérieure de Fréchet est définie par OV (uy,us) =
min (u1; usg).

Algorithme 9.8 Simulation des réalisations de (Uy,Us)

1. On simule une réalisation V) de la v.a. V ~ U (0,1).
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FIGURE 9.1. Les graphiques (a), (b) et (¢) reproduisent 1000 réalisations de
(U1,Uz) provenant de la copule indépendance, borne supérieure de Fréchet et
borne inférieure de Fréchet.

2. On calcule Ui(j) =V, i=1,2.

Les réalisations se trouvent uniformément distribuées sur la diagonale
uy = ug dans [0, 1] x [0, 1] (voir figure 9.1).

9.4.3 Copule de la borne inférieure de Fréchet

La copule borne supérieure de Fréchet correspond a C— (uy,uz) =
max (u; + us — 1;0).

Algorithme 9.9 Simulation des réalisations de (U, Us)
1. On simule une réalisation V9 de la v.a. V ~ U (0,1).
2. On calcule Ul(j) =V et UQ(j) =1-VvW,

Les réalisations se trouvent uniformément distribuées sur la diagonale
u; = 1 —ug dans [0,1] x [0, 1] (voir figure 9.1).

9.4.4 Copule de Fréchet

La copule de Fréchet est une combinaison convexe des copules borne
inférieure de Fréchet, indépendance et borne supérieure de Fréchet avec

Co g (u1,u2) = aC™ (ug,uz) + BC™ (ur,u2) + (1 — a — B) C*+ (ug,us),

pour o, € [0,1], @ + 8 < 1. Les cas particuliers sont Co o (u1,u2) =
Cd' (ul,ug), 0170 (ul,ug) = C+ (ul,ug) et 0071 (ul,ug) = Ci (ul,ug). La
copule de Fréchet est complete.

Algorithme 9.10 Simulation des réalisations de (Uy,Us)
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1. On simule une réalisation (VIL(j), V;(j)) de la copule indépendance.

2. On simule une réalisation (‘/1+(j),1/'2+(j)) de la copule borne

supérieure de Fréchet.

3. On simule une réalisation (Vl_(j),VQ_(j)) de la copule borne

supérieure de Fréchet.

4. On simule une réalisation JU) de la v.a. discréte J o f;(0) = a,

fJ(l):ﬁ eth(Q):l—()é—ﬁ.

&

On calcule Ui(j) = 1{5=0} ¥ Vi+(j) +1y=1} X Vi_(j) +15=2) X Vl.l(j),
pouri=1,2.

La copule de Fréchet comprend une portion continue avec des réalisations
qui se trouvent distribuées uniformément sur la surface [0,1] x [0,1] et
deux portions singuliéres avec réalisations distribuées uniformément sur les
diagonales u1 = ug et uy = 1 — uy dans [0,1] x [0, 1].

En posant 5 = 0, on obtient la copule de Spearman dont I'expression est

Co (u1,u2) = aCt (uy,u2) + (1 — «) ct (ug,u2),

pour a € [0,1]. La copule de Spearman introduit une relation de
dépendance positive entre les composantes de U. Cette copule comprend
une portion continue avec des réalisations qui se trouvent distribuées
uniformément sur la surface [0,1] x [0,1] et une portion singuliére avec
réalisations distribuées uniformément sur la diagonale u; = wuy dans
[0,1] x [0,1].

9.4.5 Copule de Cuadras-Augé

La copule de Cuadras-Augé se présente sous la forme d’une moyenne
géométrique des copules indépendance et borne supérieure de Fréchet

Co (ur,up) = COF (ug,u)® CF (ug,u9)' ™

ulu%_o‘, siug; < uo
u%fo‘u% siup > ug
pour « € [0,1].
Les cas particuliers sont Cy (u1,us) = C* (ui,uz) et Oy (ug,us) =
C+ (ul, UQ).

Algorithme 9.11 Simulation des réalisations de (Uy,Us) pour o €
(0,1)
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FIGURE 9.2. Les graphiques (a) et (b) reproduisent 1000 réalisations de (U1, Uz)
provenant de la copule de Cuadras-Augé pour « égal a 0.2 (a) et 0.8 (b).

1. On simule les réalisations Yo(j), Yl(j) et Yg(j) des v.a. indépendantes
Yo ~ Ezp(a) et Y1 ~Ye ~ Exzp (1l — a).

2. On calcule Xi(j) = min (Yi(j);YO(j)) pouri=1,2.
3. On calcule Ui(j) =1—exp (—Xi(j)>, pour i =1,2.

Dans la figure 9.2, on reproduit deux graphiques de réalisations de
(U1, Us) provenant de la copule de Cuadras-Augé.

La copule introduit une relation de dépendance positive entre les
composantes de U. La copule comporte une portion continue avec

82
3u1 8u2

(1—a)uy®, siug < us

Cap (u1,u2) = { (L=B)ur®, siur > uy

et une portion singuliére dont la masse se trouve concentrée sur la diagonale
uy = ug dans la surface [0,1] x [0, 1].

9.4.6 Copule de Marshall-Olkin
La copule de Marshall-Olkin est définie par

11—« T le% B

. _ 1-8 U U9, sius > u

Co.p (u1,u2) = min w g uqul ™) = L | 2
Ne] ’ 1 ) 2 1-8 o 5

Uiy, sl uf < uy

pour a, 8 € [0,1].
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FIGURE 9.3. Les graphiques (a) et (b) reproduisent 1000 réalisations de (U1, Uz)
provenant de la copule de Cuadras-Augé pour des valeurs pour (o, 8) de (0.6,0.3)
(a) et (0.2,0.8) (b).

Les cas particuliers sont Cp g (u1,u2) = C+ (ug,u2) et Crq (ur,uz) =
C™T (u1,us). Avec 8 = a, la copule de Marshall-Olkin devient la copule
de Cuadras-Augé. En fait, la copule de Marshall-Olkin est aussi appelée
copule de Cuadras-Augé généralisée.

Algorithme 9.12 Simulation des réalisations de (Up,Us) pour
a, 5 €(0,1)

1. On simule les réalisations Yo(j), Yl(j) et Yg(j) des v.a. indépendantes
Yo ~ Exzp (1), Y1 ~ Exp (I?TO‘) et Yo ~ Exp (%)

2. On calcule Xi(j) = min (Yi(j); Yo(j)> pouri=1,2.

. () ; )
3. On calcule Ul(J) =1—exp < Xolé ) et UQ(J) =1-—-exp < Xé >

On représente des réalisations de (Uy,Us) provenant de la copule de
Marshall-Olkin a la figure 9.3.

La copule introduit une relation de dépendance positive entre les
composantes de U. Tout comme la copule de Cuadras-Augé, la copule a
une portion continue avec

0? (1-a)uy®, siuf > ul
———Cop (ur,uz) = Ly ! 2
uiouy P (v, uz) { (1—=B)uy?, siug < ub

et une portion singuliére dont la masse se trouve concentrée sur la courbe
uf = ug dans la surface [0,1] x [0, 1].
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9.4.7 Copule de Eyraud-Farlie-Gumbel-Morgenstern (EFGM)
La copule de Eyraud-Farlie-Gumbel-Morgenstern (EFGM) se présente
comme une forme de pertubation de la copule indépendance

Co (u1,u2) = urus + auqug (1 —uq) (1 — ug), (9.2)

pour a € [~1,1]. Le cas particulier est Cy (u1,us) = C+ (uy,uz). La
fonction de densité est

c(ur,ue) =1+ a(l—2u1)(1—2us).

Algorithme 9.13 Simulation des réalisations de (Uy,Us)

1. On stmule les réalisations Vl(j) et V2(j) des v.a. indépendantes Vi et

Vo o0 V; ~ U (0,1) pouri=1,2.
2. On pose Ul(j) = Vl(j).
3. On définit Wl(j) =« (ZUl(j) — 1) —1et

W = (1-a (209 - 1))2 +dav? (20 1),

j %)
4. On calcule UQ(J) _ 2V

( /Wz(j)*ij))

Dans la figure 9.4, on présente un graphique avec des réalisations de la
copule de EFGM et un graphique représentant sa fonction de densité.

La copule introduit une relation de dépendance modérée qui peut étre
positive (& > 0) ou négative (& < 0). Pour o > 0 (a > 0), on observe une
concentration modérée des réalisations de la copule autour de la diagonale
uy = ug (u; = 1 —ug) de la surface [0,1] x [0,1].

9.4.8 Copule de Ali-Mikhail-Haq
L’expression de la copule de Ali-Mikhail-Haq est donnée par

U1U9
170&(1711,1)(1711,2)

= wup Y (o(l—ur)(1-up))", (9.3)

Ca (ulv u?)
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FGM, tau=0.22 FGM (fonction de densite), tau=0.22

FIGURE 9.4. Graphiques avec 1000 réalisations de la copule de EFGM et de sa
fonction de densité (tau de Kendall = 0.22).

pour a € [—1,1]. Le cas particulier est Cp (uj,us) = C* (uj,uz). La
fonction de densité est

I —a+2a 1—&(1E:L?§(1—UQ)

(1—a(l—uy)(1l—u))?

c(ur,ue) =

Algorithme 9.14 Simulation des réalisations de (Uy,Us)

1. On stmule les réalisations Vl(j) et V2(j) des v.a. indépendantes Vi et
Vo o0 V; ~U (0,1) pouri=1,2.

2. On pose Ul(j) = Vl(j).

3. On définit A=1-UY, B=—a (QAVQ(a) " 1) 420242 x VP 41
et

C = aQ (4A2‘/2(J) _ 4A‘/2(J) + 1) —« (4A‘/2(.7) _ 4‘/2(3) +2) .

Uz(j) _ 2xV{7(Aa-1)?

4. On calcule (5v0)

On présente Un graphique avec des réalisations de la copule de EFGM
et un graphique représentant sa fonction de densité sont reproduits dans la
figure 9.5.

La copule permet d’introduire une relation de dépendance modérée qui
peut étre positive ou négative. Pour o« > 0 (o > 0), on observe une
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AMH, tau=0.22 AMH (fonction de densite), tau=0.22

FIGURE 9.5. Graphiques avec 1000 réalisations de la copule de AMH et de sa
fonction de densité (tau de Kendall = 0.22).

concentration modérée des réalisations de la copule autour de la diagonale
up = ug (u; = 1 —usg) de la surface [0,1] x [0,1].

9.4.9 Copule de Plackett
La copule de Plackett est définie par

(14 (o = 1) (w1 +up))

Co s =
(u1,u2) 2(a— 1)
VL + (= 1) (1 +u2))? — duguza(a—1)
a 2(a— 1) ’
pour o > 0, a # 1.
Les cas limites sont limlC'a (ug,u9) = C* (ug,ug), lim Cy (uy,us) =

CT (u1,us) et Ol[ig%)ca (u1,u2) = C~ (uy,usz). Lorsque o > 1 (a0 < 1), la
copule introduit une relation de dépendance positive (négative) entre les
composantes de U. La dépendance est modérée aux valeurs extrémes de la
queue & gauche et de la queue a droite. La copule est compléte. On utilise
la procédure générale de I'algorithme 9.6 pour produire des réalisations de
la copule de Plackett.
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9.4.10 Copule de Clayton

La copule de Clayton est représentée par
1
Co (u1,u2) = (ul_a +uy* — 1) o
pour u; € [0,1], 4 = 1,2 et o > 0. Les cas limites sont limOC'a (uy,ug) =
x—
C* (u1,uz) et lim Cy (ur,us) = CF (uy,uz). L'expression de la fonction
—00
de densité est

1+« _ _ o1
c(ul,ug)zi(uu)&_H (u1a+u2“—1)
1U2

La copule conditionnelle est
1 —a —a _1_%
Copp (uzlur) = —atT (ur® +uy® —1) :
1

Algorithme 9.15 Simulation des réalisations de (Uy,Us)

1. On simule les réalisations Zl(j) et Z2(j) des v.a. indépendantes Z; et
Zy out Z; ~ Exp(1) pour i = 1,2. On simule la réalisation V) de la
v.a. O ~ Ga (é, 1).

; M\«
2. On calcule Ui(j) = (1 + g”'(ﬂ) ,1=1,2.

Les figures 9.6 et 9.7 reproduisent des graphiques des réalisations de la
copule de Clayton et des graphiques de sa fonction de densité.

La copule induit uniquement une relation de dépendance positive entre
les composantes de U. La copule introduit une relation de dépendance forte
aux valeurs extrémes de la queue a gauche et faible aux valeurs extrémes
de la queue & droite.

9.4.11 Copule de Frank

L’expression de la copule de Frank est

Co (w1, us) = _é In (1 G (—eli (e‘lc)““ - 1)) 7

pour u; € [0,1], ¢ =1,2 et  #£ 0.
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Clayton (fonction de densite), tau=0.6

w2

00 02 04 06 08 10
v

FIGURE 9.6. Graphiques avec 1000 réalisations de la copule de Clayton et de sa
fonction de densité (tau de Kendall = 0.22).

Clayton, tau=0.6 Clayton (fonction de densite), tau=0.6

w2

ul

FIGURE 9.7. Graphiques avec 1000 réalisations de la copule de Clayton et de sa
fonction de densité (tau de Kendall = 0.6).
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Frank, tau=0.22 Frank {fonction de densite), tau=0.22

FIGURE 9.8. Graphiques avec 1000 réalisations de la copule de Frank et de sa
fonction de densité (tau de Kendall = 0.22).

Les cas limites sont lim Cy, (u1,u2) = C~ (u1, ua), lirrbCa (u1,us) =
oo a—

a———

C* (uy,us) et lim Cy (uy,uz) = Ct (u1,uz). La fonction de densité est
x—00

ae—elmituz) (1 — =)

(e—a(u1+u2) —eaul _ g—oua | e_a)Q .

c(uy,uz) =

On a aussi

e (e—aug _ 1)

e~ — 1) + (emo®1 — 1) (e—2u2 — 1)’

Cop1 (uglur) = (

La copule de Frank est compléte.

Algorithme 9.16 Simulation des réalisations de (Uy,Us)

1.

3.

(4)

On simule les réalisations Z7” et ZQ(j) des v.a. indépendantes Z1 et
Zy ou Zy ~ Exp(1) pouri=1,2.

On simule la réalisation ©Y) de la v.a. © de loi logarithmique avec

paramétre vy =1 — e~ .
7
() _ In(1— e @ .
On caleule U} = (lnzflify))’ i=1,2.

Un apercu des réalisations de la copule de Frank et de sa fonction de
densité est fourni dans les figures 9.8 et 9.9.

Lorsque a > 0 (o < 0), la copule introduit une relation de dépendance
positive (négative) entre les composantes de U. Les réalisations se
concentrent autour de la diagonale u; = ua (w3 = 1 — ug) sur la surface
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Frank, tau=-0.6 Frank (fonction de densite), tau=-0.6

FIGURE 9.9. Graphiques avec 1000 réalisations de la copule de Frank et de sa
fonction de densité (tau de Kendall = -0.6).

[0,1] x [0, 1]. La dépendance est modérée aux valeurs extrémes de la queue
a gauche et de la queue a droite.

9.4.12 Copule de Gumbel
On définit la copule de Gumbel par

Co (u1,ug) = exp (f {(=Inuy)® + (- lan)a}(l/a)) :

pour u; € [0,1], ¢ = 1,2 et o > 1. Les cas limites sont limlCa (uy,u2) =
a—

C* (uy,uz) et lim C, (uy,uz) = CF (u1, us). La fonction de densité est
aA— 00

¢ (uy,us)
(—Inuy)* Y~ Inug)*!

UL U2

X (=) + (—nwz)) 77 (@ = 1+ (< Inw)* + (= Inuz)™) 7 ).

= Ca(’u,l,’u,g) X

La copule conditionnelle est

L1

(= Inup)® + (= Inug)™)™

(—Inwuyp)et

Copr (u|ur) = Colur, uz) o

Algorithme 9.17 Sitmulation des réalisations de (Uy,Us)
1. On stmule les réalisations Zl(j) et Z2(j) des v.a. indépendantes Z; et
Zy ou Zy ~ Exp(1) pouri=1,2.
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2. On simule la réalisation OV) de la v.a. © de loi Stable (p,1,7,0) ou
=121 ety=(cos(£))" (@>1).

1
; G\ @
3. On calcule Ui(J) = exp < (%) > ,1=1,2.

Comme il est expliqué dans [86], il existe plusieurs paramétrisation de
la loi stable. Dans le présent contexte, la loi Stable (p,1,7,0), avec les
parameétres indiqués, est définie sur RT. La transformée de Laplace associée
a la loi Stable (¢,1,7,0) est e=*".

Algorithme 9.18 Simulation d’une réalisation W) dune v.a. W

obéissant a une loi Stable (¢,1,7,0) avec v = (cos (5£)) 2
1. On simule une réalisation RY) de la v.a. R~ U (—%, g)

2. On simule une réalisation V) de la v.a. V ~ Ezp (1).
3. On calcule
sin (¢ (A9 + 3)
(cos (RD))
e

B (cos (@%+(¢1)R(j))> ¢

V()

4. On caleule W9 = A x B.

On peut exprimer W = ~Y ou Y obéit ¢ une loi stable standard
1
Stable (p,1,1,0) et v = (COS (%))*’ Le présent algorithme est une
adaptation d’un algorithme fourni dans [86] permettant de simuler une
réalisation de Y .

Des reéalisations de la copule de Gumbel et sa fonction de densité sont
représentées dans les figures 9.10 et 9.11.

La copule introduit uniquement une relation de dépendance positive
entre les composantes de U. La copule introduit une relation de dépendance
plus forte entre les valeurs extrémes de la queue & droite et plus faible
entre les valeurs extrémes de la queue a gauche. La copule est aussi appelée
«Gumbel-Hougard ».

9.4.18 Copule normale

La copule normale est définie par

CX (ur,ug) = Ty (@7 (ur) , @7 (u2))
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‘Gumbel, tau=0.6 Gumbel {fonction de densite), tau=0.6

pers

m

FIGURE 9.10. Graphiques avec 1000 réalisations de la copule de Gumbel et de
sa fonction de densité (tau de Kendall = 0.22).

Gumbel, tau=0.6 Gumbel (fonction de densite), tau=0.6

10

o8

uz2

oo

m

FIGURE 9.11. Graphiques avec 1000 réalisations de la copule de Gumbel et de
sa fonction de densité (tau de Kendall = 0.6).
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pour u; € [0,1], i = 1,2, et avec

«=(a 1)

ou « € [—1,1]. Contrairement aux copules présentées précédemment, la
copule normale n’a pas de forme analytique. Les cas particuliers sont
Co (u1,u2) = C*(ui,ug), Cp(ur,ue) = CF(ur,ug) et C_q(ug,uz) =
C~ (u1,u2). L’expression de la fonction de densité c (u1, ug) est

1 (4”' (u1)2 =208 (ug)@ " (ug)+2 7! (“2)2) (q,—l (u)2 43! (uz)z)
2(1—ca?) e D)

Cop (uzlur) = @ (@—1 (uﬁ_l (”1)) '

Lorsque a > 0 (@ < 0), la copule introduit une relation de dépendance

positive (négative) entre les composantes de U. La copule normale est
compléte.

Algorithme 9.19 Simulation des réalisations de (Uy,Us)

1. On simule une réalisation (Z}j), Zéj)> de la paire de v.a. (Z1,Zs) ot

(Z1, Za) obéit & une loi normale bivariée standard avec un coefficient
de corrélation .

2. On calcule Ui(J) = (Zi(j)), i=1,2.

Dans les figures 9.12 et 9.13, on présente des graphiques avec des
réalisations de la copule normale et avec sa fonction de densité.

Les réalisations de la copule normale prennent la forme d’une ellipse.
Pour a@ > 0, cette ellipse se concentre (faiblement, modérément ou
fortement selon la valeur du parameétre «) autour de la diagonale entre le
point inférieur gauche et le point supérieur droit de la surface [0, 1] x [0, 1].
Pour a < 0, lellipse de points se concentre (faiblement, modérément ou
fortement selon la valeur du parametre «) autour de la diagonale entre le
point supérieur gauche et le point inférieur droit de la surface [0,1] x [0, 1].

9.4.14 Copule de Student

L’expression de la copule de Student est

Clla (un,u2) =ty g (8" () 1, (u2))
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Normal, tau=0.22

m

Normal (fenction de densite), tau=0.22

FIGURE 9.12. Graphiques avec 1000 réalisations de la copule normale et de sa

fonction de densité (tau de Kendall = 0.22).
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Normal, tau=-0.6

u

Normal (fonction de densite), tau=-0.6

FIGURE 9.13. Graphiques avec 1000 réalisations de la copule normale et de sa

fonction de densité (tau de Kendall = -0.6).
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pour u; € [0,1], i = 1,2, et avec

«=(a 1)

ol a € [—1,1]. Les cas limites sont lin%)Clia (u1,uz) = Ct(up,ug) et
lim C’ia = O (uy,us). La fonction de densité est
c(uq,u2)
g2
S DESPTE) ()L 6t w)? = 20t M)ty () + 8, () 77
= a2
(r(54)" v(1—a?)

1 _ 1 _vg2
t— 2 = 2
(1 B0) ()
v v

La copule conditionnelle est

o) — v+1 t, H(ug) — aty H(ug)
Conualer) t”“( vt ()" Vi-a? )

La copule de Student tend vers la copule normale quand v — oo. Comme
la copule normale, la copule de Student n’a pas de forme explicite. La copule
de Student est compléte.

Algorithme 9.20 Simulation des réalisations de (Uy,Us)

1. On simule une réalisation (Zl(j),ZQ(j)> de la paire de v.a. (Z1,7Z2)

ot (Z1,7Z5) obéit ¢ une loi de Student bivariée standard avec un
coefficient de corrélation o et un degré de liberté v.

2. On calcule Ui(j) = t, (Zi(j))7 i = 1,2 ou t, est la fonction de

répartition d’une loi de Student.

9.4.15 Remarque

La provenance des algorithmes de simulation pour les copules de Clayton,
de Gumbel et de Frank est basée sur la représentation des copules
archimédiennes selon l'approche dite common frailties. Cette représentation
est due a [80].
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9.4.16 FEzxemples

Comme la copule EFGM est une perturbation de la copule d’indépendance,
il est possible dans certains cas d’obtenir des résultats explicites pour Fg
ot § = X + X5 ou pour l'espérance de fonctions intégrables de (X1, X5).

Exemple 9.21 On considére un couple de v.a. (X1, Xo) dont la structure
de dépendance est définie par la copule EFGM et X1 ~ Xo ~ Béta(2,1).
Alors, on obtient la fonction de densité pour la v.a. S = X1 + X5 qui
correspond &

fo fx, x, (2,8 —x)dz,  0<s<1,
fs(s) = fs fx o xa (s —a)de, 1<s<2,

On trouve
(1—|—a) O—i—a4387, 0<s<1,
B 1+oz)( % 3)3
fs(s) = o (4s(1 - ?J) ?6( y¥°)) .
1 35 6
+4a(3—+g+ -yt - H L k), 1<s<y,

avecy = s — 1. L’expression de Fs (s) est donnée par

(1+a)—foz15+oz70, 0<s<1
3 6
Fo(o) a+ﬁ+(+)(y2—%+2ﬁy—%)
N el |
6 7

4 5 ]
K] Yy Yy Y
+Ho(E+i+4% +—*?*ﬁ*ﬁfﬁ)a l<s<2

avecy =s—1. 0

Dans I'exemple suivant, on a recours a Maple ~ pour effectuer les calculs.

Exemple 9.22 On considére un conglomérat de deux contrats représentés
par les v.a. X1 et Xo ou Xq1 ~ Xo ~ FExp(l). Les codts pour le
conglomérat sont définis par la v.a. S = X1 + Xg. On suppose que
la loi conjointe de (X1,X2) est définie par la copule de Frank avec un
parametre de dépendance a et les deux marginales de X, et X5. On
satt que E[S} = 2, VCLRO.995 (Xl) = V(IR(],995 (XQ) = 5.298317 et
que TVaRg.995 (X1) = TVaRggos (X2) = 6.298317. Le bénéfice de la
mutualisation en se basant sur la mesure TVaR est

2
Bj sk (S) = TVaRg.995 (S) — Z TVaRy.g95 (X;) -

i=1
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Dans le tableau ci-dessous, on a produit avec Maple ™~ les valeurs suivantes
pour oo = —10 et 10 et avec R pour les cas ot (X1, X2) sont indépendants
et comonotones :

a | VaRo.995(S) | TVaRo.905 (S) Bg?gg%R (S)

—10 6.1173 7.1165 5.4801
indépendance 7.4301 8.5488 4.0479
10 9.0802 10.3011 2.2955
comonotonicité 10.5966 12.5966 0

Pour k fixé, on constate que TVaR,(S) augmente lorsque la valeur
du parameétre de dépendance o croit. Il en résulte que le bénéfice de
mutualisation augmente lorsque o dimimue. [

9.5 Copules et lois discretes

Soit le couple de v.a. (M7, Mz) dont la structure de dépendance est définie
par une copule C' et leurs marginales. La fonction de répartition conjointe
Firym, de (M, Ms) avec les marginales Fiy, et Fyy, est définie par

Fay ar, (ma,ma) = C (Far, (ma) , Far, (ma)), (9.4)

pour (mq1,mg) € Nt x NT. La f.m.p. conjointe de (M7, M>) est donnée par

Fury v, (ma,me) — Fagy v, (M — 1,ma)
— Fuy v (ma,me — 1) + Fagy a, (M — 1,ma — 1),
(9.5)

fzm M, (mh mz) =

pour (my,me) € Nt x Nt et avec Fyy, ar, (M1, m2) = 0 si m; < 0 ou
me < 0.

Modéliser la dépendance avec des copules comme dans 'équation (9.4)
est une approche adéquate et intéressante pour construire une distribution
bivariée. Plusieurs propriétés de dépendance stochastique d’une copule sont
également valides pour la distribution bivariée obtenue avec 1’équation
(9.4). Par exemple, les relations d’ordres stochastiques sont préservées. Il
est important de rappeler que la copule déduite a partir d’une loi discréte
bivariée n’est pas unique.

Dans le prochain exemple, on illustre I'impact du choix d’une copule sur
la distribution de la somme de v.a.

Exemple 9.23 On veut illustrer le choix d’une copule sur la distribution
d’un couple de v.a. (My, M) ot M; ~ NB(ay,q;), i = 1,2. On consideére
les copules de Frank, de Clayton et de Gumbel. On définit N = My + Ms.
On fizte ay = 3, q1 = %, ay = 2 et qgg = %. Pour chaque copule, on
fixe le parameétre de dépendance de telle sorte que la covariance pour
(My, My) est 0.5 xy/Var (M) Var (Mz). On calcule E[N] = 31 et
Var (N) = 379.1206. Dans le tableau ci-dessous, on indique les valeurs de
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VaR, (N) et TVaR, (N) pour & = 0.95 et 0.995 :

Copule Frank Clayton Gumbel
0 4.118 1.774 1.410
VaRp.95 (N) 67 65 66
VaRo.905 (INV) 93 91 104
TVaRp.95 (N) 7840738 | 76.63825 | 82.74425
TVaRo.905 (N) | 103.3001 | 100.8877 | 119.8066

On constate que le choix de la copule a un impact non négligeable sur le
comportement de N. [

Dans la proposition suivante, on a fourni ’expression simple de la
fonction de masse de probabilité conjointe du couple (M;, M) lorsque la
structure de dépendance est définie par la copule EFGM.

Proposition 9.24 Soit le couple de wv.a. discrétes (My,Ms) dont la
fonction de répartition est définie par les marginales Fuy, et Fyr, ainsi que
la copule EFGM. Alors, la fonction de masse de probabilité conjointe de
(M, M) est donnée par

Faas (ksk2) = fay (Ra) far, (K2)
+0 Hj=1 fouag (ki) (L= 2F, (ki) — fa, (Ki))

ot far, et far, sont les fonctions de masse de probabilité univariées de My
et Mg.

Preuve. L’expression est déduite de (9.5). m

9.6 Méthodes de construction des copules

Les méthodes de construction de copules sont décrites avec beaucoup
de détails notamment dans [85] : inversion, algébrique, mélange et
géométrique. Dans cette section, on traite des trois premiéres méthodes.

9.6.1 Méthode d’inversion

La méthode d’inversion se base sur le théoréme de Sklar. On géneére la
copule a partir d’une distribution continue bivariée donnée.

Soit un couple de v.a. contiues (X1, X2) dont la fonction de répartition
est Fx, x, et les marginales sont Fx, et Fx,. Alors, 'unique copule
correspondante C' est obtenue en utilisant la transformation inverse
T = Fgll (uy) et 29 = F);l (uz)

2

C (u1,u2) = Fx, x, (F)Zl (ul),F;?zl (uz)) = Pr (U <uy, Uz <ug),
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ou (Uy, Us) est un couple de v.a. de loi uniforme standard et dont la fonction
de répartition (sur [0,1] x [0,1]) est la copule C.

On peut aussi appliquer la méme approche pour générer une copule
de survie. En effet, & partir de Fxhxz (z1,22), Fx, (z1) et Fx, (z2), on
obtient la copule de survie

o~

— 1 —1
C(ur,u2) = Fx, x, (Fx1 (w), Fx, (Uz)) ~

On mentionne ci-dessous un exemple de copule générée par la fonction
de survie conjointe d’une loi bivariée.

Exemple 9.25 La copule de Clayton est générée par la loi fonction de
survie conjointe de la loi bivariée Pareto définie en (8.21) & la sous-section
8.5.9 par

x7 Z2

— + —= > 0. .
)\1+)\2) , 1,9 > 0 (96)

Fx, x, (v1,22) = (1 +

Comme Fx, (z;) = (1 + §—7) ", on déduit que

pour i =1,2. On remplace (9.7) dans (9.6) et on obtient

% (ulq — 1) Ao (UQE — 1)

C(uy,uz) = 1+ N + "

_ _1 -«
o o o
= (u1 +uy - 1) ,

qui correspond a l’expression de la copule de Clayton. [

La copule EFGM en (9.2) est générée en remplacant x; dans la fonction
de répartition conjointe de la loi bivariée exponentielle EFGM en (8.15)
par —In(1 —w;), i =1, 2.

La copule Marshall-Olkin est aussi obtenue & partir de la fonction de
survie conjointe de la loi exponentielle bivariée Marshall-Olkin. La copule
normale est générée par la fonction de répartition conjointe de la loi bivariée
normale et la copule de Student est générée par la fonction de répartition
conjointe de la loi bivariée de Student.
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9.6.2 Méthode algébrique

Selon la méthode algébrique, on génére la copule comme une perturbation
de la copule d’indépendance. Les copules d’Ali-Mikhail-Haq et de Plackett
sont des exemples de copules obtenues par la méthode algrébrique. La
copule EFGM peut aussi étre obtenue par cette méthode.

Selon (9.3), expression de la copule Ali-Mikhail-Haq est donnée par

Co (u1,u2) = wyug + »_ (a (1 —u) (1—u))",

k=1

ol le premier terme correspond a la copule d’indépendance et le second
terme est interprété comme une pertubation de la copule d’indépendance.

9.6.3 Méthode par mélange

On peut générer une copule en prenant une combinaison convexe de
plusieurs copules. Par exemple, la copule de Fréchet est une combinaison
convexe des copules C+, C~ et CF.

Généralement, on a

O (u1,u9) =Y @;Co, (ur, u),
i=1

ou Cy,, ..., Cy, sont différentes copules et oy, ..., o, sont des masses de
probabilité telles que aq, ..., a,, > 0 et Z?:l a; = 1.

Exemple 9.26 Pour tenir compte & la fois de la dépendance auzx
extrémités des queues & gauche et & droite, on construit une copule @
partir des copules de Clayton et de Gumbel par le biais d’un mélange

C (a, B) = aCy ™™™ (ug,uz) + (1 — a) O™ (uy, us)

1

avec o € [0,1]. O

9.7 Copules archimédiennes

Les copules archimédiennes constituent une famille importante de copules,
qui comprend notamment les copules de Clayton, de Frank, de Gumbel et de
Ali-Mikhail-Haq. Les copules de Spearman, de Fréchet, de Cuadras-Augé,
de Marshall-Olkin, EFGM, de Plackett et normale ne font pas partie de
cette famille.

On définit une copule archimédienne bivariée par le biais d’un générateur
¢ qui doit posséder les propriétés suivantes : ¢ : [0,1] — [0,00)
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est une fonction continue, strictement décroissante et convexe ; et
p(1l) = 1%m%(/)(t) = 0. De plus, si ¢(0) = oo, le générateur est dit

strict et Dinverse ¢~ ' de ¢ existe. Autrement, on a recours a la fonction
pseudo-inverse de ¢ qui est définie par

gy 6TH(E), 0Kt < 0(0)
QS[ ](t){0,¢(0)<t<oo

Une copule C est dite archimédienne si

C (u,uz) = 971 ($(ua) + p(u2)) (98)
Si le générateur ¢ est strict, alors (9.8) devient

C (ur,uz) = ¢ ($lur) + p(uz)). (9.9)

Soit ¢ (t) = —In (t) qui est un générateur strict avec o=l t) = o1 t) =
e~t. Alors, en appliquant (9.9), on obtient

C (ug, up) = e~ (Tl =In(w2)) — 4y

qui correspond avec la copule indépendance.
Les générateurs des copules de Clayton, de Gumbel, de Frank et de
Ali-Mikhail-Haq avec les parameétres indiqués ci-dessous sont tous stricts :

e Clayton : ¢(t) = ¢t =D a>0 ;

o i

e Gumbel : ¢(t) = {ln(%)}a, a>1;

e—at__7

. Frank:qﬁ(t):ln{ew—fl},a>0;

o Ali-Mikhail-Haq : ¢(t) = In (M) Lac[-1,1).

t

Si le générateur n’est pas strict, alors la copule est de la forme
C (u1,u2) = max(...;0)

introduisant une composante singuliere. Par exemple, le générateur ¢ (t) =
@ n’est pas strict pour « € [—1,0) et il conduit a la version généralisée

de la copule de Clayton qui est donnée par

1

C (u1,u2) = (max (u;® +u;® — 1;0)) . (9.10)
D’apres (9.10) et avec a € [—1,0), la relation de dépendance entre les
composantes du couple est négative. De plus, si « = —1, la copule en
(9.10) devient la copule borne inférieure de Fréchet.
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On peut consulter [85] pour une liste plus importante de copules
archimédiennes

9.8 Copules elliptiques

La famille des copules elliptiques comprend notamment la copule normale
et la copule de Student. Elles sont couramment utilisées en finance. Elles
se caractérisent par des graphiques en points de forme elliptique. L’étude
des propriétés de cette famille n’est pas abordée dans cet ouvrage.

9.9 Meéthodes d’agrégation de risques dépendants

9.9.1 Introduction

Les méthodes d’agrégation se regroupent en quelques catégories : bornes
inférieures et supérieures, expressions exactes, méthodes basées sur la
simulation et méthodes numériques. On a déja présenté les méthodes de
simulation. Dans cette section, on aborde I’évaluation de bornes minimale
et maximale pour la VaR, la méthode fondée sur la discrétisation et la
méthode des carrés.

9.9.2 Bornes minimale et maximale pour la VaR

On examine les bornes stochastiques pour une somme finie de v.a. S =
> 1 X4, n > 2. On se limite au cas n = 2.

En pratique, il advient qu’on puisse modéliser de facon adéquate les
comportements marginaux de deux risques mais qu’il soit difficile de
spécifier la relation de dépendance entre deux risques en raison d’un
manque d’information. Cela peut survenir dans le contexte de risques
environnementaux notamment.

Dans cette section, on présente les bornes minimale et maximale de Fg
sans spécifier la relation de dépendance entre les v.a. X et X5. L’intérét
de ces bornes est qu’elles permettent d’obtenir des bornes pour VaR,; (S),
pour k € |0, 1[. Ce probléme aurait été formulé par Kolmogorov.

Soit une v.a. X avec fonction de répartition Fx. On définit la limite a
gauche par Fy (z) = Pr(X < z), pour z € R.

Proposition 9.27 Soient deux v.a. X1 et Xo avec fonctions de répartition
Fx, et limite & gauche Fy , i =1,2. Alors, on a

FE (s) < Fs (5) < FE™(s),
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ol

Fglln(s) — ;rel%max(F); (x)+F§2 (S*x)fl;l)
Fglax(s) — Hel%mln(FXl( )+FX2 (s,x);]_),

pour s € R. Ces bornes sont les meilleures pour chaque point s. Ce résultat
se traduit comme suit :

VaR, (S) <VaR,(S) <VaR,(S), k€]0,1[,

ol

VaR, (S) = sup {Fx! (w) + Fy, (u2)}
max (w1 +us— 1'0)—n
= sup {F u) + Fy (Iifu)}
u€[0,x]
et
—}4: — : F71 F71
Vak (S) ma.x(ul-:ng 1'0)_/{{ X (Ul) + X2 (UQ)}
= 1r[1f1 {F u) + Fy. (17(/{710))}.
uE(R

Preuve. Voir e.g. [25] ou [106]. =
On obtient des expressions explicites pour FZ" (s) et FI* () lorsque
les marginales sont des lois exponentielles.

Exemple 9.28 Lois exponentielles. Soient les v.a. X; ~ Exp( ), 1=
1,2. On définit la v.a. S = X1 + Xa. Alors, on a VaR, (S) < VaR, (S) <

VaR, (S) pour k €]0,1] on
VaR, (S) = —max(v3572)In(1— k),
VaR, (S) = — (v +7v2)In(1—k)+ (v1+72)In(y; +72)
—v1In(yy) = v In(yy).

Les détails des calculs sont fournis dans [25]. O
L’exemple suivant applique les résultats de I'exemple 9.28.

Exemple 9.29 Soit le couple de (X1, Xs) dont la structure de dépendance
est inconnue et dont les marginales sont X; ~ Exp (%), i =1,2. Soient
les couples de v.a. (Xl_,XQ_), (Xll,XQL) et (XT,X;') ot les composantes
sont respectivement antimonotones, indépendantes et comonotones et ot
les marginales sont identiques & celles de X1 et Xs. On définit les v.a.
S=X1+Xs, S =X +X5, 8t =X{+ X5 et ST =X+ XF. Selon
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FIGURE 9.14. Valeurs VaR, (S), VaR.(S), VaR. (57), VaR. (S*) et
VaR, (ST).

l’exemple 8.17, on a

VaR, (S7) =—-10In (1 -

D’apres l'exemple 8.11, on a
VaR, (ST) =-2x10In(1 — k).

Comme S+ ~ Erl ( , 10) on a VaR, (SJ-) = (/{ 2, 11—0)
A la figure 9.14, on représente sur gmphiques les valeurs VaR, (9),
VaR (S), VaR, (S7), VaR, (SL) et VaR, (ST) dont quelques unes sont

ausst fournies dans le tableau ci-dessous :

& | VaR, (S) | VaR« (S) | VaRe (S7) | VaRe (S1) | VaRx (ST)

0.5 6.9315 | 27.7259 16.7398 16.7835 15.8629
0.95 |  29.9573 7371776 57.1420 47.4586 59.9146
0.99 | 46.0517 | 105.9663 53.0833 66.3835 92.1034
0.995 | 52.9832 | 119.8293 59.9397 74.5013 105.9663
0.999 69.0776 | 152.0180 76.0140 92.3341 138.1551

. O

Des expressions explicites pour FZ'" (s) et FI* () sont aussi produites

quand les marginales sont des lois de Pareto.

Exemple 9.30 Lots de Pareto. Soient les v.a. X; ~ Pa (o, \;), @

On définit la v.a. S = X1 + Xa. Alors, on a VaR, (S) < VaR, (S5)

=1,

2.
<
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VaR, (S) pour k €]0,1] ou

VaR, (S) = max(A1;Aa) ((1 - /{)_% — 1)
VaR.(S) = X ((1 k)T 1) FX A= e,
~ _a o\ 2L
o A = (AT + )\1““) “ . A nouveau, les détails des calculs sont

présentés dans [25]. O

On met en application dans le prochain exemple les résultats de 'exemple
9.30.

Exemple 9.31 Soient les v.a. X; ~ Pa(1.5,1), i = 1,2. On définit la
v.a. S = X1 + Xo. Dans le tableau ci-dessous, on indique les valeurs de

VaR, (S) et VaR, (S). De plus, on présente les valeurs de VaR,, (S) en
supposant la comonotonicité entre les 2 v.a. :

k | VaR,_ (S) | VaRe (S) | VaRiw (S) comon.

0.5 0.5874 3.0397 1.1748
0.95 6.3681 21.3921 12.7561
0.99 20.5443 66.5990 41.0887
0.995 53.1995 106.5767 66.53990
0.999 99.0000 315.4802 198.0000

O

Il est rare que I’on puisse obtenir des expressions explicites pour FZ" (s),
F§*(s), VaR, (S) et VaR,(S). Il est toutefois possible de recourir a
la méthode numérique suivante pour évaluer approximativement Fgﬁn (s),
F&*(s), VaR, (S) et VaR, (5).

Pour simplifier la présentation, on suppose que Fx, et Fy, sont
continues. On fixe un entier n (trés grand de préférence) et £ > 0 (trés
petit de préférence). Alors, on a

" gy — 1 (J i (kg
Yok, (S)_j=§}11,?..,k{FX1 (5)+FX2< n >}

——(n) . . —1 i -1 7@
VGR% (S) 7j:k,lgi§7...m {FXl <n) +FX2 <1 n ’

Dans le cas ou la distribution de X; est définie sur un support borné [a;, b;],
alors F);il (0) = a; et F};} (1) = b; pour i = 1, 2. Par contre, si le support de
la distribution de X; n’est pas borné, alors on fixe F);il (0) ~ F};} (0+¢)
et Fiy! (1) ~ F! (1—e).

et
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Exemple 9.32 Soient les v.a. X; ~ Exp (%), i=1,2. On définit la v.a.
S = Xy + X5 avec E[S] = 10. Dans le tableau ci-dessous, on indique
les valeurs exactes de VaR, (S) et VaR,(S) ainsi que les valeurs de

VaR™ (S) et VaR,in) (S) pour n =105 :

x| VaR, () | VaR.(S) | var® (S) | VaRCY (S)
0.5 6.9515 27.7259 6.9515 27.7259
0.95 29.9573 78.7776 29.9573 3. 7776
0.99 46.0517 105.9663 46.0517 105.9663

0.995 52,9833 119.8293 52.9832 119.8293
0.999 69.0776 152.0180 69.0776 152.0180

On constate que les wvaleurs approrimatives sont identiques aux valeurs
exactes & la 4° décimale prés. De plus, il est important de mentionner que

les valeurs de VaR™ (S) et VaR

Exemple 9.33 Soient les v.a. X; ~ Pa(a;,10 (a; — 1)), 4
a1 = 1.5, ag = 1.8. On définit la v.a. S = X1 + X5 avec F[S)]

le tableau ci-dessous, on indique les valeurs de VaR™ (S) et VaR,({n) (S)

pour n = 10° :

(n)

var{" (5)

VR (9)

K
0.5 3.7579 16.8553
0.95 9].2556 107.4999
0.99 102.7217 3084762
0.995 165.9976 178.306]
0.999 195.0000 | 1307.0970

. (S) sont trés faciles & calculer en R. O

Exemple 9.34 Soient les v.a. X; ~ LN (,ui,a?), i=1,2 (avec py = 0.06,
ty = 0.07, 01 = 0.2, 09 = 0.3) o X; représente la valeur & la fin d’une
période d’un montant 1 investi au début de la période dans le titre i, pour
i =1,2. La valeur totale du portefeuille & la fin de la période est représentée
par la v.a. S = X1+ Xo, ot E[S] = 2.2052. Dans le tableau ci-dessous, on

indique les valeurs de VaR™ (S) et VaR,(:) (S) pour n =105 :

B VaR? (5) | VaRe) (5)
0.0001 0.8215 2.0898
0.001 0.9496 2.0906
0.01 1.1299 2.0984
0.5 1.8187 2.5089
0.99 2.7082 4.0802
0.999 | 3.1924 19054

Par exemple, les valeurs approximatives des bornes inférieure et supérieure

de la VaRy o1 (S) sont 1.1299 et 2.0984. O
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9.9.3 Méthode avec discrétisation

On considére un couple de v.a. continues (Xy, X2) dont la structure de
dépendance est définie par une copule C et les marginales continues Fx,
et Fy, ie.

Fx, x, (21,22) = C (Fx, (1), Fx, (22)).

On définit S = X7 + X5 et on veut évaluer Fs (s) pour s € R. La fonction
de densité conjointe est donnée par

Ixix, (@1,22) = ¢(Fx, (z1), Fix, (22)) fx, (z1) fx, (z2).

On sait que la fonction de densité de S s’exprime en termes de fx, x, avec

fs (s) = / Fxsxa (21,5 — @) day.

De plus, on déduit que Fg(s) = fos fs (t)dt. Néanmoins, la tache est
impossible pour la majorité des copules & moins de recourir a l'intégration

numérique (en utilisant par exemple un logiciel tel que Maple ™ ).

On explique une méthode basée sur la discrétisation des marginales Fx,
et Fx,. L’idée est d’évaluer approximativement les v.a. continues X; et Xs
par des v.a. discrétes 5(,1 et )~(2 ol

X; € {Oh,1h,2h, ..},

pour ¢ = 1, 2 et pour un pas de discrétisation A > 0. On choisit une méthode
de discrétisation parmi celles qui sont expliquées au chapitre 6. La fonction

de répartition conjointe Fz %, de ()?1,)?2) est définie en fonction de la

méme copule C' que celle qui est associée & Fx, x, et des fonctions de
répartition marginales F'g (z;) de X; (1 =1,2) :
Fg 3, (ki koh) = C (Fﬁ (kih), Fy, (kgh)) ,

X X X

pour ky, ko € N.
Les valeurs de la fonction de masse de probabilité de ()Af 1,)?2),

f3, 5, (kih,kyh) = Pr (5(1 — kyh, Xy = /cgh) ,
sont déterminées comme suit. Pour k1 = 0,k =0, on a

ffl’fz (O’O) = Fgl’gz (070) :
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Pour k; € Nt et ks =0, on a

Iz,.%, (k1h,0) = Fg 5 (k1h,0) = Fg 5 (k1 —1)h,0).
Pour by =0et ky € NT, on a

f%,.%, (0,k2h) = Fg 5 (0,koh) — Fg 5 (0,(k2 —1)h).
Enfin, pour k1 € Nt et k» € NT, on a

f5, %, (kih,keh) = Fg ¢ (kih,koh)
- Fg x, (kih, (k2 = 1) h)
- Fg %, ((k1 — 1) h, k2h)
+ Fg 5, (ki = 1) h, (ke = 1) h).

On approxime la v.a. S par la S=X+X, € {0h, 1h,2h, ...}. La fonction
de masse de probabilité de S est donnée par

k
fa(kh) =" fz, %, (Gh. (k=) h),
7=0

pour k € N. Ensuite, il est aisé¢ de calculer Fg (kh) et toutes fonctions de

S, notamment les mesures de risque VaR, (g) et TVaR, (g)

Exemple 9.35 On suppose que X; ~ Pa(a;,A;) avec Ay = 11, Ay =
12, ay = 2.1, as = 2.2. On définit S = X1+ Xs. La fonction de répartition
conjointe de (X1,Xs2) est Fx, x,(x1,23) = C(Fx,(21),Fx,(z2)), ot
C(u1,u2) est une copule de Clayton avec paramétre de dépendance oo = 10.
On discrétise les variables aléatoires X1 et Xo jusqu’a 5000 avec les trois
méthodes de discrétisation et un pas de h = 1 pour évaluer la fonction de
répartition de S. Le tableau suivant présente les valeurs des VaR obtenues
avec les trois méthodes d’arithmétisation :

k| VaRg (g) upper | VaRg (5) dispersion | VaRg (g) lower
0.95 72 78 74
0.995 215 216 217

O

9.9.4 Méthode des carrés

Soit le couple de v.a. positives continues (X;, Xs5) dont la fonction de
répartition est F'x, x,. On présente la méthode des carrés pour évaluer Fg
ou S = X1 + X5. Cette méthode est une variante simplifiée de la méthode
AEP proposée par [3]. Evaluer Fg (s) revient & évaluer la probabilité que
(X1, X>) prenne valeur dans le triangle dont les coordonnées dans le plan
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cartésien sont (0,0), (0, s) et (s,0). L'idée de la méthode des carrés est de
recouvrir la surface triangulaire par des carrés. On définit la probabilité
attribuée au carré (ay,b1] X (aq,bs] par

C(a17b1]><(a2,b2] = Aalabl Aaz,bz FX17X2 ($1,$2)
= Pr(a1<X1§b1,a2<X2§b2).

A la premiére étape, on commence par évaluer approximativement Fig (s)
par ¢, (s) = §(0 s]x(0,5]° la probabilité que (X1, Xs) se trouve dans le carré
.5 .5

(0, %] X (O, %] A la deuxiéme étape, on ajoute la probabilité que (X1, X3)
prenne valeur dans

0 1s X(s S—i—S]U(S s+5}x 0 1s
"4 2’2 4 2’2 4 "4
et 'approximation devient
0y (8) = (s )+C(0 Le]x (2,2 4 1] +C(zs 204 12)(0,12]"
A la troisiéme étape, on a
®3 (S) = @9 (S) +C(07%}X(65 65+15} +C(z« 25+15}><(’15 ’15+15}
Tt e (e ] T ] (B )
Bref, on déduit la relation récursive

om— 1 1

b2

1\/

2 T ST ST

. :|><<Z(zm, 1o ,); 2(2m=1—1-j)s | ]’
27

pour m = 1,2, ... avec ¢, (s) = 0. Il est aussi possible d’écrire

La contruction des carrés est illustrée a la figure 9.15.

Pour tout s, ¢,, (s) va tendre vers Fg (s), lorsque m — oco. On évalue
approximativement Fs (s) par ¢,, (s) pour m élevé, en choisissant m de
telle sorte que la différence ¢,, (s) — @,,_1 (s) soit inférieure au degré
de précision choisi e. La valeur de m dépend de s et e. Etant donné la
construction de 'approximation, on mentionne que ¢,, (s) < Fs(s) et qu’il
en résulte que VaR, (S) < ¢, (k).

1\:

==

_]X<2(2" —1— 7)~7>(>k 71 7) ]

ok ok

v

Exemple 9.36 On considére le couple de v.a. (X1,Xs3) dont la lot
conjointe est définie par la copule de Frank avec un parameétre de
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FIGURE 9.15. La méthode des carrés est illustrée pour les étapes 1 (graphique
b), 2 (graphique c¢) et 3 (graphique d).

dépendance o et les deux marginales de Xy et Xo ot X1 ~ Xo ~ Exp(1).
On définit la v.a. S = X1 + Xa. On sait que E[S] =2, VaRyg95 (X1) =
VaRygo5 (X2) = 5.298317. Dans le tableau ci-dessous, on indique les

valeurs exactes de VaRg.ogs (S) (obtenues avec Maple~ pour a = —10
et 10) et les valeurs obtenues de ¢,, (VaRg.g95 (S)) avec la méthode des
carrés :

a | VaRo.995 (S) m=1 m=10 | m=19 | m =20
—10 6.11728655 | 0.9060989 | 0.9949849 0.995 0.995
10 9.08023745 | 0.9796857 | 0.9949826 0.995 0.995

On constate que la convergence est fort satisfaisante. [

Exemple 9.37 On considére le couple de v.a. (X1,Xs) dont la loi
conjointe est définte par la copule de Frank avec un parameétre de
dépendance a et les deux marginales de X; et Xo ou X7 ~ Pa(1.5,0.5)
et Xo ~ Pa(1.8,0.8). On définit la v.a. S = X; + Xa. On déduit
que E[S] = 2. Dans le tableau ci-dessous, on indique les wvaleurs
obtenues ,, (VaRggos (S)) avec la méthode des carrés et en fixant

VaR.95 (S) = ¢y (0.995) :

a | VaRo.995 (S) m=1 m=10 | m=19 | m =20
—10 25.99940 | 0.9851983 | 0.9949958 0.995 0.995
10 27.86633 | 0.9885939 | 0.9949958 0.995 0.995

A nouveau, la convergence de approximation est satisfaisante.
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FIGURE 9.16. Tllustration des méthodes lower et upper des rectangles pour
m=1et m=2.

9.9.5 Méthodes des rectangles

Soit le couple de v.a. positives continues (X;,Xs) dont la fonction de
répartition est Fx, x,. On définit S = X; + Xo. Deux approximations
de Fg (), que 'on appelle les méthodes lower et upper des rectangles, sont
aussi construites en recouvrant la surface triangulaire par des rectangles.

Selon la méthode lower des rectangles, on additionne les masses de
probabilité associées aux 2™ — 1 rectangles se trouvant en-dessous de la
diagonale 1 + z9 = s et on produit ’approximation Ag’m) (s) de Fs(s)
donnée par

AG™ (s)

2™ -1 . . . .
i 2™ —y (i—1) 2™ —q
— Z (FX1,X2 (2—mS, 2—ms> — FXl,X2 ( 2m S, 2m S>) .

i=1

De méme, pour la méthode upper des rectangles, on fait la somme des
masses de probabilité associées aux 2™ rectangles se trouvant en-dessus de

la diagonale x1 + zo = s menant a Papproximation Agu’m) (s) de Fs (s) qui
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est définie par

AG™ ()

om

1 2M+1—4 1—1 2™ 41—4
— Z <FX|7X2 <2—ms,27m8> 7FX|,X2 < 2m S, 2m S)) .

i=1

Les méthodes lower et upper des rectangles sont illustrées a la figure 9.16
pour m = 1 et m = 2. Clairement, on a

AG™ (5) < AGTH (5) < Fs (5) < AGTTH (5) < 45" (), (9.11)
pour s > 0 et m,k € NT. De plus, on a

lim AY™ (s) = Fg(s) et lim A%™ (s) — Fs (s).

m—0oQ m—00
Si on définit

N(l7m)

VaR,  (S)=inf {s e R, AL™ (5) > ,{}

et
N(u7 )

VaR,, " (S) = inf {s € R*,Agu’m) (s) > /{} ,
alors l'inégalité

(u,m) ——(l,m)

VaR, — (S)<VaR.(S)<VaR,  (S) (9.12)

est satisfaite pour 0 < k < 1.

Exemple 9.38 On considére le couple de v.a. (X1,Xs5) dont la loi
conjointe est définie par la copule de Clayton avec un parameétre de
dépendance oo = 4 et les deux marginales de X1 et Xs ot X1 ~ Exp(0.1)
et Xo ~ Exp(0.2). Les valeurs obtenues pour les deux approzimations
(avec m = 20) de Fs (s) ou S = X1 + Xo sont présentées dans le tableau
sutvant :

s [ AT () [ AT (s)

5 0.2713069 | 0.2713072
10 0.4656194 | 0.4656197
20 0.7184929 | 0.7184933
30 0.8632002 | 0.8632005
50 0.9753317 | 0.9753518
100 | 0.9998158 | 0.9998158
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Exemple 9.39 On considére le couple de v.a. (X1,X2) dont la loi
conjointe est définie par la copule de Clayton avec un parameétre de
dépendance o = 4 et les deux marginales de X et Xo ot Xi ~
Pareto(0.9,1) et Xo ~ Pareto(1.8,1). On reproduit dans le tableau
swivant les valeurs des deux approximations (avec m = 20) de Fg(s) ou
S=X1+ X5 :

s AL () | AL (s)
1 0.3158349 | 0.3158351
100 0.9836904 | 0.9836904

10000 0.9997487 | 0.9997487
1000000 | 0.9999960 | 0.9999960

Cet exemple est suggéré par [3]. O

Pour m et s fixés, la méthode des carrés et la méthode lower des
rectangles produisent des valeurs identiques. Les deux méthodes des
rectangles sont trés simples d’application. Comme lindiquent (9.11) et
(9.12), ces méthodes permettent d’encadrer la valeur exacte de Fg (s) et
VaR, (5).

9.9.6 Commentaires sur la méthode avec discrétisation
et la méthode des carrés

La méthode avec discrétisation permet d’évaluer toute fonction de (X7, X5)
alors que, dans sa forme actuelle, la méthode des carrés sert a évaluer
Fs et de déduire la VaR,, (S). Pour les deux méthodes, il est possible de
s’approcher de la valeur exacte avec un degré voulu de précision. Dans
[3], on présente la méthode AEP, une généralisation plus performante
de la méthode des carrés, améliorant la vitesse de convergence de
lapproximation. Décrites dans [15], les deux méthodes des rectangles
ont 'avantage d’approcher de la valeur exacte avec le degré voulu de
précision tout en produisant des bornes inférieure et supérieure pour cette
valeur.

9.10 Mesures de dépendance

Il existe différentes mesures pour quantifier la relation de la dépendance
ou 'association entre deux v.a. X1 et Xo. Dans cette section, on présente
briévement la mesure de corrélation linéaire, deux mesures de corrélation
de rangs et deux mesures de dépendance de queue.

On débute en indiquant les propriétés souhaitables pour une mesure de
dépendance.
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Propriétés 9.40 Les propriétés désirables pour une mesure de dépendance
7 (X1, X2) sont les suivantes :

1. Symétrie : 7 (X1, X2) =7 (X2, X1) ;

2. Normalisation : =1 < 7 (X1,X2) <1 ;

o

Comonotonicité : w(X1,X2) = 1 si et seulement si X1 et Xo sont
comonotones ;

4. Antimonotonicité : m(X1,Xs) = —1 si et seulement si X7 et —Xo
sont comonotones (ou X1 et Xo sont antimonotones) ;

Invariance : pour toute fonction strictement monotone ¢ : R — R,
on a

&

7w (X1, X2), si ¢ est croissante
—7 (X1,X2), si ¢ est décroissante

7 (0(6). %) = {

9.10.1 Mesure de corrélation linéaire

La définition du coefficient de corrélation de Pearson est fournie au chapitre
1. Le coeflicient de corrélation de Pearson mesure la relation de dépendance
linéaire entre les v.a. X et X5. En effet, si Xo = a + Xy et b > 0, alors

Cov (X1, X5) bVar (X1)
pp (X1, X2) = = =
V/Var (X1) Var (X)  +/Var (X7) b?Var (X;)
Au contraire, si 'on suppose que Xo = a+ bX; avec b= —cou ¢ > 0, il en

résulte que

Cov (X1, X3) —cVar (X;)

b (X1, Xo) = _ __
P ) \/Var(X1)Var(X2) \/Var(Xl)CQVar(Xl)

Le coefficient de corrélation de Pearson est invariant par rapport aux
transformations linéaires. Soient deux scalaires by, by > 0. Alors, on a

pp (a1 +b1X1,a0 + b2 Xo) = pp (X1, X2).

Toutefois, il ne permet pas de mesurer adéquatement la concordance (ou
Passociation) entre deux v.a. Il existe des mesures dites invariantes au
changement d’échelle, dont les deux plus populaires sont le tau de Kendall
et le tho de Spearman.

Il y a plusieurs problémes de perception liés au coefficient de corrélation
de Pearson. Notamment, il est faux de croire que les marginales et la
corrélation pour un couple de v.a. déterminent leur distribution conjointe.
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En effet, il est possible de construire différentes distributions pour le couple
(X1, X2) a partir des mémes marginales Fy, et Fx, et de différentes
copules. De plus, il est important de souligner que la valeur du coefficient
de corrélation de Pearson dépend des marginales.

Il est aussi erroné de croire que, pour toutes marginales Fi et F5 et pour
tout coefficient de corrélation pp (X1, Xa2) € [—1,1], il est toujours possible
de construire une fonction de répartition conjointe dont les marginales sont
F| et F; et la corrélation pp (X7, X3).

Le coefficient de corrélation linéaire de Pearson ne satisfait pas toutes
les propriétés désirables d’une mesure de dépendance, soient celles qui sont
liées & la comonotonicité, 'antimonotonicité et 1'invariance.

Proposition 9.41 Soit un couple de v.a. (X1, Xa) dont les marginales ont
des espérances et des variances finies ainsi qu’une fonction de répartition
non spécifiée. Alors, on a

1. les valeurs atteignables de pp (X1, X2) sont comprises dans intervalle
[plll;inapllgax] c [fla 1] >
2. la valeur pgi“ est atteinte si et seulement st les v.a. X1 et —Xo sont
comonotones ;

3. la valeur pp®* est atteinte si et seulement si les v.a. X; et Xy sont

comonotones.

Preuve. Voir e.g. [33] et [81]. m

Si les v.a. (X1, X2) sont non corrélées linéairement i.e. pp (X1, X5) =0,
cela n’implique pas qu’elles soient indépendantes.

L’exemple suivant fournit une illustration d’un cas ou pp (X1, Xs) est
strictement inférieur & 1 bien que X7 et X5 soient comonotones.

Exemple 9.42 Soit le couple de v.a. comonotones (Xi1,Xs) ot X1 ~
Exzp(l) et Xo ~ U(0,1). On a X; = —In(1-U) et Xo =U =1 —
exp (—X1). Tout d’abord, on déduit

E[X:Xs] = E[X; (1 —exp (—X1))] = E [X1] — E [ X1 exp (—X1)],

ol
1

E[X exp(—X1)] = /000 zexp(—z)exp (—z)de = 1

Il en résulte que E [X1X5] = % et pp (X1,X2) = i\/l = 0.866. [

Dans l'exemple suivant, on calcule les bornes pour pp (X7, X2) dans le
cas ol les marginales obéissent a des lois lognormales.

Exemple 9.43 Soient les v.a. X; ~ LN (ui,a?) pouri=1,2. Si (X1, X5)
forme un couple de v.a. comonotones ou antimonotones, on déduit que
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5 (X, Xp) = 2D SN, Xy) = ) p
pp (X1, X2) \/(60%71)(80571) ou pp (X1,X2) \/(e"§71)(e“§71) our
o1 = 2 et 09 = 3, on obtient pJIS (X1,X2) = 0.6107 et pp (X1, X2) =
—0.0015. I

Dans ’exemple suivant, on considére lois conjointes ot la corrélation est
nulle et on les compare a la loi conjointe avec indépendance.

Exemple 9.44 Soit une couple de v.a. (U1,U2) 00 U; ~U (0,1) (i=1,2)
et avec Cov(Uy,Us) = 0. On définit S = Uy + Us. Quatre hypothéses
considérées pour la loi conjointe de (Uy,Us) :

e hypothése 1 (copule de Fréchet) : Fy, u, (u1,u) = 4 max (uy + ug — 1;0)+
% min (u;us) ;

o hypothése 2 (indépendance) : Fy, 1, (u1,u2) = ugus ;
e hypothese 3 : Uy =U et Uy =20 — 1] 0a U ~ U (0,1) ;
o hypothese 4 : Uy =U et Uy =1 — |2U — 1| 02 U ~ U (0,1).

Pour les 4 hypotheéses, la valeur de pp (U, Us) est nulle. Les expressions
de Fs pour chaque hypothése sont les suivantes :

e hypothése 1 : Fg(z) = { 316

N 8

; 0<
z
1

x
+ 1

INIA

9 7

2 0<g<
ohypothése,?.'Fs(m):{;m’ Ow?xli11<m<2;
—Z -1, 1<z<

0,0<z<3

e hypothése 3 : Fs(z) =X 2(2z—1), $ <z <1 ;
2 1<a<?2
2 0<zx<1

e hypothese 4 : Fs(z) = ;(43373), 1§x§%
1, 3<z<2

Bien que les v.a. Uy et Uy soient non-corrélées pour les 4 hypothéses, on
constate dans la figure 9.17 que les valeurs de Fg different clairement. p(]

9.10.2 Mesures de corrélation des rangs et concordance

On considére une paire de v.a. continues (X7, X»). Les deux principales
mesures de corrélation des rangs sont le tau de Kendall et le rho de
Spearman.
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FIGURE 9.17. Courbes de Fs(s) (hypothése 1 = ligne avec traits et points;
hypothése 2 = ligne pointillée; hypothése 3 = ligne continue ; hypotheése 4 =
ligne avec traits).

Définition 9.45 Le tau de Kendall associé au couple (X1, Xs) est défini
par

7(X1,X2) = Pr{(X;—X7)(X2—X5)>0)
— PI‘((Xl — X{) (XQ — Xé) < 0), (913)

o (X{, X}) est indépendant de (X1, Xa) et posséde les mémes marginales
que (X1, Xa).

L’interprétation de (9.13) est donnée par
7 (X1, X5) = Pr(concordance) — Pr (discordance) .

Les valeurs possibles du tau de Kendall sont —1 < 7 (X1, X3) < 1. Si X et
X sont comonotones (antimonotones), cela implique que 7 (X7, X3) = 1
(=1). De plus, si les v.a. Xy et Xy sont indépendantes, cela implique
que 7(X1,X2) = 0. La valeur du tau de Kendall ne dépend pas des
marginales du couple (X7, X5). Le premier (deuxiéme) terme mesure la
probabilité d’observer des valeurs concordantes (discordantes). Ainsi, plus
la relation de dépendance entre (X7, X5) est positive (négative) plus la
valeur s’approchera de 1 (—1).

Le tau de Kendall est aussi appelé le coefficient de corrélation des rangs
de Kendall.
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Définition 9.46 Le rho de Spearman associé au couple (X1, X29) est défini
par

ps(X1,Xo) = 3Pr((X:-Xi)(Xo—X5)>0)
—3Pr (X1 — X{) (Xo — X5) <0),

ot (X1, X5) est indépendant de (X1,X2), (Xi-, X3) posséde les mémes
marginales que (X1, X3) et les composantes sont indépendantes.

Les valeurs possibles du rho de Spearman sont —1 < pg (X1, X2) <
1. Si Xy et X5 sont comonotones (anti-monotones), cela implique que
pg (X1,X5) =1 (—1). Dans le cas ot les v.a. X7 et X5 sont indépendantes,
cela implique que pg (X1, X2) = 0. Si la v.a. X3 a tendance & augmenter
(décroitre) quand X5 augmente, alors le tho de Spearman prendra une
valeur positive (négative).

Il est possible d’établir un lien entre rho de Spearman et le coefficient de
corrélation linéaire de Pearson. En effet, le rho de Spearman correspond &

ps (X1, X2) = pp(Fx, (X1), Fx, (X2)) (9.14)
E[U1Us] — E U] E [Us]
\/Var (Ul)Var (Ug)

= 12 (E [U, U] — %) , (9.15)

ol (9.15) est équivalent a
ps (X1, X3)

= /_00 /_OO (Fx, x, (z1,29) — Fx, (z1) Fx, (x2)) dFx, (1) dFx, (z2).

La transformation en (9.14) permet de tenir compte des rangs en éliminant
leffet des marginales.

Le tau de Kendall et le rho de Spearman sont invariants aux
transformations monotones. Si ¢;, ¢, sont deux fonctions croissantes,
(décroissantes) alors

7(¢1 (X1), P2 (X2)) = 7 (X1, X2)

et
ps (1 (X1), 0y (X2)) = ps (X1, X3).

Le tau de Kendall et le tho de Spearman satisfont les 5 propriétés
désirables d’une mesure de dépendance. Cela signifie que le tau de Kendall
et le tho de Spearman sont des mesures de concordance. Les v.a. X et Y
sont concordantes si les valeurs élevées de 'une tendent & étre associées aux
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valeurs élevées de l'autre et si les valeurs petites de I'une tendent a étre
associées aux valeurs petites de l'autre.

Il existe une relation entre le tau de Kendall et le rho de Spearman
donnée dans la proposition suivante.

Proposition 9.47 Soit un couple de v.a. continues (X1, Xa).

1. Pour 0 <7(X1,X3) <1, 0na

2
3T (Xl,XQ) —1 < ps (Xl,XQ) < 1427 (Xl,XQ) 7T(X1,X2) .
2 2
2. Pour =1 <7 (X1,X5) <0, 0na
(X1, X2)? 427 (X1, Xo) — 1 37(X1, Xa) + 1

< ps (X1, X3) <

2 2

Preuve. Voir e.g. [57] ou [85]. m

9.10.83 Mesures de corrélation des rangs et copule

Soit une paire de v.a. continues (X7, X5). L’expression en (9.13) du tau de
Kendall devient

T(Xl,XQ) =2Pr ((Xl — X{) (XQ — Xé) > O) —1.
De plus, on a

Pr((X; — X]) (X2 — X,) >0) = Pr(X;> X}, Xs>X})
+Pr (Xl < X{,XQ < Xé) .

On peut montrer que

1
Pr (X1 > X{,XQ > Xé) :/ / C(Ul,UQ) dC (Ul,UQ)
0 0

1 1
Pr(X; <X{,X2<X§):/ / C (u1,u2) dC (u1,us2)
o Jo

Il en résulte que 'on peut s’exprimer le tau de Kendall en fonction de la
copule associée a leur distribution conjointe

’T(Xl,XQ) = / / C ul,u2 dC(Ul,UQ) —1
UlaUQ)]
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En appliquant (9.15), 'expression du rho de Spearman peut aussi s’écrire
en fonction de la copule associée

1 1 1
Ps (Xl,XQ) = 12 (/ / C(ul,UQ) duldu2 - Z)
2L/iu/ uqu2dC'u1;uj

1
= 12E[C(Uy,Us)] —

On indique dans le tableau ci-dessous les expressions du tau de Kendall
et du rho de Spearman associées & certaines copules :

Copule T (X1, X2) | pg (X1, X2)
Clayton ) -
Normale 2 arcsin (a) | 2 arcsin (@)
Gumbel el -
Fréchet w (o —B)
EFGM 2 3
] : afB 3af
Marshall-Olkin oy 2a+B—2a8

Le tau de Kendall et le rho de Spearman pour une copule donnée sont
identiques & ceux de la copule de survie qui lui est associée.

9.10.4 Remarques

On a la remarque suivante concernant ’application de mesures de
corrélations des rangs aux v.a. discrétes.

Remarque 9.48 Mesures de corrélation des rangs et v.a. discrétes.
1l n’est pas possible d’appliquer directement le tau de Kendall et le rho de
Spearman pour mesurer la dépendance entre deux v.a. discrétes. Ce sujet
n’est pas traité dans le présent ouvrage.

La prochaine remarque est relative a la relation entre les mesures de
dépendance et 'indépendance.

Remarque 9.49 Mesures de dépendance et indépendance. Si les
v.a. X1 et Xo sont indépendantes, on a pp (X1,X2) = 0, 7(X1,X2) =
0 et pg(X1,X2) = 0. Toutefois, pp(X1,X2) = 0, 7(X1,X2) = 0 ou
pg (X1, X2) =0, nimplique pas l'indépendance.

9.10.5 Dépendance de queue

Afin d’examiner la dépendance de queue d’un couple de v.a. continues
(X7, X>), on a recours aux coefficients de dépendance de queue.
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Définition 9.50 Le coefficient de dépendance de queue supérieure est
défini par

Au (X1, Xp) = lim Pr (X1 > Fil (k) [ X2 > Fl (k)
K—1—
si cette limite existe.

Définition 9.51 Le coefficient de dépendance de queue inférieure est
défini par

AL (X1, Xp) = lim Pr(X; < Fyl (k) [ X2 < Fyl (K)),

k—0Tt

81 cette limite existe.

Les coefficients de dépendance de queue sont des mesures locales alors
que le tau de Kendall et le rho de Spearman mesurent la dépendance
sur ensemble de la distribution conjointe de la paire (X7, Xo). Elles sont
intéressantes pour analyser ’avénement simultané de valeurs trés élevées
ou tres faibles de (X1, X3).

Si Ay (X1, X2) € (0,1], on dit que les v.a. X7 et X5 sont asymptotiquement
dépendantes au niveau supérieur de la queue de la distribution. Si
Av (X1,X2) = 0, les vaa. Xy et Xy sont dites asymptotiquement
indépendantes au niveau supérieur de la queue de la distribution.

De méme, si Af, (X1, X2) € (0,1],les v.a. X1 et X5 sont asymptotiquement
dépendantes au niveau inférieur de la queue de la distribution. Si
AL (X1,X2) = 0, les via. X7 et Xy sont dites asymptotiquement
indépendantes au niveau inférieur de la queue de la distribution.

Dans le contexte de ’assurance, le concept de dépendance de queue
supérieure se révéle important. Soit un portefeuille avec deux lignes
d’affaires dont les cofits sont définis par les v.a. X7 et X5 avec Ay (X1, X3) €
(0,1]. Si un sinistre d’'un montant élevé survient dans une ligne d’affaires
alors la probabilité est non nulle qu'un sinistre avec un montant élevé
survienne dans 'autre ligne d’affaires.

Le concept de dépendance de queue inférieure est aussi important dans
le contexte des risques financiers ou les v.a. X; et X5 correspondent aux
rendements des titres 1 et 2. Si le titre 1 obtient un rendement fortement
négatif au cours d’une période et si A\r, (X1, X3) € (0, 1], alors la probabilité
est non négligeable que le titre 2 enregistre aussi un rendement fortement
négatif au cours de la méme période.

En fait, pour un couple de v.a. continues (X7, X2), les coefficients de
dépendance de queue dépendent uniquement de la copule C' associée a leur
distribution conjointe. Ainsi, on a

1—-2
Av(X1,X2) =My = lir§17 ulti(%u)

?
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et
. C(u,u
AL (X1, X2) = A = lim M,
u—0t u
si les limites existent.
Pour les principales copules archimédiennes, les expressions des
coeflicients de dépendance de queue sont :

Famille AL AU
Clayton -% 0
Frank 0 0
Gumbel 0| 2—2%
Ali-Mikhail-Haq 0 0

Pour la copule de survie associée a la copule C, les valeurs des coefficients
de dépendance de queue A, et Ay sont interchangées. Ainsi, pour la copule
de survie associée a la copule de Clayton, le coefficient de dépendance de
queue inférieure est nul et le coefficient de dépendance de queue supérieure
est 277,

Pour la copule normale avec « € ]0, 1], les coefficients de dépendance de
queue sont nuls, i.e. A\, = Ay = 0.

En revanche, pour la copule de Student de parameétres v et «, on a

Vitr/i-a
)

Pour « € ]0, 1], on observe que A;, = Ay tend vers 0 lorsque v tend vers co.

A=Ay =2ty (-

9.11 Dépendance positive par quadrant

On considere le couple (X7, X2) avec fonction de répartition Fx, x, €
r (FXw 7FX2)'

Définition 9.52 On dit que le couple (X1, Xs) est positivement dépendant
par quadrant (PQD) si

Pr (X1 > x1, X9 > ZL‘Q) > Pr (X1 > :L‘l)Pl‘(XQ > :L‘g),

pour x1, ro € R. Ainsi, la probabilité que les v.a. Xy et Xy premnent
simultanément des valeurs élevées est supérieure si elles sont positivement
dépendantes par quadrant que si elles sont indépendantes.

On a aussi une définition équivalente pour la dépendance positive par
quadrant.

Définition 9.53 Le couple (X1, X3) est PQD si

Fx, x, (x1,m9) > Fx, (z1) Fx, (22).
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ou

Fx, x, (z1,22) > Fx, (z1) Fix, (22) .

Dans la proposition suivante, on compare le comportement aléatoire
conditionnel de X sachant le comportement aléatoire de X, et le
comportement aléatoire marginal de X7.

Proposition 9.54 La paire (X1, X2) est PQD si et seulement si on a
Pr (X > 21| X2 > 22) > Pr(Xy > 7).

Dans la proposition suivante, on indique que la mesure de corrélation de
Pearson, le tau de Kendall et le tho de Spearman sont positifs si I’on sait
que le couple (X7, X3) est PQD.

Proposition 9.55 Si la paire (X1, X2) est PQD alors
pp (X1, X5)

T(Xl,XQ)

ps (X1, X2)

AARAVARLY

Preuve. Voir e.g. [57] ou [85]. m
Comme il est indiqué dans la proposition suivante, la propriété PQD est
conservée a la suite de transformations continues non décroissantes.

Proposition 9.56 Si (X1, X2) est PQD, alors (¢ (X1),09(X2)) est
PQD pour des fonctions ¢, et ¢q continues non décroissantes.

Preuve. Voir e.g. [57] ou [85]. m

La relation entre la propriété PQD pour un couple de v.a. continues et la
copule associée a leur distribution conjointe est fournie dans la proposition
suivante.

Proposition 9.57 Soit un couple de v.a. continues (X1, Xo) possédant la
copule C. Alors (X1,X3) est PQD si et seulement si

C(UI,UQ) Z Uiusg,
pour tout (uy,us) € [0,1]°.
Preuve. Voir e.g. [57] ou [85]. m

Exemple 9.58 La copule de Gumbel et de Clayton impliquent une
dépendance positive par quadrant. De plus, la copule de Frank implique
une dépendance positive par quadrant st o > 0.

La proposition tisse le lien entre la notion de dépendance positive par
quadrant et la covariance.
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Proposition 9.59 Le couple (X1, X2) est PQD si et seulement si

Cov (d)l (Xl) ) d)Q (XQ)) > 05

pour des fonctions ¢y, ¢ non décroissantes.
On peut aussi définir la notion de dépendance négative par quadrant.

Définition 9.60 On considére un couple de v.a. (X1, Xs) avec fonction de
répartition Fx, x, € I'(Fx,, Fx,). On dit que (X1,X2) est négativement
dépendant par quadrant (NQD) si

Pr(X; > x1,Xs > 29) <Pr(Xy; > ) Pr(Xe > x2),

pour x1, 2 € R.

La notion NQD s’interpréte comme suit. La probabilité que les v.a.
X1,Xo prennent simultanément des valeurs élevées est inférieure si
elles sont négativement dépendantes par quadrant que si elles sont
indépendantes.

9.12 Copules multivariées

9.12.1 Définitions et propriétés
On présente une bréve introduction aux copules multivariées.

Définition 9.61 Une copule multivariée C (uq, ..., u,) est une application
[0,1]" — [0,1] ayant les propriétés suivantes :

1. C(0,..,0) =0 ;
2. C(1,.,1)=1;

3. st une des composantes de C est u et les autres sont 1, alors la copule
prend la valeur u ;

4. si au moins une des composantes de C' est 0, alors la copule prend la
valeur 0 ;

la probabilité sur (a1,b1] X ...X (an,by] est positive i.e.

&

Aahbl Aaz,bz Aa,”b” C(Ul,’UQ, ,un) 2 0,
pour tout a; < by, ..., a, < by 0l

Aahbl Aambz Aa71,7bn C (ulau2a aun)

= D DY) C (g, ) > 0,
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avec uj1 = a; et ujo =b; pour j € {1,2,...,n}.
On présente la version multivariée du théoréme de Sklar.

Théoréme 9.62 Théoréme de Sklar Soit F € T'(F,,...,F,) ayant des
fonctions de répartition marginales F,, ..., F,. Alors, il existe une copule
C telle que pour tout x € R™

F (xla ey xn) =C (Fl (xl) JRREY) Fn (xn)) .

Si F,, ..., F,, sont continues, alors C est unique. Sinon, C est uniquement
déterminée sur RanFy X ... X RanF,. Inversement, si C' est une copule et
F, ... Fy sont des fonctions de répartition alors la fonction définie par

F (21, .x2) =C(F1(21), .y Fro (@)

est une fonction de répartition multivariée avec les fonctions de répartition
marginales F, ... F,.

Preuve. Voir e.g. [57] ou [85]. m

On présente 'expression de certaines copules multivariées accompagnées
de la méthode de simulation spécifique & chacune. Soient des v.a. X1, ..., X,
avec des marginales Fx,, ..., Fx, et dont la distribution conjointe est définie
par la copule C. Alors, on déduit X; = Fx, (U;), i = 1,...,n. Pour chaque
copule C, on indique la méthode permettant de produire une réalisation
du vecteur (Uy, ..., Uy,,) associée & la copule C.

9.12.2  Copule d’indépendance

La copule indépendance est définie par
CT(Ugy oy Up) = U U,
pour u; € [0,1], i =1,2,...,n.
Algorithme 9.63 Simulation des réalisations de (Uy,...,U,)

1. On simule les réalisations Vl(j)7 ey Vrfj) des v.a. indépendantes V1,
iy V00 V; ~ U (0,1) pouri=1,2,...,n.

2. On calcule Ui(i) = V(i), i=1,2,...,n.

7

9.12.8 Copule borne supérieure de Fréchet

La copule borne supérieure de Fréchet est représentée par

CT (ugy ey ) = min (ug;...;uy),
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pour u; € [0,1], i =1,2,...,n.
Algorithme 9.64 Simulation des réalisations de (Uy,...,U,)

1. On simule une réalisation V) de la v.a. V ~ U (0,1).

2. On calcule Ui(j) =V, i=1,2,..n.

9.12.4 Copule de Clayton

L’expression de la copule de Clayton est

1

o

Co (U1 ey up) = (Z u; = (n— 1)) ,

pour u; € [0,1],i=1,2,...,net > 0.

Algorithme 9.65 Simulation des réalisations de (Uy,...,U,)
1. On simule les réalisations Zl(j), ey Z}lj) des v.a. indépendantes 71,
weey Ty 0 Zy ~ Exp (1) pouri=1,2,..,n.

2. On simule la réalisation ©Y) de la v.a. © ~ Ga (é, 1).

_1
, @\ @
3. On calcule Ui(J) = <1 + ZT> ,i=1,...,n.

9.12.5 Copule de Frank
On définit par la copule de Frank par

pour u; € [0,1],i=1,2,...,net > 0.

Algorithme 9.66 Simulation des réalisations de (Uy,...,U,)
1. On simule les réalisations Z%j), e Zy(lj) des v.a. indépendantes Zy,
ey Zn 00 Z; ~ Exp (1) pouri=1,2,...,n.

2. On simule la réalisation ©Y) de la v.a. © de loi logarithmique avec
parametre vy =1 —e™ .
7
n(l—ye ©@)

3. On calcule Ui(j) =1 ETE i=1,...,n.
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9.12.6 Copule de Gumbel
La copule de Gumbel est définie par

Ca (ula aun) = exp ( {Z (7 lnui)a}> s

i=1
pour u; € [0,1],i=1,2,...,net @ > 1.
Algorithme 9.67 Simulation des réalisations de (Uy,...,U,)

(4)

1. On simule les réalisations Zy°/, ..., Z}lj) des v.a. indépendantes 71,
weey Ty 0 Z; ~ Exp (1) pouri=1,2,..,n.

2. On simule la réalisation ©U) de la v.a. © de loi Stable (¢,1,7,0) ou
=12 ety=(cos(£))" (@>1).

1
; @\ =
3. On calcule Ui(j) = exp < (gm) > ,i=1,..,n.

9.12.7 Copule normale

On définit la copule normale par
Co (U1, ey tiy) = @, (<I)_1 (u1) ..., @1 (un)) ,

pour u; € [0,1], i =1,...,n et avec

1 o - o
aig 1 - g,
a= ;
Q1p  Qop o 1

ol a;; € [0,1], ¢ < j €{1,2,...,n}.
Algorithme 9.68 Simulation des réalisations de (Uy,...,U,)

1. On simule une réalisation (Zl(j),..., ij)) du wvecteur de wv.a.

(Z1, .y Zp) 00 (Z1,...,2Z,) obéit & une loi normale multivariée
standard avec une matrice de coefficients de corrélation a.

2. on calcule Ui(j) =0 (Zi(j)>, t=1,...,n.
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9.12.8 Copule de Student
La copule de Student est définie par

Cro (Uty oo ttn) = tyo (8, (W) ooty (un))

pour u; € [0,1], i =1,...,n et avec

1 o -+ ag
a1 0 ag,
g f
q1n Qon tte 1

ol a; € [0,1],4 < j€{1,2,...,n}.

Algorithme 9.69 Simulation des réalisations de (Uy,...,U,)

1. On simule une réalisation (ij),...,ZT(Lj)> du wvecteur de wv.a.

(Z1, s Zn) 00 (Z1,..., Zpn) obéit & une loi de Student multivariée
standard avec une matrice de coefficients de corrélation a.

2. On calcule Ui(j) =1, (Zi(j)> ,i=1,..,n.

Si a est égale & la matrice identité, cela n’implique pas l'indépendance
comme c’est le cas pour la copule normale.

9.12.9 Remarques

Pour les copules de Frank, de Clayton et de Gumbel, on remarque que le
parameétre de dépendance a est le méme pour toutes les paires de v.a.
au sein de la copule. En revanche, les copules normale et de Student
permettent d’avoir des parameétres de dépendance différents selon les paires
de v.a. de la copule. 1l existe aussi des extensions multivariées aux copules
de Marshall-Olkin, de Eyraud-Farlie-Gumbel-Morgenstern (EFGM), de de
Ali-Mikhail-Haq et Plackett mais ’espace manque afin de les présenter.

9.12.10 Copules archimédiennes et méthode de
Marshall-Olkin

On peut construire des copules archimédiennes multivariées avec le
générateur ¢ par le biais de la relation

Cut, oy tin) = ¢ H(ur) + .. + dun)}. (9.16)

Il est démontré dans [65] que, si ¢ est un générateur strict d’une copule
archimédienne, (9.16) correspond & une copule pour tout n si et seulement
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si qﬁfl est une fonction complétement monotone. Une fonction décroissante
g est complétement monotone sur [a, ] si elle satisfait la propriété suivante

drg (t
(—1)* dgﬂg)zo, keN, te(ab).

Les fonctions inverses des générateurs des copules de Frank, de Clayton et
de Gumbel sont complétement monotones sur [0, 0o], ce qui signifie que 'on
puisse construire avec (9.16) une version multivariée de ces copules pour
toute dimension n voulue.

Une fonction inverse d’un générateur qui est complétement monotone
sur [0, 00] correspond (& une constante prés) a la transformée de Laplace
associée & une distribution de probabilité définie sur RT. Soit une fonction
de répartion Fg d’une distribution de probabilité définie sur RT avec
Fo (0) = 0. Alors, on définit la transformée de Laplace-Stieltjes par

Fo (1) :/ e "dFe (8),t > 0.
0

En supposant que ﬁ@ (00) = 0, il est possible de montrer que ﬁ@ est
complétement comonotone.
On observe la relation suivante entre la transformée de Laplace et la
f.g.m. d’une loi : N
Fo (t) = Mo (~1).

Dans le cas de la copule de Clayton, l'expression de linverse du
générateur est donnée par

671 () = (1+50) =

ce qui correspond a la transformée de Laplace de la distribution gamma
avec parametres % et 1.
L’inverse du générateur de la copule de Frank, défini par

57 = (1 (e o).

est la transformée de Laplace de la loi discréte logarithmique. En effet,

en posant —a = In(1—+) et —s = ¢, on retrouve la f.g.m. de la loi

logarithmique (voir [66] pour une description de la loi logarithmique).
Pour la copule de Gumbel, I'inverse du générateur est

ORI

est la transformée de Laplace de la loi stable. On peut consulter [86] pour
un exposé détaillé de la loi stable.



390 Théorie des copules et agrégation des risques

Afin de montrer le lien entre une copule archimédienne et I'utilisation
de la transformée de Laplace, on rappelle briévement la méthode de
construction de lois multivariées par mélange commun qui est due a
[80] et [87] et qui est expliquée & la sous-section 8.5.7. Soient les v.a.
indépendantes Y; ~ Ezp (1), pour i = 1,2,...n, et la v.a. © définie sur R™

~

avec Fg (0) = 0 et transformée de Laplace Fg. Alors, on définit la fonction
de survie conjointe du vecteur de v.a. (Xi, ..., X,,) avec

FXh---,Xn (IL‘I, ,{L‘n) = / He_gwi’dF@ (9) = ﬁ@ (Z :L’,L> (917)
0 =1 i=1

dont les fonctions de survie marginales sont

FXi (xz) = /OOO e_gmidF@ (9) - ﬁ@ (xz)a (Z - 1525 ’n) (918)

En posant z; = ﬁ(;l (FX,; (:L’,L)) que l’on remplace dans (9.17), on obtient

FXh---,Xn (IL‘I, ,{L‘n) = ﬁ@ (Z ﬁél (FX, (ZL’Z))> .
i=1

On applique la méthode par inversion de construction des copules et on
obtient des copules

C (ui, ..., un) = Fo (ﬁ(gl (1) + ... + F5 (un)) . (9.19)

En posant ﬁ@ =¢ let ﬁ(;l = ¢, on retrouve l'expression en (9.16).

Cette approche a conduit a la méthode de construction de Marshall-Olkin
décrite dans [43], [57] et [81]. On en donne un bref apercu dans la
proposition suivante.

Proposition 9.70 Soit la v.a. © définie sur RT avec Fg(0) = 0 et
transformée de Laplace Fg. On pose Fg (00) = 0. Soit le vecteur de v.a.
(U1, ..., Uyn) qui sont conditionnellement indépendantes sachant © avec

Frjo—g (ui) = exp (79}5@_1 (ul)) , pouru; € 0,1] eti=1,2,...,n.

Alors R R
Fiy oo, (1,0 tn) = Fo (B (wn) + o+ B ()

est une copule archimedienne avec le générateur ¢ = F(gl. Voir ausst e.g.

[43], [57] et [81]

Preuve. La preuve est indiquée dans le développement ci-dessus. Voir aussi
e.g. [43], [57] et [81]. m
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La proposition 9.70 conduit & l’algorithme suivant de simulation des
réalisations de la copule définie en (9.19).

Algorithme 9.71 Simulation pour une copule archimédienne avec
transformée de Laplace telle que définie en (9.19).

1. On simule n v.a. indépendantes 7, ..., Z, de loi exponentielle avec
moyenne 1.

2. On simule une v.a. Y de loi dont la tranformée de Laplace ﬁy
correspond a l'inverse du générateur de la copule voulue.

3. On calcule U; = Fy (27) ,i=1,...,n.

Les cas particuliers de ’algorithme 9.71 dans le cas des copules de Frank,
de Clayton et de Gumbel sont fournis dans les sous-sections 9.12.5, 9.12.4
et 9.12.6.

9.13 Echangeabilité

Un vecteur de v.a. X = (X1, ..., X,,) est échangeable si

(Xh 7Xn) i (Xp(1)7 7Xp(n)) 3

pour toute permutation (p(1),...,p(n)) de (1,...,n). Une copule est dite

échangeable si elle est la fonction de répartition de v.a. échangeables de loi

U(0,1). Les copules de Clayton, de Frank et de Gumbel sont des exemples

de copules multivariées avec composantes échangeables. En fait, les copules

archimédiennes définies par le biais d’un seul générateur ¢ : C(ug, ..., u,) =
_1{(/)(u1) + ... + ¢(uy,)} ont des composantes échangeables.

Exemple 9.72 On considére un portefeuille de m titres avec risques de
défaut. Pour le titre i (i = 1,2,...,m), le montant en vigueur est m et
la durée jusqu’au défaut est représentée par la v.a. T; (i = 1,2,...,m).
On suppose une perte totale du montant en vigueur en cas de défaut. On
examine le comportement aléatoire du nombre de défauts pour l’ensemble

du portefeuille N =" 1(T; < 1) ou

1Ty <1) = 1, si T; <1 (le défaut survient durant | annee}
‘= 0, si T; > 1 (sinon)

La fonction de répartition de (Th,...,T.,) est définite par la copule
multivariée et les marginales

Fr, .1, (t1y s tm) = Co (P, (81) ..y Fr, (tm)) -
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Le vecteur de v.a. (T4, ..., Try) est échangeable. On calcule les valeurs exactes
de la fonction de masse de probabilité Pr (NPTF = k) (pourk =0,1,....m)
en procédant selon l'approche décrite comme suit. On définit [’événement
E7" comme étant l'ensemble de toutes les permutations comptant k titres
faisant défaut et m — k titres ne faisant pas défaut. L’ensemble EFm)
comporte (') éléments

Bhm = Lebm) g (™
{61 3 ) » k »
(k.m)

ote; est le i-eme élément. Puisque les v.a. 11, ..., Ty, sont identiquement

distribuées, on a
() = ()

pour 7é i'. On peut voir eg m) comme un vecteur avec k «1» et m — k

«0». Par exemple, pour m =3, on a

E(O’S) = {(0,0,0)}

E03) = {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)}
E®Y = {(1,1,0),(1,0,1),(0,1,
EGY — [(1,1,1)}.

On déduit que

Pr(N = k) = Pr (E(’“'”) - (T]:) Pr ({e§’“m)}) . (9.20)

On évalue Pr ({egk’m)}> avec

Pr ({egk,m)}) zm: ( )pr( ATy <13 ,00L  {Ty < o0})

= (9.21)

ot 'on convient que

Pr (N7 {T; < 1}, N7 {Tj < o0}) =
Pr(jl{T <1}, NjLou {Ty <oo}) _

r (N7, {1y < 1}),
r (N7 {T; < oo}).
0

Dans le prochain exemple, on fournit une illustration numérique de
Pexemple 9.72.
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Exemple 9.73 Dans l'exemple 9.72, on fire m = 20, T; ~ Exp (%) avec

Fr, (1) = 0.117503097 (pour i = 1,2,...,20) et on considére la copule de
Clayton avec a = 1 et 3. Peu importe la valeur du paramétre de dépendance

a, E[N] = 2.350062. A partir des relations de l'exemple 9.72, on a obtenu
les valeurs suivantes :

1 3
Var (N) 20.54639 | 32.27652
Pr(N=0) | 0.62766 | 0.80112
Pr (N =1) | 0.08357 | 0.01980
Pr(N=m) | 0.00661 | 0.04331
VaRo.0s (N) 1] 19
TVaRo.os (N) | 17.01151 | 19.86622

Comme Uindiquent les résultats obtenus, lorsque la relation de dépendance
augmente, la probabilié d’avoir un nombre élevé de défauts augmente de
fagon significative. Le phénoméne devient plus marquant quand le nombre
de titres du portefeuille augmente. []

9.14 Impact de la dépendance et ordre
supermodulaire

Afin d’examiner 'impact de la dépendance sur le comportement aléatoire
des cotits d’un portefeuille, on a recours a lordre supermodulaire. Ce
dernier est un ordre stochastique multivarié qui permet de comparer les
structures de dépendance de vecteurs de v.a. qui ont les mémes distributions
marginales. Dans cette section, on se limite & présenter les résultats en
indiquant les références pour les détails dans les notes a la fin du chapitre.

9.14.1 Définitions
On introduit la notion de fonction supermodulaire.
Définition 9.74 Une fonction g : R™ — R est dite supermodulaire st
G X1y ey T €y, T+ 0y ey ) — G(T1, ooy T €, e Ty ey Tim)
> (@1 ey Ty ooy T F Gy, Tin) — G(B1, ooy Ty oy Ty ooy T
est vraie pour tout x = (z1, ...

JIm) ER™ 1 <i<j<mettoute, §>0.
Proposition 9.75 Si une fonction g est dérivable deux fois, alors g est
dite supermodulaire si et seulement si
32
x) >0,
s 8xjg( ) >

pour tout t E R™ and 1 <i < j<m.
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Preuve. Voir e.g. [9] et [80]. m
Par exemple, les fonctions g(z1,...,%m) = Y iy Tiy G(T1s ey Tpn) =
S (@i — d)? et glan, e ) = (S0, @ — d)_. sont supermodulaires.

Définition 9.76 Soient les wvecteurs aléatoires X = (Xi,...,X,) et
X = (X{, e X;) o, pour chaque i, X; et X; ont les mémes distributions

marginales (i.e. X; ~ X; pour i =1,2,...,n). Alors, X est inférieur o X'
selon Uordre supermodulaire, noté X =gn X', sion a E [g(X)] < E [g(X")]

pour toutes les fonctions supermodulaires g, quand les espérances existent.

Dans le cas ou n = 2, 'ordre supermodulaire correspond & l'ordre en
concordance ou & l'ordre en corrélation.

9.14.2  Ordre supermodulaire et ordre convexe univarié

Soient deux vecteurs de v.a. X = (X1,...,X,) et X' = (X{,...,X;) ou,

pour chaque i, les v.a. X; et X; ont la méme distribution marginale F; (i.e.
X; ~ X; pour i = 1,2,...,n). On définit S = Y7 | X; et S = 3" | X/,
En raison des hypothéses concernant X et X', on a E[S] = E[S]. La
proposition suivante permet de déduire la relation entre S et S’ en se basant
sur la relation d’ordre entre X et X'.

Proposition 9.77 Si X <um X', alors on a S <., S'.

Preuve. Voir e.g. [9]. =

Par conséquent, si on parvient a établir I'ordre supermodulaire entre
X et X' alors on a S <. S’. Cela implique que 74 (S) < 74 (S") pour
tout niveau de rétention d > 0 et TVaR, (S) < TVaR, (S’) pour tout
0<a<l

9.14.3 Ordre supermodulaire et comonotonicité

On présente certains cas ou il est possible d’établir ’ordre supermodulaire
entre deux vecteurs de v.a. X et X'. La proposition suivante correspond
a l'inégalité de Lorentz. La proposition permet de comparer selon l'ordre
supermodulaire un vecteur de v.a. avec une relation de dépendance
quelconque et un vecteur de v.a. comonotones.

Proposition 9.78 Soient les vecteurs aléatoires X = (Xq,..,X,) et
XM = (X, ., XE™) ou, pour chaque i, X; et X{™ ont les mémes
distributions marginales (i.e. X; ~ X pour i = 1,2,..,n) et les

composantes X™ ..., XE™ sont comonotoniques. Alors, on a X =g X,

Preuve. Voir e.g. [9]. ®
Selon la proposition précédente, la comonotonicité correspond & la plus
forte relation de dépendance selon 'ordre supermodulaire.
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9.14.4  Ordre supermodulaire et indépendance

La proposition suivante permet de comparer selon 'ordre supermodulaire
un vecteur de v.a. dont les composantes sont indépendantes avec un vecteur
de v.a. ayant une relation de dépendance quelconque entre les composantes.

Proposition 9.79 Soient les vecteurs aléatoires X = (Xq,...,Xp) et
xind — (X}”d,...,X;”d) ot, pour chaque i, X; et X" ont les mémes
distributions marginales (i.e. X; ~ X" pour i = 1,2,..,n) et les

composantes X" ... X4 gont indépendantes. De plus, on suppose que
les composantes de X sont positivement corrélées. Alors, on a X <4 X.

Preuve. Voir [84]. m

9.14.5 Ordre supermodulaire et copules

Il est possible de relier 'ordre supermodulaire au paramétre de dépendance
d’une copule multivariée.

Proposition 9.80 Soient les vecteurs aléatoires X = (X¢,...,X7) et
X’)‘/ = (Xf‘/,...,XfL‘/) ot X ~ Xf‘/, pour i = 1,2,...,n. La structure de
dépendance de X* (et de Xo‘/) est définie par la copule C,, (et la copule
Cor ). On a les résultats suivants :

e 51 C, et Cy sont des copules de Frank et si a < o, alors, on a
X% <om X

e Si C, et Cy sont des copules de Clayton et si o < o, alors, on a
X% <om X
e Si C, et Cyp sont des copules de Gumbel et si a < o, alors, on a
X% <om X
Preuve. Voir e.g. [25]. =

Remarque 9.81 Dans les exemples 9.22, 9.23 et 9.73, Uimpact du
parametre de dépendance o« sur la TVaR se vérifie en utilisant les

propositions 9.80, 9.77 et 7.50.

9.14.6  Ordre supermodulaire et loi de Poisson multivariée

Dans la proposition suivante, on cite un résultat relativement a la loi de
Poisson multivariée définie via les chocs communs.

Proposition 9.82 Soient les v.a. indépendantes Ky, Ky, ..., K, avec
K, ~Pay),i=01,...,n et 0 < ap < min(Ag5...50,), a1 = Ay — ay,
. Qp = Ap — aqg. On définit My = K1 + Ky, ..., M, = K, + Ky. Ainsi
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M(ao) - (M(O‘”) .,My(lao)> obéit ¢ la loi de Poisson multivariée avec

M(ao) ~ Pois(N;), i = 1,2,...,n, et avec un paramétre de dépendance
0 < ap < min(A;...5A,). Alors, on a M(D‘O) <o M(D‘O) quand
0<ag<ay<min(Ag;...;A,).

Preuve. Voir [84]. =

9.14.7 Ordre supermodulaire et lois composées multivariées

Dans la prochaine proposition, on compare deux vecteurs de v.a. obéissant
a des lois composées multivariées.

Proposition 9.83 Soient les vecteurs de v.a. N et N'. On définit X; =
Z,ZLI By 0t B; 1, ..., B n, sont i.i.d. (on note B, ~ B;) et indépendants
de N;. On définit aussi X = S0, B ot Bly,...,B] y, sont i.i.d. (on
note Bj, ~ Bj) et indépendants de N;. On suppose que B; ~ Bl, (i =
1,2,...,n). Si N =gm N, alors X <. X'.

Preuve. Voir e.g. [25]. =

Remarque 9.84 Pour ’exemple 8.24, 'impact du paramétre de dépendance
ag sur la TVaR est démontré en appliquant successivement les propositions

9.82, 9.83, 9.77 et 7.50.

9.14.8 Ordre supermodulaire et bornes de Fréchet
Soit un couple de v.a. (X7, X2) ou Fx, x, appartient a la classe de Fréchet
générée a partir des marginales Fx, et Fx,. On définit les deux paires de
a. (Xf,X{) et (Xf,X;r) ol
X; = F);ll(U)aX;:Fil(l_U)v
X = FU), X5 =Fg (1-U),
ot U ~ U(0,1). Les fonctions de répartition conjointes de (X;,X;)

et (Xf' ,X;' ) correspondent respectivement aux bornes inférieure et
supérieure de Fréchet, i.e.

Fy- x; (@1,22) = max(Fx, (z1) + Fx, (v2) — 1;0),

FXj,X; (x1,22) = min(Fx, (z1);Fx, (z2)).
Proposition 9.85 Pour tout couple (X1,X>), on a

(Xl aX ) sm (XlaXQ) sm (Xf_vX-i—)
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Preuve. Voir e.g. [24]. ®
En appliquant simultanément la proposition 9.85 et la proposition 9.77,
on déduit que

X7 4+ Xy Zea X1+ Xo =ep X+ X5,
ce qui implique notamment
TVaR, (X; + X5 ) <TVaR. (X1 + X2) <TVaR, (X; + X)),
pour k € (0,1), et
X +x; (d) < 7x,4x, (d) < Txf+x) (d),

pour d > 0.

9.15 Notes bibliographiques

On recommande [57] et [85] pour un exposé général sur les copules, sur
les mesures de dépendance et les notions de PQD. De plus, pour un
traitement de la dépendance dans le contexte de actuariat et de la gestion
quantitative des risques, on mentionne [10], [13], [24], [81] et [105] ainsi
que les références mentionnées dans la bibliographie de ces ouvrages.
Une excellente introduction aux copules dans le contexte de ’actuariat,
ayant fortement contribué a la diffusion de la théorie des copules hors
des cercles restreints des passionnés, est présentée dans [43]. De plus,
[33] a aussi servi a faire connaitre la modélisation via les copules en
gestion quantitative des risques. On peut aussi consulter [103] pour une
introduction a la modélisation des copules. On mentionne aussi [47] et [68]
pour une bréve introduction a la théorie des copules. De plus, il est aussi
intéressant de consulter [48] concernant une étude sur les progrés de la
recherche dans la théorie des copules en mathématiques, en statistique,
en actuariat et en finance. Pour obtenir plus de détails sur la famille de
copules archimédiennes, on peut consulter e.g. [43], [57], [81] et [85], oi
P’on traite aussi des copules archimédiennes non échangeables.

Une excellente synthése sur I'utilisation des copules avec des distributions
de fréquence est réalisée dans [46].

Dans [7] et [18], on développe des expressions analytiques de la fonction
de répartition et de la TVaR de la somme de v.a. dont la distribution
conjointe est définie par une copule. Pour un traitement général des bornes
inférieure et supérieure de la VaR, on recommande [106] qui poursuit et
développe les résultats obtenus par [42], [41] et [76]. Cette méthode a été
introduite en actuariat par [25] et elle a été aussi examinée en profondeur
par [36] et [37]. La méthode est aussi présentée dans [24] et [81]. La méthode
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d’agrégation avec discrétisation est décrite dans [7]. La méthode des carrés
est une version simplifiée de la méthode AEP qui est présentée dans [3].

Le concept de dépendance positive par quadrant a été introduit par [73].
Les deux principaux ouvrages généraux sur les ordres multivariés sont [84]
et [96]. L’ordre supermodulaire a été défini par [97] et il a été introduit
en actuariat par [8] et [83]. Pour des applications en actuariat, on peut
consulter e.g. [26] et [56].

9.16 Exercices

1. Soit le couple de v.a. (X1,X2) o0 Fx, x, € I'(F1,F) ot Fy est
la fonction de répartition d’une loi Béta (o =2,5=1) et Fy est la
fonction de répartition d'une loi U (0, 1). Calculer les valeurs minimale
et maximale que peut prendre le coefficient de corrélation de Pearson
pp (X1, X2).

2. Soit le couple de v.a. (X1,X3) dont la fonction de répartition
conjointe est définie par la copule de survie C (uy,us) associée a
la copule de Clayton C (uy,us) (avec un paramétre de dépendance
a = 3), une marginale Pareto pour Xy (X; ~ Pa(2.5,1.5)) et une
marginale Pareto pour X (X9 ~ Pa(2.2,1.8)).

(a) Développer expression de la copule de survie C (u1,uz) associée
a la copule de Clayton.

(b) Développer I'expression de Fy, x,. Calculer Fyx, x,(25,30) et
Pr(X; > 25, X5 > 30).

(c) Développer les expressions de 6’2|1 (u1,uz) et de Fx,|x,—z, (T2)-
Calculer Fx,|x,—25 (30).

(d) Développer les expressions de ¢(uq,ug) et de fx, x,. Calculer
fx,.x, (25,30).

(e) On définit S = X; + X,. Utiliser la méthode des carrés pour
évaluer une approximation de Pr (S < 40) avec n = 20.

3. Soient la copule de Clayton, la copule de survie associée a la copule de
Clayton et la copule de Gumbel dont les parameétres de dépendance
sont calculés de telle sorte que le tau de Kendall est de 50 %. Calculer
C (u1,u2) pour les trois copules ainsi que la copule d’indépendance
et la copule borne supérieure de Fréchet en fixant uq; = ugy = 0.99.

4. Soit le couple de v.a. (X1, X2) dont la fonction de répartition
conjointe est définie par la copule de Gumbel (avec un parametre
de dépendance « = 5), une marginale exponentielle pour X; (X7 ~
Ezp (55)) et une marginale gamma pour X» (X2 ~ Ga(2,0.2)).
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(a) Développer 'expression de Fx, x,. Calculer Fx, x, (50,30) et
PI"(X1 > 50, Xo > 30)

(b) Développer les expressions de Cy|1 (u1,u2) et de Fx,|x, —z, (22).
Calculer Fx,|x,—s50 (30).

(c) Développer les expressions de c(u1,u2) et de fx, x,. Calculer
fx,.x, (50,30).

(d) On définit S = X; + X,. Utiliser la méthode de discrétisation
lower avec h = 1 pour évaluer Pr (S < 150). Evaluer VaRg 99 (S)
et TVaRO.gg (S)

(e) Utiliser la méthode de discrétisation lower avec h = 1 pour
évaluer E [g (X7, X2)] avec

g (1, 22) = min {z1,100} + min {max {% - 0.1;0} ;0.6} Ta.

(21.4798)

5. Soient les v.a. X1 ~ Pa(1.5,5) et X ~ LN (6,2%). On définit la v.a.

S = Xy + Xs. Calculer les valeurs VaR(™ (S) et VaR,(JL) (S) pour
k= 0.95 et 0.995 avec n = 106.

6. Soit le copule de v.a. (X1, X2) dont la fonction de répartition

conjointe est définie par la copule de Frank, X; ~ FEap (ﬁ) et

Xo ~ LN (5,22). On définit les v.a. S = X1+ Xg et T = X7 — Xo.
On a recours au GNPA défini & 'algorithme 5.1, ou la relation
récurrente est &, = (ax,—1 + ¢)modm (n =1,2,...) avec a = 41 358,
c=0,m =2 147 483 647 et 2o = 343 463 463. La n-iéme réalisation

produite par GNPA est désignée par V() = Z= On produit dans
Pordre 100 000 réalisations de (X7, Xs) en utilisant la méthode
conditionnelle afin de produire les 100 000 réalisations de S et de T'.
Simuler dans I'ordre les paires de réalisations indépendantes de la loi

uniforme i.e. on doit avoir

. 251 27

j Vl( J ) V2( 7)
1 [ 0.318375756 | 0.384504876
2 | 0.352653871 | 0.058777102

Pour la réalisation j, on utilise (V(2j*1),V(23‘)) pour produire la
(9)

réalisation (Ul(j), 23‘)

sait que E [S] = 1596.6332 et E [T] = —596.6332.

du couple (Uy,Us) associée a la copule. On

(a) On suppose que le paramétre de dépendance o de la copule
de Frank est —10. A partir des réalisations de S et T, calculer
des approximations de VaRy (S), VaR.(T), TVaR, (S) et
TVaR, (T) pour £ = 0.5 et 0.995. Les premiéres réalisations
de X7 et X5 sont 603.403 et 84.63605. A partir des 100 000
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réalisations, les approximations obtenues de E [S] et E [T] sont
1583.671 et —587.705.

(b) On suppose que le paramétre de dépendance o de la copule
de Frank est 10. A partir des réalisations de S et T, calculer
des approximations de VaRy (S), VaR,(T), TVaR, (S) et
TVaR, (T) pour £ = 0.5 et 0.995. Les premiéres réalisations
de X, et X, sont 603.4032 et 685.338. A partir des 100 000
réalisations, les approximations obtenues de E [S] et E [T] sont

1614.672 et —618.706.

Soit le couple de v.a. (X7, X2) dont la fonction de répartition
conjointe est définie par la copule C, une marginale Pareto
pour X1 (X1 ~ Pa(1.5,15)) et une marginale Pareto pour Xs
(X2 ~ Pa(2.2,18)). On définit S = X; + X3. Dans les questions
suivantes, on consideére les copules de Clayton et de Gumbel de telle
sorte que le tau de Kendall est de 0.6.

(a) Calculer Pr(X; > 100, X3 > 200) et Pr(X; > 100|X5 > 200).

(b) Utiliser la méthode des carrés pour évaluer Pr (S < 500) avec
n = 20.

Soit la via. X = B X 1{{r <—0.1}u{Ry,<—0.1}}, Teprésentant les cotits
pour une institution financiére a la suite d’une débacle sur les marchés
financiers. Les v.a. Ry et Ry représentent les rendements quotidiens
de deux indices boursiers connus. La v.a. B ~ Pa(1.5,1000) est
indépendante du couple de v.a. (Ry, R2). La loi bivariée entre R
et Ry est définie par les marginales

Ry ~ N (0.08,0.2%),
Ry ~ N (0.085,0.3%),

ainsi que par la copule de Gumbel avec o = 4.

(a) Développer l'expression de E [max (X — d;0)].
(b) Calculer £ I:]'{{RW S—O.l}U{RzS—O.l}}] .
(¢) Calculer E [max (X — d;0)] avec d = 9000.

Soit le vecteur de v.a. (X1, X2, Xs) dont la fonction de répartition
conjointe est définie par la copule multivariée C', X1 ~ LN (5,22),
Xo ~ Exp (5(1)—0) et X3 ~ Pa(2.8,1800). On suppose que 7 (X1, X3) =
0.5, 7(X1,X3) = 0.7 et 7(X3,X3) = 0.3. On définit la v.a. S =
X1 + X5 + X3. On a recours au GNPA défini a algorithme 5.1, avec
a =41 358, ¢ = 0, m = 2 147 483 647 et g = 343 463 463. On
produit dans l'ordre 100 000 réalisations de (X7, X2, X3) en utilisant
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10.

11.

les algorithmes de simulation propres aux copules normale et de
Student afin de produire les 100 000 réalisations de S. La valeur de
E[S] est 2596.633.

(a) La copule C est la copule normale. A partir des réalisations de
S, calculer des approximations de VaR,, (S) et TVaR,, (S) pour
k = 0.5 et 0.995. Les premiéres réalisations de X1, X5 et X3 sont
425.6796, 748.3264 et 672.461. A partir des 100 000 réalisations,
Papproximation obtenue pour F [S] est 2584.252.

(b) La copule C est la copule de Student avec v = 4. On utilise
les mémes réalisations de loi normale qu’en (a) et, ensuite, on
produit les 100 000 réalisations de la loi du khi-deux (nécessaires
pour l'application de l'algorithme de simulation). A partir des
réalisations de S, évaluer approximativement VaR, (S) et
TVaR, (S) pour k = 0.5 et 0.995. Les premiéres réalisations
de X1, X5 et X3 sont 643.5938, 935.6793 et 758.5113. A partir
des 100 000 réalisations, 'approximation obtenue pour E [S] est

2572.15.

Un portefeuille est constitué de 2 lignes d’affaires. Le nombre de
sinistres pour la ligne i est représenté par la v.a. M; pour ¢ = 1,2
out My ~ BN (r=4,9g=0.5) et My ~ Pois(3). La loi conjointe de
(M1, M>) est définie en fonction de la copule de Clayton, de la copule
de Gumbel ou de la copule de survie associée a la copule de Clayton.
Le parameétre de dépendance de chaque copule est fixé de telle sorte
que la covariance de (M7, Ma) soit égale a 0.5(Var (M;) Var (Mg))%.
On définit S = M7 + Ms. Les questions suivantes sont faites pour les
trois copules.

(a) Calculer Cov (M7, Ms) et le parameétre de dépendance de chaque
copule.

(b) Calculer fa, ar (8,9).

(¢) Développer Pexpression de fg (k) = Pr(S =k) pour k € N et
calculer fg (k) pour k=0, 1 et 10.

(d) Calculer VaRg g5 (S) et TVaRg .95 (S).

(e) Calculer E [Xl X 1{X2>VGR0‘99(X2)}].
On considére le couple de v.a. (My,Ms) ou M; ~ Pois(10) pour
i = 1,2. La loi conjointe de (M7, M3) est définie en fonction de la

copule de Clayton avec un parameétre de dépendance v = 5. On définit
N = My + M.

(a) Calculer fas a1, (5,6) et far, ar, (7,7).
(b) Calculer Cov (My, M>).
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12.

13.

14.

(¢) Calculer E[N] et Var (N).
(d) Calculer Pr (N = 0), Pr(N = 10) et Pr (N = 20).
(e) Calculer VaRg. g9 (N) et TVaRgp g9 (N).

On considére le couple de v.a. (My, Mz) ou M; ~ Pois(10) pour
i = 1,2. La loi conjointe de (M7, M) est définie en fonction de la
copule de Frank avec un paramétre de dépendance v = 10.889335.
On définit N = M1 + MQ.

(a) Calculer Cov (M, Ms).

(b) Calculer E[N] et Var (N).

(c) Calculer Pr(N = 0), Pr (N = 10) et Pr (N = 20).
(d) Calculer VaRg g9 (N) et TVaRg g9 (V).

On suppose que les colits qui surviennent a la suite d’un sinistre sont
représentés par la paire de v.a. By (colts en sinistres) et By (frais
de réglement) dont les lois marginales sont By ~ Pa (2.4,14 000) et
Bs ~ Eaxp (Wloo)' La dépendance entre les v.a. By et By est définie

_1
par la copule de Clayton avec C (uy,us) = (ul_ﬁ/ +uy ) — 1) 7 avec
v =38.

On veut produire une réalisation (Bil),Bél)) de (B, Bs) selon la

méthode conditionnelle. On a produit une réalisation
(v =024, = 0.78)

de (V1,V3) ot V7 et V, sont des v.a. indépendantes de loi uniforme
(0,1). On utilise la réalisation (Vl(l),VQ(l)> et Fy,|u,—u, (u2) pour

produire la réalisation (Ul(l),UQ(D) de (U1,Uz). On se sert de

(Ul(l),UQ(D> pour produire (Bil),Bél)). Calculer (Ul(l),UQ(D> et
0 pl

(a0, 251,

On considére un portefeuille de 4 titres avec risque de défaut. Pour
le titre ¢ (¢ = 1,2,3,4), le montant en vigueur est 10 000 et la durée
jusqu’au défaut T; obéit a une loi exponentielle d’espérance 20. On
suppose une perte totale du montant en vigueur en cas de défaut. On
examine le risque global du portefeuille sur une année. Le taux annuel
d’intéret est nul. A cette fin, il est important de bien comprendre le
comportement du nombre de défauts pour ’ensemble du portefeuille
N=Y1" 1(T: <1) ou

1, si T; <1 (défaut survient durant ’année)
< 1) —
HLi=1) { 0, si T; > 1 (sinon)
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15.

16.

La structure de dépendance entre les v.a. 11, ..., Ty est définie a aide
de la copule de Clayton. Pour des fins de comparaison, on a aussi
fait les calculs pour les cas ou les v.a. T4, ..., Ty sont indépendantes et
comonotones.

(a) On suppose que les v.a. Ty, ..., Ty sont indépendantes. Calculer
Pr (N =k), pour £ =0,1,...,4.

(b) On suppose que les v.a. Ty, ..., Ty sont comonotones. Calculer
Pr (N =k), pour k£ =0,1,...,4.
(c) On suppose que la structure de dépendance entre les v.a.

Ty,...,Ty est définie & 'aide de la copule de Clayton o o = 5.
Calculer Pr (N = k), pour £ =0, 1.

On considére un portefeuille avec deux risques dont les cotts sont
définis par les v.a. X et X5 avec X; ~ BComp (n,q; Fp), ou n = 2,
q=0.15, B~ Ezp (ﬁ), pour ¢ = 1, 2. Le nombre de sinistres pour
les deux contrats sont définis par les v.a. My et Ms. On suppose que

Fuy v, (ma,me) = Co (Far, (ma) , Fag, (m2)),

ou C, est la copule de Frank avec o = 10. Les montants de sinistres
sont indépendants d’un contrat & lautre. On définit les v.a. N =
M1+M2 et S:X1 +X2

(a) Calculer fas, am, (0,0) et far, a1, (1,2).

(b) Calculer Pr(N =k), k=0,1,2,3,4.

(¢) Calculer Pr (S < 1500).

(d) Calculer l'espérance et la variance de N.
)

(e) Calculer 'espérance et la variance de S.

Soit le couple de v.a. (U1,Us) dont la fonction de répartition est
définie par la copule de Fréchet avec « = 1 — 3 et les marginales sont
de loi uniforme standard. Le paramétre 8 de la copule est fixé de telle
sorte que le coefficient de corrélation de Pearson pour (Uy,Us) soit
nul. Soit le couple de v.a. (V1, V) indépendantes et de loi uniforme
standard.

(a
(b
(c

(d) Comparer les valeurs de Fg et Fr et commenter.

Calculer la valeur de (.
Développer expression de Fgs (z) pour S = U + Us.
Développer expression de Fr (x) pour T = Vi + V5.

)
)
)
)
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17. Soit le couple de v.a. (X1, X2) dont la fonction de répartition est
définie par la copule de Fréchet avec « = 1 — 3 et les marginales sont
de loi exponentielle avec parametre 1. Le parametre 5 de la copule
est fixé de telle sorte que le coefficient de corrélation de Pearson pour
(X1, X2) soit nul. Soit le couple de v.a. (Y7, Y>) indépendantes et de
loi exponentielle avec paramétre 1.

a) Calculer la valeur de £.

(a)
(b)
()

)

(d) Comparer les valeurs de Fg et Fr et commenter.

Développer lexpression de Fs (z) pour S = X7 + Xo.
Développer l'expression de Fr (x) pour T = Y7 + Ya.

9.17 Reéponses

1. Réponse a la question 1 : £0.979796

2. Réponses a la question 2 :

(a) Aucune réponse

(b) 0.998194 et 0.000760
(c) 0.015924

(d) 3.903 x 1077

(e) 0.997439

3. Réponses a la question 3 : 0.980294, 0.987071, 0.985887, 0.9801, 0.99

4. Réponses a la question 4 :

(a) 0.917994, 0.017346
(b) 0.999709
(c) 0.084613
(d) 0.996153, 126, 151.6081
(e) 21.4798

5. Réponses a la question 5 : pour k = 0.95 : 10 826.01 et 11 520.08 ;
pour k£ = 0.995 : 69 679.30 et 72 901.94

6. Réponses a la question 6 :

(a) approximations de VaRgs5(S), VaRp.og9s(S), VaRgs(T),
VaRooos (T) : 758.3392, 25 133.2032, 182.4789, 2593.3802
approximations de TV aRg.g95 (S) et TVaRg.g95 (T'): 60 086.75
et 3072.59
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(b) approximations de VaRo5(S), VaRog9s(S), VaRos(T),
VaRooes (T) : 518.3507, 28 134.7303, 86.9555, 1385.1414
approximations de TV aRg.995 (S) et TV aRg.995 (T') : 65 024.72
et 1823.89

7. Réponses a la question 7 :

(a) Clayton : 0.000723 et 0.174610 ; Gumbel : 0.000410 et 0.990378
(b) Clayton : 0.993580 ; Gumbel : 0.992154

8. Réponses a la question 8 :

(a) Aucune réponse
(b) 0.292908
(c) 184.7977

9. Réponses a la question 9 :

(a) pour k = 0.5, 1127.942 et 4636.997 ; pour £ = 0.995, 37 763.923
et 75563.6

(b) pour k = 0.5, 1139.944 et 4604.548 ; pour x = 0.995, 37 669.383
et 74 169.77

10. Réponses a la question 10 :

(a) 2.449, 1.502, 1.451, 0.813
(b) 0.002345, 0.000117, 0.000098

(¢) Clayton : 0.034975, 0.032695, 0.067078 ; Gumbel : 009510,
0.030092, 0.056735 ; survie Clayton : 0.005395, 0.024906,

0.054192

(d) Clayton : 14, 16.1589 ; Gumbel : 14, 17.4095 ; survie Clayton :
15, 17.5932

(e) Clayton : 0.071634 ; Gumbel : 0.129659 ; survie Clayton :
0.137673

11. Réponses a la question 11 :

(a) 0.008118265 et 0.048331476
(b) 8.2921

(c) 20 et 36.5843

(d) 0.000040, 0.025721 et 0.061763
(e) 34 et 35.4475
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12. Réponses a la question 12 :

(a) 8.2921
(b) 20 et 36.5843
(c) 0, 0.020056 et 0.062354
(d) 34 et 36.1406

13. Réponses a la question 13 : B = 1696.001766 et B{" =
1683.091503)

14. Réponses a la question 14 :

(a) 0.818731, 0.167909, 0.012913 0.000441, 0.000006)
(b) 0.951229, 0, 0, 0, 0.048771
(c) 0.859163 et 0.099478

15. Réponses a la question 15 :

(a) 0.656385, 0.016796

(b) 0.656385, 0.129109, 0.176770, 0.033591, 0.004144
(c) 0.841543

(d) 0.6 et 0.844820

(e) 600 et 1 444 820.129

16. Réponses a la question 16 :
0.5

(a) 0.
(b) Fs(

a)

) Fs () = (§) x Lipary + (352) X a1y, pour @ € [0,2]
) T

)

1
(c) Fr(z) = (”2—2) X Lize1y + (1 — (Q_Tm)) X 1yz>13, pour z € [0,2]

(d) Aucune réponse

17. Réponses & la question 17 :

(a) 0.39207
b) Fs(z) = 0.39207 (1 —e~%) x lryugy + 0.60793vI—4e—@ x
{2>0}
La>in(4)}

(¢c) Fr(z) =H (z;2,1)

(d) Aucune réponse
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Allocation du capital

10.1 Introduction

On considére un portefeuille de n risques, dont les colts ou les pertes sont
représentés par les v.a. Xi, ..., Xp,, d’une institution financiére (banque,
compagnie d’assurance) ou toute autre entité responsable de la gestion des
risques.

Apres avoir établi la structure de dépendance pour (Xji,...,X,), on
établit le montant de capital associé au montant total des cotits ou des
pertes pour I’ensemble du portefeuille S = Z?:l X; alaide d’'une mesure
de risque, comme la mesure VaR ou la mesure TVaR. 1l devient ensuite
important d’établir la contribution de chaque risque X; au montant de
capital, en tenant compte a la fois du comportement aléatoire marginal
de X; (i = 1,2,...,n) et du comportement aléatoire conjoint du vecteur
aléatoire (X1,...,X,). Comme il est souhaité que la mutualisation des
risques ait un effet bénéfique, la contribution de chaque risque doit étre
inférieure au capital qui serait établi de facon individuelle pour chaque
risque.

Le portefeuille peut étre celui d’une compagnie d’assurance, d’un
investisseur (individuel ou institutionnel), d’une banque ou d’un régime de
retraite. Les pertes éventuelles associées au risque 7 sont définies par la v.a.
L; (i = 1,2,...,n). En assurance, le portefeuille est constitué de contrats
d’assurance (ou lignes d’affaires) et les risques correspondent aux cofits
éventuels associés aux contrats (ou lignes d’affaires). Pour une institution
financiére, le portefeuille est celui d’une banque (ou d’une compagnie
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d’assurance) et les risques représentent les pertes (ou profits) associées a
une ligne d’affaires. Le portefeuille peut étre constitué de préts ou de titres
avec risques de défaut. Les risques sont les pertes résultant d’un défaut
d’un prét ou d’un titre. Du point de vue d’un investisseur, le portefeuille
est constitué de positions financiéres sur différents marchés (actions,
obligations, positions longues ou courtes dans des produits dérivés).

On établit la procédure suivante pour ’allocation du capital :

e Etablir la loi multivariée (conjointe) pour les colits ou les pertes
X1,y Xne

e Choisir une mesure de risque pour établir le capital total.

e Appliquer la mesure de risque sur le montant total des cotits ou des
pertes.

e Dans le cas d’un effet de diversification positif, choisir un principe
d’allocation pour établir la part de capital par risque.

On fixe le capital total de risque pour l'ensemble du portefeuille a
laide d’une mesure de risque choisie ¢, ¢(S) = Cror (9) et le capital
économique est CEror (S) = Cror (S) — E[S]. On définit par C; la part
du capital (contribution au risque) allouée au risque ¢ (1 = 1,2,...,n).
La régle d’allocation doit tenir compte des relations de dépendance entre
les risques. La regle doit étre additive, ce qui signifie que la relation
Cror (S) = >, C; doit étre respectée. Elle doit aussi pouvoir étre
appliquée pour un portefeuille de plusieurs contrats. Elle doit permettre
un juste partage entre les risques du bénéfice réalisé a la mutualisation des
risques.

Dans ce chapitre, on présente les régles d’allocation de capital,
notamment les régles basées sur la covariance, sur la VaR et sur la
TVaR. On étudie en détails ’évaluation des contributions selon les régles

basées sur la TVaR.

10.2 Définitions

10.2.1 Motivations

Soit un portefeuille constitué des n risques Xy, ..., X,. Le montant
de capital associé ¢ (S) au montant total des cotits ou des pertes pour
I'ensemble du portefeuille S = "7 | X; est supposé supérieur a F [S].

Selon une premiere approche simple d’allocation basée sur I'espérance,
la contribution du risque X; est

Ci= BN s E R



10.2 Définitions 409

Bien que sa simplicité puisse rendre cette approche attrayante, cette
approche a le désavantage d’ignorer la structure de dépendance entre les
v.a. X1, ..., X,, et la variabilité associée a chaque risque X;, i = 1,2,...,n.

Exemple 10.1 Soient les n risques d’un portefeuille représenté par les v.a.
(X1,..., Xp) obéissant & une loi normale multivariée avec p = (30,30, 30)

1 2 3
ety = 2 25 10 ). Selon l'approche basée sur l’espérance, la part
T 3 10 100

allouée a chaque risque est % du capital total associé ignorant les différences
importantes dans la variabilité de chaque risque. [

Une deuxiéme approche simple, basée sur la variance, propose que la
contribution du risque X; soit

Var (X;)
Z?:l Var (X;)

Quoique cette approche semble offrir une alternative intéressante a
I’approche basée sur ’espérance, elle ne tient pas compte de la structure
de dépendance du vecteur aléatoire (X7, ..., X,).

Il est aisé de vérifier que les deux approches simples satisfont la relation
Cror (S) = 2i, Ci.

Pour déterminer les valeurs de C4,...,C,, les régles généralement
considérées sont la régle basée sur la covariance, la régle basée sur la VaR
et la régle basée sur la TVaR.

Ci=E[Xi]+ {c(5) - E[S]}.

10.2.2  Regle basée sur la covariance

La contribution au risque X; selon la régle basée sur la covariance est

donnée par

Cov (X;,5)

——{s(S) - E|S 10.1
e () - EIS]) (10,1

avec

Cov(X;,8) = Cov|X;,) X;| =) Cov(X;X;)

=1 =1

= Var(X;))+ » Cov(X;X;). (10.2)
J=1,j#i

La relation Cror = Z?Zl C; est satisfaite.

La regle basée sur la covariance est assez simple d’application et tient
compte de la relation de dépendance linéaire entre les risques via la
covariance. Le principe de la covariance peut étre appliqué quel que
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soit le choix fait pour la mesure de risque. En revanche, la méthode
peut rapidement devenir difficile d’application. En effet, si le portefeuille
contient un nombre n important de risques, il faudra calculer préalablement

n(n—1)
2

les covariances pour paires de v.a.

10.2.3 Reégles basées sur les mesures VaR et TVaR
La contribution au risque X; selon la régle basée sur la VaR est
C; =VaR, (X;;S) = E[X;|S =VaR, (9)]. (10.3)
On vérifie que la relation
zn:Ci = zn:E [X:|S=VaR,(S)=F zn:X¢|S =VaR, (5)
- = ;ES\S =VaR, (5)] =VaR, (SZ):1

est satisfaite.
Selon la régle basée sur la mesure TVaR, la contribution au risque X;
est donnée par

B [X: % Lgsovar, sn] + B [Xi X 1s_van,
O, — TVan, (X, §) — LK X Lsovanasn] + B [Xi x Hs=van.sn] #

i

1—k
(10.4)
avec
r(S<VaR,(S))—« .
3 (PP(ig‘:/ngi(?sz)) ). si Pr (S=VaR,;(5)) >0
0, si Pr(S=VaR,(S)) =0
On déduit
> TVaR.(X;S)
=1
B z": E[Xi X Lssvar.(s)}] + B [Xi X Lis—var.(s)}] B
T 1—x
i=1
_ E[SxUsovarusn] + B[S x Lis—var.(s)] 8
11—k
B[S X 1issvar.(s)}) + VaR. (S)Pr(S =VaR, (5)) B
- 1—k
B[S X gssvar.(s)}] T VaRe (S) (Pr(S < VaR,(S)) — k)
- 1—k
= TVaR,(S),

confirmant que la relation Cror = 22;1 C; est satisfaite.
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Les deux régles tiennent compte de la structure de dépendance du
vecteur aléatoire (X1, ..., X,;). Au premier abord, elles semblent difficiles
d’application. A cette fin, on examine en détail application de ces deux
régles. En premier lieu, on va identifier quelques cas ou il est possible
d’obtenir 'expression analytique de la contribution de X; (¢ = 1,2,...,n).
Ensuite, on va traiter des méthodes pour évaluer les contributions lorsqu’il
n’est pas possible d’obtenir des expressions analytiques. De plus, on verra
qu’il est beaucoup plus aisé d’appliquer la régle basée sur la TVaR (et sur
la VaR) que la régle basée sur la covariance dans le contexte de portefeuille
avec un grand nombre de risques comme c’est souvent le cas en pratique.

10.2.4  Principe d’Euler et régles d’allocation

Les régles basées sur la covariance, sur la VaR et sur la TVaR peuvent étre
obtenues en appliquant le principe d’Euler. Toutefois, la démonstration
de ces régles en utilisant le principe d’Euler n’est pas abordée dans cet
ouvrage. Des arguments économiques peuvent aussi justifier 'utilisation de
ce principe pour développer des régles d’allocation.

10.3 Applications

10.3.1 Lois multivariées avec support arithmétique
On consideére le cas ot Xy, ..., Xp,, S € {0,1h,2h, ...} et on pose VaR,, (S) =
koh. Alors, on a

E [X1 X 1{g=kyn}]
Pr (S = k’gh) ’

E[Xi|S = VaR, (S)] =

avec

ko

E [X’z X 1{S:kgh}] = ZthI‘ X :jh, Z X, = (k‘o —j)h y
j=0 1=1,1#i

permettant le calcul de la contribution selon la régle basée sur la VaR. La
part allouée au risque X; correspond & la somme pondérée des valeurs que
prend la v.a. X; de telle sorte que la v.a. S prenne la valeur kgh.

La contribution du risque X; selon la régle basée sur la TVaR est donnée
par

E [X; X 1issnony]| + E [Xi X Lis—pon}] B
11—k

TVaR, (X 8) =

)
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ou
(S <k —K .
5= %, si Pr(S =koh) >0
0, si Pr(S=koh)=0
On déduit
E[Xix Ussrom] = D B [Xi X Lisoany]
k=ko+1
ou
FE [Xi X 1{S>kgh}] = E[XZ] —F [Xi X 1{S§koh}]
ko
= E[Xi]-)> E[Xix1l{s_m]-
k=0

Bref, la difficulté revient a évaluer E [Xi X 1g S=k0h}]. En définissant
S_i=Y 1, 1 X1, on obtient

ko
E[Xi X Ys_pony] = 3 _jhPr(X; =jh,S_; = (ko —j)h).  (10.5)
§=0

Selon (10.5), E [Xi X 1{S=,€0h}] correspond & la somme des valeurs que
prend la v.a. X; de telle sorte que la v.a. S soit égale a kgyh.

Pour le cas ou les v.a. X7, ..., X, sont indépendantes, (10.5) devient
ko
E [Xi X Lgs—nony) = 2 dhtx, () fs_, (ko — §) h) . (10.6)
§=0

On constate que (10.6) est le produit de convolution de {jh fx, (jh),j € N}
et {fs,i (jh)j € N}, ce qui est intéressant d’'un point de vue pratique
puisque l'on peut utiliser les outils déja étudiés aux chapitres 1 et 6 sur
les produits de convolution.

On applique 'expression en (10.6) dans les deux prochains exemples.

Exemple 10.2 Soient les v.a. indépendantes X1, ..., Xp, 0t X; ~ Pois (\;)
i=1,2,..,n. On définit S = > | X;, ce qui implique S ~ Pois(\g) et
S_i ~ Pois(Ag — A;). Alors, avec h =1, (10.6) devient

ko —xiyd a—(As—Ai) _y Yko—3
e A e (As — i)
E[Xi % Ligapoy] = ) j— .
= 4! (ko — j)!
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Ensuite, on obtient

eAs Ao B0l g PV A\ oI
E [Xi X Ls=py)] Fo! 2‘7 ko — 5)! (E) <1E)

0]
—)\ ki
*ASU A by
() -msaon ().

Exemple 10.3 Soient les wv.a. indépendantes Xq,..,X, ot X; ~
PComp (A, F3), i =1,2,...,n. On sait que

S_1 ~ PComp ()\s — )\1;FC,1) )

avec "
Fo_, (kh)=>_ ZA (kh).
= ST
Alors, on a
ko
E X1 X Lsmk}y] = Y hiPr(Xy=hj, Xo+ ...+ X, = hko — hj)
§=0
ko
= Y hjPr(Xy = hj)Pr(S_y = ko — hj),
§=0

ot Pr(Xy = hj) et Pr(S_1 = ko — hj) sont calculées avec lalgorithme de
Panger ou la FFT. [

Dans l'exemple suivant, on considére un couple de v.a. discrétes
dépendantes.

Exemple 10.4 (Suite de l’exemple 8.23). Pour le couple (M, M)
obéissant & une loi Poisson-gamma bivariée CRMM, le capital total pour le
portefeuille est TVaR, (N). On détermine les contributions suivantes pour
My et My en se basant sur les régles de la covariance et de la TVaR :

"o & | TVaR, (M1;N) | TVaR, (Ma; N) | C2°° (My; N) | C2°° (Mg; N)
0] 095 224532 6211 27876 59670
0] 0.995 26556 9.1049 33887 §.3698
2| 0095 2.7023 6.3215 3.3370 5.6867
2| 0.995 3.6509 9.0959 1781 7.9654
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10.53.2 Lois multivariées continues

On considére un portefeuille ou les v.a. Xq,..., X,, sont continues ce qui
implique que S = Y1 | X; est aussi continue. En posant VaR,, (S) = s,
Pexpression de la contribution selon la régle basée sur la VaR de X; (i =
1,...,n) devient

E [Xi X 1{g=sy]
fs (so0) ’

VaR, (X;;S) =
ou s
E[Xi X Lig—g] :/ zfx, s, (z,s —x)dz. (10.7)

0

avec S_; = Z?:Ll# X;.
De méme, selon la régle basée sur la TVaR, la contribution du risque X;
est donnée par

E [AX'Z X 1{S>so}]

TVaR, (X 8) = T s , (10.8)

ou o

E [Xz X 1{S>so}] :/ E [Xz X 1{5:3}] ds.

S0
On a aussi
E[Xi X I{sssy] = E[Xi] — E[Xi X 1{s<s0}] »

avec 50

E[Xi X 1{sss0}] :/0 E[X; x 1{g—s}] ds. (10.9)

Dans le prochain exemple, on traite un portefeuille constitué de deux
risques indépendants.

Exemple 10.5 Soient les v.a. indépendantes X; ~ Exp(8;), 1= 1,2, avec
B1 > By. On sait que S = X1 + Xo 0béit ¢ une loi Erlang généralisée avec

62 —Bz 61 -8By
Fs(z)= —22 (1 —ePie) 4 — 21 (1 _g=Fo)
=g U ) g g U
Llexpression en (10.7) devient
E [Xi X 1{5:3}] = /o xfx, (@) fx, (s —z)dx

= /xb’le_ﬁ'mb’ge_'@?(‘g_w)dx
0
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et on obtient

E[X; x 1is_y] = 518 sehe | e e P (10.10)
i S=s}| = M1P2 : :
e Bi=FB2 (B~ B
Ensuite, on remplace (10.10) dans (10.9)
S0
E[Xix 1gs<ay] = / E[Xi x 1(5=q] ds
0
BBy speF1% I (1—efi%0)
By — By By fe5

(et
Ba(By— B2)° BBy —Ba)" )

On considére un exemple constitué de n risques indépendants obéissant a
des lois gamma de parameétres de forme différents et de parameétres d’échelle
identiques.

Exemple 10.6 Soient les wv.a. indépendantes Xi,..., X, avec X; ~
Ga (a;, B). Alors, S =31 | X; ~ Ga(as, ) avec ag = a1 +...+ay,. Pour
établir la contribution de X;, on a besoin de trouver E [Xi X 1{5:3}] ol

E [Xz X ]-{st}] - A foi (.ﬁ) fSﬂ' (8 - ZC) dz

/sxh(x;ai,ﬁ)h(sfx;ozsfai,ﬁ)dx
0

= %h(s;as—&—l,ﬁ).

Alors, on obtient

E [X’z X 1{S>b}] :/b E [X’z X 1{5:3}] ds = &F(b, ag + 1,6) .

B
(10.11)
En remplagant (10.11) dans (10.8), il en résulte que

ZF \%4 RH S 3 1,

TVaRy(X;:8) = S VR () ias T LH) =g 1)
15} 1—«

fournissant un rare cas ou le montant alloué selon la régle basée sur

la TVaR coincide avec celui déterminé selon la régle simple basée sur

l’espérance. [1
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Dans le prochain exemple, on considére le cas d’une paire de v.a.
dépendantes (X1, X5).

Exemple 10.7 Soit la paire de v.a. (X1, X2) obéissant & la loi bivariée
exponentielle EFGM. On définit S = X1 + Xs. Les expressions de fg, Fg
et TVaR, (S) sont fournies & la sous-section 8.5.1. De plus, avec (10.8),
on obtient le montant alloué au risque 1 selon la régle d’allocation basée
sur la TVaR qui est donnée par

TVaR, (X1;5)

14+ o] 526_5150 (30 —+ %) Ble—ﬁzso _ 526_'8150

l—x B1 =B (51*52)2
P 262(9_2'8150 (50 + ﬁ) 2616—25250 _ 252(3_2'8150
+ - + 5
l-x 26, - 26, (281 — 26,)
0 626*25150 (30 + ﬁ) 261(3_5250 _ 62e—25150
1-# 261~ B (28, — Bs)°
R T
_ _ + ,
1 Br— 25, (81— 28,)°

ot sp = VaR,(S). O

Dans les exemples précédents, on a traité de cas spécifiques ou il
est possible d’obtenir une expression analytique pour les contributions
calculées selon la régle basée sur la TVaR. Souvent, il n’est pas possible
d’y parvenir. On peut alors utiliser la méthode numérique basée sur la
discrétisation expliquée au chapitre 9 pour évaluer TVaR, (S) et les
contributions selon la régle de la TVaR. Cette méthode est expliquée en
détail dans [7].

10.3.3  Lois multivariées composées

On considére maintenant un vecteur de v.a. (X, ..., X;,) obéissant & une
loi composée multivariée ot
X, =4 ZazoBigo  Mi>0 (10.13)
0, M;=0

dont la fonction de masse de probabilité de (M, ..., M,,) est donnée par

fZ\l],...,Z\ln (mla amn) =Pr (Ml =mi, aMn - mn) =dqmq,....,mp s
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pour my, ..., my € N. Pour chaque 4, (B;1,B;2,...) forme une suite
de v.a. i.i.d. Enfin, les suites de v.a. (B11,B12,...), (B21,B22,-..), -
(Br,1, Bn.2, ...) sont indépendantes entre elles et indépendantes du vecteur
de v.a. (My, ..., My,). Les v.a. By, Ba,..., B, sont supposées continues et
strictement positives. Les expressions de Fg et TVaR, (S) sont données
par les relations (8.26) et (8.28). Selon la régle basée sur la TVaR, la
contribution TVaR,, (X;;S) du risque X; est donnée par

1 e >
1—«x Z Z gmy,...,m, X

m1=0 m, =0
\{m1=0,...,m,, =0}

(Z Bi; ) X 1{27 S By var )} (10.14)

=1

L’expression (10.14) est intéressante dans le cas ou les distributions des
v.a. représentant les montants des sinistres appartiennent & une famille de
distributions fermées sous la convolution.

Corollaire 10.8 Loi composée multivariée avec montants de
sinistres de loi gamma. Soient les conditions de la proposition 8.24.
L’expression de la contribution TV aR,, (X1;5) au risque X selon la régle
basée sur la TVaR est

Y 3 T (Ve (9 155).

mi=1 My, =0 i=1

O

Corollaire 10.9 Loi composée avec montants de sinistres de
distribution mélanges d’Erlang. Soient les conditions de la proposition
8.26. On obtient

E[X1 % 1sapy] = Z Z & ,j,;” (b Zjﬂrl 6)

J1=0  jn=0
\{71=0,...,5n=0}

qui conduit & expression de la contribution a X, selon la régle basée sur

la TVaR
TVaR, (X1;8) = —— Z ijl, ,j” (VaRH (9):> i+ 1;/9’) :
J1 1 jn=0 i=1

L’exemple suivant est une application de la proposition 8.24 du chapitre
8 et du corollaire 10.8.
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Exemple 10.10 On considére une loi composée bivariée pour (X1, Xa) ou
la distribution bivariée de (My, M) est définie & aide de la copule de Frank
et en supposant que My ~ Pois(4) et My ~ NB (r =4,q9= %) On suppose
que By ~ Ga(0.5,0.1) et By ~ Ga(0.25,0.1). On déduit que E [X1] = 20,
E[X3] =10 et E[S] = 30. De plus, on a Var(X1) = 300 et Var (X3) = 150.
Dans le tableau suivant, on fournit les valeurs de pp (M1, Ma), pp (X1, X2)
et Var (S) pour « = =20, 0, 20 :

a | pp (M1, M2) | pp(X1,X2) Var (S)
—20 —0.8544 —0.2848 | 329.1742
0 0 0 450
20 0.8949 —0.2981 | 576.5658

( i) et TVaR(X;) (i =1,2) sont fournies pour k =
et 0.995 dans le tableau Ci- dessous

& | VaRe(X1) | VaR.(X2) | 7, VaRe(X;)

0.25 6.9217 1.0908 8.0125

0.50 15.7603 5.6480 21.4083

0.95 53.9412 24.8943 88.8355

0.99 76.9342 54.8506 131.7848

0.995 86.4245 63.3218 149.7463
k| TVaR«(X1) | TVaR.(X2) | 37, TVaR.(X;)
0.25 25.6606 13.2490 38.9096
0.50 32.8983 16.6516 49.5499
0.95 68.1707 47.2722 115.4429
0.99 90.4176 66.9989 1574165
0.995 99.6833 75.3916 175.0749

Dans le tableau suivant, on présente les valeurs de VaR, (S), TVaR, (S),
ainsi que les contributions calculées selon les régles basées sur la TVaR

(CTVal (X)) = TVaR, (XZ,S) i=1,2) et sur la covariance (C (X;),
1=1 2)pouraf7200 20 :

o k| VaRg(S) | TVaR. (S) | TVaRk (X1;S) | TVaR, (X2;5)
20 | 0.25 | 16.6430 36.9532 274554 11.3978
—20 0.50 26.4895 48.7817 29.8411 15.9406
—20 0.95 64.6230 78.4609 56.4538 22.0071
—20 0.99 86.9787 100.0683 78.9654 26.1029
—20 | 0.995 96.1888 109.0645 81.4277 27.6568

o k| VaRx (S) | TVaRx (S) | TVaRs (X1;5) | TVaRx (X2;5)
0 0.25 14.1380 37.3878 24.9954 12.4341
0 050 25.7459 76.1640 30.8236 15.9404
0 0.95 70.6887 86.6448 57.5097 29.1350
0 0.99 96.4965 111.3889 78.5011 37.8878
0| 0.995 107.0218 121.5988 80.0501 41.5687
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o & | VaRs(S) | TVaR.;(S) | TVaRx (X1;S) | TVaR (X2;5)
20 0.25 11.6701 38.2026 25.83437 12.8590
20 0.50 24.7506 48.2819 31.6894 16.5925
20 0.95 76.5806 94.5817 59.6693 84.9124
20 0.99 105.7425 122.2356 75.9766 46.2590
20| 0.995 117.4702 183.5059 82.5761 50.9278

Les waleurs de TVaR.(S) augmentent lorsque le parameétre o de
dépendance de la copule augmente comme il est prévu par Uapplication
successive des propositions 9.80, 9.83, 9.77 et 7.50. On observe aussi
que VaR, (X1) + VaR, (X3) < VaR, (S) pour k 0.25, 0.5 et pour
a = —20,0,20. Pour chaque i = 1,2, pour toutes les valeurs de k et pour
toutes les valeurs de «, les contributions TVaR, (X;;S) calculées selon
la régle basée sur la TVaR sont inférieures aux valeurs de TVaR, (X;)
(i = 1,2). On remarque, pour k = 0.995, que les bénéfices d’agrégation
sont 175.0749 — 109.0645 = 66.0104, 175.0749 — 121.5988 = 53.4761 et
175.0749 — 133.5039 = 41.5710. O

Dans I'exemple suivant, on traite du cas de lois composées multivariées
avec des montants de sinistres définis sur un support arithmétique.

Exemple 10.11 Suite de ’exemple 8.27. Dans le tableau suivant, on
fournit les valeurs des contributions déterminées selon la régle basée sur la

TVaR :

k| VaRe (S) | TVaRx (S) | TVaRs (X1;5) | TVaRx (X1;5)
95 % 170 000 215 188.9 87 427.8 127 761.1
99 % 240 000 282 509.1 116 837.9 166 171.2

O

On poursuit en considérant dans le prochain exemple un cas de lois
composées multivariées avec des montants des sinistres continus que 'on a
approximeés par des v.a. définies sur un support arithmétique.

Exemple 10.12 (Suite de ’exemple 8.31). Pour le portefeuille de 2
lignes d’affaires décrit a lexemple 8.31), on a obtenu les résultats suivants :

& | TVaR. ()?1) TVaR, (5(2) TVaR, (§)
95 7 380.5665 277.1934 573.1105
995 % 510.7144 372.3530 750.0120

Le capital pour le portefeuille correspond a approximation TV aR, (g)

Les contributions calculées selon les régles basées sur la TVaR et sur la
covariance sont fournies dans le tableau suivant :

" C.?;V(ZR (551) Cg‘/aR (522) Cgov (551) Czov (522)
95 % 348.5879 224.7226 326.1799 246.9307
99.5 % 760.5728 289.4393 | 426.5834 3234287

ot CTVaR (5() — TVaR, (5(’§) et o ()?§) i—1,2.00
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10.3.4 Loi Poisson composée multivariée

Pour déterminer la contribution TVaR, (X;;5) pour chaque risque, la
relation en (10.14) peut devenir difficile d’application quand le nombre n
de risques devient grand. Néanmoins, dans le cas ou (Xjy,...,X,) obéit
a la loi Poisson composée multivariée décrite en 8.8, il est possible de
miser sur la construction expliquée en 8.6.1 de la loi de (M, ..., M,,) pour
déterminer Pexpression de la contribution TVaR, (X;;S). On doit établir
la distribution conjointe de (X;,S_;) dont les composantes sont définies
par

M,
‘o Bij, M; >0
X, = ki=0""%.Ji E 10.1
{ ’ M; =0 ’ ( 0 5)
et S_; = Zleyl# X;. La f.gm. Mg_, (r) de S_; est donnée par
an ]V[rg (T’)—l) (23
Ms () = e (1L [T etentm -
1=1,1i
= eaO(M"H‘r(T)_l)e’\’i(MD*"’(r)_l), (10.16)

n
ou Mc_, (T) - H Msp, (7"), Mp_, (T) - Z?:l,l;éi )\l)\;jéoMBz (T) et A; =
1=1,1i
n
Zl:l,l;ﬁi Al — ag.
L’expression en (10.16) implique que les fonctions de répartition de C_;
et D_; sont

Fo_, (z)=Fsyp . 5 (2) (10.17)

et

- )\l — Qg

Fp_; () = 7 Fp, (x). (10.18)
z%z:# Dot N —a0)

Soit la v.a. J_; = Zleyl# K, ~ Pois(A_;), ot J_; est interprétée comme
la somme des chocs individuels provenant de tous les risques a ’exception
du i—iéme risque. Alors, la v.a. S_; peut étre écrite comme la somme de
deux composantes. La premiére d’entre elles est associée aux sinistres liés
aux chocs individuels alors que la deuxiéme composante correspond aux
sinistres liés au choc commun. Il en résulte que

0, Jo=0 0, J_i=0 ’
(10.19)

5, — { Y Cligy Jo>0 n { S Doy, Jei>0

ou Cfi,l ~ o C,i’j ~ C,i et D*i,l o Dfi,n,,,vfj ~ D,i.
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Ensuite, on définit la paire (M;, N_;) avec les composantes

M; = K;+ Ky,
N_; = J_i+ Ky,

ou J_;, K; et Ky sont indépendantes. La fonction de masse de probabilité
conjointe de (M;, N_;) est donnée par

min(ki;n_;)

Faon (kinog)y = > fo, (ki =) fr_, (ni — 4) f2, (), (10.20)

J=0

pour k;, n_; € N.
Enfin, nous avons tous les ingrédients pour développer l'expression de la

contribution TVaR,, (X;;5).

Proposition 10.13 L’expression de la contribution TVaR, (X;;S) (i =
1,2,..,n) est

min(k;,n_;)

1%22 S Oulki— g —5,0)0a (ki — i — ,3),

k;i=0n_,=0 7=0

(10.21)

ou
W (ki —domei — 4,7) = fr, (ki — ) fo_, (n—i — J) o (9)
et

Vo (ki —J,m_i —3,7)

ZBH S
{Z B+ 2 D_,;, m+§: C_;+>VaR, (S)}

=1

Preuve. En utilisant (10.20), (10.15) et (10.19), on obtient (10.21). m
Les résultats de la proposition 8.30 et de la proposition 10.13 sont mis
en pratique dans ’exemple suivant.

Exemple 10.14 On considére un portefeuille de mny + ng risques
X1y Xty 4y On deﬁmt S = Z"T"’X ou X; ~ PComp()\l,FB)
A = 0.003 pour i = 1,...,n1 et A; = 0.004, pour i =ni +1,...,n1 + no.
Aussi, on suppose que B ~ Ga (’yl, 1000) v, = 2 pour i = 1 .,ny et

; = 1, pour i = ny + 1,...,n1 + no. Les valeurs de E[X,], Var(Xi),
VaRO 995( i) et TVaR0,995( X;) sont fournies dans le tableau suivant
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pouri=1,...,n1 +ng :

i | F[X;] | Var(X;) | VaRo.995 (X;) | TVaRo.995 (X;)
1,...,n1 6 18 000 0 1200
ny+1,...,n1 +n2 4 8000 0 800

On sait que Cov (X;, X;) = aoE [B;] E[B;] pour i # j. Alors, E[S] =
n16 + nod et

Var (S) = 1118 000+128000+n1 (11 — 1) g6 +n2 (ng — 1) apd® +n1n96x4.
Les valeurs de VaR,, (S), TVaR, (S) et TVaR, (X;;5) (i =1,n1+1) pour

k= 0.995 sont fournies dans le tableau suivant :

oag=0
ni ny | VaRe(S) | TVaR. (S) | TVaR. (X1;5) | TVaRk (Xn,+1;5)
10 10 3652.76 4878.43 376.61 111.28
100 | 100 8139.83 9685.90 78.48 23.36
500 | 500 | 17 492.66 19 695.98 27.90 11.49
ap = 0.001
10 10 3435.55 9730.09 678.48 294.53
100 | 100 7586.39 67 204.62 453.85 218.20
500 | 500 | 17 831.62 | 314 154.66 /19.58 203.73
ap = 0.002
0] 10| 301549 | 14 541.54 97143 78276
100 | 100 6392.17 | 124 789.34 883.89 414.00
500 | 500 | 11 685.90 608 843.80 811.43 406.26

On observe que Z:L:l;_"" VaRg 995 (X;) = 0 pour toute valeur de ny, ng €

Nt S TV AR 095 (Xi) = 1711200+ 19800 pour toute valeur de ny et
na. De plus, on mentionne que VaRg g5 (5) > 0= Z?ZIT"" VaRg.995 (X;)
pour toute valeur de ni, ng € N1, ce qui met en évidence le probléeme
d’incohérence de la mesure VaR. Aussi, on observe TVaRg g (S) <
S TVaRy.995 (X;) = n112004 12800 pour toute valeur de ny, ng € N*.
On constate que la contribution de chaque risque calculée selon la régle
de la TVaR décroit en fonction de ni et de no. Le bénéfice d’agrégation
des risques augmente avec ny et ny mais il décroit lorsque le parameétre de
dépendance ag augmente. [

10.3.5 Meéthode numérique basée sur la simulation

On considére un portefeuille d’un nombre n élevé de risques représentés par
le vecteur de v.a. (Xy,..., X,,). Les cotts pour ensemble du portefeuille
sont définis par la v.a. S = 3" | X;. Pour parvenir & évaluer les différentes
quantités de risque (e.g. mesures de risque, mesures de solvabilité, primes
stop-loss, etc.) définies en fonction des coits totaux du portefeuille
et a évaluer les contributions associées a chaque risque, il arrive en
pratique que la seule possibilité repose sur les méthodes fondées sur la

simulation stochastique. Dans cette section, on explique la procédure pour
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évaluer approximativement les contributions selon les régles basées sur la
covariance, sur la VaR et sur la TVaR.
On suppose que 'on a produit les réalisations

{(X@, ...,Xﬁg‘)) =12, m}

de (X1,...,X,) et {S(j),j = 1,2,...,m} de S.

La valeur de VaR, (S) est déterminée approximativement par F,; ! (k)
ou F,, est la fonction de répartition empirique déterminée & partir des
réalisations {S(j),j =1,2,..,m}. On fixe VaR, (S) ~ VaR, (S) =

F.1(k) = sp. On rappelle I'expression en (5.4) de P'approximation de
TVaR, (S) :
FVak L[5~ g0
TVaRy (8) ~ — | — > 89 x 1561550} + 50 (B (50) = #)
j=1

A partir des réalisations {(Xl(j)7 ...,XT(LJ)) ,j=1,2, ...,m}, on a aussi
construit la matrice variance-covariance empirique désignée par

Var(X;)  Cov(Xy,Xy) --- Cov(Xy,X,)
COV(Xl,XQ) Var(Xg) COV(XQ,XH)
Cov (X1,X,) Cov(Xy,X,) ---  Var(X,)

La contribution au risque X; selon la régle basée sur la covariance est
évaluée par 'approximation

G (X:) = EIX|
+Var (Xi)+ Zj:l,j;éi Cov (X1, Xy) (s (S)—EIS)),

Var (5)

qui est adaptée de (10.1) et (10.2).

On utilise (10.3) et (10.4) pour déduire les approximations des
contributions au risque X; selon les régles basées sur la VaR et la
TVaR qui sont données respectivement par

m (4) )
Zj:l X;7 % 1{5(:;’):30}

VaR, (Xi; S) = Z;nzl 1{'5(;;)=50}
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et

T/VE% (Xi;S)
_ )
- (17K ZX X L5050}

((Fm (s0) — K))
Z] 11{3(7) 30}

(9)
+(17!<L ZX Xl{s<,)_50} T

pour i = 1,2,...,n, ol $x(S) désignent m,{ (S) ou T/VE%K (S). Dans
certaines applications, s’il n’est pas possible de calculer les valeurs exactes
de E[Xq], ..., E[X,] et E[S], on les remplace par leurs valeurs empiriques
correspondantes.

Exemple 10.15 Soit le couple v.a. (X1,X2) dont la distribution
conjointe est définie par la copule de survie de Clayton (a0 = 10) et

ot X1 ~ LN (5,22) et Xo ~ Pa(2.5,1500). On a produit les réalisations
des v.a. indépendantes Vi ~ Vo ~ U(0,1). On a utilisé la méthode

conditionnelle pour obtenir les réalisations (Ul(j), Ug(j)) du couple de v.a.
untforme (U, Us) dont la fonction de répartition est la copule inverse de
Clayton. Les réalisations (ij),XQ(j)) de (X1, X5) sont produites par la

méthode inverse. On a obtenu les résultats suivants :

S vO v | 0D o XD X0 <O
T 0.13 | 0.41 | 0.13 | 0.11718445 15.5991 76.6790 92.2781
2| 0.69 | 0.55 | 0.69 | 0.6919932] | 400.0945 | 902.5208 | 1302.6153
3| 0.33 | 0.57 | 0.33 | 0.34055277 | 61.56993 | 271.8185 | 533.3888
7| 0.89 | 0.72 | 0.89 | 0.89825259 | 1725.1275 | 2241.8087 | 3966.9368
5| 0.67 | 0.31 | 0.67 | 0.638{4369 | 357.7471 | 753.3097 | 1111.0568
6 0.19 | 0.08 | 0.19 | 0.04871314 25.6414 30.2651 55.906
7| 0.78 | 0.63 | 0.78 | 0.78830205 | 695.3299 | 1291.2877 | 1986.6178
S| 0.51 | 0.86 | 0.51 | 0.58263051 | 156.0440 | 627.5657 | 783.6097
9| 0.5 | 0.5 | 0.37 | 0.3{2673}3 65.0446 | 274.1028 | 339.1474

10 | 0.23 | 0.77 | 0.25 | 0.30722565 33.862] | 237.2189 | 271.0813

On désigne par S, ..., SU10Y Pensemble des réalisations triées en
ordre croissant de S. On obtient VaRgr (S) = SU7H = 1111.0568. Le

montant mu% (S) = 2418.7233 correspond & la moyenne empirique
des 3 réalisations les plus élevées de S, soit S18%, S19F et SUIO}  Les

montants VaRor(X1;5) = 357.7471 et VaRor(Xa;S) = 753.3007
sont les réalisations de X et Xo qui ont contribué o S{7. Le montant
moj (X;;5) est donné par la moyenne empirique des § réalisations
de X; (i 1,2) ayant contribué o S, S19F et SU0} On obtient
TVaRo.z (X1;5) = 940.1840 et TVaRo7 (X2; S) = 1478.5393. [
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Il est clair d’aprés 'exemple 10.15 que le calcul des contributions selon
les régles basées sur la VaR et la TVaR sont faciles & réaliser méme
pour un portefeuille comportant un nombre n élevé de risques (e.g. >
1000). En revanche, pour appliquer la régle basée sur la covariance, il est
requis de calculer la matrice variance-covariance empirique pour toutes les
combinaisons du portefeuille (W), ce qui peut rapidement devenir
difficile d’un point de vue pratique.

Il faut étre prudent dans I’application de la simulation stochastique pour
I’évaluation des contributions selon les régles basées sur la VaR et la TVaR.
Dans le premier cas, elle peut conduire a des résultats aberrants. Pour le
deuxieme cas, il faut s’assurer que le nombre (1 — k) m soit assez grand
pour obtenir une approximation fiable de TVaR, (S) et des contributions

TVaR, (X1;5), ..., TVaR, (Xpn; 5).

10.3.6  Allocation et positions financiéres

On considére un investisseur avec un portefeuille composé de positions
financieéres. On a Lror = Z?;l L; ou la v.a. L; correspond & la perte
que l'investisseur peut encourir pour la position ¢ sur une courte période
h. La perte pour la position ¢ est définie par la v.a. L; = V; (0) — V; (1) on
V; (0) est la valeur de la position ¢ au temps 0 (connue au temps 0 et donc
une constante) et la v.a. V; (1) est la valeur de la position a la durée 1. La
durée h dépend du contexte. Elle peut étre d’une journée, d’une semaine,
d’un mois, etc. L’investisseur détermine le capital associé & ’ensemble du
portefeuille et la part allouée a chaque position. Il suffit d’utiliser les régles
d’allocation en remplacant la v.a. S par la v.a. Lyor et les v.a. X; par les
va. L; (i=1,..,n).

10.4 Notes bibliographiques

Pour une introduction aux notions concernant l'allocation de capital, on
recommande [2], [81] et [100]. Pour des applications en actuariat et en
gestion quantitative des risques de la régle d’allocation basée sur la TVaR,
on peut consulter e.g. [7], [12], [14], [19], [32], [44], [45] et [70].

10.5 Exercices

1. On considére un portefeuille constitué de trois risques dont les
colits sont représentés par les v.a. indépendantes X1, X et X3. Les
fonctions de masse de probabilité de Xy, X5 et X3 sont données dans
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le tableau ci-dessous :7

k | Pr(X; = 1000k) | Pr(Xz = 1000k) | Pr(X3 = 1000k)
0 0.7 0.5 0.2
1 0.25 0.3 0.3
2 0.05 0.2 0.5

Les cotts pour I’ensemble du portefeuille sont définis par la v.a. S =
Z?:l X

Calculer Pr(S = 1000k) pour k =0,1,...,6.

Calculer VaRy. g5 (5).

Calculer TVaRy g5 (S).

En utilisant la régle d’allocation basée sur la covariance, calculer
la part (du capital total déterminé avec TVaRy o5 (S)) allouée
a chaque risque.

(e) En utilisant la régle d’allocation basée sur la T'VaR, calculer
la part (du capital total déterminé avec TVaRg g5 (S)) allouée
a chaque risque, TVaRggs (X1 ;5), TVaRoos (X2 ;S) et
TVCLRO.95 (Xg ,S)

2. On considére un portefeuille d’'une compagnie d’assurance constitué

de 3 lignes d’affaires. Les colits totaux pour la ligne d’affaires ¢ sont
représentés par la v.a. X; ot X; ~ Ga (2i*1, m) (i=1,2,3). Les
v.a. X1, Xo, X3 sont indépendantes. Le montant total des cotts pour
I’ensemble du portefeuille est défini par la v.a. S = Zle X;. Le
capital total requis pour I’ensemble du portefeuille est calculé a I'aide
de la TVaR, (S). Le bénéfice de diversification correspond a

3
BIV*R(S) = TVaR. (X;) — TVaRs (S).
=1

La contribution allouée a chaque ligne d’affaires est calculée selon la
régle basée sur la TVaR.

Calculer VaRy 995 (X;) pour i = 1,2,3 et VaRp.g95 (S).
Calculer TV aR.g95 (X;) pour ¢ = 1,2,3 et TVaRg.g95 (5).
Déterminer B1Va% (S). Commenter.

En utilisant la régle d’allocation basée sur la TVaR, calculer la
part (du capital total déterminé avec TVaRp.gs5 (S)) allouée a
chaque ligne d’affaires. Est-ce que la part allouée a la ligne ¢ >
TVaRg.995 (X;) ou < TVaRg.g95 (X;) 7 Commenter.

3. On considére deux v.a. X; et Xo indépendantes avec X; ~ Exp (5,)

pour i =1,2 et 5; =0.1 et B3 = 0.2. On définit S = X; + Xs.
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(a) Calculer VaRg.g9 (S) et TV aRgp.99 (5).

(b) Calculer les parts allouées du capital total déterminé avec
TVaRp.g9 (S) aux risques X7 et X5 selon la régle d’attribution
basée sur la TVaR.

4. On considére une loi composée bivariée pour (Xi,X3) ou la
distribution bivariée de (M7, M) est définie a l'aide de la copule de
Gumbel (avec un parametre de dépendance o = 5) et en supposant
que My, ~ Pois(3) et Mo ~ NB (r:2,q: %) On suppose que
By ~Ga(0.5,0.1) et By ~ Ga(0.25,0.1). On définit S = X7 + Xo.

(a) Calculer E[X4], E[X3] et E[S].

(b) Calculer Var(Xy) et Var (X3) = 150.
(c) Calculer Cov (My, Ms), corr (My, Ms), Cov (X1, X) et Var (.S)

pour o = 5.
(d) Calculer VaR,(X;) et TVaR.(X;) (i = 1,2) pour k = 0.995.
(e) Calculer VaR,(S5) et TVaR,(S) pour k = 0.995.

Le capital total est établi avec TV aRg.995(S). Calculer les parts
allouées aux risques X7 et X5 selon la régle d’attribution basée
sur la covariance.

omny
—
N

(g) Le capital total est établi avec TV aRg.995(S). Calculer les parts
allouées aux risques X7 et X5 selon la régle d’attribution basée
sur la TVaR.

5. Soit le couple de v.a. (X7,X3) dont la distribution conjointe est
définie par la copule de Gumbel (o = 2) et ou X3 ~ LN (5,22)
et Xo ~ Pa(2.5,1500). On a produit les réalisations des v.a.
indépendantes Vi ~ V5 ~ U(0,1). On a utilisé la méthode

conditionnelle pour obtenir les réalisations (Ul(j ), U2(j )) du couple de
v.a. uniforme (U, Us) dont la fonction de répartition est la copule
de Gumbel. Les réalisations (Xl(j),XQ(j)) de (X1, X2) sont produites

par la méthode inverse. On a obtenu les résultats suivants :

VO VO v [v@
1013 ] 041 6] 019 | 0.08
2 | 0.69 [ 055 | 7] 0.78 | 0.63
3 033 | 057 | 8| 0.51 | 0.86
1] 089 [ 072 ] 9] 034 054
5 | 0.67 | 031 | 10 | 0.23 | 0.77

(a) Produire les réalisations (Ul(j), U2(j)> pour j =1,2,...,10.

roduire les réalisations ‘ , A pour j =1,2,...,10.
b) Produire les réalisations ( X, x{?) 2,...,10
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6.

(¢) Calculer Papproximation de VaRy.75 (S) et de TVaRy. 75 (S).

(d) Le capital associé & S est évalué avec TVaRg 75 (S). Calculer
I’approximation des parts allouées aux risques X et X3 selon la
régle d’attribution basée sur la TVaR.

Soit le couple de v.a. (X1,X2) dont la fonction de répartition
conjointe est définie par la copule de Clayton (parameétre de
dépendance a = 2), X1 ~ N (0.08,0.2?) et X1 ~ N (0.1,0.3?). La
v.a. X; représente le rendement instantané du titre ¢ = 1, 2. On définit
lavia. L=V (0) =V (1) o V (0) = v1 +vg et V (1) = v1eXt + vgeX2
avec v; = vg = 1000. On a recours au GNPA défini a I’algorithme 5.1
avec g = 343 463 463. On produit dans I'ordre 100 000 réalisations
de (X;,X2) en utilisant la méthode conditionnelle pour résoudre
les questions demandées. La valeur de F [L] est —261.2104883. Les
premicres réalisations de X, Xo et L sont 0.18536871, 0.14072057
et —354.76510. On définit L = L + Ly avec L; = v; — v;657, i =1, 2.

Calculer les approximations de Cov (X1, Xa) et pp (X1, X2).
Calculer les approximations de Cov (L1, La) et pp (X1, Xa).
Calculer les approximations de E [L] et Var (L).

Calculer les approximations de VaR, (L) et TVaR, (L) pour
k= 0.995.

(e) Calculer les approximations des parts allouées aux pertes L et
L5 selon la régle d’attribution basée sur la covariance.

(f) Calculer les approximations des parts allouées aux risques L et
Lo selon la regle d’attribution basée sur la TVaR.

Soit le vecteur de v.a. (X7, X, X3) dont la fonction de répartition
conjointe est définie par la copule multivariée C', Xy ~ LN (5,22),
Xy ~ Ga (0.5, ﬁ) et X3 ~ Pa(3.5,2500). On suppose que
T(X1,X2) = 0.5, 7(X1,X3) = 0.7 et 7 (X3, X3) = 0.3. On définit la
v.a. S = X1 + X2 + X3. On a recours au GNPA défini a lalgorithme
5.1 avec zg = 343463463. On produit dans I’ordre 100 000 réalisations
de (X1, X5, X3) en utilisant la méthode de simulation propre a chaque
copule afin de produire les 100 000 réalisations de S. La valeur de
E [S] est 2346.633158.

(a) La copule C est la copule normale. Les premiéres réalisations de
X1, X et X3 sont 425.67965, 145.6160393 et 935.314.
i. Calculer les approximations de E [S] et Var (.9).
ii. Calculer les approximations de Cov (X;, X;) et 7 (X, X;)
(pour i # j).
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ili. Calculer les approximations de VaRy (S) et TVaR, (S)
pour k = 0.995.

iv. Calculer les approximations des parts allouées aux risques
X1, X5 et X3 selon la régle d’attribution basée sur la
covariance.

v. Calculer les approximations des parts allouées aux risques
X1, X5 et X3 selon la régle d’attribution basée sur la TVaR.

(b) La copule C est la copule de Student avec v = 4. Les premiéres
réalisations de X7, Xso et X3 sont 643.5938, 161.552453 et
1148.110.

i. Calculer les approximations de E [S] et Var (.59).
ii. Calculer les approximations de Cov (X;, X;) et (X, X;)
(pour i # 5).
iii. Calculer les approximations de VaRy (S) et TVaR, (S)
pour k = 0.995.

iv. Calculer les approximations des parts allouées aux risques
X1, X5 et X3 selon la régle d’attribution basée sur la
covariance.

v. Calculer les approximations des parts allouées aux risques
X1, X5 et X3 selon la regle d’attribution basée sur la TVaR.

8. Soit la paire de v.a. (X1, X2) ayant une distribution composée bivariée
avec
X, = { Z?LL:O Bi7ji7 M; >0 ’
0, M;=0

ou la paire de v.a. ( My, My) obéit & une loi de Poisson bivariée avec
A =3, A2 = 4, o = 2. Pour chaque %, (B;1,B;2,,...) forme une
suite de v.a. i.i.d.. Les suites (B1,1, B12,,...) et (Bs,1,B22,,...) sont
indépendantes entre elles et indépendantes de (M7, Ms). De plus,
B171 ~ Bl’g o Bl ~ Ga (3,%) et 3271 ~ 3272 ~oL BQ ~
Ga (2 i).

’ 10

(a) Développer les expressions de E[X;] Var(X;) (i = 1,2) et
Cov (X1, X3). Indiquer la loi X; pour ¢ =1,2.

(b) Développer les expressions de Fg (z), TVaR,, (S) et
TVaR, (X; ; S).
(¢) Calculer E [S] et Var (.5).

(d) Calculer Pr (S > 100).
(e) Calculer VaRy.g9 (S) et TVaRg.99 (S).
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9.

10.

n utilisant la regle d’allocation basée sur la covariance, la par
f) En utilisant la regle d’allocation basé | i | t
u capital total déterminé avec aRy.gs5 allouée a chaque
d ital 1 dé iné TVaR S)) allouée a ch
risque.

(g) En utilisant la regle d’allocation basée sur la TVaR, calculer la
part (du capital total déterminé avec TVaRg.g5 (S)) allouée a
chaque risque (avec k = 0.99).

Au temps 0, un investisseur détient 100 dans I'indice 1 et 100 dans
I'indice 2. Les deux indices sont considérés comme des titres financiers
avec risque. Au temps 0, la valeur totale V (0) de son portefeuille
est de 200. On examine ’évolution de son portefeuille pendant deux
périodes. L’évolution des deux titres est indiquée avec S; (t) = R; (t) X
S; (t—1) pour t = 1,2 avec Sq (0) = S3(0) = 100. Les couples de
v.a. (R1(1),R2 (1)) et (R (2), Rz (2)) sont i.i.d. avec les valeurs de
Pr(Ry (1) =r1, Ry (1) = rg) fournies dans le tableau ci-dessous :

rolr1 | 1.3 | 0.7
1.2 | 0.2 | 0.3
09104 ] 0.1

L’investisseur ne modifie pas la composition de son portefeuille
pendant les deux périodes et il n’ajoute ou ne retire pas d’argent.
La valeur du portefeuille au temps ¢ est V (t) = 57 (¢) + S2 (¢) pour
t=10,1,2. On définit la perte par

L=V (0)-V(2) =L+ Lo,

ol une perte négative représente un gain et L; = S; (0) — S; (2) (pour
i=1,2).

(a) Calculer E[L4], F[Lz2], E[L], Var(Ly), Var (Lsa), Cov (L1, L2)
et Var (L).

(b) Déterminer les valeurs possibles [ de la v.a. L et les valeurs de
la fonction de masse de probabilité fr, de L.

(¢) Calculer Pr(L > 0). Calculer VaRg 95 (L) et TVaR.95 (L).

(d) En utilisant la regle d’allocation basée sur la covariance, calculer
la part (du capital total déterminé avec TVaRy g5 (S)) allouée
a chaque perte L1 et Lo.

(e) En utilisant la régle d’allocation basée sur la TVaR, calculer la
part (du capital total déterminé avec TVaRp.o5 (S)) allouée a
chaque perte Ly et Lo, TVaRg g5 (L1 ;L) et TVaRg.95 (Lo ; L).

Soit la paire de v.a. (X1, X2) dont la fonction de répartition conjointe
est définie par la copule de Clayton (paramétre de dépendance a =
5), Xy ~ N (0.0040,0.0442) et Xo ~ N (0.0006,0.0472). La v.a. X;
représente le rendement mensuel instantané de I'indice ¢ = 1, 2.
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On définit la via. L=V (0) = V(1) o V(0) = v1 +v3 et V(1) =
v1eX1 4+ v9eX2 avec vy = vy = 2000.

On a recours au GNPA défini a I’algorithme 5.1 avec ¢ = 20 111 221.
On produit dans lordre m = 1000 réalisations de (X7, Xs) en
utilisant la méthode conditionnelle afin de produire les 1000
réalisations de L. On définit L = Ly + Ly avec L; = v; — v;eXé,
1=1,2.

En simulant dans l'ordre les paires de réalisations indépendantes de
la loi uniforme standard, on doit obtenir

j VD VD
1 | 0318375756 | 0.384504876
2 | 0352653871 | 0.058777102

1000 | 0.601626189 | 0.055934591

(a) Produire m = 1000 réalisations de (Uy,Usz) a partir de la
copule de Clayton en ayant recours a la méthode conditionnelle.
Indiquer les réalisations 1 et 2 de (Uy, Us).

(b) A partir des m = 1000 réalisations de(Uy,Us,), produire m =
1000 réalisations de (X7, X5). Indiquer les réalisations 1 et 2 de
(X1, X2).

(¢) A partir des m = 1000 réalisations de (X1, X5), produire m =
1000 réalisations de (L1, Lz). Indiquer les réalisations 1 et 2 de
(Ly, Lo).

(d) A partir des m = 1000 réalisations de (Ly, Ly), produire m =
1000 réalisations de L. Indiquer les réalisations 1 et 2 de L.

(e) On utilise les m = 1000 réalisations de (L1, L) et L pour faire
les calculs qui suivent.

i. Calculer les approximations de F [L;], Var(L;) (¢ = 1,2),
E[L] et Var(L).

ii. Calculer les approximations de Cov (L1, Ly) et pp (L1, Lo)
(coefficient de corrélation de Pearson).

ili. Calculer les approximations de VaR, (L) et TVaR, (L)
pour k = 0.99.

iv. Calculer les approximations des parts de TVaRg g9 (L) (le
capital a été calculé selon la TVaR) allouées aux pertes L4
et Lo selon la régle d’attribution basée sur la covariance.

v. Calculer les approximations des parts de TVaRg.g9 (L) (le
capital a été calculé selon la TVaR) allouées aux risques Ly
et Lo selon la régle d’attribution basée sur la TVaR.



432 Allocation du capital

10.6 Réponses

1. Réponses a la question 1 :

Cy1 = 891.7771 ; Cy = 1709.1115 ; C5 = 2309.1115
1241.5194 ; 1760.0353 : 1908.4452

2. Réponses a la question 2 :

105 966.3 ; 148 602.6 ; 219 549.5 ; 313 193.5
125 966.3 ; 170 975.0 ; 245 371.7 ; 342 906.7
1999 406.4

48 986.67 ; 97 973.33 ; 195 946.67

(a
(b
(¢
(d

NSNS NN

3. Réponses a la question 3 :

(a) 52.958 ; 62.97
(b) 53.117 ; 9.854

4. Réponses a la question 4 :

(a) 15;7.5;22.5

(b) 225 ; 182.8125

(c) 4.37233 ; 0.756206 ; 54.65413 ; 517.1208

(d) ¢ =1:75.18044, 87.7266 ; i = 2 : 58.6805, 70.9453
() 110.8247, 122.5465

(f) 69.1042 et 53.4423

(g) 71.1516 et 51.3949

e

5. Réponses a la question 5 :

pour j =1 (0.13,0.180109)
pour j =1 (15.5992,124.0105)
1241.2428 et 2627:9788
999.3918 et 1628.5876

(a
(b
(¢
(d

o~ D

6. Réponses a la question 6 :

(a) 0.040733 et 0.680801
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(b) 59 297.42 et 0.7517

(c) 262.2939 et 293 597.2

(d) 673:0907 et 739.4484
) 265.3391 et 474.1093
) 282.9832 et 456.4652

e

(
(f
7. Réponses a la question 7 :

(a) On obtient les valeurs suivantes :

i. 2337.403 et 57 655 550

ii. pour (1,2), 780 851.6 et 0.3401422 ; pour (1,3), 5 508 701

et 0.5722647 ; pour (2,3), 179685.2 et 0.3448239

iii. 33 354.96 et 73 089.77
iv. 60 845.54, 1580.55, 10 663.68
v. 60 463.03, 1398.574, 11228.16

(b) On obtient les valeurs suivantes :

i. 2325.37 et 45 453 347

ii. pour (1,2), 892 529 et 0.463938 ; pour (1,3), 5 754 211 et

0.718619 ; pour (2,3), 224 453 et 0.428441

iii. 35 424.5 et 69 326.9
iv. 54 216.8 ; 2082.03 ; 13 028.1
v. 55 974.8 ; 1771.5 ; 11 580.6

8. Réponses a la question 8 :

(a) 90, 80 ; 25 200, 26 400 ; 1200 ; X; ~ PComp()\;, Fp,) avec

B; ~Ga(a;,8,),i=1,2
(b) Aucune réponse.
(c) 170 et 54 000
(d) 0.760926
(e) 426.1426 et 470.2277
(f) 236.7779867 et 233.4497133
)

(g) 265.1683 et 205.0595

e

9. Réponses a la question 9 :

(a) —12.36 ; —10.25 ; —22.61 ; 2016.2304 ; 501.1875 ; —397.44 ;

1722.5379



434 Allocation du capital

I | —113 | —77 | —50 | —35

L) | 004|016 | 0.16 | 0.12
]
)

1 7 28 43 70
0.28 | 0.09 | 0.08 | 0.06 | 0.01

fr
(c) 0.52, 43 et 48.4
(d) 58.62, —10.22
(e) 51l et —2.6

10. Réponses a la question 10 :

(a) (0.318376, 0.305911), (0.352654, 0.224268)

(b) (—0.016779,—0.023251), (—0.012639,—0.035019)
(c) (33.27765, 45.96626), (25.11947, 68.826553)

(d) 79.24391, 93.94602

(e) On obtient les valeurs suivantes :

i. —9.686586, —5.174407, 7670.734, 8632.42, —14.86099,
30021.75
ii. 6852.44, 0.842
iii. 395.3112 et 462.1263
iv. 221.0584 et 241.0679
v. 218.9449 et 243.1814



Annexe A

Lois univariées continues

1.1 Loi uniforme

e Notation : X ~ U(a,b)
e Parameétres : —co < a<b< oo

e Support : = € [a, ]

e Fonction de densité : f () = ;2= X lizefap)}
0, r<a

e Fonction de répartition : F (z) = i, a<z<b
1, x>0

e Espérance : F [X] = %b

e Variance : Var (X) = (b—a)®

12
e Fonction génératrice des moments : Mx (t) = "(IZ:;;Z
e Moments d’ordre k : E [Xk] = %
N , d2_a2
e Espérance tronquée : F/ [X X 1{X§d}] = 30=a)

e Mesure VaR : VaR,(X)=a+ (b—a)k

e Mesure TVaR : TVaR, (X) =a+ @ (1+r)
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e Fonction stop-loss : mq (X) =

2

1.2 Loi béta
e Notation : X ~ Béta(x, f)
e Parameétres : « >0, 5 >0
e Support : z € [0,1]

e Fonction béta incomplete (z € [0,1]) :
I(z;a,8) = / w1 (1 —w)’ " du
0

e Fonction béta complete : I (o, 8) =1 (1;,8) = L()T(5)

T(a+p)
e Fonction de densité : fx (x) = mmo‘_l (1- :1:)671 X Lizelo,1]}
e Fonction de répartition : Fy (x) = I}?j‘é@), notée B (z; o, 3)
0, z <0
—-Sig=1F(z)=¢ z% 0<z<l1
1, z>1
0, z<0
~Sia=1,F(@x)={ 1-(1-2)", 0<z<1
1, z>1
— Sia, B €NT,
0, x <0
a+p—1 . .
F@=4 ¥ glerame 1-a" 77, 0<a<1
j=a
1a z>1

e Espérance : F [X] = -2

e Variance : Var (X) = WZ%
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Fonction génératrice des moments :
> k=1 at+j \tF
Mx(t)=1+ _— | =
X (t) ;(Hj0a+5+g> k!

Moments d’ordre & : E [X’“] = %

Espérance tronquée : E [X X 1{X§d}] = aD‘TﬁB(d;omL 1,8),d € [0,1]

S SiB=1, E[X x 1xey] = 2
. B+

Mesure VaR : outil d’optimisation
—~Sif=1,VaR, (X)=rw
—Sia=1,VaR, (X)=1—(1—r)7

Mesure TVaR : TVaR, (X) = (1:{) 31— B(VaR.(X);a+1,8))

- Sig=1TVaR. (X) 1 Ll(l _ K(a+1)/a)

TR
- Sia=1, TVaRH(X)zl_%(l_H)%
Fonction stop-loss : mq(X) = 551 — B(d;a + 1,83)) — d(1 —
B(d; o, B)), d € [0,1]

~Sif =1, m(X) = 22 (1 - doY) — d(1 - d°)

~Sia=1, (X)) =452

Fonction d’excés-moyen : eq (X) = ﬁ% —d,de|0,1]

. o a4l
—Sif=1e(X) =550~ —d

~Sia=1,eq(X) =452

Espérance limitée : F[min(X;d)] = ﬁB(d;a +1,8) + B(1 —
B(d:a, ), d € [0,1]
- Sipg=1, Emin(X;d)| = aLHdaH +d(1—d*)

- Sia=1, E[min(X;d)] = =047

Loi associée : la loi uniforme avec a = 0 et b = 1 est un cas particulier
de la loi béta avec a =1 et g = 1.
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1.3 Loi exponentielle

Notation : X ~ Exp(f)

e Parameétre : § > 0

e Support : x € RT

e Fonction de densité : f (z) = e 5

e Fonction de répartition : F (z) =1 —e 7
e Fonction de survie : F (z) = e

e Espérance : F [X] = %
e Variance : Var (X) = 2

= 3
e Fonction génératrice des moments : Mx (t) = %, t<p

e Moments d’ordre k : F [Xk] = (%)k k!

e Espérance tronquée : F/ [X X 1{X§d}] = % (1 — efﬁd) — de— P4
e Mesure VaR : VaR, (X) = —% In(1-k&)

e Mesure TVaR : TVaR, (X) = VaR, (X) + E [X]

e Fonction stop-loss : mx (d) = %e‘ﬁd = E[X]F ()

e Fonction d’excés-moyen : ex (d) = %

e Espérance limitée : E [min (X;d)] = & (1 —e™#?)

1.4 Loi gamma

e Notation : X ~ Ga(a, B)
e Parameétres: >0, 5> 0

e Support : z € Rt

B
T'(x

e Fonction de densité : f (z) = )xa_le_ﬁwv z>0

e Fonction de répartition : notée H (z; ., 3), forme non explicite pour

a¢ Nt

e Fonction de survie : notée H (x;, 3), forme non explicite pour o ¢
N+
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1.5

Espérance : E [X] = 5

Variance : Var (X) = 25

o
Fonction génératrice des moments : Mx (t) = (%) ,t<p

Moments d’ordre k : E [X’“] = =
Espérance tronquée : E [X X 1{X§d}] =SH (da+1,5)
Mesure VaR : outil d’optimisation si o # 1

Mesure TVaR : TVaR, (X) = 125 H (VaR. (X);a + 1, 5)

1—k
Fonction stop-loss : 74 (X) = %F(d; a+1,8) - dH (d; o, B)

H(do+1,8)
ﬁ(d;a,ﬁ) d

Fonction d’excés-moyen : eq (X) = §
Espérance limitée : E [min (X;d)] = 2H (d;o + 1,8) + dH (d; «, B)
Lois associées :

— la loi exponentielle est un cas particulier de la loi gamma (avec
a=1);

— la loi du khi-deux avec paramétre v € NT (nombre de degrés de

liberté) correspond & une loi gamma de paramétres o = § et

f=2;
— laloi Erlang avec parameétre n € NT correspond & une loi gamma
de parametres a = n et 8.

Loi Erlang

Notation : X ~ Erl(n, )
Paramétres : n € NT, 3> 0
Support : z € R*

Fonction de densité : f (z) = L—~gn—Lle=F7

Fonction de répartition : F (z) = 1 — e™#® E?:_ol (BJL,V

Fonction de survie : F (z) = e Z;l;ol (Bf,)]
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e Espérance : £ [X] = 3

e Variance : Var (X) = Z»

n
e Fonction génératrice des moments : Mx (t) = (%) ,t< B

k-1
[T (n+i)

e Moments d’ordre k : E [X’f] — %

e Espérance tronquée : F [X X 1{X§d}] = % (1 — e fd Z?:o (”iji!)j)

e Mesure VaR : outil d’optimisation si n # 1

e Mesure TVaR :

_ L n [ pvan.co g (BVaR(X))
1-kp

TVaR, (X)

e Fonction stop-loss : w4 (X) = %F(d; n+1,8) — dH (d;n, )
e Fonction d’excés-moyen : eg (X) = F—=——"2= —d

e Espérance limitée : E [min (X;d)] = %H (d;n+1,8) +dH (d;n, B)

1.6 Loi Weibull

e Notation : X ~ We(r,5)

e Parameétres : 7 >0, 8> 0

e Support : z € Rt

e Fonction de densité : f(z) = 7 (Bz)" ' e~ (B2)"
e Fonction de répartition : F (z) =1 — e~ (#2)"

e Fonction de survie : F (2) = e~ (#®)"

e Espérance : E[X] = %I‘ (14 1)
2
e Variance : Var (X) = &I (1+ 2) — (%F (1+ %))

e Fonction génératrice des moments (pour a > 1) :

=tk k
My ()= 5’%!F (1 + ;)
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1.7

Moments d’ordre & : E [X’“] = %F (1 +

Rk

Espérance tronquée : E [X X 1{X§d}] ==T(1+ %)H(d'r; 1+ %,57)

|~

s

Mesure VaR : VaR, (X) = %(— In(1-—k))
Mesure TVaR : TVaR, (X) = ﬁf(l + %)F(— In(1—k); 14 %, 1)
Fonction stop-loss : mq (X) = %F(l + %)F(d’r; 1+ %, BT) — de=PD”

ST
o(Bd)

Fonction d’excés-moyen : e4 (X) = <5—I'(1+ DH@d™;1+1,87)—d

Espérance limitée : E [min (X;d)] = %F(l + %)H(d’r; 1+ %,67) +
de—(Bd)™

Cas particuliers :

— la loi exponentielle est un cas cas particulier de la loi Weibull
avec 7 =1

— la loi Raleigh est un cas cas particulier de la loi Weibull avec
T=2.

Loi Erlang généralisée
Notation : X ~ EriG (84, ..., 8,)
Parametres : 3y, ..., 8, > 0 et 84, ..., 3, distincts
Support : z € R*

Fonction de densité de X :
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e Espérance de X : E[X] =" #+
e Variance de X : Var (X) =", %
k3
e Fonction génératrice des moments de X : Mx (t) = [] (m)
i=1 \"1
e Moments d’ordre & : [Xk] =TI, F(Z;—l)
e Espérance tronquée :
n n
B _ 1 — e fid
E[XX1{X§d}] :Z H B jﬁ —de 57‘,‘14’_57
i=1 \g=lj#i 7 i i
e Mesure VaR : outil d’optimisation
e Mesure TVaR :
TVaR(X)
= 1T Bi | e-aivar.) VaR,(X) + —
1—k - LBy =B Bi
i=1 \j=1,j7#i"J ¢ v
. e e . n n B; 1_e Bid
e Espérance limitée : F [min (X;d)] =" I —
i=1 . . B;—B; B
J=1,j#i
. n L B, o Bid
e Fonction stop-loss : mq (X) =>""_; . H N ( 7 )
J=1,j#i °
:<7H¢ ,)(*)
e Fonction d’excés-moyen : e4 (X) = —
n 1 2 (e=#id)
T =14 i =P
e Remarque :
n 3.
— les termes [I =5 | sont négatifs ou positifs et leur
1L BB
J=1,j#i
n e 8,
somme est égalea 1: ) 1| ' H 2| = 1;
J=1,j#i °
— la loi Erlang généralisée de la v.a. X est I'équivalent de la
loi d'une somme de n v.a. indépendantes Y7, ..., Y, de lois
exponentielles indépendantes avec parameétres 3,, ..., 5,,, e.g

X=%" Y,ouY; ~Exp(B;) pouri=1,...,n.
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1.8 Loi normale
e Notation : X ~ N(u,0?)
e Paramétres : —oco < p1 < 00, 02 > 0

e Support : x € R

e Fonction de densité : f (z) = 217m

e Fonction de répartition : notée ® (—xf”), forme non explicite
a
e Espérance: F [ X]| =p

e Variance : Var (X) = o2

. s . 252
e Fonction génératrice des moments : Mx (t) = e# T %2

e Espérance tronquée : F [X X 1{X§d}] = ud (d;—”) — Jﬁe_ 202

e Mesure VaR : VaR, (X) =pu+0® ' (k) = p+0oVaR, (Z)

e Mesure TVaR :

11 ()
TVaR, (X)=p+ moﬁe_f =p+0TVaR, (Z)
e Fonction stop-loss : mq (X) = (p+d)(1 — @(d?T“)) — \/%e_%
e Fonction d’excés-moyen : eg (X) =p+d— #d_;ﬁ)\/%ef 0’;;‘2’)2
e Espérance limitée : F [min (X;d)] = ,u@(d?T”) - \/%67% +d[1 -

()]
e Remarque :

— lorsque p = 0 et ¢ = 1, on dit par convention que X obéit & une
loi normale standard ;

— par convention, ® est la notation pour la fonction de répartition
d’une loi normale standard.
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Lois univariées continues

1.9

Loi lognormale
Notation : X ~ LN (u,0?)
Paramétres : —oo <y < 00,02 >0

Support : z € RT

i .  (ne—p)?
Fonction de densité : f(z) = - ;We 207

Fonction de répartition : F (z) = @(M)

Espérance : E [X] = etT %

Variance : Var (X) = e2#+7° (e"2 - 1)

Fonction génératrice des moments : forme non analytique
Moments d’ordre k : E[X*] = okuth? 5

Espérance tronquée : F [X X 1{X§d}] = exp(p + 02/2)@(%)
Mesure VaR : VaR, (X) =exp (u+ oVaR, (Z))

Mesure TVaR :

TVaR, (X) = %ef“r“z/?u — ®(VaR.(Z) — o))

— K

Fonction stop-loss :

ra(X) = et 21 (LT gy gl
o o
Fonction d’excés-moyen :
40 = gyt 0 - )
Espérance limitée :
B min ()] = oo 2R g p( )

Loi associ¢e : X =e¥, o0 Y ~ N(u,0?), impliquant E[X*] = My (k)
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1.10 Loi inverse gaussienne
e Notation : X ~ IG (p, 3)
e Paramétres : y, 8 € RT

e Support : 2 € R

e Fonction de densité : fx (x) = —=£—exp (_26% (x — ;L)2)

\/ 27 Bz

e Fonction de répartition :

Fy (z) =@ (\/%(x u)) teF <\/%($+/L))

e Espérance: F [ X]| =p
e Variance : Var (X) = uf
e Fonction génératrice des moments : Mx (t) = e%(l_ V=250

e Espérance tronquée :
1
E[X X lix<qy] = d—(2d— u)(b((d ) @>
—(2d + u)e%q)( —(d+ ) %)

e Mesure VaR : outil d’optimisation

e Mesure TVaR :

1 2p
TVaR.(X) = m(u—d+(2d+u)es)

e (a- e (@ 55))

avec d = VaR,(X)

e Fonction stop-loss :

() = G- (1-o(@-wy/5))

st peF e~ w5)
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e Fonction d’excés-moyen :

e Espérance limitée :

1
Bloin (i) = d- (- we( (@-wy/5)
1
~@rmeF e ~rm5)
1.11 Loi Pareto
e Notation : X ~ Pa(a, )
e Parameétres : « >0, A >0
e Support : z € Rt
e Fonction de densité : f(x) = (Afmﬁ
e Fonction de répartition : F (z) =1 — ()\im)
e Fonction de survie : F (x) = (Aj‘_m)
e Espérance (pour o > 1) : E[X] = 2=
: . _ a\?
e Variance (pour o > 2) : Var (X) = (CE e
e Fonction génératrice des moments : n’existe pas
e Moments d’ordre k (pour a > k € NT): E[X*] = k}‘i
I (a—1)

e Moments d’ordre k : FE [X’“] = w, si—-1<k<a
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Espérance tronquée (pour o > 1) :

R S AU Gl SV N
=t = 1 A+ d)* " A+d

Mesure VaR : VaR, (X) = A ((1 - ,{)_% — 1)

Mesure TVaR (pour a > 1) : TVaR, (X) = A (QL (1-— /{)_% - 1)

Fonction stop-loss (pour a > 1) : 4 (X) = ﬁ(ﬁ)o‘*1
Fonction d’excés-moyen (pour a > 1) : eq (X) = 222 sia > 1
Espérance limitée (pour a > 1) : E [min (X;d)] = 251 - (A%_d)o‘_l]

1.12 Loi F-généralisée

Notation : X ~ FG (a, A\, T)
Parametres : a > 0, A >0, 7> 0
Support : z € RT

@, T—1
Fonction de densité : fx () = FF(DH'T)’\ -

T () Fz)>T7
Fonction de répartition : Fy (x) = B(ﬁ; T, Q)
Espérance (pour o > 1) : E[X] = o:\—Tl
A7 (r—a+1)

Variance (pour « > 2) : Var (X) = G=D%a=2)

Fonction génératrice des moments : n’existe pas
k—1
[T (7+4)

Moments d’ordre k& (pour a > k) : F [Xk] —\F i=0
I (a—i)

i=1

Espérance tronquée (pour o > 1) :

d
E[X x Lixeq] = 2B (—‘T+ 1,a— 1)

a1 \\O+d

Mesure VaR : outil d’optimisation
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Lois univariées continues

Mesure TVaR (pour o > 1) :

1 A =( VaR.(X)
TVaR, (X) = rela—1
VaRe (X) = 15077 <>\+VaRH(X)T+ «
Fonction stop-loss (pour « > 1) :
AT — d —.  d
Wd(X)—a_lB<—>\+d,T+l,a1) de(—)\_’_d,T,a)

Fonction d’excés-moyen (pour o > 1) :

\r E(A;j_dm'—&—l,a—l)

eq (X) = —
a—1 B(ﬁ;r,a)

—d

Espérance limitée (pour o > 1) :

A d —_d
B fmin (X:d)] = - <m;7+1,a 1) B ir.0)

Loi associée : la loi de Pareto est un cas particulier de la loi
F-généralisée avec 7 = 1.

Remarque : la loi F-généralisée est parfois appelée la loi de Pareto
généralisée.

1.13 Loi Burr

Notation : X ~ Burr (o, A, 7)
Parametres : o > 0, A >0, 7> 0
Support : z € Rt

. ., o, 7—1
Fonction de densité : fx (x) = %

(03
Fonction de répartition : Fx (z) =1 — (ﬁ)

Espérance : F [X]| = ﬁ)\lhf(l + (e —1)

T

Variance : Var (X) = % (F(l + 2)M(a-2) - W)

Fonction génératrice des moments : n’existe pas
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e Moments d’ordre k : E [X’“] = ﬁ)\khl‘(l + é)l“(a— é), r<k<
aT

e Espérance tronquée :
E[X x lix<a]

RTINS 1 1 11
= T e T)B()\+d771+T7a T)

e Mesure VaR : VaR, (X) = (A {(1—r)"YV> -1}/
e Mesure TVaR :

TVaR. (X)
AMTTA+ DI (e / VaR.(X) gl 1
(1—K)T(e) B(A—i—VaRn(X)T’lJrHa T)

e Fonction stop-loss :

1

1
Ta(X) = —Al/Tr(H;

I(a) '
+(s%s)

e Fonction d’excés-moyen :

1 — d’ 1 1
WW;W(K:EJ+‘ﬂ;>

ed(X) =

(A+d)°T(1+ HI'(a — l)_< d 1 1) 4

T .1 — o
A7V (@) ra TP

e Espérance limitée :

E [min (X;d))
— ﬁAl/Tr <1+%)r <a— %)B (%;1—&—%,&—%)
A\ o
ﬂ(;15>
e Loi associée : la loi de Pareto est un cas particulier de la loi Burr avec

T=1.

1.14 Loi log-logistique

e Notation : X ~ LL (A7)
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e Parameétres : A, 7 > 0

e Support : x € RT

e Fonction de densité : f(x) = f

e Variance (pour 7 > 2) :

2 2 1 1)’
Var(X):)\2 <F<1+—)F(l——> — (I‘ <1+—)F<1——)) >
T T T T
e Fonction génératrice des moments : n’existe pas

e Moments d’ordre & : [Xk] =\fp (1 + é) r (1 — é), —T<k<rT

e Espérance tronquée (pour 7 > 1) :

1 1 d’ 1 1
FlX x1 ='(1+—-)T'{1—-=-}|Bl——14+—-,1— —
[ ~ {ng}] ( + 7') ( T) ()\T +dr’ + T’ T)

e Mesure VaR : VaR,, (X) =X (k7! — 1)_1/T

e Mesure TVaR (pour 7 > 1) :
A 1 1\ = 1 1
TVaR, (X)= F(1+—>F<1—)B(/€;1+—,1—)
1—x T T T T

e Fonction stop-loss (pour 7 > 1) :

PSRV (R P (O U (RPN

B d\”
AT +dT

e Fonction d’excés-moyen (pour 7 > 1) :

>\T+dT 1 1\ — dr 1 1
0= S5 (102 (1-0)B (i< 213
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e Espérance limitée (pour 7 > 1) :

. 1 1 d’ 1 1
E[min(X;d)] = )\F(1+;>F(1—)B(AT dT,lJr—,l;)
d\”

+>\T +d7
1.15 Loi de Student

e Notation : X ~ St(v)
e Paramétre : v > 0

e Support : x € R

r( 2 2\~ 4
e Fonction de densité : f (z) = \/}/—W r(‘_)) (1 + %)
bl
- Siv=1, f(z)= (1+w’)
— 1 = = 1 -
Siv=2, f(x) )]

e Fonction de répartition :

désignée par t, (z)

- Siv=1, F(z) = 3 + L arctan (z)
- Siv=2F(x :%( 2+m2>
e Fonction de survie : F (x % (2+V§2,2)

e Espérance : E[X]=0,v>1

e Variance : Var (X) = %
v—27
e Fonction génératrice des moments : n’existe pas

e Moments d’ordre & :

& 0, 0 < k impair < v
E[X]: 1 (F(kQ—l)F(”;k)V%>, 0 < k pair < v
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e Espérance tronquée (pour v > 1) :
_rreE) (1+2) T d<o
T (% v ’
E[X x1ix<a] = F(é‘)) Qe
IS ) (14 —) Cd>0
Vitny (09

e Mesure VaR : outil d’optimisation
e Mesure TVaR (pour v > 1) :

vl 2N\ — Y5

T %Fﬁ(i)) (1"' VGRZ(X)Z) ~, VaR(X)<0
TVaR.(X) = F(”“z) 2\ — 5
i (1 4 VaRa(X) ) . VaR.(X)>0
'V w F(E) v

e Espérance limitée (pour v > 1) :

vl o\ — X7 -

f\/grﬁ(;)) (1+2) 7 +dF@), d<o
E[mln(le)] = F(y+|2) o\ — 45
oy (1 g) T vdF@. d>0

e Note : la loi de Student converge en loi vers la loi normale lorsque

vV — Q.



Annexe B

Lois univariées discrétes

On présente les caractéristiques des pringcipales lois discrétes qui seront

fréquemment utilisées. Souvent, en Excel ™ ou R, les fonctions de densité,
de répartition et quantile sont déja programmeées.

2.1 Loi avec support arithmétique

e Support : X € {0,1h,2h,...}

e Fonction de masse de probabilité : f(kh) = Pr(X =kh), k € N,
h e R

e Espérance : E [X] =" khfx (kh)

e Variance : Var (X) =Y/, (kh — F [X1)? fx (kh)

e Fonction génératrice des moments : Mx (t) = Y oo e fx (kh)
e Fonction génératrice des probabilités : Px (t) = S50, t*" fx (kh)
e Espérance tronquée : E [X X 1{X§k0h}] = Eﬁozo khfx (kh)

e Mesure TVaR :

TVaR, (X)

ko
= 3 i - {E[X} - I;)khfx (kh) + koh (Pr (X < koh) — H)} 7
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Lois univariées discrétes

2.2

2.3

ot VaR, (X) = koh avec kg € N

Loi de Poisson
Notation : M ~ Pois(\)
Parameétre : A > 0

Support : k€ N

Fonction de masse de probabilité : Pr(M = k) = Ak,‘;?

Espérance : E [M] = A
Variance : Var (M) = A
Fonction génératrice des moments : M (t) = exp{A(e’ — 1)}

Fonction génératrice des probabilités : P(t) = exp{A(t — 1)}

Loi binomiale
Notation : M ~ Bin(n,q)
Parametres : n € N, ¢ € (0,1)
Support : k € {0,1,....,n}
Fonction de masse de probabilité : Pr(M = k) = (Z) (q)k (1- q)n_k
Espérance : E [M] = ng
Variance : Var (M) = ng(1 — q)
Fonction génératrice des moments : M (t) = (ge' + 1 — q)
Fonction génératrice des probabilités : P(t) = (¢t +1 — q)

Loi associée : la loi de Bernoulli est un cas particulier de la loi
binomiale avec n = 1.



2.4 Loi de Bernoulli 455

2.4 Loi de Bernoulli

e Notation : M ~ Bern(q) ~ Bin(1,q)

e Parameétre : g € (0,1)

e Support : k€ {0,1}

e Fonction de masse de probabilité : Pr(M = k) = (q)lc (1- q)lfk
e Espérance : E[M]|=g¢q

e Variance : Var (M) = ¢(1 —¢q)

e Fonction génératrice des moments : M (t) = (get + 1 — q)

e Fonction génératrice des probabilités : P(t) = (¢t + 1 — q)

2.5 Loi binomiale négative

Selon les auteurs, on rencontre deux paramétrisations pour la loi binomiale
négative qui sont équivalentes.
Les principales caractéristiques pour la premiére paramétrisation sont :

e Notation : M ~ BN(r,q)

e Parameétres : 7 € RT, g € (0,1)

Support : k€ N

Fonction de masse de probabilité : Pr(M = k) = (TJFﬁ*l) (@) (1—¢)F

e Espérance : E[M] = rlf;q

Variance : Var (M) = ri32
q

r
e Fonction génératrice des moments : M(t) = (ﬁ)
T
e Fonction génératrice des probabilités : P(t) = (ﬁ)

Les principales caractéristiques pour la deuxiéme paramétrisation sont :

e Notation : M ~ BN(r, )
e Paramétres : r € R, 3 ¢ Rt

e Support: kK € N
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Lois univariées discrétes

2.6

r k
Fonction de masse de probabilité : Pr(X = k) = 1;((%:!) ( L ) (1_'1%)

Espérance : E[X] =10

Variance : Var (X) = r5(1 + 5)

Fonction génératrice des moments : Mx (t) = (1 — B(e* — 1))~
Fonction génératrice des probabilités : Px () = (1 — B(t — 1))

Lien entre la 17® paramétrisation et la 2¢ paramétrisation : ¢ = ——

1+
ou 1= 11

Note :

— si 7 € NT, la distribution binomiale négative est parfois appelée
la distribution de Pascal ;

— si 7 € RT, la distribution binomiale négative est parfois appelée
la distribution de Polya.

Loi associée : la loi géométrique est un cas particulier de la loi
binomiale négative avec r = 1.

Loi géométrique
Notation : M ~ Geom(q)
Parametre : g € ]0,1]
Support : k€ N
Fonction de masse de probabilité : Pr(M =k) = ¢ (1 — q)k
Fonction de répartition : Fys (k) =1 — (1 — q)lchl

Espérance : E [M] = =4

Variance : Var (M) = 1(1_2‘1
Fonction génératrice des moments : M (t) = m

Fonction génératrice des probabilités : P(t) = W’_q)t)
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2.7

Loi logarithmique

Notation : M ~ Log(y)

Parametre : v € ]0,1]

Support : £ € Nt

Fonction de masse de probabilité : Pr(M = k) = ln(Ii«/) %
A . - _—-1

Espérance : E [M] = W(i—7) 1—
: . — __ 4In(1—v)

Variance : Var (M) = (1—)2(n(1—))?

Fonction génératrice des moments : M (t) = %

Fonction génératrice des probabilités : P(t) = llr:l ((11:«%)



Annexe C

Lois univariées avec mélange

3.1

Loi mélange d’exponentielles
Notation : X ~ MaxFExp({(pi,5;),i =1,2,...,n})
Parametres : 5, >0, 0<p; <1, p1 + ... +pp =1
Fonction de densité : f () =Y 1 piBie % >0
Fonction de répartition : F (z) =1, p; (1 — efB’ix) , x>0
Fonction de survie : F (z) =1 pie P 2 >0

Espérance : E [X] =" | pié

n T 2
Variance : Var (X) =37, pzﬁz - (Zizl Pi%)
Fonction génératrice des moments : Mx (t) = Y7 p; —5’_8;

k
Moments d’ordre k : E [X*] =37 | p; (Bi) k!

Espérance tronquée :

n

E[X % Lix<a] =) pi (ﬁi (1—efi) — de—ﬁzd)
i=1 *
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e Mesure VaR : outil d’optimisation
e Mesure TVaR :
1 < 1
T (X)) = (= ( —BiVaR,ﬁ(x)> de—B:VaR.(X)
Vak, (X) 1—,%;1) <6i ‘ e
e Fonction stop-loss : mx (d) =1, pi%e_ﬁ’id
e Espérance limitée : E [min (X;d)] = Y7 —1Pig (1 — e Pid)
3.2 Loi mélange d’Erlang

Notation : X ~ MaErl({(pr,5),k=1,2,..})

Parameétres : 3> 0,0<p, <1 (k=1,2,..), > ppr=1
Fonction de densité : f(z) = > o~ peh(z;k,8), >0
Fonction de répartition : F (z) =Y oo prH (z;k,8), >0
Fonction de survie : F (z) = > p0  ppH (2;k,8), > 0
Espérance : E[X]=>"77, pk%

- (220:1 pk%f

Variance : Var (X) =

k
Fonction génératrice des moments : Mx (t) = > 7| pk (—B?it)
_ _ (k+1)...(k+m—1
Moments m : E[X™] =372, Pk%

Espérance tronquée : E [X X 1{X§d}] =Y, pk%H(d;k +1,58)
Mesure VaR : outil d’optimisation

Mesure TVaR :

TVaR, Zpk (VaR, (X);k+1,5)

Fonction stop-loss :

Zpk< (d;k+1,8) — dﬁ(d;k,ﬁ))
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e Espérance limitée :

E [min (X; d)] Zpk (— (dik +1,8) + dH (d; k, /9’))

e Note : H (x;k,83), H(x;k,8) et h(x;k,3) sont les fonctions de
répartition, de survie et de densité de la loi Erlang (k, 8).
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