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PREFACE

L’homologie de Floer est aujourd’hui une technique indispensable de la
topologie symplectique. Inspirée d’idées de Witten et de Gromov dans les
années 1980, elle a permis depuis de résoudre de nombreux problemes diffi-
ciles, et elle continue de le faire.

Ce livre est consacré a la solution d’un de ces problemes, une célebre
conjecture due a Arnold, qui propose de minimiser le nombre de trajectoires
périodiques d’un systeme hamiltonien par un invariant qui ne dépend que
de la topologie de la variété symplectique sur laquelle évolue ce systeme.
Cette minoration ressemble beaucoup aux célebres inégalités de Morse, qui
minorent le nombre de points critiques d’une fonction. Une ressemblance
qui n’a rien de fortuit : ’homologie de Floer est un analogue (en dimension
infinie) de I’homologie de la variété telle qu’elle est calculée par le complexe
de Morse « a la Witten » : le role principal est tenu dans les deux cas par
les espaces de modules de trajectoires joignant les points critiques (d’une
fonction pour Morse, d’une fonctionnelle pour Floer).

En 2004-2005, nous avions proposé un cours, deux cours, sur ces no-
tions. Nous avons commencé par la théorie de Morse, bien sfir, il y avait
des étudiants, nous aimions beaucoup le livre de Milnor dans lequel nous
avions I'un et 'autre appris l'existence, la multitude et surtout l'utilité des
fonctions de Morse, nous avons donc commencé a rédiger des notes pour les
étudiants, c¢’était assez facile...

Et puis, c’est devenu plus difficile — il n’existait aucun livre donnant le
point de vue plus moderne sur ’homologie de Morse, avec la construction et
les propriétés d’invariance du complexe de Morse défini a ’aide des espaces
de trajectoires, qui nous permettrait d’aller vers la construction du complexe
de Floer — copier n’était plus possible, il nous a donc fallu la un peu
d’imagination.
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La premiere partie du cours terminée & la satisfaction des auditeurs, nous
avons abordé I’homologie de Floer. Les objets et les techniques, que nous,
topologues et géometres, utilisons tous les jours, de I’homologie de Morse, se
sont transfigurés en objets et techniques de 'homologie de Floer. Le charme,
un des charmes, et la force, de cette théorie, résident en ceci qu’elle utilise,
outre la géométrie et la topologie, beaucoup d’analyse, des opérateurs de
Fredholm et des espaces de Sobolev. Exposer ceci a d’authentiques étudiants
n’est pas une tache tres facile, méme en s’y mettant a deux. C’est pourquoi
nous avons décidé de persister a rédiger des notes de cours.

Si de nombreux travaux de recherche ont utilisé et utilisent toujours ces
techniques, si de nombreux étudiants en ont aujourd’hui besoin, il faut bien
dire qu’il n’y avait pas, sur ce sujet-1a non plus, de livre raisonnablement
auto-suffisant.

Cing années se sont écoulées, au cours desquelles nous avons affiné, cor-
rigé, allongé, précisé, majoré, minoré, égalé, comparé, énoncé et démontré
soixante-treize théoremes, cent vingt et une propositions et cent six lemmes,
dessiné quatre-vingt-dix-huit figures (et posé un certain nombre d’exercices,
dont, contrairement a la coutume, aucun ne contient la démonstration d’un
résultat important « laissé en exercice aux lecteurs »)...

Cing années se sont écoulées, au cours desquelles d’autres étudiants ont lu
ces notes et nous ont fait des commentaires qui nous ont convaincus qu’elles
répondaient a un besoin et qu’il serait stupide de ne pas les améliorer encore
pour en faire un livre.

Voici ce livre, consacré a la puissance et la gloire des méthodes homolo-
giques a la Morse-Floer.

Ce qu’il faut savoir... Il était difficile de prétendre écrire un ouvrage
auto-suffisant. Pourtant, celui-ci est issu d’un cours professé devant d’au-
thentiques étudiants de mastere — a qui nous avons dii commencer par
« rappeler » ce qu’était une variété. En pensant a eux et a leurs semblables,
nous avons donc regroupé a la fin du livre et en trois chapitres « ce qu’il
faut savoir », les résultats de base que nous utilisons, en géométrie différen-
tielle, topologie algébrique, analyse. Il y a parfois des définitions et/ou des
démonstrations complétes, parfois des indications. Un index devrait aider a
s’y retrouver.

Remerciements. A tous les étudiants qui ont subi ce cours, notamment &
Emily Burgunder, Olivier Dodane, Shanna Li, Alexandre Mouton, Emma-
nuel Rey, Nelson Souza.
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PARTIE 1

THEORIE DE MORSE
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INTRODUCTION DE LA PREMIERE PARTIE

Cette premiere partie est consacrée a la théorie de Morse, avec en ligne
de mire le complexe défini par les points critiques d’une fonction de Morse
et les trajectoires d’un champ de gradients.

C’est une théorie dont la toute premiere pierre est la remarque que I’étude
d’une fonction (bien choisie) peut donner des informations assez précises sur
la topologie d’une variété. L’exemple le plus classique — mais les exemples
les plus classiques sont souvent les plus instructifs — est celui de la fonc-
tion « hauteur » R? — R et de sa restriction aux différentes sous-variétés
représentées sur les figures. La fonction f est, dans les trois cas considérés,
la restriction de (z,y, 2) — 2.

Fi1GUre 1. La spheére ronde

La premieére figure (figure 1) représente la sphére « ronde », c’est-a-dire
la sphére unité

52:{(ac,y,z) €R3|x2+y2+z2:1}.
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Les niveaux f~!(a) sont

& sia<—1

un point sia=—1

un cercle si —1<a<1
un point sia=1

%] sia>1.

En remontant les valeurs de la fonction, on constate que les niveaux ont
toujours la méme topologie, jusqu’a ce que se produise un accident, ou la
topologie change, puis reste la méme jusqu’a ’accident suivant.

Il en est de méme pour les « sous-niveaux », c¢’est-a-dire ce qui se trouve
au-dessous d’un niveau donné, qui sont, dans ce cas, d’abord vides, puis
(brievement) un point, puis un disque, puis la sphere tout entiére.

Les accidents sont les valeurs critiques de la fonction, correspondant aux
points critiques, ceux ou la différentielle de f s’annule, ceux pour lesquels
le plan tangent est horizontal, les poles nord et sud de la sphére. Bien sir,
le pdle sud est le minimum de la fonction et le pole nord son maximum.

FIGURE 2. Le tore

La situation est analogue dans le cas du tore de la figure suivante
(figure 2) a cette différence prés qu'il y a maintenant des points critiques
qui ne sont pas des extrema de la fonction, ce sont les deux points « selle ».
Les niveaux correspondants sont des courbes en forme de huit (dont
l'une est représentée sur la figure), et donc pas des sous-variétés, on aura
remarqué que les niveaux réguliers, non critiques, doivent, eux, étre des
sous-variétés (& cause du théoréme de submersion).
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Un des premiers résultats de cette théorie est un théoreme, dii & Reeb
(au moins pour les fonctions de Morse) et que nous démontrerons (dans
ce cas) qui affirme qu'une variété compacte qui posséde une fonction avec
seulement deux points critiques est homéomorphe a une sphere. Mais bien
stir, il y a sur la sphere des fonctions avec plus de points critiques.

" |

FIGURE 3. Une autre sphere

La troisieme figure (figure 3) est la pour illustrer ce fait. Parce que c’est
pratique a visualiser, on a gardé la « méme » fonction hauteur et on a « fait
un creux » dans la sphere, en douceur, ce qui fait que la sous-variété est bien
str toujours difféomorphe & une sphére, mais que maintenant, la fonction a
deux maxima locaux et un point selle. On remarquera toutefois que la parité
du nombre de points critiques de la nouvelle fonction est la méme que celle
de l'ancienne. Si on les suppose non dégénérés, une importante propriété
qui sera définie plus bas (et que vérifient les points critiques représentés sur
nos figures), le nombre de points critiques comptés modulo 2 est égal a la
caractéristique d’Euler modulo 2 de la variété, un invariant qui ne dépend
pas de la fonction mais seulement de la variété.

L’idée des espaces de trajectoires de Witten permet de mettre en évi-
dence un invariant plus fin : on voit bien que le tore et la sphere sont des
variétés tres différentes, méme si toutes les deux possédent une fonction
avec quatre points critiques non dégénérés. Cet outil est ce que 'on appelle
aujourd’hui 'homologie de Morse H M (V) de la variété. C’est ’homologie
d’un complexe, le complexe de Morse, construit a partir des points critiques
d’une fonction de Morse en « comptant » les trajectoires d’un champ de
vecteurs qui les relient... une homologie qui ne dépend, in fine, que (du type
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de difféomorphisme) de la variété. Les remarques que nous venons de faire
a propos du nombre de points critiques sur telle ou telle variété s’expriment
en les fameuses « inégalités de Morse » : le nombre ¢, de points critiques
d’indice k£ d’une fonction de Morse sur une variété satisfait a

cx > dim HM,, (V).

Ces objets forment donc naturellement le sujet de la premiere partie de
ce texte.



CHAPITRE 1

FONCTIONS DE MORSE

Toutes les variétés et les fonctions que nous considérons ici sont de
classe G, méme si on n’a besoin en général que de régularité C*!

1.1. Définition des fonctions de Morse

1.1.a. Points critiques, non-dégénérescence. Soit V une variété et
soit f : V — R une fonction.

Remarque 1.1.1. Au moins si V' est compacte, f a toujours des points cri-
tiques, puisqu’elle a au moins un maximum et un minimum.

En un point critique de f, on peut définir la hessienne ou dérivée seconde.

Remarque 1.1.2. Rappelons qu’une fonction sur une variété n’a pas de dérivée
seconde : il est toujours possible de calculer une dérivée seconde dans une
carte, mais le résultat dépend de la carte utilisée. La dérivée seconde est
bien définie sur le noyau de la dérivée premiere... Ici nous nous contenterons
de la définir en les points critiques. Voir I'exercice 1 page 17.

Plutot que d’utiliser une carte et de montrer que le résultat n’en dépend
pas, faisons appel & un argument plus intrinséque (comme dans [47, p. 4]).
Si x est un point critique de f et si X et Y sont des vecteurs tangents a V'
en x, posons
ol nous avons noté Y un champ de vecteurs prolongeant localement Y.
Comme

X-(Y @)=Y (X @)= [X,Y], f = (df)a([X,Y]:) =0,
I’expression est une forme bilinéaire symétrique en X et Y. Le méme calcul

montre aussi que cette forme est bien définie, le résultat ne dépend pas du
prolongement Y choisi.
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On dira qu’'un point critique est non dégénéré si cette forme bilinéaire
Iest. Et qu'une fonction est de Morse si tous ses points critiques sont non
dégénérés.

1.1.b. Exemples et contre-exemples. Les points critiques de la fonc-
tion hauteur sur la spheére sont non dégénérés. En effet, au voisinage du
point (0,0,¢) € S, (x,y) forment des coordonnées locales et

f(x7y):Z:€ 1_1'2—y2,
une fonction dont la dérivée seconde est la forme quadratique

(@ 0,00 (T,y) = —e(@® + 47
une forme quadratique non dégénérée, en effet.

Il est tres facile de construire des fonctions avec des points critiques
dégénérés, par exemple en prenant pour fonction une forme quadratique
dégénérée, qui sera sa propre dérivée seconde en 0 ou pire, un polynéme de
degré plus grand, comme la fonction z — 22, de R dans R, qui a un point
critique dégénéré en 0.

Voir d’autres exemples dans [47] et dans les exercices de ce chapitre (voir
aussi la remarque 4.4.5 ci-dessous).

1.2. Existence et multitude des fonctions de Morse

Il est moins facile de montrer qu’il existe des fonctions de Morse sur toutes
les variétés, mais c’est vrai. Dans ce paragraphe (qui est une paraphrase
de [47]), nous montrons qu'’il existe, en un sens précis, beaucoup de fonctions
de Morse sur une variété compacte (en fait, nous le montrons pour n’importe
quelle variété qui se plonge comme sous-variété dans un espace R™).

1.2.a. Existence de fonctions de Morse. Utilisons le théoreme de plon-
gement (ici le théoréme 14.1.2) et montrons l'existence de fonctions de Morse
sur les sous-variétés de 'espace R™.

Proposition 1.2.1. Soit V C R™ une sous-variété. Pour presque tout point p
de R"™, la fonction

fr:V—R
2
z— |z —p|

est une fonction de Morse.
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Démonstration. La différentielle de f, est

Tefp(§) =2(z —p) - &,

de sorte que x est critique si et seulement si (x — p) est orthogonal & T, V.
Paramétrons V' localement (comme nous y autorise le théoréme des sous-
variétés, ici le théoréme 14.1.1) par

(ury...,uq) — x(u1,...,uq).
Dans ces coordonnées,
ofpy Ox
(“)Tzi =2(x—p)- o,
et
0% f, Or Oz 0%
D, (aTj ou, TP auiauj)'

Le point x est donc un point critique non dégénéré si et seulement si le
vecteur x — p est orthogonal a T,V et la matrice ci-dessus est de rang d.
Pour montrer que, pour presque tout p, la fonction f, est de Morse, il
suffit donc de montrer que les p qui ne vérifient pas cette propriété sont les
valeurs critiques d’une application C>° et d’appliquer le théoréme de Sard
(théoréme 14.2.1). Considérons donc le « fibré normal » de V dans R",
c’est-a-dire ’espace

N={(z,v) e VxR"|v L T,V}CV xR",
et I'application
E:N—R"
(z,v) — x + .

La proposition est alors conséquence du lemme qui suit :

Lemme 1.2.2. Le fibré normal N est une sous-variété de V- x R™. Le point
p=x+v € R" est une valeur critique de E si et seulement si la matrice

0% f Or Ox 0z
Duou, 2(% 0w Y auiauj)

n’est pas inversible.

Démonstration. Comme V' est une sous-variété de R™, il y a une carte
(locale) envoyant R™ sur un ouvert de R" et R? sur un ouvert de V.
L’application tangente a la carte envoie la base canonique de R™ sur une

base de vecteurs tangents a V suivis de vecteurs engendrant un supplé-
mentaire. Il suffit alors d’orthonormaliser cette base pour obtenir n — d



10 CHAPITRE 1. FONCTIONS DE MORSE

champs de vecteurs vy, ..., v,_4 qui forment en chaque point de V' une base
orthonormée de (T,,V))*. Alors, I'application

n—d
(ul, e Ugstr, ,tn7d> — (x(ul,. .. ,ud), Ztivi(uh. .. ,un,d))
i=1

est un paramétrage local de IV, donc celle-ci est bien une sous-variété. Dans
ces coordonnées, les dérivées partielles de E sont
OF Oxr n=d Qv
= + E tr
8ui 8ul k=1 aui

OF
Y
j
ot
Calculons les produits scalaires de ces n vecteurs avec les n vecteurs indé-
pendants
ox Oz
— ey = U1y Ung
8u1 ) K 8ud k) ) ) )

obtenant ainsi une matrice qui a le méme rang que la jacobienne de F et
qui a la forme

(8:10 ox _'_Ztkg?::_aalz) (ZZLUIZ.W)

dui Ou;

k
0 Id
Mais vy, est orthogonal & dx/du;, donc
8(U %)_8% %—&-v 0%z 0
aui k 3Uj o 8u,; 8uj k 8u,6‘uj o
Ce qui acheve la démonstration du lemme... O
et donc celle de la proposition. O]

Nous dirons quelques mots des points p pour lesquels la fonction p n’est
pas de Morse, ci-dessous dans la remarque 1.4.1.

Remarque 1.2.3. Remarquons que cette démonstration utilise une partie non
triviale du théoréme de Sard (mais pas la plus difficile, qui serait celle ou
la dimension de la source est strictement plus grande que celle du but) : les
deux variétés N et R" ont la méme dimension.

1.2.b. Généricité des fonctions de Morse. La proposition 1.2.1 montre
qu’il existe de nombreuses fonctions de Morse sur une sous-variété de R™. En
utilisant les mémes outils, nous montrons maintenant, toujours suivant [47],
que toute fonction C*>° peut étre approchée par des fonctions de Morse.
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Proposition 1.2.4. Soit V une variété qui peut étre plongée comme sous-
variété dans un espace R™ et soit f : V — R une fonction C. Soit k
un entier. Alors f peut étre approchée, uniformément sur tout compact,
ainsi que toutes ses dérivées d’ordre < k, par des fonctions de Morse.

Démonstration. Fixons un nombre réel ¢ (avec vocation & étre assez grand).
Choisissons un plongement de V' dans R™ pour un n assez grand, de fa-
¢on que la premiére coordonnée soit la fonction f (il suffit d’ajouter cette
coordonnée & un plongement dans un espace de dimension R"~1),

D’apres la proposition 1.2.1, pour presque tout point
p=(—c+e1,e9,...,6)

proche de (—¢,0...,0), la fonction f, est de Morse. Alors

_ @)= ¢
g(‘r) - 20
est évidemment de Morse elle aussi. De plus,
1
9(z) = 5 ((F@) +c—e1)? + (ha(z) = €2)* + - + (hn(@) — £4)* = )

=/

ce qui montre (avec ¢ assez grand et les €; assez petits), que g approche f

(@) + f(x)? +2§ hi(z)*  eif(x) +CZeihi(z) n 2622 .

uniformément sur les compacts comme annoncé. O]

Sans plonger la variété V et en utilisant la transversalité, il est possible
de démontrer :

Théoréme 1.2.5. Soit V' une variété compacte. L’ensemble des fonctions de
Morse sur V' est un ouvert dense de C*(V;R).

On trouvera (si besoin, la définition de €>*°(V;R) au §14.3.b et) une
démonstration (utilisant la « transversalité sous contrainte ») dans I'exer-
cice 9 page 19.

1.3. Le lemme de Morse, indice d’un point critique

Décrivons ici ce qui se passe prés d’un point critique d’une fonction de
Morse.
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1.3.a. Le lemme de Morse. Au voisinage d’un point critique, la fonction
est bien approchée par (la moitié de) sa dérivée seconde. Le lemme de Morse
affirme beaucoup mieux : quitte a changer de coordonnées locales, elle lui
est égale.

Théoreme 1.3.1 (lemme de Morse). Soit ¢ un point critique non dégénéré de
la fonction f:V — R. Il existe un voisinage U de c et un difféomorphisme
v:(Ue) — (R™0) tels que

1 n
foo Nxy,...,x,) = flc) —Zx? + Z x?
j=1 j=it1

Démonstration. On peut démontrer ce résultat en utilisant le lemme
d’'Hadamard comme le fait Milnor dans [47]. La démonstration que nous
choisissons ici est une application directe du théoreme des fonctions
implicites, c’est celle que I'on trouve dans [39](1).

En utilisant une carte, comme le résultat est local, nous supposons que
V = R"™ et que le point critique ¢ est 0. En composant par un isomor-
phisme d’espaces vectoriels, nous supposons en outre que la forme quadra-
tique (d?f)o est diagonale.

Nous démontrons le résultat par récurrence sur la dimension. Commen-
gons donc par le cas n = 1, ou

Fl@) = £(0) + 5 " (0)2 + ea)a®
= £(0) £ az?(1 + e(x))
pour un réel strictement positif a. Posons
x1 = @(x) = zv/a(l + e(x)).

11 est clair que ¢ est un difféomorphisme local (puisque ¢'(0) = /a # 0)
ce qui permet d’appliquer le théoreme d’inversion locale, de sorte qu’au
voisinage de 0,
fow Har) = f(z) = f(0) £ at.
C’est le théoreme pour n = 1.
Ecrivons ensuite R” = R x R"~! et notons ses points (z,y). Ecrivons
f(z,y) = fy(x), considérant ainsi les fonctions de variable réelle f,, quand

(D avantage principal de cette démonstration est qu’elle donne un résultat un peu plus
général que le lemme de Morse : pres d’un point critique, une fonction s’écrit comme
somme d’une constante, d’une forme quadratique de rang k < m et d’une fonction des
n — k variables restantes dont toutes les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 sont nulles au
point considéré.
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le parametre y varie dans R®~!. La formule de Taylor s’écrit maintenant

F(.9) = £,(0) + £5(0)z + 3 1/(0)2 + (. ).

Si le terme fg’/(O) est nul, continuons comme dans le cas n = 1, puisque
[,/ (0) # 0 (sinon il y aurait une colonne nulle dans la matrice des dérivées
secondes de f) ce qui nous permet d’écrire

f(x,y) = £,(0) £ aly)a®(1 +e(x,y)) avec a(y) > 0.
L’application

¢ (z,y) — (21 = zv/aly) A +(2,9)), 51 = v)

est un difféomorphisme local comme dans le cas n = 1 et, toujours comme
dans ce cas, donne

foo Nz, p1) = £ai + £(0,11)

ce qui permet effectivement de conclure par récurrence.

Montrons donc maintenant qu’il est possible de se ramener au cas ou
f4(0) = 0. Cherchons les points critiques de f,,, c’est-a-dire les solutions de
I’équation

() =0.
Avec nos hypothéses sur (d?f)o, nous savons que

0% f

@(Ov 0) 7£ 0,
de sorte que le théoréeme des fonctions implicites nous assure que nos so-
lutions, au voisinage de (0,0), sont les points du graphe z = ¢(y) d’une
fonction ¢ définie et C> au voisinage de 0 € R"~!. Comme nous avons sup-
posé la dérivée seconde diagonale, la dérivée en (0,0) de 9f/Ox par rapport
aux variables y est nulle, de sorte que (dy)o = 0.

Utilisons maintenant le difféfomorphisme local (au voisinage de 0)
O(z,y) = (z + ¢(y),y) dont la différentielle en 0 est I'identité. La fonction
f o ® vérifie
L(foB)(0.) =0
d*(fo ‘I))(o,o) = (de)(o,oy

En intégrant le difféomorphisme local ® dans la notation, c’est-a-dire en
appelant encore f la fonction fo®, nous nous sommes ramenés au cas d’une
fonction ayant la propriété voulue. Le lemme de Morse est démontré. O]

On appelle carte de Morse une carte de la variété dans 'ouvert de laquelle
des coordonnées données par le lemme de Morse sont définies.
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Un corollaire immédiat du lemme de Morse est le suivant (voir aussi
lexercice 2 page 17).

Corollaire 1.3.2. Les points critiques non dégénérés d’une fonction sont
isolés. O

En particulier, une fonction de Morse sur une variété compacte a un
nombre fini de points critiques.

L’entier ¢ qui apparait dans I’énoncé du lemme de Morse est Iindice du
point critique (il ne dépend que du point critique, (n — i,17) est la signature
de la forme quadratique dérivée seconde).

Remarque 1.3.3. Un point critique d’indice 7 de f est un point critique d’in-
dice n —i de —f.

1.3.b. Exemples de points critiques.

Eztrema. Un minimum local d’une fonction de Morse est un point critique
d’indice 0. Les figures représentent un minimum de la fonction hauteur (sur
la variété) et quelques niveaux de la fonction prés d’un minimum dans une
carte de Morse.

\\
= N2

FIGURE 1. Un minimum

FIGURE 2. Point critique d’indice 0

Un maximum local est un point critique d’indice n (la dimension de
la variété). La figure 2 montre aussi bien les niveaux d’une fonction au
voisinage d’un maximum.

Indice 1. Les points critiques d’indice 1 d’une fonction de deux variables
sont ceux que l'on a vu apparaitre dans le cas du tore. Ces points sont
appelés des points « selle » ou des « cols ». La figure 3 explique le mot
selle. Le terme de col est bien adapté : la figure 3 évoque bien aussi un
col de montagne, « le point le plus élevé entre deux sommets », comme le
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« définissent® » les manuels de géographie, et, de méme, la figure 4 évoque
les courbes de niveau d’une carte de géographie, au voisinage d’un col.

= s
S i)
=

FIGURE 3. Un point selle
FIGURE 4. Point critique d’indice 1

AN

1.4. Exemples de fonctions de Morse

Les exemples classiques de fonctions de Morse présentés ici seront utilisés
dans la suite.

1.4.a. La fonction (carré de la) distance a un point. Nous l'avons
dit au 1.2.a, les fonctions f, = ||z —P||2 sont, en général, des fonctions de
Morse. La figure 5 montre les deux points critiques d’une telle fonction sur
la sphére unité et sur un tore de R3.

Remarque 1.4.1. Le seul point pour lequel cette fonction n’est pas de Morse
sur la sphere est le centre de la sphére. Plus généralement, on appelle « points
focaux » de V les points p de R™ pour lesquels la fonction n’est pas de
Morse. Cette terminologie se justifie par le fait qu’'en un tel point (pour
une hypersurface), des normales infinitésimalement proches se rencontrent ;
si I'on imagine I'hypersurface comme une source lumineuse et les normales
comme les rayons lumineux qu’elle émet, il y a accumulation d’intensité
lumineuse en ces points, d’ou leur nom de foyers, ou de points focaux.

En général, un point d’une sous-variété est critique pour la fonction dis-
tance si celle-ci y est tangente (non transverse) a la sphére de centre p
passant par ce point.

(2)Les définitions « passage étroit entre deux montagnes » ou « dépression formant passage
entre deux sommets montagneux », que 'on trouve dans les dictionnaires, ne sont pas
plus précises.
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FI1GURE 5. La fonction distance a p, sur un tore et une sphére

1.4.b. Fonctions hauteur. Les trois fonctions hauteur représentées dans
Iintroduction sont des fonctions de Morse

— sur la sphere S?, avec deux points critiques, d’indices 0 (le minimum,
pole sud) et 2 (le maximum, pdle nord) ;

— sur le tore T2, avec quatre points critiques, le minimum, le maximum
et deux points critiques intermédiaires, d’indice 1;

— sur la sphére S? & nouveau, avec quatre points critiques, un minimum,
un point critique d’indice 1 et deux maxima locaux.

Remarque 1.4.2. On peut aussi considérer la hauteur comme la distance a
un point situé a l'infini dans la direction de I'axe des z.

1.4.c. Sur le tore T2. Il y a bien d’autres fonctions sur le tore! Considé-
rons la fonction

f:R* —R
(z,y) — cos(2mx) + cos(27y)

et la fonction, toujours notée f, qu’elle définit sur le tore 7% = R?/Z?. C’est
une fonction produit (comme nous en avons rencontré plus généralement
au §1.1.b). Celle-ci a quatre points critiques :

— un minimum, le point (%, %) ;
— deux points critiques d’indice 1, les points (%, 0) et (0,1);

)
— un maximum, le point (0, 0).
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A\
N\N774

FIGURE 6. Une fonction de Morse sur le tore

Les lecteurs sont invités a vérifier ces assertions (les vérifications sont
directes). La figure 6 représente quelques niveaux de la fonction f sur le tore.
Remarquons que le minimum est au niveau —2, les deux points critiques
d’indice 1 dans le méme niveau 0 et le maximum au niveau 2.

Exercices

Exercice 1. Soient U un ouvert de R"™ et f : U — R une fonction de
classe €*°. Soient V un ouvert de R"™ et ¢ : V' — U un difféomorphisme.
Calculer (d?(f o)), (pour y € V).

Soient M une variété et g : M — R une fonction. Montrer que la forme
bilinéaire (d?g), est bien définie sur le sous-espace vectoriel

Ker(df), C T, M.

Exercice 2. Le fibré cotangent T*V de la variété V est muni de sa struc-
ture naturelle de variété (rappelée au chapitre 14). Vérifier que 'on peut
considérer la différentielle df d’une fonction f:V — R comme une section

af : vV — TV

de ce fibré cotangent (qui est un plongement de V' dans T*V').

Quels sont les points critiques de f dans ce langage? Montrer que le
point a est un point critique non dégénéré de f si et seulement si la sous-
variété df (V') est transverse a la section nulle au point considéré.

Montrer qu’un point critique non dégénéré d’une fonction est isolé (sans
utiliser le lemme de Morse!).

Exercice 3 (une selle de singe). On considere la fonction
f:R* —=R

(z,y) — a® = 3xy?.
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Etudier le point critique (0,0). Est-il non dégénéré? Dessiner quelques ni-
veaux réguliers de la fonction f ainsi que son graphe.

Exercice4.Si f : V — R et g: W — R sont des fonctions de Morse, alors
f+g:VxW — R est aussi une fonction de Morse dont les points critiques
sont les couples de points critiques de f et g.

Exercice 5 (sur ’espace projectif complexe). La fonction définie sur
Cn 1 {0} par

2
Z?:oj 124

2

Z;LZO ‘Z]|
passe au quotient pour définir une fonction, toujours notée f, sur I'espace
projectif complexe P"(C).

f(z0y- o y2n) =

Vérifier que c’est une fonction de Morse dont les points critiques sont les
points [1,0,...,0] (d’indice 0), [0,1,0,...,0] (d’indice 2) et ainsi de suite
jusqu’a [0,...,0,1] (d’indice 2n).

Les lecteurs désireux de savoir d’otlt peut bien venir cette fonction (de [47],
bien siir, mais avant ?) pourront se reporter a la remarque 2.1.12.

Exercice 6 (sur la sphere et sur le plan projectif réel). Avec essentiellement
la méme formule, considérons ici la fonction

f:8% —R
(z,y,2) — y? + 222

et la fonction g : P2(R) — R sur le plan projectif réel qui s’en déduit par
passage au quotient. Vérifier que la fonction f est de Morse (et donc que g
aussi), montrer qu’elle a six points critiques (et donc que g en a trois) qui
sont

— deux points d’indice 0, les points (£1,0,0), au niveau 0;

— deux points d’indice 1, les points (0,41,0), au niveau 1;

— deux points d’indice 2, les points (0,0, £1), au niveau 2.
La figure 7 représente quelques niveaux de cette fonction sur la sphere.

Le niveau critique contenant les deux points d’indice 1 est formé des deux
cercles intersections de la sphere avec les plans z = +z.

Exercice 7. Dessiner dans un carré les niveaux de la fonction hauteur sur le
tore « chambre & air » (la réponse figure quelque part dans ce texte).

Exercice 8 (une quadrique projective). On considere la « quadrique » @ de
P3(C) définie par 1’équation

24,2 2, .2
25+ 21 + 25 + 235 =0.
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—

< =

FIGURE 7. Une fonction de Morse sur le plan projectif réel

Montrer que @ est une sous-variété compacte de dimension (réelle) 4 de la
variété P3(C).

On écrit z; = zj + iy; (pour 0 < j < 3) et z =z + iy pour z € C, avec
z,y € R*. On fixe deux nombres réels A et u et 'on pose, pour z € C*,

F(2) = AMzoys — 21y0) + p(xays — T3ys).

Vérifier que, pour |u| =1, on a

fluz) = J(2)

et en déduire que fdéﬁnit une fonction
f:P*(C) —R.

On suppose que les réels A et p figurant dans la définition de f vérifient
0 < A < p. On appelle g la restriction de f a Q). Montrer que g est une
fonction de Morse qui a un minimum local, un maximum local, deux points
critiques d’indice 2.

Exercice 9. Dans cet exercice, nous proposons une autre démonstration
de l'existence de nombreuses fonctions de Morse sur une variété et plus
précisément du théoreme 1.2.5.

(1) En utilisant, par exemple, I'exercice 2 (page 17), montrer que l’en-
semble des fonctions de Morse sur la variété compacte V' est ouvert pour la
topologie €2, et donc aussi pour la topologie C>.

(2) Soit a € V et soit U un ouvert de carte centré en a. On appelle F Ies-
pace des différentielles des fonctions définies sur U (ou des 1-formes exactes),
considéré comme une partie de €= (U; (R"™)*) (pour chaque z € U, (df).,
est une forme linéaire sur R™). On remarquera que F n’est pas un ouvert.
Soit a une fonction plateau a support dans U et qui vaut 1 sur un voisinage
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compact K de a. Pour ¢ = df € F, on définit
F:Ux(R")"—R
(x,A) — f(z) + a(x)A - .
Calculer® (D1F)(z,4) pour x € K et montrer que F est une submersion
K x (R")" — (R™)".
Montrer que F est localement transversale a {0} (au sens du §14.3.c).

(3) Montrer que tout point a de V' posséde un voisinage compact K tel
que ’ensemble des fonctions f : V' — R dont les points critiques dans K
sont non dégénérés est dense dans C=°(V; R).

(4) En déduire une démonstration du théoréme 1.2.5.

3)si f est une fonction de deux arguments (u,v) € U x V C E X F, nous désignons par
(D1f)(u,v) 'application linéaire
(le)(u,v) B —R,

différentielle partielle de f par rapport a la premieére variable. De méme pour (Dgf)(u’v).



CHAPITRE 2

PSEUDO-GRADIENTS

Dans ce chapitre, nous définissons, construisons et étudions les champs
de pseudo-gradient, dont les trajectoires relient les points critiques d’une
fonction de Morse. Ces champs permettent de définir les variétés stables
et instables des points critiques, qui vont jouer un réle important. Nous
dégageons la « propriété de Smale » grace a laquelle, par exemple, il n’y
a qu’'un nombre fini de trajectoires joignant deux points critiques d’indices
consécutifs et nous démontrons 'existence de champs de pseudo-gradient
satisfaisant a cette propriété.

2.1. Gradients, pseudo-gradients et cartes de Morse

2.1.a. Gradients et pseudo-gradients. Si f est une fonction définie
sur R™, on est habitué a utiliser son gradient, le champ de vecteurs grad f
dont les coordonnées dans la base canonique de R™ sont
of of
rad :<—,...,—>.
& * f 8931 al’n

De fagon plus compacte, ¢’est (aussi) le champ de vecteurs défini par

(grad, f,Y) = (df)=(Y)

pour tout vecteur Y € R™ (bien siir les crochets (, ) désignent le produit
scalaire euclidien habituel de R™). Les propriétés les plus importantes de ce
champ de vecteurs sont dues au fait que ce produit scalaire est une forme
bilinéaire symétrique définie positive et sont :

(1) il s’annule exactement en les points critiques de la fonction f;

(2) la fonction f décroit strictement le long des lignes de flot du champ
—grad f :

d
7 (F(9*(@)) = =l grad. ) fII* <0.
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Remarque 2.1.1. Plus généralement, si la variété V' est munie d’'une métrique
riemannienne (voir le 14.5), une fonction sur V posséde aussi un gradient
défini par la méme formule

(grad, f,Y) = (df)=(Y)
pour tout Y € T, V.

Remarque 2.1.2. C’est sans doute la conjonction des terminologies « flot »
et « hauteur » qui est & la source (si 'on ose dire) de la tradition (récente)
d’utiliser 'opposé du gradient : le flot descend. Nous nous sommes conformés
a cette convention, comme [60] et [41], mais pas comme [38].

Soit f : V — R une fonction de Morse sur une variété V. On appelle
champ de pseudo-gradients ou pseudo-gradient adapté a f tout champ de
vecteurs X sur V tel que

(1) on ait (df)s(Xz) < 0 avec égalité si et seulement si = est un point
critique;

(2) dans une carte de Morse au voisinage d’un point critique, X coincide
avec I'opposé du gradient pour la métrique canonique de R™.

Remarque 2.1.3. Un pseudo-gradient est donc un champ de vecteurs assez
particulier. Voir dans I’exercice 10 page 48 des champs de vecteurs qui n’en
sont pas.

FIGURE 1. Maximum et minimum

2.1.b. Cartes de Morse. Cette notion permet de préciser les cartes de
Morse en y faisant figurer les trajectoires d’un champ de pseudo-gradients X.
Par exemple, la figure 1 montre, enfin, la différence entre un maximum (&
gauche) et un minimum (& droite).

La figure 2 représente une carte de Morse pour un point critique d’indice 1.
La carte a proprement parler, le modele dans R", est représentée a gauche.
A droite, c’est I'image dans la variété qui est figurée (la fonction est la
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hauteur). Fixons quelques notations. Dans R™, la forme quadratique @) est
définie négative sur V_, sous-espace de dimension ¢, définie positive sur V...

Nous notons
Ule.n) = {z € R" | —e < Q(z) < e et [lz—||lz4|* < mle+n)} .
Puisque nous sommes dans R, la fonction @) a un gradient, précisément,
ici,
—grad,_,.)Q =2(z_, —z4).
Le bord de U(e,n) est formé de trois parties :

— deux parties des sous-ensembles de niveau de @,
0.U={zeU|Q(z) =*eet |zx]* <n};

— un ensemble de morceaux de trajectoires du gradient grad @,
0U = {z € U | ||lz—|?||lz4|* = n(e +n)} -

Voir la figure 2. Ce sont les notations de [38], que nous utilisons ici.

o,U

" / U — \ ‘

.......... L h ‘!

---- a
_h

Q(a)

N
\

NN
N
\

v o_U

FIGURE 2. Une carte de Morse

Remarque 2.1.4. D’apres la définition du gradient dans R™, les trajectoires
du gradient sont orthogonales aux niveaux de la fonction (I’espace tangent
a un niveau est le noyau de la différentielle de la fonction). Ce n’est donc
pas par hasard que, sur le modele représenté sur la figure 2, les unes et
les autres apparaissent comme des hyperboles équilateres de deux familles
orthogonales.

On contemplera avec profit les deux parties de la figure. Sur les deux ont
été indiqués le niveau critique (disons que c’est le niveau 0), deux niveaux
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réguliers positifs et deux niveaux réguliers négatifs, des trajectoires de gra-
dient limitant la carte ainsi que les trajectoires de I'opposé du gradient qui
aboutissent ou commencent au point critique.

Si a est un point critique de la fonction f, un voisinage de a est décrit par
le lemme de Morse comme image par un difféomorphisme h d'un Ul(e, 7).
Un tel voisinage sera noté (a). Nous noterons aussi

9:Q(a) = h(0LU), o0 = h(AoU),

etc. Nous allons essayer d’utiliser, de fagon cohérente, comme sur la figure 2,
les notations

— Q pour les images des cartes (€2 est une partie de la variété),
— et U pour les ouverts de cartes, les modeéles (U est une partie de R™).

2.1.c. Existence de champs de pseudo-gradients. Il existe des
champs de pseudo-gradients pour toutes les fonctions de Morse sur toutes
les variétés. C’est, par exemple, une conséquence du fait qu’il existe des mé-
triques riemanniennes et plus précisément, du fait qu’il existe des métriques
riemanniennes ayant une forme prescrite sur une partie (un voisinage des
points critiques) donnée de la variété et c’est, en tout cas, une conséquence
simple de l’existence de partitions de 1'unité, comme nous le montrons
maintenant.

Démonstration de l'existence de pseudo-gradients. Appelons ci,...,¢,. les
points critiques de f sur la variété V (ils sont en nombre fini parce que V
est compacte et que les points critiques d’une fonction de Morse sont isolés)
et (Ui, h1),..., (U, h,) des cartes de Morse au voisinage de ces points. Les
ouverts images {2; sont bien entendu supposés disjoints. Complétons les en
un recouvrement ouvert (;)i<j<n fini de V' par des images d’ouverts de
cartes (Uj, h;). On peut supposer (et donc nous supposons) que le point
critique ¢; est dans le seul ouvert €2; de ce recouvrement.

Si g est une fonction définie sur un ouvert de R, considérons grad g, son
gradient pour la métrique euclidienne standard de R'™. Définissons pour
chaque indice j un champ X; sur 'ouvert €); en ramenant sur V' le gradient
de fohj, c’est-a-dire par la formule

Xj(z) = _(Thgl(x)hj)(gradhjl(x)(f o hj))

(la formule a lair compliquée, mais l'objet lui-méme est trés simple : nous
avons pris le gradient de la fonction f o h;, un champ de vecteurs sur Uj,
et 'avons transformé, de la maniere naturelle, en un champ de vecteurs
sur €;). Par définition méme, X; - f < 0 sur Q; (c’est une des propriétés
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de 'opposé du gradient). De plus, X; ne s’annule qu’au point critique de f
sur U; (pour j <r).

Utilisons ensuite une partition de I'unité (y;); associée au recouvrement
(€2;);, ce qui permet d’étendre les champs locaux X, en des champs X'j
définis sur V tout entiére par
%) = {(pj(x)Xj(m) sixz e Q;

J .
0 sinon.

Il ne reste plus qu’a poser
N
X=Y X,
j=1
Le champ X ainsi défini est bien un pseudo-gradient adapté a f, puisque,
en effet

N
«mxxn=§]#»«%n)ga

Si cette inégalité est une égalité, ¢;(x)X,;(x) = 0 pour tout j, donc, soit z
est critique, soit ¢;(x) = 0 pour tout j (ce qui est absurde).

Soit ¢; un des points critiques de f. Par construction, X coincide avec
I'image du gradient euclidien sur le complémentaire dans U; de la réunion
des autres ouverts Uj, lequel complémentaire est un voisinage de ¢; qui
contient une petite carte de Morse au voisinage de c;. L]

2.1.d. Sous-variétés stables et instables. Soit a un point critique de f.
On définit ses variétés stable

W (a) = {x eV | liril () = a}
et instable
W(a) = {x eV lim ¢*(z) = a}.
§——00
Dans un ouvert U = U(e,n) de R™ comme considéré au §2.1.b, on a
We(0)=UNVy e WY 0)=UNV_.

Avec les notations de 2.1.b, la variété stable de a est obtenue a partir de la
réunion de h(U N V) = h(W*(0)) et de

h(6+U N V+) xR
en identifiant (z, s), pour x dans le bord et s > 0, & ¢*(z). Voir la figure 3.
Si k est I'indice du point critique a, h(0;UNV,) est une sphere de dimension

n —k—1, c’est 'image par le difféomorphisme h de la spheére ||z ||* = ¢ de
Pespace V (espace vectoriel de dimension n — k).
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Ainsi les variétés stable et, de méme, instable sont des sous-variétés : en
dehors du point critique, c¢’est 'image du plongement (z, s) — ©*(z) et au
voisinage du point critique, c’est I'image de V.. Cet argument montre aussi
que W#(a) est difféomorphe a un disque de dimension n — k (et de méme
W"(a) & un disque de dimension k) : W#(a) s’obtient en compactifiant
Sn—k=1 « R par 'ajout de I'unique « point & I'infini » a, ou encore, c’est le
quotient de S"~*~1 x | — 00, +00] par la relation d’équivalence qui identifie
& un unique point la sphere S %=1 x {4+o00}.

W*(a)
—00
r
R
a
Sn—k—l
¢*(x) poar's > 0 0
= W?*(a)
+0o0

©°(x) pour s <0

FIGURE 3. Variétés stables

Nous avons donc démontré :

Proposition 2.1.5. La variété instable et la variété instable du point critique a
sont des sous-variétés de V' difféomorphes a des disques ouverts. De plus
on a

dim W*(a) = codim W*(a) = Ind(a). O

Ici, Ind(a) désigne I'indice du point @ comme point critique de f.

Trajectoires du champ de pseudo-gradients. Notons ¢% ou ¢° le flot du
pseudo-gradient X. La propriété la plus importante des lignes de flot, des
trajectoires du champ X est que toutes relient des points critiques de la
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fonction f : toutes les trajectoires viennent d’un point critique et vont vers
un autre point critique.

Proposition 2.1.6. On suppose que la variété V est compacte. Soit v: R — V
une trajectoire du champ de pseudo-gradients X . Alors il existe des points
critiques ¢ et d de f tels que
lim ~(s)=c et lim ~(s)=d.

§——00 s§——+00
Démonstration. Montrons que 7(t) a une limite quand ¢ tend vers +oo (par
exemple) et que cette limite est un point critique. Il nous faut prouver que
~(t) atteint Sy (d) = 04 Q(d) NW?*(d) pour un certain point critique d de f.
Supposons que ce ne soit pas vrai. Alors, chaque fois que la trajectoire ~y
pénetre dans un voisinage de Morse, elle doit en ressortir, sans jamais pou-
voir y revenir puisque f décroit le long de . Appelons sg le temps pour
lequel v sort pour la derniére fois de la réunion (finie) des cartes de Morse
des points critiques,

Q= U Qo
ceCrit(f)

(Crit(f) désigne bien siir 'ensemble des points critiques de la fonction f).
Il existe donc un €y > 0 tel que

VeeV —-Q, (df).(X:) < —ep.

Donc, pour tout s > sq,

F1(s)) = F(r(s0)) = / "D,

= / s(df )y () (X ()

S0

< —¢eo(s — so),

de sorte que
lim f((s)) = —o0,

t——+o0

ce qui est absurde. ]

2.1.e. Topologie des sous-niveaux — quand on ne traverse pas de
valeur critique. La topologie des niveaux ne change pas tant qu’on ne
traverse pas de valeur critique. Il en est de méme de celle des sous-niveaux.
Désignons par

Ve = f71<] - OO,CL])
le sous-niveau a de f. On a dit § 14.2.c que, si a est une valeur réguliere, V¢
est une variété a bord.
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Théoréme 2.1.7. Soient a et b deux nombres réels tels que f n’ait pas de va-
leur critique dans l'intervalle [a,b]. On suppose que f~'([a,b]) est compact.
Alors V' est difféomorphe a V.

Démonstration. On utilise le flot d’un pseudo-gradient X pour rétracter V°®
sur V. Fixons une fonction p : V' — R qui vaut
1
———— sur f!([a,b])
(df)=(X)

0 en dehors d’un voisinage compact de cette partie.
Le champ de vecteurs Y = pX est nul en dehors d’'un compact, de sorte
que son flot 1*® est défini pour tout s € R. Pour z € V un point fixé, on
considere la fonction de variable réelle s — fo*(x). Siv*(z) € f~([a,b]),
on a

L f ot (@) = (@) (07 (@)
= (df)ys(@) (Yo ()
=1
Ainsi, pour ¥*(x) € f~!([a,b]), on a
foy(z) = —s+ f(x).
On en déduit que le difféomorphisme ¥*~% de V envoie V? sur V. O

Remarque 2.1.8. 1’application
r VP x[0,1] — V°

(2, 5) x si f(z) <a
' ws(f(I)*“)(x) sia< f(z)<b

est une rétraction par déformation de V? sur V¢, c’est-a-dire que ro = Id,
que r; est constamment égale a I'inclusion sur V' et que r; a pour image V.
On a donc démontré, aussi, que V¢ est un rétracte par déformation de V.

Corollaire 2.1.9 (le théoréeme de Reeb). Soit V une wvariété compacte. On
suppose qu’il existe une fonction de Morse sur V qui n’a que deux points
critiques. Alors V' est homéomorphe a une sphere.

Démonstration. Les deux points critiques sont forcément le minimum et le
maximum. On peut supposer que f(V) = [0,1]. Alors, pour € > 0 assez
petit, le lemme de Morse garantit que f~1([0,¢]) et f~1([1 —¢,1]) sont des
disques D™. Grace au théoreme 2.1.7, les sous-niveaux V¢ et V!¢ sont dif-
féomorphes. Donc V7% est aussi un disque D™ et V est réunion de deux
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1

D .

FIGURE 4. Le théoreme de Reeb

disques recollés le long de leur bord. 1l est classique que V' est alors homéo-
morphe a une spheére : on écrit explicitement une application

h:D?UIdDS%D?UQQDg

par
x six € DY
W) = q llzll e(z/llx]) size Dy — {0}
0 siz=0¢€ Dy.

C’est un homéomorphisme de la sphére standard (ot les deux disques sont
recollés par I'application identique sur S”~!) sur notre variété (ou les deux
disques sont recollés par le difféomorphisme ). O]

Remarques 2.1.10. D’abord, le théoreme reste vrai si les deux points cri-
tiques ne sont pas supposés non dégénérés. Ensuite, il n’est pas vrai que
la variété V soit difféomorphe a une sphere, c’est méme un argument im-
portant dans la construction de variétés homéomorphes a des spheres sans
leur étre difféomorphes. Pour ces deux résultats, voir les références dans le
livre [47, p. 25].

2.1.f. Topologie des sous-niveaux — quand on traverse une valeur
critique. La topologie du niveau comme celle du sous-niveau va changer.
Le théoreme ci-dessous exprime comment.

Théoreme 2.1.11. Soit f : V — R une fonction. Soit a un point critique non
dégénéré d’indice k de f et soit « = f(a). On suppose que pour un & > 0
assez petit, f~1([a — e, +¢€]) est compact et ne contient pas d’autre point
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critique de f que a. Alors, pour tout € > 0 assez petit, l'espace V¢ a le
type d’homotopie de V"% auquel on a ajouté une cellule de dimension k
(la variété instable de a).

Remarque 2.1.12. Ce théoreme permet de justifier I’apparition, le para-
chutage, de la fonction de Morse sur P"(C) dont il a été question dans
I’exercice 5 page 18.

Commencons par une description tres naturelle de l'espace projectif
(disons complexe). C’est, comme tous les géometres le savent, la réunion
d’un espace affine et d’un hyperplan « a 'infini ». En considérant les choses
a Penvers, on peut dire que l'espace projectif complexe P™(C) est obtenu
a partir de P"~!(C) en lui ajoutant un C", ou un disque D?". De proche
en proche, ceci définit une « décomposition cellulaire » de P"(C) : on

commence par un point (c’est PV, le point [1,0,...,0]), on ajoute un disque
de dimension (réelle) 2 (on a obtenu un P1(C), les [a,b,0,...,0]) et ainsi
de suite.

La fonction de Morse de ’exercice 5 permet cette reconstruction, comme
Pexplique le théoréme 2.1.11. On commence avec le minimum (c’est juste-
ment notre point [1,0,...,0]), ot la fonction vaut 0. La premiére valeur
critique est ensuite 1, elle correspond au point critique [0,1,0,...,0], qui
est d’indice 2... et permet d’attacher une cellule de dimension 2, et ainsi de
suite. En ce sens, cette fonction est « parfaite(l) ».

Démonstration. Commencons par présenter les idées de la démonstration
en contemplant la figure 5. La cellule D¥ est le morceau de variété instable
de a représenté sur cette figure. Ensuite :

(1) en modifiant f, on construit une fonction F' qui coincide avec f sauf
sur un voisinage de a, ot F' < f, de sorte que F~1(] — co,a — €]) sera la
réunion de V¥~ et d’un petit voisinage de a (la partie hachurée horizonta-
lement sur la figure 5);

(2) ainsi, le théoréme 2.1.7 et la remarque 2.1.8 appliqués & la fonction F'
donnent la partie hachurée F~!(] — oo, a + €]) comme un rétracte de V+¢
(qui est aussi le sous-niveau « + € pour la fonction modifiée F);

(3) on peut alors se placer dans une carte de Morse pour montrer que
la partie de V' constituée du morceau de variété instable et de V*~° est un
rétracte par déformation de F~!(] — oo, o + €]).

(D11 y a aussi une définition mathématique précise de I'expression « fonction de Morse
parfaite », et celle considérée ici en est le prototype.
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solelole) ™
RYeteY>

FIGURE 5

FIGURE 6

Construction de F'. On choisit une carte de Morse (U, h) au voisinage de a
et un € > 0 assez petit pour que f~!([a — &, + €]) soit compact et pour
que U contienne la boule de centre 0 et de rayon v/2e. Le disque D* est
la partie de U formée des (z_,x;) tels que ||z_|*> < e et 2y = 0. Sur la
figure 5, comme sur la figure 6, le sous-niveau V*~¢ est hachuré obliquement
alors que f~([a — €, + ¢]) est pointillé. La cellule, le disque D* est en
trait gras.

On construit la fonction F' en utilisant une fonction p : [0, +oo] —
[0, +o0o[ de classe C>°, avec les propriétés suivantes :

- w(0) > ¢;

— pour s > 2¢, u(s) =0;

— pour tout s, —1 < p/(s) <0.

2e

FIGURE 7. La fonction p

On définit F par
f(@) si @ ¢ Qa)

a— o |2 + o p (lo-1* + 2|21 [?)  si@=hz—,24).

F(x) =
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Remarquons que le sous-niveau « + ¢ de F est exactement celui V¢ de f.
En effet,

— en dehors de ||z_||? + 2|z, || < 26, F = f;
— a l'intérieur de ’ellipsoide en question, on a

1
F(z) < f(@) = a— o |* + [lz4]* < ot Sllo|* + [lz4[* < o +e.
De plus, les points critiques de F' sont les mémes que ceux de f, puisque

dF = (=1 = p/(Jlz—|* + 2l|z+ %)) 22— - da—

<0
= (1= 20/ (|2 + 2o ) 20 - day
>1
ne s’annule que pour x_ = x4 = 0, c’est-a-dire en a.

Nous savons maintenant que
F Y (ja—ga+e)) € f(la—e,a+e]),

en particulier, cette région est compacte. De plus, elle ne contient aucun
point critique de F' : le seul possible serait a, mais

Fla)=a—p0) <a—e.
On en déduit que F~1(]—o00, a+¢]) est un rétracte par déformation de V ¢+,
Appelons H la partie hachurée horizontalement sur la figure 5 (et blanche
sur la figure 8), c’est-a-dire adhérence de F~1(] — oo, +¢]) — V¢, On
a en particulier

F7Y(]—o0,a+¢]) =V UH.

La rétraction. On définit la rétraction en suivant les fleches indiquées sur
la figure 9. Précisément, r; est I'identité en dehors de Q(a) et on définit ry

partie 3

partie| 1 \&

\partie 2

FIGURE 9

FIGURE 8
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sur U (plutot que sur Q(a), pour alléger I’écriture) par

— sur la région 1 (figure 9), c’est-a-dire sur ||z_||? < ¢,

Tt(mfvar) = (l',,t$+);

— sur la région 2, définie par ¢ < ||z_||? < ¢[jz||?, on pose

re(eo,xq) = (2, 812 4)

(1 oY —c
(e
le nombre ad hoc pour rendre les formules continues ;
— sur la région 3, qui correspond & V=< et ol [|z4||? + ¢ < ||z_|?, on
prend simplement r, = Id. L]

avec

St:t+

2.2. La condition de Smale

Revenons aux variétés stables et instables des points critiques.

2.2.a. Exemples de variétés stables et instables. Dans les exemples
considérés ci-dessus, voici les sous-variétés stables et instables de tous les
points critiques.

La hauteur sur la sphére ronde. Appelons a le minimum et b le maximum.
On a
We(a) = 8% —{b}, W"(a)={a}
et de méme
We(b) = {b}, W*(b) =5*~{a}
(pour tout champ de pseudo-gradients).

Le tore. Commencons par la fonction hauteur sur le tore chambre a air.
Appelons les points critiques a, b, ¢, d, dans l'ordre des valeurs qu’y prend
la fonction (figure 10). Le champ de pseudo-gradients utilisé est simplement
le gradient pour la métrique induite par celle de R3. La variété stable de a
est constituée de tous les points qui descendent jusqu’a a, c’est-a-dire du
complémentaire des trajectoires dessinées sur la figure qui se terminent en b
ou en c. Ainsi W#(a) est homéomorphe a un disque ouvert. La variété stable
de b est formée des deux trajectoires issues de ¢ se terminant en b. Ainsi,
W#(b) est difftomorphe a un intervalle ouvert. De méme pour la variété
stable de ¢, qui est constituée des deux trajectoires issues de d que 1’on voit
sur la figure. Il faut remarquer que, sur cet exemple (qui est 1 pour ¢a), la
variété instable de c et la variété stable de b ont en commun deux intervalles
ouverts. La figure 11 représente dans un carré quelques niveaux de la méme
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d
d - ¢ B d
a < > a
b
A A A
d - h d

cC

Ficure 11. Un autre point
de vue sur la méme

a

FIGURE 10. La hauteur sur
le tore

fonction, ce qui résout un exercice suggéré dans le chapitre précédent, ainsi
que quelques trajectoires du gradient.

b d

FIGURE 12. Le tore, encore

La situation est un peu différente dans le cas de I'autre fonction de Morse
que nous avons rencontrée sur le tore T2, c¢’est-a-dire

f(z,y) = cos(2mx) + cos(27y).

Notons encore a et d les extrema, b et ¢ les points critiques d’indice 1. La
figure 12 représente les lignes de gradient reliant deux points critiques (on
utilise ici le gradient pour la métrique « plate » du tore, c¢’est-a-dire pour la
métrique habituelle de R?, comme on le voit, les lignes en question forment
d’authentiques angles droits avec les niveaux). On voit bien ici que W*(a) est
le carré ouvert (donc un disque ouvert), que W#*(b) est un intervalle ouvert
(le coté horizontal du carré sur la figure) de méme que W*(b) (segment
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vertical), W#(c) (coté vertical) et W*(c) (segment horizontal) alors que
W#(d) est réduit & d. On remarquera que W*(b) et W#(c) ne se rencontrent
pas.

La hauteur sur 1« autre » sphére. A partir de la figure 13, les lecteurs pour-
ront déterminer les variétés stables et instables des quatre points critiques
de la fonction hauteur (pour le gradient de la métrique induite par celle
de R?).

a

FIGURE 13. L’autre sphére FIGURE 14. Le plan projectif

La fonction de Morse sur P?(R). La figure 14 montre, elle, les variétés
stables et instables des trois points critiques a (minimum), b (indice 1) et ¢
(maximum) pour la fonction déja considérée ci-dessus (dans l’exercice 6
page 18) sur le plan projectif réel P2(R).

2.2.b. La condition de Smale. On dit que le champ de pseudo-gradients
adapté a la fonction de Morse f satisfait a la condition de Smale si toutes
les variétés stables et instables de ses points critiques se rencontrent trans-
versalement,

Ya,b points critiques de f, W*(a) h W*(b).

Remarque 2.2.1. Certaines variétés stables et instables particulieres se
coupent toujours transversalement. Par exemple, on a toujours

— W"(a) th W3(a) (pour le méme point critique), c’est ce que l'on voit
dans une carte de Morse autour de a ;

~ W"(a) N W?*(b) = @ si a et b sont distincts et f(a) < f(b) (et en
particulier, ces variétés stables et instables sont transverses).
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Si le champ vérifie la condition de Smale, on a, pour tous points critiques a
et b,

codim(W*(a) N W?(b)) = codim W*(a) + codim W?*(b),
c’est-a-dire,
dim(W*(a) N W*(b)) = Ind(a) — Ind(d).

Sous I'hypothese faite, cette intersection est une sous-variété de V, que
nous noterons M(a, b). Elle est formée de tous les points qui sont sur les
trajectoires joignant @ a b :
M(a,b) = {x eV | lim ¢*(x)=aet lim ¢°(x)= b}.
55— —00 s——+o00
Proposition 2.2.2. Le groupe R des translations dans le temps opére sur
M(a,b) par s -z = @*(x), librement si a # b.

Démonstration. Le fait qu’on ait affaire a une opération de groupe est clair.
Sia # b, il n’y a aucun point critique dans M(a,bd). Soit x € M(a,b).
Comme x n’est pas un point critique, on sait que f(¢®(x)) est une fonction
strictement décroissante de s, si ¢*(x) = ¢* (z), on a donc forcément s = .
Ainsi 'opération est libre. 0

Le quotient est donc une variété, que nous appellerons L(a, b) et
dim L(a,b) = Ind(a) — Ind(b) — 1.

Remarque 2.2.3. 11 est clair que le quotient est un espace séparé. En fait, la
facon la plus commode de considérer ce quotient est la suivante. Si « est
une valeur de f comprise entre f(a) et f(b), alors M(a,b) est transverse
au niveau f~!(a) : ce niveau est de codimension 1 et le champ X lui est
transverse (par définition, il n’est pas tangent au niveau, ou l'on aurait
df(X) = 0 en un point non critique). Toutes les trajectoires issues de a
rencontrent ce niveau intermédiaire en exactement un point, de sorte que
L(a,b) s’identifie & M(a,b) N f~1(a).

Donc, si a et b sont deux points critiques (distincts) et si le gradient
utilisé vérifie la condition de Smale, pour que M(a,b) ou L(a, b) ne soit pas
vide, il est nécessaire que

Ind(a) > Ind(b).

En d’autres termes, 'indice décroit le long des lignes de gradient.
Nous reviendrons longuement sur ces espaces dans le chapitre qui suit.
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Exemples 2.2.4. Tous les exemples présentés ci-dessus satisfont & la condition
de Smale® | sauf celui de la fonction hauteur sur le tore. En effet, les variétés
W#(b) et W(c) ne sont pas transverses, comme on 1’a déja remarqué sans
le savoir (exemple 2.2.a et figure 10). D’ailleurs, on a des trajectoires de
gradient joignant deux points critiques d’indice 1, ce dont nous venons de
voir que c’est interdit. Ce « mauvais » champ de vecteurs est le gradient pour
la métrique riemannienne induite sur le tore par la métrique euclidienne
ambiante.

La condition de Smale interdit des lignes de champ comme celles montrées
sur la figure 15. La figure 16 montre les trajectoires d'un champ voisin
vérifiant la condition de Smale (obtenu par la méthode générale explicitée
dans le paragraphe suivant).

\_J \_/
& )

FIGURE 15 FIGURE 16

2.2.c. Existence. Nous montrons maintenant, en suivant [65], 'existence
et la généricité des champs de pseudo-gradients vérifiant la condition de
Smale.

Remarquons d’abord que, quitte a remplacer f par une autre fonction
arbitrairement proche au sens C', on peut supposer qu’elle prend des valeurs
distinctes en tous ses points critiques. En effet, en dehors de 2, on a (par
compacité) df(X) < —go pour un certain €9 > 0. On choisit alors une
fonction h qui soit constante sur chaque carte de Morse §;, vérifie |dh| < 1o
et telle que

flei) +h(ci) # f(e;) + h(c;)  pour i # j.
La fonction f + h reste de Morse, avec les mémes points critiques que f, le
champ de vecteurs X reste un pseudo-gradient adapté, les valeurs critiques
sont maintenant distinctes.

Théoréeme 2.2.5 (théoréeme de Smale [65]). Soit V' une variété a bord et soit f

une fonction de Morse a valeurs critiques distinctes sur' V. On fixe des cartes

(@ Dans les cas de '« autre sphére » et du plan projectif, en vertu, par exemple, de
lexercice 11 (page 48).
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de Morse au voisinage de chaque point critique de f. Soit Q la réunion de
ces cartes et soit X un champ de pseudo-gradients sur V' transverse au bord.
Alors il existe un champ de pseudo-gradients X' qui est proche de X (au
sens C1), égal a X sur Q0 et tel que, pour tous points critiques a, b de f,
on ait

W5 (a) h Wi ().

Pour préciser la notion de proximité ! utilisée ici : I’énoncé affirme que,
pour tout € > 0, pour tout recouvrement de V' par des cartes p;(U;) et tout
compact K; C U, il existe un champ X’ tel que (pour la la norme C! sur
chaque compact K;), on ait

ITo; H(X') = T H(X)] < e
et les propriétés annoncées.

Remarque 2.2.6. Un champ X’ suffisamment proche du champ de pseudo-
gradients X au sens C! et égal & X sur  est lui aussi un champ de pseudo-
gradients. On appellera, pour aller plus vite, « bonne approximation » de X
un tel champ X'.

Remarque 2.2.7. Ce théoréme est parfois appelé « de Kupka-Smale », parce
que Kupka en a donné une démonstration, mais celle que nous imitons ici
est la démonstration de Smale.

Démonstration du théoréme. Comme les valeurs critiques de f sont dis-
tinctes, ordonnons ses points critiques

Crit(f) ={c1,...,¢q} avec f(e1) > flea) > -+ > fley),
et on note a; = f(¢;). La démonstration du théoreme va étre une récurrence
fondée sur le lemme qui suit.

Lemme 2.2.8. Soit j € {1,...,q} et soit ¢ > 0. Il existe une bonne approxi-
mation X' (au sens C') de X telle que

(1) le champ X' coincide avec X sur le complémentaire dans V de
f_l([aj té a5+ 25]) ’

(2) la variété stable (pour X') de c; est transverse aux variétés instables
de tous les points critiques,

W)S(/ (Cj) M W}é/ (Ci).

Admettons (provisoirement) le lemme et démontrons le théoréme. On
appelle P(r) la propriété : il existe une bonne approximation X/ de X telle
que, pour tout p < r et tout 7, on ait

W)S(; (cp) M W)%; (ci)-
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Remarquons que

— la propriété P(q) est exactement le théoréme;

— la propriété P(1) est vraie pour une raison triviale : le point critique ¢;
est le maximum de f et sa variété stable est réduite a lui méme, celle-ci
ne rencontre donc aucune variété instable d’aucun point critique situé en-
dessous de ¢y ;

— et P(2) se déduit du lemme avec j = 2.

Ar—1

o, + 2
ay + €
a

o\ AT

FIGURE 17

Supposons donc que P(r — 1) soit vraie et montrons que P(r) l'est. On a
donc un champ X/ _; tel que la variété stable de ¢,_1 soit transverse a toutes
les variétés instables. On applique le lemme au champ X/ _; et & j = 7.
On obtient un champ X/ qui, en particulier (c’est la premiére propriété
donnée par le lemme), coincide avec X/ _; en dehors de P'étroite bande ot
ar +¢ < f < a, 4+ 2e. De plus, comme, pour tout p < r — 1, la variété
stable de ¢, pour X/ _; est au-dessus de cette bande, cette variété stable est
la méme pour X|_; et X (voir la figure 17). Donc on a

Wk, (o) "Wk, (ei) = Wk () N Wi, (ci)
pour p < r — 1 et pour tout 7, donc
Wk, (ep) h Wk, (ci).
Et, pour p = r, le lemme implique (c’est la deuxiéme propriété) que

W () hWE (c:). O
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Démonstration du lemme. 11 peut étre utile de contempler une carte de
Morse au voisinage de ¢;. Il'y en a une représentée (deux fois) sur la figure 18,
ou sont portées les notations qui suivent. L’indice de ¢; est appelé¢ k. On

ey + 2¢) €

FIGURE 18. Dans une carte de Morse

choisit un ¢ assez petit pour que
aj + 2e < Q1.

On note Q@ = W4(c;) N f~(a; + 2¢), de sorte que @ est une sphere de
dimension n — k — 1. On considére un voisinage tubulaire de cette sphere @
dans f~1(a; + 2¢), de la forme Q x D¥, ce que I'on voit dans une carte de
Morse et sur la figure 19.

Oé]‘+2€

a;+e¢

FIGURE 19. Dans la variété

Il existe alors un plongement

U DF x Q% [0,m] — f (Jaj +e,a; +2¢])



2.2. LA CONDITION DE SMALE 41

tel que
— W se restreint & {0} x @ x {0} en le plongement de Q dans f~!(a;+¢);
— W serestreint & {0} x Q x {m} en le plongement de @ dans f~!(a;+2¢);
— sl z est la coordonnée dans [0, m] C R,
0
v (-5 ) =x.
“\ 0z
Les variétés instables sont transverses aux niveaux. En particulier, elles
rencontrent D* x @ le long d’une variété (non connexe en général) P’. Si
W5 (cj) h P, il n’y a rien a démontrer. La preuve va donc consister a
modifier X en X’ sur f~(Joy; + £, o + 2¢[) de sorte que

W% (cj) th P'.
La modification aura lieu a U'intérieur de 'image de ¥. Plagons-nous donc

dans D x Q x [0,m] avec X = —0/0z. La figure 19 montre ce qui se passe
dans la variété, la figure 20 montre le modele.

FIGURE 20. Le modele
Appelons P la sous-variété W—1(P') C D* x Q x [0,m]. Vue dans le
modele, la condition de transversalité W§,(c;) h P’ recherchée s’écrit
W P avec W5, = {¢%7(0,¢,0) | s >0, g€ Q}.
Dans la situation initiale, X’ = X = —0/0z, donc
PNWg =Pn{(0,q,5)|s>0,¢€Q}=Pn{0,4,0)| g€ Q} =g~'(0)

oil g : P — DF¥ est la projection (z,q,2) — z.
La démonstration va consister a rendre 0 valeur réguliere de g. Grace a
Sard, il y a un vecteur w dans D*, aussi proche de 0 que nous le souhaiterons
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(disons ||w|| = ) tel que w soit une valeur réguliere de g. On va perturber
le champ X en X’ de fagon que
W N{z=m} = 0¢%"(0,¢,0) = (w, g, m).
On aura ainsi W§, N P = g~ 1(w), ce qui implique que W3, N P est une
sous-variété de codimension k dans P. L’égalité
codimp W5, N P = codimy W5,

implique la transversalité des deux sous-variétés W, et P.
Le lemme « dans la variété » résulte maintenant du lemme « dans le
modele » qui vient.

Lemme 2.2.9. Il existe un champ X' proche (au sens C') de —0/0z tel que
(1) X' = —0/0z prés de O(D* x Q x [0,m]) ;
(2) ¢x7(0,4,0) = (w,q,m).
Démonstration du lemme 2.2.9. Appelons (v1,...,v;) les coordonnées de
w € D¥. Posons

N

ou
— la fonction f; est nulle en dehors de [0, m], avec |5;(s)] <n, |Bi(s)| <n
et telle que fom Gi(t) dt = v; (ici, n est un nombre positif fixé petit, corres-
pondant a la précision de 'approximation souhaitée) ;
— la fonction v est, elle, définie sur D¥, elle est & valeurs dans [0, 1], iden-
tiquement nulle prés de 9DF, vérifiant v = 1 sur ||z| < 1/3 et [0v/0z;| < 2.
Voir les figures 21 et 22.

Vg

0 D¥

Ficure 21. La fonction 3; FIGURE 22. La fonction ~y

1l est clair que le champ X' satisfait & la premicre propriété annoncée.
Pour démontrer qu’il satisfait aussi a la seconde, considérons d’abord le
champ
& )

X" =_2 _ () ——

i=1
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on a supprimé le vy(z)). Pour déterminer wxn (0,q,0), on doit résoudre le
v m
systeme différentiel

39:,»
i B(e(s)) #(0) =0
0 0) = q
0z
35 = -1 2(0) =0

dont la solution est

zi(s) = /0 S B(tdi= [ g

0

On a donc bien

©x1(0,4,0) = (w,q,0)
et, comme pour s € [—m,0], [|z(s)|| < 1/3 (pour les §; assez petits, c’est-
a-dire pour w assez petit), on reste dans la partie du disque ou v = 1, de
sorte que la formule donne bien le flot de X”. O

Ce qui acheve la démonstration du lemme 2.2.8. O

2.2.d. Une illustration, la fonction hauteur sur le tore. Reprenons
I’exemple de la fonction hauteur sur le tore de dimension 2, avec le champ de
gradients X dont nous avons dit qu’il ne satisfait pas la propriété de Smale
(exemples 2.2.4). C’est-a-dire, recopions les figures 10 et 11, en y faisant
figurer les deux niveaux « + ¢ et a + 2¢ au-dessus du point critique b entre
lesquels nous savons qu’il suffit de modifier le champ de vecteurs.

d d .

IS

<t
<t
<

Y
a+26/ < 5 > ‘a\a—l-e
a+ 2e \ /

N— o+ A A

N =~

a

>

FIGURE 23 FIGURE 24
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Un voisinage de Morse du point critique b est bien visible au centre de
la figure 24. On lextrait de cette figure (figure 25) et on modifie le champ
dans la partie utile du modeéle (figure 26). Cette derniére figure représente
bien le méme modele que la figure 20, c’est bien un @ x D¥ x [0, m], mais Q
est une sphere de dimension n — k — 1 = 0, D* est un disque de dimension
k=1.

I INANY
b
<« >
a+e
a+ 2 e \\\\
T~ A T
FIGURE 26. La modification
FIGURE 25. Extraction du modele dans le modele

Réintroduite dans la surface, la modification donne un champ ayant la
propriété attendue (figure 27).

d c d

FIGURE 27. Le champ modifié

2.3. Appendice : classification des variétés compactes de dimen-
sion 1

2.3.a. Fonctions de Morse et champs adaptés sur une variété a
bord. On considére maintenant une variété a bord V. On fixe un champ
de vecteurs X défini sur un voisinage de OV dans V et dont on suppose
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qu’il est entrant, c’est-a dire que, pour toute carte p : U — V (ou U est un
ouvert du demi-espace z, <0 de R™) et tout z € 9V Ne(U), on a

n
_ 0 _
Ty " (Xa) = E aip - avee an(e (x)) < 0.
i=1 g

FIGURE 28. Champ de vecteurs entrant

Il est facile de construire un tel champ de vecteurs, par exemple en partant
du champ —9/dx,, sur R™ et en utilisant une partition de I'unité.
On peut ensuite construire une fonction de Morse f sur V telle que

df(X) <0 au voisinage de OV
en la définissant d’abord au voisinage du bord, par
flex’(x)) =s pour s € [0,d]sizedV

puis en la prolongeant arbitrairement a V', et enfin en la perturbant si
nécessaire pour en faire une fonction de Morse.

Prolongeons ensuite X, qui n’a été jusque la défini qu’au voisinage du
bord, en un champ de pseudo-gradients adapté a f que nous appellerons
encore X.

Remarque 2.3.1. 1l n’est pas vrai que n’importe quelle fonction de Morse
sur une variété a bord possede un champ de pseudo-gradient transverse au
bord (penser au cas de la projection du disque unité sur une droite). C’est
pourquoi nous avons choisi, dans cette construction, de commencer par le
champ de vecteurs.
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2.3.b. Le théoréme de classification.

Théoréme 2.3.2. Soit V une variété compacte et connexe de dimension 1.
Alors V est difféomorphe a S* si OV = @ et a [0,1] sinon.

Démonstration. On suppose que X est un champ de vecteurs entrant le
long du bord, que f est une fonction de Morse pour laquelle X est un
champ de pseudo-gradients adapté (on peut construire un tel champ de
vecteurs et une telle fonction comme indiqué plus haut). Les points critiques
de f sont des minima et des maxima locaux. La démonstration est fondée

sur le fait que toutes les trajectoires qui ne sont pas stationnaires en un

maximum aboutissent & un minimum. Appelons ¢y, . .., ¢, les minima de f.
La variété stable W#(¢;) est difffomorphe & un intervalle (ouvert), elle est

constituée de deux trajectoires aboutissant en ¢; et du point ¢; lui-méme.

Dans l'adhérence A; de cette variété stable, il y a (en plus) les points de
départ de ces deux trajectoires. Ces points de départ

— soit sont tous les deux des maxima (et alors ils peuvent étre ou n’étre
pas confondus),

— soit au moins I'un des deux est un point du bord de V' (et alors ils sont
distincts).

Il est clair aussi que, comme adhérence d’un espace connexe, A; est connexe.
Clairement, si A; consiste de W?*(¢;) et d’'un unique point, celui-ci est un
maximum et A; est difféomorphe & un cercle. De méme, si A; consiste de

la variété stable et de deux points ajoutés, alors A; est difféomorphe a un
intervalle fermé.

Remarquons que la réunion des A; est V tout entiere : si x € V| sa
trajectoire tend vers un minimum et il est dans une des variétés stables,

sauf s’il est un maximum, mais alors il est dans ’adhérence d’une variété
stable.

\

Ay \ Ay

C1

'
[}
[}
[l
[l
[
[
'
[l
[l
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[l
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[l
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[}
[}
[ I
' [}
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FIGURE 29
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Si k =1, le théoréme est donc démontré. Sinon, comme V' est connexe,
il existe un ¢ > 2 tel que A; N A; # &. Cette intersection ne contient que
des maxima locaux, puisque ceux-ci sont les seuls points d’ou l'on peut
descendre vers deux minima différents. En particulier, 9V N (A; N 4;) = @.
Dans A; N A;, il y a au plus deux points.

— Si cette intersection contient deux points, les deux sont des maxima,
A U A; est difféomorphe & ST et on a fini.

— Si au contraire elle n’en contient qu’un, alors A; U A; est difféomorphe
a[0,1]. Si Ay UA; =V, on a terminé.

Et sinon, on continue jusqu’a épuisement des A;. O]

Il existe d’autres fagons, peut-étre plus simples, de démontrer ce théoréme
(voir [48]). Cette démonstration par la théorie de Morse a I'avantage de
préparer d’autres démonstrations, analogues, celle par exemple de 4.5.1 ci-
dessous.

2.3.c. Une application, le théoréme du point fixe de Brouwer.
Déduisons, du théoreme de Sard et de la connaissance des variétés de di-
mension 1, le célebre théoréme de Brouwer (cette démonstration vient du
livre de Milnor [48]).

Théoréme 2.3.3. Soit o : D™ — D™ une application continue. Alors elle a
un point fixe.

Démonstration. La premieére partie de la démonstration consiste a se ra-
mener au cas ol @ est une application C*°. Nous ne la détaillons pas ici
(voir [37]). Ensuite & partir de ¢, supposée C* mais aussi sans point fixe,
on construit une rétraction

r:D" — §"71

en associant a x € D™ le point d’intersection de la demi-droite issue de
o(z) et passant par x avec la sphére S"~ 1. De sorte que, si z est un point
de la sphere, il reste a sa place. On a ainsi une application C*°, r, qui se
restreint a l'identité sur le bord. Le théoreme de Sard nous garantit que
cette application a des valeurs régulieres, on en choisit une, a € S"~1. Alors
r~1(a) est une sous-variété de dimension 1 de D", de bord

or~a) =r*(a)noD™ = {a}.

Mais une variété a bord de dimension 1 est difféomorphe a une réunion
de cercles et d’intervalles fermés, de sorte que son bord est composé d’un
nombre pair de points. Une contradiction qui implique I'existence d’un point
fixe. O]
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Exercices

Exercice 10. Montrer que les champs dont les flots sont dessinés sur la
figure 30 ne sont pas des champs de pseudo-gradients.

—

\a‘///

FIGUre 30

Exercice 11. Soit V une variété de dimension 2 munie d’une fonction de
Morse possédant un unique point critique d’indice 1. Montrer que tout

champ de pseudo-gradient adapté a cette fonction satisfait & la condition
de Smale.

Exercice 12. On fixe un entier m > 2. Trouver les points critiques de la
fonction f : P1(C) — R définie par

B L
f([ZOv Zl]) = 02 ! ) = )
(Izol” + lza[)™ ([ + 1™
(en coordonnées homogenes ou dans la carte affine z; # 0). Vérifier que,
pour m = 2, f n’est pas une fonction de Morse(®).

FIGURE 31

(3)est une fonction de Morse-Bott (voir [10]) : ses points critiques s’organisent en sous-

variétés (ici P1(R) pour le maximum) et la dérivée seconde est non dégénérée transver-
salement.
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On suppose que m > 3. Montrer que f est de Morse et a deux maximums
locaux, les points 0 et co, m minimums locaux, les racines m® de —1, et m
points critiques d’indice 1, les racines m® de 1.

Indication : on pourra déterminer les points critiques en utilisant les
dérivées par rapport a z et Z, puis utiliser un développement a 'ordre 2 au
voisinage de 0 en u de f(u) (pour étudier les points critiques en 0 et co) ou
de f(¢(14 u)) (pour étudier les points critiques en ¢, (™ = +1).

Montrer qu’il existe un champ de pseudo-gradients tel que celui repré-
senté (dans une carte affine) sur la figure 31 (dans le cas m = 3). Voir
plus généralement Darticle [8] dans lequel une fonction analogue (définie
sur P*(C)) joue un réle important.
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CHAPITRE 3

LE COMPLEXE DES POINTS CRITIQUES

On considere ici une variété compacte munie d’une fonction de Morse f et
d’un champ X de pseudo-gradients générique (c’est-a-dire, vérifiant la condi-
tion de Smale). Pour tout entier k, on définit Cj(f), simplement noté Cj,
quand aucune confusion n’est & redouter, comme 'espace vectoriel sur Z /2
de base les points critiques d’indice k£ de f. En utilisant les liaisons entre
points critiques établies par les trajectoires de X, on définit

8)( : Ck — Ok—l-
On montre aussi que
Ox 00x : Chp1 — Cr—y

est application nulle, de sorte que (Cy(f),dx) est un complexe d’espaces
vectoriels sur Z/2, dont I'homologie est

Hi(Cy(f),0x) =Kerdx/Imdx = Hi(f, X).

On montre enfin que, si le complexe lui-méme en dépend, I’homologie ne
dépend pas des choix de f et X (c’est en fait, pour ceux qui savent ce que
c’est, ’homologie modulo 2 de V).

Voir le §15.1 pour les définitions et propriétés de base des objets utili-
sés ici.

3.1. Définition du complexe
Définissons donc 'espace vectoriel

C}‘?(f) = {ZcGCritk(f) acc | ac € Z/Q}’

ot Crity(f) désigne bien entendu 'ensemble des points critiques d’indice k
de f.



52 CHAPITRE 3. LE COMPLEXE DES POINTS CRITIQUES

3.1.a. La différentielle. Pour définir dx sur Ci(f), il suffit de savoir
définir Ox(a), pour a un point critique d’indice k. Et ceci doit étre une
combinaison linéaire des points critiques d’indice k — 1 :
Ox(a) = Z nx(a,b)b, avec nx(a,b) € Z/2.
beCrity 1

L’idée est de définir nx (a,b) comme le nombre (modulo 2) de trajectoires
de X descendant de a a b, ¢’est-a-dire le cardinal de L(a, b). Nous montrerons
au §3.2 que ce nombre est bien un nombre fini.

3.1.b. C’est un complexe. Un complexe(!) est une famille (Cy)e=1....n
d’espaces vectoriels(?) connectés par des applications linéaires

8’“ . Ck I Ck,1

vérifiant OF o 9*+1 = 0. Alors I'image de 9**! est contenue dans le noyau
de OF et le quotient

Hy = Ker 0F/Tm 9* 1,
qui mesure la non exactitude de la suite des 0, est un espace vectoriel appelé
I’homologie du complexe (en degré k).

Pour démontrer que nous avons bien affaire ici & un complexe, il nous
faut vérifier que Ox o dx = 0. Avec

Ox 0 0x(a) = Z ( Z nx(a,c)nx/(c, b))b

beCrity_1 cECrity
(pour a € Crityy1), il suffit de démontrer que, étant donnés deux points
critiques, a d’indice k + 1 et b d’indice k — 1, la somme

Z nx(a,c)nx(c,b)

c€Crity,

est nulle. Ce nombre est égal au cardinal de la réunion disjointe

IT Ll(a,c) x L(e,b).

c€Crity (f)

L’idée est donc de montrer que cet ensemble (dont nous aurons montré qu’il
est fini) de points est le bord d’une variété de dimension 1.

La figure 1 donne un argument heuristique rendant ce résultat plausible.
Elle représente la variété instable de a, qui est constituée de trajectoires
joignant a & b (cette figure est un quart de la figure 12 du chapitre 2). L’en-
semble de ces trajectoires doit étre une variété de dimension 1 (représentée a
droite sur la figure), une réunion d’intervalles ouverts, qui se compactifient

(D Pour ce formalisme algébrique, voir le §15.1 et les références qui y sont données.
(2>Ici, nous utilisons des espaces vectoriels sur Z/2; la bonne notion générale utilise des
modules sur un anneau commutatif, ce qui inclut le cas des groupes abéliens. Voir le § 3.3.
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en intervalles fermés ou en cercles par 'ajout des trajectoires « brisées »
passant par les points ¢1, co d’indice intermédiaire. La propriété résulte
du fait que les variétés a bord de dimension 1 ont un bord constitué d’un
nombre pair de points, comme nous 'avons vu dans le théoréeme 2.3.2 (et
nous calculons modulo 2).

FIGURE 1

Pour rendre ceci rigoureux, nous aurons besoin d’un résultat de compa-
cité (établi au §3.2.b), et d’une description précise de la frontiere, & savoir
qu’en effet, 'ensemble des liaisons de ¢ a e se compactifie par I'ajout des
trajectoires brisées (voir le §3.2.c).

3.1.c. Exemples. Reprenons ici tous les exemples de fonctions de Morse
avec pseudo-gradients génériques mis en évidence au §2.2.a du chapitre 2
(avec les notations dudit paragraphe).

La hauteur sur la sphére ronde. Dans ce cas, Cy = Z/2 engendré par a,
Cy =0, Cy = Z/2 engendré par b. L’homologie dans ce cas vaut
0 si*#£0,2
H, = ix7
Z/2 pour x=0,2.

Le méme calcul avec une fonction hauteur sur la sphére unité S™ de R™+!,
qui n’a, la encore, qu’un minimum et un maximum, donne

0 six#0,n
Z/2 pour x =0,n.

* =
La hauteur sur Uautre sphére. Cette fois, Cy = Z/2 engendré par a, C; =
Z/2 engendré par b et Cy = Z/2 ® Z/2 engendré par ¢ et d. En comptant
naivement les trajectoires reliant les points critiques, on trouve

Odc=0b, Od=b, 0b=2a=0,
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de sorte que

Ho=17/2
Hi =0
Hy=17/2.

Meéme si le complexe était assez différent, son homologie est la méme.

Le tore. Considérons maintenant la fonction cos(2ma)+cos(2my) sur le tore.
On a Cy = Z/2 engendré par a, Cy, = Z/2 & Z/2 engendré par b et ¢, et
Cy = Z/2 engendré par d. Les différentielles sont

0d=2b+2c=0, 0b=090c=2a=0.

Ainsi I’homologie modulo 2 est

Hy=17/2
H =7/267/2
Hy=17)2

(ce qui est bien 'homologie du tore T?). Les lecteurs devraient démontrer
que le complexe associé a la fonction hauteur et au champ de vecteurs décrit
par la figure 27 du chapitre précédent a la méme homologie.

L’espace projectif complexe. La, il n'y a que des points critiques d’indice
pair et un en chaque dimension, les Cy, valent Z/2 si k est pair < 2n et 0
sinon. Toutes les différentielles sont nulles et ’homologie du complexe est

Z/2 si* =2k avec k <n,

H, =
0 sinon.

Le plan projectif réel. Ici, Cy = Z/2 engendré par a, C; = Z/2 engendré

par b et Cy = Z/2 engendré par ¢. On a dc = 0 et 9b = 0, de sorte que

Z/2 si0<x<2
H, =
0 sinon.

Nous allons montrer (c’est la remarque 4.1.2 ci-dessous) que ’homologie
du complexe ne dépend que du type de difféomorphisme de la variété. En
particulier, des exemples ci-dessus, on déduit les corollaires suivants.

Corollaire 3.1.1. L’espace projectif complexe de dimension (complexe) n > 2
n'est pas difféomorphe a la sphére S™.

Corollaire 3.1.2. La sphére S?, le tore T? et le plan projectif réel P?(R) ont
des types de difféomorphisme distincts.
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3.2. Espace des liaisons entre deux points critiques, ou des
« trajectoires brisées »

3.2.a. Espace des trajectoires brisées. Si a et b sont deux points cri-
tiques de f, on a appelé L(a,b) I'ensemble des trajectoires du champ X
qui vont de a a b. On définit maintenant ’espace des trajectoires brisées
de a ab,

L(a,b)= U Lla,e1) x -+ x L(egq,b).
i €Crit(f)
Rappelons que l'indice décroit le long des trajectoires de X ; donc seuls
interviennent des L(¢;, ¢;41) avec Ind(¢;) > Ind(c;41).

Comme le suggere la notation, cet espace a vocation a étre une compacti-
fication de L(a, b). La premiére chose a faire est de le munir d’une topologie.
Bien entendu il faudra que celle-ci induise la topologie produit sur chacun
des termes de la réunion. Dans 'exemple décrit par la figure 1, £(a,b) est un
intervalle ouvert, L(a,c1) et L(c1,b) sont des points, de méme que L(a, cz)
et L(co,b). On espere bien siir munir 'espace L(a, b) d’une topologie qui en
fasse un intervalle fermé. Voir la figure 2.

L] —_— ° ® °
L(a,c1) x Le1,b) U L(a,b) U L(a,c2) x L(c2,b) = L(a,b)
FIGURE 2
Soit donc A = (A1,...,Aq) une trajectoire brisée. Elle joint un certain

nombre de points critiques. Chacun d’eux possede un voisinage de Morse
noté (c;). La trajectoire A; sort de Q(¢;—1) pour entrer dans (¢;). Appe-
lons U,_; un voisinage, dans son niveau, du point de sortie de €;_; et de
méme Uf un voisinage dans son niveau du point d’entrée dans ;. Voir la
figure 3.

On note U~ (resp. U") la collection des U, (resp. des U;") et on dit que
= (p1,..., ) € WA, U™, UT) ¢l existe des entiers

O0<ig< <l <t =¢q
tels que

— pour tout j <k, pj € L(cg,,cipyy ),
— et p; sort de la carte Q(c;;) par l'intérieur du U~ correspondant et
entre dans Q(c;,,, ) par U'intérieur du U¥.

Les W(\, U™, U™) forment une base de voisinages pour une topologie sur
L(a,b).
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j
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FIGURE 3

Remarques 3.2.1. Dans cette définition, k < ¢ (la trajectoire u n’est pas plus
brisée que A). De plus, si A est une trajectoire de X allant de a & b, alors une
base de voisinages de A est formée de I'ensemble des trajectoires joignant a
a b et qui sortent de (g et entrent dans 2, assez pres de A. Il est clair que
la topologie ainsi définie coincide avec la topologie de L(a,b) (définie plus
haut comme quotient de ’ensemble des points sur les trajectoires par les
translations).

3.2.b. Compacité. On démontre maintenant :
Théoréme 3.2.2. L’espace L(a,b) est compact.

Remarque 3.2.3. La topologie définie sur I'espace L(a,b) I'est a I'aide de la
topologie de V. Il est donc clair qu’elle admet une base dénombrable de voisi-
nages et il est légitime de démontrer la compacité en utilisant un argument
séquentiel (elle est d’ailleurs métrisable). Les puristes remarqueront aussi
que l'on n’utilisera, de la compacité de cet espace, que cette propriété des
suites.

Corollaire 3.2.4. Si Ind(a) = Ind(b) + 1, lespace L(a,b) est un ensemble fini
de trajectoires.
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Ainsi nx (a,b) € Z/2 est bien défini. Ce corollaire est immédiat : L(a, b) =
L(a,b) dans ce cas et ce dernier, qui est une variété de dimension 0, est
maintenant compact. O]

Démonstration du théoréme. Soit (£,) une suite de trajectoires dans L(a, b).

On suppose pour commencer que ¢, € L(a,b). La trajectoire ¢,, sort de
Q(a) par un point £, et entre dans Q(b) par un point £}. Le point ¢, est
dans lintersection de la variété instable de a et du bord de Q(a), une sphere,
donc compacte. Quitte a extraire une sous-suite, on peut donc supposer que

limé, =a~ et lim¢ =b".
Soit y(t) = ¢l (a™) la trajectoire de a™ et soit ¢; = limy_, .~ y(t), de sorte
que ¢ est un point critique et que v € L(a, ¢1). Soit dT le point par lequel v
entre dans §2(c1) (figure 4). Grace au théoréeme de dépendance des conditions

initiales pour les solutions d’équations différentielles, ¢,, doit aussi (au moins
si n est assez grand) entrer dans Q(c;), par un point d; (et limd = d™).

FIGURE 4

Sicy = b, on a ainsi lim £,, = « et la suite £,, a une sous-suite convergente.
Sinon, c’est que df n’est pas dans la variété stable de ¢y, donc £, sort de
Q(eq) par un point d;,. On peut supposer que la suite des d, converge vers
un point d—, qui est dans la variété instable de ¢; et on peut faire le méme
raisonnement et conclure.

Il reste & considérer le cas général d'une suite d’éléments de L(a,b). 11
existe des points critiques ci,...,cq—1, tels que, pour n assez grand et a
extraction d’une sous-suite pres,

b= (0, ... 00) € L(a,e1) % -+ x L(cg—1,b).

On applique le résultat précédent & £, puis & £2,..., ¢4, O]
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Remarquons aussi que, comme le suggeére la notation, L(a,b) est bien
une compactification de L(a,b), au sens ou, arbitrairement prés de tout
élément de L(a, b), il y a des éléments de L(a, b). C’est une conséquence de la
proposition ci-dessous, qui est elle-méme conséquence des arguments utilisés
dans la démonstration du théoréme de compacité (& savoir le théoreme de
Cauchy-Lipschitz).

Proposition 3.2.5. Soit A\ = (A1, \2) € L(a,b), avec A1 € L(a,c), X2 € L(c,b).
Pour tous U™, UT, il existe

¢ e L(a,b) NW(A, U, UT). O

Dans le paragraphe suivant, on précise cette remarque.

3.2.c. Structure de variété a bord de l’espace des trajectoires
brisées. Le théoreme qui suit implique que dx o dx = 0.

Théoréme 3.2.6. SiInd(a) = Ind(b) + 2, L(a,b) est une variété ¢ bord com-
pacte de dimension 1.

Nous savons déja que L(a,b) est une variété de dimension 1 (en appli-
cation de la condition de Smale). Le théoréme est donc conséquence de la
proposition suivante.

Proposition 3.2.7. Soient V une variété compacte, f : V — R une fonction
de Morse et X un pseudo-gradient pour f satisfaisant a la propriété de
Smale. Soient a, ¢ et b trois points critiques d’indices respectifs k + 1, k,
k—1. Soient \; € L(a,c) et Ay € L(e,b). 1l existe un plongement continu 1,
différentiable sur ]0,6[, d’un intervalle [0,0] sur un voisinage de (A1, \2)
dans L(a,b) tel que

1/1(0) - (>‘17 )‘2) € Z(CL, b)
P(s) € L(a,b) pour s #0.
De plus, si (£,) est une suite dans L(a,b) qui tend vers (A1, \2), alors £,

est dans l’image de ¥ pour n assez grand.

Remarque 3.2.8. La derniere assertion est indispensable pour démontrer
le fait que (A1, A2) est bien un point du bord : il n’y arrive pas plusieurs
branches !

Démonstration. On pose f(c) = « et on choisit € > 0 tel que f~1(a +¢) et
7 (o —¢) rencontrent la carte de Morse Q(c) le long de 9..Q(c) et d_Q(c)
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FIGURE b5

respectivement. On utilise les notations définies plus haut, & savoir
Sy(e) =W ()N f Ha+e) = skl
S_(¢) =W )N fHa—e)= sk L,

Soit a1 = S;(c)NA;. La variété instable W*(a) rencontre f~1(a +¢) trans-
versalement le long d’une sous-variété P de dimension k. Comme X satisfait
a la propriété de Smale, P coupe Sy (c) transversalement en un nombre fini
de points, dont le point a;. Soient

D*(8) = {(z1,-.,2x) | 2] < o}
et ¥ : (D¥(5),0) — (P,a;) un paramétrage local de P tels que
ImUNSy(c)={a1}.

On peut supposer que D = Im ¥ est contenu dans 9;(c). Le disque D est
représenté en grisé sur la figure 6. En faisant descendre D — {a;} le long des
trajectoires de X, on obtient un plongement

O:D—{a1} — 0-Q(c).

L’image de ® est la couronne grisée représentée sur la figure 6 ) (sur cette
figure, S_(c) est le bord intérieur de la couronne grisée). On montre :

(3) Cette figure est le coeur méme de la démonstration.
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fHa+e)

W*(b) N B Im &

FIGURE 6

Proposition 3.2.9. Quitte a restreindre la taille de D, c’est-a-dire prendre la
restriction de ¥ & un disque de rayon & < §, Q = Im® U S_(c) est une
variété a bord de dimension k et de bord 0Q = S_(c).

Cette proposition permet de finir la démonstration du théoréme. L’image
de ® est un ouvert de 'intersection de la variété instable de a avec le niveau
f~Y(a —¢). Comme X a la propriété de Smale, on aura donc

W#(b) M Im &
et on a aussi
We(b) h S_(c).
De sorte que W*(b) NQ sera une sous-variété de dimension 1 dans 0_Q(c) C
f~1(a —¢€) dont le bord est W*(b) N 9Q = L(c,b).
Appelons ay le point d’intersection de Ay avec S_(c) et définissons
X :[0,8] — W(b)NQ

un paramétrage de cette variété a bord : le point 0 est envoyé sur le bord as.
On a ainsi une application

oy :10,6 — W3(b)N (D — {a1}).
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Quand s — 0, ®~! o x(s) tend vers a;, on peut donc la prolonger & [0, 6],
obtenant ainsi le 1 recherché,

Y [0,n] — L(b,d) avec ¥(0) = (A1, A2). O

Il reste & démontrer la proposition. Commengons par réénoncer celle-ci
dans le modele de Morse U C R* x R" %, avec

floag) = —fa— | + o4 ]*, X = —gradf
et St ={(@—zq) [o- =0,]lz4|> =¢} C f(e),
S- = {(a—sas) |y =0, 2|2 = e} € 7 (~e).

La figure 7 représente exactement la méme chose que la figure 6 mais
dans la carte de Morse (les niveaux de f ne sont plus représentés par des
plans horizontaux mais par des quadriques).

fHa+e)

FIGURE 7

Proposition 3.2.10. Soit a € Sy et soit D C 0+U un disque de dimension k
et de rayon & qui coupe Sy transversalement en a. Soil

b:0,U—-85L —0_-U—-S5_
le plongement défini par le flot de X. Alors
Q=9(D—{a})US_
est une variété a bord, de bord 0QQ = S_.

Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons encore un lemme.
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Lemme 3.2.11. Le plongement ® défini par le flot de X
<I>:3+U—S+ —>an—57

est donné par

3oy = (el ol y
o=l T

Démonstration du lemme. On intégre simplement X, dont le flot est

2 2

P(aoay) = (o e >ay).

Si(z_,z4) € 04U et x_ # 0, il existe un s tel que

el -]l 26 -2
x_ J:+) = (e“x_,e *xy).
(||~T—|| e 7

Comme ||z4| > [Jx_]|, on a s > 0; de plus

(||x+|| o el x+) coU 0
e[l flz

Démonstration des propositions 3.2.9 ou 3.2.10. Soit D un disque comme
dans 1’énoncé de la proposition 3.2.10. Comme S, est constitué des x tels
que x_ = 0 et comme D M S, 0 est une valeur réguliére pour la restriction
a D de la projection

7:0,U — DF wx_,zy)=1x_.
En utilisant le théoreme d’inversion locale, on peut supposer que
D = {(z_,h(z_)) | z_ € D*(5)}
ot h : D*(§) — D" % est telle que
[h(z)|)? = lz—||® +&, soit (x_,h(z_)) € O,LU.
Posons g = h/ ||h|| : D* — S"~%=1 de sorte que
D= {(e_,vEr o Py ) |z € Do)},
Grace au lemme, on a
(D - {a}) = { (Ve To_Pa_/llo_|, = lg(@-)) | o € D*(3) - {0}}.

Utilisons les coordonnées « polaires » (p,u) € ]0, 5[ x S¥=1 sur D*(§) — {0}.
Ainsi ®(D — {a}) est 'image de

H:0,6[x S*1 — o U
(pyu) — (\/mu,pg(p, u)).

Comme D'application g est définie sur le disque DF tout entier, on peut
prolonger H & [0,6] x S¥~1 par

H(0,u) = (Veu,0) € S_.
Donc ®(D — {a}) U S_ est bien une variété & bord de bord S_. O
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Conclusion. Nous avons donc bien montré, comme annoncé au début de
ce paragraphe, que I'ensemble des liaisons entre deux points critiques se
compactifie par ’ajout des trajectoires brisées.

3.2.d. Variétés a bord. La construction de C,(f), la définition de Ox
et le fait que Ox o 0x = 0 s’étendent d’eux-mémes au cas d’une variété a
bord V' pourvu qu’aucun des points critiques de f ne soit sur le bord OV
et que le champ X soit transverse (non tangent) a ce bord, de sorte que les
liaisons entre points critiques restent loin du bord. Voir plus généralement
les §§2.3.a et 3.5.

Remarque 3.2.12. On aura besoin d’une définition analogue pour la variété a
bord anguleux(® V x [0,1]%. On demande que, prés du bord d(V x [0, 1]%),
le pseudo-gradient soit de la forme

Y+ gl(tl)aih +oe gk(tk)aitk
pour un champ Y qui coincide avec X pres du bord de V et pour des
fonctions g; non nulles en 0 et 1.

3.3. Orientations, complexe sur Z

Si ¢ est un point critique de la fonction de Morse f, sa variété stable
W#(c), difftomorphe a un disque, est une variété orientable. Nous choisissons
ici, pour chaque point critique ¢, une orientation de la variété stable W*(c).
Remarquons qu’il revient au méme de choisir une co-orientation de la variété
instable w"(c) : une co-orientation de 'espace vectoriel T,W"(c) est, par
définition®) | une orientation du supplémentaire T.W*(c).

Si a et b sont deux points critiques, I'intersection W*(a) N W#*(b) (nous
supposons toujours que cette intersection est transverse) est donc une va-
riété orientée. Il en est de méme de son intersection avec un niveau régulier
(un niveau régulier est co-orienté par 'orientation transverse donnée par le
champ de pseudo-gradients X utilisé). Ainsi, Pespace de trajectoires L(a, b)
est une variété orientée.

On définit C,(f) comme le groupe abélien libre (Z-module) de base les
points critiques de f. Répétons qu’a été fixée une fois pour toutes une orien-
tation de chaque W#(c). Nous avons donc

Cr(f) = {ZcGCritk(f) acc | ac € Z}-

(4)Nous adoptons cette élégante terminologie due & Francois Latour [88] pour « a bord
et coins ».
(®)Voir au besoin Pexercice 14 page 73.
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Lorsque Ind(a) = Ind(b) + 1, L(a,b) est une variété compacte orientée de
dimension 0, c’est-a-dire un nombre fini de points chacun muni d’un signe.
Notons Nx (a,b) € Z la somme de ces signes et définissons

Ox : Cp(f) — Cr—1(f)
ar— Z Nx(a,b)b.
beCritr—1(f)
Remarquons que le nx (a,b) utilisé pour définir le complexe modulo 2 n’est
autre que la réduction modulo 2 de Nx (a,b).

Pour garantir que (Ck(f),0x) est un complexe, il reste a vérifier que
Jx o Ox = 0 dans ce nouveau contexte. C’est bien entendu une conséquence
du fait que le théoréme 3.2.6 contient une partie « orientation ». Clairement,
la compactification d’une variété orientée de dimension 1 en variété a bord
fournit une variété a bord orientée... Il faut encore vérifier que 'orientation
induite sur le bord soit bien celle que nous avons imposée sur le bord. Ce
n’est pas tres difficile, surtout si I'on contemple attentivement la figure 6
ou [38, pp. 155-156]. Nous laissons donc cette vérification aux lecteurs.

3.4. L’homologie du complexe ne dépend ni de la fonction ni du
champ de vecteurs

Dans ce paragraphe, nous montrons que I’homologie du complexe des
points critiques ne dépend ni de la fonction ni du champ de pseudo-gradients
utilisé pour la définir.

La démonstration qui suit est inspirée de [38], elle est aussi suggérée
dans [41]; elle est fondée sur une idée originelle de Floer [25] qui, si elle
est centrale dans les travaux de ce dernier, était, a I’époque, totalement
nouvelle. On y utilise des déformations bien choisies d’une fonction de Morse
a une autre.

Remarque 3.4.1. 11 existe des applications F' : V x R — R qui interpolent
entre fy et fi et qui sont des fonctions de Morse. Mais en général, on ne
peut pas assurer que chacune des Fs en est une : lorsque nait ou meurt un
point critique, on passe par un point critique dégénéré. Voir la figure 8 ou
une fonction Fy intermédiaire a un point critique dégénéré.

Théoreme 3.4.2. Soit V une variété compacte et soient fo, f1 : V — R deux
fonctions de Morse et Xo, X1 des pseudo-gradients adaptés a fo et f1 qui
ont la propriété de Smale. Alors il existe un morphisme de complexes

(I)* : (C*(fo)vaxo) — (C*(fl)’axl)

qui induit un isomorphisme en homologie.
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annh

FIGURE 8. Fonction F' et fonctions Fs

Démonstration. On va procéder en plusieurs étapes que voici. On choisit
d’abord une fonction
F:Vx[0,1] —R
(z,5) — Fi(z) = F(,5)

telle que
F,=fo pours e [0, 4]
F,=f poursec [%,1].

(1) Nous en déduirons un morphisme

of . (C’*(fO)?aXo) B (C*(fl)’axl)'

(2) Nous vérifierons que, si (f1,X1) = (fo, Xo) et Is(z) = fo(x) pour
tous x € V, s € [0, 1], alors
o' =1d.

(3) Nous montrerons enfin que, si fo : V' — R est une fonction de Morse
et X5 un gradient (avec la propriété de Smale) adapté, si G est une interpo-
lation entre f et fo qui est stationnaire pour s € [0,1/3]U[2/3,1] et H une
interpolation entre fy et fo avec les mémes propriétés, alors les morphismes
induits en homologie par

(I)G o (I)F et (pH : (C*(fO)aaXo) — (C*(fQ)?a)Q)

coincident.

Si ces trois propriétés sont satisfaites, il est bien clair que ®f devra
induire un isomorphisme en homologie. Pour forcer ® & les satisfaire, on
utilise une interpolation G entre f; et fy et 'interpolation constante H = [
entre fy et elle-méme et on applique les propriétés, trouvant que ® et ¢
induisent des isomorphismes inverses I’'un de 'autre.
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FicURE 9. La fonction g

Premiére étape. On prolonge d’abord F & V x [—1/3,4/3] par

Fy=fo pourse [—3%,0]

F,=fi poursell 3]
On considére une fonction de Morse g : R — R dont les points critiques
sont 0 (son maximum) et 1 (son minimum), qui est croissante sur | — oo, 0|
et sur |1, +oo[ et suffisamment décroissante sur ]0, 1[ pour que

oF
VeeV, Vselo,1], a(x,s) +4'(s) <0.
La fonction ' = F 4 g:V x [-1/3,4/3] — R est une fonction de Morse
dont les points critiques sont
Crit(F) = Crit(fo) x {0} U Crit(f1) x {1}.
De plus, pour a € Crit(fo),
Ind(a,0) = Indg,(a) +1
alors que pour b € Crit(f1),
Ind;(b, 1) = Indfo (b)
A Tlaide d’une partition de I'unité, on construit un champ de pseudo-
gradients X adapté a F' qui coincide avec

{XO —gradg sur V x [—%, %]

X) —gradg surV x [%, %]

(bien siir, grad g désigne le gradient euclidien de g). Ainsi X est transverse
au bord de V' x [—-1/3,4/3]. En perturbant un peu X, on le remplace par
un champ X qui a la propriété de Smale et dont on peut supposer qu’il est
transverse aux tranches V' x{s} pour s € {—1/3,1/3,2/3,4/3}. Remarquons
qu’une petite perturbation d’un champ de pseudo-gradients adapté satisfai-
sant a la propriété de Smale est un champ de pseudo-gradients adapté ayant
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la méme propriété... et le méme nombre de trajectoires reliant deux points
critiques (les ensembles de trajectoires des deux champs sont en bijection),
ce qui est exprimé dans la proposition suivante.

Proposition 3.4.3. Soit f : V — R wune fonction de Morse et soit X un
champ de pseudo-gradients adapté a f qui a la propriété de Smale. Tout
champ de vecteurs X suffisamment proche de X (au sens C') est un champ
de pseudo-gradients adapté qui a encore la propriété de Smale et on a

(Cu(f), 0x) = (Ci(f), 0%)- O
On peut donc choisir X de fagon que

(CulFlyxi-1/3.1/3),0%) = (Cu(fo + gl1/3.2/3])> Oxo+gradg)
= (C*+1(f0)7aXo>

et de méme tel que

(C*(ﬁ|\/x[2/3,4/3])’ 0%) = (Cx(f1 + 9li2/3,4/3)): Ox1 +grad g)
= (C*(fl)vaxl)'

Considérons maintenant le complexe associé a la fonction de Morse F et au
champ X sur le produit V' x [—1/3,4/3]. Les trajectoires du champ X qui
joignent deux points critiques de F sont de deux sortes : celles qui restent
dans la tranche s € [—3,%] ou dans la tranche s € [2, 3], qui sont des
trajectoires de Xy ou de X7, et celles qui vont d’un point critique de fy

(dans la tranche s € [—%, %]) a un point critique de f1 (dans la tranche

s€[2,3])-Ona -

Cr+1(F) = Ci(fo) ® Cr11(f1)

et, compte tenu de ce qui précede,

05 : Ci(fo) ® Crya(f1) — Cr-1(fo) & Cr(f1)

a, dans cette décomposition, une matrice de la forme
Ox, 0
055 = .
o Ox,

7 Ci(fo) — Cil(f1)

La composante

est donnée par

o (a)= Y ng,(ab)b

beCrity, (f1)
ou nx(a,b) compte les trajectoires de X joignant a € V x {0} N Crit(F) a
beV x {1} N Crit(F).
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La relation 3)? o 8)? = 0 donne
®" 0 0x, +0x, 0®" =0 ou encore ® 0 dx, = dx, 0 ®F

donc ®F" est bien un morphisme de complexes.

Deuxieme étape. Si f1 = fo et Xog = X3, on démarre avec
I:V x[0,1] — R définie par I(z,s) = fo(z) pour tout s

et on utilise une fonction g comme ci-dessus. Le champ X = X+ grad g est
un pseudo-gradient adapté et il satisfait a la propriété de Smale. De plus,
pour tout point critique a de fp, il y a une unique trajectoire de X qui joint
(a,0) a (a,1). Donc ®! =1d.

Troisiéme étape. On a maintenant des interpolations F, G et H de fy a f;
et de f1 & fo. On interpole entre ces fonctions en choisissant une fonction

K:V x [—%, %] X [%, %] — Ra K((E,S,t) = KS,t(‘r)

vérifiant les propriétés résumées par la figure 10 :

41\
g t
fo
fo f1 F
1 é s
"3 3
L G
3
FIGURE 10

— pour s € [-1/3,1/3], K+ = Hy;

— pour s € [2/3,4/3], K51 = Gy;

—pour t € [-1/3,1/3], Kyt = Fs;

— et pour ¢t € [2/3,4/3], K51 = fo.
On utilise aussi une fonction de Morse g : R — R comme celle utilisée
ci-dessus (et dont le graphe est représenté sur la figure 9), avec comme seuls
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points critiques 0 d’indice 1 et 1 d’indice 0, strictement croissante en dehors
de [0, 1] et telle que

OF oG O0H
! = o 0
J'(s) —|—maX< s (z,s), s (z,8), s (x,s)) <0

d’une part et
0K
a—(gc, s,t)+¢'(s) <0 pour tous (,s,t)
s

d’autre part. Soit enfin K la fonction définie par

K(Z‘,S,t) = Ks7t(m) + 9(3) +g(t>'

C’est une fonction de Morse dont les points critiques sont

Crit(K) = [Crit(fo) x {0} x {0}] U [Crit(f1) x {1} x {0}]
U [Crit(fo) x {0} x {1}] U [Crit(f2) x {1} x {1}].

Les indices de ces points critiques sont

- si a € Crit(fy), Indz((a,0,0)) = Indy, (a) + 2;
= si b€ Crit(f1), Indz((b,1,0)) = Indy, (b) + 1;
— si ¢ € Crit(fa),

Ind%((c, 0,1)) =Indy,(c) +1 et Indf(((c, 1,1)) = Indy, (c).

Notons X le champ de pseudo-gradients adapté a F' et Y celui adapté a G
construits comme ci-dessus. Toujours avec une partition de I'unité, on définit
un champ de pseudo-gradients X adapté a K de fagon que

— pour s € [—1/3,1/3], X(z, s,t) = Z(x,t)+grad g(s) o Z est un pseudo-
gradient pour

H(z,t)+g(t):V x[-%,3] — R;

— pour s € [2/3,4/3], X(x, s,t) = Y (x,t) +grad g(s) ou Y est un pseudo-
gradient pour G ;

— pour t € [-1/3,1/3], X(x,s,t) = X(x,s) + grad g(t) ;

— pour t € [2/3,4/3], X(x,s,t) = Xa + grad g(s) + grad g(¢).

On perturbe ensuite X en X pour que celui-ci ait la propriété de Smale, en
supposant, comme au cours de la premiere étape, que la perturbation a son
support dans V' x [1/3,2/3] x [1/3,2/3].

Considérons maintenant le complexe des points critiques associé a K et
2X. Ona

Cr+1(K) = Cr-1(fo) @ Cr(f1) ® Cr(f2) ® Cr41(f2)-



70 CHAPITRE 3. LE COMPLEXE DES POINTS CRITIQUES

/a /
@F
B ———
aXO 6X1
/ /
Vx0x0 Vx1x0
|~

P AN

Id
_—
(9)(2 8X2
/ /
Vx0x1 Vx1lx1
L~ L~
FIGURE 11

La situation avec les différents morphismes utilisés est schématisée sur la
figure 11. La différentielle s’écrit, dans cette décomposition,

dx, 0 0 0

¥ ox, 0 0
o= .

o1 0 9x, 0

S ®% Id oy,

L’identité 655 o 852 = 0 donne
So0dx, + P90 ®" + &% +0x,05=0

ou encore
®¢ o —d" = S0dx, +0x,08.

D’ott l'on déduit que ®¢ o ®F et ® induisent le méme morphisme en
homologie. O]
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3.5. Cobordismes

On considére maintenant un cobordisme, ¢’est-a-dire une variété a bord V'
dont le bord 9V est décomposé en

V=0 VUIV

(les deux parties 94V sont des réunions de composantes de 9V choisies
arbitrairement). On généralise la construction du §2.3.a. On fixe un champ
de vecteurs X (construit par exemple & 1’aide d’une partition de 'unité) sur
un voisinage de 9V dans V et qui est

— sortant le long de 0,V ;
— entrant le long de 9_V.

On construit une fonction de Morse f sur V telle que
df (X) < 0 au voisinage de OV

de la facon suivante. D’abord on la définit au voisinage du bord, par exemple
par
flex’(x)) =s pourse|0,0[sizedV,
fle%(z)) = —s pour s € [0,0[sixe€d_V,
puis on la prolonge arbitrairement a V' tout entiere et enfin on la perturbe
légerement pour en faire une fonction de Morse.
On peut ensuite prolonger X en un champ de pseudo-gradients adapté
a f qui sera encore noté X.
Rappelons (c’est la remarque 2.3.1) que, pour cette construction, il est
nécessaire de partir du champ de vecteurs transverse au bord et que la
fonction de Morse n’est pas absolument arbitraire.

Exemple 3.5.1. Sur la figure 12, la variété est un disque D™, son bord est une
sphere S”~1. La fonction de Morse est la hauteur et le champ de vecteurs
est indiqué. Sur le dessin de gauche, S"~! = 9, V, sur celui de droite,

Sl=9_V.

Remarque 3.5.2. Les modifications que nous avons fait subir & un champ de
pseudo-gradients pour lui donner la propriété de Smale ont lieu dans des
voisinages des points critiques (et donc ici loin du bord), on peut donc les
effectuer de la méme maniere ici.

On peut donc aussi définir (Cy(f),dx) comme dans le cas sans bord.

Les démonstrations de la compacité et du fait que dx o dx = 0 sont
alors identiques a celles que nous avons faites dans le cas sans bord, puisque
toutes les liaisons entre points critiques vont rester loin du bord.
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FIGURE 12

/

FIGURE 13

Remarque 3.5.3. Le complexe ne dépend pas de X|sy tant que celui-ci reste
transverse au bord, sortant le long de 0V, entrant le long de O_V (on peut
modifier X loin des points critiques).

Montrons maintenant que 1’homologie du complexe ne dépend ni de la
fonction ni du champ de vecteurs. Supposons donc que fy et fi soient deux
fonctions de Morse sur V' munies chacune d’un pseudo-gradient adapté qui
a la propriété de Smale. Les deux champs de vecteurs Xy et X; sont aussi
supposés coincider au voisinage du bord. Choisissons comme ci-dessus un
chemin f; de fy a f1 que 'on suppose stationnaire aux deux extrémités,

fi=fopourt<1/3 et fy= f1 pourt>2/3.

On suppose aussi que df;(X) < 0 au voisinage de dV. On prolonge f; de
fagon stationnaire pour ¢ € [—1/3,4/3]. On utilise une fonction g comme
ci-dessus (figure 9) telle que

Ofi(x)
ot

vie [5, 2], VaeV, Jt)+ < 0.
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Comme dans la démonstration de I'indépendance, on pose
F(x,t) = fi(z) + g(z) pour (z,t) €V x [—%, %]
Comme dans cette démonstration encore les points critiques de F' sont ceux
de fo dans la tranche 0 et ceux de f; dans la tranche 1, avec un saut d’indice
pour ceux de la tranche 0.
On construit enfin un pseudo-gradient X pour F de fagon que
X —gradg pres de 9V x [0, 1]
X ={ Xo—gradg surV x [—1/3,1/3]

X, —gradg sur V x[2/3,4/3],
qu’il n’y a plus qu’a perturber légerement pour qu’il acquiére la propriété de
Smale... Bref, on forme le complexe (Cy(F),05). Comme dans le cas sans
bord, on a

x, 0
(Cr(F),0%) = <Ck—1(f0) ® Cr(f1), (cb); 3X1>> ;

ce qui définit

®5 : (Ci(fo), 0x) — (Ci(f1),0x,),
un morphisme de complexes dont on démontre comme plus haut qu’il induit
un isomorphisme en homologie.

En conclusion, I’homologie du complexe ne dépend, dans ce cas, que de V
et de la partition du bord en OV =0,V UI_V.

Remarquons aussi que ®" ne dépend pas de F. Pour s’en convaincre, avec
une autre « interpolation » F”, prendre G = Id et H = F’ dans I’étape (3)
de la démonstration du théoreme 3.4.2.

Exercices

Exercice 13. Quelle est 'homologie du complexe associé a la fonction définie
dans l'exercice 12 (page 48) et au champ de vecteurs suggéré dans le méme
exercice ?

Exercice 14. Soient F et F' deux sous-espaces vectoriels d’'un méme espace
vectoriel réel de dimension finie. Une orientation de E est une classe d’équi-
valence de bases de E sous la relation d’équivalence

B~ B = détg B’ > 0.
Vérifier de méme que la relation

B~ B = dét(nB’rBo)(B/,Bo) >0
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définit une relation d’équivalence sur les bases des supplémentaires de F' qui
ne dépend pas de la base By de F choisie. Les classes d’équivalence sont les
co-orientations de F.

Vérifier que, si E est orienté, F' co-orienté et E et F' transverses, alors
E N F est co-orienté.

Exercice 15. Déterminer I’homologie des complexes (C(f;Z),0x) pour les
exemples des fonctions de Morse utilisées dans ce texte sur les variétés
P*(C), T?, S™.



CHAPITRE 4

HOMOLOGIE DE MORSE, APPLICATIONS

Dans ce chapitre, nous proposons quelques calculs et quelques applica-
tions de ’homologie de Morse : le cas d’un produit (formule de Kiinneth), la
dualité de Poincaré, la caractéristique d’Euler (et les inégalités de Morse),
le lien avec la connexité et la simple connexité de la variété considérée.
Nous montrons aussi la fonctorialité de ’homologie de Morse et mettons
en évidence une suite exacte longue pour une paire (W, V) (ot V est une
sous-variété de la variété W).

4.1. Homologie

Comme 'homologie H,(f, X) du complexe de Morse ne dépend que de V',
on la note HM,(V;Z/2) (pour « homologie de Morse modulo 2 » de V).
De méme, I’homologie du complexe tenant compte des orientations comme
au §3.3 est notée HM,(V;Z). En réalité (pour celles et ceux qui savent
ce que c’est), c’est 'homologie modulo 2 (resp. 'homologie entiere) de la
variété V' (voir le §4.8.e). Les résultats de ce chapitre sont vrais sur Z,/2
comme sur Z (sauf mention explicite du contraire). Nous ferons donc en
général usage du complexe a coefficients entiers et nous noterons H M, (V)
son homologie.

Dans le cas d’une variété a bord V dont le bord 9V est décomposé
en OV = 9_V U 04V, on définit de méme 1'homologie de Morse relative
HM,(V,0,V;Z/2) comme 'homologie d'un complexe (Cy(f),dx).

Exemple 4.1.1. Dans le cas du disque (voir la figure 12 du chapitre 3), la
figure de gauche donne
0 six
HM*(Dn7Sn_1) — S1 #n
Z six=n,

alors que celle de droite donne
0 six#0

HM,(D") =
Z six=0.
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On s’attend a ce que cette « homologie » vérifie un certain nombre de
propriétés, de fonctorialité, de bon comportement par rapport au produit
cartésien, par exemple.

Remarque 4.1.2. Notons un tout petit pas vers une sorte de fonctorialité
(voir plus généralement le §4.6). Si ¢ : M — N est un difféomorphisme, ¢
induit un isomorphisme

it HM, (M) — HM,(N).

En effet, si g est une fonction de Morse sur N, alors goy en est une sur M.
Si X est un champ de pseudo-gradients adapté a g o ¢ sur M satisfaisant a
la propriété de Smale, alors ¢, (X) en est un pour g sur N. On en déduit
un isomorphisme de complexes

(C*(g o (P)vaX) - (C*(g)’ atp*X)'

Homologie d’une réunion disjointe. Avant de passer aux choses sérieuses,
remarquons aussi que I’homologie de Morse d’une réunion disjointe est la
somme directe des homologies des morceaux. En effet, si f et g sont des
fonctions de Morse sur V et W et si X et Y sont des champs de vecteurs
ad hoc, alors évidemment

Cu(fI19) = Cul(f) © Crlg) et Ixppy = Ox © Oy

Notations. Pour alléger ’écriture du texte aussi bien que sa lecture, nous
noterons parfois C, (f, X) le complexe associé & une fonction et un champ de
vecteurs ; couple (f, X) que nous nous autoriserons & qualifier de « Morse-
Smale » lorsque I'une est de Morse et I'autre est un pseudo-gradient adapté
satisfaisant la propriété de Smale.

4.2. La formule de Kiinneth

Si M et N sont deux variétés munies de fonctions de Morse f et g et
de champs de pseudo-gradients X et Y respectivement (satisfaisant a la
condition de Smale), alors f + g est une fonction de Morse sur M x N et
(X,Y) est un champ de pseudo-gradients adapté satisfaisant a la condition
de Smale. Les points critiques de f+g sont les points (a, a’) ol a est un point
critique de f et a’ un point critique de g. L’indice de (a,a’) est la somme
des indices de a et a’. Soient (a,a’) un point critique d’indice k de f + g
(avec a un point critique d’indice i de f et @’ un point critique d’indice j
de g) et (b,b") un point critique d’indice k — 1 tels qu’il y ait une trajectoire
de (X,Y) joignant (a,a’) a (b,V'). Le flot de (X,Y") est

Pix vy (@ y) = (P (@), 93 (9))-
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En particulier,
Lixy)((a,a"), (b,0")) = Lx(a,b) x Ly(a’,b').

Sia#betad #£V, pour que Lx(a,b) x Lx/(a’,b') ne soit pas vide, il est
nécessaire que

Ind(a) > Ind(b) +1 et Ind(a’) > Ind(b') +1,
soit

Ind(a,a’) > Ind(b,b") + 2.

Donc, pour des points (a,a’) et (b,0") d’indices consécutifs, on a
ax Ly(a,b) sia=0b
Lx(a,b)xad sia =0V

Lixy)((a,a’), (b)) = {

et par suite
ny(a’,b') sia=b
nixyy((a,a’), (b,0") = ¢ nx(a,b) sia =¥
0 sinon.

L’application

d _+e_9kci(f) ®Cj(9) — C(f +9)
i+j=
définie par
P(a®d) = (a,a)

est un isomorphisme de groupes abéliens.

Proposition 4.2.1. L’application © définit un isomorphisme de complexes
(Cu(f) ® Ci(9),0x @1+ 1@ 0y) — (Ci(f + 9),0(x,v))-
Démonstration. Soient a un point critique d’indice i de f et ¢’ un point

critique d’indice j de g. On a d’une part

POx ®1+10dy)(a®d) =®(0x(a) ®d +a®dy(d))

:<I>( > onx(@bbed+ Y ny(a’,b’)a®b’>

bGCriti_l(f) b/GCritj_l(g)
— Z nx(a,b)(b,a’) + Z ny (a’,0")(a,b),
bGCFiti_l(f) b’eCritj_l(g)
et de l'autre

Ixy)Pla®a') = > nxwn((ad), (b,6)(0,0)
(b,b")ECrit;1;—1(f+9g)

- Z nx(a,b)(b,a’) + Z ny (a’,0')(a,b'),
beCrit;—1(f) b’eCrit;—1(g)

grace a la remarque ci-dessus. O]
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Ceci fonctionne bien sur Z (avec orientations) ou sur Z/2 (sans). Le
passage a I’homologie nécessite, lui, de nous placer sur Z/2 (voir au besoin
lalgebre homologique nécessaire au §15.1.a). Nous en déduisons :

Corollaire 4.2.2. L’homologie modulo 2 de (C.(f + 9),0(x,y)) sur le pro-
duit M x N est isomorphe au produit tensoriel de celles de (Cy(f),0x) et
(C* (g)a aY) .

Corollaire 4.2.3 (formule de Kiinneth). Si M et N sont deuzx variétés com-
pactes, on a un isomorphisme

HM(M x N;Z/2) — @ HM;(M;Z/2) ® HM;(N;Z/2). O
i+j=k

4.3. La « dualité de Poincaré »

On sait que les points critiques d’indice k£ de f sont les points critiques
d’indice n — k de —f (n est la dimension de la variété). De plus, si X est
un pseudo-gradient adapté a f, —X en est un, qui est adapté a f.

Si a € Critg(f), notons a* le méme point, vu comme point critique de la
fonction — f. De sorte que

{a ] a € Crity(f)} est une base de C(f)
alors que
{a* | a € Critg(f)} est une base de C,,_r(—f).
L’espace vectoriel C,,_x(—f) est isomorphe & Ci(f), mais il est préférable
d’y penser comme étant son dual (d’ou la notation)
Cn-r(=f) = Cu(f)"

Ainsi, par définition, la transposée

Ox : Cppr1(=f) — Coip(=f) de Ox : C(f) — Ci-1(f)
est la différentielle O_x du complexe (Cy(—f),0_x). On a donc :
Proposition 4.3.1 (dualité de Poincaré). Soit V une wariété compacte de
dimension n. Si 'V est sans bord, HM, _,(V;Z/2) est isomorphe a
HM(V;Z/2). SiV a un bord OV = 0,V UI_V, alors HM(V,0,V;Z/2)
est isomorphe ¢ HM,,_(V,0_V;Z/2). O

Par exemple (c’est le cas ou 0,V = @),

HM(V;Z/2) est isomorphe & HM,,_(V,0V;Z/2).

Pour pouvoir énoncer un résultat analogue en homologie a coefficients
entiers, il faut pouvoir associer a un point critique a d’indice k de f avec
une orientation de W*(a), un point critique a* de — f avec une orientation
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de W#(a*) = W"(a). Pour écrire un énoncé simple, supposons donc que
la variété V est orientée : ainsi une orientation de W#*(a) définit-elle une
orientation (et pas seulement une co-orientation) de W*(a). Les arguments
utilisés ci-dessus restent valables et on obtient une proposition analogue.

Proposition 4.3.2 (dualité de Poincaré pour les variétés orientées). Soit V' une
variété compacte orientée de dimensionn. SiV est sans bord, HM,_(V;Z)
est isomorphe ¢ HM(V;Z). Si'V a un bord OV = 0,V U O0_V, alors
HM;,(V,04V;Z) est isomorphe ¢ HM,,_(V,0_V;Z). O

4.4. Caractéristique d’Euler, polynéme de Poincaré
Voici une application directe de I'indépendance de 'homologie.
Corollaire 4.4.1. Le nombre de points critiques modulo 2 d’une fonction de

Morse ne dépend que de la variété et pas de la fonction.

Démonstration. On écrit le complexe associé a une fonction de Morse et a
un pseudo-gradient :

On
0o, O On—1—>"'i>coi>0-
On calcule ensuite
# Crit(f) =Y dim Ci(f)
k=0
n+1
= Z(dim Ker 0y, + dim Im 0y,)
k=0

= Z(dim Ker 9y, + dim Im Oy 11)

k=0
n

= Z(dim Ker 0y — dimIm dgy1) mod 2
0

b
Il

dim HMy(V;Z/2). O

NE

>
Il

0

Remarque 4.4.2. Nous n’avons utilisé ici que de 'algebre, la définition de
I’homologie a partir du complexe et montré que

S (-1)Fdim Gy, = S (~1)F dim HM;.

k k
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Mais nous avons utilisé le « théoréme noyau-image », il était donc prudent
de nous placer dans des espaces vectoriels, c’est-a-dire sur un corps, c’est
pourquoi c’est de 'homologie & coefficients dans Z/2 qui apparait ici.

Ce nombre est la caractéristique d’Euler de la variété V' (modulo 2). La
caractéristique d’Euler est, par définition :

X(V) =Y (=1)" dim HM(V;Z/2)
k=0

=) (~1)*(dim Ker 8y — dimTm 9y ;)
= Z(—l)k(dimKerﬁk + dim Im )
k=0

= (=1)* dim Ci(f).
k=0

De sorte que la caractéristique d’Euler d’une variété est la somme alternée
des nombres de points critiques d’une fonction de Morse sur celle-ci.

En étant moins grossier, ¢’est-a-dire en écrivant
# Crit(f) > > (dimKer 0 — dimTm 8y 41) = »_ dim HM(V;Z/2),
k=0 k=0
on obtient :

Proposition 4.4.3 (inégalités de Morse). Le nombre de points critiques d’une
fonction de Morse sur une variété V est supérieur ou égal a la somme des

dimensions des groupes d’homologie (de Morse, modulo 2) de cette variété.
O

Si lon définit c¢x(f) comme le nombre de points critiques d’indice k de la
fonction de Morse f et B = dim HM(V;Z/2) (le k-éme nombre de Betti
de V), la proposition s’écrit

ck(f)zﬁka OSI{/”

une série d’inégalités connues sous le nom d’inégalités de Morse.

Exemple 4.4.4. Nous avons vu que dans le cas du tore 72 la somme des
dimensions des groupes d’homologie était 4. Donc une fonction de Morse
sur le tore doit avoir au moins quatre points critiques.

Remarque 4.4.5. 11 est possible de construire une fonction (dégénérée) sur le
tore qui n’a que trois points critiques (mais pas moins, a cause du théoréme
de Reeb, le corollaire 2.1.9, et de la remarque qui le suit). Voir la figure 1, le
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point critique dégénéré est au centre, les deux autres points critiques sont
le maximum et le minimum, c’est une « selle de singe » (voir ’exercice 3
b

page 17).
DN

AN

FIGURE 1. Niveaux d’une fonction avec trois points critiques sur

le tore

Il est d’ailleurs possible, sur une variété compacte et connexe de dimen-
sion n, de construire une fonction avec n+ 1 points critiques. Une stratégie,
développée dans [68], est de construire d’abord sur la variété une fonction
de Morse avec au plus n+ 1 niveaux critiques tous connexes (un résultat de
Smale, voir [46]), puis de modifier la fonction au voisinage de chaque niveau
critique, de fagon qu’elle n’ait plus qu’'un point critique (dégénéré) dans ce
niveau.

Exemple 4.4.6. La caractéristique d’Euler de la spheére S™ est x(S™) = 1+
(—=1)™, soit 0 si n est impair et 2 si n est pair. Par exemple, la caractéristique
d’Euler de la sphére de dimension 2 est 2. C’est le méme Euler, le méme 2 et
la méme somme alternée que dans la « formule d’Euler » sur les nombres F’
de faces, A d’arétes et S de sommets d’un polyedre convexe, FF— A+ S = 2.

Remarque 4.4.7. La caractéristique d’Euler d’une variété compacte sans bord
de dimension impaire est nulle : grace a la dualité de Poincaré, dans la
somme alternée, les termes s’annulent deux a deux.

A Taide des nombres de Betti, 8, (V) = dim HM;(V;Z/2) on définit le
polynéme de Poincaré

Py(t) = B(V)t*.
k

Par exemple, Ps1(t) = 1+ ¢ et plus généralement,
De méme,
Ppn(cy(t) =1+ + -+ 17",
et
Pra(t)=1+2t+t*, Ppomy=1+t+t°
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La formule de Kiinneth donne immédiatement la relation
Py, xv, (t) = Py, (t) Py, (t).
On en déduit, en éerivant T = St x --- x S! (n fois) que
Br(T") = Cy.

En particulier, en appliquant la remarque 4.1.2, on en déduit que la
sphere S™ n’est difféomorphe au tore T" que si n = 1. Il y a évidemment
des manieres plus rapides que la théorie de Morse d’arriver a ce résultat
(par exemple, la sphére est simplement connexe et pas le tore).

On en déduit aussi (pour t = —1) que

x(V1 x Va) = x(Vi)x(Va).

Exemple 4.4.8. On trouve x(S? x S?) = 4. En utilisant la fonction hauteur
sur S2, on obtient par produit une fonction de Morse sur S? x $% qui a
seulement quatre points critiques, un minimum, un maximum et deux points
critiques d’indice 2, ce qui est cohérent, puisque 1 + 2+ 1 = 4.

4.5. Homologie et connexité

4.5.a. Composantes connexes et homologie.

Proposition 4.5.1. Si V' est une variété compacte et connezxe,
HMy(V;Z)2) = Z/2.

Démonstration. On choisit une fonction de Morse f sur V' et on considere
ses minima locaux aq,...,a,. Ils ont des voisinages (donnés par le lemme
de Morse) disjoints. On choisit aussi un pseudo-gradient (avec la propriété
de Smale) adapté X.

L’idée de la démonstration est la suivante. Comme la variété est connexe,
on doit avoir un point critique au-dessus de a; et une carte de Morse qui
permet de joindre le voisinage utilisé de a; a un autre des disques, disons
autour de a,. Si I'indice d’un point critique est k, la carte de Morse va
s’attacher & un niveau juste en-dessous par une application de S*~1 dans
ce sous-niveau. Pour k > 2, cette spheére est connexe et ne peut étre utilisée
pour connecter les deux disques autour de a; et a;. Il y a donc un point
critique ¢ d’indice 1 relié a a; et a a; par des trajectoires de X. Ainsi

Oxc = ay + a;.

On montre ainsi que tous les points critiques d’indice 0 sont homologues.



4.5. HOMOLOGIE ET CONNEXITE 83

A
a1
&, PASRE
) \
[ \
¥ [
X [
] Ay '
" '
" 1
K110 A | @
[ 1 '
' [ Al 1 :
[ 1 ! ¥
1 A ! [
1 ! ! N
f \ ! .
v A ,' ]
' M ’ ¥
' AN . L
[ ~_ '
[ [
[ "
[ X
\ ¢ ¥
\ ~ .
\ (IR ¥
\ [ N
\ vy N
v vy, U
.
. 3 o
ay
FIGURE 2

Plus précisément, appelons B le sous-espace vectoriel de dimension r — 1
dans Cy(f) qui est engendré par les a1 + a; (pour 2 < ¢ < r) et montrons
que B est précisément 'image de

Ix : C1(f) — Co(f).
Commengons par montrer que dxC7 C B, qui est I'inclusion facile. Soit ¢
un point critique d’indice 1. Sa variété instable est de dimension 1, il n’y a
donc que deux trajectoires de X issues de ¢, atteignant deux minima lo-

caux a; et a; (pas nécessairement distincts). On a donc
(a1 + ai) + (a1 + aj) € B.

Oxc = a; + aj

Donc 6)((01 (f)) C B.

Montrons réciproquement que B C dx(Ci(f)) (c’est le coeur de la
preuve). Il suffit de montrer que, pour tout i, a; est dans la méme classe
d’homologie que a;. Soit

N=V- U M(z,y).
Ind(z),Ind(y)>2
Remarquons que, avec Ind(z) et Ind(y) > 2, codim M(x,y) > 2, de sorte

que N est connexe. Posons, pour j =1,...,r,
Aj ={z € N | x est sur une trajectoire (brisée) aboutissant & a;} .

Les ensembles A; sont connexes (tous les points de A; sont reliés a a;), N
est la réunion des A; et A; est la réunion de la variété stable de a; avec
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les orbites aboutissant & a; en passant par un point critique d’indice 1. La
figure 2 représente une partie de N, avec les parties correspondantes de A;
et Ail .

Comme N est connexe, il existe un indice i1 > 1 tel que A; N A;, # @.
Dans cette intersection, il y a forcément un point critique d’indice 1, di-
sons ¢1. On a

(9)(61 = ay + ail,
donc a;, est dans la méme classe d’homologie que a;. Et en plus, A1 UA;, est
connexe. Donc il existe un indice i5 tel que (41 UA;, )N A;, # &. De méme,
cette intersection contient une trajectoire provenant d’un point critique co
d’indice 1, de sorte que 'on a

Oxco = aj + a;, ou Oxcy = iy + A4y

Dans les deux cas, la classe d’homologie de a;, est la méme que celle de a;.
On montre ainsi en épuisant les a; qu’ils sont tous homologues a a; . ]

Remarque 4.5.2. Cette démonstration est complétement analogue a celle
que nous avons utilisée dans la classification des variétés de dimension 1
(au §2.3.b).

En appliquant la dualité de Poincaré, on déduit de la proposition 4.5.1 :

Corollaire 4.5.3. Soit V une variété compacte et connexe de dimension n.
Alors HM,,(V;Z/2) =2 Z/2. O

Remarque 4.5.4. La proposition 4.5.1 est vraie sur Z, comme on s’en convain-
cra en faisant attention aux orientations dans la démonstration. L’analogue
du corollaire 4.5.3 affirme alors que, si V' est une variété compacte, connexe
et orientée de dimension n, alors HM, (V;Z) = Z.

Corollaire 4.5.5. Soit V une wvariété compacte de dimension n. Alors
HMy(V;Z)2) et HM,(V;Z/2) sont des Z/2-espaces vectoriels de dimen-
ston le nombre de composantes connexes de V.

Démonstration. On écrit V' comme réunion disjointe de ses composantes
connexes .
V=]V
i=1
Sur chaque V;, on choisit une fonction de Morse f; et un champ de vecteurs
ad hoc X;. Il est clair que

Co(I1 fi) = D Cu(fi) et 3HX12@3Xi,

d’ou le résultat. O]
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Remarque 4.5.6. La démonstration de 4.5.1 donne aussi le fait qu'une fonc-
tion de Morse sur une variété compacte et connexe qui n’a pas de point
critique d’indice 1 a un unique minimum local, un résultat essentiel dans
la démonstration d’'un célebre théoreme de géométrie symplectique, le théo-
réme de convexité d’Atiyah, Guillemin et Sternberg (voir par exemple [5]
et les références aux articles originaux qui y sont contenues).

4.5.b. Groupe fondamental et homologie (4 suivre). Dans le méme
ordre d’idées, et sans réellement utiliser le complexe de Morse, commengons
a comparer le groupe fondamental et le premier groupe d’homologie de la
variété (connexe) V. Le résultat le meilleur possible serait que HM;(V;Z)
est le plus grand quotient abélien du groupe 71 (V). Nous montrerons plus
bas (au §4.8.a) que, si V est simplement connexe, alors HM;(V;Z) est nul.
Contentons-nous pour 'instant de remarquer :

Proposition 4.5.7. Si la variété V possede une fonction de Morse qui n’a
aucun point critique d’indice 1, alors elle est simplement connexe.

Démonstration. On peut supposer V' connexe par arcs et choisir un mini-
mum (disons ag) de f comme point base. Soit un lacet C' dans V. On peut
supposer que ce lacet est différentiable. Si b est un point critique d’indice k,
nous savons que dim W#(b) = n — k. Par position générale, on peut donc
supposer que C' ne rencontre aucune des variétés stables des points critiques
d’indices plus grands ou égaux a 2. Comme nous avons supposé qu’il n'y a
aucun point critique d’indice 1, C' est contenu dans la réunion des variétés
stables des minimums locaux. Ces variétés stables sont disjointes, puisqu’il
n’y a pas de point critique d’indice 1 (c’est Pargument utilisé ci-dessus).
Donc C' est contenu dans 'une d’entre elles, celle de ag. Mais celle-ci est un
disque, dans lequel on n’a aucun mal a contracter C' sur le point base ag. [

Exemple 4.5.8. Par exemple, la spheére S™ est simplement connexe des que
n > 2.

4.6. Fonctorialité de I’homologie de Morse

On a vu (c’est la remarque 4.1.2) qu'un difféomorphisme entre deux va-
riétés induisait un isomorphisme en homologie de Morse. Nous aimerions
démontrer plus généralement qu'une application C* induit un homomor-
phisme. Hélas, une application u : V' — W ne permet pas de construire une
fonction de Morse sur V' a partir d’'une fonction de Morse sur W, donc il va
falloir étre plus subtil.
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La variété V' considérée ici est une variété compacte, éventuellement a
bord, munie d’une fonction de Morse f et d’un champ de pseudo-gradients X
satisfaisant la propriété de Smale, et qui est entrant si OV # & (avec les
notations utilisées jusque 1a, OV = 9_V).

Les résultats que nous allons démontrer ici sont les deux théorémes :

Théoreme 4.6.1 (fonctorialité). Soitu : V — W une application de classe C>.
Elle induit un morphisme de groupes abéliens gradués

Uy : HM (V') — HM,(W).
De plus, siv: W — Z est une autre application C>°,
(V0 U)y = Uy O Uy
Enfin, pour Uapplication identique Id : V — V', on a Id, = Id.

Dire que u, est un morphisme de groupes abéliens gradués, c’est dire que
cette application est une collection de morphismes

wp : HM(V) — HM(W).

Dit en termes savants, ce théoréeme affirme que I’homologie de Morse est
un foncteur de la catégorie des variétés différentiables et applications C*°
dans la catégorie des groupes abéliens. C’est aussi un foncteur « homoto-
pique ».

Théoréme 4.6.2 (invariance homotopique). Soit u : [0,1] x V. — W une
application C>. Pour ui(x) = u(t,z), on a (ug)x = (u1)«-

L’idée de la démonstration du théoreme 4.6.1 est d’utiliser le fait que la
composition

VAW =W x {0} cW x DV

est homotope & un plongement (pour N assez grand), et donc de commencer
par traiter le cas des plongements.

Démonstration du théoréme 4.6.1 pour les plongements

L’idée est, en partant d’un couple (f, X) sur V ayant les propriétés Morse
et Smale, de le prolonger en (f, X ) sur W ayant les mémes propriétés. On
en déduira un morphisme de complexes

u, 2 Co(f, X) — C.(f, X)

dont on montrera enfin que le morphisme qu’il induit en homologie ne dé-
pend pas des choix de f et de X.
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Cas ot u est un difféomorphisme. On a vu dans la remarque 4.1.2 que le
difféomorphisme v induit un isomorphisme de complexes

Cu(f,X) — Cu(f ou™", du(X)).

Vérifions que 'isomorphisme induit en homologie ne dépend pas des choix
de f et de X. Soient donc (fo, Xo) et (f1, X1) deux couples Morse-Smale
sur V ainsi que (F, X) un couple Morse-Smale sur [—1/3,4/3] x F, comme
au §3.4. Le couple (F o (Id xu™1),d(u x Id)(X)) joue le méme role entre
(foou L, du(Xo)) et (fi ou~t,du(Xy)). En d’autres termes, on a un dia-
gramme commutatif

C(for Xo) —=2 s € (fo 0 ut, du(Xy))

J@F LI)FO(M xu~t)
U

Cu(f1,X1) —— Cu(frou™t, du(X,))

Puis évidemment, pour deux difféomorphismes u et v, v, o u, = (vou), de
sorte que v, o u, = (v owu),. Enfin, Id, = Id.

Cas ot u est linclusion d’une sous-variété. Notons-la

1:Ve—W.

Proposition 4.6.3. Soit (f,X) un couple Morse-Smale sur V. Alors il existe
un couple Morse-Smale (f,X) sur W, qui le prolonge et tel que

(1) Crit(f) C Crit(f) et lindice d’un point critique de f est le méme que
son indice comme point critique de f ;
(2) sia est un point critique de f, alors 03 (a) = Ox (a).

Comme conséquence de cette proposition, on a un morphisme (injectif)
de complexes

iv: Cu(f,X) — Cu(f. X)

simplement défini en envoyant ¢ (vu comme point critique de f) sur a (vu
comme point critique de ]7) De plus, ce morphisme ne dépend pas du choix
du couple (f,X) : on relie (fo, Xo) & (f1,X1) comme d’habitude, grace a
une fonction

F:[-1/3,4/3]xV — R
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et & un champ de vecteurs X sur ce produit. On peut fabriquer un dia-
gramme commutatif comme ci-dessus

C(for Xo) =2 (7o %)

vl

Co(f1, X1) s oo (R )

en prolongeant F' et X en F et X comme on a prolongé f et X, de sorte
que, si a est un point critique de fy sur V, ®(a) = ®'(a).

Cas ov u : V. — W est un plongement. On peut considérer u comme
composée d'un difféomorphisme et de I'inclusion d’'une sous-variété :

vV (V)

En partant de (f, X) sur V, on construit comme plus haut (f, X ) sur W et
un morphisme de complexes

uo: Co(f, X) — Cu(f. X)

en envoyant a sur iu(a) = u(a).
On a clairement

v, ou, = (vou), et donc aussi v, o u, = (VO u)y. O

Démonstration de la proposition. Considérons une sous-variété V' de dimen-
sion n d’une variété W de dimension p.

Soit ¢ un point critique de f sur V et soit U un voisinage de ¢ dans la
(grosse) variété W. On peut supposer que U est de la forme U = D™ x DP~".
Sur un tel U, il est facile de prolonger f en posant

Faw) = f@) + 5 Iyl

et X par

X(z,y) = X(z) —y
(c’est-a~dire en ajoutant & X (x) 'opposé du gradient de la norme au carré).
On choisit donc un tel voisinage U; de chaque point critique ¢; de f et on
prolonge f et X en imposant cette forme sur les U; et arbitrairement sur le
complémentaire de la réunion des U; dans W.
Comme tous les points critiques de f sur V' sont contenus dans les U; et
comme X est un pseudo-gradient, il existe un ¢ > 0 tel que

df(X) < —eg
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sur V —U(U; N V) ainsi que pres du bord des U;. 11 existe donc un voisinage
ouvert U de V' U (UU;) dans W tel que

df(X) <0

sur U avec égalité exactement en les c¢;.

En particulier, fn’a pas d’autre points critiques que les ¢; sur U. Comme
on a ajouté a f une forme quadratique définie positive, I'indice de ¢ comme
point critique de fest son indice comme point critique de f.

Il n’y a aucune raison que f que nous avons obtenue en prolongeant f
arbitrairement, soit une fonction de Morse en dehors de U. On la perturbe
légerement pour qu’elle le devienne. On construit ensuite un prolongement
ad hoc X de X en un pseudo-gradient a ’aide d’une partition de 'unité.

Remarque 4.6.4. Remarquons aussi que toute trajectoire v de X telle que
lim;,_ o 7y(t) = ¢ € V est completement contenue dans V' (on a supposé
que le champ X est entrant pres de 9V).

Il se pourrait que le champ X prolongé n’ait pas la propriété de Smale.
On a toutefois, pour tous points critiques de f,

Ls(a,b) = Lx(a,b), donc ng(a,b) =nx(a,b), et donc d¢(a) = dx(a).

Si (par chance) X a la propriété de Smale, on a le résultat attendu.
En perturbant X au besoin, on obtient un champ tres proche qui satisfait
Smale, n’est peut-étre plus tangent a V' mais vérifie toujours nkv(a,b) =
nx(a,b). O

Remarque 4.6.5. Notons en particulier, en application de cette démonstra-

tion, que si V est une sous-variété d’une variété W et si V est un voisinage
tubulaire de V' dans W, alors HM, (V) = HM, (V).

Avant de terminer la démonstration du théoréme 4.6.1 (cas général d'une
application qui n’est pas un plongement), commencons & démontrer le théo-
reme 4.6.2, qui nous sera utile.
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Démonstration du théoréme 4.6.2, cas des plongements
Remarquons tout d’abord, comme

Z six=0

0 sinon,

HMxUﬁm—{

que, pour tout difféomorphisme ¢ : DV — DV 4, qui doit étre un isomor-
phisme de Z dans lui-méme, ne peut étre que 'application identique, ou son
opposée, ¥, = +1d, et que c’est I'identité lorsque v préserve I'orientation.

Comme conséquence, pour toute variété V et tout difféomorphisme 1)
préservant orientation de DY, ¢ x Id : D x V — DY x V induit aussi
I'identité en homologie, puisque (¢ x Id), = ¥, ®Id, sur le produit tensoriel
des complexes, de sorte que (¢ x Id), = ¥, ® Id, = Id.

Considérons maintenant différentes facons d’inclure V dans DN x V.

Lemme 4.6.6. Pour a € DV, soit i, : V — DN x V le plongement défini par
iqo(x) = (a,z). Alors

(1) (ip)x est un isomorphisme;

(2) (ia)x = (io)-
Démonstration du lemme. On considére un couple ( ./, X) Morse-Smale sur
V = {0} x V.c DV x V. On prolonge (f, X) en (f, X) comme ci-dessus,
c’est-a~dire par

Tl = 51l + @) et X(y,a) = —y+ X ()

Alors, C,(f,X) = C.(f,X), de sorte que (ig). = Id. Ce qui démontre
la premiére assertion. Pour la deuxi¢me, on utilise un difféomorphisme(®)
Y : DV — DN qui envoie 0 sur a. Le diagramme commutatif

v py gy
la lw x 1d
DN xV
donne (ig), = (iq)+x comme souhaité. O

Pour démontrer le théoreme d’invariance homotopique, considérons donc
une application
w:[0,1]xV — W

(D] existence d’un tel difféomorphisme peut étre démontrée en intégrant un champ de
vecteurs convenable sur le disque DV, un exercice dont les détails sont laissés aux lecteurs,
I’exercice 19 page 103.
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telle que chaque u; soit un plongement. Alors
w:[0,1] xV — [0,1] x W
(t,x) — (t, ue(2))

est un plongement. Pour les inclusions ig et i; (notations du lemme), on a
deux diagrammes commutatifs :

0,1] x V—s 0,1] x W 0,1 x V— s 0,1] x W
ol [ ol [iw
[O,I]XVTO)[O,HXW [O,l}xVTl)[O,l}xW

d’ou 'on déduit
(u0)x = (i )i ot 0 (ig ) = (i1 )5 0 Ux 0 (i) )x = (w1)4- O

Démonstration du théoréme 4.6.1, cas général. Considérons une application
de classe C*
u:V— W.

Choisissons un entier N assez grand pour qu’il existe un plongement ¢ :
V — DN Alors, (¢, u) est un plongement de V dans DV x W. On considére
le diagramme

DN x W
g
(4]
Ve—u—Ww
et 'on définit
Uy = (7'0):1 © (%U)*~
Montrons que le morphisme u, ainsi défini ne dépend pas du choix de N
ni de ¢ (de sorte qu’en particulier, si u est un plongement, on retrouvera,

pour N = 0, ce que l'on a déja construit). Considérons donc une autre
application 1 : V. — DN et le diagramme

DN x W

10 T Lo
/(@’u) \
W—wu V =, p,u)= DM x DN x W
\
k 4 ko
DM x W
ou {y et ko sont définis par

EO(yax) = (O7y>$) et kO(zvx) - (Z,O,CE).
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On a kgojg = fgoig, mais les deux triangles de droite du diagramme ne com-
mutent pas. Cependant, les diagrammes induits en homologie commutent.
L’homotopie « ti) » relie

lo(p(z), u(x)) = (0,0(x),u(z)) & (V(x), p(x), u(z))

et de méme, 'homotopie « ty » relie

ko(v(2), u(z)) = (¥(2),0,u(x)) & (Y(z), p(z), u(@)).
Evaluons maintenant, grace & ce diagramme et & ces remarques, 'application
(i0);* o (¢, u)x. On trouve

(i) © (¢, u)u = (i0)y " 0 (Lo)i " © (¥, 0, )
= (Jo); " o (ko)y ' o (v, ¢, u)s
= (jo)x ' o (¥, u)s
Donc notre morphisme u, en homologie ne dépend pas des choix faits.

La vérification de la propriété de fonctorialité suit le méme chemin. Pour
u:V - WetW — Z alaidede p:V — DN et dep : W — DM on
utilise le diagramme

W Z

I /(“’L”) /

XW/ x Z
(Id, (¢, v) J /

La fleche verticale V. — DM x DV x Z est un plongement composé de
deux plongements. Nous savons donc déja qu’elle satisfait la relation de
fonctorialité. Evaluons donc

VUx O Uy = (]0):1 o (7/1771)* o (ZO):I © (go,u)*
= (o) " o (ko)i " o (¢ 0 (1d,))x 0 (9, u)s
= (vou),. O

Fin de la démonstration du théoréme 4.6.2. Elle est conséquence immédiate
de ce qui précede, on considere simplement u; comme la composition

VL0, x Vs W

uy = w0 iy, donc uy o (it)x = (Ut)s... mais nous savons que (ip), = (i1)s,
donc (ug)x = (u1)+- O
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4.7. Suite exacte longue

Soit V' une sous-variété d’une variété W. Nous montrons ici qu’il existe
une suite exacte longue en homologie, complétant ’application

(io)* : HMk(V) — HMk(W)

Nous allons donc utiliser des données de Morse-Smale (f, X) sur V que
nous prolongerons comme au §4.6, ici & un voisinage tubulaire V de V
dans W. Ainsi, V est une variété a bord, W —V en est une aussi, toutes
les deux ont le méme bord 9V ; nous disposons d’une fonction de Morse f,
dont les points critiques dans V sont ceux de f sur V, et d'un champ X
vérifiant la condition de Smale, qui est entrant dans V (et sortant de W — V).
L’inclusion ig : V' C W induit un morphisme injectif de complexes

(i0). : (Cu(F) 9x) — (C(f), O5).

Le premier de ces deux complexes calcule 'homologie de V', le deuxieme
celle de W. Rien de nouveau jusqu’ici. Nous définissons maintenant un mor-
phisme (de groupes)

Co(f) — Cul =),

simplement en envoyant les points critiques de f qui sont dans V sur 0.
Les points critiques de f qui sont dans V étant, nous I'avons dit, ceux de f
sur V, on a une suite de groupes abéliens

Culf) — Culf) — Cul fl=)-

Notre deuxiéme morphisme est aussi un morphlsme de complexes : une tra-
jectoire de X joignant deux points critiques de f dont aucun n’est dans V ne
penetre jamais dans V. Le complexe C, (f |W 7, 0%) calcule, lui, I'homologie

M, (W —V,9V), puisque le champ X est sortant de W — V.
Comme toutes ses semblables, cette suite exacte de complexes induit une
suite exacte longue en homologie

HM},(V) ——— HMp(W) —— HM,(W —V,9V) .

L

HMk_l(V) E— HMk_1(W)
On décide d’appeler, pour alléger la notation,

HM(W —=V,0V) = HM, (W, V),
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homologie relative(?). Le connectant de la suite exacte longue
HM (V) ——— HM(W) ——— HM (W, V)
HMkfl(V) — HMkfl(W)

s’interprete facilement : & une classe dans H My (W — 'V, V), représentée par
un point critique a de f dans W — 'V, 9 associe la classe de la combinaison
linéaire des points critiques de f reliés & a par des trajectoires de X,

da = Z nz(a,b).

beCrit(f)

Considérons maintenant une variété M a bord oM
OM % M.
Nous aimerions appliquer ce qui précede au couple (M, M ). Il n’est pour-
tant pas tout a fait exact que M soit une sous-variété de M. On remplace
donc M par une variété qui lui est difféomorphe et dont OM est une sous-
variété.
Le bord possede un voisinage « collier », c’est-a-dire de la forme

OM x [—&,0] —» M avec i(z,0) = io(x)

(ont € est un réel strictement positif bien choisi et avec les notations du
paragraphe précédent(®). Remarquons que

M= = M —i(] - ¢,0))

est une variété a bord, difféomorphe & M et de bord i_.(0M). On commence
par ajouter a M un « symétrique » de ce collier, en considérant le recollement
évident

M™e = MUOM x [0,¢]

(voir la figure 4). Le bord OM est maintenant une sous-variété honnéte
de M™¢. De plus, il a un voisinage difféomorphe & OM x [—¢, €].
Considérons le couple (W, V) ot W = M€ et V est sa sous-variété OM.
Comme W est difféomorphe & M, nous avons HM, (W) = HM,(M). De
plus, HM, (W, V), qui est HM, (W — V,V) par définition, est précisément ce

(@ Pour les lecteurs qui savent ce que c’est, il s’agit bien, par excision, de I’homologie
relative. Voir par exemple [19].

(3)Rappelons que 'on peut obtenir un tel i en utilisant le flot d’un champ de vecteurs
entrant.
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—7 ~
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FIGURE 4

que nous avons défini, au §3.5 sur les cobordismes, comme H M, (M,0M).
Nous obtenons donc la suite exacte longue

H M (M) ——— HMy(M) —— HM; (M, dM)
a/

HM_1(OM) —— - --

Exemple 4.7.1. Dans le cas du disque (voir ci-dessus les exemples 3.5.1, 4.1.1
et la figure 12 du chapitre 3), la suite exacte longue donne deux isomor-
phismes
HMy(S""Y;Z/2) <2 HMy(D";Z/2)
et
HM, (D", 5" :7/2) <2 HM, (5”1, Z/2)

(les autres groupes apparaissant dans la suite exacte sont triviaux).

4.8. Applications

4.8.a. Groupe fondamental et homologie (suite). Montrons ici,
comme annoncé au §4.5.b, qu’'une variété simplement connexe n’a pas
de Hl.

Proposition 4.8.1. Si V est simplement connexe, HM(V;Z/2) = 0.

Démonstration. On utilise un couple (f, X') Morse-Smale sur V. Commen-
gons par décrire les 1-cycles dans V, c’est-a-dire les éléments o de Ci(f)
tels que dxa = 0. Ce sont des combinaisons linéaires de points critiques
d’indice 1,

a=a; +- -+ ag.
De plus, 0xay + -+ -+ Oxar = 0. Pour un point critique a d’indice 1,

Oxa =c1 + ¢
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ol ¢ et ¢y sont deux points critiques d’indice 0, pas nécessairement distincts
(figure 5) : la variété instable de a est un disque ouvert de dimension 1 et
I'on continue a appliquer le théoreme 2.3.2.

by

by

> C.
C1 (&) € = e (&) Cc3 4

FIGURE 5

Donc notre cycle « est somme de cycles
B=by+-+bs

avec 0b; = ¢; + ¢;41 pour des minimums locaux ci,...,¢s (avec cs41 = ¢1)
comme sur la figure 5.

Un tel B définit un plongement ug du cercle S ! dans V tel que la fonction
g = [ oug ait les ¢; comme minimums locaux et les b; comme maximums
locaux. Chaque  d’une base de Ker 0 C C;(f) définit un morphisme (injec-
tif) de complexes

(ug)e : Culgp, Xp) — C.(f, X)

(X35 est le champ de vecteurs sur S dont I'image est la restriction de X)
tel que
(ug)s : HMy(SY;Z/2) — HM,(V;Z/2)
ait pour image le sous-espace engendré par la classe de 3.
Avec 'hypothese de simple connexité faite sur V', toute application v :
S1 — V se prolonge en une application v : D? — V. En particulier,

u
ug: S e D? v
donne en homologie une factorisation
ug)«
(ug)y HM,(S';Z/2) — HM,(D* Z/2) i HM,(V;Z/2)

de telle sorte que la classe de 3 provient de HM;(D?;Z/2) = 0 et donc est
nulle. ]
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4.8.b. Le théoréme du point fixe de Brouwer. Nous donnons ici une
autre démonstration du théoreme de Brouwer (le théoréme 2.3.3).

Démonstration. Comme dans la démonstration donnée plus haut, on com-
mence par se ramener au cas ou ¢ est une application €* et 'on suppose
I’absence de point fixe, en déduisant une rétraction

r:D" — "1

(qui associe & € D™ le point d’intersection de la demi-droite issue de ¢(z)
et passant par z avec le bord S"~1). De sorte que, si z est un point de la
sphere, il reste a sa place. L’application r satisfait a

roj=1Id: 8" "~ D" — §"
Ce qui fait que la composition 7, o jy :
HM, (8" % Z/2) — HM,, _1(D";Z/2) — HM,, _1(S"" ', Z/2)
doit aussi étre U'identité, de Z/2 dans Z/2, alors que HM,,_1(D";Z/2) =0

comme on ’a remarqué dans I’exemple 4.1.1. Une contradiction qui implique
I’existence d’un point fixe. O]

On démontre de méme que, si k& < n, il n’y a pas de rétraction de la
sphére S™ sur une sous-sphére S* C S™. Sinon, la composition

Sk L} Sn T Sk
donnerait, en homologie H My,

HM,(S*;Z)2) —2 HM, (8™ Z/2) —=— HM,(S*;Z/2)
7/2 — 0 )

une application nulle qui devrait étre 'identité.

4.8.c. Homologie modulo 2 de l’espace projectif. Considérons la
sphere

5" ={z e R"||z]? =1}

et son quotient P™(R), Pespace projectif réel de dimension n, par la relation
d’équivalence x ~ —z. La projection naturelle S — P"(R) est notée p.

Soit f une fonction de Morse sur P (R.). La fonction fop est une fonction
de Morse sur S™ (localement, il n’y a pas de différence entre S™ et P™(R)).
Elle a deux points critiques d’indice k, a et —a, au-dessus de chaque point
critique p(a) de f.
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De méme, si X est un champ de pseudo-gradients adapté a f, il existe un
unique champ de vecteurs X sur S™, qui est un champ de pseudo-gradients
pour f op et tel que, pour tout x sur S™,

To(p)(Xa) = Xp(a)-

Ainsi les trajectoires de X se projettent sur celles de X. Si I’on suppose en
plus que X satisfait a la propriété de Smale, il en est de méme pour X. On a
donc en particulier, pour tous points critiques a et b d’indices consécutifs
de fop,

nz(a,b) =nz(—a,—b).

FIGURE 6

La formule o — p(«) définit un morphisme de complexes (Ck(f), %)

(Cr(f),0x) que nous noterons p, (ce n’est pas vraiment un abus de no-

N
tation, c’est bien le p, défini par 'application différentiable p, comme on
pourrait le vérifier en utilisant des plongements). De méme, la formule
p(a) — a+(—a)
définit une application linéaire
P Cr(f) — Ci(f).
Si @ = p(a) = p(—a) est un point critique de f, on a
! P ~ ~ —
Iz(p'a) = 05%(a) + 95(—a)
= Z nz(a,b)b + Z nx(—a,cle.
b c
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Mais il y a une trajectoire de a a b si et seulement si il y a une trajectoire
de —a a —b, de sorte que cette somme vaut

O5(P'a) = ng(a,b)b+ > ng(—a,—b)(-b)
b —b
=> nx(a,B)(b+ (b))
B

Ainsi, p' est un morphisme de complexes
p! : (Ck(f)aax) - (Ck(f Op)aa~)'

La composition

!

(Cry 0x) L (Cu(f 0 p), 02) L (Cu(), 0x)

envoie le point critique « successivement, d’abord sur a + (—a), puis sur
p(a) + p(—a) = 2a = 0. On a plus précis, une suite exacte de complexes

0 — (Cr(f), dx) L= (Ci(f 0 p), 0%) L2 (Ck(f),dx) — 0.

En effet, une combinaison linéaire a; + - -+ + a, de points critiques de ]77
envoyée sur p(ay) + - - - + p(ax) ne peut étre nulle que si chacun des points
critiques de f apparaissant dans cette somme y apparait deux fois, c’est-a-
dire si

a1+t ap =a;, + (=) + - +ai, +(—a;,)

. 7172 . !
ou encore si cet élément est dans I'image de p'.

On a donc une suite exacte de complexes, qui, comme il se doit, définit
une suite exacte longue

HM(P"(R);2/2) —— HM,(5";2/2) —— HM(P"(R); Z/2))
/
HMy 1(P"(R);Z/2) ——— - -~
en homologie de Morse. On en déduit que le connectant
9+ HM(P"(R);Z/2) — HM;_(P"(R);Z/2)
est un isomorphisme pour 0 < k < n. On a donc démontré :
Théoréme 4.8.2. On a HM;,(P™"(R);Z/2) 2 Z/2 pour 0 < k < n. O

Pour I'homologie entiere (les questions d’orientation sont ici & traiter avec
soin), voir P'exercice 24 page 105.
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Au paragraphe suivant, nous aurons besoin d’une description explicite
du connectant de cette suite exacte. Il suffit de suivre la définition abstraite
de celui-ci.

Commengons par 0 : HM;(P"(R);Z/2) — HMy(P"(R);Z/2). Une
combinaison linéaire

Yy=y1+ -+, v € Crity(f)

qui est un cycle (Oxa = 0) s’écrit comme somme d’éléments ay + - - + s
avec

Oxa; = Bi + Biv1, By, Bs, Bsr1 = B1 € Crito(f).

Le cycle se représente donc comme réunion des trajectoires joignant les «;
aux [3; (de fagon analogue & ce que 'on a vu sur la figure 5, on a ici un lacet
dans P"(R)).

On reléve maintenant ce cycle dans la sphere. Nous savons que le résultat
final ne dépendra d’aucun des choix faits. Commencons donc par choisir
un ap au-dessus de «q, de sorte que 8)?(11 = by + by, avec p(by) = B et
p(b2) = Ba. On reléve ensuite ay en choisissant celui des deux relevés, ay tel
que 835(12 = by + b3 pour le by déja déterminé. Le résultat final est un relevé

a=ai+- - +ag avec 8§a=b1+b2+b2+---+b5+bs+1 =b1 +bsy1

(on a relevé le lacet en un chemin sur la sphere). Le connectant est

d(a) = {0 - st bav1 = bs
[p(b1)] = [B1] sinon.

Plus généralement, commencons par choisir un hémisphere, sud par
exemple, pour changer, de la sphére S™. Si a est un cycle dans (Ci(f),0x),

a=ay+---+ap,
on choisit des relevés a; des a; dans 'hémisphere sud, obtenant une somme
a=o1+ -+ a
dont I'image par p, est notre cycle a. On a
Oga=Pi++ -+ b,
une combinaison linéaire de points critiques d’indices k — 1 de f On a alors

la] = [p(B1) + -+ + p(Bs)]-
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4.8.d. Le théoréme de Borsuk-Ulam. Démontrons maintenant le céle-
bre théoreme :

Théoréme 4.8.3 (Borsuk-Ulam). [l n’existe pas d’application continue
@: 8" — gl
telle que p(—x) = —p(x) pour tout x.

Ce théoreme a des applications plus ou moins folkloriques (par exemple,
le fait passionnant qu’il existe & chaque instant deux points antipodaux sur
la Terre oli la température et la pression ont la méme valeur).

Corollaire 4.8.4. Soit ¥ : S™ — R"™ wune application continue telle que
Y(—x) = —(x) pour tout x. Alors 1 s’annule en au moins un point de S™.

En effet, si ¢ ne s’annulait pas, elle définirait une application ¢ = v/ ||¢||
3 valeurs dans S”~! et interdite par le théoréme. O
Voici le théoreme température-pression :

Corollaire 4.8.5. Pour toute application i : S™ — R, il existe au moins un
point x de S™ tel que P(x) = Y(—x).

Notons en particulier qu’il n’existe pas d’injection de S™ dans R". Le
corollaire se démontre en considérant ¢(x) = () — Y(—z). O

Corollaire 4.8.6. Soient Fy,Fs,...,F,11 des fermés non vides sur la
sphere S™ dont la réunion est la sphére tout entiére. Alors l'un d’eux
contient deux points antipodauz.

11 suffit d’utiliser I’application
V() = (d(z, Fy),d(z, Fy), ..., d(z, Fy)). O

Démonstration du théoréme 4.8.3. Bien stir, comme dans le cas du théo-
réeme de Brouwer, on va montrer qu’il n’existe pas d’application C>° ayant
les propriétés voulues (le résultat pour les applications continues s’en dé-
duit). Une application ¢ ayant ces propriétés induirait une application
¥ : P*(R) — P*"1(R), dont nous allons montrer qu’elle ne peut exister.

Soit donc 1 une application € de P"(R) dans P"~1(R). Considérons
le diagramme

HM(P"(R);Z/2) — %+ HML(P™(R); Z/2)

aj Ja

H M1 (P (R); 2/2) —— HMy (P} (R); 2/2)
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ol le « connectant » 0 a été défini au §4.8.c. Pour k < n, les deux fleches ver-
ticales sont des isomorphismes. Si nous avions démontré que le diagramme
commute, on en déduirait que

Y, : HM, (P"(R);Z/2) — HM,(P" " Y(R); Z/2)

est aussi un isomorphisme, une absurdité manifeste : I'un est nul, I'autre
pas.

Il reste donc a vérifier que le diagramme commute, ce qui est clair, apres
la description du connectant 0 de la suite exacte longue que nous avons
donnée ci-dessus. O

4.8.e. L’homologie de la variété. Dans ce paragraphe (que l'on peut
sauter si 'on ne sait pas ce qu’est 'homologie cellulaire), nous suggérons
une fagon de démontrer que le complexe des points critiques calcule bien
I’homologie cellulaire de la variété, en d’autres termes que les variétés stables
constituent une décomposition cellulaire. On construit d’abord une fonction
de Morse ordonnée f sur V, ce qui veut dire que tous les points critiques
d’indice k de f sont au niveau k :

¢ € Critg(f) = f(c) = k.

C’est le cas par exemple de la fonction 1+ f/2 ou f est la fonction de Morse
que nous avons utilisée sur le tore (celle du §1.4.c du chapitre 1) ou de
la fonction (z,y,z) — 2z + 1 sur la sphére unité de R?. Une telle fonction
se construit & partir d’'une fonction de Morse quelconque en montant et
descendant les points critiques selon des modeles que I’on trouve par exemple
dans [46].

Ainsi le théoréme 2.1.11 implique que

Hp (V2 vE=12:2/2) 2 Cy(f).
De plus, pour un champ de pseudo-gradients adapté X, le connectant
0 Hy(VFH2 VE=1207)2) — Hyy(VETV2 V32,22

de la suite exacte du triple (VF+1/2 VE=1/2 yk=3/2) g’identifie & dx. On
en déduit le résultat en montrant que le complexe

(Hk(Vk+1/2, Vk—l/Q; Z/2)7a)

calcule 'homologie cellulaire de V.
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1
b+ =
- +2

k
1
A
. ' 2
k—1
FIGURE 7
Exercices

Exercice 16. Existe-t-il une fonction de Morse sur S? x S? qui ait un mini-
mum, un maximum, un point critique d’indice 2, et tous ses autres points
critiques d’indices 1 ou 37

Exercice 17. Montrer que 'espace projectif complexe P™(C) est simplement
connexe.

Exercice 18. La quadrique @) de l'exercice 8 (page 18) est-elle difféomorphe
aP2(C)?

On envoie P1(C) x P!(C) dans P3(C) par

([a, b], [u,v]) — [au, bu, av, bu).
Montrer que c’est un plongement dont 'image est décrite par I’équation
ZoR3 — 2122 — 0.

Démontrer que @ est difféomorphe a S? x S2.
Exercice 19. La figure 8 représente le graphe d’un difféomorphisme ¢ :

]—1,1[ = ] —1,1]. On pose a = ¢(0). Montrer que ¢ est le flot au temps 1
d’un champ de vecteurs sur | — 1,1[, que l'on dessinera. Soit D le disque
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ouvert de centre 0 et de rayon 1 dans R" et soit @ € D. Construire un
champ de vecteurs sur D dont le flot vérifie ! (0) = a.

E:

FIGURE 8 FIGURE 9

Exercice 20. Si u : V — W est une application de classe C>* et si V et W
sont des variétés compactes et connexes, alors

uy : HMoy(V;Z/2) — HMy(W;Z/2)
est un isomorphisme (I'identité puisque chacun de ces deux espaces est iso-

morphe & Z/2).

Exercice 21. Soit V une variété compacte sans bord de dimension n et soit D
un disque de dimension n plongé dans V. Montrer que

HM,(V =D;Z/2) =0.

En déduire que, si u : V™ — W™ est une application de classe C*° qui induit
une application

uy : HM,(V;Z/2) — HM,(W;Z/2)
non nulle, alors elle est surjective.

Exercice 22. Soit W une variété compacte a bord de dimension n + 1 et
soit V son bord, V = 0W.

(1) Montrer que linclusion V' C W induit l'application nulle de
HM,(V;Z/2) dans HM,(W;Z/2).

(2) En déduire que, si u : V. — Z est une application €>° de V dans
une variété Z de la méme dimension dont ’application u, induite au niveau

HM, n’est pas nulle, alors u ne peut étre prolongée en une application
u: W — Z.
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(3) Et en particulier, il n’existe aucune application de W sur son bord
qui se restreigne en I'identité sur le bord (rétraction). Le cas W = D" est
celui du théoreme de Brouwer.

Exercice 23. Soit V une variété compacte. Montrer qu’il n’existe pas de
rétraction de V' sur une de ses parties strictes (voir au besoin le §4.8.b).

Exercice 24. Décrire les variétés stables et instables, avec orientations et
co-orientations, dans le cas de la fonction de Morse f considérée dans I'exer-
cice 6 et d’'un champ de pseudo-gradient X sur P?(R). Calculer I’homologie
du complexe (Cy(f;Z),0x). Montrer que
Z si k=0,
HM(P2(R);Z)=7Z/2 sik=1,

0 sinon.
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PARTIE II

LA CONJECTURE D’ARNOLD,
THEORIE DE FLOER
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INTRODUCTION DE LA DEUXIEME PARTIE

La deuxiéme partie de ce livre est consacrée a la construction de 'homo-
logie de Floer, en vue de démontrer la conjecture d’Arnold. Celle-ci affirme
précisément que le nombre de trajectoires périodiques de période 1 d’un
champ de vecteurs hamiltonien sur une variété symplectique W est supé-
rieur ou égal a

> HM(W;Z/2).
k
Nous l'avons dit des la préface de ce livre, la juxtaposition des inégalités

de Morse et de la conjecture d’Arnold n’est pas fortuite. Et en effet, la
stratégie de démonstration, due a Floer, consiste a exhiber les trajectoires
en question comme points critiques — non plus d’une fonction sur une
variété mais d’une « fonctionnelle® d’action » sur I’espace des lacets sur W
(une trajectoire périodique est, en effet, un lacet sur W), puis & construire
un complexe (le complexe de Floer) analogue & celui de Morse, dont la
différentielle « compte » les solutions de ’équation de Floer. L’homologie
(dite de Floer) de ce complexe est donc, par construction, reliée au nombre
des trajectoires périodiques. Il faut ensuite montrer que cette homologie est
isomorphe a I’homologie de Morse de la variété.

Nous détaillons cette stratégie page 134, et la mettons en application au
cours de cette partie, mais donnons déja ici a la fois les grandes lignes de
la démonstration de la conjecture d’Arnold et un panorama du contenu de
cette partie.

La premiere chose a faire est de construire la « fonctionnelle d’action »
(au §6.3), sur un espace de lacets sur notre variété, dont les points critiques
soient les solutions périodiques recherchées. C’est I'analogue de la fonction

(4)Crest ainsi qu’il est de tradition depuis Hadamard de nommer les fonctions définies

sur des espaces de dimension infinie.
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de Morse. Avec ses points critiques, nous tenterons de fabriquer, comme
dans le cas de Morse, un complexe. La graduation sur le Z/2-espace vectoriel
engendré par les points critiques est donnée par 'indice de Maslov, ce qu’il
nous faudra définir (nous le ferons au chapitre 7).

Pour définir la différentielle, nous utiliserons I’analogue d’un champ de
pseudo-gradients, ici le gradient de la fonctionnelle d’action (voir le §6.4),
dont nous montrerons que les trajectoires d’énergie finie, les solutions de
I’« équation de Floer », relient deux points critiques. Comme dans le cas de
Morse, nous démontrerons une propriété de compacité des espaces de trajec-
toires (le théoréme 6.5.4). Ces espaces de trajectoires donnent, en général,
des variétés, griace a des propriétés de transversalité (au chapitre 8). Ainsi,
la différentielle du complexe de Floer sera définie.

Pour démontrer que ceci est bien un complexe, c¢’est-a-dire que dod = 0,
nous démontrons, comme dans le cas de Morse, une propriété de recollement
(au chapitre 9). Comme dans le cas de Morse toujours, nous démontrerons
au chapitre 11 que I'homologie du complexe enfin défini ne dépend ni de
la fonctionnelle ni du champ de vecteurs choisis. Au préalable, nous aurons
montré au chapitre 10 que, dans le cas d’un hamiltonien €2-petit ne dépen-
dant pas du temps, I’homologie de Floer, coincide avec I’homologie de Morse
de la variété. Ce sera donc vrai en général. L’évidente inégalité de dimen-
sions entre la dimension des espaces vectoriels intervenant dans le complexe
donnera donc le résultat escompté, de fagon complétement analogue aux
inégalités de Morse (la proposition 4.4.3).

Ainsi, le complexe de Morse, qui a fait 'objet de la premiere partie du
livre, est une sorte de guide pour cette deuxieme partie. Les objets de I'étude
sont ici beaucoup plus compliqués et nécessitent une analyse (c’est le cas
de le dire) sophistiquée : I’équation de Floer, équation différentielle pour les
« trajectoires de gradient » de la fonctionnelle d’action, est une équation aux
dérivées partielles, a laquelle il est nécessaire d’appliquer des techniques de
régularité elliptique (que nous explicitons au chapitre 12); la définition du
complexe requiert le fait que la linéarisation de cette équation fournit des
opérateurs de Fredholm ; la démonstration des propriétés qui permettent
d’affirmer que le complexe de Floer est bien un complexe est beaucoup plus
technique que I’énoncé analogue pour le complexe de Morse.

Nous avons relégué dans un chapitre (que BTEX a judicieusement choisi
de numéroter 13 et que les lecteurs superstitieux peuvent sauter) quelques
(un certain nombre de) lemmes techniques utilisés notamment dans le re-
collement.



CHAPITRE 5

CE QU’IL FAUT SAVOIR
EN GEOMETRIE SYMPLECTIQUE

I y a de nombreux bons livres de géométrie symplectique, notam-
ment [14] et [43] auxquels nous renvoyons pour les détails qui pourraient
manquer ici.

5.1. Espaces vectoriels symplectiques

Ce sont les espaces vectoriels réels munis de formes bilinéaires alternées
non dégénérées. L’exemple archétypique et, on va le voir, unique, est celui
de R"” x R", muni de la forme

w(pq),®,d)=p-d -0 q

(le point - désignant bien siir le produit scalaire euclidien de R"™).
En réalité, il n'y a qu’'un exemple, comme l'affirme la proposition qui
suit.

Proposition 5.1.1. Soit w wune forme bilinéaire alternée mnon dégéné-
rée sur un espace vectoriel E de dimension finie. Il existe une base
(e1,...s€n, f1,..., fn) (dite symplectique) telle que w(e;, f;) = 0;;, et
w(e;,e;) =w(fi, fj) =0.

Démonstration. Comme w est non dégénérée, elle n’est pas nulle et on peut
trouver deux vecteurs e; et fi tels que w(ey, f1) = 1. On vérifie que w se
restreint en une forme non dégénérée a 'orthogonal (pour w) du plan {ey, f1)
et on conclut par récurrence sur la dimension, apres avoir remarqué qu’'une
forme bilinéaire alternée sur un espace de dimension 1 est nulle. ]

En particulier, la dimension de E est paire et c’est le seul invariant du
type d’isomorphisme de (E,w). Dans une base symplectique, la matrice de
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0 Id
7=(C)

Exemple 5.1.2. Si (eq, ..., e,) est une base orthonormée de R", on a

w((eiﬂ 0)7 (07 ej)) = 6i,j7

la forme bilinéaire w est

la base
((61,0), R (env 0)7 (07 61)7 SERE) (07 en))

est une base symplectique de R” x R".

5.2. Variétés symplectiques, définition

Essayons de comprendre ce que pourrait étre la définition d’une variété
symplectique. On demandera d’abord que chaque espace tangent soit muni
de la structure vectorielle définie ci-dessus : la variété W sera munie d’une
2-forme différentielle w, c¢’est-a-dire, pour chaque z, d’une forme bilinéaire
alternée w, sur T, W. On veut en plus que chaque w, soit non dégénérée,
ce qu’on peut écrire, si la dimension, nécessairement paire, de W est 2n,

2n
Wi = A"w, #0e€ NTIW

" soit une

pour tout z. Autrement dit, on demande que la 2n-forme w”
forme volume sur W. Notons qu’en particulier, la variété W doit posséder
une forme volume et donc étre orientable.

En fait, cette définition est insuffisante : on veut aussi que le calcul dif-
férentiel que w permet de faire sur W soit localement le méme que celui
quon sait faire sur R” x R" avec la forme « constante ». Ecrivons donc
cette forme comme une forme différentielle : les vecteurs de R™ x R™ sont

notés X = (p,q), X' = (p',¢’) de sorte qu'on a
wX, X")=p-q—pq
Autrement dit

w = dei Ndg; = d(zpid%‘)
i=1 i=1

en particulier, w est une forme ezacte. On pourrait demander a une forme
symplectique d’étre une forme exacte... malheureusement, ceci interdirait
d’utiliser des variétés compactes. On a en effet :

Proposition 5.2.1. Sur une variété compacte, il n’existe aucune 2-forme qui
soit a la fois non dégénérée et exacte.
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Démonstration. On a dit que w est non dégénérée si et seulement si w”™ est
une forme volume. Comme W est compacte, on sait que les formes volumes
ne sont pas exactes(!). Or, si w était exacte, on aurait w = da, mais alors
la forme volume w”" serait exacte : W™ = d(a A wN"=1), O

En réalité, si on veut calculer localement comme dans R™ x R"™, ce qu’il
faut utiliser, c’est une condition d’« exactitude locale »... c’est-a-dire de
fermeture. Ce qui nous amene a la bonne définition.

Définition 5.2.2. Une variété symplectique est un couple (W, w) ot W est une
variété et w une 2-forme fermée non dégénérée. Une telle forme w est dite
symplectique.

Un difféomorphisme ¢ d’une variété symplectique (Wi, w;) dans une
autre (Wa,ws) est dit symplectique §'il vérifie p*ws = wy. On dit parfois
aussi que ¢ est un symplectomorphisme.

Bien entendu, on commettra souvent I’abus d’appeler W une variété sym-
plectique, sans mentionner la forme w quand il n’y aura pas d’ambiguité a
redouter.

5.3. Exemples de variétés symplectiques

Evidemment, R x R" avec la forme constante >~ dp;Ndg;, est une variété
symplectique.

Les cotangents. Si V est une variété, on considere ’espace total de son
fibré cotangent, avec la projection :

T: TV — V.

Sur T*V, il y a une l-forme différentielle canonique A, dite forme de
Liouville, définie par :

)\(37, (,0) (X) = (p(T(x,Lp)ﬂ-(X))

oz €V, peTiVet X €T, (T*V). On vérifie aisément que w = dX est
non dégénérée (et encore plus aisément qu’elle est fermée!). Si (q1,...,qn)
sont des coordonnées locales sur V' et si (pi,...,pn) sont les coordonnées
« duales », alors (p1,...,Pn,q1,---,qn) est un systéme de coordonnées lo-
cales dans lequel A = > p;dg; et w = > dp; A dg;. On dit souvent que w

(DVoir les rudiments de cohomologie de de Rham par exemple dans [37] ou dans le
chapitre VIII du tome I de [66].
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est la « forme symplectique canonique » sur le cotangent(®). L’exemple de
R™ x R" ci-dessus peut étre considéré comme le cas ou V = R"™.

Les surfaces. Sur une surface W, toutes les formes différentielles de degré 2
sont fermées. De plus, en dimension 2, dire qu'une 2-forme est non dégénérée
veut simplement dire qu’elle ne s’annule en aucun point. Sur une surface,
la notion de forme symplectique coincide donc avec celle de forme volume :
toutes les surfaces orientables peuvent étre considérées comme des variétés
symplectiques.

=

FIGURE 1. Forme symplectique sur la spheére

La sphére. On considére la sphére unité S? de R3, dont I’espace tangent
en un point v est le plan orthogonal au vecteur unitaire v. On pose

w(X,)Y)=v- (X AY)

(figure 1). C’est une 2-forme non dégénérée (vérification immédiate) et donc
une forme symplectique.

L’espace projectif complexe. Le plus agréable, pour décrire une forme
symplectique sur I’espace projectif complexe, c¢’est d’utiliser la structure de
quotient de cet espace. Considérons donc

c't ={p+ig|pe R" ge R""} = R"" x R"*!,
muni de la forme symplectique usuelle de R"™! x R™t!. L’espace projectif
complexe est le quotient
C" {0} Jr~y <= TA#0tel quey = \x
qu’il est souvent commode de considérer comme quotient de la sphere (com-

pacte),
Sl jp vy = FAe St tel quey = Az

(2)Voila encore un exemple de forme symplectique exacte, sur une variété non compacte
bien str.
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par exemple pour montrer que c¢’est un espace (séparé et) compact. On a
ainsi un diagramme

S2n+1 L} Ccntl _ {0}

P"(C)

La 2-forme j*w est forcément dégénérée. Son noyau en = € S2**+! est la
droite engendrée par le vecteur iz dans I'espace tangent T,S*"+1 = gt
(vérification directe) de sorte que (j*w), induit une forme bilinéaire non
dégénérée sur l'espace vectoriel quotient 7,S?"+!/iz qui n’est autre que
Iorthogonal du vecteur x pour la forme hermitienne. D’autre part, la droite
réelle engendrée par ix est aussi le noyau de

Ty : T,5*" M — T () P™(C)
de sorte que la formule

o (Y, 2) = wa(Y, 2)

(onzx € [z], Tom(Y) =Y, Tyn(Z) = Z) définit bien une 2-forme et que 'on
a montré :

Proposition 5.3.1. 1 existe une unique 2-forme o sur P™(C) telle que

™0 = jw.

C’est une forme symplectique. O

Le théoréme de Darboux. De méme qu’il n’y a qu'un seul type d’es-
pace vectoriel symplectique de dimension 2n, il n’y a, localement, qu’une
seule structure de variété symplectique de dimension 2n, comme D'affirme
un célebre théoreme de Darboux.

Théoréme 5.3.2 (de Darboux). Soit © un point d’une variété symplectique
(W,w). 1l existe des coordonnées locales (g1, ..., qn,D1,---,Pn) centrées en x
dans lesquelles

11 suffit d’intégrer un champ de vecteurs bien choisi (suivant la méthode
« du chemin » de Moser [50])... Pour une démonstration compléte, nous
renvoyons les lecteurs & leurs livres de géométrie symplectique préférés, [43]
ou [5] par exemple.
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5.4. Champs de vecteurs hamiltoniens, systemes hamiltoniens

Si H : W — R est une fonction, la forme symplectique permet de lui
associer un champ de vecteurs, une sorte de gradient, le champ hamilto-
nien Xp (parfois appelé le « gradient symplectique » de H). C’est le champ
de vecteurs défini par la relation

wy (Y, Xpg(z)) = (dH),(Y) pour tout Y € T,W

(ou par tx,w = —dH).
On remarque que le champ X g s’annule en z si et seulement si z est un
point critique de la fonction H :

Xp(z) = 0 <= (dH), = 0.

En particulier, les singularités (ou zéros) d'un champ de vecteurs hamilto-
nien sont les points critiques d’une fonction.
Le systeme hamiltonien est le systeéme différentiel associé a ce champ de
vecteurs, c’est-a-dire,
() = Xu(2(t)).
On remarque que la fonction H est constante sur les trajectoires ou
courbes intégrales du champ Xy : comme w, est alternée, on a

(dH)(XH) =0 ou XHHZO

Les équations de Hamilton. Dans R?" avec la forme symplectique
> dp; A dg;, le systéme différentiel, prend, dans ces coordonnées (g;,p;),
la forme

. OH ) OH
qi =

- , Pi = — .
Ipi ' 9qi
Ce sont les classiques « équations de Hamilton ».

Exemple 5.4.1 (hamiltoniens « classiques »). On se place sur R?" avec sa struc-
ture symplectique standard et on considere la fonction

H(p,9) = 5 Il + V(@)

(penser & l’énergie totale, somme de ’énergie cinétique et de 1’énergie po-
tentielle). Le systéme hamiltonien associé est

ov
0

de sorte que p apparait en effet comme la vitesse (ou l'impulsion) de la

Gg=p, p=

particule dont ¢ décrit la position.

Proposition 5.4.2. Le flot d’un champ de vecteurs hamiltonien est un difféo-
morphisme qui préserve la forme symplectique.
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Démonstration. On calcule®)

(G

t\*

W) Lx

W)* dZXH

v')(
)

t\*

= 0.

(
(
Donc (¥*)" w ne dépend pas de t et (¢t)*w = (wo) w = w pour tout t. [

Orbites périodiques. Si une trajectoire du flot de Xy est périodique de
période 1, pour chacun de ses points, on a

Pt (x) =,
ce sont donc des points fixes de !. Par exemple, les points critiques de H

sont des trajectoires périodiques. Donc le difféomorphisme symplectique 1!
a au moins autant de points fixes que la fonction H a de points critiques.

Exemple 5.4.3 (cas d’un hamiltonien quadratique). Considérons le cas d’une
forme quadratique H sur R2",

H = % Zaijpipj + Zbijpi%' + % Zcijqiqj'

Alors Xy est un champ de vecteurs linéaire
Z OH 0 Z OH 0
9q; Opi = Opi 9
o
q
ou A est la matrice

—b —c 0 —Id\ /a'tb a'th
A= <a tb) - (Id 0 ><b c) __J(b c>'
La matrice A est donc, & multiplication par la matrice inversible —J pres,
la hessienne de H en 0, la matrice de la forme quadratique H. Le flot de X g

est donné par
P (p,q) = - (g) .

Notons que 1! = e?. Donc, si 1! n’a pas la valeur propre 1, A n’a pas la

valeur propre 0 et la forme quadratique H est non dégénérée, ou encore le
point critique de H en 0 est un point critique non dégénéré.

Remarquons que la réciproque est fausse : A pourrait avoir des valeurs
propres 2ikw, k € Z. Voir par exemple I'exercice 18 page 474.

(3)Voir au besoin le §14.4.b.
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Hamiltoniens dépendant du temps. On va considérer ici des hamilto-
niens « dépendant du temps », c’est-a-dire des fonctions

H:WxR—R,
et les champs hamiltoniens, notés X,
X: = Xp,, silonnote H(z,t) = Hi(x).
Le systeme différentiel associé n’est plus autonome, c’est le systéme
&(t) = Xe(x(1))-

Comme dans le cas autonome, les solutions du systeme permettent de définir
une famille de difféomorphismes symplectiques 1* tels que

d
%W:Xtowt et 0 =1d.

De méme que dans la proposition 5.4.2 (et avec la méme démonstration),
1t préserve la forme symplectique.

Solutions périodiques non dégénérées. Une solution périodique de
période 1 du systeme différentiel correspond a un point fixe du difféomor-
phisme !. Si I'on suppose en plus que le hamiltonien H est périodique de
période 1, alors les points fixes proviennent des solutions périodiques.

Définition 5.4.4. Une solution périodique z est dite non dégénérée si la
différentielle de 7! n’a pas la valeur propre 1, en symboles mathématiques si

dét(Id =T 0)0") # 0.

Dans le cas particulier ou le hamiltonien H dépendant du temps n’en
dépend pas, les points critiques de H sont des solutions périodiques
(constantes) du systéme hamiltonien. L’exemple 5.4.3 rend plausible
I’énoncé :

Proposition 5.4.5. Si un point critique de H est non dégénéré comme solution
périodique du systéme hamiltonien, alors il est non dégénéré comme point
critique de la fonction H.

Démonstration. On peut utiliser le théoréeme de Darboux au voisinage du
point critique, la formule de Taylor & I'ordre 2 pour H, et déduire le résultat
du calcul explicite effectué ci-dessus. Voici une autre démonstration. On
commence par remarquer que, si Y et Z sont deux vecteurs tangents a W
en x, on a

(®H)2(Y, Z) = wo([X1, Z]0, )
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(on a noté Z n’importe quel champ de vecteurs prolongeant le vecteur Z au
voisinage de z). En effet, prolongeons Y en un champ de vecteurs hamilto-
niens Xy au voisinage de x, on a
w([XHv Z]7 Y) - w([XHv Z]’ Xf)

= df([Xu, Z])

=Xy -(Z-f)=Z-(Xu-f)

=Xy -(Z-f)+Z-(X;-H).
Calculés au point critique x de H, le premier terme est nul et le deuxieme
est exactement

(d*H)o (X (), Z(2)) = (d*H)o (Y, Z).

Supposons maintenant que x soit non dégénéré comme trajectoire de X .
C’est dire que, pour tout Z # 0, on a

TN 2) — Z #0.

Comme ¢ = Id, il doit exister un ¢ tel que

d
drtz) 0.
mais cette dérivée est
T ([Xu, 2)),
donc, pour tout Z # 0, il existe un t pour lequel T, ([Xpy, Z]) # 0. On

en déduit que, pour tout Y # 0, [Xp, Z] # 0. Gréace a la relation ci-dessus,
ceci implique la non-dégénérescence de x comme point critique de H. [

Remarque 5.4.6. Dans des coordonnées locales, la matrice de T ! est
la matrice jacobienne Jac, ¢!, c’est-d-dire exp(Jo Hess,(H)) (voir au be-
soin l'exercice 8 page 471), ou Hess désigne la matrice hessienne. La non-
dégénérescence de x comme orbite périodique est donc équivalente a 'inver-
sibilité de exp(Jy Hess, (H)) — Id, c’est-a-dire au fait que la hessienne de H
n’a pas de valeur propre dans 27Z.

Remarque 5.4.7. Si le hamiltonien H est « assez » C2-petit, précisément
si la norme de sa hessienne est strictement inférieure a 2w, la remarque
précédente montre que la réciproque a la proposition 5.4.5 est vraie : les
deux notions de non-dégénérescence coincident.

Remarque 5.4.8. Les solutions périodiques (de période 1) constantes non dé-
générées sont donc isolées, il n’y a pas de solution périodique infinitésimale-
ment proche. Ceci est vrai plus généralement des solutions non dégénérées.
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Voici une autre fagon de comprendre ce fait. Soit
St —w
t — x(t)

une trajectoire périodique du champ de vecteurs X; sur W. L’équation dif-
férentielle linéarisée® le long de la solution z a, comme tous les systémes
différentiels linéaires d’ordre 2n, un espace vectoriel de solutions de dimen-
sion 2n. Si Y,...,Ys, est une base de T, ()W, il existe une unique base
Yi(t),...,Yon(t) de Ty W telle que

Y;(t) est une solution
Yi(0) =Y.

Alors Yi(1),...,Y2,(1) est aussi une base de T, puisque x est pé-
riodique de période 1. Elle se déduit de Y7,...,Ys, par un isomorphisme
linéaire qui n’est autre que Tx(o)wl (voir le §14.4.c). Dans la théorie des
équations différentielles linéaires, cet isomorphisme est la monodromie de
I’équation le long de la trajectoire x; quand cette équation est, comme
la noétre, a coefficients périodiques, les valeurs propres de la monodromie
sont des multiplicateurs de Floquet; le fait que la monodromie n’ait pas
la valeur propre 1 (c’est notre hypothese de non-dégénérescence) est équi-
valent au fait que I’équation linéarisée n’ait pas de solution périodique. Cette
non-dégénérescence est aussi une forme de transversalité, voir I'exercice 6
page 470.

5.5. Structures complexes

Nous montrons ici que toutes les variétés symplectiques possedent des
structures (presque) complexes compatibles avec leurs structures symplec-
tiques en un sens que nous commencons par préciser.

Sur un espace vectoriel. Si F est un espace vectoriel muni d’une forme
symplectique w, on dit qu'un endomorphisme J de E est une structure
complexe calibrée par w si J? = —1Id (J est une structure complexe),

w(Jv, Jw) = w(v,w)

(J est symplectique) et
g(v,w) = w(v, Jw)

est un produit scalaire (défini positif) sur E.

(D Voir si nécessaire le §14.4.c.
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Il est facile de montrer que tout espace vectoriel symplectique possede
des structures complexes calibrées. Celles-ci sont des isométries et sont anti-
symétriques pour le produit scalaire qu’elles définissent. On peut simplement
utiliser une base symplectique de I'espace vectoriel, disons (ey, .. ., ea,) avec

w(€i,€jin) =05, 4,j<n.
Alors la formule
Jo(zrer + -+ Tpentyienir + -+ Ynean)
= (—yie1 — - — Ynen + T1€pq1 + -+ Tpeay)
définit une structure complexe.

Dans le cas o I'espace vectoriel est R?" et ot I'on a utilisé la base
canonique, et si 'on veut bien se souvenir que R?" = C", ce Jy est la
multiplication par <.

Inversement, ’espace vectoriel complexe C™, §’il est muni d’une structure
hermitienne, porte une forme symplectique. On décompose le produit sca-
laire hermitien en parties réelle (le produit scalaire euclidien de C"* = R?")
et imaginaire (la forme symplectique) :

(S e Y )
= uivj(ei e;)

= u;m;

= (aj +ibj)(x; — iy;)

= (ajz; +bjy;) —i Y _(a;y; — bjzy)

= (u,v) —iw(u,v).

On a

(u, v) = i(u, i)

i((u, ) — iw(u,iv))
= w(u,iv) + i(u,iv),

donc w(u,iv) est aussi le produit scalaire euclidien de u et v. En plus,
w(iu, v) = w(u,v) : la multiplication par i est une « isométrie » de w. Clest
ce que la définition sur une variété va imiter.

Remarque 5.5.1. Le groupe linéaire GL(2n; R) opére sur I’espace des struc-
tures complexes sur R?" par g-J = ¢Jg~!. A Paide d’une base J-complexe,
on voit que cette action est transitive et que le stabilisateur d’une struc-
ture complexe Jy est le groupe des automorphismes complezes (pour Jy).
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En d’autres termes, I’ensemble des structures presque complexes linéaires
sur Pespace R?” s’identifie & I’espace homogene

Jn» = GL(2n; R)/ GL(n; C).

Structures presque complexes calibrées sur une variété sym-
plectique. Une structure presque complexe J sur une variété est un
endomorphisme du fibré tangent qui vérifie J2 = —Id.

Exemples 5.5.2.

(1) Si W est une variété complexe (c’est-a-dire une variété localement
modelée sur C" avec changements de cartes analytiques), son espace tan-
gent T, W en tout point est un espace vectoriel complexe, la multiplication
par i est une structure presque complexe. C’est cette situation qu’imite la
définition d’une structure presque complexe : J joue le rdle de la multipli-
cation par i.

(2) Soit par exemple W une surface orientée, munie d’une métrique rie-
mannienne, de sorte que nous avons une notion de rotation de +/2 dans
chaque plan tangent. Cette famille de rotations définit une structure presque
complexe sur W. Ainsi, toutes les surfaces orientables ont des structures
presque complexes(®).

(3) I n’est pas vrai que toutes les variétés, méme pas que toutes les
variétés de dimension paire, possedent des structures presque complexes.
Par exemple la sphére S* ne posséde aucune structure presque complexe (et
donc aucune structure symplectique!).

(4) La sphere S, et de méme toutes les hypersurfaces orientables de R7,
possede une structure presque complexe. Voir 'exercice 13 page 472.

Une variété presque complexe (W, J) est dite calibrée par la forme sym-
plectique w si J qui est une isométrie de w et si la forme bilinéaire symé-
trique w(X, JY') est définie positive en chaque point, autrement dit, si J,
est calibrée par w, pour tout x.

(1) La structure presque complexe construite sur un espace vectoriel sym-
plectique a I'aide d’une base symplectique comme plus haut est calibrée par
la forme symplectique.

(2) Sur une variété complexe kihlérienne, la forme de Kéahler calibre la
structure complexe.

(5)On peut démontrer, & la suite de GauB, que les structures presque complexes sur les
surfaces sont en fait des structures complexes. Une référence accessible est [36, Th. 3.1.11],
qui démontre I’énoncé (équivalent) sous la forme « toute surface orientée munie d’une
métrique riemannienne est une surface de Riemann ».
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Afin de démontrer 'existence de structures presque complexes qui ca-
librent toutes les variétés symplectiques, revenons au cas des espaces vec-
toriels pour redémontrer, mais cette fois sans utiliser de base, qu’il existe
des structures complexes calibrées sur tous les espaces vectoriels symplec-
tiques. Soit (F,w) un tel espace. Commencons par choisir un produit scalaire
(X,Y). Comme (,) et w sont non dégénérées, la relation (X, AY) = w(X,Y)
définit un isomorphisme A : E — E. On écrit alors la décomposition polaire
de A, c’est-a-dire A = BJ, ou B est un endomorphisme symétrique défini
positif, A et B commutent et J est une isométrie.

Lemme 5.5.3. L’endomorphisme A est anti-symétrique, J est une isométrie
de w et satisfait J> = —1 et JB = BJ.

Démonstration. On a
(X, AY) =w(X,)Y) = -w(Y, X) = —-(AX,Y)
donc A est antisymétrique. On a aussi J = B~' A, donc
J="A'B"'=-AB'=-B'A=-J

Comme J est une isométrie, *JJ = 1, de sorte que J est bien une structure
complexe. De plus,

BJ=A=-'"A=-YBJ)=-%'B=—-'YB=JB

donc B et J commutent, et donc A et J commutent eux aussi, ce qui donne
le résultat :

w(JJX,JY)=(JX,AJY) = (JX,JAY) = (X, AY) = w(X,Y). O
Le produit scalaire défini par B est
(X,Y) =(BX,)Y) =w(X,JY).

On a donc bien montré I'existence, sur tout espace vectoriel symplectique,
de structures complexes calibrées. Remarquons que la forme ((, ) —iw(, ) est
hermitienne. Comme la démonstration n’utilise que la forme symplectique
et le produit scalaire, elle se généralise au cas d’une variété symplectique
munie d’'une métrique riemannienne.

On peut aussi remarquer que cette méme construction de .J, faite fibre a
fibre, donne une structure de fibré vectoriel complexe sur tout fibré vectoriel
symplectique. Le fibré tangent d’une variété symplectique, notamment.

Tres important, parce que c’est ce qui va permettre d’utiliser ces struc-
tures complexes sans trop se préoccuper de la facon dont elles ont été
construites, le résultat contenu dans le corollaire 5.5.5 ci-dessous. Notons
de(w) Pespace des structures complexes calibrées par w.
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Proposition 5.5.4. Soit j une structure complere sur R*" calibrée par la
forme w. L’application

J— (J+4) " o (J—7)

est un difféomorphisme de J.(w) sur la boule unité ouverte de l’espace vec-
toriel des matrices symétriques S telles que 7.5 + S5 = 0.

Corollaire 5.5.5. L’espace J.(w) est contractile. O

On trouvera une démonstration de ces résultats classiques par exemple
dans [3, 14, 43, 5].

Maintenant W est une variété de dimension 2n munie d’une forme sym-
plectique w. Le choix d’une métrique riemannienne sur W (construite a
laide d’une partition de I'unité) permet de construire une structure presque
complexe calibrée, comme il a été remarqué plus haut.

A son fibré tangent, on associe le fibré

30((‘0) — W,

dont la fibre en x est J.(w,), des structures presque complexes calibrées
sur W. Une structure complexe calibrée est une section du fibré J.(w) — W.
Comme les fibres de ce fibré sont contractiles, on a :

Proposition 5.5.6. L’espace des structures presque complezes calibrées par w
sur W est non vide et contractile. ]

Remarquons aussi :

Proposition 5.5.7. L’espace tangent en J a J.(w) est

Tide(w) ={S € End(TW) | JS+ SJ =0 et w(SE,n) +w(§, Sn) =0}.

Démonstration. La premiere égalité est la version infinitésimale du fait que
J? = —1d, la deuxiéme dit que S est symétrique (pour la métrique g définie
par J) :

9(5¢,n) = w(SE, Jn)
= —w(& SJn)

w(&, JSn)

9(&, Sn),
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et de méme que JS est symétrique :

w(S¢,n) +w(&, Sn) = g(SE —Jn) + g(§, —JSn)
= —g(S¢, Jn) — g(& JSn)
= —g(JS& —n) — g(&, JSn)
9(JSE,n) — g(&, JSn). O

Exemples 5.5.8.

(1) Le cas de R?" a déja été évoqué assez longuement.

(2) Le tore T?" = R?2"/Z" hérite de toutes les structures (symplec-
tique, presque complexe) dont est muni R?" puisqu’elles sont invariantes
par translation.

(3) L’espace projectif complexe P"(C) est muni de la structure symplec-
tique déduite de celle de C™*! et que nous avons décrite plus haut (voir

la proposition 5.3.1). Il hérite d’une structure presque complexe déduite de
celle de C™*+! définie, pour ¢ € T, P™(C), par

JE =T, (i€), si & est I'image de & € C"™! ) avec (¢/,z) = 0.

Il est clair que le résultat ne dépend pas du choix de x € [z] : si

€ =T,m(E), avec & =¢ + iz,
on a
E=Tyom(uf) et uf =uf + Niu-z).
On a bien siir aussi J(JE) = Tyw(—&') = €.

Gradient et champ hamiltonien. Si W est munie d’une forme sym-
plectique w, d’une structure presque complexe calibrée J et de la métrique
riemannienne g(X,Y) = w(X,JY), & toute fonction H : W — R, on sait
associer deux champs de vecteurs, le champ hamiltonien Xz et le gradient
grad H. On a

wV, Xyg)=dH(Y) =g, grad H) = w(Y, Jgrad H)

de sorte que
Xy =JgradH et gradH =—-JXpg.

5.6. Le groupe symplectique

On se place ici dans R?™ muni de la forme symplectique usuelle w et d’une
structure complexe (linéaire) qui l'identifie & C™ et que nous notons Jy.
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Le groupe symplectique, noté Sp(2n) est le groupe des isométries, ou
transformations symplectiques de w. Une transformation g de C" est dite
symplectique si elle vérifie

w(9Z,92") =w(Z,Z") pour tous Z,7" € C".

Exemple 5.6.1 (le groupe Sp(2)). Le groupe symplectique de C est isomorphe
a SL(2; R).

5.6.a. Relations entre sous-groupes de GL(2n;R). Considérons les
groupes O(2n), GL(n;C), U(n) et Sp(2n) comme des sous-groupes de
GL(2n; R).

Proposition 5.6.2. On a les égalités
Sp(2n) N O(2n) = Sp(2n) N GL(n; C) = O(2n) N GL(n; C) = U(n).

Démonstration. Repérons les différents éléments de GL(2n;R) :
(1) g € GL(n;C) si et seulement si g est C-linéaire, c’est-a-dire si et
seulement si
9(iZ) =1ig(Z) pour tout Z

(pour une matrice A, c’est dire que AJy = JoA).

(2) g € Sp(2n) si et seulement si g préserve w, c’est-a-dire si et seulement
siw(gZ,92") = w(Z,Z") pour tous Z et Z'. Pour une matrice A, c’est dire
que

PATGA = Jy.

(3) g € O(2n) si et seulement si (97, gZ') = (Z, Z'), pour une matrice A,
c’est dire que 'AA = Id.

On vérifie que deux de ces conditions impliquent toujours la troisieme :

— (2) et (3) impliquent que

<927 gZ/> = <Z’ Z/>
donc que g € U(n) C GL(n; C).
— (3) et (1) impliquent que
w(9Z,92") = w(gZ,~ig(iZ") = (9Z,9(iZ")) = (Z,iZ") = w(Z,Z")
donc que g € Sp(2n).

— de méme (1) et (2) impliquent (3).

En termes matriciels, 'intersection Sp(2n) N O(2n) est formée des matrices

(g _[;/ ) € GL(2n;R)
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telles que

UV =tvu
U +'wv =1d.

C’est exactement la condition pour que U +iV soit une matrice unitaire. [l
5.6.b. Les valeurs propres des éléments de Sp(2n). Soit A € Sp(2n).
C’est dire que ‘AJyA = Jy, ou encore que

A= JogAT I = — T AT .

En particulier ‘A et A~! sont semblables (puisque ‘A et A le sont) et donc A
et A~! sont semblables.

Proposition 5.6.3. Si A € Sp(2n), A, A~ et 'A sont semblables. O
Notons que A est une valeur propre de A si et seulement si A™! I’est aussi.

La figure 2 représente les positions des valeurs propres d’une matrice sym-
plectique dans C. On a méme que les multiplicités de A et A~! coincident,

FIGURE 2

comme conséquence de 1’énoncé suivant.

Proposition 5.6.4. Le polynome caractéristique de A € Sp(2n) est symétrique
(au sens ot ses coefficients sont symétriques), ¢’est-a-dire qu’on a

1
pour A € Sp(2n), dét(A — A1d) = A*" dét(A — X Id).
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Démonstration. On a en effet A = —JytA"1J, et

dét(A — \1d) = dét(—Jo A" Ty — A1d)

= dét(—*A7! + A1) puisque JZ = —1Id

= dét(*A™Y) dét(Id —\'A)

= dét(A'A —1Id) puisque dét A = 1 (corollaire 5.6.10)

:Vmam—im) O

Remarque 5.6.5. Les multiplicités de A, A™1, X et XA comme valeurs propres
de A sont les mémes.

5.6.c. Les espaces propres des éléments de Sp(2n). Pour étudier les
sous-espaces propres de A € Sp(2n; R), on doit complexifier 'espace R>"
(en C?"!), on consideére donc A € GL(2n;C) et on « prolonge » la forme
symplectique w en une forme C-bilinéaire

w:C™ x C — C.

Proposition 5.6.6. Soient \ et p deux valeurs propres de A avec Ay # 1,
et soient v et s deuxr entiers (non nuls). Si X € Ker(A — A\Id)" et
Y € Ker(A — pId)®, alors w(X,Y) =0.

Démonstration. Appelons P, s la propriété. On démontre d’abord P; s par
récurrence sur s :

— On a P;; puisque
w(X,)Y) =w(4X,AY) = Muw(X,Y).

— Ensuite, si on suppose P ; vraie, soit X un vecteur propre de A et soit
Y € Ker(A — p1d)**! on a
w(X,Y) =w(4X, AY)
= (X, (A—pld)Y) + Muw(X,Y)
= Mw(X,Y)
puisque (A — pId)Y € Ker(A — p1d)*.

On a de méme la propriété P, ;. Pour montrer P, 5, par récurrence, on vérifie
que

Pr,s+1 et Pr+1,s - Pr+1,s+1~
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Soient donc X € Ker(A — AId)" ™ Y € Ker(A — pId)*™t. On a
w(X,Y) =w(AX, AY)
=w((A- M) X, AY) + (X, AY)
= \w(X, AY)
puisque P, 441 est supposée vraie. Ensuite,
Aw (X, AY) = (X, (A — pId)Y) + Apw(X,Y)
= \uw(X,Y)
en appliquant P, s. Finalement
w(X,)Y) = qw(X,Y)
donc w(X,Y) =0 et P4y 41 est vérifie. O
On appelle espace caractéristique et on note Ey le sous-espace de C2"

défini par
E, =JKer(4 - \Id)".
T

Il est classique que E) est un espace vectoriel complexe de dimension la
multiplicité m(\) de la valeur propre A et que C2" est la somme directe des
sous-espaces E). Voici une conséquence immédiate de la proposition :

Corollaire 5.6.7.

(1) Sidp#1, w(EN,E,) =0.

(2) En restriction a Fy et E_1, w est non dégénérée. En particulier, les
restrictions de w a E11 NR2" sont des formes symplectiques et les multi-
plicités m(1), m(—1) sont paires.

(3) Pour tout A € Spec(A) — {—1,+1}, la restriction de w a Ex @ Eyy
est non dégénérée. O]

Remarque 5.6.8. 1’application X +— X est un isomorphisme (d’espaces vec-
toriels réels) de Ey sur Fx.

5.6.d. La décomposition polaire. On a vu que le groupe U(n) est un
sous-groupe de Sp(2n). Il est classique que c’en est la composante compacte.
La décomposition polaire de GL(n; R) donne en effet un homéomorphisme

Sp(2n) — U(n) x Cy,
A—US
ou C,, désigne 'ouvert des matrices qui sont a la fois symplectiques et

symétriques définies positives. Rappelons que S = vt4A et U = AS™ .

Proposition 5.6.9. Le groupe Sp(2n) se rétracte sur U(n). En particulier, il
est connexe par arcs et son groupe fondamental est isomorphe a Z.
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Démonstration. Montrons que l'ouvert C,, est contractile. Soit A € C,,
alors, A, comme toutes les matrices symétriques, a ses valeurs propres réelles
(positives ici) et posseéde une base de vecteurs propres. Considérons une va-
leur propre A, l'inverse A~ ! et la somme des sous-espaces propres associés,
E\ @ Ey\-: (il n’y a pas de différence entre sous-espaces propres et caracté-
ristiques pour ces matrices diagonalisables).

Nous avons vu que, si Ay # 1, les vecteurs propres associés a ces deux
valeurs propres sont orthogonaux pour w. Supposons que A soit une valeur
propre différente de 1. On a dit que la restriction de w a E) & Ey-1 est non
dégénérée. Les vecteurs de E) sont tous orthogonaux entre eux (puisque
A2 # 1), donc un vecteur de E) ne peut pas étre orthogonal & tous les
vecteurs de E\-1. Dans E) @& E\-1, on peut donc trouver une base sym-
plectique dont les premiers vecteurs sont des vecteurs propres pour A et les
suivants des vecteurs propres pour Fy-1. En considérant tous les couples de
valeurs propres, on obtient une base symplectique de R?" dans laquelle la
matrice A est diagonale, par blocs de la forme

N ATE AT,

En écrivant A = log ¢, on obtient une matrice diagonale (dans la méme base
symplectique) dont l'exponentielle est A. On voit ainsi que A est 'expo-
nentielle d’une matrice symétrique diagonalisable. Et, de méme, qu’il y a
une application continue A — log A, de sorte que 'on peut rétracter C,, sur
Iidentité par la rétraction

(A,t) — exp(tlog A). O
Corollaire 5.6.10. Le déterminant d’une matrice symplectique vaut 1.

En effet il vaut clairement £1 et le groupe est connexe par arcs. O]

Voir aussi les exercices 16 et 35. L’isomorphisme du groupe fondamental
de Sp(2n) avec Z se réalise par la composition de la projection sur U(n)
donnée par la proposition précédente et du déterminant (complexe), une
application

Sp(2n) — S*.



CHAPITRE 6

LA CONJECTURE D’ARNOLD
ET L’EQUATION DE FLOER

Dans ce chapitre, nous arrivons au cceur de notre sujet, la conjecture
d’Arnold. Nous énongons cette conjecture, qui est une minoration du nombre
de points fixes de certains difféomorphismes hamiltoniens. Nous identifions
ensuite ces points fixes a des orbites périodiques de systéemes hamiltoniens
et aux points critiques de la « fonctionnelle d’action ». Nous décrivons cette
fonctionnelle, une fonction sur I'espace des lacets contractiles de la variété
symplectique de départ, ainsi que I’équation différentielle définissant le flot
du gradient de cette fonctionnelle, I’équation de Floer, une équation aux
dérivées partielles puisqu’y interviennent la variable du lacet et celle du
flot du gradient. Nous commencons a étudier 1’espace des solutions de cette
équation, en montrant une propriété de compacité.

6.1. La conjecture d’Arnold

Le cadre général de la conjecture d’Arnold (énoncée par Arnold
dans [2, 1]) est celui d'un difféomorphisme symplectique d’une variété
symplectique, le probleme est d’estimer le nombre de ses points fixes. Bien
entendu, il est treés facile de construire des variétés symplectiques et des
difféomorphismes symplectiques sur celles-ci qui n'ont aucun point fixe.
Une rotation sur un tore par exemple (il faut faire 1’exercice 22 page 475).

A T'opposé, nous avons vu (au §5.4) que le « temps 1 » du flot d'un
champ de vecteurs hamiltonien a, lui, au moins autant de points fixes que
la fonction qui lui a donné naissance a de points critiques. En appliquant la
proposition 4.4.3, nous en déduisons :
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Proposition 6.1.1. Le nombre de solutions périodiques de période 1 d’un sys-
teme hamiltonien autonome non dégénéré sur une variété symplectique com-
pacte W est supérieur ou égal a la somme

> dim HM;(W; Z/2). O

La conjecture d’Arnold que nous allons étudier ici est exactement le méme
énoncé, a cela pres que le hamiltonien n’est plus supposé autonome, il dé-
pend du temps.

Conjecture 6.1.2 (d’Arnold). Soit W une variété symplectique compacte et
soit
H:WxR—R

un hamiltonien dépendant du temps. Supposons que les solutions de pé-
riode 1 du systéme hamiltonien associé soient non dégénérées. Alors leur
nombre est supérieur ou égal d la somme

> dim HM;(W; Z/2).

Rappelons qu’'une solution de période 1 est dite non dégénérée si la diffé-
rentielle du flot au temps 1 n’a pas de vecteur fixe (voir la définition 5.4.4).

Remarque 6.1.3. Dans cet énoncé, H peut aussi bien étre supposé périodique,
au sens ou H(x,t+ 1) = H(x,t). En effet,
d da

(") = EXHMGP”’(”(I)) = Xor®)Hog, (0™ (2)),

donc t — ¢*® est le flot du champ de vecteurs hamiltonien associé a la
fonction K; = o/ (t)Hyy). Si a est une fonction de [0, 1] dans [0, 1] nulle
(et plate) pres de 0, égale & 1 (et plate) pres de 1, cette égalité donne a
la fois le fait que ™) = ! et le fait que K, peut étre prolongée en une
fonction périodique du temps t. O]

Remarques 6.1.4. 11 y aurait mille autres remarques a faire. La « bonne »
conjecture est que le nombre de points fixes d'un difféfomorphisme qui est
un « temps 1 » comme ci-dessus est supérieur ou égal au nombre minimal de
points critiques d’une fonction sur la variété. Et que, si ces points fixes sont
non dégénérés, alors leur nombre est supérieur ou égal au nombre minimal
de points critiques d’une fonction de Morse sur cette variété(d).

(DOn a vu dans la remarque 4.4.5 que le nombre minimal de points critiques d’une
fonction peut étre inférieur au nombre minimal de points critiques d’une fonction de
Morse.
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Il y a mille variantes. Comme celle qui remplace points fixes de difféo-
morphismes symplectiques par points d’intersection de sous-variétés lagran-
giennes...

La coutume est de dresser une liste chronologique des résultats obtenus.
La conjecture est désormais démontrée en toute généralité (sous sa forme ho-
mologique), de nombreux mathématiciens ont contribué a cette démonstra-
tion. Par ordre chronologique et dans la crainte d’oublier des contributions,
tentons une liste, Eliashberg pour la dimension 2, Conley et Zehnder pour
les tores. C’est ensuite la révolution de Floer, pour les variétés asphériques
(mo = 0) puis pour les variétés monotones (ce qui inclut les espaces projec-
tifs complexes), dont les méthodes ont été ensuite étendues et exploitées par
Hofer, Salamon et, indépendamment par Ono pour le cas faiblement mono-
tone, puis par Fukaya et Ono, par Liu et Tian et par Hofer et Salamon pour
le cas général. Renvoyons au survol [60] de Salamon pour des références
précises a ces travaux.

Démonstration pour un hamiltonien indépendant du temps et
« petit ». Ce résultat n’est pas qu'un exemple ou la conjecture se démontre
facilement. Il jouera un role essentiel dans le calcul de I’homologie de Floer
au chapitre 10.

Proposition 6.1.5. Soit H une fonction sur R?>", de sorte que Xy est un
champ de vecteurs sur R*". Si ||[dXy||;. < 2w, les seules solutions de
période 1 du systéme hamiltonien associé a H sont les solutions constantes
(points critiques de H ).

Remarquons ici que, lorsque le hamiltonien H est « C2-petit », démontrer
Iinégalité contenue dans la conjecture d’Arnold revient a démontrer les
inégalités de Morse (voir la remarque 5.4.7).

Démonstration. Nous reprenons ici la démonstration donnée dans [41].
Considérons une solution x de période 1 et développons-la en série de
Fourier (c’est un vecteur de C™) ainsi que ses dérivées & et &,

x(t) = Z cn(z)e?m™t G = Z 2nimey, (z)e* ™ ete.
n

n

Ensuite, la formule de Parseval donne
2172 =Y 47°n® [en(@)* > 47 Y " |ea(@)]” = 47° |1 2]|7
n#0

puisque ¢o(&) = 0. Ainsi, on a

I12llz2 < 5 ll2] e -
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L’hypothese ||[dX g||;. < 27 donne avec & = (dXp ), - &,
]2 < 27 [|&] . sid#0,

donc & = 0 et x est constante. O

En réalité, cette proposition vaut plus généralement pour un champ de
vecteurs, pas nécessairement hamiltonien, mais de constante de Lipschitz
strictement inférieure a 27w. De méme, la proposition qui suit reste vraie
pour un champ de vecteurs C'-petit.

Proposition 6.1.6. Soit W une variété symplectique compacte et soit H :
W — R une fonction. Si H est assez petit au sens C2, alors les seules
solutions de période 1 du systéme hamiltonien associé a H sont les solutions
constantes.

Démonstration. Remarquons d’abord que, pour un champ hamiltonien X g
sur un disque D?" C R?",

Ve D™ Vte 0,1, |¢'(x)—=| < sup [Xu)l
yeD2n

en vertu de I'inégalité des accroissements finis.

Il s’en suit que, si H : W — R est suffisamment petit au sens €2, il existe
un recouvrement fini de la variété compacte W par des cartes de Darboux
relativement compactes telles que

— chaque trajectoire de période 1 est contenue dans une carte;
— sur chaque carte (et pour la métrique de R?"), ||dX || < 27.

Appliquons alors la proposition précédente dans chaque carte. ]

6.2. Stratégie de la démonstration, homologie de Floer

L’outil principal que nous allons utiliser pour démontrer la conjecture
d’Arnold (avec une hypothese restrictive) est I’homologie de Floer : I'idée
de Floer [23, 22, 24, 25] est de « compter » les solutions périodiques de H,
ou les points fixes de son flot au temps 1, de minorer leur nombre, de facon
analogue a celle qui nous a permis de minorer le nombre de points critiques
d’une fonction de Morse sur une variété (dans la proposition 4.4.3).

(1) Nous allons donc d’abord définir une « fonction », la fonctionnelle
d’action (au §6.3) sur un espace convenable (qui pourra étre considéré
comme une variété de dimension infinie, voir le §6.3.a). Les points critiques
de cette fonctionnelle seront exactement les solutions périodiques recher-
chées.
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(2) Avec ces points critiques, nous allons fabriquer un complexe, en consi-
dérant d’abord simplement les espaces vectoriels sur Z/2 qu'ils engendrent.
Pour définir une graduation sur ces espaces, il nous faudra un analogue de
I'indice d’un point critique, que nous définirons au chapitre 7 et qui sera
lindice au sens de Morse (& un décalage pres) lorsque le hamiltonien ne
dépendra pas du temps (corollaire 7.2.2).

(3) Pour définir la différentielle du complexe, nous utiliserons un champ
de vecteurs, le gradient (ou son opposé) de la fonctionnelle, que nous décri-
rons, avec la métrique qui le définit, au §6.4.

(4) L’idée ensuite est de « compter » ses trajectoires. Nous mettrons en
évidence au §6.5.a une propriété, ’énergie finie, qui est automatique pour
un pseudo-gradient sur une variété compacte, et qui sera utile ici.

(5) Nous montrerons que les trajectoires d’énergie finie joignent bien
deux points critiques, c’est-a-dire le théoreme 6.5.6, au §6.5.b.

(6) Comme dans le cas de Morse (§3.2.b), nous aurons besoin d’une
propriété de compacité de l'espace des trajectoires d’énergie finie, le théo-
reme 6.5.4.

(7) Et bien siir, nous aurons besoin que ces espaces de trajectoires soient
des variétés, une propriété de généricité, telle que la propriété de Smale
pour un champ assez proche (le théoréme 2.2.5), ce que nous réaliserons au
chapitre 8.

(8) La différentielle du supposé complexe ainsi définie, il nous faudra
encore vérifier que 0 o @ = 0. Pour le cas de Morse, nous avons utilisé
une propriété de recollement (au §3.2.c). Nous démontrerons une propriété
analogue au chapitre 9.

(9) Nous montrerons, par les mémes méthodes qu’au §3.4, que ’homo-
logie du complexe enfin défini ne dépend ni de la fonctionnelle ni du champ
de vecteurs choisis.

(10) Et enfin, en considérant le cas d'un hamiltonien autonome €?-petit,
cette indépendance nous donnera le fait que I’homologie ainsi construite,
I’homologie de Floer, coincide avec I’homologie de Morse de la variété. L’évi-
dente inégalité de dimensions entre la dimension des espaces vectoriels in-
tervenant dans le complexe donnera donc le résultat escompté, de fagcon
complétement analogue aux inégalités de Morse (la proposition 4.4.3).

Les hypotheéses. Nous ferons, sur la variété symplectique W, les deux
hypotheses suivantes :

Hypotheése 6.2.1. Pour toute application C®, w : S? — W,

/ w*w = 0.
S2
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Cette hypothese est parfois appelée, dans la littérature, « asphéricité sym-
plectique » (la forme symplectique est nulle sur les sphéres). Elle peut s’ex-
primer sous la forme

(w, m(W)) = 0.

Hypothése 6.2.2. Pour toute application C®, w : S? — W, il existe une
trivialisation symplectique du fibré w*TW .

Cette hypothese peut aussi s’exprimer sous la forme
<Cl (TW), WQ(W» =0,

ou ¢1(TW) désigne la premiere classe de Chern du fibré vectoriel complexe
TW (voir le §15.2).

Ces deux hypotheses sont vérifiées, par exemple, quand toutes les ap-
plications de S? dans W se prolongent a la boule B3, c’est-a-dire quand
TI'Q(W) =0.

6.3. La fonctionnelle d’action

6.3.a. Espace de lacets. Nous recherchons des trajectoires périodiques
d’un certain champ de vecteurs, en particulier des applications C>

z:R/Z — W.

Nous allons donc devoir considérer 'espace de ces applications (a la place
de la variété V).

La composante connezxe des points fires. Bien entendu, I'espace de tous les
lacets n’est en général pas connexe : il est bien clair que deux lacets qui ne
sont pas homotopes ne sont pas dans la méme composante connexe. Nous
allons donc nous restreindre a une composante connexe, et il est naturel
de considérer celle qui contient les lacets constants, puisque ceux-ci cor-
respondent aux points critiques dans le cas autonome. Appelons donc LW
I’espace des lacets contractiles sur la variété W, c’est-a-dire des applications
de classe C*
r: St — W

(des lacets libres(?)) homotopes & I'application constante.

Cet espace est muni de la topologie C*° et d’une distance do, qui définit
cette topologie (voir au besoin le §14.3.b). Il est bien connexe par arcs (on
relie chaque lacet au lacet constant par un chemin qui est une homotopie
entre les deux).

(2)Crest dire que le point base des lacets n’est pas imposé. De méme, les homotopies entre
ces lacets sont libres.
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Groupe fondamental. Fixons un point base dans I'espace de lacets, le lacet
constant égal a un point x choisi dans W, lacet que nous notons encore xg.
Un lacet de base zy dans LW est une application

y:[0,1] x St — W
(s,8) — (s,1)
avec
7(0,8) = (1, 1) = o(t) = xo.
Ce qui peut étre considéré comme une application 7 : 2 — W (figure 1).

YR

FIGURE 1

Remarque 6.3.1. De méme que le 7y de l'espace de tous les lacets libres est
le 71 de la variété® W, le m; de la composante LW que nous considérons
est le my de W.

Structure de variété, espace tangent. 1l est naturel de traiter LW comme
une variété. Dans un premier temps, nous n’aurons guere besoin d’expliciter
cette structure de variété : elle est utilisée ici de facon assez formelle, les
équations et le travail se passent dans W. Pour préparer les considérations
du chapitre 8, nous la décrivons a la fin de ce chapitre (au §6.8). Pour le
moment, la seule chose & comprendre est ce qu’est un vecteur tangent en
un point z € LW. Si un vecteur tangent en x est considéré comme une
classe d’équivalence de courbes passant par x, il faut considérer une courbe
s — u(s) € LW avec u(0) = x, soit ici

RxS!'—Ww
(s,t) — u(s,t) avec u(0,t) = x(t).
Nous avons alors

0
au(s, t) |3:0 € Tx(t)Wu

(®)Plus précisément, mo(L) = m1 (W) /conjugaison (puisque les lacets sont libres).
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de sorte qu’il est naturel de considérer un vecteur tangent a LW en z
comme un champ de vecteurs tangent a W défini le long de z, c’est-a-dire
une section Y de z*TW,

Y (t) € Ty(yW pour tout t € St
On peut aussi penser a Y comme a une application
Y(t) S Tx(t)W
Y(it+1)=Y(¢)

Y:R—TW telleque{ vteR

(voir aussi 'exercice 24 page 476).
Une 1-forme «, par exemple la différentielle d’une fonction, définit une
forme linéaire sur ’ensemble de ces vecteurs tangents en x.

6.3.b. La fonctionnelle d’action. Maintenant, W est une variété munie
d’une forme symplectique w et H est un hamiltonien dépendant du temps,
WxR—R
(.I', t) L Ht(‘r)

dont nous supposons, comme la remarque 6.1.3 nous le permet, qu’il est
périodique en t, c’est-a-dire tel que

Ht+1(x) = Ht(CC) VteR.

Considérons ’expression

An(z) = —/j)u*w+/01Ht(x(t))dt

ot u est un prolongement de z : ST — W au disque c’est-a-dire une appli-
cation D = {z € C | |2] <1} — W telle que u(e?™) = x(t).

> o oD

FIGURE 2

La deuxieme intégrale est bien définie mais la premiére dépend a priori
du choix de u. Si v est un autre prolongement, alors

/u*w—/v*w:/ wrw
D D 52
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ou w est définie en recollant les deux disques le long de leur bord commun
(figure 2). L’hypothese 6.2.1 signifie que la classe de cohomologie de de Rham
de la forme symplectique w s’annule sur le mo, ce qui s’écrit aussi, nous
I’avons dit,
(w, m(W)) =0.

Elle est vérifiée, en particulier, si mo(W) = 0, ¢’est-a-dire si LW est simple-
ment connexe (voir aussi le §6.7, appendice a ce chapitre). En conclusion,
sous I’hypothese 6.2.1, la fonctionnelle Ay est bien définie.

Exemple 6.3.2. Considérons par exemple le cas ou W = R?", avec la forme

symplectique
w="Y dpiNdg; =dy_ pidg;.
Alors, sur n’importe quel disque dont le bord est notre lacet z,

[ o [ o
D2 St

1
Ap(z) = /0 (H, dt — pdg)

...Vintégrale d’action des physiciens®).

de sorte que

Remarque 6.3.3. Il y a bien d’autres variétés symplectiques que R?" qui
satisfont & ’hypothese faite, les tores T?", les surfaces de genre au moins 1,
les cotangents (en vertu de l’exercice 4 page 470). Mais, ni la spheére S? ni
aucun de ses cousins P"(C) n’ont cette propriété (en vertu cette fois de
Iexercice 5 (page 470)).

Sous notre hypothese, Ay définit bien une application
LW — R.

Et nous avons :

Proposition 6.3.4. Un lacet x est un point critique de Ap si et seulement si
t — x(t) est une solution périodique du systéme hamiltonien @ = Xi(x(t)).

Démonstration de la proposition. Calculons la différentielle de A, au point
x(t), sur un vecteur tangent Y (¢). On prolonge x en Z(s,t), définie pour s
dans un voisinage de 0, de fagon que

#(0,t) = 2(t)
0%
500 =Y(1).

(4)Cest 1a raison pour laquelle cette fonctionnelle s’appelle Ag.
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Ainsi
(dAH)(Y) = 7S~AH(E)|3:O~

Evaluons donc cette dérivée.

é@

FIGURE 3

Pour cela, choisissons un prolongement de u en u(s, z) de fagcon que

{a(o, 2) = u(2)
u(s,e?'™) = 7(s, t)

et prolongeons Y en posant

Nous avons alors
1
An(Z(s,t)) = —/ urw + H(Z(s,1)) dt.
D

Dériver le premier terme donne
d
_ P~ = *(L - _ *( 7:
/D(dsu w>|5,0 /Du (Lyyw) /Du (diy (z)w)
1
—— [ wlivww) == [ wv@so)d
st 0
1
:/ w(z(t),Y(t))dt.
0

Dériver le second donne

- / (o (Y (), X, (2(1)) dt.

Nous obtenons donc finalement

(dAH)z(Y):/O w(@(t) — Xy(x),Y)dt.
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D’ou nous déduisons que la différentielle (dA g ). est nulle si et seulement si
w(i(t) — Xi(x),Y) =0 VY,

c’est-a-dire, grice a la non-dégénérescence de w, si et seulement si & = X;(x),
le résultat espéré. O

Nous dirons que x est un point critique non dégénéré pour Ap si c’est
une trajectoire non dégénérée (au sens explicité ci-dessus dans la défini-
tion 5.4.4).

Remarques 6.3.5 (cas d’un hamiltonien autonome).

(1) Nous avons vu que, si « est un point critique pour H, alors la tra-
jectoire constante x est un point critique de Ay (et que la réciproque est
vraie pour H « petit »).

(2) Nous avons vu aussi (c’est la proposition 5.4.5) que, si a est non
dégénéré pour Ag, il 'est pour H (et que la réciproque est vraie pour H
« petit » — c’est la remarque 5.4.7).

(3) Si z est un point critique de Ay et une trajectoire non constante,
alors il est dégénéré, puisque le champ Xy est un point fixe de T, '

La derniere remarque est que les valeurs de Ay en deux points critiques
distincts (géométriquement distincts, au sens ou ce sont deux trajectoires
géométriquement différentes) peuvent étre supposées différentes, ce que nous
énongons sous forme d’un lemme (qui sera utilisé plus bas).

Lemme 6.3.6. Si x et y sont des points critiques géométriquement distincts
de Ay, il existe une fonction f[, proche de H pour la topologie C?, telle
que Ay ait les mémes points critiques que Ap, avec des valeurs critiques
différentes.

Démonstration. Il suffit de modifier le hamiltonien H en lui ajoutant
une fonction H, constante au voisinage des orbites 1-périodiques de X,
C2-petite et telle que, pour tous points critiques x et y distincts de Ay,

Ap(z) + Ho(z(0)) # An(y) + Ho(y(0).

Si Hy est assez petit, les points critiques de Ax4p, sont ceux de Ap et,
pour un point critique x, on a

Apin,(x) =Ag(x) +/O Hy(x(t))dt = Ag(x) + Ho(x(0)). O
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6.4. Le gradient, I’équation de Floer

Comme dans le cas de Morse, nous avons besoin d’un champ de vecteurs
(celui dont les trajectoires vont définir la différentielle du complexe). Nous
allons utiliser le gradient pour une certaine métrique sur ’espace des lacets
contractiles LW . Attention, le gradient dépend de la métrique ; la souplesse
que nous aurons si nous devons changer de champ de vecteurs (penser a la
propriété de Smale au chapitre 2), c’est & travers les métriques (et donc les
structures presque complexes) que nous l'aurons.

Commencons par fixer une structures presque complexe J calibrée par w
sur W (voir le §5.5). Elle définit une métrique riemannienne g sur W, par

9(X,Y) = w(X, J(Y)).
Une métrique sur LW s’en déduit, par
1
v.2)= [ atv(v. 2 di
0

(ici, Y et Z désignent des champs de vecteurs définis le long d’un lacet z). Il
est clair en effet que cette formule définit une forme bilinéaire symétrique;
comme g; est définie positive, cette forme vaut aussi

vy = [ oy

avec égalité si et seulement si Y = 0, donc (-,-) est définie positive. Elle
s’écrit encore

1
.2) = [ oo (). 3(2(0) .

Sif: LW — R est une fonction, son gradient est le champ de vecteurs
grad f défini par

(arad, [,Y), = / gi((erad, £)(£), Y (£)) dt

_ / wro((grad, F)(D), JY () dt = (df)o(Y).

Comme nous avons aussi (voir le §6.3.b)

1
(dAm)a(Y) = / ey (B(0) — Xo(2), Y () dt,
0
le gradient de Ay est
—Xp(t) = (grad, Am)(t) = Jo) (2(t)) + grad, ) Hy

(le gradient de Hy est calculé pour la métrique g). Les trajectoires du champ
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FIGURE 4

de vecteurs X = X (opposé du gradient, en cohérence avec ce qui précede),
sont donc les solutions

R — LW
s+ u(s)
(ot il est entendu que u(s) est, pour chaque s, un lacet, dont nous noterons

u(s,t) la valeur au temps t) de I'équation différentielle

ou ou

oo = e (r ) — evadu e Holu(s, )

...ou, plus brievement, de ’équation différentielle (aux dérivées partielles)
ou ou
— +J(u) 5
s ( )825

Cette équation est 1’équation de Floer. Rappelons que ce sont ses solu-

tions €°°, contractiles et périodiques de période 1 en ¢ qui nous intéressent.

+ grad Hy(u) = 0.

Remarques 6.4.1.

(1) Si H ne dépend pas de t, les solutions u qui n’en dépendent pas non
plus vérifient

d
d—z + grad H(u) = 0.

Ce sont les trajectoires (de 'opposé) du gradient de H.
(2) En général, les solutions u qui ne dépendent pas de s vérifient
0
8—1; = J(u) grad Hy(u) = X¢(u).
C’est le fait (attendu) que les trajectoires stationnaires du flot du gradient

sont les solutions périodiques du systeme hamiltonien.
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(3) Si H; =0, Péquation est simplement

ou ou

— +J(u)= =0

ds () ot ’

c’est ’équation de Cauchy-Riemann, on dit que (s + it) — wu(s,t) est une
courbe J-holomorphe.

6.5. Espace des solutions

Nous étudions ici des espaces de solutions de I’équation de Floer

ou ou

s + grad Hy(u) = 0.

Nous utilisons les deux points de vue schématisés sur la figure 5 : les solutions
de I'équation sur W sont aussi les trajectoires du champ de vecteurs grad A g
sur LW.

FIGURE 5

6.5.a. Définition de I’énergie. Dans le cas d’une fonction et d’un champ
de pseudo-gradients adapté sur une variété V compacte sans bord, toutes
les trajectoires du champ de vecteurs joignent deux points critiques.

Ce n’est pas automatiquement le cas dans le contexte ol nous nous
sommes placés. Pour faire comprendre les problemes possibles, voici une
analogie. Si V' est une variété a bord, il peut y avoir des trajectoires du
champ de pseudo-gradient qui arrivent en un point critique sans provenir
d’un point critique (ou inversement), parce qu’elles proviennent du bord. Les
trajectoires qui ne s’approchent pas du bord vérifient encore la propriété de
joindre deux points critiques.
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Remarquons que dans le cas Morse-sur-variété-compacte® | siu: R — V

est une solution de I’équation différentielle
du
— 4+ X(u)=0
7 T X =0,

trajectoire du champ de pseudo-gradients X, on peut définir son énergie

E(u) = — /m u*df.

— o0
Si w joint deux points critiques a et b au sens ou limg_, o u(s) = a et
lims, 4 oo u(s) = b, c’est simplement

E(u) = f(a) = f(b)

(le signe — dans la définition fait que I’énergie est positive, le point a est
au-dessus du point b pour la fonction f).

Remarque 6.5.1 (formes fermées). Remarquons qu’il est possible de remplacer
la forme exacte df par une 1-forme fermée o dans cette définition. Nous
verrons au §6.7 qu’il est encore possible de construire un champ de pseudo-
gradients adapté, mais il est facile de se convaincre que toutes les trajectoires
d’un tel champ de vecteurs ne relient pas des zéros de la forme. Dans ce
cas, les trajectoires d’énergie finie sont exactement celles qui joignent deux
zéros de la forme. C’est aussi ce qui se passe pour la fonctionnelle d’action.

Dans le cas de la fonctionnelle d’action qui nous intéresse ici, définissons
I’énergie d’une solution de fagcon analogue, ce qui revient a intégrer le carré
de la norme du gradient le long d’une solution (d’ou la terminologie) :

+oo
- / %AH(U(S)) ds

=
—[ ~ llerad Axlf? ds

/+OO(/ gfﬂ%) ds

o g1

;/;“(/Sl(‘gz‘g %—Xt(u)r) dt) ds.

Remarquons que, comme u est une solution, les deux termes dans l'intégrale

(®)Voir aussi I’exercice 27 page 477.

sont égaux, on a donc

2

Oul? bsdt.

0s
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Remarques 6.5.2.

(1) L’énergie est positive.

(2) L’énergie d’une solution est nulle si et seulement si du/0s est nulle,
c’est-a~dire si u ne dépend pas de s... et u est solution de 1’équation de Floer,
c’est-a-dire si et seulement si u est un point critique de la fonctionnelle
d’action Ag.

(3) Si la solution u considérée joint deux points critiques, c’est-a-dire s’il
existe = et y, points critiques de Ay, tels que

lim us(t) =2, lm wus(t) =y,
§——00 s—+o00

alors
Eu)=Ag(x) — Ag(y) < +o0.

Les solutions qui joignent deux points critiques sont d’énergie finie.
Considérons donc ’espace M défini par

M={u:RxS"' - W|

u est une solution contractile, C*°, et d’énergie finie} .

Pour éviter les probléemes de définition de la topologie sur cet espace, nous
considérerons toujours que la variété symplectique compacte W est plongée
dans un espace euclidien R™ (pour m assez grand). Nous utiliserons la
topologie @ pour les applications de S' dans R™ et la topologie de la
convergence uniforme > sur les compacts de R x S!, avec les notations
e (SL W), €2 (SLR™), X (R x SLW), X (R x SL,R™).

Un puissant résultat de régularité elliptique (ici le lemme 12.1.1) permet
de démontrer I'indispensable propriété contenue dans la proposition que
voici.

Proposition 6.5.3. Toute solution de classe C' de I’équation de Floer est de

classe €. De plus, sur M, les topologies C. ., CL et €. coincident.

Une propriété importante de cet espace M est sa compacité, une propriété
essentielle, que nous démontrons ci-dessous (au §6.6) et que nous énongons
ici :

Théoréme 6.5.4. Supposons que la variété symplectique compacte (W,w) sa-
tisfait a l’hypothese 6.2.1, c’est-a-dire a

VSt — W, ffw=0.
SQ

Alors, M est compact dans C2 (R x ST, W).
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Remarque 6.5.5. Dans tout ce paragraphe, nous nous plagons dans M. Nous
n’avons pas démontré que I’équation de Floer possede des solutions (atten-
tion, ce n’est pas un probléme de Cauchy).

6.5.b. Les solutions d’énergie finie tendent vers des points
critiques. Nous allons montrer une réciproque a la derniére des re-
marques 6.5.2, précisément le théoreme suivant.

Théoréme 6.5.6. Supposons que toutes les trajectoires périodiques de X; sont
non dégénérées. Alors, pour tout u € M, il existe deuz points critiques x ety
de Ay tels que

lim wu(s,-) =z, lim u(s,’)=y

55— —00 s——+o00

dans € (SY; W). De plus,

. ou
Jm 551 =0

uniformément en t.

Le long d’une trajectoire, la fonction tend vers une valeur critique.
Pour commencer, montrons un résultat plus faible.

Proposition 6.5.7. Soit uw € M. I existe deux points critiques x et y de Ay
tels que
lim Apg(us) = Ap(z), lim Ag(us) =Ag(y).
§——00 s—+00
Remarque 6.5.8. Une application évidente de cette proposition est le fait
que, si M n’est pas vide, alors Ag a, en effet, des points critiques.

Démonstration. Nous nous contenterons du cas s — +o00, I'autre cas étant
analogue. La fonction (réelle de variable réelle) s +— Ap(us) est décroissante
(sa dérivée est opposé de la norme du gradient, qui est négative). Il suffit
donc de montrer qu’il existe un point critique y de Ay et une suite s; de
réels tendant vers I'infini tels que

S Ag(us,) = Amr(y).

Ce que nous allons démontrer en trois temps :
(1) I1 existe une suite si telle que wg, converge pour la topologie
CO(S1; W) vers une limite y.

(2) Cette limite y est C* et c’est un point critique de Ag.
(3) Am(us,) tend bien vers Agy(y).
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Premier temps. Soit u € M. Comme

LG

5
I'intégrale de la norme L? de Ou/dt — X, (u) est finie. Il existe donc une suite
(sk) avec limg_,o S = 00 (resp. —o0) telle que

2
Xt(u)‘ dt) ds < 400,

lim H%(sk,t) - Xt(u(sk,t))HLz —0.

k—o0

Pour simplifier I’écriture, posons us, = ug. Et pour simplifier la compré-
hension, remarquons que la norme qui figure dans les intégrales que nous
venons d’écrire est, en principe, la norme définie par J... mais la variété W
est compacte et plongée dans R™, I'application tangente au plongement
a donc une norme opératorielle bornée pour la norme définie par J a la
source, et la norme euclidienne au but, ce qui fait que nous pouvons oublier
(comme nous 'avons fait en anticipant cette remarque) la dépendance en ¢
de la norme dans l'intégrale.

Nous avons donc
1

li i — X 2dt =0
Jm | [ — Xt (ug)]

ou encore

Gl = Xo(un)ll 2 si oy = 0.

Comme la variété W est compacte, X¢(u(sg,t)) est borné et il existe donc
un B > 0 tel que

k]l e < B.
La famille (uy) est donc équicontinue :

uk(tl) — uk(to) = /t1 ’l'l,k(t) dt

to

o / Ligg,60) 0k
Sl

< Vti —to|lugll2  (par I'inégalité de Cauchy-Schwarz)
< BVt1 —to.
L’image de uy est contenue dans W qui est compacte. La suite uy est donc
justiciable du théoréme d’Ascoli(® et nous concluons que la suite uy, a bien
une limite y pour la topologie C°(S*; R™), c’est-a-dire dans la topologie
CO(SY; W). Ce qui achéve le premier pas de cette démonstration.

(6)Un énoncé en est rappelé au §16.1.
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Deuziéme temps. Montrons que la limite y est €°° et solution du systéme
hamiltonien & = X, (z).

Lemme 6.5.9. La limite y vérifie
t
o(t) = 5(0) = [ Xily(r)ar
0

Le résultat attendu découle du lemme puisque celui-ci implique que v,
étant continue, est C!, puis C2... et que c’est une solution. Elle est donc >
(un « bootstrapping!”) » bien visible ici). On obtient ainsi la convergence,
au sens €Y, vers une solution €.

Démonstration du lemme. Evaluons la différence

k—+o0

o) =90~ [ Xty = i (ws(0) = 0) = [ Xily(ryar)

(c’est Pavantage d’étre dans R™, un espace vectoriel). Ensuite

k— 400

o0 ~v0) - [ xuturar = i ( [Cintrar - [ xitotrar)
~ lim ( / tuk(T)—Xt(uk(T))dT>

k——+oo 0

t

+ lim (/ (X (ug (1)) — Xe(y(1))) d7>.
k—-+oco 0

Chacun des deux termes tend vers 0. Le fait que u;, tende vers y au sens C°

implique que le deuxiéme terme tend vers 0. Pour le premier terme, utilisons

le fait que ||, — X¢(ur)|| ;- tend vers 0 et 'inégalité de Cauchy-Schwarz,

t 1

| [ ) = Xetwnyar| = | [ 100 = Xew)| < VElin = Xelwn]
0 0

qui tend bien vers 0. O

La convergence C! (et méme C>°) découle de ces arguments.

() Cette expression anglo-saxonne désigne le fait de réussir & se soulever, & entrer en
lévitation, juste en tirant sur ses lacets de chaussures. Elle désigne d’ordinaire ce que
P'on appelle en francgais la « régularité elliptique », ou une solution faible, au sens des
distributions, d’une équation aux dérivées partielles arrive & étre automatiquement une
fonction C*°. Voir le chapitre 16.
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Troisiéme temps. Montrons donc que A (uy) tend vers A (y). Clairement,
la partie intégrale du hamiltonien ne pose pas de probléme et

1 1
/ H,(ug) dt tend vers / H(y(t))dt
0 0

puisque u tend vers y pour la topologie CV.

Etudions donc 'autre morceau de la fonctionnelle d’action. Pour cela,
choisissons des prolongements uy, et @, de uy et de y (respectivement) au
disque. Nous devons montrer que

lim Upw — tyw | =0.
k—4o0 D2 D2

Si la forme w était exacte, w = d\, nous aurions

/ 1720)—/ ﬂ;wz/ A — [ y*A
D2 D2 g1 g1

=A<mem@»ﬁ
1 1
=/Awfmwmﬁf/Awmwammw.
0 0

La derniere intégrale tend vers 0 parce que uy, tend vers y. Pour la premiere,

1
| N0 = ) ] < s AT e = Xl

...norme L' que I'on peut remplacer par la norme L? grace & la compacité
de S'. D’ot le résultat espéré puisque cette norme L? tend vers 0, comme
nous ’avons remarqué au cours du premier temps.

Sauf que W est compacte et que donc, w n’est pas exacte. Choisissons
un voisinage U de I'image de y dans W, qui se rétracte sur y de sorte que
wly est exacte. Pour k assez grand, l'image de wy est contenue dans U.
Fabriquons maintenant une sphére S? en recollant

— un cylindre C' — U, homotopie entre uy et y contenue dans U,
— le disque w, de bord y,
— le disque uy de bord uy.

Avec ’hypothese 6.2.1 suivant laquelle l'intégrale de w est nulle sur les
spheres, il est clair que la différence

~% ~%
Upw — Uyw
D2 D2

est l'intégrale de w sur le cylindre C, sur lequel w est exacte et ou le calcul
précédent s’applique. O]
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Les trajectoires tendent vers des points critigues. Montrons maintenant que
les trajectoires tendent bien vers des points critiques, c’est-a-dire le théo-
reme 6.5.6. Le point important est le fait que I'espace M est compact, ce
que nous démontrerons plus bas (c’est le théoréme 6.5.4).

FIGURE 6

Supposons donc ici que toutes les trajectoires périodiques de X; sont non
dégénérées.

Lemme 6.5.10. Sous Uhypothése de non-dégénérescence, les points critiques
de Ay, trajectoires périodiques de Xy sont en nombre fini.

Démonstration. Ces points critiques sont les points d’intersection dans la
variété compacte W x W des deux sous-variétés (de dimension moitié 2n)
que sont

— la diagonale A = {(z,z) |z € W}
— et le graphe du flot au temps 1 de X;.

L’hypothese de non-dégénérescence est équivalente a la transversalité® de
ces deux sous-variétés. Leur intersection est alors une sous-variété fermée
de dimension 0 de W, donc un nombre fini de points puisque celle-ci est
compacte. ]

Notons une conséquence de la proposition 6.5.7.

Corollaire 6.5.11. 1l existe un réel C > 0 tel que, pour tout u € M,
—C<Apu)<C et 0<E(u) <C.

(8) Comme en théorie de Morse, la non-dégénérescence se traduit en transversalité.
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Démonstration. L’ensemble des points critiques de Ag est fini (et non vide
comme nous 'avons remarqué page 147), donc Ay est bornée sur cet en-
semble). Apres quoi il reste & utiliser

— que s +— Ap(ug) est strictement décroissante

— et, pour u dans M, et pour des points critiques x et y comme dans
I’énoncé de la proposition 6.5.7 (c’est-a-dire tels que Ap(us) va de Ap(z)
a An(y)), que

E(u) = Ap(z) — An(y). O

Remarque 6.5.12. Le groupe additif R opeére a droite sur M par
(u-0)(s,t) =u(s+o,t).

C’est dire que, si u est une solution de I’équation de Floer, alors u - o en est
une aussi (vérification immédiate), comme dans le cas d’un flot de gradient.
Cette opération est continue, c’est-a-dire que si (uy,) tend vers u et (o,)
tend vers o, alors la suite (u, - 0,,) tend vers u - 0. Nous reviendrons plus
bas sur ses propriétés.

Pour démontrer le théoreme 6.5.6, commencons par démontrer un lemme.

Lemme 6.5.13. Soit u € M et soit (s) une suite de nombres réels tendant
vers +00. Il existe une sous-suite (sy) de (si) et un point critique y de A
tels que

lim u(sy) =y.
k' — 400 ( k) y
Démonstration du lemme. Notons u, = u-sg. Comme M est compact (théo-
réme 6.5.4 ci-dessus), il existe une sous-suite de (uy) (que nous noterons
encore (uy)) qui converge vers un v € M. C’est dire que, pour tout s € R,
lim ug(s,t) = v(s,t). Fixons donc sg et notons vy, (t) = v(sg, t). Nous avons

An(vs,) = kEI—&r-loo An(Usors,) = SEIEOO An(us),

puisque nous avons vu dans la proposition 6.5.7 que cette limite existe (et
méme que A (us) tend vers une valeur critique). Donc 1'énergie de la tra-
jectoire v est nulle, et donc v est une orbite périodique y (c’est la remarque
6.5.2 (2) ci-dessus).

Pour finir, uy(0) = u,, tend vers v =y dans € (S, W). O

Démonstration du théoréme. Nous nous contenterons bien entendu d’étu-
dier le cas ou s — +o00. Rappelons que d, désigne la distance C> dans

(9)Voir aussi, en supprimant I’hypothese de non-dégénérescence, ’exercice 30 page 478.
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Pespace LW (voir le §14.3.b). On considére, pour x point critique de A,
la boule ouverte

B(x,e) ={y € LW | doo(x,7) < €}.

Comme nous I’avons dit, les points critiques de Ay sont en nombre fini(!?),
de sorte que pour £ > 0 assez petit, les boules B(z, ) sont disjointes. Ap-
pelons Uy leur réunion (disjointe)

U.= U Bx,e) CLW.
zeCrit Ay

Pour tout e assez petit, il existe un s. tel que
u([se, +oo[ x S*) C U.

(si cette assertion n’était pas vraie, il existerait un g9 > 0 et une suite (sy)
tendant vers +o0o et telle que us, & U., mais d’apres le lemme précédent,
une sous-suite de ug, doit tendre vers un point critique, ce qui serait une
contradiction).

Toujours d’apres le lemme précédent, il existe un point critique de Ay,
y € Crit Ay tel que

u([se, +oo[ x SY) N B(y,e) # @.

Comme u([se, +00[ X -) est connexe dans LW et comme les boules B(x,¢)
sont disjointes, on a
U([SE,—i—OO[ X ) - B(y,{-:),

autrement dit, limg_, o u(s) = y.
11 reste & démontrer assertion sur du/ds. Mais u est une solution donc

ou ou
g (2 - Hy(u).
ds J(at) grad, Hy(u)
Lemme 6.5.14. Dans C=(SY; TW), on a :
lim 2% =
s—too O y

Démonstration. Supposons le contraire. Il existe alors une suite s; tendant
vers +00 telle que Jus, /Ot ne tend pas vers y quand k tend vers +o0o. Posons
Up = Usys,. Alors up, y € M et uy tend vers y au sens €Y. La régularité
elliptique (proposition 6.5.3) implique alors que uy tend vers y au sens €,
ce qui est une contradiction. O]

(10) est ici que sert 'hypothése de non-dégénérescence.
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En passant a la limite, on obtient donc

. Ou .
SEIEOO —S(S,t) = —J(y) — grad, H:(y)
=—-J() +JX;
=J(Xe(y) —9) =0. O

Remarquons que 'on a aussi :
Proposition 6.5.15. Soit uw une solution de l’équation de Floer. Alors (vues

dans R™) les dérivées partielles

G, o
0s0t 052

tendent vers 0, uniformément en t, lorsque s tend vers +oo.

En effet, il suffit d’écrire
ou ou
2 a(l-x)
s ot ‘
(puisque u est une solution). Mais

ou
ot
puisque X;(u) tend vers X;(y) et du/0t tend vers . En dérivant la relation
par rapport a ¢, on obtient que 9%u/dsdt tend vers 0, puis on dérive la méme

— X; tend vers 0 au sens C*°

relation par rapport a s en appliquant ce qui précede. O]

Remarque 6.5.16. On peut démontrer de méme, et par récurrence, que, pour
k>1,
87nu

sgrﬂ?oo Oksom—kt =0

Appelons

M(z,y) = {ueM| lim wu(s,-) =z et lim wu(s,-)= y}.

s——+00

Nous avons remarqué (dans les remarques 6.5.2) que, pour u € M(z,y),
E(u) = Ap(z) — An(y).

Remarquons aussi que M(z, x) = {z}. En effet, toute solution joignant = &
lui-méme doit étre d’énergie nulle, et donc constante par rapport a s.
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6.6. Démonstration de la compacité

Nous démontrons maintenant le théoréeme 6.5.4. Comme nous ['avons
remarqué (remarques 6.4.1), dans le cas ou H est nul, ’équation de Floer
n’est autre quune équation de Cauchy-Riemann, dont les solutions sont
tout simplement les courbes J-holomorphes de Gromov [35]. Le théoreme
de compacité de Gromov (voir aussi [55]) reste vrai ici, en présence d'un
hamiltonien non nul. Pour ce paragraphe, nous suivons d’assez pres I’exposé
de [41].

Remarque 6.6.1. Nous avons déja utilisé I’hypothese d’asphéricité 6.2.1 pour
définir la fonctionnelle d’action. Nous verrons que, pour obtenir la propriété
de compacité, c’est une hypothese importante (nous expliquerons précisé-
ment & quel endroit nous 'utiliserons).

Le théoreme est conséquence de la proposition suivante.

Proposition 6.6.2. Sous l’hypothése 6.2.1 (c’est-a-dire ([w], m2(W)) = 0), il
existe une constante A > 0 telle que

YueM, V(s,t) € R xS, ||grad(syt) u|| < A.

Démonstration du théoréeme. La stratégie est, comme ci-dessus, de montrer
que, étant donnée une suite u,, € M,

— d’abord, u,, a une sous-suite qui converge vers ug dans €. (R x S'; W) ;
— puis la limite ug est de classe C*> et que c’est une solution de I’équation
de Floer;

— et enfin u,, tend bien vers ug dans (R x S*; W).

La proposition 6.6.2 donne 1’équicontinuité des éléments de M. Donc I’adhé-
rence de M dans I’ensemble des applications continues de R x S! dans W
est compacte (toujours Ascoli), ce qui achéve la premiére étape. La limite ug
est différentiable, puisque la suite des (gradu,) est uniformément bornée.
Ensuite, 'argument de régularité elliptique déja utilisé ci-dessus (c’est-a-
dire la proposition 6.5.3) permet de réaliser les deux autres, en donnant le
fait que les solutions de notre équation aux dérivées partielles sont toujours
de classe C® : sur M, les topologies C¥ et @ coincident. Donc M est aussi
compact pour la topologie C>°. ]

Démonstration de la proposition. Soit u : R x S* — W une solution. Il sera
plus commode de la considérer comme une application (périodique en la
variable t) de R x R dans W, ce que nous ferons. Raisonnons par ’absurde
en supposant la conclusion de la proposition fausse. C’est dire qu’il existe
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une suite (u;) d’éléments de M et une suite (si,t) d’éléments de R? tels
que

klggngrad(smtk) uk“ = +oo.
Dans cette démonstration, nous considérons donc une suite divergente d’élé-
ments de M et montrons qu’en fait, elle va converger vers quelque chose

dont I'existence est interdite par nos hypotheses, la bulle représentée sur les
figures 7 et 8.

Soit (er) une suite de nombres positifs tendant vers 0 et telle que

hzgngkugrad(sk,tk) ukH = oo

Appliquons & la fonction g = ||grad u/| le lemme ci-dessous™V), dit du « demi-
maximum ».

Lemme 6.6.3. Soit g : X — R une fonction continue sur un espace métrique
complet. Soient xog € X et eg > 0. Il existe y € X et € €]0,e0] tels que

d(y,xo) < 2e
eg(y) > o0g(wo)
g(w) < 29(y) V€ B(y,¢).

Démonstration du lemme. Si g(z) < 2g(xo) sur toute la boule B(xg, &), il
n’y a rien a faire, il suffit de poser y = xg et € = g¢. Sinon, il existe un x;
dans la boule tel que g(x1) > 2g(xp). Posons e = £¢/2. Ainsi,

e19(x1) > eog(xo).

Si z1 et &1 fonctionnent, nous nous arrétons. Sinon, nous continuons. Nous
construisons ainsi une suite x, de points de la boule et une suite &, de
nombres positifs tels que
En—1

2
Eng(xn) > 509(560)'

En =

Evidemment, la premiére ligne fait tendre &, vers 0 et x, vers une limite
(notre espace est complet), de sorte que 'inégalité qui suit interdit au pro-
cessus de continuer indéfiniment : on trouve un x,, et un &, qui conviennent
au bout d’'un nombre fini d’essais. O

(1) est un lemme classique dans la théorie. Il semble que la paternité en revienne &
Ekeland. Le début du chapitre 1v de son livre [20] contient des variations sur ce théme.
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Le lemme nous vend une (autre) suite e et une (autre) suite (sg,tx)
telles que

klirrgo Engfad(sk,tk) ug|| = +00
et 2||grad s, ¢,y uk|| > |lgrad s uk||  pour (s,t) € B((sk, tx), ex)-
Posons Ry, = ngad(smk) uk| , ainsi e R — 400 et

vg(s,t) = ug ( (2:)

+ (sk7 tk)) 9
de sorte que

1
grad s ) v = i grad%ﬂ ) Uk

Skitk

en particulier, en (s,t) = (0,0),
1
grad g o) vk = B grad g, ;) Uk-

Ainsi, par construction, || grad gy vkl = 1 et, sur B(0, e, R), nous avons

1
||grad(s7t) ka = Rkagrad%Hsk,tk)wH

IN

2
Rilc nga'd(sk';tk) Uk H <2

de sorte que le gradient est borné. Enfin, les u; sont des solutions, donc vy
satisfait a

Ok 4 ()

avk 1
s grad

— 4+ — H=0.
8t+Rk

tet R Uh)

Appliquons alors le théoreme d’Ascoli, la suite vy, tend (& extraction d’une

0

9 (R% W), qui est une solution

faible de I’équation de Floer (qui devient, & la limite, I’équation des courbes
pseudo-holomorphes). La régularité elliptique (encore la proposition 6.5.3)
assure que v est C* et est une « vraie » solution, de plus,

sous-suite pres), vers une limite v dans €

ngad(o,o) UH =1, en particulier v n’est pas constante,
ngad(s,t) v|| <2 pour tous (s,t) € R?,
8—: + J(v)a—z =0, donc v est J-holomorphe.
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Montrons enfin que v est d’énergie finie. Posons By, = B((sk, k), €k)-

/ llgrad vg ||* :/ lgrad ug || dt ds
B(O,EkRk) Bk
6uk 2 8uk
< — dtd
- /Bk( s * H ) 8

= [ (15 + %—mmxt(uk)\f) dt ds

s ot
§/Bk( % 2—|— %th(uk)‘r) dtds

/B (1) +2H% — X ()| 12 () ) dt s
[ (S o2 ] 2

< 3E(up) + 2/

1 X)) dtds < 3c+2/ 1 X, dt ds
By

By

ou C' est la constante donnée par le corollaire 6.5.11 (qui est conséquence
de la proposition 6.5.7).

La derniére intégrale tend vers 0 quand k tend vers Uinfini (B}, est une
boule de rayon ¢, tendant vers 0), done, pour k assez grand,

/ B(0,eRy)

et B(0,exR) tend a recouvrir R2, donc v est d’énergie finie en application

<4C

a5

du lemme de Fatou(1?),

Nous assistons ici a la formation d’une « bulle », qui sera interdite par
notre hypothése sur les sphéres : autour du point (s, tx), le lacet bord de
la boule de rayon ¢, est de plus en plus petit, mais le gradient de uy en ce
point, lui, explose. C’est pourquoi nous avons reparamétré (c’est la ruse du
exRy), comme le montre la figure 7.

Un bon calcul valant mieux qu'un long discours, évaluons ’aire symplec-
tique de I'image de v.

Lemme 6.6.4. L’aire symplectique de v est finie et non nulle.

(12)Pour lequel nous renvoyons par exemple & [57].
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/O\
R? / \

FIGURE 7

Démonstration.

viw
R2

AQW(g?;,gq;) ds dt

Jv Ov : ov ov
= /R2 w(—J(U)E, a) dsdt puisque 5= fJ(v)%

v v
= /R2 w(E,J(v)E) ds dt

:/RQ

en utilisant I'estimation précédente. Par ailleurs cette aire n’est pas nulle

2
%H dsdt < +o0

puisque v n’est pas constante. ]

Lemme 6.6.5. Il existe une suite ri tendant vers +oo telle que la longueur
de l'image v(0B(0, 1)) tende vers 0 quand k tend vers +oo.

Acceptons le lemme. Alors I'image du bord de la boule s’écrase sur un
point wy € W. Pour k assez grand, elle est donc contenue dans une carte de
Darboux U de W. Dans U, la forme w est une forme fermée sur R?", elle
admet une primitive, w = d\. Nous pouvons méme supposer que U est une
boule fermée. La courbe v(0B,) est le bord d’un petit disque D, dans U.
La réunion de v(B,) et de D, est une sphére S? et nous avons, grace a
I’hypothese que les spheres ont une aire symplectique nulle,

O:/ w:/ w+/ w.
S2 D, v(By)

La premiéere intégrale est

/ w:/ d)\:/ A
D, D, v(8B,)

[ el=|f A= uw@p)swin
D, 0(8By.) U

(¢ est la longueur) tend vers 0 quand r tend vers 'infini.

donc
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FIGURE 8. Une bulle

La deuxiéme intégrale converge, elle, vers I'aire de v(R?), un nombre
non nul. C’est la contradiction recherchée. Les cercles concentriques ont des
longueurs de plus en plus petites, c’est pourquoi un tel objet est appelé une
bulle. Voir la figure 8.

Démonstration du lemme. Comme v est J-holomorphe, la forme v*w est une
forme symplectique sur R?. Elle s’écrit donc
V' wp0) = f(p,0)pdd Adp

pour une fonction f positive. Comme v est J-holomorphe, cette forme sym-
plectique, avec la structure presque complexe usuelle, donne une métrique
riemannienne sur R? qui est f(p,0)(dp? + p?dh?) et qui permet de calculer
la longueur 4(r) du bord v(9B;) :

2m
Ury=r v f(r,0)de.

0

A= [ v / " ( / Tf(p,a)pde) dp.

dA 27
dar ),
En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

e(r):r/o md9<r\//2ﬂd9 2ﬂfr9) db

A'(r)

De méme

Ainsi,

Al(r) = f(r,0)rdo.

=1r\/27
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et donc
0(r)? < 2mrA(r).
11 reste a vérifier que, la fonction r +— A(r) étant bornée et dérivable, il
existe une suite r; tendant vers +oo telle que limr;A’(r;) = 0. Clest un
exercice facile : comme A est bornée,
A(k?) — Ak

i AE) —AR)

k— oo Ink

Mais ce rapport s’écrit aussi

A(k?) — A(k) _ A(K?) — A(k) _ A'(ri)

Ink  Ink2—Ink  (1/rg)

pour un 7y compris entre k et k2 (et donc tendant vers I'infini) en vertu du
théoréme des accroissements finis. O

Ce qui acheve la démonstration de la proposition et donc aussi du théo-
reme de compacité. O

6.6.a. Un exemple de bulle dans P?(C). Nous venons de montrer que
le fait que la variété symplectique W ne contienne pas de sphére d’aire sym-
plectique non nulle empéche la formation de bulles. Dans le cas contraire,
c’est-a-dire, si w|r,w) # 0, un argument de type « singularité apparente »
permet de prolonger v & C U {00}, c’est ce qu’on appelle une « bulle ».

Pour clarifier la situation, montrons donc ici un exemple classique de
bulle, dans le plan projectif complexe. Remarquons que, dans cette variété
symplectique, il y a des sphéres : une droite projective est un P!(C) et
donc aussi une sphere S2. De plus, la forme symplectique que nous avons
construite au §5.3 donne une aire positive a toutes les droites projectives :
une droite projective est une courbe complexe (holomorphe) et en particu-
lier, la forme symplectique se restreint en une forme volume sur une telle
courbe. Donc I'espace projectif complexe ne satisfait pas a notre hypothese.
L’exemple présenté ici est le plus simple possible : on observe une famille
de coniques lisses dégénérant sur la réunion de deux droites.

Pour tout a € C, considérons la courbe (conique)

v, : P1(C) — P?(C)
[z, y] +— [2%, ay?, 2y)].
C’est simplement la complétion de
Vo : C — C?

z+— (z,a/2).
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0.1,0] [0,1,0]

[0,1,0]

axe des y

/

axe des x

FIGURE 9

Pour a = 0, I'image est '« axe des = ». Pour a # 0, c’est une conique. Toutes
les courbes images de v,, contiennent le point a I'infini de I’axe des y, le point
[0,1,0] en coordonnées homogenes. Quand « tend vers 0, ce point tire une
bulle & lui. La figure 9 illustre cette situation en présentant divers états de
la conique v, (P1(C)) et la « courbe » limite, c’est-a-dire les deux axes des x
et des y, représentée

— une fois comme réunion de deux droites sécantes,

— une autre fois comme une « courbe a bulle », figure dans laquelle cha-
cune des deux droites projectives complexes est représentée comme une
sphere S2.

Remarquons encore que

— la courbe limite n’est pas I'image d'une application vy : P*(C) —
P*(C);

— par contre, sur le complémentaire du point 0 = [0, 1], il y a bien une
limite, z +— (z,0);

~ le cercle |z|* = a borde un disque (|z|* < a) qui occupe de plus en plus
de place dans I'image. Voir la figure 10.

0 0

FIGURE 10
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6.7. Appendice : fonctions, formes fermées, revétements

La question que nous considérons ici est : est-il possible d’étendre la
définition de la fonctionnelle d’action a des variétés symplectiques pour
lesquelles la forme symplectique ne s’annule pas sur le mo, autrement dit
est-il possible de se débarrasser de I'hypothese 6.2.17

Nous avons dit (remarque 6.3.1) que mo(W) est le groupe fondamental
de la composante connexe LW de l'espace des lacets contenant le lacet
constant xg. Commencons donc par rappeler les relations entre groupe fon-
damental, revétements et 1-formes fermées.

6.7.a. Revétement associé a une forme fermée. Du point de vue local,
il n’y a aucune différence entre formes fermées et exactes, par exemple entre
une 1-forme fermée « et la différentielle d’une fonction f. D’apres le lemme
de Poincaré(!3) en effet, toute forme fermée, c’est-a-dire telle que do = 0, est
localement exacte, c’est-a-dire qu’il existe localement une fonction f telle
que a = df.

Globalement, c’est une autre histoire. Considérons par exemple (mais ce
n’est pas un exemple innocent) la 1-forme fermée (dont nous allons voir
qu’elle est improprement) appelée df (ou dz/iz) sur le cercle S*. Elle vérifie

/ df = 2x
Sl

et donc n’est pas exacte (il n’y a pas de fonction « 6 », de détermination
de I'argument, sur le cercle). Par contre, la forme df relevée au revétement
exp : R — S! est, elle, exacte : sur R, il y a bien une fonction 6.

Considérons plus généralement une 1-forme fermée a sur une variété V.
Comme « est fermée, elle définit un homomorphisme

vo :m(V) — R

[W]H/va

(nous supposons V' connexe et n’indiquons pas le point base). Le noyau
de ¢4 est un sous-groupe (distingué) de 1 (V). Il lui correspond donc un
revétement connexe (et galoisien) 7 : V — V. Par définition, la forme 7*a
a la propriété que

©raly] =0 pour tout 7] € m V.

(13)Voir par exemple [37, Chap. V].
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Donc n*« est une forme exacte : une primitive fest définie en choisissant
un point yo € V et en posant
_ Yy
fly) = / o
Yo

en intégrant le long de n’importe quel chemin joignant yo a y, le résultat
n’en dépendant pas. Bien siir df: e

Le revétement V — V est « le plus petit revétement(!*) de V sur lequel o
est exacte », appelé le revétement d’intégration de a.

Comparons maintenant les points critiques de 7*« et ceux de f Comme

(df)y =0 < Qr(y) = 0,
les points critiques sont les mémes — ainsi que les propriétés de non-
dégénérescence et les indices.

Un champ de pseudo-gradients pour « (définition analogue & celle don-
née dans le cas d’une fonction) se reléve en un champ de pseudo-gradients
pour f Il est donc possible d’essayer de fabriquer un complexe avec les
points critiques de o comme nous ’avons fait au chapitre 3. C’est ce que
fait Latour dans [38]. La seule grosse différence est que V n’a aucune raison
d’étre compacte, elle ne ’est méme jamais (si la forme « n’est pas exacte).

Pour comprendre la difficulté issue de cette généralisation, remarquons
que le champ de pseudo-gradients pour fet les trajectoires entre deux zéros
d’indices consécutifs de o proviennent des trajectoires joignant les points de
771(c) & des points de 7~1(d). Il peut donc y en avoir un nombre infini.

6.7.b. La forme d’action. Soit ay la forme définie sur I’espace des lacets
contractiles LW de W par

()oY = / w(i(t) — X,(x(0)), Y (1)) dt.

C’est une forme fermée : on vérifie sans mal (exercice 26 page 477) que ay
est localement exacte.

Nous avons vu (c’est le calcul de dAy dans la proposition 6.3.4, voir
Pexercice 26) que, si la variété symplectique (W, w) vérifie Phypothese 6.2.1,
la fonction Ay est une primitive de ap, de sorte que ay est une forme
exacte.

Supprimons maintenant I’hypothese 6.2.1 et considérons ’espace

DW = {(z,u) |z € LW et u: D — W un prolongement au disque} .

(1) Pour la théorie des revétements, nous renvoyons a [4].
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Disons que (z,u) ~ (x,v) si

/u*w:/v*w
D D

et appelons LW le quotient de DW par la relation d’équivalence ~. Il est
muni d’une projection
T LW — LW

(oublier le disque) qui en fait un revétement de groupe mo(W)/Ker(w :
w2 (W) — R). L’expression

A () = — /D ww + /0 CHL (o)t

définit une fonction sur LW qui satisfait a la relation
ﬂ'*OZH = d.AH,

le revétement 7 : LW — LW est le revétement d’intégration de la forme
d’action.

Voir aussi l'exercice 34 page 479.

6.8. Appendice : structure de variété de Banach sur LW

Les espaces de fonctions C> ne sont pas des espaces de Banach (ce sont
des espaces de Fréchet). Nous allons nous contenter ici des espaces de lacets
de classe WP, ce que nous décrivons précisément maintenant.

Rappelons que tout fibré vectoriel symplectique sur S* est trivialisable.
C’est donc notamment le cas, pour x € LW, de

e TW ={(t,Y) e S" xTW |z(t) = p(Y)}.
Soit donc ¢ une trivialisation
@ :*TW — St x R?".
Elle permet d’associer a toute section Y du fibré *TW, une section ¢Y du

fibré trivial S1 x R2", c’est-a-dire une application ¢Y : S — R?". Pour
p > 1, notons

WhP(z*TW) = {Y | oY € WHP(S; R*™)}
(la définition des espaces de Sobolev WP est rappelée au § 16.4 — signalons

quand méme ici que WP est contenu dans €°, ce qui est rassurant). Une
autre trivialisation v differe de ¢ par une application

g:S' — GL(2n;R)
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et, pour Y € WhP(S1; R?"), on a

19Y lyr.e < c(@) Y i

pour une certaine constante ¢(g), qui est la norme opératorielle de g. Donc ¢
et 1 définissent la méme topologie d’espace de Banach sur WP (z*TW)
(celle-ci ne dépend donc pas du choix de ¢, comme la notation utilisée
Panticipait).

L’analogue W' de l'espace des champs de vecteurs le long de z, dont
nous avons vu (au §6.3.a) qu’il devait étre I'espace tangent en x & 1’espace
de lacets, est ainsi muni d’une structure d’espace de Banach. L’idée de ce
qui suit est d’utiliser les espaces tangents pour définir des cartes locales sur
I’espace de lacets lui-méme. Pour cela, nous utilisons I’exponentielle d’une
métrique riemannienne fixée sur W (voir le §14.5). Celle-ci est définie sur
un voisinage D de la section nulle dans TW (un fibré en disques)*®). Pour
tout lacet x de classe C*°,

exp, : WhP(2*D) — CO(SY; W)
Y — (exp, Y i t = exp, Y (1))
Rappelons que W?(S1; R?") ¢ C°(S*; R?") pour p > 1. Dans la formule, x
est de classe €, Y est de classe WP et exp, Y est de classe WP, en

particulier continue.
Considérons donc I'ensemble de tous les couples

(Wl’p(m*D),expx) pour x € LW

et l'espace, noté L1PTW, des applications continues y : ST — W telles qu’il
existe 2 € LW et Y € WP (z*D) tels que y(t) = exp, ) Y (£).

Théoréme 6.8.1. L’espace LYPW est muni d’une structure de variété de
classe C>° par latlas

(Wl’p(z*ﬂ), expx)weLW .

La structure ainsi définie ne dépend pas de la métrique riemannienne utili-
sée. De plus,

LW =e>(SH, W) c LYPW c V(S W)
chacun des espaces étant dense dans le suivant.

Voici 'idée de la démonstration, pour les détails de laquelle nous ren-
voyons & [62]. Pour x € W, I'application exp,, est un difféomorphisme de la

(15)Le rayon maximal des disques d’un tel fibré est le rayon d’injectivité de la variété
riemannienne W.
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fibre D, C T,;W sur son image. Ainsi, pour tout ¢, I'égalité exp, Y (t) =
exp,(y) Z(t) implique que Y(t) = Z(t). Le « changement de carte »

Y — exp;/1 (exp, Y)

envoie une section WP sur une section W1 parce que 'exponentielle
est C*° et ce changement de carte est aussi différentiable que les lacets z
et 2’ qui le définissent. C’est bien une structure de variété sur LPW.

La compatibilité des atlas définis par différentes métriques riemanniennes
vient une fois encore du fait que I’exponentielle de toute métrique rieman-
nienne est une application C*°, ce qui donne a la composition

(expg>a: (expg’);’l
— _

W (z*D,) (st W)
(avec des notations évidentes) la différentiabilité voulue.
Enfin les inclusions sont claires et la derniére assertion est conséquence

de la densité de €>°(St; W) dans CO(S*; W). O

WP (2" D)

Remarquons que l’espace tangent en un point y € LMPW & cette variété
de Banach est, par construction,

T,LPW = WP (y*TW).
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CHAPITRE 7

GEOMETRIE DU GROUPE SYMPLECTIQUE,
INDICE DE MASLOV

Dans ce chapitre, nous allons définir ’indice des points critiques de la
fonctionnelle d’action.

Traditionnellement, 1'indice de Maslov désigne un nombre entier rela-
tif associé & un lacet dans la grassmannienne A, de tous les sous-espaces
lagrangiens dans R?". Ceci parce que le groupe fondamental de cette grass-
mannienne est isomorphe & Z (voir par exemple Uexercice 40 page 481 ou
le livre [43]) et, en derniére instance, parce que celui du groupe unitaire
U(n) est, lui aussi, isomorphe & Z. L’indice dont nous allons parler ici est
un nombre entier associé & des chemins dans le groupe symplectique Sp(2n),
lequel se rétracte sur U(n) et a donc, lui aussi un groupe fondamental in-
fini cyclique. Dans ce cadre, on ’appelle aussi indice de Conley-Zehnder
(voir [61, 60] et [41], dont nous nous sommes inspirés ici, pour des réfé-
rences).

7.1. Vers la définition de 1’indice
On se place dans la situation du chapitre précédent, un hamiltonien
H:WxS'"—R

dépendant du temps et une solution z(t) périodique de période 1 de & =
X:(z) dont nous supposons que c’est un lacet contractile. Nous avons vu
que ces lacets sont les points critiques de Ag. Nous voulons donc définir un
indice pour ces points critiques.

Nous allons le faire en trois étapes. Partons d’une orbite x non dégénérée
(et contractile).

(1) Nous lui associons un chemin t — A(t) de matrices symplectiques,
avec A(0) =1Id et 1 & Spec A(1).
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(2) A tout tel chemin, nous associons un chemin ~ : [0,1] — S* avec
~7(0) =1 et (1) = £1.

(3) Et a tout tel chemin (3 valeurs dans S'), nous associons un entier.
Nous aurons ainsi associé un entier p(z) € Z au point critique non dégé-
néré x.

7.1.a. Premiére étape. On a donc fixé cette orbite périodique z(t) =
©'(2(0)). On choisit une base symplectique

Z(0) = (Z1(0), ..., Z2,(0))

de T, ()W'. Rappelons (voir le §5.4) que @' préserve w. En particulier, la
matrice A(1) de l'application linéaire T,(g)¢' dans la base Z(0) est une
matrice symplectique, A(1) € Sp(2n) (voir le §5.6 pour le groupe sym-
plectique Sp(2n)) et 1 ¢ Spec A(1) puisque la solution z est supposée non
dégénérée.

Remarquons qu'il existe une famille €> en ¢ de bases symplectiques

Z(t) = (Z1(t), ..., Zan(t))

de T,,(+)W, en vertu du classique théoréme que voici (voir par exemple [67]).

Théoréme 7.1.1. Pour toute application continue
v:DF — W

le fibré symplectique Y*TW est trivialisable et toutes ses trivialisations sont
homotopes. O

Nous ne démontrons pas ce théoreme ici, il découle du fait que le
disque D¥ est contractile. Par exemple, le fait que toutes les trivialisations
soient homotopes se déduit du fait que deux trivialisations sont liées par
une application D* — Sp(2n) et utilise tout simplement le fait (c’est la
proposition 5.6.9) que Sp(2n) est connexe par arcs.

Mais revenons & nos moutons. Notre orbite périodique x est contractile,
on la prolonge en une application u : D? — W, on déduit du théoréme une
trivialisation, c’est-a-dire un repeére symplectique Z(z) pour z € D? et en
particulier un repere symplectique le long de z.

De telle sorte que, pour tout ¢, on peut considérer la matrice A(t)
de Tapplication linéaire T, (g)¢" dans les bases Z(0) (de T,)W) et Z(t)
(de Ty)W), et que I'application

t— A(t)

est un chemin avec A(0) = Id et A(1) n’a pas la valeur propre 1.
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Appelons donc
Sp(2n)* = {A € Sp(2n) | dét(A — Id) # 0}
et 8§ 'espace des chemins joignant Id & un élément de Sp(2n)* :
8 ={7:[0,1] — Sp(2n) [ 7(0) =Id et y(1) € Sp(2n)"}.

Si Z' est un autre repere symplectique le long de x, les chemins A(t) et A’(¢)
sont homotopes dans 8. Plus généralement, si v est un autre prolongement
de z au disque D? et si Z’ est une trivialisation le long de v, on peut former,
en recollant u et v, une application w : S — W (comme au §6.3.b, ot 'on
contemplera la figure 2). Nous avons donc

— le chemin A(t) donné par la trivialisation Z le long de u,

— le chemin A’(t) donné par Z’ le long de v,

— et un chemin A”(t), donné par une trivialisation Z” le long de w, grace
a I’hypothese 6.2.2,

et ces trois chemins sont homotopes dans 8.
Ainsi nous avons réalisé notre premiere étape, c’est-a-dire associé, a l'or-
bite z, un chemin dans 8, unique & homotopie pres.

Remarque 7.1.2. Dans le cas d'un point critique = d’un hamiltonien auto-
nome H, on a déja (au §5.4.3 et dans 'exercice 8 (page 471)) construit le
chemin ¢ +— A(t) : c’est

A(t) _ etJo Hess,

ou Hess, est la hessienne de H en x, que nous noterons S pour simplifier.
En particulier, si S est non singuliére avec ||S|| < 27, alors JyS n’a pas de
valeur propre 2ikm et donc e”°% n’a pas la valeur propre 1.

7.1.b. Deuxiéme étape (début). Pour I'étape 2, nous devons associer,
a un chemin A(t) € 8, un chemin

7:00,1] — S avec v(0) = 1 et (1) = £1.

Pour ceci, nous avons besoin de quelques propriétés du groupe symplectique,
celles vues au chapitre 5, et quelques précisions supplémentaires.

Nous avons dit au §5.6.d qu’il existe une application Sp(2n) — S* qui
induit un isomorphisme au niveau des groupes fondamentaux. Dans ce para-
graphe, nous sommes plus explicites sur les propriétés d’une telle applica-
tion p. A Porigine de la construction présentée ici, il y a 1'utilisation de [30]
par Salamon et Zehnder dans [61]. Nous donnons ici une description lége-
rement différente quoique équivalente et avons rédigé des démonstrations
détaillées des résultats d’algebre linéaire utilisés.



172 CHAPITRE 7. INDICE DE MASLOV

Théoréme 7.1.3 ([61]). Pour tout n € N*, il existe une application continue
p:Sp(2n) — S*
vérifiant les propriétés suivantes :
(1) Naturalité : Si A et T € Sp(2n; R),
p(TAT™Y) = p(A).
(2) Produit : Si A € Sp(2m;R), B € Sp(2n; R),

P <gl g) = p(A)p(B).
(3) Déterminant : Si A € U(n) = Sp(2n; R) N O(2n), alors
p(A) = déte(X +14Y), ou A= <)}f _X}'/> .
En particulier, p induit un isomorphisme
px = T (Sp(2n); R) — mi(SY) = Z.
(4) Normalisation : Si Spec(A) C R, alors
p4) = (1)

ot mq est la multiplicité totale des valeurs propres réelles négatives.

(5) p(*A) = p(A™1) = p(A).

La construction d’une telle application p est assez technique. Nous en
donnons tous les détails dans I'appendice (le §7.3). Disons quand méme
d’ores et déja que, pour une matrice A dont toutes les valeurs propres sont
distinctes, c’est « tout simplement » :

p(A) _ (71)m0/2 H )\sign Imw(X,X)

AESpec(4)nS?t
Im(X\)>0

(on a choisi, pour chaque A, un vecteur propre X).

7.1.c. Le sous-ensemble Sp(2n)*. Reprenons le fil de notre construction
de l'indice p pour l'orbite périodique x.

Les transformations qui n’ont pas la valeur propre 1. Les transformations
symplectiques que nous avons a considérer n’ont pas la valeur propre 1
(c’est notre hypothése de non-dégénérescence). C’est pourquoi nous avons
di considérer I'ouvert

Sp(2n)* = {A € Sp(2n) | dét(A — 1Id) # 0} .
C’est le complémentaire de 'hypersurface ¥ définie par
¥ ={AeSp(2n)|dét(A—1d) =0}.
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Ce qui nous rapproche de la définition habituelle de 'indice de Maslov dans
la grassmannienne des lagrangiens.

11 est clair que Sp(2n)* ne peut étre connexe, puisqu’il est réunion des
deux ouverts disjoints définis par dét(A — Id) > 0 et dét(4A — Id) < 0.
Remarquons aussi que le signe de dét(A —1d) est celui du produit [J(A; —1)
ou les \; sont les valeurs propres réelles positives de A.

L’exemple de Sp(2). Dans le cas o n = 1, Sp(2) = SL(2; R). Ce groupe est
la quadrique (affine réelle) des matrices (‘(f Z) réelles avec ad — bc = 1, une
sous-variété de dimension 3. La décomposition polaire le fait se rétracter sur
cosf = sinf) (c’est le groupe U(1)). L’hypersurface 3
des matrices qui ont la valeur propre 1 est celle des (‘Z Z) avec ad — bc =1
et a +d = 2. Elle est lisse sauf au point Id. Le complémentaire de X est

le cercle des matrices (

formé des deux ouverts définis respectivement par
trA>2 et trd<2.

On voit aisément que ces deux ouverts sont connexes, puisque
— les matrices de trace plus grande que 2 sont celles qui sont semblables

a (é W) (avee A > 0),

— celles de trace plus petite que 2 sont celles qui sont semblables a

cosf) —sinf A0 (avec A < 0), ou -1 a
sinf cosf )’ 0A? ’ 0o -1/
toutes ces matrices se connectant sans mal a — Id.

Topologie de Sp(2n)*. La proposition qui suit est due & Conley et Zehnder.

Proposition 7.1.4 ([17]). L’ouvert Sp(2n)* a deux composantes connexes.
L’inclusion de chacune d’elles dans Sp(2n) induit I’homomorphisme nul sur
les groupes fondamentauz.

Démonstration. On a dit que Sp(2n)* n’est pas connexe. Il reste a montrer
que chacun des sous-espaces

Sp(2n)T = {A € Sp(2n; R) | dét(A —1d) > 0}
et Sp(2n)” ={A4 € Sp(2n;R) | dét(4A — Id) < 0}
est connexe par arcs. La démonstration de ce fait est fondée sur le lemme

que voici.

Lemme 7.1.5. Soit A € Sp(2n)*. Il existe un chemin dans Sp(2n)* qui
joint A a une matrice B dont toutes les valeurs propres sont distinctes et
qui a exzactement zéro (si A € Sp(2n)™) ou deux (si A € Sp(2n)~ ) valeurs
propres réelles positives.
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Ce lemme étant (provisoirement) admis, on 'utilise pour montrer que
toute matrice A de Sp(2n)* se connecte par un chemin dans Sp(2n)* a la

matrice
—1Id € Sp(2n)*t si A € Sp(2n)T,

20 0
01/2 sinon.
0 |-Id

On connecte d’abord A a une matrice B comme le lemme nous y autorise.
Il reste a connecter B a 'une des deux matrices ci-dessus. Choisissons une
base de vecteurs propres de B qui soit symplectique et invariante par conju-
gaison complexe. Comme les valeurs propres de B sont distinctes, on peut
appeler X « le » vecteur propre associé a X\. On choisit, pour chaque valeur
propre A de B qui n’est pas réelle positive, un chemin A(s) joignant A & —1
en évitant 1 et tel que si A\(s) est le chemin choisi pour A,

— celui choisi pour X est A(s)...

— et celui choisi pour 1/ est 1/A(s).
On définit le chemin s — B(s) par

A(s)X iANZR
B(S) . X)\ — (S) A Sl ¢ +
AXy  siAeR,.

La matrice B(s) ainsi définie est réelle et dans Sp(2n)*, B(0) = B et

“X, siA¢R
B1) Xy ={ X siAZR.
)\XA SiAERJ’_.

On a donc deux possibilités :
— Soit B n’avait aucune valeur propre réelle positive, alors B(1) = —Id.
— Soit B avait deux valeurs propres réelles positives, A et 1/A. Dans ce

cas, la matrice B(1) dans la base symplectique des vecteurs propres X
(convenablement ordonnée) est

A0
B(1)=|01/x
0 |—Id

0

Comme le groupe Sp(2n;R) est connexe par arcs, on peut connecter cette
matrice par un chemin a la matrice qui a la méme forme dans la base
canonique, puis a la matrice

2 0
01/2
0 |-Id

0
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Donc les deux ouverts Sp(2n)* sont bien les composantes connexes de
Sp(2n)*.

Montrons maintenant que linclusion de chacune d’elles dans Sp(2n; R)
induit le morphisme trivial au niveau des groupes fondamentaux. Il suffit
de relever 'application p, ce que le lemme suivant nous autorise a faire.

Lemme 7.1.6. Il existe deux applications continues px : Sp(2n)* — R telles
que les diagrammes

~ R

P+ J
exp

Sp(2n)* — Sp(2n) 5 Sl
commutent.

En effet, on a montré que p induit un isomorphisme au niveau des groupes
fondamentaux. Donc, comme

px © i = €exp, o(p+)x = 0,
le morphisme
iy : 11 Sp(2n)* — 71 (Sp(2n))
est nul. 0

Le lemme 7.1.6 repose sur les détails de la construction de p. Les démons-
trations des deux lemmes 7.1.6 et 7.1.5 sont élémentaires au sens ou elles
n’utilisent que de ’algebre linéaire élémentaire. Il nous a pourtant semblé
utile de les faire figurer complétement ici. On les trouvera, logiquement, &
la suite de la construction de p, dans 'appendice (au §7.3.d).

Nous avons terminé I’étape (2), il reste a4 définir I'indice, un entier.

7.2. L’indice de Maslov d’un chemin

7.2.a. Définition de l’indice de Maslov. Appelons W, respective-
ment W™, des matrices fixées dans Sp(2n)™T, respectivement Sp(2n)~, par
exemple celles que nous avons utilisées dans les démonstrations du paragra-
phe précédent,

2 0
Wt=-1d, W~ =[01/2
0 [-1Id

0
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Pour tout chemin v : [0,1] — Sp(2n), on choisit un relevé o : [0,1] — R de
poy

et on définit

Si A € Sp(2n)*, on choisit un chemin 4 (dans Sp(2n)*) de A & la matrice
W+ de Sp(2n)*. Grace a la proposition 7.1.4, la classe d’homotopie de v,

est bien définie et en particulier, A(y4) ne dépend que de A. On pose donc
r(A) = A(ya).

YA
I/~~\

i
' :
i

1

W:t

m
X dét(A—Id) =0

FIGURE 1

Supposons maintenant que ¥ soit un chemin joignant Id a un élément de
Sp(2n)*. On définit I'indice de Maslov u(v) de ce chemin par

p(y) =

AY) + (1))

C’est le nombre de « moitiés de tours » que I'image par p du chemin composé
de 1 et v4 parcourt sur le cercle.

Proposition 7.2.1. L’indice de Maslov est un nombre entier. Deux chemins v
et ¢y sont homotopes avec extrémité dans Sp(2n)* si et seulement si ils ont
le méme indice. De plus on a

— le signe de dét(¢p(1) —1d) est (—1)¥)=n,
— si S est une matrice symétrique inversible de norme S| < 27 et si

U(t) = exp(tJS),

() = Ind(S) - n

ot Ind(S) désigne le nombre de valeurs propres négatives de S.
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Démonstration. Pour commencer, composons notre chemin 1 avec un che-
min contenu dans Sp(2n)* et joignant ¢(1) & la matrice W¥, comme nous
y autorise la proposition 7.1.4. Appelons « le chemin composé. On a

n) =AM) €z
puisque p(W*) = +1.

De plus, grace a la méme proposition, deux chemins ¢y et ¢); sont ho-
motopes si et seulement si les deux prolongements 7 et v, sont homotopes
(& extrémités fixées). L’application p induit un isomorphisme au niveau des
groupes fondamentaux, donc ceci est équivalent a 1’égalité A(vy) = A(y1),
c’est-a-dire a 1’égalité des indices de Maslov de ¥y et 1.

Soit ¢ un chemin et v un prolongement comme ci-dessus. Si ¥(1) €
Sp(2n)*, c’est-a-dire si dét(1)(1) — Id) > 0, extrémité de v est en W =
—1Id et donc p(y(1)) = (—=1)™. Dans ce cas, pu(¢)) — n est donc pair. Si, au
contraire, dét(y (1) —Id) < 0, v va a W~ et p(y(1)) = (=1)"~1, de sorte
que p(y) — n est impair.

Il reste & démontrer ’énoncé sur les matrices symétriques. On vérifie
sans mal (exercice 15 page 473) que, si S est symétrique, exp(tJS) est
symplectique. Ensuite, comme S est symétrique, elle est diagonalisable dans
une base orthonormée et il existe un chemin A — P(\) de matrices dans
0™ (2n) tel que P(0) = Id et S(1) = *P(1)SP(1) soit une matrice diagonale.
Posons

S(A) ="P(A\)SP(\) et wr(t) = exp(tJS(N)).
L’indice (au sens des formes quadratiques) de la matrice symétrique Sy ne
dépend pas de A. Le fait que la norme de S soit inférieure a 27 garantit que
exp(JS(A)) n’a pas la valeur propre 1. On peut donc calculer l'indice de
Maslov du chemin vy, pour n’importe quel A (puisque 'indice n’en dépend
pas et ¥, € 8) et donc, on est ramené a démontrer 1’égalité voulue dans le
cas ol la matrice symétrique est tout simplement diagonale. On peut méme
supposer, en utilisant le méme argument, que S a pour valeurs propres m
et —m. On décompose ensuite R?" en somme de n plans symplectiques, ce
qui fait qu’il suffit de calculer I'indice de Maslov dans le cas des matrices

w0 m 0 —m 0
0r)’ 0-m)’ 0 -7/’
En effet, la propriété de multiplicativité de p dans le théoreme 7.1.3 se

traduit en additivité de 'indice de Maslov.
Pour la premiere,

symétriques

exp(t]S) = < cos Tt smmf)

—sinmt cosmt
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est une rotation d’angle —tm. Cette matrice est la matrice unitaire
exp(—itrm), de sorte que son image par p est exp(—itm). Il en résulte un
indice de Maslov

p(exp(tJS)) = =1 (=Ind(S) — 1).

Le méme calcul pour la troisieme matrice donne

exp(t75) = (

cosmt —sin 7t
sinmt coswt )’

une rotation d’angle ¢t cette fois, de sorte que son image par p est exp(itm).
Il en résulte un indice de Maslov

puexp(tJS)) = 1(=Ind(S) — 1).

La deuxiéme matrice symétrique donne

chnt —shnt
exp(t]S) = (— shnt chwt ) '

t

une matrice dont les valeurs propres sont e™ et e~ ™', deux nombres réels

positifs, de sorte que p envoie cette matrice sur 1 et que
pulexp(tJS)) =0 (= Ind(S) — 1).

On a bien la formule annoncée (avec n = 1) dans ces trois cas et donc en
général par additivité. O]

7.2.b. Bilan, troisieme étape. Sous I'’hypothese 6.2.2, a toute orbite
périodique de période 1, non dégénérée et contractile, on a ainsi associé un
entier, son indice de Maslov.

Notons que le calcul de 'indice de Maslov pour les matrices symétriques
effectué ci-dessus donne, dans le cas d’'un hamiltonien autonome et d’une
orbite stationnaire :

Corollaire 7.2.2. Soit W wune variété symplectique de dimension 2n, soit
H : W — R un hamiltonien (autonome) et soit x un point critique de H. On
suppose que H est petit au sens de la topologie C2, ici que |[Hess, (H)|| < 2.
Alors lindice de Maslov pu(x) de x comme solution périodique du systéme
hamiltonien et son indice Ind(x) comme point critique de la fonction H sont
reliés par

p(x) = Ind(z) — n. O
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7.2.c. Lien entre matrices symplectiques et symétriques. Nous sa-
vons (grice a exercice 15 (page 473) et & la proposition 7.2.1) que, lorsque S
est une matrice symétrique, exp(tJS) est une matrice symplectique. On a
plus généralement :

Lemme 7.2.3. Soit S : [0,1] — M(2n;R) un chemin continu de matrices
symétriques. Alors le chemin R :[0,1] — M (2n;R) solution de

%R(t) — JS(t)R(t), R(0)=1d

est dans Sp(2n). Réciproquement, si R : [0,1] — Sp(2n) est un chemin de
classe C*, alors le chemin

S(t)=—JR(tH)R(t)™"
est formé de matrices symétriques.
Démonstration. On a noté par ' la dérivée par rapport a t. On a d’abord
‘R(t) = —'R(t)S(t)J,
puis
(‘RJR) ='R'JR +'RJR’
= —'RSJ*R+'RJ*SR
='"RSR~'"RSR =0,
ce qui montre que ‘RJR = J pour tout ¢ € [0, 1], et donc que R(t) € Sp(2n).
Réciproquement, c’est encore un calcul :
S = YJR'RV) = ‘R IR
=!'R7Y'R'J puisque J est anti-symétrique
— 'R-L('RTY
='R"YJR™YY puisque ‘RJIR=J = 'RJ = JR™!
—'R-LJ(R7YY
= JR(R™') puisque de méme ‘R™'J = JR
= —JRR™ puisque RR™'=1d= R'R'+RR"' =0
=5 O

7.2.d. Chemins d’indice de Maslov prescrit.

Lemme 7.2.4. Pour tout k € Z, il existe une matrice diagonale Sj €
M (2n; R) telle que le chemin associé R(t) = exp(tJSk) soit dans § et vérifie

u(R() = k.



180 CHAPITRE 7. INDICE DE MASLOV

Démonstration. Commencons par généraliser un calcul déja effectué
page 176 en dimension 2. On choisit un entier ¢ impair et on considére la
matrice diagonale S = (4 2 ). Alors,
+JS coslmt sinlrt
e’ = .
—sin {7t cos {nt
est un chemin dans § qui aboutit en —Id = W € Sp(2)*. La matrice e*/*
est la matrice unitaire e~ € U(1) C Sp(2), de sorte que u(e!’®) = —¢.

Pour S = (§ %), ona
oIS _ cht —sht
~ \—sht cht )’

chemin dans 8§ formé de matrices dont les valeurs propres ef et e~! sont
réelles positives et distinctes pour ¢ > 0, de sorte que u(e”s) =0.

Par additivité de I'indice de Maslov, les matrices diagonales (écrites dans
les coordonnées p1,qi,- -, Pn,qn)

I '

—m 0
Sk = 0 —m

si k = n mod 2, respectivement
f_r 0 ;
0 —m

-7 0
Sk = 0 —m

(n—k—-2)m 0
[ 0 (n—Fk—2)r|

si k =n — 1 mod 2, définissent des chemins d’indice de Maslov k. O

Nous réutiliserons ces matrices S, sous ce nom, au chapitre 8.
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7.3. Appendice : construction et propriétés de p
7.3.a. Préliminaires. Soit B la forme

C xC™ —R
définie par

B(X1,X3) =Imw(Xq, X2).
Lemme 7.3.1. La forme B est une forme R-bilinéaire, symétrique et non
dégénérée. De plus, elle satisfait a
B(iX1,iXs) = B(X1,X2) et B(X1,X5)=—-B(X1,X>).
Démonstration du lemme. 11 est bien clair que B est R-bilinéaire. On vérifie
directement qu’elle est symétrique
B(X2,X1) = Imw(X,, X1)

= —Imw(Xi, X2)

= Imw(X1, X2)

=Imw(X1, X2) = B(X1, Xs).

Pour montrer qu’elle est non dégénérée, supposons que X soit tel que
B(X,Y) =0 pour tout Y. On a donc

Imw(X,Y)=0 VY € C*,
et donc aussi
Imw(X,iY)=0 VY €C?*,
et par conséquent
wX,Y)=0 VY e€C*",
donc X = 0 puisque w est non dégénérée.
Les deux égalités ont aussi des démonstrations directes :

B(iX1,iXs) = Imw(—iX1,iXs) = Imw(X1, X2) = B(X1, X2)
pour la premiere, et
B(X1,X2) =Imw(Xy, X5)
=~ Imw(X;,X5)
= —Imw(X1, Xo)
= —B(X1,X2)
pour la seconde. ]

Corollaire 7.3.2. La forme quadratique Q(X) = B(X,X) = Imw(X, X) est
non dégénérée et sa signature est nulle. L]
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Ici on a utilisé la terminologie ou la signature d’une forme quadratique
est la différence

o(Q) =m4(Q) —m_(Q)

olt my, resp. m—_, est la dimension maximale des sous-espaces sur lesquels @
est définie positive, resp. négative (m_ est ce que nous avons appelé I'indice
dans le contexte des points critiques).

Lemme 7.3.3. Soient \ et yi deux valeurs propres de A. Si A # 1 alors les
sous-espaces caractéristiques Ey et E,, sont orthogonaux pour B.

C’est une conséquence immédiate de la proposition 5.6.6 : si X1 € E) et
Xy € By, alors X € Ey et w(X1,X;) = 0. O

Corollaire 7.3.4.

(1) Soit A € S1. Alors B et Q sont non dégénérées en restriction a E.

(2) Soit A € C — St. Alors B et Q sont non dégénérées en restriction a
Ey\® El/X' De plus, la signature de la restriction de Q) a ce sous-espace est
nulle.

Démonstration du corollaire. La seule assertion qui mérite une vérification
est celle sur la signature. Nous savons que la restriction de w a Ex @ Ey
est non dégénérée (c’est le corollaire 5.6.7) et que les deux sous-espaces
caractéristiques sont isotropes. On peut donc trouver une base (Xy, ..., X)
de Ej et une base (Y1, ...,Y}) de By telles que (X1,..., X, Y1,...,Y}) soit
une base symplectique de Ey & E /. Posons

u; = X; +1iY;, v, = X; —1Y;.
On a alors
B(uj,ur) = B(X; + 1Y, X + iYy)
= B(iY}, Xi) + B(iY, X;)
= Imw(—iY;, Xy) + Imw(—iYy, X;)
== 25_],k7
par suite () est définie positive sur le sous-espace engendré par les u;, et
B(uj,v) = B(X; +iY;, Xi, — iY)
= B(iY;, Xy) — B(iY%, X;)
= ()7
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donc les sous-espaces engendrés par les u; et les v; sont orthogonaux, enfin
B(vj, vx) = B(X; — 1Y, Xj — iYy)
= —B(iY}, X}) — B(iYs, X;)
= —20;,

donc @) est négative sur le sous-espace engendré par les v;. Donc sa signature
est nulle. O

7.3.b. Définition de p. Définissons maintenant ’application p. Si
A € ST — R est une valeur propre, on écrit le sous-espace caractéristique

E\=Ef @ E;

comme somme de deux sous-espaces vectoriels réels de C27", sur lesquels
la forme @ est définie positive, respectivement définie négative. Comme
QX) = Q(X), les deux sous-espaces sont stables par la multiplication
par i et sont donc en fait des sous-espaces vectoriels complezes de C2".
On appelle my (A) et m_(A) les dimensions complexes de ces espaces,

m4(\) = dimc EY, m_()\) = dimc E},
de sorte que
m4(A) +m_(\) = dimc Ey = m(N),
la multiplicité de A. On définit ensuite la signature de la valeur propre A
comme
o(A) =my(A) —m_(N).
Rappelons que la multiplicité de —1 comme (éventuelle) valeur propre est
paire, puisque F_; est symplectique (c’est le corollaire 5.6.7), ainsi la somme
des multiplicités des valeurs propres réelles négatives est un nombre pair,
moy = Z m(\) € 2N.
AeSpec(A)NR—
Ce qui fait que I'on peut enfin poser
pA) = (-2 T A,
AE€Spec(A)N(ST—R)
C’est I'application annoncée dans 1’énoncé du théoreme 7.1.3, comme nous

allons le démontrer. Commencons par remarquer qu’on aurait pu utiliser
seulement les valeurs propres a partie imaginaire positive.

Proposition 7.3.5.

p(A) = (12 T Ao,
AESpec(A)nS?t
Im(X)>0
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Démonstration. Nous avons dit (c’est la remarque 5.6.8) que X — X est
un isomorphisme de sous-espaces vectoriels réels de E) sur Ey. Comme
Q(X)=—-Q(X), on a, pour A € St,

)=m_(\)
) =m4(A)
o) = —a(N),

my (X
m_(\

de sorte que

A )L Y ey 3o

En regroupant les valeurs propres de module 1 par paires (A, ) dans la
définition de p, on obtient la formule annoncée. O

7.3.c. Propriétés de p. Commencons maintenant a vérifier les propriétés
espérées pour p, c’est-a-dire a démontrer le théoreme 7.1.3.

Continuité de p. Soit (Ag)ren une suite dans Sp(2n;R) convergeant
vers une matrice A € Sp(2n). Nous allons montrer que la suite des p(Ay)
converge vers p(A). Il est clair qu’il suffit de le faire pour une sous-suite de
(Ax). Nous allons utiliser le fait que les valeurs propres dépendent continti-
ment des coefficients de la matrice, un fait classique dont voici un énoncé
précis™) :

Proposition 7.3.6. Soit (Ax)ren une suite de matrices carrées mxm tendant
vers une limite A. Soient A1, ..., A\, les valeurs propres de A, écrites avec
leur multiplicité. Alors il existe une numérotation \¥,... Nk des valeurs
propres de Ay, telle que
. . k
Vie[l,m] kETwAi =\

Nous aurons aussi besoin d’un résultat de continuité des sous-espaces

caractéristiques :

Proposition 7.3.7. Sous les mémes hypothéses, soit X une valeur propre de A.
Alors, a extraction d’une sous-suite prés
lim @ E)\k (Ak) = E)\(A)
k=400 jimak=x ’
iEG=S AL AN

(DDont la démonstration est laissée en exercice aux lecteurs volontaires ; nous proposons,
dans l’exercice 43 page 483, une démonstration fondée sur le théoréeme de Rouché.
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Dans cet énoncé, la convergence d’une suite de sous-espaces vectoriels
de méme dimension (de C™) vers un sous-espace de cette dimension est
définie (comme convergence dans la grassmannienne correspondante c’est-
a-dire) par limVy, = V §’il existe pour tout k une base unitaire By de Vj
telle que la suite des By, converge vers une base B de V.

Démonstration. Notons Af, A5, ..., AF les valeurs propres (distinctes) de Ay,
dont les sous-espaces caractéristiques apparaissent dans la somme directe.
Gréace a la proposition 7.3.6, nous savons que la somme de leurs multipli-
cités est la multiplicité de la limite A\. Appelons V cette somme directe et
remarquons que

Vi C Ker(A — AFTd)™O0 (4 — N5 1d)™O9) . (4 — Ak 1d)™ ),

k /. .
En effet, (Af)\f Id)™ ) g’annule sur le sous-espace caractéristique Eyi (Ay)
J
(par définition des sous-espaces caractéristiques). Donc, si v, € Vj, est une
suite de vecteurs qui converge vers v, on a

(A= XI1d)"™WMy =0,
et par suite v € Ey(A). O

De la proposition 7.3.6, on déduit sans mal un autre résultat qui nous
sera utile :

Proposition 7.3.8. Si (V},)ren est une suite de sous-espaces vectoriels de C™
de la méme dimension convergeant vers un sous-espace V et si @ est une
forme quadratique sur C™ dont la restriction a chacun des Vi et a V est
non dégénérée, alors, pour k assez grand, la signature de Q|y, est constante
et égale a celle de Qly .

Démonstration. On choisit une suite de bases unitaires des Vj, qui converge
vers une base unitaire de V' ; la matrice de la restriction de @ a Vj tend
vers celle de la restriction de @ & V' ; le nombre de valeurs propres positives
comptées avec multiplicité est donc constant pour k assez grand. O]

Venons-en maintenant & la démonstration de la continuité de p. Soit
(Ar)ken une suite de matrices symplectiques convergeant vers A € Sp(2n)
et soit A € S* N {Im(z) > 0} une valeur propre de A. Avec les notations
utilisées ci-dessus, écrivons

Ex\(A) = kl{ffoo Exy(Ar) @ -+ @ Exg (Ag)-

La valeur propre A peut étre approchée par une suite (A\¥)ren de valeurs
propres de Ay qui sont sur le cercle ou par une suite (u*)ren de nombres
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a l'extérieur du cercle mais dans ce cas, aussi par la suite des (1/7")zen.
C’est ce qui est illustré sur la figure 2.

FIGURE 2

Appelons ¥, ... )\’;k (pour s < 1) celles des valeurs propres qui sont
sur le cercle pour k assez grand. Voici un corollaire de la proposition 7.3.8

Corollaire 7.3.9.

o k
im (70D (1,705 = xo0
Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 7.3.8
lorsque s = 7y, puisqu’alors

a(/\lf) 4+ 4 U(/\];k) =o())

pour k assez grand, ce qui donne le résultat voulu. Si s < rg, les valeurs
propres )";kﬂv ey )\’ﬁk peuvent étre regroupées par paires p, I~ ' de méme
multiplicité (comme indiqué sur la figure 2). Mais, d’apreés le corollaire 7.3.4,
la signature de @ sur E,(Ay) © E;-1(Ay) est nulle. La relation entre les
signatures est encore satisfaite et le corollaire démontré. ]

Pour finir la démonstration de la continuité, il reste a analyser les suites
de valeurs propres des matrices Ay tendant vers une valeur propre réelle A
de A.

Commencons pas le cas d'un A > 0. Si A # 1, AF et A n’interviennent pas
dans la définition de p. Si A = 1, seules interviennent dans la définition de p
des suites qui sont sur S* N {Im(z) > 0} pour k assez grand (figure 3). Pour
chacune de celles-ci,

lim (A¥)7G%) =1 puisque lim A =1.
k——+oo k—+oo

Passons maintenant au cas d’'un A < 0 (figures 4 et 5). Appelons

— (comme ci-dessus) A¥, ..., )\’;k les suites de valeurs propres de Ay qui
sont dans S' N {Im(z) > 0} pour k assez grand (s’il y en a au moins une,
alors A = —1),

~ AE L1, AF les suites réelles,

— Afpt1,-- -5 Ay, les autres.
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FIGURE 3

Nous démontrons :

Proposition 7.3.10.

kErfoo(/\llc)a(A]f) .. (Alzk)a(kék) . (_1)(m(>\f,€+1)+-~+m(k’:k))/2 _ (_1)m()\)/2.

Démonstration. Si A # —1, alors s, = 0 et les valeurs propres Ay, 41, ..., A,
peuvent étre regroupées en quadruples u, 1/u, i, 1 /i (figure 4), de sorte que

m(u) +m (1/p) + m(@) +m (1/F) = 4m(p).

La continuité des valeurs propres (proposition 7.3.6) donne donc, pour k
assez grand, que

mO) 5 m0h) s mod)

; 2 ;
i=1 i=1

FIGURE 4 FIGURE 5
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Si A = —1, les valeurs propres A, 4+1,...,Ar, SONt, pour une partie
—k —k
les conjugués Ay, ..., A, , pour le restant des quadruples p,1/u, 7,1/ (fi-
gure 5). On a cette fois, pour k assez grand, et modulo 2

s s —k tr
A _ - mAF) - mh) m(Af)
2 :Z D) +Z 2 + Z D)
i=1 i=1 i=sp+1
Sk tr k
— k m(A7)
=SSmot - 3
=1 1=sk+1
Sk tr k
= : )
=1 i=sk+1

en utilisant le fait que m et o ont la méme parité. C’est le résultat annoncé.
O

Ceci (c’est-a-dire le corollaire 7.3.9 et la proposition 7.3.10) termine la
démonstration de la continuité de p. O]

Montrons maintenant que I’application continue p ainsi construite satis-
fait bien toutes les propriétés annoncées dans le théoreme 7.1.3.
Naturalité. Les matrices TAT ! et A ont le méme spectre, avec multipli-
cité. De plus, les sous-espaces caractéristiques se correspondent, par

ESATT = T(BY).

Enfin, comme T n’est pas n’importe quelle matrice inversible, mais un élé-
ment de Sp(2n; R), elle préserve la forme symplectique w et tout ce qui s’en
déduit, en particulier, Q(T(X)) = Q(X), donc

mTAT 7 (A) = mA(\) et enfin p(TAT ™) = p(A). O
Produit. Le spectre de (‘6‘ ]03) est la réunion des spectres de A et B (avec

multiplicités) et de méme (avec la convention que Ey = 0 si A n’est pas une
valeur propre),

0B

Les m4 s’ajoutent, eux aussi, et donc

Ex (A 0) = Ex(A) & Ex(B).

o (f} g) — p(A)p(B). 0

Normalisation. Cette propriété (p = £1 si les valeurs propres sont réelles)
est une conséquence immédiate de la définition de p. O
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Déterminant. Soit A € Sp(2n;R) N O(2n) = U(n),

M-N\ .
A(N M>’ identifiée &4 U = M +iN € U(n).

Remarquons d’abord que les valeurs propres de A sont bien les valeurs
propres de U. On a d’une part
et de 'autre

IHA_M_:A<iJ_A<iJ
(M -N

N M) (Z) :’\C;) = (M +iN)(v +iw) = Av + iw)

(si par hasard v+iw = 0, on a (M +iN)v = Av, de sorte que X est bien une
valeur propre de U). En particulier, les valeurs propres de A sont, comme
celles de U puisque ce sont les mémes, des éléments de S!.

Lemme 7.3.11. Soit A € Sp(2n;R) N O(2n) = U(n) et soit X\ une valeur
propre non réelle de A. Alors

miA) =mP(\) et m?(=1) = 2mY(-1).

Démonstration. Les matrices A et U sont diagonalisables sur C, donc les
sous-espaces caractéristiques FE) sont tout simplement les sous-espaces
propres. Soit Jy la structure complexe

0 —1Id

Jo = , de sorte que J02 =-—1d, AJy = JyA

Id 0
et w(X, JoY) = (X,Y), le produit scalaire de R?". Comme A commute avec
Jo, on a

Jo(EL) = EX.

Par ailleurs, Jy € Sp(2n;R) N O(2n) est, elle aussi, diagonalisable sur C,
ses valeurs propres sont i et —i, avec multiplicité n pour chacune, ses sous-
espaces propres sont

EZJO:{<95> |xEC”} et E‘@:{( * ) |x€C"}.
ix —ix

En particulier, pour v € Ezf]‘), on a
w(@,v) = w(B, —iJyv) = —iw(T, Jov) = —i(|Rév||* + |[Imv|?),

donc @ est définie négative sur EZJ 9. Un calcul analogue montre qu’elle est
définie positive sur El‘; On en déduit que les sous-espaces propres de A
satisfont a

Ef =E\xnE”", E;=E\nEP.
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Donc

s={(2) e (V) ()= ()
={z € C" | (M +iN)x = Az}

ce qui est exactement le sous-espace propre pour A de la matrice U. Par
conséquent, on a bien m4 (A\) = mY(\). Le cas de la valeur propre —1 se
traite de fagon analogue : on vérifie que

<U) € EA NR™ «— (v+iw) € EY,,
w

de sorte que les sous-espaces propres de A et de U pour la valeur propre —1
sont isomorphes comme sous-espaces vectoriels réels, et que

1 1
mA(=1) = dimg (B4, NR?") = dimg EY, = 3 dimc EY, = imU(—l)
...ce qui achéve la démonstration du lemme... O

et qui démontre que p(A) = détc(U). O

Passage a ’inverse. On a vu que 'A = J()_lA*IJO, donc, en appliquant
la naturalité, p(*fA) = p(A~1). Ensuite, A est une valeur propre de A~! si et
seulement si 1/\ en est une de A et les sous-espaces caractéristiques sont
les mémes

EXx(A™Y) = Eyya(4),

en particulier,

1

md () =mA(1/A) et mA (=1) =mA(=1), donec mi  =m{.
On calcule ensuite

pah) = (2 T A
AESpec(A™1)
AEST-R

= (—1)™ms /2 H A (L/A)

A€Spec(A™1)=Spec(A)
AeS'-R

En changeant A en 1/A, on trouve

mAO)
“1y _ (_q\mi/2 R
pay=cumé T (5) o).
AESpec(A)
AeS'-R
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7.3.d. Les lemmes sur Sp(2n)*

Démonstration du lemme 7.1.6. On utilise la description précise de p don-
née dans la proposition 7.3.5 pour construire p et des énoncés analogues a
ceux prouvant la continuité de p pour démontrer celle du relevé.

Pour \ € S, non réel, on appelle arg(\) le nombre

arg(A) €10, 27| tel que exp(iarg(A)) = A.

On définit p: Sp(2n)* — R par les formules

ms(\) arg(\) + T\ si A € Sp(2n)*
AESpec(A) A€Spec(A) 2
~ AeST-R AZST-R
p(A) = r
my(N)argA\)+ >, —m(A\)+m si AeSp(2n)”.
AESpec(A) AESpec(A)
AeST-R AZSI—R

Remarquons que la premiére somme peut s’écrire en n’utilisant que les va-
leurs propres a partie imaginaire positive :

S omeWargh) = 3 (my (V) arg(N) +my (V) arg (V)

AESpec(A) AESpec(A)
AeST-R AeSTN{Im(z)>0}

= Y (my(Narg(\) +m_(N)(2r —arg())))

AESpec(A)
AeSTn{Im(z)>0}

= Y (m-(N@m) +o(N)arg(N).
AESpec(A)
AeSTN{Im(z)>0}

Puis, les valeurs propres non réelles de A € Sp(2n) peuvent étre groupées
par paires A, A de méme multiplicité. On en déduit une expression de p ne
faisant intervenir que les valeurs propres de partie imaginaire positive :

— pour A € Sp(2n)t,
F= Y 2nm () +o(N) arg(V)

A€Spec(A)
AeSTN{Im(z)>0} -
+ Z mm(A\) + Z ) m(\),
AeSpec(A) A€Spec(A)NR
Ae{Im(z)>0}—5*
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— et pour A € Sp(2n)~,

p= Z 2 (m_(A) + o(X) arg(N))
AESpec(A)
AeSTN{Im(z)>0}

T
A —m(A .
+ Z Tm(\) + Z 5 m(A\) +m
A€ESpec(A) AeSpec(A)NR
Ae{Im(z)>0} -5
Vérifions maintenant que p a les propriétés requises. Soit A € Sp(2n)™.
Les valeurs propres de A qui ne sont ni réelles ni de module 1 arrivent
par groupes de quatre, avec méme multiplicité. La multiplicité totale des
valeurs propres réelles positives est elle aussi divisible par 4 : elles arrivent
par paires (A, 1/)\) et

0<dét(A-Id)= J[ (-1
AESpec(A)
est de méme signe que H (A=1).
A€Spec(A)NR 4

On en déduit que

exp (l Z m()\)72T> = exp (i%ﬂ) = (—1)™o/?
AESpec(A)
AZST—R

(rappelons que mg est la multiplicité totale des valeurs propres réelles né-
gatives de A). On a donc bien

exp (ip(A)) = p(A) VA€ Sp(2n)".

Pour le cas de Sp(2n)~, la multiplicité totale des valeurs propres réelles
positives de A est, grice au méme argument, un entier de la forme 4k + 2,
mais nous avons un w supplémentaire dans la formule définissant p, de sorte
que

. ™ _ . (Mo — (_1\m0/2
exp (1 Z m()\)2 +7T> exp (7,( 5 7T+2€7T>) ( 1) s
AESpec(A)
AeST-R

et donc ici encore,
exp (ip(A)) = p(A) VA € Sp(2n)".

Donc p+ est un relevé de p.

Montrons maintenant que cette application p est continue, en utilisant des
arguments similaires a ceux qui nous ont déja servi a montrer la continuité
de p. Nous ne le faisons que sur Sp™(2n), la démonstration pour Sp(2n)~
étant completement analogue. Nous procédons comme pour la continuité
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de p, avec une suite (A )ren convergeant vers A dans Sp(2n)*. Si A est une

valeur propre de A, notons comme ci-dessus )\’f D L

7, les valeurs propres

(distinctes) de Ay, telles que limyg_, 1o A¥ = A\, Comme ci-dessus, nous de-
vons distinguer plusieurs cas. Nous utilisons dans chacun d’eux la formule
donnant p en fonction des seules valeurs propres a partie imaginaire positive.

(1) A € {Im(z) >0} — S*. Alors, toujours par continuité des valeurs
propres,

Zk: mm(A\F) = mm(\).

(2) A € {Im(z) >0} N S'. Comme dans le corollaire 7.3.9, notons
A /\’S“k les suites qui sont sur S! (pour k assez grand). Les autres sont
regroupées par paires p, 1/fi (comme sur la figure 2). Rappelons (c’est le
corollaire 7.3.4) que la signature de @ sur un espace £, @ F; /5 est nulle,
de sorte que l'on a, pour k assez grand

Sk

Y o) =0a()

i=1
(comme dans la démonstration du corollaire 7.3.9). En appliquant le fait
que

m_(Qle,er, ;) =m+(QlE,0n, ;) =m(p) = 5 (m(p) +m(1/m),

on trouve

lim (i(%rm_()\f) +o(A\F)arg(\F) + ‘ Z wm(Af))

k—+o00
— kginoo <(27Tm (Q|@:21E)\:e (Ak)) + (; U(/\f)) arg()\))
=2mm_(A\) + o(A) arg(A).

(3) A € R, |A| # 1. Appelons Af,...,\f les valeurs propres de Ay
qui sont réelles pour k assez grand. Les autres arrivent par quadruples
W, i, 1/, 1/1 (comme sur la figure 4), tous les éléments du quadruple ayant
la méme multiplicité. Toujours par continuité des valeurs propres,

Tl tr Tk

7 7 T
5 m(\) = Z 5 m(\F) = Z 5 m(\F) + 7 Z m(A\F).
i=1 i=1 i=tp+1
Im(AF)>0

(4) A= —1.1ly a d’abord les valeurs propres A},..., A% quisont dans S*
pour k assez grand; elles se regroupent par paires u, i (voir la figure 5).
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Pour une suite de ce type avec Im(AF) > 0, nous avons

Jim (2mm () + o (M) arg()) — mm(AE)

= kEIJ?oo (J(/\f)(arg()\f) —7m) 4w (2m_()\f) +o(\F) - m()\f))) =0.
Il y a aussi des valeurs propres A’;k TP )\fk réelles pour k assez grand, les
valeurs propres restantes )\fk PR )\fk qui ne sont ni réelles ni de module 1
et qui arrivent par quadruples p, 7, 1/p, 1/f (voir la figure 5). On trouve
cette fois

™ _ k
§m()\) = lim Zm A7)

k~>+oo
T Sk . tr . Tk .
=kgglw5(zm<xi>+_z m() + 30 m(xb))
i=1 i=sp+1 i=tp+1
T Sk tr Tk
L k k
S (PRGOS RGO REIP o)
=1 i=s 1=tj+1
Im(A\F)>0 Im(AF)>0

i ( ST (rm_ () + o) arg()

+g Z m(\F) + 7 Z m@\f))

1=sk+1 1=tr+1
Im(A\¥)>0

Les relations obtenues dans ces quatre cas donnent la continuité de p. [

Démonstration du lemme 7.1.5. On part d’une matrice symplectique A qui
n’a pas la valeur propre 1, on veut la connecter a une matrice B ayant la
méme propriété, toutes ses valeurs propres distinctes et exactement deux
valeurs propres réelles positives.

Commengons par connecter A & une matrice symplectique dont toutes
les valeurs propres sont distinctes. S’il y a quelque chose a faire, c’est que A
a des valeurs propres multiples.

(1) Considérons d’abord le cas d’une valeur propre multiple A € C —
(SLUR). Soient X et Y des vecteurs propres pour A et 1/ respectivement,
choisis de fagon que w(X,Y) =1 (ce qui est possible puisque w est symplec-
tique sur Ex @ Ey /). Le sous-espace F de C?" engendré par X,Y, XY est
symplectique et ces quatre vecteurs en forment une base symplectique.
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Soit 3 : [0,¢] — C* un chemin de classe €*° d’origine 1. Définissons A(s),
pour s € [0,¢], par

A5)(X) = BAX,  A(s)(X) = B(s)AX,
A(s)(Y) = Wﬁ»" A(s)(7) = miny

et A(s) = A sur l'orthogonal symplectique F° de F. On vérifie sans difficulté

que A(s) est réelle et symplectique. Ainsi,

A(s)|g, = Alg, pour p & {\, 1/\ N, 1/},
A(s)B,nre = Alg,nre pour e {\1/X X, 1/A},

(pour s assez petit). De sorte qu’en choisissant bien 3, on aura, pour s assez
petit, 3(s)A € C — (ST UR), A(s) € Sp(2n)*, et

dimg E,(A) si p€Spec(A) et pg {\,1/A, X, 1/}
dimg E,(A(s)) = { dime E,(A) =1 si pe{A1/A X 1/A}
1 Slue{ﬁ)‘vl/ﬁ)‘aﬁal/m}a

de sorte que 'on a baissé la multiplicité de A d’une unité, sans augmenter
les multiplicités des autres valeurs propres.

(2) Voyons maintenant le cas d'une valeur propre multiple dans S* — R.
Soit X un vecteur propre de A pour la valeur propre A. Alors X est vecteur
propre pour \. Le sous-espace engendré par X et X peut étre ou ne pas
étre symplectique.

— Si w(X, X) # 0, on peut procéder exactement comme ci-dessus,
c’est-a-dire choisir un chemin 3 a valeurs dans S1 et définir A(s) €
Sp(2n)* de sorte qu’elle multiplie X par 3(s)A et X par son conjugué
et qu’elle soit identique & A sur I'orthogonal symplectique, ce qui fait
baisser la multiplicité de la valeur propre A de 1.

- Si w(X,X) = 0, comme w est symplectique sur E) & Fx, il
existe un vecteur Y dans le sous-espace caractéristique F)(A) tel que
w(X,Y)=1et w(Y,Y) = 0. Les quatre vecteurs X,Y, X,Y forment
une base symplectique du sous-espace F' qu’ils engendrent. On utilise
encore un chemin de classe €, 3 : [0,e] — C, tel que §(0) = 1 et
B(s) € C — S* pour s > 0, pour poser

A(s)X = B(s)AX, A(s)X = B(s)\X,
1 _ 1
A(s)Y = =——AY, A(s)Y = —AY
B(s) B(s)
et A(s) = A sur F°. Comme précédemment, A(s) € Sp(2n)* et les
dimensions des sous-espaces caractéristiques pour les valeurs propres
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autres que \ et A sont inchangées. On a introduit de nouvelles valeurs
propres, 3(s)A et B(s)A(s) € C — (ST — R) pour la matrice A(s), de
sorte que 1/3(s)A(s) et 1/3(s)A(s) sont aussi des valeurs propres. La
dimension du sous-espace caractéristique associé a A\ (et de méme celle
de celui associé & \) a baissé de 2, de sorte que ces nouvelles valeurs
propres sont forcées a étre simples.

(3) Supposons que A soit une valeur propre multiple réelle différente
de £1; alors 1/)\ est aussi une valeur propre, avec la méme multiplicité.
Soit X un vecteur propre réel de A pour la valeur propre A. Nous savons
(c’est le corollaire 5.6.7) que E\ @ E /) est un sous-espace symplectique. Il
existe donc, dans E /y, un vecteur X' tel que w(X, X') = 1. Comme X\ € R,
on peut méme supposer (et nous le faisons) que X’ est réel. Choisissons un
chemin (non constant) 3 : [0, ] — |0, +oo[ avec 3(0) = 1 et définissons A(s)
par

et A(s) = A sur orthogonal (symplectique) du plan (symplectique) engen-
dré par X et X’. La matrice A(s) est réelle, symplectique, et 5(s)\ est une
de ses valeurs propres, de méme bien siir (en vertu de la proposition 5.6.3)
que 1/(5(s)A). De plus, ces deux valeurs propres sont simples (pour s # 0)
puisque dimeg E)(A(s)) = dimg Ex(A) — 1, et de méme pour 1/A. Enfin,
A(s) € Sp(2n)* (en choisissant (3 convenablement).

(4) Reste & considérer le cas ot —1 est valeur propre de A. Cette valeur
propre a une multiplicité paire, en particulier elle est multiple. Rappelons
que E_1(A) est un sous-espace symplectique, de sorte que ’on peut y trouver
deux vecteurs X et Y tels que w(X,Y) = 1. On peut supposer que X est un
vecteur propre et que X et Y sont réels. Appelons F’ le sous-espace complexe
qu’ils engendrent. On choisit maintenant un chemin 8 dans R avec 8(0) = 1
et 'on pose

1
AEX =AAX), AGY = ZAY)
s
et A(s) = A sur F°. La matrice A(s) est encore dans Sp(2n)* et —((s) est
une de ses valeurs propres (de sorte que —1/3(s) en est une aussi). Encore
une fois, la dimension du sous-espace caractéristique a baissé de 2, et donc
les valeurs propres —(3(s) et —1/3(s) sont simples.

Il est bien clair qu’en itérant assez souvent les procédés décrits ci-dessus,
on connecte notre matrice A & une matrice A’ dont les valeurs propres sont
distinctes et ceci par un chemin dans Sp(2n)*. Il reste & connecter A’ & une
matrice qui a zéro ou deux valeurs propres réelles positives.
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Si A" a deux valeurs propres A et p dans |1, 400, on commence par les
connecter pour se ramener au cas d’'une valeur propre double p : on choisit
un vecteur propre réel X pour A et un X' € Ej/y tels que w(X, X') = 1.
On modifie A’ sur le sous-espace qu'ils engendrent en posant

1
(I =8)A+spu
de sorte que A’(0) = A’ et A’(1) n’a plus les valeurs propres A et 1/\
mais p et 1/p avec multiplicité 2. Remarquons que A’(1) est diagonalisable
puisqu’elle admet la méme base de vecteurs propres que A’(0) = A’.

Soient X et Y deux vecteurs propres indépendants de A’(1) pour la valeur
propre p. Les sous-espaces caractéristiques E et Ey/y sont isotropes et leur
somme est symplectique (en application du corollaire 5.6.7). Il existe des
vecteurs X' et Y’ de Eyy tels que

wX, X)) =w,Y) =1, wX,Y)=wl,X")=0,

bref tels que X, X', Y, Y’ soit une base symplectique du sous-espace vectoriel
complexe F' que ces vecteurs engendrent. Comme ces vecteurs sont dans des
sous-espaces caractéristiques correspondant a des valeurs propres réelles,
on peut les choisir réels. On choisit encore une fois un chemin 3(s) avec
B(0) =1 et B(s) € C— R pour s > 0 et 'on définit A(s) par

A(s)(X 1Y) = B(s)u(X + 1Y), A(s)(X —iY) = B(s)u(X —iY),

A(5)(X) = (1= s+ sp)X,  A(s)(X)) =

1 1
AB) (X +1iY") = = A(X' +iY"), A(s)(X' —iY') = ——A(X' —iY"),
B(s) B(s)
et A(s) = A sur F° (on a noté A’(1) = A pour simplifier). A nouveau, la
matrice A(s) est réelle, symplectique, et dans Sp(2n)* pour § bien choisi.

Elle admet les valeurs propres [(s)u, B(s)u, et donc aussi leurs inverses.
Comme précédemment, toutes ces valeurs propres sont simples, puisque

dimg E,(A(s)) = dime E,(A) — 2

(et de méme pour 1/p).
Ce procédé permet de supprimer tous les quadruplets de valeurs propres
de la forme
{Aa/‘v 1/>‘7 1//1'} c R+ - {1} :
Il reste & A’ au plus deux valeurs propres réelles positives, en fait aucune si
dét(A—1Id) > 0 (ce signe est le méme que celui de dét(A’—1d)) et exactement
deux si dét(A —1d) < 0. O
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CHAPITRE 8

LINEARISATION ET TRANSVERSALITE

Dans ce chapitre, nous montrons que les espaces de solutions de 1’équa-
tion de Floer jouissent d’une propriété de régularité. Plus précisément :
si H est un hamiltonien sur W, et si x et y sont deux orbites périodiques
(de période 1) de H, on peut considérer, pour toute structure presque
complexe J, espace M(z,y) des solutions de ’équation de Floer joignant
Porbite = & l'orbite y. Nous montrons qu’en perturbant au besoin H (sans
le modifier prés de x et de y, de sorte que ceux-ci en restent des orbites pé-
riodiques), on peut supposer que 'espace M(x,y) est une variété de dimen-
sion p(z) — p(y). La stratégie consiste a décrire espace M(z,y) comme
ensemble des zéros d’une section d’un fibré vectoriel sur une variété de
Banach (de dimension infinie) P(x,y). L’application tangente & cette sec-
tion se révélera étre un opérateur de Fredholm, dont il nous faudra calculer
I'indice. Le choix de la perturbation de J et de H donnera la transversalité
de cette section avec la section nulle.

8.1. Les résultats : énoncés

Nous utilisons ’application de Floer

F:CP (R x SHW) — G2 (R x S W)

et plus exactement une version W1P de cette application (que nous
préciserons au §8.2.d). L’équation de Floer fait intervenir une structure
presque complexe J et un hamiltonien H. Nous dirons qu'un couple
(H,J) est régulier si, pour toute solution périodique de période™® 1 et
contractile u de 1’équation de Floer, la différentielle (ou linéarisée) (d5F),

(D1e fait que la période soit exactement 1 ne joue pas de réle particulier. Par contre, il
est essentiel que cette période soit fixée.
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de Dapplication de Floer est surjective. Nous explicitons cette différentielle
au §8.4. Nous notons M(H, J) I'espace de ces solutions contractiles pério-
diques de période 1 et (J x H).se I'ensemble des couples réguliers. Nous
démontrons que, pour J fixée, au besoin en perturbant H, le couple (J, H)
peut étre rendu régulier, plus précisément, nous définissons (au §8.3) un
espace de Banach C2°(H) de perturbations de H qui ont les mémes orbites
périodiques que H et nous montrons :

Théoreme 8.1.1. Soit Hy un hamiltonien non dégénéré fixé. Il existe un voi-
sinage de 0 dans C2°(Hy) et une intersection dénombrable d’ouverts denses
Hyeg dans ce voisinage telle que, si h € Hysg, H = Ho+ h est non dégénéré
et, pour uw € M(Hy + h, J), Uapplication (dF),, est surjective.

La notion de non-dégénérescence utilisée ici est celle définie au §5.4 (dé-
finition 5.4.4). De ce résultat, nous déduirons celui qui est notre objectif
dans ce chapitre :

Théoreme 8.1.2. Pour tout h € H,eg, pour toutes orbites contractiles x et y
de période 1 de Hy, M(x,y, Ho+h) est une variété de dimension pu(x)—pu(y).

Nous commencerons par montrer que l'espace de toutes les trajectoires
des hamiltoniens perturbés joignant x a y est une variété de Banach (de
dimension infinie). Nous définirons précisément

2(x,y,J) ={(u, H = Hy+ h) | h € CZ°(Hy) et u € M(z,y,J, H)}
et nous démontrerons :

Proposition 8.1.3. Pour x # vy, Z(z,y,J) est une variété (de Banach).

Ce sera une conséquence, via le théoreme des fonctions implicites, de la
proposition, dite de transversalité :

Proposition 8.1.4. Si (u, H) € Z(x,y), alors
I:Wh (R x S R?™) x C(Hy) — LP(R x S*; R*™)
(Y h) — (dFH),(Y) + grad, h
(ot H= Ho+h et F7 est l'opérateur de Floer correspondant) est surjective.

Nous explicitons la définition de I', et surtout le fait qu’elle soit définie
sur les espaces considérés, au §8.5.a. Pour finir de démontrer les théorémes
8.1.1 et 8.1.2, il restera a démontrer :

Théoréme 8.1.5. Pour tout hamiltonien H non dégénéré, pour toute structure
presque complexe J calibrée par w, pour tout u € M(x,y, J, H), (dF), est
un opérateur de Fredholm d’indice p(x) — pu(y).
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Rappelons qu'un opérateur linéaire (continu) L : E — F d’un espace
de Banach E dans un espace de Banach F' est un opérateur a indice ou
de Fredholm si son image est un sous-espace fermé et si son noyau et son
conoyau sont des sous-espaces de dimension finie. L’indice d’un opérateur a
indice est la différence

Ind L = dim Ker L — dim Coker L.

Une application différentiable d’un espace de Banach dans un autre est
une application de Fredholm si sa différentielle est, en chaque point, un
opérateur & indice. Dans la pratique, nous utiliserons souvent indifférem-
ment Fredholm (méme pour les opérateurs linéaires) ou & indice (méme
pour les non linéaires). Les propriétés utiles des opérateurs a indice et/ou
de Fredholm sont rassemblées au §16.2.

Voici comment ce chapitre est organisé : pour commencer, nous décrivons
les espaces de trajectoires qui nous intéressent ici, en utilisant les normes
de Sobolev (1,p) (au §8.2). Nous définissons ensuite I’espace de Banach
des perturbations du hamiltonien (au §8.3). Nous en venons ensuite aux
démonstrations proprement dites :

— au §8.4, nous calculons la différentielle de I’application de Floer,

— au §8.5, nous démontrons la propriété de transversalité (c’est-a-dire
les propositions 8.1.3 et 8.1.4), modulo quelques propriétés des solutions de
Iéquation de Floer — en utilisant la propriété de Fredholm (ici le théoréme
8.1.5) de l'application de Floer...

— ...que nous démontrons au §8.7.

— Auparavant, au §8.6, nous établissons les propriétés des solutions de
léquation de Floer (« injectivité », principe de prolongement) que nous
avons utilisées.

— Le calcul de l'indice fait 'objet du §8.8.

— Au §8.9, nous démontrons une indispensable propriété de décroissance
(exponentielle) & I'infini des solutions de 1’équation de Floer.

Nous aurions pu aussi bien adopter 'ordre 8.4, 8.7, 8.8, 8.9, 8.6, 8.5...
Le plan qui suit devrait aider les lecteurs a se repérer dans le labyrinthe
des énoncés de ce chapitre.

8.1.5 \814/ 8.1.3

8.1.1 ———= 8.1.2
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8.2. La variété de Banach P'(z,y)

8.2.a. Les espaces de Sobolev utilisés. Nous avons besoin de travailler
dans des espaces de Banach, ce que les espaces d’applications C* ne sont
pas. De méme qu’au §6.8 nous avons considéré les lacets de classe WP
sur W, nous allons considérer ici une structure analogue sur ’espace des u.
C’est un peu plus compliqué, et ceci pour deux raisons,

— d’abord parce que les u sont définis sur un espace de dimension 2,
I'espace R x S des (s, 1),

— ensuite parce que la variable s varie dans I’espace non compact R.
Les espaces fonctionnels que nous utilisons sont des complétions des espaces
de sections C* (avec décroissance suffisante & I'infini), pour les « normes de

Sobolev »
+o00o 1 1/p
1Yz = (/ /0 1Y (s, 0)||” ds dt)
et

Wi = ([ [ o+ ||+ |5 .0 as dt)l/p

pour p € ]1,+o0[, des espaces de Sobolev (des espaces de Banach, par
définition), respectivement

LP(R x SHR¥™) et WIP(R x ST R™).

Remarque 8.2.1. Les espaces de Sobolev WP peuvent aussi étre définis
comme des espaces de distributions. C’est le meilleur point de vue, puis-
qu’ainsi un élément de WP n’est pas une classe d’équivalence de suites de
Cauchy de fonctions C* mais une distribution, de sorte qu’a ce titre il a
une dérivée, etc. Voir le §16.4.

Remarquons immédiatement une difficulté. En dimension 1, c’est-a-dire
pour un intervalle borné I de R, W1P(I) est contenu dans l'espace des
fonctions continues sur I, et ceci pour tout p > 1. Ce n’est plus vrai en di-
mension > 2 (et nous avons malheureusement affaire a un espace de départ,
R x S, qui est de dimension 2). Pour U borné (et a bord assez régulier)
dans R™, on n’a

whr(U) c c*(U)
que pour p > m (voir le §16.4). Une des difficultés de ce qui suit vient
du fait que les éléments de W1H2(R x S'; R?") ne sont pas des fonctions
continues® . Quel que soit notre désir de rester dans ce sympathique espace

(2)Et nous voulons travailler avec des fonctions continues pour pouvoir utiliser les résul-
tats de régularité et de compacité 6.5.3 et 6.5.4.



8.2. LA VARIETE DE BANACH P17 (x,y) 203

de Hilbert, il va donc nous falloir travailler avec des W pour p > 2 (pour
des explications détaillées de 'utilisation de cette condition cruciale, voir
le §12.1.b).

8.2.b. Les normes qui vont intervenir. La variété symplectique W est
toujours plongée dans un grand R™. Nous appelons Ty R™ la restriction
a W du fibré tangent TR™ (on a Ty R™ =2 W x R™). Sur W, nous avons
la métrique riemannienne g définie par w et J, pour mémoire

9a(v,w) = wa(v, Jw), poura €W, v,w e T,W.

En utilisant une partition de l'unité, on peut prolonger cette métrique a
TwR™ en

g:WxR"xR™ —R,
telle que g(a, -, ) soit, pour tout a dans W, une forme bilinéaire symétrique
définie positive. Le produit scalaire usuel sur R™ est noté ( , ) (ou méme
parfois simplement - ).

8.2.c. Les espaces de trajectoires. Nous désignerons comme ci-dessus,
par [|*||jy1., (vesp. [|-||;,) les normes de Sobolev sur WH?(R x ST, R™) et
WhP(R x ST, R2?") (resp. LP(R x S, R™), LP(R x S*; R?")). Remarquons
que la norme sur les espaces RY (R™ ou R?") qui intervient dans les
définitions de ||[|;;1.» et |||, est la norme euclidienne, pas celle définie
par g.

Finalement, pour des opérateurs linéaires entre espaces de Banach, nous
noterons (lorsque des nécessités de clarté nous y obligeront) ||-||°” leur norme
opératorielle,

JAI™ = sup || Az].
lzll=1

Si z et y sont des lacets contractiles dans W, appelons €2°(z, y) 'ensemble
des applications de classe C*°

u:R xS — W
telles que

lim wu(s,t) = x(t), 1121 u(s,t) = y(t) et ‘?(s,t)’ < Ke0lsl
S§— 00 S

§——00

pour des constantes K et § positives (qui dépendent de u).

Définition 8.2.2. Pour p > 2, PLP(x,y) (ou P(x,y) en sous-entendant les
exposants) désigne l'espace des applications C* de la forme

(8,1) = exPyy(5.1) Y (5,1)
oY € WP(w*TW), w € € (x,y).
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Avant de préciser la définition des espaces WLP(w*TW) utilisés, remar-
quons :

Proposition 8.2.3. Six ety sont des lacets contractiles et des points critiques
non dégénérés de la fonctionnelle d’action Ay, on a

M(z,y) C C(z,y) C PP(z,y).

Démonstration. C’est une application du résultat de décroissance exponen-
tielle (¢’est-a-dire du théoréme 8.9.1 et de la remarque 8.9.3). O

Définition de WP (w*TW). Siw: R x S — W est une application de
classe €, voici la définition de WP (w*TW). La variété symplectique W
est plongée dans un espace R™. Nous dirons que Y € WHP(w*TW) si Y
est une application continue(®)

V:RxS' —TW

telle que Y'(s,t) € Tiys,-)W pour tous (s,t) et vérifie que la composition

Rx S X TW cTR™ =R™ xR™ 22, R™
est dans WHP(R x St R™).
Il est aussi possible de le définir en utilisant une trivialisation® de w*TW

plutdt qu'un plongement de W dans R™. Considérons w : R x S' — W
définie par

w(s,t) = Cw(s,t) seR
y(t) 5§ =400
ainsi qu’un repere orthonormé (Z;(s,t))i=1,... .2 le long de w. Dans ce re-
pere, Y s’écrit

Y(s,t) = Z yi(s,t) Z;(s,t)

ot les coordonnées y; : R x S1 — R?" sont définies par y; = (Y, Z;). Le
champ de vecteurs Y le long de w est dans WHP(w*TW) si et seulement si
le vecteur (yi,...,Yy2n) est dans WHP(R x ST R2").

Que les deux définitions soient équivalentes est une conséquence d’un
lemme facile.

(3)Nous supposons donc p > 2.
(W11 en existe, nous I'avons vu, parce que les lacets = et y sont contractiles et que notre
variété satisfait a I’hypothese 6.2.2.
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Lemme 8.2.4. Soient f € WP(R x S5 R) et g € C°(R x SLR), telles
que g et ses dérivées Dg/0s, Dg/ot soient bornées sur R x St. Alors le
produit fg est dans WHP(R x SY;R) et satisfait a l’inégalité

1ol < 1w (sup (gl 109/051,109/01)).
Rx St

De méme, si f € LP(R x SL;R) et si g € CO(R x S';R) est une fonction
bornée (et en particulier si g € WHP(R x S R)), le produit fg est dans
LP(R x SY; R) et satisfait a l'inégalité

1£9llL> < I£1l,sup gl -

En notations simplifiées, les deux inégalités pourraient s’écrire (et nous
les écrirons)

Ifallwre < fllwrsllglle et Wfglle < T Fllz lglleo -

Démonstration. Elle est fondée sur les inégalités

1/p 1/p
( / Ifg|p> < ( [ <sup|g|>ﬁ) — 1 fll, suplgl
Rx St R xSt

et
1/p 1/p
( / |a<fg>/as|”) < ( / (10£/0s| 9] + 109/0s] |f|)”)
RxS?t RxS?t

<sup(|gl,|0g/0s]) [[|0f/0s| + Il .»
<sup(|gl,|0g/0s|) (10f/0s| o + | f]l 1)
< sup(|g|,[09/0s,10g/0t]) | flly.»

et de méme pour O(fg)/0t. O

8.2.d. Structure de variété de Banach sur P(x,y). L’espace P1P(z,y)
(définition 8.2.2) est une variété de Banach modelée sur WHP(R x S1; R?").
C’est une propriété analogue a celle de L1 (W) (voir le §6.8). Définissons
donc (de fagon analogue), un atlas. Soient, comme ci-dessus, w € C(x,y)
et (Z;) un repere orthonormé le long de w, de sorte que WhP(w*TW) est
identifié & WLP(R x S1; R?"). Comme nous avons supposé que p > 2, nous
savons que

WHP(R x S R?™) — L™®(R x SY; R?™)
et que cette injection est continue (voir le théoréme 16.4.9). Donc,

VY e WHP(R x SLR?Y™), |V e < K|V lipis -
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Notons pinj le rayon d’injectivité (voir au besoin le §14.5) de la métrique
définie sur W. Fixons un 7o < pinj. Définissons

By {Y € W@ TW) | [Y s < r0/K} — P(ay)
(w,Y) — exp,, (Y).

C’est une bijection et, comme au §6.8, c’est-a-dire comme dans [62] les @,
(pour w € € (z,y)) forment un atlas pour PP (z,y).

Faisons figurer dans la notation la structure presque complexe J et le
hamiltonien H qui définissent 1’équation de Floer en question, écrivant

— M(J, H) pour l'espace des solutions contractiles d’énergie finie,

— M(z,y,J, H) pour celles joignant x a y — attention, x et y sont des
trajectoires périodiques de X; = Xy, et, dans ces notations, dépendent du
hamiltonien H.

L’application de Floer. Nous souhaitons définir maintenant 1’« applica-
tion de Floer » J

T PLP(z,y) — LP(R x SY;TW)

par
ou ou

Fu)=—+J(u)—=

() 0Os + )8t

Par définition de PLP(x,y) ses éléments u s’écrivent u = exp,,(X) pour un
w € C®(R x SY; W) a décroissance exponentielle et X € WP (w*TW).
Il est donc nécessaire de vérifier que F prend bien ses valeurs dans LP,

c’est-a-dire que

+ grad Hy(u).

F(exp, X) € LP(R x SH; R™),

ce que nous ferons au §13.3.

8.3. L’espace des perturbations de H

Nous voulons montrer que, arbitrairement prés (au sens de la topolo-
gie C*°) d’un hamiltonien H fixé, il existe un hamiltonien qui a exactement
les mémes orbites périodiques et pour lequel les M(x,y) sont en effet des
variétés de la dimension attendue.

Nous construisons maintenant 'espace C2°(H) de perturbations de H
annoncé au début de ce chapitre.

Fixons une suite (a préciser) € = (g,) de nombres réels strictement posi-
tifs, et définissons :

Il => ex  sup |d*h(z,1)].

k>0 (zt)EWXS!
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Quelques précisions s'imposent ici. Tout d’abord, nous avons désigné par
|d¥h(x,t)| le maximum des |[d*h(x,t)| pour tous les multi-indices v de lon-
gueur k. Ensuite, pour calculer les dérivées d’ordre supérieur, on a besoin de
cartes. On fixe donc une fois pour toutes un nombre fini de difféomorphismes

W, : B; — B(0,1),

de telle sorte que | J, Bi =W x S L. Le sup apparaissant dans la formule est
alors
sup ’dkh(x,t)| = sup ‘dk(ho \11;1)(2')| .
(z,t)eW xSt i,2€B(0,1)
L’espace C2° des fonctions € sur W x S* dont la norme |- est finie
est bien clairement un espace vectoriel normé et complet.

Il reste a vérifier que cet espace est dense dans celui des fonctions €,
lorsque la suite ¢ est bien choisie. C’est ce qu’affirme la proposition suivante.

Proposition 8.3.1. On peut choisir la suite ¢ de fagon que ’espace des fonc-
tions C° soit dense dans C®(W x S1) pour la topologie C*.

Démonstration. Nous utiliserons :
Lemme 8.3.2. L’espace C>°(W x SY), muni de la topologie C!, est séparable.

Démonstration du lemme. En considérant un plongement de W x S! dans
un cube [—-M, M]™ C R™, on voit qu’il suffit de démontrer le résultat
pour C*([—M, M]™). Le théoreme de Stone-Weierstrass garantit que cet
espace est séparable pour la topologie €, puisqu’il affirme que sa partie
dénombrable Q[X1,..., X,,] est dense.

Pour démontrer 'assertion analogue pour la topologie @', on fixe une
fonction y € C>*([-M, M]™), d’intégrale égale & 1 et dont le support
est contenu dans B(0,1). On considére la suite (xx) définie par y(z) =
E™x(kz). On démontre facilement que, pour une fonction f € C>*(R™), la
suite de convolées

[*xe(z) = flz—y) xx(y)dy
Rm

0
loc

tend vers f (au sens C}.) (voir par exemple [9, §3.4]). Ensuite, pour

chaque k fixé, si g; tend vers f pour £ — 400 et pour la topologie C°

locy Ol @

Hm  ge*xp = f*xx
{—+o00
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1

ive- Remarquons en effet que, pour tout compact K

dans la topologie €

sup

Oxk
(e — f)* o2,

0
oz, (ge— 1) *Xk‘ = sup

OXk
Ssuplge—fl-/ ‘8
K rRm ! 0T

dzx,

d’ott 'on déduit que I’ensemble
{P*xi|Pe€Q[Xi,...,Xn], ke N}

est un sous-ensemble dénombrable de C>°([—M, M|™) qui est dense pour la
topologie C!. O

La preuve de la proposition 8.3.1 peut maintenant se terminer. Soit (f,,)
une suite dense dans € (W x S1) pour la topologie €' (dont le lemme assure
lexistence). Posons

en =1/(2 I;?ff”kaGn(Wxsl)),

avec la méme convention que plus haut utilisant les difféomorphismes ¥;
pour le calcul de la norme C" de fy.
Pour k fixé et n > k, on a donc

1
en  sup |d"fi(z,t)] < -,
(z,t)eEW x St 2n
de sorte que, avec ce choix de la suite ¢, fi € C2° pour tout k, ce qui donne
le résultat souhaité. O

Remarque 8.3.3. La méme démonstration donnerait la densité de €2° pour
la topologie C*°, mais nous utiliserons seulement la densité C' dans la suite.

Nous aurons aussi besoin d’une version a support compact de la propo-
sition 8.3.1, dont voici un énoncé précis :

Proposition 8.3.4. 1l existe une suite € pour laquelle la propriété suivante
est vraie. Soit (zg,to) € W x St et soit U un voisinage de (wo,to). Il existe
un voisinage V. C U de (zo,t0) tel que tout h € C®(W x S') a support
dans V puisse étre approché, pour la topologie C, par des fonctions de C°
a support dans U.

Démonstration. Fixons pour commencer une fonction 3, de classe G
sur R™, a support dans B(0,1) et qui vaut 1 sur B(0,1/2). Pour zg € B(0,1)
et pour o € ]0, 1], posons

Bror) = B(Z=22).

g
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Soit (xg,tg) € W x St et soit B; un des domaines de cartes que nous
avons fixés, qui contient (zg,t) dans son intérieur. Posons zg = U;(zo, to).
Choisissons o > 0 tel que

U Y(B(0,0)) € B;NU

et posons V = W; 1 (B(z9,0/2)).

Considérons h € C°(W x S1), a support dans V et montrons qu’elle
satisfait a la conclusion de ’énoncé. Par la proposition 8.3.1, nous savons
que, pour une certaine suite € et pour tout n € N, il existe h,, € (W xS1),
tel que

lim h, =h pour la topologie C'.

n—-+o0o
Posons g, = (82,0 © ¥;) - hy, sur \11;1(3(20,0')) et prolongeons la par 0
ailleurs. Il est clair que g, a son support dans U et que la suite g, tend vers
(Bs,0 ©¥;) - h = h dans la topologie C'.
11 suffit donc de modifier la suite € pour que g, soit dans € (pour cette
nouvelle suite). A cet effet, évaluons le sup de d¥g,,. Commencons par la
carte U; (en écrivant h,, pour h, o \I/i_l). On a

sup |d gn| = sup |dk(ﬂz(,’a-hn)(2)|
(z,t)eB; zeB(o 1)

<2 d" By o d'hy,
;%;(gg)l Bevio| sp D

2’“2

sup |al]C éﬁ’ 51(1)p |d€h |

k

2k,
< — 118l sup [d‘hy|.
o IBller((0.1)) ZZ:; Sup |d*hn|
Modifions donc la suite € en (¢’) :
;1 ming—o, k&

g = — -
K& 1Bllex (m 0,1y

(avec la convention 0 = 1). On trouve alors
2\ k&
gl sup |dFg,| < (—) g, sup |dh
k |d"gn| < (= ; B(O,l)‘ |

(z,t)eB;
< (2) Il

La série dont le terme général est le membre de droite est convergente (évi-
demment). Pour démontrer que [|g,||., < +00, il faut établir une estimation
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de ce type dans toutes les cartes dont les domaines B; rencontrent U. Cela
se fait de maniére analogue, en remplacant, dans la définition de €',

. 1
1Bller(0,1y) Par i |80 %0 w; Hek(\ll (B:nB;)) " H

J
Fixons un hamiltonien Hy (dépendant du temps) dont nous supposons
que toutes les orbites périodiques sont non dégénérées. L’espace de « pertur-
bations » de Hy que nous allons utiliser est 1’espace €2°(Hy) des applications
h:W x St — R telles que ||h]|, < +oc et

h(z,t) =0 sur un voisinage des orbites 1-périodiques de Hy.

Comme le support de h est « loin » des solutions périodiques de Hy,
les solutions périodiques de Ho + h sont, au moins pour ||h||. assez petite,
exactement les solutions périodiques de Hy lui-méme — et elles sont non
dégénérées.

8.4. Linéarisation de I’équation de Floer : calcul de la différentielle
de F

Pour éviter aux débutants de douloureuses dérivations de champs de
vecteurs et le recours a la connexion de Levi-Civita, nous allons utiliser ici
un plongement de la variété W dans R™ (m est trés grand, plus grand en
tout cas que la dimension 2n de la variété). Avec

PTy
TW c R™ x R™ —=— R™,
les vecteurs Z;, de méme que tous les vecteurs tangents a W le long de u
et méme d’un voisinage B de u peuvent étre considérés comme des vec-
teurs de R™. De la méme fagon, F est considérée comme a valeurs dans

un espace vectoriel d’applications & valeurs dans R™, €*(R x S'; R™) ou
LP(R x S1;R™). Pour calculer la différentielle de F, fixons donc une solution

u € M(z,y) C C(R x S, W)
de I’équation de Floer. Le cylindre
w:Rx St — W

se complete en une sphere : les lacets x et y sont contractiles, prolongeons-les
en des disques, déterminant une application

u:8?— W
comme sur la figure 1.
Comme au chapitre 7, le fibré u*TW est trivialisable comme fibré sym-

plectique (grace a 'hypothese 6.2.2). Nous en choisissons donc une trivialisa-
tion, c’est-a-dire une base (Z1,. .., Za,) € Tyy(s4)W, dépendant de fagon C>
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FIGURE 1

de s et t (ici nous considérons bien le cylindre R x S! des (s,t) comme une
partie de la sphére, comme sur la figure 1). Nous demanderons que cette tri-
vialisation soit symplectique et orthonormée, c’est-a-dire que la base des Z;
soit une base symplectique et orthonormée, et que les vecteurs Z; aient une
limite quand s tend vers +co0. Nous aurons aussi besoin que

0z;

li =0.
s—}I:Poo 0s

Il existe de telles trivialisations, comme on s’en convainc en utilisant des
cylindres pres des calottes sphériques de la figure 1.

Ce repére définit une carte (centrée en u) de la variété de Banach
PLP(z,y) :

i WhHP(R x SLR?™) — PLP(2,y)
(Y1, -5 Y2n) — eXPu(Z YiZi).
Remarquons que
(di)o(yr,- - y20) = > viZi

(parce que (dexp)o = Id, voir si nécessaire le §14.5).
Considérons maintenant 1’application, que nous continuons a appeler F

F:PP(2,y) s [P(R x S TW) — LP(R x SLR™)

ou ou
u a—kJ(u)E

+ grad Hy(u)
et calculons sa différentielle en u. Soit

Y(s,t) = (y1(s,t),...,y2n(s,t)) € R> c R™
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un vecteur. Nous considérons Y = 3 y; Z; comme un vecteur de R tangent
a W. Ecrivons

o(u+Y) du+Y)

Fu+Y)= s +J(u+Y) 5 + grad,, v Hy.
La partie linéaire en Y de cette expression est
oY ou oY
V)= — W(Y)— — H)(Y).
(@)u(Y) = S+ (@)u(V) 57+ T(w) S + dlgrad, H)(Y)

Lemme 8.4.1. Pour toute application J a valeurs dans les endomorphismes
de R™ et toutes applications Y et v a valeurs dans R™, on a

(dJ)(Y) v = d(Jv)(Y) — Jdu(Y).

Démonstration. 11 suffit de différentier 'application z — J(z) - v(x), ce qui
donne :

J@+Y) v+ Y) = (J(2) + ([@d1)a (1) - (v(z) + (d)a(Y))
a lordre 1, de sorte que

d(J - 0)e(Y) = (d)2(Y) - v(x) + J () - (dv)o (V). &

Remarque 8.4.2. Pour toute application u : R x S — W de classe >,

oYy oy

(@5)u(7) = (5 + T D) + (7)) G2 + dlewad, H)(Y))

est somme d’un opérateur différentiel d’ordre 1 et d’'un d’ordre 0.

Proposition 8.4.3. Siu est une solution de l’équation de Floer, la différentielle
de I en u est

du

(A5)(V) = [ () o,

+ grad,, Ht} — J(u) {Y, e

Démonstration. Appliquons le lemme au calcul en cours,

(@)uV) = 2 a1 2 ()~ swya( 2 )

+ J(u)% + d(grad,, Hy)(Y)

- dY(%) + d(J%) (V) + J(u)dy(%)

- J(u)d(%) (V) + d(grad, H,)(Y).
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Comme u est une solution, remplagons du/ds par —J(u)0u/0t — grad,, Hy
pour obtenir

(@) (V) = Y (I () 5

+d(J() 52 ) (V) + d(grad,, Ho)(Y)
+J(u)<dY(g?) d(?}f)(Y))

) (gradu Ht>
ou
at

ou ou
[Y J(u) Gt} [Y, grad,, Ht] — J(w) [Y, E}' O
Utilisons maintenant la carte définie par la base (Z1, . .., Za,), en écrivant

Nous obtenons dans cette carte
(@F)u(Y) = 3 [ i, ( *) + rad, B~ 1) Y[z %}

72% [Z“J ( ) grad,, Ht:| —J(U)Zyi [Zi’%}
- Z<<J(u)(<9t) + grad,, Ht) yz> Z;
+J(u)2(% 'yi)Zi'

Les termes de la premiere ligne sont « d’ordre 0 », c’est-a-dire qu’ils ne
dérivent pas les y;. Commencons par étudier les termes « d’ordre 1 », les
autres. Puisque u est une solution de I’équation de Floer,

—(J(u)(%) + grad,, Ht) Sy = % Y.

Finalement les termes d’ordre 1 se réduisent a
0y; Jy;
ho )7
Z( s Tt
(ot1 Jp est la structure complexe standard sur R?" = C™). Nous avons donc
démontré :

Proposition 8.4.4. Si u est une solution de ’équation de Floer, la différen-
tielle de F en u s’écrit, dans la trivialisation définie par (Z1, ..., Zan)

a9, (X w i):z(%yz+Jog§z) 2
+3 v [Zl,J (@ —Xt)} — Iy, [Zi,%ﬂ.

O
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Ici les crochets sont & prendre dans le méme sens qu’au §14.4.c et sont
calculés dans R™.

Ce qui se dit aussi : la linéarisée de 1’équation de Floer est somme de
lopérateur de Cauchy-Riemann et d’un opérateur d’ordre 0. En effet,

— comimme nous avons supposé la base Z1, ..., Z5, symplectique et ortho-
normée, le terme d’ordre 1 est O(y1,...,%2,), ol O désigne I'opérateur de
Cauchy-Riemann pour la structure complexe Jy standard®),

— les deux autres termes ne dérivent pas les y; (c’est bien un opérateur
d’ordre 0).

Remarque (sur les notations). Comme toujours, pour écrire la différentielle
d’une application définie sur une variété, on a besoin d’une carte de cette
variété. Ici nous avons utilisé

Fu: WP (R x SHR?) — P7(a,y) - LV(R x S R™)

ot la premiére application est la carte (notée ¢ page 211) centrée en u. Bien
entendu, par (dJ),, nous désignons ce qui, en coordonnées, est (dFy,)o. Il ne
nous a pas semblé qu’utiliser cette notation ((dFy)o) aurait rendu la lecture
de ce texte plus limpide, aussi nous ne ’avons pas fait.

Remarque 8.4.5. Revenons au cas d'un u qui ne soit pas nécessairement
solution de 1’équation de Floer. L’égalité contenue dans la remarque 8.4.2
montre que, dans cette carte, (dF),, se décompose de méme en

(dF)(Y) =Y + S(s,1)Y

ou S(s,t) est un opérateur d’ordre 0.

Dans le cas ou u est solution de I’équation de Floer, 'opérateur d’ordre 0
possede une propriété spécifique.

Proposition 8.4.6. Si u est solution de ’équation de Floer, la différentielle
de F en u est somme

(dF), = 0+ S(s,t)
ot S est un opérateur linéaire qui tend vers un opérateur symétrique quand s
tend vers oo et vérifie
.08
Jm 55 (1) =0

(uniformément en t).

(®)A un facteur 2 prés : le O usuel est

1<2+Jﬁ>
o\as " %8t )
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Démonstration. Partons de I'expression donnée dans la proposition 8.4.4,
lopérateur S est la partie d’ordre 0, la j-éme composante en est :

S(svt) : (yla cee 7y2n)j

2 ou ou
= z; <yi [sz J(”)(a - Xt):| — J(u)y; {Zm E} ; Zj>-
i=
Quand s — +o0,
ou
lim (5~ X,) =0
o
puisque du/ds tend vers 0 (quand s — £o0) uniformément ainsi que ses
dérivées (voir le théoréme 6.5.6 et la proposition 6.5.15). L’opérateur figu-
rant dans le premier terme de la somme tend donc vers 0. Vérifions que
la limite du deuxiéme terme de cette somme est un opérateur symétrique.
La i-éme colonne de la matrice tend vers (pour s — —oo, le cas s — 400
est identique)
—(J(@)[Z;, X4(x)], Z;), 1<j<2n
(nous avons supposé que Z; avait une limite pour s = +o00, c’est elle qui
apparait 1a). Alors, disons pour s — —o0,

(J(2)[Zi, Xi(2)], Z5) = w(Z;,[Zi, Xo(2)]).
La symétrie résulte du fait que la forme w est fermée :

0=dw(Z;, Z;, X¢) = Zi - w(Zj, Xo) + Zj - w(Xy, Z;) + Xy - w(Zi, Zj)

+w([Zi, Z;], Xp) + w([Z;, X4), Zi) + w([ X+, Zi), Z;).

Ensuite, X; est le champ hamiltonien associé a H;, donc
Zi w(Zj, Xe) + Zj - w(Xe, Zi) + w([Zi, Z;], X¢)

=Z,-dH,(Z;) — Z; - dH(Z;) + dH([Z;, Z,])

= d(dH,)(Z;, Z;)

=0.
De plus, la base (Z1, ..., Zs,) est symplectique, de sorte que les w(Z;, Z;)
sont constants, donc

X w(Z;, Z;) = 0.
Il ne reste plus que deux termes,
w([Z;, X4), Z;) + w([ X, Z3), Z;) = 0,
ou encore
w(Z;,[Zi, Xi(2)]) — w(Zi, [Z;, Xi(2)]) = 0,

ce qui est bien la symétrie de notre opérateur limite.
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L’assertion sur la limite de sa dérivée par rapport a s s’obtient en dérivant
la relation donnant les composantes de la matrice S. Elle est conséquence
du fait que 0Z;/0s tend vers 0 (une hypothése que nous avons faite sur
la trivialisation) d'une part, et du fait que 9?u/dsdt tend vers 0 ainsi que
toutes ses dérivées, comme nous l’avons remarqué dans la proposition 6.5.15
et la remarque 6.5.16. O]

Remarque 8.4.7. Considérons 'équation (dF),Y = 0 lorsque s tend vers
I'infini (disons 400, pour fixer les idées) et Y ne dépend pas de s. Elle se
réduit dans ce cas a

ou oY
IV G| =y + ey =0
ou encore a
dY
er v
o = J5+()

Cette équation différentielle linéaire est bien ’équation linéarisée de 1’équa-
tion de Hamilton (voir le §14.4.c)

En effet, nous avons
Y, Xy = [E%Zi,Xt} = wilZi, Xi) = > (Xe - vi) Zi

ou

dy;
dtl = Zyj <Zi7 [ZijtD )
ce qui est bien équivalent a 1’équation trouvée ci-dessus.

Remarque 8.4.8. Si u est une solution de 1’équation de Floer, alors, nous
Pavons dit (dans la remarque 6.5.12), u - s définie par

(u-$)(o,t) =uloc+s,t)

en est encore une. Donc F(u - s) = 0 pour tout s et donc

d ou
0= 5 (u-s) = (@) (%),
ds ( ) = (@) ds
Ou/0s est une solution de 1’équation linéarisée. En particulier, le long d’une
solution (non constante) joignant z & y, le noyau de L est de dimension
supérieure ou égale a 1.
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8.5. La transversalité

Nous démontrons ici la proposition de transversalité 8.1.4, en utilisant la
propriété de Fredholm pour (dF),,, ¢’est-a-dire modulo la premiére partie du
théoreme 8.1.5. La structure presque complexe .J est fixée, le hamiltonien
non dégénéré Hy est fixé lui aussi. Nous fixons un hg € C°(Hy) et une
solution u de I’équation de Floer pour J et H = Hy + hg :

ou  du
?(u):a—quJEJrgrad (H) = 0.

La différentielle de J est calculée, comme nous venons de l'expliquer, dans
une trivialisation unitaire fixée le long de u et nous 1’écrivons

aY oY
(dF)(Y) = +Jo—=-+5Y.
s ot
8.5.a. Définition de I'. On fixe deux points critiques distincts, = et
y € CritAg,. Pour montrer que Z(x,y,J) est une variété, on la décrit
comme ensemble des zéros d’une section d’un fibré. Définissons, sur I’espace

P(z,y) x C°(W, Hyp), le fibré vectoriel
&€ ={(u,h,Y)|Y est un champ de vecteurs L” sur W le long de u} .
On considere € comme un fibré
& — P(a,y) x €2(Ho)
(par (u,h,Y) — (u,h)). L’application

P(x,y) x C(Hy) —— &
0
(u, h) — a—u+J( )81: + grad,, (Ho + h)
en est une section. Le fait que la section o prenne ses valeurs dans &, c’est-
a~dire le fait que

%+J%+grad (H)
soit dans LP(R x S*; u*TW), comme nous l'avons déja signalé au §8.2.d,
est démontré dans le chapitre 13 (et plus précisément dans le lemme 13.3.1).
Les zéros de o sont exactement les points de Z(z,y, J) (plus exactement
de sa version WP notons qu’ici les données (Hy, J) sont € mais les
solutions (u, Y') sont faibles). Pour conclure, il suffit de montrer que o
est transverse a la section nulle, c’est-a-dire que 'application linéarisée
(do) (u,n), composée avec la projection sur la fibre, est surjective lorsque
o(u,h) =0

Remarquons que o est linéaire en h et que sa différentielle est

(do) un) (Y, 1) = (dF)u(Y) + grad, (n).



218 CHAPITRE 8. LINEARISATION ET TRANSVERSALITE

L’application

I[:Wh?(R x SYR?™) x €°(Hy) — LP(R x S, R*™)
dont la proposition 8.1.4 affirme la surjectivité est la composée de (do)y,n)
avec la projection de T, )€ sur I'espace tangent a la fibre en (u, h) de €.
Donc, la proposition 8.1.3 est une conséquence immédiate de la proposi-

tion 8.1.4. La trivialisation Z; de TW le long de u permet d’identifier 'es-
pace tangent a la fibre a I'espace LP(R x S1;R?™).

8.5.b. Démonstration de la proposition 8.1.4. Supposons que I' ne
soit pas surjective. Démontrons alors :

Lemme 8.5.1. Soit ¢ > 0 tel que 1/p+1/q = 1. Il existe un champ non nul
de classe €, Z € LY(R x SY;R?") tel que, pour tout h € C>(Hy) et pour
tout Y € WHP(R x SL;R?™), on a

(Z,(dF),(Y)) =0 et (Z grad,(h)) =0.

Dans cet énoncé, ( , ) désigne le produit (« accouplement » de L7 et LP) :
(Z,Y) = / (Z(s,t),Y (s,t))dsdt
RxS?t

et, comme plus haut, nous avons identific W1P(R x SHu*TW) a
WP(R x S*; R?") par le choix d'une trivialisation unitaire (et de méme
pour L4!).

Démonstration. Montrons d’abord que I'image de I' est un sous-espace fermé
de LP(R x S';R?"). L’opérateur I' n’est pas un opérateur de Fredholm
(voir Vexercice 44 page 483), mais (dF), V'est, comme nous le montrerons
au §8.7.c, donc son image est fermée et de codimension finie. Bien stir, cette
image est contenue dans celle de I'. Il existe un sous-espace G de dimension
finie, supplémentaire de Im(d¥),,

Im(dF), ® G = LP(R x S*; R?")
et des projecteurs continus(®)
7 LP(R x S, R*™) — Im(dF), et m: LP(R x SL,R™) — G.
Le sous-espace
Gi=GnIm() C @G
est de dimension finie dans G, qui I'est aussi, donc il possede un supplémen-
taire Go. On a alors

Im(T) = Im(dF), & Gy, donc Im(I") & Gy = LP(R x S, R?™).

(6)Voir au besoin [18, Chap. II].
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Par suite, il existe un projecteur continu
7l LP(R x S, R*™) — Gs.

On en déduit bien que Im(I") est fermé : si une suite (y,,) de points de Im(T")
converge vers une limite y, dans LP(R x S*; R?"), on a wh(y,) = 0, donc
Yy € Im(T).

Par conséquent, l'image de I' est fermée et, avec le théoreme de
Hahn-Banach(7), il existe une forme linéaire continue ¢ non nulle sur
LP(R x S1;R?") qui s’annule sur Im(T"). Le théoréme de représentation de
Riesz(®) affirme que ¢ est de la forme

e(Y)=(2,Y)

pour un champ Z € LY(R x S*; R?").

On a ainsi, pour tout Y € WHP(R x S1; R?™) et pour tout h € C°(Hy),
(Z,(dF)u(Y)) =0 et (Z grad,(h))=0.
Il nous reste a prouver que le champ Z est de classe C°°. Notons
L: W R x SY; R*™) — LP(R x S'; R*")

lopérateur (dF),. Rappelons (c’est la proposition 8.4.6) que

oY )4

LY = 5= 4o +8Y

(ici, Y € w*TW ; il faudrait utiliser le repére orthonormé (Z;) pour définir L
sur WP (R xS*; R?™), nous ne le faisons pas pour ne pas alourdir Iécriture).
Définissons une application L* par :
L* . WhHR x S, R*™) — LY(R x S'; R*")
0X 0X
X ——— +J=—=4+'9.X.
s T T
On voit sans peine que L* est un opérateur borné. C’est 'adjoint de L :

avec une démonstration analogue a celle qui suit, on prouve que, pour
Y e WHP(R x SLR™) et X € WHe(R x S, R?), on a

Le champ Z devrait donc vérifier L*Z = 0... mais, a priori, il vit dans
Li(R x ST;R?"), qui est plus grand que l'espace sur lequel L* est défini.
Montrons donc :

Lemme 8.5.2. On a, au sens des distributions, L*Z = 0.

(M Toujours en cas de besoin, toujours [18, Chap. I].
(8) Cette fois, [13, Chap. IV].
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Démonstration. 1l suffit d’établir 'égalité ci-dessus pour Y € C° (R x SH;R?")
et pour X = Z. On écrit d’abord

- 1<LY,Z> aras = | W 2\ ds ) at
- [ (G)
/+oo/ dtds+/+oo/ SY, Z) dt ds.

Considérons donc les trois 1ntegrales une par une. D’abord, par une simple
intégration par parties (en fait ici les propriétés des dérivées faibles),

LU Gapso= ([ )

(notons que ceci est vrai, ou, naivement, que le terme dit « tout intégré » est
nul parce que l'on a supposé que lims_, 1o Y (s,t) = 0). Pour la deuxiéme
intégrale, on a

“+o0 1 “+o00
/ /<J‘9 dt ds = — / / aY dtds
—0o0 0
+00 +oo
/ / ,BJZ dtds—/ / YJ— dt ds

(cette fois le terme tout intégré est nul par périodicité en ¢). Enfin on a

—+o00 1 —+o00 1
/ / (SY, Z) dt ds — / / (V,1S2) dt ds.
— 00 0 —00 0
Finalement,

+00 Foo
/ /LYZdtds—/ / Z J%—Z+tSZ>ddt

(Y, L*Z) au sens des distributions.

Donc (Z, LYY = 0 implique que

—+o00 1
/ / (Y, L*Z) dt ds — 0,
—00 0

autrement dit le fait que L*Z = 0 au sens des distributions, ce que nous
voulions démontrer. O]

En appliquant la régularité elliptique (le lemme 12.1.3), on en déduit
que Z est de classe C*°. ]

Pour obtenir une contradiction, montrons qu’un champ satisfaisant aux
deux conditions du lemme est forcément nul. La deuxiéme condition s’écrit,

/ dhy(Z) ds dt = 0.
Rx St

de fagon équivalente,
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Cette relation est satisfaite lorsque Z(s,t) = A\(t)0u/0s :

/RXSI dht(/\(t)%) dsdt:/Sl A(t)Aiht(u(s,t))dsdtzo

puisque, par définition de C°(Hy), h s’annule pres des orbites 1-périodiques
de Xp. Montrons réciproquement :

Lemme 8.5.3. Si Z € LY(R x SY;u*TW) est de classe C*° et vérifie
Vhe ego(HO)a <Za gradu h> = Oa

alors il existe une fonction € X\ : S' — R telle que

Z(s,t) = )\(t)%(s,t).
Démonstration. La démonstration s’appuie sur un théoreéme de Floer, Hofer
et Salamon qui garantit que toute solution de ’équation de Floer est « injec-
tive quelque part », une notion qui est précisée dans les définitions qui
viennent et ’énoncé 8.5.4, une propriété qui est démontrée au §8.6.

Soit u € M(z,y,J, H). Un point (sg,t9) € R x S! est dit point critique
de u si Ou/ds(sg,to) = 0. Un point (sg,to) est régulier s’il n’est pas critique
et si u(so,to) # u(s,to) pour tout s # sg (méme si s = +o0, c’est-a-dire
u(so,to) # z(to) ou u(so,to) # y(tg)). L’ensemble des points critiques est
noté C'(u) C R x S*. On appelle R(u) 'ensemble des points réguliers de u.

Théoréme 8.5.4 ([26]). L’ensemble C(u) des points critiques est discret et
Uensemble R(u) des points réguliers est un ouvert dense de R x S*.

Nous démontrons ce théoréme au §8.6.

Soit (sg,t) € R(u). Supposons que du/ds(sg,to) et Z(so,to) soient liné-
airement indépendants. Nous allons construire un h € CX(Hj) tel que
(Z,grad,, h) # 0, obtenant ainsi une contradiction. Définissons une applica-
tion

u:RxS"— W xSt
(s,8) — (u(s, 1), 1).
Nous considérons Z comme un champ de vecteurs sur W x St le long de @
(dont la composante sur la direction 9/9t € T'S* est nulle). Considérons
encore h comme une application définie sur W x S, écrivons
/ dhe(Z) ds dt — / dh(Z) ds dt,
RxS?t RxSt
et construisons un h € €°(Hy) de fagon que cette intégrale ne soit pas nulle.

Remarquons qu’il suffit de définir h sur les courbes intégrales du champ de
vecteurs Z au voisinage de I'image de u.
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Choisissons un réel § > 0 assez petit pour que le carré
Cs={(s,t) eERx S'||s—sp| <det [t—ty| <6}
soit contenu dans I'ouvert dense R(u) des valeurs régulieres de u. Alors
w: 05 — W x Sl

est un plongement (si ¢ est choisi assez petit, ce que nous faisons). On peut
aussi supposer (toujours en diminuant §) que Z(s,t) et du/0s(s,t) sont
linéairement indépendants, comme vecteurs de Ty, ;)W quand (s,t) € Cs.
Vue dans W x S!, cette condition se traduit par le fait que Z(s,t) est
transverse au plan tangent a 'image u(Cy).

Comme u : Cs — W x S! est un plongement, on peut considérer, quitte
a diminuer encore §, un paramétrage local

¢ :Cs x Do — W x S*

(ici D. = {y e R*" 7 | ||ly|| < e}) tel que ¥|c, x oy = @ On appelle B (pour
« boite ») I'image de 1. Cette boite est représentée a gauche de la figure 2.

; ix f ;ilriie de Im(u) !
M “\'Unf"' A/fl /\
T 112
*Z(s’,t’)
FIGURE 2

Nous allons construire h a support dans B en prescrivant ses valeurs sur
les courbes intégrales de Z le long de u(Cs). Ce sera difficile de le faire si le
cylindre Im(@) intersecte B ailleurs qu’en u(Cys) (comme sur la partie droite
de la figure 2). Nous excluons cette possibilité par un lemme auxiliaire.

Lemme 8.5.5. Pour ¢ assez petit, u(s,t) € Im(y) si et seulement si
(s,t) € Cs.

Démonstration. Si la propriété annoncée par le lemme auxiliaire n’est
pas vraie, il existe une suite ¢, tendant vers 0 et une suite (s,,t,) dans
R x S' — Cj telles que

W(sn,tn) =0(sh,th, yn) pour (s, t,,yn) € Cs x D¢,
et Erfw(s;,t;,yn) = (8%, tx,0) € Cs x R*™ 1.

n
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A extraction prés d’une sous-suite, la suite (s,,t,) tend vers (—oo,ty),
(+00,ty) ou (sg,ty) € R x S'. On a forcément ty = &, et, soit z(t,) =
U(Sy, t4), SOIL Y(ts) = (S, ty), soit encore u(sx,ty) = u(Sx, t+). Or chacune
de ces trois égalités contredit le fait que (sy, %) soit un point régulier de w,
ce qu’il doit étre puisque (s,,t.) € Cs C R(u). O

Il nous est maintenant possible de définir h. Voici cette définition.
D’abord, a I'extérieur de B, nous choisissons h = 0. Remarquons qu’alors h
s’annule pres des orbites 1-périodiques de Xpg. Pour définir h a I'intérieur
de B, on choisit une fonction 3 positive, de classe €= sur Cs, qui vaut 1
sur un carré Cjs pour un ¢’ < ¢ et qui est nulle au voisinage du bord de Cjs.
Soit st : [—€0,€0] — B une courbe telle que

'Ys,t(o) = ﬂ(sat) et 7;7t(0) = Z(Sat)'

La formule (v, (0)) = 0(s,t) définit bien une fonction sur une partie de
la boite difféomorphe a [—e¢, eg] X Cs parce que Z est transverse a I'image
u(Cs). De plus, sur cette partie de B, on a

(dh)z, o (Z(5.1)) = B(s.1).

On prolonge h arbitrairement en une fonction a support dans B. En utilisant
le lemme auxiliaire 8.5.5, on obtient finalement

/ (dh)~(2) ds dt = / (dh)=(Z)dsdt = | B(s,t)dsdt > 0.
Rx St Cs Cs

Comme les fonctions de €°(Hy) a support dans B sont denses dans les
fonctions C*° & support dans B (la remarque 8.3.4), nous pouvons appro-
cher h par une fonction de C2°(Hy) de sorte que 'intégrale reste strictement
positive.

La supposition que Ou/ds(sg,tp) et Z(so,tp) sont linéairement indé-
pendants nous a menés a une contradiction. Il existe donc une fonction
A R(u) — R telle que, pour tous (s,t) € R(u),

Z(s,t) = A(s, 1) %(s,t).
Pour finir de démontrer notre lemme, il faut maintenant démontrer que
A(s,t) ne dépend pas de s.
La fonction A peut alors s’exprimer par la formule

A1) = <Z(s,t),(9u/8s(82, t)>
[0u/0s(s, 1)

qui montre que c¢’est une fonction € sur R(u). Cette formule permet aussi
de prolonger A au complémentaire de C'(u) dans R x S*. Comme R(u) est
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dense dans Rx S, la relation Z = A\du/ds est encore vraie sur RxS*—C'(u).
Pour tout h € C°(Hy), on a

ou

/Rxsl(dh);;(Z)dsdt:/RXS1 )‘(S’t)(dh)z(as)d«%ﬁ
:/ )‘(Si)g(h(U(S,t),t) ds dt.
RxS?t S

Supposons qu'il existe un point (sg,tg) de R x S —C(u) en lequel O\/ds
n’est pas nul. Cette propriété est encore valable sur un carré Cy centré en
(50, t0) et contenu dans R x S' —C(u). Comme précédemment, construisons
une boite B dans W x S de sorte que, si h est & support dans B,

/ (dh)g(Z)dsdt:/ (dh)~(Z) ds dt.
Rx St C5
Utilisons encore la fonction plateau 8 : Cs — R choisie ci-dessus pour
définir
~ oA _
h(i(s, 1)) = =B(s,t) 5 (s, t) sur u(Cs)

(en la prolongeant arbitrairement en une fonction & support dans B). Nous
avons donc, grace a une intégration par parties dans B,

/ (dh)~(Z) ds dt = / (dh)~(Z) ds dt
RxS?t

Cs
_ / )\(s,t)ag(h(u(s,t),t)dsdt
Cs $

=— %(s,t)h(u(s,t),t) dsdt
Cs s

_ /Ca ﬁ(s,t)(%(s,t))stdt

Z/C (5‘)\

2
oA s,t) ds dt > 0.
55 5 1)
Toujours par densité, on peut supposer que h € C°(Hy) comme ci-dessus.

s/

Nous avons ainsi contredit le lemme 8.5.1, donc la supposition (de Pexistence
de (so,to) en lequel ON/Os n’est pas nul) était fausse. C’est donc que

V(s,t) € R x S — C(u), ?(s,t) =0.
s

Puisque C(u) est discret, R x S — C(u) est connexe (une assertion lais-
sée en exercice aux lecteurs). Donc A(s,t) = A(¢) ne dépend pas de s sur
R x S' — C(u). On peut alors prolonger cette fonction en une fonction >
sur R2, simplement, en posant

A(s0,t0) = M(so + &,t0) si (so,t0) € C(u).
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La relation

Z(s,t) = )\(t)%(s,t)

est donc vraie sur R x S1, et le lemme 8.5.3 est démontré. O

Démonstration de la proposition 8.1.4. Montrons que A(t) # 0 pour tout ¢.
Si ce n’était pas le cas, on aurait encore un to tel que Z(s,ty) = 0 pour
tout s € R. En particulier, toutes les dérivées 9¥Z/0s*(s,ty) sont nulles.
Comme Z est solution de L*Z = 0, on montre par récurrence que toutes les
dérivées de Z s’annuleraient pour tout s et t = ty. De
L*Z = —{;—f + J%—f +t 8(s,1)Z,

nous déduisons que Z est solution d'une équation du type « Cauchy-
Riemann perturbée » et satisfait donc a un principe de prolongement
analogue a celui auquel obéissent les applications holomorphes : s’il est nul
avec toutes ses dérivées sur R x {¢¢}, il est nul partout. Nous explicitons
la notion « Cauchy-Riemann perturbée » et démontrons le principe de
prolongement (c’est la proposition 8.6.6) au §8.6.b.

Ce principe de prolongement 8.6.6 impliquerait que Z est identiquement
nulle, contrairement & ce que nous avons supposeé.

Donc A(t) # 0 pour tout ¢, et nous supposerons que

A(t) >0 pour tout t.

Ainsi,
/1 <@(s t), Z(s t)>dt = /1 )\(t)’@(s t)’th >0 pour tout s € R
o s s b))y ) - 0 s ’ p ’

et par suite cette fonction de s est strictement positive et tend vers 0 (comme
0u/0s) quand s — Foo. Contradictoire serait le fait que cette fonction soit
constante. Pour conclure, montrons donc qu’elle est, en effet, constante.

Rappelons que, comme nous l'avons déja remarqué (remarque 8.4.8),
Ou/ds est solution de LY = 0. Posons, pour alléger la notation,

du

Y(s,t) = t).
(87 ) 98 (8’ )
Ona LY =0et L*Z =0, c’est-a-dire

oy oy 0z 07
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La dérivée de notre fonction de s est ainsi

C‘li/01<y,z> dt — /01<<8;;,Z> + <Y,8a—f>)dt
YA

- /01 (< - J%, z> —(8Y, Z) + <Y J§> (Y, tSZ))dt

_ /01(<J‘?Z,Z> + <Y, Jaa—f»dt

1
:f/ 9y, 2yt —o.
0

ot
Cette contradiction implique que Z est nul, ce qui termine (enfin) la démons-
tration de la proposition 8.1.4. Et celle de la proposition 8.1.3. O]

8.5.c. Vers la preuve de 8.1.1 et 8.1.2, ’espace tangent a Z(z,y, J).
La contradiction obtenue & la fin de la démonstration précédente acheve
aussi de démontrer la proposition 8.1.3. Nous avons ainsi acquis le fait que
Z(x,y,J) est une variété de Banach. Son espace tangent en un point (u, h)
est le noyau de (do)(y,p), c’est-a-dire I'espace
{(Y,n) e WHP(R x ST R*") x C2°(Hy) | (dF),Y + grad, n =0} .
Considérons la projection
72 2w, y, ) — € (Ho)
(u, Hy+ h) — h
et son application tangente
(dm) u, 11y * Tlu,m) 22y, J) — THCZ (Ho) = €2°(Ho)
(Y.n) —n
(oW H = Hy + h). Notons que 7 est lisse et vérifions que 7 est une ap-
plication de Fredholm. Le noyau de (d7)(y, m,+n) est exactement celui de
L = (dF),, donc il est de dimension finie. Son image est I'image réciproque
par I'application linéaire
C°(Hp) — LP(u*TW)
1 +— grad, 1
de celle de L, donc elle est de codimension finie (et fermée).

On peut donc appliquer le théoreme de Sard-Smale, dont nous rappelons
ici ’énoncé.
Théoréme 8.5.6 (de Sard-Smale). Soient E et F deuxr espaces de Banach
séparables, soit U un ouvert de E et soit

F:U— F
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une application de Fredholm (lisse). Alors 'ensemble
{ye F|siy= f(x) pour un x € U, T,F est surjective}

des wvaleurs régulieres de F est une intersection dénombrable d’ouverts
denses.

Remarque 8.5.7. Dans ce théoreme, la séparabilité garantit que, de tout re-
couvrement ouvert, on peut extraire un recouvrement dénombrable. Elle est
indispensable pour obtenir une intersection dénombrable d’ouverts denses,
une partie dense, donc.

Démontrons maintenant :

Lemme 8.5.8. Les valeurs réguliéres de m sont exactement les h € C°(Hy)
tels que, pour tout u € M(Hy + h, J), Uapplication (dF),, est surjective.

Démonstration. Supposons que h soit une valeur réguliere de 7. Choisissons
un u € M(Ho+h, J) et montrons que (d), est surjective. Si ce n’était pas le
cas, alors, comme dans le lemme 8.5.1, il existerait un Z € LI(R x S!; R?")
tel que

VY e WHP(R x SHR™),  ((dF)u(Y),Z) = 0.

Comme (dr)(,, gy est surjective, pour tout n € €2°(Hy), il existe un champ
Y € WHP(R x ST R?") tel que

(dF)u(Y) 4 grad,, n = 0.

A partir de ces deux égalités, la démonstration de la proposition 8.1.4 (voir
le §8.5.b) donne Z = 0 et une contradiction. Par suite, (dF),, est surjective.

Réciproquement, étant donné h € C°(Hy), si (dF), est surjective pour
tout w € M(Hp + h,J), étant donné un n € C°(Hy), choisissons Y €
WLP(R x S1;R?") tel que

(dF)u(Y) = —grad, n.

Alors, (Y,n) € Tu,mZ(x,y,J) et (dn),m)(Y,n) = n, donc (dn)(y, m) est
surjective, et h est une valeur réguliere de 7. O

Le lemme 8.5.8 donne immédiatement (en vertu du théoréme de Sard-
Smale, ici le théoréme 8.5.6) le théoréme 8.1.1. Pour que cette démonstration
soit vraiment complete, il reste & démontrer le théoréme 8.5.4 et le principe
de prolongement (que nous démontrerons sous le nom de proposition 8.6.6).

Ceci étant admis, démontrons enfin que (quitte & perturber le hamiltonien
initial), espace des trajectoires de x & y est une variété de la dimension
voulue, c’est-a-dire le théoréme 8.1.2.
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Démonstration du théoréme 8.1.2. Supposons que h € H,e. Alors, d’apres
le lemme 8.5.8, h est une valeur réguliere de

- Z(l’,y,J) - ego(HO)

Donc 771 (h) est une variété et sa dimension est égale a I'indice de Fredholm
de 7, lequel vaut

dim Ker(dn) y, gy = dim Ker(dJ),,
= Ind(d%),
= p(@) — p(y)-
Les éléments de 7~ 1(h) sont les solutions dans PP de I'’équation de Floer
correspondant & (Ho + ho, J). Gréace a la régularité elliptique (voir le cha-
pitre 12), on a
7Y (h) € M(z,y, Ho + h).
La proposition 8.2.3 donne 'inclusion en sens inverse, par suite
n'(h) = M(2,y, Ho + h),

ce que nous voulions démontrer. ]

Remarque 8.5.9. Nous avons obtenu que, pour h € H,¢; et pour tous points
critiques x et y de Apy,, l'espace M(z,y, Hy + h, J) est une sous-variété de
PLP(z,y). Sur M(z,y, Hy + h, J), nous utilisons la topologie €. En effet,
puisque p > 2, PLP(x,y) s’injecte dans l'espace des fonctions continues,
continiiment pour la topologie €Y . et, comme nous avons remarqué (dans
la proposition 6.5.3), sur M(Hgy + h, J) (dont M(z,y, Hy+ h, J) est un sous-
espace), les topologies Cf. . et €72, coincident.

L’ensemble ouvert dense H,¢g, dont le théoréme 8.1.1 annonce I'existence,
est obtenu en prenant 'intersection des différents ouverts denses obtenus en

considérant les différents couples (z,y) d’orbites périodiques de période 1.

Pour finir de démontrer les théoremes 8.1.5 et 8.1.1, il reste & démontrer
que (dF), a effectivement la propriété de Fredholm et a calculer son indice,
ce que nous faisons dans les §§8.7 et 8.8.

8.6. Les solutions de Floer sont « injectives quelque part »

8.6.a. L’injectivité « en s ». Nous démontrons ici le théoreme 8.5.4 et
un principe de prolongement que nous avons utilisé dans la démonstration
de la proposition 8.1.4 page 225 (I’énoncé 8.6.6 ci-dessous). Posons z = s+it
et considérons une solution u de I’équation

ou ou

oo+ (k) (E X(t, u)) ~0.
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Ici, X est un champ de vecteurs (dépendant périodiquement du temps) sur
R?" et X et J sont supposés de classe €. Toute solution u de classe WP
(avec p > 2) est en fait de classe €°°. Nous commengons par transformer
cette équation en une équation de Cauchy-Riemann sur R2.

Proposition 8.6.1. Soit u une solution de l’équation

Ju ou

2 gt (2~ x(0) =o.

5s TG 5 — X ()

1l existe une structure presque compleze J et un difféomorphisme @ sur W,

ainsi qu’une application v: R?> — W, de classe C, telle que
v 0
L
s ot

v(s, t+1) = p(v(s,t)),

et, pour (s,t) € R x [0,1], C(u) = C(v) (u et v ont les mémes points
critiques) et R(u) = R(v).

Démonstration. Comme W x S' est compacte, le « flot » ¥, de X, est défini
sur tout W, ainsi nous avons une application

d
P W — W telle que %WZXtOwt et Yo =1d.

Posons v(s,t) = b, *(u(s,t)). Ainsi
% = (d¢t)(%) et (:)9? (dwt)( >+Xt( ),

et par suite
ou ou
0=%s"7 (8t Xe(u ))

= (dwt)(—) + J(u)(d¢t)(%>
= () (22 + (v (5 ).

En notant (dvy)~1J(u)(dibs) = 17 J(v), nous avons constaté que v est une
solution de

v N v
%Jril)tj( )a 0.

Il reste a poser ¢ = 11 (et & renommer J la structure complexe obtenue).
La vérification des propriétés de ¢ et de v est banale. O]

Appliquons la proposition 8.6.1 : démontrer le théoréeme 8.5.4 (sur les
points critiques) revient & démontrer les deux résultats exprimés dans les
deux énoncés qui suivent. Le premier affirme que ’ensemble des points cri-
tiques de v (et donc aussi celui de u), est discret.
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Lemme 8.6.2. Il existe une constante § > 0 telle que (dv), # 0 pour
0< |z <96.

La démonstration de ce lemme utilise le « principe de similitude » 8.6.8
et est différée jusqu’a la page 237.

Avant d’énoncer le deuxieéme résultat, considérons une solution v: R? — W
de classe C*° avec toutes les propriétés données par la proposition 8.6.1.
Rappelons que

R(v) = {(m) € R?| %(M £ 0,
v(s,t) # x5 (t) et v(s,t) € v(R — {s} 7t)}.

Définition. Faisons la convention que v(do0,t) = z*(t). Soit (s,t) € R2.
Appelons point multiple de (s,t) un point (s',t) (avec le méme t!) tel que
s € RU{*oo} et s’ # s, tel que v(s',t) = v(s,t).

Ainsi, par définition, R(v) est ’ensemble des points dans le complémen-
taire de C'(v) qui n’admettent pas de multiple.
Le résultat d’« injectivité » que nous avons en vue est la proposition :

Proposition 8.6.3. Soit v une solution de classe C*° de I’équation de Cauchy-
Riemann, satisfaisant a hypothése de périodicité v(s,t+ 1) = p(v(s,t)), et
telle que Ov/0s # 0. Alors R(v) est un ouvert dense de R?.

Démonstration. Nous divisons la démonstration en deux étapes : nous mon-
trons

— que R(v) est ouvert, ce qui est assez facile, puisque deux des conditions
intervenant dans sa définition sont évidemment des conditions ouvertes,
— puis (et c’est la partie délicate) que R(v) est dense.

D’abord, R(v) est un ouvert, autrement dit, son complémentaire est
fermé. Si ce n’était pas le cas, il existerait une suite (s,,t,) ¢ R(v) conver-
geant vers une limite (s,¢) € R(v). Les deux premieres conditions définissant
R(v) sont ouvertes, par conséquent, pour n assez grand, on a

%(snatn) 70 et v(sn,tn) # 27 (2).

C’est la condition d’injectivité qui est en cause, on a donc pour tout n un
s € R tel que s}, # sy, et v(Sn, tn) = v(s),, tn).
Montrons qu’une telle suite (s),) est bornée. Si ce n’était pas le cas, elle
aurait une sous-suite tendant vers +oo et (pour cette sous-suite)
v(s,t) = limwv(s), t,) = x=(t),

ce qui est interdit par le fait que (s,t) € R(v).
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Puisque la suite (s/,) est bornée, extrayons-en une suite convergente de

limite s’. Comme v(s,t) = v(s',t), par définition de R(v), s’ = s. Nous
!/

avons deux suites (s,) et (s),), avec s, # s, et lims, = lims], = s. Par

conséquent,
87”(8715) — lim ’U(Sn,t) 71}(5;1715)
D5 o

=0,
ce qui est contraire & ’hypothese que (s,t) € R(v).

11 nous reste & démontrer que R(v) est dense. Comme C(v) est discret,
il suffit de montrer que R(v) est dense dans le complémentaire de C(v).
Il est clair que tout (s,t) € R? avec (s,t) ¢ C(v) est limite d’une suite
(8n,1) € C(v) avec v(sp,t) # x(t). En effet,

siv(s+1/n,t) =21 (t) (par exemple), alors ?(&t) =0.
s

Montrons donc que tout point (sg,t9) € R x [0, 1] avec

%(Soﬂfo) #0 et v(so,to) # ™ (to)

est limite d’une suite de points de R(v). Si ce n’était pas le cas, il existerait
une petite boule ouverte centrée en (sg,to) telle que
BE(SO,to) n R(u) = J.
Si le rayon € a été choisi assez petit, les deux propriétés suivantes sont
satisfaites pour un M > 0 assez grand :
(1) Si [t—to] < e et |s| > M, v(s,t) & u(Be(s0,t0)) et a(t) ¢
v(Be(80,t0)); sinon, il existerait deux suites, ¢, et ¢, tendant vers t

et deux suites s, et s/, avec lims, = $oo et lims, = sg telles que
V(Spytn) = v(sl,t)), ce qui impliquerait v(sg,ty) = xF(tg) (ce qui est
faux).

(2) Si |t — to| < e, Papplication
[80—6,80+€] — W
s+—v(s,t)
est une immersion injective; sinon, il existerait deux suites s, et s/, (avec
sn # sb,) tendant vers sg et une suite ¢, tendant vers ¢ telles que v(sy,, t,) =
v(s);ty), de sorte que nous aurions v/ds(sg,to) = 0. Ceci est illustré sur

la figure 3 (axe des s est représenté horizontalement) : les multiples des
points de la boule Be(so, to) ne sont pas dans les zones grisées.

Grace a ces deux propriétés, nous avons en particulier
v

95 (s,t) #0 et v(s,t) # xi(t).

Autrement, v est localement constante et (s, t) € C(v).

V(S,t) S BE(SO, to),
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t) — 6 — BE(SOatO)r\(ﬁmtO)
| O/

to+¢

FIGURE 3

(3) Comme [—M, M] x [0,1] est compact et C(v) discret, leur intersec-
tion est finie. Aprés avoir au besoin modifié un peu le point (sg, ), nous
supposerons que v(8g,tg) # v(s,t) pour tous les (s,t) de cet ensemble fini
(ce que lon peut faire parce que v n’est pas constante sur un voisinage de
(s0,t0), puisque (so, tp) n’est pas dans C'(v)) et, apres avoir rapetissé €, que

o(B.(s0, o)) N ([~ M, M] x [0,1] N C(v)) = 2.

50,0
to—¢ z (/97 0)
S ENEESEES © (EREEREEES
to+ ¢

FIGURE 4

Ceci est schématisé sur la figure 4, ot les étoiles sont les points de C'(v)
et leurs images). Nous ne considérons donc plus le cas d’un point multiple
qui est aussi un point critique. C’est désormais I'injectivité seule qui est en
cause et, pour tout (s,t) € B:(so,10), il existe un s’ € R tel que s’ # s et

ou
u(s,t) =u(s',t) avec 8—(5',25) #0et |s'| <M, |§'| >e.
s
Pour chaque (s,t), ensemble des points (s',t) qui ont la méme image est
fini : sinon cet ensemble aurait un point d’accumulation, ce qui impliquerait

que dv/ds = 0. Appelons donc sy, ...,sny € [—M, M] les points tels que
v(sg,t0) = v(s1,tp) = - = v(sn,to)-

Lemme 8.6.4. Pour tout r > 0, il existe un 0 > 0 tel que, si |t —to] < 0 et
|s — so| < 0, il existe s € By(s;) avec v(s,t) = v(s,t).

Démonstration du lemme. Si ce n’était pas le cas, il existerait une suite
(on, tn) tendant vers (so, to) telle que les points multiples (o, t,,) de (on, t,)
ont la propriété que o ¢ B,.(s;) pour j = 1,...,n. Soit alors (o),,t,) un
point multiple de (oy,,t,). Nous savons par la propriété (1) ci-dessus que
|ol| < M et par la propriété (2) que |o], — so| > €.
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La suite o], a un point d’accumulation o, qui est différent de sq, ..., sy.
Par ailleurs, v(0l,,t,) = v(on, ty), donc v(a’,tg) = v(to, So), ce qui est une
contradiction.

Ceci est illustré sur la figure 5, ou les points multiples de Bs se trouvent

dans les régions ombrées clair. ]
S92 51 S3
. . .
to + e 4 ‘ : o
w1 FO{"+H{"Hu
Bss
FIGURE 5

Le lemme étant acquis, fixons un r < £/2; et un 0 correspondant. Posons,
pour j=1,..., N,

%; = {(s,t) € Bs(so,to) | v(s,t) € u(B,(s;) x {t})}.
Les X; sont des fermés et, d’apres le lemme précédent,
YiU---UXy = Eg(So,to),

donc au moins I'un d’eux est d’intérieur non vide. Nous supposons que
c’est Xq. Pour un point (s, ) dans Uintérieur de 3y et pour un nombre
réel p > 0 assez petit, on a

B,(s4,t.) C X1 C Bs(so,t0) C Be(50,10)-
On pouvait ainsi choisir » > 0 assez petit pour que
B, (s;) N Bc(s9) =<2 pour tout i =1,..., N,
on a en particulier
B, (84, ts) N (Br, (s1) x Bs(tg)) = @.

Ceci est illustré sur la figure 6, sur laquelle chaque point de B,(s,, ) a
un multiple dans la zone ombrée clair.

B, (.51) X Bg (to)

Bs(s0,to) / \

FIGURE 6
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Par définition de 31, pour tout (s,t) € B,(s4,t.), il existe s’ € B,(s1)
tel que v(s,t) = v(s',t). En particulier, il existe un s, # s, avec

v(84,t) = v(s), ts).
Définissons sur B.(0,0) les deux fonctions vy et vy par
v1(8,t) = v(s+ sy, t + ty)
va(s,t) =v(s+ s, t+t,).

Ces deux fonctions satisfont a la méme équation de Cauchy-Riemann et elles
coincident a 'origine. De plus leurs différentielles en 1’origine sont non nulles.
En effet (s4,ts) € B:(s0,tp) n'est pas dans C(v) et (s),t,) est un multiple
de (8y,1t.), donc il n’est pas dans C'(v) non plus, griace a la propriété (3).
Enfin, par construction, pour tout (s,t) € B,(0,0), il existe s’ € Ba,.(0) tel
que v1(s,t) = va(s,t). On applique & ces fonctions le lemme qui suit, qui
est une conséquence du principe de prolongement (et que nous démontrons
ci-dessous).

Lemme 8.6.5. Supposons que vy et vy soient deux solutions de l’équation
de Cauchy-Riemann avec Xy = 0 définies sur B:(0), qui prennent la méme
valeur en 0 et telles que (dvy)o et (dve)g ne soient pas nulles. Supposons de
plus que, pour tout € > 0, il existe un 6 > 0 tel que

V(s,t) € Bs(0),3s" € R tel que (s',t) € B-(0) et vi(s,t) = va(s',t).
Alors vi(s,t) = va(s,t) pour tout z € B:(0).
Ainsi vy (s,t) = va(s,1), soit v(s + sx,t +t4) = v(s + s,,t + t,) sur un

voisinage de 0. Les applications v1 et vy vérifient toutes les deux ’équation

de Cauchy-Riemann

ow ow

—+J—=0.

Js - ot
Appelons F opérateur

F:C®(R x SLR?™) — (R x S, R*™)

Nous avons donc F(vy) = F(v2). Ecrivons

0:?(01)—3:(1)2)
'd

:/O Eﬂf(vl +7(vg —v1))dr
1

- / (d‘{}r)v1+7(v2—v1)(v2 —v1)dr.
0



8.6. LES SOLUTIONS SONT « INJECTIVES QUELQUE PART » 235

Un calcul similaire a celui que nous avons fait au §8.4 pour linéariser 'opé-
rateur de Floer donne (pour H =0 et J dépendant de ¢ ici) :

oy oy

(d‘(}r)v1+r(v2—v1)(y) - % + Joa + S(Tv S, t)Y7

ol S est une application
5 :[0,1] x R? — End(R?").

Notons Y = vy — vy et S(s,t) fo (1,s,t) dr. On obtient que vy — vy est

une solution de

oY oY
Y =
s +J03 +5- 0,

qui, par ce qui précede, s’annule sur un voisinage de origine. En appliquant
le principe de prolongement 8.6.6, on a v; = vo, autrement dit

v(s+ 84, t +1,) =v(s+s,,t+1t,) pour tous (s,t) € R

Par récurrence, nous avons v(s,t) = v(k(s, — s4),t) pour tout k € Z et, en
passant & la limite, v(s,t) = 2% (¢) contrairement & I’hypothése faite. O

8.6.b. Le principe de prolongement. Il nous faut maintenant démon-
trer le principe de prolongement. Nous considérons ici le cas d’une équation
« de Cauchy-Riemann perturbée »

oY aY

Y =
s +J08 + S 0

dans laquelle Jy est la structure complexe standard sur R?* et S : R? —
End(R2") est une application de classe C°°. Voici la proposition que nous
avons en vue :

Proposition 8.6.6 (principe de prolongement). Soit Y une solution de l’équa-
tion de Cauchy-Riemann perturbée, sur un ouvert U de R2. Alors l’ensemble

C={(s,t) €U | Y s’annule a lordre infini en (s,t)}

est ouvert et fermé dans U. En particulier, si U est connexe et si Y s’annule
sur un ouvert non vide contenu dans U, alors Y est identiquement nulle
sur U.

Remarques 8.6.7.

(1) Rappelons que 'annulation & l'ordre infini en un point zo d’une fonc-
tion f est le fait que, pour tout k& > 0,

SUp|,_, 1<, |f(2z
i S2Ple—zol< |f(2)]

r—0 Tk

=0.

Pour une fonction f de classe C*°, ce fait est équivalent a 'annulation en zg
de toutes les dérivées de tous ordres de f.
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(2) L’ensemble des points ot une fonction de classe €*° s’annule a l'ordre
infini est un fermé. Dans le cas d’une fonction holomorphe (c’est-a-dire sa-
tisfaisant aux équations de Cauchy-Riemann), ce fermé est aussi un ouvert :
c’est ce que l'on appelle le « principe du prolongement analytique ».

Nous allons démontrer cette proposition en la présentant comme consé-
quence d'une version du principe de similitude de Carleman, et plus préci-
sément du lemme suivant. Ecrivons R?" = C".

Lemme 8.6.8 (principe de similitude). Soit Y : B. — C" une solution de
classe C° de l’équation de Cauchy-Riemann perturbée

oYy oy

et soit p > 2. Alors il existe un mombre 6 > 0, § < &, une application
A € WHP(Bs, GL(R?")) et une application holomorphe o : Bs — C™ tels
que

V(s,t) € Bs, Y(s,t) = A(s,t)o(s+it) et JoyA(s,t) = A(s,t)Jo.

Remarque 8.6.9. On peut, plus généralement, supposer, dans cet énoncé, que
Y € WHP(B.;C") et S € LP(B.; Endg(R?")) pour p > 2.

Ce principe de similitude lui-méme sera, en fin de compte, une consé-
quence du fait que le O standard est un opérateur de Fredholm. Pour
la démonstration de ce théoreme, conséquence de l'inégalité de Calderdn-
Zygmund, nous renvoyons au chapitre 16.

Ecrivons maintenant les démonstrations des énoncés (le lemme 8.6.2 et
la proposition 8.6.6) qui utilisent ce principe.

Démonstration de la proposition 8.6.6. Il est clair que l'ensemble C' est
fermé. Montrons qu’il est aussi ouvert. Soit zg = sg + itg € C. Le principe
de similitude 8.6.8 assure lexistence d'un voisinage Bs(zp) sur lequel
Y (z) = A(z)o(z), avec o : Bs(z9) — C™ holomorphe et A & valeurs dans
les endomorphismes réels de C”.

Sur Bs(zp), Y s’annule a l'ordre infini si et seulement si o en fait autant.
Mais o s’annule effectivement & l’ordre infini en zy. On a en effet, pour
r <9,

sup lo()| = sup [A7I(2)-Y(2)|
|z—zo|<rT |z—z0|<r

<K sup  [Y(2)|

|z—z0|<r
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car A~! est continue (puisque A € WP (Bs; GL(R?")) est continue). Donc

li SUP|z—zq|<r |0’(Z)|
11m

r—0 Tk

=0 pour tout k.
Mais o est analytique, elle est nulle sur Bs(zp), donc Bs(zo) C C. O

Démonstration du lemme 8.6.2. Evidemment, si (dv)y # 0, lassertion & dé-
montrer est claire. Supposons donc que (dv)y = 0. L’application v est solu-

tion de I’équation

v ov

Alors, comme nous l’avons déja remarqué (dans la remarque 8.4.8), 0v/0s
est solution de I’équation de Cauchy-Riemann linéarisée. On peut donc ap-
pliquer le principe de similitude (le lemme 8.6.8) & Y = dv/ds, nous obte-
nons le fait que
Y(s,t) = A(s,t)o(s,t)

avec o holomorphe sur un voisinage de 0. Ce dont le lemme se déduit : les
zéros de o sont isolés, donc aussi ceux de Y = 0v/0s, et donc a fortiori
ceux de dv. O

Du principe de prolongement, nous déduirons une démonstration du
lemme 8.6.5 utilisé ci-dessus.

Démonstration du lemme 8.6.5. Choisissons, comme nous y autorise le fait
que (dva)g # 0, un & > 0 assez petit pour que vy : B. — R?" plonge B.
comme une sous-variété ¥ = v(B.) C R?". En utilisant une projection d’un
voisinage U, de la sous-variété X sur cette sous-variété, nous déduisons une
application ¢ de classe C*

¢ :U. — B. avec ¢|s = vy "

Pour ¢ assez petit, v1(Bs) C 3 (par hypothese), ce dont nous déduisons une
application
powvy : Bs — U. — B.

dont notre hypothese dit qu’elle est de la forme

poui(s,t) = (f(‘S?t)?t)

avec f de classe €, définie sur Bs(0) et a valeurs dans B.(0). Ainsi, pour
(s,t) € Bs, vi(s,t) = v2(f(s,t),t). Le fait que vy soit solution donne
8’01 o 81}2 af
(5.1) + 70t 00) 225, = 22 (15,11,
vy of  Ovy

+ Tt va(£(5,6),0) [ G2 (F (58,055 + 52 (Fls).1)].

_ou

0 0s
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Utilisons maintenant le fait que vy aussi est solution, donc que
67}2 8’02 81}2 81}2
o s s T
pour obtenir
v of v of
%(f&t)(g - 1) + E(fvt)a - 0;
une relation linéaire entre les deux vecteurs indépendants dv/0s(f,t) et

Ov/0t(f,t). Ainsi,

7 0

—f =1 et —f =0,

0s ot
ce qui veut dire que f est de la forme f(s,t) = s+ so pour un certain
so € | — ¢,¢[, qui est d’ailleurs nul puisque v(sg,0) = u(0) = v(0) et v est

injective sur B:(0), donc f(s,t) = s, ce qui veut dire que u et v coincident
sur le voisinage de 0 ou f est définie. Par le principe de prolongement, u
et v doivent coincider sur tout B.. ]

Démonstration du lemme 8.6.8. La derniere des conditions a satisfaire est
que A(s,t) est, pour tous (s,t), une application C-linéaire (c’est-a-dire
qu’elle commute avec la multiplication par 4, que nous avons notée Jy).

Essayons de remplacer S (dans I’équation de Cauchy-Riemann perturbée)
par une application C-linéaire. Ecrivons pour commencer

1 1
SJr = Q(S* JOSJO) et ST = §(S+ J()SJo),
de sorte que S = ST + 5~ et que
1
JoST = §(JOS +8Jo) = ST,

donc ST est C-linéaire et, de méme, S~ est anti-C-linéaire. Pour (s,t) € B,
définissons D(s,t) € Endg (C") par
1
2
Disit)- 2= LIV 0
0 si Y(s,t) =0.

: (Y(Sat) ’ tY(Svt)) -Z s Y(Svt) 7é 0,

Remarquons que, quand Y (s,t) # 0, on a
Y, Z
D(s,t)-Z = o 2> (s,t) - Y(s,1),
Y]
ou (, ) désigne le produit hermitien usuel sur C™ (voir le §5.5). En par-

ticulier, DY = Y, ceci valant pour tous (s,t). Ensuite, avec son Z, cette
application est clairement anti-C-linéaire. Pour en finir avec les propriétés

de D, on voit que

|D(s,t)|| <1 pour tous (s,t),
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ce qui implique en particulier que
S~ .D € LP(B.,Endgr (R?")).
Posons ensuite
S(s,t) = ST(s,t) + S (s,t) - D(s,1),
définissant ainsi une application C-linéaire, S ,
S € LP(B.,Endg (R*"))
qui satisfait a
S.Y=S8"Y+S8 DY =8tY +S7Y = 5Y,

de sorte que Y est aussi solution de ’équation dans laquelle on remplace S
par S. On peut ainsi supposer que le S qui apparait dans notre équation
est C-linéaire. Le résultat recherché est une conséquence du lemme :

Lemme 8.6.10. 1l existe § € ]0,¢] et A € W1P(Bs; End(R?")) tels que

0A 0A
83+J08t + S 0

et A(0,0) = Id.

Dans cet énoncé, le produit S - A est un élément de LP(Bs; End(R?*"))
(grace au lemme 8.2.4). Admettons (provisoirement!) ce lemme et finissons
la démonstration de 8.6.8. Choisissons un A comme dans le lemme et, s’il
n’est pas C-linéaire, remplacons-le par

At = (A — JoATy),

1
2
qui est solution de la méme équation (parce que nous avons supposé que S
est C-linéaire) et qui vérifie aussi AT(0,0) = Id. On peut donc supposer
que A commute avec Jo. Montrons qu’il satisfait aussi aux autres conditions
annoncées dans 8.6.8. Puisque A(0,0) = Id, si l'on choisit ¢ assez petit,
A(s,t) est inversible pour (s,t) € Bs. Posons ensuite

c=A"1Y, desortequeY =A4-o0.

Comme Y est solution de I’équation, on a

J0(Ao) 0(Ao)
99 +Jo 5 + 5 (Ao),
it 0A 0 0A 0
g g
gg“v‘Ag‘i‘JOEU"‘JOAE"‘SAU—O,

ce qui implique que
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donc que o est holomorphe (elle est continue parce que égale A 0 = A~1.Y,
et C> en vertu de la régularité elliptique).

Démonstration du lemme 8.6.10. La matrice A recherchée est une sorte de
matrice fondamentale de solutions de notre équation. Il suffit de considérer
I’équation pour le « vecteur » Y € WHP(Bs; R?"),

%+J@%+S'Y:0,
et de montrer qu’elle a une solution telle que Y (0,0) = vy, et ceci pour tout
vo € R?" fixé. En utilisant les vecteurs de la base canonique, on obtiendra
les colonnes de la matrice A cherchée.

Pour ce faire, considérons
B5CCCCU{OO}:SQ.

Si Y est une application de S? dans C™ = R?", Y est une section du fibré
vectoriel (A%1T*S2)" = A%1T*S2 @ C", et dire que JY = 0 signifie que Y
est une sphere holomorphe dans C”.

Nous pouvons maintenant utiliser la propriété essentielle de d rappelée
dans le théoréme suivant (qui est une conséquence de I'inégalité de Calderén-
Zygmund, voir le §16.4).

Théoréme 8.6.11. Pour tout p > 1, l'opérateur
9:WhP(S2 V) — LP(A*T*S? @ V)
est un opérateur de Fredholm surjectif.

Le calcul qui constitue la démonstration du lemme 6.6.4 montre que

Je

(en appliquant la formule de Stokes). Ainsi le noyau de 0 ne contient que les
constantes, sa dimension est donc 2n, et, comme d est surjectif, son indice

Y 2
8—“ dsdt = | Y*w=0
ot o

est aussi égal a 2n. Considérons maintenant 'opérateur
D :W'P(S%C") — LP((A™'T*S5*)") & C"
y — (3Y,Y(0)).
Il est somme de
(0,0) : WhP(S%,C") — LP((A™'T*S$%)") & C"
qui est de Fredholm et d’indice 0, et de l'opérateur Y — (Y,0), qui est

compact puisque WP g’injecte continiment dans L°°. Gréce au théo-
reme 16.2.10, nous savons qu’il est de Fredholm d’indice 0 lui aussi.



8.7. LA PROPRIETE DE FREDHOLM 241

Mais son noyau est formé des constantes nulles, il est donc nul. Par suite, D
est bijectif.
Soit maintenant Dg la petite perturbation de D définie par

Ds(Y) = (0Y + S5 - Y dZ,Y(0))
ou S5 : CU{oo} — Endr (C™) est définie, elle, par
S(s,t) si(s,t) € Bs,
sato.t) = {50 5 (st € By
0 sinon.
Clairement,
;i_r% 1Ss5]/,» =0, donc g% |Ds — D||°® =0,
donc Dy est elle aussi bijective lorsque ¢ est assez petit. Un tel ¢ étant
fixé, choisissons un Y tel que DsY = (0,vp). Sa restriction & Bs satisfait

a ’équation de Cauchy-Riemann perturbée et a la « condition initiale »
Y (0) = vg, ce qui démontre le lemme... O

...et le principe de similitude. O]

On aurait pu utiliser la méme méthode que celle du calcul de 'indice
(que nous déroulerons au §8.8) : c’est Pobjet de l'exercice 45.

8.7. La propriété de Fredholm

Nous attaquons maintenant la démonstration du théoreme 8.1.5.
Appelons
S+(t) = lim S(st)
et Rti la solution de
R=JyS+R telle que RT =1d.
Le but de ce paragraphe est de démontrer :
Proposition 8.7.1. Si dét(Id —RY) # 0, alors
L=09+8(s,t): W'?(R x S, R*™) — LP(R x S*; R*™)
est un opérateur de Fredholm (d indice) (pour toutp > 1).

Nous nous inspirons ici de la démonstration de [60] (voir aussi [12]).
L’ingrédient principal est le théoreme de régularité elliptique :

Théoréme (lemme 12.1.3). Soit p > 1. Si Y € LP(R x SL;R?™) est
une solution faible de [’équation de Floer linéarisée LY = 0, alors
Y €e WHP(R x ST, R2") (et il est aussi de classe C).
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...et une conséquence de linégalité de Calderén-Zygmund (le théo-
réeme 16.5.8) énoncée dans le lemme :

Lemme 8.7.2. Soitp > 1. SiY € WHP(R x S, R?"), il existe une constante
positive C' telle que

Y llwre < CULY [l Lo + Y o)

Voici le plan de la démonstration : tout d’abord, nous considérons le cas
ou S(s,t) ne dépend pas de s, cas dans lequel nous démontrons un résultat
plus fort :

Proposition 8.7.3. Si lopérateur symétrique S(s,t) = S(t) est indépendant
de s et si dét(Id —RY) # 0, alors

D=0+8(t): W'(R x S, R*™) — LP(R x S*;R*")
est bijectif (pour tout p > 1).

Nous démontrons cette proposition d’abord dans le cas p =2 au §8.7.a,
puis dans le cas général au §8.7.b. L’inversibilité de 'opérateur « asympto-
tique » D nous permettra d’améliorer I'inégalité du lemme 8.7.2 en

1Y 1o @mxsireny < CUNY I o@mxsty T 1Y oo arnxs1))

(pour un M > 0 assez grand).

La restriction WHP(R x S1) — LP([-M, M] x S') étant un opérateur
compact (par le théoreme de Rellich, ici le théoréme 16.4.10), nous pour-
rons alors utiliser un résultat général dit « semi-Fredholm » (pour lequel on
trouvera une démonstration au §16.2.c).

Proposition 8.7.4. Soient E, F et G trois espaces de Banach. Soient L :
E — F un opérateur et K : E — G un opérateur compact. On suppose qu’il
existe une constante C' > 0 telle que

Ve e E, |zllp <C(IL@)lp+ IK(@)le)-
Alors le noyau de L est de dimension finie et son image est fermée.
Il restera & montrer que le conoyau de L est de dimension finie. On le
fera en I'identifiant au noyau de I'opérateur adjoint
L*: WhH(R x S% R?") — LY(R x S}, R?")
ou ¢ est défini par 1/p+ 1/q = 1. Cet opérateur, que nous avons déja ren-

contré dans la démonstration du lemme 8.5.1, satisfait aussi aux hypotheses
de la proposition 8.7.4, et son noyau est donc de dimension finie.
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8.7.a. Démonstration de la proposition 8.7.3, premiere étape, le
cas p = 2. On considére I'opérateur

A= Jo% + 8 wh2(sh, R*™) — L*(SY; R*™)

opérant sur les fonctions de ¢.

Lemme 8.7.5. Sous U’hypothése de non-dégénérescence, l'opérateur A est in-
versible.

Remarque 8.7.6. Remarquons d’abord que A est I'opérateur linéaire consi-
déré dans la remarque 8.4.7, celui que 'on obtient en linéarisant 1’équation
différentielle & = X;(x) (voir les §§14.4.c et en particulier 14.4.d).

Démonstration du lemme 8.7.5. C’est une application de la méthode de la
variation des constantes. Inverser I'opérateur revient a résoudre, pour Z €
L2(S1; R?"), équation différentielle linéaire (avec second membre)

Y = JoSY — JoZ, avecY € WHE(SLR™).
Dans le cas ou Z = 0, les solutions sont
Y(t) = R(t)Y,, teR
ou R est la solution fondamentale, matrice vérifiant
R=JySR et R(0)=1Id

(c’est la matrice dont nous avons supposé qu’elle n’avait pas la valeur
propre 1 pour ¢ = 1). Pour résoudre I’équation en général, on cherche une
solution sous la forme

Y (t) = R(t)Yy(t), te<]0,1].
Un tel Y vérifie ’équation différentielle si et seulement si
Yo(t) = —R71(t)JoZ(t).
On doit donc avoir
Yo(t) = Yo(0) — / R (DI
et enfin 0 ,
Y (1) = R(1)(Yo(0) - / R (7) JoZ()dr).
On veut que Y soit prolongeable en ?me fonction périodique, c’est-a-dire

que Y (0) = Y (1), ou encore que

R(l)(— /OIR_I(T)J()Z(T)dT-i-Yb(O)) = Y,(0),
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c’est-a-dire
(R(1) — Td)Y5(0) = R(1) /O R (r)JoZ(7)dr.

Une équation qui se résout sans mal puisque lopérateur Id —R(1) a été
supposé inversible, donnant une unique valeur de Y;(0). On a bien montré
que A est bijectif. O

Remarque 8.7.7. Dans cette démonstration, on a pu raisonner avec les valeurs
en 0 et 1 des éléments de W2 parce que

wh2([0,1]; R*) c €°([0, 1]; R?™).

Comme nous I'avons déja signalé, I'inclusion analogue n’est pas vraie lorsque
I’espace de départ est de dimension > 2. Voir les rappels d’analyse et en
particulier la remarque 16.4.7.

Suite de la démonstration de la proposition 8.7.3 dans le cas p = 2. Nous
cherchons, pour Z € L(R x SL;R?™), un Y € Wh2(R x S'; R?") tel que

oY aY
s + JOE +St)Y =Z.

Autrement dit, nous voulons résoudre 1’« équation différentielle linéaire avec
second membre »

oY

— =—-A-Y(s)+ Z(s

- () + 2(5)
dans W12(R x S1; R?"). Malheureusement, en dimension infinie, on ne peut
appliquer la méthode de variation des constantes comme celle que nous

venons d’utiliser pour montrer que A est inversible. Ainsi, de ’équation

homogene
oY
— =AY
ds
Y(0) =Y,

nous savons qu’elle admet des solutions définies seulement sur [0, +oc], et
ceci uniquement quand 'opérateur A est monotone, c’est-a-dire vérifie

Vo, (Az,x)>0

(pour le produit L?; voir [13, Chap. VII] et le théoréme 8.7.9 ci-dessous).
Comme notre A n’est pas monotone, avant de pouvoir appliquer ce résultat,
nous devrons donc décomposer L?(S1; R?") en une somme directe d’espaces
sur lesquels cette propriété de monotonie est réalisée.

Pour simplifier, notons H cet espace de Hilbert

H = L*(S; R*™).
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L’application A n’est pas définie sur H, mais sur son sous-espace W2(S1),
elle est ce que 1’'on appelle un opérateur non borné, tout simplement parce
qu’elle est continue pour la norme de W2 mais peut-étre pas pour la
norme L2 sur ce sous-espace. Notons aussi que le domaine de définition
de A est dense dans H = L?(S') (puisque €>°(S1) c W2(S1) lest) et
que A est un opérateur fermé (c’est-a-dire que son graphe

{(v.AY) |y e wh*(sh)}

est fermé dans L?(S1) x L?(S'), un exercice facile pour nos lecteurs).
Le calcul fait pour L dans la démonstration du lemme 8.5.2 donne le fait
que A est auto-adjoint, précisément que, pour le produit L2, on a

(AX,Y) = (X, AY) pour X,Y € Wh2(sh).

Considérons maintenant 'opérateur 7' : H — JH défini par la composition
—1 .
r2(sh) A (s <L (s,

C’est un opérateur continu (car A~! Pest, grace au théoréme de Banach [13,
Th. 2.5]) et méme compact, puisque l'inclusion est compacte. De plus, il est
auto-adjoint, ce qui se déduit facilement de la propriété similaire de A. On

peut donc lui appliquer le résultat (qui est [13, Th. VI.11]) :

Théoreme 8.7.8. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit T : H — H
un opérateur auto-adjoint compact. Alors H admet une base hilbertienne
formée de vecteurs propres de T

Rappelons que I'ensemble des valeurs propres de 'opérateur A,
{N € C| A— \Id n’est pas injectif},

est contenu dans le spectre de A qui est, lui, formé des A\ pour lesquels
A — M1d n’est pas bijectif. Pour un opérateur compact, ’ensemble des va-
leurs propres est soit fini soit formé d’une suite qui tend vers 0 (voir [13,
Th. VL.8]). Remarquons que, dans le cas qui nous occupe, 0 ne fait pas par-
tie des valeurs propres puisque A~! est injectif. Remarquons aussi que les
vecteurs propres de T sont dans W12(S1; R?") puisque Tv = v implique
que
M= A"ty e Wh2(SHRM™).
On peut décomposer
H=H"®H"

(en somme de sous-espaces propres de T', positif et négatif respectivement)
et considérer les deux projections orthogonales p* : H — H*. On appelle
A¥ la restriction de A & H*. Chacun d’eux est encore un opérateur non
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borné. Si Y € Wh2(S1) est dans l'espace propre correspondant a la valeur

propre A de T', on a

1
AY = —Y.
A

Ainsi, les opérateurs AT et — A~ sont bien des opérateurs monotones (cha-
cun d’eux vérifie (Bx, x) > 0)

AT HE s g(E,

Ces opérateurs vérifient ’étonnant résultat d’existence de solutions (théorie
de Hille-Yoshida) :

Théoréme 8.7.9. Soit A : D(A) C H — H un opérateur fermé monotone
autoadjoint défini sur un ouvert dense D(A). Alors, pour tout Yy dans H,
il existe une application Y : [0, 400 — H, continue, dérivable sur ]0,+oo],
avec Y (]0,4+o00[) C D(A) et qui vérifie

oY
5o =AY
Y (0) = Ye.

De plus, Y, avec ces propriétés, est unique et l’on a :
oY 1
Y@ <ol et vs>0, S = 14 ()l < Il

Remarques 8.7.10. Si nous avons qualifié ce résultat d’étonnant, c’est pour
les raisons suivantes :

(1) Ce n’est pas un résultat d’existence locale de solution d’équation
différentielle : rien n’est affirmé au voisinage de 0.

(2) La condition initiale n’est pas supposée dans l'espace de définition
de A (il est vrai que celui-ci est dense dans H en vertu de la remarque
précédente).

(3) C’est quand méme un résultat global, comme dans le cas d’une équa-
tion différentielle ordinaire linéaire, au sens ou il donne des solutions sur
tout [0, +o00l.

(4) Dans le méme ordre d’idées, dés que s > 0 est fixé, 'application Yy +—
Y (s) est linéaire (par unicité de la solution), définissant une application
linéaire continue de H dans D(A). Appelons-la T'(s). On a, par l'unicité
encore,

F(Sl -+ 52) = F(Sl) . F(Sg)

et, puisque Y (0) = Yp, I'(0) = Id. On dit que I' est un semi-flot (ou un
semi-groupe)... et on utilise la notation I'(s) = e~4%.
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Nos opérateurs AT et —A~ engendrent donc des « semi-groupes » d’opé-
rateurs sur H* et H{~, solutions des équations différentielles

dY dy

— =-AtY, — =AY,

ds " ds ’
bien définies pour s > 0 et que nous notons

S e Ats S — €A s

K (s) e ATept pour s > 0
S) =
p~ pour s <0

ou p* : H — H* désignent les projections orthogonales.

C’est une application R — L(H) (a valeurs dans 'espace L(H) des
opérateurs continus sur J). Notons qu’elle est continue pour s # 0, mais
pas en 0. On a aussi, pour s > 0,

—At —
1K (s) - Yllze = le™ " p*Y llac < e [V ]l5¢ ,

ot g = A~! > 0 pour A > 0 la plus grande valeur propre positive de 7.
L’inégalité analogue pour s < 0 donne le fait que

1K (8)ll ¢ 30) < e

pour une constante § > 0.
On peut ainsi définir
Q:L*(R,H) — WH%(R x S}; R?")
par
—+o0
(Q-Z)(s,t) = K(—0)Z(s+ o,t)do.

—o00
L’intégrale est convergente en L?*(R x S';R?"). En effet, la convergence
absolue vient de

/R 1K (=0)Z(s + 0, ) o sy do

1/2
:/ (/ ‘|K(—U)Z(S+U)|‘iz(s1) dS) do
R \JR
1/2
g/ (/ 2010 |z(8+a)||§2(sl)ds> do
R \/R

_ /Re*%“" 1Z ]l e sy dor < +00.
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Par conséquent, Q- Z est dans L?(R x S1; R?"). Pour montrer qu’il est dans
WE2(R x St R2?"), il suffit d’établir, pour Y = Q - Z, I'égalité
dy

J=—+AY.
ds+

Pour ceci, remarquons, en omettant la variable ¢ dans I’écriture, que

(Q-Z)(s):/RK(s—U)Z(U)dU
:/S €7A+(570)Z+(0') da—/+oo e 079 4o

(ot ZF désignent les projections sur H*). Ecrivons
Y=Q Z=Yt+Y",

de sorte que

ay*t d At
_ — (s—0o) 7+
I Is _ooe Z " (o)do
fd
=0 [ ez oo

=71 (s) + / —Ate A6 7 (5) do

=Z%(s) — ATY T (s).
Le calcul analogue pour Y~ donne
dy*

—— + ATY*E = 7%,
ds
de sorte que
dy
Z =— +AY.
ds

Cette relation montre que D o (Q = Id. Montrons aussi que Q o D = Id.
Soit Y € WH2(R x S1; R?"), que 'on décompose en Y = Y+ + Y~ et ainsi

AY = ATY T+ A7 Y.
Remarquons que, pour B = Ai, les deux expressions
B-ePY, et eP°.BY,

sont solutions de

oY
95~ BY
Y (0) = B- Y.

Elles sont donc égales (grace a la propriété d’unicité contenue dans le théo-
réme 8.7.9). Nous utilisons cette propriété de commutation dans le calcul
ci-dessous.
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Evaluons @ - (AY). On a

Q- (v) - [

— 00

+oo
67A+(870)A+Y+(0') do — / e =) ATV (0) do.
Le premier terme de la somme vaut

/ Ate AT =)y +(4) da:/ —g (e*AJr(S*”)Yﬂcr)) do
oo s

— 00

= —83 e A =Y (5) do + YH(s)
S —0o0
a [° +

= _57/ e A DY T (s+0)do +Y(s)
S — 00

0 +
= —/ e”ﬁﬁ(*")%(s—i—a) do + YT (s).

— 00
De maniere analogue, le deuxieme terme vaut

—+oo +oo

- A=A )Y (o) do = / 6’47(7‘7)83;;(3 +o)do+Y " (s).

s 0 S

En ajoutant les deux, on obtient

oY
QAY) = _Q<E) +Y,
autrement dit, Q o D(Y) =Y, de sorte que @ est bien un inverse pour D.

Ceci termine la démonstration de la proposition 8.7.3 pour p = 2.

8.7.b. Démonstration de la proposition 8.7.3 dans le cas général
ou p > 1. Nous utilisons une version renforcée de I'inégalité de Calderon-
Zyegmund (notre énoncé 8.7.2) pour l'opérateur D = 0 + S(t) :

Lemme 8.7.11. Soit p > 1. 1l existe une constante C > 0 telle que, pour tout
k€ R et pour tout Y € WHP(R x S, R?™), on ait
”YHWLP([k,kJrl]xSl) <C (”DY”LP([k—%,Hg]xsl) + HYHLP([kfé,kJr%]XSl) :

Remarquons que, en ajoutant les inégalités données par ce lemme pour
k € Z, on obtient précisément 8.7.2 : cet énoncé est, en effet, plus fort.

Démonstration. Fixons k = 0. L’inégalité est une conséquence immédiate
du théoréme 12.1.2. Appliquons ensuite le résultat a

Z(s,t) =Y (s —k,t).
L’opérateur D est invariant sous les translations en s, donc
DZ(s,t) = (DY)(s — k,t).

On obtient donc bien le résultat, pour tout k (et avec la méme constante
C >0). O
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Supposons maintenant et dans ce qui suit que p > 2. Nous démontrons
un nouveau lemme, qui est conséquence du précédent.

Lemme 8.7.12. Soit p > 2. Il existe une constante C; > 0 telle que, pour
tout k € R et pour tout Y € WHP(R x S, R?™), on ait

||Y||W1,p([k7k+1]xsl) <Ch (HDY”LP([kfl,kJrZ]XSl) + ||Y||L2([k71,k+2]><51) :

Démonstration. Grace a 'invariance de D, il suffit comme ci-dessus de dé-
montrer le résultat pour £ = 0. Comme maintenant p > 2, nous avons, grace
a I'inégalité de Holder,

LP([-1,2] x 8Y) c L3([-1,2] x SY),
avec, pour ¢ défini par 2/p+1/q =1,
1Yl < 3240Y 1 -
De méme
WhP([-1,2] x SY) ¢ Wh2([~1,2] x SY), avec ||V |y <3720V ypan -

La méme chose vaut aussi pour I'intervalle [-1/2,3/2], en remplagant 3'/24
par 2'/2¢. Enfin, le théoréme de Rellich 16.4.10 donne

Wh2([=1/2,3/2]xS") € LP([-1/2,3/2)xS"),  avec Y], < ClIY [ypr.e -

Le lemme précédent donne alors (nous omettons le facteur S* pour alléger
les notations) :

1Y e o,y < C (||DY||LP([71/2,3/2]) + ||YHLP([71/2,3/2]))
<Oy (HDY”LP([71/2,3/2]) + ||Y||W1v2([71/2,3/2]))

< Cs (HDY”LP([—l/Q,S/Q]) + ||DY||L2([—1,2]) + ||Y||L2([—1,2]))
d’apres le lemme précédent avec p = 2,k = —1/2, puis k = 1/2

< Ca (DY Nl gy + 1Y 21,2 -
Ce qui achéve la démonstration (de ce lemme)... O

...et nous amene a un autre lemme :

Lemme 8.7.13. Soit p > 2. Il existe une constante C' > 0 telle que, si Y €
WL2(R x St et DY € LP(R x S1), alors

YeWR xS et Yy, <CIDY| L.
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Démonstration. Commencons par montrer que Y € WHP(R x S1). Grace au
lemme 8.7.12, il suffit de démontrer que Y € W?(K) pour tout compact K,
ce qui est une conséquence du théoreme 12.1.2.

Dans la démonstration qui suit, nous aurons besoin de considérer Y
comme une application

Y:R — L*(S};R™) =K

et d’utiliser la norme LP(R;H) correspondante

1/p
1Yl e mis0) = (/R IIY(8,~)|I£2> :

En utilisant le lemme précédent et I'inégalité (a + b)? < 2P(aP + bP) (un
exercice pour nos lecteurs), on trouve

p
1Y fwram (i k1)) S(jl(HIJYHLPQkak+M)+'”YHLZQk7Lk+ﬂ))

< 22Cy (IDY 1B sy vy + 1Y oo ) -

En appliquant I'inégalité de Holder (et le nombre g tel que 2/p+1/q = 1),
on obtient

k+2 p/2
YNl 22 (pre1 ) </ /S Y (s,1)] dtds)
k+2 p/2
([ sl as)
k—1
k+2 2/p\ p/2
< (o ([ s as) )
k—1

k+2
— 3/ / 1V (s, |2 ds
k

—1
Ainsi donc

k+2
¥ oo gt sy < C2<||DY||§p<[k_1,k+z]) +/k YGs )7 dS)
et, en sommant sur les k € Z,

1Y ity < Cs (IDY sy + 1Y Ioqmiz0 ) -
Nous voulons maintenant majorer le dernier terme de cette somme. Nous
utilisons l'inverse

Q:L*RxSY) — WH(R x S
de D que nous avons défini au §8.7.a. Comme nous avons supposé que
Y € WH2(R x S1), nous avons

”Y”LP(R;f}O = HQDY”LP(R;?C) ’
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Toujours dans un souci d’allégement, notons Z = DY et simplement || ||
la norme sur H. Ainsi nous avons

1021 m00 = ( [ @20 ds)l/p

B </RH/RK(S_O').Z(O,) do P ds)l/p
: (/R </R 1K (s — o) - Z(o)]| do)f’ d8>1/p
< (/R </R e=ols=al || Z(o)|| do’)p ds>1/p.

Nous avons ici une convolution de f(s) = e~%l°l et g(s) = || Z(s)|. Appli-
quons lui I'inégalité de Young®), pour trouver

1QZ| e rise) < CNZ1 Lo mine) -
Mais, grace a I'inégalité de Hélder pour LP(S?) et L(S1), on a

Zimao = ([ 176 )i
< (Lo ds) !

- HZ”Lp(RxSl) :

On conclut que

||Y||LP(R;9-C) = HQZ”LP(R;}C) < C”Z”LP(RxSl)
< CHDYHLP(RxSl)
et enfin que

||Y||W17P(R><Sl) < Cy HDYHLP(RXSl)
et le lemme est démontré. O]

De quoi nous déduisons :
Proposition 8.7.14. Pour p > 2, l'opérateur D est bijectif.

Démonstration. L’inégalité

||Y||W1,p(R><Sl) <C ||DY||LP(R><51)

(9)Voir au besoin [18, Th. IV.30] pour cette inégalité :

If*gllee <NFlla-llgllzs -
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du lemme précédent vaut pour tout Y € WHP(R x S1)n WH2(R x S?)
et, en particulier, pour tout ¥ € C(R x S!). Comme les fonctions C>
& support compact sont denses(!?) dans WP, l'inégalité reste vraie pour
Y € WHP(R x S1) (tout entier). Donc D est injectif. De plus, puisque W1»
est complet, son image est fermée.

Pour démontrer que D est aussi surjectif, il suffit ainsi d’établir que son
image est dense dans LP(R x S*). Soit donc Z € LP(R x S')N L*(R x S*).
Notons que cet espace, parce qu’il contient les fonctions caractéristiques,
est dense dans LP(R x S'). La surjectivité de D dans le cas ot p = 2,
établie précédemment, fournit un ¥ € WH2(R x S') tel que DY = Z.
Grace a ce qui précede, cet Y est dans WP (R x S1), ce qui démontre notre
proposition. O]

Pour terminer de démontrer la proposition 8.7.3, il reste a démontrer :

Proposition 8.7.15. L’opérateur
D: W' (R x S') — LP(R x S')
est bijectif pour 1 < p < 2.

Démonstration. Montrons, comme dans la proposition précédente, qu’il
existe une constante C' > 0 telle que

HYHWLP(RxSl) <C HDY“LP(RxSl) :

Pour la méme raison de densité que ci-dessus, établir cette égalité pour
Y € CF (R x S') suffit. Nous utilisons 'opérateur adjoint :
D* : Wh(R x §') — LY(R x S")
0X 0X
—— 4+ Jo—+S5 X
T T s T T

o, comme il se doit (mais pas comme ci-dessus), ¢ est défini par
1/p+1/g=1, de sorte que ¢ > 2 (et ou, rappelons-le, S est symé-
trique). Comme nous l'avons vu (dans la démonstration du lemme 8.5.2),
nous avons, pour tous X € WH4(R x S1) et Y € CF(R x S1),

(D*X,Y) = (X, DY).

Les résultats que nous avons démontrés pour D et p > 2 s’appliquent a D*,
qui a la méme forme que D, et & ¢ qui est > 2. En particulier, D* est bijectif.
Ecrivons maintenant :

oY oY
g T e

Lr

(10)Voir au besoin [13, Cor. IX.8].
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et majorons chacun des trois termes de droite. Par le théoréme de Riesz('1),
nous avons

HYHLp: sup |<Z>Y>|
ZeL1

”ZHLq:1
Comme D* est bijectif, cela donne
Y, = sup  [(D*X,Y)|= sup [(X,DY)]
Xewh Xewh
DXL q=1 D% Xl g =1
< [IDY |1 sup X1 1 -
Xewh?
D" Xl q=1

Comme dans la démonstration de la proposition précédente, on a
1 XN e < IXMlwro < CID* X 1o
d’ou l'on déduit
1Yl < ClIDY |1, -

On procede a l'identique pour la dérivée par rapport a s, en utilisant le fait
que

L0 0
Das %D

(ici I'application de cet opérateur a un élément de W est & prendre au
sens des distributions). On a

oy 0 0
), - (2= (S
Os Xewha " Os xewba 1\0s
D" X]lLq=1 D" Xl Lq=1
0 0
—  sup ‘<D*—X,Y>’: sup ‘<—X,DY>‘
Xewha s xewta |\0s
DXL q=1 D" Xl Lq=1
<Ip¥i, sw |2 <oy,
Xewha §
D" Xl q=1
puisque

[ XNy < CID*X]| g
comme plus haut. Pour la dérivée par rapport a ¢, remarquons que, pour
X € W4 on a (les dérivées sont toujours prises au sens des distributions)
0 0 0

—D*X =D"—X X.
a1 PR TR

(11) Au besoin, [13, Th. IV.11].
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On en déduit

Y
Ha— = sup <D*X7 §Y>’ = sup ‘<QD*X,Y>’
ot llre Xewla ot Xewla ot
HD*X”qul HD*X”qul
= sup <D*§X i 8—SX,Y>‘
P a " o
”D*X”qul
0 aS
— swp <—X, DY> n <—X7 Y>’
Xer,q at at
ID* Xl q=1
<|IDYllpe sup [ X[y +C Y, sup [ X[,
Xew! Xewla
”D*XHqul HD*XHLQZI

avec C' = sup,cg1 [|05/0t||. Comme précédemment, le premier terme de la
somme est majoré par C'||DY|;,. Et puis, comme nous avons montré que
1Y, < IDY] 5, le deuxieme terme admet une majoration de la méme
forme. Finalement, nous avons établi une inégalité

pour tout Y € WP (R x SY), ||Vl < C DY, -

Il s’ensuit que 'opérateur D est donc, dans ce cas aussi, injectif et a image
fermée. Sinon, le théoréme de Riesz donnerait en effet un Z € LI(R x S1),
non nul, et tel que

pour tout Y € WP(R x S*), (Z,DY) = 0.

Comme dans la démonstration du lemme 8.5.2, on en déduit que D*Z =0
(toujours au sens des distributions), puis, avec la régularité elliptique, que
Z € WH(R x Sh). Donc Z € Ker D*, doit étre nul, contrairement a notre
supposition. Ceci termine la démonstration de la proposition. O]

8.7.c. Démonstration de la proposition 8.7.1. Comme D est bijectif,
son inverse est (d’apres le théoréme de I’application ouverte de Banach) une
application continue. Donc il existe une constante B > 0 telle que

Y llwr» < BIDY | -

Par conséquent, comme S(s,t) — Si(t) pour s — 00, il existe des constantes
réelles positives M et C telles que, pour tout Y € WHP(R x ST, W),

siY(s,t) =0 pour |s| <M —1, alors ||Y1, < ClLY |, -
En effet,
ILY = DYl < sup. 5(5,8) = STOY o < ellY o < ellY iy -
s|=

[s]
test
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On étudie indépendamment Y pour |s| grand, puis petit. Pour ceci, on
choisit une fonction € positive, 5 : [0,1] — R nulle pour |s| > M et égale
a 1 pour |s| < M —1 et on écrit

Y(s,t) = B(s)Y(s,t) + (1 — B(s))Y (s,1)
et bien str

Y e < 18Y [lyrw + 11 = B)Y [y -

L’inégalité du lemme 8.7.2 donne

Y llwrr < CLULBY) Lo +18Y [l Lo + 1L = B)Y ) o + (1= B)Y [l o) -

Si M est choisi assez grand,

1 1
Cull@=B)Y e < 1Yl < 5 1Yl
donc

1Yo <200 (ILBY ) o + [18Y [ o + 1L = B)Y ) 10) -
Comme [ ne dépend que de s, on a

L(BY) = (% n J% n s) (BY) = BL(Y) + B'(s)Y.

La dérivée 3'(s) est bornée,
|3 (s)] < K pour s € [-M,M] et ['(s) =0 pour |s| > M.
On a donc

ILBY ) o < IO Lo + KA Lo a0y

(et de méme pour L((1 — 3)Y)), de sorte que I'inégalité ci-dessus donne

1Yl < Co (1Y oioaran + 12O ) -

La restriction au compact [—M, M| définit, grace au théoréme de Rellich
(ici le théoréme 16.4.10), un opérateur compact

WhP(R x SY; R*™) — LP([-M, M] x S*; R*™).

On utilise alors la proposition 8.7.4 pour déduire que L a un noyau de
dimension finie et une image fermée.

On utilise toujours le réel ¢ tel que 1/p+ 1/g = 1. Considérons le sous-
espace F' de LY(R x S1) formé des Z qui vérifient (Im L, Z) = 0 et Padjoint
0 0

L= ——+Jo=— +!S: WH(R x S') — LIY(R x S1).
Os ot

A nouveau, comme dans la démonstration du lemme 8.5.2, L*Z = 0 au sens
des distributions, donc Z € WH4(R x S!) par la régularité elliptique. Par
suite, F' C Ker L*. Par ailleurs, L™ ayant la méme forme que L, il satisfait
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lui aussi aux hypotheses de la proposition 8.7.4, ce qui lui vaut de satisfaire
aussi & sa conclusion, a savoir que son noyau est de dimension finie.

Montrons que Coker L est de dimension finie. Le théoréeme de Hahn-
Banach permet de trouver des formes linéaires ¢ : LP — R qui s’annulent
sur Im L, et nous voulons démontrer que l'espace de ces formes est de di-
mension finie. Le théoréme de représentation de Riesz permet d’écrire une
forme linéaire

=@y pourunU € L9 avec oy(V) = (U,V).

Comme ces formes sont nulles sur Im L, les U qui les représentent sont
dans F'. Mais celui-ci est de dimension finie. Donc Coker L est de dimension
finie. Et la proposition est démontrée. L]

8.8. Le calcul de I’indice de L

Pour calculer I'indice de L,

oy 9y
L(Y) = 8—+Ja +S(s, )Y,

avec limg_, 4o S(s,t) = Sy (t) uniformément en ¢, nous allons :

(1) Remplacer L par Ly donné par la méme formule... sauf que S(s,t) y
est remplacé par une matrice S (s,t) qui vaut ezactement S_(t) pour s <
—op et Sy (t) pour s > 0p. L’invariance de U'indice par petites perturbations
(pour o assez grand) donnera le fait que l'indice de Ly est le méme que
celui de L. C’est le lemme 8.8.4 ci-dessous.

(2) Remplacer Lo par L1, toujours donné par la méme formule, mais dans
laquelle S (s,t) sera remplacé par une matrice diagonale S(s) (ne dépendant
pas de t) et qui sera constante pour s < —og et s > og. Cette fois, Ly
aura le méme indice que Ly grace a la propriété d’invariance de l’indice par
homotopie (et & la construction des matrices diagonales limites). Ce sont la
proposition 8.8.2 et le lemme 8.8.3.

Le tout est schématisé sur la figure 7, qui représente les diverses appli-
cations S(s,t) apparaissant dans les opérateurs L, Lo et Ly, dans l’espace
des matrices : le « cylindre » le plus extérieur est S(s,t) (I'original), le cy-
lindre en gras est S (s,t) (on a approché S a linfini par les authentiques
cylindres), le trait pointillé, constitué de matrices diagonales, représente la
matrice S(s) (celle de Ly).

8.8.a. L’indice de Fredholm. Considérons donc 'opérateur
L: WY R x SY; R*") — LP(R x S'; R*")
oY oY

Yi— ot oo+ 86 Y.
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a0

FIGURE 7

Rappelons que S : R x St — M(2n; R) vérifie

lim S(s,t) = S4(¢) uniformément en ¢
s—+oo

pour des matrices S (t) symétriques (pour tout ¢t € S'). Considérons les
chemins symplectiques (d’apres le lemme 7.2.¢)
Ry :[0,1] — Sp(2n; R)

associés a ces deux matrices Sy. La remarque 8.4.7 montre que ces chemins
sont exactement ceux qui définissent les indices (de Conley-Zehnder) p(z)
et u(y). Nous avons démontré (c’est le théoréme 8.7.1) que, si Ry est dans
lensemble § des chemins R(t) tels que R(0) = Id et dét(R(1) —Id) # 0,
alors L est un opérateur de Fredholm. Nous calculons maintenant son in-
dice :

Théoreme 8.8.1. L’indice de l'opérateur de Fredholm L est
w(R-(t)) — n(Ry(t)) = p(x) — p(y)-

Appelons k* T'indice de R4 (t). Utilisons les notations du §7.2.d et en
particulier les matrices S+ données par le lemme 7.2.4.
Le théoreme sera conséquence des deux propositions suivantes.

Proposition 8.8.2. Soit sy un réel positif et soit
S:R — M(2n;R)
un chemin de matrices diagonales tel que

S(s) = Sk- sis < —sg, S(s)=Sk+ sis>so.



8.8. LE CALCUL DE L’INDICE DE L 259

Soit

Li: WP (R x S, R?") — LP(R x S*;R*™)
oy oY

Alors lindice de l'opérateur de Fredholm Ly est le méme que celui de L.

Proposition 8.8.3. L’indice de Ly est k= — k™.

Pour démontrer la proposition 8.8.2, on modifie L parmi les opérateurs
de Fredholm sans en changer ’indice.

Lemme 8.8.4. L’indice de L est le méme que celui de l'opérateur Lo dans
lequel on a remplacé S(s,t) par S_(t) pour s < —so et par Si(t) pour
s> 50.

Démonstration. Fixons un réel ¢ > 0. Comme la matrice S(s,t) tend vers
S+ (t) pour s — o0, il existe un réel og tel que

Pour s < —a9, [|S(s,t) =S~ ()|l <e,
pour s > oy, [S(s,t) = ST(t)]| <e.

On considére une fonction plateau x : R — [0,1] qui vaut 1 pour |s| < oy
et 0 pour |s| > 20¢. On définit

X(8)S(s,t) + (1 —x(s))S_(t) sis<—og
E(s,t) =1 S(s,1) si|s| < oo
X(5)S(s,t) + (1 = x())S4(t) sis>a0

et Ly par

oY )4

Ainsi, LY = LY + C(s,t)Y, on

1—x(s8))(S(s,t) = S_(t)) sis<—og
C(s,t) =40 si |s| < oo
(1= X(9))(S(s,8) = S1.(8) si s > 0.
En particulier, ||C(s,t)|| < e. Si € a été choisi assez petit, nous savons
(c’est le théoréme d’invariance de 'indice par petites perturbations, ici le

théoréme 16.2.9) que Lg est un opérateur & indice et qu’il a le méme indice
que L.
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Puis X(s,t) coincide avec Sy (t) pour |s| > 209, alors que nous voulons
cette propriété avec sg a la place de oy (0¢ nous a été imposé par le choix
de ¢). Il suffit de relier X(s,t) & Xg(s,t) définie de fagon analogue

So(s,) = {S_(t) si s < —sg

Si(t) sis>sg

par un chemin constant pour s assez grand. L’indice des opérateurs de
Fredholm définis par ce chemin est constant, en application de la méme
propriété (voir la remarque 16.2.11). O

Nous allons utiliser le lien, établi au §7.2.c, entre chemins dans Sp(2n)
et matrices fondamentales R(t) de solutions des équations

dy
— =JS)Y
i (t)
déja considérées dans la démonstration du lemme 8.7.5, ainsi que les chemins

d’indice de Maslov prescrit construits au §7.2.d.

Démonstration de la proposition 8.8.2. Les matrices diagonales S de la
démonstration du lemme 7.2.4 définissent des chemins symplectiques
Ry=(t) = €%+ qui ont le méme indice de Maslov (k*) que R (t). 1l
existe donc (par la proposition 7.1.4) une homotopie ¥ (), ), que I'on peut
supposer de classe C!,

F 1 [0,1] x [0,1] — Sp(2n)

(avec (), ) € 8 pour tout \) entre Ry« (t) et RE(t).
Comme nous ’avons remarqué dans le lemme 7.2.3, ce chemin de matrices
symplectiques engendre un chemin de matrices symétriques

Sy (t) = =T (B (@i (1))~
Le seul probléme est que notre variable ¢ est dans S', nous voulons donc

des chemins périodiques en t. Pour cela, on modifie les homotopies 1)*
comme suit. On utilise une fonction €*° croissante

x :[0,1] — [0,1]

nulle pres de 0, égale a 1 pres de 1 et une homotopie x, reliant y a Id. Le
chemin de matrices symétriques associé & Ry« (xa(t)) est x(t)Sr+ et il est
périodique si I'on a choisi ’homotopie de fagon que x(0) = xa(1).

On relie de méme les chemins R*(t) et R*(x(t)) par I’homotopie
R(xA(t)) dont les chemins de matrices symétriques associés sont pério-
diques pour tout A. On considére ensuite 1'homotopie = (), x(t)). Les
chemins de matrices symétriques associés sont nuls pres det =0 et t = 1,
et en particulier périodiques.
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On a ainsi obtenu des applications
Sy :[0,1] x ' — M(2m;R)
a valeurs dans 'espace des matrices symétriques et tels que, pour tout A €
[0,1], t — +(A,t) engendre un chemin dans § et
~ 84(0,t) engendre R*(t);
— S1(1,t) = Six est indépendant de ¢ et engendre Ry (t).
On peut alors définir une application continue
S:0,1] x R x S* — M(2n;R)
telle que
S(s,t) siA=0
SY(t) sis>o
Sy(t) sis<—op
S(s)  siA=1
Ce qui définit une famille d’opérateurs
Ly: W'P(R x S R*™) — LP(R x S';R*")
oY oY

Y — %+JE+S)\(S,t)Y,

tous de Fredholm (grice toujours au théoréme 8.7.1) et tous avec le méme
indice (en vertu du théoréme d’invariance 16.2.9). L’opérateur Ly est celui
annoncé dans I’énoncé de la proposition. O]

S)\(S,t) =

Démonstration de la proposition 8.8.3. Dans la démonstration du théo-
reme 8.7.1, on a utilisé le fait que Coker Ly est isomorphe a Ker L7 ou
I'adjoint L7 de Ly est
Ly : WH(R x S, R?") — LY(R x S'; R?")
0Z 07
Zr— ——+Jo— +'S(s)Z
'—> 8s+ 08t+ (5)Z,

avec 1/p+1/q = 1. Il est donc suffisant de calculer la dimension du noyau
des opérateurs de ce type. Puisque

()

0 1)
Jo = (1 0 est dans M(2;R) x --- x M(2;R),

)
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on se ramene au cas o n = 1. On suppose donc que la matrice diagonale
S(s) est une matrice 2 x 2, de la forme

_fai(s) O Ly Ja; sis < —so,
S(s) = < 0 a2(8)> avee aifs) = {ai+ si s > sgp.

On démontre :

Lemme 8.8.5. Soit p > 1 et soit
F: W' (R x S, R?) — LP(R x S};R?)

défini par
oY oY

On suppose que a;ft & 2. Alors
dim Ker F = 2# {¢ € Z* | max(aj ,a; ) < 2¢ < min(a],a3)}
+#{i€{1,2}|a; <0 eta >0},
dimKer F* = 2# {¢ € Z* | max(a],a3 ) < 27/ < min(a; ,a;)}
+#{ie{l,2}|af <0eta; >0}.
Remarque 8.8.6. C’est assez proche de la formule calculant I'indice dans le

cas de Morse en termes du nombre de valeurs propres qui changent de signe
(voir les indications de démonstration de la proposition 10.2.8).

Exemple 8.8.7. Si les valeurs propres a;(s) sont comme indiqué sur la figure 8,
la dimension du noyau est 9, soit 8 (le double du nombre de multiples entiers
de 27 entre la plus grande des valeurs propres a; et la plus petite des valeurs
propres a; ) +1 (le nombre des valeurs propres négatives qui sont devenues
positives entre —oo et +00).

—27
—47

FIGURE 8
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La démonstration du lemme 8.8.5 est un calcul explicite du noyau, que
nous ferons plus bas. Voici comment, en 'admettant provisoirement, on ter-
mine la démonstration de la proposition en 'utilisant pour calculer I’indice
de L. Il y a quatre cas & envisager, selon les parités possibles de k™ —n et
de k= —n.

(1) Le cas ou les matrices S- et S+ sont les diagonales

Sp- = (—m,—m,...,—7m,—m,(n—1—k7)mr,(n—1—k7)m)
Sp+ = (—m,—m,...,—m,—m,(n—1—kN)m,(n —1—kT)m)
avec k= = kT = n mod 2. Dans le lemme ci-dessus, on a a1i = aét et le

lemme donne
dimKerL; =2#{(€Z" |n—1—-k™ <20 <n—-1-k"}
(+2 sin—-1-k <0<n—-1-k")
=2#{leZ|n-1-k <20<n—-1-k"}
_{k‘—k+ sik™ >k,

0 sinon,
et dimKer L] =2#{{€Z |k~ —n+1<20 <kt —n+1}
B kT — k= sikt >k,
0 sinon.

De sorte que
Ind(Ly) =k~ — k™.
(2) Le cas ol les matrices Si— et Sy+ sont les diagonales
Sp- = (—m,—m,...,—m,—m,(n—1—k7)mr,(n—1—k7)m)
Sp+ = (—m,—m,...,1,-1,(n—=2—kM)m,(n -2 — kT)m)
avec k- =nmod 2 et kT =n — 1 mod 2. Dans ce cas,
dimKer Ly =2#{(€Z|n—1—-k™ <20<n—-2-k"}
+#{{ € Z" | max(—m, 1) < 27l < min(—m, —1)} +1
Tk -1 41 siET >R
BRI si k= < k+,
et dimKer L} =2#{({€Z |k~ —n+1<20<k" —n+2}
B {k+—k—+1 si kbt >k,

0 sinon.
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Ainsi, dans ce cas aussi
Ind(Ly) =k~ — kT,
(3) Le cas ou les matrices Sj— et Si+ sont les diagonales

Sp-=(-m,—m,...,,-1,(n—2 -k )mr,(n—2— k7 )m)
Sk+ = (_71—7 Ty .., T, T, (TL -1 ]ﬂ+)’ﬂ', (n —-1- k+)’ﬂ')

avec cette fois k= = n — 1 mod 2 et k™ = n mod 2. Dans ce cas, on a de
méme (en inversant les roles de Si— et Sp+),

km—kt+1 sik™>kT,
dim Ker L = + o
sinon,
kYt —k ikt >k~
et dim Ker L} = . ’
1 sinon,

ce qui fait que, dans ce cas encore, on a bien
Ind(Ly) =k~ — kT,
(4) Reste le cas ou les matrices Sj- et S+ sont les diagonales
Sp- =(—m,—m,...,L,=1,(n=2—k7)m,(n—2— k7 )m)
{SH =(-m-m...,,-1,(n—2—kT)m, (n—2— k"))
et kT =k~ =n—1mod 2. On a
k= —kt sikt >k,

dim Ker Ly =
0 sinon,

) N kT —k= sik™ > kT,
et dimKer L] =

sinon,
et 'on a donc bien, dans ce cas comme dans les autres,
Ind(Ly) =k~ — kT,
ce qui termine la démonstration de la proposition. ]

Démonstration du lemme 8.8.5. Posons
Y (s,t) = (Yi(s,t),Ya(s,t)) € R?

L’équation aux dérivées partielles F'(Y) = 0 s’écrit

0 ()80 (1) ()
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ou
Y + S(s)Y =0.
Le changement de fonction inconnue Y = BY avec B une matrice inversible
vérifiant
OB+ SB=0
transforme cette équation en
Y =0

(nous sommes en train de transformer 1’équation en 1’équation de Cauchy-
Riemann, exactement comme nous l’avons déja fait au §8.6).

Le plus simple est de choisir pour B la matrice réelle

B— (bl (()s) b;zs)) avec b, = —azbi,

soit

S
bi(s) = exp/ —a;(0)do = exp(—Ai1(s))
0
et c’est ce que nous faisons ici. N’omettons pas de remarquer que, pour
s < —0g, Ai(s) = B; + a; s et, de méme, pour s > oy, A;(s) = C; + a;"s,
pour certaines constantes B; et C;.

La nouvelle fonction inconnue Y satisfait I’équation de Cauchy-Riemann
dY = 0. Elle est continue grace a la régularité elliptique, c’est donc une
fonction holomorphe de s + it, et, en vertu des théorémes de Cauchy, elle
est, en particulier, de classe C*°. Les parties réelle et imaginaire Y7 et Y5
sont de classe > et harmoniques.

On identifie maintenant les s + it € R x S! aux u = €%, de sorte que
le théoréme de Laurent (pour Y (u) sur C — {0}), donne le développement
de Y en z. Les solutions de notre systéeme sont donc les

17(8 +it) = Z coelstit)2me
LeZ

(o1 ¢y € C et la série converge pour tous s et t); en notations réelles :

= cos 2mlt —sin 27 lt

Y(s,t) = 2™ o )

(5,1) Z ( ¢ (sin 27r€t) + B ( cos 27/t ))
(eZ
En revenant a notre vecteur inconnu Y = BEN/, on a donc
~A1(5) cos 27 bt —e~ () sin 27 dt
e cos 2T e sin 27
Y(s,t) = e?™st (o .
0 E%; < ‘ <€A2(S) sin 27T€t) + B < e~ A2(5) cog 270t )>

Pour s < —sg, on a

(27l—a; )s+K ) _ in 2
Y(s,1) = Z <e 1 (cvp cos 2mlt — [y sin 77&))

= e(@ml—ay)s+K' (o, sin 270t + [y cos 2lt)
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pour certaines constantes K et K’. Pour que cette solution soit bien dans LP,
il faut (et il suffit) que les termes exponentiels tendent vers 0 a I'infini, c¢’est-
a-dire que

— (termes £ # 0) ag = B¢ =0 ou 27l > ay et 27l > aj ;

~ (terme £ =0) (ap =0o0ua; <0)et (Gy=00oua; <0).

De méme, pour s > sg, on a

@2nl—al)s+C _ :
Y (s,1) = Z (e 1 (g cos 2mlt — By sin 277&)) ,

= e(2mt=a3)s+C" (o, sin 2t + B, cos 2mlt)
ce qui impose
ftermesﬁ;ﬁO:agzﬁg:00u27r€<af et2ﬂ'€<a§';
—terme £ =0: (ag =0 ou aj >0) et (Bop =0 ouad >0).
Il reste a mettre toutes ces conditions ensemble, ce qui donne
— termes £ # 0 : oy = B = 0 ou max(a; ,ay ) < 27¢ < min(a}, a3 );
—terme £ =0: (g =0o0ua; <0<af)et(Bo=0o0ua, <0<ay).
Il n’y a qu'un nombre fini de valeurs de ¢ qui répondent a toutes ces

exigences, et ces conditions sont suffisantes pour que le Y(s,t) trouvé soit
bien dans WP, La dimension de I'espace de solutions obtenu est bien

dimKer F = 2# {{ € Z* | max(ay ,a;) < 2l < min(a,a3)}
+#{ie{l,2} |a; <0<a}.

Déduisons-en la dimension du noyau de F*. Si Y € Ker F'*, alors Z(s,t) =
Y (—s,t) satisfait a F' =0, ot F est I'opérateur
F:W"R xS — LIYR x S
0Z 07z
A — + Jo— + 5(—s)Z.
s g T
La réciproque est clairement vraie elle aussi, donc

Ker F* = Ker F.

La formule qui donne la dimension de Ker F™* est donc celle qui donne celle
de Ker F, dans laquelle on a échangé les a; et les a; .

Conclusion : en vertu de la proposition 8.7.1 et du théoréme 8.8.1, nous
avons ainsi fini de démontrer le théoreme 8.1.5. O

Remarque 8.8.8. Nous avons remplacé 'opérateur de Fredholm L par un
opérateur dont nous savons qu’il a le méme indice... et dont nous savons
calculer I'indice, parce que nous sommes capables de décrire son noyau et
son conoyau. Il va sans dire que les dimensions de ces deux sous-espaces n’ont
aucune raison d’étre celles du noyau ou du conoyau de L : c’est I'indice qui
est invariant.
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8.9. La décroissance exponentielle

Dans ce paragraphe, nous montrons la propriété de décroissance déja
utilisée plusieurs fois, c’est-a-dire le théoreme :

Théoréeme 8.9.1. SiY est une solution de classe C? de l’équation de Floer
linéarisée le long d’une solution d’énergie finie, alors,

— soit [ 1Y (s, 8)||* dt tend vers Uinfini quand s tend vers oo,

— soit Y vérifie

1Y (s,0)]| < Cel*!

pour certaines constantes 6 et C (et pour tout t).

Remarque 8.9.2. Les dérivées partielles de Y sont a décroissance exponen-
tielle : pour Y /s par intégration de I'exponentielle, pour Y /0t en appli-
quant 1’équation.

Remarque 8.9.3. Si u est la solution de I’équation de Floer le long de laquelle
on linéarise, la solution Y = du/ds est dans I'espace LP(R x S1; R?") pour
tout p > 1. En effet, comme ’énergie de u est finie,

/15
ds

ce qui exclut le premier cas dans I’énoncé du théoreme pour ce type de
solutions.

2
dt ne tend pas vers + oo quand s — 400,

Nous démontrerons le théoreme comme conséquence de la proposition
suivante, qui affirme une propriété de « décroissance exponentielle » :

Proposition 8.9.4. ST 'Y est une solution de ’équation de Floer linéarisée le
long d’une solution u de ’équation de Floer d’énergie finie et si Y ne tend
pas vers linfini, il existe des constantes 6 > 0 (ne dépendant que de u) et
C > 0 telles que

1
/ 1Y (s, 8)||* dt < Ce0lsl.
0
Démonstration. La formule
1 [t 2 1 2
f(s) = 2/, [Y(s,0)[|" dt = 3 Y1251

définit une fonction f : R — R de classe C2. Nous allons montrer que cette
fonction satisfait a une inéquation différentielle

> 6%



268 CHAPITRE 8. LINEARISATION ET TRANSVERSALITE

pour une certaine constante §. Calculons donc ses dérivées :
1
Y
16 = [ (Y05 0y
0 0s

"(s) = /01"?;(5,25)”2 dt + /01 (v(s.1) %(s,t)> dt.

Evaluons le deuxieme terme en utilisant le fait que Y est une solution de
I’équation linéarisée, c’est-a-dire satisfait a

oY 1904
e _JE - SY.
Nous avons donc
0%y 0’y 08 oY
952~ “0sot 0s  0s

Ainsi,
[ Sy [ (ragya- [ (v Sy )a
/0 <Y Saay>dt.

La premiére de ces intégrales se calcule par une intégration par parties

2
[ o ya=- (G5
:_/ <J%Y Jaay>dt—/1<JSKJ%§>dt
0

)4
- LG [ (s Gy
De sorte que nous avons

G ya= [ 5 fas [ (sv. 5y
_/O <ngy>dt—/01<Y,Saai>dt.

La dérivée seconde de la fonction f vaut donc

= [15] a- [(rByas [ (vs -5 )ar

En utilisant le fait (démontré dans la proposition 8.4.6) que

lim supg—f(s t)=0

s—Foo ¢
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et I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

1/2 1/2
/(Y Pyyt < ( / [¥]? ar) /H YH
0
2
/HYH2 at) / Iv|? i)’
0 0

1
< 5/ |Y||? dt pour |s| assez grand.
0

Et en utilisant le fait que S — S tend vers 0, on a

\/ Y, ('S — saY dit| < n( / ¥ ar) 1/2 / H )1/2

pour |s| assez grand. Nous avons donc obtenu 'inégalité

/"7” dt— 5/ Y2 dt
o [ e a) (o)

Utilisons maintenant le fait que

Y Y
%:—J%—SY AY, avec AY =AY +(S—51)Y

ot Ag est un opérateur sur L? dont nous avons montré (c’est le lemme 8.7.5)
qu’il était inversible et ou S — S+ tend vers 0 quand s — +o00. Par suite, A
est inversible (de W12(S1) dans L?(S')) pour |s| assez grand et nous avons :

[AY [l 1251y = DIV w21y Z 1Yl L2y
pour une certaine constante positive D. Nous avons donc
1(s) = [ AY |2 — [V 22 = 0[] 2 [AY 1.
= [|AY || 2 (JAY (| 2 = 0[]l 2) — £ Y I[72
> (D(D —1) =) Y]z
> 62 f(s)

pour |s| assez grand et pour une constante ¢ > 0. La fonction f satisfait bien
a une inéquation différentielle du type annoncé. La fin de la démonstration
de la proposition vient du lemme ci-dessous (que nous énongons en +oo
mais dont I’analogue en —oo est évidemment vrai aussi).

Lemme 8.9.5. Si ' (s) > 6%f(s) pour s > sq, alors

— soit limg_, 4 oo f(s) = 400,
— soit f(s) < f(s0)e 07%0) pour s > s.
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Démonstration. Posons

gls) = e (f'(s) +5f(s)),
de sorte que
g'(s) =€ 2 (=0(f'(s) +8f(s)) + f"(s) + 6f'(5))
= I (s) - 82(s))
>0, d’apres 'hypothese faite sur f.
En particulier, la fonction g est croissante sur [sg, +00[.
Supposons d’abord qu’il existe un s; > sg avec g(s;) > 0. Alors g(s) >
g(s1) pour s > s1 et
F'(s)+8f(s) = eg(s1)
pour s > s;1. Soit h(s) = €% f(s), on a :
W (s) = e®(0f + ') = €g(s1),
donc h(s) > Ae??® pour s > 51 et f(s) > Ae’® tend vers +oo.
Sinon, on a g(s) < 0 pour s > sg, donc aussi f'(s) + 0f(s) < 0 et
h(s) = €% f(s) est décroissante sur [sg, +oo[ et finalement
e’ f(s) = h(s) < h(so) = ** f(s0),
c’est-a-dire
fls) < e f(so)e™®,
ce qui termine la démonstration du lemme. ]

Et ce qui acheve aussi la démonstration de la proposition. O

Nous avons donc montré que
VseR, V]2, <,
ce qui n’est pas exactement I’énoncé du théoréme que nous avons en vue.
Il reste & vérifier que 1'on a (point par point)
V(s,t) e Rx S, |Y(s,t) < Ce 0l
Nous montrons pour ce faire :

Lemme 8.9.6. Soit Y une solution de classe @ de I’équation de Floer linéa-
risée. Il existe une constante a > 1 telle que

2 2
AY|" > —a|Y".

Proposition 8.9.7. Soit w : R?> — R une fonction positive de classe C? telle
que Aw > —aw pour une constante a > 1. Alors on a

8a

Y (s0,t0) € R%,  w(sg,tg) < —/ wds dt.
T JBi(s0.to)
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Il ne reste plus qu’a appliquer le proposition a w(s,t) = ||Y (s, t)H2.

Démonstration du lemme. C’est un petit calcul :

AY,Y) = ;;<YY> 8622<YY>
=25+ 5 [+ v

puis o _o\/0 .0
A_(as Joat)(a +J08t)

de sorte que, si Y est solution de ’équation de Floer linéarisée,

AY:(a Joa)(a +Joa)y

0s ot/ \0s ot
_ (gs Jogt)(—SY).
Ainsi
(AY,Y) = < - %Y,Y> . <S%§,Y> + <JO%Y, Y> n <JOS%—);,Y>
et
sy =2 G - (55 v)) +2(| Fe ] + (055 7))
<ZSY Y> n 2<JO%Y, Y>.

Chacun des termes du membre de droite est minoré par un —c||Y||*. Clest
clair pour les deux derniers (grace & l'inégalité de Cauchy-Schwarz). Etu-
dions donc les deux premiers :

%] - g =15l - (5 )

:Hhﬁsyu - 5 sy

Y

Lot
sy
> —c||Y|

et il en est de méme pour le deuxieme terme, ce qui donne la minoration
attendue. ]

Démonstration de la proposition. Elle commence par un lemme :

Lemme 8.9.8. Soit w : B,.(so,ty) — R une fonction positive de classe C? telle
que Aw > —b pour une constante b > 0. Alors on a

w(So to) < —+4+ = w.
’ 8 r? B, (s0,t0)
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Démonstration. Considérons la fonction
b
v(s,t) =w(so + s,to +1) + 1(52 +1?)
qui vérifie
Av(s,t) = Aw(sg + s,t0 +1) +b > 0.

Il ne reste qu’a appliquer Pinégalité de la moyenne('? & v :
1

w(So,to) = ’U(O) < — v
71'7’2 B,-(0)
1 1 b(s® +t?
- L Wt — Ms"HE) ot
T2 ) B, (s0,to) e ) B,(0) 4
1 n br?
= — w —_—,
mr? By (s0,t0) 8
ce qui démontre le lemme. O]

L’étape suivante est appelée « la ruse de Heinz » (the Heinz trick)
dans [44] (dont cette démonstration est inspirée). La ruse consiste a
considérer la fonction

f:00,1] — R

pr—(1=p)*> sup w.
B, (so0,to)
qui vérifie f(0) = w(se,to) et f(1) = 0. Il y a donc un p, dans [0,1] ou f
atteint son maximum,

max [ = f(ps).
max f = f(ps)
Soient encore
]- - Mx
c= sup w=w(z) pourz € B, (so,to) etn= Px
Bp* (307t0) 2

Notons que 7 € ]0, 3] et que p, +n < 1, de sorte que
By (z:) C By, 4q(s0,t0) € Bi(so,t0)-

Nous avons maintenant
flps+m) _ 4f(ps+ 1)

sup w < sup w =
By (24) By, 4+n(50,t0) (1 — Px 77)2 (1 - p)2
4f(px
< M )2 ~ e
(1= ps)

Donc, sur la boule By(z,), nous avons

Aw > —aw > —4ac.

(12) Cette variante de I’égalité de la moyenne est rappelée ici dans la proposition 16.5.6.
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En utilisant le lemme, pour r» < n,
4dac 4 1

c=w(z) < —r° 4+ — w
* 8 7T7"2 Bn(z*)
ac o 1
<SSt t— w.
2 T J B (s0,to)

Pour finir (c’est notre troisieme et derniére étape), posons

T:l<7’]

Ja

et utilisons la derniere inégalité obtenue :

2
ac a
c < 7777 — w
2a " JBi(s0,to)
c a
<s+t— w carn < 1.
2 mmn Bi(so0,to)
Donc

c a 5 _ 2a
-<— w ou cn® < — w.
2 TN J By (so,to) T J By (s0.to)

Nous en déduisons :
w(so,to) = f(0) < f(p) = (1= pu)%e

8
= 47]20 S 70‘ w,
T JBi(s0,to)

ce qui est bien la conclusion attendue. O
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CHAPITRE 9

HOMOLOGIE DE FLOER :
ETUDE DES ESPACES DE TRAJECTOIRES

Considérons maintenant un hamiltonien générique H (au sens du théo-
reme 8.1.1) sur une variété symplectique W satisfaisant aux hypotheéses
6.2.1 et 6.2.2 (par exemple parce que 73 (W) = 0 ou parce que W est le fibré
cotangent d’une variété V).

On peut donc considérer les orbites périodiques d’indice de Maslov fixé.
On note Cy(H) l'espace vectoriel sur Z/2 de base les orbites périodiques
d’indice de Maslov k. Nous savons que ces orbites sont en nombre fini,
puisque 'hypothese de non-dégénérescence assure qu’elles sont isolées. On
définit ensuite la différentielle du complexe a ’aide du flot du gradient de
la fonctionnelle d’action Agy,

8 : Cu(H) — Cr_1(H)
par o)=Y, nlxyy

Ind(y)=k—1

ou n(x,y) désigne le nombre (modulo 2) de trajectoires du gradient de Ag
(c’est-a-dire de solutions de ’équation de Floer) reliant  a y. Le fait que
n(x,y) soit bien défini (et un nombre fini) sera une conséquence du fait que,
sous les hypothéses faites, 'espace L(x,y) des trajectoires reliant x & y est
une variété compacte de dimension 0 (voir le §8.5).

Il restera alors & démontrer que 1’on a bien défini un complexe, c’est-a-dire
que d o d = 0. Pour ceci, comme au §3.2.c, il faut étudier plus précisément
Pespace M(z,y), quand la différence des indices est 2.

9.1. Les espaces de trajectoires

9.1.a. L’espace L(z,y) et sa topologie. Si x et y sont des points
critiques de Ap, rappelons que M(x,y) désigne lespace des solutions
(contractiles, d’énergie finie) joignant x & y. On a montré (théoréme 6.5.6)
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que l'espace M des solutions contractiles d’énergie finie de 1’équation de
Floer est réunion des espaces M(z,y).

Revenons maintenant a I'opération de R sur M utilisée dans les démons-
trations précédentes. Notons

L(z,y) = M(z,y)/R

Pespace des trajectoires joignant x a y (supposés distincts). Il est muni de la
topologie quotient. Dans celle-ci, une suite u,, converge vers un élément u si
et seulement si il existe une suite s, de réels telle que u, (s, + s, ) — u(s,-)
dans M(z, y).

Remarque 9.1.1. On fait ici une distinction entre solution (paramétrée), é1é-
ment de M, et trajectoire (non paramétrée), élément de L.

Proposition 9.1.2. Soient x et y deux points critiques distincts de Ay et
soient u, € M(x,y), s, € R, o, € R. Supposons que

limuy (s, +5,-) =ue€M(z,2) et limu,(o,+s, ) =veMx,w)
pour deux points critiques z et w distincts de x. Alors z = w et u et v

coincident a l'opération de R prés, en d’autres termes, il existe un sq tel
que u(sg + s,t) = v(s,t).

Corollaire 9.1.3. La topologie quotient sur L(x,y) est séparée.

En effet la proposition donne I'unicité de la limite d’une suite convergente
dans L(x,y). O

Démonstration de la proposition. Comme x # y et u, € M(z,y), Ag(zx) >
Ag(y) et de méme avec z et w. Choisissons donc un réel « tel que

An(z) > a>sup(Au(y), Au(z), An(w))
et un € > 0 tel que
Ap(z) —e>a+e.

Supposons d’abord que la suite 0,,—s,, n’est pas bornée. On peut supposer
que s, = 0 et que la suite o, n’est pas majorée. Elle a une sous-suite tendant
vers +00. En s = —oo, v part du point critique z, il existe donc un sq tel
que

s <sg= Ag(v(s,t)) > Ap(r) —e.
Mais wu,(sg + o, -) tend vers v(sg, -), done, pour n assez grand, on a aussi
Ap(un(so + on, ) > Ap(z) —e.

On utilise le fait que la solution u tend vers z pour s — 400, donc il existe
un sp tel que
s> s1 = Apg(u(s,-)) < a.
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Puisque uy,(s1,-) — u(s1, ), alors, pour n assez grand,
Ag(un(st, ) <a+e.
D’ou I'on déduit que
So + o, <81

pour tout n, en contradiction avec le fait que o,, n’est pas majorée.

Donc o,, — s, est bornée et donc elle posséde une sous-suite convergente,
disons lim(o, — s,) = sg. Pour s fixé, la suite s + o,, — s,, reste dans un
compact fixé. Donc u, (s + op,+) — v(s,-) d'une part et vers u(s + sg) de
lautre. 0

Remarque 9.1.4. En théorie de Morse, pour montrer que les espaces de tra-
jectoires d’un pseudo-gradient sont séparés, on a regardé I'intersection avec
un niveau de la fonction. Ici on a aussi

Lz,y) = M (2,y) = {u € M(z,y) | Au(u(0)) = a}

toujours en utilisant le fait que Ay est décroissante sur les trajectoires. On a
aussi le fait que

M*(z,y) x R — M(z,y)

(z,0) — u(s + o,t)
est un difféomorphisme.

Remarque 9.1.5. Six =y, alors M(z,y) est constitué de la solution constante
(en s) égale a x. Six # y, L(x,y) est une variété de dimension p(z)—p(y)—1
(Uopération de R est libre d’apres la remarque précédente). Si p(z) = p(y)
mais ¢ # y, alors M(x,y) est vide et L(x,y) aussi.

9.1.b. Ce qu’il faut faire, pour définir les n(z,y) et montrer que
000 = 0. Considérons le cas de deux points critiques dont la différence des
indices est

— égale a 1; alors L(z,y) est une variété de dimension 0 compacte (ce
qui reste & démontrer) et n(x,y) = #L(x,y);

— égale a 2, u(z) = p(z)+2; alors L(x, z) est une variété de dimension 1;
on regarde

Lz, z) =L(z,z2)U U Lz,y) xL(y, 2)
w(y)=p(z)+1

et on démontre que c’est une variété de dimension 1, & bord la réunion des
L(x,y) x L(y, 2), et qu’elle est compacte.
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Une fois ceci démontré, comme le bord d’'une variété de dimension 1 est
constitué d’un nombre pair de points, on a

Z n(z,y)n(y,z) =0 mod 2,
w(y)=p(x)+1
c’est-a-dire 0 o 0 = 0.
Il nous faut donc démontrer
~ la compacité des espace L(x,y) (au §9.1.c);
— la propriété d’étre une variété a bord quand la différence des indices
est 2 (au §9.2).

9.1.c. Trajectoires brisées. Comme nous 'avons vu au §3.2 dans le
cas de dimension finie, dans I’adhérence des trajectoires joignant le point
critique z au point critique y, il y a des trajectoires « brisées », réunions de
trajectoires joignant d’autres points critiques. Le théoréme qui vient décrit
plus précisément ce comportement.

Théoréme 9.1.6. Soit (u,,) une suite d’éléments de M(z,y). Il existe
— une sous-suite de (uy,),
— des points critiques xg = x,x1,...,T¢, To41 =Y,

des suites (s%) (pour 0 <k < /)

— et des éléments u* € M(xy,, Th41)

tels que, pour tout k =0,... ¢,
lim u, - s = u®.
n—oo

Remarque 9.1.7. La proposition 9.1.2 donne aussi ['unicité de la limite dans
ce cadre : I'un des points critiques, z, était fixé, les deux autres, z et w, non.

Ce théoréme définit la convergence des suites dans L(x, z). La proposi-
tion 9.1.2 montre que la limite est unique. Ainsi, on définit une topologie
séparée sur I'espace L(z,2) et, bien siir, elle est telle que cet espace est
compact :

Corollaire 9.1.8. L’espace L(x,2) est compact.

Démonstration du théoréme 9.1.6. Nous utilisons ici les notations de la
démonstration du théoréme 6.5.6, en particulier, € est assez petit pour que
les boules de rayon e centrées aux points critiques de Ay soient disjointes.
Pour u € M, on note u(s) € LW le lacet u(s,t).

Vue comme une trajectoire dans LW, u,, doit sortir de B(z, ), puisqu’elle

finit par aboutir en y. Appelons u,,(s}) son premier point de sortie,

st =inf {s € R | doo(un(s),r) > €}.
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FIGURE 1

Par compacité de M (et & extraction prés d’une sous-suite), la suite (uy, - sL)
converge vers un élément u' de M. Par définition de s., on a

doo(un(s),r) <e pour s < sl
oo (Un(sy,),2) = €

par suite, a la limite,

u'(s) € B(x,e) pour s <0 et u'(0) € dB(x,e).

La limite u!

est ainsi une trajectoire partant de x et sortant de la boule
B(z,¢), elle est donc dans un M(x,z1) pour un x; € CritAy (distinct
de z). Si 1 = y, on a fini (avec £ = 0). Sinon, on proceéde par récurrence :
on suppose qu'on a trouvé des suites (s2),...,(s%) et w/ € M(z;_1,7;)
(pour certains points critiques de Ag), avec x; # y et

lim wy, - s), =u’.
n—oo

La trajectoire u* tend vers le point critique z;, pour s tendant vers +oo, et
il existe un s* € R tel que

Vs> s*, uf(s) € B(ay,e).
Puisque 1, - s (s*) tend vers u*(s*), on a aussi, pour n assez grand,
U, (s¥ + 5*) € B(ay,e).

Comme la trajectoire (u,) tend vers y, que nous avons supposé différent

de xy, elle doit sortir de B(wg,e) pour s > sk + s*. On considére son

k+1), ol

premier point de sortie, u, (s;

sitl = sup {s > sk + s* | un(0) € B(xy,e) pour sf +s* <o < s}.

Par compacité de M encore une fois (et & extraction prés d’une sous-suite), la

suite u, - sE*1 converge vers une limite u*+!

nant que la trajectoire u*+!

€ M. On veut montrer mainte-
en question est dans un espace M(z g, xx+1) pour
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un(s}l)

B(z,¢)

FIGURE 2

un point critique 1 distinct de . On vérifie d’abord que sk*1 — sk tend

vers l'infini. En effet, si I’on suppose au contraire qu’elle est bornée, I'inter-

valle [s*, sF+1 — s*] est contenu dans un intervalle compact fixe... sur lequel
Uy, - s& converge uniformément vers u”*. Par suite, pour s € [s*, sk1 — sk],

on a u,(sk + s) € B(xy,¢) et, en particulier, u, (s**!) est dans cette boule

n
k+1
n

Soit s un réel strictement négatif. Pour n assez grand, on a

ouverte, une contradiction. Ainsi, sF*1 — s¥ tend bien vers +o0.

sP 4 s* < sflps < it

de sorte que, d’apres la définition de s¥*! w,(s5*1 + s) € B(xy,¢). Par
suite, pour tout s < 0, on a
uy, - s € B(ay, €)
et par conséquent
uF (] — 00,0]) € B(xg,e).
Pour s = 0, on a u,(sfT1) € 9B(xy, ), donc a la limite,
uF*1(0) € dB(xy, ),

de sorte que u**1 doit sortir de la boule B(xy,¢), ce que nous voulions
démontrer. O

9.2. Trajectoires brisées, recollement : énoncés

Nous avons montré, au §9.1.c, qu’'une suite de solutions de 1’équation
de Floer joignant deux points critiques a et b pouvait converger vers une
« trajectoire brisée ». L’espace des trajectoires brisées apparait ainsi comme
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une « compactification » de l'espace de trajectoires L(a,b). Etudions plus
précisément sa structure lorsque la différence des indices de a et b est 2.

Théoréme 9.2.1. Soit (H,J) un couple régulier (avec H non dégénéré).
Soient x et z deux trajectoires périodiques de H dont les indices satisfont a

u(w) = p(z) + 2.

Alors L(z,z) est une variété compacte d bord de dimension 1 et

OL(z,y) = U Lz, y) x L(y, 2).
p(z)<p(y)<p(z)

Corollaire 9.2.2. Sous les hypothéses faites,
dod=0. O

La suite de ce chapitre est consacrée a la démonstration de ce théoréme.
Nous avons déja montré, au §9.1.c, que I'espace de trajectoires L(z, z) est
compact et que L(x, z) est une variété de dimension 1. Il suffit ainsi d’étudier
ce qui se passe au voisinage des points du bord. C’est ce que décrit le
théoreme dit « de recollement » :

Théoreme 9.2.3. Soient x, y et z trois points critiques de la fonctionnelle
d’action Ag, d’indices consécutifs

p(x) = ply) +1 = p(z) +2
et soient (u,v) € M(z,y) x M(y,z) représentant des trajectoires (u,v) €
L(x,y) x L(y, z). Alors
— il existe une application différentiable ¢ : [pg, +0o[ — M(z, z) (pour un
certain pg > 0) telle que m o) soit un plongement

$=m0p: [po,+00] — L(z,2)
vérifiant
lim B(p) = (@,7) € Tlx, 2) > L(x,2),

p—+00
— de plus, si b, € L(x,z) est une suite tendant vers (u,v), alors ,, €

-~

Im(v)) pour n assez grand.

Remarque 9.2.4. La derniere assertion est tout aussi indispensable que son
analogue dans le cas de Morse (voir la remarque 3.2.8).

La démonstration est bien plus difficile ici que celle du résultat corres-
pondant de théorie de Morse, la proposition 3.2.7. Nous allons procéder en
trois étapes :
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(1) un « pré-recollement », oll nous construirons une interpolation w,
entre les solutions u et v de ’équation de Floer, dépendant du parametre p,
qui ne sera pas exactement une solution elle-méme mais une solution « ap-
prochée » dans un sens que nous préciserons;

(2) la construction de v, que nous exhiberons sous la forme

¥(p) = exp,,, (7(p))

pour un
v(p) € WHP(wiTW) = Ty, P(x, 2)

tel que 1(p) est une vraie solution de I’équation de Floer ; nous I'obtiendrons
a partir de w, par une variante de la méthode de Newton, due a Picard et
que nous appellerons « méthode de Newton-Picard » ;

(3) la vérification des trois propriétés désirées de zz = 7 01, & savoir

im0 D(p) = (@,0):
— 9 est un plongement ;
— la propriété d’unicité.

Pour les démonstrations, nous aurons besoin d’estimations des dérivées
de P'application exponentielle et de I'opérateur de Floer. Leurs démonstra-
tions ne sont pas difficiles, mais elles sont trés longues (et certains lecteurs
pourront les trouver « moralement évidentes »). C’est pourquoi, et dans le
but de faciliter la lecture, que nous avons préféré les regrouper dans le cha-
pitre 13. Nous signalerons ces lemmes techniques au fur et a mesure de leur
apparition dans le texte.

9.3. Pré-recollement

Choisissons une fois pour toutes deux fonctions de classe C*, G~ et
BT : R — [0,1] (figure 3), de fagon que

B 1 pour s < —1 1 pours>1
B (s) = et [7(s) =
> 0 pour s <e.
Définissons la solution approchée w, par
u(s + p,t) sis< -1
expy ) (B (5) expyhy (uls + p, 1))

+ B (s) expy g (v(s = p,1))) sis € [<1,1]
v(s — p,t) sis>1.

wy(s,t) =
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FIGURE 3

La formule définit bien quelque chose si, pour |s| < 1, u(s+p,t) et v(s—p,t)
sont bien dans 'image de ’exponentielle, précisément dans

{expy Y(O) | sup [V (0)] < 70 }.
test

Comme limg_, 1 oo u(s,t) = y(t) = lims—._ oo v(s, ), ceci est vrai pour p assez
grand, disons donc pour p > pg.

La valeur de pg, qui pourra augmenter au fur et a mesure que le texte
avance, n’a pas & étre précisée : convenons'!) que « pour p > po » signifie
« pour p assez grand ».

Cette « interpolation » de u et v jouit des propriétés :

(1) w, € €% (, 2);

(2) pour s € [—¢,¢], on a wy(s,t) =y(t);

(3) pour s < p—1,0naw,(s—p,t) =u(s,t), en particulier

111_{1 wy(s — p,t) = u(s,t) dans Cf,
p—too

et de méme, w,(s+p,t) = v(s,t) pour s > 1 —p, donc w,(s+ p,t) tend vers
v(s,t) dans CS. ;

(4) w, est une fonction dérivable de p;

(5) wy(s,t) tend vers y(¢) dans €Y. quand p tend vers +oo.

La figure 4 montre assez schématiquement ce qui se passe (dans l'espace
de lacets LW).

Voici maintenant la version « linéaire » de cette construction que nous
allons utiliser pour appliquer la méthode de Newton-Picard et construire
une vraie solution & partir de w,. Soient Y € T,,P(z,y) et Z € T,,P(y, 2).
On définit, de facon analogue a w,,,

Y#,Z € Ty, P(x,2) = WHP (wiTW)

(1) Une convention que nous aurions aussi pu faire & d’autres endroits.
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FIGURE 4

par

Y(s+p,t)

Y#,7(s,t) = Texpy ) (ﬁf(S)Tu<s+p¢) exp b (Y(s + p, 1))
+ B7(8) To(s—p,t) exp;é)(z(s —), t)))

Z(s = p;t)

suivant que s est, respectivement, < —1, dans [—1,1] ou > 1. Pour ne
pas allonger démesurément la formule, nous n’y avons pas fait figurer le
point ou est prise I'application tangente a I'exponentielle, c’est-a-dire ici
B (s) exprh (uls + p,1)) + B+(s) exprl (y(s — p, ).

Remarque 9.3.1. On peut considérer la construction de w, a partir de u et v
comme une application

#,:C%(x,y) x C°(y,2) — C>(z, 2).
On peut alors aussi considérer Y#,Z comme I'image de (Y, Z) par Pappli-
cation tangente

Teuwy#p : TuP(x,y) x T,P(y, 2) — T, P(w, 2).

Le champ de vecteurs Y #,7 jouit de propriétés analogues a celles de w,,
a savoir :

(1) On T'a dit, Y#,Z € Ty, P(,2), et c’est une application continue
comme élément de WHP(R x ST R™);
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(2) pour s € [—¢,¢e], Y#,Z =0;
(3) on a lim,— 40 Y#,Z = 0 dans € (et dans €;°. si Y et Z sont de
classe C>).

Ces constructions étant faites, passons a la construction de notre para-
métrage 1.

9.4. Construction de ¢

Pour tout p > pg, on a construit un w, dans €(z, z). Il est méme dans
€ (x, z), grace a la décroissance exponentielle (du §8.9). On va maintenant
définir, pour tout p > po, 1, € M(z, z) (une vraie solution, donc), qui sera
de la forme

by = exp,, Y(p) pour un y(p) € Ty, P(x,z) = WP (w;TW).

Remarque 9.4.1. Toujours en désignant par F 'opérateur « de Floer »

0 0
= — — H
F 85+J8t+grad ,

pour vérifier que 1, est bien une solution, il suffira de vérifier que F(¢,) =0
au sens faible. En effet, comme 1), sera automatiquement continue (puisque
v(p) € W'P(wsTW) avec p > 2, y(p) est continue), donc solution
forte et de classe C°°, toujours en application de la régularité elliptique
('énoncé 12.1.1).

Trivialisations. Nous allons écrire les équations en coordonnées. Pour ceci,
il nous faut des trivialisations du fibré TW sur les applications considérées.
Comme au chapitre 7, commencons par choisir des disques D,, Dy et D,
bordés par nos lacets contractiles x, y et z. Puis fixons des trivialisations
unitaires

— (Z}(s,t))i=1,...,.2n le long de uU D, U D, et

— (Z7(s,t))i=1,....2n le long de vU D, U D,
qui coincident le long de D,,. Il reste a définir une trivialisation compatible
le long de w,. Pour ce faire, on définit, d’abord, bien sfir, pour p > po,

20(5.1) ZM(s+ p,t) sis<—1
. 87 =
’ ZV(s —p,t) sis>1.

On prolonge ensuite, pour s € [—1, 1], cette trivialisation en une trivialisa-
tion unitaire le long de w, pour p € [py, +00[ et de y(t) pour p = +oo de
facon que, le long de y(t) = w,(0,?), elle coincide avec les restrictions a y
de Z}' et de Z7.
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Bref, on a ainsi construit une (famille de) trivialisation(s) Z(s,t) le
long de w,. Chacune coincide avec Z* ou Z! pour |s| assez grand et elles

convergent (dans C°

) vers une trivialisation le long de y (voir la figure 5,

sur laquelle 'axe des t a été omis). La famille Z”(s,t) est une fonction C>
de p.

----------------- Ao Z2(1)
Zi{(s—p;t)
+1
Yy
Z0(s,t) Z0
> +00
P1 P
-1
Z(s + p,1)
____________________________________ ZE(t)
FIGURE 5

Ce n’est pas tout a fait terminé : nous avons besoin de trivialisations
au voisinage de w,. Pour tous p, s et t, et pour tout vecteur tangent
§ € Ty,s,yyW de norme inférieure au rayon d’injectivité, on construit
en utilisant le transport parallele (voir au besoin le §14.5) une base or-
thonormale (mais pas nécessairement unitaire) de Texpw,, (s,w(ﬁ)W’ notée

(Zf’g(s’ t))i=1,....2n-

Définition de F,. Pour tout p > pg, on définit un opérateur
F
WLP(R x SL,R*™) —25 LP(R x ST; R*™)

0 0
(Y1, -+ Yon) — [(% + Ja + gradHt> (exp,,, Sy Zl) .

i

) i Z0
formule dans laquelle le résultat est développé dans la base Zf PDERS et

dont on aura remarqué qu’elle ne définit pas un opérateur linéaire. L’appli-
cation ?p n’est autre que
F,=TFo0 XDy,
écrite dans les bases Z;.
Remarque 9.4.2. L’application JF, est bien définie sur les vecteurs (yi, ..., y2n)

de la boule
B(0,79/K) Cc W"P(R x S*; R?™)
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ou 1o a été choisi inférieur au rayon d’injectivité de la métrique utilisée
sur W et K est la norme de I'injection de WP dans L* (en utilisant les
notations du §8.2, celles avec lesquelles nous avons défini la structure de
variété de Banach de P(z,y)).

On a, bien str, F,(0) = [F(w,)],». De plus, comme u et v sont des
solutions de I’équation de Floer, on a '
Flw,) = % + J% +grad,, H; =0 pour [s| > 1.
Sur [—1,1], wy(s,t) tend uniformément (dans la topologie €>) vers y(t).
Donc, puisque F(y) = 0, F(w,) tend vers 0 quand p tend vers +o00, en €>
comme en LP.

La méthode de Newton-Picard, idée générale. Nous cherchons ~ =
(Y1,---572n) qui soit solution de I’équation F,(y) = 0. Nous venons
de remarquer que, si I'on n’a pas F,(0) = 0, I'origine 0 est « presque » une
solution de 1’équation. Nous allons utiliser cette solution approximative
comme point de départ pour construire une vraie solution en utilisant la
méthode de Newton-Picard.

Dans le cas des fonctions f : R — R, on sait que celle-ci permet de
trouver un zéro « de f a partir d’une solution approchée xy comme limite

Tril = Tn — f(zn) )
f'(@n)
Une variante est de trouver a comme limite de la suite
Tyl = Tn — f(an)
f'(@o)
qui présente I’avantage de n’utiliser qu’'une valeur de la dérivée et que nous
allons utiliser ici dans le cas de F,. Les deux méthodes sont représentées sur
la figure 6.

de la suite récurrente

FIGURE 6
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Linéarisation de JF,. Nous déterminons donc maintenant ce qui va jouer
le role de la dérivée f’(xo) dans la méthode de Newton-Picard. Notons L,
l'opérateur linéarisé (dF,)o en 0 de F,

L,: W"(R x S R*™) — LP(R x S*;R*).
Proposition 9.4.3. L’opérateur L, est un opérateur de Fredholm d’indice 2.

Démonstration. Nous ’avons remarqué au chapitre précédent (c’est la re-
marque 8.4.5), la différentielle de F est de la forme

(dF), = 0+ S(s,t)

pour tout u (et pas seulement pour les solutions de I’équation de Floer).
Dans nos trivialisations, nous avons donc

oY oY
LP(Y) = g + Joa + Sp(S,t)Y

pour une application
S,: R x S" — My, (R).

Comme nous avons choisi la trivialisation le long de w, de fagon compatible
avec celles le long de u et de v, nous avons que

S,(5,1) S%(s+ p,t) pour s < —1
s5,t) =
’ SY(s+ p,t) pour s> 1

ou S* et SY sont les matrices correspondant aux linéarisations de F le long
de u et v dans les trivialisations Z;* et Z;. De sorte qu’en particulier, pour p
tendant vers I'infini, S, tend vers les chemins de matrices symétriques définis
par les points critiques x et z :

lim S,(s,t) =5%(t) et lim S,(s,t) = S*(¢).

S— —00 s——+00

11 ne reste qu’a appliquer les résultats du chapitre précédent (précisément
les théorémes 8.7.1 et 8.8.1) : L, est un opérateur de Fredholm d’indice

p(@) = p(z) = 2. =

Idée de la construction de . Dans la formule définissant la suite récur-
rente utilisée dans la méthode de Newton-Picard, le terme 1/ f'(xzg) corres-
pond dans notre situation a un inverse de l'application linéarisée L,. Le
fait que celle-ci soit d’indice 2 ’empéche d’étre inversible. Nous allons donc
trouver un supplémentaire W:- de Ker L, dans WhP(R x S1;R?™) tel que
Lp|WpL soit inversible (autrement dit, nous déterminerons un inverse a droite
pour L,). Nous appliquerons la méthode de Newton-Picard en partant de
la solution approchée 0 pour trouver une solution de F,(y) = 0.
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I/Vpl expy,, W:‘
v ( e 2) ¥(p)
exp,, T,z
\) P M([Ij7 Z)
Ker L, w,
FIGURE 7

Rien d’étonnant a ce que nous devions utiliser un tel sous-espace Wff- :
nous savons que M(z, z) est une variété de dimension 2, nous cherchons donc
pour tout p un élément v € (expwp)_lj\/[(x, z), sous-variété de dimension 2
de T, P(z,2). Il est naturel de déterminer un tel v en intersectant cette
sous-variété avec un sous-espace de codimension 2, notre WpJ- (on montrera
en effet que dimKer L, = 2). Ce qui est schématisé sur la figure 7.

Nous obtiendrons donc le chemin 1 (p) comme intersection dans P(z, z)
de M(z, z) et de l'espace

{exp,, W, | p = po}.

Ce sous-espace est de codimension 1, c’est Iimage du fibré W+ des WpL
sur w,, un sous-fibré de codimension 2 de w*TP(x, z). Ce qui, & nouveau,
est schématisé sur la figure 8.

M(z, 2)

FIGURE 8

La méthode de Newton-Picard (abstraite). Voici I'énoncé précis que nous
utiliserons.
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Lemme 9.4.4. Soient X et Y deux espaces de Banach et soit F': X — Y
une application continue. On écrit

F(zx) = F(0) + L(z) + N(x)

ot L(z) = (dF)o(x) et on suppose qu’il existe G :' Y — X, continue telle
que

(1) LoG=1d;

(2) IGN(z) = GN ()| < O]+ llyl) llz = yll pour tous z,y € B(0,7) ;

(3) |GF(0)|| <&/2 ot e = min (r,1/5C).
Alors il existe un unique o € Im(G) N B(0,¢) tel que F(a) = 0. De plus,
on a [laf| < 2[|GF(0)]].

Démonstration. En gardant la méthode de Newton-Picard classique en téte,
définissons ¢ : B(0,e) — Im(G) par
p(r) = G(L(z) — F(z)) = =G(F(0) + N(z)).
Remarquons que
Lo(z) = L(z) — F(x).
Dong, si p(x) = x, F(x) = 0. Réciproquement, si F(z) = 0 et © = G(y),
alors
p(r) = GL(z) = GLG(y) = G(y) = =.

Nous allons donc montrer que ¢ a un unique point fixe dans B(0, ¢).

D’abord, ¢ envoie la boule de rayon ¢ dans elle-méme : si ||z]| < ¢, on a

le(@)|| = IG(F(0) + N(z))| < |GF(O)[| + [|GN ()]

€
<S40z
2
€
< - +C¢?
2
€. € _
S 4 <e,
2 5
suite d’inégalités pour lesquelles on a utilisé les propriétés (2) et (3) ainsi

que le fait que N(0) = 0.

IN

Ensuite, si x et y sont deux points de la boule B(0,¢), on a

[o(x) = o) = IGN(z) = GN(y)|| < Cllzll + [[yll) |z =yl
<2Ce|lz -y

< 5 | | < 21 | |
r—=y xz—y .
Ainsi la suite définie par

20=0 et xp11=p(x,)
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est une suite de Cauchy. Elle converge donc vers une limite a qui est un
point fixe de ¢ et qui est I'unique point fixe a cause de l'inégalité que nous
venons de démontrer.

Pour finir, démontrons 'inégalité affirmée dans ’énoncé du lemme. On a

% [l = % llee = Ol = [[o(c) = p(0)]| = [l = @(0)[| = flx]| = [0 (O)]] -

Il s’ensuit que
el < 2{[0(0)[| = 2 |GF(0)]}. O

Application du lemme. Nous allons appliquer le lemme 9.4.4 a ’application
F,: WHP(R x SL; R*™) — LP(R x S*;R?™).

Il nous faut donc déterminer un inverse a droite G, de la différentielle L,
en 0, et vérifier que ce G, satisfait aux hypotheses du lemme. Comme nous
I'avons dit, nous allons obtenir G, a 'aide d’'un sous-espace WPL. Nous
commencons donc par définir celui-ci.

Les différentielles (d),, et (dF),, dans les trivialisations Z!* et Z?, sont
notées L™, LV ; on considere, via ces trivialisations,

Ker L* C T, P(z,y) et KerL” C T,P(y,2).
On définit W, comme la « somme #, » de ces sous-espaces,
W, ={a#,0| acKer L, € Ker L"}.

On définit ensuite WPJ- comme son orthogonal, c’est-a-dire comme

Wi = {Y € W' (R x S%; R2") |

/ (Y, a#,0) dsdt = 0 pour tous a € Ker L, 3 € Ker L“},
RxS?t

(toujours en utilisant le repere (Z!);=1, .2, pour considérer a#,[ comme
un élément de WP (R x S1;R?™)).

Remarques 9.4.5.

(1) Les deux solutions u et v de ’équation de Floer relient des points
critiques d’indices consécutifs. Comme la paire (H,J) est réguliére, nous
savons donc que L* et LY sont surjectifs. Comme leurs indices de Fredholm
valent 1, les noyaux de L" et de L" sont de dimension 1. Grace a la remarque
8.4.8, nous pouvons donc affirmer que

ou v ov
58 et KerlL —R'a

(ou l'utilisation des repéres (Z1), (Z7) est sous-entendue).

KerL" =R
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(2) Comme on a, griace & la décroissance exponentielle (§8.9),

2] 3] < e

ds
les vecteurs Ou/ds et Ov/ds sont dans L? pour tout ¢ > 1, donc
VY e WHP(R x SHR*™), YVa e Ker LY, V3 € Ker LY, (Y,a#,8) € L*.

(3) L'espace WHP(R x S';R") est somme directe de W), et de W .
C’est un fait simple et assez général que ’on peut énoncer sous forme d’un
lemme :

9

Lemme 9.4.6. On suppose que 1/p + 1/q = 1. Soit E un sous-espace de
dimension finie de WP N L1 . Soit

Et+ = {Y e Whr | /(Y,X> dsdt =0 pour tout X € E}
Alors WP = E® E+.

En effet, il est clair que ces deux sous-espaces ne se rencontrent qu’en 0.
Puis, par I'inégalité de Holder, comme E C LP N L9, on a E C L?. 1l suffit

maintenant de choisir une base orthonormale {ej,...,e,} de E, grace a
laquelle tout élément Z de WP satisfait &

Z —{e1,Z)yer— - — (e, Z)e, € E*
d’out le résultat annoncé. O

Comme W, est I'image de ’espace de dimension 2, Ker L* x Ker L, par
I'application linéaire #,, nous savons que dim W, < 2, de sorte que le lemme
s’applique.

La proposition ci-dessous est importante. Elle permet de définir G, et de
vérifier les hypotheses du lemme.

Proposition 9.4.7. 1l existe une constante C > 0 telle que, pour p > pog,

VY e Wy, LMl = ClIY llyn -

Voici tout d’abord une liste de conséquences de cette proposition. On
suppose p > po.

(1) D’abord, on a clairement Ker L, N WPJ- =0.

(2) L’application L, est surjective et dim Ker L, = dim W, = 2. En effet,
on a toujours

dimKer L, > Ind(L,) = 2
et
codim W;‘ =dim W, < dim(Ker L* x Ker L) = 2
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et la premiere propriété transforme ces deux inégalités en égalités. On a
ainsi
WP (R x SYR*) =Ker L, & W,
On peut dire, intuitivement, que le noyau de (dF).y,, est proche de
Ker(dF),#, Ker(dF), quand p est assez grand.
(3) Par conséquent,
L, : W= W" (R x S"R*")/Ker L, — LP(R x S";R*") =Im L,
est bijective. On pose
G,=L," : L’(R x S%R*) — W

(4) Cette application G, est continue, puisqu’en effet la proposition af-
firme que

GVl < 5 I1EoGo s = 51V
Les hypothéses (2) et (3) du lemme 9.4.4 sont aussi des conséquences de
la proposition :
(1) Vérifions maintenant ’hypotheése (2) du lemme (en omettant p dans

I'écriture). On a

|GNz — GNy|| < CTH[N(z) = N()| < C" sup [[(dN):] [l — |

z€[z,y]

par I'inégalité des accroissements finis. Le fait que ||(dN).]|| soit, sur le seg-
ment [x,y], bornée par K ||z|| ou K est indépendant de p, de x et de y,
est conséquence du lemme 9.4.8, un des lemmes techniques démontrés au
chapitre 13 (au §13.2),

I(dN)- || < K |[|z]]

(voir le chapitre 13) puisque
(dN). = (dF). — (dF).
On en déduit
|GNz — GNy|| < ¢ [N(2) - N(y)|

<CT'E sup ||z [lz —y]
2€lo.y))

< CTE([l=]l + [yl [l =yl
et I'hypothese (2) est bien satisfaite.

Lemme 9.4.8. Soit ro > 0. 1l existe une constante K > 0 telle que, pour tout
p > po et pour tout Z € B(0,79) C WHP(R x S, R™), on ait

1(dFp)z = (dFp)oll”” < K || Z]lyyr.0 -
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(2) Vérifions enfin la condition (3) du lemme. On a
IG,Fo(0)] < CTHIFL(0)]] = C7H{IF (wp) |

qui tend vers 0 quand p tend vers linfini, de sorte que l'on a bien
|G,F,(0)]] < €/2 pour p assez grand. On peut appliquer le lemme de
Newton-Picard.

Démonstration de la proposition 9.4.7. Supposons, par ’absurde, qu’il exis-
te une suite (p,,) tendant vers l'infini et Y,, € Wan tels que

Lo, Yoll Lo

lim =0.
n—+oo ”Yn”Wl,p
En normalisant, nous supposerons que ||Y,| = 1.

Lemme 9.4.9. Soit K = [—a,a] x S' C R x SL. Alors
nlggo HYTLHWLP(K) =0.
Démonstration. Considérons 'opérateur
D: W (R x S R*™) — LP(R x S*; R?")
défini par
)4 oYy

DY) = g(s,t) + Jog(s,t) + SY(t) - Y(s,t)

ou t — SY(t) est le chemin de matrices symétriques correspondant a la
trivialisation choisie le long du lacet y. Comme nous le savons déja,
aY oY ow

- - iadis
(dg:)wp (Y) - 88 + J at (dJ)wp (Y> 8t + d(gradwp Ht)(Y)
Comme w, tend vers y (au sens Cf5.) quand p tend vers 'infini, la partie

d’ordre 0 de cet opérateur tend vers la partie d’ordre 0 de (dF),. Comme
nous avons choisi les trivialisations de fagon que Z!(s,t) tende vers Z!(t)

(toujours au sens C2), on a
lim S,(s,t) = SY(t) au sens Cp;..
p— 00

Posons 7, = p, /2, choisissons une fonction plateau v qui vaut 1 pour |s| <
1/2 et 0 pour |s| > 1 et définissons enfin v, (s) = y(s/rn).

Montrons que D(v,Y;,) tend vers 0 en norme LP. On a en effet

IDG Yl = |

1
YnD(Yn) + T'YYVL

A

1.
—AYallpe + I D)
M
Tn

IN

1Yl 1o + 1D (s
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ou M est la borne supérieure de |¥(s)| sur R. Il s’ensuit que
DY) lan < T ¥all o + 1D = Lo W¥all o, g
+ HLPn(YR)HLP([frn,T‘n]XSl)
< 2 Yallgo + 157 = Sp)Vallqi_ryry st
1L (Yol o -

Comme [|Yy|l 1 < [[Yallyyrr = 1 et comme ||L,, (Y2)]|,, tend vers 0, cela
donne

IDnYn)llpe < 105 = Sp. ) Yall o + 7n
pour un 7, > 0 tendant vers 0 quand n tend vers l'infini. On remarque
ensuite que

[I(SY — Spn)Kl||Lp([_,«mrn]xsl) < sup 1S,, (s,8) = SY()|| IYnl 1o
(8,t)E[=Tn,rn] xSt
= sup 150, (s,8) =S¥ (D)1

(s,t)E[—rp,rn]x ST
Pour s < —1, S, (s,t) = S“(s + pn,t), donc le supremum, pour (s,t) €
[—Tn, _1] X Sl) de ||Spn(57t) - Sy(t)H est égal a
sup [15(s + pns t) = SY(D)]],

(s,t)€[—ry,—1]x ST

c’est-a-dire a
sup 15(s,t) = S¥(D)]
(8,t)E[rn,pn—1]x St

et ce supremum tend donc vers 0. De méme, pour s > 1, en utilisant le fait
que S,, (s,t) = SY(s — pn,t), on vérifie que

lim sup 1S,,, (s,t) = SY(t)|| = 0.

n=+o0 (51 el,r,]x St

Enfin on a

lim sup |5, (s,8) = S¥(t)[[ =0

n—+00 (5 1)e[—1,1]x S
puisque S, (s,t) tend vers S¥(t) au sens C°.. Nous avons bien montré que
D(v,Y,) tend vers 0 en norme LP, ce qui va nous permettre d’achever la
démonstration du lemme.
Nous savons (voir la proposition 8.7.3 dans la démonstration du fait
que F est un opérateur de Fredholm) que D : W'P(R x SL;R?*) —
LP(R x S';R?") est inversible. Du fait que ||D(7,Y,)||, tend vers 0, on

déduit que ||v,Yy|/jy1.» tend vers 0 et donc que
i Wl =0

ce qui acheve en effet la démonstration du lemme. O]
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Lequel lemme affirme, puisque la norme WP de Y, vaut 1, que son
support tend & se concentrer vers |s| — +o0.
Nous allons utiliser les relations entre L, , L* et L” pour |s| assez grand.

Lemme 9.4.10. Soient 3% les deux fonctions utilisées pour fabriquer la
solution approchée w,. Il existe des champs de vecteurs Y € KerL" et
Z € Ker LV tels que, a extraction de sous-suites pres,

B (s — pn + 1)Yn(s — pn,t) tend vers Y dans WHP(R x S*; R*™)
et
BT (5 + pn — 1)Yn(s 4 pn,t) tend vers Z dans W'P(R x S'; R?").
Démonstration. Rappelons que 8~ (s + 1) = 0 pour s > —1, ce qui fait que
B~ (s +1)Y,(s,t) est & support dans | — 0o, —1] x S1. On en déduit que
[LeCHon D (57 (s+1)Ya(s, )| = L5, (87 (s + 1)Yals, )]l
= |67 (s + DYuls,t) + 5~ (s + 1)L, (Ya(s, )|,
< sup 3~ 1Yol o (—1,yxs) + 1 Lo, Yall 1o

qui tend vers 0 d’apres le lemme 9.4.9. Remplacer s par s — p,, donne
nl—l>r—IQ—1<>o HLu(ﬁ_ (S = Pn + 1)Y7’L(S — Pns t))HLp =0.
De maniere analogue, on a aussi

lim [[Z¥(8" (s + pn — 1)Yu(s + pn, )|, = 0.

n—-—+o0
La démonstration du lemme 9.4.10 est alors conséquence directe du lemme
général suivant.

Lemme 9.4.11. Soit D : E — F un opérateur (linéaire) de Fredholm. Soit
() une suite bornée d’éléments de E telle que la suite (D(x,,)) tende vers 0
dans F. Alors il existe une sous-suite de (x,,) qui converge vers un élément x
de KerD C E.

Démonstration. Puisque D est de Fredholm, nous savons qu’il existe un
opérateur D’ tel que

D'oD=1d+K,
ou K est un opérateur de rang fini (c’est la proposition 16.2.5), ce dont il
suit que la suite (z, + K(z,)) tend vers 0. A extraction d’une sous-suite
pres, la suite (K (x,,)) est convergente, ce qui fournit une sous-suite de ()
qui converge. O

Ce qui acheve la démonstration du lemme 9.4.10. O

Et nous amene a I’énoncé d’un autre lemme.
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Lemme 9.4.12. Les suites 3~ (s + 1)Y,,(s,t) et 87 (s — 1)Y,(s,t) convergent
vers 0 dans WhP.

Démonstration. Soit Y € Ker L¥ un champ de vecteurs donné par le
lemme 9.4.10. On forme Y #,0, qui est un élément de W,. Le lemme 9.4.10
affirme que 37 (s — p, + 1)Y, (s — pn,t) tend vers Y (dans WHP), de sorte
que

lim |[87 (s 4+ 1)Yu(s, ) = Y (5 + pn, t)|| yr.r =0,

n—-+o0o
et qu’en particulier

lim H,Bf(s +1)Y,(s,t) = Y#,.,0

n—-+oo

Ensuite 37 (s+1)Y,,(s,t) =Y #,, 0 est & support dans | —o0, 0] x ST et Y#,, 0
> donc aussi au sens WP ([—1,0] x S1). Remarquons
en effet que Y est dans le noyau de L*, donc C> (par régularité elliptique)
et que Y est un multiple scalaire de du/ds. On obtient donc, en utilisant
aussi le lemme 9.4.9 que [|[37 (s + 1)Y,,(s,t) — Y#,, 0,1, tend vers 0.
Comme Y est a décroissance exponentielle, il est dans L7 pour tout ¢ > 1
ainsi que Y#,,0. Avec 1/p+ 1/¢q = 1, I'inégalité de Holder donne

=0.

|W”WG7QL7UXSJ

tend vers 0 au sens €

]/ (B (5 + 1)Yo(s, 1) — Y#pnO(s,t),Y#pnO(s,t»dsdt‘
RxS!
< ||ﬁ_(3 + 1)Yn(3vt) - Y#Pno(s’t)HLp ||Y#pn0||Lq .

La norme [|Y'#,,0]|,, est bornée par ||Y|,, dans L?(]—o0, —1] x S1) et tend
vers 0 dans L9([—1,+o0[ x S!), de sorte qu’elle est uniformément bornée.
On obtient donc

lirf (B (s+1)Y,(s,t) = Y#,,0(s,t),Y#,,0(s,t)) dsdt = 0.
n—-—+oo RXSl

Comme Y#, 0 W, etY, € WPJ;’, on a

/R . (Y, Y#,.0)dsdt = 0.
X

Par ailleurs, on a

lim (1 =B (s+1)Yu(s,t) = Y#,,0(s,t)dsdt =0
=+ JRx s

puisque le terme & intégrer est a support dans [—1,0] x S! et, comme ci-
dessus en utilisant I'inégalité de Holder, que le module de l'intégrale est
majoré par

||Yn||Lp([71,o]><sl : ”Y#pnO”Lq([_l,o]xsl) :
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Cela tend vers 0 en application du lemme 9.4.9. Les deux relations ci-dessus
impliquent que

lim (B~ (s+1)Y,(s,t),Y#,,0)dsdt =0
n—+too Jrx gt

et donc

dim - (Y#,.0,Y#, 0)dsdt = 0.

Pour s < —1, Y#,, 0(s,t) = Y (s + pp,t), donc

n—-+oo

-1
lim / / (Y(s+ pn,t),Y(s+ pn,t))dsdt =0,
St J—c0

ou encore

—14pn )
lim // 1V (s, )2 dsdt =0
n—+ Jg1 ) o

etenfinY = 0et |87 (s 4+ 1)Y,(s,t)| 1., tend vers 0. On montre de maniere
analogue qu’il en est de méme de ||57 (s — 1)Y,,(s,t)|/;y1.»- Ce qui achéve la
démonstration du lemme 9.4.12. O

Et qui va nous permettre de finir celle de la proposition 9.4.7. On a
L= Yo(s, )l
< Hﬂ7(5 + 1)Yn(5at)HW1,p + H6+(S - 1)Y,,,($,15)HW1‘D
+ H(l - ﬁ_(S + 1) - ﬁ+(8 - 1)Yn(s7t)lep .

Les deux premiers termes tendent vers 0 en application du lemme 9.4.12
et le dernier aussi, en application, pour lui, du lemme 9.4.9. Ce qui est
I'incontestable contradiction recherchée. O

Nous pouvons donc appliquer la méthode de Newton-Picard et obtenir,
pour tout p > po un élément y(p) de W;- qui vérifie F,(v(p)) = 0. De
plus, cet élément (p) est unique dans W;- N B(0,¢) ou, rappelons-le, ¢ est
indépendant de p (c’est le lemme 9.4.4). Remarquons aussi que l'on a :

Lemme 9.4.13.

I 1y =0.
Jm 1 (0)llws,

Démonstration. Fn vertu du lemme « de Newton-Picard » 9.4.4, nous avons
I (O)lwro < 21GFo ()1 <207 HF,(0)] 1 = 2C 7 [|F (w)) 1

qui tend vers 0 quand p tend vers 'infini. O]
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Continuité et dérivabilité de ~y. Nous allons appliquer le théoréme des fonc-
tions implicites. Notons

W(e)" ={(p.Y) | p=po,Y €W, et |[Y] <e}

et définissons I : W (e)* — LP(R x SL; R?™) par F(p,Y) = F,(Y), de sorte

que nous avons

F(p,7(p)) =0 pour tout p > po.

Lemme 9.4.14. Pour tout p assez grand (et plus grand que po), la dérivée

(dQF)pn(p) - (d(}" )v(p)

est tnversible.

Démonstration. Fixons p. La différentielle de F, est une application linéaire
(dF ) Wy — LP(R x SY; R?™).
Considérons l'inverse G, de (dF,)o construit ci-dessus,
G, : LP(R x S R*™) — W
Pour la norme opératorielle, nous avons
HGp(d?p)'v(p) - Id” - HGP(d?p)v(p) - Gp(d?p)OH
<G, H(dsrp)“/(p) - (dg:p)OH
< CTE (o) llwr.r

grace au lemme 9.4.8 que nous avons déja utilisé. Comme nous avons vu
(dans le lemme 9.4.13) que la norme W? de « tend vers 0, nous pouvons
en déduire que G, 0 (dF,)(,) est inversible pour p assez grand et donc que
(dF )~ (p) l'est aussi. O

Ceci nous permet d’appliquer le théoreme des fonctions implicites et de
conclure que  est continue et dérivable pour p assez grand. Démontrons
maintenant :

Proposition 9.4.15.

N
p—>+(X1 Wlp

Démonstration. Comme F(p,v(p)) =0, on a

oF

2 (o) + (@000 (51) = 0.

dp
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On a
1520, <152 = Go@h 52, + [Cnt T B2,
<116, ~ 1| 52, + ][0 5 0D,

Puis, comme dans la démonstration du lemme 9.4.14, on a
1Go(@F0) o) — 14| < CTUK [[9(0) iy

On utilise maintenant le lemme (un des lemmes techniques démontrés au
chapitre 13) :

Lemme 9.4.16. Soit o > 0. Il existe une constante M > 0 (indépendante
de p) telle que pour tout p > po et tout Z € B(0,r9) C WHP(R x S1; R?"),
on ait

H o 00, <M1zl

Il permet les estimations

GP(%(p,v(p))) ‘ < C”H%(ﬂﬁ(ﬂ))”

_C*I(H%(p,v(p *fp, ’

< 07 (Mol + Hafp@v 0)

A

)..)

Lp)
= O (M) s + || o) ).

B3 dp P 1o

Mais F(w,) = 0 pour [s| > 1. Pour s € [-1,1], on a

wp(s,1) = exp, 1) (B () expyy (uls + p,0) + 57 (s) expyly (o5 — 1) )

et par suite

0 ou
T () = Texpy (5 (T expy ) G ()= B ()T expihy 5 (5-p)).

Il s’ensuit que

im 2Y2(s,8) =0 dans €2([-1,1] x SY),

p—too dp
0 0
donc pEI-Poo a—pfr"(wp) = pETw(dF)wp <3pwp) = 0.

Et finalement, on a I'estimation

Ha lep (1= CTK [v(p)llwr) < C” (M||7( M + H

qui implique que

0F( wp)‘

)

O

L ]
p~>+oo Wlp
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Conclusion. Pour p > pg, nous avons construit

v(p) € Wy c WHP(R x §%; R*™),
une fonction continue et dérivable de p telle que F,(v(p)) = 0 et qui vérifie
de plus

v
i, =, |2, -
tim (o), = lim ap s

P
Grace a la trivialisation Z!, on déduit de v(p) un champ de vecteurs le
long de w,, un élément, donc, de T, P(z, z), encore noté y(p). Que nous

transformons en un élément de M(x, z) par ’exponentielle,

¥(p) = exp,, V(p) € M(z, 2)

de fagon que l'application p +— 1(p) est une application différentiable et que
1(p) comme sa dérivée tendent vers 0 dans WP quand p tend vers I'infini.
En projetant ¢ sur I'espace de trajectoires L(x, z), on obtient le désiré

o~

Y =mo:[pg,+oo] — L(x,2)

dont il reste a vérifier qu’il possede les propriétés attendues.

Lemme 9.4.17.

lim (p) = (4,0) € L(x, 2).

p——+o00

Démonstration. Considérons en effet une suite (p,,) tendant vers 'infini et

wpn = w(pn) = CXPy,, ('Y(Pn))~

Pour s < —1, on a

wﬂn (3’ t) = expu(erpn,t) Yon (57 t)
Soit K un compact dans R x S'. Pour n assez grand et (s,t) € K, on a
’(/}Pn (8 — Pns t) = expu(s,t) Yon (S — Pns t) et

||7pn(5 - Pn,t)||W1,p(K) < H'an(s - pn,t)le,,, = van(svt)IIWm

dont nous avons vu (dans le lemme 9.4.13) qu’elle tend vers 0 quand n tend
vers linfini. Puisque W?(K) C €Y(K), on voit que 7,, tend vers 0 dans
CY(K) et donc 1, (s — pn.,t) tend vers u dans C) (R x S*; W). Comme
nos éléments sont dans M, la convergence dans C) _ implique la convergence
dans CfY., toujours par régularité elliptique (le lemme 12.1.1). On démontre

de facon analogue que
nl_lg_loo ’(/}Pn (S + Pn; t) = ’U(S, t)

dans €2 . Dot il suit que ¥, tend bien vers (u, ). O

loc
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Il reste & montrer que 7,; est une immersion injective (au moins pour p,
assez grand), ce que nous faisons dans le paragraphe suivant. Notons que le
lemme 9.4.17 impliquera que cette immersion injective est propre et donc
un plongement.

9.5. Propriétés de {Z)\ : 72 est une immersion

Nous voulons montrer que 12 est une immersion. Il s’agit de vérifier que
01 /dp n’est pas dans le noyau de la projection drr. Ici 7 désigne le passage
au quotient M(z, z) — L(z, z), de sorte que le noyau de (dn), est engendré
par 0 /Js. Supposer que 1) n’est pas une immersion revient donc & supposer
Pexistence de suites (p,) et (ay,) telles que

oY _ oY
aip(pn) - ang(pn)

Comme %(p) est proche de w,, on en déduira au §13.6 le lemme :

Lemme 9.5.1. La suite () est bornée et l'on a

| (G -0 552)
n—+00 8p 0s / pn

Lp

Alors, pour s < —1, w,(s,t) = u(s + p,t), donc

ow, Ou
I a(s‘i‘P)

donc le lemme implique

du

ds

)

lim H%(s+pn,t) — an (S—i—pn,t)’

n—-+00 Lr(]—o0,—1]xS1) B

d’ou 'on déduit que «, tend vers 1. En considérant de méme les valeurs de
s > 1, on obtient

LP([1,400[xSt)

lim H—%(s ) —an%(s— pn,t)‘

n—-+oo

d’out 'on déduit cette fois que «,, tend vers —1, la contradiction recherchée.

Ainsi, ¢ est une immersion (pour p assez grand). Mais elle est aussi
injective : son image est contenue dans une composante connexe de la variété
(de dimension 1) L(z, z), qui n’est pas compacte (puisque lim,_, 4 @(p) ¢
L(x,z)). Cette composante est donc difféomorphe & un intervalle. Dans ce
cas, une immersion @E est injective (par le théoreme de Rolle).
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9.6. Propriétés de @.7; : unicité du recollement

Nous venons de montrer que la trajectoire brisée (u,v) € L(z,y) x L(y, 2)
est Pextrémité d'un intervalle plongé dans L(z, z) dont I'intérieur est dans
une composante de £(z, z). Cela ne suffit pas pour conclure que L(z, z) est
une variété a bord de dimension 1, comme le montre la figure 9.

(u,0

FIGURE 9

On doit encore montrer que la seule facon d’approcher (7, ?) dans L(z, 2)
(en dehors de la suite constante) est en passant par l'intervalle que nous ve-
nons de construire. C’est la derniére assertion de ’énoncé du théoreme 9.2.3
(qui paraphrase I’énoncé correspondant dans le cas du complexe de Morse,
c’est-a-dire la proposition 3.2.7) : si une suite dans L(z,z) converge vers
(@, ), alors elle est dans 'image de 1.

La difficulté vient ici du fait que la construction que nous avons faite
du recollement et de I’application 1) repose sur plusieurs choix arbitraires.
Considérons par exemple une fonction v de classe C*°, de R4 dans R,
et telle que lim, .o v(p) = +00. On peut définir un pré-recollement w, ,
en remplagant v(s — p) par v(s — v(p)) dans les formules que nous avons
utilisées :

u(s + p,t) sis<—1
eXPy(¢) (ﬁ’ (s) exp;(lt) u(s+ p,t)

+6%t(s) exp;(lt) v(s — V(p),t)) sise[-1,1]
v(s —v(p)) sis>1.

wu,p(sa t) =

Les lecteurs sont invités a vérifier que, en reprenant la construction du
recollement a partir de w,,, ils obtiennent bien une application continue

Yy : [y, +00] — M(z, 2)

telle que

lim 7wo,(p) = (u,0).
p—-+o00

Ils vérifieront aussi que, si v est croissante, I’application v, = w o1, est une
immersion injective. Le cas de 9 est celui ou v = Id.
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Pour éviter la situation schématisée sur la figure 9, il est nécessaire de
s’assurer que 'image de cette nouvelle application @Zy est contenue (pour p
assez grand) dans celle du recollement 1,//1\ = QZId construit précédemment. Ce
sera la premieére étape de notre démonstration qui en comportera quatre :

(1) La premiére étape, celle que nous venons de décrire, consiste & mon-
trer :

Proposition 9.6.1. Soit v : R, — Ry une fonction croissante de classe C>
telle que lim,_ o v(p) = 4o00. Il existe un nombre p, > 0 tel que, pour

p > pu. on athy(p) € Im(v).

(2) Pour la deuxiéme étape, considérons une suite (£, )nen qui tend vers
(u,v) dans L(x, z), comme dans ’énoncé du théoréme 9.2.3, nous voulons

-~

démontrer que ¢, € Im()) pour n assez grand.

Remarque 9.6.2. 11 suffit de démontrer qu'il existe une sous-suite (¢, )ren

telle que £, € Im({b\) pour k assez grand.

Supposons en effet que la conclusion du théoreme 9.2.3 soit fausse. On
aurait une sous-suite ¢, qui ne serait pas dans I'image de @Z mais qui ten-
drait vers (@, ) dans L(z,z). On pourrait alors en extraire une sous-suite
contenue dans Im(zZ) a partir d’'un certain rang, ce qui est contradictoire.

Dans les énoncés suivants les conclusions relatives a la suite (¢,)nenN
s’entendent donc a extraction d’une sous-suite pres. Nous démontrons dans
cette deuxieme étape la proposition :

Proposition 9.6.3. Il existe un relevement Zn € M(z, z) de £, et une fonction
croissante v : Ry — R4 de classe C et telle que lim,_. | o v(p) = +o0, de
sorte que, pour tout (s,t) € R x S*,

ln(s,t) = €XPuw, ,, (s,t) Yo(s, 1)
ot la suite (p,) tend vers +oo etY, € wy , TW wvérifie

lim [|Y,||, =0.
Jm [[Yallo

La norme [|Y,||, est calculée en considérant Y;, comme une application
Y,:RxS! — R™

a l'aide du plongement de W dans R™ que nous avons fixé et en utilisant
la norme euclidienne de R™.

(3) La troisieme étape est la plus technique. Avec les notations précé-
dentes, nous démontrons :

Proposition 9.6.4. Le chamyp de vecteurs Y, vérifie Y,, € WhP(wj , TW)
pour tout p > 2. De plus lim,, o || Y5 || 1., = 0.
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Rappelons qu’ici la premiere assertion dit simplement que
Y, € W'P(R x SL; R™)

(voir les explications au §8.2).

(4) Apres les étapes 2 et 3, nous disposons d’une suite Zn qui a la méme
forme qu’une solution produite par la méthode de Newton-Picard a 'aide
du pré-recollement w, ,, . Rappelons que, pour appliquer la méthode de
Newton-Picard (ici le lemme 9.4.4) & partir de w,,,,,, il faut d’abord dé-
composer W'?(R x S'; R?") en une somme directe Ker(L,, ) & W, , qui,
ici, dépend de n (I'indice du p,, considéré) et dans laquelle la dimension de
Ker(L,, ) est 2 (voir les conséquences de la proposition 9.4.7). A Paide d’une

n

application contractante
@ : W, N B(0,20) — W,- N B(0, )

(pour un gy > 0 ne dépendant pas de n), on trouve un unique 7, €
Wan N B(0,e0) tel que eXPy, , Tn € M(z, z) : ce 4, est unique point fixe
de l'application . Les lecteurs attentifs auront remarqué que nous avons
identifi¢ ici WP (R x S; R*") a w) , TW =T, ,, P(z, z) en utilisant I'ap-
plication i : W'P(R x S'; R*") — w} , TW définie par une trivialisation
unitaire fixée le long de w,,,, .

Comme [|Yy,||yy1.» tend vers 0, Y, est dans la boule B(0,¢) pour n assez
grand. En particulier, Y, € h,, + W+ pour un h,, € B(0,59) N Ker L qui a
la propriété que limy, 4o ||An || jy1 = 0.

Ty + W

Ker(L)

B(O751) hon

B(O,EM

FIGURE 10

Remarquons encore que si h,, = 0, alors ¥;, = 7, (par la partie unicité du

dépendant de n), nous allons devoir généraliser le lemme de Newton-Picard

lemme 9.4.4). En général, pour avoir ||hy|/y1., < €1 (pour un e; positif in-
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9.4.4 et trouver une application contractante
Pnthn + Wy — hy + W,

qui produit une solution exp,,, —.(h) € M(z,z) unique dans h, + Wi
La figure 10 reprend et précise la figure 7 avec ces nouvelles données.

Pour n assez grand, Y,, sera donc I'unique solution produite par la mé-
thode de Newton-Picard dans la tranche h, + W+. Par un argument de
connexité, nous en déduirons :

Proposition 9.6.5. Pour n assez grand, £, € Im(qz,,).

La premiére étape donnera ensuite

~

Corollaire 9.6.6. Pour n assez grand, ¢, € Im(1)).

Nous aurons donc ainsi conclu, en méme temps que la quatrieme étape,
la démonstration du théoreme 9.2.3.

Démontrons donc maintenant tous ces énoncés.

9.6.a. Etape 1: démonstration de la proposition 9.6.1. Posons, pour
A€ [0,1],

va(p) = (L =A)p+ Av(p),
définissons le pré-recollement correspondant w,, , et faisons la construction

du recollement pour ce w,, ,, obtenant :

Proposition 9.6.7. 1l existe une application continue
¥« [po, +oo[ x [0,1] — M(, 2)
telle que, pour tout A € [0, 1], Uapplication
Y(,A) =m0 () : [po, +00[ — L(w,2)
est une immersion injective qui satisfait

lim (-, \) = (@,7) dans L(z, 2).

p——+o00
Démonstration. On décompose
Wl,p(R x Sl; RZn) = Ker Lp,)\ P WPJ:)\

en utilisant un analogue de la proposition 9.4.7 (qui se démontre de la méme
fagon en utilisant la compacité de [0,1]), puis on applique la méthode de
Newton-Picard (c’est-a-dire le lemme 9.4.4) dans WPL’A. On obtient ainsi,
pour p > pg et A € [0, 1], des éléments

v(p,\) € W;\ tels que exp,,, v(p, A) € M(z, 2).
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De plus, 'application (p, ) — ~v(p, A) est continue et dérivable en appli-
cation du théoréme des fonctions implicites (comme dans le lemme 9.4.14).
On démontre de maniére analogue que ¥(-, \) a les propriétés voulues. [

Fin de la démonstration de la proposition 9.6.1. La composante de L(z, z)

-~

qui contient Im(v) est une variété de dimension 1, sans bord, et non com-
pacte puisque

lim ¢(p) & L(x, 2).

p——+o00

A un difféomorphisme pres, on peut considérer que cette variété est 1'in-
tervalle ]0, 1[. Regardons I'image 1 ([po, +oo[) C ]0,1[. Comme % est une
immersion injective, on a

tme) = [b(po), lim _i(p) < ]0,1[

Mais lim zZ(p) ¢ L(z, z), de sorte que
Im e =10,a0] ou [ag, 1.

Sans restreindre la généralité, supposons que cette image est [ag, 1[. Appli-
quons le méme raisonnement a

P (5 A) : [po, +00o[ — M(z, 2).

Comme ) : [po, +oo[ X [0,1] — L(z, z) est continue, 'image de O est conte-
nue dans cette méme composante, que nous avons identifiée a |0, 1[. Comme

o~

P A) : [po, ool — L, 2)
est une immersion injective, et comme
lim A\, = A, et lim p, = 400 = lim ¢(pp, \n) = (4, D)

(une assertion que nous laissons en exercice aux lecteurs) on obtient

~

Im(¢(-, X)) = [ax, 1[ pour tout A € [0,1], en utilisant la connexité de [0, 1].
En particulier,

lim 9, (p) = lim ¥(p,1) = 1.
Jm 1y (p) = lim 4(p;1)

Cela signifie que,

pour p > p,,  ¥(p) € [ag, 1] = Im(1))

et la proposition 9.6.1 est démontrée. O



308 CHAPITRE 9. ESPACES DE TRAJECTOIRES

9.6.b. Etape 2. Pour commencer, établissons quelques résultats prélimi-
naires. Revenons a la fonctionnelle d’action Ay : L(W) — R, celle dont
les points critiques sont les orbites 1-périodiques du champ hamiltonien X;.
Nous supposons ici, comme le lemme 6.3.6 nous y autorise, que Ay prend
des valeurs distinctes en des points critiques distincts. Considérons une suite
b, € L(xz,z) avec lim, 4o €y, = (4,0), comme dans I’énoncé du théo-
reme 9.2.3. On démontre :

Proposition 9.6.8. Soit Zn un relévement de £, dans M(x, z). Si la suite Zn
converge vers une limite A\ dans M, on a

A € {xaaay7/’57z}
ot u et v sont des relévements de U et v (respectivement) dans M(z, z).

Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons le lemme :

Lemme 9.6.9. Soit s, une suite réelle qui a une limite et soit A, une suite

dans M. On suppose que, au sens Cro

loc?

liI}rl An(s,t) =a(s,t) et lm A\, (s+ sp,t) =b(s,t)

n—-+4oo

pour deuz trajectoires a € M(a, 3), b € M, 9) (a, B, v, & sont des points
critiques de A ). Sia # b, alors la suite s,, est divergente et on a

Ap(a) > A (B) > An(y) = Ap(d) silims, = +oo,
Ap(y) > Ap(d) > Apg(a) > Ag(B) silims, = —co.

Voir la figure 11 ou la configuration de gauche correspond a une suite s,
tendant vers 400, la configuration centrale & une suite s,, tendant vers —oo
et la configuration de droite est impossible.

Démonstration. Si s, a une limite finie o, on a évidemment a(s + o,t) =
b(s,t) donc @ = b. Supposons que lim s,, = 400 et fixons o, 7 € R. Pour n
assez grand, on a s, +0 > 7. Comme Ap est décroissante sur les trajectoires
de M, on a donc

Aa(An(sn +0,7) < Au(r,-)).

En faisant tendre n vers 'infini, on obtient
An(bo,-)) < Anla(r,))
et ceci pour tous o et 7 dans R.. En faisant tendre o vers —oo et 7 vers +o00,
on trouve que
Au(B) > An(y)
ce qui démontre le lemme (le cas d’une suite s,, tendant vers —oco est ana-
logue). |
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FIGURE 11

Démonstration de la proposition 9.6.8. Appliquons maintenant ce lemme a
la suite £,,. Comme ¢,, € M(z, z), il est clair que A = lim ¢,, vérifie

Amn(z) > Ap(A(s, ) > Ag(z) pour tout s € R.
Si A\ & {u, v}, le lemme précédent implique, puisque ¢, tend vers (@, ?), que
Ag(AN) € {Au(z), Au(y), An(2)}.

En particulier, Ag(A(s,-)) ne dépend pas de s, donc A est une orbite pé-
riodique de X;. Comme nous avons supposé les valeurs critiques de Ag
distinctes (lemme 6.3.6), on a bien montré que

Ae{x,y, z}. O
Remarque 9.6.10. Avec la méme démonstration, on peut voir plus générale-
ment que, si la suite £, € L(«, 8) a la propriété que

lim £, = (u1,...,u;) € L(a, B) avec u; € L(vi—1,%), Yo =, T = B,

n—-+o0o
alors, quel que soit le relevement Zn de /4, si la suite Zn est convergente,

lim Zn S {al,...,ak,yo,...,’yk}.

n—-4oo
Ces préliminaires acquis, venons-en au fait.
Démonstration de la proposition 9.6.3. Fixons un réel € > 0. Le lemme sui-

vant, dont la démonstration est évidente, est une conséquence immédiate
de la compacité de la variété W.
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Lemme 9.6.11. 1l existe 6 et 0’ tels que 0 < 6 < 0" < pinj et tels que, pour
tout a € W, tous p,q € B(a,?), on peut écrire

q=exp,Y, avec Y] <¢,
et, pour tout a € W, tous p,q € B(a,d), pour tous 3=, 3% € [0,1],
exp, (B~ exp ! (p) + 6% exp; ' (9)) € Bla, &) O

Choisissons le relevement £, de £, qui vérifie Az (£,(0,-)) = Ax(y). La
suite 0, est convergente dans M (& extraction d’une sous-suite pres) et, en
vertu de la proposition 9.6.8, sa limite est y.

Montrons que Zn satisfait aux conclusions de la proposition 9.6.3. Voici
I'idée de cette preuve. Notons w,, un pré-recollement de u et v, w, = w,,,,
pour une certaine fonction v : Ry — R4 a déterminer. Fixons € > 0 et
notons B(z,d), B(y,d), B(z,8) les boules ouvertes pour la distance €% sur
I'espace de lacets®) LW (la constante J est celle donnée par le lemme 9.6.11
et on peut supposer, ce que nous ferons, que ces boules sont disjointes).
Quand s est tros petit, £, (s,-) et wy(s,-) sont dans B(z,4), quand s est
proche de 0, ils sont dans B(y, d) et quand s est trés grand, dans B(z,d) et
dans ces trois cas, on peut appliquer le lemme 9.6.11 pour conclure. Pour
les valeurs autres de s, utilisons le fait que £, tend vers (i, ) dans L(z, 2),
ce qui se traduit par I'existence de suites o,, et 7,, et de réels o, 7, tels que

limzn(s—on,t):u(s—i—a*,t) et limfl, = v(s+7,1t).

La convergence est uniforme sur les compacts de R x S'. La premiére limite
nous dit que £, (s, t) est proche de u(s+ oy, + 04, t) sur (K —o0,) x S, out K
est un compact de R. Avec des domaines de ce type, on doit « recouvrir »
les parties non hachurées de la figure 12.

Le choix des suites o0, et 7, est donc trés important. C’est lui aussi qui va
déterminer le choix de w,,. Pour simplifier les notations, nous supprimons
la variable t € S! dans ce qui suit. On a vu que y = lim 0, dans M et
en particulier que lim ¢, (0) = y. Pour n > N., on a donc £,(0) € B(y,d)
(toujours pour la distance CY sur LW). Posons

op = sup{s >0] Zn([—s,O]) - B(y,é)}
et Tn:sup{s>0|zn([07s]) C B(y,d)}.
Ainsi Zn(—an) et Zn(Tn) € 0B(y, ). Remarquons que
(1) Les suites o, et 7, tendent vers +oo. En effet, si la suite o, était

bornée, £, ([—on,0]) tendrait vers y, on aurait donc lim £, (—0,,) = y, ce qui
est absurde. Méme raisonnement pour 7,.

(2)Rappelons que B(y,d) = {X : ST — W d(x(b),y(t) <5 Vte Sl}.
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FIGURE 12

(2) Posons L(s) = ly(s — 0y) et £2(s) = ln(s + 7). Alors, quitte &
extraire une sous-suite,

lim 0! (s) = u(s + o) et im €2 (s) = v(s+7.) dans M pour o,,7, € R.

En effet, nous avons /2 (0) = Zn(—on) € 9B(y,0). Donc la suite Z,ll ne tend
pas vers y. Elle ne peut pas tendre non plus vers x puisque £ (0) € dB(y, d),
de sorte que £%(0) n’est dans B(x,§) pour aucun n. Par ailleurs,

Au(3(0)) = A (bn(=04)) > Au (0, (0) = An(y).

Compte tenu de la proposition 9.6.8, cela implique que

lim £} (s) = u(s + 0,) dans M pour une constante o, € R.
On démontre de méme

lim Zi(s) = v(s + 7«) dans M pour une constante 7, € R.

Posons maintenant
! =inf{s >0 0l,(] — o0, —s]) C B(z,8)}

et 7 = inf{s > 0| £,([s, +oo]) C B(2,0)},

ag

de sorte qu’évidemment Zn(—oil) € 0B(z,6) et Ly(7)) € 9B(z,6). Remar-
quons encore que :

(1) On a o], > o, et 7/, > 7,. En particulier les suites o/, et 7,, tendent
vers +00. En effet, supposons que o, > o/, et prenons un o dans [0, 07 ].
La définition de o, et de o,, implique alors que £, (—c) € B(z,8) N B(y, )
ce qui est absurde puisque ces deux boules ont été supposées disjointes. Le
méme argument vaut pour 7, et 7.
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(2) A extraction d’une sous-suite prés, on a (convergence dans M, c’est-

a-dire uniforme sur les compacts de R x S*)
liml, (s — o)) =u(s+0.) et lmly(s+7.)=uv(s+7)
pour des constantes o, 7. € R. Pour £3(s) = £,,(s —0,), nous avons en effet
(5(0) € 9B(x,08) et An(£(0)) € JAn(y), Au(@)]

La proposition 9.6.8 implique alors comme ci-dessus que Ef’l(s) converge vers
u(s + o%). Un argument analogue s’applique a £+ = £,,(s + 77,).

Nous aurons besoin d’un résultat plus fort que cette derniére remarque,
a savoir :

Lemme 9.6.12. Les suites o), — o, et 7} — T, sont bornées.

Démonstration. Supposons au contraire que o), — o, tende vers +o0o et mon-
trons que cela aboutit & une contradiction. Comme o7, et o, sont positifs,
nous avons

A (ln(=0n)) et An(lu(=07,)) € [Ar(0n(0), An (2)] C An(2), An ()],
Montrons par ailleurs que Ag (£, (0,)) — Ag (£n(—0,)) tend vers +oo. Nous

n
avons

Ann(=ot) = AnlEn-o) = [ gAH@n(s)) ds

_a-n

AT

(la norme utilisée est celle définie par la métrique sur W). Il existe alors
ey € [—0al,, —oy] tel que
oty

/51 6‘5

car sinon, modulo extraction de sous-suite

oy, 2 :
—(s,t)H dt >~y pour s € [—0,, 0],

2
t)H dt ds

(cn,t H dt tend vers 0,

d’ou I'on déduit que
o,
/o”n /5'1

ce qui contredit I’inclusion ci-dessus. Comme 4, est une solution de ’équa-

/ 2
—n(s,t)H dtds > ~g(o!, — 0,) tend vers + oo

tion de Floer, on peut écrire de maniére équivalente

/ or,
Sl

a—tn(cn,) X (C(cnyt) H dt tend vers 0.
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Posons maintenant £ (s) = £,,(s +¢,). Comme ¢, € [0/, —
A (6,(0)) = A (bu(cn)) € An(la(=00)), A (E(=07))].

Puis, comme

lim Ag(ln(—0p)) = lmAg (£1(0)) = Ag(u(o,))

n—-4o00o
ot lim Ay (0, (—0",)) = Ag (u(ol)),

il suit que

0p), nOUS avons

A (22(0)) € JAn(y) + 70, Ar (z) — [ pour un v > 0 et pour tout n.

En appliquant la proposition 9.6.8, on trouve alors que 25( ) tend vers

u(s + ¢,) dans M et en particulier £,(c,,) = £3(0) tend vers u(c,) avec la
convergence € uniforme sur S'. En utilisant ceci et la relation ci-dessus,
on obtient

0 2

SHent) = Xaulew, )| dt =
et donc 5

(,;:(ch ) — Xy (u(e,, 1)) =0,

ce qui signifie que u(c,) est un point critique de Ap. Appelons ce point
critique . Nous avons, pour tout t € S,

ou ou
3a (ent) = ~J(u(en. ) (57 (00 t) = Xelulen, 1)

= (@) (D) ~ Xuf)) = 0.

Par suite, ’'ensemble C(u) des points critiques contient ¢, x S*, en contra-
diction avec le fait que, d’apres le théoreme 8.5.4, cet ensemble est discret.

On conclut que la suite o7, —0,, est bornée. On montre de méme que 7,,—7,
est elle aussi bornée, et ceci achéve la démonstration du lemme 9.6.12. [

Venons-en enfin a la fin de la démonstration de la proposition 9.6.3.
Choisissons des constantes A, B et C' € R telles que

— pour s < A, u(s) € B(x,0) et v(s) € B(y,9),

— pour s > B, u(s) € B(y,0) et v(s) € B(z,9),

~o—0,<Cet7,—71, <C(C>0),
le § qui apparait ici est celui donné par le lemme 9.6.11, un € > 0 étant
toujours fixé. Utilisons aussi les constantes o, et 7, définies dans la deuxieme
remarque qui suit les définitions de o, et 7, et considérons un intervalle
compact [E, F] tel que

e E<0,E+0, <A E+71, <A,

e F>0,F+o0,>B,F+71,> B,

ol —o, <—FEett,—1, <F pour tout n € N.
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On sait que £, (s—o,,) converge vers u(s+o0, ) uniformément sur les compacts
de R x St. Pour € > 0 fixé, il existe alors un N tel que pour n > N, t € S!
et s € [E, F], on ait

zn(s —op,t) = €XPy(s40,,t) Yn1 (s,t) avec HYn1 (s, t)|| <e

(pour la norme euclidienne). En changeant s en s+ o, on trouve que, pour
n > Ne,
ln (5,t) = eXPy(stont0,.t) Yn(5t)
avec
|V, (s, t)|| < e pour tous (s,t) € [E — o,, F — 0] x S*.

De la méme facon, on a, pour n > N,

gn(sv t) = €XPy(s47, —7n,t) Yn(s’ t)
avec
|Yn(s,t)|| <& pour tous (s,t) € [E + 7, F + 7] x S*.
Rappelons que les intervalles [E—o,,, F—0,] et [E+T,, F+7,] sont disjoints
pour n assez grand... il n’y a donc pas de confusion entre les deux Y,, définis
par ces deux relations.
Définissons un pré-recollement w,(s,t) par

u(s + oy + o, t) sis < —1,
XDy (1) (ﬁ_(s) expy_(lt) u(s + ox + op, t)

+ 4t (s) exp;é) v(s+ 7 — Tn,t)> sise[-1,1],
U(5+T**7_n;t) sis>1.

wp(s,t) =

Montrons que, pour tous n > N, (s,t) € R x S, on a

ln(8,t) = expy, (s.) Yu(s:1), avec [[Ya(s,t)| <e.

Pour cela, découpons R en plusieurs intervalles.

(1) Pour s < E — 0, < —0/, on a l,(s,t) € B(z(t),) (par définition
de o)) et

wn(s,t) = u(s + ox + o, t) € B(x(t),9)
puisque
s+o,+o, <E+o, <A.

On obtient la relation voulue en appliquant la premiere assertion du
lemme 9.6.11.

(2) Pour s € [E — 0, F — 0,], on a le résultat en utilisant la définition
de Y,,.
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(3) Pour s € [F — 0, E + 7], {n(s) € B(y, ) par définition de o, et 7,
(en utilisant les faits que F > 0 et E < 0). Puis u(s 4+ o4 + 0,,) € B(y,9)
puisque s + o, + 0, > B et de méme v(s + 7, — 7,) € B(y,d) puisque
s+ 7 —7n < E+ 1, <A. La deuxieme assertion du lemme 9.6.11 donne
que wy(s,t) € B(y(t),d"); on peut donc de nouveau appliquer sa premieére
assertion pour obtenir la relation voulue.

(4) Le cas ou s € [E+7,, F+7,] est analogue a celui ou s € [E—0y,, F —0,,].
(5) Pour s > F + 1, >7),0na ln(s) € B(z,68) par définition de 7], et
wp(s,t) € B(z(t),d) puisque wy,(s,t) = v(s + 7w — Ty, t) €6 s+ 7w — T, >
F+7>B.

Nous avons donc obtenu la relation désirée pour tout s € R. Notons qu’on
peut supposer [|Y,,(s,t)||;; < pinj (norme de Y, pour la métrique sur W)
pour tous n > N., (s,t) € R x S!, quitte & avoir choisi ¢ assez petit, et
donc

Yo(s,t) = exp;i(s’t) Cn(s,t) est de classe .

La démonstration de la proposition 9.6.3 est presque terminée. Posons
pn = 0p + 04 et définissons une fonction v de classe C>° qui satisfait a
v(pn) = Tn — Tw. On peut choisir v croissante (quitte encore une fois a
extraire des sous-suites de p,, et 7,) et tendant vers +o0o quand p tend vers
+00. On en déduit que, pour n > N et (s,t) € R x S!, on a

En(& t) = expwuwpn (s,t) Yn(87 t) avec HY’G(Sa t)” < g,

et cette fois la preuve de la proposition est vraiment terminée. ]

9.6.c. Etape 3 : preuve de la proposition 9.6.4. Nous montrons ici que
le champ Y, produit par la proposition 9.6.3 est dans W1?(RxS!; R™) pour
p > 2. Pour ceci nous utiliserons la propriété de décroissance exponentielle
des solutions de I’équation de Floer 8.9, c’est-a-dire le fait que, si £ € M,
alors il existe une constante C' > 0 telle que, pour tous (s,t) € R x S!,
on ait

H%(S’f)H < Ce0ls]

(avec, au choix, la norme de la métrique de W ou la norme euclidienne dans
R™, choix que nous ferons ici). L’étape précédente nous a donné la relation

ln(8,t) = XDy, (s.0) Yu(s,1) ou Yy (s,t) = exp;i(&t) £ (s,1).

Les applications w,, et Zn ont toutes les deux la propriété de décroissance
exponentielle (w,, est une solution de I’équation de Floer pour |s| > 1), ce
qui va nous servir a démontrer :
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Lemme 9.6.13. Il existe une constante K > 0 (dépendant de n en général)
telle que, pour tous (s,t) € R x S, on ait

(| 2

—(s,t H) < Ke 0ol
ot (:9)]) <

Il est clair que ce lemme implique immédiatement la premiere assertion

de la proposition 9.6.4. Démontrons-le donc.

(s.)||: 1Y (s, D).

Démonstration du lemme 9.6.13. Considérons 'ouvert Q de W x W défini

par
Q={(a,b) e W x W | d(a,b) < pinj} -
Définissons @ : ) — R™ par
®(a,b) = exp, ' (b) € T,W C R™.
Soit ¢ C Q défini par
Qo ={(a,b) e W x W | d(a,b) < pinj/2};

c’est un compact de W x W. Choisissons une constante A < 0 telle que,
pour tout s < A et tout ¢ € S', on ait

(wn(s,1), 0n(s,1)) € Qp

(on s’assure que, pour s < A, d(w,(s,-),x) < pini/6 et d(ly(s,-),z) <
Pinj/6). Ainsi, nous avons
Yy (s,t) = ®(wn(s,t), 0n(s,t)) pour (s,t) € ]| — o0, A] x S*.
Par compacité de €, il existe M > 0 tel que
| Dia,py®|| < M ¥ (a,b) € Q.

Nous avons donc, pour tout s < A et tout ¢ € S*,

|2%0.0] - | Zotente 0 )

3wn azn

(wn (5:6),20 (5:6)) D5 (S’t)H + HDTI’(M(s,w,%(s,t»E(S’t)H

< b
S L e L
< 2MCe®

(grace a la décroissance exponentielle). On démontre de méme que, pour
s > B,

H%(s,t)” < 2MCe %,
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ce qui donne la partie « pour 9Y,,/ds » du lemme. Prouvons-le maintenant
pour Y, lui-méme. Soit toujours A < 0 comme ci-dessus. Pour s; < so <

A< 0ette S nous avons
%2 9Y, 52
"(s,t)ds” §/
S1 88 S1

s2
< / Ked ds = K(e9%2 — e9%1).
s1

Faisons tendre s; vers —oo dans cette inégalité et utilisons ’écriture de Y,,

ov,

[V (s2,) = Yn(s1,1)

t)Hds

en fonction de Zn pour obtenir

lim Y,(s,t) = lim ®(wy(s,t),lpn(s,t))

§——00 §——00

— B(a(t), a(t)) = expy x(t) = 0.
Nous avons par conséquent
Yo (s2, )| < &b,

Procéder de maniere analogue pour les s > B donne le résultat voulu
pour Y. Il reste, pour finir la démonstration du lemme 9.6.13, a prouver
une égalité du méme type pour 9Y,,/0t.

En partant de ’écriture de Y;, en fonction de Zn, on trouve

oY, aw ol,
ot = (s,1) = Dl(I)(w (5,6, (5:8))  OF = (s, t)+D2(I)(w (5,6, (5,:6)) Ot (s,1).

La constante négative A, Ch0151e comme ci-dessus, est supposée inférieure

a —1. Pour s < A < —1, w, est une solution de I’équation de Floer. On
peut donc écrire (en omettant le point (s,t) pour alléger cette écriture), en
tout point (s,t)

oYy, dwy,
=D, 7 (Xetwa) — Iwn) - 52) o,
+ D22, 7 (XM”) — ) E)
et, pour tout point (s,t) € | — 0o, A] x St,
oY, owy, 7 azﬂ
|5 = [r2, T 52 | + 222, 20 7 T
+ ||D1(I’(w ) Z’L)Xt(wn) + DQ(I)(w,,L,ZL)Xt(en)H’
d’ou
H o+ [Die, 7 Xi(wa) + Do, 5 Xl

Pour la dermere majoration, nous avons utilisé le fait que les normes || DO ||
et ||J|| sont uniformément bornées sur Qg pour la premiere, sur W pour la
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deuxiéme, et la décroissance exponentielle de w,, et Zn Afin de majorer le
dernier terme, considérons l'application I' : 2 — R définie par

T(a,b) = D1®(a,b) X1 (a) + Da® (44 X4 (b),

de sorte que le terme & majorer est HI‘ W (5,1), lu(s,t)) H Comme ci-dessus,

par compacité, il existe un M > 0 tel que 'on ait HDF(a’b) H < M pour tous
(a,b) € Qp. On a donc, pour 57 < 55 < Aett e St

[0 (wn (52, 1), n (52, 8) =T (wn (s, 1), L (s, 1) |

/ —I‘wnst)ﬁ(st ds”

S1

<
s1

<

0 ZD(wn(s,t), lu(s,1)) Hds
s

:/52 DlF(w7L,ZL)8(’)uj:+D2F(w,L,ZL)68Z; ds
< [ a1l el o

< MC/ %% ds = MC(@582 — 6681)

toujours grace a la décroissance exponentielle. Faisons tendre s; vers —oo.
Nous avons

hm T(wy(s,t), ln(s, 1)) = T(x(t), (1))

= D1®(4(1),0(6)) Xt (T(1)) + D2P((1),0(1)) Xt ((1))
= D1® o (1),0(6)@ (1) + D2®(at) (1)@ (t)
puisque z(t) est une orbite du champ X;. On obtient

lim T(wy(s,t), by (s, 1)) = g O(x(t),z(t)) = 0=0.

§——00

On en déduit donc, pour so < A et t e St,
|0 (wn (52, 1), £ (s2,1))]| < Ked®2.

On termine la preuve du lemme 9.6.13 en procédant de maniere analogue
pour s > B. O

Comme nous l'avons déja remarqué, le fait que notre Y, est dans
WLP(R x ST, R™) pour tout p > 2 s’en déduit immédiatement. Il reste a
montrer, pour finir la démonstration de la proposition 9.6.4, que Y,, tend
bien vers 0 en norme W!'P. Considérons donc une trivialisation unitaire
(Z"); le long du pré-recollement wy,, choisie comme au § 9.4 (voir la figure 5).
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En utilisant le repére Z;, on écrit Y, = i((,) ou ¢, € WIP(R x SY; R?").
Ici F désigne 'opérateur de Floer
0 0
- 2452 H
F s + J@t + grad(Hy),

lopérateur F: WHP(R x S1; R?") — LP(R x S'; R?") est défini par

F(¢) = p(i(¢). F(i(©))
ol

F:W"PR x SHR™) — LP(R x S R™)

est donné par

F(X) = F(exp,, (X))

Notons L la différentielle DFy. Les applications F, p, 1, F , L ci-dessus dé-
pendent de w, et de la trivialisation Z;, donc en particulier de n. Nous
omettrons cette dépendance dans ce qui suit pour ne pas alourdir I’écriture.
Comme au §9.4, on consideére le sous-espace

W, = {a#w, 0| o€ Ker LY, € Ker LV}

et son orthogonal
Wit = {Y e WHP(R x S R?) |
/ (Y,v)dsdt:()pourtoutvewn}.
RxS?

Nous avons remarqué (en 9.4.5 et 9.4.7) que W, et W;- sont en somme
directe dans WHP(R x SY; R?™) et que W, est de dimension 2. En fait,
W, est engendré par (Ou/ds)#.,, 0 et 04, (0v/ds). Décomposons ¢, dans
cette somme directe

Cn = Xn +wn avec x, € W, et w, € W,f‘

Lemme 9.6.14.

i [l =0.

La démonstration de ce lemme (de simples estimations), sera donnée
au §13.7. Nous l'utilisons pour trouver une majoration de |||y, qui
nous permettra de conclure que sa limite est nulle, c¢’est ce que fait le lemme
suivant, dont nous donnerons la démonstration au §13.7.

Lemme 9.6.15. 1l existe des constantes positives K1 et Ko telles que, pour
tout n € N,

[Ixnllwie + Yol o + 1F(0)[lzr

Yallyr < K1
v 1= Ko ||V oo
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Montrons que le membre de droite tend vers 0. Nous savons que
lim Y, ]| ;o = 0 (par la proposition 9.6.3) et que lim ||xy,||yy1., = 0 (par le
lemme 9.6.14). De plus, comme 5‘(0) = F(wy,) s’annule pour s ¢ [—1,1],
on a

“?(0)"LP = Hg:(wn)||LP([—1,1]><51;R””) :
Puisque lim w,, = y uniformément sur les compacts de R x S* et F(y) = 0,
on a limy,_ 400 [|F(0)||» = 0, ce qui montre que le membre de droite de
notre inégalité tend bien vers 0 et ce qui termine la démonstration de la
proposition 9.6.4.

9.6.d. Etape 4 (et derniére). Nous commengons par une version plus gé-
nérale de la méthode de Newton-Picard, une généralisation du lemme 9.4.4,
dont nous conservons les notations.

Lemme 9.6.16. Soient X etY deux espaces de Banach et soit F': X — Y
une application continue. On écrit
F(xz) = F(0) + L(x) + N(x)

ot L(z) = (dF)o(x) et on suppose qu’il existe G :' Y — X, continue telle
que

(1) LoG=1d;

(2) IGN () — GN() ]| < CUll| + 1yl ke — |l pour tous 7,y € B(O,1);

(3) |IGF(0)]| <e0/2 ot g9 = min (r,1/5C).
Soit h € KerL tel que ||h|| < eo/5. Alors il existe un unique yp €
(h+ImG)N B(0,e0) tel que F(vyp) = 0. De plus

[l < IGEO)] + [IA]] -

Démonstration du lemme 9.6.16. Elle est similaire a celle du lemme originel
9.4.4. On considere I'application ¢ : B(0,e9) — Im G définie par

p(x) = G(L(z) — F(r)) = =G(F(0) + N(z))
qui vérifie donc L(p(x)) = L(z) — F(z). On définit ensuite la suite
xo="h, Tpt1=p(@,)+h.
Comme dans la démonstration du lemme 9.4.4, on a, pour z € B(0, &),

€0 €0 €0
lo(@) + il < @)l + 1Al < 5+ 2 + 2 <o

ce qui montre que x,, € B(0,£q) pour tout n. Toujours en suivant la démons-
tration du lemme 9.4.4, on a ensuite

1
12nt1 = @nll = o(zn) = ol@n-1ll < 5 llon = 2n-l|
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(donc ¢ est contractante), d’otu il suit que
limz, =y, € B(0,0) N {h +ImG}
et ©(yn) +h =,. On a donc
L) = L{¢(m) +h) = Lo(m) = Llyn) = F(n)

ce qui entraine que F(y,) = 0.
Montrons P'unicité : si v € h 4+ Im G N B(0,&q) satisfait & F(y) = 0, on
pose v = h + G(y) et on obtient
p(7) = GL(7) = GL(h + G(y)) = GLG(y) = G(y) =~ = h

donc v = p(y) + h. Mais cette équation admet une unique solution car ¢
est contractante comme nous 1’avons vu. O

Appliquons le lemme 9.6.16 & lopérateur F : WIP(R x SY; R?") —
LP(R x S'; R?") (que nous avons défini grace a la trivialisation unitaire Z;
le long de w,, ). Sin est assez grand, pour que les hypotheses du lemme 9.6.16
soient satisfaites et pour h € Ker L = Ker(DF)y avec ||| < £¢/5, nous
obtenons des éléments v, (h) € WLP(R x S1; R?) tels que

exp,,, (i(n(h))) € M(z, 2).
Nous avons besoin de la continuité de ces solutions par rapport a h :

Lemme 9.6.17. Il existe un réel £1 > 0 indépendant de n, avec 1 < £0/5 et
tel que, pour ||h|| < ey, Uapplication h — v, (h) soit continue.

Démonstration. C’est une application du théoreme des fonctions implicites.
Rappelons la décomposition en somme directe

WYP(R x S1,R*™) = Ker L@ W

(dépendant du pré-recollement w,, considéré) et le fait que 7, (h) € h+W+=.
Définissons, pour n fixé,

F:KerLaW* — LP(R x SY;R?")
par F(h,w) = F(h+ w), de sorte que F(h,v,(h) — h) = 0. Montrons que
(D2F) iy my—n) = (AF) (3, () = W — LP(R x SHR*")
est inversible. On procede comme dans la preuve du lemme 9.4.14 :
IG(dF) 5, = 1d]| = [|G(dF)5, ) = G(dF)o |
< C[(dF)y, ) — (dF)o|
< CK |y (Pl
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en vertu de la proposition 9.4.7 et du lemme 9.4.4. Avec le lemme 9.6.16,
|G(dF), ) = 1d|| < CK ([ Rl + [GF(0)[lyy.0)
= CK ([hllyrr + 1GF(wn)lwrr)
< CK (JIhlly.e + CIF(wn)llp) -

Nous avons déja remarqué que lim ||F(w,)||;, = 0. Les constantes C' et K ne
dépendent pas de n. Pour un €; indépendant de n tel que 0 < &1 < g9/5 et
pour n assez grand, I'inégalité ci-dessus montre que d(dF'),, (») est inversible
pour ||Al| 1., < €1 (G est inversible par la proposition 9.4.7). Donc Do F est
inversible. On peut donc appliquer le théoreme des fonctions implicites pour
conclure que h — v,(h) — h est continue et donc que h — 7, (h) Vest. [

Démontrons maintenant la proposition 9.6.5.

Démonstration de la proposition 9.6.5. Par les propositions 9.6.3 et 9.6.4,
nous savons que

Uy = exp,, Y, avec REIEM 1Yol = 0.

Comme dans 1'étape 3, on écrit Y, = i({,) pour
i: WPR x SLR™) — WHP(R x S R™).
Nous avons donc que lim ||¢, || 41, = 0. Décomposons
Cn=hn+uw, cKer LW+

(on a w!, = GL(¢,) et hy, = ¢, — GL(¢,)). Rappelons que W=, G et L
dépendent aussi de n. Nous savons que les normes opératorielles de G et L
sont majorées par des constantes indépendantes de n : pour G grace a
la proposition 9.4.7 et pour L grace au lemme 13.5.1 (encore un lemme
technique démontré au chapitre 13). Donc, la norme WP de h,,, qui est
majorée par ||Cp |y G 1L 1¢all e, tend vers 0 quand n tend vers
I'infini. En particulier, pour n assez grand, ||hy/y1., < €1, ol €1 est celui
donné par le lemme 9.6.17. En vertu de la partie unicité du lemme 9.6.16,
on a alors ¢, = Y (hn) et donc £, = exp,, i(n(hn)) est une solution
obtenue par la méthode de Newton-Picard. Montrons que sa projection sur
L(x, z) se trouve bien dans I'image de 9, : [p,, +oo] — L(z, 2).
Remarquons que, comme w,, = w,,,, et comme, par construction de v,
Yy (pn) = exp,, (7.(0)), la conclusion est valide si h,, = 0. Dans le cas
général, on utilise un argument de connexité qui s’appuie sur la continuité
de h — 7,(h) que nous venons d’établir (lemme 9.6.17). Comme dans la
preuve de la proposition 9.6.1, on identifie la composante de L(z,z) qui
contient Im ¢, avec 10, 1] et 'image de ¥, avec [a, 1[. Soit 7, > p, et tel que

@u([ﬁ,,,wLoo[) = ¢, 1] avec ¢ > a.
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Pour 0 < ¢ < &1, considérons l'ensemble U, C M(z, z) défini par

Us = ¢u[p,, +oolU U {exp,, (i(va(h))) | 2] <€} .
Pn>Py
Par ce qui précede, Zn € U. pour n assez grand. Plus généralement,
pour tout € fixé (¢ < 1), l, € U. pour n > N., en conséquence des
propositions 9.6.3 et 9.6.4 ainsi que de 1'unicité dans le lemme 9.6.16. Par
ailleurs, U, est connexe par arcs, donc sa projection I. C L(z,z) est un
intervalle.

Lemme 9.6.18. 1l existe e tel que 0 < g9 < €1 et

o~

Ie, Cla,1[=u([py, +-00[).

Démonstration. Par construction Iy = [c, 1], avec ¢ > a. Si la conclusion
du lemme était fausse, on aurait une suite ey, décroissant vers 0 et telle
que I, D [a,1], I, # [a,1] (puisque, pour tout ¢, I, est un intervalle qui
contient Iy = [¢, 1[). En particulier, on aurait des trajectoires A\, € U, telles
que

Xk € la—01,a— 02 C L(x,z) pour d1,02 petits.

En particulier, Ay, € ¥, ([p,,+00]) = [c, 1]. Posons alors
A = exp, (i, (b)) avec [lgl] < k.
On distingue deux cas :
(1) Si ng tend vers I'infini, alors
[, () s = 0.
En effet, d’apres le lemme 9.6.16,
s ()l < Wkl + € [FO)| < e+ CllFn)]

et le membre de droite tend vers 0 quand k tend vers l'infini. Comme au
lemme 9.4.16, on a donc
lim A, = (u,v) dans L(z,2),
k—-+4oco

ce qui est impossible puisque A, € [ — 61,0 — 02] C L(z,z). Nous avons
utilisé le fait que la topologie de L(z,z) est séparée, comme nous I’avons
démontré au §9.1.

(2) Si au contraire la suite ny est bornée, elle admet une sous-suite
constante (ng). En nous restreignant a cette sous-suite, nous avons donc

Ak = expy, (i(n(hk))) pour tout k.
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Puisque ||hx|| < ek, on a lim by = 0. Comme h — ~,(h) est continue, on a

lim A = expy, (i(Yne(0))) = Yo (pno) € Yo ([P, +-00[)-

k—-+oco
On en déduit que im A, € 9, ([p,, +0o]) = [¢,1], ce qui est impossible
puisque
A €Ela—01,a—05] et ¢>a.

Le lemme est démontré. O

Et aussi la proposition 9.6.5 : pour n assez grand, Zn € Ue, (g9 est celui
du lemme 9.6.18), donc ¢, € I, C ¥, ([p,, +0]). O

La démonstration du corollaire 9.6.6 est immédiate pu1sque la proposi-
tion 9.6.1 donne que 1/Ju([/7u,+oo[) C Im z/J, donc /¢,, € Imw pour n assez
grand. O]

La démonstration du théoreme 9.2.3 est elle aussi, enfin, complete.



CHAPITRE 10

DE FLOER A MORSE

Dans ce chapitre, nous démontrons que, dans le cas d’'un hamiltonien
non dégénéré ne dépendant pas du temps et assez petit (au sens de la
topologie €2), lorsque 'on peut définir le complexe de Morse et celui de
Floer, les deux coincident.

10.1. Les énoncés

Dans un souci de simplicité et de légereté, nous avons utilisé plus ou
moins la méme notation pour le complexe de Morse (au chapitre 3) et pour
le complexe de Floer (au chapitre 9). Il convient maintenant de les distinguer
(pour démontrer qu’ils coincident). Pour plus de clarté, nous notons donc ici
CF.(H,J) le complexe de Floer associé au hamiltonien H et a la structure
presque complexe J (qui s’appelait (Cy,d) au chapitre 9) et CM,(H,J)
le complexe de Morse associé a la fonction de Morse H et au champ de
vecteurs grad H, gradient de H pour la métrique définie par J (et w) (qui
s’appelait (Cy(H), Ograd,,) au chapitre 3).

Et nous voulons démontrer :

Théoréme 10.1.1. 11 existe un H non dégénéré et assez petit (au sens de la
topologie C2), pour lequel

CF.(H,J)=CM,n(H,J).

Cet énoncé contient bien str le fait que les deux complexes en ques-
tion sont bien définis. En partant d’un hamiltonien Hy non dégénéré, nous
construirons H de la forme H = Hy/k pour un k assez grand.

Le fait que H soit assez petit garantit que ses trajectoires périodiques
sont constantes (c’est la proposition 6.1.5), donc Crit(Ay) = Crit(H).
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D’autre part, la proposition 5.4.5, qui compare les deux notions de non-
dégénérescence (des points critiques de la fonction H, des trajectoires pério-
diques du hamiltonien H), implique que H est de Morse et que Crit(Apy) =
Crit(H).

Grace a la remarque 5.4.6, nous savons que la hessienne de H n’a aucune
valeur propre dans 27Z, de sorte que la proposition 7.2.1 nous permet de
comparer U'indice (de Morse) d’un point critique de H & U'indice (de Maslov)
de la trajectoire constante correspondante :

Indp(z) = p(z) +n,

ce qui implique que les espaces vectoriels intervenant dans les définitions
des deux complexes sont les mémes au décalage d’indices pres.

Il faut ensuite considérer les deux différentielles. Plus exactement, il faut

— pouvoir définir les différentielles des deux complexes,
— montrer qu’elles coincident.

Pour définir la différentielle du complexe de Morse, nous avons besoin
d’un champ de vecteurs X adapté a la fonction de Morse H et qui satisfasse
a la condition de Smale. D’autre part, nous voulons qu’il y ait une relation
entre les trajectoires de ce champ de vecteurs et les solutions de 1’équation
de Floer

du ou ou
Is + X(u) =0 et % a
Nous voulons donc que X soit le gradient de la fonction H pour la mé-

+ J(u)—= + grad H(u) = 0.

trique définie par une structure presque complexe J calibrée par w. Nous
démontrerons donc :

Théoréme 10.1.2. Soit H une fonction de Morse sur la variété symplectique
(W, w). Il existe une partie dense Jreg(H) de structures presque complexes J
calibrées par w telles que le couple (H,—JXg) soit de Morse-Smale.

Nous décomposerons la démonstration en deux étapes. La premiere étape
sera consacrée a une fonction de Morse générale f et & un champ adapté X.
Nous linéariserons 1’équation

du
ds
du flot du champ —X le long d’une de ses solutions en L, Y = 0, puis nous

+X(u)=0

montrerons :

Théoreme 10.1.3. Lorsque [ est une fonction de Morse et u une trajectoire
joignant deuz points critiques x ety, L, est un opérateur de Fredholm dont
lindice est la différence des indices de Morse des deux points critiques.
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A cause de la relation entre les indices de Morse et de Maslov mentionnée
ci-dessus, le corollaire qui vient s’en déduit.

Corollaire 10.1.4. Pour un hamiltonien non dégénéré H et pour une tra-
jectoire u de —J Xy, les opérateurs de Fredholm (dF), et L, ont le méme
indice.

Nous montrerons aussi :

Théoréme 10.1.5. Le champ X est de Morse-Smale si et seulement si les
opérateurs L,, sont surjectifs.

Dans la deuxiéme étape, nous nous consacrerons au cas spécifique du
hamiltonien H et démontrerons le théoreme 10.1.2, un résultat de transver-
salité analogue a ceux que nous avons établis au §8.5.

La structure presque complexe et donc le champ de Morse-Smale étant
ainsi choisis, nous nous occuperons ensuite a comparer les solutions de
I’équation de Floer et les trajectoires du champ de vecteurs.

Remarque 10.1.6. 11 est bien clair que les solutions de ’équation de Floer qui
ne dépendent pas de t sont exactement les trajectoires du champ de vecteurs
X = —grad H.

C’est ce qui donne envie de démontrer la proposition :

Proposition 10.1.7. Si H est assez petit (au sens C2),
Ker(dF), = Ker L,.

Ce que nous ferons. Les éléments du noyau de (dF), ne dépendent donc
pas de t. En utilisant 'identité des indices (le corollaire 10.1.4 et la ca-
ractérisation des champs de Morse-Smale (dans le théoreme 10.1.5), cela
implique :

Corollaire 10.1.8. L’opérateur de Fredholm (dJF), est surjectif le long de

toute trajectoire du gradient de H.

D’autre part, nous montrons que, quitte a remplacer H par Hy = H/k
(qui a les mémes points critiques avec les mémes indices) pour k assez grand,
toutes les solutions de Floer qui nous intéressent sont indépendantes de t.
C’est la proposition :

Proposition 10.1.9. Si k est assez grand, les solutions de ’équation de Floer
pour Hy joignant des points critiques d’indices x et y tels que

Indg, (z) — Indg, (y) <2

sont toutes indépendantes de t.
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La conclusion est que, pour H = H/k, avec k assez grand, et pour
J € Jrgg (la partie dense donnée par le théoreme 10.1.2), les trajectoires
de Floer associées a (H,J) qui joignent les deux points critiques z et y
(points critiques aussi bien de H que de Ay puisque les deux ensembles de
points critiques coincident), lorsque Ind(z) — Ind(y) < 2, sont exactement
les trajectoires du champ de Morse-Smale X = —JXpy (par la proposi-
tion 10.1.9) et 'opérateur de Floer linéarisé le long de ces trajectoires est
surjectif (par le corollaire 10.1.8). Une telle condition de régularité fait que
M) (2, ) est une variété, ce qui permet de définir le complexe de Floer
(voir le théoreme 8.1.2).

Cette propriété de régularité n’est établie ici que pour Ind(z)—Ind(y) <2
(et non pas en général, comme au chapitre 8 (voir le théoréme 8.1.1)), mais ce
cas suffit pour construire le complexe de Floer CF,(H, J). On a vu qu’il coin-
cide avec celui de Morse C M, 4, (H, J), ce qui démontre le théoréme 10.1.1.
Il nous reste a démontrer tous les résultats intermédiaires (10.1.2, 10.1.3,
10.1.5, 10.1.7, énoncés ci-dessus).

10.2. La linéarisation du flot d’un champ de pseudo-gradient,
démonstration du théoréme 10.1.3

Considérons donc une fonction de Morse f sur une variété V' et un champ
de pseudo-gradient adapté X. Les trajectoires de ce champ de vecteurs sont
les solutions de

% + X (u(s)).
Pour simplifier, supposons que la variété V' est plongée dans un espace R™
(m assez grand) de sorte que 'on peut considérer u +— X (u) comme une
application a valeurs dans R™. Fixons ici une métrique g sur V de fagon

que X soit le gradient de f pour g.
L’espace
0 Ou |2
M:{U:R—>V|—u—|—gradf:06t /H—uH d5<+oo}
88 R 68

des solutions d’énergie finie est compact?) et 'on a

M= U May).
z,y€Crit(f)

(DRappelons que, si V est compacte, toutes les trajectoires sont d’énergie finie.
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10.2.a. Linéarisation de 1’équation. Fixons une solution u qui joint un
point critique z & un point critique y et fixons une trivialisation (Z1,. .., Z,)
(orthonormale pour la métrique g) de TV au voisinage de I'image de u.
A Daide de cartes de Morse, choisissons les Z; de fagon que Z;(s) ne dépende
pas de s au voisinage des points critiques = et y. Ecrivons, pour

Y=y yn) ERY, Y(s) = Zyi(S)Zi(U(S))-

Linéariser I’équation du flot le long de la solution u donne une équation
différentielle linéaire

dy -

dont la fonction inconnue s — 17(5) est un vecteur tangent a V' le long de
la solution . Ecrivons, dans la trivialisation donnée,

L,(Y) = %(Z ini) + Su(3)<z ini)
= i(i;{; + i(aji + Sji):g_;‘)Zi

ot Sy(s) = (dX)y(s), les matrices a;; et S;; sont définies par

dZz;
ds = Zaiij et Su(S) . Zi = ZSiij.

Posons A;; = a;; + Si; et appelons L,, 'opérateur linéaire

L, : WY (R;R™) — L*(R;R™)
dy

Y — + A(s)Y.
»—>d8+ (5)

Nous obtenons ainsi, pour le vecteur Y(s) € R", I"équation différentielle

Y
LuY:d——&—AY:O.
ds

Gréace a notre hypothese sur les Z;, a;;(s) est nulle pour s — +oo et, a la
limite, quand s — 400, A tend vers la hessienne de f au point critique z
ou ¥y, une matrice symétrique,
lim A(s) =Hess,(f) et lim A(s) = Hess,(f).
S§— — 00 s——+o0
Remarque 10.2.1. Remarquons aussi que l’espace des solutions s’interprete
comme 'espace tangent a l’espace de trajectoires M(z,y) au point w.
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10.2.b. La décroissance exponentielle des solutions. Remarquons
tout d’abord que, si Y est une solution de L, Y = 0 dans W12(R;R"), elle
est continue, donc, satisfaisant a I’équation différentielle, est de classe G, et
ainsi de suite, les solutions dans W2 sont €*° (bootstrapping élémentaire).
En particulier, les solutions forment un espace vectoriel de dimension finie.
BEtudions le comportement que l’appartenance & W2 impose aux so-
lutions a linfini. Au voisinage d’un point critique, disons x, utilisons une
carte de Morse de V. Nous pouvons choisir la trivialisation de TV de fagon
standard dans cette carte et ’équation différentielle L, Y = 0 s’écrit tout
simplement
day
T

ol A est une matrice constante que nous pouvons supposer diagonale, de

—AY

sorte que le systeme est

dy;
ds

et ses solutions de la forme

:_)\iyi 1<i<n

yi(s) = yie %
Il est bien clair que, pour qu'un tel vecteur soit dans W12(R;R"™), il faut
qu’il tende vers 0 quand s — —oo, ce qu’il ne peut faire qu’exponentiellement
(et de méme en +00).

Interprétons en termes de 'opérateur L, les propriétés de la fonction f
et du champ de vecteurs X que nous avons utilisées pour construire le
complexe de Morse.

10.2.c. La propriété de Fredholm. Démontrons plus précisément.

Proposition 10.2.2. Siu est une trajectoire de gradient joignant deux points
critiques x et y non dégénérés, alors l'opérateur L, est un opérateur de

Fredholm.

Il faut démontrer que l'image de L, est un sous-espace fermé de
L?(R;R"), et que son noyau et son conoyau sont de dimensions finies.
Nous voulons utiliser, comme au §8.7.c, la proposition 8.7.4 et pour cela
nous démontrons :

Proposition 10.2.3. Pour T > 0 assez grand, il existe une constante C' telle
que, pour toute solution de L, Y =0,

Yl < CULY N2 + IVl 2 ) -
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Nous aurons ainsi exactement ’hypothese de la proposition 8.7.4, I'in-
clusion de L?([-T,T]) = L*([-T,T);R") dans L?(R;R") étant compacte.
La démonstration de cette proposition s’appuie sur les deux lemmes qui
viennent.

Lemme 10.2.4. Soit B une matrice inversible. Il existe une constante C; > 0
telle que tout Y € WH2(R; R"™) satisfait a 'inégalité

dy
1Yl < clHE + BY|

L2

Ce lemme est 'analogue, en théorie de Morse, de la proposition 8.7.3.
Nous l'appliquons en utilisant pour B une des matrices symétriques
Hess, (f), Hess,(f), qui sont inversibles parce que les points critiques
et y sont non dégénérés. La propriété étant clairement stable par petites
perturbations, nous obtenons, si Y (s) = 0 pour —M < s < M et M assez

grand,
+oo dY
i+ %
[w0|n+ o

Ces intégrales sont calculées sur | —oo, — M]U[M, 4+o00[. Etudions donc, dans

Yas<on [T D avas

le deuxiéme lemme, ce qui se passe sur U'intervalle borné [—M, M].

Lemme 10.2.5. Il existe une constante C3 > 0 telle que

[t g yazes [ (e« g e av])as

Choisissons ensuite une fonction § (toujours comme au §8.7.¢) qui vaut 1
sur [—M, M] et 0 en dehors de [-M — 1, M + 1] et posons, pour alléger
Pécriture, T'=M + 1. De Y = Y + (1 — §)Y, déduisons :

Yz < 18Y [l + 111 = B)Y [z -

Remarquons ensuite que, pour toute fonction «,

da

L,(aY) = I

Y +alL,Y.

Ainsi nous avons

— La fonction (1 — )Y est nulle sur [—M, M|, donc satisfait a

(1= B)Y w12 < CLILu(l = B)Y | 2

=2

<o (|22, + 10 - pzaye).
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— A BY, nulle en dehors de [T,T], nous appliquons l'inégalité du
lemme 10.2.5,

18Y w2 < C5 (18Y 1l 2 + | Lu (ﬂY)HLz)

< a3 (16¥ 1 + | Ly, + 18227 12).

Et donc
¥ s < Co(18Y o+ 2] &2

,+IBLY 2 + 11 = HLuY 2 )-

Utilisons maintenant le fait que (3 et dﬂ /ds sont nulles en dehors de [T, T],
donc

18¥ 2 +2| 2| |, <31V s

et de méme

IBLuY | 2 + (1= B) LuY || 2

-M 1/2 T 1/2 +00 1/2
g( / Luynzds) +( / |LuY|2ds) +(/ |LuY||2ds)
—00 -T T
oo 1/2
<3 (/ LY ds) .

Finalement, nous avons obtenu que, pour T assez grand, il existe une
constante C3 telle que

HYHWLZ < C:s(HYHLz[,T,T] + ||LuY||L2)a

ce que nous voulions démontrer, puisque c’est I’énoncé de la proposi-
tion 10.2.3, modulo les démonstrations des lemmes 10.2.4 et 10.2.5, qui
suivent.

Démonstration du lemme 10.2.4. La résolution de I’équation différentielle

%+BY Z

par la méthode de variation des constantes donne les solutions sous la forme
S
Y(s) = e B5Y5(0) 4+ e B¢ / eB77(0) do.
0

Nous souhaitons montrer alors que, pour Z dans L?, Y est dans W12, ¢’est-
a-dire que
1Yy < CLllZ] 12

pour une certaine constante C;. Nous voulons donc comparer

W= [ (1 S s
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et

2 too gy 2
Hﬂ—FBY‘ :/ Hd— +BYH ds
ds L2 oo 1 ds

sous I’hypothese que la matrice B est inversible. Nous utilisons la transfor-
mation de Fourier

~

+oo
V() = \/%/7 =Y () ds.

dY
Soit Z = I + BY, de sorte que, pour tout u € R,
s

Z(v) = (vId+B)Y (v).
La matrice B est réelle. Choisissons un v imaginaire pur (v = ju avec u € R),
de sorte que
[vId+B|? = u*+ ||B|*.
Utilisons maintenant ’hypothese que B est inversible : il existe une
constante Cy > 0 telle que

1Z(iw)|* = Jéwld+BI* Y (iw)|* > (u* + CHY (iw)]|*

Soit C7 = max(1,1/C%), de sorte que 1+ u? < C1(Cg + u?) pour tout u,
ce qui donne

(L +u?)Y (i)|* < C1(CE +u?)||Y (i) || < C1[| Z (i) 1%,
et, en intégrant sur R, 'inégalité espérée. O

Démonstration du lemme 10.2.5. Minorons l'intégrale

M
/ |L.Y]|? ds.
—M

Développer [|u + 2v[|> > 0 donne I'inégalité
2L 9 2
lu+ol™ 2 5 lull™ = o],

et ici la minoration

/A; 1LY |)? ds/MHdY+AYH2dsz/ (2H H \|AY||2) ds

> = / H H ds—C/ IY))? ds,
et finalement

/ H H d5<0/ ) ds+/ IL.Y|? ds

ce qui donne bien la majoration désirée. O]
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Nous savons maintenant (grice a la proposition 8.7.4) que L, a un noyau
de dimension finie et une image fermée. Afin de terminer de démontrer
que L, est opérateur de Fredholm, déterminons son conoyau.

Lemme 10.2.6. Le conoyau de u est le noyau de l'opérateur
LY WH(R;R™) — L*(R;R")
défini par
A
Ly Z = 4 +A*Z
ds
(ot A* est la transposée de A).

Démonstration. Le conoyau de L, est
+oo
{Z € L*(R;R") | / (LY, Z)ds = 0 pour tout Y € WH*(R; R")} :

Soit L}, l'opérateur défini dans I’énoncé du lemme. On a

/+OO<Lu(Y),Z> ds = /+OO<ZY’Z> d5+/+m<AY’Z> -

+oo dz +oo
- —/ <—,Y> ds +/ (A*Z,Y) ds.
oo Vds .
Si Z € Coker L, on a L} Z = 0 au sens des distributions, donc, a cause de la
définition de LY, dZ/ds est dans L? et donc Z € W2 et donc Z € Ker LY.
Donc Coker L,, = Ker L7 (I'inclusion inverse est claire). O

Le noyau de L}, est de dimension finie comme celui de L,, en vertu du
méme théoreme sur les équations différentielles linéaires. Il en est donc de
méme du conoyau de L,. Ceci termine la démonstration du fait que L,
est un opérateur de Fredholm lorsque L, joint deux points critiques non
dégénérés, c’est-a-dire de la proposition 10.2.2.

Corollaire 10.2.7. Si f est une fonction de Morse, pour toute trajectoire u,
Uopérateur L, est un opérateur de Fredholm. O

10.2.d. Le calcul de ’indice. Calculons maintenant I'indice de cet opé-
rateur.

Proposition 10.2.8. L’indice de lUopérateur de Fredholm L, est Ind(x) —
Ind(y).

Démonstration. Nous avons déja remarqué que les solutions de L,Y = 0
qui sont dans W12 tendent vers 0 exponentiellement quand s — +oc0. Si ¢
et s sont deux réels, définissons

(I)(U,s) : Tu(a)V — Tu(s)V
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comme la résolvante de ’équation différentielle linéaire, c’est-a-dire 'appli-
cation qui, au vecteur Y € T),(,)V/, associe la valeur en s de I'unique solution
qui vaut Y en o. Définissons

EU(O') = {f/ € TU(J)V | 11I7n @(073)? = 0}
et de méme
E (0’) = {Y S Tu(a)V | SEI_"I}OO @(U’S)Y = 0}

Ces espaces sont les espaces tangents en u(o) aux variétés instables et stables
(respectivement) de x et y,

Eu(g) = Tu(a)Wu(x) et Es(g) = Tu(U)WS(y)'

SiY € E*(0)NE*(0), lasolution Y (s) qui vaut ¥ en o est dans W2(R; R™)
et réciproquement, de sorte que

VoeR, KerL, = E“(o)NE*0).
On a ainsi
Ker Ly, = Ty o)W" (x) N Ty oy W* (y).
Reste a déterminer le noyau de L. Définissons
Vios) = Ps.0) t Tu)V — Tugs)V-

Montrons que cette application est la résolvante de L. Choisissons Z; € R"
et définissons Zy(s) = V(5,5)Z0- Remarquons que, puisque ¥, ,) = Id, on a
Zy(0) = Zy. Choisissons aussi Yy € R". Par définition de ¥, ),

<\Ij(a,s)ZOa q)(a,s)}/o> = <Z0, }/0>
Dérivons cette identité par rapport a s, obtenant :

dZy dYy
0:<—7<I>C,SY> <\1/C,S Z 7>
ds ' @970 * (:9) 205 "
Utilisons le fait que le champ de vecteurs Yy(s) = ®(, 5 Yo est solution de
L,Yy =0, et donc que Yy(s)/ds = —AYy(s), ce qui transforme notre égalité
en
dZ,
(T2, Ya(s)) = (Zo(s), AYa(s)) =0,
soit en
dz
<CTSO - A*Zo(s)7YO(s)> —0.
Comme on pouvait choisir pour Yy n’importe quel vecteur tangent, on a
bien montré que Zy(o) = Zy et L} Zy = 0, soit que ¥(, 4 est la résolvante

de LY.
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Ce calcul montre aussi que, si Z(s) est une solution de L}Z = 0,
on a lims, o Z(s) = 0 si et seulement si Z(o) L E“(0) et de méme
limg oo Z(8) = 0 si et seulement si Z(o) L E*(0). On a donc montré que

Ker L = (TyoyW" (@) + Tuo) W5 ()
Avec dim T,y W (z) = Ind(z), dim T,y W*(y) = n—Ind(y), on obtient
dim Ker L,, = dim T, (o) W" (2) N Ty (o) W* (y)
= dim W*(z) + dim W*(y) — dim(Ty(oy W*(2) + Ty W*(y)),
dim Ker L}, = dim (T, ) W"(z) + Tu(c,)Ws(y))l
=n — dim(Ty oy W"(x) + Ty oy W*(y)),
Ind(L,) = dim W*(z) + dim W*(y) — n
=Ind(z) +n —Ind(y) — n
= Ind(z) — Ind(y),
ce que nous voulions démontrer. O]

On trouvera une autre facon de calculer I'indice de cet opérateur dans
I’exercice 46.

10.2.e. La condition de Smale. Nous démontrons ici que le champ de
vecteurs X vérifie la condition de Smale si et seulement si tous les L, sont
surjectifs, c’est-a-dire le théoreme 10.1.5.

Remarque 10.2.9. Si X est le gradient de f pour une métrique g, cette condi-
tion porte bien sir sur ladite métrique.

Démonstration. C’est une conséquence du calcul ci-dessus. Dire que L, est
surjectif, c’est dire que son conoyau est réduit a 0, c’est-a-dire que L}, soit
injectif, c’est-a-dire encore que

Tu(o‘)Wu(m> + Tu(o)Ws (y) = Tu(a)va

la condition de transversalité des variétés stables et instables, que nous
voulons ici pour tous les points critiques x et y. ]

On aurait pu faire la théorie du complexe de Morse en ces termes
(voir [59, 62]).

10.3. Démonstration du théoréme (de régularité) 10.1.2

Ici H est fixé et nous considérons deux points critiques z et y. Définissons
Z(xz,y, H) comme

{(u, J) | J € J.(w) et u est une trajectoire de — JXp joignant = & y}.
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10.3.a. Variations infinitésimales de la structure presque complexe

L’espace J.(w) des structures presque complexes calibrées par w est une
partie de ’espace vectoriel des sections du fibré des endomorphismes de TW.
Nous avons déja remarqué (c’est la proposition 5.5.7) que 'espace tangent

Tide(w) ={S € End(TW) | JS 4+ SJ =0 et w(SE,n) +w(§,Sn) =0}.
Fixons un tel S et posons J; = J exp(—tJS).

Lemme 10.3.1. Pour t assez petit, l’endomorphisme J, est une structure
presque complexe calibrée par w.

Démonstration. D’abord, J; est bien une structure presque complexe :
comme J « anti-commute » avec S, J; = exp(tJS)J et donc

J? =exp(tJS)JJexp(—tJS) = J* = —1d.

Ensuite, J; est une isométrie de w, puisque

Do Jin) = Llexp(~1IS)E, exp(~1IS)n)
= w(—JSexp(—tJS)E, exp(—tJS)n)
+ w(exp(—tJS)E, —JS exp(—tJS)n)
= w(SJexp(—tJS)E, exp(—tJS)n)
+ w(exp(—tJS)E, ST exp(—tJS)n)
= W(SJE,H) + w(Z, SJH) = 0
(on Pon a posé = = exp(—tJS)¢ et H = exp(—tJS)n) donc w(J&, Jin) est

constant égal a w(J¢, JJn) = w(£,n). Ce calcul donne aussi

w(Je&,n) = w(J7E Jm) = —w(&, Jim) = w(Jn, §)

de sorte que w(+, J;-) est une forme bilinéaire symétrique. Ensuite, on a

w(&, Jin) = w(&, Jn) + O(t)

de sorte que w(-, J;+) est bien une métrique riemannienne, au moins pour ¢
assez petit. ]

10.3.b. Démonstration du théoréme 10.1.2. Comme au §8.3, nous
utilisons ici la norme €2° sur cet espace de perturbations de J,

151, = " en ISl e
k=0

(pour une suite € = (¢j) assez décroissante). On a, comme au §8.3 :
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Proposition 10.3.2. Pour une suite € bien choisie, 'espace C2°(J) des sections
de End(TW) telles que

{JS + 8T =0
w(S¢,m) +w(§,5m) =0

est un espace de Banach séparable et dense dans Uespace des sections L? du
fibré Tdo(w). O

et ||l < +o0

Fixons donc une structure presque complexe Jy € J.(w) et un nombre
réel § > 0. Définissons I'image de la boule unité

d0(6) = {Joexp(=Jo5) | 5 € € (Jo) et [|S]. <3}
et
Zo(z,y) = {(u, J) € Z(z,y) | J € do(d)}
(cet espace dépend du choix du rayon d, que nous n’avons pas fait figurer
dans la notation dans un souci de légereté).

Proposition 10.3.3. Le sous-espace Zo(x,y) est une variété de Banach.

Le reste de cette section est consacré a la démonstration de cette pro-
position. Nous allons, comme au §8.5, exhiber Zy comme ensemble des
zéros d’une section d’un fibré vectoriel. L’analyse est plus facile ici car nous
n’avons qu’une seule variable et pouvons rester dans L? et W2, Considé-
rons donc

P2(z,y) = {ue WHR;W) | lim u(s)=zet lim u(s)=y}
§— —00 s——+o00

(la limite a un sens puisque les éléments de W2 sont des applications
continues) et

&= {(u, 1Y) |ueP"*z,y),

J € 30(6),Y est un champ de vecteurs L? le long de u} ,
fibré sur PH2(x,y) x Jo(d) dont la fibre en (u,.J) est 'espace des champs de
vecteurs L? le long de u. Grace & une trivialisation Z; de TW (comme celle
que nous avons fixée au chapitre 8), cet espace n’est autre que L?(R; R?").
L’application

G: PL2(x,y) x o(0) — €

(u, J) — (u,d—u +graduH) = (u,d—z - JXH)

ds d
est une section de £ qui s’annule le long de Zo(z,y). Montrons donc qu’elle
est transverse a la section nulle. Nous devons en calculer la différentielle

(d9) (u,s0) : WH(R;R?") x Jo(6) — L*(R; R*").
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Nous avons déja linéarisé G a métrique constante (donc a J constant
au §10.2.a) et F (avec la variable ¢ supplémentaire) au §8.4. Le méme
calcul donne, en composant avec la projection sur la fibre :

P =70 (d9)01 (%:5) = (G — ol(Xm), Y1) = (X

= Lu(Y) - S(XH)ua

ot L, : WH2(R;R?") — L%*(R;R>") est l'opérateur défini au §10.2.a.
Nous avons dit que L, est un opérateur de Fredholm (parce que H est une
fonction de Morse), donc son image est fermée et de codimension finie. Le
méme raisonnement que dans la démonstration du lemme 8.5.1 donne le
fait que I'image de I' est un sous-espace fermé de codimension finie. Pour
montrer la surjectivité de I' en les points de Zg, il suffit de montrer, ce que
nous faisons ici (le dual de L? est L? lui-méme) :

Lemme 10.3.4. L’orthogonal de l’image de T’ dans L*>(R; R?") est réduit a 0.

Démonstration. Soit Z un élément de I'orthogonal, c’est-a-dire tel que 'on
ait, pour tous Y et .S,

“+oo
[ (Z(s),T(Y, 8)) ds = 0,

ou encore
/_-:O <Z(3)a % - JO[XH,Y]> ds — /_—:O(Z(s),S(XH» ds = 0

pour tous Y et S, soit

oo dy
<Z(s), e Jo[ X, Y]> ds =0 pour tout champ Y le long de u
s

et
“+o00
/ (Z(s),S(Xp))ds =0 pour toute section S.
— 0o
La premiere de ces égalités, (Z, L,,(Y)) = 0, revient & (L Z,Y) = 0 pour
tout Y, soit L} Z = 0, une équation différentielle de la forme

—— +B(s)Z =0
ds+ (s) ’

ce qui garantit que la solution Z, supposée au départ seulement dans L?, est
dans W12 et donc €. Nous allons ainsi pouvoir raisonner avec les valeurs
que prend Z.

La deuxieme égalité est

#50n) = (7,-575) = ~(s2.75)
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puisque S est symétrique. Nous voulons montrer que Z est nul. Supposons
donc que ce ne soit pas le cas et choisissons un sg tel que Z(sg) # 0. Utilisons
une trivialisation unitaire au voisinage de xg = u(sg) € W dans laquelle .J,
est standard. Alors, S est simplement une matrice symétrique (dépendant
du point considéré) telle que S = JySJp. Considérons le vecteur Jodu/ds(so)
est construisons une matrice Sy telle que

<Z(so),SoJo%(so)> £ 0.

C’est un lemme facile d’algebre linéaire :

Lemme 10.3.5. Soient U et V deux vecteurs non nuls de C* = R?". Il
existe une matrice symétrique réelle S, anti-C-linéaire et telle que le produit
scalaire euclidien (U, SV') soit non nul.

Ce lemme acquis, il existe une application C2°,

de xg et qui prend la valeur Sy en zy. Ce qui donne la contradiction voulue.
O

a support au voisinage

Dans un souci de complétude, donnons une démonstration du lemme
10.3.5. Le sous-espace vectoriel complexe engendré par les deux vecteurs U
et V est (au plus) de dimension 2, il suffit donc de démontrer ce lemme dans
C2. Comme U n’est pas nul, on peut donc supposer que c’est le premier
vecteur d’une base, dans laquelle tout ce qui suit est écrit. La matrice S
doit avoir la forme

A B
S = < B A) , ou A est symétrique et B antisymétrique.

Il n’y a donc aucune contrainte sur la premiere colonne de S, que nous
pouvons choisir égale au vecteur V. Mais alors, S(U) =V et

(U, SV) = (SU,V) = (V,V) = |[V||* # 0,

ce que nous voulions démontrer. ]
Pour finir la démonstration du théoreme 10.1.2, considérons la projection

m: Zo(x,y) — do(9)

définie par m(u,J) = J. Le théoreme de Sard-Smale (ici théoreme 8.5.6)
affirme Pexistence d’un sous-ensemble ouvert dense J.¢g C Jo(0) formé de
valeurs réguliéres de 7. Nous démontrons :

Lemme 10.3.6. Si J € Jysq, pour toute trajectoire u du champ —JXp joi-
gnant x a y, Uopérateur linéarisé L,, est surjectif.
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Démonstration. Si L, : W22(R;R*™ — L?(R;R?") n’est pas surjectif, il
existe Z € L?(R; R?") orthogonal a I'image de L, . Par ailleurs, I’hypothese
affirme que (dm)(,, ;) est surjectif. La démonstration de la proposition 10.3.2
donne une description de I'espace tangent T, jyZo(z,y), comme le noyau
de I', c’est-a-dire

T(u,J)Z’O(xvy)
={(v,8) e W(R;R*) x T;30(6) | Lu(Y) — S(Xg)u =0} .

Puisque (L,Y,Z) = 0 pour tout Y € WH23(R;R?"), la surjectivité de
(d7) (u, sy implique que

pour tout S € T;30(5), (S(Xg)u,Z) =0.

Nous avons vu, dans la démonstration du lemme 10.3.4, que cela implique
que Z = 0, ce qui, a la fois contredit la supposition faite et démontre le
lemme. 0

En prenant I'intersection des différents ensembles J,¢, obtenus pour les
différents couples de points critiques de H, on obtient 'ensemble ¢, (H) an-
noncé dans 1’énoncé du théoreme 10.1.2 (on utilise aussi le théoréme 10.1.5)

O

10.4. Les trajectoires de Morse et de Floer coincident

10.4.a. Les trajectoires indépendantes de t sont réguliéres. Nous
montrons ici la proposition 10.1.7 (et le corollaire 10.1.8). On a clairement
Ker L,, C Ker(d¥),, : si Y (s) vérifie

dY
— +S5(8)Y =0
4 S(s)Y =0,
alors il vérifie aussi
Y 15)4

Montrons 'inclusion inverse. Soit Y € Ker L. Notons L = (dF),, et Ly = Ly,.
Nous avons
1 1
oY
/ J—dt =0, donc / Y (s,t)dt € Ker Ly.
o Ot 0
On peut ainsi supposer que fol Y (s,t)dt = 0. On utilise un lemme élémen-

taire de fonctions de variable réelle (dont la démonstration est donnée plus
bas).
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Lemme 10.4.1. Soit [ une application dérivable sur [0,1], de moyenne nulle
sur cet intervalle. Alors on a, pour tout p,

/0 LF@)IP di < / WP de.

On lapplique & f(t) =Y (s,t) et & p = 2. On intégre par rapport a s :

+oo 1 +oo 1 )
[ [ aas< [ )0 o] aas
—oo JO —> JO ot

Ensuite, en norme L%, on a

15115 = (G )+ (B )
= —(Y,AY)
-~ (5 T3 G )
_Hal
1l 9s L2
= [S(s)Y[72

2 1y 2
< sup [[S(s)[I” 1Y
S

(c’est la norme opératorielle de S(s) qui apparait dans cette formule). Donc,
grace a notre lemme, on trouve

2 2 2 2
Yz < llgrad Y|z, <sup [[S(s)[" [V -

Le fait que H soit « C2-petite » implique que sup, ||S(s)|| est assez petite et
donc que Y = 0. ]

Démonstration du lemme 10.4.1. On écrit, pour ¢, t; € [0, 1],

[ -1 = [ fyar

t

relation que 'on intégre par rapport a t entre 0 et 1,

1 t1
w= [ ( / f’(T)dT> d,
0 t
d’ou Pon déduit

[ s [F([ [ wwenw sa)ans e e

ce que nous voulions démontrer. O]
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10.4.b. Les trajectoires sont indépendantes de t. Montrons mainte-
nant que les trajectoires de H = H/kk comptées pour le complexe de Floer
sont exactement celles comptées pour le complexe de Morse, c¢’est-a-dire la
proposition 10.1.9.

Démonstration de la proposition 10.1.9. Supposons que ce ne soit pas vrai.
C’est dire qu’il existe une suite (n) tendant vers 'infini et une solution wy,,
(dépendant effectivement de t), dont on peut supposer qu’elle relie les points
critiques x et y, de I’équation de Floer

ou ou 1
— — + —grad H = 0.
88+J8t+nkgra 0

Posons
Un,, (8,8) = un, (Ngs, ngt).
C’est une solution de ’équation de Floer pour le hamiltonien originel H,

qui est périodique de période 1/n;, et que 'on peut donc considérer comme
périodique de période 1, v,, € M(z,y, H).

Considérons d’abord le cas ou la différence d’indice vaut 1,

Ind(z) — Ind(y) = 1 = p(z) — pu(y).

Grace au théoréme de convergence vers les trajectoires brisées (théo-
réme 9.1.6), on peut supposer, quitte & extraire une sous-suite, que la suite
(vp,) tend vers une limite v € M(z,y, H). Si nous montrons que v ne
dépend pas de t, comme (dF), est surjective (par la proposition 10.1.7), v
devra étre dans une composante de dimension 1 de M(z,y, H), ou encore
un point isolé de L(z,y). Pour k assez grand, on aurait

Un,, (8,8) = v(s + ok, t) = v(s + o)),

et vy, ne dépendrait pas de ¢, en contradiction avec la supposition faite.

11 suffit donc de démontrer que la limite v ne dépend pas de t. On utilise
le fait que v est la limite d’une suite dont la période tend vers 0. Soit r € R..
Fixons s € R et t € [0, 1]. Comme v,,, est périodique de période 1/ny, on a

Un,, (8, 1) = Up, (s,t—|— -

[rm] )

(dans cette écriture, [rny] désigne la partie entiére de rny). Quand k tend
vers Uinfini, [rng]/ni tend vers r, de sorte que le membre de gauche tend
vers v(s,t) et celui de droite vers v(s,t + r), donc, pour tout 7,

v(s, t) =v(s, t+r)

ce que nous voulions démontrer.
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Supposons maintenant que la différence d’indice est 2,

Ind(z) — Ind(y) = 2 = p(z) — p(y).

Dans ce cas, le théoreme 9.1.6 affirme qu’une sous-suite de (vy, (s + si, 1))
tend, soit vers une limite v € M(xz,y, H), soit vers une trajectoire brisée

(v,w) € M(z, z) x M(z,y).

Dans la premiere éventualité, on démontre comme ci-dessus que v est indé-
pendant de ¢. Ici encore, (dF), est surjective griace a la proposition 10.1.7. On
obtient donc comme dans la démonstration du lemme 8.5.8 que M(z,y, H)
est une sous-variété de dimension 2 de Z(x,y, J) dans un voisinage de (v, H)
(on utilise ici la notation

Z(,y,J) = {(v, H + h) [ h € €2 (H), ve M(z,y, J, H + h)}

du chapitre 8). Par ailleurs, comme le gradient —J Xy de H est de Morse-
Smale, ses trajectoires qui joignent = a y forment une variété de dimension 2.
Mais ces trajectoires sont aussi dans M(z,y, H), on obtient par suite un
paramétrage de cette sous-variété au voisinage de v, par des trajectoires qui
ne dépendent pas de t. Puis, comme vy, (s + si,t) € M(z,y, H), et comme
cette suite tend vers v, il suit que vy, (s + sk, t) est indépendant de ¢ pour k
assez grand, une contradiction.

Reste le cas o limwv,, = (v,w), c’est-a-dire celui ou existent des suites
(s1) et (s2) telles que

lim v, (s +sg,t) =v(s,t) et lm v, (s +s5,t) = w(s,t).

k—-+4oco k——+oo

On démontre comme ci-dessus que v et w ne dépendent pas de t. Par la
proposition 10.1.7, les deux opérateurs (dF), et (dF),, sont surjectifs. On
peut alors appliquer le théoréme de recollement (théoréme 9.2.3). On en
déduit 'existence d'un plongement

¥ : [po, +oo] — L(z,y)
tel que
lim (p) = (0,@) € L(z,2) x L(z,y).

p—+00
D’autre part, v et w sont aussi des trajectoires (de Morse) du champ de
Morse-Smale —JX . Le théoréme de recollement dans ce cadre (c’est-a-
dire le théoréme 3.2.6) affirme alors que la trajectoire brisée (u,v) est un
point du bord d’une variété de dimension 1 formée de trajectoires de Morse
qui joignent x a y. Mais celles-ci sont aussi des trajectoires de Floer, de
sorte que nous avons une application

P [pOa +OO[ - M(ZL’,y,H)
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telle que

@ : [po, +00[ — L(z,y)
est un plongement. De surcroit, lorsque p tend vers 400, @(p) tend vers
(v, W) au sens de la convergence vers les orbites brisées en théorie de Morse
(celle définie au §3.2.a). En particulier, cela signifie que

: Y (ot

S o(p)(sy) = v(s™)
ol s,+ et s désignent les points ot les trajectoires ¢(p) et v (respective-
ment) sortent d’un voisinage de Morse (fixé) de z. Ceci implique que, pour
la topologie C¥.,

lim ¢(p)(s+s;) =v(s+s7)
p—+oo

(pour s’en convaincre, il suffit d’écrire

e(p)(s+55) = Cs(0(p)(s))) et v(s+sT)=Dy(v(sT))
ou ® est le flot de —JXg).
Le méme raisonnement s’applique & w. Ainsi nous obtenons le fait que
Jlim_3(p) = (3,)
au sens de la convergence vers les orbites brisées en théorie de Floer (celle
définie par le théoreéme 9.1.6).

Tous comptes faits, nous avons donc trois convergences vers (U, w) (voir
la figure 1) :

— celle, que nous avons supposée, de (v,, ) pour k tendant vers U'infini,

— celle de J(p) pour p — +oo donnée par le recollement « de Floer »,

— celle de p(p) pour p — 400 donnée par le recollement « de Morse ».

(v,0)

FIGURE 1

Appliquons la partie « unicité » du théoréeme de recollement (théo-
reme 9.2.3). Elle implique que, pour k assez grand, (v,, ) est dans I'image
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de zz Le méme argument d’unicité donne aussi que, pour p assez grand,
disons p > p1, p(p) € Im 4. De plus, §([p1,+0o0|) est un intervalle dans la
variété L(z,y), qui est de dimension 1. Comme

lim 3(p) = lim ¥(p) = (3,®) ¢ L(z,y),
p—+oo p—too

c’est donc que 12)\(/)) € Im @ pour p assez grand. En particulier, v,,, € Im @
pour k assez grand, ce qui contredit le fait que v,, dépend de t. ]

On a bien montré que toutes les solutions de Floer liant deux points cri-
tiques consécutifs sont des trajectoires de Morse et que (dF), est surjective
le long de ces trajectoires. Donc on a bien 'égalité désirée des complexes.



CHAPITRE 11

HOMOLOGIE DE FLOER : INVARIANCE

Nous venons de définir 'homologie de Floer HF,(H,J) comme 1’homo-
logie du complexe CF,(H,.J). L’objectif de ce chapitre est de montrer que
I’homologie HF,(H,J) ne dépend pas du couple régulier (au sens du §8.1)
(H,J) € (H X J)reg choisi.

Pour le démontrer, nous allons utiliser une méthode analogue a celle qui
nous a permis de démontrer 'invariance de ’homologie de Morse au §3.4.
Nous procédons de la maniére suivante : soient (H?,J%) et (H”, J) deux
couples de (H X J)req. Considérons une homotopie lisse I' = (H, J) qui joint
(H®,J%) a (H", J"), et plus précisément

H:RxS'xW-—R et J:R-— End(TW)

avec J(s) € J pour tout s et

H(s,-,-)=H* sis<—-R . J(s)=J* sis<—-R

e

H(s,-,-)=H® sis>R, J(s)=J" sis>R.
Tci R est une constante (qui ne sera pas forcément la méme pour toutes
les homotopies). L’existence de telles homotopies découle du fait que J est
contractile (c’est la proposition 5.5.6).

La démonstration se fait en deux étapes :

(1) A partir d’une homotopie I', nous définissons un morphisme de com-
plexes
o' OF,(H,J") — CF.(H",J")
et nous vérifierons que, pour ’homotopie stationnaire T' joignant (H*, J%)
& lui-méme, ce morphisme ®' est 'identité.
(2) Si(H®,J%), (H® J%) et (H¢, J¢) sont des couples de (H X J)yeq et si T,
I et T sont des homotopies joignant respectivement (H®, J*) a (H¢, J¢),
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(He,J%) a (H° J°) et (H®,J%) & (H¢,J¢), nous démontrons que les mor-
phismes

" 0@ et O :CF,(H® J%) — CF,.(H®, J°)
sont homotopes et en particulier induisent le méme morphisme en homo-
logie.

Comme au § 3.4, nous en déduirons I'invariance de ’homologie de Floer
en considérant le cas particulier on (H®,J%) = (H® J%) et ou I" = Id. 1
est clair qu’alors " ot ® induisent des isomorphismes inverses I'un de
I’autre en homologie.

11.1. Le morphisme &'

11.1.a. L’équation de Floer a parameétre. Posons I'(s) = (H, 4, Js) et
considérons ’équation

ou Ju

([74—!]( )Z% +grad, Hs; =0
qui peut s’écrire aussi

ou Ju

e+ L) (G — Xeuw) =0,

ou X, est le dual symplectique de dH, ;. Si u est une solution, définissons

son énergie par
—+oo

La norme utilisée ici est celle associée a la metrique w(+, Jg) — elle dépend
donc de s.

‘ dtds.

Considérons 'espace
M" = {u:R x S" — W | u est une solution contractile et E(u) < 400} .

Rappelons que 'homotopie I' a été définie comme stationnaire pour |s| > R.
Ce qui permet de démontrer de fagon (& peu prés) analogue les versions a
parametre des énoncés du chapitre 6 que voici.

D’abord une version a parameétre du théoreme 6.5.6 :

Théoréme 11.1.1. Soient X et X° les duaus symplectiques des formes dH®
et dHY respectivement. Supposons que toutes les trajectoires 1-périodiques
de X et X° sont non dégénérées. Alors, pour tout u € M, il existe un
point critique x de Age et un point critique y de Agv tels que

Sgr_noQ u(s,) =xz() et sllljrﬂ u(s, ) =y(-).
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Définissons

M (z,y) = {ueM" | SEIPOO u(s) =z et lim u(s) =y}

s——+o00

Un élément de MY (x,7) est donc une trajectoire qui part de  en suivant
une trajectoire du gradient de Agya pour s < —R et arrive & y en suivant,
pour s > R, une trajectoire du gradient de Ays. Toute solution d’énergie
finie joint donc deux points critiques respectivement de Apg. et de Age.

Pour s < —R (resp. s > R), notre équation coincide avec 1’équation de
Floer (sans paramétre) pour (H®,J%) (resp. (H?,.J%)). Ce qui fait que le
théoreme 11.1.1 se démontre de maniére similaire au théoréme 6.5.6 : on
reproduit d’abord la démonstration de la proposition 6.5.7 pour montrer
que, pour tout u € MY, il existe deux points critiques x € Crit(Aga) et
y € Crit(Age) tels que

lim Apga(u(s)) =Apge(z) et lim Ags(u(s)) = Age(y).

§— —00 s—+o00
Ensuite, on démontre le résultat :
Proposition 11.1.2. 1 existe une constante k telle que, pour tout u € MV vé-

rifiant les conditions ci-dessus pour certains points critiques x € Crit(Aga)
ety € Crit(Age), on ait

E(u) < Aga(z) — Ao (y) + k.

Démonstration. Nous avons

E(u):/
Rx St
:AXS1W(§;,JSZ) ds dt

:/wa(gzgz—xm) ds dt

ou
= *w—dH; | — ) dsdt.
Jor = () 2

Choisissons, comme la contractilité de x nous y autorise, un prolongement

ou (|2
%H ds dt

de u, c’est-a~dire une application

7:RxD? — W telle que ulgp> = u
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et évaluons I’énergie de u a 'aide de ce prolongement :

E(u) = lim ww— dH, (%) ds dt
S

o—Fo0 [—o,0] xSt
0 OH
= 1l * ——H, ——(u)dsdt
a—1>r-§I-1t>o </[—a,a]><Sl et /[—U,U]XSI Js ’t(U) * ds (U) s >

= lim (/ Upw —/ U w— H(ug)dt+ [ H(u_,) dt)
o—+00 D2 D2 S1 S1

H
—|—/ 6—(u) dsdt,
[~R,R]xS! 0s

ol
Uty (t) = u(Fo,t) pour t € S et Ui, (z) = U(+o,z) pour z € D?.

On a utilisé le fait que ’homotopie H,, est stationnaire pour |s| > R. On
en déduit que

0OH
o—+00 [~ R,R]x S1 Os
OH
— o) = Aip ) + O (wy ds at
[—R,R]xs1 08
en utilisant ’hypothese. Posons
OH
k= sup —(s,t,2)
s€[-R,R] US
test
zeEW
pour obtenir que
E(u) < Ape(z) —Ago(y) + &
et achever la démonstration de la proposition. O]

De la finitude du nombre de points critiques de Ag. et Ags suit un
corollaire (analogue au corollaire 6.5.11) :

Corollaire 11.1.3. 1l existe un réel C > 0 tel que pour tout v € M,
E(u) <C.

Ce résultat permet de démontrer une propriété de compacité, analogue
au théoreme 6.5.4 :

Théoréme 11.1.4. L’espace de trajectoires MU est compact au sens de la
topologie C (R x S, W).

loc

La démonstration est en tous points semblable a celle de 6.5.4, elle s’ap-
puie sur la proposition (analogue & 6.6.2) :
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Proposition 11.1.5. 1l existe une constante A > 0 telle que
VueM', V(s,t) e Rx 8", ||grad, , ul| < A

Remarque. La démonstration, comme celle de 6.6.2, utilise le corollaire 11.1.3
(analogue de 6.5.11) et se fait par absurde. Si la conclusion était fausse,
on en déduirait Iexistence d’une application v : R? — W telle que

ov ov

% + J(S)E =0.
Ce n’est pas exactement une courbe holomorphe comme dans la démons-
tration de 6.6.2 puisque J dépend de s, mais la démonstration se fait de

maniere analogue en utilisant les métriques

gs(,) = w(-, J(s)).
En particulier, pour calculer I'aire de v(R?) et la longueur de v(0B(0,7y)),
comme dans la démonstration du lemme 6.6.5, on doit utiliser la métrique g
définie par
gv(s,t)('v )= wv(s,t)(‘a J(s)).

En utilisant le théoreme 11.1.4, on achéve la preuve du théoreme 11.1.1
de la méme fagon que celle de 6.5.6. On a besoin pour le faire d’un résultat
analogue a celui du lemme 6.5.13 qui se démontre, de facon similaire, a I’aide
du lemme 11.1.12 ci-dessous.

11.1.b. La transversalité. Nous reprenons ici les résultats du chapitre 8
et les adaptons a 1’équation de Floer a parametre. La dépendance en s
va simplifier certaines des démonstrations, comme nous allons le voir : un
espace de départ plus grand va donner la surjectivité plus facilement. Soit
toujours I' = (H,.J) une homotopie qui joint (H¢,J?) et (H®, J). Nous
introduisons l'espace €2° des fonctions (perturbations)

h:RxS'xW—R

a support compact telles que ||k, < +oo. Ici, comme h est a support

compact (en s), les trajectoires de Floer de I'homotopie perturbée sont les

mémes que celles de I’homotopie non perturbée pres des points critiques.
Nous démontrons une version paramétrée des théoremes 8.1.1 et 8.1.2 :

Théoréme 11.1.6. 1l existe un voisinage de 0 dans C2° et une intersection
dénombrable d’ouverts denses de H,eg dans ce voisinage tels que, si h €
Hyeg, alors, pour T'(h) = (H + h, J), Uespace de trajectoires MY M) (z,y) est,
pour tout x € Crit Aga et pour tout y € Crit Agv, une variété de dimension
w(x) — u(y). De plus, pour tout u € MY (z,y), la différentielle

(dFT), : WEP(w*TW) — LP (u*TW)

est surjective.
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Pour ne pas alourdir ’écriture, nous n’incluons pas dans la notation le
fait que les indices de Maslov u(x) et u(y) sont calculés avec les flots de X ¢
et X respectivement.

La démonstration du théoréme 11.1.6 est a peu pres analogue a celle de
8.1.2. Notons

FU WP (R x S u*TW) — LP(R x S*, u*TW)

défini par
ou Ju
Fr(w) = ==+ J (— - X )
(W) =G5 T\ Gp — Ko
L’ingrédient principal de la démonstration du théoréme 11.1.6 est le théo-
reme 11.1.7, analogue du théoréme 8.1.5 :

Théoréme 11.1.7. Pour tout u € MY (z,y), lopérateur linéarisé de F* est un
opérateur de Fredholm d’indice p(x) — u(y).

La démonstration est identique a celle de 8.1.5 et ceci parce que, puisque I'
est stationnaire pour |s| > R, Popérateur linéarisé (dFT1),, écrit dans une
base unitaire le long de u, a la méme forme

(dFT), (V) =0Y 4+ SY

que le linéarisé (dF),, avec S(s,t) une matrice qui tend vers une matrice
symétrique quand s — Fo0.

Suivant le modele du chapitre 8 et plus précisément le plan dessiné
page 201, le théoreme 11.1.7 sert a prouver la version a parametre de la
proposition 8.1.3, qui est une conséquence immédiate de ’analogue suivant
de la proposition 8.1.4, via le théoreme des fonctions implicites :

Proposition 11.1.8. Soit T = (Hyp,Jy) une homotopie entre (H® J%) et
(H®, J°). Siue M (z,y), alors Uapplication

O WP (w*W) x C(Hy) — LP(u*W)
(Y, h) — (dF7),(Y) + grad, h
est surjective.

Démonstration. La dépendance en s des hamiltoniens de C°(Hy) rend la
preuve de la surjectivité considérablement plus simple que celle de la pro-
position 8.1.4 : ’espace de départ est plus grand. Nous n’avons plus besoin
de la régularité (c’est-a-dire de 8.5.4) ni du §8.6 qui explique cette notion.
Voici les détails.

On commence, comme au §8.5, par démontrer de maniére analogue
a 8.5.1, que, si ® n’est pas surjective, alors il existe un champ non nul
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Z € Li(uw*TW) (q est tel que 1/p+ 1/g = 1), de classe C*°, tel que, pour
tout h € C>°(Hy) et pour tout Y € WHP(u*TW), on a

(Z,(dF") (V) =0 et (Z grad,(h)) =0.
Ensuite on remplace le lemme 8.5.3 par le résultat plus fort :
Lemme 11.1.9. Si Z € LI(u*TW)NC>®(R x SY; TW) vérifie (Z,grad, h) =0
pour tout h € C(Hy), alors Z est identiquement nul.

Ce lemme étant en contradiction avec ce qui précede, on en déduit, par
I’absurde, que ® est surjectif, et la proposition 11.1.8 est démontrée. O

Démonstration du lemme 11.1.9. La relation qui est I’hypotheése du lemme
se réécrit

/ dh(Z)dsdt =0 pour tout h € C°(Hy).
R x St

Considérons 'application
7:RxS'—WxRxS!
(s,t) — (u(s,t),s,t).
On montre facilement que u est un plongement. On voit Z comme un champ
de vecteurs le long de & sur W x R x S!, qui n’a pas de composante dans
les directions 0/0t € T'S* et 0/0s € TR. En particulier, Z n’est pas dans
le plan tangent & u en les points ou il n’est pas nul.

Supposons par I'absurde qu’il existe un tel point (sg,t9) € R x S'. On
procede exactement comme dans la preuve de 8.5.3 : on considére un pe-
tit voisinage Cs de (so,to) dans R x St tel que Z(s,t) n’est pas nul (et
donc transverse a u pour (s,t) dans ce voisinage). On prend une fonction a
support dans ce voisinage

B:RxS"—R
et on définit h € C2°(Hy), & support dans un voisinage tubulaire B de u(Cs),
de sorte que, si (s 4 () est la courbe intégrale de Z qui passe en (s, t) pour
o =0, on ait :

st (Vs (0)) = B(s,t) -0 pour |of <7

(n > 0 est assez petit). Comme Z est transverse a u(Cy), la fonction h est
bien définie. On suppose également que

Bnlm(u) =u(Cs)
ce qui signifie en particulier que

Supp(h) NIm(u) = u(Cs)

(voir la figure 1).
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B 1
: /I ?‘ IIT ZT T“
H v u(Cy) !
S N
Im(w) .

FIGURE 1

On obtient alors

/ dh(Z(s,t))dsdt:/ dhs (Z(s,t))dsdt
Rx St Cs

o 875,t(0)
_/Cédhsyt< 5o lomo ) dsdt

P
_ /C 5 Ayl (@) ds dt

= B(s,t)dsdt.
Cs

Il suffit de choisir 3 de sorte que cette intégrale ne soit pas nulle pour aboutir
a une contradiction, qui montre que Z(s,t) = 0 pour tous (s,t) € R x S'.
Ce qui termine la démonstration du lemme. O

La fin de la démonstration du théoreme 11.1.6 est analogue a celles de
8.1.1 et 8.1.2.

Nous appellerons homotopie réguliére une homotopie satisfaisant a la
conclusion du théoréme 11.1.6.

Remarque. La perturbation h étant & support compact, ’homotopie T'(h)
joint (H®, J%) et (H", Jb) et elle est stationnaire pour |s| > R (pour un R
assez grand).

11.1.c. La compacité. Soit I' une homotopie réguliére reliant (H%, J%) a
(H", J"). Le morphisme

o' CF.(H,J") — CF,(H", J")
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que nous avons en vue sera défini comme suit. Pour x un point critique de
Ape d’indice p(x) = k, nous poserons

Cple)= Y nl(zy)y,

y€Crit A p
n(y)=k
n¥(x,y) désignant le nombre (modulo 2) d’éléments de M" (x, y)... dont nous
devrons, pour que ce ®' soit bien défini, montrer la finitude. Nous devrons
aussi vérifier que ce ®I est bien un morphisme de complexes, c’est-a-dire
que

@F o 8(Ha“]a) == 6(Hb”]b) o (I)F.

A ces fins, nous avons besoin du résultat de compacité énoncé dans le théo-
réme suivant, qui est une version paramétrée du théoreme 9.1.6 :

Théoréme 11.1.10. Soit (u,,) une suite d’éléments de M* (x,y). Il existe

— une sous-suite de (uy,),

— des points critiques x = xg,x1,...,Tk de Aga,

— des points critiques Yo, Y1, ---,Ye =y de Age,

— des suites réelles (st), pour 0 < i < k— 1, tendant vers —oo, et (s'7),
pour 0 < 5 </l —1, tendant vers oo,

— des éléments u* € Mga, jay (i, wiy1) (pour 0 < i < k —1) et des
éléments v € Mgo yoy (Y, Y1),

— un élément w € MY (2, yo)

tels que, pour 0 <i <k —1 et pour0<j</l-—1,

lim w, s, =u', lm wu,- s =v’
n—-+00 n— 00

et tels que
lim wu, =w.
n—-+oo

Ce théoréme affirme que les suites de trajectoires dans M ont, & extrac-
tion de sous-suites prés, des limites, qui sont des concaténations entre (au
plus) une trajectoire brisée correspondant au couple (H®, J%), exactement
une trajectoire de M et (au plus) une trajectoire brisée correspondant au
coupe (H®, Jb).

Avant de donner une démonstration du théoréme 11.1.10, énongons-en
une conséquence immédiate (une majoration du nombre de brisures) :

Corollaire 11.1.11. Sous les hypothéses du théoréme 11.1.10,

u(z) — ply) =k + L.
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s<—R trajectoire brisée
pour (H%,J%)

lim u,,

trajectoire brisée
pour (H® .J%)

- -~

FIGURE 2

Démonstration. D’apres le théoréme 8.1.2 (et le §9.1.a), nous savons que

{M(HG,J“)(xivxi+l) =2 sip(@i) — p@ip) <1
Mo g0y (Y, Y1) = @ siop(yy) — p(yjv) <1
donc nous avons, pour 0 <i<k—1let0<j</{¢—1,

(i) — p(zip) > 1 et p(y;) — p(yje1) > 1.
Par le théoréme 11.1.6, MY (2, y0) # @ implique que u(zx) > u(yo). En
sommant toutes ces inégalités, on trouve 'inégalité voulue (rappelons que
xo =T et yp = y). O

Démonstration du théoréme 11.1.10. Elle commence par un lemme.

Lemme 11.1.12. Soient (u,) une suite dans MY (x,y) et (s,) une suite de
nombres réels tels que lim s, = +o00. Alors il existe une sous-suite de (u,)
(encore notée (uy)) et un élément v € Mg yoy tels que limu, - s, = v. De
méme si lim s, = —o0, il existe un u € M(ga, jay tel que (modulo extraction
d’une sous-suite) limu,, - s, = u.

Démonstration. Comme précédemment, nous omettons la variable ¢ dans
Pécriture de w,, = uy(s,t). Il suffit bien entendu de considérer le cas d’une
suite (s,,) tendant vers +oo. Comme u,, € MF, la conclusion de la proposi-
tion 11.1.5, & savoir le fait que ngad(s,t) uH < A, est vraie pour u, et donc
aussi pour u, - s,, de sorte que la famille (u, - s,) est équicontinue et qu’il
existe, d’aprés Ascoli (voir au besoin le §16.1), une sous-suite de (u, - $5,)
qui converge, pour la topologie C?OC, vers une limite v continue.



11.1. LE MORPHISME &' 357

Mais v,, = u,, - s, est solution de I’équation de type Floer

vy, ovy,
S+8n

Dn g ———XSS)ZO
0s + ot Fsnot

La régularité elliptique (toujours la proposition 6.5.3) implique alors que v
et de classe C> et que (v,) converge vers v dans CJ3..

Il reste a vérifier que v € Mg yv). Considérons un intervalle fermé
[-r,r] C R et le compact K = [—r,7] x S dans R x S'. Pour n assez
grand, s, > R+ r, de sorte que, pour (s,t) € K et n assez grand, nous
avons s + s, > R et donc

8vn b 87-)?7, b

n J(———Xq;)z&

Js + ot ¢ (vn)
En faisant tendre n vers I'infini dans cette équation, nous obtenons bien que
la limite v est dans Mgo jo). 0

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 11.1.10 proprement dit.
Comme dans la démonstration du théoreme 6.5.6, choisissons € > 0 assez
petit pour que les boules ouvertes

B(z,e) ={v € LW | do(2,7) < &}

soient disjointes pour z € CritAga (la méme propriété étant vraie pour
z € Crit Agp).

Dans ce qui suit et pour simplifier les notations, nous ne faisons pas
figurer les nécessaires extractions de sous-suites. Comme M! est compact
(théoréeme 11.1.4), nous avons w = limu, € M. En vertu du théoréme
11.1.1, il existe des points critiques 2’ de Aga et 3y de Apv tels que w €
M(a2’,y"). Reprenons 'argument de la démonstration du corollaire 9.1.8. 11
existe s* € R tel que w(s) € B(y/,¢) pour s > s*. Comme w = lim u,,, nous
avons aussi

un(s*) € B(y',e) pour n assez grand.

Si y' # y (sinon, il n’y a rien a démontrer), la trajectoire doit sortir de la
boule B(y’,e) pour un s > s*. Appelons s,, son premier point de sortie

sp =sup{s > s* | u,(0) € B(y,¢) pour o € [s*,s]}.

Montrons que la suite (s, ) tend vers +0o0. Supposons en effet qu’elle soit
bornée et donc, modulo extraction d’une sous-suite, qu’elle tende vers un
s, € R. Comme la convergence de (u,) vers w a lieu dans C{5, et comme
Se > S,

lim u,(s,) =w(s,) € B(y',e).

n— 00
Mais, par définition de s,,, nous savons que u,(s,) € dB(y’, €) pour tout n,
ce qui est contradictoire avec I'assertion précédente.
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Il est donc acquis que lim s,, = 400, donc (d’apres le lemme 11.1.12),

lim w, s, =0 € M(Hb Jby-
n—-+oo ’

Soit s < 0. Pour n assez grand, s* < s+s, < s, de sorte que, par définition
de s,
un (s + s,) € B(y'e) pour n assez grand,
ce qui implique que v°(s) € B(y,¢). Donc
W0 e M(Hb“]b)(y/,yl) pour un y; € Crit Ags.

La démonstration se déroule ensuite (et se termine) de maniére totale-
ment analogue a celle du corollaire 9.1.8, elle conduit a une limite qui est
une trajectoire brisée (00, 0!, ... v%) avec v € Mo oy (yj, yj4+1) (Yo = ¥/
et yo = y).

Supposons maintenant que 2’ # x. Un raisonnement analogue utilisant s,
tel que w(s) € B(a',e) pour s < s, puis le dernier point d’entrée s/, < s,
de uy(s) dans B(z',¢) produit une suite s/, qui tend vers —oo et telle que
limu, s, = u®* € M(x1,2’). Puis, comme dans la démonstration de 9.1.8, la
limite est une trajectoire brisée (u”, u', ..., u*) avec u’ € Msa,gay(Ti, Tig1)
(x0 =y, o = x). Et le théoréme est démontré. O

Corollaire 11.1.13. Si ji(x) = u(y), Uespace M (z,y) est compact.

Démonstration. Le corollaire 11.1.11 montre qu’une suite (u,) de M (z,y)
ne peut pas tendre vers une trajectoire brisée. ]
L’application
®F : CFL(H, J) — CFy(H",J?)
est donc bien définie par la formule
op(x) = > n'(z,y)y.

y€eCrit ‘AHb
w(y)=k

Vérifions aussi :

Proposition 11.1.14. Si (H®, J%) = (H®, J) et ' = 1d, alors ®L est l'identité
pour tout k.

Démonstration. Sous I'hypothese, M' (2,y) = M(ge jaoy(z,y). Si en plus
w(x) = p(y), nous savons (voir la remarque §9.1.5) que

g six#y

{z} siz=uy.

Donc & =1Id. O

M(Ha,]@)(x,y) = {
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Pour finir de remplir les objectifs que nous nous sommes fixés pour ce
paragraphe, il nous reste & prouver que ®' est un morphisme de complexes,
c’est-a-dire que

‘I)F o 3(Ha71a) = a(Hb’Jb) o (DF.
Il nous faut montrer que, si x € Crit Aga, pour tout z € Crit Age tels que
pu(x) — p(z) = 1, Iégalité qui suit a lieu (modulo 2)

> @y ) () = Y nl(@yn’(y,2)
y' €Crit A ga yeCrit A b
w(@)—p(y')=1 w(@)=p(y)
(il va sans dire que dans cette écriture, n® et n® sont les coefficients qui
apparaissent dans les différentielles O ga, je) et O g sv) respectivement). 11
nous suffira de vérifier que le nombre de points de la variété compacte de
dimension 0

Hr(xvz) = U L(H“,J“)(Ivy/) XMF(y/7Z)U
y' €Crit Aga
(@) —p(y')=1

U U M(z,y) x Lpv oy (Y, 2)
y€Crit A
w(x)=p(y)

est pair. Ce sera une conséquence du théoreme :

Théoréme 11.1.15. Pour z € Crit Aga et z € Crit Ags avee p(x) —p(z) =1,
Uespace MY (x, 2) UTIY (z, 2) est une variété a bord compacte de dimension 1
dont le bord est T (z, 2).

Nous savons (en vertu du théoréme 11.1.6) que M (z, 2) est une variété
(sans bord) de dimension 1. En utilisant la convergence vers des trajectoires
brisées décrites dans I’énoncé du théoreme 11.1.10, définissons une topologie
sur MY (x, z) UTIY (2, 2), compatible avec celle de MY (x, ) (c’est-a-dire la
topologie de la convergence CfY.). Comme dans la proposition 9.1.2, cette
topologie est séparée et le théoreme 11.1.10 nous assure donc que cet espace
est compact. Il reste a démontrer la partie « variété a bord » du théoreme,
c’est-a-dire & étudier la structure de M (z, 2) UTI' (z, 2) preés des points de
Y (z, 2). C’est ce que nous faisons maintenant.

11.1.d. Le recollement. Pour u(z) — u(z) = 1, les éléments de IT' (x, 2)
sont des trajectoires brisées (u,v). Une de ces trajectoires est solution de
I’équation de Floer a parametre et 'autre de ’équation de Floer sans para-
meétre associée a (H®, J) ou & (H?, .J%). Pour démontrer le théoréme 11.1.15,
il suffira de recoller les trajectoires u et v comme au §9.2. Nous démontrons
le théoréeme ci-dessous, analogue au théoreme de recollement 9.2.3.
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Théoréme 11.1.16. Soient x un point critique de Age et y, z des points
critiques de Ao tels que

pu(z) = ply) = p(z) + 1.
Soient u € MY (z,y) et € Lo, vy (y, z). Alors
— il existe un plongement
W+ [po, +o0 — MY (2, 2)
(pour un certain po > 0) tel que
i p(p) = (,0);
— de plus, si (¢,) est une suite d’éléments de M (x, ) qui tend vers (u, D),
alors £, € Im pour n assez grand.

Remarques.

— Les indices u(y) et p(z) correspondent & H® alors que ju(z) correspond
a H® une dépendance que nous avons omise dans la notation.

— La convergence de ¢(p) vers (u,?) affirmée dans cet énoncé est & com-
prendre au sens du théoreme 11.1.10.

— Pour démontrer le théoreme 11.1.15, il faut aussi recoller des trajec-
toires

W € Lya gay(z,y) et v e M(y,2)

(pour u(y') = u(z) = p(x) —1). Un tel recollement se fait de maniére
analogue a celle décrite par le théoréme 11.1.16 et on montre ainsi qu’au
voisinage des points de 1T (z, 2), 'espace M (z, 2) UTI' (z, 2) est une variété
de dimension 1. On a ainsi une démonstration complete du théoreme 11.1.15.

Nous consacrons la section qui suit a cette démonstration.

11.2. Démonstration du théoréme 11.1.16

Pour démontrer le théoréeme 11.1.16, nous fixons un relevement v €
Mg,y (y, 2) de 0. Nous voulons définir, pour p > pg, une application

Y, Rx St — W
qui soit, pour tout p, une solution de I’équation de Floer a parametre

0, oY, B
95 + Jy En + gradwp H,: =0.

La convergence vers (u,?) pour p — +o0o sera démontrée si I'on a prouvé
que

li t) = t t li 2p,t) = t
pjglmwp(s’ ) u(s’ ) € pirfwwp(s+ P ) v(sv )
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uniformément sur les compacts. Pour pouvoir procéder comme dans la
démonstration de 9.2.3, il convient d’utiliser la substitution

@p(sv t) = 'lsz(s + p, t)'
Ainsi ¢, € €*°(z, z) sera solution de

dpp dop
Bs Tl

et satisfera aux conditions

+grad, Hgypr =0

pEI—P:)o 0p(s—p,t) =u(s,t) et pli>r-‘,l:loo ©p(s+p,t) =v(s,t)

(c’est-a-dire a la propriété de convergence voulue pour 1,).

Nous allons, comme dans la démonstration de 9.2.3, procéder en trois
étapes :

(1) Pré-recollement, au §11.2.a.

(2) Construction de ¢ (et donc de ¢), au §11.2.b.

(3) Vérification des propriétés de ¢, au §11.2.c.

11.2.a. Pré-recollement. Soit py > 0 tel que I'homotopie I'(s,t) =
(Hs .y, Js) soit stationnaire et égale & (H?, J*) pour s > py. En utilisant les
mémes notations qu’au §9.3, définissons le pré-recollement w, de u et v
pour p > po par la (méme) formule(”)

u(s+ p,t) sis < —1
expy ) (B (5) expyy (uls + p, 1))
wy(s,t) = + B (s) expy iy (v(s = p, 1)) )
si s e[—1,1]
v(s —p,t) sis>1

(on a supposé py assez grand pour que w, soit ainsi bien défini). On
peut alors de méme définir, pour YV € T, P(z,y) et Z € T,P(y,z2), le
pré-recollement

Y#,7Z € Tw,P(x, 2)
par la méme formule qu’au §9.3. Puisqu’elles utilisent les mémes formules,
ces constructions fournissent des objets ayant toutes les propriétés énoncées
dans le §9.3. Remarquons également que, si 3’; est 'opérateur

0

0
T
gjp = % + Js+p§ —|—gradHS+p7t,

(DRappelons la convention faite sur la notation p > po, énoncée page 283, et qui signifie
« p assez grand ».
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nous avons
35(“%)(3’0 =0 pour |s|>1:

— pour s < —1, cela vient du fait que u est solution de ’équation de Floer
a parametre,

— pour s > 1, on remarque que

0 0
gl = — 4 b= rad H® pour p >
o as+ at+g pour p = po

et v(s — p,t) est une solution de I'équation de Floer associée au couple
(Hb, Jb).
Le dernier argument donne aussi le fait que

. T N
pEI—Poo F, (wy(s,t)) =0 dans Cf,

puisque lim, . 4 o w,(s,t) = y(1).

11.2.b. Construction de ¢. Nous voulons construire ¢(p), vérifiant
ffg (p(p)) = 0, & partir du pré-recollement w,. Pour le faire, nous utilisons
la méthode de Newton-Picard, comme au §9.4.

L’opérateur fr"g, Comme au §9.4, partons de trivialisations unitaires
(Z(8,t))i=1....2n €t (ZP(s,t))i=1,....2n du fibré tangent TW le long de u
et v respectivement. Une trivialisation unitaire (Z°(s,t))i=1,.. 2, le long
de w), s’en déduit, que 'on prolonge par transport parallele (voir le §14.5)
en une trivialisation orthonormale de TW dans un voisinage de w,(s,t)
(pour tous (s,t)). Cette derniére trivialisation est notée (Zip’f(s, t))i=1,...2n,
avec

70 (s,t) € T,

€XPay

(s,t)EW ou f € Tw,,(s,t)W

(et la norme de & est inférieure au rayon d’injectivité de la métrique sur W).
Gréce a ces trivialisations, définissons un opérateur (non linéaire)

Fl:B(0,r) c W'P(R x ST R*) — LP(R x S"; R*")

pour r convenablement choisi (r = ro/K, ol 7y est le rayon d’injectivité de
la métrique et K la norme de l'injection WP C L° convient).
Par définition, si £ est écrit

&= Zinip dans la base (Z7),

FY (Y1, y2n) est EFE(eXpwp (€)) écrit dans la base (Z/°%).
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Les propriétés de FpF . La construction de F 5 est analogue a celle du F),

du §9.4. L’opérateur de Floer qui le définit dépend de I' mais, une fois FE

écrit en coordonnées, cette dépendance n’est plus visible. Autrement dit,

les opérateurs FpF et F, ont la méme forme et les mémes propriétés. Pour

simplifier la notation et clarifier la lecture, nous renoncons donc, a partir

d’ici, & indiquer la dépendance en I'. Récapitulons les propriétés de F), :
(1) F,(0) = [?E(w[,)]zf, en particulier

F,(0) =0pour |[s|>1 et lim F,(0)=0 dans Cf,,.
p—too
(2) Considérons les opérateurs
F.,F,:B(0,r) c W'P(R x S R?") — LP(R x S*; R™™)
définis de maniére analogue & partir des opérateurs de Floer F1 et F & 'aide
des trivialisations Z;* et Z;. Posons
= (dFu)o,Lv = (dFU)O et Lp = (de)O
Le méme calcul qu’au §9.4 donne
oYy )4

) =22y )
oY )4

LU(Y) = a —|—J0 o —|—SU(Y)
Y 8Y

ou Jy désigne la structure complexe standard de R?" et les opérateurs
S“,S”,SS ‘R x S' — End(R*")
satisfont a

lim S“(s,t) = S*(t), lim S%(s,t) =S5Y(t)

S§— — 00 s——+00
lim S5%(s,t) = 5¥(t), 1121 SY(s,t) = S*(t)

(o1 S*, SY et S* sont les lacets de matrices symétriques définis par les points
critiques x, y et z), ainsi qu’a

S;(s,t):S"(s—I—p,t) pour s < —1
SF(S t)=S"(s—p,t) pours>1letp>R
lim S (s,t) = S5Y(t).

p—+oo

La derniere relation nécessite une petite démonstration que voici. Fixons
un compact K C R x S'. Pour p > py, la restriction de 9-'5 AWLP(K; TW)
est Popérateur de Floer associé & (H®,JP). Ecrite dans la trivialisation
(20)i, sa différentielle (dF} )., est (dF,)o, que nous avons notée L,.
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Comme lim, ;- w, = y dans C3,, la partie d’ordre 0 de L, = (dF,)o
(restreinte & W1P(K;R?")) tend vers la partie d’ordre 0 de (dF?), écrite
dans la base Z!, c’est-a-dire vers SY.

(3) Nous savons, grace au théoréme 8.1.5, que L%, LY et Lg sont des

opérateurs de Fredholm d’indices respectifs
Ind(L") = pu(a)
Ind(L") = p(y) — p(2)
Ind(Ly) = p(x) — p(z) =

Par ailleurs I'homotopie I' et la paire (H?,J?) sont réguli¢res, donc,
compte tenu du théoreme 8.1.1 et du théoreme 11.1.6, les opérateurs L“

—u(y)=0
—
— u( 1

et LY sont surjectifs et en particulier
Ker LY =0 et KerL"={adv/ds|aecR}.
Considérons maintenant les sous-espaces

W, ={0#,6 | € Ker L"}
et

Wi = {Y e WIP(R x ST R?") |

p (Y, Z)dsdt =0 VZGWP}.

R xSt
La reproduction de la démonstration de la proposition 9.4.7 donne le résultat
analogue :

Proposition 11.2.1. Il existe une constante C > 0 tels que, pour tout p > pog,
on ait

VY €Wy, LMl = ClIY llyn -

[
Comme au §9.4, on en déduit que L, est surjectif et qu’il admet un
inverse a droite
G,: LP(R x S R*™) — W,- ¢ WHP(R x ST R*™).
Nous sommes donc maintenant en position d’appliquer la méthode de

Newton-Picard et précisément le lemme 9.4.4. En utilisant les mémes
arguments qu’au §9.4, on démontre :

Théoréme 11.2.2. Il existe pg > 0 tel que, pour tout p > pg, il existe

v(p) € W, c W'P(R x ' R*")
tel que F,(y(p)) = 0. Un tel v est unique dans B(0,e) "W~ pour un & >0
indépendant de p. Il satisfait de plus a

(1) limp— 400 [[7(0)lyr1.0 =0,
(2) Uapplication p — ~y(p) est dérivable,

(3) limp—yoo [107/0pllyy1o = 0.
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Démonstration. Pour démontrer le théoreme, il faut vérifier que F, = FpF sa-
tisfait aux propriétés que nous rassemblons dans le chapitre 13. La différence
entre les situations étudiées ici et dans ce § vient du fait que 'opérateur de
Floer est maintenant ffg.

Comme I' est stationnaire pour |s| > R, on obtient les mémes estima-
tions de fagon semblable (et sans beaucoup de mal) : il suffit de réécrire le
lemme 13.2.3 pour des applications

A RxWxR™"xR™ — R™ e B:RxWxR"xR"xR™ — R™

qui sont constantes (par rapport & la premiére variable s € R) lorsque
|s| > R (avec une preuve complétement analogue).

Quant a I’énoncé analogue a celui du lemme 9.4.16, sa démonstration
demande une modification plus sérieuse : il faut ici tenir compte de la dé-
pendance en le parametre p de H et de J. Voir la démonstration de cette
variante au §13.8. O

Nous pouvons maintenant définir les applications ¢, et 1), désirées :
posons
o =expy, Y(p) et Yp(s,t) = pp(s —p,1).
Par définition, ¢, est solution de

0 0
acpp + Jotp (;Pp +grad Heppi(¢p) =0

et satisfait a

lim ¢,(s,t) =x(t) et lm @,(s,t) = 2(t),

85— —00 s——+4o00

de sorte que ¢, € M'(z, z) pour tout p > po.

11.2.c. Les propriétés de v,. Nous vérifions maintenant que ¢, a bien
les propriétés attendues.

(1) Elle tend bien vers (u,v). On utilise les propriétés du pré-
recollement w, et celles de v(p) (énoncées dans le théoreme 11.2.2)
pour obtenir, comme au §9.4, que

pEToo ©p(s —p,t) =u(s,t) et pETOO wp(s+p,t) =v(s, 1),
autrement dit,

1 ) =u(s,t) et i 2p,t) = v(s,t
Jm op(s,t) =uls,t) et lim gy(s+2p,t) = v(s,t),

de sorte qu’en effet

lim 1, = (u,0) € M"(z,) x Ligo oy (Y, 2).

p—-+o00



366 CHAPITRE 11. HOMOLOGIE DE FLOER : INVARIANCE

(2) C’est une immersion. Montrons que ¢’(p) # 0. Sinon,

g%(pas_ p7t) - %([J,S _p7t) =0,
donc dp/dp = Op/ds. La méme démonstration qu’au §9.5 (dans laquelle
oy, est remplacé par 1) meéne & une contradiction.

(3) Elle est injective. En effet, son image est contenue dans une compo-
sante de la variété M (z, 2) dont la dimension est 1. Cette composante n’est
pas compacte, puisque

lim 4 (p) € M" (z, 2).
p—+00
C’est donc un intervalle de R et Iinjectivité de 1 est conséquence du fait
qu’elle est immersive (et du théoréme de Rolle...).

Il reste a démontrer la propriété d’unicité de la manieére de tendre vers la
limite, c’est-a-dire la derniére assertion du théoréme 11.1.16. Comme dans
cet énoncé, considérons donc une suite (¢,,),, tendant vers (u,?) et montrons
que, pour n assez grand, £, € Im 1. Comme dans la remarque 9.6.2, il suffit
de le démontrer pour une sous-suite de (¢,,) (et les énoncés qui suivent sont
a comprendre « a extraction d’une sous-suite preés »). Comme dans le §9.6
(et comme d’habitude), nous allons procéder en plusieurs étapes (mais nous
n’aurons pas besoin de la premiére étape de 9.6) :

(1) Nous démontrons une proposition, analogue simplifié de 9.6.3 :
Proposition 11.2.3. 11 existe une suite réelle (p,) tendant vers +o0o et, pour
tout n, un vecteur Y, € wy TW, tels que, pour tout (s,t) € R x ST,

Un($+ pn,t) = XDy, (54) Yu(5,1).

De plus, lim,,— 4o || Ynl| o, = 0.
(2) Nous faisons de méme avec un analogue de 9.6.4 :

Proposition 11.2.4. Le champ Y, est dans Wl’p(w;nTW). De plus,
limy,— 4 o0 [|Yallyy10 = 0.

(3) Enfin, nous achevons la démonstration.

Démonstration de la proposition 11.2.3. Rappelons que R désigne un nom-
bre réel positif tel que pour s > R I’homotopie I'(s) est stationnaire, égale
a (H®, J?). Pour simplifier I'écriture, nous supprimons dans cette démons-
tration la mention de la variable t € S' dans I’expression des applications
définies sur R x S'.

Et nous commencons la démonstration par un analogue du lemme 9.6.9 :
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Lemme 11.2.5. Soient (\,,) une suite dans M* (x, 2) et (s,,), (0,,) deuz suites
réelles tendant vers +00. Supposons que
nkrfoo An(s+sn) =als) et nBrJrrloo An(s+o,) =0(s)
pour
a € Mo oy (@, 3), b€ Mg, )(7,0)
(a, B, v et & étant des points critiques de Ay ). Alors
— st limy,— 1 oo (85, — o) = —00,
Apo (@) = Age(8) = Age(y) = Age(6),
— st limy,— oo (85, — 04) = +00,

A (7) = A (6) > A (a) > A (B).

Démonstration. Les deux assertions se montrent de maniere completement
analogue. Montrons donc la deuxiéme. Supposons donc que lim(s,, — 0,,) =
+00. Pour s > R, \,(s) est solution de I’équation de Floer pour (H?,.J?),
de sorte en particulier que s — Ags(£,(s)) est une fonction strictement
décroissante sur [R, +oo[. Fixons o et 7 € R et choisissons n assez grand
pour que
Sp+T7>0,+0>R.
Nous avons
Ay (A (sn + 7)) < Age (A (o + 7).
Faisons tendre n vers l'infini, obtenant
A (a(r)) < Ago(b(0)),
une inégalité valable pour tous 7 et o. Il suffit de faire tendre o vers +oo
et 7 vers —oo pour finir la démonstration du lemme. O]

Lemme que nous utilisons pour démontrer :

Lemme 11.2.6. Soit ({,,) une suite dans M (z,z2), tendant vers (u,?) €
MY (2, ) X Lgo oy (y, z). Alors

(1) Il existe une suite réelle (s,) avec s, > R et tendant vers +oo telle
que Age(€n(sn)) = Apo(y),

(2) de plus, limy,— 400 €n(s+ sp) = .

Démonstration. Comme dans la démonstration du lemme précédent, la fonc-
tion s — Apgu(£y(s)) est strictement décroissante pour s > R. Puisque
u € M (z,9), la méme conclusion vaut pour s — Aps(u(s)). Fixons un
s > R. Puisque lim ¢,,(s) = u(s), nous avons

i A (a(5) = Agr(u(3)) > Ao ().

En particulier Ags (€,(s)) > Ao (y) pour n assez grand.
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Nous avons fixé un relevement v € Mgs vy (y, 2) de v. La convergence
de (¢,,) implique I'existence d’une suite (o,,) qui tend vers +oo et vérifie

lim £,(s4+ on) = v(s).
n—-+oo
En particulier, pour le s fixé ci-dessus, nous avons
lim Age(bp(s+0,)) = Age(v(s)) < A (y),
n—-+o0o
ce qui implique que
‘AHb([n(S + Un)) < AHb(y)
pour n assez grand. Dot l'existence pour n assez grand de s,, € ]s, s+ oy, ]
tel que App (gn(sn)) =Ame (y)
Supposons que la suite (s,,) soit bornée. Quitte & en extraire une sous-
suite, supposons qu’elle tend vers une limite s* > R. Alors,

lim ¢,(s+ s,) =u(s+s*) dans Cp..

n—-+o0o

En particulier, lim £, (s,) = u(s*), donc
HI}} Ao (en(sn)) =Ams (u(s*» > Age (y)a

ce qui est une contradiction puisque la suite du membre de gauche est
constante égale & Ags (y). Par suite (toujours & extraction d’une sous-suite
pres), lim s, = +o0.

Nous avons ainsi montré la premiere assertion du lemme. La deuxiéme
en est une conséquence. Utilisons le lemme 11.1.12, pour obtenir que
Erfoofn(s +55) = a € Mg yvy(a, B) pour a, 8 € Crit(Ags).

n

Remarquons que

Ape(a(0)) = lim Ags (n(sn)) = Ape(y)

n—-+oo

(et rappelons que lim ¢, (s 4+ 0,) = v). Supposons que ,, — s, soit bornée,
donc (modulo extraction de sous-suite) convergente vers s°*. Alors v(s) =
a(s + s*), en particulier,

Ao (v(=5)) = A (a(0)) = A (y),
ce qui n’est pas possible puisque v € M(Hb"]b)(y7 z). C’est donc que oy, — sy,
n’est pas bornée. Le lemme précédent implique alors que

Apel(a(s)) =Apgs(y) pour tout s.

Donc a ne dépend pas de s, donc c’est un point critique de Agr. Comme
les valeurs critiques de A e sont distinctes (voir au besoin le lemme 6.3.6),
on a donc a = y, ce qui termine la démonstration du lemme. O]
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Reprenons les notations de la proposition 9.6.3. Fixons € > 0 et choisis-
sons un § > 0 qui satisfait au lemme 9.6.11. Considérons les boules ouvertes
(pour la distance C°) B(x, ), B(y,d) et B(z,d) dans 'espace LW des lacets.
Quitte a prendre & plus petit, nous supposons qu’elles sont mutuellement
disjointes et que w(0) € B(x,d) U B(y,0). Grace au lemme précédent, nous
savons que £, (s+s,,) tend vers y donc, pour n assez grand, £, (s,) € B(y, 9).
Définissons les nombres

oy, = sup{s | {n(] — o0, s]) C B(x,6)}

on =1nf {s < s, | £n([s,5,]) C B(y,d)}

Tn =sup{s > s, | £n([sn,s]) C B(y,0)}

7, =1inf {s | £, ([s, +00]) C B(z,0)}.
Remarquons que

lo(ol) € O0B(x,0), Ln(on) et by(1,) € OB(y,0) et £,(7)) € OB(z,9).
Comme ces trois boules sont disjointes, nous avons
O';L <o, <71, < 7'7/1.
De plus, comme lim,, 1 o £, ($) = u(s), pour n assez grand,
n(0) & B(z,6) U B(y,9),
donc
O':L <0<o,.

Démontrons maintenant :

Lemme 11.2.7. Les suites (o)), (0,,) et (1), — 7n) sont bornées. De plus, il
existe un 7 € R tel que

lm £,(s+7,) =v(s+ 7).

n—-+4oo

!

Démonstration. Supposons que (o,

) ne soit pas bornée donc, a extraction
pres d’une sous-suite, que lim,,_, o, 0/, = —0co. Posons

An(8) = lp(s+ o).

Le lemme 11.1.12 assure 'existence de w € My« ja) tel que
lim A,(s) = .
Jm A (s) = w(s)

Comme A, (s) € B(x,0) pour tout s < 0, w € M(ga, yay(z,2") pour un
certain x’, et x # x’ puisque

w(0) = lim A\,(0)= lim ¢,(0),) € 0B(x,9).

n—-+oo n—-+oo
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Montrons que ceci est absurde. On sait que, pour s < —R, ¢,, et u sont solu-
tions de I’équation de Floer associée & (H?, J*). En particulier, les fonctions

s+— Apga(ln(s)) et s+— Apa(u(s))

sont strictement décroissantes pour s < —R. Il en est de méme de la fonction
s +— Apga(w(s)). Choisissons donc s1 et s < —R tels que Aga(u(sy)) >
Apa(w(s2)), ce qui revient a

lil}rl Apa(ln(s1)) > lirf Aga(ln(se+al,)).

Pour n assez grand, ’hypothése faite sur o/, impose que sg + 0}, < s1 < —R
et donc que
Atre(bn(s1)) < Ame(ln(s2 + 03,)),

ce qui est la contradiction recherchée. Donc (07,) est bornée.
Passons maintenant a (o,,) et montrons que cette suite est, elle aussi,

bornée. Supposons donc qu’elle ne l'est pas et donc (toujours & extraction
d’une sous-suite pres) qu’elle tend vers +o0o. Nous obtenons de méme que

lim £, (s +0n) =w' € Mg )
n—+00 ’

avec
w'(0) = lim £,(0,) € 0B(y,9).

n—-+oo
En particulier, la suite (s,,—0,,) tend vers 4+o00, puisque, si nous la supposions
bornée, de lim,, 1o (s + $,) = y, nous déduirions que

lim £4,(s+0,) =y
n—+00

et donc que w’ = y, ce qui est absurde. Donc tout s > 0 est tel que s+o, €
|6, 8n] pour n assez grand et donc £, (s + o,,) € B(y, ). Ainsi
w'(s) = lim £,(s+o0y,) € B(y,9d),
n—-+o0o
en particulier w’ € Mg oy (y',y) pour un certain point critique 3’ # y de

Agv. Une contradiction sera mise en évidence comme ci-dessus en prenant
s1 et so > R tels que

Ao (u(s1)) < Ago (W' (s2)).

Venons-en maintenant & la suite (7, —7,,). Pour n assez grand, nous avons
sn > R (par le lemme 11.2.6), donc 7,, > 75, > s, > R. En particulier

Ao (Un(sn)) > Ao (bn(70)) > Aps (Un(7),)) > Appe (2).
Le lemme 11.2.6 donne le fait que Ago (€, (sn)) = Ay (y), donc
A (bn(1a)) et App (bn(7,)) € g (2), Ao ()]
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et la restriction de ¢, & lintervalle [7,, T/

/] est solution de I’équation de

Floer associée & (H”, J?). Les mémes arguments que dans la démonstration
du lemme 9.6.12 montrent alors que (7,, — 7/,) est bornée.

Montrons enfin la derniere assertion. C’est toujours 11.1.12 qui assure
que

lim £, (s +7,) = w” € Mg yvy,

n—-+4oo

avec, comme ci-dessus, w” € M go yoy(y,y") pour un y” # y (en utili-
sant le fait que (1, — s,) tend vers +oo, fait qui, lui aussi, se démontre
comme ci-dessus). L’hypothese faite sur £,, entraine par ailleurs lexistence
d’une suite (p,,) tendant vers +oo et telle que limy,,— oo € (s + pn) = v. Le
lemme 11.2.5 implique alors que la suite (7,, —p,, ) est bornée, donc (& extrac-
tion prés d’une sous-suite) convergente, vers une limite que nous notons 7*.
Mais alors

lim ¢,(s+ 7,) =v(s+ 1)

n—-+4oo

et le lemme est démontré. O]

Achevons maintenant de démontrer la proposition 11.2.3. Posons
Ty —TF
2
(7* est celui dont nous venons de démontrer 'existence) et montrons que

(pn) satisfait bien aux propriétés annoncées. Considérons donc le pré-recol-
lement w),, défini, rappelons-le, par

Pn =

u(s+ pn) sis < —1
exp, (57 () expy (uls + pn))

+ﬁ+(s)expy_1(v(s—pn))) sise[-1,1]
v(s — pn) sis>1.

wp, () =

Montrons que
ln(s+ pn) = exp,,, (5 X(s), avec [| X[ <e.

Choisissons A et B € R tels que

- A—7"<0,B—7">71) — T, ¢t [0,,0,] C [4,B],

— pour s < A, u(s) € B(x,0) et v(s) € B(y,9),

— pour s > B, u(s) € B(y,0) et v(s) € B(z,0).
Nous allons démontrer la relation voulue pour tout s € R en découpant R
en plusieurs intervalles (de fagon similaire & ce que nous avons fait pour
démontrer la proposition 9.6.3) :
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(1) Sur ] — 00, A — p,]. Comme s+ p, < A,
wp, (s) = u(s + pn) € B(x,9),
et, comme s + p, < A < o/,
Lo (s + pn) € B(z,9).

Dans ce cas, la relation suit de 9.6.11.

(2) Sur [A—py, B — py]. Cette fois, s+ p,, € [A, B], nous avons w,, (s) =
u(s+ pp). Puis, £,(s) tend vers u(s) uniformément sur [A, B], donc, pour n
assez grand et s € [A, B],

ln(s) = exp, 5 Y(s), avec ||V <e.
Posons donc X (s) = Y (s + pp), de sorte qu’évidemment, || X||_ < € et que
Un(8+ pn) = €XPy(stp,) Y (8 + pn) = exp,, (5 X ().

(3) Sur [B — pn, A+ py). Ici

S+ pn €B,A+2p,)=[B,A+71,—7"] et s—p, €[B—2pn, 4],
ce qui implique que

u(s+pn) € B(y,d) et v(s—pn) € B(y,J).
Et, comme B > o0, et A+ 71, — 7" < T,
lo(s + pn) € B(y,0).

La relation désirée découle alors de 9.6.11.
(4) Sur [A+ pp, B + py]. Cette fois,

S+pn €[A+2p0, B+2p,|=[A+7— 7 B+1,—7"], s—p,€[A B]

et w,, (s) = v(s — pp). Sur le compact [A — 7%, B — 7*], la suite £,,(s + 7,,)
converge uniformément vers v(s 4+ 7*) en vertu du lemme 11.2.7. En parti-
culier, si n est assez grand et si s € [A — 7%, B — 7*],

En(s + Tn) = expv(erT*) Y(S)7 avec ||Y||°° < E.

Remplagons s par s — 7 — p,, dans cette égalité pour obtenir, pour s €
[A+ pn, B+ pnl,

bn(s+Tn =75 = pn) = €XPuy(s—pn) Y(s—=1"=pn),
ce qui s’écrit encore £n(s + pn) = exp,, (5 X(s) pour s dans l'intervalle

voulu, avec X (s) = Y (s—7*—p,,) satisfaisant & || X ||, < e sur cet intervalle.
(5) Sur [B + pyp, +ool. Ici

54 2pn € [B+42pn,+o0[=[B+ 7, — 7", +00[ s—py, € [B,+],
et w,, (s) =v(s — py). Ainsi, comme B + 7, — 7 > 7],

W, (s) € B(z,6) et {,(s+ pn) € B(z,9),
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de sorte que, cette fois encore, la relation voulue est conséquence de 9.6.11.

La proposition 11.2.3 est ainsi démontrée. O

Démonstration de la proposition 11.2.4. Elle se fait de facon analogue a
celle de la proposition 9.6.4 au §9.6.c, en utilisant les lemmes 9.6.13, 9.6.14
et 13.7.1. Ces trois lemmes restent en effet valables dans le contexte présent :

— pour 9.6.13, la démonstration est identique, fondée sur le fait que £,,,
solution d’une équation de Floer, satisfait une propriété de décroissance
exponentielle,

— la démonstration de 9.6.14 est simplifiée par le fait qu’ici W, est de
dimension 1,

— enfin 'analogue de 13.7.1 se démontre de fagon identique puisque les
opérateurs de Floer 3"5 et F, jouissent des mémes propriétés. O

Fin de la démonstration de la propriété d’unicité. Ici encore, elle est com-
pléetement analogue a la démonstration de la propriété correspondante 9.6.5,
cette fois au §9.6.d. En appliquant les lemmes 9.6.16 et 9.6.17 a 'opérateur

Fl - W"(R x 54 R*) — L’(R x S";R*),
nous obtenons 'existence d’un £; > 0, indépendant de n et d’'une application
continue

Yo : Ker(L), )N B(0,e1) — WHP(R x ST R*")
tels que pour tout h, Fpl:q, (yn(h)) = 0 et que 7, (h) soit 'unique élément

de h + W;- N B(0,e,) possédant cette propriété. En utilisant les proposi-
tions 11.2.3 et 11.2.4, nous obtenons, pour n assez grand, l’existence de

h, € B(0,g,) c W?(R x SY; R*™)
telle que
ln(s+ pn) = CXPuw,,, (s) (ipn (Y (hn(s))))

(c’est-a-dire que £, (s + p,) est une solution obtenue par la méthode de
Newton-Picard). D’autre part, la formule

B (expu,, (ip, ((hn)) ) (5 = pus 1)

définit une application continue de B(0,e1) N Ker(Lgn) dans espace de
solutions MT (x, 2) qui est de dimension 1.

Soit py un réel plus grand que le py donné par la premiere partie du
théoréme 11.1.16. Pour ¢ € [0,e1], appelons I. 'intervalle contenu dans
MY (z, 2) et défini par

L = ([po, +0o) U U {exp,, (i, (va(P))) | IRl < €}

Pn>po
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Pour tout € > 0, par ce qui précede, £,, € I. pour n assez grand. L’analogue
du lemme 9.6.18 (qui se démontre lui aussi de fagon identique) montre qu’il
existe €2 > 0 tel que

Iz—:g C 1/1([/70, +OOD

Et ceci acheéve la démonstration du théoreme 11.1.16. O]

Par conséquent, le théoreme 11.1.15 est lui aussi completement démon-
tré. Avec cette démonstration, nous avons achevé la premiere partie du plan
établi au début de ce chapitre, a savoir la définition du morphisme de com-
plexes

o' CF.(H",J*) — CF.(H" J").
La deuxieme et derniere étape de ce plan a pour but de démontrer que ce
morphisme induit un isomorphisme en homologie. Elle se décompose a son
tour en deux étapes correspondant aux deux énoncés suivants.

Proposition 11.2.8. Le morphisme ®' induit au niveau de I’homologie un
morphisme qui est indépendant du choix de ’homotopie réguliére T' entre

(H®, J%) et (H,J).
Proposition 11.2.9. Soient (H*,J%), (H® J®) et (H¢, J¢) € (H X J)reg et
soient T/, T deux homotopies réguliéres joignant (H®,J%) a (H®,J®), res-
pectivement (H®, J) a (H¢,J¢). Il existe alors une homotopie réguliére T'
joignant (H®*, J*) a (H¢, J) telle que

" 0@ et O :CF,(H® J%) — CF,(H®, J°)

induisent le méme homomorphisme en homologie.

Ces deux propositions impliquent la relation
™ 0@ = o' en homologie

quelles que soient les homotopies régulieres T, TV et T' comme ci-dessus.
Ceci est I’énoncé de I'étape 2 du plan de ce chapitre, tel qu’énoncé en son
début. On en déduit que " est un isomorphisme en homologie en prenant
(H,J%) = (H¢,J¢), ' = Id, et en utilisant le fait que ®!9 = Id.

Les deux sections qui viennent contiennent les démonstrations des deux
propositions.

11.3. Invariance de ®' : démonstration de la proposition 11.2.8

Considérons deux homotopies régulieres T'g et I’y joignant (H*, J*) a
(H®, Jb). Nous voulons démontrer que 10 = ®I't au niveau de I’homologie.
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Pour ce faire, nous allons construire une homotopie
S:CF.(H* J*) — CF,1(H® J"
entre ®0 et 1 autrement dit un S vérifiant la relation
Pl —plo = 5o a(Ha“]a) + a(Hb’Jb) oS
(qui implique 'égalité désirée).
A cette fin, considérons une « homotopie d’homotopies » T’ = (Tx)aef0,1
qui joint 'y et I';, que nous supposons stationnaire pres de A = 0 et de

A = 1. Elle peut étre choisie de fagon qu’il existe R > 0 avec la propriété
que, pour tout A € [0, 1],

B (H*,J") s<—-R
Ia(s) = {(Hb,Jb) s>R.

Voir la figure 3. Nous utilisons ici le fait que J est contractile (plus exacte-
ment, le fait qu’il est simplement connexe).

A S
NGO
R | e
Ty r b
1 : 1 A\
R i i
v (HYJY) i

FIGURE 3
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On voit I' comme une application (H,J), ou
H:[0,1]xRxS"'xW —R,
J:[0,1] x R — End(TW),

avec J2 € J pour tous (A, s) € [0,1] x R. On peut supposer que H et J sont
de classe €. Ces données définissent pour chaque A € [0,1] une équation
de Floer a parametre. En utilisant ces équations, nous démontrerons la
proposition 11.2.8 en suivant a peu pres le méme plan qu’au §11.1.
11.3.a. Les équations de Floer. Pour I'y(s) = (HJ;, J}), avec A € [0,1]
fixé, considérons I’équation

ou N

du
ot

et I'espace de solutions correspondant

+ grad,, HS)‘,t =0

M = {u:R x S" — W | uest contractile, avec E(u) < +oo} .
Nous savons, grace au théoreme 11.1.1, que
M= U M (zy)
zeCrit Aga
y€Crit A ;p
Définissons, pour x € Crit Agya et y € Crit Ay Pespace
M (z,y) = {(Au) [ A € [0,1),u € M (2,9)} -

Remarque 11.3.1. On peut voir M (z,y) comme un cobordisme entre les
variétés M0 (z,y) et MY (z,y). En effet, si

7 M (z,y) — [0,1]
désigne la projection (sur I'espace des A), on a

7)) = M (2, y).
Il faudrait aussi montrer que MF (z,y) est une variété. Ce sera fait des le
paragraphe suivant.
11.3.b. La transversalité. Nous utiliserons I’espace (de perturbations)
C2° des applications

h:[0,]]xRxS'xW —R

a support compact dans 0, 1[ x R x W telles que ||A|. < 4o00. Notons

hg‘,t(z) = h(\, s,t, 2).

Fixons I' = (H, J). Démontrons le théoréme suivant.
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Théoreme 11.3.2. 1l existe un voisinage de 0 dans C° et une intersection
dénombrable d’ouverts denses H,ey dans ce voisinage telle que, si h € Hieg,
alors, pour T'(h) = (H + h,J), Uespace MU (z,y) est, pour tout x €
Crit Aga et tout y € Crit Ags une variété a bord, de dimension p(x) —
w(y) + 1, dont le bord est

oM™ (2, y) = ({0} x M (2, ) U ({1} x M (2, ) -

Dans cet énoncé, nous utilisons la topologie sur Mr(h)(a:, y) induite par
celle de R x G (R x SY; W).

Commencgons par regarder ce qui se passe pres du bord. Soient = €
CritApgae et y € CritAgs. Pour un h € C2° arbitraire et fixé, analysons
la structure de MT(") (. y) pres de ses points (X, u), avec A € {0,1}.

Soit § > 0, assez petit pour que

Supp(h) C [6,1 — 8] x R x S* x W
et pour que lisotopie I' = (H,.J) soit stationnaire pour A < § et pour
A>1-46.0OnadoncT'(h) =T pour A <det I'(h) =T pour A >1—4.11
est alors clair que

MM (2, y) N X < 8} = [0, 8] x MM (z,y)

et M ()N {A>1 =6} =]1 —6,1) x M (z, ).
Cela montre qu’au voisinage des points de

{0} > M (2, ) U {1} x M (2, ),
Iespace MU a une structure de variété & bord, comme dans 1’énoncé du

théoreme.

Nous suivons ensuite le méme plan qu’au chapitre 8 (voir & nouveau le
schéma a la fin du §8.1). Notre point de départ est un analogue du théo-
reme 8.1.5, c’est une version du théoreme 11.1.7, valide pour les homoto-
pies Iy, pour A fixé dans [0, 1] :

Théoréeme 11.3.3. Pour tout A € ]0,1[ fixé, pour tous points critiques x €
Crit Aga, y € Crit Ay et pour tout u € MY (2, y), Uopérateur (dFF™),, est
un opérateur de Fredholm d’indice p(x) — u(y).

A Taide de ce théoréme, on établit un énoncé analogue & 8.1.3. A cet
effet, on fixe J = (J/\>/\e[o,1] et on consideére, comme au §8.5, le fibré
& — PLP(z,y) x €

ou
&= {(u,h,Y) | (u,h) € P1P(z,) x €2, € LP(wTW)}.
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On définit une famille de sections (ox)reo,1] Par

du U A A
95 T + J(u )8t+gradu(H + h).

Exactement comme au §11.1 (en utilisant lanalogue de la proposi-

ox(u,h) =

tion 11.1.8), on démontre que, pour tout A € ]0,1[, I'application oy est
transverse a la section nulle du fibré £ ci-dessus. Il s’ensuit que la méme
propriété est vérifiée par I'application C>°
0:]0,1] x PYP(z,y) x € — €
(A u, h) —— ox(u, h),

ce qui implique, en vertu du théoreme des fonctions implicites, ’analogue
de 8.1.3 :

Proposition 11.3.4. Pour x € Crit Ag., y € Crit Ay, Uespace Z(x,y, J) des
{O\u,H+h)|X€]0,1], h € €, ue M™(z,y, (H+h)*, J*)}

est une variété de Banach.

La présence du parameétre A oblige & modifier (par rapport au §8.5.c)
Pexpression de l'espace tangent & Z(z,y, J) en un point (A, u, H + hg). Dans
notre nouveau contexte, cet espace, qui est le noyau de (do)(x,u,m-+4he), €st
constitué de tous les (a,Y,h) € R x WLP x € qui vérifient I’équation

I ou O(H + ho)>
am()at+ grad, =3

Pour démontrer le théoreme 11.3.3, nous utilisons :

+ (dFT) (V) + grad, (h*) = 0.

Proposition 11.3.5. Soit 7 : Z(z,y,J) — C° la projection. L’ensemble des
valeurs réguliéres de T situées dans un voisinage de 0 dans C° est un ouvert
dense de ce voisinage.

Démonstration. 1’énoncé est une application directe du théoréme de Sard-
Smale (ici le théoréme 8.5.6), & condition que nous prouvions que 7 est une
application de Fredholm. Montrons donc que pour tout (A, u, H + hg) €
Z(z,y,J), Vopérateur

(A7) nu, B o) * T, H4ho) 22, Y, J) — ThoCZ,

qui est de la forme (a,Y, h) — h, est un opérateur de Fredholm. Notons V
le champ de vecteurs

8. I O(H™ + h))

= P>
o —(u )8t n e LP(uw*TW).
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D’apres l'expression de l'espace tangent a Z(zx,y,J), nous voyons que le
noyau de (dm)(x,u,m+he) €st I'espace

{(a,Y,0) | (a,Y) € R x W"P(«*TW) et aV + (dF"),(Y) =0} .
Montrons donc que cet espace est de dimension finie. On distingue deux
cas :

(1) Si V ¢ Im((dF"*),). On trouve dans ce cas
Ker(dm) (u,mr+1ho) = {(0,Y,0) | Y € Ker(dF,*)}

qui est de dimension finie par le théoréme 11.3.3.
(2) Si V € Im((dF"),). Choisissons un Yy € WLP(u*TW) tel que
(dFT'),(Yo) = V. On en déduit

Ker(dm) (nu,141h0) = 1(a,Y,0) [ a(dF)y(Yo) + (dF),(Y) = 0} .
Cet espace est isomorphe & RYy + Ker(dF'*),, qui est aussi de dimension
finie.

Ensuite, I'image de (dm)(xu,mr1he) st fermée et de codimension finie,
toujours en vertu du théoreme 11.3.3. En effet, c’est I'image réciproque du
sous-espace fermé de codimension finie

RV +Im((dF.>) C LP(u*TW)
par I'application linéaire h — grad, h vue comme une application
G — LP(u*TW).

Par conséquent, 7 est bien une application de Fredholm, ce qui démontre la
proposition 11.3.5 (grace au théoréme de Sard-Smale). O

Notons donc H,ee C C2° le voisinage donné par cette proposition. Nous
venons de démontrer que, pour h € H,ce, 'homotopie I'(h) a la propriété
que, pour tous points critiques z € Crit Aga, y € Crit Ags, ensemble

77 (h) = MY M (z,y) N {X €]0,1[}

> (voir la remarque 8.5.9)). On en

déduit, en utilisant le méme argument qu’au début de la démonstration du
théoreme 11.3.2, que MM (2, ) est une variété a bord.
Pour finir la démonstration de ce théoréeme 11.3.2, déterminons la dimen-

est une variété (avec la topologie C

sion de cette variété. Elle est égale a la dimension du noyau de (d7)(x u, f4h)
pour un hy € H,es. Nous avons décrit cet espace vectoriel dans la démonstra-
tion de la proposition 11.3.5. Pour déterminer sa dimension, nous utiliserons
le lemme suivant.
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Lemme 11.3.6. Soit hy € H,eq et soit (N, u) € MI(h) (2 y). L opérateur
Y: R x WP (u*TW) — LP(u*TW)
défini par Y(a,Y) = aV + (dFTAUHFho)) (V) est surjectif.

Dans cet énoncé, V' désigne toujours le champ de vecteurs défini et utilisé
dans la démonstration de la proposition 11.3.5.

Démonstration. Remarquons d’abord que KerY = Ker(dr)x,u,m+r,) st de
dimension finie et que ImY = RV +Im(dF'), est fermé et de codimension
finie dans LP (u*TW). Autrement dit, Y est un opérateur de Fredholm. Sup-
posons qu’il ne soit pas surjectif. Il existe donc, comme dans le lemme 8.5.1,
un champ de vecteurs non nul Z € LY (u*TW) (ici 1/p + 1/q = 1) tel que
(Z,ImY) =0, ce qui revient a :

(Z,V)=0 et (Z,Im(dF"™),)=0.
La deuxiéme condition implique que Z est de classe C>°, en vertu de la ré-
gularité elliptique, comme dans la démonstration de 8.5.1. Utilisons mainte-
nant I’hypothese que hg € Hyeg. Elle implique que (d7)(x u, m+h,) €st surjec-
tive, ce qui signifie que pour tout h € €, il existe (a,Y) € RxWLP(u*TW)
tel que

aV + (dF™) (V) + grad, h = 0

(autrement dit, (a,Y,h) € T\ v, H4ho)Z(2,y,J)). On en déduit que

(Z,grad, h) =0 pour tout h € C,
ce qui est contradictoire, compte tenu du lemme 11.1.9. Le lemme est dé-

montré. ]

On trouve alors, avec les notations du lemme précédent,
dim M"™ (2, ) = dim Ker(dm) (au,H+hy) = dimKerY = Ind Y.
Pour calculer I'indice de Fredholm de Y, considérons le chemin d’opérateurs
(Yo)oelo,1]
Yo : R x WHP(u*TW) — LP(u*TW)
(a,Y) — acV + (dFT>H+R) (),
Ce sont des opérateurs de Fredholm puisqu’ils ont la méme forme que Y.

En particulier, leur indice ne dépend pas de o (d’apres 16.2.11), il est donc
égal a celui de Yo, mais

Yo(a,Y) = (dF)u(Y),

donc
IndY = IndYy = Ind(dF"™), + 1 = p(z) — p(y) + 1
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d’apres le théoreme 11.3.3. Le théoréme 11.3.2 est maintenant completement
démontré. O

Nous supposerons désormais que les homotopies I' = (H,J) sont régu-
lieres, ce qui implique que les espaces M! (z,y) sont des variétés de dimen-
sion p(z) — u(y) + 1, comme dans la conclusion du théoréme 11.3.2. Nous
supposerons de plus que I'opérateur Y défini dans le lemme 11.3.6 est sur-
jectif, ce que le théoréeme 11.3.2 nous autorise a faire, en perturbant au
besoin H par un h € C2°.

11.8.c. Compacité, orbites brisées. Soit I' = (H,J) comme ci-dessus.

Notons
M= U M@y= U {A}xM>.
z€Crit Aga A€[0,1]
y€Crit A p

Nous démontrons :

Théoréme 11.3.7. 1l existe une constante C' > 0 telle que E(u) < C pour
tous (\,u) € M. L’espace M est compact pour la topologie G

Dans cet énoncé, 1’énergie E(u) est calculée avec la norme associée a la
métrique w(-, J2).

Démonstration. Montrons d’abord que Iénergie est bornée. Soit (A, u) € M.
Il existe deux points critiques = et y (respectivement de H® et de H®) tels
que u € M (z,y). La proposition 11.1.2 affirme que

BE(u) < Apa — Ao + k

ot k est le maximum sur [—R, R] x St x W de 9H*/ds(s,t,2). Il suffit de
définir K comme le maximum de cette méme fonction quand A\ varie lui
aussi,

A

K:sup{agi (5,t,2) | (\,s,t,2) € [0,1] x [-R, R] x S* x W},

de poser

C: max .AH(L—AHb +K
z€Crit Aga
yeCrit H®

pour avoir E(u) < C.

Montrons maintenant [’énoncé de compacité proprement dit. Soit
(A, Un)nen une suite dans MT. A extraction d’un sous-suite prés, (An)
converge vers un A € [0,1]. En utilisant le fait que I’énergie est bornée, on
démontre de fagon analogue a 11.1.5 :
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Proposition 11.3.8. 1l existe une constante A > 0 telle que
V(u,A) € MM, V(s,t) e R x S', ||grad, ;) ul| < A.

Cet énoncé implique que la famille (u,,) est équicontinue, d’ot I’on conclut
a l'aide du théoreme d’Ascoli et de la régularité elliptique 12.1.1 que la

suite (u,) tend vers une limite v dans la topologie C°.. Cette limite u est

loc*
solution de

ou ou

8 Js)\a + gradu H:\,t(u) - 07
elle vérifie que E(u) < C, donc u € M et par conséquent (\,u) € M'.
Et le théoréme 11.3.7 est démontré. O

Analysons maintenant le comportement des suites (A, u,,) d’éléments de
MY (x,5). Voici pour commencer un analogue du lemme 11.1.12.

Lemme 11.3.9. Soient x € CritAga, y € CritAge et (An,u,) une suite
dans M (z,y). Soit (s,) une suite de mombres réels qui tend vers +oc.
Alors il existe une sous-suite (encore notée (A, uy)) et un élément (A, v) €
[0,1] x ME"T") tels que

limA, =\, et limu,-s, =nv.

De méme, silims, = —o0, il existe une sous-suite et un élément (\y,u) €
[0,1] x MUY tels que

limA, =\, et limu,-s, = u.

Démonstration. Quitte a en extraire une sous-suite, on peut supposer que
la suite des A, converge, vers un A\, € [0,1]. Puis, v,, = u,, - $,, est solution
de I’équation de Floer

vy,
T
s T Jeten 8t

En appliquant la proposition 11.3.8, on montre, a 'aide du théoreme

=~ grad,, Hf‘jqn =0.

d’Ascoli et de la régularité elliptique 12.1.1, que u,, - s,, converge, pour la

topologie G, vers une limite v € C°(R x S!; W). En faisant tendre n vers

loc?
400 dans I’équation de Floer, on trouve bien que v est solution de

v v
+J— d,H* =0
9s T e
(parce que I' = (H®, Jb) pour s assez grand), autrement dit, v € MUY,
Le cas ou (s,,) tend vers 'infini est analogue. O

Nous allons utiliser ce lemme pour démontrer un théoreme de convergence
vers les orbites brisées, analogue a 11.1.10.
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Théoréme 11.3.10. Soit (A, u,) une suite d’éléments de MY (z,y). Il existe

— une sous-suite de (An,un),

— des points critiques ¥ = xg,x1,...,T, de Aga,

— des points critiques Yo, y1,--.,Y¢ =y de Agv,

— des suites réelles (si) pour 0 < i < k — 1 (tendant vers —oc) et (s/9)
pour 0 < j < ¢ —1 (tendant vers +00),

— des éléments u' € M(Ha"]a)(:ri, Xit1) pour0 <i < k—1 et des éléments
v € MU (y;,y541) pour 0 <j < 0—1,

— un élément (A, w) € MY (21, y0)
tels que pour 0 <i<k—1 et pour 0 <j</{—1, on ait

lim u,, - s; =u' et limu, - siL =/
et
lim(\,, upn) = (A, w).
De plus, on a linégalité

w(z) —ply) +1> k4L

Démonstration. La preuve de I'assertion d’existence est en tout point ana-
logue a celle de I’assertion analogue 11.1.10. Elle s’appuie sur ’assertion de
compacité du théoreme 11.3.7 et sur le lemme 11.3.9. L’inégalité finale se
démontre de la méme facon que le corollaire 11.1.11. O

Voici un énoncé conséquence du théoreme 11.3.10 :

Théoreme 11.3.11.

(i) Soient z ety des points critiques de H® et HY respectivement et soit
I = (H,J) une homotopie réquliére. Si p(x) — p(y) +1 =0, alors MY (z,y)
est une variété compacte de dimension 0 (c’est-a-dire un nombre fini de
points).

(ii) Soient x et z des points critiques de H® et H® respectivement et soit
I' = (H,.J) une homotopie réguliére. Si p(x) = pu(2), et si II' (x,2) désigne

o= (U Lemles) <009)
y' €Crit A ga
w(@)—p(y")=1

U ( U Mp(m7y) X L(Hb,.]b)(yvz)>'
yGCritAHb
p(y)—p(2)=1

Alors MY (2, 2) UTIY (, 2) est une variété a bord compacte de dimension 1
dont le bord est

" (z,2) U ({0} x MTo (z,2)) U ({1) x Mrl(x,z)) .
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Supposons pour le moment ce théoréeme démontré. Nous pouvons alors
atteindre le but de ce paragraphe, qui était la démonstration de la proposi-
tion 11.2.8.

Démonstration de la proposition 11.2.8. Définissons I’homotopie
S:CF.(H* J%) — CF, 1 (H® J").
Si z est un point critique de Ag. d’indice p(x) = k, posons
S = 3 ml(ay) -y

yeCrit Aga
w(y)=k+1

ott m''(z,y) est, bien siir, le nombre d’éléments de M" (z,y) comptés mo-
dulo 2. Nous voulons montrer que

@Fl — (I)FO = SO 8(H“,J“) + a(Hb7Jb) e] S

Evaluons le membre de droite pour un x € CritAza avec u(x) = k. Nous
avons

So 8(Ha”]a)(x) + a(Hb,Jb) o S(x)
=S1 Y, n@y )W + 0wy >, mi(zy)y

y' €Crit Aga yeCrit A
p(y')=k—1 p(y)=k+1

> > nwy)m (Y, 2)z

2€Crit A 1y 3y’ €Crit Aga
mz)=k  p(y')=k-1

+ ) > mi(z,yn’(y,2)z

z€Crit A 1 yeCrit A 1y
wz)=k  p(y)=k+1

Z (#1T (2, 2)) 2.

2€Crit A p
n(z)=k

D’autre part,

o)+ (2) = Y #MO(w,2)r + D (#M(z,2))z
z€Crit A 2€Crit A
n(z)=k w(z)=k

Comme, d’apres le théoreme 11.3.11, le bord de la variété MF (x, 2)UTI! (z, 2)
(qui est compacte de dimension 1) est la réunion

" (z,2) U ({0} x M (2, 2)) U ({1) x M (2, 2)),
le nombre total de points de cette réunion est pair, d’ou

S o 8(Ha7Ja)(:v) -+ 8(Hb7Jb) o S(l‘) = ((I)FO + @Fl)(x),
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ce qui modulo 2 est bien 1’égalité
So B(Ha7Ja) + 8(Hbvjb) 08 =ol —lo,
Nous avons démontré la proposition 11.2.8. O

Il nous reste encore une démonstration, celle du théoreme 11.3.11.

Démonstration du théoréme 11.3.11.
(i) L’homotopie I est réguliere, donc M! est une variété de dimension 0.
La compacité de M (z,y) résulte du théoréme 11.3.10.

Remarque 11.3.12. Sous les hypothéses du théoreme 11.3.11, notons
(A1, u1), ... (Mg, ug) les éléments de M (z,y). Alors les homotopies T'; cor-
respondantes joignant (H¢,.J%) a (H® J®) ne peuvent pas étre régulieres.
En effet, si I'; par exemple était réguliere, M'* (z,y) serait vide (puisque sa
dimension p(z) — u(y) = —1 serait négative). Cela serait en contradiction
avec le fait que u; € Mt (z, y).

Revenons a la démonstration du théoreme 11.3.11 et démontrons-en la
partie (ii). La compacité de M (z, y)UII" (z, 2) est elle aussi une conséquence
immédiate du théoréme 11.3.10. Ensuite, comme T est réguliere, M' (z, 2)
est une variété a bord de dimension 1 dont le bord est

({0} x MM (2, 2)) U ({1} x M (2, 2)) .

Pour finir cette démonstration, il reste & étudier la structure de M (z, 2)U
Y (z, 2) prés des points de la variété (compacte, de dimension 0) II''(z, 2).
Nous le ferons au paragraphe suivant, par une méthode de type « recolle-
ment ». Avant cela, mettons en évidence un cas particulier ou cette étude
est inutile parce que IT' (z, 2) est vide. O

Remarque 11.3.13. Si ’homotopie d’homotopies I se fait a travers des homo-
topies I'y qui sont toutes régulieres, alors M' (x, z) est compact : c’est un
cobordisme compact entre M (z, 2) et M1 (z,2) (voir la remarque 11.3.1
et les figures 4 et 5 ci-dessous). Par conséquent, les nombres d’éléments
de MY (z,2) et de MI*(z, 2) ont méme parité et en particulier les deux
morphismes
o oM . CF,(H®, J*) — CF(H", J)

coincident.

Cette remarque est une conséquence facile de la remarque 11.3.12. Si
toutes les homotopies T'y sont régulieres, alors II' (x, z) est vide puisque
les espaces MY (y/, 2) et M (z,y) qui interviennent dans sa définition sont
vides. Donc le cobordisme M (z, z) est compact.
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/\/lFl (x,2)
Mo (2,2)

S —

FIGURE 4

La figure 4 représente le cas ou I'y est réguliere pour tout A € [0,1],
cas ot II'(z, 2) est vide. La figure 5 représente, elle le cas général ou I est
réguliere mais pas chacune des I'y.

erz

o /
\MF({:,Z) /<
.\ \
.\4 -
—
0 T

FIGURE b5
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11.3.d. Le recollement. Lorsque p(x) = p(z), un point de IT" (x, 2) est
une orbite brisée, qui peut-étre

— de la forme [@', (N, v")] € L(ga, jay(2,9") ¥ MY (Y, 2),

~ ou bien de la forme [(X,u),0] € M"(z,y) X Lgo vy (y, 2),

pour un y’ € Crit(Age) qui vérifie u(z)—p(y) = 1 ou pour un y € Crit(Ags)
qui vérifie u(y) — u(z) = 1.

Pour finir la démonstration du théoreme 11.3.11 (ii), nous utilisons un
procédé de recollement analogue a celui du §11.1.d pour construire, pour
chaque point de II'(z,2), un plongement p +— v (p) dans M (z,2), qui
donnera un paramétrage de la variété a bord MY (z, 2) U IIF (z, 2) pres du
point de IT* (x, z) considéré.

Nous nous contenterons de le faire seulement pour les points de la forme
[(A,u), 7], la démonstration pour les autres étant analogue. L’énoncé précis
est :

Théoréme 11.3.14. Soit x un point critique de Aga, et soienty, z, des points
critiques de A g tels que

p(@) = p(z) = ply) — 1.
Soient (A, u) € M (z,y) et U € Lo yuy(y, 2). Alors :
— 11 existe un plongement 1 : [pg, +0o[ — MY (z,2) (pour un certain po)
tel que lim,_, o ¥(p) = [(As, u),V].
~ Si[An, ln] est une suite d’éléments de MY (x, z) qui tend vers [(\,,u), ],
alors [An, £n) € Im1p pour n assez grand.

La convergence dont il est question dans ce théoreme est celle définie
dans le théoreme 11.3.10. La démonstration est donnée dans la section qui
suit.

11.4. Démonstration du théoréme 11.3.14

Nous reprenons la démonstration (donnée au §11.2) du théoreme 11.1.16,
en soulignant les modifications & opérer.

Notons d’abord que le A\, de ’énoncé est dans l'intervalle ouvert |0, 1[. En
effet, la variété (de dimension 0) MY (x, y) est formée de couples (), u) pour
lesquels les homotopies I'y ne sont pas régulieéres (c’est la remarque 11.3.12).
Cela exclut les valeurs A\, = 0 ou 1. Notre objectif est de définir, pour p > pq,
une application

v, Rx St — W
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et une constante A, telles que 1), soit une solution de I’équation de Floer a
parametres

6¢p )\ d)/)
as 7

wb
Il
(e

+ gr adw‘)

avec les conditions

lim 9,(s,e) =2, lim 9(s,s) = 2.

§— —00 s——+o00

Remarque 11.4.1. Une solution naive serait de prendre A\, = A, et d’essayer
de définir ¢, comme au §11.2, a partir du pré-recollement de u et d’un rele-
vement v € Mg _sv)(y, 2) de v. Cette méthode est vouée a 1'échec puisque,
comme ’homotopie T'y, n’est pas réguliere (encore la remarque 11.3.12),
nous ne pouvons pas déduire que I'opérateur linéarisé¢ L, = (dF'*), est
surjectif. Nous ne pouvons donc pas construire I'opérateur inverse G, qui
est indispensable pour la méthode de Newton-Picard des §9.4 et 11.2. ici
Coker L,, est de dimension 1. C’est la variation de A qui va fournir la di-
mension manquante.

Suivant toujours le §9.4, faisons la substitution

Po(s,t) = Yp(s +p,t).
L’application ¢, devra satisfaire a I’équation

&pp 0p,
J P
s R ot
Nous conservons le méme plan qu’aux §9.4 et 11.2, c’est-a-dire

—|—grad H5+pt 0.

(1) pré-recollement ;
(2) construction de ¢ (et donc de 1, via la substitution ci-dessus) ;
(3) propriétés de 1.

11.4.a. Pré-recollement. Fixons un relevement v € Mg vy (y,2) de U.
La formule du pré-recollement w, = u#,v est inchangée :

u(s +p,t) sis<—1
exp, (B (5) expyhy (uls + p, 1))

+ B (s) expy g (v(s = p,1))) sis € [<1,1]
v(s — p,t) sis>1

wp(svt) =

et ses propriétés sont analogues a celles données au 9.3.
De méme, la version linéaire du pré-recollement

Y#,Z, pourY € TP,(z,y) et Z € TP,(y, 2)

est définie par la méme formule et a les mémes propriétés que son analogue
du 9.3.
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11.4.b. Construction de ¢. Nous utilisons encore une fois, comme
aux §9.4 et 11.2.b, la méthode de Newton-Picard. En nous inspirant de la
remarque 11.4.1, nous reproduisons le début du §11.2.b pour A = A,. Nous
définissons les opérateurs (non linéaires)

F,,F,,F,> : B(0,r) C W"?(R x S,;R?") — LP(R x S';R?")

et leur linéarisés (différentielles en 0) respectifs
L*, L' Ly : WP (R x SY;R?") — LP(R x S';R?").

Comme au §11.2.b, ces opérateurs sont de Fredholm. En revanche, leurs
indices sont modifiés comme suit :

Ind L* = p(z) — ply) = -1
Ind LY = p(y) — p(2) =1
Ind L = p(z) — p(z) = 0.
Nous avons observé (remarque 11.4.1) que nous ne pourrions pas
construire ¢ en maintenant A constant égal a A,. Considérons alors,
pour X € ]0, 1[, opérateur de Floer H’EA défini par
0 0
r A A
I = 55 + JSJ“”& +grad H, ;.
En utilisant les trivialisations du §11.2.b, 3"5* définit un opérateur (non
linéaire)

F}»:B(0,r) c W'"?(R x S";R*") — L’(R x S";R*").
Toujours a l'aide des mémes trivialisations, cela définit un opérateur (non
linéaire)

FY:]0,1[x W'P(R x S%; R*) — LP(R x S'; R*")
par la formule
FY(AY) = F))(Y).

Remarquons que, si (A,,Y),) est un zéro de FE, alors ffEA (expwp Y,) =0,
ce qui signifie que ¢, = XDy, (Y,) satisfait bien a I’équation de Floer désirée.
Notre objectif est donc de trouver un tel zéro... par la méthode de
Newton-Picard. A cette fin, déterminons d’abord l'opérateur linéarisé
LE = (deF)(A*,oy Remarquons tout d’abord que LE(O, «) est, par définition,
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l'opérateur LFA* = (d&"F** )o. Puis

Lr(a 0) (9)\|>\ 0( F/\*+a)\ exp“’ﬂ(o))(Zf)i:1

_ 0 Ow, Atar Ow Astar
= gxheol( G + I Gy e, S )<z:>

i=1,...,2n

aJ ow
(m(/\*7s+p)7+grad A, 8+ p, ))

o
ot )
:a(v)(zp)l .

ou la formule définit V,, champ de vecteurs le long de w,. Sa forme res-
semble beaucoup a celle du champ V' défini dans la démonstration de la
proposition 11.3.5 le long de u € M!'(z,y) (ici T' = T'y,). Nous omettrons
dorénavant la mention du repére (Zip )i=1,...,2n, dans Pécriture de la formule

(Z0)i=1,....2n

pour L.
Ces deux champs de vecteurs satisfont a la relation

Vo(s,t) =V(s+p,t) sis<—-1
Remarquons également que, comme I' = (H?, J%) pour s > R et A € [0,1],
nous avons
Vo(s,t) =0 sis+p>R,
ce qui inclut le cas s > 1 et p > R. Nous avons finalement obtenu

LY = a(V,) + Ly (Y).

En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 11.3.5,
nous trouvons que L, est un opérateur de Fredholm, dont nous calculons
I’indice en utilisant le chemin d’opérateurs de Fredholm

Lyo(a,Y) =acV,+ L, (Y) pour o € [0,1].
Nous obtenons
ImdLl =Ind Ll g =Id L, +1=1.
Rappelons que, d’apres le lemme 11.3.6, 'opérateur
Yy . R x WHP(R x S, R*") — LP(R x S'; R?")
défini par
Y(a,Y)=aV 4+ L“(Y)
est de Fredholm et d’indice (calculé comme ci-dessus)
IndY*=1+IndL" =0.

De plus, comme 'homotopie I est réguliere, le lemme 11.3.6 affirme que Y“
est surjectif, donc Ker Y* = 0 et Y* est bijectif.
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D’autre part, I’homotopie (H?, J®) est également réguliere, donc LV est
surjectif, donc son noyau est de dimension 1 et nous avons

Ker LV = {Q<Z)(zg’) |a e R}.

Suivant toujours le 11.2.b, définissons, pour p > pg, les espaces

W, = {0#,0| 8 € Ker L'}
et

W, = {Y e WHP(R x SR | (Y, Z) = 0 pour tout Z € Wp} :

RxS?t
Ici nous avons considéré que W, C LY(R x S*; R*") (avec 1/p+1/q = 1),
a l'aide du repére (Z!) et de la décroissance exponentielle (du §8.9 et plus
précisément de la remarque 8.9.3), comme au §9.4.

Afin d’appliquer la méthode de Newton-Picard (le lemme 9.4.4) nous
devons définir un inverse a droite pour I'opérateur Lll:. Pour ce faire, nous
avons besoin de ’analogue de la proposition 9.4.7 que voici :

Proposition 11.4.2. I existe un pg > 0 et une constante C' > 0 telle que,
pour p = po,

VY e W), VaeR, |L,(a,Y)],,>CY]y., +lal).

Sur la signification de p > pp, nous maintenons la convention de la
page 283 (autrement dit, il n’est pas nécessaire de préciser p).

Démonstration. Supposons le contraire (comme au début de la démons-
tration de la proposition 9.4.7). Il existe alors des suites p, — oo et
(an,Y,) € R x WHP(R x S1;R?) tels que

|an| =+ ||YVL||W1,1) =1 et lim HL'I;n (anai/n)HL,l7 =0.

n—-4o0o
Posons 7, = p, /2. Nous avons
V,.(s,t) =0 pour (s,t) € [y, 7] x S' et n assez grand

(en général, nous avons vu que V,(s,t) = 0 pour s + p > R, ou R est la
constante au dela de laquelle T’y est stationnaire). Nous avons donc, pour n
assez grand

125, @ Yol o sty = 102 Yallzogrixst)

et donc, en particulier, ce dernier terme tend vers 0 lorsque n tend vers
Iinfini. On peut alors utiliser le méme argument que dans le lemme 9.4.9
pour démontrer le lemme suivant.
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Lemme 11.4.3. Pour tout compact K de R x S, on a

lim [[Yi gy = 0- O

n—-+oo

Ensuite, en suivant a son tour la démonstration du lemme 9.4.10, consi-
dérons la fonction réelle 5~ utilisée pour fabriquer le pré-recollement w, :
elle est & support dans | — 00, 0] et vaut 1 sur | — oo, —1]. Nous utilisons,
comme pour le lemme 9.4.10,

[y, (an, B~ (s + 1)Yn(s, 1),
= ||67Yn(5 + 17t) + 57(5 + 1)L;F,n (an7Yn(S7t))||Lp
< (sup 57) [ Yall o1, xs1) + 1Ep, (@ns Yol

de sorte que

hm HLgn (ana /87(8 + 1)Yﬂ(s7t))HLp = 07

n—-+oo

ce qui équivaut a

lim [y +00 (ap, 57 (s + 1)V (s,1)) | e = 0
c’est-a-dire a
(e 55 = o+ DYoo~ pus )], =0
Mais, nous l'avons dit, Y* est un opérateur de Fredholm bijectif. Autrement
dit,
— d’abord lim a,, = 0 (ce qui implique que
nEI}rloo 1Yallyre =1

puisque la somme des deux vaut 1)
— et, dans WHP(R x ST; R?"),
lirerl B7(s = pn+1)Yo(s — pn,t) =0,

ce qui est la premiere partie du résultat du lemme 9.4.10.

Obtenir la deuxieme partie de ce résultat et la fin de la preuve de la propo-
sition 11.4.2 se fait comme au §9.4. O

Corollaire 11.4.4. Pour p > py, LY

p est surjective et admetl un inverse

droite
G,: (R x SHR*™) — R x WHP(R x S R?™).

Démonstration. Nous avons vu que la dimension de W, est 1 et il est clair
que
W, ®W," =W""(R x S"; R*™).
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Par ailleurs la proposition 11.4.2 implique que
Ker L) N (R x W) = {0},

donc dim Ker Lg < 1 et donc, puisque LE est d’indice 1, cet opérateur doit
étre surjectif et son noyau de dimension 1. D’ou nous déduisons

KerL) & (R x W) =R x W'"P(R x S1;R*"),

ce qui nous permet de définir I'inverse a droite GG, dont la proposition 11.4.2
implique qu’il est continu et de norme inférieure a une constante indépen-

dante de p. O

Nous appliquons maintenant la méthode de Newton-Picard, c’est-a-dire
le lemme 9.4.4, a 'opérateur

F,:Rx W'"?(R x SY;R*™) — LP(R x S*;R*")
défini par
F,(\Y) = F (V).
Notons d’une part que
_ F};O(Y) sSiA+ A <0
Fo(A\Y) =
I :
F, (V) siA+ A >1,
et d’autre part que notre opérateur Lg est exactement la différentielle en 0
de F,, (raison pour laquelle nous avons modifié F’ pF par la translation de A, ).
Vérifions maintenant que les hypotheses du lemme 9.4.4 sont satisfaites.
L’hypothese (1) est exactement la conclusion du corollaire 11.4.4.

Vérifions ’hypothese (3). Avec la constante C' donnée par la proposi-
tion 11.4.2, nous avons d’abord

1Go(Fo(0, 0Dy < CH IR (0,0)] 1 -
puis
IPo. 0z, = 157> )], = 15> (w)zr)
ott F,* est I'opérateur de Floer

I 0 T 8
A AR

Or ?g** (wy)(s,t) = 0 pour |s| > 1 et ’J",I;“ (w,) tend vers 0 uniformément

sur [—1,1] x S, ce qui implique que

|1

+ grad Hﬁ;p’t.

}}_I}%H?EA* (wp)HLP = 0 et donc que ;i_r% pr(O,O)HLp =0.

Et ceci implique que ’hypothése (3) du lemme 9.4.4 est satisfaite.
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L’hypothese (2) se vérifie comme au §9.4 (lorsque nous avons vérifié
I’hypothése (2) du lemme page 293), en utilisant la proposition 11.4.2, a
cela pres qu’il est nécessaire d’adapter le lemme 9.4.8 ainsi :

Lemme 11.4.5. Soit o > 0. Il existe une constante K > 0 telle que, pour
tout p > po et pour tous (A, Z) € R x WHP(R x SY; R2?") (avec || Z]| < r0),
on ait

H(de)(/\,Z) - (de)(0,0)H ’ < K(HZHWLP + |/\|)

La démonstration de cette version se trouve au §13.8.

La méthode de Newton-Picard (le lemme 9.4.4) nous produit alors un

couple (A,,7,) tel que
Fp(Xpsp) =0,
ce qui, par définition de F,, équivaut a
FY (X + Aiyp) = 0.
Ainsi, ¢, = €XPy,, Vp est solution de I’équation

3’5” () =0 (avec A\, = A, + \,).

Dans notre division en trois parties de la démonstration du théo-
reme 11.3.14 (page 388), la construction de ce ¢ nous a amenés a la fin de
la deuxieme partie. Nous posons

7/1p(87t) = 90»0(5 - P t)

et obtenons le fait que

awp + J)\p a¢0

0Os 0t
cest-a-dire que (\,,1,) € M (x, z). Nous définissons

(U [pO’ +OO[ - Mr(l"z)
p— (/\p7 "/)p)

et il nous reste (troisieme et derniére partie de la démonstration du théo-

réme 11.3.14 d’apres le plan établi page 388), a établir les propriétés désirées
de ).

+ gradwp Hﬁ; =0,

11.4.c. Les propriétés de ¥. Comme dans le lemme 9.4.13, nous obte-

nons
lim A\, = t i =0.
pihe P 0 e p_l)rfooH'Yp”Wl,p 0
La premiere égalité implique que lim,. 1A, = M. En utilisant la

deuxiéme, nous raisonnons comme aux §9.4 et 11.2.c pour montrer que

li —pt)=u(s,t) et i t) =v(s,t
S @p(s —pot) =uls,t) et Hm gy(s+p,t) =v(s,1)
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dans la topologie C¥.. Il s’ensuit que

hm 1/)( ) [()\*,u)75]

p——+oo
pour la convergence définie par le théoreme 11.3.10.

Montrons maintenant que 'application ¢ est (continue et) dérivable. Il
s’agit de démontrer ces propriétés pour I'application p — (X,,7,) et ceci se
fait a l'aide du théoreme des fonctions implicites, comme au §9.4. Il faut
montrer que, pour p assez grand, I’opérateur (dfp)@”%) est inversible, ce
qui se fait exactement comme dans la démonstration du lemme 9.4.14, en
utilisant le lemme 11.4.5.

Montrons maintenant que v est un plongement. Nous aurons besoin du
résultat que nous énongons ici, analogue de la proposition 9.4.15 et du théo-
réme 11.2.2 (3).

Proposition 11.4.6.
oA
H H = et lim =2 =0.

p—>+oo 8 wilp p——+00 6p
Démonstration. Comme A\, = A, + Xp, la deuxieme relation équivaut a
OX,/0p = 0. Notons

F(p,\,Y)=F,(\Y)
de sorte que
F(p,Xp,7,) = 0.

Dérivons cette identité par rapport a p pour obtenir

8?,) — — (9X 8’71) _
87,0()\”’%) +(dF)x, 4, <87p Tp) =0

Cette relation implique, comme dans la démonstration de la proposi-
tion 9.4.15,

X, O,

AT T s WA T Eun

Ty N

79 by
JFkQH ap ()‘pa'Yp)’ o

pour des constantes k; et ko positives et indépendantes de p. Nous utilise-
rons :

Lemme 11.4.7. 1l existe une constante C > 0 indépendante de p telle que,
pour p > po, on ait
oF, _
H pv'Yp ap (O’O)HLP <C H()‘pa%)HRxWLP :
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La démonstration de ce lemme se trouve bien siir, comme ses semblables,
au §13.8.

En utilisant ce lemme 11.4.7 dans I'inégalité qui en précede ’énoncé, nous
obtenons

1635 ] R CLT AR

< 1o Aot s + | 2 0,0)

v’

Le dernier terme est

1% 00, = (%),

et il tend vers 0 lorsque p tend vers 400 exactement comme dans la démons-

Lp

tration de la proposition 9.4.15. Notre inégalité implique alors, en utilisant
le fait que lim,_, 4o H(Xﬂﬁf’)HRxwlm =0, Iégalité

o\, O
i (55 T e =
p—+ooll\ Op " Op /lIRxw1r
Et ceci acheéve la démonstration de la proposition 11.4.6. O

Pour terminer de démontrer les propriétés de 1), il reste a montrer que
c’est bien un plongement et, pour ce faire, il suffit de montrer que c’est une
immersion (d’aprés un argument déja utilisé au 11.2.c). Mais, si ¢, = 0,
alors, comme dans le §11.2.c, nous devrons avoir

9 _ 900

dp Js

(puisque v,(s,t) = @,(s — p,t)). La contradiction espérée suit par la mé-
thode du §9.5 (pour «,, = 1), en utilisant la proposition 11.4.6.

Il reste a démontrer la derniére partie du théoreme 11.3.14, I’« unicité »,
a savoir le fait qu'une suite [\,,4,] d’éléments de M' (x, z) qui tend vers
[(As,u),7] a la propriété d’étre contenue dans l'image de ) pour n assez
grand.

Pour ce faire, nous avons besoin des résultats analogues & ceux contenus
dans les propositions 11.2.3 et 11.2.4 :

Proposition 11.4.8. 11 existe une suite réelle (p,) tendant vers +oc et, pour
tout u, un vecteur Y, € w, TW tels que, pour tous (s,t) € R x ST,

Un(s =+ pn,t) = expy, (s4) Yn(s,1).

De plus, limp, 4 oo [[Yn || = 0.
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Proposition 11.4.9. Le champ Y, est dans WP (w’ TW) et
hm IYallyyre = 0.

n—-+

La démonstration de la proposition 11.4.8 est en tous points analogue a
celle de la proposition 11.2.3. Elle utilise le fait que ¢,, est dans l'espace de
solutions M« (z, 2) pour une homotopie Ty, (H;\}l, J2) qui est station-
naire pour s < —R et pour s > R, ainsi que la convergence de ¢,, vers (u, )
(au sens du théoréme 11.1.10), cette derniére découlant de la convergence
de [An, €n] vers [A, (u,0)].

La démonstration de la proposition 11.4.9 se fait comme celle de la pro-

position 11.2.4, & ceci prés que la formule de Taylor utilisée dans la démons-
tration (page 458) s’écrit dans ce nouveau contexte

G (V) = 5 (0) + (dF)o(Ya) + N(Yr).
Le membre de gauche ne s’annule pas puisque

ln = exp,, (Yn)€ M (z, 2)

(autrement dit nous avons 1’égalité FTan (Y,,) =0, pour A\, et pas \.). Pour
compléter la preuve, il faudra majorer comme suit :

Lemme 11.4.10. 1] existe des constantes positives C' et k, indépendantes de n,
telles que

1T (Vo) || o < C 1A = Al Yl + K A = Al

HLP

Démonstration. Nous avons

175 ()l = (1572 (V) = T (V)

< A= A [sup %Y)

o\
sup Vpn (AN Yn)
A

Lr

Lr
Puis, en appliquant le lemme 13.8.1,

Hsgpf/n(/\,Yn) < C | Yallyie + ||51ip‘7n(/\ 0)

Iz Iz

Comme, par définition,
oJ ow,, OH

‘7,)” (X, 0) est borné en norme infinie. Son support est [—R— p,,, R—pp] x S*.
Il s’ensuit que

(A, 0) =

V)

n

Vo A 0)[2o < K.

Et le lemme est démontré. O]
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A Taide de ce lemme et de Panalogue du lemme 13.7.1 pour %F**, la
proposition 11.4.9 se démontre comme au §11.2; en utilisant le fait que
lim A\, = ..

La fin de la démonstration de la propriété d’unicité se fait en appliquant
les lemmes 9.6.16 et 9.6.17 a 'opérateur
F,:Rx W'"?(R x SY; R*™) — LP(R x S*;R*")
et en procédant exactement comme au §11.2.c.
La démonstration du théoreme 11.3.14 est ainsi terminée. L]

Ainsi que celle de la proposition 11.2.8. O

11.5. Fin de la preuve de l’invariance de I’homologie de Floer :
démonstration de la proposition 11.2.9

Soient IV = (H',J’) et T = (H"”,J"”) deux homotopies régulicres joi-
gnant (H®,J%) & (H®,J®) pour la premicre et (H®, J®) & (H¢,J¢) pour la
deuxieme. Comme dans les sections précédentes de ce chapitre, ces homo-
topies sont choisies stationnaires pour |s| > R, ot R > 0 est une constante
qui n’est pas fixée une fois pour toutes (elle pourra augmenter au cours de
la démonstration).

La concaténation de I' et I définit une homotopie I', = (H,,J,) par
les formules

H,(s,t,p) = {H/(s torb) S% 2=
H"(s—p,t,p) sis>0
Jo(s,p) = {J:,(S + o) 51 =0
J"(s —p,p) sis>0.
L’homotopie I', est définie pour p assez grand (p > R) et elle joint (H*, J%)
a (He,J°). Elle est stationnaire pour |s| > R + p. Remarquons qu’a priori,
elle pourrait ne pas étre réguliere. Nous démontrons :

Lemme 11.5.1. Aprés une petite perturbation de I et T (parmi les homo-
topies réguliéres), on pourra supposer que I', est réguliére pour des valeurs
arbitrairement grandes de p.

11 existe donc une suite p,, tendant vers I'infini et telle que I, est régu-
liere pour tout n.
Pour ces valeurs de p, on pourra définir le morphisme de complexes

o' . CF,(H*, J*) — CF,(H®,J°)
du §11.1.
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Notons que, par la proposition 11.2.8, les perturbations de IV, T du
lemme 11.5.1 définissent les mémes morphismes que o et O respecti-
vement au niveau de I’homologie. Nous garderons donc la méme notation
I, I pour ces homotopies.

La proposition 11.2.9 est évidemment une conséquence de :

Proposition 11.5.2. 1l existe p tel que I, soit réguliére et tel que les mor-
phismes de complexes O o " et T coincident.

Démonstration du lemme 11.5.1. Considérons 'espace €2° défini au §11.1.b.
Notons €25 le sous-espace formé des fonctions

L:RxS'xW—R

telles que h(s,t,p) = 0 pour |s| < §, § étant un nombre positif quelconque.
Fixons un p; assez grand pour que I',, soit définie. A une fonction h € €%
sont associées deux fonctions h' et h” € €2°, définies par les formules

h/(S,t,p) _ {h(s - platvp) sis < p1
0 sis>pp
W (5,1, p) = {O sis < —pq
h(s+ p1,t,p) sis>—p;
de sorte que I’homotopie I',, définie par (H' + k', J") et (H" + 1", J") est
exactement (H,, +h, J,, ). Ce qui fait que, pour rendre I',, réguliere, il suffit
de refaire la démonstration de la transversalité du §11.1.b pour 'espace de
perturbations (plus petit) qu’est €2%- La seule petite modification apparait
dans la démonstration du lemme (analogue &) 11.1.9. Si le champ Z n’est
pas nul, alors il existe un point (sp, o) € (R—{0)} xS* tel que Z(so, %) # 0.
Le reste de la démonstration est identique.

On peut ensuite refaire cette démonstration pour un py > p1, en choisis-
sant des perturbations h' et k" assez petites pour que I',, reste réguliere,
alors I',, et I',, seront régulieres. De facon analogue, on construit ainsi une
suite p,, tendant vers I'infini et telle que I',, soit réguliere pour tout n. [

Démonstration de la proposition 11.5.2. Soit x € Crit(Ag.). On a, avec les
notations du §11.1.c,

cI»F”o@F’(x)—@F”( > nF’<x,y>-y)
y€Crit(A ;p)
w(y)=p(zx)

- Z Z n (2, y)n (y,2) - 2.

2€Crit(Age) yeCrit(A )
w(z)=p(z)  ply)=p(z)
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Ici, comme au §11.1, n (z,y) et n' (y,2) sont les nombres (modulo 2)
d’éléments dans M (x,y), MFN(y,z) respectivement. Il est bien clair que

la proposition 11.5.2 découle de la suivante. O

Proposition 11.5.3. Soient x € Crit(Apa) et z € Crit(Ape) tels que p(z) =
w(z). Pour tout p assez grand, les ensembles
M (2,y) x M (y,2) et M (2,2)

yECrit(AHl,)
p(y)=p(x)

sont en bijection.

Nous allons donc maintenant démontrer la proposition 11.5.3. Voici les
idées de la démonstration. Elle revient (et ce n’est pas surprenant) a

(1) définir, pour p assez grand, une application

Xoo U M (y) x MU (y,2) — M (2, 2),
y€Crit(Ap)
m(y)=p(z)
(2) montrer qu’elle est injective pour p assez grand,
(3) montrer qu’elle est surjective pour p assez grand.

Pour définir x,(u,v) pour un couple (u,v) € M (z,y) x ML (y,2), on
utilise un procédé de recollement, comme aux §§9.4 et 11.3.d : a partir
d’un pré-recollement w, = u#,v, on fabrique une solution ¢(p) € M*» par
la méthode de Newton-Picard.

Comme pour les autres solutions de Floer obtenues par cette méthode,
on obtiendra que ¢, tend vers (u,v) (au sens de la convergence vers les
orbites brisées) quand p tend vers 'infini. Voir le §11.1.c.

Pour démontrer linjectivité de ¢, nous procédons par réduction a
I’absurde. S’il n’est pas vrai que x, est injective a partir d’une certaine
valeur de p, il existe une suite p, tendant vers l'infini et des couples
(Un,vn) # (ul,,v),) tels que x,, (un,vn) = Xp, (ul,,v;,). Comme les suites
(un,vy,) prennent leurs valeurs dans un ensemble fini, en en extrayant si
nécessaire des sous-suites, on peut supposer qu’elles sont constantes, disons
égales & (u,v) et (u’,v"). En faisant tendre n vers I'infini dans ’égalité

Xpon (uv U) = Xpn (u/a vl)a

on trouve que (u,v) = (u/,v’), une contradiction.

Pour la surjectivité de x, le raisonnement est du méme type. Si, pour une
suite p, tendant vers 'infini, il existe £,, qui n’est pas dans I'image de X, ,
on montre d’abord que lim¥¢, = (u,v) pour un certain couple (u,v) €
MY (z,y) x M (y,2) (y € Crit Ags, pu(y) = p(x)). Puis on applique une
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propriété d’unicité du recollement (comme celle du §9.6) pour montrer que
£, € Im x,, pour n grand et aboutir a une contradiction.
Voici maintenant les détails de cette démonstration.

11.5.a. Définition de y. Soit y € Crit Ays tel que p(y) = p(z). Consi-
dérons un couple (u,v) € M (z,y) x M (y, 2). Le pré-recollement w,
de u et v est défini par la méme formule qu’au §9.3. Comme w,(s,t) =
u(s+ p,t) pour s < —1 et wy(s,t) = v(s — p,t) pour s > 1, la définition de
I', = (H,,J,) implique que
0 ow

(% +J a—p + grad,, H, )(sj) =0 pour |s| > 1.
Cette expression tend vers 0 lorsque p tend vers +o00 en norme €. (et dont
aussi en norme L?). En effet,

. _ . _ b b

pl{r_{l wﬂ(svt) - y(t) et pll)r_f_loo(HP’ JP) - (H 7J )

(en norme G2, dans les deux cas).
La solution o(p) € Mr(z, 2) sera obtenue & partir de la solution appro-

chée w, par une formule du type

¢(p) = expy,, (7p)-

C’est donc un zéro de

T, 0
Y —— ($ +Jp8 +grad H, )(expwp Y).

A Taide de repéres (Z!) construits (a la source et au but de F,) exactement
comme au §9.4, on peut considérer F, comme une application
F,: WHP(R x SL; R*™) — LP(R x S*;R?™).
L’opérateur linéarisé L, = (dF,)o est de la forme
oY oYy
Y —+Jo——+5,Y,
T as T T

ot S, est une application de R x S* dans Ma,(R). C’est un opérateur de
Fredholm d’indice 0 puisque u(x) = u(z).

L’analogue de la proposition 11.2.1, qui se démontre de facon identique,
implique alors que L, est bijective, avec un inverse

G,: (R x SLR*™) — WHP(R x S, R*™)

dont la norme est bornée par une constante indépendante de p. Les condi-
tions d’application de la méthode de Newton-Picard (lemme 9.4.4) sont
réunies; l'estimation analogue a celle contenue dans le lemme 9.4.8, qui
permet de vérifier 'hypotheése (2) de 9.4.4, se démontre elle aussi de fagon
identique.
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On obtient ainsi un v, € WHP(R x S1;R?") tel que

@(p) = expy,, Vp € M (x, 2).

On peut donc définir x,(u,v) = ¢(p). Et l'on obtient, comme dans le
lemme 9.4.13,

il = 0.

Ce qui implique, exactement comme au §9.4 :

Proposition 11.5.4. L’élément p(p) vérifie

lim (p)(s — p,t) =u(s,t),  lim_@(p)(s +p,t) = v(s, 1)

p—+o00 p—+oo

dans Cf5.. O

11.5.b. Injectivité de x. Supposons que y ne soit pas injective, c’est-
a-dire qu’il existe des p arbitrairement grands pour lesquels x, n’est pas
injective. Soient donc trois suites py,, (un,vy), avec

(n,vn) et (up, ) € U M (@,y) x M (y, 2)
y€Crit(A ;p)
w(y)=p(z)

et nEIEOO Pn = +00, (um Uﬂ) # (u;’HU;’L)’ Xpn (um U") = Xpn (u;’L’U;’L)'

Les suites (un,v,) et (u),,v),) prennent leurs valeurs dans un ensemble fini,

n’ -n
on peut donc supposer, quitte a en extraire des sous-suites, qu’elles sont

constantes, égales disons & (u, v), respectivement (u’,v’), avec

(w,0) # (u',0') et Xp, (u,0) = Xp, (v, V).

En utilisant la proposition 11.5.4, on obtient

u(s,t) = lLm (x,, (uw,v))(s— pn,t)

n—-+4oo

= lim_(xp, (u',v"))(s = pn, 1)

n—-+4oo

=/(s,t)

et de méme v(s,t) = v'(s,t). D’ou I'injectivité de x,.

11.5.c. La surjectivité de y. Supposons (toujours en raisonnant par
I'absurde) que, pour des valeurs arbitrairement grandes de p, x, ne soit
pas surjective. Considérons une suite (p,,) tendant vers l'infini et une suite
d’éléments ¢, € MUen (2, 2) telle que ¢, ¢ Im(x,,) (pour tout n). Nous
démontrons la proposition suivante.
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Proposition 11.5.5. 1l existe y € Crit Age, avee pu(y) = p(z) et
(u,v) € M (2, ) x M (y, 2)
tels que, a extraction prés d’une sous-suite,
lm £,(s — pn,t) =u(s,t) et lim £,(s+ pp,t) =v(s,t)

n—-+o0o n—-+00

[eS)
loc*

pour la topologie C
Pour la démonstration, nous avons besoin du résultat :

Proposition 11.5.6.

(1) Soit (sp) une suite de nombres réels. Alors la suite €, (s+Sp,t) admet

o0
loc*

(2) Soit ¢ la limite d’une telle sous-suite. Il existe une constante s, telle
que £(s+ $x,t) soit solution de ’équation de Floer correspondant a l'un des

couples (H®,J*), (H',J'), (H®,J*), (H",J"), (H*,J°).

une sous-suite convergente dans la topologie C

Démonstration de la proposition 11.5.6. Démontrons d’abord le point (2),
en supposant le point (1) démontré. L’application (s,t) — £,,(s + sp,t) est
solution de I’équation de Floer correspondant au couple

(Hm Jn) = (Hpn (3 + Sn,t,p), Jpn (5 + sn»p))‘

Rappelons que, par définition, H,, et J,, sont donnés par :

H'(s+ pn+ $n,t,p)  sis< —s,
H"(s = pn + Sn,t,p) sis>—sy,

H,(s,t,p) = {

T (5.) J'(s+ pn+Sn,p) sis<—sy
n\S$, D) =
J"(8 = pn+ Sn,p) s8> —sp,.

Analysons les différentes limites possibles (pour la topologie C2.) de
(H.,, Jp) en fonction du comportement de la suite (sy,).

Dans la cas particulier ou s, = —py,, il est évident que (H,,, J,,) tend vers
(H',J'). De méme, lorsque s, = py,, (Hy, Jy) tend vers (H”, J"). La limite ¢
sera donc une solution de I’équation de Floer correspondant & IV = (H', J")
dans le premier cas et & I = (H”,J") dans le deuxiéme.

Comme ’énoncé de (2) permet d’ajouter une suite convergente a (s,), il
reste a analyser les cas ou les suites (s, + p,,) sont divergentes :

— si lim(s,, + pn) = —00, c’est-a~dire si s,, € —p,, on obtient facilement

lim (H,,J,) = (H* J%),

n—-—+o00
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— si limy,— 400 (Sn + pn) = +00 et limy,— 4 oo (Sy, — pn) = —00 (autrement
dit si —p, < s, < pp, en analysant séparément les cas ou (s,) tend vers
—00, est convergente ou tend vers +o00, on trouve

lim (H,,J,) = (H® J"),

n—-+4oo
— si lim(s,, — pn) = 400, c’est-a-dire si s, > p,, on a

lim (H,,J,) = (H,J°).

n—-+oo

Nous avons ainsi démontré le point (2), passons maintenant au point (1). On
reproduit tout d’abord la démonstration de la proposition 6.6.2 (borne sur le
gradient dans la démonstration du théoréme de compacité) pour démontrer
qu’il existe une constante A > 0 telle que

Vp, VEe M (,2), V(s,t) e R xS, |grad /|| < A

(ici, ||-|] désigne n’importe quelle norme sur TW — elles sont toutes équi-
valentes puisque W est compacte — par exemple celle venant de R™).

Si une telle constante n’existait pas, on obtiendrait, comme dans la
démonstration de la proposition 6.6.2, une courbe J-holomorphe v, ce qui
conduirait a une contradiction comme dans le lemme 6.6.4. La structure .J
dont il est question ici est la limite (pour la topologie Cf5.) d’une suite J,
elle est donc, soit égale a J,, pour un p, > 0 (et dans ce cas dépend de s),
soit égale & J. L’inégalité ci-dessus est donc satisfaite par £,, pour tout n et
également par les éléments de la suite (€, (s + sn,t)). Ces derniers forment

une famille continue, ce qui permet d’appliquer le théoréeme d’Ascoli et de

o0

trouver une une sous-suite qui converge pour la topologie C}<,

limite /.

Le point (2) montre alors qu’il existe une constante s, € R telle que
£(s+s,) soit solution, au sens faible, d’une des équations de Floer énumérées
dans 1'énoncé de la proposition. La régularité elliptique (le lemme 12.1.1)
implique alors que £ est de classe C™ et que la convergence de £,,(s + sy, t)
vers ¢ a bien lieu au sens Cfs..

La démonstration de la proposition 11.5.6 est ainsi terminée. O

vers une

Pour finir de démontrer la proposition 11.5.5, nous utiliserons un ar-
gument de convergence vers une orbite brisée analogue a celui qui nous
a déja servi au §9.1.c. Plus précisément, une démonstration analogue a
celle du théoréme 9.1.6 donne l'existence de suites (s¥) pour 0 < k < m,
telles que — a extraction prés d’une sous-suite — pour tout k, la suite
ln(s + sk t) converge vers une limite ¢ € C%®(zy,zx11) Ol 79 = T et
Tm+1 = 2. L’énoncé (2) de la proposition 11.5.6 montre que, quitte a chan-

ger les suites (s¥), en leur ajoutant des constantes, les limites ¢¥ sont des
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solutions des équations de Floer correspondant & un des couples (H¢, J%),
(H',J"), (H,J*), (H",J"), (H¢, J¢). Les lacets x;, sont donc des points
critiques de Aga, Aye ou Age.

D’autre part, s’il existe une limite £; qui est une solution non constante
en s de équation de Floer associée a (H?,J?), (H® Jb) ou (H€,J¢), on
déduit que p(zg) — p(zr41) > 1 (comme dans le corollaire 11.1.11) et donc
que p(xz) — u(z) > 1, contrairement & 'hypothése faite (u(x) = p(z)).

Remarque 11.5.7. 11 faut remarquer ici que ’on ne peut pas écarter d’éven-
tuelles solutions de I'équation de Floer qui seraient constantes par rapport
a s, puisqu’on ne peut pas exclure le cas ott 'une des homotopies I, T
ou I', est triviale.

Tl se pourrait aussi qu’il y ait une égalité entre des couples (H®, J%),
(HY, J), (H¢,J¢) (sans que 'homotopie joignant deux couples identiques
soit nécessairement triviale). Cela force & considérer des cas d’égalité
entre x, y et z.

Revenons a notre démonstration. Supposons que, parmi les limites
', ..., 0™, il y en ait une, disons £¥, qui ne soit pas constante en s. D’apres
la démonstration du point (2) de la proposition 11.5.6, on peut supposer
k)n) que €% est solution de
'équation de Floer associée a IV ou I, et que s* = —p, ou s& = p,.
D’autre part, la démonstration du théoréme 9.1.6 donne des suites s* qui

ont la propriété

(quitte & ajouter une constante a la suite (s

k+1 k

lim s ™ —s; = +o0.
n—-+oo
Il y a donc au plus deux limites /¥ comme ci-dessus, une pour s¥ = —p,,,

I'autre pour s¥ = p,, : en effet, de telles suites devraient (d’apres I'énoncé (2)
de la proposition 11.5.6) différer de —p,, ou de p,, par des suites bornées
(rappelons qu’il n’existe pas de £% non-constante en s, solution de Floer
associée & (H?,J%), (H®, J®) ou (H¢,.J°)).

Donc la trajectoire brisée vers laquelle converge la suite ¢,, est composée
de solutions de I’équation de Floer constantes en s et d’au plus une tra-
jectoire associée & T (pour la suite s, = —p,) d’une associée & I (pour
Sn = pn). Toujours grace a la proposition 11.5.6, si

u= lim £l,(s—pn,t) et v= lim £,(s+ pp,t),

s—+00 n—-+o00
alors
weM(2,y) et veM (Y ")
pour
x € CritAga, 3,y" € CritAge, 2" € CritAge.

Nous voulons montrer que ' = z, vy =y et 2" = 2.



406 CHAPITRE 11. HOMOLOGIE DE FLOER : INVARIANCE

Si, dans la trajectoire brisée qui est la limite de £,,, il y a deux trajectoires
U € C(x,y) et £" € €(y, z), non constantes en s, alors, d’apres ce qui
précede, ¢/ = u et £ = v, donc

ue MY (x,y) et wve ME” (y,2),

ce qui achéve la démonstration (comme il ne peut y avoir plus de deux
trajectoires non constantes en s, le point d’arrivée de ¢’ coincide avec le
point de départ de £).

Supposons maintenant qu’il n’y ait qu’une trajectoire de Floer non
constante £ € C>(z,z) dans la limite de £,. Cette trajectoire ¢ est donc
égale & u ou a v. Supposons, sans restreindre la généralité, que ¢ = u. Ainsi,

m C,(s — pp,t) = u € M" (z,2).

n—-—+o00
Avec les notations de la démonstration du théoréeme 9.1.6 sur les trajectoires
brisées, il existe s* € R tel que le lacet u(s,-) € B(z,&) pour s > s* et par
conséquent le lacet £,,(s* — p,,-) est lui aussi dans la boule B(z,&) pour n
assez grand.

La démonstration du théoréme 9.1.6 implique alors que ¢,,(s,-) € B(z,¢)
pour tout s > s* — p,. Autrement, il y aurait une autre trajectoire non
constante dans la limite (construite comme dans cette démonstration). Cela
implique que, pour v(s, t) = lim, ;o (s 4 pn,t), v € M' (2, 2) (en fait,
cette trajectoire est constante égale a z si I'on choisit ¢ assez petit). Ceci
termine la démonstration de la proposition 11.5.5 dans ce cas aussi.

Remarque 11.5.8. La difficulté vient ici du fait que la seule définition de
la convergence vers une trajectoire brisée, telle que donnée dans 1’énoncé
du théoreme 9.1.6, ne garantit pas ici une limite unique®. Il faut donc
ici faire appel a la démonstration de ce théoreme pour construire la limite
(0%, ..., 0™) considérée ici.

Enfin, si toutes les trajectoires dans la limite de £,, sont constantes, dans
C>(x, z) (en particulier, alors, x = z), la démonstration du théoréme 9.1.6
dit que ¢,,(s) € B(x,¢) pour tout s. En particulier,

u(s,t) = lirf ln(s = pn,t) € MY (2, 2)
et v(s,t) = lir}rl ln(s+ pn,t) € M (z,2).

Ici on pourrait aussi montrer que u est constante égale a = et v aussi, en
choisissant € assez petit pour que toutes les trajectoires non constantes en s
de M™ (z,z) et M (z,z) quittent B(z,e).

La démonstration de la proposition 11.5.5 est terminée. O

(2) Contrairement au cas traité par le théoréme 9.1.6.
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Nous avons maintenant une suite ¢, ¢ Im(x,, ) et telle que

Hm Ll (s — pn,t) = u(s, t) € M (z,y)

n—-+4oo

et Hm Ll (s + pn,t) = v(s,t) € MU (y, 2).

n—-+oo

Pour obtenir une contradiction, montrons :
Proposition 11.5.9. Pour n assez grand, £, = x,, (u,v).

La démonstration suit le schéma de celle de I'unicité du recollement (dans
le théoreme 11.1.16). Nous montrons un analogue de la proposition 11.2.3 :

Proposition 11.5.10. Pour n assez grand, il existe Y,, € w; TW tel que
l, =exp, Y, et hm 1Yl o
Pn n—

Puis nous montrons, comme dans la proposition 11.2.4 :

Proposition 11.5.11. Le champ Y, est dans Wlm(w;nTW). De plus,
limy, — 400 ||Y7L||W1w =0.

Enfin, nous terminons la démonstration en utilisant la partie unicité de
la méthode de Newton-Picard (lemme 9.4.4).

Démonstration de la proposition 11.5.10. Commencons par un lemme :

Lemme 11.5.12. La suite (¢,(s,t))n converge vers y(t) dans la topologie Cys,

loc*
Démonstration. Remarquons que, pour s € [—p, + R, p, — R], on a
(Hpn’ Jpn) = (Hb7 Jb)‘

Donc, la restriction de ¢, & € [—p, + R, p,, — R] x S’ est une solution de
I’équation de Floer associée a (H?, J%). En particulier, la fonction

s+ Agp (En(s))

est décroissante sur cet intervalle.

Notons a la limite (d’une sous-suite convergente) de ¢,,, dont l'existence
est assurée par 'assertion (1) de la proposition 11.5.6. La démonstration de
lassertion (2) de cette méme proposition implique que

ac M(Hb"]b)(y/,y//) pour des v/, y" € Crit Age.
Fixons s > R et 0 < —R. Pour n assez grand, on a o + p,, > s. On en déduit
A (a(s)) = nEIEOOAHb(En(S))
> lim Ags(la(o + pn))
= A (v(0)).
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En faisant tendre s vers 400 et o vers —oo, on trouve

A (y") > Ao (y).
De méme

Amo(a(o)) = Tim_ A (€a(0))

n—-—+0o

< lim ‘AHb(en(S_pn))

~ n—+o0
= A (u(s)).

On fait de nouveau tendre s vers +0o et o vers —oo et on trouve

A (y') < A (y).
Mais Ay (y') > Age(y"), de sorte que

A (') = Ao (y") = Ao (),

donc a est constante en s (et plus précisément a(s) = y) puisque les valeurs
critiques de A v ont été supposées distinctes. ]

Supposons que les solutions u et v ne soient pas constantes en s. Choisis-
sons des boules B(x,¢), B(y,d) et B(z,0) dans l'espace des lacets LW, qui
satisfont aux propriétés du lemme 9.6.11. Quitte a diminuer § si nécessaire,
on peut également supposer que les lacets u(0) et v(0) ne sont contenus dans
aucune de ces boules. Elles ne contiennent pas d’autres lacets de Crit Ay,
Crit Age et Crit Age que x, y et z respectivement.

Gréice au lemme que nous venons de démontrer, nous savons que £(0) €
B(y,d) pour n assez grand. Comme dans la démonstration de la proposi-
tion 9.6.3, définissons

on =sup{s>0]¢,([-s,0]) C B(y,0)}
T, =sup{s > 0] £,([0,s]) C B(y,d)}

o, =inf{s > 0] ¢,(] — 00, —s]) C B(x,d)}

71 =1inf {s > 0| £, ([s, +oo[) C B(z,9)}.
Comme lim ¢,,(—p,,) = u(0) et lim £, (p,,) = v(0), on déduit que

—0, < —pn < —0n et T < pp < T
La construction de ces suites implique également que
ln(0n), b (1) € 0B(y,d), {n(o)) € 0B(x,0), Ln(7),) € OB(2,0).
D’ou l'on déduit :
/

Lemme 11.5.13. Les suites (pn, — 0p), (pn — ), (pn — Tn) €t (pn — 7)) sont
bornées.
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Démonstration. Supposons que (o), — p,,) tende vers +oo. Alors, par la pro-
position 11.5.6, la suite £, (s — o/,) converge vers ¢, solution de I’équation
de Floer associée a (H®, J%) (voir au besoin la démonstration du point (2)
de 11.5.6). Par ailleurs, la définition de o], implique que ¢(s) € B(x,d) pour
tous les s négatifs, ce qui entraine que

0e MU (z,y') pour un y € Crit Ao

Comme ((0) € 0B(x,0), on sait que 3y’ # . Mais ce n’est pas possible,
puisque nous avons démontré (lorsque nous démontrions la proposi-
tion 11.5.5) que la trajectoire brisée vers laquelle tend ¢, ne peut pas
contenir de trajectoires non constantes de I’équation de Floer associée a
(H®*, J*).

Supposons maintenant que o, — p,, tende vers —oo. Toujours en utilisant
la proposition 11.5.6, la suite (¢, (s—0,,)) converge vers une limite ¢ solution
de I'équation de Floer associée & (H®, J®). Nous avons

£(0) = 1ir+n ln(0y) € 0B(y,9).

Par ailleurs o, tend vers +oo (sinon, si o, est bornée, comme ¢,, converge
>, Un(0y) ne peut pas appartenir a 0B(y, J)).

Soit s > 0. Pour n assez grand, on a s — oy, € | — 0, 0], donc £,,(s—0y,) €
B(y,9), d’ou £(s) € B(y,d). On en déduit que ¢ est une solution non
constante de I'équation de Floer associée a (H®,.J’). Elle apparait dans
la trajectoire brisée qui est la limite de ¢,, (cette trajectoire commencerait
par u, £). Cela est impossible, comme précédemment.

On procede de manieére analogue pour démontrer les assertions sur 7,

et 7. O

vers y dans C

Soit A > 0 et tel que toutes les suites de I’énoncé précédent prennent
leurs valeurs dans [—A, A] et tel que

u(s) € B(x,0) pour s < —A, wu(s) € B(y,d) pour s > A,

v(s) € B(y,d) pour s < —A et wv(s) € B(z,d) pour s > A.
Comme dans la démonstration de la proposition 9.6.3, on découpe R en
plusieurs intervalles et on définit Y;,(s) pour s dans chacun des intervalles :

(1) Sis < —p, — A< —0), alors £,(s) € B(z,9),
W (5) = uls + pa) € B(x,0)

et on utilise le lemme 9.6.11.
(2) Si —pn — A < s < —pn+ A, on utilise le fait que £, (s — p,,) tend vers
u(s) uniformément sur s € [—A, A].



410 CHAPITRE 11. HOMOLOGIE DE FLOER : INVARIANCE

(3) Si —pn+A<s<p,—A, alors —g, < s <, donc £,(s) € B(y,9).

Puis

u(s+pa) et v(s— pa) € Bly,d),
donc w,, (s) € B(y,d) (toujours par le lemme 9.6.11). On utilise ce lemme
pour définir Y,,.

(4) Si pn — A < s < pp + A, on utilise le fait que ¢,,(s + p,,) tend vers
v(s), uniformément sur s € [—A, A].

(5) Sis > pn+A>71),,0nal,(s) € B(z,0) et wy, (s) =v(s—pn) €
B(z,0) ce qui nous permet de définir Y, en utilisant, toujours, le
lemme 9.6.11.

Cela termine la preuve dans le cas ou u et v ne sont pas constantes en s.
Si I'une des deux solutions (ou toutes les deux) est (sont) constante(s), la
preuve se simplifie. Supposons par exemple que v soit constante en s (en
particulier, alors, y = z). La preuve du théoréme 9.1.6, qui construit la
trajectoire brisée limite de £,,, implique alors que ¢, (s) € B(z,d) pour tout
s > s* — p, (pour une certaine constante s*). Le pré-recollement w,, (s) a
évidemment la méme propriété, puisque, pour s > —p,, + A,

u(s+ pn) € B(y,8) = B(2,0) et v(s—p,) =y=z€ B(z,9).
Il suffira donc de définir Y,, pour les intervalles décrits dans (1) et (2) et

cela se fait de fagon analogue. O

La démonstration de la proposition 11.5.11 se fait exactement comme
celle de 11.2.4 au §9.6.c. Le fait que

Y, € WHP(wrTW)

résulte (de 'analogue) du lemme 9.6.13 (démontré de fagon identique).
Pour montrer que lim [|Y, |1, = 0, on fait une estimation, comme dans
la preuve de la proposition 11.2.4, & I'aide (de ’analogue) du lemme 13.7.1.
Notons que le lemme 9.6.14 est ici inutile (puisque p(x) = pu(y) = p(z), donc
W, = 0), 'estimation de la norme WP de Y,, est plus facile & obtenir. [

Fin de la démonstration de la proposition 11.5.9. Nous voulons démontrer
que, pour n assez grand,

€n = XPn (’LL, 'U),
autrement dit que
eXpy,, | Y, = XDy, Vous

c’est-a-dire Y;, = v,,,. Nous savons que

Sjpn (Yn) - grpn (’YPn) =0
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et que L,, = (dF,,)o est bijective comme nous l'avons vu au §11.5.a.
Mais nous ne pouvons pas appliquer directement le théoreme d’inversion
locale puisque la taille du voisinage sur lequel J, est bijective pourrait
décroitre lorsque n croit et Y,, pourrait n’étre pas contenu dans ce voisinage.
Nous utilisons le lemme d’unicité 9.6.16 qui affirme que la solution v, de
F,, (Y) = 0 obtenue par la méthode de Newton-Picard est la seule dans une
boule B(0,¢eq), la constante £y ne dépendant pas de n.

Donc, comme la norme WP de Y, tend vers 0, on a Y,, = Yo, €t la
démonstration de la proposition 11.5.9 est terminée. L]

Nous obtenons donc la surjectivité de x, pour p assez grand, qui nous
manquait pour finir la démonstration de la proposition 11.5.3. O

Celle-ci implique, trivialement, la proposition 11.5.2 : le lemme 11.5.1
affirme que I', est régulicre pour des valeurs arbitrairement grandes de p et
la proposition 11.5.3 implique que, a partir d'une certaine valeur de p,

@Fp _ @F/ o @F”

si le membre de gauche est défini.

Enfin, la proposition 11.5.2 implique évidemment la proposition 11.2.9,
qui était 1'objectif de cette section. Les propositions 11.2.8 et 11.2.9 en-
trainent l'invariance de 1’homologie de Floer par rapport au choix d’un
couple régulier (H, J).

11.6. Conclusion

Nous avons réalisé les objectifs du plan énoncé au §6.2 (page 134) et
démontré la conjecture d’Arnold.

Il faut signaler que I’homologie de Floer et ses diverses parentes ont bien
d’autres applications a la géométrie symplectique et de contact que cette
conjecture. La deuxiéme partie de ce livre constitue, en fait, un point de
départ pour les lecteurs intéressés par les aspects modernes de la topologie
symplectique. Pour ceux qui voudraient poursuivre la route, voici quelques
directions et références.

Tout d’abord, I’étude des sous-variétés lagrangiennes des variétés sym-
plectiques, déja entreprise par Floer dans [23], voir aussi les travaux de
Oh [52, 53, 54], Seidel et Fukaya [27, 63, 64], et, plus prés de nous, ceux
de Damian [18] et Gadbled [28].

Puis, la généralisation de notre construction au cas des variétés symplec-
tiques a bord de type contact. Dans ce cas, 'homologie de Floer n’est plus
isomorphe a celle de Morse comme ici, mais prend en compte les caractéris-
tiques fermées du bord. Ceci méne vers ’homologie symplectique développée
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par Viterbo [69] (voir aussi I'article de Oancea [51], et celui de Cieliebak et
Frauenfelder [16]).

Une autre branche va vers ’étude des variétés de contact. Une variante
de la construction de Floer, pour les variétés symplectifiées des variétés
de contact, donne une « homologie de contact », engendrée par les tra-
jectoires périodiques des champs de Reeb de la variété. Cette théorie est
due & Eliashberg, Givental et Hofer [21]. Voir également les travaux de
Bourgeois [11].

Mais ce serait le sujet d’un autre livre.



CHAPITRE 12

LA REGULARITE ELLIPTIQUE DE
L’OPERATEUR DE FLOER

12.1. La régularité elliptique : pourquoi et comment ?

Nous avons invoqué a plusieurs reprises, sous le nom de « régularité el-
liptique », la régularité des solutions de 1’équation de Floer

ou ou

Tout d’abord, au chapitre 6, nous en avons eu besoin pour montrer la com-

+ grad Hy(u) = 0.

pacité de espace M des solutions d’énergie finie (précisément, la proposi-
tion 6.5.3). L’énoncé utilisé est :

Lemme 12.1.1 (régularité elliptique). Soit U un ouvert de C. Toute solution

de classe C' de l’équation de Floer
ou ou
T T () =—
as T W5

est de classe C>. Toute suite (u,) de solutions définies sur U et satisfai-

+ grad He(u) =0

sant a

sup [lgrad un || o ;) < M
neN

(pour un certain M réel) a une sous-suite qui converge uniformément avec
toutes ses dérivées sur tout compact de U.

Ensuite, dans la démonstration du théoreme de transversalité 8.1.2,
page 228, nous avons également fait appel a la régularité elliptique pour
justifier le fait que les solutions de I’équation de Floer dans ’espace de type
Sobolev P1P(z,y) sont de classe C> et que la topologie induite par celle de
PLP sur cet espace de solutions est la méme sur celle de M, c’est-a-dire la
topologie €2 (P1?(z,y) est défini par 8.2.2).

Par la suite, 'argument de régularité elliptique est apparu dans les
situations similaires que nous avons eu a envisager : au chapitre 9 pour
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prouver que les solutions PP produites par le recollement sont de « vraies »
solutions et convergent vers une trajectoire brisée dans la bonne topolo-
gie (lemme 9.4.17), puis au chapitre 11, ol des énoncés de compacité,
transversalité et recollement sont prouvés dans un cadre plus général, ou
la structure presque complexe J et le hamiltonien H dépendent de s et
quelquefois d’un autre parameétre A.

On voit donc que la régularité elliptique intervient dans toutes les étapes
de la construction de 'homologie de Floer. C’est pourquoi nous allons don-
ner des énoncés rigoureux et des démonstrations détaillées de ces propriétés
dans ce qui suit. Nous avons utilisé principalement [44].

12.1.a. Enoncés de régularité elliptique (linéaire). Les énoncés de
régularité elliptique auxquels il a été fait référence dans ce texte sont appa-
rentés au théoreme :

Théoréme 12.1.2. Soit p > 1 et soit U C C un ouvert. Soit [ € VVllf)f(U)
et soit u € LY (U) une solution faible de Ou = f. Alors u € VVllel’p(U).
De plus, pour tout ouvert relativement compact V' avec V- C U, il existe une

constante C = C(k,p, K,U) telle que

lllyrsrogyy < € (1 lwroy + lll oy ) -

Nous démontrons ce théoreme au §12.3. Une de ses premieres consé-
quences est 'estimation suivante, utilisée dans le chapitre 8, et qui est I’ana-
logue, pour 'opérateur L, du théoréme 12.1.2.

Théoréme (lemme 8.7.2). Soit p > 1, soit S : R x S' — End(R?*") une
application continue avec lim, 1o S(s,t) = SE(t) et soit enfin

L: WY (R x SH; R*") — LP(R x S*; R*™)
Uopérateur de Cauchy-Riemann perturbé

1904 1904
LY = — - Y.
D5 + Jo ot + S

1l existe une constante C' > 0 telle que

VY € WHP(R x SHR™),  [[Vly, < CULY [ + 1Y 1)

Plus généralement, si Y et LY sont dans LP, alors Y € WYP et I’égalité
ci-dessus a lieu.

Nous le démontrons au §12.2. Nous utilisons aussi le théoréeme 12.1.2
pour obtenir un résultat de régularité pour le linéarisé de l'opérateur de
Floer.
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Théoreme 12.1.3 (régularité elliptique, version linéaire). Soit L ['opérateur

0 0 oo 1 2n
L=£+JOE+S, avec S € C°(R x S'; End(R*")).
SiY € LP(R x SY,R2") est tel que LY = 0 au sens des distributions,
alors Y est de classe C* et Y € WHP(R x SL; R?*™). Sip > 2, alors de plus

Y € Whi(R x SY; R™) pour tout ¢ > 1.

Démonstration du théoréme 12.1.3. Comme Y est dans LP,
Y = -SY € LP(R x S*;R?").

En utilisant le théoreme 12.1.2, on trouve donc que Y € VV]if , donc SY €
I/Vlif . Par le méme théoreéme, on a donc Y € I/Vlif et, par récurrence,
Y e Wf)f pour tout k € N (c’est un bootstrapping elliptique). En utilisant le
théoreme 16.4.9, on en déduit que Y est de classe C*°. Le théoréme précédent
(aussi connu sous le nom de lemme 8.7.2) nous donne le fait qu'elle est
dans Whp,

Supposons maintenant que p > 2. En procédant ensuite comme dans ce
qui précede, pour obtenir que Y € WH4(R x S) pour tout ¢ > 1, il suffit de
montrer que Y € L4(R x S1) pour tout ¢ > 1. Comme Y est de classe €,
une propriété de décroissance exponentielle

1Y (s,1)]] < e l*l Vst pour une constante § > 0

suffit. Or le théoreme 8.9.1 nous garantit cette propriété des que la fonction

1
R / 1Y (s, )11 dt
0

ne tend pas vers l'infini pour s — Fo0. Vérifions donc que notre Y satisfait
a cette propriété. L’inégalité de Holder donne

/ Y (s o) dr < (f s ol dt)z/p.

Donc, si fol |Y (s, t)]|*dt tend vers Iinfini, il en est de méme de fol Y (s,t)|"dt,
ce qui est exclu par le fait que

“+o00 1
/ / 1Y (s,8)|” dtds = |[Y][%, < +oo.
—00 0

Le théoreme est ainsi démontré. O]

12.1.b. Enoncés de régularité elliptique (non linéaire). Les proprié-
tés de régularité elliptique « non linéaire » sont englobées dans I’énoncé qui
suit :
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Proposition 12.1.4. Pour p > 2, une solution u € I/Vlif(R x SLW)
de [’équation de Floer est de classe C>. Sur [’espace des solutions
u € Wli’Cp(R x S1; W), les topologies € . et €. coincident.

La notation I/VILCP(R x S1: W) apparait ici pour la premiére fois ; nous en
précisons la signification plus bas. Remarquons aussi que, contrairement aux
énoncés précédents, la régularité elliptique non linéaire nécessite I’hypothese

p > 2. Voici quelques explications.

Pourquoi supposer p > 27 Dans tous les énoncés de régularité, il s’agit
de démontrer qu’une solution faible (solution au sens des distributions) est
une vraie solution de classe C*°. Dans notre cas, par hypothese, la solution
est dans un espace de Sobolev WP (R x S!). Comme nous I’avons expliqué
au §8.2, supposer p > 2 nous garantit, via le théoréme de Rellich 16.4.6, que
cette solution est continue. Du méme coup, ceci nous permet de travailler
en coordonnées locales.

La régularité d’une solution u : R x S — W se lit dans des cartes
de W. Mais d’autres propriétés dont il est question ici, comme par exemple
Pintégrabilité LP (méme sur des compacts) ne sont pas invariantes par
changement de carte. En revanche, si u est dans WP (R x S*; R?") et si
¢ : R?™ — R?" est continue, alors, pour p > 2, pou € Wl’p(R x S R?).

loc

En effet, pou est dans L (R x S*; R*") du fait de la continuité de u, puis

d(pou)
0s

(et de méme pour la dérivée par rapport & t) comme produit d’une fonc-

)
— (d@)u(a—Z) € I” (R x SL R

loc

tion continue et d’une fonction LY .
I'espace W1P(R x S1; W) comme le sous-espace des fonctions continues qui

sont représentées en coordonnées par des fonctions W1P(R x S'; R?"). Une

Par conséquent, nous pouvons définir

alternative équivalente est de plonger W dans R™ et de considérer les fonc-
tions I/Vli)f(R x S1;R™) qui prennent leurs valeurs dans W (la définition
ne dépendra pas alors du plongement choisi).

Ce n’est pas la seule raison de supposer p > 2. Cette condition est essen-
tielle aussi dans un argument de « bootstrapping elliptique » qui intervient
dans la démonstration de la régularité, précisément ci-dessous dans celle du

théoréme 12.1.5.

La proposition 12.1.4 implique le lemme 12.1.1 : pour le démontrer, on
applique le théoreme d’Ascoli (la famille u,, est équicontinue) et on trouve
que (modulo extraction d’une sous-suite) la suite u,, converge, pour la to-
pologie G?OC, vers une limite v continue. Comme grad(u,,) est 