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PRÉFACE

L’homologie de Floer est aujourd’hui une technique indispensable de la
topologie symplectique. Inspirée d’idées de Witten et de Gromov dans les
années 1980, elle a permis depuis de résoudre de nombreux problèmes diffi-
ciles, et elle continue de le faire.

Ce livre est consacré à la solution d’un de ces problèmes, une célèbre
conjecture due à Arnold, qui propose de minimiser le nombre de trajectoires
périodiques d’un système hamiltonien par un invariant qui ne dépend que
de la topologie de la variété symplectique sur laquelle évolue ce système.
Cette minoration ressemble beaucoup aux célèbres inégalités de Morse, qui
minorent le nombre de points critiques d’une fonction. Une ressemblance
qui n’a rien de fortuit : l’homologie de Floer est un analogue (en dimension
infinie) de l’homologie de la variété telle qu’elle est calculée par le complexe
de Morse « à la Witten » : le rôle principal est tenu dans les deux cas par
les espaces de modules de trajectoires joignant les points critiques (d’une
fonction pour Morse, d’une fonctionnelle pour Floer).

En 2004–2005, nous avions proposé un cours, deux cours, sur ces no-
tions. Nous avons commencé par la théorie de Morse, bien sûr, il y avait
des étudiants, nous aimions beaucoup le livre de Milnor dans lequel nous
avions l’un et l’autre appris l’existence, la multitude et surtout l’utilité des
fonctions de Morse, nous avons donc commencé à rédiger des notes pour les
étudiants, c’était assez facile...

Et puis, c’est devenu plus difficile — il n’existait aucun livre donnant le
point de vue plus moderne sur l’homologie de Morse, avec la construction et
les propriétés d’invariance du complexe de Morse défini à l’aide des espaces
de trajectoires, qui nous permettrait d’aller vers la construction du complexe
de Floer — copier n’était plus possible, il nous a donc fallu là un peu
d’imagination.



x PRÉFACE

La première partie du cours terminée à la satisfaction des auditeurs, nous
avons abordé l’homologie de Floer. Les objets et les techniques, que nous,
topologues et géomètres, utilisons tous les jours, de l’homologie de Morse, se
sont transfigurés en objets et techniques de l’homologie de Floer. Le charme,
un des charmes, et la force, de cette théorie, résident en ceci qu’elle utilise,
outre la géométrie et la topologie, beaucoup d’analyse, des opérateurs de
Fredholm et des espaces de Sobolev. Exposer ceci à d’authentiques étudiants
n’est pas une tâche très facile, même en s’y mettant à deux. C’est pourquoi
nous avons décidé de persister à rédiger des notes de cours.

Si de nombreux travaux de recherche ont utilisé et utilisent toujours ces
techniques, si de nombreux étudiants en ont aujourd’hui besoin, il faut bien
dire qu’il n’y avait pas, sur ce sujet-là non plus, de livre raisonnablement
auto-suffisant.

Cinq années se sont écoulées, au cours desquelles nous avons affiné, cor-
rigé, allongé, précisé, majoré, minoré, égalé, comparé, énoncé et démontré
soixante-treize théorèmes, cent vingt et une propositions et cent six lemmes,
dessiné quatre-vingt-dix-huit figures (et posé un certain nombre d’exercices,
dont, contrairement à la coutume, aucun ne contient la démonstration d’un
résultat important « laissé en exercice aux lecteurs »)...

Cinq années se sont écoulées, au cours desquelles d’autres étudiants ont lu
ces notes et nous ont fait des commentaires qui nous ont convaincus qu’elles
répondaient à un besoin et qu’il serait stupide de ne pas les améliorer encore
pour en faire un livre.

Voici ce livre, consacré à la puissance et la gloire des méthodes homolo-
giques à la Morse-Floer.

Ce qu’il faut savoir... Il était difficile de prétendre écrire un ouvrage
auto-suffisant. Pourtant, celui-ci est issu d’un cours professé devant d’au-
thentiques étudiants de mastère — à qui nous avons dû commencer par
« rappeler » ce qu’était une variété. En pensant à eux et à leurs semblables,
nous avons donc regroupé à la fin du livre et en trois chapitres « ce qu’il
faut savoir », les résultats de base que nous utilisons, en géométrie différen-
tielle, topologie algébrique, analyse. Il y a parfois des définitions et/ou des
démonstrations complètes, parfois des indications. Un index devrait aider à
s’y retrouver.

Remerciements. À tous les étudiants qui ont subi ce cours, notamment à
Emily Burgunder, Olivier Dodane, Shanna Li, Alexandre Mouton, Emma-
nuel Rey, Nelson Souza.
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À François Laudenbach, Dusa McDuff. À Jean-Claude Sikorav pour sa
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PARTIE I

THÉORIE DE MORSE
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INTRODUCTION DE LA PREMIÈRE PARTIE

Cette première partie est consacrée à la théorie de Morse, avec en ligne
de mire le complexe défini par les points critiques d’une fonction de Morse
et les trajectoires d’un champ de gradients.

C’est une théorie dont la toute première pierre est la remarque que l’étude
d’une fonction (bien choisie) peut donner des informations assez précises sur
la topologie d’une variété. L’exemple le plus classique — mais les exemples
les plus classiques sont souvent les plus instructifs — est celui de la fonc-
tion « hauteur » R3 → R et de sa restriction aux différentes sous-variétés
représentées sur les figures. La fonction f est, dans les trois cas considérés,
la restriction de (x, y, z) �→ z.

−1

+1

Figure 1. La sphère ronde

La première figure (figure 1) représente la sphère « ronde », c’est-à-dire
la sphère unité

S2 =
{

(x, y, z) ∈ R3 | x2 + y2 + z2 = 1
}
.
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Les niveaux f−1(a) sont⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∅ si a < −1
un point si a = −1
un cercle si − 1 < a < 1
un point si a = 1
∅ si a > 1.

En remontant les valeurs de la fonction, on constate que les niveaux ont
toujours la même topologie, jusqu’à ce que se produise un accident, où la
topologie change, puis reste la même jusqu’à l’accident suivant.

Il en est de même pour les « sous-niveaux », c’est-à-dire ce qui se trouve
au-dessous d’un niveau donné, qui sont, dans ce cas, d’abord vides, puis
(brièvement) un point, puis un disque, puis la sphère tout entière.

Les accidents sont les valeurs critiques de la fonction, correspondant aux
points critiques, ceux où la différentielle de f s’annule, ceux pour lesquels
le plan tangent est horizontal, les pôles nord et sud de la sphère. Bien sûr,
le pôle sud est le minimum de la fonction et le pôle nord son maximum.

Figure 2. Le tore

La situation est analogue dans le cas du tore de la figure suivante
(figure 2) à cette différence près qu’il y a maintenant des points critiques
qui ne sont pas des extrema de la fonction, ce sont les deux points « selle ».
Les niveaux correspondants sont des courbes en forme de huit (dont
l’une est représentée sur la figure), et donc pas des sous-variétés, on aura
remarqué que les niveaux réguliers, non critiques, doivent, eux, être des
sous-variétés (à cause du théorème de submersion).
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Un des premiers résultats de cette théorie est un théorème, dû à Reeb
(au moins pour les fonctions de Morse) et que nous démontrerons (dans
ce cas) qui affirme qu’une variété compacte qui possède une fonction avec
seulement deux points critiques est homéomorphe à une sphère. Mais bien
sûr, il y a sur la sphère des fonctions avec plus de points critiques.

Figure 3. Une autre sphère

La troisième figure (figure 3) est là pour illustrer ce fait. Parce que c’est
pratique à visualiser, on a gardé la « même » fonction hauteur et on a « fait
un creux » dans la sphère, en douceur, ce qui fait que la sous-variété est bien
sûr toujours difféomorphe à une sphère, mais que maintenant, la fonction a
deux maxima locaux et un point selle. On remarquera toutefois que la parité
du nombre de points critiques de la nouvelle fonction est la même que celle
de l’ancienne. Si on les suppose non dégénérés, une importante propriété
qui sera définie plus bas (et que vérifient les points critiques représentés sur
nos figures), le nombre de points critiques comptés modulo 2 est égal à la
caractéristique d’Euler modulo 2 de la variété, un invariant qui ne dépend
pas de la fonction mais seulement de la variété.

L’idée des espaces de trajectoires de Witten permet de mettre en évi-
dence un invariant plus fin : on voit bien que le tore et la sphère sont des
variétés très différentes, même si toutes les deux possèdent une fonction
avec quatre points critiques non dégénérés. Cet outil est ce que l’on appelle
aujourd’hui l’homologie de Morse HMk(V ) de la variété. C’est l’homologie
d’un complexe, le complexe de Morse, construit à partir des points critiques
d’une fonction de Morse en « comptant » les trajectoires d’un champ de
vecteurs qui les relient... une homologie qui ne dépend, in fine, que (du type
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de difféomorphisme) de la variété. Les remarques que nous venons de faire
à propos du nombre de points critiques sur telle ou telle variété s’expriment
en les fameuses « inégalités de Morse » : le nombre ck de points critiques
d’indice k d’une fonction de Morse sur une variété satisfait à

ck ≥ dimHMk(V ).

Ces objets forment donc naturellement le sujet de la première partie de
ce texte.



CHAPITRE 1

FONCTIONS DE MORSE

Toutes les variétés et les fonctions que nous considérons ici sont de
classe C∞, même si on n’a besoin en général que de régularité C1 !

1.1. Définition des fonctions de Morse

1.1.a. Points critiques, non-dégénérescence. Soit V une variété et
soit f : V → R une fonction.

Remarque 1.1.1. Au moins si V est compacte, f a toujours des points cri-
tiques, puisqu’elle a au moins un maximum et un minimum.

En un point critique de f , on peut définir la hessienne ou dérivée seconde.

Remarque 1.1.2. Rappelons qu’une fonction sur une variété n’a pas de dérivée
seconde : il est toujours possible de calculer une dérivée seconde dans une
carte, mais le résultat dépend de la carte utilisée. La dérivée seconde est
bien définie sur le noyau de la dérivée première... Ici nous nous contenterons
de la définir en les points critiques. Voir l’exercice 1 page 17.

Plutôt que d’utiliser une carte et de montrer que le résultat n’en dépend
pas, faisons appel à un argument plus intrinsèque (comme dans [47, p. 4]).
Si x est un point critique de f et si X et Y sont des vecteurs tangents à V
en x, posons

(d2f)x(X,Y ) = X · (Ỹ · f)(x)
où nous avons noté Ỹ un champ de vecteurs prolongeant localement Y .
Comme

X · (Ỹ · f)(x)− Y · (X̃ · f)(x) = [X̃, Ỹ ]x · f = (df)x([X̃, Ỹ ]x) = 0,

l’expression est une forme bilinéaire symétrique en X et Y . Le même calcul
montre aussi que cette forme est bien définie, le résultat ne dépend pas du
prolongement Ỹ choisi.
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On dira qu’un point critique est non dégénéré si cette forme bilinéaire
l’est. Et qu’une fonction est de Morse si tous ses points critiques sont non
dégénérés.

1.1.b. Exemples et contre-exemples. Les points critiques de la fonc-
tion hauteur sur la sphère sont non dégénérés. En effet, au voisinage du
point (0, 0, ε) ∈ S2, (x, y) forment des coordonnées locales et

f(x, y) = z = ε
√

1− x2 − y2,

une fonction dont la dérivée seconde est la forme quadratique

(d2f)(0,0,ε)(x, y) = −ε(x2 + y2)

une forme quadratique non dégénérée, en effet.

Il est très facile de construire des fonctions avec des points critiques
dégénérés, par exemple en prenant pour fonction une forme quadratique
dégénérée, qui sera sa propre dérivée seconde en 0 ou pire, un polynôme de
degré plus grand, comme la fonction x �→ x3, de R dans R, qui a un point
critique dégénéré en 0.

Voir d’autres exemples dans [47] et dans les exercices de ce chapitre (voir
aussi la remarque 4.4.5 ci-dessous).

1.2. Existence et multitude des fonctions de Morse

Il est moins facile de montrer qu’il existe des fonctions de Morse sur toutes
les variétés, mais c’est vrai. Dans ce paragraphe (qui est une paraphrase
de [47]), nous montrons qu’il existe, en un sens précis, beaucoup de fonctions
de Morse sur une variété compacte (en fait, nous le montrons pour n’importe
quelle variété qui se plonge comme sous-variété dans un espace Rn).

1.2.a. Existence de fonctions de Morse. Utilisons le théorème de plon-
gement (ici le théorème 14.1.2) et montrons l’existence de fonctions de Morse
sur les sous-variétés de l’espace Rn.

Proposition 1.2.1. Soit V ⊂ Rn une sous-variété. Pour presque tout point p
de Rn, la fonction

fp : V −→ R

x �−→ ‖x− p‖2

est une fonction de Morse.
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Démonstration. La différentielle de fp est

Txfp(ξ) = 2(x− p) · ξ,
de sorte que x est critique si et seulement si (x− p) est orthogonal à TxV .
Paramétrons V localement (comme nous y autorise le théorème des sous-
variétés, ici le théorème 14.1.1) par

(u1, . . . , ud) �−→ x(u1, . . . , ud).

Dans ces coordonnées,
∂fp
∂ui

= 2(x− p) · ∂x
∂ui

et
∂2fp
∂ui∂uj

= 2
( ∂x
∂uj
· ∂x
∂ui

+ (x− p) · ∂
2x

∂ui∂uj

)
.

Le point x est donc un point critique non dégénéré si et seulement si le
vecteur x − p est orthogonal à TxV et la matrice ci-dessus est de rang d.
Pour montrer que, pour presque tout p, la fonction fp est de Morse, il
suffit donc de montrer que les p qui ne vérifient pas cette propriété sont les
valeurs critiques d’une application C∞ et d’appliquer le théorème de Sard
(théorème 14.2.1). Considérons donc le « fibré normal » de V dans Rn,
c’est-à-dire l’espace

N = {(x, v) ∈ V ×Rn | v ⊥ TxV } ⊂ V ×Rn,

et l’application

E : N −→ Rn

(x, v) �−→ x+ v.

La proposition est alors conséquence du lemme qui suit :

Lemme 1.2.2. Le fibré normal N est une sous-variété de V ×Rn. Le point
p = x+ v ∈ Rn est une valeur critique de E si et seulement si la matrice

∂2f

∂ui∂uj
= 2

( ∂x
∂uj
· ∂x
∂ui

+ v · ∂
2x

∂ui∂uj

)
n’est pas inversible.

Démonstration. Comme V est une sous-variété de Rn, il y a une carte
(locale) envoyant Rn sur un ouvert de Rn et Rd sur un ouvert de V .
L’application tangente à la carte envoie la base canonique de Rn sur une
base de vecteurs tangents à V suivis de vecteurs engendrant un supplé-
mentaire. Il suffit alors d’orthonormaliser cette base pour obtenir n − d



10 CHAPITRE 1. FONCTIONS DE MORSE

champs de vecteurs v1, . . . , vn−d qui forment en chaque point de V une base
orthonormée de (TxV )⊥. Alors, l’application

(u1, . . . , ud, t1, . . . , tn−d) �−→
(
x(u1, . . . , ud),

n−d∑
i=1

tivi(u1, . . . , un−d)
)

est un paramétrage local de N , donc celle-ci est bien une sous-variété. Dans
ces coordonnées, les dérivées partielles de E sont⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∂E

∂ui
=
∂x

∂ui
+
n−d∑
k=1
tk
∂vk
∂ui

∂E

∂tj
= vj .

Calculons les produits scalaires de ces n vecteurs avec les n vecteurs indé-
pendants

∂x

∂u1
, . . . ,

∂x

∂ud
, v1, . . . , vn−d,

obtenant ainsi une matrice qui a le même rang que la jacobienne de E et
qui a la forme⎛⎜⎜⎝

( ∂x
∂ui
· ∂x
∂uj

+
∑
k

tk
∂vk
∂ui
· ∂x
∂uj

) (∑
k

∂vk
∂ui
· v�

)
0 Id

⎞⎟⎟⎠ .
Mais vk est orthogonal à ∂x/∂uj , donc

∂

∂ui

(
vk · ∂x
∂uj

)
=
∂vk
∂ui
· ∂x
∂uj

+ vk · ∂
2x

∂ui∂uj
= 0.

Ce qui achève la démonstration du lemme...

et donc celle de la proposition.

Nous dirons quelques mots des points p pour lesquels la fonction p n’est
pas de Morse, ci-dessous dans la remarque 1.4.1.

Remarque 1.2.3. Remarquons que cette démonstration utilise une partie non
triviale du théorème de Sard (mais pas la plus difficile, qui serait celle où
la dimension de la source est strictement plus grande que celle du but) : les
deux variétés N et Rn ont la même dimension.

1.2.b. Généricité des fonctions de Morse. La proposition 1.2.1 montre
qu’il existe de nombreuses fonctions de Morse sur une sous-variété de Rn. En
utilisant les mêmes outils, nous montrons maintenant, toujours suivant [47],
que toute fonction C∞ peut être approchée par des fonctions de Morse.
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Proposition 1.2.4. Soit V une variété qui peut être plongée comme sous-
variété dans un espace Rn et soit f : V → R une fonction C∞. Soit k
un entier. Alors f peut être approchée, uniformément sur tout compact,
ainsi que toutes ses dérivées d’ordre ≤ k, par des fonctions de Morse.

Démonstration. Fixons un nombre réel c (avec vocation à être assez grand).
Choisissons un plongement de V dans Rn pour un n assez grand, de fa-
çon que la première coordonnée soit la fonction f (il suffit d’ajouter cette
coordonnée à un plongement dans un espace de dimension Rn−1),

h(x) = (f(x), h2(x), . . . , hn(x)).

D’après la proposition 1.2.1, pour presque tout point

p = (−c+ ε1, ε2, . . . , εn)

proche de (−c, 0 . . . , 0), la fonction fp est de Morse. Alors

g(x) =
fp(x)− c2

2c
est évidemment de Morse elle aussi. De plus,

g(x) =
1
2c

(
(f(x) + c− ε1)2 + (h2(x)− ε2)2 + · · ·+ (hn(x)− εn)2 − c2)

= f(x) +
f(x)2 +

∑
hi(x)2

2c
− ε1f(x) +

∑
εihi(x)

c
+

∑
ε2i − ε1,

ce qui montre (avec c assez grand et les εi assez petits), que g approche f
uniformément sur les compacts comme annoncé.

Sans plonger la variété V et en utilisant la transversalité, il est possible
de démontrer :

Théorème 1.2.5. Soit V une variété compacte. L’ensemble des fonctions de
Morse sur V est un ouvert dense de C∞(V ; R).

On trouvera (si besoin, la définition de C∞(V ; R) au § 14.3.b et) une
démonstration (utilisant la « transversalité sous contrainte ») dans l’exer-
cice 9 page 19.

1.3. Le lemme de Morse, indice d’un point critique

Décrivons ici ce qui se passe près d’un point critique d’une fonction de
Morse.
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1.3.a. Le lemme de Morse. Au voisinage d’un point critique, la fonction
est bien approchée par (la moitié de) sa dérivée seconde. Le lemme de Morse
affirme beaucoup mieux : quitte à changer de coordonnées locales, elle lui
est égale.

Théorème 1.3.1 (lemme de Morse). Soit c un point critique non dégénéré de
la fonction f : V → R. Il existe un voisinage U de c et un difféomorphisme
ϕ : (U, c)→ (Rn, 0) tels que

f ◦ ϕ−1(x1, . . . , xn) = f(c)−
i∑
j=1

x2
j +

n∑
j=i+1

x2
j .

Démonstration. On peut démontrer ce résultat en utilisant le lemme
d’Hadamard comme le fait Milnor dans [47]. La démonstration que nous
choisissons ici est une application directe du théorème des fonctions
implicites, c’est celle que l’on trouve dans [39](1).

En utilisant une carte, comme le résultat est local, nous supposons que
V = Rn et que le point critique c est 0. En composant par un isomor-
phisme d’espaces vectoriels, nous supposons en outre que la forme quadra-
tique (d2f)0 est diagonale.

Nous démontrons le résultat par récurrence sur la dimension. Commen-
çons donc par le cas n = 1, où

f(x) = f(0) +
1
2
f ′′(0)x2 + ε(x)x2

= f(0)± ax2(1 + ε(x))

pour un réel strictement positif a. Posons

x1 = ϕ(x) = x
√
a(1 + ε(x)).

Il est clair que ϕ est un difféomorphisme local (puisque ϕ′(0) =
√
a �= 0)

ce qui permet d’appliquer le théorème d’inversion locale, de sorte qu’au
voisinage de 0,

f ◦ ϕ−1(x1) = f(x) = f(0)± x2
1.

C’est le théorème pour n = 1.
Écrivons ensuite Rn = R × Rn−1 et notons ses points (x, y). Écrivons

f(x, y) = fy(x), considérant ainsi les fonctions de variable réelle fy, quand

(1)L’avantage principal de cette démonstration est qu’elle donne un résultat un peu plus
général que le lemme de Morse : près d’un point critique, une fonction s’écrit comme
somme d’une constante, d’une forme quadratique de rang k ≤ n et d’une fonction des
n − k variables restantes dont toutes les dérivées partielles d’ordre 1 et 2 sont nulles au
point considéré.
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le paramètre y varie dans Rn−1. La formule de Taylor s’écrit maintenant

f(x, y) = fy(0) + f ′y(0)x+
1
2
f ′′y (0)x2 + x2ε(x, y).

Si le terme f ′y(0) est nul, continuons comme dans le cas n = 1, puisque
f ′′y (0) �= 0 (sinon il y aurait une colonne nulle dans la matrice des dérivées
secondes de f) ce qui nous permet d’écrire

f(x, y) = fy(0)± a(y)x2(1 + ε(x, y)) avec a(y) > 0.

L’application

ϕ : (x, y) �−→ (x1 = x
√
a(y)(1 + ε(x, y)), y1 = y)

est un difféomorphisme local comme dans le cas n = 1 et, toujours comme
dans ce cas, donne

f ◦ ϕ−1(x1, y1) = ±x2
1 + f(0, y1)

ce qui permet effectivement de conclure par récurrence.
Montrons donc maintenant qu’il est possible de se ramener au cas où

f ′y(0) = 0. Cherchons les points critiques de fy, c’est-à-dire les solutions de
l’équation

∂f

∂x
(x, y) = 0.

Avec nos hypothèses sur (d2f)0, nous savons que

∂2f

∂x2 (0, 0) �= 0,

de sorte que le théorème des fonctions implicites nous assure que nos so-
lutions, au voisinage de (0, 0), sont les points du graphe x = ϕ(y) d’une
fonction ϕ définie et C∞ au voisinage de 0 ∈ Rn−1. Comme nous avons sup-
posé la dérivée seconde diagonale, la dérivée en (0, 0) de ∂f/∂x par rapport
aux variables y est nulle, de sorte que (dϕ)0 = 0.

Utilisons maintenant le difféomorphisme local (au voisinage de 0)
Φ(x, y) = (x+ ϕ(y), y) dont la différentielle en 0 est l’identité. La fonction
f ◦ Φ vérifie ⎧⎨⎩

∂

∂x
(f ◦ Φ)(0, y) = 0

d2(f ◦ Φ)(0,0) = (d2f)(0,0).

En intégrant le difféomorphisme local Φ dans la notation, c’est-à-dire en
appelant encore f la fonction f ◦Φ, nous nous sommes ramenés au cas d’une
fonction ayant la propriété voulue. Le lemme de Morse est démontré.

On appelle carte de Morse une carte de la variété dans l’ouvert de laquelle
des coordonnées données par le lemme de Morse sont définies.
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Un corollaire immédiat du lemme de Morse est le suivant (voir aussi
l’exercice 2 page 17).

Corollaire 1.3.2. Les points critiques non dégénérés d’une fonction sont
isolés.

En particulier, une fonction de Morse sur une variété compacte a un
nombre fini de points critiques.

L’entier i qui apparaît dans l’énoncé du lemme de Morse est l’indice du
point critique (il ne dépend que du point critique, (n− i, i) est la signature
de la forme quadratique dérivée seconde).

Remarque 1.3.3. Un point critique d’indice i de f est un point critique d’in-
dice n− i de −f .

1.3.b. Exemples de points critiques.

Extrema. Un minimum local d’une fonction de Morse est un point critique
d’indice 0. Les figures représentent un minimum de la fonction hauteur (sur
la variété) et quelques niveaux de la fonction près d’un minimum dans une
carte de Morse.

Figure 1. Un minimum

Figure 2. Point critique d’indice 0

Un maximum local est un point critique d’indice n (la dimension de
la variété). La figure 2 montre aussi bien les niveaux d’une fonction au
voisinage d’un maximum.

Indice 1. Les points critiques d’indice 1 d’une fonction de deux variables
sont ceux que l’on a vu apparaître dans le cas du tore. Ces points sont
appelés des points « selle » ou des « cols ». La figure 3 explique le mot
selle. Le terme de col est bien adapté : la figure 3 évoque bien aussi un
col de montagne, « le point le plus élevé entre deux sommets », comme le
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« définissent(2) » les manuels de géographie, et, de même, la figure 4 évoque
les courbes de niveau d’une carte de géographie, au voisinage d’un col.

Figure 3. Un point selle
Figure 4. Point critique d’indice 1

1.4. Exemples de fonctions de Morse

Les exemples classiques de fonctions de Morse présentés ici seront utilisés
dans la suite.

1.4.a. La fonction (carré de la) distance à un point. Nous l’avons
dit au 1.2.a, les fonctions fp = ‖x− p‖2 sont, en général, des fonctions de
Morse. La figure 5 montre les deux points critiques d’une telle fonction sur
la sphère unité et sur un tore de R3.

Remarque 1.4.1. Le seul point pour lequel cette fonction n’est pas de Morse
sur la sphère est le centre de la sphère. Plus généralement, on appelle « points
focaux » de V les points p de Rn pour lesquels la fonction n’est pas de
Morse. Cette terminologie se justifie par le fait qu’en un tel point (pour
une hypersurface), des normales infinitésimalement proches se rencontrent ;
si l’on imagine l’hypersurface comme une source lumineuse et les normales
comme les rayons lumineux qu’elle émet, il y a accumulation d’intensité
lumineuse en ces points, d’où leur nom de foyers, ou de points focaux.

En général, un point d’une sous-variété est critique pour la fonction dis-
tance si celle-ci y est tangente (non transverse) à la sphère de centre p
passant par ce point.

(2)Les définitions « passage étroit entre deux montagnes » ou « dépression formant passage
entre deux sommets montagneux », que l’on trouve dans les dictionnaires, ne sont pas
plus précises.
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min

max

p

indice 1

min

max

indice 1

Figure 5. La fonction distance à p, sur un tore et une sphère

1.4.b. Fonctions hauteur. Les trois fonctions hauteur représentées dans
l’introduction sont des fonctions de Morse

– sur la sphère S2, avec deux points critiques, d’indices 0 (le minimum,
pôle sud) et 2 (le maximum, pôle nord) ;

– sur le tore T 2, avec quatre points critiques, le minimum, le maximum
et deux points critiques intermédiaires, d’indice 1 ;

– sur la sphère S2 à nouveau, avec quatre points critiques, un minimum,
un point critique d’indice 1 et deux maxima locaux.

Remarque 1.4.2. On peut aussi considérer la hauteur comme la distance à
un point situé à l’infini dans la direction de l’axe des z.

1.4.c. Sur le tore T 2. Il y a bien d’autres fonctions sur le tore ! Considé-
rons la fonction

f : R2 −→ R
(x, y) �−→ cos(2πx) + cos(2πy)

et la fonction, toujours notée f , qu’elle définit sur le tore T 2 = R2/Z2. C’est
une fonction produit (comme nous en avons rencontré plus généralement
au § 1.1.b). Celle-ci a quatre points critiques :

– un minimum, le point (1
2 ,

1
2) ;

– deux points critiques d’indice 1, les points (1
2 , 0) et (0, 1

2 ) ;
– un maximum, le point (0, 0).
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Figure 6. Une fonction de Morse sur le tore

Les lecteurs sont invités à vérifier ces assertions (les vérifications sont
directes). La figure 6 représente quelques niveaux de la fonction f sur le tore.
Remarquons que le minimum est au niveau −2, les deux points critiques
d’indice 1 dans le même niveau 0 et le maximum au niveau 2.

Exercices

Exercice 1. Soient U un ouvert de Rn et f : U → R une fonction de
classe C∞. Soient V un ouvert de Rn et ϕ : V → U un difféomorphisme.
Calculer (d2(f ◦ ϕ))y (pour y ∈ V ).

Soient M une variété et g : M → R une fonction. Montrer que la forme
bilinéaire (d2g)x est bien définie sur le sous-espace vectoriel

Ker(df)x ⊂ TxM.

Exercice 2. Le fibré cotangent T �V de la variété V est muni de sa struc-
ture naturelle de variété (rappelée au chapitre 14). Vérifier que l’on peut
considérer la différentielle df d’une fonction f : V → R comme une section

df : V −→ T �V
de ce fibré cotangent (qui est un plongement de V dans T �V ).

Quels sont les points critiques de f dans ce langage ? Montrer que le
point a est un point critique non dégénéré de f si et seulement si la sous-
variété df(V ) est transverse à la section nulle au point considéré.

Montrer qu’un point critique non dégénéré d’une fonction est isolé (sans
utiliser le lemme de Morse !).

Exercice 3 (une selle de singe). On considère la fonction

f : R2 −→ R

(x, y) �−→ x3 − 3xy2.
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Étudier le point critique (0, 0). Est-il non dégénéré ? Dessiner quelques ni-
veaux réguliers de la fonction f ainsi que son graphe.

Exercice 4. Si f : V → R et g : W → R sont des fonctions de Morse, alors
f+g : V ×W → R est aussi une fonction de Morse dont les points critiques
sont les couples de points critiques de f et g.

Exercice 5 (sur l’espace projectif complexe). La fonction définie sur
Cn+1−{0} par

f(z0, . . . , zn) =
∑n
j=0 j |zj |2∑n
j=0 |zj |2

passe au quotient pour définir une fonction, toujours notée f , sur l’espace
projectif complexe Pn(C).

Vérifier que c’est une fonction de Morse dont les points critiques sont les
points [1, 0, . . . , 0] (d’indice 0), [0, 1, 0, . . . , 0] (d’indice 2) et ainsi de suite
jusqu’à [0, . . . , 0, 1] (d’indice 2n).

Les lecteurs désireux de savoir d’où peut bien venir cette fonction (de [47],
bien sûr, mais avant ?) pourront se reporter à la remarque 2.1.12.

Exercice 6 (sur la sphère et sur le plan projectif réel). Avec essentiellement
la même formule, considérons ici la fonction

f : S2 −→ R

(x, y, z) �−→ y2 + 2z2

et la fonction g : P2(R) → R sur le plan projectif réel qui s’en déduit par
passage au quotient. Vérifier que la fonction f est de Morse (et donc que g
aussi), montrer qu’elle a six points critiques (et donc que g en a trois) qui
sont

– deux points d’indice 0, les points (±1, 0, 0), au niveau 0 ;
– deux points d’indice 1, les points (0,±1, 0), au niveau 1 ;
– deux points d’indice 2, les points (0, 0,±1), au niveau 2.

La figure 7 représente quelques niveaux de cette fonction sur la sphère.
Le niveau critique contenant les deux points d’indice 1 est formé des deux
cercles intersections de la sphère avec les plans z = ±x.
Exercice 7. Dessiner dans un carré les niveaux de la fonction hauteur sur le
tore « chambre à air » (la réponse figure quelque part dans ce texte).

Exercice 8 (une quadrique projective). On considère la « quadrique » Q de
P3(C) définie par l’équation

z20 + z21 + z22 + z23 = 0.
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Figure 7. Une fonction de Morse sur le plan projectif réel

Montrer que Q est une sous-variété compacte de dimension (réelle) 4 de la
variété P3(C).

On écrit zj = xj + iyj (pour 0 ≤ j ≤ 3) et z = x+ iy pour z ∈ C4, avec
x, y ∈ R4. On fixe deux nombres réels λ et μ et l’on pose, pour z ∈ C4,

f̃(z) = λ(x0y1 − x1y0) + μ(x2y3 − x3y2).

Vérifier que, pour |u| = 1, on a

f̃(uz) = f̃(z)

et en déduire que f̃ définit une fonction

f : P3(C) −→ R.

On suppose que les réels λ et μ figurant dans la définition de f vérifient
0 < λ < μ. On appelle g la restriction de f à Q. Montrer que g est une
fonction de Morse qui a un minimum local, un maximum local, deux points
critiques d’indice 2.

Exercice 9. Dans cet exercice, nous proposons une autre démonstration
de l’existence de nombreuses fonctions de Morse sur une variété et plus
précisément du théorème 1.2.5.

(1) En utilisant, par exemple, l’exercice 2 (page 17), montrer que l’en-
semble des fonctions de Morse sur la variété compacte V est ouvert pour la
topologie C2, et donc aussi pour la topologie C∞.

(2) Soit a ∈ V et soit U un ouvert de carte centré en a. On appelle F l’es-
pace des différentielles des fonctions définies sur U (ou des 1-formes exactes),
considéré comme une partie de C∞(U ; (Rn)�) (pour chaque x ∈ U , (df)x
est une forme linéaire sur Rn). On remarquera que F n’est pas un ouvert.
Soit α une fonction plateau à support dans U et qui vaut 1 sur un voisinage
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compact K de a. Pour ϕ = df ∈ F, on définit

F : U × (Rn)� −→ R
(x,A) �−→ f(x) + α(x)A · x.

Calculer(3) (D1F )(x,A) pour x ∈ K et montrer que F est une submersion

K × (Rn)� −→ (Rn)�.

Montrer que F est localement transversale à {0} (au sens du § 14.3.c).
(3) Montrer que tout point a de V possède un voisinage compact K tel

que l’ensemble des fonctions f : V → R dont les points critiques dans K
sont non dégénérés est dense dans C∞(V ; R).

(4) En déduire une démonstration du théorème 1.2.5.

(3)Si f est une fonction de deux arguments (u, v) ∈ U × V ⊂ E × F , nous désignons par
(D1f)(u,v) l’application linéaire

(D1f)(u,v) : E −→ R,

différentielle partielle de f par rapport à la première variable. De même pour (D2f)(u,v).



CHAPITRE 2

PSEUDO-GRADIENTS

Dans ce chapitre, nous définissons, construisons et étudions les champs
de pseudo-gradient, dont les trajectoires relient les points critiques d’une
fonction de Morse. Ces champs permettent de définir les variétés stables
et instables des points critiques, qui vont jouer un rôle important. Nous
dégageons la « propriété de Smale » grâce à laquelle, par exemple, il n’y
a qu’un nombre fini de trajectoires joignant deux points critiques d’indices
consécutifs et nous démontrons l’existence de champs de pseudo-gradient
satisfaisant à cette propriété.

2.1. Gradients, pseudo-gradients et cartes de Morse

2.1.a. Gradients et pseudo-gradients. Si f est une fonction définie
sur Rn, on est habitué à utiliser son gradient, le champ de vecteurs grad f
dont les coordonnées dans la base canonique de Rn sont

gradx f =
( ∂f
∂x1
, . . . ,

∂f

∂xn

)
.

De façon plus compacte, c’est (aussi) le champ de vecteurs défini par

〈gradx f, Y 〉 = (df)x(Y )

pour tout vecteur Y ∈ Rn (bien sûr les crochets 〈 , 〉 désignent le produit
scalaire euclidien habituel de Rn). Les propriétés les plus importantes de ce
champ de vecteurs sont dues au fait que ce produit scalaire est une forme
bilinéaire symétrique définie positive et sont :

(1) il s’annule exactement en les points critiques de la fonction f ;
(2) la fonction f décroît strictement le long des lignes de flot du champ

− grad f :
d

ds
(f(ϕs(x))) = −‖ gradϕs(x) f‖2 < 0.
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Remarque 2.1.1. Plus généralement, si la variété V est munie d’une métrique
riemannienne (voir le 14.5), une fonction sur V possède aussi un gradient
défini par la même formule

〈gradx f, Y 〉 = (df)x(Y )

pour tout Y ∈ TxV .

Remarque 2.1.2. C’est sans doute la conjonction des terminologies « flot »
et « hauteur » qui est à la source (si l’on ose dire) de la tradition (récente)
d’utiliser l’opposé du gradient : le flot descend. Nous nous sommes conformés
à cette convention, comme [60] et [41], mais pas comme [38].

Soit f : V → R une fonction de Morse sur une variété V . On appelle
champ de pseudo-gradients ou pseudo-gradient adapté à f tout champ de
vecteurs X sur V tel que

(1) on ait (df)x(Xx) ≤ 0 avec égalité si et seulement si x est un point
critique ;

(2) dans une carte de Morse au voisinage d’un point critique, X coïncide
avec l’opposé du gradient pour la métrique canonique de Rn.

Remarque 2.1.3. Un pseudo-gradient est donc un champ de vecteurs assez
particulier. Voir dans l’exercice 10 page 48 des champs de vecteurs qui n’en
sont pas.

Figure 1. Maximum et minimum

2.1.b. Cartes de Morse. Cette notion permet de préciser les cartes de
Morse en y faisant figurer les trajectoires d’un champ de pseudo-gradientsX.
Par exemple, la figure 1 montre, enfin, la différence entre un maximum (à
gauche) et un minimum (à droite).

La figure 2 représente une carte de Morse pour un point critique d’indice i.
La carte à proprement parler, le modèle dans Rn, est représentée à gauche.
À droite, c’est l’image dans la variété qui est figurée (la fonction est la
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hauteur). Fixons quelques notations. Dans Rn, la forme quadratique Q est
définie négative sur V−, sous-espace de dimension i, définie positive sur V+.
Nous notons

U(ε, η) =
{
x ∈ Rn | −ε < Q(x) < ε et ‖x−‖2‖x+‖2 ≤ η(ε+ η)

}
.

Puisque nous sommes dans Rn, la fonction Q a un gradient, précisément,
ici,

− grad(x−,x+)Q = 2(x−,−x+).
Le bord de U(ε, η) est formé de trois parties :

– deux parties des sous-ensembles de niveau de Q,

∂±U =
{
x ∈ U | Q(x) = ±ε et ‖x∓‖2 ≤ η

}
;

– un ensemble de morceaux de trajectoires du gradient gradQ,

∂0U =
{
x ∈ ∂U | ‖x−‖2‖x+‖2 = η(ε+ η)

}
.

Voir la figure 2. Ce sont les notations de [38], que nous utilisons ici.

x−

x+

∂0U

U
Ω(a)

a

h

∂−U

∂+U

Figure 2. Une carte de Morse

Remarque 2.1.4. D’après la définition du gradient dans Rn, les trajectoires
du gradient sont orthogonales aux niveaux de la fonction (l’espace tangent
à un niveau est le noyau de la différentielle de la fonction). Ce n’est donc
pas par hasard que, sur le modèle représenté sur la figure 2, les unes et
les autres apparaissent comme des hyperboles équilatères de deux familles
orthogonales.

On contemplera avec profit les deux parties de la figure. Sur les deux ont
été indiqués le niveau critique (disons que c’est le niveau 0), deux niveaux
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réguliers positifs et deux niveaux réguliers négatifs, des trajectoires de gra-
dient limitant la carte ainsi que les trajectoires de l’opposé du gradient qui
aboutissent ou commencent au point critique.

Si a est un point critique de la fonction f , un voisinage de a est décrit par
le lemme de Morse comme image par un difféomorphisme h d’un U(ε, η).
Un tel voisinage sera noté Ω(a). Nous noterons aussi

∂±Ω(a) = h(∂±U), ∂0Ω = h(∂0U),

etc. Nous allons essayer d’utiliser, de façon cohérente, comme sur la figure 2,
les notations

– Ω pour les images des cartes (Ω est une partie de la variété),
– et U pour les ouverts de cartes, les modèles (U est une partie de Rn).

2.1.c. Existence de champs de pseudo-gradients. Il existe des
champs de pseudo-gradients pour toutes les fonctions de Morse sur toutes
les variétés. C’est, par exemple, une conséquence du fait qu’il existe des mé-
triques riemanniennes et plus précisément, du fait qu’il existe des métriques
riemanniennes ayant une forme prescrite sur une partie (un voisinage des
points critiques) donnée de la variété et c’est, en tout cas, une conséquence
simple de l’existence de partitions de l’unité, comme nous le montrons
maintenant.

Démonstration de l’existence de pseudo-gradients. Appelons c1, . . . , cr les
points critiques de f sur la variété V (ils sont en nombre fini parce que V
est compacte et que les points critiques d’une fonction de Morse sont isolés)
et (U1, h1), . . . , (Ur, hr) des cartes de Morse au voisinage de ces points. Les
ouverts images Ωj sont bien entendu supposés disjoints. Complétons les en
un recouvrement ouvert (Ωj)1≤j≤N fini de V par des images d’ouverts de
cartes (Uj , hj). On peut supposer (et donc nous supposons) que le point
critique ci est dans le seul ouvert Ωi de ce recouvrement.

Si g est une fonction définie sur un ouvert de Rn, considérons grad g, son
gradient pour la métrique euclidienne standard de Rn. Définissons pour
chaque indice j un champ Xj sur l’ouvert Ωj en ramenant sur V le gradient
de f ◦ hj , c’est-à-dire par la formule

Xj(x) = −(Th−1
j

(x)hj)(gradh−1
j

(x)(f ◦ hj))
(la formule a l’air compliquée, mais l’objet lui-même est très simple : nous
avons pris le gradient de la fonction f ◦ hj , un champ de vecteurs sur Uj ,
et l’avons transformé, de la manière naturelle, en un champ de vecteurs
sur Ωj). Par définition même, Xj · f ≤ 0 sur Ωj (c’est une des propriétés
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de l’opposé du gradient). De plus, Xj ne s’annule qu’au point critique de f
sur Uj (pour j ≤ r).

Utilisons ensuite une partition de l’unité (ϕj)j associée au recouvrement
(Ωj)j , ce qui permet d’étendre les champs locaux Xj en des champs X̃j
définis sur V tout entière par

X̃j(x) =

{
ϕj(x)Xj(x) si x ∈ Ωj
0 sinon.

Il ne reste plus qu’à poser

X =
N∑
j=1

X̃j .

Le champ X ainsi défini est bien un pseudo-gradient adapté à f , puisque,
en effet

(df)x(Xx) =
N∑
j=1

(df)x((X̃j)x) ≤ 0.

Si cette inégalité est une égalité, ϕj(x)Xj(x) = 0 pour tout j, donc, soit x
est critique, soit ϕj(x) = 0 pour tout j (ce qui est absurde).

Soit ci un des points critiques de f . Par construction, X coïncide avec
l’image du gradient euclidien sur le complémentaire dans Ui de la réunion
des autres ouverts Uj , lequel complémentaire est un voisinage de ci qui
contient une petite carte de Morse au voisinage de ci.

2.1.d. Sous-variétés stables et instables. Soit a un point critique de f .
On définit ses variétés stable

W s(a) =
{
x ∈ V | lim

s→+∞ϕ
s(x) = a

}
et instable

W u(a) =
{
x ∈ V | lim

s→−∞ϕ
s(x) = a

}
.

Dans un ouvert U = U(ε, η) de Rn comme considéré au § 2.1.b, on a

W s(0) = U ∩ V+ et Wu(0) = U ∩ V−.
Avec les notations de 2.1.b, la variété stable de a est obtenue à partir de la
réunion de h(U ∩ V+) = h(W s(0)) et de

h(∂+U ∩ V+)×R

en identifiant (x, s), pour x dans le bord et s ≥ 0, à ϕs(x). Voir la figure 3.
Si k est l’indice du point critique a, h(∂+U∩V+) est une sphère de dimension
n− k− 1, c’est l’image par le difféomorphisme h de la sphère ‖x+‖2 = ε de
l’espace V+ (espace vectoriel de dimension n− k).
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Ainsi les variétés stable et, de même, instable sont des sous-variétés : en
dehors du point critique, c’est l’image du plongement (x, s) �→ ϕs(x) et au
voisinage du point critique, c’est l’image de V+. Cet argument montre aussi
que W s(a) est difféomorphe à un disque de dimension n − k (et de même
Wu(a) à un disque de dimension k) : W s(a) s’obtient en compactifiant
Sn−k−1 ×R par l’ajout de l’unique « point à l’infini » a, ou encore, c’est le
quotient de Sn−k−1 × ]−∞,+∞] par la relation d’équivalence qui identifie
à un unique point la sphère Sn−k−1 × {+∞}.

W s(a)

a

x

ϕs(x) pour s ≥ 0

ϕs(x) pour s ≤ 0

+∞

0

−∞

R

Sn−k−1

W s(a)

Figure 3. Variétés stables

Nous avons donc démontré :

Proposition 2.1.5. La variété instable et la variété instable du point critique a
sont des sous-variétés de V difféomorphes à des disques ouverts. De plus
on a

dimWu(a) = codimW s(a) = Ind(a).

Ici, Ind(a) désigne l’indice du point a comme point critique de f .

Trajectoires du champ de pseudo-gradients. Notons ϕsX ou ϕs le flot du
pseudo-gradient X. La propriété la plus importante des lignes de flot, des
trajectoires du champ X est que toutes relient des points critiques de la
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fonction f : toutes les trajectoires viennent d’un point critique et vont vers
un autre point critique.

Proposition 2.1.6. On suppose que la variété V est compacte. Soit γ : R→ V
une trajectoire du champ de pseudo-gradients X. Alors il existe des points
critiques c et d de f tels que

lim
s→−∞ γ(s) = c et lim

s→+∞ γ(s) = d.

Démonstration. Montrons que γ(t) a une limite quand t tend vers +∞ (par
exemple) et que cette limite est un point critique. Il nous faut prouver que
γ(t) atteint S+(d) = ∂+Ω(d)∩W s(d) pour un certain point critique d de f .
Supposons que ce ne soit pas vrai. Alors, chaque fois que la trajectoire γ
pénètre dans un voisinage de Morse, elle doit en ressortir, sans jamais pou-
voir y revenir puisque f décroît le long de γ. Appelons s0 le temps pour
lequel γ sort pour la dernière fois de la réunion (finie) des cartes de Morse
des points critiques,

Ω =
⋃

c∈Crit(f)
Ω(c)

(Crit(f) désigne bien sûr l’ensemble des points critiques de la fonction f).
Il existe donc un ε0 > 0 tel que

∀x ∈ V − Ω, (df)x(Xx) ≤ −ε0.
Donc, pour tout s ≥ s0,

f(γ(s))− f(γ(s0)) =
∫ s
s0

d(f ◦ γ)
du

du

=
∫ s
s0

(df)γ(u)(Xγ(u))du

≤ −ε0(s− s0),

de sorte que
lim
t→+∞ f(γ(s)) = −∞,

ce qui est absurde.

2.1.e. Topologie des sous-niveaux — quand on ne traverse pas de
valeur critique. La topologie des niveaux ne change pas tant qu’on ne
traverse pas de valeur critique. Il en est de même de celle des sous-niveaux.
Désignons par

V a = f−1(]−∞, a])
le sous-niveau a de f . On a dit § 14.2.c que, si a est une valeur régulière, V a

est une variété à bord.
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Théorème 2.1.7. Soient a et b deux nombres réels tels que f n’ait pas de va-
leur critique dans l’intervalle [a, b]. On suppose que f−1([a, b]) est compact.
Alors V b est difféomorphe à V a.

Démonstration. On utilise le flot d’un pseudo-gradient X pour rétracter V b

sur V a. Fixons une fonction ρ : V → R qui vaut⎧⎨⎩−
1

(df)x(X)
sur f−1([a, b])

0 en dehors d’un voisinage compact de cette partie.

Le champ de vecteurs Y = ρX est nul en dehors d’un compact, de sorte
que son flot ψs est défini pour tout s ∈ R. Pour x ∈ V un point fixé, on
considère la fonction de variable réelle s �→ f ◦ψs(x). Si ψs(x) ∈ f−1([a, b]),
on a

d

ds
f ◦ ψs(x) = (df)ψs(x)

( d
ds
ψs(x)

)
= (df)ψs(x)

(
Yψs(x)

)
= −1.

Ainsi, pour ψs(x) ∈ f−1([a, b]), on a

f ◦ ψs(x) = −s+ f(x).

On en déduit que le difféomorphisme ψb−a de V envoie V b sur V a.

Remarque 2.1.8. L’application

r : V b × [0, 1] −→ V b

(x, s) �−→
{
x si f(x) ≤ a
ψs(f(x)−a)(x) si a ≤ f(x) ≤ b

est une rétraction par déformation de V b sur V a, c’est-à-dire que r0 = Id,
que rt est constamment égale à l’inclusion sur V a et que r1 a pour image V a.
On a donc démontré, aussi, que V a est un rétracte par déformation de V a.

Corollaire 2.1.9 (le théorème de Reeb). Soit V une variété compacte. On
suppose qu’il existe une fonction de Morse sur V qui n’a que deux points
critiques. Alors V est homéomorphe à une sphère.

Démonstration. Les deux points critiques sont forcément le minimum et le
maximum. On peut supposer que f(V ) = [0, 1]. Alors, pour ε > 0 assez
petit, le lemme de Morse garantit que f−1([0, ε]) et f−1([1− ε, 1]) sont des
disques Dn. Grâce au théorème 2.1.7, les sous-niveaux V ε et V 1−ε sont dif-
féomorphes. Donc V 1−ε est aussi un disque Dn et V est réunion de deux
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0

ε

1 − ε

1

Figure 4. Le théorème de Reeb

disques recollés le long de leur bord. Il est classique que V est alors homéo-
morphe à une sphère : on écrit explicitement une application

h : Dn1 ∪Id D
n
2 −→ Dn1 ∪ϕ Dn2

par

h(x) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x si x ∈ Dn1
‖x‖ ϕ(x/‖x‖) si x ∈ Dn2 − {0}
0 si x = 0 ∈ Dn2 .

C’est un homéomorphisme de la sphère standard (où les deux disques sont
recollés par l’application identique sur Sn−1) sur notre variété (où les deux
disques sont recollés par le difféomorphisme ϕ).

Remarques 2.1.10. D’abord, le théorème reste vrai si les deux points cri-
tiques ne sont pas supposés non dégénérés. Ensuite, il n’est pas vrai que
la variété V soit difféomorphe à une sphère, c’est même un argument im-
portant dans la construction de variétés homéomorphes à des sphères sans
leur être difféomorphes. Pour ces deux résultats, voir les références dans le
livre [47, p. 25].

2.1.f. Topologie des sous-niveaux — quand on traverse une valeur
critique. La topologie du niveau comme celle du sous-niveau va changer.
Le théorème ci-dessous exprime comment.

Théorème 2.1.11. Soit f : V → R une fonction. Soit a un point critique non
dégénéré d’indice k de f et soit α = f(a). On suppose que pour un ε > 0
assez petit, f−1([α− ε, α+ ε]) est compact et ne contient pas d’autre point
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critique de f que a. Alors, pour tout ε > 0 assez petit, l’espace V α+ε a le
type d’homotopie de V α−ε auquel on a ajouté une cellule de dimension k
(la variété instable de a).

Remarque 2.1.12. Ce théorème permet de justifier l’apparition, le para-
chutage, de la fonction de Morse sur Pn(C) dont il a été question dans
l’exercice 5 page 18.

Commençons par une description très naturelle de l’espace projectif
(disons complexe). C’est, comme tous les géomètres le savent, la réunion
d’un espace affine et d’un hyperplan « à l’infini ». En considérant les choses
à l’envers, on peut dire que l’espace projectif complexe Pn(C) est obtenu
à partir de Pn−1(C) en lui ajoutant un Cn, ou un disque D2n. De proche
en proche, ceci définit une « décomposition cellulaire » de Pn(C) : on
commence par un point (c’est P0, le point [1, 0, . . . , 0]), on ajoute un disque
de dimension (réelle) 2 (on a obtenu un P1(C), les [a, b, 0, . . . , 0]) et ainsi
de suite.

La fonction de Morse de l’exercice 5 permet cette reconstruction, comme
l’explique le théorème 2.1.11. On commence avec le minimum (c’est juste-
ment notre point [1, 0, . . . , 0]), où la fonction vaut 0. La première valeur
critique est ensuite 1, elle correspond au point critique [0, 1, 0, . . . , 0], qui
est d’indice 2... et permet d’attacher une cellule de dimension 2, et ainsi de
suite. En ce sens, cette fonction est « parfaite(1) ».

Démonstration. Commençons par présenter les idées de la démonstration
en contemplant la figure 5. La cellule Dk est le morceau de variété instable
de a représenté sur cette figure. Ensuite :

(1) en modifiant f , on construit une fonction F qui coïncide avec f sauf
sur un voisinage de a, où F < f , de sorte que F−1(] −∞, α − ε]) sera la
réunion de V α−ε et d’un petit voisinage de a (la partie hachurée horizonta-
lement sur la figure 5) ;

(2) ainsi, le théorème 2.1.7 et la remarque 2.1.8 appliqués à la fonction F
donnent la partie hachurée F−1(]−∞, α+ ε]) comme un rétracte de V α+ε

(qui est aussi le sous-niveau α+ ε pour la fonction modifiée F ) ;
(3) on peut alors se placer dans une carte de Morse pour montrer que

la partie de V constituée du morceau de variété instable et de V α−ε est un
rétracte par déformation de F−1(]−∞, α+ ε]).

(1)Il y a aussi une définition mathématique précise de l’expression « fonction de Morse
parfaite », et celle considérée ici en est le prototype.
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α − ε

α + ε
a

Figure 5

x−

x+

Figure 6

Construction de F . On choisit une carte de Morse (U, h) au voisinage de a
et un ε > 0 assez petit pour que f−1([α − ε, α + ε]) soit compact et pour
que U contienne la boule de centre 0 et de rayon

√
2ε. Le disque Dk est

la partie de U formée des (x−, x+) tels que ‖x−‖2 < ε et x+ = 0. Sur la
figure 5, comme sur la figure 6, le sous-niveau V α−ε est hachuré obliquement
alors que f−1([α − ε, α + ε]) est pointillé. La cellule, le disque Dk est en
trait gras.

On construit la fonction F en utilisant une fonction μ : [0,+∞[ →
[0,+∞[ de classe C∞, avec les propriétés suivantes :

– μ(0) > ε ;
– pour s ≥ 2ε, μ(s) = 0 ;
– pour tout s, −1 < μ′(s) ≤ 0.

ε

2ε

Figure 7. La fonction μ

On définit F par

F (x) =

{
f(x) si x �∈ Ω(a)
α− ‖x−‖2 + ‖x+‖2μ

(‖x−‖2 + 2‖x+‖2
)

si x = h(x−, x+).
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Remarquons que le sous-niveau α+ ε de F est exactement celui V α+ε de f .
En effet,

– en dehors de ‖x−‖2 + 2‖x+‖2 ≤ 2ε, F = f ;
– à l’intérieur de l’ellipsoïde en question, on a

F (x) ≤ f(x) = α− ‖x−‖2 + ‖x+‖2 ≤ α+
1
2
‖x−‖2 + ‖x+‖2 ≤ α+ ε.

De plus, les points critiques de F sont les mêmes que ceux de f , puisque

dF =
(−1− μ′(‖x−‖2 + 2‖x+‖2)

)︸ ︷︷ ︸
<0

2x− · dx−

+
(
1− 2μ′(‖x−‖2 + 2‖x+‖2)

)︸ ︷︷ ︸
≥1

2x+ · dx+

ne s’annule que pour x− = x+ = 0, c’est-à-dire en a.
Nous savons maintenant que

F−1([α− ε, α+ ε]) ⊂ f−1([α− ε, α+ ε]),

en particulier, cette région est compacte. De plus, elle ne contient aucun
point critique de F : le seul possible serait a, mais

F (a) = α− μ(0) < α− ε.
On en déduit que F−1(]−∞, α+ε]) est un rétracte par déformation de V α+ε.
Appelons H la partie hachurée horizontalement sur la figure 5 (et blanche
sur la figure 8), c’est-à-dire l’adhérence de F−1(] −∞, α + ε]) − V α−ε. On
a en particulier

F−1(]−∞, α+ ε]) = V α−ε ∪H.
La rétraction. On définit la rétraction en suivant les flèches indiquées sur
la figure 9. Précisément, rt est l’identité en dehors de Ω(a) et on définit rt

x−

x+

H

Figure 8

H

partie 1

partie 2

partie 3

Figure 9
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sur U (plutôt que sur Ω(a), pour alléger l’écriture) par
– sur la région 1 (figure 9), c’est-à-dire sur ‖x−‖2 ≤ ε,

rt(x−, x+) = (x−, tx+);

– sur la région 2, définie par ε ≤ ‖x−‖2 ≤ ε‖x+‖2, on pose

rt(x−, x+) = (x−, stx+)

avec

st = t+ (1− t)
√‖x−‖2 − ε
‖x+‖

le nombre ad hoc pour rendre les formules continues ;
– sur la région 3, qui correspond à V α−ε et où ‖x+‖2 + ε ≤ ‖x−‖2, on

prend simplement rt = Id.

2.2. La condition de Smale

Revenons aux variétés stables et instables des points critiques.

2.2.a. Exemples de variétés stables et instables. Dans les exemples
considérés ci-dessus, voici les sous-variétés stables et instables de tous les
points critiques.

La hauteur sur la sphère ronde. Appelons a le minimum et b le maximum.
On a

W s(a) = S2 − {b} , W u(a) = {a}
et de même

W s(b) = {b} , Wu(b) = S2 − {a}
(pour tout champ de pseudo-gradients).

Le tore. Commençons par la fonction hauteur sur le tore chambre à air.
Appelons les points critiques a, b, c, d, dans l’ordre des valeurs qu’y prend
la fonction (figure 10). Le champ de pseudo-gradients utilisé est simplement
le gradient pour la métrique induite par celle de R3. La variété stable de a
est constituée de tous les points qui descendent jusqu’à a, c’est-à-dire du
complémentaire des trajectoires dessinées sur la figure qui se terminent en b
ou en c. AinsiW s(a) est homéomorphe à un disque ouvert. La variété stable
de b est formée des deux trajectoires issues de c se terminant en b. Ainsi,
W s(b) est difféomorphe à un intervalle ouvert. De même pour la variété
stable de c, qui est constituée des deux trajectoires issues de d que l’on voit
sur la figure. Il faut remarquer que, sur cet exemple (qui est là pour ça), la
variété instable de c et la variété stable de b ont en commun deux intervalles
ouverts. La figure 11 représente dans un carré quelques niveaux de la même
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a

b

c

d

Figure 10. La hauteur sur
le tore

a
b

cd d

dd c

a

Figure 11. Un autre point
de vue sur la même

fonction, ce qui résout un exercice suggéré dans le chapitre précédent, ainsi
que quelques trajectoires du gradient.

b d

c
a

Figure 12. Le tore, encore

La situation est un peu différente dans le cas de l’autre fonction de Morse
que nous avons rencontrée sur le tore T 2, c’est-à-dire

f(x, y) = cos(2πx) + cos(2πy).

Notons encore a et d les extrema, b et c les points critiques d’indice 1. La
figure 12 représente les lignes de gradient reliant deux points critiques (on
utilise ici le gradient pour la métrique « plate » du tore, c’est-à-dire pour la
métrique habituelle de R2, comme on le voit, les lignes en question forment
d’authentiques angles droits avec les niveaux). On voit bien ici queW s(a) est
le carré ouvert (donc un disque ouvert), que W s(b) est un intervalle ouvert
(le côté horizontal du carré sur la figure) de même que Wu(b) (segment
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vertical), W s(c) (côté vertical) et Wu(c) (segment horizontal) alors que
W s(d) est réduit à d. On remarquera que W u(b) et W s(c) ne se rencontrent
pas.

La hauteur sur l’« autre » sphère. À partir de la figure 13, les lecteurs pour-
ront déterminer les variétés stables et instables des quatre points critiques
de la fonction hauteur (pour le gradient de la métrique induite par celle
de R3).

a

b

c

d

Figure 13. L’autre sphère

a

b

c

a

Figure 14. Le plan projectif

La fonction de Morse sur P2(R). La figure 14 montre, elle, les variétés
stables et instables des trois points critiques a (minimum), b (indice 1) et c
(maximum) pour la fonction déjà considérée ci-dessus (dans l’exercice 6
page 18) sur le plan projectif réel P2(R).

2.2.b. La condition de Smale. On dit que le champ de pseudo-gradients
adapté à la fonction de Morse f satisfait à la condition de Smale si toutes
les variétés stables et instables de ses points critiques se rencontrent trans-
versalement,

∀ a, b points critiques de f, Wu(a) �W s(b).

Remarque 2.2.1. Certaines variétés stables et instables particulières se
coupent toujours transversalement. Par exemple, on a toujours

– W u(a) � W s(a) (pour le même point critique), c’est ce que l’on voit
dans une carte de Morse autour de a ;

– W u(a) ∩ W s(b) = ∅ si a et b sont distincts et f(a) ≤ f(b) (et en
particulier, ces variétés stables et instables sont transverses).
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Si le champ vérifie la condition de Smale, on a, pour tous points critiques a
et b,

codim(W u(a) ∩W s(b)) = codimWu(a) + codimW s(b),

c’est-à-dire,

dim(Wu(a) ∩W s(b)) = Ind(a)− Ind(b).

Sous l’hypothèse faite, cette intersection est une sous-variété de V , que
nous noterons M(a, b). Elle est formée de tous les points qui sont sur les
trajectoires joignant a à b :

M(a, b) =
{
x ∈ V | lim

s→−∞ϕ
s(x) = a et lim

s→+∞ϕ
s(x) = b

}
.

Proposition 2.2.2. Le groupe R des translations dans le temps opère sur
M(a, b) par s · x = ϕs(x), librement si a �= b.

Démonstration. Le fait qu’on ait affaire à une opération de groupe est clair.
Si a �= b, il n’y a aucun point critique dans M(a, b). Soit x ∈ M(a, b).
Comme x n’est pas un point critique, on sait que f(ϕs(x)) est une fonction
strictement décroissante de s, si ϕs(x) = ϕs′(x), on a donc forcément s = s′.
Ainsi l’opération est libre.

Le quotient est donc une variété, que nous appellerons L(a, b) et

dim L(a, b) = Ind(a)− Ind(b)− 1.

Remarque 2.2.3. Il est clair que le quotient est un espace séparé. En fait, la
façon la plus commode de considérer ce quotient est la suivante. Si α est
une valeur de f comprise entre f(a) et f(b), alors M(a, b) est transverse
au niveau f−1(α) : ce niveau est de codimension 1 et le champ X lui est
transverse (par définition, il n’est pas tangent au niveau, ou l’on aurait
df(X) = 0 en un point non critique). Toutes les trajectoires issues de a
rencontrent ce niveau intermédiaire en exactement un point, de sorte que
L(a, b) s’identifie à M(a, b) ∩ f−1(α).

Donc, si a et b sont deux points critiques (distincts) et si le gradient
utilisé vérifie la condition de Smale, pour que M(a, b) ou L(a, b) ne soit pas
vide, il est nécessaire que

Ind(a) > Ind(b).

En d’autres termes, l’indice décroît le long des lignes de gradient.
Nous reviendrons longuement sur ces espaces dans le chapitre qui suit.
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Exemples 2.2.4. Tous les exemples présentés ci-dessus satisfont à la condition
de Smale(2), sauf celui de la fonction hauteur sur le tore. En effet, les variétés
W s(b) et Wu(c) ne sont pas transverses, comme on l’a déjà remarqué sans
le savoir (exemple 2.2.a et figure 10). D’ailleurs, on a des trajectoires de
gradient joignant deux points critiques d’indice 1, ce dont nous venons de
voir que c’est interdit. Ce « mauvais » champ de vecteurs est le gradient pour
la métrique riemannienne induite sur le tore par la métrique euclidienne
ambiante.

La condition de Smale interdit des lignes de champ comme celles montrées
sur la figure 15. La figure 16 montre les trajectoires d’un champ voisin
vérifiant la condition de Smale (obtenu par la méthode générale explicitée
dans le paragraphe suivant).

Figure 15 Figure 16

2.2.c. Existence. Nous montrons maintenant, en suivant [65], l’existence
et la généricité des champs de pseudo-gradients vérifiant la condition de
Smale.

Remarquons d’abord que, quitte à remplacer f par une autre fonction
arbitrairement proche au sens C1, on peut supposer qu’elle prend des valeurs
distinctes en tous ses points critiques. En effet, en dehors de Ω, on a (par
compacité) df(X) < −ε0 pour un certain ε0 > 0. On choisit alors une
fonction h qui soit constante sur chaque carte de Morse Ωi, vérifie |dh| < 1

2ε0
et telle que

f(ci) + h(ci) �= f(cj) + h(cj) pour i �= j.
La fonction f + h reste de Morse, avec les mêmes points critiques que f , le
champ de vecteurs X reste un pseudo-gradient adapté, les valeurs critiques
sont maintenant distinctes.

Théorème 2.2.5 (théorème de Smale [65]). Soit V une variété à bord et soit f
une fonction de Morse à valeurs critiques distinctes sur V . On fixe des cartes

(2)Dans les cas de l’« autre sphère » et du plan projectif, en vertu, par exemple, de
l’exercice 11 (page 48).
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de Morse au voisinage de chaque point critique de f . Soit Ω la réunion de
ces cartes et soit X un champ de pseudo-gradients sur V transverse au bord.
Alors il existe un champ de pseudo-gradients X ′ qui est proche de X (au
sens C1), égal à X sur Ω et tel que, pour tous points critiques a, b de f ,
on ait

W sX′(a) �WuX′(b).

Pour préciser la notion de proximité C1 utilisée ici : l’énoncé affirme que,
pour tout ε > 0, pour tout recouvrement de V par des cartes ϕi(Ui) et tout
compact Ki ⊂ Ui, il existe un champ X ′ tel que (pour la la norme C1 sur
chaque compact Ki), on ait

‖Tϕ−1
i (X ′)− Tϕ−1

i (X)‖ < ε
et les propriétés annoncées.

Remarque 2.2.6. Un champ X ′ suffisamment proche du champ de pseudo-
gradients X au sens C1 et égal à X sur Ω est lui aussi un champ de pseudo-
gradients. On appellera, pour aller plus vite, « bonne approximation » de X
un tel champ X ′.

Remarque 2.2.7. Ce théorème est parfois appelé « de Kupka-Smale », parce
que Kupka en a donné une démonstration, mais celle que nous imitons ici
est la démonstration de Smale.

Démonstration du théorème. Comme les valeurs critiques de f sont dis-
tinctes, ordonnons ses points critiques

Crit(f) = {c1, . . . , cq} avec f(c1) > f(c2) > · · · > f(cq),
et on note αi = f(ci). La démonstration du théorème va être une récurrence
fondée sur le lemme qui suit.

Lemme 2.2.8. Soit j ∈ {1, . . . , q} et soit ε > 0. Il existe une bonne approxi-
mation X ′ (au sens C1) de X telle que

(1) le champ X ′ coïncide avec X sur le complémentaire dans V de
f−1([αj + ε, αj + 2ε]) ;

(2) la variété stable (pour X ′) de cj est transverse aux variétés instables
de tous les points critiques,

W sX′(cj) �W uX′(ci).

Admettons (provisoirement) le lemme et démontrons le théorème. On
appelle P(r) la propriété : il existe une bonne approximation X ′r de X telle
que, pour tout p ≤ r et tout i, on ait

W sX′r (cp) �W uX′r (ci).
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Remarquons que
– la propriété P(q) est exactement le théorème ;
– la propriété P(1) est vraie pour une raison triviale : le point critique c1

est le maximum de f et sa variété stable est réduite à lui même, celle-ci
ne rencontre donc aucune variété instable d’aucun point critique situé en-
dessous de c1 ;

– et P(2) se déduit du lemme avec j = 2.

αr−1

αr + 2ε
αr + ε

αr

cr−1

cr

W s(cr−1)

Figure 17

Supposons donc que P(r− 1) soit vraie et montrons que P(r) l’est. On a
donc un champX ′r−1 tel que la variété stable de cr−1 soit transverse à toutes
les variétés instables. On applique le lemme au champ X ′r−1 et à j = r.
On obtient un champ X ′r qui, en particulier (c’est la première propriété
donnée par le lemme), coïncide avec X ′r−1 en dehors de l’étroite bande où
αr + ε ≤ f ≤ αr + 2ε. De plus, comme, pour tout p ≤ r − 1, la variété
stable de cp pour X ′r−1 est au-dessus de cette bande, cette variété stable est
la même pour X ′r−1 et X ′r (voir la figure 17). Donc on a

W sXr−1(cp) ∩W uXr−1(ci) =W sXr(cp) ∩W uXr(ci)
pour p ≤ r − 1 et pour tout i, donc

W sXr (cp) �W uXr (ci).
Et, pour p = r, le lemme implique (c’est la deuxième propriété) que

W sXr (cr) �W uXr (ci).
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Démonstration du lemme. Il peut être utile de contempler une carte de
Morse au voisinage de cj . Il y en a une représentée (deux fois) sur la figure 18,
où sont portées les notations qui suivent. L’indice de cj est appelé k. On

f−1(αj + 2ε)

cj

W s
X(cj)

Q

f−1(αj + 2ε)

f−1(αj + 2ε)

cj

W s
X(cj)

Figure 18. Dans une carte de Morse

choisit un ε assez petit pour que

αj + 2ε < αj−1.

On note Q = W s(cj) ∩ f−1(αj + 2ε), de sorte que Q est une sphère de
dimension n− k− 1. On considère un voisinage tubulaire de cette sphère Q
dans f−1(αj + 2ε), de la forme Q×Dk, ce que l’on voit dans une carte de
Morse et sur la figure 19.

αj + 2ε

αj + ε

W u
X(ci) W s

X(cj)

Q

Dk

cj

Figure 19. Dans la variété

Il existe alors un plongement

Ψ : Dk ×Q× [0,m] −→ f−1(]αj + ε, αj + 2ε[)
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tel que
– Ψ se restreint à {0}×Q×{0} en le plongement de Q dans f−1(αj+ε) ;
– Ψ se restreint à {0}×Q×{m} en le plongement de Q dans f−1(αj+2ε) ;
– si z est la coordonnée dans [0,m] ⊂ R,

Ψ�
(
− ∂
∂z

)
= X.

Les variétés instables sont transverses aux niveaux. En particulier, elles
rencontrent Dk × Q le long d’une variété (non connexe en général) P ′. Si
W sX(cj) � P ′, il n’y a rien à démontrer. La preuve va donc consister à
modifier X en X ′ sur f−1(]αj + ε, αj + 2ε[) de sorte que

W sX′(cj) � P ′.

La modification aura lieu à l’intérieur de l’image de Ψ. Plaçons-nous donc
dans Dk ×Q× [0,m] avec X = −∂/∂z. La figure 19 montre ce qui se passe
dans la variété, la figure 20 montre le modèle.

m

0

X

Q

Dk

Figure 20. Le modèle

Appelons P la sous-variété Ψ−1(P ′) ⊂ Dk × Q × [0,m]. Vue dans le
modèle, la condition de transversalité W sX′(cj) � P ′ recherchée s’écrit

W sX′ � P avec W sX′ =
{
φ−sX′ (0, q, 0) | s > 0, q ∈ Q} .

Dans la situation initiale, X ′ = X = −∂/∂z, donc

P ∩W sX = P ∩ {(0, q, s) | s > 0, q ∈ Q} = P ∩ {(0, q, 0) | q ∈ Q} = g−1(0)

où g : P → Dk est la projection (x, q, z) �→ x.
La démonstration va consister à rendre 0 valeur régulière de g. Grâce à

Sard, il y a un vecteur w dansDk, aussi proche de 0 que nous le souhaiterons
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(disons ‖w‖ = δ) tel que w soit une valeur régulière de g. On va perturber
le champ X en X ′ de façon que

W sX′ ∩ {z = m} = φ−mX′ (0, q, 0) = (w, q,m).

On aura ainsi W sX′ ∩ P = g−1(w), ce qui implique que W sX′ ∩ P est une
sous-variété de codimension k dans P . L’égalité

codimP W sX′ ∩ P = codimV W sX′

implique la transversalité des deux sous-variétés W sX′ et P .
Le lemme « dans la variété » résulte maintenant du lemme « dans le

modèle » qui vient.

Lemme 2.2.9. Il existe un champ X ′ proche (au sens C1) de −∂/∂z tel que
(1) X ′ = −∂/∂z près de ∂(Dk ×Q× [0,m]) ;
(2) ϕ−mX′ (0, q, 0) = (w, q,m).

Démonstration du lemme 2.2.9. Appelons (v1, . . . , vk) les coordonnées de
w ∈ Dk. Posons

X ′ = − ∂
∂z
−
k∑
i=1

βi(z)γ(x)
∂

∂xi
,

où
– la fonction βi est nulle en dehors de [0,m], avec |βi(s)| < η, |β′i(s)| < η

et telle que
∫m

0 βi(t) dt = vi (ici, η est un nombre positif fixé petit, corres-
pondant à la précision de l’approximation souhaitée) ;

– la fonction γ est, elle, définie sur Dk, elle est à valeurs dans [0, 1], iden-
tiquement nulle près de ∂Dk, vérifiant γ ≡ 1 sur ‖x‖ ≤ 1/3 et |∂γ/∂xi| ≤ 2.
Voir les figures 21 et 22.

0

m

η
vi

Figure 21. La fonction βi

1

Dk

Figure 22. La fonction γ

Il est clair que le champ X ′ satisfait à la première propriété annoncée.
Pour démontrer qu’il satisfait aussi à la seconde, considérons d’abord le
champ

X ′′ = − ∂
∂z
−
k∑
i=1

βi(z)
∂

∂xi
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(on a supprimé le γ(x)). Pour déterminer ϕ−mX′′ (0, q, 0), on doit résoudre le
système différentiel ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∂xi
∂s

= −βi(z(s)) x(0) = 0

∂q

∂s
= 0 q(0) = q

∂z

∂s
= −1 z(0) = 0

dont la solution est⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
xi(s) =

∫ s
0
−βi(−t) dt =

∫ −s
0
βi(−t) dt

q(s) = q
z(s) = −s.

On a donc bien
ϕ−mX′′ (0, q, 0) = (w, q, 0)

et, comme pour s ∈ [−m, 0], ‖x(s)‖ ≤ 1/3 (pour les βi assez petits, c’est-
à-dire pour w assez petit), on reste dans la partie du disque où γ ≡ 1, de
sorte que la formule donne bien le flot de X ′.

Ce qui achève la démonstration du lemme 2.2.8.

2.2.d. Une illustration, la fonction hauteur sur le tore. Reprenons
l’exemple de la fonction hauteur sur le tore de dimension 2, avec le champ de
gradients X dont nous avons dit qu’il ne satisfait pas la propriété de Smale
(exemples 2.2.4). C’est-à-dire, recopions les figures 10 et 11, en y faisant
figurer les deux niveaux α+ ε et α+ 2ε au-dessus du point critique b entre
lesquels nous savons qu’il suffit de modifier le champ de vecteurs.

a

b

c

d

α + ε
α + 2ε

Figure 23

a
b

c

α + εα + 2ε

d d

d d

c

Figure 24
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Un voisinage de Morse du point critique b est bien visible au centre de
la figure 24. On l’extrait de cette figure (figure 25) et on modifie le champ
dans la partie utile du modèle (figure 26). Cette dernière figure représente
bien le même modèle que la figure 20, c’est bien un Q×Dk× [0,m], mais Q
est une sphère de dimension n− k − 1 = 0, Dk est un disque de dimension
k = 1.

b

α + ε

α + 2ε

Figure 25. Extraction du modèle
Figure 26. La modification
dans le modèle

Réintroduite dans la surface, la modification donne un champ ayant la
propriété attendue (figure 27).

a
b

c

d d

dd

c

Figure 27. Le champ modifié

2.3. Appendice : classification des variétés compactes de dimen-
sion 1

2.3.a. Fonctions de Morse et champs adaptés sur une variété à
bord. On considère maintenant une variété à bord V . On fixe un champ
de vecteurs X défini sur un voisinage de ∂V dans V et dont on suppose
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qu’il est entrant, c’est-à dire que, pour toute carte ϕ : U → V (où U est un
ouvert du demi-espace xn ≤ 0 de Rn) et tout x ∈ ∂V ∩ ϕ(U), on a

Tϕ−1(x)ϕ
−1(Xx) =

n∑
i=1

ai
∂

∂xi
avec an(ϕ−1(x)) < 0.

U

V

xn

x

Xx

ϕ

Figure 28. Champ de vecteurs entrant

Il est facile de construire un tel champ de vecteurs, par exemple en partant
du champ −∂/∂xn sur Rn et en utilisant une partition de l’unité.

On peut ensuite construire une fonction de Morse f sur V telle que

df(X) < 0 au voisinage de ∂V

en la définissant d’abord au voisinage du bord, par

f(ϕ−sX (x)) = s pour s ∈ [0, δ[ si x ∈ ∂V

puis en la prolongeant arbitrairement à V , et enfin en la perturbant si
nécessaire pour en faire une fonction de Morse.

Prolongeons ensuite X, qui n’a été jusque là défini qu’au voisinage du
bord, en un champ de pseudo-gradients adapté à f que nous appellerons
encore X.

Remarque 2.3.1. Il n’est pas vrai que n’importe quelle fonction de Morse
sur une variété à bord possède un champ de pseudo-gradient transverse au
bord (penser au cas de la projection du disque unité sur une droite). C’est
pourquoi nous avons choisi, dans cette construction, de commencer par le
champ de vecteurs.
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2.3.b. Le théorème de classification.

Théorème 2.3.2. Soit V une variété compacte et connexe de dimension 1.
Alors V est difféomorphe à S1 si ∂V = ∅ et à [0, 1] sinon.

Démonstration. On suppose que X est un champ de vecteurs entrant le
long du bord, que f est une fonction de Morse pour laquelle X est un
champ de pseudo-gradients adapté (on peut construire un tel champ de
vecteurs et une telle fonction comme indiqué plus haut). Les points critiques
de f sont des minima et des maxima locaux. La démonstration est fondée
sur le fait que toutes les trajectoires qui ne sont pas stationnaires en un
maximum aboutissent à un minimum. Appelons c1, . . . , ck les minima de f .
La variété stable W s(ci) est difféomorphe à un intervalle (ouvert), elle est
constituée de deux trajectoires aboutissant en ci et du point ci lui-même.
Dans l’adhérence Ai de cette variété stable, il y a (en plus) les points de
départ de ces deux trajectoires. Ces points de départ

– soit sont tous les deux des maxima (et alors ils peuvent être ou n’être
pas confondus),

– soit au moins l’un des deux est un point du bord de V (et alors ils sont
distincts).
Il est clair aussi que, comme adhérence d’un espace connexe, Ai est connexe.
Clairement, si Ai consiste de W s(ci) et d’un unique point, celui-ci est un
maximum et Ai est difféomorphe à un cercle. De même, si Ai consiste de
la variété stable et de deux points ajoutés, alors Ai est difféomorphe à un
intervalle fermé.

Remarquons que la réunion des Ai est V tout entière : si x ∈ V , sa
trajectoire tend vers un minimum et il est dans une des variétés stables,
sauf s’il est un maximum, mais alors il est dans l’adhérence d’une variété
stable.

c1

A1

ci

Ai

A1

c1

Ai

ci

Figure 29
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Si k = 1, le théorème est donc démontré. Sinon, comme V est connexe,
il existe un i ≥ 2 tel que A1 ∩ Ai �= ∅. Cette intersection ne contient que
des maxima locaux, puisque ceux-ci sont les seuls points d’où l’on peut
descendre vers deux minima différents. En particulier, ∂V ∩ (A1 ∩Ai) = ∅.
Dans A1 ∩Ai, il y a au plus deux points.

– Si cette intersection contient deux points, les deux sont des maxima,
A1 ∪Ai est difféomorphe à S1 et on a fini.

– Si au contraire elle n’en contient qu’un, alors A1 ∪Ai est difféomorphe
à [0, 1]. Si A1 ∪Ai = V , on a terminé.
Et sinon, on continue jusqu’à épuisement des Ai.

Il existe d’autres façons, peut-être plus simples, de démontrer ce théorème
(voir [48]). Cette démonstration par la théorie de Morse a l’avantage de
préparer d’autres démonstrations, analogues, celle par exemple de 4.5.1 ci-
dessous.

2.3.c. Une application, le théorème du point fixe de Brouwer.
Déduisons, du théorème de Sard et de la connaissance des variétés de di-
mension 1, le célèbre théorème de Brouwer (cette démonstration vient du
livre de Milnor [48]).

Théorème 2.3.3. Soit ϕ : Dn → Dn une application continue. Alors elle a
un point fixe.

Démonstration. La première partie de la démonstration consiste à se ra-
mener au cas où ϕ est une application C∞. Nous ne la détaillons pas ici
(voir [37]). Ensuite à partir de ϕ, supposée C∞ mais aussi sans point fixe,
on construit une rétraction

r : Dn −→ Sn−1

en associant à x ∈ Dn le point d’intersection de la demi-droite issue de
ϕ(x) et passant par x avec la sphère Sn−1. De sorte que, si x est un point
de la sphère, il reste à sa place. On a ainsi une application C∞, r, qui se
restreint à l’identité sur le bord. Le théorème de Sard nous garantit que
cette application a des valeurs régulières, on en choisit une, a ∈ Sn−1. Alors
r−1(a) est une sous-variété de dimension 1 de Dn, de bord

∂r−1(a) = r−1(a) ∩ ∂Dn = {a} .
Mais une variété à bord de dimension 1 est difféomorphe à une réunion
de cercles et d’intervalles fermés, de sorte que son bord est composé d’un
nombre pair de points. Une contradiction qui implique l’existence d’un point
fixe.
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Exercices

Exercice 10. Montrer que les champs dont les flots sont dessinés sur la
figure 30 ne sont pas des champs de pseudo-gradients.

Figure 30

Exercice 11. Soit V une variété de dimension 2 munie d’une fonction de
Morse possédant un unique point critique d’indice 1. Montrer que tout
champ de pseudo-gradient adapté à cette fonction satisfait à la condition
de Smale.

Exercice 12. On fixe un entier m ≥ 2. Trouver les points critiques de la
fonction f : P1(C)→ R définie par

f([z0, z1]) =
|zm0 + zm1 |2

(|z0|2 + |z1|2)m
=
|zm + 1|2

(|z|2 + 1)m

(en coordonnées homogènes ou dans la carte affine z1 �= 0). Vérifier que,
pour m = 2, f n’est pas une fonction de Morse(3).

Figure 31

(3)C’est une fonction de Morse-Bott (voir [10]) : ses points critiques s’organisent en sous-
variétés (ici P1(R) pour le maximum) et la dérivée seconde est non dégénérée transver-
salement.
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On suppose que m ≥ 3. Montrer que f est de Morse et a deux maximums
locaux, les points 0 et ∞, m minimums locaux, les racines me de −1, et m
points critiques d’indice 1, les racines me de 1.

Indication : on pourra déterminer les points critiques en utilisant les
dérivées par rapport à z et z, puis utiliser un développement à l’ordre 2 au
voisinage de 0 en u de f(u) (pour étudier les points critiques en 0 et ∞) ou
de f(ζ(1 + u)) (pour étudier les points critiques en ζ, ζm = ±1).

Montrer qu’il existe un champ de pseudo-gradients tel que celui repré-
senté (dans une carte affine) sur la figure 31 (dans le cas m = 3). Voir
plus généralement l’article [8] dans lequel une fonction analogue (définie
sur Pn(C)) joue un rôle important.
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CHAPITRE 3

LE COMPLEXE DES POINTS CRITIQUES

On considère ici une variété compacte munie d’une fonction de Morse f et
d’un champX de pseudo-gradients générique (c’est-à-dire, vérifiant la condi-
tion de Smale). Pour tout entier k, on définit Ck(f), simplement noté Ck
quand aucune confusion n’est à redouter, comme l’espace vectoriel sur Z/2
de base les points critiques d’indice k de f . En utilisant les liaisons entre
points critiques établies par les trajectoires de X, on définit

∂X : Ck −→ Ck−1.

On montre aussi que

∂X ◦ ∂X : Ck+1 −→ Ck−1

est l’application nulle, de sorte que (C�(f), ∂X) est un complexe d’espaces
vectoriels sur Z/2, dont l’homologie est

Hk(C�(f), ∂X) = Ker ∂X/ Im ∂X = Hk(f,X).

On montre enfin que, si le complexe lui-même en dépend, l’homologie ne
dépend pas des choix de f et X (c’est en fait, pour ceux qui savent ce que
c’est, l’homologie modulo 2 de V ).

Voir le § 15.1 pour les définitions et propriétés de base des objets utili-
sés ici.

3.1. Définition du complexe

Définissons donc l’espace vectoriel

Ck(f) =
{∑

c∈Critk(f) acc | ac ∈ Z/2
}
,

où Critk(f) désigne bien entendu l’ensemble des points critiques d’indice k
de f .
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3.1.a. La différentielle. Pour définir ∂X sur Ck(f), il suffit de savoir
définir ∂X(a), pour a un point critique d’indice k. Et ceci doit être une
combinaison linéaire des points critiques d’indice k − 1 :

∂X(a) =
∑

b∈Critk−1

nX(a, b)b, avec nX(a, b) ∈ Z/2.

L’idée est de définir nX(a, b) comme le nombre (modulo 2) de trajectoires
deX descendant de a à b, c’est-à-dire le cardinal de L(a, b). Nous montrerons
au § 3.2 que ce nombre est bien un nombre fini.

3.1.b. C’est un complexe. Un complexe(1) est une famille (C�)�=1,...,n

d’espaces vectoriels(2) connectés par des applications linéaires

∂k : Ck −→ Ck−1

vérifiant ∂k ◦ ∂k+1 = 0. Alors l’image de ∂k+1 est contenue dans le noyau
de ∂k et le quotient

Hk = Ker ∂k/ Im ∂k+1,

qui mesure la non exactitude de la suite des ∂, est un espace vectoriel appelé
l’homologie du complexe (en degré k).

Pour démontrer que nous avons bien affaire ici à un complexe, il nous
faut vérifier que ∂X ◦ ∂X = 0. Avec

∂X ◦ ∂X(a) =
∑

b∈Critk−1

( ∑
c∈Critk

nX(a, c)nX(c, b)
)
b

(pour a ∈ Critk+1), il suffit de démontrer que, étant donnés deux points
critiques, a d’indice k + 1 et b d’indice k − 1, la somme∑

c∈Critk

nX(a, c)nX(c, b)

est nulle. Ce nombre est égal au cardinal de la réunion disjointe∐
c∈Critk(f)

L(a, c)× L(c, b).

L’idée est donc de montrer que cet ensemble (dont nous aurons montré qu’il
est fini) de points est le bord d’une variété de dimension 1.

La figure 1 donne un argument heuristique rendant ce résultat plausible.
Elle représente la variété instable de a, qui est constituée de trajectoires
joignant a à b (cette figure est un quart de la figure 12 du chapitre 2). L’en-
semble de ces trajectoires doit être une variété de dimension 1 (représentée à
droite sur la figure), une réunion d’intervalles ouverts, qui se compactifient

(1)Pour ce formalisme algébrique, voir le § 15.1 et les références qui y sont données.
(2)Ici, nous utilisons des espaces vectoriels sur Z/2 ; la bonne notion générale utilise des
modules sur un anneau commutatif, ce qui inclut le cas des groupes abéliens. Voir le § 3.3.
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en intervalles fermés ou en cercles par l’ajout des trajectoires « brisées »
passant par les points c1, c2 d’indice intermédiaire. La propriété résulte
du fait que les variétés à bord de dimension 1 ont un bord constitué d’un
nombre pair de points, comme nous l’avons vu dans le théorème 2.3.2 (et
nous calculons modulo 2).

a

c1 c2

b

Figure 1

Pour rendre ceci rigoureux, nous aurons besoin d’un résultat de compa-
cité (établi au § 3.2.b), et d’une description précise de la frontière, à savoir
qu’en effet, l’ensemble des liaisons de c à e se compactifie par l’ajout des
trajectoires brisées (voir le § 3.2.c).

3.1.c. Exemples. Reprenons ici tous les exemples de fonctions de Morse
avec pseudo-gradients génériques mis en évidence au § 2.2.a du chapitre 2
(avec les notations dudit paragraphe).

La hauteur sur la sphère ronde. Dans ce cas, C0 = Z/2 engendré par a,
C1 = 0, C2 = Z/2 engendré par b. L’homologie dans ce cas vaut

H� =

{
0 si � �= 0, 2
Z/2 pour � = 0, 2.

Le même calcul avec une fonction hauteur sur la sphère unité Sn de Rn+1,
qui n’a, là encore, qu’un minimum et un maximum, donne

H� =

{
0 si � �= 0, n
Z/2 pour � = 0, n.

La hauteur sur l’autre sphère. Cette fois, C0 = Z/2 engendré par a, C1 =
Z/2 engendré par b et C2 = Z/2 ⊕ Z/2 engendré par c et d. En comptant
naïvement les trajectoires reliant les points critiques, on trouve

∂c = b, ∂d = b, ∂b = 2a = 0,
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de sorte que ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
H0 = Z/2
H1 = 0
H2 = Z/2.

Même si le complexe était assez différent, son homologie est la même.

Le tore. Considérons maintenant la fonction cos(2πx)+cos(2πy) sur le tore.
On a C0 = Z/2 engendré par a, C1 = Z/2 ⊕ Z/2 engendré par b et c, et
C2 = Z/2 engendré par d. Les différentielles sont

∂d = 2b+ 2c = 0, ∂b = ∂c = 2a = 0.

Ainsi l’homologie modulo 2 est⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
H0 = Z/2
H1 = Z/2⊕ Z/2
H2 = Z/2

(ce qui est bien l’homologie du tore T 2). Les lecteurs devraient démontrer
que le complexe associé à la fonction hauteur et au champ de vecteurs décrit
par la figure 27 du chapitre précédent a la même homologie.

L’espace projectif complexe. Là, il n’y a que des points critiques d’indice
pair et un en chaque dimension, les Ck valent Z/2 si k est pair ≤ 2n et 0
sinon. Toutes les différentielles sont nulles et l’homologie du complexe est

H� =

{
Z/2 si � = 2k avec k ≤ n,
0 sinon.

Le plan projectif réel. Ici, C0 = Z/2 engendré par a, C1 = Z/2 engendré
par b et C2 = Z/2 engendré par c. On a ∂c = 0 et ∂b = 0, de sorte que

H� =

{
Z/2 si 0 ≤ � ≤ 2
0 sinon.

Nous allons montrer (c’est la remarque 4.1.2 ci-dessous) que l’homologie
du complexe ne dépend que du type de difféomorphisme de la variété. En
particulier, des exemples ci-dessus, on déduit les corollaires suivants.

Corollaire 3.1.1. L’espace projectif complexe de dimension (complexe) n ≥ 2
n’est pas difféomorphe à la sphère S2n.

Corollaire 3.1.2. La sphère S2, le tore T 2 et le plan projectif réel P2(R) ont
des types de difféomorphisme distincts.
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3.2. Espace des liaisons entre deux points critiques, ou des
« trajectoires brisées »

3.2.a. Espace des trajectoires brisées. Si a et b sont deux points cri-
tiques de f , on a appelé L(a, b) l’ensemble des trajectoires du champ X
qui vont de a à b. On définit maintenant l’espace des trajectoires brisées
de a à b,

L(a, b) =
⋃

ci∈Crit(f)
L(a, c1)× · · · × L(cq−1, b).

Rappelons que l’indice décroît le long des trajectoires de X ; donc seuls
interviennent des L(ci, ci+1) avec Ind(ci) > Ind(ci+1).

Comme le suggère la notation, cet espace a vocation à être une compacti-
fication de L(a, b). La première chose à faire est de le munir d’une topologie.
Bien entendu il faudra que celle-ci induise la topologie produit sur chacun
des termes de la réunion. Dans l’exemple décrit par la figure 1, L(a, b) est un
intervalle ouvert, L(a, c1) et L(c1, b) sont des points, de même que L(a, c2)
et L(c2, b). On espère bien sûr munir l’espace L(a, b) d’une topologie qui en
fasse un intervalle fermé. Voir la figure 2.

L(a, c1) × L(c1, b) L(a, b) L(a, c2) × L(c2, b) = L(a, b)∪ ∪

Figure 2

Soit donc λ = (λ1, . . . , λq) une trajectoire brisée. Elle joint un certain
nombre de points critiques. Chacun d’eux possède un voisinage de Morse
noté Ω(ci). La trajectoire λi sort de Ω(ci−1) pour entrer dans Ω(ci). Appe-
lons U−i−1 un voisinage, dans son niveau, du point de sortie de Ωi−1 et de
même U+

i un voisinage dans son niveau du point d’entrée dans Ωi. Voir la
figure 3.

On note U− (resp. U+) la collection des U−i (resp. des U+
i ) et on dit que

μ = (μ1, . . . , μk) ∈W(λ,U−,U+) s’il existe des entiers

0 < i0 < · · · < ik−1 < ik = q

tels que
– pour tout j ≤ k, μj ∈ L(cij , cij+1 ),
– et μj sort de la carte Ω(cij ) par l’intérieur du U− correspondant et

entre dans Ω(cij+1) par l’intérieur du U+.
Les W(λ,U−,U+) forment une base de voisinages pour une topologie sur

L(a, b).
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a

b

U−
0

ci

U+
i

U−
i

U+
q

λ

Figure 3

Remarques 3.2.1. Dans cette définition, k ≤ q (la trajectoire μ n’est pas plus
brisée que λ). De plus, si λ est une trajectoire de X allant de a à b, alors une
base de voisinages de λ est formée de l’ensemble des trajectoires joignant a
à b et qui sortent de Ω0 et entrent dans Ωq assez près de λ. Il est clair que
la topologie ainsi définie coïncide avec la topologie de L(a, b) (définie plus
haut comme quotient de l’ensemble des points sur les trajectoires par les
translations).

3.2.b. Compacité. On démontre maintenant :

Théorème 3.2.2. L’espace L(a, b) est compact.

Remarque 3.2.3. La topologie définie sur l’espace L(a, b) l’est à l’aide de la
topologie de V . Il est donc clair qu’elle admet une base dénombrable de voisi-
nages et il est légitime de démontrer la compacité en utilisant un argument
séquentiel (elle est d’ailleurs métrisable). Les puristes remarqueront aussi
que l’on n’utilisera, de la compacité de cet espace, que cette propriété des
suites.

Corollaire 3.2.4. Si Ind(a) = Ind(b) + 1, l’espace L(a, b) est un ensemble fini
de trajectoires.
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Ainsi nX(a, b) ∈ Z/2 est bien défini. Ce corollaire est immédiat : L(a, b) =
L(a, b) dans ce cas et ce dernier, qui est une variété de dimension 0, est
maintenant compact.

Démonstration du théorème. Soit (�n) une suite de trajectoires dans L(a, b).
On suppose pour commencer que �n ∈ L(a, b). La trajectoire �n sort de

Ω(a) par un point �−n et entre dans Ω(b) par un point �+n . Le point �−n est
dans l’intersection de la variété instable de a et du bord de Ω(a), une sphère,
donc compacte. Quitte à extraire une sous-suite, on peut donc supposer que

lim �−n = a− et lim �+n = b+.

Soit γ(t) = ϕtX(a−) la trajectoire de a− et soit c1 = limt→+∞ γ(t), de sorte
que c1 est un point critique et que γ ∈ L(a, c1). Soit d+ le point par lequel γ
entre dans Ω(c1) (figure 4). Grâce au théorème de dépendance des conditions
initiales pour les solutions d’équations différentielles, �n doit aussi (au moins
si n est assez grand) entrer dans Ω(c1), par un point d+n (et lim d+n = d+).

a

c1

γ

a−

Ω(a)

Ω(c1)
	n

d+

Figure 4

Si c1 = b, on a ainsi lim �n = γ et la suite �n a une sous-suite convergente.
Sinon, c’est que d+n n’est pas dans la variété stable de c1, donc �n sort de
Ω(c1) par un point d−n . On peut supposer que la suite des d−n converge vers
un point d−, qui est dans la variété instable de c1 et on peut faire le même
raisonnement et conclure.

Il reste à considérer le cas général d’une suite d’éléments de L(a, b). Il
existe des points critiques c1, . . . , cq−1, tels que, pour n assez grand et à
extraction d’une sous-suite près,

�n = (�1n, . . . , �qn) ∈ L(a, c1)× · · · × L(cq−1, b).

On applique le résultat précédent à �1n, puis à �2n, . . . , �qn.
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Remarquons aussi que, comme le suggère la notation, L(a, b) est bien
une compactification de L(a, b), au sens où, arbitrairement près de tout
élément de L(a, b), il y a des éléments de L(a, b). C’est une conséquence de la
proposition ci-dessous, qui est elle-même conséquence des arguments utilisés
dans la démonstration du théorème de compacité (à savoir le théorème de
Cauchy-Lipschitz).

Proposition 3.2.5. Soit λ = (λ1, λ2) ∈ L(a, b), avec λ1 ∈ L(a, c), λ2 ∈ L(c, b).
Pour tous U−, U+, il existe

� ∈ L(a, b) ∩W(λ,U−,U+).

Dans le paragraphe suivant, on précise cette remarque.

3.2.c. Structure de variété à bord de l’espace des trajectoires
brisées. Le théorème qui suit implique que ∂X ◦ ∂X = 0.

Théorème 3.2.6. Si Ind(a) = Ind(b) + 2, L(a, b) est une variété à bord com-
pacte de dimension 1.

Nous savons déjà que L(a, b) est une variété de dimension 1 (en appli-
cation de la condition de Smale). Le théorème est donc conséquence de la
proposition suivante.

Proposition 3.2.7. Soient V une variété compacte, f : V → R une fonction
de Morse et X un pseudo-gradient pour f satisfaisant à la propriété de
Smale. Soient a, c et b trois points critiques d’indices respectifs k + 1, k,
k−1. Soient λ1 ∈ L(a, c) et λ2 ∈ L(c, b). Il existe un plongement continu ψ,
différentiable sur ]0, δ[, d’un intervalle [0, δ[ sur un voisinage de (λ1, λ2)
dans L(a, b) tel que {

ψ(0) = (λ1, λ2) ∈ L(a, b)
ψ(s) ∈ L(a, b) pour s �= 0.

De plus, si (�n) est une suite dans L(a, b) qui tend vers (λ1, λ2), alors �n
est dans l’image de ψ pour n assez grand.

Remarque 3.2.8. La dernière assertion est indispensable pour démontrer
le fait que (λ1, λ2) est bien un point du bord : il n’y arrive pas plusieurs
branches !

Démonstration. On pose f(c) = α et on choisit ε > 0 tel que f−1(α+ ε) et
f−1(α− ε) rencontrent la carte de Morse Ω(c) le long de ∂+Ω(c) et ∂−Ω(c)
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a

c

b

ψ([0, δ[)

λ1

λ2

S+(c)

Figure 5

respectivement. On utilise les notations définies plus haut, à savoir

S+(c) =W s(c) ∩ f−1(α+ ε) ∼= Sn−k−1

S−(c) =Wu(c) ∩ f−1(α− ε) ∼= Sk−1.

Soit a1 = S+(c)∩λ1. La variété instable Wu(a) rencontre f−1(α+ε) trans-
versalement le long d’une sous-variété P de dimension k. Comme X satisfait
à la propriété de Smale, P coupe S+(c) transversalement en un nombre fini
de points, dont le point a1. Soient

Dk(δ) = {(x1, . . . , xk) | ‖x‖ < δ}
et Ψ : (Dk(δ), 0)→ (P, a1) un paramétrage local de P tels que

Im Ψ ∩ S+(c) = {a1} .
On peut supposer que D = Im Ψ est contenu dans ∂+Ω(c). Le disque D est
représenté en grisé sur la figure 6. En faisant descendre D−{a1} le long des
trajectoires de X, on obtient un plongement

Φ : D − {a1} −→ ∂−Ω(c).

L’image de Φ est la couronne grisée représentée sur la figure 6 (3) (sur cette
figure, S−(c) est le bord intérieur de la couronne grisée). On montre :

(3)Cette figure est le cœur même de la démonstration.
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f−1(α + ε)

f−1(α − ε)

c

b

ImΦ

λ1

λ2

D
a1

W s(b) ∩ Q

S−(c)

Figure 6

Proposition 3.2.9. Quitte à restreindre la taille de D, c’est-à-dire prendre la
restriction de Ψ à un disque de rayon δ′ < δ, Q = Im Φ ∪ S−(c) est une
variété à bord de dimension k et de bord ∂Q = S−(c).

Cette proposition permet de finir la démonstration du théorème. L’image
de Φ est un ouvert de l’intersection de la variété instable de a avec le niveau
f−1(α− ε). Comme X a la propriété de Smale, on aura donc

W s(b) � Im Φ

et on a aussi
W s(b) � S−(c).

De sorte queW s(b)∩Q sera une sous-variété de dimension 1 dans ∂−Ω(c) ⊂
f−1(α− ε) dont le bord est W s(b) ∩ ∂Q = L(c, b).

Appelons a2 le point d’intersection de λ2 avec S−(c) et définissons

χ : [0, δ[ −→W s(b) ∩Q
un paramétrage de cette variété à bord : le point 0 est envoyé sur le bord a2.
On a ainsi une application

Φ−1 ◦ χ : ]0, δ[ −→W s(b) ∩ (D − {a1}).
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Quand s → 0, Φ−1 ◦ χ(s) tend vers a1, on peut donc la prolonger à [0, δ[,
obtenant ainsi le ψ recherché,

ψ : [0, η[ −→ L(b, d) avec ψ(0) = (λ1, λ2).

Il reste à démontrer la proposition. Commençons par réénoncer celle-ci
dans le modèle de Morse U ⊂ Rk ×Rn−k, avec

f(x−, x+) = −‖x−‖2 + ‖x+‖2, X = − grad f

S+ =
{

(x−, x+) | x− = 0, ‖x+‖2 = ε
} ⊂ f−1(ε),et

S− =
{

(x−, x+) | x+ = 0, ‖x−‖2 = ε
} ⊂ f−1(−ε).

La figure 7 représente exactement la même chose que la figure 6 mais
dans la carte de Morse (les niveaux de f ne sont plus représentés par des
plans horizontaux mais par des quadriques).

f−1(α + ε)

f−1(α − ε)

c ImΦ

λ1

λ2

D
a1

S−(c)

Figure 7

Proposition 3.2.10. Soit a ∈ S+ et soit D ⊂ ∂+U un disque de dimension k
et de rayon δ qui coupe S+ transversalement en a. Soit

Φ : ∂+U − S+ −→ ∂−U − S−
le plongement défini par le flot de X. Alors

Q = Φ(D − {a}) ∪ S−
est une variété à bord, de bord ∂Q = S−.

Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons encore un lemme.
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Lemme 3.2.11. Le plongement Φ défini par le flot de X
Φ : ∂+U − S+ −→ ∂−U − S−

est donné par
Φ(x−, x+) =

(‖x+‖
‖x−‖ x−,

‖x−‖
‖x+‖ x+

)
.

Démonstration du lemme. On intègre simplement X, dont le flot est

ϕs(x−, x+) = (e2sx−, e−2sx+).

Si (x−, x+) ∈ ∂+U et x− �= 0, il existe un s tel que(‖x+‖
‖x−‖ x−,

‖x−‖
‖x+‖ x+

)
= (e2sx−, e−2sx+).

Comme ‖x+‖ > ‖x−‖, on a s > 0 ; de plus(‖x+‖
‖x−‖ x−,

‖x−‖
‖x+‖ x+

)
∈ ∂−U.

Démonstration des propositions 3.2.9 ou 3.2.10. Soit D un disque comme
dans l’énoncé de la proposition 3.2.10. Comme S+ est constitué des x tels
que x− = 0 et comme D � S+, 0 est une valeur régulière pour la restriction
à D de la projection

π : ∂+U −→ Dk, π(x−, x+) = x−.

En utilisant le théorème d’inversion locale, on peut supposer que

D =
{

(x−, h(x−)) | x− ∈ Dk(δ)
}

où h : Dk(δ)→ Dn−k est telle que

‖h(x−)‖2 = ‖x−‖2 + ε, soit (x−, h(x−)) ∈ ∂+U.

Posons g = h/ ‖h‖ : Dk → Sn−k−1, de sorte que

D =
{(
x−,

√
ε+ ‖x−‖2 g(x−)

) | x− ∈ Dk(δ)}.
Grâce au lemme, on a

Φ(D − {a}) =
{(√
ε+ ‖x−‖2 x−/‖x−‖, ‖x−‖g(x−)

) | x− ∈ Dk(δ)− {0}}.
Utilisons les coordonnées « polaires » (ρ, u) ∈ ]0, δ[×Sk−1 sur Dk(δ)−{0}.
Ainsi Φ(D − {a}) est l’image de

H : ]0, δ[× Sk−1 −→ ∂−U
(ρ, u) �−→ (√

ρ2 + ε u, ρg(ρ, u)
)
.

Comme l’application g est définie sur le disque Dk tout entier, on peut
prolonger H à [0, δ[× Sk−1 par

H(0, u) = (
√
εu, 0) ∈ S−.

Donc Φ(D − {a}) ∪ S− est bien une variété à bord de bord S−.
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Conclusion. Nous avons donc bien montré, comme annoncé au début de
ce paragraphe, que l’ensemble des liaisons entre deux points critiques se
compactifie par l’ajout des trajectoires brisées.

3.2.d. Variétés à bord. La construction de C�(f), la définition de ∂X
et le fait que ∂X ◦ ∂X = 0 s’étendent d’eux-mêmes au cas d’une variété à
bord V pourvu qu’aucun des points critiques de f ne soit sur le bord ∂V
et que le champ X soit transverse (non tangent) à ce bord, de sorte que les
liaisons entre points critiques restent loin du bord. Voir plus généralement
les §§ 2.3.a et 3.5.

Remarque 3.2.12. On aura besoin d’une définition analogue pour la variété à
bord anguleux(4) V × [0, 1]k. On demande que, près du bord ∂(V × [0, 1]k),
le pseudo-gradient soit de la forme

Y + g1(t1)
∂

∂t1
+ · · ·+ gk(tk) ∂

∂tk
pour un champ Y qui coïncide avec X près du bord de V et pour des
fonctions gi non nulles en 0 et 1.

3.3. Orientations, complexe sur Z

Si c est un point critique de la fonction de Morse f , sa variété stable
W s(c), difféomorphe à un disque, est une variété orientable. Nous choisissons
ici, pour chaque point critique c, une orientation de la variété stable W s(c).
Remarquons qu’il revient au même de choisir une co-orientation de la variété
instable wu(c) : une co-orientation de l’espace vectoriel TcWu(c) est, par
définition(5), une orientation du supplémentaire TcW s(c).

Si a et b sont deux points critiques, l’intersection Wu(a) ∩W s(b) (nous
supposons toujours que cette intersection est transverse) est donc une va-
riété orientée. Il en est de même de son intersection avec un niveau régulier
(un niveau régulier est co-orienté par l’orientation transverse donnée par le
champ de pseudo-gradients X utilisé). Ainsi, l’espace de trajectoires L(a, b)
est une variété orientée.

On définit C�(f) comme le groupe abélien libre (Z-module) de base les
points critiques de f . Répétons qu’a été fixée une fois pour toutes une orien-
tation de chaque W s(c). Nous avons donc

Ck(f) =
{∑

c∈Critk(f) acc | ac ∈ Z
}
.

(4)Nous adoptons cette élégante terminologie due à François Latour [38] pour « à bord
et coins ».
(5)Voir au besoin l’exercice 14 page 73.
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Lorsque Ind(a) = Ind(b) + 1, L(a, b) est une variété compacte orientée de
dimension 0, c’est-à-dire un nombre fini de points chacun muni d’un signe.
Notons NX(a, b) ∈ Z la somme de ces signes et définissons

∂X : Ck(f) −→ Ck−1(f)
a �−→

∑
b∈Critk−1(f)

NX(a, b)b.

Remarquons que le nX(a, b) utilisé pour définir le complexe modulo 2 n’est
autre que la réduction modulo 2 de NX(a, b).

Pour garantir que (Ck(f), ∂X) est un complexe, il reste à vérifier que
∂X ◦ ∂X = 0 dans ce nouveau contexte. C’est bien entendu une conséquence
du fait que le théorème 3.2.6 contient une partie « orientation ». Clairement,
la compactification d’une variété orientée de dimension 1 en variété à bord
fournit une variété à bord orientée... Il faut encore vérifier que l’orientation
induite sur le bord soit bien celle que nous avons imposée sur le bord. Ce
n’est pas très difficile, surtout si l’on contemple attentivement la figure 6
ou [38, pp. 155–156]. Nous laissons donc cette vérification aux lecteurs.

3.4. L’homologie du complexe ne dépend ni de la fonction ni du
champ de vecteurs

Dans ce paragraphe, nous montrons que l’homologie du complexe des
points critiques ne dépend ni de la fonction ni du champ de pseudo-gradients
utilisé pour la définir.

La démonstration qui suit est inspirée de [38], elle est aussi suggérée
dans [41] ; elle est fondée sur une idée originelle de Floer [25] qui, si elle
est centrale dans les travaux de ce dernier, était, à l’époque, totalement
nouvelle. On y utilise des déformations bien choisies d’une fonction de Morse
à une autre.

Remarque 3.4.1. Il existe des applications F : V × R → R qui interpolent
entre f0 et f1 et qui sont des fonctions de Morse. Mais en général, on ne
peut pas assurer que chacune des Fs en est une : lorsque naît ou meurt un
point critique, on passe par un point critique dégénéré. Voir la figure 8 où
une fonction Fs intermédiaire a un point critique dégénéré.

Théorème 3.4.2. Soit V une variété compacte et soient f0, f1 : V → R deux
fonctions de Morse et X0, X1 des pseudo-gradients adaptés à f0 et f1 qui
ont la propriété de Smale. Alors il existe un morphisme de complexes

Φ� : (C�(f0), ∂X0) −→ (C�(f1), ∂X1)

qui induit un isomorphisme en homologie.
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Figure 8. Fonction F et fonctions Fs

Démonstration. On va procéder en plusieurs étapes que voici. On choisit
d’abord une fonction

F : V × [0, 1] −→ R
(x, s) �−→ Fs(x) = F (x, s)

telle que {
Fs = f0 pour s ∈ [0, 1

3 ]
Fs = f1 pour s ∈ [ 2

3 , 1].

(1) Nous en déduirons un morphisme

ΦF : (C�(f0), ∂X0) −→ (C�(f1), ∂X1).

(2) Nous vérifierons que, si (f1, X1) = (f0, X0) et Is(x) = f0(x) pour
tous x ∈ V , s ∈ [0, 1], alors

ΦI = Id .

(3) Nous montrerons enfin que, si f2 : V → R est une fonction de Morse
et X2 un gradient (avec la propriété de Smale) adapté, si G est une interpo-
lation entre f1 et f2 qui est stationnaire pour s ∈ [0, 1/3]∪ [2/3, 1] et H une
interpolation entre f0 et f2 avec les mêmes propriétés, alors les morphismes
induits en homologie par

ΦG ◦ ΦF et ΦH : (C�(f0), ∂X0) −→ (C�(f2), ∂X2)

coïncident.
Si ces trois propriétés sont satisfaites, il est bien clair que ΦF devra

induire un isomorphisme en homologie. Pour forcer ΦF à les satisfaire, on
utilise une interpolation G entre f1 et f0 et l’interpolation constante H = I
entre f0 et elle-même et on applique les propriétés, trouvant que ΦF et ΦG

induisent des isomorphismes inverses l’un de l’autre.
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0
1

Figure 9. La fonction g

Première étape. On prolonge d’abord F à V × [−1/3, 4/3] par{
Fs = f0 pour s ∈ [− 1

3 , 0]
Fs = f1 pour s ∈ [1, 4

3 ].

On considère une fonction de Morse g : R → R dont les points critiques
sont 0 (son maximum) et 1 (son minimum), qui est croissante sur ]−∞, 0[
et sur ]1,+∞[ et suffisamment décroissante sur ]0, 1[ pour que

∀x ∈ V, ∀ s ∈ ]0, 1[,
∂F

∂s
(x, s) + g′(s) < 0.

La fonction F̃ = F + g : V × [−1/3, 4/3]→ R est une fonction de Morse
dont les points critiques sont

Crit(F̃ ) = Crit(f0)× {0} ∪ Crit(f1)× {1} .
De plus, pour a ∈ Crit(f0),

Ind
F̃

(a, 0) = Indf0(a) + 1

alors que pour b ∈ Crit(f1),

Ind
F̃

(b, 1) = Indf0(b).

À l’aide d’une partition de l’unité, on construit un champ de pseudo-
gradients X adapté à F̃ qui coïncide avec{

X0 − grad g sur V × [−1
3 ,

1
3 ]

X1 − grad g sur V × [ 2
3 ,

4
3 ]

(bien sûr, grad g désigne le gradient euclidien de g). Ainsi X est transverse
au bord de V × [−1/3, 4/3]. En perturbant un peu X, on le remplace par
un champ X̃ qui a la propriété de Smale et dont on peut supposer qu’il est
transverse aux tranches V ×{s} pour s ∈ {−1/3, 1/3, 2/3, 4/3}. Remarquons
qu’une petite perturbation d’un champ de pseudo-gradients adapté satisfai-
sant à la propriété de Smale est un champ de pseudo-gradients adapté ayant
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la même propriété... et le même nombre de trajectoires reliant deux points
critiques (les ensembles de trajectoires des deux champs sont en bijection),
ce qui est exprimé dans la proposition suivante.

Proposition 3.4.3. Soit f : V → R une fonction de Morse et soit X un
champ de pseudo-gradients adapté à f qui a la propriété de Smale. Tout
champ de vecteurs X̃ suffisamment proche de X (au sens C1) est un champ
de pseudo-gradients adapté qui a encore la propriété de Smale et on a

(C�(f), ∂X) = (C�(f), ∂X̃).

On peut donc choisir X̃ de façon que

(C�(F̃ |V×[−1/3,1/3]), ∂X̃) = (C�(f0 + g|[−1/3,2/3]), ∂X0+grad g)
= (C�+1(f0), ∂X0)

et de même tel que

(C�(F̃ |V×[2/3,4/3]), ∂X̃) = (C�(f1 + g|[2/3,4/3]), ∂X1+grad g)
= (C�(f1), ∂X1).

Considérons maintenant le complexe associé à la fonction de Morse F̃ et au
champ X̃ sur le produit V × [−1/3, 4/3]. Les trajectoires du champ X̃ qui
joignent deux points critiques de F̃ sont de deux sortes : celles qui restent
dans la tranche s ∈ [− 1

3 ,
1
3

]
ou dans la tranche s ∈ [2

3 ,
4
3

]
, qui sont des

trajectoires de X0 ou de X1, et celles qui vont d’un point critique de f0
(dans la tranche s ∈ [−1

3 ,
1
3

]
) à un point critique de f1 (dans la tranche

s ∈ [ 2
3 ,

4
3

]
). On a

Ck+1(F̃ ) = Ck(f0)⊕ Ck+1(f1)
et, compte tenu de ce qui précède,

∂
X̃

: Ck(f0)⊕ Ck+1(f1) −→ Ck−1(f0)⊕ Ck(f1)

a, dans cette décomposition, une matrice de la forme

∂
X̃

=

(
∂X0 0

ΦF ∂X1

)
.

La composante
ΦF : Ck(f0) −→ Ck(f1)

est donnée par
ΦF (a) =

∑
b∈Critk(f1)

n
X̃
, (a, b)b

où n
X̃

(a, b) compte les trajectoires de X̃ joignant a ∈ V × {0} ∩ Crit(F̃ ) à
b ∈ V × {1} ∩ Crit(F̃ ).
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La relation ∂
X̃
◦ ∂
X̃

= 0 donne

ΦF ◦ ∂X0 + ∂X1 ◦ ΦF = 0 ou encore ΦF ◦ ∂X0 = ∂X1 ◦ ΦF

donc ΦF est bien un morphisme de complexes.

Deuxième étape. Si f1 = f0 et X0 = X1, on démarre avec

I : V × [0, 1] −→ R définie par I(x, s) = f0(x) pour tout s

et on utilise une fonction g comme ci-dessus. Le champ X = X0 +grad g est
un pseudo-gradient adapté et il satisfait à la propriété de Smale. De plus,
pour tout point critique a de f0, il y a une unique trajectoire de X qui joint
(a, 0) à (a, 1). Donc ΦI = Id.

Troisième étape. On a maintenant des interpolations F , G et H de f0 à f1
et de f1 à f2. On interpole entre ces fonctions en choisissant une fonction

K : V × [−1
3 ,

4
3

]× [ 1
3 ,

4
3

] −→ R, K(x, s, t) = Ks,t(x)

vérifiant les propriétés résumées par la figure 10 :

f0 f1

f2

F

GH

4
3

s

t

−1
3

4
3

−1
3

Figure 10

– pour s ∈ [−1/3, 1/3], Ks,t = Ht ;
– pour s ∈ [2/3, 4/3], Ks,t = Gt ;
– pour t ∈ [−1/3, 1/3], Ks,t = Fs ;
– et pour t ∈ [2/3, 4/3], Ks,t = f2.

On utilise aussi une fonction de Morse g : R → R comme celle utilisée
ci-dessus (et dont le graphe est représenté sur la figure 9), avec comme seuls
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points critiques 0 d’indice 1 et 1 d’indice 0, strictement croissante en dehors
de [0, 1] et telle que

g′(s) + max
(∂F
∂s

(x, s),
∂G

∂s
(x, s),

∂H

∂s
(x, s)

)
< 0

d’une part et

∂K

∂s
(x, s, t) + g′(s) < 0 pour tous (x, s, t)

d’autre part. Soit enfin K̃ la fonction définie par

K̃(x, s, t) = Ks,t(x) + g(s) + g(t).

C’est une fonction de Morse dont les points critiques sont

Crit(K̃) =
[

Crit(f0)× {0} × {0} ] ∪ [
Crit(f1)× {1} × {0} ]

∪ [
Crit(f2)× {0} × {1} ] ∪ [

Crit(f2)× {1} × {1} ].
Les indices de ces points critiques sont

– si a ∈ Crit(f0), Ind
K̃

((a, 0, 0)) = Indf0(a) + 2 ;
– si b ∈ Crit(f1), Ind

K̃
((b, 1, 0)) = Indf1(b) + 1 ;

– si c ∈ Crit(f2),

Ind
K̃

((c, 0, 1)) = Indf2(c) + 1 et Ind
K̃

((c, 1, 1)) = Indf2(c).

Notons X le champ de pseudo-gradients adapté à F et Y celui adapté à G
construits comme ci-dessus. Toujours avec une partition de l’unité, on définit
un champ de pseudo-gradients X adapté à K̃ de façon que

– pour s ∈ [−1/3, 1/3], X(x, s, t) = Z(x, t)+grad g(s) où Z est un pseudo-
gradient pour

H(x, t) + g(t) : V × [− 1
3 ,

4
3

] −→ R ;

– pour s ∈ [2/3, 4/3], X(x, s, t) = Y (x, t)+ grad g(s) où Y est un pseudo-
gradient pour G ;

– pour t ∈ [−1/3, 1/3], X(x, s, t) = X(x, s) + grad g(t) ;
– pour t ∈ [2/3, 4/3], X(x, s, t) = X2 + grad g(s) + grad g(t).

On perturbe ensuite X en X̃ pour que celui-ci ait la propriété de Smale, en
supposant, comme au cours de la première étape, que la perturbation a son
support dans V × [1/3, 2/3]× [1/3, 2/3].

Considérons maintenant le complexe des points critiques associé à K̃ et
à X̃. On a

Ck+1(K̃) = Ck−1(f0)⊕ Ck(f1)⊕ Ck(f2)⊕ Ck+1(f2).
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a

S

ΦF

ΦGΦH

Id

V × 0 × 0 V × 1 × 0

V × 0 × 1 V × 1 × 1

∂X0 ∂X1

∂X2 ∂X2

Figure 11

La situation avec les différents morphismes utilisés est schématisée sur la
figure 11. La différentielle s’écrit, dans cette décomposition,

∂
X̃

=

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎝
∂X0 0 0 0

ΦF ∂X1 0 0

ΦH 0 ∂X2 0

S ΦG Id ∂X2

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

L’identité ∂
X̃
◦ ∂

X̃
= 0 donne

S ◦ ∂X0 + ΦG ◦ ΦF + ΦH + ∂X2 ◦ S = 0

ou encore

ΦG ◦ ΦF − ΦH = S ◦ ∂X0 + ∂X2 ◦ S.

D’où l’on déduit que ΦG ◦ ΦF et ΦH induisent le même morphisme en
homologie.
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3.5. Cobordismes

On considère maintenant un cobordisme, c’est-à-dire une variété à bord V
dont le bord ∂V est décomposé en

∂V = ∂−V ∪ ∂+V

(les deux parties ∂±V sont des réunions de composantes de ∂V choisies
arbitrairement). On généralise la construction du § 2.3.a. On fixe un champ
de vecteurs X (construit par exemple à l’aide d’une partition de l’unité) sur
un voisinage de ∂V dans V et qui est

– sortant le long de ∂+V ;
– entrant le long de ∂−V .

On construit une fonction de Morse f sur V telle que

df(X) < 0 au voisinage de ∂V

de la façon suivante. D’abord on la définit au voisinage du bord, par exemple
par {

f(ϕ−sX (x)) = s pour s ∈ [0, δ[ si x ∈ ∂+V ,
f(ϕsX(x)) = −s pour s ∈ [0, δ[ si x ∈ ∂−V ,

puis on la prolonge arbitrairement à V tout entière et enfin on la perturbe
légèrement pour en faire une fonction de Morse.

On peut ensuite prolonger X en un champ de pseudo-gradients adapté
à f qui sera encore noté X.

Rappelons (c’est la remarque 2.3.1) que, pour cette construction, il est
nécessaire de partir du champ de vecteurs transverse au bord et que la
fonction de Morse n’est pas absolument arbitraire.

Exemple 3.5.1. Sur la figure 12, la variété est un disque Dn, son bord est une
sphère Sn−1. La fonction de Morse est la hauteur et le champ de vecteurs
est indiqué. Sur le dessin de gauche, Sn−1 = ∂+V , sur celui de droite,
Sn−1 = ∂−V .

Remarque 3.5.2. Les modifications que nous avons fait subir à un champ de
pseudo-gradients pour lui donner la propriété de Smale ont lieu dans des
voisinages des points critiques (et donc ici loin du bord), on peut donc les
effectuer de la même manière ici.

On peut donc aussi définir (C�(f), ∂X) comme dans le cas sans bord.
Les démonstrations de la compacité et du fait que ∂X ◦ ∂X = 0 sont

alors identiques à celles que nous avons faites dans le cas sans bord, puisque
toutes les liaisons entre points critiques vont rester loin du bord.
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X

f

X

Figure 12

∂−V

∂+V

X

X

Figure 13

Remarque 3.5.3. Le complexe ne dépend pas de X|∂V tant que celui-ci reste
transverse au bord, sortant le long de ∂+V , entrant le long de ∂−V (on peut
modifier X loin des points critiques).

Montrons maintenant que l’homologie du complexe ne dépend ni de la
fonction ni du champ de vecteurs. Supposons donc que f0 et f1 soient deux
fonctions de Morse sur V munies chacune d’un pseudo-gradient adapté qui
a la propriété de Smale. Les deux champs de vecteurs X0 et X1 sont aussi
supposés coïncider au voisinage du bord. Choisissons comme ci-dessus un
chemin ft de f0 à f1 que l’on suppose stationnaire aux deux extrémités,

ft = f0 pour t ≤ 1/3 et ft = f1 pour t ≥ 2/3.

On suppose aussi que dft(X) < 0 au voisinage de ∂V . On prolonge ft de
façon stationnaire pour t ∈ [−1/3, 4/3]. On utilise une fonction g comme
ci-dessus (figure 9) telle que

∀ t ∈ [1
3 ,

2
3

]
, ∀x ∈ V, g′(t) +

∂ft(x)
∂t
< 0.
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Comme dans la démonstration de l’indépendance, on pose

F (x, t) = ft(x) + g(x) pour (x, t) ∈ V × [−1
3 ,

4
3

]
.

Comme dans cette démonstration encore les points critiques de F sont ceux
de f0 dans la tranche 0 et ceux de f1 dans la tranche 1, avec un saut d’indice
pour ceux de la tranche 0.

On construit enfin un pseudo-gradient X̃ pour F de façon que

X̃ =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
X − grad g près de ∂V × [0, 1]
X0 − grad g sur V × [−1/3, 1/3]
X1 − grad g sur V × [2/3, 4/3],

qu’il n’y a plus qu’à perturber légèrement pour qu’il acquière la propriété de
Smale... Bref, on forme le complexe (C�(F ), ∂

X̃
). Comme dans le cas sans

bord, on a

(Ck(F ), ∂
X̃

) =

(
Ck−1(f0)⊕ Ck(f1),

(
∂X0 0
Φ
X̃
∂X1

))
,

ce qui définit
Φ
X̃

: (C�(f0), ∂X0) −→ (C�(f1), ∂X1),
un morphisme de complexes dont on démontre comme plus haut qu’il induit
un isomorphisme en homologie.

En conclusion, l’homologie du complexe ne dépend, dans ce cas, que de V
et de la partition du bord en ∂V = ∂+V ∪ ∂−V .

Remarquons aussi que ΦF� ne dépend pas de F . Pour s’en convaincre, avec
une autre « interpolation » F ′, prendre G = Id et H = F ′ dans l’étape (3)
de la démonstration du théorème 3.4.2.

Exercices

Exercice 13. Quelle est l’homologie du complexe associé à la fonction définie
dans l’exercice 12 (page 48) et au champ de vecteurs suggéré dans le même
exercice ?

Exercice 14. Soient E et F deux sous-espaces vectoriels d’un même espace
vectoriel réel de dimension finie. Une orientation de E est une classe d’équi-
valence de bases de E sous la relation d’équivalence

B ∼ B′ ⇐⇒ détB B′ > 0.

Vérifier de même que la relation

B ∼ B′ ⇐⇒ dét(B,B0)(B′,B0) > 0
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définit une relation d’équivalence sur les bases des supplémentaires de F qui
ne dépend pas de la base B0 de F choisie. Les classes d’équivalence sont les
co-orientations de F .

Vérifier que, si E est orienté, F co-orienté et E et F transverses, alors
E ∩ F est co-orienté.

Exercice 15. Déterminer l’homologie des complexes (C�(f ; Z), ∂X) pour les
exemples des fonctions de Morse utilisées dans ce texte sur les variétés
Pn(C), T 2, Sn.



CHAPITRE 4

HOMOLOGIE DE MORSE, APPLICATIONS

Dans ce chapitre, nous proposons quelques calculs et quelques applica-
tions de l’homologie de Morse : le cas d’un produit (formule de Künneth), la
dualité de Poincaré, la caractéristique d’Euler (et les inégalités de Morse),
le lien avec la connexité et la simple connexité de la variété considérée.
Nous montrons aussi la fonctorialité de l’homologie de Morse et mettons
en évidence une suite exacte longue pour une paire (W,V ) (où V est une
sous-variété de la variété W ).

4.1. Homologie

Comme l’homologie H�(f,X) du complexe de Morse ne dépend que de V ,
on la note HM�(V ; Z/2) (pour « homologie de Morse modulo 2 » de V ).
De même, l’homologie du complexe tenant compte des orientations comme
au § 3.3 est notée HM�(V ; Z). En réalité (pour celles et ceux qui savent
ce que c’est), c’est l’homologie modulo 2 (resp. l’homologie entière) de la
variété V (voir le § 4.8.e). Les résultats de ce chapitre sont vrais sur Z/2
comme sur Z (sauf mention explicite du contraire). Nous ferons donc en
général usage du complexe à coefficients entiers et nous noterons HM�(V )
son homologie.

Dans le cas d’une variété à bord V dont le bord ∂V est décomposé
en ∂V = ∂−V ∪ ∂+V , on définit de même l’homologie de Morse relative
HM�(V, ∂+V ; Z/2) comme l’homologie d’un complexe (C�(f), ∂X).

Exemple 4.1.1. Dans le cas du disque (voir la figure 12 du chapitre 3), la
figure de gauche donne

HM�(Dn, Sn−1) =

{
0 si � �= n
Z si � = n,

alors que celle de droite donne

HM�(Dn) =

{
0 si � �= 0
Z si � = 0.
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On s’attend à ce que cette « homologie » vérifie un certain nombre de
propriétés, de fonctorialité, de bon comportement par rapport au produit
cartésien, par exemple.

Remarque 4.1.2. Notons un tout petit pas vers une sorte de fonctorialité
(voir plus généralement le § 4.6). Si ϕ : M → N est un difféomorphisme, ϕ
induit un isomorphisme

ϕ� : HM�(M) −→ HM�(N).

En effet, si g est une fonction de Morse sur N , alors g◦ϕ en est une surM .
Si X est un champ de pseudo-gradients adapté à g ◦ ϕ sur M satisfaisant à
la propriété de Smale, alors ϕ�(X) en est un pour g sur N . On en déduit
un isomorphisme de complexes

(C�(g ◦ ϕ), ∂X) −→ (C�(g), ∂ϕ�X).

Homologie d’une réunion disjointe. Avant de passer aux choses sérieuses,
remarquons aussi que l’homologie de Morse d’une réunion disjointe est la
somme directe des homologies des morceaux. En effet, si f et g sont des
fonctions de Morse sur V et W et si X et Y sont des champs de vecteurs
ad hoc, alors évidemment

Ck(f
∐
g) = Ck(f)⊕ Ck(g) et ∂X

∐
Y = ∂X ⊕ ∂Y .

Notations. Pour alléger l’écriture du texte aussi bien que sa lecture, nous
noterons parfois C•(f,X) le complexe associé à une fonction et un champ de
vecteurs ; couple (f,X) que nous nous autoriserons à qualifier de « Morse-
Smale » lorsque l’une est de Morse et l’autre est un pseudo-gradient adapté
satisfaisant la propriété de Smale.

4.2. La formule de Künneth

Si M et N sont deux variétés munies de fonctions de Morse f et g et
de champs de pseudo-gradients X et Y respectivement (satisfaisant à la
condition de Smale), alors f + g est une fonction de Morse sur M × N et
(X,Y ) est un champ de pseudo-gradients adapté satisfaisant à la condition
de Smale. Les points critiques de f+g sont les points (a, a′) où a est un point
critique de f et a′ un point critique de g. L’indice de (a, a′) est la somme
des indices de a et a′. Soient (a, a′) un point critique d’indice k de f + g
(avec a un point critique d’indice i de f et a′ un point critique d’indice j
de g) et (b, b′) un point critique d’indice k− 1 tels qu’il y ait une trajectoire
de (X,Y ) joignant (a, a′) à (b, b′). Le flot de (X,Y ) est

ϕt(X,Y )(x, y) = (ϕtX(x), ϕtY (y)).
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En particulier,

L(X,Y )((a, a′), (b, b′)) ∼= LX(a, b)× LY (a′, b′).

Si a �= b et a′ �= b′, pour que LX(a, b) × LX′(a′, b′) ne soit pas vide, il est
nécessaire que

Ind(a) ≥ Ind(b) + 1 et Ind(a′) ≥ Ind(b′) + 1,

soit
Ind(a, a′) ≥ Ind(b, b′) + 2.

Donc, pour des points (a, a′) et (b, b′) d’indices consécutifs, on a

L(X,Y )((a, a′), (b, b′)) =

{
a× LY (a′, b′) si a = b
LX(a, b)× a′ si a′ = b′

et par suite

n(X,Y )((a, a′), (b, b′)) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
nY (a′, b′) si a = b
nX(a, b) si a′ = b′

0 sinon.

L’application
Φ :

⊕
i+j=k

Ci(f)⊗ Cj(g) −→ Ck(f + g)

définie par
Φ(a⊗ a′) = (a, a′)

est un isomorphisme de groupes abéliens.

Proposition 4.2.1. L’application Φ définit un isomorphisme de complexes
(C�(f)⊗ C�(g), ∂X ⊗ 1 + 1⊗ ∂Y ) −→ (C�(f + g), ∂(X,Y )).

Démonstration. Soient a un point critique d’indice i de f et a′ un point
critique d’indice j de g. On a d’une part

Φ(∂X ⊗ 1 + 1⊗ ∂Y )(a⊗ a′) = Φ(∂X(a)⊗ a′ + a⊗ ∂Y (a′))

= Φ
( ∑
b∈Criti−1(f)

nX(a, b)b⊗ a′ +
∑

b′∈Critj−1(g)

nY (a′, b′)a⊗ b′
)

=
∑

b∈Criti−1(f)

nX(a, b)(b, a′) +
∑

b′∈Critj−1(g)

nY (a′, b′)(a, b′),

et de l’autre

∂(X,Y )Φ(a⊗ a′) =
∑

(b,b′)∈Criti+j−1(f+g)

n(X,Y )((a, a′), (b, b′))(b, b′)

=
∑

b∈Criti−1(f)

nX(a, b)(b, a′) +
∑

b′∈Critj−1(g)

nY (a′, b′)(a, b′),

grâce à la remarque ci-dessus.
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Ceci fonctionne bien sur Z (avec orientations) ou sur Z/2 (sans). Le
passage à l’homologie nécessite, lui, de nous placer sur Z/2 (voir au besoin
l’algèbre homologique nécessaire au § 15.1.a). Nous en déduisons :

Corollaire 4.2.2. L’homologie modulo 2 de (C�(f + g), ∂(X,Y )) sur le pro-
duit M ×N est isomorphe au produit tensoriel de celles de (C�(f), ∂X) et
(C�(g), ∂Y ).

Corollaire 4.2.3 (formule de Künneth). Si M et N sont deux variétés com-
pactes, on a un isomorphisme
HMk(M ×N ; Z/2) −→ ⊕

i+j=k
HMi(M ; Z/2)⊗HMj(N ; Z/2).

4.3. La « dualité de Poincaré »

On sait que les points critiques d’indice k de f sont les points critiques
d’indice n − k de −f (n est la dimension de la variété). De plus, si X est
un pseudo-gradient adapté à f , −X en est un, qui est adapté à f .

Si a ∈ Critk(f), notons a� le même point, vu comme point critique de la
fonction −f . De sorte que

{a | a ∈ Critk(f)} est une base de Ck(f)

alors que
{a� | a ∈ Critk(f)} est une base de Cn−k(−f).

L’espace vectoriel Cn−k(−f) est isomorphe à Ck(f), mais il est préférable
d’y penser comme étant son dual (d’où la notation)

Cn−k(−f) = Ck(f)�.

Ainsi, par définition, la transposée
t∂X : Cn−k+1(−f) −→ Cn−k(−f) de ∂X : Ck(f) −→ Ck−1(f)

est la différentielle ∂−X du complexe (C�(−f), ∂−X). On a donc :

Proposition 4.3.1 (dualité de Poincaré). Soit V une variété compacte de
dimension n. Si V est sans bord, HMn−k(V ; Z/2) est isomorphe à
HMk(V ; Z/2). Si V a un bord ∂V = ∂+V ∪ ∂−V , alors HMk(V, ∂+V ; Z/2)
est isomorphe à HMn−k(V, ∂−V ; Z/2).

Par exemple (c’est le cas où ∂+V = ∅),

HMk(V ; Z/2) est isomorphe à HMn−k(V, ∂V ; Z/2).

Pour pouvoir énoncer un résultat analogue en homologie à coefficients
entiers, il faut pouvoir associer à un point critique a d’indice k de f avec
une orientation de W s(a), un point critique a� de −f avec une orientation
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de W s(a�) = Wu(a). Pour écrire un énoncé simple, supposons donc que
la variété V est orientée : ainsi une orientation de W s(a) définit-elle une
orientation (et pas seulement une co-orientation) de Wu(a). Les arguments
utilisés ci-dessus restent valables et on obtient une proposition analogue.

Proposition 4.3.2 (dualité de Poincaré pour les variétés orientées). Soit V une
variété compacte orientée de dimension n. Si V est sans bord, HMn−k(V ; Z)
est isomorphe à HMk(V ; Z). Si V a un bord ∂V = ∂+V ∪ ∂−V , alors
HMk(V, ∂+V ; Z) est isomorphe à HMn−k(V, ∂−V ; Z).

4.4. Caractéristique d’Euler, polynôme de Poincaré

Voici une application directe de l’indépendance de l’homologie.

Corollaire 4.4.1. Le nombre de points critiques modulo 2 d’une fonction de
Morse ne dépend que de la variété et pas de la fonction.

Démonstration. On écrit le complexe associé à une fonction de Morse et à
un pseudo-gradient :

0
∂n+1−−−−−→ Cn ∂n−−−→ Cn−1 −→ · · · ∂1−−−→ C0

∂0−−−→ 0.

On calcule ensuite

# Crit(f) =
n∑
k=0

dimCk(f)

=
n+1∑
k=0

(dim Ker ∂k + dim Im ∂k)

=
n∑
k=0

(dim Ker ∂k + dim Im ∂k+1)

≡
n∑
k=0

(dim Ker ∂k − dim Im ∂k+1) mod 2

=
n∑
k=0

dimHMk(V ; Z/2).

Remarque 4.4.2. Nous n’avons utilisé ici que de l’algèbre, la définition de
l’homologie à partir du complexe et montré que∑

k

(−1)k dimCk =
∑
k

(−1)k dimHMk.
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Mais nous avons utilisé le « théorème noyau-image », il était donc prudent
de nous placer dans des espaces vectoriels, c’est-à-dire sur un corps, c’est
pourquoi c’est de l’homologie à coefficients dans Z/2 qui apparaît ici.

Ce nombre est la caractéristique d’Euler de la variété V (modulo 2). La
caractéristique d’Euler est, par définition :

χ(V ) =
n∑
k=0

(−1)k dimHMk(V ; Z/2)

=
n∑
k=0

(−1)k(dim Ker ∂k − dim Im ∂k+1)

=
n∑
k=0

(−1)k(dim Ker ∂k + dim Im ∂k)

=
n∑
k=0

(−1)k dimCk(f).

De sorte que la caractéristique d’Euler d’une variété est la somme alternée
des nombres de points critiques d’une fonction de Morse sur celle-ci.

En étant moins grossier, c’est-à-dire en écrivant

# Crit(f) ≥
n∑
k=0

(dim Ker ∂k − dim Im ∂k+1) =
n∑
k=0

dimHMk(V ; Z/2),

on obtient :

Proposition 4.4.3 (inégalités de Morse). Le nombre de points critiques d’une
fonction de Morse sur une variété V est supérieur ou égal à la somme des
dimensions des groupes d’homologie (de Morse, modulo 2) de cette variété.

Si l’on définit ck(f) comme le nombre de points critiques d’indice k de la
fonction de Morse f et βk = dimHMk(V ; Z/2) (le k-ème nombre de Betti
de V ), la proposition s’écrit

ck(f) ≥ βk, 0 ≤ k,
une série d’inégalités connues sous le nom d’inégalités de Morse.

Exemple 4.4.4. Nous avons vu que dans le cas du tore T 2 la somme des
dimensions des groupes d’homologie était 4. Donc une fonction de Morse
sur le tore doit avoir au moins quatre points critiques.

Remarque 4.4.5. Il est possible de construire une fonction (dégénérée) sur le
tore qui n’a que trois points critiques (mais pas moins, à cause du théorème
de Reeb, le corollaire 2.1.9, et de la remarque qui le suit). Voir la figure 1, le
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point critique dégénéré est au centre, les deux autres points critiques sont
le maximum et le minimum, c’est une « selle de singe » (voir l’exercice 3
page 17).

Figure 1. Niveaux d’une fonction avec trois points critiques sur
le tore

Il est d’ailleurs possible, sur une variété compacte et connexe de dimen-
sion n, de construire une fonction avec n+ 1 points critiques. Une stratégie,
développée dans [68], est de construire d’abord sur la variété une fonction
de Morse avec au plus n+ 1 niveaux critiques tous connexes (un résultat de
Smale, voir [46]), puis de modifier la fonction au voisinage de chaque niveau
critique, de façon qu’elle n’ait plus qu’un point critique (dégénéré) dans ce
niveau.

Exemple 4.4.6. La caractéristique d’Euler de la sphère Sn est χ(Sn) = 1 +
(−1)n, soit 0 si n est impair et 2 si n est pair. Par exemple, la caractéristique
d’Euler de la sphère de dimension 2 est 2. C’est le même Euler, le même 2 et
la même somme alternée que dans la « formule d’Euler » sur les nombres F
de faces, A d’arêtes et S de sommets d’un polyèdre convexe, F −A+S = 2.

Remarque 4.4.7. La caractéristique d’Euler d’une variété compacte sans bord
de dimension impaire est nulle : grâce à la dualité de Poincaré, dans la
somme alternée, les termes s’annulent deux à deux.

À l’aide des nombres de Betti, βk(V ) = dimHMk(V ; Z/2) on définit le
polynôme de Poincaré

PV (t) =
∑
k

βk(V )tk.

Par exemple, PS1(t) = 1 + t et plus généralement,

PSn(t) = 1 + tn.

De même,
PPn(C)(t) = 1 + t2 + · · ·+ t2n,

et
PT2(t) = 1 + 2t+ t2, PP2(R) = 1 + t+ t2.
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La formule de Künneth donne immédiatement la relation

PV1×V2(t) = PV1(t)PV2(t).

On en déduit, en écrivant Tn = S1 × · · · × S1 (n fois) que

βk(Tn) = Ckn.

En particulier, en appliquant la remarque 4.1.2, on en déduit que la
sphère Sn n’est difféomorphe au tore Tn que si n = 1. Il y a évidemment
des manières plus rapides que la théorie de Morse d’arriver à ce résultat
(par exemple, la sphère est simplement connexe et pas le tore).

On en déduit aussi (pour t = −1) que

χ(V1 × V2) = χ(V1)χ(V2).

Exemple 4.4.8. On trouve χ(S2 × S2) = 4. En utilisant la fonction hauteur
sur S2, on obtient par produit une fonction de Morse sur S2 × S2 qui a
seulement quatre points critiques, un minimum, un maximum et deux points
critiques d’indice 2, ce qui est cohérent, puisque 1 + 2 + 1 = 4.

4.5. Homologie et connexité

4.5.a. Composantes connexes et homologie.

Proposition 4.5.1. Si V est une variété compacte et connexe,

HM0(V ; Z/2) ∼= Z/2.

Démonstration. On choisit une fonction de Morse f sur V et on considère
ses minima locaux a1, . . . , ar. Ils ont des voisinages (donnés par le lemme
de Morse) disjoints. On choisit aussi un pseudo-gradient (avec la propriété
de Smale) adapté X.

L’idée de la démonstration est la suivante. Comme la variété est connexe,
on doit avoir un point critique au-dessus de a1 et une carte de Morse qui
permet de joindre le voisinage utilisé de a1 à un autre des disques, disons
autour de ai. Si l’indice d’un point critique est k, la carte de Morse va
s’attacher à un niveau juste en-dessous par une application de Sk−1 dans
ce sous-niveau. Pour k ≥ 2, cette sphère est connexe et ne peut être utilisée
pour connecter les deux disques autour de a1 et ai. Il y a donc un point
critique c d’indice 1 relié à a1 et à ai par des trajectoires de X. Ainsi

∂Xc = a1 + ai.

On montre ainsi que tous les points critiques d’indice 0 sont homologues.
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a1

ai1

c1

A1

Ai1

Figure 2

Plus précisément, appelons B le sous-espace vectoriel de dimension r− 1
dans C0(f) qui est engendré par les a1 + ai (pour 2 ≤ i ≤ r) et montrons
que B est précisément l’image de

∂X : C1(f) −→ C0(f).

Commençons par montrer que ∂XC1 ⊂ B, qui est l’inclusion facile. Soit c
un point critique d’indice 1. Sa variété instable est de dimension 1, il n’y a
donc que deux trajectoires de X issues de c, atteignant deux minima lo-
caux ai et aj (pas nécessairement distincts). On a donc

∂Xc = ai + aj = (a1 + ai) + (a1 + aj) ∈ B.
Donc ∂X(C1(f)) ⊂ B.

Montrons réciproquement que B ⊂ ∂X(C1(f)) (c’est le cœur de la
preuve). Il suffit de montrer que, pour tout i, ai est dans la même classe
d’homologie que a1. Soit

N = V − ⋃
Ind(x),Ind(y)≥2

M(x, y).

Remarquons que, avec Ind(x) et Ind(y) ≥ 2, codim M(x, y) ≥ 2, de sorte
que N est connexe. Posons, pour j = 1, . . . , r,

Aj = {x ∈ N | x est sur une trajectoire (brisée) aboutissant à aj} .
Les ensembles Aj sont connexes (tous les points de Aj sont reliés à aj), N
est la réunion des Aj et Aj est la réunion de la variété stable de aj avec
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les orbites aboutissant à aj en passant par un point critique d’indice 1. La
figure 2 représente une partie de N , avec les parties correspondantes de A1

et Ai1 .
Comme N est connexe, il existe un indice i1 > 1 tel que A1 ∩Ai1 �= ∅.

Dans cette intersection, il y a forcément un point critique d’indice 1, di-
sons c1. On a

∂Xc1 = a1 + ai1 ,
donc ai1 est dans la même classe d’homologie que a1. Et en plus, A1∪Ai1 est
connexe. Donc il existe un indice i2 tel que (A1 ∪Ai1)∩Ai2 �= ∅. De même,
cette intersection contient une trajectoire provenant d’un point critique c2
d’indice 1, de sorte que l’on a

∂Xc2 = a1 + ai2 ou ∂Xc2 = ai1 + ai2 .

Dans les deux cas, la classe d’homologie de ai2 est la même que celle de a1.
On montre ainsi en épuisant les ai qu’ils sont tous homologues à a1.

Remarque 4.5.2. Cette démonstration est complètement analogue à celle
que nous avons utilisée dans la classification des variétés de dimension 1
(au § 2.3.b).

En appliquant la dualité de Poincaré, on déduit de la proposition 4.5.1 :

Corollaire 4.5.3. Soit V une variété compacte et connexe de dimension n.
Alors HMn(V ; Z/2) ∼= Z/2.

Remarque 4.5.4. La proposition 4.5.1 est vraie sur Z, comme on s’en convain-
cra en faisant attention aux orientations dans la démonstration. L’analogue
du corollaire 4.5.3 affirme alors que, si V est une variété compacte, connexe
et orientée de dimension n, alors HMn(V ; Z) ∼= Z.

Corollaire 4.5.5. Soit V une variété compacte de dimension n. Alors
HM0(V ; Z/2) et HMn(V ; Z/2) sont des Z/2-espaces vectoriels de dimen-
sion le nombre de composantes connexes de V .

Démonstration. On écrit V comme réunion disjointe de ses composantes
connexes

V =
k∐
i=1
Vi.

Sur chaque Vi, on choisit une fonction de Morse fi et un champ de vecteurs
ad hoc Xi. Il est clair que

C�(
∐
fi) =

⊕
C�(fi) et ∂∐Xi = ⊕∂Xi ,

d’où le résultat.
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Remarque 4.5.6. La démonstration de 4.5.1 donne aussi le fait qu’une fonc-
tion de Morse sur une variété compacte et connexe qui n’a pas de point
critique d’indice 1 a un unique minimum local, un résultat essentiel dans
la démonstration d’un célèbre théorème de géométrie symplectique, le théo-
rème de convexité d’Atiyah, Guillemin et Sternberg (voir par exemple [5]
et les références aux articles originaux qui y sont contenues).

4.5.b. Groupe fondamental et homologie (à suivre). Dans le même
ordre d’idées, et sans réellement utiliser le complexe de Morse, commençons
à comparer le groupe fondamental et le premier groupe d’homologie de la
variété (connexe) V . Le résultat le meilleur possible serait que HM1(V ; Z)
est le plus grand quotient abélien du groupe π1(V ). Nous montrerons plus
bas (au § 4.8.a) que, si V est simplement connexe, alors HM1(V ; Z) est nul.
Contentons-nous pour l’instant de remarquer :

Proposition 4.5.7. Si la variété V possède une fonction de Morse qui n’a
aucun point critique d’indice 1, alors elle est simplement connexe.

Démonstration. On peut supposer V connexe par arcs et choisir un mini-
mum (disons a0) de f comme point base. Soit un lacet C dans V . On peut
supposer que ce lacet est différentiable. Si b est un point critique d’indice k,
nous savons que dimW s(b) = n − k. Par position générale, on peut donc
supposer que C ne rencontre aucune des variétés stables des points critiques
d’indices plus grands ou égaux à 2. Comme nous avons supposé qu’il n’y a
aucun point critique d’indice 1, C est contenu dans la réunion des variétés
stables des minimums locaux. Ces variétés stables sont disjointes, puisqu’il
n’y a pas de point critique d’indice 1 (c’est l’argument utilisé ci-dessus).
Donc C est contenu dans l’une d’entre elles, celle de a0. Mais celle-ci est un
disque, dans lequel on n’a aucun mal à contracter C sur le point base a0.

Exemple 4.5.8. Par exemple, la sphère Sn est simplement connexe dès que
n ≥ 2.

4.6. Fonctorialité de l’homologie de Morse

On a vu (c’est la remarque 4.1.2) qu’un difféomorphisme entre deux va-
riétés induisait un isomorphisme en homologie de Morse. Nous aimerions
démontrer plus généralement qu’une application C∞ induit un homomor-
phisme. Hélas, une application u : V →W ne permet pas de construire une
fonction de Morse sur V à partir d’une fonction de Morse sur W , donc il va
falloir être plus subtil.
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La variété V considérée ici est une variété compacte, éventuellement à
bord, munie d’une fonction de Morse f et d’un champ de pseudo-gradientsX
satisfaisant la propriété de Smale, et qui est entrant si ∂V �= ∅ (avec les
notations utilisées jusque là, ∂V = ∂−V ).

Les résultats que nous allons démontrer ici sont les deux théorèmes :

Théorème 4.6.1 (fonctorialité). Soit u : V →W une application de classe C∞.
Elle induit un morphisme de groupes abéliens gradués

u� : HM�(V ) −→ HM�(W ).

De plus, si v :W → Z est une autre application C∞,

(v ◦ u)� = v� ◦ u�.
Enfin, pour l’application identique Id : V → V , on a Id� = Id.

Dire que u� est un morphisme de groupes abéliens gradués, c’est dire que
cette application est une collection de morphismes

uk : HMk(V ) −→ HMk(W ).

Dit en termes savants, ce théorème affirme que l’homologie de Morse est
un foncteur de la catégorie des variétés différentiables et applications C∞

dans la catégorie des groupes abéliens. C’est aussi un foncteur « homoto-
pique ».

Théorème 4.6.2 (invariance homotopique). Soit u : [0, 1] × V → W une
application C∞. Pour ut(x) = u(t, x), on a (u0)� = (u1)�.

L’idée de la démonstration du théorème 4.6.1 est d’utiliser le fait que la
composition

V
u−−→W =W × {0} ⊂W ×DN

est homotope à un plongement (pour N assez grand), et donc de commencer
par traiter le cas des plongements.

Démonstration du théorème 4.6.1 pour les plongements
L’idée est, en partant d’un couple (f,X) sur V ayant les propriétés Morse

et Smale, de le prolonger en (f̃ , X̃) sur W ayant les mêmes propriétés. On
en déduira un morphisme de complexes

u• : C•(f,X) −→ C•(f̃ , X̃)

dont on montrera enfin que le morphisme qu’il induit en homologie ne dé-
pend pas des choix de f et de X.
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Cas où u est un difféomorphisme. On a vu dans la remarque 4.1.2 que le
difféomorphisme u induit un isomorphisme de complexes

C•(f,X) −→ C•(f ◦ u−1, du(X)).

Vérifions que l’isomorphisme induit en homologie ne dépend pas des choix
de f et de X. Soient donc (f0, X0) et (f1, X1) deux couples Morse-Smale
sur V ainsi que (F,X) un couple Morse-Smale sur [−1/3, 4/3]× F , comme
au § 3.4. Le couple (F ◦ (Id×u−1), d(u × Id)(X)) joue le même rôle entre
(f0 ◦ u−1, du(X0)) et (f1 ◦ u−1, du(X1)). En d’autres termes, on a un dia-
gramme commutatif

C•(f0, X0)
u•0 ��

ΦF
��

C•(f0 ◦ u−1, du(X0))

ΦF◦(Id×u−1)
��

C•(f1, X1)
u•1 �� C•(f1 ◦ u−1, du(X1))

Puis évidemment, pour deux difféomorphismes u et v, v• ◦ u• = (v ◦ u)• de
sorte que v� ◦ u� = (v ◦ u)�. Enfin, Id� = Id.

Cas où u est l’inclusion d’une sous-variété. Notons-la

i : V ↪−→W.

Proposition 4.6.3. Soit (f,X) un couple Morse-Smale sur V . Alors il existe
un couple Morse-Smale (f̃ , X̃) sur W , qui le prolonge et tel que

(1) Crit(f) ⊂ Crit(f̃) et l’indice d’un point critique de f est le même que
son indice comme point critique de f̃ ;

(2) si a est un point critique de f , alors ∂
X̃

(a) = ∂X(a).

Comme conséquence de cette proposition, on a un morphisme (injectif)
de complexes

i• : C•(f,X) −→ C•(f̃ , X̃)

simplement défini en envoyant a (vu comme point critique de f) sur a (vu
comme point critique de f̃). De plus, ce morphisme ne dépend pas du choix
du couple (f,X) : on relie (f0, X0) à (f1, X1) comme d’habitude, grâce à
une fonction

F : [−1/3, 4/3]× V −→ R
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et à un champ de vecteurs X sur ce produit. On peut fabriquer un dia-
gramme commutatif comme ci-dessus

C•(f0, X0) � � u•0 ��

ΦF
��

C•(f̃0X̃0)

ΦF̃
��

C•(f1, X1) � � u•1 �� C•(f̃1, X̃1)

en prolongeant F et X en F̃ et X̃ comme on a prolongé f et X, de sorte
que, si a est un point critique de f0 sur V , ΦF̃ (a) = ΦF (a).

Cas où u : V → W est un plongement. On peut considérer u comme
composée d’un difféomorphisme et de l’inclusion d’une sous-variété :

V
u−−→ u(V ) ↪ i−−→W.

En partant de (f,X) sur V , on construit comme plus haut (f̃ , X̃) sur W et
un morphisme de complexes

u• : C•(f,X) −→ C•(f̃ , X̃)

en envoyant a sur iu(a) = u(a).
On a clairement

v• ◦ u• = (v ◦ u)• et donc aussi v� ◦ u� = (v ◦ u)�.

Démonstration de la proposition. Considérons une sous-variété V de dimen-
sion n d’une variété W de dimension p.

Soit c un point critique de f sur V et soit U un voisinage de c dans la
(grosse) variétéW . On peut supposer que U est de la forme U ≡ Dn×Dp−n.
Sur un tel U , il est facile de prolonger f en posant

f̃(x, y) = f(x) +
1
2
‖y‖2

et X par
X̃(x, y) = X(x)− y

(c’est-à-dire en ajoutant à X(x) l’opposé du gradient de la norme au carré).
On choisit donc un tel voisinage Ui de chaque point critique ci de f et on
prolonge f et X en imposant cette forme sur les Ui et arbitrairement sur le
complémentaire de la réunion des Ui dans W .

Comme tous les points critiques de f sur V sont contenus dans les Ui et
comme X est un pseudo-gradient, il existe un ε0 > 0 tel que

df̃(X̃) < −ε0
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ci
V

U

Ui

Figure 3

sur V −∪(Ui∩V ) ainsi que près du bord des Ui. Il existe donc un voisinage
ouvert U de V ∪ (∪Ui) dans W tel que

df̃(X̃) ≤ 0

sur U avec égalité exactement en les ci.
En particulier, f̃ n’a pas d’autre points critiques que les ci sur U . Comme

on a ajouté à f une forme quadratique définie positive, l’indice de c comme
point critique de f̃ est son indice comme point critique de f .

Il n’y a aucune raison que f̃ que nous avons obtenue en prolongeant f
arbitrairement, soit une fonction de Morse en dehors de U . On la perturbe
légèrement pour qu’elle le devienne. On construit ensuite un prolongement
ad hoc X̃ de X en un pseudo-gradient à l’aide d’une partition de l’unité.

Remarque 4.6.4. Remarquons aussi que toute trajectoire γ de X̃ telle que
limt→−∞ γ(t) = c ∈ V est complètement contenue dans V (on a supposé
que le champ X est entrant près de ∂V ).

Il se pourrait que le champ X̃ prolongé n’ait pas la propriété de Smale.
On a toutefois, pour tous points critiques de f ,

L
X̃

(a, b) = LX(a, b), donc n
X̃

(a, b) = nX(a, b), et donc ∂
X̃

(a) = ∂X(a).

Si (par chance) X̃ a la propriété de Smale, on a le résultat attendu.
En perturbant X̃ au besoin, on obtient un champ très proche qui satisfait
Smale, n’est peut-être plus tangent à V mais vérifie toujours n

X̃
(a, b) =

nX(a, b).

Remarque 4.6.5. Notons en particulier, en application de cette démonstra-
tion, que si V est une sous-variété d’une variété W et si V est un voisinage
tubulaire de V dans W , alors HM�(V) ∼= HM�(V ).

Avant de terminer la démonstration du théorème 4.6.1 (cas général d’une
application qui n’est pas un plongement), commençons à démontrer le théo-
rème 4.6.2, qui nous sera utile.
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Démonstration du théorème 4.6.2, cas des plongements
Remarquons tout d’abord, comme

HM�(DN ; Z) =

{
Z si � = 0
0 sinon,

que, pour tout difféomorphisme ψ : DN → DN , ψ�, qui doit être un isomor-
phisme de Z dans lui-même, ne peut être que l’application identique, ou son
opposée, ψ� = ± Id, et que c’est l’identité lorsque ψ préserve l’orientation.

Comme conséquence, pour toute variété V et tout difféomorphisme ψ
préservant l’orientation de DN , ψ × Id : DN × V → DN × V induit aussi
l’identité en homologie, puisque (ψ× Id)• = ψ•⊗ Id• sur le produit tensoriel
des complexes, de sorte que (ψ × Id)� = ψ� ⊗ Id� = Id.

Considérons maintenant différentes façons d’inclure V dans DN × V .

Lemme 4.6.6. Pour a ∈ DN , soit ia : V → DN × V le plongement défini par
ia(x) = (a, x). Alors

(1) (i0)� est un isomorphisme ;
(2) (ia)� = (i0)�.

Démonstration du lemme. On considère un couple (f,X) Morse-Smale sur
V = {0} × V ⊂ DN × V . On prolonge (f,X) en (f̃ , X̃) comme ci-dessus,
c’est-à-dire par

f̃(y, x) =
1
2
‖y‖2 + f(x) et X̃(y, x) = −y +X(x).

Alors, C•(f,X) = C•(f̃ , X̃), de sorte que (i0)• = Id. Ce qui démontre
la première assertion. Pour la deuxième, on utilise un difféomorphisme(1)

ψ : DN → DN qui envoie 0 sur a. Le diagramme commutatif

V
� � i0 ��
� �

ia

������������
DN × V
ψ × Id

��

DN × V
donne (i0)� = (ia)� comme souhaité.

Pour démontrer le théorème d’invariance homotopique, considérons donc
une application

u : [0, 1]× V −→W

(1)L’existence d’un tel difféomorphisme peut être démontrée en intégrant un champ de
vecteurs convenable sur le disqueDN , un exercice dont les détails sont laissés aux lecteurs,
l’exercice 19 page 103.
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telle que chaque ut soit un plongement. Alors

ũ : [0, 1]× V −→ [0, 1]×W
(t, x) �−→ (t, ut(x))

est un plongement. Pour les inclusions i0 et i1 (notations du lemme), on a
deux diagrammes commutatifs :

[0, 1]× V ũ �� [0, 1]×W [0, 1]× V ũ �� [0, 1]×W

[0, 1]× V u0
��

iV0

��

[0, 1]×W
iW0

��

[0, 1]× V u1
��

iV1

��

[0, 1]×W
iW1

��

d’où l’on déduit

(u0)� = (iW0 )−1
� ◦ ũ� ◦ (iV0 )� = (iW1 )−1

� ◦ ũ� ◦ (iV1 )� = (u1)�.

Démonstration du théorème 4.6.1, cas général. Considérons une application
de classe C∞

u : V −→W.
Choisissons un entier N assez grand pour qu’il existe un plongement ϕ :
V → DN . Alors, (ϕ, u) est un plongement de V dans DN×W . On considère
le diagramme

DN ×W

V

(ϕ, u) �������������
u

�� W

i0

��

et l’on définit
u� = (i0)−1

� ◦ (ϕ, u)�.
Montrons que le morphisme u� ainsi défini ne dépend pas du choix de N

ni de ϕ (de sorte qu’en particulier, si u est un plongement, on retrouvera,
pour N = 0, ce que l’on a déjà construit). Considérons donc une autre
application ψ : V → DN et le diagramme

DN ×W
�0

���������������

W

j0 �������������

i0
		�����������
Vu

 (ψ,ϕ, u) ��

(ϕ, u)
��

(ψ, u)
��

DM ×DN ×W

DM ×W
k0

���������������

où �0 et k0 sont définis par

�0(y, x) = (0, y, x) et k0(z, x) = (z, 0, x).
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On a k0◦j0 = �0◦i0, mais les deux triangles de droite du diagramme ne com-
mutent pas. Cependant, les diagrammes induits en homologie commutent.
L’homotopie « tψ » relie

�0(ϕ(x), u(x)) = (0, ϕ(x), u(x)) à (ψ(x), ϕ(x), u(x))

et de même, l’homotopie « tϕ » relie

k0(ψ(x), u(x)) = (ψ(x), 0, u(x)) à (ψ(x), ϕ(x), u(x)).

Évaluons maintenant, grâce à ce diagramme et à ces remarques, l’application
(i0)−1
� ◦ (ϕ, u)�. On trouve

(i0)−1
� ◦ (ϕ, u)� = (i0)−1

� ◦ (�0)−1
� ◦ (ψ,ϕ, u)�

= (j0)−1
� ◦ (k0)−1

� ◦ (ψ,ϕ, u)�
= (j0)−1

� ◦ (ψ, u)�

Donc notre morphisme u� en homologie ne dépend pas des choix faits.

La vérification de la propriété de fonctorialité suit le même chemin. Pour
u : V → W et W → Z, à l’aide de ϕ : V → DN et de ψ : W → DM , on
utilise le diagramme

V
u ��

(ϕ, u)
��

W
v ��

(ψ, v)
��

i0
��������

����������

Z

j0

													

DN ×W
(Id, (ψ, v))

��

DM × Z

k0����������������

DM ×DN × Z
La flèche verticale V → DM × DN × Z est un plongement composé de
deux plongements. Nous savons donc déjà qu’elle satisfait la relation de
fonctorialité. Évaluons donc

v� ◦ u� = (j0)−1
� ◦ (ψ, v)� ◦ (i0)−1

� ◦ (ϕ, u)�
= (j0)−1

� ◦ (k0)−1
� ◦ (ψ ◦ (Id, v))� ◦ (ϕ, u)�

= (v ◦ u)�.
Fin de la démonstration du théorème 4.6.2. Elle est conséquence immédiate
de ce qui précède, on considère simplement ut comme la composition

V
it−−→ [0, 1]× V u−−→W

ut = u ◦ it, donc u� ◦ (it)� = (ut)�... mais nous savons que (i0)� = (i1)�,
donc (u0)� = (u1)�.
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4.7. Suite exacte longue

Soit V une sous-variété d’une variété W . Nous montrons ici qu’il existe
une suite exacte longue en homologie, complétant l’application

(i0)� : HMk(V ) −→ HMk(W ).

Nous allons donc utiliser des données de Morse-Smale (f,X) sur V que
nous prolongerons comme au § 4.6, ici à un voisinage tubulaire V de V
dans W . Ainsi, V est une variété à bord, W − V en est une aussi, toutes
les deux ont le même bord ∂V ; nous disposons d’une fonction de Morse f̃ ,
dont les points critiques dans V sont ceux de f sur V , et d’un champ X̃
vérifiant la condition de Smale, qui est entrant dans V (et sortant deW − V).
L’inclusion i0 : V ⊂W induit un morphisme injectif de complexes

(i0)� : (C�(f), ∂X) ↪−→ (C�(f̃), ∂X̃).

Le premier de ces deux complexes calcule l’homologie de V , le deuxième
celle deW . Rien de nouveau jusqu’ici. Nous définissons maintenant un mor-
phisme (de groupes)

C�(f̃) −→ C�(f̃ |W−V),

simplement en envoyant les points critiques de f̃ qui sont dans V sur 0.
Les points critiques de f̃ qui sont dans V étant, nous l’avons dit, ceux de f
sur V , on a une suite de groupes abéliens

C�(f) −→ C�(f̃) −→ C�(f̃ |W−V
).

Notre deuxième morphisme est aussi un morphisme de complexes : une tra-
jectoire de X̃ joignant deux points critiques de f̃ dont aucun n’est dans V ne
pénètre jamais dans V. Le complexe C�(f̃ |W−V

, ∂
X̃

) calcule, lui, l’homologie
HM�(W − V, ∂V), puisque le champ X̃ est sortant de W − V.

Comme toutes ses semblables, cette suite exacte de complexes induit une
suite exacte longue en homologie

HMk(V ) �� HMk(W ) �� HMk(W − V, ∂V)

∂













��












HMk−1(V ) �� HMk−1(W )

.

On décide d’appeler, pour alléger la notation,

HMk(W − V, ∂V) = HMk(W,V ),



94 CHAPITRE 4. HOMOLOGIE DE MORSE, APPLICATIONS

homologie relative(2). Le connectant de la suite exacte longue

HMk(V ) �� HMk(W ) �� HMk(W,V )

∂�
����������

�������������

HMk−1(V ) �� HMk−1(W )

s’interprète facilement : à une classe dansHMk(W − V, ∂V), représentée par
un point critique a de f̃ dans W − V, ∂ associe la classe de la combinaison
linéaire des points critiques de f reliés à a par des trajectoires de X̃,

∂a =
∑

b∈Crit(f)

n
X̃

(a, b).

Considérons maintenant une variété M à bord ∂M

∂M ↪
i0−−−→M.

Nous aimerions appliquer ce qui précède au couple (M,∂M). Il n’est pour-
tant pas tout à fait exact que ∂M soit une sous-variété de M . On remplace
donc M par une variété qui lui est difféomorphe et dont ∂M est une sous-
variété.

Le bord possède un voisinage « collier », c’est-à-dire de la forme

∂M × [−ε, 0] ↪ i−−→M avec i(x, 0) = i0(x)

(où ε est un réel strictement positif bien choisi et avec les notations du
paragraphe précédent(3)). Remarquons que

M−ε =M − i(]− ε, 0])

est une variété à bord, difféomorphe àM et de bord i−ε(∂M). On commence
par ajouter àM un « symétrique » de ce collier, en considérant le recollement
évident

M+ε =M ∪ ∂M × [0, ε]

(voir la figure 4). Le bord ∂M est maintenant une sous-variété honnête
de M+ε. De plus, il a un voisinage difféomorphe à ∂M × [−ε, ε].

Considérons le couple (W,V ) où W =M+ε et V est sa sous-variété ∂M .
Comme W est difféomorphe à M , nous avons HM�(W ) = HM�(M). De
plus,HM�(W,V ), qui estHM�(W − V,V) par définition, est précisément ce

(2)Pour les lecteurs qui savent ce que c’est, il s’agit bien, par excision, de l’homologie
relative. Voir par exemple [19].
(3)Rappelons que l’on peut obtenir un tel i en utilisant le flot d’un champ de vecteurs
entrant.
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X

M M−ε M+ε

Figure 4

que nous avons défini, au § 3.5 sur les cobordismes, comme HM�(M,∂M).
Nous obtenons donc la suite exacte longue

HMk(∂M) �� HMk(M) �� HMk(M,∂M)

∂�
���������

������������

HMk−1(∂M) �� · · ·
Exemple 4.7.1. Dans le cas du disque (voir ci-dessus les exemples 3.5.1, 4.1.1
et la figure 12 du chapitre 3), la suite exacte longue donne deux isomor-
phismes

HM0(Sn−1; Z/2)
j�−−−→ HM0(Dn; Z/2)

et
HMn(Dn, Sn−1; Z/2) ∂−−→ HMn−1(Sn−1; Z/2)

(les autres groupes apparaissant dans la suite exacte sont triviaux).

4.8. Applications

4.8.a. Groupe fondamental et homologie (suite). Montrons ici,
comme annoncé au § 4.5.b, qu’une variété simplement connexe n’a pas
de H1.

Proposition 4.8.1. Si V est simplement connexe, HM1(V ; Z/2) = 0.

Démonstration. On utilise un couple (f,X) Morse-Smale sur V . Commen-
çons par décrire les 1-cycles dans V , c’est-à-dire les éléments α de C1(f)
tels que ∂Xα = 0. Ce sont des combinaisons linéaires de points critiques
d’indice 1,

α = a1 + · · ·+ ak.
De plus, ∂Xa1 + · · ·+ ∂Xak = 0. Pour un point critique a d’indice 1,

∂Xa = c1 + c2
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où c1 et c2 sont deux points critiques d’indice 0, pas nécessairement distincts
(figure 5) : la variété instable de a est un disque ouvert de dimension 1 et
l’on continue à appliquer le théorème 2.3.2.

c1 c2
c3

c4

a

c1 = c2

b1

b2 b3

b4

a

c1

c2

Figure 5

Donc notre cycle α est somme de cycles

β = b1 + · · ·+ bs
avec ∂bi = ci + ci+1 pour des minimums locaux c1,. . .,cs (avec cs+1 = c1)
comme sur la figure 5.

Un tel β définit un plongement uβ du cercle S1 dans V tel que la fonction
gβ = f ◦ uβ ait les ci comme minimums locaux et les bi comme maximums
locaux. Chaque β d’une base de Ker ∂ ⊂ C1(f) définit un morphisme (injec-
tif) de complexes

(uβ)• : C•(gβ, Xβ) −→ C•(f,X)

(Xβ est le champ de vecteurs sur S1 dont l’image est la restriction de X)
tel que

(uβ)� : HM1(S1; Z/2) −→ HM1(V ; Z/2)
ait pour image le sous-espace engendré par la classe de β.

Avec l’hypothèse de simple connexité faite sur V , toute application v :
S1 → V se prolonge en une application ṽ : D2 → V . En particulier,

uβ : S1 ↪−→ D2 ũβ−−−→ V
donne en homologie une factorisation

(uβ)� : HM1(S1; Z/2) −→ HM1(D2; Z/2)
(ũβ)�−−−−−→ HM1(V ; Z/2)

de telle sorte que la classe de β provient de HM1(D2; Z/2) = 0 et donc est
nulle.
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4.8.b. Le théorème du point fixe de Brouwer. Nous donnons ici une
autre démonstration du théorème de Brouwer (le théorème 2.3.3).

Démonstration. Comme dans la démonstration donnée plus haut, on com-
mence par se ramener au cas où ϕ est une application C∞ et l’on suppose
l’absence de point fixe, en déduisant une rétraction

r : Dn −→ Sn−1

(qui associe à x ∈ Dn le point d’intersection de la demi-droite issue de ϕ(x)
et passant par x avec le bord Sn−1). De sorte que, si x est un point de la
sphère, il reste à sa place. L’application r satisfait à

r ◦ j = Id : Sn−1 ↪−→ Dn −→ Sn−1.

Ce qui fait que la composition r� ◦ j� :

HMn−1(Sn−1; Z/2) −→ HMn−1(Dn; Z/2) −→ HMn−1(Sn−1; Z/2)

doit aussi être l’identité, de Z/2 dans Z/2, alors que HMn−1(Dn; Z/2) = 0
comme on l’a remarqué dans l’exemple 4.1.1. Une contradiction qui implique
l’existence d’un point fixe.

On démontre de même que, si k < n, il n’y a pas de rétraction de la
sphère Sn sur une sous-sphère Sk ⊂ Sn. Sinon, la composition

Sk
i−−→ Sn r−−→ Sk,

donnerait, en homologie HMk,

HMk(Sk; Z/2) i�−−−→ HMk(Sn; Z/2) r�−−−→ HMk(Sk; Z/2)
Z/2 −−−→ 0 −−−→ Z/2

une application nulle qui devrait être l’identité.

4.8.c. Homologie modulo 2 de l’espace projectif. Considérons la
sphère

Sn =
{
x ∈ Rn+1 | ‖x‖2 = 1

}
et son quotient Pn(R), l’espace projectif réel de dimension n, par la relation
d’équivalence x ∼ −x. La projection naturelle Sn → Pn(R) est notée p.

Soit f une fonction de Morse sur Pn(R). La fonction f ◦p est une fonction
de Morse sur Sn (localement, il n’y a pas de différence entre Sn et Pn(R)).
Elle a deux points critiques d’indice k, a et −a, au-dessus de chaque point
critique p(a) de f .
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De même, si X est un champ de pseudo-gradients adapté à f , il existe un
unique champ de vecteurs X̃ sur Sn, qui est un champ de pseudo-gradients
pour f ◦ p et tel que, pour tout x sur Sn,

Tx(p)(X̃x) = Xp(x).

Ainsi les trajectoires de X̃ se projettent sur celles de X. Si l’on suppose en
plus que X satisfait à la propriété de Smale, il en est de même pour X̃. On a
donc en particulier, pour tous points critiques a et b d’indices consécutifs
de f ◦ p,

n
X̃

(a, b) = n
X̃

(−a,−b).

˜X(−x)

a

b −a

−b

˜X(x)

Figure 6

La formule α �→ p(α) définit un morphisme de complexes (Ck(f̃), ∂X̃)→
(Ck(f), ∂X) que nous noterons p� (ce n’est pas vraiment un abus de no-
tation, c’est bien le p� défini par l’application différentiable p, comme on
pourrait le vérifier en utilisant des plongements). De même, la formule

p(a) �−→ a+ (−a)
définit une application linéaire

p! : Ck(f) −→ Ck(f̃).
Si α = p(a) = p(−a) est un point critique de f , on a

∂
X̃

(p!α) = ∂
X̃

(a) + ∂
X̃

(−a)
=

∑
b

n
X̃

(a, b)b+
∑
c

n
X̃

(−a, c)c.
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Mais il y a une trajectoire de a à b si et seulement si il y a une trajectoire
de −a à −b, de sorte que cette somme vaut

∂
X̃

(p!α) =
∑
b

n
X̃

(a, b)b+
∑
−b
n
X̃

(−a,−b)(−b)

=
∑
β

nX(α, β)(b+ (−b)).

Ainsi, p! est un morphisme de complexes

p! : (Ck(f), ∂X) −→ (Ck(f ◦ p), ∂X̃).

La composition

(Ck, ∂X)
p!−−−→ (Ck(f ◦ p), ∂X̃)

p�−−−→ (Ck(f), ∂X)

envoie le point critique α successivement, d’abord sur a + (−a), puis sur
p(a) + p(−a) = 2α = 0. On a plus précis, une suite exacte de complexes

0 −→ (Ck(f), ∂X)
p!−−−→ (Ck(f ◦ p), ∂X̃)

p�−−−→ (Ck(f), ∂X) −→ 0.

En effet, une combinaison linéaire a1 + · · · + ak de points critiques de f̃ ,
envoyée sur p(a1) + · · ·+ p(ak) ne peut être nulle que si chacun des points
critiques de f apparaissant dans cette somme y apparaît deux fois, c’est-à-
dire si

a1 + · · ·+ ak = ai1 + (−ai1) + · · ·+ air + (−air)
ou encore si cet élément est dans l’image de p!.

On a donc une suite exacte de complexes, qui, comme il se doit, définit
une suite exacte longue

HMk(Pn(R); Z/2) �� HMk(Sn; Z/2) �� HMk(Pn(R); Z/2))

∂�������������

���������������

HMk−1(Pn(R); Z/2) �� · · ·
en homologie de Morse. On en déduit que le connectant

∂ : HMk(Pn(R); Z/2) −→ HMk−1(Pn(R); Z/2)

est un isomorphisme pour 0 ≤ k ≤ n. On a donc démontré :

Théorème 4.8.2. On a HMk(Pn(R); Z/2) ∼= Z/2 pour 0 ≤ k ≤ n.

Pour l’homologie entière (les questions d’orientation sont ici à traiter avec
soin), voir l’exercice 24 page 105.
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Au paragraphe suivant, nous aurons besoin d’une description explicite
du connectant de cette suite exacte. Il suffit de suivre la définition abstraite
de celui-ci.

Commençons par ∂ : HM1(Pn(R); Z/2) → HM0(Pn(R); Z/2). Une
combinaison linéaire

γ = γ1 + · · ·+ γr, γi ∈ Crit1(f)

qui est un cycle (∂Xα = 0) s’écrit comme somme d’éléments α1 + · · · + αs
avec

∂Xαi = βi + βi+1, β1, . . . , βs, βs+1 = β1 ∈ Crit0(f).

Le cycle se représente donc comme réunion des trajectoires joignant les αi
aux βi (de façon analogue à ce que l’on a vu sur la figure 5, on a ici un lacet
dans Pn(R)).

On relève maintenant ce cycle dans la sphère. Nous savons que le résultat
final ne dépendra d’aucun des choix faits. Commençons donc par choisir
un a1 au-dessus de α1, de sorte que ∂

X̃
a1 = b1 + b2, avec p(b1) = β1 et

p(b2) = β2. On relève ensuite α2 en choisissant celui des deux relevés, a2 tel
que ∂

X̃
a2 = b2 + b3 pour le b2 déjà déterminé. Le résultat final est un relevé

a = a1 + · · ·+ as avec ∂
X̃
a = b1 + b2 + b2 + · · ·+ bs + bs+1 = b1 + bs+1

(on a relevé le lacet en un chemin sur la sphère). Le connectant est

∂(α) =

{
0 si bs+1 = bs
[p(b1)] = [β1] sinon.

Plus généralement, commençons par choisir un hémisphère, sud par
exemple, pour changer, de la sphère Sn. Si a est un cycle dans (Ck(f), ∂X),

a = a1 + · · ·+ ar,

on choisit des relevés αi des ai dans l’hémisphère sud, obtenant une somme

α = α1 + · · ·+ αr
dont l’image par p� est notre cycle a. On a

∂
X̃
α = β1 + · · ·+ βs,

une combinaison linéaire de points critiques d’indices k−1 de f̃ . On a alors

∂[a] = [p(β1) + · · ·+ p(βs)].
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4.8.d. Le théorème de Borsuk-Ulam. Démontrons maintenant le célè-
bre théorème :

Théorème 4.8.3 (Borsuk-Ulam). Il n’existe pas d’application continue

ϕ : Sn −→ Sn−1

telle que ϕ(−x) = −ϕ(x) pour tout x.

Ce théorème a des applications plus ou moins folkloriques (par exemple,
le fait passionnant qu’il existe à chaque instant deux points antipodaux sur
la Terre où la température et la pression ont la même valeur).

Corollaire 4.8.4. Soit ψ : Sn → Rn une application continue telle que
ψ(−x) = −ψ(x) pour tout x. Alors ψ s’annule en au moins un point de Sn.

En effet, si ψ ne s’annulait pas, elle définirait une application ϕ = ψ/ ‖ψ‖
à valeurs dans Sn−1 et interdite par le théorème.

Voici le théorème température-pression :

Corollaire 4.8.5. Pour toute application ψ : Sn → Rn, il existe au moins un
point x de Sn tel que ψ(x) = ψ(−x).

Notons en particulier qu’il n’existe pas d’injection de Sn dans Rn. Le
corollaire se démontre en considérant ϕ(x) = ψ(x)− ψ(−x).
Corollaire 4.8.6. Soient F1, F2, . . . , Fn+1 des fermés non vides sur la
sphère Sn dont la réunion est la sphère tout entière. Alors l’un d’eux
contient deux points antipodaux.

Il suffit d’utiliser l’application

ψ(x) = (d(x, F1), d(x, F2), . . . , d(x, Fn)).

Démonstration du théorème 4.8.3. Bien sûr, comme dans le cas du théo-
rème de Brouwer, on va montrer qu’il n’existe pas d’application C∞ ayant
les propriétés voulues (le résultat pour les applications continues s’en dé-
duit). Une application ϕ ayant ces propriétés induirait une application
ψ : Pn(R)→ Pn−1(R), dont nous allons montrer qu’elle ne peut exister.

Soit donc ψ une application C∞ de Pn(R) dans Pn−1(R). Considérons
le diagramme

HMk(Pn(R); Z/2)
ψ�

��

∂
��

HMk(Pn−1(R); Z/2)

∂
��

HMk−1(Pn(R); Z/2)
ψ�

�� HMk−1(Pn−1(R); Z/2)
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où le « connectant » ∂ a été défini au § 4.8.c. Pour k ≤ n, les deux flèches ver-
ticales sont des isomorphismes. Si nous avions démontré que le diagramme
commute, on en déduirait que

ψ� : HMn(Pn(R); Z/2) −→ HMn(Pn−1(R); Z/2)

est aussi un isomorphisme, une absurdité manifeste : l’un est nul, l’autre
pas.

Il reste donc à vérifier que le diagramme commute, ce qui est clair, après
la description du connectant ∂ de la suite exacte longue que nous avons
donnée ci-dessus.

4.8.e. L’homologie de la variété. Dans ce paragraphe (que l’on peut
sauter si l’on ne sait pas ce qu’est l’homologie cellulaire), nous suggérons
une façon de démontrer que le complexe des points critiques calcule bien
l’homologie cellulaire de la variété, en d’autres termes que les variétés stables
constituent une décomposition cellulaire. On construit d’abord une fonction
de Morse ordonnée f sur V , ce qui veut dire que tous les points critiques
d’indice k de f sont au niveau k :

c ∈ Critk(f) =⇒ f(c) = k.

C’est le cas par exemple de la fonction 1+f/2 où f est la fonction de Morse
que nous avons utilisée sur le tore (celle du § 1.4.c du chapitre 1) ou de
la fonction (x, y, z) �→ z + 1 sur la sphère unité de R3. Une telle fonction
se construit à partir d’une fonction de Morse quelconque en montant et
descendant les points critiques selon des modèles que l’on trouve par exemple
dans [46].

Ainsi le théorème 2.1.11 implique que

Hk(V k+1/2, V k−1/2; Z/2) ∼= Ck(f).

De plus, pour un champ de pseudo-gradients adapté X, le connectant

∂ : Hk(V k+1/2, V k−1/2; Z/2) −→ Hk−1(V k−1/2, V k−3/2; Z/2)

de la suite exacte du triple (V k+1/2, V k−1/2, V k−3/2) s’identifie à ∂X . On
en déduit le résultat en montrant que le complexe

(Hk(V k+1/2, V k−1/2; Z/2), ∂)

calcule l’homologie cellulaire de V .
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k − 1

k − 1
2

k

k +
1
2

Figure 7

Exercices

Exercice 16. Existe-t-il une fonction de Morse sur S2 × S2 qui ait un mini-
mum, un maximum, un point critique d’indice 2, et tous ses autres points
critiques d’indices 1 ou 3 ?

Exercice 17. Montrer que l’espace projectif complexe Pn(C) est simplement
connexe.

Exercice 18. La quadrique Q de l’exercice 8 (page 18) est-elle difféomorphe
à P2(C) ?

On envoie P1(C)×P1(C) dans P3(C) par

([a, b], [u, v]) �−→ [au, bu, av, bv].

Montrer que c’est un plongement dont l’image est décrite par l’équation

z0z3 − z1z2 = 0.

Démontrer que Q est difféomorphe à S2 × S2.

Exercice 19. La figure 8 représente le graphe d’un difféomorphisme ϕ :
]− 1, 1[→ ]− 1, 1[. On pose a = ϕ(0). Montrer que ϕ est le flot au temps 1
d’un champ de vecteurs sur ] − 1, 1[, que l’on dessinera. Soit D le disque
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ouvert de centre 0 et de rayon 1 dans RN et soit a ∈ D. Construire un
champ de vecteurs sur D dont le flot vérifie ϕ1(0) = a.

0

a

Figure 8

0

a

 

Figure 9

Exercice 20. Si u : V → W est une application de classe C∞ et si V et W
sont des variétés compactes et connexes, alors

u� : HM0(V ; Z/2) −→ HM0(W ; Z/2)

est un isomorphisme (l’identité puisque chacun de ces deux espaces est iso-
morphe à Z/2).

Exercice 21. Soit V une variété compacte sans bord de dimension n et soit D
un disque de dimension n plongé dans V . Montrer que

HMn(V −D; Z/2) = 0.

En déduire que, si u : V n →Wn est une application de classe C∞ qui induit
une application

u� : HMn(V ; Z/2) −→ HMn(W ; Z/2)

non nulle, alors elle est surjective.

Exercice 22. Soit W une variété compacte à bord de dimension n + 1 et
soit V son bord, V = ∂W .

(1) Montrer que l’inclusion V ⊂ W induit l’application nulle de
HMn(V ; Z/2) dans HMn(W ; Z/2).

(2) En déduire que, si u : V → Z est une application C∞ de V dans
une variété Z de la même dimension dont l’application u� induite au niveau
HMn n’est pas nulle, alors u ne peut être prolongée en une application
ũ :W → Z.
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(3) Et en particulier, il n’existe aucune application de W sur son bord
qui se restreigne en l’identité sur le bord (rétraction). Le cas W = Dn+1 est
celui du théorème de Brouwer.

Exercice 23. Soit V une variété compacte. Montrer qu’il n’existe pas de
rétraction de V sur une de ses parties strictes (voir au besoin le § 4.8.b).

Exercice 24. Décrire les variétés stables et instables, avec orientations et
co-orientations, dans le cas de la fonction de Morse f considérée dans l’exer-
cice 6 et d’un champ de pseudo-gradient X sur P2(R). Calculer l’homologie
du complexe (C�(f ; Z), ∂X). Montrer que

HMk(P2(R); Z) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
Z si k = 0,
Z/2 si k = 1,
0 sinon.
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PARTIE II

LA CONJECTURE D’ARNOLD,
THÉORIE DE FLOER
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INTRODUCTION DE LA DEUXIÈME PARTIE

La deuxième partie de ce livre est consacrée à la construction de l’homo-
logie de Floer, en vue de démontrer la conjecture d’Arnold. Celle-ci affirme
précisément que le nombre de trajectoires périodiques de période 1 d’un
champ de vecteurs hamiltonien sur une variété symplectique W est supé-
rieur ou égal à ∑

k

HMk(W ; Z/2).

Nous l’avons dit dès la préface de ce livre, la juxtaposition des inégalités
de Morse et de la conjecture d’Arnold n’est pas fortuite. Et en effet, la
stratégie de démonstration, due à Floer, consiste à exhiber les trajectoires
en question comme points critiques — non plus d’une fonction sur une
variété mais d’une « fonctionnelle(4) d’action » sur l’espace des lacets surW
(une trajectoire périodique est, en effet, un lacet sur W ), puis à construire
un complexe (le complexe de Floer) analogue à celui de Morse, dont la
différentielle « compte » les solutions de l’équation de Floer. L’homologie
(dite de Floer) de ce complexe est donc, par construction, reliée au nombre
des trajectoires périodiques. Il faut ensuite montrer que cette homologie est
isomorphe à l’homologie de Morse de la variété.

Nous détaillons cette stratégie page 134, et la mettons en application au
cours de cette partie, mais donnons déjà ici à la fois les grandes lignes de
la démonstration de la conjecture d’Arnold et un panorama du contenu de
cette partie.

La première chose à faire est de construire la « fonctionnelle d’action »
(au § 6.3), sur un espace de lacets sur notre variété, dont les points critiques
soient les solutions périodiques recherchées. C’est l’analogue de la fonction

(4)C’est ainsi qu’il est de tradition depuis Hadamard de nommer les fonctions définies
sur des espaces de dimension infinie.
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de Morse. Avec ses points critiques, nous tenterons de fabriquer, comme
dans le cas de Morse, un complexe. La graduation sur le Z/2-espace vectoriel
engendré par les points critiques est donnée par l’indice de Maslov, ce qu’il
nous faudra définir (nous le ferons au chapitre 7).

Pour définir la différentielle, nous utiliserons l’analogue d’un champ de
pseudo-gradients, ici le gradient de la fonctionnelle d’action (voir le § 6.4),
dont nous montrerons que les trajectoires d’énergie finie, les solutions de
l’« équation de Floer », relient deux points critiques. Comme dans le cas de
Morse, nous démontrerons une propriété de compacité des espaces de trajec-
toires (le théorème 6.5.4). Ces espaces de trajectoires donnent, en général,
des variétés, grâce à des propriétés de transversalité (au chapitre 8). Ainsi,
la différentielle du complexe de Floer sera définie.

Pour démontrer que ceci est bien un complexe, c’est-à-dire que ∂ ◦∂ = 0,
nous démontrons, comme dans le cas de Morse, une propriété de recollement
(au chapitre 9). Comme dans le cas de Morse toujours, nous démontrerons
au chapitre 11 que l’homologie du complexe enfin défini ne dépend ni de
la fonctionnelle ni du champ de vecteurs choisis. Au préalable, nous aurons
montré au chapitre 10 que, dans le cas d’un hamiltonien C2-petit ne dépen-
dant pas du temps, l’homologie de Floer, coïncide avec l’homologie de Morse
de la variété. Ce sera donc vrai en général. L’évidente inégalité de dimen-
sions entre la dimension des espaces vectoriels intervenant dans le complexe
donnera donc le résultat escompté, de façon complètement analogue aux
inégalités de Morse (la proposition 4.4.3).

Ainsi, le complexe de Morse, qui a fait l’objet de la première partie du
livre, est une sorte de guide pour cette deuxième partie. Les objets de l’étude
sont ici beaucoup plus compliqués et nécessitent une analyse (c’est le cas
de le dire) sophistiquée : l’équation de Floer, équation différentielle pour les
« trajectoires de gradient » de la fonctionnelle d’action, est une équation aux
dérivées partielles, à laquelle il est nécessaire d’appliquer des techniques de
régularité elliptique (que nous explicitons au chapitre 12) ; la définition du
complexe requiert le fait que la linéarisation de cette équation fournit des
opérateurs de Fredholm ; la démonstration des propriétés qui permettent
d’affirmer que le complexe de Floer est bien un complexe est beaucoup plus
technique que l’énoncé analogue pour le complexe de Morse.

Nous avons relégué dans un chapitre (que LATEX a judicieusement choisi
de numéroter 13 et que les lecteurs superstitieux peuvent sauter) quelques
(un certain nombre de) lemmes techniques utilisés notamment dans le re-
collement.



CHAPITRE 5

CE QU’IL FAUT SAVOIR
EN GÉOMÉTRIE SYMPLECTIQUE

Il y a de nombreux bons livres de géométrie symplectique, notam-
ment [14] et [43] auxquels nous renvoyons pour les détails qui pourraient
manquer ici.

5.1. Espaces vectoriels symplectiques

Ce sont les espaces vectoriels réels munis de formes bilinéaires alternées
non dégénérées. L’exemple archétypique et, on va le voir, unique, est celui
de Rn ×Rn, muni de la forme

ω((p, q), (p′, q′)) = p · q′ − p′ · q
(le point · désignant bien sûr le produit scalaire euclidien de Rn).

En réalité, il n’y a qu’un exemple, comme l’affirme la proposition qui
suit.

Proposition 5.1.1. Soit ω une forme bilinéaire alternée non dégéné-
rée sur un espace vectoriel E de dimension finie. Il existe une base
(e1, . . . , en, f1, . . . , fn) (dite symplectique) telle que ω(ei, fj) = δi,j, et
ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = 0.

Démonstration. Comme ω est non dégénérée, elle n’est pas nulle et on peut
trouver deux vecteurs e1 et f1 tels que ω(e1, f1) = 1. On vérifie que ω se
restreint en une forme non dégénérée à l’orthogonal (pour ω) du plan 〈e1, f1〉
et on conclut par récurrence sur la dimension, après avoir remarqué qu’une
forme bilinéaire alternée sur un espace de dimension 1 est nulle.

En particulier, la dimension de E est paire et c’est le seul invariant du
type d’isomorphisme de (E,ω). Dans une base symplectique, la matrice de



112 CHAPITRE 5. CE QU’IL FAUT SAVOIR EN GÉOMÉTRIE SYMPLECTIQUE

la forme bilinéaire ω est

J =
(

0 Id
− Id 0

)
.

Exemple 5.1.2. Si (e1, . . . , en) est une base orthonormée de Rn, on a

ω((ei, 0), (0, ej)) = δi,j,

la base
((e1, 0), . . . , (en, 0), (0, e1), . . . , (0, en))

est une base symplectique de Rn ×Rn.

5.2. Variétés symplectiques, définition

Essayons de comprendre ce que pourrait être la définition d’une variété
symplectique. On demandera d’abord que chaque espace tangent soit muni
de la structure vectorielle définie ci-dessus : la variété W sera munie d’une
2-forme différentielle ω, c’est-à-dire, pour chaque x, d’une forme bilinéaire
alternée ωx sur TxW . On veut en plus que chaque ωx soit non dégénérée,
ce qu’on peut écrire, si la dimension, nécessairement paire, de W est 2n,

ω∧nx = ∧nωx �= 0 ∈
2n∧
T �xW

pour tout x. Autrement dit, on demande que la 2n-forme ω∧n soit une
forme volume sur W . Notons qu’en particulier, la variété W doit posséder
une forme volume et donc être orientable.

En fait, cette définition est insuffisante : on veut aussi que le calcul dif-
férentiel que ω permet de faire sur W soit localement le même que celui
qu’on sait faire sur Rn × Rn avec la forme « constante ». Écrivons donc
cette forme comme une forme différentielle : les vecteurs de Rn ×Rn sont
notés X = (p, q), X ′ = (p′, q′) de sorte qu’on a

ω(X,X ′) = p · q′ − p′ · q.
Autrement dit

ω =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi = d
( n∑
i=1

pidqi

)
en particulier, ω est une forme exacte. On pourrait demander à une forme
symplectique d’être une forme exacte... malheureusement, ceci interdirait
d’utiliser des variétés compactes. On a en effet :

Proposition 5.2.1. Sur une variété compacte, il n’existe aucune 2-forme qui
soit à la fois non dégénérée et exacte.
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Démonstration. On a dit que ω est non dégénérée si et seulement si ω∧n est
une forme volume. Comme W est compacte, on sait que les formes volumes
ne sont pas exactes(1). Or, si ω était exacte, on aurait ω = dα, mais alors
la forme volume ω∧n serait exacte : ω∧n = d(α ∧ ω∧(n−1)).

En réalité, si on veut calculer localement comme dans Rn ×Rn, ce qu’il
faut utiliser, c’est une condition d’« exactitude locale »... c’est-à-dire de
fermeture. Ce qui nous amène à la bonne définition.

Définition 5.2.2. Une variété symplectique est un couple (W,ω) oùW est une
variété et ω une 2-forme fermée non dégénérée. Une telle forme ω est dite
symplectique.

Un difféomorphisme ϕ d’une variété symplectique (W1, ω1) dans une
autre (W2, ω2) est dit symplectique s’il vérifie ϕ�ω2 = ω1. On dit parfois
aussi que ϕ est un symplectomorphisme.

Bien entendu, on commettra souvent l’abus d’appelerW une variété sym-
plectique, sans mentionner la forme ω quand il n’y aura pas d’ambiguïté à
redouter.

5.3. Exemples de variétés symplectiques

Évidemment, Rn×Rn avec la forme constante
∑
dpi∧dqi, est une variété

symplectique.

Les cotangents. Si V est une variété, on considère l’espace total de son
fibré cotangent, avec la projection :

π : T �V −→ V.
Sur T �V , il y a une 1-forme différentielle canonique λ, dite forme de
Liouville, définie par :

λ(x, ϕ)(X) = ϕ(T(x,ϕ)π(X))

où x ∈ V , ϕ ∈ T �xV et X ∈ T(x,ϕ)(T �V ). On vérifie aisément que ω = dλ est
non dégénérée (et encore plus aisément qu’elle est fermée !). Si (q1, . . . , qn)
sont des coordonnées locales sur V et si (p1, . . . , pn) sont les coordonnées
« duales », alors (p1, . . . , pn, q1, . . . , qn) est un système de coordonnées lo-
cales dans lequel λ =

∑
pidqi et ω =

∑
dpi ∧ dqi. On dit souvent que ω

(1)Voir les rudiments de cohomologie de de Rham par exemple dans [37] ou dans le
chapitre VIII du tome I de [66].
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est la « forme symplectique canonique » sur le cotangent(2). L’exemple de
Rn ×Rn ci-dessus peut être considéré comme le cas où V = Rn.

Les surfaces. Sur une surfaceW , toutes les formes différentielles de degré 2
sont fermées. De plus, en dimension 2, dire qu’une 2-forme est non dégénérée
veut simplement dire qu’elle ne s’annule en aucun point. Sur une surface,
la notion de forme symplectique coïncide donc avec celle de forme volume :
toutes les surfaces orientables peuvent être considérées comme des variétés
symplectiques.

v
X

Y

Figure 1. Forme symplectique sur la sphère

La sphère. On considère la sphère unité S2 de R3, dont l’espace tangent
en un point v est le plan orthogonal au vecteur unitaire v. On pose

ωv(X,Y ) = v · (X ∧ Y )

(figure 1). C’est une 2-forme non dégénérée (vérification immédiate) et donc
une forme symplectique.

L’espace projectif complexe. Le plus agréable, pour décrire une forme
symplectique sur l’espace projectif complexe, c’est d’utiliser la structure de
quotient de cet espace. Considérons donc

Cn+1 =
{
p+ iq | p ∈ Rn+1, q ∈ Rn+1} = Rn+1 ×Rn+1,

muni de la forme symplectique usuelle de Rn+1 ×Rn+1. L’espace projectif
complexe est le quotient

Cn+1 − {0} /x ∼ y ⇐⇒ ∃λ �= 0 tel que y = λx

qu’il est souvent commode de considérer comme quotient de la sphère (com-
pacte),

S2n+1/x ∼ y ⇐⇒ ∃λ ∈ S1 tel que y = λx

(2)Voilà encore un exemple de forme symplectique exacte, sur une variété non compacte
bien sûr.
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par exemple pour montrer que c’est un espace (séparé et) compact. On a
ainsi un diagramme

S2n+1
j

��

π
��

Cn+1 − {0}

Pn(C)

La 2-forme j�ω est forcément dégénérée. Son noyau en x ∈ S2n+1 est la
droite engendrée par le vecteur ix dans l’espace tangent TxS2n+1 = x⊥

(vérification directe) de sorte que (j�ω)x induit une forme bilinéaire non
dégénérée sur l’espace vectoriel quotient TxS2n+1/ix qui n’est autre que
l’orthogonal du vecteur x pour la forme hermitienne. D’autre part, la droite
réelle engendrée par ix est aussi le noyau de

Txπ : TxS2n+1 −→ Tπ(x)Pn(C)

de sorte que la formule

σ[x](Y,Z) = ωx(Ỹ , Z̃)

(où x ∈ [x], Txπ(Ỹ ) = Y , Txπ(Z̃) = Z) définit bien une 2-forme et que l’on
a montré :

Proposition 5.3.1. Il existe une unique 2-forme σ sur Pn(C) telle que

π�σ = j�ω.

C’est une forme symplectique.

Le théorème de Darboux. De même qu’il n’y a qu’un seul type d’es-
pace vectoriel symplectique de dimension 2n, il n’y a, localement, qu’une
seule structure de variété symplectique de dimension 2n, comme l’affirme
un célèbre théorème de Darboux.

Théorème 5.3.2 (de Darboux). Soit x un point d’une variété symplectique
(W,ω). Il existe des coordonnées locales (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) centrées en x
dans lesquelles

ω =
∑
dpi ∧ dqi.

Il suffit d’intégrer un champ de vecteurs bien choisi (suivant la méthode
« du chemin » de Moser [50])... Pour une démonstration complète, nous
renvoyons les lecteurs à leurs livres de géométrie symplectique préférés, [43]
ou [5] par exemple.
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5.4. Champs de vecteurs hamiltoniens, systèmes hamiltoniens

Si H : W → R est une fonction, la forme symplectique permet de lui
associer un champ de vecteurs, une sorte de gradient, le champ hamilto-
nien XH (parfois appelé le « gradient symplectique » de H). C’est le champ
de vecteurs défini par la relation

ωx(Y,XH(x)) = (dH)x(Y ) pour tout Y ∈ TxW
(ou par ιXHω = −dH).

On remarque que le champ XH s’annule en x si et seulement si x est un
point critique de la fonction H :

XH(x) = 0⇐⇒ (dH)x = 0.

En particulier, les singularités (ou zéros) d’un champ de vecteurs hamilto-
nien sont les points critiques d’une fonction.

Le système hamiltonien est le système différentiel associé à ce champ de
vecteurs, c’est-à-dire,

ẋ(t) = XH(x(t)).
On remarque que la fonction H est constante sur les trajectoires ou

courbes intégrales du champ XH : comme ωx est alternée, on a

(dH)(XH) = 0 ou XH ·H = 0.

Les équations de Hamilton. Dans R2n avec la forme symplectique∑
dpi ∧ dqi, le système différentiel, prend, dans ces coordonnées (qi, pi),

la forme
q̇i =
∂H

∂pi
, ṗi = −∂H

∂qi
.

Ce sont les classiques « équations de Hamilton ».

Exemple 5.4.1 (hamiltoniens « classiques »). On se place sur R2n avec sa struc-
ture symplectique standard et on considère la fonction

H(p, q) =
1
2
‖p‖2 + V (q)

(penser à l’énergie totale, somme de l’énergie cinétique et de l’énergie po-
tentielle). Le système hamiltonien associé est

q̇ = p, ṗ = −∂V
∂q

de sorte que p apparaît en effet comme la vitesse (ou l’impulsion) de la
particule dont q décrit la position.

Proposition 5.4.2. Le flot d’un champ de vecteurs hamiltonien est un difféo-
morphisme qui préserve la forme symplectique.
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Démonstration. On calcule(3)

d

dt

((
ψt

)�
ω
)

=
(
ψt

)�
LXHω

=
(
ψt

)� (diXHω)

=
(
ψt

)� (−ddH) = 0.

Donc (ψt)� ω ne dépend pas de t et (ψt)�ω = (ψ0)�ω = ω pour tout t.

Orbites périodiques. Si une trajectoire du flot de XH est périodique de
période 1, pour chacun de ses points, on a

ψ1(x) = x,

ce sont donc des points fixes de ψ1. Par exemple, les points critiques de H
sont des trajectoires périodiques. Donc le difféomorphisme symplectique ψ1

a au moins autant de points fixes que la fonction H a de points critiques.

Exemple 5.4.3 (cas d’un hamiltonien quadratique). Considérons le cas d’une
forme quadratique H sur R2n,

H =
1
2
∑
aijpipj +

∑
bijpiqj +

1
2
∑
cijqiqj.

Alors XH est un champ de vecteurs linéaire

XH(p, q) = −
n∑
i=1

∂H

∂qi

∂

∂pi
+
n∑
i=1

∂H

∂pi

∂

∂qi

= A ·
(
p

q

)
où A est la matrice

A =
(−b −c
a tb

)
=

(
0 − Id
Id 0

)(
a tb

b c

)
= −J

(
a tb

b c

)
.

La matrice A est donc, à multiplication par la matrice inversible −J près,
la hessienne de H en 0, la matrice de la forme quadratique H. Le flot de XH
est donné par

ψt(p, q) = etA ·
(
p

q

)
.

Notons que ψ1 = eA. Donc, si ψ1 n’a pas la valeur propre 1, A n’a pas la
valeur propre 0 et la forme quadratique H est non dégénérée, ou encore le
point critique de H en 0 est un point critique non dégénéré.

Remarquons que la réciproque est fausse : A pourrait avoir des valeurs
propres 2ikπ, k ∈ Z. Voir par exemple l’exercice 18 page 474.

(3)Voir au besoin le § 14.4.b.
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Hamiltoniens dépendant du temps. On va considérer ici des hamilto-
niens « dépendant du temps », c’est-à-dire des fonctions

H :W ×R −→ R,

et les champs hamiltoniens, notés Xt,

Xt = XHt , si l’on note H(x, t) = Ht(x).

Le système différentiel associé n’est plus autonome, c’est le système

ẋ(t) = Xt(x(t)).

Comme dans le cas autonome, les solutions du système permettent de définir
une famille de difféomorphismes symplectiques ψt tels que

d

dt
ψt = Xt ◦ ψt et ψ0 = Id .

De même que dans la proposition 5.4.2 (et avec la même démonstration),
ψt préserve la forme symplectique.

Solutions périodiques non dégénérées. Une solution périodique de
période 1 du système différentiel correspond à un point fixe du difféomor-
phisme ψ1. Si l’on suppose en plus que le hamiltonien H est périodique de
période 1, alors les points fixes proviennent des solutions périodiques.

Définition 5.4.4. Une solution périodique x est dite non dégénérée si la
différentielle de ψ1 n’a pas la valeur propre 1, en symboles mathématiques si

dét(Id−Tx(0)ψ
1) �= 0.

Dans le cas particulier où le hamiltonien H dépendant du temps n’en
dépend pas, les points critiques de H sont des solutions périodiques
(constantes) du système hamiltonien. L’exemple 5.4.3 rend plausible
l’énoncé :

Proposition 5.4.5. Si un point critique de H est non dégénéré comme solution
périodique du système hamiltonien, alors il est non dégénéré comme point
critique de la fonction H.

Démonstration. On peut utiliser le théorème de Darboux au voisinage du
point critique, la formule de Taylor à l’ordre 2 pour H, et déduire le résultat
du calcul explicite effectué ci-dessus. Voici une autre démonstration. On
commence par remarquer que, si Y et Z sont deux vecteurs tangents à W
en x, on a

(d2H)x(Y,Z) = ωx([XH , Z]x, Y )
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(on a noté Z n’importe quel champ de vecteurs prolongeant le vecteur Z au
voisinage de x). En effet, prolongeons Y en un champ de vecteurs hamilto-
niens Xf au voisinage de x, on a

ω([XH , Z], Y ) = ω([XH , Z], Xf )
= df([XH , Z])
= [XH , Z] · f
= XH · (Z · f)− Z · (XH · f)
= XH · (Z · f) + Z · (Xf ·H).

Calculés au point critique x de H, le premier terme est nul et le deuxième
est exactement

(d2H)x(Xf (x), Z(x)) = (d2H)x(Y,Z).

Supposons maintenant que x soit non dégénéré comme trajectoire de XH .
C’est dire que, pour tout Z �= 0, on a

Txψ
1(Z)− Z �= 0.

Comme ψ0 = Id, il doit exister un t tel que
d

dt
Txψ

t(Z) �= 0,

mais cette dérivée est
Txψ

t([XH , Z]),
donc, pour tout Z �= 0, il existe un t pour lequel Txψt([XH , Z]) �= 0. On
en déduit que, pour tout Y �= 0, [XH , Z] �= 0. Grâce à la relation ci-dessus,
ceci implique la non-dégénérescence de x comme point critique de H.

Remarque 5.4.6. Dans des coordonnées locales, la matrice de Txψ1 est
la matrice jacobienne Jacx ψ1, c’est-à-dire exp(J0 Hessx(H)) (voir au be-
soin l’exercice 8 page 471), où Hess désigne la matrice hessienne. La non-
dégénérescence de x comme orbite périodique est donc équivalente à l’inver-
sibilité de exp(J0 Hessx(H))− Id, c’est-à-dire au fait que la hessienne de H
n’a pas de valeur propre dans 2πZ.

Remarque 5.4.7. Si le hamiltonien H est « assez » C2-petit, précisément
si la norme de sa hessienne est strictement inférieure à 2π, la remarque
précédente montre que la réciproque à la proposition 5.4.5 est vraie : les
deux notions de non-dégénérescence coïncident.

Remarque 5.4.8. Les solutions périodiques (de période 1) constantes non dé-
générées sont donc isolées, il n’y a pas de solution périodique infinitésimale-
ment proche. Ceci est vrai plus généralement des solutions non dégénérées.
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Voici une autre façon de comprendre ce fait. Soit

S1 −→W
t �−→ x(t)

une trajectoire périodique du champ de vecteurs Xt sur W . L’équation dif-
férentielle linéarisée(4) le long de la solution x a, comme tous les systèmes
différentiels linéaires d’ordre 2n, un espace vectoriel de solutions de dimen-
sion 2n. Si Y1, . . . , Y2n est une base de Tx(0)W , il existe une unique base
Y1(t), . . . , Y2n(t) de Tx(t)W telle que{

Yi(t) est une solution
Yi(0) = Yi.

Alors Y1(1), . . . , Y2n(1) est aussi une base de Tx(0)W , puisque x est pé-
riodique de période 1. Elle se déduit de Y1, . . . , Y2n par un isomorphisme
linéaire qui n’est autre que Tx(0)ψ

1 (voir le § 14.4.c). Dans la théorie des
équations différentielles linéaires, cet isomorphisme est la monodromie de
l’équation le long de la trajectoire x ; quand cette équation est, comme
la nôtre, à coefficients périodiques, les valeurs propres de la monodromie
sont des multiplicateurs de Floquet ; le fait que la monodromie n’ait pas
la valeur propre 1 (c’est notre hypothèse de non-dégénérescence) est équi-
valent au fait que l’équation linéarisée n’ait pas de solution périodique. Cette
non-dégénérescence est aussi une forme de transversalité, voir l’exercice 6
page 470.

5.5. Structures complexes

Nous montrons ici que toutes les variétés symplectiques possèdent des
structures (presque) complexes compatibles avec leurs structures symplec-
tiques en un sens que nous commençons par préciser.

Sur un espace vectoriel. Si E est un espace vectoriel muni d’une forme
symplectique ω, on dit qu’un endomorphisme J de E est une structure
complexe calibrée par ω si J2 = − Id (J est une structure complexe),

ω(Jv, Jw) = ω(v, w)

(J est symplectique) et
g(v, w) = ω(v, Jw)

est un produit scalaire (défini positif) sur E.

(4)Voir si nécessaire le § 14.4.c.
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Il est facile de montrer que tout espace vectoriel symplectique possède
des structures complexes calibrées. Celles-ci sont des isométries et sont anti-
symétriques pour le produit scalaire qu’elles définissent. On peut simplement
utiliser une base symplectique de l’espace vectoriel, disons (e1, . . . , e2n) avec

ω(ei, ej+n) = δi,j , i, j ≤ n.
Alors la formule

J0(x1e1 + · · ·+ xnen+y1en+1 + · · ·+ yne2n)
= (−y1e1 − · · · − ynen + x1en+1 + · · ·+ xne2n)

définit une structure complexe.

Dans le cas où l’espace vectoriel est R2n et où l’on a utilisé la base
canonique, et si l’on veut bien se souvenir que R2n = Cn, ce J0 est la
multiplication par i.

Inversement, l’espace vectoriel complexe Cn, s’il est muni d’une structure
hermitienne, porte une forme symplectique. On décompose le produit sca-
laire hermitien en parties réelle (le produit scalaire euclidien de Cn = R2n)
et imaginaire (la forme symplectique) :

〈u, v〉 =
〈∑

uiei,
∑
vjej

〉
=

∑
uivj〈ei, ej〉

=
∑
ujvj

=
∑

(aj + ibj)(xj − iyj)
=

∑
(ajxj + bjyj)− i

∑
(ajyj − bjxj)

= (u, v)− iω(u, v).

On a

〈u, v〉 = i〈u, iv〉
= i((u, iv)− iω(u, iv))
= ω(u, iv) + i(u, iv),

donc ω(u, iv) est aussi le produit scalaire euclidien de u et v. En plus,
ω(iu, iv) = ω(u, v) : la multiplication par i est une « isométrie » de ω. C’est
ce que la définition sur une variété va imiter.

Remarque 5.5.1. Le groupe linéaire GL(2n; R) opère sur l’espace des struc-
tures complexes sur R2n par g ·J = gJg−1. À l’aide d’une base J-complexe,
on voit que cette action est transitive et que le stabilisateur d’une struc-
ture complexe J0 est le groupe des automorphismes complexes (pour J0).
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En d’autres termes, l’ensemble des structures presque complexes linéaires
sur l’espace R2n s’identifie à l’espace homogène

Jn = GL(2n; R)/GL(n; C).

Structures presque complexes calibrées sur une variété sym-
plectique. Une structure presque complexe J sur une variété est un
endomorphisme du fibré tangent qui vérifie J2 = − Id.

Exemples 5.5.2.
(1) Si W est une variété complexe (c’est-à-dire une variété localement

modelée sur Cn avec changements de cartes analytiques), son espace tan-
gent TxW en tout point est un espace vectoriel complexe, la multiplication
par i est une structure presque complexe. C’est cette situation qu’imite la
définition d’une structure presque complexe : J joue le rôle de la multipli-
cation par i.

(2) Soit par exemple W une surface orientée, munie d’une métrique rie-
mannienne, de sorte que nous avons une notion de rotation de +π/2 dans
chaque plan tangent. Cette famille de rotations définit une structure presque
complexe sur W . Ainsi, toutes les surfaces orientables ont des structures
presque complexes(5).

(3) Il n’est pas vrai que toutes les variétés, même pas que toutes les
variétés de dimension paire, possèdent des structures presque complexes.
Par exemple la sphère S4 ne possède aucune structure presque complexe (et
donc aucune structure symplectique !).

(4) La sphère S6, et de même toutes les hypersurfaces orientables de R7,
possède une structure presque complexe. Voir l’exercice 13 page 472.

Une variété presque complexe (W,J) est dite calibrée par la forme sym-
plectique ω si J qui est une isométrie de ω et si la forme bilinéaire symé-
trique ω(X, JY ) est définie positive en chaque point, autrement dit, si Jx
est calibrée par ωx pour tout x.

(1) La structure presque complexe construite sur un espace vectoriel sym-
plectique à l’aide d’une base symplectique comme plus haut est calibrée par
la forme symplectique.

(2) Sur une variété complexe kählérienne, la forme de Kähler calibre la
structure complexe.

(5)On peut démontrer, à la suite de Gauß, que les structures presque complexes sur les
surfaces sont en fait des structures complexes. Une référence accessible est [36, Th. 3.1.11],
qui démontre l’énoncé (équivalent) sous la forme « toute surface orientée munie d’une
métrique riemannienne est une surface de Riemann ».
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Afin de démontrer l’existence de structures presque complexes qui ca-
librent toutes les variétés symplectiques, revenons au cas des espaces vec-
toriels pour redémontrer, mais cette fois sans utiliser de base, qu’il existe
des structures complexes calibrées sur tous les espaces vectoriels symplec-
tiques. Soit (E,ω) un tel espace. Commençons par choisir un produit scalaire
(X,Y ). Comme ( , ) et ω sont non dégénérées, la relation (X,AY ) = ω(X,Y )
définit un isomorphisme A : E → E. On écrit alors la décomposition polaire
de A, c’est-à-dire A = BJ , où B est un endomorphisme symétrique défini
positif, A et B commutent et J est une isométrie.

Lemme 5.5.3. L’endomorphisme A est anti-symétrique, J est une isométrie
de ω et satisfait J2 = −1 et JB = BJ .

Démonstration. On a

(X,AY ) = ω(X,Y ) = −ω(Y,X) = −(AX,Y )

donc A est antisymétrique. On a aussi J = B−1A, donc
tJ = tAtB−1 = −AB−1 = −B−1A = −J.

Comme J est une isométrie, tJJ = 1, de sorte que J est bien une structure
complexe. De plus,

BJ = A = −tA = −t(BJ) = −tJ tB = −tJB = JB

donc B et J commutent, et donc A et J commutent eux aussi, ce qui donne
le résultat :

ω(JX, JY ) = (JX,AJY ) = (JX, JAY ) = (X,AY ) = ω(X,Y ).

Le produit scalaire défini par B est

((X,Y )) = (BX,Y ) = ω(X, JY ).

On a donc bien montré l’existence, sur tout espace vectoriel symplectique,
de structures complexes calibrées. Remarquons que la forme (( , ))−iω( , ) est
hermitienne. Comme la démonstration n’utilise que la forme symplectique
et le produit scalaire, elle se généralise au cas d’une variété symplectique
munie d’une métrique riemannienne.

On peut aussi remarquer que cette même construction de J , faite fibre à
fibre, donne une structure de fibré vectoriel complexe sur tout fibré vectoriel
symplectique. Le fibré tangent d’une variété symplectique, notamment.

Très important, parce que c’est ce qui va permettre d’utiliser ces struc-
tures complexes sans trop se préoccuper de la façon dont elles ont été
construites, le résultat contenu dans le corollaire 5.5.5 ci-dessous. Notons
Jc(ω) l’espace des structures complexes calibrées par ω.
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Proposition 5.5.4. Soit j une structure complexe sur R2n calibrée par la
forme ω. L’application

J �−→ (J + j)−1 ◦ (J − j)

est un difféomorphisme de Jc(ω) sur la boule unité ouverte de l’espace vec-
toriel des matrices symétriques S telles que jS + Sj = 0.

Corollaire 5.5.5. L’espace Jc(ω) est contractile.

On trouvera une démonstration de ces résultats classiques par exemple
dans [3, 14, 43, 5].

Maintenant W est une variété de dimension 2n munie d’une forme sym-
plectique ω. Le choix d’une métrique riemannienne sur W (construite à
l’aide d’une partition de l’unité) permet de construire une structure presque
complexe calibrée, comme il a été remarqué plus haut.

À son fibré tangent, on associe le fibré

Jc(ω) −→W,

dont la fibre en x est Jc(ωx), des structures presque complexes calibrées
surW . Une structure complexe calibrée est une section du fibré Jc(ω)→W .
Comme les fibres de ce fibré sont contractiles, on a :

Proposition 5.5.6. L’espace des structures presque complexes calibrées par ω
sur W est non vide et contractile.

Remarquons aussi :

Proposition 5.5.7. L’espace tangent en J à Jc(ω) est

TJJc(ω) = {S ∈ End(TW ) | JS + SJ = 0 et ω(Sξ, η) + ω(ξ, Sη) = 0} .

Démonstration. La première égalité est la version infinitésimale du fait que
J2 = − Id, la deuxième dit que S est symétrique (pour la métrique g définie
par J) :

g(Sξ, η) = ω(Sξ, Jη)
= −ω(ξ, SJη)
= ω(ξ, JSη)
= g(ξ, Sη),
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et de même que JS est symétrique :

ω(Sξ, η) + ω(ξ, Sη) = g(Sξ,−Jη) + g(ξ,−JSη)
= −g(Sξ, Jη)− g(ξ, JSη)
= −g(JSξ,−η)− g(ξ, JSη)
= g(JSξ, η)− g(ξ, JSη).

Exemples 5.5.8.

(1) Le cas de R2n a déjà été évoqué assez longuement.
(2) Le tore T 2n = R2n/Z2n hérite de toutes les structures (symplec-

tique, presque complexe) dont est muni R2n puisqu’elles sont invariantes
par translation.

(3) L’espace projectif complexe Pn(C) est muni de la structure symplec-
tique déduite de celle de Cn+1 et que nous avons décrite plus haut (voir
la proposition 5.3.1). Il hérite d’une structure presque complexe déduite de
celle de Cn+1 définie, pour ξ ∈ T[x]Pn(C), par

Jξ = Txπ(iξ′), si ξ est l’image de ξ′ ∈ Cn+1, avec 〈ξ′, x〉 = 0.

Il est clair que le résultat ne dépend pas du choix de x ∈ [x] : si

ξ = Txπ(ξ̃), avec ξ̃ = ξ′ + λix,

on a
ξ = Tu·xπ(uξ̃) et uξ̃ = uξ′ + λ(iu · x).

On a bien sûr aussi J(Jξ) = Txπ(−ξ′) = −ξ.

Gradient et champ hamiltonien. Si W est munie d’une forme sym-
plectique ω, d’une structure presque complexe calibrée J et de la métrique
riemannienne g(X,Y ) = ω(X, JY ), à toute fonction H : W → R, on sait
associer deux champs de vecteurs, le champ hamiltonien XH et le gradient
gradH. On a

ω(Y,XH) = dH(Y ) = g(Y, gradH) = ω(Y, J gradH)

de sorte que
XH = J gradH et gradH = −JXH .

5.6. Le groupe symplectique

On se place ici dans R2n muni de la forme symplectique usuelle ω et d’une
structure complexe (linéaire) qui l’identifie à Cn et que nous notons J0.
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Le groupe symplectique, noté Sp(2n) est le groupe des isométries, ou
transformations symplectiques de ω. Une transformation g de Cn est dite
symplectique si elle vérifie

ω(gZ, gZ′) = ω(Z,Z ′) pour tous Z,Z′ ∈ Cn.

Exemple 5.6.1 (le groupe Sp(2)). Le groupe symplectique de C est isomorphe
à SL(2; R).

5.6.a. Relations entre sous-groupes de GL(2n; R). Considérons les
groupes O(2n), GL(n; C), U(n) et Sp(2n) comme des sous-groupes de
GL(2n; R).

Proposition 5.6.2. On a les égalités

Sp(2n) ∩O(2n) = Sp(2n) ∩GL(n; C) = O(2n) ∩GL(n; C) = U(n).

Démonstration. Repérons les différents éléments de GL(2n; R) :
(1) g ∈ GL(n; C) si et seulement si g est C-linéaire, c’est-à-dire si et

seulement si
g(iZ) = ig(Z) pour tout Z

(pour une matrice A, c’est dire que AJ0 = J0A).
(2) g ∈ Sp(2n) si et seulement si g préserve ω, c’est-à-dire si et seulement

si ω(gZ, gZ ′) = ω(Z,Z′) pour tous Z et Z′. Pour une matrice A, c’est dire
que

tAJ0A = J0.

(3) g ∈ O(2n) si et seulement si (gZ, gZ′) = (Z,Z′), pour une matrice A,
c’est dire que tAA = Id.
On vérifie que deux de ces conditions impliquent toujours la troisième :

– (2) et (3) impliquent que

〈gZ, gZ′〉 = 〈Z,Z ′〉
donc que g ∈ U(n) ⊂ GL(n; C).

– (3) et (1) impliquent que

ω(gZ, gZ ′) = ω(gZ,−ig(iZ ′)) = (gZ, g(iZ′)) = (Z, iZ′) = ω(Z,Z ′)

donc que g ∈ Sp(2n).
– de même (1) et (2) impliquent (3).

En termes matriciels, l’intersection Sp(2n)∩O(2n) est formée des matrices(
U −V
V U

)
∈ GL(2n; R)
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telles que {
tUV = tV U
tUU + tV V = Id .

C’est exactement la condition pour que U+iV soit une matrice unitaire.

5.6.b. Les valeurs propres des éléments de Sp(2n). Soit A ∈ Sp(2n).
C’est dire que tAJ0A = J0, ou encore que

tA = J0A
−1J−1

0 = −J0A
−1J0.

En particulier tA et A−1 sont semblables (puisque tA et A le sont) et donc A
et A−1 sont semblables.

Proposition 5.6.3. Si A ∈ Sp(2n), A, A−1 et tA sont semblables.

Notons que λ est une valeur propre de A si et seulement si λ−1 l’est aussi.
La figure 2 représente les positions des valeurs propres d’une matrice sym-
plectique dans C. On a même que les multiplicités de λ et λ−1 coïncident,

λ = λ

1
λ

λ

λ

1
λ

λ =
1
λ

Figure 2

comme conséquence de l’énoncé suivant.

Proposition 5.6.4. Le polynôme caractéristique de A ∈ Sp(2n) est symétrique
(au sens où ses coefficients sont symétriques), c’est-à-dire qu’on a

pour A ∈ Sp(2n), dét(A− λ Id) = λ2n dét
(
A− 1
λ

Id
)
.
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Démonstration. On a en effet A = −J0
tA−1J0 et

dét(A− λ Id) = dét(−J0
tA−1J0 − λ Id)

= dét(−tA−1 + λ Id) puisque J2
0 = − Id

= dét(tA−1) dét(Id−λ tA)

= dét(λ tA− Id) puisque détA = 1 (corollaire 5.6.10)

= λ2n dét
(
A− 1
λ

Id
)

Remarque 5.6.5. Les multiplicités de λ, λ−1, λ et λ−1 comme valeurs propres
de A sont les mêmes.

5.6.c. Les espaces propres des éléments de Sp(2n). Pour étudier les
sous-espaces propres de A ∈ Sp(2n; R), on doit complexifier l’espace R2n

(en C2n !), on considère donc A ∈ GL(2n; C) et on « prolonge » la forme
symplectique ω en une forme C-bilinéaire

ω : C2n ×C2n −→ C.

Proposition 5.6.6. Soient λ et μ deux valeurs propres de A avec λμ �= 1,
et soient r et s deux entiers (non nuls). Si X ∈ Ker(A − λ Id)r et
Y ∈ Ker(A− μ Id)s, alors ω(X,Y ) = 0.

Démonstration. Appelons Pr,s la propriété. On démontre d’abord P1,s par
récurrence sur s :

– On a P1,1 puisque

ω(X,Y ) = ω(AX,AY ) = λμω(X,Y ).

– Ensuite, si on suppose P1,s vraie, soit X un vecteur propre de A et soit
Y ∈ Ker(A− μ Id)s+1, on a

ω(X,Y ) = ω(AX,AY )
= λω(X, (A− μ Id)Y ) + λμω(X,Y )
= λμω(X,Y )

puisque (A− μ Id)Y ∈ Ker(A− μ Id)s.

On a de même la propriété Pr,1. Pour montrer Pr,s, par récurrence, on vérifie
que

Pr,s+1 et Pr+1,s =⇒ Pr+1,s+1.
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Soient donc X ∈ Ker(A− λ Id)r+1, Y ∈ Ker(A− μ Id)s+1. On a

ω(X,Y ) = ω(AX,AY )
= ω((A− λ Id)X,AY ) + λω(X,AY )
= λω(X,AY )

puisque Pr,s+1 est supposée vraie. Ensuite,

λω(X,AY ) = λω(X, (A− μ Id)Y ) + λμω(X,Y )
= λμω(X,Y )

en appliquant Pr+1,s. Finalement

ω(X,Y ) = λμω(X,Y )

donc ω(X,Y ) = 0 et Pr+1,s+1 est vérifiée.

On appelle espace caractéristique et on note Eλ le sous-espace de C2n

défini par
Eλ =

⋃
r

Ker(A− λ Id)r.

Il est classique que Eλ est un espace vectoriel complexe de dimension la
multiplicité m(λ) de la valeur propre λ et que C2n est la somme directe des
sous-espaces Eλ. Voici une conséquence immédiate de la proposition :

Corollaire 5.6.7.
(1) Si λμ �= 1, ω(Eλ, Eμ) = 0.
(2) En restriction à E1 et E−1, ω est non dégénérée. En particulier, les

restrictions de ω à E±1 ∩R2n sont des formes symplectiques et les multi-
plicités m(1), m(−1) sont paires.

(3) Pour tout λ ∈ Spec(A) − {−1,+1}, la restriction de ω à Eλ ⊕ E1/λ
est non dégénérée.

Remarque 5.6.8. L’application X �→ X est un isomorphisme (d’espaces vec-
toriels réels) de Eλ sur Eλ.

5.6.d. La décomposition polaire. On a vu que le groupe U(n) est un
sous-groupe de Sp(2n). Il est classique que c’en est la composante compacte.
La décomposition polaire de GL(n; R) donne en effet un homéomorphisme

Sp(2n) −→ U(n)× Cn
A �−→ US

où Cn désigne l’ouvert des matrices qui sont à la fois symplectiques et
symétriques définies positives. Rappelons que S =

√
tAA et U = AS−1.

Proposition 5.6.9. Le groupe Sp(2n) se rétracte sur U(n). En particulier, il
est connexe par arcs et son groupe fondamental est isomorphe à Z.
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Démonstration. Montrons que l’ouvert Cn est contractile. Soit A ∈ Cn,
alors, A, comme toutes les matrices symétriques, a ses valeurs propres réelles
(positives ici) et possède une base de vecteurs propres. Considérons une va-
leur propre λ, l’inverse λ−1 et la somme des sous-espaces propres associés,
Eλ ⊕Eλ−1 (il n’y a pas de différence entre sous-espaces propres et caracté-
ristiques pour ces matrices diagonalisables).

Nous avons vu que, si λμ �= 1, les vecteurs propres associés à ces deux
valeurs propres sont orthogonaux pour ω. Supposons que λ soit une valeur
propre différente de 1. On a dit que la restriction de ω à Eλ⊕Eλ−1 est non
dégénérée. Les vecteurs de Eλ sont tous orthogonaux entre eux (puisque
λ2 �= 1), donc un vecteur de Eλ ne peut pas être orthogonal à tous les
vecteurs de Eλ−1 . Dans Eλ ⊕ Eλ−1 , on peut donc trouver une base sym-
plectique dont les premiers vecteurs sont des vecteurs propres pour λ et les
suivants des vecteurs propres pour Eλ−1 . En considérant tous les couples de
valeurs propres, on obtient une base symplectique de R2n dans laquelle la
matrice A est diagonale, par blocs de la forme

(λ, . . . , λ, λ−1, . . . , λ−1).

En écrivant λ = log �, on obtient une matrice diagonale (dans la même base
symplectique) dont l’exponentielle est A. On voit ainsi que A est l’expo-
nentielle d’une matrice symétrique diagonalisable. Et, de même, qu’il y a
une application continue A �→ logA, de sorte que l’on peut rétracter Cn sur
l’identité par la rétraction

(A, t) �−→ exp(t logA).

Corollaire 5.6.10. Le déterminant d’une matrice symplectique vaut 1.

En effet il vaut clairement ±1 et le groupe est connexe par arcs.

Voir aussi les exercices 16 et 35. L’isomorphisme du groupe fondamental
de Sp(2n) avec Z se réalise par la composition de la projection sur U(n)
donnée par la proposition précédente et du déterminant (complexe), une
application

Sp(2n) −→ S1.



CHAPITRE 6

LA CONJECTURE D’ARNOLD
ET L’ÉQUATION DE FLOER

Dans ce chapitre, nous arrivons au cœur de notre sujet, la conjecture
d’Arnold. Nous énonçons cette conjecture, qui est une minoration du nombre
de points fixes de certains difféomorphismes hamiltoniens. Nous identifions
ensuite ces points fixes à des orbites périodiques de systèmes hamiltoniens
et aux points critiques de la « fonctionnelle d’action ». Nous décrivons cette
fonctionnelle, une fonction sur l’espace des lacets contractiles de la variété
symplectique de départ, ainsi que l’équation différentielle définissant le flot
du gradient de cette fonctionnelle, l’équation de Floer, une équation aux
dérivées partielles puisqu’y interviennent la variable du lacet et celle du
flot du gradient. Nous commençons à étudier l’espace des solutions de cette
équation, en montrant une propriété de compacité.

6.1. La conjecture d’Arnold

Le cadre général de la conjecture d’Arnold (énoncée par Arnold
dans [2, 1]) est celui d’un difféomorphisme symplectique d’une variété
symplectique, le problème est d’estimer le nombre de ses points fixes. Bien
entendu, il est très facile de construire des variétés symplectiques et des
difféomorphismes symplectiques sur celles-ci qui n’ont aucun point fixe.
Une rotation sur un tore par exemple (il faut faire l’exercice 22 page 475).

À l’opposé, nous avons vu (au § 5.4) que le « temps 1 » du flot d’un
champ de vecteurs hamiltonien a, lui, au moins autant de points fixes que
la fonction qui lui a donné naissance a de points critiques. En appliquant la
proposition 4.4.3, nous en déduisons :
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Proposition 6.1.1. Le nombre de solutions périodiques de période 1 d’un sys-
tème hamiltonien autonome non dégénéré sur une variété symplectique com-
pacte W est supérieur ou égal à la somme∑

i

dimHMi(W ; Z/2).

La conjecture d’Arnold que nous allons étudier ici est exactement le même
énoncé, à cela près que le hamiltonien n’est plus supposé autonome, il dé-
pend du temps.

Conjecture 6.1.2 (d’Arnold). Soit W une variété symplectique compacte et
soit

H :W ×R −→ R

un hamiltonien dépendant du temps. Supposons que les solutions de pé-
riode 1 du système hamiltonien associé soient non dégénérées. Alors leur
nombre est supérieur ou égal à la somme∑

i

dimHMi(W ; Z/2).

Rappelons qu’une solution de période 1 est dite non dégénérée si la diffé-
rentielle du flot au temps 1 n’a pas de vecteur fixe (voir la définition 5.4.4).

Remarque 6.1.3. Dans cet énoncé,H peut aussi bien être supposé périodique,
au sens où H(x, t+ 1) = H(x, t). En effet,

d

dt
(ϕα(t)) =

dα

dt
XHα(t) (ϕ

α(t)(x)) = Xα′(t)Hα(t)(ϕ
α(t)(x)),

donc t �→ ϕα(t) est le flot du champ de vecteurs hamiltonien associé à la
fonction Kt = α′(t)Hα(t). Si α est une fonction de [0, 1] dans [0, 1] nulle
(et plate) près de 0, égale à 1 (et plate) près de 1, cette égalité donne à
la fois le fait que ϕα(1) = ϕ1 et le fait que Kt peut être prolongée en une
fonction périodique du temps t.

Remarques 6.1.4. Il y aurait mille autres remarques à faire. La « bonne »
conjecture est que le nombre de points fixes d’un difféomorphisme qui est
un « temps 1 » comme ci-dessus est supérieur ou égal au nombre minimal de
points critiques d’une fonction sur la variété. Et que, si ces points fixes sont
non dégénérés, alors leur nombre est supérieur ou égal au nombre minimal
de points critiques d’une fonction de Morse sur cette variété(1).

(1)On a vu dans la remarque 4.4.5 que le nombre minimal de points critiques d’une
fonction peut être inférieur au nombre minimal de points critiques d’une fonction de
Morse.
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Il y a mille variantes. Comme celle qui remplace points fixes de difféo-
morphismes symplectiques par points d’intersection de sous-variétés lagran-
giennes...

La coutume est de dresser une liste chronologique des résultats obtenus.
La conjecture est désormais démontrée en toute généralité (sous sa forme ho-
mologique), de nombreux mathématiciens ont contribué à cette démonstra-
tion. Par ordre chronologique et dans la crainte d’oublier des contributions,
tentons une liste, Eliashberg pour la dimension 2, Conley et Zehnder pour
les tores. C’est ensuite la révolution de Floer, pour les variétés asphériques
(π2 = 0) puis pour les variétés monotones (ce qui inclut les espaces projec-
tifs complexes), dont les méthodes ont été ensuite étendues et exploitées par
Hofer, Salamon et, indépendamment par Ono pour le cas faiblement mono-
tone, puis par Fukaya et Ono, par Liu et Tian et par Hofer et Salamon pour
le cas général. Renvoyons au survol [60] de Salamon pour des références
précises à ces travaux.

Démonstration pour un hamiltonien indépendant du temps et
« petit ». Ce résultat n’est pas qu’un exemple où la conjecture se démontre
facilement. Il jouera un rôle essentiel dans le calcul de l’homologie de Floer
au chapitre 10.

Proposition 6.1.5. Soit H une fonction sur R2n, de sorte que XH est un
champ de vecteurs sur R2n. Si ‖dXH‖L2 < 2π, les seules solutions de
période 1 du système hamiltonien associé à H sont les solutions constantes
(points critiques de H).

Remarquons ici que, lorsque le hamiltonien H est « C2-petit », démontrer
l’inégalité contenue dans la conjecture d’Arnold revient à démontrer les
inégalités de Morse (voir la remarque 5.4.7).

Démonstration. Nous reprenons ici la démonstration donnée dans [41].
Considérons une solution x de période 1 et développons-la en série de
Fourier (c’est un vecteur de Cn) ainsi que ses dérivées ẋ et ẍ,

x(t) =
∑
n

cn(x)e2inπt, ẋ =
∑
n

2niπcn(x)e2inπt, etc.

Ensuite, la formule de Parseval donne

‖ẍ‖2L2 =
∑

4π2n2 |cn(ẋ)|2 ≥ 4π2
∑
n�=0

|cn(ẋ)|2 = 4π2 ‖ẋ‖2L2

puisque c0(ẋ) = 0. Ainsi, on a

‖ẋ‖L2 ≤ 1
2π
‖ẍ‖L2 .



134 CHAPITRE 6. CONJECTURE D’ARNOLD ET ÉQUATION DE FLOER

L’hypothèse ‖dXH‖L2 < 2π donne avec ẍ = (dXH)x · ẋ,
‖ẍ‖L2 < 2π ‖ẋ‖L2 si ẋ �= 0,

donc ẋ = 0 et x est constante.

En réalité, cette proposition vaut plus généralement pour un champ de
vecteurs, pas nécessairement hamiltonien, mais de constante de Lipschitz
strictement inférieure à 2π. De même, la proposition qui suit reste vraie
pour un champ de vecteurs C1-petit.

Proposition 6.1.6. Soit W une variété symplectique compacte et soit H :
W → R une fonction. Si H est assez petit au sens C2, alors les seules
solutions de période 1 du système hamiltonien associé à H sont les solutions
constantes.

Démonstration. Remarquons d’abord que, pour un champ hamiltonien XH
sur un disque D2n ⊂ R2n,

∀x ∈ D2n, ∀ t ∈ [0, 1],
∥∥ϕt(x)− x∥∥ ≤ sup

y∈D2n
‖XH(y)‖

en vertu de l’inégalité des accroissements finis.
Il s’en suit que, si H :W → R est suffisamment petit au sens C2, il existe

un recouvrement fini de la variété compacte W par des cartes de Darboux
relativement compactes telles que

– chaque trajectoire de période 1 est contenue dans une carte ;
– sur chaque carte (et pour la métrique de R2n), ‖dXH‖ < 2π.

Appliquons alors la proposition précédente dans chaque carte.

6.2. Stratégie de la démonstration, homologie de Floer

L’outil principal que nous allons utiliser pour démontrer la conjecture
d’Arnold (avec une hypothèse restrictive) est l’homologie de Floer : l’idée
de Floer [23, 22, 24, 25] est de « compter » les solutions périodiques de H,
ou les points fixes de son flot au temps 1, de minorer leur nombre, de façon
analogue à celle qui nous a permis de minorer le nombre de points critiques
d’une fonction de Morse sur une variété (dans la proposition 4.4.3).

(1) Nous allons donc d’abord définir une « fonction », la fonctionnelle
d’action (au § 6.3) sur un espace convenable (qui pourra être considéré
comme une variété de dimension infinie, voir le § 6.3.a). Les points critiques
de cette fonctionnelle seront exactement les solutions périodiques recher-
chées.
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(2) Avec ces points critiques, nous allons fabriquer un complexe, en consi-
dérant d’abord simplement les espaces vectoriels sur Z/2 qu’ils engendrent.
Pour définir une graduation sur ces espaces, il nous faudra un analogue de
l’indice d’un point critique, que nous définirons au chapitre 7 et qui sera
l’indice au sens de Morse (à un décalage près) lorsque le hamiltonien ne
dépendra pas du temps (corollaire 7.2.2).

(3) Pour définir la différentielle du complexe, nous utiliserons un champ
de vecteurs, le gradient (ou son opposé) de la fonctionnelle, que nous décri-
rons, avec la métrique qui le définit, au § 6.4.

(4) L’idée ensuite est de « compter » ses trajectoires. Nous mettrons en
évidence au § 6.5.a une propriété, l’énergie finie, qui est automatique pour
un pseudo-gradient sur une variété compacte, et qui sera utile ici.

(5) Nous montrerons que les trajectoires d’énergie finie joignent bien
deux points critiques, c’est-à-dire le théorème 6.5.6, au § 6.5.b.

(6) Comme dans le cas de Morse (§ 3.2.b), nous aurons besoin d’une
propriété de compacité de l’espace des trajectoires d’énergie finie, le théo-
rème 6.5.4.

(7) Et bien sûr, nous aurons besoin que ces espaces de trajectoires soient
des variétés, une propriété de généricité, telle que la propriété de Smale
pour un champ assez proche (le théorème 2.2.5), ce que nous réaliserons au
chapitre 8.

(8) La différentielle du supposé complexe ainsi définie, il nous faudra
encore vérifier que ∂ ◦ ∂ = 0. Pour le cas de Morse, nous avons utilisé
une propriété de recollement (au § 3.2.c). Nous démontrerons une propriété
analogue au chapitre 9.

(9) Nous montrerons, par les mêmes méthodes qu’au § 3.4, que l’homo-
logie du complexe enfin défini ne dépend ni de la fonctionnelle ni du champ
de vecteurs choisis.

(10) Et enfin, en considérant le cas d’un hamiltonien autonome C2-petit,
cette indépendance nous donnera le fait que l’homologie ainsi construite,
l’homologie de Floer, coïncide avec l’homologie de Morse de la variété. L’évi-
dente inégalité de dimensions entre la dimension des espaces vectoriels in-
tervenant dans le complexe donnera donc le résultat escompté, de façon
complètement analogue aux inégalités de Morse (la proposition 4.4.3).

Les hypothèses. Nous ferons, sur la variété symplectique W , les deux
hypothèses suivantes :

Hypothèse 6.2.1. Pour toute application C∞, w : S2 →W ,∫
S2
w�ω = 0.



136 CHAPITRE 6. CONJECTURE D’ARNOLD ET ÉQUATION DE FLOER

Cette hypothèse est parfois appelée, dans la littérature, « asphéricité sym-
plectique » (la forme symplectique est nulle sur les sphères). Elle peut s’ex-
primer sous la forme

〈ω, π2(W )〉 = 0.

Hypothèse 6.2.2. Pour toute application C∞, w : S2 → W , il existe une
trivialisation symplectique du fibré w�TW .

Cette hypothèse peut aussi s’exprimer sous la forme

〈c1(TW ), π2(W )〉 = 0,

où c1(TW ) désigne la première classe de Chern du fibré vectoriel complexe
TW (voir le § 15.2).

Ces deux hypothèses sont vérifiées, par exemple, quand toutes les ap-
plications de S2 dans W se prolongent à la boule B3, c’est-à-dire quand
π2(W ) = 0.

6.3. La fonctionnelle d’action

6.3.a. Espace de lacets. Nous recherchons des trajectoires périodiques
d’un certain champ de vecteurs, en particulier des applications C∞

x : R/Z −→W.
Nous allons donc devoir considérer l’espace de ces applications (à la place
de la variété V ).

La composante connexe des points fixes. Bien entendu, l’espace de tous les
lacets n’est en général pas connexe : il est bien clair que deux lacets qui ne
sont pas homotopes ne sont pas dans la même composante connexe. Nous
allons donc nous restreindre à une composante connexe, et il est naturel
de considérer celle qui contient les lacets constants, puisque ceux-ci cor-
respondent aux points critiques dans le cas autonome. Appelons donc LW

l’espace des lacets contractiles sur la variétéW , c’est-à-dire des applications
de classe C∞

x : S1 −→W
(des lacets libres(2)) homotopes à l’application constante.

Cet espace est muni de la topologie C∞ et d’une distance d∞ qui définit
cette topologie (voir au besoin le § 14.3.b). Il est bien connexe par arcs (on
relie chaque lacet au lacet constant par un chemin qui est une homotopie
entre les deux).

(2)C’est dire que le point base des lacets n’est pas imposé. De même, les homotopies entre
ces lacets sont libres.
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Groupe fondamental. Fixons un point base dans l’espace de lacets, le lacet
constant égal à un point x0 choisi dans W , lacet que nous notons encore x0.
Un lacet de base x0 dans LW est une application

γ : [0, 1]× S1 −→W
(s, t) �−→ γ(s, t)

avec
γ(0, t) = γ(1, t) = x0(t) = x0.

Ce qui peut être considéré comme une application γ̃ : S2 →W (figure 1).

 

0

1

t

Figure 1

Remarque 6.3.1. De même que le π0 de l’espace de tous les lacets libres est
le π1 de la variété(3) W , le π1 de la composante LW que nous considérons
est le π2 de W .

Structure de variété, espace tangent. Il est naturel de traiter LW comme
une variété. Dans un premier temps, nous n’aurons guère besoin d’expliciter
cette structure de variété : elle est utilisée ici de façon assez formelle, les
équations et le travail se passent dans W . Pour préparer les considérations
du chapitre 8, nous la décrivons à la fin de ce chapitre (au § 6.8). Pour le
moment, la seule chose à comprendre est ce qu’est un vecteur tangent en
un point x ∈ LW . Si un vecteur tangent en x est considéré comme une
classe d’équivalence de courbes passant par x, il faut considérer une courbe
s �→ u(s) ∈ LW avec u(0) = x, soit ici

R × S1 −→W
(s, t) �−→ u(s, t) avec u(0, t) = x(t).

Nous avons alors
∂

∂s
u(s, t)|s=0 ∈ Tx(t)W,

(3)Plus précisément, π0(L) = π1(W )/conjugaison (puisque les lacets sont libres).
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de sorte qu’il est naturel de considérer un vecteur tangent à LW en x
comme un champ de vecteurs tangent à W défini le long de x, c’est-à-dire
une section Y de x�TW ,

Y (t) ∈ Tx(t)W pour tout t ∈ S1.

On peut aussi penser à Y comme à une application

Y : R −→ TW telle que

{
Y (t) ∈ Tx(t)W

Y (t+ 1) = Y (t)
∀ t ∈ R

(voir aussi l’exercice 24 page 476).
Une 1-forme α, par exemple la différentielle d’une fonction, définit une

forme linéaire sur l’ensemble de ces vecteurs tangents en x.

6.3.b. La fonctionnelle d’action. Maintenant, W est une variété munie
d’une forme symplectique ω et H est un hamiltonien dépendant du temps,

W ×R −→ R
(x, t) �−→ Ht(x)

dont nous supposons, comme la remarque 6.1.3 nous le permet, qu’il est
périodique en t, c’est-à-dire tel que

Ht+1(x) = Ht(x) ∀ t ∈ R.

Considérons l’expression

AH(x) = −
∫
D

u�ω +
∫ 1

0
Ht(x(t)) dt

où u est un prolongement de x : S1 → W au disque, c’est-à-dire une appli-
cation D = {z ∈ C | |z| ≤ 1} →W telle que u(e2iπt) = x(t).

x

u

v w

x x

Figure 2

La deuxième intégrale est bien définie mais la première dépend a priori
du choix de u. Si v est un autre prolongement, alors∫

D

u�ω −
∫
D

v�ω =
∫
S2
w�ω
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où w est définie en recollant les deux disques le long de leur bord commun
(figure 2). L’hypothèse 6.2.1 signifie que la classe de cohomologie de de Rham
de la forme symplectique ω s’annule sur le π2, ce qui s’écrit aussi, nous
l’avons dit,

〈ω, π2(W )〉 = 0.
Elle est vérifiée, en particulier, si π2(W ) = 0, c’est-à-dire si LW est simple-
ment connexe (voir aussi le § 6.7, appendice à ce chapitre). En conclusion,
sous l’hypothèse 6.2.1, la fonctionnelle AH est bien définie.

Exemple 6.3.2. Considérons par exemple le cas où W = R2n, avec la forme
symplectique

ω =
∑
dpi ∧ dqi = d

∑
pidqi.

Alors, sur n’importe quel disque dont le bord est notre lacet x,∫
D2
u�ω =

∫
S1
x�(pdq),

de sorte que

AH(x) =
∫ 1

0
(Ht dt− pdq)

... l’intégrale d’action des physiciens(4).

Remarque 6.3.3. Il y a bien d’autres variétés symplectiques que R2n qui
satisfont à l’hypothèse faite, les tores T2n, les surfaces de genre au moins 1,
les cotangents (en vertu de l’exercice 4 page 470). Mais, ni la sphère S2 ni
aucun de ses cousins Pn(C) n’ont cette propriété (en vertu cette fois de
l’exercice 5 (page 470)).

Sous notre hypothèse, AH définit bien une application

LW −→ R.

Et nous avons :

Proposition 6.3.4. Un lacet x est un point critique de AH si et seulement si
t �→ x(t) est une solution périodique du système hamiltonien ẋ = Xt(x(t)).

Démonstration de la proposition. Calculons la différentielle de AH , au point
x(t), sur un vecteur tangent Y (t). On prolonge x en x̃(s, t), définie pour s
dans un voisinage de 0, de façon que⎧⎨⎩x̃(0, t) = x(t)

∂x̃

∂s
(0, t) = Y (t).

(4)C’est la raison pour laquelle cette fonctionnelle s’appelle AH .
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Ainsi
(dAH)x(Y ) =

∂

∂s
AH(x̃)|s=0.

Évaluons donc cette dérivée.

x

u

x̃

Y

x

ũ

Figure 3

Pour cela, choisissons un prolongement de u en ũ(s, z) de façon que{
ũ(0, z) = u(z)
ũ(s, e2iπt) = x̃(s, t)

et prolongeons Y en posant

Y (z) =
∂ũ

∂s
(0, z).

Nous avons alors

AH(x̃(s, t)) = −
∫
D

ũ�ω +
∫ 1

0
Ht(x̃(s, t)) dt.

Dériver le premier terme donne

−
∫
D

( d
ds
ũ�ω

)
|s=0 = −

∫
D

u�(LY (z)ω) = −
∫
D

u�(diY (z)ω)

= −
∫
S1
x�(iY (t)ω) = −

∫ 1

0
ω(Y (t), ẋ(t)) dt

=
∫ 1

0
ω(ẋ(t), Y (t)) dt.

Dériver le second donne∫ 1

0

∂

∂s
Ht(x̃(s, t))|s=0 dt = −

∫ 1

0
(dHt)x̃(0,t)(Y (t)) dt

=
∫ 1

0
ωx(t)(Y (t), Xt(x(t)) dt.

Nous obtenons donc finalement

(dAH)x(Y ) =
∫ 1

0
ω(ẋ(t)−Xt(x), Y ) dt.
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D’où nous déduisons que la différentielle (dAH)x est nulle si et seulement si

ω(ẋ(t)−Xt(x), Y ) = 0 ∀Y,

c’est-à-dire, grâce à la non-dégénérescence de ω, si et seulement si ẋ = Xt(x),
le résultat espéré.

Nous dirons que x est un point critique non dégénéré pour AH si c’est
une trajectoire non dégénérée (au sens explicité ci-dessus dans la défini-
tion 5.4.4).

Remarques 6.3.5 (cas d’un hamiltonien autonome).

(1) Nous avons vu que, si x est un point critique pour H, alors la tra-
jectoire constante x est un point critique de AH (et que la réciproque est
vraie pour H « petit »).

(2) Nous avons vu aussi (c’est la proposition 5.4.5) que, si x est non
dégénéré pour AH , il l’est pour H (et que la réciproque est vraie pour H
« petit » — c’est la remarque 5.4.7).

(3) Si x est un point critique de AH et une trajectoire non constante,
alors il est dégénéré, puisque le champ XH est un point fixe de Txϕ1.

La dernière remarque est que les valeurs de AH en deux points critiques
distincts (géométriquement distincts, au sens où ce sont deux trajectoires
géométriquement différentes) peuvent être supposées différentes, ce que nous
énonçons sous forme d’un lemme (qui sera utilisé plus bas).

Lemme 6.3.6. Si x et y sont des points critiques géométriquement distincts
de AH , il existe une fonction H̃, proche de H pour la topologie C2, telle
que A

H̃
ait les mêmes points critiques que AH , avec des valeurs critiques

différentes.

Démonstration. Il suffit de modifier le hamiltonien H en lui ajoutant
une fonction H0, constante au voisinage des orbites 1-périodiques de Xt,
C2-petite et telle que, pour tous points critiques x et y distincts de AH ,

AH(x) +H0(x(0)) �= AH(y) +H0(y(0).

Si H0 est assez petit, les points critiques de AH+H0 sont ceux de AH et,
pour un point critique x, on a

AH+H0(x) = AH(x) +
∫ 1

0
H0(x(t)) dt = AH(x) +H0(x(0)).
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6.4. Le gradient, l’équation de Floer

Comme dans le cas de Morse, nous avons besoin d’un champ de vecteurs
(celui dont les trajectoires vont définir la différentielle du complexe). Nous
allons utiliser le gradient pour une certaine métrique sur l’espace des lacets
contractiles LW . Attention, le gradient dépend de la métrique ; la souplesse
que nous aurons si nous devons changer de champ de vecteurs (penser à la
propriété de Smale au chapitre 2), c’est à travers les métriques (et donc les
structures presque complexes) que nous l’aurons.

Commençons par fixer une structures presque complexe J calibrée par ω
sur W (voir le § 5.5). Elle définit une métrique riemannienne g sur W , par

g(X,Y ) = ω(X,J(Y )).

Une métrique sur LW s’en déduit, par

〈Y, Z〉 =
∫ 1

0
g(Y (t), Z(t)) dt

(ici, Y et Z désignent des champs de vecteurs définis le long d’un lacet x). Il
est clair en effet que cette formule définit une forme bilinéaire symétrique ;
comme gt est définie positive, cette forme vaut aussi

〈Y, Y 〉 =
∫ 1

0
g(Y (t), Y (t)) dt ≥ 0

avec égalité si et seulement si Y = 0, donc 〈·, ·〉 est définie positive. Elle
s’écrit encore

〈Y,Z〉 =
∫ 1

0
ωx(t)(Y (t), J(Z(t))) dt.

Si f : LW → R est une fonction, son gradient est le champ de vecteurs
grad f défini par

〈gradx f, Y 〉x =
∫ 1

0
gt((gradx f)(t), Y (t)) dt

=
∫ 1

0
ωx(t)((gradx f)(t), JY (t)) dt = (df)x(Y ).

Comme nous avons aussi (voir le § 6.3.b)

(dAH)x(Y ) =
∫ 1

0
ωx(t)(ẋ(t)−Xt(x), Y (t)) dt,

le gradient de AH est

−XH(t) = (gradxAH)(t) = Jx(t)(ẋ(t)) + gradx(t)Ht

(le gradient de Ht est calculé pour la métrique g). Les trajectoires du champ
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s

u(s)

u(s, t)

Figure 4

de vecteurs X = XH (opposé du gradient, en cohérence avec ce qui précède),
sont donc les solutions

R −→ LW

s �−→ u(s)
(où il est entendu que u(s) est, pour chaque s, un lacet, dont nous noterons
u(s, t) la valeur au temps t) de l’équation différentielle

∂u

∂s
= −Ju(s,t)

(∂u
∂t

)
− gradu(s,t)Ht(u(s, t))

... ou, plus brièvement, de l’équation différentielle (aux dérivées partielles)
∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
+ gradHt(u) = 0.

Cette équation est l’équation de Floer. Rappelons que ce sont ses solu-
tions C∞, contractiles et périodiques de période 1 en t qui nous intéressent.

Remarques 6.4.1.
(1) Si H ne dépend pas de t, les solutions u qui n’en dépendent pas non

plus vérifient
du

ds
+ gradH(u) = 0.

Ce sont les trajectoires (de l’opposé) du gradient de H.
(2) En général, les solutions u qui ne dépendent pas de s vérifient

∂u

∂t
= J(u) gradHt(u) = Xt(u).

C’est le fait (attendu) que les trajectoires stationnaires du flot du gradient
sont les solutions périodiques du système hamiltonien.
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(3) Si Ht ≡ 0, l’équation est simplement

∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
= 0,

c’est l’équation de Cauchy-Riemann, on dit que (s + it) �→ u(s, t) est une
courbe J-holomorphe.

6.5. Espace des solutions

Nous étudions ici des espaces de solutions de l’équation de Floer
∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
+ gradHt(u) = 0.

Nous utilisons les deux points de vue schématisés sur la figure 5 : les solutions
de l’équation surW sont aussi les trajectoires du champ de vecteurs grad AH

sur LW .

x

u

y

W LW

y

x

u

Figure 5

6.5.a. Définition de l’énergie. Dans le cas d’une fonction et d’un champ
de pseudo-gradients adapté sur une variété V compacte sans bord, toutes
les trajectoires du champ de vecteurs joignent deux points critiques.

Ce n’est pas automatiquement le cas dans le contexte où nous nous
sommes placés. Pour faire comprendre les problèmes possibles, voici une
analogie. Si V est une variété à bord, il peut y avoir des trajectoires du
champ de pseudo-gradient qui arrivent en un point critique sans provenir
d’un point critique (ou inversement), parce qu’elles proviennent du bord. Les
trajectoires qui ne s’approchent pas du bord vérifient encore la propriété de
joindre deux points critiques.
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Remarquons que dans le cas Morse-sur-variété-compacte(5), si u : R→ V
est une solution de l’équation différentielle

du

ds
+X(u) = 0,

trajectoire du champ de pseudo-gradients X, on peut définir son énergie

E(u) = −
∫ +∞

−∞
u�df.

Si u joint deux points critiques a et b au sens où lims→−∞ u(s) = a et
lims→+∞ u(s) = b, c’est simplement

E(u) = f(a)− f(b)
(le signe − dans la définition fait que l’énergie est positive, le point a est
au-dessus du point b pour la fonction f).

Remarque 6.5.1 (formes fermées). Remarquons qu’il est possible de remplacer
la forme exacte df par une 1-forme fermée α dans cette définition. Nous
verrons au § 6.7 qu’il est encore possible de construire un champ de pseudo-
gradients adapté, mais il est facile de se convaincre que toutes les trajectoires
d’un tel champ de vecteurs ne relient pas des zéros de la forme. Dans ce
cas, les trajectoires d’énergie finie sont exactement celles qui joignent deux
zéros de la forme. C’est aussi ce qui se passe pour la fonctionnelle d’action.

Dans le cas de la fonctionnelle d’action qui nous intéresse ici, définissons
l’énergie d’une solution de façon analogue, ce qui revient à intégrer le carré
de la norme du gradient le long d’une solution (d’où la terminologie) :

E(u) = −
∫ +∞

−∞

d

ds
AH(u(s)) ds

= −
∫ +∞

−∞
−‖grad AH‖2 ds

=
∫ +∞

−∞

(∫
S1

∣∣∣∂u
∂s

∣∣∣2 dt) ds
=

1
2

∫ +∞

−∞

(∫
S1

(∣∣∣∂u
∂s

∣∣∣2 +
∣∣∣∂u
∂t
−Xt(u)

∣∣∣2) dt) ds.
Remarquons que, comme u est une solution, les deux termes dans l’intégrale
sont égaux, on a donc

E(u) =
∫

R×S1

∣∣∣∂u
∂s

∣∣∣2 ds dt.
(5)Voir aussi l’exercice 27 page 477.
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Remarques 6.5.2.

(1) L’énergie est positive.
(2) L’énergie d’une solution est nulle si et seulement si ∂u/∂s est nulle,

c’est-à-dire si u ne dépend pas de s... et u est solution de l’équation de Floer,
c’est-à-dire si et seulement si u est un point critique de la fonctionnelle
d’action AH .

(3) Si la solution u considérée joint deux points critiques, c’est-à-dire s’il
existe x et y, points critiques de AH , tels que

lim
s→−∞ us(t) = x, lim

s→+∞ us(t) = y,

alors
E(u) = AH(x)−AH(y) < +∞.

Les solutions qui joignent deux points critiques sont d’énergie finie.

Considérons donc l’espace M défini par

M =
{
u : R × S1 →W |

u est une solution contractile, C∞, et d’énergie finie} .
Pour éviter les problèmes de définition de la topologie sur cet espace, nous
considérerons toujours que la variété symplectique compacte W est plongée
dans un espace euclidien Rm (pour m assez grand). Nous utiliserons la
topologie C∞ pour les applications de S1 dans Rm et la topologie de la
convergence uniforme C∞ sur les compacts de R × S1, avec les notations
C∞(S1,W ), C∞(S1; Rm), C∞loc(R × S1;W ), C∞loc(R × S1; Rm).

Un puissant résultat de régularité elliptique (ici le lemme 12.1.1) permet
de démontrer l’indispensable propriété contenue dans la proposition que
voici.

Proposition 6.5.3. Toute solution de classe C1 de l’équation de Floer est de
classe C∞. De plus, sur M, les topologies C0

loc, C1
loc et C∞loc coïncident.

Une propriété importante de cet espace M est sa compacité, une propriété
essentielle, que nous démontrons ci-dessous (au § 6.6) et que nous énonçons
ici :

Théorème 6.5.4. Supposons que la variété symplectique compacte (W,ω) sa-
tisfait à l’hypothèse 6.2.1, c’est-à-dire à

∀ f : S2 −→W,
∫
S2
f�ω = 0.

Alors, M est compact dans C∞loc(R × S1,W ).
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Remarque 6.5.5. Dans tout ce paragraphe, nous nous plaçons dans M. Nous
n’avons pas démontré que l’équation de Floer possède des solutions (atten-
tion, ce n’est pas un problème de Cauchy).

6.5.b. Les solutions d’énergie finie tendent vers des points
critiques. Nous allons montrer une réciproque à la dernière des re-
marques 6.5.2, précisément le théorème suivant.

Théorème 6.5.6. Supposons que toutes les trajectoires périodiques de Xt sont
non dégénérées. Alors, pour tout u ∈M, il existe deux points critiques x et y
de AH tels que

lim
s→−∞u(s, ·) = x, lim

s→+∞ u(s, ·) = y

dans C∞(S1;W ). De plus,

lim
s→±∞

∂u

∂s
(s, t) = 0

uniformément en t.

Le long d’une trajectoire, la fonction tend vers une valeur critique.
Pour commencer, montrons un résultat plus faible.

Proposition 6.5.7. Soit u ∈ M. Il existe deux points critiques x et y de AH

tels que

lim
s→−∞AH(us) = AH(x), lim

s→+∞AH(us) = AH(y).

Remarque 6.5.8. Une application évidente de cette proposition est le fait
que, si M n’est pas vide, alors AH a, en effet, des points critiques.

Démonstration. Nous nous contenterons du cas s → +∞, l’autre cas étant
analogue. La fonction (réelle de variable réelle) s �→ AH(us) est décroissante
(sa dérivée est l’opposé de la norme du gradient, qui est négative). Il suffit
donc de montrer qu’il existe un point critique y de AH et une suite sk de
réels tendant vers l’infini tels que

lim
k→+∞

AH(usk) = AH(y).

Ce que nous allons démontrer en trois temps :
(1) Il existe une suite sk telle que usk converge pour la topologie

C0(S1;W ) vers une limite y.
(2) Cette limite y est C∞ et c’est un point critique de AH .
(3) AH(usk) tend bien vers AH(y).
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Premier temps. Soit u ∈M. Comme∫ +∞

−∞

(∫
S1

∣∣∣∂u
∂t
−Xt(u)

∣∣∣2 dt) ds < +∞,

l’intégrale de la norme L2 de ∂u/∂t−Xt(u) est finie. Il existe donc une suite
(sk) avec limk→∞ sk = +∞ (resp. −∞) telle que

lim
k→∞

∥∥∥∂u
∂t

(sk, t)−Xt(u(sk, t))
∥∥∥
L2

= 0.

Pour simplifier l’écriture, posons usk = uk. Et pour simplifier la compré-
hension, remarquons que la norme qui figure dans les intégrales que nous
venons d’écrire est, en principe, la norme définie par J ... mais la variété W
est compacte et plongée dans Rm, l’application tangente au plongement
a donc une norme opératorielle bornée pour la norme définie par J à la
source, et la norme euclidienne au but, ce qui fait que nous pouvons oublier
(comme nous l’avons fait en anticipant cette remarque) la dépendance en t
de la norme dans l’intégrale.

Nous avons donc

lim
k→+∞

∫ 1

0
‖u̇k −Xt(uk)‖2 dt = 0

ou encore
lim
k→+∞

‖u̇k −Xt(uk)‖L2(S1;Rm) = 0.

Comme la variété W est compacte, Xt(u(sk, t)) est borné et il existe donc
un B > 0 tel que

‖u̇k‖L2 ≤ B.
La famille (uk) est donc équicontinue :

uk(t1)− uk(t0) =
∫ t1
t0

u̇k(t) dt

=
∫
S1

1[t0,t1]u̇k

≤ √t1 − t0 ‖u̇k‖L2 (par l’inégalité de Cauchy-Schwarz)

≤ B√t1 − t0.
L’image de uk est contenue dans W qui est compacte. La suite uk est donc
justiciable du théorème d’Ascoli(6) et nous concluons que la suite uk a bien
une limite y pour la topologie C0(S1; Rm), c’est-à-dire dans la topologie
C0(S1;W ). Ce qui achève le premier pas de cette démonstration.

(6)Un énoncé en est rappelé au § 16.1.
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Deuxième temps. Montrons que la limite y est C∞ et solution du système
hamiltonien ẋ = Xt(x).

Lemme 6.5.9. La limite y vérifie

y(t)− y(0) =
∫ t

0
Xt(y(τ))dτ.

Le résultat attendu découle du lemme puisque celui-ci implique que y,
étant continue, est C1, puis C2... et que c’est une solution. Elle est donc C∞

(un « bootstrapping(7) » bien visible ici). On obtient ainsi la convergence,
au sens C0, vers une solution C∞.

Démonstration du lemme. Évaluons la différence

y(t)− y(0)−
∫ t

0
Xt(y(τ))dτ = lim

k→+∞

(
uk(t)− uk(0)−

∫ t
0
Xt(y(τ))dτ

)
(c’est l’avantage d’être dans Rm, un espace vectoriel). Ensuite

y(t)− y(0)−
∫ t

0
Xt(y(τ))dτ = lim

k→+∞

(∫ t
0
u̇k(τ)dτ −

∫ t
0
Xt(y(τ))dτ

)
= lim
k→+∞

(∫ t
0
u̇k(τ)−Xt(uk(τ))dτ

)
+ lim
k→+∞

(∫ t
0

(Xt(uk(τ))−Xt(y(τ))) dτ
)
.

Chacun des deux termes tend vers 0. Le fait que uk tende vers y au sens C0

implique que le deuxième terme tend vers 0. Pour le premier terme, utilisons
le fait que ‖u̇k −Xt(uk)‖L2 tend vers 0 et l’inégalité de Cauchy-Schwarz,∣∣∣∫ t

0
(u̇k(τ)−Xτ (uk))dτ

∣∣∣ =
∣∣∣∫ 1

0
1[0,t](u̇k −Xt(uk))

∣∣∣ ≤ √t ‖u̇k −Xt(uk)‖L2

qui tend bien vers 0.

La convergence C1 (et même C∞) découle de ces arguments.

(7)Cette expression anglo-saxonne désigne le fait de réussir à se soulever, à entrer en
lévitation, juste en tirant sur ses lacets de chaussures. Elle désigne d’ordinaire ce que
l’on appelle en français la « régularité elliptique », où une solution faible, au sens des
distributions, d’une équation aux dérivées partielles arrive à être automatiquement une
fonction C∞. Voir le chapitre 16.
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Troisième temps. Montrons donc que AH(uk) tend vers AH(y). Clairement,
la partie intégrale du hamiltonien ne pose pas de problème et∫ 1

0
Ht(uk) dt tend vers

∫ 1

0
Ht(y(t)) dt

puisque uk tend vers y pour la topologie C0.
Étudions donc l’autre morceau de la fonctionnelle d’action. Pour cela,

choisissons des prolongements ũk et ũy de uk et de y (respectivement) au
disque. Nous devons montrer que

lim
k→+∞

(∫
D2
ũ�kω −

∫
D2
ũ�yω

)
= 0.

Si la forme ω était exacte, ω = dλ, nous aurions∫
D2
ũ�kω −

∫
D2
ũ�yω =

∫
S1
u�kλ−

∫
S1
y�λ

=
∫ 1

0
(λ(u̇k)− λ(ẏ)) dt

=
∫ 1

0
λ(u̇k −Xt(uk)) dt−

∫ 1

0
λ(Xt(uk)−Xt(y)) dt.

La dernière intégrale tend vers 0 parce que uk tend vers y. Pour la première,∣∣∣∫ 1

0
(λ(u̇k)−Xt(uk)) dt

∣∣∣ ≤ sup ‖λ‖ ‖u̇k −Xt(uk)‖L1

... norme L1 que l’on peut remplacer par la norme L2 grâce à la compacité
de S1. D’où le résultat espéré puisque cette norme L2 tend vers 0, comme
nous l’avons remarqué au cours du premier temps.

Sauf que W est compacte et que donc, ω n’est pas exacte. Choisissons
un voisinage U de l’image de y dans W , qui se rétracte sur y de sorte que
ω|U est exacte. Pour k assez grand, l’image de uk est contenue dans U.
Fabriquons maintenant une sphère S2 en recollant

– un cylindre C → U, homotopie entre uk et y contenue dans U,
– le disque ũy de bord y,
– le disque ũk de bord uk.

Avec l’hypothèse 6.2.1 suivant laquelle l’intégrale de ω est nulle sur les
sphères, il est clair que la différence∫

D2
ũ�kω −

∫
D2
ũ�yω

est l’intégrale de ω sur le cylindre C, sur lequel ω est exacte et où le calcul
précédent s’applique.
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Les trajectoires tendent vers des points critiques. Montrons maintenant que
les trajectoires tendent bien vers des points critiques, c’est-à-dire le théo-
rème 6.5.6. Le point important est le fait que l’espace M est compact, ce
que nous démontrerons plus bas (c’est le théorème 6.5.4).

s

x

u

y

Xt

−∞

+∞

Xt

Figure 6

Supposons donc ici que toutes les trajectoires périodiques de Xt sont non
dégénérées.

Lemme 6.5.10. Sous l’hypothèse de non-dégénérescence, les points critiques
de AH , trajectoires périodiques de Xt sont en nombre fini.

Démonstration. Ces points critiques sont les points d’intersection dans la
variété compacte W ×W des deux sous-variétés (de dimension moitié 2n)
que sont

– la diagonale Δ = {(x, x) | x ∈W}
– et le graphe du flot au temps 1 de Xt.

L’hypothèse de non-dégénérescence est équivalente à la transversalité(8) de
ces deux sous-variétés. Leur intersection est alors une sous-variété fermée
de dimension 0 de W , donc un nombre fini de points puisque celle-ci est
compacte.

Notons une conséquence de la proposition 6.5.7.

Corollaire 6.5.11. Il existe un réel C > 0 tel que, pour tout u ∈M,

−C ≤ AH(u) ≤ C et 0 ≤ E(u) ≤ C.

(8)Comme en théorie de Morse, la non-dégénérescence se traduit en transversalité.
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Démonstration. L’ensemble des points critiques de AH est fini (et non vide
comme nous l’avons remarqué page 147), donc AH est bornée sur cet en-
semble(9). Après quoi il reste à utiliser

– que s �→ AH(us) est strictement décroissante
– et, pour u dans M, et pour des points critiques x et y comme dans

l’énoncé de la proposition 6.5.7 (c’est-à-dire tels que AH(us) va de AH(x)
à AH(y)), que

E(u) = AH(x)−AH(y).

Remarque 6.5.12. Le groupe additif R opère à droite sur M par

(u · σ)(s, t) = u(s+ σ, t).

C’est dire que, si u est une solution de l’équation de Floer, alors u ·σ en est
une aussi (vérification immédiate), comme dans le cas d’un flot de gradient.
Cette opération est continue, c’est-à-dire que si (un) tend vers u et (σn)
tend vers σ, alors la suite (un · σn) tend vers u · σ. Nous reviendrons plus
bas sur ses propriétés.

Pour démontrer le théorème 6.5.6, commençons par démontrer un lemme.

Lemme 6.5.13. Soit u ∈ M et soit (sk) une suite de nombres réels tendant
vers +∞. Il existe une sous-suite (sk′) de (sk) et un point critique y de AH

tels que
lim
k′→+∞

u(sk′) = y.

Démonstration du lemme. Notons uk = u·sk. Comme M est compact (théo-
rème 6.5.4 ci-dessus), il existe une sous-suite de (uk) (que nous noterons
encore (uk)) qui converge vers un v ∈ M. C’est dire que, pour tout s ∈ R,
lim uk(s, t) = v(s, t). Fixons donc s0 et notons vs0(t) = v(s0, t). Nous avons

AH(vs0) = lim
k→+∞

AH(us0+sk) = lim
s→+∞AH(us),

puisque nous avons vu dans la proposition 6.5.7 que cette limite existe (et
même que AH(us) tend vers une valeur critique). Donc l’énergie de la tra-
jectoire v est nulle, et donc v est une orbite périodique y (c’est la remarque
6.5.2 (2) ci-dessus).

Pour finir, uk(0) = usk tend vers v = y dans C∞(S1,W ).

Démonstration du théorème. Nous nous contenterons bien entendu d’étu-
dier le cas où s → +∞. Rappelons que d∞ désigne la distance C∞ dans

(9)Voir aussi, en supprimant l’hypothèse de non-dégénérescence, l’exercice 30 page 478.
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l’espace LW (voir le § 14.3.b). On considère, pour x point critique de AH ,
la boule ouverte

B(x, ε) = {γ ∈ LW | d∞(x, γ) < ε} .
Comme nous l’avons dit, les points critiques de AH sont en nombre fini(10),
de sorte que pour ε > 0 assez petit, les boules B(x, ε) sont disjointes. Ap-
pelons Uε leur réunion (disjointe)

Uε =
⋃

x∈Crit AH

B(x, ε) ⊂ LW.

Pour tout ε assez petit, il existe un sε tel que

u([sε,+∞[× S1) ⊂ Uε
(si cette assertion n’était pas vraie, il existerait un ε0 > 0 et une suite (sk)
tendant vers +∞ et telle que usk �∈ Uε, mais d’après le lemme précédent,
une sous-suite de usk doit tendre vers un point critique, ce qui serait une
contradiction).

Toujours d’après le lemme précédent, il existe un point critique de AH ,
y ∈ Crit AH tel que

u([sε,+∞[× S1) ∩B(y, ε) �= ∅.

Comme u([sε,+∞[ × ·) est connexe dans LW et comme les boules B(x, ε)
sont disjointes, on a

u([sε,+∞[× ·) ⊂ B(y, ε),

autrement dit, lims→+∞ u(s) = y.
Il reste à démontrer l’assertion sur ∂u/∂s. Mais u est une solution donc

∂u

∂s
= −J

(∂u
∂t

)
− graduHt(u).

Lemme 6.5.14. Dans C∞(S1;TW ), on a :

lim
s→+∞

∂u

∂t
= ẏ.

Démonstration. Supposons le contraire. Il existe alors une suite sk tendant
vers +∞ telle que ∂usk/∂t ne tend pas vers ẏ quand k tend vers +∞. Posons
uk = us+sk . Alors uk, y ∈ M et uk tend vers y au sens C0. La régularité
elliptique (proposition 6.5.3) implique alors que uk tend vers y au sens C∞,
ce qui est une contradiction.

(10)C’est ici que sert l’hypothèse de non-dégénérescence.
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En passant à la limite, on obtient donc

lim
s→+∞

∂u

∂s
(s, t) = −J(ẏ)− gradyHt(y)

= −J(ẏ) + JXt
= J (Xt(y)− ẏ) = 0.

Remarquons que l’on a aussi :

Proposition 6.5.15. Soit u une solution de l’équation de Floer. Alors (vues
dans Rm) les dérivées partielles

∂2u

∂s∂t
et ∂

2u

∂s2

tendent vers 0, uniformément en t, lorsque s tend vers ±∞.

En effet, il suffit d’écrire

∂u

∂s
= −J

(∂u
∂t
−Xt

)
(puisque u est une solution). Mais

∂u

∂t
−Xt tend vers 0 au sens C∞

puisque Xt(u) tend vers Xt(y) et ∂u/∂t tend vers ẏ. En dérivant la relation
par rapport à t, on obtient que ∂2u/∂s∂t tend vers 0, puis on dérive la même
relation par rapport à s en appliquant ce qui précède.

Remarque 6.5.16. On peut démontrer de même, et par récurrence, que, pour
k ≥ 1,

lim
s→±∞

∂mu

∂ks ∂m−kt
= 0.

Appelons

M(x, y) =
{
u ∈M | lim

s→−∞u(s, ·) = x et lim
s→+∞u(s, ·) = y

}
.

Nous avons remarqué (dans les remarques 6.5.2) que, pour u ∈M(x, y),

E(u) = AH(x)−AH(y).

Remarquons aussi que M(x, x) = {x}. En effet, toute solution joignant x à
lui-même doit être d’énergie nulle, et donc constante par rapport à s.
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6.6. Démonstration de la compacité

Nous démontrons maintenant le théorème 6.5.4. Comme nous l’avons
remarqué (remarques 6.4.1), dans le cas où H est nul, l’équation de Floer
n’est autre qu’une équation de Cauchy-Riemann, dont les solutions sont
tout simplement les courbes J-holomorphes de Gromov [35]. Le théorème
de compacité de Gromov (voir aussi [55]) reste vrai ici, en présence d’un
hamiltonien non nul. Pour ce paragraphe, nous suivons d’assez près l’exposé
de [41].

Remarque 6.6.1. Nous avons déjà utilisé l’hypothèse d’asphéricité 6.2.1 pour
définir la fonctionnelle d’action. Nous verrons que, pour obtenir la propriété
de compacité, c’est une hypothèse importante (nous expliquerons précisé-
ment à quel endroit nous l’utiliserons).

Le théorème est conséquence de la proposition suivante.

Proposition 6.6.2. Sous l’hypothèse 6.2.1 (c’est-à-dire 〈[ω], π2(W )〉 = 0), il
existe une constante A > 0 telle que

∀u ∈M, ∀ (s, t) ∈ R × S1,
∥∥grad(s,t) u

∥∥ ≤ A.
Démonstration du théorème. La stratégie est, comme ci-dessus, de montrer
que, étant donnée une suite un ∈M,

– d’abord, un a une sous-suite qui converge vers u0 dans C0
loc(R × S1;W ) ;

– puis la limite u0 est de classe C∞ et que c’est une solution de l’équation
de Floer ;

– et enfin un tend bien vers u0 dans C∞(R × S1;W ).

La proposition 6.6.2 donne l’équicontinuité des éléments de M. Donc l’adhé-
rence de M dans l’ensemble des applications continues de R × S1 dans W
est compacte (toujours Ascoli), ce qui achève la première étape. La limite u0

est différentiable, puisque la suite des (gradun) est uniformément bornée.
Ensuite, l’argument de régularité elliptique déjà utilisé ci-dessus (c’est-à-
dire la proposition 6.5.3) permet de réaliser les deux autres, en donnant le
fait que les solutions de notre équation aux dérivées partielles sont toujours
de classe C∞ : sur M, les topologies C0 et C∞ coïncident. Donc M est aussi
compact pour la topologie C∞.

Démonstration de la proposition. Soit u : R×S1 →W une solution. Il sera
plus commode de la considérer comme une application (périodique en la
variable t) de R×R dans W , ce que nous ferons. Raisonnons par l’absurde
en supposant la conclusion de la proposition fausse. C’est dire qu’il existe
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une suite (uk) d’éléments de M et une suite (sk, tk) d’éléments de R2 tels
que

lim
k→∞

∥∥grad(sk,tk) uk
∥∥ = +∞.

Dans cette démonstration, nous considérons donc une suite divergente d’élé-
ments de M et montrons qu’en fait, elle va converger vers quelque chose
dont l’existence est interdite par nos hypothèses, la bulle représentée sur les
figures 7 et 8.

Soit (εk) une suite de nombres positifs tendant vers 0 et telle que

lim
k
εk

∥∥grad(sk,tk) uk
∥∥ = +∞.

Appliquons à la fonction g = ‖gradu‖ le lemme ci-dessous(11), dit du « demi-
maximum ».

Lemme 6.6.3. Soit g : X → R+ une fonction continue sur un espace métrique
complet. Soient x0 ∈ X et ε0 > 0. Il existe y ∈ X et ε ∈ ]0, ε0] tels que⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

d(y, x0) ≤ 2ε
εg(y) ≥ ε0g(x0)
g(x) ≤ 2g(y) ∀x ∈ B(y, ε).

Démonstration du lemme. Si g(x) ≤ 2g(x0) sur toute la boule B(x0, ε0), il
n’y a rien à faire, il suffit de poser y = x0 et ε = ε0. Sinon, il existe un x1

dans la boule tel que g(x1) > 2g(x0). Posons ε1 = ε0/2. Ainsi,

ε1g(x1) > ε0g(x0).

Si x1 et ε1 fonctionnent, nous nous arrêtons. Sinon, nous continuons. Nous
construisons ainsi une suite xn de points de la boule et une suite εn de
nombres positifs tels que ⎧⎨⎩εn =

εn−1

2
εng(xn) ≥ ε0g(x0).

Évidemment, la première ligne fait tendre εn vers 0 et xn vers une limite
(notre espace est complet), de sorte que l’inégalité qui suit interdit au pro-
cessus de continuer indéfiniment : on trouve un xn et un εn qui conviennent
au bout d’un nombre fini d’essais.

(11)C’est un lemme classique dans la théorie. Il semble que la paternité en revienne à
Ekeland. Le début du chapitre iv de son livre [20] contient des variations sur ce thème.
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Le lemme nous vend une (autre) suite εk et une (autre) suite (sk, tk)
telles que

lim
k→∞
εk

∥∥grad(sk,tk) uk
∥∥ = +∞

2
∥∥grad(sk,tk) uk

∥∥ ≥ ∥∥grad(s,t) uk
∥∥ pour (s, t) ∈ B((sk, tk), εk).et

Posons Rk =
∥∥grad(sk,tk) uk

∥∥, ainsi εkRk → +∞ et

vk(s, t) = uk
( (s, t)
Rk

+ (sk, tk)
)
,

de sorte que

grad(s,t) vk =
1
Rk

grad (s,t)
Rk

+(sk,tk) uk,

en particulier, en (s, t) = (0, 0),

grad(0,0) vk =
1
Rk

grad(sk,tk) uk.

Ainsi, par construction, ‖ grad(0,0) vk‖ = 1 et, sur B(0, εkRk), nous avons

∥∥grad(s,t) vk
∥∥ =

1
Rk

∥∥grad (s,t)
Rk

+(sk,tk) uk
∥∥

≤ 2
Rk

∥∥grad(sk,tk) uk
∥∥ ≤ 2,

de sorte que le gradient est borné. Enfin, les uk sont des solutions, donc vk
satisfait à

∂vk
∂s

+ J(vk)
∂vk
∂t

+
1
Rk

grad(tk+ t
Rk
,vk)H = 0.

Appliquons alors le théorème d’Ascoli, la suite vk tend (à extraction d’une
sous-suite près), vers une limite v dans C0

loc(R2;W ), qui est une solution
faible de l’équation de Floer (qui devient, à la limite, l’équation des courbes
pseudo-holomorphes). La régularité elliptique (encore la proposition 6.5.3)
assure que v est C∞ et est une « vraie » solution, de plus,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

∥∥grad(0,0) v
∥∥ = 1, en particulier v n’est pas constante,∥∥grad(s,t) v
∥∥ ≤ 2 pour tous (s, t) ∈ R2,

∂v

∂s
+ J(v)

∂v

∂t
= 0, donc v est J-holomorphe.
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Montrons enfin que v est d’énergie finie. Posons Bk = B((sk, tk), εk).∫
B(0,εkRk)

‖grad vk‖2 =
∫
Bk

‖graduk‖2 dt ds

≤
∫
Bk

(∥∥∥∂uk
∂s

∥∥∥2
+

∥∥∥∂uk
∂t

∥∥∥2)
dt ds

=
∫
Bk

(∥∥∥∂uk
∂s

∥∥∥2
+

∥∥∥∂uk
∂t
−Xt(uk) +Xt(uk)

∥∥∥2)
dt ds

≤
∫
Bk

(∥∥∥∂uk
∂s

∥∥∥2
+

∥∥∥∂uk
∂t
−Xt(uk)

∥∥∥2)
dt ds

+
∫
Bk

(
‖Xt(uk)‖2 + 2

∥∥∥∂uk
∂t
−Xt(uk)

∥∥∥ ‖Xt(uk)‖) dt ds
≤

∫
Bk

(∥∥∥∂uk
∂s

∥∥∥2
+ 2

∥∥∥∂uk
∂t
−Xt(uk)

∥∥∥2
+ 2 ‖Xt‖2

)
dt ds

≤ 3E(uk) + 2
∫
Bk

‖Xt‖2 dt ds ≤ 3C + 2
∫
Bk

‖Xt‖2 dt ds

où C est la constante donnée par le corollaire 6.5.11 (qui est conséquence
de la proposition 6.5.7).

La dernière intégrale tend vers 0 quand k tend vers l’infini (Bk est une
boule de rayon εk tendant vers 0), donc, pour k assez grand,∫

B(0,εkRk)

∥∥∥∂vk
∂s

∥∥∥2
+

∥∥∥∂vk
∂t

∥∥∥2
≤ 4C

et B(0, εkRk) tend à recouvrir R2, donc v est d’énergie finie en application
du lemme de Fatou(12).

Nous assistons ici à la formation d’une « bulle », qui sera interdite par
notre hypothèse sur les sphères : autour du point (sk, tk), le lacet bord de
la boule de rayon εk est de plus en plus petit, mais le gradient de uk en ce
point, lui, explose. C’est pourquoi nous avons reparamétré (c’est la ruse du
εkRk), comme le montre la figure 7.

Un bon calcul valant mieux qu’un long discours, évaluons l’aire symplec-
tique de l’image de v.

Lemme 6.6.4. L’aire symplectique de v est finie et non nulle.

(12)Pour lequel nous renvoyons par exemple à [57].
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R2

Figure 7

Démonstration.∫
R2
v�ω =

∫
R2
ω
(∂v
∂s
,
∂v

∂t

)
ds dt

=
∫

R2
ω
(
−J(v)

∂v

∂t
,
∂v

∂t

)
ds dt puisque

∂v

∂t
= −J(v)

∂v

∂s

=
∫

R2
ω
(∂v
∂t
, J(v)

∂v

∂t

)
ds dt

=
∫

R2

∥∥∥∂v
∂t

∥∥∥2
ds dt < +∞

en utilisant l’estimation précédente. Par ailleurs cette aire n’est pas nulle
puisque v n’est pas constante.

Lemme 6.6.5. Il existe une suite rk tendant vers +∞ telle que la longueur
de l’image v(∂B(0, rk)) tende vers 0 quand k tend vers +∞.

Acceptons le lemme. Alors l’image du bord de la boule s’écrase sur un
point w0 ∈W . Pour k assez grand, elle est donc contenue dans une carte de
Darboux U de W . Dans U , la forme ω est une forme fermée sur R2n, elle
admet une primitive, ω = dλ. Nous pouvons même supposer que U est une
boule fermée. La courbe v(∂Br) est le bord d’un petit disque Dr dans U .
La réunion de v(Br) et de Dr est une sphère S2

r et nous avons, grâce à
l’hypothèse que les sphères ont une aire symplectique nulle,

0 =
∫
S2
r

ω =
∫
Dr

ω +
∫
v(Br)

ω.

La première intégrale est∫
Dr

ω =
∫
Dr

dλ =
∫
v(∂Br)

λ

donc ∣∣∣∫
Dr

ω
∣∣∣ ≤ ∣∣∣∫

v(∂Br)
λ
∣∣∣ ≤ �(v(∂Br)) sup

U
‖λ‖

(� est la longueur) tend vers 0 quand r tend vers l’infini.
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U

v(Br)

v(∂Br)

Figure 8. Une bulle

La deuxième intégrale converge, elle, vers l’aire de v(R2), un nombre
non nul. C’est la contradiction recherchée. Les cercles concentriques ont des
longueurs de plus en plus petites, c’est pourquoi un tel objet est appelé une
bulle. Voir la figure 8.

Démonstration du lemme. Comme v est J-holomorphe, la forme v�ω est une
forme symplectique sur R2. Elle s’écrit donc

v�ω(ρ,θ) = f(ρ, θ)ρ dθ ∧ dρ
pour une fonction f positive. Comme v est J-holomorphe, cette forme sym-
plectique, avec la structure presque complexe usuelle, donne une métrique
riemannienne sur R2 qui est f(ρ, θ)(dρ2 + ρ2dθ2) et qui permet de calculer
la longueur �(r) du bord v(∂Br) :

�(r) = r
∫ 2π

0

√
f(r, θ) dθ.

De même

A(r) =
∫
Br

v�ω =
∫ 2π

0

(∫ r
0
f(ρ, θ)ρ dθ

)
dρ.

Ainsi,

A′(r) =
dA

dr
=

∫ 2π

0
f(r, θ)r dθ.

En appliquant l’inégalité de Cauchy-Schwarz, nous obtenons

�(r) = r
∫ 2π

0

√
f(r, θ) dθ ≤ r

√∫ 2π

0
dθ

∫ 2π

0
f(r, θ) dθ

= r
√

2π
A′(r)
r
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et donc
�(r)2 ≤ 2πrA′(r).

Il reste à vérifier que, la fonction r �→ A(r) étant bornée et dérivable, il
existe une suite rk tendant vers +∞ telle que lim rkA′(rk) = 0. C’est un
exercice facile : comme A est bornée,

lim
k→+∞

A(k2)−A(k)
ln k

= 0.

Mais ce rapport s’écrit aussi

A(k2)−A(k)
ln k

=
A(k2)−A(k)
ln k2 − ln k

=
A′(rk)
(1/rk)

pour un rk compris entre k et k2 (et donc tendant vers l’infini) en vertu du
théorème des accroissements finis.

Ce qui achève la démonstration de la proposition et donc aussi du théo-
rème de compacité.

6.6.a. Un exemple de bulle dans P2(C). Nous venons de montrer que
le fait que la variété symplectiqueW ne contienne pas de sphère d’aire sym-
plectique non nulle empêche la formation de bulles. Dans le cas contraire,
c’est-à-dire, si ω|π2(W ) �= 0, un argument de type « singularité apparente »
permet de prolonger v à C ∪ {∞}, c’est ce qu’on appelle une « bulle ».

Pour clarifier la situation, montrons donc ici un exemple classique de
bulle, dans le plan projectif complexe. Remarquons que, dans cette variété
symplectique, il y a des sphères : une droite projective est un P1(C) et
donc aussi une sphère S2. De plus, la forme symplectique que nous avons
construite au § 5.3 donne une aire positive à toutes les droites projectives :
une droite projective est une courbe complexe (holomorphe) et en particu-
lier, la forme symplectique se restreint en une forme volume sur une telle
courbe. Donc l’espace projectif complexe ne satisfait pas à notre hypothèse.
L’exemple présenté ici est le plus simple possible : on observe une famille
de coniques lisses dégénérant sur la réunion de deux droites.

Pour tout α ∈ C, considérons la courbe (conique)

vα : P1(C) −→ P2(C)

[x, y] �−→ [x2, αy2, xy].

C’est simplement la complétion de

vα : C −→ C2

z �−→ (z, α/z) .
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axe des x

axe des y

v0

α

[0, 1, 0][0, 1, 0]

[0, 1, 0]

Figure 9

Pour α = 0, l’image est l’« axe des x ». Pour α �= 0, c’est une conique. Toutes
les courbes images de vα contiennent le point à l’infini de l’axe des y, le point
[0, 1, 0] en coordonnées homogènes. Quand α tend vers 0, ce point tire une
bulle à lui. La figure 9 illustre cette situation en présentant divers états de
la conique vα(P1(C)) et la « courbe » limite, c’est-à-dire les deux axes des x
et des y, représentée

– une fois comme réunion de deux droites sécantes,
– une autre fois comme une « courbe à bulle », figure dans laquelle cha-

cune des deux droites projectives complexes est représentée comme une
sphère S2.

Remarquons encore que
– la courbe limite n’est pas l’image d’une application v0 : P1(C) →

P2(C) ;
– par contre, sur le complémentaire du point 0 = [0, 1], il y a bien une

limite, z �→ (z, 0) ;
– le cercle |z|2 = α borde un disque (|z|2 ≤ α) qui occupe de plus en plus

de place dans l’image. Voir la figure 10.

0

αα

0

Figure 10
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6.7. Appendice : fonctions, formes fermées, revêtements

La question que nous considérons ici est : est-il possible d’étendre la
définition de la fonctionnelle d’action à des variétés symplectiques pour
lesquelles la forme symplectique ne s’annule pas sur le π2, autrement dit
est-il possible de se débarrasser de l’hypothèse 6.2.1 ?

Nous avons dit (remarque 6.3.1) que π2(W ) est le groupe fondamental
de la composante connexe LW de l’espace des lacets contenant le lacet
constant x0. Commençons donc par rappeler les relations entre groupe fon-
damental, revêtements et 1-formes fermées.

6.7.a. Revêtement associé à une forme fermée. Du point de vue local,
il n’y a aucune différence entre formes fermées et exactes, par exemple entre
une 1-forme fermée α et la différentielle d’une fonction f . D’après le lemme
de Poincaré(13) en effet, toute forme fermée, c’est-à-dire telle que dα = 0, est
localement exacte, c’est-à-dire qu’il existe localement une fonction f telle
que α = df .

Globalement, c’est une autre histoire. Considérons par exemple (mais ce
n’est pas un exemple innocent) la 1-forme fermée (dont nous allons voir
qu’elle est improprement) appelée dθ (ou dz/iz) sur le cercle S1. Elle vérifie∫

S1
dθ = 2π

et donc n’est pas exacte (il n’y a pas de fonction « θ », de détermination
de l’argument, sur le cercle). Par contre, la forme dθ relevée au revêtement
exp : R → S1 est, elle, exacte : sur R, il y a bien une fonction θ.

Considérons plus généralement une 1-forme fermée α sur une variété V .
Comme α est fermée, elle définit un homomorphisme

ϕα : π1(V ) −→ R

[γ] �−→
∫
γ

α

(nous supposons V connexe et n’indiquons pas le point base). Le noyau
de ϕα est un sous-groupe (distingué) de π1(V ). Il lui correspond donc un
revêtement connexe (et galoisien) π : Ṽ → V . Par définition, la forme π�α
a la propriété que

ϕπ�α[γ] = 0 pour tout [γ] ∈ π1Ṽ .

(13)Voir par exemple [37, Chap. V].
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Donc π�α est une forme exacte : une primitive f̃ est définie en choisissant
un point y0 ∈ Ṽ et en posant

f̃(y) =
∫ y
y0

π�α

en intégrant le long de n’importe quel chemin joignant y0 à y, le résultat
n’en dépendant pas. Bien sûr df̃ = π�α.

Le revêtement Ṽ → V est « le plus petit revêtement(14) de V sur lequel α
est exacte », appelé le revêtement d’intégration de α.

Comparons maintenant les points critiques de π�α et ceux de f̃ . Comme

(df̃)y = 0 ⇐⇒ απ(y) = 0,

les points critiques sont les mêmes — ainsi que les propriétés de non-
dégénérescence et les indices.

Un champ de pseudo-gradients pour α (définition analogue à celle don-
née dans le cas d’une fonction) se relève en un champ de pseudo-gradients
pour f̃ . Il est donc possible d’essayer de fabriquer un complexe avec les
points critiques de α comme nous l’avons fait au chapitre 3. C’est ce que
fait Latour dans [38]. La seule grosse différence est que Ṽ n’a aucune raison
d’être compacte, elle ne l’est même jamais (si la forme α n’est pas exacte).

Pour comprendre la difficulté issue de cette généralisation, remarquons
que le champ de pseudo-gradients pour f̃ et les trajectoires entre deux zéros
d’indices consécutifs de α proviennent des trajectoires joignant les points de
π−1(c) à des points de π−1(d). Il peut donc y en avoir un nombre infini.

6.7.b. La forme d’action. Soit αH la forme définie sur l’espace des lacets
contractiles LW de W par

(αH)x(Y ) =
∫ 1

0
ω(ẋ(t)−Xt(x(t)), Y (t))dt.

C’est une forme fermée : on vérifie sans mal (exercice 26 page 477) que αH
est localement exacte.

Nous avons vu (c’est le calcul de dAH dans la proposition 6.3.4, voir
l’exercice 26) que, si la variété symplectique (W,ω) vérifie l’hypothèse 6.2.1,
la fonction AH est une primitive de αH , de sorte que αH est une forme
exacte.

Supprimons maintenant l’hypothèse 6.2.1 et considérons l’espace

DW = {(x, u) | x ∈ LW et u : D →W un prolongement au disque} .

(14)Pour la théorie des revêtements, nous renvoyons à [4].
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Disons que (x, u) ∼ (x, v) si ∫
D

u�ω =
∫
D

v�ω

et appelons L̃W le quotient de DW par la relation d’équivalence ∼. Il est
muni d’une projection

π : L̃W −→ LW

(oublier le disque) qui en fait un revêtement de groupe π2(W )/Ker(ω :
π2(W )→ R). L’expression

AH(x, u) = −
∫
D

u�ω +
∫ 1

0
Ht(x(t))dt

définit une fonction sur L̃W qui satisfait à la relation

π�αH = dAH ,

le revêtement π : L̃W → LW est le revêtement d’intégration de la forme
d’action.

Voir aussi l’exercice 34 page 479.

6.8. Appendice : structure de variété de Banach sur LW

Les espaces de fonctions C∞ ne sont pas des espaces de Banach (ce sont
des espaces de Fréchet). Nous allons nous contenter ici des espaces de lacets
de classe W 1,p, ce que nous décrivons précisément maintenant.

Rappelons que tout fibré vectoriel symplectique sur S1 est trivialisable.
C’est donc notamment le cas, pour x ∈ LW , de

x�TW =
{

(t, Y ) ∈ S1 × TW | x(t) = p(Y )
}
.

Soit donc ϕ une trivialisation

ϕ : x�TW −→ S1 ×R2n.

Elle permet d’associer à toute section Y du fibré x�TW , une section ϕY du
fibré trivial S1 × R2n, c’est-à-dire une application ϕY : S1 → R2n. Pour
p > 1, notons

W 1,p(x�TW ) =
{
Y | ϕY ∈W 1,p(S1; R2n)

}
(la définition des espaces de SobolevW 1,p est rappelée au § 16.4 — signalons
quand même ici que W 1,p est contenu dans C0, ce qui est rassurant). Une
autre trivialisation ψ diffère de ϕ par une application

g : S1 −→ GL(2n; R)
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et, pour Y ∈W 1,p(S1; R2n), on a

‖gY ‖W 1,p ≤ c(g) ‖Y ‖W 1,p

pour une certaine constante c(g), qui est la norme opératorielle de g. Donc ϕ
et ψ définissent la même topologie d’espace de Banach sur W 1,p(x�TW )
(celle-ci ne dépend donc pas du choix de ϕ, comme la notation utilisée
l’anticipait).

L’analogue W 1,p de l’espace des champs de vecteurs le long de x, dont
nous avons vu (au § 6.3.a) qu’il devait être l’espace tangent en x à l’espace
de lacets, est ainsi muni d’une structure d’espace de Banach. L’idée de ce
qui suit est d’utiliser les espaces tangents pour définir des cartes locales sur
l’espace de lacets lui-même. Pour cela, nous utilisons l’exponentielle d’une
métrique riemannienne fixée sur W (voir le § 14.5). Celle-ci est définie sur
un voisinage D de la section nulle dans TW (un fibré en disques)(15). Pour
tout lacet x de classe C∞,

expx :W 1,p(x�D) −→ C0(S1;W )
Y �−→ (expx Y : t �→ expx(t) Y (t)).

Rappelons queW 1,p(S1; R2n) ⊂ C0(S1; R2n) pour p > 1. Dans la formule, x
est de classe C∞, Y est de classe W 1,p et expx Y est de classe W 1,p, en
particulier continue.

Considérons donc l’ensemble de tous les couples(
W 1,p(x�D), expx

)
pour x ∈ LW

et l’espace, noté L1,pW , des applications continues y : S1 → W telles qu’il
existe x ∈ LW et Y ∈W 1,p(x�D) tels que y(t) = expx(t) Y (t).

Théorème 6.8.1. L’espace L1,pW est muni d’une structure de variété de
classe C∞ par l’atlas (

W 1,p(x�D), expx
)
x∈LW

.

La structure ainsi définie ne dépend pas de la métrique riemannienne utili-
sée. De plus,

LW = C∞(S1;W ) ⊂ L1,pW ⊂ C0(S1;W )

chacun des espaces étant dense dans le suivant.

Voici l’idée de la démonstration, pour les détails de laquelle nous ren-
voyons à [62]. Pour x ∈W , l’application expx est un difféomorphisme de la

(15)Le rayon maximal des disques d’un tel fibré est le rayon d’injectivité de la variété
riemannienne W .
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fibre Dx ⊂ TxW sur son image. Ainsi, pour tout t, l’égalité expx(t) Y (t) =
expx(t) Z(t) implique que Y (t) = Z(t). Le « changement de carte »

Y �−→ exp−1
x′ (expx Y )

envoie une section W 1,p sur une section W 1,p parce que l’exponentielle
est C∞ et ce changement de carte est aussi différentiable que les lacets x
et x′ qui le définissent. C’est bien une structure de variété sur L1,pW .

La compatibilité des atlas définis par différentes métriques riemanniennes
vient une fois encore du fait que l’exponentielle de toute métrique rieman-
nienne est une application C∞, ce qui donne à la composition

W 1,p(x�Dg)
(expg)x−−−−−−−→ C0(S1;W )

(expg′)
−1
x′−−−−−−−−−→W 1,p(x′�Dg′)

(avec des notations évidentes) la différentiabilité voulue.
Enfin les inclusions sont claires et la dernière assertion est conséquence

de la densité de C∞(S1;W ) dans C0(S1;W ).

Remarquons que l’espace tangent en un point y ∈ L1,pW à cette variété
de Banach est, par construction,

TyL
1,pW =W 1,p(y�TW ).
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CHAPITRE 7

GÉOMÉTRIE DU GROUPE SYMPLECTIQUE,
INDICE DE MASLOV

Dans ce chapitre, nous allons définir l’indice des points critiques de la
fonctionnelle d’action.

Traditionnellement, l’indice de Maslov désigne un nombre entier rela-
tif associé à un lacet dans la grassmannienne Λn de tous les sous-espaces
lagrangiens dans R2n. Ceci parce que le groupe fondamental de cette grass-
mannienne est isomorphe à Z (voir par exemple l’exercice 40 page 481 ou
le livre [43]) et, en dernière instance, parce que celui du groupe unitaire
U(n) est, lui aussi, isomorphe à Z. L’indice dont nous allons parler ici est
un nombre entier associé à des chemins dans le groupe symplectique Sp(2n),
lequel se rétracte sur U(n) et a donc, lui aussi un groupe fondamental in-
fini cyclique. Dans ce cadre, on l’appelle aussi indice de Conley-Zehnder
(voir [61, 60] et [41], dont nous nous sommes inspirés ici, pour des réfé-
rences).

7.1. Vers la définition de l’indice

On se place dans la situation du chapitre précédent, un hamiltonien

H :W × S1 −→ R

dépendant du temps et une solution x(t) périodique de période 1 de ẋ =
Xt(x) dont nous supposons que c’est un lacet contractile. Nous avons vu
que ces lacets sont les points critiques de AH . Nous voulons donc définir un
indice pour ces points critiques.

Nous allons le faire en trois étapes. Partons d’une orbite x non dégénérée
(et contractile).

(1) Nous lui associons un chemin t �→ A(t) de matrices symplectiques,
avec A(0) = Id et 1 �∈ SpecA(1).
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(2) À tout tel chemin, nous associons un chemin γ : [0, 1] → S1 avec
γ(0) = 1 et γ(1) = ±1.

(3) Et à tout tel chemin (à valeurs dans S1), nous associons un entier.
Nous aurons ainsi associé un entier μ(x) ∈ Z au point critique non dégé-
néré x.

7.1.a. Première étape. On a donc fixé cette orbite périodique x(t) =
ϕt(x(0)). On choisit une base symplectique

Z(0) = (Z1(0), . . . , Z2n(0))

de Tx(0)W . Rappelons (voir le § 5.4) que ϕt préserve ω. En particulier, la
matrice A(1) de l’application linéaire Tx(0)ϕ

1 dans la base Z(0) est une
matrice symplectique, A(1) ∈ Sp(2n) (voir le § 5.6 pour le groupe sym-
plectique Sp(2n)) et 1 �∈ SpecA(1) puisque la solution x est supposée non
dégénérée.

Remarquons qu’il existe une famille C∞ en t de bases symplectiques

Z(t) = (Z1(t), . . . , Z2n(t))

de Tx(t)W , en vertu du classique théorème que voici (voir par exemple [67]).

Théorème 7.1.1. Pour toute application continue

ψ : Dk −→W
le fibré symplectique ψ�TW est trivialisable et toutes ses trivialisations sont
homotopes.

Nous ne démontrons pas ce théorème ici, il découle du fait que le
disque Dk est contractile. Par exemple, le fait que toutes les trivialisations
soient homotopes se déduit du fait que deux trivialisations sont liées par
une application Dk → Sp(2n) et utilise tout simplement le fait (c’est la
proposition 5.6.9) que Sp(2n) est connexe par arcs.

Mais revenons à nos moutons. Notre orbite périodique x est contractile,
on la prolonge en une application u : D2 →W , on déduit du théorème une
trivialisation, c’est-à-dire un repère symplectique Z(z) pour z ∈ D2 et en
particulier un repère symplectique le long de x.

De telle sorte que, pour tout t, on peut considérer la matrice A(t)
de l’application linéaire Tx(0)ϕ

t dans les bases Z(0) (de Tx(0)W ) et Z(t)
(de Tx(t)W ), et que l’application

t �−→ A(t)

est un chemin avec A(0) = Id et A(1) n’a pas la valeur propre 1.
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Appelons donc

Sp(2n)� = {A ∈ Sp(2n) | dét(A− Id) �= 0}
et S l’espace des chemins joignant Id à un élément de Sp(2n)� :

S = {γ : [0, 1] −→ Sp(2n) | γ(0) = Id et γ(1) ∈ Sp(2n)�} .
Si Z ′ est un autre repère symplectique le long de x, les chemins A(t) et A′(t)
sont homotopes dans S. Plus généralement, si v est un autre prolongement
de x au disque D2 et si Z ′ est une trivialisation le long de v, on peut former,
en recollant u et v, une application w : S2 →W (comme au § 6.3.b, où l’on
contemplera la figure 2). Nous avons donc

– le chemin A(t) donné par la trivialisation Z le long de u,
– le chemin A′(t) donné par Z ′ le long de v,
– et un chemin A′′(t), donné par une trivialisation Z ′′ le long de w, grâce

à l’hypothèse 6.2.2,
et ces trois chemins sont homotopes dans S.

Ainsi nous avons réalisé notre première étape, c’est-à-dire associé, à l’or-
bite x, un chemin dans S, unique à homotopie près.

Remarque 7.1.2. Dans le cas d’un point critique x d’un hamiltonien auto-
nome H, on a déjà (au § 5.4.3 et dans l’exercice 8 (page 471)) construit le
chemin t �→ A(t) : c’est

A(t) = etJ0 Hessx

où Hessx est la hessienne de H en x, que nous noterons S pour simplifier.
En particulier, si S est non singulière avec ‖S‖ < 2π, alors J0S n’a pas de
valeur propre 2ikπ et donc eJ0S n’a pas la valeur propre 1.

7.1.b. Deuxième étape (début). Pour l’étape 2, nous devons associer,
à un chemin A(t) ∈ S, un chemin

γ : [0, 1] −→ S1 avec γ(0) = 1 et γ(1) = ±1.

Pour ceci, nous avons besoin de quelques propriétés du groupe symplectique,
celles vues au chapitre 5, et quelques précisions supplémentaires.

Nous avons dit au § 5.6.d qu’il existe une application Sp(2n) → S1 qui
induit un isomorphisme au niveau des groupes fondamentaux. Dans ce para-
graphe, nous sommes plus explicites sur les propriétés d’une telle applica-
tion ρ. À l’origine de la construction présentée ici, il y a l’utilisation de [30]
par Salamon et Zehnder dans [61]. Nous donnons ici une description légè-
rement différente quoique équivalente et avons rédigé des démonstrations
détaillées des résultats d’algèbre linéaire utilisés.
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Théorème 7.1.3 ([61]). Pour tout n ∈ N�, il existe une application continue
ρ : Sp(2n) −→ S1

vérifiant les propriétés suivantes :
(1) Naturalité : Si A et T ∈ Sp(2n; R),

ρ(TAT−1) = ρ(A).

(2) Produit : Si A ∈ Sp(2m; R), B ∈ Sp(2n; R),

ρ

(
A 0
0 B

)
= ρ(A)ρ(B).

(3) Déterminant : Si A ∈ U(n) = Sp(2n; R) ∩O(2n), alors

ρ(A) = détC(X + iY ), où A =
(
X −Y
Y X

)
.

En particulier, ρ induit un isomorphisme
ρ� : π1(Sp(2n); R) −→ π1(S1) = Z.

(4) Normalisation : Si Spec(A) ⊂ R, alors
ρ(A) = (−1)m0/2

où m0 est la multiplicité totale des valeurs propres réelles négatives.
(5) ρ(tA) = ρ(A−1) = ρ(A).

La construction d’une telle application ρ est assez technique. Nous en
donnons tous les détails dans l’appendice (le § 7.3). Disons quand même
d’ores et déjà que, pour une matrice A dont toutes les valeurs propres sont
distinctes, c’est « tout simplement » :

ρ(A) = (−1)m0/2
∏

λ∈Spec(A)∩S1

Im(λ)>0

λsign Imω(X,X)

(on a choisi, pour chaque λ, un vecteur propre X).

7.1.c. Le sous-ensemble Sp(2n)�. Reprenons le fil de notre construction
de l’indice μ pour l’orbite périodique x.

Les transformations qui n’ont pas la valeur propre 1. Les transformations
symplectiques que nous avons à considérer n’ont pas la valeur propre 1
(c’est notre hypothèse de non-dégénérescence). C’est pourquoi nous avons
dû considérer l’ouvert

Sp(2n)� = {A ∈ Sp(2n) | dét(A− Id) �= 0} .
C’est le complémentaire de l’hypersurface Σ définie par

Σ = {A ∈ Sp(2n) | dét(A− Id) = 0} .
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Ce qui nous rapproche de la définition habituelle de l’indice de Maslov dans
la grassmannienne des lagrangiens.

Il est clair que Sp(2n)� ne peut être connexe, puisqu’il est réunion des
deux ouverts disjoints définis par dét(A − Id) > 0 et dét(A − Id) < 0.
Remarquons aussi que le signe de dét(A− Id) est celui du produit

∏
(λi−1)

où les λi sont les valeurs propres réelles positives de A.

L’exemple de Sp(2). Dans le cas où n = 1, Sp(2) = SL(2; R). Ce groupe est
la quadrique (affine réelle) des matrices

(
a b
c d

)
réelles avec ad− bc = 1, une

sous-variété de dimension 3. La décomposition polaire le fait se rétracter sur
le cercle des matrices

( cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
(c’est le groupe U(1)). L’hypersurface Σ

des matrices qui ont la valeur propre 1 est celle des
(
a b
c d

)
avec ad− bc = 1

et a + d = 2. Elle est lisse sauf au point Id. Le complémentaire de Σ est
formé des deux ouverts définis respectivement par

trA > 2 et trA < 2.

On voit aisément que ces deux ouverts sont connexes, puisque
– les matrices de trace plus grande que 2 sont celles qui sont semblables

à
(
λ 0
0 λ−1

)
(avec λ > 0),

– celles de trace plus petite que 2 sont celles qui sont semblables à(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
,

(
λ 0
0 λ−1

)
(avec λ < 0), ou

(−1 a
0 −1

)
...

toutes ces matrices se connectant sans mal à − Id.

Topologie de Sp(2n)�. La proposition qui suit est due à Conley et Zehnder.

Proposition 7.1.4 ([17]). L’ouvert Sp(2n)� a deux composantes connexes.
L’inclusion de chacune d’elles dans Sp(2n) induit l’homomorphisme nul sur
les groupes fondamentaux.

Démonstration. On a dit que Sp(2n)� n’est pas connexe. Il reste à montrer
que chacun des sous-espaces

Sp(2n)+ = {A ∈ Sp(2n; R) | dét(A− Id) > 0}
Sp(2n)− = {A ∈ Sp(2n; R) | dét(A− Id) < 0}et

est connexe par arcs. La démonstration de ce fait est fondée sur le lemme
que voici.

Lemme 7.1.5. Soit A ∈ Sp(2n)�. Il existe un chemin dans Sp(2n)� qui
joint A à une matrice B dont toutes les valeurs propres sont distinctes et
qui a exactement zéro (si A ∈ Sp(2n)+) ou deux (si A ∈ Sp(2n)−) valeurs
propres réelles positives.
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Ce lemme étant (provisoirement) admis, on l’utilise pour montrer que
toute matrice A de Sp(2n)� se connecte par un chemin dans Sp(2n)� à la
matrice ⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

− Id ∈ Sp(2n)+ si A ∈ Sp(2n)+,⎛⎜⎜⎝
2 0
0 1/2

0

0 − Id

⎞⎟⎟⎠ sinon.

On connecte d’abord A à une matrice B comme le lemme nous y autorise.
Il reste à connecter B à l’une des deux matrices ci-dessus. Choisissons une
base de vecteurs propres de B qui soit symplectique et invariante par conju-
gaison complexe. Comme les valeurs propres de B sont distinctes, on peut
appeler Xλ « le » vecteur propre associé à λ. On choisit, pour chaque valeur
propre λ de B qui n’est pas réelle positive, un chemin λ(s) joignant λ à −1
en évitant 1 et tel que si λ(s) est le chemin choisi pour λ,

– celui choisi pour λ est λ(s)...
– et celui choisi pour 1/λ est 1/λ(s).

On définit le chemin s �→ B(s) par

B(s) ·Xλ =

{
λ(s)Xλ si λ �∈ R+

λXλ si λ ∈ R+.

La matrice B(s) ainsi définie est réelle et dans Sp(2n)�, B(0) = B et

B(1) ·Xλ =

{
−Xλ si λ �∈ R+

λXλ si λ ∈ R+.

On a donc deux possibilités :
– Soit B n’avait aucune valeur propre réelle positive, alors B(1) = − Id.
– Soit B avait deux valeurs propres réelles positives, λ et 1/λ. Dans ce

cas, la matrice B(1) dans la base symplectique des vecteurs propres Xλ
(convenablement ordonnée) est

B(1) =

⎛⎜⎝λ 0
0 1/λ

0

0 − Id

⎞⎟⎠ .
Comme le groupe Sp(2n; R) est connexe par arcs, on peut connecter cette
matrice par un chemin à la matrice qui a la même forme dans la base
canonique, puis à la matrice ⎛⎜⎝ 2 0

0 1/2
0

0 − Id

⎞⎟⎠ .
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Donc les deux ouverts Sp(2n)± sont bien les composantes connexes de
Sp(2n)�.

Montrons maintenant que l’inclusion de chacune d’elles dans Sp(2n; R)
induit le morphisme trivial au niveau des groupes fondamentaux. Il suffit
de relever l’application ρ, ce que le lemme suivant nous autorise à faire.

Lemme 7.1.6. Il existe deux applications continues ρ̃± : Sp(2n)± → R telles
que les diagrammes

R

exp
��

Sp(2n)±
i

��

ρ̃±
��



















Sp(2n) ρ
�� S1

commutent.

En effet, on a montré que ρ induit un isomorphisme au niveau des groupes
fondamentaux. Donc, comme

ρ� ◦ i� = exp� ◦(ρ̃±)� = 0,

le morphisme
i� : π1 Sp(2n)± −→ π1(Sp(2n))

est nul.

Le lemme 7.1.6 repose sur les détails de la construction de ρ. Les démons-
trations des deux lemmes 7.1.6 et 7.1.5 sont élémentaires au sens où elles
n’utilisent que de l’algèbre linéaire élémentaire. Il nous a pourtant semblé
utile de les faire figurer complètement ici. On les trouvera, logiquement, à
la suite de la construction de ρ, dans l’appendice (au § 7.3.d).

Nous avons terminé l’étape (2), il reste à définir l’indice, un entier.

7.2. L’indice de Maslov d’un chemin

7.2.a. Définition de l’indice de Maslov. Appelons W+, respective-
ment W−, des matrices fixées dans Sp(2n)+, respectivement Sp(2n)−, par
exemple celles que nous avons utilisées dans les démonstrations du paragra-
phe précédent,

W+ = − Id, W− =

⎛⎜⎝ 2 0
0 1/2

0

0 − Id

⎞⎟⎠ .
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Pour tout chemin γ : [0, 1]→ Sp(2n), on choisit un relevé α : [0, 1]→ R de
ρ ◦ γ

R

��

[0, 1] γ
��

α
���������������������

Sp(2n) ρ
�� S1

et on définit

Δ(γ) =
α(1)− α(0)
π

.

Si A ∈ Sp(2n)�, on choisit un chemin γA (dans Sp(2n)�) de A à la matrice
W± de Sp(2n)±. Grâce à la proposition 7.1.4, la classe d’homotopie de γA
est bien définie et en particulier, Δ(γA) ne dépend que de A. On pose donc
r(A) = Δ(γA).

Σ : dét(A − Id) = 0

A

W±γAψ

Id

Figure 1

Supposons maintenant que ψ soit un chemin joignant Id à un élément de
Sp(2n)�. On définit l’indice de Maslov μ(ψ) de ce chemin par

μ(ψ) = Δ(ψ) + r(ψ(1)).

C’est le nombre de « moitiés de tours » que l’image par ρ du chemin composé
de ψ et γA parcourt sur le cercle.

Proposition 7.2.1. L’indice de Maslov est un nombre entier. Deux chemins ψ0

et ψ1 sont homotopes avec extrémité dans Sp(2n)� si et seulement si ils ont
le même indice. De plus on a

– le signe de dét(ψ(1)− Id) est (−1)μ(ψ)−n,
– si S est une matrice symétrique inversible de norme ‖S‖ < 2π et si

ψ(t) = exp(tJS),
μ(ψ) = Ind(S)− n

où Ind(S) désigne le nombre de valeurs propres négatives de S.
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Démonstration. Pour commencer, composons notre chemin ψ avec un che-
min contenu dans Sp(2n)� et joignant ψ(1) à la matrice W±, comme nous
y autorise la proposition 7.1.4. Appelons γ le chemin composé. On a

μ(ψ) = Δ(γ) ∈ Z

puisque ρ(W±) = ±1.
De plus, grâce à la même proposition, deux chemins ψ0 et ψ1 sont ho-

motopes si et seulement si les deux prolongements γ0 et γ1 sont homotopes
(à extrémités fixées). L’application ρ induit un isomorphisme au niveau des
groupes fondamentaux, donc ceci est équivalent à l’égalité Δ(γ0) = Δ(γ1),
c’est-à-dire à l’égalité des indices de Maslov de ψ0 et ψ1.

Soit ψ un chemin et γ un prolongement comme ci-dessus. Si ψ(1) ∈
Sp(2n)+, c’est-à-dire si dét(ψ(1) − Id) > 0, l’extrémité de γ est en W+ =
− Id et donc ρ(γ(1)) = (−1)n. Dans ce cas, μ(ψ) − n est donc pair. Si, au
contraire, dét(ψ(1) − Id) < 0, γ va à W− et ρ(γ(1)) = (−1)n−1, de sorte
que μ(ψ)− n est impair.

Il reste à démontrer l’énoncé sur les matrices symétriques. On vérifie
sans mal (exercice 15 page 473) que, si S est symétrique, exp(tJS) est
symplectique. Ensuite, comme S est symétrique, elle est diagonalisable dans
une base orthonormée et il existe un chemin λ �→ P (λ) de matrices dans
O+(2n) tel que P (0) = Id et S(1) = tP (1)SP (1) soit une matrice diagonale.
Posons

S(λ) = tP (λ)SP (λ) et ψλ(t) = exp(tJS(λ)).
L’indice (au sens des formes quadratiques) de la matrice symétrique Sλ ne
dépend pas de λ. Le fait que la norme de S soit inférieure à 2π garantit que
exp(JS(λ)) n’a pas la valeur propre 1. On peut donc calculer l’indice de
Maslov du chemin ψλ, pour n’importe quel λ (puisque l’indice n’en dépend
pas et ψλ ∈ S) et donc, on est ramené à démontrer l’égalité voulue dans le
cas où la matrice symétrique est tout simplement diagonale. On peut même
supposer, en utilisant le même argument, que S a pour valeurs propres π
et −π. On décompose ensuite R2n en somme de n plans symplectiques, ce
qui fait qu’il suffit de calculer l’indice de Maslov dans le cas des matrices
symétriques (

π 0
0 π

)
,

(
π 0
0 −π

)
,

(−π 0
0 −π

)
.

En effet, la propriété de multiplicativité de ρ dans le théorème 7.1.3 se
traduit en additivité de l’indice de Maslov.

Pour la première,

exp(tJS) =
(

cosπt sin πt
− sin πt cosπt

)
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est une rotation d’angle −tπ. Cette matrice est la matrice unitaire
exp(−itπ), de sorte que son image par ρ est exp(−itπ). Il en résulte un
indice de Maslov

μ(exp(tJS)) = −1 (= Ind(S)− 1).

Le même calcul pour la troisième matrice donne

exp(tJS) =
(

cosπt − sin πt
sin πt cosπt

)
,

une rotation d’angle tπ cette fois, de sorte que son image par ρ est exp(itπ).
Il en résulte un indice de Maslov

μ(exp(tJS)) = 1(= Ind(S)− 1).

La deuxième matrice symétrique donne

exp(tJS) =
(

ch πt − sh πt
− sh πt ch πt

)
,

une matrice dont les valeurs propres sont eπt et e−πt, deux nombres réels
positifs, de sorte que ρ envoie cette matrice sur 1 et que

μ(exp(tJS)) = 0 (= Ind(S)− 1).

On a bien la formule annoncée (avec n = 1) dans ces trois cas et donc en
général par additivité.

7.2.b. Bilan, troisième étape. Sous l’hypothèse 6.2.2, à toute orbite
périodique de période 1, non dégénérée et contractile, on a ainsi associé un
entier, son indice de Maslov.

Notons que le calcul de l’indice de Maslov pour les matrices symétriques
effectué ci-dessus donne, dans le cas d’un hamiltonien autonome et d’une
orbite stationnaire :

Corollaire 7.2.2. Soit W une variété symplectique de dimension 2n, soit
H :W → R un hamiltonien (autonome) et soit x un point critique de H. On
suppose que H est petit au sens de la topologie C2, ici que ‖Hessx(H)‖ < 2π.
Alors l’indice de Maslov μ(x) de x comme solution périodique du système
hamiltonien et son indice Ind(x) comme point critique de la fonction H sont
reliés par

μ(x) = Ind(x)− n.
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7.2.c. Lien entre matrices symplectiques et symétriques. Nous sa-
vons (grâce à l’exercice 15 (page 473) et à la proposition 7.2.1) que, lorsque S
est une matrice symétrique, exp(tJS) est une matrice symplectique. On a
plus généralement :

Lemme 7.2.3. Soit S : [0, 1] → M(2n; R) un chemin continu de matrices
symétriques. Alors le chemin R : [0, 1]→M(2n; R) solution de

d

dt
R(t) = JS(t)R(t), R(0) = Id

est dans Sp(2n). Réciproquement, si R : [0, 1] → Sp(2n) est un chemin de
classe C1, alors le chemin

S(t) = −JR′(t)R(t)−1

est formé de matrices symétriques.

Démonstration. On a noté par ′ la dérivée par rapport à t. On a d’abord
tR(t)′ = −tR(t)S(t)J,

puis (
tRJR

)′ = tR′JR+ tRJR′

= −tRSJ2R+ tRJ2SR

= tRSR− tRSR = 0,

ce qui montre que tRJR = J pour tout t ∈ [0, 1], et donc que R(t) ∈ Sp(2n).

Réciproquement, c’est encore un calcul :
tS = −t(JR′R−1) = −tR−1 tR′ tJ

= tR−1 tR′J puisque J est anti-symétrique

= tR−1(tRJ)′

= tR−1(JR−1)′ puisque tRJR = J ⇒ tRJ = JR−1

= tR−1J(R−1)′

= JR(R−1)′ puisque de même tR−1J = JR

= −JR′R−1 puisque RR−1 = Id⇒ R′R−1 +RR′−1 = 0
= S.

7.2.d. Chemins d’indice de Maslov prescrit.

Lemme 7.2.4. Pour tout k ∈ Z, il existe une matrice diagonale Sk ∈
M(2n; R) telle que le chemin associé R(t) = exp(tJSk) soit dans S et vérifie

μ(R(t)) = k.
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Démonstration. Commençons par généraliser un calcul déjà effectué
page 176 en dimension 2. On choisit un entier � impair et on considère la
matrice diagonale S =

(
�π 0
0 �π

)
. Alors,

etJS =
(

cos �πt sin �πt
− sin �πt cos �πt

)
est un chemin dans S qui aboutit en − Id =W+ ∈ Sp(2)+. La matrice etJS

est la matrice unitaire e−i�t ∈ U(1) ⊂ Sp(2), de sorte que μ(etJS) = −�.
Pour S =

( 1 0
0 −1

)
, on a

etJS =
(

ch t − sh t
− sh t ch t

)
,

chemin dans S formé de matrices dont les valeurs propres et et e−t sont
réelles positives et distinctes pour t > 0, de sorte que μ(etJS) = 0.

Par additivité de l’indice de Maslov, les matrices diagonales (écrites dans
les coordonnées p1, q1, . . . , pn, qn)

Sk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

[−π 0
0 −π

]
. . . [−π 0

0 −π
]
[−π 0

0 −π
]
[
(n− k − 1)π 0

0 (n− k − 1)π

]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
si k ≡ n mod 2, respectivement

Sk =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

[−π 0
0 −π

]
. . . [−π 0

0 −π
]
[
1 0
0 −1

]
[
(n− k − 2)π 0

0 (n− k − 2)π

]

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
si k ≡ n− 1 mod 2, définissent des chemins d’indice de Maslov k.

Nous réutiliserons ces matrices Sk, sous ce nom, au chapitre 8.
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7.3. Appendice : construction et propriétés de ρ

7.3.a. Préliminaires. Soit B la forme

C2n ×C2n −→ R

définie par
B(X1, X2) = Imω(X1, X2).

Lemme 7.3.1. La forme B est une forme R-bilinéaire, symétrique et non
dégénérée. De plus, elle satisfait à

B(iX1, iX2) = B(X1, X2) et B(X1,X2) = −B(X1, X2).

Démonstration du lemme. Il est bien clair que B est R-bilinéaire. On vérifie
directement qu’elle est symétrique

B(X2, X1) = Imω(X2, X1)

= − Imω(X1,X2)

= Imω(X1,X2)

= Imω(X1, X2) = B(X1, X2).

Pour montrer qu’elle est non dégénérée, supposons que X soit tel que
B(X,Y ) = 0 pour tout Y . On a donc

Imω(X,Y ) = 0 ∀Y ∈ C2n,

et donc aussi
Imω(X, iY ) = 0 ∀Y ∈ C2n,

et par conséquent
ω(X,Y ) = 0 ∀Y ∈ C2n,

donc X = 0 puisque ω est non dégénérée.
Les deux égalités ont aussi des démonstrations directes :

B(iX1, iX2) = Imω(−iX1, iX2) = Imω(X1, X2) = B(X1, X2)

pour la première, et

B(X1,X2) = Imω(X1,X2)

= − Imω(X1,X2)

= − Imω(X1, X2)
= −B(X1, X2)

pour la seconde.

Corollaire 7.3.2. La forme quadratique Q(X) = B(X,X) = Imω(X,X) est
non dégénérée et sa signature est nulle.
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Ici on a utilisé la terminologie où la signature d’une forme quadratique
est la différence

σ(Q) = m+(Q)−m−(Q)

oùm+, resp.m−, est la dimension maximale des sous-espaces sur lesquels Q
est définie positive, resp. négative (m− est ce que nous avons appelé l’indice
dans le contexte des points critiques).

Lemme 7.3.3. Soient λ et μ deux valeurs propres de A. Si λμ �= 1 alors les
sous-espaces caractéristiques Eλ et Eμ sont orthogonaux pour B.

C’est une conséquence immédiate de la proposition 5.6.6 : si X1 ∈ Eλ et
X2 ∈ Eμ, alors X1 ∈ Eλ et ω(X1, X2) = 0.

Corollaire 7.3.4.

(1) Soit λ ∈ S1. Alors B et Q sont non dégénérées en restriction à Eλ.
(2) Soit λ ∈ C− S1. Alors B et Q sont non dégénérées en restriction à

Eλ ⊕E1/λ. De plus, la signature de la restriction de Q à ce sous-espace est
nulle.

Démonstration du corollaire. La seule assertion qui mérite une vérification
est celle sur la signature. Nous savons que la restriction de ω à Eλ ⊕ E1/λ
est non dégénérée (c’est le corollaire 5.6.7) et que les deux sous-espaces
caractéristiques sont isotropes. On peut donc trouver une base (X1, . . . , Xk)
de Eλ et une base (Y1, . . . , Yk) de Eλ telles que (X1, . . . , Xk, Y 1, . . . , Y k) soit
une base symplectique de Eλ ⊕ E1/λ. Posons

uj = Xj + iYj , vj = Xj − iYj.
On a alors

B(uj , uk) = B(Xj + iYj , Xk + iYk)
= B(iYj , Xk) +B(iYk, Xj)

= Imω(−iY j , Xk) + Imω(−iY k, Xj)
= 2δj,k,

par suite Q est définie positive sur le sous-espace engendré par les uj , et

B(uj , vk) = B(Xj + iYj , Xk − iYk)
= B(iYj , Xk)−B(iYk, Xj)
= 0,
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donc les sous-espaces engendrés par les uj et les vj sont orthogonaux, enfin

B(vj , vk) = B(Xj − iYj , Xk − iYk)
= −B(iYj , Xk)−B(iYk, Xj)
= −2δj,k,

donc Q est négative sur le sous-espace engendré par les vj . Donc sa signature
est nulle.

7.3.b. Définition de ρ. Définissons maintenant l’application ρ. Si
λ ∈ S1 −R est une valeur propre, on écrit le sous-espace caractéristique

Eλ = E+
λ ⊕ E−λ

comme somme de deux sous-espaces vectoriels réels de C2n, sur lesquels
la forme Q est définie positive, respectivement définie négative. Comme
Q(iX) = Q(X), les deux sous-espaces sont stables par la multiplication
par i et sont donc en fait des sous-espaces vectoriels complexes de C2n.

On appelle m+(λ) et m−(λ) les dimensions complexes de ces espaces,

m+(λ) = dimCE
+
λ , m−(λ) = dimC E

−
λ ,

de sorte que
m+(λ) +m−(λ) = dimC Eλ = m(λ),

la multiplicité de λ. On définit ensuite la signature de la valeur propre λ
comme

σ(λ) = m+(λ)−m−(λ).
Rappelons que la multiplicité de −1 comme (éventuelle) valeur propre est
paire, puisque E−1 est symplectique (c’est le corollaire 5.6.7), ainsi la somme
des multiplicités des valeurs propres réelles négatives est un nombre pair,

m0 =
∑

λ∈Spec(A)∩R−

m(λ) ∈ 2N.

Ce qui fait que l’on peut enfin poser

ρ(A) = (−1)m0/2
∏

λ∈Spec(A)∩(S1−R)

λm+(λ).

C’est l’application annoncée dans l’énoncé du théorème 7.1.3, comme nous
allons le démontrer. Commençons par remarquer qu’on aurait pu utiliser
seulement les valeurs propres à partie imaginaire positive.

Proposition 7.3.5.

ρ(A) = (−1)m0/2
∏

λ∈Spec(A)∩S1

Im(λ)>0

λσ(λ).
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Démonstration. Nous avons dit (c’est la remarque 5.6.8) que X �→ X est
un isomorphisme de sous-espaces vectoriels réels de Eλ sur Eλ. Comme
Q(X) = −Q(X), on a, pour λ ∈ S1,⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

m+(λ) = m−(λ)
m−(λ) = m+(λ)
σ(λ) = −σ(λ),

de sorte que

λm+(λ) · λm+(λ) = λσ(λ) = λσ(λ)
.

En regroupant les valeurs propres de module 1 par paires (λ, λ) dans la
définition de ρ, on obtient la formule annoncée.

7.3.c. Propriétés de ρ. Commençons maintenant à vérifier les propriétés
espérées pour ρ, c’est-à-dire à démontrer le théorème 7.1.3.

Continuité de ρ. Soit (Ak)k∈N une suite dans Sp(2n; R) convergeant
vers une matrice A ∈ Sp(2n). Nous allons montrer que la suite des ρ(Ak)
converge vers ρ(A). Il est clair qu’il suffit de le faire pour une sous-suite de
(Ak). Nous allons utiliser le fait que les valeurs propres dépendent continû-
ment des coefficients de la matrice, un fait classique dont voici un énoncé
précis(1) :

Proposition 7.3.6. Soit (Ak)k∈N une suite de matrices carrées m×m tendant
vers une limite A. Soient λ1, . . . , λm les valeurs propres de A, écrites avec
leur multiplicité. Alors il existe une numérotation λk1 , . . . , λkm des valeurs
propres de Ak telle que

∀ i ∈ [1,m] lim
k→+∞

λki = λi.

Nous aurons aussi besoin d’un résultat de continuité des sous-espaces
caractéristiques :

Proposition 7.3.7. Sous les mêmes hypothèses, soit λ une valeur propre de A.
Alors, à extraction d’une sous-suite près

lim
k→+∞

⊕
limλki=λ
i�=j⇒λki �=λkj

Eλk
i
(Ak) = Eλ(A).

(1)Dont la démonstration est laissée en exercice aux lecteurs volontaires ; nous proposons,
dans l’exercice 43 page 483, une démonstration fondée sur le théorème de Rouché.
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Dans cet énoncé, la convergence d’une suite de sous-espaces vectoriels
de même dimension (de Cm) vers un sous-espace de cette dimension est
définie (comme convergence dans la grassmannienne correspondante c’est-
à-dire) par limVk = V s’il existe pour tout k une base unitaire Bk de Vk
telle que la suite des Bk converge vers une base B de V .

Démonstration. Notons λk1 , λk2 , . . . , λkrk les valeurs propres (distinctes) de Ak
dont les sous-espaces caractéristiques apparaissent dans la somme directe.
Grâce à la proposition 7.3.6, nous savons que la somme de leurs multipli-
cités est la multiplicité de la limite λ. Appelons Vk cette somme directe et
remarquons que

Vk ⊂ Ker(A− λk1 Id)m(λk1 )(A− λk2 Id)m(λk2 ) · · · (A− λkrk Id)m(λkrk ).

En effet, (A−λkj Id)m(λkj ) s’annule sur le sous-espace caractéristique Eλk
j
(Ak)

(par définition des sous-espaces caractéristiques). Donc, si vk ∈ Vk est une
suite de vecteurs qui converge vers v, on a

(A− λ Id)m(λ)v = 0,

et par suite v ∈ Eλ(A).

De la proposition 7.3.6, on déduit sans mal un autre résultat qui nous
sera utile :

Proposition 7.3.8. Si (Vk)k∈N est une suite de sous-espaces vectoriels de Cm

de la même dimension convergeant vers un sous-espace V et si Q est une
forme quadratique sur Cm dont la restriction à chacun des Vk et à V est
non dégénérée, alors, pour k assez grand, la signature de Q|Vk est constante
et égale à celle de Q|V .

Démonstration. On choisit une suite de bases unitaires des Vk qui converge
vers une base unitaire de V ; la matrice de la restriction de Q à Vk tend
vers celle de la restriction de Q à V ; le nombre de valeurs propres positives
comptées avec multiplicité est donc constant pour k assez grand.

Venons-en maintenant à la démonstration de la continuité de ρ. Soit
(Ak)k∈N une suite de matrices symplectiques convergeant vers A ∈ Sp(2n)
et soit λ ∈ S1 ∩ {Im(z) > 0} une valeur propre de A. Avec les notations
utilisées ci-dessus, écrivons

Eλ(A) = lim
k→+∞

Eλk1 (Ak)⊕ · · · ⊕Eλkrk (Ak).

La valeur propre λ peut être approchée par une suite (λk)k∈N de valeurs
propres de Ak qui sont sur le cercle ou par une suite (μk)k∈N de nombres
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à l’extérieur du cercle mais dans ce cas, aussi par la suite des (1/μk)k∈N.
C’est ce qui est illustré sur la figure 2.

λk μk

(μk)−1

λ

Figure 2

Appelons λk1 , . . . , λksk (pour sk ≤ rk) celles des valeurs propres qui sont
sur le cercle pour k assez grand. Voici un corollaire de la proposition 7.3.8

Corollaire 7.3.9.

lim
k→+∞

(λk1)σ(λk1 ) · · · (λsk)σ(λksk ) = λσ(λ).

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de la proposition 7.3.8
lorsque sk = rk, puisqu’alors

σ(λk1) + · · ·+ σ(λksk) = σ(λ)

pour k assez grand, ce qui donne le résultat voulu. Si sk < rk, les valeurs
propres λksk+1, . . . , λ

k
rk

peuvent être regroupées par paires μ, μ−1 de même
multiplicité (comme indiqué sur la figure 2). Mais, d’après le corollaire 7.3.4,
la signature de Q sur Eμ(Ak) ⊕ Eμ−1(Ak) est nulle. La relation entre les
signatures est encore satisfaite et le corollaire démontré.

Pour finir la démonstration de la continuité, il reste à analyser les suites
de valeurs propres des matrices Ak tendant vers une valeur propre réelle λ
de A.

Commençons pas le cas d’un λ > 0. Si λ �= 1, λki et λ n’interviennent pas
dans la définition de ρ. Si λ = 1, seules interviennent dans la définition de ρ
des suites qui sont sur S1 ∩{Im(z) > 0} pour k assez grand (figure 3). Pour
chacune de celles-ci,

lim
k→+∞

(λk)σ(λk) = 1 puisque lim
k→+∞

λk = 1.

Passons maintenant au cas d’un λ < 0 (figures 4 et 5). Appelons
– (comme ci-dessus) λk1 , . . . , λksk les suites de valeurs propres de Ak qui

sont dans S1 ∩ {Im(z) > 0} pour k assez grand (s’il y en a au moins une,
alors λ = −1),

– λksk+1, . . . , λ
k
tk

les suites réelles,
– λtk+1, . . . , λrk les autres.
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λk

μk(μk)−1

μk

(μk)−1
0

(λk)−1

Figure 3

Nous démontrons :

Proposition 7.3.10.

lim
k→+∞

(λk1)σ(λk1 ) · · · (λksk)σ(λksk ) · (−1)(m(λksk+1)+···+m(λktk ))/2 = (−1)m(λ)/2.

Démonstration. Si λ �= −1, alors sk = 0 et les valeurs propres λtk+1, . . . , λrk
peuvent être regroupées en quadruples μ, 1/μ, μ, 1/μ (figure 4), de sorte que

m(μ) +m (1/μ) +m(μ) +m (1/μ) = 4m(μ).

La continuité des valeurs propres (proposition 7.3.6) donne donc, pour k
assez grand, que

m(λ)
2

=
rk∑
i=1

m(λki )
2

et
tk∑
i=1

m(λki )
2

ont la même parité, et la démonstration est terminée.

λk

μk (μk)−1

λ

μk

(μk)−1

0

λ−1

Figure 4

λk

μk

(μk)−1

μk
(μk)−1

0

Figure 5
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Si λ = −1, les valeurs propres λtk+1, . . . , λrk sont, pour une partie
les conjugués λk1 , . . . , λ

k

sk
, pour le restant des quadruples μ, 1/μ, μ, 1/μ (fi-

gure 5). On a cette fois, pour k assez grand, et modulo 2

m(λ)
2
≡
sk∑
i=1

m(λki )
2

+
sk∑
i=1

m(λki )
2

+
tk∑

i=sk+1

m(λki )
2

≡
sk∑
i=1

m(λki ) +
tk∑

i=sk+1

m(λki )
2

≡
sk∑
i=1

σ(λki ) +
tk∑

i=sk+1

m(λki )
2
,

en utilisant le fait que m et σ ont la même parité. C’est le résultat annoncé.

Ceci (c’est-à-dire le corollaire 7.3.9 et la proposition 7.3.10) termine la
démonstration de la continuité de ρ.

Montrons maintenant que l’application continue ρ ainsi construite satis-
fait bien toutes les propriétés annoncées dans le théorème 7.1.3.

Naturalité. Les matrices TAT−1 et A ont le même spectre, avec multipli-
cité. De plus, les sous-espaces caractéristiques se correspondent, par

ETAT
−1

λ = T (EAλ ).

Enfin, comme T n’est pas n’importe quelle matrice inversible, mais un élé-
ment de Sp(2n; R), elle préserve la forme symplectique ω et tout ce qui s’en
déduit, en particulier, Q(T (X)) = Q(X), donc

mTAT
−1

± (λ) = mA±(λ) et enfin ρ(TAT−1) = ρ(A).

Produit. Le spectre de
(
A 0
0 B

)
est la réunion des spectres de A et B (avec

multiplicités) et de même (avec la convention que Eλ = 0 si λ n’est pas une
valeur propre),

Eλ

(
A 0
0 B

)
= Eλ(A)⊕ Eλ(B).

Les m± s’ajoutent, eux aussi, et donc

ρ

(
A 0
0 B

)
= ρ(A)ρ(B).

Normalisation. Cette propriété (ρ = ±1 si les valeurs propres sont réelles)
est une conséquence immédiate de la définition de ρ.
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Déterminant. Soit A ∈ Sp(2n; R) ∩O(2n) = U(n),

A =
(
M −N
N M

)
, identifiée à U =M + iN ∈ U(n).

Remarquons d’abord que les valeurs propres de A sont bien les valeurs
propres de U . On a d’une part

U(z) = λz =⇒ A
(
z

−iz
)

= λ
(
z

−iz
)

et de l’autre(
M −N
N M

)(
v

w

)
= λ

(
v

w

)
=⇒ (M + iN)(v + iw) = λ(v + iw)

(si par hasard v+ iw = 0, on a (M + iN)v = λv, de sorte que λ est bien une
valeur propre de U). En particulier, les valeurs propres de A sont, comme
celles de U puisque ce sont les mêmes, des éléments de S1.

Lemme 7.3.11. Soit A ∈ Sp(2n; R) ∩ O(2n) = U(n) et soit λ une valeur
propre non réelle de A. Alors

mA+(λ) = mU (λ) et mA(−1) = 2mU (−1).

Démonstration. Les matrices A et U sont diagonalisables sur C, donc les
sous-espaces caractéristiques Eλ sont tout simplement les sous-espaces
propres. Soit J0 la structure complexe

J0 =
(

0 − Id
Id 0

)
, de sorte que J2

0 = − Id, AJ0 = J0A

et ω(X, J0Y ) = (X,Y ), le produit scalaire de R2n. Comme A commute avec
J0, on a

J0(EAλ ) = EAλ .
Par ailleurs, J0 ∈ Sp(2n; R) ∩ O(2n) est, elle aussi, diagonalisable sur C,
ses valeurs propres sont i et −i, avec multiplicité n pour chacune, ses sous-
espaces propres sont

EJ0
i =

{(
x

ix

)
| x ∈ Cn

}
et EJ0

−i =
{(
x

−ix
)
| x ∈ Cn

}
.

En particulier, pour v ∈ EJ0
i , on a

ω(v, v) = ω(v,−iJ0v) = −iω(v, J0v) = −i(‖Ré v‖2 + ‖Im v‖2),

donc Q est définie négative sur EJ0
i . Un calcul analogue montre qu’elle est

définie positive sur EJ0
−i. On en déduit que les sous-espaces propres de A

satisfont à
E+
λ = Eλ ∩ EJ0

−i, E
−
λ = Eλ ∩ EJ0

i .
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Donc

E+
λ =

{(
x

−ix
)
∈ C2n |

(
M −N
N M

)(
x

−ix
)

= λ
(
x

−ix
)}

= {x ∈ Cn | (M + iN)x = λx}
ce qui est exactement le sous-espace propre pour λ de la matrice U . Par
conséquent, on a bien mA+(λ) = mU (λ). Le cas de la valeur propre −1 se
traite de façon analogue : on vérifie que(

v

w

)
∈ EA−1 ∩R2n ⇐⇒ (v + iw) ∈ EU−1,

de sorte que les sous-espaces propres de A et de U pour la valeur propre −1
sont isomorphes comme sous-espaces vectoriels réels, et que

mA(−1) = dimR(EA−1 ∩R2n) = dimR E
U
−1 =

1
2

dimCE
U
−1 =

1
2
mU (−1)

... ce qui achève la démonstration du lemme...

et qui démontre que ρ(A) = détC(U).

Passage à l’inverse. On a vu que tA = J−1
0 A

−1J0, donc, en appliquant
la naturalité, ρ(tA) = ρ(A−1). Ensuite, λ est une valeur propre de A−1 si et
seulement si 1/λ en est une de A et les sous-espaces caractéristiques sont
les mêmes

Eλ(A−1) = E1/λ(A),

en particulier,

mA
−1

+ (λ) = mA+(1/λ) et mA
−1

(−1) = mA(−1), donc mA
−1

0 = mA0 .

On calcule ensuite

ρ(A−1) = (−1)m
A−1
0 /2

∏
λ∈Spec(A−1)
λ∈S1−R

λm
A−1
+ (λ)

= (−1)m
A
0 /2

∏
λ∈Spec(A−1)=Spec(A)

λ∈S1−R

λm
A
+(1/λ).

En changeant λ en 1/λ, on trouve

ρ(A−1) = (−1)m
A
0 /2

∏
λ∈Spec(A)
λ∈S1−R

(
1
λ

)mA+(λ)

=
1
ρ(A)

= ρ(A).
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7.3.d. Les lemmes sur Sp(2n)�

Démonstration du lemme 7.1.6. On utilise la description précise de ρ don-
née dans la proposition 7.3.5 pour construire ρ̃ et des énoncés analogues à
ceux prouvant la continuité de ρ pour démontrer celle du relevé.

Pour λ ∈ S1, non réel, on appelle arg(λ) le nombre

arg(λ) ∈ ]0, 2π[ tel que exp(i arg(λ)) = λ.

On définit ρ̃ : Sp(2n)� → R par les formules

ρ̃(A) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∑
λ∈Spec(A)
λ∈S1−R

m+(λ) arg(λ) +
∑

λ∈Spec(A)
λ�∈S1−R

π

2
m(λ) si A ∈ Sp(2n)+

∑
λ∈Spec(A)
λ∈S1−R

m+(λ) arg(λ) +
∑

λ∈Spec(A)
λ�∈S1−R

π

2
m(λ) + π si A ∈ Sp(2n)−.

Remarquons que la première somme peut s’écrire en n’utilisant que les va-
leurs propres à partie imaginaire positive :∑
λ∈Spec(A)
λ∈S1−R

m+(λ) arg(λ) =
∑

λ∈Spec(A)
λ∈S1∩{Im(z)>0}

(
m+(λ) arg(λ) +m+(λ) arg(λ)

)

=
∑

λ∈Spec(A)
λ∈S1∩{Im(z)>0}

(m+(λ) arg(λ) +m−(λ)(2π − arg(λ)))

=
∑

λ∈Spec(A)
λ∈S1∩{Im(z)>0}

(m−(λ)(2π) + σ(λ) arg(λ)) .

Puis, les valeurs propres non réelles de A ∈ Sp(2n) peuvent être groupées
par paires λ, λ de même multiplicité. On en déduit une expression de ρ̃ ne
faisant intervenir que les valeurs propres de partie imaginaire positive :

– pour A ∈ Sp(2n)+,

ρ̃ =
∑

λ∈Spec(A)
λ∈S1∩{Im(z)>0}

2π(m−(λ) + σ(λ) arg(λ))

+
∑

λ∈Spec(A)
λ∈{Im(z)>0}−S1

πm(λ) +
∑

λ∈Spec(A)∩R

π

2
m(λ),
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– et pour A ∈ Sp(2n)−,

ρ̃ =
∑

λ∈Spec(A)
λ∈S1∩{Im(z)>0}

2π(m−(λ) + σ(λ) arg(λ))

+
∑

λ∈Spec(A)
λ∈{Im(z)>0}−S1

πm(λ) +
∑

λ∈Spec(A)∩R

π

2
m(λ) + π.

Vérifions maintenant que ρ̃ a les propriétés requises. Soit A ∈ Sp(2n)+.
Les valeurs propres de A qui ne sont ni réelles ni de module 1 arrivent
par groupes de quatre, avec même multiplicité. La multiplicité totale des
valeurs propres réelles positives est elle aussi divisible par 4 : elles arrivent
par paires (λ, 1/λ) et

0 < dét(A− Id) =
∏

λ∈Spec(A)

(λ− 1)

est de même signe que
∏

λ∈Spec(A)∩R+

(λ− 1).

On en déduit que

exp

(
i

∑
λ∈Spec(A)
λ�∈S1−R

m(λ)
π

2

)
= exp

(
i
m0

2
π
)

= (−1)m0/2

(rappelons que m0 est la multiplicité totale des valeurs propres réelles né-
gatives de A). On a donc bien

exp (iρ̃(A)) = ρ(A) ∀A ∈ Sp(2n)+.

Pour le cas de Sp(2n)−, la multiplicité totale des valeurs propres réelles
positives de A est, grâce au même argument, un entier de la forme 4k + 2,
mais nous avons un π supplémentaire dans la formule définissant ρ̃, de sorte
que

exp

(
i

∑
λ∈Spec(A)
λ∈S1−R

m(λ)
π

2
+ π

)
= exp

(
i
(m0

2
π + 2�π

))
= (−1)m0/2,

et donc ici encore,

exp (iρ̃(A)) = ρ(A) ∀A ∈ Sp(2n)−.

Donc ρ̃± est un relevé de ρ.
Montrons maintenant que cette application ρ̃ est continue, en utilisant des

arguments similaires à ceux qui nous ont déjà servi à montrer la continuité
de ρ. Nous ne le faisons que sur Sp+(2n), la démonstration pour Sp(2n)−

étant complètement analogue. Nous procédons comme pour la continuité
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de ρ, avec une suite (Ak)k∈N convergeant vers A dans Sp(2n)+. Si λ est une
valeur propre de A, notons comme ci-dessus λk1 , . . . , λkrk les valeurs propres
(distinctes) de Ak telles que limk→+∞ λki = λ. Comme ci-dessus, nous de-
vons distinguer plusieurs cas. Nous utilisons dans chacun d’eux la formule
donnant ρ en fonction des seules valeurs propres à partie imaginaire positive.

(1) λ ∈ {Im(z) > 0} − S1. Alors, toujours par continuité des valeurs
propres,

rk∑
i=1

πm(λki ) = πm(λ).

(2) λ ∈ {Im(z) > 0} ∩ S1. Comme dans le corollaire 7.3.9, notons
λk1 , . . . , λ

k
sk

les suites qui sont sur S1 (pour k assez grand). Les autres sont
regroupées par paires μ, 1/μ (comme sur la figure 2). Rappelons (c’est le
corollaire 7.3.4) que la signature de Q sur un espace Eμ ⊕ E1/μ est nulle,
de sorte que l’on a, pour k assez grand

sk∑
i=1

σ(λki ) = σ(λ)

(comme dans la démonstration du corollaire 7.3.9). En appliquant le fait
que

m−(Q|Eμ⊕E1/μ) = m+(Q|Eμ⊕E1/μ) = m(μ) =
1
2

(m(μ) +m(1/μ)),

on trouve

lim
k→+∞

( sk∑
i=1

(2πm−(λki ) + σ(λki ) arg(λki ) +
rk∑

i=sk+1

πm(λki )
)

= lim
k→+∞

((
2πm−(Q|⊕rki=1Eλk

i
(Ak)

)
+

( sk∑
i=1

σ(λki )
)

arg(λ)
)

= 2πm−(λ) + σ(λ) arg(λ).

(3) λ ∈ R, |λ| �= 1. Appelons λk1 , . . . , λktk les valeurs propres de Ak
qui sont réelles pour k assez grand. Les autres arrivent par quadruples
μ, μ, 1/μ, 1/μ (comme sur la figure 4), tous les éléments du quadruple ayant
la même multiplicité. Toujours par continuité des valeurs propres,

π

2
m(λ) =

rk∑
i=1

π

2
m(λki ) =

tk∑
i=1

π

2
m(λki ) + π

rk∑
i=tk+1

Im(λki )>0

m(λki ).

(4) λ = −1. Il y a d’abord les valeurs propres λk1 , . . . , λksk qui sont dans S1

pour k assez grand ; elles se regroupent par paires μ, μ (voir la figure 5).
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Pour une suite de ce type avec Im(λki ) > 0, nous avons

lim
k→+∞

(
2πm−(λki ) + σ(λki ) arg(λki )

)− πm(λki )

= lim
k→+∞

(
σ(λki )(arg(λki )− π) + π

(
2m−(λki ) + σ(λki )−m(λki )

))
= 0.

Il y a aussi des valeurs propres λksk+1, . . . , λ
k
tk

réelles pour k assez grand, les
valeurs propres restantes λktk+1, . . . , λ

k
rk

qui ne sont ni réelles ni de module 1
et qui arrivent par quadruples μ, μ, 1/μ, 1/μ (voir la figure 5). On trouve
cette fois

π

2
m(λ) = lim

k→+∞
π

2

rk∑
i=1

m(λki )

= lim
k→+∞

π

2

( sk∑
i=1

m(λki ) +
tk∑

i=sk+1

m(λki ) +
rk∑

i=tk+1

m(λki )
)

= lim
k→+∞

π

2

(
sk∑
i=1

Im(λki )>0

m(λki ) +
tk∑

i=sk+1

m(λki ) + 2
rk∑

i=tk+1
Im(λki )>0

m(λki )

)

= lim
k→+∞

(
sk∑
i=1

Im(λki )>0

(2πm−(λki ) + σ(λki ) arg(λki ))

+
π

2

tk∑
i=sk+1

m(λki ) + π
rk∑

i=tk+1
Im(λki )>0

m(λki )

)
.

Les relations obtenues dans ces quatre cas donnent la continuité de ρ̃.

Démonstration du lemme 7.1.5. On part d’une matrice symplectique A qui
n’a pas la valeur propre 1, on veut la connecter à une matrice B ayant la
même propriété, toutes ses valeurs propres distinctes et exactement deux
valeurs propres réelles positives.

Commençons par connecter A à une matrice symplectique dont toutes
les valeurs propres sont distinctes. S’il y a quelque chose à faire, c’est que A
a des valeurs propres multiples.

(1) Considérons d’abord le cas d’une valeur propre multiple λ ∈ C −
(S1∪R). Soient X et Y des vecteurs propres pour λ et 1/λ respectivement,
choisis de façon que ω(X,Y ) = 1 (ce qui est possible puisque ω est symplec-
tique sur Eλ⊕E1/λ). Le sous-espace F de C2n engendré par X,Y,X, Y est
symplectique et ces quatre vecteurs en forment une base symplectique.
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Soit β : [0, ε]→ C� un chemin de classe C∞ d’origine 1. Définissons A(s),
pour s ∈ [0, ε], par

A(s)(X) = β(s)λX, A(s)(X) = β(s)λX,

A(s)(Y ) =
1
β(s)λ

Y, A(s)(Y ) =
1
β(s)λ

Y

et A(s) = A sur l’orthogonal symplectique F ◦ de F . On vérifie sans difficulté
que A(s) est réelle et symplectique. Ainsi,{

A(s)|Eμ = A|Eμ pour μ �∈ {
λ, 1/λ, λ, 1/λ

}
,

A(s)|Eμ∩F◦ = A|Eμ∩F◦ pour μ ∈ {
λ, 1/λ, λ, 1/λ

}
,

(pour s assez petit). De sorte qu’en choisissant bien β, on aura, pour s assez
petit, β(s)λ ∈ C− (S1 ∪R), A(s) ∈ Sp(2n)�, et

dimCEμ(A(s)) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
dimC Eμ(A) si μ∈Spec(A) et μ �∈{λ, 1/λ, λ, 1/λ}
dimC Eμ(A)− 1 si μ∈{λ, 1/λ, λ, 1/λ}
1 si μ∈{βλ, 1/βλ, βλ, 1/βλ} ,

de sorte que l’on a baissé la multiplicité de λ d’une unité, sans augmenter
les multiplicités des autres valeurs propres.

(2) Voyons maintenant le cas d’une valeur propre multiple dans S1 −R.
Soit X un vecteur propre de A pour la valeur propre λ. Alors X est vecteur
propre pour λ. Le sous-espace engendré par X et X peut être ou ne pas
être symplectique.

– Si ω(X,X) �= 0, on peut procéder exactement comme ci-dessus,
c’est-à-dire choisir un chemin β à valeurs dans S1 et définir A(s) ∈
Sp(2n)� de sorte qu’elle multiplie X par β(s)λ et X par son conjugué
et qu’elle soit identique à A sur l’orthogonal symplectique, ce qui fait
baisser la multiplicité de la valeur propre λ de 1.

– Si ω(X,X) = 0, comme ω est symplectique sur Eλ ⊕ Eλ, il
existe un vecteur Y dans le sous-espace caractéristique Eλ(A) tel que
ω(X,Y ) = 1 et ω(Y, Y ) = 0. Les quatre vecteurs X,Y ,X, Y forment
une base symplectique du sous-espace F qu’ils engendrent. On utilise
encore un chemin de classe C∞, β : [0, ε] → C, tel que β(0) = 1 et
β(s) ∈ C− S1 pour s > 0, pour poser

A(s)X = β(s)λX, A(s)X = β(s)λX,

A(s)Y =
1
β(s)
AY, A(s)Y =

1
β(s)
AY

et A(s) = A sur F ◦. Comme précédemment, A(s) ∈ Sp(2n)� et les
dimensions des sous-espaces caractéristiques pour les valeurs propres
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autres que λ et λ sont inchangées. On a introduit de nouvelles valeurs
propres, β(s)λ et β(s)λ(s) ∈ C − (S1 −R) pour la matrice A(s), de
sorte que 1/β(s)λ(s) et 1/β(s)λ(s) sont aussi des valeurs propres. La
dimension du sous-espace caractéristique associé à λ (et de même celle
de celui associé à λ) a baissé de 2, de sorte que ces nouvelles valeurs
propres sont forcées à être simples.

(3) Supposons que λ soit une valeur propre multiple réelle différente
de ±1 ; alors 1/λ est aussi une valeur propre, avec la même multiplicité.
Soit X un vecteur propre réel de A pour la valeur propre λ. Nous savons
(c’est le corollaire 5.6.7) que Eλ ⊕E1/λ est un sous-espace symplectique. Il
existe donc, dans E1/λ, un vecteur X ′ tel que ω(X,X ′) = 1. Comme λ ∈ R,
on peut même supposer (et nous le faisons) que X ′ est réel. Choisissons un
chemin (non constant) β : [0, ε]→ ]0,+∞[ avec β(0) = 1 et définissons A(s)
par

A(s)(X) = β(s)λX, A(s)(X ′) =
1
β(s)
A(X ′),

et A(s) = A sur l’orthogonal (symplectique) du plan (symplectique) engen-
dré par X et X ′. La matrice A(s) est réelle, symplectique, et β(s)λ est une
de ses valeurs propres, de même bien sûr (en vertu de la proposition 5.6.3)
que 1/(β(s)λ). De plus, ces deux valeurs propres sont simples (pour s �= 0)
puisque dimC Eλ(A(s)) = dimCEλ(A) − 1, et de même pour 1/λ. Enfin,
A(s) ∈ Sp(2n)� (en choisissant β convenablement).

(4) Reste à considérer le cas où −1 est valeur propre de A. Cette valeur
propre a une multiplicité paire, en particulier elle est multiple. Rappelons
que E−1(A) est un sous-espace symplectique, de sorte que l’on peut y trouver
deux vecteurs X et Y tels que ω(X,Y ) = 1. On peut supposer que X est un
vecteur propre et queX et Y sont réels. Appelons F le sous-espace complexe
qu’ils engendrent. On choisit maintenant un chemin β dans R avec β(0) = 1
et l’on pose

A(s)X = β(s)A(X), A(s)Y =
1
β(s)
A(Y )

et A(s) = A sur F ◦. La matrice A(s) est encore dans Sp(2n)� et −β(s) est
une de ses valeurs propres (de sorte que −1/β(s) en est une aussi). Encore
une fois, la dimension du sous-espace caractéristique a baissé de 2, et donc
les valeurs propres −β(s) et −1/β(s) sont simples.

Il est bien clair qu’en itérant assez souvent les procédés décrits ci-dessus,
on connecte notre matrice A à une matrice A′ dont les valeurs propres sont
distinctes et ceci par un chemin dans Sp(2n)�. Il reste à connecter A′ à une
matrice qui a zéro ou deux valeurs propres réelles positives.
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Si A′ a deux valeurs propres λ et μ dans ]1,+∞[, on commence par les
connecter pour se ramener au cas d’une valeur propre double μ : on choisit
un vecteur propre réel X pour λ et un X ′ ∈ E1/λ tels que ω(X,X ′) = 1.
On modifie A′ sur le sous-espace qu’ils engendrent en posant

A′(s)(X) = ((1− s)λ+ sμ)X, A′(s)(X ′) =
1

(1− s)λ+ sμ
X ′

de sorte que A′(0) = A′ et A′(1) n’a plus les valeurs propres λ et 1/λ
mais μ et 1/μ avec multiplicité 2. Remarquons que A′(1) est diagonalisable
puisqu’elle admet la même base de vecteurs propres que A′(0) = A′.

SoientX et Y deux vecteurs propres indépendants de A′(1) pour la valeur
propre μ. Les sous-espaces caractéristiques Eλ et E1/λ sont isotropes et leur
somme est symplectique (en application du corollaire 5.6.7). Il existe des
vecteurs X ′ et Y ′ de E1/λ tels que

ω(X,X ′) = ω(Y, Y ′) = 1, ω(X,Y ′) = ω(Y,X ′) = 0,

bref tels queX,X ′, Y, Y ′ soit une base symplectique du sous-espace vectoriel
complexe F que ces vecteurs engendrent. Comme ces vecteurs sont dans des
sous-espaces caractéristiques correspondant à des valeurs propres réelles,
on peut les choisir réels. On choisit encore une fois un chemin β(s) avec
β(0) = 1 et β(s) ∈ C−R pour s > 0 et l’on définit A(s) par

A(s)(X + iY ) = β(s)μ(X + iY ), A(s)(X − iY ) = β(s)μ(X − iY ),

A(s)(X ′ + iY ′) =
1
β(s)
A(X ′ + iY ′), A(s)(X ′ − iY ′) =

1
β(s)
A(X ′ − iY ′),

et A(s) = A sur F ◦ (on a noté A′(1) = A pour simplifier). À nouveau, la
matrice A(s) est réelle, symplectique, et dans Sp(2n)� pour β bien choisi.
Elle admet les valeurs propres β(s)μ, β(s)μ, et donc aussi leurs inverses.
Comme précédemment, toutes ces valeurs propres sont simples, puisque

dimC Eμ(A(s)) = dimC Eμ(A)− 2

(et de même pour 1/μ).
Ce procédé permet de supprimer tous les quadruplets de valeurs propres

de la forme
{λ, μ, 1/λ, 1/μ} ⊂ R+ − {1} .

Il reste à A′ au plus deux valeurs propres réelles positives, en fait aucune si
dét(A−Id) > 0 (ce signe est le même que celui de dét(A′−Id)) et exactement
deux si dét(A− Id) < 0.
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CHAPITRE 8

LINÉARISATION ET TRANSVERSALITÉ

Dans ce chapitre, nous montrons que les espaces de solutions de l’équa-
tion de Floer jouissent d’une propriété de régularité. Plus précisément :
si H est un hamiltonien sur W , et si x et y sont deux orbites périodiques
(de période 1) de H, on peut considérer, pour toute structure presque
complexe J , l’espace M(x, y) des solutions de l’équation de Floer joignant
l’orbite x à l’orbite y. Nous montrons qu’en perturbant au besoin H (sans
le modifier près de x et de y, de sorte que ceux-ci en restent des orbites pé-
riodiques), on peut supposer que l’espace M(x, y) est une variété de dimen-
sion μ(x) − μ(y). La stratégie consiste à décrire l’espace M(x, y) comme
ensemble des zéros d’une section d’un fibré vectoriel sur une variété de
Banach (de dimension infinie) P(x, y). L’application tangente à cette sec-
tion se révélera être un opérateur de Fredholm, dont il nous faudra calculer
l’indice. Le choix de la perturbation de J et de H donnera la transversalité
de cette section avec la section nulle.

8.1. Les résultats : énoncés

Nous utilisons l’application de Floer

F : C∞loc(R × S1;W ) −→ C∞loc(R × S1;W )

u �−→ ∂u
∂s

+ J
∂u

∂t
+ gradu(Ht)

et plus exactement une version W 1,p de cette application (que nous
préciserons au § 8.2.d). L’équation de Floer fait intervenir une structure
presque complexe J et un hamiltonien H. Nous dirons qu’un couple
(H,J) est régulier si, pour toute solution périodique de période(1) 1 et
contractile u de l’équation de Floer, la différentielle (ou linéarisée) (dF)u

(1)Le fait que la période soit exactement 1 ne joue pas de rôle particulier. Par contre, il
est essentiel que cette période soit fixée.



200 CHAPITRE 8. LINÉARISATION ET TRANSVERSALITÉ

de l’application de Floer est surjective. Nous explicitons cette différentielle
au § 8.4. Nous notons M(H,J) l’espace de ces solutions contractiles pério-
diques de période 1 et (J × H)rég l’ensemble des couples réguliers. Nous
démontrons que, pour J fixée, au besoin en perturbant H, le couple (J,H)
peut être rendu régulier, plus précisément, nous définissons (au § 8.3) un
espace de Banach C∞ε (H) de perturbations de H qui ont les mêmes orbites
périodiques que H et nous montrons :

Théorème 8.1.1. Soit H0 un hamiltonien non dégénéré fixé. Il existe un voi-
sinage de 0 dans C∞ε (H0) et une intersection dénombrable d’ouverts denses
Hrég dans ce voisinage telle que, si h ∈ Hrég, H = H0 + h est non dégénéré
et, pour u ∈M(H0 + h, J), l’application (dF)u est surjective.

La notion de non-dégénérescence utilisée ici est celle définie au § 5.4 (dé-
finition 5.4.4). De ce résultat, nous déduirons celui qui est notre objectif
dans ce chapitre :

Théorème 8.1.2. Pour tout h ∈ Hrég, pour toutes orbites contractiles x et y
de période 1 de H0, M(x, y,H0+h) est une variété de dimension μ(x)−μ(y).

Nous commencerons par montrer que l’espace de toutes les trajectoires
des hamiltoniens perturbés joignant x à y est une variété de Banach (de
dimension infinie). Nous définirons précisément

Z(x, y, J) = {(u,H = H0 + h) | h ∈ C∞ε (H0) et u ∈M(x, y, J,H)}
et nous démontrerons :

Proposition 8.1.3. Pour x �= y, Z(x, y, J) est une variété (de Banach).

Ce sera une conséquence, via le théorème des fonctions implicites, de la
proposition, dite de transversalité :

Proposition 8.1.4. Si (u,H) ∈ Z(x, y), alors

Γ :W 1,p(R × S1; R2n)× C∞ε (H0) −→ Lp(R × S1; R2n)

(Y, h) �−→ (dFH)u(Y ) + gradu h

(où H = H0 +h et FH est l’opérateur de Floer correspondant) est surjective.

Nous explicitons la définition de Γ, et surtout le fait qu’elle soit définie
sur les espaces considérés, au § 8.5.a. Pour finir de démontrer les théorèmes
8.1.1 et 8.1.2, il restera à démontrer :

Théorème 8.1.5. Pour tout hamiltonien H non dégénéré, pour toute structure
presque complexe J calibrée par ω, pour tout u ∈ M(x, y, J,H), (dF)u est
un opérateur de Fredholm d’indice μ(x)− μ(y).
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Rappelons qu’un opérateur linéaire (continu) L : E → F d’un espace
de Banach E dans un espace de Banach F est un opérateur à indice ou
de Fredholm si son image est un sous-espace fermé et si son noyau et son
conoyau sont des sous-espaces de dimension finie. L’indice d’un opérateur à
indice est la différence

IndL = dim KerL− dim CokerL.

Une application différentiable d’un espace de Banach dans un autre est
une application de Fredholm si sa différentielle est, en chaque point, un
opérateur à indice. Dans la pratique, nous utiliserons souvent indifférem-
ment Fredholm (même pour les opérateurs linéaires) ou à indice (même
pour les non linéaires). Les propriétés utiles des opérateurs à indice et/ou
de Fredholm sont rassemblées au § 16.2.

Voici comment ce chapitre est organisé : pour commencer, nous décrivons
les espaces de trajectoires qui nous intéressent ici, en utilisant les normes
de Sobolev (1, p) (au § 8.2). Nous définissons ensuite l’espace de Banach
des perturbations du hamiltonien (au § 8.3). Nous en venons ensuite aux
démonstrations proprement dites :

– au § 8.4, nous calculons la différentielle de l’application de Floer,
– au § 8.5, nous démontrons la propriété de transversalité (c’est-à-dire

les propositions 8.1.3 et 8.1.4), modulo quelques propriétés des solutions de
l’équation de Floer — en utilisant la propriété de Fredholm (ici le théorème
8.1.5) de l’application de Floer...

– ... que nous démontrons au § 8.7.
– Auparavant, au § 8.6, nous établissons les propriétés des solutions de

l’équation de Floer (« injectivité », principe de prolongement) que nous
avons utilisées.

– Le calcul de l’indice fait l’objet du § 8.8.
– Au § 8.9, nous démontrons une indispensable propriété de décroissance

(exponentielle) à l’infini des solutions de l’équation de Floer.

Nous aurions pu aussi bien adopter l’ordre 8.4, 8.7, 8.8, 8.9, 8.6, 8.5...
Le plan qui suit devrait aider les lecteurs à se repérer dans le labyrinthe

des énoncés de ce chapitre.

8.1.5 ��

�������������� 8.1.4 �� 8.1.3

















��
8.1.1 �� 8.1.2



202 CHAPITRE 8. LINÉARISATION ET TRANSVERSALITÉ

8.2. La variété de Banach P1,p(x, y)

8.2.a. Les espaces de Sobolev utilisés. Nous avons besoin de travailler
dans des espaces de Banach, ce que les espaces d’applications C∞ ne sont
pas. De même qu’au § 6.8 nous avons considéré les lacets de classe W 1,p

sur W , nous allons considérer ici une structure analogue sur l’espace des u.
C’est un peu plus compliqué, et ceci pour deux raisons,

– d’abord parce que les u sont définis sur un espace de dimension 2,
l’espace R × S1 des (s, t),

– ensuite parce que la variable s varie dans l’espace non compact R.
Les espaces fonctionnels que nous utilisons sont des complétions des espaces
de sections C∞ (avec décroissance suffisante à l’infini), pour les « normes de
Sobolev »

‖Y ‖Lp =
(∫ +∞

−∞

∫ 1

0
‖Y (s, t)‖p ds dt

)1/p

et

‖Y ‖W 1,p =
(∫ +∞

−∞

∫ 1

0
‖Y (s, t)‖p +

∥∥∥∂Y
∂s

(s, t)
∥∥∥p +

∥∥∥∂Y
∂t

(s, t)
∥∥∥p ds dt)1/p

pour p ∈ ]1,+∞[, des espaces de Sobolev (des espaces de Banach, par
définition), respectivement

Lp(R × S1; R2n) et W 1,p(R × S1; R2n).

Remarque 8.2.1. Les espaces de Sobolev W 1,p peuvent aussi être définis
comme des espaces de distributions. C’est le meilleur point de vue, puis-
qu’ainsi un élément de W 1,p n’est pas une classe d’équivalence de suites de
Cauchy de fonctions C∞ mais une distribution, de sorte qu’à ce titre il a
une dérivée, etc. Voir le § 16.4.

Remarquons immédiatement une difficulté. En dimension 1, c’est-à-dire
pour un intervalle borné I de R, W 1,p(I) est contenu dans l’espace des
fonctions continues sur I, et ceci pour tout p ≥ 1. Ce n’est plus vrai en di-
mension ≥ 2 (et nous avons malheureusement affaire à un espace de départ,
R × S1, qui est de dimension 2). Pour U borné (et à bord assez régulier)
dans Rm, on n’a

W 1,p(U) ⊂ C0(U)
que pour p > m (voir le § 16.4). Une des difficultés de ce qui suit vient
du fait que les éléments de W 1,2(R × S1; R2n) ne sont pas des fonctions
continues(2). Quel que soit notre désir de rester dans ce sympathique espace

(2)Et nous voulons travailler avec des fonctions continues pour pouvoir utiliser les résul-
tats de régularité et de compacité 6.5.3 et 6.5.4.
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de Hilbert, il va donc nous falloir travailler avec des W 1,p pour p > 2 (pour
des explications détaillées de l’utilisation de cette condition cruciale, voir
le § 12.1.b).

8.2.b. Les normes qui vont intervenir. La variété symplectique W est
toujours plongée dans un grand Rm. Nous appelons TWRm la restriction
à W du fibré tangent TRm (on a TWRm ∼= W ×Rm). Sur W , nous avons
la métrique riemannienne g définie par ω et J , pour mémoire

ga(v, w) = ωa(v, Jw), pour a ∈W, v,w ∈ TaW.
En utilisant une partition de l’unité, on peut prolonger cette métrique à
TWRm en

g̃ :W ×Rm ×Rm −→ R,
telle que g̃(a, ·, ·) soit, pour tout a dans W , une forme bilinéaire symétrique
définie positive. Le produit scalaire usuel sur Rm est noté 〈 , 〉 (ou même
parfois simplement · ).

8.2.c. Les espaces de trajectoires. Nous désignerons comme ci-dessus,
par ‖·‖W 1,p (resp. ‖·‖Lp) les normes de Sobolev sur W 1,p(R × S1; Rm) et
W 1,p(R×S1; R2n) (resp. Lp(R×S1; Rm), Lp(R×S1; R2n)). Remarquons
que la norme sur les espaces RN (Rm ou R2n) qui intervient dans les
définitions de ‖·‖W 1,p et ‖·‖Lp est la norme euclidienne, pas celle définie
par g̃.

Finalement, pour des opérateurs linéaires entre espaces de Banach, nous
noterons (lorsque des nécessités de clarté nous y obligeront) ‖·‖op leur norme
opératorielle,

‖A‖op = sup
‖x‖=1

‖Ax‖ .

Si x et y sont des lacets contractiles dansW , appelons C∞↘ (x, y) l’ensemble
des applications de classe C∞

u : R × S1 −→W
telles que

lim
s→−∞u(s, t) = x(t), lim

s→+∞u(s, t) = y(t) et
∣∣∣∂u
∂s

(s, t)
∣∣∣ ≤ Ke−δ|s|

pour des constantes K et δ positives (qui dépendent de u).

Définition 8.2.2. Pour p > 2, P1,p(x, y) (ou P(x, y) en sous-entendant les
exposants) désigne l’espace des applications C∞ de la forme

(s, t) �−→ expw(s,t) Y (s, t)

où Y ∈W 1,p(w�TW ), w ∈ C∞↘ (x, y).
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Avant de préciser la définition des espaces W 1,p(w�TW ) utilisés, remar-
quons :

Proposition 8.2.3. Si x et y sont des lacets contractiles et des points critiques
non dégénérés de la fonctionnelle d’action AH , on a

M(x, y) ⊂ C∞↘ (x, y) ⊂ P1,p(x, y).

Démonstration. C’est une application du résultat de décroissance exponen-
tielle (c’est-à-dire du théorème 8.9.1 et de la remarque 8.9.3).

Définition de W 1,p(w�TW ). Si w : R × S1 → W est une application de
classe C∞, voici la définition de W 1,p(w�TW ). La variété symplectique W
est plongée dans un espace Rm. Nous dirons que Y ∈ W 1,p(w�TW ) si Y
est une application continue(3)

Y : R × S1 −→ TW
telle que Y (s, t) ∈ Tw(s,t)W pour tous (s, t) et vérifie que la composition

R × S1 Y−−−→ TW ⊂ TRm = Rm ×Rm
pr2−−−−→ Rm

est dans W 1,p(R × S1; Rm).

Il est aussi possible de le définir en utilisant une trivialisation(4) de w�TW
plutôt qu’un plongement de W dans Rm. Considérons w : R × S1 → W
définie par

w(s, t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
x(t) s = −∞
w(s, t) s ∈ R
y(t) s = +∞

ainsi qu’un repère orthonormé (Zi(s, t))i=1,...,2n le long de w. Dans ce re-
père, Y s’écrit

Y (s, t) =
2n∑
i=1

yi(s, t)Zi(s, t)

où les coordonnées yi : R × S1 → R2n sont définies par yi = 〈Y, Zi〉. Le
champ de vecteurs Y le long de w est dans W 1,p(w�TW ) si et seulement si
le vecteur (y1, . . . , y2n) est dans W 1,p(R × S1; R2n).

Que les deux définitions soient équivalentes est une conséquence d’un
lemme facile.

(3)Nous supposons donc p > 2.
(4)Il en existe, nous l’avons vu, parce que les lacets x et y sont contractiles et que notre
variété satisfait à l’hypothèse 6.2.2.
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Lemme 8.2.4. Soient f ∈ W 1,p(R × S1; R) et g ∈ C∞(R × S1; R), telles
que g et ses dérivées ∂g/∂s, ∂g/∂t soient bornées sur R × S1. Alors le
produit fg est dans W 1,p(R × S1; R) et satisfait à l’inégalité

‖fg‖W 1,p ≤ ‖f‖W 1,p

(
sup

R×S1
(|g| , |∂g/∂s| , |∂g/∂t|)

)
.

De même, si f ∈ Lp(R × S1; R) et si g ∈ C0(R × S1; R) est une fonction
bornée (et en particulier si g ∈ W 1,p(R × S1; R)), le produit fg est dans
Lp(R × S1; R) et satisfait à l’inégalité

‖fg‖Lp ≤ ‖f‖p sup |g| .

En notations simplifiées, les deux inégalités pourraient s’écrire (et nous
les écrirons)

‖fg‖W 1,p ≤ ‖f‖W 1,p ‖g‖C1 et ‖fg‖Lp ≤ ‖f‖Lp ‖g‖C0 .

Démonstration. Elle est fondée sur les inégalités(∫
R×S1

|fg|p
)1/p

≤
(∫

R×S1
|f |p (sup |g|)p

)1/p

= ‖f‖Lp sup |g| ,

et (∫
R×S1

|∂(fg)/∂s|p
)1/p

≤
(∫

R×S1

(|∂f/∂s| |g|+ |∂g/∂s| |f |)p)1/p

≤ sup
(|g| , |∂g/∂s|) ‖|∂f/∂s|+ |f |‖Lp

≤ sup
(|g| , |∂g/∂s|)(‖∂f/∂s‖Lp + ‖f‖Lp

)
≤ sup

(|g| , |∂g/∂s| , |∂g/∂t|) ‖f‖W 1,p

et de même pour ∂(fg)/∂t.

8.2.d. Structure de variété de Banach sur P(x, y). L’espace P1,p(x, y)
(définition 8.2.2) est une variété de Banach modelée surW 1,p(R×S1; R2n).
C’est une propriété analogue à celle de L1,p(W ) (voir le § 6.8). Définissons
donc (de façon analogue), un atlas. Soient, comme ci-dessus, w ∈ C∞↘ (x, y)
et (Zi) un repère orthonormé le long de w, de sorte que W 1,p(w�TW ) est
identifié à W 1,p(R×S1; R2n). Comme nous avons supposé que p > 2, nous
savons que

W 1,p(R × S1; R2n) ↪−→ L∞(R × S1; R2n)

et que cette injection est continue (voir le théorème 16.4.9). Donc,

∀Y ∈W 1,p(R × S1; R2n), ‖Y ‖L∞ ≤ K ‖Y ‖W 1,p .



206 CHAPITRE 8. LINÉARISATION ET TRANSVERSALITÉ

Notons ρinj le rayon d’injectivité (voir au besoin le § 14.5) de la métrique
définie sur W . Fixons un r0 < ρinj. Définissons

Φw :
{
Y ∈W 1,p(w�TW ) | ‖Y ‖W 1,p ≤ r0/K

} −→ P(x, y)
(w, Y ) �−→ expw(Y ).

C’est une bijection et, comme au § 6.8, c’est-à-dire comme dans [62] les Φw
(pour w ∈ C∞↘ (x, y)) forment un atlas pour P1,p(x, y).

Faisons figurer dans la notation la structure presque complexe J et le
hamiltonien H qui définissent l’équation de Floer en question, écrivant

– M(J,H) pour l’espace des solutions contractiles d’énergie finie,
– M(x, y, J,H) pour celles joignant x à y — attention, x et y sont des

trajectoires périodiques de Xt = XHt et, dans ces notations, dépendent du
hamiltonien H.

L’application de Floer. Nous souhaitons définir maintenant l’« applica-
tion de Floer » F

F : P1,p(x, y) −→ Lp(R × S1;TW )

par

F(u) =
∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
+ gradHt(u).

Par définition de P1,p(x, y) ses éléments u s’écrivent u = expw(X) pour un
w ∈ C∞(R × S1;W ) à décroissance exponentielle et X ∈ W 1,p(w�TW ).
Il est donc nécessaire de vérifier que F prend bien ses valeurs dans Lp,
c’est-à-dire que

F(expwX) ∈ Lp(R × S1; Rm),
ce que nous ferons au § 13.3.

8.3. L’espace des perturbations de H

Nous voulons montrer que, arbitrairement près (au sens de la topolo-
gie C∞) d’un hamiltonien H fixé, il existe un hamiltonien qui a exactement
les mêmes orbites périodiques et pour lequel les M(x, y) sont en effet des
variétés de la dimension attendue.

Nous construisons maintenant l’espace C∞ε (H) de perturbations de H
annoncé au début de ce chapitre.

Fixons une suite (à préciser) ε = (εn) de nombres réels strictement posi-
tifs, et définissons :

‖h‖ε =
∑
k≥0

εk sup
(x,t)∈W×S1

∣∣dkh(x, t)∣∣ .
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Quelques précisions s’imposent ici. Tout d’abord, nous avons désigné par∣∣dkh(x, t)∣∣ le maximum des |dαh(x, t)| pour tous les multi-indices α de lon-
gueur k. Ensuite, pour calculer les dérivées d’ordre supérieur, on a besoin de
cartes. On fixe donc une fois pour toutes un nombre fini de difféomorphismes

Ψi : Bi −→ B(0, 1),

de telle sorte que
⋃
i

◦
Bi =W ×S1. Le sup apparaissant dans la formule est

alors

sup
(x,t)∈W×S1

∣∣dkh(x, t)∣∣ = sup
i,z∈B(0,1)

∣∣dk(h ◦Ψ−1
i )(z)

∣∣ .
L’espace C∞ε des fonctions C∞ sur W × S1 dont la norme ‖·‖ε est finie

est bien clairement un espace vectoriel normé et complet.
Il reste à vérifier que cet espace est dense dans celui des fonctions C∞,

lorsque la suite ε est bien choisie. C’est ce qu’affirme la proposition suivante.

Proposition 8.3.1. On peut choisir la suite ε de façon que l’espace des fonc-
tions C∞ε soit dense dans C∞(W × S1) pour la topologie C1.

Démonstration. Nous utiliserons :

Lemme 8.3.2. L’espace C∞(W × S1), muni de la topologie C1, est séparable.

Démonstration du lemme. En considérant un plongement de W × S1 dans
un cube [−M,M ]m ⊂ Rm, on voit qu’il suffit de démontrer le résultat
pour C∞([−M,M ]m). Le théorème de Stone-Weierstrass garantit que cet
espace est séparable pour la topologie C0, puisqu’il affirme que sa partie
dénombrable Q[X1, . . . , Xm] est dense.

Pour démontrer l’assertion analogue pour la topologie C1, on fixe une
fonction χ ∈ C∞([−M,M ]m), d’intégrale égale à 1 et dont le support
est contenu dans B(0, 1). On considère la suite (χk) définie par χk(x) =
kmχ(kx). On démontre facilement que, pour une fonction f ∈ C∞(Rm), la
suite de convolées

f � χk(x) =
∫

Rm
f(x− y) · χk(y) dy

tend vers f (au sens C0
loc) (voir par exemple [9, § 3.4]). Ensuite, pour

chaque k fixé, si g� tend vers f pour �→ +∞ et pour la topologie C∞loc, on a

lim
�→+∞

g� � χk = f � χk
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dans la topologie C1
loc. Remarquons en effet que, pour tout compact K

sup
K

∣∣∣ ∂
∂xi

(g� − f) � χk
∣∣∣ = sup

K

∣∣∣∣(g� − f) � ∂χk∂xi
∣∣∣∣

≤ sup
K
|g� − f | ·

∫
Rm

∣∣∣∂χk
∂xi

∣∣∣ dx,
d’où l’on déduit que l’ensemble

{P � χk | P ∈ Q[X1, . . . , Xm], k ∈ N}
est un sous-ensemble dénombrable de C∞([−M,M ]m) qui est dense pour la
topologie C1.

La preuve de la proposition 8.3.1 peut maintenant se terminer. Soit (fn)
une suite dense dans C∞(W×S1) pour la topologie C1 (dont le lemme assure
l’existence). Posons

εn = 1/(2nmax
k≤n
‖fk‖Cn(W×S1)),

avec la même convention que plus haut utilisant les difféomorphismes Ψi
pour le calcul de la norme Cn de fk.

Pour k fixé et n ≥ k, on a donc

εn sup
(x,t)∈W×S1

|dnfk(x, t)| ≤ 1
2n
,

de sorte que, avec ce choix de la suite ε, fk ∈ C∞ε pour tout k, ce qui donne
le résultat souhaité.

Remarque 8.3.3. La même démonstration donnerait la densité de C∞ε pour
la topologie C∞, mais nous utiliserons seulement la densité C1 dans la suite.

Nous aurons aussi besoin d’une version à support compact de la propo-
sition 8.3.1, dont voici un énoncé précis :

Proposition 8.3.4. Il existe une suite ε pour laquelle la propriété suivante
est vraie. Soit (x0, t0) ∈W × S1 et soit U un voisinage de (x0, t0). Il existe
un voisinage V ⊂ U de (x0, t0) tel que tout h ∈ C∞(W × S1) à support
dans V puisse être approché, pour la topologie C1, par des fonctions de C∞ε
à support dans U .

Démonstration. Fixons pour commencer une fonction β, de classe C∞

sur Rn, à support dans B(0, 1) et qui vaut 1 sur B(0, 1/2). Pour z0 ∈ B(0, 1)
et pour σ ∈ ]0, 1[, posons

βz0,σ(z) = β
(z − z0
σ

)
.
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Soit (x0, t0) ∈ W × S1 et soit Bi un des domaines de cartes que nous
avons fixés, qui contient (x0, t0) dans son intérieur. Posons z0 = Ψi(x0, t0).
Choisissons σ > 0 tel que

Ψ−1
i (B(0, σ)) ⊂ ◦

Bi ∩ U
et posons V = Ψ−1

i (B(z0, σ/2)).
Considérons h ∈ C∞(W × S1), à support dans V et montrons qu’elle

satisfait à la conclusion de l’énoncé. Par la proposition 8.3.1, nous savons
que, pour une certaine suite ε et pour tout n ∈ N, il existe hn ∈ C∞(W×S1),
tel que

lim
n→+∞hn = h pour la topologie C1.

Posons gn = (βz0,σ ◦ Ψi) · hn sur Ψ−1
i (B(z0, σ)) et prolongeons la par 0

ailleurs. Il est clair que gn a son support dans U et que la suite gn tend vers
(βz0,σ ◦Ψi) · h = h dans la topologie C1.

Il suffit donc de modifier la suite ε pour que gn soit dans C∞ε (pour cette
nouvelle suite). À cet effet, évaluons le sup de dkgn. Commençons par la
carte Ψi (en écrivant hn pour hn ◦Ψ−1

i ). On a

sup
(x,t)∈Bi

∣∣dkgn∣∣ = sup
z∈B(0,1)

∣∣dk(βz0,σ · hn)(z)
∣∣

≤ 2k
k∑
�=0

sup
B(0,1)

∣∣dk−�βz0,σ

∣∣ sup
B(0,1)

∣∣d�hn∣∣
≤ 2k

k∑
�=0

1
σk−�

sup
B(0,1)

∣∣dk−�β∣∣ sup
B(0,1)

∣∣d�hn∣∣
≤ 2k

σk
‖β‖Ck(B(0,1))

k∑
�=0

sup
B(0,1)

∣∣d�hn∣∣ .
Modifions donc la suite ε en (ε′) :

ε′k =
1
kk
· min�=0,...,k ε�
‖β‖Ck(B(0,1))

(avec la convention 00 = 1). On trouve alors

ε′k sup
(x,t)∈Bi

∣∣dkgn∣∣ ≤ ( 2
σk

)k k∑
�=0

ε� sup
B(0,1)

∣∣d�hn∣∣
≤

( 2
σk

)k
‖hn‖ε .

La série dont le terme général est le membre de droite est convergente (évi-
demment). Pour démontrer que ‖gn‖ε′ < +∞, il faut établir une estimation
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de ce type dans toutes les cartes dont les domaines Bi rencontrent U . Cela
se fait de manière analogue, en remplaçant, dans la définition de ε′,

‖β‖Ck(B(0,1)) par min
j

∥∥β ◦Ψi ◦Ψ−1
j

∥∥
Ck(Ψj(Bi∩Bj))

.

Fixons un hamiltonien H0 (dépendant du temps) dont nous supposons
que toutes les orbites périodiques sont non dégénérées. L’espace de « pertur-
bations » de H0 que nous allons utiliser est l’espace C∞ε (H0) des applications
h :W × S1 → R telles que ‖h‖ε < +∞ et

h(x, t) = 0 sur un voisinage des orbites 1-périodiques de H0.

Comme le support de h est « loin » des solutions périodiques de H0,
les solutions périodiques de H0 + h sont, au moins pour ‖h‖ε assez petite,
exactement les solutions périodiques de H0 lui-même — et elles sont non
dégénérées.

8.4. Linéarisation de l’équation de Floer : calcul de la différentielle
de F

Pour éviter aux débutants de douloureuses dérivations de champs de
vecteurs et le recours à la connexion de Levi-Civita, nous allons utiliser ici
un plongement de la variété W dans Rm (m est très grand, plus grand en
tout cas que la dimension 2n de la variété). Avec

TW ⊂ Rm ×Rm
pr2−−−−→ Rm,

les vecteurs Zi, de même que tous les vecteurs tangents à W le long de u
et même d’un voisinage B de u peuvent être considérés comme des vec-
teurs de Rm. De la même façon, F est considérée comme à valeurs dans
un espace vectoriel d’applications à valeurs dans Rm, C∞(R × S1; Rm) ou
Lp(R×S1; Rm). Pour calculer la différentielle de F, fixons donc une solution

u ∈M(x, y) ⊂ C∞loc(R × S1;W )

de l’équation de Floer. Le cylindre

u : R × S1 −→W
se complète en une sphère : les lacets x et y sont contractiles, prolongeons-les
en des disques, déterminant une application

ũ : S2 −→W
comme sur la figure 1.

Comme au chapitre 7, le fibré ũ�TW est trivialisable comme fibré sym-
plectique (grâce à l’hypothèse 6.2.2). Nous en choisissons donc une trivialisa-
tion, c’est-à-dire une base (Z1, . . . , Z2n) ∈ Tu(s,t)W , dépendant de façon C∞
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s
u

x

y

Figure 1

de s et t (ici nous considérons bien le cylindre R× S1 des (s, t) comme une
partie de la sphère, comme sur la figure 1). Nous demanderons que cette tri-
vialisation soit symplectique et orthonormée, c’est-à-dire que la base des Zi
soit une base symplectique et orthonormée, et que les vecteurs Zi aient une
limite quand s tend vers ±∞. Nous aurons aussi besoin que

lim
s→±∞

∂Zi
∂s

= 0.

Il existe de telles trivialisations, comme on s’en convainc en utilisant des
cylindres près des calottes sphériques de la figure 1.

Ce repère définit une carte (centrée en u) de la variété de Banach
P1,p(x, y) :

i :W 1,p(R × S1; R2n) −→ P1,p(x, y)

(y1, . . . , y2n) �−→ expu(
∑
yiZi).

Remarquons que

(di)0(y1, . . . , y2n) =
∑
yiZi

(parce que (d exp)0 = Id, voir si nécessaire le § 14.5).
Considérons maintenant l’application, que nous continuons à appeler F

F : P1,p(x, y) F−−→ Lp(R × S1;TW ) −→ Lp(R × S1; Rm)

u �−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−→ ∂u
∂s

+ J(u)
∂u

∂t
+ gradHt(u)

et calculons sa différentielle en u. Soit

Y (s, t) = (y1(s, t), . . . , y2n(s, t)) ∈ R2n ⊂ Rm
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un vecteur. Nous considérons Y =
∑
yiZi comme un vecteur de Rm tangent

à W . Écrivons

F(u+ Y ) =
∂(u+ Y )
∂s

+ J(u+ Y )
∂(u+ Y )
∂t

+ gradu+Y Ht.

La partie linéaire en Y de cette expression est

(dF)u(Y ) =
∂Y

∂s
+ (dJ)u(Y )

∂u

∂t
+ J(u)

∂Y

∂t
+ d(graduHt)(Y ).

Lemme 8.4.1. Pour toute application J à valeurs dans les endomorphismes
de Rm et toutes applications Y et v à valeurs dans Rm, on a

(dJ)(Y ) · v = d(Jv)(Y )− Jdv(Y ).

Démonstration. Il suffit de différentier l’application x �→ J(x) · v(x), ce qui
donne :

J(x+ Y ) · v(x+ Y ) = (J(x) + (dJ)x(Y )) · (v(x) + (dv)x(Y ))

à l’ordre 1, de sorte que

d(J · v)x(Y ) = (dJ)x(Y ) · v(x) + J(x) · (dv)x(Y ).

Remarque 8.4.2. Pour toute application u : R × S1 →W de classe C∞,

(dF)u(Y ) =
(∂Y
∂s

+ J(u)
∂Y

∂t

)
+

(
(dJ)u(Y )

∂u

∂t
+ d(graduHt)(Y )

)
,

est somme d’un opérateur différentiel d’ordre 1 et d’un d’ordre 0.

Proposition 8.4.3. Si u est une solution de l’équation de Floer, la différentielle
de F en u est

(dF)u(Y ) =
[
Y, J(u)

∂u

∂t
+ graduHt

]
− J(u)

[
Y,
∂u

∂t

]
.

Démonstration. Appliquons le lemme au calcul en cours,

(dF)u(Y ) =
∂Y

∂s
+ d

(
J(u)
∂u

∂t

)
(Y )− J(u)d

(∂u
∂t

)
(Y )

+ J(u)
∂Y

∂t
+ d(graduHt)(Y )

= dY
(∂u
∂s

)
+ d

(
J
∂u

∂t

)
(Y ) + J(u)dY

(∂u
∂t

)
− J(u)d

(∂u
∂t

)
(Y ) + d(graduHt)(Y ).
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Comme u est une solution, remplaçons ∂u/∂s par −J(u)∂u/∂t − graduHt
pour obtenir

(dF)u(Y ) = dY
(
−J(u)

∂u

∂t

)
− dY

(
graduHt

)
+ d

(
J(u)
∂u

∂t

)
(Y ) + d(graduHt)(Y )

+ J(u)
(
dY

(∂u
∂t

)
− d

(∂u
∂t

)
(Y )

)
=

[
Y, J(u)

∂u

∂t

]
+

[
Y, graduHt

]
− J(u)

[
Y,
∂u

∂t

]
.

Utilisons maintenant la carte définie par la base (Z1, . . . , Z2n), en écrivant

Y =
∑
yiZi.

Nous obtenons dans cette carte

(dF)u(Y ) =
∑[
yiZi, J(u)

(∂u
∂t

)
+ graduHt

]
− J(u)

∑[
yiZi,

∂u

∂t

]
=

∑
yi

[
Zi, J(u)

(∂u
∂t

)
+ graduHt

]
− J(u)

∑
yi

[
Zi,
∂u

∂t

]
−

∑((
J(u)

(∂u
∂t

)
+ graduHt

)
· yi

)
Zi

+ J(u)
∑(∂u

∂t
· yi

)
Zi.

Les termes de la première ligne sont « d’ordre 0 », c’est-à-dire qu’ils ne
dérivent pas les yi. Commençons par étudier les termes « d’ordre 1 », les
autres. Puisque u est une solution de l’équation de Floer,

−
(
J(u)

(∂u
∂t

)
+ graduHt

)
· yi =

∂u

∂s
· yi.

Finalement les termes d’ordre 1 se réduisent à∑(∂yi
∂s

+ J0
∂yi
∂t

)
Zi

(où J0 est la structure complexe standard sur R2n = Cn). Nous avons donc
démontré :

Proposition 8.4.4. Si u est une solution de l’équation de Floer, la différen-
tielle de F en u s’écrit, dans la trivialisation définie par (Z1, . . . , Z2n)

(dF)u
(∑
yiZi

)
=

∑
i

(∂yi
∂s

+ J0
∂yi
∂t

)
Zi

+
∑
yi

[
Zi, J(u)

(∂u
∂t
−Xt

)]
− J(u)

∑
yi

[
Zi,
∂u

∂t

]
.
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Ici les crochets sont à prendre dans le même sens qu’au § 14.4.c et sont
calculés dans Rm.

Ce qui se dit aussi : la linéarisée de l’équation de Floer est somme de
l’opérateur de Cauchy-Riemann et d’un opérateur d’ordre 0. En effet,

– comme nous avons supposé la base Z1, . . . , Z2n symplectique et ortho-
normée, le terme d’ordre 1 est ∂(y1, . . . , y2n), où ∂ désigne l’opérateur de
Cauchy-Riemann pour la structure complexe J0 standard(5),

– les deux autres termes ne dérivent pas les yi (c’est bien un opérateur
d’ordre 0).

Remarque (sur les notations). Comme toujours, pour écrire la différentielle
d’une application définie sur une variété, on a besoin d’une carte de cette
variété. Ici nous avons utilisé

Fu :W 1,p(R × S1; R2n) −→ P1,p(x, y) F−−→ Lp(R × S1; Rm)

où la première application est la carte (notée i page 211) centrée en u. Bien
entendu, par (dF)u, nous désignons ce qui, en coordonnées, est (dFu)0. Il ne
nous a pas semblé qu’utiliser cette notation ((dFu)0) aurait rendu la lecture
de ce texte plus limpide, aussi nous ne l’avons pas fait.

Remarque 8.4.5. Revenons au cas d’un u qui ne soit pas nécessairement
solution de l’équation de Floer. L’égalité contenue dans la remarque 8.4.2
montre que, dans cette carte, (dF)u se décompose de même en

(dF)u(Y ) = ∂Y + S(s, t)Y

où S(s, t) est un opérateur d’ordre 0.

Dans le cas où u est solution de l’équation de Floer, l’opérateur d’ordre 0
possède une propriété spécifique.

Proposition 8.4.6. Si u est solution de l’équation de Floer, la différentielle
de F en u est somme

(dF)u = ∂ + S(s, t)
où S est un opérateur linéaire qui tend vers un opérateur symétrique quand s
tend vers ±∞ et vérifie

lim
s→±∞

∂S

∂s
(s, t) = 0

(uniformément en t).

(5)À un facteur 2 près : le ∂ usuel est
1
2

(
∂

∂s
+ J0

∂

∂t

)
.
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Démonstration. Partons de l’expression donnée dans la proposition 8.4.4,
l’opérateur S est la partie d’ordre 0, la j-ème composante en est :

S(s, t) · (y1, . . . , y2n)j

=
2n∑
i=1

〈
yi

[
Zi, J(u)

(∂u
∂t
−Xt

)]
− J(u)yi

[
Zi,
∂u

∂t

]
, Zj

〉
.

Quand s→ ±∞,

lim
(∂u
∂t
−Xt

)
= 0

puisque ∂u/∂s tend vers 0 (quand s → ±∞) uniformément ainsi que ses
dérivées (voir le théorème 6.5.6 et la proposition 6.5.15). L’opérateur figu-
rant dans le premier terme de la somme tend donc vers 0. Vérifions que
la limite du deuxième terme de cette somme est un opérateur symétrique.
La i-ème colonne de la matrice tend vers (pour s → −∞, le cas s → +∞
est identique)

−〈J(x)[Zi, Xt(x)], Zj〉, 1 ≤ j ≤ 2n
(nous avons supposé que Zi avait une limite pour s = ±∞, c’est elle qui
apparaît là). Alors, disons pour s→ −∞,

〈J(x)[Zi, Xt(x)], Zj〉 = ω(Zj , [Zi, Xt(x)]).

La symétrie résulte du fait que la forme ω est fermée :

0 = dω(Zi, Zj , Xt) = Zi · ω(Zj , Xt) + Zj · ω(Xt, Zi) +Xt · ω(Zi, Zj)
+ ω([Zi, Zj ], Xt) + ω([Zj , Xt], Zi) + ω([Xt, Zi], Zj).

Ensuite, Xt est le champ hamiltonien associé à Ht, donc

Zi · ω(Zj , Xt) + Zj · ω(Xt, Zi) + ω([Zi, Zj ], Xt)
= Zi · dHt(Zj)− Zj · dHt(Zi) + dHt([Zi, Zj ])
= d(dHt)(Zi, Zj)
= 0.

De plus, la base (Z1, . . . , Z2n) est symplectique, de sorte que les ω(Zi, Zj)
sont constants, donc

Xt · ω(Zi, Zj) = 0.
Il ne reste plus que deux termes,

ω([Zj , Xt], Zi) + ω([Xt, Zi], Zj) = 0,

ou encore
ω(Zj , [Zi, Xt(x)])− ω(Zi, [Zj , Xt(x)]) = 0,

ce qui est bien la symétrie de notre opérateur limite.
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L’assertion sur la limite de sa dérivée par rapport à s s’obtient en dérivant
la relation donnant les composantes de la matrice S. Elle est conséquence
du fait que ∂Zi/∂s tend vers 0 (une hypothèse que nous avons faite sur
la trivialisation) d’une part, et du fait que ∂2u/∂s∂t tend vers 0 ainsi que
toutes ses dérivées, comme nous l’avons remarqué dans la proposition 6.5.15
et la remarque 6.5.16.

Remarque 8.4.7. Considérons l’équation (dF)uY = 0 lorsque s tend vers
l’infini (disons +∞, pour fixer les idées) et Y ne dépend pas de s. Elle se
réduit dans ce cas à

−J
[
Y,
∂u

∂t

]
= J
∂Y

∂t
+ S+(t)Y = 0

ou encore à
dY

dt
= JS+(t)Y.

Cette équation différentielle linéaire est bien l’équation linéarisée de l’équa-
tion de Hamilton (voir le § 14.4.c)

ẋ = Xt(x).

En effet, nous avons

[Y,Xt] =
[∑
yiZi, Xt

]
=

∑
yi[Zi, Xt]−

∑
(Xt · yi)Zi

ou
dyi
dt

=
∑
yj 〈Zi, [Zj , Xt]〉 ,

ce qui est bien équivalent à l’équation trouvée ci-dessus.

Remarque 8.4.8. Si u est une solution de l’équation de Floer, alors, nous
l’avons dit (dans la remarque 6.5.12), u · s définie par

(u · s)(σ, t) = u(σ + s, t)

en est encore une. Donc F(u · s) = 0 pour tout s et donc

0 =
d

ds
F(u · s) = (dF)u

(∂u
∂s

)
,

∂u/∂s est une solution de l’équation linéarisée. En particulier, le long d’une
solution (non constante) joignant x à y, le noyau de L est de dimension
supérieure ou égale à 1.
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8.5. La transversalité

Nous démontrons ici la proposition de transversalité 8.1.4, en utilisant la
propriété de Fredholm pour (dF)u, c’est-à-dire modulo la première partie du
théorème 8.1.5. La structure presque complexe J est fixée, le hamiltonien
non dégénéré H0 est fixé lui aussi. Nous fixons un h0 ∈ C∞ε (H0) et une
solution u de l’équation de Floer pour J et H = H0 + h0 :

F(u) =
∂u

∂s
+ J
∂u

∂t
+ gradu(H) = 0.

La différentielle de F est calculée, comme nous venons de l’expliquer, dans
une trivialisation unitaire fixée le long de u et nous l’écrivons

(dF)u(Y ) =
∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ S · Y.

8.5.a. Définition de Γ. On fixe deux points critiques distincts, x et
y ∈ Crit AH0 . Pour montrer que Z(x, y, J) est une variété, on la décrit
comme ensemble des zéros d’une section d’un fibré. Définissons, sur l’espace
P(x, y)× C∞ε (W,H0), le fibré vectoriel

E = {(u, h, Y ) | Y est un champ de vecteurs Lp sur W le long de u} .
On considère E comme un fibré

E −→ P(x, y)× C∞ε (H0)

(par (u, h, Y ) �→ (u, h)). L’application

P(x, y)× C∞ε (H0) σ−−→ E

(u, h) �−→ ∂u
∂s

+ J(u)
∂u

∂t
+ gradu(H0 + h)

en est une section. Le fait que la section σ prenne ses valeurs dans E, c’est-
à-dire le fait que

∂u

∂s
+ J
∂u

∂t
+ gradu(H)

soit dans Lp(R × S1;u�TW ), comme nous l’avons déjà signalé au § 8.2.d,
est démontré dans le chapitre 13 (et plus précisément dans le lemme 13.3.1).

Les zéros de σ sont exactement les points de Z(x, y, J) (plus exactement
de sa version W 1,p, notons qu’ici les données (H0, J) sont C∞ mais les
solutions (u, Y ) sont faibles). Pour conclure, il suffit de montrer que σ
est transverse à la section nulle, c’est-à-dire que l’application linéarisée
(dσ)(u,h), composée avec la projection sur la fibre, est surjective lorsque
σ(u, h) = 0.

Remarquons que σ est linéaire en h et que sa différentielle est

(dσ)(u,h)(Y, η) = (dF)u(Y ) + gradu(η).
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L’application

Γ :W 1,p(R × S1; R2n)× C∞ε (H0) −→ Lp(R × S1; R2n)

dont la proposition 8.1.4 affirme la surjectivité est la composée de (dσ)(u,h)
avec la projection de Tσ(u,h)E sur l’espace tangent à la fibre en (u, h) de E.
Donc, la proposition 8.1.3 est une conséquence immédiate de la proposi-
tion 8.1.4. La trivialisation Zi de TW le long de u permet d’identifier l’es-
pace tangent à la fibre à l’espace Lp(R × S1; R2n).

8.5.b. Démonstration de la proposition 8.1.4. Supposons que Γ ne
soit pas surjective. Démontrons alors :

Lemme 8.5.1. Soit q > 0 tel que 1/p+ 1/q = 1. Il existe un champ non nul
de classe C∞, Z ∈ Lq(R × S1; R2n) tel que, pour tout h ∈ C∞ε (H0) et pour
tout Y ∈W 1,p(R × S1; R2n), on a

〈Z, (dF)u(Y )〉 = 0 et 〈Z, gradu(h)〉 = 0.

Dans cet énoncé, 〈 , 〉 désigne le produit (« accouplement » de Lq et Lp) :

〈Z, Y 〉 =
∫

R×S1
〈Z(s, t), Y (s, t)〉 ds dt

et, comme plus haut, nous avons identifié W 1,p(R × S1;u�TW ) à
W 1,p(R × S1; R2n) par le choix d’une trivialisation unitaire (et de même
pour Lq !).

Démonstration. Montrons d’abord que l’image de Γ est un sous-espace fermé
de Lp(R × S1; R2n). L’opérateur Γ n’est pas un opérateur de Fredholm
(voir l’exercice 44 page 483), mais (dF)u l’est, comme nous le montrerons
au § 8.7.c, donc son image est fermée et de codimension finie. Bien sûr, cette
image est contenue dans celle de Γ. Il existe un sous-espace G de dimension
finie, supplémentaire de Im(dF)u,

Im(dF)u ⊕G = Lp(R × S1; R2n)

et des projecteurs continus(6)

π1 : Lp(R × S1; R2n) −→ Im(dF)u et π2 : Lp(R × S1; R2n) −→ G.
Le sous-espace

G1 = G ∩ Im(Γ) ⊂ G
est de dimension finie dans G, qui l’est aussi, donc il possède un supplémen-
taire G2. On a alors

Im(Γ) = Im(dF)u ⊕G1, donc Im(Γ)⊕G2 = Lp(R × S1; R2n).

(6)Voir au besoin [13, Chap. II].
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Par suite, il existe un projecteur continu

π′2 : Lp(R × S1; R2n) −→ G2.

On en déduit bien que Im(Γ) est fermé : si une suite (yn) de points de Im(Γ)
converge vers une limite y� dans Lp(R × S1; R2n), on a π′2(y�) = 0, donc
y� ∈ Im(Γ).

Par conséquent, l’image de Γ est fermée et, avec le théorème de
Hahn-Banach(7), il existe une forme linéaire continue ϕ non nulle sur
Lp(R× S1; R2n) qui s’annule sur Im(Γ). Le théorème de représentation de
Riesz(8) affirme que ϕ est de la forme

ϕ(Y ) = 〈Z, Y 〉
pour un champ Z ∈ Lq(R × S1; R2n).

On a ainsi, pour tout Y ∈W 1,p(R× S1; R2n) et pour tout h ∈ C∞ε (H0),

〈Z, (dF)u(Y )〉 = 0 et 〈Z, gradu(h)〉 = 0.

Il nous reste à prouver que le champ Z est de classe C∞. Notons

L :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

l’opérateur (dF)u. Rappelons (c’est la proposition 8.4.6) que

LY =
∂Y

∂s
+ J
∂Y

∂t
+ S · Y

(ici, Y ∈ u�TW ; il faudrait utiliser le repère orthonormé (Zi) pour définir L
surW 1,p(R×S1; R2n), nous ne le faisons pas pour ne pas alourdir l’écriture).
Définissons une application L� par :

L� :W 1,q(R × S1; R2n) −→ Lq(R × S1; R2n)

X �−→ −∂X
∂s

+ J
∂X

∂t
+ tS ·X.

On voit sans peine que L� est un opérateur borné. C’est l’adjoint de L :
avec une démonstration analogue à celle qui suit, on prouve que, pour
Y ∈W 1,p(R × S1; R2n) et X ∈W 1,q(R × S1; R2n), on a∫

R×S1
〈LY,X〉 =

∫
R×S1

〈Y,L�X〉.

Le champ Z devrait donc vérifier L�Z = 0... mais, a priori, il vit dans
Lq(R × S1; R2n), qui est plus grand que l’espace sur lequel L� est défini.
Montrons donc :

Lemme 8.5.2. On a, au sens des distributions, L�Z = 0.

(7)Toujours en cas de besoin, toujours [13, Chap. I].
(8)Cette fois, [13, Chap. IV].
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Démonstration. Il suffit d’établir l’égalité ci-dessus pour Y ∈C∞0 (R×S1;R2n)
et pour X = Z. On écrit d’abord∫ +∞

−∞

∫ 1

0
〈LY,Z〉 dt ds =

∫ 1

0

(∫ +∞

−∞

〈∂Y
∂s
, Z

〉
ds

)
dt

+
∫ +∞

−∞

∫ 1

0

〈
J
∂Y

∂t
, Z

〉
dt ds+

∫ +∞

−∞

∫ 1

0
〈SY,Z〉 dt ds.

Considérons donc les trois intégrales une par une. D’abord, par une simple
intégration par parties (en fait ici les propriétés des dérivées faibles),∫ 1

0

(∫ +∞

−∞

〈∂Y
∂s
, Z

〉
ds

)
dt = −

∫ 1

0

(∫ +∞

−∞

〈
Y,
∂Z

∂s

〉
ds

)
dt

(notons que ceci est vrai, ou, naïvement, que le terme dit « tout intégré » est
nul parce que l’on a supposé que lims→±∞ Y (s, t) = 0). Pour la deuxième
intégrale, on a∫ +∞

−∞

∫ 1

0

〈
J
∂Y

∂t
, Z

〉
dt ds = −

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

〈∂Y
∂t
, JZ

〉
dt ds

=
∫ +∞

−∞

∫ 1

0

〈
Y,
∂JZ

∂t

〉
dt ds =

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

〈
Y, J
∂Z

∂t

〉
dt ds

(cette fois le terme tout intégré est nul par périodicité en t). Enfin on a∫ +∞

−∞

∫ 1

0
〈SY,Z〉 dt ds =

∫ +∞

−∞

∫ 1

0
〈Y, tSZ〉 dt ds.

Finalement,∫ +∞

−∞

∫ 1

0
〈LY,Z〉 dt ds =

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

〈
Y,−∂Z
∂s

+ J
∂Z

∂t
+ tSZ

〉
ds dt

= 〈Y,L�Z〉 au sens des distributions.

Donc 〈Z,LY 〉 = 0 implique que∫ +∞

−∞

∫ 1

0
〈Y,L�Z〉 dt ds = 0,

autrement dit le fait que L�Z = 0 au sens des distributions, ce que nous
voulions démontrer.

En appliquant la régularité elliptique (le lemme 12.1.3), on en déduit
que Z est de classe C∞.

Pour obtenir une contradiction, montrons qu’un champ satisfaisant aux
deux conditions du lemme est forcément nul. La deuxième condition s’écrit,
de façon équivalente, ∫

R×S1
dht(Z) ds dt = 0.
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Cette relation est satisfaite lorsque Z(s, t) = λ(t)∂u/∂s :∫
R×S1

dht

(
λ(t)
∂u

∂s

)
ds dt =

∫
S1
λ(t)

∫
R

∂

∂s
ht(u(s, t)) ds dt = 0

puisque, par définition de C∞ε (H0), h s’annule près des orbites 1-périodiques
de XH . Montrons réciproquement :

Lemme 8.5.3. Si Z ∈ Lq(R × S1;u�TW ) est de classe C∞ et vérifie
∀h ∈ C∞ε (H0), 〈Z, gradu h〉 = 0,

alors il existe une fonction C∞ λ : S1 → R telle que

Z(s, t) = λ(t)
∂u

∂s
(s, t).

Démonstration. La démonstration s’appuie sur un théorème de Floer, Hofer
et Salamon qui garantit que toute solution de l’équation de Floer est « injec-
tive quelque part », une notion qui est précisée dans les définitions qui
viennent et l’énoncé 8.5.4, une propriété qui est démontrée au § 8.6.

Soit u ∈ M(x, y, J,H). Un point (s0, t0) ∈ R × S1 est dit point critique
de u si ∂u/∂s(s0, t0) = 0. Un point (s0, t0) est régulier s’il n’est pas critique
et si u(s0, t0) �= u(s, t0) pour tout s �= s0 (même si s = ±∞, c’est-à-dire
u(s0, t0) �= x(t0) ou u(s0, t0) �= y(t0)). L’ensemble des points critiques est
noté C(u) ⊂ R× S1. On appelle R(u) l’ensemble des points réguliers de u.

Théorème 8.5.4 ([26]). L’ensemble C(u) des points critiques est discret et
l’ensemble R(u) des points réguliers est un ouvert dense de R × S1.

Nous démontrons ce théorème au § 8.6.

Soit (s0, t0) ∈ R(u). Supposons que ∂u/∂s(s0, t0) et Z(s0, t0) soient liné-
airement indépendants. Nous allons construire un h ∈ C∞ε (H0) tel que
〈Z, gradu h〉 �= 0, obtenant ainsi une contradiction. Définissons une applica-
tion

ũ : R × S1 −→W × S1

(s, t) �−→ (u(s, t), t).

Nous considérons Z comme un champ de vecteurs sur W × S1 le long de ũ
(dont la composante sur la direction ∂/∂t ∈ TS1 est nulle). Considérons
encore h comme une application définie sur W × S1, écrivons∫

R×S1
dht(Z) ds dt =

∫
R×S1

dh(Z) ds dt,

et construisons un h ∈ C∞ε (H0) de façon que cette intégrale ne soit pas nulle.
Remarquons qu’il suffit de définir h sur les courbes intégrales du champ de
vecteurs Z au voisinage de l’image de ũ.
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Choisissons un réel δ > 0 assez petit pour que le carré

Cδ =
{

(s, t) ∈ R × S1 | |s− s0| ≤ δ et |t− t0| ≤ δ
}

soit contenu dans l’ouvert dense R(u) des valeurs régulières de u. Alors

ũ : Cδ −→W × S1

est un plongement (si δ est choisi assez petit, ce que nous faisons). On peut
aussi supposer (toujours en diminuant δ) que Z(s, t) et ∂u/∂s(s, t) sont
linéairement indépendants, comme vecteurs de Tu(s,t)W quand (s, t) ∈ Cδ.
Vue dans W × S1, cette condition se traduit par le fait que Z(s, t) est
transverse au plan tangent à l’image ũ(Cδ).

Comme ũ : Cδ →W × S1 est un plongement, on peut considérer, quitte
à diminuer encore δ, un paramétrage local

ψ : Cδ ×Dε −→W × S1

(ici Dε =
{
y ∈ R2n−1 | ‖y‖ ≤ ε}) tel que ψ|Cδ×{0} = ũ. On appelle B (pour

« boîte ») l’image de ψ. Cette boîte est représentée à gauche de la figure 2.

Z

ũ(Cδ)

une
partie de Im(ũ)

Z(s, t)

Z(s′, t′)

Figure 2

Nous allons construire h à support dans B en prescrivant ses valeurs sur
les courbes intégrales de Z le long de ũ(Cδ). Ce sera difficile de le faire si le
cylindre Im(ũ) intersecte B ailleurs qu’en ũ(Cδ) (comme sur la partie droite
de la figure 2). Nous excluons cette possibilité par un lemme auxiliaire.

Lemme 8.5.5. Pour ε assez petit, ũ(s, t) ∈ Im(ψ) si et seulement si
(s, t) ∈ Cδ.
Démonstration. Si la propriété annoncée par le lemme auxiliaire n’est
pas vraie, il existe une suite εn tendant vers 0 et une suite (sn, tn) dans
R × S1 − Cδ telles que

ũ(sn, tn) = ψ(s′n, t′n, yn) pour (s′n, t′n, yn) ∈ Cδ ×Dεn ,
lim
n→+∞(s′n, t′n, yn) = (s�, t�, 0) ∈ Cδ ×R2n−1.et
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À extraction près d’une sous-suite, la suite (sn, tn) tend vers (−∞, t#),
(+∞, t#) ou (s#, t#) ∈ R × S1. On a forcément t# = t� et, soit x(t�) =
u(s�, t�), soit y(t�) = u(s�, t�), soit encore u(s#, t�) = u(s�, t�). Or chacune
de ces trois égalités contredit le fait que (s�, t�) soit un point régulier de u,
ce qu’il doit être puisque (s�, t�) ∈ Cδ ⊂ R(u).

Il nous est maintenant possible de définir h. Voici cette définition.
D’abord, à l’extérieur de B, nous choisissons h ≡ 0. Remarquons qu’alors h
s’annule près des orbites 1-périodiques de XH . Pour définir h à l’intérieur
de B, on choisit une fonction β positive, de classe C∞ sur Cδ, qui vaut 1
sur un carré Cδ′ pour un δ′ < δ et qui est nulle au voisinage du bord de Cδ.
Soit γs,t : [−ε0, ε0]→ B une courbe telle que

γs,t(0) = ũ(s, t) et γ′s,t(0) = Z(s, t).

La formule h(γs,t(σ)) = σβ(s, t) définit bien une fonction sur une partie de
la boîte difféomorphe à [−ε0, ε0]× Cδ parce que Z est transverse à l’image
ũ(Cδ). De plus, sur cette partie de B, on a

(dh)
ũ(s,t)(Z(s, t)) = β(s, t).

On prolonge h arbitrairement en une fonction à support dans B. En utilisant
le lemme auxiliaire 8.5.5, on obtient finalement∫

R×S1
(dh)

ũ
(Z) ds dt =

∫
Cδ

(dh)
ũ
(Z) ds dt =

∫
Cδ

β(s, t) ds dt > 0.

Comme les fonctions de C∞ε (H0) à support dans B sont denses dans les
fonctions C∞ à support dans B (la remarque 8.3.4), nous pouvons appro-
cher h par une fonction de C∞ε (H0) de sorte que l’intégrale reste strictement
positive.

La supposition que ∂u/∂s(s0, t0) et Z(s0, t0) sont linéairement indé-
pendants nous a menés à une contradiction. Il existe donc une fonction
λ : R(u)→ R telle que, pour tous (s, t) ∈ R(u),

Z(s, t) = λ(s, t)
∂u

∂s
(s, t).

Pour finir de démontrer notre lemme, il faut maintenant démontrer que
λ(s, t) ne dépend pas de s.

La fonction λ peut alors s’exprimer par la formule

λ(s, t) =
〈
Z(s, t), ∂u/∂s(s, t)

〉
‖∂u/∂s(s, t)‖2

qui montre que c’est une fonction C∞ sur R(u). Cette formule permet aussi
de prolonger λ au complémentaire de C(u) dans R × S1. Comme R(u) est
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dense dans R×S1, la relation Z = λ∂u/∂s est encore vraie sur R×S1−C(u).
Pour tout h ∈ C∞ε (H0), on a∫

R×S1
(dh)

ũ
(Z) ds dt =

∫
R×S1

λ(s, t)(dh)
ũ

(∂u
∂s

)
ds dt

=
∫

R×S1
λ(s, t)

∂

∂s
(h(u(s, t), t) ds dt.

Supposons qu’il existe un point (s0, t0) de R×S1−C(u) en lequel ∂λ/∂s
n’est pas nul. Cette propriété est encore valable sur un carré Cδ centré en
(s0, t0) et contenu dans R×S1−C(u). Comme précédemment, construisons
une boîte B dans W × S1 de sorte que, si h est à support dans B,∫

R×S1
(dh)

ũ
(Z) ds dt =

∫
Cδ

(dh)
ũ
(Z) ds dt.

Utilisons encore la fonction plateau β : Cδ → R choisie ci-dessus pour
définir

h(ũ(s, t)) = −β(s, t)∂λ
∂s

(s, t) sur ũ(Cδ)

(en la prolongeant arbitrairement en une fonction à support dans B). Nous
avons donc, grâce à une intégration par parties dans B,∫

R×S1
(dh)

ũ
(Z) ds dt =

∫
Cδ

(dh)
ũ
(Z) ds dt

=
∫
Cδ

λ(s, t)
∂

∂s
(h(u(s, t), t) ds dt

= −
∫
Cδ

∂λ

∂s
(s, t)h(u(s, t), t) ds dt

=
∫
Cδ

β(s, t)
(∂λ
∂s

(s, t)
)2
ds dt

≥
∫
Cδ′

(∂λ
∂s

(s, t)
)2
ds dt > 0.

Toujours par densité, on peut supposer que h ∈ C∞ε (H0) comme ci-dessus.
Nous avons ainsi contredit le lemme 8.5.1, donc la supposition (de l’existence
de (s0, t0) en lequel ∂λ/∂s n’est pas nul) était fausse. C’est donc que

∀ (s, t) ∈ R × S1 − C(u),
∂λ

∂s
(s, t) = 0.

Puisque C(u) est discret, R × S1 − C(u) est connexe (une assertion lais-
sée en exercice aux lecteurs). Donc λ(s, t) = λ(t) ne dépend pas de s sur
R × S1 − C(u). On peut alors prolonger cette fonction en une fonction C∞

sur R2, simplement, en posant

λ(s0, t0) = λ(s0 + ε, t0) si (s0, t0) ∈ C(u).
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La relation

Z(s, t) = λ(t)
∂u

∂s
(s, t)

est donc vraie sur R × S1, et le lemme 8.5.3 est démontré.

Démonstration de la proposition 8.1.4. Montrons que λ(t) �= 0 pour tout t.
Si ce n’était pas le cas, on aurait encore un t0 tel que Z(s, t0) = 0 pour
tout s ∈ R. En particulier, toutes les dérivées ∂kZ/∂sk(s, t0) sont nulles.
Comme Z est solution de L�Z = 0, on montre par récurrence que toutes les
dérivées de Z s’annuleraient pour tout s et t = t0. De

L�Z = −∂Z
∂s

+ J
∂Z

∂t
+t S(s, t)Z,

nous déduisons que Z est solution d’une équation du type « Cauchy-
Riemann perturbée » et satisfait donc à un principe de prolongement
analogue à celui auquel obéissent les applications holomorphes : s’il est nul
avec toutes ses dérivées sur R × {t0}, il est nul partout. Nous explicitons
la notion « Cauchy-Riemann perturbée » et démontrons le principe de
prolongement (c’est la proposition 8.6.6) au § 8.6.b.

Ce principe de prolongement 8.6.6 impliquerait que Z est identiquement
nulle, contrairement à ce que nous avons supposé.

Donc λ(t) �= 0 pour tout t, et nous supposerons que

λ(t) > 0 pour tout t.

Ainsi,∫ 1

0

〈∂u
∂s

(s, t), Z(s, t)
〉
dt =

∫ 1

0
λ(t)

∣∣∣∂u
∂s

(s, t)
∣∣∣2dt > 0 pour tout s ∈ R,

et par suite cette fonction de s est strictement positive et tend vers 0 (comme
∂u/∂s) quand s→ ±∞. Contradictoire serait le fait que cette fonction soit
constante. Pour conclure, montrons donc qu’elle est, en effet, constante.

Rappelons que, comme nous l’avons déjà remarqué (remarque 8.4.8),
∂u/∂s est solution de LY = 0. Posons, pour alléger la notation,

Y (s, t) =
∂u

∂s
(s, t).

On a LY = 0 et L�Z = 0, c’est-à-dire

∂Y

∂s
= −J ∂Y

∂t
− SY et

∂Z

∂s
= J
∂Z

∂t
+ tSZ.
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La dérivée de notre fonction de s est ainsi
d

ds

∫ 1

0
〈Y, Z〉 dt =

∫ 1

0

(〈∂Y
∂s
, Z

〉
+

〈
Y,
∂Z

∂s

〉)
dt

=
∫ 1

0

(〈
− J ∂Y
∂t
, Z

〉
− 〈SY,Z〉+

〈
Y, J
∂Z

∂t

〉
+ 〈Y, tSZ〉

)
dt

= −
∫ 1

0

(〈
J
∂Y

∂t
, Z

〉
+

〈
Y, J
∂Z

∂t

〉)
dt

= −
∫ 1

0

∂

∂t
〈JY, Z〉 dt = 0.

Cette contradiction implique que Z est nul, ce qui termine (enfin) la démons-
tration de la proposition 8.1.4. Et celle de la proposition 8.1.3.

8.5.c. Vers la preuve de 8.1.1 et 8.1.2, l’espace tangent à Z(x, y, J).
La contradiction obtenue à la fin de la démonstration précédente achève
aussi de démontrer la proposition 8.1.3. Nous avons ainsi acquis le fait que
Z(x, y, J) est une variété de Banach. Son espace tangent en un point (u, h)
est le noyau de (dσ)(u,h), c’est-à-dire l’espace{

(Y, η) ∈W 1,p(R × S1; R2n)× C∞ε (H0) | (dF)uY + gradu η = 0
}
.

Considérons la projection

π : Z(x, y, J) −→ C∞ε (H0)
(u,H0 + h) �−→ h

et son application tangente

(dπ)(u,H) : T(u,H)Z(x, y, J) −→ ThC∞ε (H0) = C∞ε (H0)
(Y, η) �−→ η

(où H = H0 + h). Notons que π est lisse et vérifions que π est une ap-
plication de Fredholm. Le noyau de (dπ)(u,H0+h) est exactement celui de
L = (dF)u, donc il est de dimension finie. Son image est l’image réciproque
par l’application linéaire

C∞ε (H0) −→ Lp(u�TW )
η �−→ gradu η

de celle de L, donc elle est de codimension finie (et fermée).
On peut donc appliquer le théorème de Sard-Smale, dont nous rappelons

ici l’énoncé.

Théorème 8.5.6 (de Sard-Smale). Soient E et F deux espaces de Banach
séparables, soit U un ouvert de E et soit

F : U −→ F
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une application de Fredholm (lisse). Alors l’ensemble

{y ∈ F | si y = f(x) pour un x ∈ U , TxF est surjective}
des valeurs régulières de F est une intersection dénombrable d’ouverts
denses.

Remarque 8.5.7. Dans ce théorème, la séparabilité garantit que, de tout re-
couvrement ouvert, on peut extraire un recouvrement dénombrable. Elle est
indispensable pour obtenir une intersection dénombrable d’ouverts denses,
une partie dense, donc.

Démontrons maintenant :

Lemme 8.5.8. Les valeurs régulières de π sont exactement les h ∈ C∞ε (H0)
tels que, pour tout u ∈M(H0 + h, J), l’application (dF)u est surjective.

Démonstration. Supposons que h soit une valeur régulière de π. Choisissons
un u ∈M(H0+h, J) et montrons que (dF)u est surjective. Si ce n’était pas le
cas, alors, comme dans le lemme 8.5.1, il existerait un Z ∈ Lq(R×S1; R2n)
tel que

∀Y ∈W 1,p(R × S1; R2n), 〈(dF)u(Y ), Z〉 = 0.

Comme (dπ)(u,H) est surjective, pour tout η ∈ C∞ε (H0), il existe un champ
Y ∈W 1,p(R × S1; R2n) tel que

(dF)u(Y ) + gradu η = 0.

À partir de ces deux égalités, la démonstration de la proposition 8.1.4 (voir
le § 8.5.b) donne Z = 0 et une contradiction. Par suite, (dF)u est surjective.

Réciproquement, étant donné h ∈ C∞ε (H0), si (dF)u est surjective pour
tout u ∈ M(H0 + h, J), étant donné un η ∈ C∞ε (H0), choisissons Y ∈
W 1,p(R × S1; R2n) tel que

(dF)u(Y ) = − gradu η.

Alors, (Y, η) ∈ T(u,H)Z(x, y, J) et (dπ)(u,H)(Y, η) = η, donc (dπ)(u,H) est
surjective, et h est une valeur régulière de π.

Le lemme 8.5.8 donne immédiatement (en vertu du théorème de Sard-
Smale, ici le théorème 8.5.6) le théorème 8.1.1. Pour que cette démonstration
soit vraiment complète, il reste à démontrer le théorème 8.5.4 et le principe
de prolongement (que nous démontrerons sous le nom de proposition 8.6.6).

Ceci étant admis, démontrons enfin que (quitte à perturber le hamiltonien
initial), l’espace des trajectoires de x à y est une variété de la dimension
voulue, c’est-à-dire le théorème 8.1.2.
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Démonstration du théorème 8.1.2. Supposons que h ∈ Hreg. Alors, d’après
le lemme 8.5.8, h est une valeur régulière de

π : Z(x, y, J) −→ C∞ε (H0).

Donc π−1(h) est une variété et sa dimension est égale à l’indice de Fredholm
de π, lequel vaut

dim Ker(dπ)(u,H) = dim Ker(dF)u
= Ind(dF)u
= μ(x)− μ(y).

Les éléments de π−1(h) sont les solutions dans P1,p de l’équation de Floer
correspondant à (H0 + h0, J). Grâce à la régularité elliptique (voir le cha-
pitre 12), on a

π−1(h) ⊂M(x, y,H0 + h).
La proposition 8.2.3 donne l’inclusion en sens inverse, par suite

π−1(h) = M(x, y,H0 + h),

ce que nous voulions démontrer.

Remarque 8.5.9. Nous avons obtenu que, pour h ∈ Hrég et pour tous points
critiques x et y de AH0 , l’espace M(x, y,H0 + h, J) est une sous-variété de
P1,p(x, y). Sur M(x, y,H0 + h, J), nous utilisons la topologie C∞loc. En effet,
puisque p > 2, P1,p(x, y) s’injecte dans l’espace des fonctions continues,
continûment pour la topologie C0

loc et, comme nous l’avons remarqué (dans
la proposition 6.5.3), sur M(H0 +h, J) (dont M(x, y,H0 +h, J) est un sous-
espace), les topologies C0

loc et C∞loc coïncident.
L’ensemble ouvert dense Hrég, dont le théorème 8.1.1 annonce l’existence,

est obtenu en prenant l’intersection des différents ouverts denses obtenus en
considérant les différents couples (x, y) d’orbites périodiques de période 1.

Pour finir de démontrer les théorèmes 8.1.5 et 8.1.1, il reste à démontrer
que (dF)u a effectivement la propriété de Fredholm et à calculer son indice,
ce que nous faisons dans les §§ 8.7 et 8.8.

8.6. Les solutions de Floer sont « injectives quelque part »

8.6.a. L’injectivité « en s ». Nous démontrons ici le théorème 8.5.4 et
un principe de prolongement que nous avons utilisé dans la démonstration
de la proposition 8.1.4 page 225 (l’énoncé 8.6.6 ci-dessous). Posons z = s+it
et considérons une solution u de l’équation

∂u

∂s
+ J(t, u)

(∂u
∂t
−X(t, u)

)
= 0.
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Ici, X est un champ de vecteurs (dépendant périodiquement du temps) sur
R2n et X et J sont supposés de classe C∞. Toute solution u de classe W 1,p

(avec p > 2) est en fait de classe C∞. Nous commençons par transformer
cette équation en une équation de Cauchy-Riemann sur R2.

Proposition 8.6.1. Soit u une solution de l’équation
∂u

∂s
+ J(t, u)

(∂u
∂t
−X(t, u)

)
= 0.

Il existe une structure presque complexe J et un difféomorphisme ϕ sur W ,
ainsi qu’une application v : R2 →W , de classe C∞, telle que⎧⎨⎩

∂v

∂s
+ J
∂v

∂t
= 0

v(s, t+ 1) = ϕ(v(s, t)),

et, pour (s, t) ∈ R × [0, 1[, C(u) = C(v) (u et v ont les mêmes points
critiques) et R(u) = R(v).

Démonstration. Comme W ×S1 est compacte, le « flot » ψt de Xt est défini
sur tout W , ainsi nous avons une application

ψt :W −→W telle que
d

dt
ψt = Xt ◦ ψt et ψ0 = Id .

Posons v(s, t) = ψ−1
t (u(s, t)). Ainsi

∂u

∂s
= (dψt)

(∂v
∂s

)
et
∂u

∂t
= (dψt)

(∂v
∂t

)
+Xt(u),

et par suite

0 =
∂u

∂s
+ J

(∂u
∂t
−Xt(u)

)
= (dψt)

(∂v
∂s

)
+ J(u)(dψt)

(∂v
∂s

)
= (dψt)

(∂v
∂s

+ (dψt)−1J(u)(dψt)
(∂v
∂t

))
.

En notant (dψt)−1J(u)(dψt) = ψ�t J(v), nous avons constaté que v est une
solution de

∂v

∂s
+ ψ�t J(v)

∂v

∂t
= 0.

Il reste à poser ϕ = ψ1 (et à renommer J la structure complexe obtenue).
La vérification des propriétés de ϕ et de v est banale.

Appliquons la proposition 8.6.1 : démontrer le théorème 8.5.4 (sur les
points critiques) revient à démontrer les deux résultats exprimés dans les
deux énoncés qui suivent. Le premier affirme que l’ensemble des points cri-
tiques de v (et donc aussi celui de u), est discret.
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Lemme 8.6.2. Il existe une constante δ > 0 telle que (dv)z �= 0 pour
0 < |z| < δ.

La démonstration de ce lemme utilise le « principe de similitude » 8.6.8
et est différée jusqu’à la page 237.

Avant d’énoncer le deuxième résultat, considérons une solution v :R2→W
de classe C∞ avec toutes les propriétés données par la proposition 8.6.1.
Rappelons que

R(v) =
{

(s, t) ∈ R2 | ∂v
∂s

(s, t) �= 0,

v(s, t) �= x±(t) et v(s, t) �∈ v(R − {s} , t)
}
.

Définition. Faisons la convention que v(±∞, t) = x±(t). Soit (s, t) ∈ R2.
Appelons point multiple de (s, t) un point (s′, t) (avec le même t !) tel que
s′ ∈ R ∪ {±∞} et s′ �= s, tel que v(s′, t) = v(s, t).

Ainsi, par définition, R(v) est l’ensemble des points dans le complémen-
taire de C(v) qui n’admettent pas de multiple.

Le résultat d’« injectivité » que nous avons en vue est la proposition :

Proposition 8.6.3. Soit v une solution de classe C∞ de l’équation de Cauchy-
Riemann, satisfaisant à l’hypothèse de périodicité v(s, t+ 1) = ϕ(v(s, t)), et
telle que ∂v/∂s �≡ 0. Alors R(v) est un ouvert dense de R2.

Démonstration. Nous divisons la démonstration en deux étapes : nous mon-
trons

– que R(v) est ouvert, ce qui est assez facile, puisque deux des conditions
intervenant dans sa définition sont évidemment des conditions ouvertes,

– puis (et c’est la partie délicate) que R(v) est dense.

D’abord, R(v) est un ouvert, autrement dit, son complémentaire est
fermé. Si ce n’était pas le cas, il existerait une suite (sn, tn) /∈ R(v) conver-
geant vers une limite (s, t) ∈ R(v). Les deux premières conditions définissant
R(v) sont ouvertes, par conséquent, pour n assez grand, on a

∂v

∂s
(sn, tn) �= 0 et v(sn, tn) �= x±(t).

C’est la condition d’injectivité qui est en cause, on a donc pour tout n un
s′n ∈ R tel que s′n �= sn et v(sn, tn) = v(s′n, tn).

Montrons qu’une telle suite (s′n) est bornée. Si ce n’était pas le cas, elle
aurait une sous-suite tendant vers ±∞ et (pour cette sous-suite)

v(s, t) = lim v(s′n, tn) = x±(t),

ce qui est interdit par le fait que (s, t) ∈ R(v).
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Puisque la suite (s′n) est bornée, extrayons-en une suite convergente de
limite s′. Comme v(s, t) = v(s′, t), par définition de R(v), s′ = s. Nous
avons deux suites (sn) et (s′n), avec sn �= s′n et lim sn = lim s′n = s. Par
conséquent,

∂v

∂s
(s, t) = lim

n→∞
v(sn, t)− v(s′n, t)
sn − s′n

= 0,

ce qui est contraire à l’hypothèse que (s, t) ∈ R(v).

Il nous reste à démontrer que R(v) est dense. Comme C(v) est discret,
il suffit de montrer que R(v) est dense dans le complémentaire de C(v).
Il est clair que tout (s, t) ∈ R2 avec (s, t) �∈ C(v) est limite d’une suite
(sn, t) �∈ C(v) avec v(sn, t) �= x±(t). En effet,

si v(s+ 1/n, t) = x+(t) (par exemple), alors
∂v

∂s
(s, t) = 0.

Montrons donc que tout point (s0, t0) ∈ R × [0, 1] avec
∂v

∂s
(s0, t0) �= 0 et v(s0, t0) �= x±(t0)

est limite d’une suite de points de R(v). Si ce n’était pas le cas, il existerait
une petite boule ouverte centrée en (s0, t0) telle que

Bε(s0, t0) ∩R(u) = ∅.

Si le rayon ε a été choisi assez petit, les deux propriétés suivantes sont
satisfaites pour un M ≥ 0 assez grand :

(1) Si |t− t0| ≤ ε et |s| ≥ M , v(s, t) �∈ u(Bε(s0, t0)) et x±(t) /∈
v(Bε(s0, t0)) ; sinon, il existerait deux suites, tn et t′n tendant vers t0
et deux suites sn et s′n avec lim sn = ±∞ et lim s′n = s0 telles que
v(sn, tn) = v(s′n, t′n), ce qui impliquerait v(s0, t0) = x±(t0) (ce qui est
faux).

(2) Si |t− t0| ≤ ε, l’application

[s0 − ε, s0 + ε] −→W
s �−→ v(s, t)

est une immersion injective ; sinon, il existerait deux suites sn et s′n (avec
sn �= s′n) tendant vers s0 et une suite tn tendant vers t0 telles que v(sn, tn) =
v(s′n; tn), de sorte que nous aurions ∂v/∂s(s0, t0) = 0. Ceci est illustré sur
la figure 3 (l’axe des s est représenté horizontalement) : les multiples des
points de la boule Bε(s0, t0) ne sont pas dans les zones grisées.

Grâce à ces deux propriétés, nous avons en particulier

∀ (s, t) ∈ Bε(s0, t0),
∂v

∂s
(s, t) �= 0 et v(s, t) �= x±(t).

Autrement, v est localement constante et (s0, t0) ∈ C(v).
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Bε(s0,t0) (s0,t0)t0 − ε

t0 + ε
s = −M s = M

Figure 3

(3) Comme [−M,M ] × [0, 1] est compact et C(v) discret, leur intersec-
tion est finie. Après avoir au besoin modifié un peu le point (s0, t0), nous
supposerons que v(s0, t0) �= v(s, t) pour tous les (s, t) de cet ensemble fini
(ce que l’on peut faire parce que v n’est pas constante sur un voisinage de
(s0, t0), puisque (s0, t0) n’est pas dans C(v)) et, après avoir rapetissé ε, que

v(Bε(s0, t0)) ∩ v([−M,M ]× [0, 1] ∩ C(v)) = ∅.

t0 − ε

t0 + ε

W

(s0,t0)

v

Figure 4

Ceci est schématisé sur la figure 4, où les étoiles sont les points de C(v)
et leurs images). Nous ne considérons donc plus le cas d’un point multiple
qui est aussi un point critique. C’est désormais l’injectivité seule qui est en
cause et, pour tout (s, t) ∈ Bε(s0, t0), il existe un s′ ∈ R tel que s′ �= s et

u(s, t) = u(s′, t) avec
∂u

∂s
(s′, t) �= 0 et |s′| ≤M, |s′| > ε.

Pour chaque (s, t), l’ensemble des points (s′, t) qui ont la même image est
fini : sinon cet ensemble aurait un point d’accumulation, ce qui impliquerait
que ∂v/∂s = 0. Appelons donc s1, . . . , sN ∈ [−M,M ] les points tels que

v(s0, t0) = v(s1, t0) = · · · = v(sN , t0).

Lemme 8.6.4. Pour tout r > 0, il existe un δ > 0 tel que, si |t− t0| < δ et
|s− s0| < δ, il existe s′ ∈ Br(sj) avec v(s, t) = v(s′, t).

Démonstration du lemme. Si ce n’était pas le cas, il existerait une suite
(σn, tn) tendant vers (s0, t0) telle que les points multiples (σ, tn) de (σn, tn)
ont la propriété que σ /∈ Br(sj) pour j = 1, . . . , n. Soit alors (σ′n, tn) un
point multiple de (σn, tn). Nous savons par la propriété (1) ci-dessus que
|σ′n| ≤M et par la propriété (2) que |σ′n − s0| ≥ ε.
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La suite σ′n a un point d’accumulation σ′, qui est différent de s0, . . . , sN .
Par ailleurs, v(σ′n, tn) = v(σn, tn), donc v(σ′, t0) = v(t0, s0), ce qui est une
contradiction.

Ceci est illustré sur la figure 5, où les points multiples de Bδ se trouvent
dans les régions ombrées clair.

−M Mt0 − ε

t0 + ε

s1s2 s3

B2δ

Figure 5

Le lemme étant acquis, fixons un r < ε/2, et un δ correspondant. Posons,
pour j = 1, . . . , N ,

Σj =
{

(s, t) ∈ Bδ(s0, t0) | v(s, t) ∈ u(Br(sj)× {t})
}
.

Les Σj sont des fermés et, d’après le lemme précédent,

Σ1 ∪ · · · ∪ ΣN = Bδ(s0, t0),

donc au moins l’un d’eux est d’intérieur non vide. Nous supposons que
c’est Σ1. Pour un point (s�, t�) dans l’intérieur de Σ1 et pour un nombre
réel ρ > 0 assez petit, on a

Bρ(s�, t�) ⊂ Σ1 ⊂ Bδ(s0, t0) ⊂ Bε(s0, t0).

On pouvait ainsi choisir r > 0 assez petit pour que

Br(si) ∩Bε(s0) = ∅ pour tout i = 1, . . . , N,

on a en particulier

Bρ(s�, t�) ∩ (Br1(s1)×Bδ(t0)) = ∅.

Ceci est illustré sur la figure 6, sur laquelle chaque point de Bρ(s�, t�) a
un multiple dans la zone ombrée clair.

Br(s1) × Bδ(t0)

Bρ(s�,t�)
Bδ(s0,t0)

δ

Figure 6
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Par définition de Σ1, pour tout (s, t) ∈ Bρ(s�, t�), il existe s′ ∈ Br(s1)
tel que v(s, t) = v(s′, t). En particulier, il existe un s′� �= s� avec

v(s�, t�) = v(s′�, t�).

Définissons sur Bε(0, 0) les deux fonctions v1 et v2 par

v1(s, t) = v(s+ s�, t+ t�)
v2(s, t) = v(s+ s′�, t+ t�).

Ces deux fonctions satisfont à la même équation de Cauchy-Riemann et elles
coïncident à l’origine. De plus leurs différentielles en l’origine sont non nulles.
En effet (s�, t�) ∈ Bε(s0, t0) n’est pas dans C(v) et (s′�, t�) est un multiple
de (s�, t�), donc il n’est pas dans C(v) non plus, grâce à la propriété (3).
Enfin, par construction, pour tout (s, t) ∈ Bρ(0, 0), il existe s′ ∈ B2r(0) tel
que v1(s, t) = v2(s, t). On applique à ces fonctions le lemme qui suit, qui
est une conséquence du principe de prolongement (et que nous démontrons
ci-dessous).

Lemme 8.6.5. Supposons que v1 et v2 soient deux solutions de l’équation
de Cauchy-Riemann avec Xt ≡ 0 définies sur Bε(0), qui prennent la même
valeur en 0 et telles que (dv1)0 et (dv2)0 ne soient pas nulles. Supposons de
plus que, pour tout ε > 0, il existe un δ > 0 tel que

∀ (s, t) ∈ Bδ(0),∃ s′ ∈ R tel que (s′, t) ∈ Bε(0) et v1(s, t) = v2(s′, t).

Alors v1(s, t) = v2(s, t) pour tout z ∈ Bε(0).

Ainsi v1(s, t) = v2(s, t), soit v(s + s�, t + t�) = v(s + s′�, t + t�) sur un
voisinage de 0. Les applications v1 et v2 vérifient toutes les deux l’équation
de Cauchy-Riemann

∂w

∂s
+ J
∂w

∂t
= 0.

Appelons F l’opérateur

F : C∞(R × S1; R2n) −→ C∞(R × S1; R2n)

w �−→ ∂w
∂s

+ J(w)
∂w

∂t
.

Nous avons donc F(v1) = F(v2). Écrivons

0 = F(v1)− F(v2)

=
∫ 1

0

d

dτ
F(v1 + τ(v2 − v1)) dτ

=
∫ 1

0
(dF)v1+τ(v2−v1)(v2 − v1) dτ.
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Un calcul similaire à celui que nous avons fait au § 8.4 pour linéariser l’opé-
rateur de Floer donne (pour H = 0 et J dépendant de t ici) :

(dF)v1+τ(v2−v1)(Y ) =
∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ S̃(τ, s, t)Y,

où S̃ est une application

S̃ : [0, 1]×R2 −→ End(R2n).

Notons Y = v2 − v1 et S(s, t) =
∫ 1

0 S̃(τ, s, t) dτ . On obtient que v2 − v1 est
une solution de

∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ S · Y = 0,

qui, par ce qui précède, s’annule sur un voisinage de l’origine. En appliquant
le principe de prolongement 8.6.6, on a v1 = v2, autrement dit

v(s+ s�, t+ t�) = v(s+ s′�, t+ t�) pour tous (s, t) ∈ R2.

Par récurrence, nous avons v(s, t) = v(k(s′� − s�), t) pour tout k ∈ Z et, en
passant à la limite, v(s, t) = x±(t) contrairement à l’hypothèse faite.

8.6.b. Le principe de prolongement. Il nous faut maintenant démon-
trer le principe de prolongement. Nous considérons ici le cas d’une équation
« de Cauchy-Riemann perturbée »

∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ S · Y = 0

dans laquelle J0 est la structure complexe standard sur R2n et S : R2 →
End(R2n) est une application de classe C∞. Voici la proposition que nous
avons en vue :

Proposition 8.6.6 (principe de prolongement). Soit Y une solution de l’équa-
tion de Cauchy-Riemann perturbée, sur un ouvert U de R2. Alors l’ensemble

C = {(s, t) ∈ U | Y s’annule à l’ordre infini en (s, t)}
est ouvert et fermé dans U . En particulier, si U est connexe et si Y s’annule
sur un ouvert non vide contenu dans U , alors Y est identiquement nulle
sur U .

Remarques 8.6.7.
(1) Rappelons que l’annulation à l’ordre infini en un point z0 d’une fonc-

tion f est le fait que, pour tout k ≥ 0,

lim
r→0

sup|z−z0|≤r |f(z)|
rk

= 0.

Pour une fonction f de classe C∞, ce fait est équivalent à l’annulation en z0
de toutes les dérivées de tous ordres de f .
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(2) L’ensemble des points où une fonction de classe C∞ s’annule à l’ordre
infini est un fermé. Dans le cas d’une fonction holomorphe (c’est-à-dire sa-
tisfaisant aux équations de Cauchy-Riemann), ce fermé est aussi un ouvert :
c’est ce que l’on appelle le « principe du prolongement analytique ».

Nous allons démontrer cette proposition en la présentant comme consé-
quence d’une version du principe de similitude de Carleman, et plus préci-
sément du lemme suivant. Écrivons R2n = Cn.

Lemme 8.6.8 (principe de similitude). Soit Y : Bε → Cn une solution de
classe C∞ de l’équation de Cauchy-Riemann perturbée

∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ S · Y = 0

et soit p > 2. Alors il existe un nombre δ > 0, δ < ε, une application
A ∈ W 1,p(Bδ,GL(R2n)) et une application holomorphe σ : Bδ → Cn tels
que

∀ (s, t) ∈ Bδ, Y (s, t) = A(s, t)σ(s+ it) et J0A(s, t) = A(s, t)J0.

Remarque 8.6.9. On peut, plus généralement, supposer, dans cet énoncé, que
Y ∈W 1,p(Bε; Cn) et S ∈ Lp(Bε; EndR(R2n)) pour p > 2.

Ce principe de similitude lui-même sera, en fin de compte, une consé-
quence du fait que le ∂ standard est un opérateur de Fredholm. Pour
la démonstration de ce théorème, conséquence de l’inégalité de Calderón-
Zygmund, nous renvoyons au chapitre 16.

Écrivons maintenant les démonstrations des énoncés (le lemme 8.6.2 et
la proposition 8.6.6) qui utilisent ce principe.

Démonstration de la proposition 8.6.6. Il est clair que l’ensemble C est
fermé. Montrons qu’il est aussi ouvert. Soit z0 = s0 + it0 ∈ C. Le principe
de similitude 8.6.8 assure l’existence d’un voisinage Bδ(z0) sur lequel
Y (z) = A(z)σ(z), avec σ : Bδ(z0) → Cn holomorphe et A à valeurs dans
les endomorphismes réels de Cn.

Sur Bδ(z0), Y s’annule à l’ordre infini si et seulement si σ en fait autant.
Mais σ s’annule effectivement à l’ordre infini en z0. On a en effet, pour
r < δ,

sup
|z−z0|≤r

|σ(z)| = sup
|z−z0|≤r

∣∣A−1(z) · Y (z)
∣∣

≤ K sup
|z−z0|≤r

|Y (z)|
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car A−1 est continue (puisque A ∈W 1,p(Bδ; GL(R2n)) est continue). Donc

lim
r→0

sup|z−z0|≤r |σ(z)|
rk

= 0 pour tout k.

Mais σ est analytique, elle est nulle sur Bδ(z0), donc Bδ(z0) ⊂ C.

Démonstration du lemme 8.6.2. Évidemment, si (dv)0 �= 0, l’assertion à dé-
montrer est claire. Supposons donc que (dv)0 = 0. L’application v est solu-
tion de l’équation

∂v

∂s
+ J
∂v

∂t
= 0.

Alors, comme nous l’avons déjà remarqué (dans la remarque 8.4.8), ∂v/∂s
est solution de l’équation de Cauchy-Riemann linéarisée. On peut donc ap-
pliquer le principe de similitude (le lemme 8.6.8) à Y = ∂v/∂s, nous obte-
nons le fait que

Y (s, t) = A(s, t)σ(s, t)
avec σ holomorphe sur un voisinage de 0. Ce dont le lemme se déduit : les
zéros de σ sont isolés, donc aussi ceux de Y = ∂v/∂s, et donc a fortiori
ceux de dv.

Du principe de prolongement, nous déduirons une démonstration du
lemme 8.6.5 utilisé ci-dessus.

Démonstration du lemme 8.6.5. Choisissons, comme nous y autorise le fait
que (dv2)0 �= 0, un ε > 0 assez petit pour que v2 : Bε → R2n plonge Bε
comme une sous-variété Σ = v(Bε) ⊂ R2n. En utilisant une projection d’un
voisinage Uε de la sous-variété Σ sur cette sous-variété, nous déduisons une
application ϕ de classe C∞

ϕ : Uε −→ Bε avec ϕ|Σ = v−1
2 .

Pour δ assez petit, v1(Bδ) ⊂ Σ (par hypothèse), ce dont nous déduisons une
application

ϕ ◦ v1 : Bδ −→ Uε −→ Bε
dont notre hypothèse dit qu’elle est de la forme

ϕ ◦ v1(s, t) = (f(s, t), t)

avec f de classe C∞, définie sur Bδ(0) et à valeurs dans Bε(0). Ainsi, pour
(s, t) ∈ Bδ, v1(s, t) = v2(f(s, t), t). Le fait que v1 soit solution donne

0 =
∂v1
∂s

(s, t) + J(t, v1)
∂v1
∂t

(s, t) =
∂v2
∂s

(f(s, t), t)
∂f

∂s

+ J(t, v2(f(s, t), t))
[∂v2
∂s

(f(s, t), t)
∂f

∂t
+
∂v2
∂t

(f(s, t), t)
]
.
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Utilisons maintenant le fait que v2 aussi est solution, donc que

J
∂v2
∂t

= −∂v2
∂s

et J
∂v2
∂s

=
∂v2
∂t

pour obtenir
∂v

∂s
(f, t)

(∂f
∂s
− 1

)
+
∂v

∂t
(f, t)
∂f

∂t
= 0,

une relation linéaire entre les deux vecteurs indépendants ∂v/∂s(f, t) et
∂v/∂t(f, t). Ainsi,

∂f

∂s
= 1 et

∂f

∂t
= 0,

ce qui veut dire que f est de la forme f(s, t) = s + s0 pour un certain
s0 ∈ ] − ε, ε[, qui est d’ailleurs nul puisque v(s0, 0) = u(0) = v(0) et v est
injective sur Bε(0), donc f(s, t) = s, ce qui veut dire que u et v coïncident
sur le voisinage de 0 où f est définie. Par le principe de prolongement, u
et v doivent coïncider sur tout Bε.

Démonstration du lemme 8.6.8. La dernière des conditions à satisfaire est
que A(s, t) est, pour tous (s, t), une application C-linéaire (c’est-à-dire
qu’elle commute avec la multiplication par i, que nous avons notée J0).

Essayons de remplacer S (dans l’équation de Cauchy-Riemann perturbée)
par une application C-linéaire. Écrivons pour commencer

S+ =
1
2

(S − J0SJ0) et S− =
1
2

(S + J0SJ0),

de sorte que S = S+ + S− et que

J0S
+ =

1
2

(J0S + SJ0) = S+J0,

donc S+ est C-linéaire et, de même, S− est anti-C-linéaire. Pour (s, t) ∈ Bε,
définissons D(s, t) ∈ EndR(Cn) par

D(s, t) · Z =

⎧⎪⎨⎪⎩
1

‖Y (s, t)‖2 · (Y (s, t) · tY (s, t)) · Z si Y (s, t) �= 0,

0 si Y (s, t) = 0.

Remarquons que, quand Y (s, t) �= 0, on a

D(s, t) · Z =
〈Y, Z〉
‖Y ‖2 (s, t) · Y (s, t),

où 〈 , 〉 désigne le produit hermitien usuel sur Cn (voir le § 5.5). En par-
ticulier, DY = Y , ceci valant pour tous (s, t). Ensuite, avec son Z, cette
application est clairement anti-C-linéaire. Pour en finir avec les propriétés
de D, on voit que

‖D(s, t)‖ ≤ 1 pour tous (s, t),
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ce qui implique en particulier que

S− ·D ∈ Lp(Bε,EndR(R2n)).

Posons ensuite

S̃(s, t) = S+(s, t) + S−(s, t) ·D(s, t),

définissant ainsi une application C-linéaire, S̃,

S̃ ∈ Lp(Bε,EndR(R2n))

qui satisfait à

S̃ · Y = S+Y + S−DY = S+Y + S−Y = SY,

de sorte que Y est aussi solution de l’équation dans laquelle on remplace S
par S̃. On peut ainsi supposer que le S qui apparaît dans notre équation
est C-linéaire. Le résultat recherché est une conséquence du lemme :

Lemme 8.6.10. Il existe δ ∈ ]0, ε] et A ∈W 1,p(Bδ; End(R2n)) tels que
∂A

∂s
+ J0
∂A

∂t
+ S ·A = 0

et A(0, 0) = Id.

Dans cet énoncé, le produit S · A est un élément de Lp(Bδ; End(R2n))
(grâce au lemme 8.2.4). Admettons (provisoirement !) ce lemme et finissons
la démonstration de 8.6.8. Choisissons un A comme dans le lemme et, s’il
n’est pas C-linéaire, remplaçons-le par

A+ =
1
2

(A− J0AJ0),

qui est solution de la même équation (parce que nous avons supposé que S
est C-linéaire) et qui vérifie aussi A+(0, 0) = Id. On peut donc supposer
que A commute avec J0. Montrons qu’il satisfait aussi aux autres conditions
annoncées dans 8.6.8. Puisque A(0, 0) = Id, si l’on choisit δ assez petit,
A(s, t) est inversible pour (s, t) ∈ Bδ. Posons ensuite

σ = A−1 · Y, de sorte que Y = A · σ.
Comme Y est solution de l’équation, on a

∂(Aσ)
∂s

+ J0
∂(Aσ)
∂t

+ S · (Aσ),
soit

∂A

∂s
σ +A

∂σ

∂s
+ J0
∂A

∂t
σ + J0A

∂σ

∂t
+ S ·Aσ = 0,

ce qui implique que

A
(∂σ
∂s

+ J0
∂σ

∂t

)
= 0,
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donc que σ est holomorphe (elle est continue parce que égale à σ = A−1 ·Y ,
et C∞ en vertu de la régularité elliptique).

Démonstration du lemme 8.6.10. La matrice A recherchée est une sorte de
matrice fondamentale de solutions de notre équation. Il suffit de considérer
l’équation pour le « vecteur » Y ∈W 1,p(Bδ; R2n),

∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ S · Y = 0,

et de montrer qu’elle a une solution telle que Y (0, 0) = v0, et ceci pour tout
v0 ∈ R2n fixé. En utilisant les vecteurs de la base canonique, on obtiendra
les colonnes de la matrice A cherchée.

Pour ce faire, considérons

Bδ ⊂ C ⊂ C ∪ {∞} = S2.

Si Y est une application de S2 dans Cn = R2n, ∂Y est une section du fibré
vectoriel

(
Λ0,1T �S2)n = Λ0,1T �S2 ⊗Cn, et dire que ∂Y = 0 signifie que Y

est une sphère holomorphe dans Cn.
Nous pouvons maintenant utiliser la propriété essentielle de ∂ rappelée

dans le théorème suivant (qui est une conséquence de l’inégalité de Calderón-
Zygmund, voir le § 16.4).

Théorème 8.6.11. Pour tout p > 1, l’opérateur

∂ :W 1,p(S2, V ) −→ Lp(Λ0,1T �S2 ⊗ V )

est un opérateur de Fredholm surjectif.

Le calcul qui constitue la démonstration du lemme 6.6.4 montre que∫
R2

∥∥∥∂Y
∂t

∥∥∥2
ds dt =

∫
S2
Y �ω = 0

(en appliquant la formule de Stokes). Ainsi le noyau de ∂ ne contient que les
constantes, sa dimension est donc 2n, et, comme ∂ est surjectif, son indice
est aussi égal à 2n. Considérons maintenant l’opérateur

D :W 1,p(S2; Cn) −→ Lp((Λ0,1T �S2)n)⊕Cn

y �−→ (∂Y, Y (0)).

Il est somme de

(∂, 0) :W 1,p(S2; Cn) −→ Lp((Λ0,1T �S2)n)⊕Cn

qui est de Fredholm et d’indice 0, et de l’opérateur Y �→ (Y, 0), qui est
compact puisque W 1,p s’injecte continûment dans L∞. Grâce au théo-
rème 16.2.10, nous savons qu’il est de Fredholm d’indice 0 lui aussi.
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Mais son noyau est formé des constantes nulles, il est donc nul. Par suite, D
est bijectif.

Soit maintenant Dδ la petite perturbation de D définie par

Dδ(Y ) = (∂Y + Sδ · Y dZ, Y (0))

où Sδ : C ∪ {∞} → EndR(Cn) est définie, elle, par

Sδ(s, t) =

{
S(s, t) si (s, t) ∈ Bδ,
0 sinon.

Clairement,

lim
δ→0
‖Sδ‖Lp = 0, donc lim

δ→0
‖Dδ −D‖op = 0,

donc Dδ est elle aussi bijective lorsque δ est assez petit. Un tel δ étant
fixé, choisissons un Y tel que DδY = (0, v0). Sa restriction à Bδ satisfait
à l’équation de Cauchy-Riemann perturbée et à la « condition initiale »
Y (0) = v0, ce qui démontre le lemme...

... et le principe de similitude.

On aurait pu utiliser la même méthode que celle du calcul de l’indice
(que nous déroulerons au § 8.8) : c’est l’objet de l’exercice 45.

8.7. La propriété de Fredholm

Nous attaquons maintenant la démonstration du théorème 8.1.5.
Appelons

S±(t) = lim
s→±∞S(s, t)

et R±t la solution de

Ṙ = J0S±R telle que R±0 = Id .

Le but de ce paragraphe est de démontrer :

Proposition 8.7.1. Si dét(Id−R±1 ) �= 0, alors

L = ∂ + S(s, t) :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

est un opérateur de Fredholm (à indice) (pour tout p > 1).

Nous nous inspirons ici de la démonstration de [60] (voir aussi [12]).
L’ingrédient principal est le théorème de régularité elliptique :

Théorème (lemme 12.1.3). Soit p > 1. Si Y ∈ Lp(R × S1; R2n) est
une solution faible de l’équation de Floer linéarisée LY = 0, alors
Y ∈W 1,p(R × S1; R2n) (et il est aussi de classe C∞).
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...et une conséquence de l’inégalité de Calderón-Zygmund (le théo-
rème 16.5.8) énoncée dans le lemme :

Lemme 8.7.2. Soit p > 1. Si Y ∈W 1,p(R×S1; R2n), il existe une constante
positive C telle que

‖Y ‖W1,p ≤ C(‖LY ‖Lp + ‖Y ‖Lp).

Voici le plan de la démonstration : tout d’abord, nous considérons le cas
où S(s, t) ne dépend pas de s, cas dans lequel nous démontrons un résultat
plus fort :

Proposition 8.7.3. Si l’opérateur symétrique S(s, t) = S(t) est indépendant
de s et si dét(Id−R±1 ) �= 0, alors

D = ∂ + S(t) :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

est bijectif (pour tout p > 1).

Nous démontrons cette proposition d’abord dans le cas p = 2 au § 8.7.a,
puis dans le cas général au § 8.7.b. L’inversibilité de l’opérateur « asympto-
tique » D nous permettra d’améliorer l’inégalité du lemme 8.7.2 en

‖Y ‖W 1,p(R×S1;R2n) ≤ C(‖Y ‖Lp(R×S1) + ‖Y ‖Lp([−M,M ]×S1))

(pour un M > 0 assez grand).
La restriction W 1,p(R × S1) → Lp([−M,M ] × S1) étant un opérateur

compact (par le théorème de Rellich, ici le théorème 16.4.10), nous pour-
rons alors utiliser un résultat général dit « semi-Fredholm » (pour lequel on
trouvera une démonstration au § 16.2.c).

Proposition 8.7.4. Soient E, F et G trois espaces de Banach. Soient L :
E → F un opérateur et K : E → G un opérateur compact. On suppose qu’il
existe une constante C > 0 telle que

∀x ∈ E, ‖x‖E ≤ C (‖L(x)‖F + ‖K(x)‖G) .

Alors le noyau de L est de dimension finie et son image est fermée.

Il restera à montrer que le conoyau de L est de dimension finie. On le
fera en l’identifiant au noyau de l’opérateur adjoint

L� :W 1,q(R × S1; R2n) −→ Lq(R × S1; R2n)

où q est défini par 1/p+ 1/q = 1. Cet opérateur, que nous avons déjà ren-
contré dans la démonstration du lemme 8.5.1, satisfait aussi aux hypothèses
de la proposition 8.7.4, et son noyau est donc de dimension finie.
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8.7.a. Démonstration de la proposition 8.7.3, première étape, le
cas p = 2. On considère l’opérateur

A = J0
∂

∂t
+ S :W 1,2(S1; R2n) −→ L2(S1; R2n)

opérant sur les fonctions de t.

Lemme 8.7.5. Sous l’hypothèse de non-dégénérescence, l’opérateur A est in-
versible.

Remarque 8.7.6. Remarquons d’abord que A est l’opérateur linéaire consi-
déré dans la remarque 8.4.7, celui que l’on obtient en linéarisant l’équation
différentielle ẋ = Xt(x) (voir les §§ 14.4.c et en particulier 14.4.d).

Démonstration du lemme 8.7.5. C’est une application de la méthode de la
variation des constantes. Inverser l’opérateur revient à résoudre, pour Z ∈
L2(S1; R2n), l’équation différentielle linéaire (avec second membre)

Ẏ = J0SY − J0Z, avec Y ∈W 1,2(S1; R2n).

Dans le cas où Z = 0, les solutions sont

Y (t) = R(t)Y0, t ∈ R

où R est la solution fondamentale, matrice vérifiant

Ṙ = J0SR et R(0) = Id

(c’est la matrice dont nous avons supposé qu’elle n’avait pas la valeur
propre 1 pour t = 1). Pour résoudre l’équation en général, on cherche une
solution sous la forme

Y (t) = R(t)Y0(t), t ∈ [0, 1].

Un tel Y vérifie l’équation différentielle si et seulement si

Ẏ0(t) = −R−1(t)J0Z(t).

On doit donc avoir

Y0(t) = Y0(0)−
∫ t

0
R−1(τ)J0Z(τ)dτ

et enfin

Y (t) = R(t)
(
Y0(0)−

∫ t
0
R−1(τ)J0Z(τ)dτ

)
.

On veut que Y soit prolongeable en une fonction périodique, c’est-à-dire
que Y (0) = Y (1), ou encore que

R(1)
(
−

∫ 1

0
R−1(τ)J0Z(τ)dτ + Y0(0)

)
= Y0(0),
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c’est-à-dire

(R(1)− Id)Y0(0) = R(1)
∫ 1

0
R−1(τ)J0Z(τ)dτ.

Une équation qui se résout sans mal puisque l’opérateur Id−R(1) a été
supposé inversible, donnant une unique valeur de Y0(0). On a bien montré
que A est bijectif.

Remarque 8.7.7. Dans cette démonstration, on a pu raisonner avec les valeurs
en 0 et 1 des éléments de W 1,2 parce que

W 1,2([0, 1]; R2n) ⊂ C0([0, 1]; R2n).

Comme nous l’avons déjà signalé, l’inclusion analogue n’est pas vraie lorsque
l’espace de départ est de dimension ≥ 2. Voir les rappels d’analyse et en
particulier la remarque 16.4.7.

Suite de la démonstration de la proposition 8.7.3 dans le cas p = 2. Nous
cherchons, pour Z ∈ L2(R × S1; R2n), un Y ∈W 1,2(R × S1; R2n) tel que

∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ S(t)Y = Z.

Autrement dit, nous voulons résoudre l’« équation différentielle linéaire avec
second membre »

∂Y

∂s
= −A · Y (s) + Z(s)

dansW 1,2(R×S1; R2n). Malheureusement, en dimension infinie, on ne peut
appliquer la méthode de variation des constantes comme celle que nous
venons d’utiliser pour montrer que A est inversible. Ainsi, de l’équation
homogène ⎧⎪⎨⎪⎩

∂Y

∂s
= −AY

Y (0) = Y0

nous savons qu’elle admet des solutions définies seulement sur [0,+∞], et
ceci uniquement quand l’opérateur A est monotone, c’est-à-dire vérifie

∀x, 〈Ax, x〉 ≥ 0

(pour le produit L2, voir [13, Chap. VII] et le théorème 8.7.9 ci-dessous).
Comme notre A n’est pas monotone, avant de pouvoir appliquer ce résultat,
nous devrons donc décomposer L2(S1; R2n) en une somme directe d’espaces
sur lesquels cette propriété de monotonie est réalisée.

Pour simplifier, notons H cet espace de Hilbert

H = L2(S1; R2n).
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L’application A n’est pas définie sur H, mais sur son sous-espace W 1,2(S1),
elle est ce que l’on appelle un opérateur non borné, tout simplement parce
qu’elle est continue pour la norme de W 1,2 mais peut-être pas pour la
norme L2 sur ce sous-espace. Notons aussi que le domaine de définition
de A est dense dans H = L2(S1) (puisque C∞(S1) ⊂ W 1,2(S1) l’est) et
que A est un opérateur fermé (c’est-à-dire que son graphe{

(Y,AY ) | Y ∈W 1,2(S1)
}

est fermé dans L2(S1)× L2(S1), un exercice facile pour nos lecteurs).
Le calcul fait pour L dans la démonstration du lemme 8.5.2 donne le fait

que A est auto-adjoint, précisément que, pour le produit L2, on a

〈AX,Y 〉 = 〈X,AY 〉 pour X,Y ∈W 1,2(S1).

Considérons maintenant l’opérateur T : H→ H défini par la composition

L2(S1) A
−1

−−−−→W 1,2(S1) ↪ i−−→ L2(S1).

C’est un opérateur continu (car A−1 l’est, grâce au théorème de Banach [13,
Th. 2.5]) et même compact, puisque l’inclusion est compacte. De plus, il est
auto-adjoint, ce qui se déduit facilement de la propriété similaire de A. On
peut donc lui appliquer le résultat (qui est [13, Th. VI.11]) :

Théorème 8.7.8. Soit H un espace de Hilbert séparable et soit T : H → H

un opérateur auto-adjoint compact. Alors H admet une base hilbertienne
formée de vecteurs propres de T .

Rappelons que l’ensemble des valeurs propres de l’opérateur A,

{λ ∈ C | A− λ Id n’est pas injectif} ,
est contenu dans le spectre de A qui est, lui, formé des λ pour lesquels
A − λ Id n’est pas bijectif. Pour un opérateur compact, l’ensemble des va-
leurs propres est soit fini soit formé d’une suite qui tend vers 0 (voir [13,
Th. VI.8]). Remarquons que, dans le cas qui nous occupe, 0 ne fait pas par-
tie des valeurs propres puisque A−1 est injectif. Remarquons aussi que les
vecteurs propres de T sont dans W 1,2(S1; R2n) puisque Tv = λv implique
que

λv = A−1v ∈W 1,2(S1; R2n).
On peut décomposer

H = H+ ⊕H−

(en somme de sous-espaces propres de T , positif et négatif respectivement)
et considérer les deux projections orthogonales p± : H → H±. On appelle
A± la restriction de A à H±. Chacun d’eux est encore un opérateur non
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borné. Si Y ∈ W 1,2(S1) est dans l’espace propre correspondant à la valeur
propre λ de T , on a

AY =
1
λ
Y.

Ainsi, les opérateurs A+ et −A− sont bien des opérateurs monotones (cha-
cun d’eux vérifie 〈Bx, x〉 ≥ 0)

A± : H± −→ H±.

Ces opérateurs vérifient l’étonnant résultat d’existence de solutions (théorie
de Hille-Yoshida) :

Théorème 8.7.9. Soit A : D(A) ⊂ H → H un opérateur fermé monotone
autoadjoint défini sur un ouvert dense D(A). Alors, pour tout Y0 dans H,
il existe une application Y : [0,+∞[→ H, continue, dérivable sur ]0,+∞[,
avec Y (]0,+∞[) ⊂ D(A) et qui vérifie⎧⎨⎩

∂Y

∂s
= −AY

Y (0) = Y0.

De plus, Y , avec ces propriétés, est unique et l’on a :

‖Y (s)‖ ≤ ‖Y0‖ et ∀ s > 0,
∥∥∥∂Y
∂s

(s)
∥∥∥ = ‖AY (s)‖ ≤ 1

s
‖Y0‖ .

Remarques 8.7.10. Si nous avons qualifié ce résultat d’étonnant, c’est pour
les raisons suivantes :

(1) Ce n’est pas un résultat d’existence locale de solution d’équation
différentielle : rien n’est affirmé au voisinage de 0.

(2) La condition initiale n’est pas supposée dans l’espace de définition
de A (il est vrai que celui-ci est dense dans H en vertu de la remarque
précédente).

(3) C’est quand même un résultat global, comme dans le cas d’une équa-
tion différentielle ordinaire linéaire, au sens où il donne des solutions sur
tout [0,+∞[.

(4) Dans le même ordre d’idées, dès que s > 0 est fixé, l’application Y0 �→
Y (s) est linéaire (par unicité de la solution), définissant une application
linéaire continue de H dans D(A). Appelons-la Γ(s). On a, par l’unicité
encore,

Γ(s1 + s2) = Γ(s1) · Γ(s2)

et, puisque Y (0) = Y0, Γ(0) = Id. On dit que Γ est un semi-flot (ou un
semi-groupe)... et on utilise la notation Γ(s) = e−As.
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Nos opérateurs A+ et −A− engendrent donc des « semi-groupes » d’opé-
rateurs sur H+ et H−, solutions des équations différentielles

dY

ds
= −A+Y,

dY

ds
= A−Y,

bien définies pour s ≥ 0 et que nous notons

s �−→ e−A+s, s �−→ eA−s.
On définit ensuite un « noyau »

K(s) =

{
e−A

+sp+ pour s ≥ 0
−eA−(−s)p− pour s < 0

où p± : H→ H± désignent les projections orthogonales.
C’est une application R → L(H) (à valeurs dans l’espace L(H) des

opérateurs continus sur H). Notons qu’elle est continue pour s �= 0, mais
pas en 0. On a aussi, pour s ≥ 0,

‖K(s) · Y ‖H = ‖e−A+sp+Y ‖H ≤ e−μs ‖Y ‖H ,
où μ = λ−1 > 0 pour λ > 0 la plus grande valeur propre positive de T .
L’inégalité analogue pour s < 0 donne le fait que

‖K(s)‖L(H) ≤ e−δ|s|

pour une constante δ > 0.
On peut ainsi définir

Q : L2(R,H) −→W 1,2(R × S1; R2n)

par

(Q · Z)(s, t) =
∫ +∞

−∞
K(−σ)Z(s+ σ, t) dσ.

L’intégrale est convergente en L2(R × S1; R2n). En effet, la convergence
absolue vient de∫

R
‖K(−σ)Z(s+ σ, t)‖L2(R×S1) dσ

=
∫

R

(∫
R
‖K(−σ)Z(s+ σ)‖2L2(S1) ds

)1/2

dσ

≤
∫

R

(∫
R
e−2δ|σ| ‖Z(s+ σ)‖2L2(S1) ds

)1/2

dσ

=
∫

R
e−2δ|σ| ‖Z‖L2(R×S1) dσ < +∞.
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Par conséquent, Q ·Z est dans L2(R×S1; R2n). Pour montrer qu’il est dans
W 1,2(R × S1; R2n), il suffit d’établir, pour Y = Q · Z, l’égalité

Z =
dY

ds
+A · Y.

Pour ceci, remarquons, en omettant la variable t dans l’écriture, que

(Q · Z)(s) =
∫

R
K(s− σ)Z(σ) dσ

=
∫ s
−∞
e−A

+(s−σ)Z+(σ) dσ −
∫ +∞

s

eA
−(σ−s) dσ

(où Z± désignent les projections sur H±). Écrivons

Y = Q · Z = Y + + Y −,

de sorte que
dY +

ds
=
d

ds

∫ s
−∞
e−A

+(s−σ)Z+(σ) dσ

= e−A
+·0 +

∫ s
−∞

d

ds
e−A

+(s−σ)Z+(σ) dσ

= Z+(s) +
∫ s
−∞
−A+e−A

+(s−σ)Z+(σ) dσ

= Z+(s)−A+Y +(s).

Le calcul analogue pour Y − donne
dY ±

ds
+A±Y ± = Z±,

de sorte que

Z =
dY

ds
+AY.

Cette relation montre que D ◦ Q = Id. Montrons aussi que Q ◦D = Id.
Soit Y ∈W 1,2(R×S1; R2n), que l’on décompose en Y = Y + +Y −, et ainsi

AY = A+Y + +A−Y −.

Remarquons que, pour B = A±, les deux expressions

B · eBsY0 et eBs ·BY0

sont solutions de ⎧⎪⎨⎪⎩
∂Y

∂s
= BY

Y (0) = B · Y0.

Elles sont donc égales (grâce à la propriété d’unicité contenue dans le théo-
rème 8.7.9). Nous utilisons cette propriété de commutation dans le calcul
ci-dessous.
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Évaluons Q · (AY ). On a

Q · (AY ) =
∫ s
−∞
e−A

+(s−σ)A+Y +(σ) dσ −
∫ +∞

s

eA
−(σ−s)A−Y −(σ) dσ.

Le premier terme de la somme vaut∫ s
−∞
A+e−A

+(s−σ)Y +(σ) dσ =
∫ s
−∞
− ∂
∂s

(
e−A

+(s−σ)Y +(σ)
)
dσ

= − ∂
∂s

∫ s
−∞
e−A

+(s−σ)Y +(σ) dσ + Y +(s)

= − ∂
∂s

∫ 0

−∞
e−A

+(−σ)Y +(s+ σ) dσ + Y +(s)

= −
∫ 0

−∞
e−A

+(−σ) ∂Y
+

∂s
(s+ σ) dσ + Y +(s).

De manière analogue, le deuxième terme vaut

−
∫ +∞

s

A−eA
−(σ−s))Y −(σ) dσ =

∫ +∞

0
eA
−(−σ) ∂Y

−

∂s
(s+ σ) dσ + Y −(s).

En ajoutant les deux, on obtient

Q(AY ) = −Q
(∂Y
∂s

)
+ Y,

autrement dit, Q ◦D(Y ) = Y , de sorte que Q est bien un inverse pour D.
Ceci termine la démonstration de la proposition 8.7.3 pour p = 2.

8.7.b. Démonstration de la proposition 8.7.3 dans le cas général
où p > 1. Nous utilisons une version renforcée de l’inégalité de Calderón-
Zygmund (notre énoncé 8.7.2) pour l’opérateur D = ∂ + S(t) :

Lemme 8.7.11. Soit p > 1. Il existe une constante C > 0 telle que, pour tout
k ∈ R et pour tout Y ∈W 1,p(R × S1; R2n), on ait

‖Y ‖W 1,p([k,k+1]×S1) ≤ C
(
‖DY ‖Lp([k− 1

2 ,k+ 3
2 ]×S1) + ‖Y ‖Lp([k− 1

2 ,k+ 3
2 ]×S1

)
.

Remarquons que, en ajoutant les inégalités données par ce lemme pour
k ∈ Z, on obtient précisément 8.7.2 : cet énoncé est, en effet, plus fort.

Démonstration. Fixons k = 0. L’inégalité est une conséquence immédiate
du théorème 12.1.2. Appliquons ensuite le résultat à

Z(s, t) = Y (s− k, t).
L’opérateur D est invariant sous les translations en s, donc

DZ(s, t) = (DY )(s− k, t).
On obtient donc bien le résultat, pour tout k (et avec la même constante
C > 0).
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Supposons maintenant et dans ce qui suit que p > 2. Nous démontrons
un nouveau lemme, qui est conséquence du précédent.

Lemme 8.7.12. Soit p > 2. Il existe une constante C1 > 0 telle que, pour
tout k ∈ R et pour tout Y ∈W 1,p(R × S1; R2n), on ait

‖Y ‖W 1,p([k,k+1]×S1) ≤ C1

(
‖DY ‖Lp([k−1,k+2]×S1) + ‖Y ‖L2([k−1,k+2]×S1

)
.

Démonstration. Grâce à l’invariance de D, il suffit comme ci-dessus de dé-
montrer le résultat pour k = 0. Comme maintenant p > 2, nous avons, grâce
à l’inégalité de Hölder,

Lp([−1, 2]× S1) ⊂ L2([−1, 2]× S1),

avec, pour q défini par 2/p+ 1/q = 1,

‖Y ‖L2 ≤ 31/2q ‖Y ‖Lp .
De même

W 1,p([−1, 2]× S1) ⊂W 1,2([−1, 2]× S1), avec ‖Y ‖W1,2 ≤ 31/2q ‖Y ‖W 1,p .

La même chose vaut aussi pour l’intervalle [−1/2, 3/2], en remplaçant 31/2q

par 21/2q. Enfin, le théorème de Rellich 16.4.10 donne

W 1,2([−1/2, 3/2]×S1) ⊂ Lp([−1/2, 3/2]×S1), avec ‖Y ‖Lp ≤ C ‖Y ‖W 1,2 .

Le lemme précédent donne alors (nous omettons le facteur S1 pour alléger
les notations) :

‖Y ‖W 1,p([0,1]) ≤ C1

(
‖DY ‖Lp([−1/2,3/2]) + ‖Y ‖Lp([−1/2,3/2])

)
≤ C2

(
‖DY ‖Lp([−1/2,3/2]) + ‖Y ‖W1,2([−1/2,3/2])

)
≤ C3

(
‖DY ‖Lp([−1/2,3/2]) + ‖DY ‖L2([−1,2]) + ‖Y ‖L2([−1,2])

)
d’après le lemme précédent avec p = 2, k = −1/2, puis k = 1/2

≤ C4

(
‖DY ‖Lp([−1,2]) + ‖Y ‖L2([−1,2])

)
.

Ce qui achève la démonstration (de ce lemme)...

... et nous amène à un autre lemme :

Lemme 8.7.13. Soit p > 2. Il existe une constante C > 0 telle que, si Y ∈
W 1,2(R × S1) et DY ∈ Lp(R × S1), alors

Y ∈W 1,p(R × S1) et ‖Y ‖W 1,p ≤ C ‖DY ‖Lp .
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Démonstration. Commençons par montrer que Y ∈W 1,p(R×S1). Grâce au
lemme 8.7.12, il suffit de démontrer que Y ∈W 1,p(K) pour tout compactK,
ce qui est une conséquence du théorème 12.1.2.

Dans la démonstration qui suit, nous aurons besoin de considérer Y
comme une application

Y : R −→ L2(S1; R2n) = H

et d’utiliser la norme Lp(R; H) correspondante

‖Y ‖Lp(R;H) =
(∫

R
‖Y (s, ·)‖pL2

)1/p

.

En utilisant le lemme précédent et l’inégalité (a+ b)p ≤ 2p(ap + bp) (un
exercice pour nos lecteurs), on trouve

‖Y ‖W 1,p([k,k+1]) ≤ C1

(
‖DY ‖Lp([k−1,k+2]) + ‖Y ‖L2([k−1,k+2])

)p
≤ 2pC1

(
‖DY ‖pLp([k−1,k+2]) + ‖Y ‖L2([k−1,k+2])

)
.

En appliquant l’inégalité de Hölder (et le nombre q tel que 2/p+ 1/q = 1),
on obtient

‖Y ‖L2([k−1,k+2]) =
(∫ k+2

k−1

∫
S1
‖Y (s, t)‖2 dt ds

)p/2
=

(∫ k+2

k−1
‖Y (s, ·)‖2L2 ds

)p/2
≤

(
31/q

(∫ k+2

k−1
‖Y (s, ·)‖pL2 ds

)2/p)p/2
= 3p/2q

∫ k+2

k−1
‖Y (s, ·)‖pL2 ds.

Ainsi donc

‖Y ‖W1,p([k,k+1]) ≤ C2

(
‖DY ‖pLp([k−1,k+2]) +

∫ k+2

k−1
‖Y (s, ·)‖pL2 ds

)
et, en sommant sur les k ∈ Z,

‖Y ‖W1,p(R×S1) ≤ C3

(
‖DY ‖pLp(R×S1) + ‖Y ‖pLp(R,H)

)
.

Nous voulons maintenant majorer le dernier terme de cette somme. Nous
utilisons l’inverse

Q : L2(R × S1) −→W 1,2(R × S1)

de D que nous avons défini au § 8.7.a. Comme nous avons supposé que
Y ∈W 1,2(R × S1), nous avons

‖Y ‖Lp(R;H) = ‖QDY ‖Lp(R;H) .
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Toujours dans un souci d’allégement, notons Z = DY et simplement ‖ ‖
la norme sur H. Ainsi nous avons

‖QZ‖Lp(R;H) =
(∫

R
‖(QZ)(s)‖p ds

)1/p

=
(∫

R

∥∥∥∥∫
R
K(s− σ) · Z(σ) dσ

∥∥∥∥p ds)1/p

≤
(∫

R

(∫
R
‖K(s− σ) · Z(σ)‖ dσ

)p
ds

)1/p

≤
(∫

R

(∫
R
e−δ|s−σ| ‖Z(σ)‖ dσ

)p
ds

)1/p

.

Nous avons ici une convolution de f(s) = e−δ|σ| et g(s) = ‖Z(s)‖. Appli-
quons lui l’inégalité de Young(9), pour trouver

‖QZ‖Lp(R;H) ≤ C ‖Z‖Lp(R;H) .

Mais, grâce à l’inégalité de Hölder pour Lp(S1) et L2(S1), on a

‖Z‖Lp(R;H) =
(∫

R
‖Y (s, ·)‖pL2 ds

)1/p

≤
(∫

R
‖Y (s, ·)‖pLp ds

)1/p

= ‖Z‖Lp(R×S1) .

On conclut que

‖Y ‖Lp(R;H) = ‖QZ‖Lp(R;H) ≤ C ‖Z‖Lp(R×S1)

≤ C ‖DY ‖Lp(R×S1)

et enfin que
‖Y ‖W 1,p(R×S1) ≤ C4 ‖DY ‖Lp(R×S1)

et le lemme est démontré.

De quoi nous déduisons :

Proposition 8.7.14. Pour p > 2, l’opérateur D est bijectif.

Démonstration. L’inégalité

‖Y ‖W 1,p(R×S1) ≤ C ‖DY ‖Lp(R×S1)

(9)Voir au besoin [13, Th. IV.30] pour cette inégalité :

‖f � g‖Lp ≤ ‖f‖L1 · ‖g‖Lp .
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du lemme précédent vaut pour tout Y ∈ W 1,p(R × S1) ∩ W 1,2(R × S1)
et, en particulier, pour tout Y ∈ C∞0 (R × S1). Comme les fonctions C∞

à support compact sont denses(10) dans W 1,p, l’inégalité reste vraie pour
Y ∈W 1,p(R×S1) (tout entier). Donc D est injectif. De plus, puisque W 1,p

est complet, son image est fermée.
Pour démontrer que D est aussi surjectif, il suffit ainsi d’établir que son

image est dense dans Lp(R×S1). Soit donc Z ∈ Lp(R×S1)∩L2(R×S1).
Notons que cet espace, parce qu’il contient les fonctions caractéristiques,
est dense dans Lp(R × S1). La surjectivité de D dans le cas où p = 2,
établie précédemment, fournit un Y ∈ W 1,2(R × S1) tel que DY = Z.
Grâce à ce qui précède, cet Y est dansW 1,p(R×S1), ce qui démontre notre
proposition.

Pour terminer de démontrer la proposition 8.7.3, il reste à démontrer :

Proposition 8.7.15. L’opérateur

D :W 1,p(R × S1) −→ Lp(R × S1)

est bijectif pour 1 < p < 2.

Démonstration. Montrons, comme dans la proposition précédente, qu’il
existe une constante C > 0 telle que

‖Y ‖W 1,p(R×S1) ≤ C ‖DY ‖Lp(R×S1) .

Pour la même raison de densité que ci-dessus, établir cette égalité pour
Y ∈ C∞0 (R × S1) suffit. Nous utilisons l’opérateur adjoint :

D� :W 1,q(R × S1) −→ Lq(R × S1)

x �−→ −∂X
∂s

+ J0
∂X

∂t
+ S ·X

où, comme il se doit (mais pas comme ci-dessus), q est défini par
1/p+ 1/q = 1, de sorte que q > 2 (et où, rappelons-le, S est symé-
trique). Comme nous l’avons vu (dans la démonstration du lemme 8.5.2),
nous avons, pour tous X ∈W 1,q(R × S1) et Y ∈ C∞0 (R × S1),

〈D�X,Y 〉 = 〈X,DY 〉.
Les résultats que nous avons démontrés pour D et p > 2 s’appliquent à D�,
qui a la même forme que D, et à q qui est > 2. En particulier, D� est bijectif.
Écrivons maintenant :

‖Y ‖W 1,p = ‖Y ‖Lp +
∥∥∥∂Y
∂s

∥∥∥
Lp

+
∥∥∥∂Y
∂t

∥∥∥
Lp

(10)Voir au besoin [13, Cor. IX.8].
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et majorons chacun des trois termes de droite. Par le théorème de Riesz(11),
nous avons

‖Y ‖Lp = sup
Z∈Lq
‖Z‖Lq=1

|〈Z, Y 〉| .

Comme D� est bijectif, cela donne

‖Y ‖Lp = sup
X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

|〈D�X,Y 〉| = sup
X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

|〈X,DY 〉|

≤ ‖DY ‖Lp sup
X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

‖X‖Lq .

Comme dans la démonstration de la proposition précédente, on a

‖X‖Lq ≤ ‖X‖W 1,q ≤ C ‖D�X‖Lq ,
d’où l’on déduit

‖Y ‖Lp ≤ C ‖DY ‖Lp .
On procède à l’identique pour la dérivée par rapport à s, en utilisant le fait
que

D�
∂

∂s
=
∂

∂s
D�

(ici l’application de cet opérateur à un élément de W 1,q est à prendre au
sens des distributions). On a∥∥∥∂Y

∂s

∥∥∥
Lp

= sup
X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

∣∣∣〈D�X, ∂
∂s
Y
〉∣∣∣ = sup

X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

∣∣∣〈 ∂
∂s
D�X,Y

〉∣∣∣
= sup

X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

∣∣∣〈D� ∂
∂s
X, Y

〉∣∣∣ = sup
X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

∣∣∣〈 ∂
∂s
X,DY

〉∣∣∣
≤ ‖DY ‖Lp sup

X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

∥∥∥∂X
∂s

∥∥∥
Lq
≤ C ‖DY ‖Lp

puisque
‖X‖W 1,q ≤ C ‖D�X‖Lq

comme plus haut. Pour la dérivée par rapport à t, remarquons que, pour
X ∈W 1,q, on a (les dérivées sont toujours prises au sens des distributions)

∂

∂t
D�X = D�

∂

∂t
X +

∂

∂t
S ·X.

(11)Au besoin, [13, Th. IV.11].
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On en déduit∥∥∥∂Y
∂t

∥∥∥
Lp

= sup
X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

∣∣∣〈D�X, ∂
∂t
Y
〉∣∣∣ = sup

X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

∣∣∣〈 ∂
∂t
D�X,Y

〉∣∣∣
= sup

X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

∣∣∣〈D� ∂
∂t
X +
∂S

∂t
X, Y

〉∣∣∣
= sup

X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

∣∣∣〈 ∂
∂t
X,DY

〉
+

〈∂S
∂t
X, Y

〉∣∣∣
≤ ‖DY ‖Lp sup

X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

‖X‖W 1,q + C ‖Y ‖Lp sup
X∈W 1,q

‖D�X‖Lq=1

‖X‖Lq

avec C = supt∈S1 ‖∂S/∂t‖. Comme précédemment, le premier terme de la
somme est majoré par C ‖DY ‖Lp . Et puis, comme nous avons montré que
‖Y ‖Lp ≤ ‖DY ‖Lp , le deuxième terme admet une majoration de la même
forme. Finalement, nous avons établi une inégalité

pour tout Y ∈W 1,p(R × S1), ‖Y ‖W 1,p ≤ C ‖DY ‖Lp .
Il s’ensuit que l’opérateur D est donc, dans ce cas aussi, injectif et à image
fermée. Sinon, le théorème de Riesz donnerait en effet un Z ∈ Lq(R × S1),
non nul, et tel que

pour tout Y ∈W 1,p(R × S1), 〈Z,DY 〉 = 0.

Comme dans la démonstration du lemme 8.5.2, on en déduit que D�Z = 0
(toujours au sens des distributions), puis, avec la régularité elliptique, que
Z ∈ W 1,q(R × S1). Donc Z ∈ KerD�, doit être nul, contrairement à notre
supposition. Ceci termine la démonstration de la proposition.

8.7.c. Démonstration de la proposition 8.7.1. Comme D est bijectif,
son inverse est (d’après le théorème de l’application ouverte de Banach) une
application continue. Donc il existe une constante B > 0 telle que

‖Y ‖W 1,p ≤ B ‖DY ‖Lp .
Par conséquent, comme S(s, t)→ S±(t) pour s→∞, il existe des constantes
réelles positives M et C telles que, pour tout Y ∈W 1,p(R × S1,W ),

si Y (s, t) = 0 pour |s| ≤M − 1, alors ‖Y ‖W1,p ≤ C ‖LY ‖Lp .
En effet,

‖LY −DY ‖Lp ≤ sup
|s|≥M
t∈S1

∣∣S(s, t)− S±(t)
∣∣ ‖Y ‖Lp ≤ ε ‖Y ‖Lp ≤ ε ‖Y ‖W 1,p .
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On étudie indépendamment Y pour |s| grand, puis petit. Pour ceci, on
choisit une fonction C∞ positive, β : [0, 1]→ R nulle pour |s| ≥M et égale
à 1 pour |s| ≤M − 1 et on écrit

Y (s, t) = β(s)Y (s, t) + (1− β(s))Y (s, t)

et bien sûr
‖Y ‖W 1,p ≤ ‖βY ‖W1,p + ‖(1− β)Y ‖W1,p .

L’inégalité du lemme 8.7.2 donne

‖Y ‖W 1,p ≤ C1 (‖L(βY )‖Lp + ‖βY ‖Lp + ‖L((1− β)Y )‖Lp + ‖(1− β)Y ‖Lp) .
Si M est choisi assez grand,

C1 ‖(1− β)Y ‖Lp ≤
1
2
‖Y ‖Lp ≤

1
2
‖Y ‖W 1,p ,

donc

‖Y ‖W1,p ≤ 2C1 (‖L(βY )‖Lp + ‖βY ‖Lp + ‖L((1− β)Y )‖Lp) .
Comme β ne dépend que de s, on a

L(βY ) =
( ∂
∂s

+ J
∂

∂t
+ S

)
(βY ) = βL(Y ) + β′(s)Y.

La dérivée β′(s) est bornée,

|β′(s)| ≤ K pour s ∈ [−M,M ] et β′(s) = 0 pour |s| ≥M.
On a donc

‖L(βY )‖Lp ≤ ‖L(Y )‖Lp +K ‖Y ‖Lp[−M,M ]

(et de même pour L((1− β)Y )), de sorte que l’inégalité ci-dessus donne

‖Y ‖W 1,p ≤ C2

(
‖Y ‖Lp[−M,M ] + ‖L(Y )‖Lp

)
.

La restriction au compact [−M,M ] définit, grâce au théorème de Rellich
(ici le théorème 16.4.10), un opérateur compact

W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp([−M,M ]× S1; R2n).

On utilise alors la proposition 8.7.4 pour déduire que L a un noyau de
dimension finie et une image fermée.

On utilise toujours le réel q tel que 1/p + 1/q = 1. Considérons le sous-
espace F de Lq(R×S1) formé des Z qui vérifient 〈ImL,Z〉 = 0 et l’adjoint

L� = − ∂
∂s

+ J0
∂

∂t
+ tS :W 1,q(R × S1) −→ Lq(R × S1).

À nouveau, comme dans la démonstration du lemme 8.5.2, L�Z = 0 au sens
des distributions, donc Z ∈ W 1,q(R × S1) par la régularité elliptique. Par
suite, F ⊂ KerL�. Par ailleurs, L� ayant la même forme que L, il satisfait
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lui aussi aux hypothèses de la proposition 8.7.4, ce qui lui vaut de satisfaire
aussi à sa conclusion, à savoir que son noyau est de dimension finie.

Montrons que CokerL est de dimension finie. Le théorème de Hahn-
Banach permet de trouver des formes linéaires ϕ : Lp → R qui s’annulent
sur ImL, et nous voulons démontrer que l’espace de ces formes est de di-
mension finie. Le théorème de représentation de Riesz permet d’écrire une
forme linéaire

ϕ = ϕU pour un U ∈ Lq, avec ϕU (V ) = 〈U, V 〉.
Comme ces formes sont nulles sur ImL, les U qui les représentent sont
dans F . Mais celui-ci est de dimension finie. Donc CokerL est de dimension
finie. Et la proposition est démontrée.

8.8. Le calcul de l’indice de L

Pour calculer l’indice de L,

L(Y ) =
∂Y

∂s
+ J
∂Y

∂t
+ S(s, t)Y,

avec lims→±∞ S(s, t) = S±(t) uniformément en t, nous allons :
(1) Remplacer L par L0 donné par la même formule... sauf que S(s, t) y

est remplacé par une matrice S̃(s, t) qui vaut exactement S−(t) pour s ≤
−σ0 et S+(t) pour s ≥ σ0. L’invariance de l’indice par petites perturbations
(pour σ0 assez grand) donnera le fait que l’indice de L0 est le même que
celui de L. C’est le lemme 8.8.4 ci-dessous.

(2) Remplacer L0 par L1, toujours donné par la même formule, mais dans
laquelle S̃(s, t) sera remplacé par une matrice diagonale S(s) (ne dépendant
pas de t) et qui sera constante pour s ≤ −σ0 et s ≥ σ0. Cette fois, L1

aura le même indice que L0 grâce à la propriété d’invariance de l’indice par
homotopie (et à la construction des matrices diagonales limites). Ce sont la
proposition 8.8.2 et le lemme 8.8.3.

Le tout est schématisé sur la figure 7, qui représente les diverses appli-
cations S(s, t) apparaissant dans les opérateurs L, L0 et L1, dans l’espace
des matrices : le « cylindre » le plus extérieur est S(s, t) (l’original), le cy-
lindre en gras est S̃(s, t) (on a approché S à l’infini par les authentiques
cylindres), le trait pointillé, constitué de matrices diagonales, représente la
matrice S(s) (celle de L1).

8.8.a. L’indice de Fredholm. Considérons donc l’opérateur

L :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

Y �−→ ∂Y
∂s

+ J
∂Y

∂t
+ S(s, t)Y.
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˜S(s, t)

S(s, t)

S(s)

t

s

σ0

−σ0

−∞

+∞

Figure 7

Rappelons que S : R × S1 →M(2n; R) vérifie

lim
s→±∞S(s, t) = S±(t) uniformément en t

pour des matrices S±(t) symétriques (pour tout t ∈ S1). Considérons les
chemins symplectiques (d’après le lemme 7.2.c)

R± : [0, 1] −→ Sp(2n; R)

associés à ces deux matrices S±. La remarque 8.4.7 montre que ces chemins
sont exactement ceux qui définissent les indices (de Conley-Zehnder) μ(x)
et μ(y). Nous avons démontré (c’est le théorème 8.7.1) que, si R± est dans
l’ensemble S des chemins R(t) tels que R(0) = Id et dét(R(1)− Id) �= 0,
alors L est un opérateur de Fredholm. Nous calculons maintenant son in-
dice :

Théorème 8.8.1. L’indice de l’opérateur de Fredholm L est
μ(R−(t))− μ(R+(t)) = μ(x)− μ(y).

Appelons k± l’indice de R±(t). Utilisons les notations du § 7.2.d et en
particulier les matrices Sk± données par le lemme 7.2.4.

Le théorème sera conséquence des deux propositions suivantes.

Proposition 8.8.2. Soit s0 un réel positif et soit
S : R −→M(2n; R)

un chemin de matrices diagonales tel que
S(s) = Sk− si s ≤ −s0, S(s) = Sk+ si s ≥ s0.
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Soit

L1 :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

Y �−→ ∂Y
∂s

+ J
∂Y

∂t
+ S(s)Y.

Alors l’indice de l’opérateur de Fredholm L1 est le même que celui de L.

Proposition 8.8.3. L’indice de L1 est k− − k+.

Pour démontrer la proposition 8.8.2, on modifie L parmi les opérateurs
de Fredholm sans en changer l’indice.

Lemme 8.8.4. L’indice de L est le même que celui de l’opérateur L0 dans
lequel on a remplacé S(s, t) par S−(t) pour s ≤ −s0 et par S+(t) pour
s ≥ s0.

Démonstration. Fixons un réel ε > 0. Comme la matrice S(s, t) tend vers
S±(t) pour s→ ±∞, il existe un réel σ0 tel que{

Pour s ≤ −σ0, ‖S(s, t)− S−(t)‖ < ε,
pour s ≥ σ0, ‖S(s, t)− S+(t)‖ < ε.

On considère une fonction plateau χ : R → [0, 1] qui vaut 1 pour |s| ≤ σ0

et 0 pour |s| ≥ 2σ0. On définit

Σ(s, t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
χ(s)S(s, t) + (1− χ(s))S−(t) si s ≤ −σ0

S(s, t) si |s| ≤ σ0

χ(s)S(s, t) + (1− χ(s))S+(t) si s ≥ σ0

et L0 par

L0(Y ) =
∂Y

∂s
+ J
∂Y

∂t
+ ΣY.

Ainsi, LY = L0Y + C(s, t)Y , où

C(s, t) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(1− χ(s))(S(s, t)− S−(t)) si s ≤ −σ0

0 si |s| ≤ σ0

(1− χ(s))(S(s, t)− S+(t)) si s ≥ σ0.

En particulier, ‖C(s, t)‖ < ε. Si ε a été choisi assez petit, nous savons
(c’est le théorème d’invariance de l’indice par petites perturbations, ici le
théorème 16.2.9) que L0 est un opérateur à indice et qu’il a le même indice
que L.
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Puis Σ(s, t) coïncide avec S±(t) pour |s| ≥ 2σ0, alors que nous voulons
cette propriété avec s0 à la place de σ0 (σ0 nous a été imposé par le choix
de ε). Il suffit de relier Σ(s, t) à Σ0(s, t) définie de façon analogue

Σ0(s, t) =

{
S−(t) si s ≤ −s0
S+(t) si s ≥ s0

par un chemin constant pour s assez grand. L’indice des opérateurs de
Fredholm définis par ce chemin est constant, en application de la même
propriété (voir la remarque 16.2.11).

Nous allons utiliser le lien, établi au § 7.2.c, entre chemins dans Sp(2n)
et matrices fondamentales R(t) de solutions des équations

dY

dt
= JS(t)Y

déjà considérées dans la démonstration du lemme 8.7.5, ainsi que les chemins
d’indice de Maslov prescrit construits au § 7.2.d.

Démonstration de la proposition 8.8.2. Les matrices diagonales Sk de la
démonstration du lemme 7.2.4 définissent des chemins symplectiques
Rk±(t) = etJSk± qui ont le même indice de Maslov (k±) que R±(t). Il
existe donc (par la proposition 7.1.4) une homotopie ψ±(λ, t), que l’on peut
supposer de classe C1,

ψ± : [0, 1]× [0, 1] −→ Sp(2n)

(avec ψ±(λ, ·) ∈ S pour tout λ) entre Rk±(t) et R±(t).
Comme nous l’avons remarqué dans le lemme 7.2.3, ce chemin de matrices

symplectiques engendre un chemin de matrices symétriques

S±λ (t) = −Jψ̇±λ (t)(ψ±λ (t))−1.

Le seul problème est que notre variable t est dans S1, nous voulons donc
des chemins périodiques en t. Pour cela, on modifie les homotopies ψ±

comme suit. On utilise une fonction C∞ croissante

χ : [0, 1] −→ [0, 1]

nulle près de 0, égale à 1 près de 1 et une homotopie χλ reliant χ à Id. Le
chemin de matrices symétriques associé à Rk±(χλ(t)) est χ̇λ(t)Sk± et il est
périodique si l’on a choisi l’homotopie de façon que χ̇λ(0) = χ̇λ(1).

On relie de même les chemins R±(t) et R±(χ(t)) par l’homotopie
R(χλ(t)) dont les chemins de matrices symétriques associés sont pério-
diques pour tout λ. On considère ensuite l’homotopie ψ±(λ, χ(t)). Les
chemins de matrices symétriques associés sont nuls près de t = 0 et t = 1,
et en particulier périodiques.



8.8. LE CALCUL DE L’INDICE DE L 261

On a ainsi obtenu des applications

S± : [0, 1]× S1 −→M(2n; R)

à valeurs dans l’espace des matrices symétriques et tels que, pour tout λ ∈
[0, 1], t �→ ±(λ, t) engendre un chemin dans S et

– S±(0, t) engendre R±(t) ;
– S±(1, t) = Sk± est indépendant de t et engendre Rk±(t).

On peut alors définir une application continue

S : [0, 1]×R × S1 −→M(2n; R)

telle que

Sλ(s, t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
S(s, t) si λ = 0
S+
λ (t) si s ≥ σ0

S−λ (t) si s ≤ −σ0

S(s) si λ = 1.
Ce qui définit une famille d’opérateurs

Lλ :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

Y �−→ ∂Y
∂s

+ J
∂Y

∂t
+ Sλ(s, t)Y,

tous de Fredholm (grâce toujours au théorème 8.7.1) et tous avec le même
indice (en vertu du théorème d’invariance 16.2.9). L’opérateur L1 est celui
annoncé dans l’énoncé de la proposition.

Démonstration de la proposition 8.8.3. Dans la démonstration du théo-
rème 8.7.1, on a utilisé le fait que CokerL1 est isomorphe à KerL�1 où
l’adjoint L�1 de L1 est

L�1 :W 1,q(R × S1; R2n) −→ Lq(R × S1; R2n)

Z �−→ −∂Z
∂s

+ J0
∂Z

∂t
+ tS(s)Z,

avec 1/p+ 1/q = 1. Il est donc suffisant de calculer la dimension du noyau
des opérateurs de ce type. Puisque

J0 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

(
0 −1
1 0

)
(

0 −1
1 0

)
. . . (

0 −1
1 0

)

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
est dans M(2; R)× · · · ×M(2; R),
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on se ramène au cas où n = 1. On suppose donc que la matrice diagonale
S(s) est une matrice 2× 2, de la forme

S(s) =
(
a1(s) 0

0 a2(s)

)
, avec ai(s) =

{
a−i si s ≤ −s0,
a+i si s ≥ s0.

On démontre :

Lemme 8.8.5. Soit p > 1 et soit

F :W 1,p(R × S1; R2) −→ Lp(R × S1; R2)

défini par

F (Y ) =
∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ S(s)Y.

On suppose que a±i �∈ 2πZ. Alors

dim KerF = 2#
{
� ∈ Z� | max(a−1 , a

−
2 ) < 2π� < min(a+1 , a

+
2 )

}
+ #

{
i ∈ {1, 2} | a−i < 0 et a+

i > 0
}
,

dim KerF � = 2#
{
� ∈ Z� | max(a+1 , a

+
2 ) < 2π� < min(a−1 , a

−
2 )

}
+ #

{
i ∈ {1, 2} | a+

i < 0 et a−i > 0
}
.

Remarque 8.8.6. C’est assez proche de la formule calculant l’indice dans le
cas de Morse en termes du nombre de valeurs propres qui changent de signe
(voir les indications de démonstration de la proposition 10.2.8).

Exemple 8.8.7. Si les valeurs propres ai(s) sont comme indiqué sur la figure 8,
la dimension du noyau est 9, soit 8 (le double du nombre de multiples entiers
de 2π entre la plus grande des valeurs propres a−i et la plus petite des valeurs
propres a+

i ) +1 (le nombre des valeurs propres négatives qui sont devenues
positives entre −∞ et +∞).

−∞ +∞

0−2π
−4π

Figure 8
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La démonstration du lemme 8.8.5 est un calcul explicite du noyau, que
nous ferons plus bas. Voici comment, en l’admettant provisoirement, on ter-
mine la démonstration de la proposition en l’utilisant pour calculer l’indice
de L1. Il y a quatre cas à envisager, selon les parités possibles de k+ − n et
de k− − n.

(1) Le cas où les matrices Sk− et Sk+ sont les diagonales{
Sk− = (−π,−π, . . . ,−π,−π, (n− 1− k−)π, (n− 1− k−)π)
Sk+ = (−π,−π, . . . ,−π,−π, (n− 1− k+)π, (n− 1− k+)π)

avec k− ≡ k+ ≡ n mod 2. Dans le lemme ci-dessus, on a a±1 = a±2 et le
lemme donne

dim KerL1 = 2#
{
� ∈ Z� | n− 1− k− < 2� < n− 1− k+}

(+2 si n− 1− k− < 0 < n− 1− k+)

= 2#
{
� ∈ Z | n− 1− k− < 2� < n− 1− k+}

=

{
k− − k+ si k− > k+,

0 sinon,

dim KerL�1 = 2#
{
� ∈ Z | k− − n+ 1 < 2� < k+ − n+ 1

}
et

=

{
k+ − k− si k+ > k−,

0 sinon.

De sorte que
Ind(L1) = k− − k+.

(2) Le cas où les matrices Sk− et Sk+ sont les diagonales{
Sk− = (−π,−π, . . . ,−π,−π, (n− 1− k−)π, (n− 1− k−)π)
Sk+ = (−π,−π, . . . , 1,−1, (n− 2− k+)π, (n− 2− k+)π)

avec k− ≡ n mod 2 et k+ ≡ n− 1 mod 2. Dans ce cas,

dim KerL1 = 2#
{
� ∈ Z | n− 1− k− < 2� < n− 2− k+}

+ # {� ∈ Z� | max(−π, 1) < 2π� < min(−π,−1)}+ 1

=

{
(k− − k+ − 1) + 1 si k− > k+,

1 si k− ≤ k+,

dim KerL�1 = 2#
{
� ∈ Z | k− − n+ 1 < 2� < k+ − n+ 2

}
et

=

{
k+ − k− + 1 si k+ > k−,

0 sinon.
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Ainsi, dans ce cas aussi

Ind(L1) = k− − k+.

(3) Le cas où les matrices Sk− et Sk+ sont les diagonales{
Sk− = (−π,−π, . . . , 1,−1, (n− 2− k−)π, (n− 2− k−)π)
Sk+ = (−π,−π, . . . ,−π,−π, (n− 1− k+)π, (n− 1− k+)π)

avec cette fois k− ≡ n − 1 mod 2 et k+ ≡ n mod 2. Dans ce cas, on a de
même (en inversant les rôles de Sk− et Sk+),

dim KerL1 =

{
k− − k+ + 1 si k− > k+,

0 sinon,

dim KerL�1 =

{
k+ − k− si k+ > k−,

1 sinon,
et

ce qui fait que, dans ce cas encore, on a bien

Ind(L1) = k− − k+.

(4) Reste le cas où les matrices Sk− et Sk+ sont les diagonales{
Sk− = (−π,−π, . . . , 1,−1, (n− 2− k−)π, (n− 2− k−)π)
Sk+ = (−π,−π, . . . , 1,−1, (n− 2− k+)π, (n− 2− k+)π)

et k+ ≡ k− ≡ n− 1 mod 2. On a

dim KerL1 =

{
k− − k+ si k+ > k−,

0 sinon,

dim KerL�1 =

{
k+ − k− si k− > k+,

0 sinon,
et

et l’on a donc bien, dans ce cas comme dans les autres,

Ind(L1) = k− − k+,

ce qui termine la démonstration de la proposition.

Démonstration du lemme 8.8.5. Posons

Y (s, t) = (Y1(s, t), Y2(s, t)) ∈ R2

= Y1(s+ it) + iY2(s+ it) ∈ C.

L’équation aux dérivées partielles F (Y ) = 0 s’écrit

∂

∂s

(
Y1

Y2

)
+

(
0 −1
1 0

)
∂

∂t

(
Y1

Y2

)
+

(
a1(s) 0

0 a2(s)

)(
Y1

Y2

)
= 0,
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ou
∂Y + S(s)Y = 0.

Le changement de fonction inconnue Y = BỸ avec B une matrice inversible
vérifiant

∂B + SB = 0
transforme cette équation en

∂Ỹ = 0
(nous sommes en train de transformer l’équation en l’équation de Cauchy-
Riemann, exactement comme nous l’avons déjà fait au § 8.6).

Le plus simple est de choisir pour B la matrice réelle

B =
(
b1(s) 0

0 b2(s)

)
avec b′i = −aibi,

soit
bi(s) = exp

∫ s
0
−ai(σ)dσ = exp(−A1(s))

et c’est ce que nous faisons ici. N’omettons pas de remarquer que, pour
s ≤ −σ0, Ai(s) = Bi + a−i s et, de même, pour s ≥ σ0, Ai(s) = Ci + a+

i s,
pour certaines constantes Bi et Ci.

La nouvelle fonction inconnue Ỹ satisfait l’équation de Cauchy-Riemann
∂Ỹ = 0. Elle est continue grâce à la régularité elliptique, c’est donc une
fonction holomorphe de s + it, et, en vertu des théorèmes de Cauchy, elle
est, en particulier, de classe C∞. Les parties réelle et imaginaire Ỹ1 et Ỹ2

sont de classe C∞ et harmoniques.
On identifie maintenant les s + it ∈ R × S1 aux u = e2πz, de sorte que

le théorème de Laurent (pour Ỹ (u) sur C − {0}), donne le développement
de Ỹ en z. Les solutions de notre système sont donc les

Ỹ (s+ it) =
∑
�∈Z
c�e

(s+it)2π�

(où c� ∈ C et la série converge pour tous s et t) ; en notations réelles :

Ỹ (s, t) =
∑
�∈Z
e2πs�

(
α�

(
cos 2π�t
sin 2π�t

)
+ β�

(− sin 2π�t
cos 2π�t

))
.

En revenant à notre vecteur inconnu Y = BỸ , on a donc

Y (s, t) =
∑
�∈Z
e2πs�

(
α�

(
e−A1(s) cos 2π�t
e−A2(s) sin 2π�t

)
+ β�

(−e−A1(s) sin 2π�t
e−A2(s) cos 2π�t

))
.

Pour s ≤ −s0, on a

Y (s, t) =
∑
�∈Z

(
e(2π�−a−1 )s+K(α� cos 2π�t− β� sin 2π�t)
e(2π�−a−2 )s+K′(α� sin 2π�t+ β� cos 2π�t)

)
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pour certaines constantesK etK ′. Pour que cette solution soit bien dans Lp,
il faut (et il suffit) que les termes exponentiels tendent vers 0 à l’infini, c’est-
à-dire que

– (termes � �= 0) α� = β� = 0 ou 2π� > a−1 et 2π� > a−2 ;
– (terme � = 0) (α0 = 0 ou a−1 < 0) et (β0 = 0 ou a−2 < 0).

De même, pour s ≥ s0, on a

Y (s, t) =
∑
�∈Z

(
e(2π�−a+

1 )s+C(α� cos 2π�t− β� sin 2π�t)
e(2π�−a+

2 )s+C′(α� sin 2π�t+ β� cos 2π�t)

)
,

ce qui impose
– termes � �= 0 : α� = β� = 0 ou 2π� < a+

1 et 2π� < a+
2 ;

– terme � = 0 : (α0 = 0 ou a+
1 > 0) et (β0 = 0 ou a+2 > 0).

Il reste à mettre toutes ces conditions ensemble, ce qui donne
– termes � �= 0 : α� = β� = 0 ou max(a−1 , a

−
2 ) < 2π� < min(a+1 , a

+
2 ) ;

– terme � = 0 : (α0 = 0 ou a−1 < 0 < a+1 ) et (β0 = 0 ou a−2 < 0 < a+2 ).
Il n’y a qu’un nombre fini de valeurs de � qui répondent à toutes ces

exigences, et ces conditions sont suffisantes pour que le Y (s, t) trouvé soit
bien dans W 1,p. La dimension de l’espace de solutions obtenu est bien

dim KerF = 2#
{
� ∈ Z� | max(a−1 , a

−
2 ) < 2π� < min(a+1 , a

+
2 )

}
+ #

{
i ∈ {1, 2} | a−i < 0 < a+i

}
.

Déduisons-en la dimension du noyau de F �. Si Y ∈ KerF �, alors Z(s, t) =
Y (−s, t) satisfait à F̃ = 0, où F̃ est l’opérateur

F̃ :W 1,q(R × S1) −→ Lq(R × S1)

Z �−→ ∂Z
∂s

+ J0
∂Z

∂t
+ S(−s)Z.

La réciproque est clairement vraie elle aussi, donc

KerF � = Ker F̃ .

La formule qui donne la dimension de KerF � est donc celle qui donne celle
de Ker F̃ , dans laquelle on a échangé les a−i et les a+i .

Conclusion : en vertu de la proposition 8.7.1 et du théorème 8.8.1, nous
avons ainsi fini de démontrer le théorème 8.1.5.

Remarque 8.8.8. Nous avons remplacé l’opérateur de Fredholm L par un
opérateur dont nous savons qu’il a le même indice... et dont nous savons
calculer l’indice, parce que nous sommes capables de décrire son noyau et
son conoyau. Il va sans dire que les dimensions de ces deux sous-espaces n’ont
aucune raison d’être celles du noyau ou du conoyau de L : c’est l’indice qui
est invariant.
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8.9. La décroissance exponentielle

Dans ce paragraphe, nous montrons la propriété de décroissance déjà
utilisée plusieurs fois, c’est-à-dire le théorème :

Théorème 8.9.1. Si Y est une solution de classe C2 de l’équation de Floer
linéarisée le long d’une solution d’énergie finie, alors,

– soit
∫ ‖Y (s, t)‖2 dt tend vers l’infini quand s tend vers ±∞,

– soit Y vérifie
‖Y (s, t)‖ ≤ Ce−δ|s|

pour certaines constantes δ et C (et pour tout t).

Remarque 8.9.2. Les dérivées partielles de Y sont à décroissance exponen-
tielle : pour ∂Y/∂s par intégration de l’exponentielle, pour ∂Y/∂t en appli-
quant l’équation.

Remarque 8.9.3. Si u est la solution de l’équation de Floer le long de laquelle
on linéarise, la solution Y = ∂u/∂s est dans l’espace Lp(R×S1; R2n) pour
tout p > 1. En effet, comme l’énergie de u est finie,∫ ∥∥∥∂u

∂s

∥∥∥2
dt ne tend pas vers +∞ quand s −→ ±∞,

ce qui exclut le premier cas dans l’énoncé du théorème pour ce type de
solutions.

Nous démontrerons le théorème comme conséquence de la proposition
suivante, qui affirme une propriété de « décroissance exponentielle » :

Proposition 8.9.4. Si Y est une solution de l’équation de Floer linéarisée le
long d’une solution u de l’équation de Floer d’énergie finie et si Y ne tend
pas vers l’infini, il existe des constantes δ > 0 (ne dépendant que de u) et
C > 0 telles que ∫ 1

0
‖Y (s, t)‖2 dt ≤ Ce−δ|s|.

Démonstration. La formule

f(s) =
1
2

∫ 1

0
‖Y (s, t)‖2 dt =

1
2
‖Y ‖2L2(S1)

définit une fonction f : R → R de classe C2. Nous allons montrer que cette
fonction satisfait à une inéquation différentielle

f ′′ ≥ δ2f
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pour une certaine constante δ. Calculons donc ses dérivées :

f ′(s) =
∫ 1

0

〈
Y (s, t),

∂Y

∂s
(s, t)

〉
dt

f ′′(s) =
∫ 1

0

∥∥∥∂Y
∂s

(s, t)
∥∥∥2
dt+

∫ 1

0

〈
Y (s, t),

∂2Y

∂s2
(s, t)

〉
dt.

Évaluons le deuxième terme en utilisant le fait que Y est une solution de
l’équation linéarisée, c’est-à-dire satisfait à

∂Y

∂s
= −J ∂Y

∂t
− SY.

Nous avons donc
∂2Y

∂s2
= −J ∂

2Y

∂s ∂t
− ∂S
∂s
Y − S ∂Y

∂s
.

Ainsi,∫ 1

0

〈
Y,
∂2Y

∂s2

〉
dt = −

∫ 1

0

〈
Y, J
∂2Y

∂s ∂t

〉
dt−

∫ 1

0

〈
Y,
∂S

∂s
Y
〉
dt

−
∫ 1

0

〈
Y, S
∂Y

∂s

〉
dt.

La première de ces intégrales se calcule par une intégration par parties∫ 1

0

〈
Y, J
∂2Y

∂s ∂t

〉
dt = −

∫ 1

0

〈∂Y
∂t
, J
∂Y

∂s

〉
dt

= −
∫ 1

0

〈
J
∂Y

∂s
, J
∂Y

∂s

〉
dt−

∫ 1

0

〈
JSY, J

∂Y

∂s

〉
dt

= −
∫ 1

0

∥∥∥∂Y
∂s

∥∥∥2
dt−

∫ 1

0

〈
SY,
∂Y

∂s

〉
dt.

De sorte que nous avons∫ 1

0

〈
Y,
∂2Y

∂s2

〉
dt =

∫ 1

0

∥∥∥∂Y
∂s

∥∥∥2
dt+

∫ 1

0

〈
SY,
∂Y

∂s

〉
dt

−
∫ 1

0

〈
Y,
∂S

∂s
Y
〉
dt−

∫ 1

0

〈
Y, S
∂Y

∂s

〉
dt.

La dérivée seconde de la fonction f vaut donc

f ′′(s) =
∫ 1

0

∥∥∥∂Y
∂s

∥∥∥2
dt−

∫ 1

0

〈
Y,
∂S

∂s

〉
dt+

∫ 1

0

〈
Y, (tS − S)

∂Y

∂s

〉
dt.

En utilisant le fait (démontré dans la proposition 8.4.6) que

lim
s→±∞ sup

t

∂S

∂s
(s, t) = 0
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et l’inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient∫ 1

0
〈Y, ∂S
∂s
Y 〉 dt ≤

(∫ 1

0
‖Y ‖2 dt

)1/2(∫ 1

0

∥∥∥∂S
∂s
Y
∥∥∥2
dt
)1/2

≤
(∫ 1

0
‖Y ‖2 dt

)1/2
ε
(∫ 1

0
‖Y ‖2 dt

)1/2

≤ ε
∫ 1

0
‖Y ‖2 dt pour |s| assez grand.

Et en utilisant le fait que tS − S tend vers 0, on a∣∣∣∫ 1

0
〈Y, (tS − S)

∂Y

∂s
〉 dt

∣∣∣ ≤ η(∫ 1

0
‖Y ‖2 dt

)1/2(∫ 1

0

∥∥∥∂Y
∂s

∥∥∥2
dt
)1/2

pour |s| assez grand. Nous avons donc obtenu l’inégalité

f ′′(s) ≥
∫ 1

0

∥∥∥∂Y
∂s

∥∥∥2
dt−ε

∫ 1

0
‖Y ‖2 dt

− η
(∫ 1

0
‖Y ‖2 dt

)1/2(∫ 1

0

∥∥∥∂Y
∂s

∥∥∥2
dt
)1/2
.

Utilisons maintenant le fait que
∂Y

∂s
= −J ∂Y

∂t
− SY = AY, avec AY = A0Y + (S − S±)Y

où A0 est un opérateur sur L2 dont nous avons montré (c’est le lemme 8.7.5)
qu’il était inversible et où S − S± tend vers 0 quand s→ ±∞. Par suite, A
est inversible (deW 1,2(S1) dans L2(S1)) pour |s| assez grand et nous avons :

‖AY ‖L2(S1) ≥ D ‖Y ‖W 1,2(S1) ≥ ‖Y ‖L2(S1)

pour une certaine constante positive D. Nous avons donc

f ′′(s) = ‖AY ‖2L2 − ε ‖Y ‖2L2 − η ‖Y ‖L2 ‖AY ‖L2

= ‖AY ‖L2 (‖AY ‖L2 − η ‖Y ‖L2)− ε ‖Y ‖2L2

≥ (D(D − η)− ε) ‖Y ‖2L2

≥ δ2f(s)
pour |s| assez grand et pour une constante δ > 0. La fonction f satisfait bien
à une inéquation différentielle du type annoncé. La fin de la démonstration
de la proposition vient du lemme ci-dessous (que nous énonçons en +∞
mais dont l’analogue en −∞ est évidemment vrai aussi).

Lemme 8.9.5. Si f ′′(s) ≥ δ2f(s) pour s ≥ s0, alors
– soit lims→+∞ f(s) = +∞,
– soit f(s) ≤ f(s0)e−δ(s−s0) pour s ≥ s0.
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Démonstration. Posons

g(s) = e−δs(f ′(s) + δf(s)),

de sorte que

g′(s) = e−δs(−δ(f ′(s) + δf(s)) + f ′′(s) + δf ′(s))

= e−δs(f ′′(s)− δ2f(s))
≥ 0, d’après l’hypothèse faite sur f.

En particulier, la fonction g est croissante sur [s0,+∞[.
Supposons d’abord qu’il existe un s1 ≥ s0 avec g(s1) > 0. Alors g(s) ≥

g(s1) pour s ≥ s1 et
f ′(s) + δf(s) ≥ eδsg(s1)

pour s ≥ s1. Soit h(s) = eδsf(s), on a :

h′(s) = eδs(δf + f ′) ≥ e2δsg(s1),

donc h(s) ≥ Ae2δs pour s ≥ s1 et f(s) ≥ Aeδs tend vers +∞.
Sinon, on a g(s) ≤ 0 pour s ≥ s0, donc aussi f ′(s) + δf(s) ≤ 0 et

h(s) = eδsf(s) est décroissante sur [s0,+∞[ et finalement

eδsf(s) = h(s) ≤ h(s0) = eδs0f(s0),

c’est-à-dire
f(s) ≤ eδs0f(s0)e−δs,

ce qui termine la démonstration du lemme.

Et ce qui achève aussi la démonstration de la proposition.

Nous avons donc montré que

∀ s ∈ R, ‖Y ‖2L2(S1) ≤ e−δ|s|,
ce qui n’est pas exactement l’énoncé du théorème que nous avons en vue.
Il reste à vérifier que l’on a (point par point)

∀ (s, t) ∈ R × S1, |Y (s, t)| ≤ Ce−δ|s|.
Nous montrons pour ce faire :

Lemme 8.9.6. Soit Y une solution de classe C2 de l’équation de Floer linéa-
risée. Il existe une constante a > 1 telle que

Δ ‖Y ‖2 ≥ −a ‖Y ‖2 .
Proposition 8.9.7. Soit w : R2 → R une fonction positive de classe C2 telle
que Δw ≥ −aw pour une constante a > 1. Alors on a

∀ (s0, t0) ∈ R2, w(s0, t0) ≤ 8a
π

∫
B1(s0,t0)

w ds dt.
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Il ne reste plus qu’à appliquer le proposition à w(s, t) = ‖Y (s, t)‖2.

Démonstration du lemme. C’est un petit calcul :

Δ〈Y, Y 〉 =
∂2

∂t2
〈Y, Y 〉+ ∂

2

∂s2
〈Y, Y 〉

= 2
[∥∥∥∂Y
∂s

∥∥∥2
+

∥∥∥∂Y
∂t

∥∥∥2
+ 〈ΔY, Y 〉

]
,

puis

Δ =
( ∂
∂s
− J0

∂

∂t

)( ∂
∂s

+ J0
∂

∂t

)
de sorte que, si Y est solution de l’équation de Floer linéarisée,

ΔY =
( ∂
∂s
− J0

∂

∂t

)( ∂
∂s

+ J0
∂

∂t

)
Y

=
( ∂
∂s
− J0

∂

∂t

)
(−SY ).

Ainsi

〈ΔY, Y 〉 =
〈
− ∂S
∂s
Y, Y

〉
−

〈
S
∂Y

∂s
, Y

〉
+

〈
J0
∂S

∂t
Y, Y

〉
+

〈
J0S
∂Y

∂t
, Y

〉
et

Δ〈Y, Y 〉 = 2
(∥∥∥∂Y
∂s

∥∥∥2
−

〈
S
∂Y

∂s
, Y

〉)
+ 2

(∥∥∥∂Y
∂t

∥∥∥2
+

〈
J0S
∂Y

∂t
, Y

〉)
− 2

〈∂S
∂s
Y, Y

〉
+ 2

〈
J0
∂S

∂t
Y, Y

〉
.

Chacun des termes du membre de droite est minoré par un −c ‖Y ‖2. C’est
clair pour les deux derniers (grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz). Étu-
dions donc les deux premiers :∥∥∥∂Y

∂s

∥∥∥2
−

〈
Y
∂S

∂s
, Y

〉
=

∥∥∥∂Y
∂s

∥∥∥2
−

〈∂Y
∂s
, tSY

〉
=

∥∥∥∂Y
∂s
− 1

2
tSY

∥∥∥2
− 1

4
∥∥tSY ∥∥2

≥ −1
4
∥∥tSY ∥∥2

≥ −c ‖Y ‖2

et il en est de même pour le deuxième terme, ce qui donne la minoration
attendue.

Démonstration de la proposition. Elle commence par un lemme :

Lemme 8.9.8. Soit w : Br(s0, t0)→ R une fonction positive de classe C2 telle
que Δw ≥ −b pour une constante b > 0. Alors on a

w(s0, t0) ≤ br
2

8
+

1
r2

∫
Br(s0,t0)

w.



272 CHAPITRE 8. LINÉARISATION ET TRANSVERSALITÉ

Démonstration. Considérons la fonction

v(s, t) = w(s0 + s, t0 + t) +
b

4
(s2 + t2)

qui vérifie
Δv(s, t) = Δw(s0 + s, t0 + t) + b ≥ 0.

Il ne reste qu’à appliquer l’inégalité de la moyenne(12) à v :

w(s0, t0) = v(0) ≤ 1
πr2

∫
Br(0)
v

=
1
πr2

∫
Br(s0,t0)

w +
1
πr2

∫
Br(0)

b(s2 + t2)
4

ds dt

=
1
πr2

∫
Br(s0,t0)

w +
br2

8
,

ce qui démontre le lemme.

L’étape suivante est appelée « la ruse de Heinz » (the Heinz trick)
dans [44] (dont cette démonstration est inspirée). La ruse consiste à
considérer la fonction

f : [0, 1] −→ R

ρ �−→ (1− ρ)2 sup
Bρ(s0,t0)

w.

qui vérifie f(0) = w(s0, t0) et f(1) = 0. Il y a donc un ρ� dans [0, 1[ où f
atteint son maximum,

max
ρ∈[0,1]

f = f(ρ�).

Soient encore

c = sup
Bρ�(s0,t0)

w = w(z�) pour z� ∈ Bρ�(s0, t0) et η =
1− ρ�

2
.

Notons que η ∈ ]0, 1
2 ] et que ρ� + η ≤ 1, de sorte que

Bη(z�) ⊂ Bρ�+η(s0, t0) ⊂ B1(s0, t0).

Nous avons maintenant

sup
Bη(z�)

w ≤ sup
Bρ�+η(s0,t0)

w =
f(ρ� + η)

(1− ρ� − η)2 =
4f(ρ� + η)

(1− ρ)2

≤ 4f(ρ�)
(1− ρ�)2 = 4c.

Donc, sur la boule Bη(z�), nous avons

Δw ≥ −aw ≥ −4ac.

(12)Cette variante de l’égalité de la moyenne est rappelée ici dans la proposition 16.5.6.
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En utilisant le lemme, pour r ≤ η,
c = w(z�) ≤ 4ac

8
r2 +

1
πr2

∫
Bη(z�)

w

≤ ac
2
r2 +

1
πr2

∫
B1(s0,t0)

w.

Pour finir (c’est notre troisième et dernière étape), posons

r =
η√
a
< η

et utilisons la dernière inégalité obtenue :

c ≤ ac
2
η2

a
+
a

πη2

∫
B1(s0,t0)

w

≤ c
2

+
a

πη2

∫
B1(s0,t0)

w car η < 1.

Donc
c

2
≤ a

πη2

∫
B1(s0,t0)

w ou cη2 ≤ 2a
π

∫
B1(s0,t0)

w.

Nous en déduisons :

w(s0, t0) = f(0) ≤ f(ρ�) = (1− ρ�)2c

= 4η2c ≤ 8a
π

∫
B1(s0,t0)

w,

ce qui est bien la conclusion attendue.
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CHAPITRE 9

HOMOLOGIE DE FLOER :
ÉTUDE DES ESPACES DE TRAJECTOIRES

Considérons maintenant un hamiltonien générique H (au sens du théo-
rème 8.1.1) sur une variété symplectique W satisfaisant aux hypothèses
6.2.1 et 6.2.2 (par exemple parce que π2(W ) = 0 ou parce queW est le fibré
cotangent d’une variété V ).

On peut donc considérer les orbites périodiques d’indice de Maslov fixé.
On note Ck(H) l’espace vectoriel sur Z/2 de base les orbites périodiques
d’indice de Maslov k. Nous savons que ces orbites sont en nombre fini,
puisque l’hypothèse de non-dégénérescence assure qu’elles sont isolées. On
définit ensuite la différentielle du complexe à l’aide du flot du gradient de
la fonctionnelle d’action AH ,

∂ : Ck(H) −→ Ck−1(H)

∂(x) =
∑

Ind(y)=k−1

n(x, y)ypar

où n(x, y) désigne le nombre (modulo 2) de trajectoires du gradient de AH
(c’est-à-dire de solutions de l’équation de Floer) reliant x à y. Le fait que
n(x, y) soit bien défini (et un nombre fini) sera une conséquence du fait que,
sous les hypothèses faites, l’espace L(x, y) des trajectoires reliant x à y est
une variété compacte de dimension 0 (voir le § 8.5).

Il restera alors à démontrer que l’on a bien défini un complexe, c’est-à-dire
que ∂ ◦ ∂ = 0. Pour ceci, comme au § 3.2.c, il faut étudier plus précisément
l’espace M(x, y), quand la différence des indices est 2.

9.1. Les espaces de trajectoires

9.1.a. L’espace L(x, y) et sa topologie. Si x et y sont des points
critiques de AH , rappelons que M(x, y) désigne l’espace des solutions
(contractiles, d’énergie finie) joignant x à y. On a montré (théorème 6.5.6)
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que l’espace M des solutions contractiles d’énergie finie de l’équation de
Floer est réunion des espaces M(x, y).

Revenons maintenant à l’opération de R sur M utilisée dans les démons-
trations précédentes. Notons

L(x, y) = M(x, y)/R

l’espace des trajectoires joignant x à y (supposés distincts). Il est muni de la
topologie quotient. Dans celle-ci, une suite ũn converge vers un élément ũ si
et seulement si il existe une suite sn de réels telle que un(sn+ s, ·)→ u(s, ·)
dans M(x, y).

Remarque 9.1.1. On fait ici une distinction entre solution (paramétrée), élé-
ment de M, et trajectoire (non paramétrée), élément de L.

Proposition 9.1.2. Soient x et y deux points critiques distincts de AH et
soient un ∈M(x, y), sn ∈ R, σn ∈ R. Supposons que

lim un(sn + s, ·) = u ∈M(x, z) et lim un(σn + s, ·) = v ∈M(x,w)

pour deux points critiques z et w distincts de x. Alors z = w et u et v
coïncident à l’opération de R près, en d’autres termes, il existe un s0 tel
que u(s0 + s, t) = v(s, t).

Corollaire 9.1.3. La topologie quotient sur L(x, y) est séparée.

En effet la proposition donne l’unicité de la limite d’une suite convergente
dans L(x, y).

Démonstration de la proposition. Comme x �= y et un ∈ M(x, y), AH(x) >
AH(y) et de même avec z et w. Choisissons donc un réel α tel que

AH(x) > α > sup(AH(y),AH(z),AH(w))

et un ε > 0 tel que
AH(x)− ε > α+ ε.

Supposons d’abord que la suite σn−sn n’est pas bornée. On peut supposer
que sn = 0 et que la suite σn n’est pas majorée. Elle a une sous-suite tendant
vers +∞. En s = −∞, v part du point critique x, il existe donc un s0 tel
que

s ≤ s0 =⇒ AH(v(s, t)) > AH(x)− ε.
Mais un(s0 + σn, ·) tend vers v(s0, ·), donc, pour n assez grand, on a aussi

AH(un(s0 + σn, ·) > AH(x)− ε.
On utilise le fait que la solution u tend vers z pour s→ +∞, donc il existe
un s1 tel que

s ≥ s1 =⇒ AH(u(s, ·)) ≤ α.
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Puisque un(s1, ·)→ u(s1, ·), alors, pour n assez grand,

AH(un(s1, ·)) ≤ α+ ε.

D’où l’on déduit que
s0 + σn < s1

pour tout n, en contradiction avec le fait que σn n’est pas majorée.
Donc σn− sn est bornée et donc elle possède une sous-suite convergente,

disons lim(σn − sn) = s0. Pour s fixé, la suite s + σn − sn reste dans un
compact fixé. Donc un(s + σn, ·) → v(s, ·) d’une part et vers u(s + s0) de
l’autre.

Remarque 9.1.4. En théorie de Morse, pour montrer que les espaces de tra-
jectoires d’un pseudo-gradient sont séparés, on a regardé l’intersection avec
un niveau de la fonction. Ici on a aussi

L(x, y) ∼= Mα(x, y) = {u ∈M(x, y) | AH(u(0)) = α}
toujours en utilisant le fait que AH est décroissante sur les trajectoires. On a
aussi le fait que

Mα(x, y)×R −→M(x, y)
(x, σ) �−→ u(s+ σ, t)

est un difféomorphisme.

Remarque 9.1.5. Si x = y, alors M(x, y) est constitué de la solution constante
(en s) égale à x. Si x �= y, L(x, y) est une variété de dimension μ(x)−μ(y)−1
(l’opération de R est libre d’après la remarque précédente). Si μ(x) = μ(y)
mais x �= y, alors M(x, y) est vide et L(x, y) aussi.

9.1.b. Ce qu’il faut faire, pour définir les n(x, y) et montrer que
∂ ◦∂ = 0. Considérons le cas de deux points critiques dont la différence des
indices est

– égale à 1 ; alors L(x, y) est une variété de dimension 0 compacte (ce
qui reste à démontrer) et n(x, y) = #L(x, y) ;

– égale à 2, μ(x) = μ(z)+2 ; alors L(x, z) est une variété de dimension 1 ;
on regarde

L(x, z) = L(x, z) ∪ ⋃
μ(y)=μ(x)+1

L(x, y)× L(y, z)

et on démontre que c’est une variété de dimension 1, à bord la réunion des
L(x, y)× L(y, z), et qu’elle est compacte.
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Une fois ceci démontré, comme le bord d’une variété de dimension 1 est
constitué d’un nombre pair de points, on a∑

μ(y)=μ(x)+1

n(x, y)n(y, z) ≡ 0 mod 2,

c’est-à-dire ∂ ◦ ∂ = 0.
Il nous faut donc démontrer
– la compacité des espace L(x, y) (au § 9.1.c) ;
– la propriété d’être une variété à bord quand la différence des indices

est 2 (au § 9.2).

9.1.c. Trajectoires brisées. Comme nous l’avons vu au § 3.2 dans le
cas de dimension finie, dans l’adhérence des trajectoires joignant le point
critique x au point critique y, il y a des trajectoires « brisées », réunions de
trajectoires joignant d’autres points critiques. Le théorème qui vient décrit
plus précisément ce comportement.

Théorème 9.1.6. Soit (un) une suite d’éléments de M(x, y). Il existe
– une sous-suite de (un),
– des points critiques x0 = x, x1, . . . , x�, x�+1 = y,
– des suites (skn) (pour 0 ≤ k ≤ �)
– et des éléments uk ∈M(xk, xk+1)

tels que, pour tout k = 0, . . . , �,

lim
n→∞un · s

k
n = uk.

Remarque 9.1.7. La proposition 9.1.2 donne aussi l’unicité de la limite dans
ce cadre : l’un des points critiques, x, était fixé, les deux autres, z et w, non.

Ce théorème définit la convergence des suites dans L(x, z). La proposi-
tion 9.1.2 montre que la limite est unique. Ainsi, on définit une topologie
séparée sur l’espace L(x, z) et, bien sûr, elle est telle que cet espace est
compact :

Corollaire 9.1.8. L’espace L(x, z) est compact.

Démonstration du théorème 9.1.6. Nous utilisons ici les notations de la
démonstration du théorème 6.5.6, en particulier, ε est assez petit pour que
les boules de rayon ε centrées aux points critiques de AH soient disjointes.
Pour u ∈M, on note u(s) ∈ LW le lacet u(s, t).

Vue comme une trajectoire dans LW , un doit sortir de B(x, ε), puisqu’elle
finit par aboutir en y. Appelons un(s1n) son premier point de sortie,

s1n = inf {s ∈ R | d∞(un(s), x) > ε} .
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x

y

x1

x�

Figure 1

Par compacité de M (et à extraction près d’une sous-suite), la suite (un ·s1n)
converge vers un élément u1 de M. Par définition de s1n, on a{

d∞(un(s), x) < ε pour s < s1n
d∞(un(s1n), x) = ε

par suite, à la limite,

u1(s) ∈ B(x, ε) pour s < 0 et u1(0) ∈ ∂B(x, ε).

La limite u1 est ainsi une trajectoire partant de x et sortant de la boule
B(x, ε), elle est donc dans un M(x, x1) pour un x1 ∈ Crit AH (distinct
de x). Si x1 = y, on a fini (avec � = 0). Sinon, on procède par récurrence :
on suppose qu’on a trouvé des suites (s0n), . . . , (skn) et uj ∈ M(xj−1, xj)
(pour certains points critiques de AH), avec xj �= y et

lim
n→∞un · s

j
n = uj .

La trajectoire uk tend vers le point critique xk pour s tendant vers +∞, et
il existe un s� ∈ R tel que

∀ s ≥ s�, uk(s) ∈ B(xk, ε).

Puisque un · skn(s�) tend vers uk(s�), on a aussi, pour n assez grand,

un(skn + s�) ∈ B(xk, ε).

Comme la trajectoire (un) tend vers y, que nous avons supposé différent
de xk, elle doit sortir de B(xk, ε) pour s > skn + s�. On considère son
premier point de sortie, un(sk+1

n ), où

sk+1
n = sup

{
s ≥ skn + s� | un(σ) ∈ B(xk, ε) pour skn + s� ≤ σ ≤ s} .

Par compacité de M encore une fois (et à extraction près d’une sous-suite), la
suite un ·sk+1

n converge vers une limite uk+1 ∈M. On veut montrer mainte-
nant que la trajectoire uk+1 en question est dans un espace M(xk, xk+1) pour
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uk

uk(s�)

un · sk
n

un(sk
n + s�)

un(sk+1
n )

xk

x

B(x, ε)

un(s1
n)

Figure 2

un point critique xk+1 distinct de xk. On vérifie d’abord que sk+1
n −skn tend

vers l’infini. En effet, si l’on suppose au contraire qu’elle est bornée, l’inter-
valle [s�, sk+1

n − skn] est contenu dans un intervalle compact fixe... sur lequel
un · skn converge uniformément vers uk. Par suite, pour s ∈ [s�, sk+1

n − skn],
on a un(skn + s) ∈ B(xk, ε) et, en particulier, un(sk+1

n ) est dans cette boule
ouverte, une contradiction. Ainsi, sk+1

n − skn tend bien vers +∞.
Soit s un réel strictement négatif. Pour n assez grand, on a

skn + s� < sk+1
n + s < sk+1

n

de sorte que, d’après la définition de sk+1
n , un(sk+1

n + s) ∈ B(xk, ε). Par
suite, pour tout s < 0, on a

un · sk+1
n ∈ B(xk, ε)

et par conséquent
uk+1(]−∞, 0[) ⊂ B(xk, ε).

Pour s = 0, on a un(sk+1
n ) ∈ ∂B(xk, ε), donc à la limite,

uk+1(0) ∈ ∂B(xk, ε),

de sorte que uk+1 doit sortir de la boule B(xk, ε), ce que nous voulions
démontrer.

9.2. Trajectoires brisées, recollement : énoncés

Nous avons montré, au § 9.1.c, qu’une suite de solutions de l’équation
de Floer joignant deux points critiques a et b pouvait converger vers une
« trajectoire brisée ». L’espace des trajectoires brisées apparaît ainsi comme
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une « compactification » de l’espace de trajectoires L(a, b). Étudions plus
précisément sa structure lorsque la différence des indices de a et b est 2.

Théorème 9.2.1. Soit (H,J) un couple régulier (avec H non dégénéré).
Soient x et z deux trajectoires périodiques de H dont les indices satisfont à

μ(x) = μ(z) + 2.

Alors L(x, z) est une variété compacte à bord de dimension 1 et

∂L(x, y) =
⋃

μ(x)<μ(y)<μ(z)
L(x, y)× L(y, z).

Corollaire 9.2.2. Sous les hypothèses faites,

∂ ◦ ∂ = 0.

La suite de ce chapitre est consacrée à la démonstration de ce théorème.
Nous avons déjà montré, au § 9.1.c, que l’espace de trajectoires L(x, z) est
compact et que L(x, z) est une variété de dimension 1. Il suffit ainsi d’étudier
ce qui se passe au voisinage des points du bord. C’est ce que décrit le
théorème dit « de recollement » :

Théorème 9.2.3. Soient x, y et z trois points critiques de la fonctionnelle
d’action AH , d’indices consécutifs

μ(x) = μ(y) + 1 = μ(z) + 2

et soient (u, v) ∈ M(x, y) ×M(y, z) représentant des trajectoires (û, v̂) ∈
L(x, y)× L(y, z). Alors

– il existe une application différentiable ψ : [ρ0,+∞[→M(x, z) (pour un
certain ρ0 > 0) telle que π ◦ ψ soit un plongement

ψ̂ = π ◦ ψ : [ρ0,+∞[ −→ L(x, z)

vérifiant
lim
ρ→+∞ ψ̂(ρ) = (û, v̂) ∈ L(x, z) ⊃ L(x, z),

– de plus, si �n ∈ L(x, z) est une suite tendant vers (û, v̂), alors �n ∈
Im(ψ̂) pour n assez grand.

Remarque 9.2.4. La dernière assertion est tout aussi indispensable que son
analogue dans le cas de Morse (voir la remarque 3.2.8).

La démonstration est bien plus difficile ici que celle du résultat corres-
pondant de théorie de Morse, la proposition 3.2.7. Nous allons procéder en
trois étapes :
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(1) un « pré-recollement », où nous construirons une interpolation wρ
entre les solutions u et v de l’équation de Floer, dépendant du paramètre ρ,
qui ne sera pas exactement une solution elle-même mais une solution « ap-
prochée » dans un sens que nous préciserons ;

(2) la construction de ψ, que nous exhiberons sous la forme

ψ(ρ) = expwρ(γ(ρ))

pour un

γ(ρ) ∈W 1,p(w�ρTW ) = TwρP(x, z)

tel que ψ(ρ) est une vraie solution de l’équation de Floer ; nous l’obtiendrons
à partir de wρ par une variante de la méthode de Newton, due à Picard et
que nous appellerons « méthode de Newton-Picard » ;

(3) la vérification des trois propriétés désirées de ψ̂ = π ◦ ψ, à savoir
– limρ→+∞ ψ̂(ρ) = (û, v̂) ;
– ψ̂ est un plongement ;
– la propriété d’unicité.

Pour les démonstrations, nous aurons besoin d’estimations des dérivées
de l’application exponentielle et de l’opérateur de Floer. Leurs démonstra-
tions ne sont pas difficiles, mais elles sont très longues (et certains lecteurs
pourront les trouver « moralement évidentes »). C’est pourquoi, et dans le
but de faciliter la lecture, que nous avons préféré les regrouper dans le cha-
pitre 13. Nous signalerons ces lemmes techniques au fur et à mesure de leur
apparition dans le texte.

9.3. Pré-recollement

Choisissons une fois pour toutes deux fonctions de classe C∞, β− et
β+ : R → [0, 1] (figure 3), de façon que

β−(s) =

{
1 pour s ≤ −1
0 pour s ≥ −ε et β+(s) =

{
1 pour s ≥ 1
0 pour s ≤ ε.

Définissons la solution approchée wρ par

wρ(s, t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u(s+ ρ, t) si s ≤ −1
expy(t)

(
β−(s) exp−1

y(t)(u(s+ ρ, t))

+ β+(s) exp−1
y(t)(v(s− ρ, t))

)
si s ∈ [−1, 1]

v(s− ρ, t) si s ≥ 1.
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β+β−

−1 +1

Figure 3

La formule définit bien quelque chose si, pour |s| ≤ 1, u(s+ρ, t) et v(s−ρ, t)
sont bien dans l’image de l’exponentielle, précisément dans{

expy(t) Y (t) | sup
t∈S1
‖Y (t)‖ ≤ r0

}
.

Comme lims→+∞ u(s, t) = y(t) = lims→−∞ v(s, t), ceci est vrai pour ρ assez
grand, disons donc pour ρ ≥ ρ0.

La valeur de ρ0, qui pourra augmenter au fur et à mesure que le texte
avance, n’a pas à être précisée : convenons(1) que « pour ρ ≥ ρ0 » signifie
« pour ρ assez grand ».

Cette « interpolation » de u et v jouit des propriétés :
(1) wρ ∈ C∞(x, z) ;
(2) pour s ∈ [−ε, ε], on a wρ(s, t) = y(t) ;
(3) pour s ≤ ρ− 1, on a wρ(s− ρ, t) = u(s, t), en particulier

lim
ρ→+∞wρ(s− ρ, t) = u(s, t) dans C∞loc,

et de même, wρ(s+ρ, t) = v(s, t) pour s ≥ 1−ρ, donc wρ(s+ρ, t) tend vers
v(s, t) dans C∞loc ;

(4) wρ est une fonction dérivable de ρ ;
(5) wρ(s, t) tend vers y(t) dans C∞loc quand ρ tend vers +∞.
La figure 4 montre assez schématiquement ce qui se passe (dans l’espace

de lacets LW ).

Voici maintenant la version « linéaire » de cette construction que nous
allons utiliser pour appliquer la méthode de Newton-Picard et construire
une vraie solution à partir de wρ. Soient Y ∈ TuP(x, y) et Z ∈ TvP(y, z).
On définit, de façon analogue à wρ,

Y#ρZ ∈ TwρP(x, z) =W 1,p(w�ρTW )

(1)Une convention que nous aurions aussi pu faire à d’autres endroits.
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u

v

x

z

wρ

y = wρ[−ε, ε]

v(1 − ρ) = wρ(1)

u(ρ − 1) = wρ(−1)

Figure 4

par

Y#ρZ(s, t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Y (s+ ρ, t)
T expy(t)

(
β−(s)Tu(s+ρ,t) exp−1

y(t)(Y (s+ ρ, t))

+ β+(s)Tv(s−ρ,t) exp−1
y(t)(Z(s− ρ, t))

)
Z(s− ρ, t)

suivant que s est, respectivement, ≤ −1, dans [−1, 1] ou ≥ 1. Pour ne
pas allonger démesurément la formule, nous n’y avons pas fait figurer le
point où est prise l’application tangente à l’exponentielle, c’est-à-dire ici
β−(s) exp−1

y(t)(u(s+ ρ, t)) + β+(s) exp−1
y(t)(y(s− ρ, t)).

Remarque 9.3.1. On peut considérer la construction de wρ à partir de u et v
comme une application

#ρ : C∞(x, y)× C∞(y, z) −→ C∞(x, z).

On peut alors aussi considérer Y#ρZ comme l’image de (Y,Z) par l’appli-
cation tangente

T(u,v)#ρ : TuP(x, y)× TvP(y, z) −→ TwρP(x, z).

Le champ de vecteurs Y#ρZ jouit de propriétés analogues à celles de wρ,
à savoir :

(1) On l’a dit, Y#ρZ ∈ TwρP(x, z), et c’est une application continue
comme élément de W 1,p(R × S1; Rm) ;
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(2) pour s ∈ [−ε, ε], Y#ρZ = 0 ;
(3) on a limρ→+∞ Y#ρZ = 0 dans C0

loc (et dans C∞loc si Y et Z sont de
classe C∞).

Ces constructions étant faites, passons à la construction de notre para-
métrage ψ̂.

9.4. Construction de ψ

Pour tout ρ ≥ ρ0, on a construit un wρ dans C∞(x, z). Il est même dans
C∞↘ (x, z), grâce à la décroissance exponentielle (du § 8.9). On va maintenant
définir, pour tout ρ ≥ ρ0, ψρ ∈M(x, z) (une vraie solution, donc), qui sera
de la forme

ψρ = expwρ γ(ρ) pour un γ(ρ) ∈ TwρP(x, z) =W 1,p(w�ρTW ).

Remarque 9.4.1. Toujours en désignant par F l’opérateur « de Floer »

F =
∂

∂s
+ J
∂

∂t
+ gradH,

pour vérifier que ψρ est bien une solution, il suffira de vérifier que F(ψρ) = 0
au sens faible. En effet, comme ψρ sera automatiquement continue (puisque
γ(ρ) ∈ W 1,p(w�ρTW ) avec p > 2, γ(ρ) est continue), donc solution
forte et de classe C∞, toujours en application de la régularité elliptique
(l’énoncé 12.1.1).

Trivialisations. Nous allons écrire les équations en coordonnées. Pour ceci,
il nous faut des trivialisations du fibré TW sur les applications considérées.
Comme au chapitre 7, commençons par choisir des disques Dx, Dy et Dz
bordés par nos lacets contractiles x, y et z. Puis fixons des trivialisations
unitaires

– (Zui (s, t))i=1,...,2n le long de u ∪Dx ∪Dy et
– (Zvi (s, t))i=1,...,2n le long de v ∪Dy ∪Dz

qui coïncident le long de Dy. Il reste à définir une trivialisation compatible
le long de wρ. Pour ce faire, on définit, d’abord, bien sûr, pour ρ ≥ ρ0,

Zρi (s, t) =

{
Zui (s+ ρ, t) si s ≤ −1
Zvi (s− ρ, t) si s ≥ 1.

On prolonge ensuite, pour s ∈ [−1, 1], cette trivialisation en une trivialisa-
tion unitaire le long de wρ pour ρ ∈ [ρ0,+∞[ et de y(t) pour ρ = +∞ de
façon que, le long de y(t) = wρ(0, t), elle coïncide avec les restrictions à y
de Zui et de Zvi .
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Bref, on a ainsi construit une (famille de) trivialisation(s) Zρi (s, t) le
long de wρ. Chacune coïncide avec Zui ou Zvi pour |s| assez grand et elles
convergent (dans C∞loc) vers une trivialisation le long de y (voir la figure 5,
sur laquelle l’axe des t a été omis). La famille Zρi (s, t) est une fonction C∞

de ρ.

ρ

s

ρ1
+∞

Zu
i (s + ρ, t)

Zρ
i (s, t)

Zv
i (s − ρ, t)

Zx
i (t)

Zy
i (t)

Zz
i (t)

−1

+1

Figure 5

Ce n’est pas tout à fait terminé : nous avons besoin de trivialisations
au voisinage de wρ. Pour tous ρ, s et t, et pour tout vecteur tangent
ξ ∈ Twρ(s,t)W de norme inférieure au rayon d’injectivité, on construit
en utilisant le transport parallèle (voir au besoin le § 14.5) une base or-
thonormale (mais pas nécessairement unitaire) de Texpwρ(s,t)(ξ)W , notée
(Zρ,ξi (s, t))i=1,...,2n.

Définition de Fρ. Pour tout ρ ≥ ρ0, on définit un opérateur

W 1,p(R × S1; R2n)
Fρ−−−→ Lp(R × S1; R2n)

(y1, . . . , y2n) �−→
[( ∂
∂s

+ J
∂

∂t
+ gradHt

)
(expwρ

∑
yiZ
ρ
i )
]
Zi

formule dans laquelle le résultat est développé dans la base Z
ρ,
∑
yiZ

ρ
i

i et
dont on aura remarqué qu’elle ne définit pas un opérateur linéaire. L’appli-
cation Fρ n’est autre que

Fρ = F ◦ expwρ
écrite dans les bases Zi.

Remarque 9.4.2. L’application Fρ est bien définie sur les vecteurs (y1, . . . , y2n)
de la boule

B (0, r0/K) ⊂W 1,p(R × S1; R2n)
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où r0 a été choisi inférieur au rayon d’injectivité de la métrique utilisée
sur W et K est la norme de l’injection de W 1,p dans L∞ (en utilisant les
notations du § 8.2, celles avec lesquelles nous avons défini la structure de
variété de Banach de P(x, y)).

On a, bien sûr, Fρ(0) = [F(wρ)]Zρi . De plus, comme u et v sont des
solutions de l’équation de Floer, on a

F(wρ) =
∂wρ
∂s

+ J
∂wρ
∂t

+ gradwρ Ht = 0 pour |s| ≥ 1.

Sur [−1, 1], wρ(s, t) tend uniformément (dans la topologie C∞) vers y(t).
Donc, puisque F(y) = 0, F(wρ) tend vers 0 quand ρ tend vers +∞, en C∞

comme en Lp.

La méthode de Newton-Picard, idée générale. Nous cherchons γ =
(γ1, . . . , γ2n) qui soit solution de l’équation Fρ(γ) = 0. Nous venons
de remarquer que, si l’on n’a pas Fρ(0) = 0, l’origine 0 est « presque » une
solution de l’équation. Nous allons utiliser cette solution approximative
comme point de départ pour construire une vraie solution en utilisant la
méthode de Newton-Picard.

Dans le cas des fonctions f : R → R, on sait que celle-ci permet de
trouver un zéro α de f à partir d’une solution approchée x0 comme limite
de la suite récurrente

xn+1 = xn − f(xn)
f ′(xn)

.

Une variante est de trouver α comme limite de la suite

xn+1 = xn − f(xn)
f ′(x0)

qui présente l’avantage de n’utiliser qu’une valeur de la dérivée et que nous
allons utiliser ici dans le cas de Fρ. Les deux méthodes sont représentées sur
la figure 6.

x0x1x2

α α

x1x2x0

Figure 6
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Linéarisation de Fρ. Nous déterminons donc maintenant ce qui va jouer
le rôle de la dérivée f ′(x0) dans la méthode de Newton-Picard. Notons Lρ
l’opérateur linéarisé (dFρ)0 en 0 de Fρ,

Lρ :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n).

Proposition 9.4.3. L’opérateur Lρ est un opérateur de Fredholm d’indice 2.

Démonstration. Nous l’avons remarqué au chapitre précédent (c’est la re-
marque 8.4.5), la différentielle de F est de la forme

(dF)u = ∂ + S(s, t)

pour tout u (et pas seulement pour les solutions de l’équation de Floer).
Dans nos trivialisations, nous avons donc

Lρ(Y ) =
∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ Sρ(s, t)Y

pour une application

Sρ : R × S1 −→M2n(R).

Comme nous avons choisi la trivialisation le long de wρ de façon compatible
avec celles le long de u et de v, nous avons que

Sρ(s, t) =

{
Su(s+ ρ, t) pour s ≤ −1
Sv(s+ ρ, t) pour s ≥ 1

où Su et Sv sont les matrices correspondant aux linéarisations de F le long
de u et v dans les trivialisations Zui et Zvi . De sorte qu’en particulier, pour ρ
tendant vers l’infini, Sρ tend vers les chemins de matrices symétriques définis
par les points critiques x et z :

lim
s→−∞Sρ(s, t) = Sx(t) et lim

s→+∞Sρ(s, t) = Sz(t).

Il ne reste qu’à appliquer les résultats du chapitre précédent (précisément
les théorèmes 8.7.1 et 8.8.1) : Lρ est un opérateur de Fredholm d’indice
μ(x)− μ(z) = 2.

Idée de la construction de ψ. Dans la formule définissant la suite récur-
rente utilisée dans la méthode de Newton-Picard, le terme 1/f ′(x0) corres-
pond dans notre situation à un inverse de l’application linéarisée Lρ. Le
fait que celle-ci soit d’indice 2 l’empêche d’être inversible. Nous allons donc
trouver un supplémentaire W⊥ρ de KerLρ dans W 1,p(R × S1; R2n) tel que
Lρ|W⊥ρ soit inversible (autrement dit, nous déterminerons un inverse à droite
pour Lρ). Nous appliquerons la méthode de Newton-Picard en partant de
la solution approchée 0 pour trouver une solution de Fρ(γ) = 0.
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expwρ
W⊥

ρ

M(x, z)

W⊥
ρ

γ
(expwρ

)−1M(x, z)

Ker Lρ wρ

ψ(ρ)

Figure 7

Rien d’étonnant à ce que nous devions utiliser un tel sous-espace W⊥ρ :
nous savons que M(x, z) est une variété de dimension 2, nous cherchons donc
pour tout ρ un élément γ ∈ (expwρ)

−1M(x, z), sous-variété de dimension 2
de TwρP(x, z). Il est naturel de déterminer un tel γ en intersectant cette
sous-variété avec un sous-espace de codimension 2, notre W⊥ρ (on montrera
en effet que dim KerLρ = 2). Ce qui est schématisé sur la figure 7.

Nous obtiendrons donc le chemin ψ(ρ) comme intersection dans P(x, z)
de M(x, z) et de l’espace

{expwρW
⊥
ρ | ρ ≥ ρ0}.

Ce sous-espace est de codimension 1, c’est l’image du fibré W⊥ des W⊥ρ
sur wρ, un sous-fibré de codimension 2 de w�TP(x, z). Ce qui, à nouveau,
est schématisé sur la figure 8.

wρ

expwρ
W⊥

ρ

ψ(ρ)

M(x, z)

Figure 8

La méthode de Newton-Picard (abstraite). Voici l’énoncé précis que nous
utiliserons.
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Lemme 9.4.4. Soient X et Y deux espaces de Banach et soit F : X → Y
une application continue. On écrit

F (x) = F (0) + L(x) +N(x)

où L(x) = (dF )0(x) et on suppose qu’il existe G : Y → X, continue telle
que

(1) L ◦G = Id ;
(2) ‖GN(x)−GN(y)‖ ≤ C(‖x‖+ ‖y‖) ‖x− y‖ pour tous x, y ∈ B(0, r) ;
(3) ‖GF (0)‖ ≤ ε/2 où ε = min (r, 1/5C).

Alors il existe un unique α ∈ Im(G) ∩ B(0, ε) tel que F (α) = 0. De plus,
on a ‖α‖ ≤ 2 ‖GF (0)‖.
Démonstration. En gardant la méthode de Newton-Picard classique en tête,
définissons ϕ : B(0, ε)→ Im(G) par

ϕ(x) = G(L(x)− F (x)) = −G(F (0) +N(x)).

Remarquons que
Lϕ(x) = L(x)− F (x).

Donc, si ϕ(x) = x, F (x) = 0. Réciproquement, si F (x) = 0 et x = G(y),
alors

ϕ(x) = GL(x) = GLG(y) = G(y) = x.
Nous allons donc montrer que ϕ a un unique point fixe dans B(0, ε).

D’abord, ϕ envoie la boule de rayon ε dans elle-même : si ‖x‖ ≤ ε, on a

‖ϕ(x)‖ = ‖G(F (0) +N(x))‖ ≤ ‖GF (0)‖+ ‖GN(x)‖
≤ ε

2
+ C ‖x‖2

≤ ε
2

+ Cε2

≤ ε
2

+
ε

5
< ε,

suite d’inégalités pour lesquelles on a utilisé les propriétés (2) et (3) ainsi
que le fait que N(0) = 0.

Ensuite, si x et y sont deux points de la boule B(0, ε), on a

‖ϕ(x)− ϕ(y)‖ = ‖GN(x)−GN(y)‖ ≤ C(‖x‖+ ‖y‖) ‖x− y‖
≤ 2Cε ‖x− y‖
≤ 2

5
‖x− y‖ ≤ 1

2
‖x− y‖ .

Ainsi la suite définie par

x0 = 0 et xn+1 = ϕ(xn)
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est une suite de Cauchy. Elle converge donc vers une limite α qui est un
point fixe de ϕ et qui est l’unique point fixe à cause de l’inégalité que nous
venons de démontrer.

Pour finir, démontrons l’inégalité affirmée dans l’énoncé du lemme. On a
1
2
‖α‖ =

1
2
‖α− 0‖ ≥ ‖ϕ(α)− ϕ(0)‖ = ‖α− ϕ(0)‖ ≥ ‖α‖ − ‖ϕ(0)‖ .

Il s’ensuit que
‖α‖ ≤ 2 ‖ϕ(0)‖ = 2 ‖GF (0)‖ .

Application du lemme. Nous allons appliquer le lemme 9.4.4 à l’application

Fρ :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n).

Il nous faut donc déterminer un inverse à droite Gρ de la différentielle Lρ
en 0, et vérifier que ce Gρ satisfait aux hypothèses du lemme. Comme nous
l’avons dit, nous allons obtenir Gρ à l’aide d’un sous-espace W⊥ρ . Nous
commençons donc par définir celui-ci.

Les différentielles (dF)u et (dF)v, dans les trivialisations Zui et Zvi , sont
notées Lu, Lv ; on considère, via ces trivialisations,

KerLu ⊂ TuP(x, y) et KerLv ⊂ TvP(y, z).

On définit Wρ comme la « somme #ρ » de ces sous-espaces,

Wρ = {α#ρβ | α ∈ KerLu, β ∈ KerLv} .
On définit ensuite W⊥ρ comme son orthogonal, c’est-à-dire comme

W⊥ρ =
{
Y ∈W 1,p(R × S1; R2n) |∫
R×S1

〈Y, α#ρβ〉 ds dt = 0 pour tous α ∈ KerLu, β ∈ KerLv
}
,

(toujours en utilisant le repère (Zρi )i=1,...,2n pour considérer α#ρβ comme
un élément de W 1,p(R × S1; R2n)).

Remarques 9.4.5.
(1) Les deux solutions u et v de l’équation de Floer relient des points

critiques d’indices consécutifs. Comme la paire (H,J) est régulière, nous
savons donc que Lu et Lv sont surjectifs. Comme leurs indices de Fredholm
valent 1, les noyaux de Lu et de Lv sont de dimension 1. Grâce à la remarque
8.4.8, nous pouvons donc affirmer que

KerLu = R · ∂u
∂s

et KerLv = R · ∂v
∂s

(où l’utilisation des repères (Zui ), (Zvi ) est sous-entendue).
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(2) Comme on a, grâce à la décroissance exponentielle (§ 8.9),

sup
(∣∣∣∂u
∂s

∣∣∣, ∣∣∣∂v
∂s

∣∣∣) ≤ Ke−δ|s|,
les vecteurs ∂u/∂s et ∂v/∂s sont dans Lq pour tout q ≥ 1, donc

∀Y ∈W 1,p(R × S1; R2n), ∀α ∈ KerLu, ∀β ∈ KerLv, 〈Y, α#ρβ〉 ∈ L1.

(3) L’espace W 1,p(R × S1; R2n) est somme directe de Wρ et de W⊥ρ .
C’est un fait simple et assez général que l’on peut énoncer sous forme d’un
lemme :

Lemme 9.4.6. On suppose que 1/p + 1/q = 1. Soit E un sous-espace de
dimension finie de W 1,p ∩ Lq . Soit

E⊥ =
{
Y ∈W 1,p |

∫
〈Y,X〉 ds dt = 0 pour tout X ∈ E

}
.

Alors W 1,p = E ⊕ E⊥.

En effet, il est clair que ces deux sous-espaces ne se rencontrent qu’en 0.
Puis, par l’inégalité de Hölder, comme E ⊂ Lp ∩ Lq, on a E ⊂ L2. Il suffit
maintenant de choisir une base orthonormale {e1, . . . , er} de E, grâce à
laquelle tout élément Z de W 1,p satisfait à

Z − 〈e1, Z〉 e1 − · · · − 〈er, Z〉 er ∈ E⊥

d’où le résultat annoncé.

Comme Wρ est l’image de l’espace de dimension 2, KerLu×KerLv, par
l’application linéaire #ρ, nous savons que dimWρ ≤ 2, de sorte que le lemme
s’applique.

La proposition ci-dessous est importante. Elle permet de définir Gρ et de
vérifier les hypothèses du lemme.

Proposition 9.4.7. Il existe une constante C > 0 telle que, pour ρ ≥ ρ0,

∀Y ∈W⊥ρ , ‖Lρ(Y )‖Lp ≥ C ‖Y ‖W 1,p .

Voici tout d’abord une liste de conséquences de cette proposition. On
suppose ρ ≥ ρ0.

(1) D’abord, on a clairement KerLρ ∩W⊥ρ = 0.
(2) L’application Lρ est surjective et dim KerLρ = dimWρ = 2. En effet,

on a toujours
dim KerLρ ≥ Ind(Lρ) = 2

et
codimW⊥ρ = dimWρ ≤ dim(KerLu ×KerLv) = 2
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et la première propriété transforme ces deux inégalités en égalités. On a
ainsi

W 1,p(R × S1; R2n) = KerLρ ⊕W⊥ρ .
On peut dire, intuitivement, que le noyau de (dF)u#ρv est proche de
Ker(dF)u#ρKer(dF)v quand ρ est assez grand.

(3) Par conséquent,

Lρ :W⊥ρ ∼=W 1,p(R × S1; R2n)/KerLρ −→ Lp(R × S1; R2n) = ImLρ

est bijective. On pose

Gρ = L−1
ρ : Lp(R × S1; R2n) −→W⊥ρ .

(4) Cette application Gρ est continue, puisqu’en effet la proposition af-
firme que

‖Gρ(Y )‖W1,p ≤ 1
C
‖LρGρ(Y )‖Lp =

1
C
‖Y ‖Lp .

Les hypothèses (2) et (3) du lemme 9.4.4 sont aussi des conséquences de
la proposition :

(1) Vérifions maintenant l’hypothèse (2) du lemme (en omettant ρ dans
l’écriture). On a

‖GNx−GNy‖ ≤ C−1 ‖N(x)−N(y)‖ ≤ C−1 sup
z∈[x,y]

‖(dN)z‖ ‖x− y‖

par l’inégalité des accroissements finis. Le fait que ‖(dN)z‖ soit, sur le seg-
ment [x, y], bornée par K ‖z‖ où K est indépendant de ρ, de x et de y,
est conséquence du lemme 9.4.8, un des lemmes techniques démontrés au
chapitre 13 (au § 13.2),

‖(dN)z‖ ≤ K ‖z‖
(voir le chapitre 13) puisque

(dN)z = (dF)z − (dF)0.

On en déduit

‖GNx−GNy‖ ≤ C−1 ‖N(x)−N(y)‖
≤ C−1K sup

z∈[x,y])
‖z‖ ‖x− y‖

≤ C−1K(‖x‖+ ‖y‖) ‖x− y‖
et l’hypothèse (2) est bien satisfaite.

Lemme 9.4.8. Soit r0 > 0. Il existe une constante K > 0 telle que, pour tout
ρ ≥ ρ0 et pour tout Z ∈ B(0, r0) ⊂W 1,p(R × S1; R2n), on ait

‖(dFρ)Z − (dFρ)0‖op ≤ K ‖Z‖W1,p .
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(2) Vérifions enfin la condition (3) du lemme. On a

‖GρFρ(0)‖ ≤ C−1 ‖Fρ(0)‖ = C−1 ‖F(wρ)‖
qui tend vers 0 quand ρ tend vers l’infini, de sorte que l’on a bien
‖GρFρ(0)‖ ≤ ε/2 pour ρ assez grand. On peut appliquer le lemme de
Newton-Picard.

Démonstration de la proposition 9.4.7. Supposons, par l’absurde, qu’il exis-
te une suite (ρn) tendant vers l’infini et Yn ∈W⊥ρn tels que

lim
n→+∞

‖LρnYn‖Lp
‖Yn‖W 1,p

= 0.

En normalisant, nous supposerons que ‖Yn‖ = 1.

Lemme 9.4.9. Soit K = [−a, a]× S1 ⊂ R × S1. Alors

lim
n→∞ ‖Yn‖W 1,p(K) = 0.

Démonstration. Considérons l’opérateur

D :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

défini par

D(Y ) =
∂Y

∂s
(s, t) + J0

∂Y

∂t
(s, t) + Sy(t) · Y (s, t)

où t �→ Sy(t) est le chemin de matrices symétriques correspondant à la
trivialisation choisie le long du lacet y. Comme nous le savons déjà,

(dF)wρ(Y ) =
∂Y

∂s
+ J
∂Y

∂t
− (dJ)wρ(Y )

∂wρ
∂t

+ d(gradwρ Ht)(Y ).

Comme wρ tend vers y (au sens C∞loc) quand ρ tend vers l’infini, la partie
d’ordre 0 de cet opérateur tend vers la partie d’ordre 0 de (dF)y. Comme
nous avons choisi les trivialisations de façon que Zρi (s, t) tende vers Zyi (t)
(toujours au sens C∞loc), on a

lim
ρ→∞Sρ(s, t) = Sy(t) au sens C∞loc.

Posons rn = ρn/2, choisissons une fonction plateau γ qui vaut 1 pour |s| ≤
1/2 et 0 pour |s| ≥ 1 et définissons enfin γn(s) = γ(s/rn).

Montrons que D(γnYn) tend vers 0 en norme Lp. On a en effet

‖D(γnYn)‖Lp =
∥∥∥γnD(Yn) +

1
rn
γ̇Yn

∥∥∥
Lp

≤ 1
rn
‖γ̇Yn‖Lp + ‖γnD(Yn)‖Lp

≤ M
rn
‖Yn‖Lp + ‖D(Yn)‖Lp([−rn,rn]×S1
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où M est la borne supérieure de |γ̇(s)| sur R. Il s’ensuit que

‖D(γnYn)‖Lp ≤
M

rn
‖Yn‖Lp + ‖(D − Lρn)Yn‖Lp([−rn,rn]×S1)

+ ‖Lρn(Yn)‖Lp([−rn,rn]×S1)

≤ M
rn
‖Yn‖Lp + ‖(Sy − Sρn)Yn‖Lp([−rn,rn]×S1)

+ ‖Lρn(Yn)‖Lp .
Comme ‖Yn‖Lp ≤ ‖Yn‖W1,p = 1 et comme ‖Lρn(Yn)‖Lp tend vers 0, cela
donne

‖D(γnYn)‖Lp ≤ ‖(Sy − Sρn)Yn‖Lp + τn
pour un τn ≥ 0 tendant vers 0 quand n tend vers l’infini. On remarque
ensuite que

‖(Sy − Sρn)Yn‖Lp([−rn,rn]×S1) ≤ sup
(s,t)∈[−rn,rn]×S1

‖Sρn(s, t)− Sy(t)‖ ‖Yn‖Lp

≤ sup
(s,t)∈[−rn,rn]×S1

‖Sρn(s, t)− Sy(t)‖ .

Pour s ≤ −1, Sρn(s, t) = Su(s + ρn, t), donc le supremum, pour (s, t) ∈
[−rn,−1]× S1, de ‖Sρn(s, t)− Sy(t)‖ est égal à

sup
(s,t)∈[−rn,−1]×S1

‖Su(s+ ρn, t)− Sy(t)‖ ,

c’est-à-dire à
sup

(s,t)∈[rn,ρn−1]×S1
‖Su(s, t)− Sy(t)‖

et ce supremum tend donc vers 0. De même, pour s ≥ 1, en utilisant le fait
que Sρn(s, t) = Sv(s− ρn, t), on vérifie que

lim
n→+∞ sup

(s,t)∈[1,rn]×S1
‖Sρn(s, t)− Sy(t)‖ = 0.

Enfin on a
lim
n→+∞ sup

(s,t)∈[−1,1]×S1
‖Sρn(s, t)− Sy(t)‖ = 0

puisque Sρn(s, t) tend vers Sy(t) au sens C∞loc. Nous avons bien montré que
D(γnYn) tend vers 0 en norme Lp, ce qui va nous permettre d’achever la
démonstration du lemme.

Nous savons (voir la proposition 8.7.3 dans la démonstration du fait
que F est un opérateur de Fredholm) que D : W 1,p(R × S1; R2n) →
Lp(R × S1; R2n) est inversible. Du fait que ‖D(γnYn)‖Lp tend vers 0, on
déduit que ‖γnYn‖W 1,p tend vers 0 et donc que

lim
n→+∞ ‖Yn‖W 1,p(K) = 0,

ce qui achève en effet la démonstration du lemme.
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Lequel lemme affirme, puisque la norme W 1,p de Yn vaut 1, que son
support tend à se concentrer vers |s| → +∞.

Nous allons utiliser les relations entre Lρn , Lu et Lv pour |s| assez grand.

Lemme 9.4.10. Soient β± les deux fonctions utilisées pour fabriquer la
solution approchée wρ. Il existe des champs de vecteurs Y ∈ KerLu et
Z ∈ KerLv tels que, à extraction de sous-suites près,

β−(s− ρn + 1)Yn(s− ρn, t) tend vers Y dans W 1,p(R × S1; R2n)

et

β+(s+ ρn − 1)Yn(s+ ρn, t) tend vers Z dans W 1,p(R × S1; R2n).

Démonstration. Rappelons que β−(s+ 1) = 0 pour s ≥ −1, ce qui fait que
β−(s+ 1)Yn(s, t) est à support dans ]−∞,−1]× S1. On en déduit que∥∥Lu(s+ρn,t)(β−(s+1)Yn(s, t))

∥∥
Lp

=
∥∥Lρn(β−(s+ 1)Yn(s, t))

∥∥
Lp

=
∥∥β̇−(s+ 1)Yn(s, t) + β−(s+ 1)Lρn(Yn(s, t))

∥∥
Lp

≤ sup β̇− ‖Yn‖Lp([−1,1]×S1) + ‖LρnYn‖Lp
qui tend vers 0 d’après le lemme 9.4.9. Remplacer s par s− ρn donne

lim
n→+∞

∥∥Lu(β−(s− ρn + 1)Yn(s− ρn, t))
∥∥
Lp

= 0.

De manière analogue, on a aussi

lim
n→+∞

∥∥Lv(β+(s+ ρn − 1)Yn(s+ ρn, t))
∥∥
Lp

= 0.

La démonstration du lemme 9.4.10 est alors conséquence directe du lemme
général suivant.

Lemme 9.4.11. Soit D : E → F un opérateur (linéaire) de Fredholm. Soit
(xn) une suite bornée d’éléments de E telle que la suite (D(xn)) tende vers 0
dans F . Alors il existe une sous-suite de (xn) qui converge vers un élément x
de KerD ⊂ E.

Démonstration. Puisque D est de Fredholm, nous savons qu’il existe un
opérateur D′ tel que

D′ ◦D = Id +K,
où K est un opérateur de rang fini (c’est la proposition 16.2.5), ce dont il
suit que la suite (xn + K(xn)) tend vers 0. À extraction d’une sous-suite
près, la suite (K(xn)) est convergente, ce qui fournit une sous-suite de (xn)
qui converge.

Ce qui achève la démonstration du lemme 9.4.10.

Et nous amène à l’énoncé d’un autre lemme.
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Lemme 9.4.12. Les suites β−(s+ 1)Yn(s, t) et β+(s− 1)Yn(s, t) convergent
vers 0 dans W 1,p.

Démonstration. Soit Y ∈ KerLu un champ de vecteurs donné par le
lemme 9.4.10. On forme Y#ρ0, qui est un élément de Wρ. Le lemme 9.4.10
affirme que β−(s − ρn + 1)Yn(s − ρn, t) tend vers Y (dans W 1,p), de sorte
que

lim
n→+∞

∥∥β−(s+ 1)Yn(s, t)− Y (s+ ρn, t)
∥∥
W 1,p = 0,

et qu’en particulier

lim
n→+∞

∥∥β−(s+ 1)Yn(s, t)− Y#ρn0
∥∥
W 1,p(]−∞,−1]×S1) = 0.

Ensuite β−(s+1)Yn(s, t)−Y#ρn0 est à support dans ]−∞, 0]×S1 et Y#ρn0
tend vers 0 au sens C∞loc donc aussi au sens W 1,p([−1, 0]×S1). Remarquons
en effet que Y est dans le noyau de Lu, donc C∞ (par régularité elliptique)
et que Y est un multiple scalaire de ∂u/∂s. On obtient donc, en utilisant
aussi le lemme 9.4.9 que ‖β−(s+ 1)Yn(s, t)− Y#ρn0‖W1,p tend vers 0.

Comme Y est à décroissance exponentielle, il est dans Lq pour tout q ≥ 1
ainsi que Y#ρn0. Avec 1/p+ 1/q = 1, l’inégalité de Hölder donne∣∣∣∫

R×S1
〈β−(s+ 1)Yn(s, t)− Y#ρn0(s, t), Y#ρn0(s, t)〉 ds dt

∣∣∣
≤ ∥∥β−(s+ 1)Yn(s, t)− Y#ρn0(s, t)

∥∥
Lp
‖Y#ρn0‖Lq .

La norme ‖Y#ρn0‖Lq est bornée par ‖Y ‖Lq dans Lq(]−∞,−1]×S1) et tend
vers 0 dans Lq([−1,+∞[ × S1), de sorte qu’elle est uniformément bornée.
On obtient donc

lim
n→+∞

∫
R×S1

〈β−(s+ 1)Yn(s, t)− Y#ρn0(s, t), Y#ρn0(s, t)〉 ds dt = 0.

Comme Y#ρn0 ∈Wρn et Yn ∈W⊥ρn , on a∫
R×S1

〈Yn, Y#ρn0〉 ds dt = 0.

Par ailleurs, on a

lim
n→+∞

∫
R×S1

〈(1− β−(s+ 1))Yn(s, t)− Y#ρn0(s, t) ds dt = 0

puisque le terme à intégrer est à support dans [−1, 0] × S1 et, comme ci-
dessus en utilisant l’inégalité de Hölder, que le module de l’intégrale est
majoré par

‖Yn‖Lp([−1,0]×S1 · ‖Y#ρn0‖Lq([−1,0]×S1) .
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Cela tend vers 0 en application du lemme 9.4.9. Les deux relations ci-dessus
impliquent que

lim
n→+∞

∫
R×S1

〈β−(s+ 1)Yn(s, t), Y#ρn0〉 ds dt = 0

et donc

lim
n→+∞

∫
R×S1

〈Y#ρn0, Y#ρn0〉 ds dt = 0.

Pour s ≤ −1, Y#ρn0(s, t) = Y (s+ ρn, t), donc

lim
n→+∞

∫
S1

∫ −1

−∞
〈Y (s+ ρn, t), Y (s+ ρn, t)〉 ds dt = 0,

ou encore

lim
n→+∞

∫
S1

∫ −1+ρn

−∞
‖Y (s, t)‖2 ds dt = 0

et enfin Y = 0 et ‖β−(s+ 1)Yn(s, t)‖W 1,p tend vers 0. On montre de manière
analogue qu’il en est de même de ‖β+(s− 1)Yn(s, t)‖W 1,p . Ce qui achève la
démonstration du lemme 9.4.12.

Et qui va nous permettre de finir celle de la proposition 9.4.7. On a

1 = ‖Yn(s, t)‖W1,p

≤ ∥∥β−(s+ 1)Yn(s, t)
∥∥
W 1,p +

∥∥β+(s− 1)Yn(s, t)
∥∥
W 1,p

+
∥∥(1− β−(s+ 1)− β+(s− 1)Yn(s, t)

∥∥
W 1,p .

Les deux premiers termes tendent vers 0 en application du lemme 9.4.12
et le dernier aussi, en application, pour lui, du lemme 9.4.9. Ce qui est
l’incontestable contradiction recherchée.

Nous pouvons donc appliquer la méthode de Newton-Picard et obtenir,
pour tout ρ ≥ ρ0 un élément γ(ρ) de W⊥ρ qui vérifie Fρ(γ(ρ)) = 0. De
plus, cet élément γ(ρ) est unique dans W⊥ρ ∩B(0, ε) où, rappelons-le, ε est
indépendant de ρ (c’est le lemme 9.4.4). Remarquons aussi que l’on a :

Lemme 9.4.13.
lim
ρ→+∞ ‖γ(ρ)‖W1,p = 0.

Démonstration. En vertu du lemme « de Newton-Picard » 9.4.4, nous avons

‖γ(ρ)‖W 1,p ≤ 2 ‖GρFρ(0)‖W 1,p ≤ 2C−1 ‖Fρ(0)‖Lp = 2C−1 ‖F(wρ)‖Lp
qui tend vers 0 quand ρ tend vers l’infini.
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Continuité et dérivabilité de γ. Nous allons appliquer le théorème des fonc-
tions implicites. Notons

W (ε)⊥ =
{

(ρ, Y ) | ρ ≥ ρ0, Y ∈W⊥ρ et ‖Y ‖ < ε}
et définissons F :W (ε)⊥ → Lp(R×S1; R2n) par F (ρ, Y ) = Fρ(Y ), de sorte
que nous avons

F (ρ, γ(ρ)) = 0 pour tout ρ ≥ ρ0.

Lemme 9.4.14. Pour tout ρ assez grand (et plus grand que ρ0), la dérivée

(d2F )ρ,γ(ρ) = (dFρ)γ(ρ)

est inversible.

Démonstration. Fixons ρ. La différentielle de Fρ est une application linéaire

(dFρ)γ(ρ) :W⊥ρ −→ Lp(R × S1; R2n).

Considérons l’inverse Gρ de (dFρ)0 construit ci-dessus,

Gρ : Lp(R × S1; R2n) −→W⊥ρ .
Pour la norme opératorielle, nous avons∥∥Gρ(dFρ)γ(ρ) − Id

∥∥ =
∥∥Gρ(dFρ)γ(ρ) −Gρ(dFρ)0

∥∥
≤ ‖Gρ‖

∥∥(dFρ)γ(ρ) − (dFρ)0
∥∥

≤ C−1K ‖γ(ρ))‖W1,p

grâce au lemme 9.4.8 que nous avons déjà utilisé. Comme nous avons vu
(dans le lemme 9.4.13) que la norme W 1,p de γ tend vers 0, nous pouvons
en déduire que Gρ ◦ (dFρ)γ(ρ) est inversible pour ρ assez grand et donc que
(dFρ)γ(ρ) l’est aussi.

Ceci nous permet d’appliquer le théorème des fonctions implicites et de
conclure que γ est continue et dérivable pour ρ assez grand. Démontrons
maintenant :

Proposition 9.4.15.

lim
ρ→+∞

∥∥∥∂γ
∂ρ

∥∥∥
W 1,p

= 0.

Démonstration. Comme F (ρ, γ(ρ)) = 0, on a

∂F

∂ρ
(ρ, γ(ρ)) + (dFρ)γ(ρ)

(∂γ
∂ρ

)
= 0.
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On a∥∥∥∂γ
∂ρ

∥∥∥
W 1,p
≤

∥∥∥∂γ
∂ρ
−Gρ(dFρ)γ(ρ)

∂γ

∂ρ

∥∥∥
W 1,p

+
∥∥∥Gρ(dFρ)γ(ρ)

∂γ

∂ρ

∥∥∥
W 1,p

≤ ∥∥Gρ(dFρ)γ(ρ) − Id
∥∥∥∥∥∂γ
∂ρ

∥∥∥
W 1,p

+
∥∥∥Gρ ∂F
∂ρ

(ρ, γ(ρ))
∥∥∥
W 1,p
.

Puis, comme dans la démonstration du lemme 9.4.14, on a∥∥Gρ(dFρ)γ(ρ) − Id
∥∥ ≤ C−1K ‖γ(ρ)‖W1,p .

On utilise maintenant le lemme (un des lemmes techniques démontrés au
chapitre 13) :

Lemme 9.4.16. Soit r0 > 0. Il existe une constante M > 0 (indépendante
de ρ) telle que pour tout ρ ≥ ρ0 et tout Z ∈ B(0, r0) ⊂W 1,p(R× S1; R2n),
on ait ∥∥∥∂F

∂ρ
(ρ, Z)− ∂F

∂ρ
(ρ, 0)

∥∥∥
Lp
≤M ‖Z‖W1,p .

Il permet les estimations∥∥∥∥Gρ(∂F∂ρ (ρ, γ(ρ))
)∥∥∥∥ ≤ C−1

∥∥∥∂F
∂ρ

(ρ, γ(ρ))
∥∥∥

≤ C−1
(∥∥∥∂F
∂ρ

(ρ, γ(ρ))− ∂F
∂ρ

(ρ, 0)
∥∥∥
Lp

+
∥∥∥∂F
∂ρ

(ρ, 0)
∥∥∥
Lp

)
≤ C−1

(
M ‖γ(ρ)‖W 1,p +

∥∥∥∂F
∂ρ

(ρ, 0)
∥∥∥
Lp

)
= C−1

(
M ‖γ(ρ)‖W 1,p +

∥∥∥ ∂
∂ρ

F(wρ)
∥∥∥
Lp

)
.

Mais F(wρ) = 0 pour |s| ≥ 1. Pour s ∈ [−1, 1], on a

wρ(s, t) = expy(t)
(
β−(s) exp−1

y(t)(u(s+ ρ, t)) + β+(s) exp−1
y(t)(v(s− ρ, t))

)
et par suite
∂wρ
∂ρ

(s, t) = T expy(t)
(
β−(s)T exp−1

y(t)
∂u

∂s
(s+ρ)−β+(s)T exp−1

y(t)
∂v

∂s
(s−ρ)

)
.

Il s’ensuit que

lim
ρ→+∞

∂wρ
∂ρ

(s, t) = 0 dans C∞([−1, 1]× S1),

lim
ρ→+∞

∂

∂ρ
F(wρ) = lim

ρ→+∞(dF)wρ
( ∂
∂ρ
wρ

)
= 0.donc

Et finalement, on a l’estimation∥∥∥∂γ
∂ρ

∥∥∥
W 1,p

(
1− C−1K ‖γ(ρ)‖W 1,p

) ≤ C−1
(
M ‖γ(ρ)‖W 1,p +

∥∥∥∂F(wρ)
∂ρ

∥∥∥
Lp

)
qui implique que

lim
ρ→+∞

∥∥∥∂γ
∂ρ

∥∥∥
W 1,p

= 0.
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Conclusion. Pour ρ ≥ ρ0, nous avons construit

γ(ρ) ∈W⊥ρ ⊂W 1,p(R × S1; R2n),

une fonction continue et dérivable de ρ telle que Fρ(γ(ρ)) = 0 et qui vérifie
de plus

lim
ρ→+∞ ‖γ(ρ)‖W1,p = lim

ρ→+∞

∥∥∥∂γ
∂ρ

∥∥∥
W 1,p

= 0.

Grâce à la trivialisation Zρi , on déduit de γ(ρ) un champ de vecteurs le
long de wρ, un élément, donc, de TwρP(x, z), encore noté γ(ρ). Que nous
transformons en un élément de M(x, z) par l’exponentielle,

ψ(ρ) = expwρ γ(ρ) ∈M(x, z)

de façon que l’application ρ �→ ψ(ρ) est une application différentiable et que
ψ(ρ) comme sa dérivée tendent vers 0 dans W 1,p quand ρ tend vers l’infini.

En projetant ψ sur l’espace de trajectoires L(x, z), on obtient le désiré

ψ̂ = π ◦ ψ : [ρ0,+∞[ −→ L(x, z)

dont il reste à vérifier qu’il possède les propriétés attendues.

Lemme 9.4.17.
lim
ρ→+∞ ψ̂(ρ) = (û, v̂) ∈ L(x, z).

Démonstration. Considérons en effet une suite (ρn) tendant vers l’infini et

ψρn = ψ(ρn) = expwρn (γ(ρn)).

Pour s ≤ −1, on a

ψρn(s, t) = expu(s+ρn,t) γρn(s, t).

Soit K un compact dans R × S1. Pour n assez grand et (s, t) ∈ K, on a
ψρn(s− ρn, t) = expu(s,t) γρn(s− ρn, t) et

‖γρn(s− ρn, t)‖W 1,p(K) ≤ ‖γρn(s− ρn, t)‖W1,p = ‖γρn(s, t)‖W1,p

dont nous avons vu (dans le lemme 9.4.13) qu’elle tend vers 0 quand n tend
vers l’infini. Puisque W 1,p(K) ⊂ C0(K), on voit que γρn tend vers 0 dans
C0(K) et donc ψρn(s − ρn, t) tend vers u dans C0

loc(R × S1;W ). Comme
nos éléments sont dans M, la convergence dans C0

loc implique la convergence
dans C∞loc, toujours par régularité elliptique (le lemme 12.1.1). On démontre
de façon analogue que

lim
n→+∞ψρn(s+ ρn, t) = v(s, t)

dans C∞loc. D’où il suit que ψ̂n tend bien vers (û, v̂).
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Il reste à montrer que ψ̂ est une immersion injective (au moins pour ρn
assez grand), ce que nous faisons dans le paragraphe suivant. Notons que le
lemme 9.4.17 impliquera que cette immersion injective est propre et donc
un plongement.

9.5. Propriétés de ψ̂ : ψ̂ est une immersion

Nous voulons montrer que ψ̂ est une immersion. Il s’agit de vérifier que
∂ψ/∂ρ n’est pas dans le noyau de la projection dπ. Ici π désigne le passage
au quotient M(x, z)→ L(x, z), de sorte que le noyau de (dπ)ψ est engendré
par ∂ψ/∂s. Supposer que ψ n’est pas une immersion revient donc à supposer
l’existence de suites (ρn) et (αn) telles que

∂ψ

∂ρ
(ρn) = αn

∂ψ

∂s
(ρn).

Comme ψ(ρ) est proche de wρ, on en déduira au § 13.6 le lemme :

Lemme 9.5.1. La suite (αn) est bornée et l’on a

lim
n→+∞

∥∥∥(∂wρ
∂ρ
− αn ∂wρ

∂s

)
ρn

∥∥∥
Lp

= 0.

Alors, pour s ≤ −1, wρ(s, t) = u(s+ ρ, t), donc

∂wρ
∂ρ

=
∂u

∂s
(s+ ρ)

donc le lemme implique

lim
n→+∞

∥∥∥∂u
∂s

(s+ ρn, t)− αn ∂u
∂s

(s+ ρn, t)
∥∥∥
Lp(]−∞,−1]×S1)

= 0,

d’où l’on déduit que αn tend vers 1. En considérant de même les valeurs de
s ≥ 1, on obtient

lim
n→+∞

∥∥∥−∂v
∂s

(s− ρn, t)− αn ∂v
∂s

(s− ρn, t)
∥∥∥
Lp([1,+∞[×S1)

= 0,

d’où l’on déduit cette fois que αn tend vers −1, la contradiction recherchée.

Ainsi, ψ̂ est une immersion (pour ρ assez grand). Mais elle est aussi
injective : son image est contenue dans une composante connexe de la variété
(de dimension 1) L(x, z), qui n’est pas compacte (puisque limρ→+∞ ψ̂(ρ) �∈
L(x, z)). Cette composante est donc difféomorphe à un intervalle. Dans ce
cas, une immersion ψ̂ est injective (par le théorème de Rolle).
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9.6. Propriétés de ψ̂ : unicité du recollement

Nous venons de montrer que la trajectoire brisée (û, v̂) ∈ L(x, y)×L(y, z)
est l’extrémité d’un intervalle plongé dans L(x, z) dont l’intérieur est dans
une composante de L(x, z). Cela ne suffit pas pour conclure que L(x, z) est
une variété à bord de dimension 1, comme le montre la figure 9.

(û,v̂)

Figure 9

On doit encore montrer que la seule façon d’approcher (û, v̂) dans L(x, z)
(en dehors de la suite constante) est en passant par l’intervalle que nous ve-
nons de construire. C’est la dernière assertion de l’énoncé du théorème 9.2.3
(qui paraphrase l’énoncé correspondant dans le cas du complexe de Morse,
c’est-à-dire la proposition 3.2.7) : si une suite dans L(x, z) converge vers
(û, v̂), alors elle est dans l’image de ψ̂.

La difficulté vient ici du fait que la construction que nous avons faite
du recollement et de l’application ψ̂ repose sur plusieurs choix arbitraires.
Considérons par exemple une fonction ν de classe C∞, de R+ dans R+

et telle que limρ→+∞ ν(ρ) = +∞. On peut définir un pré-recollement wν,ρ
en remplaçant v(s − ρ) par v(s − ν(ρ)) dans les formules que nous avons
utilisées :

wν,ρ(s, t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u(s+ ρ, t) si s ≤ −1
expy(t)

(
β−(s) exp−1

y(t) u(s+ ρ, t)

+β+(s) exp−1
y(t) v(s− ν(ρ), t)

)
si s ∈ [−1, 1]

v(s− ν(ρ)) si s ≥ 1.

Les lecteurs sont invités à vérifier que, en reprenant la construction du
recollement à partir de wν,ρ, ils obtiennent bien une application continue

ψν : [ρν ,+∞[ −→M(x, z)

telle que
lim
ρ→+∞π ◦ ψν(ρ) = (û, v̂).

Ils vérifieront aussi que, si ν est croissante, l’application ψ̂ν = π ◦ψν est une
immersion injective. Le cas de ψ̂ est celui où ν = Id.
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Pour éviter la situation schématisée sur la figure 9, il est nécessaire de
s’assurer que l’image de cette nouvelle application ψ̂ν est contenue (pour ρ
assez grand) dans celle du recollement ψ̂ = ψ̂Id construit précédemment. Ce
sera la première étape de notre démonstration qui en comportera quatre :

(1) La première étape, celle que nous venons de décrire, consiste à mon-
trer :

Proposition 9.6.1. Soit ν : R+ → R+ une fonction croissante de classe C∞

telle que limρ→+∞ ν(ρ) = +∞. Il existe un nombre ρν > 0 tel que, pour
ρ ≥ ρν , on a ψ̂ν(ρ) ∈ Im(ψ̂).

(2) Pour la deuxième étape, considérons une suite (�n)n∈N qui tend vers
(û, v̂) dans L(x, z), comme dans l’énoncé du théorème 9.2.3, nous voulons
démontrer que �n ∈ Im(ψ̂) pour n assez grand.

Remarque 9.6.2. Il suffit de démontrer qu’il existe une sous-suite (�nk)k∈N
telle que �nk ∈ Im(ψ̂) pour k assez grand.

Supposons en effet que la conclusion du théorème 9.2.3 soit fausse. On
aurait une sous-suite �nk qui ne serait pas dans l’image de ψ̂ mais qui ten-
drait vers (û, v̂) dans L(x, z). On pourrait alors en extraire une sous-suite
contenue dans Im(ψ̂) à partir d’un certain rang, ce qui est contradictoire.

Dans les énoncés suivants les conclusions relatives à la suite (�n)n∈N
s’entendent donc à extraction d’une sous-suite près. Nous démontrons dans
cette deuxième étape la proposition :

Proposition 9.6.3. Il existe un relèvement �̃n ∈M(x, z) de �n et une fonction
croissante ν : R+ → R+ de classe C∞ et telle que limρ→+∞ ν(ρ) = +∞, de
sorte que, pour tout (s, t) ∈ R × S1,

�̃n(s, t) = expwν,ρn (s,t) Yn(s, t)

où la suite (ρn) tend vers +∞ et Yn ∈ w�ν,ρnTW vérifie
lim
n→+∞ ‖Yn‖∞ = 0.

La norme ‖Yn‖∞ est calculée en considérant Yn comme une application

Yn : R × S1 −→ Rm

à l’aide du plongement de W dans Rm que nous avons fixé et en utilisant
la norme euclidienne de Rm.

(3) La troisième étape est la plus technique. Avec les notations précé-
dentes, nous démontrons :

Proposition 9.6.4. Le champ de vecteurs Yn vérifie Yn ∈ W 1,p(w�ν,ρnTW )
pour tout p > 2. De plus limn→+∞ ‖Yn‖W 1,p = 0.
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Rappelons qu’ici la première assertion dit simplement que

Yn ∈W 1,p(R × S1; Rm)

(voir les explications au § 8.2).
(4) Après les étapes 2 et 3, nous disposons d’une suite �̃n qui a la même

forme qu’une solution produite par la méthode de Newton-Picard à l’aide
du pré-recollement wν,ρn . Rappelons que, pour appliquer la méthode de
Newton-Picard (ici le lemme 9.4.4) à partir de wν,ρn , il faut d’abord dé-
composer W 1,p(R × S1; R2n) en une somme directe Ker(Lρn) ⊕W⊥ρn , qui,
ici, dépend de n (l’indice du ρn considéré) et dans laquelle la dimension de
Ker(Lρn) est 2 (voir les conséquences de la proposition 9.4.7). À l’aide d’une
application contractante

ϕ :W⊥ρn ∩B(0, ε0) −→W⊥ρn ∩B(0, ε0)

(pour un ε0 > 0 ne dépendant pas de n), on trouve un unique γn ∈
W⊥ρn ∩ B(0, ε0) tel que expwν,ρn γn ∈ M(x, z) : ce γn est l’unique point fixe
de l’application ϕ. Les lecteurs attentifs auront remarqué que nous avons
identifié ici W 1,p(R×S1; R2n) à w�ν,ρnTW = Tw,ρnP(x, z) en utilisant l’ap-
plication i : W 1,p(R × S1; R2n) → w�ν,ρnTW définie par une trivialisation
unitaire fixée le long de wν,ρn .

Comme ‖Yn‖W 1,p tend vers 0, Yn est dans la boule B(0, ε0) pour n assez
grand. En particulier, Yn ∈ hn +W⊥ pour un hn ∈ B(0, ε0) ∩ KerL qui a
la propriété que limn→+∞ ‖hn‖W1,p = 0.

W⊥

γn

hn

Yn

B(0,ε1)

B(0,ε0)

Ker(L)

hn + W⊥

exp−1
w M(x,z)

Figure 10

Remarquons encore que si hn = 0, alors Yn = γn (par la partie unicité du
lemme 9.4.4). En général, pour avoir ‖hn‖W 1,p ≤ ε1 (pour un ε1 positif in-
dépendant de n), nous allons devoir généraliser le lemme de Newton-Picard
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9.4.4 et trouver une application contractante

ϕn : hn +W⊥ρn −→ hn +W⊥ρn
qui produit une solution expwν,ρn γn(h) ∈ M(x, z) unique dans hn +W⊥ρn .
La figure 10 reprend et précise la figure 7 avec ces nouvelles données.

Pour n assez grand, Yn sera donc l’unique solution produite par la mé-
thode de Newton-Picard dans la tranche hn + W⊥. Par un argument de
connexité, nous en déduirons :

Proposition 9.6.5. Pour n assez grand, �n ∈ Im(ψ̂ν).

La première étape donnera ensuite

Corollaire 9.6.6. Pour n assez grand, �n ∈ Im(ψ̂).

Nous aurons donc ainsi conclu, en même temps que la quatrième étape,
la démonstration du théorème 9.2.3.

Démontrons donc maintenant tous ces énoncés.

9.6.a. Étape 1 : démonstration de la proposition 9.6.1. Posons, pour
λ ∈ [0, 1],

νλ(ρ) = (1− λ)ρ+ λν(ρ),
définissons le pré-recollement correspondant wνλ,ρ et faisons la construction
du recollement pour ce wνλ,ρ, obtenant :

Proposition 9.6.7. Il existe une application continue

ψ : [ρ0,+∞[× [0, 1] −→M(x, z)

telle que, pour tout λ ∈ [0, 1], l’application

ψ̂(·, λ) = π ◦ ψ(·, λ) : [ρ0,+∞[ −→ L(x, z)

est une immersion injective qui satisfait

lim
ρ→+∞ ψ̂(·, λ) = (û, v̂) dans L(x, z).

Démonstration. On décompose

W 1,p(R × S1; R2n) = KerLρ,λ ⊕W⊥ρ,λ
en utilisant un analogue de la proposition 9.4.7 (qui se démontre de la même
façon en utilisant la compacité de [0, 1]), puis on applique la méthode de
Newton-Picard (c’est-à-dire le lemme 9.4.4) dans W⊥ρ,λ. On obtient ainsi,
pour ρ ≥ ρ0 et λ ∈ [0, 1], des éléments

γ(ρ, λ) ∈W⊥ρ,λ tels que expwνλ,ρ γ(ρ, λ) ∈M(x, z).
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De plus, l’application (ρ, λ) �→ γ(ρ, λ) est continue et dérivable en appli-
cation du théorème des fonctions implicites (comme dans le lemme 9.4.14).
On démontre de manière analogue que ψ̂(·, λ) a les propriétés voulues.

Fin de la démonstration de la proposition 9.6.1. La composante de L(x, z)
qui contient Im(ψ̂) est une variété de dimension 1, sans bord, et non com-
pacte puisque

lim
ρ→+∞ ψ̂(ρ) �∈ L(x, z).

À un difféomorphisme près, on peut considérer que cette variété est l’in-
tervalle ]0, 1[. Regardons l’image ψ̂([ρ0,+∞[) ⊂ ]0, 1[. Comme ψ̂ est une
immersion injective, on a

Im ψ̂ = [ψ̂(ρ0), lim
ρ→+∞ ψ̂(ρ)[ ⊂ ]0, 1[.

Mais lim ψ̂(ρ) �∈ L(x, z), de sorte que

Im ψ̂ = ]0, a0] ou [a0, 1[.

Sans restreindre la généralité, supposons que cette image est [a0, 1[. Appli-
quons le même raisonnement à

ψ(·, λ) : [ρ0,+∞[ −→M(x, z).

Comme ψ̂ : [ρ0,+∞[× [0, 1]→ L(x, z) est continue, l’image de ψ̂ est conte-
nue dans cette même composante, que nous avons identifiée à ]0, 1[. Comme

ψ̂(·, λ) : [ρ0,+∞[ −→ L(x, z)

est une immersion injective, et comme

limλn = λ� et lim ρn = +∞ =⇒ lim ψ̂(ρn, λn) = (û, v̂)

(une assertion que nous laissons en exercice aux lecteurs) on obtient
Im(ψ̂(·, λ)) = [aλ, 1[ pour tout λ ∈ [0, 1], en utilisant la connexité de [0, 1].
En particulier,

lim
ρ→+∞ ψ̂ν(ρ) = lim

ρ→+∞ ψ̂(ρ, 1) = 1.

Cela signifie que,

pour ρ ≥ ρν , ψ̂ν(ρ) ∈ [a0, 1] = Im(ψ̂)

et la proposition 9.6.1 est démontrée.
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9.6.b. Étape 2. Pour commencer, établissons quelques résultats prélimi-
naires. Revenons à la fonctionnelle d’action AH : L(W ) → R, celle dont
les points critiques sont les orbites 1-périodiques du champ hamiltonien Xt.
Nous supposons ici, comme le lemme 6.3.6 nous y autorise, que AH prend
des valeurs distinctes en des points critiques distincts. Considérons une suite
�n ∈ L(x, z) avec limn→+∞ �n = (û, v̂), comme dans l’énoncé du théo-
rème 9.2.3. On démontre :

Proposition 9.6.8. Soit �̃n un relèvement de �n dans M(x, z). Si la suite �̃n
converge vers une limite λ dans M, on a

λ ∈ {x, ũ, y, ṽ, z}
où ũ et ṽ sont des relèvements de û et v̂ (respectivement) dans M(x, z).

Pour démontrer cette proposition, nous utiliserons le lemme :

Lemme 9.6.9. Soit sn une suite réelle qui a une limite et soit λn une suite
dans M. On suppose que, au sens C∞loc,

lim
n→+∞λn(s, t) = a(s, t) et lim

n→+∞λn(s+ sn, t) = b(s, t)

pour deux trajectoires a ∈ M(α, β), b ∈ Mγ, δ) (α, β, γ, δ sont des points
critiques de AH). Si â �= b̂, alors la suite sn est divergente et on a

AH(α) ≥ AH(β) ≥ AH(γ) ≥ AH(δ) si lim sn = +∞,
AH(γ) ≥ AH(δ) ≥ AH(α) ≥ AH(β) si lim sn = −∞.

Voir la figure 11 où la configuration de gauche correspond à une suite sn
tendant vers +∞, la configuration centrale à une suite sn tendant vers −∞
et la configuration de droite est impossible.

Démonstration. Si sn a une limite finie σ, on a évidemment a(s + σ, t) =
b(s, t) donc â = b̂. Supposons que lim sn = +∞ et fixons σ, τ ∈ R. Pour n
assez grand, on a sn+σ ≥ τ . Comme AH est décroissante sur les trajectoires
de M, on a donc

AH(λn(sn + σ, ·) ≤ AH(τ, ·)).
En faisant tendre n vers l’infini, on obtient

AH(b(σ, ·)) ≤ AH(a(τ, ·))
et ceci pour tous σ et τ dans R. En faisant tendre σ vers −∞ et τ vers +∞,
on trouve que

AH(β) ≥ AH(γ)
ce qui démontre le lemme (le cas d’une suite sn tendant vers −∞ est ana-
logue).
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δ
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R

b

b

a
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α

α

β

β

γ

γ
δ

δ

Figure 11

Démonstration de la proposition 9.6.8. Appliquons maintenant ce lemme à
la suite �̃n. Comme �̃n ∈M(x, z), il est clair que λ = lim �n vérifie

AH(x) ≥ AH(λ(s, ·)) ≥ AH(z) pour tout s ∈ R.

Si λ �∈ {û, v̂}, le lemme précédent implique, puisque �n tend vers (û, v̂), que

AH(λ) ∈ {AH(x),AH(y),AH(z)} .
En particulier, AH(λ(s, ·)) ne dépend pas de s, donc λ est une orbite pé-
riodique de Xt. Comme nous avons supposé les valeurs critiques de AH

distinctes (lemme 6.3.6), on a bien montré que

λ ∈ {x, y, z} .

Remarque 9.6.10. Avec la même démonstration, on peut voir plus générale-
ment que, si la suite �n ∈ L(α, β) a la propriété que

lim
n→+∞ �n = (u1, . . . , uk) ∈ L(α, β) avec ui ∈ L(γi−1, γi), γ0 = α, γk = β,

alors, quel que soit le relèvement �̃n de �n, si la suite �̃n est convergente,

lim
n→+∞ �̃n ∈ {û1, . . . , ûk, γ0, . . . , γk} .

Ces préliminaires acquis, venons-en au fait.

Démonstration de la proposition 9.6.3. Fixons un réel ε > 0. Le lemme sui-
vant, dont la démonstration est évidente, est une conséquence immédiate
de la compacité de la variété W .
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Lemme 9.6.11. Il existe δ et δ′ tels que 0 < δ < δ′ < ρinj et tels que, pour
tout a ∈W , tous p, q ∈ B(a, δ′), on peut écrire

q = expp Y, avec ‖Y ‖ < ε,
et, pour tout a ∈W , tous p, q ∈ B(a, δ), pour tous β−, β+ ∈ [0, 1],

expa(β− exp−1
a (p) + β+ exp−1

a (q)) ∈ B(a, δ′).

Choisissons le relèvement �̃n de �n qui vérifie AH(�̃n(0, ·)) = AH(y). La
suite �̃n est convergente dans M (à extraction d’une sous-suite près) et, en
vertu de la proposition 9.6.8, sa limite est y.

Montrons que �̃n satisfait aux conclusions de la proposition 9.6.3. Voici
l’idée de cette preuve. Notons wn un pré-recollement de u et v, wn = wν,ρn
pour une certaine fonction ν : R+ → R+ à déterminer. Fixons ε > 0 et
notons B(x, δ), B(y, δ), B(z, δ) les boules ouvertes pour la distance C0 sur
l’espace de lacets(2) LW (la constante δ est celle donnée par le lemme 9.6.11
et on peut supposer, ce que nous ferons, que ces boules sont disjointes).
Quand s est très petit, �̃n(s, ·) et wn(s, ·) sont dans B(x, δ), quand s est
proche de 0, ils sont dans B(y, δ) et quand s est très grand, dans B(z, δ) et
dans ces trois cas, on peut appliquer le lemme 9.6.11 pour conclure. Pour
les valeurs autres de s, utilisons le fait que �n tend vers (û, v̂) dans L(x, z),
ce qui se traduit par l’existence de suites σn et τn et de réels σ�, τ� tels que

lim �̃n(s− σn, t) = u(s+ σ�, t) et lim �̃n = v(s+ τ�, t).

La convergence est uniforme sur les compacts de R×S1. La première limite
nous dit que �̃n(s, t) est proche de u(s+σn+σ�, t) sur (K−σn)×S1, où K
est un compact de R. Avec des domaines de ce type, on doit « recouvrir »
les parties non hachurées de la figure 12.

Le choix des suites σn et τn est donc très important. C’est lui aussi qui va
déterminer le choix de wn. Pour simplifier les notations, nous supprimons
la variable t ∈ S1 dans ce qui suit. On a vu que y = lim �̃n dans M et
en particulier que lim �̃n(0) = y. Pour n ≥ Nε, on a donc �̃n(0) ∈ B(y, δ)
(toujours pour la distance C0 sur LW ). Posons

σn = sup
{
s > 0 | �̃n([−s, 0]) ⊂ B(y, δ)

}
τn = sup

{
s > 0 | �̃n([0, s]) ⊂ B(y, δ)

}
.et

Ainsi �̃n(−σn) et �̃n(τn) ∈ ∂B(y, δ). Remarquons que
(1) Les suites σn et τn tendent vers +∞. En effet, si la suite σn était

bornée, �̃n([−σn, 0]) tendrait vers y, on aurait donc lim �̃n(−σn) = y, ce qui
est absurde. Même raisonnement pour τn.

(2)Rappelons que B(y, δ) =
{
χ : S1 →W | d(χ(t), y(t)) < δ ∀ t ∈ S1

}
.
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x
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z

˜	n(0)

u

v

Figure 12

(2) Posons �̃1n(s) = �̃n(s − σn) et �̃2n(s) = �̃n(s + τn). Alors, quitte à
extraire une sous-suite,

lim �̃1n(s) = u(s+ σ�) et lim �̃2n(s) = v(s+ τ�) dans M pour σ�, τ� ∈ R.

En effet, nous avons �̃1n(0) = �̃n(−σn) ∈ ∂B(y, δ). Donc la suite �̃1n ne tend
pas vers y. Elle ne peut pas tendre non plus vers x puisque �̃1n(0) ∈ ∂B(y, δ),
de sorte que �̃1n(0) n’est dans B(x, δ) pour aucun n. Par ailleurs,

AH(�̃1n(0)) = AH(�̃n(−σn)) > AH(�̃n(0)) = AH(y).

Compte tenu de la proposition 9.6.8, cela implique que

lim �̃1n(s) = u(s+ σ�) dans M pour une constante σ� ∈ R.

On démontre de même

lim �̃2n(s) = v(s+ τ�) dans M pour une constante τ� ∈ R.

Posons maintenant

σ′n = inf
{
s > 0 | �̃n(]−∞,−s]) ⊂ B(x, δ)

}
τ ′n = inf

{
s > 0 | �̃n([s,+∞[) ⊂ B(z, δ)

}
,et

de sorte qu’évidemment �̃n(−σ′n) ∈ ∂B(x, δ) et �̃n(τ ′n) ∈ ∂B(z, δ). Remar-
quons encore que :

(1) On a σ′n ≥ σn et τ ′n ≥ τn. En particulier les suites σ′n et τ ′n tendent
vers +∞. En effet, supposons que σn > σ′n et prenons un σ dans [σn, σ′n].
La définition de σ′n et de σn implique alors que �̃n(−σ) ∈ B(x, δ) ∩ B(y, δ)
ce qui est absurde puisque ces deux boules ont été supposées disjointes. Le
même argument vaut pour τn et τ ′n.



312 CHAPITRE 9. ESPACES DE TRAJECTOIRES

(2) À extraction d’une sous-suite près, on a (convergence dans M, c’est-
à-dire uniforme sur les compacts de R × S1)

lim �̃n(s− σ′n) = u(s+ σ′�) et lim �̃n(s+ τ ′n) = v(s+ τ ′�)

pour des constantes σ′�, τ ′� ∈ R. Pour �̃3n(s) = �̃n(s−σ′n), nous avons en effet

�̃3n(0) ∈ ∂B(x, δ) et AH(�̃3n(0)) ∈ ]AH(y),AH(x)[.

La proposition 9.6.8 implique alors comme ci-dessus que �̃3n(s) converge vers
u(s+ σ′�). Un argument analogue s’applique à �̃4n = �̃n(s+ τ ′n).

Nous aurons besoin d’un résultat plus fort que cette dernière remarque,
à savoir :

Lemme 9.6.12. Les suites σ′n − σn et τ ′n − τn sont bornées.

Démonstration. Supposons au contraire que σ′n−σn tende vers +∞ et mon-
trons que cela aboutit à une contradiction. Comme σ′n et σn sont positifs,
nous avons

AH(�̃n(−σn)) et AH(�̃n(−σ′n)) ∈ [AH(�̃n(0)),AH(x)] ⊂ [AH(z),AH(x)].

Montrons par ailleurs que AH(�̃n(σ′n))−AH(�̃n(−σn)) tend vers +∞. Nous
avons

AH(�̃n(−σ′n))−AH(�̃n(−σn)) =
∫ −σ′n
−σn

∂

∂s
AH(�̃n(s)) ds

=
∫ −σ′n
−σn

∫
S1

∥∥∥∂�̃n
∂s

(s, t)
∥∥∥2
dt ds

(la norme utilisée est celle définie par la métrique sur W ). Il existe alors
cn ∈ [−σ′n,−σn] tel que∫

S1

∥∥∥∂�̃n
∂s

(cn, t)
∥∥∥2
dt tend vers 0,

car sinon, modulo extraction de sous-suite∫
S1

∥∥∥∂�̃n
∂s

(s, t)
∥∥∥2
dt ≥ γ0 pour s ∈ [−σ′n, σn],

d’où l’on déduit que∫ −σn
−σ′n

∫
S1

∥∥∥∂�̃n
∂s

(s, t)
∥∥∥2
dt ds ≥ γ2

0(σ′n − σn) tend vers +∞

ce qui contredit l’inclusion ci-dessus. Comme �̃n est une solution de l’équa-
tion de Floer, on peut écrire de manière équivalente∫

S1

∥∥∥∂�̃n
∂t

(cn, t)−Xt(�̃n(cn, t))
∥∥∥2
dt tend vers 0.



9.6. PROPRIÉTÉS DE ψ̂ : UNICITÉ DU RECOLLEMENT 313

Posons maintenant �̃5n(s) = �̃n(s+cn). Comme cn ∈ [−σ′n,−σn], nous avons

AH(�̃5n(0)) = AH(�̃n(cn)) ∈ [AH(�̃n(−σn)),AH(�̃n(−σ′n))].
Puis, comme

lim
n→+∞AH(�̃n(−σn)) = lim AH(�̃1n(0)) = AH(u(σ�))

lim AH(�̃n(−σ′n)) = AH(u(σ′�)),et

il suit que

AH(�̃5n(0)) ∈ ]AH(y) + γ0,AH(x)− γ0[ pour un γ0 > 0 et pour tout n.

En appliquant la proposition 9.6.8, on trouve alors que �̃5n(s) tend vers
u(s + c�) dans M et en particulier �̃n(cn) = �̃5n(0) tend vers u(c�) avec la
convergence C∞ uniforme sur S1. En utilisant ceci et la relation ci-dessus,
on obtient ∫

S1

∥∥∥∂u
∂t

(c�, t)−Xt(u(c�, t))
∥∥∥2
dt = 0

et donc
∂u

∂t
(c�, t)−Xt(u(c�, t)) = 0,

ce qui signifie que u(c�) est un point critique de AH . Appelons ce point
critique α. Nous avons, pour tout t ∈ S1,

∂u

∂s
(c�, t) = −J(u(c�, t))

(∂u
∂t

(c�, t)−Xt(u(c�, t))
)

= −J(α)
(∂u
∂t

(α)−Xt(α)
)

= 0.

Par suite, l’ensemble C(u) des points critiques contient c� × S1, en contra-
diction avec le fait que, d’après le théorème 8.5.4, cet ensemble est discret.

On conclut que la suite σ′n−σn est bornée. On montre de même que τ ′n−τn
est elle aussi bornée, et ceci achève la démonstration du lemme 9.6.12.

Venons-en enfin à la fin de la démonstration de la proposition 9.6.3.
Choisissons des constantes A, B et C ∈ R telles que

– pour s ≤ A, u(s) ∈ B(x, δ) et v(s) ∈ B(y, δ),
– pour s ≥ B, u(s) ∈ B(y, δ) et v(s) ∈ B(z, δ),
– σ′n − σn ≤ C et τ ′n − τn ≤ C (C > 0),

le δ qui apparaît ici est celui donné par le lemme 9.6.11, un ε > 0 étant
toujours fixé. Utilisons aussi les constantes σ� et τ� définies dans la deuxième
remarque qui suit les définitions de σn et τn et considérons un intervalle
compact [E,F ] tel que

• E < 0, E + σ� ≤ A, E + τ� ≤ A,
• F > 0, F + σ� ≥ B, F + τ� ≥ B,
• σ′n − σn ≤ −E et τ ′n − τn ≤ F pour tout n ∈ N.
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On sait que �̃n(s−σn) converge vers u(s+σ�) uniformément sur les compacts
de R×S1. Pour ε > 0 fixé, il existe alors un Nε tel que pour n ≥ Nε, t ∈ S1

et s ∈ [E,F ], on ait

�̃n(s− σn, t) = expu(s+σ�,t) Y
1
n (s, t) avec

∥∥Y 1
n (s, t)

∥∥ ≤ ε
(pour la norme euclidienne). En changeant s en s+σn, on trouve que, pour
n ≥ Nε,

�̃n(s, t) = expu(s+σn+σ�,t) Yn(s, t)

avec
‖Yn(s, t)‖ ≤ ε pour tous (s, t) ∈ [E − σn, F − σn]× S1.

De la même façon, on a, pour n ≥ Nε,
�̃n(s, t) = expv(s+τ�−τn,t) Yn(s, t)

avec
‖Yn(s, t)‖ ≤ ε pour tous (s, t) ∈ [E + τn, F + τn]× S1.

Rappelons que les intervalles [E−σn, F−σn] et [E+τn, F+τn] sont disjoints
pour n assez grand... il n’y a donc pas de confusion entre les deux Yn définis
par ces deux relations.

Définissons un pré-recollement wn(s, t) par

wn(s, t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u(s+ σ� + σn, t) si s ≤ −1,
expy(t)

(
β−(s) exp−1

y(t) u(s+ σ� + σn, t)

+ β+(s) exp−1
y(t) v(s+ τ� − τn, t)

)
si s ∈ [−1, 1],

v(s+ τ� − τn, t) si s ≥ 1.

Montrons que, pour tous n ≥ Nε, (s, t) ∈ R × S1, on a

�̃n(s, t) = expwn(s,t) Yn(s, t), avec ‖Yn(s, t)‖ ≤ ε.
Pour cela, découpons R en plusieurs intervalles.

(1) Pour s < E − σn ≤ −σ′n on a �̃n(s, t) ∈ B(x(t), δ) (par définition
de σ′n) et

wn(s, t) = u(s+ σ� + σn, t) ∈ B(x(t), δ)

puisque
s+ σ� + σn ≤ E + σ� ≤ A.

On obtient la relation voulue en appliquant la première assertion du
lemme 9.6.11.

(2) Pour s ∈ [E − σn, F − σn], on a le résultat en utilisant la définition
de Yn.
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(3) Pour s ∈ [F − σn, E + τn], �̃n(s) ∈ B(y, δ) par définition de σn et τn
(en utilisant les faits que F > 0 et E < 0). Puis u(s + σ� + σn) ∈ B(y, δ)
puisque s + σ� + σn ≥ B et de même v(s + τ� − τn) ∈ B(y, δ) puisque
s + τ� − τn ≤ E + τ� ≤ A. La deuxième assertion du lemme 9.6.11 donne
que wn(s, t) ∈ B(y(t), δ′) ; on peut donc de nouveau appliquer sa première
assertion pour obtenir la relation voulue.

(4) Le cas où s∈ [E+τn, F+τn] est analogue à celui où s∈ [E−σn, F−σn].
(5) Pour s ≥ F + τn ≥ τ ′n, on a �̃n(s) ∈ B(z, δ) par définition de τ ′n et

wn(s, t) ∈ B(z(t), δ) puisque wn(s, t) = v(s + τ� − τn, t) et s + τ� − τn ≥
F + τ� ≥ B.

Nous avons donc obtenu la relation désirée pour tout s ∈ R. Notons qu’on
peut supposer ‖Yn(s, t)‖W < ρinj (norme de Yn pour la métrique sur W )
pour tous n ≥ Nε, (s, t) ∈ R × S1, quitte à avoir choisi ε assez petit, et
donc

Yn(s, t) = exp−1
wn(s,t) �̃n(s, t) est de classe C∞.

La démonstration de la proposition 9.6.3 est presque terminée. Posons
ρn = σn + σ� et définissons une fonction ν de classe C∞ qui satisfait à
ν(ρn) = τn − τ�. On peut choisir ν croissante (quitte encore une fois à
extraire des sous-suites de ρn et τn) et tendant vers +∞ quand ρ tend vers
+∞. On en déduit que, pour n ≥ Nε et (s, t) ∈ R × S1, on a

�̃n(s, t) = expwν,ρn (s,t) Yn(s, t) avec ‖Yn(s, t)‖ ≤ ε,
et cette fois la preuve de la proposition est vraiment terminée.

9.6.c. Étape 3 : preuve de la proposition 9.6.4. Nous montrons ici que
le champ Yn produit par la proposition 9.6.3 est dansW 1,p(R×S1; Rm) pour
p > 2. Pour ceci nous utiliserons la propriété de décroissance exponentielle
des solutions de l’équation de Floer 8.9, c’est-à-dire le fait que, si � ∈ M,
alors il existe une constante C > 0 telle que, pour tous (s, t) ∈ R × S1,
on ait ∥∥∥∂�

∂s
(s, t)

∥∥∥ ≤ Ce−δ|s|
(avec, au choix, la norme de la métrique de W ou la norme euclidienne dans
Rm, choix que nous ferons ici). L’étape précédente nous a donné la relation

�̃n(s, t) = expwn(s,t) Yn(s, t) ou Yn(s, t) = exp−1
wn(s,t) �̃n(s, t).

Les applications wn et �̃n ont toutes les deux la propriété de décroissance
exponentielle (wn est une solution de l’équation de Floer pour |s| ≥ 1), ce
qui va nous servir à démontrer :
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Lemme 9.6.13. Il existe une constante K > 0 (dépendant de n en général)
telle que, pour tous (s, t) ∈ R × S1, on ait

max
(∥∥∥∂Yn
∂s

(s, t)
∥∥∥, ‖Yn(s, t)‖ ,

∥∥∥∂Yn
∂t

(s, t)
∥∥∥) ≤ Ke−δ|s|.

Il est clair que ce lemme implique immédiatement la première assertion
de la proposition 9.6.4. Démontrons-le donc.

Démonstration du lemme 9.6.13. Considérons l’ouvert Ω de W ×W défini
par

Ω = {(a, b) ∈W ×W | d(a, b) < ρinj} .
Définissons Φ : Ω→ Rm par

Φ(a, b) = exp−1
a (b) ∈ TaW ⊂ Rm.

Soit Ω0 ⊂ Ω défini par

Ω0 = {(a, b) ∈W ×W | d(a, b) ≤ ρinj/2} ;

c’est un compact de W ×W . Choisissons une constante A < 0 telle que,
pour tout s ≤ A et tout t ∈ S1, on ait

(wn(s, t), �̃n(s, t)) ∈ Ω0

(on s’assure que, pour s ≤ A, d(wn(s, ·), x) ≤ ρinj/6 et d(�̃n(s, ·), x) ≤
ρinj/6). Ainsi, nous avons

Yn(s, t) = Φ(wn(s, t), �̃n(s, t)) pour (s, t) ∈ ]−∞, A]× S1.

Par compacité de Ω0, il existe M > 0 tel que∥∥D(a,b)Φ
∥∥ ≤M ∀ (a, b) ∈ Ω0.

Nous avons donc, pour tout s ≤ A et tout t ∈ S1,∥∥∥∂Yn
∂s

(s, t)
∥∥∥ =

∥∥∥ ∂
∂s

Φ(wn(s, t), �̃n(s, t))
∥∥∥

≤
∥∥∥D1Φ(wn(s,t),�̃n(s,t))

∂wn
∂s

(s, t)
∥∥∥ +

∥∥∥D2Φ(wn(s,t),�̃n(s,t))
∂�̃n
∂s

(s, t)
∥∥∥

≤M
∥∥∥∂wn
∂s

(s, t)
∥∥∥ +M

∥∥∥∂�̃n
∂s

(s, t)
∥∥∥

≤ 2MCeδs

(grâce à la décroissance exponentielle). On démontre de même que, pour
s ≥ B, ∥∥∥∂Yn

∂s
(s, t)

∥∥∥ ≤ 2MCe−δs,
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ce qui donne la partie « pour ∂Yn/∂s » du lemme. Prouvons-le maintenant
pour Yn lui-même. Soit toujours A < 0 comme ci-dessus. Pour s1 ≤ s2 ≤
A < 0 et t ∈ S1, nous avons

‖Yn(s2, t)− Yn(s1, t)‖ =
∥∥∥∫ s2

s1

∂Yn
∂s

(s, t) ds
∥∥∥ ≤ ∫ s2

s1

∥∥∥∂Yn
∂s

(s, t)
∥∥∥ ds

≤
∫ s2

s1

Keδs ds = K(eδs2 − eδs1).

Faisons tendre s1 vers −∞ dans cette inégalité et utilisons l’écriture de Yn
en fonction de �̃n pour obtenir

lim
s→−∞Yn(s, t) = lim

s→−∞Φ(wn(s, t), �̃n(s, t))

= Φ(x(t), x(t)) = exp−1
x(t) x(t) = 0.

Nous avons par conséquent

‖Yn(s2, t)‖ ≤ Keδs2 .

Procéder de manière analogue pour les s ≥ B donne le résultat voulu
pour Yn. Il reste, pour finir la démonstration du lemme 9.6.13, à prouver
une égalité du même type pour ∂Yn/∂t.

En partant de l’écriture de Yn en fonction de �̃n, on trouve

∂Yn
∂t

(s, t) = D1Φ(wn(s,t),�̃n(s,t))
∂wn
∂t

(s, t) +D2Φ(wn(s,t),�̃n(s,t))
∂�̃n
∂t

(s, t).

La constante négative A, choisie comme ci-dessus, est supposée inférieure
à −1. Pour s ≤ A ≤ −1, wn est une solution de l’équation de Floer. On
peut donc écrire (en omettant le point (s, t) pour alléger cette écriture), en
tout point (s, t)

∂Yn
∂t

= D1Φ(wn,�̃n)

(
Xt(wn)− J(wn) · ∂wn

∂s

)
+D2Φ(wn,�̃n)

(
Xt(�̃n)− J(�̃n) · ∂�̃n

∂s

)
et, pour tout point (s, t) ∈ ]−∞, A]× S1,∥∥∥∂Yn
∂t

∥∥∥ ≤ ∥∥∥D1Φ(wn,�̃n)J(wn)
∂wn
∂s

∥∥∥ +
∥∥∥D2Φ(wn,�̃n)J(�̃n)

∂�̃n
∂s

∥∥∥
+

∥∥D1Φ(wn,�̃n)Xt(wn) +D2Φ(wn,�̃n)Xt(�̃n)
∥∥,

d’où ∥∥∥∂Yn
∂t

∥∥∥ ≤ Keδs +
∥∥D1Φ(wn,�̃n)Xt(wn) +D2Φ(wn,�̃n)Xt(�̃n)

∥∥.
Pour la dernière majoration, nous avons utilisé le fait que les normes ‖DΦ‖
et ‖J‖ sont uniformément bornées sur Ω0 pour la première, sur W pour la
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deuxième, et la décroissance exponentielle de wn et �̃n. Afin de majorer le
dernier terme, considérons l’application Γ : Ω→ Rm définie par

Γ(a, b) = D1Φ(a, b)Xt(a) +D2Φ(a,b)Xt(b),

de sorte que le terme à majorer est
∥∥∥Γ(wn(s, t), �̃n(s, t))

∥∥∥. Comme ci-dessus,
par compacité, il existe un M > 0 tel que l’on ait

∥∥DΓ(a,b)
∥∥ ≤M pour tous

(a, b) ∈ Ω0. On a donc, pour s1 ≤ s2 ≤ A et t ∈ S1,∥∥Γ(wn(s2, t), �̃n(s2, t))−Γ(wn(s, t), �̃n(s, t)
∥∥

≤
∥∥∥∫ s2
s1

∂

∂s
Γ(wn(s, t), �̃n(s, t)) ds

∥∥∥
≤

∫ s2

s1

∥∥∥ ∂
∂s

Γ(wn(s, t), �̃n(s, t))
∥∥∥ ds

=
∫ s2

s1

∥∥∥D1Γ(wn,�̃n)
∂wn
∂s

+D2Γ(wn,�̃n)
∂�̃n
∂s

∥∥∥ ds
≤

∫ s2

s1

M
(∥∥∥∂wn
∂s

∥∥∥ +
∥∥∥∂�̃n
∂s

∥∥∥) ds
≤MC

∫ s2
s1

eδs ds =MC(eδs2 − eδs1)

toujours grâce à la décroissance exponentielle. Faisons tendre s1 vers −∞.
Nous avons

lim
s→−∞Γ(wn(s, t), �̃n(s, t)) = Γ(x(t), x(t))

= D1Φ(x(t),x(t))Xt(x(t)) +D2Φ(x(t),x(t))Xt(x(t))
= D1Φ(x(t),x(t))x

′(t) +D2Φ(x(t),x(t))x
′(t)

puisque x(t) est une orbite du champ Xt. On obtient

lim
s→−∞Γ(wn(s, t), �̃n(s, t)) =

∂

∂t
Φ(x(t), x(t)) =

∂

∂t
0 = 0.

On en déduit donc, pour s2 ≤ A et t ∈ S1,∥∥Γ(wn(s2, t), �̃n(s2, t))
∥∥ ≤ Keδs2 .

On termine la preuve du lemme 9.6.13 en procédant de manière analogue
pour s ≥ B.

Comme nous l’avons déjà remarqué, le fait que notre Yn est dans
W 1,p(R × S1; Rm) pour tout p > 2 s’en déduit immédiatement. Il reste à
montrer, pour finir la démonstration de la proposition 9.6.4, que Yn tend
bien vers 0 en norme W 1,p. Considérons donc une trivialisation unitaire
(Zni )i le long du pré-recollement wn, choisie comme au § 9.4 (voir la figure 5).
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En utilisant le repère Zi, on écrit Yn = i(ζn) où ζn ∈ W 1,p(R × S1; R2n).
Ici F désigne l’opérateur de Floer

F =
∂

∂s
+ J
∂

∂t
+ grad(Ht),

l’opérateur F :W 1,p(R × S1; R2n)→ Lp(R × S1; R2n) est défini par

F (ζ) = p(i(ζ), F̃(i(ζ))

où
F̃ :W 1,p(R × S1; Rm) −→ Lp(R × S1; Rm)

est donné par
F̃(X) = F(expwn(X)).

Notons L la différentielle DF0. Les applications F , p, i, F̃, L ci-dessus dé-
pendent de wn et de la trivialisation Zi, donc en particulier de n. Nous
omettrons cette dépendance dans ce qui suit pour ne pas alourdir l’écriture.
Comme au § 9.4, on considère le sous-espace

Wn = {α#wnβ | α ∈ KerLu, β ∈ KerLv}
et son orthogonal

W⊥n =
{
Y ∈W 1,p(R × S1; R2n) |∫

R×S1
〈Y, v〉 ds dt = 0 pour tout v ∈Wn

}
.

Nous avons remarqué (en 9.4.5 et 9.4.7) que Wn et W⊥n sont en somme
directe dans W 1,p(R × S1; R2n) et que Wn est de dimension 2. En fait,
Wn est engendré par (∂u/∂s)#wn0 et 0#wn(∂v/∂s). Décomposons ζn dans
cette somme directe

ζn = χn + ωn avec χn ∈Wn et ωn ∈W⊥n .
Lemme 9.6.14.

lim
n→+∞ ‖χn‖W1,p = 0.

La démonstration de ce lemme (de simples estimations), sera donnée
au § 13.7. Nous l’utilisons pour trouver une majoration de ‖Yn‖W 1,p qui
nous permettra de conclure que sa limite est nulle, c’est ce que fait le lemme
suivant, dont nous donnerons la démonstration au § 13.7.

Lemme 9.6.15. Il existe des constantes positives K1 et K2 telles que, pour
tout n ∈ N,

‖Yn‖W 1,p ≤ K1
‖χn‖W 1,p + ‖Yn‖L∞ + ‖F̃(0)‖Lp

1−K2 ‖Yn‖L∞
.
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Montrons que le membre de droite tend vers 0. Nous savons que
lim ‖Yn‖L∞ = 0 (par la proposition 9.6.3) et que lim ‖χn‖W 1,p = 0 (par le
lemme 9.6.14). De plus, comme F̃(0) = F(wn) s’annule pour s �∈ [−1, 1],
on a ∥∥F̃(0)

∥∥
Lp

= ‖F(wn)‖Lp([−1,1]×S1;Rm) .

Puisque limwn = y uniformément sur les compacts de R× S1 et F(y) = 0,
on a limn→+∞ ‖F̃(0)‖Lp = 0, ce qui montre que le membre de droite de
notre inégalité tend bien vers 0 et ce qui termine la démonstration de la
proposition 9.6.4.

9.6.d. Étape 4 (et dernière). Nous commençons par une version plus gé-
nérale de la méthode de Newton-Picard, une généralisation du lemme 9.4.4,
dont nous conservons les notations.

Lemme 9.6.16. Soient X et Y deux espaces de Banach et soit F : X → Y
une application continue. On écrit

F (x) = F (0) + L(x) +N(x)

où L(x) = (dF )0(x) et on suppose qu’il existe G : Y → X, continue telle
que

(1) L ◦G = Id ;
(2) ‖GN(x)−GN(y)‖ ≤ C(‖x‖+ ‖y‖) ‖x− y‖ pour tous x, y ∈ B(0, r) ;
(3) ‖GF (0)‖ ≤ ε0/2 où ε0 = min (r, 1/5C).

Soit h ∈ KerL tel que ‖h‖ < ε0/5. Alors il existe un unique γh ∈
(h+ ImG) ∩B(0, ε0) tel que F (γh) = 0. De plus

‖γh‖ ≤ ‖GF (0)‖+ ‖h‖ .
Démonstration du lemme 9.6.16. Elle est similaire à celle du lemme originel
9.4.4. On considère l’application ϕ : B(0, ε0)→ ImG définie par

ϕ(x) = G(L(x)− F (x)) = −G(F (0) +N(x))

qui vérifie donc L(ϕ(x)) = L(x)− F (x). On définit ensuite la suite

x0 = h, xn+1 = ϕ(xn) + h.

Comme dans la démonstration du lemme 9.4.4, on a, pour x ∈ B(0, ε0),

‖ϕ(x) + h‖ ≤ ‖ϕ(x)‖+ ‖h‖ ≤ ε0
2

+
ε0
5

+
ε0
5
< ε0

ce qui montre que xn ∈ B(0, ε0) pour tout n. Toujours en suivant la démons-
tration du lemme 9.4.4, on a ensuite

‖xn+1 − xn‖ = ‖ϕ(xn)− ϕ(xn−1)‖ ≤ 1
2
‖xn − xn−1‖
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(donc ϕ est contractante), d’où il suit que

lim xn = γh ∈ B(0, ε0) ∩ {h+ ImG}
et ϕ(γh) + h = γh. On a donc

L(γh) = L(ϕ(γh) + h) = Lϕ(γh) = L(γh)− F (γh)

ce qui entraîne que F (γh) = 0.
Montrons l’unicité : si γ ∈ h + ImG ∩ B(0, ε0) satisfait à F (γ) = 0, on

pose γ = h+G(y) et on obtient

ϕ(γ) = GL(γ) = GL(h+G(y)) = GLG(y) = G(y) = γ − h
donc γ = ϕ(γ) + h. Mais cette équation admet une unique solution car ϕ
est contractante comme nous l’avons vu.

Appliquons le lemme 9.6.16 à l’opérateur F : W 1,p(R × S1; R2n) →
Lp(R× S1; R2n) (que nous avons défini grâce à la trivialisation unitaire Zi
le long de wn). Si n est assez grand, pour que les hypothèses du lemme 9.6.16
soient satisfaites et pour h ∈ KerL = Ker(DF )0 avec ‖h‖ ≤ ε0/5, nous
obtenons des éléments γn(h) ∈W 1,p(R × S1; R2n) tels que

expwn(i(γn(h))) ∈M(x, z).

Nous avons besoin de la continuité de ces solutions par rapport à h :

Lemme 9.6.17. Il existe un réel ε1 > 0 indépendant de n, avec ε1 < ε0/5 et
tel que, pour ‖h‖ ≤ ε1, l’application h �→ γn(h) soit continue.

Démonstration. C’est une application du théorème des fonctions implicites.
Rappelons la décomposition en somme directe

W 1,p(R × S1; R2n) = KerL⊕W⊥

(dépendant du pré-recollement wn considéré) et le fait que γn(h) ∈ h+W⊥.
Définissons, pour n fixé,

F : KerL⊕W⊥ −→ Lp(R × S1; R2n)

par F (h, ω) = F (h+ ω), de sorte que F (h, γn(h)− h) = 0. Montrons que

(D2F )(h,γn(h)−h) = (dF )(γn(h)) :W⊥ −→ Lp(R × S1; R2n)

est inversible. On procède comme dans la preuve du lemme 9.4.14 :∥∥G(dF )γn(h) − Id
∥∥ =

∥∥G(dF )γn(h) −G(dF )0
∥∥

≤ C ∥∥(dF )γn(h) − (dF )0
∥∥

≤ CK ‖γn(h)‖W 1,p
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en vertu de la proposition 9.4.7 et du lemme 9.4.4. Avec le lemme 9.6.16,∥∥G(dF )γn(h) − Id
∥∥ ≤ CK (‖h‖W 1,p + ‖GF (0)‖W1,p)

= CK (‖h‖W 1,p + ‖GF(wn)‖W1,p)
≤ CK (‖h‖W 1,p + C ‖F(wn)‖Lp) .

Nous avons déjà remarqué que lim ‖F(wn)‖Lp = 0. Les constantes C etK ne
dépendent pas de n. Pour un ε1 indépendant de n tel que 0 < ε1 < ε0/5 et
pour n assez grand, l’inégalité ci-dessus montre que d(dF )γn(h) est inversible
pour ‖h‖W 1,p ≤ ε1 (G est inversible par la proposition 9.4.7). Donc D2F est
inversible. On peut donc appliquer le théorème des fonctions implicites pour
conclure que h �→ γn(h)− h est continue et donc que h �→ γn(h) l’est.

Démontrons maintenant la proposition 9.6.5.

Démonstration de la proposition 9.6.5. Par les propositions 9.6.3 et 9.6.4,
nous savons que

�̃n = expwn Yn avec lim
n→+∞ ‖Yn‖W 1,p = 0.

Comme dans l’étape 3, on écrit Yn = i(ζn) pour

i :W 1,p(R × S1; R2n) −→W 1,p(R × S1; Rm).

Nous avons donc que lim ‖ζn‖W 1,p = 0. Décomposons

ζn = hn + ω′n ∈ KerL⊕W⊥
(on a ω′n = GL(ζn) et hn = ζn − GL(ζn)). Rappelons que W⊥, G et L
dépendent aussi de n. Nous savons que les normes opératorielles de G et L
sont majorées par des constantes indépendantes de n : pour G grâce à
la proposition 9.4.7 et pour L grâce au lemme 13.5.1 (encore un lemme
technique démontré au chapitre 13). Donc, la norme W 1,p de hn, qui est
majorée par ‖ζn‖W 1,p+‖G‖op ‖L‖op ‖ζn‖W 1,p , tend vers 0 quand n tend vers
l’infini. En particulier, pour n assez grand, ‖hn‖W 1,p < ε1, où ε1 est celui
donné par le lemme 9.6.17. En vertu de la partie unicité du lemme 9.6.16,
on a alors ζn = γn(hn) et donc �̃n = expwn i(γn(hn)) est une solution
obtenue par la méthode de Newton-Picard. Montrons que sa projection sur
L(x, z) se trouve bien dans l’image de ψν : [ρν ,+∞[→ L(x, z).

Remarquons que, comme wn = wν,ρn et comme, par construction de ψν ,
ψν(ρn) = expwn(γn(0)), la conclusion est valide si hn = 0. Dans le cas
général, on utilise un argument de connexité qui s’appuie sur la continuité
de h �→ γn(h) que nous venons d’établir (lemme 9.6.17). Comme dans la
preuve de la proposition 9.6.1, on identifie la composante de L(x, z) qui
contient Im ψ̂ν avec ]0, 1[ et l’image de ψ̂ν avec [a, 1[. Soit ρν > ρν et tel que

ψ̂ν([ρν ,+∞[) = [c, 1[ avec c > a.



9.6. PROPRIÉTÉS DE ψ̂ : UNICITÉ DU RECOLLEMENT 323

Pour 0 ≤ ε ≤ ε1, considérons l’ensemble Uε ⊂M(x, z) défini par

Uε = ψν [ρν ,+∞[ ∪ ⋃
ρn>ρν

{
expwn(i(γn(h))) | ‖h‖ ≤ ε

}
.

Par ce qui précède, �̃n ∈ Uε pour n assez grand. Plus généralement,
pour tout ε fixé (ε ≤ ε1), �̃n ∈ Uε pour n ≥ Nε, en conséquence des
propositions 9.6.3 et 9.6.4 ainsi que de l’unicité dans le lemme 9.6.16. Par
ailleurs, Uε est connexe par arcs, donc sa projection Iε ⊂ L(x, z) est un
intervalle.

Lemme 9.6.18. Il existe ε2 tel que 0 < ε2 < ε1 et

Iε2 ⊂ [a, 1[ = ψ̂ν([ρν ,+∞[).

Démonstration. Par construction I0 = [c, 1[, avec c > a. Si la conclusion
du lemme était fausse, on aurait une suite εk, décroissant vers 0 et telle
que Iεk ⊃ [a, 1[, Iεk �= [a, 1[ (puisque, pour tout ε, Iε est un intervalle qui
contient I0 = [c, 1[). En particulier, on aurait des trajectoires λk ∈ Uεk telles
que

λ̂k ∈ [a− δ1, a− δ2] ⊂ L(x, z) pour δ1, δ2 petits.

En particulier, λk �∈ ψν([ρν ,+∞[) = [c, 1[. Posons alors

λk = expwnk (i(γnk(hk))) avec ‖hk‖ < εk.
On distingue deux cas :

(1) Si nk tend vers l’infini, alors

lim
k→+∞

‖γnk(hk)‖W 1,p = 0.

En effet, d’après le lemme 9.6.16,

‖γnk(hk)‖W 1,p ≤ ‖hk‖W 1,p + C
∥∥∥F̃(0)

∥∥∥
Lp
≤ εk + C

∥∥F(wnk)
∥∥
Lp

et le membre de droite tend vers 0 quand k tend vers l’infini. Comme au
lemme 9.4.16, on a donc

lim
k→+∞

λ̂k = (u, v) dans L(x, z),

ce qui est impossible puisque λ̂k ∈ [a − δ1, a − δ2] ⊂ L(x, z). Nous avons
utilisé le fait que la topologie de L(x, z) est séparée, comme nous l’avons
démontré au § 9.1.

(2) Si au contraire la suite nk est bornée, elle admet une sous-suite
constante (n0). En nous restreignant à cette sous-suite, nous avons donc

λk = expwn0
(i(γn0(hk))) pour tout k.
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Puisque ‖hk‖ ≤ εk, on a lim hk = 0. Comme h �→ γn(h) est continue, on a

lim
k→+∞

λk = expwn0
(i(γn0(0))) = ψν(ρn0) ∈ ψν([ρν ,+∞[).

On en déduit que lim λ̂k ∈ ψ̂ν([ρν ,+∞[) = [c, 1[, ce qui est impossible
puisque

λ̂k ∈ [a− δ1, a− δ2] et c > a.
Le lemme est démontré.

Et aussi la proposition 9.6.5 : pour n assez grand, �̃n ∈ Uε2 (ε2 est celui
du lemme 9.6.18), donc �n ∈ Iε2 ⊂ ψ̂ν([ρν ,+∞[).

La démonstration du corollaire 9.6.6 est immédiate puisque la proposi-
tion 9.6.1 donne que ψ̂ν([ρν ,+∞[) ⊂ Im ψ̂, donc �n ∈ Im ψ̂ pour n assez
grand.

La démonstration du théorème 9.2.3 est elle aussi, enfin, complète.



CHAPITRE 10

DE FLOER À MORSE

Dans ce chapitre, nous démontrons que, dans le cas d’un hamiltonien
non dégénéré ne dépendant pas du temps et assez petit (au sens de la
topologie C2), lorsque l’on peut définir le complexe de Morse et celui de
Floer, les deux coïncident.

10.1. Les énoncés

Dans un souci de simplicité et de légèreté, nous avons utilisé plus ou
moins la même notation pour le complexe de Morse (au chapitre 3) et pour
le complexe de Floer (au chapitre 9). Il convient maintenant de les distinguer
(pour démontrer qu’ils coïncident). Pour plus de clarté, nous notons donc ici
CF�(H,J) le complexe de Floer associé au hamiltonien H et à la structure
presque complexe J (qui s’appelait (C�, ∂) au chapitre 9) et CM�(H,J)
le complexe de Morse associé à la fonction de Morse H et au champ de
vecteurs gradH, gradient de H pour la métrique définie par J (et ω) (qui
s’appelait (C�(H), ∂gradH ) au chapitre 3).

Et nous voulons démontrer :

Théorème 10.1.1. Il existe un H non dégénéré et assez petit (au sens de la
topologie C2), pour lequel

CF�(H,J) = CM�+n(H,J).

Cet énoncé contient bien sûr le fait que les deux complexes en ques-
tion sont bien définis. En partant d’un hamiltonien H0 non dégénéré, nous
construirons H de la forme H = H0/k pour un k assez grand.

Le fait que H soit assez petit garantit que ses trajectoires périodiques
sont constantes (c’est la proposition 6.1.5), donc Crit(AH) = Crit(H).
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D’autre part, la proposition 5.4.5, qui compare les deux notions de non-
dégénérescence (des points critiques de la fonction H, des trajectoires pério-
diques du hamiltonien H), implique que H est de Morse et que Crit(AH) =
Crit(H).

Grâce à la remarque 5.4.6, nous savons que la hessienne de H n’a aucune
valeur propre dans 2πZ, de sorte que la proposition 7.2.1 nous permet de
comparer l’indice (de Morse) d’un point critique de H à l’indice (de Maslov)
de la trajectoire constante correspondante :

IndH(x) = μ(x) + n,

ce qui implique que les espaces vectoriels intervenant dans les définitions
des deux complexes sont les mêmes au décalage d’indices près.

Il faut ensuite considérer les deux différentielles. Plus exactement, il faut
– pouvoir définir les différentielles des deux complexes,
– montrer qu’elles coïncident.
Pour définir la différentielle du complexe de Morse, nous avons besoin

d’un champ de vecteurs X adapté à la fonction de Morse H et qui satisfasse
à la condition de Smale. D’autre part, nous voulons qu’il y ait une relation
entre les trajectoires de ce champ de vecteurs et les solutions de l’équation
de Floer

du

ds
+X(u) = 0 et

∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
+ gradH(u) = 0.

Nous voulons donc que X soit le gradient de la fonction H pour la mé-
trique définie par une structure presque complexe J calibrée par ω. Nous
démontrerons donc :

Théorème 10.1.2. Soit H une fonction de Morse sur la variété symplectique
(W,ω). Il existe une partie dense Jrég(H) de structures presque complexes J
calibrées par ω telles que le couple (H,−JXH) soit de Morse-Smale.

Nous décomposerons la démonstration en deux étapes. La première étape
sera consacrée à une fonction de Morse générale f et à un champ adapté X.
Nous linéariserons l’équation

du

ds
+X(u) = 0

du flot du champ −X le long d’une de ses solutions en LuY = 0, puis nous
montrerons :

Théorème 10.1.3. Lorsque f est une fonction de Morse et u une trajectoire
joignant deux points critiques x et y, Lu est un opérateur de Fredholm dont
l’indice est la différence des indices de Morse des deux points critiques.
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À cause de la relation entre les indices de Morse et de Maslov mentionnée
ci-dessus, le corollaire qui vient s’en déduit.

Corollaire 10.1.4. Pour un hamiltonien non dégénéré H et pour une tra-
jectoire u de −JXH , les opérateurs de Fredholm (dF)u et Lu ont le même
indice.

Nous montrerons aussi :

Théorème 10.1.5. Le champ X est de Morse-Smale si et seulement si les
opérateurs Lu sont surjectifs.

Dans la deuxième étape, nous nous consacrerons au cas spécifique du
hamiltonien H et démontrerons le théorème 10.1.2, un résultat de transver-
salité analogue à ceux que nous avons établis au § 8.5.

La structure presque complexe et donc le champ de Morse-Smale étant
ainsi choisis, nous nous occuperons ensuite à comparer les solutions de
l’équation de Floer et les trajectoires du champ de vecteurs.

Remarque 10.1.6. Il est bien clair que les solutions de l’équation de Floer qui
ne dépendent pas de t sont exactement les trajectoires du champ de vecteurs
X = − gradH.

C’est ce qui donne envie de démontrer la proposition :

Proposition 10.1.7. Si H est assez petit (au sens C2),
Ker(dF)u = KerLu.

Ce que nous ferons. Les éléments du noyau de (dF)u ne dépendent donc
pas de t. En utilisant l’identité des indices (le corollaire 10.1.4 et la ca-
ractérisation des champs de Morse-Smale (dans le théorème 10.1.5), cela
implique :

Corollaire 10.1.8. L’opérateur de Fredholm (dF)u est surjectif le long de
toute trajectoire du gradient de H.

D’autre part, nous montrons que, quitte à remplacer H par Hk = H/k
(qui a les mêmes points critiques avec les mêmes indices) pour k assez grand,
toutes les solutions de Floer qui nous intéressent sont indépendantes de t.
C’est la proposition :

Proposition 10.1.9. Si k est assez grand, les solutions de l’équation de Floer
pour Hk joignant des points critiques d’indices x et y tels que

IndHk(x)− IndHk(y) ≤ 2

sont toutes indépendantes de t.
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La conclusion est que, pour H = H/k, avec k assez grand, et pour
J ∈ Jrég (la partie dense donnée par le théorème 10.1.2), les trajectoires
de Floer associées à (H,J) qui joignent les deux points critiques x et y
(points critiques aussi bien de H que de AH puisque les deux ensembles de
points critiques coïncident), lorsque Ind(x) − Ind(y) ≤ 2, sont exactement
les trajectoires du champ de Morse-Smale X = −JXH (par la proposi-
tion 10.1.9) et l’opérateur de Floer linéarisé le long de ces trajectoires est
surjectif (par le corollaire 10.1.8). Une telle condition de régularité fait que
M(H,J)(x, y) est une variété, ce qui permet de définir le complexe de Floer
(voir le théorème 8.1.2).

Cette propriété de régularité n’est établie ici que pour Ind(x)−Ind(y)≤2
(et non pas en général, comme au chapitre 8 (voir le théorème 8.1.1)), mais ce
cas suffit pour construire le complexe de Floer CF�(H,J). On a vu qu’il coïn-
cide avec celui de Morse CM�+n(H,J), ce qui démontre le théorème 10.1.1.
Il nous reste à démontrer tous les résultats intermédiaires (10.1.2, 10.1.3,
10.1.5, 10.1.7, énoncés ci-dessus).

10.2. La linéarisation du flot d’un champ de pseudo-gradient,
démonstration du théorème 10.1.3

Considérons donc une fonction de Morse f sur une variété V et un champ
de pseudo-gradient adapté X. Les trajectoires de ce champ de vecteurs sont
les solutions de

du

ds
+X(u(s)).

Pour simplifier, supposons que la variété V est plongée dans un espace Rm

(m assez grand) de sorte que l’on peut considérer u �→ X(u) comme une
application à valeurs dans Rm. Fixons ici une métrique g sur V de façon
que X soit le gradient de f pour g.

L’espace

M =
{
u : R → V | ∂u

∂s
+ grad f = 0 et

∫
R

∥∥∥∂u
∂s

∥∥∥2
ds < +∞

}
des solutions d’énergie finie est compact(1) et l’on a

M =
⋃

x,y∈Crit(f)
M(x, y).

(1)Rappelons que, si V est compacte, toutes les trajectoires sont d’énergie finie.
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10.2.a. Linéarisation de l’équation. Fixons une solution u qui joint un
point critique x à un point critique y et fixons une trivialisation (Z1, . . . , Zn)
(orthonormale pour la métrique g) de TV au voisinage de l’image de u.
À l’aide de cartes de Morse, choisissons les Zi de façon que Zi(s) ne dépende
pas de s au voisinage des points critiques x et y. Écrivons, pour

Y = (y1, . . . , yn) ∈ Rn, Ỹ (s) =
n∑
i=1

yi(s)Zi(u(s)).

Linéariser l’équation du flot le long de la solution u donne une équation
différentielle linéaire

dỸ

ds
+ (dX)u(s)(Ỹ ) = 0 ou L̃uỸ = 0

dont la fonction inconnue s �→ Ỹ (s) est un vecteur tangent à V le long de
la solution u. Écrivons, dans la trivialisation donnée,

L̃u(Ỹ ) =
d

ds

(∑
yiZi

)
+ Su(s)

(∑
yiZi

)
=
n∑
i=1

(dyi
ds

+
n∑
j=1

(aji + Sji)yj
)
Zi

où Su(s) = (dX)u(s), les matrices aij et Sij sont définies par

dZi
ds

=
∑
aijZj et Su(s) · Zi =

∑
SijZj .

Posons Aij = aij + Sij et appelons Lu l’opérateur linéaire

Lu :W 1,2(R; Rn) −→ L2(R; Rn)

Y �−→ dY
ds

+A(s)Y.

Nous obtenons ainsi, pour le vecteur Y (s) ∈ Rn, l’équation différentielle

LuY =
dY

ds
+AY = 0.

Grâce à notre hypothèse sur les Zi, aij(s) est nulle pour s → ±∞ et, à la
limite, quand s → ±∞, A tend vers la hessienne de f au point critique x
ou y, une matrice symétrique,

lim
s→−∞A(s) = Hessx(f) et lim

s→+∞A(s) = Hessy(f).

Remarque 10.2.1. Remarquons aussi que l’espace des solutions s’interprète
comme l’espace tangent à l’espace de trajectoires M(x, y) au point u.
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10.2.b. La décroissance exponentielle des solutions. Remarquons
tout d’abord que, si Y est une solution de LuY = 0 dans W 1,2(R; Rn), elle
est continue, donc, satisfaisant à l’équation différentielle, est de classe C1, et
ainsi de suite, les solutions dansW 1,2 sont C∞ (bootstrapping élémentaire).
En particulier, les solutions forment un espace vectoriel de dimension finie.

Étudions le comportement que l’appartenance à W 1,2 impose aux so-
lutions à l’infini. Au voisinage d’un point critique, disons x, utilisons une
carte de Morse de V . Nous pouvons choisir la trivialisation de TV de façon
standard dans cette carte et l’équation différentielle LuY = 0 s’écrit tout
simplement

dY

ds
= −AY

où A est une matrice constante que nous pouvons supposer diagonale, de
sorte que le système est

dyi
ds

= −λiyi 1 ≤ i ≤ n
et ses solutions de la forme

yi(s) = yie−λis.

Il est bien clair que, pour qu’un tel vecteur soit dans W 1,2(R; Rn), il faut
qu’il tende vers 0 quand s→ −∞, ce qu’il ne peut faire qu’exponentiellement
(et de même en +∞).

Interprétons en termes de l’opérateur Lu les propriétés de la fonction f
et du champ de vecteurs X que nous avons utilisées pour construire le
complexe de Morse.

10.2.c. La propriété de Fredholm. Démontrons plus précisément.

Proposition 10.2.2. Si u est une trajectoire de gradient joignant deux points
critiques x et y non dégénérés, alors l’opérateur Lu est un opérateur de
Fredholm.

Il faut démontrer que l’image de Lu est un sous-espace fermé de
L2(R; Rn), et que son noyau et son conoyau sont de dimensions finies.
Nous voulons utiliser, comme au § 8.7.c, la proposition 8.7.4 et pour cela
nous démontrons :

Proposition 10.2.3. Pour T > 0 assez grand, il existe une constante C telle
que, pour toute solution de LuY = 0,

‖Y ‖W1,2 ≤ C
(‖LuY ‖L2 + ‖Y ‖L2([−T,T ])

)
.
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Nous aurons ainsi exactement l’hypothèse de la proposition 8.7.4, l’in-
clusion de L2([−T, T ]) = L2([−T, T ]; Rn) dans L2(R; Rn) étant compacte.
La démonstration de cette proposition s’appuie sur les deux lemmes qui
viennent.

Lemme 10.2.4. Soit B une matrice inversible. Il existe une constante C1 > 0
telle que tout Y ∈W 1,2(R; Rn) satisfait à l’inégalité

‖Y ‖W1,2 ≤ C1

∥∥∥dY
ds

+BY
∥∥∥
L2
.

Ce lemme est l’analogue, en théorie de Morse, de la proposition 8.7.3.
Nous l’appliquons en utilisant pour B une des matrices symétriques
Hessx(f), Hessy(f), qui sont inversibles parce que les points critiques x
et y sont non dégénérés. La propriété étant clairement stable par petites
perturbations, nous obtenons, si Y (s) = 0 pour −M ≤ s ≤ M et M assez
grand, ∫ +∞

−∞

(
‖Y ‖2 +

∥∥∥dY
ds

∥∥∥2)
ds ≤ C2

∫ +∞

−∞

∥∥∥dY
ds

+AY
∥∥∥2
ds.

Ces intégrales sont calculées sur ]−∞,−M ]∪[M,+∞[. Étudions donc, dans
le deuxième lemme, ce qui se passe sur l’intervalle borné [−M,M ].

Lemme 10.2.5. Il existe une constante C3 > 0 telle que∫ M
−M

(
‖Y ‖2 +

∥∥∥dY
ds

∥∥∥2)
ds ≤ C3

∫ M
−M

(
‖Y ‖2 +

∥∥∥dY
ds

+AY
∥∥∥2)
ds.

Choisissons ensuite une fonction β (toujours comme au § 8.7.c) qui vaut 1
sur [−M,M ] et 0 en dehors de [−M − 1,M + 1] et posons, pour alléger
l’écriture, T =M + 1. De Y = βY + (1− β)Y , déduisons :

‖Y ‖W1,2 ≤ ‖βY ‖W 1,2 + ‖(1− β)Y ‖W 1,2 .

Remarquons ensuite que, pour toute fonction α,

Lu(αY ) =
dα

ds
Y + αLuY.

Ainsi nous avons

– La fonction (1− β)Y est nulle sur [−M,M ], donc satisfait à

‖(1− β)Y ‖W1,2 ≤ C′1 ‖Lu(1− β)Y ‖L2

≤ C′1
(∥∥∥d(1− β)

ds
Y
∥∥∥
L2

+ ‖(1− β)LuY ‖L2

)
.
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– À βY , nulle en dehors de [−T, T ], nous appliquons l’inégalité du
lemme 10.2.5,

‖βY ‖W1,2 ≤ C ′2 (‖βY ‖L2 + ‖Lu(βY )‖L2)

≤ C ′2
(
‖βY ‖L2 +

∥∥∥dβ
ds
Y
∥∥∥
L2

+ ‖βLuY ‖L2

)
.

Et donc

‖Y ‖W 1,2 ≤ C3

(
‖βY ‖L2 + 2

∥∥∥dβ
ds
Y
∥∥∥
L2

+ ‖βLuY ‖L2 + ‖(1− β)LuY ‖L2

)
.

Utilisons maintenant le fait que β et dβ/ds sont nulles en dehors de [−T, T ],
donc

‖βY ‖L2 + 2
∥∥∥dβ
ds
Y
∥∥∥
L2
≤ 3 ‖Y ‖L2[−T,T ]

et de même

‖βLuY ‖L2 + ‖(1− β)LuY ‖L2

≤
(∫ −M
−∞
‖LuY ‖2 ds

)1/2

+
(∫ T
−T
‖LuY ‖2 ds

)1/2

+
(∫ +∞

T

‖LuY ‖2 ds
)1/2

≤ 3
(∫ +∞

−∞
‖LuY ‖2 ds

)1/2

.

Finalement, nous avons obtenu que, pour T assez grand, il existe une
constante C3 telle que

‖Y ‖W 1,2 ≤ C3
(‖Y ‖L2[−T,T ] + ‖LuY ‖L2

)
,

ce que nous voulions démontrer, puisque c’est l’énoncé de la proposi-
tion 10.2.3, modulo les démonstrations des lemmes 10.2.4 et 10.2.5, qui
suivent.

Démonstration du lemme 10.2.4. La résolution de l’équation différentielle
dY

ds
+BY = Z

par la méthode de variation des constantes donne les solutions sous la forme

Y (s) = e−BsY0(0) + e−Bs
∫ s

0
eBσZ(σ) dσ.

Nous souhaitons montrer alors que, pour Z dans L2, Y est dansW 1,2, c’est-
à-dire que

‖Y ‖W1,2 ≤ C1 ‖Z‖L2

pour une certaine constante C1. Nous voulons donc comparer

‖Y ‖2W1,2 =
∫ +∞

−∞

(
‖Y ‖2 +

∥∥∥dY
ds

∥∥∥2)
ds
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et ∥∥∥dY
ds

+BY
∥∥∥2

L2
=

∫ +∞

−∞

∥∥∥dY
ds

+BY
∥∥∥2
ds

sous l’hypothèse que la matrice B est inversible. Nous utilisons la transfor-
mation de Fourier

Ŷ (v) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
e−ivsY (s) ds.

Soit Z =
dY

ds
+BY , de sorte que, pour tout u ∈ R,

Ẑ(v) = (v Id +B)Ŷ (v).

La matriceB est réelle. Choisissons un v imaginaire pur (v = iu avec u ∈ R),
de sorte que

‖v Id +B‖2 = u2 + ‖B‖2 .
Utilisons maintenant l’hypothèse que B est inversible : il existe une
constante C0 > 0 telle que

‖Ẑ(iu)‖2 = ‖iu Id +B‖2 ‖Ŷ (iu)‖2 ≥ (u2 + C2
0)‖Ŷ (iu)‖2.

Soit C1 = max(1, 1/C2
0 ), de sorte que 1 + u2 ≤ C1(C2

0 + u2) pour tout u,
ce qui donne

(1 + u2)‖Ŷ (iu)‖2 ≤ C1(C2
0 + u2)‖Ŷ (iu)‖2 ≤ C1‖Ẑ(iu)‖2,

et, en intégrant sur R, l’inégalité espérée.

Démonstration du lemme 10.2.5. Minorons l’intégrale∫ M
−M
‖LuY ‖2 ds.

Développer ‖u+ 2v‖2 ≥ 0 donne l’inégalité

‖u+ v‖2 ≥ 1
2
‖u‖2 − ‖v‖2 ,

et ici la minoration∫ M
−M
‖LuY ‖2 ds =

∫ M
−M

∥∥∥dY
ds

+AY
∥∥∥2
ds ≥

∫ M
−M

(1
2

∥∥∥dY
ds

∥∥∥2
− ‖AY ‖2

)
ds

≥ 1
2

∫ M
−M

∥∥∥dY
ds

∥∥∥2
ds− C

∫ M
−M
‖Y ‖2 ds,

et finalement
1
2

∫ M
−M

∥∥∥dY
ds

∥∥∥2
ds ≤ C

∫ M
−M
‖Y ‖2 ds+

∫ M
−M
‖LuY ‖2 ds

ce qui donne bien la majoration désirée.
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Nous savons maintenant (grâce à la proposition 8.7.4) que Lu a un noyau
de dimension finie et une image fermée. Afin de terminer de démontrer
que Lu est opérateur de Fredholm, déterminons son conoyau.

Lemme 10.2.6. Le conoyau de u est le noyau de l’opérateur

L�u :W 1,2(R; Rn) −→ L2(R; Rn)

défini par
L�uZ = −dZ

ds
+A�Z

(où A� est la transposée de A).

Démonstration. Le conoyau de Lu est{
Z ∈ L2(R; Rn) |

∫ +∞

−∞
〈LuY,Z〉 ds = 0 pour tout Y ∈W 1,2(R; Rn)

}
.

Soit L�u l’opérateur défini dans l’énoncé du lemme. On a∫ +∞

−∞
〈Lu(Y ), Z〉 ds =

∫ +∞

−∞

〈dY
ds
, Z

〉
ds+

∫ +∞

−∞
〈AY,Z〉 ds

= −
∫ +∞

−∞

〈dZ
ds
, Y

〉
ds+

∫ +∞

−∞
〈A�Z, Y 〉 ds.

Si Z ∈ CokerLu, on a L�uZ = 0 au sens des distributions, donc, à cause de la
définition de L�u, dZ/ds est dans L2 et donc Z ∈W 1,2 et donc Z ∈ KerL�u.
Donc CokerLu = KerL�u (l’inclusion inverse est claire).

Le noyau de L�u est de dimension finie comme celui de Lu en vertu du
même théorème sur les équations différentielles linéaires. Il en est donc de
même du conoyau de Lu. Ceci termine la démonstration du fait que Lu
est un opérateur de Fredholm lorsque Lu joint deux points critiques non
dégénérés, c’est-à-dire de la proposition 10.2.2.

Corollaire 10.2.7. Si f est une fonction de Morse, pour toute trajectoire u,
l’opérateur Lu est un opérateur de Fredholm.

10.2.d. Le calcul de l’indice. Calculons maintenant l’indice de cet opé-
rateur.

Proposition 10.2.8. L’indice de l’opérateur de Fredholm Lu est Ind(x) −
Ind(y).

Démonstration. Nous avons déjà remarqué que les solutions de LuY = 0
qui sont dans W 1,2 tendent vers 0 exponentiellement quand s→ ±∞. Si σ
et s sont deux réels, définissons

Φ(σ,s) : Tu(σ)V −→ Tu(s)V
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comme la résolvante de l’équation différentielle linéaire, c’est-à-dire l’appli-
cation qui, au vecteur Ỹ ∈ Tu(σ)V , associe la valeur en s de l’unique solution
qui vaut Ỹ en σ. Définissons

Eu(σ) =
{
Ỹ ∈ Tu(σ)V | lim

s→−∞Φ(σ,s)Ỹ = 0
}

et de même

Es(σ) =
{
Ỹ ∈ Tu(σ)V | lim

s→+∞Φ(σ,s)Ỹ = 0
}
.

Ces espaces sont les espaces tangents en u(σ) aux variétés instables et stables
(respectivement) de x et y,

Eu(σ) = Tu(σ)W
u(x) et Es(σ) = Tu(σ)W

s(y).

Si Ỹ ∈ Eu(σ)∩Es(σ), la solution Y (s) qui vaut Ỹ en σ est dansW 1,2(R; Rn)
et réciproquement, de sorte que

∀σ ∈ R, KerLu ∼= Eu(σ) ∩ Es(σ).
On a ainsi

KerLu ∼= Tu(σ)W
u(x) ∩ Tu(σ)W

s(y).

Reste à déterminer le noyau de L�u. Définissons

Ψ(σ,s) = Φ�(s,σ) : Tu(σ)V −→ Tu(s)V.

Montrons que cette application est la résolvante de L�u. Choisissons Z0 ∈ Rn

et définissons Z0(s) = Ψ(σ,s)Z0. Remarquons que, puisque Ψ(σ,σ) = Id, on a
Z0(σ) = Z0. Choisissons aussi Y0 ∈ Rn. Par définition de Ψ(σ,s),

〈Ψ(σ,s)Z0,Φ(σ,s)Y0〉 = 〈Z0, Y0〉.
Dérivons cette identité par rapport à s, obtenant :

0 =
〈dZ0

ds
,Φ(σ,s)Y0

〉
+

〈
Ψ(σ,s)Z0,

dY0

ds

〉
.

Utilisons le fait que le champ de vecteurs Y0(s) = Φ(σ,s)Y0 est solution de
LuY0 = 0, et donc que Y0(s)/ds = −AY0(s), ce qui transforme notre égalité
en 〈dZ0

ds
, Y0(s)

〉
− 〈
Z0(s), AY0(s)

〉
= 0,

soit en 〈dZ0

ds
−A�Z0(s), Y0(s)

〉
= 0.

Comme on pouvait choisir pour Y0 n’importe quel vecteur tangent, on a
bien montré que Z0(σ) = Z0 et L�uZ0 = 0, soit que Ψ(σ,s) est la résolvante
de L�u.
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Ce calcul montre aussi que, si Z(s) est une solution de L�uZ = 0,
on a lims→−∞ Z(s) = 0 si et seulement si Z(σ) ⊥ Eu(σ) et de même
lims→+∞ Z(s) = 0 si et seulement si Z(σ) ⊥ Es(σ). On a donc montré que

KerL�u = (Tu(σ)W
u(x) + Tu(σ)W

s(y))⊥.

Avec dimTu(σ)W
u(x) = Ind(x), dimTu(σ)W

s(y) = n−Ind(y), on obtient

dim KerLu = dimTu(σ)W
u(x) ∩ Tu(σ)W

s(y)
= dimWu(x) + dimW s(y)− dim(Tu(σ)W

u(x) + Tu(σ)W
s(y)),

dim KerL�u = dim(Tu(σ)W
u(x) + Tu(σ)W

s(y))⊥

= n− dim(Tu(σ)W
u(x) + Tu(σ)W

s(y)),
Ind(Lu) = dimWu(x) + dimW s(y)− n

= Ind(x) + n− Ind(y)− n
= Ind(x)− Ind(y),

ce que nous voulions démontrer.

On trouvera une autre façon de calculer l’indice de cet opérateur dans
l’exercice 46.

10.2.e. La condition de Smale. Nous démontrons ici que le champ de
vecteurs X vérifie la condition de Smale si et seulement si tous les Lu sont
surjectifs, c’est-à-dire le théorème 10.1.5.

Remarque 10.2.9. Si X est le gradient de f pour une métrique g, cette condi-
tion porte bien sûr sur ladite métrique.

Démonstration. C’est une conséquence du calcul ci-dessus. Dire que Lu est
surjectif, c’est dire que son conoyau est réduit à 0, c’est-à-dire que L�u soit
injectif, c’est-à-dire encore que

Tu(σ)W
u(x) + Tu(σ)W

s(y) = Tu(σ)V,

la condition de transversalité des variétés stables et instables, que nous
voulons ici pour tous les points critiques x et y.

On aurait pu faire la théorie du complexe de Morse en ces termes
(voir [59, 62]).

10.3. Démonstration du théorème (de régularité) 10.1.2

Ici H est fixé et nous considérons deux points critiques x et y. Définissons
Z(x, y,H) comme

{(u, J) | J ∈ Jc(ω) et u est une trajectoire de − JXH joignant x à y} .
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10.3.a. Variations infinitésimales de la structure presque complexe

L’espace Jc(ω) des structures presque complexes calibrées par ω est une
partie de l’espace vectoriel des sections du fibré des endomorphismes de TW .
Nous avons déjà remarqué (c’est la proposition 5.5.7) que l’espace tangent

TJJc(ω) = {S ∈ End(TW ) | JS + SJ = 0 et ω(Sξ, η) + ω(ξ, Sη) = 0} .
Fixons un tel S et posons Jt = J exp(−tJS).

Lemme 10.3.1. Pour t assez petit, l’endomorphisme Jt est une structure
presque complexe calibrée par ω.

Démonstration. D’abord, Jt est bien une structure presque complexe :
comme J « anti-commute » avec S, Jt = exp(tJS)J et donc

J2
t = exp(tJS)JJ exp(−tJS) = J2 = − Id .

Ensuite, Jt est une isométrie de ω, puisque

d

dt
ω(Jtξ, Jtη) =

d

dt
ω(exp(−tJS)ξ, exp(−tJS)η)

= ω(−JS exp(−tJS)ξ, exp(−tJS)η)
+ ω(exp(−tJS)ξ,−JS exp(−tJS)η)

= ω(SJ exp(−tJS)ξ, exp(−tJS)η)
+ ω(exp(−tJS)ξ, SJ exp(−tJS)η)

= ω(SJΞ,H) + ω(Ξ, SJH) = 0

(où l’on a posé Ξ = exp(−tJS)ξ et H = exp(−tJS)η) donc ω(Jtξ, Jtη) est
constant égal à ω(Jξ, Jη) = ω(ξ, η). Ce calcul donne aussi

ω(Jtξ, η) = ω(J2
t ξ, Jtη) = −ω(ξ, Jtη) = ω(Jtη, ξ)

de sorte que ω(·, Jt·) est une forme bilinéaire symétrique. Ensuite, on a

ω(ξ, Jtη) = ω(ξ, Jη) +O(t)

de sorte que ω(·, Jt·) est bien une métrique riemannienne, au moins pour t
assez petit.

10.3.b. Démonstration du théorème 10.1.2. Comme au § 8.3, nous
utilisons ici la norme C∞ε sur cet espace de perturbations de J ,

‖S‖ε =
∞∑
k=0

εk ‖S‖Ck

(pour une suite ε = (εk) assez décroissante). On a, comme au § 8.3 :
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Proposition 10.3.2. Pour une suite ε bien choisie, l’espace C∞ε (J) des sections
de End(TW ) telles que{

JS + SJ = 0
ω(Sξ, η) + ω(ξ, Sη) = 0

et ‖S‖ε < +∞

est un espace de Banach séparable et dense dans l’espace des sections L2 du
fibré TJc(ω).

Fixons donc une structure presque complexe J0 ∈ Jc(ω) et un nombre
réel δ > 0. Définissons l’image de la boule unité

J0(δ) = {J0 exp(−J0S) | S ∈ C∞ε (J0) et ‖S‖ε < δ}
et

Z0(x, y) = {(u, J) ∈ Z(x, y) | J ∈ J0(δ)}
(cet espace dépend du choix du rayon δ, que nous n’avons pas fait figurer
dans la notation dans un souci de légèreté).

Proposition 10.3.3. Le sous-espace Z0(x, y) est une variété de Banach.

Le reste de cette section est consacré à la démonstration de cette pro-
position. Nous allons, comme au § 8.5, exhiber Z0 comme ensemble des
zéros d’une section d’un fibré vectoriel. L’analyse est plus facile ici car nous
n’avons qu’une seule variable et pouvons rester dans L2 et W 1,2. Considé-
rons donc

P1,2(x, y) =
{
u ∈W 1,2(R;W ) | lim

s→−∞u(s) = x et lim
s→+∞u(s) = y

}
(la limite a un sens puisque les éléments de W 1,2 sont des applications
continues) et

E =
{

(u, J, Y ) | u ∈ P1,2(x, y),

J ∈ J0(δ), Y est un champ de vecteurs L2 le long de u
}
,

fibré sur P1,2(x, y)× J0(δ) dont la fibre en (u, J) est l’espace des champs de
vecteurs L2 le long de u. Grâce à une trivialisation Zi de TW (comme celle
que nous avons fixée au chapitre 8), cet espace n’est autre que L2(R; R2n).
L’application

G : P1,2(x, y)× J0(δ) −→ E

(u, J) �−→
(
u,
du

ds
+ graduH

)
=

(
u,
du

ds
− JXH

)
est une section de E qui s’annule le long de Z0(x, y). Montrons donc qu’elle
est transverse à la section nulle. Nous devons en calculer la différentielle

(dG)(u,J0) :W 1,2(R; R2n)× J0(δ) −→ L2(R; R2n).
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Nous avons déjà linéarisé G à métrique constante (donc à J constant
au § 10.2.a) et F (avec la variable t supplémentaire) au § 8.4. Le même
calcul donne, en composant avec la projection sur la fibre :

Γ = π ◦ (dG)(u,J0)(Y, S) =
(dY
ds
− J0[(XH)u, Y ]

)
− S(XH)u

= Lu(Y )− S(XH)u,

où Lu : W 1,2(R; R2n) → L2(R; R2n) est l’opérateur défini au § 10.2.a.
Nous avons dit que Lu est un opérateur de Fredholm (parce que H est une
fonction de Morse), donc son image est fermée et de codimension finie. Le
même raisonnement que dans la démonstration du lemme 8.5.1 donne le
fait que l’image de Γ est un sous-espace fermé de codimension finie. Pour
montrer la surjectivité de Γ en les points de Z0, il suffit de montrer, ce que
nous faisons ici (le dual de L2 est L2 lui-même) :

Lemme 10.3.4. L’orthogonal de l’image de Γ dans L2(R; R2n) est réduit à 0.

Démonstration. Soit Z un élément de l’orthogonal, c’est-à-dire tel que l’on
ait, pour tous Y et S, ∫ +∞

−∞
〈Z(s),Γ(Y, S)〉 ds = 0,

ou encore∫ +∞

−∞

〈
Z(s),

dY

ds
− J0[XH , Y ]

〉
ds−

∫ +∞

−∞
〈Z(s), S(XH)〉 ds = 0

pour tous Y et S, soit∫ +∞

−∞

〈
Z(s),

dY

ds
− J0[XH , Y ]

〉
ds = 0 pour tout champ Y le long de u

et ∫ +∞

−∞
〈Z(s), S(XH)〉 ds = 0 pour toute section S.

La première de ces égalités, 〈Z,Lu(Y )〉 = 0, revient à 〈L�uZ, Y 〉 = 0 pour
tout Y , soit L�uZ = 0, une équation différentielle de la forme

−dZ
ds

+B(s)Z = 0,

ce qui garantit que la solution Z, supposée au départ seulement dans L2, est
dans W 1,2 et donc C∞. Nous allons ainsi pouvoir raisonner avec les valeurs
que prend Z.

La deuxième égalité est

〈Z, S(XH)〉 =
〈
Z,−SJ du

ds

〉
= −

〈
SZ, J

du

ds

〉
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puisque S est symétrique. Nous voulons montrer que Z est nul. Supposons
donc que ce ne soit pas le cas et choisissons un s0 tel que Z(s0) �= 0. Utilisons
une trivialisation unitaire au voisinage de x0 = u(s0) ∈W dans laquelle J0

est standard. Alors, S est simplement une matrice symétrique (dépendant
du point considéré) telle que S = J0SJ0. Considérons le vecteur J0du/ds(s0)
est construisons une matrice S0 telle que〈

Z(s0), S0J0
du

ds
(s0)

〉
�= 0.

C’est un lemme facile d’algèbre linéaire :

Lemme 10.3.5. Soient U et V deux vecteurs non nuls de Cn = R2n. Il
existe une matrice symétrique réelle S, anti-C-linéaire et telle que le produit
scalaire euclidien 〈U, SV 〉 soit non nul.

Ce lemme acquis, il existe une application C∞ε , à support au voisinage
de x0 et qui prend la valeur S0 en x0. Ce qui donne la contradiction voulue.

Dans un souci de complétude, donnons une démonstration du lemme
10.3.5. Le sous-espace vectoriel complexe engendré par les deux vecteurs U
et V est (au plus) de dimension 2, il suffit donc de démontrer ce lemme dans
C2. Comme U n’est pas nul, on peut donc supposer que c’est le premier
vecteur d’une base, dans laquelle tout ce qui suit est écrit. La matrice S
doit avoir la forme

S =
(
A B

−B A
)
, où A est symétrique et B antisymétrique.

Il n’y a donc aucune contrainte sur la première colonne de S, que nous
pouvons choisir égale au vecteur V . Mais alors, S(U) = V et

〈U, SV 〉 = 〈SU, V 〉 = 〈V, V 〉 = ‖V ‖2 �= 0,

ce que nous voulions démontrer.
Pour finir la démonstration du théorème 10.1.2, considérons la projection

π : Z0(x, y) −→ J0(δ)

définie par π(u, J) = J . Le théorème de Sard-Smale (ici théorème 8.5.6)
affirme l’existence d’un sous-ensemble ouvert dense Jrég ⊂ J0(δ) formé de
valeurs régulières de π. Nous démontrons :

Lemme 10.3.6. Si J ∈ Jrég, pour toute trajectoire u du champ −JXH joi-
gnant x à y, l’opérateur linéarisé Lu est surjectif.
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Démonstration. Si Lu : W 1,2(R; R2n → L2(R; R2n) n’est pas surjectif, il
existe Z ∈ L2(R; R2n) orthogonal à l’image de Lu. Par ailleurs, l’hypothèse
affirme que (dπ)(u,J) est surjectif. La démonstration de la proposition 10.3.2
donne une description de l’espace tangent T(u,J)Z0(x, y), comme le noyau
de Γ, c’est-à-dire

T(u,J)Z0(x, y)

=
{

(Y, S) ∈W 1,2(R; R2n)× TJJ0(δ) | Lu(Y )− S(XH)u = 0
}
.

Puisque 〈LuY,Z〉 = 0 pour tout Y ∈ W 1,2(R; R2n), la surjectivité de
(dπ)(u,J) implique que

pour tout S ∈ TJJ0(δ), 〈S(XH)u, Z〉 = 0.

Nous avons vu, dans la démonstration du lemme 10.3.4, que cela implique
que Z = 0, ce qui, à la fois contredit la supposition faite et démontre le
lemme.

En prenant l’intersection des différents ensembles Jrég obtenus pour les
différents couples de points critiques deH, on obtient l’ensemble Jrég(H) an-
noncé dans l’énoncé du théorème 10.1.2 (on utilise aussi le théorème 10.1.5)

10.4. Les trajectoires de Morse et de Floer coïncident

10.4.a. Les trajectoires indépendantes de t sont régulières. Nous
montrons ici la proposition 10.1.7 (et le corollaire 10.1.8). On a clairement
KerLu ⊂ Ker(dF)u : si Y (s) vérifie

dY

ds
+ S(s)Y = 0,

alors il vérifie aussi
∂Y

∂s
+ J
∂Y

∂t
+ S(s)Y = 0.

Montrons l’inclusion inverse. Soit Y ∈ KerL. Notons L = (dF)u et L0 = Lu.
Nous avons ∫ 1

0
J
∂Y

∂t
dt = 0, donc

∫ 1

0
Y (s, t)dt ∈ KerL0.

On peut ainsi supposer que
∫ 1

0 Y (s, t)dt = 0. On utilise un lemme élémen-
taire de fonctions de variable réelle (dont la démonstration est donnée plus
bas).
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Lemme 10.4.1. Soit f une application dérivable sur [0, 1], de moyenne nulle
sur cet intervalle. Alors on a, pour tout p,∫ 1

0
‖f(t)‖p dt ≤

∫ 1

0
‖f ′(t)‖p dt.

On l’applique à f(t) = Y (s, t) et à p = 2. On intègre par rapport à s :∫ +∞

−∞

∫ 1

0
‖Y (s, t)‖2 dt ds ≤

∫ +∞

−∞

∫ 1

0

∥∥∥∂Y
∂t

(s, t)
∥∥∥2
dt ds.

Ensuite, en norme L2, on a∥∥∥∂Y
∂s

∥∥∥2

L2
+

∥∥∥∂Y
∂t

∥∥∥2

L2
=

〈∂Y
∂s
,
∂Y

∂s

〉
+

〈∂Y
∂t
,
∂Y

∂t

〉
= −〈Y,ΔY 〉

= −
〈
Y,

( ∂
∂s
− J ∂
∂t

)( ∂
∂s

+ J
∂

∂t

)
Y
〉

=
∥∥∥∂Y
∂s

+ J
∂Y

∂t

∥∥∥2

L2

= ‖S(s)Y ‖2L2

≤ sup
s
‖S(s)‖2 ‖Y ‖2L2

(c’est la norme opératorielle de S(s) qui apparaît dans cette formule). Donc,
grâce à notre lemme, on trouve

‖Y ‖2L2 ≤ ‖gradY ‖2L2 ≤ sup
s
‖S(s)‖2 ‖Y ‖2L2 .

Le fait que H soit « C2-petite » implique que sups ‖S(s)‖ est assez petite et
donc que Y = 0.

Démonstration du lemme 10.4.1. On écrit, pour t, t1 ∈ [0, 1],

f(t1)− f(t) =
∫ t1
t

f ′(τ) dτ,

relation que l’on intègre par rapport à t entre 0 et 1,

f(t1) =
∫ 1

0

(∫ t1
t

f ′(τ) dτ
)
dt,

d’où l’on déduit∫ 1

0
‖f(t1)‖p dt1 ≤

∫ 1

0

(∫ 1

0

∫ t1
t

‖f ′(τ)‖p dτ dt
)
dt1 ≤

∫ 1

0
‖f ′(τ)‖p dτ,

ce que nous voulions démontrer.
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10.4.b. Les trajectoires sont indépendantes de t. Montrons mainte-
nant que les trajectoires de H = H/kk comptées pour le complexe de Floer
sont exactement celles comptées pour le complexe de Morse, c’est-à-dire la
proposition 10.1.9.

Démonstration de la proposition 10.1.9. Supposons que ce ne soit pas vrai.
C’est dire qu’il existe une suite (nk) tendant vers l’infini et une solution unk
(dépendant effectivement de t), dont on peut supposer qu’elle relie les points
critiques x et y, de l’équation de Floer

∂u

∂s
+ J
∂u

∂t
+

1
nk

gradH = 0.

Posons
vnk(s, t) = unk(nks, nkt).

C’est une solution de l’équation de Floer pour le hamiltonien originel H,
qui est périodique de période 1/nk et que l’on peut donc considérer comme
périodique de période 1, vnk ∈M(x, y,H).

Considérons d’abord le cas où la différence d’indice vaut 1,

Ind(x)− Ind(y) = 1 = μ(x)− μ(y).
Grâce au théorème de convergence vers les trajectoires brisées (théo-
rème 9.1.6), on peut supposer, quitte à extraire une sous-suite, que la suite
(vnk) tend vers une limite v ∈ M(x, y,H). Si nous montrons que v ne
dépend pas de t, comme (dF)v est surjective (par la proposition 10.1.7), v
devra être dans une composante de dimension 1 de M(x, y,H), ou encore
un point isolé de L(x, y). Pour k assez grand, on aurait

vnk(s, t) = v(s+ σk, t) = v(s+ σk),

et vnk ne dépendrait pas de t, en contradiction avec la supposition faite.
Il suffit donc de démontrer que la limite v ne dépend pas de t. On utilise

le fait que v est la limite d’une suite dont la période tend vers 0. Soit r ∈ R.
Fixons s ∈ R et t ∈ [0, 1]. Comme vnk est périodique de période 1/nk, on a

vnk(s, t) = vnk
(
s, t+

[rnk]
nk

)
(dans cette écriture, [rnk] désigne la partie entière de rnk). Quand k tend
vers l’infini, [rnk]/nk tend vers r, de sorte que le membre de gauche tend
vers v(s, t) et celui de droite vers v(s, t+ r), donc, pour tout r,

v(s, t) = v(s, t+ r)

ce que nous voulions démontrer.
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Supposons maintenant que la différence d’indice est 2,

Ind(x)− Ind(y) = 2 = μ(x)− μ(y).
Dans ce cas, le théorème 9.1.6 affirme qu’une sous-suite de (vnk(s + sk, t))
tend, soit vers une limite v ∈M(x, y,H), soit vers une trajectoire brisée

(v, w) ∈M(x, z)×M(z, y).

Dans la première éventualité, on démontre comme ci-dessus que v est indé-
pendant de t. Ici encore, (dF)v est surjective grâce à la proposition 10.1.7. On
obtient donc comme dans la démonstration du lemme 8.5.8 que M(x, y,H)
est une sous-variété de dimension 2 de Z(x, y, J) dans un voisinage de (v,H)
(on utilise ici la notation

Z(x, y, J) = {(v,H + h) | h ∈ C∞ε (H), v ∈M(x, y, J,H + h)}
du chapitre 8). Par ailleurs, comme le gradient −JXH de H est de Morse-
Smale, ses trajectoires qui joignent x à y forment une variété de dimension 2.
Mais ces trajectoires sont aussi dans M(x, y,H), on obtient par suite un
paramétrage de cette sous-variété au voisinage de v, par des trajectoires qui
ne dépendent pas de t. Puis, comme vnk(s+ sk, t) ∈ M(x, y,H), et comme
cette suite tend vers v, il suit que vnk(s+ sk, t) est indépendant de t pour k
assez grand, une contradiction.

Reste le cas où lim vnk = (v, w), c’est-à-dire celui où existent des suites
(s1k) et (s2k) telles que

lim
k→+∞

vnk(s+ s1k, t) = v(s, t) et lim
k→+∞

vnk(s+ s2k, t) = w(s, t).

On démontre comme ci-dessus que v et w ne dépendent pas de t. Par la
proposition 10.1.7, les deux opérateurs (dF)v et (dF)w sont surjectifs. On
peut alors appliquer le théorème de recollement (théorème 9.2.3). On en
déduit l’existence d’un plongement

ψ̂ : [ρ0,+∞[ −→ L(x, y)

tel que
lim
ρ→+∞ ψ̂(ρ) = (v̂, ŵ) ∈ L(x, z)× L(z, y).

D’autre part, v et w sont aussi des trajectoires (de Morse) du champ de
Morse-Smale −JXH . Le théorème de recollement dans ce cadre (c’est-à-
dire le théorème 3.2.6) affirme alors que la trajectoire brisée (û, v̂) est un
point du bord d’une variété de dimension 1 formée de trajectoires de Morse
qui joignent x à y. Mais celles-ci sont aussi des trajectoires de Floer, de
sorte que nous avons une application

ϕ : [ρ0,+∞[ −→M(x, y,H)
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telle que
ϕ̂ : [ρ0,+∞[ −→ L(x, y)

est un plongement. De surcroît, lorsque ρ tend vers +∞, ϕ̂(ρ) tend vers
(v̂, ŵ) au sens de la convergence vers les orbites brisées en théorie de Morse
(celle définie au § 3.2.a). En particulier, cela signifie que

lim
ρ→+∞ϕ(ρ)(s+ρ ) = v(s+)

où sρ+ et s+ désignent les points où les trajectoires ϕ(ρ) et v (respective-
ment) sortent d’un voisinage de Morse (fixé) de x. Ceci implique que, pour
la topologie C∞loc,

lim
ρ→+∞ϕ(ρ)(s+ s+ρ ) = v(s+ s+)

(pour s’en convaincre, il suffit d’écrire

ϕ(ρ)(s+ s+ρ ) = Φs(ϕ(ρ)(s+ρ )) et v(s+ s+) = Φs(v(s+))

où Φs est le flot de −JXH).
Le même raisonnement s’applique à w. Ainsi nous obtenons le fait que

lim
ρ→+∞ ϕ̂(ρ) = (v̂, ŵ)

au sens de la convergence vers les orbites brisées en théorie de Floer (celle
définie par le théorème 9.1.6).

Tous comptes faits, nous avons donc trois convergences vers (v̂, ŵ) (voir
la figure 1) :

– celle, que nous avons supposée, de (vnk) pour k tendant vers l’infini,
– celle de ψ̂(ρ) pour ρ→ +∞ donnée par le recollement « de Floer »,
– celle de ϕ̂(ρ) pour ρ→ +∞ donnée par le recollement « de Morse ».

ϕ̂(ρ)

(v̂,ŵ)
vnk

̂ψ(ρ)

Figure 1

Appliquons la partie « unicité » du théorème de recollement (théo-
rème 9.2.3). Elle implique que, pour k assez grand, (vnk) est dans l’image
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de ψ̂. Le même argument d’unicité donne aussi que, pour ρ assez grand,
disons ρ ≥ ρ1, ϕ̂(ρ) ∈ Im ψ̂. De plus, ϕ̂([ρ1,+∞[) est un intervalle dans la
variété L(x, y), qui est de dimension 1. Comme

lim
ρ→+∞ ϕ̂(ρ) = lim

ρ→+∞
ψ̂(ρ) = (v̂, ŵ) /∈ L(x, y),

c’est donc que ψ̂(ρ) ∈ Im ϕ̂ pour ρ assez grand. En particulier, v̂nk ∈ Im ϕ̂
pour k assez grand, ce qui contredit le fait que vnk dépend de t.

On a bien montré que toutes les solutions de Floer liant deux points cri-
tiques consécutifs sont des trajectoires de Morse et que (dF)v est surjective
le long de ces trajectoires. Donc on a bien l’égalité désirée des complexes.



CHAPITRE 11

HOMOLOGIE DE FLOER : INVARIANCE

Nous venons de définir l’homologie de Floer HF�(H,J) comme l’homo-
logie du complexe CF�(H,J). L’objectif de ce chapitre est de montrer que
l’homologie HF�(H,J) ne dépend pas du couple régulier (au sens du § 8.1)
(H,J) ∈ (H × J)reg choisi.

Pour le démontrer, nous allons utiliser une méthode analogue à celle qui
nous a permis de démontrer l’invariance de l’homologie de Morse au § 3.4.
Nous procédons de la manière suivante : soient (Ha, Ja) et (Hb, Jb) deux
couples de (H×J)reg. Considérons une homotopie lisse Γ = (H,J) qui joint
(Ha, Ja) à (Hb, Jb), et plus précisément

H : R × S1 ×W −→ R et J : R −→ End(TW )

avec J(s) ∈ J pour tout s et{
H(s, ·, ·) = Ha si s ≤ −R
H(s, ·, ·) = Hb si s ≥ R, et

{
J(s) = Ja si s ≤ −R
J(s) = Jb si s ≥ R.

Ici R est une constante (qui ne sera pas forcément la même pour toutes
les homotopies). L’existence de telles homotopies découle du fait que J est
contractile (c’est la proposition 5.5.6).

La démonstration se fait en deux étapes :
(1) À partir d’une homotopie Γ, nous définissons un morphisme de com-

plexes
ΦΓ : CF�(Ha, Ja) −→ CF�(Hb, Jb)

et nous vérifierons que, pour l’homotopie stationnaire Γ joignant (Ha, Ja)
à lui-même, ce morphisme ΦΓ est l’identité.

(2) Si (Ha, Ja), (Hb, Jb) et (Hc, Jc) sont des couples de (H×J)reg et si Γ,
Γ′ et Γ′′ sont des homotopies joignant respectivement (Ha, Ja) à (Hc, Jc),
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(Ha, Ja) à (Hb, Jb) et (Hb, Jb) à (Hc, Jc), nous démontrons que les mor-
phismes

ΦΓ′′ ◦ ΦΓ′ et ΦΓ : CF�(Ha, Ja) −→ CF�(Hc, Jc)

sont homotopes et en particulier induisent le même morphisme en homo-
logie.

Comme au § 3.4, nous en déduirons l’invariance de l’homologie de Floer
en considérant le cas particulier où (Ha, Ja) = (Hc, Jc) et où Γ = Id. Il
est clair qu’alors ΦΓ′ et ΦΓ′′ induisent des isomorphismes inverses l’un de
l’autre en homologie.

11.1. Le morphisme ΦΓ

11.1.a. L’équation de Floer à paramètre. Posons Γ(s) = (Hs,t, Js) et
considérons l’équation

∂u

∂s
+ Js(u)

∂u

∂t
+ graduHs,t = 0

qui peut s’écrire aussi
∂u

∂s
+ Js(u)

(∂u
∂t
−Xs,t(u)

)
= 0,

où Xs,t est le dual symplectique de dHs,t. Si u est une solution, définissons
son énergie par

E(u) =
∫ +∞

−∞

∫
S1

∥∥∥∂u
∂s

∥∥∥2
dt ds.

La norme utilisée ici est celle associée à la métrique ω(·, Js·) — elle dépend
donc de s.

Considérons l’espace

MΓ =
{
u : R × S1 →W | u est une solution contractile et E(u) < +∞}

.

Rappelons que l’homotopie Γ a été définie comme stationnaire pour |s| ≥ R.
Ce qui permet de démontrer de façon (à peu près) analogue les versions à
paramètre des énoncés du chapitre 6 que voici.

D’abord une version à paramètre du théorème 6.5.6 :

Théorème 11.1.1. Soient Xa et Xb les duaux symplectiques des formes dHa
et dHb respectivement. Supposons que toutes les trajectoires 1-périodiques
de Xa et Xb sont non dégénérées. Alors, pour tout u ∈ MΓ, il existe un
point critique x de AHa et un point critique y de AHb tels que

lim
s→−∞ u(s, ·) = x(·) et lim

s→+∞u(s, ·) = y(·).



11.1. LE MORPHISME ΦΓ 349

Définissons

MΓ(x, y) =
{
u ∈MΓ | lim

s→−∞u(s) = x et lim
s→+∞ u(s) = y

}
.

Un élément de MΓ(x, y) est donc une trajectoire qui part de x en suivant
une trajectoire du gradient de AHa pour s ≤ −R et arrive à y en suivant,
pour s ≥ R, une trajectoire du gradient de AHb . Toute solution d’énergie
finie joint donc deux points critiques respectivement de AHa et de AHb .

Pour s ≤ −R (resp. s ≥ R), notre équation coïncide avec l’équation de
Floer (sans paramètre) pour (Ha, Ja) (resp. (Hb, Jb)). Ce qui fait que le
théorème 11.1.1 se démontre de manière similaire au théorème 6.5.6 : on
reproduit d’abord la démonstration de la proposition 6.5.7 pour montrer
que, pour tout u ∈ MΓ, il existe deux points critiques x ∈ Crit(AHa) et
y ∈ Crit(AHb) tels que

lim
s→−∞AHa(u(s)) = AHa(x) et lim

s→+∞AHb(u(s)) = AHb(y).

Ensuite, on démontre le résultat :

Proposition 11.1.2. Il existe une constante k telle que, pour tout u ∈MΓ vé-
rifiant les conditions ci-dessus pour certains points critiques x ∈ Crit(AHa)
et y ∈ Crit(AHb), on ait

E(u) ≤ AHa(x)−AHb(y) + k.

Démonstration. Nous avons

E(u) =
∫

R×S1

∥∥∥∂u
∂s

∥∥∥2
ds dt

=
∫

R×S1

〈∂u
∂s
,
∂u

∂s

〉
ds dt

=
∫

R×S1
ω
(∂u
∂s
, Js
∂u

∂s

)
ds dt

=
∫

R×S1
ω
(∂u
∂s
,
∂u

∂t
−Xt,s

)
ds dt

=
∫

R×S1
u�ω − dHt,s

(∂u
∂s

)
ds dt.

Choisissons, comme la contractilité de x nous y autorise, un prolongement
de u, c’est-à-dire une application

ũ : R ×D2 −→W telle que ũ|∂D2 = u
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et évaluons l’énergie de u à l’aide de ce prolongement :

E(u) = lim
σ→+∞

∫
[−σ,σ]×S1

u�ω − dHs,t
(∂u
∂s

)
ds dt

= lim
σ→+∞

(∫
[−σ,σ]×S1

u�ω +
∫

[−σ,σ]×S1
− ∂
∂s
Hs,t(u) +

∂H

∂s
(u) ds dt

)
= lim
σ→+∞

(∫
D2
ũ�σω −

∫
D2
ũ�−σω −

∫
S1
Hbt (uσ) dt+

∫
S1
Hat (u−σ) dt

)
+

∫
[−R,R]×S1

∂H

∂s
(u) ds dt,

où

u±σ(t) = u(±σ, t) pour t ∈ S1 et ũ±σ(z) = ũ(±σ, z) pour z ∈ D2.

On a utilisé le fait que l’homotopie Hs,t est stationnaire pour |s| ≥ R. On
en déduit que

E(u) = lim
σ→+∞(AHa(u−σ)−AHb(uσ)) +

∫
[−R,R]×S1

∂H

∂s
(u) ds dt

= AHa(x)−AHb(y) +
∫

[−R,R]×S1

∂H

∂s
(u) ds dt

en utilisant l’hypothèse. Posons

k = sup
s∈[−R,R]
t∈S1

z∈W

∂H

∂s
(s, t, z)

pour obtenir que
E(u) ≤ AHa(x)−AHb(y) + k

et achever la démonstration de la proposition.

De la finitude du nombre de points critiques de AHa et AHb suit un
corollaire (analogue au corollaire 6.5.11) :

Corollaire 11.1.3. Il existe un réel C > 0 tel que pour tout u ∈ MΓ,
E(u) ≤ C.

Ce résultat permet de démontrer une propriété de compacité, analogue
au théorème 6.5.4 :

Théorème 11.1.4. L’espace de trajectoires MΓ est compact au sens de la
topologie C∞loc(R × S1,W ).

La démonstration est en tous points semblable à celle de 6.5.4, elle s’ap-
puie sur la proposition (analogue à 6.6.2) :
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Proposition 11.1.5. Il existe une constante A > 0 telle que
∀u ∈MΓ, ∀ (s, t) ∈ R × S1,

∥∥grad(s,t) u
∥∥ ≤ A.

Remarque. La démonstration, comme celle de 6.6.2, utilise le corollaire 11.1.3
(analogue de 6.5.11) et se fait par l’absurde. Si la conclusion était fausse,
on en déduirait l’existence d’une application v : R2 →W telle que

∂v

∂s
+ J(s)

∂v

∂t
= 0.

Ce n’est pas exactement une courbe holomorphe comme dans la démons-
tration de 6.6.2 puisque J dépend de s, mais la démonstration se fait de
manière analogue en utilisant les métriques

gs(·, ·) = ω(·, J(s)·).
En particulier, pour calculer l’aire de v(R2) et la longueur de v(∂B(0, rk)),
comme dans la démonstration du lemme 6.6.5, on doit utiliser la métrique g
définie par

gv(s,t)(·, ·) = ωv(s,t)(·, J(s)·).
En utilisant le théorème 11.1.4, on achève la preuve du théorème 11.1.1

de la même façon que celle de 6.5.6. On a besoin pour le faire d’un résultat
analogue à celui du lemme 6.5.13 qui se démontre, de façon similaire, à l’aide
du lemme 11.1.12 ci-dessous.

11.1.b. La transversalité. Nous reprenons ici les résultats du chapitre 8
et les adaptons à l’équation de Floer à paramètre. La dépendance en s
va simplifier certaines des démonstrations, comme nous allons le voir : un
espace de départ plus grand va donner la surjectivité plus facilement. Soit
toujours Γ = (H,J) une homotopie qui joint (Ha, Ja) et (Hb, Jb). Nous
introduisons l’espace C∞ε des fonctions (perturbations)

h : R × S1 ×W −→ R

à support compact telles que ‖h‖ε < +∞. Ici, comme h est à support
compact (en s), les trajectoires de Floer de l’homotopie perturbée sont les
mêmes que celles de l’homotopie non perturbée près des points critiques.

Nous démontrons une version paramétrée des théorèmes 8.1.1 et 8.1.2 :

Théorème 11.1.6. Il existe un voisinage de 0 dans C∞ε et une intersection
dénombrable d’ouverts denses de Hreg dans ce voisinage tels que, si h ∈
Hreg, alors, pour Γ(h) = (H+h, J), l’espace de trajectoires MΓ(h)(x, y) est,
pour tout x ∈ Crit AHa et pour tout y ∈ Crit AHb , une variété de dimension
μ(x)− μ(y). De plus, pour tout u ∈MΓ(x, y), la différentielle

(dFΓ)u :W 1,p(u�TW ) −→ Lp(u�TW )

est surjective.
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Pour ne pas alourdir l’écriture, nous n’incluons pas dans la notation le
fait que les indices de Maslov μ(x) et μ(y) sont calculés avec les flots de Xa

et Xb respectivement.
La démonstration du théorème 11.1.6 est à peu près analogue à celle de

8.1.2. Notons

FΓ :W 1,p(R × S1, u�TW ) −→ Lp(R × S1, u�TW )

défini par

FΓ(u) =
∂u

∂s
+ Js

(∂u
∂t
−Xs,t

)
.

L’ingrédient principal de la démonstration du théorème 11.1.6 est le théo-
rème 11.1.7, analogue du théorème 8.1.5 :

Théorème 11.1.7. Pour tout u ∈MΓ(x, y), l’opérateur linéarisé de FΓ est un
opérateur de Fredholm d’indice μ(x)− μ(y).

La démonstration est identique à celle de 8.1.5 et ceci parce que, puisque Γ
est stationnaire pour |s| ≥ R, l’opérateur linéarisé (dFΓ)u, écrit dans une
base unitaire le long de u, a la même forme

(dFΓ)u(Y ) = ∂Y + SY

que le linéarisé (dF)u, avec S(s, t) une matrice qui tend vers une matrice
symétrique quand s→ ±∞.

Suivant le modèle du chapitre 8 et plus précisément le plan dessiné
page 201, le théorème 11.1.7 sert à prouver la version à paramètre de la
proposition 8.1.3, qui est une conséquence immédiate de l’analogue suivant
de la proposition 8.1.4, via le théorème des fonctions implicites :

Proposition 11.1.8. Soit Γ = (H0, J0) une homotopie entre (Ha, Ja) et
(Hb, Jb). Si u ∈MΓ(x, y), alors l’application

Φ :W 1,p(u�W )× C∞ε (H0) −→ Lp(u�W )

(Y, h) �−→ (dFΓ)u(Y ) + gradu h

est surjective.

Démonstration. La dépendance en s des hamiltoniens de C∞ε (H0) rend la
preuve de la surjectivité considérablement plus simple que celle de la pro-
position 8.1.4 : l’espace de départ est plus grand. Nous n’avons plus besoin
de la régularité (c’est-à-dire de 8.5.4) ni du § 8.6 qui explique cette notion.
Voici les détails.

On commence, comme au § 8.5, par démontrer de manière analogue
à 8.5.1, que, si Φ n’est pas surjective, alors il existe un champ non nul
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Z ∈ Lq(u�TW ) (q est tel que 1/p + 1/q = 1), de classe C∞, tel que, pour
tout h ∈ C∞ε (H0) et pour tout Y ∈W 1,p(u�TW ), on a

〈Z, (dFΓ)u(Y )〉 = 0 et 〈Z, gradu(h)〉 = 0.

Ensuite on remplace le lemme 8.5.3 par le résultat plus fort :

Lemme 11.1.9. Si Z ∈ Lq(u�TW )∩C∞(R×S1;TW ) vérifie 〈Z, gradu h〉 = 0
pour tout h ∈ C∞ε (H0), alors Z est identiquement nul.

Ce lemme étant en contradiction avec ce qui précède, on en déduit, par
l’absurde, que Φ est surjectif, et la proposition 11.1.8 est démontrée.

Démonstration du lemme 11.1.9. La relation qui est l’hypothèse du lemme
se réécrit ∫

R×S1
dh(Z) ds dt = 0 pour tout h ∈ C∞ε (H0).

Considérons l’application

ũ : R × S1 −→W ×R × S1

(s, t) �−→ (u(s, t), s, t).

On montre facilement que ũ est un plongement. On voit Z comme un champ
de vecteurs le long de ũ sur W ×R × S1, qui n’a pas de composante dans
les directions ∂/∂t ∈ TS1 et ∂/∂s ∈ TR. En particulier, Z n’est pas dans
le plan tangent à ũ en les points où il n’est pas nul.

Supposons par l’absurde qu’il existe un tel point (s0, t0) ∈ R × S1. On
procède exactement comme dans la preuve de 8.5.3 : on considère un pe-
tit voisinage Cδ de (s0, t0) dans R × S1 tel que Z(s, t) n’est pas nul (et
donc transverse à ũ pour (s, t) dans ce voisinage). On prend une fonction à
support dans ce voisinage

β : R × S1 −→ R

et on définit h ∈ C∞ε (H0), à support dans un voisinage tubulaire B de ũ(Cδ),
de sorte que, si γ(s,t)(σ) est la courbe intégrale de Z qui passe en ũ(s, t) pour
σ = 0, on ait :

hs,t(γ(s,t)(σ)) = β(s, t) · σ pour |σ| ≤ η
(η > 0 est assez petit). Comme Z est transverse à ũ(Cδ), la fonction h est
bien définie. On suppose également que

B ∩ Im(ũ) = ũ(Cδ)

ce qui signifie en particulier que

Supp(h) ∩ Im(ũ) = ũ(Cδ)

(voir la figure 1).
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B

Z

ũ(Cδ)

Im(ũ)

Figure 1

On obtient alors∫
R×S1

dh(Z(s, t)) ds dt =
∫
Cδ

dhs,t(Z(s, t)) ds dt

=
∫
Cδ

dhs,t

(
∂γs,t(σ)
∂σ

∣∣
σ=0

)
ds dt

=
∫
Cδ

∂

∂σ

∣∣
σ=0hs,t(γ(s,t)(σ)) ds dt

=
∫
Cδ

β(s, t) ds dt.

Il suffit de choisir β de sorte que cette intégrale ne soit pas nulle pour aboutir
à une contradiction, qui montre que Z(s, t) = 0 pour tous (s, t) ∈ R × S1.
Ce qui termine la démonstration du lemme.

La fin de la démonstration du théorème 11.1.6 est analogue à celles de
8.1.1 et 8.1.2.

Nous appellerons homotopie régulière une homotopie satisfaisant à la
conclusion du théorème 11.1.6.

Remarque. La perturbation h étant à support compact, l’homotopie Γ(h)
joint (Ha, Ja) et (Hb, Jb) et elle est stationnaire pour |s| ≥ R (pour un R
assez grand).

11.1.c. La compacité. Soit Γ une homotopie régulière reliant (Ha, Ja) à
(Hb, Jb). Le morphisme

ΦΓ : CF�(Ha, Ja) −→ CF�(Hb, Jb)
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que nous avons en vue sera défini comme suit. Pour x un point critique de
AHa d’indice μ(x) = k, nous poserons

ΦΓ
k (x) =

∑
y∈Crit A

Hb

μ(y)=k

nΓ(x, y)y,

nΓ(x, y) désignant le nombre (modulo 2) d’éléments de MΓ(x, y)... dont nous
devrons, pour que ce ΦΓ soit bien défini, montrer la finitude. Nous devrons
aussi vérifier que ce ΦΓ est bien un morphisme de complexes, c’est-à-dire
que

ΦΓ ◦ ∂(Ha,Ja) = ∂(Hb,Jb) ◦ ΦΓ.

À ces fins, nous avons besoin du résultat de compacité énoncé dans le théo-
rème suivant, qui est une version paramétrée du théorème 9.1.6 :

Théorème 11.1.10. Soit (un) une suite d’éléments de MΓ(x, y). Il existe
– une sous-suite de (un),
– des points critiques x = x0, x1, . . . , xk de AHa ,
– des points critiques y0, y1, . . . , y� = y de AHb ,
– des suites réelles (sin), pour 0 ≤ i ≤ k − 1, tendant vers −∞, et (s′jn),

pour 0 ≤ j ≤ �− 1, tendant vers +∞,
– des éléments ui ∈ M(Ha,Ja)(xi, xi+1) (pour 0 ≤ i ≤ k − 1) et des

éléments vj ∈M(Hb,Jb)(yj , yj+1),
– un élément w ∈MΓ(xk, y0)

tels que, pour 0 ≤ i ≤ k − 1 et pour 0 ≤ j ≤ �− 1,

lim
n→+∞un · s

i
n = ui, lim

n→+∞un · s
′j
n = vj

et tels que
lim
n→+∞un = w.

Ce théorème affirme que les suites de trajectoires dans MΓ ont, à extrac-
tion de sous-suites près, des limites, qui sont des concaténations entre (au
plus) une trajectoire brisée correspondant au couple (Ha, Ja), exactement
une trajectoire de MΓ et (au plus) une trajectoire brisée correspondant au
coupe (Hb, Jb).

Avant de donner une démonstration du théorème 11.1.10, énonçons-en
une conséquence immédiate (une majoration du nombre de brisures) :

Corollaire 11.1.11. Sous les hypothèses du théorème 11.1.10,

μ(x)− μ(y) ≥ k + �.
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un

s ≤ −R

s ≥ R

lim un

x

y

x′

y′

x

y

trajectoire brisée
pour (Ha,Ja)

trajectoire brisée
pour (Hb,Jb)

Figure 2

Démonstration. D’après le théorème 8.1.2 (et le § 9.1.a), nous savons que{
M(Ha,Ja)(xi, xi+1) = ∅ si μ(xi)− μ(xi+1) < 1
M(Hb,Jb)(yj , yj+1) = ∅ si μ(yj)− μ(yj+1) < 1

donc nous avons, pour 0 ≤ i ≤ k − 1 et 0 ≤ j ≤ �− 1,

μ(xi)− μ(xi+1) ≥ 1 et μ(yj)− μ(yj+1) ≥ 1.

Par le théorème 11.1.6, MΓ(xk, y0) �= ∅ implique que μ(xk) ≥ μ(y0). En
sommant toutes ces inégalités, on trouve l’inégalité voulue (rappelons que
x0 = x et y� = y).

Démonstration du théorème 11.1.10. Elle commence par un lemme.

Lemme 11.1.12. Soient (un) une suite dans MΓ(x, y) et (sn) une suite de
nombres réels tels que lim sn = +∞. Alors il existe une sous-suite de (un)
(encore notée (un)) et un élément v ∈M(Hb,Jb) tels que lim un · sn = v. De
même si lim sn = −∞, il existe un u ∈M(Ha,Ja) tel que (modulo extraction
d’une sous-suite) lim un · sn = u.

Démonstration. Comme précédemment, nous omettons la variable t dans
l’écriture de un = un(s, t). Il suffit bien entendu de considérer le cas d’une
suite (sn) tendant vers +∞. Comme un ∈MΓ, la conclusion de la proposi-
tion 11.1.5, à savoir le fait que

∥∥grad(s,t) u
∥∥ ≤ A, est vraie pour un et donc

aussi pour un · sn, de sorte que la famille (un · sn) est équicontinue et qu’il
existe, d’après Ascoli (voir au besoin le § 16.1), une sous-suite de (un · sn)
qui converge, pour la topologie C0

loc, vers une limite v continue.
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Mais vn = un · sn est solution de l’équation de type Floer
∂vn
∂s

+ Js+sn
(∂vn
∂t
−Xs+sn,t

)
= 0.

La régularité elliptique (toujours la proposition 6.5.3) implique alors que v
et de classe C∞ et que (vn) converge vers v dans C∞loc.

Il reste à vérifier que v ∈ M(Hb,Jb). Considérons un intervalle fermé
[−r, r] ⊂ R et le compact K = [−r, r] × S1 dans R × S1. Pour n assez
grand, sn > R + r, de sorte que, pour (s, t) ∈ K et n assez grand, nous
avons s+ sn > R et donc

∂vn
∂s

+ Jb
(∂vn
∂t
−Xbt (vn)

)
= 0.

En faisant tendre n vers l’infini dans cette équation, nous obtenons bien que
la limite v est dans M(Hb,Jb).

Nous pouvons maintenant démontrer le théorème 11.1.10 proprement dit.
Comme dans la démonstration du théorème 6.5.6, choisissons ε > 0 assez
petit pour que les boules ouvertes

B(z, ε) = {γ ∈ LW | d∞(z, γ) < ε}
soient disjointes pour z ∈ Crit AHa (la même propriété étant vraie pour
z ∈ Crit AHb).

Dans ce qui suit et pour simplifier les notations, nous ne faisons pas
figurer les nécessaires extractions de sous-suites. Comme MΓ est compact
(théorème 11.1.4), nous avons w = lim un ∈ MΓ. En vertu du théorème
11.1.1, il existe des points critiques x′ de AHa et y′ de AHb tels que w ∈
M(x′, y′). Reprenons l’argument de la démonstration du corollaire 9.1.8. Il
existe s� ∈ R tel que w(s) ∈ B(y′, ε) pour s ≥ s�. Comme w = lim un, nous
avons aussi

un(s�) ∈ B(y′, ε) pour n assez grand.
Si y′ �= y (sinon, il n’y a rien à démontrer), la trajectoire doit sortir de la
boule B(y′, ε) pour un s ≥ s�. Appelons sn son premier point de sortie

sn = sup {s ≥ s� | un(σ) ∈ B(y′, ε) pour σ ∈ [s�, s]} .
Montrons que la suite (sn) tend vers +∞. Supposons en effet qu’elle soit

bornée et donc, modulo extraction d’une sous-suite, qu’elle tende vers un
s• ∈ R. Comme la convergence de (un) vers w a lieu dans C∞loc et comme
s• ≥ s�,

lim
n→+∞un(sn) = w(s•) ∈ B(y′, ε).

Mais, par définition de sn, nous savons que un(sn) ∈ ∂B(y′, ε) pour tout n,
ce qui est contradictoire avec l’assertion précédente.
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Il est donc acquis que lim sn = +∞, donc (d’après le lemme 11.1.12),

lim
n→+∞un · sn = v0 ∈M(Hb,Jb).

Soit s < 0. Pour n assez grand, s� < s+sn < sn, de sorte que, par définition
de sn,

un(s+ sn) ∈ B(y′ε) pour n assez grand,
ce qui implique que v0(s) ∈ B(y′, ε). Donc

v0 ∈M(Hb,Jb)(y′, y1) pour un y1 ∈ Crit AHb .

La démonstration se déroule ensuite (et se termine) de manière totale-
ment analogue à celle du corollaire 9.1.8, elle conduit à une limite qui est
une trajectoire brisée (v0, v1, . . . , v�) avec vj ∈ M(Hb,Jb)(yj , yj+1) (y0 = y′

et y� = y).
Supposons maintenant que x′ �= x. Un raisonnement analogue utilisant s�

tel que w(s) ∈ B(x′, ε) pour s < s�, puis le dernier point d’entrée s′n < s�
de un(s) dans B(x′, ε) produit une suite s′n qui tend vers −∞ et telle que
lim un ·s′n = u• ∈M(x1, x

′). Puis, comme dans la démonstration de 9.1.8, la
limite est une trajectoire brisée (u0, u1, . . . , uk) avec ui ∈M(Ha,Ja)(xi, xi+1)
(x0 = y, xk = x). Et le théorème est démontré.

Corollaire 11.1.13. Si μ(x) = μ(y), l’espace MΓ(x, y) est compact.

Démonstration. Le corollaire 11.1.11 montre qu’une suite (un) de MΓ(x, y)
ne peut pas tendre vers une trajectoire brisée.

L’application

ΦΓ
k : CFk(Ha, Ja) −→ CFk(Hb, Jb)

est donc bien définie par la formule

ΦΓ
k (x) =

∑
y∈Crit A

Hb

μ(y)=k

nΓ(x, y)y.

Vérifions aussi :

Proposition 11.1.14. Si (Ha, Ja) = (Hb, Jb) et Γ = Id, alors ΦΓ
k est l’identité

pour tout k.

Démonstration. Sous l’hypothèse, MΓ(x, y) = M(Ha,Ja)(x, y). Si en plus
μ(x) = μ(y), nous savons (voir la remarque § 9.1.5) que

M(Ha,Ja)(x, y) =

{
∅ si x �= y
{x} si x = y.

Donc ΦΓ
k = Id.
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Pour finir de remplir les objectifs que nous nous sommes fixés pour ce
paragraphe, il nous reste à prouver que ΦΓ est un morphisme de complexes,
c’est-à-dire que

ΦΓ ◦ ∂(Ha,Ja) = ∂(Hb,Jb) ◦ ΦΓ.

Il nous faut montrer que, si x ∈ Crit AHa , pour tout z ∈ Crit AHb tels que
μ(x)− μ(z) = 1, l’égalité qui suit a lieu (modulo 2)∑

y′∈Crit AHa
μ(x)−μ(y′)=1

na(x, y′)nΓ(y′, z) =
∑

y∈Crit A
Hb

μ(x)=μ(y)

nΓ(x, y)nb(y, z)

(il va sans dire que dans cette écriture, na et nb sont les coefficients qui
apparaissent dans les différentielles ∂(Ha,Ja) et ∂(Hb,Jb) respectivement). Il
nous suffira de vérifier que le nombre de points de la variété compacte de
dimension 0

ΠΓ(x, z) =
⋃

y′∈Crit AHa
μ(x)−μ(y′)=1

L(Ha,Ja)(x, y′)×MΓ(y′, z)∪

∪ ⋃
y∈Crit A

Hb

μ(x)=μ(y)

MΓ(x, y)× L(Hb,Jb)(y, z)

est pair. Ce sera une conséquence du théorème :

Théorème 11.1.15. Pour x ∈ Crit AHa et z ∈ Crit AHb avec μ(x)−μ(z) = 1,
l’espace MΓ(x, z)∪ΠΓ(x, z) est une variété à bord compacte de dimension 1
dont le bord est ΠΓ(x, z).

Nous savons (en vertu du théorème 11.1.6) que MΓ(x, z) est une variété
(sans bord) de dimension 1. En utilisant la convergence vers des trajectoires
brisées décrites dans l’énoncé du théorème 11.1.10, définissons une topologie
sur MΓ(x, z) ∪ ΠΓ(x, z), compatible avec celle de MΓ(x, z) (c’est-à-dire la
topologie de la convergence C∞loc). Comme dans la proposition 9.1.2, cette
topologie est séparée et le théorème 11.1.10 nous assure donc que cet espace
est compact. Il reste à démontrer la partie « variété à bord » du théorème,
c’est-à-dire à étudier la structure de MΓ(x, z) ∪ΠΓ(x, z) près des points de
ΠΓ(x, z). C’est ce que nous faisons maintenant.

11.1.d. Le recollement. Pour μ(x)− μ(z) = 1, les éléments de ΠΓ(x, z)
sont des trajectoires brisées (u, v). Une de ces trajectoires est solution de
l’équation de Floer à paramètre et l’autre de l’équation de Floer sans para-
mètre associée à (Ha, Ja) ou à (Hb, Jb). Pour démontrer le théorème 11.1.15,
il suffira de recoller les trajectoires u et v comme au § 9.2. Nous démontrons
le théorème ci-dessous, analogue au théorème de recollement 9.2.3.
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Théorème 11.1.16. Soient x un point critique de AHa et y, z des points
critiques de AHb tels que

μ(x) = μ(y) = μ(z) + 1.

Soient u ∈MΓ(x, y) et v̂ ∈ L(Hb,Jb)(y, z). Alors
– il existe un plongement

ψ : [ρ0,+∞[ −→MΓ(x, z)

(pour un certain ρ0 > 0) tel que

lim
ρ→+∞ψ(ρ) = (u, v̂) ;

– de plus, si (�n) est une suite d’éléments de MΓ(x, z) qui tend vers (u, v̂),
alors �n ∈ Imψ pour n assez grand.

Remarques.
– Les indices μ(y) et μ(z) correspondent à Hb alors que μ(x) correspond

à Ha, une dépendance que nous avons omise dans la notation.
– La convergence de ψ(ρ) vers (u, v̂) affirmée dans cet énoncé est à com-

prendre au sens du théorème 11.1.10.
– Pour démontrer le théorème 11.1.15, il faut aussi recoller des trajec-

toires
û′ ∈ LHa,Ja)(x, y′) et v′ ∈MΓ(y′, z)

(pour μ(y′) = μ(z) = μ(x) − 1). Un tel recollement se fait de manière
analogue à celle décrite par le théorème 11.1.16 et on montre ainsi qu’au
voisinage des points de ΠΓ(x, z), l’espace MΓ(x, z)∪ΠΓ(x, z) est une variété
de dimension 1. On a ainsi une démonstration complète du théorème 11.1.15.

Nous consacrons la section qui suit à cette démonstration.

11.2. Démonstration du théorème 11.1.16

Pour démontrer le théorème 11.1.16, nous fixons un relèvement v ∈
M(Hb,Jb)(y, z) de v̂. Nous voulons définir, pour ρ ≥ ρ0, une application

ψρ : R × S1 −→W
qui soit, pour tout ρ, une solution de l’équation de Floer à paramètre

∂ψρ
∂s

+ Js
∂ψρ
∂t

+ gradψρ Hs,t = 0.

La convergence vers (u, v̂) pour ρ → +∞ sera démontrée si l’on a prouvé
que

lim
ρ→+∞ψρ(s, t) = u(s, t) et lim

ρ→+∞ψρ(s+ 2ρ, t) = v(s, t)
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uniformément sur les compacts. Pour pouvoir procéder comme dans la
démonstration de 9.2.3, il convient d’utiliser la substitution

ϕρ(s, t) = ψρ(s+ ρ, t).

Ainsi ϕρ ∈ C∞(x, z) sera solution de
∂ϕρ
∂s

+ Js+ρ
∂ϕρ
∂t

+ gradϕρ Hs+ρ,t = 0

et satisfera aux conditions

lim
ρ→+∞ϕρ(s− ρ, t) = u(s, t) et lim

ρ→+∞ϕρ(s+ ρ, t) = v(s, t)

(c’est-à-dire à la propriété de convergence voulue pour ψρ).

Nous allons, comme dans la démonstration de 9.2.3, procéder en trois
étapes :

(1) Pré-recollement, au § 11.2.a.
(2) Construction de ϕ (et donc de ψ), au § 11.2.b.
(3) Vérification des propriétés de ψ, au § 11.2.c.

11.2.a. Pré-recollement. Soit ρ0 ≥ 0 tel que l’homotopie Γ(s, t) =
(Hs,t, Js) soit stationnaire et égale à (Hbt , Jb) pour s ≥ ρ0. En utilisant les
mêmes notations qu’au § 9.3, définissons le pré-recollement wρ de u et v
pour ρ ≥ ρ0 par la (même) formule(1)

wρ(s, t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u(s+ ρ, t) si s ≤ −1
expy(t)

(
β−(s) exp−1

y(t)(u(s+ ρ, t))

+ β+(s) exp−1
y(t)(v(s− ρ, t))

)
si s ∈ [−1, 1]

v(s− ρ, t) si s ≥ 1

(on a supposé ρ0 assez grand pour que wρ soit ainsi bien défini). On
peut alors de même définir, pour Y ∈ TuP(x, y) et Z ∈ TvP(y, z), le
pré-recollement

Y#ρZ ∈ TwρP(x, z)
par la même formule qu’au § 9.3. Puisqu’elles utilisent les mêmes formules,
ces constructions fournissent des objets ayant toutes les propriétés énoncées
dans le § 9.3. Remarquons également que, si FΓ

ρ est l’opérateur

FΓ
ρ =
∂

∂s
+ Js+ρ

∂

∂t
+ gradHs+ρ,t,

(1)Rappelons la convention faite sur la notation ρ ≥ ρ0, énoncée page 283, et qui signifie
« ρ assez grand ».
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nous avons

FΓ
ρ (wρ)(s, t) = 0 pour |s| ≥ 1 :

– pour s ≤ −1, cela vient du fait que u est solution de l’équation de Floer
à paramètre,

– pour s ≥ 1, on remarque que

FΓ
ρ =
∂

∂s
+ Jb

∂

∂t
+ gradHb pour ρ ≥ ρ0

et v(s − ρ, t) est une solution de l’équation de Floer associée au couple
(Hb, Jb).

Le dernier argument donne aussi le fait que

lim
ρ→+∞FΓ

ρ (wρ(s, t)) = 0 dans C∞loc

puisque limρ→+∞ wρ(s, t) = y(t).

11.2.b. Construction de ϕ. Nous voulons construire ϕ(ρ), vérifiant
FΓ
ρ (ϕ(ρ)) = 0, à partir du pré-recollement wρ. Pour le faire, nous utilisons

la méthode de Newton-Picard, comme au § 9.4.

L’opérateur FΓ
ρ . Comme au § 9.4, partons de trivialisations unitaires

(Zui (s, t))i=1,...,2n et (Zvi (s, t))i=1,...,2n du fibré tangent TW le long de u
et v respectivement. Une trivialisation unitaire (Zρi (s, t))i=1,...,2n le long
de wρ s’en déduit, que l’on prolonge par transport parallèle (voir le § 14.5)
en une trivialisation orthonormale de TW dans un voisinage de wρ(s, t)
(pour tous (s, t)). Cette dernière trivialisation est notée (Zρ,ξi (s, t))i=1,...,2n,
avec

Zρ,ξi (s, t) ∈ Texpwρ (s,t)ξW où ξ ∈ Twρ(s,t)W

(et la norme de ξ est inférieure au rayon d’injectivité de la métrique surW ).
Grâce à ces trivialisations, définissons un opérateur (non linéaire)

FΓ
ρ : B(0, r) ⊂W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

pour r convenablement choisi (r = r0/K, où r0 est le rayon d’injectivité de
la métrique et K la norme de l’injection W 1,p ⊂ L∞, convient).

Par définition, si ξ est écrit

ξ =
∑
yiZ
ρ
i dans la base (Zρi ),

F Γ
ρ (y1, . . . , y2n) est FΓ

ρ (expwρ(ξ)) écrit dans la base (Zρ,ξi ).
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Les propriétés de FΓ
ρ . La construction de FΓ

ρ est analogue à celle du Fρ
du § 9.4. L’opérateur de Floer qui le définit dépend de Γ mais, une fois FΓ

ρ

écrit en coordonnées, cette dépendance n’est plus visible. Autrement dit,
les opérateurs FΓ

ρ et Fρ ont la même forme et les mêmes propriétés. Pour
simplifier la notation et clarifier la lecture, nous renonçons donc, à partir
d’ici, à indiquer la dépendance en Γ. Récapitulons les propriétés de Fρ :

(1) Fρ(0) = [FΓ
ρ (wρ)]Zρ

i
, en particulier

Fρ(0) = 0 pour |s| ≥ 1 et lim
ρ→+∞Fρ(0) = 0 dans C∞loc.

(2) Considérons les opérateurs

Fu, Fv : B(0, r) ⊂W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

définis de manière analogue à partir des opérateurs de Floer FΓ et F à l’aide
des trivialisations Zui et Zvi . Posons

Lu = (dF u)0, L
v = (dF v)0 et Lρ = (dFρ)0.

Le même calcul qu’au § 9.4 donne

Lu(Y ) =
∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ Su(Y )

Lv(Y ) =
∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ Sv(Y )

Lρ(Y ) =
∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ SΓ

ρ (Y )

où J0 désigne la structure complexe standard de R2n et les opérateurs

Su, Sv, SΓ
ρ : R × S1 −→ End(R2n)

satisfont à

lim
s→−∞S

u(s, t) = Sx(t), lim
s→+∞S

u(s, t) = Sy(t)

lim
s→−∞S

v(s, t) = Sy(t), lim
s→+∞S

v(s, t) = Sz(t)

(où Sx, Sy et Sz sont les lacets de matrices symétriques définis par les points
critiques x, y et z), ainsi qu’à

SΓ
ρ (s, t) = Su(s+ ρ, t) pour s ≤ −1

SΓ
ρ (s, t) = Sv(s− ρ, t) pour s ≥ 1 et ρ ≥ R

lim
ρ→+∞S

Γ
ρ (s, t) = Sy(t).

La dernière relation nécessite une petite démonstration que voici. Fixons
un compact K ⊂ R×S1. Pour ρ ≥ ρ0, la restriction de FΓ

ρ à W 1,p(K;TW )
est l’opérateur de Floer associé à (Hb, Jb). Écrite dans la trivialisation
(Zρi )i, sa différentielle (dFΓ

ρ )wρ est (dFρ)0, que nous avons notée Lρ.
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Comme limρ→+∞ wρ = y dans C∞loc, la partie d’ordre 0 de Lρ = (dFρ)0

(restreinte à W 1,p(K; R2n)) tend vers la partie d’ordre 0 de (dFb)y écrite
dans la base Zyi , c’est-à-dire vers Sy.

(3) Nous savons, grâce au théorème 8.1.5, que Lu, Lv et LΓ
ρ sont des

opérateurs de Fredholm d’indices respectifs

Ind(Lu) = μ(x)− μ(y) = 0
Ind(Lv) = μ(y)− μ(z) = 1
Ind(Lρ) = μ(x)− μ(z) = 1.

Par ailleurs l’homotopie Γ et la paire (Hb, Jb) sont régulières, donc,
compte tenu du théorème 8.1.1 et du théorème 11.1.6, les opérateurs Lu

et Lv sont surjectifs et en particulier

KerLu = 0 et KerLv = {α∂v/∂s | α ∈ R} .
Considérons maintenant les sous-espaces

Wρ = {0#ρβ | β ∈ KerLv}
et

W⊥ρ =
{
Y ∈W 1,p(R × S1; R2n) |

∫
R×S1

〈Y,Z〉 ds dt = 0 ∀Z ∈Wρ
}
.

La reproduction de la démonstration de la proposition 9.4.7 donne le résultat
analogue :

Proposition 11.2.1. Il existe une constante C > 0 tels que, pour tout ρ ≥ ρ0,
on ait

∀Y ∈W⊥ρ , ‖Lρ(Y )‖Lp ≥ C ‖Y ‖W 1,p .

Comme au § 9.4, on en déduit que Lρ est surjectif et qu’il admet un
inverse à droite

Gρ : Lp(R × S1; R2n) −→W⊥ρ ⊂W 1,p(R × S1; R2n).

Nous sommes donc maintenant en position d’appliquer la méthode de
Newton-Picard et précisément le lemme 9.4.4. En utilisant les mêmes
arguments qu’au § 9.4, on démontre :

Théorème 11.2.2. Il existe ρ0 > 0 tel que, pour tout ρ ≥ ρ0, il existe
γ(ρ) ∈W⊥ρ ⊂W 1,p(R × S1; R2n)

tel que Fρ(γ(ρ)) = 0. Un tel γ est unique dans B(0, ε) ∩W⊥ρ pour un ε > 0
indépendant de ρ. Il satisfait de plus à

(1) limρ→+∞ ‖γ(ρ)‖W 1,p = 0,
(2) l’application ρ �→ γ(ρ) est dérivable,
(3) limρ→+∞ ‖∂γ/∂ρ‖W 1,p = 0.



11.2. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 11.1.16 365

Démonstration. Pour démontrer le théorème, il faut vérifier que Fρ = FΓ
ρ sa-

tisfait aux propriétés que nous rassemblons dans le chapitre 13. La différence
entre les situations étudiées ici et dans ce § vient du fait que l’opérateur de
Floer est maintenant FΓ

ρ .
Comme Γ est stationnaire pour |s| ≥ R, on obtient les mêmes estima-

tions de façon semblable (et sans beaucoup de mal) : il suffit de réécrire le
lemme 13.2.3 pour des applications

A : R×W ×Rm×Rm −→ Rm et B : R×W ×Rm×Rm×Rm −→ Rm

qui sont constantes (par rapport à la première variable s ∈ R) lorsque
|s| ≥ R (avec une preuve complètement analogue).

Quant à l’énoncé analogue à celui du lemme 9.4.16, sa démonstration
demande une modification plus sérieuse : il faut ici tenir compte de la dé-
pendance en le paramètre ρ de H et de J . Voir la démonstration de cette
variante au § 13.8.

Nous pouvons maintenant définir les applications ϕρ et ψρ désirées :
posons

ϕρ = expwρ γ(ρ) et ψρ(s, t) = ϕρ(s− ρ, t).
Par définition, ϕρ est solution de

∂ϕρ
∂s

+ Js+ρ
∂ϕρ
∂t

+ gradHs+ρ,t(ϕρ) = 0

et satisfait à

lim
s→−∞ϕρ(s, t) = x(t) et lim

s→+∞ϕρ(s, t) = z(t),

de sorte que ψρ ∈MΓ(x, z) pour tout ρ ≥ ρ0.

11.2.c. Les propriétés de ψρ. Nous vérifions maintenant que ψρ a bien
les propriétés attendues.

(1) Elle tend bien vers (u, v̂). On utilise les propriétés du pré-
recollement wρ et celles de γ(ρ) (énoncées dans le théorème 11.2.2)
pour obtenir, comme au § 9.4, que

lim
ρ→+∞ϕρ(s− ρ, t) = u(s, t) et lim

ρ→+∞ϕρ(s+ ρ, t) = v(s, t),

autrement dit,

lim
ρ→+∞ϕρ(s, t) = u(s, t) et lim

ρ→+∞ϕρ(s+ 2ρ, t) = v(s, t),

de sorte qu’en effet

lim
ρ→+∞ψρ = (u, v̂) ∈MΓ(x, y)× L(Hb,Jb)(y, z).
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(2) C’est une immersion. Montrons que ψ′(ρ) �= 0. Sinon,
∂ϕ

∂ρ
(ρ, s− ρ, t)− ∂ϕ

∂s
(ρ, s− ρ, t) = 0,

donc ∂ϕ/∂ρ = ∂ϕ/∂s. La même démonstration qu’au § 9.5 (dans laquelle
αn est remplacé par 1) mène à une contradiction.

(3) Elle est injective. En effet, son image est contenue dans une compo-
sante de la variété MΓ(x, z) dont la dimension est 1. Cette composante n’est
pas compacte, puisque

lim
ρ→+∞ψ(ρ) �∈MΓ(x, z).

C’est donc un intervalle de R et l’injectivité de ψ est conséquence du fait
qu’elle est immersive (et du théorème de Rolle...).

Il reste à démontrer la propriété d’unicité de la manière de tendre vers la
limite, c’est-à-dire la dernière assertion du théorème 11.1.16. Comme dans
cet énoncé, considérons donc une suite (�n)n tendant vers (u, v̂) et montrons
que, pour n assez grand, �n ∈ Imψ. Comme dans la remarque 9.6.2, il suffit
de le démontrer pour une sous-suite de (�n) (et les énoncés qui suivent sont
à comprendre « à extraction d’une sous-suite près »). Comme dans le § 9.6
(et comme d’habitude), nous allons procéder en plusieurs étapes (mais nous
n’aurons pas besoin de la première étape de 9.6) :

(1) Nous démontrons une proposition, analogue simplifié de 9.6.3 :

Proposition 11.2.3. Il existe une suite réelle (ρn) tendant vers +∞ et, pour
tout n, un vecteur Yn ∈ w�ρnTW , tels que, pour tout (s, t) ∈ R × S1,

�n(s+ ρn, t) = expwρn (s,t) Yn(s, t).

De plus, limn→+∞ ‖Yn‖∞ = 0.

(2) Nous faisons de même avec un analogue de 9.6.4 :

Proposition 11.2.4. Le champ Yn est dans W 1,p(w�ρnTW ). De plus,
limn→+∞ ‖Yn‖W 1,p = 0.

(3) Enfin, nous achevons la démonstration.

Démonstration de la proposition 11.2.3. Rappelons que R désigne un nom-
bre réel positif tel que pour s ≥ R l’homotopie Γ(s) est stationnaire, égale
à (Hb, Jb). Pour simplifier l’écriture, nous supprimons dans cette démons-
tration la mention de la variable t ∈ S1 dans l’expression des applications
définies sur R × S1.

Et nous commençons la démonstration par un analogue du lemme 9.6.9 :
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Lemme 11.2.5. Soient (λn) une suite dans MΓ(x, z) et (sn), (σn) deux suites
réelles tendant vers +∞. Supposons que

lim
n→+∞λn(s+ sn) = a(s) et lim

n→+∞λn(s+ σn) = b(s)

pour
a ∈M(Hb,Jb)(α, β), b ∈M(Hb,Jb)(γ, δ)

(α, β, γ et δ étant des points critiques de AHb). Alors
– si limn→+∞(sn − σn) = −∞,

AHb(α) ≥ AHb(β) ≥ AHb(γ) ≥ AHb(δ),

– si limn→+∞(sn − σn) = +∞,

AHb(γ) ≥ AHb(δ) ≥ AHb(α) ≥ AHb(β).

Démonstration. Les deux assertions se montrent de manière complètement
analogue. Montrons donc la deuxième. Supposons donc que lim(sn − σn) =
+∞. Pour s ≥ R, λn(s) est solution de l’équation de Floer pour (Hb, Jb),
de sorte en particulier que s �→ AHb(�n(s)) est une fonction strictement
décroissante sur [R,+∞[. Fixons σ et τ ∈ R et choisissons n assez grand
pour que

sn + τ > σn + σ ≥ R.
Nous avons

AHb(λn(sn + τ)) < AHb(λn(σn + τ)).
Faisons tendre n vers l’infini, obtenant

AHb(a(τ)) ≤ AHb(b(σ)),

une inégalité valable pour tous τ et σ. Il suffit de faire tendre σ vers +∞
et τ vers −∞ pour finir la démonstration du lemme.

Lemme que nous utilisons pour démontrer :

Lemme 11.2.6. Soit (�n) une suite dans MΓ(x, z), tendant vers (u, v̂) ∈
MΓ(x, y)× L(Hb,Jb)(y, z). Alors

(1) Il existe une suite réelle (sn) avec sn ≥ R et tendant vers +∞ telle
que AHb(�n(sn)) = AHb(y),

(2) de plus, limn→+∞ �n(s+ sn) = y.

Démonstration. Comme dans la démonstration du lemme précédent, la fonc-
tion s �→ AHb(�n(s)) est strictement décroissante pour s ≥ R. Puisque
u ∈ MΓ(x, y), la même conclusion vaut pour s �→ AHb(u(s)). Fixons un
s ≥ R. Puisque lim �n(s) = u(s), nous avons

lim
n→+∞AHb(�n(s)) = AHb(u(s)) > AHb(y).

En particulier AHb(�n(s)) > AHb(y) pour n assez grand.



368 CHAPITRE 11. HOMOLOGIE DE FLOER : INVARIANCE

Nous avons fixé un relèvement v ∈ M(Hb,Jb)(y, z) de v̂. La convergence
de (�n) implique l’existence d’une suite (σn) qui tend vers +∞ et vérifie

lim
n→+∞ �n(s+ σn) = v(s).

En particulier, pour le s fixé ci-dessus, nous avons

lim
n→+∞AHb(�n(s+ σn)) = AHb(v(s)) < AHb(y),

ce qui implique que

AHb(�n(s+ σn)) < AHb(y)

pour n assez grand. D’où l’existence pour n assez grand de sn ∈ ]s, s+ σn[
tel que AHb(�n(sn)) = AHb(y).

Supposons que la suite (sn) soit bornée. Quitte à en extraire une sous-
suite, supposons qu’elle tend vers une limite s� ≥ R. Alors,

lim
n→+∞ �n(s+ sn) = u(s+ s�) dans C∞loc.

En particulier, lim �n(sn) = u(s�), donc

lim
n→+∞AHb(�n(sn)) = AHb(u(s�)) > AHb(y),

ce qui est une contradiction puisque la suite du membre de gauche est
constante égale à AHb(y). Par suite (toujours à extraction d’une sous-suite
près), lim sn = +∞.

Nous avons ainsi montré la première assertion du lemme. La deuxième
en est une conséquence. Utilisons le lemme 11.1.12, pour obtenir que

lim
n→+∞ �n(s+ sn) = a ∈M(Hb,Jb)(α, β) pour α, β ∈ Crit(AHb).

Remarquons que

AHb(a(0)) = lim
n→+∞AHb(�n(sn)) = AHb(y)

(et rappelons que lim �n(s+ σn) = v). Supposons que σn − sn soit bornée,
donc (modulo extraction de sous-suite) convergente vers s•. Alors v(s) =
a(s+ s•), en particulier,

AHb(v(−s•)) = AHb(a(0)) = AHb(y),

ce qui n’est pas possible puisque v ∈M(Hb,Jb)(y, z). C’est donc que σn− sn
n’est pas bornée. Le lemme précédent implique alors que

AHb(a(s)) = AHb(y) pour tout s.

Donc a ne dépend pas de s, donc c’est un point critique de AHb . Comme
les valeurs critiques de AHb sont distinctes (voir au besoin le lemme 6.3.6),
on a donc a = y, ce qui termine la démonstration du lemme.
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Reprenons les notations de la proposition 9.6.3. Fixons ε > 0 et choisis-
sons un δ > 0 qui satisfait au lemme 9.6.11. Considérons les boules ouvertes
(pour la distance C0) B(x, δ), B(y, δ) et B(z, δ) dans l’espace LW des lacets.
Quitte à prendre δ plus petit, nous supposons qu’elles sont mutuellement
disjointes et que u(0) �∈ B(x, δ) ∪B(y, δ). Grâce au lemme précédent, nous
savons que �n(s+sn) tend vers y donc, pour n assez grand, �n(sn) ∈ B(y, δ).
Définissons les nombres

σ′n = sup {s | �n(]−∞, s]) ⊂ B(x, δ)}
σn = inf {s < sn | �n([s, sn]) ⊂ B(y, δ)}
τn = sup {s > sn | �n([sn, s]) ⊂ B(y, δ)}
τ ′n = inf {s | �n([s,+∞[) ⊂ B(z, δ)} .

Remarquons que

�n(σ′n) ∈ ∂B(x, δ), �n(σn) et �n(τn) ∈ ∂B(y, δ) et �n(τ ′n) ∈ ∂B(z, δ).

Comme ces trois boules sont disjointes, nous avons

σ′n ≤ σn ≤ τn ≤ τ ′n.
De plus, comme limn→+∞ �n(s) = u(s), pour n assez grand,

�n(0) �∈ B(x, δ) ∪B(y, δ),

donc
σ′n ≤ 0 ≤ σn.

Démontrons maintenant :

Lemme 11.2.7. Les suites (σ′n), (σn) et (τ ′n − τn) sont bornées. De plus, il
existe un τ� ∈ R tel que

lim
n→+∞ �n(s+ τn) = v(s+ τ�).

Démonstration. Supposons que (σ′n) ne soit pas bornée donc, à extraction
près d’une sous-suite, que limn→+∞ σ′n = −∞. Posons

λn(s) = �n(s+ σ′n).

Le lemme 11.1.12 assure l’existence de w ∈M(Ha,Ja) tel que

lim
n→+∞λn(s) = w(s).

Comme λn(s) ∈ B(x, δ) pour tout s < 0, w ∈ M(Ha,Ja)(x, x′) pour un
certain x′, et x �= x′ puisque

w(0) = lim
n→+∞λn(0) = lim

n→+∞ �n(σ′n) ∈ ∂B(x, δ).
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Montrons que ceci est absurde. On sait que, pour s < −R, �n et u sont solu-
tions de l’équation de Floer associée à (Ha, Ja). En particulier, les fonctions

s �−→ AHa(�n(s)) et s �−→ AHa(u(s))

sont strictement décroissantes pour s < −R. Il en est de même de la fonction
s �→ AHa(w(s)). Choisissons donc s1 et s2 < −R tels que AHa(u(s1)) >
AHa(w(s2)), ce qui revient à

lim
n→+∞AHa(�n(s1)) > lim

n→+∞AHa(�n(s2 + σ′n)).

Pour n assez grand, l’hypothèse faite sur σ′n impose que s2 +σ′n < s1 < −R
et donc que

AHa(�n(s1)) < AHa(�n(s2 + σ′n)),
ce qui est la contradiction recherchée. Donc (σ′n) est bornée.

Passons maintenant à (σn) et montrons que cette suite est, elle aussi,
bornée. Supposons donc qu’elle ne l’est pas et donc (toujours à extraction
d’une sous-suite près) qu’elle tend vers +∞. Nous obtenons de même que

lim
n→+∞ �n(s+ σn) = w′ ∈M(Hb,Jb)

avec
w′(0) = lim

n→+∞ �n(σn) ∈ ∂B(y, δ).

En particulier, la suite (sn−σn) tend vers +∞, puisque, si nous la supposions
bornée, de limn→+∞ �n(s+ sn) = y, nous déduirions que

lim
n→+∞ �n(s+ σn) = y

et donc que w′ = y, ce qui est absurde. Donc tout s > 0 est tel que s+σn ∈
]σn, sn] pour n assez grand et donc �n(s+ σn) ∈ B(y, δ). Ainsi

w′(s) = lim
n→+∞ �n(s+ σn) ∈ B(y, δ),

en particulier w′ ∈ M(Hb,Jb)(y′, y) pour un certain point critique y′ �= y de
AHb . Une contradiction sera mise en évidence comme ci-dessus en prenant
s1 et s2 > R tels que

AHb(u(s1)) < AHb(w′(s2)).

Venons-en maintenant à la suite (τ ′n−τn). Pour n assez grand, nous avons
sn > R (par le lemme 11.2.6), donc τ ′n ≥ τn ≥ sn > R. En particulier

AHb(�n(sn)) > AHb(�n(τn)) > AHb(�n(τ ′n)) > AHb(z).

Le lemme 11.2.6 donne le fait que AHb(�n(sn)) = AHb(y), donc

AHb(�n(τn)) et AHb(�n(τ ′n)) ∈ ]AHb(z),AHb(y)[
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et la restriction de �n à l’intervalle [τn, τ ′n] est solution de l’équation de
Floer associée à (Hb, Jb). Les mêmes arguments que dans la démonstration
du lemme 9.6.12 montrent alors que (τn − τ ′n) est bornée.

Montrons enfin la dernière assertion. C’est toujours 11.1.12 qui assure
que

lim
n→+∞ �n(s+ τn) = w′′ ∈M(Hb,Jb),

avec, comme ci-dessus, w′′ ∈ M(Hb,Jb)(y, y′′) pour un y′′ �= y (en utili-
sant le fait que (τn − sn) tend vers +∞, fait qui, lui aussi, se démontre
comme ci-dessus). L’hypothèse faite sur �n entraîne par ailleurs l’existence
d’une suite (ρn) tendant vers +∞ et telle que limn→+∞ �n(s+ ρn) = v. Le
lemme 11.2.5 implique alors que la suite (τn−ρn) est bornée, donc (à extrac-
tion près d’une sous-suite) convergente, vers une limite que nous notons τ�.
Mais alors

lim
n→+∞ �n(s+ τn) = v(s+ τ�)

et le lemme est démontré.

Achevons maintenant de démontrer la proposition 11.2.3. Posons

ρn =
τn − τ�

2
(τ� est celui dont nous venons de démontrer l’existence) et montrons que
(ρn) satisfait bien aux propriétés annoncées. Considérons donc le pré-recol-
lement wρn défini, rappelons-le, par

wρn(s) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u(s+ ρn) si s ≤ −1
expy

(
β−(s) exp−1

y (u(s+ ρn))

+ β+(s) exp−1
y (v(s− ρn))

)
si s ∈ [−1, 1]

v(s− ρn) si s ≥ 1.

Montrons que

�n(s+ ρn) = expwρn (s)X(s), avec ‖X‖∞ < ε.
Choisissons A et B ∈ R tels que

– A− τ� < 0, B − τ� > τ ′n − τn et [σn, σ′n] ⊂ [A,B],
– pour s ≤ A, u(s) ∈ B(x, δ) et v(s) ∈ B(y, δ),
– pour s ≥ B, u(s) ∈ B(y, δ) et v(s) ∈ B(z, δ).

Nous allons démontrer la relation voulue pour tout s ∈ R en découpant R
en plusieurs intervalles (de façon similaire à ce que nous avons fait pour
démontrer la proposition 9.6.3) :
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(1) Sur ]−∞, A− ρn]. Comme s+ ρn < A,

wρn(s) = u(s+ ρn) ∈ B(x, δ),

et, comme s+ ρn < A < σ′n,

�n(s+ ρn) ∈ B(x, δ).

Dans ce cas, la relation suit de 9.6.11.
(2) Sur [A−ρn, B−ρn]. Cette fois, s+ρn ∈ [A,B], nous avons wρn(s) =

u(s+ ρn). Puis, �n(s) tend vers u(s) uniformément sur [A,B], donc, pour n
assez grand et s ∈ [A,B],

�n(s) = expu(s) Y (s), avec ‖Y ‖∞ < ε.
Posons donc X(s) = Y (s+ ρn), de sorte qu’évidemment, ‖X‖∞ < ε et que

�n(s+ ρn) = expu(s+ρn) Y (s+ ρn) = expwρn (s)X(s).

(3) Sur [B − ρn, A+ ρn]. Ici

s+ ρn ∈ [B,A+ 2ρn] = [B,A+ τn − τ�] et s− ρn ∈ [B − 2ρn, A],

ce qui implique que

u(s+ ρn) ∈ B(y, δ) et v(s− ρn) ∈ B(y, δ).

Et, comme B > σn et A+ τn − τ� < τn,
�n(s+ ρn) ∈ B(y, δ).

La relation désirée découle alors de 9.6.11.
(4) Sur [A+ ρn, B + ρn]. Cette fois,

s+ ρn ∈ [A+ 2ρn, B + 2ρn] = [A+ τn − τ�, B + τn − τ�], s− ρn ∈ [A,B]

et wρn(s) = v(s− ρn). Sur le compact [A− τ�, B − τ�], la suite �n(s+ τn)
converge uniformément vers v(s+ τ�) en vertu du lemme 11.2.7. En parti-
culier, si n est assez grand et si s ∈ [A− τ�, B − τ�],

�n(s+ τn) = expv(s+τ�) Y (s), avec ‖Y ‖∞ < ε.
Remplaçons s par s − τ� − ρn dans cette égalité pour obtenir, pour s ∈
[A+ ρn, B + ρn],

�n(s+ τn − τ� − ρn) = expv(s−ρn) Y (s− τ� − ρn),
ce qui s’écrit encore �n(s + ρn) = expwρn (s)X(s) pour s dans l’intervalle
voulu, avec X(s) = Y (s−τ�−ρn) satisfaisant à ‖X‖∞ < ε sur cet intervalle.

(5) Sur [B + ρn,+∞[. Ici

s+ 2ρn ∈ [B + 2ρn,+∞[ = [B + τn − τ�,+∞[ s− ρn ∈ [B,+∞[,

et wρn(s) = v(s− ρn). Ainsi, comme B + τn − τ� > τ ′n,
wρn(s) ∈ B(z, δ) et �n(s+ ρn) ∈ B(z, δ),
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de sorte que, cette fois encore, la relation voulue est conséquence de 9.6.11.
La proposition 11.2.3 est ainsi démontrée.

Démonstration de la proposition 11.2.4. Elle se fait de façon analogue à
celle de la proposition 9.6.4 au § 9.6.c, en utilisant les lemmes 9.6.13, 9.6.14
et 13.7.1. Ces trois lemmes restent en effet valables dans le contexte présent :

– pour 9.6.13, la démonstration est identique, fondée sur le fait que �n,
solution d’une équation de Floer, satisfait une propriété de décroissance
exponentielle,

– la démonstration de 9.6.14 est simplifiée par le fait qu’ici Wρ est de
dimension 1,

– enfin l’analogue de 13.7.1 se démontre de façon identique puisque les
opérateurs de Floer FΓ

ρ et Fρ jouissent des mêmes propriétés.

Fin de la démonstration de la propriété d’unicité. Ici encore, elle est com-
plètement analogue à la démonstration de la propriété correspondante 9.6.5,
cette fois au § 9.6.d. En appliquant les lemmes 9.6.16 et 9.6.17 à l’opérateur

FΓ
ρn

:W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n),

nous obtenons l’existence d’un ε1 > 0, indépendant de n et d’une application
continue

γn : Ker(LΓ
ρn

) ∩B(0, ε1) −→W 1,p(R × S1; R2n)

tels que pour tout h, FΓ
ρn(γn(h)) = 0 et que γn(h) soit l’unique élément

de h +W⊥u ∩ B(0, ε1) possédant cette propriété. En utilisant les proposi-
tions 11.2.3 et 11.2.4, nous obtenons, pour n assez grand, l’existence de

hn ∈ B(0, ε1) ⊂W 1,p(R × S1; R2n)

telle que
�n(s+ ρn) = expwρn (s) (iρn(γn(hn(s))))

(c’est-à-dire que �n(s + ρn) est une solution obtenue par la méthode de
Newton-Picard). D’autre part, la formule

h �−→
(

expwρn
(
iρn(γn(hn))

))
(s− ρn, t)

définit une application continue de B(0, ε1) ∩ Ker(LΓ
ρn) dans l’espace de

solutions MΓ(x, z) qui est de dimension 1.
Soit ρ0 un réel plus grand que le ρ0 donné par la première partie du

théorème 11.1.16. Pour ε ∈ [0, ε1], appelons Iε l’intervalle contenu dans
MΓ(x, z) et défini par

Iε = ψ([ρ0,+∞[) ∪ ⋃
ρn>ρ0

{
expρn(iρn(γn(h))) | ‖h‖ ≤ ε

}
.
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Pour tout ε > 0, par ce qui précède, �n ∈ Iε pour n assez grand. L’analogue
du lemme 9.6.18 (qui se démontre lui aussi de façon identique) montre qu’il
existe ε2 > 0 tel que

Iε2 ⊂ ψ([ρ0,+∞[).

Et ceci achève la démonstration du théorème 11.1.16.

Par conséquent, le théorème 11.1.15 est lui aussi complètement démon-
tré. Avec cette démonstration, nous avons achevé la première partie du plan
établi au début de ce chapitre, à savoir la définition du morphisme de com-
plexes

ΦΓ : CF�(Ha, Ja) −→ CF�(Hb, Jb).
La deuxième et dernière étape de ce plan a pour but de démontrer que ce
morphisme induit un isomorphisme en homologie. Elle se décompose à son
tour en deux étapes correspondant aux deux énoncés suivants.

Proposition 11.2.8. Le morphisme ΦΓ induit au niveau de l’homologie un
morphisme qui est indépendant du choix de l’homotopie régulière Γ entre
(Ha, Ja) et (Hb, Jb).

Proposition 11.2.9. Soient (Ha, Ja), (Hb, Jb) et (Hc, Jc) ∈ (H × J)reg et
soient Γ′, Γ′′ deux homotopies régulières joignant (Ha, Ja) à (Hb, Jb), res-
pectivement (Hb, Jb) à (Hc, Jc). Il existe alors une homotopie régulière Γ
joignant (Ha, Ja) à (Hc, Jc) telle que

ΦΓ′′ ◦ ΦΓ′ et ΦΓ : CF�(Ha, Ja) −→ CF�(Hc, Jc)

induisent le même homomorphisme en homologie.

Ces deux propositions impliquent la relation

ΦΓ′′ ◦ ΦΓ′ = ΦΓ en homologie

quelles que soient les homotopies régulières Γ′′, Γ′ et Γ comme ci-dessus.
Ceci est l’énoncé de l’étape 2 du plan de ce chapitre, tel qu’énoncé en son
début. On en déduit que ΦΓ′ est un isomorphisme en homologie en prenant
(Ha, Ja) = (Hc, Jc), Γ = Id, et en utilisant le fait que ΦId = Id.

Les deux sections qui viennent contiennent les démonstrations des deux
propositions.

11.3. Invariance de ΦΓ : démonstration de la proposition 11.2.8

Considérons deux homotopies régulières Γ0 et Γ1 joignant (Ha, Ja) à
(Hb, Jb). Nous voulons démontrer que ΦΓ0 = ΦΓ1 au niveau de l’homologie.
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Pour ce faire, nous allons construire une homotopie

S : CF�(Ha, Ja) −→ CF�+1(Hb, Jb)

entre ΦΓ0 et ΦΓ1 , autrement dit un S vérifiant la relation

ΦΓ1 − ΦΓ0 = S ◦ ∂(Ha,Ja) + ∂(Hb,Jb) ◦ S

(qui implique l’égalité désirée).
À cette fin, considérons une « homotopie d’homotopies » Γ = (Γλ)λ∈[0,1]

qui joint Γ0 et Γ1, que nous supposons stationnaire près de λ = 0 et de
λ = 1. Elle peut être choisie de façon qu’il existe R > 0 avec la propriété
que, pour tout λ ∈ [0, 1],

Γλ(s) =

{
(Ha, Ja) s ≤ −R
(Hb, Jb) s ≥ R.

Voir la figure 3. Nous utilisons ici le fait que J est contractile (plus exacte-
ment, le fait qu’il est simplement connexe).

(Ha,Ja)

(Hb,Jb)

s

R

−R

1 λ

ΓΓ0 Γ1

Figure 3
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On voit Γ comme une application (H,J), où

H : [0, 1]×R × S1 ×W −→ R,
J : [0, 1]×R −→ End(TW ),

avec Jλs ∈ J pour tous (λ, s) ∈ [0, 1]×R. On peut supposer que H et J sont
de classe C∞. Ces données définissent pour chaque λ ∈ [0, 1] une équation
de Floer à paramètre. En utilisant ces équations, nous démontrerons la
proposition 11.2.8 en suivant à peu près le même plan qu’au § 11.1.

11.3.a. Les équations de Floer. Pour Γλ(s) = (Hλs,t, Jλs ), avec λ ∈ [0, 1]
fixé, considérons l’équation

∂u

∂s
+ Jλs (u)

∂u

∂t
+ graduHλs,t = 0

et l’espace de solutions correspondant

MΓλ =
{
u : R × S1 →W | u est contractile, avec E(u) < +∞}

.

Nous savons, grâce au théorème 11.1.1, que

MΓλ =
⋃

x∈Crit AHa
y∈Crit A

Hb

MΓλ(x, y).

Définissons, pour x ∈ Crit AHa et y ∈ Crit AHb l’espace

MΓ(x, y) =
{

(λ, u) | λ ∈ [0, 1], u ∈MΓλ(x, y)
}
.

Remarque 11.3.1. On peut voir MΓ(x, y) comme un cobordisme entre les
variétés MΓ0(x, y) et MΓ1(x, y). En effet, si

π : MΓ(x, y) −→ [0, 1]

désigne la projection (sur l’espace des λ), on a

π−1(λ) = MΓλ(x, y).

Il faudrait aussi montrer que MΓ(x, y) est une variété. Ce sera fait dès le
paragraphe suivant.

11.3.b. La transversalité. Nous utiliserons l’espace (de perturbations)
C∞ε des applications

h : [0, 1]×R × S1 ×W −→ R

à support compact dans ]0, 1[×R ×W telles que ‖h‖ε < +∞. Notons

hλs,t(z) = h(λ, s, t, z).

Fixons Γ = (H,J). Démontrons le théorème suivant.
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Théorème 11.3.2. Il existe un voisinage de 0 dans C∞ε et une intersection
dénombrable d’ouverts denses Hreg dans ce voisinage telle que, si h ∈ Hreg,
alors, pour Γ(h) = (H + h, J), l’espace MΓ(h)(x, y) est, pour tout x ∈
Crit AHa et tout y ∈ Crit AHb une variété à bord, de dimension μ(x) −
μ(y) + 1, dont le bord est

∂MΓ(h)(x, y) =
({0} ×MΓ0(x, y)

) ∪ ({1} ×MΓ1(x, y)
)
.

Dans cet énoncé, nous utilisons la topologie sur MΓ(h)(x, y) induite par
celle de R × C∞loc(R × S1;W ).

Commençons par regarder ce qui se passe près du bord. Soient x ∈
Crit AHa et y ∈ Crit AHb . Pour un h ∈ C∞ε arbitraire et fixé, analysons
la structure de MΓ(h)(x, y) près de ses points (λ, u), avec λ ∈ {0, 1}.

Soit δ > 0, assez petit pour que

Supp(h) ⊂ [δ, 1− δ]×R × S1 ×W
et pour que l’isotopie Γ = (H,J) soit stationnaire pour λ ≤ δ et pour
λ ≥ 1− δ. On a donc Γ(h) = Γ0 pour λ ≤ δ et Γ(h) = Γ1 pour λ ≥ 1− δ. Il
est alors clair que

MΓ(h)(x, y) ∩ {λ < δ} = [0, δ[×MΓ0(x, y)

MΓ(h)(x, y) ∩ {λ > 1− δ} = ]1− δ, 1]×MΓ1(x, y).et

Cela montre qu’au voisinage des points de

{0} ×MΓ0(x, y) ∪ {1} ×MΓ1(x, y),

l’espace MΓ(h) a une structure de variété à bord, comme dans l’énoncé du
théorème.

Nous suivons ensuite le même plan qu’au chapitre 8 (voir à nouveau le
schéma à la fin du § 8.1). Notre point de départ est un analogue du théo-
rème 8.1.5, c’est une version du théorème 11.1.7, valide pour les homoto-
pies Γλ, pour λ fixé dans [0, 1] :

Théorème 11.3.3. Pour tout λ ∈ ]0, 1[ fixé, pour tous points critiques x ∈
Crit AHa , y ∈ Crit AHb et pour tout u ∈MΓλ(x, y), l’opérateur (dFΓλ)u est
un opérateur de Fredholm d’indice μ(x)− μ(y).

À l’aide de ce théorème, on établit un énoncé analogue à 8.1.3. À cet
effet, on fixe J = (Jλ)λ∈[0,1] et on considère, comme au § 8.5, le fibré

E −→ P1,p(x, y)× C∞ε

où
E =

{
(u, h, Y ) | (u, h) ∈ P1,p(x, y)× C∞ε , Y ∈ Lp(u�TW )

}
.
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On définit une famille de sections (σλ)λ∈[0,1] par

σλ(u, h) =
∂u

∂s
+ Jλ(u)

∂u

∂t
+ gradu(Hλ + hλ).

Exactement comme au § 11.1 (en utilisant l’analogue de la proposi-
tion 11.1.8), on démontre que, pour tout λ ∈ ]0, 1[, l’application σλ est
transverse à la section nulle du fibré E ci-dessus. Il s’ensuit que la même
propriété est vérifiée par l’application C∞

σ : ]0, 1[× P1,p(x, y)× C∞ε −→ E

(λ, u, h) �−→ σλ(u, h),
ce qui implique, en vertu du théorème des fonctions implicites, l’analogue
de 8.1.3 :

Proposition 11.3.4. Pour x ∈ Crit AHa , y ∈ Crit AHb , l’espace Z(x, y, J) des{
(λ, u,H + h) | λ ∈ ]0, 1[, h ∈ C∞ε , u ∈MΓλ(x, y, (H + h)λ, Jλ)

}
est une variété de Banach.

La présence du paramètre λ oblige à modifier (par rapport au § 8.5.c)
l’expression de l’espace tangent à Z(x, y, J) en un point (λ, u,H+h0). Dans
notre nouveau contexte, cet espace, qui est le noyau de (dσ)(λ,u,H+h0), est
constitué de tous les (a, Y, h) ∈ R ×W 1,p × C∞ε qui vérifient l’équation

a
∂Jλ

∂λ
(u)
∂u

∂t
+ a gradu

∂(H + h0)λ

∂λ
+ (dFΓλ)u(Y ) + gradu(hλ) = 0.

Pour démontrer le théorème 11.3.3, nous utilisons :

Proposition 11.3.5. Soit π : Z(x, y, J) → C∞ε la projection. L’ensemble des
valeurs régulières de π situées dans un voisinage de 0 dans C∞ε est un ouvert
dense de ce voisinage.

Démonstration. L’énoncé est une application directe du théorème de Sard-
Smale (ici le théorème 8.5.6), à condition que nous prouvions que π est une
application de Fredholm. Montrons donc que pour tout (λ, u,H + h0) ∈
Z(x, y, J), l’opérateur

(dπ)(λ,u,H+h0) : T(λ,u,H+h0)Z(x, y, J) −→ Th0C
∞
ε ,

qui est de la forme (a, Y, h) �→ h, est un opérateur de Fredholm. Notons V
le champ de vecteurs

V =
∂Jλ

∂λ
(u)
∂u

∂t
+ gradu

∂(Hλ + hλ0 )
∂λ

∈ Lp(u�TW ).
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D’après l’expression de l’espace tangent à Z(x, y, J), nous voyons que le
noyau de (dπ)(λ,u,H+h0) est l’espace{

(a, Y, 0) | (a, Y ) ∈ R ×W 1,p(u�TW ) et aV + (dFΓλ)u(Y ) = 0
}
.

Montrons donc que cet espace est de dimension finie. On distingue deux
cas :

(1) Si V �∈ Im((dFΓλ)u). On trouve dans ce cas

Ker(dπ)(λ,u,H+h0) =
{

(0, Y, 0) | Y ∈ Ker(dFΓλ
u )

}
qui est de dimension finie par le théorème 11.3.3.

(2) Si V ∈ Im((dFΓλ)u). Choisissons un Y0 ∈ W 1,p(u�TW ) tel que
(dFΓλ)u(Y0) = V . On en déduit

Ker(dπ)(λ,u,H+h0) =
{

(a, Y, 0) | a(dFΓλ)u(Y0) + (dFΓλ)u(Y ) = 0
}
.

Cet espace est isomorphe à RY0 + Ker(dFΓλ)u, qui est aussi de dimension
finie.

Ensuite, l’image de (dπ)(λ,u,H+h0) est fermée et de codimension finie,
toujours en vertu du théorème 11.3.3. En effet, c’est l’image réciproque du
sous-espace fermé de codimension finie

RV + Im((dFΓλ
u ) ⊂ Lp(u�TW )

par l’application linéaire h �→ gradu h vue comme une application

C∞ε −→ Lp(u�TW ).

Par conséquent, π est bien une application de Fredholm, ce qui démontre la
proposition 11.3.5 (grâce au théorème de Sard-Smale).

Notons donc Hreg ⊂ C∞ε le voisinage donné par cette proposition. Nous
venons de démontrer que, pour h ∈ Hreg, l’homotopie Γ(h) a la propriété
que, pour tous points critiques x ∈ Crit AHa , y ∈ Crit AHb , l’ensemble

π−1(h) = MΓ(h)(x, y) ∩ {λ ∈ ]0, 1[}
est une variété (avec la topologie C∞loc (voir la remarque 8.5.9)). On en
déduit, en utilisant le même argument qu’au début de la démonstration du
théorème 11.3.2, que MΓ(h)(x, y) est une variété à bord.

Pour finir la démonstration de ce théorème 11.3.2, déterminons la dimen-
sion de cette variété. Elle est égale à la dimension du noyau de (dπ)(λ,u,H+h0)
pour un h0 ∈ Hreg. Nous avons décrit cet espace vectoriel dans la démonstra-
tion de la proposition 11.3.5. Pour déterminer sa dimension, nous utiliserons
le lemme suivant.
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Lemme 11.3.6. Soit h0 ∈ Hreg et soit (λ, u) ∈MΓ(h0)(x, y). L’opérateur

Y : R ×W 1,p(u�TW ) −→ Lp(u�TW )

défini par Y(a, Y ) = aV + (dFΓλ(H+h0))u(Y ) est surjectif.

Dans cet énoncé, V désigne toujours le champ de vecteurs défini et utilisé
dans la démonstration de la proposition 11.3.5.

Démonstration. Remarquons d’abord que Ker Y = Ker(dπ)(λ,u,H+h0) est de
dimension finie et que Im Y = RV +Im(dFΓλ)u est fermé et de codimension
finie dans Lp(u�TW ). Autrement dit, Y est un opérateur de Fredholm. Sup-
posons qu’il ne soit pas surjectif. Il existe donc, comme dans le lemme 8.5.1,
un champ de vecteurs non nul Z ∈ Lq(u�TW ) (ici 1/p + 1/q = 1) tel que
〈Z, Im Y〉 = 0, ce qui revient à :

〈Z, V 〉 = 0 et 〈Z, Im(dFΓλ)u〉 = 0.

La deuxième condition implique que Z est de classe C∞, en vertu de la ré-
gularité elliptique, comme dans la démonstration de 8.5.1. Utilisons mainte-
nant l’hypothèse que h0 ∈ Hreg. Elle implique que (dπ)(λ,u,H+h0) est surjec-
tive, ce qui signifie que pour tout h ∈ C∞ε , il existe (a, Y ) ∈ R×W 1,p(u�TW )
tel que

aV + (dFΓλ)u(Y ) + gradu h = 0
(autrement dit, (a, Y, h) ∈ T(λ,u,H+h0)Z(x, y, J)). On en déduit que

〈Z, gradu h〉 = 0 pour tout h ∈ C∞ε ,

ce qui est contradictoire, compte tenu du lemme 11.1.9. Le lemme est dé-
montré.

On trouve alors, avec les notations du lemme précédent,

dim MΓ(h)(x, y) = dim Ker(dπ)(λ,u,H+h0) = dim Ker Y = Ind Y.

Pour calculer l’indice de Fredholm de Y, considérons le chemin d’opérateurs
(Yσ)σ∈[0,1]

Yσ : R ×W 1,p(u�TW ) −→ Lp(u�TW )

(a, Y ) �−→ aσV + (dFΓλ(H+h))u(Y ).

Ce sont des opérateurs de Fredholm puisqu’ils ont la même forme que Y.
En particulier, leur indice ne dépend pas de σ (d’après 16.2.11), il est donc
égal à celui de Y0, mais

Y0(a, Y ) = (dFΓλ)u(Y ),

donc
Ind Y = Ind Y0 = Ind(dFΓλ)u + 1 = μ(x)− μ(y) + 1



11.3. DÉMONSTRATION DE LA PROPOSITION 11.2.8 381

d’après le théorème 11.3.3. Le théorème 11.3.2 est maintenant complètement
démontré.

Nous supposerons désormais que les homotopies Γ = (H,J) sont régu-
lières, ce qui implique que les espaces MΓ(x, y) sont des variétés de dimen-
sion μ(x) − μ(y) + 1, comme dans la conclusion du théorème 11.3.2. Nous
supposerons de plus que l’opérateur Y défini dans le lemme 11.3.6 est sur-
jectif, ce que le théorème 11.3.2 nous autorise à faire, en perturbant au
besoin H par un h ∈ C∞ε .

11.3.c. Compacité, orbites brisées. Soit Γ = (H,J) comme ci-dessus.
Notons

MΓ =
⋃

x∈Crit AHa
y∈Crit A

Hb

MΓ(x, y) =
⋃

λ∈[0,1]
{λ} ×MΓλ .

Nous démontrons :

Théorème 11.3.7. Il existe une constante C > 0 telle que E(u) ≤ C pour
tous (λ, u) ∈MΓ. L’espace MΓ est compact pour la topologie C∞loc.

Dans cet énoncé, l’énergie E(u) est calculée avec la norme associée à la
métrique ω(·, Jλs ).

Démonstration. Montrons d’abord que l’énergie est bornée. Soit (λ, u) ∈MΓ.
Il existe deux points critiques x et y (respectivement de Ha et de Hb) tels
que u ∈MΓλ(x, y). La proposition 11.1.2 affirme que

E(u) ≤ AHa −AHb + k

où k est le maximum sur [−R,R]× S1 ×W de ∂Hλ/∂s(s, t, z). Il suffit de
définir K comme le maximum de cette même fonction quand λ varie lui
aussi,

K = sup
{
∂Hλ

∂s
(s, t, z) | (λ, s, t, z) ∈ [0, 1]× [−R,R]× S1 ×W

}
,

de poser
C = max

x∈Crit AHa

y∈CritHb

AHa −AHb +K

pour avoir E(u) ≤ C.
Montrons maintenant l’énoncé de compacité proprement dit. Soit

(λn, un)n∈N une suite dans MΓ. À extraction d’un sous-suite près, (λn)
converge vers un λ ∈ [0, 1]. En utilisant le fait que l’énergie est bornée, on
démontre de façon analogue à 11.1.5 :
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Proposition 11.3.8. Il existe une constante A > 0 telle que

∀ (u, λ) ∈MΓλ , ∀ (s, t) ∈ R × S1,
∥∥grad(s,t) u

∥∥ ≤ A.
Cet énoncé implique que la famille (un) est équicontinue, d’où l’on conclut

à l’aide du théorème d’Ascoli et de la régularité elliptique 12.1.1 que la
suite (un) tend vers une limite u dans la topologie C∞loc. Cette limite u est
solution de

∂u

∂s
+ Jλs

∂u

∂t
+ graduHλs,t(u) = 0,

elle vérifie que E(u) ≤ C, donc u ∈ MΓλ et par conséquent (λ, u) ∈ MΓ.
Et le théorème 11.3.7 est démontré.

Analysons maintenant le comportement des suites (λn, un) d’éléments de
MΓ(x, y). Voici pour commencer un analogue du lemme 11.1.12.

Lemme 11.3.9. Soient x ∈ Crit AHa , y ∈ Crit AHb et (λn, un) une suite
dans MΓ(x, y). Soit (sn) une suite de nombres réels qui tend vers +∞.
Alors il existe une sous-suite (encore notée (λn, un)) et un élément (λ�, v) ∈
[0, 1]×M(Hb,Jb) tels que

limλn = λ� et lim un · sn = v.

De même, si lim sn = −∞, il existe une sous-suite et un élément (λ�, u) ∈
[0, 1]×M(Ha,Ja) tels que

limλn = λ� et lim un · sn = u.

Démonstration. Quitte à en extraire une sous-suite, on peut supposer que
la suite des λn converge, vers un λ� ∈ [0, 1]. Puis, vn = un · sn est solution
de l’équation de Floer

∂vn
∂s

+ Jλns+sn
∂vn
∂t

+ gradvn H
λn
s+sn = 0.

En appliquant la proposition 11.3.8, on montre, à l’aide du théorème
d’Ascoli et de la régularité elliptique 12.1.1, que un · sn converge, pour la
topologie C∞loc, vers une limite v ∈ C∞(R×S1;W ). En faisant tendre n vers
+∞ dans l’équation de Floer, on trouve bien que v est solution de

∂v

∂s
+ Jb
∂v

∂t
+ gradvHb = 0

(parce que Γ = (Hb, Jb) pour s assez grand), autrement dit, v ∈ M(Hb,Jb).
Le cas où (sn) tend vers l’infini est analogue.

Nous allons utiliser ce lemme pour démontrer un théorème de convergence
vers les orbites brisées, analogue à 11.1.10.
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Théorème 11.3.10. Soit (λn, un) une suite d’éléments de MΓ(x, y). Il existe
– une sous-suite de (λn, un),
– des points critiques x = x0, x1, . . . , xk de AHa ,
– des points critiques y0, y1, . . . , y� = y de AHb ,
– des suites réelles (sin) pour 0 ≤ i ≤ k − 1 (tendant vers −∞) et (s′jn )

pour 0 ≤ j ≤ �− 1 (tendant vers +∞),
– des éléments ui ∈M(Ha,Ja)(xi, xi+1) pour 0 ≤ i ≤ k−1 et des éléments

vj ∈M(Hb,Jb)(yj , yj+1) pour 0 ≤ j ≤ �− 1,
– un élément (λ�, w) ∈MΓ(xk, y0)

tels que pour 0 ≤ i ≤ k − 1 et pour 0 ≤ j ≤ �− 1, on ait

lim un · sin = ui et lim un · sjn = vj

et
lim(λn, un) = (λ�, w).

De plus, on a l’inégalité

μ(x)− μ(y) + 1 ≥ k + �.

Démonstration. La preuve de l’assertion d’existence est en tout point ana-
logue à celle de l’assertion analogue 11.1.10. Elle s’appuie sur l’assertion de
compacité du théorème 11.3.7 et sur le lemme 11.3.9. L’inégalité finale se
démontre de la même façon que le corollaire 11.1.11.

Voici un énoncé conséquence du théorème 11.3.10 :

Théorème 11.3.11.
(i) Soient x et y des points critiques de Ha et Hb respectivement et soit

Γ = (H,J) une homotopie régulière. Si μ(x)− μ(y) + 1 = 0, alors MΓ(x, y)
est une variété compacte de dimension 0 (c’est-à-dire un nombre fini de
points).

(ii) Soient x et z des points critiques de Ha et Hb respectivement et soit
Γ = (H,J) une homotopie régulière. Si μ(x) = μ(z), et si ΠΓ(x, z) désigne

ΠΓ(x, z) =
( ⋃
y′∈Crit AHa
μ(x)−μ(y′)=1

L(Ha,Ja)(x, y′)×MΓ(y′, z)
)

∪
( ⋃
y∈Crit A

Hb

μ(y)−μ(z)=1

MΓ(x, y)× L(Hb,Jb)(y, z)
)
.

Alors MΓ(x, z) ∪ ΠΓ(x, z) est une variété à bord compacte de dimension 1
dont le bord est

ΠΓ(x, z) ∪ ({0} ×MΓ0(x, z)
) ∪ ({1)×MΓ1(x, z)

)
.
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Supposons pour le moment ce théorème démontré. Nous pouvons alors
atteindre le but de ce paragraphe, qui était la démonstration de la proposi-
tion 11.2.8.

Démonstration de la proposition 11.2.8. Définissons l’homotopie

S : CF�(Ha, Ja) −→ CF�+1(Hb, Jb).

Si x est un point critique de AHa d’indice μ(x) = k, posons

Sk(x) =
∑

y∈Crit AHa
μ(y)=k+1

mΓ(x, y) · y

où mΓ(x, y) est, bien sûr, le nombre d’éléments de MΓ(x, y) comptés mo-
dulo 2. Nous voulons montrer que

ΦΓ1 − ΦΓ0 = S ◦ ∂(Ha,Ja) + ∂(Hb,Jb) ◦ S.
Évaluons le membre de droite pour un x ∈ Crit AHa avec μ(x) = k. Nous
avons

S ◦ ∂(Ha,Ja)(x) + ∂(Hb,Jb) ◦ S(x)

= Sk−1
∑

y′∈Crit AHa
μ(y′)=k−1

na(x, y′)y′ + ∂(Hb,Jb)

∑
y∈Crit A

Hb

μ(y)=k+1

mΓ(x, y)y

=
∑

z∈Crit A
Hb

μ(z)=k

∑
y′∈Crit AHa
μ(y′)=k−1

na(x, y′)mΓ(y′, z)z

+
∑

z∈Crit A
Hb

μ(z)=k

∑
y∈Crit A

Hb

μ(y)=k+1

mΓ(x, y)nb(y, z)z

=
∑

z∈Crit A
Hb

μ(z)=k

(#ΠΓ(x, z))z.

D’autre part,

ΦΓ0(x) + ΦΓ1(x) =
∑

z∈Crit A
Hb

μ(z)=k

(#MΓ0(x, z))z +
∑

z∈Crit A
Hb

μ(z)=k

(#MΓ1(x, z))z.

Comme, d’après le théorème 11.3.11, le bord de la variété MΓ(x, z)∪ΠΓ(x, z)
(qui est compacte de dimension 1) est la réunion

ΠΓ(x, z) ∪ ({0} ×MΓ0(x, z)
) ∪ ({1)×MΓ1(x, z)

)
,

le nombre total de points de cette réunion est pair, d’où

S ◦ ∂(Ha,Ja)(x) + ∂(Hb,Jb) ◦ S(x) = (ΦΓ0 + ΦΓ1)(x),
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ce qui modulo 2 est bien l’égalité

S ◦ ∂(Ha,Ja) + ∂(Hb,Jb) ◦ S = ΦΓ1 − ΦΓ0 .

Nous avons démontré la proposition 11.2.8.

Il nous reste encore une démonstration, celle du théorème 11.3.11.

Démonstration du théorème 11.3.11.
(i) L’homotopie Γ est régulière, donc MΓ est une variété de dimension 0.

La compacité de MΓ(x, y) résulte du théorème 11.3.10.

Remarque 11.3.12. Sous les hypothèses du théorème 11.3.11, notons
(λ1, u1), . . . (λk, uk) les éléments de MΓ(x, y). Alors les homotopies Γi cor-
respondantes joignant (Ha, Ja) à (Hb, Jb) ne peuvent pas être régulières.
En effet, si Γ1 par exemple était régulière, MΓ1(x, y) serait vide (puisque sa
dimension μ(x) − μ(y) = −1 serait négative). Cela serait en contradiction
avec le fait que u1 ∈MΓ1(x, y).

Revenons à la démonstration du théorème 11.3.11 et démontrons-en la
partie (ii). La compacité de MΓ(x, y)∪ΠΓ(x, z) est elle aussi une conséquence
immédiate du théorème 11.3.10. Ensuite, comme Γ est régulière, MΓ(x, z)
est une variété à bord de dimension 1 dont le bord est({0} ×MΓ0(x, z)

) ∪ ({1} ×MΓ1(x, z)
)
.

Pour finir cette démonstration, il reste à étudier la structure de MΓ(x, z)∪
ΠΓ(x, z) près des points de la variété (compacte, de dimension 0) ΠΓ(x, z).
Nous le ferons au paragraphe suivant, par une méthode de type « recolle-
ment ». Avant cela, mettons en évidence un cas particulier où cette étude
est inutile parce que ΠΓ(x, z) est vide.

Remarque 11.3.13. Si l’homotopie d’homotopies Γ se fait à travers des homo-
topies Γλ qui sont toutes régulières, alors MΓ(x, z) est compact : c’est un
cobordisme compact entre MΓ0(x, z) et MΓ1(x, z) (voir la remarque 11.3.1
et les figures 4 et 5 ci-dessous). Par conséquent, les nombres d’éléments
de MΓ0(x, z) et de MΓ1(x, z) ont même parité et en particulier les deux
morphismes

ΦΓ0 ,ΦΓ1 : CF�(Ha, Ja) −→ CF�(Hb, Jb)
coïncident.

Cette remarque est une conséquence facile de la remarque 11.3.12. Si
toutes les homotopies Γλ sont régulières, alors ΠΓ(x, z) est vide puisque
les espaces MΓ(y′, z) et MΓ(x, y) qui interviennent dans sa définition sont
vides. Donc le cobordisme MΓ(x, z) est compact.
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MΓ1(x,z)

MΓ(x,z)

π

1 λ

MΓ0(x,z)

0

Figure 4

La figure 4 représente le cas où Γλ est régulière pour tout λ ∈ [0, 1],
cas où ΠΓ(x, z) est vide. La figure 5 représente, elle le cas général où Γ est
régulière mais pas chacune des Γλ.

MΓ0(x,z)

ΠΓ(x,z)

0

MΓ1(x,z)

MΓ(x,z)

π

1 λ

Figure 5
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11.3.d. Le recollement. Lorsque μ(x) = μ(z), un point de ΠΓ(x, z) est
une orbite brisée, qui peut-être

– de la forme [û′, (λ′, v′)] ∈ L(Ha,Ja)(x, y′)×MΓ(y′, z),
– ou bien de la forme [(λ, u), v̂] ∈MΓ(x, y)× L(Hb,Jb)(y, z),

pour un y′ ∈ Crit(AHa) qui vérifie μ(x)−μ(y) = 1 ou pour un y ∈ Crit(AHb)
qui vérifie μ(y)− μ(z) = 1.

Pour finir la démonstration du théorème 11.3.11 (ii), nous utilisons un
procédé de recollement analogue à celui du § 11.1.d pour construire, pour
chaque point de ΠΓ(x, z), un plongement ρ �→ ψ(ρ) dans MΓ(x, z), qui
donnera un paramétrage de la variété à bord MΓ(x, z) ∪ ΠΓ(x, z) près du
point de ΠΓ(x, z) considéré.

Nous nous contenterons de le faire seulement pour les points de la forme
[(λ, u), v̂], la démonstration pour les autres étant analogue. L’énoncé précis
est :

Théorème 11.3.14. Soit x un point critique de AHa , et soient y, z, des points
critiques de AHb tels que

μ(x) = μ(z) = μ(y)− 1.

Soient (λ�, u) ∈MΓ(x, y) et v̂ ∈ L(Hb,Jb)(y, z). Alors :
– Il existe un plongement ψ : [ρ0,+∞[→ MΓ(x, z) (pour un certain ρ0)

tel que limρ→+∞ ψ(ρ) = [(λ�, u), v̂].
– Si [λn, �n] est une suite d’éléments de MΓ(x, z) qui tend vers [(λ�, u), v̂],

alors [λn, �n] ∈ Imψ pour n assez grand.

La convergence dont il est question dans ce théorème est celle définie
dans le théorème 11.3.10. La démonstration est donnée dans la section qui
suit.

11.4. Démonstration du théorème 11.3.14

Nous reprenons la démonstration (donnée au § 11.2) du théorème 11.1.16,
en soulignant les modifications à opérer.

Notons d’abord que le λ� de l’énoncé est dans l’intervalle ouvert ]0, 1[. En
effet, la variété (de dimension 0) MΓ(x, y) est formée de couples (λ, u) pour
lesquels les homotopies Γλ ne sont pas régulières (c’est la remarque 11.3.12).
Cela exclut les valeurs λ� = 0 ou 1. Notre objectif est de définir, pour ρ ≥ ρ0,
une application

ψρ : R × S1 −→W
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et une constante λρ telles que ψρ soit une solution de l’équation de Floer à
paramètres

∂ψρ
∂s

+ Jλρs
∂ψρ
∂t

+ gradψρ H
λρ
s,t = 0

avec les conditions

lim
s→−∞ψρ(s, •) = x, lim

s→+∞ψ(s, •) = z.

Remarque 11.4.1. Une solution naïve serait de prendre λρ = λ� et d’essayer
de définir ψρ comme au § 11.2, à partir du pré-recollement de u et d’un relè-
vement v ∈M(Hb,Jb)(y, z) de v̂. Cette méthode est vouée à l’échec puisque,
comme l’homotopie Γλ� n’est pas régulière (encore la remarque 11.3.12),
nous ne pouvons pas déduire que l’opérateur linéarisé Lu = (dFΓλ)u est
surjectif. Nous ne pouvons donc pas construire l’opérateur inverse Gρ, qui
est indispensable pour la méthode de Newton-Picard des § 9.4 et 11.2. ici
CokerLu est de dimension 1. C’est la variation de λ qui va fournir la di-
mension manquante.

Suivant toujours le § 9.4, faisons la substitution

ϕρ(s, t) = ψρ(s+ ρ, t).

L’application ϕρ devra satisfaire à l’équation
∂ϕρ
∂s

+ Jλρs+ρ
∂ϕρ
∂t

+ gradϕρ H
λρ
s+ρ,t = 0.

Nous conservons le même plan qu’aux § 9.4 et 11.2, c’est-à-dire
(1) pré-recollement ;
(2) construction de ϕ (et donc de ψ, via la substitution ci-dessus) ;
(3) propriétés de ψ.

11.4.a. Pré-recollement. Fixons un relèvement v ∈M(Hb,Jb)(y, z) de v̂.
La formule du pré-recollement wρ = u#ρv est inchangée :

wρ(s, t) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

u(s+ ρ, t) si s ≤ −1
expy(t)

(
β−(s) exp−1

y(t)(u(s+ ρ, t))

+ β+(s) exp−1
y(t)(v(s− ρ, t))

)
si s ∈ [−1, 1]

v(s− ρ, t) si s ≥ 1

et ses propriétés sont analogues à celles données au 9.3.
De même, la version linéaire du pré-recollement

Y#ρZ, pour Y ∈ TPu(x, y) et Z ∈ TPv(y, z)

est définie par la même formule et a les mêmes propriétés que son analogue
du 9.3.
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11.4.b. Construction de ϕ. Nous utilisons encore une fois, comme
aux § 9.4 et 11.2.b, la méthode de Newton-Picard. En nous inspirant de la
remarque 11.4.1, nous reproduisons le début du § 11.2.b pour λ = λ�. Nous
définissons les opérateurs (non linéaires)

Fu, Fv, F
Γλ�
ρ : B(0, r) ⊂W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

et leur linéarisés (différentielles en 0) respectifs

Lu, Lv, L
Γλ�
ρ :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n).

Comme au § 11.2.b, ces opérateurs sont de Fredholm. En revanche, leurs
indices sont modifiés comme suit :

IndLu = μ(x)− μ(y) = −1
IndLv = μ(y)− μ(z) = 1

IndLΓλ�
ρ = μ(x)− μ(z) = 0.

Nous avons observé (remarque 11.4.1) que nous ne pourrions pas
construire ϕ en maintenant λ constant égal à λ�. Considérons alors,
pour λ ∈ ]0, 1[, l’opérateur de Floer FΓλ

ρ défini par

FΓλ
ρ =

∂

∂s
+ Jλs+ρ

∂

∂t
+ gradHλs+ρ,t.

En utilisant les trivialisations du § 11.2.b, FΓλ
ρ définit un opérateur (non

linéaire)

FΓλ
ρ : B(0, r) ⊂W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n).

Toujours à l’aide des mêmes trivialisations, cela définit un opérateur (non
linéaire)

FΓ
ρ : ]0, 1[×W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

par la formule

FΓ
ρ (λ, Y ) = FΓλ

ρ (Y ).

Remarquons que, si (λρ, Yρ) est un zéro de FΓ
ρ , alors FΓλ

ρ (expwρ Yρ) = 0,
ce qui signifie que ϕρ = expwρ(Yρ) satisfait bien à l’équation de Floer désirée.

Notre objectif est donc de trouver un tel zéro... par la méthode de
Newton-Picard. À cette fin, déterminons d’abord l’opérateur linéarisé
LΓ
ρ = (dFΓ

ρ )(λ�,0). Remarquons tout d’abord que LΓ
ρ (0, •) est, par définition,
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l’opérateur LΓλ�
ρ = (dFΓλ�

ρ )0. Puis

LΓ
ρ (a, 0) =

∂

∂λ

∣∣
λ=0

(
F

Γλ�+aλ
ρ expwρ(0)

)
(Zρ
i

)i=1,...,2n

=
∂

∂λ

∣∣
λ=0

(∂wρ
∂s

+ Jλ�+aλ
s+ρ

∂w

∂t
+ gradwρ H

λ�+aλ
s+ρ,t

)
(Zρi )i=1,...,2n

= a
(∂J
∂λ

(λ�, s+ ρ)
∂wρ
∂t

+ gradwρ
∂H

∂λ
(λ�, s+ ρ, t)

)
(Zρ
i

)i=1,...,2n

= a(Vρ)(Zρ
i

)i=1,...,2n

où la formule définit Vρ, champ de vecteurs le long de wρ. Sa forme res-
semble beaucoup à celle du champ V défini dans la démonstration de la
proposition 11.3.5 le long de u ∈ MΓ(x, y) (ici Γ = Γλ�). Nous omettrons
dorénavant la mention du repère (Zρi )i=1,...,2n dans l’écriture de la formule
pour LΓ

ρ .
Ces deux champs de vecteurs satisfont à la relation

Vρ(s, t) = V (s+ ρ, t) si s ≤ −1.

Remarquons également que, comme Γ = (Hb, Jb) pour s ≥ R et λ ∈ [0, 1],
nous avons

Vρ(s, t) = 0 si s+ ρ ≥ R,
ce qui inclut le cas s ≥ 1 et ρ ≥ R. Nous avons finalement obtenu

LΓ
ρ = a(Vρ) + LΓλ�

ρ (Y ).

En raisonnant comme dans la démonstration de la proposition 11.3.5,
nous trouvons que Lρ est un opérateur de Fredholm, dont nous calculons
l’indice en utilisant le chemin d’opérateurs de Fredholm

Lρ,σ(a, Y ) = aσVρ + LΓλ�
ρ (Y ) pour σ ∈ [0, 1].

Nous obtenons

IndLΓ
ρ = IndLΓ

ρ,0 = IndLΓλ�
ρ + 1 = 1.

Rappelons que, d’après le lemme 11.3.6, l’opérateur

Yu : R ×W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

défini par
Y(a, Y ) = aV + Lu(Y )

est de Fredholm et d’indice (calculé comme ci-dessus)

Ind Yu = 1 + IndLu = 0.

De plus, comme l’homotopie Γ est régulière, le lemme 11.3.6 affirme que Yu

est surjectif, donc Ker Yu = 0 et Yu est bijectif.



11.4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 11.3.14 391

D’autre part, l’homotopie (Hb, Jb) est également régulière, donc Lv est
surjectif, donc son noyau est de dimension 1 et nous avons

KerLv =
{
α
(∂v
∂s

)
(Zv
i

)
| α ∈ R

}
.

Suivant toujours le 11.2.b, définissons, pour ρ ≥ ρ0, les espaces

Wρ = {0#ρβ | β ∈ KerLv}

W⊥ρ =
{
Y ∈W 1,p(R × S1; R2n) |

∫
R×S1

〈Y, Z〉 = 0 pour tout Z ∈Wρ
}
.

et

Ici nous avons considéré que Wρ ⊂ Lq(R × S1; R2n) (avec 1/p+ 1/q = 1),
à l’aide du repère (Zρi ) et de la décroissance exponentielle (du § 8.9 et plus
précisément de la remarque 8.9.3), comme au § 9.4.

Afin d’appliquer la méthode de Newton-Picard (le lemme 9.4.4) nous
devons définir un inverse à droite pour l’opérateur LΓ

ρ . Pour ce faire, nous
avons besoin de l’analogue de la proposition 9.4.7 que voici :

Proposition 11.4.2. Il existe un ρ0 > 0 et une constante C > 0 telle que,
pour ρ ≥ ρ0,

∀Y ∈W⊥ρ , ∀ a ∈ R,
∥∥LΓ
ρ (a, Y )

∥∥
Lp
≥ C (‖Y ‖W1,p + |a|) .

Sur la signification de ρ ≥ ρ0, nous maintenons la convention de la
page 283 (autrement dit, il n’est pas nécessaire de préciser ρ0).

Démonstration. Supposons le contraire (comme au début de la démons-
tration de la proposition 9.4.7). Il existe alors des suites ρn → +∞ et
(an, Yn) ∈ R ×W 1,p(R × S1; R2n) tels que

|an|+ ‖Yn‖W 1,p = 1 et lim
n→+∞

∥∥LΓ
ρn

(an, Yn)
∥∥
Lp

= 0.

Posons rn = ρn/2. Nous avons

Vρn(s, t) = 0 pour (s, t) ∈ [−rn, rn]× S1 et n assez grand

(en général, nous avons vu que Vρ(s, t) = 0 pour s + ρ > R, où R est la
constante au delà de laquelle Γs est stationnaire). Nous avons donc, pour n
assez grand∥∥LΓ

ρn
(an, Yn)

∥∥
Lp([−rn,rn]×S1) = ‖LΓλ�

ρn Yn‖Lp([−rn,rn]×S1)

et donc, en particulier, ce dernier terme tend vers 0 lorsque n tend vers
l’infini. On peut alors utiliser le même argument que dans le lemme 9.4.9
pour démontrer le lemme suivant.
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Lemme 11.4.3. Pour tout compact K de R × S1, on a

lim
n→+∞ ‖Yn‖W 1,p(K) = 0.

Ensuite, en suivant à son tour la démonstration du lemme 9.4.10, consi-
dérons la fonction réelle β− utilisée pour fabriquer le pré-recollement wρ :
elle est à support dans ] − ∞, 0] et vaut 1 sur ] − ∞,−1]. Nous utilisons,
comme pour le lemme 9.4.10,∥∥LΓ

ρn(an, β−(s+ 1)Yn(s, t))
∥∥
Lp

=
∥∥β̇−Yn(s+ 1, t) + β−(s+ 1)LΓ

ρn
(an, Yn(s, t))

∥∥
Lp

≤ (sup β̇−) ‖Yn‖Lp([−1,1]×S1) +
∥∥LΓ
ρn

(an, Yn)
∥∥
Lp
,

de sorte que

lim
n→+∞

∥∥LΓ
ρn

(an, β−(s+ 1)Yn(s, t))
∥∥
Lp

= 0,

ce qui équivaut à

lim
n→+∞ ‖Y

u(s+ρn,t)(an, β−(s+ 1)Yn(s, t))‖Lp = 0

c’est-à-dire à

lim
n→+∞

∥∥Yu(an, β−(s− ρn + 1)Yn(s− ρn, t))
∥∥
Lp

= 0.

Mais, nous l’avons dit, Yu est un opérateur de Fredholm bijectif. Autrement
dit,

– d’abord lim an = 0 (ce qui implique que

lim
n→+∞ ‖Yn‖W 1,p = 1

puisque la somme des deux vaut 1)
– et, dans W 1,p(R × S1; R2n),

lim
n→+∞β

−(s− ρn + 1)Yn(s− ρn, t) = 0,

ce qui est la première partie du résultat du lemme 9.4.10.
Obtenir la deuxième partie de ce résultat et la fin de la preuve de la propo-
sition 11.4.2 se fait comme au § 9.4.

Corollaire 11.4.4. Pour ρ ≥ ρ0, LΓ
ρ est surjective et admet un inverse à

droite
Gρ : Lp(R × S1; R2n) −→ R ×W 1,p(R × S1; R2n).

Démonstration. Nous avons vu que la dimension de Wρ est 1 et il est clair
que

Wρ ⊕W⊥ρ =W 1,p(R × S1; R2n).
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Par ailleurs la proposition 11.4.2 implique que

KerLΓ
ρ ∩ (R ×W⊥ρ ) = {0} ,

donc dim KerLΓ
ρ ≤ 1 et donc, puisque LΓ

ρ est d’indice 1, cet opérateur doit
être surjectif et son noyau de dimension 1. D’où nous déduisons

KerLΓ
ρ ⊕ (R ×W⊥ρ ) = R ×W 1,p(R × S1; R2n),

ce qui nous permet de définir l’inverse à droite Gρ, dont la proposition 11.4.2
implique qu’il est continu et de norme inférieure à une constante indépen-
dante de ρ.

Nous appliquons maintenant la méthode de Newton-Picard, c’est-à-dire
le lemme 9.4.4, à l’opérateur

F ρ : R ×W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

défini par
F ρ(λ, Y ) = FΓλ+λ�

ρ (Y ).

Notons d’une part que

F ρ(λ, Y ) =

⎧⎨⎩F
Γ0
ρ (Y ) si λ+ λ� < 0

FΓ1
ρ (Y ) si λ+ λ� > 1,

et d’autre part que notre opérateur LΓ
ρ est exactement la différentielle en 0

de F ρ (raison pour laquelle nous avons modifié FΓ
ρ par la translation de λ�).

Vérifions maintenant que les hypothèses du lemme 9.4.4 sont satisfaites.
L’hypothèse (1) est exactement la conclusion du corollaire 11.4.4.

Vérifions l’hypothèse (3). Avec la constante C donnée par la proposi-
tion 11.4.2, nous avons d’abord∥∥Gρ(F ρ(0, 0))

∥∥
W1,p ≤ C−1 ∥∥F ρ(0, 0)

∥∥
Lp
,

puis ∥∥F ρ(0, 0)
∥∥
Lp

=
∥∥FΓλ�
ρ (0)

∥∥
Lp

=
∥∥(FΓλ�

ρ (wρ))(Zρ
i

)
∥∥
Lp
,

où F
Γλ�
ρ est l’opérateur de Floer

F
Γλ�
ρ =

∂

∂s
+ JΓλ�
s+ρ
∂

∂t
+ gradHλ�s+ρ,t.

Or F
Γλ�
ρ (wρ)(s, t) = 0 pour |s| ≥ 1 et F

Γλ�
ρ (wρ) tend vers 0 uniformément

sur [−1, 1]× S1, ce qui implique que

lim
ρ→0

∥∥F
Γλ�
ρ (wρ)

∥∥
Lp

= 0 et donc que lim
ρ→0

∥∥F ρ(0, 0)
∥∥
Lp

= 0.

Et ceci implique que l’hypothèse (3) du lemme 9.4.4 est satisfaite.
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L’hypothèse (2) se vérifie comme au § 9.4 (lorsque nous avons vérifié
l’hypothèse (2) du lemme page 293), en utilisant la proposition 11.4.2, à
cela près qu’il est nécessaire d’adapter le lemme 9.4.8 ainsi :

Lemme 11.4.5. Soit r0 > 0. Il existe une constante K > 0 telle que, pour
tout ρ ≥ ρ0 et pour tous (λ,Z) ∈ R×W 1,p(R× S1; R2n) (avec ‖Z‖ ≤ r0),
on ait ∥∥(dF ρ)(λ,Z) − (dF ρ)(0,0)

∥∥op ≤ K(‖Z‖W 1,p + |λ|).
La démonstration de cette version se trouve au § 13.8.

La méthode de Newton-Picard (le lemme 9.4.4) nous produit alors un
couple (λρ, γρ) tel que

F ρ(λρ, γρ) = 0,
ce qui, par définition de F ρ, équivaut à

FΓ
ρ (λρ + λ�, γρ) = 0.

Ainsi, ϕρ = expwρ γρ est solution de l’équation

F
Γλρ
ρ (·) = 0 (avec λρ = λρ + λ�).

Dans notre division en trois parties de la démonstration du théo-
rème 11.3.14 (page 388), la construction de ce ϕ nous a amenés à la fin de
la deuxième partie. Nous posons

ψρ(s, t) = ϕρ(s− ρ, t)
et obtenons le fait que

∂ψρ
∂s

+ Jλρs
∂ψρ
∂t

+ gradψρ H
λρ
s,t = 0,

c’est-à-dire que (λρ, ψρ) ∈MΓ(x, z). Nous définissons

ψ : [ρ0,+∞[ −→MΓ(x, z)
ρ �−→ (λρ, ψρ)

et il nous reste (troisième et dernière partie de la démonstration du théo-
rème 11.3.14 d’après le plan établi page 388), à établir les propriétés désirées
de ψ.

11.4.c. Les propriétés de ψ. Comme dans le lemme 9.4.13, nous obte-
nons

lim
ρ→+∞λρ = 0 et lim

ρ→+∞ ‖γρ‖W 1,p = 0.

La première égalité implique que limρ→+∞ λρ = λ�. En utilisant la
deuxième, nous raisonnons comme aux § 9.4 et 11.2.c pour montrer que

lim
ρ→+∞ϕρ(s− ρ, t) = u(s, t) et lim

ρ→+∞ϕρ(s+ ρ, t) = v(s, t)
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dans la topologie C∞loc. Il s’ensuit que

lim
ρ→+∞ψ(ρ) = [(λ�, u), v̂]

pour la convergence définie par le théorème 11.3.10.
Montrons maintenant que l’application ψ est (continue et) dérivable. Il

s’agit de démontrer ces propriétés pour l’application ρ �→ (λρ, γρ) et ceci se
fait à l’aide du théorème des fonctions implicites, comme au § 9.4. Il faut
montrer que, pour ρ assez grand, l’opérateur (dF ρ)(λρ,γρ) est inversible, ce
qui se fait exactement comme dans la démonstration du lemme 9.4.14, en
utilisant le lemme 11.4.5.

Montrons maintenant que ψ est un plongement. Nous aurons besoin du
résultat que nous énonçons ici, analogue de la proposition 9.4.15 et du théo-
rème 11.2.2 (3).

Proposition 11.4.6.

lim
ρ→+∞

∥∥∥∂γ
∂ρ

∥∥∥
W 1,p

= 0 et lim
ρ→+∞

∂λρ
∂ρ

= 0.

Démonstration. Comme λρ = λ� + λρ, la deuxième relation équivaut à
∂λρ/∂ρ = 0. Notons

F̃ (ρ, λ, Y ) = F ρ(λ, Y )
de sorte que

F̃ (ρ, λρ, γρ) = 0.
Dérivons cette identité par rapport à ρ pour obtenir

∂F ρ
∂ρ

(λρ, γρ) + (dF ρ)(λρ,γρ)

(∂λρ
∂ρ
,
∂γρ
∂ρ

)
= 0.

Cette relation implique, comme dans la démonstration de la proposi-
tion 9.4.15,∥∥∥(∂λρ

∂ρ
,
∂γρ
∂ρ

)∥∥∥
R×W 1,p

≤ k1
∥∥(λρ, γρ)

∥∥
R×W 1,p

∥∥∥(λρ
∂ρ
,
∂γρ
∂ρ

)∥∥∥
R×W 1,p

+ k2
∥∥∥∂F ρ
∂ρ

(λρ, γρ)
∥∥∥
Lp

pour des constantes k1 et k2 positives et indépendantes de ρ. Nous utilise-
rons :

Lemme 11.4.7. Il existe une constante C > 0 indépendante de ρ telle que,
pour ρ ≥ ρ0, on ait∥∥∥∂F ρ

∂ρ
(λρ, γρ)− ∂F ρ

∂ρ
(0, 0)

∥∥∥
Lp
≤ C ∥∥(λρ, γρ)

∥∥
R×W 1,p .
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La démonstration de ce lemme se trouve bien sûr, comme ses semblables,
au § 13.8.

En utilisant ce lemme 11.4.7 dans l’inégalité qui en précède l’énoncé, nous
obtenons∥∥∥(∂λρ

∂ρ
,
∂γρ
∂ρ

)∥∥∥
R×W 1,p

(
1− k1

∥∥(λρ, γρ)
∥∥

R×W 1,p

)
≤ k2C

∥∥(λρ, γρ)
∥∥

R×W 1,p +
∥∥∥∂F
∂ρ

(0, 0)
∥∥∥
Lp
.

Le dernier terme est∥∥∥∂F
∂ρ

(0, 0)
∥∥∥
Lp

=
∥∥∥(∂FΓλ�

ρ

∂ρ
(wρ)

)
Zρi

∥∥∥
Lp

et il tend vers 0 lorsque ρ tend vers +∞ exactement comme dans la démons-
tration de la proposition 9.4.15. Notre inégalité implique alors, en utilisant
le fait que limρ→+∞

∥∥(λρ, γρ)
∥∥

R×W 1,p = 0, l’égalité

lim
ρ→+∞

∥∥∥(∂λρ
∂ρ
,
∂γρ
∂ρ

)∥∥∥
R×W 1,p

= 0.

Et ceci achève la démonstration de la proposition 11.4.6.

Pour terminer de démontrer les propriétés de ψ, il reste à montrer que
c’est bien un plongement et, pour ce faire, il suffit de montrer que c’est une
immersion (d’après un argument déjà utilisé au 11.2.c). Mais, si ψ′ρ = 0,
alors, comme dans le § 11.2.c, nous devrons avoir

∂ϕρ
∂ρ

=
∂ϕρ
∂s

(puisque ψρ(s, t) = ϕρ(s − ρ, t)). La contradiction espérée suit par la mé-
thode du § 9.5 (pour αn = 1), en utilisant la proposition 11.4.6.

Il reste à démontrer la dernière partie du théorème 11.3.14, l’« unicité »,
à savoir le fait qu’une suite [λn, �n] d’éléments de MΓ(x, z) qui tend vers
[(λ�, u), v̂] a la propriété d’être contenue dans l’image de ψ pour n assez
grand.

Pour ce faire, nous avons besoin des résultats analogues à ceux contenus
dans les propositions 11.2.3 et 11.2.4 :

Proposition 11.4.8. Il existe une suite réelle (ρn) tendant vers +∞ et, pour
tout u, un vecteur Yn ∈ w�ρnTW tels que, pour tous (s, t) ∈ R × S1,

�n(s+ ρn, t) = expwρn (s,t) Yn(s, t).

De plus, limn→+∞ ‖Yn‖L∞ = 0.



11.4. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME 11.3.14 397

Proposition 11.4.9. Le champ Yn est dans W 1,p(w�ρnTW ) et

lim
n→+∞ ‖Yn‖W 1,p = 0.

La démonstration de la proposition 11.4.8 est en tous points analogue à
celle de la proposition 11.2.3. Elle utilise le fait que �n est dans l’espace de
solutions MΓλn (x, z) pour une homotopie Γλn = (Hλns,t , Jλns ) qui est station-
naire pour s ≤ −R et pour s ≥ R, ainsi que la convergence de �n vers (u, v̂)
(au sens du théorème 11.1.10), cette dernière découlant de la convergence
de [λn, �n] vers [λ�, (u, v̂)].

La démonstration de la proposition 11.4.9 se fait comme celle de la pro-
position 11.2.4, à ceci près que la formule de Taylor utilisée dans la démons-
tration (page 458) s’écrit dans ce nouveau contexte

F̃Γλ� (Yn) = F̃Γλ� (0) + (dF̃Γλ� )0(Yn) + N(Yn).

Le membre de gauche ne s’annule pas puisque

�n = expwρn (Yn) ∈MΓλn (x, z)

(autrement dit nous avons l’égalité F̃Γλn (Yn) = 0, pour λn et pas λ�). Pour
compléter la preuve, il faudra majorer comme suit :

Lemme 11.4.10. Il existe des constantes positives C et k, indépendantes de n,
telles que ∥∥F̃Γλ� (Yn)

∥∥
Lp
≤ C |λn − λ�| ‖Yn‖W 1,p + k |λn − λ�| .

Démonstration. Nous avons∥∥F̃Γλ� (Yn)
∥∥
Lp

=
∥∥F̃Γλ� (Yn)− F̃Γλn (Yn)

∥∥
Lp

≤ |λn − λ�|
∥∥∥sup
λ

∂F̃

∂λ
(λ, Yn)

∥∥∥
Lp

= |λn − λ�|
∥∥∥sup
λ
Ṽρn(λ, Yn)

∥∥∥
Lp
.

Puis, en appliquant le lemme 13.8.1,∥∥sup
λ
Ṽρn(λ, Yn)

∥∥
Lp
≤ C ‖Yn‖W 1,p +

∥∥sup
λ
Ṽρn(λ, 0)

∥∥
Lp
.

Comme, par définition,

Ṽρn(λ, 0) =
∂J

∂λ
(λ, s+ ρn)

∂wρn
∂t

+
∂H

∂λ
(λ, s+ ρn, t),

Ṽρn(λ, 0) est borné en norme infinie. Son support est [−R−ρn, R−ρn]×S1.
Il s’ensuit que

‖Ṽρn(λ, 0)‖Lp ≤ k.
Et le lemme est démontré.
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À l’aide de ce lemme et de l’analogue du lemme 13.7.1 pour F̃Γλ� , la
proposition 11.4.9 se démontre comme au § 11.2, en utilisant le fait que
limλn = λ�.

La fin de la démonstration de la propriété d’unicité se fait en appliquant
les lemmes 9.6.16 et 9.6.17 à l’opérateur

F ρ : R ×W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

et en procédant exactement comme au § 11.2.c.

La démonstration du théorème 11.3.14 est ainsi terminée.

Ainsi que celle de la proposition 11.2.8.

11.5. Fin de la preuve de l’invariance de l’homologie de Floer :
démonstration de la proposition 11.2.9

Soient Γ′ = (H ′, J ′) et Γ′′ = (H ′′, J ′′) deux homotopies régulières joi-
gnant (Ha, Ja) à (Hb, Jb) pour la première et (Hb, Jb) à (Hc, Jc) pour la
deuxième. Comme dans les sections précédentes de ce chapitre, ces homo-
topies sont choisies stationnaires pour |s| ≥ R, où R > 0 est une constante
qui n’est pas fixée une fois pour toutes (elle pourra augmenter au cours de
la démonstration).

La concaténation de Γ′ et Γ′′ définit une homotopie Γρ = (Hρ, Jρ) par
les formules

Hρ(s, t, p) =

{
H ′(s+ ρ, t, p) si s ≤ 0
H ′′(s− ρ, t, p) si s ≥ 0

Jρ(s, p) =

{
J ′(s+ ρ, p) si s ≤ 0
J ′′(s− ρ, p) si s ≥ 0.

L’homotopie Γρ est définie pour ρ assez grand (ρ > R) et elle joint (Ha, Ja)
à (Hc, Jc). Elle est stationnaire pour |s| ≥ R+ ρ. Remarquons qu’a priori,
elle pourrait ne pas être régulière. Nous démontrons :

Lemme 11.5.1. Après une petite perturbation de Γ′ et Γ′′ (parmi les homo-
topies régulières), on pourra supposer que Γρ est régulière pour des valeurs
arbitrairement grandes de ρ.

Il existe donc une suite ρn tendant vers l’infini et telle que Γρn est régu-
lière pour tout n.

Pour ces valeurs de ρ, on pourra définir le morphisme de complexes

ΦΓρ : CF�(Ha, Ja) −→ CF�(Hc, Jc)
du § 11.1.
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Notons que, par la proposition 11.2.8, les perturbations de Γ′, Γ′′ du
lemme 11.5.1 définissent les mêmes morphismes que ΦΓ′ et ΦΓ′′ respecti-
vement au niveau de l’homologie. Nous garderons donc la même notation
Γ′, Γ′′ pour ces homotopies.

La proposition 11.2.9 est évidemment une conséquence de :

Proposition 11.5.2. Il existe ρ tel que Γρ soit régulière et tel que les mor-
phismes de complexes ΦΓ′′ ◦ ΦΓ′′ et ΦΓρ coïncident.

Démonstration du lemme 11.5.1. Considérons l’espace C∞ε défini au § 11.1.b.
Notons C∞ε,0 le sous-espace formé des fonctions

h : R × S1 ×W −→ R

telles que h(s, t, p) = 0 pour |s| < δ, δ étant un nombre positif quelconque.
Fixons un ρ1 assez grand pour que Γρ1 soit définie. À une fonction h ∈ C∞ε,0
sont associées deux fonctions h′ et h′′ ∈ C∞ε , définies par les formules

h′(s, t, p) =

{
h(s− ρ1, t, p) si s ≤ ρ1
0 si s ≥ ρ1

h′′(s, t, p) =

{
0 si s ≤ −ρ1
h(s+ ρ1, t, p) si s ≥ −ρ1

de sorte que l’homotopie Γρ1 définie par (H ′ + h′, J ′) et (H ′′ + h′′, J ′′) est
exactement (Hρ1 +h, Jρ1). Ce qui fait que, pour rendre Γρ1 régulière, il suffit
de refaire la démonstration de la transversalité du § 11.1.b pour l’espace de
perturbations (plus petit) qu’est C∞ε,0. La seule petite modification apparaît
dans la démonstration du lemme (analogue à) 11.1.9. Si le champ Z n’est
pas nul, alors il existe un point (s0, t0) ∈ (R−{0)}×S1 tel que Z(s0, t0) �= 0.
Le reste de la démonstration est identique.

On peut ensuite refaire cette démonstration pour un ρ2 > ρ1, en choisis-
sant des perturbations h′ et h′′ assez petites pour que Γρ1 reste régulière,
alors Γρ1 et Γρ2 seront régulières. De façon analogue, on construit ainsi une
suite ρn tendant vers l’infini et telle que Γρn soit régulière pour tout n.

Démonstration de la proposition 11.5.2. Soit x ∈ Crit(AHa). On a, avec les
notations du § 11.1.c,

ΦΓ′′ ◦ ΦΓ′(x) = ΦΓ′′
( ∑
y∈Crit(A

Hb
)

μ(y)=μ(x)

nΓ′(x, y) · y
)

=
∑

z∈Crit(AHc )
μ(z)=μ(x)

∑
y∈Crit(A

Hb
)

μ(y)=μ(x)

nΓ′(x, y)nΓ′′(y, z) · z.
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Ici, comme au § 11.1, nΓ′(x, y) et nΓ′′(y, z) sont les nombres (modulo 2)
d’éléments dans MΓ′(x, y), MΓ′′(y, z) respectivement. Il est bien clair que
la proposition 11.5.2 découle de la suivante.

Proposition 11.5.3. Soient x ∈ Crit(AHa) et z ∈ Crit(AHc) tels que μ(x) =
μ(z). Pour tout ρ assez grand, les ensembles⋃

y∈Crit(A
Hb

)
μ(y)=μ(x)

MΓ′(x, y)×MΓ′′(y, z) et MΓρ(x, z)

sont en bijection.

Nous allons donc maintenant démontrer la proposition 11.5.3. Voici les
idées de la démonstration. Elle revient (et ce n’est pas surprenant) à

(1) définir, pour ρ assez grand, une application

χρ :
⋃

y∈Crit(A
Hb

)
μ(y)=μ(x)

MΓ′(x, y)×MΓ′′(y, z) −→MΓρ(x, z),

(2) montrer qu’elle est injective pour ρ assez grand,
(3) montrer qu’elle est surjective pour ρ assez grand.

Pour définir χρ(u, v) pour un couple (u, v) ∈ MΓ′(x, y) × MΓ′′(y, z), on
utilise un procédé de recollement, comme aux § § 9.4 et 11.3.d : à partir
d’un pré-recollement wρ = u#ρv, on fabrique une solution ϕ(ρ) ∈MΓρ par
la méthode de Newton-Picard.

Comme pour les autres solutions de Floer obtenues par cette méthode,
on obtiendra que ϕρ tend vers (u, v) (au sens de la convergence vers les
orbites brisées) quand ρ tend vers l’infini. Voir le § 11.1.c.

Pour démontrer l’injectivité de ϕ, nous procédons par réduction à
l’absurde. S’il n’est pas vrai que χρ est injective à partir d’une certaine
valeur de ρ, il existe une suite ρn tendant vers l’infini et des couples
(un, vn) �= (u′n, v′n) tels que χρn(un, vn) = χρn(u′n, v′n). Comme les suites
(un, vn) prennent leurs valeurs dans un ensemble fini, en en extrayant si
nécessaire des sous-suites, on peut supposer qu’elles sont constantes, disons
égales à (u, v) et (u′, v′). En faisant tendre n vers l’infini dans l’égalité

χρn(u, v) = χρn(u′, v′),

on trouve que (u, v) = (u′, v′), une contradiction.
Pour la surjectivité de χρ, le raisonnement est du même type. Si, pour une

suite ρn tendant vers l’infini, il existe �n qui n’est pas dans l’image de χρn ,
on montre d’abord que lim �n = (u, v) pour un certain couple (u, v) ∈
MΓ′(x, y) ×MΓ′′(y, z) (y ∈ Crit AHb , μ(y) = μ(x)). Puis on applique une
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propriété d’unicité du recollement (comme celle du § 9.6) pour montrer que
�n ∈ Imχn pour n grand et aboutir à une contradiction.

Voici maintenant les détails de cette démonstration.

11.5.a. Définition de χ. Soit y ∈ Crit AHb tel que μ(y) = μ(x). Consi-
dérons un couple (u, v) ∈ MΓ′(x, y) × MΓ′′(y, z). Le pré-recollement wρ
de u et v est défini par la même formule qu’au § 9.3. Comme wρ(s, t) =
u(s+ ρ, t) pour s ≤ −1 et wρ(s, t) = v(s− ρ, t) pour s ≥ 1, la définition de
Γρ = (Hρ, Jρ) implique que(∂wρ

∂s
+ Jρ
∂wρ
∂t

+ gradwρ Hρ
)

(s, t) = 0 pour |s| ≥ 1.

Cette expression tend vers 0 lorsque ρ tend vers +∞ en norme C∞loc (et dont
aussi en norme Lp). En effet,

lim
ρ→+∞wρ(s, t) = y(t) et lim

ρ→+∞(Hρ, Jρ) = (Hb, Jb)

(en norme C∞loc dans les deux cas).
La solution ϕ(ρ) ∈MΓρ(x, z) sera obtenue à partir de la solution appro-

chée wρ par une formule du type

ϕ(ρ) = expwρ(γρ).

C’est donc un zéro de

Y � Fρ−−−→
( ∂
∂s

+ Jρ
∂

∂t
+ gradHρ

)
(expwρ Y ).

À l’aide de repères (Zρi ) construits (à la source et au but de Fρ) exactement
comme au § 9.4, on peut considérer Fρ comme une application

Fρ :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n).

L’opérateur linéarisé Lρ = (dFρ)0 est de la forme

Y �−→ ∂Y
∂s

+ J0
∂Y

∂t
+ Sρ · Y,

où Sρ est une application de R × S1 dans M2n(R). C’est un opérateur de
Fredholm d’indice 0 puisque μ(x) = μ(z).

L’analogue de la proposition 11.2.1, qui se démontre de façon identique,
implique alors que Lρ est bijective, avec un inverse

Gρ : Lp(R × S1; R2n) −→W 1,p(R × S1; R2n)

dont la norme est bornée par une constante indépendante de ρ. Les condi-
tions d’application de la méthode de Newton-Picard (lemme 9.4.4) sont
réunies ; l’estimation analogue à celle contenue dans le lemme 9.4.8, qui
permet de vérifier l’hypothèse (2) de 9.4.4, se démontre elle aussi de façon
identique.
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On obtient ainsi un γρ ∈W 1,p(R × S1; R2n) tel que

ϕ(ρ) = expwρ γρ ∈MΓρ(x, z).

On peut donc définir χρ(u, v) = ϕ(ρ). Et l’on obtient, comme dans le
lemme 9.4.13,

lim
ρ→+∞ ‖γρ‖W 1,p = 0.

Ce qui implique, exactement comme au § 9.4 :

Proposition 11.5.4. L’élément ϕ(ρ) vérifie

lim
ρ→+∞ϕ(ρ)(s− ρ, t) = u(s, t), lim

ρ→+∞ϕ(ρ)(s+ ρ, t) = v(s, t)

dans C∞loc.

11.5.b. Injectivité de χ. Supposons que χ ne soit pas injective, c’est-
à-dire qu’il existe des ρ arbitrairement grands pour lesquels χρ n’est pas
injective. Soient donc trois suites ρn, (un, vn), avec

(un, vn) et (u′n, v′n) ∈ ⋃
y∈Crit(A

Hb
)

μ(y)=μ(x)

MΓ′(x, y)×MΓ′′(y, z)

lim
n→+∞ ρn = +∞, (un, vn) �= (u′n, v′n), χρn(un, vn) = χρn(u′n, v′n).et

Les suites (un, vn) et (u′n, v′n) prennent leurs valeurs dans un ensemble fini,
on peut donc supposer, quitte à en extraire des sous-suites, qu’elles sont
constantes, égales disons à (u, v), respectivement (u′, v′), avec

(u, v) �= (u′, v′) et χρn(u, v) = χρn(u′, v′).

En utilisant la proposition 11.5.4, on obtient

u(s, t) = lim
n→+∞(χρn(u, v))(s− ρn, t)

= lim
n→+∞(χρn(u′, v′))(s− ρn, t)

= u′(s, t)

et de même v(s, t) = v′(s, t). D’où l’injectivité de χρ.

11.5.c. La surjectivité de χ. Supposons (toujours en raisonnant par
l’absurde) que, pour des valeurs arbitrairement grandes de ρ, χρ ne soit
pas surjective. Considérons une suite (ρn) tendant vers l’infini et une suite
d’éléments �n ∈ MΓρn (x, z) telle que �n /∈ Im(χρn) (pour tout n). Nous
démontrons la proposition suivante.
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Proposition 11.5.5. Il existe y ∈ Crit AHb , avec μ(y) = μ(x) et

(u, v) ∈MΓ′(x, y)×MΓ′′(y, z)

tels que, à extraction près d’une sous-suite,

lim
n→+∞ �n(s− ρn, t) = u(s, t) et lim

n→+∞ �n(s+ ρn, t) = v(s, t)

pour la topologie C∞loc.

Pour la démonstration, nous avons besoin du résultat :

Proposition 11.5.6.

(1) Soit (sn) une suite de nombres réels. Alors la suite �n(s+sn, t) admet
une sous-suite convergente dans la topologie C∞loc.

(2) Soit � la limite d’une telle sous-suite. Il existe une constante s� telle
que �(s+ s�, t) soit solution de l’équation de Floer correspondant à l’un des
couples (Ha, Ja), (H ′, J ′), (Hb, Jb), (H ′′, J ′′), (Hc, Jc).

Démonstration de la proposition 11.5.6. Démontrons d’abord le point (2),
en supposant le point (1) démontré. L’application (s, t) �→ �n(s+ sn, t) est
solution de l’équation de Floer correspondant au couple

(Hn, Jn) = (Hρn(s+ sn, t, p), Jρn(s+ sn, p)).

Rappelons que, par définition, Hn et Jn sont donnés par :

Hn(s, t, p) =

{
H ′(s+ ρn + sn, t, p) si s ≤ −sn
H ′′(s− ρn + sn, t, p) si s ≥ −sn

Jn(s, p) =

{
J ′(s+ ρn + sn, p) si s ≤ −sn
J ′′(s− ρn + sn, p) si s ≥ −sn.

Analysons les différentes limites possibles (pour la topologie C∞loc) de
(Hn, Jn) en fonction du comportement de la suite (sn).

Dans la cas particulier où sn = −ρn, il est évident que (Hn, Jn) tend vers
(H ′, J ′). De même, lorsque sn = ρn, (Hn, Jn) tend vers (H ′′, J ′′). La limite �
sera donc une solution de l’équation de Floer correspondant à Γ′ = (H ′, J ′)
dans le premier cas et à Γ′′ = (H ′′, J ′′) dans le deuxième.

Comme l’énoncé de (2) permet d’ajouter une suite convergente à (sn), il
reste à analyser les cas où les suites (sn ± ρn) sont divergentes :

– si lim(sn + ρn) = −∞, c’est-à-dire si sn � −ρn, on obtient facilement

lim
n→+∞(Hn, Jn) = (Ha, Ja),
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– si limn→+∞(sn + ρn) = +∞ et limn→+∞(sn − ρn) = −∞ (autrement
dit si −ρn � sn � ρn, en analysant séparément les cas où (sn) tend vers
−∞, est convergente ou tend vers +∞, on trouve

lim
n→+∞(Hn, Jn) = (Hb, Jb),

– si lim(sn − ρn) = +∞, c’est-à-dire si sn � ρn, on a

lim
n→+∞(Hn, Jn) = (Hc, Jc).

Nous avons ainsi démontré le point (2), passons maintenant au point (1). On
reproduit tout d’abord la démonstration de la proposition 6.6.2 (borne sur le
gradient dans la démonstration du théorème de compacité) pour démontrer
qu’il existe une constante A > 0 telle que

∀ ρ, ∀ � ∈MΓρ(x, z), ∀ (s, t) ∈ R × S1, ‖ grad(s,t) �‖ ≤ A
(ici, ‖·‖ désigne n’importe quelle norme sur TW — elles sont toutes équi-
valentes puisque W est compacte — par exemple celle venant de Rm).

Si une telle constante n’existait pas, on obtiendrait, comme dans la
démonstration de la proposition 6.6.2, une courbe J-holomorphe v, ce qui
conduirait à une contradiction comme dans le lemme 6.6.4. La structure J
dont il est question ici est la limite (pour la topologie C∞loc) d’une suite Jρn ,
elle est donc, soit égale à Jρ� pour un ρ� > 0 (et dans ce cas dépend de s),
soit égale à J b. L’inégalité ci-dessus est donc satisfaite par �n pour tout n et
également par les éléments de la suite (�n(s+ sn, t)). Ces derniers forment
une famille continue, ce qui permet d’appliquer le théorème d’Ascoli et de
trouver une une sous-suite qui converge pour la topologie C∞loc vers une
limite �.

Le point (2) montre alors qu’il existe une constante s� ∈ R telle que
�(s+s�) soit solution, au sens faible, d’une des équations de Floer énumérées
dans l’énoncé de la proposition. La régularité elliptique (le lemme 12.1.1)
implique alors que � est de classe C∞ et que la convergence de �n(s+ sn, t)
vers � a bien lieu au sens C∞loc.

La démonstration de la proposition 11.5.6 est ainsi terminée.

Pour finir de démontrer la proposition 11.5.5, nous utiliserons un ar-
gument de convergence vers une orbite brisée analogue à celui qui nous
a déjà servi au § 9.1.c. Plus précisément, une démonstration analogue à
celle du théorème 9.1.6 donne l’existence de suites (skn) pour 0 ≤ k ≤ m,
telles que — à extraction près d’une sous-suite — pour tout k, la suite
�n(s + skn, t) converge vers une limite � ∈ C∞(xk, xk+1) où x0 = x et
xm+1 = z. L’énoncé (2) de la proposition 11.5.6 montre que, quitte à chan-
ger les suites (skn)n en leur ajoutant des constantes, les limites �k sont des
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solutions des équations de Floer correspondant à un des couples (Ha, Ja),
(H ′, J ′), (Hb, Jb), (H ′′, J ′′), (Hc, Jc). Les lacets xk sont donc des points
critiques de AHa , AHb ou AHc .

D’autre part, s’il existe une limite �k qui est une solution non constante
en s de l’équation de Floer associée à (Ha, Ja), (Hb, Jb) ou (Hc, Jc), on
déduit que μ(xk)− μ(xk+1) ≥ 1 (comme dans le corollaire 11.1.11) et donc
que μ(x)− μ(z) ≥ 1, contrairement à l’hypothèse faite (μ(x) = μ(z)).

Remarque 11.5.7. Il faut remarquer ici que l’on ne peut pas écarter d’éven-
tuelles solutions de l’équation de Floer qui seraient constantes par rapport
à s, puisqu’on ne peut pas exclure le cas où l’une des homotopies Γ′, Γ′′

ou Γρ est triviale.
Il se pourrait aussi qu’il y ait une égalité entre des couples (Ha, Ja),

(Hb, Jb), (Hc, Jc) (sans que l’homotopie joignant deux couples identiques
soit nécessairement triviale). Cela force à considérer des cas d’égalité
entre x, y et z.

Revenons à notre démonstration. Supposons que, parmi les limites
�1, . . . , �m, il y en ait une, disons �k, qui ne soit pas constante en s. D’après
la démonstration du point (2) de la proposition 11.5.6, on peut supposer
(quitte à ajouter une constante à la suite (skn)n) que �k est solution de
l’équation de Floer associée à Γ′ ou Γ′′, et que skn = −ρn ou skn = ρn.
D’autre part, la démonstration du théorème 9.1.6 donne des suites skn qui
ont la propriété

lim
n→+∞ s

k+1
n − skn = +∞.

Il y a donc au plus deux limites �k comme ci-dessus, une pour skn = −ρn,
l’autre pour skn = ρn : en effet, de telles suites devraient (d’après l’énoncé (2)
de la proposition 11.5.6) différer de −ρn ou de ρn par des suites bornées
(rappelons qu’il n’existe pas de �k non-constante en s, solution de Floer
associée à (Ha, Ja), (Hb, Jb) ou (Hc, Jc)).

Donc la trajectoire brisée vers laquelle converge la suite �n est composée
de solutions de l’équation de Floer constantes en s et d’au plus une tra-
jectoire associée à Γ′ (pour la suite sn = −ρn) d’une associée à Γ′′ (pour
sn = ρn). Toujours grâce à la proposition 11.5.6, si

u = lim
s→+∞ �n(s− ρn, t) et v = lim

n→+∞ �n(s+ ρn, t),

alors
u ∈MΓ′(x′, y′) et v ∈MΓ′′(y′′, z′′)

pour
x ∈ Crit AHa , y

′, y′′ ∈ Crit AHb , z
′′ ∈ Crit AHc .

Nous voulons montrer que x′ = x, y′ = y′′ et z′′ = z.
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Si, dans la trajectoire brisée qui est la limite de �n, il y a deux trajectoires
�′ ∈ C∞↘ (x, y) et �′′ ∈ C∞↘ (y, z), non constantes en s, alors, d’après ce qui
précède, �′ = u et �′′ = v, donc

u ∈MΓ′(x, y) et v ∈MΓ′′(y, z),

ce qui achève la démonstration (comme il ne peut y avoir plus de deux
trajectoires non constantes en s, le point d’arrivée de �′ coïncide avec le
point de départ de �′′).

Supposons maintenant qu’il n’y ait qu’une trajectoire de Floer non
constante � ∈ C∞(x, z) dans la limite de �n. Cette trajectoire � est donc
égale à u ou à v. Supposons, sans restreindre la généralité, que � = u. Ainsi,

lim
n→+∞ �n(s− ρn, t) = u ∈MΓ′(x, z).

Avec les notations de la démonstration du théorème 9.1.6 sur les trajectoires
brisées, il existe s� ∈ R tel que le lacet u(s, ·) ∈ B(z, ε) pour s > s� et par
conséquent le lacet �n(s� − ρn, ·) est lui aussi dans la boule B(z, ε) pour n
assez grand.

La démonstration du théorème 9.1.6 implique alors que �n(s, ·) ∈ B(z, ε)
pour tout s > s� − ρn. Autrement, il y aurait une autre trajectoire non
constante dans la limite (construite comme dans cette démonstration). Cela
implique que, pour v(s, t) = limn→+∞ �n(s+ ρn, t), v ∈ MΓ′′(z, z) (en fait,
cette trajectoire est constante égale à z si l’on choisit ε assez petit). Ceci
termine la démonstration de la proposition 11.5.5 dans ce cas aussi.

Remarque 11.5.8. La difficulté vient ici du fait que la seule définition de
la convergence vers une trajectoire brisée, telle que donnée dans l’énoncé
du théorème 9.1.6, ne garantit pas ici une limite unique(2). Il faut donc
ici faire appel à la démonstration de ce théorème pour construire la limite
(�1, . . . , �m) considérée ici.

Enfin, si toutes les trajectoires dans la limite de �n sont constantes, dans
C∞(x, z) (en particulier, alors, x = z), la démonstration du théorème 9.1.6
dit que �n(s) ∈ B(x, ε) pour tout s. En particulier,

u(s, t) = lim
n→+∞ �n(s− ρn, t) ∈MΓ′(x, z)

v(s, t) = lim
n→+∞ �n(s+ ρn, t) ∈MΓ′′(x, z).et

Ici on pourrait aussi montrer que u est constante égale à x et v aussi, en
choisissant ε assez petit pour que toutes les trajectoires non constantes en s
de MΓ′(x, x) et MΓ′′(x, x) quittent B(x, ε).

La démonstration de la proposition 11.5.5 est terminée.

(2)Contrairement au cas traité par le théorème 9.1.6.
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Nous avons maintenant une suite �n /∈ Im(χρn) et telle que

lim
n→+∞ �n(s− ρn, t) = u(s, t) ∈MΓ′(x, y)

lim
n→+∞ �n(s+ ρn, t) = v(s, t) ∈MΓ′′(y, z).et

Pour obtenir une contradiction, montrons :

Proposition 11.5.9. Pour n assez grand, �n = χρn(u, v).

La démonstration suit le schéma de celle de l’unicité du recollement (dans
le théorème 11.1.16). Nous montrons un analogue de la proposition 11.2.3 :

Proposition 11.5.10. Pour n assez grand, il existe Yn ∈ w�ρnTW tel que

�n = expwρn Yn et lim
n→+∞ ‖Yn‖∞ = 0.

Puis nous montrons, comme dans la proposition 11.2.4 :

Proposition 11.5.11. Le champ Yn est dans W 1,p(w�ρnTW ). De plus,
limn→+∞ ‖Yn‖W 1,p = 0.

Enfin, nous terminons la démonstration en utilisant la partie unicité de
la méthode de Newton-Picard (lemme 9.4.4).

Démonstration de la proposition 11.5.10. Commençons par un lemme :

Lemme 11.5.12. La suite (�n(s, t))n converge vers y(t) dans la topologie C∞loc.

Démonstration. Remarquons que, pour s ∈ [−ρn +R, ρn −R], on a

(Hρn , Jρn) = (Hb, Jb).

Donc, la restriction de �n à ∈ [−ρn + R, ρn − R] × S1 est une solution de
l’équation de Floer associée à (Hb, Jb). En particulier, la fonction

s �−→ AHb(�n(s))

est décroissante sur cet intervalle.
Notons a la limite (d’une sous-suite convergente) de �n, dont l’existence

est assurée par l’assertion (1) de la proposition 11.5.6. La démonstration de
l’assertion (2) de cette même proposition implique que

a ∈M(Hb,Jb)(y′, y′′) pour des y′, y′′ ∈ Crit AHb .

Fixons s > R et σ < −R. Pour n assez grand, on a σ+ρn > s. On en déduit

AHb(a(s)) = lim
n→+∞AHb(�n(s))

≥ lim
n→+∞AHb(�n(σ + ρn))

= AHb(v(σ)).
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En faisant tendre s vers +∞ et σ vers −∞, on trouve

AHb(y′′) ≥ AHb(y).

De même

AHb(a(σ)) = lim
n→+∞AHb(�n(σ))

≤ lim
n→+∞AHb(�n(s− ρn))

= AHb(u(s)).

On fait de nouveau tendre s vers +∞ et σ vers −∞ et on trouve

AHb(y′) ≤ AHb(y).

Mais AHb(y′) ≥ AHb(y′′), de sorte que

AHb(y′) = AHb(y′′) = AHb(y),

donc a est constante en s (et plus précisément a(s) = y) puisque les valeurs
critiques de AHb ont été supposées distinctes.

Supposons que les solutions u et v ne soient pas constantes en s. Choisis-
sons des boules B(x, δ), B(y, δ) et B(z, δ) dans l’espace des lacets LW , qui
satisfont aux propriétés du lemme 9.6.11. Quitte à diminuer δ si nécessaire,
on peut également supposer que les lacets u(0) et v(0) ne sont contenus dans
aucune de ces boules. Elles ne contiennent pas d’autres lacets de Crit AHa ,
Crit AHb et Crit AHc que x, y et z respectivement.

Grâce au lemme que nous venons de démontrer, nous savons que �(0) ∈
B(y, δ) pour n assez grand. Comme dans la démonstration de la proposi-
tion 9.6.3, définissons

σn = sup {s > 0 | �n([−s, 0]) ⊂ B(y, δ)}
τn = sup {s > 0 | �n([0, s]) ⊂ B(y, δ)}
σ′n = inf {s > 0 | �n(]−∞,−s]) ⊂ B(x, δ)}
τ ′n = inf {s > 0 | �n([s,+∞[) ⊂ B(z, δ)} .

Comme lim �n(−ρn) = u(0) et lim �n(ρn) = v(0), on déduit que

−σ′n < −ρn < −σn et τn < ρn < τ ′n.

La construction de ces suites implique également que

�n(σn), �n(τn) ∈ ∂B(y, δ), �n(σ′n) ∈ ∂B(x, δ), �n(τ ′n) ∈ ∂B(z, δ).

D’où l’on déduit :

Lemme 11.5.13. Les suites (ρn − σn), (ρn − σ′n), (ρn − τn) et (ρn − τ ′n) sont
bornées.
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Démonstration. Supposons que (σ′n−ρn) tende vers +∞. Alors, par la pro-
position 11.5.6, la suite �n(s − σ′n) converge vers �, solution de l’équation
de Floer associée à (Ha, Ja) (voir au besoin la démonstration du point (2)
de 11.5.6). Par ailleurs, la définition de σ′n implique que �(s) ∈ B(x, δ) pour
tous les s négatifs, ce qui entraîne que

� ∈M(Ha,Ja)(x, y′) pour un y ∈ Crit AHa .

Comme �(0) ∈ ∂B(x, δ), on sait que y′ �= x. Mais ce n’est pas possible,
puisque nous avons démontré (lorsque nous démontrions la proposi-
tion 11.5.5) que la trajectoire brisée vers laquelle tend �n ne peut pas
contenir de trajectoires non constantes de l’équation de Floer associée à
(Ha, Ja).

Supposons maintenant que σn−ρn tende vers −∞. Toujours en utilisant
la proposition 11.5.6, la suite (�n(s−σn)) converge vers une limite � solution
de l’équation de Floer associée à (Hb, Jb). Nous avons

�(0) = lim
n→+∞ �n(σn) ∈ ∂B(y, δ).

Par ailleurs σn tend vers +∞ (sinon, si σn est bornée, comme �n converge
vers y dans C∞loc, �n(σn) ne peut pas appartenir à ∂B(y, δ)).

Soit s > 0. Pour n assez grand, on a s−σn ∈ ]−σn, 0], donc �n(s−σn) ∈
B(y, δ), d’où �(s) ∈ B(y, δ). On en déduit que � est une solution non
constante de l’équation de Floer associée à (Hb, Jb). Elle apparaît dans
la trajectoire brisée qui est la limite de �n (cette trajectoire commencerait
par u, �). Cela est impossible, comme précédemment.

On procède de manière analogue pour démontrer les assertions sur τn
et τ ′n.

Soit A > 0 et tel que toutes les suites de l’énoncé précédent prennent
leurs valeurs dans [−A,A] et tel que

u(s) ∈ B(x, δ) pour s < −A, u(s) ∈ B(y, δ) pour s > A,

v(s) ∈ B(y, δ) pour s < −A et v(s) ∈ B(z, δ) pour s > A.

Comme dans la démonstration de la proposition 9.6.3, on découpe R en
plusieurs intervalles et on définit Yn(s) pour s dans chacun des intervalles :

(1) Si s < −ρn −A < −σ′n, alors �n(s) ∈ B(x, δ),

wρn(s) = u(s+ ρn) ∈ B(x, δ)

et on utilise le lemme 9.6.11.
(2) Si −ρn−A < s < −ρn+A, on utilise le fait que �n(s− ρn) tend vers

u(s) uniformément sur s ∈ [−A,A].
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(3) Si −ρn +A < s < ρn −A, alors −σn < s < τn, donc �n(s) ∈ B(y, δ).
Puis

u(s+ ρn) et v(s− ρn) ∈ B(y, δ),

donc wρn(s) ∈ B(y, δ) (toujours par le lemme 9.6.11). On utilise ce lemme
pour définir Yn.

(4) Si ρn − A < s < ρn + A, on utilise le fait que �n(s + ρn) tend vers
v(s), uniformément sur s ∈ [−A,A].

(5) Si s > ρn + A > τ ′n, on a �n(s) ∈ B(z, δ) et wρn(s) = v(s − ρn) ∈
B(z, δ) ce qui nous permet de définir Yn en utilisant, toujours, le
lemme 9.6.11.

Cela termine la preuve dans le cas où u et v ne sont pas constantes en s.
Si l’une des deux solutions (ou toutes les deux) est (sont) constante(s), la
preuve se simplifie. Supposons par exemple que v soit constante en s (en
particulier, alors, y = z). La preuve du théorème 9.1.6, qui construit la
trajectoire brisée limite de �n, implique alors que �n(s) ∈ B(z, δ) pour tout
s > s� − ρn (pour une certaine constante s�). Le pré-recollement wρn(s) a
évidemment la même propriété, puisque, pour s ≥ −ρn +A,

u(s+ ρn) ∈ B(y, δ) = B(z, δ) et v(s− ρn) = y = z ∈ B(z, δ).

Il suffira donc de définir Yn pour les intervalles décrits dans (1) et (2) et
cela se fait de façon analogue.

La démonstration de la proposition 11.5.11 se fait exactement comme
celle de 11.2.4 au § 9.6.c. Le fait que

Yn ∈W 1,p(w�ρTW )

résulte (de l’analogue) du lemme 9.6.13 (démontré de façon identique).
Pour montrer que lim ‖Yn‖W 1,p = 0, on fait une estimation, comme dans

la preuve de la proposition 11.2.4, à l’aide (de l’analogue) du lemme 13.7.1.
Notons que le lemme 9.6.14 est ici inutile (puisque μ(x) = μ(y) = μ(z), donc
Wn = 0), l’estimation de la norme W 1,p de Yn est plus facile à obtenir.

Fin de la démonstration de la proposition 11.5.9. Nous voulons démontrer
que, pour n assez grand,

�n = χρn(u, v),

autrement dit que
expwρn Yn = expwρn γρn ,

c’est-à-dire Yn = γρn . Nous savons que

Fρn(Yn) = Fρn(γρn) = 0
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et que Lρn = (dFρn)0 est bijective comme nous l’avons vu au § 11.5.a.
Mais nous ne pouvons pas appliquer directement le théorème d’inversion
locale puisque la taille du voisinage sur lequel Fρn est bijective pourrait
décroître lorsque n croît et Yn pourrait n’être pas contenu dans ce voisinage.
Nous utilisons le lemme d’unicité 9.6.16 qui affirme que la solution γρn de
Fρn(Y ) = 0 obtenue par la méthode de Newton-Picard est la seule dans une
boule B(0, ε0), la constante ε0 ne dépendant pas de n.

Donc, comme la norme W 1,p de Yn tend vers 0, on a Yn = γρn et la
démonstration de la proposition 11.5.9 est terminée.

Nous obtenons donc la surjectivité de χρ pour ρ assez grand, qui nous
manquait pour finir la démonstration de la proposition 11.5.3.

Celle-ci implique, trivialement, la proposition 11.5.2 : le lemme 11.5.1
affirme que Γρ est régulière pour des valeurs arbitrairement grandes de ρ et
la proposition 11.5.3 implique que, à partir d’une certaine valeur de ρ,

ΦΓρ = ΦΓ′ ◦ ΦΓ′′

si le membre de gauche est défini.
Enfin, la proposition 11.5.2 implique évidemment la proposition 11.2.9,

qui était l’objectif de cette section. Les propositions 11.2.8 et 11.2.9 en-
traînent l’invariance de l’homologie de Floer par rapport au choix d’un
couple régulier (H,J).

11.6. Conclusion

Nous avons réalisé les objectifs du plan énoncé au § 6.2 (page 134) et
démontré la conjecture d’Arnold.

Il faut signaler que l’homologie de Floer et ses diverses parentes ont bien
d’autres applications à la géométrie symplectique et de contact que cette
conjecture. La deuxième partie de ce livre constitue, en fait, un point de
départ pour les lecteurs intéressés par les aspects modernes de la topologie
symplectique. Pour ceux qui voudraient poursuivre la route, voici quelques
directions et références.

Tout d’abord, l’étude des sous-variétés lagrangiennes des variétés sym-
plectiques, déjà entreprise par Floer dans [23], voir aussi les travaux de
Oh [52, 53, 54], Seidel et Fukaya [27, 63, 64], et, plus près de nous, ceux
de Damian [18] et Gadbled [28].

Puis, la généralisation de notre construction au cas des variétés symplec-
tiques à bord de type contact. Dans ce cas, l’homologie de Floer n’est plus
isomorphe à celle de Morse comme ici, mais prend en compte les caractéris-
tiques fermées du bord. Ceci mène vers l’homologie symplectique développée
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par Viterbo [69] (voir aussi l’article de Oancea [51], et celui de Cieliebak et
Frauenfelder [16]).

Une autre branche va vers l’étude des variétés de contact. Une variante
de la construction de Floer, pour les variétés symplectifiées des variétés
de contact, donne une « homologie de contact », engendrée par les tra-
jectoires périodiques des champs de Reeb de la variété. Cette théorie est
due à Eliashberg, Givental et Hofer [21]. Voir également les travaux de
Bourgeois [11].

Mais ce serait le sujet d’un autre livre.



CHAPITRE 12

LA RÉGULARITÉ ELLIPTIQUE DE
L’OPÉRATEUR DE FLOER

12.1. La régularité elliptique : pourquoi et comment ?

Nous avons invoqué à plusieurs reprises, sous le nom de « régularité el-
liptique », la régularité des solutions de l’équation de Floer

∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
+ gradHt(u) = 0.

Tout d’abord, au chapitre 6, nous en avons eu besoin pour montrer la com-
pacité de l’espace M des solutions d’énergie finie (précisément, la proposi-
tion 6.5.3). L’énoncé utilisé est :

Lemme 12.1.1 (régularité elliptique). Soit U un ouvert de C. Toute solution
de classe C1 de l’équation de Floer

∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
+ gradHt(u) = 0

est de classe C∞. Toute suite (un) de solutions définies sur U et satisfai-
sant à

sup
n∈N
‖gradun‖L∞(U) ≤M

(pour un certain M réel) a une sous-suite qui converge uniformément avec
toutes ses dérivées sur tout compact de U .

Ensuite, dans la démonstration du théorème de transversalité 8.1.2,
page 228, nous avons également fait appel à la régularité elliptique pour
justifier le fait que les solutions de l’équation de Floer dans l’espace de type
Sobolev P1,p(x, y) sont de classe C∞ et que la topologie induite par celle de
P1,p sur cet espace de solutions est la même sur celle de M, c’est-à-dire la
topologie C∞loc (P1,p(x, y) est défini par 8.2.2).

Par la suite, l’argument de régularité elliptique est apparu dans les
situations similaires que nous avons eu à envisager : au chapitre 9 pour
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prouver que les solutions P1,p produites par le recollement sont de « vraies »
solutions et convergent vers une trajectoire brisée dans la bonne topolo-
gie (lemme 9.4.17), puis au chapitre 11, où des énoncés de compacité,
transversalité et recollement sont prouvés dans un cadre plus général, où
la structure presque complexe J et le hamiltonien H dépendent de s et
quelquefois d’un autre paramètre λ.

On voit donc que la régularité elliptique intervient dans toutes les étapes
de la construction de l’homologie de Floer. C’est pourquoi nous allons don-
ner des énoncés rigoureux et des démonstrations détaillées de ces propriétés
dans ce qui suit. Nous avons utilisé principalement [44].

12.1.a. Énoncés de régularité elliptique (linéaire). Les énoncés de
régularité elliptique auxquels il a été fait référence dans ce texte sont appa-
rentés au théorème :

Théorème 12.1.2. Soit p > 1 et soit U ⊂ C un ouvert. Soit f ∈ W k,ploc (U)
et soit u ∈ Lploc(U) une solution faible de ∂u = f . Alors u ∈ W k+1,p

loc (U).
De plus, pour tout ouvert relativement compact V avec V ⊂ U , il existe une
constante C = C(k, p,K,U) telle que

‖u‖Wk+1,p(V ) ≤ C
(
‖f‖Wk,p(U) + ‖u‖Lp(U)

)
.

Nous démontrons ce théorème au § 12.3. Une de ses premières consé-
quences est l’estimation suivante, utilisée dans le chapitre 8, et qui est l’ana-
logue, pour l’opérateur L, du théorème 12.1.2.

Théorème (lemme 8.7.2). Soit p > 1, soit S : R × S1 → End(R2n) une
application continue avec lims→±∞ S(s, t) = S±(t) et soit enfin

L :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

l’opérateur de Cauchy-Riemann perturbé

LY =
∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ S · Y.

Il existe une constante C > 0 telle que

∀Y ∈W 1,p(R × S1; R2n), ‖Y ‖W 1,p ≤ C (‖LY ‖Lp + ‖Y ‖Lp) .
Plus généralement, si Y et LY sont dans Lp, alors Y ∈ W 1,p et l’égalité
ci-dessus a lieu.

Nous le démontrons au § 12.2. Nous utilisons aussi le théorème 12.1.2
pour obtenir un résultat de régularité pour le linéarisé de l’opérateur de
Floer.
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Théorème 12.1.3 (régularité elliptique, version linéaire). Soit L l’opérateur

L =
∂

∂s
+ J0

∂

∂t
+ S, avec S ∈ C∞

(
R × S1; End(R2n)

)
.

Si Y ∈ Lp(R × S1; R2n) est tel que LY = 0 au sens des distributions,
alors Y est de classe C∞ et Y ∈W 1,p(R×S1; R2n). Si p > 2, alors de plus
Y ∈W 1,q(R × S1; R2n) pour tout q > 1.

Démonstration du théorème 12.1.3. Comme Y est dans Lp,

∂Y = −SY ∈ Lp(R × S1; R2n).

En utilisant le théorème 12.1.2, on trouve donc que Y ∈ W 1,p
loc , donc SY ∈

W 1,p
loc . Par le même théorème, on a donc Y ∈ W 2,p

loc et, par récurrence,
Y ∈W k,ploc pour tout k ∈ N (c’est un bootstrapping elliptique). En utilisant le
théorème 16.4.9, on en déduit que Y est de classe C∞. Le théorème précédent
(aussi connu sous le nom de lemme 8.7.2) nous donne le fait qu’elle est
dans W 1,p.

Supposons maintenant que p > 2. En procédant ensuite comme dans ce
qui précède, pour obtenir que Y ∈W 1,q(R×S1) pour tout q > 1, il suffit de
montrer que Y ∈ Lq(R× S1) pour tout q > 1. Comme Y est de classe C∞,
une propriété de décroissance exponentielle

‖Y (s, t)‖ ≤ e−δ|s| ∀ s, t pour une constante δ > 0

suffit. Or le théorème 8.9.1 nous garantit cette propriété dès que la fonction

s �−→
∫ 1

0
‖Y (s, t)‖2 dt

ne tend pas vers l’infini pour s→ ±∞. Vérifions donc que notre Y satisfait
à cette propriété. L’inégalité de Hölder donne∫ 1

0
‖Y (s, t)‖2 dt ≤

(∫ 1

0
‖Y (s, t)‖p dt

)2/p

.

Donc, si
∫ 1

0 ‖Y (s, t)‖2dt tend vers l’infini, il en est de même de
∫ 1

0 ‖Y (s, t)‖pdt,
ce qui est exclu par le fait que∫ +∞

−∞

∫ 1

0
‖Y (s, t)‖p dt ds = ‖Y ‖pLp < +∞.

Le théorème est ainsi démontré.

12.1.b. Énoncés de régularité elliptique (non linéaire). Les proprié-
tés de régularité elliptique « non linéaire » sont englobées dans l’énoncé qui
suit :
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Proposition 12.1.4. Pour p > 2, une solution u ∈ W 1,p
loc (R × S1;W )

de l’équation de Floer est de classe C∞. Sur l’espace des solutions
u ∈W 1,p

loc (R × S1;W ), les topologies C0
loc et C∞loc coïncident.

La notation W 1,p
loc (R×S1;W ) apparaît ici pour la première fois ; nous en

précisons la signification plus bas. Remarquons aussi que, contrairement aux
énoncés précédents, la régularité elliptique non linéaire nécessite l’hypothèse
p > 2. Voici quelques explications.

Pourquoi supposer p > 2 ? Dans tous les énoncés de régularité, il s’agit
de démontrer qu’une solution faible (solution au sens des distributions) est
une vraie solution de classe C∞. Dans notre cas, par hypothèse, la solution
est dans un espace de Sobolev W 1,p(R×S1). Comme nous l’avons expliqué
au § 8.2, supposer p > 2 nous garantit, via le théorème de Rellich 16.4.6, que
cette solution est continue. Du même coup, ceci nous permet de travailler
en coordonnées locales.

La régularité d’une solution u : R × S1 → W se lit dans des cartes
de W . Mais d’autres propriétés dont il est question ici, comme par exemple
l’intégrabilité Lp (même sur des compacts) ne sont pas invariantes par
changement de carte. En revanche, si u est dans W 1,p(R × S1; R2n) et si
ϕ : R2n → R2n est continue, alors, pour p > 2, ϕ ◦ u ∈W 1,p

loc (R×S1; R2n).
En effet, ϕ ◦u est dans Lploc(R×S1; R2n) du fait de la continuité de u, puis

∂(ϕ ◦ u)
∂s

= (dϕ)u
(∂u
∂s

)
∈ Lploc(R × S1; R2n)

(et de même pour la dérivée par rapport à t) comme produit d’une fonc-
tion continue et d’une fonction Lploc. Par conséquent, nous pouvons définir
l’espace W 1,p(R×S1;W ) comme le sous-espace des fonctions continues qui
sont représentées en coordonnées par des fonctionsW 1,p(R×S1; R2n). Une
alternative équivalente est de plonger W dans Rm et de considérer les fonc-
tions W 1,p

loc (R × S1; Rm) qui prennent leurs valeurs dans W (la définition
ne dépendra pas alors du plongement choisi).

Ce n’est pas la seule raison de supposer p > 2. Cette condition est essen-
tielle aussi dans un argument de « bootstrapping elliptique » qui intervient
dans la démonstration de la régularité, précisément ci-dessous dans celle du
théorème 12.1.5.

La proposition 12.1.4 implique le lemme 12.1.1 : pour le démontrer, on
applique le théorème d’Ascoli (la famille un est équicontinue) et on trouve
que (modulo extraction d’une sous-suite) la suite un converge, pour la to-
pologie C0

loc, vers une limite u continue. Comme grad(un) est uniformément
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borné, u est aussi de classe C1 et en particulier dans W 1,p
loc (R× S1;W ). On

peut appliquer la proposition 12.1.4 pour terminer la démonstration.

De plus, cette proposition donne l’argument de régularité requis dans la
démonstration, page 228, du théorème 8.1.2, et cela parce que, par définition,
l’espace P1,p(x, y) est contenu dansW 1,p

loc (R×S1;W ) (voir la définition 8.2.2
de P1,p, des cartes y sont données explicitement). Il nous suffira donc de
démontrer cette proposition.

La démonstration que nous donnerons s’appuie sur un énoncé semblable
à celui du théorème 12.1.2. Pour commencer, en prenant un nombre fini
de cartes dont les domaines recouvrent W , on peut se ramener au cas où
W = R2n. L’application u ∈W 1,p(R × S1; R2n) est donc solution de

∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
+ gradHt(u) = 0.

Ici, J et H sont de classe C∞ et peuvent dépendre de s (comme au cha-
pitre 11), sans que cela influe sur la démonstration. Posons

J̃(s, t) = J(u(s, t)) et h(s, t) = gradHt(u(s, t)).

En utilisant la continuité de u, on voit facilement que

J̃ ∈W 1,p
loc (R × S1; End(R2n)) et h ∈W 1,p

loc (R × S1; R2n).

Plus généralement et sans davantage de difficulté, on prouve que J̃ et h ont
la même régularité que u : si u ∈Wk,ploc (R × S1; R2n), alors

J̃ ∈W k,ploc (R × S1; End(R2n)) et h ∈W k,ploc (R × S1; R2n).

L’énoncé qu’il faudra démontrer est :

Théorème 12.1.5. Soient k ≥ 1, p > 2, J̃ ∈ W k,ploc (R × S1; End(R2n)) véri-
fiant J̃2 = − Id et h ∈ W k,ploc (R × S1; R2n). Si u ∈ Lploc(R × S1; R2n) est
solution (au sens des distributions) de

∂u

∂s
+ J̃
∂u

∂t
+ h = 0,

alors u ∈W k+1,p
loc (R × S1; R2n).

Soient V ⊂ U ⊂ R × S1 deux ouverts relativement compacts et c0 > 0
tels que

‖J̃‖Wk,p(U) ≤ c0.
Alors il existe une constante C (dépendant de U , V , c0, p et k) telle que,
pour tout � ∈ {0, . . . , k − 1}, on ait

‖u‖W 	+1,p(V ) ≤ C
(
‖h‖W 	,p(U) + ‖u‖W 	,p(U)

)
.
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12.1.c. Un fil d’Ariane. Les six énoncés précédents constituent un nou-
veau dédale. Pour aider les lecteurs à s’en sortir, nous proposons un nouveau
plan.

(Calderón-Zygmund)
16.5.8

�� 12.3.1

��
�� ���������������

���������������

12.1.2
∂

�� ��
��

��
��

��
�

��
��

��
��

��
�

��

12.1.5 =
12.1.2 généralisé

��
12.1.4

��

12.1.3
linéaire 8.7.2

12.1.1 et toute autre
régularité elliptique

– Nous venons de démontrer l’implication 12.1.4⇒ 12.1.1 (et toute autre
régularité elliptique).

– Auparavant, nous avions démontré que 12.1.2 ⇒ 12.1.3.
– Au § 12.2, nous démontrerons que 12.1.2 ⇒ 8.7.2.
– Au § 12.3, nous démontrerons que 16.5.8 ⇒ 12.3.1 ⇒ 12.1.2.
– Au § 12.4, nous démontrerons que 12.3.1 ⇒ 12.1.5 ⇒ 12.1.4.

12.2. Démonstration du lemme 8.7.2

Soit K ⊂ R × S1 un compact et soit U ⊃ K un ouvert. Alors,
d’après 12.1.2, il existe une constante C1(K,U) telle que

‖Y ‖W1,p(K) ≤ C1

(∥∥∂Y ∥∥
Lp(U) + ‖Y ‖Lp(U)

)
.

Comme ∥∥∂Y ∥∥
Lp(U) ≤ ‖LY ‖Lp(U) + ‖SY ‖Lp(U) ,

on en déduit

‖Y ‖W 1,p(K) ≤ C2

(
‖LY ‖Lp(U) + ‖Y ‖Lp(U)

)
.

Supposons maintenant que S(s, t) = S(t) et montrons l’inégalité annon-
cée dans ce cas. Nous avons, d’après ce qui précède

‖Y ‖W 1,p([0,1]×S1) ≤ C3

(
‖LY ‖Lp([−1,2]×S1) + ‖Y ‖Lp([−1,2]×S1)

)
pour une certaine constante C3 > 0. Comme S ne dépend pas de s, l’opé-
rateur L est invariant par translations en s, au sens où

L(Y (s+ s0, t)) = (LY )(s+ s0, t).
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On en déduit, comme dans la démonstration de la proposition 8.7.3
(page 249) que, pour tout k ∈ Z,

‖Y ‖W 1,p([k,k+1]×S1) ≤ C3

(
‖LY ‖Lp([k−1,k+2]×S1) + ‖Y ‖Lp([k−1,k+2]×S1)

)
.

En appliquant l’inégalité (a+ b)p ≤ 2p(ap + bp), on obtient

‖Y ‖pW 1,p([k,k+1]×S1) ≤ 2pCp3
(
‖LY ‖pLp([k−1,k+2]×S1) + ‖Y ‖pLp([k−1,k+2]×S1)

)
.

On somme ensuite sur tous les entiers k et on trouve

‖Y ‖pW1,p(R×S1) ≤ C4

(
‖LY ‖pLp(R×S1) + ‖Y ‖pLp×S1)

)
≤ C4

(
‖LY ‖Lp(R×S1) + ‖Y ‖Lp×S1)

)p
et donc l’égalité espérée dans le cas où S ne dépend pas de s. Revenons
maintenant au cas général. AppelonsD± les opérateurs de Cauchy-Riemann
perturbés associés respectivement à S±(t). Soit ε > 0. Si M > 0 est assez
grand, ∥∥S(s, t)− S+(t)

∥∥ < ε pour s > M et t ∈ S1∥∥S(s, t)− S−(t)
∥∥ < ε pour s < −M et t ∈ S1.et

Par conséquent, sur W 1,p([M +∞[× S1; R2n), on a ‖L−D+‖op
< ε.

Soit Y ∈ W 1,p(R × S1), à support dans {s > M}. On a (d’après ce que
nous venons de faire pour S indépendante de s) :

‖Y ‖W 1,p ≤ C5
(∥∥D+Y

∥∥
Lp

+ ‖Y ‖Lp
)

= C5

(∥∥D+Y
∥∥
Lp([M,+∞[×S1) + ‖Y ‖Lp(R×S1)

)
≤ C5

(
‖LY ‖Lp([M,+∞[×S1) + ε ‖Y ‖W 1,p([M,+∞[×S1) + ‖Y ‖Lp(R×S1)

)
= C5 (‖LY ‖Lp + ε ‖Y ‖W 1,p + ‖Y ‖Lp) .

Pour ε assez petit (ε ≤ 1/2C5), l’inégalité de l’énoncé est satisfaite par Y et,
de manière analogue, c’est aussi le cas si le support de Y est dans {s < −M}.

Supposons maintenant que Y soit à support dans {|s| > M}. On le dé-
compose comme une somme Y = Y + + Y −, de deux termes Y + à support
dans {s > M} et Y − à support dans {s < −M}. Bien sûr,∥∥Y ±∥∥

Lp
≤ ‖Y ‖Lp et

∥∥LY ±∥∥
Lp
≤ ‖LY ‖Lp ,

donc on a

‖Y ‖W 1,p ≤
∥∥Y +∥∥

W 1,p +
∥∥Y −∥∥

W 1,p

≤ C6
(∥∥LY +∥∥

Lp
+

∥∥LY −∥∥
Lp

+
∥∥Y +∥∥

Lp
+

∥∥Y −∥∥
Lp

)
≤ 2C6 (‖LY ‖Lp + ‖Y ‖Lp) .
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Considérons ensuite le cas d’un Y à support dans {−M − 1≤s≤M + 1}.
L’argument utilisé au début de la preuve donne une constante C (dépendant
de M) telle que

‖Y ‖W 1,p = ‖Y ‖W 1,p([−M−1,M+1]×S1)

≤ C7 (‖LY ‖Lp + ‖Y ‖Lp) .
Utilisons pour conclure une fonction plateau β : R → [0, 1] qui s’annule

pour |s| ≤M + 1 et qui vaut 1 pour |s| ≤M . Écrivons Y = βY + (1−β)Y ,
de sorte que les deux morceaux, βY et (1 − β)Y satisfont l’inégalité de
l’énoncé. Remarquons que

‖L(βY )‖Lp = ‖β(s)LY + β′(s)Y ‖Lp
≤ ‖LY ‖Lp +K ‖Y ‖Lp

et de même pour L((1− β)Y ), avec K = sups∈R |β′(s)|. Mais alors

‖Y ‖W 1,p ≤ ‖βY ‖W1,p + ‖(1− β)Y ‖W 1,p

≤ 2C7 (‖LY ‖Lp +K ‖Y ‖Lp)
≤ C (‖LY ‖Lp + ‖Y ‖Lp)

ce qui achève la démonstration du théorème.

12.3. Démonstration du théorème 12.1.2

Nous démontrons le théorème par récurrence sur k. Pour k = 0, on a

∂u = f, avec u, f ∈ Lploc.

En appliquant l’opérateur ∂, on obtient (à un facteur 4 près)

Δu = ∂f.

Cela nous permet de ramener le problème au cas où u est une fonction à
valeurs réelles et est solution de

Δu =
∂

∂s
g +
∂

∂t
h

avec g et h dans Lploc(U) (et les dérivées sont entendues au sens des distri-
butions). Nous montrons un peu plus généralement :

Proposition 12.3.1. Si u ∈ Lploc(U) est une fonction à valeurs réelles et vérifie

Δu = f +
∂

∂s
g +
∂

∂t
h
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au sens des distributions, pour f , g et h ∈ Lploc(U), alors u ∈ W 1,p
loc (U)

et pour tout ouvert V relativement compact tel que V ⊂ U , il existe une
constante C = C(p, V, U) > 0 telle que

‖u‖W1,p(V ) ≤ C
(‖f‖Lp(U) + ‖g‖Lp(U) + ‖h‖Lp(U) + ‖u‖Lp(U)

)
.

Démonstration. Considérons d’abord le cas de l’équation Δu = 0. Alors u
est harmonique et vérifie l’égalité de la moyenne (proposition 16.5.2). En
particulier, elle est de classe C∞ (lemme 16.5.3) et donc est dans W 1,p

loc (U).
Soit V un ouvert comme dans l’énoncé. En utilisant les notations de la
démonstration du lemme 16.5.3, on a u = ψ � u où

ψ = χr � χr � χr
est de classe C1

0 et l’égalité a lieu sur U3r, dont nous supposons qu’il
contient V (il suffit que r soit assez petit). On en déduit que∥∥∥ ∂

∂s
u
∥∥∥
Lp(V )

=
∥∥∥ ∂
∂s
ψ � u

∥∥∥
Lp(V )

≤ sup
z∈V

∥∥∥ ∂
∂s
ψ
∥∥∥ · ‖u‖Lp(V )

= ‖u‖Lp(V )

et une estimation analogue pour ∂u/∂t. On obtient donc

‖u‖W 1,p(V ) ≤ C(V,U) ‖u‖Lp(V ) ≤ C(V,U) ‖u‖Lp(U) .

Passons maintenant au cas général. Pour pouvoir définir les convolutions,
nous utilisons une fonction β ∈ C∞0 (U) qui vaut 1 sur V . Posons

v = K � βf +K1 � βg +K2 � βh,

où K est la solution fondamentale du laplacien (voir le § 16.5) et K1, K2

sont ses dérivées partielles :

K(z) =
1

2π
log |z| , K1(s, t) =

s

2π(s2 + t2)
, K2(s, t) =

t

2π(s2 + t2)
.

Soit (gi) une suite de fonctions dans C∞0 (U) qui tend vers βg dans Lp(U).
En utilisant l’inégalité de Calderón-Zygmund (ici le théorème 16.5.8), on
trouve que la suite des ∇(K1 � gi) = ∇K1 � gi est une suite de Cauchy
dans Lp, et donc que (∇(K1 � gi)) converge vers (∇K1 � (βg)), qui est dans
Lp(U). De plus

‖∇(K1 � (βg))‖Lp(U) ≤ C1 ‖βg‖Lp(U)

≤ C2 ‖g‖Lp(Supp β) .

De manière analogue,

‖∇(K2 � (βh))‖Lp(U) ≤ C3 ‖h‖Lp(Supp β)
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et enfin

‖∇(K � (βf))‖Lp(V ) = ‖∇K � (βf)‖Lp(V )

≤ ‖K1 � (βf)‖Lp(V ) + ‖K2 � (βf)‖Lp(V ) .

En utilisant l’inégalité de Young (note page 252), on en déduit

‖∇(K � (βf))‖Lp(V ) ≤ ‖K1‖L1(V−Supp β) ‖βf‖Lp(Supp β)

+ ‖K2‖L2(V−Supp β) ‖βf‖Lp(Supp β)

≤ C4 ‖f‖Lp(Supp β) .

En regroupant ces inégalités, on trouve

‖∇v‖Lp(V ) ≤ C5
(‖f‖Lp(U) + ‖g‖Lp(U) + ‖h‖Lp(U)

)
,

puis, avec l’inégalité de Poincaré (ici 16.4.3),

‖v‖W 1,p(V ) ≤ C6
(‖f‖Lp(U) + ‖g‖Lp(U) + ‖h‖Lp(U)

)
.

Nous avons ensuite les égalités, en tant que distributions :

Δv = ΔK � (βf) + ΔK1 � (βg) + ΔK2 � (βh)

= δ � (βf) +
∂

∂s
δ � (βg) +

∂

∂t
δ � (βh)

= βf +
∂(βg)
∂s

+
∂(βg)
∂t
.

En particulier, on a donc Δ(u − v) = 0 sur V . En utilisant la majoration
obtenue pour la norme W 1,p de u (appliquée à u− v) et celle pour la norme
de v, on trouve

‖u‖W1,p(V ) ≤ ‖u− v‖W 1,p(V ) + ‖v‖W 1,p(V )

≤ C(‖f‖Lp(U) + ‖g‖Lp(U) + ‖h‖Lp(U) + ‖u‖Lp(U)
)
,

ce que nous voulions démontrer.

De sorte que nous savons maintenant que, toute u ∈ Lploc(U), solution de
∂u = f (pour f ∈ Lploc(U)) est dans W 1,p

loc (U). Et plus précisément, il existe
une constante C (ne dépendant que de U , p et de l’ouvert relativement
compact V tel que V ⊂ U) avec

‖u‖W1,p(V ) ≤ C
(‖f‖Lp(U) + ‖u‖Lp(U)

)
.

Nous pouvons continuer la démonstration (par récurrence sur k) du théo-
rème 12.1.2. Supposons-le donc démontré pour k et démontrons-le pour
k + 1.

Si u, f ∈W 1,p
loc (U), alors pour un multi-indice α de longueur k, on a

∂∂αu = ∂α∂u = ∂αf, avec ∂αu et ∂αf ∈ Lploc(U).
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D’où il suit que ∂αu ∈ W 1,p
loc (U), c’est-à-dire u ∈ W k+1,p

loc (U). Si V est un
ouvert relativement compact tel que V ⊂ U , on a

‖u‖Wk+1,p(V ) = ‖u‖Lp(V ) +
∥∥∥∂u
∂s

∥∥∥
Wk,p(V )

+
∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥
Wk,p(V )

≤ ‖u‖Lp(V ) + C1

∥∥∥∂f
∂s

∥∥∥
Wk,p(U)

+ C2

∥∥∥∂f
∂t

∥∥∥
Wk,p(U)

≤ C(‖u‖Lp(U) + ‖f‖Wk+1,p(U)
)

en utilisant les deux faits que

∂
∂u

∂s
=
∂f

∂s
et ∂

∂u

∂t
=
∂f

∂t

ainsi que l’hypothèse de récurrence. Et ceci termine la démonstration du
théorème 12.1.2.

12.4. Régularité elliptique de l’opérateur de Floer (non linéaire),
démonstrations

12.4.a. Comment déduire la proposition 12.1.4... du théorème 12.1.5 ?
Supposons-le démontré. Si u ∈ W k,ploc (R × S1; R2n) pour un k ≥ 1, alors
ce théorème implique que u ∈ W k+1,p

loc (R × S1; R2n), puisque J̃ et h ont
la régularité de u. Alors u ∈ W k,ploc (R × S1; R2n) pour tout k, et u est
de classe C∞ en utilisant le fait que W k,ploc ⊂ Ck comme nous l’apprend le
théorème de Rellich (ici 16.4.9).

Pour démontrer la deuxième assertion de la proposition 12.1.4, on montre
d’abord :

Corollaire 12.4.1. Soit u ∈ C∞(R × S1; R2n) une solution de l’équation de
Floer

∂u

∂s
+ J̃
∂u

∂t
+ h = 0

(avec J̃ ∈ C∞(R × S1; End(R2n)), J̃2 = − Id et h ∈ C∞(R × S1; R2n)).
Soient V ⊂ U ⊂ R × S1 deux ouverts relativement compacts, soient p > 2,
k ≥ 1 et c0 > 0 tels que

‖J̃‖Wk,p(U) ≤ c0.
Alors il existe une constante c (dépendant de V , U , c0, k et p) telle que

‖u‖Wk+1,p(V ) ≤ c
(‖h‖Wk,p(U) + ‖u‖Wk,p(U)

)
.

Il s’agit de l’inégalité du théorème 12.1.5, pour tout k ∈ N.

Démonstration du corollaire 12.4.1. Les hypothèses du théorème 12.1.5
étant satisfaites pour tout k, nous avons l’inégalité désirée.
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Supposons maintenant que (un) soit une suite convergeant vers u dans
C0

loc(R × S1; R2n), chacune des un de même que u étant une solution de
l’équation de Floer dans W 1,p(R×S1; R2n), étant donc aussi de classe C∞

d’après ce qui précède. On en déduit que (un) converge vers u dans Lploc.
Notons J̃n(s, t) = J(un(s, t)) et hn(s, t) = gradHt(un(s, t)), de sorte que
(par définition de J̃ et h), la suite (J̃n) converge vers J̃ et (hn) vers h,
dans C0

loc, donc ces convergences ont lieu aussi dans Lploc.
Supposons démontré le fait que la suite (un) converge vers u dans

W k,ploc (R × S1; R2n). Alors (J̃n) converge vers J̃ et (hn) vers h dans
W k,ploc (R × S1; R2n) : pour k = 0, nous venons de le voir, et pour k ≥ 1,
c’est une conséquence immédiate du fait que la convergence W 1,p

loc implique
la convergence C0

loc pour p > 2.
Nous voulons montrer que (un) converge vers u également dans

W k+1,p
loc (R × S1; R2n). Soient V ⊂ U ⊂ R × S1 des ouverts relative-

ment compacts. Des équations
∂u

∂s
+ J̃
∂u

∂t
+ h = 0 et

∂un
∂s

+ J̃n
∂un
∂t

+ hn = 0

on déduit que

∂(un − u)
∂s

+ J̃n
∂(un − u)
∂t

+ hn − h+ (J̃ − J̃n)
∂u

∂t
= 0.

Comme J̃n tend vers J̃ dans W k,ploc (R × S1; R2n), il existe c0 > 0 tel que

pour tout n ∈ N, ‖J̃n‖Wk,p(U) ≤ c0.
D’après le corollaire 12.4.1, il existe une constante c > 0 indépendante de n
telle que

‖un − u‖Wk+1,p(V )

≤ c
(
‖hn − h‖Wk,p(U) + ‖un − u‖Wk,p(U) +

∥∥∥(J̃n − J̃)
∂u

∂t

∥∥∥
Wk,p(U)

)
.

Comme J̃n tend vers J̃ et hn tend vers h dansW k,p(U) et u est de classe C∞,
on en déduit que un tend vers u dans W k+1,p(V ). Par récurrence, un tend
donc vers u dans W k,ploc pour tout k, donc aussi dans C∞ (toujours d’après
le théorème de Rellich 16.4.9).

12.4.b. Démonstration du théorème 12.1.5. Lorsque J̃ est (constante
égale à) la structure complexe standard J0, on retrouve l’énoncé du théo-
rème 12.1.2. Dans le cas général, la démonstration est plus compliquée et
la condition p > 2 est essentielle (noter que p > 1 suffisait pour démon-
trer 12.1.2).
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Étape 1, le cas k = 1. Nous démontrons d’abord le théorème pour k = 1
(et � = 0). En suivant la stratégie de démonstration du théorème 12.1.2,
on aboutit vite à une difficulté : en appliquant l’opérateur ∂/∂s− J̃ ∂/∂t à
l’équation

∂u

∂s
+ J̃
∂u

∂t
+ h = 0,

on trouve

Δu+
∂J̃

∂s
u− J̃ ∂J̃

∂t
u+
∂h

∂s
− J̃ ∂h
∂t

= 0.

On ne peut pas appliquer la proposition 12.3.1 puisque, comme produit de
fonctions Lploc,

∂

∂s
J̃ · u ∈ Lp/2loc

(seulement !) d’après l’inégalité de Hölder. Pour pouvoir quand même ap-
pliquer cette méthode, nous commençons par modifier l’énoncé du théo-
rème 12.1.5 en :

Lemme 12.4.2. Soient U et V deux ouverts relativement compacts de R×S1

avec V ⊂ U et soient p, q, r ∈ R+ tels que

p > 2, r > 1 et 1
p

+
1
q

=
1
r
.

Supposons que u soit solution (au sens des distributions) de l’équation

∂u

∂s
+ J
∂u

∂t
= f

(avec J structure presque complexe dans W 1,p(U ; End(R2n)) telle que
‖J‖W 1,p(U) ≤ c0, f ∈ Lrloc(U ; R2n)). Alors on a

(1) Si u ∈ Lqloc(U ; R2n), alors u ∈W 1,r
loc (U ; R2n),

(2) Il existe une constante c > 0, dépendant de c0, U et V , telle que

‖u‖W 1,r(V ) ≤ c
(‖f‖Lr(U) + ‖u‖Lq(U)

)
.

Remarques 12.4.3.

(1) Si r < 2, la relation entre p, q et r implique que q < 2r/(2− r). Dans
ce cas, le théorème 16.4.10 dit que W 1,r

loc ⊂ Lqloc.
(2) Dans l’énoncé du lemme 12.4.2, p et q peuvent prendre la valeur +∞ :

– si p = +∞, r = q < +∞,
– si q = +∞, r = p < +∞.
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Démonstration du lemme 12.4.2. En appliquant ∂/∂s− J∂/∂t à l’équation
de l’énoncé, on obtient

Δu = −∂J
∂s

∂u

∂t
+ J
∂J

∂t

∂u

∂t
+
∂f

∂s
− J ∂f
∂t

= −∂J
∂s

∂u

∂t
− ∂J
∂t
J
∂u

∂t
+
∂f

∂s
− J ∂f
∂t

= −∂J
∂s

∂u

∂t
− ∂J
∂t

(
f − ∂u
∂s

)
+
∂f

∂s
− J ∂f
∂t

(en utilisant le fait que J2 = − Id et celui que u est solution). Ce qui entraîne

Δu = −∂J
∂s

∂u

∂t
+
∂J

∂t

∂u

∂s
+
∂f

∂s
− ∂
∂t

(Jf)

= − ∂
∂t

(∂J
∂s
· u

)
+
∂2J

∂t∂s
· u+

∂

∂s

(∂J
∂t
u
)
− ∂

2J

∂s∂t
· u+

∂f

∂s
− ∂
∂t

(Jf)

=
∂

∂s

(∂J
∂t
· u+ f

)
+
∂

∂t

(
−∂J
∂s
· u− Jf

)
.

En utilisant l’inégalité de Hölder et la continuité de J , on obtient que
∂J

∂t
· u+ f et − ∂J

∂s
· u− Jf ∈ Lrloc(U)

(ceci s’appliquant aussi aux cas où p ou q est infini). Nous sommes donc dans
les hypothèses de la proposition 12.3.1, ce qui nous autorise à appliquer ses
conclusions, obtenant une constante c1 > 0 telle que

‖u‖W 1,r(V ) ≤ c1
(∥∥∥∂J
∂t
· u

∥∥∥
Lr(U)

+ ‖f‖Lr(U) +
∥∥∥∂J
∂s
· u

∥∥∥
Lr(U)

+ ‖Jf‖Lr(U)

)
≤

(
‖J‖W 1,p(U) ‖u‖Lq(U) + ‖f‖Lr(U)

+ ‖J‖W 1,p(U) ‖u‖Lq(U) + ‖J‖L∞(U) ‖f‖Lr(U)

)
≤ c1

(
2c0 ‖u‖Lq(U) + (1 + kc0) ‖f‖Lr(U)

)
(où nous avons utilisé la continuité de l’inclusion W 1,p(U) ⊂ L∞(U)). On
en déduit l’existence d’une constante c (indépendante de u et de J) telle
que

‖u‖W 1,r(V ) ≤ c
(‖f‖Lr(U) + ‖u‖Lq(U)

)
,

ce qui achève la démonstration du lemme.

Revenons donc à la démonstration du cas k = 1 du théorème 12.1.5.

Montrons d’abord que u ∈ W 1,p
loc (R × S1). L’application directe du

lemme 12.4.2 donne seulement u ∈ W 1,p/2(R × S1). Pour obtenir la
régularité désirée, il faudrait pouvoir appliquer ce lemme au cas où
q = ∞, c’est-à-dire avec l’hypothèse u ∈ L∞loc(R × S1), ce qui est vrai
si u ∈ W 1,r

loc (R × S1) pour un r > 2. Le nombre r = p/2 ne vérifie pas
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cette inégalité, mais un argument de bootstrapping permet d’augmenter la
régularité de u et la valeur de r.

Supposons démontré que u ∈ W 1,r
loc (R × S1) pour un certain r ∈ ]1, 2[.

En utilisant l’injection de Sobolev du théorème 16.4.10, on en déduit que
u ∈ Lqloc(R×S1) pour q = 2r/(2−r). Ensuite, en appliquant le lemme 12.4.2,
on obtient que u ∈W 1,r′

loc (R × S1) pour

1
r′

=
1
p

+
1
q
, c’est-à-dire r′ =

pq

p+ q
=

2pr
2p+ 2r − pr

(h est dans Lploc et en particulier dans Lr′loc pour 1 < r′ ≤ p). On voit que,
si p > 2, on a r′ > r. La condition p > 2 est donc essentielle pour pouvoir
améliorer la régularité de u. Considérons donc la suite (rm) avec

r0 ∈ ]1, 2[, r0 ≤ p2 , et rm+1 =
2prm

2p+ 2rm − prm ,

de sorte que, si rm < 2, alors rm+1 > rm et u ∈ W 1,rm+1(R × S1). Si
rm ∈ ]1, 2[ pour tout m, alors rm, suite croissante, converge vers une limite
� ∈ ]1, 2]... ce que la relation de récurrence interdit, toujours parce que p > 2.
Donc, pour un certain m, on a rm < 2 ≤ rm+1 et donc u ∈ W 1,r

loc (R × S1)
pour tout r tel que 1 < r ≤ 2. D’autre part,

r′ − 2 =
2pr

2p+ 2r − pr − 2 =
4[(p− 1)(r − 1)− 1]

2p+ 2r − pr
est strictement positif lorsque r ∈ ]1, 2] est suffisamment proche de 2. Il
s’ensuit que

u ∈W 1,r′
loc (R × S1) ⊂ L∞loc(R × S1) et donc que u ∈W 1,p

loc (R × S1)

en appliquant le lemme 12.4.2.

Montrons maintenant l’inégalité

‖u‖W 1,p(V ) ≤ c
(‖h‖Lp(U) + ‖u‖Lp(U)

)
.

Pour montrer que u ∈ W 1,p
loc (R × S1), nous avons appliqué successivement

le lemme 12.4.2 pour des triplets

(p, q0, r0), (p, q1, r1), . . . , (p, qm, rm), (p, qm+1, rm+1), (p,+∞, p)
satisfaisant aux propriétés :

– les rm croissent et plus précisément

1 < r0 < r1 < · · · < rm < 2 < rm+1 < p,

– de plus q0 = p, et qi = 2ri−1/(2− ri−1) pour tout i ≥ 1.
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Chaque application du lemme 12.4.2 fournit une inégalité entre les normes
W 1,r, Lr et Lq. Pour écrire ces inégalités, choisissons des ouverts relative-
ment compacts (Vi)i=0,...,m tels que

V ⊂ Vm+1 ⊂ Vm ⊂ · · · ⊂ V0 ⊂ U.
La dernière application du lemme 12.4.2, pour le triplet (p,+∞, p), donne

‖u‖W 1,p(V ) ≤ k1
(‖h‖Lp(Vm+1) + ‖u‖L∞(Vm+1)

)
≤ k2

(‖h‖Lp(U) + ‖u‖W 1,rm+1 (Vm+1)
)

avec l’inclusion continue

W 1,rm+1(Vm+1) ↪−→ L∞(Vm+1), puisque rm+1 > 2.

Ensuite, pour i ∈ {1, . . . ,m+ 1}, on a

‖u‖W1,ri (Vi) ≤ ci
(‖h‖Lri (Vi−1) + ‖u‖Lqi (Vi−1)

)
≤ Ci

(‖h‖Lp(Vi−1) + ‖u‖W 1,ri−1 (Vi−1)
)

avec les inclusions continues

Lp(Vi−1) ⊂ Lri(Vi−1) pour ri < p et V i−1 compact

et W 1,ri−1(Vi−1) ⊂ Lqi(Vi−1) pour qi =
2ri−1

2− ri−1
et V i−1 compact.

Donc, pour tout i = 1, . . . ,m+ 1, on a

‖u‖W 1,ri (Vi) ≤ Ci
(‖h‖Lp(U) + ‖u‖W 1,ri−1 (Vi−1)

)
.

En mettant toutes ces inégalités ensemble, on trouve

‖u‖W 1,rm+1 (Vm+1) ≤ k3
(‖h‖Lp(U) + ‖u‖W 1,r0 (V0)

)
,

ce qui, avec l’égalité

‖u‖W 1,p(V ) ≤ k2
(‖h‖Lp(U) + ‖u‖W 1,rm+1 (Vm+1)

)
obtenue ci-dessus, donne

‖u‖W 1,p(V ) ≤ k4
(‖h‖Lp(U) + ‖u‖W1,r0 (V0)

)
.

Enfin, la première application du lemme 12.4.2 pour (p, q0, r0) = (p, p, r0)
donne

‖u‖W 1,r0 (V0) ≤ c0
(‖h‖Lp(U) + ‖u‖Lp(U)

)
,

ce qui, avec l’inégalité précédente, implique

‖u‖W1,p(U) ≤ c
(‖h‖Lp(U) + ‖u‖Lp(U)

)
,

ce que nous voulions démontrer.
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Pour terminer cette première étape, montrons que u ∈ W 2,p
loc (R × S1).

Notons pour simplifier v = ∂u/∂s (et w = ∂u/∂t). Alors v est solution de
l’équation

∂v

∂s
+ J̃
∂v

∂t
+ g = 0

où l’on a posé

g(s, t) =
∂h

∂s
(s, t) +

∂J̃

∂s
(s, t)
∂u

∂t
(s, t).

La situation est différente de celle considérée page 427 puisque le g ap-
paraissant ici est seulement dans Lp/2loc (R × S1) (toujours Hölder) et plus
dans Lploc(R× S1). Nous pouvons appliquer le lemme 12.4.2 pour le triplet
(p, q0, r0) avec q0 = p et r0 ∈ ]1, 2[, r0 = p/2 comme dans la démonstration
précédente et de conclure que v ∈W 1,r0

loc (R×S1). De manière analogue, on
pourra démontrer que w ∈W 1,r0

loc (R×S1). En poursuivant comme ci-dessus,
on obtient

v, w ∈ Lq1loc(R × S1) pour q1 =
2r0

2− r0
(c’est l’injection de Sobolev). Donc, par Hölder,

∂J̃

∂s
· ∂u
∂t

et
∂J̃

∂t
· ∂u
∂t
∈ Lr1loc(R × S1), où

1
p

+
1
q1

=
1
r1
.

Par conséquent, g ∈ Lr1loc. On peut alors appliquer de nouveau le
lemme 12.4.2 au triplet (p, q1, r1) et obtenir que v et w sont dans
W 1,r1(R × S1).

Nous pouvons donc appliquer successivement le lemme 12.4.2 comme ci-
dessus, puisque chaque application améliore l’intégrabilité de g (le r pour
lequel g ∈ Lr). Finalement, nous obtenons que

v =
∂u

∂s
et w =

∂u

∂t
∈W 1,p

loc (R × S1),

autrement dit que u ∈ W 2,p(R × S1), ce que nous voulions démontrer. La
première étape, le cas où k = 1, est donc terminée.

Étape 2, la récurrence sur k. Supposons donc le théorème 12.1.5 démontré
pour k et démontrons-le pour k + 1. Considérons

J̃ ∈W k+1,p
loc (R×S1; End(R2n)), avec J̃2 = − Id, h̃ ∈W 1,k+1

loc (R×S1; R2n).

Soit u ∈ Lploc(R × S1; R2n) une solution faible de

∂u

∂s
+ J̃
∂u

∂t
+ h = 0.
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Par l’hypothèse de récurrence, u ∈ W k+1,p
loc (R × S1; R2n). Nous voulons

montrer que u ∈ W k+2,p(R × S1; R2n), nommons ses dérivées comme ci-
dessus,

v =
∂u

∂s
et w =

∂u

∂t
.

Nous avons vu que v satisfait à

∂v

∂s
+ J̃
∂v

∂t
+
∂J̃

∂s
· ∂u
∂t

+
∂h

∂s
= 0.

Pour pouvoir lui appliquer l’hypothèse de récurrence, il nous faut savoir que

∂J̃

∂s
· ∂u
∂t
∈W k,ploc (R × S1).

Nous obtiendrons ceci à partir d’un résultat plus général :

Lemme 12.4.4. Soient p > 2 et k ≥ 1. Si f et g ∈ W k,ploc (R × S1; R), alors
fg ∈W k,ploc (R×S1; R) et, pour tout ouvert relativement compact V , il existe
une constante K > 0 telle que

‖fg‖Wk,p(V ) ≤ K ‖f‖Wk,p(V ) ‖g‖Wk,p(V ) .

Démonstration. C’est au fond une conséquence de la règle de Leibniz. Soit V
un ouvert relativement compact. On procède par récurrence. Soit donc k = 1
pour commencer. On utilise l’injection continue W 1,p(V ) ⊂ L∞(V ). On a

‖fg‖Lp(V ) ≤ ‖f‖Lp(V ) ‖g‖L∞(V )

≤ K1 ‖f‖Lp(V ) ‖g‖W 1,p(V )

≤ K1 ‖f‖W 1,p(V ) ‖g‖W 1,p(V ) ,∥∥∥∂(fg)
∂s

∥∥∥
Lp(V )

≤
∥∥∥∂f
∂s
g
∥∥∥
Lp(V )

+
∥∥∥∥f ∂g∂s

∥∥∥∥
Lp(V )

≤
∥∥∥∂f
∂s

∥∥∥
Lp(V )

‖g‖L∞(V ) +
∥∥∥∂g
∂s

∥∥∥
Lp(V )

‖f‖L∞(V )

≤ K2 ‖f‖W 1,p(V ) ‖g‖W 1,p(V ) ,

une inégalité analogue étant vraie pour la dérivée de fg par rapport à t. Le
cas k = 1 est ainsi démontré. Supposons l’énoncé vrai pour k. Nous avons∥∥∥∂(fg)
∂s

∥∥∥
Wk,p(V )

≤
∥∥∥∂f
∂s
g
∥∥∥
Wk,p(V )

+
∥∥∥∥f ∂g∂s

∥∥∥∥
Wk,p(V )

≤ K3

∥∥∥∂f
∂s

∥∥∥
Wk,p(V )

‖g‖Wk,p(V ) +K4 ‖f‖Wk,p(V )

∥∥∥∂g
∂s

∥∥∥
Wk,p(V )

≤ K ‖f‖Wk+1,p(V ) ‖g‖Wk+1,p(V )
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en utilisant l’hypothèse de récurrence. L’inégalité analogue est vraie pour
la dérivée par rapport à t. Donc

‖fg‖Wk+1,p(V ) ≤ K ‖f‖Wk+1,p(V ) ‖g‖Wk+1,p(V )

et le lemme est démontré.

Grâce à ce lemme, nous pouvons appliquer l’hypothèse de récurrence et
obtenir que

v =
∂u

∂s
et w =

∂u

∂t
∈W k+1,p

loc (R × S1; R2n),

donc u ∈W k+2,p
loc (R × S1; R2n).

Il reste à démontrer l’inégalité sur les normes. Soient U et V des ouverts
relativement compacts avec V ⊂ U et soit � ∈ {0, . . . , k}. Pour � = 0, l’in-
égalité désirée a été démontrée ci-dessus. Pour � ≥ 1, appliquons l’hypothèse
de récurrence à v (et de même à w) pour �− 1, obtenant

‖v‖W 	,p(V ) ≤ c
(∥∥∥∂h
∂s

∥∥∥
W 	−1,p(U)

+
∥∥∥∂J̃
∂s

∂u

∂t

∥∥∥
W 	−1,p(U)

+ ‖v‖W 	−1,p(U)

)
.

Pour � ≥ 2, on déduit de cette inégalité, en appliquant le lemme 12.4.4

‖v‖W 	,p(V ) ≤ c
(
‖h‖W 	,p(U) +K

∥∥∥∂J̃
∂s

∥∥∥
W 	−1,p(U)

∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥
W 	−1,p(U)

+ ‖v‖W 	−1,p(U)

)
≤ (‖h‖W 	,p(U) +Kc0 ‖u‖W 	,p(U) + ‖u‖W 	,p(U)).

Pour � = 1, on utilise que J̃ ∈ W k+1,p(V ) avec k ≥ � = 1 pour déduire que
∂J̃/∂s ∈W 1,p et donc∥∥∥∂J̃

∂s

∂u

∂t

∥∥∥
Lp(U)

≤
∥∥∥∂J̃
∂s

∥∥∥
L∞(U)

∥∥∥∂u
∂t

∥∥∥
Lp(U)

≤ K
∥∥∥∂J̃
∂s

∥∥∥
W 1,p(U)

‖u‖W1,p(U)

≤ K‖J̃‖W2,p(U) ‖u‖W 1,p(U)

≤ Kc0 ‖u‖W 1,p(U)

puisque ‖J̃‖Wk+1,p(U) ≤ c0. Par conséquent, on obtient aussi

‖v‖W 1,p(V ) ≤ c(‖h‖W 1,p(U) +Kc0 ‖u‖W 1,p(U) + ‖u‖W1,p(U)).

On a donc démontré, pour tout � = 0, . . . , k (et pour w comme pour v) une
majoration de la forme

‖v‖W 	,p(V ) ≤ c(‖h‖W 	,p(U) + ‖u‖W 	,p(U)).
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En écrivant

‖u‖W 	+1,p(V ) ≤ ‖u‖W 	,p(V ) + ‖v‖W 	,p(V ) + ‖w‖W 	,p(V )

et en utilisant toutes ces majorations, on démontre l’inégalité voulue, ter-
minant ainsi la démonstration du théorème 12.1.5.



CHAPITRE 13

LES LEMMES SUR LA DÉRIVÉE SECONDE
DE L’OPÉRATEUR DE FLOER

ET AUTRES TECHNICITÉS

Dans ce chapitre, nous démontrons un certain nombre de résultats tech-
niques utilisés dans ce texte. Si tous ces détails font ici l’objet d’une des-
cription précise, c’est qu’ils ne manqueront pas d’éclairer certains passages
complexes, mais essentiels, de chapitres précédents(1).

13.1. Versions de l’opérateur de Floer

Pour ce chapitre technique, nous ferons une distinction dans les notations
entre l’opérateur

Fρ : TwρP1,p(x, z) −→ Lp(R × S1;TW )

défini par

Fρ(X) = F(expwρ(X)) =
( ∂
∂s

+ J
∂

∂t
+ gradH

)
(expwρ(X))

et le même opérateur, écrit dans les trivialisations, que nous noterons

Fρ :W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n).

Nous utiliserons aussi l’opérateur (non linéaire) défini au § 9.4 pour ρ≥ρ0 et

F : [ρ0,+∞[×W 1,p(R × S1; R2n) −→ Lp(R × S1; R2n)

est défini par F (ρ, Y ) = Fρ(Y ). Rappelons que Fρ est l’opérateur Fρ, après
trivialisation.

La source de Fρ est formée des champs de vecteurs tangents à W le long
de wρ qui sont dans W 1,p(R × S1; Rm), via la composition

R × S1 −→ TW ↪−→ TWRm
pr2−−−−→ Rm.

(1)D’après [45, Chap. lxiii].
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Ainsi Fρ(X) est un champ de vecteurs tangents à W le long de expwρ(X),
qui est dans Lp(R × S1; Rm) via l’application ci-dessus. Pour définir Fρ,
on utilise les trivialisations décrites au § 9.4 (et schématisées sur la figure 5
du chapitre 9), pour vérifier qu’elle est bien définie, il suffit d’appliquer le
lemme 8.2.4 pour affirmer que

– si y ∈W 1,p(R × S1; R2n), alors
∑
yiZ

ρ
i ∈ TwρP1,p(x, z) et

– si Y ∈ Lp(R × S1;TW ), alors (g(Y,Zρ,xj ))j ∈ Lp(R × S1; R2n).

13.2. Les deux lemmes sur dF

Nous voulons démontrer les deux lemmes :

Lemme (lemme 9.4.8). Soit r0 > 0. Il existe une constante K > 0 telle que,
pour tout ρ ≥ ρ0 et pour tout Z ∈ B(0, r0) ⊂W 1,p(R × S1; R2n), on ait

‖(dFρ)Z − (dFρ)0‖op ≤ K ‖Z‖W 1,p .

Lemme (lemme 9.4.16). Soit r0 > 0. Il existe une constante M > 0 (in-
dépendante de ρ) telle que pour tout ρ ≥ ρ0 et tout Z ∈ B(0, r0) ⊂
W 1,p(R × S1; R2n), on ait∥∥∥∂F

∂ρ
(ρ, Z)− ∂F

∂ρ
(ρ, 0)

∥∥∥
Lp
≤M ‖Z‖W1,p .

Remarque 13.2.1. Dans l’énoncé du lemme 9.4.8, ‖·‖op désigne la norme opé-
ratorielle. Une assertion qui implique les deux lemmes est que F est de classe
C2 et que la norme opératorielle

∥∥d2F∥∥op est bornée sur [ρ0,+∞[×B(0, r0).

Nous commençons par quelques résultats élémentaires que nous utilise-
rons dans la démonstration. Il y a d’abord le lemme 8.2.4 (celui qui affirme
que le produit d’une fonctionW 1,p par une fonction C∞ bornée est une fonc-
tion W 1,p). De même nature est le premier des deux lemmes qui suivent.

Lemme 13.2.2. Soit p > 2 et soient f et g deux éléments deW 1,p(R×S1; R).
Il existe une constante K > 0 telle que

‖fg‖Lp ≤ K ‖f‖Lp ‖g‖W 1,p .

Démonstration. Le fait que p soit supérieur à 2 permet d’utiliser l’injection
continue

W 1,p(R × S1; R) ↪−→ L∞(R × S1; R)
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qui est telle que ‖h‖∞ ≤ K ‖h‖W 1,p pour une certaine constante K > 0. On
en déduit (∫

R×S1
|fg|p

)1/p

≤
(∫

R×S1
|f |p ‖g‖p∞

)1/p

≤ ‖g‖∞ ‖f‖Lp ≤ K ‖f‖Lp ‖g‖W 1,p .

Lemme 13.2.3. Soient W une variété compacte et

A :W ×Rm ×Rm −→ Rm, B :W ×Rm ×Rm ×Rm −→ Rm

deux applications C∞. On suppose que, pour tous p ∈ W et X ∈ Rm,
A(p,X, ·) est linéaire et B(p,X, ·, ·) bilinéaire. Pour tout r1 > 0, il existe
une constante C > 0 telle que, pour tous p ∈W et X ∈ B(0, r1) ⊂ Rm, on
ait

(1) pour tout v ∈ Rm, ‖A(p,X, v)‖ ≤ C ‖v‖ ;
(2) pour tous v1, v2 ∈ Rm,

‖A(p,X, v2)−A(p, 0, v1)‖ ≤ C (‖X‖ ‖v1‖+ ‖v2 − v1‖) ;

(3) pour tous v, Y ∈ Rm, ‖B(p,X, v, Y )‖ ≤ C ‖v‖ ‖Y ‖ ;
(4) pour tous v, Y1, Y2 ∈ Rm,

‖B(p,X, v, Y2)−B(p, 0, v, Y1)‖ ≤ C (‖X‖ ‖v‖ ‖Y1‖+ ‖v‖ ‖Y2 − Y1‖) .

Démonstration. Elle est directe et élémentaire.
(1) On considère A comme une application

A :W ×Rm −→ L(Rm; Rm).

Comme elle est continue, l’image du compact W × B(0, r1) est compacte,
donc bornée pour la norme opératorielle, ce qui démontre la première in-
égalité.

(2) Grâce au fait que A est de classe C1, on a

‖A(p,X)−A(p, 0)‖op ≤ sup
t∈[0,1]

‖(dA)p,tX‖ ‖X‖ ≤ C ‖X‖ .

On en déduit

‖A(p,X, v2)−A(p, 0, v1)‖ ≤ ‖A(p,X, v2 − v1)‖+ ‖A(p,X, v1)−A(p, 0, v1)‖
≤ C ‖v2 − v1‖+ ‖A(p,X)−A(p, 0)‖op ‖v1‖
on a utilisé le point (1)
≤ C ‖v2 − v1‖+ C ‖X‖ ‖v1‖ .

(3) On considère B comme une application de W ×Rm dans les appli-
cations bilinéaires sur Rm et on procède comme au (1).
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(4) On écrit

‖B(p,X, v, Y2)−B(p, 0, v, Y1)‖
≤ ‖B(p,X, v, Y2 − Y1)‖+ ‖B(p,X, v, Y1)−B(p, 0, v, Y1)‖

et on procède comme au (2).

13.3. L’opérateur F̃ρ

Nous voulons construire un diagramme commutatif

W 1,p(R × S1; R2n)

iρ
��

F̃ρ
�� Lp(R × S1; R2n)

W 1,p(R × S1; Rm)
(Id, F̃ρ)

�� W 1,p(R × S1; Rm)× Lp(R × S1; Rm)

pρ

��

c’est-à-dire écrire, dans un but de simplification des calculs,

Fρ(y) = pρ(iρ(y), F̃ρ(iρ(y)))

pour certaines applications à définir iρ, pρ, F̃ρ.

Commençons par définir iρ, par

iρ(y) =
2n∑
i=1

yiZ
ρ
i .

C’est un opérateur linéaire, dont il est aisé d’évaluer la norme :

‖iρ(y)‖W 1,p =
∥∥∥∑ yiZ

ρ
i

∥∥∥
W 1,p
≤

∑
‖yiZρi ‖W1,p

≤
∑
‖yi‖W1,p ‖Zρi ‖C1 (on a appliqué le lemme 8.2.4)

≤ sup
i
‖Zρi ‖C1

∑
‖yi‖W 1,p ≤ 2n sup

i
‖Zρi ‖C1 ‖y‖W1,p

=M ‖y‖W1,p

puisqu’en effet le choix de Zρi fait que supi ‖Zρi ‖ <∞ :
– sur [−1, 1]× S1, par compacité,
– sur {|s| ≥ 1} × S1, la norme C1 de Zρi est majorée par la plus grande

des deux normes ‖Zui ‖C1 et ‖Zvi ‖C1 .
Remarquons que ce dernier majorant (pour |s| ≥ 1) est indépendant de ρ.
On peut aussi utiliser un majorant indépendant de ρ sur s ∈ [−1, 1] car Zρi
est défini et lisse sur le compact [ρ0,+∞]× [−1, 1]× S1.

Finalement, on a bien défini un opérateur iρ, linéaire continu de norme
opératorielle bornée par une constante C1 indépendante de ρ.
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Définissons maintenant F̃ρ. En considérant TW comme un sous-fibré de
TWRm, on voit TwρP1,p(x, z) comme un sous-espace de W 1,p(R×S1; Rm).
Nous allons définir l’opérateur F̃ρ comme un prolongement de Fρ à l’espace
W 1,p(R × S1; Rm). Rappelons que nous utilisons les notations énumérées
au début du chapitre 8. La variété symplectique W est donc munie d’une
structure presque complexe J compatible avec la forme symplectique ω et
de la métrique g que ces deux structures définissent. Comme toujours,W est
plongée dans un espace Rm (pour m assez grand) et TWRm la restriction
de TRm à W , isomorphe au fibré trivial W ×Rm. Nous avons prolongé le
produit scalaire défini sur TW par la métrique g en un produit scalaire g̃
sur TWRm. L’application exponentielle est une application C∞

exp : TW −→W
qui vérifie (voir au besoin le § 14.5){

exp(p, 0) = expp(0) = p
(d expp)0 : T0(TpW ) ∼= TpW →W est l’identité.

Notons
πp : Rm = TpRm −→ TpW

la projection orthogonale et définissons l’application

ẽxp :W ×Rm −→W
(p,X) �−→ expp(πp(X)).

C’est une application C∞ qui prolonge l’exponentielle (définie sur TW )
au fibré TWRm. Prolongeons également la structure presque complexe J :
TW → TW en J̃ : TWRm → TWRm par

J̃p(X) = Jp(πp(X)).

On peut enfin définir F̃ρ :

F̃ρ(X) =
( ∂
∂s

+ J̃
∂

∂t
+ gradHt

)
ẽxp(wρ, X) = F̃ ◦ ẽxp(wρ, X).

Il est clair que F̃ρ est un prolongement de Fρ. Il est vrai aussi, même si c’est
un peu moins clair, que F̃ρ(X) ∈ Lp(R × S1; Rm), et donc que

Fρ(X) ∈ Lp(R × S1;TW ).

C’est ce qu’affirme le lemme :

Lemme 13.3.1. Si X ∈W 1,p(R×S1; Rm), alors F̃ρ(X) ∈ Lp(R×S1; Rm).



438 CHAPITRE 13. LEMMES TECHNIQUES

Démonstration. On a

F̃ρ(0) = Fρ(0) = F(wρ) ∈ Lp(R × S1; Rm)

puisque F(wρ)(s, t) est identiquement nulle pour |s| ≥ 1 (wρ est de classe C∞

et coïncide avec u ou v qui sont des solutions de l’équation de Floer). Il suffit
donc de montrer que

F̃ρ(X)− F̃ρ(0) ∈ Lp(R × S1; Rm).

On a

F̃ρ(X) =
∂

∂s
ẽxp(wρ, X) + J̃ẽxp(wρ,X)

∂

∂t
ẽxp(wρ, X) + gradHt(ẽxp(wρ, X))

= D1ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂s

)
+D2ẽxp(wρ,X)

(∂X
∂s

)
+ J̃ẽxp(wρ,X) ·

(
D1ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂t

)
+D2ẽxp(wρ,X)

(∂X
∂t

))
+ gradHt(ẽxp(wρ, X)).

Comme X ∈W 1,p(R × S1; Rm) a été choisi continu, on a aussi

X ∈ L∞(R × S1; Rm),

donc il existe r1 > 0 tel que ‖X(s, t)‖ ≤ r1 pour tous (s, t) ∈ R × S1.
Fixons un couple (s, t) et appliquons le lemme 13.2.3 (et plus précisément
son point (3)) successivement lorsque A(p,X)(·) est l’une des applications

– d’abord D1ẽxp(p,X)(·),
– puis D2ẽxp(p,X)(·),
– puis encore J̃ẽxp(p,X)D1ẽxp(p,X)(·),
– et enfin J̃ẽxp(p,XD2ẽxp(p,X)(·) (avec ici p = wρ(s, t) et X = X(s, t)).

Toujours en application du lemme 13.2.3, on a aussi

‖gradHtẽxp(p,X)− gradHtẽxp(p, 0)‖
≤ sup
r∈[0,1]

‖drX gradHt ◦ ẽxp‖ ‖X‖ ≤ C ‖X‖ .

On obtient finalement, en calculant en (s, t) fixé

‖F̃ρ(X)− F̃ρ(0)‖ ≤ C
(
‖X‖

∥∥∥∂wρ
∂s

∥∥∥ +
∥∥∥∂X
∂s

∥∥∥
+ ‖X‖

∥∥∥∂wρ
∂t

∥∥∥ +
∥∥∥∂X
∂t

∥∥∥ + ‖X‖
)

≤ k
(
‖X(s, t)‖+

∥∥∥∂X
∂s

(s, t)
∥∥∥ +

∥∥∥∂X
∂t

(s, t)
∥∥∥)

puisque les normes de ∂wρ/∂s et ∂wρ/∂t sont uniformément bornées (ceci
grâce à la décroissance exponentielle de u et v). On a finalement

‖F̃ρ(X)−F̃ρ(0)‖Lp ≤ 3k ‖X‖W1,p < +∞ et F̃ρ(X) ∈ Lp(R×S1; Rm).
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Remarque 13.3.2. Le fait, annoncé au § 8.2.d, que F(expwX) est bien
dans Lp, est ainsi vérifié.

Pour achever la construction du diagramme commutatif annoncé, il reste
à définir l’application pρ. Rappelons que la j-ème composante de Fρ(y) est
définie à l’aide du transport parallèle par

(Fρ(y))j = g(Fρ(Y ), Zρ,Yj )

où Y =
∑2n
i=1 yiZ

ρ
i et Zρ,Yj est le résultat du transport parallèle de Zρj le

long du chemin géodésique r �→ expwρ(rY ). On peut considérer ce transport
parallèle comme une application

T : TW ⊕ TW −→ TW
qui, à p ∈ W , Y , Z ∈ TpW , associe Tp(Y,Z), le transport parallèle de Z le
long de r �→ expp(rY ). Comme on l’a fait ci-dessus pour la métrique g, on
prolonge T en

T̃ :W ×Rm ×Rm −→ Rm

(p, Y, Z) �−→ Tp(πp(Y ), πp(Z)).

On en déduit une application

P :W ×Rm ×Rm ×Rm −→ R

(p,X, Y, Z) �−→ g̃p(T̃(X,Z), Y )

qui est linéaire en Y et Z et qui, pour X = 0 est simplement

P (p, 0, Z, Y ) = g̃p(Z, Y ).

Nous pouvons enfin définir

pρ :W 1,p(R × S1; Rm)× Lp(R × S1; Rm) −→ Lp(R × S1; R2n)

par (pour j = 1, . . . , 2n)

(pρ(X,Y ))j = P (wρ, X, Zρj , Y ) = g̃wρ(T̃(X,Zρj ), Y ).

Par construction des Zρj , on a

sup
s,t

∥∥Zρj (s, t)∥∥ < +∞.

Comme X est dans W 1,p, on a sups,t ‖X(s, t)‖ < +∞. Enfin, comme T̃ est
de classe C∞, en application des lemmes 8.2.4 et 13.2.3, on a

‖pρ(X,Y )‖ ≤ C ‖Z‖ · ‖Y ‖Lp
pρ(X,Y ) ∈ Lp(R × S1; R2n).et donc

Enfin on a clairement Fρ(y) = pρ(iρ(y), F̃ρ(iρ(y))), comme on le souhaitait.
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13.4. Démonstration des deux lemmes : le premier

Démontrons enfin les deux lemmes en vue.

Démonstration du lemme 9.4.8. Pour appliquer la formule précédente, on a
besoin d’un résultat qui permette d’affirmer que la propriété énoncée dans
l’énoncé 9.4.8 est stable par composition des opérateurs. C’est ce que fait le
lemme suivant, dans lequel ϕ et ψ désignent des applications entre espaces
de Banach, pas forcément linéaires mais différentiables (nous désignerons
souvent ce genre d’objet par le mot « opérateur »).

Lemme 13.4.1. Soient G, H et K des espaces de Banach, ϕ : G → H et
ψ : H → K des applications différentiables. On suppose qu’il existe r0 > 0
et ki > 0 (pour i = 1, . . . , 4) tels que

(1) pour tout Z ∈ B(0, r0) ⊂ G, ‖(dϕ)Z − (dϕ)0‖op ≤ k1 ‖Z‖,
(2) ‖(dϕ)0‖op ≤ k2,
(3) pour tout Z ∈ B(0, r0) ⊂ G,∥∥(dψ)ϕ(Z) − (dψ)op

ϕ(0)

∥∥ ≤ k3 ‖ϕ(Z)− ϕ(0)‖ ,
(4)

∥∥(dψ)ϕ(0)
∥∥op ≤ k4.

Alors il existe k > 0 dépendant uniquement des ki et de r0, tel que l’on ait,
pour tout Z ∈ B(0, r0),

‖(dψ)Z ◦ ϕ− (dψ)0 ◦ ϕ‖op ≤ k ‖Z‖ .

Nous allons appliquer ce lemme à des opérateurs ϕ et ψ qui dépendent
du paramètre ρ, c’est pourquoi nous avons fait figurer les conditions sur
les normes opératorielles des différentielles de ces opérateurs dans les hypo-
thèses : on voudra obtenir une constante k qui ne dépend pas de ρ.

Démonstration. Soit v ∈ G. On a

‖(d(ψϕ))Z(v)− (d(ψϕ))0(v)‖ =
∥∥(dψ)ϕ(Z)((dϕ)Z(v))− (dψ)ϕ(0)((dϕ)0(v))

∥∥
≤ ∥∥(dψ)ϕ(Z)((dϕ)Z(v))− (dψ)ϕ(0)((dϕ)Z(v))

∥∥
+

∥∥(dψ)ϕ(0)((dϕ)Z(v))− (dϕ)0(v))
∥∥

≤ k3 ‖ϕ(Z)− ϕ(0)‖ ‖(dϕ)Z(v)‖+
∥∥(dψ)ϕ(0)

∥∥ ‖(dϕ)Z(v)− (dϕ)0(v)‖
≤ k3 sup

r∈[0,1]
‖(dϕ)rZ‖ ‖Z‖ ‖(dϕ)Z‖ ‖v‖+ k4k1 ‖Z‖ ‖v‖ .

Pour tout r ∈ [0, 1],

‖(dϕ)rZ‖ ≤ ‖(dϕ)rZ − (dϕ)0‖+ ‖(dϕ)0‖
≤ k1r ‖Z‖+ k2 ≤ k1 ‖Z‖+ k2.
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On en déduit donc que

‖(dψ ◦ ϕ)Z(v)− (dψ ◦ ϕ)0(v)‖ ≤ k3(k1 ‖Z‖+ k2)2 ‖Z‖ ‖v‖+ k4k1 ‖Z‖ ‖v‖
≤ (k3(k1r0 + k2)2 + k4k1) ‖Z‖ ‖v‖ ,

ce que nous voulions démontrer.

Pour achever la démonstration du lemme 9.4.8, il suffira d’appliquer ce
lemme,

– d’abord à ϕ = iρ, ψ = Id×F̃ρ,
– puis à ϕ = (Id×F̃ρ)iρ, ψ = pρ ...

à condition de vérifier que ces opérateurs ϕ, ψ satisfont aux hypothèses
requises (pour des constantes indépendantes de ρ). Montrons donc que c’est
en effet le cas.

– Pour ϕ = iρ. Cette application est linéaire, donc égale à sa dérivée,
(diρ)Z = iρ, et donc aussi (diρ)Z − (diρ)0 = 0, donc l’hypothèse (1) est
satisfaite. Nous avons vu aussi que ‖iρ‖op ≤ C1 pour une constante C1

indépendante de ρ, donc (2) est vérifiée.
– Pour ψ = Id×F̃ρ. Comme ϕ(0) = iρ(0) = 0, il suffira de vérifier que

pour tout X ∈ iρ(B(0, r0)) ⊂ B(0, C1r0), on a

‖(dψ)X − (dψ)0‖op ≤ k3 ‖X‖ et ‖(dψ)X‖op ≤ k4
(pour des constantes k3 et k4 indépendantes de ρ). On a aussi

‖(d(Id×F̃ρ))X − (d(Id×F̃ρ))0‖op = ‖(dF̃ρ)X − (dF̃ρ)0‖
et encore

‖(d(Id×F̃ρ))0‖op ≤ 1 + ‖(dF̃ρ)0‖op.

Il suffit donc de vérifier que les hypothèses (3) et (4) sont satisfaites par
ψ = F̃ρ. Rappelons donc que

F̃ρ(X) =
( ∂
∂s

+ J̃
∂

∂t
+ gradHt

)
ẽxp(wρ, X) = F̃(ẽxp(wρ, X))

et donc que

(dF̃ρ)X(v) = (dF̃)ẽxp(wρ,X)(D2ẽxp(wρ,X)(v)).

Le calcul de (dF̃)u (pour u = ẽxp(wρ, X)) est identique à celui effectué
au § 8.4 et donne

(dF̃)u(Y ) =
∂Y

∂s
+D1J̃(u,∂u/∂t)(Y ) + J̃

(
u,
∂u

∂t

)
+ (d gradH)u(Y )

(rappelons que J̃ est le prolongement de J à W × Rm défini plus haut,
linéaire donc par rapport à la deuxième variable). La dérivée (dF̃ρ)X(v) est



442 CHAPITRE 13. LEMMES TECHNIQUES

donc somme de quatre termes

(dF̃ρ)X(v) =
∂

∂s

(
D2ẽxp(wρ,X)(v)

)
terme1

+D1J̃(ẽxp(wρ,X), ∂∂t ẽxp(wρ,X))(D2ẽxp(wρ,X)(v)) terme2

+ J̃
(

ẽxp(wρ, X),
∂

∂t
(D2ẽxp(wρ,X)(v))

)
terme3

+ (d gradHt)(ẽxp(wρ,X))(D2ẽxp(wρ,X)(v)). terme4

Réécrivons chacun de ces quatre termes en développant les termes contenant
des ∂/∂s et ∂/∂t. Pour éclaircir les notations, écrivons J̃p(·) pour J̃(p, ·) et
D1J̃p(·, ·) pour D1J̃(p,·)(·) (ainsi les applications sont linéaires en chacun de
leurs arguments ·). Les quatre termes sont alors

terme1 = D1D2ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂s
, v

)
+D2D2ẽxp(wρ,X)

(∂X
∂s
, v

)
+D2ẽxp(wρ,X)

(∂v
∂s

)
,

terme2 = D1J̃ẽxp(wρ,X)

(
D2ẽxp(wρ,X)(v), D1ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂t

))
+D1J̃ẽxp(wρ,X)

(
D2ẽxp(wρ,X)(v), D2ẽxp(wρ,X)

(∂X
∂t

))
,

terme3 = J̃ẽxp(wρ,X)

(
D1D2ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂t
, v

)
+D2D2ẽxp(wρ,X)

(∂X
∂t
, v

))
+ J̃ẽxp(wρ,X)

(
D2ẽxp(wρ,X)

(∂v
∂t

))
,

terme4 = (d gradHt)ẽxp(wρ,X)(D2ẽxp(wρ,X)(v)).

Malgré la longueur de cette formule, les conditions (3) et (4) se vérifient
assez simplement. On fixe (s, t) ∈ R × S1 et on applique le lemme 13.2.3 à
des applications linéaire A(p,X, ·) ou bilinéaire B(p,X, ·, ·) pour p = wρ(s, t)
et X = X(s, t). Les applications A et B sont celles qui apparaissent dans
les termes de la formule ci-dessus, à savoir

– les applications linéaires
• D2ẽxp(p,X)(·), d’abord,
• J̃ẽxp(p,X)

(
D2ẽxp(p,X)(·)

)
, ensuite,

• et (d gradHt)ẽxp(p,X)(D2ẽxp(p,X)(·) enfin ;
– les applications bilinéaires

• DiD2ẽxp(p,X)(·, ·),
• ainsi que D1J̃ẽxp(p,X)(D2ẽxp(p,X)(·), Diẽxp(p,X)(·))
• et J̃ẽxp(p,X)

(
DiD2ẽxp(p,X)(·, ·)

)
(pour i = 1, 2).
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On leur applique le lemme 13.2.3 afin d’évaluer la norme euclidienne∥∥((dF̃ρ)X(v)− (dF̃ρ)0(v)
)
(s, t)

∥∥ (à (s, t) fixé). Comme

X ∈ B(0, C1r0) ⊂W 1,p(R × S1; Rm),

on a, pour tous (s, t) ∈ R × S1,

‖X(s, t)‖ ≤ ‖X‖L∞ ≤ k ‖X‖W 1,p ≤ kC1r0 = r1,

ce qui fait que l’on peut utiliser le lemme 13.2.3 et que les constantes obte-
nues grâce à ce lemme ne dépendront pas de (s, t) (ce qui permet, dans ce
qui suit, d’omettre (s, t) des notations). On obtient donc

‖(dF̃ρ)X(v)− (dF̃ρ)0(v)‖

≤ C
(
‖X‖

∥∥∥∂wρ
∂s

∥∥∥ ‖v‖+
∥∥∥∂X
∂s

∥∥∥ ‖v‖+ ‖X‖
∥∥∥∂v
∂s

∥∥∥) terme1

+ C
(
‖X‖ ‖v‖

∥∥∥∂wρ
∂t

∥∥∥ + ‖v‖
∥∥∥∂X
∂t

∥∥∥) terme2

+ C
(
‖X‖

∥∥∥∂wρ
∂t

∥∥∥ ‖v‖+
∥∥∥∂X
∂t

∥∥∥ ‖v‖+ ‖X‖
∥∥∥∂v
∂t

∥∥∥) terme3

+ C ‖X‖ ‖v‖ . terme4

Mais les normes des dérivées partielles de wρ par rapport à s et t sont unifor-
mément bornées par rapport à (s, t) et par rapport à ρ, comme nous l’avons
remarqué. Donc il existe une constante (que nous appellerons toujours C)
telle que l’on ait, pour tous (s, t) ∈ R × S1 et ρ ≥ ρ0,

‖(dF̃ρ)X(v)− (dF̃ρ)0(v)‖ ≤ C
(
‖X‖

∥∥∥∂v
∂s

∥∥∥ + ‖X‖
∥∥∥∂v
∂t

∥∥∥)
+ C

(
‖X‖ ‖v‖+

∥∥∥∂X
∂s

∥∥∥ ‖v‖+
∥∥∥∂X
∂t

∥∥∥ ‖v‖).
On fait maintenant varier (s, t) et on applique la norme les normes Lp.
En appliquant le lemme 13.2.2, on trouve∥∥∥(dF̃ρ)X(v)− (dF̃ρ)0(v)

∥∥∥
Lp
≤ C

(∥∥∥∥‖X‖ ∥∥∥∂v∂s∥∥∥ + ‖X‖
∥∥∥∂v
∂t

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

)
+ C

(∥∥∥∥‖X‖ ‖v‖+
∥∥∥∂X
∂s

∥∥∥ ‖v‖+
∥∥∥∂X
∂t

∥∥∥ ‖v‖∥∥∥∥
Lp

)
≤ Ck ‖v‖W1,p

(
‖X‖Lp +

∥∥∥∂X
∂s

∥∥∥
Lp

+
∥∥∥∂X
∂t

∥∥∥
Lp

)
+ Ck

((∥∥∥∂v
∂s

∥∥∥
Lp

+
∥∥∥∂v
∂t

∥∥∥
Lp

)
‖X‖W 1,p

)
≤ 5Ck ‖X‖W 1,p ‖v‖W 1,p .

On en déduit que, pour tout X ∈ B(0, C1r0) ⊂W 1,p(R × S1; Rm),∥∥(dF̃ρ)X − (dF̃ρ)0
∥∥op ≤ 5Ck ‖X‖W 1,p
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c’est-à-dire, enfin, l’hypothèse (3) du lemme 13.4.1. Mais il faut encore s’as-
surer que l’hypothèse (4) du même lemme est satisfaite, c’est-à-dire que∥∥(dF̃ρ)0

∥∥op ≤ k4 pour un k4 > 0 indépendant de ρ. En recopiant la formule
à quatre termes ci-dessus en y faisant X = 0, on obtient (pour (s, t) fixé)∥∥(dF̃ρ)0(v)

∥∥ =
∥∥(dF̃)wρ(v)

∥∥
=

∥∥∥∂v
∂s

+D1J̃wρ

(∂wρ
∂t
, v

)
+ J̃wρ

(∂v
∂t

)
+ (d gradHt)wρ(v)

∥∥∥
≤

∥∥∥∂v
∂s

∥∥∥ + C
∥∥∥∂wρ
∂t

∥∥∥ ‖v‖+ C
∥∥∥∂v
∂t

∥∥∥ + C ‖v‖
pour une constante C > 0 indépendante de ρ. Toujours en utilisant le fait
que les dérivées partielles de wρ sont uniformément bornées en (s, t) et en ρ,
on trouve une autre constante (toujours notée) C telle que∥∥(dF̃ρ)0(v)

∥∥ ≤ C(‖v‖+
∥∥∥∂v
∂s

∥∥∥ +
∥∥∥∂v
∂t

∥∥∥),
ce qui implique, en prenant les normes Lp des deux membres, que∥∥(dF̃ρ)0(v)

∥∥
Lp
≤ 3C ‖v‖W1,p∥∥(dF̃ρ)0

∥∥op ≤ 3C,et donc que

ce qui est bien la condition (4) du lemme 13.4.1. Après ces vérifications
longues, on peut donc appliquer ce lemme à ϕ = iρ et ψ = Id F̃ρ.

– On peut aussi l’appliquer à ϕ = (Id×F̃ρ) ◦ iρ : l’hypothèse (1) est le
résultat de l’application du même lemme 13.4.1 à ϕ = iρ et ψ = (Id×F̃ρ).
Enfin, on a

‖(dϕ)0‖op ≤ ∥∥(d(Id×F̃ρ))0
∥∥op ‖(diρ)0‖op ≤ k2

compte tenu des vérifications que nous venons d’effectuer.
– Il reste à vérifier que les hypothèses sont satisfaites aussi pour ψ = pρ,

l’application

W 1,p(R × S1; Rm)× Lp(R × S1; Rm) −→ Lp(R × S1; Rm)

définie par

(pρ(X,Y ))i = P (wρ, X, Zρi , Y ) pour i = 1, . . . , n

(P est l’application bilinéaire en les deux dernières composantes qui a été
définie plus haut). Pour vérifier l’hypothèse (3), il suffit de démontrer le
lemme :

Lemme 13.4.2. Pour tous X ∈ B(0, C1r0) ⊂ W 1,p(R × S1; Rm), Y ∈
Lp(R × S1; Rm), on a∥∥(dpρ)(X,Y ) − (dpρ)0

∥∥op ≤ k3 ‖(X,Y )− ϕ(0)‖
pour une constante k3 > 0 indépendante de ρ.
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Démonstration. Il suffira bien entendu d’établir cette estimation pour
chacune des composantes piρ de pρ. Rappelons que ϕ(0) = (0, F̃ρ(0)) =
(0,F(wρ)) et posons

Y ρ0 = F(wρ) ∈ Lp(R × S1; Rm) ∩ C∞0 (R × S1; Rm).

Pour (v, w) ∈W 1,p(R × S1; Rm)× Lp(R × S1; Rm), on a

(dpiρ)(X,Y )(v, w) = (D2P )(wρ,X,Ziρ,Y )v + P (wρ, X, Ziρ, w).

Fixons (s, t) ∈ R × S1. En ce point, on a∥∥(dpiρ)(X,Y )(v, w)− (dpiρ)(0,Y ρ0 )(v, w)
∥∥

≤ ∥∥(D2P )(wρ,X,Ziρ,Y )v − (D2P )(wρ,0,Ziρ,Y
ρ

0 )v
∥∥

+
∥∥P (wρ, X, Ziρ, w)− P (wρ, 0, Ziρ, w)

∥∥.
On applique le lemme 13.2.3 à l’application bilinéaire P(p,X)(·, ·) et l’ana-
logue (que nous n’avons pas eu le courage d’écrire) de ce lemme à l’appli-
cation trilinéaire (D2P )(p,X,·,·)(·) (ici, p = wρ(s, t) et X = X(s, t)). On a
comme ci-dessus

‖X(s, t)‖ ≤ r1 pour tous (s, t) ∈ R × S1

donc le lemme 13.2.3 s’applique et fournit une constante C > 0 indépendante
de (s, t). On obtient∥∥(dpiρ)(X,Y )(v, w)− (dpiρ)(0,Y ρ0 )(v, w)

∥∥
≤ C (‖Zρi ‖ ‖Y − Y ρ0 ‖ ‖v‖+ ‖X‖ ‖Zρi ‖ ‖Y ρ0 ‖ ‖v‖+ ‖X‖ ‖Zρi ‖ ‖w‖) .

Par construction, ‖Zρi ‖ est uniformément bornée (par rapport à ρ, s et t).
Aussi, ‖Y ρ0 ‖ est uniformément bornée (puisque Y ρ0 (s, t) = 0 pour |s| ≥ 1 et
limρ→+∞ Y

ρ
0 (s, t) = 0 sur [−1, 1]). On trouve ainsi une constante positive

(toujours notée C) telle que∥∥(dpiρ)(X,Y )(v, w)− (dpiρ)(0,Y ρ0 )(v, w)
∥∥

≤ C (‖Y − Y ρ0 ‖ ‖v‖+ ‖X‖ ‖v‖+ ‖X‖ ‖w‖) .
On fait ensuite varier (s, t), on prend les normes Lp des deux membres et
on majore le membre de droite en utilisant le lemme 13.2.2, ce qui donne∥∥(dpiρ)(X,Y )(v, w)− (dpiρ)(0,Y ρ0 )(v, w)

∥∥
Lp

≤ Ck (‖Y − Y ρ0 ‖Lp ‖v‖W 1,p + ‖X‖W 1,p ‖v‖Lp + ‖X‖W1,p ‖w‖Lp
)

≤ Ck (‖X‖W 1,p + ‖Y − Y ρ0 ‖Lp
)

(‖v‖W1,p + ‖w‖Lp)
= Ck ‖(X,Y )− (0, Y ρ0 )‖W 1,p×Lp ‖(v, w)‖W 1,p×Lp .
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L’hypothèse (3) est donc satisfaite, vérifions qu’il en est de même de (4).
Pour (s, t) fixé, on a∥∥(dpiρ)(0,Y ρ0 )(v, w)

∥∥ =
∥∥(D2P )(wρ,0,Zρi ,Y

ρ
0 )(v) + P (wρ, 0, Zρi , w)

∥∥
≤ C (‖Zρi ‖ ‖Y ρ0 ‖ ‖v‖+ ‖Zρi ‖ ‖w‖) .

Comme les normes de Zρi et de Y ρ0 sont uniformément bornées, on obtient∥∥(dpiρ)(0,Y ρ0 )(v, w)
∥∥ ≤ C (‖v‖+ ‖w‖) ,

inégalité à laquelle on applique la norme Lp pour obtenir∥∥(dpiρ)(0,Y ρ0 )(v, w)
∥∥
Lp
≤ C (‖v‖Lp + ‖w‖Lp) ≤ C ‖(v, w)‖W 1,p×Lp .

Donc la condition (4) est remplie.
On peut donc, enfin, appliquer le lemme 13.4.1, qui donne,

pour ‖y‖W 1,p ≤ r0, on a ‖(dFρ)y − (dFρ)0‖op ≤ k ‖y‖W1,p .

Ce qui termine la démonstration du lemme 9.4.8.

13.5. Démonstration des deux lemmes : le deuxième

Démonstration du lemme 9.4.16. Le schéma de cette démonstration est le
même que celui de la démonstration du lemme 9.4.8 : on démontre un lemme
abstrait dont on montre ensuite que l’on peut l’appliquer à la composée
Fρ = pρ ◦ (Id, F̃ρ) ◦ iρ. Voici le lemme abstrait.

Lemme 13.5.1. Soient G, H et K des espaces de Banach et soient

ϕρ : G −→ H, ψρ : H −→ K
des opérateurs (non linéaires) de classe C1, différentiables en ρ ≥ ρ0. On
suppose qu’il existe r0 > 0 et des constantes ki > 0 (pour i = 1, . . . , 7)
indépendantes de ρ tels que, pour tout z ∈ B(0, r0) ⊂ G,

(1) les conditions du lemme 13.4.1 sont vérifiées par ϕ et ψ (avec les
constantes k1, . . . , k4),

(2)
∥∥∥∂ϕρ
∂ρ

(z)− ∂ϕρ
∂ρ

(0)
∥∥∥ ≤ k5 ‖z‖,

(3)
∥∥∥∂ψρ
∂ρ

(ϕρ(z))− ψρ
∂ρ

(ϕρ(0))
∥∥∥ ≤ k6 ‖ϕρ(z)− ϕρ(0)‖,

(4)
∥∥∥ϕρ
∂ρ

(0)
∥∥∥ ≤ k7.

Alors il existe M > 0 indépendant de ρ tel que, pour tout z ∈ B(0, r0), on a∥∥∥ ∂
∂ρ

(ψρ ◦ ϕρ)(z)− ∂
∂ρ

(ψρ ◦ ϕρ)(0)
∥∥∥ ≤M ‖z‖ .

Et voici sa démonstration.
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Démonstration. Nous avons∥∥∥ ∂
∂ρ

(ψρ ◦ ϕρ)(z)− ∂
∂ρ

(ψρ ◦ ϕρ)(0)
∥∥∥

≤
∥∥∥∂ψρ
∂ρ

(ϕρ(z))− ∂ψρ
∂ρ

(ϕρ(0))
∥∥∥

+
∥∥∥(dψρ)ϕρ(z)

(∂ϕρ
∂ρ

(z)
)
− (dψρ)ϕρ(0)

(∂ϕρ
∂ρ

(z)
)∥∥∥

≤ k6 ‖ϕρ(z)− ϕρ(0)‖

+
∥∥∥(dψρ)ϕρ(z)

(∂ϕρ
∂ρ

(z)
)
− (dψρ)ϕρ(0)

(∂ϕρ
∂ρ

(z)
)∥∥∥

+
∥∥∥(dψρ)ϕρ(0)

(∂ϕρ
∂ρ

(z)− ∂ϕρ
∂ρ

(0)
)∥∥∥

≤ k6 ‖ϕρ(z)− ϕρ(0)‖

+ k3 ‖ϕρ(z)− ϕρ(0)‖
∥∥∥∂ϕρ
∂ρ

(z)
∥∥∥ + k4

∥∥∥∂ϕρ
∂ρ

(z)− ∂ϕρ
∂ρ

(0)
∥∥∥

≤ k6 ‖ϕρ(z)− ϕρ(0)‖

+ k3 ‖ϕρ(z)− ϕρ(0)‖
(∥∥∥∂ϕρ
∂ρ

(z)− ∂ϕρ
∂ρ

(0)
∥∥∥ +

∥∥∥∂ϕρ
∂ρ

(0)
∥∥∥) + k4k5 ‖z‖

≤ ‖ϕρ(z)− ϕρ(0)‖ (k6 + k3k5 ‖z‖+ k7) + k4k5 ‖z‖ .
Puis

‖ϕρ(z)− ϕρ(0)‖ ≤ sup
t∈[0,1]

‖(dϕρ)tz‖ ‖z‖

≤ sup
t∈[0,1]

(‖(dϕρ)tz − (dϕρ)0‖+ ‖(dϕρ)0‖) ‖z‖

≤ (k1 ‖z‖+ k2) ‖z‖
≤ (k1r0 + k2) ‖z‖ .

Ce qui achève la démonstration du lemme 13.5.1.

Nous allons l’appliquer à
– ϕ = iρ et ψ = Id×F̃ρ,
– ϕ = Id×F̃ρ et ψ = pρ.

Vérifions donc que, dans les deux cas, les opérateurs satisfont aux hypothèses
du lemme 13.5.1.

– La condition (1) a déjà été vérifiée pour les besoins du lemme 9.4.8.
– Vérifions les conditions (2) et (4) pour ϕρ = iρ. Nous avons iρ(Y ) =∑
yiZ
ρ
i , donc

∂iρ
∂ρ

(Y ) =
2n∑
i=1

yi
∂Zρi
∂ρ
, en particulier

∂iρ
∂ρ

(0) = 0.
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Ce qui donne

∥∥∥∂iρ
∂ρ

(Y )− ∂iρ
∂ρ

(0)
∥∥∥
W1,p

=
∥∥∥ 2n∑
i=1

yi
∂Zρi
∂ρ

∥∥∥
W1,p
≤

2n∑
i=1

∥∥∥yi ∂Zρi
∂ρ

∥∥∥
W 1,p

≤
2n∑
i=1

‖yi‖W 1,p

∥∥∥∂Zρi
∂ρ

∥∥∥
C1

(toujours grâce au lemme 8.2.4). Maintenant le choix de Zρi (s, t) (voir
page 285) fait qu’il existe une constante C > 0 indépendante de ρ telle que,
pour tout i = 1, . . . , 2n, ∥∥∥∂Zi

∂ρ

∥∥∥
C1
≤ C.

On obtient donc

∥∥∥∂iρ
∂ρ

(Y )− ∂iρ
∂ρ

(0)
∥∥∥
W 1,p
≤ C

2n∑
i=1

‖yi‖W 1,p ≤ 2nC ‖Y ‖W1,p .

La condition (4) est satisfaite puisque ∂iρ/∂ρ(0) = 0.
– Vérifions maintenant la condition (3) pour ψρ = Id×F̃ρ. Remarquons

que, pour ϕρ = iρ, on a ϕρ(0) = 0 et

‖ϕρ(z)‖ ≤ ‖iρ‖ ‖z‖ ≤ C1r0.

Il suffira alors de démontrer que pour tout X ∈ B(0, C1r0),

∥∥∥∂(Id×F̃ρ)
∂ρ

(X)− ∂(Id×F̃ρ)
∂ρ

(0)
∥∥∥
Lp
≤ k6 ‖X‖W1,p ,

c’est-à-dire ∥∥∥∂F̃ρ
∂ρ

(X)− ∂F̃ρ
∂ρ

(0)
∥∥∥
Lp
≤ k6 ‖X‖W1,p .

Rappelons que

F̃ρ(X) =
( ∂
∂s

+ J̃
∂

∂t
+ gradHt

)(
ẽxpwρ(X)

)
= D1ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂s

)
+D2ẽxp(wρ,X)

(∂X
∂s

)
+ J̃ẽxp(wρ,X)

(
D1ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂t

)
+D2ẽxp(wρ,X)

(∂X
∂t

))
+ gradHt(ẽxp(wρ, X)).
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Il suit que
∂

∂ρ
F̃ρ(X) = D1D1ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂ρ
,
∂wρ
∂s

)
+D1ẽxp(wρ,X)

(∂2wρ
∂ρ∂s

)
+D1D2ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂ρ
,
∂X

∂s

)
+D1J̃ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂ρ
,D1ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂t

))
+D1J̃ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂ρ
,D2ẽxp(wρ,X)

(∂X
∂t

))
+ J̃ẽxp(wρ,X)

[
D1D1ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂ρ
,
∂wρ
∂t

)
+D1ẽxp(wρ,X)

(∂2wρ
∂ρ∂t

)
+D1D2ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂ρ
,
∂X

∂t

)]
+ (d gradHt)ẽxp(wρ,X)

(
D1ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂ρ

))
.

Nous fixons (s, t) ∈ R × S1 et nous appliquons le lemme 13.2.3 à toutes
les applications linéaires A(p,X)(·) et bilinéaires B(p,X)(·, ·) qui apparaissent
dans cette formule. Ici p = wρ(s, t) et X = X(s, t) et l’on a ‖X(s, t)‖C0 ≤ r1,
ce qui permet d’utiliser le lemme 13.2.3. Au point (s, t) et pour la norme
euclidienne de Rm, on obtient l’estimation∥∥∥ ∂
∂ρ

F̃ρ(X)− ∂
∂ρ

F̃ρ(0)
∥∥∥

≤ C
(
‖X‖

∥∥∥∂wρ
∂ρ

∥∥∥∥∥∥∂wρ
∂s

∥∥∥ + ‖X‖
∥∥∥∂2wρ
∂ρ∂s

∥∥∥ +
∥∥∥∂wρ
∂ρ

∥∥∥∥∥∥∂X
∂s

∥∥∥
+ ‖X‖

∥∥∥∂wρ
∂ρ

∥∥∥∥∥∥∂wρ
∂t

∥∥∥ +
∥∥∥∂wρ
∂ρ

∥∥∥∥∥∥∂X
∂t

∥∥∥ + ‖X‖
∥∥∥∂2wρ
∂ρ∂t

∥∥∥ + ‖X‖
∥∥∥∂wρ
∂ρ

∥∥∥).
Comme toutes les dérivées de wρ sont uniformément bornées par une
constante k > 0, on obtient encore∥∥∥ ∂
∂ρ

F̃ρ(X)− ∂
∂ρ

F̃ρ(0)
∥∥∥ ≤ C(2k2 ‖X‖+ 3k ‖X‖+ k

∥∥∥∂X
∂s

∥∥∥ + k
∥∥∥∂X
∂t

∥∥∥)
≤ C1

(
‖X‖+

∥∥∥∂X
∂s

∥∥∥ +
∥∥∥∂X
∂t

∥∥∥).
On fait varier (s, t) et on prend les normes Lp, on trouve∥∥∥ ∂

∂ρ
F̃ρ(X)− ∂

∂ρ
F̃ρ(0)

∥∥∥
Lp
≤ C1

(
‖X‖Lp +

∥∥∥∂X
∂s

∥∥∥
Lp

+
∥∥∥∂X
∂t

∥∥∥
Lp

)
≤ 3C1 ‖X‖W1,p .

– Vérifions les hypothèses pour ϕρ = (Id×F̃ρ) ◦ iρ. La condition (2) est
vérifiée par application du lemme 13.5.1 à la situation étudiée ci-dessus.
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Pour l’hypothèse (4), comme on a

ϕρ(Y ) = (iρ(Y ), F̃ρiρ(Y )),

on a pour la dérivée

∂ϕρ
∂ρ

(0) =
(∂iρ
∂ρ

(0),
∂F̃ρ
∂ρ

(0) + (dF̃ρ)0

(∂iρ
∂ρ

(0)
))

=
(

0,
∂F̃ρ
∂ρ

(0)
)
.

Puis∥∥∥∂F̃ρ
∂ρ

(0)
∥∥∥
Lp

=
∥∥∥ ∂
∂ρ

(∂wρ
∂s

+ J̃wρ
∂wρ
∂t

+ gradHt(wρ)
)∥∥∥
Lp

=
∥∥∥∂2wρ
∂ρ∂s

+D1J̃wρ

(∂wρ
∂ρ
,
∂wρ
∂t

)
+ J̃wρ

∂2wρ
∂ρ∂t

+ (d gradHt)wρ
(∂wρ
∂ρ

)∥∥∥
Lp

≤ C
(∥∥∥∂2wρ
∂ρ∂s

∥∥∥
Lp

+
∥∥∥∥∥∥∥∂wρ∂ρ ∥∥∥∥∥∥∂wρ

∂t

∥∥∥∥∥∥∥
Lp

+
∥∥∥∂2wρ
∂ρ∂t

∥∥∥
Lp

+
∥∥∥∂wρ
∂ρ

∥∥∥
Lp

)
.

Or toutes les dérivées de wρ sont uniformément bornées en norme Lp : elles
le sont sur [−1, 1]×S1 (puisqu’elles le sont en C∞), pour |s| ≥ 1, on utilise le
fait que wρ(s, t) = u(s+ρ, t) (ou v(s−ρ, t)) et la décroissance exponentielle
de u et de v, ce qui implique que leurs dérivées sont Lp. On a donc∥∥∥∂ϕρ

∂ρ
(0)

∥∥∥ ≤ k
où k > 0 est indépendante de ρ.

– Vérification de la condition (3) pour ψρ = Pρ. Nous avons

ϕρ(0) = (0, F̃ρ(0)).

Notons Y0 = F̃ρ(0) et calculons les dérivées (par rapport à ρ) des piρ(X,Y )
pour i = 1, . . . , 2n. On a

∂piρ(X,Y )
∂ρ

=
∂P

∂ρ
(wρ, X, Zρi , Y )

= (D1P )(wρ,X,Zρi ,Y )

(∂wρ
∂ρ

)
+ P

(
wρ, X,

∂Zρi
∂ρ
, Y

)
.

Fixons (s, t) ∈ R×S1 et appliquons le lemme 13.2.3 à l’application bilinéaire
P(p,X)(·, ·) et à l’application trilinéaire D1P(p,X,·,·)(·) (pour p = wρ(s, t) et
X = X(s, t)). On obtient∥∥∥∂piρ
∂ρ

(X,Y )− ∂p
i
ρ

∂ρ
(0, Y0)

∥∥∥
≤ C

(
‖X‖ ‖Zρi ‖ ‖Y0‖

∥∥∥∂wρ
∂ρ

∥∥∥ + ‖Zρi ‖
∥∥∥∂wρ
∂ρ

∥∥∥ ‖Y − Y0‖

+ ‖X‖
∥∥∥∂Zρi
∂ρ

∥∥∥ ‖Y0‖+
∥∥∥∂Zρi
∂ρ

∥∥∥ ‖Y − Y0‖
)
.
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Comme ‖Zρi ‖, ‖∂Zρi /∂ρ‖, ‖∂wρ/∂ρ‖ ainsi que ‖Y0‖ =
∥∥Fwρ

∥∥ sont unifor-
mément bornées par une constante k (indépendante de ρ, s et t), on en
déduit ∥∥∥∂piρ

∂ρ
(X,Y )− p

i
ρ

∂ρ
(0, Y0)

∥∥∥ ≤ 2kC (‖X‖+ ‖Y − Y0‖)
et, en prenant les normes Lp,∥∥∥∂piρ

∂ρ
(X,Y )− ∂p

i
ρ

∂ρ
(0, Y0)

∥∥∥ ≤ 2kC (‖X‖Lp + ‖Y − Y0‖Lp)
≤ 2kC (‖X‖W1,p + ‖Y − Y0‖Lp) .

Chaque composante piρ de pρ satisfait à la condition (3) donc pρ la satisfait
aussi.

On a donc vérifié toutes les hypothèses, de sorte que le lemme 13.5.1
s’applique pour achever la démonstration du lemme 9.4.16.

13.6. Encore un lemme technique

Nous démontrons ici un des lemmes techniques(2) utilisés plus haut (pour
démontrer que ψ̂ est immersive) :

Lemme (lemme 9.5.1). La suite (αn) est bornée et l’on a

lim
n→+∞

∥∥∥(∂wρ
∂ρ
− αn ∂wρ

∂s

)
ρn

∥∥∥
Lp

= 0.

Démonstration du lemme 9.5.1. Montrons d’abord que la suite (αn) est bor-
née. Posons

An =
∥∥∥(D1ẽxp(wρ,γ(ρ))

(∂wρ
∂ρ

)
+D2ẽxp(wρ,γ(ρ))

(∂γ
∂ρ

))
ρ=ρn

∥∥∥
Lp

Bn =
∥∥∥(D1ẽxp(wρ,γ(ρ))

(∂wρ
∂s

)
+D2ẽxp(wρ,γ(ρ))

(∂γ
∂s

))
ρ=ρn

∥∥∥
Lp

de sorte qu’on a |αn| = An/Bn. Montrons que An est majoré et que Bn est
minoré par une constante strictement positive. Fixons r0 > 0. On a

lim
ρ→+∞ ‖γ‖W 1,p = 0, donc ‖γ(ρn)‖W 1,p ≤ r0

pour n assez grand et donc, en utilisant encore une fois l’injection continue

W 1,p(R × S1; Rm) ↪−→ L∞(R × S1; Rm)

on a
sup

(s,t)∈R×S1
‖γ(s, t)‖ ≤ Kr0.

(2)Celui-ci est plus significatif que ses prédécesseurs.
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Pour (s, t) fixés et ρ = ρn on peut alors appliquer le lemme 13.2.3 aux
applications linéaires Diẽxp(p,X)(·) pour i = 1, 2, p = wρn(s, t) et X =
γ(ρn)(s, t). Il suit que, pour la norme euclidienne, en (s, t) et ρ = ρn, on a∥∥∥D1ẽxp(wρ,γ(ρ))

(∂wρ
∂ρ

)∥∥∥ ≤ C∥∥∥∂wρ
∂ρ

∥∥∥∥∥∥D2ẽxp(wρ,γ(ρ))

(∂wρ
∂ρ

)∥∥∥ ≤ C∥∥∥∂γ
∂ρ

∥∥∥.et

En prenant les normes Lp, on a donc

An ≤ C
(∥∥∥(∂wρ
∂ρ

)
ρ=ρn

∥∥∥
Lp

+
∥∥∥(∂γ
∂ρ

)
ρ=ρn

∥∥∥
Lp

)
.

Rappelons que

wρ(s, t)

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
= u(s+ ρ, t) pour s ≤ −1
tend vers y(t) pour s ∈ [−1, 1] et ρ→ +∞
= v(s− ρ, t) pour s ≥ 1,

donc ∥∥∥∂wρ
∂ρ

∥∥∥
Lp
≤

∥∥∥∂u
∂s

∥∥∥
Lp

+
∥∥∥∂v
∂s

∥∥∥
Lp

+ 1

pour ρ assez grand et en particulier, cette norme est bornée uniformément
par rapport à ρ. On a aussi

lim
s→+∞

∥∥∥∂γ
∂ρ

∥∥∥ = 0

par la proposition 9.4.15, d’où le fait que la suite An est bornée. Passons
maintenant à Bn. En ρ = ρn, on a

Bn ≥
∥∥∥D1ẽxp(wρ,γ(ρ))

∂wρ
∂s

∥∥∥
Lp
−

∥∥∥D2ẽxp(wρ,γ(ρ))
∂γ

∂s

∥∥∥
Lp

≥
∥∥∥D1ẽxp(wρ,0)

∂wρ
∂s

∥∥∥
Lp
−

∥∥∥D1ẽxp(wρ,γ(ρ))
∂wρ
∂s
−D1ẽxp(wρ,0)

∂wρ
∂s

∥∥∥
Lp

− C
∥∥∥∂γ
∂s

∥∥∥
Lp

(grâce à l’analogue de la minoration de D2ẽxp ci-dessus pour le troi-
sième terme). Fixons (s, t) ∈ R × S1 et (toujours) ρ = ρn. On a, par le
lemme 13.2.3,∥∥∥D1ẽxp(wρ,γ(ρ))

∂wρ
∂s
−D1ẽxp(wρ,0)

∂wρ
∂s

∥∥∥ ≤ C ‖γ(ρ)‖ ∥∥∥∂wρ
∂s

∥∥∥
≤ Ck ‖γ(ρ)‖ puisque

∥∥∥∂wρ
∂s

∥∥∥
C0
≤ k.

En utilisant que D1ẽxp(wρ,0) = Id, on trouve

Bn ≥
∥∥∥∂wρ
∂s

∥∥∥
Lp
− Ck ‖γ(ρ)‖Lp − C

∥∥∥∂γ
∂s

∥∥∥
Lp
.
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Comme
∂wρ
∂s

(s, t) =
∂u

∂s
(s+ ρ, t) pour s ≥ −1,

on a ∥∥∥∂wρ
∂s

∥∥∥
Lp
≥

∥∥∥∂u
∂s

∥∥∥
Lp(]−∞,ρ−1]×S1)

≥ C0 > 0

et (par le lemme 9.4.13)

lim
ρ→+∞ ‖γ(ρ)‖Lp = 0, lim

ρ→+∞

∥∥∥∂γ
∂s

∥∥∥
Lp

= lim
ρ→+∞ ‖γ‖W1,p = 0.

Donc il existe une constante C1 telle que Bn ≥ C1 pour tout n et il s’ensuit
que la suite (αn) est bornée.

On a ensuite
∂

∂ρ

(
expwρ γρ(s, t)

)
ρn

= αn
∂

∂s

(
expwρ γρ(s, t)

)
ρn
,

ou
∂

∂ρ

(
ẽxpwργρ(s, t)

)
ρn

= αn
∂

∂s

(
ẽxpwργρ(s, t)

)
ρn
,

ou encore(
D1ẽxp(wρ,γ(ρ))

∂wρ
∂ρ

+D2ẽxp(wρ,γ(ρ))
∂γ

∂ρ

)
ρn

= αn
(
D1ẽxp(wρ,γ(ρ))

∂wρ
∂s

+D2ẽxp(wρ,γ(ρ))
∂γ

∂s

)
ρn
.

Les estimations utilisées ci-dessus montrent que

lim
n→+∞

∥∥∥D2ẽxp(wρ,γ(ρ))
∂γ

∂ρ

∥∥∥
Lp

= lim
n→+∞

∥∥∥D2ẽxp(wρ,γ(ρ))
∂γ

∂s

∥∥∥
Lp

= 0.

Comme la suite αn est bornée, on a

lim
n→+∞

∥∥∥(D1ẽxp(wρ,γ(ρ))

(∂wρ
∂ρ
− αn ∂wρ

∂ρ

))
ρn

∥∥∥
Lp

= 0.

Fixons encore une fois (s, t) ∈ R×S1. À l’aide du lemme 13.2.3, on trouve,
pour la norme euclidienne, en (s, t) et ρ = ρn,∥∥∥D1ẽxp(wρ,γ(ρ))

(∂wρ
∂ρ
− αn ∂wρ

∂ρ

)
−D1ẽxp(wρ,0)

(∂wρ
∂ρ
− αn ∂wρ

∂ρ

)∥∥∥
≤ C ‖γ(ρ)‖

∥∥∥∂wρ
∂ρ
− αn ∂wρ

∂ρ

∥∥∥
≤ Ck ‖γ(ρ)‖

puisque ∥∥∥∂wρ
∂ρ

∥∥∥
C0
,
∥∥∥∂wρ
∂s

∥∥∥
C0

et αn sont bornées.
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En passant aux normes Lp et en utilisant le fait que limρ→+∞ ‖γ‖Lp = 0,
on déduit que la norme Lp (toujours pour ρ = ρn) de

D1ẽxp(wρ,γ(ρ))

(∂wρ
∂ρ
− αn ∂wρ

∂ρ

)
−D1ẽxp(wρ,0)

(∂wρ
∂ρ
− αn ∂wρ

∂ρ

)
tend vers 0 quand n tend vers l’infini, et donc, comme on a vu que la norme
du premier terme tendait vers 0,

lim
n→+∞

∥∥∥D1ẽxp(wρ,0)

(∂wρ
∂ρ
− αn ∂wρ

∂ρ

)∥∥∥
Lp

= 0,

c’est-à-dire
lim
n→+∞

∥∥∥(∂wρ
∂ρ
− αn ∂wρ

∂s

)
ρn

∥∥∥
Lp

= 0,

ce que nous voulions démontrer.

13.7. Deux autres lemmes techniques

Nous démontrons ici deux lemmes(3) utilisés dans la démonstration de
l’unicité du recollement. Voici le premier :

Lemme (lemme 9.6.14).

lim
n→+∞ ‖χn‖W1,p = 0.

Démonstration. Nous avons∫
R×S1

‖χn‖2 ds dt =
∫

R×S1
〈χn, χn〉 ds dt =

∫
R×S1

〈ζn, χn〉 ds dt.

En appliquant, par exemple, le lemme 8.2.4, on trouve une constanteM > 0
telle que ∫

R×S1
〈ζn, χn〉 ds dt ≤M ‖ζn‖L∞

∫
R×S1

‖χn‖ ds dt.

Comme Yn = i(ζn), (ζn)j = 〈Yn, Zj〉 et compte tenu de la proposition 9.6.3,
on a limn→+∞ ‖ζn‖L∞ = 0. Soit ε > 0. On déduit de ce qui précède qu’il
existe Nε tel que, pour tout n ≥ Nε,∫

R×S1
‖χn‖2 ds dt ≤Mε

∫
R×S1

‖χn‖ ds dt.

Écrivons χn dans la base « canonique » de Wn

χn = αn
(∂u
∂s

#wn0
)

+ βn
(

0#wn
∂v

∂s

)
avec αn, βn ∈ R.

(3)Eux aussi significatifs, bien que techniques.
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Il suit que∫
R×S1

‖χn‖ ds dt =
∫

]−∞,−1]×S1
‖χn‖ ds dt

+
∫

[−1,1]×S1
‖χn‖ ds dt+

∫
[1,+∞[×S1

‖χn‖ ds dt

=
∫

]−∞,−1]×S1
|αn|

∥∥∥∂u
∂s

(s+ ρn, t)
∥∥∥ ds dt

+
∫

[−1,1]×S1
‖χn‖ ds dt+

∫
[1,+∞[×S1

|βn|
∥∥∥∂v
∂s

(s− ν(ρn), t)
∥∥∥ ds dt.

Nous allons majorer chacun de ces trois termes. Pour alléger l’écriture et
raccourcir les formules, posons

Mn =

√∫
]−∞,−1]×S1

|αn|2
∥∥∥∂u
∂s

(s+ ρn, t)
∥∥∥2
ds dt.

Nous avons évidemment
Mn ≤ ‖χn‖L2 .∫

]−∞,−1]×S1
|αn|

∥∥∥∂u
∂s

(s+ ρn, t)
∥∥∥ ds dt

=Mn

∫
]−∞,−1]×S1

∥∥∥∂u
∂s

(s+ ρn, t)
∥∥∥ ds dt√∫

]−∞,−1]×S1

∥∥∥∂u
∂s

(s+ ρn, t)
∥∥∥2
ds dt

=Mn

∫
]−∞,−1+ρn]×S1

∥∥∥∂u
∂s

(s, t)
∥∥∥ ds dt√∫

]−∞,−1+ρn]×S1

∥∥∥∂u
∂s

(s, t)
∥∥∥2
ds dt

.

Ensuite, le numérateur de la fraction se majore∫
]−∞,−1+ρn]×S1

∥∥∥∂u
∂s

(s, t)
∥∥∥ ds dt ≤ ∥∥∥∂u

∂s

∥∥∥
L1(R×S1;R2n)

et son dénominateur se minore√∫
]−∞,−1+ρn]×S1

∥∥∥∂u
∂s

(s, t)
∥∥∥2
ds dt ≥

∥∥∥∂u
∂s

∥∥∥
L2(]−∞,0]×S1;R2n)

.

Posons

K1 =

∥∥∥∂u
∂s

∥∥∥
L1(R×S1;R2n)∥∥∥∂u

∂s

∥∥∥
L2(]−∞,0]×S1;R2n)

,
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de sorte que nous avons∫
]−∞,−1]×S1

|αn|
∥∥∥∂u
∂s

(s+ ρn, t)
∥∥∥ ds dt ≤ K1 ‖χn‖L2 .

Comme K1, toutes les constantes Ki > 0 qui vont intervenir dans ce qui
suit sont indépendantes de n. Nous avons de la même manière∫

[1,+∞[×S1
|βn|

∥∥∥∂v
∂s

(s− ν(ρn), t)
∥∥∥ ds dt ≤ K2 ‖χn‖L2(R×S1;R2n) .

Le terme central se majore simplement par l’inégalité de Cauchy-Schwarz∫
[−1,1]×S1

‖χn‖ ds dt ≤ K3 ‖χn‖L2([−1,1]×S1;R2n) ≤ K3 ‖χn‖L2(R×S1;R2n) .

Nous avons ainsi obtenu

‖χn‖L1 ≤ K4 ‖χn‖L2 ,

de sorte que, pour n ≥ Nε, nous avons

‖χn‖2L2 ≤MK4ε ‖χn‖L2 , donc ‖χn‖L2 ≤MK4ε,

d’où
lim
n→+∞ ‖χn‖L2 = 0 et enfin lim

n→+∞ ‖χn‖L1 = 0.

En revenant à la décomposition de χn, on en déduit que

lim
n→+∞

∫
]−∞,1]×S1

|αn|
∥∥∥∂u
∂s

(s+ ρn, t)
∥∥∥ = 0,

donc limn→+∞ αn = 0 et de même limn→+∞ βn = 0. Par conséquent,

‖χn‖W 1,p ≤ |αn|
∥∥∥∂u
∂s

#wn0
∥∥∥
W1,p

+ |βn|
∥∥∥0#wn

∂v

∂s

∥∥∥
W 1,p

tend vers 0 puisque les normes W 1,p des deux vecteurs de la base de Wn
utilisée sont évidemment bornées (uniformément par rapport à n). Ce qui
termine la démonstration du lemme 9.6.14.

Le deuxième lemme (utilisé dans la démonstration de l’unicité du recol-
lement) que nous voulons démontrer ici est :

Lemme (lemme 9.6.15). Il existe des constantes positives K1 et K2 telles que,
pour tout n ∈ N,

‖Yn‖W 1,p ≤ K1
‖χn‖W 1,p + ‖Yn‖L∞ + ‖F̃(0)‖Lp

1−K2 ‖Yn‖L∞
.

Nous utilisons bien sûr ici les notations définies autour de l’énoncé 9.6.15.
Rappelons que ζn ∈ W 1,p(R × S1; R2n) est décomposé en χn + ωn où χn
est de la forme α#wnβ (α ∈ KerLu, β ∈ KerLv) et ωn est orthogonal aux
vecteurs de cette forme (voir page 319).
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Démonstration. Les constantes Ci qui interviennent dans ce qui suit sont
indépendantes de n. Nous avons

‖Yn‖W1,p = ‖i(ζn)‖W 1,p ≤ C1 ‖ζn‖W 1,p = C1 ‖χn + ωn‖W1,p

≤ C1 (‖χn‖W 1,p + ‖ωn‖W 1,p)

où nous avons utilisé le fait que ‖i‖ est bornée (indépendamment de n),
ce que nous avons démontré page 436. Appliquons la proposition 9.4.7 à
ωn ∈W⊥n . On trouve

‖Yn‖W 1,p ≤ C1 (‖χn‖W1,p + ‖ωn‖W1,p)
≤ C1 ‖χn‖W 1,p + C2 ‖L(ωn)‖Lp
= C1 ‖χn‖W 1,p + C2 ‖L(ζn − χn)‖Lp
≤ C1 ‖χn‖W 1,p + C2 ‖L(ζn)‖Lp + C2 ‖L(χn)‖Lp .

La norme de l’opérateur linéaire L est majorée par une constante indépen-
dante de n. En effet, L = (dF )0 pour F = p◦(Id×F̃)◦i. Pour les opérateurs
qui interviennent dans cette composition, nous avons vérifié les hypothèses
(2) et (4) du lemme 13.5.1, exactement ce dont nous avons besoin pour
conclure que la norme de la différentielle de la composée ‖(dF )0‖ est unifor-
mément bornée. Il faut toutefois préciser que ces résultats ont été obtenus
pour le pré-recollement wρ et pas pour un pré-recollement de la forme wν,ρ.
Les lecteurs pourront vérifier que tous les arguments sont en tout point
similaires dans ce cas un peu plus général.

Revenons à l’estimation que nous venons d’obtenir pour la norme de Yn.
De ce qui précède, on déduit

‖Yn‖W 1,p ≤ C1 ‖χn‖W 1,p + C2 ‖L(ζn)‖Lp + C3 ‖χn‖W 1,p

= (C1 + C3) ‖χn‖W 1,p + C2 ‖L(ζn)‖Lp .
Grâce au lemme 9.6.14, nous savons que le premier terme tend vers 0. Il
reste à majorer la norme Lp de L(ζn). Nous avons

L(ζn) = (dF )0(ζn) = (d(p ◦ (Id×F̃) ◦ i))0(ζn)

= (d(p ◦ (Id×F̃)))0i(ζn)

= (d(p ◦ (Id×F̃)))0(Yn)

= (D1p)(0,F̃(0))(Yn) + (D2p)(0,F̃(0))(dF̃)0(Yn).

L’application p = pρ (ici dépendant de n),

p :W 1,p(R × S1; Rm)× Lp(R × S1; Rm) −→ Lp(R × S1; R2n)

est définie par la formule

p((X,Y ))i(s, t) = P (wn(s, t), X(s, t), Zi(s, t), Y (s, t))
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où l’application

P :W ×Rm ×Rm ×Rm −→ R2n

est linéaire en sa dernière variable. Nous avons démontré (dans la démons-
tration du lemme 9.4.16) que, pour tous v, w ∈W 1,p(R × S1; Rm), on a∥∥(D1p)(0,F̃(0))(v)

∥∥
Lp
≤ C4 ‖v‖Lp et

∥∥(D2p)(0,F̃(0))(w)
∥∥
Lp
≤ C5 ‖w‖Lp .

Il est possible d’améliorer légèrement la première estimation, en remarquant
que F̃(0) = F(wn) s’annule pour s en dehors de [−1, 1] (puisque là, wn est
une trajectoire de Floer). Comme p est linéaire en sa deuxième variable, on
en déduit que, pour tout v ∈W 1,p(R × S1; Rm),

∀ (s, t) ∈ (R − [−1, 1])× S1, (D1p)(0,F̃(0))v(s, t) = 0.

L’argument utilisé dans la démonstration du lemme 9.4.16 donne alors∥∥(D1p)(0,F̃(0))v
∥∥
Lp
≤ C4 ‖v‖Lp([−1,1]×S1;Rm) .

En utilisant ces remarques, on majore ‖L(ζn)‖Lp :

‖L(ζn)‖Lp ≤
∥∥(D1p)(0,F̃(0))(Yn)

∥∥
Lp

+
∥∥(D2p)(0,F̃(0))(dF̃)0(Yn)

∥∥
Lp

≤ C4 ‖Yn‖Lp([−1,1]×S1;Rm) + C5
∥∥(dF̃)0(Yn)

∥∥
Lp(R×S1;Rm)

≤ C6 ‖Yn‖L∞([−1,1]×S1;Rm) + C5
∥∥(dF̃)0(Yn)

∥∥
Lp(R×S1;Rm)

≤ C6 ‖Yn‖L∞(R×S1;Rm) + C5
∥∥(dF̃)0(Yn)

∥∥
Lp(R×S1;Rm).

Le premier terme tend vers 0 par la proposition 9.6.3. Nous majorons
maintenant le second terme. Rappelons que �̃n = expwn Yn, de sorte que
F̃(Yn) = F(�n) = 0 puisque �n est une trajectoire de Floer. Écrivons une
formule alla Taylor pour F̃, similaire à celle que nous avons écrite pour F
pour lui appliquer la méthode de Newton-Picard (lemme 9.4.4). Nous avons

F̃(Y ) = F̃(0) + (dF̃)0(Y ) + N(Y )

où N :W 1,p(R × S1; Rm)→ Lp(R × S1; Rm) vérifie

N(0) = 0, et (dN)Z = (dF̃)Z − (dF̃)0.

Appliqué en Y = Yn, cela donne

0 = F̃(0) + (dF̃)0(Yn) + N(Yn).

C’est que nous utilisons pour majorer le second terme dans l’inégalité ci-
dessus. Encore un lemme :

Lemme 13.7.1. Il existe des constantes C7 > 0 et r1 > 0 telles que, pour
tout Y ∈W 1,p(R × S1; R2n), si ‖Y ‖L∞ ≤ r1, alors

‖N(Y )‖Lp ≤ C7 ‖Y ‖L∞ ‖Y ‖W 1,p .
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Admettons-le provisoirement. On a alors∥∥(dF̃)0(Yn)
∥∥
Lp

=
∥∥F̃(0) + N(Yn)

∥∥
Lp
≤ ∥∥F̃(0)

∥∥
Lp

+ ‖N(Yn)‖Lp .

Comme ‖Yn‖L∞ tend vers 0, on peut appliquer le lemme pour n assez grand.
On trouve ∥∥(dF̃)0(Yn)

∥∥
Lp
≤ ∥∥F̃(0)

∥∥
Lp

+ C7 ‖Yn‖L∞ ‖Yn‖W 1,p .

En mettant ensemble les majorations de la norme W 1,p de Yn, de la
norme Lp de L(ζn) et celle que nous venons d’obtenir, nous obtenons,
pour n assez grand,

‖Yn‖W 1,p ≤ (C1 + C3) ‖χn‖W 1,p + C2 ‖L(ζn)‖Lp
≤ (C1 + C3) ‖χn‖W 1,p + C8 ‖Yn‖L∞ + C9

∥∥(dF̃)0(Yn)
∥∥
Lp

≤ (C1 + C3) ‖χn‖W 1,p + C8 ‖Yn‖L∞
+ C9

∥∥F̃(0)
∥∥
Lp

+ C10 ‖Yn‖L∞ ‖Yn‖W 1,p ,

ce qui implique

‖Yn‖W 1,p ≤
(C1 + C3) ‖χn‖W1,p + C8 ‖Yn‖L∞ + C9

∥∥F̃(0)
∥∥
Lp

1− C10 ‖Yn‖L∞
.

Il reste à démontrer le lemme 13.7.1.

Démonstration du lemme 13.7.1. Nous avons

‖N(Y )‖Lp = ‖N(Y )−N(0)‖Lp =
∥∥∥∫ 1

0

∂

∂σ
N(σY ) dσ

∥∥∥
Lp

=
∥∥∥∫ 1

0
(dN)σY (Y ) dσ

∥∥∥
Lp

≤
∥∥∥∫ 1

0
‖(dN)σY (Y )‖ dσ

∥∥∥
Lp

=
∥∥∥∫ 1

0

∥∥((dF̃)σY − (dF̃)0)Y
∥∥ dσ∥∥∥

Lp
.

Fixons (s, t) ∈ R × S1. Lorsque nous avons vérifié l’hypothèse (3) du
lemme 13.5.1 (page 450), nous avons obtenu des estimations de la norme
euclidienne ‖((dF̃)X − (dF̃)0)(v)(s, t)‖. Ces estimations sont valables pour
‖X(s, t)‖ ≤ r1 pour un certain r1 > 0. Reprenons ces estimations, en faisant
au préalable la remarque qu’elles restent valides pour wn = wν,ρn , même
si elles ont été obtenues pour wρ = wId,ρ. Nous avons donc démontré que,
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pour ‖X(s, t)‖ < r1, il existe un K > 0 tel que∥∥((dF̃)X − (dF̃)0)v(s, t)
∥∥ ≤ K ‖X(s, t)‖ ‖v(s, t)‖

+
∥∥∥∂X
∂s

(s, t)
∥∥∥ ‖v(s, t)‖+

∥∥∥∂X
∂t

(s, t)
∥∥∥ ‖v(s, t)‖

+ ‖X(s, t)‖
∥∥∥∂v
∂s

(s, t)
∥∥∥ + ‖X(s, t)‖

∥∥∥∂v
∂t

(s, t)
∥∥∥.

On remplace X par σY et v par Y , pour trouver, pour une constante C7

indépendante de n et pour ‖Y ‖L∞ < r1,

‖N(Y )‖Lp ≤
∥∥∥∫ 1

0
C7σ

(
‖Y (s, t)‖2

+ ‖Y (s, t)‖
∥∥∥∂Y
∂s

(s, t)
∥∥∥ + ‖Y (s, t)‖

∥∥∥∂Y
∂t

(s, t)
∥∥∥) dσ∥∥∥

Lp

≤ C7

∥∥∥‖Y (s, t)‖
(
‖Y (s, t)‖+

∥∥∥∂Y
∂s

(s, t)
∥∥∥ +

∥∥∥∂Y
∂t

(s, t)
∥∥∥)∥∥∥

Lp

≤ C7 ‖Y ‖L∞
∥∥∥(‖Y ‖+

∥∥∥∂Y
∂s

∥∥∥ +
∥∥∥∂Y
∂t

∥∥∥)∥∥∥
Lp

≤ C7 ‖Y ‖L∞ ‖Y ‖W 1,p

et le lemme 13.7.1 est démontré.

13.8. Variantes à paramètre(s) des lemmes sur la dérivée seconde

Nous donnons dans ce paragraphe les démonstrations des différentes ver-
sions à paramètre(s) des lemmes sur la dérivée seconde de l’opérateur de
Floer utilisés plus haut.

Pour la démonstration du théorème 11.2.2, nous avons eu besoin d’une
variante du lemme 9.4.16 sur la dérivée seconde de l’opérateur de Floer : il
fallait tenir compte du fait que H et J dépendent du paramètre ρ utilisé
pour le recollement. C’est ce que nous faisons ici.

Pour vérifier les hypothèses du lemme 13.5.1, nous avons démontré qu’il
existait une constante C1 telle que pour tous s, t tels que ‖X(s, t)‖ ≤ r1 et
pour tout ρ,∥∥∥∂F̃ρ

∂ρ
(X)− ∂F̃ρ

∂ρ
(0)

∥∥∥ ≤ C1

(
‖X‖+

∥∥∥∂X
∂s

∥∥∥ +
∥∥∥∂X
∂t

∥∥∥).
La formule calculant la dérivée ∂F̃ρ(X) contient deux nouveaux termes, dus
à la dépendance en ρ de J et H, ce sont

P (X) =
∂J

∂ρ
(s+ ρ)

(
D1ẽxp(wρ,X)

(∂wρ
∂t

)
+D2ẽxp(wρ,X)

(∂X
∂t

))
Q(X) = grad

∂Hs+ρ,t
∂ρ

(ẽxp(wρ, X)) .et
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Le lemme 13.2.3 donne sans mal

‖P (X)− P (0)‖ ≤ C
(
‖X‖+

∥∥∥∂X
∂t

∥∥∥).
Ensuite, pour tout (s, t),

(wρ(s, t), σX(s, t)) ∈W ×B(0, r) (un compact)

et
∂Hs+ρ
∂ρ

= 0 pour |s+ ρ| ≥ R,
donc ∥∥∥(d grad

∂Hs+ρ,t
∂ρ

)
ẽxp(p,X)

∥∥∥ est bornée

sur le compact [−R,R]× S1 ×W ×B(0, r), de sorte que finalement

‖Q(X)−Q(0)‖ ≤ sup
σ∈[0,1]

∥∥∥(d grad
∂Hs+ρ,t
∂ρ

)
ẽxp(wρ,σX)

·D2ẽxp(wρ,σX)

∥∥∥
≤ C ‖X‖ ,

ce qui permet de trouver l’estimation voulue et de terminer la démonstra-
tion.

Nous démontrons aussi ici la variante du lemme 9.4.8 dont nous avons
eu besoin au § 11.4.b, c’est-à-dire l’énoncé :

Lemme (lemme 11.4.5). Soit r0 > 0. Il existe une constante K > 0 telle
que, pour tout ρ ≥ ρ0 et pour tous (λ,Z) ∈ R ×W 1,p(R × S1; R2n) (avec
‖Z‖ ≤ r0), on ait∥∥(dF ρ)(λ,Z) − (dF ρ)(0,0)

∥∥op ≤ K(‖Z‖W 1,p + |λ|).
Démonstration. Nous avons∥∥(dF ρ)(λ,Z) − (dF ρ)(0,0)

∥∥op ≤ ∥∥(dF ρ)(λ,Z) − (dF ρ)(λ,0)
∥∥op

+
∥∥(dF ρ)(λ,0) − (dF ρ)(0,0)

∥∥op

et nous analysons séparément les deux termes du membre de droite. Com-
mençons par le premier. Soit (a, Y ) ∈ R×W 1,p(R× S1; R2n). Nous avons

(dF ρ)(λ,Z)(a, Y ) = (dF ρ)(λ,Z)(0, Y ) + (dF ρ)(λ,Z)(a, 0)

= (dFΓλ+λ�
ρ )Z(Y ) +

∂

∂σ

∣∣
σ=λ

(
F

Γλ+λ�+aσ
ρ (expwρ(Z))

)
(Zρ,Zi )

= (dFΓλ+λ�
ρ )Z(Y ) + a

(∂J
∂λ

(λ+ λ�, s+ ρ)
∂(expwρZ)
∂t

+ gradexpwρ(Z)

∂H

∂λ
(λ+ λ�, s+ ρ, t)

)
(Zρ,Z
i

)
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(expressions dans lesquelles (Zρ,Zi ) désigne le repère orthonormé au point
expwρ(s,t) Z(s, t), obtenu en transportant parallèlement le repère (Zρi (s, t))
le long de la courbe r �→ expwρ(s,t)(rZ(s, t))).

Nous utilisons la notation

dF ρ(λ,Z)(a, 0) = a (Vρ(λ+ λ�, Z))(Zρ,Z
i

)

et nous remarquons que Vρ(λ�, 0) est le champ Vρ qui apparaît dans la
formule calculant LΓ

ρ (a, 0).
Pour majorer

∥∥(dF ρ)(λ,Z) − (dF ρ)(λ,0)
∥∥op, écrivons∥∥(dF ρ)(λ,Z)(a, Y )− (dF ρ)(λ,0)(a, Y )

∥∥
Lp

≤
∥∥∥(dFΓλ+λ�

ρ )Z(Y )− (dFΓλ+λ�
ρ )0(Y )

∥∥∥
Lp

+ |a|
∥∥∥(Vρ(λ+ λ�, Z))(Zρ,Zi ) − (Vρ(λ+ λ�, 0))(Zρ,Zi )

∥∥∥
Lp
.

Pour majorer le premier terme de cette somme, nous utilisons le lemme 9.4.8
ou plus exactement son analogue pour le couple (H,J) défini par l’homoto-
pie Γλ+λ� . Nous avons déjà évoqué la possibilité de cette analogie dans la
démonstration du théorème 11.2.2. Nous avons∥∥∥(dFΓλ+λ�

ρ )Z(Y )− (dFΓλ+λ�
ρ )0(Y )

∥∥∥
Lp
≤ k1 ‖Z‖W 1,p ‖Y ‖W1,p

pour une constante k1 > 0 indépendante de ρ. Pour majorer le terme restant,
considérons Vρ(λ+ λ�, •) comme une application

W 1,p(R × S1; Rm) −→ Lp(R × S1; Rm),

et écrivons (avec les notations du chapitre 11)

Ṽρ(λ+ λ�, Z) =
∂J̃

∂λ
(λ+ λ�, s+ ρ)

∂(expwρZ)
∂t

+ gradẽxpwρ (Z)

(∂H
∂λ

(λ+ λ�, s+ ρ, t)
)

=
∂J̃

∂λ
(λ+ λ�, s+ ρ)

(
D1ẽxp(wρ,Z)

(∂wρ
∂t

)
+D2ẽxp(wρ,Z)

(∂Z
∂t

))
+ gradẽxp(wρ,Z)

∂H

∂λ
(λ+ λ�, s+ ρ, t).

Nous utilisons le résultat :

Lemme 13.8.1. Soit r0 > 0. Il existe une constante K > 0 telle que, pour
tout ρ ≥ ρ0 et pour tout Z ∈ B(0, r0) ⊂W 1,p(R × S1; Rm), on ait∥∥Ṽρ(λ+ λ�, Z)− Ṽρ(λ+ λ�, 0)

∥∥
Lp
≤ K ‖Z‖W 1,p .
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Démonstration. Écrivons∥∥Ṽρ(λ+ λ�, Z)− Ṽρ(λ+ λ�, 0)
∥∥
Lp
≤

≤
∥∥∥∥∂J̃∂λ (λ+ λ�, s+ ρ)

[
D1ẽxp(wρ,Z)

(∂wρ
∂t

)
+D2ẽxp(wρ,Z)

(∂Z
∂t

)
−D1ẽxp(wρ,0)

(∂wρ
∂t

)]∥∥∥∥
Lp

+
∥∥∥gradẽxp(wρ,Z)

∂H

∂λ
(λ+λ�, s+ρ, t)−gradẽxp(wρ,0)

∂H

∂λ
(λ+λ�, s+ρ, t)

∥∥∥
Lp
.

L’application
∂J̃

∂λ
: [0, 1]×R −→ End(TW )

est à support compact. Il existe donc une constante C > 0 telle que

pour tous (λ, s) ∈ [0, 1]×R,
∥∥∥∂J̃
∂λ

(λ, s)
∥∥∥op
≤ C.

Le premier terme du membre de droite de notre inégalité se majore donc
par

C
∥∥∥D1ẽxp(wρ,Z)

(∂wρ
∂t

)
+D2ẽxp(wρ,Z)

(∂Z
∂t

)
−D1ẽxp(wρ,0)

(∂wρ
∂t

)∥∥∥
Lp
.

Les lemmes 13.2.3 et 13.2.2 s’appliquent, à

A(p,X, V ) = D1ẽxp(p,X)V et A(p,X, V ) = D2ẽxp(p,X)V,

pour majorer cette expression (avec le même raisonnement qu’au § 13.5),
par K ‖Z‖W 1,p .

Pour majorer le deuxième terme (celui avec les gradients), remarquons
que la majoration W 1,p de Z, ‖Z‖W 1,p ≤ r0, implique que Z est borné,
‖Z‖L∞ ≤ r1 (pour un certain r1 > 0). Considérons l’application

ϕ : [0, 1]×R × S1 ×W × B(0, r1) −→ Rm

(λ, s, t, p,X) �−→ gradẽxp(p,X)

∂H

∂λ
(λ, s, t).

Elle est de classe C1 et à support compact. Il existe donc une constante
C > 0 telle que ‖dϕ‖op ≤ C. D’où il suit que, pour la norme euclidienne,

‖ϕ(λ+ λ�, s+ ρ, t, wρ(s, t), Z)− ϕ(λ+ λ�, s+ ρ, t, wρ(s, t), 0)‖ ≤ C ‖Z‖ .
En appliquant la norme Lp, nous déduisons que le deuxième terme du
membre de droite de notre inégalité est majoré comme souhaité∥∥∥gradẽxp(wρ,Z)

∂H

∂λ
(λ+ λ�, s+ ρ, t)− gradẽxp(wρ,0)

∂H

∂λ
(λ+ λ�, s+ ρ, t)

∥∥∥
Lp

≤ C ‖Z‖Lp ≤ C ‖Z‖W 1,p .

Ce qui termine la démonstration du lemme 13.8.1.
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Mais celle du lemme 11.4.5 n’est pas finie. Nous utilisons, comme au
chapitre 13, un diagramme commutatif

W 1,p(R × S1; R2n)

iρ
��

z �→ Vρ(λ+ λ�, Z)
�� Lp(R × S1; R2n)

W 1,p(R × S1; Rm)
(Id, Ṽρ)

�� W 1,p(R × S1; Rm)× Lp(R × S1; Rm)

pρ

��

Notons ϕ = iρ, ψ = (Id, Ṽρ), χ = pρ. Pour terminer d’établir la majora-
tion souhaitée, nous énonçons le lemme :

Lemme 13.8.2. Il existe une constante k2 > 0 (indépendante de ρ) telle que,
pour ‖Z‖W 1,p ≤ r0, on ait

‖χψϕ(Z)− χψϕ(0)‖Lp ≤ k2 ‖Z‖W 1,p .

Et nous le démontrons.

Démonstration. L’application ϕ est linéaire, sa norme est bornée uniformé-
ment par rapport à ρ, donc

‖ϕ(Z)‖W 1,p ≤ Cr0.
Grâce au lemme précédent (lemme 13.8.1), il existe K > 0 tel que

‖ψϕ(Z)− ψϕ(0)‖W1,p×Lp = ‖ϕ(Z)− ϕ(0)‖W 1,p +
∥∥Ṽρ(Z)− Ṽρ(0)

∥∥
Lp

≤ C ‖Z‖W 1,p +K ‖Z‖W 1,p .

Posons ensuite a = ψ(ϕ(Z)) et b = ψ(ϕ(0)), nous avons

‖χ(a)− χ(b)‖Lp ≤ sup
r∈[0,1]

∥∥(dχ)ra+(1−r)b
∥∥op ‖a− b‖Lp

≤ sup
r∈[0,1]

∥∥(dχ)ra+(1−r)b
∥∥op (C +K) ‖Z‖W1,p .

Ici b = ψ(ϕ(0)) = ψ(0) = (0, Ṽρ(0)) et nous savons que

Ṽρ(s, t) =
∂J̃

∂λ
(λ+ λ�, s+ ρ) ·D1ẽxp(wρ,Z)

∂wρ
∂t
.

Pour (λ, s, t) fixé, la norme euclidienne de ce vecteur est uniformément bor-
née par une constante indépendante de ρ, qui est précisément

sup
(λ,s)∈[0,1]×R

∥∥∥∂J̃
∂λ

∥∥∥ sup
p∈W
‖Z‖≤r0

∥∥D1ẽxp(p,Z)
∥∥ sup

(s,t)∈S1×R

∥∥∥∂wρ
∂t

∥∥∥.
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Nous procédons comme dans la démonstration du lemme 13.4.1, avec ici Ṽρ
jouant le rôle de Y ρ0 , et obtenons∥∥(dχ)ra+(1−r)b − (dχ)b

∥∥op ≤ k3r ‖ra+ (1− r)b− b‖Lp
= k3r ‖a− b‖Lp
≤ k3(C +K) ‖Z‖W1,p

≤ k3(C +K)r0.

Avec notre estimation de ‖ψϕ(Z)− ψϕ(0)‖, nous en déduisons que

‖χψϕ(Z)− χψϕ(0)‖Lp ≤ k3(C +K)2r0 ‖Z‖W 1,p

et le lemme 13.8.2 est démontré.

Nous continuons donc à démontrer l’estimation du lemme 11.4.5. Grâce
au lemme précédent (lemme 13.8.2), nous avons∥∥(dF ρ)(λ,Z)(a, Y )− (dF ρ)(λ,0)(a, Y )

∥∥
Lp

≤ k1 ‖Z‖W1,p ‖Y ‖W 1,p + |a| k2 ‖Z‖W1,p

= (k1 + k2)(|a|+ ‖Y ‖W 1,p) ‖Z‖W 1,p ,

donc ∥∥(dF ρ)(λ,Z) − (dF ρ)(λ,0)
∥∥op ≤ (k1 + k2) ‖Z‖W1,p .

Nous avons donc majoré le premier terme du membre de droite de l’in-
égalité∥∥(dF ρ)(λ,Z) − (dF ρ)(0,0)

∥∥op ≤ ∥∥(dF ρ)(λ,Z) − (dF ρ)(λ,0)
∥∥op

+
∥∥(dF ρ)(λ,0) − (dF ρ)(0,0)

∥∥op
,

et nous devons encore majorer le deuxième terme. Écrivons, pour (a, Y ) ∈
R ×W 1,p(R × S1; R2n),

(dF ρ)(λ,0)(a, Y ) = (dFΓλ+λ�
ρ )0(Y ) + a(Vρ(λ+ λ�, 0))(Zρi )

où, rappelons-le,

Vρ(λ+ λ�, 0) =
∂J

∂λ
(λ+ λ�, s+ ρ)

∂wρ
∂t

+ gradwρ
∂H

∂λ
(λ+ λ�, s+ ρ, t).

Nous avons donc∥∥(dF ρ)(λ,0)(a, Y )− (dF ρ)0,0)(a, Y )
∥∥
Lp

≤ ∥∥(dFΓλ+λ�
ρ )0(Y )− (dFΓλ�

ρ )0(Y )
∥∥
Lp

+ |a|∥∥(Vρ(λ+ λ�, 0))Zρi − (Vρ(λ�, 0))Zρi
∥∥
Lp
.

Comme dans le § 11.2.b (et sur le modèle de la proposition 8.4.6)

(dFΓλ+λ�
ρ )0(Y ) = LΓλ

ρ (Y ) =
∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ S(λ)Y
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où
S : [0, 1]×R × S1 −→M2n(R)

est une application de classe C∞. Donc∥∥(dFΓλ+λ�
ρ )0(Y )− (dFΓλ�

ρ )0(Y )
∥∥
Lp

= ‖S(λ)(Y )− S(0)(Y )‖Lp
≤ k4 |λ| ‖Y ‖Lp
≤ k4 |λ| ‖Y ‖W 1,p

avec k4 = supλ∈[0,1] ∂S/∂λ. Puis,∥∥(Vρ(λ+ λ�), 0− Vρ(λ�, 0)
)
Zρ
i

∥∥
Lp

≤
∥∥∥(∂J
∂λ

(λ+ λ�, s+ ρ)− ∂J
∂λ

(λ�, s+ ρ)
)(∂wρ
∂t

)
Zρi

∥∥∥
Lp

+
∥∥∥(gradwρ

(∂H
∂λ

(λ+ λ�, s+ ρ, t)− ∂H
∂λ

(λ�, s+ ρ, t)
))
Zρi

∥∥∥
Lp

≤
(

sup
λ∈[0,1]
s∈R

∂2J

∂λ2 (λ, s)

)
|λ|

∥∥∥(∂wρ
∂t

)
Zρi

∥∥∥
Lp

+ |λ| sup
λ∈[0,1]

(s,t)∈R×S1

∥∥∥(gradwρ
∂2H

∂λ2 (λ, s, t)
)
Zρi

∥∥∥
Lp
≤ k5 |λ| .

Nous arrivons donc à∥∥(dF ρ)(λ,0)(a, Y )− (dF ρ)(0,0)(a, Y )
∥∥
Lp
≤ k4 |λ| ‖Y ‖W 1,p + k5 |a| |λ| ,

ce qui montre que ∥∥(dF ρ)(λ,0) − (dF ρ)(0,0)
∥∥op ≤ k6 |λ| .

Combinons cette inégalité avec∥∥(dF ρ)(λ,Z) − (dF ρ)(λ,0)
∥∥op ≤ (k1 + k2) ‖Z‖W 1,p

obtenue ci-dessus, pour trouver finalement∥∥(dF ρ)(λ,Z) − (dF ρ)(0,0)
∥∥op ≤ (k1 + k2) ‖Z‖W 1,p + k6 |λ|
≤ k(‖Z‖W1,p + |λ|)

ce qu’il fallait démontrer pour terminer enfin la démonstration du
lemme 11.4.5.

Au § 11.2.c, pour établir les propriétés désirées de ψ, nous avons utilisé
l’énoncé suivant, qu’il est temps de démontrer ici.
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Lemme (lemme 11.4.7). Il existe une constante C > 0 indépendante de ρ telle
que, pour ρ ≥ ρ0, on ait∥∥∥∂F ρ

∂ρ
(λρ, γρ)− ∂F ρ

∂ρ
(0, 0)

∥∥∥
Lp
≤ C ∥∥(λρ, γρ)

∥∥
R×W 1,p .

Démonstration. Le lemme 9.4.16 s’applique aux opérateurs FΓλ pour λ ∈
[0, 1] (voir la démonstration du théorème 11.2.2). Donc, pour Z ∈ B(0, r0),
nous avons ∥∥∥∂FΓλ

∂ρ
(ρ, Z)− ∂F

Γλ

∂ρ
(ρ, 0)

∥∥∥
Lp
≤M ‖Z‖W1,p

pour une constanteM > 0 qui ne dépend ni de ρ (ni de λ puisque λ ∈ [0, 1]).
En particulier, comme F ρ(λ,Z) = FΓλ+λ�

ρ (Z), nous avons∥∥∥∂F ρ
∂ρ

(λρ, γρ)− ∂F ρ
∂ρ

(λρ, 0)
∥∥∥
Lp
≤M ‖γρ‖W1,p .

Pour finir la démonstration du lemme, il suffit de démontrer l’existence
d’une constante C ≥ 0 indépendante de ρ telle que∥∥∥∂F ρ

∂ρ
(λρ, 0)− ∂F ρ

∂ρ
(0, 0)

∥∥∥
Lp
≤ C ∣∣λρ∣∣ .

Pour λ ∈ R quelconque, nous avons

F ρ(λ, 0) =
(
F

Γλ+λ�
ρ (wρ)

)
Zρ
i

=
(∂wρ
∂s

+ Jλ+λ�
s+ρ (wρ)

∂wρ
∂t

+ gradHλ+λ�
s+ρ,t (wρ)

)
Zρi

.

Notons χ(ρ, λ) = F ρ(λ, 0) ∈ Lp(R × S1; R2n). La fonction (de (s, t))
∂χ/∂λ(ρ, λ) est à support compact. En effet, les dérivées par rapport à λ
de Jλ+λ�

s+ρ et gradHλ+λ�
s+ρ,t s’annulent lorsque |s+ ρ| ≥ R, puisque les isoto-

pies Γλ sont constantes pour |s| ≥ R. Ainsi, ∂2χ/∂ρ∂λ est-elle également à
support compact comme fonction de (s, t). Il s’ensuit que∥∥∥∂χ

∂ρ
(ρ, λ)− ∂χ

∂ρ
(ρ, 0)

∥∥∥
Lp
≤ |λ| ·

∥∥∥sup
λ

∂2χ

∂ρ∂λ

∥∥∥
Lp

= |λ| ·
∥∥∥sup
λ

∂2χ

∂ρ∂λ

∥∥∥
Lp([−R−ρ,R−ρ]×S1;R2n)

≤ K |λ| · sup
λ∈R
ρ≥ρ0

(s,t)∈[−R−ρ,R−ρ]×S1

∥∥∥ ∂2χ

∂ρ∂λ
(s, t)

∥∥∥
(la norme figurant dans le dernier terme est la norme euclidienne de R2n).
Comme ∂wρ/∂t, Zρi et leurs dérivées par rapport à ρ sont bornées en norme
par des constantes indépendantes de ρ. Il en est de même des dérivées par
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rapport à ρ et λ de Jλ+λ�
s+ρ et de gradHλ+λ�

s+ρ . Il suit que ∂2χ/∂ρ∂λ est
bornée (en norme euclidienne) pour (λ, ρ, s, t) ∈ R× [ρ0,+∞[×R× S1, ce
qui achève la démonstration du lemme 11.4.7.
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Exercices sur le chapitre 5

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel symplectique de dimension 2n. Si F
est une partie de E, on note F ◦ le sous-espace vectoriel orthogonal pour la
forme symplectique, formé de tous les vecteurs x tels que ω(x, y) = 0 pour
tout y ∈ F .

Si F est un sous-espace de E, montrer que

dimF + dimF ◦ = dimE.

On dit que F est isotrope si la forme ω est nulle sur F , c’est-à-dire si F ⊂ F ◦.
Que peut-on dire de la dimension de F ? On dit que F est lagrangien si F
est isotrope et dimF = n.

Soit F un sous-espace « co-isotrope » (c’est-à-dire dont l’orthogonal est
isotrope). Montrer que ω induit une forme symplectique sur l’espace vecto-
riel quotient F/F ◦. Soit L un sous-espace lagrangien de E tel que L+F = E.
Montrer que la composition

L ∩ F ⊂ F −→ F/F ◦

est l’injection d’un sous-espace lagrangien.

Exercice 2. Soit V une variété et soit η une 1-forme sur V . On peut consi-
dérer η comme une section

η : V −→ T �V

du fibré cotangent. Si λ désigne la forme de Liouville sur T �V , quelle est la
forme η�λ sur V ?
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Exercice 3 (sous-variétés lagrangiennes). Si (W,ω) est une variété symplec-
tique de dimension 2n, on dit qu’une sous-variété j : L ⊂W est lagrangienne
si dimL = n et si j�ω = 0.

(1) Montrer que, dans une surface symplectique, toutes les courbes sont
lagrangiennes.

(2) Montrer que, si L1 est lagrangienne dans W1 et L2 est lagrangienne
dans W2, L1 × L2 est lagrangienne dans W1 ×W2. Construire un tore Tn

lagrangien dans R2n. Montrer que toute variété symplectique contient des
tores lagrangiens.

(3) Soit η une 1-forme sur une variété V . On considère η comme une
section de T �V (comme dans l’exercice 2 (page 469)). Montrer que l’image
de η est une sous-variété lagrangienne si et seulement si la forme η est
fermée.

(4) Soit f une fonction C∞ sur une variété compacte V . En vertu de
ce qui précède, la 1-forme df définit une sous-variété lagrangienne de T �V .
Montrer que celle-ci rencontre la section nulle.

(5) On considère la variété produit W ×W , munie de la forme symplec-
tique ω⊕ (−ω). Montrer que la diagonale est une sous-variété lagrangienne.
Soit ϕ un difféomorphisme de W dans elle-même. À quelle condition sur ϕ
le graphe de ϕ est-il une sous-variété lagrangienne de W ×W ?

Exercice 4. Soit w une application de classe C∞ de la sphère S2 dans le
cotangent T �V d’une variété V . Montrer que∫

S2
w�ω = 0.

Exercice 5. Soit ω une forme symplectique sur une surface compacte Σ.
Montrer que Σ est orientée, puis que∫

Σ
ω �= 0.

On considère l’inclusion P1(C) ⊂ Pn(C) induite par l’inclusion C2 ⊂ Cn+1.
Montrer que c’est une sous-variété symplectique. En déduire qu’il existe une
application de classe C∞

w : S2 −→ Pn(C)

telle que, si ω désigne maintenant la forme symplectique de Pn(C),∫
S2
w�ω �= 0.

Exercice 6. Soit ϕ1 un difféomorphisme hamiltonien de W . Montrer que le
graphe de ϕ1 est transverse à la diagonale deW×W en (x, x) si et seulement
si la trajectoire de x est non dégénérée.



EXERCICES SUR LE CHAPITRE 5 471

Exercice 7 (le groupe des difféomorphismes hamiltoniens). Dans cet exercice
on considère une variété compacteW munie d’une forme symplectique ω. On
appelle Ham(W ) l’ensemble des difféomorphismes de W qui sont le temps 1
d’un flot hamiltonien.

(1) On suppose que le hamiltonien Ht engendre l’isotopie ϕt et que le
hamiltonien Kt engendre ψt. Soit

Gt = Ht +Kt ◦ ϕ−1
t .

Montrer que

XGt(x) = XHt(x) + (Tϕ−1
t (x)ϕt)(XKt ◦ ϕ−1

t (x)).

En déduire que ϕt ◦ ψt est l’isotopie hamiltonienne engendrée par le hamil-
tonien(4) Ht +Kt ◦ ϕ−1

t .
(2) Quelle est l’isotopie hamiltonienne engendrée par −Ht ◦ ϕt ?
(3) Montrer que l’ensemble Ham(W ) est un sous-groupe du groupe des

difféomorphismes symplectiques de W .
(4) Soit Φ un difféomorphisme symplectique de W . Quelle est l’isoto-

pie hamiltonienne engendrée par le hamiltonien Ht ◦ Φ ? Montrer que le
sous-groupe Ham(W ) est distingué (normal) dans le groupe de tous les dif-
féomorphismes symplectiques de W .

Exercice 8. Soit x un point critique non dégénéré d’un hamiltonien au-
tonome H sur R2n. On appelle ϕt le flot de XH . Exprimer XH dans les
coordonnées (pi, qi). Montrer que la matrice jacobienne de ϕt vérifie

d

dt

(
Jacx ϕt

)
= (J0 Hessx(H)) · Jacx ϕt

et donc que
Jacx ϕt = etJ0 Hessx(H).

Soit x un point critique d’un hamiltonien autonome H sur une variété
symplectique W . Montrer que, si x est non dégénéré comme orbite pério-
dique, alors il est non dégénéré comme point critique de H.

Exercice 9 (oscillateur harmonique). On considère, sur la variété symplec-
tique R2n, le hamiltonien

H(q, p) =
1
2
∑
αi(p2i + q2i )

où les αi sont des nombres réels positifs, disons 0 < α1 ≤ α2 ≤ · · · ≤ αn
pour fixer les idées.

(4)Ainsi, même si H et K sont autonomes, l’isotopie hamiltonienne composée ne vient
pas (en général) d’un hamiltonien autonome. Une question subsidiaire : quand est-ce le
cas ?
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(1) Écrire le système hamiltonien correspondant et le résoudre.
(2) On suppose que tous les αi/αj sont irrationnels. Montrer que le sys-

tème possède exactement n familles de solutions périodiques, chacune conte-
nue dans un plan. On fixe une solution contenue dans le plan d’équations
(qj = pj = 0)j �=i. Quels sont les multiplicateurs de Floquet de cette solu-
tion ? Est-elle non dégénérée ?

(3) On suppose que tous les αi sont égaux. Que peut-on dire des solutions
périodiques ?

Exercice 10. Soit E un espace vectoriel muni d’une forme symplectique ω
et d’une structure presque complexe J calibrée par ω ; on note ⊥ l’ortho-
gonalité pour le produit scalaire ω(·, J ·). Montrer qu’un sous-espace L est
lagrangien si et seulement si L⊥ = JL.

Exercice 11. Soit (W,ω) une variété symplectique et soit J une structure
presque complexe calibrée par ω. Soit V ⊂ W une sous-variété complexe,
c’est-à-dire stable par J ,

∀x ∈ V, Jx(TxV ) ⊂ TxV.
Vérifier que ω définit une forme non dégénérée sur V .

Exercice 12 (complexe, mais pas symplectique). On considère l’application

f : C2 −→ C2

(z1, z2) �−→ (2z1, 2z2)

et le quotient H (« surface de Hopf ») de C2 − {0} sous l’action de Z par

n · (z1, z2) = fn(z1, z2).

Montrer que le quotient est une variété complexe (c’est-à-dire avec des chan-
gements de cartes analytiques complexes) difféomorphe à S3×S1. De sorte
que son deuxième groupe de cohomologie de de Rham est nul. En déduire
que H ne possède aucune structure symplectique(5).

Exercice 13 (octaves de Cayley et structures presque complexes). Rappelons
que l’algèbre des octaves de Cayley est un espace vectoriel réel O de dimen-
sion 8, muni d’une base notée

(1, i, j, k, �, �i, �j, �k)

et de la multiplication (distributive à droite et à gauche sur l’addition)
définie par

i2 = j2 = k2 = �2 = ijk = jki = kij = −1, i� = −�i, etc.

(5)On trouvera dans [14] des exemples de variétés symplectiques mais non complexes.
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On pourra vérifier que cette multiplication n’est ni commutative, ni asso-
ciative (car (ij)� = −i(j�)), mais qu’elle satisfait quand même (ab)b = a(bb)
pour tous a et b.

On considère l’espace euclidien R7 des octaves imaginaires, c’est-à-dire
le sous-espace engendré par (i, j, k, �i, �j, �k). Soit V ⊂ R7 une sous-variété
orientée de dimension 6. Pour tout point x de V , on appelle n(x) le vecteur
normal unitaire (défini par les orientations de V et de R7 et on définit

Jx : TxV −→ R7

par Jx(u) = n(x) · u (multiplication au sens des octaves). Montrer que
Jx est à valeurs dans TxV et que les endomorphismes Jx définissent une
structure presque complexe J sur V . Ainsi, toutes les hypersurfaces de R7

sont presque complexes(6).

Exercice 14. On écrit les matrices à 2n lignes et 2n colonnes par blocs

A =
(
X Y

Z T

)
, X, Y, Z, T ∈Mn(R).

À quelles conditions sur les matrices X, Y , Z et T la matrice A est-elle dans
le groupe Sp(2n; R) ?

Exercice 15. Soit S une matrice symétrique réelle. Montrer que

exp(JS) ∈ Sp(2n; R).

Réciproquement, on suppose que la matrice S est telle que

∀ t, exp(tJS) ∈ Sp(2n; R),

que peut-on dire de S ?

Exercice 16. Utiliser le corollaire 5.6.7 pour démontrer que le déterminant
d’une matrice symplectique vaut 1.

Exercice 17 (symplectification d’une variété de contact). Soit V une variété
munie d’une 1-forme α non singulière (c’est-à-dire telle que αx �= 0 pour
tout x ∈ V ) et telle que

∀x ∈ V, (dα)x|Kerαx est une forme bilinéaire non dégénérée.

On dit que α est une forme de contact sur V . Ainsi la dimension de V est
impaire, on la note 2n+ 1.

(1) Montrer que α ∧ (dα)∧n est une forme volume sur V .

(6)Remplacer O par H et 7 par 3 serait une façon analogue (mais en l’occurrence com-
pliquée) de montrer que toute surface orientée plongée dans R3 possède une structure
presque complexe.
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(2) Montrer qu’il existe un unique champ de vecteurs X sur V tel que

iXα ≡ 1 et iX(dα) = 0

(on dit que X est le champ de Reeb de α).
(3) On considère W = V ×R, munie de la 2-forme ω définie par

ω(x,σ) = d(eσα).

Montrer que (W,ω) est une variété symplectique (dite symplectifiée de la
variété de contact (V, α)).

(4) Déterminer le champ hamiltonien de la fonction H(x, σ) = σ.

Exemple. Soient V = S2n+1 la sphère unité de Cn+1 (avec coordonnées
(q1 + ip1, . . . , qn+1 + ipn+1)) et la 1-forme

α =
1
2
∑

(pidqi − qidpi).
Montrer que α est une forme de contact. Déterminer Kerα et le champ de
Reeb X de α. Montrer que la symplectifiée de (S2n+1, α) est symplecto-
morphe à Cn+1 − {0} muni de sa forme symplectique standard.

Exercice 18. On dit qu’une fonction H sur une variété symplectique est un
hamiltonien périodique(7) s’il existe une opération du cercle

S1 ×W −→W
telle que

d

dt
(exp(2iπt) · x) |t=0 = XH(x)

pour tout x ∈W .
(1) Montrer qu’alors les points fixes de l’opération du cercle sont les

points critiques de H.
(2) Montrer que toutes les orbites (périodiques) de H sont dégénérées.

Exercice 19. On fait opérer le cercle S1 sur l’espace projectif complexe Pn(C)
par

u · [z0, . . . , zn] = [um0z0, . . . , u
mnzn], mi ∈ Z.

Montrer que la fonction

H([z0, . . . , zn]) =
1
2

∑
mi

∣∣z2i ∣∣∑ |zi|2
est un hamiltonien périodique associé à cette opération.

À quelle condition (sur les mi) ce hamiltonien est-il une fonction de
Morse ? Quels sont alors les indices de ses points critiques ?

(7)Pour cette notion, les résultats de base et un peu plus, voir par exemple [5].
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Exercice 20. On reprend la quadrique Q de l’exercice 8 page 18. On considère
les fonctions g et h, restrictions à Q des fonctions définies sur P3(C) par

g([z]) =
Im(z1z0)∑ |zi|2 et h([z]) =

Im(z3z2)∑ |zi|2 .
Montrer que g et h sont des hamiltoniens périodiques sur Q.

Comme dans l’exercice 8, on fixe des réels λ et μ tels que 0 < λ < μ et
on considère la fonction f , restriction à Q de

f([z]) =
λ Im(z1z0) + μ Im(z3z2)∑ |zi|2 .

Exprimer le champ de vecteurs hamiltonien Xf à l’aide de ceux de g et h.
En déduire les points critiques de f . Quels sont leurs indices (cette question
se traite ici sans calcul en utilisant les exercices 18 et 21) ?

Exercice 21 (difficile). On considère un hamiltonien périodique H sur une
variété symplectique compacte W . Soit x un point critique de H.

(1) En utilisant une version équivariante du théorème de Darboux, mon-
trer qu’il existe une structure presque complexe et des coordonnées locales
au voisinage de x telles que

– l’opération de S1, linéarisée sur l’espace vectoriel complexe TxW ,
est de la forme

t · (z1, . . . , zn) = (tα1z1, . . . , t
αnzn),

– le hamiltonien s’écrit

H(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) =
1
2
∑
i

αi(x2
i + y2i ).

(2) On suppose que le point critique x est isolé. Montrer qu’il est non
dégénéré et d’indice pair.

(3) Montrer qu’une variété symplectique connexe munie d’un hamilto-
nien périodique dont les points critiques sont isolés est simplement connexe.

(4) Montrer qu’un hamiltonien périodique sur une variété symplectique
compacte et connexe qui n’a que des points critiques isolés a un unique
minimum local et un unique maximum local.

Exercices sur le chapitre 6

Exercice 22. Vérifier que l’application

R2 −→ R2

(p, q) �−→ (p, q + 1/2)
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passe au quotient en un difféomorphisme ϕ du tore T 2 = R2/Z2 qui préserve
la forme symplectique (ϕ�ω = ω) mais qui n’a aucun point fixe. Montrer
qu’il existe un champ de vecteurs X sur T 2 tel que

ϕ = ϕ1
X

mais que X n’est pas un champ hamiltonien.

Exercice 23. Soit W une variété symplectique munie d’une opération du
cercle qui préserve la forme symplectique. On suppose que W est simple-
ment connexe. Montrer que l’opération est associée à un hamiltonien pé-
riodique H : W → R (au sens de l’exercice 18 page 474). Soit ζ ∈ S1 et
soit ϕ le difféomorphisme défini par ϕ(x) = ζ · x. Montrer que ϕ est un dif-
féomorphisme hamiltonien et qu’il a au moins

∑
dimHMi(W ; Z/2) points

fixes.

Exercice 24. Soit x ∈ LW , et soit u une courbe dans LW passant par x,
c’est-à-dire une application

u : R × S1 −→W
avec u(0, t) = x(t). Soit Y le vecteur tangent à LW défini par u. Si f :
LW → R est une fonction, on pose

Y (x) · f =
∂

∂s
f ◦ u(s, t)|s=0.

Montrer que cette formule définit bien quelque chose et que ce quelque chose
est une dérivation sur les fonctions.

Exercice 25. On considère sur le tore T2 = R/Z × R/Z la forme sym-
plectique ω = dy ∧ dx. Soient H et K les fonctions définies de R2 dans R
par

H(x, y) =
1

2π
cos(2πx), K(x, y) =

1
2π

sin(2πy).

Montrer que H et K définissent des hamiltoniens (autonomes) sur T2 et
déterminer les champs de vecteurs hamiltoniens XH et HK associés.

Déterminer les flots ϕt de XH et ψt de XK ainsi que les orbites pério-
diques de période 1 de XH et de XK . Les hamiltoniens H et K sont-ils non
dégénérés ?

Calculer la composée σt = ψt ◦ ϕt. Déterminer le hamiltonien Ft engen-
drant l’isotopie hamiltonienne σt (voir l’exercice 7 page 471). Déterminer les
orbites périodiques de période 1 de XFt et préciser lesquelles sont contrac-
tiles. Montrer que Ft est non dégénéré.
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Exercice 26. On considère, sur l’espace LW , la forme d’action

(αH)x(Y ) =
∫ 1

0
ω(ẋ(t)−Xt(x(t)), Y (t))dt.

Soit x0 ∈ LW un lacet fixé. On fixe un prolongement u0 de x0 au disque D2.
Montrer que x0 possède un voisinage U dans LW tel que tout lacet x ∈ U
possède un prolongement ux au disque D2, de sorte que

AH(x) = −
∫
D

u�xω +
∫ 1

0
Ht(x(t))dt

définisse une fonction C∞ sur U . En déduire que la forme αH est fermée.

Exercice 27. Soit α une forme fermée sur une variété V et soit X un champ
de pseudo-gradients adapté à α. On définit l’énergie d’une trajectoire γ du
champ X par

E(γ) =
∫ +∞

−∞
−α(γ̇(s)) ds.

Montrer que, si l’énergie de γ est finie, alors γ joint deux zéros de α.

Exercice 28 (naturalité de l’équation de Floer). Soit u : R × S1 une solution
de l’équation de Floer

∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
+ gradHt(u) = 0.

On donne un hamiltonien Kt dépendant du temps avec Kt+1 = Kt et le flot
de difféomorphismes symplectiques ψt qu’il engendre. Montrer que l’appli-
cation ũ définie par

ũ(s, t) = (ψt)−1(u(s, t))
satisfait à

∂ũ

∂s
+ J̃(ũ)

∂ũ

∂t
+ grad H̃t(ũ) = 0

pour des structures presque complexes J̃ et un hamiltonien H̃t que l’on
déterminera.

Exercice 29. Soit V une variété compacte munie d’une métrique rieman-
nienne et soit f une fonction de Morse sur V . On considère la fonctionnelle

γ �−→ E(γ) =
1
2

∫
R

(∥∥∥dγ
ds

∥∥∥2
+

∥∥gradγ(s) f
∥∥2

)
ds.

Soient a et b deux points critiques de f et soit γ : R → V telle que

lim
s→−∞ γ(s) = a, lim

s→+∞ γ(s) = b.

Montrer que

E(γ) =
1
2

∫
R

∥∥∥dγ
ds

+ gradγ(s) f
∥∥∥2
ds+ f(a)− f(b).

Quels sont les extrema de E sur les courbes γ joignant a à b ?
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Exercice 30. Montrer que l’ensemble des points critiques de AH (sans hypo-
thèse de non-dégénérescence) est compact (c’est une conséquence du théo-
rème d’Ascoli).

Exercice 31 (singularités « apparentes » — difficile). Soit (W,ω) une variété
symplectique compacte et soit J une structure presque complexe calibrée
par ω. Soit u : C→W une courbe J-holomorphe, c’est-à-dire, en coordon-
née s+ it ∈ C telle que

∂u

∂s
+ J(u)

∂u

∂t
= 0.

Montrer que, si u est d’énergie finie, elle se prolonge en une application
J-holomorphe

P1(C) = C ∪ {∞} −→W.
Exercice 32. On considère l’application z �→ zn de C dans C. On appelle
A(r) l’aire de l’image du disque de centre 0 et de rayon r, �(r) la longueur
de sa circonférence. Calculer A(r) et �(r). L’inégalité

�(r2) ≤ 2πrA′(r)

obtenue dans la démonstration de la proposition 6.6.2 peut-elle être amé-
liorée ?

Exercice 33. On considère la courbe complexe C1 d’équation

y2 = 4x3 − x− 1

et l’application
uα : C1 −→ C2

définie par (x, y) �→ (α2x, α3y). On complète la courbe C1 en une courbe de
P2(C) et on prolonge uα en une application

uα : C1 −→ P2(C).

Étudier la limite de uα quand α tend vers 0 (figure 1).

0

∞

α = 1 α ∈ ]0, 1[ α = 0

0 0

∞ ∞

Figure 1
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Exercice 34 (formes à périodes entières). Soit α une 1-forme fermée sur une
variété V . On suppose que α est « à périodes entières(8) », c’est-à-dire, avec
les notations du § 6.7.a, que l’image de ϕα est contenue dans Z ⊂ R. Montrer
que la formule

f(x) =
∫ x
x0

α

définit une application f : V → R/Z et que

f�dθ = 2πα.

˜f

f

π

Figure 2

Montrer que le revêtement d’intégration π : Ṽ → V est le revêtement tiré
en arrière dans le diagramme

Ṽ
f̃

��

π
��

R

exp
��

V
f

�� R/Z

ou dans la figure 2 et qu’il est cyclique. On considère maintenant la forme
d’action αH (comme au § 6.7.b) sur l’espace projectif Pn(C). Vérifier que
l’on a toujours ∫

S2
w�ω ∈ Z.

(8)C’est dire que la classe de cohomologie de de Rham de α est contenue dans l’image de
H1(V ; Z)→ H1(V ; R).
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En déduire qu’il existe un revêtement infini cyclique de LPn(C) sur lequel
αH a une primitive f̃H .

Exercices sur le chapitre 7

Exercice 35. Qu’implique la relation tAJA = J pour le déterminant d’une
matrice symplectique A ?

Pour montrer que ce déterminant vaut +1, on peut procéder comme
au § 5.6.d. Une autre méthode consiste à montrer que le groupe symplectique
est engendré par les applications

x �−→ x+ λω(x, a)a

(transvections symplectiques). C’est ce que l’on demande de faire dans cet
exercice.

Exercice 36. Soit T une transvection symplectique (exercice 35 page 480).
Calculer ρ(T ). L’application ρ vérifie-t-elle

ρ(AB) = ρ(A)ρ(B) ?

Exercice 37 (groupe fondamental de U(n)). Le groupe SU(n) opère sur la
sphère unité S2n−1 ⊂ Cn, de sorte que le stabilisateur du dernier vecteur
de la base canonique s’identifie à SU(n − 1). En déduire que SU(n) est
simplement connexe.

Montrer que l’application

U(n) dét−−−−→ S1

induit un isomorphisme des groupes fondamentaux.

Exercice 38. On considère la matrice

A(t) =
(

1 + 4π2t2 2πt
2πt 1

)
pour t ∈ [0, 1].

Vérifier que le chemin t �→ A(t) est dans S et calculer son indice de Maslov.
Même question (c’est plus délicat) avec la matrice

A(t) =
(

1− 4π2t2 −2πt
2πt 1

)
pour t ∈ [0, 1].

Exercice 39. Dans R4 muni des coordonnées (q1, q2, p1, p2), de la forme sym-
plectique ω = dp1∧dq1+dp2∧dq2, et de la structure complexe J =

( 0 Id
− Id 0

)
,

on considère la forme quadratique

H =
1
2

(p21 + p22) + (q2p1 − q1p2)
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et la matrice symétrique associée

S =

⎛⎜⎜⎝
0 0 0 −1
0 0 1 0
0 1 1 0
−1 0 0 1

⎞⎟⎟⎠ =
(

0 −α
−α Id

)
avec α =

(
0 1
−1 0

)
.

Montrer que

A = exp(tJS) =
(

exp(tα) t exp(tα)
0 exp(tα)

)
=

⎛⎜⎜⎝
cos t − sin t
sin t cos t

t cos t −t sin t
t sin t t cos t

0 cos t − sin t
sin t cos t

⎞⎟⎟⎠ ,
que c’est une matrice symplectique de valeurs propres (doubles) e±it, qu’elle
n’est pas diagonalisable (pour t �= 0), et qu’elle est dans Sp(2n)+ (pour
t �= 0).

On calcule maintenant ρ(A) (pour t ∈ ]0, π[ :
(1) Montrer que m0 = 0 et que ρ(A) = (eit)σ, où σ est la signature de Q

sur le sous-espace caractéristique E correspondant à la valeur propre eit.
(2) Montrer queX = (1,−i, 0, 0) ∈ E et que Imω(X,X) = 0. En déduire

que σ = 0 et que ρ(A) = 1.

Exercice 40 (grassmannienne des lagrangiens). On considère l’espace Λn des
sous-espaces vectoriels lagrangiens de R2n = Cn. Montrer que le groupe
U(n) opère transitivement sur Λn et que le stabilisateur de

Rn = {X ∈ Cn | Im(X) = 0}
est isomorphe au groupe orthogonal O(n). En déduire que Λn est une variété
compacte et connexe de dimension n(n+ 1)/2.

Montrer que l’application

dét2 : U(n) −→ S1

définit une application continue de Λn dans S1 et que celle-ci induit un
isomorphisme des groupes fondamentaux.

Exercice 41 (classe de Maslov d’une immersion lagrangienne). Soit
f : L→ Rn une immersion d’une variété de dimension n dans R2n.
On suppose que f est lagrangienne, c’est-à-dire que f�ω = 0 ou encore que
Txf(TxL) est, pour tout x dans L, un sous-espace lagrangien de R2n.

Ainsi, associer à tout point l’espace tangent en ce point définit une ap-
plication « de Gauß » γ(f) : L→ Λn. La composition

γ(f)� : π1(L) −→ π1(Λn) = Z
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associe donc à tout lacet dans L un entier, sa classe de Maslov. Quelles sont
les classes de Maslov des immersions (lagrangiennes) de S1 dans R2 définies
par les dessins de la figure 3 ? Montrer que la classe de Maslov d’un cercle
plongé est ±2 (utiliser le théorème des « tangentes tournantes », voir [7]).

Figure 3

Exercice 42 (indice de Maslov relatif). SoitW une variété munie d’une forme
symplectique ω et soit

j : L ↪−→W
un plongement lagrangien (voir l’exercice 41 page 481). À tout disque

u : D2 −→W
à bord dans L, c’est-à-dire tel que u(∂D2) ⊂ j(L), on peut associer un entier
μL(u) comme suit : on trivialise u�TW par une trivialisation symplectique

Φ : u�TW −→ D2 ×R2n,

la classe du lacet

S1 −→ Λn
z �−→ Φ(Tu(z)L)

dans π1(Λn) ≡ Z est l’entier μL(u) en question. Vérifier que cet entier ne
dépend pas du choix de la trivialisation Φ.

Soit v un autre disque dans W à bord dans L. On suppose que u et v
sont homotopes relativement à L, c’est-à-dire qu’il existe une homotopie

h : D2 × [0, 1] −→W
telle que ⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

h(·, 0) = u
h(·, 1) = v
h(z, t) ∈ L si z ∈ S1.

Montrer qu’alors μL(u) = μL(v). Ainsi, μL définit une application du groupe
π2(W,L) des classes d’homotopie relatives dans Z. Montrer que cette appli-
cation est un homomorphisme de groupes.
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On suppose désormais que π2(W ) = 0. Montrer qu’alors μL(u) ne dépend
que de la restriction de u au bord et donc qu’elle définit un homomorphisme
de groupes π1(L)→ Z.

Exercice 43. Soit P un polynôme à coefficients complexes et soit α ∈ C une
racine de P de multiplicitém. Commençons par rappeler une démonstration
du théorème de Rouché.

(1) Soit γ le cercle γ(t) = α + εe2iπt (t ∈ [0, 1]). Montrer que, si ε est
assez petit pour qu’il n’y ait pas d’autre racine de P que α dans le disque
fermé Bε de bord γ, on a

m =
1

2iπ

∫
γ

P ′(z)
P (z)

dz.

(2) Posons δ = supz∈Im γ |P (z)|. Soit Q un polynôme tel que

sup
z∈Bε
|P (z)−Q(z)| < δ.

Vérifier que Q n’a pas de racine sur le cercle γ. Montrer que l’image de γ
par h est contenue dans le disque ouvert de centre 1 et de rayon 1. En
déduire que ∫

γ

h′(z)
h(z)

dz = 0.

(3) Montrer que Q a exactement m racines (comptées avec multiplicités)
dans le disque Bε. C’est le théorème de Rouché.
En déduire une démonstration de la proposition 7.3.6.

Exercices sur le chapitre 8

Exercice 44. Montrer que le noyau de l’opérateur Γ considéré dans la pro-
position 8.1.4 n’est pas de dimension finie.

Exercice 45 (une autre démonstration du théorème 8.6.11). Soit Σ : R →
End(R2n) une application continue telle que

Σ(s) = π Id pour s < −s0 et Σ(s) = 3π Id pour s > s0.

Montrer que l’opérateur F défini par

F (Y ) =
∂Y

∂s
+ J0
∂Y

∂t
+ σ · Y

est un opérateur de Fredholm de W 1,p(R×S1; R2n) dans Lp(R×S1; R2n).
Montrer que

dim KerF = 2n# {� ∈ Z� | 1 < 2� < 3} = 2n,
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puis que dim KerF � = 0 et que F est surjectif.

Exercices sur le chapitre 10

Exercice 46. On considère l’opérateur

L0 :W 1,2(R; RN ) −→ L2(R; RN )

Y �−→ dY
ds

+A0(s)

où A0(s) est une matrice diagonale (pour tout s) et constante pour |s| assez
grand, de la forme

A =
(

Idm+ 0
0 − Idn+

)
pour s ≥M et

(
Idm− 0

0 − Idn−

)
pour s ≤ −M.

(1) Vérifier que L0 est de Fredholm. Déterminer son indice en fonction
des m± et n±.

(2) En s’inspirant des méthodes du § 8.8, en déduire une autre démons-
tration de la proposition 10.2.8.

Exercices sur le chapitre 11

Exercice 47. On reprend ici les notations et les résultats de l’exercice 25
page 476, où l’on a déterminé les solutions contractiles et périodiques de
période 1 d’un hamiltonien Ft sur le tore T2. On demande de calculer les
indices de ces trajectoires (un calcul essentiellement demandé dans l’exer-
cice 38 (page 480)) et de déterminer le complexe de Floer pour ce hamilto-
nien (supposé régulier).
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CHAPITRE 14

UN PEU DE GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE

Dans ce chapitre, nous énumérons, plus ou moins rapidement selon les
cas, les différents objets et outils de géométrie utilisés dans ces notes.

14.1. Les variétés et les sous-variétés

Voir [37], [40], [39], [66] et [56] pour les notions de base présentées dans
ce paragraphe.

14.1.a. Variétés. Une variété est un espace qui ressemble beaucoup, loca-
lement, à Rn. Soyons plus précis. Une variété topologique de dimension n
est un espace topologique séparé dont tout point est contenu dans un ouvert
homéomorphe à un ouvert de Rn. Un couple, (U,ϕ), où U est un tel ouvert
et ϕ un homéomorphisme, est une carte. Ici une variété est en tout cas
paracompacte (et en particulier séparable).

On demande aussi que V soit une réunion dénombrable de compacts
et une réunion dénombrable d’ouverts de cartes (mais dans ce cours, nous
utiliserons surtout des variétés compactes, pour lesquelles ces propriétés sont
automatiquement vérifiées).

L’ensemble des cartes d’une variété est un atlas. Deux cartes (U,ϕ) et
(U ′, ϕ′) sont dites compatibles si la composition

ϕ(U ∩ U ′) ϕ
−1

−−−−→ U ∩ U ′ ϕ
′

−−−→ ϕ′(U ∩ U ′),
une application d’un ouvert de Rn dans un autre, est un difféomorphisme
(de classe C∞). Si la variété V possède un atlas dont toutes les cartes sont
compatibles entre elles, on dit que c’est une variété différentielle (ou lisse,
ou de classe C∞).

Exemples. La sphère Sn, les espaces projectifs Pn(R) et Pn(C), le tore
Rn/Zn sont des variétés (lisses).
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Avec cette définition, une variété de dimension 0 est un ensemble dénom-
brable discret.

On définit, à travers les cartes et la notion ad hoc sur les ouverts de Rn,
la notion d’application C∞ d’une variété dans une autre : si U et V sont
contenus dans des ouverts de cartes respectivement de la variété M et de la
variété N , la fonction f : U → V est de classe Ck (pour 0 ≤ k ≤ ∞) si la
composition

ϕ(U)
ϕ−1
−−−−→ U f−−→ V ψ−−→ ψ(V )

est ce classe Ck. Être de classe Ck est une propriété locale, bien définie par
cette condition.

14.1.b. Caractérisation des sous-variétés. Parmi les variétés, il y a les
sous-variétés de Rn. Une sous-variété de Rn est un sous-espace V qui res-
semble beaucoup, localement, à un sous-espace vectoriel, au sens où chacun
de ses points a, dans Rn, un voisinage ouvert U difféomorphe à un voisinage
de 0 dans Rn par un difféomorphisme ϕ tel que ϕ(U ∩ V ) = ϕ(U) ∩ Rd.
L’entier d est la dimension de la sous-variété V .

Théorème 14.1.1. Soit V ⊂ Rn. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
(1) V est une sous-variété de dimension d de Rn ;
(2) tout point x de V possède un voisinage ouvert U dans Rn tel qu’il

existe une submersion g : U → Rn−d avec U ∩ V = g−1(0) ;
(3) tout point x de V possède un voisinage ouvert U dans Rn tel qu’il

existe un voisinage Ω de 0 dans Rd et une immersion h : Ω → Rn qui est
un homéomorphisme de Ω sur U ∩ V .

Autrement dit, une sous-variété peut être décrite localement par des
équations (le nombre d’équations est la codimension), ou par un paramé-
trage (le nombre de paramètres est la dimension). Toutes ces propriétés
étant des applications du théorème des fonctions implicites et/ou d’inver-
sion locale.

Un excellent et indispensable exercice est, étant donnée une partie de Rn

(ou d’une autre variété) soupçonnée d’être une sous-variété, de décider lequel
de ces critères est le mieux adapté à prouver sa culpabilité.

La définition d’une sous-variété d’une variété est analogue.
Bien entendu (c’est contenu dans la définition), les sous-variétés sont

des variétés. Par exemple, un « niveau » d’une fonction numérique f (image
inverse d’un nombre réel α) relève de la propriété (2). C’est une sous-variété
quand f est une submersion le long de f−1(α).
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Si les sous-variétés sont des variétés, la réciproque est vraie : les variétés
peuvent être considérées comme des sous-variétés, comme nous le rappelons
maintenant.

14.1.c. Partitions de l’unité, théorème de plongement.

Partitions de l’unité. Il s’agit d’un outil essentiel, qui autorise à démontrer
bien des résultats en se concentrant sur leurs aspects locaux. Soit V une
variété compacte(1) de dimension n et soit (Ui, ϕi)1≤i≤N un atlas fini de V .
On montre qu’il existe un recouvrement de V par des ouverts Ωi tels que
Ωi ⊂ Ui et des fonctions hi à support dans Ui et valant 1 sur Ωi.

On en déduit, en posant

pi =
hi∑
hi
,

qu’il existe, pour tout recouvrement de V par un nombre fini d’ouverts
Ω1, . . . ,ΩN , une famille (pi)1≤i≤N de fonctions

pi : V −→ [0,+∞[

telles que

Supp(pi) ⊂ Ωi et
N∑
i=1

pi ≡ 1.

Plongement d’une variété compacte dans un espace numérique. Soit V une
variété compacte de dimension n et soit (Ui, ϕi)1≤i≤N un atlas fini de V . On
utilise les fonctions hi ci-dessus pour construire une application F , définie
par

F = (h1ϕ1, . . . , hNϕN , h1, . . . , hN ) : V −→ (Rn)N ×RN = R(n+1)N .

On vérifie que F est une immersion injective (et donc un plongement).
C’est le théorème suivant.

Théorème 14.1.2 (théorème de plongement de Whitney). Soit V une variété
compacte. Alors il existe un plongement de V comme sous-variété dans un
espace euclidien RN .

Par un argument de position générale semblable à ceux semblable à ceux
que nous rappellerons plus bas, on peut démontrer que la dimension de
l’espace euclidien peut être descendue jusqu’à 2 dimV + 1.

Remarque. Ce résultat appartient à la géométrie différentielle réelle ; il n’a
pas d’analogue en géométrie analytique complexe : à cause du théorème de

(1)paracompacte suffit...
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Liouville, aucune variété analytique compacte n’est une sous-variété analy-
tique de CN .

14.1.d. Bords. Une variété à bord est un espace topologique V dont tout
point a un voisinage homéomorphe à un ouvert du demi-espace (xn ≤ 0)
de l’espace Rn. Les points qui n’ont pas de voisinage homéomorphe à un
ouvert de Rn sont les points du bord. Le bord, noté ∂V , est une sous-variété
de dimension n− 1. On démontre (voir le § 14.4) que le bord a un voisinage
de la forme ∂V × [0, ε[.

14.1.e. Vecteurs tangents, applications tangentes. Rappelons que
l’on peut définir un vecteur tangent en x à la variété V comme une classe
d’équivalence de courbes passant par x dessinées sur V ,

c : ]− ε, ε[ −→ V telle que c(0) = x,

sous la relation d’équivalence qui identifie c1 et c2 si, pour une carte ϕ
centrée en x,

(ϕ ◦ c1)′(0) = (ϕ ◦ c2)′(0).

L’ensemble des vecteurs tangents en x est un espace vectoriel, noté TxV .
Ceci permet de définir l’application tangente

Txf : TxV −→ Tf(x)W

à une application f : V → W , tout simplement en associant, à la classe de
la courbe c, celle de la courbe f ◦ c.

Et de considérer un vecteur tangent comme une dérivation sur les fonc-
tions, c’est-à-dire comme une application linéaire X définie sur l’ensemble
des fonctions C∞ au voisinage de x et vérifiant

X(fg) = f(x)X(g) + g(x)X(f).

En associant, pour tout x, au vecteur X ∈ TxV et à la fonction f : V → R,
le nombre X(f)(x) = Txf(X) ∈ R, on définit la fonction X(f).

Remarque 14.1.3. On note souvent (df)x au lieu de Txf , en particulier
quand f est une fonction numérique. Nous le ferons aussi.

Il est instructif de décrire l’espace tangent à une sous-variété via chacune
des caractérisations (on trouve notamment Tx(f−1(0)) = KerTxf pour f
submersive).
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14.1.f. Champs de vecteurs. On définit aussi le fibré tangent(2) en met-
tant la topologie et la structure de variété ad hoc sur la réunion disjointe
des espaces tangents en les points de la variété.

Les champs de vecteurs en sont des sections(3) C∞, c’est une façon de
dire qu’un champ de vecteurs est la donnée, en chaque point, d’un vecteur
tangent et que celui-ci dépend de façon C∞ du point considéré. En général,
on notera les champs de vecteurs par des grandes lettres latines, comme X,
et Xx désignera la valeur du champ X au point x.

Si X est un champ de vecteurs et f une fonction, on note X ·f la fonction
dérivée de f le long de X, c’est-à-dire définie par

(X · f)(x) = Xx · f = Txf(Xx).

Toutes les dérivations proviennent de champs de vecteurs.

Crochet. La composée de deux dérivations n’est pas une dérivation, toute-
fois,

f �−→ X · (Y · f)− Y · (X · f)
en est une, on note [X,Y ] le champ de vecteurs correspondant.

Un champ de vecteurs peut aussi être considéré comme une équation
différentielle sur la variété. Voir le § 14.4.

14.1.g. Formes différentielles. Une forme différentielle de degré p sur
une variété V (aussi dite p-forme) est une section du fibré ΛpT �V , en termes
moins pédants la donnée, pour chaque x ∈ V , d’une forme extérieure de de-
gré p sur l’espace tangent TxV , dépendant de façon C∞ de x. En coordonnées
locales (x1, . . . , xn) sur V , ceci s’écrit

α =
∑
αi1,...,ipdxi1 ∧ · · · ∧ dxip ,

écriture dans laquelle les αi1,...,ip sont des fonctions et dx1, . . . , dxn désigne
la base canonique de (Rn)�.

Une application f : V → W transforme les formes différentielles sur W
en formes différentielles sur V par

(f�α)x(X1, . . . , Xp) = αf(x)(Txf(X1), . . . , Txf(Xp)).

L’opération la plus importante sur les formes est la différentiation exté-
rieure, elle transforme une forme de degré p en une forme de degré p+ 1, en
coordonnées

(dα) =
∑
dαi1,...,ipdxi1 ∧ · · · dxip

(où dαi1,...,ipdxi1 est la différentielle de la fonction αi1,...,ipdxi1).

(2)Et de même, le fibré cotangent, en utilisant les duaux des espaces tangents.
(3)Une section d’un fibré π : E → V est une application s : V → E telle que π ◦ s = IdV .
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Elle vérifie d ◦ d = 0. On parle de formes fermées (dα = 0) et de formes
exactes (α = dβ). Les formes exactes sont fermées mais la réciproque est
fausse en général, ce qui est à l’origine de la cohomologie de de Rham.

Nous aurons surtout besoin de : 1-formes et 2-formes, différentielle exté-
rieure, formes fermées, formes exactes, de la notion de forme-volume, et de
la formule de Stokes. Voir [37, Chap. V] et [66, Chap. VII].

14.1.h. Questions d’orientation. On dit qu’une variété est orientable si
elle possède un atlas d’orientation (dont tous les changements de cartes pré-
servent l’orientation). Une variété qui possède une forme volume est orien-
table (la démonstration est directe). La réciproque est vraie, on construit
une forme volume grâce à une partition de l’unité (voir [37, Chap. V] si la
variété est compacte et plus généralement [29, p. 46]).

Le bord d’une variété orientée a une orientation naturelle.

Exemple. Si f : Rn → R est une submersion, alors la sous-variété f−1(0)
est orientable. Pour le montrer, on peut utiliser le gradient de la fonction,
un champ de vecteurs normal à la sous-variété.

14.2. Points critiques, valeurs critiques et théorème de Sard

Voir par exemple [32] pour ce paragraphe.

14.2.a. Points critiques. Un point x de la variété M est critique pour
l’application

f :M −→ N
à valeurs dans la variété N si l’application linéaire Txf n’est pas de rang
maximal.

– soit dimM ≤ dimN et f n’est pas immersive en x ;
– soit dimM ≥ dimN et f n’est pas submersive en x.

Appelons m et n respectivement et alphabétiquement les dimensions de M
et N . Dans le cas où m ≤ n, la condition est que dim KerTxf > 0 ; dans le
cas m ≥ n, c’est rg Txf < n. On résume tout ça en disant que x est critique
si le corang de f en x est strictement positif, avec la définition ad hoc du
corang, c’est-à-dire inf(m,n)− rg Txf .

Exemple (exemple fondamental). Quand N = R, cas des fonctions numé-
riques, n = 1 et un point x est critique si et seulement si Txf ≡ 0.
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14.2.b. Le théorème de Sard. Une valeur critique de l’application f est
un point de la variété but N qui est l’image d’un point critique. Les autres
points de N sont des valeurs régulières. Il faut remarquer en particulier
qu’une valeur régulière n’est pas nécessairement une valeur. Et qu’il peut y
avoir des points non critiques dont l’image est une valeur critique.

Le théorème de Sard affirme que, sous certaines hypothèses, presque
toutes les valeurs d’une application différentiable sont régulières (remar-
quons que la notion d’ensemble négligeable et donc, de « presque tout » est
bien définie sur une variété). On a précisément :

Théorème 14.2.1 (théorème de Sard). Soit f : M → N une application de
classe C∞. Alors, les valeurs critiques de f forment un ensemble de mesure
nulle dans N .

Remarque 14.2.2. Quand la dimension m de M est strictement inférieure à
celle, n, de N , alors f(M) lui-même est de mesure nulle dans N (une ap-
plication pas complètement triviale du fait que le sous-espace Rm est de
mesure nulle dans Rn). Par exemple, dans ce cas, une application différen-
tiable deM dans N n’est jamais surjective. Le théorème est donc intéressant
(et plus difficile à démontrer) surtout quand m ≥ n.

Voir par exemple [32, p. 34 sqq] pour une démonstration.

14.2.c. Niveaux réguliers d’une fonction, sous-niveaux. Si f :V →R
est une fonction et si α en est une valeur régulière, alors, en application du
théorème sur les submersions, nous l’avons dit, le niveau f−1(α) est une
sous-variété de codimension 1 de V . Le sous-niveau V α = f−1(] − ∞, α])
est, lui, une variété à bord de bord f−1(α).

Soit f : (V, ∂V )→W est une application C∞ d’une variété à bord dans la
variété W , on suppose que le point w de W est une valeur régulière pour f
et pour f |∂V . Alors f−1(w) est une sous-variété de V , à bord

∂f−1(w) = (f |∂V )−1 (w).

14.3. Transversalité

Cette notion, due à Thom au début des années 1950, est essentielle en
géométrie. Il s’agit de la position relative de deux sous-variétés.
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14.3.a. Première notion de transversalité. L’histoire commence par
(encore) une application du théorème des fonctions implicites :

Théorème 14.3.1. Soient M et N deux sous-variétés de la variété P . Soit u
un point de M ∩N tel que

TuM + TuN = TuP.

Alors, au voisinage de u, M ∩N est une sous-variété de P , sa codimension
est la somme des codimensions de M et de N et son espace tangent en u
est

Tu(M ∩N) = TuM ∩ TuN.
Ici tout est supposé de classe C∞, mais la classe C1 suffit.

Démonstration. L’assertion est locale au voisinage de u. Supposons donc que
P = Rp. Appelons m la codimension de M et n celle de N , de sorte que,
toujours au voisinage de u, nous pouvons aussi supposer que M = f−1(0),
N = g−1(0) pour des submersions f et g. La condition de position générale
sur les espaces tangents s’écrit alors

dim(KerTuf + KerTug) = p.

Considérons donc l’application F = (f, g) : Rp → Rm × Rn, qui vérifie
F−1(0) =M ∩N et dont le noyau de la différentielle en u est

KerTuF = KerTuf ∩KerTug,

un sous-espace dont la dimension est donc

dim KerTuF = dim KerTuf + dim KerTug − dim(KerTuf + KerTug)
= p−m+ p− n− p = p− (m+ n).

De sorte que TuF est surjective et donc que F est une submersion au voisi-
nage de u et doncM∩N est une sous-variété. La démonstration donne aussi
son espace tangent, le noyau de TuF , c’est-à-dire l’intersection des espaces
tangents, et sa codimension, la somme des codimensions.

Exemple 14.3.2. L’exemple d’une surfaceM et d’un plan N dans P = R3 est
déjà instructif. Les deux sous-variétés sont de codimension 1, donc l’hypo-
thèse de « position générale » est simplement qu’elles ne sont pas tangentes.
Une sous-variété de Rn et son espace tangent (affine) ne sont jamais trans-
verses.

On dit que les deux sous-variétés M et N de P sont transverses au point
u ∈ P si {

soit u �∈M ∩N,
soit u ∈M ∩N et TuM + TuN = TuP.
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Figure 1

On dit qu’elles sont transverses, notation M � N , si elles sont transverses
en tout point.

La figure 1 montre deux sous-variétés de R2 qui ne sont pas transverses...
et le fait qu’après une minuscule déformation, elles le sont devenues.

Remarque 14.3.3. Cette propriété est tout à fait générale : la transversalité est
une notion générique, une petite déformation permet toujours de l’assurer.
C’est aussi une notion stable, une petite déformation de deux sous-variétés
transverses préserve cette transversalité. Pour démontrer la première asser-
tion, on peut utiliser le théorème de Sard, M et N étant décrites comme
dans la démonstration ci-dessus par les submersions f et g, presque toutes
les valeurs sont régulières pour F , donc f−1(ε) et g−1(η) sont transverses
pour presque tous les (ε, η) proches de (0, 0).

Remarque 14.3.4. Pour deux sous-variétés dont la somme des dimensions est
strictement plus petite que celle de la variété ambiante (par exemple deux
courbes dans R3), la transversalité signifie l’absence d’intersection.

Plus généralement, si f : M → N est une application différentiable et si
P ⊂ N est une sous-variété, on dit que f est transverse à P (en u) si{

soit u �∈ f(M) ∩ P,
soit u = f(x) ∈ f(M) ∩ P et Txf(TxM) + TuP = TuN.

On note de même f � P .

Proposition 14.3.5. Si f est transverse à P (en tout point) et si f−1(P ) n’est
pas vide, f−1(P ) est une sous-variété de M .

Remarque 14.3.6. Si N ⊂ P est une sous-variété (co-orientable) orientable de
la variété orientable P et si f :M → P est transverse à N , alors f−1(N) est
(co-orientable) orientable dans la variété orientable M . Le cas traité dans
l’exemple 14.1.h est celui où la sous-variété N est le point 0 et P = R.
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Une application directe du théorème de Sard est le premier résultat de
transversalité :

Théorème 14.3.7. Soient M , N et S trois variétés et soit P une sous-variété
de N . Supposons que

F :M × S −→ N
soit une application transverse à P . Alors, pour presque tout s ∈ S, Fs :
M → N est transverse à P .

Ici on considère la variété S comme un espace de paramètres.

Démonstration. En application de la proposition précédente, F−1(P ) est
une sous-variété Q de M × S. La projection

π : Q ⊂M × S −→ S
est une application différentiable dont le théorème de Sard affirme que
presque tout s ∈ S est une valeur régulière de π. Il est facile de vérifier
que les valeurs régulières de π sont exactement les s pour lesquels l’applica-
tion Fs est transverse à P .

Remarque 14.3.8. Plus l’espace de paramètres S est grand, plus une applica-
tion M × S → N a de chances d’êtres transverse à la sous-variété P . C’est
ce qui explique la grande utilité de ce résultat.

14.3.b. Topologie Ck. Pour énoncer les théorèmes de transversalité, qui
disent que, suffisamment près d’une application donnée, il y a une applica-
tion transverse à une sous-variété donnée, ou encore que l’on peut « pertur-
ber » (sous-entendu « légèrement ») une application pour la rendre trans-
verse à une sous-variété, il est nécessaire de définir une notion de proximité,
c’est-à-dire une (en fait plusieurs) topologie sur l’espace des applications de
la variété M dans la variété N .

Commençons par le cas où les deux variétés sont des ouverts d’espaces
numériques. La topologie C∞ (resp. Ck) est celle de la convergence uniforme
sur les compacts de la fonction et de toutes ses dérivées (resp. d’ordre ≤ k).

Remarque 14.3.9. Cette topologie est métrisable : on utilise les pseudo-
distances

drK(f, g) = sup
x∈K

∣∣∣f (r)(x)− g(r)(x)
∣∣∣

et on fait parcourir à K une famille dénombrable de compacts recouvrant
l’espace de départ.
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Dans le cas général de deux variétés M et N , on définit la topologie Ck

(où k est éventuellement infini) en en donnant une base de voisinages. Les
voisinages en question d’une fonction f sont indexés par les (K,V, ε) tels
que

– ε > 0,
– K est un compact contenu dans un ouvert de carte de M ,
– V est un ouvert de carte de N et l’on a
– f(K) ⊂ V .

On pose

UkK,V,ε(f) =
{
g ∈ Ck(M,N) | g(K) ⊂ V et drK < ε pour |r| ≤ k} .

Cette topologie est métrisable puisque, comme toutes les variétés de ce
cours,M a été supposée séparable. On appellera d∞ une distance définissant
la topologie C∞.

14.3.c. Théorèmes de transversalité.

Théorème 14.3.10 (transversalité locale). Soient M et N deux variétés et
soit P une sous-variété propre de N . Soit f : M → N une application
différentiable et soit a un point deM . Alors il existe un voisinage compact K
de a dans M et un voisinage ouvert U de f dans C∞(M,N) tels que

{g ∈ U | g � P en tout point de K}
est un ouvert dense dans U.

Théorème 14.3.11 (transversalité). Soit K un compact de M . L’ensemble des
applications deM dans N transverses à la sous-variété P de N le long de K
est un ouvert dense dans C∞(M,N).

Corollaire 14.3.12. L’ensemble des applications f : M → N transverses à la
sous-variété P de N est dense dans C∞(M,N) (et c’est un ouvert dense
si M est compacte).

Esquisse d’une démonstration du théorème 14.3.10. Si f(a) �∈ P , soit K un
voisinage compact de a tel que f(K) ∩ P = ∅ et soit U l’ouvert

U = {g ∈ C∞(M,N) | g(K) ∩ P = ∅} .
Ils ont la propriété voulue grâce à la propreté de P .

Si f(a) ∈ P , considérons un ouvert de carte V pour la sous-variété P ⊂ N
au voisinage de f(a) : nous pouvons supposer que V = Rn et V ∩ P =
Rp × {0} ⊂ Rp × Rq = Rn, avec f(a) = 0. Soit U un voisinage de a
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dans M tel que f(U) ⊂ V et soit K un voisinage compact de a contenu
dans U . Posons enfin

U =
{
g ∈ C∞(M,N) | g(U) ⊂ V }

et montrons que ce K et cet U conviennent.
Soit α une fonction en cloche à support dans U qui vaut identiquement 1

sur K. Définissons une application G :M × ({0} ×Rq)→ N par

G(x, v) =

{
g(x) si x �∈ U
g(x) + α(v)v si x ∈ U.

Évidemment, G est transverse à Rp × {0}, ce qui donne la densité voulue
par le théorème 14.3.7.

Le fait que les applications transverses à P le long de K forment un
ouvert est conséquence du fait que les matrices de rang maximum forment
un ouvert de l’espace des matrices.

Démonstration du théorème 14.3.11. Soit f ∈ C∞(M,N). Pour tout a∈K,
soient Ka et Ua un compact et un ouvert comme ceux dont le théorème
14.3.10 affirme l’existence... en affirmant également que

U′a = {g ∈ Ua | f � P le long de Ka}
est un ouvert dense de Ua. Comme K est compact, on peut le recouvrir par
un nombre fini N des Kai et on pose

U′ =
N⋂
i=1

U′ai .

C’est un ouvert dense (comme intersection finie d’ouverts denses). Si g ∈ U′,
alors f est transverse à P le long de la réunion des Kai donc de K.

Il arrive que l’on ait (et il arrivera que nous ayons) besoin d’une propriété
de transversalité un peu différente : on ne veut pas considérer toutes les
fonctions deM dans N mais seulement celles ayant une propriété spécifique
au problème considéré et qui ne soit pas une propriété ouverte, satisfaisant
une contrainte.

Suivant [39], disons qu’une partie F ⊂ C∞(M,N) est localement trans-
versale sur P si, pour toute fonction f ∈ F, pour tout a ∈ M , il existe un
voisinage K de a dans M et un voisinage V de f dans F tels que, pour tout
g ∈ V, il existe un voisinage U de 0 dans un espace Rq et une famille

G :M × U −→ N
telle que

– G0 = g,
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– ∀ t ∈ U , Gt ∈ F,
– G est transverse à P sur K × U .

Cette définition s’adapte à la plupart des contraintes, qui en général ne
définissent pas des ouverts, elle sert par exemple à montrer les théorèmes
d’immersion et de plongement de Whitney. Un autre avantage est que la
démonstration du théorème de transversalité donne, sans changement, le
résultat de « transversalité sous contrainte » :

Théorème 14.3.13. Si F ⊂ C∞(M,N) est localement transversale sur la sous-
variété P ⊂ N , alors, pour tout compact K ⊂ M , l’ensemble des éléments
de F qui sont transverses à P le long de K est un ouvert dense de F.

14.4. Champs de vecteurs comme équations différentielles

14.4.a. Flots. Un champ de vecteurs peut être considéré comme une équa-
tion différentielle

c′(t) = Xc(t)
dont on note ϕtX la solution passant par x en t = 0. Elle n’est définie, en
principe que pour t proche de 0. Mais dans ce cas, on a

ϕtX(ϕt
′
X(x)) = ϕt+t

′
X (x)

d’où l’on déduit sans mal que ϕtX est un difféomorphisme, l’identité pour
t = 0.

Un résultat très important, et que nous utiliserons en permanence, est le
fait que, sur une variété compacte, le flot est défini pour tout t.

Théorème 14.4.1. Le flot d’un champ de vecteurs sur une variété compacte V
est défini sur R × V .

Il en est bien entendu de même pour un champ de vecteurs à support
compact sur une variété quelconque. Voir par exemple [47, p. 10] pour une
démonstration.

Voisinage collier du bord. Le bord ∂V d’une variété V possède un voisinage
« collier(4) », c’est-à-dire un voisinage de la forme ∂V × [0, ε[, que l’on peut
obtenir en intégrant un champ de vecteurs : on choisit un champ de vecteurs
défini au voisinage du bord et qui n’est pas tangent au bord (ce qu’il est
facile de faire en utilisant une partition de l’unité) et on l’intègre.

(4)Nous en avons fait usage au § 4.7.
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14.4.b. Dérivée de Lie, formule des Cartan. La dérivée de Lie LX
prolonge la dérivation des fonctions (0-formes). Elle est définie par

LXα =
( d
dt

(ϕt)�α
)
t=0

(et transforme donc une p-forme en une autre p-forme).
La formule des Cartan relie dérivée de Lie et différentielle extérieure.

Elle fait aussi intervenir le produit intérieur d’une forme par un champ de
vecteurs

(iXα)x(Y1, . . . , Yp) = αx(X,Y1, . . . , Yp)
(une opération qui transforme une p-forme en une p−1-forme). Elle affirme
que

LX = diX + iXd.
Voir toujours [37, Chap. V].

14.4.c. Linéarisation le long d’une solution. Considérons un champ
de vecteurs X sur une variété V , c’est-à-dire l’équation différentielle

ẋ = X(x)

(nous utilisons la notation ẋ = dx/dt).
Traditionnellement, on pense à l’équation linéarisée comme à celle décri-

vant les solutions « infinitésimalement proches » d’une solution donnée. Si
x(t) et y(t) sont des solutions proches, écrivons, dans une carte

y(t) = x(t) + Y (t),

obtenant, à l’ordre 1,
dY

dt
=
dy

dt
− dx
dt

= X(y(t))−X(x(t)) = (dX)x(t)(Y (t)).

Cette équation différentielle linéaire en Y est l’équation linéarisée.
Décrivons-la de façon plus intrinsèque.

Considérons une solution x(t) de notre équation différentielle et un champ
de vecteurs tangents à V le long de x. Par exemple, X = d/dt est une telle
solution.

Lemme 14.4.2. La dérivée de Lie LX définit un opérateur D sur les sections
locales de x�TV , qui vérifie, pour toute fonction f définie le long de x,

D(fY ) = ḟY + fDY.

Démonstration. Définissons DY en
– prolongeant Y en Ỹ sur un voisinage de x (ou d’un point de x, tout

est local)
– calculant LX Ỹ (= [Ỹ , X])
– restreignant ce champ de vecteurs à x.
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Vérifions que le résultat ne dépend pas du choix du prolongement Ỹ de Y
en constatant que, si Z est un champ identiquement nul en restriction à la
solution x, alors LXZ est nul en restriction à x (X ne dérive que dans la
direction de x). C’est ce qu’affirme le lemme 14.4.3 ci-dessous.

La « linéarité » par rapport aux fonctions est conséquence immédiate de
l’identité

LX(fY ) = (X · f)Y + fLXY.

Lemme 14.4.3. Si Z est un champ de vecteurs sur V défini au voisinage de x
et identiquement nul sur x, alors LXZ est nul en tout point de x.

Démonstration. La définition de LXZ utilise le flot ϕt de X :

LXZ =
d

dt

(
(ϕ−t)�Z

)|t=0.

En tout point de x, le vecteur Z(x(t)) est nul, donc aussi (ϕt)�Z(x), iden-
tiquement. Donc LXZ est nul en tout point de la trajectoire x.

On appelle équation linéarisée l’équation linéaire DY = 0. On remar-
quera qu’évidemment, X lui-même est une solution de l’équation aux varia-
tions. On a :

Lemme 14.4.4. Les solutions Y de l’équation linéarisée le long de x sont les
champs vecteurs Y (t) définis le long de x et tels que

Y (t) = (Tx(0)ϕ
t)(Y (0)).

En effet, si Y (t) est défini par cette formule,

Y (0) = (Tx(0)ϕ
t)−1Y (t) = (Tx(t)ϕ

−t)Y (t)

ne dépend pas de t, de sorte que la formule définit bien une solution de
l’équation linéaire ; elle vaut Y (0) pour t = 0 et est seule à le faire.

14.4.c.1. En coordonnées. Pour pouvoir calculer en coordonnées, écrivons
cette équation sous forme matricielle. Si (e1(t), . . . , em(t)) est une base de
sections locales du fibré TV le long de x, un champ de vecteurs Y le long
de x s’écrit Y (t) =

∑
yi(t)ei(t) et

DY =
m∑
i=1

(ẏiei + yiDei)

=
m∑
i=1

(
ẏiei + yi

m∑
j=1

ai,jej

)
=
m∑
i=1

(
ẏi +

m∑
k=1

ak,iyk

)
ei

ce qui donne, en écrivant y pour le vecteur colonne des yi et en appelant
A(t) la matrice des A(t)i,j = aj,i(t) :

ẏ +A(t)y = 0.
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Encore plus localement, supposons que V soit un ouvert de Rm, de sorte
que le champ de vecteurs X peut être considéré comme une application

V −→ Rm

x �−→ X(x).

Utilisons comme base (e1(t), . . . , em(t)) la base canonique (∂/∂x1, . . . , ∂/∂xm)
de Cm restreinte à la trajectoire. Ainsi[

X,
∂

∂xi

]
= −∂X
∂xi

de sorte que A(t) = −(dX)x(t).

L’équation aux variations est la linéarisée ẏ = (dX)x(t)y de l’équation diffé-
rentielle originelle. On retrouve l’équation linéarisée « à la Poincaré » évo-
quée ci-dessus.

14.4.d. Le cas d’un champ de vecteurs dépendant du temps. Dans
ce texte, nous aurons à considérer des champs de vecteurs « dépendant du
temps », c’est-à-dire des systèmes différentiels

ẋ = Xt(x(t))

où (t, x) �→ Xt(x) est un champ de vecteurs qui dépend du paramètre sup-
plémentaire t, le temps. La situation semble un peu différente de celle consi-
dérée jusqu’ici, mais s’y ramène en considérant le champ de vecteurs sur
R × V

X̃(u, x) =
d

du
+Xu(x) ∈ T(u,x)(R × V ).

Les trajectoires de X̃ sont les solutions x̃(t) = (u(t), x(t)) ∈ R × V de

u̇(t) = 1, ẋ(t) = Xu(t)(x(t)),

parmi lesquelles, les t �→ (t, x(t)) où x est solution de ẋ = Xt(x), notre
équation originelle. Le flot de X̃ est

ϕ̃t(u, x) = (u+ t, ϕt(x)),

où ϕt désigne le flot de Xt, solution de

ϕ0 = Id et
d

dt
ϕt = Xt ◦ ϕt.

La linéarisation de l’équation différentielle le long d’une telle solution s’ap-
plique à des sections de x̃�T (R × V ), c’est-à-dire à des vecteurs

t �−→ (y(t), Y (t))

vérifiant
d

dt

(
y

Y

)
=

(
0 0

∂Xt/∂t (dXt))x(t)

)(
y

Y

)
.
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Les solutions sont donc de la forme (y, Y ) où y est constante et Y satisfait à
dY

dt
= y
∂Xt
∂t

+ (dXt)x(t)Y.

Ce qui, en particulier, pour y = 0, est
dY

dt
= (dXt)x(t)Y,

où nous retrouvons la forme ci-dessus. Les résultats s’appliquent donc, en
particulier le lemme 14.4.4, qui donne

(y(t), Y (t)) = T
x̃(0)ϕ̃

t(y(0), Y (0)) = (y(0), Tx(t)ϕ
t(Y (0)).

Pour y(0) = 0, nous voyons que Y est solution de
dY

dt
= (dXt)x(t)Y si et seulement si Y (t) = Tx(t)ϕ

t(Y (0)).

14.5. Métriques riemanniennes, exponentielle

Une métrique riemannienne sur une variété est une section du fibré des
formes bilinéaires sur l’espace tangent à cette variété qui soit, en chaque
point, un produit scalaire sur l’espace tangent en ce point.

Par exemple, si V est une sous-variété de Rn, la métrique euclidienne
de Rn induit un produit scalaire sur les espaces vectoriels TxV et une mé-
trique riemannienne sur V .

À l’aide d’une partition de l’unité, on peut munir toute variété qui en
possède une, en particulier toute variété compacte, d’une métrique rieman-
nienne.

Une métrique riemannienne g définit une dérivation des champs de vec-
teurs par un champ de vecteurs, la dérivation covariante dite connexion de
Levi-Civita, unique (X,Y ) �→ DXY à satisfaire à

DfXY = fDXY et DX(fY ) = (x · f)Y + fDXY
DXY −DYX = [X,Y ]

x · g(Y,Z) = g(DXY,Z) + g(Y,DXZ).

Voir [29, § II B].

Sur une variété riemannienne, on a ainsi une notion de géodésique. Une
géodésique est une solution t �→ γ(t) de l’équation différentielle

Dγ̇γ = 0.

Étant donnés un point x ∈ V et un vecteur Y ∈ TxV , il existe une unique
géodésique passant par x avec vecteur tangent Y en x,

γY (t) avec γY (0) = x et γ̇Y (0) = Y.
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Les géodésiques sont solutions d’une équation différentielle d’ordre 2. On
suppose que V est complète, c’est-à-dire que γY (t) est défini pour tout
t ∈ R. On définit alors

expx : TxV −→ V
Y �−→ γY (1).

On démontre que expx est un difféomorphisme local et que

T0 expx : TxV −→ TxV
n’est autre que l’identité. Voir [29, § II C].

Comme V est munie d’une métrique riemannienne, on peut considérer,
pour tout R, le sous-espace

{(x, Y ) ∈ TV | ‖Y ‖ < R} ⊂ TV.
On qualifie ce type d’espace de « fibré en disques » : la fibre en x ∈ V est
le disque de rayon R de l’espace euclidien TxV .

Lorsque la variété V est compacte, il existe un réel positif r tel que
l’exponentielle définisse un difféomorphisme

(x, Y ) �−→ (x, expx Y )

du fibré en disques de rayon r

{(x, Y ) ∈ TV | ‖Y ‖ < r}
sur son image dans V × V . Un tel r est appelé rayon d’injectivité.

À une métrique riemannienne et à sa connexion de Levi-Civita est asso-
ciée une notion de « transport parallèle ». Étant donné un vecteurX tangent
en x à V , on définit son transport parallèle le long d’une courbe t �→ γ(t)
d’origine x = γ(0) ainsi : X(t) ∈ Tγ(t)V est l’unique section « parallèle »,
c’est-à-dire à dérivée covariante nulle, de γ�TV , satisfaisant à la condition
initiale X(0) = X.



CHAPITRE 15

UN PEU DE TOPOLOGIE ALGÉBRIQUE

Dans un ouvrage consacré à l’homologie (de Morse, de Floer), nous utili-
sons forcément un peu d’algèbre homologique (formule de Künneth, suites
exactes longues). Mais nous avons eu besoin aussi d’un minimum de topo-
logie algébrique (groupes d’homotopie, première classe de Chern...). Nous
dressons un inventaire de tout ceci dans ce chapitre.

15.1. Un peu d’algèbre homologique

Rappelons (voir par exemple [19]) qu’un complexe est une suite C• de
modules munis d’applications linéaires

∂ : Ck −→ Ck−1

telles que ∂ ◦ ∂ = 0.

15.1.a. La formule de Künneth sur Z/2. Dans ce paragraphe, C• et D•
sont des complexes d’espaces vectoriels(1) sur Z/2. Leur produit tensoriel
est le complexe défini par

(C ⊗D)k =
⊕
i+j=k

Ci ⊗Dj

avec la différentielle

∂C⊗Dk (c⊗d) = ((∂Ci c)⊗d, c⊗ (∂Dj d) ∈ Ci−1⊗Dj⊕Ci⊗Dj−1 ⊂ (C⊗D)k−1

pour c⊗ d ∈ Ci ⊗Dj ⊂ (C ⊗D)k.
Nous allons montrer :

(1)Le résultat est vrai sur n’importe quel corps. Mais pas sur un anneau. Et en particulier
pas pour l’homologie entière. Voir la remarque 15.1.2 et [19].
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Proposition 15.1.1. L’homologie du complexe produit tensoriel est le produit
tensoriel des homologies

H�(C• ⊗D•) = H�(C•)⊗H�(D•).
Démonstration. Remarquons d’abord que

– C ⊗ 0 = 0 ;
– H�(C• ⊕ C ′•) = H�(C•)⊕H�(C ′•) ;
– (C ⊕ C ′)⊗D = C ⊗D ⊕ C ′ ⊗D ;
– si la proposition est vraie pour C• et D• et aussi pour C ′• et D•, alors

elle est vraie pour (C ⊕ C ′)• et D•.
On montre donc la proposition par récurrence sur la longueur �(D•) du

deuxième complexe, où, naturellement,

�(D•) = # {j | Dj �= 0} .
Il n’y a rien à démontrer pour �(D•) = 1. Considérons le cas d’un complexe
de longueur 2. Si les deux espaces vectoriels non nuls dans D• n’ont pas
des indices consécutifs, a propriété est claire par somme directe. Supposons
donc que le complexe D• est

0 −→ Dj−1
∂−−→ Dj−1 −→ 0.

Si ∂ = 0, on a aussi le résultat par somme directe.
Supposons d’abord que ∂ est un isomorphisme. Dans ce cas, l’homologie

du complexe D• est nulle et nous voulons donc montrer que l’homologie de
(C ⊗D)• est nulle. Considérons donc un élément du noyau de

∂i+j : Ci ⊗Dj ⊕ Ci+1 ⊗Dj−1 −→ Ci−1 ⊗Dj ⊕ Ci ⊗Dj−1

(les exposants indiquent les degrés) et montrons qu’il est dans l’image de

∂i+j+1 : Ci+1 ⊗Dj −→ Ci ⊗Dj .
On écrit donc

∂

(∑
a

xia ⊗ yja,
∑
b

zi+1
b ⊗ tj−1

b

)
= 0,

c’est-à-dire ∑
a

(∂xia)⊗ yja = 0∑
a

xia ⊗ ∂yia +
∑
b

∂zi+1
b ⊗ tj−1

b = 0.et

Avec notre hypothèse, ∂D est un isomorphisme. Appliquons donc Id⊗∂−1

à cette deuxième relation. On obtient∑
a

xia ⊗ yja =
∑
b

∂zi+1
b ⊗ ∂−1tj−1

b
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(nous calculons modulo 2). Finalement,

∂

(∑
b

zi+1
b ⊗ ∂−1tj−1

b , 0
)

=
(∑
a

xia ⊗ yja,
∑
b

zi+1
b ⊗ tj−1

b

)
,

de sorte que notre élément du noyau de ∂i+j est dans l’image de ∂i+j+1.

Considérons maintenant le cas général d’un complexe D• de longueur 2.
Décomposons Dj et Dj−1 comme sommes directes

Dj = Ker(∂)⊕D′j et Dj−1 = E′j−1 ⊕ Im(∂).

Ainsi D• est somme directe des deux complexes

0 −→ Ker(∂) 0−−→ Ej−1 −→ 0 et 0 −→ D′j
∼=−−−→ Im(∂) −→ 0

et le résultat se déduit des études précédentes.

Finalement, supposons la proposition démontrée pour les complexes de
longueur k et soit D• un complexe de longueur k + 1,

0 −→ Dk+1
∂−−→ Dk −→ · · · −→ D1 −→ 0.

On décompose comme ci-dessus

Dk+1 = Ker(∂)⊕D′k+1 et Dk = Im(∂)⊕ E′k.
Le complexe est alors sommes des trois complexes

0 −→ Ker(∂) −→ 0,
0 −→ E′k −→ Dk−1 −→ · · ·

0 −→ D′k+1
∼=−−−→ Im(∂) −→ 0et

tous de longueur inférieure à k + 1.

Remarque 15.1.2. C’est au moment de décomposer Dj ou Dk+1 en somme
directe du noyau de ∂ et d’un supplémentaire que l’on utilise vraiment
le fait que nos complexes sont des complexes d’espaces vectoriels (et pas
simplement de modules sur un anneau commutatif).

15.1.b. Suites exactes de complexes. Rappelons rapidement ici que,
si A•, B• et C• sont des complexes, une suite exacte de morphismes de
complexes

0 −→ A• i−−→ B• j−−→ C• −→ 0

induit, pour chaque k, une suite exacte

Hk(A) i�−−−→ Hk(B)
j�−−−→ Hk(C)
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(vérification directe), mais que le morphisme induit par i (resp. par j) n’est
en général pas injectif (resp. surjectif). Ce défaut d’exactitude est « mesuré »
par une suite exacte longue

Hk(A) �� Hk(B) �� Hk(C)

∂�
��������

�����������

Hk−1(A) �� · · ·
Contentons-nous ici d’indiquer comment le connectant ∂ est défini (toutes
les vérifications restantes sont analogues et directes). Soit donc [c] ∈ Hk(C),
un élément représenté par un c ∈ Ck avec ∂C(c) = 0. Le diagramme

0

��

Ak−1

i
��

∂A �� Ak−2

Bk
∂B ��

j
��

Bk−1

j
��

Ck

��

∂C
�� Ck−1

0

donne c = j(b), avec

j(∂Bb) = ∂C(j(b)) = ∂Cc = 0

donc ∂B(b) ∈ Ker(j), puis ∂B(b) = i(a) pour un certain a ∈ Ak−1. De plus,
cet élément est un cycle : on a

i(∂Aa) = ∂B(i(a)) = ∂B∂B(b) = 0

et i est injectif.

15.2. Classes de Chern

Deuxième groupe de cohomologie. Nous avons mentionné, bien qu’assez peu
utilisé, la première classe de Chern d’un fibré vectoriel complexe. Celle-ci
vit dans le groupe de cohomologie H2(W ; Z), obtenu, par exemple, par le
complexe de Morse comme dans la première partie de ce livre.
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Première classe de Chern. Le plus économique pour la définir est de prendre
la puissance extérieure maximale de ce fibré, obtenant ainsi un fibré en
droites complexes. La première classe de Chern est alors la classes d’Euler
de ce dernier :

c1(E) = c1(ΛnE) = e(Λn(E)) ∈ H2(W ; Z)

si E est un fibré de rang n sur un espace W . Nous renvoyons à [49] pour
ces notions.

Nous avons utilisé celle, c1(TW ) du fibré tangent TW d’une variété
symplectique, vu comme fibré vectoriel complexe, à l’aide d’une structure
presque complexe calibrée par la forme symplectique. Remarquons que cette
classe est bien définie, simplement parce que l’ensemble de ces structures
presque complexes est contractile (et en particulier connexe) et que la classe
de Chern c1 vit dans l’espace discret H2(W ; Z).
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CHAPITRE 16

UN PEU D’ANALYSE

Nous rappelons d’abord l’énoncé du théorème d’Ascoli. Puis nous indi-
quons les bases de la théorie de Fredholm. Nous démontrons ensuite les
lemmes de régularité elliptique, ainsi que les propriétés du ∂ que nous avons
eu l’occasion d’utiliser au long de ce texte.

16.1. Le théorème d’Ascoli

Rappelons l’énoncé de ce très utile théorème, qui caractérise les parties
relativement compactes de l’espace des fonctions continues sur un espace
compact et que nous utilisons dans plusieurs énoncés de compacité. Voir [13]
pour cet énoncé et des références.

Théorème 16.1.1 (d’Ascoli). Soient (E, d) un espace métrique compact et F

une famille bornée de fonctions continues f : E → R, uniformément équi-
continue sur E, c’est-à-dire telles que

∀ ε > 0, ∃ δ > 0 tel que ∀ f ∈ F, d(x, y) < δ =⇒ |f(x)− f(y)| < ε.

Alors F est relativement compacte dans l’espace des fonctions continues
sur E.

Autrement dit, de toute suite d’éléments de F, on peut extraire une suite
qui converge uniformément sur E (vers une fonction continue).

Remarque 16.1.2. Dans tous les cas où nous avons appliqué ce théorème
dans ce texte, la famille de fonctions considérée était équicontinue parce
qu’« équilipschitzienne ».
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16.2. Théorie de Fredholm

Conformément à l’habitude et pour simplifier, nous appellerons dans ce
chapitre(1) opérateur d’un espace vectoriel normé dans un autre, une ap-
plication linéaire continue (ce qui se dit parfois en anglais bounded linear
map).

16.2.a. Opérateurs à indice. On dit qu’un opérateur L d’un espace de
Banach E dans un espace de Banach F est à indice si KerL est un sous-
espace de dimension finie et ImL est un sous-espace de codimension finie
(ou CokerL est un espace de dimension finie). L’indice de l’opérateur est
alors

Ind(L) = dim KerL− dim CokerL.

Exemples 16.2.1.
(1) Par exemple, un opérateur bijectif est un opérateur à indice, d’indice

nul.
(2) Si E est un espace vectoriel de dimension finie, toute application liné-

aire L : E → E est d’indice nul... puisque cette assertion est équivalente à

dim KerL+ dim ImL = dimE.

Remarque 16.2.2. Si L : E → F est un opérateur à indice, alors Ind(L) est
la caractéristique d’Euler du complexe

0 −→ E L−−→ F −→ 0

puisque dans ce cas simple, cette caractéristique d’Euler est

χ = dim(KerL/ {0})− dim(F/ Im(L)).

La théorie des opérateurs à indice est très bien expliquée dans l’exposé
de Grisvard [34], que nous avons pillé ici sans vergogne, en espérant que
ce pillage nous sera pardonné par la publicité qu’il procurera (nous n’en
doutons pas) à cet article méconnu. Voici une première liste de propriétés
qui se vérifient toutes directement.

Proposition 16.2.3. Soient L0 : E0 → F0, L1 : E1 → F1, L : E → F ,
L′ : F → G des opérateurs à indice. Alors on a

(1) L0 ⊕ L1 est un opérateur à indice et

Ind(L0 ⊕ L1) = Ind(L0) + Ind(L1),

(1)Dans le reste du livre, il nous arrive d’appeler « opérateurs » des applications différen-
tiables (pas nécessairement linéaires) et de considérer des opérateurs non continus. En
principe, ce dont il s’agit est toujours précisé.
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(2) si H est un espace vectoriel de dimension finie m, L ⊗ IdH est un
opérateur à indice, d’indice Ind(L⊗ IdH) = m Ind(L),

(3) L′ ◦ L est un opérateur à indice et Ind(L′ ◦ L) = Ind(L′) + Ind(L).

Démonstration. La première assertion est claire et la deuxième en est une
conséquence, en choisissant une base de H et écrivant

E ⊗H ∼= E ⊕ · · · ⊕E et L⊗ IdH = L⊕ · · · ⊕ L.
En application de la remarque 16.2.2, on aurait aussi pu considérer, pour
démontrer la première assertion, la suite exacte courte de complexes

0

��

0

��

0 �� E0
L0 ��

��

F0

��

�� 0

0 �� E0 ⊕ E1
L0 ⊕ L1 ��

��

F0 ⊕ F1

��

�� 0

0 �� E1
L1 ��

��

F1

��

�� 0

0 0

et appliquer l’additivité de la caractéristique d’Euler(2). Ce qui introduit
l’argument élégant que Grisvard utilise pour démontrer la troisième asser-
tion, que nous reproduisons ici. On considère cette fois le diagramme com-
mutatif

0

��

0

��

0 �� E
L ��

(IdE , L)
��

F ��

(L′, IdF )
��

0

0 �� E ⊕ F L
′ ◦ L⊕ IdF ��

L− IdF
��

G⊕ F ��

IdG−L′
��

0

0 �� F
L′ ��

��

G ��

��

0

0 0

(2)Celle-ci est conséquence de l’existence d’une suite exacte longue associée à une suite
exacte courte de complexes, voir le § 15.1.b.



514 CHAPITRE 16. UN PEU D’ANALYSE

dont les flèches verticales forment une suite exacte courte de complexes. On
en déduit que

Ind(L)+Ind(L′) = Ind(L′ ◦L⊕ IdF ) = Ind(L′ ◦L)+Ind(IdF ) = Ind(L′ ◦L).

Les opérateurs à indice en ce sens sont bien ceux que nous avons appelés
opérateurs à indice au chapitre 8, puisqu’on a en effet :

Proposition 16.2.4. Soit L : E → F un opérateur dont l’image est de codi-
mension finie. Alors son image est fermée.

Démonstration. Appelons G un supplémentaire (algébrique) de ImL dans F
et considérons l’application linéaire

E ⊕G −→ F
(x, y) �−→ L(x) + y.

Comme G est de dimension finie, elle est continue. De plus, elle est surjec-
tive. D’après le théorème de Banach, l’image du sous-espace fermé E × {0}
est un sous-espace fermé.

16.2.b. Les propriétés de base.

Proposition 16.2.5. Soit L : E → F un opérateur entre deux espaces de
Banach. Pour que L soit un opérateur à indice, il faut et il suffit qu’il existe
un opérateur L′ : F → E tel que L ◦L′− IdF et L ◦L′− IdE soient de rang
fini. Lorsque c’est le cas, L′ est aussi un opérateur à indice et

Ind(L′) = − Ind(L).

Cet indice s’appelle aussi l’indice de Fredholm de l’opérateur.

Démonstration. Supposons pour commencer que L soit un opérateur à in-
dice. On choisit un supplémentaire E0 de KerL dans E, de sorte que la
restriction L0 de L à E0 est un isomorphisme de E0 sur Im(L). On consi-
dère l’inverse L−1

0 de L0. On choisit aussi une projection p : F → Im(L),
que l’on choisit continue, et on pose

L′ = L−1
0 ◦ p.

Ainsi L′ est continu. On a Im(L′ ◦L− IdE) = Ker(L) et Im(L ◦L′− IdF ) =
Ker p, qui sont tous les deux de dimension finie. On a

L ◦ L′ ◦ L = L et L′ ◦ L ◦ L′ = L′.
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Réciproquement, si L′ a les deux propriétés, montrons que L et L′ sont
des opérateurs à indice. Posons A = L ◦L′− IdE et B = L′ ◦L− IdF . On a

Ker(L) ⊂ Ker(L′ ◦ L) ⊂ Ker(B)

(ce noyau est donc de dimension finie) et

Im(L) ⊃ Im(L ◦ L′) = Im(IdE +A).

Si G = Ker(A), E/G est isomorphe à Im(A) donc de dimension finie.
Donc G est de codimension finie. Mais IdE +A vaut IdE sur Ker(A), donc
Im(IdE +A) ⊃ G, de sorte que cette image est bien de codimension finie.

Ainsi L (et L′ aussi) a un indice. La formule pour l’indice résulte de la
formule d’additivité dans la proposition 16.2.3 et de la proposition qui suit,
qui va impliquer que l’indice de IdE +A est nul.

Proposition 16.2.6. Si u : E → E est un opérateur de rang fini,

Ind(IdE +u) = 0.

Si L : E → F est un opérateur à indice et si u : E → F est un opérateur de
rang fini, alors L+ u a un indice qui est

Ind(L+ u) = Ind(L).

Démonstration. La première assertion est un calcul de dimensions, que l’on
peut traiter par caractéristique d’Euler. On pose G = Im(u). C’est un sous-
espace de dimension finie de E et il est stable par IdE +u. Le diagramme
de suites exactes de complexes est :

0

��

0

��

0 �� G
IdG+u

��

��

G ��

��

0

0 �� E
IdE +u

��

��

E ��

��

0

0 �� E/G
IdE/G

��

��

E/G ��

��

0

0 0

(les flèches verticales sont inclusion et projection). L’indice est alors la
somme

Ind(IdE +u) = Ind(IdG+u) + Ind(IdE/G),

le premier est nul parce que G est de dimension finie, le deuxième parce que
l’indice de l’identité est toujours nul.
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Comme on a ainsi fini de démontrer la proposition 16.2.5, rien ne nous
empêche de l’appliquer pour prouver la deuxième assertion. On utilise donc
un L′ comme dans son énoncé. Alors (L+u) ◦L′− IdE est lui aussi de rang
fini, donc

Ind(L+ u) + Ind(L′) = 0 et donc Ind(L+ u) = Ind(L).

Proposition 16.2.7. Si K : E → E est un opérateur compact d’un espace de
Banach, alors IdE +K est un opérateur à indice.

Démonstration. On considère L = IdE +K : E → E. D’abord, IdE |Ker(L) =
−K|Ker(L), donc IdE |Ker(L) est un opérateur compact, ce qui veut dire que
la boule unité de Ker(L) est compacte et donc que Ker(L) est de dimension
finie.

Montrons maintenant que l’image de L est fermée. On choisit un sup-
plémentaire E0 de Ker(L) dans E et on montre qu’il existe une constante
C > 0 telle que

∀x ∈ E0, ‖x‖ ≤ C ‖L(x)‖ .
En effet, si ce n’était pas le cas, on pourrait trouver une suite (xk) d’éléments
de norme 1 dans E0 telle que

lim
k→+∞

(xk +K(xk)) = 0.

CommeK est compact, on pourrait alors extraire une suite telle que (K(xk))
soit convergente. Mais alors, (xk) aussi convergerait. La limite x devrait
avoir les propriétés suivantes :

‖x‖ = 1, x ∈ E0 ∩Ker(L),

ce qui est absurde.
Donc on a l’inégalité voulue, qui implique que l’image de L est fermée :

si (xk) est une suite dans E telle que

lim
k→+∞

L(xk) = y,

alors la suite (xk) est de Cauchy et donc convergente vers un vecteur de E
dont l’image est y.

Enfin, on considère les transposées E′ → E′ (ici E′ désigne le dual de E,
muni de la topologie faible(3)). L’opérateur tK est compact donc le même
argument que pour Ker(L) donne le fait que Ker(tL) est de dimension fi-
nie. Avec le fait que Im(L) est fermée, ceci achève la démonstration de la
proposition.

(3)On a toujours que Ker tL est l’annulateur de Im(L) ; on n’a pas toujours que Im(L)
est l’annulateur de Ker tL, mais cette dernière propriété est vraie si Im(L) est fermée.
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De ces propositions, on déduit les trois résultats essentiels pour la théorie
des opérateurs de Fredholm.

Théorème 16.2.8. Soit L : E → F un opérateur entre espaces de Banach.
Pour que L soit un opérateur à indice, il faut et il suffit qu’il existe L′ :
F → E, tel que

L ◦ L′ − IdF et L ◦ L′ − IdE
soient des opérateurs compacts.

Démonstration. Les opérateurs de rang fini sont compacts, donc la propo-
sition 16.2.5 donne le fait que la condition est nécessaire. Ensuite, on a

Ker(L) ⊂ Ker(L′ ◦ L) et Im(L) ⊃ Im(L ◦ L′)
donc le résultat est conséquence de la proposition précédente.

Théorème 16.2.9 (invariance de l’indice par petites perturbations). Soit L :
E → F un opérateur à indice entre deux espaces de Banach. Il existe une
constante ε > 0 telle que, pour tout opérateur u : E → F de norme ‖u‖ < ε,
L+ u soit un opérateur à indice, d’indice

Ind(L+ u) = Ind(L).

Démonstration. On utilise un opérateur L′ comme donné par la proposi-
tion 16.2.5 et on pose

ε =
1
‖L′‖ .

Ainsi, pour ‖u‖ < ε, les opérateurs IdF +u◦L′ et IdE +L′◦u sont inversibles.
En particulier, leur indice est nul et l’on a

(L+ u) ◦ L′ = L ◦ L′ + u ◦ L′ = IdF +A+ u ◦ L′

pour un opérateurA de rang fini. Comme IdF +u◦L′ est inversible, IdF +A+
u ◦ L′ a un indice nul (grâce à la proposition 16.2.6). Comme

Im((L+ u) ◦ L′) ⊂ Im(L+ u),

cette image est de codimension finie. On montre de même que Ker(L + u)
est de dimension finie. Enfin, on a d’une part

Ind(L+ u) + Ind(L′) = 0

et de l’autre
Ind(L) + Ind(L′) = 0,

d’où l’on déduit que
Ind(L+ u) = Ind(L).
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Théorème 16.2.10. Soit L : E → F un opérateur à indice entre deux espaces
de Banach. Pour tout opérateur compact K : E → F , l’opérateur L + K
admet un indice et

Ind(L+K) = Ind(L).

Démonstration. On utilise toujours l’opérateur L′ de la proposition 16.2.5 ;
les opérateurs

(L+K) ◦ L′ − IdF et L′ ◦ (L+K)− IdE
sont compacts, donc L + K admet un indice (théorème 16.2.8). De même
L+ tK pour tout t ∈ [0, 1], et donc, grâce au théorème 16.2.9,

Ind(L+K) = Ind(L).

Remarque 16.2.11. Le théorème 16.2.9 affirme que l’indice est une applica-
tion continue sur l’ensemble des opérateurs à indice, qui est un ouvert dans
l’espace des opérateurs de E dans F .

Remarque 16.2.12. L’opérateur IdE +K, dont la proposition 16.2.7 affirme
qu’il a un indice, est donc d’indice nul.

16.2.c. Un autre résultat utile. Pour démontrer que l’opérateur L liné-
arisé de l’équation de Floer est un opérateur de Fredholm, nous avons utilisé
la proposition 8.7.4, que nous ré-énonçons ici :

Proposition (proposition 8.7.4). Soient E, F et G trois espaces de Banach.
Soient L : E → F un opérateur et K : E → G un opérateur compact. On
suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que

∀x ∈ E, ‖x‖E ≤ C (‖L(x)‖F + ‖K(x)‖G) .

Alors le noyau de L est de dimension finie et son image est fermée.

Démonstration. La démonstration est inspirée de celle de la proposi-
tion 16.2.7. Montrons d’abord que KerL est un sous-espace de dimension
finie de E. Pour cela, montrons que sa boule unité est compacte. Soit (xk)
une suite d’éléments de cette boule :

‖xk‖E ≤ 1 et L(xk) = 0.

L’hypothèse est
‖xk‖E ≤ C ‖K(xk)‖ .

L’image de la boule unité par K est compacte, donc, quitte à extraire une
sous-suite, on peut supposer que la suite (K(xk)) converge dans G. Ceci
implique que la suite (xk) est de Cauchy et donc, comme E est complet,
qu’elle converge dans E et donc dans la boule unité. Ce qui en prouve la
compacité.
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Montrons maintenant que Im(L) est un sous-espace fermé de F . Sup-
posons que (xk) soit une suite d’éléments de E telle que la suite (L(xk))
converge vers un élément y ∈ F et montrons que y est dans l’image de L.

– Si la suite (xk) est bornée, l’inégalité donne

‖xk‖E ≤ C (‖L(xk)‖F + ‖K(xk)‖G)

avec L(xk) → y dans F et K(xk) reste dans un compact de G. Donc (xk)
possède une sous-suite qui est de Cauchy et donc convergente. Sa limite x
vérifie y = L(x).

– Si la suite (xk) n’est pas bornée, montrons que l’on aboutit à une
contradiction. Elle possède une sous-suite avec

lim
k→+∞

xk = +∞.

Comme KerL est un sous-espace de dimension finie, on peut lui trouver un
supplémentaire(4) E0 et on peut supposer que xk ∈ E0 pour tout k. Soit

uk =
xk
‖xk‖E

∈ E0.

Notre inégalité donne

‖uk‖E ≤ C (‖L(uk)‖F + ‖K(uk)‖G) .

Encore une fois, la suite (K(uk)) possède une sous-suite convergente, ici la
suite (L(uk)) converge vers 0, donc on peut supposer que la suite (uk) est
de Cauchy et donc qu’elle converge dans E0 vers une limite

u ∈ KerL ∩ E0 = {0} ,
donc u = 0 alors qu’elle devrait aussi avoir norme 1, la contradiction espérée.

16.2.d. Applications de Fredholm. Pour une application différentiable

F : E −→ F
d’un espace de Banach dans un autre, on dit qu’elle est de Fredholm si elle
possède en tout point une différentielle (continue)

TxF : E −→ F
qui est un opérateur à indice. Remarquons qu’alors l’indice de TxF ne dé-
pend pas de x (en vertu du théorème 16.2.9 et de la remarque 16.2.11). On
le note donc Ind(F).

(4)C’est une conséquence simple du théorème de Hahn-Banach.
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Remarque. Comme nous l’avons signalé (page 200) nous utilisons « opérateur
à indice », une terminologie claire, de façon concurrente et équivalente à
« opérateur de Fredholm », une terminologie plus usitée aujourd’hui.

Le théorème d’inversion locale dans les espaces de Banach (voir [15])
permet de démontrer, comme en dimension finie :

Théorème 16.2.13. Soit F : E → F une application de Fredholm et soit
y ∈ F tel que

∀x ∈ F−1(y), TxF : E −→ F
est surjective. Alors F−1(y) est une variété de dimension Ind(F) et son
espace tangent en x est KerTxF.

16.3. Espaces de distributions, solutions faibles

16.3.a. Distributions. Nous rappelons rapidement les définitions de base
de la théorie des distributions. Nous renvoyons les lecteurs à leur livre pré-
féré. Pour notre part, nous avons utilisé [9].

Pour tout ouvert U de Rn, on considère l’espace C∞0 (U) des fonctions
de classe C∞ à support compact dans U . L’espace D′(U) des distributions
sur U est un dual de C∞0 (U), précisément, c’est l’espace des formes linéaires
sur C∞0 (U), continues au sens où, pour tout compact K ⊂ U , il existe un
entier p et une constante C tels que

pour toute ϕ ∈ C∞0 (U) à support dans K, |〈u, ϕ〉| ≤ C sup
x∈K
|α|≤p

∣∣∣∂αϕ
∂xα

(x)
∣∣∣.

On dit qu’une suite un de distributions converge vers une forme linéaire u
si l’on a

pour toute ϕ ∈ C∞0 (U), lim
n→+∞〈un, ϕ〉 = 〈u, ϕ〉.

Ce n’est pas complètement une trivialité, mais la limite u est alors une
distribution elle aussi.

On définit le support d’une distribution de façon évidente (comme le
complémentaire du plus grand ouvert en restriction auquel la distribution
est nulle) et on note E′(U) l’espace des distributions à support compact
dans U .

Exemples.
(1) L’évaluation des fonctions en un point donné de U définit une forme

linéaire sur C∞0 (U) qui est une distribution,

〈δa, ϕ〉 = ϕ(a),

la masse de Dirac en a (on note δ = δ0).
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(2) Plus généralement, les combinaisons linéaires de dérivées partielles
(comme ∂, Δ), calculées en un point a, sont aussi des distributions.

(3) Si f est une fonction localement intégrable sur U , on peut définir,
pour toute ϕ ∈ C∞0 (U),

〈f, ϕ〉 =
∫
fϕ dx,

une forme linéaire qui est une distribution. Si deux fonctions localement
intégrables f et g sont égales presque partout sur U , elles définissent la
même forme linéaire. De plus, si la suite (fn) converge vers f au sens de
la norme L1 sur les compacts de U , alors elle tend vers f au sens des
distributions, de sorte que L1

loc est ainsi un sous-espace de D′(U). Il en est
de même de Lploc (avec l’inégalité de Hölder).

16.3.b. Dérivées. On définit les dérivées d’une distribution u (en pensant
à la formule d’intégration par parties et) par〈 ∂u

∂xi
, ϕ

〉
= −

〈
u,
∂ϕ

∂xi

〉
.

Il est facile de vérifier que la forme linéaire ainsi définie est bien une distri-
bution. On peut donc itérer l’opération.

Par exemple, δ est la dérivée de la fonction H de Heaviside (celle qui
vaut 0 pour x < 0 et 1 pour x ≥ 0) : H est localement intégrable, donc une
distribution et les règles de calcul donnent

〈H ′, ϕ〉 = −
∫
H(x)ϕ′(x) dx = −

∫ ∞
0
ϕ′(x) dx = ϕ(0).

16.3.c. Convolution. En copiant la définition de la convolution de deux
fonctions (disons, ici, u intégrable et ϕ de classe C∞),

(u � ϕ)(x) =
∫
ϕ(x− y)u(y) dy = 〈u(y), ϕ(x− y)〉,

on peut convoler une distribution à support compact et une fonction C∞ à
support compact en définissant, pour u ∈ E′(Rn) et tout ϕ ∈ C∞0 (Rn) et
en chaque point x

(u � ϕ)(x) = 〈u(y), ϕ(x− y)〉.
Nous renvoyons (par exemple) au cours [9] pour toutes les propriétés de

la convolution et notamment pour celles qui suivent. La fonction u �ϕ ainsi
définie est dans C∞0 (Rn), son support satisfait à

Supp(u � ϕ) ⊂ Suppu+ Suppϕ,

et ses dérivées à
∂α

∂xα
(u � ϕ) = u �

(∂αϕ
∂xα

)
=

(∂αu
∂xα

)
� ϕ.
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Si u est une distribution à support compact et ϕ, ψ deux fonctions C∞ à
supports compacts, on a une propriété d’associativité

(u � ϕ) � ψ = u � (ϕ � ψ).

Plus généralement, on peut convoler des distributions, par exemple deux
fonctions de L1

loc, dont les supports A et B sont « convolutifs », c’est-à-dire
tels que

∀R > 0,∃ ρ(R) > 0 tel que
(x ∈ A, y ∈ B, ‖x+ y‖ ≤ R) =⇒ (‖x‖ ≤ ρ(R), ‖y‖ ≤ ρ(R)).

C’est un produit commutatif (et associatif).
On pourra ainsi définir la convolution d’une distribution de E′(U) avec

une fonction C∞, ou d’une distribution quelconque avec une fonction C∞ à
support compact, le résultat obtenu étant dans les deux cas une fonction C∞.

Une autre remarque utile est le fait que la masse de Dirac en 0, δ, est
une unité pour ce « produit »

δ � ϕ = ϕ

(c’est une conséquence de la définition de la convolution).

16.3.d. Solution fondamentale, solutions faibles. Soit L un opérateur
différentiel. Si f est une fonction dans Lploc (ou plus généralement une dis-
tribution), on appelle solution faible de l’équation Lu = f une solution dans
l’espace des distributions. Si L est à coefficients constants, les propriétés de
la convolution, ci-dessus, impliquent que Lu = δ � Lu = Lδ � u, de sorte
que l’équation s’écrit aussi Lδ �u = f . On appelle solution fondamentale de
l’équation Lu = 0, ou « solution fondamentale de L », une distribution E
qui satisfait à

Lδ � E = L(E) = δ,

une écriture dans laquelle Lδ est considéré comme une distribution.
C’est le cas, par exemple, grâce à la formule de Cauchy, pour la fonction

1/πz lorsque L est l’opérateur ∂, comme nous le démontrerons au § 16.5.
Formellement, on peut espérer, si E est une solution fondamentale de L,

avoir pour toute fonction f ,

Lδ � (E � f) = (Lδ � E) � f = δ � f = f

et donc exprimer les solutions de Lu = f par convolution avec une solution
fondamentale. C’est bien le cas, et on a plus précisément :

Théorème 16.3.1 ([9, théorème 8.1.2]). Si L est un opérateur différentiel à
coefficients constants qui possède une solution fondamentale E et si f est



16.4. ESPACES DE SOBOLEV SUR Rn 523

une distribution à support compact, l’équation Lu = f admet une unique
solution faible à support compact u = E � f .

Démonstration. L’argument ci-dessus montre que u = E � f est bien une
solution. L’unicité de cette solution vient de ce qu’elle est à support com-
pact : si u est une solution à support compact, les supports de u, L et E
vérifient la condition de convolutivité et la propriété d’associativité qui s’en
déduit donne

u = δ � u = (E � (Lδ)) � u = E � ((Lδ) � u) = E � f.

16.4. Espaces de Sobolev sur Rn

Rappelons ici la définition des espaces de Sobolev. Ici U désigne un ouvert
de Rn. On appelle C∞(U) l’espace des restrictions à U des fonctions C∞

sur Rn et par C∞c (U) l’espace des fonctions C∞ à support compact sur U .
L’espace de Sobolev W s,p(U) est une complétion de l’espace des fonc-

tions C∞ sur U dont toutes les dérivées jusqu’à l’ordre s sont dans Lp(U).
Plus précisément, on définit la norme ‖·‖s,p d’une fonction C∞ sur U par

‖u‖s,p =
(∫
U

∑
|α|≤s
|∂αu(x)|p dx

)1/p

.

L’espace de Sobolev W s,p(U) est le complété de C∞(U) pour cette norme
et W s,p0 (U) est l’adhérence de C∞c (U).

En fait, ces espaces sont des espaces de distributions : les éléments de
W s,p(U) sont les fonctions qui ont des « dérivées faibles », comme nous le
montrons dans la proposition qui vient.

Proposition 16.4.1. Soit U un ouvert de Rn dont la frontière est une sous-
variété de classe C1. Soit u ∈ Lp(U). Alors u est dans W s,p(U) si et seule-
ment si, pour tout α avec |α| ≤ s, il existe une fonction uα ∈ Lp(U) telle
que, pour toute fonction ϕ ∈ C∞c (U),∫

U

u(x)∂αϕ(x)dx = (−1)|α|
∫
U

uα(x)ϕ(x)dx.

Idée de démonstration de la proposition 16.4.1. Par un changement de co-
ordonnées, on se ramène au cas où U est un demi-espace (x1 > 0 pour fixer
les idées). Nous laissons aux lecteurs le soin de vérifier que les éléments de
W s,p ont bien des dérivées faibles.

Supposons que u ait effectivement des dérivées faibles uα et montrons
que u ∈ W s,p(U). Fixons une fonction β de classe C∞ sur R2, à support
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contenu dans le disque unité et telle que∫
R2
β(x)dx = 1

et définissons βδ par
βδ(x) = δ−nβ(δ−1x).

Fixons aussi une fonction γ, de classe C∞ sur Rn qui vaut 1 sur la boule
unité est est identiquement nulle en dehors de la boule de rayon 2. Ainsi la
fonction

uδ(x) = γ(δx)u(x1 + δ, x2, . . . , xn)
définie pour x1 > −δ est à support compact et a des dérivées faibles jusqu’à
l’ordre s, qui convergent, en norme Lp, vers les dérivées faibles de u. De plus,
la convolution

βδ � uδ(x) =
∫

Rn
βδ(x− y)uδ(y)dy

est C∞ à support compact est converge (en norme ‖·‖s,p) vers u. Donc u est
bien dans W s,p.

Ces dérivées faibles se comportent bien. En effet, même si ce n’est pas
évident, on a le résultat espéré :

Proposition 16.4.2. Soit U un ouvert borné de Rn et soit u ∈ W 1,p(U)
dont toutes les dérivées (faibles) d’ordre 1 sont identiquement nulles sur U .
Alors u est localement constante. Si l’on suppose de plus que u ∈W 1,p

0 (U),
alors u est identiquement nulle.

Démonstration. On suppose d’abord que U est un cube et que la valeur
moyenne de u est nulle. La fonction u est alors limite (pour la norme de
W 1,p

0 ) d’une suite (uν) de fonctions C∞ à valeur moyenne nulle. Le lemme
(de Poincaré) ci-dessous affirme alors que cette suite converge vers 0 pour
la norme Lp. Donc u est nulle. On a ainsi démontré que u est constante sur
chaque cube où ses dérivées (faibles d’ordre 1) sont nulles. On en déduit le
résultat.

Le lemme de Poincaré utilisé dans cette démonstration est une inégalité :

Lemme 16.4.3 (inégalité de Poincaré). Pour p > 1 et pour U ouvert borné
de Rn, il existe une constante C (ne dépendant que de p et de U) telle que,
pour toute fonction u ∈W 1,p

0 (U) (à support compact dans U), on ait
‖u‖Lp(U) ≤ C ‖gradu‖Lp(U) .

Si U = ]0, 1[n est un cube, on a, pour tout u ∈W 1,p(U), de valeur moyenne
nulle

‖u‖Lp(U) ≤ n ‖gradu‖Lp(U) .
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Démonstration. Par densité de C∞∩W 1,p dansW 1,p, on peut supposer que u
est lisse et à support compact dans U . Quitte à appliquer une transformation
affine de Rn, on peut aussi supposer que l’ouvert U est contenu dans le demi-
espace xn > 0 (et que 0 ∈ ∂U). Comme U est borné, il a un diamètre fini, D
et on a 0 ≤ xn ≤ D sur U . On écrit

u(x) =
∫ xn

0

∂u

∂xn
(x1, . . . , xn−1, t) dt,

puis

|u(x)|p ≤
[∫ xn

0

∣∣∣ ∂u
∂xn

(x1, . . . , xn−1, t)
∣∣∣ dt]p

≤ Dp/q
∫ xn

0

∣∣∣ ∂u
∂xn

(x1, . . . , xn−1, t)
∣∣∣p dt

en appliquant l’inégalité de Hölder (ici 1/p + 1/q = 1 donc p/q = p − 1).
On intègre ensuite les deux membres sur U ou, ce qui revient au même, sur
Rn−1 × [0, D], ∫

Rn
|u(x)|p dx ≤ D1+p/q

∫
U

∣∣∣ ∂u
∂xn

∣∣∣p dx
et finalement

‖u‖Lp ≤ D
∥∥∥ ∂u
∂xn

∥∥∥
Lp
,

d’où l’on déduit la première assertion. Pour la deuxième, on procède par
récurrence sur n. On utilise la densité des fonctions C∞ sur U pour supposer
que u est C∞ sur le cube fermé. L’initialisation de la récurrence se fait
en remarquant (ce que nous avons déjà fait dans le lemme 10.4.1) qu’une
fonction de valeur moyenne nulle sur [0, 1] satisfait à∫ 1

0
|u(t)|p dt ≤

∫ 1

0
|u′(t)|p dt.

En effet, on a pour tous t, 1 dans [0, 1],

u(t1)− u(t) =
∫ t1
t

du

dτ
dτ,

relation que l’on intègre par rapport à t sur [0, 1] pour obtenir

u(t1) =
∫ 1

0

∫ t1
t

u(τ)
dτ
dτ dt,

d’où l’on déduit que∫ 1

0
|u(t1)|p dt1 ≤

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ t1
t

∣∣∣u(τ)
dτ

∣∣∣p dτ dt dt1
≤

∫ 1

0
|u′(τ)|p dτ.
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On passe de n à n+ 1 en considérant

v(t) =
∫

[0,1]n
u(x1, . . . , xn, t) dx1 · · · dxn,

une fonction sur [0, 1] de valeur moyenne nulle, à laquelle on applique le cas
n = 1 et l’inégalité de Hölder,∫ 1

0
|v(t)|p dt ≤

∫ 1

0
|v′(t)|p dt ≤

∫
[0,1]n+1

∣∣∣ ∂u
∂xn+1

∣∣∣p dx.
À t fixé, on applique l’hypothèse de récurrence à la fonction u(x, t)− v(t),∫

[0,1]n
|u(x1, . . . , xn, t)− v(t)|p dx1 · · · dxn

≤ np
∫

[0,1]n

∣∣gradx1,...,xn u(x1, . . . , xn, t)
∣∣p dx1 · · · dxn,

ce qu’on intègre ensuite par rapport à t, pour trouver

‖u− v‖Lp ≤ n
∥∥gradx1,...,xn u

∥∥
Lp

et enfin

‖u‖Lp ≤ ‖u− v‖Lp + ‖v‖Lp
≤ n ∥∥gradx1,...,xn u

∥∥
Lp

+
∥∥∥ ∂u
∂xn+1

∥∥∥
Lp

≤ (n+ 1) ‖gradu‖Lp .
Ce qui achève la démonstration.

Les fonctions C∞ sont denses, au sens précis que voici :

Proposition 16.4.4 (voir [13, p. 162]). Soit U un ouvert de Rn dont la frontière
est une sous-variété de classe C1. Alors les restrictions à U des fonctions C∞

à support compact sur Rn forment un sous-espace dense de W 1,p(U).

Relations entre espaces de Sobolev. Commençons par un exemple.

Exemple 16.4.5. Considérons, sur la boule unité ‖x‖ < 1 de Rn, la fonction

u(x) =
1
‖x‖α .

Elle n’est pas continue en 0 si α > 0. On a

∂u

∂xi
= −α xi

‖x‖α+2 , donc
∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣ ≤ α ‖x‖−α−1
.
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Les puissances p-èmes de ces dérivées sont intégrables sur la boule unité si
et seulement si (α+ 1)p < n. Donc, si α vérifie

0 < α <
n

p
− 1,

la fonction u est dans W 1,p sans être continue en 0. Un tel α ne peut exister
que si p < n. Cet exemple est représentatif de la propriété exprimée dans le
théorème suivant, qui est un cas particulier d’un théorème de Rellich.

Théorème 16.4.6 (Rellich, [13, p. 169]). Soit U un ouvert borné de Rn. On
suppose p > n. Alors W 1,p(U ; Rm) est un sous-espace de C0(U ; Rm) et
l’injection

W 1,p(U ; Rm) ⊂ C0(U ; Rm)
est un opérateur compact.

Remarque 16.4.7. Notons en particulier que, sur R, les éléments de W 1,2

sont des fonctions continues. Voir [13].

Le cas p = n = 2, cas de R2, qui est celui qui nous intéresse dans ce
texte, est plus subtil, comme le montre l’exemple :

Exemple 16.4.8. Pour tout δ ∈ ]0, 1[, définissons une fonction continue uδ
sur C par

uδ(z) =

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
1 si |z| ≤ δ
log |z|
log δ

si δ ≤ |z| ≤ 1

0 si |z| ≥ 1.
Pour δ ≤ |z| ≤ 1, on a

‖graduδ(z)‖ ≤ 1
|log δ| |z| ,

de sorte que∫
C
‖graduδ(z)‖2 dz ≤

∫
δ≤|z|≤1

dz

|log δ|2 |z|2 =
∫ 1

δ

2πs ds
|log δ|2 =

2π
|log δ| .

Ainsi la fonction uδ est à la fois continue à support compact et élément de
W 1,p(C) (on pourrait même la rendre C∞ en la convolant avec une fonction
convenable) et elle vérifie uδ(0) = 1.

La suite (vn) définie par vn = u1/n est donc une suite de fonctions conti-
nues à support compact, éléments de W 1,2(C), cette suite tend vers 0 pour
la norme W 1,2 mais pas pour la norme L∞.

Les théorèmes qui suivent regroupent les estimées Sobolev et un énoncé
de compacité appelé théorème de Rellich.
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Théorème 16.4.9 (voir [13, p. 168]). Soit U un ouvert borné de Rn dont la
frontière est de classe C1. Soit k ∈ N, k ≥ 1 et soit p avec 1 < p < +∞.
Alors

(1) si p < n/k, W k,p(U) ⊂ Lq(U) avec q = np/(n− kp),
(2) si p = n/k, W k,p(U) ⊂ Lq(U) pour tout q ≥ p,
(3) si p > n/k, W k,p(U) ⊂ L∞(U)

et les inclusions sont continues. De plus, pour u ∈W k,p(U), on a

|α| ≤ k =⇒
∥∥∥∂αu
∂xα

∥∥∥
L∞(U)

≤ C ‖u‖Wk,p(U) .

En particulier, on a, pour m = [k − n/p], une injection continue

W k,p(U) ⊂ Cm(U).

L’énoncé suivant se concentre sur le cas où k = 1.

Théorème 16.4.10 (de Rellich-Kondrachov [13, p. 169]). Soit U un
ouvert borné de Rn. On suppose p < n. Alors il existe une constante
C = C(p, U) > 0 telle que, pour toute fonction u sur U ,

‖u‖Lq ≤ C ‖u‖W1,p pour tout q ≤ n

n− p .

De plus, pour q < np/(n− p), l’injection

W 1,p(U ; Rm) ⊂ Lq(U ; Rm)

est un opérateur compact.

16.5. L’équation de Cauchy-Riemann

L’opérateur ∂ joue un grand rôle dans la théorie de Floer, nous l’avons
vu. Sur R2 = C, on considère les deux opérateurs

∂ =
1
2

( ∂
∂x

+ i
∂

∂y

)
et ∂ =

1
2

( ∂
∂x
− i ∂
∂y

)
.

Une fonction u de classe C1 sur un ouvert U de C est holomorphe si et
seulement si elle satisfait à l’équation de Cauchy-Riemann

∂u = 0.

La fonction
N(z) =

1
πz

(noyau de Cauchy) est une solution fondamentale de l’équation de Cauchy-
Riemann au sens donné au § 16.3.d, comme le montre le lemme suivant.
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Lemme 16.5.1. Soient u et f des fonctions continues à support compact dans
Lp(C). Alors, u est une solution faible de ∂u = f si et seulement si u =
N � f .

Autrement dit,

u(z) =
1

2iπ

∫
C

f(w)
w − z dw ∧ dw.

Démonstration. Dans le cas où u est continue, la formule de Cauchy (une
conséquence, par exemple, de la formule de Stokes, voir [33, p. 3]) donne,
sur tout disque D ⊂ C et tout z dans D,

u(z) =
1

2iπ

∫
∂D

u(w) dw
w − z +

1
2iπ

∫
D

∂u

∂w

dw ∧ dw
w − z .

Si u est à support compact et D contient son support, la première intégrale
est nulle.

C’est la propriété qui permet d’affirmer qu’une limite de solutions d’un
« opérateur elliptique » est une solution C∞. Pour une présentation générale
au niveau d’un cours de mastère, voir [58, Chap. I]. Nous avons utilisé pour
écrire cette partie [42, App. B], [44, App. B], [13] et [31]. Il est arrivé sou-
vent que nous n’ayons pas trouvé très faciles ce que certains de ces auteurs
qualifient d’easy exercises, aussi nous avons essayé d’éviter cette humiliation
à nos lecteurs.

16.5.a. Le laplacien. Sur Rn, le laplacien est l’opérateur

Δ =
n∑
i=1

∂2

∂x2
i

.

Les fonctions C2 sur un ouvert U qui vérifient Δu = 0 sont les fonctions
harmoniques. Rappelons, dans le cas n = 2, qui est celui qui nous intéresse
ici, que les fonctions harmoniques sont les parties réelles des fonctions ana-
lytiques. Les fonctions harmoniques vérifient la propriété de la moyenne :

Proposition 16.5.2 (égalité de la moyenne). Soit u une fonction harmonique
sur U ⊂ R2. On a

u(x) =
1
πr2

∫
B(x,r)

u(z) dz pour toute boule B(x, r) ⊂ U.

Une fonction L1
loc qui vérifie cette propriété (égalité de la moyenne) est

nécessairement C∞ comme nous le vérifions dans un lemme :

Lemme 16.5.3. Une fonction Lploc qui satisfait à l’égalité de la moyenne est
de classe C∞.
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Démonstration. L’idée est que le u qui constitue le membre de gauche est
plus régulier que celui qui apparaît dans l’intégrale (un bootstrapping). Pour
le démontrer, remarquons que l’égalité de la moyenne est aussi équivalente à

u = χr � u, avec χr =
1
πr2
χB(0,r),

cette égalité étant valable sur Ur = {x ∈ U | B(x, r) ⊂ U} . Ceci entraîne
que

u = χr � χr � · · · � χr︸ ︷︷ ︸
m fois

� u sur Umr.

Le résultat découle immédiatement de la régularité des convolutions (ci-
dessus, § 16.3.c) si l’on sait que

χr � χr � · · · � χr︸ ︷︷ ︸
m fois

∈ Cm−2
0 (R2),

ce que nous montrons maintenant par récurrence. D’abord,

χr � χr(x) =
1

(πr2)2 Aire(Br(0, 0) ∩Br(x)),

dont on vérifie sans mal que c’est une fonction continue à support compact,
précisément

χr � χr(x) =
1

(πr2)2

(
2 arccos

‖x‖
2r
−
‖x‖

√
4r2 − ‖x‖2

2

)
(si Br(0) ∩Br(x) �= ∅ et 0 sinon).

Puis, si f ∈ Ck0(R2), alors χr � f ∈ Ck+1
0 (R2). En effet, cette fonction est

clairement à support compact. De plus, la convolée est de classe Ck0 et, si
|α| = k,

∂α

∂xα
(χr � f) = χr �

∂α

∂xα
f

donc ∂α/∂xαf est continue. Appelons-la g et montrons que g est de
classe C1. On a

πr2(χr � g)(s, t) =
∫
Br

g(x, y) dx dy

=
∫ s+r
s−r

(∫ t+√r2−(x−s)2

t−
√
r2−(x−s)2

g(x, y) dy
)
dx

donc la fonction est dérivable en t et sa dérivée est continue. De même pour
sa dérivée en s.

Le fait d’être de classe C2 n’est pas une hypothèse indispensable à l’har-
monicité, comme l’exprime le lemme (souvent appelé « lemme de Weyl ») :
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Lemme 16.5.4. Toute solution faible u ∈ Lploc(U) (pour p ≥ 1) de Δu = 0 est
harmonique.

Démonstration. On utilise une famille de fonctions βδ de classe C∞ qui
approchent la masse de Dirac en 0 (comme dans la démonstration de la
proposition 16.4.1) : on choisit β : Rn → R positive et de classe C∞,
à support dans la boule unité et telle que

∫
Rn β(x) dx = 1 et on pose

βδ = δ−nβ(δ−1x). Le support de βδ est contenu dans la boule de rayon δ et
son intégrale sur Rn est égale à 1.

Soit u ∈ Lploc(U). La fonction u � βδ est de classe C∞, son support est
contenu dans {x ∈ U | B(x, δ) ⊂ U} et on a

Δ(u � βδ) = βδ �Δu

(par définition des dérivées faibles), donc u � βδ est harmonique si u est
une solution faible. En particulier, pour tout δ, u � βδ vérifie l’égalité de la
moyenne.

Mais u � βδ converge vers u en norme Lp et presque partout sur les com-
pacts de U quand δ tend vers 0. Donc la solution faible u vérifie, elle aussi,
la propriété de la moyenne, donc elle est de classe C∞ et donc harmonique
d’après le lemme 16.5.3.

Les parties réelle et imaginaire d’une solution faible de l’équation de
Cauchy-Riemann sont des solutions faibles de celles de Laplace. On en dé-
duit :

Lemme 16.5.5. Toute solution faible u de l’équation de Cauchy-Riemann qui
est localement intégrable sur un ouvert U est holomorphe.

Proposition 16.5.6 (inégalité de la moyenne). Soit u une fonction de classe C2

sur U ⊂ R2 et qui y vérifie Δu ≥ 0. On a

u(x) ≤ 1
πr2

∫
B(x,r)

u(z) dz pour toute boule B(x, r) ⊂ U.

Donnons une démonstration de cette inégalité (qui se transforme sans
difficulté en une démonstration de l’inégalité) et qui est une application de
la formule de Stokes.

Démonstration de l’inégalité (et de l’égalité) de la moyenne
Puisque Δu ≥ 0, on a

∫
Bρ

Δu ≥ 0. Mais par le « théorème de la diver-
gence » (la version ad hoc de la formule de Stokes),∫

Bρ

Δu =
∫
∂Bρ

∂u

∂ν
= ρ

∫ 2π

0

∂

∂ρ
u(ρeiθ) dθ.
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Ensuite∫ 2π

0

∂

∂ρ
u(ρeiθ) dθ =

d

dρ

(
1
ρ

∫
Bρ

u

)
donc

d

dρ

(
1
ρ

∫
Bρ

u

)
≥ 0

de sorte que la fonction ρ �→ 1
ρ

∫
Bρ
u est croissante et que, pour r ≥ ρ,

1
2πρ

∫
∂Bρ

u ≤ 1
2πr

∫
∂Br

u.

Lorsque ρ tend vers 0, le premier membre tend vers u(0), on a donc

2πru(0) ≤
∫
∂Br

u,

ce que l’on intègre de 0 à r pour obtenir

πr2u(0) ≤
∫
Br

u,

qui est l’inégalité désirée.

Toujours dans le cas où n = 2, on considère la fonction (noyau de Poisson)

K(z) =
1

2π
log |z| .

On vérifie facilement(5) que K est dans L1
loc(R2) et que ΔK = δ (au sens

des distributions) donc K est une solution fondamentale de Δ (au sens
du § 16.3.d).

Remarquons que
Δ = 4∂∂,

et d’ailleurs, les noyaux de Poisson et de Cauchy sont liés par

N(z) = 4∂K.

On a ΔK = 0 mais, attention, les dérivées secondes de K ne sont même
pas intégrables sur les compacts. Toujours est-il que l’on a, comme consé-
quence du théorème 16.3.1 :

Proposition 16.5.7. Soient u et f deux fonctions à support compact sur R2.
On suppose que u, f ∈ L1(R2). Alors, la fonction u est une solution faible
de Δu = f si et seulement si u = K � f .

Appelons Kj (i = 1, 2) les dérivées partielles par rapport à x et y de la
solution fondamentale K,

K1(z) =
x

2π |z|2 , K2(z) =
y

2π |z|2 .

(5)C’est un exercice, écrire K en coordonnées polaires.
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Ce sont aussi des fonctions localement intégrables. De plus, au sens des
distributions, on a

ΔK1 =
∂

∂s
ΔK =

∂

∂s
δ et ΔK2 =

∂

∂t
δ.

Théorème 16.5.8 (inégalité de Calderón-Zygmund). Pour tout p tel que
1 < p < +∞, il existe une constante C(p) > 0 telle que, pour toute
fonction f de classe C∞ à support compact sur R2, on ait

‖grad(Kj � f)‖Lp ≤ C(p) ‖Δu‖Lp .
Nous renvoyons à [44] pour une démonstration.
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Hess (matrice hessienne), 119
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L(·, ·), 55, 277
L(a, b) (espace de trajectoires brisées),

55
L(x, y) (espace de trajectoires brisées),

277
L(H), 247
LW (espace de lacets), 136
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Λn (grassmannienne des lagrangiens),

481
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μ (indice de Maslov), 176
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Cet ouvrage est une introduction aux méthodes modernes de la topologie symplec-
tique. Il est consacré à un problème issu de la mécanique classique, la « conjecture
d’Arnold », qui propose de minimiser le nombre de trajectoires périodiques de
certains systèmes hamiltoniens par un invariant qui ne dépend que de la topologie
de la variété symplectique dans laquelle évolue ce système.

La première partie expose la « théorie de Morse », outil indispensable de la
topologie différentielle contemporaine. Elle introduit le « complexe de Morse » et
aboutit aux inégalités de Morse. Cette théorie, maintenant classique, est présen-
tée de manière détaillée car elle sert de guide pour la seconde partie, consacrée à
l’« homologie de Floer », qui en est un analogue en dimension infinie. Les objets
de l’étude sont alors plus compliqués et nécessitent l’introduction de méthodes
d’analyse plus sophistiquées. Elles sont expliquées en détail dans cette partie.
Enfin, l’ouvrage contient en appendice la présentation d’un certain nombre de ré-
sultats nécessaires à la lecture du livre dans les trois principaux domaines abordés
— géométrie différentielle, topologie algébrique et analyse — auxquels le lecteur
pourra se référer si besoin.

L’ouvrage est issu d’un cours de M2 donné à l’université de Strasbourg. Le
texte, abondamment illustré, contient de nombreux exercices.

Michèle Audin, professeur à l’Université de Strasbourg, est spécialiste de géomé-
trie symplectique et auteur de plusieurs ouvrages consacrés à ce sujet.
Mihai Damian, maître de conférences à l’Université de Strasbourg, est spécialiste
de géométrie et topologie symplectiques, et en particulier des méthodes dévelop-
pées dans ce livre, auxquelles il a consacré plusieurs articles de recherche.


	TABLE DES MATIÈRES
	PRÉFACE
	PARTIE I. THÉORIE DE MORSE
	INTRODUCTION DE LA PREMIÈRE PARTIE
	CHAPITRE 1 : FONCTIONS DE MORSE
	CHAPITRE 2 : PSEUDO-GRADIENTS
	CHAPITRE 3 : LE COMPLEXE DES POINTS CRITIQUES
	CHAPITRE 4 : HOMOLOGIE DE MORSE, APPLICATIONS

	PARTIE II. LA CONJECTURE D’ARNOLD, THÉORIE DE FLOER
	INTRODUCTION DE LA DEUXIÈME PARTIE
	CHAPITRE 5 : CE QU’IL FAUT SAVOIR EN GÉOMÉTRIE SYMPLECTIQUE
	CHAPITRE 6 : LA CONJECTURE D’ARNOLD ET L’ÉQUATION DE FLOER
	CHAPITRE 7 : GÉOMÉTRIE DU GROUPE SYMPLECTIQUE, INDICE DE MASLOV
	CHAPITRE 8 : LINÉARISATION ET TRANSVERSALITÉ
	CHAPITRE 9 : HOMOLOGIE DE FLOER : ÉTUDE DES ESPACES DE TRAJECTOIRES
	CHAPITRE 10 : DE FLOER À MORSE
	CHAPITRE 11 : HOMOLOGIE DE FLOER : INVARIANCE
	CHAPITRE 12 : LA RÉGULARITÉ ELLIPTIQUE DE L’OPÉRATEUR DE FLOER
	CHAPITRE 13 : LES LEMMES SUR LA DÉRIVÉE SECONDE DE L’OPÉRATEUR DE FLOER ET AUTRES TECHNICITÉS
	EXERCICES DE LA DEUXIÈME PARTIE

	APPENDICES : CE QU’IL FAUT SAVOIR POUR LIRE CE LIVRE
	CHAPITRE 14 : UN PEU DE GÉOMÉTRIE DIFFÉRENTIELLE
	CHAPITRE 15 : UN PEU DE TOPOLOGIE ALGÉBRIQUE
	CHAPITRE 16 : UN PEU D’ANALYSE

	BIBLIOGRAPHIE
	INDEX DES NOTATIONS
	INDEX TERMINOLOGIQUE

