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De nombreux problèmes physiques ne peuvent pas être résolus analytiquement 
et conduisent à des calculs numériques. L’objectif de l’ouvrage est de donner 
des méthodes concrètes permettant de transcrire ces problèmes dans des 
logiciels fonctionnant sur la majorité des ordinateurs (utilisation quasi exclusive 
du logiciel gratuit Scilab, mais aussi de Maple…).

L’originalité de Méthodes numériques appliquées pour le scientifique et 
l’ingénieur réside dans la pédagogie développée : chaque thème est introduit 
par les bases de mathématiques strictement nécessaires avant d’aborder la 
partie proprement numérique ; puis de nombreux exercices d’application sont 
proposés dans une progression judicieuse.

Les problématiques usuelles sont ainsi présentées : interpolation, résolution 
d’équations non-linéaires, dérivation et intégration numériques, équations 
différentielles, systèmes d’équations linéaires, valeurs propres et vecteurs 
propres. Mais d’autres chapitres sont plus originaux : représentation graphique, 
polynômes orthogonaux, probabilités et erreurs, calcul et approximation de 
fonction, représentation de grandeurs physiques… Le lecteur trouvera ici une 
variété d’exercices et de projets issus de la physique qui lui permettront de 
s’approprier concrètement ces méthodes ; il utilisera cet ouvrage comme un 
recueil de recettes numériques pour les problèmes qu’il rencontre.

L’ouvrage est indispensable à l’ingénieur et au scientifique confrontés à des 
résolutions numériques. Il est accessible à partir d’un niveau L3-M1.

■ jean-philippe Grivet
jean-philippe Grivet est professeur émérite de l’Université 
d’Orléans et ancien élève de l’ENS, rue d’Ulm. Dans son 
activité de recherche, l’auteur a eu l’occasion d’optimiser 
les résolutions numériques notamment pour le traitement 
des signaux de Résonance Magnétique Nucléaire (RMN). 
Il a développé un enseignement de méthodes numériques 
appliquées aux sciences physiques et aux sciences de 

l’ingénieur dont il nous fait bénéficier dans le présent ouvrage.
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Grenoble Sciences poursuit un triple objectif :
4réaliser des ouvrages correspondant à un projet clairement défini, sans contrainte 

de mode ou de programme,
4garantir les qualités scientifique et pédagogique des ouvrages retenus,
4proposer des ouvrages à un prix accessible au public le plus large possible.
Chaque projet est sélectionné au niveau de Grenoble Sciences avec le concours de 
referees anonymes. Puis les auteurs travaillent pendant une année (en moyenne) avec 
les membres d’un comité de lecture interactif, dont les noms apparaissent au début 
de l’ouvrage. Celui-ci est ensuite publié chez l’éditeur le plus adapté.

Contact : Tél. : (33)4 76 51 46 95 - e-mail : Grenoble.Sciences@ujf-grenoble.fr 
Information : http://grenoble-sciences.ujf-grenoble.fr

Deux collections existent chez EDP Sciences :
4la Collection Grenoble Sciences, connue pour son originalité de projets et sa 

qualité
4Grenoble Sciences - Rencontres Scientifiques, collection présentant des thèmes 

de recherche d’actualité, traités par des scientifiques de premier plan issus de dis-
ciplines différentes.

Directeur scientifique de Grenoble Sciences
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Ouvrages Grenoble Sciences édités par EDP Sciences

Collection Grenoble Sciences
Chimie. Le minimum à savoir (J. Le Coarer) • Electrochimie des solides (C. Déportes et al.) • Ther-
modynamique chimique (M. Oturan & M. Robert) • CD de Thermodynamique chimique (J.P. Damon 
& M. Vincens) • Chimie organométallique (D. Astruc) • De l'atome à la réaction chimique (sous la 
direction de R. Barlet) • Spectroscopies infrarouge et Raman (R. Poilblanc & F. Crasnier) • Chemogé
nomique. Des petites molécules pour explorer le vivant (sous la direction de E. Maréchal, S. Roy & 
L. Lafanechère)

Introduction à la mécanique statistique (E. Belorizky & W. Gorecki) • Mécanique statistique. Exercices 
et problèmes corrigés (E. Belorizky & W. Gorecki) • La cavitation. Mécanismes physiques et aspects 
industriels (J.P. Franc et al.) • La turbulence (M. Lesieur) • Magnétisme : I - Fondements, II - Matériaux 
et applications (sous la direction d’E. du Trémolet de Lacheisserie) • Du Soleil à la Terre. Aéronomie et 
météorologie de l’espace (J. Lilensten & P.L. Blelly) • Sous les feux du Soleil. Vers une météorologie de 
l’espace (J. Lilensten & J. Bornarel) • Mécanique. De la formulation lagrangienne au chaos hamiltonien 
(C. Gignoux & B. Silvestre‑Brac) • Problèmes corrigés de mécanique et résumés de cours. De Lagrange 
à Hamilton (C. Gignoux & B. Silvestre‑Brac) • La mécanique quantique. Problèmes résolus, T. 1 et 2 
(V.M. Galitsky, B.M. Karnakov & V.I. Kogan) • Description de la symétrie. Des groupes de symétrie aux 
structures fractales (J. Sivardière) • Symétrie et propriétés physiques. Du principe de Curie aux brisu-
res de symétrie (J. Sivardière) • Physique des plasmas collisionnels. Application aux décharges haute 
fréquence (M. Moisan & J. Pelletier) • Energie et environnement. Les risques et les enjeux d’une crise 
annoncée (B. Durand) • Hydrothermalisme. Spéciation métallique hydrique et systèmes hydrothermaux 
(M. Chenevoy & M. Piboule) • Les roches, mémoire du temps (G. Mascle) • Physique des diélectriques 
(J.C. Peuzin & D. Gignoux)

Exercices corrigés d'analyse, T. 1 et 2 (D. Alibert) • Introduction aux variétés différentielles (J. Lafon‑
taine) • Mathématiques pour les sciences de la vie, de la nature et de la santé (F. & J.P. Bertrandias) 
• Approximation hilbertienne. Splines, ondelettes, fractales (M. Attéia & J. Gaches) • Mathématiques 
pour l’étudiant scientifique, T. 1 et 2 (Ph.J. Haug) • Analyse statistique des données expérimentales 
(K. Protassov) • Nombres et algèbre (J.Y. Mérindol) • Analyse numérique et équations différentielles 
(J.P. Demailly) • Outils mathématiques à l'usage des scientifiques et ingénieurs (E. Belorizky)

Bactéries et environnement. Adaptations physiologiques (J. Pelmont) • Enzymes. Catalyseurs du monde 
vivant (J. Pelmont) • Endocrinologie et communications cellulaires (S. Idelman & J. Verdetti) • Eléments 
de biologie à l'usage d'autres disciplines (P. Tracqui & J. Demongeot) • Bioénergétique (B. Guérin) • 
Cinétique enzymatique (A. Cornish‑Bowden, M. Jamin & V. Saks) • Biodégradations et métabolismes. 
Les bactéries pour les technologies de l'environnement (J. Pelmont) • Enzymologie moléculaire et cellu-
laire, T. 1 et 2 (J. Yon‑Kahn & G. Hervé) • Glossaire de biochimie environnementale (J. Pelmont)

L'Asie, source de sciences et de techniques (M. Soutif) • La biologie, des origines à nos jours (P. Vignais) 
• Naissance de la physique. De la Sicile à la Chine (M. Soutif) • Science expérimentale et connaissance 
du vivant. La méthode et les concepts (P. Vignais, avec la collaboration de P. Vignais) • Histoire de la 
science des protéines (J. Yon‑Kahn)

La plongée sous-marine à l'air. L'adaptation de l'organisme et ses limites (Ph. Foster) • Le régime 
oméga 3. Le programme alimentaire pour sauver notre santé (A. Simopoulos, J. Robinson, M. de Lorge‑
ril & P. Salen) • Gestes et mouvements justes. Guide de l'ergomotricité pour tous (M. Gendrier)

Listening Comprehension for Scientific English (J. Upjohn) • Speaking Skills in Scientific English 
(J. Upjohn, M.H. Fries & D. Amadis) • Minimum Competence in Scientific English (S. Blattes, V. Jans 
& J. Upjohn) • Minimum Competence in Medical English (J. Upjohn, J. Hay, P.E. Colle, J. Hibbert & 
A. Depierre)

Grenoble Sciences - Rencontres Scientifiques
Radiopharmaceutiques. Chimie des radiotraceurs et applications biologiques (sous la direction de 
M. Comet & M. Vidal) • Turbulence et déterminisme (sous la direction de M. Lesieur) • Méthodes et 
techniques de la chimie organique (sous la direction de D. Astruc) • L’énergie de demain. Techniques, 
environnement, économie (sous la direction de J.L. Bobin, E. Huffer & H. Nifenecker) • Physique et 
biologie. Une interdisciplinarité complexe (sous la direction de B. Jacrot)
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� ������ ���+��/%�� �
 )��� ������ 2

������%' ���% ,
��0-). ,
��0-��0. 1�-��2���$���+��/%�1

3�� ��
�	��� ����
����� 
�� ���������
�	��� �� 6(�/=( 0 ���� �&��� ������� 
������&�

�
�� &�������� ���� 
�� ��������� ���������� &�
���� ����� ��������! �� ���� 
�� ���������
�&�
���� ���&�����!� (� 
� ������ �������� �
������� ��
������ ���� �������� ����	���
	�� 
�� ������� �� 
� ��
���� 4 ��&���� ���&�� ����������� �� ���. �� 
� ��
���� H
����������� �� �,������ ����
����� ����� �-0 * 
� �� �� 
������������ �����������

9
 �.���� ��  ���� ������ ���������� ���� ������� 
�� ������������	��� �� ����� ��$�
��� � �� 
� ������ ���
������� �� ����
�� �� �� ������ ��������� ��������� �� ���
���
�� �����! �� ���� ������� 
� ��� ��  ����� ����������	��� ��
����!� F��� ������1 
�� ���
���&��� �� 
����� 
����� �� 
� �� �� ������ �� ���&� ������ &���� ���&��
 ���� �� ������
��� ���	�� ������� ��34! 0 �� ��&���� �� ������ ���� �� ������� �� ��.��� &��� &����1
	�� J���
�� ���� ����� ��  ���� ������ ��������� �� �� ����������� F��� ������1
�
��� ������� ��� �����&����� ��� &�
���� �� �$���� 
� ����� ������� ��� 
������������
���/�

(������������  ���
�� ���
��� ��� )������ ����� ���������) �� ������� ����� )������
��� ���������&� �� �������� ���������� �� ������ ���&��� ���� ������� �� �
�	���� ���

� �����	�� % ������ ' �� ���� �����
���� =� ���� ����� ��&��� 
� ����� ���� ��
������ ������� * ��� ����������� ��
�� 
� )����� �������� ��#J� J9E� `�J3 �� ����
��������!�
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3� ���� ��� ����� ���� ����������� ��� ���)���� �� ���������&� �� ��� ������� ��
��&��� �&��� 
� ������ ����/�5!�


��� ����

3� 
� ����
 6��
� ��� ������� &��� 
� ��
��
 �
 ����	�� 0 �
 ������� ��������� ��� ��������

����  �����	��� �.��������� ����������� ���� &���� �� ���� ����� ����"�� 3� ���
� ��
���&��� ������ �� ������ ��� ������U�� ��������

' $ -� ���	
������������	��%����*

y := e(−α x) cos(β x)
' $� -� ����	����� � )��6 ��%� � +6$�*

y1 := e(−0.3 x) cos(4 x)
' ���%	$�6� � )���)�*

#��� ������� �� ���� ��������� �� 
������������ ���	��

' ���%	 ���	
)���������	+���6� � )���)�*

���� 
� &������ ���������� ���� ������ �� ������ ��� 	������� y ��������� �� ���.
���������� ���� ���� ���&��� ������� 
� &�
��� �������� ��� 
������������ �����

3� 
������ ���� ���
��� �� &�
���� �.����� �� )��� �� ���� �� 
������������ ���//�%�

	�� ����� ���. ���������� ��
� �������� 
� ��� �� ������ �� 
� ������ �� ��
������
=� ���� ����� �������� ���
 ��� �� ��������� �� �� ������� )�������������� 3� ������&��
��� ����
� ���� 
� ��� ���� ���
��� * ���. ��
������ ����� 
� ������ 
��.���
� ���
�������� #��� ���"��� 
�  ����� ������������� * 
����� ��� ������������

' 7 -� ���//�%�	1�-��2���$������/%�16��*

M := [[−2., −3.1], [−1.1, −0.99], [0., 1.], [2.222, 3.1415], [4., 5.]]
' ���%	7�*

3�� ������� ������� �������� ���� 
� ������ ��� ��� �����)����� �� ������� )��������
������� R����	��1 ����� 	�� 
�� ���������
�	��� �� ��� �� ������ ���� ����
�����
��� ��� ��
�	��� ���� 6��
�� 9
 ��� �� ��� �
�� ����
�	�� ���.������ ���� ������
��
�����
����� ��� ��
���� ����������� �� ��� ��
���� ������������ 9
 )��� ��������
����� ����� 3� ������ ���� 
� ��� ����
�� ��� 8-9��2���$9�����)��/%� ��������

�� &�
���� 2


��: 
� 
���


� 
)�)+ 
�

) )�:; )��0

)�: ��<; ��+�

� � +

���� ��:= +�+�
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�� �����
���

=� 
�� �� �� �.����� 
�� ������ &�
����  �Q�� ��. ������������

' 7 -� ���//�%�	18-��2))������)��/%�16��*

M := [[−1.9, −1., −2.2], [−1., −0.04, −1.], [0., 0.97, 0.35], [0.9, 1.87, 2.43],
[2., 3., 4.], [3.21, 3.96, 4.43]]

' ����%� -� ,��>	,7,�6�.67,�6�..6�����=�.*

points := [[−1.9, −2.2], [−1., −1.], [0., 0.35], [0.9, 2.43], [2., 4.], [3.21, 4.43]]
' ���%	����%�6�%$��� ?@A!6�$5����B?C6�$5�����D���0�*

6��
� ��������� M ����� ��� 
���� �� 
������ ���	�� 
���� �
��������� ������������
��� 
� ��� 3� ���� �.����� 
�� ������� �� 
� �������� ��
���� ����������! �� ���. �� 
�
��������� ��
���� ����������!� 
� �� ��� 
� ��� ���� ������� 
�� ������ ��� ��  �����	��
�� ��� 7�7!�

– 2 – 1 3210

4

3

2

1

– 1

– 2

������ ��� 	 �� ���� ����� ���� �� ����� ��� ������


��� �����

(��
�� ��� �� 
� ����
  ������� ���� ���� ������ * 
��
 ���� 
������� �� * 
� ����
����� ���
������� �����	���� =� ���� 
����
���� �� )�"�� ���������&� ������ ��� ��
��
����!
�� ��������� * 
����� ���� ������� �� ��.�� ���� �.���
� ��
�� 	�� ��� ��������� ����
(��
�� ������ 
� &������ 4�I!� �� ��� ����� 	�� 
��� )��� �.������ �������� #���
���
������ ���� �� ��������� ��������

����� 
� ������  �����	�� �� (��
���

#��� ���������� ������ ������ ��� ������U�� �������� ������ ��� 
��	������

x = exp(−αt) cos(βt),

���� α = 0.3, β = 2 �� 0 ≤ t ≤ 10� 3�� ������������ ���&����� ��������� * �����
��������
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3� ����
��� ������-� ��� 
� � ��� 7�4� �� ����� ��� ��� 
� 
��� �� �����

�� 
� ����.� ��
(��
��� 	�� ��� ���� ���� �.�
�	��� ���� 
����� �� 
� ��� ���� 
�� �����
� �� ��� ��&���
����� �&��� 
�� ��)������� �� �� �� ��������! 0 ���� ���� ������������ �� 	��
	���
������������

3210 765 10984

– 0,4

0,4

0,2

0

1

0,8

0,6

– 0,2

– 0,6

– 0,8

������ ��
 	 ��� ��������� ������ ���������� ���  ����!�

3� �������� 
� �� ������ �� ������
��� 
�� ���. ���������� 0 
�� �������&�� �
�� ���
��	���� * (��
�� 	���
 �� ���� ��� �$���� * 
������ 
�� &�
���� 	�� &������� ������
�������� 3� ���.���� 
� �� ������
��� �� &������ 
� ��� t� ���� 
�� ����������� ����
t1 = 0, t2 = 0.1, t3 = 0.2, . . . , t101 = 1.0 0 
�� �
������ �� ���
���. �&�������� ��������!
���� ���,���� ��������� * ������ �� 7� 3� 
� �� ���&���� ��
��
� 
� &������ x� F���
���&�1 ��������� 	���
 �� ����� ��� ��
 �� ������ % �� ����� '� 3�� ����������� ��
&������ t ���� ��������&����� ���
����� ����� �� ������ ��� )�������� �.��������

�
�� �������� >����� ���	
��(��%� ��� �� &������ 
� �� �� ����������� exp(−α∗ ti)� 3��
���. ���
���. ����������� ��� ���	
��(��%� �� ���	��%��%� ���� ������� ��
���
���
���	��� �
� ���	��� ������ �� 	������	�� 
� �������� % ������������ ' �� �������!
���� )����� 
� ����
���� �� &������ 
� �� �� ����������� xi = exp(−αti) cos(βti)� 3�
��� ����� ��
�� ������� ��� ��� �� ����� 
�� ������ ��������)� �� ����������� (ti, xi)�
���� �������� �� ����� 
�����

3� )������� ���%�/ ���� ����&��� ��� �� ������ ����
����������� 	�� ����������
�� ������ ��� �.��� ���  ����������� �� ������� 
���������� �� 
� ���
��� ��� �������
������������ ��� 
� ����� �� �� ������

+� �,������ 
� 
� �� $ � ���	
��(��%������	��%��%� �� �� �������� 
���������
���� �� ������ 	�� ��&���� ���%�/	%6,�6$.�� ���� ��������� ��� 
� ����  ������ 
��



7< �������� 	
����
�� �����
���

������� ������������ 
�� ���. )�������� x �� y� #��� ���&��� ����� ���������� ���
���. )�������� ������
� ����� 
� �������������� ���������	�� ����� ������ 0 ��

����
��������� )���
����� ��� 
������������  �����	�� ���%�/	�6$��

������� �������� ���� ������ 
� ������ ������������� * �� ������ �� &�
���� �����
��	��� � ����� ������ �
�� ����
��

#��� ��������� 	�� 
� ������ �-��2���$������/%� �������� 
�� ������� 	�� ����
������������ * ������ �� ����� ��� 
� ��� ��� ������� ����� ������� ��� ��� ������� ��
��� ����
������ #��� ��������� �
��� ����� ����

�6 Y ���� �Z�2 @ ��_��
@�.774 � ��� Z � −7 �5!0
��
��4� �6� 2 � 7 ! �6� 2 � 5 ! � � �  
 � Y −5!

(��
�� ����� ����� ���� 
�� ��
�	��� 	�� 
�� ���������
�	��� ���� 
�� ���� �� ��������
a 
� �������� 
� ��� �� 
�� 
� ������� �� ������ �� �� ��� � 
�� &�
���� ���� 
� �������
M � 3� &�
��� �7 ��
� � (��
�� * 
��� ������ 
�� 
� ��� �� �-��2���$������/%� 	��

	�� ���� 
��� ������ �� 
� ������&�� �
� ��� 
* ���� 
��������� ���$���� ��� &�
���� *

������� =� ���������� �������  �����	������ ���� 
�� ������� �� 
� ��������� ��
����
�� M ����������! �� )������� ��� &�
���� ��������������� �� 
� �������� ��
����
����������!� (��) ���������� ���������� (��
�� ��
�� 
�� ������ ��� ��� �� ������ ����
�&���� ��
�� ���� �&��� ����	�� �� �%$�� �� ����� �� ���) �−3 ���! 0 (��
�� ����������
�
��� ��� ������ ���
�� * 
����� �� ����
� ��������������


� � ����

3�� ���
�������� �� ������ 3���. ��� * 
��� ����������� �� �������. ������ ����
�
 �����	���  �������� ������ 
� ��

������ �� ��� ������ % �
�����
� ' �	�� �� 
������
������ 
� 
� �� �� ��������!� 
� ���
�����	�� % � �
�� ' ���"�� ���� �������)����
)���
����� �&�� ��� ��� ������ �� E������ ��� �! �� ���� 
� ��������. % .� ���� '
���������)� �� 
� ����
 ������� 
�� ����� )���������
���� 	��  ���
�� * 
��.������� ���
��������������� �� ������� �� ���)���� * ����� ����������� ���� �
 ��� ����
�������
���������)� =� ���� ������ ��� )����
� ���� ��� )������ �� �������� ���� �����������
��� )������� ���
��	�� �� �������� ��� ������� ��������� ���� �� ������� N����� 
��
������� ���� ��������
�� ��� ��� ����� �����
����� =� ���� � �
����� ���&� ����� ��
 �����	�� ���� )���� �� ������ ��.�� ������������ ����!� +� ��
����� �� ������ �� ��
��� * 
����� �� &���� ������� �� ��.�� )�&���� &��� ����������1 	�� J���� � ���� �����
�� ���� �������. ���������� �� ������ 	�� &��� ������1 ������� * 
����� 2 �
� ������
��������
�� 
���	�� &��� ��
���1 
� ������ �����


�!� ���� �� 	���� ���	

M ���
�� 2
�%%�-�%���5$���������E���$��/�

M ����� �� ��� 2
�%%�-�$%�������
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�%%�-����$����

�%%�-��$%��������$����

�%%�-5�%���%����������(�������%

M (��
�� 2
�%%�-��������������

/������������ ���� ������ �
�����)������
3� �� � �%%�-���������������������%���� �������� ��� ��)������� �� 
�&���
�� ��� 
���� &��� �� �������. ��.��� ���� � �	���  ��������

M 6��
� 2
�%%�-����5������(%���5

�%%�-��5�5�%������
5���(�F��5�����5����5������%5�

�%%�-�����������(� 2 &��� 
� �� � ��������

� �� 6� /�����
�%%�-����������
�������(��//������/������/����%5�

M  ���
�� 2
�%%�-����������%���(�

(%�-(%��������(����������%

M J���� 2
�%%�-����5�
��%�����D5���������G����

M �
�����
� 2
�%%�-�������������(%�������%�%���

M � �
�� 2
�%%�-������%������%�����/�F%�������%

9
 �.���� ������ �� ���� �������. 
� ����
� �� &����
������� �� �� ��
��
 	�� ����
���&��� ��� �� 
� �������
��� �� ���������� ���� 
� ��.��� F���� 
�� ����� 9�������
��
���)� ��. �
�� ������ ������� ��.�

M 6���������� 2 �%%�-�������(��5���5

M 6���� 2 �%%�-����5���/�/�

M 6��
�� 2 �%%�-����5�%����E��(�

M =�6����. 2 �%%�-�����5�%������5

M =�� �� 2 ����������������5

M =���&� 2 �%%�-�������������(%������%���

M R 2 �%%�-�����
������%����

M R��� 2 �%%�-���%��������

M (� � 2 �%%�-��������5�%�����
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�"� #$������	

�������� �

+� ���
����� 
� 
� ����
 �� &���� ����.� ������ ����������� �� ��� �� ����  �����	��!

�� ������� ������������ 
�� ���. )��������

x = exp(−αt) cos(βt) ; y = exp(−αt) sin(βt)

�&�� α = 0.25, β = 6� ���� 
� ������ ���	������� ���������	��� x(t), y(t)� R���������
���� 
� � ��� 7�5 �����������

3210 54 – 0,5– 0,7– 0,9 – 0,1– 0,3 0,30,1 0,70,5 1,10,9

– 0,5

0,3

0,1

– 0,1

0,9

1,1

0,7

0,5

– 0,3

– 0,7

– 0,9

– 0,5
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0,9

1,1
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– 0,9

– 0,5– 0,7– 0,9 – 0,1– 0,3 0,30,1 0,70,5 1,10,9
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0������ ��� 	  �������

�������� �

=� � ��������� 
� ������ �������� ���������)� �������� ���� �� �������

�� �� �����
�� ������ �&�� 
�� ����
���� ���&�����

t 0 1 2 3 4 5 10

N(t) 1000 370 130 50 17 8 1

R����������  �����	������ ��� �������� �� ����������� �����
�� �� 
� �������	����

�������� �

+.������� �� )������� ��� &�
���� ��� ������� L,M �� N � 
������� ��� ������� ���	���
����� ���������	���

x = sin(Lt) cos(Mt); y = sin(Lt) sin(Nt).



� − �������	����	 ������
� �� ��	���	� 7L

�������� �

�! N������ ��� �� ����  �����	��� 
�� ������� ������������&�� ��� )�������� �� �

x(t) = cos t cos
t

2
; y(t) = sin t cos 3t.

���

� ��� 
� ������� �� ������� �� ��� )�������� �

�! N����� 
� ������ ���	������� ���������	���{
x = cos t cos t

2 ,

y = sin t cos 3t.

�! ����� ������ ��������� ���� −1 ≤ x ≤ −0, 8 �� 0, 8 ≤ x ≤ 1� ���. ����
�� )�������
/��������� ����� ����������� 	�� ������
�� 
�� �����&�

�� �� t ���������������
N����� ������� �� ��� ����
�� *  ����� ����

��

�������� �

=� ����� 
�� ���. �	�������

f = t− a sin t; g = 1− a cos t

�S t ��� 
� &�����
� �� a �� ����������

�! R����������  �����	������ 
�� )�������� f �� g ���� a = 0, 5; 1; 1, 5�

�! ���� 
�� ����� &�
���� �� �� ������ 
�� ������� ���	������� ���������	���
x = f(t), y = g(t)�

�! ���� a = 1, 5� 
� ������ �� ��! ����� 
��.� ����1����
� /��������� 
�� ��������� ���
���. ������ �������������� 
�� �
�� ������� �� 
���� ���� 3� ������ �������� �����
��� ������ ����
�� 0 * 	��

� &�
��� �� t ���������� 
� ����� ����
� ����� ��� 
��.�
&������
 �

�������� �

=� ��������� 
� ����� �� E������

s(t) =
4
π

[
cosx− 1

3
cos 3x+

1
5

cos 5x− 1
7

cos 7x+ · · ·
]

���� 
� �����  �����
 �������

(−1)n

2n+ 1
cos(2n+ 1)x.

�! ���

� ��� 
� ������� �� s(t) � ���

� ��� �� ������ � R����������  �����	������
������ �� ����� �������� ������ �� 
� ������

�! =� ����

� sn 
� ����� ������

� �� 
� ����� 
������ ��. ������ ��������� ��)�������
�� � ��. * n 0 ������ s2 �������� 
�� ������ �� cosx, cos 3x, cos 5x� ���� −π ≤
x ≤ 2π� ������ 
�� ������� ������������&�� �� s3, s4, s6, s10� 3�� ������ ������

��
����
��� ���&�� �� &��� ��� 
������ 
�	��

� �
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D��
���� 
� )������� (��
�� ����5�/ ���� ����������� �� ���������&� 
���
��� ���	�������
���������	���

x = cos 2πt; y = sin 2πt; z = t.

��������  

+� 7L55� ���������� ���1 N������ �3���1� �� ;��
��! 
� 
�&�� % E��O��������)�
� ���
E����
� ��� ?��&�� ' ��� ���)������� +� B���O� �� E� +���� �� 
�&�� ��� �

�����
����� ���)����� �� ������� �� �� ���)���� 	�� ������� �����	���
�� ������ �����

��
����� 3�� 
� ����
� �������� ���������� �����)��� �� ���������� ���� ���� �� �����

�� ���&��. ��� ��������� ������
���� �� B���O� �� +���� #��� &��� ��������� ������

���� (��
�� ��� 
� )������� �������	�6��! ���� ������ 
� ���)��� ������������ Jn(x)�
�S 
������� n ��� ��������� ����� ��� &�����
� ��������� F��� ��&���1 ������� ���
�������������� ������ �� ��

� �� 
� � ��� 7�G� 3� ������������ �� (��
�� ��������
�� ���������� �������������� 0 ����� ��

������ ��� ��������������� �� ���������&�
��� )�������� �
���������� ���� �� ����� ����
�.�� ���� * )��� ���� 
������� �� ���
�.�������

20 12

6

0

10

0

0,3

1,0

– 0,4

J

x n

������ ��� 	 "������ Jn(x)�

�������� !

/��. ���� �� �
�����	���� +q �� −q� ���� ��������� ��������&����� ��. ������ (a, 0)
�� (−a, 0)� +.������ 
� ��������
 �
�����	�� U �� �� ����� (x, y) �� �
�� �� ���
����
�� 
� ����
 ���� ������ 	��
	��� ������� �� ��&���. �� U �������� �	����������

��!�
F��� ��&���1 ������� �� ������ ����
��
� * 
� � ��� 7�H�
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– 2– 3– 4– 5 210 543– 1

– 3

1

0

– 1

5

4

3

2

– 2

– 5

– 4

������ �� 	 #$�������������

�������� �"

=� ��������� ���. �������� �
�����	��� ����
�� ��� ��� ���������� �����

� �� ��� 7�<!�

C1

R1 R2

E1

C2L1 L2

M

������ ��� 	 %������ ��������

3� ������� 7 �
� ��������! ��� �
������ ��� ��  ��������� �� ������� ������U��
� ��
��
������ ω �� �����
����� E1� =� ����������� * 
����
����� |I2| �� ������� ���� 
�
������� 4 �
� ����������!� �� �� ��� ���������� ���� ��
�� �� ��������� 
�� ���������
ωi = 1/

√
LiCi, i = 1, 2 �
�� ��
������� �� ��������� �� ���	�� ������� �� 
�������� ��

����
� �! �� bi = 1− ω2
i /ω

2� =� ���� Qi = ωLi/Ri �� k = |M |/√L1L2 �
� ���$�����
�� ����
� �!� >&�� ��� ���������� 
����
����� �� ������� ���� 
� ������� ����������
�������

|I2| = kE1

ω
√
L1L2

1√(
1

Q1Q2
− b1b2 + k2

)2

+
(
b2
Q1

+
b1
Q2

)2

+� �����	��� 
�� ����������� �� 
�� ����������� ���� �.��� ���� 
�� ��������� ���� ���
 
��
��� 9
 ��� �
��� ������� ��������� |I2| �� )������� ��� &�����
�� w1 = ω1/ω ��
w2 = ω2/ω R����������� �� ���������&� �� ��� ��� ������� �� ��&���� 
� ���)��� |I2|
)������� �� w1 �� �� w2�
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=� ���� ������� ��� �.���
�� Q1 = Q2 = 8 �� Q1 = 4, Q2 = 16� 3� ���$����� ��
����
� � k ��� ���,���� ��)������ * 7� F������ 	���
 �.���� ��� &�
��� �� k ����������
�� 
�	��

� 
� ���)��� �� �������� 	���� ���
 ��.���� 0 
������ ���
��	�� ������ 	��
����� &�
��� �����	�� ���

kc =
1√
Q1Q2



������� �
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(������ 	���� ���������� �� �����-� 	�� 
�� G ���������� �� 
����������	�� ������
����� ������������� ��
���
������� �� ��&�����!� ������� ���&�������� 
� ���&������
�� ��
��
�� ��� &�
���� ������	��� ��

√
x� cosx �� J3(x) ���� )������� �� ;����
 ��

�������� ������! � #��� ��&���� )���� ����
 * �� �
 �������� ���� ����� 
� )�����
�� ������ 	�� ����������� * ��
��
�� * 
� ����

√
23� D� �
 ������� ��� ��� �����

������������ �
����������� �� ��	��� #��� ���� 
��.������� ��������� �
�� �� ���
������ )������ 
� ����
��� ��������� 9
 �.���� ��� �
 �������� �� ��
��
 ���� ���	��
)�������� �������� ������ �� 
�����	���� ����� 
� ��
��
 �� �
��  ���� ������ ��&��
���� �� ���. ������� �� 
� ��
��
 ��� ������� ������� ��� �.���
�!� �������� ����� 	��
	��
	��� ������ ���.�������� 3����
������� ��&���� ����� �� ��������� ������ �� ����
 ����� �
� ���������� �� 
��
 ������� �� �� 
�� � � ��)������	��! ���� ��
��
�� 
�
�� 
�� )�������� 	�� 
����������� +� ���
���� ���  ����� ������ �� �� ���&��
 ��� ��,*
)���� 0 ������ 	��
	��� ������� 
�� ���������������� ����������� �� ��������� ������
����	�� �����
� �� ��
��
�� &��� �� ���� 
�� )�������� �
����������� 3�� �����
������
���������� � �
����� ��� �������� ������ �� ��
��
 �� )��������� �
�� �� �����
�������. ��
�� 
� �����
������

���������� �� ��������� ������ ��� % )�������� ������
�� ' ��

�� 	�� 
�� )��������
�� ;����
� 
�� ��
�:��� �� 3� ����� �� 
�� )�������� �

����	��� ���� 
��	��

�� �

���.���� ��� �� ��� ����� ������������� ��������
�� =� ���� �
��� ���������� 
�
��� ����� ���&����
� ���� 
�� 
�&��� �� ���� 
�� ���
�����	��� �� �������� ������
�� ������ �� ��� ����� ���������

3����
������� ���� ��� ����� % ���� )��� ' ��� �������
�������� ����������� ����
�� ����� ���)��������
� ��� ������� ���� �� �����.�� ������������� �� ���� ��������
	���
 ��� �.��������� ���������) �� ���
� ����������� * ��� ������ 
� ��
��
 �����
)������� 2 �� ���� �����&��� 
� % ��� ' �
 �������� �� ������� * �� ����� ��� �������
��������� �� �� ����������� ���� �� �������-�� * ���� �� �� ��� ����� �������� /���
���� 
�� ��� ����
��� 
� &���������� �� ��� ����� ��� ���������� ��� �����������
�&�� 
� ����
��� )����� ��� 
� �����
����� �� ��� ��
��
����� ����� ���� ��� ������ 	��
���� �&��� ���� � 
�� ���� ������ 	�� ���&����
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9
 �.���� ��� ���� ���� �� )�������� 	�� �� ��
��
��� �.�������� �� ���
����� ���	���
���� ��� ���������� ���������	��� 2 �� ���� 
�� ��
�:��� �� 
�� )�������� ��������

���
9
� )��� 
���,�� �� �������� ���� ������

��
� �����%��	 �� &������	 ����������	

D� ��
�:�� ���� )����  �����
� �������

p(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ an−1x

n−1 + anx
n.

3�� ���$������ ak �� 
� &�����
� x ���� ��� ���
�� (��
 �� � ������ ��$��
�� ����
��
��
�� 
� &�
��� ������	�� �� p(x0)� ���� 
� &�
��� x = x0 �� 
� &�����
�� ����
���&��� ��������� ���� �������� 	��

� ��� 
� )�"�� 
� �
�� ������ �� ���&���� ��
����
����

3� ������� % ��U&� ' �������� * ��
��
�� ���������� 
� &�
��� �� ���	�� ���������
�� x0� ���� * ��
���
��� ���	�� 	������� xk

0 ��� 
� ���$����� ak �������������� ����
* )���� 
� ����� ��� ����
���� ��������������� ���� ������� akx

k
0 � �� ���� )���� k

��
���
�������� �n ≥ k ≥ 1! �� ���� n(n+1)/2 ��
���
�������� �� ���� 0 �
 �� �,���� n
���������� 3��
 ������� ��U) ������� ���� �� ������ ������������ 	�� &���� �����
1
2n

2 
���	�� n ���  ���� 0 �� ��� 	���
 �������� ��� ����
�.��� ������� n2�

D�� ������� �
�� �������	�� ��� )����� ��� 
� �����	�� 	�� 
� ��
��
 �� xk
0 ����

�� )���� ����
����� * ������ �� 
� &�
��� �� xk−1
0 2 xk

0 = x0 × xk−1
0 � =� ��
��
�


�������
� ��� xk
0 , k = 2 . . . n �� n−1 ��
���
�������� �� ��  ���� �� ������� ���� 
��

����
����� 9
 )��� ������� ��
���
��� ���	�� ��������� �� x ��� 
� ���$����� ���&����
�
�n − 1 ����������! �� )���� 
� ������ F��� &�������1 ���� ����� 	�� 
� ������ ����

������������ ��� �	��&�
��� * 3n�

3��
 ������� �� `����� ���)�������� 
� ������� ����������� 9
 ������ ��� 
� )��� 	��

� ��
�:�� ���� ��������

p(x) = ((an × x+ an−1)× x+ an−2)× x+ · · ·+ a1)× x+ a0. �4�7!

(��� ����� )����� 
� ��
��
 �� 
� &�
��� ������	�� ��������� n ��
���
�������� �� n
���������� ���� ��� % ����
�.��� ' ������� n� ������� ��� ������ �����	������ ��
��
��
 � #��� ��������� 	�� 
� ��
�:�� ��� ���������� �� ������� ��� 
� &������ ��
��� ���$������� a = [a0, a1, . . . , an]� (� 
� �� �� ��� �
�&�� �
 ��� )��������. �������� ��
������ 
� )����
� ���������� �� �
 &��� ����. ���
���� 
� ����������

z0 = an ; zk = xzk−1 + an−k, k = 1, 2, . . . , n. �4�4!

=� ���� )���� �� ��
��
 * 
� ����� �� ���
����� ��� ����������� ����� ���������� 0 �

��� �� �� ��
��
�� 
� &�
��� �� x5 + 2x3 − 3x2 + 4x− 1 ���� x = 2�

1 0 2 −3 4 −1

1 2 6 9 22 43
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3� �������� 
� �� �������� 
�� ���$������ �� ��
�:�� 0 �����	��1 	���
 )��� )����
� ���� 
�� ���$������ ��
�� 3� ������� �
����� �� 
� ���.���� 
� �� ��� z0� �
 ���
� �
 * an 0 
� ���.���� �
����� �z1! &��� 2z0 + an−1 = 2z0 = 2� 
� ��������� ���
z2 = 2z1 + an−2 = 2× 2 + 2 = 6� 3� &�
��� �� ��
�:�� ��� zn = 43�

D�� )������� ��������

� ��� 
� 	������� �� ���. ��
�:��� 2 �
 ��$� ���� �� ��
��
��
����� ������������ 
� ���������� �� 
� �������������

���� �������	 '� �(��������

��������� )�������� ���
�� ��������� * ��� ��
������ �� ����������� 
� �
�� ���&��� *
����� ������� 3� )������� ������� �� )������ �� �.���
� �
��������� 2

cos(k + 1)x = 2 coskx cosx− cos(k − 1)x.

=� ���� ���
���� ����� ��
����� ���� ����
�� ���������� ��� ���
� ��� &�
���� �� cos kx�

�� &�
���� �� 
��� ����� ����� �������� �� x �% 
������&�

� ����
���� '!�

���	���

3����� 4�7 M ��
��
 ���� ��
�:�� �� 3� �����

��������  Y ��
� �� � . !
����������� 
� �����
��
������� �
��
�� P ���� �� Y ���� � . ! 0
��
�� 7 ���� �� Y .
�����
���&��� Y ���� � . ! � ���� Y . 0 � Y 7 0
������ � [ �
	�� Y � �4∗�A7!∗. �∗ ���� − �∗��&��� !@ ��A7!0
�
��&��� Y ���� 0 ���� Y �� 0
��� Y � A 7 0
�����
�����
�� Y �� 0
������������

3�� ��
�:��� �� 3� ����� ��������� * 
� ��
����� �� ���������� ���&����

(n+ 1)Pn−1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x)

	�� ������ �� ��
��
 ������ �� ������ �� Pn(x) ����&� 	�� 
��� ��������� P0 = 1 ��
P1(x) = x� 3�� ���. ��� ������ ��������� �
����� � 4�7 �� 4�4! ���������� 
� ��
��

���� 
��$��� � �� Pn ���� (��
���
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3����� 4�4 M N���� ���� ��
�:�� �� 3� �����

�$��� � Z�2 b ��_��
b 
 � ����� � � � � Z ! 0
�� Y ���� � Z �� �� �� ��
���� 2 Z ! 0
�. Y �����
�� � −7 �7 �4PP! 0
� Y ��
� �� � . ! 0
����� � Z]����]Z �P ! ���
�� �P !
������� �. �  !

R����	��1 
������������ �� � ����	�� 	�� ���� �� &������ �� 
� ���� ���

� 	�� x ��
���� ������ 
�� ����������� ���� � �
�� * 7� ����� �.�
�	�� �� c 7�<� 
� ������������
% �d ' ������ �� )���� 
� ������� ��	���
��� �
� ��	���
��� �� ���. &������� 2
�� a = {ai} �� b = {bi}� �
��� a. ∗ b = {aibi}� =� �C��������� �� )�"�� ���
� �� ���
��&����� �� ��� �
�&����� * 
� ���������� �� ��� �� ��
��
 ��� �������� �
�� ������
	����� ����
� (��� 3� � ��� 4�7 ������ 
� ����
��� ���� 
� ��� n = 9�

– 0,4– 0,6– 0,8– 1,0 0,40,20 1,00,80,6– 0,2

– 0,4

0,4

0,2

0

1

0,8

0,6

– 0,2

– 0,6

– 1,0

– 0,8

������ 
�� 	 �� ���&�'�� �� ��(����� ������� 	�

���� )(����������� �����(

3�  ����� ��,����� ��� )�������� 	�� 
��� ��������� �� �������� ����	��� �����
�� ��&�
�������� �� ����� 0 �
 ��� ���� ������� �����
���� �� ��&�
�������� �� �����
����	�� ��� ��
�:��! ���� 
� ��
��
 ������	�� ����� ��

� )��������

/��� 
�� ���� ������ ����������� �
 �� �&��� ������ �����.������� 0 �� 
�� ����
����
��������� ��� ���� * )��� �.����� ��
� ����� �� ��. ������� ���������� ��� 
��	��

�� ����
��&�������� * 
� �� �� �� ��������� 3����
������� ���� ��&�
�������� �� ����� ����	��
�� ����� �� ��� n )��� ������-��� ��� ����� ������ ��������� 
��� * 
� ������� ���
����
�

������ 2 �� 
��� ����� ����� ������� ���� ������
��� �� ��
�:�� * n �������
���������� ����� �� 	�� 
��� ����

� ��� ������ �� ���������� ��� ������ �� �������!�
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����� ������ ��� ���&��� ����1 )���
� * ������� * ��������� �� ��&��� 	�� 
� &�����
�
������������ ��� �������� ���� �� �����&�

� ������

���� ������� 
�� �&���� �� �� �����&������� �� ����� ��������� ���� �����������

��.���
� ����
� �� 
� )������� e−x� 	�� ���� &�������� ��������� ��� ��� ��&�
�����
���� �� ����� ����	��� �&�� ��� ������ ����
�� ��)������� �� ��

����� ��� 
������&�

�
WP�7PX� 3� �����  �����
 �� ��&�
�������� ��� uk = (−1)k xk

k! � 3� ����� ��� ����
�����
���&�� ���� 	��
 	�� ���� .� �� 	��� ��
������������ ����� ���� �

��� 
� &���� �����
��� ������ �� ���������� ���&�� ����� #��� ���&��� ������� 
� ������ �� ������
����������� * ������ �� ������� |uk+1/uk| = x/(k+ 1)� �� ������� ��� �
��  ���� 	��
�� �
�� ������ �� 
� ����� ���� ���������� �� &�
��� ����
��! ���� 	�� k+ 1 < |x|� ��
�
���
�	�� 	���� ���� �� 
������&�

� ������� �
 )����� ���� �
�� �� 7P ������ ���� ������
���� 
� )������� �.��������

�� +� )���� ���� x = 10� ���� �&��� ����&� u9 � −2755, 7
�� u10 � 2755, 7� �
�� ������. ������� ������� 	�� e3 � 20� ���� �������� 	��
e−10 � 5×10−5� ���� �� ���� 	�� ���� ��������� ��� ��������� ��
���&� �� ��

����� 
�
������� ����� �� 
� � ��&�� ���� ��)������ * 5× 10−8� 3� ������� ����� 	�� �������
* �� ������� ��� 
� 5L���� 0 �� ����&� �
��� e−10 � 0, 0000454� 9
 )��� �����	��� 	��
������ ��� 5L ������ ���� ���� ��
��
� �&�� 
� ���� ��������� ����
�� �� 5 × 10−8�
���� 74 ����1� ^! ���C��� �� �������)� ���� 
�� �
��  ����� ������� ��.� ���� ����� ��
������ ����� ��������� * ����� ��� ������� ��������� ������� 
��������� �� ������ ��
�� ��� ��C������� ��� �.���
� ��� ������ ����������
� +� �����	��� �� ������� �����
���� ������� 
������&�

� �� ��������� �� x� 9
 ������ ��������� 	�� 
� ��
��
 * 
�����
�� ��&�
��������� ����	��� ���� )���� 
���,�� ����� ��������� ���������

3����� 4�5 M +.��������

� ��� ��� ��&�
�������� �� �����

���� Y 7+−K0 O��. Y GP 0
������ Y 7 0 ����� Y 7 0 O Y 7 0
�. Y ���� � Z &� 
 �� � �� . 2 Z ! 0
������ �O[O��.! e �
�� � ����� ! f ��� !
������ Y −.∗ �����@O 0
������ Y ����� A ����� 0
�W � � � X Y W O � ����� � ����� X 0
������ �g�� � 4 ! � � � � ! 0
	O Y OA70
�
���
������� � ����−. !

(��� ���� 
������ ������� �� ��� 
�� �����	��� ������������ ���� �&��� ���� � ��
��� ����� �� ��
��
 �� e−x ���� (��
��� ��������� ���������� #��� ��
��
��� ���	��
����� * ������ �� ��������� ����������� 
� �� H!� �� �&����� ��� ��������� �� )�����
��� )�������

�� �� ��� ���������� �� x 2 �� ������ �������� �
�� 
�� �� ������� 
��
����
���� �������������� ������������� �� 
� �������� �� 
������������ 3�� 
� ��� �I� K!
�$����� ��� ����
���� ���������������
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���� *����$���� '� �'(

D�� )������� ����� � x� �&�� ��� ��������� &������
��� � �� ������������ ����
�
�� �� �� ��
�� ���� ��
�:�� 0 �
 ���� ���� ��
���� �� ����&�� �� ��&�
��������

����� ���&����
�� >� ���������� ��� )������� ��������

� ���� ��������� ��� ��������
��������	��� �� ������ �
�� )���
����� ��������� tg x� (� ���� 	�� ���� ������� �����
���� ���� ��������� ��� )������� 	�� ��� ��� �� ������������ ��
�:���
� * ������
��� )������� ��������

�� (� 
� �������  �����
� �� ��

�� �����.�������� �.����� ����
�� 
� ��������� ��� ���� ���� ���� ������������ �� ��� �������
���� ����� ���� 
� ���
�������.����� �� ����� =� ���� ������� �� �����.����� �� ���� ����� ��� )�������
��������

� 	�� ����� * ��� ����������� ���� ����
��
�� * ��

�� ���� ��&�
�������� ��
������

#��� ����������� ��� )������� ��������

� Rm,n� 	������� ���� ��
�:�� Pm �
� ���
��������!� �� �� �� m �� �� ���$������ aj , 0 ≤ j ≤ m ��� �� ��
�:�� Qn �
�
������������!� �� �� �� n �� �� ���$������ bj , 0 ≤ j ≤ n� �&�� b0 �= 0� ����� ����
���&���� ���� ���� �� 
� &�
��� �� 
� )�������� ��&���� ���� �� ��� ��� ��� ����
���������� ���� ��������� ���� ����������� 
�  �����
���� 
� ��������� b0 = 1� 3� )����
���� Rm,n �������� ���� m+n+1 ���$������ * ����������� Rm,n ����� ��� ����������

������.����� �� ���� �������N+1 �� 
� )������� f(x)� �� &������ � �� ����� x = x0�
�� Rm,n(x0) �� ��� N ��������� ����&��� ��U������� ��������&����� �&�� f(x0) �� ���
N ��������� ����&��� 2

R(p)
m,n(x0) ≡ f (p)(x0), p = 0, 1, 2 . . . , N. �4�5!

�� ������ f (0) = f � #��� ���&��� ���,����� * 
����� ����� �����
������ ���� �������
�� ��� x0 = 0� �� 	�� ���� ����������� ���
��� ���� 
� ������ ����� ���� ���������
��m+n+1 ���$������ ��������� �
 ���� )���� ���� ���������� ����������� 
� )�������
��������

�� ������ �� ���������� 0 �
 )��� ���� 	�� m+n = N � 9
 ��� ���� �� 	�������
�� ��
��
�� 
�� ����&��� ��������&�� �� R �� �� f ���� 
�� ���������� �� 	�� ������ ��
 �����
 ��������
�� #��� ��������� 	�� 
� )������� f ����� �� ��&�
�������� ��
6��3�����

f(x) =
∞∑

j=0

cjx
j .

R− f �������
Pm(x) −Qn(x)f(x)

Qn(x)
.

R − f �� ��� N ��������� ����&��� ������ ��
� * 
���� ��� �� 
� ���������� �� �����
�.�������� �������� ��� �� ����� �� xN+1� �� 	�� ��&���� * ���� 	�� 
�� ���$������
��� ������ �� x0, x1 · · ·xN ���� ���� ��
�� >&�� 
� ���&������ bl = 0 �� l > n� ����
�������� 
�� ��
������

a0 = b0c0 (x0),
a1 = b0c1 + b1c0 (x1),

aj =
j∑

s=0

cj−sbs (xj , j ≤ m).
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3���	�� ���� 
�� ���$������ aj ��������
�� ��� ��� ���
����� �� �������� ���� ��.

0 =
j∑

s=0

cj−sbs (xj , j = m+ 1,m+ 2 . . . , N).

9
 ��� ������� �����
���� ������� 
� �������� ����� ���	�������� �
�� ����
��� ����
���������� �������� ��� ���$������ bj � ���� 
� �������� ����� ���� 
�� ���$������
���������

=� � �������� ������	������ 	�� 
� ����. m = n ± 1 ����� ���&��� ���

��� 	��
��������� 3� ������������ ��������� �� ������ ��� ��������� 
������� �������.����
����� ���� 
��.�������� ������ 	�� 
������.������� ��
�� ���� ��� ���� ������

���	��� % ��������� 
������.����� �� ���� R2,2 �� ex �� &������ � �� 
���� ����
9��� m = n = 2, N = 4 0 �
 ���� )��� ���� �����-���� ���� ���������� 
�� H ��������
������ �� ��&�
�������� �� 
��.��������

�� 3�� ���$������ �������������� ����

c0 = 1; c1 = 1; c2 =
1
2
; c3 =

1
6
; c4 =

1
24
.

/������ ����� R2,2 �������

R2,2(x) =
a0 + a1x+ a2x

2

1 + b1x+ b2x2
.

#��� )������ ���������� 
� ���������� �� R − ex �� ���� ���������� * 1��� 
��
���$������ �� x0, x1, x2, x3, x4� �� 	�� �����

a0 = 1; a1 = b1 + 1; a2 = b1 + b2 + 1/2;
0 = b2 + b1/2 + 1/6; 0 = b1/6 + b2/2 + 1/24.

#��� ����&���� �� ����
&��� �� ������ 2

b1 = −1/2; b2 = 1/12; a0 = 1; a1 = 1/2; a2 = 1/12

�� ����

R2,2 =
12 + 6x+ x2

12− 6x+ x2
=

(x+ 6)x+ 12
(x− 6)x+ 12

.

3� ��� ����� (��
�� ���������� � ������� 
� ����� �������� � ��� 4�4�

3����� 4�G M >����.�������� �� 
��.��������

�

�. Y �����
�� � P � 7 � 7 PP ! 0
�� Y 7A.A.�h4@4A.�h5@<A. �hG@4G 0
�� Y � � .A<!�∗.A74! �@� �.−<!�∗.A74!0
����� � Z]����]Z �P ! ���
�� �P !
��� � � �� � Z �����.�������� �� �.� �. ! Z !
������� �. � � W � �−���� . ! ! � � � �−���� . ! ! � X ! 0
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�
 	 )������ �������*������ �� ex ��� ��� ��+��������� ����� ,�� ����-
� ��� �������*���� �� .��� R2,2 ,�� (���-�

F��� ��������1 	�� ���� x � 1 
������.����� �� ���� ��� ����	�� ����� )��� �
�� ������
	�� 
� ��&�
�������� �� N�
���

���� +����	���� '� ��������,-��	 '� ���.����	

3�� ���
�������� �� 
� ����
� �� % ���� ��&��� ' ����� (��
�� ��� ����� * �� ����
������� )�������� ����������� ����� 
�� )�������� ��� ��������	��� �� ������
�	���
�������� �� ��&������ 
� )������� ��������� 
�� )�������� �� ;����
� 3�� 
� ����
� �������
����. �6��
�� 6����������! ���� ������ �
�� ������� ���. 	�� ����&��� 
���� �������
��� ������ �� ���� ��� ����� �� ����� 
� ��
��
 ��� )�������� ������
�� 2 �
� ���&���
�������� 
�� �������� ������ ����������� * ������ ����� ���
�����	��� 9
 �.���� ��
���� ���������� ��

������� �� ��� ������ ��������	���� ��������� ���� 
� % J����
�� �&��
��
� �����������
 ��)�]��� ' �� % J>6( '� #��� ��������� ��� �� ���� ���
��� �.���
� �����
������� �� 
� ���
�����	�� % J�� (�������� 3����� ' ��� % J(3 '!
������ �� � �� ��������
� �&�� 
� �AA� �� ��� ����� ������ �� )��� 	��
	��� ��
��
�
�
���������� ��� ��� ������� ����
�.���

3�� 
� ��� 4 * G ���&�	���� 
����
����� ��� �������� ��� ���������� �� ��� )��������
����������� ���

����� ����  ������� ��� �����	��� * 
���������� �� 
�������
� ���!�

3� J(3 �������� �� �������
��� ��� ��� ������ �� ��
��
 ��� )�������� ������
��� ��
 ��������� �� ������� �
��������� �� ����
����� ���	������� ��C�������

�� �� ���
 ����

��������

���� *����$������ '� &�������	

#��� �&��� ��������� ���� 
�� ���� ������ ����������� �� ������� ������ �� ��������
�� �� �������� �������� * )������ ��� �����.�������� �� )��������� ���� ����������
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3����� 4�H M 6�����
����� �� ������� ����
�.��
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 @ �
_���� � �f
�&������ [ � 
 @ �
_����
�. � �f
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���� ������� �� �� ���� ���������	��� +� ���
���� 
������.������� ��� )�������� ���
�� ������� ���� ����
� ��� ���������	���� 	�� � ����� ��  ���� ��&�
�������� *
������ �� 
� �� �� 7L��� ����
�� /��� 
�� 
� ��� 	�� ���&���� ���� ������� 	��
	���
�����  �����
�� ��� 
������.�������� ���������� ���� ����� �� &�� �
�� ���������	���
3� ����
��� �� ���� �� ��� ������� #��� ���� ����������� * ��� )������� f(x) �� 
�
&�����
� ���

� x �� ���� �������� �����-��� ��� &�
���� �� ���� ������ ���� �������
�����&�

�� (��
����� &��
*� f ��� ����
�	��� �� 
�� �� * ��
��
�� �� ���� ���&���
��� 
� ����� ��������
�� ������ 
�� &�
���� ����������� �� f � #��� �������� �
��� ��
����
���� f ��� ��� �����.������� f∗ 	�� �� ��
��
� )���
������ ���� ��&��� �� �����
������������ ���� �&��� �� ����� ���� ��&��� �������� * �
������� 	�������� 2 ����
	��

� ���� ���� �� )�������� �

��� ���� ������� f∗ � (�
�� 	��
 ������� �

��� ����
������� 	�� 
������.������� ��� % ����� ' �� % ���&���� ' � (�� 	��
 �����&�

� 
��
���������� ����������� ���&�����

�� ���� &������� �

#��� ���� 
��������� ��� �� ��� �� 
������.������� ��
�:���
�� ������*����� 	�� f∗

���� �� ��
�:�� �� �� �� �� �
�� � �
 * n ���� ����������� 
������� �� xk, k =
0, 1, 2, . . . , n!� 3� �������� ���&���� �8 * T����������� �$��� 
��.������� �� f∗ ����
��� ���������� ����1  �����
���

'����(	� % (� f ��� �������� ��� 
������&�

� ��� I = [a, b] �� �� ε ���
�� ������ ����������� ������) ������ �
��� �
 �.���� �� ��
�:�� f∗ ��

	��

sup
x∈I
|f(x)− f∗(x)| < ε.
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R����	��1 	�� 
� �������� �� ����� ������ ���������� ��� 
� ������������ �� f∗� 9���

� % �������� ' ����� f �� f∗ ��� 
� % ����� ������ ' 2

‖ f − f∗ ‖= sup
x∈I
|f(x)− f∗(x)|.

=� �������� ��� ���� �������� ���� �������.������� �S 
� ��������� �� 
� % �������� '
������ ��C������ 0 �� �������� ������ ��� �.���
� * 
������ 	�������	�� ����� 	�� ���
����� ����� ‖ f − f∗ ‖2= ∫

I
|f − f∗|2dx�

N��������) �� �� 
� F�

��M������� ��� ������� * ���������� �� 	�� 
��� ����

� 
�
��
�:�� �������.������� % ������. ' 	�� �������� 
� �������� ��.���
� ��� ����
�� 
� ����� ������! ����� f �� f∗� ���� ������� 	��
�����&����� ����� �������� ������
	���� % ��� ' ��
�:�� f∗ ��� ��
 	�� 
������� �������.�������� f − f∗� ��������
��� ����� ���.������� ����1 �� �
�������� �������� ��� I� �����
������ ������	���
�� �
�������&����� ������)� �� �� ���)�� =� �������� ���� ����&�� �.�
��������� f∗�
���� �
 ������� �������� �������.�������� ��������&�� ������� �
 ������� �� R����!�
>����� 
� ��
�:�� ������. �� ��������� �� �� 	�� �������� ex ��� [−1, 1] ������� 2

p∗3(x) = 0, 994579 + 0, 995668x+ 0, 542973x2 + 0, 179533x3.

3������� ex − p∗3(x) ��� ����������� ��� 
� � ��� 4�5�

– 0,4– 0,6– 0,8– 1,0 0,40,20,0 1,00,80,6– 0,2

– 0,002

0,004

0,002

0,006

0,000

– 0,004

– 0,006

������ 
�� 	 )����� �������*������ �� ex ��� �� ���&�'�� ������* ��!�$���

3�� �����
������ ���
����� ��  ���� �������.������� ���� �&�
��� ������ 
�� )���������

�� � )(����������� 	�������-��

3���	�� 
� &�����
� ������������ ��&���� ����  ������ �
 ��&���� �&�������� ���������
����������� ��� )������� ��� �� ��&�
�������� ��������� �� &������ � �� P 0 �� ����
���� �8� )���� ��� �����
����� ����� ��� ���� ���	�� &�
��� �������
����� ���� ��
�
����
�	�� �����
����� 
�� ��
��
�� /��� �������� ���� �� ���� �&��� ������� * ���
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�����.������� &�
��
� 
���	�� 1/x ��� ������ �� 	�� 
��� ����

� �� ��&�
��������
��������	�� �� ���� &���� 
� ����������

(��� 
� ����� ������
c0 +

c1
x

+
c2
x2

+ · · ·
#����� Sn 
� ����� ������

� ��� n �������� ������

Sn = c0 +
c1
x

+
c2
x2

+ · · ·+ cn−1

xn−1
.

`������

������ �� ����������� * 
� ���&�� ���� ����� ����� �� * 
� 
����� �� ��� ������
������

�� Sn 	���� n ���� &��� 
������� 9��� ���� ��������� ��C�������� 0  ������ n
�.�� ���� )������ ���-��� x �� ��
* �� ����� 
������ #��� ��������� 	���
 �.���� ���
)������� f ��

� 	�� 
� ��C������ |f(x) − Sn(x)| ����� &��� 1��� �
�� &��� 	�� 1

xn−1

	���� x −→∞� +� �������� ������

lim
x−→∞xn−1 |f(x) − Sn(x)| = 0.

(� ��� ���������� ���� ����
���� ���� ������ 	�� 
� ����� ��� �� ��&�
�������� �����
����	�� �� 
� )������� f �

���	��� % ����������� 
� )������� ������ ���� x > 0 ��� 
����� ��
�

f(x) =

∞∫
x

1
t
ex−tdt

/�� ���� ������� ��� ������ �������� ���� ���������� �� �����)����� ����� �.��������
��

f(x) =
1
x
− 1
x2

+
2
x3

+ · · ·+ (−1)n−1(n− 1)!
xn

+ (−1)nn!

∞∫
x

ex−t

tn+1
dt.

���� ���� 
����� �������� 	�� 
� �����

1
x
− 1
x2

+
2!
x3
− 4!
x4
· · ·

�������� ����������� 
� ��&�
�������� ��������	�� �� f � ���� 
� ����&��� )������

f(x)− Sn+1(x) = (−1)nn!

∞∫
x

ex−t

tn+1
dt.

/��� 
����� ��
�� 
��.��������

� ��� �������� ����� P �� 7� ���S 
� ��,�������

|f(x)− Sn+1(x)| < n!

∞∫
x

1
tn+1

dt = (n− 1)!
1
xn
,

��� 	������� 	�� ���� �&�������� &��� 1��� 
���	�� x ���-�� * n ��������� =� �����
���&��� ∞∫

x

1
t
ex−tdt ∼ 1

x
− 1
x2

+
2!
x3
− 4!
x4
· · · .
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3����������	�� ��� ����������� �������� ��� ���������� �
�� ����
�	���� 	���
 �� ���
��-� * �������� &��� ��� ����
�������� ���� ���� * �� 	���� ���������� ����� �����
�� ������! �� ������
� 	���� ������ 
����� �� ���C��� 0 �
 ���� ���� 	�� �������� ��
������� �����&��
�� �� ���� ��� �� ���� ��
 ����������� �� �������� ����� 
� ��� ���
�.���
� ���� 7@7P �� ���� 4� 3�� ������ �� ���������� ��C�������� ���� 
�� �������
�� ���� 
�� ������� )�������������� ������"��� ��� �.������ 
� ��� ��� ��������

������ ��� �	
���� ������

#��� �&��� ������� ���� �.�� 
�� ������ 
� �����
����� E��������
� ���� ��� ��������
������� ����	�� ������	��� ��� &�����
���� ����! �����
�	���� * ���� 
�� �����
�������
E��������
 ������ ��. ���� ���������� ���� ���� ������������ ���������� 
�� ��������
�����	����

���� ������� �������������� �����&�

� �� ���������
������� ��������!

�$%� 7 0 : 255
����%��% 7 −128 : 127
�5�����% 4 −32768 : 32767
���/ 4 0 : 65535

��%���� 4� G �� K
���/���� 4� G �� K
������% G −2147483648 : 2147483647
�������/ G 0 : 4294967295
��%=+ K −9223372036854775808 : 9223372036854775807
>���/ K 0 : 18446744073709551615

3�� ���� �$%�6 ���/6 ���/���� �� >���/ �� ���������� ��� �� �� ��� 3� ���

� ���
���� ��%���� �� ���/���� ������ �� 
� ��������

3� ���C�� ������� 
� �
�� *  ����� �
� �
�� �� �������)� �� ����� 
� �
��  ����! ����	�� 
�
�� �� 2 P ���� 
�� ������� ������)�� 7 ���� 
�� ������� �� ���)�� /��� 
� ��� % �������� '
��� �.���
�� 
� �
��  ���� ������ ������) ������� P7777777 0 �
 &��� 26 +25 +24 +23 +
22 + 21 + 20 Y 74I� 3�� ������� �� ���)� ���� ����������� ��
�� 
� ������� ���� % ��
����
����� * ���. '� 	�� �������� 	��� �� x ��� �� ���)� ��� �
�� ����� �� &�
��� ����
��
	�� 27! �� ��������������� 	�� ���� ������ (x)� ��� x+28� 3� ������� ���&���� ������
�� ���������� )���
����� (−x) * ������ �� (x) 2 ���� �� ���� 
�� % 7 ' �� % P ' ��
�������	������� ���) ���� 
� ���C�� 
� �
�� * ������� (� x = 23, (x) = 00010111 ��
(−23) = 11101001� F��� ���&�1 &������� �� ���
�	���� 
�� �� 
�� �� 
����������	��
�������� 	�� (23)+(−23) = 100000000 0 
� ������� �7! ���� ������� ����	�� 
�� �������
����� 	�� K ���C����



� − ����
� �� ����������	 �� ��	���	� 5H

3����������� �� ���&���� ��� 
���	�� 
� ����
��� ����� �������� ����� ������� ��� ����
 ����� =� � ��� �.���
� (127) + (3) = 01111111 + 00000011 = 10000010 = (−124)�
����� �������������� )��������� �� ��� ����� �� �������� O�
������	�� �� &������
	��� * LLLLL O�� ������� ��� 1���� 3� �����	����� �����	�� ��� 	�� 
����
����� ���
������� ��� 
������� D� ��� � �
����	�� ���� 
�	��
 ������ �� )��� ������� �� ����� ���
)��� ��� 
� ��
��
 �� 
� )�������

�� >&�� 
� ��� �5�����%� I ^ ��� ��
��
� �������������
K ^ ��� ����&� �� ���)� 3� ����
��� �� �� ���� ��� �&�� (��
�� 	�� �� �����-� ����) ���
�
������� ������
�! 	�� ��� ������� )�������������� �� �&�� 6��
�� 	�� ���� ������
��
������ �� ���C��� 	�� 
� ������� �� 
����������� 
� �������

������ ��� �	
���� �����	�������

3�� ������� �������. ��� ��� ����� )�������������� i�������� * &�� �
� i�������! ����
����������� ��� ��� ������ )������������ ����)��� ����
�� ��������! �� �� �.�������
����� ��� �.���
� 45 −→ P�45+4 ��������� % ��������	�� '!� 3� ������ ���������
���� ����� ���� �������� 45+P �� P�P45+5� ���� �&���� ��� ���� �U��� �� ������ ��.���


� ������ �� ���C��� �� �������)�� �� ��&�	�� ��� ���&������ �� �����
�������� 	�� ���
��  �����
 �	��&�
���� * �
���� 
� &�� �
� ,���� ����� 
� ������� ���C�� ��� ��
 �4�5+7!�
+� �������� �
 ���.���� 	���� ���C�� ��� ��
 �7! �� ��
����� ���� ���� ���� ������������
����
�����!� =� ������� ����� ��� ����
����� �� n + 1 ���C��� ���� �� ������������
�� n ���C����

3�� )��������� ������������� �� �� 
� ����
� ���C������ �� ��������� 
� ����� �������
��� 
�9�������� �) +
�������
 ��� +
��������� +� ������� 9+++ IHG� 3� ���)������ *
����� ����� ��� ����1 &�����
�� 3� ����� ������ ���. ���� �� ������� i������� 2
������ ���� ��� 54 ���� �� /����� 	�� ���������� <G ���C��� ��������� 3� �����������
�� ��� ���C��� ��� 
� ���&����

�� �� �.������ �� )������������

������ 7 K 45
/����� 7 77 H4

9
 �.���� ��� ����� ��)������� �� ��� ����� ���������� ���� ���� ������ ���������� ��
������� �� ���
����� ���� 
�� ���C��� �� �������)� ���&�� ��� ��� ���� ��� �����&�

�
��� ����� ���� 
� ���
��� ���&����

��� �� �	��&�
��� �����&�

� �� ���������
�� ���C��� �������. ���� �� ������ ������)

������ 7− 8 7�G×10−45 2 5�G×1038

/����� 15− 16 H×10−324 2 4×10308
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9
 ��� �
��� 	�� 
������&�

� �� ��������� ��� 
� ������ �� ���C��� �� �������)�! ������
�� ������ �� ���C��� �������� �C����� ��������&����� * 
� �������������� �� 
� ������
)������������ �� �� 
��.������� 3������&�

� �� ��������� ��� ������� �� ���)� ��� ���
���� �� ������� 
������� ��� &�
���� ���������� (��� (��
��� 
�� ������� )�������������
���� ���)�������� �� ��� ����
��

j��� ��� ���������� ���&��������

����� ��� �� ������ * �.������ �� ������ )����
��������� ��
�� 3�� ������� ������� ����� P �� 
� ����� ��)������� �� 
������&�

� ��
��������� ��.������ ��
� ������ )������������ ��� ��

�! ���� ���� % �������
���� ' 0 �
�
���������� ���� ����� �� ���C��� �� �������)�� ���. �
��  ����� 	�� 
� ����� �����
������ ���� ����������� ��� 
������ ������� )������������ ��

�� �.������ �� ����������
	�� ��� 7!� 3� ����� ���&��� ������� ���	�� ��������� ���������	�� ���� ������� ���
��������

6��� �� �� ������ ��� ��  ������� ��������� ��� ��
��
 ��� ���&��� ������� �����
������ ���������� (�������� 	�� ���� ���
����� �� ���������� ����) )����������� �� ���
�������� ������
�� +������ �� ��
��
�� 4I@75�7 Y 4�P<7P<KIP44L���� �� ������ )����
��������� ���� 
� �������������� ������
� �� �� ������� ,����� �� 	�� 
������ ������
�
��
��
� �&�� 4P ���C��� �� �������)�� (� ���� �&��� ���
��� 	�� 
� &�����
� ����������
����� ����� �� ��� ������� 
���	�� 
����������� ��� ��� ����� &�
��� �� �������� �


� )��� ��
�� 
� ����� �� ���� ���� �&�� I ���C���� (�� ��������� �������� �� ������&�

� &�
��� 4�P<7P<K �����������!� ��� ��������� �� ������� 4�P<7P<L ��������!� 3�������
��� ��� ������ ���)������� * 7P−7�� &�
��� ����
��!� ���� �
 )��� ���� ��������� 	���

�
���� �� ������� ��� ��

����� �� )��� �� ����� ���� ��
��
� `������������ 
� �� �� ��
���	�� ������ ��� �����	������ �
�������� �� ���� 	�� ��

����� �� ���,������ ��� ��
)�"�� ����������

3������� ��
���&� ��&���� ���������� 
���	�� 
��� )���� 
� ��C������ �� ���. �������
&������� =� �� �����	�� ���� ��  �����
� ���) ��� ��� ������� �� ������� ����
��� ���
������������� ��
���
�� ��� �� ������ ����  �����

������� )���� ��� ��
��
� �
�� ������ � ��
� ������ �� 
�� � �� �� �����
������ ��
������ ���.�
�������� �� �� 
� ������� ^ ��� �.���
�� 
� �����
����� E������ 9;6 k3
������� 
� ��� H4�#	�=� 	�� ���� 
�� ������� )������������� ��� 7< ������ �5G ���C���
�������.! �� 
� �����
����� J�� �AA ������� �� ��� ���� /����� ��� ��. ������
�7L ���C��� �������.!� ���� �

�� �
�� 
���� �� ���� ���
���� ��� 
�� � �� �������.
����� % ���� ' �� ������ ��-������ 
�� ������� ��������� �� ��������� �� % ��
��
 ���
�����&�

� ' �&��� 
�� ��)�������!�

��"� ���� �� 	���� ���	

M E>� �� )���� ����5�%����5
����$��� 2
�%%�-����5�%���5���5����/��%�����(��5/����/����%5�

M J>6( 2 �%%�-��5�����%����

M ;��
�����	�� ��������	�� J#D 2 �%%�-�������������(%�������

M #���� 9+++ IHG 2
M �%%�-�����5�����
����$�(�G���/����/���������/(
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M �%%�-����������(����������$��������������������
��))��/(

M �������� ��� ���������	���� ���������� 2
�%%�-������������
��
��������5� &��� ������������ ��������	�� ���������)�

M ��
��
 �� )�������� �� �����.�������� 2
M R� N������ 2 ��	�	�	�� � ������� �����	���� ��� G �6������ ������ 7LLG!�

M T�`� ������ ;��� E
������ (�>� N��O�
�O� T�N� F������� 2 �����	�� ���	����
��� �� �� ��	���	�� ������	�� �������� � D��&����� ������ ������� �� 4PPI!�

M 6� >�����]��1� 9� (�� �� 2 ��
��� �� ������	�� �����	��� �/�&��� #�]
l��O� 7L<H!�

M �%%�-���������
�$���(�����
5������5�����(�����
��/����%5�

M B��6� 6�

�� 2 !�������� �����	���� ����	���� �
 	���������	�� �;��O�������
;������ 7LLI!�

M B��6� 6�

�� 2 "���� �� �	�����	��� 
�� ��
	������ �`������ ������ 9�4� ������
4PPG!�

M �%%�-����5�%��%���������������%

M 
� ����
� �� ��
��
 �� ��������� ���������� 2
�%%�-�����5�%���
���/�����(�

�%%�-����5�(�����

M 
� ����
 ��
&�
���� �������� �>R9 �� 6���
��
�� 2
�%%�-�����5�%���������%����/�����

M >��������	�� ��� �����&�

� 2
�%%�-��������%����/���%�����
��5�5�����%5�

M +������ �� �� ��� �����������	��� 2
�%%�-���0����%�5�/�F���E���������%5�

��
/� #$������	

�������� �

�! ��
��
�� 
� &�
��� ������	�� �� ��
�:�� p(x) = 2x3 − 3x + 1 ���� x = 2 ����
���� x = 1 �� ���
����� 
� ������ �� `������

�! 6��� 	������� ���� p(x) = 7x4 + 5x3 − 2x2 + 8 �� x = 0, 5�

�������� �

3�� ��
�:��� �� `������ Hn(x) ��������� * 
� ��
����� �� ����������

H0(x) = 1; H1(x) = 2x; Hn+1(x) = 2xHn(x) − 2nHn−1(x).

�! E����� 
�� ��
�:��� H3 �� H4�



5K �������� 	
����
�� �����
���

�! ��
��
�� ������	������ H5(0, 5) ���� ���������� �� ��
�:���

�! R����������  �����	������ 
�� < �������� ��
�:����

�������� �

3� )������� arctanx ����� 
� ��&�
�������� �� �����

arctan x = x− x3

3
+
x5

5
− x7

7
+ · · ·

�! (��� sn 
� ����� ������

� �� 
� ����� ����	��� ����� 
� n����� ������ ���

� ������
�� ���������� ��������� �� 
��� ����
��� arctanx ��� sn �

�! =� �� ������� �� ��
��
�� π * 
����� �� 
� ��
����� π/4 = arctan 1� ������� )������
���
 �� ������ �� 
� ����� ���� 	�� 
������� ��� π ���� ��)������� * 7P−5 �

�! 3� ����� �� ���&�� � ��� 
���	�� |x| > 1 0 ���
���� ��� ��
����� ����� arctanx ��
arctan (1/x) ���� �������� ���� �� ����� ���,���� ��)������ * 7� ��
��
�� arctan 2�

�������� �

3� )������� �� ;����
 ������� 1���� J0(x)� �����&���� ���&��� �� ����	��� +

� ���
������ ��� ��� ��&�
�������� �� �����

J0(x) =
∞∑
0

(−1)k

(
xk

2kk!

)2

.

�! N���&��� �� )������� �� x ������� ������� 
� ��� �� ����� 
� �
��  ���� �� &�
���
����
���

�! m����� �� ��� ����� ���� ��
��
�� J0(x) �&�� < ���C��� �� �������)�� ���� 0 < x ≤
20 0 	��
 ������� ������� �

�1�&��� ���
���� � �������1 &�� ����
���� ��. &�
����
�.�����

J0(5) = −0, 1775967713; J0(10) = −0, 2459357644; J0(15) = −0, 0142244728

�������� �

3�� )�������� ��>�� ���� ���
����� ���� 
� ������� �� 
� ��C�������� +

�� ���� �������
�� )�"�� ���&��������

� * ������ �� ��&�
��������� �� ������ =� ����

f(x) = 1 +
1
3!
x3 +

1 · 4
6!

x6 +
1 · 4 · 7

9!
x9 + . . .

=
∞∑
0

3k

(
1
3

)
k

x3k

(3k)!
;

g(x) = x+
2
4!
x4 +

2 · 5
7!

x7 +
2 · 5 · 8

10!
x10 + . . .

=
∞∑
0

3k

(
2
3

)
k

x3k+1

(3k + 1)!
.

�S (x)n = x(x + 1)(x+ 2) · · · (x+ n− 1).
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=� � �
���

Ai(x) = c1f(x)− c2g(x) ; Bi(x) =
√

3[c1f(x) + c2g(x)],

�&�� c1 = 0, 3550281 �� c2 = 0, 2588194�

��� ������ 
� ��
��
 �� Ai �� Bi 0 �� �������� ��� ��������� ����
�� �� 7P−5 ��� 
����
���&�

� [−10 . . .+2]� R����������  �����	������ ��� )�������� ��� 
� ���� �����&�

��

– 8– 10– 12– 14 – 2– 4 2– 6

0,4

0,2

0

1

0,8

0,6

– 0,2

– 0,4

x

y

������ 
�� 	 ��� /������� ��0��&1 Ai(x) ,�� ����- � Bi(x) ,�� (���-�

3� ����
��� &��� ��� ������ � ��� 4�G� 3�  ����� �� 
� )������� Bi(x)� 	�� ��������
��� ������� ������� � ��� ����	���

�������� �

m����� �� ��� ����� ������� * ��
��
�� cosx �� sinx * ������ �� 
��� ��&�
��������
�� ����� ����	��� 3� ��� ����� ���������� 
�� ������ ���&������

�! D��
������� �� 
� ������������ �� 
� ������� �� ��� ��
������ ����� ����� �� �������
������ ����
���������� ���� ������� 
��� ����� ���� 
������&�

� −π/4 ≤ x ≤
π/4� =� ���� ������ x = k(π/2) + r� ���� n = k mod 4 �� ���� �.������ sinx ��
cosx �� )������� �� sin r �� cos r ���� ���	�� &�
��� �� n�

�! ��
��
 ��� ���������� ��� ������ �� ��� ������� ���� ��������� ��� ������ ����
��
������ * 
��&���� ���� �.���
� 10−6!�

�! >$��� � �� ����
����
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����
�� �����
���

�������� �

3���,�� ���������	�� ���������� ���������� ��� ��� % )������� �������� ' 2

f = b0 +
a1

b1 + a2

b2 +
a3

b3 +
a4

b4 + · · ·
���� ����
���� 
� ���&��
 ��� ����������� �� 
������ �
��:�

f = b0 +
a1

b1+
a2

b2+
a3

b3+
a4

b4+
· · ·

D�� �.�������� �� ��  ���� ��� ��������� 	�� �� 
�� ai �� 
�� bi ���� ��� ���������� ��
��� )�������� ����
�� �� x� ����� ���� 
� �������������� �� 
� )������� ��� ���� 2

tg x � x

1−
x2

3−
x2

5−
x2

7− · · ·

+� ����	���� 
� )������� �������� ���������� ����� 
� ����� x2/9 �� �� ��������� ��
���� ������������� �� �������

tg x � x

15
945− 105x2 + x4

63− 28x2 + x3
.

���
� ���� 
�� �������� 1���� �� ���������� � +� ���. �� ������������ � �������1
&�� ����
���� ��. &�
���� �.������

��������  

�! ���������� 
� ��
�:�� p 	�� ���������� 
� ��&�
�������� 
����� * 
������ I �� 
�
)������� f(x) = argthx �� &������ � �� 
���� ���� ����� )������� ����� ����� 
�
�������������� �� )������� ��������

g =
x

1−
x2

3−
4x2

5−
9x2

7− · · ·

�! R���������� ��� �� ����  �����	��� 
�� &��������� �� f, p �� g ���� |x| < 0, 9�

�! F��� �&�1 ���� ����� ������� �� )�"�� % ��������
� '� �� �������� 
�� ���������
������ ���� ��
��
�� g� 3��
 ������� �� T�

��� ������ ����������� ������ �� ��
��

��������	��� (���

f(x) = b0 +
a1

b1+
a2

b2+
a3

b3+
· · ·


� )������� ��������  �����
� �� ���� fn 
� &�
��� �� f(x) ��
��
�� �� ���
���� ����

�� ������ ,��	��* an �� bn �������� (� �� ����

fn =
An

Bn
,

�� ������ 	�� 
�� 	�������� An �� Bn ���&��� ��������� ��� 
�� ��
������ �� ������
����� ���&�����

A−1 = 1; B−1 = 0; A0 = b0; B0 = 1;
Aj = bjAj−1 + ajAj−2; Bj = bjBj−1 + ajBj−2; j = 1, 2, . . . , n.
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=� ���������� 
� ��
��
 
���	�� ���. &�
���� ��������&��� fn �� fn+1� ���� % ��$�
������� ' ������� 
���� �� 
������� m����� �� ��� ����� ���� ��
��
�� argthx�

�������� !

=� �� ������� �� )����� 
������.����� �� ���� R3,4 �� 
� )������� �� x�

�! ���������� 
� ��&�
�������� �� 6��3����� �� ����� )�������� * 
������ K �� x 0 �

��� ������� �����
���� 
� ��
����� (thx)′ = 1− th2 x�

�! +� ������� 
������.����� �� ����� =� ���
����� 
�� ���������� �� ������� �� 
�
)������� ���� �&���� �� ��
��
�� ��� ������ �����
���

�! R����������  �����	������ 
� )������� �� ��� �����.��������

�������� �"

3� )������� % �.��������

� ���� ��
� ' ��� ������ �����

Ei(x) =

∞∫
x

e−t

t
dt.

+� ���� ���� ��� ������� �� ����&� ��������&�����

Ei(x) = − e−t

t

∣∣∣∣
∞

x

−
∞∫

x

e−t

t2
dt =

e−x

x
+
e−t

t

∣∣∣∣
∞

x

+ 2

∞∫
x

e−t

t3
dt.

a 
������ �� �
 &����

Ei(x) =
e−x

x

[
1− 1

x
+

2!
x2

+ · · ·+ (−1)n n!
xn

]
+ (−1)n+1(n+ 1)!

∞∫
x

e−t

tn+2
dt,

�� 	�� ��������� 
� ��&�
�������� ��������	�� �� Ei(x)� ���� ��� )���� �� ��� �
��
 �����
� 	���� c 4�I�

�! =� ����

� S(x) 
� ����� 	�� � ��� ����� �������� 0 �����

� ���&�� ���� �

�! 6�,���� 
����� ��
� ���� ��������� 	��

lim
x→∞ [xn (xexEi(x)− Sn)] = 0.

���� �� ���� 	�� Sn� ����� ������

� �� 
� ����� S� ��� ��� �����.������� ��
xexEi(x) �� 	�� ����� �����.������� �������� ���

���� 	�� x ��� �
��  ����� n
����� ������

�! m����� �� ��� ����� ���� ��
��
�� �� �����������  �����	������ 
�� �����.����
����� �� Ei(x) ���� n &������ �� 4 * 4P 0 �� ����� ��� �.���
�� 	�� Ei(10) �
0, 4157 10−5.
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�������� ��

N��� ������ ���
 ������� ����� 1��� �� �� ���� ���� ���������� ��� ��� )�������
�������� �� 
� )���� ���&���� 2

x =
1

a1 + 1

a2 +
1

a3 + · · ·

�S 
� ����� a1, a2, a3, . . . ��������� ��� �������������� ���� ������� �� .� 3��
 �������
���&��� ������ �� ����&�� 
�� ai �WE(y)X ���� �� 
� ������ ������� �� y! 2

� -� �

�I�I%�� -

$ -� �� *

�� -� 4	$�*

� -� $ 
 4	$� *

� � � J �

���>�KL (����

m����� �� ��� ����� ���� ���
���� ��� �
 �������� ���� π− 3 = 0, 141592� �� ����&�
VI� 7H� 7� 4L4� 7� 7�� � � \� +� �������� ���� 
�� �������������� )����� 
�� )�������� 	��
������������ π �� 
�� ��
��
�� ������	������� R����	�� 2 
������.������� π � 22/7
����� ������ ��>�������� �� 5HH@775 ������

� 
� )������� ������� ��>����� 6������

�������� ��

D� ������ ������
 ������) ���� ���� ���������� �����.�����&����� ��� �� 	�������
�� ���. �������� 3��
 ������� ���&��� ������ �� ���������� ��������	������ 
� ���
�������� �� 
� ������������ �� ����� )�������� (��� x > 0 
� ������ ������
 ��
a0/b0, a1/b1 ���. )�������� ����
�� 	�� 
���������� �
�� ai, bi ���� ���,���� ������)�!�
=� )����

f =
a0 + a1

b0 + b1
.

6������ 	�� f ��� �������� ����� a0/b0 �� a1/b1� (� f < x� f ��&���� 
������.�������
�� x ��� ��)��� �� �� ���� f = a2/b2 0 �� f > x� f ��&���� 
������.������� ��� �.����
�� �� ���� f = a3/b3� =� ��
��
� �
��� ��� ���&�

� &�
��� �� f ��
�� 
� )����
�
���������� �� �� ����� 
��
 ������� ,��	��* ���&�� ����� 9
 ��� ������� �� �������
a0/b0 ≡ 0/1 �� a1/b1 ≡ 1/0� ����� ����� �������� )������� ����� ��� ������� �
 )���
������� 
�� ������������� �&��� �� �������� xb1 �� a1�

���	��� % ���� x = 3, 14159 . . .� �� � 
� �����

0
1
< π <

1
0
;

1
1
< π <

1
0
;

2
1
< π <

1
0
;

3
1
< π <

1
0
;

3
1
< π <

4
1
;

3
1
< π <

7
2
;

3
1
< π <

10
3

;

m����� �� ��� ����� ������������� * ��� �
 ��������
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�������� ��

=� ������� ����� ������� �S 
�� ������� ���
� ���� ����������� ����� )���� ������
�!
��� ��� ������ )������������ * ����� ���C���� �������� ����� P �� 7� �� �� �.������ *
�� ���C�� 2 42, 3 −→ 0, 423 E2 �� ������ 0, 00123 −→ 0, 123 E − 2� >&��� ���C������
��� ��������� ���������	��� 
� ������� ��
���
�� �� ��&��� ��� ��� ��������� �� 7P

���� ��� ������� )������������� �� ��

� )�"�� 	�� 
�� ���. ��������� ���������� 
�
���� �.������� ���&��� 
� ����
��� ��� ���������� ���&������ �� ������ ���� 
� ��� �S

� ����
��� ��� ����	�� �� ��
�� �S �
 ��� ��������

12, 3 + 0, 0234; −0, 0321 + 0, 000136; −321 + 32, 1; 132× 0.987 0
−2, 14/0, 000137; (−0, 111 + 0, 222)× 0, 00111/999�

��

� ���0��	

)��*�� �+ ,������� �� -��	
��

3� )������� ζ �� R������ ��� ������ ��� 
� )����
�

ζ(s) = 1 +
1
2s

+
1
3s

+ · · ·+ 1
ns

+ · · ·

�S 
� &�����
� s ��� ����
�.�� ����� )������� ,��� �� �:
� ��������� �� ���������	���
�� �������
��� ���� 
� ������� ��� ������� ��������� =� ������� �� ��
��
�� �������
	������ ζ(x + iy)� ���� 0 ≤ x ≤ 3 �� 10 ≤ y ≤ 30 �� �� ����������� 
�� ����
���� ���
��� ���)��� |ζ(x, y)|� =� ���� )���� ��
� �� ��� ���	�� ����������� �� 6��
� 2

���%�/	���	M�%�	�J@�$�6��)���6$��)���)�

9
 ��� �
�� ����������� �� ��� ������ �������� 
� ��
��
� 3� ������
����� �� �������
����
�.�� ��� ����
� ���� (��
��� ���������� &��� &��� ������1 ������ ����������
	��� ��
 �� 
� ����
����� �� 
� ���������� �� ��
��
 ������ ��� ���� 
�� �� ���� ���
������� ���� ������� �� �� ����� ���������
� ��� ���)��� ����
��
� * ��

� �� 
� � ���
4�H� �
 )��� )���� ����
 * 
��� ��� �
 �������� �
� ���� ������� ��� k� J������ �� ��
(���� �&��� 
� ���� �%%�-��5�������5��%�%����(����(�!�

24262830

161820
10 1 21214

22

1,0

3,5

3,0

2,5

2,0

4,5

4,0

1,5

0,5

0

Y
X

Z

������ 
� 	 ��� +�� �� �� /������ |ζ(s)|�



GG �������� 	
����
�� �����
���

F��� ������1 �
��� ������ �� &������ 
��������� �� R������ 2 ���� 
�� 1���� �� ζ ��
����&��� ��� 
� ������ &������
� ���	������ x = 0, 5� ����� ���,������ � ��� &������
������	������ ���� 	��
	��� ��

����� �� 1����� ���� ����� ��� ����������

)��*�� �+ .�/�
����� �� ,������

/��� 
� � ��� 4�<� ( ��� ��� ������ �������

� ������������	��� � ��� �� ����� �����
����� ��&������ �����
���� �� ���� r �� + ��� �� ����� �������&������

E

S

M

2r

C

a
b



������ 
�� 	 2�3����� ��� +����!��� ���� �� ��4������ �� "�������

=� ���� �� ��� ρ 
� �������� ���� ����� ������� �� + �6! * 
��.�� ��� a 
� ��������
�� ( * �� ��� b 
� �������� �� � * + �� ��� I0 
���
�������� �� 
������ �� 
��������
��������
�� =� ����

y =
2π
λ

a+ b

ab
; z =

2π
λ

ρr

b

3���������� ��C������ ��� ����� ��&������ �����
����� ���� 
�� ���������� �� 
������.��
������ �� E�����
� ������� 2

I1(y, z)/I0 = U2
1 (y, z) + U2

2 (y, z)

=
[
V0(y, z)− cos

(
y2 + z2

2y

)]2

+
[
V1(y, z)− sin

(
y2 + z2

2y

)]2

.

3�� )�������� �� 3����
 U �� V ���� ��� ������ �� )�������� �� ;����
 2

Ui =
∞∑

j=0

(−1)j
(y
z

)i+2j

Ji+2j(z) ; Vi =
∞∑

j=0

(−1)j

(
z

y

)i+2j

Ji+2j(z).

=� ������� �� ������ 
� ������ ������������ 
���
�������� �� �
�� + �� )�������
�� 
� �������� * 
��.� ρ� 3�� 	�������� Ui, Vi ����� ��� ������ �������� �
 )�����
������� �� ������� �� ���&�� ���� 	�� �������� ������������� 
� ��
��
 * ������ ����
������� ��� � ���������� �
 ���� ���������� �����
���� ��� )�������� �� ;����
 ��������
�� ����� � �
 * HP� ���� �� ���� ��� �� ��$��
�� �&�� �� 
� ����
 ����� (��
���
���� ��� ������ &��������� 
� ��
��
 �� J ���� ��  ������ &�
���� �� 
������� ��
�� 
��� ������ �������1�&��� ��� �.���
� �� 
�&�� �� ����� �� ��

� +�  ���� �
 )���
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��
��
�� J0 �� J1 * ������ �� 
���� ��&�
��������� �� ������ Jn(x), n < x, ���
���������� �� Jn(x), n > x, * 
����� �� ��� ��&�
�������� ��������	���

>��
�	��� 
� �������� �� ;������ ���� ������� 	�� 
���������� ��C������ ��� �� ���	��
���	�� &���

I2(y, z)
I0

= V 2
0 (y, z) + V 2

1 (y, z)

�� ��
��
�� ����� ���������� F��� ��&�1 ����&�� �� ����
��� ������ �� 
� � ��� 4�I�

12840 2420 28 10–316

1,2

0,8

0,4

2,4

2,0

1,6

0

������ 
�� 	 2�4������ �� "������ ��� �� ���$��� 5����$��� �� 6 ��7� �� .������ 8 ��
����� �� ����!�� (������$���

)��*�� �+ 0�
	� 	
$����1� �2�� ����� �� ���
��

D�� ����� �� ���� �� ������� * 
���� ��� ���� 
� �
�� xOy �&��� � � 4�K!� ���������
��� �� ������� I� ����� �� ����� 6 �� ����������� �
�����	��� r, z� ��� ���������
������ ��� 
�� )����
�� ���&�����⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
Bz =

B0

π
√
Q

[
E(k)

1− ρ2 − ζ2

(1− ρ)2 + ζ2 +K(k)
]
,

Br =
B0

π
√
Q

z

r

[
E(k)

1 + ρ2 + ζ2

(1− ρ)2 + ζ2 −K(k)
]

�&�� 2

ρ = r/A, ζ = z/a, Q = (1 + ρ)2 + ζ2, k =
√

4ρ
Q
, B0 =

μ0I

2a
.

�! 3� ��
��
 ��� % ���� ��
�� �

����	��� ����
���� ' E(k),K(k) �� )��� ��������
���� ��� 
��
 ������� ��� �� 
� ������ ������������ �������	�� �� J����� m����
������ ����� ������� a0, b0, c0� �� ���
�	�� 
�� ��
������ �� ���������� ���&�����



G< �������� 	
����
�� �����
���

M

Oa

r

z
Bz

Br

������ 
�� 	 9����� �� �������

a1 = 1
2 (a0 + b0) b1 =

√
a0b0 c1 = 1

2 (a0 − b0)
a2 = 1

2 (a1 + b1) b2 =
√
a1b1 c1 = 1

2 (a1 − b1)
���

���
���

an = 1
2 (an−1 + bn−1) bn =

√
an−1bn−1 cn = 1

2 (an−1 − bn−1).

=� ������ 
� ��
��
 ��� 	�� |cn| ��� �
�� ����� 	�� 
� ��������� ��������� ���� �������
E(k) �� K(k)� �
 )��� �������

a0 = 1, b0 =
√

1− k2, c0 = k.

9
 &���� �
���

K =
π

2an
,

K − E
K

=
1
2
[c20 + 2c21 + 22c22 + · · ·+ 2nc2n].

F�����1 	�� &���� ��� ����� ��
��
� ������������ K(0), E(0), E(1) �� ����
K(0, 5) = 1, 685750, E(0, 5) = 1, 467462�

�! D��
����� 
�� ����
���� ����������� ������ 
�� 
� ��� �� ������ �� 
� ������

)��*�� �+ '�
�����	
���� ������	�

(� f(z) ��� ��� )������� ���
��	�� �� 
� &�����
� ����
�.� z ���� �� ������� ��
�
�� ����
�.�� 
� �����)�������� w = f(z) ��� ����
�� ��� �����)�������� ���)�����
3���	�� 
���� � 6 �� z �� ���
��� ��� ��� ������ ��!� 
���� � # �� w �������� ���
������ �/!� D� 
� ����
 ��
 	�� (��
�� ������ �� ���������� �/! ���� �C����

�! #��� ����������� ����� �.���
� 
� )������� w = 1/z ��� �.�
���� 
���� ���!� 9

��$� �
��� �� ����� �� &������ ���� 
�� �
������ ����
�.�� ���� 
�� �$.�� ���
������ �� ��!� ���.������ 
������������ � � D�N	
�� �� ���� �� ������ 
� ������
��� ������ �� w �� )������� �� �� ������ ���

�� R��������� 
� � ��� 4�L� ��������� 0
�
��  �����
������ &������ 	�� 
�������
� �������A����
�� ��� ��&������ 
��� �� 
�
�����)�������� ���&������!�
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(��� w = f(z) ��� )������� ���
��	�� �� z = x + iy 0 �� ���� w = u + iv� 3��
&�����
� u �� v ���� ��� )�������� �� x �� y� =� �������� )���
������ * ������ ���
���������� �� ������ 	�� ������� ����� * 
��	������ �� 3��
���� >����� ���� u 2

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.

=� ��� 	�� u �� v ���� ��� )�������� �������	��� ���,� ����� /� �
�� 
�� �������
u(x, y) = ��������� �� v(x, y) = ��������� ���� ����� ���
��� D� ������� ������
�� ���������� ����	��� * ���. ���������� ���� �� �� ��� 
��	������ �� 3��
��� 0
����� 
� ��� �� 
��
����������	�� �� ����� �� 
����������	�� ��� i����� ��� &���
	���.� (� 
��� ���� �������� 
��	������ �� 3��
��� ���� ���  �������� ����
�� ���
�����)�������� ���)���� ���� ������� ������ ��������� �� ���������� 
� ��
�����
���� ���  �������� �
�� ����
�	���� #��� &��� ��������� ���

������ ����� ���
������ * ������ �� ���. �.���
���

10– 1 2

– 1,5

0,5

– 0,5

2,0

1,5

1,0

– 1,0

– 2,0

1 20– 1– 2– 3– 4 3

1

– 1

3

2

– 2

– 3

������ 
�� 	 )����!�� �� ����� ,: (���7�- � �����!�� ���(� ,: �����- ���� ��
����/������� ���/���� w = 1/z�

�! 3� ������������� �� 
�����
����� �� 
���� ������ ���� ����
 ����
� ���&��� � )���
�������� ���&��

�� 
�� ����������� ���� 
�� ������ 7L4P� 3� ����
��� � ��� ����
�
��� B��O�&�O� ����� 
�����	�� 
� � ��� 4�7P�

3� �����)�������� �� B��O�&�O ��� �� 
� )����

w = z +
b2

z
.

(����1�&��� ���������� 
� ��������� b ���
��� ���� �� ����� � ������� )�����

���
���� 
� ����
� ���� ������� �� ����
 ������ �

�! 3� � ��� ���&���� ������ �� ����� �� ������������ �
�� ��������� 
�� � 	��
	���
�	����������

�� �� ��� 
� ��� �� ������ ���� ��� ����������� ���� ����
���� �S ����

�� �C��� �� ���� ��� ��� �� 
� ��� =� ���
�	�� * 
�������
� 
� ����� �� �����)���
�������

w1 = exp(z); w2 = w1 + d; w3 = 1/w2.
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�� �����
���

10– 1 2

– 1,5

0,5

– 0,5

2,0

1,5

1,0

– 1,0

– 2,0

1 2 30– 1– 2– 3

1

– 1

3

2

– 2

– 3

������ 
��� 	 �� ����/������� �� ;��<�+�<&� )����!�� �� ����� ,: (���7�- �
�����!�� ������+�� ,: �����-�

3�� ��������� �� ������������ ��� ���� ��� �� ���. ����������� �
�����	���
����

�
�� ���� �� &���� ��� 
� � ��� 4�77� 
�� �	����������

�� �� 
�� 
� ��� �� ������
���

� ��� 
� ��������� ��� ����� �� 
�� ����� �� �� ������ �� ����������� �

0– 2– 4– 6 642

– 2

6

4

2

0

– 4

– 6
0,0– 0,5– 1,0– 1,5 2,51,0 1,5 2,00,5

1,0

0,5

0,0

– 0,5

– 1,0

������ 
��� 	 %������ ����� ��(�� !�3����� ,: �����- ��� ����/������� ���/����
���� ����������� ���� ��3����� ���( ,: (���7�-�
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3��  �������� ������ �� ����� ���
 �� ���� ��� ��� ������� ����� �

�� ���� �)Q�������
���� �! ������ ��������� =� ��� 2 �� �:�� �� 7�H O � ��� ��
����� ������ * 
� �������
������� �� 7H ��

���
����� 
����������� �� ����� ������ ��� �� P�4I ����������. . .
�
�� ������������ 
� ����
��� �� 
� ������ �����  ������� ��� 
� 	������� �� �����
 ������� ��� ��� ������ �� ���� ������� ������� ����� ������ 9
 )��� ���� ��������

������ ���� ���&��� �������	��� &�
��
����� �� ����
��� �� ������� 3������ ����

�	��

� �� ������ ���  ������� ��� 
� ��i�� �� �� ���������� 3� �������� ���� 
��
�� ����� � �� ������� �� E������ �� O�3� ��. m�����D��� �� ����������� 2 �
 ��� ��
���,���� �� ���� ����� 
�� ����� =� ���� 	�� 
� ������ (9 �������� ����  ��������
)���������
�� 0 
�� ������  ��������� ����� ����&���� ���� ����������

3� )����
���� ���������	�� ���
��� �� �������� ����	��� �� ����������� ��� �����
���� �� ������� ������� �� �� &�����
�� % ������������� ' 0 �
 �� ��� �� ���� ��

����
�� ������	��� 3�� )�������� ����� �� 
� �������� ��� �.���
�� ����������� 	��
��� �� ������ ���� ��������� 0 �
��  �����
������ 
�� ���������	��� ������� ��� ���
������� ���� ���������� ����� ����	��� 
� ������������ ���� ����
� ���������	��
���
�	�� 
� ����. ��������	�� �� &�����
�� ���� ����������

��� ��

����� % 
����
�� �����������

� ' ��� ��� ����&��� ���� ������ ��� ��������
�	��� �� ��� �� �������� 9
� 
����
����� ���� &������ 
� ��������� �� 
���� )����
�� ���
����� ���)���� ���� ����
�� 
� )���� ����� ��
����� �����  ��������! �� ���� �������
�� ������� 
� ������ �� ���������� ����	��� �����&����� ���� �� ����
�� ���
�������������� ��,�� ���� ��

�� ��� ��� ��������� 3�� ��� ������ ���� ������ ���
����
��� ��� &�����
�� ���� ����������� #��� ��&��� ����� 	���� ��� ����� �� ����
������� 	�� ��� ������� % �����������
�� �� ������� '� 9
 % �������� ' �� �� 
�� ������

�� ������� ����  ����� �� ���� ������ 	�� )���������� 
�� �������� ����	���� �����

� ����� �� 
� ��������� �� �
���O �� 
� ���� �� 
�  �
�.��� �� �������� 
� ����� �
�������� ���%�5�%�� ����(���� /� �
��� 
��.�������� ������ 	�� 
�� &�����
�� ����
��������� ��� ���&��� ��� &�
���� % ���������
�� '� ��� �.��������� ��C������� ��

�������



HP �������� 	
����
�� �����
���

#��� �������� 	�� ��� ����� ������
�� �� ������� &��� ������ ���&������ �� �����
����
	�� ���  �������� ���� ��������� ���� &�� ����
�� ���
��	��� �� ������	���� /���
�� ��������� ���� &��� ��������� ����� ���� )���� ���.���
��� 	��
	��� ��������
���� % ������������� ' �� ����
� ���������	���

��
� +�� �(���'� 	�����
'� 1 '('����	��������� 2

������"��� ��� ������� �� �.���
� ����
�� 
� ���������� �� 
� ���
��� ���� ��
��
��� * ��� ���������� ����� ��� �� � ����

�	�� ���
��� #��� ��������� 	�� 
�
����������� θ 
� 
�� �� 
� �� � ������ ���	������ �� 
��������� x �� �� ����� t� 3�
������� �� i�. �� ���
��� �� �� ����� ������� 2

J = −k ∂θ
∂x

�5�7!

�S J ��� 
� ������� �� i�. �B�−2�−1)� θ ��� 
� ����������� �� k 
� ���$����� ��
��������&���� +� ����&��� 
� ��
�� ������	�� ����� ������� �� 
� �� �� ���� ��������

� ��
����� 2

ρc
∂θ

∂t
= k

∂2θ

∂x2
�5�4!

�S ρ ���� �� 
� ����� &�
���	�� �� c 
� ���
��� �����	�� 0 ���� 
�� ���������� ���� ���
�������� ������������ �� x �� t� ����� �	������ ��. ����&��� ������

��� �������� * ���
���������� ��. 
������ �� * ��� ���������� ������
��� ��������� 
� )������� θ(x, t)� +�
���������� ����� �	������ ������ �� ����� ���������� 2 ρ, c �� k� ���� ���� ���&���
����� 
������� 2

∂θ

∂t
= κ

∂2θ

∂x2
�5�5!

�� ������������ 
� ���$����� �� ��C���&��� ������	�� κ �O����!� �� ������� �����
����
 ������ ��,* 	�� 
�� ��
������ �� ��������� 	�� �� 
� ����������� �� ����������
κ = k/ρc� 6����� 
��	������ �� 
� ���
��� ���� ����� )���� �������� �� ����� �&���� � 2
�

� ��&���� �����	������ ������	�� * 
��	������ 	�� ������ 
� ��C����� ���� ��
��� ����
�� ��
&��� 0 �� C(x, t) ��� 
� ������������� ���� ��
��� ���� 
� ���$����� �� ��C�����
��� D� �
��� C ����� *

∂C

∂t
= D

∂2C

∂x2
�5�G!

N���� ��
����� �� �5�5! ��� ����� ��
����� �� �5�G! ��. ��������� ����� ��� ��

����� 
��
���������� ��� ���. ������� �� �5�5! ���&��� ���� ������	���� ���� ������ 2

[θ]T−1 = [κ][θ]L−2

��
[κ] = L2T−1

�S ���� ���
����� 
� �������� �
����	�� [x] ���� ���� ��� 
�� ���������� �� x� +�
�������� ������� κ �� ������ �� �2�−1�



� − �������	����	 ��� ���	��
�� �����
�� H7

(��� ���������� x0 ��� 
�� ���� ���� �.���
� 
� 
�� ���� �� 
� �� �! �� t0 �� ������
#��� ������������ ��� &�����
� �� �������� ���� ��������� ξ ≡ x/x0 �� ��� &�����
�
�������

� τ ≡ t/t0 � �
����� ������������ ��� ������� 3� )������� θ(x, t) ��&�����
�&�� 
�� ���&�

�� &�����
��� θ(x0ξ, t0τ) ≡ Θ(ξ, τ)� D� ��
��
 �� ����&�� �
���������
[∂Θ/∂ξ = (∂θ/∂x)(∂x/∂ξ) = x0(∂θ/∂x)] ������ 	�� ����� )������� ����� ����������
* 
��	������ 2

∂ Θ
∂τ

= κ
t0
x2

0

∂2Θ
∂ξ2

�5�H!

���� 	�� 
��	������ �5�H! ���� ������������ ��� ������� �
 ���� )��� ������� 
�� �����
������ t0 �� x0 �� ��

� ������� 	�� t0 = x2

0/κ �� �5�H! �������� �
��� 2

∂ Θ
∂τ

=
∂2Θ
∂ξ2

�5�<!

���� 3��	�������� 	�	�(���-��
'� ������	 	�	 '����	���

����������� �� ����� �.���
�� 	�� &� ���� ��������� ������������ �� )����
����
��C������ (��� ��� )���� �� ��� ���������� �� ���� ���� 	���� ����

����� �������	��
��� ��������� ����� ����� �������

� m �� ���
�"��� 
� 
�� ���� �.� ���� 
���i�����
���� ��������
 V (x) = (1/2)kx2� 6������ �� ����
��� �� �	������� ���� 
� �����
�� 
� ������	�� 	�����	��� 3��	������ �� (���n��� �� ������������ �� ����� 	��
��������� 
�� ����� ������������� �� ������ ��� 2

− �
2

2m
ψ′′(x) +

1
2
kx2ψ(x) = Eψ(x). �5�I!

R������� ����� �	������ ��. &�
���� ������� �������� * ����&�� 
�� &�
���� �� E �� 
��
�.��������� �� ψ ��������
�� �&�� �5�I! �� �&�� 
�� ���������� ��. 
������� 9�� �������
���� ���������� ���&��

�� ��� ��� )���� ���� ����������� �5�I! ��� ���� ��� �� ψ
�� �����  ������� �� ,����� ����� �:
� ���� 
� ������������� 3��	������ ������ ��

� &�����
� ������������ x ���� 
�� ����! �� ��� ���������� m, k �� �� #��� �

���
�������� ��� ���&�

� ����� �� 
�� ����� ������ a� ������������	�� �� ����
��� �����
(� ��� ��

�  ������� �.����� �
 ��$�� �� ����
���� ���� �5�I! x ��� x/a ���� �������
��� )���� ���� ���������� ������"��� ��� �������� 
�� ���������� ��� ����������
�� ����
��� 2

[m] = M ; [k] = W#�]���@�����X = MT−2; [�] = WB��
���������X = L2MT−1.

F���� ���������� �� �� ���:�� �� 
� )���� a = hαkβmγ ���� ���&����� ���� 
�
&���� �
 ��$� �� �������� 
�� ���������� �� a ������� �� ���������� ������� 	�� 
��
����
�� �� ���������� ��������� ��. �� 
�� �������

�� �� 
��
 ���� ��
� ���� ������
����� ��� �������� �������� �� ���� ������!� 9
 &���� 2

[a] = (L2MT−1)α(MT−2)βMγ = L2αMα+β+γT−α−2β.



H4 �������� 	
����
�� �����
���

3� ��������� % � ��� ��� 
�� ���� ' ��� �	��&�
���� �� ������ �� ����� �	������� *
����� ��������� 2 ⎧⎨

⎩
α = 1/2,

α+ β + γ = 0,
α+ 2β = 0,

���� 2
α =

1
2
; β = −1

4
; γ = −1

4
.

��

a =
(

�
2

km

)1/4

. �5�K!

E������ ���������� 
� ���� ����� �� &�����
� x = aξ, ψ(x) = ψ(aξ) = Ψ(ξ) ��
ψ′(x) = (1/a)Ψ′(ξ)� 3��	������ �5�I! ��&���� 2

− �
2

2m

√
km

�
Ψ′′ +

k

2
�√
km

ξ2Ψ = EΨ.

������ ω =
√
k/m� 
� ��
������ �� 
�����

����� ��
�� 
� ������	�� �
����	�� 0 
��	���

���� ���������� �� ��� �
��� ���� 
� )���� ������� ��ω � 
�� ���������� ����� ���� ��! 2

Ψ′′ +
(

2E
�ω
− ξ2

)
Ψ = 0. �5�L!

D� ����� �&���� � ��� &�����
�� ���� ��������� ��� 	���
 ��� �
�� )���
� �� �������-���

�� ������ ������ ��� ���� �� 
� ���
��! ����� �	������ 
���	�� ��

���� � ��� ������
�� )������� �� &�����
�� ���� ������ D� ��������.���
� ����������
 ���� �

������ ��
������� ������ 9�� ����� ��� ���� �
��� �
������� ����	�� ������������	��� ����

�	��

� 
����
����� �� ����� �
�����	�� ��� �� 7 F@� �
��� 	�� ��

� �� �����
�� ����	�� ��� �� 5�555 ×10−9 N �E = cB ���� ��� ���� �
���!� ���&��������
�� 
� �� �� ����� �� ����	�� ����� )���
� � 3� ����	�� ��� �	������� �� 6�.]�


���� 
��������� 2 ��� ���� �
������� ����	�� ���
�	�� 
��.������� ��� ���. �������
3� ����� �� ����	�� �� ���� 
�� ������ �� &� ����� ��� ���

� ���������� ���� ��� �C��
�������� �������-� �� ���� ��������� ��� ������ ��������
��� ����� 
�� ��������
������ ��� 3� ������� ������ �� �
�����	�� ��� �� 
������ �� ε0E2 ∼= 8, 85× 1012 B�−3

�
��� 	�� 
� ������� ������ �� �� ����	�� ��� ��&���� B2/μ0
∼= E2/μ0c

2� ��� &�
���
������	�� ����	�� ε0μ0�2 Y 7�

#��� ���&��� * ,���� ����� ���� �������� �� 
������������� �� &�����
�� ���� ���
�������� ��� ���,���� ������
� �� �� 
� ����. �� ��� ���	��� 3� ������� * 
� ��������
	������� ��� ���� �� 	�� 
��� ���� )����
���� �� ����"��� 
� �������� �� ;��O�� ��� 2

'����(	� % (��� �� ����
��� ����	�� ������ ��� n &�����
�� 
���� ���
��� ��
������ (�������� 	�� 
�� ���������� �� ��� n &�����
�� )������
�����&���� �.�������� m  �������� )���������
�� ������ 
�� �����
������ ����!� >
���� 
� ��
����� ���� ���� ������ * 
����� �� n−m 	��������
���� ����������

3� ����. �� ��� ���&�

��  �������� ��� ���)��� ����������� ����� ���� ��� 
� ���������
���� ��� 
� ����������



� − �������	����	 ��� ���	��
�� �����
�� H5

���� ���� �� 	���� ���	

M (��� �� ;����� 9�����������
 ��� ����� �� 6������ 2
�%%�-�������5�(�(���5�

M /�� ����� 	�� �������� �� 
����
�� �����������

� 2

= �����������	��
	���
�����
�������	���
��	����������

= ���������
��������������	����
���	�����	����������	�������������

= �����������������	������
� > +��� ��7���� ��7����$����

���� #$������	

�������� �

D�� ���� �
��� �
������� ����	�� ����&� ��� �� �
������ ����� �� 
� &������ v� +����
��� 
� ������� �� 
� )���� �
�����	�� fe * 
� )���� �� ����	�� fm 	�� ���.������ ��� 
�
�������
�� > 	��

� ��������� 
� ������� �����

� 7PPP �
�� ������ 	�� 
� �������� �

�������� �

#��� �&��� ���������� ���� 
� ���� ��������� �� ����
� ������ �� 
� �� � ����������
�� c 5�7� * 
�����

� 1/N � >���� �&��� ���� ��  ������� �� ����������� ���� �� ����
��
���� �����&��� 	�� 
� ����������� ����&���� * ��� ���� ���)���� �� ���� �� 74P ��
���
 ����� �����.�����&������ 
� ����� �� ������ * 
��	��
���� ������	�� ���� 
� �� �
���

� �

�������� �

3� ���� �� 
������� ���������� ���������� ����� �����
����� ��� R � 1, 5× 1011 �� 
�
����� �� 
� ����� ��� m = 6× 1024 O � 
� ����� �� ��
��
 &��� M � 2 × 1030 O � ���
��

����� 
� ��������� �� 
�  ��&������� ���&����

� &��� G = 6, 67 × 10−11 (9� ����
����
���� ��� ��
��
� ���������	���� �� ������ �� ������� 
� ���� �� 
������� ���������
����� ����� �� 
�� ����� 
� ����� �� 
� ����� ����� ����� �� ����� �� 
������ �����
����� �� ������

�! /��������� 
� ���&�

� &�
��� �� G ���� �� ������ �������� �� ���
����� 
�� ���
�������� �� G�

�! R������� 
� ���� 	������� ��� 
� ������� % ��������
� ' 	�� �������� * �.������

� ������� �� ���&����� �����
���� ���)���� �� 
� ����� ������ �� ��
��
� ���� *
)���� R = T = m = 1 ���� ����� )����
��

�������� �

3�� ���������� ����� ��
� ��  �1 ���
 ���� ���� ����������� ��� 
��	������ �� &�� ���
T��
� 2 (

p+
a

v2

)
(v − b) = RT �5�7P!



HG �������� 	
����
�� �����
���

�R ��� 
� ��������� ���  �1 ���)����� K�54 B@?� T 
� ����������� ����
��� a �� b ���.
���������� ������������	��� ��  �1 ���������!� ���������� ����� ��� �	������ �� v�
�5�7P! ����� ����� ������� ���� 	�� T ��� ��)������� * ��� &�
��� �����	�� Tc� ����
T = Tc� �5�7P! ����� ��� ������ ����
�� vc�

�! ��
��
��� �� )������� �� a, b �� R� 
�� ����������� pc, vc �� Tc �� ����� �����	���

�! =� ��������� 
�� &�����
�� ���� ��������� p∗ ≡ p/pc, v
∗ ≡ v/vc �� T ∗ ≡ T/Tc�

+.������ �5�7P! �� )������� �� p∗, v∗ �� T ∗ �� &������ 	�� ����� ��)������ * ��
����� �������
��� � �������� �� ����
��� ��� ����� ���� 
� ��� �� % 
�� ��� �����
�������������� ' 2 
���	�� 
��� ���
��� 
�� &�����
�� �������� p∗, v∗ �� T ∗� ���� 
��
 �1 ��� 
� ���� ,�� �������������

�������� �

D�� ������� ���&��� ���
���� ���� % �������������
���� ' ��� �	������ �������� *
������� � �
�� * 
������ ������ 
�� ���������� ����	��� 	��  � ������ �� ���.� ����
�8�� ���� ���� ����� ��������� +� ����	�� �����	��� �� � ���&��� * ���������� 
�
���&����� ���� �
������ �� ���� � −q �� �� �����m ������ ���� ���� ������
� ��
���� � +q� 3� ������ �������� �� `������ ��� ����� ���
��������� ��� 
�� ���������� 2

� = m =
q2

4πε0
= 1. �5�77!

�! 6������ 	�� ��� ���������� ���� ��������
�� �&�� 
�� ���������� �� �,m �� q2/ε0�

�! =� ������� 	��

�� ���� 
�� ������ �� 
�� ����� ������ ������ &������ �� ���� ��
���� 
� ������ �� `������� =� ���� �� ���&�� ��� �	������� ��. ����������� ���� �

��� �
�� ������� �� ���
��� �� ���������� �� ����
��� ���� 
�	��
 �� ���� �������
����
����� ��� ����
���� ���
��	��� 2 
� ����
� �� ;��� �� 
������� 3�� ����������
����������� ������ �������� ���� * 
� ��� 3��
������ ������ ��� ������ �����
����
������ �� ���� �.�� ���� 
��C�� �� 
����������� �� ��
������ 3� ���&����� ���
	������� ��� 
� ��������� 	�� 
� ���������� �� ������ ������	�� ��� ��

� ����
� �
� * �� F������ 	���
 �� ����
�� 
�� ���. �	������� 2

q2

4πε0r2
= m

v2

r
0 mvr = �.

+.������ r� v �� 
����� �� ����
� �� 
��
������ �� )������� �� m, q, ��

�! =� ������ ���������� 
�� ���������� �5�77!� +� ������� 
�� ������ �� 
�� �����
&������� ����� �� ���� �� ���� 
� ������ �� `������� 3������ �� ����� ��� 
� �����
	�� ��� 
��
������� ����� ����� &������ ������ * ��������� 
� �������� ������

�������� �

3� ���&����� ���� i���� &��	���. ��� �� � ��� 
��	������ �� #�&���M(��O��� 	�� 
���
���� ������

ρ
dv

dt
+ ρ(v.∇)v − μ∇2v +∇p = 0.

3�� ���. �������� ������ �� ������� ������ �.������� 
�������� ���� �
����� ��
&�
��� ��������� 
� ����� r �������������

� * 
� ����� &�
���	�� ρ!� 
� ���������



� − �������	����	 ��� ���	��
�� �����
�� HH

����� ������� 
� ���������� ��� * 
� &�������� ������������� ��� μ! �� 
� 	��������
���������� 
�� )����� �� ���������

�� ������ ����	�� ��� ����������� ��� �� ����� ���	 ���������� 2 
� �������� ��
����� 
� &������ �� 
�	����� �� ����� &�
���	�� �� �� &�������� �� 
�  ������� �� ���������
���� &������ 
��	������ �� ���&������ �� ��&����� �� ��������� )���� &����� ��������
������� ���	�� ���������� +� )���� ����� ���� �

��� 
� &��� �� ���
����� 
� �������
�� R���
��� �� ���
 ������ ���� ��������� ��������� 
� ������ �� 
�����
������

9�� ����� ���. �.��������� ���
����� �&�� ���. ����� �� ��������� ��������)� a1 ��
a2 = αa1� #��� ����������� 
� ������ α ���� ����� 
� )������ ������������ 	��
��i��� 
� ���� ����� �� ���

� �� ����� � 
���	�� 
��� ����� �� 
��.�������� 7 *

��.�������� 4 ����. ������ ����
� ��� ��� ���� ����������� ��������&�� Wx1, y1, z1X ��
Wαx1, αy1, αz1X!� ���� ����� 
��C�� ���� ���� ����� ������� �� 
�� ����� 3�� &�������
�� i���� ���� ���. �������� ����
� ��� ���� v1 �� v2 = βv1� �� 	�� ������ β� 9
 )���
�������� �� �����	����� 	�� 
�����

� �� ����� � ���� � �����	�� ���� ��������
�������������� 
� �������� �� 
� &������!� #��� ��������� 	�� 
�� ���. ����� ����
����
�� �� 
�	����� ��C������� ���� 
�� ������ &�
���	��� ���� 
���� ��� ρ2 = γρ1 ���
	�� ���
�	�� �� ���� ����� �� 
������ �� �����!� 9
 ��� ������� �� ������ 
� &��������
��������	�� ν = μ/ρ� #��� ������ ������ ν2 = δν1� +���� 
�� ��������� �������� ��
��� ������ ����
� ��� ��� ���. �.��������� ���� 
���� ��� p2 = εp1� #��� ���&���
������ 
��	������ �� #�&���M(��O�� ���� 
� )���� ��������	�� 2

�����
�������!− ν ∇2v +
1
ρ
∇p = 0.

�! ������� ������� ������� 
�����

� ��� ������ ���� ����� ������ ��� �����)�����
����� ��� 
�� ����� �� ��� &������� � R������� * 
� ���� 	������� ���� 
�� �������

�! ��� ��&���� ���	�� ����� �� 
��	������ ���������� 
���	�� 
��� ����� �� 
��.���
������ 7 * 
��.�������� 4 �

�! m������ ���. ��
������ ����� 
�� ���$������ α, β, γ, δ �� ε 	�� �.������� 	�� 
��	���
���� �� #�&���M(��O�� ��� &������ ���� 
�� ���. �.����������

�! /������ �� �� 	�� ������� 	�� 
� ������ �� R���
��

R = va/ν

����������� 
�����
������





������� �

� �����	���	�

/��� 
� �������� 4� ���� �&��� ������ �
������� �������� �������.������� ����� )����
����� 3��������
������ 	�� )��� 
���,�� �� �� ��������� �������� 
� ���� ��� 	�� 
����
���.������� 2 ����
���� ��� )������� ��$��
� * ��
��
�� ��� ��� �.�������� �
�� ����
�
����� ��� �.���
�� ���&��� 
� ��
��
�� ������	������ &��� �� ���&���� �� ���� �&�
���
�� ����&�� �� ��� ���� ��
�� 3� ����� ���������	�� ��� ����� ����1 ����
��
�� #���
���� ����������� * ��� )������� ���

� �������� f(x) 	�� ���� �

��� ������ ����
����
��� ��� )������� �
�� ����
� f∗(x)� 3� ��C������ ������ ���� 
� ������� ���������

� % ���.����� ' �� f(x) �� �� ��� % ��������� ' f∗(x)� #��� �

��� �������� 	��
f(x) ≡ f∗(x) ���� �� ������� ������ �� &�
���� �� 
� &�����
� ������������ x� =�
�������� 	�� 
������.����� ����� ���� ��� ����� �� 
�� ��� 4ε ��������� 
� )������� 0
�� ������ ���������� 	�� 
��������
��� ��U����� �&�� 
� )������� ���� ��������� &��

���� �� 
� &�����
� ������������� =� ���� ����� ���������� 
� ����� �������.�������
�.���� �����)��� ���
�� ���� ���� ��� 
��������
������

/��� �� ����� 
�������� �
��� 	���
 ���.������ ��� ������������� 
� ��
��
 ����� )�������
����
�	��� ����� 
�������.� =� �������� ��� ���
� �� 
� )������� ���� 	��
	��� &�
����
�� 
��� ����� ���� �� �������
��� ����� ��� &�
����� /� ��� ,����� ��� ��� � �� 
�������
��
����� � �������� �� ������ ���� 
��������
����� ����� �� ����
 ������	�� ����������
/������ ����� �� � ���&��� ������ ��� &�
���� ��  �������� ����	��� ����� 
� ����
����� 
� ��������&��� �
�����	�� �� ��� ���
���� �� ��������� 	��� * 
��� ����� ���������
�� 
� ��������� �� 
� ����������� �� ��� ��������������� ���  �������� � ����� ����
��� ���
��� ���� ���
����� ���� 	��
	��� &�
���� ��� ����������� 3* ������� ����
������ ������ * �������
�� ���� ���������� 
�� &�
���� 	�� ���� ������������

3�����

� ������������
� �� ����������� ��������� �� ��� �.���
� ����	�� ��������
��
������ 3� ����������� 
� �
� ��� 
� ����������� �����������	��� �������� * ��
���	�� ����� �.�� 
� ����� ����
� �� 
���� * 4I5�7H ? 0 �

� �� ������ * 
����� ����
����������� *  �1 * &�
��� �������� �� ���� ����������� * ����������� ��� ���.
����������� ���� ��
�������� �� ���
�	���� ��� ������
������ 
�� ��� �� ����
��
	����� >���� ������ ������ ��� ����� �� ������ �.�� ����������� ������� �����

�����
�� 
����� ���� �� 
����� ����� �� )����� �� 1��� ��� �.���
�! ���� 
�� ������������
��� ��� �������� ���� ����������� ��� )��� ���� ������� =� � ������ ����� 	��
	���



HK �������� 	
����
�� �����
���

������������ % �����	��� '� ����� 
� ����������� * ���������� �� �
������ D�� )���
������� 
� ���������� �� 
� ����� ���� ���	�� ����� �.�� 
� &�
��� ����� �����������
������������� ��� ������� ��� �������
������

��
� )(&������� '� �4������������

>������� ���������� 
� )����
�����

m���� ������ ��� )������� f � ��� )������� f∗(x; a0, a1, . . . , an) ��������� �� x �� ��
n+ 1 ���������� a0, a1, . . . , an �� �� ������
� ����������� x0, x1, . . . , xn� 
� ����
���
���������
����� �������� * ���������� 
�� ak �� ��

� ������� 	�� 
�� n+ 1 �	�������

f∗(xk; a0, a1, . . . , an) = f(xk), k = 0, 1, 2, . . . , n �G�7!

������ &�������� /��� 
� ������ ���� ���
������� ����C�������� 
�� ��������� f(xk) =
fk 0 ���	�� ����
� �� &�
���� (xk, fk) ������ �� ����� �� �
�� 	�� 
��� ����

� ��
��&�� �� �� ������

9
 ���� )��� ������� ������� * 	��

� �
���� �� )�������� ���������� f∗ 0 
� ������� 
�
�
�� ��������� ��� 
� )�"�� ���� �����&������� 
�� ���������� ak� =� ������ �� 
�� ���
�S f∗ ������ 
����������� ��� ak �� ���� 
�� ������� D�� )���� ����  �����
� �� f∗

���

f∗(x) =
n∑
0

akϕk(x). �G�4!

3�� 	��
���� �� 
��������
����� ���������� �� ��
��
� �������
��� ��. ������� ���������
��� �.���
�! ���������� �� ����. ��� % )�������� �� ���� ' ϕk(x). 3��������
�����
��
�:���
�

f∗(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

�� 
��������
����� ��� ��������	��

f∗(x) = a0 + a1e
ix + a2e

2ix + · · ·+ ane
inx

��
�&��� �� �� ���� ��� ������� 
��������
����� ��������

�

f∗(x; a0, a1, . . . , am, b0, b1 . . . , bn) =
a0 + a1x+ a2x

2 + · · ·+ amx
m

b0 + b1x+ · · ·+ bnxn

�	�� ��� ��

���� )��� ����
 * m+ n+ 2 ���$������! ������ ����
����������� ��� bk�
;��� 	�� 
��������
����� ��������

� ���� ���)��� ���
����� ���� ���� 
��������� ��� *

��������
����� ��
�:���
� 	�� �����
�	�� 	�� ��� ��
��
� ����
��� 3�� )����� ��� ��
�������	��� ������ �&�	���� �
�� ���� ��������� L!�

F��� �����	��1 	��* 
� ��C������ �� 
������.�������� �
 �� ������ ��� �� ��� �� ���
���� �� �����&�

� ���� 
�	��
 
��������
����� ��� &�
��
� 0 �� ���
���� ����� ���������
��� ���
������ (� xmin ��� 
� �
�� ����� ��� xi �� xmax 
� �
��  ����� ���� ���
���
���������
����� 
���	�� xmin ≤ x ≤ xmax 0 ���� 
� ��� ��������� �x �.������� * 
�������
&�

� [xmin, xmax]!� ���� ���
��� ���.�����
������ >� c G�G� ���� ���������� �������
��,���� 
������� �������������� ���� ��� ���. ���� F��� &����1 	�� 
������� ���.����
��
����� ���� ���-��� ���� 
����� 	���� x ���
�� �� ��� ��&���� +� �����	�� �����

��.�����
����� ���� ���� ������ �&�� ���������
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���� �(���'� '�	 ���&&������	 ��'(������(	

3� ������� 
� �
�� ������� ���� ����&�� 
�� ���$������ �������� ak �������� * �������
���� ��� ���	�� ��&��� )������� �� ��
�:�� ���������
������ 6������� 
� �������� ��

� ������� ��� 
��.���
� �� ���. ��&���� 3� )������� f ��� ������ ������	������
�� ���. ������� �� 	�� ������ 
�� ���. ��&��� (x0, f0), (x1, f1)� 3� )������� ����������

������ ����� ���������� p� ����	���
 ��� �� ���� ��
�:��� ������ 
����������� ��
���. ���������� �������� �� ������� p(x) = a0 + a1x� J�������	������� p(x) ��� ���
��������� ��� 
� ������ 	�� ����� ��� 
�� ���. ��&���� 3�� ���������� ���������
�����
���� �
��� {

a0 + a1x0 = f0
a0 + a1x1 = f1

#��� ��&��� ����� ���� ���������� 
�� {ai}� �������� �� ������ �� ���. �	�������

�������� * ���. ��������� 0 
� ��
����� ��� ��������� 2

a0 =
x0f1 − x1f0
x0 − x1

; a1 =
f0 − f1
x0 − x1

.

�� ������� ������� ���� ��$��
�� �� ��� ����� )������� �� ������ �� ��� ������ ���
����� ���������� �������� 0 
� ������ ������������&� �� p(x) ��� ��� ������
� 	�� 
���
��
� � * ������ ��� ����� ��&���� #��� ���&��� ���� ���������� 
� ��� ����� )�������
���������
����� ��
�:���
� �� �� �� n� ��������� �� n + 1 ���������� ����������
��

����� ������ ����������� �� �������� 	�� f �� f∗ ��U������� ��� n+ 1 ������ 2⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩

a0 + a1x0 + a2x
2
0 + · · ·+ anx

n
0 = f0,

a0 + a1x1 + a2x
2
1 + · · ·+ anx

n
1 = f1,

a0 + a1x2 + a2x
2
2 + · · ·+ anx

n
2 = f2,

· · · = · · ·
a0 + a1xn + a2x

2
n + · · ·+ anx

n
n = fn.

�G�5!

9
 ������-� ��� ������ �� ������ ���	������� 
�������� ���� 
�� ��������� ���� 
�� n+1
������� ai �� ���� 
� ����������� �������

Δ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x0
0 x1

0 x2
0 · · · xn

0

x0
1 x1

1 x2
1 · · · xn

1

x0
2 x1

2 x2
2 · · · xn

2

· · · · · · · · · · · · · · ·
x0

n x1
n x2

n · · · xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
. �G�G!

Δ� 	�� 
��� ����

� �� ����������� �� &�� ��� 6����� ������
� ���	�� )��� 	�� 
�
��������� xi = xj , i �= j ��� ����
�� 0 
� ��&�
�������� �� �� ����������� ��������
���� 
� )������ xi − xj � +� �������� �� ������������ ���� ���� 
�� ����
�� ������
��
�� ��&���� ���� &���� 	�� Δ ��� ������������
 *

∏
i>j(xi − xj)� /������ ����� Δ ���

�� ��
�:�� �� x0, x1, . . . , xn �� �� �� ��.���
 n ��� ������� * ���	�� &�����
��
��
� ���
�	�� 	�� 
� )������ �� ������������
��� �� ������ * ��� ��������� 0 �� ����
������� 	�� ��

���� &��� 7� #��� ��������� �� �� ����
��� 	�� Δ ��� ��� ��
� ��
���� 	�� 
� ������ ����� ��� ��
����� ���	��� �� �� ���
����� �� 
�� ��&��� ��� ���
��������� ����������� ����������� #��� �� )������ ��� ������� �������� ��� 
�� ��&��� 0
�� �������
���� ���.��� ���&��� ���� ��� �� ���� �� ����� �����������
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���

#��� ��������� ���������� ����� ������� ���� ���������� 
� ��
�:�� ���������
��
���� 0 �� ���� �&��� ���� ���� �� ������� ��� ��&��� ��C������� �� ��
�:�� ��� ���	���
/��� 
� �����	��� 
� ������� ��� ���$������ ������������ ���� �� )���� �������� ���
��
���� ��� �� �����-� ��� �
 �������� �
�� ����
�� ��@�� �
�� �������� ��� �
 ���������
��&����� ��� ��� �������������� ��
����� ��� ����
�� ������� �������� ��� )�����
���� ��C������� �� ���������� ��� ����
���� ����������� �������
��
��� +� ���
����
�
� ����������� ���� * )����� 
����	�� ��
�:�� ���������
����� * ������ ��� ��&���
��������
��� 3� �������� ������� 	�� ���� ������������ ��� ��� * 3� ��� ��

���� �� �����%�� '4������������ '� �.��.�

/��� ����� �������� ���� )������ 
��������� �* &������! 	�� 
� ��
�:�� ����������

����� ���� ��������� ���� n+ 1 ��&��� [xi, f(xi)]

p(x) =
n∑

i=0

�i(x)f(xi). �G�H!

���	�� ��
�:�� �
��������� �� 3� ��� � �i(x) ��� �� �� �� n ��� ��� �����	����� p
��� �� ��
�:�� �� �� �� �� �
�� � �
 * n� F��� &��1 	�� 
� ����
��� ���������
�����
���� ����
� �� ���� ���&��� )����� ��� �i ��������� ��. ����������

�i(xk) = δi,k, i, k = 0, 1, 2, . . . , n. �G�<!

δi,k ��� 
� ����
� �� ?�����O��� 	�� &��� 7 
���	�� ��� ���. ������� ���� � ��. ��
	�� &��� P ���� ���� 
�� ������ ���� (�� ��� �.���
�� x = x2� �
��� �0(x2) = �1(x2) =
�3(x2) = · · · = �n(x2) = 0 ������ 	�� �2(x2) = 1� /�� n + 1 ������ �� p �� ��������
	�� f2� >����� ���� 
� ��&�� x2� 
� ��
�:�� ���������
����� ��U����� �&�� 
� )�������
�� �
 �� ��� �� ���� ���� ���� ����� ������

3� ��
�:�� �
��������� �i ������
� ���� ���� 
�� ��&��� ���) xi 0 �
 ��� ���� �������
������
 �� ��
�:�� q(x) = (x− x0)(x− x1) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)� 3�
��������� �� ������������
��� ��������� �� )������ q(xi) = (xi−x0)(xi−x1) · · · (xi−
xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn) 2 �i ��� � �
 �� ��
�:�� �����
��� q(x)/q(xi)� 3� ���

�:�� ���������
����� �� 3� ��� � ��� ���������� ����������� ��������� 0 �
 �������

p(x) =
n∑

i=0

�i(x)fi =
n∑

i=0

fi

n∏
k=0,k �=i

x− xk

xi − xk
. �G�I!

3� ��
��
 ������	�� �� p(x) �� ��� ����� �������� * 
����� �� ���. ����
�� ������
	���� 0 �
 ��� ���� �
�� ������ 	�� 
� ����
����� �� ������ 
������� �� ���� �����
���������� 3� )�� ���� �� ��� ����� ���������� ���
��� �� ��
��
�
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3����� G�7 M ��
��
 �� ��
�:�� �� 3� ��� � �� �� �� 5 �G ��&���!

�. Y �����
�� � .��� � .��. � ���� ! 0
��
 Y 3���� �7 � ���� ! 0
���� � Y 7 2G
�3� � � 7 2 ���� ! Y ���� �7 � ���� ! 0
���� O Y 7 2G
�� � O [f �
�3� � � 2 ! Y 3� � � 2 ! � ∗ � .−.� �O ! ! @ � .� � � !−.� �O ! ! 0
����
	���
�
3� � � 2 ! Y 3� � � 2 ! ∗ )� � .� � � ! ! 0
���
 Y �
 A 3� � � 2 ! 0
�����

3�� ���. ��������� ������������ ������ �� &������ ����������� �� �� &������ �� 1�����

�	��
 &� ����&��� 
�� &�
���� ��������&�� �� ��
�:�� ���������
������ a 
� 
� �� G�
���� ����
������ 
� 
� �� i �� 
� ������� # ��� ��� 7� 3�  ��� �� ���&��
 ��� )��� 
� �� I�
�S ���� ��
��
���� * 
����� ����� ���������� 
�� &�
���� �� ��
�:�� �
��������� �i� ����
������ 
�� ��������� ����
��������� #��� �&��� ���
��� �� ��� ����� ���� �������
�� 
�
)������� ex ��� 
�� ��&��� ����������� [0, 5;−1; 1, 5; 2]� 3� � ��� G�7 ������ 
� ����
����
#��� �&��� ���������� ������� ��� 	�������� �i(x)f(xi)� ����� 	�� 
��� ����� p(x)�
F��� ���&�1 &������ 	�� 
�� �i(x)f(xi) ������� ��� �� ��&�� �� �� ���
� �
��� 	�� p(x)
����� ��� ���� 
�� �������

10– 1– 2 32

– 1

7

5

3

11

9

1

– 3

– 5

������ ��� 	 ?���������� �� ��(���(��

���������� �
 ������ �����
� �� ��&�
����� 
� ��
�:�� �� 3� ��� � �� �� �� ������

�� ������ ���� 
� ������ ���� 
� )���� ����� ����� �������� ��
�� 
�� ���������� ��
x� (� 
��� �������� &������� ������� ����� )����� �
 &��� ����. ���
���� �� �
 �������
�8 * #�]���� 
� ������� ��� ��C������� ��&������



<4 �������� 	
����
�� �����
���

���� �� �����%�� '� 5�6���

������ �����	���	� ��������

9
 ��� ������� �� ��&���� * 
��������
����� 
�������� 3���	�� ���� ������ 	�� 
� )�������
f(x) ��� ���� ����������� ��� ��� �������
����� 
������� ���� �� ������� �����&�

�� ��
�
�� ���� 	�� 
� �������

f(x1)− f(x0)
x1 − x0

�
� ����� ������ �� 
� ������ ������������&�! ��� * ��� ���� ����������� �� x0 ��
x1 ���� ��� �����&�

�� �� ������� ������

� 
� ��C������ ��&���� �� ������� ������
��
���&� * x0 �� x1� �� �� ����  �����
�����

f [x0, x1] ≡ f(x1)− f(x0)
x1 − x0

. �G�K!

R����	��1 	�� f [x0, x1] = f [x1, x0]� #��� ���&��� ����� ������ 
� ��
����� ���������

f [x0, x] ∼= f [x0, x1] �G�L!

�� ������
f(x) ∼= f(x0) + (x − x0)f [x0, x1]. �G�7P!

F��� �����������1� �� ������ ������� 
� ��
�:�� �� ������� �� �� 	�� �������
�
f ��� 
�� ��&��� �x0, x1!� ��� �.�������� 	�� ���� �������� p0,1 ���� 
� ������ 9
 ���
������� ������������ ����� 
�� ���������

p0(x) ≡ f [x0] ≡ f(x0), �G�77!

�� ���� 	�� f [x0] ��� 
� ��C������ ��&���� ������� 1��� �� p0(x) ��� 
� ��
�:�� ��������
��
����� �� �� �� 1��� 	�� ��U����� �&�� f �� x0� 3� )����
� �G�7P! ����� �
��� ���
)���� 	���
 ���� )���
� ��  �����
���� �
�� ���� 2

p0,1 = f [x0] + (x − x0)f [x0, x1]. �G�74!

a ����� 	�� 
� )������� f �� ���� ���

����� 
������� �� x� 
� ����� �� 
� ��������
f [x0, x1]� &� �������� ��� ��������� x0 �� x1� (� f ��� �� ������ �� �� �� x� 
� �����
�� 
� ������� ,�� ���� 
�� ������ ����������� x0 �� x ��� �

������ ��� )������� 
�������
�� x� * x0 ��������� #��� ���&��� ���� ���� �������� * �� 	�� 
� 	�������

f [x1, x2]− f [x0, x1]
x2 − x0

���� ������������ ��� ����� �� ������� /��� 
� ���  �����
� �� ����

� �� ������� 
�
��C������ ��&���� ������� 4 ��
���&� ��. ��������� x0, x1, x2 �� �� 
� ���� f [x0, x1, x2]�
����� �.�������� ��� ������ ������	�� ��� ������� * ���� ��� �� ������� #��� ����
&��� �
��� ������ 
� ��
����� �G�L!

f [x0, x]− f [x0, x1] = f [x0, x]− f [x1, x0] = (x − x1)f [x0, x1, x]
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���S ���� ��������� 
� ��
����� �.���� 	�� ����
��� �G�74!

f(x) = f(x0) + (x − x0)f [x0, x1] + (x− x0)(x− x1)f [x0, x1, x].

N�

� 	��

�� ����� )����
� ��� ��� ���
�� ��� �����-��� f [x0, x1, x] ��&���� * �����-���
f(x)� �� 	�� ���� ��������� ,�������� * �&����� 6��� 
������� E(x) ������� �� ����
�
�"��� f(x) ��� p0,1 ��� ������ ���

f − p0,1 = (x− x0)(x− x1)f [x0, x1, x],

�� ����
��� 	�� ����  �����
������� �
�� �����

������ ��� ����������� ��������

3�� ��C������� ��&����� �������� 0, 1, 2, . . . , k ���� ������� ��� 
�� ��
������ �� ������
�����

f [x0] = f(x0), f [x0, x1] =
f [x1]− f [x0]
x1 − x0

,

f [x0, . . . , xk] =
f [x1, . . . , xk]− f [x0, . . . , xk−1]

xk − x0
.

�G�75!

/��� ���	�� ����������� 
�� k − 1 �������� �� ������ �� ������� ����� ���� �����
��	��� ��. k − 1 �������� �� ������ �� ���.���� ����� �� 
� ������������ ��� 
�
��C������ ����� 
�� �� ������ 	�� ��C����� ���� ����� * 
������� 9
 ��� ������
� ��
��������� ��� ���������� 	�� f [x0, . . . , xk] ��� ��� )������� ����
����� ������	��
�� ��� k + 1 �� ������ 0 
������ �� ���.��� ��� ���� ����C������ #��� �� ���������
	�� f [x0, x1, . . . , xk] ���� ���.������ ����� 
� 	������� �� 
� ��C������ �� ���. ��)�
)������� ��&����� ������� k − 1 ����� k − 1 �� ������ �� ������! ��� 
� ��C������
����� �� ������ ��C������ 2

f [x0, x1, x2, x3] =
f [x0, x1, x2]− f [x1, x2, x3]

x0 − x3
=
f [x0, x2, x3]− f [x1, x2, x3]

x0 − x1
.

B��	��* �������� ���� �&��� )��� ����
��� ��� ����� 
� �������
��� 	�� ���. ���������
�������� ���� � �
�� 0 �� ��
� �� �������� �
 ��� ������
� �� ������ �� ���� * 
� ��C������
��&���� ��� ����� � * 
� 
����� 2

lim
x→0

f [x+ h, x] = lim
f(x+ h)− f(x)

h
= f ′(x).

������ �� �	�
��� �� ���	�

/������ 
� ��������� �G�75!� ���� ���&��� ������� �� ����
�"��� * ���	�� )��� �� ���
xi ��� x

f(x) = f [x0] + (x − x0)f [x0, x],
f [x0, x] = f [x0, x1] + (x− x1)f [x0, x1, x],

· · · = · · ·
f [x0, . . . , xn−1, x] = f [x0, . . . , xn] + (x − xn)f [x0, . . . , xn, x].
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+� ����������� 
� �������� �	������ ���� 
� �������� ���� �������� 
��.�������� ��,*
&��

f(x) = f [x0] + (x− x0)f [x0, x1] + (x − x0)(x − x1)f [x0, x1, x]

��� ��� ������������� ��������&��� ���� ����&��� ���
����� *

f(x) = f [x0] + (x− x0)f [x0, x1] + (x− x0)(x − x1)f [x0, x1, x2]
+ (x− x0)(x − x1) · · · (x − xn−1)f [x0, x1, . . . , xn]
+ (x− x0)(x − x1) · · · (x − xn)f [x0, x1, . . . , x].

�G�7G!

#��� ������� �� ����� �.�������� % )����

� ' �	�� ���� �� ��&��� ��� ���
���� ����	��
���� � ������ 
� ������� �����! * 
� )����
� ���������
����� �� #�]��� �� �� 
� ����

� ����� ������� 2

p0,1,2...,n = f [x0] + (x− x0)f [x0, x1] + (x− x0)(x− x1)f [x0, x1, x2]
+ (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn−1)f [x0, x1, . . . , xn]

�G�7H!

3������� ������� �� ����
�"��� f ��� p &���

E(x) = (x− x0)(x − x1) · · · (x− xn)f [x0, x1, . . . , x].

#��� ��������� �
�� ���� ��� )���� �
�� �����	�� �� ����� �������

���	��� % F���� �� �.���
� �� ��
��
 �� ��C������� ��&������ #��� ���
����� 
��
����� ������� 	���� ���� ����� ��������� �&�
���� �� ex ��. ������ [−1; 0, 5; 1, 5; 2]! 0
���� 	�� ��
� �� ���� ��� ����������� ���� �&��� ��� � 
�� ��������� ��� ����� ������
����� �� 	�� ���� 
� ����� ��� ���������� �
�� )���
� * ���&��� 3�� ��&��� ���� ���������
���
��������� �� P * 5�

����� 0 1 2 3

−1 0, 367879
1, 280842

1, 5 0, 853895
0, 5 1, 648721 1, 979073

2, 83297 2, 5 0, 791629
1 2, 83297 1, 196215

1, 5 4, 481689 2, 981766 3 0, 398738
2, 907367 1, 5 1, 987844

0, 5 5, 814734
2 7, 389056

3� �������� ��
���� �������� 
�� &�
���� �� x� 
� ���.���� ��

�� �� f � 	�� ���� �����
��	��� ��. ��C������� ��&����� ������� 1���� #��� ������� ���� 
� ��
���� ���&����

�� &�
���� ��� 	�������� xi−xj �� fi−fj� ���� 
� 	������� )������ 
� ��C������ ��&����
������� 7� �������� ���� 
� ��
���� ��������� 7�3� ��
��
 �� �������� ���� ��$��
��
,��	��* 
� ��C������ ��&���� ������� 5� 
� ���
� 	�� ���� ��������� ��
��
�� �&�� 
��
������� ��������
���



� −  !	���������	 <H

3� ��
�:�� �� #�]��� ������� 5 ������� �
���

p0,1,2,3 = 0, 367879 + (x− 0, 5)0, 853895 + (x− 0, 5)(x− 1, 5)0, 791629
+(x− 0, 5)(x− 1, 5)(x− 2)0, 398738.

3����� G�4 M ��
��
 �� ��
�:�� �� #�]���

��� ��� � 	 �� 
 � ��� � � � 	 � 
� # � � � � �
�. Y W P � H � −7�P � 4 � P � 7 � H X 0
� Y ���� . ! 0
�� � ) ) Y ���� � Z ����� �� 
 � � � � � � � 
 � � � � � �[Y 5 2 Z ! 0
��� �  � � � � 
�� 
 	 � � � � � � � � �
���� � Y 7 2 � � ) )A7
�� � � ! Y � � ! 0
���� , Y � −72−727
	� � , ! Y � � � , A7! − � � , ! ! @ � . � � ! − .� , ! ! 0
�
���
��� � � ! Y � � 7 ! 0
�����
���� �  � � � � 
� ��������
����
 Y � � � � ) ) A7!0
��1 Y �����
�� �−4 �5! 0
����� � Y � � ) ) 2−727
����
 Y ��
 � ∗ � 1−. � � !!A� � � ! 0
�����
�	������ � 1 � � W ��
 � � ���� 1 ! � X !
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#��� �

��� ��,���� 
������� ������� �� ����
�"��� 
� )������� f ��� 
� ��
�:�� p
�� �� �� n� 
�	��
 �����)��� ��. n+ 1 ���������� ���������
�����

p(xi) = f(xi) ≡ fi, i = 0, 1, 2 . . . , n.

/��������� ���� ������� 
� ��
�:�� �� �� �� n+ 1

π(x) ≡ (x− x0)(x− x1) · · · (x− xn) =
n∏
0

(x− xi)

���� 
� )������� ��.�
�����

F (x) ≡ f(x) − p(x)−Kπ(x),

�S K ��� ��� ���������� 9
 ��� ������
� �� ������� 
� ��������� K �� ��

� ������� 	��
F (X) = 0� X ����� �� ����� 	��
���	�� �� 
��.� ���
� #��� ���� ������ ��� I 
� �
��
����� �����&�

� ��������� X �� ���� 
�� xi� >
��� 
� )������� F ����� n+ 2 1���� ���
I� +� �C��� f−p = 0 
���	�� x = xi ��� ����
��������� π(xi) = 0� /� �
��� F ������
�
�� X �

3� �������� �� R�

� ���
�	�� * 
� )������� F ���� ������ ���$���� 	�� 
� )�������
F ′(x) �������� �� ����� n+ 1 1���� ��� �� ���� �����&�

� 0 �� ���
�	���� �� ����
�������� ��. ����&��� ��������&�� �� F � ���� ���������� 	�� F ′′ ����� �� ����� n
1���� ���� I� 	�� F (3) �� ����� �� ����� n − 1 �� ���
����� 	�� F (n+1) ������
�
�� ����� ��� )��� ���� I �* ��������� 	�� ����� ����&�� �.����! 0 ������ ξ �� ������ 3�
����&�� ������� n+ 1 �� F �� ��
��
� �������� 0 p(n+1) = 0 ����	�� p ��� �� �� �� n�
3� ����� �� �� �� 
� �
�� �
�&� �� π(x) ��� xn+1� �� ���� 	�� 
� ����&�� �������� ���
π(n+1) = (n+ 1)!� #��� �� ��������� 	��

F (n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ)−K(n+ 1)! = 0

�� ������ 	��

K =
f (n+1)(ξ)
(n+ 1)!

���S ���� ������ 	��

f(X)− p(X) = Kπ(X) =
π(X)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ).

#��� ���&��� ���� ������� 
� �������� ���&����

'����(	� % (� ��� )������� f ������� ��� ����&�� ������� n+1� �
����
���� ����� &�
��� X �� 
��� ������ �
 �.���� �� ������ ξ ����������� ��
�
�� ����� �����&�

� 	�� �������� X �� ���� 
�� ��&��� xi �� �����)������ *

f(X)− p0,1,2,...,n(X) =
π(X)f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
. �G�7<!
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+� �����	��� ����� ���� �� ����������� ��� 
� ������ ξ �� 	�� ���� ��������� ��
����
��� &�
��
� ���� ���� 
������&�

� I� ���� ���
������� �� ��,����� �� 
� &�
���
����
�� �� ������ ������ 2

|f − p| ≤ 1
(n+ 1)!

sup
x∈I
|πf (n+1)|.

����� ��
����� ��� ���&��� ����1 ����������� /������ ����� ��� ���
��� �����	�� ���
����1 )���
� ����� 	�� �� f ��� ����
�	��� ��� ����� ���� ��
� 	�� ���� ����������

� ����
���� ��� �� ��
�:��!� �� ����&�� ������� n + 1 � ������ 
�� ������� ������
��������
� * ��,���� )���
������

=� �������� ������ 	�� 
������� ������� 
���	�� 
� ������ �� ��&��� �� ������ ��
�
��:�� 
���	�� ���.��� ��&������� �� �
�� �� �
�� ������� 9
 ���� ��� ���� 0 
� ��������
�� E���� ����
�� �� ��������� 
��.������� �� )�������� ���� 
��	��

�� 
������� �� �����
�&�� 
� ������ �� ������� 3� � ��� G�5 &��� �������� �� �.���
� �� ����� ���������
������.�
�� ������ ���� 
� ��� �� ��������� �� R�� �� #��� �&��� �������
� 
�
)������� 1/(1+x2) �� ���
����� 74 ��&��� �� �
�������� ������� ��� 
������&�

� [−5, 5] 0
&��� &��1 	�� 
������� ���������
����� ��&���� ����  ����� ��. ����� �� 
������&�

��

1 20– 1– 4 – 3 – 2– 5 53 4

– 0,1

0,7

0,5

0,3

1,5

1,1

0,9

1,3

0,1

– 0,3

– 0,5

������ ��� 	 ?���������� ���&�'����� �� �� /������ �� �����B�

#��� ���&��� ��������� ���
���� ��� �������
����� �
�� ������� �� ����������� % ���� '

�� ��&���� 3�� ��&��� ������ ��� 
������������ (��
��

��
 � � ����� ��!�" � #�$%!���� � ���"%��	! !&%���"%'���!&%���" "( ��(

���� �������
�������� �$������ ����� 
� ������ 
� � ��� G�G�

a ����� ���.������� ���� &��� �������� * �������� 
��.�
������� �� �� ��� �������������
+

� ����� * �� 	�� ��� ��������� ���� ������������

�� ��. 1���� �� ��
�:�� ��
N��������) ������� �����
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1 20– 1– 4 – 3 – 2– 5 53 4

– 0,1

0,7

0,5

0,3

1,5

1,1

0,9

1,3

0,1

– 0,3

– 0,5

������ ��� 	 ?���������� �� �� /������ �� �����B ��� ��� �!������� �� C��7�!&�7�/�

���� 7����������� ����� �����	 (-��'�	���	

#��� ��������� �������� ����� ���
� ��� &�
���� ����� )������� f(x) ��
��
��� ����
��� &�
���� �������� �� x �� ���� �&��� ������ �� �����-��� f(3, 4)� #��� ���&���
���� �8� ���
���� 
�� ������������� ��	����� �� 
����� 
�� ���� ������ ���������� ��
�������
�� ����� 
�� &�
���� f(3) �� f(4) ��� �.���
�� 3�� �
 �������� �� 3� ��� �
�� �� #�]��� �����
�	���� ���� ��$��
��� ���� ��� 
�� ������� ���������� ��� ������
�������	�� ������������ 2 
�� ��&��� ���� �� �
�������� �������� D�� ��

� ��������� ��
��������� )��	������� 
���	�� 
��� ��
��
� * 
� ���� �� �� ���������� �������� ���
��� ��&�
������ ���� ����� ����� �� ����. �� �� ��� �������
���� /������ ����� 
� ����
)����
���� ��� ���
��� ���� �������� ������	������ 
�� �	������� ��C�������

�� �� 
��
�	������� ��. ����&��� ������

��� ���� ,������ 	�� ���� ����������� 	��
	��� �� �� *

��������
����� ����� ��&��� �	�����������

������ ��� ����������� ������ ��������

m���� ����� ��� )������� f(x) �� ��� ��������� ������&� h� ���� ���������� 
� ��C��
����� 
�����
� ����������

Δhf(x) ≡ f(x+ h)− f(x).

+�  �����
� 
� ��������� h ��� ������ ��� 
� �����.��� �� 	�� ���� �������� �� 
� )����
� ���� �� ������� ����� ���� �� ���&��

������ ���� 
� ������ 	���&�� ��� ���������
�	����������� xi = x0 + ih, i = 0, 1, 2, 3, . . .� ���� ���
������� 
� �������� �
�� �������

Δf(xi) ≡ Δfi = f(xi+1)− f(xi) ≡ fi+1 − fi. �G�7I!
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h ������

� 
� ��� �� 
������&�

� ����
���� �� f(xi+1) = f(xi + h)� /��������� �������
���� ��� ���������� 
�� ��C������� 
�����
�� ������� ��������� 2

Δp+1f ≡ Δpf(x+ h)−Δpf(x), p ≥ 0. �G�7K!

��� ���&������� Δ0f(x) ≡ f(x)� >����� Δ2f = f(x+2h)− 2f(x+h)+ f(x)� 3� ��
��

�����	�� ��� ��C������� ����� �� )��� ����������� * 
����� ���� ���
��� �����
��
�
* ��
�� ���
��� ���� )����� 
�� ��C������� ��&������ ���� ���������� ���� ��&�����!�

xi fi Δfi Δ2fi Δ3fi

x0 f0
Δf0

x1 f1 Δ2f0
Δf1 Δ3f0

x2 f2 Δ2f1
Δf2 Δ3f1

x3 f3 Δ2f2
Δf3 Δ3f2

x4 f4 Δ2f3
Δf4

x5 f5
���

���

������ �� �	�
��� �������	���	� �� ���	�

9
 �.���� ��� ��
����� ����
� ����� 
� ��
�:�� �� #�]��� �)���� * 
����� �� ��C�������
��&�����! �� 
�� ��C������� 
�����
�� 2 ���� ���� ������ k ������)�

f [x0, x1, x2, . . . , xk] =
1

k!hk
Δkf0. �G�7L!

����� )����
� �� �������� ��� ����������� +

� ��� ����)�������� &���� ���� k = 0�
#��� �&���� ���� k = 1�

f [x0, x1] =
f1 − f0
x1 − x0

=
1
h

Δf0,

�� 	�� ��� ���)���� �� ����
��� �������� (�������� ���������� 	�� 
� )����
� ���
&���� ���� ���� ����� k ≤ r� >
���� ���� k = r + 1� 
� ��������� �G�75! ���
�	�� 	��

f [x0, x1, . . . , xk+1] =
f [x1, x1, . . . , xr+1]− f [x0, . . . , xr ]

xr+1 − x0
.

+� ����
�"��� 
�� ��C������� ��&����� ������� r �� ������ ������ ��� 
���� �.�����
������ ���� ����&���

1
(r + 1)h

[
1
r!hr

Δrf1 − 1
r!hr

Δrf0

]
=

1
(r + 1)!hr+1

Δr+1f0,
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����
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���

�� 	�� ����
�� 
� ����
��� ���� k = r + 1� 9
 ����� * ���
���� �G�7L! ���� �����)����� 
�
��
�:�� ���������
����� �� #�]���� #��� ���������� ��� &�����
� �������

μ ≡ x− x0

h
.

#��� &���� ������� 	�� x− xj = h(μ− j) �� 	��

(x− x0)(x − x1) · · · (x− xk) = μ(μ− 1) · · · (μ− k)hk+1.

9������� ��� ����
���� ���� �G�7H!� ���� ��������

p0,1,...,n(x) = f0 + μh
Δf0
h

+ μ(μ− 1)h2 Δ2f0
2!h2

+ · · ·+ μ(μ− 1) · · · (μ− n+ 1)
Δnf0
n!hn

.

#��� �

��� ������ * ����� )����
� ��� �

��� �
�� �������� �� ������������ ���
���
� ��� )������������� ��� ���$������ �� ���:��

Ck
μ ≡

μ(μ− 1) · · · (μ− k + 1)
k!

. �G�4P!

>&�� ����� ���������� 
� ��
�:�� ���������
����� �������

p0,1,...,n(x) =
n∑

j=0

Cj
μΔjf0. �G�47!

����� )����
�  �����
� ��&����� ���� n = 1

p0,1(x) = f0 + μΔf0

��� ���� n = 2�

p0,1,2 = f0 + μΔf0 +
1
2
μ(μ− 1)Δ2f0.

���	��� % F���� �� �.���
� ����
�� ���������
����� ��� 
�� ��C������� ����� �� 
�
)����
� �� #�]���� #��� �&��� ������� �� ���
��� �� f �� �� ��� ��C������� 
�����
���

i xi fi Δf Δ2f Δ3f Δ4f Δ5f

0 1 1
0, 61051

1 1, 1 1, 61051 0, 26730
0, 87781 0, 0795

2 1, 2 2, 48832 0, 3468 0, 0144
1, 22461 0, 0939 0, 0012

3 1, 3 3, 71293 0, 4407 0, 0156
1, 66531 0, 1095

4 1, 4 5, 37824 0, 5502
2, 21551

5 1, 5 7, 59375
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���� ����� )������� ����1 �� �
����� 
�� ��C������� ��������� 
���	�� 
������ ���-�� ����

� ������ �� ���C��� �� �������)� ������� ������

#��� ��������� 
� &�
��� �� f(1, 25)� #��� �������� �����
���� ������ 
�� &�
���� ������
���
��� * ��������� ��� f0� ���� ��� �.���
�� μ = (1, 25− 1)/0, 1 = 2, 5� 3�� ������
��������)� �� ��
�:�� ���������
����� ������&���

f0 1

(2, 5)Δ1f0 1, 526275

(2, 5)(1, 5)
2

Δ2f0 0, 501187

(2, 5)(1, 5)(0, 5)
6

Δ3f0 0, 024844

(2, 5)(1, 5)(0, 5)(−0, 5)
24

Δ4f0 −0, 000563

(2, 5)(1, 5)(0, 5)(−0, 5)(−1, 5)
120

Δ5f0 0, 000014

p(1, 25) 3, 051758

9
 ��� )���
�� �&�� ����� �������� �� ���&�� 
�� % ��� ��� ' �� 
��������
����� 2 ����
�������� 
� ��
��
 ��� 	�� ���� ����������� ��� ������������ % ����1 ������ '�

9
 �.���� ���� �������� )����
�� ���������
������ ��������� ��. ���� �� J����� ;����

�� ������ �� �������� ���� 
�� ��&�� �� ������

�� � �� �����%�� '4������������ '� 8������

/��� 
� ��� �� ���������� ��� )������� ���������
����� f∗ ������ �
�� �������� ����
���&��� ������� * ��

���� ��� ���������� ����
����������� `������ � ������� 	�� 
��
����&��� �� f∗ ��U������� �&�� 
�� ����&��� ��������������� �� f ���� �������� ��&����
#��� �

��� ���&�� ����� ����� �� ���� 
������� * 
��������
����� ��
�:���
� �� �� ��
����������� 	�� 
� ����&�� ��������� ���� ���� 
�� ��&���� ���� �������� 	��

p(xi) ≡ fi ; p′(xi) ≡ f ′(xi) = f ′
i , i = 0, 1, 2, . . . , n. �G�44!

+� ������� ������� p(x) �������
� f �� p′(x) �������
� f ′� ��� 
�� ����� ��&���� #���
��������� 	�� 
� ��
�:�� ���������
����� �� `������� ����� ������ ���� �������� ����
��� )���� ���
� �� * ��

� �� 3� ��� �

p(x) =
n∑

i=0

hi(x)fi +
n∑

i=0

h̄i(x)f ′
i , �G�45!

�S 
�� hi, h̄i ���� ��� ��
�:��� ���
� ���������� ���
 �� ��� 
� �� �� � 3� ��
�:��
p ���� �����)���� ��. 2n + 2 ���������� �G�44! 2 �
 �������� ���� 2n + 2 ���$������
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�,�����
�� �� �
 ��� �� �� �� 2n+ 1� 3�� ��
�:��� �
���������� hi �� h̄i ��� ���� ��
�� �� �� �
�� � �
 * 2n+ 1�

3�� ��
�:��� hi ���� ��
� 	�� p �������
� f 0 �
� ��������� ���� * ��� ���������� �����
��	��� * ��

�� 	�� ���� �&��� ������� ���� 
�� ��
�:��� �
���������� �� 3� ��� �� 9

����-� �� ���� ���������
� 	�� 
�� ��
�:��� ����&�� h̄′i ������ ������� �� )�"�� * ��
	�� p′ �������
� f ′� ���S ��� ���&�

� ����� �� ����������� 6��� ��
� �� ��$� ��� 2 �

�� )��� ��� 	�� 
�� h′i &������� ��������� 
��������
����� �� f � �� 	�� 
�� h̄i ����������

��������
����� �� f ′ 2 ��� ��
�:��� ���&��� ���� ��
� ��� 
�� ��&���� #��� ����&���
����� * 	����� ������ �� ����������

hi(xk) = δi,k i, k = 0, 1, 2, . . . , n, (a)
h′i(xk) = 0 i, k = 0, 1, 2, . . . , n, (b)
h̄i(xk) = 0 i, k = 0, 1, 2, . . . , n, (c)
h̄′i(xk) = δi,k i, k = 0, 1, 2, . . . , n. (d)

�G�4G!

���	�� ��
�:�� �
��������� ����� * 2n + 2 ���������� �� ���� ���� ���� �� �� ��
2n+ 1 �� �
���

������"��� ��� ���������� 
� ��
�:�� h̄i� 9
 ������
� ����� 	�� �� ����&�� ��� ����

�� ��&��� k �= i 0 �
 ����� ���� ��� ������� ����
�� �� ��� ������ �� ����� ��� ������
����
� �� xi� 9
 ���.����� )���
����� * 
����� �� ��
�:�� �
��������� �� 3� ��� �
�i(x) ��������� ��� 
�� ����� ��&��� �� �� )������ x− xi 2

h̄i(x) = C[�i(x)]2(x − xi).

3� ����&�� h̄′i(xi) &��� 7 ���������� �G�4G�!!� �� 	�� ������ C ≡ 1�

3� ��
�:�� hi(x) ����� ���� 
�� ��&��� ���) xi ����� ������� ����
��� 9
 ���� ����
��������

hi(x) = [�i(x)]2ti(x),

�� ���� ���� ��� ti �� ��
�:�� �� ������� �� �� ��
 	�� hi �������� 
�� ����������
�G�4G���! �� xi 2

hi(xi) = [�i(xi)]2ti(xi) = ti(xi) = 1; h′i(xi) = 2�i(xi)�′i(xi) + �2i (xi)t′i(xi) = 0.

D� ��
��
 ���� ��$��
�� ������ 	��

ti(x) = 1− 2(x− xi)�′i(xi).

3������� ���������
����� ��������� ��� �� ������������ ��
	�� ��� ��
�� �� c G�H 0 �

�
�������

f(X)− p(X) =
[π(X)]2

(2n+ 2)!
f (2n+2)(ξ), �G�4H!


��������� ξ ����������� �� �
�� ����� �����&�

� 	�� �������� X �� ���� 
�� ��&��� xi�

��!� �4������������ �����	�

3���	�� ���� ��������� ����� ���
� �� &�
���� ����� )������� f �������*����� ����
������
� �� ����
�� (xi, fi)! �� 	�� ���� ��������� 
� &�
��� �� 
��� ����� x �������
������� * ��� &�
��� �� f �� � ����� ��� ���� 
� ���
�� ���� ��&��� �C������ ���
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% �������
����� ��&���� '� 9
 ��� �� �� )��� ���������
�� 
� )������� ��&���� f−1 ��� ���
��&��� 	�� �� ����  �����
����� ��� �	�����������

3� ��������� ����� ������ �� 
��	������ f(x) = 0 ���� ��
�&�� �� �� )����
����� (�
���� ����������� 
�� &�
���� �� f ���� ��� ��������� ��������� 
� ������� ���� �������
����� ��� ����� �����.������� �� ��

���� ��� �������
������

���	��� % ��������� 
� ��
����� �� cosx = x� ������� 	���

� ��� &������ �� P�I
������� #��� ������������ 
� ���
� ���&���� 2

x cosx− x

0, 5 0, 377583
0, 6 0, 225336
0, 7 0, 064842
0, 8 −0, 103293
0, 9 −0, 278390

3� ������ ��� ��

� 	�� 0, 7 < f−1(0) < 0, 8 0 ���������� 
� ��� �������
����� 
�������
��
�� 3� ��� � 2

x∗ = 0, 7
0− (−0, 103293)

0, 064842− (−0, 103293)
+ 0, 8

0− 0, 064842
−0, 103293− 0, 064842

���� x∗ = 0, 738565 �� f(x∗) = 0, 00087�

��"� �4������������ �� ���������

��������� * ���
����� 
� 	��
��� �� 
��������
����� ����� )������� ������� ���� ������
������ ���� ������ 
� ������ n �� ��&��� ��� �� ������!� ����� &��� 
� ��&�1� �����
��
����� ��� ���&��� &���� * 
������� ����� 	�� 
� ����� �������� �������� ���. )��������

� ��
�:�� π(x) �� 
� ����&�� ������� n ��� 2n! �� 
� )������� 	�� ���� &�������
��
�
����� ���������� ���������� �&�� n�

=� ���� ��������� �� ������ * &�
���� 
� ������ �� ��&���� ��� )���� ���-��� 
������
���������
������ 3� � ��� G�H ������ 
� �������� �� �� ���� ����� �����
�� ���� ��������

�� 
� )������� ����������� ��� 
� ������ �� ����� ���� �&��� ����� H ��&��� ������������
−1, 8;−0, 5; 0; 0, 5; 1, 4! ��� �� )������� G �����&�

��� #��� �����	���� ��� �������
�����
�� ������� �� �� ���� ���	�� �����&�

� 0 
� )������� 
������� �������������� ��� ����
��� ���� ���� x 2 �

� ��� ����������� ��� �� ����� ����� ���������� ���� �����
����� 	��

� ����������� �� ����� )������� * 
������&�

� ���������� ������*����� 	�� ���� ������
���

���� �� ������ �� �� ���� ���������� �� �����  ��� ������



IG �������� 	
����
�� �����
���

1,0 1,50,50,0– 1,5 – 1,0 – 0,5– 2,0 3,02,0 2,5

3

2

1

4

0

– 1

– 2

������ �� 	 ?���������� �������� ��� �������*�

3� )������� ���������
����� f∗ ��� ���������� �
�� ����
�	��� 2 �

� ����� ��� ������
���� ��C������ ���� ���	�� �����&�

�� /� �
��� �� ����&�� ����� �
�� ��������� �� ���
���������
����� ���� ���� ����� ����� ������ 	�� 
��� &��� �� ��
���
���� 
� ������
�������&�

��� =� ���� ����� 
� ���)��������� �� ����������� ��� ������� �
�� �������
���� ���	�� �����&�

�� �������
����� ������
�	�� �� �������
����� �� `�������

���������� ���� ��������� ���
��������� 
� ����������� �� 
� ���������� �� 
� ����&��
���� ����
��� 2 ��� �������� �� ������ ������� 	�� ��
��
� ��� ��	�� �� ������ )���
��� ����� ����� �� )������� ���������� ��� ��� �� 
�� &�)� � 9
 �.���� �� )����
���� 	��
������� 
��&���� � ����� �������
����� % ��� �������. ' �� 
� ���������� ��� ����&���
�� 
� )������� ���������
����� 2 ����� 
� ������� ��� ��
����� 	�� ���� �.�
�	���� ����

� ���� ����� ���&����

��
/� �4������������ 1 	����� 2

3� ��� % ��
��� ' ���� �� �� �� 
��� ��� �� 
� ����
� �� �
����	�� ���� �� ����� ��
���� �� ��� 
����! ���� 
�� ������������ �� ���&����� ���� ������ ��� ������� 
����� ���
�� �
�����! ������� ��� ��� ������ �������� 3� ��
��
 �� ����
 ���� ���� �� �����
��
� ���&��� )������ 
�� ����������� ���� ������
� �� ������ 0 �
 ���������� ������� ��
����������� �� �������� ��� ������ �������	�� �� ���������	�� ���� ������� ���

�� ������ ��
��
��� 3� )���� �� 
� �� 
� ����
� ����� �,����� ��  ���������� ��� �����
�� ��  ��������� ��� �������� �� ��� ������ ���� �������� 3��������
����� ��
��� ��� 
�
���������� �
 ����	�� �� �� ��&����)�����

#��� �

��� �����

�� �� ��� �������
��� �� )�������� ��
���� 
�� ��
���� ����	���� 	��
���� )��	������� ���
����� �� ���� ������������&�� �� ����� ���� ���� �� )��������� #���
���� ��������� ���������
�� 
� )������� f(x) ��� 
������&�

� I = [a, b]� ����������� ����
��
� ��� ��������� �� I

a ≡ x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn ≡ b. �G�4<!
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��� n + 1 ��������� ���������� n ����������&�

�� [xi−1, xi]� 3� )������� ��
��� s(x)
������ �
��� ��. ����������� ���&�����

M /��� ���	�� �����&�

� [xi−1, xi]� 
� )������� ���������
����� ��� �� ��
�:�� ��
�� �� ������

M 3� )������� s� �� ����&�� �������� s′ �� �� ����&�� ������� s′′ ���� ��������� ����
I�

M s(x) �������
� 
� )������� f ��� [a, b]� s(xi) = fi, i = 0, 1, . . . , n�

���� 	�� 
� ����
��� �� 
� ������������� �� 
� )������� s ���� ��
��
�� �
 )��� �� �����
	�� 
� ������ ���	������� ���� � �
 �� ������ ������������ ��
� �����
 
� ��� � #���
��������� �����

s(x) = ai + bix+ cix
2 + dix

3 xi−1 ≤ x ≤ xi i = 1, 2, . . . , n. �G�4I!

3�� ��������� ���� 
�� 4n ���$������ ai, bi, ci, di� 3�� ���������� ���������
����� )����
������� n+ 1 ������������ 3�� ���������� �� ���������� �����
�	���� * ���	�� )��������
����� ����������&�

�� 0 �
  � n − 1 ������ ������� * ���. �����&�

�� �� 5 ������ ��
����������� �� 	�� �� ����� 3n−3 ������������ #��� ��������� ���� �� ���� �� 4n−2
��
������ ���� ���������� 4n ���������� �� 
� �� ������ ����� ���  ����� �� ���� ���
���������� �����:� ���. ���������� ����
���������� 	�� ���� ����������� �� ��������
����������� 
� ����
����

�
��:� 	�� �� )���� �����&���� ����������� 
�� ���$������ �� ��
�:�� s ������ ����
�G�4I!!� �
 ��� ������� �����
���� ����� ��������� 
�� 	�������� mi ≡ s′′(xi), i =
0, 1, 2, . . . , n� ����� s ���� ���� �� ��������� �� �� ��� [xi, xi+1]� �� ����&�� �������
��� ��� )������� 
������� �� x 	�� ���� ����&��� ���� ��� )���� 	�� �������� 
�� ��
��
�
* &���� �� ������ 
� ���������� �� s′′ 2

s′′(x) ≡ 1
hi

[(xi+1 − x)mi + (x− xi)mi+1], ���� x ∈ [xi, xi+1],

hi ≡ xi+1 − xi, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1.
�G�4K!

9��� ���� �G�4K! ���. )��� ��� ������� * x 0 �
 ������-� ���. ���������� ����������� Ci

�� Di 2

s(x) =
(xi+1 − x)3mi + (x− xi)3mi+1

6hi
+ Ci(xi+1 − x) +Di(x − xi).

9������� ���������� 
�� ���������� ���������
������ ���� �������� 
�� �.��������� ���
���������� ������ ������

Ci =
fi

hi
− himi

6
Di =

fi+1

hi
− himi+1

6
.

3� ��
�:�� s ����� �
��� ��� )���� ����1 ������	��

s(x) =
(xi+1 − x)3mi + (x− xi)3mi+1

6hi
+

(xi+1 − x)fi + (x− xi)fi+1

hi

−hi

6
[(xi+1 − x)mi + (x− xi)mi+1], �G�4L!

xi ≤ x ≤ xi+1, i = 0, 1, 2, . . . , n− 1.
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���

F��� ���&�1 &������ 	�� s ��� ���� �������� ��� [a, b]� 9
 ���� ����� * ������� ��
������ 
� ���������� �� s′ 0 ���� ��
�� �.������� ����� ����&�� ���� ���. �����&�

��
��������)�� /��� [xi, xi+1]

s′(x) =
−(xi+1 − x)2mi + (x − xi)2mi+1

2hi
+
fi+1 − fi

hi
− (mi+1 −mi)hi

6

�
��� 	�� ���� 
������&�

� ��������� [xi−1, xi] 2

s′(x) =
−(xi − x)2mi−1 + (x− xi−1)2mi

2hi−1
+
fi − fi−1

hi−1
− (mi −mi−1)hi−1

6
.

��� ���. �.��������� ���&��� &������

lim
x→x+

i

= lim
x→x−

i

i = 1, 2, . . . , n− 1.

>���� �� ��� ���
 ����� ���� ����������� * 
��	������ ���&����

hi−1

6
mi−1 +

hi−1 + hi

3
mi +

hi+1

6
mi+1 =

fi+1 − fi

hi
− fi − fi−1

hi−1
, i = 1, 2, . . . , n− 1.

�G�5P!
#��� &����� ��������� n− 1 �	������� 
�������� ���� 
�� n+1 ��������� mi� /� �
���
��� �	������� ��� ��� ��������� ����
� 2 ������� �� )��� �����&���� 	�� ����� ����������

#��� ��&��� ���������� ��� ���� ���. �	������� ����
����������� 9
 ��� ����� � �����
����� ��� ��������� ���������
� * ���	�� �.������� (a, b) �� 
������&�

�� =� ����� ���
�.���
�� �������� ������� 
�� ������ �� ��
�:�� ���������
����� �� ��� ������ 2

s′(x0) = f ′
0 s′(xn) = f ′

n, �G�57!

�S f ′
0, f

′
n ���� ��� ����������� +� ���
����� 
�� �.��������� �� s′ &��� �������������

���� i = 0 �� ���� i = n− 1� ���� ����&��� 
�� ���. �	������� ���	������

h0

3
m0 +

h0

6
m1 =

f1 − f0
h0

− f ′
0,

hn−1

6
mn−1 +

hn−1

3
mn = f ′

n −
fn − fn−1

hn−1
.

3�������
� ��� �	������� ���������� 
�� mi ���� ���� ��� ���� )���� ��������

�

Am = b

�� ����������

bT ≡
[
f1 − f0
h0

− f ′
0,
f2 − f1
h1

− f1 − f0
h0

, . . . ,

fn − fn−1

hn−1
− fn−1 − fn−2

hn−2
, f ′

n −
fn − fn−1

hn−1

]
,

mT ≡ [m0,m1, . . . ,mn],
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��

A =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

h0

3
h0

6
0 · · · 0

h0

6
h0 + h1

3
h1

6
0

h1

6
h1 + h2

3
h2

6
0

� � �
���

���
hn−2

6
hn−2 + hn−1

3
hn−1

6
0 · · · hn−1

6
hn−1

3

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

��� �	������� ���������� �� 	�� 
��� ����

� ���)��� 
��������
��� ��
��� % ����
�� '
��� % �
�	�� '� % �
����� ' �� �� 
���!� #��� ������ ���&��� * �����
��� ������
�� ��&��� ���������� �� ���������� ��� ���. ��������� ����&���� ���� �
  � �� ���.
* ���� 2 ���� ��&��� ���������� �������� �� ����
���  
���
 ����������� ��� ��
������ ���	�������! �� ����� ����������� 
���
� ����� ������ ���� �.���
� �� f2!
�� ����������� ��� ������ 
�� &�
���� �� 
� )������� ��
���� #��� ������������ ��� ���

������ �� 
������� ���������
������ 	�� ��������� �� ���� 
�� � ��&�
��������� �� 	��

��� ����&��� ���� 
�� ��&�� �� ������
�����

3� )����
���� ����1 ���C� 	�� ������� ��� ����������� ���	�� * 
���������� ��� ���.
)�������� �� (��
�� ����� �� ��%���� R����	���� ���� ������� 	�� (��
�� ���
���� ����
���������� ����
������� 
�� mi �� ���) ���������� ���������� ���. ���������� 	�� ��
)��� �����&���� ������ ������ ����
���������� /��� �� 
� ����
� �� ������ �� �C��

� ���������� �� 
� ����&�� ��������� �� s ���� 
� ���.���� �� 
��&����������� ��&���
	�� �� ��
�&��� ���� �
�� �� 
� ��������� �������� ��
� ��&���� * ���� 	�� s ��� ��
�������
��� ��
��� ���� 
�� ������ x0, x2, x3, . . . , xn−2, xn� ���� �������
� ���������
��� ���� 
�� ��&��� x0, x1, x2, . . . , xn−1, xn 0 ����� �� 	�� ������� 
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3�� �
 �������� �.����� ��������� ��  �����
����� �� )�"�� �
�� �� ����� 
��������� *
���. �� �
������� ����������� 3� ������� ��� �
������ ����� ���
���� ���� �������� 
��
�	������� ��. ����&��� ������

��� )��� �� ��� � �������) �� 
��������
����� * �
�������
&�����
�� 0 &��� ����&���1 
�� ���

����� ������������� * 
��������
����� * �
������� ���
�������� ���� 
�� 
�&��� �������� ��� �
������ ����� 3�  �������� ��� ���������� ��>=�
/>=! ��� �� ����� % ������������ ' ��������� ���
 �������� ���������
������ 6���
�������� ���� �������� ��� ���
������� �
����	�� �� 
��������
����� * ���. &�����
�� 2

� ����� �� ������� �� ��&���� (��� f(x, y) ��� )������� ������ ���� ��� �� ��� ��
�
��� #��� ���&��� ����������� ����� )������� ����� ��� ���)��� z = f(x, y) ���
)��� ����� ��� ���,������ ��� 
� ������ �� 
������ �� ����� ���)���!� #��� ���&���
����� �������� 
� ������ �� �
�� xOy ������ ��� 
��	������ f(x, y) = C� 3�� ��

�����
����� ���������� ���&��� ��� ������ �&�� ��� ��������� 
���. ��� ������ �S 
� ��������
����������	�� ����� ��� &�
��� ������� ���� �������� ��������	������ ��� ������
�� ��&���� ���� ��&��� ������� ���������� �� ���
��� �� &�
���� �� f �������������
* ���� 
�� ����
�� ������
�� ����������� xi �� ����������� yj� ���� �� ���� ������ ����
	�����

� � ���&���� 
� �� ��� ������������� #��� �������� �������� ��� 
�� ������� ���
��1����
�� x = xi �� ��� 
�� &������
�� y = yj� 
�� ������ ���� 
��	��
� f = C� +����
���� ��
���� ��� ������ ����� ��. ��� ��� �������
����� �������������

��
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>&��� 
�����&�� ��� ������������ 
��������
����� ���� ��� ���
� �� &�
���� �	�����������
�� 
� ��
��
 ��� ��C������� ����� ,������� �� �:
� ���� ��������� 0 �� ���� ������&�� ��
)����
���� ��������. ���� 
�� ��&�� �� �
�� ������� ����� �����������

M 6� (����1��� 2 $����� �����	���� ��� ������� ������	���� ��� G �/�����
������ 4PP7!�

M R� N������ 2 ��	�	�	�� � ������� �����	���� ��� 5 �6������ ������ 7LLG!�

M ������� �� ;�1��� 2

M �%%�-/�E������(����(�/���5��%�!����������
B�D�����5���%���2B�D�����5���%���2B�D�����%5

M ������� �� ;�1��� �� ������� ;���
��� 2
�%%�-�������%�(� 2 &��� 
� �� � ��������

� �� 3��� ;������

M �������	�� ����
�� ��� 
� ���� �� 
�9#(> �� N��
���� 2
�%%�-���
�55�����
%��������(� 2 &��� 
� �� � ��������

� �� 6� R�����

M B���� ��� ��� J� /���� �
 2 %�
&�� 
� '�(	��� 
�� ')*��	��� �� 
�� �+�'*�
������	��� 
�� ������� �� 
�� ������� �+

������ ������ 7LLK!�

M `� 6����� 2 ,����	���� 
� ����� �����	��� �;���� ��� ������ 7LH4!�

M E�;� `�
������� 2 �����
���	�� �� �����	�� ����	� �6�J��]`�

� #�] l��O� 7LIG!�

��
�� #$������	

�������� �

=� &��� 	�� 
� ��
�:�� �� ������ �� �� p(x) = ax2 + bx + c �������
� 
�� ������
(−2,−27)� (0,−1) �� �7�P!� E����� 
�� �	������� ��.	��

�� ��������� 
�� ���$������
������������ a, b, c �� 
�� �������� ���� �.������ p(x)�

�������� �

3������� �� ��)������� �� ��
������� ������ * ��C������� 
�� ����� ������ ��������
������� * ��� ����� �������� �� ������� �� ������!� ��� ����� ���� 
� ���
� ���&�����

λ �o! G5HK GK<7 HKL< <H<5 I<IL

n 7�<7IG 7�<P<4 7�HL45 7�HKIP 7�HK74

�! /��������� 
������� �� ��)������� ���� ��� 
�� ���� ������ �� HPPP o ��� ������
��
����� 
��������

�! R������� * 
� ���� 	������� �� ���� ����� �������
����� 	�������	�� �* �����
������!�
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/�������� 	�� 
� ��
�:�� �
��������� �� 3� ��� � �i(x) ���� ����� ��������

�i(x) =
π(x)

(x− xi)π′(xi)
, �&�� π(x) =

n∏
0

(x− xi).

�������� �

=� ����� 
�� ��&���

xi 0 3 1

fi 1 2 3

���������� 
� ��
�:�� �� 3� ��� � �� ������ �� �� p(x) 	�� ���
��� ��� ������ ��
��
��
�� p(2)�

�������� �

�! ���������� ��� ���
� �� 
� )�������
√
x �� �� ��� ���	 ��������� ��C������� 
�����
��

����������� ���� . Y 7�P�7!4 ������ �������� �
����	�� �� ���� 	�� x &���� �� 7 *
4 ��� ��� �� P�7!� �� ������&��� G ���C��� ����� 
� &�� �
�� 9
 ��� ���������) ��������
�� ��� ����� ���� ���������� ����� ���
� 0 
� ��
��
 �� ������ * ��� �������������
��������&��� ���� 
� ��������� �� ���� ���� ������� ��� ������������ �
�������
������� �� ��� ������������

�! 9������
�� ���� ����� ���
� ���� ����&��
√

1, 24 ��
√

1, 86�

�! (������ 	��
√
x1 = 1, 69� ���������� x1 ��� �������
����� ��&����� 3������� �����

����� ��� 
�� &�
���� �� 
� ���
� ��� ����&���� H 7P−5 �� �
�� �� �� ������ ���

����� ���������
����� ��&�1 &��� ���
���� ���� 	�� 
������� �� ���������� �� ����
�
��  ����� �

�������� �

�! /�������� 	�� 
�� ��C������� 
�����
�� ������� n ���� ��
�:�� 	��
���	�� ��
�� �� n ���� ���������� �� ����&�� 
��� &�
���� 9��������� 2 ������� 	�� 
��� ����
�� ��������� ��������� pn ≡ xn� ��� ���� ��� ��C������� ������� n+1 � 3�� &�
����
���&����� ���� ��

�� ���� ��
�:�� �� �� �� ����������� ��)������ * < 2 	��
 ���
���� �� �� �� �

x −2 −1 0 1 2 3

p(x) −5 1 1 1 7 25

�! /��������� ����
������� �� ��
�:�� ��� 
� ������� ��� ���$������ ����������
����

�! R����������� 
� ��
�:�� �� ���
����� 
�� ��C������� ��&����� �� #�]����
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�������� �

=� ����� 
�� &�
���� �� 
� )������� f(x) = 1/x ���� 	��
	��� &�
���� �������� �� 
�
&�����
� 2

x 4 5 G H

y P�H P�5555 P�4H P�4

�� �� ������� ���������� ��� �������
������ 
� &�
��� �� 
� )������� �� x = 3, 5�

�! ��� ����� 
��������
����� 
������� ����� 5 �� G �

�! /��������� f(3, 5) ��� �������
����� 	�������	�� ��� 
�� ��&��� x = 2, 3, 4 ���� ���

�� ��&��� x = 3, 4, 5�

�! +������ f(3, 5) * 
����� ����� �������
����� * G �������

�! ���

�� ���� 
�� ������� ���

�� �� ��� ��&����� �����.�������� �

�! >��
�	��� 
� )����
�  �����
� �� 
������� ���������
����� �� &������ 	�� 
�� �������
���

�� ���� ���� ��������� ���� 
������&�

� ���&��

)! +.�����
�� ���� ������� ��� ����������� �� f(1) �� f(6)�

��������  

�! E����� 
� ��
�:�� ���������
����� �� 3� ��� �� P (x)� 	�� ����� ��� 
�� ������
�P�7!��4�H!� �5�7P! �� �G�7H!�

�! ������� )�����
 ������������ ���� ������ �� ��
�:��� ���� ���� 
� ��
��
�� �� ��
����� � J�����
���� �� ��� ���� ��
�:�� �� �� �� n�

�! (��� P̄ (x) = 1 + 2x+ x(x − 2)− 1
4x(x − 2)(x− 3)� F������ 	�� P̄ = P �

�! 6����� P̄ ���� ��� )���� &������ �� ��

� �� `����� �� ��������� 
�� ����������
����������� * ��� ��
��
�

�! =� &������� ���������� 
� ��
�:�� Q(x) 	�� ����� ��� 
�� ������ �P�7!��4�H!� �5�7P!
�� �G�7H! �� ����� ��� �H�4H!� =� ���� Q(x) = P̄ (x) + ax(x − 2)(x − 3)(x − 4) 0
���������� 
� ���$����� a�

�������� !

�! =� ������� ����� ���
� �� 
� )������� cosx� �S 
��� ����� ��� �� �� ��� �� 
����
���&�

� ����
���� ��� �� 7 ������ ���� 
�� ���� 0◦ ≤ x ≤ 90◦� 3�� &�
���� �� 
�
)������� ���� ������� �&�� H ���C��� �� �������)�� (�
�� 
� ���&������ �������

��
�� ������� ���� 	���

�� ���� ��������� ����� ������ ��������� �� ±0.000005� =�
�����	�� ��� �������
����� 
������� ���� ����� ���
�� /����� ��� ����� �� 
�������
����
� 2 ������ ���������
����� A ������ ����������

�! �������� ��&���� �� 
� ����������� F��� ��&�1 ����
�� ��� ���
� �� sinx� �&��
�� �����&�

� ����
���� �� h� ���� 
� ��������� ���&���� 2 
������� ����
� ���� ���
�������
����� 
������� ���� ���� ��)������� * 7P−6 ��� ���� 
������&�

� �P◦ . . . 90◦!�
���

� &�
��� �� h )�����
 �������� ������� �� ���C��� �� �������)� ���� ���������

� ���
� �
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6����� 
�� ��
�:��� ���������
����� �� 3� ��� � �� �� #�]��� ���� 
� )���� ��

��	������ �G�4!� +.�
������� ���� ���	�� ���� 
�� )�������� ϕi �� 
�� ���$������ ai�

�������� ��

�! ���������� 
� ��
�:�� ���������
����� �� `������ * ������ ��� &�
���� ����� )����
���� �� �� �� ����&�� �� ���. ������� x0 �� x1� �&�� h ≡ x1 − x0� >��
�	��� ��
��
��
 �� ��� GH0 * ������ ��� &�
���� �� ����� �� ������� ���� 5P0 �� <P0�

�! D��
���� 
��������
����� �� `������ ��&���� �* ���. ������! ���� �������� 
��	������
x = cosx� * ������ ��� �����.�������� x0 = 0, x1 = 1�

�������� ��

E����� 
�� �	������� �� ��������� �� 
� ��
��� ����	�� % ������

� ' ���� 
�	��

�

s′′(a) = m0 = s′′(b) = mn = 0.

��
�� ���0��	

)��*�� �+ 4
 ���	� 5 �
�6������1� 7 �� �2��������
���� �� 4
$�
�$�

=� ��������� 
� ��
�:�� �� 3� ��� � 	�� �������
� 
� )������� f(x) ��� 
�� n + 1
��&��� ����������� xi, 0 ≤ i ≤ n�
�! /�������� 
� ��
����� �i(x) = π(x)/[(x − xi)π′(xi)]� �S π(x) = (x − x0)(x −
x1) . . . (x− xn) �� �i ��� 
� ��
�:�� �
��������� �� 3� ��� ��

�! =� ���� wi = 1/π′(xi)� 3�� ����� wi ���� ��� �������� ������������ �� x� 	��

��� ���� ��
��
�� ��� )��� ���� ������ ��� 	�� 
��� � ������ 
�� ��&���� +.������

� ��
�:�� ���������
����� �� 3� ��� �� L(x)� �� )������� ��� ������� xi, wi ��
fi = f(xi) �� �� π(x)�

�! F��� &��� ���&���1 	�� 
������� ���������
����� ��� ��

� �� 
� )������� f ��� ��
��
�:�� �� �� �� �� �
�� � �
 * n �����	��� �!� #��� ����������� 
� ��
�:��
�������
��� f ≡ 1� m����� L(x) ���� �� ��� �� �� ������� ��� �.�������� �� π(x) ��
)������ �����&���� 	�� x �� 
�� ���������� xi, wi�

�! +.������ L(x) �� )������� �� x� ��� xi �� wi�

�! �������
������ 
� )����
� ���������� ���� 
� ��� �� ��&��� �	����������� xi = x0+ih�

)! F������ 	�� 
� ��
�:�� ���������
����� ��� ��&������ �� 
��� ��
���
�� 
�� ���$�
������ wi ��� ��� ���������� /��������� �� )������ ������ �� ��

� ������� 	��
w0 ������ 
� &�
��� 7�
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F������ 	�� L ����� 
� )����

L(x) =

n∑
i=0

(−1)iCi
n

fi

x− xi

n∑
i=0

(−1)iCi
n

1
x− xi

.

 ! m����� �� ��� ����� )���� ��� 
�� �������������� ������������ ������� �&����
��� ��&����� ��� 1��� 
���	�� x � xi � =� ����� �� �.����� �� 
� ���
� �� sinx�
���� x �� �� ��� 2

x sinx

G4 P�<<L75P<7

GG P�<LG<HK5I

G< P�I7L55LKP

GK P�IG57GGK5

9������
�� ���� 
� ���
�� * 
����� �� ��� ������ ���� 	��
	��� &�
���� �� x ��
&������ 
� ����
����

�! N��������� 
� )����
���� ��������� * 
��������
����� �� `�������

)��*�� �+ 0����� �� 8�3���

D�� )������� ��� ������!�� ;�1��� ����� ��� * ���������� ���
�� �� �������
����
(� ����
����� �� �� �
����� �� �� �����
��� ���� ������

������ ��. �����! 
� �������
��������� ���� ���
� ���� ��������� ��� )�����  �������	���� D�� )������� �� ;�1���
��� ������ ���
��������� ��� ��� ������� ����
�� % ������ �� �����:
� '� 3� ������ ��
;�1��� ������� n ������ * 
� ��������� ���&����

P (u) ≡
n∑

i=0

Ci
nu

i(1− u)n−ipi �G�54!

�S u ��� �� ������ ���
 ������� ����� P �� 7� Ci
n ��� �� ���$����� �� ���:�� �� 
�� pi

���� ��� &������� ��
����� pi = [xi, yi]T ������������ n+ 1 ������ ��������� �� �
���
3� )������� �� u 	�� ��
���
�� pi ��� �� ��
�:�� �� ;��������� 3� ����� ���� 
�
���� &������ ��� P �
� ��������� ��� pi! ������ 
� ������ �� ;�1��� 
���	�� u &�����
+� �����	��� �� ���
��� ��������

����� 
�� )�������� �� ;�1��� ����	���� 	�� ���������
�� G ������ �� ���������

�! m����� 
�� �	������� ���������	��� ����� ������ �� ;�1��� ����	�� ����� x(u), y(u)!�

�! a 	��
� ������ ������������� 
�� &�
���� u = 0 �� u = 1 �

�! 3� ������ ���������

� ��� 
�� ������ p1 �� p2 �

�! ���������� 
� ��� ���� * 
� ������ ��. ������ �� ��������� P �� 7�

�! ������� )�����
 �������� 
�� ������ p4 � � �p7 ���� 	�� 
� ������ 	���
� ����������
�� �������� �� �
�������� * 
� ���������� �



KG �������� 	
����
�� �����
���

)��*�� �+ 9�$�����	� �� :������

=� �����-� 
�� &�
���� ����� )������� f ���� n+1 &�
���� x0, x1, . . . , xn �� 
� &�����
��
=� ����

� Pa,b,...,m(x) 
� ��
�:�� 	�� �������
� f ��� 
�� ������ xa, xb, . . . , xm �S
a, b �� m ���� ��� ������� ����������� * 
������&�

� [0, n]�

�! /�������� 
� ��
�����

Pa,...,m =
1

xi − xj
[(x− xj)Pa,...,j−1,j+1,...,m − (x− xi)P1,...,i−1,i+1,...,m]

�&�� i, j ∈ {a, b, . . . ,m}� +� �������� ������� 
� ��
�:�� 	�� �������
� ��� 
����
����
� �� ������ [xa, . . . , xm] ���.����� ����
����� �� )������� ��� ���. ��
�
�:��� 	�� �������
��� ��������&����� ��� 
�� ����� ������ ���) xj �� ��� 
�� �����
������ ���) xi�

�! (� 
��� ���� Pi ≡ f(xi)� �� ���� ���������� �� ���
���

x0 P0

x1 P1 P0,1

x2 P2 P1,2 P0,1,2

x3 P3 P2,3 P1,2,3 P0,1,2,3

���� 
�	��
 ���	�� �
����� �� ��
��
� ��� 
� )����
� ���������� * ������ �� ���.
������ * ��  ������ ��
��
�� �C����&����� 
�� &�
���� � ����� ���� 
� ���
��� ����
x = 3.5 �� 
�� xi, f(xi) = Pi �� 
��.������ <� �� ������� �����
� �
 ������� ��
#�&�

�! ������ �� ��
��
�� ������	������ 
� ��
�:�� �� 3� ��� � ��� �����.��
������� ��������&�� �� �� ��������� 	���� 
� &�
��� ������� &���� ����1 ����

�! ����� 
� ������� �� #�&�

� ����
�� �� ���
��� * ���. ����������� �
 ��� ����
���
� �� �������� 
�� �
������ ���� 	���
� �� ��������� 	�� �� ���. ��������
=� ���� �� ��� Qi,j 
� ��
�:�� �� �� �� j 	�� �������
� ��� 
�� j + 1 ������
xi−j , xi−j+1, . . . , xi−1, xi� ����

Qi,j ≡ Pi−j,i−j+1,...,i−1,i.

F������ 	�� 
� ��
����� �� ���������� ������� ����������

Qi,j =
1

xi − xi−j
[(x− xi−j)Qi,j−1 − (x− xi)Qi−1,j−1]

�
��� 	�� 
� ���
��� ��� �����.�������� ��������&�� ��&����

x0 Q0,0

x1 Q1,0 Q1,1

x2 Q2,0 Q2,1 Q2,2

x3 Q3,0 Q3,1 Q3,2 Q3,3

�! m����� �� ��� ����� ���� )����� 
� ���
��� ��� Qi,j * ������ ��� &�
���� �� x ��
�� f �



������� !

��
	���	� � �����	�
 �	� ������


#��� �.������� ���� �� ��������� 	��
	��� �������� �� ��������� ��� ������� �����
�	������ ����
�������� �� 
� )���� f(x) = 0� R������� 
��	������ f = 0� �������� 
��
1���� �� f �� 
�� �:
�� �� 1/f ���� ��� �.��������� �	��&�
������ ��  ���� �� ����
�
��� �� ��������� ���&���� 	���
 ��� ���� �� ���������� 
� ����� �� )�������������
����� ����� ������� �� ������������	��� 
� ������������� ����� ������ �����	�� ���� ��
��
�� � ����������
 �� 
� )��	����� �� ������� ���� �
��� �
�����	��� #��� ����&����
 ����� ��� 	�� ��� )�������� ���

��� =� ���� ���� ����� * �������� ������ 
�� ��
������
�� f = 0� �� ���
����� 	��
	��� ���� �� ��� ���
�� 
� �
�� ������ ��� �.���
�� D�
��� �������
��� ��������� ��� ��
�� �S f ��� �� ��
�:�� 0 ���� ��&��� �
��� 	�� 
��
������� ���� ���

�� �� ���. * ���. ����
�.�� ���,� ����� �� ������ � �
 �� �� ��
�� ��
�:���

9
 ��� ���� 	�� ���� ��������� ������ ��� ��
����� ���
��	�� �� 
��	������ f = 0 0 ��
)���� ��
� �� �� �������� 	�� ���� 
�� ��
�:��� �� �� �� ��)������ �� � �
 * G ��
���� 	��
	��� )�������� ����
��� +� �����	������ ������ 
�� ��������  �����
�� ��
��������� �� ������ ���� ��� �������� �������&�� 0 ������� ����� ��
����� ����������
���� ����������� ��� ����� �������.�������� �� �
�� �� �
�� ��������� #��� ��&����
���� ���� ���������� �� 
� ���&�� ���� �� 
� ������� �� �� 
� &������ �� ���&���
 ����� 9
 ���� )����� ������ �� ������� ������� ��� ���������� �� ���&��� 
� �:
� ���
������� ��������� ���&����
�� ���� ���� ��
��
 ������	��� 9�������� ��� 
� )��� 	�����
���� ������� ������ �� )��������� &������� % �� �&�� 
� ' 2 �� ���� ���,���� �&���
��� ������������ �� ����� �����.�����&� �� 
����
������� �� 
� ������� #��� &���
������������ &�&����� �� ������ 
�  ����� �� 
� )������� ���� �&��� ��� ���� ��
������ �� �� 
� �������� ��� 1����� �� 	��� �&�� ��� ��
��
���� �������� ����� ��� ����
��$��
��

3�� �
 �������� �� ��������� ����� ������ �������� �
�� �� ����� ����������� ��� 
�
�������� ���&����

'����(	� ��� �
���� �����	���
���� % (��� f ��� )������� ��������
���� [a, b] 0 �
���� ���� ���� ���
 F ������� ����� f(a) �� f(b)� �
 �.����
�� ����� �� ���
 c �� [a, b] ��
 	�� f(c) = F �



K< �������� 	
����
�� �����
���

+� �������� ������� �� f(a) �� f(b) ���� �� �� ��� ����������� 
� )������� �������� f
�������� �� ����� �� 1��� ����� a �� b�

��
� �(���'� '� ��		������ �� '� '���������

#��� ���� ����������� * ��� )������� f �������� ��� 
������&�

� I = [a, b] �� ��

� 	��
f(a)f(b) < 0 0 �� �������� ������� ���� �&��� % ������� ' 
� ������� 9
 �����
� �� ���
��������� 	�� f ������
� �� ����� ��� )��� ���� I �� ����� �� 1��� 	�� ���� ����������

���
���� ������������ F���� �� )�� ���� �� ��� ����� ��� (��
��! ������������� *

��
 ������� �� �����������

3����� H�7 M R�������� ����� ������ ��� ����������

�#9N6>k Y 4P 0N=3 Y 7+−40
����� � Z Y )� �. ! Z � Z Y . �h4 − ��� � . ! Z !
�� � � Y P 0
�. Y ���� � Z &� 
 �� � �  ����� 2 Z ! 0
�.� Y ���� � Z &� 
 �� � � � � � � � � 2 Z ! 0
�)  Y )� � . ! 0 )� Y )� �.� ! 0
����� � )� � .� � ) � . !
������ � � � � � [ #9N6>k! e �
�� � .� − . ! f N=3! !
	.� Y P � H∗ � . A.� ! 0
�
. � � � � � A7! Y .�0
��)� Y )� �.�! 0  � � � � � A7! Y )� 0
��� � � )�∗ )  [ P!
��.� Y .�0 )� Y )� 0
������
��. Y .�0 ) Y )� 0
�����
��	������ � Zg� g7P � < ) g7P� < ) b�Z � � � � � . � .� ! 0
��� � � Y � � � A70
�	���
�
.� Y P � H∗ � . A.� ! 0

3� �������� �� 
� ������� ��� )���
� * ����������� #��� ��
��
��� 
� &�
��� �� 
�
)������� �� ��
��� �xm! �� 
������&�

� [xg, xd] �� ���� �����&��� 
� ���� ����� ��
�� �� 2 ���
 �� ������� ����� xg �� xm� ����� 	�� 
� ������ �� ����&� ���� ��� �����&�

� 0
���� �� ���� ���� ������������ 
� ����� ������ �� 
������&�

� �� ���� ��������"��� 0 
�
������������ ��� ����
��
� �� 
� ���� ����� �� �� �� �� ������� ����� xm �� xd 0 ����
�� ���� ����� xm 	�� ��&���� 
� ���&�

� �����  ������ > ���	�� ���������� 
������&�

�
	�� �������� 
� ������ &��� �� 
�� ���� ��&���� ��� 4�

����� ���� ����� ������� �������&�� ���� �&��� �8 ������ �� ������� �������� ��� 
�
)��� 	�� 
� 
�� ���� �� �� ���� [xg, xd] ��&����� ��)������� * 
� ��������� TOL�
9
 �� �������� 	�� ����� ��������� �� ���� ��� ����
�� ����1 &��� 2 ����� ����	���
���� ���&��

��� ����� 
� ������ ������������ �� ���� �������� 
� ��
��
 �� nit �������
NITMAX � #��� ������� ����� ���� �� ������� 
� ��������� |f(xm)| < SEUIL �����
������� ��������



" − �����
��	 �!��
���	� 	�	 �	����� KI

����� ������� ��� ������
��� 2 ���� ����� ���&� ���� 
� ��� �S f(xm) = 0 �.���������
���&�1�&��� ���&��� �� 	�� ����&��� �� a > b �� �� 
������&�

� I �������� �
�������
������� �

���������� ��� )��� ���
����� 
��
 ������� �� ���������� �������� �� �������. �&���
�� ��� 3� ���&�� ���� ��� �������� ��� 
��� 	�� 
�� ���������� ����������� ���� ����
�
��� 0 
� ��� ��������� ��� ���� ����
� 0 
� ��
��
 �� f ��� ��� ������ ������ ���� �������
����� 	�� ���� ���
����� �� )��� 
� �� �� �� 
� )������� �� ��� �� &�
���� 3� ����&���
�� � ��� 	�� 
� ���&�� ���� ��� ����1 
���� 0 ����� 
������&�

� �S ���� �� ����&�� 
�
��
����� ��� ��&��� ��� ���. * ���	�� ���������� ���� ������ 	�� 
� ���&�� ���� ���
�����.�����&����� 
��������

3� � ��� H�7 ������ �� �.���
� �� ��������� �� ������ �� 
��	������ x2 = cosx ���
���
��� ���������� ���� (��
���

0,80 0,850,750,700,55 0,60 0,650,50 1,000,90 0,95

– 0,4

– 0,2

0,6

0,4

0,2

0,8

0,0

– 0,6

– 0,8

1

3 56
4

2

������ �� 	 5�������� �� x2 = cos x ��� !���������
TOL = 0, 01; x0g = 0, 53; x0d = 0, 98� ��� +������ ��������+�� �� xm ��� ����������

���� �(���'� 1 ��.�� &�	� 2
�� '�	 �����	 ���������������	

��� ���� 
����� ��� 
� ��� )������ ���������� ��� �.�������� 	�� ���� �� 7I��� ����
�!
���� ���� ��� &������� �� 
� ������� �� ���������� 	�� ���
��� ��� ���

���� �������
���� �� 
� ���&�

� �������� �xm ���� 
� ����������!�

a ���	�� ��������� �� 
��
 ������� ���������� ���� ����������� ���. ���������� xg

�� xd� 	�� ��������� 
� ������ �������� x∗� 3�� ������� yg = f(xg) �� yd = f(xd)
���� ���� �� �� ��� ���������� �� ���� 	�� 
�� ���. ������ J�xg , yg! �� /�xd, yd! ����
������ �� ���� �� ������� �� 
��.� ��� x� 3� ����� J/ ����� ���� ��� �.� �� �� �����
6(xm, 0)� 
�	��
 ���� % ����1 ������ ' �� x∗ 0 ���� ���������� xm ����� ���&�

�
����� �� 
������&�

� ��������� 
� ������� �����  ����� �� 
� ���� ����� �� �� �� �� f
�� ������� ����� xm �� xd� ����� ������ ���� 
� ��� ���������� 9
 ���� ����� * ����������



KK �������� 	
����
�� �����
���


��������� xm 2

xm = xg − yg
xg − xd

yg − yd
= xd − yd

xg − xd

yg − yd
.

3���� �� ��� �.��������� ��&�� ����
���� 
� 
� �� L �� 
����� H�7�

3� ���&�� ���� ��� ���&��� �
�� ������ 	���&�� 
� ������� �� ����������� #��� �&���
������ ����� �.���
� �&��� � ��� H�4! 
� ���� �	������ 	���� ���� ����� ����������
	�� )��� �����&���� ��� )������� * &�������� �� �
���� ���� 
�	��

� 
� ���&�� ���� ���
���� ������� #��� �� �&��� ������ ���� ������� 
� ������� ������� 2 
� ��
��
 ��������
����� ��� 	�� ���. ����������� ��������&�� �� 
� ������ ���� % ����1 &������� ' 2

|x(n)
m − x(n−1)

m | < TOL.

0,80 0,850,750,700,55 0,60 0,650,50 1,000,90 0,95

– 0,4

– 0,2

0,6

0,4

0,2

0,8

0,0

– 0,6

– 0,8

1
32

������ �
 	 5�������� �� x2 = cos x ��� ������ ����	 D
TOL = 0, 001; xog = 0, 53; x0d = 0, 98�

���� �(���'� '� ����� &�$� �� '4��(�����

#��� ���� ��������� �� �������� 
��	������

x = g(x). �H�7!

N���� ��
����� �� ����� �	������ ������

� �� ����� �.� �� 
����
������� g �
���� �
�� x ��� x 
�������!� #��� �

��� �������� ��� ���������� ��������&�� * ������ �����
���������� x(0) �� 
� ��
����� 2

x(n+1) = g(x(n)). �H�4!

3��	������ �H�4! ����� ��� ��������������  �������	�� ����
�� 3� ��
����� x∗ �� �H�7!
��� 
� ����� �������������� �� 
� �������� ����������� ������� ���	������ y = x! �� �� 
�
������ ���	������ y = g(x)�
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3��������� g(x(0)) ��� 
� ���&�

� �������� x(1) 0 
� ����� �x(1)� P! �� ������ �� �����
�x(0), g(x(0))! ��� ��� ������� ����� ���
� ��� ������� * 
� ������ y = x� �����
������������ �� ������ ���� x(2), x(3), . . . +� ������� �� �������� �H�7! ���� ���
&����� )�������� g� &��� &����1 	�� 
��� ���� ���������� ���. ������������ �� 
� �����
x(0)x(1), . . .� ������������� ���� * �� ����� �.� ��������)� ���� * �� ����� �.� ����
��)�
����� 
� �������� 
�� � ���� H�5 �� H�G�

1,00,80,2
0 1 2 43

0,4 0,60,0 1,2

0,4

0,6

1,0

1,2

0,8

0,2

0,0

������ �� 	 ?������ ���+��(����

1,00,80,2

0123

0,4 0,60,0 1,2

0,4

0,6

1,0

1,2

0,8

0,2

0,0

������ �� 	 ?������ ��+��(����

/��S 
� 	������� 2 * 	��

���! �����������! 
� ����� ��� x(n) ���&�� �����

�� �� &���
	��

� &�
��� � 3� ������������� ����
� ���� 
� ��� �������� ���� ���� ��������� �����
������������) �� ���������� ������ �� ���&�� ����� #��� ��������� 	�� 
� )�������
g �� �� ����&�� g′ ���� ��������� ���� �� �����&�

� I = [a, b] ��������� 
� ������ x∗�
/� �
��� g ��� ��

� 	�� a ≤ g(x) ≤ b �� x ∈ I� ����� ��������� ���
�	�� 	�� ���� 
��
x(k) ������������� * I �� 
������.������� ������
� x(0) ���������� * ��� �����&�

��
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���

3� ������ &����� �H�7! 2
x∗ = g(x∗).

9����������� 
������� * 
���������� k

ek ≡ x(k) − x∗.
3������� * 
������ k + 1 ���.����� ����
����� �� )������� �� ek

ek+1 = x(k+1) − x∗ = g(x(k))− g(x∗).
/������ 
� �������� ��� �������������� ����� 
� ������ ������ �������

g(x(k))− g(x∗) = (x(k) − x∗)g′(ξk)

�S ξk ��� ������� ����� x∗ �� x(k)� 3� ��
����� �������� �������

ek+1 = g′(ξk)ek. �H�5!

���� 	�� 
���������� ���&�� �� �
 )��� 	�� 
������� ����� &��� 1��� 
���	�� k → ∞� ��
	�� ���� ������ �� |g′(ξk)| < 1 	��
 	�� ���� k� /��S 
� ��������

'����(	� % (��� ��� )������� g ������8���� ����&��
� ��� [a, b] �� ��

�
	�� g(x) ∈ [a, b] �� x ∈ [a, b]� (��� ������ M ��

� 	��

M = sup
a≤x≤b

|g′(x)| < 1.

���� ���� x(0) ∈ [a, b]� 
� ����� ��� ������ x(0), x(1), . . . , x(n), . . . ���&�� �
&��� 
� ��
����� �� 
��	������ x = g(x). =� � �� �
��

lim
n→∞

x∗ − x(n+1)

x∗ − x(n)
= g′(x∗).

F��� &��1 	�� 
������� ��� ��
���
��� ��� �� )������ ��)������ * �� * ���	�� ��������� 2
�� ��� 	�� 
� ���&�� ���� ��� 
��������

3� ������� �� ����� �.� ��� �����
������� ����1  �����
� ��� �������� ���	�������
���&��� �� ������ ���� 
� )���� x = g(x)� 3��.���
� ���&��� ������� * 
�>���	�����
3��	������ x2 = a ���� �� ������ ���� 
���� ��� )����� x = a/x �� x = 1

2 (x + a/x)�
3�� ���������� ��������������� ���� ������ ���
����� ���� ���������

√
a�

3� � ��� H�H ������ 
����
������� �� 
� ������� �� ����� �.� * 
��	������ x =
√

cosx 0

�� ���������� �� ���&�� ���� ���� ����
��� ���� WP�7X ��� �C����&������ 
� �������
���&�� � &��� x∗ = 0, 824132� ���� 	�� 
� � ��� ����� 
����
�� ���� �&��� 
����� * H 
�
������ ������������� (����� ���� ������� �8 ������� �� ������� �� ���&�� ����� �����
|x(n] − x(n−1)| < TOL�

���� �(���'� '� 5�6���

3� ������� �� #�]��� �����
�	�� * 
� ����
����� ����� �	������ �� 
� )���� f(x) = 0�
m���� ������ ��� �����.������� x(0) �� 
� ������� ���� ������������ 
� ��� ���� *
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0,2

������ � 	 5�������� �� x =
√

cos x ��� ��������


� ������ ���	������ y = f(x) �� ����� ���������� x(0) 0 ����� ������ ����� 
��.�
����1����
 �� x(1) 0 ���� ������������ ��� ���&�

� ��� ���� �� ����� ��������� ����

������������� �&�� 
��.� ��� x ���� ����� x(2)� �� ������� ��� ����� ,��	��* ���&���
 ����� 3����
������� * 
��	������ x2 = cosx ��� ����������� � ��� H�<� #��� ������
������ �� x(0) = 0, 22 �� �&��� �C����� H �����������

1,00,80,2

0 3 12

0,4 0,60,0 1,2 1,81,61,4 2,0

1,0

2,0

4,0

3,0

0,0

1,5

2,5

3,5

0,5

– 1,0

– 0,5

������ �� 	 5�������� �� x2 = cos x ��� �� ��7��� �� @�A���

N��������� �� )����
�� 
� ����������� ����������� 3��	������ �� 
� ������ �� �����
f ′(x(k)) ������� ��� 
� ����� (x(k), f(x(k))) ������� y − f(x(k)) = f ′(x(k))(x − x(k))�
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����� ������ ����� 
��.� ��� x �� ����� ����������

x(k+1) = x(k) − f(x(k))
f ′(x(k))

. �H�G!

����� �	������ ������ 
��
 ������� �� #�]��� ���� 
� ����
����� ��� �	������� ����

��������� F��� ��������1 ������������� 	�� 
� ������� &� ��&�� �� 
���	�� f ′ ����
��

� �� ���� ������� +� �C��� �� 
� ����� �� 
� ������ �� xk ��� )���
�� 
� ����� �����
���������� ����������� x(k+1)! �� 
� ��� ���� �&�� 
��.� ���� ���� �
�� �� �� 
��
 �������
� ������ 
�� ������� �� �� �������

+������ ���������� ������
�� 
� ��������� �� ���&�� ���� �� )�"�� ������� 0 
� �������
��&���� ���� ����
� �� 
��� �����	�� 	���� ������

φ(x) ≡ x− f(x)
f ′(x)

,

�� ��� 
��	������ �H�G! ���� 
� )���� ����� ��������� &��� �� ����� �.�

x(k+1) = φ(x(k)).

3� )������� φ(x) ������

� ���)��� 
� )������� ����������� �� 
� ������� �� #�]����
/������ 
� ���� ����� ���������� ���� ��&��� 	�� 
� ���&�� ���� ������ �� φ′(x) 0 ��

φ′(x) =
f(x)f ′′(x)
[f ′(x)]2

.

/��� ���� ������ ��� x∗ 
� ������ �������� 0 �

� &����� f(x∗) = 0 �� ��� �����	����

φ′(x∗) = 0.

����� ���� ��������� 	�� f, f ′, f ′′ ���� ������� �� ��������� ���� 
� �� ��� 	�� ����
���������� �
 �.���� �� �����&�

� I = [x∗ − δ, x∗ + δ] ��
 	��

|φ′(x)| ≤ C < 1.

9
 ���� ��$� ���� �� ������� x(0) ∈ I ���� ������� 
� ���&�� ���� �� 
��
 ������� ��
#�]����

���� ������� 
� &������ �� ���&�� ����� )������ �� ��&�
�������� �� N�
�� �� φ
������ �� x∗ 2

φ(x(k))− φ(x∗) =
1
2
(x(k) − x∗)2φ′′(ηk)

�S ηk ��� ������� ����� x∗ �� x(k)� #��� �� ��������� 	��

e(k+1) =
1
2
[e(k)]2φ′′(ηk).

3���	�� k ���-�� x(k) �� ηk �� ����������� �� x∗� �� 	�� ������� 
��.��������

lim
k→∞

e(k+1)

[e(k)]2
=

1
2
φ′′(x∗).
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#��� ��
��
��� φ′′(x∗) = f ′′(x∗)/f ′(x∗)� ���S 
� ����
���

lim
k→∞

e(k+1)

[e(k)]2
=

f ′′(x∗)
2f ′(x∗)

. �H�H!

#��� ���&��� ���� ������� 
� �������� ���&����

'����(	� % (� f, f ′ �� f ′′ ���� ��������� ���� �� &������ � �� x∗ ��
�� f(x∗) = 0 �� f ′(x∗) �= 0� �� x(0) ��� ������ ����1 ���� �� x∗� �
��� 
�
����� ������ ��� �H�G! ���&�� � &��� x∗� �&�� ��� &������ �� ���&�� ����
������ ��� �H�H! 0 
� ���&�� ���� ��� ���� 	�������	���

���� �(���'� '� � 	(����

3� ������� �� 
� ������� ��� ��� ������� % * ���. ������ ' 2 ����������� 
�� ���
���.�������� x(k−1) �� x(k) �� 
� ������� ���� ��������� ��� ���

���� �����.����
���� x(k+1)� 3� �������� �� ��� ����
�� 3� ����� 	�� ,���� 
�� ������ �� �����������
[x(k−1), f(x(k−1))] �� [x(k), f(x(k))] ����� 
��.� ��� x �� �� ����� ���������� x(k+1)�
#��� ����&��� )���
����� 
��.�������� �� ����� ��������

x(k+1) = x(k) − f(x(k))
x(k) − x(k−1)

f(x(k))− f(x(k−1))
. �H�<!

�� ������� ����� ��� ���� ��C����� �� 
� ������� �� #�]���� +� �C��� 
� )������� ��
������ ������ ���� ���� ���������� ����� ��� �����.������� �� 1/f ′(x(k))� 3�����

�� �� 
� ���&�� ���� �� ���� ��� ������� ��� 0 ���������� ���� �� ����� 
� ����
����

'����(	� % (� f, f ′ �� f ′′ ���� ��������� ���� �� &������ � �� x∗ �� ��
f(x∗) = 0 �� f ′(x∗) �= 0� �� x(0) �� x(1) ���� ������� ����1 ���� �� x∗� �
���

� ����� ������ ��� H�< ���&�� � &��� x∗ �&�� ��� &������ ������ ���

lim
k→∞

e(k+1)

[e(k)]p
=

∣∣∣∣ f ′′(x∗)
2f ′(x∗)

∣∣∣∣
1/p

. �H�I!

3������ �� ���&�� ���� ��� p = (
√

5 + 1)/2 � 1, 62�

3� ���&�� ���� ������������ ��� �H�I! ��� ����� ������ 	�� ���� 
� ������� �� #�]�
���� ���� 
� ����
��� ���� ���� ������ �
�� ���������� �� 
� ��
��
 �� f ′ ��� ���� 
�� �

���� �(	������� '� 	�	�,��	 '4(-�����	

#��� �� )����� 	���p����� 
� ��,�� &���� �� ����
�	�� ��� ������� ���	������� ���

�������� * �
������� &�����
��� /��� 
� ��� �� ���. ����������� ���� ��������� 
��
��
������ �� ������ 2 {

f(x, y) = 0,
g(x, y) = 0. �H�K!
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���	�� �	������ ������ ��� ������ �� �
�� (x, y) 0 �������� 
� ������ �	��&��� ����
* �������� 
�� ������ �������������� �� ��� ���. �������� #��� ������������ &�&�����
��� �����  �����	�� �������� �� ��� ���. �	������� �&��� ����� ��������� �� ������
��� 
� ��
��
 0 �� �C��� 	��
 	�� ���� 
��
 ������� ���
���� 
� ���&�� ���� ��������
)�������� �� 
� 	��
��� �� 
������.������� ������
��

#��� �

��� ������� ���  �����
������� �� 
� ������� �� #�]���� (�������� 	�� f � g
�� 
���� ����&��� ��������� ���� ��������� ���� 
� �� ��� �� �
�� 	�� ���� ����������
#��� ��������� ������ ��� �����.������� �� 
� ��
������ ���� (x0, y0)� #��� ���&���
���,���� ����� 2

x = x0 + u ; y = y0 + v.

(���������� ���� �H�K! �� �C������� �� ��&�
�������� �� N�
�� �� ������� ����� *
���. &�����
�� 2

f(x0 + u, y0 + v) = f(x0, y0) + ufx + vfy + · · · = 0,

g(x0 + u, y0 + v) = g(x0, y0) + ugx + vgy + · · · = 0,

�S 
�� ����&��� ������

�� fx� fy� gx �� gy ���� ��
��
��� �� ����� (x0, y0)� #��� )������

��������� 	�� 
�� &��������� �� f �� g ���� ����1 
����� ���� 	�� ���� ���������
�� 
� �� 
�� ������ ������� ���������� +� ���
��� 
�� ������ �� u �� v� ���� ����&���{

ufx + vfy = −f(x0, y0),
ugx + vgy = −g(x0, y0).

3�� �	������� �H�L! ����������� �� ������ �� ���. �	������� 
�������� * ���. ���
�������� u �� v� ���� 
� ��
����� ��� ���������� 9
 ��� ���������� )���
� ����� ����

��
 ������� �� #�]��� * ���. ����������� #��� ����������� ��� �����.������� ���
���� ���

���� �� 
� ��
����� �� ������� �� �������

x1 = x0 + u ; y1 = y0 + v.

a 
������ ���&���� �� 
����������� ���� ����
�"��� (x0, y0) ��� (x1, y1) �� ����� �� ������
,��	��* �����)���� * �� ������� �� ���&�� �����

�� )����
���� ��  �����
��� )���
����� * �� ������ 	��
���	�� ���	������� 0 �
 ���
�
��� ������� �����
���� ��� �������� ��������

�� (��� f ∈ R

n �� &������ �� �����
������� fi(r) 0 ���� ��������� ����� 	�� r ∈ R

n� 3� ������ ���	������� * ��������
������� 2

f = 0.

(� r(0) ��� ��� �����.������� �� 
� ��
������ ���� ������ r = r(0) + u� 3� ����������
u ��� �
��� ������ ��� 
��	������

f(r(0)) +
n∑
1

ui
∂f

∂ui
= 0

�� ������� �� ���������� 
� Z������� ,���������Z J � ���
������ Jij = ∂fi/∂uj 2

u = −J−1f(r(0)).
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#��� ��
��
��� ������� r(1) = r(0) + u ��� �
��  �����
�����

r(n+1) = r(n) − J−1f(r(n)).

3� ���&�� ���� ��� ������ �� 
� ����� �� ������ ��� ������ �� 
� ��
����� 0 ���� 
� ���
���������� ���� �� ������ ��� ������� �� &��� 
��
 ������� ���&�� ���

���	��� % (��� 
� ������ �� ���. �	������� 2{
f(x, y) = x2 + y2 − 4 = 0,
g(x, y) = ex + y − 1 = 0.

9
 ��� ���� ����
� �� ���������� 
�� ���. ������� ������������ 
�� �	������� f = 0 ��
g = 0 0 �

�� �� ������� �� ���. ������ &������ �� (1,−2) �� (−2, 1) 0 �
 �� � ��� �������
��
������ #��� �&��� ����� �� ��� ����� �� ����
����� ��� 
� ������� �� #�]��� *
���. ����������� 	�� &��� ����&���1 ������ �����������

3����� H�4 M 6������ �� #�]��� ���� ���. ���������

���
��� ) ) ) ) ) ) ) ) 
 � � 	 � 	 � 	 � � 
�� � �� � � 	 �� � � - . � � / �
��� ) ) ) ) ) ) ) ) � - . � � / � � 
� � � � � � 
 � � 	 # � � �
���
�� � 
 Y 7�−<0 �����. Y 4P 0
�� Y ���� � Z � � � � � � � � � � � � � � 
 � 2 Z ! 0
�� Y ���� � Z �������� � � � � � � 
 � 2 Z ! 0
�� � � Y 7 0 .. �7 ! Y � 0 . Y � 0  �7 ! Y � 0  Y � 0
	� Y 7 0 & Y 7 0
�
����� � � � 
�� �� ! f � � 
 ! q �
�� � & ! f � � 
 ! ! e � � � [ �����. !
���� 
 � � Y �)�. �. �  !∗� � �. � !−�)� �. �  !∗� �. �. �  ! 0
��� Y �  �. �  !∗ �)� �. � !− ) � . �  !∗� � �. �  ! !@ � � 
 � � 0
��& Y � ) �. �  !∗� �. �. � !− �. �  !∗ �)�. �. �  ! !@ � � 
 � � 0
��� � � Y � � � A 7
��. Y . A � �  Y  A & �
��.. � � � � ! Y . 0  � � � � ! Y  0
�����

3� � ��� H�I ������ 
�� ���������� ��������&�� ���� ����� ������ �� ������ ��C�������
(3, 5;−1, 5)� (−1;−0, 6) �� (3; 2)� 3� ���&�� ���� ��� ������� ���� 	�� 
� ����� ��
������������xi, yi) ��� �������� * % �.�
���� ' ��� ����1  ����� �� ��� �� �
���
����� ���,���� �&�� 
� ������� �� #�]���� 
� ������������ ������ ���� )��������
�� ����� �� ������� ���� �������� �������� �� ���� ������� 	�� 
�� &�
���� ������
��
	�� ���������� * 
� ���&�� ���� ���� ��������� ���� ��� �� ��� �� �
�� ���� 
�
)�������� ��� ��� ��

� ������ )�����
��

3� )������� (����� �� (��
�� ��� �����
� �� �������� �� ������ ���	������� ����

��������� 9
 )��� 
�� )������ ����� �� ������ 
� &������ ������
 r0� 
� ��� �C����)
�� &������ f �� ��
�� �� ,������� J 0 
�� �
������ �� f �� J ���&��� ���� ������
������&���� (��
  � ���&�� ����� 
� )������� ���&��� 
� &������ ��
����� x �� 
� &�
���
�� f(x)�
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������ �� 	 5��7���7� ��� �������� ���� �&�E�� ���F��������1 ���� ���� G��* �� +������
�������� ,��� �����(�� �����-�

�� � �����	 '�	 �����%��	

(��� p �� ��
�:�� �� �� �� n * ���$������ ���
�� =� ���� �� ���)��� ��� �	������
����� p(x) = 0 ���� 
� ��� ���	������ �
 ����	��� 3� �������� )���������
 ��

��
 ���� ������ 	�� p � n �������� ���

�� �� ����
�.�� ���,� ���� ���. * ���.� ����
�� ���������� ���
��������� �
 ��� ���������� �� ���������� ������ 
�� ������� �� p�

�� ��� !�����	� ��� �	�"�#
��

/��� �� ���� ������ ���� �����

��� 
� ��&����� ��� ��
�:���� �� �
 ������� 	��
���� ���� ���
� ���� 
� ������ m���� ����� �� ��
�:�� p �� �� �� n �
� ��&������!
�� �� ��
�:�� b �� �� �� m < n �
� ��&�����!� �� ���� ����&�� ���. ��
�:���� 
�
	������� q �� 
� ����� r ��
� 	��

p = bq + r, �&�� �� r < �� b. �H�L!

R����	��1 	�� 
� �� �� �� q ��� ������ �n−m! ���� �� ,��� ����� �:
� ���� 
� ������
>&�� ����� ���������� 
� ��&����� ��� ��
�:��� ��� ���� ����
��
� * ��

� ��� ��������
���� 
�	��

� 
� ����� ���� ���� ��)������ �� ��&������ ����������� ���������� �� ���
�������
���� ��
�� �S 
� ��&����� ��� �� 
� )���� b(x) = x − α� 3� ����� ��� �
��� ���
��������� ���
�:�� �� �� �� [ 7!� #��� ���&��� ������

p(x) = (x− α)q(x) + r

���S ���� ������� �� )������ x = α�

p(α) = r. �H�7P!
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+� �������� ������� 
� &�
��� ������	�� �� p �� x = α ��� 
� ����� �� 
� ��&����� ��
p ��� x − α� �� ����
��� � ��� �����	����� ����������� (� a ��� �� 1��� �� p� ����
�� p(α) = 0� �
��� r = 0� �� 	�� �� ���� 	���� ��
�:�� 	�� ������
� �� x = α ���
��&����
� ��� x−α� #��� �&��� ��,* �.�
�	�� ��������� 4! ������� ��
��
�� r �� p(a)�
���� ���� ����������� �� ��
��
 �
�� ����

6������� ������� ������� ��� �.�������� ����
� �� 
� &�
��� ������	�� �� 
� ����&��
�� p� #��� ��&��� 	��

p′(x) = q(x) + (x− α)q′(x)

��� �� )������ * ���&��� x = α�
p′(α) = q(α). �H�77!

����� &��� 
� &����1� �
 ��� )���
� �� ��
��
�� q(α)� /�� �	������� ���
� ��� �.������
���� 
�� ����&��� ������� ����������

#��� �

��� ���������� ���������� 
� ��
�:�� q(x) ��� �������������� #����� c0�
c1, . . .� cn−1 
�� ���$������ ��� ���������� ����������� �� x ���� q� ��� ������� ���&���
&������� 	��
 	�� ���� x� 
� ��
�����

anx
n +an−1x

n−1 + · · ·+a1x+a0 = (x−α)(cn−1x
n−1 +cn−2x

n−2 + · · ·+c1x+c0)+r.

+� ���������� 
�� ���$������ ��� ���������� ��������&�� �� x� ���� ����&���

an = cn−1; an−1 = cn−2 − αcn−1; . . .

a1 = c0 − αc1; a0 = r − αc0
���� ������� �� ��&������ ��� )����
�� 2

cn−1 = an

cn−2 = an−1 + αcn−1,

· · · · · · �H�74!

c0 = a1 + αc1,

r = a0 + αc0.

F��� &��1 	�� r� 	�� ��� ����� 
� &�
��� ������	�� �� p(α)� ��������� �� ���� ��
n− 1 ��
���
��������� +� )��� 
� ��
����� �� ���������� ���������� ��� �	��&�
���� * 
�
�� 
� ���&����� m���&��� 
� ��
�:�� p ���� 
� )����

p(x) = (((. . . (anx+ an−1)x+ an−2)x+ . . .+ a1)x+ a0, �H�75!

���� )������ x = α �&��� ���C������ 
�� ��
��
�� 3� ���������� ���������� �������� �
���
cn−2� 
� ���&���� cn−3� ,��	��* r� F��� �&�1 ������� 
� ������� �� `������ /������
�� �.���
�� ���� 	���
 )���� ����
� ���
�� �&�� ��
�� �� �������� 4�

���	��� % #��� ��������� 
� &�
��� �� p = 2x5 − 71x3 − 8x2 + 12x+ 3 ���� x = 6�
�� 	�� ��&���� * ��&���� p ��� x − 6� 9
 ��� ������� �� �������� 
� ��
��
 ����� ���
�������� (��
� 
�� ���$������ ��� ���������� ������������� �� x ���� ������������ ����
�
 )��� 
�� )���� � ���� ����� ����� ���. 	�� ���� ��
��

p 2 0 −71 −8 12 3

q 2 6 × 2 + 0 = 12 6 × 12 − 71 = 1 6 × 1 − 8 = −2 6 ×−2 + 12 = 0 6 × 0 + 3 = 3



LK �������� 	
����
�� �����
���

3� ����� ��� r = 3� 
� 	������� ��� q = 2x4 + 12x3 + x2 − 2x� 3� &�
��� ������	�� ��
p′(6) ��� q(6) 	�� ��������� ��� 
� ���� ��������

q 2 12 1 −2 0

p′ 2 6× 2 + 12 = 24 6× 24 + 1 = 145 870− 2 = 868 6× 868 = 5208

�� 	�� &��� ���&�1 &������ ��� �� ��
��
 �������

3���	�� 
��� ������ * 
� ���� �� ���
 ��
�:��� 
�� )����� �H�74! �� �H�75! ���� �	��&��

����� ����� 
���	�� 
��� ���� )���� �� �������. ��
��
�� �
 ��&���� ����������� ��������
�� ��� �����  �����
� #��� ������� ���������� 
� �	��
���� ���� ��� ����� 	��
��
��
� p �� p′ * ������ �� ���
��� � ��� ���$������ �� p �� �� 
� &�
��� �� x�

�� Y � ��A7! � �� Y P � P 0
�) � � � Y �2−727
��� Y ��∗. A � 0
�� Y �∗.A�� � ! 0
����

3���	�� 
� ����
� �� �������� � �������� 
� &�
��� ������	�� �� ��
�:�� �������
��
��
�� 
� ������� �� `�����! �� /� ��

� �� 
� ����&���

-�	
�1� ; F��� &��� ���&���1 	�� (��
�� �������� 
�� �
������ ���� ���
��� *
������ �� 7� �� ���� 	�� an ⇒ �	�J�� �� a0 ⇒ �	��� /� �
��� 
���������� ���� ��������
�� ����
� ���� ���� ������� ���
 ��� ��C����� �� A7 �
� �� 4!�

�� ��� $������	� ��� �������

>&��� �� �������� 
�� &�
���� ������	��� ��� 1���� ���� ��
�:��� �
 ��� �������
���&��� ��� ���� �� 
��� 
���
�������� (� a0, a1, . . . , an ��� 
� ����� ��� ���$������ �� p(x)
�������� ���
� ��������� ���&��� ���� ��
�!� ���� ����
��� ν 
� ������ �� ���� ������
�� �� �� ���� 
� ����� ��� {ai} ��� � ������ 
�� ���$������ ��
�!� #��� ���� ���� ���
k 
� ������ �� 1���� ���
� ������)� �� p(x)� ������� ��
�� 
��� ��
���
����� ���� ������
����
� ������ ���� 4� ����!� #��� ���&��� �
��� ������� 
� �� 
� �� /�������� 2

k ≤ ν �� �� �
�� ν − k ���� ���� �����

���	��� % 3�� ���$������ �� x6−x−1 ���������� �� ���� ����� �� �� �� �ν = 1! 0
k &��� ���� P �� 7� ���� 
� &�
��� P ��� * ��,���� ����	���
��� ν− k = 1� �� ��
�:��
� ���� ��� ������ ���

� ������&��

#��� ���&���� ��� 
� ���� �������� ����&�� 
� ������ �� ������� ���

�� �� ���&�� 2
�
 ��$� �����
�	��� 
� �� 
� �� /�������� �� ��
�:�� q(x) = p(−x)� 3� ��
�:��
��������� ����� �� 1��� ���
 �� ���)�
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D�� 
���
������� �
�� ������� ��� ������� ���� ��
�:�� p �� �� �� n ���� ���� �������
�� ������������ ��� % ����� �� (���� ' ����� ��� p� ������"��� ���� ��� ������ ��
	����� ��� ����� �� (�����

(��� p0(x), p1(x), . . . , pm(x) ��� ��	����� �� ��
�:��� 0 �

� ��������� ��� ����� ��
(���� ��

M 3�� 1���� ���
� �� p0 ���� ����
���

M p1(α)p′0(α) < 0 �� α ��� �� 1��� ���
 �� p0�

M ���� k = 1, 2 . . . ,m− 1� pk−1(α)pk+1(α) < 0 �� α ��� �� 1��� ���
 �� pk�

M 3� ������� ��
�:��� pm ��� ��� �� 1���� ���
��

������� ���������� ����� ����� � a 
����� �� 
� ��
����� �� ���������� 	�� ���� �

���
�.������ ������

p0 ≡ p; p1 ≡ p′0
��

pk−1 = qkpk − pk+1 �&�� deg pk > deg pk+1. �H�7G!

(� 
�� pk ������� ��� ������� �������� &��� �����1 �8������ ������� 
��
 ������� ��+��
�
��� ���� 
� ������������ �� �J�/ �� p0 �� p1� 3� ������� �� �J�/ �� ���������
)���
����� ��. ��
�:���� (�
�� ����� ���������� pk+1 ���� �� �� �� ����� 
� ����� �� 
�
��&����� �� pk−1 ��� pk� ����� 
� �� �� ��� ��
�:��� �����-�� 
��
 ������� ��������
�� ���� �� m ≤ n ������ 2

pm−1 = qmpm, pm �= 0.

3� ������� ��
�:��� pm ��� �� �
��  ���� ������ ��&����� �� p0 �� p1� �����
p = p0 ��� 	�� ��� 1���� ����
��� p0 �� p1 = p′0 ����� ��� �� ��&������ �������
��� ���� ,����� ��
� ����
��������! ��� ��� �����	����� pm ��� ��� �� 1���� ���
��
(� pk(α) = 0� 
� ��
����� �H�7G! ���
�	�� 	�� pk−1(α) = −pk+1(α)� 9
 �������� ��
)���� 	�� pk+1(α) ���� ��
 0 ���� �
���� ���,���� ������� 
� ��
����� �� ����������� ����

�� pk(α) �������� ��
��  ������� pm� �� 	�� ��� ��������� �� ����
��� ���������� +�
������ ������ ��� ���������� �� p0 �� p1� &��� &��� ������&�1 	�� 
�� {pk} �����)���
* ������ 
�� ���������� 	�� ���������� ��� ����� �� (�����

-�	
�1� ; �������� ������� ���
����� 
� ��������� p1 = −p′0� �&�� ��� ����
����
�	��&�
�����

m���"��� ���������� 
� �������� �� (���� 2

'����(	� % 3� ������ �� ������� ���

�� �� p ≡ p0 ���� 
������&�

�
a ≤ x < b ��� � �
 * w(b)−w(a) �S w(x) ��� 
� ������ �� ���� ������
�� �� �� ���� 
� ����� p0(x), p1(x), . . . , pm(x) �� ����� x�

#��� �� ��������� ��� ��� 
� �������������� ����
� ���� ����1 
�� �� 2 �
 )��� �.������
�� �����
 
�� ���� ������ �� �� �� �� ���	�� ��
�:�� �� &������ � ��� 1���� �� 
���
����.�



7PP �������� 	
����
�� �����
���

���	��� % (��� p(x) = x5 − x3 − x− 1� 3� ����� �� (���� �� p ���

p0(x) = x5 − x3 − x− 1,
p1(x) = 5x4 − 3x2 − 1,

p2(x) =
2
5
x3 +

4
5
x+ 1,

p3(x) = 13x2 +
25
2
x+ 1,

p4(x) = −385
338

x− 174
169

,

p5(x) = − 47827
148225

.

9
 ��� ������ �� ��
���
��� �� �� ��&���� ���	�� pi ��� ��� ��������� ������&� �&���
���	�� ��&������ �� 	�� ���� ��������� �� )���� �������-��� ��� ���$������ ����
�	����
���������� ��� ��
��
� ���� ��  �����
 ���� 
�������. ���� ���� �������� * 
� �����
6��
� ������� �� 
������������ �%��5��>	�6�� 	�� ��������� 
� ����� �� (���� �� p(x) 0
�
 �.���� ����� ��5	�6�6�� 	�� )���� 
� ����� �� 
� ��&����� �� a(x) ��� b(x)� (��
��
�������� 
� )������� ,�6>. � �/��	�6��� 
�	��

� )���� 
� ����� �r! �� 
� 	�������
�q! �� 
� ��&����� �� a ��� b� F����� �� ������� 
� ���� ��
��
 	�� ������������� )���
�&�� (��
��� #��� ���������� 
� ��
�:�� ���
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" − �����
��	 �!��
���	� 	�	 �	����� 7P7

>��
�	���� 
� �������� �� (����� �&�� m = 5� #��� �� ����������� 	�� 
�� &�
����
x = −∞, 0,∞ 0 ���� ������������ �� ���
��� �� �� ��� 2

x −∞ 0 ∞

p0 − − +
p1 + − +
p2 − + +
p3 + + +
p4 + − −
p5 − − −

w(x) 4 2 1

3� ����� �������� 	����� ���� ������ �� �� �� 
���	�� x ��� ����  ���� �� �� ���)� ���.
���� ������ ���� x = 0 �� �� ���
 ���� x  ���� �� ������)� 9
  � ���� ���. 1����
���� 
������&�

� [−∞, 0[ �� �� ���� [0,∞[� 3�� &�
���� ���� )������� ��� ���%�	�� ��
&�
��� ��&���� −1� −0, 82 �� 1, 38�

�� ��� �� 
�%	�� �� ���	� �	�� ��� �	�"�#
��

#��� ��������� ���� �
 ������� �����	�� �� ��
��
 ��� &�
���� ������	��� ���� ��
�
�:�� �� �� �� ����&�� 2 ����� ���� �� 	���
 )��� ���� ������ �� ���&�� 
� ������� ��
#�]���� +� &���� �� �.���
� 2 
� ��������� �� 1��� �� p = x3 − x2 + 2x+ 5 &����� ��
−1� 3�� ���$������ ��� ��� ��� �� �� ��
���� ����  � ��� �� 
� �
����

x p q p′ p/p′

−1 1 1 1
−1 −2 −3

2 4 �
5 1

0, 142857
−1, 142857 1 1 1

−1 −2, 142857 −3, 285714
2 4, 448979  <�"�" �
5 −0, 084546

−0, 010305
−1, 132552 1 1 1

−1 −2, 132552 −3, 265104
2 4, 415226  <������
5 −0.000473

−0, 000058
−1, 132494
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3�� ������� ���
� ��� ���� 
�� &�
���� �� p� �
��� 	�� 
�� &�
���� �� p′ � ����� ��
����������  ���� F��� ��������1 	�� 
� ���&�� ���� ������������� ��� 
� ����� ��������)
(p/p′)! ��� ���� ������� 9
 ��� ������
� ��������� ��� �
 ������� ��. ������� ����
�.��
�� ��. ��
�:��� * ���$������ ����
�.���

p ��� �� �� �� 5 �� ����� ���� 5 1���� 0 ������� ������������� ����&�� 
�� ���.
������� 	�� ���� ���	���� � N��� ����
����� 2 �
 ��$� �� ��&���� 
� ��
�:�� ��
������ ��� x+ 1, 132494� 3� ��&����� ���� �� )���� �.��������� ����	�� −1, 132494 ���
������ �� p(x) 0 
� ��
�:�� 	������� ��� ��� �� ������ �� �� �� ��� 1���� ������������
���� ����
���� �� ������� ������

� 
� ��i������

9
 ��� ���������� �����
�	��� 
� ��i����� ���� 
� ���  �����
 ���� ��
�:�� p(x) ��
�� �� n� /�� 	�� ���� �&��� ��������� ��� ������ x∗ ���� 
� ������� �� #�]��� ���
�.���
�!� ���� ��&����� p(x) ��� x − x∗ ���� ������� �� ��
�:�� �� �� �� n − 1�
#��� �������� ����� �������� ,��	���� �� �� 4 �� 7� (� n ��� �� ���� ���� ���  �����

�� ������� ��������� ���	����� �� ��������
���� ��  Q���� �� ��� ����� 2 
� ��
��

���� ���� ���� �&�� ����� 
� ��������� ������
��

�� ��� $����� � ��� �	�"�#
��

;��� 	���
 �� ���� ��� ������� �� ��
��
 ����
�	��� 
� 
� ����
 (��
�� ������ �� �����
��
�� )���
����� ��� ��
�:���� m���� ����� �� &������ * n �
������ ���� �.���
�
��,�6�6�6+.! ���� ���&��� ������ �� ��
�:�� ��� ��� ���$������
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3� ��
��
 �� 
� ����&�� ��� ���� ����� ������ 2



'/�� � /�����%	���

/�� �

� �

� J +� J :� J �=�

3� )������� /�����	��� ���&��� 
� �� �� �� p2� ��� 5� ���((	��� ���&��� 
� &������
��� ���$������ �� p3� 3� ��
��
 ��� ������� ��� ���� ����� )���
� 2
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� �

)���==;=< J )�=�0;=0;�
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 )�0:�=;=< J )�+<=+�<<�
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�

3����� H�5 M ��
��
 �� ��
���� �� T�
O�����

�) ��� � � �� )� Y ��. !
�)� Y �.−7! �∗�.−4!�∗�.−5! �∗�.−G! �∗�.−H! �∗�.−<!�∗�.−I! � �
�� ∗ � .−K!�∗�.−L! �∗�.−7P!�∗�.−77!�∗�.−74!
����)���� ���
�) ��� � � �� )� Y 	�. � O !
�)� Y ��. ! A .�h77@4hO
����)���� ���
�. Y P � H 2 P � P H 2 7 4 � H 0
	.�� � �Z]����] Z �P ! � .���� �P !
�
�
��4� �. � � W � � . ! � � 	 �. � 7 L ! � � 	 �. � 7 K ! � � 	 �. � 7 I ! � X � � �
��� � � � YWP�−4�< �75 � 4 �< X � � �  
 � Y W 7 � G � H � < X � � �
���.� � ) 
 �  YH���.YWP �7G � P � 5 X � ) � ��� ) 
 � YH!

+� �.����������� �&�� ��� ��
�:��� �� �� ��� �� �
�� �� �
�� �
�&��� &��� &���
������1 ������ 	�� 
� ��
��
 ��� 1���� ��� ���� ������
� ��. ������� ��������� 0 ��
��� 	�� 
� ����
��� �� ��������� ��� ������� ��� % ��
 ����������� '� D� �.���
�
�
����	�� ��� 
� ��
�:�� �� T�
O������ 3����� �������� * ������ ���� ��
�:�� ����

�� ������� ���� �&�������

p(x) =
N∏

i=1

(x− i)

�� * 
� ��������� �� 
�� �,������ ��� ���� ������ ������������ �� xN−1� ����� 
�
������ 
� ��� ����� (��
�� �
����� H�5! �� 
� � ��� H�K� 
�� ������� �&�
���� ����
���������� �� �
������� ��&������� ����
�.�� ���,� ���� ���. * ���. 
���	�� 
� ����
��������� �x11/2k! �� ������



7PG �������� 	
����
�� �����
���

����� �����  ����� �������
��� * ��� ������ ����������� ���� ���$����� 	�� ���������

� % ���&��� ��������������� '�

3210 765 10 11 12 13984

2e + 006

– 2e + 006

0e + 000

������ �� 	 .��&�'��� �����!�� �� H��<������

��!� ���� �� 	���� ���	

M R� N������ 2 ��	�	�	�� � ������� �����	���� ��� 5 �6������ ������ 7LLG!�

M ��
������ ��� ����� �����
�� ������	�� �� 66� +� `����� �� J� T����� 2 ��� <�
�������� �������&��� �	������� ����
�������� 2
�%%�-������������F���������$�����%5�

M 6� (����1��� 2 $����� �����	���� ��� ������� ������	���� ��� L �/�����
������ 4PP7!�

M R� `����� 2 "���� 
������ �����	��� -�0/� ��� 4� ������� ����
�������� 2
�%%�-�����5������
5���(�F������

9
 �.���� �� �������. �
 �������� �� ��������� �� ������� 	�� ����� ��� ��� ����������
���� 
� ��.��� F��� ������1 ����&�� 
�� �� �� ��������������� ��� 
� T�� �� �������
�� ��� �� 
���� ������� ����� 6r

��� ;���� �� B��O��� �� N�����

��"� #$������	

�������� �

3��	������
x− 0, 2 sinx = 0, 5

����� ��� ������ ���� [0, 1]� N���&�1 ����� ������ �� ���
����� ��������&����� 
��
�������� ���&������ ����� &��� ���� ������� 	�� 
� ���&�� ���� ����� ������
� 2



" − �����
��	 �!��
���	� 	�	 �	����� 7PH

�! ���������� 0

�! % �� �
� )�
�� ' 0

�! ����� �.� 0

�! #�]��� 0

�! ��������

�������� �

(��� 
� )�������
y = x+ e−kx2

cosx

	�� ����� �� 1��� ���� 
������&�

� [−1, 0]�

�! D��
���� 
� ������� �� #�]��� ���� ��
��
�� �� 1���� �&�� ��� ������ ����
�� ���
x ��)������� * 7P−3 0 �� ����� k = 1 �� x0 �&�
��� ������
� �� x! Y P� =� ����������

�� ����
���� ���� 
� )���� ���� ���
��� * 	����� ��
����� 2 ������ �� 
�����������
&�
��� �� x� &�
��� �� y(x)� &�
��� �� y′(x)�

�! =� ������� ���������� k = 50 �� x0 = 0� E���� G ���������� �� 
��
 ������� ��
#�]��� �� �.�
�	��� 
� ������������ �� 
� ����� xi� ��! /��������� 
� ������ ����
k = 50 �� x0 = −0.1�

�������� �

3� )������� cotg x− x ����� �� 1��� ���� 
������&�

� [0, 5...1, 5]�

�! ����������� ��
��
�� ����� ������ ��� 
� ������� �� ����� �.� � B������� &����
��������

�! 3���
���� �� 1���� * P�7 ����� ��� 
� ������� �� ���������� �����������!�

�! N���&�� ����������� �� 1��� ��� 
� ������� �� #�]��� 0 �� �������� 
�� ����������

���	�� ���. �����.�������� ��������&�� ��C������� �� ����� �� P�PPP7�

�������� �

N���&��� ��� 
� ������� �� &���� ����.� 
�� ����� �
�� ������� ��
������ ������&�� ��

��	������

tanx = x.

�������� �

D� ���� ���� ������ �� ����� �� ���	�� ������ �� �� ������� N1 ������� ��� �����
�� P1 ����� ��� �� ������� ��� &��������� ���������� ��� �������� ��������� �� ���.
�����
 �� r� +������� �� ����� ��� ������ N1 + 1, . . . , N1 +N2� �
 ������ ��� �������
�� P2 ������ (�� ������ ��� �.�������� * 1��� ����� 
� ������� �������� =� ����� 
�
��
�����

P1

[
(1 + r)N1 − 1

]
= P2

[
1− (1 + r)−N2

]
.

(������ 	�� N1 = 30, N2 = 20, P1 = 2000, P2 = 8000� ���������� r�



7P< �������� 	
����
�� �����
���

�������� �

(�
�� �� ����
� ����
�� 
�� ���� ��� ������
� ���� �
������ ���� ��� ��
���
� ������
��	�� ���� ������� ����� ��� &�����
�� ���� ����������! ��� 
�� ��
������ �� 
��	������

th x =
x

λ− x.

���� 	��

�� &�
���� �� λ ����� �	������ �������

� ��� ������� ���

�� � /��������� 
�
������ ���� λ = 2�

�������� �

=� ����� 
� ��
�:�� p(x) = x3 + x2 − 3x− 3�

�! ��
��
�� p(1), p(2) �� p(1, 5) ��� 
� ������� �� `������

�! N���&�� 
� ������ &������ �� x0 = 2 ��� 
� ������� �� #�]����

��������  

N���&�� ��� ������� ������ �� x0 = 0� �� 
��	������ x4 − 9x2 − 12x− 4 = 0�

�������� !

3� ��&����� ���� ��
�:�� p(x) ��� x− α ��� ����
���� ��� 
� ��
�����

p(x) = (x− α)q(x) + r.

+� ����&��� �
������� )���� ����&�� 
�� &�
���� �� p′(α), p′′(α) �� p′′′(α) �� )������� ��
q(α), q′(α) �� q′′(α)� >��
�������� =� ����� 
� ��
�:��

p(x) = 2x3 − 8x2 + 10x− 4.

m&�
��� p(1), p′(1), p′′(1), p′′′(1)�

�������� �"

3� ��
�:�� p = x5 − 2x4 − 3x3 − x2 + 2x + 3 ����� 
� ������ % �&������ ' x = 1�
/�&���� p ��� x − 1 ���� ������� q(x)� 	�� ������ 
�� ������ ��� ������ % �&������ '
x = β� ���������� 
� ��
�:�� r(x) = q(x)/(x − β)� r(x) ������� �� 1��� % ����
� '
	�� 
��� ���� ����&�� ��� �Q���������� �������� * ��� ���&�

� ��&����� ���� )�����
s(x)� �� ����:�� �� ������ �� �� 	�� �������� ���. ������� ����
�.�� ���,� �����

�������� ��

3� ��
�:�� f(x) = x3 − 3x + 2 � ��� ������ ����
� �� x = 1� �������� 	����
���� ����� ������� * 
����� �� 
� ������� �� 
� �������� �&�� x0 = 1, 4 �� x1 = 1, 2�
R�������� 
� ���� 	������� �&�� 
� ������� �� #�]��� �� 
������.������� ������
�
x0 = 1, 2� �������� 
�� &������� �� ���&�� ���� ��� ���. �
 ���������



" − �����
��	 �!��
���	� 	�	 �	����� 7PI

�������� ��

���������� 
� ����� �� (���� ������������� �� ��
�:�� �� ��.��� x3 − x2 + 2x+ 5
�� 
���
���� 
�� 1���� ���
� �� �� ��
�:���

�������� ��

3� &�
��� ��
���� v ��  �1 �������	�� * 
� ����������� ����
�� T � ���� 
� ��������
p� ����� * 
��	������ �� &�� ��� T��
�

(p+ a/v2)(v − b) = RT

�&�� R YP�PK4PHG 
�����������
−1?−1� a Y 5�HL4 ����
����2���
−2 �� b Y P�PG4<I

�������
−1�

�! 6������ 	��* �������� �� ����������� �������� v ���� ���� ��
����� ����� �	������
�
 ����	�� 	�� 
��� �.�
��������

�! ��
��
��� * 5HP ? �� 7PP ���� 
� &�
��� ��
���� �� ��  �1 �� ����
&��� 
��	������
���������� ��� 
� ������� �� #�]���� =� ������ ���
���� 
� &�
��� )������ ���

� 
�� �� ;�
��6������� �pv = RT ! ����� &�
��� ������
�� =� �������� 
� ��
��


���	�� ���. &�
���� ��������&�� �� &�
��� ��C������� �� ����� �� P�PP7�

�������� ��

����  � ��� �� ������ �� ���
��� ���)��� ��� &������ ����
���� �� 
� ������� ��
#�]��� 	�� �������� * ����
���� �H�G! ���

xk+1 = xk − f(xk)/f ′(x0) ≡ xk − f(xk)/g.

3� ����� f ′ ��� ���������� ����� ��������� �� � �
� * �� &�
��� ������
�� ���� g�

�! +� ������ ψ(x) = x − f(x)/g �� �� &��� ��������� �� 
������ �� 
� ������� ��
#�]���� �.�����1 
� ���&�� ���� �� ��� �
 ������� �� ������1 
� ��������� 	��
x0 ���� ����
�� ���� 	�� 
� ����� ��� xk ���&�� � &��� 
� ��
����� �� f = 0�

�! D��
���� ����� ������� ���� ����&�� 
� &�
��� ��
���� ��  �1 �������	�� ���� 
��
���������� �� 
��.������ ����������

�������� ��

/��� 
��.���
� �� ��
�:�� �������� �� T�
O������ ������� &��� 
� &�������� ��
��
��&� �� ���$����� �� x11 �

�������� ��

R������� 
� ������ ⎧⎪⎨
⎪⎩

x2 − 4
3
xy + y2 = 1,

x2 − 2x+ y2 − 2y = −3
2
.





������� "

��
	���	� �� 
�
�#��

� �����	�
 ������


3� ����
����� �� ������� ���	������� 
�������� ��� ��������� 
� ����
��� ������	��
	�� 
��� ��������� 
� �
�� )��	�������� /�� 	�������� ����� ��&����� 	�� 
������ ���
������. �
�����	��� �� �� ��� ���������� 
� ���������� ��� ��������.� 
�� ����
��
����������	��� ���������� * ��� ������� ���	������� 
��������� 3�� ����
���� ��. 
��
������ �������� * ��� �	������� ��C�������

�� �� * ��� �	������� ��. ����&��� ������

���
���� ���&��� ����������� �� 	�� �� ����� ������ ��� ������� ���	������� 
���������
����� ����� 
� ������� 
� �
�� ����� �� 
� ����. ������ �� 
����
�� ������	�� 2 ���
������ ���������� ��� 
�������
� ��� ������������� �� �
 ���� 
��������

3� ������ 
�������  �����
� 	�� �������� m �	������� �� n ���������� �������⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1kxk + · · ·+ a1nxn = b1,
���

a�1x1 + a�2x2 + · · ·+ a�kxk + · · ·+ a�nxn = b�,
���

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amkxk + · · ·+ amnxn = bm,

�<�7!

+� ������������ 
� ������� A ���
������ a�k �
� ������� ������ ��� ���� �� 
� 
� ��
1 ≤ � ≤ m� 
� ���.���� 
� ��
���� 1 ≤ k ≤ n!⎡

⎢⎣
a11 a12 · · · a1n

���
���

am1 am2 · · · amn

⎤
⎥⎦

�� 
�� &������� ��
�����

x = [x1, x2, . . . , xn]T b = [b1, b2, . . . , bm]T

���� ���&��� ������ 
� ������ 
������� ���� 
� )����

Ax = b. �<�4!
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-�	
�1� ; 3� �������� zT ���� �� 
� ��������� �� 
���,�� z� &������ �� ��������

/��� 
��	������ �<�4!� � ��� �� &������ ����� �� R
m �
� &������ ��� ������� �������!

�� � ��� �� &������ ������� �� R
n �
� &������ ��
�����!�

/��� 
� ����� �� �� �������� ����) ���� 
� ���� ����� ���������� 
� ������� ���
�������� ������!� ���� �

��� �������� 	�� 
� ������ ���	������� ��� � �
 �� ������
����������� �� ������� �� ������ 	�� 
� ������ �� 
� ��� �� 
� ������� 9 ��� � �

�� ������ �� ��
������ m = n� ����� ������� ��� �
��� ������ �� �� ��� 	���

� ���
������� n ��� m!� �<�4! ���������� �
���� ���� )���� ���������� ��� ���
������� �� R

n

���� 
������� �&��� 
�����.� �� �� �������� ���� �� ���) �����
 ���
������ ���
 ����

�������!� (� 
� ������� A ��� �� �
����� ��� % ��� � ' �
�������
� ��� &������� Ax! ���
R

n 
������� 0 	��
 	�� ���� 
� &������ b� �� ������ ���,���� ����&�� �� x �����)������
�<�7!� (�� �� ���������� A ��� ��� �
����� ��� ��� � ��� �� �����������
� �� R

n� /��.
�������
���� �� ���������� �
���� (� b ������������ ��� * 
���� � �� A� 
� ������
��� ��������
�� ����	���� �� ������ ,����� ����&�� �� &������ x ���&����
�� (� b
���������� * 
���� � �� A� �
  ���� ��� ������� �� ��
������� ��� �� ������ ���,����
�,����� * ��� ��
����� �� &������ y ����������� �� % ���� ' �� A �
�������
� ���
&������� y ��
� 	�� Ay = 0!�

#��� ���&��� ������&�� 
� ���� �
����������� ��� ��� �������������� �
���������� ��
 �������� ���
��	��� (��� 
� ������ 
������� 2

ax+ by = m,
cx+ dy = n.

/�&����� 
� �������� �	������ ���
√
a2 + b2 �� 
� ������� ���

√
c2 + d2� ���� �������

n1xx+ n1yy = d1,
n2xx+ n2yy = d2.

3�� ���$������ �����)������ ���������� ��. ��
������ n2
ix + n2

iy = 1� i = 1, 2� 
��
&������� ni �� ����������� (nix, niy) ���� ����������

3� ������ 
������� ����� ����� ����� 
���������������  �������	�� ���&����� ���	��
�	������ ��� ��

� ����� ������ /i �� �
�� (x, y)� 3� ������ /i ��� ����������
����
�� &������ ni 0 
� �������� �� 
� ������ * 
���� ��� ��� di� 3� ��
����� �������� ���
����������� ��� 
� ����� �������������� ��� ���. �������� =� ���� �
��� ������ ��� �����
��� 2 /1 ���)����� �&�� /2 ������� ����������� �� ������� �� ��
������!� /1 ����

�
�
* /2 ������� ��������
�!� �� 
� ��� �����
 �S /1 ����� /2�

#�����	������� �
 )��� ������ ������ ��� ��� ���. �������
����� (� /1 �� /2 )��� �����
�

�� �� �� 
� �����
�� 
� ����� �������������� ��� ���� ����� �� 
� ��
����� �� ������
���� ����
� ����� �� ���� 	�� ���� �

��� ��������!� (� /1 �� /2 �� ������� ���� ��
�� 
� ���� )���
�� 
� ������ ��� ��� % ��
 ����������� '� /��� �� ���� 
� �������
&�������� �� 
��� ��� di �
�� ������� �������! �� �� 
��� ��� nα,i �
�� ���$�������
α = x, y! �����-���� �� ���
������� ���� ��������� �� ����� ��������������� �����

� �������� 
�� � ���� <�7 �� <�4�
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x

y

Δy

Δx
x

y

Δy

Δx

������ ��� 	 )4� ����� �����!���� ���� ���I���� ��� �� ������� ���� �&�E��
�������� D �&�E�� !��� ���������� ,: (���7�- � �&�E�� ��� ���������� ,: �����-�

y

Δy

Δx
xx

y

Δy

Δx

������ ��
 	 )4� ����� �����!���� ���� ������ ���!�� ��� �� ������� ���� �&�E��
�������� D �&�E�� !��� ���������� ,: (���7�- � �&�E�� ��� ���������� ,: �����-�

>�������� ���� 
� ��
����� ��� �.��������� ������
� ��. ������������� ��� ���$������
�� ��� ������� �������� D�� ������� ���� 
� ����������� ��� ��
 ��� ��� �
����� A
�����

� % ����	�� ' ��� �
���� �� det(A) � 0 � ����� 
� ��� ���� 
�� ������� ��

������������ ��� � ���� <�7 �� <�4 �������� ����	�� ����

�
��!� 6�
������������� �

���.���� ��  �����
 ��� �� �����
����� ����� det(A) �� 
� ��������� �� ������ Ax = b�

��
� �� 1 ���'����������� 2

���� 
����
�� ������	��� 
� ��$��
�� �� ����
����� ���� ������ 
������� ����� ��.
�C��� ���,� ��� �� �� ���

� �� �� ��� % ��������������� '� ��� �� 
������ ���� ��

� �������
��� �� ������ ��� �
��:� �� �� ��
�����! ��. ������������� ��� ���$������
�� ��� ������� ������� 0 �
 ��� �� �� )��� �����  �����
������� ��� ��������������  ���
�����	��� �� ���� ����� ���������� ���� �� ������ �
�� 	���������) �� 	�� ����� ����
�����&�������� ���� ������ �� �������� 
������� >�������� 	���
 �.���� ��� ����� &���
�����

� ‖ x ‖ �� ��� ����� ��������

� ‖ A ‖� ����������� * 
� ���������� �������*�����
	��� ���� ���� x� ‖ A ‖‖ x ‖≥‖ Ax ‖!�
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+� �
�� �� ������ �<�4!� ���� ����������� �� ������ % �������� ' 0 
� ������ ������
� ���� ��� ������ ����������� Δb� �� 	�� � �����-�� ��� ������ &�������� Δx �� 
�
��
�����

A(x + Δx) = b + Δb

���S Δx = A−1Δb �� 2
‖ Δx ‖≤‖ A−1 ‖‖ Δb ‖ .

#��� �� ������ ��� ��,������� �� 
� &�������� ��
���&� 2

‖ Δx ‖
‖ x ‖ ≤‖ A ‖‖ A−1 ‖ ‖ Δb ‖

‖ b ‖ = cond(A)
‖ Δb ‖
‖ b ‖ . �<�5!

3� ������ cond(A) ≡‖ A ‖‖ A−1 ‖ ��� ����
� 
� ��������������� �� 
� ������� A�
����� ��� ������ �� 
� �������
��� �� 
������� ��
���&� ���� 
� ��
�����! ��. &���������
�� ������ �������

6������� ���������� 	�� cond(A) ���������� ����� 
� �������
��� ��. &��������� ���
���$������ ��� �������� �������� #��� ����������� �� ���&��� ������ ��������

(A + δA)(x + δx) = b.

+� ����������� ������ * ������ �<�4!� ���� ����&���

‖ δx ‖= − ‖ A−1 ‖‖ δA ‖‖ x + δx ‖,
�� 	�� ���
�	�� 
���� �
���

‖ δx ‖≤‖ A−1 ‖‖ δA ‖‖ x + δx ‖,
���� ������ ‖ δx ‖

‖ x + δx ‖ ≤ cond(A)
‖ δA ‖
‖ A ‖ . �<�G!

=� ���� ������� 
� ����
��� 	��
�����) ���&���� (� cond(A) ∼= 10m ���� �� ������
m ≥ 0� �
��� m ���C��� �� �������)� ������ ������ �� ����� �� ��
��
 �� 
� ��
����� ��
Ax = b� ��� ������� * 
� ��������� ����� ��������� ���������	�� �
����������

6�
������������� 
� ��
��
 �� A−1 ��� ��8���. ������� ������������ �� 
������ ��
n3� ���� ��� ������� n×n� &��� c<�5�H! �� ���� 	�� 
�� �������������� ����������� ����
������� ��������� ������	���

���� :���������

���

�� ���� 
�� �������� �� ����
����� ��� ������� 
�������� 	�� ������� 
�������

���������	�� � N��� ������� ��� ������� 	�� ���� 	��
������� �� )����

� 2 
�
��
����� �� ����
��� ��S A ��� ��� ������� n×n� b �� x ��� &������� * n �����������!
������� x = A−1b� ���� 
� ������� �� ������� ���� 
�	��

� ���	�� ���������� �� x
��� �.������ ����� �� ������� �� ������������� +

� �� ��&�
� �����
����
� �� �����	��
��� 	���
  � �
�� �� ����� �� 	����� ��������� ����� 	�� 
� ��
��
 ���� �����������
n× n ��������� n! ����������� �� 	�� ��� ���������)�
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#��� ����������� ������� ��  ����� �� �������� 	�� ��������� ��� �
���������� ����
�����&�� ��� ��������� 2 �

�� ���� ��������� ��. ���� �� J���� �� �� J����MB����� ��
���� �����
������� ������ /������� �
 �������� ����������� 
� ������� ��� ���$������
�� �� ������� �� )������� �A =⇒ LU! �&��� �� �����	��� ��� �
���������� ��������&��
	�� ���� �
��� ���� ������� * ����� �� 
� )���� �������
���� ��� �������� L �� U 2 �� ����

�� �������� ����� �� ������ /��
���
� �� ���
��O� /��� 
� ������ ���� ���
�����
�� )�"�� ��������� ���
�� 
�� ������ �� ������������� �� �� )������������ ����) ��
c <!� +� ����� ��� ����������� 
�� ���. ��������� ��
��������� �� )������������! ����
���������	������ �	��&�
����� 0 �

�� ���� ����� )��	������� ���
���� �� ���
��
������	���

/��� �� ������ ���� ��C������ ���� �������� )���� ����
 * ��� �������� �������)� ��
����
������ ���� 
� ���&�� ���� ����� ��� ���,���� ������� 2 �� ���� 
�� �������� ���
������� ��. ���� �� B����� �� J����M(����
�

����� &��� 
� &����1 �c <�5�I!� 
� ��
��
 �� 
���&���� A−1 ����� ������� A ��� �
��

�� 	�� 
� ��
��
 ������ �� 
� ��
����� �� ������ 
������� �<�7!� 3����
� �� �&��

��
 ���� ���� )���� ���������� ����� �����	��� ���� �������� 10x = 3� ���� ���&���
)���� 10−1 = 0, 1; 0, 1 × 3 = 0, 3 �� ����������� x = 3/10 = 0, 3� =� �&��� ���� ��
��
��
�� 
���&���� �� 
� ������� ��� ���$������� * ����� 	�� 
� ����
��� ���� �� 
�
������� �.�
���������� (� ��
 ��� 
� ���� ���� ����������� A−1 �� ����
&��� n �������

�������� �������
����� ���� 
�� ������� ������� ���� ��������&����� � ��. * ������
��� &������� �� 
� ���� ������	���

/��� 
� ���� �� ���&�� ��� �������� ���
��������� �� �� )������������� 
����������� ��
������ 	�� ��� ������� ���������� /��� 
� ��� ����� ������� �������&�� ���� ��&����
����� ������ ����� ����� ������ �� ����������� ����	�� 
��
 ������� �������� �� ����
���� ������ ��� �������������

���� �(���'� '� ��		

������ (�)	��%
�

3��
 ������� �� J����� ����� �� ���� 
�� ����� �
���������� ���
 ����� �������� *
�
������ ��������&����� 
�� ��������� ���� ���&���� * �� ������ ���	������� ����
�
* ��������� #��� ���
������ ���� 
� ������ ������
� 
� �������� �
�� �����

��

A(1)x = b(1),


�� �
������ �� A(1) ����� ����� a(1)
ij �� ���. �� b(1)� b(1)i � #��� �

��� �����)����� 
�

������ �� ������ �� �� ������ �	��&�
��� Ux = c �S 
� ������� U ��� ����� �
����
���������� �D ���� % ����� '!� #��� ��&��� 	�� 
� ��
����� �� ������ ����� ������ ��
�� 2

• �� ��
���
�� ��� �	������ ���� 
� �� �� A �� 
� ���������� �������������� �� b!
��� ��� ��������� 0

• �� �,���� ��� �	������ * ��� ����� ���� 
� �� �� A * ��� ����� �� 
� ����������
�������������� �� b * 
������!�
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a 
� �������� ������ ���� �
������� x1 �� ������ 
�� 
� ��� ���) 
� ��������� ���� ��
��
���� ��������� 	�� 
� % ��&�� ' a(1)

11 �= 0 �� ���� ���������� 
�� % ��
���
�������� '

mi1 = −a
(1)
i1

a
(1)
11

.

#��� )������ ��� ���&�

� 
� �� �� ��� i �� 
*��
�� mi1 )��� 
� �������� 
� �� *

� i���� 2

a
(2)
ij = a

(1)
ij +mi1a

(1)
1j i, j = 2, . . . , n,

b
(2)
i = b

(1)
i +mi1b

(1)
1 i = 2, . . . , n.

-�	
�1� ; /� �������. ������� ����������� 
� ���&������ ������� 2

mi1 = +a(1)
i1 /a

(1)
11

�� ����
������ mi1 )��� 
� �������� 
� �� * 
� i�����

3� �������� 
� �� �� A �� 
� �������� ���������� �� b ���� ������ ���� 3� ������
���	������� � ���� 
� )����⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n

���
���

���

0 a
(2)
n2 · · · a

(2)
nn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1

x2

���

xn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b
(2)
1

b
(1)
2

���

b
(1)
n

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

F��� ��������1 	�� 
��������� x1 � ������� ��� 
� ��� 2, 3, . . . , n� 3� ���  �����
 ���
���� ����
��
�� #��� ��������� �&��� �
����� x1, x2, . . . , xk−1� �� ���� 	�� 
� ���
���
��� ���$������ � ���� 
������� ���&���⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n

���
� � �

���

0 · · · 0 a
(k)
kk · · · a

(k)
kn

���
���

���
���

0 · · · 0 a
(k)
nk · · · a

(k)
nn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

/��������� �� ���&��� ��&�� a(k)
kk � 	�� ���� ��������� ������ ��C����� �� 1��� �� ��

���&���. ��
���
��������

mik = −a
(k)
ik

a
(k)
kk

, i = k + 1, . . . , n. �<�H!

a 
����� �� ��� �
������� ���� �
������� 
��������� xk ��� �	������� �� ��� k+1, k+
2, . . . , n� �� 	�� �� ������� ��� 
�� �	�������

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij +mika

(k)
kj i, j = k + 1, . . . , n,

b
(k+1)
i = b

(k)
i +mikb

(k)
k i = k + 1, . . . , n.

�<�<!
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#��� �� �������� ��� ��. 
� ��� �� ��� 7 * k �� ���� ����
�"��� ��� ��� 1���� 
��
�
������ �� 
� ��
���� k ������ ���� 
� ��&��� >� ���� �� n − 1 ������ ���
� ��� *
��

� 	�� &���� ������ �������� 
��
��������� ��� �������� �� 
� ������ � ���� 
� )����
A(n)x = b(n)� �� ������⎡

⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

a
(1)
11 a

(1)
12 · · · a

(1)
1n

0 a
(2)
22 · · · a

(2)
2n

���
� � �

���

0 · · · · · · a
(n)
nn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x1

x2

���

xn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

b
(n)
1

b
(n)
2

���

b
(n)
n

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

������� ���� ����
���� 
� ��������� U = A(n) �� c = b(n)� 3� ������ ���	�������
Ux = c ��� ����� �
���� ��������� �� �� ������ )���
������ * ��������� �� ���������
��� 
� �������� 
� �� �� �� ��������� #��� ����&���

xn =
cn
unn

����

xk =
1
ukk

⎡
⎣ck − n∑

j=k+1

ukjxj

⎤
⎦ , k = n− 1, n− 2, . . . , 1. �<�I!

���	���
/�������� �� A �� b �� ������������ �� 
� ������� % �� ������ ' �	�� ���
�� b �����
�������� ��
����!�
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 �� 
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'�� � ,�6�.

�� � �� �� �� ��

�� �� �� ��


 �� 
 �� �� ��

m
��������� �� x1� ��&��� −2 �� +1�



'��	�6-� � ��	�6-�
����	�6-� 

'��	�6-� � ��	�6-�J��	�6-�

�� � �� �� �� �� �� � �� �� �� ��

)� 
 �� �� �� )� 
 �� �� ��


 �� 
 �� �� �� )� 
 �� �� ��

m
��������� �� x2� ��&�� −1�
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+.�������� �� U �� �� c



'O � ��	�-�6�-�� 

'� � ��	-6P�

O � �� �� �� � � ��

)� 
 �� �� ��

)� )� �� ��

��
��
 �� x�



'�	�� � �*



'�	�� � 
	�
�	���*



'�	�� � �
�	��
���	��

� � 
 ��

��

��

-�	
�1� ; F��� ���&�1 )���
����� ������&�� ��� ����� ���� ���
� �� �&�� (��
���
F���� �������� ����������� ���� ���
� �� * ��

���� 2 /���$	918-��9���5���91�� 3�
���
� �� ���� ���� ����� �� ������� ���� 
� ������ ���� ��� F��� ��������1 
����� ������
���� ��� /���$	)��

3� ��� ��������� ���� (��
�� �� 
��
 ������� �� J���� ���� �� )���� * ��C������
��&���. �� �����
� ������ 
� % ��-�� ����� ' 2 � ��9� ,��	��* 
��������� �� ���	��
��������� ���������	�� ���� ���	�� ����
�� ���� 
� ��� ����� ����������� ���� �&���
������ ��� &��� ������ 2 
�� ����
�� ����������� ����� % ����
�� ' ���� ������� ��
���
����� �� &������ ��������� �� 
���������� % - '�

3����� <�7 M m
��������� �� J���� ���� ����������� �� 
� ���

����
�
�# Y G 0
�> Y �
�� �#�#!A�6� �#�#! 0
���� O Y 7 2#−7
�
 �  � � � Y OA72#0
�>� 
 �  � � � � O ! Y − >� 
 �  � � � � O !@>�O � O ! 0
�>� 
 �  � � � � 
 �  � � � ! Y >� 
 �  � � � � 
 �  � � � !A>� 
 �  � � � � O !∗>�O � 
 �  � � � ! 0
����
	D Y 3���� �>! 0 3 Y �6� �>! 0
�
��� O Y 7 2#
��� � 
 � Y O 2#0
��D�O � � � 
 � ! Y >�O � � � 
 � ! 0
��� � 
 � Y 7 2 O−70
��3�O � � � 
 � ! Y − >�O � � � 
 � ! 0
�����

3�� 
� ��� 5 * G ������ ��� ������� n × n� 3��
 ������� �� J���� ��� ��� �� ���&��
��� ��� ����
� ��� E� 3������������ < ��
��
� ���� 
�� ��
���
�������� �� 
�� ��� � ����

� ��
���� k� ���� 
� ��&�� a(k)

kk �
* �S ���&��� ������-��� 
�� 1����!� 3������������ I
�C����� 
��
���������� 3��.�������� �	������6E���	E6������� ���������� 
� �������
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���� &������ ��
���� ��� �� &������ 
� �� 0 
� ����
��� ��� ��� ������� ���
�����  �����

mika

(k)
ki � ����� ���&� ��� 
��	������ �<�<!� 3� ����
� ���&���� �.����� 
� ������� U

�� A(n) �� ��������� ��� ������� L 	�� ���� ���������� ����������� �� ��� �����
��� ������
��� ����	���
 �� ������ ��� 
�� ������� ��������

������ *�%	�� �� +����,-	����

���� 
�� ��������� 	�� �������� ����  �8� * 
��
���������� ���� ��������� ��� ���
&�������� �
��:� 	�� �� ���������� ���� 
� ������ ����� �
����� ���� �������&���

��
��������� ��������� �� 
� ��� ���
� ��������
� 2 ����� 
� ������� �� J����MB������
=� ������� �� ��&�� �� �� ������ �� ��
���
������� ��
�� 
��	������ �<�H! ���� �� ���
���

�� �	������� �<�<! �&�� 
�� ���������� j = k, . . . , n �� i = 1, . . . , n, i �= k� 3� �������
��� ���$������ ������ * 
� ��� 
� )���� ��� ���
� �� 
� ������ �� ������ * &���

���	���
6������ �� ������ ����� �
��������� �� x1 2

�� � �� �� �� ��

)� 
 �� �� ��

)� 
 �� �� ��

m
��������� �� x2
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)� )� �� ��

m
��������� �� x3
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��	�6-�

�� � �� )� )� 
 ��

)� 
 �� )� 
 ��

)� )� �� ��

E���
������ x1 = −3; x2 = 1; x3 = 2�

������ !��	
�	���	� LU

3�� ��
���
�������� �� 
� ������� �� J���� &��� ���������� ���� ���&�� ���� ����������
�� �
 ������� ����������� ��C������ ���� �� )��� ����
������� �	��&�
����
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/��������� 
� ������� ����� �
���� ��)������� �3 ���� % 
�]�� '!

L =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 · · · 0

−m21 1 0 · · · 0
���

� � �
���

−mn1 −mn2 −mn3 · · · 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

�<�K!

#��� �&��� �
��� 
� ����
��� �����	���
� 	��� �� L �� U ����
���� �� 
��
��������� ��
J���� ������� ��� 
� ������� A�

A = LU . �<�L!

F��������
� �� ��
��
��� 
��
����� (i, j) �� �������� ����� 
� ������� ���
���� �� &������

� �� [−mi1,−mi2, . . . ,−mi,i−1, 1, 0, . . . , 0] �� L ��� 
� &������ ��
���� [u1j , u2j , . . . ,
uj,j , 0, . . . , 0]T �� U � #��� ������ ���� ���. ��� 2 i ≤ j ��� ������ ��� �� ���� 
�
��� ���
� ��������
�! �� i > j �� ���� ���
����� 
�� ���������� ��� �
������ �� L �� U �
�� �������
��� 
� �������� ��� �	������� �<�<!�

(� i ≤ j 2

(LU)ij = −
i−1∑
k=1

mikukj + uij = −
i−1∑
k=1

mika
(k)
kj + a

(i)
ij

= −
i−1∑
k=1

[
a
(k+1)
ij − a(k)

ij

]
+ a

(i)
ij = a

(1)
ij = aij .

(� i > j 2

(LU)ij = −
j∑

k=1

mikukj = −
j−1∑
k=1

mika
(k)
kj + a

(j)
ij

= −
j−1∑
k=1

[
a
(k+1)
ij − a(k)

ij

]
+ a

(j)
ij = a

(1)
ij = aij .

F��� ��&�1 	�� 
� ����������� ���� ������� �� �������� ��� � �
 �� ������� ��� ���
���������� �� ���	�� )������ 0 �� �
��� 
� ����������� ����� ������� ����� �
���� ��
��
��
� ����� 
� ������� ��� �
������ ��� ����.� 3� )������������ 3D ���� �C�� �����
�� ����� 
� &�
��� �� ����������� �� A 2

det(A) = det(L) det(U) = u11u22 · · ·unn. �<�7P!

���� ����&�� 
� ��
����� �� �<�7!� ���������� 	�� ���� ����������� 
�� �������� L ��
U � �
 ���� ��$� �� �������� ��������&����� ���. ������� ����� �
������ /������

Ly = b, �<�77!

���� 
� ��
����� ��� 
� &������ y� ����

Ux = y �<�74!
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���� 
� ��
����� ��� 
� &������ x �������� +� �C��� �� ����������� y ���� �� �<�74!
���� �<�77!� ���� ����&��� LUx = Ax = b� ����� �������� ��� �������
� �� 
���
���� �������� �
������� ������� ���	������� 
�������� 	�� �� ��C����� 	�� ��� 
����
������� ������� 2 
� )������������ ��� )���� ��� )��� ���� �������

���	��� % 3� ������� �� 
��.���
� �� 
� ������� ���������� ���� � )����� 
�� )�������

L =

⎡
⎣ 1 0 0

2 1 0
−1 1 1

⎤
⎦ , U =

⎡
⎣ 1 2 1

0 −1 1
0 0 1

⎤
⎦ ,

�� &��� &�����1 )���
����� 	�� LU = A �� 	�� det(A) = −1� 3� ��
����� �� ������

������� ���������� ����� ���� 
��&��� ���� �� ���. ������� 3� �������� �������� *
�������� Ly = b 0 ���� ������"��� ��� 
� ���	�(�� 
� �� ���� ����&�� ���������
&����� y1 = 1� y2 = 3 − 2 = 1 �� y3 = 2 − 1 + 1 = 2� a 
� ���.���� ������ ����
����
&��� Ux = y� �� ������"��� ��� 
� �����(�� 
� �� �� 	�� ���� ����� x3 = 2�
x2 = −(1− 2) = 1 �� x1 = 1− 2− 2 = −3�

(��
�� )������ ��� )������� 	�� �C����� 
� )������������ �� ��� ����������� 2

,#6O6 . � ��	���

P ��� ��� ������� �� ����������� �&��� �
�� 
���!� 3� )������� �	��&�
���� ���� 6��
�
������

� #O/���5��

������ .���������	� 
��������� �� �����
����	�

F��� ���&�1 �&��� 
� ��������� 	�� 
� ������������� 3D ����� ������� �� �
����
	��
���	�� ��� 
� )���� �� ������ 0 �
 ���� ��� ���� 0 ���� �

��� �� ������� ��� ��
�.���
�� ��� ����� ������������ 	�� ���� ��������� �
�� ���&���������

6�
���
��� 
� ���������� 7 ���� &������ ��� 
� ���$����� m� ���� �,����� 
� ����
���
* 
� ���������� 4 ��&���� * ��
���
��� �� ���� &������ ��� ��� ������� �������
���� 2⎡

⎣ 1 0 0
m 1 0
0 0 1

⎤
⎦
⎡
⎣ b1
b2
b3

⎤
⎦ =

⎡
⎣ b1
mb1 + b2

b3

⎤
⎦

�
��  �����
������ ���� �,����� m )��� 
� 
� �� i * 
� 
� �� j� �
 ��$� �� �������� 
�
������ m * 
� �
��� �� 
��
����� j, i �� 
� ������� ����� (i < j)� �� 	�� ��� &��� ����
�� &������ 
���� � �
����� ���� ��� �������� 3� �����
���
������� �� A ��� 
� �������
���������� ��&���� * ��
���
��� ��������&����� ���	�� ��
���� �� A� ���� * �,�����

� �������� 
� �� �� A * 
� ���.����� +����� �� �.���
� 0 ���� &��
��� �,����� −3
)��� 
� 4����� 
� �� * 
� 5����� �� 
� �������  �����
� 2 −3 ��� �� 
� �� 5� ��
���� 4 2⎡
⎣ 1 0 0

0 1 0
0 −3 1

⎤
⎦
⎡
⎣ a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎤
⎦ =

⎡
⎣ a11 a12 a13

a21 a22 a23

−3a21 + a31 −3a22 + a32 −3a23 + a33

⎤
⎦

3�� �������� 	�� &������� ������ ������� ������ �������� �� E��������! ,�������� ��
���������� �������������� (� f(i, j,m), i ≥ j ���� �� 
� ������� �� E�������� ���������
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m �� 
� �� i �� ��
���� j� �
��� f−1 = f(i, j,−m) 2 ���������� m )��� 
� 
� �� i �� 
�

� �� j ��� ���� 
���������� ��&���� ���,����� m )��� (i) * (j)� f(i, j,m)f(i′, j,m′) =
f(i′, j,m′)f(i, j,m) 2 
� ������� ������� �������� m �� m′ �� ��
���� j� ��. 
� ��� i ��
i�� �� 	�� ���������� ���� 
� )��� 	���,����� �� ��
���
� �� 
� 
� �� j ��. 
� ��� i �� i′

���� ��� ������� ������������� ��� 	�� 
��� ���� ���
���� ���� �� ����� 	��
���	��!�

���	��� % R�������� 
� ������ �� ���� ����� ���������� ���������� ��� 
� �������
�� ��� ���$������ 2

A(1) =

⎡
⎣ 1 2 1

2 3 3
−1 −3 1

⎤
⎦

3��
��������� �� x1 � )��� �����&���� 
�� ��&��� −2 �� 1� �� 	�� ���� �������� �����

A(2) =

⎡
⎣ 1 2 1

0 −1 1
0 −1 2

⎤
⎦ = f(2, 1,−2)f(3, 1, 1)A(1) =

⎡
⎣ 1 0 0
−2 1 0
1 0 1

⎤
⎦A(1) ≡M1A

(1).

#��� ���� ���� ��� M1 
� ������� ��� ���. �������� �� E�������� 0 &��� &��1 	���

��� )���
� * )������ �
 ��$� �� �������� 
�� ��
���
�������� * 
��� �
��� ���� 
� �������
������ 3��
��������� �� x2� ���� 
� �������� 
� ��� ����� )����  �Q�� �� ��&�� −1� ����

A(3) =

⎡
⎣ 1 2 1

0 −1 1
0 0 1

⎤
⎦ = f(3, 2,−1)A(2) ≡M2A

(2) ≡ U .

3� ������� M2 ��� ������	�� * 
� ������� �� E�������� �� 
� ����
��� � ��� ���� U �
����� ���� 
� ���  �����
� #��� �&��� 
�� ��
������

U = A(3) = M2A
(2) = M2M1A

(1),

�� ������ ��� ��
���
���� ��� 
�� ��&����� ��� Mi!

A(1) = M−1
1 M−1

2 U .

3�� ��&����� �� �������� M �� ��
��
��� ���� )���
����� ������ ���� 
�� f! �� �����
 ���� 
�� �� ��� ��� �
������ �.������� ����. 0 ������ ��� �.���
�

M−1
1 =

⎡
⎣ 1 0 0

2 1 0
−1 0 1

⎤
⎦ ≡ L1.

>&�� ��� ���������� �
 &����
A = L1L2U .

F��� ���&�1 &������ 	�� 
� ������� �� ���. �������� Li �� )���� ����� ���� 
��
�������� M �� ��������� 
�� �
������ ���� ��� ���
� * 
��� �
���� =� ������&� �����

� )������������ LU ������� �� ���� ����� ����������
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������ /��
���	� �� ��)���

N��� 
�� ������������� ��� �������� ����������� �������
��� �� ���� ����������� ��
��&�� ��
� `������������ ���� ��&��� 	�� ���� ���&��� �������� ���. �	������� ��
������ ���� ���� �� 
� ��
����� 0 �
 ��$� ����� ���� �
������ xk 
���	�� a(k)

kk = 0� ��
������� ��� 
� ��� ������ 
� 
� �� k′ ��

� 	�� a(k)

k′k �= 0� ���� �� �������� 
�� 
� ��� k ��
k′ ����� A(k) �� b(k)! ���� �� ��������� 
��
 ������� �� J����� (� ���� �� ����&���
����� ��&�� ��� ��
� ����� 	�� 
� ������� ��� ��� �
����� ������������� * 
���������
)���� �� ������

+� )���� �
 )��� ���� �&���� 
�� % ������ ' ��&��� 0 �� �C�� ��� ������� �������� �����
���� ��� ��
� 
��� ���� ��
��
 �.��� �� ���&��� �� ��&��� 
��� �.������� 	��* ��� �������
��������� �������� �� ����� ��� ������ ������������ /� �
��� ��&���� ��� �� ������
����� ��� ��
���
��� ��� ��  ���� )������! &� �.�
��� ������ 
�� ������� ���������
�� ������ 
� ��
��
 ������
�� 9
  � ���� �������� ���� �&���� �����
���� 
�� �������
���������� * �� 	������� ��
���
������� �� ���� �
��  ���� 	�� ��� 9
 )��� ����� *
���	�� ����� �� 
��
 ������� �� J����� ���������� ��� ��� �� ��&�� ��� ��
 ���� 
�
% ��&�� ��.���
 '�

=S �������� �� ��&�� �������	�� � 9
  � ���. �������
���� 2 
� ��������� �� �
��  ����
�
����� ��� &�
��� ����
��! ���� 
� ��
���� k ���������� % ������

� '!� ���&�� �����
����������� �� 
� ��� �� 
� ��������� �� 
��
����� ��.���
 ���� 
� ���� �������
a
(k)
i,j , i, j ≥ k ���������� % ����
��� '!� ���&�� ����� ����������� �� 
� ��� �� ��

��
������ 3� ��������� ����
��� ��� �
�� ����
�	��� * ��� ������ ��� �������� ���
��
����� ��&���� * �������� ��� ���������� 9
 )��� ����
����� ��������� 
�� ���������
��� ��������� �� �� �� ��
��
� ���

� ������� ������� � 3� ������� ����� ����1 &� ��
�� �� �������� ������	������ 	�� 
� ��������� ������

� �� ��&�� ��.���
 ��� �����
���)������� 	�� 
� ��������� ����
��� 0 ����� �

� ��� �
�� ����
�� ����� �

� 	�� ����
������������� �� ������ �&�� 
� �
����� ��� ��������

3� ������������� LU ��� ������� �� 
��� ���� �������� ��� 
� ���� �� ���� 	��
�� �������������� ��������

�� >&��� �� ����� 
� ����
���� ������������ 
�� �������� ��
����������� 2 �� ���� ��� �������� 	�� �� ��������� �� 
� ������� ����� ��� ���
����������� �� 
� ���� ����� ��� �.���
�

P =

⎡
⎣ 0 0 1

0 1 0
1 0 0

⎤
⎦

F��� ���&�1 &������ 	�� P [x1, x2, x3]T = [x3, x2, x1]T 2 
� �����
���
������� ����
&������ ��� ����� �������! ��� P )��� ����� ��. 
� ��� �� &������ ��� �� 
� �������!

� ���� ����������� 	�� ��

� 	�� )��� ������ �� 
� ������� ����� * P � 3�� ��������
�� ����������� ���� ��� �������� ����� ���
��� P−1 = P T �

#��� ���&��� ���������� ������� 
� ����
���

LU = PA. �<�75!

+� �������� ������� 
� )������������ �����
�	�� * ��� ������� ���� 
�� 
� ��� ��� ���
���&����
����� ���������� ����� 
� ������������� ��� 
���������� ���������������
���� �.���
��
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���	���

-�	
�1� ; #��� �C������� ��� ��� ��
��
� �.���� ��� ��� ������ ������� ���������
�� ������ ������� 0 ���� �� ���� �
 ����� ��� ��
� ������ �� ������� ����� ��&�� 
� �
��
 ���� �
����� �� 
� ��
����� �� �� �������� ���&���� 
�� ��&��� ��
��

/�������� �� 
� ������� ��� ���$������ 2

�� � �� �� ��

�� +� ��


 �� 
 �� ��

m
��������� �� x1 2

7� � �� )� )�


 �� �� )�

�� )� ��



'�� � 7���� � �� �� ��

)� )� ��

)� 
 �� ��

����������� ��� 
� ��� 4 �� 5



' � �� )� )�

)� )� ��

)� �� )�



'��� �  ��� � �� �� ��

)� 
 �� ��

)� )� ��

3� ����� �
��������� ��� ��������� O � ���*



'#� � �� )� )�

�� �� )�


 �� )� ��



'#��O � �� �� ��

�� �� +�


 �� 
 �� )�

�� 	�� �� �������
� * ����� ��������� �
�� ��� ��������� 0 ���� �&��� 2

�� � #����6 �� �  ���� �  �O� ���S
�� � #�� �O ��  ��� �  �#�� �O�

F������� 2



' �#�� �O � �� �� ��


 �� 
 �� ��

�� +� ��
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 �� �� )�

�� )� ��

3�� ��
���
�������� ���&��� ���&���� 
���� �	������� ���� 
������ � �� 
� ����

3� ��� ����� ���&��� �C����� �� ��� �
��������� �� J����� �&�� ��������� ������

�
�� ��&�� ��.���
� �� ��� ������������� 3D� �� ���. ����� ������ ������������

3����� <�4 M m
��������� �� J���� �&�� ����������� �� 
� ���

��� ) ) ) � � � � � � � 
� � � � $ ) ) )
���� O Y 7 2#−7
�W��O�X Y 	
��
�� �>�O 2#� O ! ! ! 0
�O� Y O� A O −70
����� Y >�O � O 2#! 0 >�O � O 2#! Y >�O�� O 2#! 0 >�O�� O 2#! Y ���� 0
��� ���� 1 $- � 2 3�/ 4 $- � 2 3�/ 1 $- �� 2 3�/ 4 $- �� 2 3�/ 1 ���� 4
�� � >�O � O ! [f P
�
 �  � � � Y OA72#0
	>� 
 �  � � � � O ! Y − >� 
 �  � � � � O !@>�O � O ! 0
�
>� 
 �  � � � � 
 �  � � � !Y>� 
 �  � � � � 
 �  � � � !A>� 
 �  � � � � O !∗>�O � 
 �  � � � ! 0
�����
�����
��>
����+ 1 (���� -$/ 4
����� 1 ��� -$/ 4
���� � � �  1 2 3�
���� � � � � 1  3�4
���� +- � � � � � / 1 $- � � � � � / 4
�	�� � � � � 1 2 3  −24
�
�� �-  � � � � � / 1 − $- � � � � � / 4
������

����� �+��∗+

3� 
� �� 5 ��������� 
� �
��  ���� �
����� �� ����
� �� 
� ��
���� E ���� ��� � �� ����
�� ����� &������ �	E-A6E�� ��� E5� �� &�
��� ��� 5! �� 
� 
� �� G ������ 
� ������������
�������� �� ��� �
������ ����� 
������������ H 	�� ��� ����&� ���� ��� �
���������
�� J����� ������ �� ���������� 
� 
� �� < 	�� ���� 
����� ���� ��� )������������ 3D�
3�� ������������ I * 77 ���
����� 
��
��������� ���������� ���� �� 
�� 
� ��� 7G * 44
������������� �� ����������� 
�� �������� L �� U � �� �.������ 
�� �
������ ���&����
��
�� A�

D� �
 ������� ���� * )��� ����
��
� ���� ���� ������� * 
� ������� �� J����MB������

3�� ������� ��������� ���� �
�� )���
�� �� 
�� �
������ ��� �������� ��������&�� �������
* ��� ���� �� ���� ����� ��  �������� ���� ��
�� �� ����� �&��� �� �������� 
�
������� ��
���
��� ��������� 
� ��� ��� ��� )������� ��
� 	�� 
� �
��  ���� ���$�����
�� ���	�� 
� �� ���� ������� ����� P�H �� 7 ��	��
���� �!�
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������ �	
��� ��	�����	��

���� ������� 
� ������ ������������ ���������	��� ����������� * 
� ����
����� ����
������ 
�������� ���� ����������� 	������� ��&�� ����� ��
 �� ���� 	�������� ����
�������� �� 
� ��� ����� �����������

������"��� ��� 
� ����� �
���������� a 
� �������� ����� �� 
��
���������� �
 ����
)��� n − 1 ��&������ ���� ��
��
�� 
�� ��
���
�������� m1i, 2 ≤ i ≤ n� 3� ��
��
 ���
�
������ �� 
� ���&�

� �������� a(2)

ij � ���� ��8�� ������� (n − 1)2 ��
���
�������� ��
������ ������������ 3������ ���&���� �����
�	�� �
�� 	�� n − 2 ��&������� (n − 2)2

��
���
�������� �� (n − 2)2 ���������� E���
������ ���� �
������� �� xn−1 �&�� ���
��&������ ��� ��
���
������� �� ��� ��������� 3� ������ ������������ �� ��
��
� * 
�����
��� ���������

n∑
i=1

i =
1
2
n(n+ 1);

n∑
i=1

i2 =
1
6
n(n+ 1)(2n+ 1).

(� ���� �������� 	��� ��� ��� ������� �������� ������ 
�� ���������� ���������	���
�������� �����	������ 
� ���� ������ ���� ���&��� �� ��� ������ ��� ����������
��
���
�������� �� ��&������� =� ����&� �
��� �� ������ ����
 ������������ � �
 *

NOPt =
1
3
n(n+ 1)(2n+

1
2
) ∼ 2

3
n3. �<�7G!

3� �����)�������� �� b(1) �� b(2) ���� ��8�� n− 1 ��
���
�������� �� n− 1 ����������
��

� �� b(2) �� b(3) n−2 ��
���
�������� �� n−2 ��������� �� ����� �� ������ >� ����
�
���� �������� b(n) ��

NOPb = n(n− 1) ∼ n2 �<�7H!

���������� ���������	����

9
 )��� ���� �������� 
� ������ ����� �
���� Ux = c� �� 	�� ��8��

NOPr = n(n+ 1) ∼ n2 �<�7<!

����������� #��� ����������� 
� ����
��� ��������	��� &�
��
� 	���� n ��� %  ���� ' 2

NOP ∼ 2
3
n3, �<�7I!

�&�� ��� ������������ * ��� ���� �	��&�
���� ����������� �� �� ��
���
��������@��&��
������ �� ������ ������������ ����-� )���
� 
���	���� 
� ������� �� ��� �����������
����
� �� ������� �� ���. �������� n× n 	�� ��8�� ��&���� 2n3 �����������

#��� �� ������������� ��� ��� 
�� ������������� 	�� ���&��� ���� ����������� �� ��
���
�	�� 
� ��������� ����
��� �� ��&�� ��.���
� �� 
�� ������������ ���
�������
���� 
� ������ ��� ��$��
� * ������� * 
��&�����

3��
 ������� �� J���� ��� ����1 ������� �� �������� �� 
��� ������� �� ��������
A� +� �C��� * ���	�� ������ ���� ���&��� ��� �� 
�� �
������ �� L * 
� �
��� 	��
��&������ ������� 
�� 1���� �� A ����� �
��������� ����� 
� ����� 
� ��)������!� 3�� 7 ��

� ��� ���
� �� L ���� �������������� 3� ����� 
� ��������� �� A ��� ��� �����&�����
������ ��� 
�� �
������ �� U �
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���� � &����� �� ��������� �� (

���� 	��
	��� ����� ���
��������� �
 )��� ��
��
�� A−1 �.�
���������� ���� ������ �����
&�� X ��

� 	�� AX = I� 3� ��
���� j �� X ��� ��
����� �� ������ 
������� 2

Axj = ej ,

�S ej ��� �� &������ �� ����� #��� �

��� �&��� * �������� n ������� 
�������� ���� 
��
�������� ������� ���� ������	���� ���� 
�� ������� ������� ��C������� #��� ��&���
���������� 	���
 ��� ������� �����
���� 
� ������������� PA = LU �C������ ���
���
� )���� ���� �� �������� 
�� ������� ����� �
����� Lyj = Pej ���� Uxj = yj �
3� ������ ������������ ����������� ��� ∼= 8

3n
3� 	����� )��� �
�� 	�� ���� �������� ��

������ 
������� �� ���� n� (� 
��� ����� ������ �� �� 	�� 
�� ����������� �� yj ����
��

�� ,��	��* �� ������� ��� � �� ���� �����
���� 	�� 2n3 �����������

=� ���� � �
����� ����&�� 
���&���� ����� ������� * 
����� �� 
��
 ������� �� J����M
B����� 
� ������� ������� a 
������ k �� 
��
���������� ����� �&��� ������ 
� ��&���
�� ����

a
(k+1)
kj =

a
(k)
kj

a
(k)
kk

k ≤ j ≤ n; b
(k+1)
k =

b
(k)
k

a
(k)
kk

.

���� �� �
����� xj ��������� �� ���������� �� 
� 
� �� k ��
��

a
(k+1)
ij = a

(k)
ij − a(k)

ik a
(k+1)
kj ; b

(k+1)
i = b

(k)
k − a(k)

ik b
(k+1)
k

���� k ≤ j ≤ n �� 1 ≤ i ≤ n, i �= k� >��
�	��� * 
� ������� �� ������ [A|b]� �����
������� ������� 
� ������� [I|c] 0 
���	�� b = ej � c ��� 
� ��
���� j �� 
���&����� 3�
��8� �� ���������� ��� 
� ����
� �� ��
�� �� 
� )������������� ���� 
������������� ��

� ������� ��� �
�� )���
��

���� ;�����	���� '������

#��� ��&��� 	�� 
� ������� �� �
���� A ����� ��� �������������� ���� )���� ����
������� �� �������� ����� �
����� LU � #��� ���&��� �
��� ���� ����� 
� 	������� ����
&���� 2 �����
 ������
� �� ����&�� 
�� �
������ �� L �� U ���� ���
���� 
��
 ������� ��
J���� � 3� ������� ��� �$�����&� 2 �
 ��$� ����������� ���	�� �
����� ���� 
��	���
���� A = LU � ����� 
� ������������� LU ��� ���	��� �� ���&�
 �
 ������� ���
�	��&�
��� * ��
�� �� J�����

(����� �ij 
�� �
������ �� L� �&�� �ij = 0 �� i < j 0 �� ����� 
�� �
������ �� U ����
��
� 	�� uij = 0 �� i > j 0 ���� �ii = 1� 3�� �
������ �� 
� �������� 
� �� �� A &�������

a11 =
∑

�1kuk1 = �11u11 = u11,

a12 =
∑

�1kuk2 = u12,

. . .

a1n =
∑

�1kukn = u1n.
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+� ���
����� 
� �������� 
� �� �� A� ���� �&��� ����&� 
� �������� 
� �� �� U � 3����
���� ���� ��������� ���� * ������ ���S 
� ��� �� 
��
 �������!� �������� * ���������
���������� 
� �������� ��
���� �� A�

a21 =
∑

�2kuk1 = �21u11 + �22u21 ⇒ �21 = a21/u11

a31 =
∑

�3kuk1 = �31u11 + �32u21 + �33u31 ⇒ �31 = a31/u11

. . .

#��� ����������� ����� 
� �������� ��
���� �� L� F��� ���&�1 ��� ���� 	�� 
�
���.���� 
� �� �� U ��������� * ������ �� 
� ���.���� 
� �� �� A� ���� 	�� 
� ���.����
��
���� �� L �����
� �� 
� ���.���� ��
���� �� A� ���. . . 3�� )����
��  �����
��
������&��� 2

uij = aij −
i−1∑
k=1

�ikukj ; j = i, i+ 1, . . . n;

�ij =
1
ujj

[
aij −

j−1∑
k=1

�ikukj

]
; i = j + 1, j + 2, . . . n,

�<�7K!

�&�� ���,���� �ii = 1� +� ��������� ���� ��� ������ �� �������� 	�� 
�� �
������ �� L
�� U 	�� � ����� ���� 
�� ������� �� ������ �� �<�7K! ���� ��������
�� 	���� �� �� �
������� 3� �:
� �� ��&�� ��� ���� ��� 
��
����� ujj � 	�� ���� ���� ������
� D�� ���������
�	��&�
���� ��� 	�� det(A(1 : k, 1 : k)) �= 0 ���� 1 ≤ k ≤ n− 1 0 ��������� ���� ������

�� ������������� 	�� 
��� ���� �.������ �� ���� ���������  ����� �� A ���&��� ����
�� �
������ +� �����	��� ��� ���
����� 
� ��&�� �� ���� ��� ���� ��
 ����� ����� ���
�
 ������� ��� ������
� ��. ������� ����������� �
 )��� ������� 
� �
��  ���� �
����� ��

� ��
���� j ����� ��&�� �� �C������ 
�� ������������ �� 
� ��� ����������������

������ 0�������

#��� �&��� ������ 	�� 
� ������� �� �
���� A ����� 
� )������������ LU �� ��
������� �� ��������� ����� �
���� ��)������� ���� L * ��� ���
� ��������� ����� �
����
���������� ���� U � ����� ����������� ��� �:
�� ����� ��� 
� ���
� ������
�� =� ����
�����&��� 
� ������������� A = L′U ′ �S U ′ ��� ���������� ����� �
���� * ��� ���
�
��������� L′ ����� ����
����� ����� �
���� 0 �� �
 ������� �8 * /��
���
� �� ���� &�����
�� ��������� ������ ��������� L′ �� U ′�

�
��:� 	�� �� )�&������ 
��� ��� )�������  �Q�� * 
� ���������� ����� ��� ���
� ���������
�� ���� ������� 	�� ���	�� )������ ����� �
���� �������� ��� �
������ ��� ����.
� ��. * 7� =� � �
��� 2

A = LDU , �ii = uii = 1, 1 ≤ i ≤ n

�S D ��� ��� ������� ��� ���
�� ����� )������������ ��� ���	�� �� ���� ������� ����
����������� �� 
� ��� �� ������ 
�� ������������� �� ���� ���������  ����� �� A ����
�� �
������
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/��� 
� ��� �������
��� �S A ��� ������	��� �
 &���� 2

A = LDLT .

���� ������	 ��������,��	

9
  � ���,���� ������� * ������� �� ������ ��� ��������� �������
���� �� ������� ��
�� ������ 
������� 	���� ��

���� �.����� ����� ����	��� ���� �.������� 	��
	��� ���
�������
���� ���� �� ���� ������

������ *����� 1 ���)	���� �	
�����

#��� ������ 	�� 
� ������� A� n×n� ��� * ��� ���
� ����������� ��������� �� ���	��
�
����� �� 
� ��� ���
� ��� ��������� ��� &�
��� ����
��! * 
� ����� ��� &�
����
����
��� ��� ������ �
������ �� 
� ���� 
� �� 2

|aii| >
n∑

j=1j �=i

|aij |.

=� �������� 	���
��� 
��
 ������� �� J���� ��� 
� )������������ 3D! �� ���������
������ ������������

������ *����� �"
���2�� ������� �	�����

#��� ��������� 	�� A ��� ������ ������&�� R����
��� 
� ��������� 2 xT Ax > 0 	��

	�� ���� 
� &������ x ��� ��
� ����� ������� ��� ���� �� �
���� �� ,���� �� ����������
���������� �������������� ���� ��������� ���� �������� ���� 
� �������� ���&����

'����(	� % (� A ��� ������ ������&�� 
� )������������ LDU �.���� �� 
��
�
������ �� 
� ������� ��� ���
� D ���� ������)�� /� �
��� A ����� �����

� )������������ ���	�� A = GGT � �S G ��� ��� ������� ����� �
����
��)������� ���� 
�� �
������ ��� ����. ���� ������)��

����� ������������� ��� ����
�� )������������ �� ���
��O� =� ��������� 
�� �
������
�� G �gij = 0 �� j > i! ��� ������������� ���� 
� ��
���� j �� A� 3� ��
��
 �� aij )���
�����&���� 
� ��
���� j �� GT � ���� ���� 
�� �
������ ���� ��
� * ������ �� ��� j+1�

aij =
j∑

k=1

gikgjk =
j−1∑
k=1

gikgjk + gijgjj

�� ������

gijgjj = aij −
j−1∑
k=1

gikgjk ≡ vi,
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�� ���������� ��� ���������� ���� &������ v� ����� ����� ��
����� ��� &�
��
� 	��

	�� ���� i ≥ j� �

� ������ 
� ������ ���
� �� v� #��� �������� ��
��
�� �� &������ *
��������� �� �����-��� 
�� j−1 ��������� ��
����� �� G� 3� ���������� j �� v &�����
g2

jj = vj ���S ���� ������

gij =
vi√
vj
, j ≤ i ≤ n.

3� ��� ����� ���&��� ��� ��� ���������� % ���������� ' �� (��
�� �� 
��
 ������� ��
���
��O� 
�� ����
�� ��� 
������� i ����� ����
����� ��� 
���������� % 2 '�

3����� <�5 M �������� �� 
��
 ������� �� ���
��O

��� 	 � 	 � 	  � 	 �  � 	 � �
��� ) ) ) ) ) ) ) ) )
���
�J Y 3���� �>! 0
��� �  � � � � 	 �  � 	 � �
���� , Y 7 2#
�&� , 2#! Y >� , 2#� , ! 0
���� O Y 7 2 ,−7
	& � , 2#! Y & � , 2#! − J� , � O !∗J� , 2#� O ! 0
�
���
��J� , 2#� , !Y &� , 2#!@ �1�� � & � , ! ! 0
�����

���� 
� �������� ��������� �j = 1!� v ��� �������� * 
� �������� ��
���� �� A �
� �� I! 0

� ����
� ��� k ����� ��� ��������� �j−1 = 0! �� 
� �������� ��
���� �� G ��� ������
����� ������������

� * v �
� �� 77!� 3� ��� ����� �� �������� �� ��
��
��� ���
���&�

� &������ �� v * ������ �� 
� �������� ��
���� �� G ��� �� 
� �������� 
� �� ��
GT !� #��� &��� 
������� 
� ���� �� ������� �� ��� ����� ���� ��� �� 
�� gij ���� 
�
����� 
� ��)������ �� A�

3���	�� 
� )���� 	�������	�� xT Ax ��� ������&� �� ��

� ���� x ��� ��
� �� ��� 	��
A ��� ����������� ������&�� 9
 ��� ������
� ��������� 
� ��� ����� ��������� ����
)����� 
� ������������� �� ���
��O ����� ��

� ��������

������ *����� �����

/��� ��������� ���
��������� �� ��������� ��� ������� 
�������� ��
� 	�� 
���������
xi ������������ 	�� ���� 	��
	��� �	������� % ������� ' �� 
��	������ �� ��� i� 3�
������� ��� ���$������ � �
��� ��� ��������� �� % ����� '� A � ��� % 
�� ��� �� �����
���������� ' � �
� * q �� aij = 0 	���� j > i + q 0 �� ����� �

� � ��� % 
�� ��� ��
����� ��)������� ' �� &�
��� p �� aij = 0 	���� i > j + p� =� ��������� ���&��� 
� ���
�������
��� p = q = 1 2 
� ������� ��� �
��� ���� % ������ ���
� '�

=� �������� 	�� �� A �������� ��� ��������� �� ����� �� �� A = LU � �
���� ��

�������� �� ����������� �� 
� ���� L ������ �� 
� 
�� ��� �� ����� ��)������� �p!�
������ 	�� U ���� ��� 
�� ��� �� ����� ���������� � �
� * q� �� 	�� ���� ������������
��������	������� ���� 
� ��� n = 5, p = 1, q = 2� ����� ����� 
�� ����. ������������
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��� �
������ ��� ��
�⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
× × × 0 0
× × × × 0
0 × × × ×
0 0 × × ×
0 0 0 × ×

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0
× 1 0 0 0
0 × 1 0 0
0 0 × 1 0
0 0 0 × 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
× × × 0 0
0 × × × 0
0 0 × × ×
0 0 0 × ×
0 0 0 0 ×

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

3�� �
 �������� �� J���� �� �� )������������ ���&��� )���
����� ���� ������� ����
����� ����� �� 
� ��������� �� A�

������ $"�'
� �����)	���

/� ���������� ���
�������� ���������� * �� ������ ���	������� 
�������� ������ ���

* ��� ���
� ��������� 0 ���� ��&��� 	��� ���� ��� ����������� 
� ������� ��� ���$�
������ ����� ��� ������������� 3D ���� ����������� �� 
� ��� �� 
� )����⎡

⎢⎢⎢⎢⎣
a1 c1 0 . . . . . . 0
b2 a2 c2 0 . . . 0
0 . . . . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 bn−1 an−1 cn−1

0 . . . . . . 0 bn an

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 . . . 0
�2 1 0 . . . 0
0 . . . 1 . . . 0
0 . . . �n−1 1 0
0 . . . 0 �n 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
v1 u1 0 . . . 0
0 v2 u2 . . . 0
0 . . . . . . . . . 0
0 . . . 0 vn−1 un−1

0 . . . 0 0 vn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

3�������������� )������ 
�� ��
������ ���&����� 2

a1 = v1, c1 = u1,
ci = ui, 1 ≤ i ≤ n− 1;
bi = �ivi−1,
ai = �iui−1 + vi, 2 ≤ i ≤ n

�� 
�� ��
������ ��&�����

v1 = a1, u1 = c1,
ui = ci, 1 ≤ i ≤ n− 1;
�i = bi/vi−1,
vi = ai − �iui−1, 2 ≤ i ≤ n.

�<�7L!

3� ����
����� �� ������ LUx = s �� )���� ����� ����������� �� ���. ������� �������
Ly = s ���� Ux = y� ��
�� 
�� )����
��

y1 = s1,
yi = si − �iyi−1, 2 ≤ i ≤ n;
xn = yn/vn,
xi = (yi − uixi+1)/vi, n− 1 ≥ i ≥ 1.

�<�4P!
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D�� ������� n × n ������ ���
� ������� �� �
�� 3n − 2 �
������ ��� ��
�� 	�� ���
����������� �� n ���  ����� ��� ������ )������� ��� n2 �
������ ������	���� 9
 ��� ���
��������� ���� ���������� �� 
� �������� �� ��� ��� ����� ���� 
��&��� )���� ���
�
������ ���� ����� ���
���. * ��� ���������� 3� �������������� ��� �	������� ��.
����&��� ������

�� )��� ���&��� ������-��� �� ����  ������ �������� ����� % ������� '
�% ������ ' �� �� 
���! ��� ���������� ���� ��� ���
������ ��C������ �� 1���� 9
 �.����
��� ��� ������ ������
���� ���� 
�� ������
�� ���� ��������� 
� ��������

���� �(���'�	 ��(�����	 '� �(	�������
'�	 	�	�,��	 ���(���	

3�� ����  ����� ������� 
�������� ������ �� ����
��� �����	�� 2 �
 ���� ���� ��������
�
�� ����� �� ������� ������
� 
�������
� ��� ���$������� /������ ����� �� ����������
������� 
���	�� 
� ������ 
������� ���&���� �� 
� �������������� ����� �	������ ��.
����&��� ������

��� ��� ��������� �������
���� ��� ���$������ 2 
�� �
������ ��� ����.
���� �
��  ����� 	�� ���� 
�� ������� /��� ��� ��� 
*� �� ���� ���
���� �&�� ����� ���
�������� �������&�� �� ����
������ �������� �����  ��������� �� ������� �� �
��
��������

������ *�%	�� �� -��	��

#��� ��������� 
� ��
����� �� �<�7!� �&�� aii �= 0� 1 ≤ i ≤ n� �� ����������� ���
�����.������� �� 
� ��
����� 2 x(0)� #��� �

��� ���
���� ��� ������� �������.��������
��������&�� ������ ��� 
�� ��
������

x
(k+1)
i =

1
aii

⎛
⎝bi −∑

j �=i

aijx
(k)
j

⎞
⎠ ; 1 ≤ i ≤ n. �<�47!

3� ��
��
 �� x(k+1)
i �����
��� 	�� 
� 
� �� i �� A 2 ����� ������� ���� ���� ���� ��� ��

��� ���	�� �� 
�� 
� �� ��� 
� �� * 
� �������� F��� �����	��1 	�� ���� �����
�����
��� 
���)�������� 
� �
�� ������� ���� ��
��
�� x(k+1)

i �

����� ���� ����� ������� ������������ ���� ��&��� ���� ���������� ���� �������
�������� =� ��������� ���������� 
���� ��� ���. ���������� �
����	��� ���&������
/��������� 
� % �������
 ' * 
���������� k 2

r(k) = b−Ax(k). �<�44!

#��� ���&��� ������� 
� ��������� �� ���&�� ����

‖ r(k) ‖≤ ε ‖ b ‖,

ε ����� �� ����
 �.� * 
��&���� �� 
� ��������� 2

‖ x(k+1) − x(k) ‖≤ ε ‖ x(k) ‖ .
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3��
 ������� �<�47! ����� ��� �������������� ��������

� ������� ���� 
�� ���
���
������	���� /���������� A �� ��� ��		� �� ����� �������� �	�� ����� ���� * &���
�&�� 
�� L �� U ��� ���� ������ ����������! 2

A = D −L−U

�S D ��� ��� ���
�� L ����������� ����� �
���� ��)������� �� U ����������� ����� �
����
���������� ��� ���� aii = dii, �ii = uii = 0, 1 ≤ i ≤ n!� ����� D ��� ��� ���
�� ���
��&���� ��� � �
����� ��� ���
� �� ��� �
������ ������&��� [D−1]ii = 1/dii = 1/aii� 3��
�	������� �<�47! ���&��� �
��� �� ������� ��

x(k+1) = D−1(L + U)x(k) + D−1b. �<�45!

���	��� % m���� ����� 
� ������ 
������� ���������� �� 
� &������ ������
 (0, 0)T 2{
3x + y = 2
−x + 2y = −2 ��

{
x = (1/3)(2− y)
y = 1

2 (x− 2) ,

���� ����&��� 
� ����� �� ��
������ ���������� ���&���� 2

x 2/3 1 8/9 5/6 23/27 31/36 139/162

y −1 −2/3 −1/2 −5/9 −7/12 −31/54 −41/72

	�� ���&�� � �C����&����� ���� 
�������� &��� 
� ��
����� �.���� (6/7,−4/7)T � 3�
���� ���&��� ������ �� ������ 
������� ��� 
� ������� �������&� �� B������

3����� <�G M 6������ �� B����� ���� 
�� ������� 
��������

��� ) ) ) � � � � � � � 
� � �� 	 � �  �. � � � $ � � � ) ) )
��� 	 � 	 � 	  � 	 �  � 	 � �
�. Y ���� �� � 7 ! 0
��� � � � � � � � 	 � �
���� O Y 7 2 O��.
���� � Y 7 2 �
�� Y �� � ! − >� � � 2 ! ∗ . 0
�� � ! Y . � � ! A � @>� � � � ! 0
	���
�
� � 	
��
�� �−. ! ! [ � �� � 
 � ���
= � ���
��. Y  0
�����
����  � � 	 � �  � �
��O � . � � �>∗. − � ! �

a ���	�� ���� ���� 
� ����
�� � �������� 
��������� &�
��� x(k) �� $ �������� 
� ����
&�

� &�
��� x(k+1) �� &������ �������� �
��:� 	�� �����
���� ����������� �<�47!� �
 ���
������� �� ��
��
��

∑n
1 aijx

(n)
j �
� �� I!� ��
� ��&���� * ��
��
�� ��� ���������� ��

������� Ax(k)� ��

���� �������� �� ����� �� ����� �� 	�� ���� ����� ��� * 
� 
� ��
���&���� �
� �� K!�

3� ������� �� B����� ���&�� � 
��������� ���� ���� ���&��� )���
����� ������� ���
�
 ������� ���� 
� ������ �
�� �������
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����
�� �����
���

������ *�%	�� �� +����,$�����

3��
 ������� �� B����� ���� �������� �� ��
��
�� x(k+1)
i �� ���
����� 
�� &�
���� x(k)

1 , x
(k)
2 �

� � � � x(k)
i−1, x

(k)
i+1, ...x

(k)
n 0 �
 ����
� 	�� ���� ���������  � ��� �� ����� �� �� 
� ������

����� ����	�� ���� ����������� ��,* x(k+1)
1 , x

(k+1)
2 , . . . , x

(k+1)
i−1 � 	�� ���� �
�� ��������

	�� 
�� &�
���� ��� ����� &�����
�� * 
���������� ���������� �k!� ����� �� 	�� )���

��
 ������� �� J����M(����
� 3�� ��
������ �� ���������� ������&��� 2

x
(k+1)
i =

1
aii

⎛
⎝bi − i−1∑

j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

⎞
⎠ �<�4G!

���� �����&��� 
��	��&�
��� ��������
 ��� �	������� �<�4G!� �
 ��$� �� 
�� % ���
��� '
���� 
�� ������ ���� 
� )���� �	��&�
����

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j + aiix

(k+1)
i = bi −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j .

3� ������ ��  ����� ���������� 
� 
� �� i �� ������� (−L + D)x(k+1)� ������ 	�� 
�
������ �� ������ ��� 
� 
� �� i �� b + Ux(k)� 3� ����� � �� x(k) * x(k+1) ���� ����
��������

(D − L)x(k+1) = Ux(k) + b. �<�4H!

���	��� % >��
�	���� 
��
 ������� �� J����M(����
 * 
��.���
� �� ���� ����� ����
������� ���� ����&��� 
� ����� �� &�
���� 2

x 2/3 8/9 23/27 139/162

y −2/3 −5/9 −31/54 −185/324

�������� �� ��� ������� ���� ������� 
��� �� ��
��
 ��������� 0 �� �����&� �����)���
	�� 
� ���&�� ���� ��� �������� �
�� �������

3�� �	������� �� 
��
 ������� �� J����M(����
 ���� ��������� �
�� )���
�� * ��� ����
��� 	�� ��

�� 	�� �����
��� �� 
� ������� �� B������ +� �C��� �
 ����� ��� ����������
�� ������&�� 
�������
� ��� &�
���� x(k)

i ������� 
� ��
��
 ��� x(k+1)
i 2 ���	�� ����

&�

� &�
��� ����
��� 
� ����������� /� �
��� ����� ���� 
� ��� ����� ����������
���� ��
��
��� 
� ���������� i �� Ax(k) �
� �� I!� 	�� �������� �� ����� �� ����� ��
	�� ���� �������� * 
� 
� �� ���&����� F���� �� ��� ����� 	�� ���
��� 
���������� ��
J����M(����
� 3� &������ y �� ���� 	��* �C������ 
� ���� �� ���&�� �����

3����� <�H M 6������ �� J����M(����


��� ) ) ) ) � � � � � � � 
� � �� 	 � �  �. � � � $� �
��� 	 � 	 � 	  � 	 �  � 	 � �
�. Y ���� �� � 7 ! 0  Y . 0
��� � � � � � � � 	 � �
���� O Y 7 2 O��.
���� � Y 7 2 �
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�� Y >� � � 2 ! ∗ . 0
�.� � ! Y .� � ! A ��� � ! − � !@>� � � � ! 0
	���
�
� � 	
��
�� �−. ! ! [ � �� � 
 � ���
= � ���
�� Y . 0
�����
��O � . � � �>∗. − � ! �

������ *�%	�� �� �������3��	�

����� &������� �� 
��
 ������� �� J����M(����
 ��

� ���� ���
���� B����� ������ ����
���� �&���� �! ������� ����� ����� ����������� �� &������ x(k)� ���� ��
��
��� ��
&������ ���&������ x̂(k+1) * 
����� �� 
��
 ������� �<�4G!� ���� ���� ���������� 
� &���
���� x(k+1) �������) ����� ��� ����������� 
������� �� ���&��� �� �� 
������� &���
���� 2

x(k+1) = ωx̂(k+1) + (1 − ω)x(k).

(��� �� �.�
������� 
�� �����������

x
(k+1)
i =

ω

aii

⎛
⎝bi − i−1∑

j=1

aijx
(k+1)
j −

n∑
j=i+1

aijx
(k)
j

⎞
⎠ + (1 − ω)x(k)

i . �<�4<!

ω ��� �� ��������� ���
 ���� �
 )��� ��������� 
� &�
��� ���� ���	�� �
���� �� ����
����
3� ����. ω = 1 ���� ������ * �<�4G!� =� � ���,���� ω < 2� R���������� 
�� ��
������
����������� 2

ω

i−1∑
j=1

aijx
(k+1)
j + aiix

(k+1)
i = ωbi + aii(1− ω)x(k)

i − ω
n∑

j=i+1

aijx
(k)
j .

F��� �����������1 
� 
� �� i �� 
��.��������

(D − ωL)x(k+1) = [(1 − ω)D + ωU ]x(k) + ωb. �<�4I!

3� ��� ����� ���&��� ��� �� ���&�� 
�� �	������� �<�4<!� ���	�� ���&�

� &�
���
x

(k+1)
i ������ 
� ���������� (x(k)

i )�

3����� <�< M +.���
� �����
������� �� 
� ������� �� �����
�.�����

��� ) ) ) � � � � � � � 
� � �� 	 � �  �. � � � $� � � ���
��� 	 � 	 � 	  � 	 �  � 	 � �
�. Y ���� �� � 7 ! 0  Y . 0
��� � � � � � � � 	 � �
���� O Y 7 2 O��.
���� � Y 7 2 �
�� Y >� � � 2 ! ∗ . 0
�.� � ! Y . � � ! A �� ∗�� � � ! − � !@>� � � � ! 0
	���
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�
� � 	
��
�� �−. ! ! [ � �� � 
 � ���
= � ���
�� Y . 0
�����
��O � . � � �>∗. − � ! �

������ &	����)���� ��� 
�%	��� ��������

3�� ����� �
 �������� 	�� ���� &����� �� ��������� ���&��� ���� ��������

Mx(k+1) = Nx(k) + b, �<�4K!

�S ���� �&��� ������ ��� �������� ������������� �� A ���� 
� )���� A = M −N �
3��	������ �<�4K! ���������� �� ������ ���	������� 
�������� ���� 
�� ���������
x

(k+1)
i �����  �Q�� * �� ����. ,�������. �� 
� ������� M � �� ������ �� ������ )��

��
����� ��� ���������� �
�� �����������

M ���� B����� 2
M = D, N = L + U ,

M ���� J����M(����
 2
M = D −L, N = U ,

M ���� 
� �����
�.����� 2

M =
1
ω

D −L, N =
(

1
ω
− 1

)
D + U .

���� �.������ 
� ���&�� ���� �� ��� ��������� ���������� 
������� * 
���������� k
�����

e(k) ≡ x(k) − x. �<�4L!

3� ��
����� �.���� x &�����
Mx = Nx + b

�������� 
� ������������� �� A! �� ��
� ���
�	�� 	�� 
������� * 
���������� k + 1 ���
������ ���

e(k+1) = M−1Ne(k).

3� ������� M−1N ��� ����
�� ������� �� ��
�.����� �� 
��
 ������� ���������� ����
��&��� �� ����� ������ ������ &��� 1��� �&�� k� �
 )��� �.������ 
� �
��  ����� ���
&�
���� ������� ��� &�
��� ����
��! �� 
� ������� �� ��
�.����� ��� 	�� 
��� ����

�

� ���� �������
 �� M−1N � ���� ρ(M−1N))� =� ���� �
��� ������� 
� ��������
���&����
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'����(	� % (��� A = M − N ��� ������� n × n �� �
����� (� 
�
������� M ��� �� �
���� �� �� 
� ���� �������
 �� 
� ������� M−1N
��� ��)������ * 7� �
��� 
� &������ ����� ����� ��� �<�4K! ���&�� � &���

� ��
����� �.���� x = A−1b 	��

� 	�� ���� 
������.������� �� ������
x(0)� ����� ��������� ��� ����
�� ���� 
�� ���. ��� �������
���� ���&�����
���� 
� ������� �� B������ ��� ��������� ��$����� �� ���&�� ���� ���
	�� A ���� * ��� ���
� ����������
(� A ��� ������	�� ������ ������&�� �
��� 
���������� �� J����M(����

���&�� ��
3� ���&�� ���� �� 
� ������� �� �����
�.����� ���� ���� ��������� ��
��� ��� ����

�� � ��	�,�� 	��'(������(

D� ������� �S 
� ������ ���	������� ��� ��������� �� ������ ������������ �� ����
������ ���&��� �� �����	�� 0 �� ��� 	�� 
� ������ ��� ������������� /��� 
��	������
�<�7!� �� � ����� m > n �� ������� ���� 
� ��
����� �<�4!� 
� ������� A ��� % �����
�� ������� '� ����� ���������� �� ������ ���������� ��� ���
������� �� R

n ���� R
m�

Am mb

n

n

x =

#��� ��������� 	�� 
� ������� A ��� �� ��� ��.���
 ��� ������ 	�� ��� n &�������
��
����� ���� 
����������� ������������!� 3���� � �� 
� ������� A ��� �
��� �� �����
������ �� ��������� n ���
�� ���� R

m 	�� ���� ���� ���� ��� S� (� b ∈ S� 
� ������
����� ��� ��
����� �.����� ��� )���� ���� 
� ��� ��������� � /����� J����� �� �����
	�� 
� ���

���� ��� 
� ����� ���&����! ��
����� ���� �� ��� ��� ��

� 	�� )������ 
�
������� ��� �������� �������

m���� ����� �� &������ 	��
���	�� x ∈ R
m� ���� ���������� 
� &������ �������
 ��)�

�<�44!! ����� r = Ax− b� 3� ��
����� �� �<�7!� �� ���� ��� �������� ������� ��� 
�
&������ x0 	�� ���� 
� &������ �������
 ����� ����� 	�� ������
�� >�������� ���� x0

�������� 
� )�������
f(x) =‖ r ‖2=‖ Ax− b ‖2 .

#��� ����������� ��� 
� ����� ���
������� ��� &�������� 	�� ���� 
�� ��
��
� * &����
�������� �
�� ���������
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+� )������ �� ������ * 4 �� 5 ����������� &��� ���&�1 &��� ���&������ 	�� 
� ��������
	�� ������ Ax �� b ���� ������
� �� r ��� ����������
���� * S� �� ������ �� r ���
����������
���� * ��������� 	��
 &������ �� S� /������ 
� ��������� �� S� �� &������
�� �� ����������� ��� �� 
� )���� y = Au,u ∈ R

m� #��� �������� ���� 	��� 	��

	�� ���� u� 
� ������� ���
���� �� r ��� y ���� ��
 2

(Au)T (Ax0 − b) = uT AT (Ax0 − b) = 0.

����� A ��� �� ��� ��.���
� ���� ����
���� 	�� 
� )������ 	�� ��
���
�� u ����
���� ������	������ ��
 2

AT Ax0 = AT b. �<�5P!

#��� �&��� ������ * �� ������ �� n �	������� * n ��������� �
�� ����������� ��
x0!� ����
��� �	������� �����
�� �� �	������� �� J����� 3� ���
��� ��� ���$������
��� 
� ������� n× n� ������ ������&� AT A�

3� ��������
 ����� �����
������� �� 
� ������� ��� �������� ������ �������� 
� �����
������ ��� ������� �.���������
��� #���  ��&�������� �� �������� 7G� 3�� ����
����
�.����������. ���� �������� ��������� �
�������� 0 	�� ������� ���� �
��� ����� ��
��
���� �� ���� ��� �������� ������ � ��� ������ �������
���� ���� ������ * ����� ���������

��!� ���� �� 	���� ���	

/� �������. �
 �������� ����� ��� ��� ���������� ���� 
� ��.��� 3�� �
�� ������� 	��
&��� ������1 ����&�� ���� 
�� 
�&��� ����� �� ��� 
� N��
�� ���� 2 
� ������� ��  �������
���,� �� �������� * ������� ������	�� ������ ������&�! �� 
� ������� J6R+(� 	��
���&��� ���� ��������� * �� % ������������������ '�

M R� N������ 2 ��	�	�	�� � ������� �����	���� ��� 4� �6������ ������ 7LLG!�

M �� 3�����.� R� N������ 2 $����� �����	��� ���	�	���� ���	���� � ���� 
� ��	���5
�	���� ����� 9 �� 99 �6������ ������ 7LL5!�

M B�J� /���� R� J����� 2 %����
�� 
������ �����	��� 6 
� � �����	� � �����	��	���
��� IML �6���
�� 6����R��
� ������� 7LL<!�

M T�`� ������ ;��� E
������ (�>� N��O�
�O� T�N� F������� 2 �����	�� ���	���� ���
�� �� ��	���	�� ������	��� ��� 4 �������� � D��&����� ������ ������� �� 4PPI!�

M J� >

����� (�6� ?���� 2 $��&��� �	��	�� �����	��� �+

����� ������ 4PP4!�
J� >

����� (�6� ?���� 2 �����
���	�� � *�	��) !.���	��� ���	���� ����	��� 
���&���
�	��	�� �+

������ ������ 4PP4!�

M 6� (����1��� 2 $����� �����	���� ��� ������� ������	���� ��� L �/�����
������ 4PP7!�

M �� ;��1���O�� 6� R���&��j� 
�� 2 %����
�� �����	���� 
	������ 
� ����&��� ���	5
�	���� 5 �	#�� �0 �+

������ ������ 4PPG!�

M �� ;��1���O�� 6� R���&��j� 
�� 2 %����
�� �����	���� 	����	#�� 6 �	#�� %2 �+
�

������ ������ 4PP<!�
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M ��� 
� ���� �%%�-������������������ 2
M B���� N� ��
 2 >
 ���� 
��������

M =� /������ 2 >
 ����� ���.���� ������

M R� `����� 2 ����� �����
�� ������	�� �35!� ��� 7� ������� 
�������� 2
�%%�-�����5������
5���(�F������

M ��
������ ��� ����� �����
�� ������	�� �� +� `����� �� J� T����� 2 ��� G� ���
����� ���	������� 
�������� 2 �%%�-������������F���������$�����%5�

M �%%�-/�����(�5/�/��������(����������%�
������%5�

M F�� �� ���
��O 2 �%%�-������������������%����:�����%5�

��"� #$������	

�������� �

(����� x = [1, 2, 3]T �� y = [a, b, c]T ���. &������� ��
������ E����� 
� �������
P = xyT � ���
 ��� 
� ��� �� ����� ������� � ��
��
�� P 2� ���

� ��� 
���� � �� P �

�������� �

(����� L ��� ������� �� �
���� ����� �
���� ��)������� ������� N �� b �� &������ ��
��������� N � ��
 	�� bi = 0 ���� i < k �� bk �= 0� 6������ 	�� 
� ��
����� x ��

��	������ Lx = b ��� ��

� 	�� xi = 0 ���� i < k �� xk = bk/Lkk� /������ �� �� 	��
������� 	�� �� L ��� ��� ������� �� �
���� ����� �
���� ��)�������� ��� ��&���� L−1 �

� ���� ���������� ���
� ���� 
�� �
������ ��� ����. �� L−1 �

�������� �

(����� L �� M ���. �������� ������� ����� �
����� ��)�������� ������� N � 6������ 	��

� ������� LM ��� � �
����� ����� �
���� ��)������� /������ �� �� ����
��� 
� ����
������ 2 �� A ��� ��� ������� �� �
���� ������� N 	�� ������� ��� ������������� 3D
��&�� �ii = 1, i = 1, 2 . . . , N � �
��� ����� ������������� ��� ���	���

�������� �

=� ��������� 
� ������� n × n �� E�������� f(k, �, x) 	�� �� ������ �� 
� �������
�������� ������� n ��� ��,������� �� ���
 x �� 
� �� k �� ��
���� ��

�! +.������ 
��
����� i, j �� f(k, �, x) �� )������� ��� ����
�� �� ?�����O�� δij , δi�
�� δkj �

�! ��
��
�� f(k, �, x)f(k′, �, y) �� ���
����� 
�� ���������� ��� δij �
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�������� �

=� ����� 
� �������

A =

⎡
⎢⎢⎣

2 −1 0 0
−1 2 −1 0
0 −1 2 −1
0 0 −1 2

⎤
⎥⎥⎦

�! E����� 
� ������������� LU �� A� �S L ��� ��� ������� ����� �
���� ��)�������
���� 
�� �
������ ��� ����. ���� � ��. * 
������ �� U ��� ��� ������� ����� �
����
����������� ��
��
�� D = detA�

�! D��
���� 
� )������������ ���������� ���� �������� 
� ������ 
������� Ax = b� �&��
b = [1, 1, 1, 1]T �

�! E����� 
� ������������� �� ���
��O �� A� 	�� ������� A = BBT � �&�� B ��� ���
����� ����� �
���� ��)������� ���� 
�� �
������ ��� ����. ���&��� ���� 	��
���	����
a 
����� �� �� ����
���� ��
��
�� * ���&��� 
� ����������� D�

�������� �

=� ����� 
�� ���. ������� 
�������� 2[
10 1
2 10

] [
x1

x2

]
=

[
11
12

]
�>! ;

[
1 10
10 2

] [
x1

x2

]
=

[
11
12

]
�;!

�! N���&�� 
�� ��
������ �.������

�! R������� ���	�� ������ ��� 
� ������� �������&� �� B������ * ������ �� &������
������
 x(0) = (0, 0)T � ,��	���� &������ x(4) ���
���

�! +.�
�	��� 	��
�����&����� 
� ������������ ��C����� ��� ���. ������ �� &��������

�! R������� 
�� ������� �>! �� �;! �� 
� 	������� ��� 
� ������� �������&� �� J����M
(����
� �� ������� �� &������ ��
 �� �� �������� 
� ��
��
 ,��	��* x(3) ���
���

�������� �

=� &��� ��������� ��� 
� ������� �� J����M(����
� 
� ������ 2{
a11x1 + a12x2 = b1
a21x1 + a22x2 = b2

.

(��� X,Y 
� ��
����� �.���� �� x(k), y(k) 
�� &�
���� �������� * 
���������� k� =� ���� 2

Δ(k)x = X − x(k), Δ(k)y = Y − y(k).

+.������ Δ(k)x,Δ(k)y �� )������� ��� ����� 	�������� * 
������ k − 1� +� �������
Δ(k)x �� )������� �� Δ(k−1)x� ���� ��� ��������� ���������� �� ���&�� ����� /�����
��� ��������������  �������	�� �� ����� ����������
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��
/� ���0��

>�	�
���� �2�� ���� ���	�1�

3� ����
� ����� ����� �� �����)��������� �����	��� �������� ���	 ������ ������ D7
* DH ��� 
� � ��� �<�7P!� 3� i�. �������� �����
� (7! ��� ������� ���� ��
�� � ���
����� >� ; �� � ���� 
�� ������ ��������)� ���� ��� �.���
� �� (7> Y GP O @� ���� >�
(7; Y GP O @� ���� ; �� (7� Y 4P O @� ���� �� 3� ��� �� 
������ ��� �� ���&�����
��� ������ �� > �� �� ��� �� ; �� � �� ���C������ ������� ��� ���������� ������

�
���� 	�� 
� i�. �� ������ �(I! ��������� ������� 
� ������� �� =� ������ 
� �� ���
������������� ���	�� ����� ��� 
� ����� ��� ������ ������
� ��� ����� �������� 2 (�
Y (�> A (�; A (��� �&�� n = 1 . . . 9�

S1

S2

S6

S4

S8

U1

S5
S9

S3

S7

U2 U3 U4

U5

������ ��� 	  �7��� �� �������� ����� ����� �7���$���

3� �������� ����� ��� �� ��
�� ����������)���� +

� ��"��� 
�� i�. �������� ������
(7>� (7; �� (7�� ��� i�. ����
�� ������ DH ������� (L>� (L;� (L�! �� )������ * D4
�� i�. �� ������ ���� �����)�������� �����	�� ����������� ��� 
�� ������ (4>� (4; ��
(4��

3������ 4 ��� �� �������� ���� � �� ���&����� ��� ������ �� > �� ; �� �� 3� i�.
�������� ��� 
� ������� �� (4 ����&����� �� D7! �� ���� i�. (K ���&����� �� DG
�� ��������� 
�� ����� ��������� 3�� ���������� �� �������� ���� kAC � 0, 4 ���� 
�
�������� >=⇒� �� kBC � 0, 5 ���� 
� ���&������ ;=⇒�� 3� � )����� 
�� )�������� ��
> �� �� ; 	�� ����� ��� ��� � )������ 
� i�. �� ������ (5�

D5 ��� �� �&���������� 3� ����� �����

����� �� � ��� ��)������ * ���. �� > �� ;� 3�

�	���� ��������� ���� D5 ��� ������

����� &������� �� 
� &����� ��� �������� �� ��
+

� ��� ���� �� &��� DH �&�� �� ����� (H ������ 	�� 
� 
�	���� ������� ��� ��&�� ����
DG ������ (G!� =� �����-�� ���� ���	�� ������� 
� ����������� ����� ����� 
�	���� ��
����� &����� ����$����� �� ����� �! 2 kA Y (H>@(G> Y P�7� kB Y (H;@(G; Y P�4
�� kC Y (H�@(G�Y 7�4�

3������ G ��� �� ��������������������� 3� 
�	���� ������ ��� ��)������������ �� 
�
&����� ����� �� > �� ; ��� ������

����� ����
� &��� D4 �i�. (K!� 
� ����� ��� ���� �
&��� DH �i�. (<!� ���� ���	�� ������� �� � 
�� �������� �� ����� �A Y (<>@(K> Y
7�H� �B Y (<;@(K; Y 4� �C Y (<�@(K� Y G�
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DH ��� ��� ����� �� �����

����� ���� 
� �:
� ��� ����
���� * ��
�� �� D5 2 
� ������ (I
���� �������� ��� �
��  ����� ���������� �� � 	�� 
������� �(<A(H!� �

� ����������

� ������� ���
� 3� ����� ��� ����
� &��� D7 �&�� �� ����� (L� =� �����-� ��� ����� 
��
�������� mA Y (I>@(L> Y P�7K� mB Y (I;@(L; Y P�4H �� mC Y (I�@(L� Y L�

3� ����
��� �������� 4G ��������� �
�� ������ ������
� (�>�(�; �� (��� � Y 4��L! ��
4G ��
������� m����� 
�� �	������� �� ������&����� ��������������� �� 
�� ���������

=� ������� 	�� 
� )������������� �� 
��&��������� D5 ������ ����� ��8���. �� 
�
���$����� �� ����� � kC ����� ������ * P�K� ������� �������� �������� 
� ������
�� � �� 
� 	������� ���
� �������� �

��

� *���$� < �����	 '4�.,��� ���(���

#��� �����
��� ��� 	��
	��� ���������� �� ��������� ���
 ���� 
������� ���
�� ����
���&�� 
�� ��&�
��������� �� �� ��������� �� ���� 
������� ��. ������� &�������
�
���
��

������� 4��� � �	��5������

(����� v1,v2, . . . ,vk k &������� �� R
n ��&�� k ≤ n!� 9
� ���� ���� 
����������� ��������

����� ��
∑n

1 αivi = 0 ���
�	�� αi = 0, 1 ≤ i ≤ n� 9
� ���� 
����������� ����������
���� 
� ��� ���������� 3�������
� �� ������ 
�� ������������ 
�������� �� 
� )����∑k

1 βivi ��� �� ����������� �� R
m 0 ����� 
� ����������� S % �� ����� ' ��� 
�� vi�

(� ��� &������� ���� 
����������� ������������� �
� )������ ��� ���� �� S� ���� 
�
��������� ��� �
��� k� =� ��� 	�� S ��� % ���������� ' ��� 
�� vi� (� k = n� S ��
���)��� �&�� R

n �� 
�� n &������� ������������ )������ ��� ���� �� R
n�

������� �
�)�6 �	"�� � ���)

D�� ������� ������ �
���� A� m×n �m 
� ���� n ��
�����!� ���������� ��� ���
�������

������� �� R

n ���� R
m� ��� 
��� 	�� ���� �&��� ������ ��� ���� ���� ������ ��

��� �������� a �� &������ x = [x1, x2, . . . , xn] �� R
n ���������� �� &������ y =

[y1, y2, . . . , ym] �� R
m ��
�� 
� ��
����� y = Ax ��� �� ������ �� �����������

yi =
n∑

j=1

aijxj 1 ≤ i ≤ n,

�S 
��
����� aij �� A �� ����&� �� j����� �������� ���� 
� 
� �� i� 9
 ��� ���&��� ���
�
�������� �
��:�

y =
n∑

i=1

xiai

�S ai ��� 
� &������ ��
���� �� ��� i �� A�

% 3���� � ' �� A ������ ImA! ��� 
�������
� ��� &������� y ������� 
���	�� x
% ��
��� ' R

n 0 ������� 
� ��
����� ����������� ����� 
������� �� ����� ��� 
�� &�������
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��
����� �� A ��� ����������� �� R
m!� 3� % ��� ' �� A ��� 
� ��������� �� 
���� ��

������*����� 
� ������ �� &������� ��
���� 
����������� ������������ 0 �� ����
�� 2

rang(A) = dim(ImA).

3� ���� �� A �Ker(A)!��� 
�������
� ��� &������� x ���� 
��	��
� �� � Ax = 0�
����� �� ����������� �� R

n� =� � 
� ��
�����

rangA + dim(Ker(A)) = n.

������� ������� � ����
����

a ����� ������� ������ A ������� n� �� ������� �� ������� ��� ������������ ����
det(A) 	�� &���

det(A) ≡
∑
P

(−1)pa1,j(1)a2,j(2) · · · an,j(n).

P ���� �� 
�������
� �� n! ������������ ��� ������� 1, 2, . . . , n 0 
�� ������� j(1), j(2),
. . . , j(n) ������������ 
���� �� ��� ������������� ���� 
� % �� ������ ' ��� p� (−1)p = 1
�� 
� ����������� ���� �� ������� * �� ������ ���� ������� �� �� (−1)p = −1 �� 
�
����������� ��� �� ������� ���� ������ ������ ������� ���

F���� 	��
	��� ���������� �� det(A)�

det(AB) = det(A)det(B)
det(AT ) = det(A)
det(cA) = cndet(A)

det(A−1) =
1

det(A)
, �� det(A) ����� ��� ��
�

D�� ������� ������ n× n �� ��� n ����� 
� ���� ��� P! ����� ��� ������� ��&����
A−1 	�� &�����

AA−1 = A−1A = I

�S I ��� 
� ������� ����� n × n� /������ 
�� ���������� �� ������������ 
���&���� ��
A �.���� �� �� ���
����� �� det(A) �= 0� /��� �� ��� 
� ������� ��� ���� �� �
���� ��
��&�����
��

������� �	�
�� ���	�������

D�� ����� ��� ��� ���
������� f �� R
n ���� R 	�� &����� 
�� ����� ����������

f(x) ≥ 0 �� f(x) = 0 ��� x = 0
f(x + y) ≤ f(x) + f(y)
f(cx) = |c|f(x)
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�� 	�� 
��� ���� ‖ x ‖� 3�� ������ 
�� �
�� ���
���� ���� ����
��� 
�� % �������� ' 0
�

�� ��������� * 
� ���������

‖ x ‖p≡
(

n∑
1

|xi|p
)1/p

.

3�� ��� � Y 7� 4 �� ∞ ���� 
�� �
�� ����������

‖ x ‖1≡
n∑
1

|xi|,

‖ x ‖2≡
(

n∑
1

|xi|2
)1/2

,

‖ x ‖∞≡ max
1≤i≤n

|xi|.

3� ����� ���
������� �p = 2! &����� 
���� �
��� �� �����M(��]���1

|xT y| ≤‖ x ‖2‖ y ‖2 .

������� �	�
�� �� 
������

D�� ����� ��������

� ���� &������ 
�� ����� ����������  �����
�� 	����� ����� &���
�����

� 0 ����� ��� ���
������� f �� R

m×n ���� R� ����� ‖ A ‖� ��

� 	��

f(A) ≥ 0 �� f(A) = 0 ��� A = 0,
f(A + B) ≤ f(A) + f(B),
f(cA) = |c|f(A),
f(AB) ≤ f(A)f(B).

3�� ������ 
�� �
�� )��	������� ���
����� ���� 
�� ������ �������� ��� ������������!
�� 
� ����� % �� E�������� ' �� % �� (���� '� 3�� ��������� ��������� * 
� ���������

‖ A ‖p= sup
x �=0

‖ Ax ‖p
‖ x ‖p .

3� �
�� ���&���� p = 1, 2 �� ∞�

3� ����� �� E�������� �������
�� ��� �� ��������� ���
������ * 
� ����� ���
������� 2

‖ A ‖F≡
√√√√ n∑

i=1

n∑
j=1

|aij |2.
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������ 	��
	��� ���������� ��� ������ ��������� ���� A ∈ R
m×n 2

‖ Ax ‖p≤‖ A ‖p‖ x ‖p,

‖ A ‖1= max
1≤j≤n

m∑
i=1

|aij |,

‖ A ‖∞= max
1≤i≤m

n∑
j=1

|aij |.

(� I ∈ R
n×n ��� 
� ������� ����� ������� n� �
��� ‖ I ‖p= 1 	��
 	�� ���� p� ����

‖ I ‖F =
√
n�

������� 7�����	�� ��� ��� ��	��

����������� 
� �������

A =

⎡
⎣ a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

⎤
⎦ .

#��� 
�����&��� ���� 
� )����⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣
a11

��� a12 a13

· · · · · · · · · · · ·
a21

��� a22 a23

a31

��� a32 a33

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ =

[
A11 A12

A21 A22

]

�&�� 
�� ����������

A11 ≡ [a11]; A12 ≡ [a12 a13]; A21 ≡
[
a21

a31

]
; A22 ≡

[
a22 a23

a32 a33

]
.

#��� ������ 	�� 
� ������� A � ��� ���������� �� �
��� Aij , 1 ≤ i, j ≤ 2� (���
���������� ��� ���.���� ������� B �� ���� )���� 	�� A �� 	�� ���� �����������
�� 
� ���� �������

B =
[
B11 B12

B21 B22

]
,

�&��� ��� �.���
�� B12 ≡ [b12 b13]�

3� ������� ������� C = AB ������ �

� ������ ��� ������������� �� �
���

C =
[
C11 C12

C21 C22

]
.

F��� &�������1 )���
����� 	��

C11 = A11B11 +A12B21; C12 = A11B12 +A12B22,

C21 = A21B11 +A22B21; C22 = A21B12 +A22B22.
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3� 	�������A21B12 ��� 
� ������� ���� &������ ��
���� ��� �� &������ 
� �� 2 
� ����
���
��� ��� ������� 2 × 2� �� ������� ������� ���� ��$��
�� ��. �������� ������ �
�����
* ��������� �� ���� ��������� 
�� ������� �� 
� ��� �� �� ��
����� ���� 
�� )�������
�� ���	�� ��������

>� c <�7P�4� ���� �&��� ���������� 
� ������� y = Ax ���� 
� )����

y =
n∑

i=1

xiai.

#��� �&���� �
��� ��������� 
� ������� A �� ����������� ���	�� ��
���� ����� ��
�
���



������� $

%	���&��
 	���	�	����

3�� ������ �� ��
�:��� ����� ����. ������������ )��	������� �� ����	�� ������
����	�� �� �������
��� �� ����� �� 
� ����
����� ���	������� ��. ����&��� ������

��
�3��
���� (���n��� ��! ��� 
� ������� �� ���������� ��� &�����
��� ��������� �������
�

�� ���� ����� ���� ���
����� �� ���
�� ������	��� ���

� 	�� ���� 
��� ����������

������ ���
��� ������ 	�� ��� ��
�:��� ����� ����. ����� �� ������ �� �������
������ �� ����������� �� �������
��� ��

�� �� &������ ��� ��
����� �� ���������� * �����
������ �� ������� * ��� �	������ ��C�������

� 
������� �� ������ ������ #��� �

���

�� ������� �������������� �� �������� 
� �
�� ���&��� 
�� ���������������

 �
� )(&�������= �$�	�����

(����� [a, b] �� �����&�

� �����
� I ���� 
� ����� �� 	�� ���� ���� ��� �� �����! �� w ���
)������� ����������� ������&� �� ���� ���
� ��� ��� �����&�

�� =� ����

� ��
�:���
����� ����. ��� I� ��� ������� * 
� % )������� �� ����� ' w� ��� ����� �� ��
�:���
G0(x)� G1(x)�� � � � Gn(x)�� � � ��S Gk ��� �� �� �� k! ��
� 	�� 2

(Gk, Gn) ≡
b∫

a

w(x)Gk(x)Gn(x)dx = 0 �� k �= n. �I�7!

3� ������

(f, g) ≡
∫
f(x)g(x)w(x)dx �I�4!

��� ���&��� ����
� % ������� ���
���� ' �� f ��� g 0 
���	���
 ��� ��
� �� ��� 	�� 
��
)�������� f �� g ���� % ����� ���
�� '� +� )������ f = g ���� 
� ��
����� �����������
�� ������� 
� ����� �� 
� ����� �� f 2

‖ f ‖2= (f, f) ≡
∫

[f(x)]2w(x)dx. �I�5!
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����� 
����� ��
� 	�� 
� ������� �� ������� ���
���� ��� 
������� �� ������	�� �� f ��
g� =� ������ 	���
 &����� 
���� �
��� �� ������(��]���1 2

|(f, g)| ≤‖ f ‖‖ g ‖ . �I�G!

3�� )����
�� �I�7!� �I�4! �� ���������� ��� ����������� 
�� Gn 0 �
 ��� ������� �����
����� 
�� ���������� ����
���������� 2

(Gn, Gn) =

b∫
a

w[Gn]2dx = 1;

b∫
a

xwGnGn+1dx > 0.

=� � �
��� 2

(Gk, Gn) =

b∫
a

w(x)Gk(x)Gn(x)dx = δk,n.

3�� ��
�:��� ���� ����� ������������

���� ����&�� 
��.������� �� ��� ��
�:���� ���� �

��� 
�� ���������� �� ���
����� 
�
������� ������� ���
������� �� J���M(������� ���
�	�� * 
�������
� ��� ����������
��������&�� �� x� G0 ��� ��� ��������� ������&�� ��

� 	�� (G0, G0) = 1� g1 ��� ���
)������� 
������� ������ ����� 2

g1 = x− (x,G0)G0.

g1 ��� ����)�������� ����� ���
� * G0� G1 ��� ����� ����� g1 ����� 2

G1 = g1/ ‖ g1 ‖ .
#��� ������� ������� ��� ��
������ 0 g2 ��� ��� )������� 	�������	�� ������ ��� 2

g2 = x2 − (x2, G0)G0 − (x2, G1)G1,

G2 = g2/ ‖ g2 ‖ .
+� )������ 
� ������� ���
���� �� g2 ��������&����� ��� G0 �� G1� ���� &������� 	��
����� )������� ��� ���� ����� ���
� * G0 �� G1� #��� ����&���� * 
������ n

gn = xn + an,n−1Gn−1 + an,n−2Gn−2 + · · ·+ an,0G0

�� ���� ����������� 
�� ���������� an,j �� ��

� )�"�� 	�� gn ���� ����� ���
 ��. Gj

���� j = 0 . . . n− 1� ���� ������ 	��

an,j = −(xn, Gj).

9
 ����� * �����
���� �� ��
�:�� 2

Gn =
gn

‖ gn ‖ .

#��� ������������ ����� 
� ����� ��� ��
�:��� Gk� * ������ ��� ������� (x,G0)�
(x2, G0), . . . , (xk, Gl)� � �
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 ��� ������� ��� ��	 �����%��	 �������	

'����(	� % N��� ��
�:�� �� �� �� n ��� �����������
� ����� ����
�������� 
������� �� ��
�:��� Gk� �&�� k ≤ n�

#��� �&��� ��������� 
�� Gk ����� ������������ 
�������� ��� xp, p ≤ k 0 �� �
��� 
�
���$����� �� xk ���� Gk ��� ��� ��
� 9
 �� ����
�� 	�� ��� ��
������ 
�������� ���&���
����&����� �� 	�� xp ��� )������� 
������� ��� Gk, k ≤ p� D� ��
�:�� 	��
���	�� Φ�

������� ����������� 
������� ��� xp� ���� ���� ���.������ ����� 2

Φ = a0G0 + a1G1 + · · ·+ anGn.

3� ������������� ��� ai ��� )���
� 2 �C������� �� �C�� 
� ������� ���
���� �� 
�� �
���
���������� ��� Gp �p ≤ n!� 9
 &���� 2

ap = (Φ, Gp), p = 0, 1, 2, . . . , n.

#��� �&��� �� ��������� (Φ, Gn+1) = 0� 	��
 	�� ���� Φ(x) �� �� �� n� ����	�� Gn+1

��� ����� ���
 * ���� 
�� Gk �������� ��)������� #��� �� ��������� 
� �������� ���&���

'����(	� % 3� ��
�:�� Gk ��� ����� ���
 * ���� ��
�:�� �� �� ��
��)�������

��� ��

����� Φ(x) ���� ������	������ ��
 �� �� ���
����� �� 2 (Φ, Gp) = ap = 0 ; p =
0, 1, . . . , n�

-�	
�1� ; 3� ������� ���
���� (xGn−1, Gn) ��� ������ 
� ������� ���� ��
�:��
�� �� �� n� xGn−1� ��� Gn 0 �� bn ������ 
� ���$����� �� Gn ���� 
� ��&�
��������
�� xGn−1� 
� ������� ���
���� ��������� �� ������ * 2

(xGn−1, Gn) = bn(Gn, Gn) �= 0.

 ��� ������(�(	 '�	 >(��	

3�� 1���� �� Gn ������������� * I �� ���� ���� ����
��� ���� 
� ����&��� ���� ������
���� �� ��������� 	�� Gn ������� ���� I 	�� p < n �������� ������ ����
��� �� ����
�������� 	�� ����� �������� ������� * ��� �������������� E������ 
� ��
�:�� Φ
�� �� �� p < n 	�� ����� ��� ����� �������� 3� ������� ���
���� (Gn,Φ) ���� ���� ��

����	�� deg(Φ) < n 0 �� �� ������� ���
���� ��� �� )��� 
����� ��
� 2

(Gn,Φ) =
∫
w(x)Φ(x)Gn(x)dx

	�� �� ���� ���� ��

�� ����	�� 
����� ����  ���� �� �� �� �������� ���� I� +� �C���

� ������� ΦGn ����� 
�� ������� �� Gn ��� �� Φ! ����� ������� ����
�� �� �� ����
���� �� �� �� �� 
���	�� x ���&���� 
���� �� ��� ������� 0 �� �
�� w(x) > 0 ��� I� 9

)��� ���� 	�� p = n�

����&��� ���������� 	�� Gn �� ���� �&��� �� ������� ��
���
��� /��� �� ���������
���� ��� 
�������� ��
	�� ��� 
� ���������� ���� ���������� �� ���������� 	�� Gn
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���

������ ���� I� n − 2 ������� ����
�� �� ��� ������ ����
�� ������� �
��� ���� Φ 
�
��
�:�� �� �� �� n − 2 	�� ����� 
�� ����� ������� ����
�� 	�� Gn� 3����� ��
�
	�� �.����� 
� ������� ���
���� (Φ, Gn) ≡ 0 �� ���� ������
��� ����� 	�� 
����� ����
 ���� �� �� �� �������� ���� I� =� ����  �����
���� �� ������������ �� ����������
Φ ����� 
� ��
�:�� �� �� �� < n 	�� ����� ����� ������� ���� 
�� 1���� �������
������ �� Gn�

3�� 1���� ��� ��
�:��� ��������)� �������� ��� ����������� �������
����� ������� ���

� �������� �����������

'����(	� % 3�� 1���� �� Gk �������� ���. �� Gk+1�

�� ����
��� ��� &��� ���� G0 �� G1 0 �
 �� �������� ��� ���������� ���� 
� ���  �����
�
=� ���� ���� ����� 	�� 
� ����� ��� Gn )���� ��� ����� �� (�����

 ��� ������� '� �(��������

#��� �

��� &������ 
��.������� ����� ��
����� �� ����������� �� 
� )���� 2

Gn+1(x) = (αnx+ βn)Gn(x) + γnGn−1(x). �I�H!

�S 
�� αn, βn, γn ���� ��� ����������� ����� ��������� ��� ��� �����	����� �� 
����
��� ���
���� (��� ck 
� ���$����� �� xk ���� Gk ������ �� �
�� ���� �� ��! 0 ������
ak = ck+1/ck� ����������� 
� ��
�:��

F ≡ Gn+1 − anxGn.

9
 ��� �� �� �� n �� �
�� �* ����� �� 
� ��������� �� an! �� ���� ���� ���.������
����� ��� ����������� 
������� ��� Gi, i ≤ n 2

F =
n∑
0

bjGj .

E������ 
� ������� ���
���� (F,Gp) = (Gn+1, Gp) − an(xGn, Gp) = −an(xGn, Gp)�
* ��������� 	�� p < n + 1� /� �
��� 
��.���� �� 
����� ��
� 	�� ������ (xGn, Gp)
������ 	�� 2 (xGn, Gp) = (Gn, xGp)� ����� xGp ��� �� �� �� �� �
�� p + 1� �
 ���
����� ���
 * Gn ���� 	�� p < n− 1� #��� &����� �� ����&�� 	�� F ����� ����� ���

* Gp, 0 ≤ p ≤ n− 2� 3� ��&�
�������� �� F ������� �
��� 2

F = Gn+1 − anxGn = bnGn + bn−1Gn−1

�� ���� 	��
Gn+1 = (anx+ bn)Gn + bn−1Gn−1.

����� ��
����� ��� ���� �� 
� )���� ��������� * ��������� �� ������� αn = an, βn = bn
�� γn = bn−1� +� ������ G−1 = 0� �� ������ ����
������� 
�� Gn�
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 ��� ?-����� '�&&(���������

=� ���� ������� 	�� ���	�� Gk ����� * ��� �	������ ��C�������

� �� ������ ������
9
 ��� �
�� )���
� �� ��������� ��� �������	�� ������

�� (��� 
��	������ ��C�������

� 2

A(x)y′′ +B(x)y′ + Cny = 0,

�S Cn ��� ��� ��������� ��&�� Cn �= Cp �� n �= p!� A(x) �� B(x) ���. )��������
�� �
����� �� x� (�������� 	�� 
��	������ ������� ��� ��
����� ��
�:���
� y =
Gn(x) �� �� �� n ���� ���	�� &�
��� �� n�

=� ���� �
��� ����&�� �� �����&�

� [a, b] �� ��� )������� �� ����� w ��
� 	�� 
� �����
��� Gn ���� ����� ���
� ��� ������� * ��� �
������� +� �C��� Gn �� Gp �����)���
���������� * 
��	������ �������� 2

AG′′
n +BG′

n + CnGn = 0,

AG′′
p +BG′

p + CpGp = 0.

6�
���
���� 
� �������� ��
����� ��� wGp� 
� ������� ��� wGn �� ����������� ������
* ������ 0 �
 &����

Aw(GnG
′′
p −GpG

′′
n) +Bw(GnG

′
p −GpG

′
n) + w(Cp − Cn)GnGp = 0

�	������ 	�� ������� ������ 2

[Aw(GnG
′
p−GpG

′
n)]′ +[wB− (wA)′](GnG

′
p−GpG

′
n)+w(Cp−Cn)GnGp = 0. �I�<!

����������� 
��	������ ��C�������

� uB− (uA)′ = 0 �� ������ w 
� ��
����� 	�� �����
��. ���������� ��. 
������ Aw|a = Aw|b = 0� +� ���� ���� ����� * ����� 
��	������
�I�<!� �&�� ����� ��������� �� w� ���� �������� 2

(Cp − Cn)

b∫
a

wGnGpdx = 0,

�� 	�� �� ���� 	�� 
�� ��
�:��� Gn ���� ����� ����. ��� 
������&�

� I ��� �������
* 
� )������� �� ����� w�

 ��� ;������� .(�(������

=� ���� ��  �����
 ����&�� ��� )������� g(u, x) ��

� 	�� 
��� ������ ������ 2

g(u, x) =
∞∑

k=0

CkGk(x)uk �I�I!


�� Ck ����� ��� ���������� �� u ��� &�����
� ���

� ��.�
������ (� 
� )������� g � ���
)���� ���
��	�� % ����
� ' ��� ������� * u �� * x� �� 
�����

� 
� )�������  ����������
�� 
� ����� ��� Gk� 3� )�������  ���������� ���� ���&�� * ������ 
�� Gk 0 
�� ����������
�� ��� ��
�:��� �� ���������� �
��� ��� ��� ������
������ �� g�
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 � � ;������ '� ��'��.��	

3�� Gn ���.������� �� )������� �� 
� ����&�� ������� n ����� )������� Un(x) �)����
�
�� R���� ���! 2

Gn(x) =
1

w(x)
dn

dxn
Un(x) �I�K!


�	��

� ��� ��
����� ���� ����
��� ��C�������
 2

dn+1

dxn+1

[
1

w(x)
dnUn

dxn

]
= 0

�&�� 
�� ���������� ��. 
������ Un = U ′
n = U ′′

n = . . . = U
(n−1)
n = 0 �� x = a �� x = b�

 �!� 7'�����( '� )����$@3���	��&��

D�� ������������� �
��:� 
��������� ������ ������
�� 
��������� �� /�����.M�������)�
 2

n∑
k=0

Gk(x)Gk(y) =
1

(x − y)an
[Gn+1(x)Gn(y)−Gn(x)Gn+1(y)] �I�L!

���&��� ���
���� ���� ����
���� ��� �.��������� ���
�	���� 
�� Gn �
� ��������� an �
��� ������ �� cI�G!�

 �"� �����%��	 ����������	

 �8��� ��)�����

3�� ��
�:��� �� 3� ����� ���,* ���������� * 
� ������� 4�4! ���� ����� ����. ���
[−1, 1] ��� ������� * 
� )������� �� ����� w = 1� > ������ �� P0 = 1� �� ����
����� ���
���� 
�� ���������� ��������&�� �� x ���� �������

P0 = 1; P1(x) = x; P2(x) = (3x2 − 1)/2; P3(x) = (5x3 − 3x)/2,
P4(x) = (35x4 − 30x2 + 3)/8; P5(x) = (63x5 − 70x3 + 15x)/8.

3� ��
�:�� Pk � 
� �� �� �� 
� ������ �� k� +� ���� ���� ��� ������ ���� 
� ��
�����
������� ���
��� (Pk, Pl) = 0� �� �������� ��� ��
����� ��=
���� R���� ��� 2

Pn(x) =
1

2nn!
dn

dxn
(x2 − 1)n

�&�� Pn(1) = 1� >&�� ��� ����������� 
�� Pn �� ���� ��� �����
���� * 7 ���� *
(Pn, Pn) = 2/(2n+ 1)� 9
� ��������� 
� )�������  ���������� 2

g(ux) =
1√

1− 2ux+ u2
=

∞∑
k=0

Pk(x)uk
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���S 
��� ���� 
� ��
����� �� ���������� �&��� 
��.������ <! 2

(n+ 1)Pn+1 − (2n+ 1)xPn + nPn−1 = 0.

3�� ��
�:��� �� 3� ����� ��������� * 
��	������ ��C�������

� 2

(x2 − 1)P ′′
n + 2xP ′

n − n(n+ 1)Pn = 0.

 �8��� 9��
��

– 0,8– 1,2– 1,6– 2,0 0,80,40,0 2,01,61,2– 0,4

– 70

90

50

10

170

130

– 30

– 110

– 150

polynomes de Hermite, n = 1, 2, 3, 4

������ ��� 	 ��� �������� ���&�'��� �� J������

3�� ��
�:��� �� `������ ���� ����� ����. ��� 
������&�

� 2 [−∞,+∞]� ��� �������
* 
� )������� �� ����� 2 w(x) = exp(−x2)� 9
� �����)��� * 
� ��
����� �� ���������� 2

Hn+1 − 2xHn + 2nHn−1 = 0

�� * 
��	������ ��C�������

� 2

H ′′
n − 2xH ′

n + 2nHn = 0.

9
� ���&��� �� ������� �� 
� )�������  ���������� 2

g(u, x) = exp(2ux− u2) =
∑

k

Hk(x)uk/k!

=� �����-� ����� ��� )����
� �� R���� ��� 2

Hn(x) = (−1)n exp(x2)
dn

dxn
exp(−x2).

3�� ��
�:��� ��`������ ��������� ��� ��������������  �����
� ����1 ����
� 2

Hn(x) =
n/2∑
0

(−1
2
)p 1
p!

1
(n− 2p)!

(2x)n−2p
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�� 
�� �������� ������������� �� 
������� ������&���

H0(x) = 1; H1(x) = 2x; H2(x) = 4x2 − 2; H3(x) = 8x3 − 12x;
H4(x) = 16x4 − 48x2 + 12; H5(x) = 32x5 − 160x3 + 120x.

F��� ���&�1 ��������� 	�� Hk � 
� ������ �� k�

 �8��� ��)�����

=� ���� ������ ��� ��
�:��� * ������ ����� )����
� ��=
���� R���� ��� 2

Ln(x) =
1
n!
ex dn

dxn

(
e−xxn

)
,

	�� ���� ������ �������� 
�� �������� ������� �� 
� ����� 2

L0(x) = 1; L1(x) = −x+ 1; L2(x) =
1
2
(x2 − 4x+ 2);

L3(x) =
1
6
(−x3 + 9x2 − 18x+ 6).

9
� ��������� 
� )�������  ���������� 2

1
1− t exp

(
− xt

1− t
)

=
∞∑

k=0

Lk(x)tk.

�� 
� ��
����� �� ���������� 2

(n+ 1)Ln+1 + (x− 2n− 1)Ln + nLn−1 = 0.

9
� �����)��� * 
��	������ ��C�������

� 2

xL′′
n + (1− x)L′

n + nLn = 0.

��� ��
�:��� ���� ����� ����. ��� 
������&�

� [0,∞] ��� ������� * 
� )������� ��
����� w = e−x 0 �
� ���� �����
���� * �� 2 (Ln, Ln) = 1� J�Q�� �� ��� ����� ���
������� �
����� I�7!� ���� �&��� ��
��
� �� ����� 
�� �������� ��
�:��� �� 3� �����
�&��� � ��� I�4!�

3����� I�7 M ������������ ��� ��
�:��� �� 3� �����

��� ��������� 
� �������
��� -�72/�89�72: 7 - . −;� −2/�8� 7 ��89�−2: 1 <
�������� )� Y 3�� � . !
�� � � YY P � )� Y 7 � ���
�� � � YY 7 � )� Y 7 − . � ���
�� � � f 7
�O Y 7 0 3�&��� Y 7 0 3��� Y 7 − . 0
������ O [ �
	3 Y ��4∗ O A 7 − . ! � ∗ 3��� − O∗3�&��� !@ � OA7!0
�
3�&��� Y 3��� 0
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��3��� Y 3 0
��O Y OA70
�����
��)� Y 3 0
�����
������������
��. Y P 2 P � 7 2 < 0
������ � Z]����]Z �P ! � ��
�� �P !
�	������ �. � W 3�4 � . ! � �3�5 � . ! � �3�G � . ! � �3�H � . ! � X !
�
���$� � W P � < X � W P � P X !
������ � Z ) �� � � � 1 � Z � 5!
��������$ � 4 � < � Z��
����� �� 3� ����� � � Y 7 �4 �5 �G Z !

3210 5 64

– 3

3

1

7

5

– 1

– 5

polynomes de Laguerre, n = 1, 2, 3, 4

������ ��
 	 ��� �������� ���&�'��� �� ��(������

 �8��� :��%��"�%��

��� ��
�:��� ��������� 
� ��������� ����
� 2

Tn(x) = cos[n arccos(x)].

=� ������� ��� ��
����� �� ���������� ����� Tn−1, Tn �� Tn+1 �� ��
��
��� cos[(n±1)x] 2

Tn+1(x) + Tn−1(x) = 2xTn(x).

#��� �� ��������� 
�� �.��������� ��� �������� ��
�:���

T0 = 1; T1 = x; T2 = 2x2 − 1; T3 = 4x3 − 3x;
T4 = 8x4 − 8x2 + 1.

3�� Tn ��������� * 
��	������ ��C�������

�

(1 − x2)T ′′
n − xT ′

n + n2Tn = 0.
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9
� ���� ����� ����. ��� 
������&�

� [−1, 1] ��� ������� * 
� )������� �� �����

w =
1√

1− x2
.

3��� )�������  ���������� �������

g(x, u) =
1− ux

1− 2ux+ u2
=

∞∑
k=0

ukTk(x)

 �
/� *����	 �����%��	 ��		�-��	

F���� 
�� ���������� �� ��������� ������ ����� )��	������� ������������

 ��;��� -��	��

I = [−1, 1]; w = (1 − x)α(1− x)β ; α, β > −1.

3�� ��
�:��� �� B����� �����&���� �
������� ��� �������
���� ������������ 2 ��
�:���
�� 3� ������ ���� α = β Y P� ��
�:��� �� N��������) �� �������� ������ �α = β
Y −1/2!� �� ���.���� ������ � α = β = 1/2!� �� ��������� ������ �α = −β = −1/2!�
�� 	�������� ������ �α = −β = 1/2! �� ��
�:��� �� J� ������� �α = β = λ−1/2!�

 ��;��� ��)����� )���������

I = [0,∞] 0 w = xαe−t 0 α > −1� 3�� ��
�:��� �� 3� ����� �������
� ���� �������
�� )������ α = 0 ���� 
� ��������� ��� ��
�:���  �����
�����

 �

� ���� �� 	���� ���	

M >� >� �� 2 "���������� 
� ������	���� � ������ 
�� 	����	���� �6������ ������
7LI4!�

M 6� >�����]��1� 9�>� (�� �� 2 ��
��� �� ������	�� �����	���� ��� 44 �/�&���
#�] l��O� 7LI4!�

M m� ;�
���1O 2 =��	�� ������	���� � ������ 
�� ��	���	����� �� 	����	����� ��� L
�+/�� J�����
� (�������� 4PPI!�

M �������� �� =
���� R���� ��� 2 �%%�-�������������
����������/�
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 �
�� #$������	

�������� �

3�� ��
�:��� �� N��������) ���� ������ ���� −1 ≤ x ≤ 1 ���

Tn(x) = cos(n arccos x).

�! E����� T0, T1, T2 �� T3 ����� )�������� �� x 0 �
 ��� ��������� ������� ��������
����� 
� &�����
� ������������� θ = arccosx 0 �������� 
� ������� �� ��������� ��
����� &�����
��

�! /�������� 
� ��
����� �� ����������

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x)

D��
���� ����� ��
����� ���� ���������� T4 �� T5� ���

� ��� 
� ������ �� Tn �

�! /��������� 
�� 1���� �� Tn� 6������ 	������� ���. 1���� ��������)� �� �� ��
�:��
�� ��������� �� 1��� �� Tn−1�

�! 6�,���� Tn ��� [−1, 1]�

�! F������ 
� ��
�����
1∫

−1

Tk(x)T�(x)√
1− x2

dx = 0 �i k �= �.

��� &��� ����� ���� ��
� 	���� k = � �

)! +.������ x0, x1, x2, x3, x4 �� x5 �� )������� ��� ��
�:��� T0, T1, T2, T3, T4 �� T5�

 ! =� ���� pn(x) 
� ��
�:�� �� �� �� n 	�� ���������� 
� ��&�
�������� �� N�
��
����	�� * 
������ n �� ex �� &������ � �� 1��� �� qn 
� ��&�
�������� �� ex ��� 
�
���� ��� Ti 2

ex �
n∑

k=0

xk

k!
≡ pn(x) ; ex �

n∑
k=0

akTk(x) ≡ qn(x).

E����� p5(x) �� q5(x)�

�! ���

� ������ ��������� �� ����
�"��� ex ��� p5 �� ��� q5 ��� 
� �� ���� [−1, 1] �

�! ;����� 
������� �������� ���� 
� ���� �����&�

�� 
���	�� 
��� �� 
� � 
�� ���.
�������� ������ �� q5 0 ���� q∗3 �� ���&��� ��
�:��� +.������ q∗3 �� )�������
��� ���
�� ���������� �� x� ��
��
�� q∗3(1) �� &������ 	�� 
������� �� �� ����� ���
��������
� �&�� 
�� ��,�������� ������������

,! ������� )�����
� �� �������� �� ��
���
�������� ���� ��
��
�� p5 �� q∗3 �
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�������� �

/���������� �� ���
����� 
� ������� ������� ���
������� �� (������ ���
�	�� ��. �����
������ ��������&�� �� x� 
�� 	����� �������� ��
�:��� Pk 	�� &������� 
�� ��
������ 2

P0 = 2;

1∫
−1

Pk(x)P�(x)dx =
2δk,l

2�+ 1

3�� ��
�:��� ����� ������� ���� ����
�� ��
�:��� �� 3� ������

�������� �

D�� ���� � �
�����	�� q ��� ������ �� ����� > ��
 	�� OA = a� =� ������� 
� ��������

�
�����	�� V (�r) �� �� ����� 6� ��
 	��

−−→
OM = −→r �� (

−→
OA,
−−→
OM) = θ� /��� 
���������

�S a � r� )����� 
� ��&�
�������� 
����� �� V (r)� �� )������� ��� ���������� ������
������ �� a/r� F������ 	�� 
�� ���$������ �� ��&�
�������� ���� ��� ��
�:��� ��
cos θ ���� ������� �� ���. �� 
��.������ ����������

�������� �

�! m����� 
��	������ �� 3��
��� �� ����������� ������	���� ���� 
� ��� �S 
� ������
���
 V (r, θ, φ) ��� ����������� �� φ� �������� ��� ��
����� �� 
� )���� V (r, θ) =
F (r)G(θ) �� ������� 	�� 
��	������ �� 3��
��� ��� �	��&�
���� * ���. �	�������
��C�������

�� ����������� 
���� ���� F � 
������ ���� G�

�! F������ 	�� 
��	������ �� r ����� 
� ��
����� 2

F (r) = Arn +B/rn+1.

�! =� )���� ���� 
��	������ �� θ� 
� ���� ����� �� &�����
� x = cos θ 2 	�� ��&����
����� �	������ � =� ����� 	�� 
�� ��
������ ���� ��� ��
�:��� Qn(x)� 6������
	��� �� Qn ��� ��� ��
������ Q−n−1 �� ��� ��� ������ /������ �� �� 	�� ������� 
�
)����  �����
� �� 
� ��
����� �� 
��	������ �� 3��
��� �� ������� �.��
��

�! =� ���� 	�� 
� )������� U(r) = C/r ���� ���� �� 
���� ���� ��
����� �� 
��	������
�� 3��
���� > 	��

� &�
��� �� n ������������

� � =� ���� ����� 	�� ∂U/∂z ���
��� ��
����� 0 	��
 ��� 
� ��
�:�� Q(x) ������������� � ������� ������� ��
������������ ���� )����� �������� ��
�:��� �� 
� )���

� � ���

� ��
����� �.�����
���
 �&�� 
�� ��
�:��� ��� ���. �.������� ���������� �

�������� �

=� ��������� 
�� ��
�:��� ������ ��� 
� ��
����� 2

Gn(x) =
1

2nn!
dn

dxn
[(x2 − 1)n].

E����� 
�� �������� ������ �� 
� )���

�� =� ������ 
� ������� ���
���� �� ���. ��
�
�:��� ��� 
� ��
����� 2

(Gk, G�) ≡ Ik,� ≡
1∫

−1

Gk(x)G�(x)dx.
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����&��� �� ���� ������ ������� ��� ������� 	�� (Gk, G�) ��� ��
 �� k �= ��

�������� �

=� ���� 2

g(u, x) ≡ 1√
u2 − 2ux+ 1

≡
∞∑
0

Rn(x)un.

6������ 	�� Rn ��� �� ��
�:�� �� �� �� n �� x� g ��� ����
�� 
� )�������  ����������
��� Rn� +� ����&��� ��� ������� * u 
�� ���. ������� �� ����� � �
���� ����&�� ���
��
����� �� ���������� ����� ��
�:��� �������� ��������)�� +� ����&��� g ��� �������
* u� ������� ��� ��
����� ����� Rn �� 
�� ����&��� R′

n−1 �� R
′
n+1� �������� ��� ����
����

���� )����� 
��	������ ��C�������

� 	�� �� �� 
�� Rn� R�
��� ����� )���

� �� ��
�:���
* ��

�� ��� 	�������� ������������





������� '

(�����	� �� �������	� ��������


/��� �� ��������� ���� ���� ����������� �� ��
��
 ������	�� �� 
� ����&�� �� �� �����
����� )������� �� �� ��
��
 �������	��! �� 
����� ��
� ����� )������� ��� �� �����&�

�
������ /� ����� �� &�� �� ��
��
������ ��� ���. ���������� �� ���� ��

����� �	���
&�
������ =� ���� ��  �����
 ����&�� ��� )������� �.������ ��� ��� )����
�� m�����
�� �.������ 
� ��� ����� ������������� ������ ����
����� ��  � ��� �� ������ ���
������� &��� ��&�1 	�� 
��� �� �����-� �� �������&� 	�� ���� �� ����� ������ ��
)��������� ���� 
�������� ��,����� ��� ���� 
����� ������ ��� 
� 	���������� �����
�� ��� ���)���! ����� ������
� 	�� �� )�"�� ���������� ������	��� /� �
��� ���� 
����
�� 
������ �Q���� �
 ��� ��� �� ������� ���������� 
� ��� ����� )������� ������ ���
�
��	������ ���� ��� )����
�! �� 
� ��� ����� )������� ������ ������	������ ���� ���
���
� �� &�
����!� /������ ����� 
� ��
��
 ����� ���� ��
� ��������� ���������� �����
)������� �� �� ����� ����������� ��� ������ ���� 
� �������� 77� �������� * 
� ����
�����
��� ����
���� ��C�������
��

>&��� ��������� 
�� ����
���� �� ����&����� �� ������ ������� 	�� )������ 
� ����� ��

����
�� ���������	��� �
 ���� ������ ���
� �� �����
�� 	��
	��� ��������� �
�����
������ 0 ����� �� 	�� ���� )������ ���� 
� �������� ���� ������

!�
� �����	 '4���	�

3� ����
��� ���&��� ��� ���  �����
������� �� �������� �� R�

��

'����(	� ��� 
��������	���� #��� % (��� f ��� )������� ��������
��� 
������&�

� )���� [a, b] ��&�� a < b! �� ����&��
� ��� 
������&�

� ��&���
]a, b[ 0 �
 �.���� �� ����� �� ����� c �� ]a, b[ ���� 
�	��


f(b)− f(a) = f ′(c)(b − a).
J�������	������� ��
� �� ���� 	���
 �.���� �� ����� �� ����� �� 
������&�

� �S 
�
��� ���� * 
� ������ ������������&� �� f ��� ����

�
� * 
� ����� ,�� ���� 
�� �.��������
�� 
� �������



7<P �������� 	
����
�� �����
���

,��	��� �� �
 	�6���� ��� ��� ����$�
��� % (� f ��� ���� ���
�
��� [a, b] ≡ I �� �� 
��� ���� m = infx∈I f(x) �� M = supx∈I f(x)� �
���

m(b− a) ≤
b∫

a

f(t)dt ≤M(b− a).

(�� �� �
��� f ��� �������� ��� I� �
��� �
 �.���� �� ������ ���
 c ������
������ * 
������&�

� ��&��� ]a, b[ ��
 	��

1
b− a

b∫
a

f(t)dt = f(c).

�� ����
��� ���� ���� �
�� ���
� ���� ��� )����  �����
���� �����(	�
���	�� �� �
 	�6����!� (� f �� g ���� ���������� g ≥ 0 �� ���� ���
�
��� I� �
���

b∫
a

f(x)g(x)dx = f(c)

b∫
a

g(x)dx

���� �� ������ c ∈ I�

#��� �� ����&��� * 
� )����
� �� N�
��� 	�� ��� * 
���� ��� �� ���� ��� ���
��������
�������� ���� �� �������� �� 
�� ���&�����

,��	�� �� '
6��� % (��� f(x) ��� )������� ��������� n + 1 �����
&��� ��������� ��� 
������&�

� [a, b] �� ������ x �� x0 ���. ������ �� ���
�����&�

�� >
���

f(x) = pn(x) +Rn+1(x),
�&�� 2

pn(x) = f(x0) +
x− x0

1!
f ′(x0) + · · ·+ (x− x0)n

n!
f (n)(x0),

Rn+1(x) =
1
n!

x∫
x0

(x− t)nf (n+1)(t)dt

=
(x− x0)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ), x0 ≤ ξ ≤ x.

!��� )(���(� '4��� &������� �����-��

������ !����	���
��� ��
���

����������� ��� )������� f ������ ��� ��� )����
� �� �� �
 �������� ����&��
� ����
�� �����&�

�� ����� )������� ��� ���� ����
�	��� ���� 	�� 
� ��
��
 ���
��	�� �� ��
����&�� ���� �����	��� ���� ���� ���������� �������� �����-��� 
� &�
��� ������	��



( − )������	 �� 	�������	 	
����
�� 7<7

�� f ′(x)� 3� ������� 
� �
�� ����
� ��������� �� 
� ��������� ���� �� 
� ����&��� (���
f(x) 
� )������� * ����&��� ���� ��&��� 	�� 2

f ′(x) ∼= f(x+ h)− f(x)
h

.

������� )�����
 ������� h � �� ��������� ���� ���� �
��  ���� 	�� 
� �
�� ����� ���

�����������
� ���&���� 7P−38 �� ����
� ���������!� ����� 
� ��
��
 �������� �� 
� �������
�$��� % /�&����� ��� j��� ^ '� h ���� ����� ���� ����1  ���� ���� 	�� f(x) �� f(x +
h) ������ �������� ����� ��C������ �� ���� * 
����� ��� ������� ���������� 9
 )���
���������� �&���� �� ������ �� ������� �� (�

�� ��  ����� h ����1 ����� ���� 	��

�� ������� �� ���������� ������ �� 
� ���
��� ��� ��������� ���� )���
�� * �������� #���
���&��� ������ ��� &������ �.���� �� 
� )����
� ����������� ������� 
� �������� ��
N�
�� 2

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x)

h
− h

2
f ′′(ξ); x ≤ ξ ≤ x+ h.

F��� &��1 	�� 
������� ��� 
� ����&�� ��� O(h)� �� ������ 	�� 
� )����
� ��� �� �������
����� 2 �

� ��� �.���� ���� ��� )������� 
�������� ���� 
� ����&�� ������� ��� ��

��

+� )������ �� ����� �C��� ����� �������� ���� ���&��� ���������� ��� )����
� �
��
�������� ���� 	�� �� ���� ��8���� ����� ���&��
 ����
��������� ����� ������ ���&��

������� �� 
� )������� f!� >��
�	���� ���. )��� 
� �������� �� N�
��� ���� 
�� ������
x− h �� x+ h 2

f(x+ h) = f(x) + hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x) +

h3

6
f ′′′(ξ+),

f(x− h) = f(x)− hf ′(x) +
h2

2
f ′′(x)− h3

6
f ′′′(ξ−), �K�7!

x ≤ ξ+ ≤ x+ h; x− h ≤ ξ− ≤ x.
J�Q�� * 
� ������ ��� ������ �� h2� ���.��� ������������� �� 
� ��C������ ����� * �����
��� ���. 
� ��� ����������� 2

f ′(x) =
f(x+ h)− f(x− h)

2h
− h2

6
f ′′′(ξ) �S x− h ≤ ξ ≤ x+ h. �K�4!

3��.�������� �� ����� �������� �����
� �� 
����
������� �� �������� ��� &�
���� ������
���������� 3�� ������� ��������� ���� 
�� ����� 	�� ������������� ���� 
������� ��
���������� ��� ���������� �� h2 0 
� )����
� ��� �.���� ���� 
�� ��
�:��� �� ������
�� ���

���	��� % =� � �.����� ����� ���
� 
�� &�
���� ���&����� 2

x lnx

0, 159 −1, 83885
0, 160 −1, 83258
0, 161 −1, 82635



7<4 �������� 	
����
�� �����
���

�� �� ������� �� ��
��
�� 
� ����&�� �� lnx �� P�7<P� #��� �&��� ����&�

f(0, 161)− f(0, 160)
0.001

= 6, 23 ;
f(0, 161)− f(0, 159)

0, 002
= 6, 25.

���

� ��� 
� &�
��� �.���� �

������� ��������� ��� ����&�� ������� � 9
 ��$� �� ��������� 
� )����
� �K�7!�
�� ������� 
�� ��&�
��������� * 
������ G �� ���,����� ����� * ����� ��� 
��� ��
����������! 0 �
 &����

f(x+ h) + f(x− h) = 2f(x) + h2f ′′(x) +
h4

24

[
f (4)(ξ+) + f (4)(ξ−)

]
����� �� ���
��� f ′′�

f ′′(x) =
1
h2

[f(x+ h)− 2f(x) + f(x− h)]− h2

12
f (4)(ξ). �K�5!

9�� �� ���� 
�� ���������� �������� �� h 	�� ��� �������� �� 	�� ���� ������ ���������
��� ������ �� O(h2) ���� �C����

-�	
�1� ; 3� )����
� ���������� ������� 
� ���������� �� 
� ����&�� 	�������� ��

� ��������� x− h ≤ ξ ≤ x+ h�

���	��� % 3� ����&�� ������� �� lnx� �� ����� P�7<P� &���� ������� 
�� �������
������������ −40�

������ *�%	�� ��� �	��������� ������
����

3� ������� ��� ���$������ ������������ ������ �� ������&�� ���� )���
����� 
�� )���
��
�� �������.������� ��� ����&���� ���� �����)��� ������ ������������� ��� 
� �����
��������� #��� ��������� ����� ������� a−� a0 �� a+ ��
� 	�� 
��.�������� ���&���� ����
% ����� &���� 	�� ������
� ' 2

f ′(x) = a+f(x+ h) + a0f(x) + a−f(x− h).

#��� �

��� ������� ����� ���������� 2 
� ��
����� ��&�� ���� &������� 	��
 	�� ���� x�
���� f = x0, x1� �� x2 �
�� ����� ��������� ���������� �� x!� ���� ������� 2

0 = a+ + a0 + a−,
1 = a+(x+ h) + a0x+ a−(x − h),

2x = a+(x+ h)2 + a0x
2 + a−(x− h)2.

�� ������ �� ����� �	������� 
�������� * ����� ��������� �� ������ )���
������ ������
���� �� 
� �������� �	������� 
� ���.���� ������� 2

1/h = a+ − a−.
N����� ������ ��� ���. ���������� 
� �������� �	������ ��&���� 2

0 = a+ + a−.



( − )������	 �� 	�������	 	
����
�� 7<5

/��S ���� ������ )���
�����

a0 = 0, a+ = −a− = 1/2h.

3��������� ����������� �� �������� ������ ���� 
�� �	������� ����������� �� ���� ����
�� ������� ��� ��
������ ���&��� ���� &������� 	��
 	�� ���� x 2 �
 )��� ���� 	�� x
�� � ��� ��� ���� 
� ������ 	�� ��������� 
�� ���$������ a� #��� ������� ���� ��
������ ����� &�
��� �������
�������� ������� �� x� ����� x = 0� >&�� 
����������
�� ����  � ��� ������ �� ��� �� ����� �� ������ h = 1 �� �� ���������� h * 
� �� 2
f ′ � 
�� ���������� �� f/h�

F��� ������1 ����
�� �������� )����
��� �� ������ 
����� ���	������ ��� &���� ���
������� ��������� ���
�	������ ��  ���� ������ �� &�
���� �� f � ���� ��� ������
�� ���������� �������� �������� �������� ���� ���������	���� ���� ����������� ����
��� �� ����� ������������� 2 �� ����� ��� �.���
�� ��
��
�� f ′

0 �� )������� �� f0, f1 ��
f2� +

�� ������������ ��� 
� ������� ��� ���$������ ������������� ��� 
� ��������
�� N�
��� �� * ������ ��� ��C������� 
�����
�� �&��� �
�� 
���!�

������ !������ �� �	�"�#
� �������	���	�

9
 �.���� ��� ����� ������� ��������	�� ���� ���������� ��� )����
�� �������.����
���� �� f ′ 2 �
 ��$� �� ����&�� �� ��
�:�� ���������
����� �� f � R����
��� 
� )����
�
�� #�]��� ���
�	���� 
�� ��C������� 
�����
�� 2

p(x0 + hm) = f0 +mΔf0 +
m(m− 1)

2
Δ2f0 + · · ·

�S Δf0 = f1 − f0, Δ2f0 = Δf1 −Δf0 = f2 − 2f1 + f0� Δkf0 = Δk−1f1 −Δk−1f0 ��
���� 
� ����&�� ���� ������� * x = x0 + hm! ��� 2

p′(x0 + hm) =
1
h

[
Δf0 +

1
2
(2m− 1)Δ2f0 + · · ·

]
.

>� ����� x0 �m = 0!� ���� ����&��� 2

p′0 =
1
h

[
Δf0 − 1

2
Δ2f0 +

1
3
Δ3f0 − · · ·

]
.

=� ���� ������� 
�� ����&��� ������� ��������� ��� ����� ������� �� ��� ��
 ���
 �����

������ (��������	� �� �� �	����)����

3��.�����
����� �� R��������� ������ �����
����� 
� ��������� ����� �����.�������
�� �����
����� 	����� ������������ 	��
�����&� �� ����� ��������� ������"��� ���
������� 
� ����&�� �� f �&�� �� ��� h 2

f ′(x) ∼= f(x+ h)− f(x− h)
2h

− h2

6
f ′′′(ξ1) ≡ f ′

1 + C1h
2,



7<G �������� 	
����
�� �����
���

���� �&�� �� ��� 2h 2

f ′(x) ∼= f(x+ 2h)− f(x− 2h)
4h

− 2
h2

3
f ′′′(ξ2) ≡ f ′

2 + 4C2h
2.

a ��� �������� �����.�������� ���� ���&��� ���������� 	�� C1 Y C2� �� ���� 	����
�,������ G )��� 
� �������� �	������ * 
�������� �� 
� �������� ���� �������� 2

f ′ ∼= (4f ′
1 − f ′

2)/3 = f ′
1 + (f ′

1 − f ′
2)/3 �K�G!

����������� ���� ����� ��������� +� ���
���� 
������� �� ���������� ��� ��� ��������
���� �

� ��� ���������� ���� ����� �
�� �
�&� �
�	��
 �!� 3��.�����
����� �� R�������
��� ���� �����
�	��� ���	�� )��� 	�� 
��� ���
��� ��� �����.������� ��������� ����
��������� 
�	��
 ���� �� )�"�� �������� &��� 1��� �� * ��������� �� �����-��� 
��.�
�������� �� ����� ��������
 �� 
��������

!��� )(���(� '4��� &������� ������-��

#��� ���&��� �&��� * ��
��
�� 
� ����&�� ����� )������� ������ ��� ��� ���
� �� &��

����� ���� 	���

� ��� ��� ��
��
�� ��� 	��
	���� �������� ���� 	���

� ����
�� �� �������
�.���������
��� 3�� �������� ����������� �� ��&�
��� ���� ��
�������� ���� �� ����
/���� ����� 
� ��� h ��� ���������� ������ �� ����� ��� )�������� ������ �� ��� �����
���&�� /� �
��� 
�� ������� ���� 
� ���
� �� ���� ��� )�������� �	������������ /������
���� ��� ��� ���� ������� ������� * ��� ����
���� �.����������.!� 
�� ���&����
�� �������
�� ������ &��� ���� ���
����� ��� 
� ��&����� ��� h �	�� ��� % ����� '!� ���������1 ��
�C�� ���. ������� ��������&�� ������ ���� ��� ���
� �� ����
���� �.����������. 2

&�����
� ������������ &�����
� ����������

xk yk + bk
xk+1 yk+1 + bk+1

#��� �&��� ������� 	�� 
�� &�
���� �� x ������� ������� ���� ������� �
��� 	�� 
��
&�
���� �� y ������� ��������� ����� ������ �
������� ��� �����! b� D�� &�
��� ���������
�� 
� ����&�� ��� �
��� 2

y′ ∼= yk+1 − yk

xk+1 − xk
+
bk+1 − bk
xk+1 − xk

.

3� �������� )������� ��� 
� ����&�� �������� 0 �� &�
��� ������ ��� �� 
� ��C������
xk+1−xk ����� 	�� 
��� �������� 
�� ����������� �.������ �� ����� �� �� ��������!� 3�
���.���� )������� ��� ��� i��������� �
������� �������� �
��  ����� 	�� 
������&�

�
����
���� h ��� ������

D�� �������� ������� ���&���� ��� ��$��
��� �������� * ���������� �� ��
�:�� �����
�����
����� ��������� ��� 
�� ������ x−m, x−m+1, . . . , x0, . . . , xm� +� ��������� 	��



( − )������	 �� 	�������	 	
����
�� 7<H

����� f ′
0 	�� ���� ���������� ���� ���&��� �
�� 	��* ����&�� �� ��
�:��� 3� ��
�

�:�� �� 3� ��� � �� 
� )������� ��
���� �&�� 4 * G ��&���� ������� �� ���� ����
�����
D�� ����� ������� �������� * ���������� �� ��
�:�� �������.������� �� ���� ���
�������� ������� ���� * ����&�� ����� �.��������� ���� ��� ��������� �	������������ 
�
��
�:�� �� ��� ����&��� ��� ��� �.��������� ����
�� ��� ���
� ���&��� �� ��
�:���
�� J�
�!� ����� 
� ������� 	�� ���� �������������

!��� �(�(����(	 	�� �4���(.����� ���(��-��

#��� ���� �������� ���������� &��� 
� ��
��
 ������	�� ������ ��
�� ��� ��� �����
	��������� ������	��!� 9
 ������� �� ������ ��� 
� ��� ��� ���� ��
�� ������� 2

I =

b∫
a

f(x)dx

�S ���� ��������� �� ������ I ����������� �� �����&�

� [a, b] �� 
� )������� f � ���
���� ��
�� ��������� ��� �������&��! 2

J(x) =

x∫
a

f(u)du

�S ���� ��
��
��� �� )��� ��� ����� �� �������� ������������ 
� )������� J(x)� ��
������� ��� ���  �����
����� ������ ����� �� ����
��� ��C�������
 2

J ′ = f(x); J(a) = 0.

�� ���.��� ������ ������� �� �������� 77�

#��� �

��� ���� �������� * ��������� ������	������ ��� ���� ��
� ������� N�����

�� �������� 	�� ���� ��&��� ����� ���&��� �������� ���� 
� )���� 2

I =

b∫
a

f(x)dx =
n∑
1

wjf(xj) + E

�S E ��� 
������� �� ����������� 
�� xj ��� ��������� ���&��� �� ������! �� 
�� wj

��� % ����� '� #��� ��������� ���. ������ ���
 ��������� ���� ��� �������� �
����
�#�]���M�����!� 
�� ��&��� ���� �	���������� �� 
�� ����� ���� 
�� ���
� ����������
�,�����
�� 0 ����� �
  �� � n� ���� �������� �����)���� n ����������� �� ������ 
� ���
����� �.���� ���� �� ��
�:�� �� �� �� n−1� /��� ��� ���.���� �
���� �J����!� 
��
��&��� �� 
�� ����� ������ ���������� ����� �,�����
�� 0 
� ����. �� ��� 2n ����������
���� ��������� �� ������ 
� ������� �.���� ���� �� ��
�:�� �� �� �� 2n− 1� m&��
�������� 
�� �������� �� J���� ���� �
�� ���)�������� 	�� ��

�� �� #�]���M������
����	���

�� ���������� ��� ��������� �
��  ����� ���� �� ���� ����� �� ��
��
� ��
���� ����� ������� �
�� ����
�	��� �� ����� ��� ��������� �� ��� �
�� 
������



7<< �������� 	
����
�� �����
���

!��� �(���'�	 (�(�������	 '4���(.�����

3� � ��� K�7 �������� 	����� �������� ������ ������ ����
���

f(a)

f(a)

f(a+h/2)

a+h/2

f(a+h)

f(a+h)

a a+h a a+h

a a+h a a+h

A B

C D

������ ��� 	 .������� �� $���� ��7���� ������� �� $�������� ������$���
0 > ���� (���7� �� �����(�� : �����1 9 > ���� ���� �� �����(�� : (���7�1

% > 6 ���� ������ 81 2 > ���EB���

�>! ������ �;!! ���������� �� 	�� 
��� ���� ����
�� 
� ������� �� �����  ����� ������
����� �����!� 3����� ��
� �
����� �
 ����	�� �������� ����� 
�  ����� �� f � 
��.� =x ��

�� ���. &������
�� ����������� a �� a + h! ��� ��������� ��� 
����� �� ������ 
� ��
���� ���� �� �� ������� f(a) ������ f(a+ h)!

a+h∫
a

f(x)dx ∼= hf(a) ∼= hf(a+ h).

3� �������� �� N�
�� &� ���� ��������� �� ������ 
�������� ��� �.���
� ���� 
� ���
�� ������ 
� * ������� 9
 �������

f(x) = f(a) + (x− a)f ′(ξ)

�S ξ ��� �� ����� �)������� �� x! �� 
������&�

� [a, x]� 9��� ���� ����� �.�������� �����
a �� a+ h�

a+h∫
a

f(x)dx =

a+h∫
a

f(a)dx+

a+h∫
a

(x− a)f ′(ξ)dx.



( − )������	 �� 	�������	 	
����
�� 7<I

/��� 
������&�

� ������ ������� x − a ��� ���,���� ������) 0 �� ��������� 	�� f ′ ���
�������� ���� �� ���� �����&�

�� ���� ���&��� ���
�	��� 
� )����
� �� 
� ������

a+h∫
a

f(x)dx = hf(a) + f ′(η)

a+h∫
a

(x − a)dx

�S a ≤ η ≤ a + h� 3����� ��
� �� ��
��
� * &�� ����� �&��� )��� 
� ���� ����� ��
&�����
� u = x− a 0 ���� ����&���

a+h∫
a

f(x)dx = hf(a) +
h2

2
f ′(η). �K�H!

/��� 
� ��� �� 
� � ���� f ′ > 0 �� 
� &�
��� �.���� �� 
����� ��
� ��� �� �C�� �
��  �����
	�� �� &�
��� ���������� >���
��� M1 ��� ����� ���������� �� |f ′| ���� 
������&�

�
[a, a+ h]� ���� ���&��� ������ ������∣∣∣∣∣∣

a+h∫
a

f(x)dx− hf(a)

∣∣∣∣∣∣ ≤
h2

2
M1.

F��� ������1 ����
�� ��� )����
� ���
� �� ���� 
� ��� �� ����� ������ ��� ���. ���
������ �� ���� ��� ���
����� �� �����	��� ��� 
������� ��� ���� �
��  ����� 	�� ��

�
�������� * 
��
 ������� ���&��� 	��� ��������� ���
�	�� �� ���� ������ �� ��
��
�
�� f �

3� ��� ����� K�7��! �

����� �� 	�� ���� ����

����� 
� ������� �� % ����� ��
��� '�
��� ���
� �� �&�� 
� ����� �� 
���� #��� �������� 	�� 
������� ���� �
�� ������� ���
�

� ��� 
� ����� ��� ����� �� ���. ����� 
�� ���&�
� ��� 	�� ���� �� �� ��� ������� ��
�� ���������� �����.�����&������ 3� )����
� �������������� �������

I � hf
(
a+

h

2

)
.

��������� 
��.�������� �� 
�������� �� ��������� f(x) ���. )��� ������8���� ����&��
�
���� 
������&�

� ������ ������� #��� )������ 
� ��&�
�������� �� N�
�� �� f ������
�� 
��������� a+ h/2

f(x) = f

(
a+

h

2

)
+

(
x− a− h

2

)
f ′

(
a+

h

2

)
+

1
2

(
x− a− h

2

)2

f ′′(ξ).

#��� ���� ���� ����� * ����� ����� a �� a+ h

I = hf

(
a+

h

2

)
+ f ′

(
a+

h

2

) a+h∫
a

(
x− a− h

2

)
dx+

1
2

a+h∫
a

(
x− a− h

2

)2

f ′′(ξ)dx.

/��� 
� ���.���� ���� ��
�� 
� ���$����� �� f ′′ ��� ���,���� ������) �� ���� ���
�	����
������ 
� �������� �� 
� ������ ���� �������

I = hf

(
a+

h

2

)
+ f ′

(
a+

h

2

) a+h∫
a

(
x− a− h

2

)
dx+

1
2
f ′′(η)

a+h∫
a

(
x− a− h

2

)2

dx.
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����
�� �����
���

3�� ���. ���� ��
�� �� ��
��
��� �������� �� ������ u = x − a − h
2 0 
� �������� ���

��

�� 
� ������� &��� h3/12� #��� �������� ���
�����

a+h∫
a

f(x)dx = hf

(
a+

h

2

)
+ f ′′(η)

h3

24
. �K�<!

9����������� M2� ��� ����� ���������� �� |f ′′| ��� [a, a+ h]� ���� ����&��� ����� ����∣∣∣∣∣∣
a+h∫
a

f(x)dx − hf
(
a+

h

2

)∣∣∣∣∣∣ ≤M2
h3

24
.

F��� &��1 	�� 
� ������������ ����� ����� 
�� ���&�
� ��� ������� �
 ����	��� �����
���� ��� �������� �
�� ���&���� 	�� 
� �������� ��  ����� �
� &�
��� �� f ′′! ��� �
��
 ������ 3������� ��� ��� �� h3�  �Q�� * 
� ������� 	�� � )��� �������-��� 
� ����� �� h2�

3� � ��� K�7�/! ���������� �� �
 ������� * ����� �
�� ����
�	��� 3� ���)��� ��������
��� ��������� ��� 
����� �� �����1� �������� ����

b∫
a

f(x)dx � 1
2
(b− a) [f(a) + f(b)] , �K�I!

��� �.�������� ���� 
� ����� �������� ��� ��������
� �� ��������� �� 	�� ���� ���
���

��� ���� 
� ������� ���&�����

!��� �(���'�	 '� 5�6���@3���	

����� ���� �� ��&��� ��� ���� ��� ���
��	������ 
� )������� f � ���� 
� ����
��
"��� ��� ��� �.�������� �
�� ����
� 0 ���� 
� ���� ����� ���������� �
 ��� ������ ��
����������� =� ���� ������ 	�� ����
���� f ��� �� ��
�:�� ���������
����� �����

����� ������ ��� ����
�! �������� * ��� )����
�� �
�� ��������� ����	�� 
��������
���
���� �� �������� ���� ����� ������ 	�� 
��� &��� �� f � >���
��� h 
������&�

� �����
��&���� 3�� ��&����� �������� �� ��  ����� �� ������ ���� ��� 
� ����. ��� ��&��� ����

������&�

� ������ ������� ������� ����

������ ��������� ���
�

#��� &��
��� ��
��
�� 
����� ��
� �� f ��� 
� �� ���� [a, b]� ��&��� �� n �����&�

�� ��
���

� h 0 ������ ����

h = (b − a)/n, x0 = a, xn = b, xj = a+ jh.

3� ��
�:�� ���������
����� �� 3� ��� � ��������� ��� 
�� ��&��� xj , 0 ≤ j ≤ n�
������� 2

p(x) =
n∑
0

�j(x)f(xj)



( − )������	 �� 	�������	 	
����
�� 7<L

�S �j(x) ���������� �� ��
�:�� �
��������� �� 3� ��� �� 3����� ��
� �� p ��� ���
�����.������� �� 9 2

I =

b∫
a

f(x)dx =
n∑
0

wjfj + E

�&�� 
�� ���������� fj ≡ f(xj)� wj ≡
∫ b

a �j(x)dx� 3�� % ������� �� ����� ' wj ���
��� ��
��
�� ��� )��� ���� ������ ���� n ≤ 10� 3�� )����
�� �� #�]���M����� 
�� �
��
��������� ���� �������� ����������� �&�� 
� �������� 2 wj ≡ hAWj � E ��� 
������� �� 
�
������� 0 ���� ���	�� ���� 
��� ����� �� 
� ����&�� �� f ��� �� ������ ξ �����������
* 
������&�

� ������ �������

n A W0 W1 W2 W3 W4 E

7 7@4 7 7 −h
3

12
f ′′ �����1��

4 7@5 7 G 7 −h
5

90
f (4) (������ 9

5 5@K 7 5 5 7 −3h5

80
f (4) (������ 99

G 4@GH I 54 74 54 I −8h7

945
f (6) F�

������

/��� �������� ���� 
� )����
� �� F�

������ ��� ������ ���� 
� ��� �� )����
� ��
;��
�� +� �����	��� 
�� ���. ��������� �������� ���� ��� ���
������

N����� ��� )����
�� �� ���������� )���
����� ��� 
� ������� ��� ���$������ �����
��������� ������� 
��.���
� �� 
� �������� )����
� �� (������ �� ��������� �����
������� w0, w1 �� w2 ��
� 	�� 2

b∫
a

f(x)dx = w0f(a) + w1f(a+ h) + w2f(a+ 2h)

�S b = a + 2h� ����� ��
����� ���� ���� �.���� ���� f = x0, x1 �� x2� �� 	�� �������
�� ������ 2⎧⎨

⎩
2h = w0 + w1 + w2,

2ah+ 2h2 = aw0 + (a+ h)w1 + (a+ 2h)w2,
(1/3)[6a2h+ 12ah2 + 8h3] = w0a

2 + w1(a+ h)2 + w2(a+ 2h)2.

+� ����������� 
� �������� �	������ ���� 
� �������� ���� 
�� ���. ��������� ���� 
�
���������� ���� ����&��� 2 ⎧⎨

⎩
2h = w0 + w1 + w2,
2h = w1 + 2w2,
(8/3)h = w1 + 4w2.



7IP �������� 	
����
�� �����
���

������ ���� 
� ��
����� ��� 2 w0 = w2 = h/3, w1 = 4h/3� 9�� ������� ���� �������
�� ����� a = 0 ��� 
� ������ ����	�� 
�� ���$������ ���&��� ���� ������������ ��

��������� ������
��

3� ��
��
 �� 
������� ���� 
� ���  �����
 ��� ����1 
�� �� �� ���� ��� ������ ��� 0
���� ���� 
��������� �� ��� n = 1� #��� ���
����� ���� ��
� 
� ��
�:�� �� 3� ��� �
������� 7� �&�� ��� ����� ��������

f(x)− (b− x)f(a) + (x− a)f(b)
b− a =

(x − a)(x− b)
2!

f ′′(ξ).

3����� ������ ����� * ����� ���� �����

E ≡
b∫

a

f(x)dx − b− a
2

[f(a) + f(b)] =

b∫
a

(x− a)(x− b)
2!

f ′′(ξ).dx

3� �������� �� 
� ������ ���� ������ ��������

E =
1
2
f ′′(η)

−1
6

(b − a)3.

+� �.������� 
� � ��� �K�H�/!� &��� &�������1 	�� E > 0 �� f ′′ < 0� �� 	�� ������� 
�
)����
� ����������� 3� )��� 	�� 
�� �
 �������� �� ����� ��
��� �� �� �����1� ����� ���
������� �� �� ��� ������� ���� ���
��� 
��� �� 
� ����
����� ���	������� ��C�������

���

������ ��������� 	����

9
 ���� ����&�� 	�� 
� )������� * ���� ��� �� ���� ��� ������ ���� 
���� ��� ������
�� 
������&�

� ������ ������ ��� ���� 
�� ���.! �� 	���

�  �������� ��� ��� �
�����
	��
���	��� 9
 ��� �
��� ���������
� �� �� ��� ����������� % ���� ' �� ����� 
������
�� 	�� ��� ��������
� �&�� 
� ������� � �� 
������&�

� ������ ������ ������ �
�� ����
�x0 = a, xn = b!� 9
 �.���� ��� )����
�� �� 	��������� ����� % ��&����� ' ������ 	���

��
���
�	���� ��� �����&�

�� ��&����! 	�� �����
����� ��� 
�� &�
���� �� 
� )������� ��.
������� +

�� ������&��� ��  �����
 2

I =

b∫
a

f(x)dx =
n−1∑

1

wjf(xj) + E

�S 
�� ������ x0 �� xn �� #$���� �
�� 3� )����
� % ��&���� ' 
� �
�� �������� �
��� �����

�� �� ���� ����� ���������� ����� 
� )����
� �� % ����� ��
��� '� +

� ���
������� �&�� 
�� ��������� �� ����� �������� ��� n = 2, A = 2 �� W1 = 1� ���� ������ 2

I =

a+2h∫
a

f(x)dx = 2hf(a+ h) +
h3

3
f ′′(ξ). �K�K!
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������ <	�
���� �	
�	����

��� )���� �� 
� ��������� ����� ���� ��
� ������	�� ����-� ����$����� � D�� ��������
�������
��� �������� * ������� ��� )����
� ������ ������ ������� �
�� �
�&�� �����
���� 
� ��� �� 
��������
����� ��
�:���
�� ����� ��
����� ��� * ��,����� �� ���� 
��
����� ������� 2 
���	�� 
������ n ��&����  ���� �	���� 
� �� �� �� ��
�:�� 	�� 
���
���� �� �� 
��� �� �
��� �� 
� )������� ��&����  ����!� 
� ����� �������� ���� �&��� ��
������������ �������	�� �� )������� �� ξ� 3� ����� ������� ��� ����
��
� * ��

� 	��
����&� 
��������
����� ��
��� 2 �������� 
������&�

� ������ ������ �� �
������� % �����
�����&�

�� ' �� ���
���� ��� ������� ������� ��� �
�&� ���� ���	�� ����������&�

��
����� 
� ����� ������ �� ����������&�

� �� ��� p ��U������ ���� 
� ��� �������&�

��
)������ �&�� 
� 
�����  ����� �� ����������&�

� �� ��� p+ 1� ���� ������������� ��
������� ������ ���&�
������� �� 
� )��������

/�&����� 
������&�

�  
���
 [a, b] �� m ����������&�

��� 9
 &����� ������� 
� �������� ��
����
��

I ≡
b∫

a

f(x)dx =
m−1∑
i=0

xi+1∫
xi

f(x)dx.

>��
�	���� 
� ������� �� #�]���M����� % )����� ' ������� �� ���� ���	�� �����
�����&�

�

I = (h/2)[f0 + f1 + f1 + f2 + . . .+ fm−2 + fm−1 + fm−1 + fm] +
m−1∑
i=0

−h3

12
f ′′(ξi).

#��� ����������� ����� * 
� )����
� ��������� ��� �������� �� ������ �������! ��
#�]���M����� ������� 7 ����&��� ����
�� ������ ������� ��� �����1��! 2

b∫
a

f(x) = h[f0/2 + f1 + f2 + . . .+ fm−2 + fm−1 + fm/2] + E �K�L!

�S ���� 
�� ������ % ���������� ' ��� ����
�� 3����
������� �� �������� ��� &�
����
�������������� ������ 	��

E = −h
2

12
(b − a)f ′′(η), η ∈ [a, b]. �K�7P!

/��� 
� �����	��� �� ��� ����� �� ��
��
 �� )�"�� �������&�� (������1 	�� ����
������������ I(m)� ��
��
�� �&��m ����������&�

��� ���� 	�� 
� ��������� ���� ��������
������ ����$������ #��� ��
��
��� �
��� I(2m) * ������ �� I(m) �� ��� ���
�� ���&�

��
&�
���� �� f � ��. ������ �������������� ����������� (i + 1/2)h� #��� ��������"���
���� 	�� 
� ������� �� ���&�� ���� ����� ��� �������� ���
 ������� ������� �

��������
������� � �� ���� ���� 
� ��������� 	�� 
� &�������� ��
���&� �� 
����� ��
� ����� �����
* 
������ ��� ��)������� * �� ����
 ������ * 
��&���� 2 |[I(m+ 1)− I(m)]/I(m)| ≤ ε�
3� ������� �� ����� ��
��� ��  �����
��� ���� ����� )���
����� �� ��� ������� ����
������� D� ������������ ��
	�� ��� 
� ��������� ������ 	��

b∫
a

f(x)dx = h

m−1∑
i=0

f(xi) +
h2(b− a)

24
f ′′(η), η ∈ [a, b]. �K�77!
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����� ������������� �� ���� ��� ������ �� ��
��
 �� )�"�� �������&������������
����
�� 
� ������ �������&�

�� ��������� ������ ��������� ����	�� ���.��� �� ����
������� ����� ��&�� ������� #��� &��� ��  ����� �� &������ 	���
 )��� ����
�� 
�
������ �������&�

�� * ���	�� ��������� ���� ���&��� ���������� ��� ��
��
��

3� )����
� �� (������ ����� ����� ��������� * ��� )����
� �������� 	�� �������� ����
n ≥ 2 �� ���� �n/2 ����������&�

��!

b∫
a

f(x) =
h

3
[f0 + 4f1 + 2f2 + 4f3 + 2f4 + · · ·+ 2fn−2 + 4fn−1 + fn] + E �K�74!

�&��

E = −h
4(b− a)
180

f (4)(η), η ∈ [a, b].

9
 ��� ����� ������
� �� �������� ��� )����
� �� #�]���M����� ��&���� �&�� m − 1
)����
�� )������ 2 ���� �������� ���&�� * �&���� ��� �� ��� % ��� ������ ' ������ ��
x = a�

����� 
�� ������ �������� �� ������ 
�� ������� �� #�]���M����� ���� ������� �
 ���
������� �����
����� 
� ��������� ����� 	���������� ���� ���� ���C���� ��� 
��.������

����� �� R���������� +� ���
���� ��
� �� )��� ��������� ��� �� �����-� �� �
 �������
���
� �� ���� �
�� �������� 2 ����� 
� ������� �� R����� 	�� ���� �����&��� ����

� ���� ����� ���&����

���	��� % =� ������� �� ��
��
�� 
����� ��
� �� 1/x �� 7 * 5 ����� 
� &�
��� �.����
��� ln 3 = 1, 0986! �&�� ���. ���� 	����� ����������&�

��� ��� 
� ������� ��� �����1���
#��� ����&��� 2

m = 2 : I2 ∼= (1)
[
1
2
(1) + 1/2 +

1
2
(1/3)

]
= 7/6 = 1, 166666 . . . ;

m = 4 : I4 ∼= (1/2)
[
1
2
(1) + 2/3 + 1/2 + 2/5 +

1
2
(1/3)

]
= 67/60 = 1, 116666 . . .

3� )����
� �� R��������� ����� 2 I ∼= I4 + (1/3)(I4 − I2) = 11/10 = 1, 1� ���� ���
������ ��
���&� �� ��� ���������� * 7@7PPP�

!� � �(���'� '� ������.

#��� ���
����� 
� �������� Ik,0 Y &�
��� ��������� �� I� ��
��
�� ��� 
� ������� ���
�����1�� �&�� m = 2k ����������&�

��� +� ���
����� ��� �.�������� �� ����� ��������
�
�� ������� 	�� ��

� ���������� ��� ��� ���������! �� ���� ����� ���������� ����
��������� ������

Ik,0 = I −
∞∑

j=1

αj

[
b− a
2k

]2j

.

(� ���� �������� 
� ���� ��
��
 �&�� ��� �����&�

�� ���. )��� �
�� �������. �� ���.
)��� �
�� ������� ���� �&���

Ik+1,0 = I −
∞∑

j=1

αj

[
b− a
2k+1

]2j

.
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����� ���� ��� �.�����
����� �� R���������� )������ 2

Ik,1 = 4Ik+1,0 − Ik,0 = 3I −
∞∑

j=2

αj

[
b − a
2k

]2j [−1 + 4/22j
]
.

#��� &����� ��  � ��� �� ����� ���� 
� ��&�
�������� �� 
������� �� )������� ���
���������� �� (b−a)� 3� ������� ��  �����
��� ��������� #��� ������������ �� ���
���
����� �
���� ���� 
� �������� ��
���� ��� )����� ��� Ik,0� 
� ���.���� ��� Ik,1 �� ����

� �����  �����
 ������� 2

Ik+1,m+1 =
4mIk+1,m − Ik,m

4m − 1
.

3�  ��� �� ���&��
 ��� �C����� 
��� �� ��
��
 ��� Ik,0� ����	�� ����� * �� �������
* 	��
���� ��
��
��� 
� )������� ����
�	��� f 0 
� ����� ����� 	����� ����� �� ������������

��������� (� k ≤ K� �
��� 
� ������� �
����� �� 
� ��� ���
� ��������
�� IK,K � ��� 
�
���

���� �����.������� �� I 	�� 
��� ������ ������� �� �&�
���� 2K )��� f �

#��� �&��� ����� 
� ��� ����� �������� ���������� ���� ������ �� ���&�� 
��
 �������
�� R����� � =� �������� ��� ����
�� 
� �������� ��
���� ���� ���
��� Q	�6��

��� ��� &�
���� ��
��
��� ��
�� 
� ������� ��� �����1��� F��� ���&�1 ��������� 	��*
���	�� ����� �� �� ��
��
� 	�� 
�� &�
���� ����������� ����������� �� 
� )�������� #���
 ��������� ������� 
�� ������ ��
����� ��
�� 
� )����
� �� R����� �

3����� K�7 M ��
��
 ����� ���� ��
� ��� 
� ������� �� R����� 

�) ��� � � ��  Y )� �. !
� Y �.� �. ! � ∗ ��� � . !
����)���� ���
�
��. Y H 0
�� Y P 0 � Y g�� 0
�� Y � − � 0
�B �7 �7 ! Y P�H∗�∗� )� � � ! A )� �� ! ! 0
�) � � 
 Y 4 2 
��.
	� Y �@4 0
�
. Y �A� 24∗� 2 �−� 0
���� Y �∗���� )� �. ! !
��B� 
 � 7 ! Y P�H∗ B � 
 −7! A �� 0
�����
��) � � � Y 4 2 
��.
��) � � 
 Y � 2 
��.
��B � 
 � � ! Y ��Gh� �−7!!∗B � 
 � �−7!−B � 
 −7��−7!!@�Gh��−7!−7!0
�����
�����
�	B
�
B�. Y −��.��g�� !A7!@4

�� ��� ����� � ���&� * ��
��
�� 
����� ��
�
∫ π

0 ex cosxdx ���� 
� &�
��� �.���� ���
−(eπ + 1)/2 = −12, 070346 0 &���� 
�� ����
���� ������� 2



7IG �������� 	
����
�� �����
���

−34, 778519 0 0 0 0
−17, 389259 −11, 59284 0 0 0
−13, 336023 −11, 984944 −12, 011084 0 0
−12, 382162 −12, 064209 −12, 069493 −12, 07042 0
−12, 148004 −12, 069951 −12, 070334 −12, 070347 −12, 070347

>� ���. �� 	��
	��� ���������� ���������	���� 
������� ���
� ��� ������ �� I 7P−2 *
7P−6�

!�!� 7��(.����� '� ��		

#��� ����������� ���������� 
��������� 	�� 
�� ��&��� ���� �� �
�������� ��������
��� 
��.� 0 ���� ��������� �� ��������� * 
�� �������� % �� ����. ' ���� �&��� ��
�
 ������� ����� �.��� 	�� ������
�� #��� ������ ���,����

I =

b∫
a

f(x)dx =
n∑
1

wjf(aj) + E.

9��� 
� ������� ��� ���$������ ������������ ��� ����1 ��
������� 0 
���	�� ����
�������� 	�� 
� )����
� ��������� ���� �.���� ���� x0, x1, . . . , xk, . . .� ���� ��������
�� ������ ���	������� ����
�������� ��� aj! ��� 	�� k > 1� ������ ���� 
� ��
�����
��� ��  �����
 ����������
��

#��� �

��� �
��:� ���
���� �� ������������ ��������� * ������ �� ��
�:�� ����������

����� �� `������� 3� )����
� ���������
����� �� `������ ������� �&��� cG�I! 2

f(x) =
n∑
1

hj(x)f(aj) +
n∑
1

h̄j(x)f ′(aj) + [π(x)]2
f (2n)(ξ)
(2n)!

.

3� ����� �������� �������-� �� f ��� �� ��
�:�� �� �� �� 2n− 1 �� �
��� 9��� ����
����� * ����� ����� ��
����� ����� 
�� ��������� a �� b 2

I =

b∫
a

f(x)dx =
n∑
1

Hjf(aj) +
n∑
1

H̄jf
′(aj) + E

�S Hj �� H̄j ���� ��������&����� 
�� ���� ��
�� �� hj �� �� h̄j ����� 
�� ����� �������
����� )����
� ������ ������ ��� �.���� ���� ���� ��
�:�� �� �� �� ��)������ * 2n 2
����� 
� ����. 	�� ���� ��������� )���� �&�� 
�� 2n ���������� Hj , aj �

���� ������� 
� )���� ��������� �
 )��� 	�� 
�� H̄j ������ ���� ��
�� ������� ���&����
* �� ����
��� � 3�� ���
� ���������� ������ �,�����
�� ���� ���� ��������� ���� 
�� aj �
#��� ��&��� ���� ������� ��� ������� �� ��

� ������� 	�� 
����� ��
� �� h̄j ����
��

�� R����
��� 
� )���� �� �� ��
�:�� 2 h̄j(x) = (x − aj)[�j(x)]2� �� �j ��� 
�
��
�:�� �
��������� �� 3� ��� � ��������� ��� 
�� {aj}� +� ���
����� ��� )��� 
�
��
����� �j = π(x)/((x − aj)π′(aj))� ���� ��������

H̄j =

b∫
a

(x − aj)[�j(x)]2dx =

b∫
a

π(x)
�j(x)
π′(aj)

dx.
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#��� &��
��� 	�� ����� ���� ��
� ���� ��

�� >�������� ���� ���� &��
��� 	�� 
�� ���

�:��� π �� �j ������ ����� ����. ��� 
� �� ���� [a, b] ��� ������� * 
� )������� ��
����� w ≡ 1�

F��� ��&�1 	�� π(x) ������ �� �G�H!! ��� 
� ������� �� ���� 
�� ������ �� 
� )����
x−aj 2 �� ��
�:�� ��� ����� ����
���������! ��� 
�������
� �� ��� 1����� 9
 ���� ����
����� ���
 ��. �j� ��
�:��� �
���������� �� 3� ��� � ���� n ��&���� ���� �� �� ��
n−1� �
��:� 	�� ��������� ����� ��������� �������
����� ���� �������� ��� ���������
�
��  �����
� 2 π(x) ��&�� ���� ����� ���
 * ���� ��
�:�� �� �� �� n−1 �� ��)�������
#��� &��� 
������� 
� ���� �� ��������� 
� ����������� �������	�� �� ���� ���������
	�� 
� ��������� ���������� �� ��$����� ���� 	�� 
� )����
� �� J���� ���� &�
��
� ���
	�� π(x) ���� ����� ���
 * ���� ��
�:�� �� �� �� ��)������� ���� ��� )������� ��
����� � �
� * 
������� ��� [a, b]�

> 	��
	��� �����
� ����� &��� ���������1 ��� ��
�:��� ��������� * ����� ��������� 2
�� ���� 
�� ��
�:��� �� 3� ������ 
�� Pn �� 
� ������� I�L�7� ���� 	�� 
��������������
���� ���)����� �
 )��� ������� 
������&�

� ������ ������ * W�7�7X ��� �� 
��� &��� ���� ����
��� ���.� �����
���� ������������ π(x)� 3� ���� ����� �� &�����
� x = 1

2 (a + b) −
1
2 (a− b)t ������ ������ ��� ��� [−1, 1] 2

I =

b∫
a

f(x)dx =
1
2
(b− a)

1∫
−1

f(t)dt.

(� ���������� ���� ����������� ����� ��&��� aj 
�� 1���� �� ��
�:�� �� 3� ����� ��
�� �� n� π(x) ��U�������� * �� )������ �������� ����� �&�� �� ��
�:�� 0 ��� 
� �� ����
[−1, 1] �
 ���� ���� ����� ���
 * ���� ��
�:�� �� �� �� ��)������� �� �� �������
���
��. �j �

9
 ����� * ��
��
�� 
�� ������ * ������ �� 
��.�������� ��� hj � ��
��
��� ���� ��
� 
����
�� ��
� �� 
� )������� �������
���� �i� #��� ����&���

1∫
−1

�i(x)dx =
n∑
1

Hj�i(aj).

3� ����� �������� ��� ��
 �����	��� �!� #��� ��&��� 	�� �i(aj) = δij �)����
� �G�<!!�
�� ���� 	��

Hj ≡ wj =

1∫
−1

�j(x)dx.

s 
����� �� 
� )����
� �� /�����.M�������C�
 �� �� �������� ���
 ����� �� ����
������� 
��.�������� �
�� �����	�� 2

wj =
−2

(n+ 1)P ′
n(aj)Pn+1(aj)

, j = 1, 2, . . . , n. �K�75!

9
 �.���� ��� ���
�� ��� �� ������ �� ��� ����� ���� 
����� ������ �� J����M3� ������
���� n �

��� ,��	��* �� ����� 74K� ���� �&���� 
�� ������� �� �������������� �
 &���
����. ������ �� �������� ����� ���� 
�� ����
��
���



7I< �������� 	
����
�� �����
���

���	��� % ��
��
��� 
� ���� ���� ��
� 	���� ���� ����� K�<�5� �&�� ����� ��&����
3�� ���
�� ������� 2

aj 0 ±0, 774597
wj 8/9 5/9

3� ���� ����� �� &�����
� y = x − 2 �����)���� 
������&�

� [1, 3] �� [−1, 1] �� 
������
 ���� �� 1/(y + 2)� D� ��
��
 �
��������� ����� �
��� I ∼= 1, 098039� ���� ��� ������
��
���&� �� ��� ���������� * H 7P−4�

!�"� �(�(���	����	 '� � �(���'� '� ��		

+� ����������� �� ����� �����&�

� ������ ������ �� ��� ����� )������� �� ������ ��
���� ���������� �� ���&�

�� )����
�� ������ ������ �� ���  �������� #��� ��&��� ���
�.���
� 	�� 
�� ��
�:��� �� 3� ����� ���� ����� ����. ��� WP� ∞ X ��� ������� *

� )������� �� ����� e−x� #��� ���&��� ���� ������ 2

∞∫
0

e−xf(x)dx =
n∑
1

wjf(aj) + E,

�S 
�� aj ���� 
�� 1���� �� ��
�:�� �� 3� ����� ������� n �� 
�� wj ��� ����� ��
���

��
�� * 
����� ����� )����
� ����
��
� * �K�75!� ���	�� )���

� �� ��
�:��� ������
 ����. ����� ����� ��������� * ��� )����
� ������ ������� 9
 �� )��� ��� �����������
�� ����
��� 	�� 
��� ���� ���� ��� ��������� 	��

� )������� ����� 1��� �� 
������� ��
���. �� ��
��
 ��� &�
���� �� f �� 	��
	��� ������� ��� ��

����� ����� �
 �������
������	�� �� ������ �����)����� ��� ���� ��
� ��&�� ���� �� ���� ��
� ���&�� �����
m���&��� 	��
	��� )����
�� ���� �������� 
� 	��������

∞∫
0

g(x)dx =

∞∫
0

e−x[exg(x)]dx =

∞∫
0

e−xf(x)dx

�S f = exg 0 ��� ��
������ ����� ���� ��������
 �� g ��� ��

� 	�� ��� ���� ��
��
���&�� ���� ���� ����� 
���	�� ���� ��������� �����
�	��� 
� )����
� �� J����M3� �����
* f 	�� 
�� ����
���� ������-������ (� g �� �����-� ��� ����1 &��� * 
������� 
� �����
��������� �� f (2n)� ��&������ ���������� ����
����
��

��� )���� �� 
� ��������� ��� 
����� ��
� ������� ��� 
� ������� �� J���� ��� ����$�
����� � 9
 �.���� ��� ������ ���. �������
���� 2 ���
���� ��� )����
� ������� ��������� ��
���
��� ��� ������� ��������� ����� ����������� 
� �������� ��
����� ��� * ��,��
���� 3� ������� ��� ����1 ����
� * ������ �� ���&��� #��� ��&����� 
������&�

� [a, b] ��
m ����������&�

��� [xm, xm+1]� ���� ���	�� ����������&�

�� ���� )������ �� ���� ��
���� �� &�����
� 	�� ������ 
������&�

� ������ ������ * [−1, 1] �� ���� ���
���� ���
)����
� �� J���� ������� ��� �
�&�� ����� ����� ��&�� �� ��U����� �&�� 
�� �����
��� �����&�

��� �� ����������� ����� ��
��
� * 
� ��C������ ��� �������� �� #�]�
��� )������� ���������� 
� ��������� ��� 
�� ����� ���������� * �� 	�� 
��� �������
�&�� #�]���M����� 0 �� �
��� 
��.������� �� �������������� �� a �� b ��� ���  �������
����	�� ��� ������ �� ���� ��� ��� ��&����



( − )������	 �� 	�������	 	
����
�� 7II

!�
/� ��	 ���(.���	 .(�(���	(�	

D�� ���� ��
�  �����
���� ���&�� ���� ��� ���������	������ ���� ������ 0 
�������
����� 	�� 
����������� �� 
� ���� ���� ��� �.���
�� 
� ��
��
 ���
��	�� ��

I =

∞∫
0

xne−xdx

��� )���
�� ����� ��� ���������� �� �
 ������� �������� �� ������ ��� �������������
������� �
��� ���� ��� ������	������ ,��	��* +∞ � F��� ���������1 ��� �������
���� �� ��� �������
��� 2 �� ���� ���
��� 
� ������� �� J����M3� ������

���� �������� ���� ������ ���� ���&��� ��
��
�� ��� ���� ��
��  �����
����� �� )������
�� ���� ����� �� &�����
� ��������.� ��� �.���
�� �� a > 0� ���� ���&��� ������ 2

∞∫
a

f(x)dx =

1/a∫
0

1
t2
f

(
1
t

)
dt.

D� ���� ����� �� &�����
� ���
� �� ��� &�
��
� ���� a < 0�

9
 ���� ����� ����&�� 	���� ���� ���� ����� �� &�����
� ���� ��
������� ��� 
����
����
� �� 
������&�

� ������ ������ 2 �
 )��� �
��� ������ ��
����� �� ���. �� �
�������
�������.�

(�������� ���������� 	�� f(x) ��� �	��&�
���� * (x − a)−1/2 ���� x ������ �� a
�a < b!� 3� ���� ����� �� &�����
� x = a + t2 )��� �������-��� ����� ��� �
�����
���� ���
� 2

b∫
a

f(x)dx =

√
b−a∫
0

2tf(a+ t2)dt.

!�

� ��	 ���(.���	 ��������	

#��� �.�������� ���� �.�� 
�� ������ 
� ��� ����� ���� ��
� ����
� 0 ���� ���������

����� ��
� �� f(x, y) ���� �� ������� D� 3�� &�
���� �.������ �� x ���� D ���� x1

�� x2 0 ���� ��� &�
��� ������ �� x� 
�� &�
���� �.������ �� y ���� y1(x) �� y2(x)�
9��� ���� ������� ��� ������� * y� ���� ��� ������� * x 2

J =
∫ ∫

f(x, y)dxdy =

x2∫
x1

dx

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy.

>���� �&��� )��� 
� ����. ����� ������� ������	�� ���� ��������� 
����� ��
� �� y�
���� ���&��� ��� ������ 
� ��
��
 ����� )������� ���� 
� &�
��� ���� 2

I(x) =

y2(x)∫
y1(x)

f(x, y)dy



7IK �������� 	
����
�� �����
���

�S 
�� ������ y1 �� y2 ��������� �� x� #��� ������ ���������� �����
�� �� ��
��
��

����� ��
� �� I(x) 2

J =

x2∫
x1

I(x)dx.

-�	
�1� ; (� 
��� ���
��� �� �������� ����� ������ ������ �% �����1� ' ��� �.���
�!�
	�� ���� ����
� ����� ���� ���� ��
��
�� I(x) 	�� J � �
 )��� �������  ���� * �� ���

������ ������ �� ��� ����� 	�� 
��� ���
��� ��� ��������� �������&�� ������
��� �

��
�����

��� �
 ������� �� ����  ���� ��  �����
���� * �
�� �� ����������� ��� 
� ������ ���&��

������� �� 
� )������� f �� ����� �� )�"�� ���������&� �&�� 
� ������ �� �����������

!�
�� �4���(.��� 	�	 �����

3� 
� ����
 (��
�� �������� �
������� �������� ������ ������ ������ ������	��� F����
���. �.���
��� ���� 
� ��� ����� )������� ������ ��� ��� )����
�� 3� ������� ��� 
�
)������� ��%����%� 	�� ��"��� 	����� �� ������ 2 ���. ���-��� �� ���������� ����
������� 
� )������� * ���� ��� ���� 
� &�����
� ������ ������ �� ���. ���
�� 
�� 
������
������ �������



'��%����%�	1	��>�%	&��������	
����161�16)6��

��� �

)�<+�;))<

3� )������� ��%� ��� �
�� ����
� 0 �

� ����� ����� �� ������ 2 
�� ���. 
������ �����
�� ������ �� 
� ��� �� 
� )������� * ���� ���� ��

���� ���� ���� ������ ���� �� ������
��C����� �� ���� ����� ����
�	��� 	�� &��� &��
�1 ����� �� ������� ���� ���
� ^!� +

�
)��� ����
 * �� �
 ������� % ��������) '� �����
� ���� ������ 
� ������ �� ������
���� 
�� �� ���� �S 
� )������� &���� �����������



'(���%��� $ � (�	��6 $ � 	��>�%	&��������	
����6 ��/(���%���



'��%�	)6�6(��

��� �

)�<+�;))<

E���
������ &��� ���&�1 &�����1 
�� ����
���� ���������� 2



'��(	��

��� �

)�<+�;))<

(��
�� ���� ����� ���� ���� ��� 
� ������� ��� �����1��� ��� )������� ��
��
�� �� ��� ��
���� �� ���
��� ���%%���!�

6��
� ���� ��
��
�� �� ���������� ���� ��
�� ���� )���� ���
��	�� ����� ��� 	�����
)����
� �������� �� ������ ���
� 
� 
� ����
 �C����� �� ��
��
 ������	�� 2



( − )������	 �� 	�������	 	
����
�� 7IL

' ��%	
�����	��	�
��6 � � )����*

−1 +
π2

6
' ��%	
�����	��	��)
��6 � � )����*

0.6449340668

!�
�� ���� �� 	���� ���	

/� �������. �
 �������� �� 	��������� ������	�� ��� �8 ���� ���� �� ��.��� ������

�� �
�� �������� ���� ������
�� ���� �� ����� �� ������ ���� ��� ��������� ��� 
�
N��
� �� �� ���
�����	��! 2 ���� ������ ��������&�� �
 ������� �� �
�����]M�������
������� �� J����M?�������

M R� N������ 2 ��	�	�	�� � ������� �����	���� ��� H �6������ ������ 7LLG!�

M 6� (����1��� 2 $����� �����	���� ��� ������� ������	���� ��� K �/�����
������ 4PP7!�

M ��
������ ��� ����� �����
�� ������	�� �� 66� +� `����� �� J� T����� 2 ��� 7�
���� ������ ������	�� 2
�%%�-������������F���������$�����%5�

M (�� 
� ���� �� 
�m��
� ��
������	�� )�����
� �� 3������� ����� �����
�� ������	��
�� B� R����1 2 �%%�-�������(�������%���������%5�
�� ����
������ �� 
�&�� 2 B� R����1� 6� ������� 2 �����
���	�� � ������� �����	���
�������� ��
������	��� �� D��&���������� R�������� 3�������� 4PPG!�

M T�`� ������ (�>� N��O�
�O� T�N� F�����
�� �� ;��� E
����� 2 �����	�� ���	����
,�� $�� �� *�	���	�� "�����	��� ��� G �������� � D��&����� ������ ������� ��
4PPI!�

M 9��� ��
�� ��
���
�� 2
�%%�-���
(��5�������������%�������������%�2����::<5��

��5������2��%����%��������������%5�

!�
�� #$������	

�������� �

(��� f ��� )������� ��$������� �������� ���� 
������&�

� [a− h, a+ h]� (��������
	�� 
��.�������� Df ≡ A−f(x − h) + A0f(x) + A+f(x + h) ���� ��� �����.�������
������	������ ���&����
� �� �� ����&�� ������� �� ����� x� #��� �������� f(x± h)
 �Q�� �� �������� �� N�
��

f(x± h) = f(x)± h

1!
f ′(x) +

h2

2!
f ′′(x)± h3

3!
f (3)(x) +

h4

4!
f (4)(ξ±).

/��������� 
�� ���$������ A−, A0, A+ ���� 	�� Df = f ′′ ,��	���� ����� �� h2 ����
����� ��� &��� 
� ����� �������� �



7KP �������� 	
����
�� �����
���

�������� �

(����� T1 �� T2 ���. �����.�������� ����� ���� ���� ��
�

J ≡
b∫

a

f(x)dx

�������� ��� 
� ������� ��� �����1�� �������� �&�� 
�� ��� h �� h/2� ��������&������

�! ���

�� ���� 
�� ��������� ���
����� ���� ��� ���. ��
��
� �

�! =� ������� T1 �� T2 ���� ������� ��� �.�����
����� �� R���������� �������� 
��
&�
���� �� 
� )������� f 	�� �����&�������� ���
 ������� ������ ������ �
����	��
���������� �
��� �

�������� �

=� �������� ��
��
�� ��� ���� ��
� ������ * 
����� �� 
��
 ������� 2

b∫
a

f(x)dx � Af(a) +Mf(
a+ b

2
) +Bf(b).

D��
���� 
� ������� ��� ���$������ ������������ ���� ����&�� 
�� ���������� A,M
�� B�

�������� �

=� &��� ��
��
�� 
����� ��
�

J =

1∫
−1

e−x

√
1− x2

dx.

�! ����� ���� ��
� �����

� ������ �

�! ����������� ��
��
�� J ��� 
� ������� ��� �����1�� �������� �

�! =� ������ �����
���� 
� ������� �� ����� ��
��� ��������� +C������ �� ��
��
 �&��
h = 1� ���� ������� 
� ����
��� J1� ���� �&�� h = 1/3� ���� ����&�� 
� ����
��� J1/3�

�! =� &������� )���� �� ���&��� ��
��
� �&�� �� ��� �
�� ����� 0 	��

� &�
��� �� h
)�����
 ������� ���� ���
���� �� ����. 
�� &�
���� �� 
����� ���� ��,* ��
��
��� �

�! 3������ ������	�� ������ 	�� 
������� �� ���������� �� 
� ������� �� ����� ��
���
���
����� �� ��� h ��� ������������

� * h2 2

J = Jh + Ch2.

������� ������� �������� 
�� ���. ����
���� ���������� �J1 �� J1/3! ���� �������
��� &�
��� �
�� ������� �� 
����� ��
�� �S 
� ����� �������� �� h2 � ������� �



( − )������	 �� 	�������	 	
����
�� 7K7

�������� �

D�� ����
� �� ������� �� ���� a ��� �������� ���� 
� �
�� xOy 0 ��� ������ ��U�����
�&�� 
���� ��� �� ��� �.� �&�� Oz� 3�� )����
�� �� ;��� �� 3��
��� ���
�	���� 	�� 
�
���������� &������
� �� ����� �� ����	�� �� �� ����� �� �
�� xOy� * ��� ��������
r �� 
��.� ��� ������ ��� 
����� ��
�

Bz = C

π∫
0

a2 − ar cos θ
(a2 + r2 − 2ar cos θ)3/2

dθ. �K�7G!

�! N���&�� �� ���� ����� �� &�����
� 	�� �������� �������� Bz ���� 
� )����

Bz = C′
π∫

0

1− r′ cos θ
(1 + r′2 − 2r′ cos θ)3/2

dθ. �K�7H!

�! D��
���� 
� ������� �� (������ �������� ���� ��
��
�� 
� ����� * 
� ��������
r = a/2 �� 
��.�� =� ������� ��� &�
���� �� θ ��������� �� π/6�

�������� �

�! =� �����-� 
�� &�
���� ����� )������� f ���� ����� ��������� �	������������ x0, x1, x2�
E����� 
� ��
�:�� �� 3� ��� � L(x) 	�� �������
� 
� )������� f ��. ������
x0, x1, x2� +� ���� ���� ��� h 
������&�

� ����� ��&���� �� ������ x = x0 + mh�
�.������ L(x) �� )������� �� m �� h �� ��� &�
���� �� f � ���� f0, f1 �� f2�

�! =� �������� ��
��
�� 
����� ��
� ������ 2

J =

x2∫
x0

f(x)dx

* 
����� ����� )����
� * ����� ������ 2 J � a0f0 + a1f1 + a2f2� D��
���� 
� ��
�:��
L(x) ����&� �� ��! ���� ���������� 
�� ���$������ ai�

�! ��
��
�� ������	������ 
����� ��
� 2

J1 =
2√
π

2∫
0

exp(−x2)dx

�&�� h = 0, 5�

�������� �

=� ��������� ���. ������ x0 �� x1 �������� �� h� ���� 
��	��
� �� ������� ��� &�
����
�� 
� )������� f �� �� �� ����&�� f ′�

�! ���������� 
� ��
�:�� �� `������� H(x) 	�� �������
� 
� )������� �� �� ����&��
��. ������ x0 �� x1� =� ���� x = x0 +mh 0 �.������ �
��� �� ��
�:�� �� )�������
�� h,m �� ��� &�
���� f0, f1 �� 
� )������� �� f ′

0, f
′
1 �� �� ����&���



7K4 �������� 	
����
�� �����
���

�! D��
���� 
� ��
�:�� ����&� �� ��! ���� ��
��
�� 
�� &�
���� ��� ���$������ ai �� bi
�� 
� )����
� ������ ������ ���&���� 2

J =

x2∫
x0

f(x)dx � a0f0 + a1f1 + b0f
′
0 + b1f

′
1

�! >��
�	��� �� ��
��
 �� J1 ������� * 
��.������ <!� �&�� h = 1�

��������  

D��
���� 
� ������� ��� ���$������ ������������ ���� ��
��
�� 
�� �� ������ Vxi\ ��

�� ����� Vwi\ �� 
� ������� ������ ������ �� J���� * �� �� * ���. ������ ����

������&�

� [−1, 1] 2

1∫
−1

f(x)dx ∼= w0f(x0);

1∫
−1

f(x)dx ∼= w1f(x1) + w2f(x2)

�������� !

=� ����� 
�� �� ������ �� 
�� ����� �� 
� ������� ������ ������ �� J����M3� �����
������� H 2

ai wi

±0, 906180 0, 236927
±0, 538469 0, 478629

0 0, 568889

��
��
��� �� ���
����� H &�
���� �� 
� )�������� 
����� ��
�

J =

1∫
0

√
udu.

���

� ��� 
� &�
��� �.���� �� J � 	��

� ��� 
������� �� ����� �����.������� �

�������� �"

=� ������� �� ��
��
�� 2

J =

∞∫
0

1
1 + x2

dx.

���� ��
�� �� ����������� 
������&�

� ������ ������ �� ���. ������� 2 WP�4X �� W4�∞X�
�� �� ���
�	����� ����� �&��� �C����� 
�� ���� ������ �� &�����
�� ������������ ����



( − )������	 �� 	�������	 	
����
�� 7K5

���	�� �����&�

� ��� )����
� �� J���� * 5 ������ ���� 
�� ���������� � ����� ���
��������

w1 = w3 = 5/9; w2 = 8/9; a3 = −a1 = 0, 774596; a2 = 0.

�������� ��

3� ������� ������ �� ���� 
� ���������� �� ����� ���� ���.����� ����� ��� ���� ��
�
��� ������ 
�� )��	������ 2

G(T ) =
8πh
c3

∞∫
0

ν3

exp( hν
kT )− 1

dν ≡ AT 4

∞∫
0

x3

ex − 1
dx ≡ AT 4

∞∫
0

f(x)dx,

�� 	�� ������ 
� )������� f(x) �� 
� ��������� A� ν ��� 
� )��	������ h � 6, 6× 10−34

B�� 
� ��������� �� �
���O� k = R/NA � 1, 4×10−23 B?−1 
� ��������� �� ;�
�1����
�� T 
� ����������� ����
��� =� ������� TY 7 ? ���� 
� ������

�! ���
 ��� 
� ���� ����� �� &�����
� 	�� ������ �� ������ �� ν * x � F������ 	��
x ��� ���� ����������� /����� 
��.�������� �� > �� ���������� ��� �����������
(�����

�� ��������
�� �&�� 
� )��� 	�� G ��� ��� ������� ������ �� �

�! D�� �������� �����.������� �� G ���� ���� ������� �� 
� )�"�� ���&����� =�
��
��
� ������	������ 
����� ��
� G0 =

∫ x1

0
f(x)dx� ���� x > x1� �� ����
���

f ��� ��� )������� &������ f1� ���� 
����� ��
� G1 =
∫∞

x1
f1(x)dx ��� ��
��
��
�

���
��	������� =� ������� x1 = 6� >��
�	��� 
� ������� �� (������ ���������
�&�� h = 1 ���� ��
��
�� G0� �������� ��� )���� �� f1 �� �������� 
� ��
��
 �� G�
������� ������� &�
���� 
� ����. x1 = 6 �

�! =� &��� ��
��
�� G ��� ���� ������ �� J����M3� ����� * G ������� (��� 	��

�
)���� ������� ������ 
����� ��
� ���� 	�� ����� ������� ������ �����
�	��� � =�
������ ���� G ������ 2

i P 7 4 5

xi P�544HGK 7�IGHI< G�H5<<4 L�5LHPI

wi P�<P57HG P�5HIG7L P�P5KKKK P�PPPH5L4L

m&�
��� J�

�������� ��

3�� ��
�:��� �� N��������) ��� ��� ��������� �� �������� I� 9
� ���� ������ ����
−1 ≤ x ≤ 1 ���

Tn(x) = cos(n arccos x)
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����
�� �����
���

�� &������� 
� ��
�����

1∫
−1

Tk(x)T�(x)√
1− x2

dx = 0 �� k �= �.

�! /��������� 
�� 1���� �� Tn�

�! 3�� ��
�:��� �� N��������) ���� * 
� ���� ����� ������� ������ ������ ���� ��
J����MN��������)� +� ������ ������ �� 
� ��
����� ������� ���
���� ������� 	��

� )����  �����
� ��� ���� ��
�� 	�� 
��� ������ ��
��
�� ��� ����� ������� ���

I =

1∫
−1

f(x)√
1− x2

dx �
n∑
1

wkf(xk)

���

�� ������ 
�� ��������� * ������� � =� �������� 	�� 
�� ����� ��������������
���� wk ≡ π/n ���� ��� ������� * n ������ �� 	�� 
� ����� �������� ��� 2

E =
2π

22n(2n)!
f (2n)(ξ) ; −1 ≤ ξ ≤ 1.

��! ��
��
��� �&�� H ���C��� �� �������)�� 
����� ��
�

J =

1∫
−1

ex

√
1− x2

dx.

!�
�� ���0��

0�
	� 	
$����1� �� ��$��� �� ��
	�

3� ����� �� ����	�� ���� �� �� ����� �rt �� 
������� ��� �� ������� I �����
��� ����
�� ������� �
�)���� ��� ����� ��� 
���� �� 
������ ��� �.���������

�B =
μ0I

4π

∫ �drs ∧ �Rst

R3
st

=
μ0I

4π
−→
rot

(∫ �drs
Rst

)
, �K�7<!

�S �rs ���� �� �� ����� 	��
���	�� �� 
� ������ �� ����� �
� ����������! �� �Rst ≡
�rt − �rs� =� �� ������� �� ��
��
�� ������	������ 
� ����� ������� ��� 	��
	���
������� ����
�� �� ����������� �� �� ������ 
�� 
� ��� �� ������ ����������������

7� ��
��
�� ������	������ 
� ����� ���� �� �� ����� 	��
���	�� �� 
������� ��� ���
����� �� ���� a ������� ��� 
���� ��� �� �������� ���� 
� �
�� xOy� =� �����	��
	�� �� ����
��� ����� ��� ������� �
�����	�� �� 	�� 
��� ���� ���� �� �������
��� �� ��
��
�� 
� ����� �� ���� ����� ���� �
�� ��������� ��� �.���
� xOz� 9

��� ������� �����
���� 
� ���� �� 
� ����� ����� ����� �� 
�� ����� =� �������
��� ����� ��������� �� ���
���� ��� ������� ������ ������ ������� G� ����� 
�
������� �� (�������
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4� D�� 
� �� �� ����� ��� ��� ������ ��

� 	��� �� ���� ������ 
� &������ �B ���� ��� ���
* 
� 
� �� �� ����� ������� �� �� ������ (� 
� ����� 6 �x, z! ���������� * ��� 
� ��
�� ������ �
��� �� ����� ���
������� �dx, dz! �������� * �� ����� &����� ��� 
�
���� 
� �� * ��������� 	��

dx

Bx
=
dz

Bz
. �K�7I!

��� ��
������ ������������ ��� �	������� ��C�������

�� ���� x �� z 	�� 
��� ����
�������� ��� * ��� ��� 
� ������� ��+�
�� �&��� c77�4!� 9
 ��� ������� �� �����
����
* 
������ 
� ����� 2

dx ∼ Bx√
B2

x +B2
z

0 dz ∼ Bz√
B2

x +B2
z

. �K�7K!

m����� �� ��� ����� ������� * ������ 
�� 
� ��� �� ����� ���� �� ����� ���� 
��
&�
���� ��� ��� ������������ ��
��
��� �� ��� ��� ���� �� ���
���� >��
�	��� ��
��� �� 
� ������ �������� &�� ����
���� �&�� 
� ��� �
����	�� ���� ����
� �
�����	���

5� N���&�� 
� ����������� �� ����� ����� ��� ���. ������ �� �������� �� `�
���
�1
����. ������ ������	��� ���.��
�� ��������� ��D ���������� ��� �� ������� �� ����
����!� ���� 	��

� &�
��� �� D 
����� ������ �� ����� �� ������ �� ����� � ����
�

� 
� ���

���� � ��� �� ���������
 �� �� ��&���� 
� ������� ���� 
���� ��� ������ �
���
 ��� 
��	��&�
��� �� �
����������	�� � a 	��� �������� ���&�� �� ��
 ����� �

G� N����� 
�� 
� ��� �� ����� ���� ��
���U��� ���������� ����� 
�������
� � �� ��.
������ ������	���� �&�� ��� �������� ����� ������ &������� �� 
������ �� a/5�





������� )

�����
� 
��������*
����
�	����	� �� +	���� ��������

3����
�� �������
� ��� ��� ����&��� ���� ��������� �� ����� ���� )���� 	��
�����&��
=� �������� * #�]��� 
� �������� ����� �� 
� ������������� �� 
� 
������ �
�����
��� �� ������� D� �������� ���� �������-��� 
�� ����� �� 	����� ����� ���������
�� ������� R�
�� � ��� ���� ����� 
��� ��� �������� ��������� * ���
���� 
����
��
�������
� 	���������&������ 9
 � ��
��
� 
���������� 
�������� �� ������ ���� �����)����
����� �� 6����
��� �� )������� �� 
� ����������� �������
� �� 
� 
������ ����� ���

� ������� /������ 
���� � �� 
� �����)����� �� E������ �NE! ��� ��&��� ����	�� ����
&����
� �� 
� ������� ��� ������� 
�������� * 
� ������������� ���)������ � �� R�����
��������� �� ����	�� ���
������ ������������� �� �����!� 
� �������������� ����� ��
���� ���� ��� ��������� �� ����	��� ���� ������ �.��
� ��� ����� k� % ������� '�
���������������� �.�
������� �����	��!� �� ������� ��� 
� ��C�������� 
���
� ������ ��

� ���������� �� �� ��
�

������� 
�� ������ 
� �����)�������� �� E������ � ��� �� ����
 ����	�� �.�
���&�����
������	��� 3����������� ������������� ���)������� ���� ��� ��8���. �� 
���&������ ����
�
 ������� �� �����)�������� �� E������ ������ ��� ����
������� ������ 
�� ������
����� �����
������� �� �� )����
�����

#��� �.�������� ���� �� ��������� �� 	���
 )��� �������� ��� ��
��
 ������	�� �����
�����)����� �� E������ �� ���� �������� ������� ���
���� �� ��
��
� >&��� ��������
���� 
� &�) �� ��,��� �
 ���� ����-� ���
� �� ��������� ��� &�� ��������
� ��� ��������
�����
�� �������
� ��������� �� ��� �� E�������

"�
� ��	 �(���'�	 '� ;������

8����� $���� �� <	�����

(��� f ��� )������� �������	�� �� ������� L� ���� ���
� ��� ��� �������� �����������
������� ���� 
� ����� �� E������ S ������ ��� 
� )����
� �L�7! 2

S =
a0

2
+

∞∑
n=1

[
an cos

2nπx
L

+ bn sin
2nπx
L

]
, �L�7!
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����
�� �����
���

�&��

an =
2
L

L∫
0

f(x) cos
2πnx
L

dx, n = 0, 1, 2, . . . ,

bn =
2
L

L∫
0

f(x) sin
2πnx
L

dx, n = 1, 2, 3, . . . .

(� f �����)��� ����� ��. ���������� ���&����� ������ ���������� �� /�����
��! 2 f ���
������� �������� ��� �������. �� �������� �� ������ ��� �� ��� �
������ ��� ���
�������� �
��� 
� ����� �� E������ S ���&�� � &��� 
� ����������

S(x) =
1
2
[f(x+ 0) + f(x− 0)]. �L�4!

(� f ��� �������� �� x� �
��� S(x) = f(x).

#��� ���&��� ������ ��� )����
� �	��&�
���� * L�7 �� ������ ���.��������

�� ����
�
�.�� 2

f(x) =
∞∑
−∞

αne
2iπnx/L, �L�5!

αn =
1
L

L∫
0

f(x)e−2iπnx/Ldx. �L�G!

F��� &��1 	�� 
� )������� f ��� ���������� ��� 
��� 	�� ���� ����������� 
�� �������
L �� {an, bn} �� ������ L �� {αn}� a ��� )������� �������	�� ���������� ��� �����
�������� ����������
�! �� &�
�����

8����� ���)���� 	� �����	�
�� �� <	����� =:<>

3� �����)����� �� E������ ����� )������� f(x) ��� ������ �����

F (s) ≡
∞∫

−∞
f(x)e−2iπsxdx. �L�H!

=� �����-� 
� �����)�������� ��&���� 	�� �������

f(x) ≡
∞∫

−∞
F (s)e2iπxsds, �L�<!

D�� ��������� ��$����� ����� ��� ����������! ���� 	�� ��� ��
������ ������ &����� ���
	�� f �� F ������ ����
����� ���� ���
�� �� 	�� f ���� ������ �� ����
�� =� ��� 	��
F ��� 
� �����)����� �� E������ �� f �� ������ 	�� f, F )������ ��� ����� �� )��������
���,� ���� �� E������� D�� ����� �������� �������� ��� F = F(f) �� ����� f ⇔ F �



* − �	����� ���������+ ���	��������	 �� ,�
��� 	
����
� 7KL

-�	
�1� ; 3� % ����� �������
 ' sincx ≡ sin x
x ��� �� �.���
� ����� )������� ���

����
����� ���� ���
� ���� ���� 
� �����)����� �� E������ �.�����

3� �����)�������� �� E������ )��� ������������ * ��� )������� 	��
���	�� ��� �����
)������� 	��
���	��� �����������	��� 3�� &�����
�� x �� s ���� ���

�� ���� 
�� )��������
���&��� ���� * &�
���� ����
�.���

9
 ��� ������
� �� ������� 	�� ��� ���������� ���&��� �����
�	��� ����� ��. % )��������
 �����
����� ' ��� % ������������� '! ����� 
� % )������� ' �� /���� �� 
� % )����
���� ' �� `��&������ �� ������ 	�� ���� ������������ ��� ���� ��
 �� ��� ����������
������	���

8����� 0	��������� � �	��	��

/��� ���	�� ������� �����
������� �� 
� NE� �� � �������� * ���
���� �� &�����
����
�������
���� >����� ���� 
� ��� �� ���������� �� �� ��
� �� ����������� �� �� ��
 ���
������� �� ������ g(t)� �� �� ��� ���
�� �� )��	������ �� �������� G(f)� /��� 
� ���
�� 
�����	�� �� E������� �� ���
� �
�� &�
������� �� ���
������� �� �� )��	����� ���
�� ��
������! ������
�� #��� �&��� ������ ��� �������� ������ 	�� ���&���� � �����
�������� ���� �
 ����&��� 	��� ���� �.�� 
�� ������ ���� ���
������ 
� ����
� �� &�����
��
������)��	������

9
 �.���� �� ���������� ���������� �� 
� NE 
� ������� ��C������� �� 
� ������ 3����
��� �
�� ��������� ����� ����� ������	��! ���

F (ω) =

∞∫
−∞

f(x)e−iωxdx; f(x) =
1
2π

∞∫
−∞

F (ω)eixωdω.

/�� 	�� 
��� ���
��� 
�� �.��������

�� ����
�.��� �� ���� �������� 
��.������� ��
)��	������ ��� �� ��
�������! �� ���&�� ����� ���� 	�� ������&�� 2 ����� ��� �����	�����
���&����
� �� )����
����� /��� ��������� ���
�������� ����� ������ /���
��� R6#!�
�� ��������� ��� ��C������� �� )��	����� ��� ������� * ��� ��)������ �
� % �������� '!�
�� ��� ��C������� ���&��� ���� ��� ���. �� ���� 3�� )��	������ �� ���&�� ��������������
�
��� ����1 ������

������

8����� ?�%�����	���)�

3�� ������� �������
� �� ������ )������������ ���,���� ��� ������� ���������� ��
% ���
� �	��� '� ���� ���&��� ���� �������� ��� �� ����������� ��� ������� ��&�����
���� % ���������� ' �� % �������

������ ' ��� ��� ���)���� ����� �� �� 
���� �� ����

�����!� 3�� �������
� �
�� ������� )���������� ����������� ��� ������� ������	����

9
  � ���. % ���������� ' * 
� ������������� (�������� 	�� 
� ������ )��������
��� ������� �
�����	�� )������� �� ������ ���� v(t)� 3��������

���� � ���
�	�� 	�� 
�
������� ����� ������ 	���� �������� �������� 2 
� )������� �������� v(t) ��� ����
����
��� ��� ����� �� ������� {v(ti)}� ��  �����
 �� �
�������� �������� /������ �����

� ������� ��� ���&����� �� ������ ��� �� ���&��������� ���
� ���������	�� �� v(t)
��&���� ��� )������� �� ����
��� �)������� ��� ��!� ��� ������� �
�� ��$��
� * ��������
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�� �����
���

���� ���	�� ���� 
� ����� 0 ���� ����������� 	�� 
�� ���&���������� ��� ��� ����
�����
����  ������

l �����
 ����� ����)�������� 
��� ���� �������

���� � � 3� ������� * ����� 	�������
��� �������� ���� 
� �������� �� (������� ����� ����
� �������� ���������

���� ��
(����� u(t), U(f) ���. )�������� �����)������ �� E������ 
���� �� 
������ 0 
� ��������
��� ������ ���� �.���
�! ��� 
������� ��� ������ 
� ������� ��� 
������� ��� )��	�������
#��� ��������� 	��

U(f) = 0 �� |f | ≥ f0/2.
+� �������� ������� u(t) ��� ��� �� ����������� �� )��	������ ����������� * f0/2� ���
������� ��� 
������ 3� 	������� f0/2 ��� ���&��� ����
�� )��	����� �� #	����� �����
fNy� 1/fNy = 2/f0 ��� ���� 
� �
�� ������ ������� �������� ���� u(t)�

#��� ��������� 	�� ���� ���� ������ �������� ��� �������

��� �� u �	����������
�� τ �
� ������� ���������

���� �!� 
�� ������� {u(kτ)}� /��� ��� ����������� 
�
�������� �� (������ �$��� 	�� 
� )������� u ���� ���� �.�������� ������������ *
������ ��� u(kτ) ��
�� 
� )����
�

u(t) =
∞∑

k=−∞
u(kτ)

sin [π(f0t− k)]
π(f0t− k) , �L�I!

* ��������� �� ������� τ = 1/f0� ���
�����&������ ���� ���&��� ���� 	�� u(t) ����
% ���� ���������� ' �� ���� ��������� ���� ����� ���. &�
���� �� u ��� ������� �� 
�
���������� 
� �
�� ���������� &�����
��

8����� :�����	�
�� �� <	�����
����� �	���	� ��%�����	���� =:<:!>

D�� )������� ���� ��� ������ ��� ��� �������

��� fn 0 ���� ����������� 	��

∞∑
n=−∞

|fn|2 <∞

���� ������� 
� ���&�� ���� ��� �.��������� 	�� &��� ���&��� F��� �����	��1 	�� �����
��������� �.�
�� 
�� )�������� �������	���� #��� ���������� �� �����)����� �� E������
��� 
� ��
�����

F (s) =
∞∑

n=−∞
fne

−2iπns. �L�K!

N��� 
�� ������ �� 
� ����� ���� �������	���� �� ������� ��
���
� �� 1/2π 2 F ���
���� �

������ �������	��� 3� ��������� ��� ������	�� �� ��

� ������� * ������ ���
������ �� E������ 2 f ��� ��������� F ��� �������	���

#��� �� �����

����� ��� ��� 
�� ���������� �� 
� �����)����� �� E������ * ����� �������
�NEN/!� ���� 	�� ����� ��������� ���������	�� ,��� �� �:
� ��������� �� ����������
�� �� ��
�

9
 ���� ����� * ��&��� �� ��� 	�������� ����������� �� ������������	���� 3� )�������
�� ������ ��� �������� �� �������	��� 
� )������� ��� � ��� ������&��! ���� �

��������
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�������� �� �������	��� 3���������� ���������	�� 	�� )��� ������ �� 
���� * 
������
������

� 
� �����)����� �� E������ �������� �NE/!� m���� ����� ��� ���������� ����
��	��� ���� 
�� ���������� �� ���� ����� ������
�

"��� A��	&���(� '� ;������ '�	��,�� BA;)C

8����� !������	�

m���� ����� �� ������ τ �
� ��� ���������

���� �!� �� ������ N �� ��� )�������
���

� �� ����
�.� f � ���� ����������� 
� ����� �� &�
����

{f(nτ)} = {fn} = f(0), f(τ), f(2τ), . . . , f((N − 1)τ).

3� �����)����� �� E������ �������� �NE/! �� ���
��� ��� �� &������! {fn}, 0 ≤ n ≤
N − 1 ��� ����� ��� ����� ���� �� N ������� ������ �����

Fk ≡
N−1∑
n=0

fne
−2iπkn/N , k = 0, 1, . . . , N − 1. �L�L!

-�	
�1� ; 3�� �������

��� fn = f(nτ) ���� �	������ �� " ? N − 1� N��� 
��
��.��� �������� �� 
� NE/ ���
����� ����� ���&������ ���� 
�� �������� �
��� 	�� ����
��� 
� ����
� �6��
�� (��
��� 6��
��! ���������� * ������ �� 7� �� 	�� ��� ��� ������
�������� �� ���)������

9
 �.���� ��� �����)�������� ��&���� 	�� ������ �� ���������� 
�� fn * ������ �� 
�
��	����� {Fk} 2

fn ≡ 1
N

N−1∑
k=0

e2iπnk/NFk, n = 0, 1, . . . , N − 1. �L�7P!

a ����� ��� ���������� �� 
��.��������

�� ���� 
�� ������ 	�� ������������ ���� 
��
�.��������� �L�L! �� �L�7P! ���� �������	���� �� ������� N � ��� �.���
�� p ����� ��
�������

e2iπn(k+pN)/N = e2iπnk/Ne2iπnp = e2iπnk/N .

9
 �� �����
� 	�� Fk ��� �������	��� 3� )����
� L�7P ���� ���� ���
���� ���� n �.�������
* 
������&�

� [0, N−1] ���� ������� ��� ����������� �� &�
���� ������ ���� ��� �����&�

��
3� ��������� ������ ���� ���� * �� 	�� ���� �&���� ������� 2 
�� ���. )��������
���,� ���� ��� ��� NE/ ���� ��������� �� �������	��� 0 �

�� ���� ������������ ��� 
�
���� ������ ���������

����

8����� �� :<! �	

� ����	3�
��	�
�� �����)���� �� <	�����

���� ,������� 	��
�����&����� 
� ��������� 	�� &���� ������ ������� �.������� ���
�����.������� ������	�� ����
� �� 
����� ��
� �� E������� #��� ����������� ��� )����
���� f(t) ��

� �� ������ �� 
������&�

� [0, T ]� #��� ������������ ���� ��� �����&�

� N
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������ ���&���!� �� �
�������� ������� �� τ = T/N � ���� 
��	��
� ���� �����������

�� &�
���� �� fn = f(nτ) �� 
� )�������� 3� NE �������

F (s) =

∞∫
−∞

f(t)e−2iπstdt =

T∫
0

f(t)e−2iπstdt

�� ���� ��������� 
� &�
��� �� ����� ���� ��
� �� �������� ������ * ������ �� 
��.� ���
s� 3������.������� 
� �
�� ����
� ��� ��

� ��� ������ 
�� * ������ ����� ����� K�H! 2

F (s) � τ
N−1∑
n=0

fn exp(−2iπstn).

+� ���
����� 
�� ���������� ����������� �� τ �� �� tn �� �� ����������� sk = k/T � �

&����

Fk = F (sk) � T

N

N−1∑
n=0

fn exp
(
−2iπ

k

T
n
T

N

)

�� 	�� ���������� * �� )������ ����� 
� ��������� �L�L!�

(�������� ���������� 	�� 
� )������� f(t) �� ���� ��C������ �� 1��� 	�� ���� 
����
���&�

� [−T/2, T/2]� 9
 ��� �
��� ������� ����������� 
����� ��
� ��� 
� �������
��� ������ 
�� *  ������ 3�� ������ ���� 
����� ������ ���� �
��� tn = nT/N �&��
n = −N/2 + 1,−N/2 + 2, . . . , N/2� 3� NE ��� ��
��
�� ��. ��������� sk = k/T � ����
k = −N/2 + 1, . . . , N/2� #��� �&��� �
��� 
� ��
�����

Fk � T

N

N/2∑
n=−N/2+1

fne
−2iπnk/N .

D� ������������ ���� * )��� ���
� �� ������ �� ��
��� 
�� ���$������ ����� ����� ��
E������ ��. &�
���� �� 
� NE/�

3�� ��&�
��������� ���������� ���� ���������� �����)������� �� ����� �� &�� ������
��)� ���� �
� ����� �� ����� �� ����� )��.� 3� ����
��� ����� ��� ����������� 
�� * 
�
���&���� 	��
��� �� 
� ������� ��� ������ 
�� ���� * 
��������� )���� ��� ����� ��
����
������ 3� NE ����� )������� ��

� �� ������ ���� �����&�

� ������ ����� f(t!!
������� ��� ���� 
��.� ��� s 2 
� ��������� �����
������� �� �������� �� (������ �����
��� ����
��� D�� ���
�� �
�� ������� ������ �� ��
��
�� 
������ ����� NE �� NE/ ��
�� ������� 	�� ��
����� ���� &��� 1��� 
���	�� τ ���� &��� 1����

8����� �	��	� 
��������� �	�� �� :<!

9
 ��� ������� ������������ ���������� ��� �������� ��������

�� #��� ������

WN = e2iπ/N . �L�77!

WN ��� 
���� ��� ������� #������ �� 
������ ��� ������ ��� ��
����� �� zN − 1 = 0!�
>&�� ����� ���������� 
� )����
� �L�L! �������

Fk =
N−1∑
n=0

W−kn
N fn, k = 0, 1, 2, . . . , N − 1.
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9����������� 
�� &������� ��
����� f ≡ [f0, f1, . . . , fN−1]T � F = [F0, F1, . . . , FN−1]T

�� 
� ������� V ���
������ Vij ≡W−ij
N � 3� NE/ ����� 
� )���� ���� ������� �������

× &������ 2
F = V f . �L�74!

#��� ������ ������ �������� �����

f = V −1F �L�75!

��� ��� ������������� �&�� 
� )����
� �L�7P!� ���� ����&��� 	��

V −1 =
1
N

V ∗,

�� 	�� ����	�� 	�� @ ��� ��������� �� )������ 1/N ����� F������� ����������� ��
����
��� �� ��
��
��� �� �
����� �� 
� ������� ������� V V ∗ 2

(V V ∗)mn =
N−1∑
k=0

Vmk(V ∗)kn =
N−1∑
k=0

W−mk
N W kn

N ,

=
N−1∑
k=0

W
k(n−m)
N =

N−1∑
k=0

zk, �� ������ z ≡Wn−m
N ,

=

{
N �� z = 1,
1− zN

1− z ������

= Nδmn.

#��� �&��� ���
��� ��� )����
� ������ ���� 
� ����� ��� ������ ����� ��� �������
 �������	�� ��� ������ z �� �� ������� ����� 7! �� 
�� ���������� ���W 2 z = Wn−m

N =

1 �� n − m = 0 mod N �� zN = W
N (n−m)
N = 1 ���� ����&�� 	�� V V ∗ = NI� +�

 �����
� 
�� W �����)��� *

W−nk
N = W−�

N , �&�� � = nk mod N.

(� ���� ���� ����������� �� ��
��
 ������	�� �� F � ���� ���������� 	���
 )��� �C������
N2 ��
���
�������� ��� ������� ����
�.��! �� N(N−1) ��������� ���� ������� �� &���
����� 3� ��,���� ������ ��� ���
�������� �� 
� /EN �������� ��  ����� &������� ���.
��

� �������

��� �� �
��!� ���� �������� ���
�������� ����� 
� ���������� ����� ���
�� ���� ��
��
�� 
�� NE/ �� ���	�� 
� �� �� �� ���	�� ��
���� �����  ����� ��������
9
 ��� ���� ��������
 �� �������� 
� ������ ������������� #��� ��������� ���� ��
� ��

��
 ������� �� ���
� �� N��O�� ������� �� 7L<H� ����� 	�� �� ���������� &���������
��� �
 ������� ��� �� ����
�.��� N log2N � (� N = 214 = 16384� N2 � 2, 68 108 ��
N log2N � 2, 29 105� ��  ��� ���� )������ ��������� * ��

��

"��� A��	&���(� '� ;������ ���'� BA;�C

=� ����

� �����)����� �� E������ ������ �� �
 ������� �����
�� ����� ��� ���

�����	��� �� ��
��
�� % ���������� ' ��� �����)����� �� E������ ��������� 3� ������
�� ������ N ���� ���� 	��
���	�� ���� 
�� �
 �������� �� ���� ����
�� 	�� �� N ���
��� ��������� �� 4� N = 2p� �� 	�� ���� ����������� ���� 
� ������
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8����� (�)	��%
� �� &		��",:�@�"
	� A ��������
�� �� �
�� B

/����&��� ���������� �� �
 ������� �� NER� #��� ������"��� ��� ������ Fk ��
�������� 
�� fn �� ��� ���� �� ������

Fk =
N/2−1∑

n=0

[W−2kn
N f2n +W

−k(2n+1)
N f2n+1]

=
N/2−1∑

n=0

W−2kn
N f2n +W−k

N

N/2−1∑
n=0

W−2kn
N f2n+1,

k = 0, 1, . . . , N − 1.

3� �����	�� ���&���� ��� 
� �
� �� 
��
 ������� 2

W−2kn
N = W−kn

N/2 .

+

� ���� ������ �������� Fk ���� 
� )����

Fk = Gk +W−k
N Hk, k = 0, 1, 2, . . . , N/2− 1,

�S Gk �� Hk ���� ��� NE/ ������� ��� N/2 ������� /� �
��� ��� 	�������� �����
�������	���� �� ������� N/2� ���� ���&��� �.������ 
�� Fk ���	����� �����

Fk = Gk−N/2 +W−k
N Hk−N/2, k = N/2, N/2 + 1, . . .N − 1.

���	�� Fk ������-� ����� ��� ����������� 
������� ���� G �� ���� H �

3�������� �� ����� ������������� ��� 	���

� ��������� ��� ����������� R����
�1�&���
	�� 
� ��
��
 ������ ��� Fk ��������� N2 ��
���
��������� (�������� 	�� 
�� Gk� Hk

����� ��� ������� ��� 
� ������� ������� 2 ��
� � ��8�� 2(N/2)2 ��
���
��������� ��.�
	��

�� �
 )��� �,����� N ��
���
�������� ��� W−k

N � ���� �� ����
 �� N2/2+N ������
������ �� ������ &� ������ ��������� ��� ���� �

��� �� )��� ���������� * ���&����
�� )�"�� �������&�� 
�� NE/ ������

���

R�������� �������������� gn 
�� fn �� ��� ���� �� hn ���. �� ��� ������� �&��
0 ≤ n ≤ N/2− 1� 3�� ������� �������������� Gk ������&��� �
���

Gk =
N/2−1∑

n=0

gnW
−kn
N/2 =

N/4−1∑
n=0

[g2nW
−2nk
N/2 + g2n+1W

−k(2n+1)
N/2 ]

=
N/4−1∑

n=0

W−nk
N/4 g2n +W−k

N/2

N/4−1∑
n=0

W−nk
N/4 g2n+1

=

{
Ik +W−k

N/2Jk, k = 0, 1, . . . , N/4− 1
Ik−N/4 +W−k

N/2Jk−N/4 k = N/4, N/4 + 1, . . . , N/2− 1.

#��� �&��� ���
��� 
� ��
����� W−2nk
N/2 = W−nk

N/4 ���� �.������ 
�� {Gk} ����� ���
����� �� ���. NE/ * N/4 ������ �������� F��� &�������1 )���
����� 	�� 
� ��
��

��� {Fk}� �� ���
����� ���. ��������������� ���
�	�� N2/4 + 2N ��
���
���������
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3� ���������� �� �������� ���� 	�� 
� ������ �� ������ ���
�	��� ���� ��� NE/
��� ��&����
� ��� 4� ����� ���� �&��� ������� 	�� N = 2p� ���� ���&��� ������
p = log2N �������������� �� ������� 3� �������� ����� )��� �����&���� ��� ����
��
�� &�
���� �� f ����� fn �� fn+N/2� 3�� ���$������ W ���� �
��� W 0

N = 1 ��

W
N/2
N = −1�

R����������� ��� �� ������ �	�� ��� ����� ����
���� 
� i�. �� ������� ����� �����
* 
������ �� 
��
 �������! 
� ������� 	�� &���� ������ ������� ���� 
� ��� N = 8 �&���
� ��� L�7! 0 ���� �������� W8 = w = eiπ/4� 3�� ����
���� �� ��
��
 �
�� �����������
�� F ! ���&������� ��� Gk �� Hk� 	�� ���� ��.������ ����� ����� NE/ ��� �
������
�� ��� ���� �� ������ �� f � 3� )�"�� �� ���
���� ����� NE/ ����� ��� �������� ����

��������� 3� ��� ����� �� ���� 	��� ��� �.���
�� F2 = G2 + w−2H2 �� ������ 	��
F4 = G0 + w−4H0�

f0

f2

f4

f6

f1

f3

f5

f7

G0

G1

G2

G3

H0

H1

H2

H3

F0

F1

F2

F3

F4

F5

F6

F7

TFD

N—2

points

TFD

N—2

points

w–4

w–5

w–6

w–7

w0

w–1

w–2

w–3

������ ��� 	 .����E�� ���� �� �� ���������� ����� C"5�

������� �&��� ���� ������ 
�� Gk �� 
�� Hk 	�� 
��� ����&� ���� 
� � ��� L�7 � ���
���. NE/ ������� ��� G ������ �������� ������ ���������� w′ = WN/2 = i�

f0

w'–2

f4

f2

f6

I0

I1

J0

J1

G0

G1

G2

G3

TFD
N—4

points

TFD
N—4

points
w'–3

w'0

w'–1

������ ��
 	 2��*�E�� ���� �� �� ���������� ����� C"5�
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3� ��� ����� �&��� � ��� L�4! �

����� 
� ������������ ��� 	�������� ��������������
Gk * ������ ��� Ik, Jk� ��.������ ����� ����� NE/ * ���. ������� 9
 )��� * ���&���
������� 
�� ������ �� ��� ���� �� ���. �� ��� ������ 2 f0, f4 ���� ����� f2, f6 ��

�������

�� ��� ����� ���� ����	�� 	���
 )��� �C������� ����� ������� 
���������� G1 = I1 +
w′−1J1� 3�� ������� Hk �� ��
��
��� �� )�"�� ���
� ��� #��� �� ����&��� �� �������
����� 
� �	�� �� 
��
 ������� ����� 
� ������� * ���� �.�����!� 9
 )��� ���
���� 
��
NER * ���. ������ 	�� ���������� 
� ��
��
 ��� Ik, JK * ������ ��� fn� 9����&�������
���������� 
�� ���$������ W 0

8 = 1 �� W 4
8 = −1� ��
�� �� ������ ���&��� ����
� 
�

% ����

�� '� � ��� L�5�

f0

f4

I0

I1–1

1

������ ��� 	 C�����E�� ���� �� �� �� ���������� ����� C"5�

#��� ���&��� ������ 
�� ����� ��� ������ ���������� �� �� ���
� ���� ������� 
�
������ ����
�� ����� NER ������� ��� ���� &�
���� L�G�

f0

f4

f2

f6

f1

f5

f3

f7

G0

G1

G2

G3

H0

H1

H2

H3

I0

I1

J0

J1

F0

F1

F2

F3

F4

F5

F6

F7

w–4

w–4

w–4

w–4

w–4

w–5

w–6

w–7

w0

w0

w0

w0

w–4

w–6

w–4

w–6

w0

w–2

w0

w–2

w0

w
0

w
–1

w
–2

w
–3

������ ��� 	  �7��� ������ ����� C"5 : N = 8 +�������
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��� �
 ������� ��� 	��
��� % �������
������� �� ����� ' �% ���������� �� ���� ' �� ���
 
���!� =� ��� ��� 	�� 
�� ������� ���� 
�� &�
���� �������

������ ���� �� ��
 �������

�� 	���� 
�� ���� ����� * 
� ������� ���� ��

��)���

�� �&��� �� 
�� �����)������ F���
��������1 	��� ���� ������� 
� ����
��� ���� 
������ �����
 �F0, F1, . . . , FN−1!� �
 )���
������ �� ������� ��� ��� ���� �� ����� ���� �������
��� 2 [f0, f4, f2, f6, f1, f5f3, f7]�
(� ���� ���
����� ��� fn ��� �� ���� 
������ �������
� ���� ����������� ��� Fk ������
���� 	���
 )����� ���� ������� ��� ���. �������
���� ���� �� )��� �	��&�
������ N��� 
��
�
 �������� �� E������ ������� ����������� ��� ����� �� ����������� ��� ������� ��
��� ����
����� ���� ������&�� 
������ �������
�

8����� �� ��������
�� �������

3��� ���� ��
��
 ������� ��� ���� �� ���1� &�
����� �
 ����� ��� ��$��
� �� ���&�� 
��
�����)��������� ��������&�� ��� ������� ���� ����
�� 
� ����������� ���&����
�� 6���
������� �

��� ���� )���� ���� 
� ���� ���� �
�� )��	���� �� �����	��� �� 7P4 �� 7P5

&�
���� � +� ���
����� 
� ������� ����� ����
� 	���
� ���� 	�� ����� 	�� ���� ����

��
���� 
� % ������������ ������� '� ���� �����-��� 
����
������� 	�� ���� ������� 
�
������ fk �&��� 
� �����)�������� �� E������ ������ 2 ������ k �� ���������� �������
�k2!� ���&����� �� ������ 2 
� ������� ���C�� ��&���� 
� �������� 
� ���.����� 
��&����
������� �� ����� �� ����� �k′2!� �����&����� �� ������
 �k′!� 	�� ��� 
� ��� �������� F����

��

��������� ���� ����� �.���
� * N = 8 �������

k10 k2 k′2 k′10

0 000 000 0
1 001 100 4
2 010 010 2
3 011 110 6
4 100 001 1
5 101 101 5
6 110 011 3
7 111 111 7

#��� &��� ���������� * ����� ���.������� �������� 
�� 	��
	��� 
� ��� ���� ��� �����
�����
� ���C������ ����� �����)���������

8����� <��	�����	� �� �� 
����� 0
� �������� �� ����)	��%
� :<.

#��� �&��� &� 	�� 
� NE/ ���&��� �������� ���� 
� )����

F = V f .

3� ����� � �� 
� NE/ * 
� NER ���� �� �����&��� ����� ��� ������������� �� 
�
������� @ �� �� ������� �� )������� % �
�� ����
�� ' ��� �
�� ������������ ���������
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�
�� �� 1����� #��� ���� ������������ ��������� 
� ����
���� 	�� &��� ������1 &������
�&�� �� ������ �� ������ �� �� 
� ���������

V = V8V4V2P , �L�7G!

�&�� 
�� ���������� ���&������ �� ������ ���,���� w = W8 2

V8 ≡

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 w0 0 0 0
0 1 0 0 0 w−1 0 0
0 0 1 0 0 0 w−2 0
0 0 0 1 0 0 0 w−3

1 0 0 0 w−4 0 0 0
0 1 0 0 0 w−5 0 0
0 0 1 0 0 0 w−6 0
0 0 0 1 0 0 0 w−7

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

V4 ≡

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 w0 0
���

0 1 0 w−2
���

1 0 w−4 0
��� 0

0 1 0 w−6
���

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
��� 1 0 w0 0
��� 0 1 0 w−2

0
��� 1 0 w−4 0
��� 0 1 0 w−6

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

V2 ��� ����� ��� ������� �
������ ���
�� 	���
 ��� ������� ��������

V2 ≡

⎡
⎢⎢⎣

v′
2 0 0 0
0 v′

2 0 0
0 0 v′

2 0
0 0 0 v′

2

⎤
⎥⎥⎦ ,

�&��

v′
2 ≡

[
1 w0

1 w−4

]
.

0 ��� ��� ������� 2× 2 ���� ���� 
�� �
������ ���� ��
�� +���� 
� ������� �� ������
������ ) &���

P ≡

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.
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F��� �����	��1 	�� P ��� ������	��� 3� ����� ��� ���������� * �C������ ������-�
�
�������� ��� 
� )����
� �L�7G! 2 �������� 
�� �������� �C������ 
�� % ����

��� '
������� 4� ���� ���. ������� G �� ���� ���. ������� K� F��� ��������1 ����� 	�� ���	��
������� Vp �� �������� 	�� ���. �
������ ������
� ��� 
� ��� ���� 
��� &��� ��� �����
&��� ����� 	�� ��� �� ��
���
�������� ���� ������������ +� )���� 
��
 ������� ��	�����
������ �� ��
���
�������� 	���
  � �� ���$������ w−n ���� 
� � ��� L�G�

9
 �.���� �� ���������� &�������� �� 
��
 ������� 	�� ���� &����� �� �������� +

��
���&��� ��  �����
 ��������� ��� ��� ������
������ �� 
� )����
� �L�7G!� +� &���� ��
�.���
�� 	�� ���
��� 
� ������� �� 
� ������� @�

V = V T = P T V T
2 V T

4 V T
8 = PV T

2 V T
4 V T

8 . �L�7H!

+� �.������� 
�� )����
�� �� ���������� &��� &����1 	�� 
�� �������� V T
p �� ����

������� ������ 	�� ���. �
������ ��� ��
� ��� 
� ��� 3��
 ������� ���������� ��� 
�
)����
� �L�7H! ��� ���� ������ �� �
 ������� �� NER 	�� �� ��C��� �� ��������� 	��
��� 
������ ��� ���������� �� 
� &�
��� ��� ���$������� =� 
� ���� �� ��� 
��.��������
% �����
������� �� )��	����� ' �% ���������� �� )��	���� '!� /������� �
 ��������
������������� ���� ������ 	��
���	�� �� ������� 3��
 ������� �� ���
�MN�O� ���
�� ������
� � ������������ �
���������� ���
�	���� ������� ���. &�
���� �
� % ���
��

�� '!� ���� N 	��
���	��� �� ���� ������ ��� ��������� �
��������� ���� ���	��
)������ ������� �� N �

"��� ������(�(	 '� � ���	&���(�
'� ;������ '�	��,��

#��� �

��� �.������� �� )�"�� ������	��� 	��
	��� ���������� �� 
� NE/@NER� #���
���
������� ���� ��
� 
� )������� ((%	$� �� (��
��� ����� )������� ��
��
� �� )���

Y� =
N∑

m=1

yme
−2iπ(m−1)(�−1)/N

����	�� (��
�� �������� 
�� �
������ �� &������� * ������ �� 7� F��� ������1 �������

�� ����� ����
����� �&�� �� ����� �� ��
��
 �
�� 
�� � �&�� /(%	$�� 	�� �����
��� ���

��
 ������� ������� /��� �� ��� ����� ���� 
������� N ��� ��������	������ �,����
�� ������ ���
������ �� &������ y� 9
 �.���� ����� ��� )������� �((%	R� 	�� �C�����

� �����)�������� ��&����� D� ������� �.���
� �������� 
�� �������

��� �� 
� )�������

y = e−αx, x > 0, y = 0, x < 0 �� α ≥ 0.

#��� ��&��� 	�� 
� NE �� ����� )������� �������

Y (s) =
1

α+ 2iπs
=

α

α2 + 4π2s2
− 2iπs
α2 + 4π2s2

.

��� ���. )�������� ���� ������������ ��������� �� ��� L�H!� ���� α = 6�
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– 5– 10– 15 0 15105
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-�	
�1� ; F��� �&�1 ��������� �����	�� 	�� 
� )������� y ��� ��� ��� ������ ��
x = 0� =�� ���� ��&��� 	��

y(0) =

∞∫
−∞

Y (s)ds =

∞∫
−∞
�[Y (s)]ds =

1
2
.

��� ����� �� ���������� ���� �������� ���� y(0) = 1
2 �

>��
�	���� ���������� 
� NE/� #��� ������ ������� 
� &������ y� * 
����� ����������
����� ����� ��

����� 2

�# Y 54 0
�. Y 
 � � ��� � � � P � 5 � 7 �#! � 0 .� Y � P 2#−7! � 0
�� 
 ) � Y ����� �Z � � � ) ) � �.� � 2 Z ! 0
� Y �.��− � 
 ) � ∗.!

#��� �&��� ������� 54 �������

��� ��� 
������&�

� [0 . . . 3, 1]� #��� ��
��
��� ������� 
�
NER ��� R � ((%	$� ��� R � /(%	$�!� 9
 ����� ���� * �����������  �����	������ 
�
����
���� �� ���
����� 
�� �
������ �� �� ����� ��������� ������ ���� 
��
 �������!�
#��� �� ��
���� ��� 
�� ������ ��� ��� �� ������ ���� ���
� ��� 
� ��������� �������
��� % )�������� ' ������������

3�� ������� ������ $	��! ������������ ��� 
� � ��� L�<� 9
 ��� ��������� �� �� ���&����
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� NE/ ������� ���
��������� ��� )������� �� ������ y �������	�� 0 &��� ��
&��1 	����� ������� ��� 
� � ���� �� 
�� ���� 5�4� 3� ������� ���������

���� � ���
�� τ = 0, 1� 
� )��	����� ���������
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����� ���  �������� ���� ���������!� 3� ������� ����� �	��

� 	�� ����

� )�"�� �� 
� ���������! ���������� * 
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��� x = 0 0 ���� )��� 	�� 
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�������
�������� ���� ������� �� ���������� ���� �� ��
 % �����
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+.�
������� YN−1 2

YN−1 =
N−1∑
n=0

yne
−2iπ(N−1)n/N =

N−1∑
n=0

yne
−2iπne2iπn/N =

N−1∑
n=0

yne
−2iπ(−1)n/N = Y−1.

=� ������ �
��  �����
����� YN/2+p = Yp−N/2 �&�� 
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��� YN/2 = Y−N/2�
����� ������������ ��� ���&���  ������ 0 ����� ����	��� (��
�� &��� �C�� 
� )�������
M � ((%���(%	R� 	�� ���� ����� 
�� �
������ �� Y ���� 	�� s = 0 ��&����� �� ������
�� 
������&�

� 2 �� Y ��� �� &������ �� ���

� N � Z &��� Y ([N/2 + 1 : N, 1 : N/2])� 3�
���� )������� ���� ����� �����
�	��� * �� ���
��� * ���. ����������� ���� ���������
���
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 �� ����� � �� �������
���!� �� )��� ��� �

��� ��
������� ����� 
������� ��� x �� ��
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���	�� k
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��� ��� ����� 
� ����� yn� +

� ��������� ����� 
� )������� y� ��� ������������� ��
n = 0 0 �
 )��� �� )��� ����� y0 = 1

2 � ����� �����	�� ��� * ���������� �� )��� 	�����
����� �� E������ ���&�� �� * 
� ������� ����� �������������� &��� 
� ������ ��� &�
����
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� � � �
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������ ��$���� ���� ������-��� ��� 
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����� 414 Y 7<5KG �������

���� ���

� ���� 
� ����� �� 
��������

����� �

�! > ����� �� 
��������������� 
� �� ��
 �������-� �� ���� ����� �������� ���

� ���

� )������� ���������

��� 	�� ����������� �� 
���)�������� � ����������� ������ 
�
������������ �
�� �$���� �� ���� ���� ����� ��� ��� )��	������ �

�! =� ���� 	�� 
� ������� �������� ���. ����������� ���� 
�� )��	������ ��C����� ��
4 `1� ����������� 
�� ��������� ���� 
�� ���������� �� 
��.������ �

"� � ���0��

.�/�
����� �� ,�
������ A��/�
����� ? �2��#��B

3� 
������ 	�� ���&���� ��� ��&������ �����	��� ���� �� ����� ����� ��� ��C��������
+� 
������ ������������	��� 
���	�� 
���&������ ��� ��
����� ��� ��� ���� �
���
�� 	�� 
������&����� � 
��� ����1 
��� ���� 	�� 
��� ������ ���������� ����� �
����

�� ����� ��C������� ����������� �� E������)��!� �� ������ 	�� % 
����
����� ����
�
�.� ' �� 
����� ��C������ ��� 
� �����)����� �� E������ �� )������ �� ������������
�� 
���&������ ��
�� �.�������� 
� % )������� �� ������������� ' �� 
� % ������������
����

���� '!� 3���������� ��C������ ��� 
� ����� �� ����
� �� 
����
����� ����
�.��
3� �����)����� �� E������ ��&���� �� 
���������� ��� ����
�� 
� )������� �� �����)���
�� 
���&������ 0 �

� ��� � �
� �� ������� �� ���&�
����� �� 
� ������������� ��� 
�
)������� ����
�.� ���,� ����

�! /�C������� ��� ��� )����

D�� )����� �� 
�� ��� )���
� ��&��� �� �������� ��C����� 
� 
������ ��������

�����
���� 
� ��������� ����������
���� * �� �
��  ����� ��������� �� �� ���� 
������

������ * ����� ���
� ���������� 3������ ���� ���������� ��� �� &������ x * N =
2p �
������� ���� � ��. * 1���� ���� ����
�� ��� )���� �� 
�� ��� L� �� ������
xn = 1, (N − L)/2 ≤ n ≤ (N + L)/2� ��
��
�� 
� NER X �� x� ���� 
����������
E� +.������ 
��C�� ���� ���� ����� �� &�
��� �� L� +����
 ���
� �� ������ �����
����	�� ���� 
� ��.�� * ������ �� 
��.��������

�� x(N−L)/2 = x(N+L)/2 = 0, 5 �
���
 ��� 
� �:
� �� ��������� p �

�! /�C������� ��� �
������� )�����
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9
 ��� )���
� �� ������� 
� ��� �� 
� ��C������� ��� ���. �� �
������� )������ ��
�������� 
� &������ x� +.������ 
���i����� ��� 
���������� ��C������ �� 
� ��������
����� )����� �� �� ������ �� )������

�! /�C������� ��� ��� ��&������ �������������

�

3�� ��,��� * ���. ���������� �� �������� ���� ����� )���
����� * 
����� �� 
� )����
���� ((%� �� (��
��� �������� * ((%���(%� R�����&�� 
�� � ���� �
����	��� �� 
�
��C������� * 
������ ��� ��� ��&������ ������ �
���� �� �����
�����

�! >����� )�����  �������	��� �� ������
� � �� )�����

F��� ���&�1 ������ �.������ 
�� � ���� �� ��C������� ��������� ��� �� ����� 
�
�� �� ��.� ���� 9
 ��� ���������) �� �������� 
� ������� �� 
���&������ �&�� ��

�
�� ��� ����� �� ��C�������� D� % ������
 ' * ���. ���������� ���� ���� ����
�
�� �����	���� ���� 
������ �
������� ��&������� �� �
�������� ���������



������� �,

-�����
 ��	���
* �������
 ��	���


3� ����	�� )������ ��  ���� ������ �� ����
���� ���������	������ �	��&�
���� *

� ��� ���
������� ����� ������� ������	�� �� �������	��� ����� 
� ��� �� 
� ����������
��� 
� ��
��
� ��� )��	������ �� &�������� ���� ������ ������	�� �� �
�����	�� �� ���
���� ��� ��&���. ������ �� ���� ������ 	�����	��� +� �
 ���� 
�������� �� ���
� �
��:�
�� ������������� ��� % &������� ������� ' �� ��� % &�
���� ������� ' ����� ��������
����� �� ��,�� ����� ���� ����� 	�� 
� ����
����� ��� ������� 
��������� #��� ����

��������� ���� �� �������� ��������

����� �� ��� ��� �������� ���

�� ������	����
R����
��� 	��
	��� ���������� ��� % �
������ ������� ' ����� ��

� ��������

#��� ����
��� &�
���� ������� �� 
� ������� ������ ������	�� A 
�� ��
������ ��

��	������ �� λ 2

det(A− λI) = 0 �7P�7!

�S I ��� 
� ������� ��������� (� A �� I ���� �� ���

� n × n� 
�� &�
���� ������� ����
���� ��
������ �� 
��	������ ��
�:���
� �� �� �� n 2

(−1)n(λn − Cn−1λ
n−1 + · · · − C1λ) + C0 = 0 �7P�4!

����
�� % �	������ ������������	�� ' �
� ������ �� ������ ��� 
� % ��
�:�� ������
�������	�� '!� /��� 
� ��� ����� ������� ������	�� n× n� 
��	������ �7P�4! ����� n
������� ���

��� ���������� �� ���� ����� �
 ���.���� ��� ���.�������� ���
��	�� ���
������� ���� ��
�:�� �� �� �� ��������� * G� 
� ��������� ��� &�
���� ������� ���
���,���� �� ��������� �������)� D� ������� ������ �� �������� ��������� �3�&�������
?�
�&! )������ 
� ��
�:�� ������������	�� �� ����������� ��� 1����� ��� ��������
���� ������������ ���� �� 
�������� ����������� ����
���������� ��� A� �

�� ����

����� ���
��
 ��� Ci! �� ������
�� ���������� ��� �������!� ��� ������� ��� ���. ������
����� ���� ������� ���� ��� ������� ������ ���
�� F��� &����1 	�� 
���� ��� ��������
�� ��� ���
������� 
�� �
�� ���)�������� �������� * % ������ ���
���� ' A �� ������&���
��� &�
���� �������� ���� * ��
��
�� 
�� ������� �� ��� ��
�:�� ������������	���

m���� ����� ��� ������� M ����� ���
�� ���� ������ 	�� 
� ������� A′ ��� ����
��
�
* A �� A′ = MT AM 0 
� �����)�������� A −→ A′ ������

� ��� ����
������ =� �
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� �������� 2 A′ �� A ��� ����� &�
���� �������� 3� &������ ������ u ������� * 
�
&�
��� ������ λ ��� ����� ��� 
� ��
����� 2

Au = λu �7P�5!

/��� 
� ��� �������
��� ����� ������� ������	��� 
�� &������� ������� ��� ������
�� n! ���&��� ���� ������� ����������� 2 �
� )������ ��� ���� ����
��� �� R

n� (���
U 
� ������� ���� 
�� ��
����� ���� 
�� &������� �������� F��� ������1 &������ 	��

�������
� ��� n �	������� ��

�� 	�� �7P�5! ���� �������� 2

AU = UΛ �7P�G!

�� Λ ���� �� ��� ������� ��� ���
� ���� 
�� �
������ ��� ����. ���� 
�� &�
����
�������� /� ��� �� ���������� U ��� ����� ���
�� UT = U−1� +� �C��� 
��
�����
i, j �� ������� UT U ��� 
� ������� ���
���� �� 
� 
� �� i �� UT � ���� 
� &������ 
� ��
uT

i � ��� 
� ��
���� j �� U � ���� uj� ����� 
�� &������� ������� ���� ������������
���� �&��� (UT U)i,j = δi,j 0 ��������� ���� �� ������� �� �������� �� ������ * 
�
������� ������ E���
����� 2

Λ = UT AU �7P�H!

�� 	�� ������� 
� �������� ���&���� D�� ������� ������	�� ���� ���,���� ���� ��� ��
��
���� �� ���� ����� ����
����� 0 
� ������� �� �����)�������� ��� ����� ���
� ��
��� ��
����� )������ �� ,�� ����
�� �� &������� ��������

-�	
�1� ; ����� �� �������� �������� �������� �� ����
���� ������	��� )������
��� (��
��� ���� �&��� ������&� 
� ����� ������
 �
��:� 	�� 
� &�� �
��


/�
� ��	 (�(����	 ������	 	�	 �����

/��� 
� ������ ���� ���
����� 
� �������

F =

⎡
⎣ 1.0 1. 0.5

1.0 1. 0.25
0.5 0.25 2.0

⎤
⎦

����� �.���
� ���� �

������ 
�� �
 �������� 	�� ���� �

��� ���������� #��� ���&���
���� �8� �������� * (��
�� �� )���� 
�� ��
��
� 0 �� 
� ����
 ������� ���. )��������� 3�
�������� )������ ���	������ 
�� &�
���� �������



'����	S�

��� � 
 )�)�==+;�

��+<)���+

��0�=0�0:

�
��� 	�� 
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T 
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 �0=��):+ T

T 
 �):�;�<) 
 �;�)��:� �=:;=)�� T

8 � T 
 �)�==+;� )� )� T

T )� ��0�=0�0: )� T

T )� )� ��+<)���+ T

���&��� 
�� &������� ������� �� 
�� &�
���� ��������

-�	
�1� ; 3������ ���� 
�	��
 ������������ 
�� &�
���� ������� ����� ����! �� 
��
�
������ ������� ����� �/���! ��� ���������� ����� 
� �������������� ����� 
� &�
���
������ �� 
� &������ ������ ��� ���,���� ������&��!� /� �
��� (��
�� ������ 
�� ��������
������������ * ���$������ ����
�.�� ��� 
�� ����� �������������

6��
� &��� �������� �� )�"�� ���
� ��� 
�� )�������� ����������� �� ��������%����
	�� �� ����&��� ���� 
� ���
�����	�� �������


/��� �(���'� '� � ���		��� n�����

�� �(���'�	 '(���(�	

�;����� /�������� n�����

9
 ����&� ���)��� 	�� 
��� ��������� ���	������ 
� �
��  ����� ��� &�
���� �������� 3�
������� �� 
� ��������� n����� ������ ���� * �� ������� 3��
 ������� ��� ���� ����
��
>��� )��� ����. ���� &������ ������
 x(0)� ���� )������ ��� ���������� 2

x(n) = Ax(n−1) = Anx(0). �7P�<!

3� &������ x(n) ���� &��� �� &������ ������ ������� * 
� �
��  ����� &�
��� ������
��� ����
�! 0 ����
����
� λ1� 3� ������� �� ���. ����������� ����
� ��� �� x(n) ��
x(n−1)� ���� x(n)

k /x
(n−1)
k � ���� &��� λ1� 3� ������������� ��� )���
� ���� 
� ��� �����

������� ������	��� ���� 	�� 
� ������� 	�� &���� ������ �.����� ���� �
��  �����
��
(����� u(i), λi 
�� �
������ ������� �� A� /�&�
������ x(0) ��� 
� ���� ��� u(i) 2

x(0) =
∑

i

ciu
(i)

>��
�	���� A 2 x(1) = Ax(0) =
∑

i

ciAu(i) =
∑

i

ciλiu
(i)

���� A2 2 x(2) = Ax(1) =
∑

i

ciλ
2
i u

(i).

9
 ��� )���
� �������� 
� ���  �����
 �� 
��� �� ���&���� �� �� 	�� Ak ����� 
�� �����
&������� ������� 	�� A �� 
�� λk

i ����� &�
���� ������� 2

x(k) =
∑

i

ciλ
k
i u(i) = λk

1c1u
(1) + λk

1

∑
i=2

ci(λi/λ1)ku(i).
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����� |λi/λ1| < 1� 
� ����� �� ������ ������ ���� &��� 1��� 	���� k ���-� 2 
�
��������� ��� ����������

+� �����	��� �
 ����&� ���&��� 	�� ��������� ����������� �� x(k) ��&������� ����
 ������ �� ����� �� ��
��
� ���� �&���� ���� ����
��� �� ����������� �� ���������
�� �����
��� x(k) �&��� �� ��
��
�� x(k+1)� D�� )�"�� �� )���� �������� * �������
	�� maxm |x(k)

m | = 1� ������
������� �� ���� �� 
� ����� ������!� ���� 
��.���
� 	��
����� ���� �&��� ������ 
� ����� ���
�������� ����
� * ��� ������� /��� �� ���� ��
x(k) � u(1)� �
��� x(k)T Ax(k) � λ1x

(k)x(k) � λ�
���	��� % ��������� 
� �
��  ����� &�
��� ������ �� F � 3� ��� ����� ��������

�� ������������

�.P Y W 7 � P � P X � 0
�.7 Y E∗.P 0 .7 Y .7@�����.7 ! 0
�bb � ��	 � � � � � � � � � � ����
������ � ���
�
�����< Y .< �∗E∗.<

�� ������� 
�� ����
���� ���&����

�) �� �� �� �+ �0 �=

� )�======; )�=��<+=� )�0:;):+) )�0;�<=�+ )�000;��) )�0+0<+;=

) )�======; )�0:;=<<� )�0+;��=� )�0��0+0� )�+:�+;0= )�+;:;=�:

) )�������� )�+:����< )�0<=+��= )�=�:;��+ )�==:<);+ )�=<=:�++

��5�/�= � ��0�0�;=;

3� � ��� 7P�7 ���������� 
� ����� ��� &������� �����
���� x(i)�

0,20,10,0– 0,1 0,60,50,4

– 0,1
0,3

0,70,3

0,1

0,6

0,5

0,4

0,3

0,7

0,2

0,0

– 0,1

Y

X

Z

������ ���� 	 ��7��� �� �� ��������� nF�E�� >
+������ ����� : ����� �� L�1
1
MT ,���� ����-�
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�;����� /�������� n����� ���� ������)�

3� �������� �� ���&�� ���� �� 
��
 ������� ��������� ������ ��� �������� |λi/λ1|� 3�
���&�� ���� ���� 
���� ���
 �.���� ��� ����� &�
��� ������ ������ �� λ1 �� ����
��
9
 ��� ������
� ������
���� 
� ���&�� ����� �� �� ������� 
�� ��C������� ����� &�
����
�������� 9
 ��$� �� �����	��� 	�� A �� A′ = A − sI ��� ����� &������� �������
���� �������� ���������! �� 	�� 
���� &�
���� ������� ��C����� ��� ��� �����
������
(� u �� λ ���� �
������ ������� �� A� �
��� 2

(A− sI)u = Au− sIu = (λ− s)u
�� ������� ��� ���
� ���� 
� ��� λ1

∼= −λ2 0 ����� ���� ����� ����� ���� λ′1 = λ1 − s
������ ���� ���� ��C����� �� ����
� �� λ′2 = λ2 − s�

�;����� /�������� n����� �� ���������

#��� ���&���� �� ��������� ������� ��� �����.������� �� 
� �
�� ������ &�
��� ������
�� A� �� ����
�� �� ��
���
���� n )��� 
� &������ x(0) ��� 
� ������� A−1� +� �C���
���� u 
��� ��� &������� ������� �� A 0 �
 ����� * 
� ��
����� Au = λu� �� ������
u = λA−1u� �� 	�� ������ 	�� 1/λ ��� &�
��� ������ �� A−1� /��� 
� �����	��� ��
�� ��
��
� ��� x(n) = A−1x(n−1)� ���� �� ������ 
� ������ 
������� Ax(n) = x(n−1)�
�� 	�� 
��� ���� )���� ���������� �� )������ ��� )��� ���� ����� 
� ������������� LU
�� A� ����� ������� � ���� ������ ��������
 �� ���&�� �������������� * 
��
 �������
���&���� �
�� ���
��

�;����� /�������� n����� �� ��������� ���� ������)�

����������� 
� ������� B = (A − sI)−1 0 	��
� ���� ��� �
������ ������� � (� s ��
��U����� ��� �&�� 
���� ��� &�
���� ������� �� A� B ��� �� �
���� �� ������� �&��
A� +

� ����� ���� 
�� ����� &������� �������� +� ��������� 
�� ���. ����
����
���������� ��
������ ������� �� A − sI �� �� A−1!� ���� &���� 	�� 1/(λ − s) ���
&�
��� ������ �� B� m���� ����� �� &������ ������
 x(0)� ���� )������ ��� ���������� 2

x(k) = Bx(k−1) = Bkx(0) = (A− sI)−kx(0). �7P�I!

/�&�
������ x(0) ��
�� 
�� &������� ������� �� A� �� ����
��� λm 
� &�
��� ������ 
�
�
�� ������ �� s 2

x(k) =
∑

i

ci
(λi − s)k

ui =
cm

(λm − s)k

⎡
⎣um +

∑
i�=m

ci

(
λm − s
λi − s

)k

ui

⎤
⎦

����� |λm − s| < |λi − s|� 
� &������ x(k) ���&�� � &��� �� &������ ������������

* um� 9�� ������� �
 �� )��� ��� ��
��
�� 
�� ��&����� ��� ��������� ���� �������� ���
������� 
��������� ����� (A− sI)x(k) = x(k−1)�

��� �
 ������� ���� ���� ��������� �� ��
��
�� ������ 
�� &�
���� ������� �� A� 9

��$� �� ��
���� * 
����� �� ��������� s� 
������&�

� �S ���&��� �� ����&�� 
�� &�
����
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���

�������� ���� ���	�� &�
��� �� s� 
���������� ��� x ���&�� � &��� 
� &������ ������
����������� * 
� &�
��� ������ 
� �
�� ������ �� s 0 ��� ��

����� 
� ������� �� ���.
����������� ������ 
� ��
��
 �� ����� &�
��� ������ 2 x(k)

j /x
(k−1)
j = 1/(λj − s)�

+� )���� 
� ������� ���&��� ��� �����	�� ���� 
� ��������� ��������	�� ��� &�
����
������� 0 �

� ��� �� ��������� ���� ������� ���� ���������� 
�� &������� ��������
����������� ��� &�
���� ���������� ��� λi� (�������� �� �C�� 	����� ����� ��������
��C������� ���� ��� )����� �� ������ λ′� &�
��� ��������� �� ��

���� �� λm� (� ����
����������� s = λ′� 
��
 ������� ��������� &� ���&�� �� �� 	��
	��� ���������� &��� 
�
&������ ������ ������� * λm� * ��������� 	�� ������ 
�� ������ &�
���� ������� ��C�����
�� λm ��� �
�� �� 	��
	��� ��

������

���	��� % 3� ������� F ������� ��� &�
��� ������ &������ �� 7�H 0 ��������� 
�
&������ ������ �������������� 3� ������ ��������
� �� ��� ����� �������
� * ��

����

�+ Y �� �E ! 0
�� Y ����� �Z &� 
 �� � �� ���� 
� � 2 Z ! 0
�E7 Y E − �∗+
�.7 Y E7b.P 0 .7 Y .7@����� .7 ! 0

�� &���� 
� ����
��� �� 	����� ���������� �&�� s = 1, 5

�) �� �� �� �+

� 
 )�++;���= )�+++;�=) 
 )�+++�;:� )�+++�<��

) 
 )�0�==0=� )�0=����) 
 )�0=��)�) )�0=��):0

) )�;�00+�< 
 )�=:;��+= )�=:;=);0 
 )�=:;=)�)

F��� ��������1 	�� 
� &������ ������ ������� * 
� &�
��� ������ 7�GKP74 ��� ������
�&�� ��� ���� ����� ����������

�;����� C�	��� �� .�"���)%

m���� ����� ��� ������� A ������	�� ������� n �� �� &������ ����� x� 
� ������

R(x) ≡ xT Ax

xT x
�7P�K!

��� ����
�� 
� 	������� �� R�
�� � �� x� F��� &��1 	�� �� x ��U����� �&�� �� &������
������ �� A� ������ uk� �
��� R ��� � �
 * 
� &�
��� ������ ��������������� ���� λk�
6������� 	��� 	��
 	�� ���� x� 
� 	�������

D2 ≡‖ (A− λI)x ‖2

��� ������
� 	���� λ = R� +� ��&�
������� ���� ����&���

D2 = λ2xT x− 2λxT Ax + xT AT Ax.

3���	�� λ &����� D2 �������� ���� 
� ������� �������� +� �����	������ �� x ���
������ ���� &������ ������ �� A� R(x) ��� ��� ����� �����.������� �� 
� &�
���
������ ��������� #��� ���&��� �
��� �������� ����� ��������� �&�� 
��
 ������� �� 
�
��������� n����� �� 
���&���� �&�� ����
� �� 3� )�� ���� �� ��� ����� �� ���� �����
��������� ��&����
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�+ Y �� �E ! 0
�.P Y W 7 � P � P X � 0
��P Y .P �∗E∗.P 0
�E7 Y E − �P∗+
�.7 Y E7b.P 0 .7 Y .7@����� .7 ! 0
��7 Y .7 �∗E∗.7 0
�E4 Y E − �7∗+0

3�� ��������� ���������� �������

s0 s1 s2 s3 s4
1 1.056338 1.3666975 1.4793132 1.4801214

3� ���&�� ���� ��� ������� ���� 	�� 
������.������� �� ������ ���� ���������


/��� �(���'� '� �����

������������� ��. �
 �������� ����������� 
� ������� �� B����� ������ 
� ��
��
 ��
���� 
�� �
������ ������� ����
��������� 9
 ��� �� ���C������ ��� ����� �� ����
������
	�� &��� ������ 
� ������� ������ ������	�� A ��� �����&����� * 
� )���� ��� ���
��
���� �� ������&��� ��� &�
���� ��������

�;����� /�������

3� �������� �� 
� ������� ��� )���
� * ���������� ��� 
� ��� * ���. ����������� ��
����� ��� 
* 	�� ���� ������"���� (��� 
� ������� 2

A =
[
a11 a12

a12 a22

]

	�� ���� ���������� ��� ���
���� ��� ��� ����
����� A′ = RT AR� �S R ��� ���
������� ����� ���
� 	�� ������� 2

R =
[

cos θ sin θ
− sin θ cos θ

]
=

[
c s
−s c

]
.

D� ��
��
 �
��������� ������ 	�� 2

A′ =
[

a11c
2 − 2a12sc+ a22s

2 a12(c2 − s2) + (a11 − a22)cs
a12(c2 − s2) + (a11 − a22)cs a11s

2 + 2a12cs+ a22c
2

]
.

#��� ������� A′ ��� ���
� �� ����������� θ ��
�� 
� ��
����� 2

cs

c2 − s2 =
a12

a22 − a11

�� ������
tg 2θ =

2a12

a22 − a11
.
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������ ���
 	 5����� ��� �*�� ���� 6 ������� ��������� : ��� �*�� ���������* 8�

(� a22 − a11 = 0� �� ������� θ = π/4�

��� ������ ��
��
� ��������� ��� ��������������  �������	�� ����
�� (��� x = (x1, x2)
�� &������ �� R

2� s 
� ������� A� ���� ��������� 
� )���� 	�������	�� xT Ax ��

��	������ 2

xT Ax = 1 = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + a22x

2
2

	�� ���������� ��� ����	�� ��

����� ������
� �� ������
�!� #��� ���������� ����
�.�� 
�� ������ 	�� ����� ������ ��� ��� �

���� ��
 )��� ���� ��
� 	�� detA > 0!�
+C������� 
� ���� ����� �� ������ ����� ��� 2

x = Ry.

9
 ��� �� ����� �������� ��� �.�� ���� 
� θ� +C������� 
� ���� ����� �� &�����
�� ����

��	������ �� 
��

���� 2

(Ry)T ARy = yRT ARy = yA′y = 1

3� ���&�

� �	������ �� 
� ����	�� ��� ������ ��� 
� ���&�

� �������� (� A′ ���
��� ���
� ����� 	�� ���� �&��� )��� 
� ��� ����. ���� θ� 
��	������ ������� 2

a′11y
2
1 + a′22y

2
2 = 1.

=� ��� 	�� 
� ����	�� � ��� ������� * ��� % �.�� ���������. ' 0 
�� �.�� ���������. ����
����� 
�� �.�� �� ������� �� 
��

����� 3�� ������ % ������� ' �� % ������ 
�� ' ��� x1x2!
��� �������� 3�  �����
������� �� �� ������� * n ���������� ��������� 
��
 ������� ��
B������

�;����� *��� �� D����

#��� �

��� ���
�	��� * 
� ������� A� ������	��� ���

�� ��� ����� �� ����
������
A ≡ A(0) → A(1) → A(2) → · · · → A(n)� �&�� A(i) = R(i)T A(i−1)R(i) �� ��

�
������� 	�� A(n) ����� &��� ��� ������� ��� ���
� D ���
������ ��� ����. λi� 9
 ���
)���
� �� ���������� ����	��� 
� ��� ���
������� ����� 	������������ > 
����� �����
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�������� ��� �.�� �� �
�� (x1, x2)� ���� ���&��� ����
�� 
��
����� a12 ����� ��
���� ����� ���������� 6���� 
���	�� ���� ���
�	���� ��� ���&�

� ����
����� ����
)���� �������-��� a13� ���� 
�� �
������ �� 
� 
� �� 7� �� �������
��� 
� 1��� 	�� ����
&����� �� ����� �� a12� ���� �������� �� ����� 	�� ��� �����&����� 	�� 
� Z���������Z
�� 
� ������� &� �� ���������� ��� 
� ��� ���
��

3� ����� � �� A(i) ��
������ ����� ars ���� �

� �� 
���������! * A(i+1) ����
������
����� a′rs! )��� �����&���� 
� ������� ����� ���
� Rjk 	�� &��� ��� ������ C = cos θjk

�� S = sin θjk! 2

Rj,k =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1 0 · · · · · · · · · · · · · · · 0

0
� � � · · · 0

0 1
���

��� C S
���

��� 1
���

��� −S C
���

0
� � � 0

0 · · · · · · · · · · · · · · · · · · 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Rjk ���������� ��� �������� ��� �.�� ���� 
� ����������� (j, k)� =� ���
��� ���&���

�� ������ �� % �������� �� B����� ' �� �� % �������� �� J�&��� ' ���� ���� ��� �����
�����)��������� (��
�� 
�� ��
����� j �� k �� 
�� 
� ��� j �� k �� A(i+1) ��C����� ��
��

�� �� A(i)� +� ��
��
��� ������� AR� ���� RT AR� ���� �������� 
�� �	�������
�� �����)�������� ���&�����

a′rs = ars, r, s �= j, k,

a′rj = a′jr = Carj − Sark, r �= j, k,

a′rk = a′kr = Sarj + Cark, r �= j, k,

a′jj = C2ajj + S2akk − 2CSajk, �7P�L!

a′jk = a′kj = CS(ajj − akk) + (C2 − S2)ajk,

a′kk = S2ajj + C2akk + 2CSajk.

3��� 
� �� �������� ��� ����� ��� 
� ��������� a′jk = 0 ����

tg 2θjk =
2ajk

akk − ajj
. �7P�7P!

3���������������� ��� θ ��� 
�&�� ��� 
�� ����������

akk �= ajj : |θ| ≤ π

4
; akk = ajj : θ =

π

4
.

+� �����	��� �� �C����� 
�� ��
��
� ��� ��� ������ �� 
� �������� ����	�� 
� ����
�����
�������� 
� �������� =� �� ��
��
� ��� ��� �
�� a′jk� ���� �� ���� 	���
 ���� ���� ��
�
+���� ��  � �� �������� �� ����� �� �� ��
��
��� ��� �.�
��������� 
��� 
� θ�
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#��� ���&��� ������ ��� ���������� ��� 
� ���&�� ���� �� 
� �������� /��������� 
�
����� �� E�������� �� A 2

‖ A ‖2=
n∑

i=1

n∑
j=1

|aij |2

��� �� ���� ���� A′!� ���� 
�� % ������ �.������ ���
�� ' ��� ����� �������� ���

�� ��
������ 2

S2 =
n∑

i�=j

|aij |2; S′2 =
n∑

i�=j

|a′ij |2.

#��� ���������� 	����� �����)�������� ����� ���
�  �����
�� ��

� 	�� B = QT AQ
�&�� QT Q = I� ������&� 
� ����� �� E��������� ‖ B ‖=‖ A ‖� 3� ��
��
 �.�
����� ��
��� ������ ���� 
� ��� ��� �������� A �� A′� �� ���
����� 
�� )����
�� �7P�L!� ������
	��

a2
jj + a2

kk + 2a2
jk = a′jj

2 + a′kk
2 + 2a′jk

2 = a′jj
2 + a′kk

2
, �7P�77!

����	�� a′jk ��� ��
� /������ 
� ��������� ��� ������� ���� ��&��� 	��

‖ A′ ‖2= S′2 +
n∑

i=1

a′ii
2 �� ‖ A ‖2= S2 +

n∑
i=1

aii
2.

3�� ���. ������ ��� i ����������� ��� ������ ������	���� ���) ���� i = j �� i = k�
+� ����
������ �
 &����

S′2 + a′2jj + a′2kk = S2 + a2
jj + a2

kk

��� ������� �7P�77!� 2
S′2 = S2 − 2a2

jk. �7P�74!

����� �	������ ����&� 	�� S′ < S 2 ���	�� ����
����� ������ � �� (A(i)) * (A(i+1))!
������� 
� ����� �.������ ���
�� 3� ����� ��� S �	�� ������������� * 
� ����� ���
(A(i))!� ������&� ������������� ���&�� ��

/��� 
� ��� �� 
��
 ������� ��� �� % B����� �
����	�� '� �� ������� 
�� ������� j �� k
��
� 	�� |ajk| ���� ��.���
� #��� ���&��� �
��� �$���� 	�� S2 ≤ n(n− 1)a2

jk� ���S

S′2 ≤
(

1− 2
n(n− 1)

)
S2.

+� ������� ����� ��
����� ����� 
�� ������ 7 �� i� ���� ����&��� 	��

S(i)2 ≤
(

1− 2
n(n− 1)

)i

S(0)2

�� 	�� ���������� ��� ���&�� ���� 
������� &��� 1����

3��
 ������� % �
����	�� ' 	�� ���� &����� �� ��������� ��� ����1 
��� * ����� �� 
�
��������� �� �
��  ���� �
����� �.������ ���
 �&��� ���	�� �������� �� B������ 9
 ��
����&� 	�� 
��
 ������� ���&�� � ����� �� 
�� ������� j, k ���� ������� ��������	�������
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���� 
������ % 
�.��� �����	�� '� �7�4!� �7�5!� � � � � �7�n!� �4�5!� �4�G!� � � � � ���� �� 
�
�������������� �
�� ��$��
�� ����� ��� ������� ����

3���	�� 
� ���&�� ���� ��� ��������� 
� ������� ��� ������� ��� ���
� �� QT AQ = D�
�&�� R(1)R(2) · · ·R(n) = Q� 3�� ��
����� �� Q ���� 
�� &������� ������� �� ����
������������ 9
 ������ ������. �� ������&�� 
�� �������� R(i) ���� 
�� ��
���
��� * 
� ���
=� ������� �� )��� ��� ����������� �� ������

Q(i) = R(1)R(2) · · ·R(i), i ≤ n

��
Q(i+1) = Q(i)R(i+1).

���	�� )��� 	�� ���� ���������� 
�� �
������ ����� ������� R� ���� �� �������� ����
)����� 
� ������� Q(i+1) ��
������ q′rs! * ������ �� Q(i) ��
������ qrs! 2

q′rs = qrs, r, s �= j, k,

q′rj = cqrj + sqrk, r �= j, k,

q′rk = −sqrj + cqrk, r �= j, k;

/�� 	�� 
������ �� 
� ������� ������� ��� ��1����� 
� ������� �� B����� ��� �����
������ 	�� 
� ��������� �� 
� ������� * 
� )���� ������ ���
�� ���&�� ���� ��
��
 ��
&�
���� �������� ����� �����	�� ��� �������� �
�� ���������� 	�� A � 
� )���� �����
������� ����� �
�� �������� 2 
� ������� �� B����� ������� ����� ����������

���	��� % #��� ���� ��������� �� ��� ���
���� 
� ������� ��� �.���
�� �����������

F = F (0) =

⎡
⎣ 1.0 1. 0.5

1.0 1. 0.25
0.5 0.25 2.0

⎤
⎦

#��� ��
��
��� ������� 
� ����� �� 
� ����� ����
��� 

'��5	S��S� � <�=�0 �� 
�
����� �� 
� ����� ��� ���
� �� F 2 

'%����	S��S� � =�) ���� ����
�� 
��
�����
f

(0)
12 � �
 )��� �C������ ��� �������� �������� ���� 
� ����������� �7�4!� ����� f (0)

22 =
f

(0)
11 � ���� �&��� 2θ = π/2, θ = π/4� �� ���� 	��

R(1) =

⎡
⎣ .7071068 .7071068 0.
−.7071068 .7071068 0.

0. 0. 1.

⎤
⎦

��

F (1) = R(1)T FR(1) =

⎡
⎣ 0. 0. .1767767

0. 2. .5303301
.1767767 .5303301 2.

⎤
⎦

3� ����� �� ����� ����� ���������� ��5	S���S�� � <�=�0� �
��� 	�� 
� ����� ���
������ ��� �
������ ��� ����. �� ����� 2 %����	S���S�� � <� 3� ���.���� ���
������� �������� * ����
�� 
� �
��  ���� �
����� �.������ ���
� ���� f (1)

23 � ��� ������
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���

�������
����� �&�� θ = π/4 ��

R(2) =

⎡
⎣ 1. 0. 0.

0. .7071068 .7071068
0. −.7071068 .7071068

⎤
⎦ ,

F (2) = R(2)T F (1)R(2) =

⎡
⎣ 0. −.125 .125
−.125 1.4696699 2.220E − 16
.125 2.220E − 16 2.5303301

⎤
⎦

3�� ���� ������ ������� f (2)
23 = f

(2)
32 ���� ��� * ��� ������� ��������� 0 )������ 
� ���� �

���� 
�� )���� �������-���

S� � �����	S�� � T )� 
 ���0 ���0 T

T 
 ���0 ��+=:==:: )� T

T ���0 )� ��0�)��)� T

#��� ���&��

��� 
� ����� �� 
� ����� ����
���� ��5	S���S�� � <�=�0 �� 
� �����
�� 
� ����� ��� ���
�� %����	S���S�� � <�0=�0� F��� �����	��1 	�� 
�� �
������
������������ ����
�� ��� �������� * % ��������� '� ���� 	�� ����� &� ������������

3� ��������� ��������� ���� 
� ����������� �7�4!� &��� * �
������ f (2)
12 � #��� ����&���

tg 2θ = 2f (2)
12 /(f

(2)
22 − f (2)

11 ) = −0.1701062� ���S 
� ������� �� ��������

R(3) =

⎡
⎣ .9964533 −.0841471 0.
.0841471 .9964533 0.

0. 0. 1.

⎤
⎦

�� 
� ������� F (3)� ����������� ���
������ ��)������� * 7P−16 2

F (3) =

⎡
⎣ −.0105558 0. .1245567

0. 1.4802257 −.0105184
.1245567 −.0105184 2.5303301

⎤
⎦

3�� �
������ ��� ����. �� ���)������ 2 %����	S���S�� � <�0:�;0�

3� 	�������� �������� ���� 
��� ���� 
� ����������� �7�5!� �&�� tg 2θ = 0.0980419 ��
θ = 0.0488648 ��� 3� ������� �� �������� �������

R(4) =

⎡
⎣ .9988064 0. .0488453

0. 1. 0.
−.0488453 0. .9988064

⎤
⎦

�� ������ ���������

F (4) =

⎡
⎣ −.0166471 .0005138 0.

.0005138 1.4802257 −.0105058
0. −.0105058 2.5364214

⎤
⎦

3� ������� �� ���&�� ���� ��� ������� 2 ���� �������� 
����������� 3� ����� �� 
� �����
��� ���
� &��� ���������� K�<4GIIKK �* 5 7P−4 �� 
� ����� �� E��������!�
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3�� &������� ������� ���� 
�� ��
����� �� 
� ������� �� ����
�����  
���
� 0 �����
���� ���&��� * ������
�� 	�� 	����� ������� ��������� ���� )������ Q �����������

R = R(1)R(2)R(3)R(4) =

⎡
⎣ .7213585 .4387257 .5358747
−.6861572 .5577276 .4670419
−.0939688 −.7045989 .7033564

⎤
⎦

����� ������� ��� ����� ���
� ��. ������� ��������� ����� ����� &��� 
� &�������1 ��
)������ RT R� #��� &��� ������������ ����� ���C������ 
� ������� �� F ��� ���
��
���� �� R� ���� &������ 	�� 
��� ������� ���� �� &������ ������������
 * �����
��
���� �� * 
� &�
��� ������ ���������������

3������� �������� ��� 
�� &�
���� ������� ����� 	����� ���������� �� 
��
 ������� ��
B����� ���.���� ��� 7P−4� 3�� &������� ������� ���� ��������� ����� ������� �����
���,���� 
� ��� ���� 
��
 ������� �� B������


/��� A��	&������� '� 8��	����'��

3��
 ������� �� `������
��� �� �������� )���
����� * ������ �� �� ��������������
 �������	�� ���� 
������� * ���. �� ����� ����������� (����� �� ����� 6 �� �� �
��
��!� ��������� 
���� ��� ����� ��� 6! �� �����
 �� &������ �������� n̂ ��)� � ���
7P�5!� #��� ��������� * ���������� 
� ����� 6� 	�� �� ������ �� 6 ��� ��� �������
����� ���
� ��� ������� * ��!� 3� ������ ������� ��� 6 �� ����������
���� * ��! �����
�� �
�� �� ? 0 �

� ����� ����� ��� 6�� 3� &������

−−→
KM ��� ����

�
� * n̂ 0 �� 
�� ����

��� ��

� �� 
� ���,������ ����� ���
� ��
−−→
OM ��� n̂ 0 ��������� ����

−−→
KM = (n̂·−−→OM )n̂�

��� ��������
−−−→
KM ′ ��� 
������� ��

−−→
KM � #��� ���&��� ��
��� 6� * 6 ���

−−−→
OM ′ =−−→

OM +
−−−→
MM ′ =

−−→
OM − 2

−−→
KM =

−−→
OM − 2(n̂ · −−→OM)n̂� 9
 ��� �
��� 	�� OM ′ = OM � 
�

������� ������&��� 
�� 
�� ������

(p)
M

M’

O

K

n̂

������ ���� 	 %��������� �� �&����$�� ���� ���� ��� ������ : �� �����
�� ���� ,.- ����� �� ���� �� 3(��� ����� �� ����� ,�-�

3���	�� ���� ������������ 
�� &������� ��� ��� �������� ��
����� 
�� ��
������ ����
�������� ��&�������

−−→
OM = x�

−−−→
OM ′ = x′ �� x′ = x − 2(n̂T x)n̂ = x − 2n̂n̂T x =

(I − 2n̂n̂T )x� 
�� ��������� )����� ����� ������� ������
�� ��� 
����������&��� ��� ����
������
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�� ������������ ��  �����
��� ���� ����� * 
������� * n ����������� ���� �� 
� ���
������������  �������	�� ��&���� �
�� ��$��
�� (��� v �� &������ �������� �� R

n 2
vT v = 1� #��� ���������� ��� ������� 2

P = I − 2vvT . �7P�75!

����� ������� ��� ������	�� 2 P T = P ����� 	�� 
� ��������� ���� ������� ��� � �

�� ������� ��� ����������� ���� 
������ ��&����� +

� ��� ����� ����� ���
� 2

P T P = PP = (I − 2vvT )(I − 2vvT )
= I − 2vvT − 2vvT + 4vvT vvT = I

�� ���� ����������� P 2 = I� (� y �� ������ �� x ��� 
� ��
����� 2

y = Px = x− 2v(vT x),

�
��� 2
yT y = xT P T Px = xT x,


�� &������� ������	��� ��� ���� 
�� �����

#��� ���� ����������� ���������� * ��� �������	�� �� ��� ��������� 2 ���� ����������
���������� �� &������ v ��� ���� ��� ������� P ! ��
 	���� x ����� ���� �����)����
��� P �� �� ��
���
� �� ������� &������ �� 
� ���� ������	��

Px = ke1

��� �� )�"�� ��� ��� ⎡
⎢⎢⎣
×
×
×
×

⎤
⎥⎥⎦ −→

⎡
⎢⎢⎣
k
0
0
0

⎤
⎥⎥⎦

/������ 
� ������&����� �� 
� ������ |k|2 =‖ x ‖2= xT x �� k = ± ‖ x ‖�
3� �������� �� ��
��
 ��� ���������� � � 7P�G� ���� 
� ��� * ���. ����������� 3� �����
6+� ������	�� �� 6 ��� ������� * �+� ��� * 
��������� ‖ x ‖� 
� ����� 6−� ������	��
�� 6 ��� ������� * �−� ��� * 
��������� − ‖ x ‖� =� ������ 	��� ���� �������� 
��
������� ���������� �
 )��� �������� ���� k� 
� �� �� ������������� �� �
�� 
�� ���
&�������

−−−−→
MM+ ��

−−−−→
MM−� ����� ���� 
� �� �� ����� �6 �� 6− �� ���� �� ������� �� 
��.�

&������
!� =� ����� ���� 
� ���  �����


k = −sign(x1) ‖ x ‖ .
/������ 
�� ��
������ ����������� 2

x− ke1 = x− Px = 2(vT x)v,

�� 	�� ������ 	�� 
� &������ v ��� ������������
 �� &������ x − ke1 0 ���� ���&���
���� 
�������

v =
x + sign(x1) ‖ x ‖ e1

‖ x + sign(x1) ‖ x ‖ e1 ‖ . �7P�7G!
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x1

x2

p+

p–

M

O

M– M+

������ ���� 	 %��������� ��� ����� �&����$��� �� � ��� ���*� ��

3� )�� ���� �� ��� ����� ���������� �.����� ��� ��
��
��

3����� 7P�7 M ������������ �� 
� ������� �� `������
���

�@ @ � � � 
 � � � � � � �� # �� . � � �
�� Y 1��� � � . ! 0
��7 Y 1��� � � . ! 0
��7 �7 ! Y 7 0
�9# Y �� �#�#! 0
�& Y � � � �. � 7 ! !∗�����. !∗ �7 A . 0
�& Y &@�����& ! 0
�� Y 9# − 4∗&∗& �
	�∗.

3�� 
� ��� <�I �� K ���������� 
�� �	������� �7P�75! �� �7P�7G!�

���	��� % (��� 
� &������ x = [1,−2, 3, 1,−1]T ���� 
� ����� ��� G� 3� &������
x− ke1 &��� [5,−2, 3, 1,−1]T � =� ����&� �
��� 2

 � 
 )��0 )�0 
 )�;0 
 )��0 )��0

)�0 )�< )�� )�� 
 )��


 )�;0 )�� )�00 
 )��0 )��0


 )��0 )�� 
 )��0 )�:0 )�)0

)��0 
 )�� )��0 )�)0 )�:0

�� �� &����� 	�� Px = [−4, 0, 0, 0, 0]T � F��� ���&�1 ���� �� 
� �� �� �� x1 �� �����&��
	�� 
� ��� ����� ��������� 
� % ��� ' ������	���

-�	
�1� ; =� ���� ����� ������� ���� �����
���� 
� &������ v �� 	��
 	�� ���� 
�
�� �� �� x1 2

P = I − βuuT

�&�� 2 u = x+ ‖ x ‖ e1 = [x1+ ‖ x ‖, x2, . . . , xn]T , β = 1/ ‖ x ‖ (‖ x ‖ +x1)�
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/��� ;�����	���� D� �� �.������� D�

�;����� <��	�����	� C.

#��� �

��� ���
���� 
�� �������� �� `������
��� ���� )����� ��� ���&�

� )������������
�� 
� ������� A 2

A = QR

�S Q ��� ��� ������� ����� ���
� �� R ��� ������� ����� �
���� ���������� �Ri,j = 0
�� i > j!� ���� ����
���� 
��.����� ���� �����&��� ��� �
 ������� ���� 
� ��� �����
������� A ������ n× n �� �
����� ��� �������� 	���
 ��� )���
� �� 
�&���

(��� a1 
� �������� ��
���� �� A� #��� &����� �� &��� ������� )����� ��� �������
Q(1) ��

� 	�� Q(1)a1 = ke1� ������ A(1) =Q(1)A 0 
� �������� ��
���� �� �����
������� �������� n− 1 1����� #��� ������ ���������� P (2) �n− 1× n− 1! 	�� ����
�������� ���� ��� ������� n× n Q(2) ����� ����

Q(2) =
[

1 0
0 P (2)

]
. �7P�7H!

����� ������� � ���� ������� �� ����� n − 2 1���� ���� 
� ���.���� ��
���� ��
������� A(2) =Q(2)A(1)� m���� ����� 
� ��������� �������
���� �� �
��� �� Q(2)� 
��
1���� �� 
� �������� ��
���� �� A(1) �� ������&��� ���� A(2)� �� ������� ��� �����
,��	��* 
��&������������ ��
���� �� A� 3� ������� A(n−1) = Q(n−1)A(n−2) ��� �
���
����� �
���� �����������

3�������
� �� ��
��
 ���� ���� ������ ����� ����

R ≡ An−1 = Q(n−1) · · ·Q(2)Q(1)A.

������
QT ≡ Q(n−1) · · ·Q(2)Q(1) �7P�7<!

3� ������� QT ��� ����� ����� ���
� �� ��� ��&���� ��� � �
 * �� ����������� 
�	��

�
&���

Q = Q(1)T Q(2)T · · ·Q(n−1)T = Q(1)Q(2) · · ·Q(n−1), �7P�7I!

��� ���� 
�� )������� ���� ������	���� #��� �&��� ����� ������ ��� ������������� ��
A �� �� ������� �� ���. ��������� A = QR� 
� �������� ����� ���
�� 
� ���.����
����� �
���� �����������

/��� �������� �����
��������� �
 ����� ��� ���������� �� �����-��� �.�
��������� 
�
������� Q 0 �
 ��$� �� ��&��� ��
��
�� ��� �������� ��
� 	�� Qy �� QT y �y ��� ��
&������ 	��
���	��!� ��� �&�
������� �� )��� ��� ���������� �� ���
����� 
�� ����������
�7P�75! �� �7P�7H! ����� 	�� �7P�7<! �� �7P�7I!� 9
 )��� ���� �8� �&��� ���� ���� ��
������&�� 
�� &������� v ��������)�� =� ���� �� ���� )����� Q ��� QT ! ��� ���
��������� 2

Q = I ; Q = QQk, k = 1, . . . , n.

3� 
����� ��������� ������ �� ��� ����� ����
�� ���� ��� ������� �� �������� 	��
���
��� ��� ��
��
��
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3����� 7P�4 M E������������ �R

�@@ � � � 
 � � � � � � �� # �� �� > � � �
�) � � O Y 7 2#−7
�. Y >�O 2#� O ! 0
��7 Y 1��� � � . ! 0
��7 �7 ! Y 7 0
�& Y � � � �. � 7 ! !∗�����.!∗ �7A. 0
�& Y &@�����& ! 0
�F�O 2#� O ! Y & 0
	>�O 2#� O 2#! Y >�O 2#� O 2#! − 4∗&∗�& �∗>�O 2#� O 2#! ! 0
�
���
��) � � O Y 7 2#
��� Y � − 4∗��∗F�7 2#� O ! !∗F�7 2#� O ! � 0
�����

/��� 
� ����
� ��� k� 
� 
� �� 5 ���
�&� 
�� N − k + 1 ��������� ����������� �� 
�
��
���� k 0 
�� 
� ��� G * I )������ 
� &������ vk ����� ������������ 0 ��
����� ���
��� � ���� 
� ������� V 0 
�  ��� �� ���&��
 ��� )��� 
� �� L 0 ��

���� % ��� � ' 
�
���� ��)������  ����� �� A� ��
���� ��� ��
����� +���� ��� ���.���� ����
� )����

� ������� Q * ������ ��� &������� vk�

���� ���������� �� 
� �������� �� ���� �����&��� ��� �����&����� 
� ����� 
� �����
����� �� A ��� 
� ����� 
� ��������� �� R �� ��� �� 
�� �
������ ��� ��
� ��� &�������
vk ���� 
� ����� 
� ��)������ �� A� 3� ������ ������������ ��� �	��&�
��� * 4

3n
3�

D�� �������� ���
������� �� 
� )������������ �R �������� 
� ����
����� ��� �������

��������� ���� �������� Ax = b� ����������� 
� ������������� �� A� �
 ��$� �� ���
������ ��������&����� 
�� ������� Qy = b ���� Rx = y� 3� ��
����� �� �������
������ ���
�	�� 
� ������������� �� Q� ���&�� ���� ������� ������� × &������� ��

�
�� ������ ��� ������ ����	���
 ��� �� ���� ������ ����� �
���� �&��� 
� c <�5�5!� �� )���
��
���� ��� �������
�������� ���� ������ �� ��� ��� ������� �������������� �����
���. �������� * 
� ������� ��� �������� ������ �c <�I �� 7G�<!� * ��������� �� 
��������
��. �������� ������ �
������

3� ��
��
 ��� &�
���� ������� ����� ������� ��������� ��� ���.���� ���
������� �� 
�
)������������ �R 0 ����� 
� ��,�� �� 
� ������� ���&�����

�;����� (�)	��%
� C.

��� �
 ������� ���� ���� �� &������ �� ����� ����� ����
����� ���������� (��� A ���
������� ���

� ������	��� 3��
 ������� �R �������� �� 
����������

����� A(0) = A� S(0) = I 0
���� k = 1, 2, ...

Q(k)R(k) = A(k−1) 0 @@ )������������
A(k) = R(k)Q(k) 0 @@ ������� ���� 
������ ��&����
S(k) = S(k−1)Q(k) 0
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���

F��� �����	��1 	�� ���	�� ������ A(k) �� ������ �� 
� ���������� ��� ��� ����
�����

A(k) = (Q(k))−1A(k−1)Q(k) �7P�7K!

	�� ������&� 
�� &�
���� �������� 3�� ���������� �� ���&�� ���� ���������� ����� 2

'����(	� % (��� A ��� ������� ���

� ������	�� ���� 
�� &�
����
������� ���� ������ ��C������� �� ����
� �� ���� S 
� ������� )�����
��� ��� &������� �������� (� ���� 
�� ����������������� ���������. �� S
���� ������
�� �
��� A(k) ���&�� � &��� ��� ������� ��� ���
� �� S(k)

���&�� � &��� S�

F��� ������1 
��� 
� �������������� ����1 ����
�	���� ���� 
�� ��&�� �� ������

���	��� % 3� 
����� ���������� &��� ������ ������� ���
���� 
� )������� >� ��
(��
�� ���� ��� ���
���� 
� ������� F ������ �� c 7P�7�

3����� 7P�5 M /�� ���
������� ��� �R

�EP Y W 7 � 7 � P � H 0 7 � 7 � P � 4 H 0 P � H � P � 4 H � 4 X
�E Y EP 0 ( Y �� �E ! 0
�) � � � Y 724P
�W��RX Y 	� �E ! 0
�E Y R∗�0
�( Y (∗�0
����
�E�R��� (

#��� �&��� ������� ����� 4P �����������

S � ��0�=0�0: 
 )�))))�<0 
 ��::;8
�=


 )�))))�<0 ��+<)���+ 
 ��<��8
�;

���)=8
+� 
 ���=:8
�< 
 )�)�==+;�

� � )�0��+:�� )�+++�;�< 
 )�;���);�

)�+=�+<�� )�0=��)�� )�=<=�+:�

)�;�)��;� 
 )�=:;=��= )�):�;�<)

3�� &�
���� ������� ���� �������� ���. ���C��� �� �������)�!� ���� 	���
 �������� ���� F
�� ����� �
����� �.������ ���
� 3� ���� ��
��
 ���� ���� ������� �&�� 6��
� �� 
�
)������� UH/���5��

���	�� ��������� ��	����� �� ������ ����������� �	��&�
��� * n3 0 �� �
��� 
� ���&���
 ���� ����-� 
����� F��� ���&�1 * ��� ����� ������� 	�� ��� �
 ������� ��� ��� ����
)������� /��. ���
��������� 
� ������� ���� �$����� 9
 )���� ����� ����� 
����
�	��� *
��� ������� ������ ���
� �&��� 
� ���� ����� ���&���!� F��� ���&�1 &������ )���
�����
	�� ����� ��������� ��� ������&�� ��� 
� ����
����� �7P�7K!� 9
 )���� ������� ����� ������
��� ����
� ��� ����� ������� ���
� �� * �� 	�� ���� �&��� �.�
�	�� �� c 7P�4�4� ��
������� ����� �� ���� ��� ������ ����
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/��� �('������ 9 � &���� ���'�.����
�� ����� '�	 �����	 ������	

9
 ��� �&���� ��. ������������ 
���,����) �� 
��
 ������� �� B����� ���� ���
���� ���
������� ������	�� ��� ��� ����� ���&�� ���� �� ����
������! ���� �� ��,����) �
��
��������� 2 ������ 
� ������� ���

� ������	�� A * 
� )���� ������ ���
�� +� �C��� 
�
������������� ��� �
������ ������� ����� ������� ������ ���
� ��� ���� ������� /������
����� 
� �����)�������� �� A �� ������� ������ ���
� ����������  �Q�� * 
��
 ������� ��
`������
���� �� ������ ��� ������������� +���� 
� ��������� * 
� )���� ������ ���
�
��� ��� ����� �����	������ ��
� �� ���� 
� ���� �� ���&�� �� 
��
 ������� �R�

�;����� :�����)	�������	�

#��� �

��� ���
���� ��� �������� �� `������
��� ���� ������ 
� ������� ���

� ����
���	�� A * 
� )���� ������ ���
�� * 
����� ����� ����� �� ����
������ 2

A(i) = Q(i)T A(i−1)Q(i).

3� ������� ������� ������
���
�������� 	�� � �� ��� 
�� ��
�����!� QT A� ���� 
������
��&������ a11 �� ���� �����)����� 
� &������ [a21, a31, . . . , an1]T �� [k, 0, 0, . . .]T � ��
��
���
� �� ������� &������ �� 
� ���� ������	�� �� R

n−1� 9
 )��� ���� )���� � �� ���
������� �� `������
��� P (1) �� ��������� n − 1 × n − 1 0 ��

���� ���� ������� ����
��� ������� ������� n ���� 
� ���������

Q(1) =
[

1 0
0 P (1)

]

3� ���.���� ������� (Q(1)T A)Q(1) �������
���
������� � ������ ��� 
�� 
� ���! )���
�� ���� ���� 
� �������� 
� �� �� A 2 a11 ��&������ �� [a12, a13, . . . , a1n] �����)����
�� [k, 0, . . . , 0]�

F��� ��� ���1 ���� ����� 
� ����� �� 
���������� 2 * 
����� ����� ������� �� `������
���
n−2×n−2� ���� )�������� ��� ���&�

� ������� Q(2)� ������� n−1� ���� 
� �������
���� ������
�� 
�� �
������ a42, . . . , an2 �� a24, . . . , a2n ��� ���� 
�� �����!� >� ���� ��
n− 2 ����
������� 
� ������� ���� �.�������� ���� )���� ������ ���
� 2 ��� �
 �������
��� �
�� ����
�	�� 	�� ��
�� �� B������ ���� �
 ������� �� ����
��� ������� �� ��
������ ��� ������������� 3� ������ ������������ ���������� ��� �	��&�
��� * 4

3n
3� 9


)������ �� ���������  ����� 
�� �������� Q(i) ���� 
� ��
��
 ��� &������� �������� (� y
��� �� &������ ������ �� A(n−2)� x = Q(1)Q(2) · · ·Q(n−2)y ��� &������ ������ �� A�
+� �����	��� 
� ������� ��� Q(i) ��� ������
� �� )�� �� * �������

���	��� % >��
�	���� ��� �
 ������� * 
� ������� 	�� ���� ���� ���.���
��

F =

⎡
⎣ 1. 1. .5

1. 1. .25
.5 .25 2.

⎤
⎦

3� ��� �� 
� �������� ��
���� ��������� 
� &������ * �������

� � S	�-�6�� �

[
1.
.5

]
.
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#��� ��
��
��� ��������&�����
E � �>�%	�K��� � ����<)�+�

����

� � � 
 E� ,�6 ).K �

[ −.1180340
.5

]
	�� ���� �����
�����

� � ��>�%	�K��� �

[ −.2297529
.9732490

]
.

#��� �� ���������

 � �$�	�6�� 
 �����K �

[
.8944272 .4472136
.4472136 −.8944272

]
.

F������� �� ������� ����
���

 �S	�-�6�� �  � �

[
1.118034

2.776E − 16

]
.

������������ 
� ������� Q �&��� �� ������ ���
���� F 2

U � ,� ) )*)  	�6��  	�6��*)  	�6��  	�6��. �⎡
⎣ 1. 0. 0.

0. .8944272 .4472136
0. .4472136 −.8944272

⎤
⎦ .

���� ��� ������� 3× 3� �
 �� � 	����� ����� �� ������ ���
������� 2

S� � �����	U�S�U� �

⎡
⎣ 1. 1.118034 0.

1.118034 1.4 −.55
0. −.55 1.6

⎤
⎦ .

���
	��� &����������� �
���������� 2
%����	S�� � +� � %����	S�

��
/�%	S�� � 
�)=�0 � /�%	S��

F��� ������1 ��)���� ��� ��
��
� �
�� ���������� �� ���
����� 
� )������� ��������/��

�� (��
�� 2

� � ��������/��	�6,�6).K� �

[ −0.2297529
0.9732490

]

�;����� &����� ��� ������� ��	����

(��� J ��� ������� ������ ���
� ������	�� ���

� ������� n 2

J =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎣

δ1 γ2 0 · · · 0
γ2 δ2 γ3 · · · 0
0 γ3 δ3 γ4 · · ·
���

� � �
� � � γn

γn δn

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎦ .
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#��� ��������� 
�� γi ���� ��C������ �� 1���� #��� ���&��� )����� )���
����� 
�
��
�:�� ������������	�� �� J � �� ��������� ��� ����������� /��������� �� �C�� 
�
������� ������

� 2

Ji =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎣
δ1 γ2 0 · · ·
γ2 δ2 γ3 · · ·
· · · · · ·

γi

γi δi

⎤
⎥⎥⎥⎥⎦

�� 
� �����������
pi(x) = det[Ji − xI].

+� ��&�
������ �� ����������� �� )������� ��� �
������ �� 
� �������� ��
����� ����
����&��� 
�� ��
������ 2

p0(x) = 1; p1(x) = δ1 − x;
pi(x) = (δi − x)pi−1(x)− γ2

i pi−2(x), i = 2, 3, . . . , n, �7P�7L!

	�� ���������� �� ��
��
�� )���
����� pn(x) = detJ .

N���� ������� �$���� �� ��������� ��� 1���� ���� ��
�:�� ��� ���������� ���
��
���
� �� ��
��
 ��� &�
���� ������� �
�� ������� �� pn) 0 
� ������� �� ���������� ���
����
� �� �������� =� ���� ����� ���
���� 
��
 ������� �� #�]���� �� ��
��
��� 
�
����&�� �� pn * 
����� �� 
� ���������� 2

p′0(x) = 0; p′1(x) = −1,
p′i(x) = −pi−1(x) + (δi − x)p′i−1(x) − γ2

i p
′
i−2(x).

9
 ��� ���������� �� 
���
���� ��� ������� �&��� �� )���� ����
 * �� ��� ����� 	��
���&�� ��� �
��� �
�� �8������� #��� �&��� &� �c H�I�5! 	�� 
�� ������ �� (���� �������
�� ���� �������� �� 
���
������� ��� ������� ���� ��
�:��� #��� �

��� ���
�	���
�� )����
���� * 
� ������� S� )����� �� ���� ����� ���������� �� ���
����� 
�� ����
�
)������ ��� (��
���

#��� ���&��� )����� 
� ��
�:�� ������������	�� �� S�� ����� ���� 2



'� � ���$	S�61�1�

� �

)�)=�0 J ��=<;0� 
 +� J �

�� ���
�	��� 
��
 ������� �� (����� 9
 ��� �
�� ������ �����
���� 
� �������� ���&����

'����(	� % 3�� ��
�:��� ������ ��� 
� ���������� �7P�7L! )������
��� ����� �� (����� (� w(a) ���� �� 
� ������ �� ���� ������ �� �� ��
���� 
� ����� p0(a), p1(a), . . . , pn(a)� �
��� w(a) ��� � �
 �� ������ ��
&�
���� ������� �� J �
�� ������� 	�� a� ��� ���&������� 
� �� �� �� pi(a)
��� ���� ������ * ��
�� �� pi−1(a) �� ��� �S pi(a) = 0�
/� �
��� 
�� 1���� �� pi−1 �������� ���. �� pi�

/��� 
� ��� ����
� �� 
� ������� 3 × 3 S�� ���� ���
����� 
�� ��������� �� ��
��

�
 ����	�� �� (��
�� ���� )����� 
�� pi ���������� * 
���&������ �� ������������ ���
������� �� �������� H! 2
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�
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� �


 )�)=�0 
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 �

9
 ���� ����� * ��
��
�� 
�� &�
���� �� ��� ��
�:��� �� 	��
	��� ������ �)�������
������	�6��!� #��� �&��� ����&�

a 0 1 3

p0 + + +
p1 + (0)− −
p2 + − +
p3 − − −
w(a) 1 1 3

�� 	�� ������ 	�� 
���� ��� &�
���� ������� ��� �� ���&� �� 	�� 
�� ���. ������ ����
��������� ����� 7 �� 5�

+� �����	��� �� ��
��
��� ������	������ pn(a) * 
����� ��� ��
������ �7P�7L!�


/� � ������	 �����������	

=� ��������� ���&���� �� ����	��� ��� �������� ������������� D�� ������� A * �
��
����� ����
�.�� ��� ��� ����������� �� 
� ����
�.� ���,� ��� �� A ��U����� �&��

� ���������� �� A 2 A∗ = AT � ������� �������� 
�� �
������ ������� ����� ��

�
������� � 3� ������� �� `������
��� ���� ��������� * ��� �������� ����
�.��� 3�
��� ��������� �� �����
 ��� �����
�� ����	�� �� 
�� � � � ���� 
� ��� ����
�.� ��
	�� 
��� ��� ��
� � �� �������� ������ 
�� ���������� ���������	���� >� ���������� E=R�
NR>#� �AA� B�&�� (��
�� �� 6��
� �������� ���� ����
��� 
�� ������� ����
�.���
D�� ����� ������� �������� * ������� ������ ���

� �� ������ ��� ������ �� ����
���
�� &�
���� �������� #��� ��������� ��� ��
������ �� 2

Ax = λx,

�S A ��� ����������� �� λ ��� ���
� ������ A = A′ + iA′′� x = x′ + ix′′� 3������������
�� A ������ 
� ������� �� A′ �� 
������������ �� A′′ � A′′T = −A′′)� +� ��������
������ ���

� �� ������ ��� ������ 2

A′x′ −A′′x′′ = λx′,

A′′x′ + A′x′′ = λx′′.
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��� ��
������ ���&��� ���� ����������� ����� 
� ��&�
�������� ��� �
��� �� 
��	���
���� 2 [

A′ −A′′

A′′ A′

] [
x′

x′′

]
= λ

[
x′

x′′

]
.

#��� �&��� ����� ����
��� �� ����
��� n×n ����
�.� ��� �� ����
��� 2n×2n ���
�
3� ������ �� &�
���� ������� �����
 ����
� ���� ������ �


/�!� ���� �� 	���� ���	

M 6� (����1��� 2 $����� �����	���� ��� ������� ������	���� ��� < �/�����
������ 4PP7!�

M �� 3�����.� R� N������ 2 $����� �����	��� ���	�	���� ���	��� � ���� 
� ��	���5
�	���� ��� <�7P�77 �6������ ������ 7LL5!�

M J� >

����� (�6� ?���� 2 $��&��� �	��	�� �����	���� ����� �� �.���	��� �+

������
������ 4PP4!�

M J� >

����� (�6� ?���� 2 �����
���	�� � *�	��� !.���	��� ���	���� ����	��� 
���&���
�	��	�� �+

������ ������ 4PP4!�

M T�`� ������ (�>� N��O�
�O� T�N� F�����
�� � ;��� E
����� 2 �����	�� ���	����
,�� $�� �� *�	���	�� "�����	��� ��� 77 �������� � D��&����� ������ ������� ��
4PPI!�

M ��
������ ��� ����� �����
�� ������	�� �� 66� +� `����� �� J� T����� 2 ��� H�
&�
���� �� &������� ������� 2
�%%�-������������F���������$�����%5�

3�� �������� ������ �
����� ��������� ��� % ������������� �� &�
���� ��� �
����� '
�(�� �
�� F�
�� /������������� (F/! 	�� 
��� ���� ���������� ����� ���  �����
��
������ �� 
� ��� ���
������� ��� �������� ������� 0 �

� ��� �� �������
��� ���
� ���� 
�
���������� ��� ����
���� �� �������� ������ ��
 �������������


/�"� #$������	

�������� �

=� ����� 
� �������

A =
[

2 −1
−1 2

]

D��
���� 
� ������� �� 
� ��������� n����� ���� ��
��
�� 
� �
��  ����� &�
��� ������
λ1 �� A �� 
� &������ ������ ������� v1� �� ���
����� 
� &������ ������
 [1, 0]T � =� ���
������ 
� ��
��
 
���	�� ���. �����.�������� ��������&�� �� λ1 ��C������� �� �����
�� P�P7�
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�������� �

�������� 
� �
�� ������ &�
��� ������ �� 
� ������� ������ * 
��.������ ��������� ���

� ������� �� 
� ��������� n����� �� 
���&�����

�������� �

3� ������ �/! �� �
�� xOy )��� 
��� 
� θ/2 �&�� 
��.� Ox� +.������� �� )������� ��
cos θ �� �� sin θ� 
� ������� 	�� ���������� ��� ������� ����� ���
� ��� ������� * �/!�

�������� �

m���� ����� �� &������ ���
 ��� ��
 u �� ��� ������� ���

� ������	�� ������� n A�
�� ���� 	�� 
� 	������� �� R�
�� � Q(u) �������

Q(u) =
uT Au

uT u

�! (� vi ��� �� &������ ������ �� A� ������� * 
� &�
��� ������ λi� ��
��
�� Q(vi)
�1 ≤ i ≤ n!�

�! (����� θi �i = 1, 2, ...n! 
�� ���$������ �� ��&�
�������� �� u ��� 
� ���� ��� vi�
+.������ Q(u) �� )������� ��� θi �� ��� λi� =� ������� 	�� 
�� &�
���� �������
λi ��� ��� ���������� �� ����� ����������� 2 λ1 > λ2 · · · > λn� 6������ 	��� 	��

	�� ���� u �= 0� �� � 2

λ1 ≥ Q(u) ≥ λn.

�! =� ����� 
� ������� B �� 
� &������ u 2

B =
[

2 1
1 2

]
; u =

[
cos θ
sin θ

]

E����� Q(u) = Q(θ) �� �� ������� 
�� &�
���� ������� �� B�

�������� �

6������ ������� �� ���� ���
���� 
� 	������� �� R�
�� � ���� ����
���� 
� ��
��
 ��

� &�
��� ������ ��������� ��� 
� ������� �� 
� ��������� n������ >��
�	��� * 
�
������� �� 
��.������ 7� �&�� 
� ���� &������ ������
�

�������� �

=� ������� 
�� ���������� �� 
��.������ 5 �� �� ������� * ���������� 
� &�
��� ������
������������� ��)������� * 
� �
��  ������ ���� λ2� �� 
� &������ ������ ����������
���� v2�
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=� ������ ���� ��
� 
� ������� 2

A′ = A− λ1v1v
T
1

�S v1 ��� ������� �����
��� * 
������ 2 vT
1 v1 = 1�

�! ���
� ���� 
�� &�
���� ������� �� 
�� &������� ������� �� A′ � ���
 �
����� ������
������� ���������� �� ���
�	���� 
� ������� �� 
� ��������� n����� * ����� ���
����� �

�! =� ���� 	�� 
� ������� �������
���� 2

A =

⎡
⎣ 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

⎤
⎦

����� 
� &�
��� ������ 2 +
√

2 �� 
� &������ ������ [0, 5;−1/
√

2; 0, 5]� E����� A′

�� ������� ������	������ �� ����� �
����� ������� * 
����� ����� ���
� ���������
�� 
� ������� �� 
� ��������� n����� �������� �� 	������� �� R�
�� �� ���� 
�
&������ ������
 x0 = [1; 0, 5;−0, 5]�

�������� �

>��
�	��� 
��
 ������� �R �� ��
��
 ��� �
������ ������� �� 
� ������� ������ ���
�
F1 ������� �� c 7P�<�7� ������� )�����
 ������������ ���� ������� 
� ���� ���������
��� 
�� &�
���� ������� 	���� c 7P�H�4 �

��������  

=� �.����� ��� ��� ������� �� ��������� �� 
������ ����� ������� ���
� ���� 
�
��������� ����� &�
��� ������� 3�� ��������� �� 
�� ��������� ���� ��

�� �� 
��.������
5� 3� &������ ������ v1 ��� ������� �����
��� ���� 	�� �� ���������� 
� �
��  �����
���� � �
� * 7 0 ���� s 
������ �� ����� ����������� =� ������� ����� 	�� ���� 
�� ������
&������� ������� ���� �����
���� �� 
� ���� ������� 2 
��� ���������� ������� s &���

������� +���� �� ����

� aT

s 
� ������ 
� �� �� A �� �� ���� 2

A′ = A− v1a
T
s .

�! +� ���
����� 
� ��������� �� v1� ��
��
�� 
� ������� ���
���� aT
s v1�

�! ��
��
�� 
�� �
������ �� 
� 
� �� s �� A′�

�! 6������ 	�� v1 ��� &������ ������ �� A′ 0 	��

� ��� 
� &�
��� ������ ����������
����� �

�! ��
��
�� 
� ������� ���
���� aT
s vi�

�! 6������ 	�� vi − v1 ��� &������ ������ �� A′ �� ����&�� 
� &�
��� ������ ���������

)! +� �.������� 
� ��������� �� A′ �� �� ��� &������� �������� �.�
�	��� 
�������� ��
������� ������ ����������
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A ����� ��� ������� ������ n× n� �� ���� 2

ri =
n∑

j �=i

|ai,j |

�ri ��� 
� ����� ��� ����
�� ��� �
������ ��� ��� ����. �� 
� 
� �� i! �� �� ����

�
di 
� ���	�� �� ������ ai,i �� �� ���� ri�

�! =� �� ������� �� ��������� 	�� ����� &�
��� ������ λ �� A ���������� * 
���
��� ���	��� di� (��� x = [x1, x2, ..., xn]T 
� &������ ������ ������� * λ� a 	��

��
��
������ ��������� 
�� ����������� xi � (��� k �� ������ ���� 
�	��
 
� ��
�����
|xk| = sup |xi| ��� &������� N���&�� ��� ����� ���������� �� |λ−ak,k| �� �� �������

� ��������� ���������

�! (��� D 
� ������� ��� ���
� ���� 
�� �
������ ��� ����. ��U������� �&�� ���. ��

� ��� ���
� �� A �di,i = ai,i �� di,j = 0 �� i �= j)� =� ���� ������ E = A−D ��

A(ε) = D + εE.

���

�� ���� 
�� �������� A(0) �� A(1) � =� ���� λi(ε) 
�� &�
���� ������� �� A(ε)
�� �� ����� 	���

�� ���� ��� )�������� ��������� �� ε� /��� 	��

� �� ��� �� �
��
����
�.� ����&������ 
�� ��� �� ��� ������� λi(ε) � =� ������� 	�� p ���	��� di

)������ ��� �� ��� �����.� ���,����� ��� n−p ������ ���	���� D��
���� 
�� ����
����
���������� ���� ����&�� 	�� 
� �� ��� )����� ��� 
� ������� ��� p �������� ���	���
�������� p &�
���� ��������

�! >��
�������� 3���
���� 
� ����. ������
� 
�� &�
���� ������� ��� ���. ��������
���&����� 2

A =

⎡
⎣ 4 1 0

1 0 −1
1 1 −4

⎤
⎦ ; B =

⎡
⎣ 2 1 0

1 3 1
0 1 4

⎤
⎦


/�
/� ���0��	

)��*�� �+ @���
����� �2�� 5 	������ 7 ����
���

D� ����
� ����
���� �� ��
���
� ��� ��������� ����� �
� �� ������ �����
�� ��  
�����
���� )��������� 
� 
�� ���� �.� Ox� ���	�� ����� ��� 
��� * ��� ���. &������� ��� ��
�������� #��� ������"��� ��� ��� % ��
���
� ' ��������	��� ���� 
�	��

� 
�� ������
��� ���� &�
���� m1 = m3 ≡ m �� m2 ≡ θm� 3�� ���������� �� ������� ��� ��������
���� ������ � �
�� * k�

x1

m1

x2
k1 k2

m2

x3

x
m3

������ ��� 	  �7��� ����� �������� ������$�� ���������
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+� ������ x1, x2, x3 
�� ���
�������� ��� ����� ������ * ������ �� 
���� ���������
���	��
���� ��S 
�� �������� ���.������ ������ )����!� ���� ����&��� 	�� 
�� �	�������
��C�������

�� �� ���&����� ����

mẍ1 = −k(x1 − x2),
αmẍ2 = −k(x2 − x1)− k(x2 − x3),
mẍ3 = −k(x3 − x2).

#��� )������ 
��������� 	�� 
�� ������ ���� ������� ���� ���&����� ������U��
� ��
���� ��
������ ω� xi = Xie

iωt� (���������� ���� 
�� �	������� �� ���&������ ����
����&���� ����� ����
�������� ��� eiωt 2

mω2X1 = k(X1 −X2),
αmω2X2 = k(X2 −X1) + k(X2 −X3),
mω2X3 = k(X3 −X2).

9
 ��� ������� �� �������������
���� ��� �	������� �� ������ ω2
0 = k/m ���� β2 =

(ω/ω0)2� #��� ������������ ������ 
� &������ x = [X1, X2, X3]T � 3� ������ �������
����������� ���� )���� ��������

�⎡

⎣ 1 −1 0
−1 2 −1
0 −1 1

⎤
⎦x = β2

⎡
⎣ 1 0 0

0 α 0
0 0 1

⎤
⎦x

�� ������
Kx = β2Mx.

3� ������� K ���������� 
�� �C��� ��� �������� �������� �� �������!� ������ 	�� M
���������� 
��C�� ��� ������ �������� ���������!�

#��� ������ �� �������� ���� ����
��� �� &�
���� ������� %  �����
��� '� 	���
 ���
)���
� �� ������� �� ��� �������
� /��������� ���� ��
� ��� ������� M1/2� ��

� 	��
[M1/2]2 = M 0 ����� �
��������� ���� ����� 	�� M ��� ��� ���
� �� 	�� ��� �
������
��� ����. ���� ����������� ������)�� +� ����
��� M−1/2 
���&���� �� M1/2� ����
)������ 
� ���� ����� ����������� x = M−1/2y� +� �������� ����� ��������� ����

��	������ ��. &�
���� �������� �� ����&�

M−1/2KM−1/2y = β2y,

�� 	�� ��������� �� ����
��� ��. &�
���� ������� ���� 
� ������� ������	��

M−1/2KM−1/2.

m����� �� ��� ����� ���� ���������� 
�� )��	������ �� 
�� ���
������ ��
���&�� ��
&��������� ��� ����� �������

)��*�� �+ C��(�� �� DE�=��

#��� ���� ����������� ��� ��. ���������� �
�������	��� ��� ��
���
�� ��������������
�
���� ���������� ��� ����
�� 
�������� ����� 
����
��� �������!� 
� ���������� 
�
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���1���� 
� �������� ��� ���������� ���� ��������

����� ��

�� ��� �
������� 
�� �����

���� ����
�� % �
������� π '� 	�� �������� ���� ��� ������
�� 2pz ��������� ���������
��
�������� �� �
�� �� 
� ��
���
�� 3�� ������ �������
�� �����. �� �
�������! ��
)��� 	�� ����� �� ��������
 �
����������	�� 	�� � �� ��� 
�� �
������� ����������� 3��
�
������� π ���� ���������� ����� ������������ 
�� ��� ��� �������

3� )������� ������ �� ���	�� �
������ ��� ����������� ����� ��� ����������� 
�������
��������
�� �����	��� 2pz ������.������� % 3�>= ' ��
�� 
��.�������� �� 
����! 2

Ψk =
n∑
1

ckiϕi

�� n ��� 
� ������ �������� ����������� ��. ����
�� 
������� �n = 2 ���� 
����
����
n = 6 ���� 
� ���1��� �� 
� �������!� ϕi(r) ≡ ϕ(r− ri) ��� 
�������
� 2pz ������ ���

������ i� ����� �� ����� ri� 3������� k �������� 
�� ��C������� ������
�� ��
���
�����
�=6! 	�� 
��� ���� ���������� * ������ ��� ������
�� �����	��� �=>!� 9
  ���� ������
��=6 	�� ��=>� 1 ≤ k ≤ n�
#��� ����������� 
�� ���$������ �������� cki ��� 
� ������� &����������

�� 3��
���

����� &�
���� ��� cki ���� ��

�� 	�� ���������� 
����� �� �� 
�=6 k 2

〈Ek〉 ≡ 〈Ψk|H|Ψk〉
〈Ψk|Ψk〉 .

3�� 	�������� ����� �������� 〈. . .〉 ���� ��� &�
���� ������� �� ���� �� 
� ������	��
	�����	��� /�&�
������ ����� �.�������� 2

〈Ek〉 =

n∑
i=1

n∑
j=1

c∗kickj〈ϕi|H|ϕj〉
n∑

i=1

n∑
j=1

c∗kickj〈ϕi|ϕj〉

/��� 
� ����
� �� `r�O�
� �� ���.�
����� ��� 
���������� ����
������ H� ��
����� ���
����� ���
��������� ��� 
� ������ �� ��� % �
������ �� ������� ' ��� 
� ���� ���
=>� 
�� 〈ϕi|H|ϕj〉� ���� ��� ��
���
� �� ���������� 	�� ��� ������ �� ������� �
��
���� ���� �� ,����� ����� �:
�!� 
�� �
������ �� ������� �� ����
������ ��� ����
&�
����

〈ϕi|H|ϕi〉 = α,

〈ϕi|H|ϕj〉 =
{
β �� �� ���
����� �� 
�� ������ � �� , ���� ������� ��� ��� 
�������
0 ����������

����� 
� ����
������ ��� �� ��������� 	�����	�� ����������

〈ϕi|H|ϕj〉 = 〈ϕj |H|ϕi〉.

N����� ��� 	�������� ���� ��� ������� ���
�� >� &������ � �� ��������〈Ek〉 �� ����
��� &������ 	��

�� 	�� ������ 
�� ������� &��������� δcki ��� ���$������� +� ��C���������
〈Ek〉� �� ����&� 
� ���������

(H − EkI)ck = 0.
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+� �������� ������� 
����� �� �� 
�=6 k ��� ��� &�
��� ������ �� 
� ������� H � ������
	�� 
� &������ ��� ���$������ ck ��� 
� &������ ������ �������������� 3�� �
������ ��
H �� ��������� ��� �� 
�� ����������� 2

Hii = α; Hij = Hji = β

�� 
�� ������ i �� j ���� 
���� 3� ��������� ��� =6 �� �� 
���� ���� ��� ��� ����� �������
* 
� ����
����� ���� ����
��� �� &�
���� ������� �� �� &������� ��������

N������� 
� ��� �� 
����
��� ���� ������� 
� ��������� 3� )����
� �� 
������� ���
�`2Y�`2� 9
  � ���. % ������ 
����� ' �� � �� ���� ��� ����
� 
������� 
�� ���.
��������� ��������� 7 �� 4� 9
� ������� ������ ��� => 2pz� ����� ϕ1 �� ϕ2� 3�� =6
������ �� 
� )����

Ψ1 = c11ϕ1 + c12ϕ2 ; Ψ2 = c21ϕ1 + c22ϕ2.

3� ������� ������������&� �� ����
������ � ���� �
������ ��� ����. H11 = H22 = α
�� ����� �
������ �.������ ����. H12 = H21 = β� 3�� �
������ ������� �� H
&������� [

α− Ek β
β α− Ek

] [
ck1

ck2

]
= 0.

����� α ����������� * 
������.������� �� `r�O�
� 
����� �� ���� �
������ π ���� ��
����� ���
� ������ ����
�� % ���� ��
� �� ���
��� '!� �
 ��� ������� �� )���� ���
�����
����� ����� ��� �� ������ x′ = α− E� /� �
��� ���� �������������� 
��	������
�� ��&����� ���	�� 
� �� ��� β ����&��� ����
�� % 
����� ��
� �� ��������� '! �� ����
������

x ≡ x′

β
=
α− E
β

.

3��	������ ��. &�
���� ������� ��&����∣∣∣∣ x 1
1 x

∣∣∣∣ = 0.

3�� ��
������ ���� x = ±1 �� ������ E = α± β� 3�� &������� ������� ����

c1 =
[

1
1

]
; c2 =

[
1
−1

]

������ ���� 	 5����������� ��7����$�� ��� ��!����� �������������
��!���� ����� ,: (���7�- D ��!���� �������� ,: �����-�

��� ���� ����$��� ��� ��(��� �N �� /������ ������ �� ��(��+��
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����
�� �����
���

���� ����������� ��� ����
����� �
 )��� ������ ��&��� 	�� α �� β ���� �� ���)�� 3� ��&���
������ �� 
� �
�� ��� �
� �
�� ����
�! ��� E1 ≡ α + β� ������� * 
�=6 Ψ1 = ϕ1 + ϕ2�
���	�� ����� �� ������� ������� 	����� �
������� �� &�
����� ���� 5 ���� �� � ��
���� 
�� 
������� ��` �� ��� �� ��� σ �% ���������� sp3 '! �� 	�� �� ���� ��� ����
�� ������ ��� 
� ����
� �� `r�O�
� 9
 ����� �� �
������ 2p ��� ������� �� ����� �����
����� �
�������	�� 	�� ��������� 
� 
������ π� F��� &��1 	�� 
�=6 Ψ1 � ��� ���� ��
�
�� ����� 	����� => ���
�� �α + β �� 
��� �� α!� >�������� ���� 
���	�� 
����
���
�� )����� 
����� �� ��� ���. �
������� 2p ����� �� 2α * 2(α + β)� ����� ������
� ���
���� % 
����� '� >� ��������� ���� ������ 	�� Ψ2� ���� 
����� �� ��� ���������� * ��

�
����� => ���
�� � α− β �� 
��� �� α!� ��� % ����
����� '�

3�=6 Ψ2 = ϕ1−ϕ2 � 
����� �� E2 ≡ α−β 0 �

� ��� �����
����� &���� 9
 ��� ������
�
�� % ������&��� ' �� �
������ �� Ψ1 * Ψ2� ����� �� 	�� ����&� 
���	�� 
� ��
���
�
������� �� ������ ������ �� E2 − E1 = −2β�

D��
���� 
� ����
� �� `r�O�
 ���� ������� 
�� ���� ��� �� 
�� ������
�� ��
���
�����
�������������� ����
�� 2 ���������� ���1���� ������
���� �1�
���� a 	��

� )��	�����
��� * 	��

� 
�� ���� ������! �� ����� 
� �������� ����� ������������ �� ��� ������� �



������� ��

%�	.�#��
 ����������

/ �	���	�
 �����


D� ����  ���� ������ �� 	�������� ��������	��� �� ������	��� ��������� ��� ����
��
���������	��� 	�� ���
�	���� ��� �	������� ��C�������

��� (�� �1 * 
� �����	��
��� ����� �������
� �� * 
� ������	�� ��� ��������� �����	���� 3�� ����� �� ��������
��	��� ���� ������ �� �������� ���
��	��� �� ����
����� ��� �	������� ��C�������

�� 2
�� �������� ������ 	�� 
����
�� ������	�� ��� �����
� ���� ����� ������ ��� ��������
��	���� 3� ���
��� ��� ���� ����� 2 ���
� ��� ����� �������� ��� �	������� ��C�������

��
��� ���
��	������ ��
��
�� �������
�������� 
�� �	������� 
��������� > ������ 	�� 
���
�������� ��� ����
���� ���
����� ���� ����������� ��� 	�������� ���

��� 
�� �	�������
��C�������

�� ��&������� % �� ����� �� ����� ' 
�������� �� �� % ����� �� ����� '
��
��
��� /��� �� ��������� ���� �����&��� 	��
	��� )���

�� ���
 �������� �� �����

����� �� ����
���� ��C�������
� �� ���� ����"��� 	��
�����&����� 
���� �����������

���� 	��
���� �� 
���� ��)�����

9
 ��� ��������� �� ���� )���� 
� ��C������ ����� �	������ ��C�������

� �� ����
���
��C�������
� 3� �������� ����� ��� ��
����� ��������� �� ���������� �������� �n
���������� ����������� ���� ��� �	������ ������� n!� ���� ����� ������� �� �� ����
,����� ������� �� ��
����� ������	�� ����� �	������ ��C�������

�� D�� �	������ ��)�
)�������

� �������� * ��� ���������� ������
�� �� * ��� ���������� ��. 
������ ���������
�� ����
��� ��C�������
� D� ��
 ����
��� �����  �����
����� ��� ��
����� ���	�� ��
����� 
���,�� �� �� �������� 	�� ���.�
�	��� ������� �� ���� 
���������� ������	���
�����

����� ���� &����� �� 
� ��  ����� �� ������ �� ���. ���� �� ����
���� ��C�������
��
�S 
��������� ��� ���,���� 
� )������� y� 3�� ����
���� * �����������! ������
���! ���
% �� ����� '!� ���� �� �.���
� ������� 2

y′ = f [x, y(x)] ; y(a) = A ; x ≥ a, �77�7!

�� 
�� ����
���� ��. 
������� ����� ��� �.���
� 2

y′′ = g[x, y(x), y′(x)] ; y(a) = A ; y(b) = B ; a ≤ x ≤ b. �77�4!
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���

/��� �� ��������� ���� �� ����������� 	�� 
� �������� ���� ����� 
�� ����
���� *
�����������! ������
���!� #��� ����������� 	�� 
��	������ ��C�������

� ���������� ���
����
�� ��� ������� * 
� ����&�� ������� 
� �
�� �
�&�� ����� ����� 
� ��� ���� 
��
���. )����
�� ������������ 9
 ���� ����&�� �� �����	�� 	�� ��
� �� ���� ��� &��� 2 ��
���
� �
��� ���	������ �
 ������C�������

� 0 �� ��� ���	������ �� ���� ��� ������ ����
3� % ������ ������ ' f(x, y) ��� ��� )������� �������� �� ��� ���. �� ������ *

���������� ���� ������� ? �� R

2 0 
� ����� [a,A] ���������� * ?� /��� ���� ��� Y

� ��
����� �.���� �� ����
��� ��C�������
 ���������� #��� ������ 	�� ����� )�������
��� �C����&����� ��
����� �� �77�7! ��� [a, b] ��� ���� ���� x �� ��� �����&�

�� 
� �����
(x, Y (x)) ���������� * ?� 
� ��������� ������
� ��� &������ 2 Y (x0) = A �� Y ′ �.���� ��
&����� Y ′(x) = f(x, Y (x))� F��� ����&���1 ���� 
�� ����� �����
�� ��� ����� �����

��
��� ���������� 	�� ���� ����
�� 
� )������� f ���� 	�� �77�7! ��� ��� ��
������ #���
���&��� ������� ����� ���������� ����� �����

'����(	� % (� 
� )������� �������� f(x, y) ����� * 
� ��������� ��
3�������1

|f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ K|y1 − y2|, a < x ≤ b

	��
� 	�� ������ y1 �� y2 ���� �� ���
 K ≥ 0� ����������� �� y1 �� y2�
�
��� �77�7! ����� ��� ��
����� ���	�� ��� [a, b]�

3� ��������� �� 3�������1 ��� &������ ��� ����� )������� f ��

� 	�� ∂f(x, y)/∂y �.����
�� ��� ������ ���� 
� ������� ���������� ���� �.�
�	��� 
�� �
 �������� �� ����
��
����� ���� ����������� ����	�� ���,���� 	�� 
��	������ ��C�������

� * �������� ���
�� ������� ����� ������ ���� �77�7!!� 3��������� ���� ����
��� �� ������� �����
���� ����-��� )��� �
�� ��� �� 
� ���
��� 0 ����� ���� * )��� &���� ���� �� ����� ��� ����
 ��&�� ����� &��� �

�1 
� &���� N���� �	������ ��C�������

� ������� ��������� * ��
��� �	��&�
���� * �� ������ ��C�������
 ������� ��� (���� ��� �.���
�� 
��	������ ��
������ ����� 	�� ������ �.�������� 
� ���&����� ���� �����
� ����
�� �� ������� ��
)���������� �&�� ��� &�����
�� ���� ���������� 2

y′′ = −k2 sin y.

9����������� 
� &�����
� ��.�
����� z = y′ 0 ���� ���&��� ���������� ������ 
��	������
���������� ���� 
� )���� {

y′ = z,
z′ = −k2 sin y. �77�5!

#��� &��
� ���)������ * �� ������ ���	������� ��C�������

�� ��� ������ ��C�������
!
�� ������� ������ 3� )����  �����
� ���� ������ ��C�������
 �� ������� ����� * ���.
)�������� ��������� ��� 2 {

y′ = h[x, y(x), z(x)],
z′ = g[x, y(x), z(x)]. �77�G!

/��� 
��.���
� �� �����
�� 
� )������� h �� ��������� * 
� &�����
� z� (� ���� ����������
���. &������� 2 r = (y, z) �� s = (h, g)� ���� ���&��� ������ �77�G! ���� 
� )���� 2

r′ = s(x, r). �77�H!

����� �������� ��� ������� ��� �

� ������ ��������� ���� ����� �� �
 ������� ��
����
����� ���� ������ ��C�������
 2 �
 ��$� �� ���������� �� �������� &�������

�
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��
 ������� &�
��
� ���� ��� �	������ ��C�������

� ��� ������� �����!� 3�� ��&�� ��
�
����	��� �����
�� ������	�� ��&�
������ 
�� ����� 
�� �������� ��
���&�� * 
� �����

����� ��� ����
���� ��C�������
� * ��� )������� ��������� ���� ���� �������� 	����
��. ������� ��C�������
�� #��� ���&���� ��� �.���
� �� ���� ���������� 	�� 
��
�
 �������� ��&�
����� ���� ��� )������� �������� ���� ������ &�
��
��� �&�� ���
��������� ��������� ���� �
������� )���������

N����� 
�� �������� �� ����
����� ������	�� ��� ����
���� ��C�������
� ���
����� ���
��������������� >��� )��� 
� ����. ���� ��� h� �� &� ��������� 
� ��
����� y ���� 
��
&�
���� kh �� 
� &�����
� ������������� �������� ����� ��� ����� �� &�
���� yk �&�� y0 =
y(a)� 3�� ��&��� �
 �������� �� ������ ���� ��� 
�� ��)��������� 	���
� ���
����� ����
��
��
�� yk 2 �������� ���
����� yk−1 ���	������ ��� ���
� �� ������� �� �� ������ *
��� ������� �� * �� ���!� �������� ���
����� �� ������� ������ �� &�
���� ����������� ��
y� ���� yk−1 ��� ���� 
�� ��������@������� * ��� 
��� �� * ��� ��
���
��!� =� ��������
���� ����� ���� ���������� 	�� yk ��� ��������� ��� ��� ��
����� �� ���������� * ���.
�� �
������� �������

���������� �&��� ��������� 
�� �
 �������� �������� ������	���� ���� �

��� ������
�� ��&�� 	��
	��� �������� ���
��	��� 	�� ���&��� ���&�� * ��� ��
��
� ������	����
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������� !����	���
�� �� :�"�	�

#��� ��������� 
� ��
����� �� ����
��� ��C�������
 �
����	�� �77�7!� 3� �������� ��
N�
�� �C��� �� ����� �� ��������� ��� ��
�����

y(x) = y(a) + (x− a)y′(a) +
1
2
(x− a)2y′′(a) +

1
6
(x − a)3y′′′(a) + . . .

#��� ����������� y(a) ���������� ������
�!� y′(a) ���� ������������ ���� 
��	������
��C�������

�!� y′′(a) �� ������ 
�� ����&��� ������� ��������� ���� ����&����� �� �������
������ ���� 
��	������ ��C�������

� ^!� >���� 2

y′′ = [f(x, y)]′ = fx + ffy, �77�<!

�S fx� fy ������������ 
�� ����&��� ������

�� �� f ��� ������� ��. &�����
�� ����	�����
+������ 2

y′′′ = fxx + 2ffxy + f2fyy + fxfy + ff2
y .

3� ������� ��� ����
� ���� ��&���� ���������� 
���������� /� �
��� ���� �&��� ����
��� �c 4�5! 	�� 
� ��&�
�������� �� N�
�� ���&��� ���&�� �� ���� 
��������� +�
�����	������ ����� ������� �� �����
��� 	�� % 
���
����� ' 2 ���� ��
��
�� yk+1 *
������ �� yk �� ���� ��
��
��� * 
����� ��� ���������� ������
��� 
�� ��������� &�
���� ��
y ���� �������� �
 �������� ��� ������ ���� �������� �� ��
��
�� 
� ����� ��� yk�
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���

������� *�%	�� ��� �	��������� ������
����
=<�	������>

#��� )������ 
��������� 	�� y ���� �������� 2

y = c0 + c1x+ c2x
2 + c3x

3 + . . .

�� ���� 	�� 2
y′ = c1 + 2c2x+ 3c3x2 + . . .

+� ����������� ��� ��&�
��������� ���� 
��	������ ��C�������

�� ���� �������� ���
��
������ ����� ���$������ ci� 	�� ���� ����
&��� �� ������ �� ������� * ������ ��
c0 = A� >��� ��� ���$������� �
 ��� ����
� ����������� y� * ��� �������� ����������
����� ������� ��� ����� ����1 
����������

������� *�%	�� �� /�����6
	� ������	3�
��	�� �����������

#��� ���� ��������� ���,���� �� �������� 
� ����
��� �� ����� �77�7!� #��� �����
 ���� 
�� ���. ������� �� 
��	������ ��C�������

�� ����� a �� x ��� ��������� u 
�
&�����
� ������������! 2

x∫
a

y′du = y(x) − y(a) =

x∫
a

f(u, y)du

#��� �� ��&��� ���� �8� ��� ��
��
�� 
����� ��
� �� ������ ������ ��� 	�� ��&��������
* ��&��� �������� 
��	������ ��C�������

�!� ����� �

�������� �������� * ��� �����.��
������ �����
� 2 ���� ����
�"��� y ��� ��� % �����.������� ������� 1��� '� y[0]� 	��
���� ������� � �
� * y0 0 
����� ��
� ��� �
��� ��
��
��
� �� �������� 0 
� ����
��� ����
����� 
������.������� ���&���� �� y� ���� y[1] 2

y[1](x) = y(a) +

x∫
a

f(u, y[0](u))du

#��� ������� �� �������� ,��	��* �� 	���� ������� �� ���&�� ���� ���&����
� ���� ���
����� 2

y[n](x) = y(a) +

x∫
a

f(u, y[n−1](u))du.

����� ������� ��� ��������� ������ �
�� 
���� 	�� 
�� ����������� ^

/����� 	��
	��� ������� �� ����&� ���� 
� �������� ��� ��� ������ �� ������
�����
�
 ����	�� �?��	#�� %���� %�����	�� %����� %��
� ���)! )����������� ���
���������������� �� �����
�� �� )���� ���
� 
�� ��
��
� �
 ����	��� ��� ����� ��������
������������ 9
 ��� * ���&��� 	�� ��� �
 �������� &��� �����-��� �� �� )��� ��� ���&�

�
,��������
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��� �(���'�	 '4#���� �� '� A����

3� ������� ��+�
�� ����� ,����� ���
��� �� �����	�� ����) ��������� ����� �������
����� ����� ������� �� ����
����� ���	������� ��. ����&��� ������

��!� ���� ����� ��
�.��

��� �.���
� ����������)�  �����
����
� ��
�� �
������� ���������� ��������������
3��
 ������� ������� ��� +�
�� ���� �������� �77�7! ������� 2

yn+1 = yn + hf(xn, yn) = yn + hfn. �77�I!

#��� �

��� ������ ����� ��������������� �� ����� )����
��

• >����.������� �� 
� ����&��� 3� ����&�� �� y �� ����� xn ��� * ��� ���� y′(xn) �
(yn+1 − yn)/h 0 �� ����&��� 	���

� &��� fn� ���� ������&��� 
� ������� ��+�
���

• >����.������� ����� ���� ��
�� #��� ���� ���� 
�� ���. ������� �� 
��	������
�77�7! 2

y(xn+1)− y(xn) =

xn+1∫
xn

f [t, y(t)]dt

#��� ����
�"��� 
����� ��
� �� ������ ������ ��� ��� �����.������� 
� �
�� ����
��

����� ���� ������ 
� �� ���� h �� �� ������� fn �������� �� % �����  ����� ' ��
�� % ������ 
� * ������ '� c K�H!� �� 	�� ����� 2

yn+1 − yn = hfn.

• /�&�
�������� �� N�
��� (�������� ����� yn� ���� ���&��� ��������� yn+1 *

����� �� �������� �� N�
�� 2

y(xn + h) = y(xn) + hy′n +O(h2).

+� �� 
� ���� 
� ����� �������� �� �� ���������� y(xn + h) �� yn+1� ���� ������&���

� )����
� ��+�
���

R������� 
�� ������������	��� �� 
� ������� ��+�
��� ���� ��
��
�� yn+1� ���� �&���
���
��� 
� &�
��� �� yn �� ��� ��

�� �� yn−1, yn−2, ... 9
 ��� �� ���� ����� ������� * ��
��� ��� * ��� �������!� ���� ������ �� yn * yn+1� ���� �� ��
��
��� f 	����� )��� �
��
�������� �� R�� �M?���� 	�� ������ �.������ �
�� 
��� ���
����� �
������� &�
���� ��
f ���� ���
����� 
� ��������� ��� y′!� 3��
 ������� �� )��� ����
 	��* f = y′ �� ��� *
��� ����&��� ������� ��������� ��������� �
 �������� ���������� ��� �� ��&�
��������
�� N�
��� �� ���� ��� y[n]� 	�� ������ ��� ����&��� �� f!� +���� ����� ���� 
�
&������ �
�� �� �����
 �
�� ����� 
� ��
��
 �� yn+1 ��������� �� ����� % ������ ��
���������� ' ������������

� * h2 �� ����� ����	��� �� ������ ��� ��� ������� ���

3� ��� ��������� �� 
��
 ������� ��+�
�� ��� ��� �
�� ����
��� F���� ��� ������� ��
��� ������



4GG �������� 	
����
�� �����
���

3��� h, x0, y0, xmax

9�����
���� x * x0� y * y0
N��� 	�� x < xmax )���� 2

��
��
�� f = f(x, y)
y = y + hf
x = x+ h
�������� x, y

3�  �����
������� * �� ������ ��C�������
 ��� ���������� 3� )������� ��������� ��
&�
��� ������
� �� 
� ������ ������ ���� ���������� ����
���� ��� ��� &������� ��
R

n 2

3��� h, x0, xmax,y0

9�����
���� x * x0� y * y0

N��� 	�� x < xmax )���� 2
��
��
�� 2

f = f(x,y)
y = y + hf
x = x+ h

�������� x,y

9
 )��� ������� ��� �� ���� ��� �
��� ������ 
�� ����������� �� ���	�� &�������

���	��� % 3� ��� ����� ���������� ������� ��� 
� ������� ��+�
��� 
��	������
��C�������

� �� �����
� ����
� 2 y′′ + sin y = 0� ����� ���� 
��&��� ��,* ���� ��
���� �� )��� �������� 
� ������ �� ������� ����� �	��&�
���{

y′ = z,
z′ = − sin y.

3�� ���. ������� ������� ������������ ���� 
� ��� ����� ���� )���� �� (���%��� 0

� (���%��� ����� ��
��
� 
� ��
����� �� %(�%�J�� ��� ����� �������� ������ ����
�����
����� ����
�	��� 2 �
� ����������� ��� �.���
� 
� &�����
� ������������ �%!�
���� ��,�� ���� ���� �
� ���&��� ��������� )���
����� �� ��� ���� �����
� ������ * ��
����
� ��������� �� ������ 3� ��� ����� ��������
 �� )��� 	��  ���� 
�� �
������
���������� �� ���������� ��� * ��� 
�� &������� ��
�������

3����� 77�7 M 6��&����� �� �����
� ������ ��� 
��
 ������� ��+�
��

�) ��� � � �� E Y ��� � �  � 1 !
�E Y 1 0
����)���� ���
�) ��� � � �� E Y ��1� � �  � 1 !
�E Y −� � � �  ! 0
����)���� ���
�) ��� � � �� W ) � 1 ) � � ) X Y �� 
 � � �� � � � � � � 1 � !
�) Y  � A �∗��� � � � � � 1 � ! 0 1 ) Y 1 � A �∗��1� � � � � � 1 � ! 0
	� ) Y � � A � 0
�
���)���� ���
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���� Y <PP0
��� Y 1� �� � ��� � 7 ! 0
�� Y 1��� � � � ! 0 1 Y 1� �� � � � ! 0
��P Y ����� � � � � � � � � �� � � � � � � 
 � 2 � ! 0
��1P Y ����� � � & � � � � � � � � � � � � 
 � 2 � ! 0
����� Y ����� � � 
�� ���� �� ��� 2 � ! 0
��� �7 ! Y P 0  �7 ! Y P 0 1 �7 ! Y 1P 0
��) � � � Y 4 2 �� ��
�	W  � � ! � 1 � � ! � � � � ! X Y �� 
 � � � ��� � � � � −7! � � � −7! � 1 � � −7!! 0
�
���
���
��4� � � �  !
��) � � �� � )6�� �Z/2 b ��_PPKb��
_��
�� � ��� Z � W � �  X ! 0

3� � ��� 77�7 ������ 
� ����
��� �� 
��.�������� ����� &��� ���&�1 
� ���������� 
�
	��
��� �� 
� ������� 
����� * ������� 2 
����
����� �� ����� ��������� �&�� 
� ������
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���������� 	 ���+���� �� ������� ������ �!��� ��� ����(���7�� ��)�����
�� ��� ��� �� 
1
��

����� ���� 
��&��� ����	�� �� c 77�4� 
� ������� ��+�
�� ���� ���� ���������� �����
��� ���
�������� * 
������ 7� �� ��&�
�������� �� N�
��� #��� �&��� ����� ������
������� 
��� ���&��� ���
���� �� ��&�
�������� ������� ���������� R����
��� 	���

)��� ��
��
��� ,��	��* 
������ ��������� 
�� ����&��� �� y� ��� 
�� ��
������ �� ���������� 2

y′ = f(x, y) ; y′′ = fx(x, y) + fy(x, y)f ≡ f (1),

f (k) = f (k−1)
x + f (k−1)

y f,

���� ������� yi+1 ��� 2

yi+1 = yi + h

[
f(xi, yi) + . . .+

hp−1

p!
f (p−1)(xi, yi)

]

��� �
 ������� ����� ����������� 	�� �� 
�� f (k) �� ��
��
��� )���
����� �� ���� ��$�
������� �� �
����� ��� 
������&�

� ����������
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3�� �������� 	�� ���� �

��� ������� ���� �� ���� ����� ���&��� ���� �����������
����� ���  �����
�������� �� ��

� ��+�
��� �S 
��� ��
��
� f �
� ������ ������!
�
������� )��� ��� ���� ���� ������� 
������� �� ����������� �� ���� ����� ������
�����

�� �������� 
�� �
�� ���
���� ���� 
� �����	��� #��� �.�������� 
� ������� ����
��� ������� ������� 4� ���� 	�� 
�� ���
�������� )������  �����
����� ����
 * ���
�������� ������� G �� �
�� ����� ��� ��������� �� 
������ ���� ������ ������	���
&��� ���������� �� 
� c G!�

������� *�%	��� ��	���� �

#��� ��������� ���,���� 
� ��
����� �� ����
��� ���������� ��� �77�7! �� ���������
������ 
� ��
����� ������	�� ��������� yn �� ����� xn = x0 + nh� ���� ��
�� ����
�

��� ���������� ��� % )������� ��������� ' Φ(xn, yn, h) ��

� 	�� 2

yn+1 − yn = hΦ(xn, yn, h), 0 ≤ n < N. �77�K!

����� )������� ������ ����� �� ������ ������ f � (��� ������� ���� 
� ��
����� �.����
z(t) �� ����
��� ��C�������
 2

z′(t) = f [t, z(t)] ; z(x) = y.

+� ������ ��� ��� z(t) ��� 
� ��
����� �� 
��	������ ��C�������

� % 	�� ����� ��� 
�
����� �� ����������� x �� y ' 0 x �� y ���� ��� ���������� ����� ����������� ����
���������� 3���������� �.��� ��� ����� ��� 2

z(x+ h)− z(x) = hΔ(x, y, h). �77�L!

/��� 
� ��� �� ������ ��+�
��� �� �&��� Φ = f � #��� �

��� ��������� ���� �������
��� ������� ������� 4� ��� �.�������� �� Φ 	�� ��U����� �&�� Δ ,��	����. ������
�� h ������� ��� ������ ��� ��� ������� p �� 
� 	������� Δ − Φ ��� O(hp)� �����
�.�
�	�� �� c G!� #��� ��������� ������ 
���� )��� R�� � �� ?���� �
  � �
�� ����
����
�! 	�� Φ ��� �� 
� )���� 2

Φ(x, y, h) = b1f(x, y) + b2f [x+ p1h, y + p2hf(x, y)] �77�7P!

�S 
�� 	�������� b1, b2, p1 �� p2 ���� ��� ���������� * ����������� 9
 ���� ��$� ���������
	�� 
� ��&�
�������� �� N�
�� �� Φ� �� ������� ����� �� h� ��U����� �&�� ��
�� ��
Δ �� ���� ������ 9
� ������&���

Δ = f(x, y) +
1
2
h(fx + ffy) +O(h2),

Φ = (b1 + b2)f + hb2p1fx + hb2p2ffy +O(h2).

/��S ����� ���������� * ����
�� ���� 	�� Δ ≡ Φ 2⎧⎨
⎩

b1 + b2 = 1,
b2p1 = 1/2,
b2p2 = 1/2.

�77�77!
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#��� ��������� �� 	����� ���������� �������� 0 �
 ��� ����� � �� ������&�� �� �����
����� 
���� �� �� ���������� 
�� ����� ������ * 
����� ��� ��
������ ��������� 0 
� ��������
	������� ���� �,����� ����� ���� ������� ��� ��������� �������
� �� 
��
 ������� ������
�����
���� ������ ��������� )���
�. . .!� #��� ����������� �� ������&�� b2� ��������� β ����

� ������������� �77�77! ��&���� 2 ⎧⎨

⎩
b1 = 1− β,
b2 = β,
p1 = p2 = 1

2β .

#��� �������� ����� ��� ������� �� R�� �M?���� ������� 4 ������������ ��� 
� )����
���� ��������� 2

Φ(x, y, h) = (1− β)f(x, y) + βf [x+
h

2β
, y +

h

2β
f(x, y)].

����� ������ 
�� &�
���� ������
�� �� β� ���. ��� ���� ������ ���� 
��������� 2 β = 1/2
��� ���
� �
��� �� ������� �� `��� �� ��+�
�� ���
�����! �� β = 1 �������� ��+�
��
�������!� F��� &�����1 )���
����� 	�� ��� �
 �������� ������&��� 2

β = 1/2 ; yn+1 = yn +
h

2
{f(xn, yn) + f [xn + h, yn + hf(xn, yn)]} �77�74!

��

β = 1 ; yn+1 = yn + hf [xn +
h

2
, yn +

h

2
f(xn, yn)]. �77�75!

���	��� % R�������� 
� ����
��� �� �����
� ����
�� 9
 ���� ��$� �� ����
�����
���� 
� ��� ����� ���������� 
� (���%��� ����� ��� ��� (���%��� �E� 	�� &�����

�) ��� � � �� W ) � 1 ) � � ) X Y �O4 �� � � � � � � 1 � !
�) Y  � A P�H∗�∗���� � � � � � 1 � !
�A ��� � �A� �  �A�∗��� � � � � � 1 � ! � 1 �A�∗��1� � � � � � 1 � ! ! ! 0
�1 ) Y 1 � A P�H∗�∗� ��1� � � � � � 1 � !
�A ��1� � �A� �  �A�∗��� � � � � � 1 � ! � 1 �A�∗��1� � � � � � 1 � ! ! ! 0
�� ) Y � � A � 0
����)���� ���

����� 
� &�����
� %� ����� ��� ���
���� ���� 
�� )��������� 
� &�
��� �� ��� �� ����� ��
������ �� 
�����
 ��� ���� ���������� 0 �

� ��� ��������� ���)���� * 
� ��������� ��

��
 �������� 3� � ��� 77�4 ������ 
� 
�� �� ���&����� �������� ��� �� ��� ������
F��� ���&�1 ��������� 	��� ����� )���� 
����
����� ����� ���������� ��
 �� ��� &�
���
������
� ����  ����� �	�������� � �
� * π!� /��� ��� ����������� 
� �����
� ��� ��
������ ������	�� ����
�������� ���� 
� ���&����� ����� �
�� ������U��
 �� ����������

������� *�%	�� ��	���� ��	���� �

#��� ���

��� ��� ����
�� ��� 
�� )����
�� �� R�� �M?���� ������� ��������� * 4 0 ��
�C��� 
� 
�� ���� ��� ��
��
� ���-� ���� ���������� �&�� 
������� #��� ���� ������������
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	��� �����	���  �����
���
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k1 = f(xn, yn),
k2 = f(xn + c2h, yn + ha2,1k1),
k3 = f(xn + c3h, yn + h(a3,1k1 + a3,2k2)),
· · · �77�7G!

ks = f(xn + csh, yn + h(as,1k1 + · · ·+ as,s−1ks−1)),
yn+1 = yn + h(b1k1 + · · ·+ bsks),
xn+1 = xn + h.

3�� &�
���� ��� ���$������ ki ��������� �� x �� ���� ���� ��C������� ���� ���	��
&�
��� �� n� ���� ��� �������� �.�
������� �� � c1 = 0 �� as,j = 0 ���� j ≥ s� =�
������ ���&��� ����� ������� ��� 
� ���
���

c1 0 0 · · · 0 0
c2 a21 0 · · · 0 0
c3 a31 a32 0 0 0
���

���
���

� � �
���

���
cs as1 as2 · · · ass−1 0

b1 b2 · · · bs−1 bs

>&�� ��� ���������� 
� ������� ��+�
�� ������� ��� ����
���� �����

0 0 0
1/2 1/2 0

0 1

���
 ��� 
� ���
��� ������� * 
��
 ������� ��+�
�� ���
���� � ��� �� �����������
 �� 
�
������� ��� as,j ������� ��� ����������� ����� �
���� ��)������� �
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3� ������� �� R�� �M?���� % �
����	�� ' �������� 	����� ��� �� �� �� ��������
	���

� ��� � �
����� ������� G� +
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0 0 0 0 0
1/2 1/2 0 0 0
1/2 0 1/2 0 0
1 0 0 1 0

1/6 2/6 2/6 1/6

�� ��� 
�� )����
��

k1 = f(xn, yn),

k2 = f(xn +
h

2
, yn +

h

2
k1),

k3 = f(xn +
h

2
, yn +

h

2
k2),

k4 = f(xn + h, yn + hk3),

yn+1 = yn +
h

6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4),

xn+1 = xn + h.

�77�7H!

+� �����	��� �� ������ 
� �
�� ���&��� �� ������ ��C�������
� 3� % )������� ' ��������
y ��� �
��� �� &������� �� ���� 	�� 
� % )������� ' �� ������ ������ f � 3��.��������
������ 	�� 
� ���� �� ���&�� �� 
� ������� % R?�G ' ��� �
��� ����1 ���������� ��
����� 0 �
 &��� ����. �.�
������ �� �����
 ������ 
�� )����
��� 	����� * 
�� ����
���� ���

� ������ ����� �� 	�� ���� �&��� )��� ���� 
� ��� ����� 	�� �����

3����� 77�4 M 6��&����� �� �����
� ������ ��� 
��
 ������� �� R�� �M?����
������� G

�������� E Y ��� � �  � 1 !
�E Y 1 0
�����������
�������� E Y ��1� � �  � 1 !
�E Y −��� �  ! 0
�����������
�������� W ) � 1 ) � � ) X Y �OG �� � � � � � � 1 � !
�O7 Y ��� � � � � � 1 � ! 0
	O71 Y ��1� � � � � � 1 � ! 0
�
O4 Y ��� � �A�@4 �  �A�∗O7 @4 � 1 �A�∗O71 @4 ! 0
��O41 Y ��1� � �A�@4 �  �A�∗O7 @4 � 1 �A�∗O71 @4 ! 0
��O5 Y ��� � �A�@4 �  �A�∗O4 @4 � 1 �A�∗O41 @4 ! 0
��O51 Y ��1� � �A�@4 �  �A�∗O4 @4 � 1 �A�∗O41 @4 ! 0
��OG Y ��� � �A� �  �A�∗O5 � 1 �A�∗O51 ! 0
��OG1 Y ��1� � �A� �  �A�∗O5 � 1 �A�∗O51 ! 0
��) Y  � A ��@<!∗ � O7 A 4∗O4 A 4∗O5 A OG ! 0
��1 ) Y 1 � A ��@<!∗ � O71 A 4∗O41 A 4∗O51 A OG1 ! 0
��� ) Y � �A� 0
�	����������
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�
�� Y <PP0
��� Y 3���� ��� � 7 ! 0
�� Y 3���� � � ! 0 1 Y 3���� � � ! 0
��P Y ���� � � � � � � � � �� � � � � � � 
 � 2 � ! 0
��1P Y ���� � � & � � � � � � � � � � � � 
 � 2 � ! 0
����� Y ���� � � 
�� ���� �� ��� 2 � ! 0
��� �7 ! Y P 0  �7 ! Y P 0 1 �7 ! Y 1P 0
����� � Y 4 2 �� ��
��W  � � ! � 1 � � ! � � � � ! X Y �OG � ��� � � � � −7! � � � −7! � 1 � � −7!! 0
�	���
�
������ � � �  !

3�������������  �����
� ��� 
� ���� 	�� ���� 
�� �������� ��+�
�� �� �� R�� �M
?���� ������� 4 0 
� )������� �E+ )��� �&����� 
� ��
����� �� ����� %� �� ����� %�J��
3���	�� ���� ������ �8�� 	�� �� ��� ����� )���������� ���� �������� 
� ����
����
�����
������ /��� 
� ��� �������
��� 	�� ���� ������� 
� )������� �5$ ��� ������	�� *
��� ��������� �� ������ #��� �������� ���� ������ 
�� 
� ��� �� ���� ���&�����

�O7 Y 1 � 0
�O4 Y 1 �A�∗O71 @4 0
�O5 Y 1 �A�∗O41 @4 0
�OG Y 1 �A�∗O51 0

F��� ������1 ����
���� ����� 
�� 	�������� ��
���&�� * z �� ���
����� 
� )��� 	�� �5D �����
����� 	�� 
������� �� ����� �� ��� ���.���� �� ������ 9
 )��� ��������� ���������
�� ����������� 
������ ��� ���������� 0 ��� �.���
� E�$ ������ �� E�D �
� �� 5! ��
���� ���� ���� ��
��
� ������

������� (����)�� � ���	��������
��� 
�%	��� �� .��)�,E��

3� ������� R?G �� ������ �� ��� �� ����
����� �� ���� �� ���&�� 0 ���� 
� ���������
���� ����

���� ���� ���� 
�� ����
���� ����
��� +

� �� ��	����� 	�� 	����� �&�
�������
�� f ��� ���� =� ���� ���
����� �������� 
� ��������� ��� ��
��
� ��� 
� 
�� � � �� 
�
�����
����� 
� ����������! �� ��
��
��� Φ =

∑
ajkj �� ��������� ��
���
�� ��� �����


* 	�� �� ���������� 
� �
����� ��� ������� ����������

3��
 ������� �� R�� �M?���� ���C�� �� ���. �����&������� 
���� =� �� ������� �����
���� ���������� ��� 
������� �� ���������� �� ����� �� ��
��
� /������ ����� �
  � ���
����
���� �� �����
��� ��� 	�� 
� ������ ������ ���  ���� �� ���������� &�����
��
D�� ������� ����
� ����� ��8�����! �� ���&��

���� �� 
� ��������� �������� * ��������
���. ��
��
� ����
��������� 
��� �&�� 
� ��� h� 
������ �&�� 
� ��� h/2� N��� 	�� 
�
% �������� ' ����� 
�� ���. ����
���� ����� ��)������� * �� ������� ����
� �� ����� 	��

� ����
��� ��� &�
��
�� (� 
� ����
 ��� )������� �
 )��� ��,���� 
� ��� 
��! ����������!
&�
�����! ��
��
����! �� �������� �&�� �� ��� �
�� ������

9
 �.���� ��� �
 �������� �
�� ��$��� �	�� ������� 
�� ���� �� R�� �M?����ME��
��� 
�� �������� �� R�� �M?���� ����-����!� /��� �� ��� �� �������� �� ��
��
�� ���



�� − &��/�$��� ������	���� 0 ��	���	� 	����� 4H7

�.���
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�������� 3� ���
� ��$��
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� )���� ����
�	��� ��� ���$�
������ 	�� ����
����� 
�� aj �� bj� ���� 
����������� ���� � ����� /������ �� ������
��� ���
��� &��� 7LKP� ��� &������� ���)�������� �� ��� �������� 0 &��� 
�� ����&���1
��� �.���
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� ���� �� ���)������ `������
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 ��� ������� �� ���������� 
� ��� ����� �� ����
����� ���� ��� )���� ���� �������
������� 	�� �������� �� ���� �� ����������� ���
 ������� �� ���	������� 3� �����
��� ����� �� ��&��� 
� �
�� ��� )��� �&����� 
� ��
����� �� xn * xn+1 0 ����� 
�� 	��
���)���� 
�� �����
� �� 
��
 �������� �� % ���� ' �� ��&��� 1��� ��� �� 
��� ���� ��
�������� ����� 	��  ��� 
� ���&��

���� �� 
������� �	���� �

� �.����!� >&�� �� ��� h�
�� ��
��
� yn+1 �� ��� ���������� τn+1 �� 
������� 
���
� �� ���������� 0 �� ��

���� ���
��)������� �� ����
� 
� ��� ��� ������� 0 ������ �� ��,���� 
� ������� ����
���� �� �������

� ��� �� �� ����������� ��� ������
� ��� * ��� ���� ���
�� ���� �� �������� �����
	�� ������� 
����� ������ �� xmin * xmax �� ����� �� ���� � 
� ����O� � ��� ����
�
���� ��������������� ��
����� ��� �� ��� ��
���� �� 
��� � �C���� * ��� ��� �� 
�� ����
&�����
� 2 ������� �����
��� ����� �������� �&�� 
����� ��������� ��� ����
���� ����
��� ��������� * ��� ���� �� �
�������� ��������� � 9
 ��� )��	����� 	��
 	�� ���� 
��
�
 ������� ������ ������� 	�� 
��� ���&� ���
���� �� ��� ����1 ������ �� 	�� ������� *
��
��
�� �� ���������� &�
���� �� xn� �
��� 	���� �� ���� �� �� &��� ������&�� 	����
����� ������ �� &�
���� ����� 
�� ������ ��� �.���
�!� =� ���� �����
��� ��� ���.
�.� ����� �� �� ������&��� 	����� &�
��� �� x ������ 
�� p� 3� ������ �.�������� ��
��� ����� ��� ������	�� �� 
����
������� 0 �

� ��� �������� * 
� 
������ ��� ����������
�� ��� &�
���� ������
��� * 
��$��� � ��� ����
����� 3�� ������� ������� ���� ��  �����

������ ���� �� �������� ����� ������
�
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#��� ���&��� ��� 
� ���������� �� ���������� 
� ��
����� �.���� �� ����
��� ��C��
������
 	��
 	�� ���� 
��
 ������� ���
��� 0 
� ����
��� �� ��
��
 �����	�� ��� �� ���
���
������� ��������� ���� �
 ��� ����������� �� ���������� 
� ������� 3����
��  �����
�
��� ������� ������	��� �� ����
����� ��� ����
���� ��C�������
� ��� �������� ����

�� �� ���� ���� ������� ��� 0 ���� ���� ������������ ���&�	��� 
�� ��������
�� 	����
������ #��� ��������� 
� ��
����� ���� 
� ������� a = x0 ≤ x ≤ xN = b �� ����
��������� 
� ��� h ������	�� ���� ������ �� N �����&�

��� �� ���� 	�� h = (b−a)/N �
#��� ��������� 	�� 
� &�
��� ������
� �y0 = A! ��� ������ �.���������

(�������� ������� 	�� 
�� ��
��
� ���� �C������ �&�� �� ����  ���� ������ �� ���C���
�� �������)�� 3� ����
��� ����� ����� �� 
� ������� �yn+1) �� ���� ��� ���� ������
�.��� 2 �
 � �� �C�� ��� ������ * 
����� ����� �����.�������� 3��  �������� 	�� ������
&������� ���� ����	���� ��� 
� � ��� 77�5� ���� 
� ��� �������
��� �� ������ ��+�
���
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ΔΦ
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yn
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xn xn+1

������ ���� 	 )����� �� �������� ���� ����(���7�� ��)�����

3� ����� �� ����������� (xn, yn) ��� 
� ������� ����� ��
��
�� 3� ������ �� ���� ������
����� 
� ��
����� �� ����
��� ��C�������


z′ = f(x, z(x)); z(xn) = yn.

=� ���� ���� 	�� ����� 
� ��
����� �� 
��	������ ��C�������

� % 	�� ����� ��� 
� �����
(xn, yn) ' ��� ���� ����� ��� ��� (x0, A) ����� ���&� ��� �77�7!!� >� ���� �����
���������� ���� �&��� ����� 
�� ���. ���������� Δ �� Φ �� 
������� 
���
� �� ����������
τn = h(Δ− Φ)� 3� ������� ��+�
�� �������� * ���������� 
� ��� ���� * 
� ������ ��
����� ���������� xn �� * 
� ���
�� �� ,��	��* 
��������� xn + h� #��� �������� ����� 
�
����� ���������� yn+1� 3������� 
���
� �� ���������� ��� ������ �� �������! ���

τn = z(xn+1)− yn+1 =
h2

2
z′′(xn) +O(h3) =

h2

2
[f ′

x + f ′
zf ]n +O(h3). �77�7<!

3� ���.���� �.�������� ����
�� �� 
����
������� �� �������� �� N�
�� �� 
� ���������
�� ��
��
 �� 
� ����&�� �������� �� f ����� �� ���� ����� ���������� =� ��� 	��

� ������ ��+�
�� ��� ������� 7 ������� �	��&�
���� * h2!� �
��  �����
������ ���
������� ��� ���� ������� p �� 
������� ���� �� ��� &����� ��&�� 
�� ��������� �� c 77�5!

τn = z(xn+1)− yn+1 = h [Δ(x, y, h)− Φ(x, y, h)] = O(hp+1) 	���� h→ 0. �77�7I!

+� ����
��� ����� ��C������ ,��	���� ����� �� h2 �������� ���� �&���� �� ���� �����
���������� ��������� 
���������� Φ ���� ������ �� R�� �M?���� ������� 4�

3����
�� ������	�� )��� ����
 * ��� ������ �
��  
���
�� 
� ��������� ��
�� ���&���
����
�� ������������ ����� �� �� 
���!� D� ������ ��
 	�� 77�K ��� ��� ���������� ��

lim
h→0

∑
0≤n<N

|τn| = 0. �77�7K!

D�� ����� ��������� ���������� ���� �
 ������� �� ����
����� ���	������� ��C�����
���

�� ��� 
� �����
���� #��� �

��� �

������ �� ������� ��� 
� ��� �������
��� ���&����
����������� ���. ����
���� ��C�������
� ����	�� ������	��� �� 	�� �� ��C����� 	��
��� ��� ������ ����������� �� 
� ��������� ������
� �	�� �������� ���� ��� * ��� ������
��������� �� ��� ������ �� ������!�{

y′ = f(x, y),
y(a) = A.

{
y′ = f(x, y),
y(a) = A+ δ.
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>���
��� y 
� ��
����� �� ������� ������� ŷ 
� ��
����� �� ������ ��������� 3��
 ��
������ �� ����
����� ��� ��� ����
� ��

max
0≤n≤N

|yn − ŷn| ≤ S|δ|. �77�7L!

3� ������ ���
 ������) S ��� ����
� % ��������� �� �����
��� '� =� ���� ��������� 
�
��������� ��$����� �� �����
��� ������� �����������

'����(	� ; ��������� �F�
��� �� ��
������ �2� ����	
 ? �
�
� % ���� 	�� 
� ������� ���� ����
�� �
 ��$� 	�� 
� )������� ���������
Φ &����� ��� ��������� �� 3�������1 ��� ������� * y� +� �������� �������
�
 ���� �.����� ��� ��������� L ≥ 0 ��

� 	��� ���� x ∈ [a, b]� y1, y2 ∈ R

2

�� 	��
 	�� ���� h� �� ���

|Φ(x, y1, h)− Φ(x, y2, h)| ≤ L|y1 − y2|.

3� % ��������� �� �����
��� ' &��� �
��� S = eL(b−a)�

/��� 
� ��� �� 
��
 ������� ��+�
�� �� � Φ = f 2 �� ������ ��� ���� ����
� �������
�S 
� ��
����� �� 
��	������ ��C�������

� �.����� F��� �&�1 ���� ����� �����	�� 	��

� ������� �� ��� ���� ��� &�
���� �� L �� �� S� +� )���� �
 ��� )���
� �� ����&�� ��� ���
�S ��� ���������� ���� ��  ������ 	�� 
��
 ������� ��&���� �����
����
��

#��� �

��� ������� �� ������� ����
� ������� �� 
� �����
��� ���� 	�� )������ ���&���
�� ������� �
�� ������ 	�� 
� �������� ���������� 9
 ��� �� ��������� �� % ����
���
����
� ' ���� 
� ��
����� ���
��	�� �� 
� ��
����� �
 �������	�� ���� � �
�����
)���
�� * ����������� (��� 
� ����
��� ��C�������
 2

y′ = cy; y(0) = 1.

9��� f ≡ cy �� 
��
 ������� ��+�
�� �������� 2

yn+1 = yn + hcyn = (1 + hc)yn.

9
 ��� �� ����� ��
����� �� ���������� ��� ��� ����� ��� �	������ ��. ��C�������! ����
yn+1� ����� y0 = 1� ���� ����&��� 2

yn = (1 + hc)n.

9�� ���1 	�� 
� ��������� ������
� ��&����� y(0) = 1 + δ� ��� ������1 &��� ���� �� 
�
��C������ |yn − ŷn| � #��� �

��� ���
�	��� �� ������������ ��C����� ���� �������
	�� 
��
 ������� ��� ���&�� ���� ����� * ���� 	�� yn/y(xn)→ 1 ���� h→ 0� ���� ��
��
�
 ��$� �� �����	��� 	�� xn = nh �� ���� 	�� 2

yn = [(1 + ch)1/h]x → ecx 	���� h→ 0.

(� c < 0� �� � ������ yn → e−|c|x� 6��� yn �� ���� ���)�������� ����������� ������

� ��
����� �.����! 	�� �� 0 < |1 + hc| < 1� ����� c = −|c|� ��
� ���
�	�� h < 2/|c|�
=� ��� 	�� 
� ������� ��+�
�� ��� �����������

����� ����
�

�� ������� ������ ���� ����
��� ����
�! �����
�	�� ����1 )���
����� * ���� 
�� �
 ��
������� �� ����
����� �� ����
��� �� ������



4HG �������� 	
����
�� �����
���

3����
������� ����������� �
��:� * 
�������  
���
�� 	�� ��� 
� ��C������ ����� 
� ��
�����
������	�� �� 
� ��
����� �.����� ��� �.���
� * 
��.������� �� 
������&�

� ���������
�n = N!� =� ������ 	�� 
�������  
���
� ���� &��� 1��� �&�� h 0 �� ����� ���������
��� ����
��� �� ��� 	�� 
��
 ������� ��� ���&�� ���� +� )���� 
� ���&�� ���� ��� ���
��������� ��������&� ���� 	�� 
��
 ������� ���� ���
����
�� =� �� ����� 	�� 
�������
 
���
� ������ ����� �������� ������� �� 
� ����� ��� ������� 
���
��� +� ���
���� 
�
������� ��� ����1 ����
�	��� ��� �� ���� ����� ������ �� 
� ����� ����� ��� �������
,��	��* 
� �������� &�
��� yN � =� �������� 	���� ������ �������� �� ����
� ��� �����
���&�� ��� 0 ����� �� 	���.����� 
� �������� ���&����

'����(	� �� ������$���� ��� 	������� �� -�$�%G��
 % (���
y 
� ��
����� �.���� �� �77�7! ��� [a, b]� (� 
� ������� ��� ������� p� ��
������ ��

‖ y(x+ h)− y(x)− hΦ(x, y, h) ‖≤ Chp+1,

�� 
� )������� Φ &����� ��� ��������� �� 3�������1

‖ Φ(x, y, h)− Φ(x, z, h) ‖≤ L ‖ y − z ‖


���	�� 
�� ������ (x, y) �� (x, z) ���� ������� �� 
� ��
����� �.����� �
���

�������  
���
� ��� ������ �� �����)��� *

‖ y(xN )− yN ‖≤ hpC

L

(
eL(b−a) − 1

)

9�� ����� ���������� 	�� ���� ��������� ���� �
 ������� �.��� �����
� �� ��
��
��
yn ���� ������ �� ����������� 3� ����
��� � ��������� ��� ������ ��� ��� ����������
������������ ���������	���� ��� ��� ������� ���������� �� ������ 
����� �� ���C���
�� �������)� 2 �
 �������� ���� ��� �������� ������ ��������� 2

en = yn − y(xn).

+� �������
���� 
�� ������� ��������� ���������� ����� ���� 
�� &�
���� ��
��
��� yn 	��

� &�
��� ������
� y0 = A� `������������ ��� ������� ��� �� �� �� �
������� �� ���,������
���� �� )�"�� ������������ #��� ���&��� ���� ������� 	�� 
� ��������� �� ����
���
������� ���&����
��

+� �����	��� 
�� ���. ������� �������� ����������� �� �������! ���.������� �� 	��
������� * 
��.������� ���� ��� ������ ������ ������
� +� �C��� �� h ��� ���� ������

�� ������� �� ���������� ������ )���
�� ���� ����� 
� ������ �� ��� N ����  �����

�� ������� ��������� ��&�������� ������������ a 
�������� �� ���� ����������� �� h
 ����� 
� ������ �� ��� ���� 
����� �� 
�� ������� ��������� ������ �� 
� ���
�� 0 ���
������ 
�� ������� �� ������� ��&�������� �����������
���

3� ����
��� ������ )������ ���)��� 
������� 
� ���� �� �����:
�� 
� 	��
��� �� 
��
 ��
������� ����� 
� ��� �� �������
��� ���� 
�� ����
���� �� ������	�� ���� )����������
���� 
��	��
� 
����� �� ��� ������&��� 9
 ��$� �
��� �� ��
��
�� �������	������ 
����� ��
�� ������ 2 �� 
� &�������� ������ �� ������� 
� ����
 ���&�� �� ��,���� 
�� ���������
���������� �� �� ������� 
� ��
��
 �&�� �� ��� �
�� ������
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3�� �������� �� R�� �M?���� ������ ���)��� ��� ����
���� �� �����
��� �� �� ������
����� #��� �

��� ���������� ������� ��� �������� �
�� ����
�� ��  �����
����� �
��
�������� 0 
� ���. * ���� ���� ��� ���
��������� ���� ��� ��������� �
�� ����
�	��� ��

��
 ��������

������� $�%�
�� �3������� =	�����>

#��� �

��� �����

�� �� �
 ������� �
��������� * ���. ���� #��� ��������� 
� ��
�����
�� ����
��� ��C�������
 �77�7!� 3� &�����
� ������������ x ���� ����������� �&�� ��
��� h� +� ��������� 
���� ��� ��������������� �� 
� ������� ��+�
��� ���� ����
�"���
y′ ��� ��� )���� ���������� ���� �
�� ������� 	�� ��

� ���
���� �� c 77�4 2

y′ =
y(x+ h)− y(x− h)

2h
− h2

6
y′′′(ξ)

����� �� ��������� ���� 
��	������ ��C�������

� 2

yn+1 = yn−1 + 2hfn +
h3

3
y′′′(ξ).

a ������ �� ����� ��
����� �.����� ���� �������� ��� ������� ������ ������ �� �� 
��
 ���� 
� ����� �������� �	�� )������� 
������� 
���
� �� ����������! 2

yn+1 = yn−1 + 2hfn. �77�4P!

��� ��

����� &��� ������1 ������� ���� ����� 	�� �� 
��� ���� �� ����� * ����� 
��	���
���� ��C�������

� �� 	�� 
��� ����
��� 
����� ��
� �� f(x, y) ��� ��� �����.�������
���� �� ����� ��
���� �� ������&� 
� ���� �
 �������� 3�����"� � �� ��
��
 �������
������ y0 �� y1� 	�� 
��� ������� ��� N�
�� �� R�� �M?���� ������� 4 �� ������ ���
+�
��� 3� � ��� 77�G �

����� ��� �
 ��������

x

y

y(x)

f(x,y(x))

f(xn,yn)

y’

A

(A)

yn+1

yn–1

xn xn+1xn–1

x

������ ���� 	  �7��� ��0���� ��+��� ������ �� �����(�� ,0- ,�� (���- �� ���
�����*������ �� ������ 7��7���� D �� ���G��� : yn−1 ���� �!���� yn+1�



4H< �������� 	
����
�� �����
���

���� ������� ��� �������� �
�� ��������� ���� �

��� ������ ���� ��� % )����

����� '

��	������ ��C�������

�

y(xn+1)− y(xn) =

xn+1∫
xn

f(u, y(u))du

�� ����
����� ���� 
����� ��
� �� ������ ������� 
� )������� f ��� �� ��
�:��
���������
����� p(x) �� �� �� k� (��� (xn, yn) 
� ������� ����� ��
��
�� 3� ��
�:�� p
���������� ��� 
�� ������ n, n− 1, n− 2, . . . , n− j, . . . , n− k ��� ������ �� k+ 1!� (�
���� ����������� 
� )���� �� 3� ��� � �� �� ��
�:��� ���� �������� ������

p(x) =
j=k∑
j=0

�j(x)fn−j ,

�� ������ fn−j = f [(xn−j , y(xn−j)]� #��� �������� 
� ���&�

� &�
��� �� y ���

yn+1 = yn +

xn+1∫
xn

p(u)du.

#��� �������� ����� �� �
 ������� ���� ���	�� &�
��� �� k� 3���	�� 
�� ��&��� ����
�	����������� �� ���� ��
��
�� ��� )��� ���� ������ 
����� ��
� �� p� ����� ���� 
��&���
�.�
�	�� ���� 
� ��� �� 
� ������� ������ ������ �� #�]���M����� �c K�<�7! �� �����

���� )��� >���� �� ;���)���� &��� 7KKP� =� ����&� �
���

yn+1 = yn + h

j=k∑
j=0

αjfn−j.

3�� &�
���� ��� αj ���C������� ���� ���	�� ����. �� k! ���� ������� ���� 
� ���
���
�����������

k αj

j = 0 1 2 3

0 1
1 3/2 −1/2
2 23/12 −16/12 5/12
3 55/24 −59/24 37/24 −9/24

���� k = 3 �� � �����

yn+1 = yn +
h

12
[23f(xn, yn)− 16f(xn−1, yn−1) + 5f(xn−2, yn−2)] .

���� �������� 
��� �� ��� �
 ��������� �
 )��� �� �������� ���&�
�������� �� N�
���
������� * �� ���� � � ! 
�� k + 1 ��������� &�
���� �� y� ������� ������

� 
� ������
������������� * k = 0 �



�� − &��/�$��� ������	���� 0 ��	���	� 	����� 4HI

������� $�%�
�� �
������� =���
��>

����� >����� &��� �&�1 �� �����	��� 	�� 
�� �
 �������� �� 
� ������� ����������
���
����� �� ��
�:�� ���������
����� �� ������ �� 
������&�

� ����� ��� 
�� ��&��� ��
&��� ��&�1 	�� ��
� ���� �����-��� ��  ������ �������� ��� ������ � ���� ������� ��
���������� �� ��
�:�� ���������
����� ��� 
�� ��&��� n + 1, n, . . . , n − k + 1� ����
���"��� ��� 
� ��� 
� �
�� ����
�� 
��������
����� 
�������� #��� ���� ���� ��� )�"��
���������! 
��	������ ��C�������

� ����� xn �� xn+1 ��� 
� ������� ��� �����1�� ��
���� ����&���

yn+1 = yn +
h

2
(fn + fn+1)− h3

12
y′′′(ξ).

#��� �� 
� ���� 
� ����� �������� ���� ������� ��� ������� ������ ������ �� ����
���
��C�������
 2

yn+1 = yn +
h

2
(fn+1 + fn). �77�47!

����� ������� ��� ����
� �� �������� +

� ���C�� ��������� ���� ����� ��)��� 2 �

� ���
�����
����
� �� 
������ +� �C��� 
� ��
����� ��������� ��� ��� �	������ ����
�����! ��
yn+1� ����	�� ����� 	������� � ��� ���� fn+1� 9
 ������ ����� � ��������� �� ���� ��
��� 0 �� ���
���� ���� ���&��� ���� ���� �������� 
��	������ �� yn+1 ��� �����.��������
��������&��� * ��������� �� �����-��� ��� &�
��� ������
� y[0]� 9
 ��$� �����
�	��� 
�
������� �� ����� �.�

y
[k+1]
n+1 = yn +

h

2
[f(xn, yn) + f(xn+1, y

[k]
n+1)]

,��	��* �� 	���� ������� �� ���&�� ���� ���&����
� ���� �������� 3� �������� &�
���
��
��
�� ��� ������� ����� &�
��� �� yn+1� 3� � ��� 77�H ��� ��� ��������������
 �����	�� ����� ��������� �� �� ��
��
�

x

y

y(x)

f(x,y(x))

f(xn,yn)

y’

f(xn+1,yn+1)

A

(A)

yn+1
yn+1yn

xn xn+1

x

[0]

[0]

[1]

������ ��� 	  �7��� ��0���� ��+��� ������ �� ���EB� ,0- ,�� (���- �� ���
�����*������ �� ������ 7��7���� D �� ���G��� : yn−1 ���� �!���� yn+1�

���� �
�� �� ���������� ���� ���&��� �&��� ������� * ��� �������
����� ������� �
��
�
�&�� ����� ���� 
�� ������� �.�
������� #��� ������������ ���������� 
� ��
�:��
�� �� �� k� 	�� �������� ��� 
�� k + 1 ��&��� n + 1, n, . . . , n − j, . . . , n − k + 1 ��



4HK �������� 	
����
�� �����
���

���� 
����� ���� ����� * ����� ����� 
�� ��������� xn �� xn+1� /��� 
� ��� �� ������
�	����������� >���� �� 6��
��� ��� ����
� 
� ������ ����� ��� 
�� )����
�� ���&����� 2

yn+1 = yn + h

j=k−1∑
j=−1

α∗
jfn−j

�&��

k α∗
j

j = −1 0 1 2

0 1
1 1/2 1/2
2 5/12 8/12 −1/12
3 9/24 19/24 −5/24 1/24

���	�� 
� �� �� �� ���
��� ���������� ��� �	������ ��� 
������� �� 
� )���� yn+1 =
An+hBf(xn+1, yn+1) ������ ��� �.���
�� ���� k = 2� An = yn+(h/12)(8fn−fn−1)�
B = 5/12� ���
 ��� ���&�1�&��� �������� ���� 
� ������� ������������� * k = 0 �

������� *�%	��� �� �������	�5�	�����	�

������� �

�������� ���� �������� 
� &�
��� y[0]
n+1 ���������� �� ������� � �� 
�����

������ 	�� �������� * yn+1 � F��� 
��&�1 ��&��� 2 ��� ��� ������� �.�
������ ��

����
)������ ��� &�
��� ��������� �� 
� ��
������ 	�� ���� ����
��� ���������� 
� &�
���
% ������� '� y[P ]

n+1 �� ����� &�
��� ������� ���&��� * ������� 
���������� �� ������ ���
��
����� 	�� 
��� ����

� ����� 
� ����������� 3��
 ������� ����
��� ���
����� 
� �������
�� ����� ��
��� �.�
����� �� 
� ������� ��� �����1�� ���
������ ���� ���� ��������� ��
�����

��� 
�� ������ 2

y
[P ]
n+1 = yn−1 + 2hfn, ���������� 2 )
�&�
������ �� f(xn+1, y

[P ]
n+1), �

y
[C]
n+1 = yn + (h/2)[fn + f(xn+1, y

[P ]
n+1)], ���������� 2 0

�&�
������ �� f(xn+1, y
[C]
n+1), �

�77�44!

����� ������� ��� ���)��� ����
�� �+�+� 3���������� �� ���������� ����� �� ���������
���� ������� �
������� )��� ������ �+�+�+!� ��
� ���&��� �����
� ��  �����
 2 �� ���
�� ��$��
���� �
 &��� ����. �������� 
� ���� /��� ���� 
�� ���� y[C]

n+1 ��&���� 
� &�
���
�������&� yn+1� =� ������ 	�� �� 
��	������ ��C�������

� ����� * ��� ��������� ��
3�������1 ���� y� �&�� ��� ��������� K �� �� h &�����

Kh/2 < 1,


���������� �� ���������� ���&�� ��



�� − &��/�$��� ������	���� 0 ��	���	� 	����� 4HL

���	��� % #��� ����
&��� ��� )��� �� �
�� 
� ����
��� �� �����
� ����
�� * 
����� ��

��
 ������� �� ���������������������� 3�� )�������� �5�6 �5$ ���� ������ ���� ����
���� �&��� ���� ����� )�������� ���/6 ����%6 �� 	�� ����
����� �E� �� ���� 
�� �����
���� ��������� ���� 
� 
����� 77�5�

3����� 77�5 M % ���������� ' �� % ���������� ' ������� 4 ���� 
� �����
�

�������� W � � 1� X Y ���� �� � ��7 � 1��7 � �� � � � 1� !
�� Y ��7 A 4∗�∗��� �� � � � 1� !
�1� Y 1��7 A 4∗�∗��1� �� � � � 1� !
�����������
�������� W � � 1� X Y ���� � �� � �� � � � 1� � � � 1� !
�� Y � A ��@4!∗ � ��� �� � � � 1�!A��� ��A� � � � 1� ! !
�1� Y 1� A ��@4!∗ � ��1� �� � � � 1�!A��1� ��A� � � � 1� ! !
�����������
	������� W ���7 � ��7 � 1��7 X Y �� �� � ��7 � 1��7 � �� � � � 1� !
�
W � � 1� X Y ���� �� � ��7 � 1��7 � �� � � � 1� !
��W ��7 � 1��7 X Y ���� � �� � �� � � � 1� � � � 1� !
�����7 Y �� A �
������������

����� ������������� �� �������� �������� ����
���� ��� ������������ �� ������ �����
�� 
� )���� �������
�������� ����
� ��� ������� �������� 9
 )��� ����� ������� 
� ����
 ����� ��������
 ���� ���
���� ����� &�
���� �� y� 3�� ���������� ������
�� )����������
$	�� �� D	��� 3�� &�
���� ��������������� ���� 
� ���.���� ����� ���� �������� ���
�� ��&�
�������� �� N�
�� * 
������ 4� #��� ��������� ������� ��� ����
� �������
��������� �!� �S ���� ��
��
��� $( ����� yn+1) �� )������� �� $/�� �yn! �� $��/��
�yn−1! 0 D/�� �� %/�� ���� ������� �� 
� ���� )�"��� N��� 
�� ��/ ���� ���� ��� ����

�� &�
���� �� %/��6$/��6D/�� ���� 
�� &������� %6$6D� ��
� ���� ������ �����
����
�� ����� ��� ���� ������
�� �� ����  ���� ������ �� &�
����� F���� 
� )�� ���� ��
��� ����� �� 	�������

3����� 77�G M ��� ����� �� ��������������������� ���� 
� �����
�

���� Y P � P 7 0 �� Y ���∗��� 0
� �7 ! Y g�� − P � P 7 0 1 �7 ! Y P 0 � �7 ! Y P 0
���&��� Y � � 7 ! 0 �&��� Y  � 7 ! 0 1�&��� Y 1 � 7 ! 0
����� Y � �7 ! A ��� 0 ��� Y  �7 ! A ���∗1 �7 ! − � ��@4!∗ ��� �  � 7 ! ! 0
�1��� Y 1 �7 ! − ���∗ ��� � �7!!− � ��@4!∗ 1 �7!∗ ��� �  � 7 ! ! 0
���� � Y 4 2 � ��
���� , Y 7 2 ��� ��
�W � ) � ) � 1 ) X Y �� � ��� � �&��� � 1�&��� � ���� � ��� � 1��� ! 0
	��&��� Y ���� 0 �&��� Y ��� 0 1�&��� Y 1��� 0
�
���� Y � ) 0 ��� Y ) 0 1��� Y 1 ) 0
�����
��� � � ! Y � ) 0  � � ! Y ) 0 1 � � ! Y 1 ) 0
�����



4<P �������� 	
����
�� �����
���

������� $����������� �� ��������

D�� 	��
��� ���������� ��� �������� �� ��������������������� ��� 	���

�� �����������
���� ��
��
� ����
����������� ��� ���&��

���� �� 
������� �� ����������� 3� ��
�����
�.���� Yn+1 �� 
��	������ ��C�������

� �� xn+1 ��� ��
��� * 
� &�
��� ������� ��� 
�
��
����� 2

Yn+1 = y
[P ]
n+1 +

h3

3
y′′′(ξp).

(� 
� ���������� ���&�� �� �
 ��C��� �� 
� ��
����� �.���� ��� ��� ������ �� ���������� 2

Yn+1 = y
[C]
n+1 −

h3

12
y′′′(ξc).

#��� ��������� ����� ���� ����������� �� Y �� ����� ��,������� �� 
�������� (� ����
��������� �� �C�� 	�� ξp ∼= ξc� ���� ���&��� ������ y′′′ ∼= (12/5h3)(y[C] − y[P ])n+1�
���S ��� ���������� �� 
������� �� ���������� �� ����� n ����� 
� ��
��
 �� yn+1) 2

en =
1
5
(y[P ] − y[C])n+1

3����
������� �� �� ����
��� ��� �&������� > ���	�� ���� ���� ��
��
��� |en| 0 �� �����
	������� ��� ���������� * �� ����
 �.� * 
��&����� ���� ��,����� �� ���� ���� ���������
h �� ���� ��������� 
� ��
��
� #��� ���&��� ����� �� ������ h �� |en| ��� % ���� ����� '�

������� <	�
���� ��	���� �

#��� ��������� �
�� 
��� ��� ��������� ������� �� 
������ ����� ������� ��
������ +�
�����	��� �� ���
��� 
� ������ �.�
����� ��>����M;���)���� * G ��� ������� �� ������
���
����� ��>����M6��
��� ���� k = 3� 
� ���� ����������� ��� ������� ������� G�
/����

��� 
�� )����
�� ����������������

y
[P ]
n+1 = yn + (h/24)(55fn − 59fn−1 + 37fn−2 − 9fn−3), �77�45!

3� ����� �������� ��� 2
+

251
720

h5y(5) �77�4G!

a ����� �	������ �� ����������� ���� ��������� 
� ���������� ��>�����6��
��� 2

y
[C]
n+1 = yn + (h/24)(9fn+1 + 19fn − 5fn−1 + fn−2). �77�4H!

���� 
������� �� ���������� ������� 2

− 19
720

h5y(5). �77�4<!

9
 ��� ������ ������
� ��������� 
������� �� ����������� �� ���� �� 
� ���&��

��� * ������
�� 
� ��C������ y[P ] − y[C]� 	�� &���� ������� �77�4G! �� �77�4<! 2

y
[P ]
n+1 − y[C]

n+1 =
3
8
h5y(5)
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3� ����������� �� ��� h ������� �� ��� ������������ (� ���� ���� ������&��� 	��

������� �� ���������� 
��� �� ��
��
 �� yn+1 ��� ����  ������ ���� ��,����� ����� &�
���
�� ���� ��&����� h ��� 4� 3� ��
��
 ������
 �������� ���� ������ � ��� ���� �� ������ ���

��&�
������ �� yn+1 ������� 
� ������������ ��� 	����� &�
���� ����������� �� y 0
��� ���� �� 
�� ����������� 	�� ���� 
� ��� h �� ��� ���� h/2� 9
 )��� ���� �������
��
����� &�
���� �� y ���� ����&�� 
�� ����������� �� yn+1 �&�� 
� ��� h/2�

������� (����)�� � ���	��������
��� 
�%	��� 1 ��� 
�������

3�� �������� �� ��������������������� ���� ���� ���������� ��� ������
������ 	�� �� ���
������ ���� 
��� 
����
�� ������	�� �&��� 
� ������� ���&����!� 3��� ��������
 �&���� �
��� 	���

�� ���������� ��� ���������� ����� �� 
������� �� ����������� 3��� �����
��� ���
����� ��������� 3�� �����&������� ��� �������� % �+�+ ' ���� ��� * 
� ����
�.��� ��

��
 �������� D�� ������� ������� G ��	������ ���� ��������� 
�� G ��������� &�
����
�� y� 
��	��

�� ���&��� ���� �������� ���� % ���� ' ��������� ��� �.���
� ��� R�� �M
?���� ������� G�



��� :�'��= 	������( �� ������.����
'�	 �(���'�	 �����F�	

3����
�� ������	�� ��� �������� * ��� ��
���
�� ��� ������ ����
�	��� ,��������
��� 
��.������� �� �
������� ���� 3� ��������� ������� �� 
������� 
���
� �� ����������
��� �
�� �����
� 	�� ���� �� 
��&��� 
����� �������� �� ���� ����� ���������� #���
��������� �����-��� 
�� &�
���� �� 
� ��
����� �.���� y(xi) ���� i = n, n+ 1, . . . , n+
k − 1 �� ���� ���
���� ��� &�
���� ���� �� ������ ��
����� ���� ������� yn+k�
3������� �� ���������� ��� �
���

y(xn+k)− yn+k.

=� ��� 	�� 
� ������� ��� ������� p �� 
������� �� ���������� ��� O(hp+1) �� ��
�������� 	�� 
�� ������� �.�
������ ��>�����;���)���� * k ��� ���� ������� k ������
	�� 
�� �������� ���
������ * k ��� ��>�����6��
��� ���� ������� k + 1�

3� ��������� �� 
� �����
��� ����� ������� ��
����� ��� ���
� �� * ��

� ���
����
���� 
�� �������� �� R�� �M?���� 2 ��� ������ ������������ ��� ���������� ������
��
���� ���
�	��� ��� ������ ������ * 
������ n� 3�� �������� ���
������� ����� ��

��
��>���� ���� ��  �����
 ����
��� �
��:� 	�� 
� ���  �����
� �.������� 
� ��� ��������

��� �� 
� ������� ��+�
�� ���
������ 9��� ���� 77�7 ����� 
�� ��������� xn �� xn+1� ��
���
����� 
� ������� ��������� ���� �� % ������ 
� *  ����� ' �c K�H! 0 ���� ��������

yn+1 = yn + hf(xn+1, yn+1).

>��
�	���� �� ������ * 
� ����
����� �� ����
��� ����
�

y′ = cy; y(0) = 1.



4<4 �������� 	
����
�� �����
���

#��� �������� 
� ��
����� �� ����������

yn+1 = yn + hcyn+1

�� ������
yn+1 =

yn

1− hc ,
���� 
� ��
����� ���

yn =
1

(1 − hc)n
.

3���	�� c < 0� yn �����-� �� �
�������� &��� P 
���	�� n ���-�� 	��

� 	�� ���� 
� &�
���
�� |c| 0 * 
� ��C������ �� 
� &������� �.�
������ 
� ������ ��+�
�� ���
����� ��� ����
��

3� ���&�� ���� �������� 
�������  
���
� |y(xN )−yN |� =� � 
� �������� ���&��� ����
��� ������� * k ����

'����(	� ; ��������� �� ������$���� �2�� 	������ 	�����
�
(�������� 	�� 
�� k ��������� &�
���� &�������

|y(xi)− yi| ≤ Chp, i = 0, 1, . . . , k − 1.

(�� �� �
��� 
� ������� ��� ����
� �� ������� p� �
��� �

� ��� ���&�� ����
������� p �� ������

|y(xn)− yn| ≤ C′hp, a = x0 ≤ x ≤ xN = b.



� � �(���'�	 ���� ��	 (-�����	
'� 	����' ��'��

3� ����	�� )������ ���&��� ��� �	������� ��C�������

�� �� ������ ����� �S y′ ��
� ��� ���� ����� 
� ��� �� ������	�� �
����	�� ��� ����� ���� 
�� ������� * �� ���

�� �� �� 
������! �� 
�������� �� )��������� 0 ����� ����� 
� ��� �� ������	�� 	�����	��
���� 
�� ����
���� * ��� ���������� 9
 �.���� �
������� �
 �������� ������
���� �� ����
������� * �� ��� �� ����
���� #��� �� ��������� ���.�

��� ��� (�)	��%
� �� 0���� 	� �� ����5
	�	�

#����� y(t) 
� )������� ��������� ��
����� �� 
��	������ ��C�������

� �������
���� 2

y′′ = f(t, y) �77�4I!

�S 
� &�����
� ������������ ���� ���� 
� ������ 3� ������� ����
�� �� ����
�������
�� 
� ����&�� ������� ��� ��� �����.������� ���� ������

y′′|n ∼= 1
h2

[yn+1 − 2yn + yn−1],

�S 
������� �� ���������� ��� O(h2)� 3��
 ������� �� (�������MF��
�� ������� ����

yn+1 = 2yn − yn−1 + h2f(tn, yn). �77�4K!



�� − &��/�$��� ������	���� 0 ��	���	� 	����� 4<5

��� ����� �� 
� ������� �� ����� )����
�� 
�� &������� ��� ���� 
�� ������ ������� ��
h! ��� �������� +� ��� �� ������� ���� �������� ������� 
�� &������� �� ���� �� 
�
��
�����

y′n = vn =
1
2h

[yn+1 − yn−1].

3� ������ ����� % ��� ������ ' 
� ����� (tn, yn) ���S 
� ��� �� % ������������ '
�% 
���)�� ' �� �� 
���!� ��� �
 ������� ,���� �� �
������� �&���� ��� 9
 ��� ������� 
�
���
� ����� ��8����� �� ����� ����� 
� ��
��
 �� ������ ������� 	�� �����&���� ���
)��� ��� ���� 3� ����� �������� ��� ����� �� ��� ���
�� �
�� �����

�� ���������� 	��

����� �� ����
� ��� ������&�� * ���	�� ���� ,��	����. ������ �� h2� 9
 ��� �� �� )���
����	�� ���&����

����� ���
�� ���� 
�� ��
��
� �� �����	�� ��
���
���� �S 
���
���� ���&�� 
�� ���,�������� �� ��

����� &���� �� ��

����� �������� ����
��������� 3��
������ ���)�������� �� 
� ������� �� F��
�� �� ������	�� �
����	�� �������� * 
�
)���� �������
���� ��� �	������� �� 
� �����	��� ��

����� ������&���� ���� 
� )����
������ ��� `���
���

ṗ = −∂H
∂q

; q̇ =
∂H

∂p
.

�q ��� ��� ����������  �����
���� �� p ��� 	������� �� ���&�����  �����
����!� ��
������ ��C�������
 ��� �������
��� 2 ����� 
� ���� )������� �
����� �� ����
� �� 
�
����
������ H! 	�� � ��� �� ������ ������� 3��
 ������� �� F��
�� �������� ����
����� ��������� �� �� 
� 	��
��� �� % ���
����	�� ' ������
��� ��  ���!� 3��
 �������
�� F��
�� ��� ����� �� �.���
� % ������ ������  �������	�� '�

��� ��� (�)	��%
� �� ��
��	�

����� * �� ��������� ����� ����
���� &��� 7L5H! 	�� 
��� ���� ��� ������� ������ ���
���� ������
����� ������� ��. �	������� �� 
� ������	�� ��
���� �� 	�� ����� ��� ����
#��� ��������� * �������� 
��	������ �77�4I!� ���� �&�� ��� ��������� ���� ����������
* ��

� ������� ��� 
� ������� �� F��
���

3��
 ������� �� #�����& ��� ��� ������� �� ���������������������� 9���������� ����
���� ������� * 
� ������ % ���������� '� 	�� ���� �

��� ������� ��� 
� ������� ���
���$������ ������������� #��� )������ 
��������� 	�� yn+1 ���� ���.������ �����

yn+1 = a0yn + a1yn−1 + a2yn−2 + h2(b−1fn+1 + b0fn + b1fn−1 + b2fn−2).

3� ���$����� h2 ��� 
* ���� 	�� 
�� bi ������ ��� ������� ���� ����������� 3� ����
����� ���� ���$����� b−1 ��� ��
 ����	�� 	���
 ��� �� ����� ������� ���
����� �yn+1

��� ����� �� )������� �� fn+1 	�� ������ �

������ �� yn+1)� #��� ��������� �� ����
���������� �������� {ai, bi} ����� 
��	��
� ���� �

��� ������� ��. ��
������ 0 ����
���
������� * 
� �� 
�� ����
���� �� #�����& ���� 
�&�� 
����������������� #��� �����
���� ���� 	�� 
� )����
� ���������� ���� �.���� ���� y = 1, x, x2, x3, x4 �� x5� �����
����������� ���� ���&��� ������� x = 0� ����	�� 
�� ��
������ �������� ���&��� ����



4<G �������� 	
����
�� �����
���

&������� 	��
 	�� ���� x� 9
 &���� 2⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

1 = a0 + a1 + a2,
h = −h(a1 + 2a2),
h2 = h2(a1 + 4a2) + 2h2(b−1 + b0 + b1 + b2),
h3 = −h3(a1 + 8a2) + 6h3(b−1 − b1 − 2b2),
h4 = h4(a1 + 16a2) + 12h4(b−1 + b1 + 4b2),
h5 = −h5(a1 + 32a2) + 20h5(b−1 − b1 − 8b2).

+.������� 
�� ���$������ �� )������� �� a2⎧⎨
⎩

a0 = 2 + a2 , a1 = −1− 2a2,
b−1 = 1/12 , b0 = (10− a2)/12,
b1 = (1 − 10a2)/12 , b2 = −a2/12.

(�
�� #�����&� 
� ����. a2 = 0 ,���� �� 	��
���� ������������� 2 ����� ��
�� 	�� ����
������������ 3� )����
� �������&� ��&�� 
� ����� �������� 	�� ���� ��������� �������
* ������ ���� ��&�
�������� �� N�
�� ��� yi! ������� 2

yn+1 = 2yn − yn−1 +
h2

12
(fn+1 + 10fn + fn−1)− h6y(6)(ξc)

240
. �77�4L!

���� ���� ����
��� ������ 
� )����
� �� ���������� ����
�� ��� #�����&� 	�� &���
���&�1 ��������� ��� 
� ���� ������� ��� ���$������ ������������ 2

yn+1 = 2yn−1 − yn−3 +
4h2

3
(fn + fn−1 + fn−2) +

16h6y(6)(ξp)
240

F��� ������1 ����� ����&�� 
������� �� ���������� �� )������� �� y[P ] �� �� y[C]� 3� )���
��
� �� ���������� ��� 
� �
�� ������� �� 
� �
�� ����
� ��� )����
�� �� #�����& 0 ������
���� 
� �������
��������� ���� 
� ��� ���� ����
��� 
�������� �S 
��	������ ��C�������

�
��&���� 2

y′′ = A(x)y +B(x).

����� �������� �����-�� ��� ����
�������� ����������
�� ��� 
� ������ ������ ���
�
��� ��
��
� �� y �� 
��	������ �� ���������� ����� �
�� ���
������ #��� ���&��� ����
���������� 
������ �� ���������� ���� ������ 2

yn+1 =
1

1− h2

12An+1

{2yn− yn−1 +
h2

12
[Bn+1 + 10(Anyn +Bn) +An−1yn−1 +Bn−1]}.

�77�5P!
��� �
 ������� ��� )���
� * ��� ������ �� ����� �� ���� ���� ����
�����



�!� ?-�����	 1 ��'�	 2

>&��� �� �������� �� ��������� ����������� ��� ��$��
�� 	�� 
��� ��������� �����
���� �� ������	�� �����	�� 	���� �����	�� ��� ����������� ���� �C��� �� ��
�����
���������
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�������� ����
���� �� ������	�� �����	�� ��� ���� �.�������� ���������	�� �� ���
���� ��C�������
 �� 
� )���� 2

y′ = Ay + f(t)

�S y ��� �� &������ ���� 
�� n ����������� ������������ ��� ��������������� A ���
������� ������ ��������� ������� n �� f 
� &������ �� ������� �������� #��� ������
���� 	�� 
�� &�
���� ������� λk �� A ���� ���

�� �� ���������� 0 �
 
��� ���������� ���
&������� ������� ����� zk� #��� ����������� �
��� 
� )���� �� 
� ��
����� 2

y =
∑

ck exp(λkt)zk + ϕ(t).

/� ����� �� &�� ������	��� �
 �� ������ �� ����
��� �� �����
��� ���	�� )��� 	�����
&�
��� ������ ���� �� ���&� �� 
� ����
��� ���� �������� �
�� �� � 	�� 
�� λk ������
�
�� ��C������ 
�� ��� ��� ������� +� ������ 	��
�����)�� �
 ���� )����� ������� ��
��� ���� ����� ���� ������� ������������ 
�� ������������� 
�� �
�� ������� � ���� λ!
����� �&�� �� ���� ���� �
 )����� �� ������ ������� ������������ ���� &��� �&�
���

�� ������������� 
�� �
�� 
������ =� ��� 	�� 
� ������ ���	������� ��C�������

�� ���
Z�����Z�

D� ����
��� ���
� �� �� ��������� ���� ��� ������� �� ������ �����

y′′ = Ay + f(t)

����� �� �� ����&� �� ������	�� ��� &���������� 9��� 
�����

� �� ����� ��� �� ��������
������ ��� 
� ������� �� ���&������ ���� �
  � �
������� ��������� ����	�� 
� �������
A � �
������� &�
���� �������� 
��	��

�� ���&��� ���� ���� ��C�������� #��� ������
������ ��� )��� ��
� �� �� ������� �� ��� ���� ����� ���� ���&�� 
� ���&����� 
� �
��
������ ��� ����
��������� �� ���
�� �� 
� ��
��
 ���� ������� 
� ���&����� 
� �
��

����

/��� 
� �����	��� 
� ��$��
�� ��� ���&��� ������ ��� 
� ����
�������� ��� �������
�������� (��
�� ��� �������� ���
������ ���� ����1 ����
�� ���� ������� �� ��� ��
����
����� 3� ���&�� ���� �� 
� ������� ����������� ������� �� c 77�H�5 ����� ���
������� ���� �� ��� �� �
 )��� �������� 
��	������ ���
����� �� % ���������� ' ��� ���
������� �� #�]����



�"� �(	��'�� ��� (-����� '�&&(���������
�� '�����

3�� 
� ����
� �� % ���� ��&��� ' ����� (��
�� �� 6��
� ��������� ��� ��� ������
% ���� )���� ' �� ����
����� ��� �	������� �� ��� ������� ��C�������
�� ������"���
��� ������� 
� )������� �/� �� (��
�� ���
�	��� �� ��� �� �����
� ���������	�� ������
�� ������ * �� ����
� �.�������� ����� ���� ����� (��
�� �� �����-� �� �������� 	��

�� ������� �� ������� ����� 0 �
 )��� ���� ��������� ��� �����)����� 
��	������ ��
������ y′ = z ���� �������{

y′ = z,
z′ = − sin y − rz + g cosΩt.



4<< �������� 	
����
�� �����
���

3� )������� �/�� ���� �� &������ �� ����� ������� 	����� �� ������ 2 �� &������ ��
���������� ������
��� ��� &�
��� ������
� �� 
� &�����
� ������������ �
� ����� ���!� 
��
&�
���� �� ����� ���� 
��	��

�� �� &��� �����-��� 
� ���
������� y �� ��� )�������
��
��
��� 
�� ������� �������� #��� ����������� 
� �������� y = u(1), z = u(2), y(0) =
u0(1), z(0) = u0(2)� 3� �	��
���� �� ��� ����� ��� �
���

�) ��� � � �� W ������ X Y ��
 � � � � !
������� Y W ��4! �− � � � ���7!!− �∗� �4 ! A  ∗ ��� ��� ∗ � ! X
����)���� ���
�@@
�@@ 
 � � � � � � ��� ���������� �� ��� � ��� � � � �� � � � � � � � 
 � �
�@@
��P Y P 0 � Y P 2 P � P H 2 ���. 0
�� Y ��� ��P � �P � � � ��
 ! 0
	�
��4� �� � 7 � 2 ! � � � 4 � 2 ! !

3� ����
��� ������-� ���� 
� ������� � ���� 
� �������� 
� �� �������� 
� ���
�������
�� 
� ���.���� 
� &������ �� �
���� �� �����
�� #��� �&��� ������ �� ����������� 
�
���,������� ���� 
� % �
�� �� ����� ' �� ����������� ���������� &������! �� ��� 77�<!�

– 0,2– 0,4– 0,6 0,0 0,80,4 0,60,2

0,6

0,4

0,2

1,0

0,8

0,0

– 0,2

– 0,4

– 0,6

– 0,8

������ ���� 	 ���+���� �� ������� ������� D �� ���+���� ������ �������P �� ���3
�� ���+���� /����� ��� ��������� �������� ����� y0 = z0 = 0�

�/� ���
��� % ��� ��)��� ' 
� ���� ���/� �� 
� ���
�����	�� =/+�>�? ���������
�
����� ��� #��
��!� �� ��� ����� ���)�������� ������� ��������	������ �� ������
�� ��������������������� ���� 
�� ��� % ����
�� ' �� �� ������ �� % ��C�����������
&��� 
�������� ' ���� 
�� �	������� ������� F��� ���&�1 ����� �������� 
����
�������
����� ������� �� R�� �M?���� �� �� R�� �M?����ME��
��� �� �,������� �����
���	����� ���������� 
� ���-�� �� ���������� 1�E1 �� 1�E(1�

+������ ���������� �� ���&���� �� ���� ����
��� * 
����� �� 6��
�� �� 
� ����

�����-� 
�� �	������� ��C�������

�� ������� 	��
���	��� =� ���� 
�� �������� ���



�� − &��/�$��� ������	���� 0 ��	���	� 	����� 4<I

��
����� ���
��	�� �� ��� ��
����� ������	�� 0 �
 )��� �
��� �������� ��� ��������
�� ��� ��������� ���� �$���� 
�� ����
�����

' �5��� -� ��)* !� -� �� ��5���*

ω := 3.0
Te := 0.6666666666 π

' U -� �)*

Q := 10

' � -� ���0*

A := 22.5

' �/� -� /�((	$	%�6%P��J	�U��/�((	$	%�6%�J���	$	%�� �

' �����	�5����%�*

pdl := (
d2

dt2
y(t)) +

1
10

(
d

dt
y(t)) + sin(y(t)) = 22.5 sin(3.0 t)

' �� -� $	)� � ���6 8	$�	)� � 
;��*V

ci := y(0) = 3.1, D(y)(0) = −7.1

' ��� -� /�����	9W�/�6��9V6$	%�6%$�����5�����*

sol := ����(x_rkf45 ) . . . ��� ����

��� ��)���� 6��
� ���
��� 
��
 ������� �� R�� �M?����ME��
��� ������� G�H� 6��
�
���&��� ��� % ��������� '� ���� 
� ����
��� ��� ��� 
���� 2 &�
��� �� �� &�
��� �� �
&�
��� �� � 2

' ���	)�*

[t = 0., y(t) = 3.1000000000000,
d

dt
y(t) = −7.1000000000000]

' ���	�����*

[t = 1.23, y(t) = 4.47563587637383442,
d

dt
y(t) = 5.99137941724169742]

=� �����)���� 
� ������ ������ ����! �� ��
 �� ��� )������� 0 �� )���� ����� 
� ������
�������� �y! 	�� ��� �����������

' R -� % 
' ���	 ��	�6���	%�� �*

Y := t→ rhs(op(2, sol(t)))

=� )��� 
� ���� ����� ���� 
� ��������� �������� �y′! 2

' R -� % 
' ���	 ��	�6���	%�� �*

YP := t→ rhs(op(3, sol(t)))
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���

=� ���� ��� ��������� ����! ��������� ��� �������� ������� 
� �������� �� �����
�
�� ����� �� ����� 0 
�� %���. ������' ��������� 
��$��� � * 
������ ����� ������
�� ������������

' ��� -� ���%	R����(	 ��6)���)6 %���E�������-

3� ���.���� ��������� ����! ������������ 
��.��������� �����
�����

' ��� -� ���%	���	�5����%�+6%�)���)6�����%$�� � 8��"6���������$�-

=� ����

� 
� ���
�����	��  �����	�� 2

' ��%�	���%��-

�� �� �$��� 
�� ���. �������

' /�����$	���6����*

���

� ��� 
� �������� ������ �� �����
� �� ����� �� ����� ����
����� �&��� ��
 ��� 77�I! �

1050 15 302520

5

4

3

6

2

1

0

– 1

– 2

������ ���� 	 ���+���� �� ������� ������� ����� ���� 6 ������� 8� �� ������
�����$�� �� ��������� �� �����

(� 
� ������ ���
��� ����� ��� * &����  �8�� &��� ���&�1 �� ������� �� ����� ������ 
�
&�� ����� �� �������� ��������
��! 0 �
 ��$� ���,����� * 
� 
���� ���� ������ 
� ���-��
�� ���������� K5�%��/����������,�E�.K ��� �.���
��

9
 �� )��� ��� ������ 	�� 
� ������� * �� ��� ����� % ���� )��� ' &��� ��� ���������
	������ * 
����� ��� ������� ��������� �� ��� �������
����� 3�� �.�
�������� ���� �
�����
�� 
�� �������. �.���
�� ���������)� 	�� &��� ����&���1 ��� 
� ���� �� ���)������ (�

��
&��� ����&����� 
� ����������
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/� ���� �� 	���� ���	

M R� N������ 2 ��	�	�	�� � ������� �����	���� ��� I �6������ ������ 7LLG!�

M 6� (����1��� 2 $����� �����	���� ��� ������� ������	���� ��� 7< �/�����
������ 4PP7!�

M ��
������ ��� ����� �����
�� ������	�� �� 66� +� `����� �� J� T����� 2 ��� 5�
�	������� ��C�������

�� ���������� 2
�%%�-������������F���������$�����%5�

M �%%�-����5�%������
5�%D�(� 2 &��� �� � ��������

� �� J� (�

��� �� �������
���
��� ����� ��� 
� ����
����� ��� �	������� ��C�������

�� ���������� �&�� (��
���

M B��� /����

 2 $����� �����	��� �� ����	��� 
	@�����	������ ��� HM77 �+/�� J���
���
� (�������� 4PP<!�

M T�`� ������ (�>� N��O�
�O� T�N� F�����
�� � ;��� E
����� 2 �����	�� ���	���� ���
�� �� ��	���	�� ������	��� ��� 7< �������� � D��&����� ������ ������� �� 4PPI!�

M (� J�����M/�
������� �� 6� �����
 2 %����
�� 
�����.	��	�� 6 A���	��� 
	@�5
����	����� 6 $���	��	��� *�	�� 6 �	#�� �0 �+

������ ������ 4PPG!�



�

� #$������	

�������� �

���� �������� 
� ����
��� �� ����� �77�7!� �
 �.���� ��� ���� ���� �� �������� 	��
������&��� ��  �����


yn+1 = a0yn + a1yn−1 + h[b0f(xn, yn) + b1f(xn−1, yn−1)] �77�57!

=� ������ 	�� ����� ��
����� ���� �.���� ���� y = 1, x �� x2� ���

�� ���&��� ���� �
���

�� �.��������� �� a0� a1 �� b1 �� )������� �� b0 � a 	��

� &�
��� �� b0 ���������� 
�
������� �� ����� ��
��� �

�������� �

=� ������� 	�� 
� ������ ������ �� 
��	������ ��C�������

� ��� y′ = f [x, y(x)] ��
������ ��� �� y 0 �

� ������� ���� y′ = f(x)�

�! m������ ���� �� ��� �������
���� 
�� ���. �
 �������� �� R�� � �� ?���� ������� 4
�+�
�� ���
���� �� +�
�� ������!�

�! 3��	������ ��C�������

� ���� ���� ���� ��� ����� * ����� ����� 
�� ��������� xn ��
xn+1 = xn + h 2

y(xn + h)− y(xn) =

xn+h∫
xn

f(u, y(u))du.

=� �� ���� ���� ��  �����
� ��
��
�� 
����� ��
� �� ������ ������ ���� �� ���� ��
����&�� ��� &�
��� ��������� * 
����� �� 
���� ��� �������� ��������� �� ��������
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K� 6������ 	��� ���� 
� ��� �������
��� �S f �� ������ ��� �� y� 
�� �
 ��������
������ �� ��! ���� ������	��� * ��� �������� ������ ������ �
����	���� 3��	��

�� �

�������� �

���� ������� 
� �����
��� �� 
� ������� �� ����� ��
���� �� 
����
�	�� �� ����
���
����
�

y′ = Ay �&�� y(0) = 1,

�S > ��� ��� ����������

�! 6������ 	�� 
��� ������� �
��� ��� ��
����� �� ���������� 
������� ����� ����� &�
����
��������&�� �� y�

�! 6������ 	�� yn = rn �����)��� ����� ��
������ * ��������� 	�� r &����� ��� % �	������
������������	�� ' 	�� 
��� ���������� =� ���� r′, r′′ 
�� &�
���� ������
�� �� r�

�! 3� ��
����� 
� �
��  �����
� �� 
��	������ �� ����������� ����� ������ yn� ������
�� ���. ���������� ������������ c′ �� c′′

yn = c′r′n + c′′r′′n.

+.������ c′, c′′ �� )������� ��� &�
���� ������
�� y0 �� y1�

�! =� ������� 	�� y0 �� y1 ��U������� �&�� 
�� &�
���� �.����� 7 �� eAh� N���&�� ���
�.��������� ���������� �� c′ �� c′′ &�
��
�� ,��	����. ������ �� h2 �������� ���

�
��� 
� ������ �� 
� ��
�����  �����
� 	�� ���������� 
� ����. * 
� ��
����� �.����
�� ����
��� ��C�������
 �

�! R������� ������	������� ��� 
� ������� �� ����� ��
���� 
� ����
��� ��C�������

���� A = −1� h = 0, 3 �� 0 ≤ x ≤ 2, 1. y1 ���� ��
��
� ��� 
��
 ������� ��+�
���
�������� �&�� 
� ��
����� �.�����

�������� �

�! >������ 
��
 ������� ��+�
�� �� ��� ����� �	������ ��C�������

� �� ������ ������
/����� �� �������
��� 
�� �	������� ����������� ���� �������� ������	������ 
�
����
��� �� ���&����� ���� �����
� ���
 ������ * �� ����
� ��������� ��
����� 2

x′′ + k2 sinx = g(t).

�! =� ����� g(t) = sin 3t, k = 2, x(0) = 0, x′(0) = 1 �� h = 0, 2� ��
��
�� ������	���
���� x1, x2 �� x3�

�������� �

���� ���
��� 
�� ���)�������� �� 
��
 ������� ��+�
��� �� 
����
�	�� �� ����
���
����
�

x′′ + ω2x = 0.

�! F������ 	�� ����� �	������ ������ 
� ���&����� ���� ����

����� ������ �� ������	��
T = 1

2x
′2 �� ������ �� ��������

� V = 1

2ω
2x2�
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�! ��
��
�� 
����� �� ����
� En+1 �� 
�����

������ ������ ��� 
��
 ������� ��+�
�� * 
�
���� tn+1� �������� 
� ����
��� * 
����� �� En �� ����� tn� ������� ����&�� ���
&�
��� �� ��� h ��

� 	���
  ��� ������&����� �� 
����� �� ��
��
�� �

�������� �

D� �����
� �� ��� ��� ��������� ����� ����� �������

� 
��� ��� ��� �� � ���� �����
* �� ��&�� ����� * 
���� ��� =� 3�������
� ����� A �� � ���� ������� ���� )���������
���� �� �
�� &������
� =� ����

� x 
��� 
� 	�� )��� 
� �����
� �&�� 
� &������
� �������
������ 3� ������ ��� ����������� ��� ��� ���� �� ������	�� Ec = x′2/2 �� ��� ���� ��
��������

� Ep = 1− cosx� �� ��� ��� �	������ �� ���&�����

x′′ + sinx = 0.

=� � ���� � �
�� * 
������ 
� 
�� ����� 
� ����� �� 
�����
������� �� 
� ����������

�! m����� �� ��� ����� ���� �������� ������	������ 
��	������ �� ���&������ *

����� �� 
��
 �������

xn+1 = 2xn − xn−1 + h2 sinxn.

�! N����� x(t) �� v(t) = x′(t) ��� �� ����  �����	��� R���������� ����� v(t) �����
)������� �� x(t) ��� �� �����  �����	���

�! ��
��
��� ���� ���	�� �������� 
����� �� ������	�� Ec� 
����� �� ��������

� Ep ��

����� �� ����
� Et = Ec + Ep� R���������� ��� �����  �������� ����
�������� ��
)������� �� ������

�������� �

D�� ����� )�"�� ��������� 
��
 ������� ��+�
�� �������� * ���
��� 
��&�
����� ���
&�
���� �� xn �� �� x′n ���� 
� ����
��� ����
�

x′′ + ω2x = 0.

�! 6������ 
� &������ �rn = [xn, x
′
n]T �� ������ �� �rn−1 = [xn−1, x

′
n−1]

T ��� 
� ��
��
���� 2

�rn = M�rn−1

�S C ��� ��� ������� ���� �� ��������� 
�� �
�������

�! D��
���� 
�� &�
���� ������� �� C ���� ������� 
� �����
��� �� 
��
 ��������

��������  

/��� 
� ��� �S 
��	������ ��C�������

� * �������� ��� �� ������ ����� ���� �� )��� ���
�����&���� �� ����&�� ��������� �� ������� 
��
 ������� ���&���

vn+1/2 = vn−1/2 + hf(xn, tn),
xn+1 = xn + hvn+1/2, �3!

�S �� � ���� x′ = v� 3� �������� &�
��� �� 
� &������� v1/2 = x′1/2 ��� ��
��
�� ���

��
 ������� ��+�
�� 2 v1/2 = v0 + (h/2)f(x0, t0)�
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�! 6������ 	�� ��� ��
������ ���� �	��&�
����� * 
��
 ������� 2

xn+1 = 2xn − xn−1 + h2f(xn, tn).

�! B������� ����������� ����� �������� )����
��

�! D��
���� 
��
 ������� �3! ���� �������� 
� ����
��� ��C�������
 �� 
��.������ G� =�
��
��
��� * ���&��� x1, x2 �� x3�

�������� !

=� ��&���� �� ����
��� ����
�

x′′ + ω2x = 0

������ ��� 
��
 ������� �3! �� 
��.������ I� =� ������ ��� 	������� ���
� �� * ���
���� �� 2

ε′ =
1
2
(v2

n−1/2 + ω2xn−1xn).

�! 6������ 	�� ����� 	������� �� ������&� 
��� ����� ����������

�! 6��� 	������� ����

ε′′ =
1
2
(vn−3/2vn−1/2 + ω2x2

n−1).

�! ���

� ��
����� �.��������
 ����� ε′ �� ε′′ �

�! a ���	�� ��������� �� 
��
 �������� �� ���� �������� �� &������ �rn = [xn, vn−1/2]T �
6������ 	��� ���� 
� ��� �� ����
��� ����
�� 
�� �	������� �3! �� ������� ����

� )���� 2

�rn = Nrn−1

�� �������� 
�� �
������ �� :� D��
���� 
�� &�
���� ������� �� : ���� ������� 
�
�����
��� �� 
��
 ��������

�������� �"

3�� ���� ��
�� �� E�����


C(x) =

x∫
0

cos
(
πt2

2

)
dt ; S(x) =

x∫
0

sin
(
πt2

2

)
dt

�����&������� ���� 
� ������� �� 
� ��C��������

�! 6������ 	�� 
� ��
��
 �� ��� ���� ��
�� ��������� ���� ���� ����
��� ��� 
� ����
��
���� ���� ����
��� ��C�������
 * ��������� ������
� 	�� 
��� �����

����

�! ���� �������� ������	������ 
� ����
��� �� )����  �����
�

y′ = f(x, y) ; y(a) = A,
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�� ���� )���� ����
 * 
��
 �������

yn+1 = yn−1 +
h

3
(fn−1 + 4fn + fn+1).

B������� ����� )����
� �� �.�
�	��� ������� ����� ������� ���� ���&�� * ��
��
��
C(x) �� S(x)�

�! N���&�� 
�� &�
���� ����������� �� ������� � ��� �� ��&�
�������� �� N�
�� *

������ G�

�! ��
��
��� �&�� �� ��� h = 0, 2� C�P�<! �� S�P�<!�

�! R��� �� �� ��� ����� ������� * ��
��
�� S �� C ���� ����� &�
��� �� 
��� ������
N����� 
� ������ ���	������� ���������	��� x = C(t), y = S(t),−10 ≤ t ≤ 10
������
� �� �����!�

�������� ��

=� ����������� �� ���&����� ����� �
����� ������ ���� ������ �.�� ��
����� ��� ������
��� 
� ������ ��C�������


r′′ =
k

r3
r.

3� &������ �������� ����� ����������! � �� �� ����&��� 
� &������ &������ r′� ��� ����
�����&����� ����� ����������� (x, y) �� (u, v) 0 �� � ���� r = |r|�
�! m����� 
�� �	������� 	�� ���������� �� ��
��
�� 
�� ����������� �� 
� �
����� *


����� �� 
��
 ������� ��+�
���

�! m����� 
�� �	������� 	�� ����������� 
� ���&����� ��
�� 
� ������� �� �����
��
����
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D� �����
� �
����	�� ��� ��������� ����� ����� m ��������� * �� ������� * ������
��� ,�����&�� �������*����� �����
� ���.����� ��� )���� ������������

� * 
� &��������
�� �� 
�� ���� * 
��

�� ����� ����� ���� 	��* 
� �����������! �� ������� k� 3� �����
���� ����

�� ������ �� �� �������� ���	��
���� ���� �� �
�� &������
� 9
  � ���. ����
�� ���&����� �������
�������� ����
�� 2 
�����

����� 
� 
�� �� 
� &������
� �� ��
���&����� �����
���� �� ���� �� ������� �� 
� &������
�� =� ������ ���� �� ���,�� 
�
���&�����  �����
�

7� m����� 
�� �	������� ��C�������

�� �� ���&������ �� ���
����� 
�� ����������� ���

����� r �
�� ���� �� �������! �� θ ������ �� �
���� ��� ������� * 
� &������
� �������
�����! �� 
� )����
���� �� 3� ��� � �� ��
�� �� `���
���� =� ���� r0 
� 
�� ����
�� ������� ���
��

4� R��� �� �� ��� ����� ���� �������� ������	������ 
�� �	������� �� ���&�����
��� ��� ������� ������� G� R����������  �����	������ 
�� &��������� �� r(t), θ(t)
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�� )������� �� ������ 
� ���,������� �r )������� �� θ �� y )������� �� x! ����� 	��

� ������������ ��� ���� ��� ��������

�� ������	�� �� ����
��

5� F������ 	�� 
� ��� ����� ����� ��� ����
���� �
�����
�� ���� ṙ(0) = θ̇(0) = 0
����&����� &������
! �� ���� k ����  ���� �� ṙ(0) = 0 ����&����� �����
����!�

G� E���� )���������� 
� ��� ����� ���� ��&��� ����. �� ���������� �� �� ����������
������
��� 3�� &�
���� ���&����� ������� 
��� * ��� ��������� ������������ ����� ����
&����� &������
 �� ���&����� �����
���� 2

k Y 7I�K #@�� m Y P�4 O � r0 Y P�GG ��  Y L�K �@�2

�&�� 
�� ���������� ������
��
r(0) Y P�<< �� θ(0) Y P�P5 ��� &������� ������
�� ��

���

H� J�����
���� 
� ��� ����� ���� ������� ��� ���&������ * ����� ����������

)��*�� �+ )����� �����

D� �����
� ����
� ��� ��������� ����� ����� m1 
��� * �� ��&�� = ��� ��� �� � �� ���
�� 
�� ���� �1� �� ����� ��

� 0 ��� ����� m2 ��� ��������� * m1 ��� ��� �� � �� ���
���� ����� �� 
�� ���� �2� 3�������
� ���� ����

�� ���� �� �
�� &������
� =� �������
	�� 
�� ��&��� ���� ���������� �� )�"�� * ��������� * 
� ����� 7 �� )���� 
� ���� ��
= �� * 
� ����� 4 �� )���� 
� ���� �� m1� 9
 �� � ����� )���������� =� ����

� θ1 ��
θ2 ��������&����� 
��� 
� 	�� )��� ���	�� �� � �&�� 
� &������
� ������������ 	�� ����
����� ����� �.� ��� x 0 
��.� ��� y ��� ����1����
� ������� &��� 
� �������

7� 6��� �� �	��������

�! m����� 
�� ����������� xi� yi� i = 1, 2 �� ���	�� ����� �� )������� ��� �� 
�� θi�

�! +� ������� 
�� ����������� ��� &������� �� ���	�� ������ ẋi, ẏi� 	�� )����� ������
&���� 
�� &������� �� �
����� θ̇i� =� ������� 
�� θi ����� �����������  �����
������

�! +.������� �� )������� ��� θi �� ��� θ̇i� 
����� �� ������	�� T � 
����� �� ��������

�
V �� 
� )������� �� 3� ��� � �� �������

�! ��
��
�� 
�� ����&���
∂L

∂θ1
,

∂L

∂θ2
,

∂L

∂θ̇1
,

∂L

∂θ̇2
.

�! F������ 	�� 
�� �	������ �� 3� ��� � �� �� ������ ������&���⎧⎨
⎩

(m1 +m2)�21θ̈1 +m2�1�2θ̈2 cos(θ1 − θ2) +m2�1�2θ̇
2
2 sin(θ1 − θ2)
+(m1 +m2)g�1 sin θ1 = 0

m2�
2
2θ̈2 +m2�1�2θ̈1 cos(θ1 − θ2)−m2�1�2θ̇

2
1 sin(θ1 − θ2) +m2g�2 sin θ2 = 0

4� =� ������� �������� �� ��� ����� ���� �������� ������	������ 
�� �	�������
�� ���&������ ����� �� ������ ��� ���� ������
� ��. ������� ������	���� ��
���
����� 
� ������� R?G� ���� ���&��� )���� ��� ����� ����
���� �
 )��� ���
����
����� ����1 
�� ��� ���� ��
�� �
 ��� ������� �������� 
�� ����
���� ��� ���	���
���� 
� ���� ������� �� ��� ����� * �� ������� 	���� ����
��� ���� 
�� p ��&�� ���
������� ���������

���� � p � 10!� F�����1 
� ������&����� �� 
����� ���
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5� =� ������� ������ 	�� 
�� ������ ���� � �
��� 	�� �1 = �2 = 0, 2� �� 	�� g = 9, 8
�@�2� R����������  �����	������� �� ����. �� 
����
�������� 
�� &�
���� ��� �� 
��
�� )������� �� ������ 
����� �� ��������

� �� ���	�� ������ 
� ���,�������� ����

������� x2, y2 �� 
� ����� 4�

G� 9
 ��� ����� ���� ���
��� �� ����� ��� % ������� �� �������� ' 0 �
 ��� �� �� ������������
���� 
� �
�� (θ2, θ̇2)� 
� �������� �� 
� &������ �� �
���� �� �����
� 4 	���� 
�
�����
� 7 ����� * 
� &������
� ��� �������	������!� 3�� ����� �� ����� � ���&���
���� ��
��
�� ��� �������
����� ����� ���. ��������� ��������� 
���� ��� 0 �� �����

�� ��������� �� ���.���� �����
� ���&��� ���� �������
����

)��*�� �+ '�
*�������� �� �
������� ��
�$��� �
�� �� ��
	� 	
$����1�
���������

3� ����� �� ����	�� �� 
� ����� ���� ���� ������
� * ��
�� ���� ����
� ����� �� ������
�� 
� �
����� �� �
� �� �&�� 
��.� ��������� =� �� ������� �� ��
��
�� 
�� ���,�������� ��
�������
�� ���� ��� ������ ��� 
� ��
��
 ���� 
� ����� �� ����	�� ���������� �������
��
	�� ���� ���������
�� ��� ������� �����
��� 3� ����� ���� ��� �� ����
� �� ����	��
���� ��������

�B =
μ0

4π
3(�r · �m)�r − r2 �m

r5
�77�54!

�S �m ���� �� 
� ������ �� ����	�� �� ���:
� �� �r 
� &������ 	�� ,���� 
� ���:
� ��
����� �������&������

+� E������ ‖ B ‖= 46600γ = 46600× 10−9 N��
�� * ��� �������� �� Re = 6380 O�
�� ������ �� 
� ������ ��� &��� mz �

7� m����� 
�� �	������� �� ���&����� ����� ���� � q ���� 
� ����� �� ���:
��

4� R��� �� �� ��� ����� ���� �������� ������	������ ��� �	������� ��� ��� ���
����� ������� G� ��
��
�� 
����� �� �� 
� �������
� �� &������ 	���

� ����� �����.��
����&����� ����������

5� 3�� �������
��� ��� �
������� �� ����� me = 9, 11 × 10−31 O �� �� ���� � qe =
−1, 6 × 10−19 �� ��� ��� ���� ��� ��������� ����� 7PP �� 7PPP 6�F� 3��� &��
����� ������
� �� 
��� ����� ���&��� ���� ���� ��
��
��� * ������ �� )����
�� ��
��
��&������ R����������  �����	������ 	��
	��� ���,��������� 3�� ���������� ������
��
x0 = z0 = 0, y0 = 0, 2 × 108 �� vx0 = 0, vy0 = −108 �@� ���������� * ��� ���,���
������ ������������� �vz0 ��� ��
��
�� * ������ �� 
����� �� �� �� vy0!�

G� �������&�����
 �� 
� &������ ������
� �� 
��
������ ��� ���� �� ��
�� Oz� ��
�� Oy ��
����

�
����� * 
��	������ �

H� ���

� ���� �� ����
� )�����
 ���� 	���� �
������ ��������� �� ����� �� ����	��
��������� � +� �� ������ �





������� ��

%�	.�#��
 / �	���	�
 ��� ����
 ��
��	.�#��
 ��� ������
 ��	���


3� ����	�� )������ �� �������. �.���
�� �� ����
���� ��C�������
� 	�� ��������
�� ������ ��C����� �� ����
��� �� ����� ��� % * ���������� ������
�� '! �.�����
���� 
� �������� 77� 9
 ��� �� ���� �� ����
���� * % ���������� ��. 
������ '� ���� ��
����
���� % ��. &�
���� ������� '� 3�� �������� ���
���� ���� �������� ��� ���.
���� �� 	�������� ���� ����1 ������� �� ��������� �� ��������� ��� �
 �������� ���
����
���� �������� 
� ����
��� �� ������

F���� �� �.���
� �� ������� ���� D�� ������ ����1����
� �� 
�� ���� L� �������
* ��� ���� � ���)���� q(N/m) �� * ��� ������� S * ���	�� �.�������� �� ��)����
&������
����� 0 ����
��� w(x) 
� ���
������� ���� ����� x �� 
� ������ * ������ ��

�����1����
�� w ����� * 
��	������ ��C�������

� 2

w′′ − S

EI
w =

1
2EI

qx(x − L),

�S I ��� 
� ������ ��������� �� 
� ������� ������ �� 
� ������ �� E 
� ����
� ���
���������
(� 
� ������ ������ ��� ��� �������� �.�� * ���	�� �.�������� w ���� ����� �����)����
��. ���������� ��. 
������ 2

w(0) = w(L) = 0.

3� ����
����� ���
��	�� ��� )���
� �� 
�� ���������� ���� ���������� ���� ��� �������
������	�� ��&���� �����������
� ��� 
��� 	�� 
� ���� � q �� 
�� ���������� �E, I! ��

� ������ &������ �&�� x�

-�	
�1� ; F��� �&�1 �����	�� 	�� 
��.���
� 	�� &���� ������ ������ �� ���������
��� &������� �� ����
��� * ��� ��������� 2 
� ������ �� ��)���� ���� 
� ���������
����������
���� * �� 
�� ����� a ��� �������� �����.�������� �� ���� ���������
���������� 	�� 
��  �������� ����	��� 	�� �����&������� �� ��������� 	�� �� 
�����
������ ��� �.���
� � ��� ������  �����
�� ��� ���� &�&��� ���� �� ���&��� * �����
���������� �� ���� ������ ���,���� ������ �� ������� 
� ������ �� ���������� ����
����
���� 
� ����
���� D�� ����� &������� �� �� ���� ������ ���� ��. ����� ��������
�� )�"�� ���������� ����� ��� ������� * ��� ���
� ��������� ���������



4IK �������� 	
����
�� �����
���

9
 ��� )���
� ��  �����
���� 
� ����
� ���������� #��� ��������� �&��� �C���� * ���
�	������ ����
�� �� y′′ ��� ����
�� ��� ������� * 
� ����&�� ������� 
� �
�� �
�&�!�
�&�� ��� ���������� ��. 
������ % �������� ' ��� y �
� ��� �� ���������� ��� y′ ��� ����
����
��
�! 2

y′′ = f(x, y, y′); y(a) = A; y(b) = B; a ≤ x ≤ b.

=� ��������� �
�� �������� ��� ���������� ��. 
������ ������� ��� y �� y′ 2

c0y(a) + c1y
′(a) = A; d0y(b) + d1y

′(b) = B.

9
 ���� ����&�� 	����� ��������� �������� 
�� ���. �.�������� ����
�������� 2 uy(a)+
vy(b) = g �&��� ����� ��� �������
���� 
� % ��������� ��. 
������ �������	�� ' y(a) =
y(b)� #��� ���.��������� ��� ��� �������� ����

F��� ��&�1 	����� �	������ ��C�������

� ���� ���� ���� ���� ����� ��

����

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = 0

�� ������ ��� ����� 
��	������

A(x)y′′ +B(x)y′ + C(x)y = D(x).

/� ����� 
�� ���������� ��. 
������ ���&��� ���� ���� ���� �y(0) = 0, y′(1) = 0! ��
������ ���� �y(0) = y0, y

′(1) = y1!� D� ����
��� �&�� ���������� ��. 
������ ��� ���
���� ��� �� 
��	������ ��C�������

� �� 
�� ���������� ��. 
������ 
� ���� 0 ���������� �

��� 	��
��� �������� ���� 3�� ����
���� * ���������� ��. 
������ ����� ��� ���,����
�� ��
����� 0 �
� ���&��� ����� �� �&��� �
�������� �� ������������ 	�� 
��	������
��C�������

� ���� ����
�

w′′ + w = 0

�

����� ����� 3� ��
�����  �����
� ������� w(x) = c1 cos(x) + c2 sin(x)� (�
�� 
�� ������
����� ��. 
������ ��������� 
� ����
��� ��C�������
 � ���� ��� ������� �� 1��� ��
����� 2

w(0) = 0 w(π/2) = 1 w(x) = sinx ��� ��
�����
w(0) = 0 w(π) = 0 w(x) = c1 sinx ������� �� ��
������
w(0) = 0 w(π) = 1 ������ ��
�����

3������ ��� ���&������ �������	��� ����� ����� &������� �� ����� 
����	�� μ(x)�
������� * ��� ������� T (x) )��� ������-��� �� ����
��� �� &�
���� �������� >����
���������� ��� &�����
�� x �� t� 
� ��)�������� �� 
� ������ y(x)� ����� * 
��	������
��C�������

� 2

[T (x)y′]′ + (2πν)2μ(x)y = 0, �74�7!

�S ν ��� 
� )��	������ y ���� ����� ��������� ��� ���������� ��. 
������ ����� ���
�.���
�

y(0) = y(L) = 0

��.�������� �.��! �� ∂y/∂x|x=0 = 0 ��.������� 
����!� 9
  � ���. ��������� 2 
�
)��	����� ν ��� ���
� ���&��� �� )��	����� ������! �� 
� )���� �� 
� ������ y(x)� D�
����
� )��	�����@)���� ��������� �� ���� �� &���������
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#��� ���&��� )���
����� ��� ���� ��� )����
����� �
��  �����
� �� �� ��� �� ����
�
���� 9
 )��� �������� ��� �	������ ��C�������

� �� ������ ����� ���������� �������
�
�� �
�&�� ���� ����	�� ���,���� ������� ����!� ����
�� �� y′′ �� ��������� ���� ���
�������� ���� �� ���������� ���. ���������� ��. 
������

y′′ = f(x, y, y′, λ); y(a) = y(b) = 0; a ≤ x ≤ b.
;��� ���&���� �� ����� 
� ���
 ��� 	�� ���� �������������� 
�� ���������� ��. 
������
���� ���� ����� �� ���� 	�� 
��	������ ��C�������

�� /� �
��� 
��	������ ��C�������

�
���� ���� 
������� �� y ������ 
� ��� 
� �
�� )��	���� �� ����	��! �� ����
�������� 3�
��� 
������� ���� ���  �����
 ���� ��������

y′′ + p(x, λ)y′ + q(x, λ)y = 0,
a0y(0) + b0y

′(0) = 0, a1y(1) + b1y
′(1) = 0.

����� )���� ��� ������ ����  �����
� ���� 	�� 
��� ������ �� ��������� ��� 
��.�������
�� ��
������ 0 ������������� 
� �
����� ��� ����
���� ��. &�
���� ������� ����������
�� �����	�� )��� �����&���� 
����������� 
� &�
��� ������ 0 �� ���
� �
��� �� ����
���
�� (�����3���&�

� 
�	��
 ������� ���&��������

�����

[p(x)y′]′ − q(x)y + λr(x)y = 0, �74�4!

a0y(0) + b0y
′(0) = 0, a1y(1) + b1y

′(1) = 0. �74�5!

3��	������ �� 
� ����� &������� �74�7! ��� �� ����� )����� ����� ���&��� �����
���������� ��� &�����
��� 3� ����
��� ����� ���� ��� �� ��
����� 	�� ���� ���������
&�
���� �� λ �
�� &�
���� �������! 0 
�� )�������� y ��������������� ���� 
�� )��������
�������� ���� ����� ����� &�
��� �� λ� �
 �� � 	�� 
� ��
����� % ����
� ' y = 0 ���
��� ����� % ���&��
� '� ����� �� �� 
���!� ���� ������� ����	���

F���� ��
� ��� 
��.���
� ���� ����
�

y′′ + λ2y = 0, y(0) = y(1) = 0.

3�� ��
������ ���� �� 
� )����

yp = sinλx, �� λ = pπ.

9
  � ��� ������� ���������
� �� ��
������ ������������� * ���� 
�� ������� ������
�
p �= 0�


��
� � �(���'� '� ���

������� /�	��'
� ��3 ��
���

(��� * �������� 
� ����
��� ��C�������
 * ���������� ��. 
������ 2

y′′ = f(x, y, y′); y(a) = A; y(b) = B. �74�G!

#��� ��������� * �� ������� ����
��� �� ����
��� * &�
���� ������
�� 2

w′′ = f(x,w,w′); w(a) = A; w′(a) = s �74�H!
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	�� ����� ��  �����
 ��� ��
����� ���	��� ���������� �� ��������� s� w(x, s)� ���
��������� �� ����
��� ����� ��� ��
��
� ���
��	������ �� ���� ��&��� ���� �� ������
����� ������	������ 
� ��
����� ���� ��� &�
��� ������ �� s� ��� 
���� ��� ��������
�.������ �� �������� 77� ����� �
 ��� �� �� �������� ��� �	������ ��C�������

� ��
������ ������ �
 )����� ���� ����� 
� ����
���� ��� �� ������ ��C�������
 �	��&�
����
���� �������� ������� 
� ����
��� ��. 
������� ����������� w(x, s)� �
 ���� ��$� ��
����&�� s ��
 	�� 2

w(b, s) = B

�� 	�� ��&���� * �������� ��� �	������ ��� 
������� �� s� ���� 
�� ��������� 	��
���������� �� 
��&���� � �� ����&��� �� )�������� ��
������� ���� �

��� ��&�
�����

����
� �� �&�� 
� ������������ ���� ����

���� > 
����� ���� ����� ����� �� x = a�
��
����� &��� ��������� ��� ���
� �� x = b 0 �
 �� ������� ���� ��
� 	�� ���� ���

�� 
� �� 
� ������ ��� 
� 	�� )��� 
��.� �� ����� �&�� 
�����1����
�!� 9
 ������� ���
�����.�������� ��������&�� 2 �� ���� ������ �� ���� 
�� ��
 ������� 
���,����)! ���
����
����� � �!� �� ���� �� ���� ���� 
� ����
����� �����	�� �� ����
���� ��. 
�������
�
 ��� ���������� �� ���������� �� 
�����

���� �� ���"��� ��&����� )�������� w(x, s)
���� ��C������� &�
���� �� s �� �� �����&��� 
��� ������������� �� ����� 	����� )���
��	���� ��� �������� �.�������� �� ����
��� 	�� 
��� �� �������� &��� ��� ��������
�
�� ��������	����

#��� �&��� ��������� �� �������� H� �� ���������� �������� �� ����
����� �����
�	������ ����
������� 0 
� �
�� ����
� ��� 
� ������� �� ���������� ��� ����������!� (�
���� �� ���&�� ������� 	�� ���� ��������� �� ���. &�
���� �� s ��

�� 	�� w(b, s1) ��
w(b, s2) ��������� B �� ������ 	�� F (s1) ≡ w(b, s1)−B �� F (s2) ≡ w(b, s2)−B ������
�� �� ��� �������� #��� ��
��
��� �
��� F (sm) ≡ w(b, sm) �S sm = (s1+s2)/2 0 ��
�� 
�
�� �� �� F (sm)� sm ����
��� s1 �� s2 �� 
��
 ������� �� �������� ,��	��* ���&�� �����
/������ �� �������� ����� ��� 
�� �	������� ��C�������

��� 
� ��
����� w(x, s) ��� ���
)������� ������8���� ����&��
� �� s� #��� ���&��� ���� ����� ���
���� 
� ������� ��
#�]���� R����
��� 	��� * ������ ����� &�
��� ������
� s(0)� ���� ��
��
���� �� )�"��
�������&�� ��� &�
���� s(i) * 
����� �� 
� )����
� 2

s(i+1) = s(i) − F [s(i)]
F ′[s(i)]

; F (s) = w(b, s)−B.

#��� �������� F [s(i)] �� ����
&��� 
� ����
��� ��C�������
 2

w′′ = f(x,w,w′); w(a) = A; w′(a) = s(i).

3� ������� 
� �
�� ����
� ���� ��
��
�� F ′ �������� * 
���������� ��� 
� 	������� 2

F ′[s(i)] ∼= {F [s(i) + h]− F [s(i) − h]}/(2h).

#��� �&��� ������� 	�� 
��
 ������� 	�� ��������� w ������� �� a �� ��� ������� &���

�� x ���������� ,��	���� b� �� ����� ��� ��
� ������ �� ����� ���� ���������� �� w �
�� ����� ��� �
��� �� x = a 0 ���� �� ���� �� ���� ���� ���� ������ �� b� �&�� 
� ����
�
 ������� �� �� ��� �� ���)� =� ���� ������ ���� ����� * ���������� �� ������� ��
��
����� * ������ �� a� �� ����� * ������ �� b 2 �
 )��� �
��� ������� 
� ���������� ��
w �� �� w′ �� ����� �� ��������� 	��
	�� ���� ����� a �� b� 9
 ��� ���&��� �������
��������� 	�� 
� 	������� w′/w �
� % ����&�� 
� �������	�� '! ���� �������� 0 �����
��������� � 
��&���� � ������ ��������
� * 
� �����
������� �� w�
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3� ��� ����� �	������ ��C�������

� 
�������� )��	���� �� ����	��� ��� ��������� �
��
����
�� 9
 ��$� �� �C�� �� ���������� ���. ��
������ w(x, s1) �� w(x, s2) �� ����
���
* ���������� ������
�� �������� 3� ����� &�
��� �� s� ���� s0� ���� 
�	��

� w(b, s0) = B�
��������� ��� �������
����� 
�������� +� �C��� 
� ��
����� �� ����
��� ��C�������
 ���
��� )������� 
������� ��� ���������� ������
���

���	��� % (��� 
� ����
��� ��C�������
 2

y′′ + y = x; y(0) = y(1) = 0.

3��	������ ��C�������

� �� ������ ����� ��� �	��&�
���� �� ������ 2

y′ = z; z′ = −y + x

	�� ���� �&��� ����
� ��� 
� ������� R?4� �&�� 
�� ���������� ������
�� y(0) =
0, y′(0) = s� 3�� ���. ��������� �.�������� ��� ������ ���� s1 = −0, 3� y(1) =
−0, 093915 �� ���� s2 = 0, 1� y(1) = 0, 242674� D�� �������
����� ��&���� 
�������
���� ����� �
��� s0 � −0, 1884� 	�� �������� ����� 
� ������ 
� � ��� 74�7� *
y(1) = 0� 3� ��
����� ���
��	�� ��� y = x − sin(x)/ sin(1) 0 
� ����&�� * 
���� ��� ���
y′(0) = −0, 188395� ���� ������ �� 
� ��
����� ������	���

0,40,20,0 0,6 1,00,8

0,15

0,10

0,05

0,25

0,20

0,00

– 0,05

– 0,10

– 0,15

z0 = – 0,3
z0 = 0,1
z0 = – 0,1884

������ �
�� 	 �� ��7��� �� ��1 �������� �� ��7��� 5O��

#��� �� ������ ���� �� 
� ������� �������� * 
��
 ������� �� ��� 0 �

� �� ����&� ���� 
��
��&�� �� ������

������� /�	��'
�� �� ������� ��	����

D� ����
��� ��. &�
���� ������� �����

y′′ = f(x, y, y′, λ); y(a) = y(b) = 0 �74�<!
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����
�� �����
���

���� �� ������� * �� ����
��� * ���������� ������
�� �� ������������ ��� )�������
�������� ��.�
����� w ≡ λ �� 
��	������ ��.�
����� w′ = 0 �� ������ �� ����������� 
�
&�
��� ������ ����� �� ��������� �,�����
�� �� 	�� ��� ����� ���� �� ���&�� �
��
����
�� #��� ���� 
������� * ��� �	������ ��C�������

� 
�������� ������ ���� 
� )����

y′′ + p(x)y′ + λq(x)y = 0; y(a) = y(b) = 0; a ≤ x ≤ b. �74�I!

����� 
��	������ �74�I! �� ��� ���������� ��. 
������ ���� ���� ����� ky ��� ��
�����
�� y 
����� #��� ��������� * �� ����
��� �� &�
���� ������� �� ����
��� ��.�
����� *
���������� ������
�� 2

v′′ + p(x)v′ + λq(x)v = 0; v(a) = 0; v′(a) = p,

�S p ��� ��� ��������� ����������� 
� ����� ������
�� 3� ��
����� ��� �� 
� )���� v =
v(x, λ, p) �� ���� ��&��� 
� ����&�� ������	������ * 
����� �� 
���� ��� ��������
�� �������� 77� ���� ���������� 
� ��
����� �� ����
��� ��. &�
���� �������� �
 ����
)����� ���������� λ ��
 	�� 2

v(b, λ, p) = 0.

9
 ��� �� ������ ����� �	������ �
 ����	��� ���� ��� 
��������� ��� λ� 3� ��������� p
�� ���� 	��* �.�� 
� �����
������� �� y� 9
 ���� ���� ������ ������	������ �&��� 
�
����� �� ��
��
 ���� ������� ��� &�
���� �������� �� y� 3� ������� �� ����������
�� ��&�
� ���� �����	�� ���� ����&�� λ�

���	��� % 3� ����� 
����	�� ����� ����� �� 
�� ���� L &���� ��
�� 
� 
�� μ =
μ0(1 + αx)� 3���	�� ����� ����� �C����� ��� ����

������ ������U��
��� �� )���� ���
������ ��� 
��	������ 2

y′′ + (k0L)2(1 + αr)y = 0; y(0) = y(1) = 0

�S r = x/L, k0 = 2πν/c0 �� c0 =
√
T/μ0� T ����� 
� �������� 3�� )��	������ ��

&�������� ���� 
�� &�
���� �� ν ��

�� 	�� 
� ����
��� ��C�������
 ������� ��� ��
������
#��� 
�� �&��� ��������� ��� 
� ������� �� ��� �� 
��
 ������� �� R�� �M?���� �������
4� 3� � ��� 74�4 ������ 
� ����
��� �� ����� �.�������� �� ��� ������ ���� ���
)��	������ ������� �� ������ ���� �(k0L)2 Y 7P 0 77�H54 0 75!�


���� �(���'�	 '�	 '�&&(�����	 &����	

������� /�	��'
� ��3 ��
���

/��� �� ��� ���
 �������� ���� ����
�"���� ���� 
��	������ ��C�������

�� 
�� ����&���
y′, y′′, . . . ��� ��� �����.�������� )������ * ������ �� ��C������� 
�����
��� #��� ����
������� ���� ��. ����
���� 
��������� ����� 
� ����
��� �� ������ ����� * ����������
��. 
������

y′′ + q(x)y = g(x); y(a) = A; y(b) = B. �74�K!

���� ����������� �� ����
���� ���� �����&����� [a, b] �� n + 1 ����������&�

�� � ��.�
�� 
�� ���� h = (b − a)/(n + 1)� ������� ��� ��� ��&��� ����������� xi = a + ih�
x0 = a, xn+1 = b �� ���� ����
�"��� y′′(xi) ��� [ui+1 − 2ui + ui−1]/h2� �� ������
ui � y(xi)� qi = q(xi)� gi = g(xi)�
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– 0,20

2 = 10
2 = 11,53
2 = 13

������ �
�
 	 5��7���7� �� �� ���� ����� ����� �� ������ +����!��� �� �����E�� α

+�� �� �� +����� ������ �� k0L = 3, 396 �� (k0L)2 = 11, 53�

�� )������� ���� ���������� ��� ������ �� ���������� 	�� 
� �������� �� N�
��
���
�	�� * yi+1 �� yi−1 ������ ���&�
��� * (h2/12)y(4)(xi + θh),−1 < θ < 1� 9
  �
n+ 2 &�
���� �� ui� ���� ���. ���� ���� ��,* ������� 2 u0 = A� un+1 = B 0 
�� ������
���� ��
������ ���� ������ 
������� 	�� �������� ���� )���� ��������

� 2

Mu = c

�&�� 
�� ���������� u = [u1, u2, . . . , un]T � c = [h2g1−A, h2g2, . . . , h
2gn−1, h

2gn−B]T

��

M =

⎡
⎢⎢⎣
−2 + q1h

2 1 0 . . . 0
1 −2 + q2h

2 1 0 . . .
. . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . 1 −2 + qnh

2

⎤
⎥⎥⎦

=� � 
� �������� ���&���� (� qi ≥ 0 ���� i = 1, 2, ..., n� �
��� M ��� ������ ������&� 2

� ��
����� �� ������ 
������� ��������� ��� �
��� )���
�� 
�� �������� �� J���� ��
�� ���
��O �����
�	���� ���� ����������� �� 
� ��� �&��� 
� �������� <!� =� ������
����� 	�� 
������� �� ���������� ��� ������� ������� h2�

��� �
 ������� ������� )���
����� ��. ����
���� ��������� 
� ����&�� �������� �� y�
9
 ��� ���������� �� ����������� y′ ��� ��� �.�������� 	�� �������� 
� ������� �� 
�
������� M �

���	��� % R�������� 
� ����
��� ��,* ����
� ��� 
� ������� �� ���

y′′ + y = x ; y(0) = y(1) = 0.

#��� �

��� ���
���� 4P ������� ���� 7K &�
���� ��������� {uk}� 3�� �
������ �� 
�
������� M ���� Mi,i = h2 − 2,Mi,i+1 = Mi+1,i = 1 ������ 	�� 
�� ����������� �� c
���� ci = h2xi� F���� 
� ��� ����� ���� (��
��� 	�� ������� 
� ����� �� 
� � ��� 74�5�
#��� �&��� ���
�� �� ��. ���. ������ 
�� &������� �� �� $$ ��� 
�� &�
���� ��������
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3����� 74�7 M R���
����� ���� ����
��� ��. 
������ ��� ��������������

�.��� Y P 0 .��. Y 7 0
���� Y ���� � Z������ � � � � 
 �� �� �� � � 2 Z ! 0
����� Y ���−70 �. Y ���−40
�6 Y 3���� � �. � �. ! 0
�� Y �.��.−.��� !@ � ��� 0
������ �� Y ���� � �.−7 �7! 0
�6 Y ��
$ � ������� �−7!A��
$ � ������� � 7 !
�A��∗�−4!∗��
$ ����� � �. � 7 ! � P ! 0
	. Y �����
�� � .���A� � .��.−� � �. ! � 0
�
� Y �∗�∗.
�� Y 6b� 0
�� Y W P 0  0 P X 0 .. Y W .��� 0 . 0 .��. X 0
�����$� � W .��� � .��. X � W P � P X !
�������� � .. �  !
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– 0,04

– 0,05

– 0,06

– 0,07

– 0,08

������ �
�� 	  ������ ���� ���!�E�� �+�� ��������� ��* ������� �� /������ ��������
�� 6 ���������� 8 ��� �
 ������ Q� � ��������� �� ����!� ���������� �� �������

����&�$�� y = x − sin(x)/ sin(1)�

������� /�	��'
� �� ������� ��	����

3��
 ������� �� �������������� �����
�	�� ������ �� ��������� ��. ����
���� �� &�
����
������� 
�������� 0 ���������� �� ����� 	�� ���� ��� ��� ����1 �������
���� 	�� 
��� �����
��� * ��� )����
����� �
 ����	�� )���
� * �������� �� ����
�� ����������� 
�� ����
����
���� 
� )���� ���&��������

� ����� �� 3���&�

�!

−y′′ + q(x)y = λy; y(A) = y(B) = 0. �74�L!
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����� * 
� ������� ����������� ���� �����&����� [a, b] �� n+1 ����������&�

�� � ��.�
�� 
�� ���� h = (b − a)/(n + 1)� ������� ��� ��� ��&��� ����������� xi = a + ih�
x0 = a, xn+1 = b �� ���� ����
�"��� y′′(xi) ��� [ui+1 − 2ui + ui−1]/h2� �� ������
ui � y(xi)� 3��	������ �74�L! ��� ����
���� ��� ��� �����.������� ��������

Mu = λu

�&�� 
�� ����� ���������� �� M �� u 	���� ���� ����� ���������� ����� M ���
������� n� 
��	������ ���������� ����� n ��
������ ���������� ������� ��� &�
���
������ λk �� �� &������ ������ u(k) �&��� �������� 7P!�

/�� 	�� 
��� �������� �� ����� ��������� ����
� ������ ���� 
��.���
� �� 
� �����
�� ����� 
����	�� &�����
�!� ���� �� ����
�	���� 
�� ���������� ��. 
������� ���� ��
 �����
����� 
��	������ ��C�������

�� �� ������� * �� ����
��� % ��. &�
���� �������
 �����
��� ' �� 
� )����

Mu = λKu

���� 
������ ���� �� ����� �� ��� ��&�� ��

3�� ���. ��������� 	�� ���� &����� �� ������� ���� �� ��������������! ���� ��  ���
�	��&�
������ �� ����� �� &�� �� 
� ��������� ����� �� ����� �� &�� �� 
� 	��
��� ���
����
����� ���� ���� 
�� ����
���� ����
��� 3��	������ �� (���n��� �� ������������
�� ������ �&�� ��� ���������� ��. 
������� ��������� �� ����
��� �� &�
���� ��������
��� ���������� ��. 
������ ���� ���&��� % 	��
�����&�� '� =� ������� ��� �.���
�� 	��

� )������� ������ ψ(x)� ��
����� �� 
��	������ �� (���n��� ��� ����� &��� 1��� 	����
|x| → ∞� % ����1 &��� ' ���� 	�� |ψ(x)|2 ���� ���� ���
� ��� 
������&�

� [−∞,∞]�
����� 
����������� �� ���� ��� ��������� 
������� �
 )��� )���� ��� �����.������� 0 ��
�������� 	�� ψ(±L) = 0�

���	��� % 3�����

����� �������	�� 	�����	��� /��� �� ����
��� ���� ������ ���
�������
� 	�����	�� �� ����� m �� ���
��� ��
�� 
��.� ��� x ���� 
��C�� �� ������
���
 V (x) = 1

2kx
2� 3�� )�������� ������� �� 
�� ���� ��� ��� ����� ������������� ����

��
������ �� 
��	������ �&�����
�� ���� ���������� ����� �� �������� 5!

−ψ′′ + x2ψ = λψ. �74�7P!

3����� 74�4 M R���
����� �� 
��	������ �� (���n��� �� ��� ��������������
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�..�� Y �∗�∗. �∗ . A 4 0
������ �� Y ���� �#.−7 �7! 0
�6 Y ��
$ � ..�� ! − ��
$ � ������� � 7 ! − ��
$ � ������� �−7!0
	W ��� �+� X Y ���� �6! 0
�
.. Y W−3 � . �3 X 0
���� � 7 Y W P 0 ��� � 2 � 7 ! 0 P X 0
���� � 4 Y W P 0 ��� � 2 � 4 ! 0 P X 0
���� � 5 Y W P 0 ��� � 2 � 5 ! 0 P X 0
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���� � G Y W P 0 ��� � 2 � G ! 0 P X 0
�������� � .. � W �� �7 � �� �4 � �� �5 � � � � G X ! 0
���� Y ��
$ �+�!@ ��∗�!

N��� 
�� 
�&��� �� ������	�� 	�����	�� �����&��� 
� ����
����� ���
��	�� �� �� ����
�
���� 3� ����
����� ��������
� �� ��� 	�� 
�� &�
���� ������� ���.������� �����
λ = 2n+ 1, n ������ ≥ 0 �λ ��� 
� ����
� �� 
����� ��!� 3� )������� ψ ��� ������ ���
���� 
��.� ���
� ���� ���� �� ��������� ��� ��
����� ������	�� 	�� ��� 
� �� ����
[−L,L]� ��
����� ��� ��&��� �� A� �����&�

�� ��� A� � A� 
 � ������ �S ���� &��
���
�����-��� 
�� &�
���� ��� ui� ��

����� ���&��� &������

−ui−1 + (2 + h2x2
i )ui − ui+1 = h2λui, 1 ≤ i ≤ Nx. �74�77!

3� ��� ����� ��������� ��������� 
� ������� M �� ���
����� 
� )������� /��� 0 ��

��
�� ���� 
� ��� ���
� ��������
� �� ��� ��� ���
�� ����������� * ������ �� &������� ��
���

� ���&����
�� #��� �������� ������� 
�� �
������ �������  �Q�� * 
� )������� ����

�� (��
��� 3� �������  �� �������� 
�� &������� �������� 4� ��� 
� ������� ��� ���
��
���� ���� �.������ 
�� &�
���� �������� ��� ��� ���� 
� &������ ��� ���� ������ 
��
)�������� ������ ���������� �� −L * L� ���� �,������ �� �
����� ��
 �� ����� �� * 
�
�� �� ���	�� &������ ������ �� ���� �

�� ���� ����� 
� &������ ��� ��������� �
� ���
7P * 7G!� 3�� &�
���� ������� ��������������� ���� P�LLIGLGL 0 4�LKIGIH 0 G�L<I<KL
�� <�LGP7KHK * �������� ��. &�
���� ������	��� 7� 5� H �� I� 3�� ��
������ ���&�����
���� �� ����� �� ����� ��������� =� �������� 	�� 
������� ��� 
�� &�
���� ������� ���
O(h2)� =� ���� ���� �� ������ ������
����� 
� ���������� ���� �������� �� ��
��
��
��� ��� �.�����
����� �� R����������

– 2– 3– 4 – 1 0 1 432

0,2

0,1

0,0

0,4

0,3

– 0,1

– 0,2

– 0,3

������ �
�� 	 ��� $���� �����E��� /������� ������� �� ������������ 7������$��
$����$���



�� − &��/�$��� 0 ��	���	� �
� ����� �� �
� ����
�� ������� 4KI


���� ��	 ��G��	 �����	

D� ��� ����� 	�� )��������� �� ������ �� ����
��� ������	�� ���� 	�� 
����
����
���� ����� ������� ��� ���&��� ����
� ��� % ��-�� ����� ' �* �� ��� ���)�����
�&�� �� ��� ����� ���� �� ��� ��� 
� 
� �������������!� /� ����� �� &�� �� 
�����

�������� 6��
� �� )��� ��� �� ��C������ ����� ����
��� * &�
���� ������
�� �� ����
�
��� * ���������� ��. 
������� F���� 
� ��
����� �� 
��.���
� �� c 74�7 �&�� 6��
��
' �/� -� /�((	$	��6�6��J$	�� � �*

ode := (
d2

dx2
y(x)) + y(x) = x

(�
����� ���
��	���

' /�����	9W�/�6$	)� � )6$	�� � )9V6$	���*

y(x) = − sin(x)
sin(1)

+ x

(�
����� ������	�� 2 �� ���� ��� t ��������� u 	�� ���&��� ��� 
���� �� &�
����� 3�
���.���� �
����� �� 
� 
���� ��� ������� �����)���� �� )������� �� x�

' ��� -� /�����	9W�/�6$	)� � )6$	�� � )9V6$	��6%$�� � ��5�����*

sln := ����(x_bvp) . . . ��� ����

' ���	)�0�*

[x = 0.5, y(x) = −0.0697469634754012274,
d

dx
y(x) = −0.0429148216718923322]

' R -� � 
' ���	��	�6���	����*

Y := x→ rhs(op(2, sln(x)))

' ���%	R6)����*

0,20,0 0,4 1,00,80,6

– 0,01

0,00

– 0,03

– 0,02

– 0,04

– 0,05

– 0,06

– 0,07

������ �
� 	 5�������� ���� ���!�E�� ��* ������ : ������ �� ������



4KK �������� 	
����
�� �����
���

-�	
�1� ; +� ���
���� �
 ��� ������
� �� ��&��� �� 	�� )��� 6��
�� �� �������� 
�
&�
��� �� ��������� ������������ ����� &��� 
���������� 
����� �� 
� ���

(��
�� �������� ����� ��� ��-�� ����� �������� * �������� ����� ���� 
�� ����
����
* ���������� ��. 
������ 	�� 
�� ����
���� ��. &�
���� �������� ���/� �� �� &������
% ����
���� ' ���/��� 3� ���� �� ���&�� �� ��� 
� ����
� ��������� �� �.��

��� ���,��
�����
�� ������	���


���� ���� �� 	���� ���	

3� ����
����� ������	�� ��� ����
���� ��C�������
� �&�� ���������� ��. 
������ �
������� �� �������. �������� �������� �
�� 	�� �������� �� ��� �
 �������� ���&���
���� ������� ��. �	������� ��. ����&��� ������

��� ������� ����� 
�� ��,��� ��� �������
���� 
� ��.�� 2 
� ������� �� ��

������� ��� ������� ��������������
�!� 
� �������
�������
� �� 
� ������� ��� �
������ �����

M T�`� ������ (�>� N��O�
�O� T�N� F�����
�� � ;��� E
����� 2 �����	�� ���	����
,�� �� �� ��	���	�� ������	��� ��� 7I �������� � D��&����� ������ ������� ��
4PPI!�

M B�/� ���� 2 �����	�� �����	�� �� *����5�	��#	��� �������� ��
������� ������ =.�
)���� 7LL5!�

M B� �� ;�� 2 "�������# �
 >���	�� *������ %����
� �/�&��� 6����
�� #�]�l��O�
4PPP! 0 �� 
�&�� ��� ����� ��������
� * ������ �� 
� �� � ��������

� �� ���)������
;�� 2 �%%�-���
����������5�����/�F����$/

M (��� �� ��� ����� (3+9J#4 ��� E������! 2 ����5�%�������/��#�

M (�� 
� ���� 2 �%%�-������������������ 2
M 3� �������� 2 %����
�� 
�$����.	��	�� 
� *����	�� ���� ��� B����&��� 
�
B���	����

M m� J��"�
&�� 2 �������	�� �����	��� �� 
	�����	��	�� 
�� !?B�!?=�


���� #$������	

�������� �

(��� 
� ����
��� ��C�������
 �&�� ���������� ��. 
������

y′′ = y + 1; y(0) = 1; y(1) = 2. �9!

�! N���&�� 
� ��
����� �.�����

�! R�����&�� 
� ��
����� �.���� * 
����� �� 
� ������� �� ���� �� ����
&��� ���
���
	������ 
� ����
��� * ���������� ������
�� ��������

�! =� ��������� ���������� 
�� ���. ����
���� * ���������� ������
��



�� − &��/�$��� 0 ��	���	� �
� ����� �� �
� ����
�� ������� 4KL

{
u′′ = u+ 1
u(0) = 1; u′(0) = 0

{
v′′ = v + 1
v(0) = 1; v′(0) = 1

N���&�� u �� v� 6������ 	�� w = u + λ(v − u) ��� ��� ��
����� �� 
��	������
��C�������

� �9! �� 	���

� �������� 
� ��������� w(0) = 1� ������� ������� λ ����
	�� w &����� ����� w(1) = 2 �

�! R������� �9! ��� 
� ������� �� ���� �������� * 
��
 ������� ��+�
��� ���� �� ���
h = 1/3�

�! R������� �9! ��� 
� ������� �� �������������� 0 �� �������� h = 1/3�

�������� �

=� ��������� 
� ����
��� ��. &�
���� ������� 2

y′′ + λy = 0; y(0) = y(1) = 1.

�! �������� 
� ��
����� �.�����

�! R������� ��� 
� ������� �� ���� �� ����
&��� ���
��	������ 
� ����
��� * ������
����� ������
�� ��������

�! �������� ��� ��
����� ������	��� ��� 
� ������� �� ��� �� 
��
 ������� ��+�
���
�&�� �� ��� h = 1/3�

�! R������� ��� 
� ������� ��� ��C������� ����� ��� �� ��������������!� ���� 
� ����
����

�������� �

>��
�	��� ���. )��� 
� ������� ��� ��C������� ������ �&�� 
�� ��� h1 = 0, 5 �� h2 =
0, 25� ���� �������� 
� ����
��� ��. 
������

y′′ = y; y(0) = 0; y(1) = 1.

>��
����� 
�� ����
���� ��� �.�����
����� �� R��������� �� �������� * 
� ��
�����
�.�����

�������� �

=� ���
�	�� 
� ������� �� �������������� * 
� ����
����� �� ����
���

y′′ + y = 0; y(0) = y(1) = 0

�&�� �� ��� h� �� ���� 	�� xi = ih �� y(xi) = yi�

�! ���

� ��� 
��	������ &������ ��� 
�� yi �

�! 6������ 	�� 
� ��
����� �������� ���&�� � &��� 
� ��
����� �.���� 
���	�� h → 0�
R������� ��. ����� 	�������� ���� 
� ����
��� ��. &�
���� ������� 2

y′′ + λy = 0; y(0) = y(1) = 0.
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���� ���0��	

)��*�� �+ ,������ �2�� �����

D�� ������ �� 
�� ���� L ��� ��������� ���� �� ��� 0 �

� ��� ����1����
� �� 
��������
�� ��)��������� 3� ������ &� i����� ���� 
��C�� �� ��� ����� �� ���� 
��C�� ����� )����
����1����
� ���
�	��� * 
��.������� 
����� +� �������� �����.�������� 
� )���� �� 
�
������ �� ���� � ��� ��
����� �� 
��	������ ��C�������

�

EIy′′ = Ty − μgx
2

2
�74�74!

�&�� 
�� ��������� ���&�����
M E 2 ����
� ��l��� �� �������� 0

M I 2 ������ ��������� �� 
� ������� ������ �� 
� ������ 0

M μ 2 ����� 
����	�� �� 
� ������ 0

M g 2 ����
������� �� 
� ��������� 0

M T 2 )���� ���
�	���

T

y

x

a
b

x = Lx = 0

������ �
�� 	 .���� �� R�*����

=� ��������� ��� ������ �� ������� ������ �
���� a× b� 3� ������ ��������� ��� �� 
�
)���� I = ba3� �� b ��� 
� �:�� ����1����
 �� a 
� �:�� &������
 0 
�� �:
�� �� a �� b ����
��&����� �� 
� ������ ��� ������� �� LP◦�

7� m���� ���
��	��� ����� �	������ ��C�������

� * ���$������ ��������� ���� �� ���
������ �.��������� =� �� ��������� ��� 	�� 
� ��� �������
��� �S T = 0� N���&�� 
�
)������� y0(x) �����)������ * 
��	������ ��C�������

� �� ��. ���������� ��. 
������
y0(0) = 0, y′0(L) = 0� ���

�� ���� �
��� 
�� &�
���� �� y′0(0) �� �� 
� % i���� '
y0(L) �

4� m���� ������	��� 3��.������� 
���� ��� ������� ����� ��� ��� 0 �� �� ������ 
� ��)���
������ &������
� ��� y(0) = 0� 3� ������ ����� ����1����
� * 
��.������� ��������� 2
y′(L) = 0�

5� m����� 
� ��� ����� ������������� * 
� ������� 	�� &���� ������ �.������ /������
������	��� ���� ��� ������ �� ���� 2

E � 1010#@�2 0 μ Y G�4 O @� 0 a Y H �� 0 b Y 7P �� 0 L Y 5��



�� − &��/�$��� 0 ��	���	� �
� ����� �� �
� ����
�� ������� 4L7

�! F������ 	�� 
�� ����
����� �� 
�������� �� )����� ���������� �&�� ���. �� 7◦�

�! 3� )���� ���
�	��� ��� ��� ������� �� HPPP #�

G� �������� 
�� ��)��������� �� 
� ������ 
���	�� 
� ����� �:�� ��� ����1����
 �� 
���	��

�  ���� �:�� ��� ����1����
�

H� +.������ 
��C�� ����� )���� �� ����������� �� ���� ����
��

-�	
�1� ; ���� �&���� ���&��� * ��
��
�� ��� ��� ������� ���� ������ �� ����  ������
�
 ��� ���������� �� ���� �� ��������� >����� �� ���� ���
����� ���� 
�� ���������� 
�
&�����
� X = x/L �� ���� 
�� ���������� 
� &�����
� Y = y/y0(L)� �S y0(L) ��� 
�
i���� �� 
�������� �� ���� � ����&�� �� 7◦�

)��*�� �+ '6
 ������

3� ����� ����� �� ��� ���� �� ���� ���������� ��� ������� �� ��&�
����� �� ���
������� &�����
� S(x) ��� �� �� ��� ���. �	������� 2 
� ��
����� )���������
� �� 
�
�����	�� ���
�	��� * ��� ������� ����� �� 
��	������ �� ����������� +� ���������
	�� 
� �������� �� 
� ����� ���� ��������� ���� �� �
�� �� ������� ������� ��

�����
������&��� 2

∂p

∂x
= −iωρ0

S
U ;

∂U

∂x
= −i ωS

γP0
p,

�S p ��� 
� �������� �������	�� 	�� ���,���� * 
� �������� ����������	�� ��������� ��
���)���� P0� ρ0 ��� 
� ����� &�
���	�� ������ �� i����� U ��� 
� ����� ��3@�! *

��������� x �� γ = Cp/Cv� =� � ������� 	�� p �� U ������� ��� )�������� ������U��
��
�� ������ �� ��
������ ω� �� 	�� ������ ���
������ 
� &�����
� ������ ��� �	�������
���� ���� * )��� ���
� ��� ��. ��
������ ����� ������� �� ������� 
� 
�� ����� 
� ��
�
�����	�� �
� �������� ����
�"��� 
� ������� �� 
� ����� ������� 
� �
��� �� �������!�
3� ��������� iωρ0/S ��� ��� ��������� �������	�� ����� ��� ����� �� 
�� ����� �
���
	�� iωS/γP0 ��� ��� ���������� �������	�� ����

�
� ��� ����� �� 
�� �����

7� m����� �� ��� ����� ���� �������� 
� ������ ��C�������
 ��� 
� % ������� ��
��� '� �������� * 
� ������� R�� �M?���� ������� G� =� �����

� 	�� ��� �
 �������
��&���� * ������� ω� ��� &�
���� �� p �� U * ��� �.������� �� ���� �x = 0 ���
�.���
�! ��������
�� �&�� 
�� ���������� ��. 
������� * ��
��
�� p �� U 
� 
�� ��
����� ,��	��* 
������ �.������� �x = L! * 
����� �� 
��
 ������� �� R�� �M?����
�� ���� * ��������� 	�� 
�� ���������� ��. 
������ �� x = L ���� &�������� (� �� �����
��� 
� ���� �� ������� ��� ���&�

� &�
��� �� ω �� �� ����������� D�� ���������
��� ���������� ��� &�
���� �� ω ��� ����1 �$����� ���	�� )��	����� ������ ����
���� ���������� * ��� ��������� ���

���� 	�� 
� ��������� ���� P�H g�

3�� ���������� ��. 
������ * ��� �.������� )����� ���� U = 0� p �= 0 �
� &�
��� ��
p �.� 
����
����� ���������� ��� &��������� �������	��� �� 
����� ������������!� >
��� �.������� ��&����� �� � p = 0, U �= 0 ������ U 	�� �.� �
��� 
����
�����!�

3� ��� ����� ���� �� ��������� 	�� ��� 	�������� ���

��� ��� �������� ������
���

� �� ������ ��� ������ �� U �� p! ���� �� ���� ������ ���� (��
��� ������
��
����������� ��� &�����
�� ����
�.�� � ���� ���&��� ���������� ��&��� ���)���������
����� ������������ �� �������
���!�
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4� R�����&�� 
�� ����� �� ����. �
�����	��� �� ������� ��������� ��&������&��� ��
��&����)���� �L Y P�K �!�

5� +� ���
���� 
���������� �������	�� ����� �.������� ��&���� �Z = p/U! ����� ���
��

�� ����� 	�� 
����� �� �������	�� ��� ������� ���� )���� ������� ������	����
(� 
� ���� �� ���� �a! ��� ���� ����� ��&��� 
� 
�� ���� ������� �� � 2

Zouv =
p

U
= i

0, 6133
π

ρ0ω

a
.

=� ���� �� ������� 
� �� 
� ��������� ���&���� 2 
�� ����������� ���.������� )���
	�� 
� 
�� ���� �� ���� ��� �� ������ �� 0, 6a� 9��������� ����� ���������� ����

� ��� ����� �a Y P�P74 �!�

G� N��� ����	��� ;������� ������������� * &��� ���
� ��� �� ����
 ����	�� �� ���
��������� ����	��� ���������� ����� �� ���p� ���� 
��.������� �������� 
� �:��
����� ��� ���� * )��� ����
�� �S ����� ��� ��

�!� N���&�� 
�� ����� ���� ����
����	��� ��&������&��� �� )�������&���� =� ����������� 
� �:�� * ��� ��������
�� ������ � �
� �� ��� ������ ������� =� �������� * �� 	�� 
�� )��	������ �������
������ ��� ������
�� * 
� ������ ��&���� �� )����� �� 
��.������� ������� �����	���

�
��� ����	�� )����� �� ����� �������!� ����� �������� �����

� &������ �

H� 3�������
�  �� �������� ���� ���� ����
��� ����� �� ���� �� ����
 &�����
�
��
�� 
�� ���� * �������� ���� 
� 
����� Z�Z� ��� �
����� ��. ����� k ��� ����
��� ������
�� 
�� ���������� ������� ���� 
� ���
� �������� ������ �� )������� ��

� �������� * ������ �� )��� �� 
�  �� �!� N���&�� 
�� ����� ��������� )��	������
�Z������
�Z! ��������� �� ���� 3�� &�
���� ������	��� �� 
� )������� S(x) ������
��
��
��� ��� �������
����� 
������� ���� 
� ���
�

d(cm) A(cm2) � > � > � > � >

P�P 4�< 5�H 7�P I�P 4�P 7P�H <�H 7G�P L�P
P�H 7�< G�P P�<H I�H 4�< 77�P K�P 7G�H K�P
7�P 7�5 G�H P�<H K�P 4�< 77�H K�P 7H�P <�H
7�H 7�P H�P P�<H K�H 7�< 74�P K�P 7H�H H�P
4�P G�P H�H 7�P L�P 5�4 74�H K�P 7<�P H�P
4�H 4�< <�P 7�5 L�H G�P 75�P K�P 7<�H H�P
5�P 7�< <�H 7�< 7P�P H�P 75�H K�P 7I�P H�P

)��*�� �+ C��(�� �� G����$%)����6

7� 9�����������

D� �
������ ���� �� ������
 �� ���
��� ���� 
� ��������
 �������	�� ���� ��� 
��
����.� �������� ��. ������ ���� ������� ;
��� �7L4K! � ������ 	��� ���� ��
��
��� ������ 
�� )�������� ������ ������� ��� ����� �
���� ��� �����&��� ����
���
��� ��� )������� �� ���� ������� 	�� 
� ������� ���� �������� �����&�

�� ������ ���

� &������ �� ����� ����� ��� ����
�.�� 
�� ��
������ ����� ��� �� ���� ����	�� 2
�� ���
� �� ������ ���������� ��� %  ��� '!�



�� − &��/�$��� 0 ��	���	� �
� ����� �� �
� ����
�� ������� 4L5

3� ����
� ��� 
������� )����� ������� * 
� ���� ����
������ /��� �� ����
�� ��
������"��� 	�� 
�� ��&���. ������ �� �������� ���� �
������ ���� �� ����� ��
�����
�� �
������� ��&���. �� �������� �� ����� &������ 0 �
 ������-� ��� ������ 	�����
��������� ������� ������ �������� ��� ��� ������ �����������

?���� �� ����� �7L5P! ��� ������ ��� ��� �� �� ����� ������ �
����� �� ������
���� +� ���
����� ��� ���������� ��. 
������ �������	���� �
� ������&��� 
�� ����
����
�� ;
��� 0 
�� ���� ��� �������� ���� ��
������ ����� �	������ ��������������

/����� 7LHP �� �&�� 
����������� �� ���������������� ������ �� ����������� ��. ���
����. ���� �
����� 9
� ���������� ��� ��&���. ������ �� ������ �� ���� ��� ������
����������� �� >������� �7LHK! � ����&� 	�� 
�� )�������� ������� ���������������
������� 
���
����� �� &������ � ��� ��)����� �� ���,�� �������� * ������� ������	���
���� 
� ����
� �� ?���� M������ �&�� �� ������ �� ����� ������� ����� 7 ��
��&���� 4P�

4� 6���
� ����	��

3� � ��� ���������� ���������� 
� ��������
 �� ?���� �� ������ a0 = 0, 529o ��� 
�
���� �� ;���� 3� ��������
 ��&���� ����  ���� ��. ����� �� 
� �� ��� ����������� ��
���� 	�� 
� )������� ������ ������
� �� ��� ������� 3�����

� &������
� ��� �
�����
��
���� �
�� 0 �� ���� ���)��������� 
� ����
� �� ������� ��� &�
��� �.�
����� ��
��������
 * 
��.������� ��)� 
� ���&��
 ���.��������! �� �� �������� 
�� ���������� ��.

������ �� �����	������

0

2a0

– 300

V

2a0 1,5a0

������ �
�� 	 .������ �� O����(=.����&�

3��	������ �� (���n��� �� �������� �� ������ �����	���

1
2
ψ′′(x) + [E − V (x)]ψ(x) = 0.

5� ��� ���������

m����� �� ��� ����� ���� ���������� 
�� ���� ��� �������� �� 
�� )�������� �������
��� 
� ������� �� ���� ���� �� ������ �� ����� ������ ��� 
����
�������� 9
 ����&� 	��

�� ����� �� ��������
 ������ ����
���� =� ���� ���� �� ��� ����� V = −150 �F ��
���	�� ����� �� �������������� 9
 ��� ���������� �� )���� )���������� 
��
 �������
% * 
� ���� ' �� ����� 0 
���	�� ���� )��������� ���� ����� �� ���� �������� 
��
���� ��� ��������	������ ��� ����������� 9
 ��� ���&��� ���������� �� �������
����

� )������� ������ �� ����� �� ������ ���� �&���� ��� &�
���� ����  ������� ���&���
�� �����������  �����	������ 
� )������� ��������
 �� 
�� ���� ��� ��������� �����



4LG �������� 	
����
�� �����
���

����� �� 
� )������� ��������
 �� ��� )������� ������ ���������� ������� ����� F������

� ��� )������������� ���� �� ����� ���	���

G� >��
��������

�! ���� 7P ������ �� ���� ����&�� 4H ��&���. �������� �� 5 % ������ ' ��������
�
� �
�� 
�� ��� * −266.7709 �F� 
� ����� 
�� * −3.98506 �F!� F������ 	����
�� ��������� ���
� �� �������� ���� �������� ������� �� ������

�! +.������ 
�� )�������� ������� +

�� ��&������ �&��� ��� )���� ������ �� ;
���
% ������������ ' 2 �� ������� ����� )������� ���� 
� ����������� �� ������ ��� ��
������ �� ������ �������! ��� ��� ���� ������������ ������������� �� �
������

���� ����� ��  ���� ����� ���	��!�

�! ��
��
�� 
� ������� �� �������
��� ��� * ������ 
�� )�������� ����� ����� �� 
�
������������

�! 6���� 
� �������� ����� ��������� ��� �.���
� �� ��������� 
� 
�� ��� ����
����� �� 4Hg� ���

� ��� 
� ���&�

� ��������� �� ����� � F������ ������-��� ��
��&��� ���������� � ��� ��&������� 
�� �������� �� �������
��� �

�! (���
�� �� �������� ������� �� )������ i������ �
����������� 
� �������� �����
������ ��� ��&���� 
� ��������� �� ������ �

)! +C�� ���� ����� �
�����	��� +� ����������� * 
� )������� V (x) �� �������
��� )������� V1(x) &������ 
����������� ����� �7P �� A7P �F� �� ����
� 
��C��
���� ����� �
�����	��� +.������ * ���&��� 
�� )�������� ������ �� 
� �������
�
�������	��  
���
� ���� ���	�� ������

)��*�� �+ @���
����� �2�� 	�	��
�� �����
���

3�� &��������� �����&����
�� ����� �������� �����
����� �� ������� ���)���� N �� ��
����� ���)���	�� ���)���� μ� ���� �������� ��� 
��	������ ��. ����&��� ������

�� 2

∇2u =
1
r

∂

∂ r

(
r
∂ u

∂ r

)
+

1
r2
∂2u

∂ ϕ2
=

1
c2
∂2u

∂ t2

�S u(r, ϕ, t) ��� 
� ��)�������� �� 
� �������� �� c =
√
T/μ ��� 
� &������ �� ����

�� ����� ��� ������ =� �� ������� �� �������� 
�� ���&������ ������U���. �����
�������� �����
���� �� ���� a�

7� =� )��� 
��������� 	�� u = R(r)Φ(ϕ)e−2iπνt �� �� ���
�	�� 
� ������� �� �����
������ ��� &�����
��� 6������ 	�� 
� )������� R��! ���� ���� ��
����� �� 
��	������ 2

R′′(r) +
1
r
R′(r) +

(
k2 − m2

r2

)
R(r) = 0 �74�75!

�S �� � ���� k = 2πν/c �
� ������ ������!� /��������� 
� )������� Φ(ϕ) �� 
��
&�
���� ������
�� �� 
� ��������� �� ���������� m� E���� 
� ���� ����� �� &�����
�
ρ = r/a 0 	��

� )���� ����� 
��	������ �74�75! � =� ���� S(ρ) 
� ���&�

� )�������
���������

4� 3��	������ �74�75! ��� �������� * ���. ���������� ��. 
������ 2 R(a) = S(1) = 0 ��
R(0) = S(0) ����� =� ������� �� ����������� ��� 
� ������� �� ���� 
�� &�
����



�� − &��/�$��� 0 ��	���	� �
� ����� �� �
� ����
�� ������� 4LH

�������� �� 
� )��	������ =� ����� �� �
�� 	�� 
�� ��
������ ��������
�� ���� ��
���. ���� 2 ��

�� ���� 
��	��

�� S(0) = 0 ��� S′(0) �= 0! �� ��

�� 	�� �������������
* S(0) = 1 ��� S′(0) = 0!� ���� ��� &�
��� �� m ������� �� ������ νp �� kp 
��
&�
���� �������� �� 
� )��	����� �� �� ������ ������� =� �� 
������� * p �� m ��

������ �� 5� 3�� )��	������ �������� ������

�� 
�� �������	��� ����� )��	�����
)���������
� �

5� R����������  �����	������ 
� )������� ump ���� 	��
	��� &�
���� �� m �� p�





������� ��

0����	�
 ��� ������
 ��������


;��� ��� ���������� ����	��� �� ������������	��� ���&��� ���� ������� ��� ���
�	������� ��. ����&��� ������

��� 3� �
����� ������� 
� ��� ���� ��&��� ��� ����
��
����������� ����� 
� ��� �� �
����������	�� �3��
���� �������!� �� �
����������	��
�6�.]�

!� ���� 
� ������� �� 
� ���
��� �E������!� ���� 
� ��C����� �E��O!� �� �����
��	�� ��� i����� �+�
��� #�&���M(��O��! ����� ���� 
� ������	�� 	�����	�� �(���n�
��� ��!� 3� ����
����� ��� �	������� ��. ����&��� ������

�� ��� ���� �� ��,�� ������
����� ����� ����� �� ������� ���� ���&��

� �� ������ �� �
��� ��&�
��������� >�����
���� 	��� ���� �� ��������� ���� �� )����� 	���.�
���� ��� ����� ������ ������ �� 
�
	�������� #��� ���� 
������� ��. �	������� 
��������� * ���$������ ���������� * ���.
��� �����! &�����
�� �������������� �� �� ����������� 	�� ��� ����
���� ����
��� ���

��
�� ��� ��� �������� �
���������� �� ��������������� ����� ���� 
� ��� ��� ����
�
���� ��C�������
� * ���������� ��. 
������ ��������� 74!� �� )����
���� ������� * ��
������ ���	������� 
��������� 3�� ��&�
��������� 	�� &��� ���&�� ���&��� ���� ����
���������� ����� ��� ���
�������� ��� �
 �������� ������� ���� 
� �������� <�


��
� *����$������ '�	 '(���(�	
�� '�	 '�&&(�����	 &����	

����� ���� 
��&��� �����

� ���� 
� �������� K� ���� ���&��� ��������� 
�� ����&���
����� )������� u ��� 
�� �.��������� ���&����� 2

u′(x) =
1
2h

[u(x+ h)− u(x− h)] +O(h2),

u′′(x) =
1
h2

[u(x+ h)− 2u(x) + u(x− h)] +O(h2).

��� ��
������ ������	��� ���
����� 
� ������ ��� ������ �� ��&�
��������� �� N�
��
���� ��������� 
������� �� ����������� #��� ����������� ����� ��� )����
�� �������
���	��� ��������� ��� ��C������� 
�����
�� 2

u′(x) =
1
h

[u(x+ h)− u(x)] +O(h) ; u′(x) =
1
h

[u(x)− u(x− h)] +O(h),



4LK �������� 	
����
�� �����
���

	�� ���&��� ���� ���
�� ��. ����� ���� �������� =� � �
�� �������� ������� * ���
)����
�� ������� �
�� �
�&� 0 �
 ��� ���&��� ���)����
� �� �������� h� /��� 
� ��� ��
)�������� �� �
������� &�����
��� ���� ���
�	���� ��� ��
������ �������������� *
���	�� &�����
�� 9
 )��� �
��� ������ �� ��������� ���� ��������


���� ?-�����	 '� ����� �� ���		��

3��	������ �� ������� �75�7!� 	�� ���
�� 
��	������ �� 3��
��� ����� ��� �������
���

���	�� f = 0� ������-� ���� ���� ��� ����
���� ���
����������	��� (� ���� �����������

�� ����������� ������������� x �� y ����� &�����
�� ������������� �� �� ���� ������
u 
� )������� ��������� �

� ������� 2

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= f(x, y); (x, y) ∈ D �75�7!

�S f(x, y) ��� ��� )������� ������� ��$������� �� �
���� ���� 
� ������� D �� �
��
x, y� ������� 	�� ���� ��������� ����� �� ����
����� �����.�� 3���	�� 
��� �������
* �������� �� ����
��� �������� ����� �	������ �������&���� ��� ���
�� ���� �

� ���
�������� * ��� % ���������� ��. 
������ '� �
����	������� �� ������ �� ���. ���� �����
�� ����������� =� ���
� �� % ����
��� �� /�����
�� ' �� u ���� &������� �� �
�� ��

��	������ �� �������� 
� ��������� 2

u(x, y) = g(x, y); (x, y) ∈ C �75�4!

�S g ��� ��� )������� �� �
���� �� C ��� 
� )�������� �� D� =� ���� �� ��� % ����
���
�� &�� #������ ' 
� ��� �S� u ����� ��
����� �� 
��	������ �75�7! 
� ����&�� �� u ����

� ��������� �����
� * 
� )�������� �� D ��� ������� 2

∂u/∂n|x,y = g(x, y); (x, y) ∈ C. �75�5!

D�� �	������ ����� �75�7! ��� ���� % �

����	�� ' ��� �� ��� �

����	��! ��� ���
� ��
�&�� 
��	������ ����� �

���� �� ����������� ������������ 2 x2/a2 + y2/b2 = 1 �S 
��
������ �� x2 �� �� y2 ��� 
� ���� �� ��� R����	��1 	���
 )��� ����&�� u ? �2��������
�2� ��	
��� ���	�� /������ ����� ���� 	�� u ���������� ���  ������� ����	��
��

� 	�� 
� ��������
 �
�����	��� ����� ��)������ * ��� ������ �� * ��� ����������
����	��� � ������� 2 
� ����
��� � ��� % �������������
��� '�

>������� 
� �������������� �� 
��	������ �� �������� ���� ����
���� 
��.����� ����
��������� 
� ��
����� * 
���������� ����� �� ��� ������ �
���� �� �
�� (x, y)� 
�� �:���
�� ������ 
� ����� ����

�
�� ��. �.�� �� ������������ #��� ����������� �� �
��
(x, y) �� 	�����

� � �� ��� h �� x �� k �� y 0 ���� 
� ������ ���� ���� �������������
��. &�
���� �� u ��. ������ �� ����������� xi = a+ih, yj = c+jk� �&�� x0 = a, xm =
b, y0 = c, yn = d� 9
  � m �����&�

�� ���� 
� ��������� x� ���� h = (b − a)/m 0 ��
����� ���� �������� n �����&�

�� �� y �� k = (d− c)/n� #��� �������� 
� ��������
u(xi, yj) � Uij �� �� ���� ��� 	�������� ���� �����.�������� �� 
� )������� ���������
�� ������ �� (m−1)×(n−1)! 	�� ���� ��&��� ����&��� #��� ����
�"��� 
�� ����&���
������

�� ��� 
���� �����.�������� �� ������ �� ��C������� ����� 0 ������ �� ����� i, j 2

∂2u

∂x2

∣∣∣∣
ij

� 1
h2

[Ui+1,j − 2Ui,j + Ui−1,j] �75�G!



�� − 1�
���	� �
� ������� ��������� 4LL

�&�� ��� �	������ ���
� �� �� y� 3��	������ �� ������� �� ������ ���� * �� ������
�� (m− 1)(n− 1) �	������� 
�������� ���� ������ ����������� 2

(1/h2)(Ui+1,j − 2Ui,j + Ui−1,j) + (1/k2)(Ui,j+1 − 2Ui,j + Ui,j−1) = Fi,j �75�H!

�S Fi,j ≡ f(xi, yj)� #��� ��������� �&��� �C���� * �� ����
��� �� /�����
��� u ���
������ ��� 
�� )��������� �� ������� 2

U0,j = g(x0, yj); Um,j = g(xm, yj);
Ui,0 = g(xi, y0); Ui,n = g(xi, yn).

N����� 
�� �������� �� ����
����� ��� ������� 
�������� ���� �� �������� ���
����
�� *
�� ���� ���������� �
 ��� ���������
� �� ����� ������ �� 
� ��������� �� ��� �	��������

�	��

� ������ * ��� ���� �� 
� )�"�� ���� ���� �

��� ����������� 
�� ���������� ����

��������� Ui,j ������ �� ���. �������� �� 	�� ��� ��
�������� 3� �
�� ����
� ��������
* ��������� 
�� ��������� 
� �� ��� 
� ��� * 
����� ���� ������ ���	�� k = i+(m−1)j�
>&�� ��� ������������ ���&����
�� 
� ������� ��� ���$������ ���� ������	��� �� ����
����� ��� ������� ������ ���
� �� ����	��� ���������� �������� ���
������ ��
�� /�
�
��� ����� ������� ���� ��� ���
����� ���������� +���� �� ���� ���&��� 	�� m ��
n ������ ����1  ������ N����� ��� ������� )��� 	�� 
�� �������� �������&�� ���� ����
���&��� ���
����� ���� �������� 
��	������ �� ��������3��
����

3���	�� x �� y ,����� ��� �:
�� ��������
��� �
 ��� ���������
� �� ������� h = k 0 
�
������ ���	������� �� ����
��� �
��� �� 2

Ui+1,j + Ui−1,j + Ui,j+1 + Ui,j−1 − 4Uij = h2gi,j �75�<!

F��� �����	��1 	��� ���� 
� ��� �� 
��	������ �� 3��
��� �g = 0!� 
� ��������
 ��
����� (i, j) ��� 
� ������ ��� ��������
� �.������� ��. ������ 
�� �
�� ������� ��
����� �� ���� * 
������ �� * 
����� B��	�� ���� 
�� ������ <P� �� ����
&��� �� ��

������ 
������� ���� ����������� * 
� ����� ��� ��� ������� �������.�������� ����
�����&���� ���� ������� �� ��
�.������ �� 	�� ������� �� )��� 	����� &������� �� 
��
�
 ������� �� J�����(����
� /����&��� ���������� 
� ���� �� ���&�� �� 
� ��
�.������
#��� ���� ������� ��� �����.������� ������
� U (0)

i,j � ���	�� &�
��� ����� ���������
�� ����� ���&����
�� ��� �� ������ *  ����� ����

�� #��� �.�
����� ������� 
� ��
��� 
� �� ���� �.���
�! 
� ���
��� ��� Ui,j �1 ≤ i ≤ m − 1; 1 ≤ j ≤ n − 1!
�� ���� ����
�"��� ���	�� &�
��� ��� 
� ������ ��� G &�
���� 	�� 
���������� 2
Ui,j ← (1/4)(Ui+1,j + Ui−1,j + Ui,j+1 + Ui,j−1)� ��  ������ 
��������� &�
��� ��
�� ����&��� 
� ���&�

�� >���� �� ������� ������ �� ��
�� ��� 
�� &�
���� ��� Ui,j ��
�����
����� 0 ���� ��������� 	�� 
� ���&�� ���� ��� �������� 	���� 
� &�������� ��
���&�
�� ��
1� Ui,j ����� ��������� * 
������ ��� ��)������� * �� ����
 ���&����
�� /� ���
,����� 
�� ���
���� ������ +.��
 �� ��
� ��=���=$��! ���&��� ����
���� 
� �������

� ����� �� 
�  ����� 9
 ��$� �������

�� ���� ���	�� ��

�
� ���������� 
� )����
�
���������� ����� ��� �.���
�

D5 = 0.25 ∗ (D4 +D6 + C5 + E5)

�� 
�� ���������� ��. 
������ ��&�����
�� ���� 
�� ��

�
�� ��� ������ 9
 )��� ���� ����
������ �� 
� ����
 �� ������� 
�� % ��)������� �����
����� ' �� ����	��� 
� ������ ��.���

������������ �� 
� ����
 �� ���&�� ����� 3� � ��� 75�7 ������ 
� ����
��� ���� ��
 ��
��

���� �� ������������ �
��� ��������� �� ���. ������ ����

�
�� ��������� 
�� � &��
�� ������



5PP �������� 	
����
�� �����
���

0,8…1,0
0,6…0,8
0,4…0,6
0,2…0,4
0,0…0,2
– 0,2…– 0,0
– 0,4…– 0,2
– 0,6…– 0,4
– 0,8…– 0,6
– 1,0…– 0,8

25

22

19

16

13

10

7

4

1
1 4 7 10 13 16 19 22 25

������ ���� 	 5�������� �� ���$����� �� ������� : ������ ��)*����

/��� 
� ���
���� �
 ��� ���� 	�� 
�� )��������� �� ������� �� ��������� �� U ��U�������
�&�� ��� 
� ��� �� ������������ 9
  � �
��� �� ����� ���. )�"��� �� ��������� 3� �
��
����
� �������� * ������� �� ��� �� x �� y ����1 ����� ���� 	�� 
��� ������ ���������

� )�������� ��� �� ����
��� �
�� �� ����� �� �
���� 3� ������� �������� * ������� 
��
)����
�� �.������� 
�� ����&��� ������� ���� ����� ������ �� ��&��� ��� �	�����������
/��� ���� 
�� ���� �� ������ 	�� 
� ��� ����� % ���&�� ' ��������	������ 
� �����
�� 
� )��������� �� 	�� ����� ��� ��$��
�� ���� ��� )��������. * ���
�����


���� ?-����� '� � ������

3��	������ y = ax2 ���������� ��� ������
�� ��� ���
� ��� �� ��� 	�� 
��	������ �� 
�
���
��� ��� �� 
� ��C�����!� 	�� ������� 2

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2
; 0 ≤ x ≤ L; t > 0 �75�I!

��� ��� �	������ �� ��� ������
�	��� 3� ����. �� 
� �������� ����������� 	�� x ���
��� &�����
� ��������� t ��� 
� ������ u ��� ��� ����������� �� ��� �������������
��������� �� ����. ���&����
� �������� ���� 	�� 
��	������ ���������� ���� ������
����!� 9
 �.���� ��� ���������� ��. 
������ 0 ���� �.�� 
�� ������ ���� 
�� ��������� ��
/�����
�� 2

u(0, t) = f1(t); u(L, t) = f2(t)

�� ��� % ��������� ������
� ' 2 u(x, 0) = g(x)� 9��� ���� ��������� u ���� �� �������
��&��� �� �
�� x, t 2 
� ����� t > 0, 0 ≤ x ≤ L� =� ���� � �
����� ���������� ���
���������� ��. 
������ ������� ��� 
�� ����&��� �� u�

#��� ����� ���� 
� �� ���� [0, L] �� m �����&�

�� �� 
�� ���� h ��� 
�� ������
xi, 1 ≤ i ≤ m − 1� x0 = 0, xm = L �� ���� ����
�"��� 
� ����&�� ������� ���
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��� �����.������� ���� )���� �� ��C������ ���� 2

dui

dt
=

1
h2

[ui+1(t)− 2ui(t) + ui−1(t)],

�S 
� �������� ui(t) ���������� 
� &�
��� �� 
� )������� u �� ����� ���������� ��������
ih� 3��	������ ���������� ���������� ��� ���������� ���� ������ �� m−1 �	�������
��C�������

�� 
�������� ����
���� 	�� ����������� 
�� m− 1 )�������� ui(t)� N����� 
��
�������� �.������ �� �������� 77 ���� ���
����
�� �� �������� ���� �������� �� ���
����� ���������� �
 ����  �&��� �������� ����������� * ��
��
�� ��� �� ����� ����

�� �� 
�� �	������� ��� 
���� ���� ����
�� ����$������ ���������!� ��� �����	�����
���� ������� ������� 
�� �������� 
�� �
�� ����
�� �� 
�� �
�� �������� #��� ����
���"��� ��� ����
���� 
� &�����
� �������� t ��� 
� &�����
� �������� tj = jτ �� ����
������ u(xi, tj) ≡ U j

i �

#��� ���&��� )���� ����
 * 
� ������� ��+�
�� 2

1
τ
(U j+1

i − U j
i ) =

1
h2

(U j
i+1 − 2U j

i + U j
i−1)

���� ������ �r ≡ τ/h2!

U j+1
i = (1− 2r)U j

i + r(U j
i+1 + U j

i−1), �75�K!

�� 	�� ���� ���&��� ����� ������ u(j+1) = Au(j) �� ������ u(j)
i = U j

i , 0 ≤ i ≤ m− 1�
��� ��
������ ��� 
� ������ �� 
� ����
����� 2 
� &������ u(j+1) �� ��
��
� * ������ ��
&������ u(j) ��� ��� ����
� ��
���
������� ��� 
� ������� ������ ���
� A �� �� ��
��

��� ������ * ������ �� u(0) = {U(xi, 0)}� ������ �� )��� 	�� ����������� ���������� ���
����� �
�� �����)����� ������ 	�� 
��
 ������� ��� ������
� ��� 	�� r = τ/h2 > 1/2�
����� &��� ���&�1 
� ��������� �� ��������� 
�� � ���� 75�4 �� 75�5�

0,80,3 0,4 0,6 0,90,5 0,70,0 0,1 0,2 1,0

0,4

0,6

0,9

1,0

0,8

0,5

0,7

0,3

0,0

0,2

0,1

������ ���
 	 5�������� �� ���$����� �� �� �7����� ��� ��� ��7��� �*������� ���
+������ ��� �����E��� ��� > L S �1 m S ��1 r S 
1�	�� Q� � ��������� ��� ����!� ��� �1

�� t S 
 : t S 
1���



5P4 �������� 	
����
�� �����
���

0,80,3 0,4 0,6 0,90,5 0,70,0 0,1 0,2 1,0

0,4

0,6

0,9

1,0

0,8

0,5

0,7

0,3

0,0

0,2

0,1

������ ���� 	 5�������� �� ���$����� �� �� �7����� ��� �� ��7��� �� �� 3(��� ����1
���� ���� r S 
1�
��

���	��� % D�� ����� ������������ ��. ���������� ���)������ ��� ������� * 
��������
P� * ��� ����������� ��������� �� 
��������� 2

0 ≤ x ≤ L/2 : u(x, 0) = x;L/2 ≤ x ≤ L : u(x, 0) = L− x
�� ���� ��������� 
� ����������� ��� ������������ ��. ���	��� �
���������� 3�� � ����
�������� 
�� ����
���� �� ���. ��
��
�� 
��� ���� r = 0, 495� 
������ ���� r = 0, 515�

#��� ���&��� ������ ��� ����� �����.������� �� ∂u/∂t 	�� ������� *

1
τ
(U j+1

i − U j
i ) =

1
h2

(U j+1
i+1 − 2U j+1

i + U j+1
i−1 ) �75�L!

	�� ����� ����� 	�� 
� ������������� �� 
��
 ������� ��+�
�� ���
����� �&��� c77�H�4
�� c77�<!� ��� �
 ������� ��� ����
�� ���� �
 ��� �
�� ����
�	�� * ������ �� ���&��
	�� 
� ���������� +� �C��� ��� ��
����� ��
�� �
������� U j+1

i �������� * 
��� ��� U j
i 2


��	������ ��. ����&��� ������

�� ��� ��&���� �� ������ ���	������� 
�������� 	��
���� ���&��� ������� �� Au(j+1) = u(j)� 9
 )��� ���� �������� �� ������ ����
���	�� ��� �� ������ ����� ��� ����� �������� �����
�	��� 
� )������������ LU * A 0
�
 ���� ��$� �
��� �� �������� ���. ������� ����� �
����� * ���	�� ��� �� t�

3��
 ������� ��������� ��� �������� ���
���� ��� �� �����-� ��� &������� �
�� ���)���
������ 
� ������� �� ����O �� #���
���� ��� ������� ��� ������� �� ���&��

�� �&��

� ������ ��� ���. )����
�� �75�K! �+�
�� �.�
�����! �� �75�L! �+�
�� ���
�����! 2

2
τ

(U j+1
i − U j

i ) =
1
h2

(U j+1
i+1 − 2U j+1

i + U j+1
i−1 ) +

1
h2

(U j
i+1 − 2U j

i + U j
i−1).

������ ������ r = τ/h2� �
 &���� 2

−rU j+1
i−1 + (2 + 2r)U j+1

i − rU j+1
i+1 = rU j

i−1 + (2− 2r)U j
i + rU j

i+1 �75�7P!

	�� ���� ����
����� �� Au(j+1) = Bu(j)� 9
 ��� ������ ������� �� )��������� A�
�� ������ ������ �� �� 	�� 
� ������ ��� ������ ���
�
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���	��� % #��� �������� * ���&��� 
� ����
��� �� 
� ����� ���� ��� ������������
3� ��� ����� ���
��� ��� �� ���&�� ������	������ 
�� )����
�� �<�7L! �� �<�4P! 	��
���������� �� �������� �� ������ 
������� ������ ���
� 3� ���
� ��$��
�� ������ ����

� ����. �� 
� ������������ ��� ����������� ��� ��C������ &�������� (� 
�� ���������
���� ���������� �� 7 * N+2� 
�� ������������ ��������� ������ ������ T2, . . . , TN+1�

� ������� A ���� ������� N �� 
�� �������� ���
�� ������������ ������� N − 1
�
������� 9
 ��� �
��� �������� �� &� ��� )����
�� �<�7L!� �<�4P! �� ������ ��� &�������
b, c, �,u �� 
�� ���� N �&�� b(1) = �(1) = c(N) = u(N) ≡ 0�

0,80,3 0,4 0,6 0,90,5 0,70,0 0,1 0,2 1,0

0,4

0,6

0,9

1,0

0,8

0,5

0,7

0,3

0,0

0,2

0,1

������ ���� 	 5�������� �� ���$����� �� �� �7����� ��� �� ��7��� �������� �� %���< �
@�������� �� �����E�� � �� ���� �(�� : �1	��


���� ?-����� '�	 ��'�	

3� �������� ������� ����	�� ��� 
�������
�� ���	������ 2 x2/a2 − y2/b2 = cte ��� ���
������� ���� x �� y!� ���� 
����
� �� ��� 2

c2
∂2u

∂x2
− ∂2u

∂t2
= 0 �75�77!

#��� �&��� ������ 
� ��� �������
��� �� 
��	������ ��� ������ �S x ��� ��� &�����
�
�������� � �����
����� ������� �� �� ���� 0, L! �� t ��� 
� ������ ����� ������
�������� u ��� 
���� �� ��� ����&���! ���� ��� ������ �� x = 0 �� �� x = L� ����
���� t 2

u(0, t) = a(t) ; u(L, t) = b(t)

�� ���� ��������� u(x, t) ���� t > 0� ������� 	�� u(x, 0) = f(x) �� 	�� |∂u/∂t|t=0 =
g(x)� #��� �&��� ������ �C���� * �� ������� �� ��������� ��&���� �� ��� ���	������
���  �����
����� �
�� ��$��
� * �������� ������	������ 	�� 
�� ��� ������� ������
�������� +� �C��� ����� �	������ ������ 
� ����� ����� ����� ���� 0 &��� ���&�1
��� ���� 	�� 
� ������ ������	�� ������������� �������� ��� ���
����� 
� ������
 ����� �� 
����� ����	�� ���� ����� ��

� ����� ������ ��� ���������� �� ���������!
������� �� �� ����� �� ��������



5PG �������� 	
����
�� �����
���

/����&��� 
��
 ������� 
� �
�� ����
� ���
����
� * 
��	������ ��� ������ #��� �������
������ 
� ������� �&�� �� ��� h �� x ������� i, 1 ≤ i ≤ m−1! �� �� ��� τ �� t �������
j! �� ���� ����
�"��� ���	�� ����&�� ������� ��� ��� ��C������ ���� 2

U j+1
i − 2U j

i + U j−1
i = r[U j

i+1 − 2U j
i + U j

i−1]

�&�� r = (cτ/h)2 � �� ������ u(j+1) = Au(j) − u(j−1)� ������� �.�
����� ���� 
�
������� � ������� 
� ������������ �� u(0) � ≡ f! �� �� u(1) ������� * ������ �� f
�� g! 2

U1
i � f(ih) + τg(ih), 1 ≤ i ≤ m− 1.

9�� ������ ���� ����������� ��� ��������� �� �����
���� ������ ���� 
� ��� �� ���������
�� �������� E��������� �� 3�& �% ��������� �E3 '!� 3�� ���������� h �� τ ���&���
&������

h

cτ
≥ 1.

3� 	������� h/τ � 
�� ���������� ����� &������� 3� ��������� �E3 ���� ���� ���.������
����� 2 
� �������&������ ������	�� ���� ���� �
��  ����� 	�� 
� &������ ��� �����
����	���� �� ������ 2 τ ���� ���� ��)������ �� ����� h/c ��� ��� 
����� ���� ���������

� �������� h� +� �����	��� 
� 	������� c ��� ������� ��� 
� ����	�� �� ����
����

� ��� h ��� ������ �� )������� �� 
� ����
����� ��������� �� �� ������ τ ���� 	��

��
 ������� ���� ����
��


���� ���� �� 	���� ���	

3� ����
����� ��� �	������� ��. ����&��� ������

�� ��� �� ������� ������� �� ��
�
��� ��&�
��������� ���� ���� ���&��� �������� 	�� 
�� ������� 
�� �
�� �
�����������
3� ������� �� 
��� 
� �
�� ���
���� ��� ��

� ��� �
������ ���� 0 
� 
� ����
  ������
�� �������

����� )���
� ��� ����� �
����)���� S���(�5JJ ������ ��� ���������� ����
������� * 
� �����	�� �� ����� �������� ���� ��&�� ���� ����
��� ��� �� ��.��
������	��� 9
 )��� ����� ����� 
� ������� ��
�� ��

� �� 
�� �������� �� E�������

M �� 3�����.� R� N������ 2 $����� �����	��� ���	�	���� ���	���� � ���� 
� ��	���5
�	���� ��� I�L �6������ 7LL5!�

M ?�T� 6������ /�E� 6���� 2 �����	�� �����	�� �� ���	� 
	@�����	� ����	���
�������� � D��&����� ������ 4PPH!�

M B�T� N����� 2 �����	�� ���	� 
	@�����	� ����	���) >	�	�� 
	@������ �����
�
�(���� ��� 7LLK!�

M ;� 3��	���� =� ��������� 2 �����
���	�� � ����� ��	���	���� �6������ 7LL<!�

M T�`� ������ (�>� N��O�
�O� T�N� F������� � ;��� E
����� 2 �����	�� ���	���� ���
�� �� ��	���	�� ������	��� ��� 7L �������� � D��&����� ������ ������� �� 4PPI!�

M (�� 
� ���� �%%�-������������������ 2
M 3� �������� 2 %����
�� �����	���� ���� � %���	����

M m� J��"�
&�� 2 �������	�� �����	��� �� 
	�����	��	�� 
�� !?B�!?=�

M �%%�-����(���(�5����



�� − 1�
���	� �
� ������� ��������� 5PH


���� #$������	

�������� �

�! =� ��������� �� ������ �� n �	������� 
�������� * n ��������� �� 
� )���� 2

b1U1 − c1U2 = d1,

−a2U1 + b2U2 − c2U3 = d2,

· · ·
−ajUj−1 + bjUj − cjUj+1 = dj ,

· · ·
−aJ−1UJ−2 + bJ−1UJ−1 = dJ−1.

=� &��� 	�� 
��	������ ������ j �� )��� �����&���� 	�� 
�� ����� ��������� �����
������ j − 1, j� �� j + 1� =� � ������ �� �
�� 	�� U0 = UJ = 0�

���� ���
�	��� 
� ������� �� ����
����� �� J����� �
 )��� �
������ ��������&��
���� ���	�� �������� Uj−1 ���� ���	�� �	������ ��� 	�� ���� 
� ������ % ����
�� �
���� '!� 3���	�� 
�� k ��������� ��������� ��� ��� �
�������� 
�� k ���������
�	������� ��� ���� 
� )����

Uj − ejUj+1 = fj , j = 1, 2, . . . , k.

3� ��� �������
��� j = 0 ��� U0 = 0! ������ 	��

e0 = f0 = 0.

6�����1 	�� 
�� ������� ej �� fj ���&��� �� ��
��
�� * ������ �� ej−1 �� fj−1 ���

�� ��
������ �� ����������

ej =
cj

bj − ajej−1
;

fj =
dj + ajfj−1

bj − ajcj−1
,

j = 1, 2, . . . , J − 1.

D�� )��� 
�� ej �� fj ��
��
��� &�����1 	�� 
��	������

Uj − ejUj+1 = fj , j = J − 1, J − 2, . . . , 1

������ �� ����&�� 
�� Uj � * ������ �� UJ = 0�

�! m����� �� ��� ����� ���� �������� �� ������ 
������� ������ ���
� F������ 
�
��� ����� ��� 
� ������

2x1 + x2 = 1,
x1 + 2x2 + x3 = 2,

x2 + 2x3 = 3,

�! D��
���� ��� �
 ������� ���� �������� 
��	������ �� 
� ���
��� ���� 
� ��� �� 
�
����� ���� ��� �.���� ���� 
� ��.���



5P< �������� 	
����
�� �����
���

�������� �

��� ������ 
� ����
����� �� 
��	������ ��� ����� ��
�� 
��
 ������� �� c 75�G �&��
c = 1� =� ������� ����� ���������� ������
��

u(x, 0) = f(x) = exp[−k ∗ (x− x0)2],

∂u

∂t

∣∣∣∣
t=0

= g(x) = 0,

0 ≤ x ≤ 1

�� ����� ���������� ��. 
������

u(0, t) = u(1, t) = 0.

3� ��� h� �� 
������ �� P�P7� ��� ��������� �
��� 	�� 
� ��� �� ������ τ � ������ ����
������ ��� 
����
�������� R����������  �����	������ 
� ��
����� U j

i ���� ��� &�
���� ��
j &������ �� 7P �� 7P� ���

� ����� ������ ����
� �� ��� ����� � ���
 ��� 
��C�� ��

� &�
��� �� τ ��� 
�� ����
���� �


�� � ���0��

H1
���� �� 4
��
�� 
��� �6	����� �6������1�

3��	������ �� 3��
��� ���� ���� ����
�� ������	������ ��� 
� ������� ��� ��C�������
����� ��� �� ��������������!� 3����
������� �� �� ������� �� ����������� �
�����	���
��� �� ��� �
�� �����
� 	���� ����������� ������������� /��� ���� 
� ���,��� �� ��

����� * ��� ����
���� * ������� �.��
� �
� ��������
 ��� ��&������ ��� �������� ������
�� 
��.� =1!� /��� �� ���� 
��	������ �� 3��
��� �������

∇2Φ =
∂2Φ
∂z2

+
∂2Φ
∂r2

+
1
r

∂Φ
∂r

= 0. �75�74!

����� �	������ ��� &�
��
� �� ������ �� 
��.� �r �= 0!� =� ����
��� ���������� ���	��
����&�� ��� ��� �����.������� ������� ���.� �� ������ h 
� ��� �� r �� � 
� ��� �� z 0
�� ���� ������ β = h/�� 3��	������ �75�74! ��&����(

1 +
h

2r

)
Φ(r + h, z) +

(
1− h

2r

)
Φ(r − h, z) + β2Φ(r, z + �) + β2Φ(r, z − �)

= 2(1 + β2)Φ(r, z). �75�75!

(�� 
��.�� 
�� ��
������ ����	������ ��������
�� �� ������	��� �����)��� * 
� ������
����

∂Φ
∂r

∣∣∣∣
r=0

= 0. �75�7G!

+� ���
�	���� 
� �� 
� �� 
�`������
� �� ���� �
��� ������ 
� ����� ����������� ���
&�� ��� �� 
��	������ �75�74! �����

1
r

∂Φ
∂r

∣∣∣∣
r=0

=
∂2Φ
∂r2

∣∣∣∣
r=0

�75�7H!



�� − 1�
���	� �
� ������� ��������� 5PI

�� 
��	������ �� 3��
��� ��&����

2
∂2Φ
∂r2

+
∂2Φ
∂z2

= 0, �� r = 0. �75�7<!

=� �� ������ 	��� ��� 
��.�� 
��	��&�
��� ���������� �� �75�7<! ���

4Φ(h, z) + β2[Φ(0, z + �) + Φ(0, z − �)] = (4 + 2β2)Φ(0, z). �75�7I!

7� B������� 
�� �$�������� ��������� ���� 
�� �	������� �75�74! * �75�7I!�

4� m����� �� ��� ����� ���� �������� 
��	������ �� 3��
��� �� ����������� �
���
���	��� �� �� ������� �.��
� ��� 
� ������� �� ��
�.������ ���� &������ �� 
��
 ��
������ �� J����M(����
� ���� ��
� �� ����
��� 
� )������� �������� Φ(r, z) ��� ���
)������� ������ ��� ��� ������� φi,j � 
������� i �������� 
�� &�
���� ��������&�� �� r�

������� j ��

�� �� z� +� ��������� 
�� ��������� φi,j ���� ������ 
������� ��&������
���� ���������� ��� �� ���
 ������� �� 	�� ������� * ��� ���� ������ �������� 
��
������.� ����� ��������� ����� ��� ���������� ��� ����� 	��� ���� 
��
 ������� ��
��
�.������ �� ���
��� * ���	�� ��������� 
�� &�
���� 
�� �
�� �������� ��� ��������
��
	���� �

�� ���� ��������
�� 0 �
 ��$� �� ��
��� �� �
�������� �� ���,���� �� 
�
���� )�"�� 
�� ������ �i, j!� a ���	�� ����� �� �� ��
��
� φ(n+1)

i,j  �Q�� * 
����� ���
)����
�� �75�75! �� �75�7I! �� ��� &�
���� φi+1,j , φi−1,j , φi,j+1, φi,j−1�

5� +����� &���� ��� ����� �� ��
��
��� 
� ��������
 ����� ���. �
������ ���.���.
��������� 
�� � 0 
� �
����� ��������� � �� ���� a� �
 ��� �� ��������
 V = 1� 3� ��

����� �.������� � �� ���� b� �
 ��� �� ��������
 P� =� ���� ����
�� �� �
����� �����
�� �������� 	�� Φ(r, 0) �� Φ(r, L) ������ ������	��� * 
� ��
����� ���
��	��� =�
���� �������� 	���� ������ 
� ��������
 &���� 
����������� ����� 
�� ���. �
���������

G� 6������ &���� ��� ����� ���� ���������� 
� �����
�.������ =� ���� 	�� 
� &�
���
% ������
�.�� ' �� φ ��� ������ ���

φsr
i,j = (1− ω)φ(n)

i,j + ωφ
(n+1)
i,j , �75�7K!

φ
(n+1)
i,j ����� ������ ����� ������������ �� ω �� 
������ �� 7�I� +������� ��

����
��� φ(n+1)
i,j ��� φsr

i,j � ������� &���� 
� &������ �� ���&�� ���� �&�� ω �

H� N������ 
�� ���. ��� ����������� ��� 
�� � ���� 75�H � �� �� 	�� ������������ ���
������ ���
�������� * ������� �
�����	��� 3� ���������� �.������� ��� ������ *
V = 0� 
� ���������� ��������� * V = 1� 3�� ���������� ���� ������� * ����� �������
��) 0 �

�� �������� � ���� �� ���������� ���� 
� ��� ������ ���&��� �� �����������

�� ���)���� �	����������

�� ���� 
� �
�� �r, z!�
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3� ������ �����&���� ���&��� ���� 
� &�� �������� �� �
 �� ��� �� ���� �� �������� �����
�����&������ ���� ������� ��� )����� ��&������ #��� ���&��� ���� ������ * ������� ��
��������� �� � ��� 
� ������ ��� ��� ���&��� % �
������� '!� ����� 
� ������� ������
���� ���� ���������) �� 
� ���,������� ����� ��
���
� ���1��� ���� 
������������ 9

���� ����&�� 	���� ��������� �
������� &����� % ��������� ' �� ��������� �� �
���
��� % ������������ '!� >����� 
� �� ��
 ���� )���
� ��"� ����� ����� ������
��������
��� ������� �� ���� % ����� ' 	�� ���� ������ �� ������������� ��$��
�� (�� ������
����� ������ �����  ������� ����	�� �� �����	�� ��� �������� ���������� 3� )���
���&��� �C���� �� ������ ��������� ��� �� ��������� �� )�"�� 	���������&�� ����
�
 )��� ������
�� ��� �������
���� �� ��� &�
���� ������� �
��:� 	�� ��� �������
���������� /��� �� ��������� ���� &��� ��������� �� ������ �� ����
���� ���
�� �� 
�
������� ��� �������
���� �&��� �� 
�� ���
�	��� * 
����������� ��� ������� �� �������
�� �� 
���� �����	�������


��
� ���������(

#��� ��������� 	�� 
�� 
������� ��� ��� ������������� �
���������� �� ������� ���
�������
���� �� ���� �� )����� 	�� �����
�� 	��
	��� ����������� 9�� ����� ��� �.���
������ ��� ��� ����� �� ���� �� ��� �����&�! 	�� ���� �&��� �� ������ ��� �� ����
����
��������� 0 
����������� ��� ����������! �� 
��� �� ��� ����
���� ��� �&�������! ��� 
�
)���� �� ������� ����� 
� ��� �� 
�������� ����� ����� �� ������� �� ���� ��� 3��
����
���� ������
�� ���� ������� ��� 
������� i, 1 ≤ i ≤ n� (��� pi 
� �������
��� ��
����
��� i� �&�� 0 ≤ pi ≤ 1� ��� 	�������� ���� �����
������ �� �� ���� 	��

n∑
1

pi = 1. �7G�7!

a ������ ��� ����
���� ������
�� �� ���� �� ���� ��������� �� ������ xi ���� �.���
�

� &�
��� 	�� ������-� ��� 
� )��� ���������� �� ��!� #��� ���&��� ������ ��� ����
��� &�����
� X 	�� ����� 
� &�
��� xi 
���	�� 
��&������� i �� �������� X ��� ���
% &�����
� �
������� �������� '�
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-�	
�1� ; 3� ����� �����������
 �� % &�����
� �
������� ' ��� ��
 ������ 0 X ��� ��
)��� ��� )������� �� ����
��� �� 
������&� �
��������

=� ����� ���&���
pi ≡ Proba(X = xi).

9
 ���� ���� ������� �� ���������� 
� �������
��� ����
�� �� )������� �� �����������

Pi = Proba(X ≤ xi) =
i∑

j=1

pj .

����� ��� )������� ���������� �� 1��� * ��� 3���������� ��� &�
��� ������! �� 
�
 ������� �
������� X ��� ����� 〈X〉 ��� X̄ �� μX! 0 �

� ��� ������ �����

〈X〉 ≡
n∑
1

piXi. �7G�4!

����� ��� ����������� ��  �����
� �� 
������ ��  ������� ��� &�
���� ������
�� �� X �
D� ����� ��������� ��������� ��� 
���������� σ ��
 	�� 2

σ2 ≡ 〈(X − 〈X〉)2〉; �7G�5!

σ2 ��� ����
�� 
� &������� �� X � 3���������� ������ ��������� 
� ���������� ���
&�
���� ������ ��� X �

�
��  �����
������ 
���������� ����� )������� �� X ��� ������ �����

〈f(X)〉 ≡
n∑
1

pif(Xi). �7G�G!

#��� ���&��� ���� ���� ��� ���� ��� �&�������� ����
�.�� ��� ��������!� >�����

��� �� 
�������� ���� ��� 
� ����
��� % ������� �� ������ ������� ' ��� ���
��� �� 
�
�� �$��� 4 � 5 � H� 3� �������
��� �� 
��&������� ����
�.� ��� �
��� 
� �����
��� �������
���� ��� ����
���� �
���������� 	�� 
� ���������� (� 
� �� ��� �	��
�����

� �������
��� ������������ �� ���	�� )��� ��� �� 7@< �� 
� �������
��� �� 
��&����
���� ������� % ������ ������� ' ��� 7@4� 3���	�� 
�� �&�������� �
���������� ����
% �	��������
�� '� 
� �������
��� ���� ����
��� ����
�.� ��� ������������

� �� ������
���&�������� �
���������� 	�� 
� ������� ������ 
� ��� �� 
��.���
�� 5× 1

6 = 1
2 !� =�

������� ���&��� �� )��� �� ������ 	�� 
� �������
��� ���� �&������� ������� ��� 
�
������� �� ������ �� ��� % )�&����
�� ' �� ������ �� ��� ����
 �5@< ���!�

��� ���������� �������� ��� )���� �� ��� ��C������ 
���	�� 
� 	������� X ��� ���
 ������� ���

�� ��������� ������ ���� �� �����&�

� ��� �� ���� 9
 ��� ������� �����
�������� 
� )������� �� ����������� �� X � 	�� ��� 
� �������
��� �������&�� ��� &�
���
�� X ��)������� �� � �
� * x 2

P (x) ≡ Proba(X ≤ x) �7G�H!

�� 
� ������� �� �������
��� �� X 	�� ��� 
� ����&�� �� 
� )������� ���������� 2

p(x) ≡ P ′(x). �7G�<!
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=� ���������� p ����� ������������

� * 
� �������
��� �� ����&�� X ���� �� �����
�����&�

� 2

p(x)dx = Proba(x ≤ X ≤ x+ dx). �7G�I!

3� � ��� 7G�7 ������ 
�� ���. )�������� P �� P ′ = p �� 
� ��������������  �������	��
�� 
� �������
��� �� ����&�� X ���� 
������&�

� WH�5 . . . <�GX� 3� ������� �� �������
���
��� �����
���� 2 ∫

p(x)dx = 1,

�� 	�� ���
�	�� 	�� 
� )������� �� ����������� P ���-� �� P * 7 ����� �.������� *

������ �� 
������&�

� �� ����������

3210
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������ ���� 	 "������ �� ��������� � /������ ������ �� ���!�!�����

3� &�
��� ������ �� 
���������� ���� �
��� ������ ����� 2

〈X〉 ≡
∫
xp(x)dx, �7G�K!

σ2 ≡
∫

(x − 〈X〉)2p(x)dx, �7G�L!


�� ���� ��
�� ����� �������� * ���� 
� ������� ������ �� X � 3� &�
��� ������ �����
)������� �� X ���

〈f(X)〉 ≡
∫
f(x)p(x)dx. �7G�7P!


���� ���	 '� ���������(

������� �	� ���	
����

(��� ��� �����&� �
������� ������ 	�� ���. ����
���� ������
�� 2 > �� ; 0 �� > ��
�� ���
��� ���� �
  ���� ���
������� �� 
��&������� ����
��������� ; ��&��������
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�����

����� �.�
���)�!� (��� p 
� �������
��� �� >� �� ���� q = 1 − p ��

� �� ;�
��������� * n �����&�� ���������&�� �� �������������� #��� ���&��� ������ ���
&�����
� �
������� * &�
���� �������� X � �
� �� ������ ������������� �� ����
��� >
��� 
�������
� ��� n �����&��� 3� �������
��� ���� 	�� > �� ���
��� �.�������� k )���
��� ���� ; n− k )���!� ���� ����� ������ �� 
������ ��� �&��������� ������� 2

3210 765 10984

0,3

0,7

0,6

0,5

0,9

0,8

0,4

0,2

0,1

0,0

1,0

b(
k,

10
,1

/3
)

k

������ ���
 	 �� ��� �� ���!�!����� b(k, 10, 1/3) � �� /������ �� ���������
��������������

Proba(X = k) ≡ b(k;n, p) = Ck
np

kqn−k. �7G�77!

����� 
�� �� �������
��� ��� ����
�� 
�� �������
�� �� �� ;�����

�� 3� ��.���� ��
b(k;n, p) ��� ������� �����.�����&����� ���� k = np ≡ km� =� ������ ����� 	�� ����

� 
�� �������
� 2

〈X〉 = np ; σX =
√
npq. �7G�74!

������� �	� �� /	���	�

3���	�� 
� �������
��� p→ 0 �� 	�� n→∞� �� ��

� ����� 	�� np→ λ� 
� 
�� �������
�
���� &��� ��� )���� 
������ ������ ���� 
� ��� �� 
�� �� �������� 
�	��

� ������� ��
 �����


Proba(X = k) ≡ p(k;λ) ≡ e−λλ
k

k!
. �7G�75!

a ������ �� ����� ���������� &��� ������1 &������ 	�� 
�� p(k;λ) ���� �����
����� ��
	��

〈X〉 = λ ; σX =
√
λ. �7G�7G!

����� 
�� �� �������
��� �����&���� ���� ���� 
�� ����
���� �� ������ � �� ����������
&��� ����� �� ��������
� ���



�� − &��/�/���� �� ����
�� 575

6420 141210 2018168

0,3

0,7

0,6

0,5

0,9

0,8

0,4

0,2

0,1

0,0

1,0

p(
k,

6)

k
������ ���� 	 .��!�!����� �� .������ p(k, 6) � /������ �� ��������� ��������������

��� +������ ��� p(k) �� �� ���������� ��� � ���� �� �����

������� �	� ����	�
�

(��� ��� &�����
� �
�������X 	�� �� ���� ������� 	�� ��� &�
���� ���

�� ��������� ����

������&�

� ��� [a, b], a < b 0 ���� ��������� �� �
�� 	�� ������ 
�� &�
���� �������� ����
�	��������
��� ����� 
� ������� �� �������
��� ���� ���� ��������� ���� 
������&�

�
�� �����
���� * ��� ���� ��������� 	��

p(x) =
1

b− a ; P (x) =
x− a
b− a ; x ∈ [a, b].

=� ������ 	��

〈X〉 = a+ b

2
; σ =

b− a√
12
. �7G�7H!

������� �	� �	�
��� 	� �� +����

3���	�� 
� ������ �������&�� n �� 
� ������ �� % ������ ' k ��&�������  ����� ���
�����	�� ���������� * 7P!� 
� 
�� �������
� ���� &��� ��� 
����� ����
�� 
�� �� J����
�� 
�� �����
�� ��

���� ��� ������ ���

N(x;μ, σ) ≡ 1
σ
√

2π

x∫
−∞

exp
[
− (x′ − μ)2

2σ2

]
dx′. �7G�7<!

3� �������
��� ���� 	�� X ���� ������� ����� x �� x + dx ��� ������������

� * 
�
������� �� �������
��� n(x) = N ′(x) 2

n(x)dx =
1

σ
√

2π
exp

[
− (x− μ)2

2σ2

]
dx. �7G�7I!

9
 ��� ������� ������������ 
� 
�� �����
� ������� ��� ��������! ���� 
�	��

� σ = 1
�� 〈x〉 = 0� ����������� � ��� 7G�G�
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������ ���� 	 "������ �� ��������� � ������ �� ���!�!���� �� �� ��� ������� �������

F��� ������1 ������� ����������� 	��� ����� �� ���&��� �� ��������� 
� ������
�� X ��� μ �� 	�� ��� ��������� ��� σ�

������� �	� �� χ2 	� �� /����	�

(� X1, X2, . . . , Xn ���� n &�����
�� �
�������� �������������� ������� ���������� ��
��

� 
�� �����
� �������� ��������! �� ������ P �� ����������� 7� �
��� 
� 	�������∑
X2

i ��� ���������� ��
�� ��� 
�� ���� % �� χ2 ' ���������1 	������. �� 	��������!
% * n �� ��� �� 
������ '�

3� ������� �� �������
��� �������������� ��� 2

p(x, n) =
xn/2−1e−x/2

2n/2Γ(n/2)
. �7G�7K!

3� % )�������  ���� '� Γ(x)� ��� 
����� ��
� 2

Γ(x) =

∞∫
0

tx−1e−tdt.

+

� ����� * 
� ��
����� �� ����������

Γ(x+ 1) = xΓ(x)

��� �� �
���
Γ(1/2) =

√
π.

����� )������� ��� �������� ���� (��
��� ���� 
� ��� �� ��55�	��� #��� 
����
�����
���� 
� ��� ����� ��������� �
�� 
� ��� I �� 74 �� ���&��� 	��* ������ �� �
��� 
�

� ����!�
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3����� 7G�7 M ��
��
 �� 
� ������� �� �������
��� ���� 
� χ2

����� � Z Y ���4 �. � � ! Z �
�Z Y . �h��@4−7!�∗ �.��−.@4!@�4h� �@4!∗ ������@4!! Z !
�
�.��. Y 4P 0 ��� Y 4PP 0
�. Y �����
�� �P �.��. � ��� ! 0
�
�� Y  �� � ! 0
������� �. � �� �4 �. � H ! � � � � � Y W P � P � .��. � P � 4 X ! 0
	������ �. � �� �4 �. � L ! � 4 � ZPPPZ !
�
������ �. � �� �4 �. � 7 < ! � H � ZPPPZ !
��
���7 Y 
� ��� � W �� Y H � 0 � � Y L � 0 � � Y 7< � X !

F��� ������1 ������� ���� ��
��
 	�� μX = n �� 	�� σ2
X = 2n� 3� � ��� 7G�H ������

����� �.���
�� �� 
� 
�� �� χ2�

6420 141210 2018168
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n = 9
n = 16

������ ��� 	 2����� �� ���!�!���� ���� �� ��� �� χ2 : �1 	 �� �� ��(��� �� ��!����

=� ���
��� �������� �
�� ���&��� 
� )������� �� ����������� P (χ2, n) ≡ Proba(X ≤ χ2)
�� 
� )������� ����
��������� Q(χ2, n) ≡ Proba(X ≥ χ2) = 1 − P � 	�� 
��� ����&�
����
��� ���� 
�� ��&�� �� �� ��������	���

������� /���
'��� �� �� �	� �� ��	�������
� ����
'��� �� ����%�����	�

/��� 
� �����	��� ���� ��������� ���� ������� ������ n �������&������ �����  ����
���� Y � ��������� �� ������� 3�������
� ��� yi ��������� �� �������

�� �.����� ��

� % ����
����� ' �� ������ 
�� &�
���� ������
�� �� Y � 3� &�����
� �
������� Y �����
* ��� �������� 
�� �� �������
��� p(y)� * 
�	��

� ���� ��������� ��� ������ μ ��
�� ��������� σ� #��� �������� ,����� ������������ �� ��� ����������� ���� ����
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�������� ������ �� 
�� ������� * ������ �� ���������� �� 
��������

��� 9
 ������� ��
�� ��� ���)����� ���������� �� 
� ����
����� �� ���������� �� 
��������

��� �����
����������� ��� ���� ������ ���� 
� ��� ��� ����� ��� 3�� ��������� �� ����� � ���)�
)������ �� ��
��������� �� % �������

�� ������������) ' �� ��

� ����� 	�� 
� ������� ��

��������

�� ���� ����� ������ 	�� ������
� �� 
� ������� ���������! �� 
� ����
�����
�������� +� )���� �� � 
�� ����
���� ���&���� 2

• 3� ���

���� ���������� �� 
� ������ μ �� 
� ����
����� ������� ��� 
� ������
m �� 
��������

�� �m = (1/n)

∑
yi!�

• 3� ���

���� ���������� �� 
���������� σ �� 
� ����
����� ������� ��� � �
� * 
�������
��� s �� 
��������

��� ����� ��� 2

s2 =
1

n− 1

n∑
1

(yi −m)2. �7G�7L!

3� )������ n− 1 ��� 
��� �� n 	�� 
��� �������� ��������! ����� ������ �� �� 	�����
������ �� 
���)�������� �������� ���� 
��������

�� � ��� % ��������� ' ���� ��
�
��
�� m� =� ��� 	�� 
�� ������� m �� s ���� ��������&����� ��� ����������� �� μ ��
σ� �� ���� ��� &�����
�� �
�������� ����	�� �� ���� ��� ������������ �� &�
���� ��

� &�����
� �
������� Y �� �� ����� �������

�� ��������� �������� &�
���� �� m �� s�
=� ������ 	�� 
�� ����������� m �� s2 ���� ���� ������ ������*����� 	�� 〈m〉 = μ ��
	�� 〈s2〉 = σ2�

����� � 0��������	� ����� �	� �� ��	�������

#��� ��������� ���� �������

�� ����� &�����
� �
������� Y 2 ����������� �����
��
�� ���������� 
� 
�� �� �������
��� * 
�	��

� ����� Y � #��� ��� �
�� 	�� ���� ��
��������� ����&�� �� ����������� 
� ������ �� 
���������� �� Y � 3� ���
� ��������
������
� ��� 
� ���&����� #��� ����������� ��� 
�� �� �������
��� p(y) �
�����
� �� ����
������� �� &������ 
��������� ����� �������� ��

� �� H0! 2 % 
�� ����
���� �.�����
������. ���� ��������
�� �&�� 
� 
�� p� �� ����
 �� �������� α '� #��� �� �����������
��� 	���� �.���
� �
���������� (��� ��� �����&� ���������� * 
��� �� 
������ �� r ���
��
���� �����

����� �.�
���)� ���� 
�� �������
���� ����������! ���� p1, p2, . . . , pr�
��� ��

����� ���� ���� ���� ��� qi ����� ���������� �� 
� �������
��� �� ����
��� i�
#��� �

��� ���� ������ �� &������ 
��������� qi = pi, 1 ≤ i ≤ r� #��� �������� n
)��� 
������&� �� ����
��� fi 
� ������ ������������� �� ����
��� i� 3� 	������� fi/n
��� ������ �� pi �
�� ���  ����� �������! ��� �� 
��������� ��� &�
��
�� �

� ��� �����
&������ �� qi� 3� ������� ��� �������
���� ���� )������ 
� �������� ���&���� 3� &�����
�
S� ������ �����

S =
r∑
1

(Yi − npi)2

npi

����� * 
� 
�� �� ������� * r − 1 �� ��� �� 
������� * ��������� 	�� 
�� ������� npi

������ ����1  ����� �npi ≥ 10 �� �����	��!� ����� ���� � ������ 
�� pi� ���� �

���
���
���� * 
� �
��� �� S� 
�����������

T =
r∑
1

(fi − nqi)2
nqi

, �7G�4P!
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	�� ����� * ��� ���� * 
� ���� 
�� �� ������������ 9
 ��� �
��� 	�� T ���� ����� ��

��������� ��� &������ ��
 ����� �����.�����&����� * ��� 
�� �� ������� * r − 1
�� ��� �� 
������!� ����������� �� ����
 α 0 T ′ ����� ��� &�����
� ���������� ��
�� 
�
�������. * r − 1 �� ��� �� 
������� ���� ����������� �� ������ χ2 &�������

Proba(T ′ ≥ χ2) ≤ α.

#��� ��,����� 
��������� �� T ≥ χ2� +� �������� ������� �� 
������ ����� )��	������
�����&��� �� )��	������ ��
��
��� ���� ����-� ����  ���� ���� ���� �8 �� ������� ����
��&���� ����
��� 	�� ����� �������� ��� )������

���	��� % #��� �&��� 
���� 74P )��� �� ��� ���� ������� 
�� ����
���� ����� ��� ���
�������� #��� )������ 
��������� 	�� 
� �� ��� �	��
����� �� ������ 	�� 
� �������
���
�� ���	�� )��� ��� 7@<�

R�� � ������� �����&�� ������� ��
��
�� (yi − nqi)2/nqi

7 4H 4P 7�4H
4 47 4P P�PH
5 7< 4P P�K
G 4K 4P 5�4
H 7G 4P 7�K
< 7< 4P P�K

����
 2 74P ����
 2 74P T Y I�L

#��� ����������� * 
� 
������ ����� ���
� �� χ2� 	�� 
� �������
��� ���� 	�� T ��&�� H
�� ��� �� 
������! ���� �� ����� � �
 * I�L ��� �������� ����� P�7 �� P�4 ��)� � ��� 7G�<!�
3��������� ��� ���������� ����� �
�����
� �� �

� ��� ���������

3� ���
��� +.��
 ������ ������! ������ ��������� �� ����
��� �� 	��
	��� ��������� ��
�������� ��� )��� 	�� 
�� ������� ��� ��� �������� 3� )������� % 3=9��`9�/+Dk�>4 0�! '
���&��� 
� �������
��� ������������ ����� &�
��� �� T ′ �� ����� � �
� �� ������� �� 
�
��

�
� % >4 ' ���� �� ������ �� �� ��� �� 
������ � �
 * n 0 
� ����
��� ��� ��� P�7<7K�
3� )������� % N+(N��`9�/+Dk ' �C����� ��������	������ 
�������
� ��� ��
��
�� *
��������� �� )������ �� �� ������ 
� �
� � �� ��

�
�� ��������� 
�� ����
���� �����&��
�� 
� �
� � �������� * �������� 
�� ����
���� ���������


���� #�����	

3���	�� ���� ��������� * ������� �����	������ ���  �������� ���

� ����� &����� �����
���� ��� �� ������ �� ������ ������������� ����� ��
������ ���

���� ����� 
���� ��
������ ���� �������� �� ����
��� �
�� �� ����� �
�� �� �� 
� % &���� ' &�
����
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������ ���� 	 %�� ���������� �� ��� �� χ2� ������ �� (��� ��������� �� ���!�!���� ����
$��1 ���� ���4� �� 7�����1 �� $����� χ2 ��� ���������� : �1	�

+� �������� 
� ������ �� 
��.��������� �� ���
������ 
� ������	��� 
� ������� �� 
��
����������� �� ������� ���� �&��� 
������� ����&��� &�����! 	�� 
� ���� �������� &�
�������� �� 	�� 
�� ����
���� &��� ����������� ��������	������ ����� ����������
���������
� �� �8��� /�� �������������� �� ��  ���� �����
�	���� * ����� ����&��� �� ��
�������
��� ��. ������� ����	���� 	�� ���� ���,���� ��������� ��������� �� ����������
������ 
��	��

�� ���&��� ���� �������� ��� ��� ���)������������� �� 
� ������	�� ��
����� �������� ���� ����
�� 
� &�
����� ��� ����
����� 9
 ��� ������� ������
�� ��� �
���
��������� ��� ������� 	��  ������� 
� �������� 	�� �C����� ��� �������� =� ������ ��
����� 
�� ������� ��������	���� 	�� �����
��� ��� �.���
� ���� ���&��� ���
���� �
���� ���������� �� ���� ����� �� 
������&������ (�� ���� ���&��� 
������ ���� ��������
������� �����������
� ���� ��������� ���� 	�� ��� ��������� �� ��.� �����
��� ��Q �
��������� * HP ��� �� ���� 
�� ��&���� ���� ���������� * GP PPP �����@��� ���� �����
������� * ��� ���������� % ������� ' � �������� ����� ������ �� �������� /� ����

� ������ ��� ���������� ����� ����� �&�� ��� �� 
� ������� 
� ������ ������� �����
����� ���� ����� ������ �� 
� ������� ��>�������� �� 
����. . . /������ ����� ��
 �� 
�
����� &�
���� �� 
� �������� �C������� 
�� �������� �
 ���� ������������ ��� �������
��� �����������
��� �
��������� ����� ��� �.���
� 
� ��� 
���	�� 
� �������
��� �� 
����
�����
 ��� ����$����� �� 	�� 
� �� ��
 ������� ��� ������� �� �� % ����� ' �� ��
i����������� 3�� ������� �
�������� �C������ 
� ��������� �� 
� ������ 2 �
�� �

�� ����
������������ �
�� 
�� ������� ���� ����������� 3�� ������� ��������	��� �C������ 
�
,������� �� ����
����

(� 
� ���������� �� ������� ��������� 
� ����� ��� ����� &����
� 0 �� ����� �� ����� �

)�������� ���� 
� ������ �� �&������� �������� ����� ������ ,���� �� ������������ ��

� 	������� �� 	�������� =� �� ����� 
� ��������� ����� �.�������� �� �������� ��

��
�� �
������� )��� �� �� �������� 
� ������ ��� ����
���� ����&����
�� =� ���
���� 
�
,������� �� ���
���� �&�� ���� 
� ������� �� �� ��������� ������ 
�� ������ ���������
������
���
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3� � ��� 7G�I �

����� 
�� ������� �� ,������� �������� �� �����! �� �� ��������� �����
������� �� ����� )���
�!� #��� ��� ����� 	�� ���� �&��� )��� �� ���������� �7PP!
������� ����� ����  ������� �� ���� �&��� ���������� ��� ����
���� ���� )���� ������
�� ������ #��� ��������� ����� 	�� ���� ����������� 
� &�
��� �.���� �� 
� 	�������
* ������� ������ ��� � �
� * 1���! 2 �
 ��� �� ���� �8� ���� ������� ���� � �	���
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0

������ ���� 	 ;������ � ��������� ����� ����� �� �������� 2� 7�� �� !�� � �� (���7� :
����� > ������� G���� � ����������1 ������� G���� � ��������1 ������� !������� �

����������1 ������� !������� � ���������

/��� 
�� ���� ������ 	�� ���&���� ���� ������������� � ������ 	�� ���� ��������� ��
������� ���)�������� ,������ ���
����� �C������ ��������� �
��������� ����� ���������
������ �� )���� ��� ����������� ����1 ����
������ 3� ����
��� ����� ������ ��� ������
���� ����� 
� ����
��� �� ���� � ����� &�����
� �
�������� ������������� �� 
� &�
���
% &���� ' ���� i�������� �� ��������! �� �� 
������� 0 ���� ����������� 	�� 
�� �������
���� ������&��� ������*����� 	���� ����
��� Y ��� 
� ����� �� 
� &�
��� &���� ��������
y �� ����� ������ ε 2 Y = y + ε� �� ����� ��� ���,���� 
� ���� 3���	�� ���� ��������

����������� ����� ��
����� * 
����� ���� ������������ ���� 
� ������ 
�������� � ���
)��	����� i��������� ���� ������ ���)������ * ��� ������ ��� ������&� 0 
� �������
�������������� �� ���� ��� ������� ����
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���� ����.���� '�	 ������	

#��� ���� ����������� ���������� * ���  ������� ����	�� G 	�� ��� ���������� ���
����������� * ������ ��� ������� �� ���.  �������� U �� V � (������ 	�� 
�� &�
����
�� U �� �� V ���� ��������� ��������� �
��������� ���� ���� ��������� 	��

� ����
���� 
� ���������� �� G = g(U, V )� 3� �������
��� ���������� 
��� ����� ������ ����
����
����� 
� ����
��� (u, v) ������ �� 
� % ������� �� �������
��� ���,����� ' f(u, v)�
�
�� ������������ 
� �������
��� ���� 	�� U ���� ���� 
������&�

� [u, u+du] �� V ����
[v, v + dv] &����� 2

Proba(u ≤ U ≤ u+ du; v ≤ V ≤ v + dv) = p2(u, v)dudv.

9
 )��� ������  �����
���� 
� ������ �� &�
��� ������ 2

〈g(U, V )〉 =
∫ ∫

g(u, v)p2(u, v)dudv.

3� �������
��� ���� 	�� U ���� ���� 
������&�

� [u, u + du]� ��
� 1�� 1� ���� V �
������� 2

Proba(u ≤ U ≤ u+ du; ∀V ) = p1(u)du =
[∫

p2(u, v)dv
]
du.

-�	
�1� ; =� ���� ������ �� ����
��� �
�����
� ��� 
� % ������������ ' ��������
���&���� 3� )��� �� ������� U ���� 
������&�

� [u, u + du] 	��
 	�� ���� V ��� ��
�&������� ������� 	�� ��� 
� ������� ��� �&�������� �
���������� ����&�� u, v ����
[u, u+ du; v0, v0 + dv]� �� ���� [u, u+ du; v0 + dv, v0 + 2dv]� �� ���� [u, u+ du; v0 +
2dv, v0+3dv]� ���� � � � /������ ����� 
� �������
��� �� 
��&������� ������� ��� 
� �����
��� �������
���� ��� �&�������� �
���������� �� ����� ����� ��&���� ��� ���� ��
�

���	�� 
������&�

� dv ���� &��� 1����

a ������ �� 
� ������� p1� ���� ���&��� ��
��
�� 
� &�
��� ������ < U > �� 
�������
��� σu �� U � 	��
	�� ���� V 0 ��� )����
�� ������	��� �.������ ���� 
� &�����
� V �

#��� ������������ ������� 
�� % ������� ' �� 
� ������������ p2 2

mp,q ≡ 〈UpV q〉 =
∫ ∫

p2(u, v)upvqdudv,

���� 
�� % ������� ������� ' μp,q = 〈(U − 〈U〉)p(V − 〈V 〉)q〉� #��� ����&��� ��
�������
��� 2

μ2,0 = σ2
u; μ0,2 = σ2

v .

3� ������ ������ μ1,1 ≡ 〈(U − 〈U〉)(V − 〈V 〉)〉 ��� ���&��� ����
� 
� ��&������� ��
U �� V � 3�� &�����
�� �
�������� U �� V ���� ����� �����
��� �� μ1,1 �= 0�

;��� �������� ���� �� ��������� ��� ��� % &����� ' &�
���� �� D �� F 0 ���� ��
����������� 	�� ��� ����������� u∗ �� v∗ �	�� ���������� ���� 
�� ������� �� �������
�� U �� V !� ��� ����������� ���� �������� ���� ����� 2 u∗ = 〈U〉 �� v∗ = 〈V 〉� 9
 ���
���������
� �� ������� G∗ = g(u∗, v∗) ����� ���������� �� G� #��� �

��� ������� 
�
������ �� 
� &������� �� G∗� E������ �� ��&�
�������� 
����� �� g(U, V ) ������ ��
����� u∗, v∗ 2

g(U, V ) = g(u∗, v∗) + (U − u∗)gu + (V − v∗)gv + . . .
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/��� ����� �.��������� 
�� ����&��� �gU = ∂g/∂U, gV = ∂g/∂V ! ���� ��
��
��� ��
u∗, v∗� 3� &�
��� ������ �� ����� �.�������� &���� ������� 	�� u∗ �� v∗ ���� ����
������

〈g(U, V )〉 = g(u∗, v∗)

�� �� 
� ���� 
�� ������ ������� ���������� G∗ ��� ���� 
�������� * ����� �����.����
����� �� ���������� ��� �������

��������� ���������� 
� &������� �� G∗

σ2
G∗ = 〈[G(u∗, v∗)−G(U, V )]2〉 = 〈[(u∗ − U)gU + (v∗ − V )gV ]2〉

��� �� ��&�
������ 
� &�
��� ������ �� ����� 2

σ2
G∗ = μ2,0g

2
U + 2μ1,1gUgV + μ0,2g

2
V .

����� )����
� ����� 
���������� ��� G∗ ����������� 
�� ������� ������� �� U �� V 0
�� 
������ ��  �����
 �� )������� ��� ������ ���� 2

σ2
G∗ = σ2

ug
2
U + 2σu,vgUgV + σ2

vg
2
V �7G�47!

�S ���� �&��� ��������� 
� �������� �������

� σuv ≡ μ1,1 ���� 
� ��&�������� +�
�����	��� �� �� �����-� ��� 
�� μi,j ���� ���
����� ��� ����������� ���������� * ������
�� ����
���� �.����������.� (� 
�� �����&������ �� U �� V �� ���� ��� �����
���� �
���
σuv = 0 �� 
� )����
� ���������� �� ����
��� 2

σ2
G∗ = σ2

u

(
∂g

∂U

)2

+ σ2
v

(
∂g

∂V

)2

. �7G�44!

���	��� % ����������� 
�� )�������� x = uv �� y = u/v 0 
�� &�������� ����������
������ ���� 2

σ2
x = σ2

uv
2 + σ2

vu2 + 2σ2
uvuv ; σ2

y = σ2
u/v

2 + σ2
vu

2/v4 − 2σ2
uvu/v

3

�� 	�� 
��� ����� ��  �����
 �� )�"�� �
�� ������	�� �z = uv �� z = u/v! 2

(σz

z

)2

=
(σu

u

)2

+
(σv

v

)2

± 2
(σuv

uv

)2

�7G�45!

/��� 
� ��� �� &�����
�� ��� �����
���� �� ������&� �� ����
��� 	�� �&�	�� 
���������
��� ������� ��
���&�� 	�� 
��� ����� �� ���� 
�� ����� �
�����������


���� �(���'� '� �$���� '� ���	�������

D� ���� ���������) � ��� �������� �������
��� �� ������� ������ ��� ����� �� ������
����� 1/τ 0 �� �����	������ ���� ��  ���� ������ �� ����.� 
� ������ �� ��������
 ������� ��� ����� �� ������ dN/dt� �
� )��	����� �� 
��&�������! ��� ������������

�� ������ �� ����. 2

dN/dt = −N(t)/τ,
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���

�	������ ��C�������

� ���� 
� ��
����� ������� N(t) = N0e
−t/τ � 3� �������
��� �� ����

���� ������ ���� ���� ����� 
�� �������� t �� t+ dt ��� p(t) = (1/τ)e−t/τ � �������
���������� 
� % ����� �� &�� ' τ � #��� ���&��� ��� �������� �� �����! ������� 
��
����� t1, t2, . . . , tN ��.	��

�� ������ �� ��� N ����. �������-�� (� ���� ���������
"��� 
��.�������� �&�� ��� ���&�

� )���

� �� N ����.� ���� ����������� ��� &�
����
��� ti ��C������� ��� ����������� 2 ��� i���������� ���� ���� * 
� ������ �
������� ��
��������� ���������) �� �.������ ���� �� 
�� ������� �� ������ ���� �� 
� ���
��� 3�
�������
��� V (τ) �������&�� �C����&����� 
�� ������� ������� ��. ���	��� t1, t2, . . .
������� ��&�������� ������������! 2

V (τ) =
N∏
i

p(ti) = exp

{
−1
τ

N∑
1

ti −N ln τ

}
.

3� ���

��� ����. �� τ ��� ��
�� 	�� ��.����� V � ����� * ���� ��
�� 	�� ���� 
� �
��
&�������
��
� ������
� 
� ����
��� �C����&����� �����&�� 3� ��.���� �� V ��� �������

���	�� − lnV ��� ������
� ���� ���� 
� &�
��� 2

τ∗ =
1
N

N∑
1

ti.

>�������� ���� ��� &�
��� �� τ � �
� * 
� ������ ��� ti ��
��
�� ��� 
��������

��
���� ��.���
� 
� �������
��� ������������ �� ��� ������
� �� &�
����� =� ��� 	�� V
��� ��� )������� �� &�������
���� �� 	�� τ∗ � ��� ������ ��
�� �� ������� �� ��.����
�� &�������
�����

3��.���
� 	�� ������� ��� �������
��� 2 �� 
�� ������� �� ���� ��� �����������
��� �����
* ����� �� 
� ������ �
������� �� ���������� /� �
��� 
� ������ �� ������� �������
��� ������� ��� ����� ��� ��� 
�� �.��������

�� /��� �������� �������� ���� 
��
������� &��� ���� ��������� ��������� �.���������
��� +.������� �� ����� �.���
�
����
� �����
������� �� �������� �� ��.���� �� &�������
�����

#��� ��������� �&��� ���
��� m �������������� �� 
�  ������� X � 	�� 
�� ����������
���� �� ��� ��C������� ����� ������ * 
������� �� ���� 	��* ���	�� ������ ��� ��������
��� ����������� ����������! σi �������
����� 3� �������
��� ������������ �� 
� &�
���
xi ���� ����� ���� ���&��� ���� ��� ������� �.���������
��� ������ ��� ��� 
�� ��
J����� �� &�
��� ������ μ �� �� &������� σ2

i 2

p(xi) =
1

σ
√

2π
exp

(
− (xi − μ)2

2σ2
i

)

#��� ���� ��������� 	��

� ��� 
� % ���

���� ' &�
��� �� μ� �� ���������� ����
����
���� 
� ������������� 	�� 
�� σi ���� ������� ���� ��������� ���� ������������
��� )������� �� &�������
���� V (μ)� � �
� �� ������� ��� p(xi)� �� 	�� ���������� 
�
�������
��� �������&�� 
�������
� ��� ����
���� xi� ����� �� ���� ����� ����������
���� �

��� �������� 
� &�
��� �� μ 	�� ���� ��.���
� 
� �������
��� V � �� 	�� ��&����
* �������� 
� ��.���� �� lnV ��� 
� ������� �� 
��� ����� �� 
��.��������

�!� 9

&���� 2

V (μ) =

[
m∏
1

1
σi

√
2π

]
exp

[
−1

2

m∑
1

(
xi − μ
σi

)2
]
.
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+� ����
��� 
� ����&�� ��� ������� * μ �� 
��.������� ���� ����&���

μ∗ =
m∑
1

xi

σ2
i

/
m∑
1

1
σ2

i

3� &�
��� 
� �
�� &�������
��
� �� μ ��� 
� ������ �������� ��� &�
���� �����&���
xi� 
�� ����� ����� 
�� ��&����� ��� &�������� ��
���&�� * ���	�� ������� #��� ���&���
���� ���������� 
������������ ��� μ 2 ����� 	������� ������ �� �C�� ��� �����&������
xi �� ����� * 
� 
�� �� ����� ����� ��� ������� ����� ��������� 
�� ������� ��������
������� ���� 
�� �����
������ ��

��! 2

σ2
μ =

m∑
1

(
∂μ

∂xi

)2

σ2
i .

D� ��
��
 ����
� ������ 	��

σ2
μ =

1
m∑
1

1
σ2

i

. �7G�4G!

3���	�� ������ 
�� ������������ ���� � �
�� * σ� ����� ��
����� �� ������ *

σμ =
σ√
m
. �7G�4H!

3������������ ��� 
� &�
��� ������ ����� ����� �� ������� �	��&�
�����
�����-� ����� 
���&���� �� 
� ������ ������ �� ������ �� ������� �����
����������


���� �(���'� '�	 ����'��	 ���(	

#��� �

��� ���������� ���
�	��� 
� ������� �� ��.���� �� &�������
���� * ��
����
��� �
��  �����
�

-�	
�1� ; 9
 ��� ������ �� ���������� 
� ������� ��� ��� ���&��� 
� ��������!
�� ��.���� �� &�������
���� ����� ����
�	��� �� ��� ���&��������� ����� �����
	��� ���� ��� �������� ���&��� �� ��
� J����� ���)����� �� ��)���� �
�� �����������
* �� % �������� ��� �������� ������ '� 3�� ���. ��������� ���� ����  �����
�����
�	��&�
������

#��� ��� ����� 	�� ���� �&��� ������ 
� &�������� �����  ������� ����	�� y ��
)������� ����� �����  ������� ������������ x 2 ��� �.���
� 
� ����������
��� �� ���
��	�� ���� �������� �� )������� �� 
� ������������ #��� ��������� ���� ����� �����
�� ����
���� �.����������. {xi, yi}, i = 1, 2, . . . ,m� 3�� &�
���� {xi} �� 
� &�����
�
������������ ���� ��������� ���)�������� �.������ �
��� 	�� 
�� ������� �� y ����
��������� ��������� �
��������� /������ ����� ���� �&��� ��� ������� �� ������ 	�� y
��� 
�� * x ��� ��� 
�� ����	�� �� 
� )���� 2

y = f(x, a1, a2, . . . , an)
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�S 
�� ak ���� ��� ���������� ���������� >�������� ���� ���� �&��� �� ����
� �� ����
������ ����	�� 0 �� ����
� �������� n ���������� 	���
 ��� �� �� ����������� #���
��������� 	�� 
�� ������� 	�� �C������ ���	�� ������ yi ���� ������&��� �������������
�� ��������� ��
�� ��� 
�� �����
�� #��� �

��� ���� ���
���� 
� ����
�

Y = f(x, a1, a2, . . . , an) + ε.

#��� ��������� ������ 	�� �� ����
� ��� ,���� �� ��� ������� ������*����� 	�� 〈ε〉 = 0
�� ������ 	�� 
� ������ �� 
� ������������ p(yi) ��� f(xi, a1, . . .) = fi = 〈Yi〉�
#��� &��
��� ����&�� 
�� &�
���� ��� ak ��

�� 	�� 
� 
�� ���������� ���������� ��
����. 
�������
� ��� ����
���� �.����������. {xi, yi}, i = 1, . . . ,m� >&�� 
�� ����
������ )������ ���� ��&��� ������ 
� �������
��� ������������ ���,����� ��� �&��������
y1, y2, . . . , ym 2

V (a1, a2, . . . , an) =
m∏

i=1

1
σi

√
2π

exp
[
− (yi − fi)2

2σ2
i

]

�� ������

V = exp
(
−S

2

) m∏
1

1
σi

√
2π

; S ≡
m∑
1

(yi − fi)2

σ2
i

3� 	������� S ,��� ��  ���� �:
� ���� �� )����
���� 2 ����� 
� ����� ��� ������ ���
������ ����� &�
���� �����&��� �yi! �� &�
���� ��
��
��� �fi!� ���	�� ����� ����� �������
��� 
���&���� �� ����� �� 
����������� 3� ��.���� �� V �
� &�������
����! ��� �������

���	�� 
��.������ ��� ������
� =� ��,���� ��� 
� % �������� ��� �������� ������ ' 	��
�����
� 	�� 
�� ���

����� &�
���� ��� ���������� ���� ��

�� 	�� ���������� 
� �����
���������! ��� ������ ��� ������ ����� &�
���� �.���������
�� �� &�
���� ������	����

3� ��.���� �� V �� 
� ������� �� S ���� �������� 	����

∂S
∂ak

= −2
m∑

i=1

yi − fi

σ2
i

∂fi

∂ak
= 0, k = 1, 2, . . . , n.

������� (F���
�� ��� ��� �	���	� ������

���� ���������� ���� ����������� �� ����
� ��������� 
����������� �� ���. �����
������ ��� 
����������� �� x� ���� 	�� ����� �������� �� ���� ��� ����������!� #���
������ 	�� ���� �,������ 
�� ���������� ���� ����
� 
������� �� ������ 	�� ����
% 
������ ' 
�� ������� * 
����� ����� ������� 3� ����
� �������

Y = f(x, a, b) + ε = ax+ b+ ε

����� ∂f/∂a = x �� 	�� ∂f/∂b = 1� 
�� ���������� �� ��.���� �� &�������
����
���� �
���

n∑
i=1

yi − fi

σ2
i

= 0 ;
n∑

i=1

xi
yi − fi

σ2
i

= 0.

��� ��
������ ����������� �� )��� �� ������ �� ���. �	������� 
�������� * ���. ������
���� �a �� b!� 9
 ��� ������� �� �����

S =
n∑

i=1

1
σ2

i

; Sx =
n∑

i=1

xi

σ2
i

; Sxx =
n∑

i=1

x2
i

σ2
i

; Sy =
n∑

i=1

yi

σ2
i

; Sxy =
n∑

i=1

xiyi

σ2
i

.
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3� ������ ��������� ��������� ������� �.�
��������� 2

{
aSxx + bSx = Sxy,
aSx + bS = Sy.

�7G�4<!

��� �	������� ���� ����
��� % �	������� �����
�� ' �� % �	������� �� J���� '� 3�
���
��� ��� ���$������ ��� ������	�� �� 
�� &�
���� �.���������
�� �yi! ��������������
	���� ������ ������� 3� ��
����� ��� �
��������� 0 �� ������ Δ = SSxx − S2

x� ����
����&���

a∗ =
1
Δ

(SSxy − SxSy) ; b∗ =
1
Δ

(SxxSy − SxSxy). �7G�4I!

3�� ���$������ a∗ �� b∗ ���� ��� )�������� ��� &�����
�� �
�������� yi 2 �� ���� ����
�

�������� ��� &�����
�� �
�������� 	�� ���� ���&��� * ������� 
�� % &����� ' a �� b�
���� ��������� 
� ��������� ��� 
������������! �� a∗ �� �� b∗� �
 )��� ��
��
�� 
����������
�� ��� ����������� �� ���� �� 
� )����
� �� ����� ����� ��� ������� �7G�44!� ����
u = a∗ �� b∗� ���� ��&��� 	��

σ2
u =

m∑
1

(
∂u

∂yi

)2

σ2
i .

#��� ��
��
��� 
�� ����&��� ������

�� * 
����� ��� )����
�� �7G�4I! 2

∂a

∂yi
=
xiS − Sx

σ2
i Δ

;
∂b

∂yi
=
Sxx − xiSx

σ2
i Δ

.

#��� �������� �������

σ2
a∗ =

S

Δ
; σ2

b∗ =
Sxx

Δ
. �7G�4K!

����� ������� �
��������� �� ������ ��� �� ����&�� 
� ��&������� �� a∗ �� b∗ 0 ������
����
����� 
� ����
���

σa∗b∗ = −Sx/Δ. �7G�4L!

3�� )����
�� �7G�4I!� �7G�4K! �� �7G�4L! �� ����&��� ����1 ���������� ��� �������
��� 
�� ��
��
������

/������ ����� 
� ������ 
������� ��� �	������� �����
�� ���������� a∗ �� b∗ )��� ���
���&���� 
� ������� 2

M =
[
Sxx Sx

Sx S

]
,

#��� ��&��� ��,* 	�� detM = Δ �� ���� ��
��
��� M−1 2

M−1 =
1
Δ

[
S −Sx

−Sx Sxx

]
=

[
σ2

a∗ σa∗b∗
σa∗b∗ σ2

b∗

]
.

F��� &��1 	�� 
���&���� �� 
� ������� ��� �	������� �����
�� ��� 
� ������� ���� ���
% &�����������&�������� '� ����� �� ��� �S 
� ��
��
 �� 
���&���� ����� ������� ���&���
)�������.�
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;��� ��� )�������� ���&���� ��� �� ���� ����� �� &�����
� ���������� �� ������� ��
����
� 
������� �� ���� ����� ���������� #��� �

��� ������ ������� �� ��� �������
����
3������ ������	�� �� 
� ������	�� ����� �������� �����	�� ������ 	�� 
� �������������
���� ������) ������ �� ����� ��
�� 
� ����
� 2

y = y0e
−αt.

3��.�������� ���� � )����� ��� &�
���� yi ��
�&��� ��. �������� ti � ���� ����������
y0 �� α� ���� % 
���������� ' �� ����
� �� ������ z = ln y 2

z = ln y0 − αt ≡ β − αt.
/��� �� ��
��
 �� �������� ������ �������
� ���	�� ����� yi − fi ��� ������� ���

���&���� �� 
����������� σi� ���
 ��� 
���������� ��� ln yi � 9
 �� ������ �� 
� 
�� ��
����� ����� ��� ������� 2

σz =
∂z

∂y
σy =

σy

y

�� ��������� 	�� ���	�� ������ ���C�� �� 
� ���� ������������ 3��
 ������� ���
�������� ������ &� )������ 
� ���

���� &�
��� �� β� �&�� ��� ���������� σβ � ���� �����
y0 	�� � �� ���� ����	�� 0 ���� ���
������� ������ 
� ��
����� �7G�44! ���� ����&��
����� )��� 2 σy0 = y0σβ �


�� � D����( '� �40�	������

>���� �&��� ��������� 
�� ���

����� &�
���� ��� ���������� a �� b ������������� ��
����
� 
�������� ���� ��&��� ���� �������� �� 
��.�������� &����� �� ����
�� =�
������� ���� ��
� �� ��&��� ����� ��������	���� #��� �

��� ������� 
� �
�� �������� 
�
���� ��� �� % χ2 '�

#��� �&��� �.�
�	�� ������� 
� ������� �� ��.���� �� &�������
���� ����������
��. &�
���� 
�� �
�� ������
�� �� a �� b �� ������� ������
� 
� 	�������

S2 =
m∑

i=1

(
yi − fi

σi

)2

�S yi ��� �� ����
��� �� ������ �� fi 
� &�
��� �� y ��
��
�� ��� 
� ����
� ���� 
�
���� &�
��� �� 
� &�����
� ������������ xi� (� 
� ����
� ����� �.��� �� 
�� i����������
��������� S2 ������ ��
� �� �� ���� ��� 
� ��� �� �����	��� * ����� ��� ������� �� ������
����� ����� �� ��� ��)���� �� ����
� ������� ����� #��� �������� ��������� 	�� S2

��� % ����� '� ����� �
 ��� �� ����� ����� ��� ������ 
�� ������� �m �� ����!� S2

�� ����� �&�� m� =� ���� ���������
����� ���������� * �� 	�� yi− fi ���� �� 
������
�� σi �� S2 ���� �� 
������ �� m� ���� ���� �C������� �� 
��C�� �� ������ �� ��������
���� ��������� ���� ������ �� ���������� 
� 	������� S2/m� �� ����� ��� ���� * )��� 
�
��� ����.� ����� 
� ������ 
��.���
� �� m = 2� #��� ���&��� ���,���� )���� ������
��� ������ �.�������� ��� ���. ������� ���� 
� ���)������ �� ��� �,�������� ����� ���
���� ���&��������� 9
 )��� �� )��� ��������� S2 �� % ������ �� �� ��� �� 
������ ' ��
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��.�������� �ν!� ����� ����� 
� ������ �� ����
���� ������������ �m! ������� ��
������ �� ����������� �� �� ������ �� ���������� �,�����
�� �k ��  �����
� ���.
���� 
��.���
� ����� )������� �$��!� ν = m− k� D�� ���

���� ������ �� 
� 	��
���
�� 
��,�������� ��� ���� )������ ��� 
� % �������. ������ '

χ2
ν ≡
S2

ν
=

1
m− k

m∑
i=1

(
yi − fi

σi

)2

.

/������ 
�� �������������� ������������ χ2
ν ��� ��� )������� �
������� ���� 
� &�
���

������ ��� ������ �� 7� >����� ��� &�
��� �� χ2
ν &������ �� 7 �� ��
�����

� �� ���

����
�� /� )�"�� �� ��� �
�� �������� ���� &���� 	�� 
� 	������� S2 ��� ��� �����
�� ������ �� &�����
�� �
��������  ���������� 0 �

� ����� ���� * 
� 
�� �� χ2� #��� �

���
��&��� ������� ��� �� �&�� 	��

� �������
���� 
� &�
��� �� χ2

ν ������� �� ��� �������
��� ������������

� * S2! ���� ���� 
� )��� �� ������� #��� )������ ���� 
���������
	�� ����� ����
� ��� ,����� ���� ����������� �� ����
 α ��� ����� ����� ���
� �� 
�
)������� �� ����������� �� 
� 
�� �� �������� ���� ��������� �� ������ u ��
 	��
���� ��� &�����
� T ′ ����������� ��
�� 
� 
�� �� ���������!� Proba(T ′ > u) = α� (�
χ2/ν > u� ���� ����
���� 	�� 
������ ���������.�������� ��� ���� ��������
�� �� 	��
����� �������� ��� )������

9
 ��� ��
������������ ����1 )��	���� 	�� ���� �� ������������ ��� ����&����

�����

������������ �C������ 
�� yi 2 ����� 
� ��� 
���	�� ���&��� ��� 
�� ����� �� 
� �����
�� ������� 
�� �.��������� ������������ #��� ������ �
��� ���������� �� )���� 
� �������
������ ����
��� ���&���� #��� ��������� 	�� ���	�� ������ � 
� ���� ����������
σi = σ ���� 
�������� �������� #��� ������������� 
�� ���

����� &�
���� �� a �� b�
���� ���� ����
��
����� σ �����

σ2 =
1

m− 2

m∑
i=1

(yi − a∗xi − b∗)2.

3�� ����������� ��� a∗ �� b∗ ���&��� �
��� ���� ��
��
�� ��� 
�� )����
�� �7G�4K!
��
���
���� ��� 
� )������

√S/(m− 2)�

���	��� % #��� �&��� ��
�&� 
�� ����
�� �� &�
���� ���&����� 2

x 7 4 G H K L 7P 74 7H

y −0, 1 7�I 5�5 G�L I�< K�G L�7 7P�I 74�5

�� ���� &��
��� 
����� 
�� &�
���� �� y * 
����� �� ����
� y = ax + b� ���������
���� �,����� �� ���� ��� �������� ������ 
�� ���������� a �� b ���� 	�� 
��	������
�������� ���������� �� ����. 
�� ����
���� �.����������.� F��� ���&�1 &��� ������
�� ,�� ���&��� 2 �������� ��� ������� ��� ������ ��

������ �� ���������� % * 
����
 '

� ���

���� ������ �� 
�� &�
���� ��������������� �� a �� b� �&��� �� )���� 
�� ��
��
��

• 7�� ��� �)��	����! 2 ���� � ������ 
�� &�
���� ��� ������� �������� ��� 
�� y� ����
���� �&��� �� ������ ������� �� ������ 	���

�� ���� ������ �
�������� �� �����������
�� )�"�� ������	��� #��� ������ �
��� σi = σ = 1� ����� ������ 
�� )����
�� 	��
������� a∗ �� b∗ ���� ���� ���� �� σ� 
� &�
��� �.���� ������� ���� 3� ��
��
 ��
)��� )���
����� �&�� ��� ��
��
���� �� �&�� (��
��� /��� �� 
� ����
� ���� ����������
���. &������� � �� $ ��������� 
�� �������� #��� �.������� ������� 
�� ������������
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�� �����
���

�( Y 
�� �� �. ! 0 (. Y ����. ! 0 (.. Y ����. �∗ . ! 0
�( Y ���� ! 0 (. Y ����. �∗  ! 0
�/�
�� Y (∗(..−(.∗(. 0
�� Y �(∗(. − (.∗( !@/�
�� � � Y �(..∗( − (.∗(. !@ /�
�� 0
�� �  � Y �	 � � �(@/�
�� ! 0 � �  � Y �	 � � � (..@/�
�� !

3�� ����
���� ���� a∗ = 0, 8903� σa∗ = 0, 0754� b∗ = −0, 0958� σb∗ = 0, 645 0 
��
������ �.����������. �� 
� ������ ���� ����������� ��� 
� � ��� 7G�K� (� 
� ����� ���
���� ����������� 
��������� * 
���� ��� ��� ����1 ����������

31– 1 1197 1715135

– 0,4

0,4

0,2

0

0,8

0,6

– 0,2

– 0,6

– 0,8

– 0,8

������ ���� 	 .���� �*���������* � ����� ��� �������� �������

>&�� ��� &�
���� �� a∗ �� b∗� ���� ����
��
��� σ 2 ���� ��������� 	�� ���� �����
����� &�
��� �.���������
� �� &�
��� ��
��
�� ��� �8 * ��� ������ �
������� 0 ����
�������� 
� ������ �� ����� �� ��� ������ ����� &�
��� �� σ2 ������ ����	��
�
�� ����� ���� ����������� 	���
 �� � 	�� n− 2 = 7 �������!� #��� ����&��� 	��
σ = 0, 62� ���S ���� ��������� 
�� % ������ ' &�
���� σa = 0, 047� σb = 0, 401� 3��
�������� ��+.��
 &������ 	�� �� 
� ����
�  �Q�� * 
� )������� % /R=9N+R+J '� ����
)���� ��������	������ 
�� ��
��
� �����������

• 4��� ��� �����
! 2 #��� ��&��� 	�� 
�� &�
���� �� y ���� ��������� ��������� ��

��
	�� 
���������� ��� 
�� G ��������� &�
���� �� y ��� �� P�G �� 	���
 ��� �� P�< ��� 
��
H ���������� #��� �������� �
��� 2

S = 38, 89 Sx = 225, 0 Sy = 194, 86 Sxx = 1993, 06 Sxy = 1757, 08

���S ���� ������ a = 0, 911, σa = 0, 038, b = −0, 259, σb = 0, 272� 3� 	������� S2

&��� 77�PG ���� �� χ2
ν ������ �I �� ��� �� 
������! �� 7�HII� 3�� ���
�� ������� ���

�������
��� ����&���� P�7G ��������� ��� ������ ��� &�
��� �� ����� ����� �
�&��� 3�
����
� ��� ���� ��������
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��!� 3��&&������ '� ����(�����

D�� ����� �������&������ ���� � )����� ��� ����
�� �� &�
���� (xi, yi)� ����� ���
�.���
� 
� ������ �� ������ ��
����� �����&��� ������� 
������ i �� 
� ����� ����
�� ���� � �� * 
� &���� ��� `������� �� ;����� 
� ���� ������ #��� ���� ������ 
�
	������� �� ��&��� ���
 �.���� ��� ��
����� �����
� ����� ��� ���. &�����
��� �� ��������
������� ���� ��������� * ��&��� �� x ��� �����
� * y� #��� �

��� �.������ 
� ��� 
� �
��
����
�� ��
�� ����� �����
����� 
�������� (� y ������ �� x ��
�� 
� 
�� 
������� y = ax+b�

�� ����
���� �� ���� ����� ��������� ���� ���������� ��������� 
� ���$����� a� (� x ��
y ���� ������������� y �� ����� �� ������� �� ���-��� �� �����-��� 	���� x �� ������
���� a = 0� 9
 ��� ����� ������ ��������� 
�� ���������� �� 
� 
�� x = a′y+ b′� 9
� ����
��C������ ��� ����������� ���� a �� a′ ���� 
��� �� x �� y ���� �����
���� (� 
� �����
�����
����� x �� y ��� ���)����� 
�� ���. 
��� ���� �������� ��� ��� )�������� ��&����� 
���� ��

������ �� a = 1/a′ �� aa′ = 1� #��� ���������� 
� ���$����� ������	�� �� �����
�����
��� 
� ��
����� r =

√
aa′� +� ��������� ���� 
�� ������ ���� � ��. ���� ��������

	���
 ��� )���
� �� 
�&��!� �� ����&�� ���� m �����&������� 
� )����
� �����������

r ≡

m∑
1

(xi − 〈x〉)(yi − 〈y〉)√√√√ m∑
1

(xi − 〈x〉)2
m∑
1

(yi − 〈y〉)2
. �7G�5P!

|r| ��� ������� ����� P ���� �� �����
�����! �� 7 ������
����� ����
���! 2 �� ���������
	�� x �� y ���� )�������� �����
�� 
���	�� 	�� |r| ��� &����� �� 7� �����	������ ���
���������� �� r ��� ������ �� P� ���� �
 ��� ��$��
� �� ������ �� ������� &�������
	���������) �� 
�������� ����������� �
�� �������� ��� 
� ������ ��� ������� �� ���
i���������� ��������� x �� y�


��"� *0�	������ 	�� ��� &������� ���(���
'� ���	����	 ���,���	

#���  �����
����� ��������� 
� ������������ ��� ���� ������ ����������� #��� ����
������ �� m �����&������ (xi, yi), 1 ≤ i ≤ m� 3�� &�
���� �� x ���� ��������� �
��� 	��
��

�� �� y ���� ��������� ��������� �
��������� #��� �&��� ��� ������� �� ������ 	��

� 	������� y ������ �� �
������� ����������� #��� ����������� �
��� 
� ����
�

Y =
n∑

k=1

akϕk(x) + ε ≡ f(x,a) + ε �7G�57!

	�� ������ ����
���	��� ��� n ���������� ak� �
��� 	�� 
�� )�������� ϕk 	�� ����
������� 
� 
�� �� x ���&��� ���� 	��
���	���� 3�� ���������� ak ���� ���������� �����

�� ����������� ���� &������ a� ������ ������

fi = f(xi,a) =
n∑

k=1

akϕk(xi).
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����
�� �����
���

#��� ���������� �� ���&��� ������ ������
� 
� ����� ��� ������ ��� ������ 2

S2 =
m∑

i=1

1
σ2

i

(yi − fi)2.

3�� ���������� ���� 	�� S2 ���� ������
� ������&��� 2

0 =
∂S
∂a�

= −2
m∑

i=1

1
σ2

i

(yi − fi)
∂fi

∂a�
, 1 ≤ � ≤ n. �7G�54!

=� ∂fi/∂a� = ϕ�(xi)� �� ���� 	�� 
� ��
����� 7G�54 ��&����

m∑
i=1

1
σ2

i

fiϕ�(xi) =
m∑

i=1

1
σ2

i

yiϕ�(xi).

R���
�"���� �� ������� ������� fi ��� ��� �.��������
n∑

k=1

akϕk(xi) 0 ���� ����&���

n∑
k=1

ak

[
m∑

i=1

1
σ2

i

ϕ�(xi)ϕk(xi)

]
=

m∑
i=1

1
σ2

i

yiϕ�(xi),

����� �&��� ��&���� 
������ ��� ������ �� ������� ������� ������ ����������[
m∑

i=1

1
σ2

i

ϕ�(xi)ϕk(xi)

]
≡M�,k

��
m∑

i=1

1
σ2

i

yiϕ�(xi) ≡ b�.

F��� ��������1 	�� 
�� ���������� 7G�54 ���&��� ��������� �&�� ��� ����������

n∑
k=1

M�,kak = b�, 1 ≤ � ≤ n, �7G�55!

�� ������
Ma = b.

�� ���� 
�� �	������� �����
�� ��� �� J����! �� ����
��� ���,��������� 3� �������
M ��� ������	�� ������ ������&� �� 
� ������ 
������� �� ������ )���
����� ��� 
�
������� �� ���
��O� 3� ��
����� )����

� ���

a = M−1b.

����� ���� 
� ��� * 4 ���������� 
���&���� �� M �������� �� ������� 2 
��
�����
��� ���
 [M−1]ii ��� 
� &������� �� ��������� ai� �
��� 	�� 
��
����� �.������� ���

[M−1]ik ��� 
� ��&������� ����� ai �� ak�
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3�� �	������� �����
�� ���&��� ���� �������� �� ���&��� �� ����� �������������
(�������� �� ������� 	�� ������ 
�� ������� ������ � �
����� �������� �� ���� 	��
σi = σ� 3��,�������� ��� 
� ����
� �7G�57! �� ������� ��� 
� ������ 
�������

n∑
k=1

ϕk(xi)ak = yi, 1 ≤ i ≤ m. �7G�5G!

/��������� ��� ������� ������ �
���� A ��� ��� �
������

Aik = ϕk(xi), 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ k ≤ n
�� �� &������ y �� ����������� yi, 1 ≤ i ≤ m� >&�� ��� ���������� 
� ������ ������
������� �7G�5G! �������

Aa = y.

>� c <�I� ���� �&��� �.�
�	�� ������� �� )����� ��� ��
������ �� ���� ��� ��������
������� =� ��� ����� * ��������

AT Aa = AT y,

�� ������ �	��&�
��� * �7G�55!� ����� ����������� �� )������ ������ 1/σ2� 3� �������
M = AT A ��� �&�������� ������	�� 0 �

� ��� ����� ������ ������&� ����� 
�
������ 
� )���� 	�������	�� bT AT Ab =‖ Ab ‖2�
3���	�� 
�� ������� ���� �� ���������� ��� �
��� �
 )��� �������� ��C�������� 
��
�	������� �7G�5G! 0 ��
� ��&���� * �����

Aik =
1
σi
ϕk(xi)

�� * ����
���� yi ��� yi/σi�


��
/� ���� �� 	���� ���	

M /� N����� 2 B����	�	�	��� 
� ��
���	�� �
 ����� ����	� 	� ��� ����	�� ��	�����
�m������� �� ����	��� ������ 7LKK!�

M �� B�C��� 2 ��	�	�	�� �. �����
�� 
� � ���	��	��� �� 
� ����� 
�� �����	�	���
�6������ ������ 7LLP!�

M ��R� ;�&�� ���� /�?� R������� 2 ?� ��
���	�� �
 ����� ����	� ��� ��� ����	��
��	����� �6�J��]�`�

� #�] l��O 7LL4!�

M ?� ��������& 2 B����	�	��� �� 	�����	��
�� �J�����
� (�������� 4PPP!�

M ����� �� B� ��

�� 2 !������ B����	�	�� �� *��	��	����
�%%�-�����������(������%

M ��� 
� ���� �%%�-������������������ 2
M B� `������ 2 "���� 
�� �����	�	���

M �� >�
�� �
 2 A������� 
� �����	� 
�� �����	�	����

M ����� �� N� /���O �� T��� 2 =��	�� ���	��	���� �� �����	���� ���� � ������ �� �
�	����	��� �%%�-���������
��������(�� &��� 
� �� � ��������

� �� N� /���O
�� T���� ������� ����� �������
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��

� #$������	

�������� �

K ��� ��� &�����
� ���������� ��
�� 
� 
�� �������
��

�! F������ 	�� 
�� �������
���� b(k;n, p) ������� ��� �7G�77! ���� �����
������ ������
*����� 	��

k=n∑
k=1

b(k;n, p) = 1.

�! ��
��
�� μ = 〈K〉 �� σK � ���� ������&�� 
�� )����
�� �7G�74!� ���� ����
�� 
��.�����
���� �� 
����������� �
 ��� ������� �� ��
��
�� 
� &�
��� �� 〈K(K − 1)〉�

�! =� ������ 
� )�������  ���������� g(t) = 〈tK〉� ��
��
�� g(t) �� )������� �� p, q ��
n� ���� g′(t) �� g′′(t)� D��
���� ��� �.��������� ���� ������&�� 
�� &�
���� �� μ ��
�� σ�

�������� �

K ��� ���������� ��� &�����
� �
������� �������� ��
�� 
� 
�� �� ��������

�! F������ 	�� 
�� �������
���� ������� ��� 
� )����
� �7G�75! ���� ���&����
�����
�����
������

�! +� ���
���� 
�� ����� �������� 	�� ���� 
��.������ ���������� ��
��
�� 
� ������
�� 
� &������� �� K� ���� ������&�� 
�� )����
�� �7G�7G!�

�������� �

D�� &�����
� �
������� ����� ������������ ��� &�
���� ���� 
������&�

� [a, b]� �&�� ���
�������
��� ���)�����

�! ��
��
�� 
� &�
��� ������ �� 
���������� �� ����� &�����
�� ����� ������ ��� 
��
)����
�� �7G�7H!�

�! >��
������� 2 ��� 
�� ���� X ��� ������� �� ��

������ ���� 0 	��
 ��� 
����������
�� X �8 ��. ������� ��������� �

�������� �

D�� &�����
� �
������� X ����� * 
� 
�� �����
� �� ������ ��

� �� �����������
����� �
�� �����
� ��������!� ���

� ��� 
� ������� �� �������
��� ���� 
� &�����
�
Z = aX + b �

�������� �

3������&����� �� 74 )���

�� ���������� 	����� ��)���� � )��� ������-��� 
�� �������
�� �

�� ���&���� 2 5� 4� 4� P� 7� 5� 7� 7� 7� 4� 5� 7� +� ���
����� 
� ������� �� ��.����
�� &�������
����� ��
��
�� 
� ���

���� ���������� �� 
� �������
��� ���&��� ��� �

��
�� ��������� 	���
 �� � ������ �����
����� ����� 
�� ��.�� ��� ��)���� ����� ����
)���

��
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�������� �

D�� ��������� ����������� � ������ 
� ���
��� ��
���� �� ������
������� �� 
� �����
��� 
������ ��
������	��� * P�7 6 �� 4P◦� 0 
�� ����
���� �&�
���� ����
��� �� OB ��
−1!
���� ����� ��� ���������

H<�L HL�4 H<�5 HK�P H<�L H5�K HH�G HK�P HL�< HH�H
HK�G HH�P HH�I H<�< HI�4 HK�P H<�G HI�< HI�H HH�P
HI�I HK�H HK�L HI�K HI�G HG�K H<�G HH�4 <P�5 HI�7
HI�7 <P�G HK�L HH�H HG�I HK�< HI�K HK�P HH�H HH�<
HK�L HL�K <P�P HI�7 H<�G HL�H HI�I <P�P HI�< H<�K
HI�4 HK�4 HI�G HH�I HL�7 HH�G H<�7 HI�I H<�L HL�4
HH�7 H<�K HH�I <7�< HK�5

�! ��
��
�� 
� ������ 〈ΔH〉 �� 
���������� s �� ��� �������

���

�! 3�� ���
�� ������� 
� &�
��� ΔH Y �H<�GP OB@��
� 3�� ����
���� ���������� ������
�
��������
�� �&�� ����� ������ � =� ���� 	�� 
� ������ 〈X〉 ����  ���� ������ ��
&�����
�� Xi� ��������� ������	������� ��� ���������� ��
�� ��� 
�� �����
�� 	��

�
	�� ���� 
� ������� �� �������
��� p(x) ��� ������ �� 
� ������ �
�� ������������

� 	�������

T =
〈X〉 − μ
s/
√
n

��� �������� * ��� ���� ��
�� 
� 
�� �����
� ��������� =� ���� ����� 	�� LHg ��

����� ���� 
� ������ �� J���� �������� ��� �������� ����� 
�� ��������� −2 �� 4�
3�� ����
���� ��� ��������� ������
� �� �������&����� ��C������ �� ���. ��� 
�&��� �

�! =� ������� ���������� * &������ �� 
�� ����
���� ���� ���� �������� ��
�� ��� 
��
�����
�� ���� �&��� �� ������ �� &�
���� �� �������) ���� ���	�� �����&�

�� ��
�� ����� 
�� ������� ��
�� 
�� �
����� ���&����� 2 W−∞ . . . 55, 05X� W55, 05 . . .56, 05X�
W56, 05 . . .57, 05X� W57, 05 . . .58, 05X� W58, 05 . . .59, 05X �� W59, 05 . . .∞X� =� )���� 
����
��������

T =
∑ (fobs

i − f calc
i )2

f calc
i

,


�� fi ����� 
�� )��	������� �����&��� �� ��
��
���� T ����� * 
� 
�� �� χ2 * n − 3
�� ��� �� 
�������� 3�� ���
���� �� ������
������� ������

��  ���������� �

�������� �

=� ������ 
��� 
� ����������� θ1 �� 
��� 
� �� ��)������� θ2 ���� ���� * 
� ���)��� ��
���������� �� ���. ��
���. ��������� n1 �� n2 �� �� ����&� ��� �� ���!

θ1 = 22, 03 ; θ2 = 14, 45.

/������ ����� �� ������ 	�� 
���������� ��� �� ��

�� ������� ���� 
� &��� P�4 �� ���
/��������� n2 �� ��� ������������ ������� 	�� n1 &��� �.�������� 7�PPP�

��������  

D�� ��������� � ������� * ��� ������� �������� �� 
� ������� ����� ��
� ���
�� 0 ����
GP �������� �

� ����&� 〈v1〉 Y 7�P44 F �&�� �� ��������� �� P�P7 F� (�� 
�� ������
�



55G �������� 	
����
�� �����
���

���� ����� ����� �

� ���
���� ��� ����� �� �� 	�� ������ 
������������ ���� )������
4�H� +

� ��)��� ��� ����� �� 7P �������� ���� ����&�� v2 Y 7�P7K F� ���

� &�
��� ��

� ������� )�����
 ������� �

�������� !

=� � ��������� 5 )���� ��������������� 
�� �� 
�� �x, y, z! ����� )���� ���� ������
����� �
����� N����� 
�� ������� ���� 
�� ��� 
� ���� ��������� �±0, 5 ������ �����!�
3�� ����
���� ���� 
�� ���&���� 2

x y z

KLvHH� GHvH� GGvHI�
KLvHL� GHv<� GGvHH�
KLvHI� GHvH� GGvHK�

=� ���� ������� ����� &�
���� �������&�� 
�� ������� ���������	��� �� ��� ����
�
����� =� ������"��� �
��� 	�� 
� ��������� x + y + z = 180circ ����� ��� �.��������
���������� /���������� ��� 
� ������� ��� �������� ������� 
�� ���

����� &�
���� ���
����� �� 
��� ��������
�� �&�� 
�� ������� �.���������
�� �� ���������� 
� �����������

�������� �"

=� � ������ 
� ����������� �� ��C������� ��������� 
� 
�� ����� ����� ����

�	��
���� 
�� �.�������� ���� ���������� �� ������� �&�� ��� ����������� �� 
�� ��� 
��
������������ �� P �� 7PPv�� 3�� ����
���� ���� 
�� ���&���� 2

x ���! 2 7 4 5 G H < I K L

t �◦ �! 2 7H�< 7I�H 5<�< G5�K HK�4 <7�< <G�4 IP�G LK�K

=� ����� 	�� 
� ����������� ��� )������� 
������� �� 
���������� /��������� 
�� ���$�
������ �� ����� ��
����� 
������� �7!  �����	������ �� �4! ��� 
� ������� ��� ��������
������� ���

� ��� 
� ��������� ��� 
�� ����
���� � =� ������ ��&��� �� ��������&�����

�� ���. ��� 2 ��! �� ����� ��� 
��.�������� ��	����� 	�� 
� ��������� ��� ��� ��������
���� ��� �� P�7◦ � �� ��! �� � ���� 
� ��������� ��� ��������

�������� ��

=� � ��������� �.���������
����� 
� ���������� �
�����	�� R ���� �������

�� �����
���������� �� )������� �� 
� ����������� ����
�� T � 
�� ����
���� ���� ����� ��� ����

� ���
��� �����������

T 7P 4P HP 7PP 7HP 4PP

R(Ω) P�<5 7�PH 7�5K 4�44 4�IP 4�IL
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3������� �� ��� ������� ������ 
���������� ��� ���	�� &�
��� �� R * σR = 0, 5Ω� 9

� ������� ���� ��� ������� �� ������ 	�� ��� ����
���� ���������� ���� ������� ��� 
�
����
� ������	��

R = aT b.

�! 6������ 	���� ���� ����� �� &�����
� ����
� ������ �� ������ 
� ����
� ���� 
�
)����

y = α+ βx.

��
��
�� 
� &������� �� ���	�� &�
��� �� y�

�! D��
���� 
� ������� ��� �������� ������ ���� ���������� 
�� ���

����� &�
���� ��
α �� �� β� +� ������� ��� ����������� �� a �� �� b�

�! ��
��
�� 
���������� ��� 
�� ���������� α �� β� ���� ��� 
�� &�
���� ���
�� a �� b�

�������� ��

3�� ������ ����  �1 ��� ��� ������ ���� 
��� ���� �.���� ��� ���������� �� 
�������
3���
���� � ����� ���������� ������������ �� t = 0� 
�� ������ ���������� ���� 
���
���� )���������
 �� �������� �� 
� 
������ �i����������!� =� ������� * ����������

� ������	�� �� ���������� ���� ��
�� �� ���� ����� 
����� �� ����� ��� 
� ������ ��
������� ����! ���� ���	�� �����&�

� �� 7 �� ���&��� 
� �� �� 
��.��������� �&�� 
��
����
���� ���&���� 2

tn 7 4 5 G H < I K

In G7H 454 7<4 L7 <4 4P 5H L

>����� G7H ������� ��� ��� ���� ����� P �� 7 ������������ =� ���� 	�� 
�� &�
����
�������� ���� ��������� ����� ������ �
�������  ��������� ���� �� ������ 
����������
* 5P ������� 3� ������� 
����� ���&��� 	�� 
� 
������ ����� �����-� �.��������

����� 2

I(t) = I0e
−at

���� ����������� ��� 
� ������� ��� �������� ������� 
�� &�
���� ��� ���������� I0
�� a 	�� ������������ 
� ����. 
�� ����
����� �� 
�������� 
� ����
� �� ������ 2

y(t) ≡ ln I(t) = αt+ β

�� �� &� �,����� α �� β ���� ���������� �� ����. 
�� &�
���� % �.���������
�� '
yn = ln In�

�! ��
��
�� 
�� yn �&�� 
���� ������������

�! N���&�� 
�� ���

����� &�
���� �� α �� β� �� ���� ��� �������� �������

�! /��������� 
� &�
��� �� a �� ��

� �� 
� ����� �� &�� τ = 1/a� ����� 	�� 
����
������������





������� �!

1���	��
 �� 1	��� ����	

����	��� ������� ����� ����� �� �������� 
� ��� ����� ������� ��
������ �� ���� �����

��� ��� ,��. �� ������ � D� ����
��� ���.�
������� &��� ���� ����� �
�� 
��� ����
�� ��������� ���� 
��������� ��������������� ���$���� 	�� 
�� % �������� �� 6����
���
� ' ,����� �� �:
� ��������� ���� �� �������. ��������� �� 
� ����	�� �����
��	�� ��. ���������	��� ����������� /��� 
� ������ ���� 	��
����� % ���
������� '
��� ���������������� �� ���)��� �� % ���������	�� '! �����  ������� ����	��� �����
&�����
�� ���� ��������� �� � ��� 
� ������� (�� �� ���������� 
� ������ �������&����
���� ���� ���
���� 
�� ������ �� ������� �� �� % ������������ '�

����� ���� 
��&��� ��,* ��� �� ����� �� �������� 7G� 
� ������ ���� �����&����
����������� �� �
������� )�"��� ���� �� ���&��
 ��������	��� 9
 ���� ����&�� 	�� 
�
��������� ������ ���� ��� ������ �
������� ����&����� ���]���� ��� �.���
�! 0 ��
�������� ���������� �� ��������� ������������ ���� % �������� ' �� ����� �� ���
������� �� ������� �

�������� �
��������� 9
 ���� ���� ���������) �� ���
� �� ����
��
��� ���������� �� ������ ����	�� �� ��  ����� /��� �� ���� �� ���
� �� ������� ��
6���� ���
� ���������������

a ������ �� 7LGH� ��� ��������� ������������ ���&�� ��� ��� ������
����� �� ���� ��������
������
����� �� ���� ����"�� 	�� 
� ������ ���&��� 
��� ���&�� * ��
��
�� ��� 	��������
���������� ����� ��� ���� ��
� �� 
� ��
����� ����� �	������ ��. ����&��� ������

���
=� ��� � �� ��� ������&��� ���� 
� ���� ���� ��� �������� �� 6���� ���
� ��������
�������

F��� ���&�1 * ��� ����� &��� �������� ������� �� ���� ������� ���� ����������
�� ������������ �
�������� N��� �� 	�� ���� ��&��� ��� ����������� �� ��� �
 ��
������� ���� ������� * ���&��� �� ������������ ������������ �� �������� ���� ��
���� ������ ���)��� �������
�� �� ���&��� 
� ����
��� )����� ��� 
� �������� �����
����	��� ���� �

��� ��������� 
� ������� ���� ����� * 
� )���������� �%  ��������� '
���� 
� ,�� �� �� 
����
�� ������	��! �� ������� �
�������� �� ��������� ��
��
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��
� �(�(�����	 '� ������	 �(�����	

3� ����
����� �� ������.� ������ ��������� ��� ����
� 2 ���� �

��� ��
��
��� ��� ������
����� ��� ����� �� ������� �������	�� ���� ������������ ��� ��� ���� 
�� �� ��������
3���
����� �* ��� ����

� ��)������� * 
� �������! ��� ������� ������ 
���������� ��
������� ���� * )��� �
��������� #��� ���� 
�������� ���� ����� �������� * ��� �������
�
�������� �������� �� )�"�� ���)���� ��� �� �����&�

� ���� 3� ��� ����� ����������
���� ������

��� �� %  ��������� �� ������� �
�������� ' �� % J#> ' �R�����
#����� J��������� R#J� �� �� 
���!�

������� /�������

3� ������� �
 ������� ������� 
�� ��� ��� &�� #������ &��� 7LG< 0 �
 ��� ����� ����

� ��� ���
 ������� �� % ��
��� �� ����� '� ������� ���� ������ ������ ������� * ��.
���C���! ��������� ����� 
� ������� ������ �� 
� ������ ���� 
��
�&��� �� ����� 0 ����
���������� 
�� ����� ���C��� �� ���� �� 
�� ����� ���C��� �� 	���� ���� ������&�� 
��
��. ���C��� �� ��
���� 	�� )������ 
� ���.���� ������ ��������
������� �� 
� ������
�� ������� ��� ����� ������ 	�� ����������� F���� �� ����� �.���
� 2

738497 u0 = 738497
545377819009 u1 = 377819
142747196761 u2 = 747196

(���
� * ������ �� ���&�� �� ���.������� ������� ��  ��������� ��� �� )��� ���� ���&���
���� ����� �� &�� �������
����� ����� 
���� ������ 
�� ���
��� �
����������

3� �
����� ���  ���������� �����
� ���
����� ��� ��������� ���������� ��� % ��� ������

������� '

un+1 = aun mod m ��
un+1 = aun + b mod m.

R����
��� 	�� ����� �������� �� ���� 	�� un+1 ��� 
� ����� �� 
� ��&����� �� aun ���
�� aun + b! ��� m� ����� 4 Y 45 ��� I� 3� �
����� ��� 
�� � �� �� ��� ���������
���������� 
���������� 5�/ �� �� �	��&�
���� +� (��
��� �� ����� 5�/���	��6;� ����
������� 4� F��� &��1 	�� un+1 ��� ������������ �� �
�� � �
 * m−1 �� 	�� 
� �������
�� ��� ���������� ��� �� �
�� � �
� * m� D� ����. ���&����
� �� ��
���
������� a �� ��

���������� b �������� * ��� ������� ������ �� ����� ����� ����������� ��� �.���
��

� ����. a = 57, c = 1,m = 256 ������� ��� ��	����� �� ������� 4H< ����� �� 	��
���
��������	�� ���
����
�!� >� ���������� 
�� &�
���� a = 16807, c = 0,m = 231 − 1 =
2147483647 ������� ��� ����� �� ������� % ���� ' �
�������� �� �� ������� m− 1�

3� ������������ ���� % ��� '  ��������� �� ������� �
�������� ��� �C���� �� �������

����� �� �
 ��� �.��������� )���
� �� ���� �� �� ���&��� �
 ��������� =� ���� �����
������ 	�� 
� )������� ���/� )������ �&�� 
�� �����
������ 9;6 ��� ������ <P ��
�&�
�� ����� �������� ���� ����� 3� ������
����� ��  ����� ������� ������ a �� m! �� 
�
��
��
 �.��� �� 
��� ������� ��� ��� ��� ��$��
��� �����	��� 	���
 )��� ���������

(��
�� ������� ���. )��������� ���/	� �� ����/	�� 3� �������� ���&��� �� ������
)������������ ���� 
� 
�� �� �������
��� ��� ���� ���)���� ��� WP�7X� ���� �����
� �������
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������� ��

�� ��������� � �
 * ��!� 3� ������� �C�� �
�� �� �������
���� 2 �

� ���
 ����� ��� ������� �� ��� ���
�� ��
�� ��� 
�� �� �������
��� ������� ��� 
����
��������
3�� �����
������ �E=RNR>#� � �� ������! ���������� � �
����� ��� )�������� ����
���� 
�� ����� ���&����� ����� ����� ���������� 
�� )����
�� ����������� ���
�����
��� &�
��� ������
�� 
� %  ����� ' �% ���� ' �� �� 
���!� 3�� )�������� 	�� ���� &�����
���&�	��� ���� ������ ������� ���� ����� &������� 	�� ������ * 
����
������� �� �����
��� 
�  ������ ������� 
� ���� �� ����� ���� ��� ������ �� ������&� 
� ����  ������
�� ���� 
� ���� ��	����� ��������
�������� 3���	�� 
� ��� ����� ��� ���
��� ���� ��

�� ��
��
� �
 ��� ���������
� �� ���� �� 
�  ����� �� ����� �� ������

������� 0��������	� ���� +�(

N��� 
��  ����������� �� ����	��� ���� ���� 
���	���
 ��� �� �� )������ 	��
	��� ��1�����
�� ������� �
�������� 0 �
 ���� &� ��� �� ���� ���� ��� ��
��
� % ���
� ' 	�� ���
�����
��� ��������� �� ��

���� �� &�
���� �
��������� 9
 )��� 	�� ��� ������� �� ������
��� �����
��� 9
 ��� ���������� �� &������ �&��� ��� � 
� ������������ ���� J#>
��������

D�� �������� �������� �������� � ���������� 
������ ����� ��� &�
���� �������� �
���
������ ���� &��� ���
 ��� ��������
� �&�� 
� 
�� �� �������
��� ��������� (� �� J#>
���� ��� ������� �������� ���)�������� ��� W7�7PX� ���� ���&��� ��������� 
�� �������
����� ��� ���C��� 7� 4�� � � �L �� ��� &�
���� ���&��� ���� �����.�����&����� � �
��� �
��
������������ ���� ���&��� ���
�	��� 
� ���� �� χ2 ���� &������ 
� ���)������ * 
� 
��
���)�����

D�� �������  �����	�� ����
� �������� * �������� ���� 
� �
�� (x, y)� 
�� ������
�� ����������� xi = ri, yi = ri+1� D� % ��� ' J#> �������� �� ��� � �� ������
���� ��������� �&������� �
��� 	���� ���&��� J#> �������� * ��� ������ �� ������ ��
������� 3�� � ���� 7H�7 �������� ��� ���. �������
����� #��� �&��� ���
��� ����� ����

�  ��������� ��������� ���� (��
��� ������� ���� 
�  ��������� ��,* ��������� �
��
���� �a = 57, c = 1,m = 256!�
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������ ��� 	 @��!��� ��������� ������� ��� �� ���+��� (�������� ,: (���7�- � ���
�� !�� (�������� ,: �����-�

F��� ����&���1 �� �� �� �������� ��� ��)������� * ��� ����� �������� �� ���)��������



5GP �������� 	
����
�� �����
���

������� 0������	� ���� +�(
1 ������ ����� 
���%� ����	���

D� ����
� �C����� ��� ���
�������� �
�������� ���� 
� �
��� �������� ��� ����� ��
��������� (0, 0), (x1, y1), (x2, y2), . . . , (xk, yk), . . . , (xN , yN )� ���	�� ���
������� ���
% ��� '! ��� ����������� �� ���
������� ��������� ���� �����
�!� �� ��� �� ���&��
���� ��� ���&��� ���
��� ����� ����
� ���������	�� �� ��������� �� ��C����� ��
������ ���� ����
�� 
� ���)�������� ���� 
������� ����� ��
���
� �� ��
����� =�
���� ���� ���� ��&��� �� ��� ������� �
�������� * ���� ���.� ����� �� n �����������
/������ ����� �� ������� �� ���������� ������� ���� 
� ���
������� �� ���	�� ���� =�
���� ����� �� ������ ���. ������� δxk, δyk �� ����� xk+1 = xk +δxk, yk+1 = yk +δyk�
�� ���� �� ������ �� ������ �
������� α ∈ [0, 2π] �� ����� δx = � cosα, δy = � sinα�
3� ����
� ����) ���� ������ �� ���
���� ��� �� ������� /��� 
� ��� ����
� �� ������
����� �
��� 
� ����� k + 1 �� ������ �� ����� k ��� �� % ���� ' �� 
�� ���� � &��� 
�
������� 
�  ������ 
� ���� �� 
� ���� ���,���� �� ������� 3� � ��� 7H�4 ������ 	��
	���
���
�������� ����� ��

� �������

– 0,4– 0,6– 0,8– 1,0 0,40,20,0 1,00,80,6– 0,2

– 0,6

0,2

0,4

0,0

– 0,2

0,8

1,0

0,6

– 0,4

– 0,8

– 1,0

������ ��
 	 ����7�� ��������� ��� �� ������ ���� ������
%7�$�� ��G������ ������� �


 ��� �� ���(���� 
1
���

(� ���� �������� 
� ������ �
������� * �� ������ �� ��&�
��������� ����� 	�� ��
��������� ������ ����� �� &������ ����������� 
� 	��
��� �� J#> 	�� ��� * 
���� ���
��� ���
��������� (� &��� �$���1 * 
������ �� ������� ������ �� ������� �
���������
&��� ��&��1 �����&�� 	�������� �� ��� ����� �������
�������� % )�&������ ' 0 
�� �.����
����� (xN , yN) ��� ���,�������� ���&��� ���� ��������� ���� ������ 
�� ����������� /���

� ��� ���������� �� ���� ����"����� �� ��)��� �� J#>�

�
�� ������������ �� ���� ������� 	�� 
� &�����
� �
������� rN =
√
x2

N + y2
N �
�

�������� * 
���� ��� �� �� �� ��������! &�����

〈rN 〉 =
√
Nρ,
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�S ρ ��� 
� % &�
��� 	�������	�� ������ ' ��� ���
�������� ����&����
� (δxk, δyk)

ρ2 ≡ 1
N

[δx2
1 + δy2

1 + δx2
2 + δy2

2 + · · ·+ δx2
N + δy2

N ].

(� ���� 
�� ��� ��� ���� 
�� ���� �� �� � ����� ρ = � ��

〈rN 〉 = �
√
N. �7H�7!

>��������� ����� ��
����� �� �����
�	�� 	���� ������� ���� &������ 
� 	��
��� ����
J#>� �
 )��� �������� ���� �������� ������ �� ���
�������� �� rN � �� )���� 
� ������
�� ��)���� ���� 
� ��
��
 ���� ��&����� &�
���� �� N � =� ���� ����� 	�� 
���������� ��
rN &���� ����� N1/4� F���� 
� �	��
���� ���� ��� ����� ���� ���
���� ��� �����������

3����� 7H�7 M >��
�� �� ������� �
��������

�@@ ���� 
� ��� 
 � ������ �� ���
�) � � �� Y #�69#2#�6>k
�#R Y �	 � � ��� ! 0
�@@ ���� 
� ��� 
 � � � � � � � � � � � � �
�) � � � �Y 7 2#R
�. Y P 0  Y P 0
�@@��� ������ � 
 � � � � � � �
�) � � � Y 7 2 ��
	�. Y ���� �! −P �H 0 � Y ���� �! −P �H 0
�
. Y .A�. 0  Y A� 0
�����
���� � � ! Y �	 � � � .∗.A∗ ! 0
�����
��@@ � � 
 � � 
 �� 
 � &� 
 �� � 	������ �	�� ������ �� �� 
 � �����−���
��@@�� ���
������� � � � � 

������� ! Y �����!@#R0
����� Y ����� �∗�!@#R0
���� ��_���� ! Y �	 � � ���� − �����!∗����� ! ! 0
�	���

���� &������ % * 
����
 ' 
� ��
����� �7H�7!� �
 ��� ������� �� ������ 〈rN 〉 �� )�������
��
√
N 0 ����� �� 	�� ���� �&��� )���� ����� 
� ������ 
� � ��� 7H�5� �&�� 
� )�������

���/	� �� (��
��� =� �������&� ��� ������� �� �������) �&�� 
� ��������
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9
 �.���� �� �������. ���������� ����	��� ���������	��� �������� * ��� �������� ��
�������
��� ��� ����������� 3� ��� 
� �
�� ������� ��� 
� �����������  ���������� =�
� ��&���� �� �������. �
 �������� ���� �������� ��� ������ �� ������� �
��������
��������� * ��� 
�� �� �������
��� ������� #��� �

��� �� ������� 	��
	��� ����
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������ ��� 	 �� ���������� ��&�� �� /������ �� �� ������ ������ �� ���!�� �� ����

������� <	���	� ����� �������� ����	���

����������� 
� ����
��� ���&��� 2 ���� �� ������ �
������� X �� ����������� ������
����)�����  ���������� ����! 0 	��

� ��� 
� 
�� �� ����������� �� 
� 	������� g(X) �
3��
�������	�� ���� )������ �� �������. �.���
�� �� ����
���� �� ��  ���� 0 �� &����
��� D�� ������� �� ����� �
������� ��  ��������� e(t) ��� ���
�	��� ��. ������ �����
���������� R� ���

�� ���� 
�� ������������	��� �� 
� ��������� ��������� e2/R �

�
�� ������������ ���� ��������� 	�� 
� )������� g ��� ��������� 	�� ��� ������� ��
��������� ���
�� 
� ������� �� &�������� �� X �� 	�� 
��	������ g(x) = y ��� 	�����
��
����� ���� 
� ������� ��������� ������ �������� ����������� ����� )���
� * 
�&��!� ���
���������� ���� ����
��� ��� 
� )������� ����������� ��� 
� � ��� 7H�G�

x

y
b

a

y1

x1

������ ��� 	 "������ ����� +����!�� �������� > ��� �� �� /������ �� ����������

#��� ������ P (x) 
� )������� �� ����������� �� X �� Q(y) ��

� �� Y = g(X)� �����
&��� ���&�1 
� &���� �� y < a� �
 ���.���� ��� �� &�
��� �� x ��

� g(x) ≤ y �� ����
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Proba(Y ≤ y) = 0� (� y ≥ b� g(x) < y 	��
 	�� ���� x� �� ���� 	�� Proba(Y < y) = 1�
+� ������

Q(y) =
{

0 y < a,
1 y ≥ b.

3���	�� x1 �� y1 = g(x1) ���� �������� ����� ��� 
� � ��� 7H�G� g(x) < y1 �� x < x1�
����	�� ���� �&��� ������ ��� )������� ���������� 0 ��� �����	����

Q(y1) = Proba(x ≤ x1) = P (x1). �7H�4!

9
 ��� ���&��� �
�� ���
� �� ��&��� ������� 
� ������� �� �������
��� �� Y � ���� q(y)� *
������ �� ��

� �� X � ���� p(x)� ����� 
� ������ 
� � ��� 7H�H� 
������&�

� [x1, x1+δx]
����������� ��� 
����
������� ��,����&� x �→ g(x)� * 
������&�

� [y1, y1 + δy]� +� ������
�� �������
����� ��
� �� ������� ���

Proba(y1 < y < y1 + δy) = Proba(x1 < x < x1 + δx).

#��� ��&��� 	��
Proba(x1 < x < x1 + δx) = p(x1)dx

�� 	�� δx = δy/g′(x1)� #��� �� ��������� 	��

q(y1) =
p(x1)
|g′(x1)| , �7H�5!

�S 
� &�
��� ����
�� ����� ������ �� �� 	�� g′ ���� ���� �� ���&�� /��� 
� ��� �S 
�
)������� g ��� ����������� ���������� �� ������������� 
� )����
� �7H�5! �� ������ ��
�7H�4! ��� ����
� ����&������

x
g(x)

p(x)

y

a

b

x1 x1+x

y1
y1+y

������ �� 	 "������ ����� +����!�� �������� > ��� �� �� ������ �� ���!�!�����

������� *�%	�� �� �� �	���	� ������	2��
	� �� �%��)�
�� �� ��������

(��� U ��� &�����
� �
������� * ������� �� �������
��� ��������� ��� 
������&�

� [a, b]
�a < b!� ����� ������� �� �������
��� �������

p(u) =
1

b− a , u ∈ [a, b], p(u) = 0 ���������.
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�� ���������� 
� )������� �� �����������

P (u) =
u− a
b− a , u ∈ [a, b], P (u) = 0 �� u < a, P (u) = 1 �� u > b.

F��� &��� ���&���1 �&��� �������� 7G! 	�� P (u) ��� 
� �������
��� ���� 	�� 
� ��
�����
U ≤ u ���� &���� �� 	�� p = P ′� #��� ����������  �Q�� ��. �������������� �� �����
 ����� ���������� ���� �
 ������� �� ���� ��� ����� �����
� �� )������ ��� �����
�� ���
�������� �� 
� &�����
� �
������� U � ���� U1, U2, . . . , Un, . . .�

a ������ �� ����� ������ ���� &��
��� �� ������ ��� ���&�

� ������ X1, X2, . . . , Xn, . . .�
	�� ���� ������������ ��� 
� )������� �� ����������� F (x) ��� ��� 
� ������� �� ������
��
��� F ′(x) = f(x)!� #��� ��������� 	�� F ��� �������� �� ����������� ����������
��� 	�� �.�
�� 
�� &�����
�� �
�������� ���������!� (��� ��� ����������� F ����� ���
)������� ��&���� ��� �������	��! ����� F−1� #��� ���&��� ������ 
��	��&�
����

y = F (x)⇐⇒ x = F−1(y),

* ��������� 	�� 0 < y < 1� >���� ��� ���
���������� ���� ���&��� ������� 
� ���������
���&����� 3� &�����
� X ������ �����

X = F−1(U) �7H�G!

����� F ����� )������� �� ������������ +� �C��� 
� �������
��� ���� 	�� X ≤ x
��� ����� 
� �������
��� ���� 	�� F−1(U) ≤ x ��� ������� 
��	��&�
���� ������� �
��
����� ����� ������ 
� �������
��� 	�� U ≤ F (x)� ����� U ��� ������������ ��� ���
����������� ���)����� ����� �������� �������
��� &��� F (x)�

#���� ��� ��� ���� ������� �� ��������� ������������� ��� ������� 
� ������� 	��
&���� ������ ������� �� ���� ���
����
� 	�� �� 
� )������� F−1 ��� )���
� * ��
��
���
����� 
� ��� ���� 
� ������������ �.��������

� ���� 
� )������� �� ����������� ���

F (x) = 1− e−x.

(� y = F (x) = 1 − e−x� �
��� x = F−1(y) = − log(1 − y)� U ����� ��� &�����
�
�
������� ���)����� 
� 	������� − log(1−U) ��� ���������� ��
�� ��� 
�� �.��������

��
/� �
��� ����� 1−U ��� ���)���� �� U 
����� − logU ��� ����� ��� &�����
� �
��������
�� ������� �� �������
��� �.��������

��

������� �� 
�%	�� �� ��F� �� �	� ���
���

#��� ������ ������ U �� ������ �
������� �� ������� �� �������
��� ���)���� ��� WP�7X
�� X �� ������ �
������� �� ������� �� �������
��� p(x) �� �� )������� �� �����������
P (x)� 9
 )��� 	�� p ���� * ������� ����� 2 f(x) = 0 �� x /∈ [a, b]� #��� ���������
������ 	���
 �.���� �� ���
 p0 ��
 	�� p(x) ≤ p0 �� x ∈ [a, b]� ����� ���������� ��� 
�
� ��� 7H�<�

=� ���� ��� ������ �� &�
���� �
�������� xk, yk� �&�� a ≤ xk ≤ b �� 0 ≤ yk ≤ p0� ���	��
����� ������ �� ����� * 
���������� �� ������ 
�  ��� �
��� �� 
� � ��� 7H�<� ����� �����
��� % �������� ' �� 
� ����� ������������� ����� ����� 
� ������ ������������&� �� p
�� 
��.� ����1����
 ���  ��� )����!� 3� &�����
� �
������� xk ��� �
��� ���������� ��
��

� ������� �� �������
��� p(x)�



�" − �������� �� ��	�� ����� 5GH

x

p(x)y

a b

p0

������ ��� 	 �� ��7��� �� ��G� > ���!������ ��� ����� ��������� : �� ��(��� (���
/���� �� �����!��� ����� �� ������ �� ���!�!���� p(x)�

������� �� ��������	� �	�
���

/� �������. �
 �������� ��� ��� �������� ���� �� ������ ��� ������� ����������
��
�� ����� 
�� 	�� ������-� �� ���&��� ���� 
�� ���������� ������
�� #��� �� ���������
���.�

3� �������� ������� )��� ����
 �� % �������� ������
 
����� ' 2 
� ����� �� N
&�����
�� �
�������� ������������� �� �� 
��� ������	��� ����� ��� 
�� �� �����������
	�� ���� &��� 
� 
�� �����
� 
���	�� N ��&���� %  ���� '� +� �����	��� N = 12 ���
��,*  ����� 3� ��� ����� ������������� ��� ��� �
�� ����
��� 
� ���
� ������ ��$��
��
���������� * �,����� 
� ������ �� 
���������� �� 
� &�����
� ����� �&��� �.�������!�

3� ������� �� ;�.M6�

�� ����)��� ����
�� ������� ��
����! ������� ���. &�����
��
�
��������  ���������� X1, X2 * ������ �� ���. ������� U1, U2 �������� ���)��������
��� WP�7X� 3� ����������� ������������� ��� 
� ���&����

7� +� ������ U1, U2 �� ��
��
�� V1 = 2U1 − 1, V2 = 2U2 − 1�

4� ��
��
�� S = V 2
1 + V 2

2 �

5� (� S ≤ 1� )����� X1 = V1

√
−2 logS

S
; X2 = V2

√
−2 logS

S
.

G� (����� ����������� �� ������

3� ����&� �� �� ����
��� ��� �� ��� ����
��
� * 
� ������� �
����	�� �� ��
��
 ��

����� ��
�

∫
exp(−x2)dx� 3� ����� V �� ����������� (V1, V2) ��� �� ����� �
�������

��������� ���)�������� ���� 
� ����� ������ ��� 
���� ��� �� �� ���� 4 0 �� S < 1 ��
����� ��� ����� * 
���������� �� ���	�� �� ���� ������ �� �� ���� ����� ����,����
�&�� �� ����������� ���)����!� 9����������� 
�� ����������� ��
����� �� �� ����� ���

�� ��
������ 2 V1 = R cosΘ, V2 = R sin Θ� >
��� |OV |2 = S = R2�

/������ 
��
 ��������
−−→
OX ��� ������������
 *

−−→
OV �� ��� ����������� ���&��� ��������

X1 =
√−2 logS cosΘ, X2 =

√−2 logS sin Θ� 3�� ����������� ��
����� �� ����� X
���� �&�������� R′ =

√−2 logS, Θ′ = Θ�
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3�� &�����
�� �
�������� R �� Θ ���� ������������� ����� �

��� �� ���� 	�� R′ �� Θ′�
3�� &�����
�� Θ �� Θ′ ���� ����������� ���)�������� ��� [0, 2π]� �&�� ��� ������� ��
�������
��� 1/2π �����	�� V ��� ������� ���)�������� ������ �� 
���� ���!�

3� )������� �� ����������� �� S� P (s)� ��� 
� �������
��� ���� 	�� S ≤ s 0 ����� 
�
������� �� 
� ���)��� �� ���	�� �� ����

√
s * ��

� �� ���	�� �� ���� 7� ���� P (s) = s�

3� ������� �� �������
��� �������������� ��� ��������� �� � �
� * 7� ���� 	�� s ≤ 1�

3� �������
��� ���� 	�� R′ ≤ r ��� ������	�� * 
� �������
��� 	�� −2 logS ≤ r2 ��
������ 	�� S ≥ exp(−r2/2)� ����� S ��� ���)���� ��� WP�7X� ����� �������� �������
���
&��� 1−exp(−r2/2)� 3� ������� �� �������
��� �� R′ ��� 
� ����&�� �� ����� �.���������
���� r exp(−r2/2)�

��������� ���������� 
� �������
��� ���� 	�� X1 ≤ x1 �� X2 ≤ x2� +

� ��� ������
��� 
����� ��
�

J =
∫
D

1
2π
e−r2/2rdrdθ,

�S 
� �� ��� ������ ������ D ��� ������ ��� r cos θ ≤ x1, r sin θ ≤ x2� R�&����� * ���
&�����
�� ������������ ���� 
����� ��
�� ���� �&���

J =
1
2π

∫
x≤x1,y≤y1

e−(x2+y2)/2dxdy,=

√
1
2π

x1∫
−∞

e−x2/2dx×
√

1
2π

x2∫
−∞

e−y2/2dy.

3� �������� )���� ��� �� ������� �� )�������� �� �����������  ���������� ���� X1 ��
X2� �� 	�� ������ 	�� ��� 	�������� ���� ������������� �� ��������� * 
� 
�� �����
��
3��
 ������� ������� ���� ���. ������� �
��������  ���������


���� ��������� '� ��(���,��	 �(�����	

E���� �� ��� ��

���������� ��� ��� 
�� �������� * ���
���� 
� ������� �� 6���� ���
�
���� �������� �� ����
��� �� ����	��� 
� ��C����� ��� �������� ���� �� ��������
���
������ =� ���� �� �������� ������� 
� ��C����� �� ��&��� ����������	�� �� ����
&���
��� �	������ ��. ����&��� ������

��� ���� ����� �������� ��&���� ���� ��
�������

���	�� 
� ��
��� �S �� ������� 
� ��C����� ��� ����
�	��� ����� ����� 
� ��� ���� ��
����
����� �� ���	��� ��  ������� �� �� ��

�� ���.�� ���������� �������� ��� ��
i���� �� ��)������������� 9
 &��� ����. �
��� ������� �� ����� �� &�� ����������	�� ��
���������� 
� ���&����� ���� ������� ����� ��� ������ �� ������ ���� �� ��
���
������ ���� 9
 )����� ���� �8� ������� ����1 �� ���,�������� ���� �&��� �� �������

��
������������)� ����� �������� ��� �������� �
�� ������� 	�� 
�� ���������� �� ��
���
���� �������� �� )�"�� �������
����� ��� �.���
�� �� �����-� 
� �������
��� ������������
���� ������� ��� �� ���� �� �������� �� ���� 	�� �� �������
��� �� ��C������ 3�
������ �������� &��� 	�� 
��� ��� ��

���������� �� E����� (� D
��� ��� �� �� ���
�
��������� �� ���
���� �� 	�� ������ ��� 
������������ �� ����� 6���� ���
��

#��� �

��� ������� ���. �.���
��� 
� ������������ ���������&� �� 
�� �� ����� 
������
��� 
� ��C������ #��� ������� 	�� �� ������� �������� ��� �� ��$��
��� �� 	�� &���
������1 )���
����� ������� �������� ���� �� &��� ��������� �� ��� �.���
���
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������� �� ����	������

#��� ��������� ���� �������

�� �� ��������� ���������&� ����������� * 
�������� 1����
nA0 = nA(0) ����. ������
��� ����������� * 
������� >� ���	�� ���� ����� �� )�"��
���� * )��� �
�������� ����� ��� ������� ������ 	�� 
� �����)���� �� �� ���� ����
��
�� 
������� ;� a 
�������� t� 
��������

�� �������� nA(t) ����. > �� nB(t) ����. ��

� ��������� % �

� '� 9
 ��� �� �� ���������� ��� ���. )���������

3� ��
����� ���
��	�� ��� )��� ����
�� (��� α 
� �������
��� �� ������� ������ ��� �����
�� ����� ���� �� ����� +���� 
�� �������� t �� t+δt� ���� �����&����� ���� nA(t)αδt
������� ������� ��� ������� ��� �����&�

� �� ������ 
� % ����
����� ' �� > &������ ��
δnA = −αnA(t)δt� #��� �&��� ����

δnA

δt
� n′

A = −αnA(t).

3� ����
����� �� ����� �	������ ��C�������

� �
�������� �� ������� ������ * ���$������
���������! ��� ��������� 2

nA(t) = nA0 exp(−αt).

3� ����
����� �� 
� ������������ ��� 
� ������� �� 6���� ���
� ����� ��� �
�� ��$��
��
3��������

�� ���� ���������� �� ������� ��� �� &������ * nA0 �
������� ������� %���
#��� ��&���� ������� �� ���� ���� ������� 
�� ���. ���������� 2 
�� 
������ > �� ;
�� 
�� ������� P �� 7 ��� �.���
� ��� ������� ����. ����� 
� �
�� �������!� F���� ���
������� �� ��� ����� �� ����
������

3����� 7H�4 M (���
����� ����� ������������ ���������&� 2 ��������

�# Y 7PPP 0 � Y P � 7 0
�#R Y GP 0 �; Y 3���� �#RA7 �7! 0
���� Y 3���� �7 �#! 0
���� � � Y 7 2#R
���� � Y 7 2#
�. Y �
�� � ! 0
�� � . [Y � e ��� � � ! YY P ���� ��� � � ! Y 7 0 ���
����
	�;� � � A7! Y �	� ��� ! 0
�
���
���> Y #−�; 0
��� Y 7 2#RA70

3�� 
� ��� 7 �� 4 ���������� 
�� ���������� �� ����
���� 
� 
� �� 5 ������
��� * P
�>! 
� ������� �� 
��������

��� 3� ���
��� ���� �������� AH )���� ���� ���	�� �����
���� ���������� �� ������ �
������� 0 ���
 ��� ��)������ *  � �� 	�� �� ������� �&��
��� �������
��� P �� �� ���� ������ �� �������� ���� ���� >� ���� 
� ������� ����
���� 
� �����)����� �� ;� a ���� ������ �� 
� ����
������ 
� ������ �� 7 ���� %��
��� � �
 �� ������ �� ����. ;� +� &�� �� ����� ��� ����
����� ���� ���������� ��
% ����� ' ���&��������
� � �
 �� ������ �� ��
�� �� �C������� 3� � ��� 7H�I ������
��� ���
������� 0 ���� �&��� ��������� 
� ������ �� ������������ ���
��	���
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������� ���)��)��	�

������� �� )������ 
�� �������
�� �� ���� ���� ��� ��������� 
�� ���:�� �� ����


��� ����� �
�����
�� �� ������ 
�� i����� �� ��� � � a ������ ����  ���� �� �����
������� ��� % ������� ' ���
������ ����
���������� �������� ��
���
�� �� �������
�������
��!� 9
 ���� �� ����&�� 	�� 
� ���
 ��������� �� ��������� &��� 
� &������ �
�� 
�� �� �� �� )�������� ���� 
� ��C����� 0 �� ���
� �
��� ��� �� ����� 
������ ��� 
�
��C������

9
 �.���� �� �������. ����
�� �� ��� ����������� ����� ���� 
� ��C����� �������
���� ����� 	�� ���� ���� ����������� ��� ��� ������ �� ������� ���� ���&��� ��� ����
	�� 
� ���
������� ��� �
������ 	�� &��� ���������� 
�� �� �� �� )��� ��� �� ������
�� ���� �� ������ �������� * ���. �� * ����� ����������� �&�� ��� ��� �� 
�� ����
��������� �� �
��������

9
 )��� ����� �������� ������� �� )��� 
� �������� 3���	����� �������
�� ���� �� ������
�
�������� ���&���� �� ������� �� 
� ���)��� �� 
�� �� ��� �

� ���� ���� ��������������
��������� �� �&��� ��� �������� �������
��� �� �������� 0 ����� �������
��� ����� * ���
����� �������� �� ������ �� �������
�� &������� ��,* ������
������

���
 	�� ���� 
� ����
�� 
��  ������ 
� ��� �� 
��
 ������� ������ 
�� ���&������

M ������� ��  �����

M 3������ * ������ ����� ��� ��� 	��
���	�� ���� ����1 �
�� ���� �� ����
��

M E���� ������� * �� ����
� ��� ������ �
������� ,��	��* �� 	���
 ���� ������� �� �����

��� �� 
�� �� ���

M R���������� �� 
��������� * ������ ����� ����� ��� ���� a ������ 	�� 
�� �� ��
 ������� �
�� ��� 
� ����� �� �������



�" − �������� �� ��	�� ����� 5GL

3� � ��� 7H�K ���������� 
� ����
��� ����� ����
������ �&�� 
�� �� 
�� ���&������ 3�
% ��
��� ' ��� ���������� ��� ��� ������� A ���������� * M 
� ��� �� N ��
������
3�� �������
�� ����&�� �� ���
����� ��� �� ������ ������ ����� ����� &��� 
� ������� 
�
 ������ 
� ���� �� 
� ���� 3�� �
������ �� A ���� ������
���� * 1���� ���) ���� 
�  ����
�A(M/2, N/2) = 3! �� ���� ���. �� 
� �������� �� �������� 
� �� �� �� 
� ��������
�� �������� ��
����� 	�� &�
��� �7� �� 	�� ������ �� �������� )���
����� 
� ������ ��
% ��
��� '� 3� 
�������� �� )��� �� �� ����� �
������� ���� ����
� ���  ��� �Q
�� ����
4! �� 
� ���� �� �� ����
� ����
� ��� 	�� 
�� �� �� ���� ��������� 3�� ������ �����
����� P! ����� ,����� ��� �������� ��� 
�� �������
��� �
��� 	�� 
�� �����  ����� ����� 7!
��� ��� % &������� ' �� ����� ��� )���� 3�� �� �� 
������� ��� ��  ��� )���� ����� 5!�

������ ��� 	 0(��(���� ������ ��� �� ��4����� ��� �� ������ ���� ������


���� �(���'�	 '� ����� 3��� '(�������	��	 <
����� '4���(.���	

9
 ��� �� ���������� �����
���� ��� ������� ���������	�� ���� ��
��
�� �� �
��:� �����
��� ��� 	������� ��������� #��� ������"��� ��� �� �.���
� ���� �
����	��� 
� ��
��

�� π�

������� &����� �� π

(��� �� ����� �� ���� a� ���� 
� ���� ��)������  ����� ��U����� �&�� 
���� ��� �� � 7H�L!�



5HP �������� 	
����
�� �����
���

������ ��� 	 %����� �� π�

D� 	���� �� ����
�� �� ������ =� ��� ������� ���� �� ������ 3� ������� ����� �� 	����
�� ����
�!@����� �� �����! &��� π/4� #��� ���&��� ������� �� ������� �� 
� )�"��
���&����� #��� ����������� �� ������ N ������ ���� 
� ����� ��� )����	���� ���.
����������� �
�������� ��� �����!� ����� ���.���� Ni ������� * 
���������� �� 	����
�� ����
�� 3��&������� % �� ������ ���� �� ������ ���� 
� ������ ��� ����� ���� 
� 	����
�� ����
� ' � ��� �������
��� � �
� �� ������� ��� ���)���� �� ��� ���. � ����� 3�
)��	����� �� ��� �&�������� ��������� �� ������ �� ���� �� �Ni/N! ��� �� ����������
�� ����� �������
���� ���� ����� �.���
� �� ��� 7H�L!� N = 30� Ni = 25 �� π � 3, 3�
3� &�����
� Ni ����� * ��� 
�� �������
� ����������� σNi =

√
Np(1− p) � 2, 25� ��

	�� ���� ������� �� ����
��� ���
 π = 3, 3± 0, 07�

������� (����)�� � ���	�������� ��� 
�%	���
�	�%���2��� �	�� �� ������ �����)�����

3�� ����� ��� ���. � ����  �������	��� �� 
� ������� ���������� ���&��� ���� ������
������ ����� ��� ���� ��
��� I =

∫ 1

0 dx ���� 
� ����� �� J =
∫ 1

0

√
1− x2dx ���� 
�

	���� �� ����
�� (��� ���� �� ������&���� ���� &����� ���� �� ��
��
�� ��� ���� ��
��
��� ��� ������� �� 6���� ���
�� #��� ��������� ���� ���� &����� ���&��� ��
��
�
��� ���� ��
�� ����
�� �����

∫∫
D dxdy� �S D ��� 
��� ��� ���. �������� ���������

#��� �&��� ������ ��������� K! �� ���������� �������� ������	��� �������.�������
����� ���� ��
�� +

�� �� ������������� ������ �� �����	�� ��� 
� )��� 	�� 
������&�

�
������ ������ ��� ����� � �� N ����������&�

�� �� 
�� ���� h� 	�� 
��� ���� ��
��
��

����� ���� N )��� �� 	�� 
������� �� ���������� &���� ����� hk �� ����� 1/Nk� +�
��������� ��� �
 �������� �����
�	���� ���� ����� ���� ��. ���� ��
�� ��
���
��� ���
�������� ���� ��
��
�� ��� ���� ��
� * d ����������� �
 ���� )����� �� ���� �&�
���

����� ����Nd )��� �� ���� �������� N �� 
� ���������� 3� ��
��
 �� 
� ����
���� �
������
�����	�� ����� ���. �
������� ���� ����� )��� �����&���� ��� ���� ��
� * < �����������
��� �Q��� ���� 
����� ���� �� �
 ������� �
����	��� 3� ��
��
 ������ ��� ����������
�����������	��� ���� i���� * ������ ��� ��������� �� ��� &������� ��� �������
��
	�� 
� ����������� ��� �� ��� �.����� 2 �
 )������� ��
��
�� ��� ���� ��
�� ������� ���
� 1023 &�����
���



�" − �������� �� ��	�� ����� 5H7

����� 
� ��  ��� 
��.���
� �� ��
��
 �� π �� ����� ���� �

��� 
� &��� �
�� �� �����
�

������� �� ������� ���� 
� ��� ���� ��
��
 �� 6���� ���
� ������ ��������

����� ��√
N � 	��

� 	�� ���� 
� �����������
��� �� ������� ������ ������� D� ����� �&���� �

��� �������� �� 6���� ���
� ��� 	���
 ��� ��  �����
 �������� �
�� )���
� �� �������
�� ������ 
� )���� �� ������� ������ ������ 
���	�� ��

���� ��� ����
�	����

��� ������� ���� ���������� * �.����� �
������� &�������� �� 
� ������� �� 6����
���
� ���
�	��� �� ��
��
 ���� ��
� ���������� ���� ����
���� 
��.����� ���� �� ��
�
��
����� 	�� ��� ���� ��
�� * ��� ����������

F��� �&�1 �8 �����	��� 	�� ����� ������� ������������ �� π ����� ���� ����
��
� *

� ������� �� ��,�� �� &�� #������� #��� �������� 
� ���  �����
 ���� 
� ���� �����
���&����

������� ���)����� ��� �� 
�%	�� �� ��F�

3� � ��� 7H�< ���� ����������� �

������ 
� �������� #��� &��
��� ��
��
��

J =

b∫
a

p(x)dx,

�S p(x) ����� �
�� ����������� ����� ��� ������� �� �������
���� ���� ����� 
� )����
���� * ���� ��� 0 �

� ����� ��������� ����������� ������&� �� ���� ���
� ��� [a, b]� #���
������ ��� ������ �� ������ ���� 
� ������ 
�  ��� �
��� �� ���� (a, b) �� �� �������
p0 > p(x)� ���� 
����� ��� A = (b − a)p0� 3� �������
��� ���� 	�� 
��� �� ��� ������
����� ���� 
�����  ��� )���� ��� θ = J /A� #��� �������� ����� �������
��� ��� 
�
������� θ∗ = ������� �� ������ ����� 
� ������ �� 
��.�!@������� ����
 �� ������! ��
���� �� ��������� ��� ���������� J ∗ �� J �
���	��� % ��������� 
� &�
��� �� J =

∫ π

0 sinxdx� #��� ����������� ���� �8� 
�
����
��� �.���� J = 2� 3� ������ 
� ������ � ��� 
�� ��� �� π� ��� ������� p0 ≡ 1 ��
��� ���� A = π� #��� �&��� ����&� 	��� ��� N = 1000 ������� Ni = 634 ���������
����� 
� ������ �� 
��.� ����1����
� ���S 
�� ����������� θ∗ = 0.634 �� J ∗ = 1, 9918�

���

� ���� ���� 
� ��������� �� �� ����
��� ��� �
��  �����
������ ��

� �� 
� �������
�� ��,�� � /��� 
� ��� �������
��� �� ��� �.���
�� ���� ���&��� ������ ���. �������� 2
������	�� �� ������	��� 3� ������� �� ��,�� ��� �� )��� ��� % �����&� �� ;�����

� '
���� 
�� ����
���� �� ������������ ��
�� ��� 
�� �������
� �c 7G�4�7!� �� �������
��� θ�
#��� ��&��� 	�� ���� N ���� ��

〈Ni〉 = θN, σNi =
√
θ(1 − θ)N.

#��� �� ��������� 	�� 
����������� �� 
����� ��
�� J ∗ = πNi/N � ���� ���������

σJ ∗ = π

√
θ(1− θ)
N

.

����� θ = 2/π �� N = 1000� �
 &���� σJ ∗ = 0, 0477�

���� &������ ������	������ 
�� ����
���� ����������� ���� ��&��� �������� �� �
��
������ ����
���� ������������� >� 
��� ���� ������ 7PPP ������� ���� �

��� ����� ��.



5H4 �������� 	
����
�� �����
���

)��� ���� ������ 0 ���� ����������� ����� ��. ���
�������� ����� �����&� �� ;�����

�
�� 	�� ���� ��������� ��������� 
����������� #��� �������� ���� )���� 
� ������
�� ��� ��. ����
���� ������
� ���� ������� ��� ��������� ������	�� �� ���� � �� 7PPP
������� #��� �&��� ����&� ��� &�
���� �� J ∗ ��������� ����� 7�I �� 4�5� �� 	�� ���
��������
� �&�� 
� &�
��� ������� �� 
���������� �P�7H7 ���� N = 100! �� �&�� ��
&�
��� ������� 2 P�7<4�

3� �������� ���������� ��� ���&��� ���
���� ���� 
� ������� ��� �������� ��������
��	���� �
��:� 	�� �� )���� ��� ����
����� ������� ��� N &�
���� �
��������� �
 ���
�
�� �������
� �� )���� k ����
������ ������������� ������� ��� N/k &�
����� ��� ��
���&��� �����:
�� 
�� ���������� ��������	��� ��� ����
�����

������� ���)����� ��� �� ������ 
	"����

(��� f(x) ��� )������� ������ ��� [a, b] ���� ���� ��������� 
����� ��
� J =
∫ b

a
f(x)dx�

(� X ��� ��� &�����
� �
������� �������� ��
�� ��� 
�� ���)���� ��� 
� ���� �����&�

�
��&�� ��� ������� �� �������
��� 1/(b− a)!� f(X) ��� ����� �� ������ �
�������� ����

� ������ ���

〈f〉 = 1
b− a

b∫
a

f(x)dx =
J

b− a

�� 
� &�������

σ2 =
1

b− a

b∫
a

[f(x)− 〈f〉]2dx = 〈f2〉 − 〈f〉2.

(� x1, x2, . . . , xn ���� n ���
�������� �� X � 
�� 	�������� fi = f(xi) ����������� ��
�������

�� �� 
� &�����
� �
������� f(X)� 3� ������ ���������

�� ��� �� ����������
���� ����� �� 
� ������ �� 
� ����
������ ����

f̄ =
1
n

n∑
i=1

fi � 〈f〉.

3���������� �� f̄ ���

σf̄ =
σ√
n
.

+� ��&����� * J � ���� �&���

J ∗ =
b− a
n

n∑
i=1

fi, σJ ∗ = (b− a)σf̄ =
b− a√
n
σ. �7H�H!

����� )����
� ������ ������ �������
� �������� * 
� ������� ��� ������ 
�� ���������
K� �S 
� ����. ��� ��������� ���&���! ������ ��� 
����� �� ������ �� �S 
�� 
�� �����
��� �����&�

�� hi �������� ��� ����
����� ��� 
��� &�
��� ������ (b − a)/n� F���
�����	��1 ����� 
� ����
����� �&�� 
� )����
� �� 
� ������ ������� �� ����� ��
���� ���������



�" − �������� �� ��	�� ����� 5H5

+�  �����
� ���� �� ��&��� ��� ��
��
�� ���
��	������ 
�� ���� ��
�� �� f �� �� f2�
3� &������� �� 
��������

�� ��� �� ���������� �� σ2 2

s2 =
1

n− 1

n∑
1

(fi − f̄)2.

���	��� % R�������� 
� ��
��
 �� 
����� ��
� �� sinx� #��� �&��� 
�� &�
���� �����
��	���

〈f〉 = 1
π

π∫
0

sinxdx = 0, 6366 ; 〈f2〉 =
1
π

π∫
0

sin2 xdx =
1
2
,

�� ���� σ =
√〈f2〉 − 〈f〉2 = 0, 3078�

(� ����� ��� ����� ���
��� n = 100 &�
���� �
��������� ���� ��&��� ���� �������� *
����&�� J ∗ = πf̄ �&�� �� ��������� �� πσ/10� #��� �&��� �.����� �� ��� ����� 	��
��
��
� ��. )��� J ∗ * ������ �� ���� ������ 0 
�� ����
���� �� ���� �������� ����� 7�L5K
�� 4�75K� �&�� ��� ������ �� 4�PGH� 3�� &�
���� �� σ i��������� ����� P�4H �� P�54�
�� 	�� ������� * �� ��������� ���� J ∗ �� 
������ �� P�7�

3� ���������� ��� ��)������� �� HPg * �� 	���

� ����� �&�� 
� ������� �� ��,��� ��
����
��� ���  �����
 2 �� ���� ������� 	�� 
� ��
��
 ����� ���� ��
� ���
����� 
� &�
���
������ �� 
� )������� ��� ���,���� �
�� ������ �* ������ ���&�
������� �� f ��������!
	�� ��
�� )������ ����
 �� ��,���


���� ���� �� 	���� ���	

M /� ?���� 2 ,�� �� �� �������� �������	��� #����� ; 3 ���	�����	�� ����	�����
��� 5 �>�������T��
�� R����� � 6����� 7L<L!�

M N���DP7 2 > � 3����� )�� +�������
 N����� �) R����� #����� J���������
�� 3�m���� �� R� (������ >�6 N����������� �� 6����������
 (�)�]���� �� �G!
>����
� 44� ��8� 4PPI�

M N�� 6���� 
�� R����� #����� �/R=6 ���
���� ��� /������ ;����� �) N����
�) R���������� �%%�-�����%�%�(����/����/�����/

M ;� J��,�
 2 � �	����	�� �� ��	����� 9#R9> �� 9/�96>J����������� (��������
4PP<�

M �%%�-�%������E���/���5���%���� 2 �� ���������� ���
��� �

������� ���� 
��
������� �� 
� ����	�� ��������	���

M R�`� 3������ 6�B� ���1 2 "������	��� B���	��� ������� ���#	�� C	�� ����������
��� <�I �T�
�� #�] l��O� 7LLI!�

M `� J��
�� B� N�������O� T� ��������� 2 $� 	����
���	�� �� �������� �	����	��
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�� ��� ������������ ���������&� )������ �����&���� ��� ������ ������������� 2

A −→ B −→ C


� �������
��� �� ������� ������ �� ; �� � ����� ���. )��� ��)������� * ��

� �� 
�
�����)�������� �� > �� ;�

�������� �

3��������� � ������ ��� ����� ������� ������������ �� π� ���� 
� ��� �� ����
���
�� ;�C��� =� ������� ����  ���� ������ ���� ��

�� ������	��� �� 
�� ���� a� =�
,���� ��� �� ��

�� �� ������ ��� �� ���	��� ���� 
�� 
������ ������ ����

�
��� ��� ���

�� ��� � ≥ a 0 
� 
�� ��� ��� �������� ��� �� 
� ���
�� =� ������� 
� �������
��� ����
	����� �� ��

� ����� * ���&�
 ��� ���. 
������ �� ������� ��� ��������
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�� ����������  �������	��� �� 
� � ��� 7H�7P 2 y ��� 
�
�������� �� ��
��� �� 
��� ��

� * 
� �������� θ ��� 
��� 
� �� � ����� 
��� ��

� �� 
�
��������� ��� 
������
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�! N���&�� ��� ��
����� ����� y �� θ ���� 	�� 
��� ��

� ����� ��� ��������

�! y �� θ ���� ���. &�����
�� �
�������� �������������� +.������ 
��� ������� �� ����
����
��� �� 
��� )������� �� ������������

�! 3� �������� ����� �� ��

� ���� ���� ����������� ��� �� ����� �� �
�� (θ, y)� ���

��
���� 
�� �� ���� �� �
�� 	�� ������������� * ��� ������������ � ���

� ��� 
� ����
����
��� �� ����&�� �� ����� � �����) �

�! (���
�� 
� 
�������� ���� ��

�� ���� ������� π �
� ���&�� ���� ��� 
���� ^!�

�������� �

�! D� J#> )������ ��� ���
� �������� ���)�������� ���� [0, a]� ���

� ��� 
� ������
�� 
���������� �� ����� &�����
� �
������� �



�" − �������� �� ��	�� ����� 5HH

�! =� ���
��� ���������� 
� ����� �� p ������� �
�������� )������ ��� 
�  ���������
��������� ���� ��������� ��� &�����
� �
�������  ���������� ����� Y � ��
��
�� 
�
������ 〈Y 〉 �� 
���������� σY �

�! R������	������� ������� )�����
 �,����� 
� ����� ���� ������� ��� &�����
�  ����
������ �� ������ μ �� ����������� σ �

�������� �

#��� ����������� ���� ��� �.������ ��� &������� �� 
� ������� �� ;�.M6�

��� #���
���������� �� ������ ��� ������� �
�������� �������� ��
�� 
� 
�� �����
�  �����
�

p(x)dx =
1

σ
√

2π
e−(x−μ)2/2σ2

dx.

#��� )������ ���� ��
� �� ������ ��� ��� ������������  ��������� * ���. &�����
��
������������� �� �� ����� ����������

p(x)p(y)dxdy =
1

2πσ2
e−[(x−μ)2+(y−μ)2]/2σ2

dxdy.

�! N���&�� 
� ���� ����� �� &�����
�� 	�� ������ �������� ����� ������� �� �������
���
���� 
� )����

pρ(ρ)pθ(θ)dρdθ =
1

2πσ2
e−ρ2/2σ2

ρdρdθ.

�! #��� ������������ �� ���&��� ���� ����� �� &�����
�� u = ρ2/2σ2, v = θ/2π�
���

�� ���� 
�� �������� �� �������
��� ���� u �� v � ������� ������� 
� �������
�� �������
��� ���,����� pupvdudv �

�! +� ���
����� 
��
 ������� �� ��.�� ���� �� ������ ��� &�����
� �
������� * ����
���� �.��������

�� ������ �� ��� ����� ���� )������ * ������ �� ���. �������
�
�������� u, v �������� ���)�������� ��� WP�7X� ���. ������� x, y * �����������
 ����������

�! �������� 
��$������ �� ��� �
 ������� �&�� ��

� �� 
� ������� �� ;�.M6�

���

�������� �

3�� ������� xi, i = 1 . . . n� ���� ����� ����� ������������ ���)���� ��� WP�7X� 6������
	�� 
� 	�������

1
n

n∑
1

f(xi)

��� �� ���������� ���� ����� ��
1∫

0

f(x)dx

���� ��� )������� f ���� ���
� ��� ��� �����&�

��



5H< �������� 	
����
�� �����
���

�������� �

=� �����-� 
� )������� �� ����������� F (i) ����� &�����
� �
������� �������� i * &�
���
������&� �� ��

�� 6������ 	�� 
� )������� ���������� �� ����� ��� ������� �
��������
����� �� ����� ������������ �� ������� ����� n1 �� n2�

�) ��� � � ��  Y �
��E ��7 � �4 !
�� Y ���� � ! 0
�) � � � Y �7 2 �4
�� ) � [ E� � ! ���� ����O ���
����
� Y � 0
����)���� ���


�� � ���0��

4� 	��(�� �2I���$

�� ���,�� ��� �������� �� ����
� ��9��� � ��� �������������� ���� ����
���� ���� ��
���
�� ����	��� =� �� ������� �� ��
����� ���
��	�� 	�� ���� 
� ��� * ��� ��������� ��
* ���. ���������� �� ����� ��
� 3�� �������� �� 6���� ���
� ���� ���� ��������
* 
� ����
����� �� 
��	��
���� ������	�� �� ����
� ��9��� � #��� &��� ��������� ��
������ �� ���&�� �� �
 ������� �������
��� ����
� �
 ������� �� 6������
���

D� �������

�� ��� ��������� ���� ����� ����� �� �
��� �� N ������ ������
�� ��� �
�
�� ��� �� ������ * 4� 5 �� d ����������!� ���	�� ����� ����� �� ������ �� ����	���
��� &������� ����� 	����� ���������� ��� ��

�� ������ mz� �� ��

���� ��� 	�������� 2
�

� �� ���� ������� 	�� 
���� ��� ���. &�
����±1� /��� 
� ������ ���� �� �������������
	�� 
�� ���������� ��������� * ��� ������� �� ����	���� /� �� ����� �� &��� 
�����
�� 
��������

�� ���� ���� ������ �� �����
 ��� 
������������ ��� &�
���� ��� miz 2
m1z = 1,m2z = −1, . . . ,mNz = −1� =� ��� 	���� � ������� �� % ���������� ' �� ���
% ���� ������� '�

3� ������ �� �������� 	����� ���
� )���� ������ ��� ��� ����������� �� ����	�� �����
������� &������� ���� ��� ���-�� 
������� ��
�! ��������� 
� ������������ �� 
������
i ������� Ei = −Jmizmi+1z �� 
����� �� �� 
� ���-�� ������� &���

E = −J
N−1∑

1

mizmi+1z. �7H�<!

/��� ��� �.���������� 
� ��������� J ������ 
� )���� �� 
������������ �� 
� �� �� ����� ���
���&��������
� =� ����� ��� �.��������� ���
� ���� )������ �����&���� 
�� �
�� �������
&������ �� ������ i� ���� 
�� ��� * ���. �� �
������� �����������

D�� ����
����� ���
���� ��&�� )���� �����&���� ��� ��

���� ��������� =�� �
  � 2N

����������� ������
�� �� �
 ������ ��������
� �� ���
����� 
�� �������� ����� =� �
���� ������� * 
� ������	�� ��������	�� ��� ����� 
� ����
��� ���� ���� * �� ,����
��"� �� ��
����� ���
��	�� 	�� ���� 
� ��� * ��� ��������� �� * ���. ���������� ��
����� ��
� * 
� ����
����� ������	���



�" − �������� �� ��	�� ����� 5HI

D� ��������� ��� ������� ��������� 
� ������ �� ������� �� ����	��� * 
��	��
����
������	�� * 
� ����������� T � >���
��� cj ��� ���� ������� �������
���� �� ������
�� ������� �� ����	���� (� �������
��� ������������ ��� ������ ��� 
��.��������

�
�� ;�
�1����

p(cj) =
1
Z

exp
[
−E(cj)

kT

]
, Z =

∑
cj

exp
[
−E(cj)

kT

]
.

3� ������������ ���&���� ������ �� ������� 
�� ���� �������� ������
���

7� ������� ��� ���� ������� ������
�� ck�

4� +� ������ 
� ���� ������� ���&����� ck+1� ��
�� 
� �� 
�
�! ������� ��� �������
�� i� �� ������

�! ��������� ��� ������ �� ����	�� ���� ����� ��� ���� ������� �������� ce �me
iz =

−mk
iz!�

�! ��
��
�� E(ce) �� ����� δE = E(ce)− E(ck)�

�! �� δE < 0� �������� ����� ���� ������� 2 ck+1 = ce�

�! �� δE > 0� �������� ����� ���� ������� �&�� 
� �������
��� p = exp(−δE/kT )�
���� ��
�
M �� ������ r �� 
�� ���)���� ��� WP�7X

M ����� ck+1 = ce �� p ≥ r ������������! �� ck+1 = ck �� p < r ���,��!�

���

� 	�� ���� 
�  �������� �� ������� �
 �� ���� ������-��� 	�� 	��
	��� &�
����
�� δE �� �� exp(−δE/kT ) 0 ��

����� ���&��� ���� ��
��
��� * 
��&����� =� ��� 	����
� ������
� �� % ��
�� � �� 6������
�� ' 
���	�� ���	�� ������ �� ����	�� � ���
������ �� 	�6���� ��� )���� 6������
�� � �������� 	�� 
� ����� �� ���� ��������
������ �� ����� )�"�� ������������� * ��

�� 	�� 
��� ������ * 
��	��
���� ������	���

7� m����� �� ��� ����� ���� ���
�	��� 
��
 ������� �� 6������
�� �� ����
��� ��9��� 
* ��� ���������� ������� N � 20 �� ������ N � 1000 	���� 
� ��� ����� ��� ��
������ 3�� ����
���� �� ��������� 	�� �� x ≡ kT/J �� �� �� �� �� B 0 �� ���� �������
J = 1 ���
��� % )������ ����	�� '! �� J = −1 ��������

�� �����)������ ����	��!�
���� �������� 
�� �C��� �� 
� ������ ���

� �� 
��������

��� �� ���� 
�� �������
�������	��� 2 mNz ≡ m1z� D�� ������� �������� * ���&��

�� ���	�� ������ �&���
���
������� 2 �( � ' A %��� � � � 
 A �� �( � X � %��� � � �J A 3� ���� ��
������ ������
� ���� ���� ������� �� ������ ��� 
� ����������� ��� �
�&��!� �� ���� 
��
mi �� ���� �� �� ������ ����� )������ ����	��! �� 
� ����������� ��� ����� ��
J > 0 �� ������ ���� 
�� miz �� �� ��� �
������� �� J < 0 �� 
� ����������� )���
��

4� 3����� �� ����� ���� ������� &���

E(ck) = −J
N−1∑

1

mizmi+1z,

9��������� ����� �.�������� ���� 
� ��� ������ a ���	�� ������������ �
 )��� 
������
������ �� ������ �� ���� �� �� ����� � �
 * N ���� 	�� 
� ������ ���&����� *
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��	��
���� �����������	��� �&��� �� ��
��
�� 
����� �� �� �� )���� 
� ������
��� �� ������� ������ �� ���� ��������� 3���	�� 
� ���� � �� ���� � ������� * ��
��,�� �� 
� ���� ������� �������� 
� ���&�

� ���� ������� �ck+1! ��� ������	�� *

��������� �ck! 0 �

� ���� 	���� ���� ���� ����� �� ������ ���� 
� ��
��
 �� 
�
������� R���������� 
�� &��������� �� 〈E〉 �&�� T � 3� ����
��� ������	�� �������

〈E〉 = −NJ tanh
J

kT
.

5� 6������ 
� ��� ����� ���� )���� �����&���� �� ����� �� ����	�� �.�������� 	��
������� * 
����� �� �� ���	�� ������ 
� ������������ Ei = −mizB� /���������

������������ �� ��
��� �� �������� �� ����� 2

M =
N∑
1

miz

�� �������� * 
� &�
��� ������	��

〈M〉 = NeJ/kT sh(B/kT )√
e2J/kT sh2(B/kT ) + e−2J/kT

.
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