C7) POUR LA SCIENCE

Dernieres nouvelles de LINFINI

Hors-serie numero 125

Pour lators-serie
oclence

(-]
(-
o
—
-
o
i

I
e
L
L |
b o
(L]
o~
2 |
-~
—

La science expliquée par ceux qui la font

N° 125 - 11.24/12.24

Dernieres nouvelles

de L'INFINI

«Souvent, quand il s'agit N ¥

«Souvent, quand il s'agit . U2 |
de manipuler linfini, 7 % W

les physiciens défrichent et |

Jean-Paul Delahaye
professeur emerite
a l'université de Lille

Ma’rhéma’r'iques, ohysique, COSmo\ogie...

L'hypothese Aller au-dela | Comment Le JWST,

du confinu du modele | composer avec | un oeil
bientot resolue | standard? | les singularites? | sur l'infini

Edition frangaise de Scientific American - BEL/LUX.: 12,50 € - SUISSE: 17,60 CHF - CAN.: 18,99 $CA - PORT. CONT.: 12,50 €



Inscrivez-vous
notre newsletter hebdo

SMCW | La science expliquee
Ieme par ceux qui la font

'HEBDO 4

+ A lire cette semaine

| Une selection

Depuis quand les plantes suivent-elles la b -
suite de Fibonacci ? d artlc'-es

les plus recents

Une archive
mise en avant

La revue
de presse de
la redaction

Pour vous 1nscrire,
Pour.la flashez le QR code

80|ence S

pourlascience.fr




11.24/12.24

Sdisnce

D'un Infini
a lautre

par Loic Mangin
Redacteur en chef adjoint
a Pour la Science

Selon Blaise Pascal, dans ses Penseées, |'etre
humain est: «Un néant a l'egard de l'infini, un
tout a l'égard du néant.» C'est-a-dire? Dans le

passage que cette phrase conclut, le philosophe et
mathematicien explique que plus le regard se porte
au loin, suppleé ensuite par 'imagination, et plus
le vertige de l'incommensurable nous prend. En un
mot, nous sommes infiniment petits par rapport

a 'Univers vu comme «une sphere infinie dont le
centre est partout, la circonference nulle part». La
seconde partie de la phrase réesume une Invitation
a un mouvement inverse, en commencant par
considéerer un ciron, un petit acarien puis, a
descendre vers le toujours plus petit. La encore,

un vertige nous saisit, celul de l'insondable, de
l'infiniment petit. Coincés entre ces deux extrémes,
nous sommes disproportionnes.

Toutefois, mathematiciens, physiciens et
cosmologistes s'efforcent de remeédier a ce tournis
en rendant moins inconcevable l'infini, qu'il soit
grand ou petit. C'est ce que ce Hors-Série donne a
comprendre. Aussi peut-on reposer la question de
Pascal: «Qu'est-ce qu'un etre humain entre deux
Infinis?» Réponse: vous, lecteur de ce numero!

Et gageons qu'a la fin «le silence éternel de ces
espaces infinis» ne vous effraiera plus!
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Pour ne plus étre effrayé par
le «silence eternel de ces espaces infinis».

Penser Uinfini

La notion d'infini, que l'on retrouve deés UAntiquite aussi bien en
Egypte, en Chine, en Inde... est abordée en Occident par les
philosophes presocratiques, notamment Anaximandre. Leurs
successeurs, a commencer par Aristote, distinguent l'infini en
puissance de celui en acte. Le premier, qui ne peut étre atteint,
se fonde sur l'idée qu'il y a toujours un dépassement possible,
comme dans 'enumération des nombres entiers. Le second
infini, qui est longtemps resté impensable, est donne tel quel,
comme une entite accomplie: c'est par exemple lensemble des
entiers naturels. Depuis, mathématiciens, physiciens, philosophes g
se sont empares du concept, Uont affine, precise, utilise... parfois
au peril de leur vie: le 17 février 1600, le dominicain Giordano Bruno
est condamné au biicher pour avoir imaginé un univers infini
constitue d’une infinité de mondes finis. Ces temps sont révolus
et on peut naviguer d’un infini a 'autre sans souci majeur.

Tout un symbole

Le symbole représentant l'infini a été proposé en 1655 D'autres y voient une deformation de la derniéere lettre

par l'astronome et mathématicien anglais John Wallis, de l'alphabet grec, M. Selon le mathématicien Georges Ifrah,
precurseur du calcul differentiel et intégral, dans son traité  l'origine est plutot a chercher en Inde: l'ananta, un terme

De sectionibus conicis. Ce «8 couchée» serait une evolution  sanskrit signifiant «infini», correspond a un serpent

du chiffre romain 1000, a une eépoque represente par cosmique associée au dieu Vishnou et est souvent représente
le symbole @, remplacé ultérieurement par la lettre M. par un 8 couche. L'origine de l'infini est indéfinie...

Pour la Science Hors-Série n® 125 / Novembre-décembre 2024
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*L'echelle longue et ['echelle courte sont deux systemes incompatibles de noms des grands nombres, nes en France
\\\ respectivement aux xv® et xvii® siecles. La premiéere a pour base le million; la seconde, dont ['usage est répandu dans
N les pays anglophones, est fondéee sur le millier.

R

N

§m\mm\\m\\§&\m\m\\w
% @ g g &
\ Compter jusqu'a l'infini... ou presque
N
N
% Préfixe Nombre correspondant
% Puissance Nom du nombre*
N Nom Symbole | Date - :
% de 10 de 1000 Echelle longue Echelle courte
% Quetta Q 2022 103 1000 Quintillion Nonillion
% Ronna R 2022 10%7 1000° Quadrilliard Octillion
% Yotta % 1991 10% 10008 Quadrillion Septillion
% Zetta Z 1991 10 10007 Trilliard Sextillion
N Exa E 1975 10 1000° Trillion Quintillion
N
% Péta P 1975 10® 1000° Billiard Quadrillion
§ Téra T 1960 10" 1000¢ Billion Trillion
% Giga G 1960 10° 1000 Milliard Billion
% Méga M 1960 108 10007 Million

Kilo k 1795 10° 1000' Millier
N
% Hecto h 1795 102 1000%? Centaine
% Déca da 1795 10" 10003 Dizaine
% . - : 10° 1000° Unité
N Déci d 1795 10 1000 Dixieme
N
% Centi c 1795 102 100023 Centieme
% Mill m 1795 103 1000-" Millizme
% Micro U 1960 10 100072 Millionieme
% Nano n 1960 10°° 10003 Milliardieme Billionieme
% Pico o) 1960 10" 1000 Billionieme Trillionieme
N Femto f 1964 103 1000°° Billiardieme Quadrillionieme
N
% Atto A 1964 107® 1000-° Trillioniéme Quintillionieme
% Zepto 7 1991 102 10007 Trilliardieme Sextillionieme
% Yocto y 1991 1054 10008 Quadrillionieme Septillionieme
% Ronto r 2022 10-% 1000°° Quardilliardieme Octillionieme
% Quecto q 2022 e 10007 Quintillionieme Nonillionieme
N
5{\\" En 1940, le mathématicien ameéricain Edward Kasner Valeur Nom
% introduit les termes «gogol » et « gogolplex», inventés 10100 gogol
% par son neveu de 8 ans. 00
% 10 gogolplex
% En 1996, John Horton Conway et Richard Guy suggéerent comme extension qu'un N-plex corresponde
% a 10", Avec ce systéme, un gogolplex vaut 109°9 et un gogolplexplex vaut 109°9°lPex,

L
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Les puissances de dix

Un pique-nique au bord du lac Michigan, a Chicago, commande d’'IBM. S'ensuit, par des effets de zoom en fondu
aux Etats-Unis. C'est ainsi que commence Powers of Ten, enchainé, un voyage vers l'infiniment grand (10** métres)

le court-métrage de neuf minutes réalisé par les designers puis l'infiniment petit (10-'® métre), par des pas successifs d'un
Charles et Ray Eames en 1977 pour répondre a une facteur 10. Le film est visible ici: youtu.be/0fKBhvDjuy0

Noyau atomique

10" m

Atomes

5 —14
10*m __ Wl proton
': : 10%= 1 métre (m)

Nucléons B 0 "m

Nuage
d’électrons

ADN

Surface du noyau
d'un lymphocyte
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Lac Michigan
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« L'infini est ne avec
les mathematiques »

Jean-Paul Delahaye

est professeur emerite a
luniversité de Lille et chercheur
au Centre de recherche

en Informatique, signal et
automatique de Lille (Cristal).
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Peut-on dater, mnéme approximativement,
'apparition de l'idée d’infini?

Des que fut disponible une forme de numéra-
tion de position, comme la notre, ou la significa-
tion d’un chiffre dépend de sa position dans le
nombre, et a I'inverse du systeme romain par
exemple, il me semble que de facon implicite, on
a eu acces a I'infini. De fait, il devenait possible de
noter une infinité de nombres entiers, aussi grands
que souhaité, et donc, d’une certaine facon, de les
imaginer. Et les premiers systemes positionnels
datent du III¢ millénaire avant notre ere!

De méme, en géométrie, des qu’il est question
d’un plan (ou d’un espace), I'infini est 1a. Ainsi, 'un
des axiomes d’Euclide met en jeu des paralleles,
c’est-a-dire deux droites qui ne se croisent jamais.
[l est sous-entendu que les deux droites sont infi-
nies et, plus encore, qu’elles constituent deux infi-
nis distincts! Donc, selon moi, I'infini est né avec
Parithmétique et la géométrie, soit des qu’on a
commenceé a raisonner mathématiquement.

En évoquant lidée d'implicite, est-ce qu’on
rejoint la distinction que faisait Aristote
entre Uinfini en acte de celui en puissance?

L’infini en puissance serait plutot celui auquel
on pense. Cependant, quand on réfléchit en
mathématicien, que ce soit en affirmant qu’il y a

Pour la Science Hors-Série n° 125 /| Novembre-decembre 2024
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Aristote
distingualt
nfin

en acte

de celul en
puissance

une infinit¢ de nombres premiers, ou bien de
facon plus prudente en disant qu’au-dela de tout
entier, il y a encore un nombre premier, dans les
deux cas, on a d¢ja une sorte d’infini en acte.
Toutefois, pendant tres longtemps les mathe-
maticiens ont €té réticents a en convenir, et par
exemple a parler d’intersection d’ensembles infi-
nis. Ils ont contourné le probleme et n’ont admis
comme concept mathématique clair que l'infini
en puissance. Pour eux, les entiers étaient certes
quelque chose qui peut se developper indefini-
ment, mais ’ensemble des entiers n’était pas un
objet mathématique, comme un nombre ou un
point géométrique. La raison principale était la
possible «bijection» — ce n’était pas le terme
employé —, c’est-a-dire la «mise en correspondance
un a un» de 'ensemble des entiers (positifs) avec

11



12

celui des entiers pairs. Qu’il puisse y avoir autant
d’entiers (positifs) pairs que d’entiers apparais-
sait paradoxal.

La notion d’infini en acte semblait donc
contradictoire, et on la laissait prudemment a
Dieu, le seul a pouvoir penser l'infini! C’était
notamment la position de Pascal.

Quand la situation a-t-elle change ?

Dans ce contexte, la révolution est venue a la
fin du x1x° siecle avec le mathématicien allemand
Georg Cantor, le premier a montrer comment
manipuler et comparer les ensembles infinis. Et
désormais, renversement de situation, ce qui
semblait empécher de parler d’infini en acte est
aujourd’hui utilisé pour définir la notion méme
d’infini: est infini un ensemble qui peut étre mis
en bijection avec une de ses parties propres.

[’édifice a un peu tremblé au début du
xx¢ siecle, lorsque ont éte soulevées des «anti-
nomies», des paradoxes, au moment de la crise
des fondements, quand la cohérence des mathe-
matiques a €té interrogée. 11 s’agissait d’étre sur,
a partir d’un ensemble axiomatique, de ne pas
pouvoir prouver un €nonce et son contraire.

La solution — et avec elle, le soulagement —, est
venue rapidement de I’axiomatisation de la theorie
des ensembles principalement par les Allemands
Ernst Zermelo et Abraham Fraenkel. Des lors, les
mathématiciens disposaient d’un outil confortable
et fiable pour exercer leur art. Et de fait, cette axio-
matisation des ensembles n’a jamais produit de
contradiction. Ce fut une libération fantastique.

Est-ce qu’un jalon vers cette « libération»
n’a pas ete la notion du calcul
infinitesimal, ou Uinfini est en quelque
sorte un outil pour calculer?

Le calcul infinitésimal, et donc la question
cette fois de I'infiniment petit, est un peu parti-
culier, car avec des notations, comme «dx»,
qu’utilisent les physiciens, on arrive assez facile-
ment a des contradictions. La tranquillite vis-a-
vis du calcul infinitésimal n’a été obtenue qu’au
X1x¢ siecle en le contournant par les méthodes qui
emploient des expressions du type «quel que soit
epsilon positif, il existe delta...» et qui per-
mettent des définitions logiquement bien éta-
blies des notions de limite, de continuité...

Plus tard, les infinitésimaux ont fini par étre
reéhabilités quand Abraham Robinson a introduit
dans les annéees 1960 un ensemble d’outils, réunis
sous le terme d’«analyse non standard», grace
auquel la notion d’infiniment petit devenait mani-
pulable de facon rigoureuse. Notons cependant que
cette solution est aujourd’hui peu exploitée et que
dans les cours de mathématiques — par exemple en
classe préparatoire — c’est toujours la méthode des
«epsilon-delta» qui donne sa rigueur au calcul infi-
nitesimal, qu’on appelle plutot «calcul differentiel
et integral», ou simplement «analyse».

Il existe donc un distinguo entre
Uinfiniment grand et U'infiniment petit.
Plus largement, est-ce qu'il existe une
typologie des infinis chez les
mathéematiciens?

Outre le fait que 'infiniment petit est théorise
par ’analyse non standard et I'infiniment grand par
la theéorie des ensembles, cette derniere distingue
les cardinaux des ordinaux, qui correspondent a
deux types d’infinis différents, malgré tout reliés.
Les premiers relevent, en premiere approximation,
du nombre d’¢léments dans un ensemble, les
seconds tenant compte de leur ordonnancement.

Toutefois, aujourd’hui, en mathématiques,
c’est surtout l'infiniment grand et toutes ses
varietés qui est I’objet de toutes les attentions.

En mathematiques, quels exemples

peut-on donner de cas ou linfini
s'exprime de facon spectaculaire?

Pour la Science Hors-Série n° 125 / Novembre-decembre 2024
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La premiere idée est celle des fractales, qui
offrent une facon assez fascinante de rencontrer
et de visualiser I'infini. Par exemple, ’ensemble de
Mandelbrot se définit relativement simplement
avec une formule portant sur des nombres com-
plexes. Mais quand on regarde ces fractales (voir
la figure ci-dessus), on se rend compte que leur
structure est infiniment fine et qu’elle se répete
en variant a mesure que ’on s’en rapproche.

L’infini apparait aussi dans le fameux raison-
nement par recurrence, une des choses les plus
importantes en mathématiques selon Henri
Poincaré. Le principe est simple: pour démontrer
qu’une proprieté est vraie pour tout n, on prouve
d’abord qu’elle est vraie pour n = 0 puis, en la
supposant vraie pour n, qu’elle ’est pour n + 1.
C’est un moyen tres puissant d’accéder a des
enoncés concernant I'infini. Et pourtant, il suffit
d’étre en mesure de penser les nombres entiers,
de seulement les avoir appris a I’école, pour
comprendre le principe de récurrence, qui
semble tellement aller de soi.

Pour la Science Hors-Serie n® 125 / Novembre-decembre 2024

Un processus d’itération, a 'ceuvre

dans les exemples précédents, se cache
aussi dans les algorithmes.

Comment l'informatique compose-t-elle
avec l'infini?

Dans ce domaine, on manipule I’infini de
facon implicite sans arrét. Evidemment, la
machine est physiquement, matériellement finie,
et en particulier sa capacité de mémoire. Pour
autant, pour étre efficace, les algorithmes sont
congus pour étre potentiellement capables de
fonctionner sur des machines disposant d’autant
de meémoire que 'on peut imaginer. Par exemple,
un algorithme dont la tache est de tester si un
nombre donne est premier a €té pense pour trai-
ter tout nombre entier, pourvu qu’il dispose de
suffisamment de ressources. En d’autres termes,
'informaticien se place toujours dans un monde
un petit peu idéal, non limité, ou I'infini ne fait
pas peur et les contraintes matérielles ne sont
pas une préoccupation.

Une fractale, un
objet a la structure
infiniment fine.

13
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Pourtant, dans quelle mesure n’est-ce
pas un peu trop ambitieux, voire
présomptueux, d'imaginer concevoir
Uinfini avec un objet, lui limite, a
commencer par notre cerveau?

On peut le penser en effet. Cependant, des
que 'on a appris a aligner des symboles pour
représenter des nombres entiers, pour revenir a
des choses simples, on a eu acces a 'infini sans
avoir I'impression d’accomplir un exploit
extraordinaire. Calculer par exemple le produit
de 100 millions par 10000 milliards ne releve pas
de la prouesse. Pourtant, cette capacité de mul-
tiplier des nombres entiers entre eux est claire-
ment une facon de composer avec des objets
aussi grands qu’on le souhaite, donc en quelque
sorte de maitriser I'infini.

De méme, on I’a dit, la manipulation de I'in-
fini par le principe de récurrence apparait natu-
relle. Ensuite, pourquoi... je ne sais pas. Il ya un
peu de merveilleux la-dedans.

Nous avons vu que les mathématiciens

ont fait la paix, recemment, avec l'idée

d’infini. Qu’en est-il des physiciens, eux
aussi confronteés a Uinfini ?

J’admire beaucoup la facon dont les physi-
ciens se confrontent a I'infini parce qu’ils ont
moins de prévention. En particulier, avec les infi-
nitésimaux, ils ont continué a les manipuler, y
compris quand les mathématiciens leur enjoi-
gnaient la prudence et les alertaient sur le risque

de contradictions. Sans en tenir compte ni trop
se poser de questions, ils concoctaient des
recettes, qui fonctionnaient et livraient des resul-
tats intéressants, mais sans etre parfaitement
formalisées avant que, justement, ’avenement
de ’analyse non standard ne vienne régulariser
la situation. En quelque sorte, les physiciens
défrichent et les mathématiciens éclaircissent.
De ce point de vue, la «théorie des distribu-
tions» est un exemple remarquable, une distri-
bution etant un objet qui généralise la notion
de fonction et de mesure afin, entre autres, de
tenir compte des irrégularités, des discontinui-
tés. Les physiciens maniaient de tels objets un
peu bizarres, comme la distribution de Dirac,
utile dans le traitement du signal, et les traitaient
comme des fonctions alors qu’ils n’en sont pas.
Puis, les mathématiciens s’y sont attelés et ont
propose une formalisation de la notion de distri-
bution qui, a ce moment-la, est devenue un objet
tout a fait honorable et bien controlé. D’ailleurs,
ces travaux valurent en 1950 la médaille Fields
au matheématicien francais Laurent Schwartz.

N’'est-ce pas le méme probléme pour

la renormalisation, qu’utilisent les
physiciens des qu'ils sont confrontées a
des infinis, mais que les mathématiciens
ont encore du mal a justifier?

Je connais mal ce sujet, mais je pense qu’effec-
tivement, c’est le méme genre de situation, ou les
physiciens s’autorisent des choses que les mathé-
maticiens ont du mal a expliquer.

Pour la Science Hors-Série n° 125 / Novembre-decembre 2024



Que peut-on dire des efforts des
physiciens pour comprendre Uinfiniment
petit, ici celui de notre Univers?

Pour ce que j’en comprends, je pense que les
physiciens ne croient pas que 'infiniment petit
existe. Selon eux, si on descend a un niveau suf-
fisamment petit, a un moment donnég, on ren-
contre des grains, des choses équivalentes a du
discret. Ils ne considerent pas que ’espace est
indéfiniment divisible comme peut I’€tre un seg-
ment pour un mathématicien.

I1yaimplicitement en physique, et d’ailleurs
en mecanique quantique ¢a a une certaine impor-
tance, des hypotheses de finitude qui ne sont pas
toujours formulées tres clairement. Par exemple,
les physiciens n’imaginent pas que ’on puisse
stocker une infinité d’informations dans un
volume fini d’espace. Je ne dis pas que c’est abso-
lument général, mais je pense que c’est large-
ment partage. Alors que pour un mathématicien,
aucun probleme!

Une autre divergence concerne l'infini non
dénombrable, c’est-a-dire celui qui ne peut pas
étre mis en bijection avec N: une droite par
exemple ne peut pas etre mise en bijection avec
’ensemble des entiers, parce qu’elle contient trop
de points. Cette notion de continu, I'idée qu’il y a
des ensembles non dénombrables, comme celui
des nombres réels, est completement delaissée
par les physiciens. Ces derniers mode¢lisent certes
le temps avec les nombres réels, mais ils ne les
prennent pas vraiment au se€rieux. Que les instants
soient non déenombrables reste une abstraction,

Pour la Science Hors-Série n° 125 /| Novembre-decembre 2024

Grand temoin

sans signification physique. Or peut-€tre y en a-t-il
une... C’est une situation assez etrange.

Plus etonnant encore. Puisque les physiciens
restent circonspects avec l'idée de continu, ils
pourraient se tourner vers un corps de nombres
discrets ou au moins dénombrable. Et il en existe
en mathématiques, c’est le corps des nombres réels
calculables, qui est un infini dénombrable. D’une
certaine facon, il serait plus conforme a ce qu'’ils
semblent souhaiter. Mais comme il est tres com-
plique a manipuler, qu’il implique des notions de
logique un peu difficiles, et surtout en apparence
superflues pour les physiciens, ils ne I'utilisent pas.

De l'autre coté du spectre de l'infini,
lorsqu’un physicien, ou plutot un
cosmologiste, se penche sur les
singularités, par exemple celle du Big
Bang ou d’un trou noir, ne laisse-t-il pas
malgre tout un peu de place a Uinfini?

L’astrophysicien Aurélien Barreau résume
bien les choses. Les singularités ne sont pas un
probleme de physique, mais un probleme de nos
modeles! Dit autrement, le mot «singularité »
signifie «je ne comprends pas». De fait, on ignore
tout de ce qui se passe au niveau d’une singula-
rite. L'interpretation du réel trouve la ses limites,
bloquee par quelque chose qui ressemble a un
infini non maitrise.

Propos recueillis par Loic Mangin
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incommensuranle

L'infini est né avec les mathématiques, des lors que 'etre
humain a su compter. Cependant, la maitrise de ce concept
pour le moins evanescent a pris plusieurs siecles

et des chemins detournes, U'art italien du Quattrocento

en est un exemple. De plus, cette conquéte n’a pas ete
exempte de debats houleux désormais apaisées. Aujourd’hui,
tout semble rentré dans l'ordre... ou presque, car 'hypothése
du continu résiste encore aux assauts des mathematiciens,

mais peut-éetre plus pour tres longtemps.
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['hypothese du continu est une
guestion que mathematiciens

et logiciens en arrivaient a croire
Impossible a trancher.
"Americain Hugh Woodin, lul,
n'a jJamais renonce...

Un pont entre
deux Iinfinis

Jean-Paul Delahaye
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MATHS: L'INCOMMENSURABLE

> La theorie usuelle
des ensembles,

a la base des
mathématiques,
repose sur un
systeme d'axiomes
note ZFC. Elle

constitue une théorie

des infinis, dont
Il existe toute

> Selon «["hypothese
du continu »,

| n'existe pas d'infini
Intermediaire entre
celui des nombres
entiers et celui des
nombres reels.

Dans la theéorie ZFC,
cette hypothese

est indéemontrable.

En bref

> 0n cherche a
completer la theorie
ZFC par des axiomes
raisonnables qui
permettraient de
lever 'indécidabilite
de ['hypothese

du continu.

> UAméricain Hugh
Woodin a recemment
indigqué une voie
prometteuse vers

cet objectif.

une hiérarchie.

Le concept d’infini a toujours é€te probléma-
tique pour les philosophes et les théologiens. De
leur coté, les mathématiciens n’ont commenceé a
le manier de facon précise et satisfaisante qu’a
partir du XIx* siecle. Une des difficultés tenait a ce
que P’on ignorait comment caractériser ou com-
parer les différents types d’infini, et 'on faisait
face a ce qui semblait des absurdités. Par exemple,
en multipliant par 2 chaque nombre entier, on
etablit une correspondance biunivoque, ou bijec-
tion, entre les entiers et les nombres pairs, sugge-
rant qu’il y a autant d’entiers pairs que d’entiers
pairs et impairs réunis!

Dans les années 1870, le mathématicien alle-
mand Georg Cantor a proposé¢ d’utiliser cette
propriété de bijection pour comparer entre eux
des ensembles composés d’une infinité d’éle-
ments. Cela ne conduit directement a aucune
contradiction, et ’on peut méme définir, notre
exemple le montre, un ensemble infini comme
étant un ensemble en bijection avec une partie
(au sens strict) de lui-méme.

De la, Cantor a pu construire une théorie des
ensembles qui constitue une théorie mathéma-
tique de l'infini devenue aujourd’hui le socle sur
lequel se développent toutes les mathematiques.
Et apres la résolution de quelques difficultés, on
dispose, depuis le début du xx¢ siecle, d’un sys-
teme d’axiomes qui n’a fait apparaitre jusqu’ici
aucune contradiction dans les travaux des
mathématiciens.

Cette théorie axiomatique des ensembles
est juste un peu faible en ce sens qu’elle laisse
définitivement sans réponse certaines questions

elémentaires comme celle dite «de ’hypothese
du continu», que I’on explicitera. Peut-on amé-
liorer la theorie pour qu’elle réponde mieux a
ces questions?

DES QUESTIONS A PRIORI SANS REPONSE

Oui, de fait, des résultats tres intéressants
ont été obtenus dans cette direction ces der-
nieres annees, et ’'un des protagonistes majeurs
de cette histoire est Hugh Woodin, mathémati-
cien a I'université Harvard, aux Etats-Unis. Il a
la profonde conviction que I’énigme de I’hypo-
these du continu dispose d’une solution, ¢’est-a-
dire que cette hypothese est soit vraie soit fausse,
mais pas «indécidable», et cela I’a amené a pro-
poser et a faire avancer deux programmes de
recherche opposes.

Le premier devait établir que ’hypothese du
continu est fausse. Il y a quinze ans, le chercheur
croyait possible son aboutissement. Mais il a
changé d’avis et lancé un second programme de
recherche qui porte sur ce qu’'on dénomme le «L
ultime» et qui, selon lui, conduira a une solution
satisfaisante et définitive des principales énigmes
posées par 'infini — notamment a la preuve que
’hypothese du continu est vraie. Mais avant d’ex-
pliquer dans ses grandes lignes cette voie vers le
L ultime, revenons un peu en arriere pour com-
prendre les termes du probleme.

Decouverte par Cantor et publi¢e en 1891, la
verité la plus simple concernant l'infini mathé-
matique est qu’il en existe plusieurs sortes. De
facon plus générale, le théoreme de Cantor
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L'infini denombrable
et le continu

Pour comparer les tailles d'ensembles E1 et E2 constitues d’'une infinite
d'éléments, on cherche a savoir s'il existe une bijection (une correspondance
biunivoque) entre les elements de E1 et ceux de E2. Si c'est le cas, E1 et E2
sont dits «équipotents», ou qu’ils ont le meéme cardinal.

Un ensemble infini équipotent a 'ensemble N =1{0, 1, 2, 3, ...} des entiers
naturels est dit «kdenombrable ». On constate aiseme nt que, par exemple,
'ensemble des nombres pairs (a), 'ensemble des multiples de 5 (b),
'ensemble Z des entiers relatifs (c) sont denombrables. On peut aussi
montrer facilement que l'ensemble Q@ des nombres rationnels

(ceux qui peuvent s’écrire sous la forme p/q, ou p et g sont des entiers)

- est denombrable.

En revanche, 'ensemble des nombres réels compris entre 0 et 1 (par
exemple) n’est pas denombrable. En voici une démonstration. Supposons
. que cet ensemble [0, 1] soit dénombrable. On pourrait alors énumérer
ses éléements un a un, ce qui donnerait une liste infinie (mais
dénombrable) de nombres du type:

U, d1.1 d1,2 d1,3 d“i.fn dLE d‘iﬂ'"

O* d2,1 dz,z dz,a d.’!,ﬁ dz,ﬁ dz,ﬁ“‘
O’ dS.‘i ds,z d3,3 da,a da.s dJ.ﬁ“'

oulesd, d, d...sontles chiffres du developpement decimal du i*"
nombre de la liste (on exclut ici les développements décimaux qui se

terminent par une infinité de 9). Formons alors un nombre x=0,d. d, d. d,...

telqued #d ,d,#d,,d #d, ... (en évitant de choisir 9 pour les d,).

. On constate que x ne figure pas dans la liste ci-dessus (car quel que soit n,
sa n-ieme decimale differe de la n-ieme decimale du n-ieme nombre

de la liste), alors que x est bien un nombre réel compris entre 0 et 1.
Cette contradiction montre que l'hypothese de départ est fausse.

Ainsi, les nombres réels compris entre 0 et 1 ne sont pas denombrables.
Leur infinite est d’'un ordre supeérieur a celle de N et l'on parle de l'infin
continu, les nombres réels pouvant etre représentés par les points d'une
ligne continue. Cette représentation geometrique des nombres permet
d'ailleurs de voir facilement que l'intervalle [0, 1] est équipotent a, par
exemple, l'intervalle [0, 5]: deux intervalles de longueurs differentes ont
la méme infinité de points (d)... On peut aussi démontrer des choses
plus etonnantes, par exemple que la surface d’'un carre, ou le volume
d'un cube, contient la meme infinité de points qu'un segment de droite.

Pour la Science Hors-Série n° 125 /| Novembre-decembre 2024

Un pont entre deux infinis

L'ensemble des nombres pairs
est demontrable

0 <l 2 3 5
P (T T \
\/
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L'ensemble des multiples de 5
est démontrable

L'ensemble des entiers relatifs
est démontrable

l'ensemble des points d'un
# segment de longueur 1 est
equipotent a I'ensemble des points
d'un segment de longueur 5
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FERMAT ET LES GRANDS CARDINAUX

L'hypotheése du continu, ou HC, a éte
consideree la premiere fois par Georg
Cantor. Elle affirme qu’entre l'infini des
nombres entiers (I'infini denombrable)
et l'infini des nombres réels (le
continu), il n'existe pas d'autre infini.

Aucune intuition claire ne s'impose

a propos de la vérité ou de la faussete
de HC. Ce n'est pas le cas pour les
axiomes dits «de grands cardinauxy,
qui affirment 'existence d'ensembles
Infinis tres grands, comme celle d'un
ensemble qui, en taille, depasserait
chacun des infinis de la liste N, 2 (N),
P(2(N))...

On connait une série d’'axiomes de
grands cardinaux. On les considere
comme vrais a priori, car les refuser
reviendrait a limiter U'infini, ce

qui semble absurde. Ces axiomes
permettent de prouver des resultats
qu’'on ne peut pas obtenir sans

eux, et conduisent méme

a demontrer des resultats portant
sur les nombres entiers.

Le mathématicien Alexandre
Grothendieck a utilisé de tels axiomes
dans ses travaux sur la théorie des
catégories, et la démonstration du

lequel il n'existe pas d'entiers positifs
X, v, Ztels que x" + y" = 2" des que
'entier n est supérieur a 3), au moins
dans un premier temps, semblait

ne pas pouvoir s'en dispenser.

On a espere que certains axiomes

de grands cardinaux auraient pour
consequence HC ou non-HC, ce qui
aurait resolu l'enigme de 'hypothese
du continu. On a malheureusement
etabli que cela ne pouvait pas

etre le cas. On est donc reparti

a la recherche de nouveaux axiomes
naturels qui fixeraient la verite

ou la faussete de HC.

indique qu’a chaque fois que ’on considere un
ensemble infini E, ’ensemble de ses parties (ou
sous-ensembles), noté P (E), est d’une taille
infinie strictement supérieure a celle de E. Il n’y
a donc pas de bijection entre E et (E).

Ainsi, ’ensemble des entiers naturels N=40,
1, 2, 3, ..., n, ...} est strictement plus petit que
’ensemble 9 (N) de ses parties, qui comprend
par exemple N lui-méme, ’ensemble des nombres
pairs, celui des nombres premiers, celui des puis-
sances de 2... Et en répétant ’opération, c’est-a-
dire en considérant la suite N, 2(N), 2(P(N) ),
P(P(P(N)))...ondispose, grace au théoréme
de Cantor, d’'une infinité d’ensembles infinis dif-
férents et de plus en plus grands.

L'HYPOTHESE DU CONTINU

L’infini des entiers naturels, N, est le plus
simple et le plus petit qui existe. On I’appelle
’«infini dénombrable», et tout ensemble infini
qui peut étre mis en bijection avec N est dit
«dénombrable». Un infini d’ordre supérieur est,
on I’a vu, celui de 2(N), le méme que celui de

grand théoreme de Fermat (selon

’ensemble R des nombres réels, car on démontre
assez facilement qu’il existe une bijection entre
P(N) et R. Se pose la question suivante: existe-
t-il des infinis intermédiaires entre celui de N et
celui de R? N’en ayant jamais rencontre, les
mathématiciens ont donc été amenés a supposer
que de tels infinis intermédiaires n’existent pas:
telle est ’hypothese du continu, posée al’origine
par Cantor. Ici, le mot «continu» évoque ’'infi-
nité des nombres réels, ces nombres pouvant étre
repreésentes par les points d’une ligne continue.

Autrement dit, 'hypothese du continu affirme
que tout sous-ensemble infini de R est soit en
bijection avec N (si c’est un «petit» infini), soit
en bijection avec R lui-méme (si ¢’est un «gros»
sous-ensemble infini de R).

L’hypothese du continu constitue la plus
simple des questions non résolues concernant les
infinis. On la juge importante et, d’ailleurs, le
mathématicien allemand David Hilbert I’avait pla-
cée en téte de sa célebre liste des 23 grands pro-
blemes présentée en 1900 au Congres international
des mathématiciens, a Paris. Plus de cent vingt ans
apres, nul n’a su répondre définitivement a la
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Georg Cantor (1845-1918)

question: on n’a jamais rencontré de partie infinie
de R qu’on ne sache pas mettre en bijection avec N
ou avec R, mais on n’a pas démontre qu’une telle
partie n’existait pas.

Les logiciens ont cependant obtenu d’inte-
ressants resultats qui, dans un premier temps,
ont €paissi le mystere. Ils portent sur la théorie
des ensembles telle qu’elle a été formalisée au
début du xx° siecle et qui repose sur un systeme
d’axiomes élaboré par plusieurs chercheurs, en
particulier les Allemands Ernst Zermelo et
Abraham Fraenkel. Ce systeme d’axiomes est
note ZFC, d’apres les initiales de ces derniers, le
C représentant 'axiome du choix, un axiome au
statut particulier (il stipule qu’étant donné une
collection d’ensembles non vides deux a deux
disjoints, il existe toujours un ensemble ayant
exactement un €lément commun avec chacun de
ces ensembles).

Or, en 1938, le logicien autrichien Kurt Godel
a prouve que si la théorie des ensembles
construite sur ZFC est non contradictoire (c’est-
a-dire qu’elle ne conduit pas a une affirmation et
son contraire), alors elle ne peut pas démontrer
que ’hypothese du continu est fausse. En
d’autres termes, si ’'on note HC I’hypothese du
continu («Il n’existe pas d’infini intermédiaire
entre celui de N et celui de R») et non-HC sa
négation («Il existe un infini intermédiaire entre

Un pont entre deux infinis

celui de N et celui de R»), la théorie ZFC ne peut
pas démontrer non-HC.

La surprise est surtout venue en 1963 de la
preuve apportee par le mathématicien americain
Paul Cohen que si la théorie ZFC n’est pas
contradictoire, alors elle ne peut pas démontrer
’hypothese du continu. Ce résultat et celui
de 1938 montrent donc que HC est logiquement
indépendante des axiomes ZFC. Autrement dit,
’hypothese du continu est un énoncé «indéci-
dable» de la théorie ZFC.

DE NOUVEAUX AXIOMES ?

Une interprétation possible de cette indépen-
dance vis-a-vis des axiomes ZFC est que les
mathématiciens ont le choix de faire ce qui leur
plait: ajouter I’hypothese du continu, HC, comme
axiome a leur théorie, ou ajouter sa négation,
non-HC. Mais cette interpretation est incompa-
tible avec I'idée qu’il existe une realite ensem-
bliste unique, idée a laquelle Gddel croyait
profondément. Pour lui, 'indécidabilité de I’hy-
pothese du continu dans la théorie ZFC signifiait
que les axiomes ZFC ne donnent pas une descrip-
tion complete de cette réalité ensembliste a
laquelle, comme beaucoup de mathématiciens,
il ne voulait pas renoncer. D’ou un programme:
trouver de nouveaux axiomes et les ajouter a ZFC

ORDINAUX ET L ULTIME

Les ordinaux sont une generalisation des nombres entiers,
tres differente de celle que forment les nombres réels.

Ils constituent une facon de prendre au serieux les infinis
et de les ordonner. Apres la série ordonnée des nombres
entiers, on considere qu'il existe un nouveau nombre,

noté w. On ne s'arréte pas la et on postule que, de la méme
facon qu'apresOilya 1, apreswilya w + 1, puis w + 2.
Au-dela de cette deuxieme série infinie, il y a w2, puis w-3...
Définissables a partir de ['ensemble vide, ces ordinaux
s‘'organisent en une structure qu’'on essaie de comprendre
depuis que Cantor les a decouverts. On les utilise en
particulier pour definir des ensembles V_de plus en plus

Pour la Science Hors-Serie n® 125 / Novembre-decembre 2024

grands, dont on montre qu'ils forment l'univers ensembliste
dans sa totalité, note V.

En jouant avec la definition des V,, on construit des
sous-univers du monde ensembliste (on parle de « modeles
internes») qui, bien que plus petits que V, en ont

les propriétés fondamentales. C'est avec 'un de

ces sous-univers, noté L, que Godel a montré que la théorie
usuelle des ensembles est compatible avec ['hypothese

du continu, HC. Mais Paul Cohen a prouve qu'elle etait aussi
compatible avec non-HC. L'idee exploitée pour définir L

a éteé reprise sous le nom de «L ultime » et semble mener

vers une solution concernant HC qui, finalement, serait vraie.
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jusqu’a ce qu’ils permettent de savoir si ’hypo-
these du continu est vraie ou non. Et c’est tout
le probleme.

Pour comprendre les idées nouvelles intro-
duites par Hugh Woodin, il nous faut maintenant
expliquer brievement ['univers ensembliste
découvert par Cantor. La colonne vertébrale de
cet univers est donnée par la suite des «ordi-
naux», qui sont les nombres offrant la possibilité
de compter dans un ordre progressif les ¢éle-
ments d’un ensemble, qu’il soit fini ou infini. Le
début de cette suite est composé des nombres
entiers naturels, définis sous une forme ensem-
bliste et nommés dans ce contexte «entiers de
von Neumann». Ils se construisent en partant
de ’ensemble vide (celui qui ne contient rien),
noté ¢, en posant: 0=¢g, 1 = {g}, 2 = {g, {6} }...,
n+1=nuUin}.., ouU est le symbole de la réu-
nion de deux ensembles. Dans cette représenta-
tion, ’entier n est donc constitué des entiers
allantde O an-1.

UNE CHAINE INFINIE ET CUMULATIVE

Les ordinaux ne s’arrétent pas aux entiers. Le
premier ordinal infini — on dit aussi transfini — est
obtenu en prenant d’un coup tous les entiers, et
est noté w (oméga): w = {0, 1, 2, ...}. On peut
alors poursuivre: w+1 = wU{w},
w+2 = (w+1)U{w+1}... On arrive ainsi a w+w,
noté we2, puis, plus loin, a we3, et ainsi de suite.
Plus loin encore, on obtient w?, w?..., w®...

Notons qu’il y a deux sortes d’ordinaux:
ceux qui ont un prédécesseur, par exemple w+1

NEUTRALISER LE FORCING

Le forcing est la methode concue par Paul Cohen pour
demontrer que non-HC (la négation de 'hypothese

du continu) est compatible avec la théorie ZFC. Elle est
extrémement puissante, au point méme que c'est génant:
elle permet de prouver non seulement que non-HC

est compatible avec la theorie ZFC, mais aussi que HC l'est.
A elle seule, elle suffit a faire de HC un énoncé indécidable
de la theorie ZFC.

Qui plus est, le forcing s'appligue a d'autres guestions
mathéematiques importantes et montre que celles-ci sont
iIndécidables dans la théorie ZFC. Cette situation confirme
qu'il faut ajouter des axiomes au systeme ZFC, et les
ajouter si possible de facon a rendre inopérant le forcing.
Un axiome X rend inopérant le forcing si U'on ne peut plus
demontrer gu’a la fois HC et sa négation sont compatibles
avec le systeme ZFC + X, autrement dit si 'ajout de X aux
axiomes ZFC fixe une valeur de verite a HC. Hugh Woodin

a pu etablir que ['axiome V = L ultime qu'il envisage

seralt compatible avec les axiomes de grands cardinaux,
mais aussi qu'il rendrait inopérant le forcing. Ce serait

donc un axiome en tout point satisfaisant pour supprimer
le flou que ZFC laisse persister. La nouvelle theorie

des ensembles apporterait ainsi la preuve que 'hypothese
du continu est vraie, et serait d'apres lui la plus raisonnable
des theories des ensembles.
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ou w’+32, et ceux qui n’en ont pas, par exemple
w, w2 ou w', ces derniers étant appelés «ordi-
naux limites».

Avec les ordinaux et 'opération &, qui a un
ensemble E associe ’ensemble S (E) de ses par-
ties, on obtient une hiérarchie d’ensembles emboi-
tés qui sera le centre de notre discussion. On pose:

i Vﬂ - iﬁ

-V_, =2V ) sia+l est un ordinal ayant
pour prédécesseur o

- V,=la réunion de tous les V_tels que a<f,
si B est un ordinal limite.

LesV_sont donc des ensembles d’ensembles de
plus en plus grands. Ils constituent la totalite du
monde ensembliste. En effet, la théorie ZFC permet
de démontrer que tout ensemble est dans 'undes V.
On note alors V 'univers ensembliste obtenu en pre-
nant tous les V_. Puisque tout ensemble est dans I'un
des V_, tout provient de 'ensemble vide ¢: e monde
ensembliste n’est constitue que du vide et de ce que
sa présence implique!

Revenons a la preuve par Godel, en 1938, que
non-HC ne résulte pas des axiomes ZFC. 1l a uti-
lise pour ce faire un procédé¢ dont I'idée est facile
a comprendre... méme si tous les details ne le sont
pas! Son point de départ était ’hypothese que la
théorie ZFC n’est pas contradictoire. En vertu de
son théoreme de complétude démontré en 1929,
il existe alors une structure vérifiant tous les
axiomes ZFC. Godel en a déduit une autre struc-
ture vérifiant tous les axiomes ZFC ainsi que ’hy-
pothese du continu. Ce qui montre que le systeme
ZFC+HC est non contradictoire — et donc que

Un pont entre deux infinis

I’on ne peut pas déeduire non-HC du systeme ZFC
(en effet, si de ZFC on pouvait déduire non-HC,
on pourrait aussi déduire non-HC du systeme
ZFC+HC, lequel donnerait alors a la fois HC et
non-HC, ce qui serait contradictoire).

CHANGER D’UNIVERS ENSEMBLISTE

Comment Godel a-t-il obtenu la structure en
question? L’idée de la méthode est analogue a celle
souvent exploitée en algebre, ou, partant d’une
structure qui verifie par exemple les axiomes de
groupe, comme ’ensemble des nombres reels
muni de 'opération d’addition, on considere tous
les ¢lements dont Pexistence se déduit de celle
d’un élément particulier. Autrement dit, I'idée est
de partir d’une structure vérifiant certains axiomes
et d’en deduire une structure plus petite qui les
vérifie aussi et qui, éventuellement, a d’autres pro-
prietes intéressantes.

La methode de Godel part donc de 'univers V
décrit plus haut et vérifiant les axiomes ZFC.
Pour définir une sous-structure, qui sera notee L,
il s’est inspire de la définition des V_ en la modi-
fiant légerement:

& L[I:g

-L_,, =P, (L) sia+l est un ordinal ayant
pour prédécesseur o

- L =laréunion de tous les L tels que a< B, si
f est un ordinal limite.

Ici, &, (E) désigne 'ensemble des parties
constructibles de I’ensemble E, c’est-a-dire défi-
nissables par une formule, une expression écrite

Le monde ensembliste
n est constitué que
du vide et de ce que

Sa pre
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sence implique
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dans le langage formel de la théorie des ensembles
et dont les parametres sont dans E. Prenons ’en-
semble N=10, 1, 2, 3...§. Un exemple simple de
partie constructible de N est ’ensemble X consti-
tue des elements x de N tels qu’il existe un y de N
vérifiant x+y=5 (tout cela peut se traduire par une
formule). Onadans ce cas X=40,1, 2, 3, 4, 5}.

La différence entre 2, (E) et (E) provient
de ce que, en général, certaines parties d’'un
ensemble E n’ont pas une définition permettant
de les caractériser. Par exemple, il n’existe qu'une
infinite dénombrable de parties definissables
de N (car il n’y a qu’une infinité dénombrable de
formules), alors qu’il existe une infinité non
dénombrable de parties de N.

La réunion de tous les L , notée L, est I'«uni-
vers des ensembles constructibles». C’est un
univers ensembliste inclus dans V, dans lequel
tous les axiomes ZFC sont vrais. Le point impor-
tant établi par Gddel est que, dans L, I’hypothese
du continu est vraie. La méthode de Godel
montre donc que, partant d’une structure qui
verifie ZFC, on sait en trouver une sous-structure
qui vérifie ZFC+HC; par consequent, elle prouve
que si ZFC est non contradictoire, alors ZFC+HC
est non contradictoire.

Ce résultat de Godel suggere que I’on pourrait
ajouter au systeme ZFC I’axiome affirmant que
tout ensemble est constructible, ce qui s’ecrit

V =L, et alors ’hypothese du continu serait vraie.
[’axiome V = L pourrait donc, a premiere vue, etre
’axiome recherché pour compléter ZFC et lever
’'indecidabilite de HC. Mais il faudrait pour cela
avoir des arguments forts incitant a 'admettre.
[’argument que tout ensemble doit étre définis-
sable a partir de ceux qui viennent avant lui est
une justification intuitive; Godel I’a peut-étre lui-
meéme pris en considération. Malheureusement,
I’'idée de prendre V = L. comme nouvel axiome
n’est finalement pas défendable.

LE MIRACLE DES GRANDS CARDINAUX

Aux yeux d’'un mathématicien convaincu que
les ensembles existent et qu’il existe donc une
veérité unique les concernant, on ne peut pas envi-
sager d’ajouter comme axiome n’importe quelle
formule indécidable de ZFC (une «formule», dans
le contexte de la logique, est un énoncé ). Un nou-
vel axiome doit affirmer une propriété dont nous
percevons le sens et qui s’impose a partir de I'idée
que nous nous faisons des ensembles. Le fait
qu’un axiome possible n’introduise pas de contra-
diction ne suffit pas pour qu’on 'adopte.

Les criteres permettant de juger si une for-
mule (un énoncé) peut étre ajoutée ou non
comme axiome font ’objet de discussions deéli-
cates. Une idee cependant fait 'unanimité: si une

LE MONDE SELON HUGH WOODIN

Pour Hugh Woodin, la hierarchie
des grands cardinaux (voir l'encadre
page 22) est aussi intrinséque

et absolue que celle des nombres
entiers eux-memes. C'est selon

lui une decouverte majeure. Il est
convaincu que les axiomes des
grands cardinaux ne conduiront
jamais a une contradiction, ce qui

a pour consequence que les enonces
qu’ils permettent de prouver sur

les nombres entiers sont vrais,

et que ces axiomes ont donc des
repercussions concretes, physiques.
Il affirmait ainsi: « Dans les dix
mille ans a venir, on ne trouvera
aucune contradiction au sein

de ces theories [affirmant ['existence
de grands cardinaux]. Il s’agit
d'une prediction spécifique et non
ambigue sur l'univers physique.
Elle ne se reduit a aucune

verité connue anterieurement.

Elle découle du développement

de la theorie des ensembles au cours
des cinquante derniéres années [...].
Elle se fonde sur ma conviction que
la conception de l'univers transfini
est pleinement sensée. Je fais cette
prédiction independamment de
toute speculation sur les dispositifs
informatiques susceptibles d'éetre
développeés au cours des dix mille
prochaines anneées et qui pourraient
avoir des effets sur l'efficacite

de la recherche en mathematiques. »
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Hugh Woodin

formule affirme I’existence de grands ensembles
infinis et qu’elle n’introduit pas de contradiction,
alors il faut "admettre. S’il existe vraiment un
univers des ensembles, alors celui-ci est aussi
grand que cela est possible et il faut donc accep-
ter tout ce qui affirme qu’il est grand.

On connait depuis longtemps des affirmations
exprimant l’existence de tres grands ensembles
infinis, que I’on dénomme «axiomes de grands
cardinaux». Leur définition précise depasse le
cadre de cet article, mais retenons qu’ils sont
nombreux et font intervenir divers types de
grands ensembles (cardinaux «inaccessibles»,
«mesurables», «supercompacts»...). Ils jouent
dans I’é¢tude de l'infini un role dont nous verrons
plusieurs aspects.

Or un miracle se produit a propos des grands
cardinaux. Bien que les proprietés qui les defi-
nissent soient sans rapport direct les unes avec
les autres, et qu’a priori il aurait pu arriver que
deux grands cardinaux distincts ne soient pas
comparables (aucun des deux ne serait plus
grand que l'autre), cela n’advient jamais: les
grands cardinaux se rangent en une ligne ordon-
née qui va du plus petit vers le plus grand.

Hugh Woodin et de nombreux mathémati-
ciens voient dans ce fait un argument pour croire
que les ensembles existent réellement et que ce
ne sont pas des fictions: si derriere les formules
qui définissent les grands cardinaux ne se trou-
vait aucune reéalité, leur alignement selon un
ordre bien déterminé serait incompréhensible.

On a esper¢ trouver un axiome de grand car-
dinal qui ait un effet sur ’hypothese du continu,
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Un pont entre deux infinis

mais c’est impossible. Qui plus est, la prise en
compte des grands cardinaux condamne sans
appel 'axiome V = L. comme solution possible a
’énigme de ’hypothese du continu. En 1961, le
mathématicien et informaticien américain Dana
Scott a en effet prouvé que sil’on adopte comme
axiome V = L, alors les cardinaux «mesurables»
ne peuvent pas exister.

On ne donc peut pas a la fois adopter tous les
axiomes de grands cardinaux, comme on croit
nécessaire de le faire, et adopter I’axiome V = L.
Hugh Woodin n’hésite pas a dire que le résultat
de Dana Scott signifie que V = L est une affirma-
tion fausse.

LELARGISSEMENT DE L

Pour trouver une issue, les mathématiciens
et les logiciens ont alors considéré des variantes
de L. Elles sont fondées sur des définitions uti-
lisant le méme principe que pour L: fixer une
notion constructive pour passer d’'un L_ a
un L_, , mais la choisir moins restrictive, de
facon que les ensembles L_ soient plus grands
que ceux définis par Godel.

Ce processus d’¢largissement de L a éte
répéeté plusieurs fois, mais a chaque étape, la nou-
velle version de V = L s’est révelée incompatible
avec certains axiomes de grands cardinaux. La
situation semblait donc bloquée.

En 2010, cependant, une avancée spectacu-
laire s’est produite. Hugh Woodin a démontré que
si on trouvait une variante de V = L, compatible
avec I’existence d’un cardinal «supercompact»,
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alors elle serait nécessairement compatible avec
tous les axiomes de grands cardinaux. On
recherche donc aujourd’hui ce L miraculeux,
dénommeé «L ultime». On dispose de pistes
sérieuses pour y parvenir, et surtout, on sait, grace
aun autre résultat de Hugh Woodin, que 'axiome
V = L ultime aurait pour conséquence que ’hypo-
these du continu est vraie.

Un argument supplémentaire soutient ce
V = L ultime: Hugh Woodin a €tabli en 2015 que
cet axiome rendrait inopérant le «forcing», une
méthode congue par Paul Cohen (voir Pencadré
page 24) qui permet la preuve de I'indécidabilité
de ’hypothese du continu dans le systeme ZFC.
Mieux, elle s’applique aussi a d’autres énonces
de mathématiques en algebre, en analyse..., dont
elle montre 'indécidabilité dans la théorie ZFC.

Pour Hugh Woodin, la situation créée par ces
indécidables est tres insatisfaisante: qu’est donc
cette science - les mathématiques fondées sur
les axiomes ZFC - incapable de dire, pour
nombre de ses énonceés, s’ils sont vrais ou faux?
Cette situation suggere un nouveau critere pour
juger de 'ajout au systeme ZFC d’un axiome X:
il sera bienvenu §’il rend inopérant le forcing de
Paul Cohen, autrement dit si, en ajoutant X
a ZFC, le forcing ne permet notamment plus de
choisir comme on veut entre ’hypothese du
continu et sa negation.

Or l'axiome V = L ultime rendrait inopérant
le forcing: une seérie de questions indecidables
dans la théorie ZFC prendraient donc une valeur
de vérité déterminée. Ainsi, le V = L ultime
attendu, qui serait compatible avec I’existence

LES AXIOMES DE GRANDS CARDINAUX ONT
UNE CONSEQUENCE INATTENDUE:
L'INFINI JOUE SUR LE FINI, ET PLUS ON A
D'INFINIS, PLUS ON EN SAIT SUR LE FINI

d’un cardinal supercompact, ne serait pas seule-
ment un axiome compatible avec tous les
axiomes de grands cardinaux (c’est une exigence
a priori). Il limiterait aussi 'impuissance des
mathématiques fondées sur ZFC a determiner,
pour toute une classe intéressante d’énonces, si
ceux-ci sont vrais ou faux.

A LA RECHERCHE DU L ULTIME

La situation n’est pas réglée pour autant. En
effet, il reste a trouver la bonne deéfinition du
L ultime, telle que 'axiome V = L ultime soit
compatible avec I’existence des grands cardinaux
supercompacts. Plusieurs pistes sont aujourd’hui
suivies et 'on peut espérer que les mathémati-
ciens disposeront bientot d’'un argument sérieux
pour enfin affirmer que ’hypothese du continu
est vraie.

Ces développements récents sont remar-
quables; ils confirment que la compréhension de
Iinfini est un travail mathématique qui progresse
régulierement et sensiblement. On constate que
la découverte des vérités mathématiques ne
consiste pas seulement a €laborer des démons-
trations a partir d’axiomes evidents, faciles a for-
muler et jamais remis en cause, mais qu’elle est
aussi le résultat d’une discussion et d’un affine-
ment de notre conception de I'infini.

Cette discussion se nourrit a la fois de théo-
remes et de conjectures qui renforcent notre
intuition. Certaines options s’offrant aux
mathématiciens sont ainsi ¢liminées non pas
parce qu’on apporte la preuve qu’elles sont
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logiquement absurdes, mais parce qu’elles ne
sont pas intellectuellement satisfaisantes. L'infini
mathematique se révele intelligible et, comme
pour d’autres sciences, nos connaissances dans
ce domaine s’enrichissent d’année en annee.

Par ailleurs, considérant ces avancées de la
théorie des ensembles depuis un demi-siecle,
Hugh Woodin défend l'idée que la théorie des
grands cardinaux et les travaux sur axiomati-
sation complémentaire de ZFC ne sont pas un
travail purement abstrait. La comprehension
nouvelle qu’ils donnent de I’infini a, selon lui,
des «consequences physiques». Expliquons son
point de vue.

DE L'INFINI AU FINI

Les axiomes de grands cardinaux se classent
les uns par rapport aux autres et quand un
axiome X est plus fort que I'axiome Y, alors X per-
met de prouver I’énonceé affirmant «le sys-
teme ZFC + Y est non contradictoire». Or un tel
énonceé s’exprime dans la théorie par une suite
de symboles, et savoir s’il se démontre n’est
qu’une question combinatoire, que I’on sait tou-
jours traduire en question portant sur les
nombres entiers. Méme si c’est étonnant, les
axiomes de grands cardinaux ont donc des consé-
quences sur ce qu’on sait demontrer concernant
les nombres entiers: 'infini joue sur le fini, et
plus on a d’infinis, plus on en sait sur le fini!

Ces effets sur les énoncés arithmétiques sont,
d’une certaine facon, des effets physiquement tes-
tables. Penser qu’un axiome de grand cardinal X
est acceptable — et Hugh Woodin clame que c’est
le cas de beaucoup d’entre eux - signifie qu’en fai-
sant fonctionner la théorie ZFC + X, on est certain
qu’on ne tombera jamais sur une contradiction.

Or faire fonctionner une théorie, ¢’est dérou-
ler les consequences de ses axiomes, tache que
’on peut confier a une machine. Croire en ’exis-
tence d’un grand cardinal, c’est donc croire que
les machines utilisant le systeme ZFC complete
par I’axiome correspondant a ce grand cardinal
ne produiront jamais de résultats contradic-
toires. C’est donc un énoncé qui porte sur le
monde physique, et il provient uniquement de
notre compréehension de 'infini. Ainsi, mathéma-
ticiens et logiciens tissent un fil qui relie I'infini
le plus grand a la réalité matérielle, allant des
objets les plus abstraits aux plus concrets.
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Lors d'un diner, un geometre recourt
a ce qui l'entoure pour illustrer

le role important de l'infini en
geometrie: ['lanalyste et l'algebriste
seront-ils convaincus?

L'infini en

geo

metrie

Marcel Berger
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Le billard est une fagon pratique d'aborder
le role de I'infini en géométrie.
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Au sortir d’'une conference, un algébriste, un
analyste et un géometre, dignes représentants
de la trinité des mathématiques, méditent la
phrase de Hermann Weyl: «Les mathématiques
sont la science de 'infini.» Les deux premiers,
surs qu’il en est bien ainsi dans leur discipline,
se tournent, perplexes, vers le géometre.
Observé avec insistance, celui-ci affirme egale-
ment: «Oh! c’est vrai aussi en géometrie.
Puis-je vous proposer de vous le montrer devant
un bon diner?» Les deux autres, intrigués,
acceptent. Sur le chemin, le géometre énumere
en silence les différents domaines de sa disci-
pline dans lesquels I'infini joue un roéle impor-
tant. A chaque fois, il est présent sous trois
aspects: lorsque 'on considere des objets en
nombre infini; quand on s’intéresse a des
espaces de dimension infinie; enfin, quand une
opé€ration est répétée un nombre infini de fois.

L'INFINI SELON PAPPUS

Nos trois mathématiciens franchissent le
seuil de I’hotel des Trois Faisans et patientent
dans le corridor. La, au bar, trois notaires passent
le temps. Le géometre saisit ’'occasion. «En guise
d’amuse-bouche, vous voyez, messieurs, nous
trois alignés ici, et ces trois hommes la-bas, cela
m’évoque le théoreme de Pappus, dont une
démonstration aisée recourt a 'infini.»

[’algébriste: «Ce théoreme n’affirme-t-il pas
que, pour deux triplets de points alignés (A, B et
C) et (A, Bet C’) sur deux droites distinctes, les
points d’intersection a de (BC’) et (B’C), b de

(AC’) et (A’C) et ¢ de (AB’) et (A’B) sont ali-
gnés? (voir la figure page 38) »

Le géometre confirme: «Exact, et la démons-
tration requiert de voir ce résultat dans un plan
projectif, c’est-a-dire un plan affine (dans lequel
les distances ne sont pas prises en compte), auquel
on a adjoint une droite, dite « a 'infini». Les points
de cette droite sont les directions de toutes les
droites du plan. Il n’y a plus de droites paralleles:
celles qui ’étaient dans le plan seul sont mainte-
nant sécantes en un point de la droite de I'infini.
On décide, pour demontrer Pappus, que cette
droite est la droite (ab), ce que ’on peut toujours
faire par une projection convenable. Ainsi, dans sa
nouvelle configuration, les droites (AC’) et (A’C),
d’une part, et (BC’) et (B’C), d’autre part, sont
paralleles. Montrer que les points a, b et ¢ sont ali-
gnes revient a montrer que le point ¢ est aussi sur
la droite de I'infini, c’est-a-dire que les droites de
la troisieme paire, (AB’) et (A’B), sont paralleles:
le théoreme de Thales le prouve aisément. »

Et l’algébriste d’opiner: «Oui, évidemment,
cette démonstration est beaucoup plus simple
que de se placer dans un repere et de calculer les
coordonnées de tous les points. »

Tous les trois ont rejoint leur table, ou la ron-
deur des assiettes et la circularite des verres ins-
pirent le géometre.

«Vous connaissez tous les deux cette méthode
qui nécessite I'infini pour calculer la longueur
d’un cercle. On y inscrit un carré, puis, bati sur
ce carre, on construit un octogone régulier, dont
on divise ensuite encore en deux chacun des
huit cotes, afin d’avoir un polygone régulier a
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___ Enbref

> 'algebre et ['analyse
sont deux branches des
mathematiques ou l'idée
d’infini joue un role
central. C'est aussi le cas
en geometrie.

> || intervient quand le
nombre d'objets étudiés
est infini ou bien lorsque
l'espace étudié a une
dimension infinie.

> De méme, l'infini peut
correspondre au nombre
de fois qu'un processus
est itére.

> A chaque fois, l'infini
aide a résoudre divers
problemes longtemps
reputés inaccessibles.



L'infini en geometrie

L'étude des cercles (en gris clair) construits
tangents a deux autres donnés (en haut) dont
'un est inclus dans l'autre (en gris fonce et en
bleu) est évidente apres une inversion: cette
transformation géomeétrique rend concentriques
les deux premiers cercles. Ainsi, les cercles
construits sont egaux et il suffit d'étudier

les rotations d'un angle a.

Shemas : Pour La Science

seize cotes, etc. On calcule les longueurs succes-
sives de ces polygones et, a la limite, quand le
nombre de cotés tend vers 'infini, on obtient la
longueur du cercle. Grace a une telle itération,
on calcule aussi la longueur d’une courbe fermée
quelconque: ony inscrit des polygones de cotés
de plus en plus petits, et la longueur de la courbe
est la limite a I'infini, quand elle existe, de la suite
des longueurs de ces polygones.»

«Je crois me souvenir, coupe I’algebriste, qu’on
est capable de fabriquer des courbes de longueur
infinie, méme entre deux points quelconques. »

Le géometre: «Oui, en revanche, on sait que,
lorsque la courbe est donnée par une équation suf-
fisamment douce, c’est-a-dire que la courbe n’a pas
de pic, ou, en termes plus mathématiques, qu’elle
est dérivable en chaque point, alors elle a une lon-
gueur finie. Dans un plan, pour calculer Iaire d’'un
triangle, on colle le long d’'un c6té un second
triangle égal, donc de méme aire : I’aire du triangle
initial est le demi-produit de la base par la hauteur
du parallélogramme obtenu.

Toutefois, le calcul du volume d’un polyedre
est plus subtil. Dans I’espace, on peut toujours
décomposer un parallélépipede en tétraedres ;
cependant, on ne sait pas de facon evidente si deux
tétracdres qui ont la méme hauteur et la méme
aire de base ont le méme volume. Ils ne sont pas
déduits I'un de 'autre par un déplacement, c’est-
a-dire une transformation isométrique. Pour mon-
trer que deux tels tétraedres ont le méme volume,
on recourt a l'infini : on deécoupe les tétraedres en
tranches horizontales de plus en plus fines ;
chaque tranche contient un prisme et un morceau
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supplémentaire. Dans les deux tetraedres, les
prismes de deux tranches de méme niveau ont le
meéme volume, puisque I'aire de leur base est iden-
tique. Lorsque le nombre de prismes tend vers
I’infini, la somme des volumes des morceaux res-
tants devient négligeable: les tétracdres ont donc
bien le méme volume, car ils sont tous construits
d’un nombre infini de prismes de volume équiva-
lent. Le cas du plan reste exceptionnel, ’espace
necessite 'infini.»

ET LES CERCLES?

Lapéritif servi, et encouragé par "abondance
des cercles des verres, des assiettes, des sou-
coupes... sur la table, le géometre poursuit son
exposé: «Avec la démonstration du théoreme de
Pappus, je vous ai montre que ’adjonction d’une
droite a I'infini est parfaitement adaptée pour des
problemes de la géométrie des points et des
droites. En revanche, elle n’est pas approprice
quand on s’intéresse a une géométrie de 'en-
semble des cercles du plan euclidien, c’est-a-dire
que 'on prend en compte la distance. La transfor-
mation du plan nommeée “inversion” se révele
parfois pertinente. Elle consiste a se donner un
point du plan, le centre d’inversion O. Tout point
m autre que le centre est envoye sur le point m’ali-
gne avec O et m, et tel que le produit des longueurs
Om.Om’ est constant: cette inversion transforme
les cercles en cercles, sauf ceux qui passent par le
centre O, transformés en droites.

Grace a cette inversion, I’étude de problemes
sur les cercles devient plus facile: par exemple,
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Le comportement de deux particules qui rebondissent I'une
contre l'autre sur un segment (en haut) ou les rotations

d'un angle dans un cercle (a droite) sont équivalents a des
itérations d'une méme opération. Dans le premier cas, la
position des deux particules est représentée par un point
dans un repéere (un axe par particule). Puisqu'une particule
ne peut pas passer par-dessus l'autre, la trajectoire de ce
point est confinée dans un triangle rectangle isocele. On
développe ce triangle dans un carré, puis dans le plan entier:
la trajectoire est alors une droite infinie que I'on ramene dans
un seul carré. Dans le second, on s'intéresse a la trajectoire
d'un rayon du cercle. Certaines trajectoires sont périodiques
(a, c et d), elles repassent par leur point de départ, d'autres,
apériodiques (b et e), approchent d'aussi pres que I'on veut
toutes les positions possibles.

Jacob Steiner (1796-1863) a étudié le compor-
tement de cercles tangents a deux autres don-
nés, le premier étant inclus dans le second (voir
la figure page précédente). Un cercle est construit
tangent aux deux premiers, le suivant est
tangent aux trois précedents, et ainsi jusqu’a
avoir parcouru le périmetre du cercle intérieur:
le dernier cercle construit est-il tangent au pre-
mier construit? Une judicieuse inversion rend
concentriques les deux cercles donnés au départ.
Les cercles ajoutés sont donc égaux, et il s’agit
maintenant d’etudier le comportement de la
droite joignant le centre des cercles concentriques
a celui de ceux qui ont €té construits: a chaque
nouveau cercle, la droite pivote d’un angle
constant... de la méme fagon que I’aiguille d’une
horloge tourne a chaque minute.

UNE TRAJECTOIRE DENSE

Il convient alors d’examiner de telles itérations.
Quel est Peffet sur un point du cercle de I’itération
d’une rotation d’angle donn¢ a? Quand a = 2n/k
(avec k entier), les images successives d’un point
de départ donné constituent les sommets d’'un
polygone régulier a k cotés inscrit dans le cercle,
(c’est le cas de la pendule pour laquelle k = 60) ;
lorsque a = 2np/q, ou p et g sont deux entiers
premiers entre eux, le polygone obtenu est etoile,
a g cotes et tournant p fois. Mais que se passe-t-il
quand k est un nombre irrationnel? La trajectoire
du point ne se refermera jamais, quel que soit le
nombre d’itérations, méme infini.

On peut en savoir plus et montrer que la tra-
jectoire est €galement dense partout dans le
cercle: il y a une égale répartition des points
“visités”, aucune zone du cercle n’est négligée.
En termes mathématiques, pour un ensemble
infini {Ci§,_, ,, depointsdu cercle, ondit qu'il
y a €gale répartition sur un arc m de longueur L
du cercle lorsque, k tendant vers I'infini, la limite
du nombre de points C, ,_, , , , qui sont sur
P’arc m est toujours égale a L/2x (si le cercle est
de rayon unité), cela quel que soit ’arc m.»

[’analyste intervient, entre deux boucheées:
«C’est bien joli, les itérations, mais elles restent
des opérations discretes. Or, dans la nature, un
grand nombre de systemes sont continus dans le
temps. Les géometres etudient-ils aussi ces phe-
nomenes lorsque le temps continue tres long-
temps, c’est-a-dire tend vers I'infini? »
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La symétrisation d'un domaine réduit son
périmetre en maintenant son aire constante.
On découpe le domaine initial en tranches
infiniment fines (a gauche), puis on rassemble
ces tranches symétriguement selon un axe
perpendiculaire a celui des tranches. Lorsque
cette opération est itérée un nombre infini

de fois (en changeant la direction de l'axe),

le domaine tend vers un cercle qui minimise
le perimetre. Celui-ci diminue en vertu d'une
propriété des trapezes de méme aire (a droite):
le périmétre du trapeze b, symétrique, est
Inférieur a celui du trapeze a.

«Bien str! En mécanique, on étudie le mou-
vement de deux billes de méme masse sur un
intervalle. Ces objets repartent en sens inverse
avec la meéme vitesse quand ils se rencontrent.
Quand on représente la position des deux billes
par un point du plan (les axes correspondant cha-
cun aux positions de 'une des deux), la trajec-
toire de celui-ci, confinée dans un triangle
rectangle isocele, est celle d’'une boule de billard
qui se refléchit sur les cotes avec un angle d’inci-
dence égal a ’angle de réflexion par rapport a la
normale, la droite perpendiculaire au cote. Nous
simplifions le probleme en développant la trajec-
toire par symétrie: le billard devient alors un carré
(voir la figure page ci-contre). Puis, quand on déve-
loppe la symétrie dans le plan tout entier, la tra-
jectoire devient une droite infinie.

C'EST DU BILLARD!

Vous remarquerez qu’il suffit de savoir ce qui
se passe la ou la trajectoire rencontre un bord du
carré: le probleme est alors de nouveau celui de
Iitération d’'un méme procedé. Ici donc, deux cas
se distinguent selon que la pente - le rapport des
vitesses initiales des deux particules — est en rap-
port rationnel ou irrationnel avec le cote du carré
(1a longueur de Pintervalle entre les deux billes).

Dans le cas irrationnel, la trajectoire est par-
tout dense et également répartie, ¢’est-a-dire que
les deux particules occuperont toutes les posi-
tions possibles, et ce de facon équitablement
répartie dans le temps. Sur un ordinateur, la tra-
jectoire noircira I’écran de plus en plus, et de
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facon partout identique. Seule varie la vitesse de
remplissage de ’écran. Dans le cas rationnel, la
trajectoire est périodique; apres un temps, le
mouvement reprend comme au départ: I’écran
est seulement biffé de quelques lignes.»

L’algebriste et 'analyste, songeurs: «Que se
passe-t-il pour deux billes de masses différentes?»
La réponse fuse: «Un calcul du choc élastique de
particules de masses différentes, en tenant compte
de la conservation de I’énergie et de la quantite de
mouvement, montre que le probleme devient alors
celui du billard dans un triangle rectangle, mais
non isocele. Ici, les géometres n’ont que peu de
résultats, car ils ne peuvent plus développer le
triangle en un pavage de carres. Le resultat dépend
essentiellement du rapport des masses; plus pre-
cisément, il s’agit de savoir quand I'angle o (un des
angles du triangle), dont la tangente est égale au
produit des racines carrées des deux masses, est
en rapport rationnel ou non avec .

Dans le cas rationnel, les trajectoires sont de
trois types: dans des cas rares, elles sont pério-
diques; d’autres sont partout denses et bien
réparties, c’est-a-dire qu’une zone du billard ne
sera pas remplie avant une autre; enfin, le plus
souvent, elles sont partout denses, mais mal
réparties. Dans tous les cas, les directions prises
par une trajectoire en chaque point du billard
sont en nombre fini: on dit que le systeme n’est
pas ergodique en phase. Cependant, il est ergo-
dique en position, car la trajectoire passe par tous
les points. Par ailleurs, on sait que 'ordre de
grandeur du nombre de trajectoires périodiques
de longueur inférieure ou égale a un nombre

L'infini en geometrie

35



36

MATHS: L'INCOMMENSURABLE

donné croit avec le carré de la longueur de I'in-
tervalle entre les billes.»

L’analyste: «Et dans le cas irrationnel ?» «J’y
venais, enchaine le géomeétre. A partir de I’étude
du cas rationnel et en approximant les triangles
a angle irrationnel par de nombreux triangles a
angle rationnel, on montre que 'ergodicite des
positions est obtenue a ’aide de la seule ergodi-
cité d’espace du cas rationnel. Cependant, c’est
une existence completement abstraite! On ne
connait aucune valeur de m et de m’ qui permette
de verifier cette assertion. D’autre part, on ne
connait pas ’ordre de grandeur du nombre de
trajectoires periodiques de longueur inférieure
ou égale a une distance donnée. »

L'ART DE SYMETRISER

Le géometre est intarissable: «Puisque nous
parlons d’itérations, une autre apparait dans la
démonstration de I'inégalité isopérimétrique qui
affirme que, parmi toutes les courbes fermées de
longueur donnée, le cercle est celle qui entoure la
plus grande aire. La démonstration de Wilhelm
Blaschke, dans les années 1920, utilise une opéra-
tion appelée “symétrisation de Steiner” (voir la
figure page précédente) . A partir d'un domaine dont
le bord est une courbe quelconque, cette opération
consiste, pour une direction donnée du plan, a
découper le domaine en tranches infiniment fines,
puis a les disposer symétriquement autour d’un axe
perpendiculaire a la direction donnee. Le domaine
ainsi obtenu est de méme aire, mais de périmetre
plus petit que celui du domaine initial. »

Le périmétre le plus court pour une surface
d‘aire donnée (a gauche, en gris) est un cercle,
Lune des méthodes pour le montrer consiste a
déplacer les points du périmetre initial le long
de leur normale d'une distance (en blanc)

iInversement proportionnelle au rayon du

cercle oscultateur (en bleu). A gauche, le
domaine tend vers un point. Cependant, lorsque
les domaines sont renormalisés, c'est-a-dire
maintenus a aire constante, le domaine tend vers
un cercle (a droite),.

[algebriste confirme.

Le géometre poursuit: «LVitération de ces symé-
trisations avec infiniment de directions différentes
a une limite: c’est un cercle, car lui seul est syme-
trique dans toutes les directions. De surcroit, la
symetrisation fonctionne en toute dimension. »

[’analyste et l’algebriste demandent alors:
« Existerait-il une méthode plus naturelle pour
minimiser le rapport de la longueur de la courbe
frontiere sur I’aire intérieure d’'un domaine D?»

Le géometre répond: «Dans la réalité, on étu-
die plutot le rapport du carre de la longueur sur
I’aire pour manipuler des nombres sans dimen-
sions. Il faut d’abord prouver 'existence d’une
limite - une courbe - a ce rapport. Dans le plan,
cette existence est démontrée. Toutefois, ce pro-
bleme d’existence est a considérer ici dans 'espace
de dimension infinie de toutes les courbes: jusque
dans les années 1960, dans des espaces de dimen-
sions infinies, aucun théoreme d’existence d’ob-
jets limites au sein de familles d’objets
géométriques, telles les courbes, et de limites de
quantites elles aussi geométriques, telle 'aire d’'un
domaine, n’était disponible. Ce n’est qu’a la suite
des travaux de Herbert Federer, alors a Puniversité
Brown, qui constituent la théorie gecométrique de
la mesure, que 'existence de telles limites a été
prouveée. On conclut alors, et ce en dimension
quelconque, que le domaine limite est, en deux
dimensions, un disque, et, au-dela, une boule.

Puisque nous évoquons la démonstration de
PInégalité isopérimeétrique, nous pouvons aussi
penser 'augmentation du rapport du carré de la
longueur sur l’aire, non plus par 'opération de
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symétrisation, mais par une transformation conti-
nue, c’est-a-dire la déformation d’une courbe C en
une courbe de plus en plus proche d’un cercle.
Pour ce faire, on se souvient que les cercles sont
des courbes dont la courbure est constante. »
[’algébriste intervient: « Tu peux nous rappe-
ler ce qu’un géometre entend par courbure? »

LA COURBURE DU DESSERT

«Pour déterminer la courbure, le géometre
cherche le cercle osculateur a la courbe en un point.
Pour cela, on considere le cercle tangent a la
courbe en ce point et passant par un point voisin.
Quand ce point voisin se rapproche du point €tu-
dié, ce cercle a une limite, ¢’est le cercle osculateur
en ce point et son rayon est le rayon de courbure
de la courbe. La courbure, elle, est par definition
inverse de ce rayon. Ensuite, en chacun de ses
points, la courbe initiale se déplace le long de sa
normale (la droite perpendiculaire a la tangente en
ce point) d’une quantité inversement proportion-
nelle a la courbure en ce point. De facon plus pre-
cise, on cherche une famille de courbes C(t), ou t
est un parametre continu, que 'on peut imaginer
etre le temps, tel que la dérivée le long des normales
soit inversement proportionnelle a la courbure.
[’équation aux dérivées partielles qui décrit cette
famille de courbes admet des solutions pour des
temps assez petits. En revanche, I'existence pour
un temps infini est une étude difficile. »

[’analyste: «Lorsque t tend vers l'infini, les
courbes C(t) ne convergent-elles pas vers un
point, plutot que vers un cercle?»
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Un pavage de Penrose est un pavage du plan non périodigue avec deux
types de pavés (en gris clair et fonce). Groupés, les paves forment un
second pavage non périodique constitué de deux types de pavées plus
grands (délimités par des traits fins en bleu). A partir de ce pavage, on en
construit un nouveau d'ordre supérieur (traits épais noirs). Dans chaque
pavage, on associe a chaque type de pavés un chiffre (par exemple 1 37
pour les pavés convexes et 0 pour les pavés concaves). On montre que
l'espace des pavages de Penrose est similaire a celui des suites de 0

ou 1 qui coincident a partir d'un certain rang et dans lesquelles un 1

est toujours suivi d'un 0. Ces suites sont construites en identifiant pour
chaque ordre de pavage le type de paves dans lequel un point initial
qguelcongue se trouve. Par exemple, le point A donne la suite 101...

« Oui, cependant, si on fait une renormalisa-
tion convenable, c’est-a-dire que 1’échelle de
chaque courbe est modifiee de facon a conserver
I’aire du domaine, les courbes C(t) convergent
vraiment vers un cercle. Enfin, en 1986, Gage a
montreé que le rapport isoperimetrique décroit
lorsque t augmente. Cette technique d’évolution
géométrique peut étre utilisée dans des contextes
plus généraux, par exemple pour obtenir des geo-
désiques périodiques sur les surfaces...

Nous etudions dans ce cas un systeme dyna-
mique continu dans lequel on décrit le mouve-
ment d’une particule qui se meut sur une surface S
donnée de I’espace, sans gravité. Depuis Bernoulli,
on sait qu’un tel mouvement suit une géodésique
de la surface, c’est-a-dire une courbe qui minimise
le chemin parcouru entre deux points voisins. Que
devient cette trajectoire, cette géodésique,
lorsqu’on la prolonge indéfiniment? Est-elle
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Le théoréme de
Pappus associe a
deux triplets de points
alignés (A, B, C) et

(A B, C') un troisieme
(a, b, c): a partir des
deux paires de triplets
ainsi formées, le
méme procédeé crée
deux autres triplets.
L'ensemble obtenu
apres l'itération a
I'infini (seules cing
sont représentées ici)
de cette opération

est fractal,

periodique? Ou bien recouvre-t-elle toute la sur-
face? Plus encore, prend-elle toutes les directions
quand elle repasse en chaque point? Et §’il existe
des trajectoires periodiques, peut-on evaluer leur
nombre en fonction de leur longueur?

Dans le cas de la sphere, toutes les trajectoires,
en nombre infini, sont périodiques et de meéme
période: ce sont les grands cercles (les équateurs)
de la sphere. Pour toute surface de révolution, on
peut montrer qu’il y a aussi une infinité de géodé-
siques périodiques.

Pour les surfaces generales, on cherche d’'une
part a montrer I’existence de géodésiques pério-
diques, et a les ¢évaluer asymptotiquement;
d’autre part, a déterminer ’ergodicité (en posi-
tions ou en phases) des trajectoires non pério-
diques. Posé simplement, le probleme n’en
demeure pas moins ardu et est resteé longtemps
inaccessible. La raison essentielle était, comme
pour I'inégaliteé isoperimetrique, I'absence d’un
théoreme d’existence de limites dans un espace
geomeétrique de dimension infinie, ici celui des
courbes fermées d’une surface. Ce n’est
qu’en 1917 que George Birkhoff a démontre, sans
recours a un theoreme d’existence d’une forme
limite, ’existence d’une géodésique périodique
pour une surface quelconque.

Tout d’abord, il considere toutes les tapisse-
ries de la surface, c’est-a-dire les familles de
courbes allant d’une courbe réduite a un point m
a une autre courbe réduite a un point m’: cette
famille de courbes recouvre entierement la sur-
face étudiée. Dans chacune des tapisseries, il ya
une courbe de plus grande longueur, et I'on
recherche une tapisserie pour laquelle cette
courbe est la plus petite possible. »

[’algébriste remarque: «En quelque sorte, il
s’agit de rechercher une tapisserie économique.»

«A quelques subtilités pres, c’est exact! La
plus grande courbe de cette tapisserie optimale
est une géodésique périodique.

Reste a prouver l'existence d’une tapisserie
economique. C’est la qu’intervient la deuxieme
idée de Birkhoff: passer d’'un espace de dimen-
sion infinie a un espace de dimension finie. Il a
cherché a fabriquer, a partir d’'une tapisserie
quelconque, une deuxieme tapisserie dont toutes
les courbes sont strictement plus petites, a I'ex-
ception des géodésiques périodiques. Une tapis-
serie minimale contient toujours une geodesique
périodique; sinon, la transformation de nouveau
appliquée fournirait une tapisserie dont toutes
les courbes seraient plus courtes, et la tapisserie
précédente ne serait donc pas minimale.

CLASSER LES PAVAGES DE PENROSE

Birkhoff a €laborée un procedé qui resout le pro-
bleme en fournissant une geodésique périodique.
Ce n’est qu’en 1992 que John Franks, et Victor
Bangert, de 'université de Fribourg, en Allemagne,
ont montré qu’il en existe une infinité.»

[’algebriste réagit: «Face a un espace geome-
trique de dimension infinie, Birkhoff se tire d’af-
faire, certes de facon €légante, en approximant cet
espace — I’espace de toutes les courbes planes d’'une
surface — avec un espace de dimension finie. Mais
je subodore que ce n’est pas toujours possible.»

«Vrai, examinons par exemple celui des
pavages de Penrose, c’est-a-dire ceux qui,
construits a partir de deux types de paves,
recouvrent le plan a I’infini, mais de facon
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nécessairement non periodique, a cause des
regles de construction (voir la figure page précé-
dente). En 1975, Robinson a montré que ’on
peut completement les classer. Il a remarqué
qu’a partir d’'un pavage donné¢ P, on peut grouper
les paves afin qu’ils forment des pavés plus
grands de deux types seulement. Le nouveau
pavage obtenu P! est également non périodique.
De P!, par le méme procédé, on obtient P2, puis
P?, jusqu’a P", n tendant vers l'infini. Il s’agit
ensuite de prendre un point quelconque a I’in-
térieur du pavage initial et de regarder dans quel
type de pave il est dans P', dans P?, jusqu’a P":
quand, a chaque type de pavé, a un niveau d’ité-
ration donne, correspond un chiffre O ou 1, on
obtient une série de O et de 1. Ainsi, les pavages
de Penrose forment un espace infini qui est simi-
laire — en mathematiques, on dit “isomorphe” -
a celui de ’ensemble de toutes les suites infinies
de 0 ou de 1 dans lesquelles tout 1 est necessai-
rement suivi d’un 0. Des pavages sont identiques
quand leurs suites coincident a partir d’un cer-
tain rang, et ce jusqu’a I'infini: cette caractéris-
tique signifie que, dans un méme pavage, deux
points initiaux différents sont, a partir d’un cer-
tain ordre, dans des paves de méme type.»

Le diner touchait a sa fin. Au moment du café,
un cure-dents négligé roule et tombe sur plan-
cher... a cheval sur deux lattes.

Le géometre reprend: « Vous connaissez sans
doute le probleme des aiguilles de Buffon? Il
s’agit de calculer la probabilité qu'une aiguille a
de tomber a cheval sur deux lattes d’un plancher.
Ce probleme est le premier exemple connu de
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probabilités géometriques. Nous ne sommes pas
éloignés des itérations, puisqu’une probabilité
dans la pratique signifie répéter une opération
un nombre infini de fois. »

DE NOUVEAU PAPPUS

Les mathématiciens sont sur le point de
se séparer... «Messieurs, avant de nous quitter,
et puisqu’il a beaucoup été question de cercles
dans mon exposé, je terminerai par ou j’ai com-
mence, a savoir avec le theoreme de Pappus.
En 1993, R. Schwarz a remarqué que Pappus
associe, a toute paire de triplets de points alignés
sur une droite, un troisieme triplet du méme
type. Il est donc naturel d’itérer 'opération et, a
partir de chacune des deux paires créées, de
construire de nouveaux triplets (voir la figure
page ci-contre) . Que se passe-t-il quand cette opé-
ration est répetée a 'infini? L’ensemble des
droites obtenues forme une fractale qui, de plus,
a une structure que 'on retrouve dans tant de
branches des mathématiques: la théorie des
nombres, la théorie des groupes, la gé¢ométrie des
surfaces, la théorie des nombres complexes...

Vous voyez, mes amis, conclut le géometre
alors que trois taxis se garent devant ’hotel des
Trois Faisans, a I'inverse de ce que vous pouviez
penser, I'infini est omniprésent en geometrie et,
mieux, il aide a relier nos trois disciplines.»
Décidément, les mathématiques, toutes les
mathématiques, sont bien la science de I'infini.

— Lauteur —

> Marcel Berger fut président
de la Société mathematique de
France et directeur de lInstitut
des hautes études scientifiques.

L'infini en geometrie

__Alire —

> M. Berger, Géeometrie 1 & 2,
Cassini, coll. « Nouvelle
bibliotheque mathématique», 2016.

> M. Berger, Geometrie vivante
ou 'Echelle de Jacob de la
geometrie, Cassini, 2009.
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Qui de Leibniz ou Newton a invente
le calcul infinitésimal? Apres

deux siecles de debat, la reponse
est claire: chacun y est parvenu

de facon indéependante, en suivant
Son propre chemin.

La querelle des
Infinitesimaux

Marco Panza
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> La «querelle de
priorité » opposa
Leibniz @ Newton
sur la paternité

de la découverte du
calcul infinitésimal.

> Avec en toile de
fond des enjeux
politiques et
personnels, elle fut
essentiellement
alimentée par
'entourage des deux
hommes, et non

par eux-memes.

En bref

> Chacun y est
parvenu par sa
propre voie, les deux
se distinguant par
plusieurs aspects
aussi bien théoriques
que pratiques.

> Et selon que

l'on suive l'une ou
l'autre, les questions
philosophiques
soulevees ne sont
pas les memes...

En 1708, John Keill, un mathématicien écos-
sais, accuse Leibniz de plagiat dans les Philosophical
Transactions a propos de son calcul infinitésimal.
Keill soutient non seulement que Newton décou-
vrit ce calcul en premier, mais que Leibniz se I’est
appropri¢, apres en avoir changé le nom et la nota-
tion symbolique. Cet événement marque le debut
de la «querelle de priorité» concernant la décou-
verte du calcul infinitésimal. Elle mit du temps a
s’éteindre, mais désormais, notamment grace a la
publication de la correspondance privee entre les
deux grands hommes, les historiens sont convain-
cus que Leibniz et Newton ont decouvert indepen-
damment le calcul infinitésimal. Et une étude
detaillée montre que leurs méthodes suivent deux
approches bien distinctes.

Dans une lettre a Leibniz datée du 17 juin 1713,
Jean Bernoulli - le principal mathématicien qui, a
la suite des résultats du savant allemand, développa
les calculs différentiel et intégral — résume en une
phrase I'arriere-fond mathématique de la querelle
de priorité qui oppose Leibniz a Newton: avant de

lire la Nova Methodus, publi¢e par Leibniz en 1684,
Newton «connaissait les fluxions, mais pas le calcul
des fluxions». Cette remarque semble paradoxale,
mais elle est fort a propos: en affirmant sa priorite
vis-a-vis de son confrére, Newton soutenait avoir
¢laboré, bien avant 1684, une théorie dite «des flu-
xions» equivalente a celle de Leibniz; Jean Bernoulli
observe que cette théorie n’est pas un calcul,
sous-entendant que celle de Leibniz en est un.

DEUX ALGORITHMES INVERSES

Newton parvint a la théorie des fluxions entre
1664 et 1666, apres avoir étudié I’ Arithmetica infi-
nitorum (Arithmétique des infinis) du Britannique
John Wallis et la seconde édition latine de la
Géométrie de Descartes. En automne 1666, il en
fit une premiére exposition dans un traité (connu
sous le nom de Traité d’octobre) qu’il ne publia
pas. Quelques années plus tard, il écrivit deux
autres traités sur le méme sujet, qui ne parai-
tront qu’en 1711 et 1736. Plusieurs différences

Les jalons de la méthode de Leibniz. Il définit notamment le entre l'abscisse B du point C de la courbe et I'intersection
triangle caractéristique (a): étant donné une courbe AC(C),
on trace une sécante TC(C) a la courbe. De C et (C), on
abaisse respectivement les perpendiculaires a l'axe des

T de la tangente en ce point avec |'axe des abscisses, soit
le trait TB). Les triangles de cotés respectifs dx, dy, ds et o,
y, T (v est 'ordonnée du point ou la tangente est cherchée)
sont semblables. Par conséquent, ds = (t/y)dy. Laire sous-
tendue par la courbe C (c) est finalement composée d'une
infinité de rectangles de hauteur y, de base dx, et daire ydx:
l'aire entiere est donc la somme de ces rectangles.

abscisses CB et (C)(B). De C, on trace CD parallele a I'axe.
Le triangle caractéristique est le triangle C(C)D. Autre
étape: designons ensuite (b) par t la tangente et par o la
sous-tangente (la partie de I'axe des abscisses comprise
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apparaissent entre les théories de Newton et
de Leibniz.

Mais au fait, qu’est-ce qu’une fluxion? Le
mot «fluxion» apparait dans le traité de 1736
(le Tractatus de methodis serierum et fluxionum)
pour remplacer différents termes («mouvement»,
«détermination d’un mouvement», «vitesse»...)
employeés dans les traités précédents pour désigner
ce que nous pourrions qualifier de vitesse ponc-
tuelle de «genération d’un segment». La méthode
de Wallis reformulée par Newton permettait de
carrer une courbe d’équation y = A (x), ou A (x)
est une somme de termes de la forme ax”, e étant
un exposant rationnel différent de - 1. Autrement
dit, cette méthode permettait de calculer I'aire du
trapézoide rectangle T contenu entre cette courbe,
’axe des abscisses et deux ordonnées orthogonales
correspondant aux abscisses x, et x,.

La méthode de Descartes reformulée par
Newton donnait la sous-tangente FP en un point M
d’une courbe d’équation B (x, y) = 0, ou B est un
polyndme a deux variables x et y.
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La querelle des infinitéesimaux

De quoi parle-t-on?

Le calcul infinitesimal reunit deux approches inverses, le
calcul differentiel et le calcul intégral. Le premier, adosse

a la notion de derivee, cherche a determiner les taux de
variation instantanés de la valeur d’une fonction par rapport
aux variations (sur des intervalles infiniment petits) d'un

ou plusieurs parametres de cette fonction. Le second, qui
s'appuile sur l'itdee d'integrale, s’intéeresse au calcul de l'aire
sous une courbe, en decoupant celle-ci en «tranches»
Infiniment fines.

Ces deux methodes se fondaient sur des algo-
rithmes qui, tout en s’appliquant a des expressions
de nature différente, étaient inverses 'un de
’autre: dans le premier cas, il s’agissait de trans-
former un terme de la forme ax’ en un terme de la
forme (a/(6 + 1) )x®*'; dans le second, I’idée est
de passer d’'un terme de la forme ax")* soit en un
terme de la forme vax® "~ 'y*, soit en un terme de la
forme paxy* 1.

LES INFINITESIMAUX

Ce fait remarquable ne manqua pas d’attirer
attention de Newton. En s’appuyant sur un
théoreme du mathématicien J. van Heuraet, il
démontra que les problemes des quadratures et
des tangentes sont liés de facon intrinseque,
c’est-a-dire indépendamment de la nature des
courbes concerneées, et que leur lien rend compte
du caractere inverse des deux algorithmes.

Cela poussa Newton a rechercher une théorie
géncérale, applicable tant a la solution du probleme

c I
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La méthode de Wallis reformulée par Newton
permet de calculer l'aire du trapézoide
rectangle T contenu entre une courbe C (a, en
orange), 'axe des abscisses et deux ordonnées
orthogonales correspondant aux abscisses x,

et x. La méthode de Descartes reformulee

par Newton donne la sous-tangente FP en un
point M d'une courbe d'équation B(x, y) = 0, ou
B est un polyndme a deux variables x et y (b).
La tangente est quant a elle 'hypoténuse du
triangle rectangle MQR.

des quadratures qu’a celle du probleme des
tangentes, au sein de laquelle ces deux algorithmes
seraient retrouves sous la forme d’applications
particulieres. Il considéra une ligne comme la
trace du mouvement d’un point et il concentra son
attention sur la vitesse («ponctuelle») que ce
mouvement a en chaque point de la ligne.

En imaginant que ’abscisse et 'ordonnée
d’une courbe sont engendrees respectivement
par les mouvements rectilignes de deux points,
le mouvement qui engendre cette courbe est la
composition de ces deux mouvements rectilignes
et la direction de sa vitesse ponctuelle est la
tangente a la courbe. Pour trouver cette direction,
il suffit donc de composer les vitesses des mouve-
ments qui engendrent les coordonnées. Newton
represente ces vitesses par des segments orientes
qui préfigurent les vecteurs. La tangente est alors
’hypoténuse du triangle rectangle MQR dont les
cotés MQ et QR sont dans le méme rapport que
les vitesses ponctuelles p et ¢ des mouvements qui
engendrent respectivement ’abscisse x et 'ordon-
née y de la courbe (voir la figure b, ci-dessus).

Posons PM = y; les triangles FPM et MQR
étant semblables, il s’ensuit que FP =y(p/q). Dans
ce cadre, on retrouve facilement les résultats que
Newton avait obtenus en s’appuyant sur les
methodes de Descartes et de Wallis.

En ce qui concerne le probleme des tangentes,
il faut juste montrer que le produit du rapport p/q
des vitesses ponctuelles des mouvements, qui
déterminent les segments x et y liés par I’équa-
tion B(x, y) = 0, et de 'ordonnée y donne la sous-
tangente de la courbe d’équation B(x, y) =0. Ce que
Newton fait a aide du plus simple des arguments
infinitésimaux: le segment engendré en un temps ¢
par un mouvement uniforme dont la vitesse ponc-
tuelle est p aune longueur pt. De méme, le segment
cre€ en ce méme temps par un mouvement

uniforme dont la vitesse ponctuelle est g a une lon-
gueur gt; comme cela vaut pour tout t, Newton
suppose que f est un temps o infiniment petit, de
sorte que ’équation B(x, y) = 0 est maintenue en
remplacant x et y respectivement par x + po et
y + go. On peut negliger les puissances de po et go
d’ordre supérieur a 1, car o est infiniment petit, et
il suffit alors de résoudre une équation du premier
degré pour obtenir le résultat cherché.

Cet argument est analogue a ceux de Leibniz
quelques années plus tard, mais, contrairement a
ceux-ci, il n’est pas pose¢ comme fondement de la
théorie. Il est seulement une justification pour une
application particuliere. C’est la la premiere diffe-
rence entre les théories de Leibniz et de Newton:
’'une est intrinsequement infinitésimale, [’autre
n’utilise des «infiniment petits» et «infiniment
grands» que pour certaines applications.

LES AIRES ET LES SOMMES

Les résultats concernant la quadrature des
courbes se retrouvent, dans le nouveau cadre pro-
posé par Newton, de facon encore plus simple.
L’aire d’'un trapézoide T (voir la figure a, ci-dessus)
peut étre considérée comme une variable 2, dépen-
dante de la base x = x, - x, de ce trapézoide.
Considerons alors la vitesse ponctuelle » du mou-
vement qui donne cette variable. Le rectangle de
meéme base, dont la hauteur est constante et égale
a 1,aune aire égale a x, et la vitesse ponctuelle p du
mouvement qui engendre x estarcomme 1 estay.
Newton obtient donc I'égalité r = yp. En d’autres
termes, pour trouver l’aire 2 de T, il convient juste
de chercher ’expression en x d’'un segment produit
par un mouvement de vitesse ponctuelle yp, et de
Pevaluer entre x = x, et x = X,.

Le probleme de la recherche de I'aire delimitée
par une courbe se réduit alors a un probleme
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inverse de la détermination des vitesses ponctuelles.
En outre, comme la détermination de la vitesse
ponctuelle du mouvement qui dessine une courbe
équivaut a la détermination de la tangente a cette
meéme courbe, on retrouve le lien entre problemes
de quadrature et des tangentes que Newton avait
démontré auparavant de toute autre maniere.

On comprend alors la deuxieme grande diffe-
rence entre les théories de Leibniz et de Newton:
alors que Leibniz caractérise 'intégrale comme une
somme repreésentant une aire et cherche ensuite a
démontrer que cette somme est une primitive,
Newton ne calcule aucune somme et identifie d’em-
blée I'aire d'une courbe a une primitive.

Quand il écrivit son traité De methodis, Newton
ne se contenta pas d’introduire le terme «fluxion»
pour désigner la vitesse du mouvement qui forme
une ligne ou une aire. Il élimina tout intermédiaire
entre variables et fluxions et définit la fluxion d'une
variable (la «fluente») comme une autre variable
exprimant le rythme ponctuel de variation de la
premiere. Sous cette nouvelle présentation, la
théorie des fluxions prit ’aspect d’'une theorie
générale de la variation. C’est la troisieme grande
différence avec la théorie de Leibniz, qui est en
revanche essentiellement geometrique.

Malgre cette geneéralisation, Newton ne recen-
tra jamais sa théorie sur les algorithmes dont il
etait parti. Ceux-ci continuerent a jouer le role de
regles particulieres permettant, dans certains cas,
de trouver des fluxions ou de repasser des fluxions
aux fluentes. Contrairement a Leibniz, Newton ne
songea pas a présenter sa théorie sous la forme
d’une algebre de deux opérateurs inverses, comme
le sont d et [ dans le calcul leibnizien. Telle est la
quatrieme grande distinction entre les deux théo-
ries, celle que Jean Bernoulli soulignera en 1713.

Dans un appendice au De methodis, Newton
preésenta une application geomeétrique de sa
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La querelle des infinitéesimaux

theorie, ou les fluxions des segments sont propor-
tionnelles aux incréments infinitésimaux qu’elles
engendrent. Il en déduit la regle du produit des
fluxions. Toutefois, elle se distingue de la regle de
Leibniz, malgreé son éequivalence, car elle est
conc¢ue comme une conseéquence de la théorie et
non comme un de ses points de départ.

REFUS DE PRIORITE

Lorsqu’il publia les Principia, en 1687, trois ans
apres la parution de la Nova Methodus de Leibniz,
Newton y inséra un lemme ou il présenta a nou-
veau cette regle. Cependant, ce lemme reste isole
dans ’ensemble de 'ouvrage. Sa présence n’est
justifiée que par la scolie qui la suit, ou Newton
affirme avoir communiqué a Leibniz, dix ans aupa-
ravant, le principe de sa théorie: il s’agit la de la
premiere déclaration de priorité faite par Newton.

Entre 1691 et 1692, Newton redigea un nou-
veau traité pour preésenter sa théorie des fluxions,
le De quadrature curvarum;’année suivante, il en fit
paraitre un court résume dans 'Algebra de Wallis,
mais il ne le publia en entier, légerement modifie,
qu’en 1704, en appendice a son Optiks.

C’est la que Newton introduit la notation qui
devint classique pour les fluxions et adopte une
présentation plus proche de celle du calcul leibni-
zien. Mais ce dernier etait désormais publié et
connuy, et il est difficile d'imaginer qu’il n’ait pas
influencé Newton. Malgré ce rapprochement, les
théories de Newton et Leibniz resterent différentes
dans leur structure. Cette différence se transforma,
apres la querelle de priorité, en une opposition
ideologique qui marqua longtemps les relations
scientifiques entre les communautés mathéma-
tiques anglaise et continentale.
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Les mathématiciens ont reussi

a faire de l'infini une «réalité »
grace au renfort des artistes

du Quattrocento qui ont invente
la perspective.

L'infini en
perspective

Jean-Pierre Le Goff
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La Conversation sacree a été peinte par Piero della Francesca
pour |'église San Donato degli Osservanti en 1472,
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Pour les philosophes et les géometres de la
Grece antique, 'infini n’a pas de véritable exis-
tence; sous l'influence d’Aristote, il n’est qu’un
«potentiel », accessible en puissance. Dans ce
contexte, la géométrie euclidienne reconnait et
integre I'infini potentiel, mais s’arréte aux rives de
I'infini «actuel », car 'infini inspire aux géometres
grecs mefiance et circonspection: la ligne droite,
le plan ou le solide des géometres strictement
euclidiens sont finis, mais prolongeables a volonté.

Depuis cette époque, on débat du statut du
cinquieme postulat d’Euclide, selon lequel, for-
mule de facon moderne, par un point hors d’une
droite, il passe une parallele a cette droite et une
seule. Les geometres se sont interroges: peut-on
démontrer ce postulat a partir des autres? Les
premieres tentatives reposaient sur le prolon-
gement indefini des droites, c’est-a-dire leur
prolongement potentiellement infini avec
conservation de ’alignement.

On sait aujourd’hui que ces tentatives etaient
vaines, mais qu’elles ont conduit a la création
de trois types de geométries. L'une, dite «eucli-
dienne», admet ce postulat comme un axiome.
Les deux autres, dites «non euclidiennes», ont été
concues a la fin du x1x° siecle et posent comme
axiome 'une des deux formes que peut prendre la
négation du postulat des paralleles. Dans la géo-
metrie hyperbolique, par un point passe plus d’une
parallele a une droite donnée, tandis que c’est
aucune parallele dans la géométrie elliptique.

On sait moins que 'émergence des géometries
non euclidiennes n’est devenue possible qu’apres
celle de la geometrie projective, qui devait servir

_ En bref

> Durant la Gréce Antique,
l'infini n"était que
potentiel, en puissance.

> |l ne devient réel qu’'au
XVII¢ siecle, grace a la
geometrie projective, née
de l'union de la theorie de
la perspective et de celle
des coniques.

> L'infini geometrique
acquiert alors une

« dimension» humaine,
une evidence perceptible.

de cadre geéneral aux trois modeles, et que cette
geometrie projective est née de la conjonction,
au xviI© siecle, de la science de la perspective,
issue de la géomeétrie pratique, et de la theorie
des coniques d’Euclide et surtout d’Apollonios
de Perga (11° siecle avant notre ére). En somme,
I’évolution des idées sur 'infini géométrique est
passée par la question de la représentation de la
troisieme dimension dans un plan. Un moment a
la fois crucial et fondateur fut 'invention, a la
Renaissance, de la «perspective linéaire».

UNE INVENTION DU QUATTROCENTO

Au travers de celle-ci (voir Pencadré page 51),
infini géométrique actuel, 'espace actuellement
infiniment étendu, a trouvé une premiere repreé-
sentation dans le dessin, et ce avant méme
d’avoir éte penseé.

La perspective lin€aire, aussi nommeée «pers-
pective centrale» ou «projection conique » par les
mathématiciens, consiste a projeter sur le plan du
tableau les rayons rectilignes et imaginaires allant
de 'objet a representer jusqu’a l'ceil, supposé
ponctuel, du peintre ou du spectateur. Un
ensemble de droites paralleles de ’espace a alors
pour projection, sur le plan du tableau, un
ensemble de droites parfois paralleles (lors-
qu’elles sont paralleles au tableau ), mais en géné-
ral concourantes en un «point de fuite central »,
défini comme tel vers 1435 par Leon Battista
Alberti (1404-1472). Les peintres et les archi-
tectes de la Renaissance italienne du xv* siecle,
comme Filippo Brunelleschi, Leon Battista Alberti
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L'infini en perspective

e

et Piero della Francesca, ont codifie les regles de
la construction légitime du dessin en perspective.
IIs ont ainsi inauguré une pratique convention-
nelle et geéometrisée de la perspective, mais dont
la grande adéquation avec la vision humaine, d’'une
part, et les conséquences pratiques, d’autre part,
devaient assurer la postérite.

Ce faisant, ces artistes ont fourni le premier
exemple de repréesentation visuelle d’un infini
actuel: le point de fuite figure sur le tableau un
point en réalité situé a ’infini, 1a ou les droites
paralleles «se rencontrent». Sans qu’ils en
aient eu conscience, leurs ceuvres, bientot
relayées par la gravure et par 'imprimerie, don-
neront a voir une multitude d’occurrences de
’infini représenté. En effet, le point de fuite
central sera bientot flanqué des points de dis-
tance, dont on s’avisera ensuite que ce sont
aussi des points de fuite, donc des représenta-
tions de I’infini. C’est encore I’horizon (laligne
sur le tableau, située a la hauteur de I’ceil du
spectateur) lui-méme qui apparaitra comme
lieu d’'une multitude - d’une infinité - de points
de fuite; puis, vers 1600, viendra enfin I’idée
que tout point du tableau est, en derniere ins-
tance, un point de fuite.

LE CONCOURS A L'INFINI

Cette émergence d’'une multiplicité de repré-
sentations visuelles de l’infini actuel devait
conduire, au début du xvii® siecle, en France, a
une revolution dans le champ conceptuel de la
géométrie. Girard Desargues (1591-1661), un
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Une parabole,
courbe ouverte,
peut devenir,
en perspective,
une ellipse,

courbe fermee,
les branches
Infinies se
rejoignant en un
méeme point de
I'horizon.

geometre lyonnais, va en effet théoriser ce que
tout pratiquant de la perspective linéaire a vu
sans toujours en croire ses yeux: il identifie le
concours de droites ou de plans au parallélisme
de ces objets. En d’autres termes, le parallélisme
n’est rien d’autre qu’un concours a I’infini, et des
droites paralleles ne sont rien d’autre que des
droites qui se rencontrent en un point a l'infini.

Cette idée rompt avec la conception finitiste,
héritee des Grecs, que I’on se faisait de la ligne
droite, de la surface et du solide. Il faut dire que
Desargues a derriere lui deux siecles de pratique
de la perspective, qui ont contribue a eduquer
’ceil du spectateur occidental. En particulier, il
est deux points qu’il convient de préciser pour
comprendre les idées du géometre. Le premier,
c’est que le cadre dans lequel I’artiste cherche a
figurer une scene — une «fenétre», selon Alberti -
était concu, dans un premier temps, comme
une ouverture sur un au-dela a représenter. Le
second, c’est que cette fenétre était en principe
disposée verticalement, sur un géométral hori-
zontal. Or les artistes ont tres vite transgresseé
ces deux contraintes.

D’une part, ils se sont autorisés a représenter
quelques eléments de I’en deca de la fenétre:
timidement, d’abord, et en trompe-1’ceil, ils ont
dessiné le cadre du tableau ou I’encadrement de
ladite fenetre, prise alors au sens propre, ou tel
objet posé sur le rebord d’une ouverture feinte.

D’autre part, les peintres se sont abstraits de
la contrainte du fil a plomb et du niveau, comme
en témoignent les décors plafonnants (tel Poculus
de La Chambre des époux d’Andrea Mantegna), ou
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plus tard les décors baroques de la Contre-Réforme
jésuite (ceux d’Andrea Pozzo, par exemple), et
enfin les trompe-1’ceil sur volites ou toutes sortes
de surfaces irrégulieres. Ces ceuvres indiquent
qu’un tableau, voire une fresque, n’est pas neces-
sairement situé dans un plan orthogonal au sol.

De telles images ne pouvaient qu’imprimer
avec force I'idée que la fenétre ne constitue pas une
borne et qu’elle n’est pas neécessairement d’aplomb
sur le geomeétral. Toutefois, il restait un pas a fran-
chir. Desargues le fera, non dans le domaine de la
représentation, mais dans celui de la conception:
quand un rayon visuel theorique s’eétend a 'infini
comme une ligne droite, pourquoi s’arréterait-il a
Pceil? Pour le géometre, un cone proprement dit
est un cone a deux «nappes», obtenu en prolon-
geant en droites enticres les demi-droites issues de
son sommet. De facon analogue, on peut prolonger
les rayons visuels en arriere de I'ceil.

REPENSER LES CONIQUES

Desargues repensa alors les «coniques», des
courbes (Pellipse, la parabole et 'hyperbole) obte-
nues en coupant un cone a base circulaire par un
plan. Considérons les rayons visuels qui joignent
un ceil ponctuel aux points d’un cercle reel. Ces
rayons forment un cone a base circulaire dont le
sommet est I’ceil. Toute coupe du cone par un plan
produit une courbe qui est une perspective du
cercle. Autrement dit, une conique n’est jamais
qu’un cercle, vu d’'un bon point de vue.

Cela n’avait jamais €té €énonce en ces termes
auparavant, méme Si on concevait bien qu’une

Desargues a dépassé
L infini potentiel de
Kepler et a posé le
cone comme surface
infinie a deux nappes

Cette Annonciation
de Paris Bordone
(1500-1571) illustre le
procédé singulier des
«vues de l'en deca»:
I'artiste peint ce qu'il
voit dans le cadre
fictif dont il entoure
la sceéne, mais aussi
ce gu'ill voit «en
deca» du cadre,

en l'occurrence
devant, sur un plan
plus élevé que celui
de l'observateur.

ellipse, courbe fermée, pouvait étre 'image d’un
cercle en perspective. Pourtant, il paraissait
inconcevable que I’on puisse assimiler au cercle
des courbes non fermées, ayant des branches infi-
nies, comme la parabole, ou présentant des rup-
tures de continuite, comme ’hyperbole, telle que
nous la définissons aujourd’hui.

Kepler, dans son Optique, avait certes
remarqué, par exemple, qu'une parabole n’est
jamais qu’une ellipse dont 1'un des foyers se
serait e€loigné a I’infini, la courbe ouvrant ses
bras en quelque sorte. Mais Desargues est alle
plus loin: il a dépassé I’infini potentiel de
Kepler et a posé d’emblée le cone comme sur-
face infinie a deux nappes.

Plus encore, en assimilant faisceaux de
droites paralleles et faisceaux de droites concou-
rantes, Desargues fut amené a concevoir qu’une
droite n’est jamais qu’un cercle de rayon infini,
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LA PERSPECTIVE CENTRALE

L'infini en perspective

Une perspective centrale, ou linéaire,
est, geometriquement parlant, une
projection de 'espace dans un plan P,
menée a partir d'un point fixe O
exterieur. Chaque point M de l'espace a
pour Image le point m, lorsqu’il existe,
intersection de la droite (OM) et du
plan P. Le point O (a) représente le
centre de projection, c'est-a-dire un
ceil ponctuel, situé au-dessus du plan
au sol, nommeé «geometral ». Toutes les
demi-droites issues de O - les rayons
visuels - forment une pyramide ou un
cone dits «visuels», s'appuyant sur le
cadre du tableau, qui est une partie du
plan de projection P.

Le tableau et le géometral se coupent
selon la ligne de terre. Le rayon

visuel principal est perpendiculaire

au tableau et y determine le point de
fuite principal F. Ce point détermine
ensuite le niveau d'une ligne parallele
a la ligne de terre passant par lui, la
ligne d'horizon. Cette ligne est aussl
'intersection du tableau avec le plan
horizontal principal, parallele au
geomeétral et passant par O. Enfin, le
plan parallele au tableau passant par O,
qui contient tous les rayons visuels
paralleles au tableau, est le plan neutre.
Un point M situé au-dela de la fenétre
aura pour image perspective ou pour
apparence un point m du tableau par
intersection du rayon visuel (OM) avec
le tableau (b); un point M’ aligné avec
O et M aura la méme image que M
dans le tableau (m’= m).

La perspective centrale primitive ne
considere que 'au-dela de la fenetre,
tandis que la projection conique
moderne considere tous les points

de l'espace, positionneés sur toutes

les droites passant par O. Dans ce cas,
les rayons visuels traversent 'ceil et
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« cherchent» aussi tous les points qui
se trouvent en deca du tableau: ceux-ci
peuvent alors étre situés entre ['ceil et
le tableau (un cadre en trompe-l'ceil,
par exemple); ou bien l'ceil O, devenu
purement geomeétrique, peut éetre
interposé entre 'objet visé et le tableau.
Notons enfin qu'un point N ou N" du
plan neutre n'a pas d'image nou n’

a distance finie dans le tableau; en
geomeétrie projective, on dira que
'horizon de la direction des plans
paralleles au tableau est la droite

a l'infini du tableau. Le probleme

du dessin en perspective consiste,
pour chaque point M de la scene a

n a l'infini
o Plan neutre »

il

représenter, a determiner le point m
correspondant dans le tableau. Pour
obtenir cette image, Il existe plusieurs
procedes, dont celui, dit aujourd’hul
«de la double projection», qui permet
de repérer, au sol, l'écart gH de la
projection g de m par rapport a la
ligne FH, et, de profil, la hauteur mq
du point m par rapport au sol.

Cette méthode, probablement celle
que Brunelleschi, consiste a croiser
les informations données par deux
orojections orthogonales, l'une sur

le plan horizontal, l'autre sur un plan
vertical, et qui peuvent etre une vue
de face et une vue de profil.

N Pyramide visuelle
f 2 i Plan du tableau
0 s

Rayon visuel

/— Ligne d’horizon
Point de fuite

Ligne de terre

Plan neutre

Ligne de terre

Rayon visuel

I
M'
Rayon visuel

« n al'infini

- .."ﬂ.f.’: huh“» h”*w/
n" a l'infini F
V

Point image

M

Point objet

Plan geometral

Plan du tableau

—— Ligne d’'horizon

Plan géométral

-

M
Q |
Point objet

o1
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et un cylindre a base circulaire, un cone dont le
sommet se trouve a 'infini.

Pour mieux comprendre comment, dans le
contexte de la perspective, les diverses coniques
apparaissent comme des projections du cercle,
Imaginons une situation picturale banale: un
peintre qui observe un bassin circulaire au tra-
vers de la «fenétre» fictive ou il souhaite le
représenter, le tableau étant orthogonal au sol.
On ferait apparaitre les diverses coniques en
variant I’inclinaison du tableau par rapport au
sol, mais aussi en modifiant les positions rela-
tives de I’ceil, du tableau et du bassin (voir la
figure page ci-contre).

Les découvertes de Desargues ont ouvert le
champ a une théorie générale des projections, a
laquelle s’emploieront les geometres de la pre-
miere moitie du xix© siecle, comme Gaspard
Monge, Jean-Victor Poncelet, Michel Chasles...
A son tour, la géométrie projective construite
par ces mathématiciens conduira a entrevoir la
possibilité des géométries non euclidiennes et a
en concevoir des modeles euclidiens. On y ren-
contre aussi des représentations de 'infini. Par
exemple, dans les modeles d’Henri Poincaré ou

Un carrelage vu de dessus représenté par l'ltalien Leon Battista
Alberti: il trace d'abord le faisceau de droites qui concourent
au point de fuite principal F. Il place ensuite un point O’

de cote, a une distance d du tableau (celle entre O et F) et a

la meme hauteur que F. De Q’, il trace les segments de droite
allant jusqu’aux points de déepart des droites concourantes

en F. L'intersection de ces segments avec le bord vertical droit
du tableau fournit les niveaux auxquels doivent etre placees
les lignes transversales du carrelage.

d’Eugenio Beltrami pour le «plan hyperbolique »,
Iinfini est ramené a distance finie en assimilant
les points a 'infini a un cercle dont l'intérieur
constitue le «plan»: les «droites» deviennent
des arcs circulaires orthogonaux au contour. 11
s’agit d’'un modele euclidien d’'une géométrie non
euclidienne, puisque, par un point extérieur a
une «droite», passent une infinité de «droites»
paralleles a la droite en question. On notera que
les extrémités des droites sont situees sur le
contour, ¢’est-a-dire a I’infini. Le monde clos des
Anciens fait son retour...

UNE PERSPECTIVE UN PEU CAVALIERE

Qu’en est-il de la perspective dite «cava-
liere » dont nous n’avons pas parle? Les projec-
tions paralleles, projections ou les rayons qui
partent de ’objet a représenter sont paralleles
a une direction donnée, semblent connues de
longue date, au moins depuis ’architecte
romain Vitruve (1 siecle de notre ére). En fait,
il ne s’agit que de tentatives empiriques de
representer localement la profondeur pour des
objets isolés. Elles ne peuvent en aucun cas
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Tableau

X O/P

relever d’une volonté de «représenter ’espace »
de facon globale, cohérente et homogene. On
ne peut veritablement parler de perspective
cavaliere qu’a partir du moment ou ses regles
ont été codifices géometriquement. Or celles-ci,
bien que nettement plus simples que celles de
la perspective centrale, n’ont éte édictées
qu’apres celles de la perspective centrale du
Quattrocento.

Dans les perspectives paralleles, on consi-
dere les rayons visuels paralleles. Comme I’a
montré Desargues, on peut aussi dire que ces
rayons visuels se rencontrent a l’infini. En
d’autres termes, la perspective cavaliere équi-
vaut a une perspective centrale ou I’ceil du des-
sinateur est «rejeté a I'infini», ce qui a fait dire
en 1925 au peintre russe Lissitzky: «Le supreé-
matisme a fait reculer ’extréemité de la pointe
de la pyramide visuelle a 'infini...» Il lui semblait
qu’on en avait terminé avec l'idée de point de
vue. Le peintre s’assimilait alors au Créateur par
le regard venu de l'infini. Pourtant, une exclu-
sion n’est pas une absence: dans une perspective
parallele, le point de vue est toujours présent,
tout rejete a 'infini qu’il soit.

Pour la Science Hors-Serie n® 125 / Novembre-decembre 2024
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Selon la position du peintre par rapport a l'objet a dessiner,

la représentation change. En perspective centrale, ou

I'ceil du peintre O constitue le centre de la projection, la
représentation d'un bassin circulaire (en gris) sur le plan du
tableau (en bleu) peut étre une ellipse (a), une parabole (b) ou
une hyperbole (c). On obtient la premiere lorsque le bassin se
trouve au-dela du peintre, la deuxieme lorsque les pieds P du
peintre sont sur le pourtour du bassin, et la derniere lorsque
le peintre est debout a l'intérieur du bassin.

— lauteur — —Alire —
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PRYSIQUE
L insondabple

Les physiciens ont une position paradoxale vis-a-vis de lU'infini.
Des qu’il surgit dans leurs calculs, ils se font fort de le faire
disparaitre par un recours massif a des outils mathematiques,
comme la renormalisation, dont les fondements posent encore
probleme. Mais, par ailleurs, ils n'ont de cesse de s’en
rapprocher quand il s’'agit de plonger dans les trefonds

de la matiere pour en découvrir les composants ultimes.

Ou bien quand ils rivalisent d’'ingéniosité pour créer

des impulsions laser infiniment breves, ou presque.
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PHYSIQUE: L'INSONDABLE

La renormalisation est une astuce
qul permet de s'affranchir des infinis
genants dans les calculs. Elle a sauve
la physique des particules, mais quel
est son bien-fonde mathéematique?

- Falre fide l’inﬁ ni

Charlie Wood

Pour la Science Hors-Série n° 125 / Novembre-decembre 2024



Il n'est pas nécessaire d'analyser des molécules d'eau
individuelles pour comprendre le comportement des
gouttelettes, ou ces gouttelettes pour etudier une vague.
Ce passage d'une échelle a une autre est I'essence
méme de la renormalisation.

)/
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En bref

> La renormalisation a éte
inventée pour soutenir la
théorie quantique des champs
et 'empeécher de s'effondrer
sous le coup d'infinis
apparaissant dans les calculs.

A la fin des années 1920, plusieurs physiciens,
comme Werner Heisenberg, Paul Dirac, Pascual
Jordan, Wolfgang Pauli... font disparaitre les par-
ticules! A la place, ils préferent y voir des ondu-
lations dans un champ, une sorte d’océan dans
lequel, en chaque point, la valeur d’'une grandeur
physique est donnée. Ainsi, une vague dans ce
champ est un ¢lectron, une autre un photon, et
leurs interactions semblent expliquer tous les
evenements €électromagneétiques.

Devenue un des piliers conceptuels de la des-
cription physique de I’Univers et I’explication
incontournable de nombreux phénomenes, cette
théorie quantique des champs n’a qu’un seul
probleme: elle est adossée a une technique que
I’on a longtemps supposée provisoire et regardée
avec suspicion, la renormalisation. Elle n’en est
pas moins restée indispensable pour composer
avec les infinis rédhibitoires qui apparaissent
dans les calculs. D’ou un sentiment inconfor-
table, méme chez ceux qui ont I’élaborée, d’uti-
liser un outil qui s’apparente a un chateau de
cartes bati sur un artifice mathématique tordu.

«C’est un proceédé¢ douteux, écrira plus tard
Richard Feynman. Devoir recourir a de tels tours
de passe-passe nous a empechés de prouver que
la théorie de I’électrodynamique quantique est
mathématiquement cohérente.»

Une justification de la renormalisation a pour-
tant été trouvée, des décennies plus tard, et en
provenance d'une branche de la physique appa-
remment sans rapport. Le regard des physiciens
sur cette «hérésie» a alors change la facon de la

> Cependant, aucune
justification n'existait
pour cette technique qui
s'apparentait a un

« procede douteux».

> Elle a finalement trouve

sa légitimité avec 'étude du
magnétisme et doit désormais
étre vue comme une fagon

de decouper ['Univers selon
difféerentes échelles.

considérer. En effet, des chercheurs étudiant le
magnetisme ont découvert que le processus ne
concernait pas du tout les infinis, mais s’appa-
rentait plutdt a une séparation de I’Univers en
royaumes de tailles indépendantes, et cette
nouvelle vision guide aujourd’hui de nombreux
domaines de la physique. Quoi qu’il en soit, la
renormalisation est, de ’avis de David Tong, théo-
ricien a 'universite de Cambridge, «sans doute
’avancée la plus importante de ces cinquante
dernieres annees en physique théorique ».

L'HISTOIRE DE DEUX CHARGES

Selon certains criteres, les théories des
champs sont les plus abouties de toute la science.
L’'une d’elles, la theorie de I’électrodynamique
quantique (QED), qui constitue I'un des fonde-
ments du modele standard de la physique des
particules, a permis des préedictions theoriques
qui s’accordent aux résultats expérimentaux avec
une précision de 1 partie sur 1 milliard.

Mais dans les années 1930 et 1940, ’avenir de
la théorie était loin d’étre assuré. L'approximation
du comportement complexe des champs condui-
sait souvent a des réeponses absurdes mettant en
jeu I'infini, au point que des théoriciens ont envi-
sage que les théories des champs soient une
Impasse.

Richard Feynman et d’autres, notamment
Freeman Dyson, ont donc cherché de nouvelles
voies. Certaines auraient peut-étre remis les par-
ticules sur le devant de la scene, mais, a la place,
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Faire fi de U'infini

\

Paul Dirac, a propos
de Lla renormalization:

«Ce ne sont tout simplement pas
des mathématiques rTaisonnables»

ils ont abouti a un tour de magie. Ils ont décou-
vert que les équations de la QED menaient a des
prédictions acceptables, a condition d’étre cor-
rigées par cette procédure impénétrable qu’est la
renormalisation. En premiere approximation, la
recette est la suivante: lorsqu’un calcul de QED
conduit a une série divergente, on abrege celle-ci
en intégrant la partie qui tend a s’envoler vers
P’infini dans un coefficient (un nombre fixe) placé
devant la somme. Puis on remplace ce coefficient
par une mesure finie issue d’experimentations,
et I’on peut ensuite laisser la série désormais
apprivoisee repartir vers I'infini.

Certains ont vu dans ce procédeé un jeu de
dupes, a commencer par Paul Dirac, pionnier de
la théorie des champs, qui déplorait: «Ce ne
sont tout simplement pas des mathématiques
raisonnables. »

Le cceur du probleme - et une piste pour
sa solution - se trouve dans la facon dont les
physiciens ont considéré la charge de I’électron.
Dans le mécanisme décrit, la charge électrique
nait du fameux coefficient qui «avale l'infini»
durant la tambouille mathématique. Pour les
théoriciens qui s’interrogent sur la signification
physique de la renormalisation, la QED laisse
supposer que ’¢lectron a deux charges: une
charge théorique, qui est infinie, et la charge
mesurée, qui ne I’est pas. Peut-étre que le coeur
de I’électron contient une charge infinie, mais
elle serait masquée dans la pratique par les
effets du champ quantique (que I’on peut se
représenter ici comme un nuage virtuel de

Pour la Science Hors-Série n° 125 /| Novembre-decembre 2024

particules positives) : en fin de compte, les
expérimentateurs ne mesurent qu’'une charge
nette modeste.

Deux physiciens, Murray Gell-Mann et
Francis Low, ont pris a bras-le-corps cette idée
en 1954. Ils ont reli¢ les deux charges de I'élec-
tron a une charge «effective» qui varie selon la
distance. Plus on se rapproche (et plus on
pénetre le «manteau positif» de I’électron), plus
la charge est importante. Leurs travaux ont eté
les premiers a lier la renormalisation a l'idée
d’échelle. Ils laissaient entendre que les physi-
ciens quantiques avaient trouve la bonne réponse
a la mauvaise question. Plutot que de se préoc-
cuper des infinis, ils auraient du s’attacher a
relier le minuscule a ’énorme.

La renormalisation est «la version mathé-
matique d’un microscope », explique Astrid
Eichhorn, physicienne a D'université du
Danemark du Sud, qui utilise la renormalisa-
tion pour rechercher des théories de la gravité
quantique. « Et, inversement, on peut com-
mencer par le systeme microscopique et faire
un zoom arriere. C’est I’association du micro-
scope et du telescope. »

LES AIMANTS DU PONT NEUF

Un deuxieme indice, apres la piste de
’échelle, est venu du monde de la matiere
condensee, ou les physiciens se demandaient
comment ’approximation rudimentaire d’un
aimant - le modele d’Ising — parvient a saisir les
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moindres details de certaines transformations.
Ce modele n’est guere plus qu’une grille dans
laquelle chaque case est dotée d’une fleche,
représentant le moment magnétique d’'un atome,
qui pointe soit vers le haut, soit vers le bas. Et
pourtant, il prédit le comportement d’aimants
réels avec une précision remarquable.

A basse température, la plupart des moments
magnétiques des atomes s’alignent (toutes les
fleches de la grille pointent dans la méme direc-
tion) et le matériau est donc magnétique. A I'in-
verse, a haute temperature, le désordre domine,
et aimantation disparait. Entre ces deux
extrémes se niche un point de transition critique
caractérisé par la coexistence d’ilots d’atomes
alignés de toutes tailles. Le point essentiel est
que la facon dont certaines quantités varient
autour de ce «point critique» semble identique
dans le modele d’Ising, dans les aimants reéels
de différents matériaux et méme dans des sys-
temes qui n’ont aucun rapport, tels que la tran-
sition a haute pression, ou ’eau liquide devient
indiscernable de la vapeur d’eau.

La mise au jour de ce phénomene ubiquitaire,
que les théoriciens ont donc appelé «universalité»,
était aussi bizarre qu’une improbable découverte
révélant qu’éléphants et aigrettes se déplacent
exactement a la méme vitesse maximale.

Les physiciens n’ont pas ’habitude de s’oc-
cuper d’objets de tailles différentes en méme
temps. Mais le comportement universel autour
des points critiques les a obliges a tenir compte
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de «blocs de spins », élaborée par Leo Kadanoff,

— " — — — — —" —— — — — — —— — — — — — — — — —— — — — — — — — — —— — — —— ———

Dans la renormalisation par la technique

une grille de spins individuels est moyennée
en blocs de plus en plus grands.

— — — — — — — — — — — — — — — — — — — —— — — — — — — — —— — — — — — — — — —— —

de toutes les échelles de longueur a la fois. Leo
Kadanoff, spécialiste de la matiere condensée, a
trouvé comment y parvenir en 1966 en mettant
au point une technique dite «par blocs de spins».

ZOOM ARRIERE

Elle consiste a diviser une grille d’Ising trop
complexe pour étre abordee de front en blocs
plus petits et a déterminer pour chacun d’eux
Porientation moyenne, en 'occurrence celle de
la majorité des fleches qu’ils contiennent. Tout
le bloc prend alors cette valeur (haut ou bas), et
I’on répete le processus. Ce faisant, les details du
réseau sont lissés, comme si un zoom arriere
révélait le comportement global du systeme (voir
la figure ci-dessus).

Enfin, Kenneth Wilson, un ancien étudiant
de Murray Gell-Mann qui avait un pied dans le
monde de la physique des particules et un autre
dans celui de la matiere condensée, a uni les idées
de son mentor et de Francis Low a celles de Leo
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Kadanoftf. Son «groupe de renormalisation», qu'’il
a décrit pour la premiere fois en 1971, a justifié
les calculs tortueux de la QED et a fourni une
echelle permettant de gravir les échelons des
systemes universels. Ce travail a valu a Kenneth
Wilson le prix Nobel de physique en 1982... et a
change la physique pour toujours.

Selon Paul Fendley, théoricien de la matiere
condensée a 'université d’Oxford, la meilleure
facon de s’imaginer le groupe de renormalisa-
tion de Wilson est de le voir comme une «theo-
rie des théories» reliant le microscopique au
macroscopique. Considérons la grille magne-
tique. Au niveau microscopique, il est facile
d’écrire une équation reliant ’orientation des
fleches dans deux cases voisines. Mais extrapo-
ler cette simple formule a des trillions de parti-
cules est impossible, parce que vous raisonnez
a la mauvaise échelle.

Le groupe de renormalisation de Kenneth
Wilson deécrit la transformation d’une théorie des
eléments constitutifs en une théorie des struc-
tures. Vous commencez par une théorie adaptée
a de petites pieces, par exemple les atomes d’une
bille de billard, puis vous actionnez la «mouli-
nette mathématique» de Kenneth Wilson afin
d’obtenir une théorie, cette fois pertinente pour
des groupes de ces pieces, par exemple les molé-
cules de la bille. En réitérant 'operation, vous
serez finalement en mesure de calculer quelque
chose d’intéressant, comme la trajectoire d’'une
bille entiere.
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C’est la magie du groupe de renormalisation:
il met en evidence les quantités a grande échelle
qu’il est utile de mesurer et les détails microsco-
piques alambiqueés qui peuvent étre ignores. Un
surfeur s’intéresse a la hauteur des vagues, et non
a la bousculade des molécules d’eau. De méme,
en physique subatomique, la renormalisation
indique aux physiciens quand ils peuvent s’occu-
per d’un proton plutdt que de ’enchevétrement
des quarks qui le constituent.

DU GRAND AU PETIT

Le groupe de renormalisation de Kenneth
Wilson a également suggéré que les malheurs
de Richard Feynman et de ses contemporains
venaient du fait qu’ils essayaient de comprendre
I’électron d’un point de vue infiniment proche.
De fait, «nous ne nous attendons pas a ce que
[ les théories | soient valables jusqu’a des échelles
[de distance] arbitrairement petites», concede
James Fraser, philosophe de la physique a ’'uni-
versité de Durham, au Royaume-Uni. Les phy-
siciens comprennent aujourd’hui que couper
mathématiquement les sommes et disperser
’infini est la bonne facon de faire un calcul
lorsque votre théeorie a une taille de grille mini-
male intégrée. C’est comme si, explique James
Fraser, «la coupure absorbait notre ignorance
de ce qui se passe aux niveaux inférieurs» pour
lesquels on ne dispose d’aucune information,
d’aucune grille.
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La renormalisation capture la tendance

de la nature a se distribuer en mondes
essentiellement mdépendantsj

En d’autres termes, la QED et le modele stan-
dard ne peuvent tout simplement rien dire de la
charge nue de I’électron a une distance de zero
nanometre. Il s’agit de ce que les physiciens
appellent des théories «effectives», qui fonc-
tionnent mieux sur des distances bien définies.
L’'un des principaux objectifs de la physique des
hautes énergies est de découvrir ce qui se passe
exactement quand on réduit ces distances.

DU GRAND AU PETIT

Aujourd’hui, le «proceédé douteux» de
Feynman est devenu aussi omniprésent en phy-
sique que le calcul, et ses rouages revelent les
raisons de certains des plus grands succes de la
discipline et de ses défis actuels. Au cours de la
renormalisation, les couches submicrosco-
piques complexes a prendre en compte ont ten-
dance a disparaitre: elles existent bel et bien,
mais elles n’ont pas d’incidence sur le tableau
d’ensemble. «La simplicité est une vertu»,
réesume Paul Fendley.

Les fondements de la renormalisation
illustrent la tendance de la nature a se répartir
en mondes essentiellement indépendants.
Lorsque les ingénieurs congoivent un gratte-
ciel, ils ignorent superbement les molécules
individuelles de I’acier. Les chimistes font de
méme avec les quarks et les gluons quand ils
analysent les liaisons moléculaires. La sépara-
tion des phénomenes en fonction de leur
echelle, quantifiée par le groupe de renorma-
lisation, a permis aux scientifiques de passer

progressivement du grand au petit au fil des
siecles, plutdot que de s’attaquer simultané-
ment a toutes les echelles.

Cependant, I’hostilité de la renormalisa-
tion a ’égard des détails microscopiques va a
’encontre des efforts des physiciens modernes,
dans leur quéte de comprendre le toujours plus
petit. La séparation des echelles suggere qu’ils
devront creuser en profondeur pour surmonter
le penchant de la nature a dissimuler ses points
les plus fins a des géants curieux comme nous.

«La renormalisation nous aide a simplifier le
probleme», explique Nathan Seiberg, physicien
théoricien a 'Institut d’études avancées, a
Princeton, aux Etats-Unis. Mais «elle cache aussi
ce qui se passe a plus courte distance. On ne peut
pas avoir le beurre et I’argent du beurre...»

— Pauteur —

> Charlie Wood

diplomé en physique a l'université
Brown, aux Ftats-Unis, est
journaliste au magazine Quanta.

Cet article est une traduction de
« How mathematical’hocus-
pocus'saved particle physics»,
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Phys. Rev. B, 1971.
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PHYSIQUE: L'INSONDABLE

Afin d'explorer des mouvements
infiniment rapides, Il faut

des impulsions lumineuses
infiniment breves: celles

des lasers attosecondes.

- Un Nobel pour
'infiniment bref

Charlie Wood
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Des flashs ultrarapides, indispensables
pour observer des événements fugaces.
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PHYSIQUE: L'INSONDABLE

Pour espérer entrapercevoir les particules du
monde subatomique, dont la vitesse est inimagi-
nablement rapide, des éclairs de lumiere d’une
brievete tout aussi inimaginable sont nécessaires.
Anne L’Huillier, Pierre Agostini et Ferenc Krausz
se partagent le prix Nobel de physique 2023 pour
leur travail de pionnier dans le développement
de ces «flashs» ultracourts.

Entre les années 1980 et le début des
annees 2000, les trois physiciens ont mis au point
des techniques a méme de produire des impul-
sions laser d’'une durée d’a peine quelques atto-
secondes, soit des milliards de milliards de fois
plus fugitives qu'une seconde. Le monde ralentit
lorsqu’on 'observe avec de tels éclairs, et le bat-
tement d’ailes d’un colibri devient une éternité.
Méme les virevoltants atomes semblent arrétés.
De fait, a I’echelle de ’attoseconde, les physiciens
ont acces au mouvement des électrons eux-
meémes, dans leur danse effrénée sur le pourtour
des atomes, sautant d’un endroit a ’autre.

«La capacité de générer des impulsions lumi-
neuses attosecondes a ouvert la voie a une échelle
de temps minuscule - extrémement minuscule.
Ce faisant, elle rendait accessible le monde des
electrons», a declaré Eva Olsson, physicienne a
’université technologique de Chalmers, a
Goteborg, en Sueéde, et présidente du comité
Nobel de physique.

Outre qu’elle constitue un moyen fondamen-
talement nouveau d’etudier les électrons, cette
methode de visualisation en mouvement ultra-
lent peut conduire a une multitude d’applica-
tions. Selon Mats Larsson, membre du comité

__ En bref

> Esperer observer

le comportement des
électrons impose de
disposer de flashs
lumineux ultrabrefs.

> Des gaz rares comme
l'argon eclairés par
laser emettent de
telles impulsions: des
harmoniques dont la
frequence est de l'ordre
de l'attoseconde.

> C'est pour cette
decouverte qu'Anne
L'Huillier, Pierre Agostini
et Ferenc Krausz ont recu
le prix Nobel de physique
en 2023.

> Les applications
attendues sont
nombreuses et concernent
méme la biologie.

Nobel, cette technique a le mérite d’avoir lance
le domaine de I’«attochimie», c’est-a-dire la
faculté de manipuler des électrons individuels
a 'aide de la lumiere. Et de poursuivre: «Si 'on
envoie des impulsions laser attosecondes sur un
semi-conducteur, le matériau passe presque ins-
tantanément d’un é€tat resistant — il bloque le
passage de ’¢lectricité — a celui de conducteur,
ce qui rend envisageable la conception de dispo-
sitifs €lectroniques ultrarapides.» Ferenc Krausz,
I'un des colaureéats, tente également d’exploiter
la puissance des impulsions attosecondes pour
détecter les changements subtils dans les cellules
sanguines, possibles indicateurs des premiers
stades d’un cancer.

Le monde de l'ultrarapide differe radicale-
ment du notre, mais grace aux travaux d’Anne
L’Huillier, Pierre Agostini et Ferenc Krausz, et
d’autres, il commence a se révéler. Mais qu’est-ce
qu’une attoseconde?

BEAUCOUP DE ZEROS

Une attoseconde correspond a un trillionieme
de seconde, soit 0,000000000000000001 seconde
(10" seconde). Il s’écoule plus d’attosecondes en
une seconde qu’il ne s’est €écoulé de secondes
depuis la naissance de 'Univers (de ’ordre de 10V7).

Pour mesurer les mouvements des planetes,
nous utilisons les jours, les mois et les années.
Pour mesurer la course d’un humain sur
100 metres, nous utilisons des secondes ou des
centiemes de seconde. Mais lorsque nous plon-
geons dans le monde submicroscopique, les

Pour la Science Hors-Série n° 125 / Novembre-decembre 2024



2 Nobelprize

WERNER HEISENBERG

A SOUS-ESTIME L'INGENIOSITE
DES PHYSICIENS DU XXt SIECLE!

objets se deplacent plus rapidement. Pour mesu-
rer les mouvements quasi instantanés, tels que
la danse des éelectrons, nous avons besoin de
chronometres avec des marques de tic-tac beau-
coup plus fines: les attosecondes.

En 1925, Werner Heisenberg, I'un des pion-
niers de la mécanique quantique, a affirmé que le
temps nécessaire a un electron pour faire le tour
d’un atome d’hydrogene €tait inobservable. Dans
un sens, il avait raison. Les électrons ne tournent
pas autour d’un noyau atomique comme les pla-
netes autour des etoiles. Les physiciens les consi-
derent plutot comme des ondes de probabilite:
celles-ciindiquent les «chances» de les observer
en tel endroit a un certain moment, de sorte qu’il
est impossible de mesurer un électron qui vole
littéralement dans 'espace.

Mais Heisenberg a sous-estime ’ingeniosite
de physiciens du xx siecle! Certes, la probabilité
qu’un electron soit ici ou la varie d’'un moment a
’autre, d’'une attoseconde a I'autre. Cependant,
grace a des impulsions laser attosecondes
capables d’interagir avec les €lectrons, les cher-
cheurs peuvent sonder directement les compor-
tements de ces particules. Encore faut-il produire
des impulsions attosecondes!

Dans les années 1980, Ahmed Zewail, de
I’institut de technologie de Californie, a déve-
loppé des lasers émettant des impulsions de
quelques femtosecondes (des milliers d’atto-
secondes). Ces travaux, qui ont valu a leur
auteur le prix Nobel de chimie en 1999, étaient
suffisants pour autoriser ’étude du déroule-
ment des réactions chimiques entre les atomes

Pour la Science Hors-Série n° 125 /| Novembre-decembre 2024

Pierre
Agostini,
Ferenc Krausz
et Anne

L'Huillier

Un Nobel pour U'infiniment bref

dans les molécules. On a alors parlé de «la
camera la plus rapide du monde ».

Pendant un temps, faire mieux semblait inac-
cessible, car on ignorait comment faire osciller la
lumiere plus rapidement. Mais en 1987, Anne
L’Huillier, aujourd’hui a 'université de Lund, en
Suede, et ses collaborateurs ont fait une observa-
tion intrigante: si vous €clairez certains gaz avec
une lumiere laser, leurs atomes sont excités et
reemettent des photons qui oscillent plusieurs
fois plus vite, c’est-a-dire avec des frequences plus
elevees, que ceux du laser d’origine. Le groupe de
la physicienne a découvert qu'avec des gaz comme
I’argon, certaines de ces «<harmoniques» suppleé-
mentaires apparaissaient plus brillantes que
d’autres, mais selon un schéma inattendu. Ce
phénomene laissait alors perplexe.

LE LAPIN A LA RESCOUSSE

Au début des années 1990, Anne L’Huillier
et d’autres chercheurs ont utilisé¢ la mécanique
quantique pour calculer les intensités des
diverses harmoniques. Ils ont alors pu prédire
exactement comment, lorsqu’un laser infrarouge
oscillant lentement frappait un nuage d’atomes,
ces derniers émettaient a leur tour de la lumiere
«ultraviolette extréeme» oscillant rapidement.
Une fois compris a quelles harmoniques il fallait
s’attendre, ils ont trouvé comment les superpo-
ser de fagon a obtenir une nouvelle impulsion,
dont cette fois la fréquence est a ’échelle de
’attoseconde. Amener des collectifs géants
d’atomes a produire de concert ces ondes
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i

Des flashs attosecondes, en eclairant

le sang, reveleraient des cancers,
a un stade precoce )

finement reglées est un processus que Mats
Larsson compare a un orchestre produisant de
la musique, synchronisée donc.

Au cours des années suivantes, les physiciens
ont exploité cette compréhension détaillée des
harmoniques pour créer des impulsions atto-
secondes en laboratoire. Pierre Agostini, main-
tenant a 'université d’Etat de I’Ohio, aux
Etats-Unis, et ses collégues ont mis au point une
technique appelée «Rabbit» (pour Reconstruction

Annees 1990

Anne L'Huillier et d'autres
explorent le mécanisme
de ces harmoniques.

1994

Pierre Agostini
développe « Rabbit »,

une technique de
mesure de ces

impulsions.

1987

Anne L'Huillier
éclaire un gaz
noble et obtient
des harmoniques
a tres haute
fréquence.

of attosecond beating by interference of two-photon
transitions, soit « Reconstruction d’un battement
attoseconde par interférence de transitions a
deux photons»). Grace a Rabbit («lapin» en
francais), le groupe a créé en 2001 une série
d’impulsions laser d’'une durée de 250 attose-
condes chacune. La méme année, le groupe de
Ferenc Krausz, de l'institut Max-Planck d’op-
tique quantique, a Garching, en Allemagne, a
utilis¢é une meéthode légerement différente,

Annees 2000

Les impulsions attosecondes
sont utilisées pour explorer le
comportement des électrons
dans divers matériaux.

2001

Pierre Agostini produit une

2023

Anne L'Huillier,
Pierre Agostini et
Ferenc Krausz
recoivent le prix
Nobel de physique.

impulsion a 250 attosecondes

tandis que Ferenc Krausz
atteint 650 attosecondes.

Pour la Science Hors-Série n° 125 /| Novembre-decembre 2024



Un Nobel pour U'infiniment bref

les electrons s’echappent de ’eau liquide des
dizaines d’attosecondes plus rapidement que de
la vapeur d’eau.

D’autres applications des impulsions atto-
secondes sont en cours de développement. La
technique pourrait aider a sonder toute une
série de phénomenes liés aux électrons, notam-
ment la facon dont les particules portent et
bloquent la charge électrique, celle dont les
électrons rebondissent les uns sur les autres et
celle dont ces particules se comportent collec-
tivement. Ferenc Krausz illumine également le
sang humain de flashs attosecondes. En 2022, il
a contribué a montrer que de minuscules chan-
gements dans la signature spectroscopique d’un
¢chantillon sont de possibles indices d’un can-
cer, a un stade précoce.

Dans la matinée du 3 octobre 2023, le comité
Nobel a eu du mal a joindre Anne L’Huillier pour
'informer qu’elle était la cinquieme femme de
I’histoire a recevoir le prix Nobel de physique.
Lorsqu’il a finalement reussi, apres trois ou quatre
appels manqués, elle était en train de donner une
conférence a ses ¢tudiants. Elle est parvenue a la
terminer, méme si la derniere demi-heure fut tres
difficile... Ce fut une éternite, surtout quand elle
est comptee en attosecondes!

connue sous le nom de «streaking», pour pro-
duire et étudier des salves individuelles d’une
durée de 650 attosecondes chacune. En 2003,
Anne L’Huillier et ses collaborateurs les ont tous
deux surpassés avec une impulsion laser d’une
durée de 170 attosecondes seulement.

Mais que peut-on faire avec des impulsions
attosecondes? Elles permettent aux physiciens de
détecter tout ce qui change sur une peériode de
quelques dizaines a quelques centaines d’attose-
condes. La premiere application a consisté a essayer
ce que les physiciens avaient longtemps cru impos-
sible (ou du moins extrémement improbable) : voir
exactement le comportement des €lectrons.

VOIR LES ELECTRONS

En 1905, Albert Einstein a donné le coup d’en-
voi de la mécanique quantique en expliquant I’ef-
fet photoélectrique, qui consiste en une émission
d’electrons par une plaque metallique eclairéee
(cette découverte lui vaudra le prix Nobel de phy-
sique en 1921). Avant ’avenement de la physique
de l'attoseconde, les physiciens supposaient gené-
ralement que la chaine de réactions qui conduisait
a la libération des €lectrons était instantanee.

En 2010, Ferenc Krausz et ses collegues ont

— L'auteur — —_Alire —

> Charlie Wood

diplomé en physique

a l'université Brown,

aux Etats-Unis, est journaliste
au magazine Quanta.

> M. Zigman et al., 90P Infrared
molecular fingerprinting: A new
In vitro diagnostic platform
technology for cancer detection
in blood-based liquid biopsies,
Annals of Oncology, 2022.

> |, Jordan et al., Attosecond

démontré le contraire. Ils ont utilisé des impul-
sions attosecondes pour chronométrer les €lec-
trons libérés par des atomes de néon et ont
notamment constaté qu’un €lectron dans un etat
de basse énergie fuyait son hote 21 attosecondes
plus vite qu'un ¢lectron dans un état de haute
energie. En 2020, un autre groupe a montré que

Pour la Science Hors-Série n° 125 /| Novembre-decembre 2024

Cet article est une traduction
de « Physicists who explored
tiny glimpses of time win
Nobel Prize », paru sur le site
Quantamagazine.org

le 3 octobre 2023.

spectroscopy of liquid water,
Science, 2020.

> P. M. Paul et al., Observation
of a train of attosecond pulses
from high harmonic generation,
Science, 2001.



PHYSIQUE: L'INSONDABLE

Physiciens et cosmologistes comptent
plus sur 'observatoire spatial
d'ondes gravitationnelles « Lisa» que
sur le plus grand des collisionneurs
de particules pour, entre autres, aller
au-dela du modele standard.

Vers Uinfini

et au-dela

Elise Cutts

Pour la Science Hors-Série n° 125 /| Novembre-decembre 2024
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En bref

> Les ondes gravitationnelles
primordiales sont des outils
de choix pour étudier la
physique a tres haute energie,
Inaccessible au plus grand des
collisionneurs de particules.

Il y a quelques années, au Japon, David
Dunsky a assisté a une conférence sur les ondes
gravitationnelles, ces ondulations dans le tissu
de ’espace-temps créées par ’accéleration d’ob-
jets massifs tels que les €toiles et les trous noirs.
Rien d’étonnant, sauf que 'auditeur etait spécia-
liste en physique des particules... cette discipline
qui a pour objet la traque des lois les plus fon-
damentales et des composants les plus €lémen-
taires de la matiere. Pour ce faire, les outils de
prédilection sont depuis longtemps les collision-
neurs avec lesquels on teste les hypotheses en
faisant se fracasser les unes contre les autres des
particules a des énergies gigantesques. Des évé-
nements observeés, les théoriciens accedent a
infinie petitesse de phénomenes qui ne se pro-
duisent qu’a tres petite échelle, et renseignent
du méme coup sur les premiers instants de I’Uni-
vers, lorsqu’il était minuscule, dense et incroya-
blement chaud.

Mais, durant ’exposé, David Dunsky a appris
que les futurs observatoires d’ondes gravitation-
nelles, a commencer par Lisa (Laser interferome-
ter space antenna, soit Antenne spatiale a
interférométrie laser), de ’Agence spatiale euro-
péenne (ESA), seront utiles pour étudier la phy-
sique des hautes énergies. Le dispositif serait
notamment a meéme de repérer des «cordes cos-
miques », des objets hypothétiques imagines par
Tom Kibble dans les années 1970 qui consistent
en de vastes brins d’énergie concentrée nés d’une
brisure spontance de symétrie peu apres la nais-
sance de ’Univers. «J’ai voulu en savoir plus,
concede le désormais cosmologiste et physicien

> Ainsli, Lisa, 'observatoire
spatial d'ondes
gravitationnelles de 'ESA,
prévu pour 2035, sera a méme
de detecter les ondulations
de l'espace-temps créées

au tout debut de 'Univers.

> Les theoriciens esperent
ainsi depasser la physique du
«modele standard » et tester
differentes hypotheses liees

a des extensions de ce dernier.

des particules a 'universite de New York, et com-
prendre comment les ondes gravitationnelles
primordiales peuvent eclairer la physique a des
energies bien supérieures a celles que I'on peut
esperer avec un collisionneur. »

I1 n’est pas le seul a voir dans la piste des
ondes gravitationnelles une voie d’avenir pour la
physique des particules. De fait, douze années se
sont écoulées depuis la derniere découverte
majeure effectuée dans un collisionneur de par-
ticules, celle du boson de Higgs au Grand colli-
sionneur de hadrons (LHC) en 2012. Cette
prouesse a apporté la derniere piece du «modele
standard», qui récapitule particules et forces
connues. Depuis, bien des théories ont été pro-
posées pour €largir ce modele standard, mais les
collisionneurs adaptés pour les tester manquent.

LE LHC DEPASSE

«On imagine de construire, dans les cin-
quante prochaines annces, des collisionneurs
dix fois plus puissants que le LHC », déclare
Raman Sundrum, de 'université du Maryland.
Et d’ajouter: «Toutefois, pour tester les théories
unifiees, qui rassembleraient les trois forces du
modele standard en une seule plus fondamen-
tale, un collisionneur devrait étre 10 milliards
de fois plus puissant...» D’ou I'idée de se tourner
vers la nature, et plus précisément vers les
echos gravitationnels des processus qui se sont
déroulés peu apres le Big Bang, quand I’Univers
¢tait si énergique qu’une physique depassant le
modele standard aurait regné.

Pour la Science Hors-Série n° 125 / Novembre-decembre 2024



C’est ’espoir que mettent des physiciens en
Lisa. La mission est imaginée au début des
annees 1980 et fut d’abord menée conjointement
par ’ESA et la Nasa. Mais les Ameéricains se sont
retirés en 2011 pour des raisons budgétaires,
obligeant ’Europe a faire cavalier seul. En janvier
dernier, Lisa a finalement recu le feu vert de
’ESA, désormais en quéte de partenaires indus-
triels. Cette annonce faisait suite au succes,
en 2015 et 2016, d’une mission pilote, Lisa
Pathfinder, qui a permis de tester les technologies
clés du futur observatoire.

Le lancement de Lisa est planifié pour 203S.
Pendant quatre ans, trois satellites aux sommets
d’un triangle équilatéral de 2,5 millions de kilo-
metres de coté seront a laffGit des ondulations
de espace-temps (voir la figure ci-contre) . « Pour
la premicre fois, nous aurons, peut-etre, des
signaux de cette €poque tres précoce de I’Uni-
vers», s’enthousiasme Isabel Garcia Garcia, de
Puniversite de Washington. Ce serait un coup de
chance cosmique extraordinaire!

Aucun telescope «classique», aussi performant
soit-il, ne peut espérer pénétrer ces premiers ins-
tants, car tous ne captent que des ondes électro-
magnetiques. Or, durant les 380000 premieres
anneées qui ont suivi le Big Bang, I'Univers était
rempli d’un plasma ionisé qui dispersait les pho-
tons, le rendant imperméable aux ondes lumi-
neuses et jetant sur lui une sorte de voile cosmique.
Les ondes gravitationnelles, qui n’ont pas ce pro-
bleme, circulaient librement dans I’'Univers primor-
dial. «C’est comme si on entendait quelque chose
dans le brouillard», confirme Raman Sundrum.

Pour la Science Hors-Séerie n° 125 / Novembre-decembre 2024

Vers l'infini et au-dela

LISA, MODE D’EMPLOI

Une constellation de trois satellites
traquera les plus infimes vibrations
de I'espace-temps émises aux
premiers temps de I'Univers.

Des lasers font 'aller et retour
entre les engins, disposeés
selon un triangle équilatéral
de 2,5 millions de

kilometres de coté.

2,5 millions de km

Interférometres | asers

Chaque satellite
combine son propre
laser avec ceux des
deux autres dans des
interférometres. Ces
derniers mesurent la
distance entre les
engins.,

Masse inertielle Chambre
a vide

Les rayons lumineux rebondissent dans des cubes d'or et de platine,
des masses inertielles, flottant en chute libre dans chaque satellite.
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PHYSIQUE: L'INSONDABLE

-

Beaucoup ont proposeé des extensions

du modele standard, mais sans preuves
experimentales possibles, ces idees restent
de purs éedifices mteuectuelsj

Les observatoires existants, comme Ligo et
Virgo, ne sont probablement pas sensibles a ces
ondes primordiales, mais Lisa serait en mesure de
les détecter. Les trois installations fonctionnent
néanmoins sur le méme principe. Lorsqu’une
onde gravitationnelle passe, elle étire et contracte
espace-temps. Cela se traduit par une légere dif-
férence dans la longueur des «bras» des disposi-
tifs, que I'instrument peut déceler en suivant le
désalignement des crétes et des creux de fais-
ceaux laser qui les parcourent.

Eloigné de ’environnement bruyant de la
Terre, Lisa sera beaucoup plus sensible que ses
homologues terrestres, qui ont de¢ja revele les
ondes gravitationnelles associéees a des collisions
de trous noirs et d’étoiles a neutrons. Il sera ega-
lement beaucoup plus grand: chacun de ses bras
sera pres de 400 fois plus long que le rayon de la
Terre. Malgré sa démesure, Lisa détectera des
variations de distance qui resteront extreme-
ment faibles — environ 50 fois plus petits qu'un
atome. «C’est assez fou, si 'on y réfléchit», avoue
Nora Lutzgendort, de 'ESA.

Sensible a des longueurs d’ondes gravitation-
nelles de quelques centaines de milliers de kilo-
metres a quelques milliards, 1a ou Ligo se «limitait»
a une gamme entre 30 et 30000 kilometres, Lisa
aura ainsi acces a d’autres types d’événements
astrophysiques, notamment les fusions de trous
noirs supermassifs (et non plus ceux de la taille
d'une étoile). De plus, la bande de longueurs
d’onde de Lisa correspond exactement a celles que
les physiciens ont calculées pour les ondes gravi-
tationnelles (aujourd’hui gigantesques du fait de

Pexpansion de ’Univers) créées durant les 1077 a
107 premieres secondes apres le Big Bang, c’est-
a-dire pratiquement au debut du temps.

«On peut voir une miraculeuse coincidence »,
concede Chiara Caprini, de 'université de Geneve
et du Cern, dans la correspondance entre «la
bande de fréquence de détection de Lisa et cette
époque particuliere de I’évolution de I’Univers qui
marque une frontiere en physique des parti-
cules». En effet, jusqu’a cette limite, le modele
standard (voir la figure page 76) explique tres bien
comment les dix-sept particules elementaires qui
le composent interagissent avec trois forces
(électromagnétique, nucléaire forte et nucléaire
faible). Mais personne ne pense que ce modele,
bien que fort de ses énormes succes, est le niveau
le plus fondamental d’explication de I’Univers.

AU-DELA DU MODELE STANDARD

De fait, la theorie a ses faiblesses. Par exemple,
la masse du boson de Higgs semble arbitraire et
é¢tonnamment petite par rapport aux echelles
d’énergie bien plus grandes de ’Univers. En
outre, le modele standard n’offre aucune place a
la matiere noire ni a ’énergie sombre, ce moteur
de I'accelération de I’expansion de I’Univers.
Autre souci, ’antimatiere et la matiere se com-
portent exactement de la méme facon sous I’effet
des trois forces du modele standard, ce qui est
paradoxal puisque la matiere seule prédomine.
Sans compter la gravité, la quatrieme force fon-
damentale qu’ignore le modele standard et qui
requiert sa propre theorie, la relativiteé genérale.
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«Beaucoup ont donc essay¢ de modifier le
modele standard et d’en proposer des exten-
sions», explique Pierre Auclair, de 'universite
catholique de Louvain, en Belgique. Mais sans
preuves experimentales possibles, ces idees
restent de purs édifices intellectuels. Le physi-
cien est un théoricien, mais il «essaie autant que
possible de se relier a des experiences». C’est
pourquoi il s’intéresse a Lisa, car selon lui les
extensions du modele standard conduisent sou-
vent a des scénarios différents d’événements
extremes dans [’Univers primitif.

De méme, les promesses de Lisa en matiere
de physique des hautes énergies ont incité Isabel
Garcia Garcla a repenser sa carriere: il y a
quelques années, elle a commencé a étudier les
ondes gravitationnelles et la facon dont la phy-
sique au-dela du modele standard laisserait des
empreintes détectables par Lisa.

DES MURS DE BULLES

L’année derniere, avec ses collegues, elle a
publié des travaux sur la signature des ondes gra-
vitationnelles des «murs de bulles». De quoi
s’agit-i12 A mesure de son expansion, ’Univers
s’est refroidi et a connu, tout comme ’eau qui
gele, des transitions de phase, notamment celle
qui a vu une force «¢électrofaible » unique se scin-
der en deux forces distinctes, la force électroma<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>