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Introduction

Les mécanismes sont des dispositifs constitués de solides assemblés pour
transformer des mouvements, et pour lesquels on peut mener deux
approches complémentaires :

* une approche technologique, pour I’art du choix et de 1’assemblage des
composants ;

* une approche mécanique, pour les outils et les méthodes de calcul a
appliquer sur les modeles associés.

La théorie des mécanismes est le domaine de la mécanique qui s’intéresse
a I’architecture des mécanismes et releéve clairement d’une approche méca-
nique. Elle s’appuie sur la théorie des graphes et sur les techniques de réso-
lution des systemes d’équations linéaires pour atteindre trois objectifs :

* aboutir a une mise en équation ;

e évaluer les possibilités de résolution ;

e automatiser la recherche de I’influence de chacun des parameétres.

Aujourd’hui, le génie logiciel accompagne le mécanicien et on met en
conséquence 1’accent plus sur la compréhension des phénomenes que sur
les méthodes de calcul, et on sollicite un travail d’imagination de mouve-
ments en paralleéle aux activités menées.

Prérequis

* Notion de solide indéformable.

* Graphe de structure, graphe des liaisons.
* Chaines ouvertes et chaines fermées.

* Degré de liberté.

e Liaisons usuelles.

* Lois de composition des mouvements.

* Techniques de résolution des systemes d’équations linéaires.

Objectifs
* Paramétrer un mécanisme.
* Dénombrer les inconnues et les équations disponibles.

» Différencier les structures isostatiques des structures hyperstatiques.



Chapitre 1 » Théorie des mécanismes

La théorie des mécanismes s’appuie sur 1’étude des chaines fermées de solides et a
pour buts :

* l’analyse de la structure d’un mécanisme, afin d’émettre un avis sur la pertinence

\ Quidittransformation de mouvements des solutions adoptées pour remplir la fonction mécanique souhaitée ;
dit chaines fermées de solides !

* Ja détermination des différentes lois entrée-sortie ;

* Tl’analyse de la transmission d’énergie en vue du dimensionnement des organes
mécaniques.

memmse |.] Parameétrer un mécanisme

Pour pouvoir analyser la structure d’'un mécanisme, il est nécessaire de comprendre la
description géométrique qui en est donnée, la plupart du temps, sous forme de sché-
mas plus ou moins détaillés.

On appelle « paramétrer » I’activité qui consiste a définir variables et invariants.

D’une maniere générale, 1’évaluation des variations s’apprécie au cours du temps et il
n’est pas inutile de préciser la définition précédente :

™

4 On rappelle qu'une possibilité de

/ variation ne suppose pas de variations * les variables sont des quantités qui peuvent varier au cours du temps ;

effectivement constatées. . . . .
* les invariants sont des quantités qui restent constantes au cours du temps.
Paramétrer est une activité qui concerne tous les domaines scientifiques, et le résultat
s’exprime sur un schéma. Dans le cas particulier des mécanismes, si le paramétrage est
effectivement donné sur un schéma cinématique, la réflexion qui accompagne son éla-
boration se mene a partir du graphe des liaisons :

e les variables se dénombrent a partir de I’analyse des arcs, complétée dans le cas des
actions mécaniques par I’inventaire du milieu environnant ;

e les invariants sont de nature géométrique, a savoir des longueurs ou des angles
caractéristiques, mis en évidence a partir de 1’analyse des sommets.

1.1.1 Poser les variables

2 Les variables cinématiques sont implicitement posées avec les modeles de comporte-
\ Dans cet ouvrage, on rappelle qu'une ment choisis, c’est a dire avec les liaisons proposées, et sont plus ou moins explicitées
liaison est un modéle de comportement dans les torseurs cinématiques.
Icei“rzgatiq“e’ L Cette proposition mérite d’étre détaillée et illustrée.
Quand elle correspond au taux de variation d’un parametre géométrique, une variable
cinématique est toujours interprétable.

Exemple

Une liaison pivot d’axe (A,X|) posée entre deux solides 1 et 2 admet une possibilité
de rotation que 1’on peut caractériser par un angle posé entre deux bases vectorielles.

—

. 7 <l
X
Ve/H= 3=
@/ =415
La variable cinématique ¢ est sans ambiguité la dérivée par ; y2
rapport au temps de I’angle o, quantité observable et mesu- L= Y1
X1 = X3

rable.
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Poser dans ce cas des coordonnées est
une activité a ne mener que dans des cas
trés particuliers, et surtout pas de
maniere systématique !

1.1.2

Les invariants sont exprimés par la
position relative des éléments
géométriques sur un solide.

1.1 « Paramétrer un mécanisme

Quand elle ne découle pas d’un parametre géométrique, la variable est souvent impos-
sible a interpréter.

Exemple

Une liaison sphérique de centre C posée entre deux solides 1 et 2 comporte trois
degrés de liberté, que 1’on ne détaille généralement pas en posant le vecteur rota-
tion.

v/ =C{(§)2(2/1)

Il est toujours possible d’exprimer des coordonnées pour le vecteur rotation et de
poser Q(2/1) = pa1 X1 + qa1 Y1 + 121 Z1, mais les variables po1, ¢a; et rp; ne sont
pas les dérivées par rapport au temps d’angles posés respectivement autour de X1,
5;] ou 21.

Rechercher les invariants

Les lois de comportement que 1’on met en évidence lors d’une résolution ne sont pas
universelles et ne peuvent étre associées qu’aux mécanismes dont elles sont issues.
Leur domaine de validité est exprimé par les caractéristiques géométriques propres a
la structure étudiée. Celles-ci apparaissent sous deux formes :

* soit clairement sous forme d’invariants identifiés et nommés, a savoir des lon-
gueurs ou des angles chiffrés ;

* soit de maniere plus cachée, lorsque les longueurs ou les angles concernés sont
nuls, ce qui se traduit par des parallélismes ou des intersections par exemple.

La recherche des invariants géométriques est menée a partir du graphe des liaisons, en
s’intéressant aux sommets et en faisant I’inventaire pour chaque solide des propriétés
géométriques issues des arcs le joignant.

Quelles sont les caractéristiques géométriques
induites par cette liaison ?

Les six liaisons les plus simples

Six liaisons usuelles permettent une appréhension aisée de ces propriétés géomé-
triques. En effet, elles ne font intervenir sur chaque solide qu’un seul des éléments géo-
métriques pris dans I’ensemble {point, droite, plan}. On résume ces caractéristiques
dans un tableau.

Solide 2
point droite plan
— point sphérique sphere cylindre sphere plan
%}
= droite pivot glissant cylindre plan
& plan appui plan

Ce tableau s’exploite en pointant a partir de la liaison la propriété a trouver sur chacun
des solides.



Chapitre 1 » Théorie des mécanismes

Une demi-droite correspond a un
intervalle fermé d'un c6té par un point
P, infini de l'autre [ P, 00[

Le pas de I'hélice, souvent noté p,estun
desinvariants que I'on retrouve dans les
calculs!

Un texte de présentation est rarement
exhaustif. Un schéma cinématique est
rarement complétement paramétré.
L'un et 'autre sont élaborés de maniére
a ce que I'ensemble des informations
soit accessible. En cas de doute, c’est
I'absence d'information qui permet de
choisir la proposition la plus simple.

Exemple

A partir de la liaison cylindre-plan, on doit trouver une droite sur I’un des solides
et un plan sur le second.

plan

cylindre plan

droite

Les quatre autres liaisons usuelles

Les quatre autres liaisons usuelles méritent une attention particuliere :

la liaison pivot autorise une seule rotation. Sur chacun des deux solides concernés
est définie une droite :

— ces deux droites restent confondues au cours du temps ;
— ces deux droites ne peuvent pas glisser 1’une le long de I’autre.

On peut proposer comme caractéristique géométrique une demi-droite sur chacun
des deux solides. Peu importe ou est pris le point, mais une fois choisi, les deux
demi-droites restent confondues au cours du temps.

la liaison glissiere autorise une seule translation rectiligne orientée par un vecteur.
Seule la direction est caractéristique.

la liaison hélicoidale autorise une rotation et une translation rectiligne conjuguées
par la présence d’une hélice. On se contente dans le cadre de cet ouvrage de rele-
ver 1’axe de rotation commun et la valeur du pas.

la liaison sphérique a doigt pointe sur un des solides vers un point sur une droite,
et sur le second vers un point sur un plan.

Exemple d'utilisation

On considere un mécanisme de levage réalisé a 1’aide d’un vérin. Il est schématisé sur
la figure ci-dessous et composé de quatre ensembles :

un chéssis 1, auquel on associe un repere (A, X1, ¥1, 21) ;
une benne 2, en liaison pivot d’axe (A, X1) avec le chassis ;
un vérin pour assurer la rotation de la benne par rapport au chassis :

— le piston 3 est en liaison pivot d’axe (C, X;) avec le chéssis ;

— le corps de vérin 4 est en liaison pivot glissant d’axe (B, X,) avec la benne ;

— on modélise le contact entre la tige et le corps de vérin par une liaison pivot glis-
sant d’axe (BC).

Figure 1.1 Schéma cinématique du mécanisme.
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/

Le point d'intersection est matérialisé sur
le schéma, et la perpendicularité est
induite par les directions tracées.

1.1 « Paramétrer un mécanisme

On se propose d’analyser la structure décrite afin de comprendre les informations don-
nées, de faire apparaitre les invariants, et enfin de compléter le paramétrage.
Le graphe des liaisons comporte quatre sommets et quatre arcs

4 4 | Corps de vérin
PG(CB) PG (B,x3) 3 | Piston
2 | Benne
3 2 1| Chassis
P(C,x1) P(A,x) P | Pivot d’axe (Drte )
1 PG | Pivot glissant d’axe (Dte )

Ce mécanisme admet six variables cinématiques, ce total étant la somme des degrés de
liberté des différentes liaisons.

La recherche des invariants se meéne a partir de chacun des sommets :

* on commence par le sommet attribué au corps de vérin 4, d’ou partent deux arcs :

4 — la liaison pivot glissant vers 3 induit I’existence
PG (d43) PG(d42) d’une droite d43 5

—la liaison pivot glissant vers 2 induit ’existence

o3 )
- d’une autre droite da; ;

3

On trouve donc sur le corps 4 deux droites day et ds3. L'absence d’informations
complémentaires concernant ces deux droites invite a les considérer sécantes et
perpendiculaires. On nomme B le point d’intersection et on associe a la piece une
base vectorielle dont les directions X4 et ¥4 orientent les axes de rotation.

Cette recherche est terminée, et on fait la synthese de la géométrie du corps de
vérin 4

* on s’intéresse maintenant au sommet du piston 3, et aux deux arcs qui le joignent :

dis * — la liaison pivot glissant vers 4 induit I’existence
3 d’une droite ds4 ;
—la liaison pivot vers 1 induit 1’existence d’une
dds | demi-droite dds; ;

L’énoncé laisse envisager sur 3 ces deux droites sécantes et perpendiculaires. On
nomme en conséquence C le point d’intersection, (C,X3) la demi-droite et (C,y3)
la droite.

ARy

2
W

C

(ddzy)

e



Chapitre 1 » Théorie des mécanismes

° on poursuit par le sommet correspondant a la benne 2 :

4
daa — la liaison pivot glissant vers 4 induit 1’existence
) d’une droite do4 ;
—la liaison pivot vers 1 induit I’existence d’une
| o ddn demi-droite ddy; ;

Les deux droites trouvées sur la benne 2 sont paralleles : on les oriente avec le vec-
teur X, et on pose AB = RY,.

* on termine par le sommet du chassis 1 :

3 2 —la liaison pivot vers 3 induit I’existence d’une
demi-droite dd;3 ;

ddy3 ddy» —la liaison pivot vers 2 induit I’existence d’une
1 demi-droite ddy; ;

Les deux demi-droites trouvées sur le chassis 1 sont paralleles : on les oriente avec
le vecteur X1, et on pose AC = LZ;.

Y1

En conclusion, cette structure présente deux invariants explicites, la longueur L sur le
chéssis et la longueur R sur la benne. Toutes les autres propriétés sont implicites, sous
forme de droites soit paralleles, soit sécantes et perpendiculaires.

11.3 Mobilité — Degré de liberté

On approfondit ici le lien qui existe entre les variables cinématiques et géométriques.
Un degré de liberté a été défini dans I’ouvrage de premiere année comme une possibi-
lit¢ de mouvement entre deux solides, et il a été mis en évidence que dans 1’espace
géométrique de dimension 3, un solide évolue dans un espace a six degrés de liberté.
Lorsqu’une variable cinématique est posée, c’est qu’il existe une grandeur géomé-
trique qui peut varier au cours du temps :

Ce nest pas parce qu'une variable est e soit elle varie effectivement, et le taux de variation est donné par sa dérivée ;

ft ier! . . . . .
(ERANEL S * soit elle ne varie pas, parce que la variable cinématique correspondante est calcu-

1ée nulle lors de la résolution.
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1.1.4

Le mot épure admet deux sens,que I'on
retrouve simultanémentici.D’une part,
c'est une ébauche. D'autre part, c'est
une projection d'un objet
tridimensionnel sur un plan, avec les
régles de tracé induites.

1.1 « Paramétrer un mécanisme

On réalise ainsi qu’il est important de bien distinguer une possibilité de variation d’une
variation effective, ce que permettent de faire les concepts mathématiques de différen-
tielle et de dérivée.

On appelle mobilité la différentielle d’un parametre de mise en position.

On ne cherche pas a évaluer la variation effective d’un parametre, mais sa capacité a
évoluer. Le terme de mobilité étant défini ainsi, on peut proposer une nouvelle défini-
tion pour la notion de degré de liberté.

On appelle degré de liberté une mobilité non nulle.

C’est ainsi que par rapport a un repere donné :
* un solide possede six mobilités ;
* un solide possede au plus six degrés de liberté.

Elaborer un schéma cinématique

On ne peut terminer cette section sans approfondir un petit peu la notion de schéma
cinématique, afin de prendre en compte les nouveaux acquis.

Un schéma cinématique est une représentation graphique codifiée des possibilités
de mouvements entre solides.

Un schéma cinématique est réalisé a partir de symboles, majoritairement normalisés,
agencés en respectant les caractéristiques géométriques du mécanisme a modéliser.

11 est élaboré en trois étapes :

e tracé de I’épure géométrique ;

* mise en place des symboles ;

* habillage.
Epure géométrique

Cette premiere étape est celle qui demande le plus de réflexion. Elle s’appuie sur la
recherche des invariants géométriques menée a partir du graphe des liaisons. Il s’agit
tout d’abord d’inventorier les propriétés géométriques du mécanisme, ensuite de les
retranscrire sur la projection souhaitée. Cette étape est illustrée a partir de 1I’exemple
suivant :

Systeme bielle manivelle (1/3)

On souhaite tracer dans le plan (X1,y;) le schéma cinématique d’un systeme bielle-
manivelle modélisé par le graphe des liaisons suivant :

3 4 | Piston
P(C,23) P(B,72) | 3 | Bielle
2 | Manivelle
4 2 1 | Bati
PG(A,x1) P(A,Z)) P | Pivot d’axe (Dte )
1 PG | Pivot glissant d’axe (Dre )




Chapitre 1 » Théorie des mécanismes

On précise de plus que :

les bases vectorielles attachées aux quatre solides 1, 2, 3 et 4 sont posées telles que
W=, B=etH=12;
le point C appartient a la droite (A,X;) ;

la bielle est beaucoup plus longue que la manivelle.

L’analyse successive des quatre sommets conduit aux propositions suivantes :

le bati 1 comporte au moins deux droites sécantes au point A et orthogonales ;

la manivelle 2 comporte deux demi-droites paralleles et on pose AB = RX; ;

la bielle 3 comporte demi-deux droites paralleles et on pose B_()? =LX;5;

le piston 4 comporte au moins deux droites sécantes au point C et perpendiculaires.

L’épure géométrique se construit alors en trois étapes :

1)

2)

3)

on commence par le tracé du repere (A, X, y1) pour positionner les deux droites
(A, X)) et (A, 7)) caractéristiques du bati

on trace avec un compas I’arc de cercle de rayon R caractéristique de la manivelle

on reporte enfin au compas la longueur L de la bielle a partir du point B, telle que
L > R, et on trouve la position du point C par intersection de 1’arc tracé avec la
droite (A, X;)

Mise en place des symboles

Les symboles se positionnent en commencant par les liaisons a contraintes géomé-
triques les plus fortes, a savoir dans I’ordre :

1)

\]

(O8]
—

les liaisons a centre, pour lesquelles le symbole est centré sur le point caractéris-
tique ;

les liaisons a axe, pour lesquelles le symbole se positionne n’importe ou le long de
la droite caractéristique ;

les liaisons a direction, pour lesquelles le symbole se positionne n’importe ou dans
I’espace, avec comme seule contrainte de respecter 1’ orientation caractéristique.
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Les symboles des liaisons sont bicolores,
et les couleurs sont en relation avec

celles des solides concernés !

1.2 » Approche cinématique

Systeme bielle manivelle (2/3)

Les trois axes des liaisons pivot étant perpendiculaires a la feuille, il n’y a pas le choix
pour tracer les cercles correspondants. Par contre, le symbole pour la liaison pivot glis-
sant se positionne oll I’on veut sur la droite (A,X1).

A
] Y —

Habillage
L’habillage du schéma consiste :

e arelier les symboles entre eux ;

* 2 ajouter les numéros des solides et la nomenclature ;
* a matérialiser les reperes attachés aux solides ;

e aposer les variables ou les invariants remarquables.

Systeme bielle manivelle (3/3)

== 1.2 Approche cinématique

Les lettres choisies font référence au
nombre de pieces pour N p etau nombre

de liaisons pour Np..

1.21

Soit le graphe des liaisons connu pour un mécanisme donné, ou proposé pour un méca-
nisme a concevoir. On note :

* Np le nombre de sommets du graphe ;
* Ny le nombre d’arcs du graphe.

Nombre de cycles indépendants

La théorie des mécanismes s’ appuie sur I’étude des chalnes fermées de solides. La pre-
miere préoccupation est donc de les dénombrer. Soit v ce nombre :

* le plus petit des graphes ne comporte qu’un seul sommet et il n’y a aucune chaine
fermée ;

u=0

° on ajoute un sommet et un arc pour obtenir la plus petite des chaines ouvertes ;

1=0
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* 2 partir de la, ajouter un sommet et un arc ne créé pas de chaine fermée ;

°
u=0

e pour créer la plus petite des chaines fermées a partir de la plus petite des chaines
ouvertes, il est nécessaire et suffisant d’ajouter un arc ;

u=1

C’est ainsi que 1’on constate qu’ajouter un arc augmente le nombre de cycles d’une
unité, alors qu’ajouter a la fois un arc et un sommet ne le change pas.

On appelle nombre de cycles le nombre de chaines fermées indépendantes a par-
courir pour décrire un graphe dans sa totalité.

Le nombre de cycles se calcule par la formule
w=Np—Np+1 (D

Pour la mémoriser, il suffit de se rappeler qu’il faut deux sommets et deux arcs pour la

plus petite des boucles, d’ou la nécessité du « +1 », et que le nombre de cycles aug-

mente avec le nombre de liaisons, d’ot les signes respectifs pour Ny et Np.
Exemple

Soit un mécanisme dont le graphe de structure est donné ci-dessous

2 3

On dénombre Np = 5 sommets et N; = 6 arcs, ce qui donne deux cycles indé-
pendants

w=Np—Np+1=2
Ces deux chaines fermées sont par exemple ] —2—-5—-1et2—-3-4-5-2

2 2

La chaine 1 —2 -3 —4 —5—1 est également une chaine fermée, mais elle se
déduit des deux précédentes.
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Changer de liaisons modifie le

décompte !

1.2.2

\ Il'y a six équations scalaires par cycle !

1.2.3

1.2.4

1.2 » Approche cinématique

Nombre d’équations

Une fois les chaines fermées indépendantes dénombrées, il est possible d’évaluer le
nombre d’équations scalaires disponibles pour la résolution du probleme. Soit E. ce
nombre qui résulte de I’application de la loi de composition des mouvements sur cha-
cune des chaines indépendantes.

E.=6u

Exemple

En reprenant I’exemple précédent, les deux équations torsorielles a considérer
sont, par exemple :

e celle associée a la chaine fermée 1 —2 —5—1 ;
V(A/2)+V2/5)+V(5/1) =0
e celle associée a la chaine fermée 2 —3 —4 — 5 — 2.
V(2/3)+V3/4) +VHE/5)+V(5/2) =0
On obtient ainsi 12 équations scalaires. On constate par ailleurs que si I’on somme
les deux équations précédentes, on obtient
V(1/2) +V(2/3) +V3/4) +VE/5) +V(5/1) =0

Cette équation correspond bien au parcours de la troisieme boucle
1-2-3—-4-5-1.

Nombre d'inconnues

On note /. le nombre d’inconnues cinématiques scalaires.
Ce nombre se détermine par simple somme des degrés de liberté de chacune des Ny,
liaisons.

Remarque

Le nombre d'inconnues cinématiques scalaires dépend de la nature des modéles adoptés
pour les liaisons.

Indice de mobilité

Le probléme du mécanicien est ainsi de traiter, voire de résoudre un systeme de E.
équations a I, inconnues. Ce systéme est un systeéme linéaire homogene que 1’on écrit
sous une forme matricielle

I . colonnes

E . lignes l =

11
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Le mot indice est a entendre comme
I'entend un détective. C'est un nombre
quidonne uneindication, une tendance,
et méme quelques certitudes...

Lors de la résolution,on exprime toutes
lesinconnues gardées dans le membre
de gauche en fonction des inconnues
principales !

1.2.5

Le degré de mobilité est positif ou nul :
m=0!

Lesinconnues principales ont un statut
particulier pour le mécanicien : elles
correspondent aux mouvements que
I'on peut motoriser !

On appelle indice de mobilité ’entier relatif I, — E., différence entre le nombre
d’inconnues cinématiques et le nombre d’équations cinématiques.

Si I’on suppose, comme le montre la figure ci-dessus, que I > E., on constate que
I’indice de mobilité donne le nombre minimum d’inconnues qu’il faut basculer dans
le second membre pour pouvoir résoudre :

* T’indice de mobilité se détermine sans écrire le systeme d’équations ;
e cet entier relatif est utile pour amorcer une réflexion globale.

Degreé de mobilite

La résolution du systeéme d’équations précédent prend en compte son rang, noté r..
Dans le cas ou r. = I, la seule solution est la nullité de toutes les inconnues, donc de
tous les parametres cinématiques. Le mécanisme définit alors une structure rigide,
aucun mouvement n’est possible.

Dans le cas contraire, on suppose connu le rang du systeme et les équations disposées
ainsi

I . colonnes

N—— 0
m :

E . lignes =

On appelle degré de mobilité d’un mécanisme le nombre de mouvements indépen-
dants possibles. C’est un entier naturel noté m et calculé par

m=1.—r.

Le degré de mobilité est toujours positif ou nul. En effet, le rang d’un systeme de E.
équations a /. inconnues est inférieur ou égal au plus petit de ces deux nombres, ce qui
veut dire que le rang est toujours inférieur ou égal au nombre d’inconnues /.

re <min(le, E¢) < Ie

Remarque

La recherche du rang du systéeme d’équations est trés instructive, car elle permet de diffé-
rencier les inconnues qui peuvent devenir inconnues principales de celles qui ne le peuvent
pas.

Le degré de mobilité m représente le nombre d’inconnues qu’il faut passer dans le
second membre. Toutes les 7. autres inconnues du probléme s’expriment ensuite en
fonction de ces m inconnues principales.

C’est ainsi que 1’on appelle loi entrée-sortie d’'un mécanisme toute relation entre des
inconnues cinématiques qui peut s’interpréter comme une inconnue exprimée en fonc-
tion d’une ou plusieurs inconnues principales. Un mécanisme admet au plus 7. lois
entrée-sortie.
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En général,les équations qui ne servent

1.2.6

arien sont de laforme 0 = 0.

Linterprétation cinématique du degré de
statisme est développée surl'exemple qui

suit.

1.2.7

1.2 » Approche cinématique

Degré de statisme

On constate qu’un certain nombre d’équations ne servent pas a la résolution.
On pose alors le nombre 7 = E. — re que I’on appelle degré de statisme du mécanis-
me :

* si ce nombre est nul, on parle d’une structure isostatique ;

* sinon, on parle d’une structure hyperstatique de degré h.

Le degré de statisme est défini lors de 1’approche dynamique abordée a la section sui-
vante, page 15. Néanmoins, on peut en donner une premiere interprétation cinématique :
il quantifie le nombre de degrés de liberté manquants pour garantir un montage sans
contrainte du mécanisme.

En conclusion des différentes définitions, on peut compléter la forme arrangée du sys-
teéme d’équations :

[ . colonnes

S 0
m :

E . lignes =

Exemple

Présentation

On considere I’axe intermédiaire repéré 2 d’un réducteur a engrenages. Il est guidé par
rapport a un bati noté 1 par deux roulements a billes a contact oblique. Les contacts
sont modélisés par des liaisons sphérique de centres respectifs A et B.

2

On souhaite déterminer les degrés de mobilité et de statisme de cette structure.

Résolution

Le graphe des liaisons comporte une chaine fermée de solides, et on adopte la notation
S(pt) pour la liaison sphérique de centre pz.

S(A)

1< —e2

S(B)

Cette structure admet un indice de mobilité nul

I.—E. =0

13
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C'est uniquement parce que l'on
souhaite écrire le systeme complet
d’équations que |'on pose des
composantes pour les vecteurs
rotations : ce n’est surtout pas une
habitude a prendre !

Ecrire la composition des vitesses au
point A donne un résultat semblable,
qui entraine bien évidemment les
mémes conclusions.

On pose les deux torseurs cinématiques pour caractériser les six inconnues cinéma-
tiques

Q(2a/1)

V@a/l) = , {0 V@b =, {(g)z(zb/l)

En vue d’écrire le systeme d’équations, on pose les composantes suivantes :

Q2a/1) = pa¥1 + qa¥ + raZ
Q2b/1) = ppx1 + qpy1 +1pZ1
—_ N
AB = L.X]

On écrit la composition des vecteurs vitesse au point B pour obtenir le systeme de six
équations a six inconnues recherché

Pa—ppr =0
ga—qp =0
rqg—rp =0
0 =0
raL =0
—qaL =0

La résolution est immédiate et on en déduit les différents résultats sans avoir besoin de
passer par I’écriture matricielle :

le rang r. est égal a 5 ;

le degré de mobilité m est égal a 1, avec p, ou p, comme inconnue principale pos-
sible ;

le degré de statisme & est égal a 1, avec une équation de la forme 0 = 0 pour la
composition des vitesses au point B scalaire X.

Interprétation

Sur les trois rotations possibles de chaque liaison sphérique, une seule le demeure au
sein de la chaine fermée.

Concernant I’hyperstatisme de degré 1, la recherche des invariants donne I’interpréta-
tion géométrique complémentaire de I’analyse cinématique :

les points A et B sont définis sur chacun des deux solides, ce qui est caché lorsque
I’on pose un peu rapidement AB = LX; ;

la présence des deux points sur le bati 1 conduit d’une part a poser
—_— N
A1By = Lix
la présence des deux points sur I’arbre 2 conduit d’autre part a poser
— N
ArBy = Lox,
les deux longueurs L et L, sont souhaitées égales, mais proviennent de deux ori-

gines différentes et n’ont aucune chance d’étre effectivement égales ;

le fait de les imaginer différentes permet de comprendre le souci possible au mon-
tage, ce qu’illustre la figure ci-dessous sur laquelle la longueur L; est supérieure a
la longueur L. Si on suppose les points A; superposés, alors on a un souci en
translation suivant X; pour superposer également les points B;.

Aj BZ
Ly
Ap ' __ B
+ +
c . D
1 1



\

1.3 + Approche dynamique

= 1.3 Approche dynamique

Cette approche reprend évidemment le
plan de I'approche cinématique !

Les lettres choisies font référence au
nombre de piéces pour N p etau nombre
de liaisons pour Np.

1.3.1

En général,le bati est considéré comme
un repére galiléen satisfaisant et tous les
mouvements a considérer pour cette
étude exhaustive lui sont relatifs !

1.3.2

Le nombre d'inconnues comptées ne
concerne que les liaisons, et celles-ci
sont supposées sans jeu et sans
frottement !

L'expression de la puissance sous forme
de comoment est développée lors du
cours de dynamique.

1.3.3

Les composantes dynamiques sont mises
en évidence avec le principe fondamental
de la dynamique.

Soit le graphe des liaisons connu pour un mécanisme donné, ou le graphe proposé pour
un mécanisme a concevoir. On note :
* Np le nombre de sommets du graphe ;

* N le nombre d’arcs du graphe.

Nombre d’équations

Une étude dynamique systématique est menée en étudiant le mouvement ou 1’équilibre
de chacune des pieces du mécanisme.

Le mouvement ou I’équilibre étant nécessairement relatif a une de ces pieces, prise
comme référentiel, on dénombre alors N — 1 mouvements a considérer.

Soit Eg le nombre d’équations scalaires obtenus apres une étude exhaustive.

E; =6(Np — 1)

Nombre d'inconnues

Soit I; le nombre d’inconnues scalaires d’actions mécaniques transmissibles par les
liaisons supposées parfaites du probléme.

On rappelle que la puissance dissipée par une liaison parfaite est nulle, ce qui se tra-
duit par le comoment nul du torseur des actions mécaniques transmissibles par une
liaison et de son torseur cinématique.

Vi, V@i/k)® Fk—i)=0

Une des conséquences élémentaires est que pour une liaison a k£ inconnues cinéma-
tiques, on a 6 — k inconnues d’actions mécaniques transmissibles par la liaison par-
faite.

Indice de mobilité

On a donc a traiter un systeéme de E; équations a I; inconnues de liaison. Ce systéme
est un systeme linéaire avec second membre qui peut étre présenté sous la forme matri-
cielle suivante

I ; colonnes

o I Second
E lignes =
membre

Le second membre comprend :

e les composantes d’actions mécaniques extérieures autres que les composantes de
liaison, telles que les composantes dues a la pesanteur, a un élément déformable, a
un récepteur ou a un moteur ...

¢ les composantes dynamiques.

15
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1.3.4

Considérer le systéme homogeéne
associé veut dire que l'on ne tient
compte d'aucune sollicitation extérieure.
Seules les composantes transmissibles
par les liaisons sont envisagées !

Le degré de statisme se retrouve
souvent sous |'appellation « degré
d'hyperstaticité ». Cette expression est
compréhensible et donc possible, mais
elle est difficile a prononcer et
abandonne le paralléle avec le degré de
mobilité.

En reprenant la définition de I’indice de mobilité vue en cinématique et en tenant
compte de la dualité entre cinématique et actions mécaniques qui s’exprime par 1’éga-
lit€ I. + Iy = 6N, on obtient

I.—E. =6Np—I;—6(N, —Np+1)
=6(Np—1)—1I;
=E;— I

L’indice de mobilité défini lors de 1’approche cinématique se détermine également lors
d’une approche dynamique par soustraction du nombre d’inconnues d’actions méca-
niques transmissibles par les liaisons parfaites au nombre d’équations disponibles.

I, — E. = E; — I

Degré de statisme

La résolution du systeme d’équations précédent prend en compte son rang, noté r;.
Dans le cas rg = I, la seule solution du systtme homogene associé est la nullité de
toutes les inconnues, donc de toutes les composantes d’actions mécaniques transmis-
sibles par les liaisons. Cette constatation induit les deux définitions suivantes.

Un mécanisme est dit isostatique si, en I’absence de sollicitations extérieures, toutes
les inconnues transmissibles par les liaisons supposées parfaites sont nulles.

Un mécanisme est dit hyperstatique si, en I’absence de sollicitations extérieures, il
existe des inconnues d’actions mécaniques transmissibles par les liaisons supposées
parfaites indéterminées.

Remarques

* Isostatique et hyperstatique sont des adjectifs, dont les substantifs correspondants
sont respectivement isostatisme et hyperstatisme.

* Dans le cas de I’hyperstatisme, les inconnues indéterminées sont dans les faits le
plus souvent non nulles.

On suppose les équations disposées ainsi

I, colonnes

- v-- - _ -
h

I Second

membre

On appelle degré de statisme d’un mécanisme le nombre d’inconnues principales du
systeme d’équations homogenes ne comportant que les inconnues d’actions méca-
niques transmissibles par les liaisons parfaites. C’est un entier naturel noté & et cal-
culé par

h=1I; —rg
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Les deux systémes d'équations sont
envisagés dans I'exemple de la section

1.3.6.

Le second membre a été détaillé a la

section 1.3.3 page 15.

1.3.5

1.3.6

1.3 + Approche dynamique

Le degré de statisme est toujours positif ou nul. En effet, le rang d’un systéme de E;
équations a Iy inconnues est inférieur ou égal au plus petit de ces deux nombres, ce qui
veut dire que le rang est toujours inférieur ou égal au nombre d’inconnues /.

rs < min(fy, Ey) < I

Un mécanisme isostatique admet un degré de statisme nul, et un mécanisme dont le
degré de statisme est strictement positif est hyperstatique de degré ce nombre.

On ne peut terminer cette section sans attirer 1’attention sur un point délicat a com-
prendre. Dans les faits, deux systemes d’équations sont a envisager :

* le systeme étudié jusqu’ici, ot il n’y a que les inconnues de liaison dans le membre
de gauche. Ce systeme permet de calculer le degré de statisme de la structure étu-
diée ;

e le systeme d’équations général, pour lequel on ramene dans le membre de gauche
toutes les inconnues d’actions mécaniques que 1’on souhaite déterminer en plus des
inconnues de liaison.

Degré de mobilité

Lors de I’approche dynamique, le degré de mobilité se trouve également sur le syste-
me d’équations. Il correspond au nombre d’équations superflues pour déterminer les
composantes de liaison.

Remarque

Les équations ne servant pas a la résolution ne font pas intervenir de composantes d’actions
mécaniques transmissibles par les liaisons parfaites.

On trouve m = Eg — rg et ’ensemble des propositions peut étre résumé sur la figure
ci-dessous

I colonnes

1 R Second

}IIZ

membre

De par la dualité entre les deux approches, on peut formuler la proposition : « La ou
n’existe aucune composante de liaison apparait une possibilité de mouvement. » Il
reste a remarquer que ces équations inutiles pour la détermination des composantes de
liaison ne sont pas de la forme 0 = 0, car le second membre contient toutes les com-
posantes d’actions mécaniques autres que celles de liaison.

Exemple

On reprend I’exemple développé lors de 1’approche cinématique a la page 13.

Présentation

On considere I’axe intermédiaire repéré 2 d’un réducteur a engrenages :
e il est guidé par rapport a un béti noté 1 par deux roulements a billes a contact
oblique, dont les contacts sont modélisés par des liaisons de type sphérique, de

. L - -
centres respectifs A et B, paramétrés par AB = Lx; ;

17
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* il comporte un pignon qui engréne avec un arbre moteur m au point C, localisé par
-, - -
AC=cx1+Ry;;

e il comporte également une roue dentée qui engrene avec un arbre récepteur r en un

point D localisé par AD = dx, —rz;.

On néglige la masse et I'inertie de 1’arbre 2 et le milieu environnant 2 retenu pour
I’étude comporte alors :

* lebatil;

* ]’arbre moteur noté m ;

e D’arbre récepteur noté r ;

Compréhension du probleme

On trace le graphe des liaisons de I’ensemble du réducteur pour mettre en évidence la
différence entre les inconnues de liaison a garder dans le membre de gauche et les
inconnues & passer dans le second membre.

P : Pivot
S : Sphérique
¢ : Engrenage

D’un point de vue cinématique, c’est le moteur qui impose le mouvement et serait a
déterminer une loi entrée-sortie w1 = f(wm1), en appelant wy,; et w,; les variables
cinématiques associées aux deux liaisons pivot.

Réducteur
Wmy Wr1
ﬁ

D’une point de vue dynamique, c’est le récepteur qui réclame de la puissance et serait
a déterminer une loi entrée-sortie C,, = f1(C,), en appelant C, et Cp, respectivement
les couples récepteur et moteur.

Réducteur

C, Cu
—_— —

Pour le mécanisme dans son ensemble, les actions mécaniques transmissibles dans les
engrenages sont des actions de liaison.
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L'angle B est appelé angle de pression.
Une de ses valeurs courantes est 20°.

C'est uniquement parce que I'on
souhaite écrire le systéme complet
d’équations que I'on pose ici des
composantes pour les actions
mécaniques. Ce n'est surtout pas une
habitude a prendre sans nécessité !

1.3 + Approche dynamique

Maintenant, 1’objet de I’étude est ici la seule chaine fermée 1 — 2 — 1, pour laquelle
les actions mécaniques de liaison sont uniquement au niveau des liaisons de type sphé-
rique.

S(A) S(B) S : Sphérique

Approche dynamique

On écrit les torseurs associés aux deux liaisons et on modélise par des glisseurs les
actions mécaniques transmissibles par les engrenages

_ [R(la—2) _ [R1b—2)
f(la—>2)_A{0 f(lb—>2)_B{O

_ _Em’;m _ fr’;r
F(m—2) = C{O .7-"(r—>2)_D{O

Les deux directions i, et i, sont dans le plan (y;,Z;) et on les oriente sur la figure ci-
dessous

En vue d’écrire le systeme d’équations, on pose les composantes des résultantes quel-
conques :

R(la—2) = Xa%1 + Ya¥1 + ZaZi
R(1b—2) = XpX; + Yy + ZpZ

Comme la masse et ’inertie de 2 sont négligées, on applique le théoreme de 1’équi-
libre a I’arbre 2 par rapport au repere 1 supposé galiléen et on écrit 1’équation de
moment par exemple au point A pour obtenir le systéme de six équations scalaires
recherché. Tous les termes concernant les engrenages sont passés dans le second
membre.

Xa+Xg =0
Ya+Yp =F,sinB+ F,cospf
Za+Zp = —Fy,cosB— F,sinf
0 = —RF,, cos B+ rF,cosf
—LZp =cFyucosB+dF,sing
+LYp = cFy, sin B+ dF; cos B

La recherche des degrés de mobilité et de statisme se fait & partir du systeme homoge-
ne associé.

19



Chapitre 1 » Théorie des mécanismes

20

Le systéeme est ici un systéme
homogéne.Ce n'est pas toujours le cas.
On garde par exemple les composantes
connues de pesanteur dans le membre
de droite, quand elles sont retenues.

La valeur du rang est donnée sans calcul.
Avis aux amateurs pour Vérifier...

Xa+Xp =0
Ya+Yp =0
Za+Zp =0

0 =0
—LZp =0
+LYp =0

La résolution est immédiate et on en déduit les différents résultats sans avoir besoin de
passer par I’écriture matricielle :

* en ’absence de sollicitation, les inconnues de liaison sont nulles, sauf les deux
composantes X 4 et X p qui restent indéterminées ;
* lerang rs estdonc égal a 5 ;

* le degré de statisme & est égal a 1, avec X4 ou Xp comme inconnue principale
possible ;

* le degré de mobilité m est égal a 1, avec une équation de la forme 0 = 0 pour
I’équation de moment au point A scalaire X;.

On retrouve bien évidemment les résultats de 1’approche cinématique, avec une
contrainte de montage en translation suivant X; et un mouvement possible en rotation
autour de I’axe (A,X).

Résolution

Une fois la structure analysée, le mécanicien peut avoir deux centres d’intérét :

* il souhaite déterminer la loi entrée-sortie, dans ce cas sous la forme Fy,, = f>(F}) ;

F,
ﬁ

Fm
ﬁ

e il souhaite connaitre les valeurs des composantes d’actions mécaniques de liaison
en fonction des sollicitations extérieures.

11 travaille alors avec un systeme d’équations ou toutes les inconnues sont mises dans
le membre de gauche.

XA+ XB =0
Ya+Yp—FusinB—F,cosfp =0
Zoa+Zp+ FycosB+Frsinf =0
RFy, cos B —rF,cos B =0
—LZp —cF,cosB—dF,sinff =

LYp — cFy, sin B —dFy cos B =0

C’est un systeme homogene de 6 équations a 8 inconnues, de rang égal a 6.

On peut donc exprimer six inconnues en fonction de deux inconnues principales. On
peut montrer qu’il faut prendre X4 ou Xp pour la premiere et que le choix de F;
convient pour la seconde :

e la premiere équation conserve I’indétermination mise en évidence précédemment ;
Xa+Xp=0

e les cinq dernieres équations forment un systeme de cinq équations a six inconnues
de rang égal a cinq, avec F, comme inconnue principale possible ;
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Ya+Yp—FusinB = F,cosf
Za+Zp+ Fpcos B =—F,sinf
@ RF,, cos B =rFy cos B
\ —LZp —cFyucosB =dF,sin B
\ La loi entrée-sortie pouvait étre _ . _
déterminée directement. Elle est issue LYp —cFpsin p =dFy cos p
de I'équation scalaire qui évite les
inconnues de liaison ! ° parmi ces cinq équations, la troisieme fournit la loi entrée-sortie.

== 1.4 Approche globale

Les deux sections précédentes ont permis de définir et de caractériser les degrés de
mobilité et de statisme d’un mécanisme :

* lors d’une approche cinématique ;

m =1I.—re

h =E.—r.
e lors d’une approche dynamique.

h =1 —ry

m =E;—rg

Quelle que soit I’approche, on soustrait les deux équations membre & membre et on
trouve

m—h=1I1.—E.=Es; —r;

Indice de mobilité

La différence entre les degrés de mobilité et de statisme est égal a 1’indice de mobili-
té d’un mécanisme.

On appelle approche globale le raisonnement que 1’on peut mener a partir de I’in-
dice de mobilité.

L’indice de mobilité se calcule a partir des nombres d’inconnues et d’équations, et
s’interprete avec les degrés de mobilité et de statisme. Le raisonnement a mener débu-
te a ’aide de I’équation et des deux inégalités suivantes

Les auteurs privilégient en toute
! privilegient en m—h=1.—E,
circonstance I'approche cinématique !

m =0

h>0

Les deux situations les plus parlantes sont celles pour lesquelles 1’indice de mobilité
n’est pas nul :

* un indice de mobilité positif incite a imaginer des mouvements ;

* un indice de mobilité négatif incite a chercher des contraintes de montage ;

* un indice de mobilité nul ne donne aucune indication immédiate.

1.41 Synthese des propositions

Les différentes propositions énoncées jusqu’ici dans ce chapitre sont disposées dans le
tableau ci-apres
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Cetableau contient les expressions et les
formules a connaitre !

1.4.2

L'approche énergétique est abordée dans
le chapitre consacré a la dynamique.

1.4.3

Nb. pieces Np

Nb. liaisons Ny

Nb. cycles u=Nr—Np+1

Nb. mouvements Np —1

Nb. équations scalaires E.=6u E; =6(Np—1)

Nb. inconnues scalaires 1. I

Rang e Is

Indice de mobilité I. — E, E;, — I

Degré de mobilité m=1.—r; m=E;—r;

Degré de statisme h=E,—r. h=1I —r;

Approche globale m—-h=I—-E m-h=E;—I

Approche Approche

cinématique dynamique

Quelle approche privilégier ?

Toute étude commence par une approche globale. En effet, il est inutile de se lancer
dans des calculs qui deviennent trés rapidement complexes pour déboucher sur des
conclusions triviales. Par ailleurs, il n’est pas inutile d’avoir une idée préliminaire de
ce vers quoi on tend :

pour une recherche des degrés de mobilité et de statisme, 1’approche cinématique

est a privilégier, et ce pour deux raisons :

— les grandeurs manipulées sont observables et mesurables ;

—le nombre d’équations a traiter est en général bien inférieur a celui obtenu par
I’approche dynamique.

pour une recherche de la loi entrée-sortie d’un point de vue dynamique, I’approche
énergétique est a privilégier. Le théoréme de 1’énergie cinétique donne un résultat
immédiat.

I’approche dynamique enfin est a mener lorsque I’on cherche a dimensionner les
composants d’un mécanisme. Il est alors seulement nécessaire de connaitre les tor-
seurs d’actions mécaniques transmissibles par les liaisons.

Les qualités d'une approche globale

Une approche globale présente I’immense intérét d’étre rapide et sans calcul prélimi-
naire, ce que 1’on illustre immédiatement sur un exemple.

Exemple

La structure que 1’on se propose d’étudier est le modele cinématique d’une pompe
a pistons axiaux. Un moteur entraine le rotation de 1’arbre 1. Le débit est généré
par la translation rectiligne alternative de cinq pistons 3 par rapport au bati 0. Le
schéma cinématique donné ne présente qu’un seul des cinqg pistons régulierement
répartis autour de 1’axe de rotation de 1’arbre moteur 1.



\ Méme si on a du mal a imaginer les
mouvements, on est sir qu'ils sont
possibles !

1.4.4

l9  Sans écrire le systeme d'équations, seule
/ la recherche des invariants permet de
’ mettre en avant les différences. Mais
dans ce cas, leur exploitation reléve d'un
travail d'imagination, ce qui ne donne

pas de certitudes !

1.4 « Approche globale

Pompe

/< 3 5 | Piston

T : X0 2 | 1 | Plateau
A B 1 1 | Arbre

—_— 0 1 | Bati

I \— U A | Rep | Nb | Désignation
3

La lecture et le décodage du schéma cinématique permettent 1’élaboration du
graphe des liaisons correspondant

P(Dte) : Pivotd’axe (Dte )

PG (Dte ) : Pivot glissant d’axe (Dte )
S(Pt) : Sphére de centre (Pt)
P(Vec) : Plande normale (Vec)

PG (C,x0) S(C)P(x2)

Ce graphe comporte une chaine fermée de solides, ce qui permet de dénombrer les
équations scalaires disponibles

E.=6

Le décompte du nombre d’inconnues donne

I. =9

On en déduit la valeur de I’indice de mobilité
I.— E. =3

On interprete I’indice de mobilité a partir des degrés de mobilité et de statisme, a
savoirm — h = I, — E., et on en déduit

m—h=3
m>=3
h>0

Sans faire aucun calcul supplémentaire, on est sollicité pour imaginer au moins
trois mouvements indépendants au sein de cette structure.

Les limites d'une approche globale

11 est acquis que toute analyse commence par une approche globale. Mais il ne faut pas
oublier pour autant que cette derniere ne donne qu’un indice et que seul le systéme
d’équations donne des certitudes.

On donne ci-dessous I’exemple de trois structures admettant exactement le méme
graphe des liaisons, et pour lesquelles les conclusions divergent.

23
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La liaison sphérique autorise les trois
rotations entre 2 et 3,iln'y adoncaucune
contrainte d'orientation a rechercher.

1
P(A,x7)
P(Dte) : Pivot d’axe (Dte )
PG(D,x1) 2 PG (Dte ) : Pivot glissant d’axe (Dte )
S(Pt) . Spherique de centre (Pt)
S(C)
3

On calcule un indice de mobilité nul, ce qui induit la proposition la moins significati-
ve :

m—h=20

m=0

h>0

Soit la structure est rigide et isostatique, soit elle admet m mouvements et est hyper-
statique d’autant.

Premiere disposition

L’étude des sommets met en évidence les propriétés géométriques propres a chacun
des solides :

e sur le bati 1 sont définies deux droites confondues, & savoir (A, X1) et (Dy, X1) ;
* on trouve sur I’arbre 2 le point C, sur une demi-droite (A, X) ;

* on trouve sur ’arbre 3 le point C3 sur une droite (D3, X3).

On arrive a imaginer les deux rotations indépendantes des arbres d’entrée et de sortie
par rapport au bati. La structure semble alors hyperstatique de degré 2, ce que I’on
interprete ainsi : On imagine la liaison sphérique démontée, et on utilise les degrés de
liberté de la chaine ouverte 2 — 1 — 3 pour chercher a confondre les points C, et Cs :
* la translation de 3 par rapport 4 1 suivant X; est possible ;

* les deux contraintes sont en translation suivant y; et z;.

Deuxieme disposition




™

Il n'est envisagé que des valeurs pour
lesquelles I'intersection est possible
Ry—R3; <Ly <R)+R3

1.4 « Approche globale

Deux différences sont a observer par rapport a la disposition précédente :

e le point C; n’est plus sur la demi-droite (A, X»), il existe maintenant un premier
invariant explicite, la distance R, du point a la droite ;

* le point C3 n’est plus sur la droite (D3, X3), mais a une distante Rz, deuxiéme inva-
riant explicite mis en évidence.

Les deux droites du bati étant confondues, il est nécessaire que les rayons R, et R3
soient égaux pour assurer la coincidence des points C, et C3. Pour imaginer cela, on
considere a nouveau la chaine ouverte 3 — 1 — 2 avec la liaison sphérique démontée :

* la translation autorisée par la liaison pivot glissant permet d’amener le point Cj
dans un plan perpendiculaire aux axes de rotation contenant le point C; ;

* la rotation autorisée par la liaison pivot ou par la liaison pivot glissant permet
d’amener les deux points sur un méme rayon ;

* aucune possibilité de mouvement ne permet de rapprocher les deux points suivant
le rayon ou on les a placés.

Cette agencement n’autorise plus qu’un seul mouvement, la rotation de I’ensemble
{2, 3} par rapport au bati, et est hyperstatique de degré 1.

Troisieme disposition

Les deux droites du bati ne sont dans ce cas plus confondues, mais paralleles et sépa-
rées d’une distante L;. On se place dans un plan parallele a (y1,Z1) pour constater qu’il
n’y a plus aucune contrainte sur les longueurs. Dans ce cas, on peut montrer que la
structure est effectivement isostatique et rigide.

21
A ¢ .
Y1
R
A D
Z
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mmmme 1.5 Faut-il I'isostatisme ?

Pour montrer la plus grande rigidité
d’une structure hyperstatique, il est
nécessaire de mettre en ceuvre des
outils issus de la résistance des
matériaux.

On termine ce chapitre en éveillant le lecteur aux qualités respectives de 1’isostatisme
et de I’hyperstatisme :

* pour une fonction mécanique souhaitée, une structure isostatique est plus écono-
mique qu’une structure hyperstatique ;

* une structure hyperstatique est plus rigide qu’une structure isostatique.

En effet, les contraintes géométriques mises en évidence dans le cas de 1’hyperstatis-
me induisent soit une qualité de fabrication plus grande, soit la mise en place de
réglages sur le mécanisme. On sait tout a fait réaliser et 1’un, et I’autre, mais cela a un
cott. En conclusion, on peut dire que 1’hyperstatisme est un choix réfléchi qu’il est
nécessaire de financer quand les criteres de performances ne sont pas atteints avec une
structure équivalente isostatique.

Chercher a rendre une structure isostatique est une activité qui sollicite I’imagination
et que I’on illustre sur un exemple.

Exemple

On reprend le mécanisme de levage proposé a la page 4, lequel présente un indice
de mobilité nul. On souhaite rendre sa structure isostatique, sachant que 1’on ne
peut pas toucher a toutes les liaisons :

e la liaison pivot entre la benne 2 et le chassis 1 doit rester robuste ;
* Dactionneur reste le vérin proposé.

Il est nécessaire d’ajouter des degrés de liberté au niveau des accroches du vérin.
On propose ainsi une liaison sphérique entre la tige 3 et le chassis 1 a la place de
la liaison pivot initiale.
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PG(CB)
3
S(C)

Synthese

PG (B,x>)

P | Pivot d’axe (Dte )
2 PG | Pivot glissant d’axe (Dte )
S | Sphérique de centre (Pt)

P(A,xy)

On a ajouté deux degrés de liberté au sein de la structure, pour passer d’un indice
de mobilité nul a un indice de mobilité égal a deux.

m—h=2
m>2
h>0

Il y a au moins deux mouvements indépendants & imaginer ..
On peut poursuivre ce travail de réflexion en utilisant les degres de liberté de la
chaine ouverte 1 — 2 — 4 — 3 pour essayer de confondre les points C; et C3. Cela
semble possible et on peut supposer la structure isostatique.

Savoirs
Je sais définir les mots ou expressions :

° sommets et arcs d’un graphe ;
° cycle;

® paramétrer ;

® variables et invariants ;

*  mobilité ;

* indice de mobilité ;

® degré de mobilité ;

® degré de statisme ;

Savoir-faire

Je sais :

° isotatisme et hyperstatisme ;

® approche globale.

Je connais :
® les liaisons usuelles sous leurs aspects géomé-
trique, cinématique et dynamique ;

* la différence entre une approche cinématique et
une approche dynamique ;

* la représentation matricielle d’un systeme d’équa-
tions.

® tracer un graphe de structure sans que les arcs ne se croisent ;

® dénombrer les cycles ;

® paramétrer un mécanisme ;

® déterminer I’indice de mobilité attaché a une structure ;

® proposer des minorants pour les degrés de mobilité et de statisme.
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1.1 Un espace a six degrés de liberté

L’espace géométrique dans lequel évoluent les objets est
de dimension 3. La position d’un point dans cet espace est
ainsi caractérisée par trois coordonnées. Un solide est un
ensemble infini de points et une question se pose :

« Combien faut-il de parametres scalaires indépendants
pour définir la position d’un solide dans 1’espace ? »
Répondre a la question précédente par une approche géo-
métrique, a partir de la définition d’un solide indéfor-
mable.

1.2 Forme des systemes d’équations

On considére un mécanisme comportant une structure
mobile et isostatique.

1. Donner la forme du systeme d’équations obtenu par une
approche cinématique.

2. Recommencer pour une approche dynamique.
-
1.3 Systeme vis-écrou

On se propose d’analyser un systeme de transformation de
mouvement utilisant I’association d’une vis et d’un écrou.

1
i
A
2 3
A — NG
X1

Ce mécanisme comporte trois solides :
* un support 1, auquel on associe un repére (A, X1, ¥, 21) ;

e un écrou 3, guidé en translation rectiligne par rapport au
support par une glissiére de direction X; ;

* une vis 2, en liaison pivot d’axe (A, X;) avec le support
et en liaison hélicoidale de méme axe avec 1’écrou.

1. Paramétrer ce mécanisme.

2. Un moteur entraine la vis par rapport au support et
I’écrou est accroché a un récepteur. Déterminer la loi
entrée-sortie.

3. On souhaite un déplacement suivant +x; du récepteur
lors de la rotation positive du moteur. Déterminer le sens a

imposer a I’hélice de la liaison hélicoidale.

4. Evaluer le degré de statisme de cette structure.

1.4 Un raccourci un peu trop rapide ?

En parcourant un livre de mécanique, un étudiant découvre
un énoncé qui commence ainsi :

« Beaucoup de mécanismes s’appuient sur un triangle
déformable. On se propose d’aborder cette structure a par-
tir de I’exemple proposé ci-dessous.

A

Ce mécanisme est composé de trois solides :
* un bati 1 auquel on associe un repere (A, X, yi, z1). On

pose AB = b5 s
* un bras moteur 2, en liaison pivot d’axe (A, Z;) avec le
bati 1 :
— on lui associe un repere (A, X2, ¥, 22) tel que Zo = 7,
et la rotation possible est paramétrée par I’angle o ;
— on définit le point C par AC =i
* un bras récepteur 3, en liaison pivot d’axe (B, Z;) avec le
bati 1 :
— on lui associe un repere (C, X3, y3, 23) tel que 23 = 7,
et la rotation possible est paramétrée par I’angle S ;
—1il est aussi en liaison sphere cylindre de centre C et
d’axe (B, X3) avec le bras 2, et on pose § = (X5, X3) et
B—C) =X )?3.
Le probleme ainsi posé comporte quatre parametres
dépendant du temps : «, B, § et x »

L objectif de cet exercice est de comprendre cette derniere
affirmation.

1. Réaliser le graphe de liaison du mécanisme et dénom-
brer les inconnues cinématiques. Ce dernier nombre est-il
compatible avec la donnée de quatre parametres géomé-
triques dépendant du temps ?

—
2. Que représente le vecteur BC ?
3. Définir les torseurs cinématiques associés aux liaisons.

4. Justifier I’angle § posé sur le schéma cinématique entre
les vecteurs X, et X3 et conclure.
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1.5 Pompe Rv2

On s’intéresse a la pompe Rv2, extraite du groupe hydrau-
lique V2H40 développé par la société LECOMBLE ET
Scamitt. C’est une pompe volumétrique a cylindrée
variable, construite autour d’un barillet tournant a six pis-

tons axiaux.

Ecorché de la pompe.

Ce mécanisme est modélisé par un ensemble de quatre
solides lorsque 1’on ne tient compte que d’un seul piston :

Y1 y2
C
O
0 x
K—d
A — -
= 7
\2
i/ 1
|1
+
B
Z

« le bati 1, auquel est associé le repére (A, Xy, ¥, 21), sur
lequel on définit un point B caractérisé par AB=—R V1.
* le barillet 2, en liaison pivot d’axe (A, X;) avec le bati :
— une base (X,, y», Z2) est attachée a 2, telle que X, = X;
et on pose @ = (¥, ) ;
—on définit sur ce barillet un point D, tel que
. .
AD = Ryz.
* un plateau 4, en liaison pivot d’axe (B, Z;) avec le bati ;
« un des pistons 3, en liaison pivot glissant d’axe (D, X3)
avec le barillet 2 :

—on pose un point C dorila position par rapport au
barillet est exprimée par DC = AX3.

— ce piston 3 est également lié au plateau 4 par une liai-
son sphere-plan de centre C et de normale Xy.

Exercices d'application

On s’intéresse au statisme de cette structure.
1. Calculer I’indice de mobilité de cette structure.
2. Formuler un avis sur son statisme.

3. Enoncer les caractéristiques géométriques propres a
chacun des solides.

4. Déterminer la loi entrée-sortie de la pompe.

Pompe Rv2
aﬁ ﬂ.
6 >
—_—

1.6 Pompe de préparation
On considere le schéma cinématique de la pompe de pré-
paration d’un systeme de dialyse. La rotation de 1’arbre

moteur 2 est transformée en translation rectiligne alternati-
ve du piston 3 sans piece intermédiaire.

21

Schéma cinématique de la pompe de préparation
Photos et références complémentaires disponibles
sur www.jdotec.net.

Ce mécanisme comporte trois ensembles solides :

* Le bati 1, auquel est associé le repére (A, X1, y;, Z1). On
définit dans le plan (A, ¥y, Z;) la droite (A, w;) orientée
par ’angle 8 = (Z;, w).

* ’arbre moteur 2, en liaison pivot d’axe (A, ;) avec le
bati. Une base (X2, ¥,, Z) est attachée 42 tel que 7, = 7,
et on pose @ = (X1, X»). Enfin, on définit sur cet arbre un

point C, situé a la distance r de I’axe de rotation, dont le
projeté orthogonal sur I’axe de rotation est noté K.

* Le piston 3, en liaison pivot glissant d’axe (A, w;) avec
le bati 1. Ce piston 3 est également li€ & 1’arbre 2par une
liaison sphere-cylindre de centre C et d’axe sécant au
point B et perpendiculaire avec 1’axe de la liaison pivot
glissant.
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1. Calculer I’indice de mobilité de cette structure.
2. Formuler un avis sur son statisme.

3. Rechercher les invariants géométriques et énoncer les

caractéristiques géométriques propres a chacun des
solides.

4. Proposer I’épure d’un schéma cinématique dans le plan
(A, y1, Z1) dans les deux cas suivants :

* les points A et K sont confondus ;

¢ les points A et K sont disjoints.

1.7 Ponceuse portative vibrante

On considere une ponceuse portative vibrante dont le fonc-
tionnement est modélisé par le schéma cinématique ci-
dessous. La rotation continue a 3000 tr/mn de 1’arbre
moteur 2 par rapport au bati 1 est transformée en rotation
alternative du patin 4 par rapport a 1.

Ce mécanisme est composé de quatre ensembles solides :
* le bati 1, auquel on associe un repere (A, X1, V1, 21) ;

« le patin 4, en liaison pivot d’axe (A, Z;) avec le bati 1.
On lui associe un repére (A, X4, Y4, Z;) €t on pose
6 = (X1, X4). Sur cet arbre est définie une droite (B, Z4)
parallele & la droite (A, Z;) et distante d’une valeur
notée L ;

* I’arbre moteur 2, en liaison pivot d’axe (A,y;) avec le
bati. On lui associe un repére (A,X,,y1,Z2) €t on pose
a = (X1,X,). Sur cet arbre est définie une droite (B, )
parallele a la droite (A,y;) et excentrée d’une valeur
notée e.

On constate la valeur de I’excentration e petite devant la
longueur du bras L :

e KL

* un piston 3, en liaison pivot glissant d’axe (B,y;) avec
I’arbre moteur et en liaison pivot glissant d’axe (B,Z;)
avec le patin ;

1. Tracer le graphe des liaisons et déterminer 1’indice de
mobilité de la structure proposée.

2. Sachant que le modele cinématique est proposé a partir
d’un outillage électro-portatif qui fonctionne, que peut-on
dire du degré de statisme du mécanisme ?

3. Suite a un inventaire des invariants géométriques, préci-
ser sur quels solides sont définis les points A et B. En

2 o “ L, . —
déduire deux manicres de décrire le vecteur AB.

4. Ecrire les torseurs cinématiques associés aux différentes
liaisons.

5. Calculer les degrés de mobilité et de statisme.

6. Déduire du travail précédent la loi entrée-sortie
f6,6,d a)=0.

1.8 Robot TRIPTERON

On considere le robot schématisé ci-dessous. Il présente
une architecture originale pour gérer de maniere indépen-
dante les trois translations d’un poignet 11 par rapport au
bati 1.

« Les recherches théoriques permettent souvent de faire
des découvertes fascinantes. C’est le cas pour le
TRIPTERON, un mécanisme parallele a translations a
3 DDL. Le prototype a d’abord vu le jour a travers les for-
mules mathématiques et la théorie des visseurs. Robot
unique et breveté, il permet de réaliser des déplacements
linéaires dans toutes les directions. C’est en fait 1’équiva-
lent des robots cartésiens sériels. Mais, puisqu’il est paral-
Iele, il possede de nombreux autres avantages, notamment
le positionnement des actionneurs sur la base, qui allege la
partie mobile et permet ainsi des mouvements rapides et
une réduction du gauchissement. » (Extrait de
http://robot.gmc.ulaval.ca/fr/recherche/themel04.html —
Université Laval)

Ce robot comporte ainsi trois actionneurs linéaires attachés
au bati. On se propose d’imaginer quelques caractéris-
tiques.
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1. Tracer le graphe de structure de ce robot et associer a
chaque arc une liaison, soit de type pivot, soit de type
glissiere.

2. Calculer I’indice de mobilité associé a la structure.

1.9 Train épicycloidal
La figure ci-dessous propose le schéma cinématique d’un

train épicycloidal simple sous sa forme la plus générale.
Ce mécanisme comprend :

e un bati 0 ;

* un planétaire 1 ;

* un porte satellite 2 ;
* une couronne 3 ;

e un ou plusieurs satellites 4, répartis régulierement sur le
porte-satellite.

f\‘ T
_\.

=y | Ll
o | ll

77
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1. Déterminer le nombre de degrés de liberté nécessaires au
niveau du contact entre les pignons pour avoir une structu-
re isostatique dans le cas d’un train épicycloidal compor-
tant un seul satellite.

2. Généralement, un tel mécanisme comporte trois satel-
lites montés en étoile sur le porte-satellites.

()
<

Montrer que la structure est alors hyperstatique.

Exercices d'approfondissement

3. Imaginer le mouvement du poignet 11 par rapport au
bati, lorsque 1’on pilote le seul actionneur 2.
4. Expliquer alors le role de chacun des actionneurs.

5. Emettre un avis sur le statisme de ce modgle.

1.10 Bielle-manivelle

Les mécanismes de transformation de mouvements basés
sur une architecture bielle-manivelle sont trés nombreux.
La figure ci-dessous propose un schéma cinématique de
son principe de fonctionnement, semblable a celui
construit a la section 1.1.4

Schéma cinématique d’un systeme bielle-manivelle.

Ce mécanisme est composé de quatre ensembles :
eun bati repéré 1, auquel on associe un repere
(0, x1, y1, 21) 3
* une manivelle, repérée 2, en liaison pivot d’axe (O, Z1)
avec le bati :
—un repere (O, X,, ¥», Z2) lui est associé en choisissant
22 =215
— on pose I'angle « = (X1, X5) ;
L . e = =
— on considere un point A caractérisé par OA = Rx;.
*un piston, repéré 4, en liaison pivot glissant d’axe
(0, X,) avec le bati :
. .. , . — -
— on exprime la position d’un point B par OB = Ax;.
* une bielle repérée 3, en liaison pivot d’axe (A, Z,) avec
la manivelle, et en liaison pivot d’axe (B, Z3) avec le pis-
ton 4 :

— .
—on pose AB = Lx; et on constate L > R.
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L objectif de cette étude est d’analyser la structure afin de
la faire évoluer.

1. Calculer et interpréter 1’indice de mobilité de ce méca-
nisme.

2. Proposer si nécessaire des modifications pour que I’en-
semble soit isostatique.

Cette structure est fréquemment utilisée avec la rotation de
2 par rapport a2 1 en mouvement d’entrée et la translation
de 4 par rapport a 1 en mouvement de sortie.

BIELLE-MANIVELLE

w21 Uqy

C’est pourquoi on garde pour la suite les modeles de liai-
son correspondant a ces deux mouvements.

Parmi les propositions faites en réponse a la question pré-
cédente, on choisit celle pour laquelle on remplace la liai-
son pivot entre la bielle 2 et la manivelle 3 par une liaison
sphérique de centre A.

3. Paramétrer le mécanisme avec cette nouvelle configura-
tion.

4. Tracer le schéma cinématique correspondant dans le
plan (O, X1, y1).

5. Calculer les degrés de mobilité et de statisme.

6. Conclure quant a la pertinence de cette proposition.

1.11 Pompe a excentrique

On s’intéresse a I’architecture d’une pompe volumétrique
a excentrique schématisée ci-dessous. La rotation continue
de I’arbre 2 est transformée en translation rectiligne alter-
native du piston 3, ces deux mouvements étant définis par
rapport au bati 1.

2 a

Schéma cinématique d’une pompe volumétrique
a excentrique

Ce mécanisme comporte trois pieces :
» le bati 1, auquel on attache un repere (A, X;, ¥, Z1) ;
e une came 2, cylindrique de révolution de rayon R, en
liaison pivot d’axe (A, Z;) avec le bati 1 :
— on lui associe un repere (A, X, Y2, Z2) en choisissant
7, = Z; et on définit ’angle o = (¥}, ¥,) ;
— on pose un point C caractérisé par AC = ey, de telle
sorte que la droite (C, Z,) matérialise 1’axe de révolu-
tion de cette came.

* un coulisseau 3, en liaison pivot glissant d’axe (A4, ¥;)
avec le bati 1 :
g A —= =
— on pose un point B caractérisé par AB = Ay, ;
— on associe 2 ce coulisseau un repere (B, X3, ¥3, Z3) en
choisissant y; = y; et on définit I’angle y = (¥;, X3) ;
— un plan de normale y; est en contact 4 chaque instant
avec la came 2.

1. Emettre un avis sur le statisme de cette structure.

2. Paramétrer ce mécanisme.

3. Calculer et interpréter les degrés de mobilité et de sta-
tisme.

On considere maintenant sur le piston 3 1’axe de la liaison
pivot glissant non perpendiculaire au plan de la liaison
cylindre-plan :

* on conserve le vecteur y; orientant ’axe de la liaison
pivot glissant ;

* 0n pose un vecteur v; orientant la normale au plan, tel
que §3 A U3 # 0.

4. Modifier le paramétrage précédent en conséquence.

5. Calculer et interpréter les nouveaux degrés de mobilité
et de statisme.

6. Proposer un schéma de cette configuration dans le plan
(A.X1,5).



Soit un solide S, ensemble de points P; deux a deux équidis-
tants au cours du temps, et R un repere attaché a un autre
solide.

* Pour définir la position d’un point P; dans R, il faut et il
suffit de trois parametres scalaires, appelés coordonnées du
point P; dans R ;

X1
Pr|n
R|z;

» Définir la position d’un deuxiéme point P,, différent de P,
ajoute trois parametres scalaires, a savoir ses trois coordon-
nées.

X1 X2
Py (n Py |y
R|z4 R|z,

Les deux points P; et P, restent équidistants au cours du
temps, ce qui induit une relation scalaire de dépendance
entre ces Six parametres.

(2 —x)*+ (02— y)*+ (@2 — 1)’ =dj,

» Définir la position d’un troisiéme point P5 ajoute ses trois
coordonnées et on obtient au total neuf parametres.

X1 X2 X3
P n P, |y Py |y
R|z; R|z, R|z3

Ajouter ce troisieme point introduit deux nouvelles
relations de dépendance lorsque ces trois points ne sont pas
alignés

(2 = x>+ (2 — y)? + (22 — 21)? = dby
(3 —x1)*+ (3 — y1)* + (@3 — 21)? = db
(3 = %22+ (3 — )2 + (23 — 22)* = d223

* Définir la position d’un quatrieme point P, ajoute égale-
ment ses trois coordonnées, ainsi que trois relations de
dépendance, donc aucun parametre supplémentaire.

En conclusion, la mise en position d’un solide S par rapport
a un repere R nécessite la donnée de six parametres scalaires
indépendants.

On peut mener en complément I’approche cinématique cor-
respondant au raisonnement géométrique mené :

* un solide libre de tout mouvement possede six degrés de
liberté par rapport au repere de référence ;

» fixer la position d’un point en annule trois et il ne subsiste
que les trois rotations autour de ce point ;

* fixer la position d’un deuxieme point différent du premier
annule deux rotations et il ne subsiste que la rotation du
solide autour de la droite joignant ces deux points ;

* la derniére rotation est annulée en fixant la position d’un
troisieme point pris en dehors de la droite précédente.

A propos des relations de dépendance

On constate que considérer un cinquieéme point introduit trois
nouveaux parametres, ainsi que quatre relations de dépen-
dance. Ce qui tend a montrer que les relations de dépendance
ne sont plus indépendantes !

Un mécanisme mobile et isostatique admet un degré de mobi-
lité m strictement positif et un degré de statisme /2 nul.

1. Lors de I’approche cinématique, on constate alors plus
d’inconnues que d’équations, et le rang du systeme d’équa-
tions est égal au nombre d’équations.

I . colonnes
———

S~~~ 0
T m :

E . lignes ¢ =

2. Concernant 1’approche dynamique, on constate plus
d’équations que d’inconnues et le rang est égal au nombre
d’inconnues.

I, colonne

Second

E lignes =
membre

P | Pivot d’axe (Dte)

G | Glissiere suivant (Vec)

H | Hélicoidale d’axe (Dte)
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On écrit les trois torseurs cinématiques pour poser les trois
variables cinématiques

V(2/1) =A{g’?]

0
V@3/1) = {)-\}1
V(2/3) = {‘”231‘1
A Ur3X1, aveC Uz = p w3

L’analyse des sommets permet de faire ressortir les proprié-
tés géométriques propres a cette structure :

* la vis 2 comporte deux droites confondues et une hélice de
pasp;

e sur le bati 1 sont définies une droite et une direction paral-
leles ;

e ’écrou 3 comporte également une droite et une direction
paralleles, ainsi qu’une hélice de pas p.

Le pas de I’hélice est la seule valeur non nulle caractéristique

de la géométrie du mécanisme.

2. La loi entrée-sortie cherchée intéresse deux des trois incon-
nues cinématiques

Vis-Ecrou

La composition des mouvements sur la chaine fermée donne
quatre équations scalaires de la forme 0 = 0 et deux équa-
tions non nulles :

« équation des résultantes scalaire X; ;
a — w3 = 0
* équation des moments au point A scalaire X;.
).\‘ + P w3 = 0
On élimine I’inconnue indésirable pour écrire finalement
A=— pa

3. On souhaite A >0 pour & = 0, il est donc nécessaire
d’utiliser une hélice a gauche pour la liaison hélicoidale. On
rapelle qu’une hélice a gauche admet un pas négatif p < 0.

4. Les calculs effectués a la question 2 permettent de

répondre avec certitude :

e on dispose de six équations pour trois inconnues, donc la
structure admet un indice de mobilité I, — E. =3 ;

e quatre équations sont de la forme 0 = 0, donc le rang est
inférieur ou égal a 2 et la structure admet au moins un degré
de mobilité ;

* les deux équations écrites permettent d’affirmer que le rang
vaut r. =2 et on peut donner les valeurs des degrés de
mobilité et de statisme.

m=1
h=4

En conclusion, la structure est hyperstatique de degré 4.

1. Le mécanisme comporte une chaine fermée de trois solides

2
P(A7ZI)

P | Pivot d’axe (Dte)

S(C)C(B,x3) S | Sphere de centre (Pt)
C | Cylindre d’axe (Dte)

P(B,z1)

On compte six inconnues scalaires lors d’une approche ciné-
matique. L’énoncé parle de quatre parametres géométriques
dépendant du temps. La seule interprétation possible est la
présence non démontrée de deux inconnues cinématiques
nulles.

On note au passage que la composition des mouvements sur
la chaine fermée de solides 1 —2 —3 — 1 donne six équa-
tions scalaires pour les six inconnues scalaires comptées.
L’indice de mobilité de cette structure est nulle.

I.—E.=0
S’il existe un ou plusieurs mouvements possibles, la structu-
re est hyperstatique de degré au moins 1.
2. Une rapide recherche des invariants géométriques permet
de répondre a la question :

e sur le bati 1 sont définies au moins deux droites paralleles,
distantes de la longueur b ;

* sur le bras moteur 2 sont définis une demi-droite et le point
nommé C, distant du rayon c ;

* on trouve sur le bras récepteur 3 deux droites sécantes au
point B et perpendiculaires.

Le point C est immobile sur le bras moteur, le point B immo-

g p g N 9..q Y
bile sur le bras récepteur. On interprete ainsi le vecteur BC
comme un vecteur position du point C dans le mouvement
2/3.

3. On pose les trois torseurs cinématiques, en exploitant le

o A >
vecteur position BC = x x3 pour le mouvement 2/3.

-

_ ez _ [B%
V(Z/l)_A{O V(3/1)_B{O
Q(2/3
VQ/3) = {.f/)
Clxx
B—CZ:)C)_CB
q2 )?] _.3 _‘1
X2 3
e B
L X1 L = X1
1= 22 71 =23

4. On utilise deux des six équations de fermeture cinématique
a disposition :
« équation de résultante scalaire X; ;

Q(2/3).% =0



« équation de résultante scalaire y;.

©(2/3).5, =0
On en déduit que la seule composante non nulle du vecteur
rotation 52(2/ 3) est suivant le vecteur Z; et on pose alors
©2/3) =87,

—
—

2 3
02
10 -
= X3
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Le probleme admettait a la premiere analyse six équations
pour six inconnues, il reste apreés une résolution partielle
quatre équations pour quatre inconnues cinématiques, donc
quatre parametres géométriques dépendants du temps.

1. La lecture du schéma cinématique permet 1’élaboration du
graphe des liaisons correspondant

P(Dte ) : Pivot d’axe (Dte )
PG(Dte ) : Pivot glissant d’axe (Dre )
S(Pt)P(Vec) : Sphere de centre (Pt)

. Plan de normale (Vec)

Ce graphe comporte une chaine fermée composée de 4
solides et de 4 liaisons pour un total de 9 degrés de liberté.
Une approche cinématique globale met en évidence un indi-
ce de mobilité égal a 3.

Ic—Ec=9-6=3

2. Comme !’indice de mobilité /¢ — Ec s’interpréte comme
la différence des degrés de mobilité et de statisme m — h, on
peut proposer comme inégalité

m =0 =>{m=3
h>0 h=>0

Ce mécanisme admet au moins trois mouvements indépen-
dants, que I’on essaie d’imaginer :

« la rotation du seul piston 3, autour de ’axe (C, X3), toutes
les autres picces étant immobiles par rapport au bati ;

* la rotation du plateau 4 par rapport au bati 1, entrainant la
translation du piston 3 par rapport au barillet 2 alors que le
barillet reste immobile par rapport au bati ;

e la transformation du mouvement correspondant a la loi
entrée-sortie, le plateau 4 restant immobile par rapport au
bati.

On n’imagine pas de contrainte lors de 1’assemblage de cette

chaine fermée, notamment au niveau de la liaison sphere-

plan. On peut parier en conséquence sur une structure isosta-
tique.

3. L’analyse des sommets du graphe et les données de 1’énon-
cé permettent de faire émerger les caractéristiques géomé-
triques propres a chacun des solides :

* sur le piston 3 est défini un point sur une droite ;

c

e sur le barillet 2 sont définies une demi-droite et une droite
paralleles ;

D

X~
A

\-FZ

== 2 q P e 8.5
le rayon R = ||AD]|| est un invariant géométrique explicite
sur le barillet 2.

* sur le bati sont définies deux demi-droites perpendiculaires
et distantes de R.

—

Y1

* sur le plateau sont définies une demi-droite et une direction
perpendiculaires.

11 existe ainsi deux rayons R différents, I’un défini sur le bati,
I’autre sur le barillet.

4. Pour déterminer la loi entrée-sortie demandée, on écrit les
quatre torseurs pour poser les variables cinématiques

_ (e
ve/m=,1;
_ e
V4/1) = 315
_ w3 X3
ve/2) = C | ix;
Q(3/4)
4) = = - .
VG4 V(C, 3/4), avec V(C, 3/4).x, =0
H A ya M
V2 X4
a 0
S S Y1 N ﬁ—l" X1
X1 = X2 21 = 24

Lors du fonctionnement, 1’angle 6 ne varie plus une fois réglé,

la variable € est donc nulle 2 chaque instant. Il s’agit alors
d’éviter six inconnues sur les huit qui restent, ce qui est obte-
nu en écrivant la composition des vecteurs vitesse au point C
scalaire X

((X)_C’l VAN A_)C) .)?4 +)\.)_C’z)_é4 =0

Au vu des propriétés géométriques énoncées :
« les vecteurs X3 et X; sont a chaque instant égaux ;

)»)?3.)?4 = )»)?1.)?4 = A cos 6
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ele calcul du produit mixte se fait

AC = Ry, + A¥s.

en posant

o (X4, X1, Rys +A%3) = aR (xq, X1, Y2)

= —&R sin 921.}2

= —aR sin 0 sin o

On trouve en définitive comme expression de la loi entrée-
sortie

A = &R tan 0 sin «

1. La lecture du schéma cinématique permet I’élaboration du
graphe des liaisons correspondant

2

L (A’Z l) P(D[(? ) Pivot d’axe (Dre )
= PG(Dte) Pivot glissant d’axe (Dre )
1 S(C)C(B7 ¥3) S(Pt)C(Dte) Sphere de centre (Pt )

Cylindre d’axe (Dre )

3

Ce graphe comporte une chaine fermée de solides pour un
total de sept degrés de liberté. Une approche globale cinéma-
tique permet de trouver alors un indice de mobilité égal a 1.

Ic—Ec=7—-6=1

2. Comme I’indice de mobilité /¢ — Ec s’interpréte comme
la différence des degrés de mobilité et de statisme m — h, on
peut proposer comme inégalité

m—h=1 m—h=1
m =0 =>1m=1
h>0 h>=0

Cette structure admet au moins un degré de mobilité. De plus,
en immobilisant I’arbre d’entrée par rapport au bati, il est dif-
ficile d’imaginer un mouvement possible supplémentaire
ailleurs. Il est ainsi raisonnable de parier sur une structure iso-
statique.

3. Danalyse des sommets du graphe et les données de 1’énon-
cé permettent de faire émerger les caractéristiques géomé-
triques propres a chacun des solides :

e sur le piston 3 sont définies deux droites posées sécantes et
orthogonales ;

On appelle B le point d’intersection de ces deux droites.

e sur I’arbre moteur 2 sont définis une demi-droite et un
point ;

%)

K774§77

On appelle K le projeté orthogonal du point C sur la droi-

te a considérer, et le rayon r = || K C|| est un invariant géo-
métrique explicite sur 1’arbre moteur 2.

esur le bati sont définies une droite et une demi-droite
sécantes.

On appelle A le point d’intersection des deux droites, et
I’angle 6 est un invariant géométrique explicite sur le bati 1.

4. On peut alors proposer les deux épures demandées :

* les deux points A et K sont confondus ;

21
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1. Le graphe des liaisons comporte un chaine fermée avec 4
sommets et 4 arcs

PG(B.y3)

PG(B.z3)

Pivot d’axe (Dte)

Pivot glissant d’axe (Dte)

P(A71) P@Az;) PG

On compte six inconnues scalaires cinématiques pour six
équations scalaires, soit un indice de mobilité nul.

I.—E. =0

2. Le mécanisme fonctionne, on peut donc supposer au moins
un mouvement et on propose

m = 1
B> 1

Cette structure est a priori hyperstatique de degré au moins
un.



3. On s’intéresse aux sommets du graphe des liaisons pour
expliciter les invariants géométriques :

e sur la bati 1 sont définies deux demi-droites sécantes au
point A et perpendiculaires. Le point A se trouve sur cet
ensemble.

* le piston 3 comporte deux droites sécantes au point B et
perpendiculaires. Le point B qui mérite attention est sur ce
solide.

* ’arbre moteur 2 comporte une demi-droite et une droite
paralleles, distantes de 1’excentration e.

¢ le patin 4 comporte une demi-droite et une droite paralleles,
distantes de la longueur L.

. -_—>
On déduit de cette analyse que le vecteur AB est un vecteur
position du point B dans le mouvement 3/1 :

* on peut I’expliciter a partir de la chalne ouverte 1 —2 — 3 ;

— .
AB = ez + Ay

eon peut l’expliciter également a partir de la chaine
1—-4-3.

AB = Lys + A3aZ3

4. Pour écrire les torseurs cinématiques, on exploite les deux
angles paramétrés et on complete en posant des inconnues
cinématiques sans chercher a définir les parametres géomé-
triques correspondants. Néanmoins, on constate que les deux
liaisons pivot glissant imposent 1’'une y, = y3;, 1’autre
73 = Zs, et ce a chaque instant.

_ &y _ 07
V(2/1)—A{0 V(4/1)—A{O
w32§3 w4323
V@3/2) = o V(4/3) = N
&2 B{v32y3 5L B{U4323
X X Vu Vi
%) X4

— —

2= ¥l A=

—_

5. L’équation de fermeture cinématique s’écrit
V4/3) +V@3/2) +V(2/1) - VE/1) =0

Pour calculer les degrés de mobilité et de statisme, il est
nécessaire d’écrire les six équations scalaires. On choisit
d’écrire I’équation de moment au point B et on obtient

{ w1333 + w3 + 6y — 07 0
= S a3 AAB — 03 AAD =

U323 +vy; +ayi AAB —0z1 AAB =0

On reprend les deux descriptions possibles pour le vecteur

== " A q
AB en tenant compte des égalités observées a chaque instant

= . .
{ AB = Ly4 + )\.34Z1
— . -
AB = ez; + Any)

On peut alors calculer les deux produits vectoriels en évitant
les deux longueurs variables Az et Az :
{ @ AAB = de ¥
e — 2 o
—0Z1 ANAB =0L x4
On obtient alors le systeme de six équations ci-dessous en
exprimant tous les vecteurs dans la base (X1, i, 71) :

0 =0
a)32+(5l =0
w43—9 =0
decosa+6Lcosfd =0
‘U32+éLSiHO{ =0
Vg3 — Qe sin o =0

On peut augmenter la lisibilité de ces équations en adoptant
une écriture matricielle

0 0 0 0 0 O a 0
1 0 1 000 9 0
0 —1 0 0 1 O onp | |0
ecose Lcos® 0 0 0 0 v |~ |0
0 Lsine 0 1 0 O w43 0
—e sin o 0 0 0 0 1 V43 0

Deux constatations s’ imposent :

* la premiere ligne de la matrice ne comporte que des termes
nuls, le rang de ce systeme d’équations est donc inférieur ou
égal a cinq ;

*en enlevant la premicre ligne et la premiere colonne, le
déterminant extrait n’est pas nul.

0 1 0 0 O

—1 0 0 1 0
Lcos®# 0 0O 0 O|==£Lcosb
Lsingd 0 1 0 O

0 0 0 0 1

Si cos € # 0, le rang 7. du systeme vaut cing, il est possible
de calculer les degrés de mobilité m = I. — r. et de statisme
h = E. — r. de cette structure

m=1
h=1
Il n’y a qu’un seul mouvement possible et la structure est

hyperstatique d’ordre 1.

6. La loi entrée sortie est donnée sous forme différentielle par
la quatrieme équation

LO cos 0 = —ed cos o

Cette forme est intégrable et on peut poser les conditions ini-
tiales nulles

. e .
sinf = —— sin«

Etant donné que sur le mécanisme ¢ < L, I’angle 6 ne peut
b4
pas prendre la valeur :I:E et ’hypothese faite pour le calcul

du rang est justifiée.
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1. Ce mécanisme comporte onze pieces et douze liaisons.

P | Pivot
11

G | Glissiere

4 9 10

2. On dénombre alors douze degrés de liberté et deux cycles
indépendants, soit un indice de mobilité nul

I.—E.=0

3. L’actionneur 2 se translate suivant X par rapport au bati :

* toutes les rotations de la chaine ouverte 2 —5 — 6 — 11 sont
orientées suivant X : la translation de 2 par rapport a 1
entraine alors celle de 11 par rapporta 1 ;

e les rotations autorisées par les deux autres chaines
3—7—8—11et4—9—10—11 sont compatibles avec
le mouvement généré et emplchent de plus toute autre trans-
lation.

4. On réalise alors que les actionneurs pilotent directement et
indépendamment les translations du poignet 11 par rapport au

bati 1.
Tx | Ty | Tz
2| x
3 X
4 X

5. On imagine alors au moins ces trois mouvements indépen-
dants pour le mécanisme et on propose

m—h=0

m=3

h >3

Cette structure est probablement hyperstatique de degré 3.

1. On trace le graphe des liaisons pour un train a un seul satel-
lite.

P P | Pivot
¢ | Engrenage

On procede a une approche cinématique pour énoncer les pro-
positions suivantes :
* cette structure comporte deux chaines fermées ;

u=Np,—Np+1=2
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¢ on en déduit la disponibilité de douze équations ;
E.=6u=12

* on pose n.(&) le nombre d’inconnues cinématiques pour le
contact au niveau des pignons et on obtient alors

I. =4+ 2n.(e)

» comme étudié au chapitre 4 de I’ouvrage de premiere année,
un train épicycloidal admet sous cette forme deux mouve-
ments indépendants. On souhaite en conséquence un indice
de mobilité de valeur 2 ;

Ic—Ec=m—h=2

e on en déduit le nombre de degrés de liberté nécessaire au
niveau du contact entre les dentures.

2+12-4
ne(e) = ————=>5
2
En conclusion, il est nécessaire d’avoir un seul point de
contact au niveau des engrenages pour espérer obtenir une
structure isostatique.

2. On suppose un seul point de contact par engrenage, la pré-
sence de trois satellites et on reste sur une approche cinéma-
tique.

Ajouter un satellite augmente le nombre de sommets d’une
unité et le nombre d’arcs de trois unités.

Ajouter un satellite augmente alors le nombre d’équations de
douze unités et le nombre d’inconnues de onze unités.
Pour un mécanisme a trois satellites, on dénombre alors :

* pour les équations E, = 36 ;
* pour les inconnues /. = 36.
On en déduit un indice de mobilité nul.

I.—E. =0
De par la symétrie du montage des satellites, il est difficile de
concevoir une structure rigide, et la structure est hypersta-
tique, méme avec 1’hypothese d’un seul point de contact par
engrenage.
On peut supposer un degré de mobilité égal a 2 et en consé-
quence un degré de statisme de méme valeur 2.

m—h=0
m=2
h=2

Bielle-manivelle

1. Le graphe des liaisons comporte une chaine fermée com-
posée de 4 sommets et de 4 arcs

P | Pivot
PG | Pivot glissant

PG P



On compte 5 inconnues cinématiques et on dispose de 6
équations scalaires. L’indice de mobilité vaut —1

Io— E.=—1

Avant méme tout calcul, on sait que la structure est hypersta-
tique de degré supérieur ou égal a 1

m—h=—1
m =0
h>1

De plus, comme on souhaite constater la présence du mouve-
ment correspondant a la fonction mécanique souhaitée, on
peut supposer la structure hyperstatique de degré supérieur
ou égal a2

m—h=—1
m 2 1(ce nombre est souhaité, pas calculé !)
h>2

2. 11 est nécessaire d’ajouter au sein de ce mécanisme au
moins 2 degrés de liberté, de maniere a obtenir un indice de
mobilité d’au moins 1 :

* une translation suivant une des directions Z; ;

* une rotation autour d’une des directions ;.

Il est a noter que les degrés de liberté a ajouter n’ont a priori
rien de commun avec la base (X;, ¥, Z1).

3. On parametre cette nouvelle structure.

Graphe des liaisons

P | Pivot
Pivot glissant
S | Sphérique

Le mécanisme comporte dans cette configuration 7 variables
cinématiques pour 6 équations, donc l’indice de mobilité
atteint la valeur souhaitée 1

I. —E.=1
Invariants géométriques

L’analyse des sommets successifs permet les différentes pro-

positions :

e le bati 1 comporte une demi-droite et une droite sécantes au
point O, et perpendiculaires ;

* la manivelle 2 comporte un point A distant du rayon R
d’une demi-droite ;

— =
OA = R.XZ
* la bielle comporte un point A distant de la longueur L d’une
demi-droite ;
— .
AB = LX3
* le piston 4 comporte une demi-droite et une droite sécantes
au point B, et perpendiculaires.
Variables cinématiques

On écrit les quatre torseurs cinématiques de manire a poser
les sept inconnues scalaires, en s’appuyant sur les éléments
géométriques déja mis en place

_ [eE _ Q62
ve/mn =, { 5 Ve =, { 3
vam= {75 e 55
0] )\.xl B 0
N o o s Ve
‘ X ‘ V4 X3
. —\.»4 < X1 e Xy’ }?l = - 4 X4
i1 = 22 X1 = X4 4= 23

De plus, le parametre géométrique associé a la variable ciné-
. : g == =
matique A est caractérisé par le vecteur O B = Ax;.

4. Le schéma cinématique est tracé dans le plan demandé,
sans oublier de commencer par reporter toutes les caractéris-
tiques géométriques mises en évidence lors du paramétrage
de la question précédente

5. On écrit I’équation de fermeture cinématique
—V(@/4) +V(3/2) +V(2/1) = V(@E/1) =0

On détaille cette équation a partir des éléments de réduction
des torseurs :

* composition des vecteurs rotations ;
—BZu+Q3/2) + 67 — yE =0
* composition des vecteurs vitesse au point O.
—BZ A BO+Q(3/2) AAO —iF, =0
(a) (®)

On effectue les calculs nécessaires :

e concernant le terme (a), une simple substitution suffit pour
aboutir ;

BZs A 0B = BZs A AXL = BAYs

—
* concernant le terme (b), on constate que le vecteur O A est

suivant ¥, et on pose alors Q@3 /2) = pnXs + qunyy +rnis
pour effectuer le produit vectoriel

— R -
OANQB/2) =gnRz —rnRYy;

On exprime ces équations vectorielles dans la base
(X1, Y1, Z1) et on adopte une écriture matricielle
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0 0 —1 cosa —sino 0 0
0 —siny O sin o cos o 0 0
1 cos y 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 Rsinae —1
0 Acosy O 0 0 —Rcosa O
0 Asiny O 0 R 0 0

’ 0

Lo

1 o

Pn | = 0

£r132 0

32
I R

Comme le mouvement moteur souhaité est la rotation de la
manivelle 2 par rapport au béti 1, on étudie le déterminant
6 x 6 en enlevant la premiére colonne

6
0 0
0 0 0 0 Rsinae —1
rcosy 0 0 0 —Rcosa O
Asiny 0 0 R 0 0

Le calcul fait apparaitre le terme sin « en facteur de la valeur
du déterminant. Ce calcul est a poursuivre pour réaliser que
le déterminant est non nul en général, sauf lorsque les points
0, A et B sont alignés. On constate que dans cette position,
les deux pieces 3 et 4 peuvent effectivement tourner libre-
ment autour de I’axe (O,%;).

6. Cette étude permet de montrer qu’une méme structure peut
étre isostatique ou hyperstatique suivant les positions rela-
tives des différentes pieces.

Dans le cas présent, la solution proposée n’est pas satisfai-
sante, car la configuration dans laquelle les points O, A et B
sont alignés ne peut étre évitée.

1. On commence par tracer le graphe des liaisons

2
P(A, 1)

P Pivot

Cy (C,z2)PL(y3) PG | Pivot glissant

CyP! | Cylindre-Plan

PG(B,7'
(B,y1) 3

Cette structure comporte une chaine fermée de trois solides et
on dénombre 7 degrés de liberté. On calcule un indice de
mobilité I — E. = 1 et on en déduit de suite

m—h=1
m=>=1
h>0

Ce mécanisme admet au moins un mouvement.

2. Paramétrer ce mécanisme consiste a caractériser variables
et invariants.
Variables cinématiques et parametres géométriques associés

On pose les trois torseurs pour identifier les sept variables
cinématiques. Avec les données de 1’énoncé, les liaisons pivot

et pivot glissant ne posent pas de probleme

az Al
21 = - 3 1 = N
v/ A{O VG/) A{M]
_'2 )?1 )?3 fl
‘ X2 23
50! . Y
- = X1 5 = 21
21 = 22 y1=Y3

La liaison cylindre-plan mérite une plus grande attention. Elle
autorise :

» deux rotations, la premiere autour de y3, la seconde autour
de Zz 9
« les deux translations dans le plan (Z3, X3).

On pose alors deux angles en s’inspirant des angles d’EULER,
de maniere a avoir les deux rotations qui se composent

63 + ¢
V(2/3) = R R
@/3) c {Mzaxs + w2373
V3 A 2553 \ZIRE
2) X
10 - 12 -, =
~ Z3 Iy 3AN22
Y3 22

Les sept variables cinématiques sont alors y, &, 0, ¢, A, uss et
Wo3.

Invariants géométriques

¢ On trouve sur 1 une droite et une demi-droite sécantes au
point A et perpendiculaires ;

—

Y1

A

— -

21 X1
e on trouve sur 1’excentrique une droite et une demi-droite

— R
paralleles distantes de e et on pose AC =e Yy, ;

e on trouve sur le piston 3 une droite perpendiculaire a un
plan.



Cette recherche met en évidence que seule la valeur de 1’ex-
centricité e intervient dans la loi de transformation de mou-
vement.

3. On écrit I’équation de fermeture cinématique
V3/1D) —-ve/H+V2/3) =0

Cette équation se détaille a partir des éléments de réduction :

* composition des vecteurs rotation ;
Yy — az +é§3 + ¢z = 0
* composition des vecteurs vitesse au point C.
AV1 + e sin apZ; — edXs + unxs + waiz = 0

On exprime ces équations vectorielles dans la base
(X1, Y1, Z1) et on adopte une écriture matricielle

0 0 0 0 O 0 0
1 0 1 0 0 0 0
0 —1 01 0 0 0
0 —ecosae 0 O O cosy sin y
0 —esine 0 0 1 0 0
e sin « 0 0 0 0O —siny cosy
v 0
5 0
.| _ |0
1o
0
Us3 0
L wo3

Deux constatations s’ imposent :

* la premiere ligne de la matrice ne comporte que des termes
nuls, le rang de ce systeme d’équations est donc inférieur ou
égal a cinq ;

*en enlevant la premiere ligne et les deux premieres
colonnes, le déterminant extrait n’est pas nul.

1 0 0 0 0

01 0 0 0

0 0 0 cosy siny | #0
0 0 1 0 0

0 0 0 —siny cosy

Comme le rang du systeme d’équations précédent est égal a
5, on en déduit les valeurs des degrés de mobilité et de sta-

tisme
m=2
h=1

Les deux inconnues principales qui ont permis le calcul du
rang donnent les deux mouvements indépendants a imaginer :

* ]a rotation du piston autour de I’axe (B, ¥3) qui est libre ;

* la rotation de 1’excentrique par rapport au bati qui corres-
pond a la fonction mécanique souhaitée.

La contrainte géométrique apparait dans la chaine fermée en

rotation autour de X;. Aucune liaison ne permet effectivement
cette rotation.

4. Le paramétrage initial ayant ét€ mené sans simplification
géométrique anticipée, les modifications ne concernent que le

coulisseau 3 pour les invariants et les liaisons issues de ce
solide pour les variables :
* concernant le paramétrage géométrique, on pose

- Y3 Av3

35S T =0
llys A vs]]
ce qui permet de caractériser 1’angle ¢ entre les vecteurs y;
et 63

—

-'3 3

St

S

—

z3

cet angle ¢ est pour ce modele le deuxieme invariant expli-
cite concernant ce mécanisme, et il est défini sur le coulis-
seau 3 ;

* concernant la liaison pivot glissant, rien ne change ;

e concernant la liaison cylindre-plan, on reprend les mémes
caractéristiques en substituant i3 a X3, U3 4 y3.

093 + ¢Z»
V(2/3) = s
C UzU3 + Wr3Z3
V3 A Z) i3 v, V3
%) X
0 _ o -
4X—> 3 & V3 N V&)

—

V- 22

5. L’ajout de I’angle ¢ modifie les expressions issues de la
fermeture cinématique :

 composition des vecteurs rotation ;
P — 6% + 60 + ¢7, =0
* composition des vecteurs vitesse au point C.
).»5;1 + e sin a)}ZI — edfz + u231_i3 + T,Uz323 = 6

On adopte également 1’écriture matricielle pour exprimer ces
deux équations dans la base (X, i, Z1)

0 0 —sinecosy 0 O 0 0
1 0 cos & 0 0 0 0
0 -1 sin € sin y 1 0 0 0
0 —e Ccos o 0 0 0O cosycose sin y
0 —e sin « 0 0 1 sin & 0
e sin o 0 0 0 0O —sinycose cosy
4 0
‘; 0
. |0
17 o
0
LK} 0
W23

II n’y a plus de ligne de zéros. On enleve la deuxieme colon-
ne pour évaluer le déterminant
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0 —singcosy 0 O 0 0
1 cos € 0 0 0 0
0 sin ¢ sin y 1 0 0 0 £0
0 0 0 0 COS Y COs & sin y
0 0 0 1 sin & 0
e sin o 0 0 0 —sinycose cosy

Le rang de ce systeme est égal a 6. Cette structure est deve-
nue isostatique.

m=1

h=0

Cette constatation est spectaculaire, car elle permet de mettre
en évidence que des invariants non chiffrés, tels des parallé-
lismes ou des perpendicularités, ont des conséquences sur le
statisme des mécanismes étudiés.

6. On aboutit au schéma cinématique de la configuration iso-
statique suivant

7

Le piston 3 ne peut plus tourner sur lui-méme, autour de I’axe
(A s 5}1 ) .
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CHAPITRE €&

Introduction

Ce chapitre est assez technique et n’est pas trés enthousiasmant au premier
abord. En effet, il s’agit de poser les outils nécessaires et utiles lors des cal-
culs de dynamique, que ce soit pour le principe fondamental de la dyna-
mique ou les théorémes énergétiques.

Néanmoins, un petit tableau de syntheése permet d’éveiller la curiosité et de
poser la problématique :

domaine — grandeurs physiques

géométrie — [longueur] et [angle]

cinématique @ —> [longueur], [angle] et [temps]

dynamique — [longueur], [angle], [temps] et [masse]

Apres avoir acquis les bases de 1’étude des mouvements de solides indé-
formables, il s’agit a partir de maintenant de prendre en compte la notion
de masse, que 1’on associe souvent a la notion d’inertie. On se propose au
cours de ce chapitre :

* de partir des concepts élémentaires acquis pour le point ;

* de les étendre a un systeme matériel quelconque ;

* enfin d’appréhender les formes particulieres que 1’on obtient pour un
solide indéformable en mouvement dans un espace a six degrés de
liberté.

Prérequis
* Notion de systeéme matériel.

* La cinématique du solide indéformable.

* La notion d’énergie.
Objecﬁfs
¢ Comprendre I’influence de la répartition de la masse.

e Appréhender les notions de quantités de mouvement et d’accélération.

* Evaluer I’énergie cinétique d’un systeme matériel en mouvement.
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On rappelle que dans cet ouvrage le
terme « solide » est synonyme de
«solide indéformable » !

Deux types d’expression apparaissent tout au long du chapitre :
e celles qui sont valables pour tous les systemes matériels ;
» celles qui ne sont valables que pour le solide indéformable.

Pour bien les distinguer, les notations suivantes sont adoptées, et utilisées avec la plus
grande rigueur :

e X est un systeme matériel quelconque ;

¢ S nomme un solide indéformable ;

* le point courant considéré est noté P ;

* un point quelconque, mais invariant une fois choisi, est noté Q ;

* T’espace géométrique est modélisé par un espace affine euclidien £ de dimension
3 et par I’espace vectoriel E associé.

m—— 2.1 Masse — Repartition de la masse

2.1.1

En mécanique classique, ou new-
tonienne, la masse est une quantité

considérée indépendante de I'énergie.

212

Notion de masse

En mécanique classique, on appelle systeme matériel un ensemble de particules ou de
points caractérisé par une certaine quantité de matiere. On constate expérimentalement
que cette derniere se conserve au cours des transformations physiques ou chimiques.

On appelle masse d’un systeme matériel la grandeur scalaire positive représentative
de sa quantité de matiere.

A la notion de masse est associée une mesure complétement additive, ce qui entraine
les deux propriétés suivantes

Propriété 1

La masse m totale d’un systeme matériel est la somme des masses élémentaires dm de
chacun de ses points
m = / dm
py

Soient X; et ¥, deux systeémes matériels quelconques mais disjoints, de masses res-
pectives m et my. Le systtme X = X U 3, tel que X1 N X, = J, est de masse
m=mi + mj.

Propriété 2

Systeme a masse conservative

On reprend la notion de masse qui se conserve au cours des transformations physiques
pour mettre en place une relation qui va simplifier bien des calculs a venir.
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soit scalaire, soit vectorielle.

7 f (P, t) estune fonction quelconque,

On peut échanger I'ordre de la dérivée
etdel'intégrale!
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Certaines de ces propriétés sont
démontrées en exercice.

2.1+ Masse - Répartition de la masse

Un systeme a masse conservative est un systéme dont la masse ne varie pas au cours
du temps.

Cette indépendance entre la masse et le temps est a exploiter d’autant plus que les
calculs a mener s’appuient sur deux activités principales :

* on définit des quantités élémentaires dépendant du point P courant et du temps ¢,
nommée simplement ici f (P, t)dm, que I’on somme par intégration sur tout le sys-
téme matériel.

* on s’intéresse aux variations de ces quantités au cours du temps.

On démontre alors que pour un systeme a masse conservative, la dérivée par rapport
au temps de la somme de ces quantités élémentaires est égale a la somme de la déri-
vée par rapport au temps de ces mémes quantités, ce que 1’on peut écrire

d d
- <f2 f(P,t)dm) = /2 <Ef(P,t)> dm

Centre de masse

Soient un systeme matériel quelconque X, de masse m, et P un point courant de ce
systéme, de masse dm.

Le centre de masse d’un systeme matériel quelconque X est le point noté G véri-

fiant la propriété
/ GPdm =0
by

Le centre de masse d’un systeme matériel est également appelé centre d’inertie. Il
vérifie de nombreuses propriétés que 1I’on se contente d’énoncer ici.

Propriété 1

Le centre de masse d’un systeme matériel est unique.

Propriété 2
Le centre de masse G d’un systéme matériel £ de masse m se détermine a partir d’un
point quelconque Q par la relation

— 1 —
oG = —/ QPdm
mJx

Propriété 3
Soient X et ¥, deux systemes matériels quelconques mais disjoints de masses et de
centres de masse respectifs m; et my, G et G.
Soit Q un point quelconque.
Le point G, centre de masse du systeme £ = ¥; U ¥, de masse m = mj 4 my, est le
barycentre des points G; et G, affectés de leurs masses respectives m; et m, et il véri-
fie la relation

—

— —
mQG =m1QG1 +my0G;

45
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Le mouvement X /R est tout a fait
envisageable, mais le champ des
vecteurs vitesse V(P,X/R)
N’EST PAS un champ de vecteurs
équiprojectif !
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Propriété 4

Soit G le centre de masse d’un systeme > de masse m. Soit P un point courant de ce
systéme, de masse dm, en mouvement par rapport a un repére R.

Les vecteurs vitesse et accélération du centre de masse G dans le mouvement X /R se
déduisent des vecteurs vitesse et accélération des points P par les relations

V(G,Z/R) = L [ V(P,£/R)dm
{ A(G,Z/R) = L [ A(P,£/R)dm

Propriété 5
Soient un solide indéformable S et G son centre de masse.
Ce point G est un point du solide S.

Propriété 6
On considere un solide S homogene sur lequel on trouve au choix :
* un plan IT de symétrie ;
* unaxe A de symétrie ;
* un centre C de symétrie.
Le centre de masse G de ce solide est alors respectivement :
e surleplanIT ;
e sur la droite A ;
* au point C.

Moment d’'inertie

Les acquis de la mécanique du point

On considere un point P de masse notée m en mouvement par rapport a un repere R.
L’énergie cinétique de ce point dans son mouvement relatif 8 R s’évalue comme la
moitié du produit de sa masse avec le carré de sa vitesse relative V, ce qui s’écrit

1
E=-mV?

T
Grandeur cinématique

Grandeur d’inertie,
propre au point

Supposons ce point tournant autour d’un axe A fixe dans R. On peut écrire a chaque
instant V = Rw, R étant le rayon du cercle trajectoire, et I’expression de 1’énergie
cinétique devient

E = lmR2wz

.
Grandeur cinématique

Grandeur d’inertie,
propre au point
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Un moment d'inertie n'a pas de sens en
soi. Il est nécessaire de connaitre I'axe
de référence !

2.1+ Masse - Répartition de la masse

La quantité m R? est appelée moment d’inertie de la masse ponctuelle P par rapport a
I’axe de rotation A.

Définition scalaire d'un moment d'inertie

On s’intéresse maintenant a un solide indéformable sur lequel on va sommer la quan-
tit€ élémentaire mise en évidence :

* soit un solide S de masse m ;

* soient A un axe lié a ce solide S, Q un point quelconque de cet axe et § un vec-
teur unitaire orientant cet axe ;

* soit P un point courant de ce solide, de masse dm situé a la distance courante r de
I’axe A.

On note le moment d’inertie /a ou /s, c’est-a-dire en ajoutant en indice la droite de
référence.

On appelle moment d’inertie d’un solide par rapport a un axe la somme des masses
élémentaires multipliées par le carré de la distante du point courant a cet axe.

Avec les notations posées précédemment, on obtient comme expression

Ips :/Vzdm
S

Cette définition appelle les commentaires suivants :

* un moment d’inertie caractérise la distribution de la masse d’un solide autour d’une
droite ;

* le moment d’inertie /s caractérise la répartition de la masse du solide S par rap-
port a 'axe A ;

* un moment d’inertie est le produit d’une masse et d’une longueur au carré.
L’unité d’un moment d’inertie est le kilogramme metre carré [kg m?]

Changement d'axe de rotation

11 est possible de changer d’axe de rotation de référence pour le calcul d’'un moment
d’inertie. Cette opération est connue sous le nom de théoreme de HUYGENS.

Soit un solide indéformable S de masse m et de centre de masse G.
Soit A = (Q,g) une droite de ce solide S et soit d la distance du point G a cet axe.

Le moment d’inertie du solide S par rapport a un axe de rotation A est égal a la
somme du moment d’inertie de ce solide par rapport a I’axe de rotation parallele pas-
sant par le centre de masse G et du moment d’inertie du point G affecté de la masse
totale m par rapport a A.

los = Igs + md?

Moments d’inertie de solides courants

La définition scalaire d’'un moment d’inertie est suffisante pour le calculer dans des cas
simples.

Tous les solides considérés sont supposés étre homogenes.
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Tige de longueur L et de masse m

1 Inx =IGy =0
L L2
IAy =1p; = m?
A G B 7 LZ
’ 1, =71 = —_
Gy Gz =m 12
Cercle de rayon R et de masse m
y
R2
R Iy = 1gy =m—
G B Gx Gy =m B
. I, =mR?
Disque de rayon R et de masse m
y
R2
R Iy = Igy = mT
G| 7 R2
Ig; = m7

Pour les spheres, on donne les deux résultats ci-dessous, mais le calcul n’est pas aisé
a partir de la définition scalaire.

Sphere creuse de rayon R et de masse m

2
- - q 2
y Larn.anl?redecalcqlerla plus rapide est Igy = IGy =Ig; =-mR
r// | expliquée en exercice. 3

Sphere pleine de rayon R et de masse m

2 2
Iy = Igy = Ig; = ng

Définition vectorielle dun moment d’inertie

On reprend les données de la définition scalaire d’'un moment d’inertie sur une figure,
en ajoutant le point H, projeté orthogonal du point courant P sur la droite A
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215

2.1+ Masse - Répartition de la masse

La définition scalaire du moment d’inertie permet d’écrire
Igs = / HP%dm
S

@, la distance H P

Alors que la distance Q H s’obtient a ’aide du produit scalaire 5.

. . 1% D
s’évalue a I’aide du produit vectoriel § A QP
Igs = f(S A OP)2dm
N

L’utilisation des propriétés du produit mixte conduit a une autre écriture de cette inté-
grale

IQ(;:S./@)JA(S/\@)))M
S

Cette derniere équation laisse apparaitre le produit scalaire du vecteur 6 avec un vec-
teur appelé « opérateur d’inertie au point Q du solide S appliqué au vecteur § »

> =

Ips =3. (Q,S)(E)

Il reste a expliciter I’opérateur d’inertie, objet de la section suivante.

Opérateur d’inertie

L’opérateur d’inertie caractérise la répartition de la masse d’un solide indéformable
autour d’un de ses points.

Expression et notation

Soit un solide indéformable S et un point quelconque Q de ce solide.

On appelle opérateur d’inertie au point Q du solide S 1’application, notée ?(Q,S),
. - . - (L =
qui a tout vecteur i associe le vecteur |, sOP A (u A QP) dm.

— E
—  T(0.5)(i) = [{ 0P A (ii A QP)dm

La notation de cet opérateur semble surprenante, mais reste fidele au modele d’écritu-
re d’une fonction
x — fx)
u — 10,9 u
f X
Matrice associée a I'opérateur d'inertie
Pour écrire 1a matrice associée a I’opérateur d’inertie, on met en ceuvre :

* un solide S ;
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Chapitre 2 « Description des masses en mouvement

* une base vectorielle (X, ¥, Z) attachée a ce solide ;
* un point Q quelconque mais fixe sur ce solide ;

* le point courant P de coordonnées (x, v, z) dans le repere (Q, X, y, 7).

. Sl 12 -2 . . o s
La matrice associée a 1’opérateur QP A est une matrice antisymétrique que 1’on
retrouve a partir de la technique de calcul du produit vectoriel

0 —z vy
Z 0 —x
-y x  0Jdz353

. c N 1s s -2 -2 s .
La matrice associée a I’opérateur QP A ( P A ) s’écrit alors, toujours dans la base

vectorielle (X, ¥, 2)

0 -z 0 —z -y’ + ) Xy xz
z 0 —x Z 0 —x|= yx —(Z>+x?) vz
-y x 0 -y x 0 7x zy —(x24+y?)
Cette forme générale n'est pasa utiliser On en déduit donc la forme générale de la matrice de I’opérateur d’inertie
en I'état. Aboutir a cette expression
permet de comprendre, mais il faut 2 2 _ _
immédiatement passer aux notations = f(y Tz )dm 2fxy glm fxz dm
usuelles pour poursuivre la réflexion et 1(Q,S) = - fyx dm f(Z +x%)dm _zfyz Czim
z’aalgzslr;)lpnerdes méthodes efficaces de — fZ)C dm — ny dm f(x + y)dm G.5.3)
Notations usuelles et interprétation
On trouve les composantes de la matrice associée a I’opérateur d’inertie usuellement
proposées sous une des deux formes suivantes
_ Iox  —Ly —Iy A —-F —E
1(0,8)=| —Iyx 1gy —Iy =|-F B -D
—lx Ly oz dgzyzn L-E —-D C lgyz
Les termes de la diagonale /gy, Iy et I, s’interprétent immédiatement comme des
moments d’inertie, respectivement autour des axes (Q,%), (Q,y) et (Q,7) :
* que ce soit par I’approche scalaire ;
Lasc.)mmey2 172 e§tbien[eclarréde A= Iox = (yz + zz)dm — r)%dm
la distance ry du point P a l'axe de S S

rotation (Q,X) !

* ou que ce soit par I’approche vectorielle.
Ipx = 2.?(Q,S)(})

Les termes D, E et F sont appelés produit d’inertie et traduisent une asymétrie dans
la répartition de la masse dans le repére (0.%.,.7).

=
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Cette interprétation est reprise et llustrée
au chapitre suivant, a I'occasion de
I'équilibrage d'un solide en rotation.

Il est obligatoire de passer par le centre
de masse G'!

2.1+ Masse - Répartition de la masse

On suppose par exemple le produit d’inertie [xydm non nul. Comme ce terme est
indépendant de la coordonnée z, on se place dans le plan (Q, X, y) pour constater des
quantités différentes de part et d’autres des axes (Q, X) ou (Q, ¥). C’est pourquoi on
lit souvent que le produit d’inertie Iyy caractérise la répartition de la masse de part et
d’autre des plans (Q, 7, X) et (Q, ¥, 2).

Axes principaux d'inertie

La matrice de I’opérateur d’inertie 7(Q,S) est une matrice symétrique, donc diagona-
lisable. Il existe trois valeurs propres et trois vecteurs propres.

Les trois valeurs propres sont appelées moments d’inertie principaux, les droites
issues du point de calcul Q et orientées par les directions propres sont appelées axes
principaux d’inertie.

Il faut constater que pour un solide donné, il existe toujours une base vectorielle a
associer a un quelconque de ses points dans laquelle la matrice est diagonale.

Changement de point

Supposons connu I’opérateur d’inertie 7(Q, S) d’un solide S en un point quelconque Q.
10, $)(@) = / 0F A (i A OP)dm
S

. —> — — . . z z
Soit QP = QG + G P, avec G le centre de masse du solide S. L’expression précé-
dente se décompose en quatre termes

1(0,8) (i) = /SQ_G)/\(ﬁ/\@))dm+/;Q_G)/\<ﬂ/\a)’)dm

@ ®)
— /., —> — L =
+/GP/\(M/\QG)dm+/GP/\(u/\GP)dm
S S

(© )

On s’intéresse a chacun des termes :

* le quatrieme (d) correspond a I’opérateur d’inertie au point G
1(G.S) (i) = / GP A (zz A cﬁ)) dm
S

* Dintégrale du premier terme (a) ne concerne plus que I’élément différentiel et peut
donc étre calculée. L’expression finale s’interpréte comme 1’opérateur d’inertie au
point O d’un solide composé du seul point G de masse m

1(0.Glm)(@) = m QG  (ii A OC)

* les deux termes (b) et (¢) sont nuls, du fait d’avoir choisi le centre de masse G lors
du changement de point

(b)—)&é/\(ﬁ/\/ﬁdﬂl):é
S
0

L’opérateur d’inertie d’un solide S calculé en un point quelconque Q est égal a la
somme de 1’opérateur d’inertie de ce solide calculé au centre de masse G et de 1’opé-
rateur d’inertie calculé au point Q du solide ponctuel G affecté de la masse totale du
solide S. _ _ _

1(Q,8) = 1(G,S) + I(Q,G[m])
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La forme particuliére des matrices
d'inertie n'est pas a apprendre. Elle est
a retrouver au cas par cas !

Solides de formes élémentaires

Lorque I’on s’intéresse a des solides a formes particulieres, la principale activité est
d’évaluer la forme de la matrice de I’opérateur d’inertie, en fonction des caractéris-
tiques de la répartition de la masse.

Solide homogene avec un plan de symétrie

On considere un solide homogene S admettant le plan (Q, X, ¥) comme plan de symé-
trie.

Pour tout point courant P de coordonnées (x, y, z), il existe sur le solide le point de
coordonnées (x, y, —z). On en déduit que les produits d’inertie [ yzdm et [ zxdm
sont nuls. La matrice est en conséquence de la forme

_ A -F 0
100,9=|-F B 0
0 0 Clzyz

Solide homogene de révolution

On considere un solide homogene S admettant la droite (Q, Z) comme axe de révolu-
tion.

Tout plan contenant 1’axe de révolution est un plan de symétrie pour le solide, en par-
ticulier les plans (Q, ¥, Z) et (Q, Z, ¥). On en déduit :

* la matrice de ’opérateur 7(Q, S) dans la base (¥, y, Z) est diagonale ;
° tout vecteur orthoganal a Z est vecteur propre ;

* on a une valeur propre double ;

* les moments d’inertie /gy et Ipy sont égaux.

La matrice d’inertie est ainsi de la forme

_ A0 0
100,9=|0 4 0
0 0 Clzsp

e 2.2 Quantité de vitesse
et quantité d'accéleration

La quantité de vitesse est appelée plus
souvent quantité de mouvement.

Les acquis de la mécanique du point

Une des grandeurs importantes de la mécanique, vue en physique, est la quantité de
mouvement. R

Pour un point matériel de masse m se déplagant a une vitesse V dans un repere R, cette
grandeur est vectorielle et s’écrit usuellement

P=mV

Quand ce point tourne autour d’un axe (A) défini par (Q, §), cette quantité de vites-
se est caractérisée par le moment cinétique 6, expression raccourcie de moment de
quantité de mouvement

-

(?Q:@E/\mV

De plus, la variation d’une quantité de mouvement au cours du temps est décrite par
la dérivée de la quantité de mouvement, cette derniere étant pour un systéme a masse
conservative une quantité d’accélération. Pour le point considéré précédemment, on a
ainsi
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Le mouvement X /R n’est pas un
mouvement de solide indéformable !

Le vecteur vitesse est celui du centre de
masse G'!

La lettre C est choisie par référence au
mot cinétique.

2.2 + Quantité de vitesse et quantité d'accélération

df_" dm - d‘_} o
t R t t R
0

A partir de 13, il s’agit de sommer les quantités attribuées au point courant de masse
dm sur I’ensemble du systéme considéré, en adoptant des notations claires, transver-
sales afin d’éviter les confusions.

Torseur cinéetique

On considere un systeme matériel X, de masse m et de centre de masse G, en mouve-
ment par rapport a un repere R. On note ainsi le mouvement X /R.
Le point courant est noté P et on lui attribue la masse élémentaire dm.

Quantité de mouvement et moment cinétique

On appelle quantité de mouvement du systétme ¥ dans son mouvement par rapport
a R la somme des quantités de mouvement élémentaires

P(Z/R) = fz V(P,S/R)dm

En utilisant la propriété du centre de masse, le résultat de I’intégration est connue indé-
pendamment de la composition du systéme matériel X et on obtient

P(Z/R) =mV(G,Z/R)

On appelle moment cinétique du systtme ¥ dans son mouvement par rapport 3 R
calculé en un point Q quelconque la somme des moments cinétiques élémentaires

E(Q,E/R)zf 0P AV(P,S/R)dm
)i

Forme générale du torseur cinétique

On appelle champ des vecteurs moment cinétique 1’application qui a chaque point
de I’espace associe le vecteur moment cinétique calculé en ce point.
E — E

0 —> 5(Q,2/R)=/@3A\7(P,E/R)dm
>

Le champ des vecteurs moment cinétique est un champ de vecteurs équiprojectif, et on
peut ainsi définir le torseur cinétique.

On appelle torseur cinétique le champ des vecteurs moment cinétique.

Pour un mouvement X /R, le torseur cinétique est noté simplement C(X/R).

Les éléments de réduction de ce torseur en un point Q sont alors
P(Z/R)
C(Z/R)=1 -
(/80 { 5(0.3/R)
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La résultante est définie a partir du
vecteur vitesse du centre de masse
uniquement!

Le point Q est alors choisi et bien
identifié sur le solide S.

Cette expression est une des expressions
importantes a retenir.

Choisir le centre d'inertie donne une
expression simple !

Cette expression n'est pas la forme
générale.Elle n'est valable que pour un
point Q immobile dans le mouvement
S/R.
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avec respectivement :

* pour résultante, le vecteur quantité de mouvement 13(2 /R) = m‘_}(G, ¥2/R) ;
* pour moment au point Q, le vecteur moment cinétique 6 (Q,%/R).
Application au solide indéformable

Dans le cas d’un solide indéformable S, le champ des vecteurs vitesse ‘7(P, S/R) est
un champ de vecteurs équiprojectif. On utilise en conséquence des la définition du
moment cinétique la formule de changement de point, en introduisant le vecteur vites-
se particulier V(Q, S/R). On obtient ainsi, apres développement et arrangement :

. —
(0, S/R) =/ 0P AV(P,S/R)dm
>
= / 0P A (V(Q, S/R) + Q(S/R) A @3) dm
>

=/ @’)dmAV(Q,S/R)Jr/ @g/\(ﬁ(S/R)/\@)’) dm
> >

La premiere intégrale se calcule indépendemment du vecteur V(Q, S/R) et on recon-
nait pour la seconde I’expression de 1’opérateur d’inertie appliqué au vecteur rotation

QS /R). Apres I’échange des deux termes, on aboutit a la formule a retenir.

Pour un solide indéformable S en mouvement dans un repere R, le moment cinétique
calculé au point Q fait appel a I’opérateur d’inertie exprimé en ce méme point Q et
appliqué au vecteur rotation 52(5 /R), ainsi qu’a un terme complémentaire. Il s’ex-
prime par

N = - —_— -
5(0.5/R) = 10, $) (R(S/R)) +m OC A V(Q.5/R)
Le terme complémentaire est une quantité qui peut étre nulle, et il est indispensable de

s’intéressigux deux cas particuliers rapides a identifier, a savoir les cas de nullité des
vecteurs QG et V(Q, S/R).

Premier cas particulier

Le point Q est choisi au centre de masse G. On a alors
5(G,S/R) = I(G,S) (Ez(S/R))

Second cas particulier

Le point Q est immobile dans le mouvement S/R. On a alors

5(0.5/R) = 10, 9) (S(s/R))

Torseur dynamique

Le principe fondamental de la dynamique est construit a partir des variations de quan-
tités de vitesse. C’est pourquoi I’on s’attache a exprimer les quantités d’accélération
d’un systeme matériel £ dans son mouvement par rapport a R.

On considere toujours un systeme >, de masse m et de centre de masse G.



Cette expression correspond a la
définition, mais celle a retenir pour les
calculs @ mener est mise en place par
dérivation du moment cinétique a la
page suivante.

La lettre D est choisie par référence au
mot dynamique.

La résultante est définie a partir du
vecteur accélération du centre de masse
G uniquement !

2.2 + Quantité de vitesse et quantité d'accélération

Quantité d’accélération et moment dynamique

On appelle quantité d’accélération du systéme ¥ dans son mouvement par rapport
a R la somme des quantités d’accélération élémentaires A(P, £/R)dm, et on utili-
se la propriété du centre de masse pour écrire directement

/ A(P,$/R)dm = mA(G,2/R)
>

Par construction semblable a ce qui a été posé pour les quantités de vitesse, on définit
le vecteur moment de quantité d’accélération élémentaire au point Q par le produit
vectoriel QP AN A(P,X/R)dm.

On appelle moment dynamique calculé en un point Q quelconque du systeme X
dans son mouvement par rapport a R la somme des moments dynamiques élémen-
taires

5(0,/R) = / 0P A A(P,S/R)dm
>z

Forme générale du torseur dynamique

N

On appelle champ des vecteurs moment dynamique I’application qui a chaque
point de I’espace associe le vecteur moment dynamique calculé en ce point

£ — E
Q — 3(Q.3/R) = [y QP AA(P,S/R)dm

Le champ des vecteurs moment dynamique est un champ de vecteurs équiprojectif, et
on peut ainsi définir le torseur dynamique.

On appelle torseur dynamique le champ des vecteurs moment dynamique.

Pour un mouvement X /R, le torseur dynamique est noté simplement D(X/R).

Les éléments de réduction de ce torseur en un point Q sont ainsi

mA(G,Z/R)
D(Z/R) =14z
/R {S(Q,E/R)
avec respectivement :
* pour résultante, le vecteur quantité d’accélération mA(G, 2/R) ;

° pour moment au point O, le vecteur moment dynamique 5 (Q,Z/R).

Du torseur cinétique au torseur dynamique

On s’intéresse de suite aux relations liant les éléments de réduction des torseurs ciné-
tique et dynamique.
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Le point Q est a prioriindépendant du
mouvement X /R. La relation est
correcte, mais les calculs sont
impossibles a mener tant que le
mouvement concernant le point O
n'est pas clairement identifié.

Cette expression est une des expressions
importantes a retenir.

Résultante

Le systeme X est un systeme a masse conservative : la résultante dynamique est ainsi
la dérivée par rapport au temps de la résultante cinétique.

mA(G,S/R) = [%m\?(G,z/R)]
R

Moment en un point Q

On dérive I’expression du moment cinétique par rapport au temps dans R
d d — -
[—U(Q,E/R)] - [— [ @t rvrzm dm}

Le systtme X est a masse conservative, donc la dérivée temporelle de 1’intégrale sur
le systeme est égale a 1’intégrale de la dérivée temporelle

deos| = [1L0pavir.s/R)| a
[dtU(Q,/)}R—/E[dtQ <,/)]Rm

La formule de dérivation d’un produit permet de mettre en évidence les deux termes a
évaluer :

e le calcul du premier terme nécessite I’introduction d’un point / immobile dans R
pour exploiter la définition d’un vecteur vitesse

doP | | drP d10

dt | odr dr
R R R

= V(P,Z/R) — V(Q, ?/R)

on obtient alors
/ [i@?] Af/(P,z/R)dm=/ —V(Q, ?/R) A V(P,S/R)dm
s Ldt R >
= -V(0, ?/R)/\/ V(P,</R)dm
>

=—-V(Q,?/R) AmV(G,Z/R)

* le calcul du second terme est immédiat

/ﬁA[iV(P,E/R)] dm:/ 0P A A(P,£/R)dm
) dt R b
=5(0,T/R)

On regroupe les deux derniers résultats pour exprimer la relation définitive entre le
moment cinétique et le moment dynamique.

Pour un systeme matériel quelconque ¥ en mouvement par rapport a un repere R, le
moment dynamique calculé en un point Q est égal a la somme de la dérivée dans R
du moment cinétique calculé au méme point Q et d’un terme complémentaire.

- d R N
8(Q,2X/R) = [EG(Q,E/R)}R +V(Q,?R) AmV(G,X/R)

Le terme complémentaire est une quantité qui est nulle pour deux cas particuliers
rapides a identifier.
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Choisir le centre d'inertie donne une
expression simple !

Cette expression n'est pas la forme
générale.Elle n'est valable que pour un
point Q immobile dans le mouvement
?/ R,notion par ailleurs délicate a cerner
quand le systéme matériel est
quelconque.
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2.2 + Quantité de vitesse et quantité d'accélération

Premier cas particulier

Le point Q est choisi au centre de masse G. On a alors

8(G,Z/R) = [ia(G,z/R)}
dt R

Second cas particulier

Le point Q est immobile dans le mouvement ?/R. On a alors

o d .
3(Q.2/R) = [d—o*(Q,E/R)}
t R

L’usage de cette expression est déconseillé dans le cas général, mais a exploiter sans
aucune hésitation dans le cas d’un solide indéformable, avec un point Q bien identifié
sur le solide.

Mouvements élémentaires
de solides indéformables

On termine cette section en s’intéressant aux expressions que I’on obtient dans le cas
de mouvements élémentaires de solides indéformables, et on illustre les résultats a par-
tir de I’exemple d’un élévateur présenté ci-dessous.

Figure 2.1 Elévateur utilisant un parallélogramme déformable.

Ce mécanisme comporte quatre solides dont on ne donne que les parametres néces-
saires aux calculs :
e unbatil;
* un disque moteur 3, en liaison pivot d’axe (O,Z;) avec le bati, et on pose :
—TI'angle a = (¥1,X3) ;
— le taux de rotation v = « ;
— le rayon OA = RX3.
* un plateau 2 ;

* une bielle 4.
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Comme pour tout glisseur, le moment
dynamique n'est nul que pour les points
de I'axe central !

L'équilibrage d'un solide en rotation est
étudié lors du chapitre sur la dynamique.

Solide en translation

Soit un solide S de masse m, de centre de masse G, supposé en translation par rapport
a un repere R. .

Le vecteur rotation €2(S/R) est a chaque instant le vecteur nul. On en déduit que le
moment cinétique du solide S dans son mouvement par rapport a R est nul au point G.

5(G,S/R) = I(G,S) (Ez(S/R)) =0

Le torseur cinétique C(S/R) est alors un glisseur.

C(S/R) :G{ g1V(G,S/R)

Remarque

Comme pour tout glisseur, le moment cinétique n’est nul que pour les points de |'axe
central !

Comme la résultante dynamique est la dérivée par rapport au temps de la résultante
cinétique, on en déduit immédiatement 1’expression du torseur dynamique D(S/R)

D(S/R) :G{ AG SR
Exemple

Pour I’élévateur de la figure 2.1, le plateau 2 est en mouvement de translation cir-
culaire par rapport au bati 1. Le torseur cinématique V(2/1) est ainsi de la forme

V(2/1) = { (I)ew§3

Le vecteur accélération A(G2,2 /1) se calcule par dérivation du vecteur \7(G2,2 /1)
dans la base 1 et on obtient

A(G»,2/1) = R@y; — Ro*%s

On en déduit les expressions des torseurs cinétique et dynamique

N R.-» —R 2=
A
. 2
22 G2
B

Figure 2.2 Le plateau 2 seul.

Solide de révolution équilibré en rotation autour d'un axe immobile dans R

Soit un solide S de révolution en rotation d’axe A par rapport a un repere R :
e le solide est supposée de masse m et de centre de masse G ;

* T’axe de rotation A est supposé confondu avec 1’axe de révolution et immobile
dans R. On pose alors A = (G, 2) ;
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On retrouve ici les résultats élémentaires
appris en physique !

2.2 + Quantité de vitesse et quantité d'accélération

e larépartition de sa masse autour du point G est caractérisée par 1’opérateur d’iner-

tie (G, S) et on donne les composantes de la matrice correspondante dans une
base B (X, ¥, ) attachée au solide S

_ A 0 0
7(G,S)=|:O A 0]
B

0o 0 J

Le vecteur rotation n’a qu’une seule composante dans la base B et on pose
Q(S/R) = wz. On en déduit I’expression du moment cinétique 6 (G, S/R)

5(G, S/R) = 1(G, S) (Q(S/R)) = Jw?

Le point G est sur I’axe de rotation, le vecteur vitesse ‘7(G, S/R) est nul et le torseur
cinétique C(S/R) est un torseur couple

-

0

Le moment dynamique calculé au centre d’inertie est le vecteur dérivé dans R du
moment cinétique

8(G,S/R) = [18(& S/R)] = Jo?
dt R

Le vecteur accélération A (G, S/R) est nul et le torseur dynamique D(S/R) est un
également un torseur couple

-

Remarque

Les résultats de cette section méritent I'attention, mais il ne faut pas oublier I'ensemble des
hypotheses faites pour parvenir a ces expressions simples.

Exemple

Pour I’élévateur de la figure 2.1, le disque 3 est un solide de révolution en mouve-
ment de rotation d’axe (G3, Z1) par rapport au bati 1. Le torseur cinématique
V(3/1) est ainsi de la forme

wz

V3/1) =G3{O

Figure 2.3 Le disque 3 seul.



Chapitre 2 « Description des masses en mouvement

®

\

60

Le point Q est bien identifié sur le solide
S et immobile dans le mouvement
S/R.

La matrice et le vecteur rotation doivent
étre exprimés dans une méme base !

On constate que les expressions
deviennent trés rapidement complexes.

Ce disque est supposé équilibré en rotation et on nomme J3 son moment d’inertie
par rapport & ’axe (G3, z3). Les expressions des torseurs cinétique et dynamique
sont immédiates

0 0
C(3/1) _{ ngZ D(3/1) _{ J3d)z
Solide quelconque en rotation autour d'un axe immobile dans R

Soit un solide S de révolution en rotation d’axe A par rapport a un repere R :
° on associe au repére R une base vectorielle (Xg, Vg, Zg) et au solide S une base
B, y,2);

v VR

=y

7= 2k

* le solide est supposée de masse m et de centre de masse G ;

* on considére un point Q sur I’axe de rotation A et on pose A = (Q, 7) ;
e larépartition de sa masse autour du point Q est caractérisée par la matrice de I’opé-

rateur d’inertie 7(Q, S) dont on donne les composantes dans la base 5.
_ A —-F -—-E
I(Q,S):|:—F B —D:|
—-E -D C 11

Le vecteur rotation a une seule composante dans la base 5 et on pose Q(S /R) = wZ.
On en déduit I’expression du moment cinétique & (G, S/R) dans la base tournante.

3(0, S/R) = 1(0,S) (Ez(S/R)) — w(C7 — Dy — E¥)

Le point G n’est pas sur ’axe de rotation, le vecteur vitesse V(G, S/R) n’est pas nul
et le torseur cinétique C(S/R) est de la forme

_ [mV(G,S/R)
C(S/B) _Q{ o (CZ — Dy — EX)

Le moment dynamique calculé au point Q immobile dans le mouvement S/R est le
vecteur dérivé dans R du moment cinétique

5(Q.S/R) = Ca?Z — @ (DY + EX) + o’ (DX — EY)

Remarque

La composante suivant Z du moment dynamique est la méme que celle trouvée pour le soli-
de de révolution équilibré en rotation. On a en effet §(Q,S/R).Z = Cw. Mais 'expression
générale est bien plus complexe.

Le vecteur accélération A (G, S/R) n’est pas nul et la forme du torseur dynamique
D(S/R) n’arien de particulier

_ [ mAG.S/R)
D(S/R) = Q{ C? — @ (Dy + EX) + w? (DX — E)
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Le solide S; est noté simplement i.

Voila le point de départ des calculs a
privilégier dans le cas d’un systeme de
plusieurs solides indéformables.

Il n'y a pas de stratégie unique et
plusieurs chemins sont toujours
possibles. Il est nécessaire de ne jamais
se précipiter sur des calculs sans savoir
avant méme de commencer celui que
I'on va suivre!

2.2 + Quantité de vitesse et quantité d'accélération

Exemple

Pour I’élévateur de la figure 2.4, le bras 4 est un solide quelconque en mouvement
de rotation d’axe (D, Z;) par rapport au bati 1. Le torseur cinématique V(4/1) est
ainsi de la forme

V(4/1) :D{ %)41Z1

Comme le point D est immobile dans le mouvement 4/1, on pose Js le moment
d’inertie du bras 4 par rapport 4 1’axe (D, Z4) et on connait la composante du
moment dynamique en D suivant Z;.

21.8(D,4/1) = oniZy

Par contre I’expression complete du torseur dynamique D(4/1) requiert bien
d’autres informations.

B
Vi
D M
1= <4 f]

Figure 2.4 Le bras 4 seul.

Systeme de solides indéformables

On considere le systeéme X, composé de n solides indéformables S;, en mouvement par
rapport a un repere R. On a les deux propriétés suivantes :

* le torseur cinétique C(X/R) est la somme des torseurs cinétiques de chacun des
solides dans leurs mouvements par rapport a R

C(Z/R) = ZC(:’/R)

i=1

* le torseur dynamique D(X/R) est la somme des torseurs dynamiques de chacun
des solides dans leurs mouvements par rapport a R

n
D(Z/R) = Z D(i/R)

i=1
D’une maniére générale, le calcul de la dérivée du moment cinétique 6 (Q, £/R) est
délicat a mener. 11 est plus que conseillé d’utiliser au plus tot la somme des torseurs
dynamiques pour continuer les calculs sur les solides indéformables successifs.
Larbre de la figure 2.5 illustre les principales stratégies qui peuvent étre ensuite sui-
vies pour le calcul d’'un moment dynamique :

¢ le point de départ est soit 1(G, S), soit 1(Q, S) ;

e lepoint d’arrivée est tout ou partie de S(G, S/R) oude S(Q, S/R), le point Q étant
immobile ou non dans le mouvement S/R ;

e Tutilisation de la formule de changement de point sur le champ des vecteurs

moment cinétique ou moment dynamique permet d’éviter les termes complémen-
taires s’ils ont été oubliés.

Pour conclure cette section, on rappelle les possibilités offertes par la formule de déri-
vation d’un produit lorsque 1’on ne cherche qu’une seule composante d’un moment
dynamique par exemple.
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Il est nécessaire d'identifier le = 6(G’S/R)+ mA(G,S/R) NGO

mouvement ?/ R concernant le point
Q pour continuer les calculs.

d
= {EG(Q’ S/R)]R

+V(0, %/R) Am V(G S/R)

= G(G,S/R) [r mV(G.S/R) A GO

= 1(0.5) (ﬁ(S/R))
+ mOG AV (Q,S/R)

Le point Q doit étre clairement défini
sur S pour 1(Q,S).

= 1(G.S) (Q(S/R))

@ = 1(GS) + 1(0,G [m))

Figure 2.5 L'arbre de calcul d'un moment dynamique.

N . d . . R d
8(G.S/R).ii = [Ea(c, S/R).u]R — (G, S/R). [EM}R

Lorsque le vecteur # est immobile dans la base associée a R, effectuer le produit sca-
laire avant de dériver raccourcit les calculs.

2.3 Energie cinétique
Les acquis de la mécanique du point

Pour un point matériel de masse m se déplagcant a une vitesse V dans un repere R,
I’énergie cinétique est I’énergie accumulée lors du mouvement. Elle correspond au tra-
vail nécessaire pour faire acquérir au point sa vitesse depuis le repos. Cette grandeur
est scalaire et s’écrit usuellement

1 =

E=-mV

2
La variation instantanée de I’énergie cinétique est exprimée par la dérivée par rapport
au temps de I’énergie cinétique. Le résultat est une grandeur scalaire appelée puissan-
ce et notée usuellement P.
La dérivée du vecteur vitesse dépend du référentiel d’étude R et donne un vecteur
accélération noté A. Le principe fondamental de la dynamique pose I'équivalence
entre la quantité d’accélération mA et la force F', action mécanique attachée au point.
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2.3.1

Le champ des vecteurs vitesse
V (P, ¥ /R) n'est pas un champ de
vecteurs équiprojectif !

Le point Q choisi est bien identifié sur
le solide S.

2.3 « Energie cinétique

C’est ainsi que la puissance développée lors du déplacement de ce point est une gran-
deur scalaire correspondant au produit scalaire des vecteurs force et vitesse.

P=mAV=FV

Ces deux notions sont étendues a un systeme matériel quelconque par somme des
quantités élémentaires sur tout le systéme considéré.

Energie cinétique
Expression générale de I'énergie cinétique

On considere le mouvement d’un systéme matériel X par rapport a un repére R, mou-
vement caractérisé par le champ des vecteurs vitesse V (P, X/R).

On appelle énergie cinétique d’un systeme matériel ¥ dans son mouvement par rap-
port & un repere R la quantité scalaire somme des énergies cinétiques de chacun de
ses points.

E(S/R) = %/ZT/)(P,E/R)zdm

L’unité de I’énergie cinétique est le Joule.

Application au solide indéformable

Dans le cas d’un solide indéformable S, le champ des vecteurs vitesse V(P, S/R) est
un champ de vecteurs équiprojectif. On introduit en conséquence, deés la définition de
I’énergie cinétique, la formule de changement de point afin de faire intervenir le vec-
teur vitesse particulier V(Q, S/R).

En développant le carré de la somme obtenue apres substitution, on obtient

2E(S/R) = f V(Q,S/R)*dm
S

@
+/S(52(S/R) A @3)2 dm

®)
+2 f V(Q,S/R). (é(S/R)A@)D) dm
S

(©)
La poursuite du calcul nécessite quelques manipulations :

* le terme (a) s’évalue indépendamment des formes du solide S et on obtient
(a) =mV(Q. S/R)?

e le terme (b) est a considérer comme I’intégrale d’un produit mixte et on transfor-
me ce dernier de maniere a reconnaitre la définition de 1’opérateur d’inertie

(b) = fs (Ez(S/R) A @3) . (Q(S/R) A @3) dm
= /S 0P A (Q(S/R) A @5) Q(S/R)ydm

= é(S/R).?(Q,S)(Ez(S/R))
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2.3.2

* le terme (c) se calcule immédiatement
- > —
©) = V(Q,S/R). (Q(S/R) Am QG)

On regroupe les trois résultats partiels pour écrire
2E(S/R) =mV(Q,S/R)?
—_— ——
(@)
+Q(S/R). T(Q.9)(QAS/R) )

(b)

+2 V(0,S/R). (Ez(S/R) Am Q_é)

(c)

Le terme (c) est compté deux foix. On en prend un, ainsi que le terme (a), pour fac-

toriser le vecteur m V(Q, S/R). De méme, on considere le second terme (c¢) sur lequel
on applique les propriétés du produit mixte pour pouvoir 1’écrire

fZ(S/R). (m Q_G) A V(Q,S/R)) . Ensuite, on factorise le vecteur 52(S/R) a partir du

résultat et du terme (b). On obtient ainsi

- - - —_—>
2E(S/R) =m V(Q,S/R). (V(Q,S/R) +Q(S/R) A QG)

V(G,S/R)

+ Q(S/R). (?(Q,S) (EZ(S/R)) +mOG A \7(Q,S/R))

G(Q.S/R)

On reconnait dans I’expression précédente le comoment des torseurs cinétique et ciné-
matique caractérisant le mouvement S/R.

L’énergie cinétique d’un solide S en mouvement dans un repere R est égal a la moi-
tié du comoment des torseurs cinétique et cinématique.

E(S/R) = %C(S/R) ®V(S/R)

Mouvements élémentaires
de solides indéformables

On termine également cette section en s’intéressant aux expressions que 1’on obtient
dans le cas de mouvements élémentaires de solides indéformables.

Solide en translation

Soit un solide S de masse m, de centre de masse G, supposé en translation par rapport
a un repere R. On reprend les résultats de la section 2.2.3 pour exprimer les torseurs
cinématique et cinétique

>

0

_|o _ [mV(G.S/R)
V(S/R) = {V(G,S/R) C(S/R) = G{O
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La formulation est simplifiée. Il ne faut
pas oublier le repére de référence pour
autant!

2.3.3

Il est nécessaire de commencer par
décrire le systeme X. Il est impossible
d'écrire un comoment sinon !

234

2.3 « Energie cinétique

On en déduit I’expression de 1’énergie cinétique
1 -
E(S/R) = Esz(G,S/R)

L’énergie cinétique d’un solide en translation est égale a la moitié du produit de sa
masse et du carré de la vitesse de son centre d’inertie.

Solide en rotation autour d'un axe immobile dans R

Soit un solide S en rotation d’axe (Q,Z) par rapport a un repére R. De méme que pré-
cédemment, on reprend les notations et les résultats de la section 2.2.3 pour exprimer
les torseurs cinématique et cinétique

_ ez _ [mV(G.S/R)
V(S/R)_Q{o C(S/R)_Q{w(cZ—D;—Ez)

On en déduit I’expression de 1’énergie cinétique

1 2
E(S/R) = 5Ca

L’énergie cinétique d’un solide en rotation autour d’un axe immobile dans un repere
est égale a la moitié du produit de son moment d’inertie par rapport a 1’axe de rotation
et du carré de la vitesse de rotation.

Systeme de solides indéformables

Lorsque le systeme matériel £ est composé d’un ensemble de n solides indéformables
Si, I’énergie cinétique de I’ensemble du systeme est égal a la somme des énergies ciné-
tiques de chacun des solides indéformables.

E(Z/R) =) E(Si/R)

i=1

1

=5 ZC(S,-/R) ® V(S;/R)

i=l

Masse et moment d'inertie équivalents

On s’intéresse a ces deux dernieres notions a partir d’un exemple.
On considere une porte coulissante pilotée par un systeme a vis. Elle comprend pour
la partie opérative essentiellement trois ensembles :

* un chassis 1, auquel on associe un repére (A,X1,¥1,21) ;
* une vis 2, en liaison pivot d’axe (A,X;) avec le chassis, et dont la rotation est obte-

nue par un moteur électrique. Le moment d’inertie de I’ensemble rotor et vis par
rapport a I’axe de rotation est noté J ;

* un vantail 3 de masse notée m, en liaison glissiere de direction X avec le chéssis,
et dont la translation est obtenue par I’intermédiaire d’une liaison hélicoidale d’axe
(A,X) et de pas p avec la vis.
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On utilise les expressions établies pages
64 et 65 pour les mouvements
élémentaires !

Y1 2
A /_
—a LVAV: 2
1
x 3
G /_
Lecture et décodage
Ce mécanisme comporte une chaine fermée de trois solides
H(A,x1)
P | Pivot
3 P(A,x) H | Hélicoidale
G | Glissiere
G(x1)

Approche cinématique

On s’intéresse a la loi entrée-sortie liant la vitesse de rotation du moteur a la vitesse de
translation de la porte.

Porte

w21 U3l

Pour cela, on dispose d’un systeme de six équations a trois inconnues. On pose ces
derniéres en écrivant les trois torseurs cinématiques

-

w32X]
P w32X1

_ Jex _Jo _
V2/1) = A {0 V@3/1) = {u;’c} V@3/2) = A {
La résolution est immédiate et on obtient

u=—-pw

Approche énergétique

On cherche a déterminer 1’expression de 1’énergie cinétique de 1’ensemble ¥ = {2,3}
dans son mouvement par rapport au bati 1 :

* on décrit le systeme matériel comme ensemble de deux solides
EXZ/1)=EQG3/1)+ E2/D)

* le mouvement 3/1 est un mouvement de translation. On peut alors écrire directe-
ment

L,
E3/1) = Emu
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Synthése

* le mouvement 2/1 est un mouvement de rotation autour d’un axe immobile par
rapport au bati 1. On peut écrire directement

1
EQ2/1) = EJaﬂ
On somme les deux quantités trouvées. Il reste a exploiter la relation cinématique liant
V a w et on a deux choix possibles :

° on met la vitesse u en facteur ;

1 J
E(Z/1) = 3 <m + ?) u?
——
Meg

* on met la vitesse de rotation w en facteur.

E(Z/1) = ! (J +mp?) &*
2 &—f——/
Jeq
Le terme m.4 est appelé masse équivalente ramenée a la porte.
Le terme J, est appelé moment d’inertie équivalent ramené a I’arbre moteur.

Pour tous les mécanismes comportant un degré de mobilité, il est usuel de simplifier
ainsi les expressions en ramenant toutes les quantités d’inertie au niveau de 1’action-
neur, sous forme de moment d’inertie pour un moteur et sous forme de masse pour un

vérin linéaire.

Savoirs

Je sais définir les mots ou expressions :

masse ;

systéme a masse conservative ;

centre de masse ;

moment d’inertie ;

opérateur d’inertie ;

produit d’inertie ;

quantité de mouvement, quantité d’accélération ;
torseur cinétique, torseur dynamique ;

énergie cinétique ;

masse et moment d’inertie équivalents.

Savoir-faire

Je sais

Je connais :

les définitions et expressions valables pour un

systeme matériel quelconque :

— moment cinétique, torseur cinétique ;

— moment dynamique, torseur dynamique ;

— larelation entre les moments dynamiques et ciné-
tiques ;

— énergie cinétique.

les expressions valables pour un seul solide indé-

formable :

— moment cinétique ;

— énergie cinétique.

les expressions a trouver pour les mouvements

élémentaires d’un solide indéformable :

— mouvement de translation ;

— mouvement de rotation autour d’un axe fixe.

calculer un moment d’inertie a partir de sa définition scalaire ;

donner la forme de la matrice d’inertie pour les solides a formes particulieres ;

organiser les calculs pour un systeme de solides indéformables ;

évaluer une masse équivalente, un moment d’inertie équivalent.
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-
2.1 Propriétés du centre de masse

On se propose de démontrer certaines des propriétés
concernant le centre de masse.

1. Montrer que le centre de masse d’un systeéme matériel X
de masse m non nulle est unique.

2. Montrer que le centre de masse G d’un systeme matériel
Y de masse m se détermine a partir d’un point quelconque
Q par la relation

— 1 —
0G = —/ QPdm
mJs

3. Montrer que la quantité de mouvement mV (G,X/R)
d’un systeme matériel ¥ de masse m est la somme des
quantités de mouvements élémentaires.
4. Montrer que le centre de masse d’un solide indéfor-
mable S est un point de ce solide.
2.2 Disque percé
On considere un solide homogene d’épaisseur négligeable,
de masse surfacique p et de masse totale m. Il est schéma-
tisé sur la figure ci-dessous et comprend :
* un disque plein de centre A et de rayon R ;
* un disque creux de centre B et de rayon r, excentré par

rapport au premier disque d’une distance e.

y
v

Y

1. Déterminer la position du centre de masse G de ce soli-
de.

2. On souhaite ramener le centre de masse de 1’ensemble
sur I’axe (A,Z). Pour cela, on dispose de deux masses
ponctuelles additionnelles P; et P>, de masses respectives
m; etm,.

Déterminer les conditions a poser sur les coordonnées de
ces deux points afin d’atteindre 1’objectif proposé.

2.3 Théoreme de HUYGENS
La formule de changement de point a été mise en place
pour l’opérateur d’inertie lors du cours. On souhaite

démontrer le théoreme de HUYGENS a partir de son expres-
sion. Pour cela, on considére :

¢ un solide S de masse m, de centre de masse G ;
e un axe A du solide S, sur lequel on choisit un point quel-

conque Q et que I’on oriente par un vecteur 6 ;
* un repere R(Q,8,V,w) attaché au solide S, construit a

partir du point Q et du vecteur 6 ;
* les coordonnées du centre de masse G dans ce repere R.

06 = Xgd + ygU + 2
1. Exprimer la formule de changement de point pour 1’ opé-
rateur d’inertie.

2. Proposer les formes des matrices pour les différents opé-
rateurs.

3. Conclure.
2.4 Calcul de moments d’inertie courants

On se propose de s’intéresser a quelques expressions de
moment d’inertie citées dans le cours.
1. A partir de leurs définitions scalaires, déterminer les
expressions des moments d’inertie /4, et Ig; de la tige
homogene de longueur L et de masse m schématisée ci-
dessous

Yy
L

A G B

Ry

X
Valider les résultats a I’aide du théoréme de HUYGENS.

2. Calculer directement le moment d’inertie par rapport a
I’axe de révolution pour un disque homogene de rayon R
et de masse m.

v

Trouver la relation entre Ig; et Igx en s’intéressant a la

forme de la matrice de 1’opérateur d’inertie 1(G,S).
3. Calculer la trace de la matrice associée a 1’opérateur

d’inertie 7(G,S) d’une sphére homogéne creuse de rayon
R, de masse m et de centre de masse G.
En déduire la valeur des moments d’inertie IGx, Iy et IG;.

4. Reprendre rapidement le calcul précédent dans le cas
d’une sphere pleine.

2.5 Matrices d’inertie pour des solides courants

On se propose de s’intéresser a un certain nombre de
solides aux formes particulieres, afin de réaliser que les
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résultats connus pour une tige et un disque sont suffisants

pour décrire de nombreuses situations.

Pour cet exercice, tous les solides sont supposés étre

homogenes, de masse m, et pour chacun des volumes

décrits, il est demandé de :

* donner la forme de la matrice associée a 1’opérateur
d’inertie calculé en un point a préciser ;

e utiliser les résultats connus concernant les moments
d’inertie pour une tige et un disque afin de proposer les
valeurs caractéristiques.

Sont a considérer successivement :

1. une tige de longueur L ;

2. une plaque rectangulaire de longueurs a x b ;

3. un parallélépipede rectangle de longueurs a X b X ¢ ;

4. un disque de rayon R ;

5. un cylindre de révolution de rayon R et de longueur L.

2.6 Torseurs cinétique et dynamique

On considere un systeme matériel quelconque > en mou-

vement par rapport a un repere R.

1. Rappeler la définition du vecteur moment cinétique.

2. Montrer que le champ des vecteurs moment cinétique

est un champ de vecteurs équiprojectif.

3. Dans le cas d’un solide indéformable, quels sont les
deux moyens a privilégier pour calculer un moment ciné-
tique ?

4. Quelles sont les différents méthodes possibles pour cal-
culer un moment dynamique ?

2.7 Rotation d’une trappe

On considere une trappe S de forme rectangulaire manceu-
vrée en rotation autour d’une de ses diagonales :
* la trappe est une plaque rectangulaire A C B D homoge-
ne, de masse m et de centre de masse G :
— on lui associe un repere (G, Xs, Vs, Zs) ;

— on pose AC = 2cys et AD = 2dX;.

e la trappe est en liaison pivot d’axe (AB) avec un bati
noté R.

s B
On souhaite en déterminer les quantités de mouvement et
d’accélération.

1. Compléter le paramétrage du mécanisme.

Exercices d'application

2. Déterminer au point G les éléments de réduction du tor-
seur cinétique C(S/R).

3. Déterminer au point G 1’expression du moment dyna-
mique 8(G,S/R).

4. En déduire I’expression du moment d’inertie de la
plaque par rapport a une de ses diagonales.

2.8 Eolienne

On s’intéresse au cours de cet exercice a une éolienne
bipale telle que représentée sur la figure ci-dessous

T\ A
\ 2

1 \

Ce mécanisme est composé de trois ensembles en mouve-
ment relatif que 1’on décrit a I’aide de quatre solides :
« un support 0, auquel on associe un repere (K, X, ¥, 7) ;
* une girouette 1, en liaison pivot d’axe (K, z) avec le sup-
port O :
—on lui associe un repere (K, Xi, y1, Z) et on pose
o= (x, x1) ;
—on note J son moment d’inertie par rapport a 1’axe
(K, 2).
« une hélice 2, en liaison pivot d’axe (K, X;) avec le sup-
port O :
— on lui associe un repere (K, X2, ¥2, Z2) choisi tel que
X2 = x; etonpose f = (yi, Y2) ;
—on note M sa masse, G son centre d’inertie situé sur

I’axe de rotation et on pose KG = axi ;
—on donne la matrice de 1’opérateur d’inertie au point
G;

~ A0 0
1(G2=|0 B 0
0 0 Clg, V2. 22)

— on pose GP = b7,.

* on modélise enfin un déséquilibre possible de 1’hélice en
rotation par un balourd 3 assimilé a une masse ponctuel-
le m au point P.

Les paramétrages géométrique et cinématique sont repris
sur la figure ci-apres.

L’ objectif de I’exercice est de mettre en place les expres-
sions utiles a une étude dynamique ultérieure.
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2.9 Bras du MaxpID
Lors de son fonctionnement, le bras du systtme MAXPID a
un mouvement de rotation d’axe (O,z) par rapport au bati.

Pour une étude dynamique, il est nécessaire de connaitre la
valeur de son moment d’inertie par rapport a cet axe.

Le «bras complet » étudié ici est un solide composé de
plusieurs pieces réalisées dans des matériaux différents. 11
comprend principalement :

¢ un axe de liaison avec le bati en acier ;

e un bras en fonte d’aluminium ;

¢ deux masselottes en acier ;

e la vis et les deux écrous de fixation des masselottes.

matiere densité
acier 7.9
aluminium 2.7

Un logiciel de CAO fournit tous les renseignements néces-

saires a partir de la maquette numérique associée :

e concernant la masse, le volume et la position du centre
d’inertie de ’ensemble complet, I’origine étant prise au
point O ;

1. Déterminer la composante suivant 7 du moment ciné-
tique de la girouette 1 dans son mouvement par rapport au
support 0, notée .5 (K,1/0).

2. Déterminer le moment cinétique o (K,2/0) calculé au
point K de I’hélice 2 dans son mouvement par rapport a 0.

3. En déduire la composante suivant Z du moment dyna-
mique Z.8(K,2/0).
4. Déterminer le moment cinétique 6 (K,3/0) calculé

5. Déterminer 1’expression de I’énergie cinétique de 1’en-
semble ¥ = {1,2,3} dans son mouvement par rapport au
support 0.

masse [g] 2505.05

volume [mm3] 418806.40
X =156.52

centre de masse [mm]| Y= —0.43
Z= -0.80

e concernant la répartition de la masse autour du centre
d’inertie dans la base (X, ¥, ), avec des quantités expri-
mées en [g mm?].

Ixx = 2416027.24 |Ixy= —49539.12 |Ixz= —141278.96
Iyx = —49539.12 |Iyy =27617753.44 | Iyz= -11332.75
Izx =— 14127896 |lzy = -11332.75 |Izz =26979606.44

* concernant la répartition de la masse autour du point O
dans la base (¥,y,z), avec des quantités exprimées en
[g mm?].

Ixx = 2418098.16
Iyx = —218360.92
Izx = — 455041.25

Ixz = —455041.25
Iyz= -10468.65
Tzz = 88279792.42

Ixy = —218360.92
Tyy = 88919080.48
~10468.65

Izy =

1. Interpréter les valeurs fournies par le logiciel.

2. Commenter la forme générale des matrices d’inertie.

3. Extraire de ces tableaux la valeur du moment d’inertie
recherché.

4. Vérifier la cohérence des informations données concer-
nant ce moment d’inertie.

Contribution des différentes pieces

On s’intéresse maintenant a la contribution au moment
d’inertie étudié des différentes pieces composant le bras.
Le logiciel de CAO permet d’obtenir les caractéristiques :
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e de I’axe de liaison avec le bati en acier ;

masse [g] 547.58
volume [mm3] 69313.71
X= 0.00
centre de masse [mm)] Y =-0.20
Z =-0.00
moment d’inertie /0z[g mm?] 60618.87
¢ du bras en fonte d’aluminium seul ;
masse [g] 401.83
volume [mm?3] 148826.40
X =102.18
centre de masse [mm] Y= 0.08
Z= 0.00
moment d’inertie /Oz[g mm?] 6515272.21

* des deux masses suspendues, percées et fendues ;

masse [g] 1288.86

volume [mm?3] 163146.93
X =228.00

centre de masse [mm] Y= -1.01
Z=-130

moment d’inertie /Oz[g mm?] 67872372.15

e de la vis et des €crous de fixation des deux masses ;

masse [g] 134.93
volume [mm?3] 17079.79
X =269.13
centre de masse [mm] Y= 0.00
Z= 0.00
moment d’inertie /0z[g mm?] 9947754.12

* de I’ensemble des petites piecces non mentionnées, telles
que le curseur et les éléments de fixation. On les regroupe
sous 1’appellation « quincaillerie » ;

masse [g] 128.85
volume [mm?3] 20439.58
X =158.32
centre de masse [mm] Y= 233
Z=-252
moment d’inertie /Oz[g mm?] 3883775.07

5. Construire un tableau présentant les contributions des
différentes pieces :

* a la masse totale ;

* au moment d’inertie étudié.

6. Commenter les valeurs trouvées.

Calcul du moment d’inertie des masselottes

On s’intéresse enfin au calcul du moment d’inertie des
seules masselottes.

Exercices d'approfondissement

Pour un calcul a la main, on simplifie le travail en consi-
dérant les deux masselottes comme un seul cylindre de
révolution, en oubliant les pergages centraux et les fentes
de mise en place.

Les caractéristiques associées a ce cylindre de révolution
sont alors :

e rayon R =49 mm ;

* longueur a = 24 mm ;

* centre de masse placé a la distance L = 228 mm du point O ;
» masse volumique p = 7.9 10° kg/m?

7. Calculer la valeur de la masse m, du volume simplifié
et comparer cette valeur a celle de la masse donnée dans la
documentation, notée m .

8. L’axe de référence étant toujours la droite (0,Z), on

note :

¢ J; le moment d’inertie donné par 1’énoncé ;

* J, le moment d’inertie du volume simplifié ;

¢ J; le moment d’inertie d’une masse ponctuelle avec la
masse donnée ;

* J4 le moment d’inertie d’une masse ponctuelle avec la
masse calculée pour le volume simplifié.

Chiffrer et comparer ces quatre valeurs.

9. Au vu de ces derniers résultats, proposer des simplifica-
tions a faire pour une évaluation rapide d’un moment
d’inertie.

210 Lancer expérimental d’un vantail

On dispose dans un laboratoire d’un systéme « ouvre-

portail » a deux vantaux et on se propose de mettre en

place un protocole expérimental original de détermination

du moment d’inertie du premier vantail par rapport a son

axe de rotation :

* le moteur d’entrainement est désaccouplé ;

¢ e vantail est laché a une vitesse initiale non nulle ;

* les valeurs de la position angulaire et du couple résistant
sont relevées ;

* on déduit des courbes obtenues la valeur du moment
d’inertie recherchée.
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On se propose dans un premier temps de proposer un enca-
drement rapide du moment d’inertie du vantail par rapport
a son axe de rotation, noté /p;, a partir des données sui-
vantes, mesurées sur le vantail étudié.

Grandeur Nom Unité Valeur
Longueur L [m] 1
Hauteur H [cm] 80
Masse M kel 24

1. Justifier I’encadrement rapide proposé ci-dessous.

6 kgm® < Iy, <24 kgm?

2. On suppose toute la masse uniformément répartie le

long du vantail, du rayon nul au rayon maximal :

* quelle est la valeur J du moment d’inertie correspon-
dant ?

* cette nouvelle valeur majore-t-elle ou minore-t-elle la
valeur recherchée ?

On s’intéresse dans un second temps aux relevés expéri-

mentaux tracés ci-dessous :

* ]la carte d’acquisition est configurée pour une acquisition
a la fréquence de 200 hertz ;

* le vantail est mis en mouvement par une poussée manuel-
le puis laché ;

* ’abscisse comporte les 350 points conservés ;

* les deux grandeurs acquises sont affichées en volt ;
— le couple résistant est en noir ;
— I’angle de rotation du vantail en bleu ;

* la vitesse de rotation du vantail, obtenue par dérivation
numérique de la courbe bleue, est superposée en bleu
clair avec un affichage [x50] en ordonnée.

2.5 Tt
2.0 +
1.5 +
1.0 +
0.5 T
0
—-05 4+ 50|
-1.0 +
-1.5 +
-2.0 +
-2.5 1+
-3.0 -+

3. Interpréter les courbes fournies et identifier la ou les
zones a exploiter.

[\

250 \i%

100 150 240

4. Proposer un protocole d’exploitation de ces données.



1. Pour montrer que le centre d’inertie d’un systéme matériel
2 est unique, on suppose qu’il en existe deux, notés respecti-
vement G et G,. Ils vérifient alors tous les deux la définition

du centre de masse
s s
/ Gl Pdm =
=

/@dm:()
=

On soustrait ces deux égalités membre & membre pour obtenir

/ G1G2dm :6
p3}

—— . ., N .
Le vecteur G G,, indépendant de la somme, peut alors étre mis
en facteur et on obtient

anle 26

Comme la masse m du systeme X est non nulle, les deux points
G et G, sont nécessairement confondus. Le centre de masse
est unique.

2. On considére un systtme matériel ¥ de masse m. Son
centre de masse G est défini par

/(ﬁdm:(_j
b))

—>

On pose alors G P QG, avec Q un point quelconque

oo

= )
Le vecteur QG est indépendant de la somme et peut alors étre
mis en facteur. On obtient finalement la relation recherchée

tol fOl

QPdm

=

m@:/ ﬁdm
=

3. On considere un systeme matériel ¥ de masse m en mou-
vement par rapport a un repere R. Son centre de masse G est

défini par
/ GPdm =0
z

On dérive cette expression par rapport au temps et on utilise
la propriété de systeme a masse conservative

d =
[—f G_f)’dm:| :/ [—GP] dm =0
dt Jx R d R

On pose alors GP = P — %, avec I un point immobile

dans R.
f L8] om= L 7P o

Les vecteurs 16 et P sont des vecteurs position respective-
ment des points G et P dans R. On utilise alors la définition
d’un vecteur vitesse pour écrire

/V(G,E/R)dmzf V(P,=/R)dm
X )}

(a)

Dans le terme (a), le vecteur \7(G, 2 /R) est indépendant de
I’intégrale et est mis en facteur. Cette intégrale peut alors étre
calculée

(a) = V(G,E/R)/ dm =mV(G,Z/R)
)}

On en déduit que la quantité de mouvement d’un systeme ma-
tériel est la somme des quantités de mouvements élémentaires.

mV (G, /R) :/ V(P,Z/R)dm
D3

4. Un solide indéformable S est un ensemble de points deux a
deux équidistants au cours du temps. Il s’agit donc de montrer
que le centre de masse G de S est immobile par rapport a S.
On considere pour cela un point Q du solide S et on évalue la

dérivée du vecteur position QG dans S en utilisant la défini-
tion du centre de masse

d — d 1
[EQG]S [M/ Q”"’”]s

Le systeme est un systéme a masse conservative. On peut ainsi

d’une part sortir E de la dérivée, d’autre part échanger la dé-

rivée avec I’intégrale
d — 1
0G| =—
[dt ¢ ]S m

Le vecteur Q P est un vecteur position du point P immobile

[i@;] dm
s S

sur le solide S. Sa dérivée par rapport au temps dans S est donc
nulle et on obtient

Le centre de masse G est immobile sur le solide S.
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1. Il est utile de compléter les notations de 1’énoncé :

« le disque plein est nommé D4, de masse m4 = p7 R? et de
centre de masse A ;

¢ le disque creux est nommé Dp, de masse mp = pmr?etde
centre de masse B.

Le centre de masse G du solide S est alors le barycentre des
centres de masse des disques D4 et D p affectés respectivement
des coefficients +m 4 et —m p. Cela s’écrit, a partir d’un point
quelconque Q

— — —
(ma —mp)OQG =mpaQA—mpQOB

. . s -— =
On choisit A comme point de référence et on pose AB = eu
pour écrire en définitive

r? N

—
AG = —me u
2. On caractérise la position des points P; et P, par leurs co-
ordonnées cylindriques exprimées dans le repere (A,4,9,7)

s > 7 >
AP1=}"1X1 A 2 =1X
yio U V2 U
X1 X2
01 0
u u

8y

Z
On souhaite le barycentre des points B, P, et P, affectés des

coefficients respectifs —m g, m, et m, au point A. Cela se tra-
duit par

—mgﬁ-{—mlﬁl—szﬁz =6

On exprime cette équation vectorielle dans la base (i,7) pour
obtenir un systéme de deux équations a six inconnues

{mlrl C0891+I’I12V200592 mpe

mqry Sinf; +myry,sinf, = 0
Ce systeme d’équations est a compléter par les inégalités tra-

duisant la valeur maximale des rayons et les zones a éviter.

Une solution un peu particuliere mérite attention. On choisit
m) = my = my et r; = ry = ry. On obtient alors le systeme de
deux équations a quatre inconnues suivant

91 = —92
2mgrocosf; = mpe

Les deux masses sont nécessairement symétriques par rapport
aladroite (A, i), et il faut un apport de matiere (mq > 0) pour
un angle 6; compris entre 0 et 90°, ou percer des trous (m¢ < 0)
pour 6; compris entre 90° et 180°.

1. Pour I’opérateur d’inertie au point Q d’un solide S, la for-
mule de changement de point s’exprime par

1(0.8) = 1(G.S) + 1(Q.GIm])

2. La formule précédente fait appel a trois opérateurs :

* ’opérateur d’inertie au point Q du solide S, dont la matrice
associée est a priori quelconque ;

lopx —F —E

108 =|-F B -D

—E -D C G50

e ’opérateur d’inertie au point G du solide S, dont la matrice
associée est a priori quelconque ;

Ioy —-F, —Eg
1G,S)=| —-F, B, -D,
—E; Dy  Co 1Giw)

* I’opérateur d’inertie au point Q du solide ponctuel G de masse
m, dont les composantes de la matrice s’expriment a partir
des coordonnées du point G.

1(0.GIm))

m(y; +23)  —mxgyg —MmXgZg
=| —mygxg m(zp+x3)  —myeze
—mzgxg  —mzgyy  m&xZ+y2) 1G5

3. Le théoreme de HUYGENS se retrouve pour chacun des
termes de la diagonale. On se contente de détailler la premiere
composante de la matrice, en notant que la quantité ( y§ + zz)

représente le carré de la distance du point G a I’axe (Q,g).
oy = Igx +m(yg +23)

Le moment d’inertie du solide S par rapport a I’axe de rota-
tion (Q,g) est égal a la somme du moment d’inertie de ce so-

lide par rapport a I’axe (G,g), axe de rotation parallele passant
par le centre de masse, et du moment d’inertie du point G af-

fecté de la masse totale m par rapport a 1’axe (Q,S).

1. Soit une tige homogene de longueur L et de masse m. On
calcule sa masse linéique p

P=Z

On se place au point courant P de masse dm = pdx situé a
I’abscisse x

L

| x
A i
dx

<

x

La définition scalaire du moment d’inertie et le calcul d’inté-
grales permettent d’écrire :

» par rapport 4 I’axe (A,7)

L 3qL 3 2
IAZZ/ xzpdx:p[x—i| :pL_Zﬂ
0 3 1 3 3



* par rapport a I’axe (G,Z)
L

7 5 x372
I, = L pdx =p 3| .
-2 -7

2

ot~

mL?
12

Le théoreme de HUYGENS permet de calculer /4, a partir de I,

T T L z_mL2+mLz_mL2
Az=1G T 5 ) =" 4 - 3

On retrouve bien évidemment le méme résultats.

2. Soit un disque homogene de rayon R et de masse m. On cal-
cule sa masse surfacique p

On se place au point courant P de coordonnées polaires r
et 0, avec une masse élémentaire décrite par dm = p dr rd6

La définition scalaire du moment d’inertie permet d’écrire

2w R
Ig; :/ / pridrdd
o Jo

Le calcul se mene sans difficulté

" 7 |:r4:|R mR?
G:=2mp| | =
: 4], 2

La détermination du moment d’inertie par rapport a un des dia-
metres se mene a partir de 1’opérateur d’inertie. Le disque est
un solide de révolution d’axe (Gz) . Sa matrice d’inertie est donc
de la forme

B A 0 0
1G,SH =10 A 0

Le disque est d’épaisseur négligeable. 1l existe alors une rela-
tion remarquable entre les deux valeurs propres A et C. En effet,
on reprend les expressions générales des moments d’inertie pour
écrire

e = /(y2 +2%)dm ~ /yzdm
Igy = / (% + xHdm ~ / x2dm

Ig; = /rzdm = /(x2 + yz)dm = Igx + Igy
On en déduit la relation C = 2A, donc la valeur du moment
d’inertie du disque par rapport a un de ses diametres

mR?
4

Igx =

3. Dans le cas d’une sphere homogene, pleine ou creuse, la ma-
trice d’inertie calculée en son centre est sphérique

_ A 0 0
1G,S) =0 A 0
0 0 A

(%,5.2)
La trace de la matrice est donc, en posant r la distance du point
courant P au centre de masse G

3A:2/(x2+y2+zz)dm:2/r2dm

Dans le cas d’une sphere creuse, tous les points sont au rayon
R et on en déduit I’expression des moments d’inertie princi-
paux
2 2
Iy = lgy = Ig; = ng

4. Dans le cas d’une sphere pleine, on reprend la méthode sui-
vie a la question précédente et on utilise les coordonnées sphé-
riques pour le calcul de I’intégrale.

Soit une sphere homogene pleine S de rayon R et de masse .
On calcule tout d’abord sa masse volumique :

* on part de I’expression du volume élémentaire dV ;
dV =dr rde rsin pdf

* on retrouve rapidement 1’expression du volume V de la
sphere ;

R b4 4 4
1% =/ rzdr/ singodw/ do = - R?
0 0 0 3

* on en déduit I’expression de la masse volumique p.

3m

P~ 4R

Pour déterminer la trace de la matrice, il faut maintenant cal-
culer [ r*dm. On a donc

R b4 2m 4
/rzdm = p/ r4dr/ sin pdg do = —pn R’
0 0 0 5

On en déduit la valeur de la trace de la matrice d’inertie que
I’on exprime en fonction de la masse m

3A 24 R’ 23 R?
= 2— 07T =slZ—m
57 5

En conclusion, I’expression des moments d’inertie principaux
pour une sphere homogene pleine de rayon R et de masse m
est

2 2
Igx = Igy = Ig; = ng

75



1. Tige homogene
y
L

A G B S
. X

La tige est a considérer comme un solide de révolution d’axe
(A,X). Les deux matrices a proposer sont immédiatement
écrites :

* matrice de 1’opérateur d’inertie au centre de masse G ;

0 0 0
= 2
1G.5)=[0 "= 0

iz .
0 0 “F1@F5.9

* matrice de 1’opérateur d’inertie a une de ses extrémités ;

0 0 0
= 2
1AS=|0 2 0
L2 oo
0 0 ==J@E3y2

2. Plaque rectangulaire

y
a
«————————>f
= A G: B c
C

Pour tous les points de ’axe (A, X), la plaque présente trois plans
de symétrie et les trois directions ¥, y et Z sont en conséquence
principales.

On commence par exemple par le moment d’inertie /4y :

* on se place au point courant P de masse dm situé a I’abscisse
x et al’ordonnée y ;

« la distance de ce point courant P a 1’axe (A,y) ne fait inter-
venir que 1’abscisse x ;

a
Lay =/ x2dm
0

» comme 1’ordonnée du point courant n’intervient pas pour la
distance a prendre en compte, on pose alors la masse linéique
p de la plaque suivant X ;

m
p==

a

* la masse élémentaire est prise égale a dm = pdx.

y

dx
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On réalise alors que le calcul est exactement le méme que pour
une tige de longueur a et de masse m et on en déduit les
valeurs des moments d’inertie par rapport aux axes (A,x)
et (A,y) :

e on integre de 0 & a pour 4y ;

* on integre de —%é +§pour Ty s

] _mb2
Ax = 12

Le calcul du troisitme moment d’inertie est immédiat en re-
prenant les différentes expressions

Lax =/y2dm
Iy = /xzdm

la, = /(x2 + y)dm = /xzdm +/y2dm

Comme les coordonnées x et y sont indépendantes 1’une de
I’autre, le moment d’inertie /4 est la somme des deux autres.
On en déduit I’expression de la matrice d’inertie au point A

mb?
NS 0

1AS)=| o m2 0

3
ma® mb? G
0 0 SH-+5JdGE52

[N}

La compréhension du raisonnement permet de proposer tout
de suite la forme de la matrice de 1’opérateur calculé au centre
d’inertie G

w00
1G,9=| 0 na 0
@+b) | o oo
0 0 =5 (x,y,2)

On peut terminer en s’intéressant a la répartition de la masse
autour du point C.

Une fois réalisé qu’il n’y a plus que le plan (C,X,y) comme
plan de symétrie, on calcule le produit d’inertie non nul :
* on se place au point courant P de coordonnées x et y ;
* on pose la masse surfacique p de la plaque ;
m
=T
* I’élément de masse élémentaire est exprimé pardm = udxdy ;

* on calcule I’intégrale cherchée

a b
mab
Iny:M/ de/ yd}’:T
0 0

On a donc comme résultat final

mb? __mab 0
- : 7
IC,5)=| —mb  me 0
m@+b® | o oo
0 0 5 (359



3. Parallélépipede rectangle

S’intéresser a un parallélépipede rectangle revient a générali-
ser le raisonnement mené sur la plaque rectangulaire :

* pour le calcul du moment d’inertie /4., par exemple :
— la cote du point courant n’intervient pas ;
— les variables x et y sont indépendantes ;
— on intégre la quantité bex?dx de 0 a a ;

— on intégre la quantité acy’dy de —% a +%.

I ma* . mb?

Az = —F t —

3 12

* les expressions des deux autres moments d’inertie se retrou-
vent de la méme maniere.

On propose ainsi :

* pour la répartition de la masse autour du point A ;

1(A,S)

mb? mc?
=t 0 i 0
_ mc® | ma®
- O 12 + 3 . 0 .
ma mb S oo
0 0 5+ TG

* pour la répartition de la masse autour du centre d’inertie G.

m(b2+ ,2)
— 12 ‘ 20 2 0
1(G.S) = 0 orleta) 0
m@+b?) | o
L L 12 (x,,2)

Pour la recherche des moments d’inertie principaux, le paral-

1élépipede rectangle est a imaginer comme la réunion de trois

tiges :

* la premiere issue du point A, de masse m et de longueur a
suivant X ;

* la deuxieme de part et d’autre du point A, de masse m et de
longueur b suivant y ;

* la troisieme de part et d’autre du point A, de masse m et de
longueur c suivant 7.

— |

<

=l

Attention, cette assimilation n’est valable que pour la com-
préhension et la recherche de moments d’inertie !

4. Disque

Ny

Le disque est un solide de révolution d’axe (G,x) et les mo-
ments d’inertie principaux ont été calculés lors de I’exercice
précédent. On peut donc immédiatement proposer la matrice
de I’opérateur d’inertie au centre de masse G

"0 0

1G5 =| 0 =& ¢
R | -5
0 0 HJE3iD

5. Cylindre de révolution

Le cylindre de révolution ci-dessus présente le cumul des ré-

sultats mis en place pour une tige de longueur & suivant X et

pour un disque de rayon R dans un plan paralléle a (¥,7) :

* concernant la répartition de la masse autour du centre d’iner-
tie G ;

w0 0

Iy = v 2 2Eoal 0
R? /] [P
0 0 Tt dERD

» concernant la répartition de la masse autour du point A.

0 0
TAS =] o 2w 0
0 +

1. Le vecteur moment cinétique se calcule en un point Q et est
associé au mouvement X /R. Il est défini sous la forme d’une
intégrale

G(0,Z/R) =/ 0P AV(P,Z/R)dm
>

2. La démonstration s’appuie sur la définition précédente du mo-
ment cinétique, dans laquelle on introduit un nouveau point /

. — = — .
en écrivant QP = QI + I P. On obtient deux termes
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G(0,%/R) = / 01 AV(P,S/R)dm
D>

@
+/ TP AV (P,Z/R)dm
>

®)
Ces deux termes s’interpretent différemment :

* le second terme correspond a la définition du vecteur moment
cinétique au point [ ;

(b) =5(1,/R)

9 = o2 o8
* dans le premier terme, le vecteur Q1 est indépendant de I’in-
tégrale et peut étre mis en facteur

@) = 0l /\/ V(P,=/R)dm
X

On utilise alors la définition du centre d’inertie G du systeme
% pour terminer ce calcul

(@) = 01 AmV(G,S/R)

On obtient en définitive

5(0.Z/R) =5 (I,S/R) +mV(G,Z/R)ATQ

Tous les éléments du champ des vecteurs moment cinétique vé-
rifient une relation de champ de moments de torseur avec le
vecteur mV(G,E /R) indépendant de tout point comme ré-
sultante. Le champ des vecteurs moment cinétique est un
champ de vecteurs équiprojectif.

3. Dans le cas d’un solide indéformable S en mouvement dans
un repere R, deux modes de calcul sont a privilégier :

* a partir de 1’opérateur d’inertie ;
5(0.5/R) =1(0.9) (%(S/R))

* par changement de points sur le champ des vecteurs moment
cinétique.

V{P,Q)} € §*
G(P,S/R) =5(Q,S/R)+mV(G,S/R) A QP

4. Les moyens usuels de calcul d’'un moment dynamique sont
au nombre de deux également :

* soit par changement de points sur le champ des vecteurs mo-
ment dynamique, et en général a partir du centre d’inertie G ;

3(0,£/R) = 8(G,£/R) + mA(G,£/R) A GO

* soit a partir du moment cinétique, et il ne faut pas oublier le
terme complémentaire.

= d .
5(0.2/R) = [d—O(Q,Z/R)]
! R
+V(Q, 7/R) AmV(G,=/R)
On garde néanmoins a I’esprit qu’il est conseillé de commen-

cer par décrire le systeme X pour se placer au plus vite sur des
solides indéformables.

Si le systeme X est un ensemble de n solides S; par exemple,
on commence alors par détailler le vecteur moment dynamique

5(Q.Z/R) = _58(Q,Si/R)
i=1

1. Ce mécanisme comporte une chaine ouverte de deux solides :

« le bati R, auquel on attache un repere (A,X,,2) ;

« la trappe S, en liaison pivot d’axe (A,X) avec le bati. On pose
a = (Z,%s)

&
>
=1

<<

X
La répartition de la masse de la plaque est caractéristique dans

le repere (G, Xy, ¥s5,Z5). On a ainsi deux reperes attachés a la
plaque a poser

,\‘\

=l

Zs N X

A

On en déduit la deuxieme figure de changement de base

ﬁfs/\f

X
0
u X

re

La trappe admet trois plans de symétrie dans la base (X;, ys,Zs),
dans laquelle la matrice de I’opérateur d’inertie au point G
est donc diagonale

_ IGx 0 0
1GS=| 0 Ig O
0 0 Ig; (237§.S7Zs)

2. Le torseur cinématique associé au mouvement S/ R s’écrit

V(S/R) =G{g‘x

On en déduit que la quantité de mouvement de la trappe dans
son mouvement par rapport a R est nulle.

mV(G,S/R) =0

Le moment cinétique au point G se déduit directement de 1’opé-
rateur d’inertie

3(G,S/R) = 1(G,S) (Ez(S/R))



Comme il est plus facile de changer la base d’expression d’un
vecteur plutdt que celle d’une matrice, on écrit

X = cosfsXy — sinb;ys

On en déduit une premiere expression pour le vecteur recher-
ché

6(G,S/R) = a (Igx cos OsXs — IGy sinb;Yy)

Les trois quantités qui interviennent peuvent &tre détaillées :

* I’angle 65 dépend du rapport entre la longueur et la largeur
de la plaque ;

c
tan 6, = 7

¢ les deux moments d’inertie sont des expressions usuelles.

2mc? 2md>?
IGx = ? Gy = 3

En définitive, on peut donner les éléments de réduction du tor-
seur cinétique
0
C(S/R) = . 2 )
(S/R) G | 2am (c? cos 6,X; — d? sin 6y

3. Au centre d’inertie G, les éléments de réduction du torseur
dynamique sont les dérivées respectives des éléments de
réduction du torseur cinétique par rapport au temps dans R. On
peut alors évaluer en préliminaire

dXs e e
— = ax A Xy = asinfzg
dt |p

d3s = &X A ys = & cos b7
dt R yS . S48

On en déduit I’expression du moment dynamique au centre
d’inertie G
= 2 o 90} - 2 . -
8(G,S/R) = Sém (¢? cos 65Xy — d” sin 6, yy)

2 =
+§d2m cos by sin Oy (¢* — d*) Z

4. La trappe est un solide en rotation autour d’un axe (G,X)
immobile dans le repere d’étude. On sait alors que la compo-
sante suivant X du moment dynamique est de la forme

%.3(G,S/R) = Jé

Par identification avec la réponse de la question précédente, on
en déduit I’expression du moment d’inertie de la plaque par rap-
port a un de ses diametres

L2 = o) 2
J= Xgm (¢* cos O Xs — d” sin O3y
Ce qui donne, apres 1’évaluation des deux produits scalaires

2
J = 3" (c* cos B + d* sin ¥y)

1. Le point K est un point fixe dans le référentiel d’étude, on
en déduit :

(K,1/0) = 7(1{,1)(52(1/0))

Le vecteur 52(1 /0) s’exprime simplement dans la base 1 par
52(1/0) = &z, et on utilise la linéarité de I’opérateur d’inertie
pour en déduire
25(K.1/0) =aZ.1(K.1)G) = Jo
—_————
IKZ’

Pour mémoire, on peut supposer le plan (K,Z;,X;) plan de sy-
métrie pour la girouette 1, donc proposer 1’opérateur d’inertie

?(K, 1) sous la forme

) A, 0 -—E
IK,Hh=| 0 B 0
—E, 0 J

(X1,51,21)

2. La répartition de la masse de I’hélice 2 est donnée autour du
point G. On commence ainsi par appliquer la formule de chan-
gement de points sur le champ des vecteurs moment cinétique

5(K.,2/0) = 5(G,2/0) + MV (G,2/0) A GK

Deux termes sont a calculer :

* Par composition des vecteurs rotation, on a
Q2/0) = Q2/1) + $(1/0) = > + 63

Comme la matrice d’inertie donnée est exprimée dans la base
(X2,¥2,72) , on exprime le vecteur Z; dans cette méme base
pour écrire

Q(2/0) = BX, + & sin By, + @ cos BZ»
Au centre d’inertie, le moment cinétique est donné par 1’ opé-

rateur d’inertie 7(G,2) appliqué au vecteur rotation 52(2 /0)
et on obtient

5(G,2/0) = AB%, + Basin By, + Cd cos BZ,

* Le point G est sur I’axe de rotation de 2 par rapporta 1 : Le

vecteur vitesse V (G,2/0) se détermine donc par changement
de point sur le mouvement 1/0 et son expression est

\7(G,2/ 0) = aay, . Le deuxieéme terme donne ainsi

MEKG A V(G,2/0) = Ma*dZ,

La somme des deux termes trouvés permet de répondre a la ques-
tion posée

o (K,2/0) = & (Bsin By, + Ccos BZ, + Ma’z;) + BAX,
3. Le point K est immobile dans le mouvement 2/0, donc le

moment dynamique 5 (K ,2/0)est obtenu en dérivant le moment

cinétique 6 (K,2/0) dans la base 0. Comme le vecteur 7 est
également fixe dans la base 0, le calcul demandé est immé-
diatement allégé en constatant que dans ce cas

3 [%a(K,z/O)]O — %Z.&(K,Z/O)
On obtient alors
7.6(K,2/0) = & (Bsin’g + C cos’B + Ma?)
On dérive cette expression par rapport au temps

2.8(K,2/0) = & (Bsin?B 4 C cos’8 + Ma?)

+2aB(B — C)cos B sin 8
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4. Le balourd 3 est considéré comme une masse ponctuelle, il
est donc intéressant de partir de la définition du moment ciné-
tique pour poser

G(K,3/0) = mKP A V(P,3/0)

Le point P est immobile sur 1’hélice 2, donc le calcul du vec-
teur vitesse \7(P,3 /0) se fait a partir de la formule de chan-
gement de points sur le mouvement 2/0. On obtient par ce pre-
mier calcul

V(P,2/0) = 0(2/0) A K P

(@Z + BX1) A (aX, + bZ2) (1)
@ (ay, + bsin B 1) — Bby,

— . — = = . .
Le vecteur K P se décrit par K P = ax; + bz, et on obtient ainsi
o(K,3/0) =

m ((@°Z — abcosB Xy + b’ sinp yo)& + (b°%; — abZ:)B) (2)

5. On écrit la définition de 1’énergie cinétique pour le systeme
matériel X, que 1’on décompose en trois parties indéformables

3
E(X/0) = /E VA(P.Z/0)dm =) E(i0)

i=1
On se retrouve ainsi avec trois termes a calculer :

* Le mouvement 1/0 est un mouvement de rotation autour d’un
axe fixe dans 0, I’expression est alors immédiate

1,
E(1/0) = 5 Jé

* Pour le mouvement complexe 2/0, il est nécessaire de reve-
nir a I’expression de I’énergie cinétique pour un solide indé-
formable, a savoir

EQ/0) = 5CC/0) ®V(/0)

. -7 .
Le vecteur vitesse V (K,2/0) est nul, le vecteur rotation
©(2/0) vaut B%, + &z, et le moment cinétique o (K,2/0)
ayant été calculé a la question 2, on obtient alors

1 1,
E(2/0) = 2 (Bsin’B + C cos’B + Ma*) &> + 5,452

* Pour le dernier terme, deux possibilités équivalentes de cal-
cul apparaissent :

— soit on part de la définition de 1’énergie cinétique pour une
1 -
masse ponctuelle, a savoir £(3/0) = Em V2(P,3/0) eton

utilise I’expression du vecteur vitesse détaillée a I’équation
OF
— soit on utilise 2 nouveau I’expression s’appuyant sur un co-

moment et on utilise le moment cinétique détaillé a I’équa-
tion (2).

Tout calcul fait, on obtient
1 1.
E(3/0) = 50[2 (B sinzﬁ —+ CCOSZﬁ + Maz) + EA‘BZ

La somme des trois résultats précédents donne 1’expression re-
cherchée

E(Z/0) =
% (J + (M + m)a® + (B 4+ mb*) sin’B + C cos B) &

+= (A +mb*) B> —mabcos B p

N —

1. Le logiciel de CAO fournit des valeurs numériques « brutes ».
Il est raisonnable de les lire en se limitant a 3 chiffres signifi-
catifs et de les convertir dans les unités du systeéme internatio-
nal.

Concernant la répartition de la masse, les composantes des ma-
trices d’inertie sont données dans la base (¥,%,Z). On conver-
tit les valeurs numériques en [kg m?] et on écrit les matrices
associées aux répartitions de masse :

» d’une part autour du centre d’inertie G de I’ensemble du bras ;

_ 0.002 0.000 0.000
1(G,S) = | 0.000 0.028 0.000
0.000 0.000 0.027 |(%,,3)
e d’autre part autour du point O.
_ 0.002 0.000 0.000
1(0,8) = | 0.000 0.089 0.000
0.000 0.000 0.088 |x,5,7)

2. Les matrices sont diagonales, et 1’axe de rotation est un axe
principal d’inertie.

3. Le moment d’inertie recherché est celui autour de 1’axe
(0, ), écrit sous la forme /zz dans le deuxieme tableau
fourni

Io, = 8.8107% kgm?

4. Sont également fournis :

* la masse de I’ensemble m = 2.51 kg ;

« la distance du centre de masse G a 1’axe (O, z), évaluée
ad=0.156m;

*le moment d’inertie par rapport a I’axe (G, 7), évalué a
IG; = 0,027 kg m?

On utilise le théoréeme de HUYGENS pour calculer
Ig; +md® = 0.088 kg m?

Les données fournies par le logiciel forment un ensemble
cohérent.

5. Utiliser un tableur pour regrouper les différentes valeurs et
automatiser les calculs est efficace.

On propose une synthese des différentes contributions a la masse
totale M et au moment d’inertie /o, dans un tableau.



Composant M Io;
Axe bras 21.9% 0.1%
Bras seul 16.1% 7.4%
Masselottes 51.5%| 76.9%
Vis 54% | 11.3%
Quincaillerie 5.1% 4.4 %
[ Total 100.0% | 100.0%

6. Concernant les valeurs des moments d’inertie, la lecture du

tableau précédent induit plusieurs remarques :

* comme |’on pouvait s’y attendre, les masselottes, alors méme
qu’elles ne représentent que la moitié de la masse, contribuent
pour pres de 80 % au moment d’inertie ;

* I’axe d’articulation du bras représente 20 % de la masse to-
tale, mais n’intervient pas dans le moment d’inertie ;

* al’opposée, la vis qui passe presque inapercue en représente
10 % ;

* le bras occupe I’espace visuelle, mais son influence est infé-
rieure a 10 %.

Cette recherche confirme que pour évaluer un moment d’iner-

tie, il est nécessaire d’étre d’autant plus attentif aux masses

qu’elles sont éloignées de I’axe de rotation.

7. Le volume a considérer est un cylindre de révolution ho-

mogene de masse volumique p, de rayon R et de longueur a.

On calcule sa masse :

m, = pr R*a AN. mp; =145 kg

La valeur relevée dans les tableaux fournies estde m; = 1.29 kg.
La masse calculée du volume simplifié est surévaluée de 12 %.

8. On commence par relever la valeur de référence.
Ji = 0.068 kg m?

En reprenant les notations de la question précédente, le moment
d’inertie /s du volume simplifié par rapport a un de ses dia-
metres passant par le centre de masse s’exprime par

myR?>  mya?
4 12

Igs =
Toutes les valeurs sont connues, on peut faire 1’application nu-
mérique
Igs = 0.0094 kg m?

Le théoreme de HUYGENS permet de changer d’axe de rotation
et de poser

b =Igs + mL?
On calcule alors
J, = 0.076 kg m?

Le calcul a introduit la quantité 7, L? notée par ailleurs J, dont
la valeur est

Jy = 0.075 kg m?

La derniere valeur s’évalue en reprenant la masse déclarée de
m, = 1.29 kg pour calculer la quantité m, L>

J; = 0.067 kg m?

On constate que 1’influence de la forme du volume considéré
estnégligeableici, J3 ~ Jj et J4 & J,, alors que I’écart de 12 %
sur la masse se retrouve sur le moment d’inertie.

9. Les différents calculs menés permettent de constater que plus
on s’éloigne de 1’axe de rotation, moins les formes ont d’im-
portance devant la seule valeur de la masse. Un bon ordre de
grandeur pour un moment d’inertie est souvent obtenu en ré-
duisant les formes d’un solide a des tiges, des disques ou des
masses concentrées. Par contre, il faut rester attentif aux va-
leurs des masses et aux positions des centres d’inertie.

1. Un encadrement rapide se mene a partir de masses ponctuelles,
avec deux propositions toujours vérifiées :

* la masse supposée concentrée au point le plus loin de 1’axe
de rotation fournit un majorant ;

* la masse supposée concentrée au centre d’inertie fournit un
minorant.

Calcul du majorant et premier encadrement

On note P le point courant de masse dm, situé a une distance
r de 1’axe de rotation (O, 7)

z

S —

Le rayon r vérifie I’encadrement

:
~

0<r2gL?

On en déduit un premier encadrement toujours vérifié par un

moment d’inertie
O</r2dm </L2dm
S S

L’ application numérique donne, pour le vantail étudié
0 < Ip; < 24 kg m?

Le minorant nul est trivial et le majorant correspond a la masse
concentrée au point le plus éloigné de 1’axe de rotation.

Calcul du minorant

On suppose la masse concentrée au centre d’inertie. Cette hy-
pothese rappelle le théoreme de HUYGENS

lo; = Ig; +md’

Le terme complémentaire md> correspond bien 4 I’hypothése
faite, et comme /G ; est strictement positif, on en déduit I’inégalité

Io; > md?

Dans le cas étudié, le centre de masse est situé approximative-
ment au centre du rectangle enveloppe, donc a une distante %
de I’axe de rotation

Io; > 6kg m?
En définitive, on pose I’encadrement demandé

6kgm® < Ip, < 24 kg m?
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2. La masse supposée uniformément répartie le long du van-
tail permet de calculer le moment d’inertie correspondant

2

J—ML
-3

A.N.: J =8 kgm?
Interpréter cette valeur est un peu plus délicat, car cela dépend
des formes du vantail. Au vu des images fournies, on choisit
de le décrire comme 1’association de cing tiges homogenes que
I’on numérote de 1 a 5

7

La contribution de chacune des tiges au moment d’inertie J est
proportionnelle a sa masse m; et I’on a également

5 L2

J=Zm,?

i=1
On peut alors constater que :

* I’hypothese de masse uniformément répartie de r =0 a
r = L est une bonne approximation pour les tiges 1,3 et 5 ;

2 Lo L

* on compte LT pour la contribution au moment d’inertie J
de la tige 2, alors que son moment d’inertie par rapport a 1’axe
(0, 7) estnul ;

2 o .

* on compte m4LT pour la contribution au moment d’inertie J
de la tige 4, alors que son moment d’inertie par rapport a 1’axe
(0, 7) vaut myL? ;

Comme les masses m, et n4 sont semblables, on en déduit que

la valeur J minore la valeur de /o, d’une quantité approximative

2
de I’VL4LT.

J <o,

3. Premiéres constatations :
* les abscisses sont graduées en points ;
¢ les ordonnées en volt.

Les deux courbes en position et en vitesse permettent de dif-

férencier les deux phases de I’essai :

* la position angulaire évolue de la position initiale a la posi-
tion finale avec un point d’inflexion a identifier ;

* la vitesse angulaire passe en fin de poussée par un maximum
qui permet de différencier les deux phases.

Lancer, Lacher

25 T
2.0 +
1.5 +
1.0 +
0.5 +

0 /l | ! I !

100 150 200 250 300

—-05 4+ 50
-1.0 L+

4. Une fois la phase de lacher identifiée, il faut successivement :

o extraire la liste des valeurs utiles du fichier des données en-
registrées ;

* renumeéroter les abscisses et les convertir en seconde, en ex-
ploitant la fréquence d’acquisition ;

e rechercher les constantes d’étalonnage des capteurs, pour
convertir les ordonnées dans les unités S1 ;

* proposer un modele de représentation pour la loi d’évolution
du couple résistant ;

« élaborer la loi du mouvement a partir du principe fondamental
de la dynamique ;

« exploiter cette loi pour conclure.
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Introduction

La dynamique est I’étude des mouvements. Aboutissement de la formation
en mécanique des systemes de solides, la dynamique des solides finalise
outils et méthodes pour prédire ou expliquer les mouvements a partir de
leurs causes.

Devenir performant en dynamique est difficile, car des calculs mal menés
dans un espace a six degrés de liberté deviennent rapidement inextricables.
C’est pourquoi ce chapitre propose les lois générales et les applique immé-
diatement a des cas simples. Il est indispensable de se concentrer sur les
situations élémentaires pour comprendre, et étre ainsi capable d’interpréter
les futurs résultats issus de logiciels de calcul.

Prérequis

e Le chapitre précédent.

* Les actions mécaniques du point de vue local ou global.
e La relation fondamentale de la dynamique pour un point.

* La notion de puissance.

Objectifs
* Evaluer la puissance développée par un systéme d’actions mécaniques.

* Apprendre a utiliser un jeu de six équations scalaires pour six degrés de
liberté.

Pour tout ce chapitre et comme pour le précédent, les notations suivantes sont adop-
tées :

Rg représente un repere galiléen ;

> est un systeme matériel quelconque ;

S nomme un solide indéformable ;

le point courant considéré est noté P ;

un point quelconque, mais invariant une fois choisi, est noté Q ;

I’espace géométrique est modélisé par un espace affine euclidien £ de dimension
3 et par I’espace vectoriel E associé.
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Chapitre 3 « Dynamique des solides

84

mmmme 3.1 Principe fondamental de la dynamique

311

PFD est l'acronyme de principe
fondamental de la dynamique.

Un logiciel de calcul formel, tel MaPLE par
exemple, distingue la proposition « x +
y=2»de la proposition « x:=2-y»

On parle de mécanique newtonienne,ou
classique, par opposition a lamécanique
relativiste.

Enonceé

Il existe au moins un référentiel galiléen Rg tel que pour tout ensemble matériel X et
a chaque instant t, le torseur dynamique associé au mouvement de ce systéme par
rapport a ce repere est égal au torseur des actions mécaniques extérieures exercées
sur X.

Le principe fondamental de la dynamique s’écrit sous une des deux formes suivantes

D(E/Rg) = F(E— %) (D
ou bien
F(E—X)=D(Z/Rg) (2)

Les deux formes sont proposées car il s’agit d’une équivalence et non d’une affecta-
tion. Les deux quantités sont évaluables séparément, puis comparables ensuite.
On complete 1’énoncé par les propositions et remarques suivantes :

Référentiel

Un référentiel en mécanique est composé d’un repere d’espace et d’une échelle de
temps.

Chronologie

En mécanique dite classique, le temps est supposé étre le méme en tout lieu de 1’es-
pace. Cette proposition trouve ses limites en mécanique relativiste.

La mécanique newtonienne est une approximation du réel convenable lorsque les
vitesses restent faibles par rapport a la vitesse de la lumiere. Ce modele est amplement
suffisant pour 1’étude des systemes mécaniques.

Repere galiléen

Le principe fondamental de la dynamique pose 1’existence d’un repere galiléen, dont
on ne connait que des approximations plus ou moins fines.
Ce sont respectivement les reperes :

* héliocentrique, d’origine le centre du soleil et comportant trois directions
d’étoiles ;

e géocentrique, d’origine le centre de la terre et comportant trois directions d’étoiles ;

° terrestre.

Tout repere en translation rectiligne uniforme par rapport a un repere galiléen est lui-
méme galiléen.

Equivalence quantité d'accélération — action mécanique

Le principe fondamental de la dynamique est une équivalence exprimée entre des
quantités calculées, les quantités d’accélération, et des quantités posées, les actions
mécaniques extérieures.

Ce principe donne six équations scalaires qui sont a mettre en relation avec les six
degrés de liberté possibles dans I’espace géométrique de dimension 3.
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Les deux premiers théoremes sont a
retenir, les suivants sont a aborder avec
précaution.
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\; Les quantités d'accélération sont des
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quantités qui s'additionnent.

3.1 « Principe fondamental de la dynamique

Conséquences

Les conséquences du principe fondamental de la dynamique sont nombreuses, et
s’énoncent sous forme de théoremes.

Théoreme des actions réciproques

Soit ¥ un systeéme matériel décrit en deux parties X; et X, quelconques, mais dis-
jointes.

Ces deux parties vérifient ¥ N Xy = et ;U Xy = X,

On applique le principe fondamental de la dynamique respectivement aux systeémes
31, X, puis X.

D(Z1/Rg) = F(Z,1— %) 3)
D(%,/Rg) = F(22,— %)) )
D(Z/Rg) = F(E— %) ®)

On a les propriétés suivantes :

* le torseur dynamique D(X/Rg) est la somme des deux torseurs D(X;/Rg) et
D(%2/Rg) ;

* le torseur des actions mécaniques extérieures J (| — %)) est la somme des deux
torseurs F (X, — %) et F(X— X1)

* les actions mécaniques extérieures (X, — %) sont la somme des deux actions
mécaniques (X1 — Xp) et (X — X5) ;

* le torseur des actions mécaniques extérieures J (Z,— %,) est la somme des deux
torseurs F (X — Xp) et F(X — )

* le torseur des actions mécaniques extérieures JF (X — %) est la somme des deux
torseurs F (X — X)) et F(Z— X)) ;

\ — (T—32))

2 2

Figure 3.1 Description de (X, — %)).

C’est ainsi que la somme membre 2 membre des équations (3) + (4) — (5) permet de
conclure et d’énoncer le théoréme des actions réciproques.

Soient deux systeémes matériels quelconques X; et X, disjoints. Le torseur des
actions mécaniques exercées par X sur X, est I’opposé du torseur des actions méca-
niques exercées par X, sur Xj.

F(Ei— X)) =-F(E—> %) (6)
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3.13

"y Cethéorémea été posé dansl'ouvrage
//\  depremiéreannée,etil estsimplement
~ rappelé ici.

3.14

Cette relation n'est pas vérifiée dans le
cas général pour un point quelconque

0!

3.15

. équivalentes se fait en fonction du

\/ Le choix entre ces trois formes
e probléme a traiter.

3.1.6

86

Théoreme de I'équilibre

On considére un systéme matériel X dont on constate ou on souhaite 1’équilibre par
rapport a un référentiel galiléen Rg.

S’il existe un référentiel galiléen Rg dans lequel on constate ou on souhaite 1’équi-
libre d’un systeme matériel X, alors le torseur des actions mécaniques extérieures au
systeéme X est a chaque instant le torseur nul.

Vi,VP V(P,£/Rg)=0 = Vi, F(E->%)=0 7)

Si le champ des vecteurs vitesse \7(P, ¥ /Rg) est uniforme et constant, alors le champ
des vecteurs accélération A(P,X/Rg) est a chaque instant nul et la définition du tor-
seur dynamique permet d’écrire immédiatement

D(¥/Rg) =0 ®)

Théoréme du moment cinétique
Ce théoreme, tres utilisé par les physiciens, est valable pour les points particuliers mis
en évidence au chapitre précédent :

* au centre d’inertie G du systéme considéré ;

[15(G,E/Rg):| =M(G,E—Y) ©)
dt Rg

° en un point immobile O dans le mouvement S/Rg.

[i&(o, S/Rg):| =M(0,5S—5) (10)
dt Rg

Résultante et moment dynamique

Le principe fondamental de la dynamique s’exprime par 1’équivalence de deux tor-
seurs. Cette égalité se concoit immédiatement comme :

* une équation torsorielle ;

* deux équations vectorielles ;

* six équations scalaires.

Il n’est donc pas utile d’invoquer un théoreme de la résultante ou un théoréme du
moment dynamique pour ne citer qu’une seule des deux équations vectorielles posées.
Une proposition possible issue de 1’application du principe fondamental de la dyna-
mique est, par exemple : « Pour éviter les cinq inconnues scalaires de la liaison pivot
d’axe (A,u), on écrit I’équation de moment dynamique au point A scalaire i ... ».

Mouvements élémentaires de solides indéformables

Mouvement de translation

Soit un solide S de masse m et de centre de masse G en mouvement de translation dans
un repere galiléen Rg.



3.1 « Principe fondamental de la dynamique

Le cas du mouvement de translation est
traité ici de maniere générale, quelle
que soit la nature de la translation.

Figure 3.2 Exemple d’un solide 2 en translation rectiligne par rapport a un solide 1.

Le torseur cinématique correspondant au mouvement S/ Rg est a chaque instant

-

0
v

V(S/Rg) ={ (11)

Calcul du torseur dynamique

N

* La résultante dynamique s’exprime & partir du vecteur accélération du centre
d’inertie. Ce vecteur se calcule par dérivation vectorielle

- d -
A(G,S/Rg) = [EV(G,S/Rg)]R (12)
g

On rappelle a cette occasion qu’un mouvement de translation n’est pas forcément
rectiligne, le vecteur accélération contient deux termes que 1’on retrouverait ici

- o di
sous la forme A(G,S/Rg) = vu + v I:d_';:le

* On choisit le centre d’inertie G comme point de calcul pour le moment dynamique

2 d N d = - N
8(G,S/Rg) = [—G(G,S/Rg)} = [—I(G,S) (Q(S/Rg))} =0 (13)
dt Rg dt Rg

Pour un mouvement de translation, le . . .

torseur dynamique est un glisseur : le On en déduit I’expression du torseur dynamique recherché

moment dynamique n'est nul qu'en R

tout point de I'axe central, dont fait mA(G,S/R

partie le centre d'inertie G ! D(S/Rg) = G{ (‘)’ ( /R8) (14)

Inventaire des actions mécaniques extérieures

On pose le torseur des actions mécaniques extérieures, a priori quelconque ici

- _ [RES—YS)
F5-5= | Koss (1)
Application du PFD
Le fait d'identifier un mouvement de On choisit d’utiliser la forme vectorielle du PFD pour écrire finalement
translation ne diminue pas le nombre L .
d'équations ! Ig.(S —>_S) — I_ﬁA(G,S/Rg) (16)
M(G,S5—S) = 0
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Une étude démarre toujours par une
approche globale

Mouvement de rotation autour d'un axe fixe

On traite ce cas a partir d’un exemple.
On s’intéresse au mécanisme de transformation de mouvement schématisé ci-dessous.
Il comprend :

* un bati 1, auquel on associe un repere (O, X1, y1, 1) supposé galiléen ;
* un arbre 2 moteur, en liaison pivot d’axe (O, X;) avec le bati 1 ;

° un piston 3 récepteur, en liaison pivot glissant d’axe (O, Z;) avec le bati 1 et en
contact avec I’arbre 2 au niveau de son extrémité inférieure, de forme sphérique de

rayon r.
2]
3 3
: cp
PG
1 P 2
2 P | Pivot
PG | Pivot glissant
CP | Contact Ponctuel
3 -
X
Figure 3.3 Schéma cinématique et graphe des liaisons.
Approche globale

Une approche cinématique permet de dire :

e le graphe comporte une chaine fermée de solides, on a alors Ec = 6 équations sca-
laires ;

* on compte /¢ = 8 inconnues scalaires ;

e cette structure admet en conséquence un indice de mobilité de Ic — Ec = 2.

Il y a alors au moins deux mouvements indépendants a imaginer :

* la rotation du piston 3 autour de son axe de révolution est possible sans que 2 ne
bouge par rapport au bati ;

* les mouvements correspondant a la fonction cinématique recherchée.

Mouvement de I'arbre 2 par rapport a 1

On se contente pour cet exemple de chercher a mettre en équation le mouvement de
I’arbre 2 par rapport au bati 1.

Inventaire des actions mécaniques

Le milieu environnant de I’arbre 2 est composé de :

* la pesanteur, dont on néglige I’influence devant les actions de contact ;
e le bati 1, par 'intermédiaire de la liaison pivot ;

e lepiston 3 ;

* le moteur qui ’entraine en rotation.
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Cette constatation évite dans ce cas
bien des calculs inutiles !

L'analyse du contact entre le piston et
I'arbre permet bien sar de poser le
glisseur d'action mécanique
transmissible correspondant et
d'achever le calcul si nécessaire !

3.1 « Principe fondamental de la dynamique

Stratégie de résolution

On recherche la relation entre le couple moteur et la charge issue du piston. Il est donc
nécessaire d’éviter les cinq inconnues scalaires de la liaison pivot. Pour cela, on écrit
I’équation de moment dynamique au point O scalaire Z;.

Calcul du moment dynamique suivant z;

Le point O est fixe dans le mouvement 2/1, on a donc
2 d . . = -
5(0,2/1) = [Ea(o,z/l)] avec 5(0,2/1) = 1(0,2) (9(2/1))
1

Le vecteur Z; est immobile dans la base 1, le produit scalaire peut étre effectué avant
la dérivation

dﬂ021 q—dﬂ021ﬁ
[EM,HLA—E@(J)@

L’arbre 2 n’est pas un solide de révolution, on suppose la matrice de I’opérateur d’iner-
tie quelconque et on pose

_ A —-F —-E
102)=|-F B -D
-E -D J

(X2,2,22)

Le vecteur rotation 52(2 /1) s’exprime dans la base mobile par 52(2 /1) = wZ,. On peut
alors calculer la composante suivante Z; du moment cinétique au point O

5(0.2/1)3 = (7(0,2) (é(z/l))) Zi=Jo

La dérivation par rapport au temps du résultat précédent permet d’écrire 1’expression
de la composante suivant Z; du moment dynamique au point O

5(0.2/)7 = Jo (17)

Expression des actions mécaniques

Seules deux actions mécaniques interviennent dans 1’équation scalaire a écrire, et on
pose les torseurs correspondants sans chercher ici & expliciter davantage 1’action méca-
nique du piston que 1’on pose quelconque

0

R(3—2)
szl

f(’”_”):{ M(0,3—2)

]—‘(3—>2)={

Application du PFD

Une fois les quantités d’accélération calculées et les actions mécaniques posées, on
peut écrire 1’équation de moment dynamique au point O scalaire 7| recherchée

J& = Cm+ M(0,3—2).7, (18)

Bilan de I'étude
On peut constater a partir de cet exemple traité de maniere tres générale que dans le
cas de la rotation d’un solide autour d’un axe fixe dans un repere galiléen :

* seul intervient dans 1’équation de mouvement le moment d’inertie par rapport a
I’axe de rotation du solide concerné ;
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e les cinq équations scalaires encore disponibles permettent de déterminer chacune
une composante de 1’action mécanique de la liaison pivot guidant le mouvement ;

* ces cing équations font intervenir des quantités d’accélération qu’il est alors néces-
saire de calculer.

== 3.2 Notion de puissance

Pour un point matériel de masse m se déplacant a une vitesse V dans un repere R,
I’énergie cinétique est égale au travail nécessaire pour faire acquérir au point sa vites-

se depuis le repos. Cette grandeur s’écrit :
Cette expression a été introduite au 1
chapitre précédent. 7
pitre p E=-mV?

La variation instantanée de 1’énergie cinétique est exprimée par sa dérivée par rapport
au temps. Le résultat est une grandeur scalaire appelée puissance cinétique et notée
usuellement P.

La dérivée du vecteur vitesse dépend du référentiel d’étude R et donne un vecteur
accélération noté A. La relation fondamentale de la dynamique pose I’équivalence
entre la quantité d’accélération mA et la force F action mécanique attachée au point.
C’est ainsi que la puissance développée lors du déplacement de ce point est une gran-
deur algébrique correspondant au produit scalaire du vecteur force et du vecteur vites-

se. Son unité est le Watt [W].
Cette expression n'est valable que si la

masse reste constante au cours du P=mAV =F.V
temps.
Cette notion est étendue a un systeéme matériel quelconque par somme des quantités

élémentaires sur tout le systeme considéré.

L] 7/ L] /7 [
3.21 Puissance d'une action mécanique
<2 Expression générale
g/\ p 8
\ La force est le modéle d’action On considere le mouvement d’un systeme matériel quelconque X par rapport a un
mecanique associé au point! repere R, mouvement caractérisé par le champ des vecteurs vitesse V(P,Z/R).
On pose en chaque point P une force issue d’un systéme extérieur au systeme X ou

"5 On constate dés a présent que la P N "
/ P d d’un phénomene, que 1’on note alors F (¢ — P).

résultante de ces actions mécaniques

élémentaires s'exprime simplement I:e produit scalaire F (¢ — P).V(P,%/R) caractérise alors la puissance de la force
Z F(p— P)=F(p — %) F (¢ — P) dans le mouvement £ /R. On note cette puissance élémentaire Pgr(¢ — P).
PeXx

(19) Remarque

La premiére idée est de noter la puissance comme fonction de deux variables,
P(¢ — P,X/R).En effet, on parle de la puissance de I'action mécanique ¢ — P lors du mou-
vement X/R.Comme dans le cadre de cet ouvrage, le mouvement est clairement identifié et
que I'on n'en change guére, on se contente de la notation Pr(¢ — P) avec la seule action
mécanique comme variable, la référence au mouvement passant en indice du nom adopté.

On appelle puissance de 1’action mécanique (¢ — X) dans le mouvement /R la
quantité scalaire somme des puissances élémentaires développées au niveau de cha-
cun des points du systeme considéré .

Pr9—3)= Y F(p—P).V(P.Z/R) (20)
Pex
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A
V' Un point Q quelconque, mais bien
identifié dans le mouvement S/R

3.2.2

L'expression sous forme de comoment
est I'expression a retenir, mais elle n'est
valable que pour un solide
indéformable !

3.2 + Notion de puissance

Application au solide indéformable

On reprend la définition générale a laquelle on ajoute la relation de changement de
point, en choisissant un point quelconque Q

Y pes Fl9— P).V(P,S/R) = Y Fp— P).V(Q.S/R)
PeS
@ Q1)
+ Y Fe—P). (Q(S/R) A P_’Q)
PeS
(b)
* On factorise le vecteur vitesse V(Q,S /R) dans le terme (a) pour obtenir
(@) = ( F(p— P)>-‘7(Q,S/R)
Pze:s (22)

= F(p—5).V(Q,S/R)

*  On utilise les propriétés du produit mixte pour mettre le vecteur QS /R) en fac-
teur dans le terme (D)

(b)

Q(S/R).( S POAFp— P)>
PeS

é(S/R).(ZM(Q,¢—>P)> 23)

. . PeS
= Q(S/R).M(Q,p—S)

C’est ainsi que 1’on obtient I’expression de la puissance d’une action mécanique
(¢ — S) comme le comoment du torseur des actions mécaniques F (¢ — §) et du tor-
seur cinématique associé au mouvement S/R.

On appelle puissance de 1’action mécanique (¢ — S) dans le mouvement du solide
S par rapport a R la quantité scalaire obtenue par comoment du torseur d’action
mécanique et du torseur cinématique associés.

Pr(p—S) =F(e—S)®V(S/R) (24)

Puissance galiléenne d'une action mécanique

Lorsque le mouvement est relatif a un repere galiléen, on parle alors de la puissance
galiléenne d’une action mécanique.

On appelle puissance galiléenne de 1’action mécanique (¢ — X) la puissance de
cette action mécanique dans le mouvement du systeme X dans un repere galiléen Rg.

L’écriture Pgrg (¢ — ) est simplifiée avec profit en Pg(¢p — X).

Dans le cas d’un solide indéformable S, I’équation 24 s’écrit alors
Pglp—S) =Flp—S) ®V(S/Rg) (25)

et se lit « puissance galiléenne de I’action mécanique (¢ — S) ».
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3.2.3

Il faut faire attention a I'action
mécanique et au mouvement associé.

3.24

Un ressort est un exemple d'élément
accumulateur d'énergie potentielle,une
chambre avec un gaz compressible
également... Un volant d'inertie est un
élément accumulateur d'énergie
cinétique....

Cette équation est détaillée sous une
forme plus explicite a la section suivante,
lors de I'énoncé des théoremes
énergétiques.

Puissance des interefforts

Soient deux solides indéformables 1 et 2 en mouvement relatif.
On reprend I’expression générale 24 dans le cas du solide indéformable 2 en mouve-
ment par rapport au solide 1.

Pi(p—2)=Flp—>2)®@V(2/1) (26)

On considere comme action mécanique particuliere celle issue du solide 1, notée
(1—2). L’expression de la puissance prend alors une forme particuliere dans laquel-
le les solides peuvent échanger leurs roles respectifs.

FA->2)V2/H=F2—->1)V(1/2) 27)

On parle alors de la puissance des interefforts entre les solides 1 et 2.

On appelle puissance des interefforts la puissance de 1’action mécanique d’un soli-
de i sur un autre solide k lors de leur mouvement relatif k/i.

Comme les solides peuvent échanger leurs rdles, on adopte pour la puissance des
interefforts la notation P(1<>2) qui exprime cette propriété.

P(1<2) = F(1-2)V(2/1)
au choix (28)
P(l<2) = FR-1)V(1/2)

Puissance des efforts de liaison

On termine cette section sur la puissance en s’intéressant aux liaisons.

Conservation de I'énergie

Au sein d’un mécanisme, la puissance est transmise du moteur au récepteur en passant
par les différentes liaisons.

Pe Puissance fournie par le moteur
Ps Puissance transmise au récepteur
Pe Ps P i issipée par &
cal | Puissance dissipée par échauffement
— - pee p
Pi Puissance interne, stockée ou restituée

Figure 3.4 Bilan énergétique instantané.

Un rapide bilan énergétique permet de dire que 1’énergie fournie par un élément
moteur se répartit a chaque instant en :

e ¢énergie transmise a un élément récepteur ;

e énergie dissipée par échauffement ;

e énergie stockée par un élément accumulateur sous forme d’énergie potentielle ou
sous forme d’énergie cinétique.

Ce bilan se traduit par I’équation instantanée suivante :

Pe+Ps+Pcal+Pi:0 (29)



3.3  Théoremes énergétiques

Avec les conventions de signe adoptées en thermodynamique, la puissance entrante P,
est comptée positive, les puissances sortantes Ps et P, sont comptées négatives et le
signe de P; est négatif en phase d’accumulation, positif en phase de restitution.

Remarque

La définition usuelle du rendement » d'un actionneur ou d’un transmetteur est directement
issue de cette derniére équation, dans le cas ou la puissance stockée P; est nulle.
Ps
= Pe
On peut alors respectivement évaluer la puissance transmise | Ps| = n|Pe| et la puissance
dissipée |Ps| = (1 — n)| Pe| en régime permanent.

Liaison parfaite

En I’absence de frottement, la puissance dissipée par échauffement au niveau d’une
liaison est nulle.

On qualifie une liaison de liaison parfaite lorsque cette liaison est associée a des
contacts sans jeu et sans frottement.

Ces deux caractéristiques sont importantes :

* sans jeu, la description des mouvements possibles est réalisée sans ambiguité a
I’aide du torseur cinématique V(i/k), dont la forme est connue pour les liaisons
usuelles ;

* sans frottement, la puissance dissipée par les actions mécaniques transmissibles

C \ par la liaison est alors nulle.
On retrouve ainsi la forme du torseur des . L. . . . .. .
actions mécaniques transmissibles par Cette puissance dissipée correspond a la puissance des interefforts dans la liaison étu-
une liaison parfaite, forme duale de diée et sa nullité s’exprime par
celle du torseur cinématique
caractérisant les mouvements possibles ! Plick)y=0 < Fhk—-i)QV(i/k)=0 (30)

=mmme 3.3 Théoremes énergétiques

Pour toutes les fois ot on s’intéresse au transfert de puissance au sein d’un mécanisme et

ou on peut négliger I’influence des frottements secs, 1’approche énergétique est a privilé-

gier. En effet, elle met en ceuvre une seule équation scalaire intéressante a double titre :

e elle fait intervenir les grandeurs cinématiques et d’actions mécaniques qui décri-
vent le transfert de puissance ;

Cette équation est déduite du PFD, ce e elle évite les inconnues d’actions mécaniques transmissibles par les liaisons.
n‘est donc pas une équation

supplémentaire ! Cette équation est écrite a partir du principe fondamental de la dynamique des solides.

3.3.1 Cas d'un seul solide

Soit un solide S en mouvement par rapport a un repere galiléen Rg.

Pour un solide indéformable unique S, la dérivée par rapport au temps de son éner-
gie cinétique galiléenne est égale a la puissance galiléenne des actions mécaniques
extérieures qui lui sont appliquées.

%E(S/Rg) = Pg(S—S)
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Savoir faire la démonstration n'est pas
indispensable. Elle est donnée ici pour
comprendre.

Le point Q est un point quelconque
attaché au solide S.

Cette derniere équation s’écrit, en détaillant la puissance galiléenne des actions méca-
niques extérieures appliquées au solide S

d —
EE(S/Rg):]-"(S—>S)®V(S/Rg) 3D

Démonstration

Soit un solide indéformable S en mouvement dans un référentiel galiléen. Le principe
fondamental de la dynamique permet de poser 1’équivalence

D(S/Rg) = F(S—S) (32)

On peut faire membre a membre le comoment de cette derniere équation avec le tor-
seur cinématique V(S/Rg). Le second terme est immédiatement
F(S—S)®V(S/Rg) et il sagit alors uniquement d’évaluer le terme
V(S/Rg) ® D(S/Rg) . Pour cela, on pose les éléments de réduction de ces deux tor-
seurs au point quelconque Q, soit

/ A(P,S/Rg)dm
S

Q(S/Rg)
/ 0P AA(P,S/Rg)dm
S

V(0.S/Rg) DS/R&=

V(S/Rg) = { (33)

* Le premier terme du comoment n’appelle pas de commentaire particulier et s’écrit
tout de suite sous la forme d’un produit mixte

$(S/R). f 0P A A(P.S/Rg)dm = / (c2(/Rg). Q0P .A(P.S/Re)) dm (34)
S S
* Le second terme du comoment se calcule en utilisant tout d’abord la formule de

changement de point \7(Q,S/Rg) = \7(P,S/Rg) + fZ(S/Rg) A P_Q), puis les
propriétés du produit mixte pour aboutir a

V(Q,S/Rg).fA(P,S/Rg)dm = /?(P,S/Rg).A(P,S/Rg)dm
N S R . (35)
~ [ (85/Re). QP ACP.5/ Re)) dm

La somme de ces deux dernieres équations 34 et 35 permet de proposer

V(S/R9) @ D(S/Re) = [ V(P.5/Rg).A(P.S/Rg)dm (36)
S
La définition d’un vecteur accélération permet de dire que

- - d [1-
V(P,S/Rg).A(P,S/Rg) = T (EV(P,S/Rg)2> (37)

Le fait que le solide S soit un systeme a masse conservative et la définition de 1’éner-
gie cinétique pour un systeme matériel en mouvement permet de conclure

4(1ls 2 _d ([l 2gm ) = &
/Sdt (2V(P,S/Rg) )dm = (/S 5V(P.S/Rg) dm> = E(S/Rg) (38)

On en déduit I’expression proposée du théoreme de 1’énergie cinétique dans le cas
d’un solide indéformable

%E(S/Rg) =F(S—S)®V(S/Rg) (39)
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3.3.2

Alors que la démonstration précédente
n'est pas indispensable, le calcul proposé
ici mérite toute attention !
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3.3  Théoremes énergétiques

Cas d’'un ensemble de deux solides

Soit un systeme matériel ¥ composé de deux solides indéformables S; et S, disjoints.
Ces deux solides sont respectivement notés 1 et 2.

Ce systeme vérifie ¥ =1U2 avecl N2 = &.

On peut appliquer le théoreme de I’énergie cinétique aux solides indéformables 1 et 2,
en décomposant les milieux environnants 1 et 2.

%E(I/Rg) =Pg(l>1)=Pg(T—>1)+Pg2—1) (40)

d _ -
EE(Z/Rg) =Pg(2—>2) = Pg(X—>2)+ Pg(1—>2) 41)
La définition de 1’énergie cinétique permet d’affirmer
dE(E/R ) = dE(l/R ) + dE(Z/R ) (42)
dt 8= & ar &
La somme des équations 40 et 41 donne ainsi

%E(E/Rg) =Pg(X—1)+ Pg(T—2)+Pg2— 1)+ Pg(1—2) (43)

Pg(X —X)

La somme des deux premiers termes s’exprime par Pg(X — X) et la somme des deux
derniers termes mérite d’€tre explicitée

Pg2—1)+Pg(1—-2) = FQR—1)®V(/Rg)+F(1—2)QV(2/Rg)
= FQ—=1)® V(1/Rg) —V(2/Rg))

— Fe—1 eV 9
= P(1+2)
On obtient finalement
%E(E/Rg) =Pg(T— %)+ P(1+2) (45)

Pour un systéme matériel X formé de deux solides indéformables 1 et 2, la dérivée
par rapport au temps de son énergie cinétique galiléenne est égale a la somme de la
puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures a ce systeme et de la puis-
sance des interefforts entre 1 et 2.

%E(E/Rg) =Pg(T— %)+ P(1+2)

Geénéralisation a un ensemble de n solides
indéformables

Le résultat précédent se généralise a un systeme X composé de n solides indéfor-
mables notés simplement i, avec i de 1 a n.

La dérivée par rapport au temps de 1’énergie cinétique galiléenne d’un systeme maté-
riel ¥ formé de n solides indéformables est égale a la somme de la puissance gali-
léenne des actions mécaniques extérieures a ce systéme et de la puissance des interef-
forts.
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On trouve parfois I’écriture condensée de ce théoréme sous la forme
d —
EE(E/Rg) =Pg(X—> )+ P(Z«+X) (46)

Le terme P(X<«>X) n’apporte pas grand chose, car le symbole X<+ reste vague et
les auteurs préferent la forme qui incite au dénombrement des termes, a savoir

d - = . .
@ T E(%/Rg) = ; Pg(Z—i)+ X]; P(j<k) A7)
\ Voila ce qu'il faut retenir ! avec = =
Pg(X—i) = F(XZT—i)Q®V(i/Rg)
(48)
P(j<k) = F(j—k QVk/j)

3.34 Mouvements élémentaires

Pour illustrer les théorémes de I’énergie cinétique, on s’intéresse a un treuil de levage,
schématisé ci-dessous.

N
R
N

i

]
f
u
T
Y
=

e

Figure 3.5 Schéma cinématique d'un treuil de levage.

Ce treuil comporte :

° un bati 1, auquel on associe un repére (A, X|, 1, Z;) supposé galiléen.
L’ accélération de la pesanteur est dirigée suivant — ;.

* un arbre 2 portant un pignon de Z, dents, en liaison pivot d’axe (A, X1) avec le bati
et entrainé en rotation par un moteur électrique.
Cet arbre est de masse m;, de centre de masse G, supposé sur 1’axe de rotation et
on note J, son moment d’inertie par rapport a I’axe (G, X1).

* un arbre intermédiaire 3, en liaison pivot d’axe (B, X;) avec le bati et entrainé en
rotation par I’intermédiaire d’un pignon de Zs3, dents en prise avec le pignon de
I’arbre moteur. Il comporte un deuxieme pignon de Z34 dents.

Il est de masse m3, de centre de masse G3 supposé sur 1’axe de rotation et on note
J; son moment d’inertie par rapport a I’axe (G3, X1).

* un tambour 4 de rayon Ry, en liaison pivot d’axe (A, X1) avec le bati et entrainé en
rotation par I’intermédiaire d’un pignon de Z, dents en prise avec le deuxieéme
pignon de I’arbre intermédiaire.

Il est de masse m4, de centre de masse G4 supposé sur 1’axe de rotation et on note
J4 son moment d’inertie par rapport a I’axe (G4, X0.

* un cable supposé inextensible et sans masse, enroulé sur le tambour 4.
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Voir I'ouvrage de premiere année pour le
théoréme utilisé.

3.3  Théoremes énergétiques

A son extrémité est accrochée la charge 5 transportée, de masse ms et de centre
d’inertie Gs.
Toutes les liaisons sont supposées parfaites.

Approche cinématique

Le graphe des liaisons comporte deux chaines fermées indépendantes.

P | Pivot
P ¢ | Engrenage

Figure 3.6 Graphe de structure du treuil de levage.

On reconnait sur ce graphe deux fois la structure d’une transmission par engrenage et
on constate que les trois axes de rotation sont immobiles dans le repére 1. On peut donc
poser les formes des torseurs cinématiques pour les trois liaisons pivot et écrire de suite
les rapports de transmission

V(2/1)=A{%)21x1 V(3/1)=B{%)31x1 V/1) ZA{%)4IXI
@i __Z on _ 7
w21 Z3 w31 Z4

La masse 5 comporte cinq degrés de liberté par rapport au tambour 4. On fait 1’hypo-
these d’un seul mouvement de translation suivant la direction de la pesanteur pour le
mouvement 5/1. On pose alors la forme du torseur cinématique V(5/1)

-

0

v/ = { Vs131

On suppose de plus que le cable s’enroule sans glisser sur le tambour et on peut alors
calculer la loi liant w4; et Vs

Vs1 = +Ry w4y

Théoreme de I'énergie cinétique

On applique le théoréme de 1’énergie cinétique au systtme X = {2,3,4,5} dans son
mouvement par rapport au bati 1 supposé galiléen

d = .
TEE/ = Z Pg(E—i) + Z P(j<k)
=2 J>k>1
Les termes de part et d’autre de 1’égalité s’évaluent séparément :

e concernant I’énergie cinétique, le systeme X se scinde en quatre solides indéfor-
mables

5 5
1
EX/1) = E@G/1) = =V@i/1)®C(i/1
(/D=3 EG/1) =3 sVi/D®Ci/)
=2 1=2

L’évaluation des comoments est rapide, car on reconnait les mouvements élémen-
taires de rotation autour d’axes fixes et de translation rectiligne. On écrit ainsi
directement

E(Z/1) = = (ho3, + J303, + Jswj, +msVs,)

N =
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L’ approche cinématique préliminaire permet de mettre w,; en facteur et de faire appa-
raitre le moment d’inertie équivalent rapporté a I’arbre moteur

1 Z>\? 7273\ 7273\
E(S/1) =3 <J2+J3 (Z—2> +J4(22 Z“) +msRi(22 Z“) )w%
32 3244 3224

Jeq

On en déduit ’expression de la dérivée de 1’énergie cinétique galiléenne

d .
EE(E/I) = Jog w2121

concernant les puissances des actions mécaniques, le travail le plus minutieux a faire
concerne le dénombrement des termes :

* la puissance des interefforts comporte trois termes, issus des actions mécaniques
transmissibles par les liaisons internes au systeme X ;

23, 304 et 45,

* la puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures a ¥ comporte huit
termes.
— quatre concernent la pesanteur p ;

p—>2,p—>3,p—>4detp—>5
— trois termes concernent les liaisons pivot avec le bati 1 ;
1-2,1-3,1—4
— le dernier s’intéresse au moteur m.
m—2

Comme les liaisons sont supposées parfaites, les six termes issus des liaisons sont nuls.
Les centres de masse G,, G3 et G4 restent immobiles dans les mouvements de rota-
tions respectifs 2/1, 3/1 et 4/1. Trois des quatre termes issus de la pesanteur sont ainsi
également nuls.

Restent a calculer deux termes pour lesquels on pose les torseurs des actions méca-
niques concernées

-

5 _—
}—(m_)z):{Cm)_h F(p—35) :Gs{amsgyl

I1 vient alors :
e la puissance galiléenne de la pesanteur sur la charge ;
Pg(p—35)=F(p—>5 QV(5/1) = —msgVs
* la puissance galiléenne du stator sur le rotor du moteur.
Pgim—2)=Fm—2)@V(2/1) = Chwn

L application du théoréme de 1’énergie cinétique donne finalement, aprés avoir expri-
mé Vs; en fonction de w;; et simplifié par ws)

Jeq w1 = Cyy — msgRs (49)
Interprétation du résultat

Une premiere lecture du résultat précédent consiste a s’intéresser au régime perma-
nent, pour lequel w;; = 0. Dans ce cas, on obtient le couple moteur C,, nécessaire au
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\
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Un exercice d'imagination permet de
//\ comprendre le signe positif pour ce

- couple.

3.4 + Applications du PFD

maintien de la charge en équilibre dans le repere galiléen

2,734
Cy =msgRs 7

32724

L’équation 49 donne également 1’expression du couple supplémentaire que le moteur
doit fournir pour mettre en mouvement une charge donnée :

* pour une accélération souhaitée, on peut déterminer le couple que le moteur doit
pouvoir fournir ;
* pour un moteur donné, on peut déterminer 1’accélération maximale envisageable.

3.4 Applications du PFD

3.4.1

Que I'on sache ou non résoudre les

équations différentielles reléve ensuite

des mathématiques !

342

Les applications du principe fondamental de la dynamique sont nombreuses. On ne
détaille ici que 1’équilibrage d’un solide en rotation autour d’un axe immobile dans un
repere galiléen.

Les deux problématiques

En préliminaire, on précise ici les deux grandes familles de problemes envisagés :

* soit le mouvement est imposé, et il s’agit de calculer les efforts extérieurs néces-
saires ou les inconnues de liaison. C’est la démarche qui aboutit respectivement au
choix d’un actionneur ou au dimensionnement des liaisons.

* soit les efforts extérieurs sont connus, et il s’agit de déterminer les lois du mouve-
ment sous forme d’équations différentielles.

Lors d’un projet industriel, la frontiére entre ces deux problématiques n’est évidem-

ment plus aussi nette, car I’ingénieur élabore une stratégie en fonction des objectifs

poursuivis et du cahier des charges imposé en combinant a loisir tout ou partie des dif-

férentes approches.

Equilibrage d'un solide en rotation autour
d’un axe immobile dans un repére galiléen

Mise en évidence du phénomene

On considere un arbre composé de deux masses ponctuelles en rotation par rapport a
un repere galiléen. Le dispositif est schématisé sur la figure ci-dessous et comporte
deux solides :

1
1

<

=
<
¥

Py

P
7

Figure 3.7 Un solide constitué de deux masses ponctuelles.
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* un bati 1, auquel on associe un repere (C ,X1,%1,Z1) que 1’on suppose galiléen ;

* un arbre 2 composé de deux masses ponctuelles P; et P, semblables situées a
égales distances de I’axe de rotation.

Cet arbre admet deux liaisons avec le bati :
— une liaison sphérique de centre C d’une part ;
— une liaison sphere-cylindre de centre B et d’axe (C, X;) d’autre part.

On pose alors :
—> N N
-CPy=Lixs+ Ry ;
H N N
—CPy=Lyx, =Ry, ;
~CB=L%,.
On note de plus m la masse de chacun des points P;.

La matrice de 1’opérateur d’inertie de I’arbre 2 est alors, exprimée dans la base
mobile (X2,y2,22)

l;))ansler;pére(C,)_c'g,j?z,Zz),lespoints _ 2mR? —mR(L, — Ly) 0

| et P, ont respectivement pour T _ | _ _ 2 2

coordonnées (L1,R,0) et I(C,2) _|: mR(L1 L2) m(Ll +L2) 2 5 0 P P j| o
(L2,—R.0). 0 0 mQ2R=+ L1+ L) 1z, v,.2)

Approche cinématique

La liaison équivalente aux deux liaisons en parallele entre 2 et 1 est une liaison pivot
d’axe (C B) dont on exprime le torseur cinématique

7 2
&)
V(2/1) = {—»
cto %
a
Fi= % .

Quantités d’'accélération de 2/1

Le centre d’inertie G de I’arbre 2 est sur I’axe de rotation, donc la résultante dyna-
mique est nulle.

Pour déterminer le moment dynamique, on effectue le calcul au point C, immobile
dans le mouvement 2/1

3(C.2/1) = [13(02/1)} avec 3 (C,2/1) = 1(C,2) (52(2/1))
dt 1

Comme les deux vecteurs X et X, sont égaux a chaque instant, on obtient pour le vec-
teur moment cinétique, en posant A = 2mR” et F = mR(L| — L;)

G(C,2/1) = AaXy — Fa y,

La dérivation de ce vecteur dans la base 1 donne 1’expression du moment dynamique
recherché

5(C.2/1) = Aa %, — Fa ¥, — F&’%,

Inventaire des actions mécaniques 2 — 2

Concernant les actions mécaniques, on pose pour les liaisons les différentes compo-
santes inconnues dans la base 1 :



\ Ce sont les mémes actions mécaniques

que pour le probléeme de statique, quand
I'arbre ne tourne pas!

On se place dans la base mobile 2, car
pour une fréquence de rotation donnée,
les quantités d'accélération calculées
précédemment y sont constantes...

3.4 + Applications du PFD

* pour la liaison sphérique

XcxXi+ Yoy + Zcz
Fle —2) = C{@C 1 CcY1 Cc?l1

e pour la liaison sphere-cylindre

F(lg—2) =B{ gByl +Zpa

* un moteur entraine 1’arbre 2 en rotation
F(m—2) = 0 5
Cm X1

* la pesanteur agit sur I’arbre 2

-2 v

Application du PFD

L’application du principe fondamental de la dynamique a I’axe 2 dans son mouvement
par rapport au bati 1 se traduit par les six équations scalaires suivantes, une fois I’équa-
tion de moment écrite au point C

Xc = 0

Yc+Yp —2mg = 0

Zc+Zp =0

Cn = 2mR*a&

—LZp = mR(Ly— Ly) (& cosa —d? sina
LYp—mg(Ly+Ly) = mR(Ly— L) (&sina+ &* cos o

Interprétation du résultat
Les deux masses en vis-a-vis

On s’intéresse en premiere lecture du systeme d’équations précédent au cas ou les
deux longueurs L; et L, sont égales.

On constate que la matrice de 1’opérateur d’inertie est alors symétrique et que les
actions de liaison ne dépendent que du poids de I’arbre. Les seules composantes non
nulles sont Yp et Y :

Li+ L

Yp =2mg L

Li+L
Yc =2mg (1 — g)

2L

Les deux masses décalées, en régime permanent

On s’intéresse en deuxieme lecture au cas ou les deux longueurs L; et L, sont effec-
tivement différentes.

Dans ces conditions s’ajoutent aux actions mécaniques de liaison précédentes une
contribution dynamique due a un produit d’inertie non nul.

On peut comprendre alors que le produit d’inertie non nul exprime un déséquilibre
dans la répartition de la masse, déséquilibre que 1’on peut illustrer a 1’aide des deux
figures suivantes, tracées dans le plan mobile (C,X3,y>). On se limite au régime per-
manent, lorsque & = 0.

* on considere tout d’abord les masses seules et on représente les forces centripetes
que doit exercer I’arbre sur ces masses pour les faire tourner autour de I’axe
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Figure 3.8 Les deux masses ponctuelles seules.

* on considére maintenant 1’axe seul, et on remplace les masses par les forces réci-
proques qu’elles exercent sur I’arbre. Ces deux forces induisent sur 1’arbre un
couple compensé par les actions de liaison avec le bati. De ce fait, les actions méca-
niques de liaison ne sont plus indépendantes de la fréquence de rotation.

-l

=
&)

c | ’

® | O am

+
Py

7 7z

Figure 3.9 L'arbre sans les deux masses.

Principe de I'équilibrage

Un solide est dit équilibreé lors de sa rotation autour d’un axe fixe si et seulement si :
* son centre de masse est sur 1’axe de rotation ;
* 1’axe de rotation est un axe principal d’inertie pour ce solide.

Equilibrage statique et équilibrage dynamique
Ces deux termes apparaissent couramment dans la littérature :
* 1’équilibrage statique correspond au centre de gravité sur I’axe de rotation ;
* I’équilibrage dynamique a la définition donnée ci-dessus.
La distinction ainsi faite ne présente d’intérét que lorsque les quantités d’accélérations
sont faibles devant les actions mécaniques constatées. C’est en général le cas de mou-

vements lents, sans variation brutale... Si on souhaite que le solide en rotation soit en
position d’équilibre stable dés que cesse 1’action motrice, on peut se contenter de son

: , ’ équilibrage statique.
Sile centre de masse n'est pas sur I'axe . . . < 1s . I, , .
de rotation, le solide ne peut étre Il faut néanmoins toujours garder a I’esprit que parler d’« équilibrage d’un solide en

équilibré d'aucune maniére! rotation » implique a priori son équilibrage dynamique.
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Synthese

Conséquences de I'équilibrage dynamique

Ces contraintes s'expriment facilement
quand la base vectorielle utilisée
contient le vecteur dirigeant I'axe de

rotation ! S .
I’axe de rotation.

Les deux conditions d’équilibrage énoncées entrainent des contraintes pour deux des
trois coordonnées du centre de masse du solide considéré, et pour deux des trois pro-
duits d’inertie de la matrice de I’opérateur d’inertie du solide calculé en un point de

Savoirs

Je sais définir les mots ou expressions : o

® dynamique ;

° référentiel galiléen ;

® puissance d’une action mécanique ;

* puissance galiléenne, puissance des interefforts ;

® équilibrage.
Je connais :

¢ D’acronyme PFD ;

Savoir-faire

Je sais :

Exemple

On considere un solide S de centre de masse G, équilibré en rotation autour d’un
axe (A) immobile dans un repere galiléen Rg.
Soient :

. (Q,g) la droite (A), avec Q un point du solide S ;
J (Q,g ,¥,2) un repere attaché au solide ;

% - - -
° 0G=xgd+ygy+zicz.

_ A —-F -—E
- 1(0.S)=|-F B -D
—E -D  ClE 5.

On reprend la définition de 1’équilibrage donnée :

* le centre de masse G est nécessairement sur 1’axe de rotation (A), mais il peut
&tre n’importe ou sur cette droite ;

0G A3 =0

* il est également nécessaire que 1’axe (A) soit axe principal d’inertie.
Pour le solide S, les quatre équations a vérifier sont alors

Yo =

z¢ =0

E =0 0
F =0

I’énoncé du principe fondamental de la dynamique ;
* les théoremes de 1’énergie cinétique,

— pour un solide indéformable ;

— pour un ensemble de deux solides indéformables ;
— pour un ensemble de n solides indéformables.

* la forme des résultats obtenus pour les mouve-
ments élémentaires, a savoir :

— translation d’un solide ;

— rotation d’un solide autour d’un axe fixe.

¢ organiser les calculs de dynamique pour un systeme de solides indéformables ;

° distinguer la puissance galiléenne des actions mécaniques extérieures de la puissance des interefforts ;

® énoncer les conditions d’équilibrage d’un solide en rotation autour d’un axe fixe.
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3.1 Motorisation d’un treuil
Le treuil équipant un portique industriel comprend la chai-
ne cinématique décrite sur la figure ci-dessous

Y1
Zs 4 ..
2 z
—— '
A |l'_'l|-|— Il f
== | == 1

3
¥

Ce mécanisme comprend cinq ensembles :

* un bati, auquel on attache on repere (A,%1,1,21) ;
e un arbre moteur 2, en liaison pivot d’axe (A,X;) avec le
bati :
— il est attaché au rotor du moteur électrique ;
— il comporte un pignon de Z, dents.
e un arbre intermédiaire 3, en liaison pivot d’axe (B,X;)
avec le bati :
— il comporte un premier pignon, noté 3,, de Z3, dents en
prise avec le pignon 2 ;
— il comporte un second pignon, noté 34, de Z34 dents.
« un tambour 4, en liaison pivot d’axe (A,X;) avec le bati :
—il comporte un pignon de Z, dents en prise avec le
pignon 34 ;
— sur le tambour est enroulé un cable supposé inexten-
sible et sans masse ;
— le tambour est de rayon noté R.
* une charge soulevée 5 de masse M.

Hypotheses générales pour chacun des arbres 2, 3 et 4 :

* on suppose les liaisons sans frottement ;

¢ les centres de masse G; sont sur les axes de rotation ;

* on note J; leur moment d’inertie par rapport a ’axe de
rotation.

Données complémentaires :

* on note g 1’accélération de la pesanteur orientée suivant
Vi

* on note C,, le couple moteur excercé par le stator sur le
rotor.

L’objectif de cet exercice est de déterminer la loi entrée-

sortie C;, = f(M) en vue de dimensionner le moteur

électrique.

Treuil

M Chn
— —

1. Déterminer la relation entre vs; la vitesse de déplace-
ment de la charge par rapport au bati et w;; la vitesse de
rotation du moteur.

2. Calculer I’énergie cinétique de ’ensemble ¥ = {2,3,4,5}
dans son mouvement par rapport au bati.

3. Appliquer le théoreme de 1’énergie cinétique au mouve-
ment X/1 et en déduire la loi entrée-sortie recherchée.

4. Interpréter les différents termes trouvés.

On suppose maintenant un couple résistant au niveau de la
liaison entre le tambour et le bati. Il est dd a un phénome-
ne de frottement visqueux caractérisé par un coefficient 1.
5. Modifier la loi entrée-sortie précédente en conséquence.

3.2 Portes coulissantes

On considere le systeme d’ouverture de portes schématisé

ci-dessous. Pour la partie opérative, il comprend essentiel-

lement :

 un bati 1 assimilable a un référenciel galiléen ;

¢ deux vantaux 2 et 3 semblables, chacun de masse M ;

¢ un chassis solidaire du vantail 2 ;

* deux poulies 4 et 5, de méme rayon R ;

* une courroie crantée comportant les brins rectilignes 6a
et 6b ;

* un moteur dont le stator est lié au vantail 2 et le rotor a la
poulie 4.

U
| / 2
e T ,

| LP 3
% 2

=

Figure 3.10 Schéma cinématique du systeme d’ouverture.

Données complémentaires :

* on note g I’accélération de la pesanteur orientée suivant
—Z1 ;

* on note C, le couple moteur excercé par le stator sur le
rotor.

L’ objectif de cet exercice est de déterminer la loi entrée-

sortie C,, = f(M) en vue d’adapter le moteur électrique

aux performances souhaitées.

Portes coullissantes

M Cn
— —

1. Expliquer le fonctionnement de ce systeme d’ouverture.

Toutes les masses et inerties autres que celles des deux
vantaux sont ramenées au rotor du moteur sous la forme
d’un moment d’inertie équivalent noté J.

2. Déterminer I’expression de 1’énergie cinétique de I’en-
semble ¥ = {2,3,4,5} dans son mouvement par rapport au
bati.

3. Appliquer le théoreme de 1’énergie cinétique au mouve-
ment /1 et en déduire la loi entrée-sortie recherchée.

4. Interpréter les différents termes trouvés.
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3.3 Principe d’une suspension

La figure ci-dessous propose un schéma de principe d’une

suspension. Ce mécanisme comprend :

eun bati repéré 1, auquel on associe un repere
(A,%1,1,Z1) supposé galiléen ;

¢ le chassis 2, de masse notée m, supposé en liaison glis-
siere de direction z; avec le bati ;

* ’élément excitateur 3, que I’on pose en liaison glissiere
de direction Z; avec le bati.

21
L]
2
k : | raideur du
] ressort
ol 32 A # k u | coefficient
Y _\ d'amortis-
sement
x(1) visqueux

v
On se propose d’établir la fonction de transfert de la sus-
pension

Suspension
X (p) Y (p)

Pour cet objectif, on étudie le mouvement du chassis 2 par
rapport a 1, que I’on suppose galiléen.

1. Définir les éléments du milieu environnant.

2. Proposer une stratégie de résolution et modéliser les
actions mécaniques en conséquence.

3. Déterminer 1’équation différentielle du mouvement.

4. En déduire la fonction de transfert recherchée.
Interpréter les différents termes trouvés.

3.4 Bobine de fil

La figure ci-dessous est une photographie de deux bobines,

dont on met le brin de fil déroulé sous tension. On observe :

* a arriere plan une bobine de ruban pour les emballages
cadeaux ;

* a I’avant une bobine de fil pour une machine a coudre.

Exercices d'application

Expérience initiale

Les deux manipulations proposées peuvent étre réalisées

chez soi en posant sur une table une bobine semblable a

une de celles proposées. Il peut étre plus efficace d’utiliser

un support recouvert d’une nappe tendue, c’est-a-dire sans

pli :

*si le fil est mis en tension verticalement, la bobine le
déroule ;

e si le fil est mis en tension horizontalement, la bobine
I’enroule.

On se propose d’expliquer les résultats observés, en se

limitant d’une part au mouvement plan constaté de la bobi-

ne par rapport au support, d’autre part a une mise sous ten-

sion sans exces, de manicre a conserver le roulement sans

glissement de la bobine sur le support.

Description

On modélise le dispositif en posant :

eun support repéré 1, auquel on associe un repere
(A,X1,y1,21) supposé galiléen, avec le vecteur y; vertical
ascendant ;

* une bobine 2, que 1’on assimile a un volume de révolu-
tion, posé sur le support, et dont on oriente 1’axe de révo-
lution noté (C,Z,) suivant Z; :

— sa masse est notée m ;

— son centre d’inertie G est supposé sur I’axe de révolu-
tion et le moment d’inertie par rapport a ce dernier est
noté J ;

— le rayon extérieur est noté R ;

— le coefficient de frottement au contact avec le support
est noté f.

* un fil 3, que I’on considere tendu et sans masse pour cette
étude, et dont le point d’enroulement au rayon r est
noté E.

L’accélération de la pesanteur est notée g.
Tout parametre supplémentaire utile au développement est
a poser proprement.

Les questions

On étudie le mouvement de la bobine par rapport au sol
supposé assimilable a un repere galiléen.

On s’intéresse dans un premier temps au fil tendu horizon-
talement.

1. Proposer un schéma du dispositif dans le plan
(A,X1,51).

2. Paramétrer les mouvements observés.

3. Faire I’inventaire des éléments du milieu environnant et
poser les actions mécaniques correspondantes.

4. Evaluer les expressions des composantes utiles du tor-
seur dynamique D(2/1).

5. Par application du principe fondamental de la dyna-
mique, déterminer les équations différentielles des mouve-
ments.

6. Déduire des équations trouvées 1’expression de I’accélé-
ration angulaire de la bobine par rapport au support et
commenter le résultat trouvé.

7. Quels seraient les mouvements observés en I’absence de
frottement ?
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On s’intéresse maintenant au cas ou le fil fait un angle o
avec le plan horizontal.

8. Proposer un nouveau schéma du dispositif, toujours
dans le plan (A,X1,y1).

9. Montrer qu’il existe une valeur de 1’angle o pour laquelle
on peut faire glisser la bobine sur le support sans
qu’elle ne tourne.

3.5 Gyrometre mécanique a toupie

Le systeme schématisé sur les deux figures ci-dessous est
un gyrometre, également appelé capteur de vitesse angu-
laire. C’est un instrument capable de mesurer la vitesse
angulaire autour d’un axe. Cet axe est matérialisé ici par
une articulation artificiellement ajoutée entre le support 1
et le référentiel supposé galiléen 0.

N

Xo
Le schéma-bloc suivant distingue les parties mécanique et
électronique du gyrometre et présente les grandeurs phy-
siques d’entrée et de sortie :

Objet de I’ étude

! 1/) Partie 0 | Partie U

I mécanique |

électronique

Description de la partie mécanique

* Au support 1 du gyrometre est associé le repere

(K,X1,¥1,21) et on pose KA = Ri,.

* La piece intermédiaire 2 est en liaison pivot d’axe (K,X)
avec le support 1 du gyrometre par I’intermédiaire de
roulements a billes. Elle est rappelée dans sa position
d’équilibre par deux ressorts identiques 4 de raideur k.
On lui associe un repere (K,X,,,,22) tel que X, = X; et

on pose AB = hZ,.

L’angle d’inclinaison de la piece 2 autour de 1’axe
(K,X;) est noté 6 et constitue la grandeur de sortie de la
partie mécanique du gyrometre. Il est limité par une
butée mécanique a +/ — 9°.

La toupie notée 3 est constituée d’un arbre de masse m,
de longueur 2L et de dimensions transversales négli-
geables, aux extrémités duquel sont montés deux disques
en laiton de masse M, de diametre D et d’épaisseur
négligeable. On lui associe le repere (K,x3,y3,23) €t on

pose K Z = —Ly;. La toupie est entrainée en rotation
autour de son axe de révolution (K,ys) par un moteur a
courant continu, a une vitesse angulaire uniforme élevée :

= _(P = constante

dt

Hypotheses

* Le référentiel O est considéré comme galiléen ; il est rap-
porté au repere (K ,Xo, Yo,Z0).

* On néglige masse et inertie de 1’axe intermédiaire 2
devant ceux de la toupie 3.

Questions

1. Illustrer le paramétrage angulaire donné a 1’aide de
schémas plans.

2. Etablir le graphe des liaisons et caractériser les torseurs
cinématiques des mouvements possibles.

3. Caractériser les torseurs d’actions mécaniques transmis-
sibles par les liaisons supposées parfaites.

4. Pour trouver la loi entrée-sortie recherchée, justifier le
choix de I’équation de moment dynamique en K scalaire
X,, issue du PFD appliqué au systetme X = {2,3} dans son
mouvement par rapport au référentiel supposé galiléen 0.
5. Justifier la forme proposée ci-dessous pour la matrice
d’inertie de la toupie 3 calculée au point K :

3 Ikx O 0
IK3)=| 0 Ik, O
0 0 Ik« (%2,%2,22)

Déterminer les moments d’inertie /xx et Ik, en fonction
dem, M, D et L.
Applications numériques
D =50 mm ; L =20 mm.
6. Exprimer dans la base 2 le moment dynamique
g(K,E/O) en fonction de Ik, Iky, des angles 1, 0, ¢ et
de leurs dérivées successives.

:m=15g; M=21 g ;

Pour toute la suite du probleme, on considere les hypo-
theses supplémentaires suivantes :

« la vitesse de rotation ¢ est toujours trés petite devant ¢ ;
* I’angle 6 reste petit au cours du temps.
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7. A I'aide de ces hypotheses, simplifier les composantes
dans la base 2 de g(K ,2/0) et en déduire la valeur de
%.8(K,X/0).

8. Déterminer la composante suivant X, du moment en K
des actions mécaniques extérieures appliquées au systeme

¥, a savoir %.M(K,2— ).

3.6 Télécabine. (D’apres Mines-Ponts MP-PSI 03)

Une télécabine est un systeme de transport de personnes
permettant un changement d’altitude important dans une
zone d’acces difficile, généralement en montagne.

Le systeme présenté ci-dessous reprend les caractéris-
tiques d’un modele alpin.

\

p
’

Le systeme matériel considéré comporte :

 un cable a la fois porteur et tracteur ;

* deux poulies, dont une est motorisée ;

¢ des cabines montantes, au nombre de n. =
remplies de passagers ;

* des cabines descendantes, supposées vides, au nombre de
n. = 10 également.

10, supposées

Description géométrique, cinématique et hypotheses

simplificatrices

* Les deux brins de cable entre les deux poulies sont sup-
posés rectilignes et de longueur L = 1200 m ;

* I’ensemble des cabines montantes et du brin de cable cor-
respondant est assimilé a un solide en appuis ponctuels
avec frottements sur n, = 12 pylones intermédiaires ;

¢ on fait la méme hypothese pour ’ensemble des cabines
descendantes et du brin de cable correspondant ;

cables et cabines

-
-
s

Exercices d'approfondissement

9. En déduire la relation entrée-sortie du gyrometre en
régime permanent.

10. Pour ¢ = 6200tymin, k = 17N/m et h = 12 mm,
déterminer la vitesse maximale mesurable par ce gyro-
metre.

La valeur trouvée justifie-t-elle les hypotheses faites sur 6

etz'ﬂ?

* la pente est caractérisée par un angle o = 30° ;

¢ les poulies sont de rayon R =4 m ;

* le contact des poulies avec le cable est sans raideur en
flexion et sans glissement ;

* les contacts d’une poulie avec le sol sont modélisés par
une liaison de type pivot sans frottement.

Inventaire des masses en mouvement

» La masse d’une cabine vide est notée m. = 1800 kg ;

*]la masse des passagers d’une cabine est notée
m, = 2400 kg ;

* la masse linéique du céble vaut u = 20 kg m';

* la masse des deux poulies est négligée.

Données complémentaires

* Au sol est associé un référentiel supposé galiléen ;

ela pesanteur est caractérisée par g = —gy, avec
g=10ms 2 ;

* ]a poulie motrice est soumise par un motoréducteur a un
couple noté Cy, ;

* le coefficient de frottement au niveau du contact entre
cable et pylone est noté f = 0.025.

On cherche a évaluer la puissance motrice maximale
nécessaire lors d’un redémarrage en charge de cette instal-
lation. La cinématique souhaitée est caractérisée par une
accélération constante permettant d’atteindre une vitesse
Vo = 6 ms~! en 5 secondes.

1. Comparer la masse de cable enroulée sur une des pou-
lies et la masse d’un des deux brins tendus entre les pou-
lies.

2. Déterminer 1’accélération moyenne des cabines lors
d’un redémarrage.

On appelle X le systeme matériel constitué de I’ensemble
des pieces en mouvement par rapport au sol.

3. Exprimer I’énergie cinétique galiléenne du systéme
ainsi défini.

4. Exprimer la puissance galiléenne des efforts de pesan-
teur sur le systéme X.

5. Exprimer la puissance galiléenne des efforts de contact
entre pylones et cables sur le systeme X.

6. Exprimer la puissance développée par 1’action motrice
sur 2.
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7. Déterminer 1’expression du couple moteur C,, a fournir
par le motoréducteur.

8. Déterminer a quel moment du démarrage la puissance
apportée par le motoréducteur est maximale.

3.7 Performance d’une moto Ducarl. (D’apres X-Ens
Cachan PSI 07)

Le support d’étude proposé est la moto DUCATI MONSTER
620 présentée succintement sur la figure 3.11. Ce véhicule
permet a son pilote de se déplacer, en transportant un pas-
sager et quelques bagages personnels. Ce moyen de trans-
port est plus 1éger et plus maniable qu’une voiture et offre
des sensations fortes de conduite. Cependant, son utilisa-
tion est plus technique et moins sécurisée que celle d’'une
voiture, et nécessite le passage d’un permis de conduire
particulier.

Figure 3.11 Schéma de la moto.

La moto est principalement constituée :

* d’un cadre, qui assure la liaison entre tous les autres com-
posants ;

* d’un ensemble de direction, qui permet d’orienter la roue
avant ;

* d’un systeme de suspension arriere ;

* de deux roues ;

e d’un ensemble motorisé (moteur + boite de vitesse +
transmission), qui entraine la roue arriére.

Le diagramme partiel des interacteurs de la DuUCATI
MONSTER 620, représenté sur la figure 3.12, donne une
modélisation des interactions de la moto avec quelques €lé-
ments du milieu extérieur, pendant une phase de roulage.

FS3

FS4|
€

Figure 3.12 Diagramme des interacteurs
de la Ducati MONSTER 620.

véhicules

L’objectif de cette étude est la validation de la capacité de
la DucATi MONSTER 620 a satisfaire quelques criteres de la
fonction FS1 du cahier des charges de la phase de roulage.

Fonctl(')n Critere Niveau
de service
e Autonome pour
Stabilité V > 40 km/h
Vitesse 0 -130 km/h
&gt De 0 a 100 km/h
Accélération
enSs
Distance

. 70 m a 100 km/h
de freinage

FS1 : permettre Autonomie avec un

au conducteur plein d’essence, 200 km
de se déplacer sur autoroute.
sur la route.

Dérapage Aucun

Fréquence

f<5Hz

a haute vitesse
Oscillation pergue Temps
d’oscillation

t<3s

a basse vitesse

FS2 : s’adapter aux

Py Collision Aucune
autres véhicules
FS3 : transporter
un passager Poids total 100 kg
et des bagages
FS4 : respecter Norme de pollution Oui
la Iégislation Norme de bruit Oui
FSS : étre
. Contact permanent .
en liaison Oui

des deux roues
avec la route

Validation des critére de vitesse, d’accélération

et d’autonomie de la fonction FSI

La moto est supposée se déplacer en ligne droite, et 1’étu-
de menée est plane. Le modele d’étude retenu pour cette
partie est paramétré ci-dessous et illustré sur les figures
3.13 et 3.14.

Ry = (Oy; X0,%0,20) = (Op; by) est un repere, supposé
galiléen, lié a la route, tel que X, soit dirigé suivant la vites-
se d’avance de la moto, et ¥, soit dirigé suivant la vertica-
le ascendante.

R, = (G; by) est un repere lié a I’ensemble { cadre de la
moto + pilote + ensemble de direction }, de centre de gra-
vité G, de masse m; = 280 kg.

R; = (03; X3,¥3,23) = (O3; b3) est un repére lié a la roue
arriere, de centre Os, de masse négligée, tel que 73 = Zp .

y3 0 ya 0

X3 X4
03 64
X0 X0

0 = 13 0 =24

Figure 3.13 Position relative des différentes bases.
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Figure 3.14 Paramétrage retenu pour la Ducati MONSTER 620.

On pose 03 = (X,X3) = (Jo,y3) I’angle de rotation de la
roue arriere par rapport a la moto.

Ry = (Oy; X4,¥4,24) = (Og; by) est un repere lié a la roue
avant, de centre Oy, de masse négligée, tel que 74 = Z. On
pose 04 = (X9,X4) = (¥o,y4) I’angle de rotation de la roue
avant par rapport a I’ensemble de direction.

On pose

036 = (h)?o aF hj;o

— = =
04G = ayxo + hyo

avec a3 = 60 cm, as =84 cm et h =20 cm

La pesanteur est § = —gVp .

Le contact des roues avec le sol est modélisé par des liai-
sons ponctuelles avec frottement :

* au point A3 et de normale Y, pour la roue arriére ;

« au point A4 et de normale Y, pour la roue avant.

Chaque roue roule sans glisser sur la route au niveau de
son point de contact. L’action mécanique exercée par le sol
sur les roues est modélisée par

2(320 + Y30

F(sol—3) = A {0
3

XuXo + Yo
F(sol —>4) = AL {6
On pose m = A4—OZ = Ryy. Le rayon R vaut
R =29 cm pour les pneus de la DUCATI MONSTER 620.
La moto se déplace en translation a la vitesse
V(G,1/0) = V().
1. Déterminer 1’accélération constante y de la moto qui lui
permet d’atteindre le critere d’accélération de la fonction
FS1.
2. En appliquant le théoreme du moment dynamique au
point Oy, a 4, en projection sur Zo, déterminer X,.
3. En appliquant le PFD a {1 4 3 4 4}, exprimer X3, Y3 et
Y, en fonction de y et des données.
4. Montrer que la roue avant ne décolle pas du sol lors de
I’accélération.

Exercices d'approfondissement

5. Le coefficient de frottement entre le pneu arricre et la
route est f = 0,8. Montrer que le pneu arriere ne patine
pas lors de I’accélération. Conclure quant a la capacité de
la DucATI MONSTER 620 a satisfaire le critere d’accéléra-
tion de la fonction FS1.

Les caractéristiques du moteur de la DUCATI MONSTER 620
sont les suivantes :

Régime

1| 3000 | 4000 | 5000 | 6000 | 7000 | 8000 | 9000
(tr mn™)
Puissance | o3| 536 | 989 | 342 | 395 | 448 453
plein gaz(W)

Le rapport primaire en entrée de boite de vitesse diminue
la vitesse angulaire du moteur d’un facteur Z—? Pour la
6° vitesse, la plus haute sur cette moto, la boite de vitesse
augmente la vitesse angulaire d’un facteur g Enfin, la
chaine de transmission entre la boite de vitesse et la roue
arriere diminue la vitesse angulaire d’un facteur g On

néglige les pertes de puissance entre le moteur et la roue
arriere.

La puissance absorbée par la trainée et la résistance au rou-
lement des pneumatiques de la DUCATI MONSTER 620 est
égale a K, V()3 avec K, = 0.38 Ws*m 3.

6. En supposant que la puissance plein gaz fournie par le
moteur est quasiment constante pour un régime supérieur a
8000 trmin—!, déterminer la vitesse maximale de la
Ducari MoNSTER 620. Conclure quant a sa capacité a satis-
faire le critere de vitesse de la fonction FS1.

7. On suppose que la moto se déplace en 6° sur une autorou-
te, 2 130 kmh~!. Déterminer le régime et la puissance déli-
vrée par le moteur. Sachant qu’a ce régime, le moteur a besoin
de 360 gkW—'h=! d’essence, (Pessence = 760 kgm™3),
déterminer la consommation de la moto en litres pour 100 km
effectués.

8. Le réservoir a une capacité de 14 litres. Déterminer la
distance que peut parcourir la DUCATI MONSTER 620 avec
un plein, et conclure quant a sa capacité a satisfaire le cri-
tere d’autonomie de la fonction F'S1.

Validation du critere de stabilité de la fonction FS1

A basse vitesse, la stabilité de la moto est assurée par le
pilote, qui ajuste constamment 1’orientation de son guidon.
Par contre, a plus de 40 kmh~!, la moto doit étre stable,
c’est-a-dire qu’elle doit naturellement revenir en position
verticale des qu’elle s’en écarte.

Seule I’inclinaison gauche/droite de la moto est considé-
rée. Le balancement avant /arriere dii aux amortisseurs et a
un grand angle de rotation de la roue avant est négligé, car
on se place proche de la position d’équilibre.

Le modele d’étude retenu pour cette partie est paramétré
ci-dessous et illustré sur les figures 3.15 et 3.16 :
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Y

Y1 Yo
VIR
B
G X
a

03. Xy

0,

o o

A, A,

Figure 3.15 Paramétrage retenu pour la Ducati Monster 620.

Ry = (Oy; Xo,¥0,20) = (Oo; bp) est un repere, supposé
galiléen, lié a la route, avec X, dirigé suivant la vitesse
d’avance principale de la moto, et y, suivant la verticale
ascendante.

R, = (G; X1,y1,21) = (G; by) est un repere lié a I’en-
semble {cadre de la moto + pilote}, de centre de gravité G,
tel que X; = Xo. On pose 6; = (Yo,y1) = (Z0,21) ’angle
d’inclinaison gauche/droite de la moto.

b = (¥{,¥],2)) est une base telle que zZ; = Z;. On pose
o = (X,%]) = (J1,y;) I'angle de chasse de la moto. « est

un angle constant positif de valeur 24° sur la DUCATI
MONSTER 620.

by, = (X2,¥,,22) est une base liée a4 ’ensemble de direction,
telle que ¥, =y|. On pose ¢ = (¥],%) = (Z} =Z2)
I’angle de rotation du guidon de la moto.

R3 = (03; X3,¥3,23) = (O3; b3) est un repere lié a la roue
arriere, de centre de gravité Os, tel que Z3 = Z; . On pose
03 = (X1,%3) = (y1,y3) I’angle de rotation de la roue arrie-
re par rapport a la moto.

Ry = (Oy; X4,¥4,24) = (Oy; by) est un repére lié a la roue
avant, de centre de gravité Oy, tel que Z4 = Z>. On pose

04 = (X2,X4) = (¥2,¥4) I'angle de rotation de la roue avant
par rapport a ’ensemble de direction.

Les données mécaniques de chaque composant de la moto
sont les suivantes :

71 %0 i X Fl

. = -
Y1 X1 22
0 a o
= oo = 0o = 3

0= ¥ Z1 = 7] Vi=

¥ N Va Y2

X3 Xy

65 6,

= > X1 = = X2

71=23 =24

Figure 3.16 Position relative des différentes bases.

Cadre de la moto + pilote

Centre de gravité G _ Ay - 0
Masse m 1(G,1)=| —F, B 0
my = 280 kg 0 0 ci/y,

Ensemble de direction

Masse et inertie négligées devant celles du cadre

Roue arriére

Centre de gravité O3
avec 035G = as¥) +hyy | — 4500
Masse 13 1(03,3)=| 0 A3 O
a3 =60 cm, h =20 cm 0 0 GC3/y,
m3 = 7.5 kg
Roue avant
Centre de gravité O4
avec As 0 0
0:G=—ati+hii | To,H=[0 a o
Masse m4
_ o 0 0 Ca/y,
a3 =84 cm,h =20cm
m3 =17.5 kg
La pesanteur est notée g = —gJo.

Le contact des roues avec le sol est modélisé par des liai-
sons ponctuelles avec frottement :

* au point A3 et de normale y, pour la roue arriere ;

e au point A4 et de normale Y, pour la roue avant.

Les actions mécaniques exercées par le sol sur les roues
sont modélisées par

F(sol = 3) = A {g3
3

4

(=11

F(sol—4) = N {
4

Tous les calculs sont a mener proches de 1'équilibre de la
moto : les angles 60; et ¢, ainsi que leurs dérivées, sont sup-
posés petits.

On conserve m = m = RYy, avec R = 29 cm pour
les pneus de la DucATI MONSTER 620.

La moto est animée d’une part d’un mouvement de trans-
lation uniforme de direction X, par rapport a Ry, et d’autre
part d’'un mouvement de rotation d’angle 6, autour de
(A3,%p). La vitesse de G, proche de I’équilibre, est donc
V(G,1/0) = Vi + (R + )6, %.

9. Justifier la forme des trois matrices d’inerties.
Déterminer A4 et Cy4 si on suppose que la roue avant est un
cercle de rayon R et de masse m4. Effectuer les applica-
tions numériques.

10. Exprimer, a 1’ordre 0 au voisinage de 1’équilibre,
‘7(A3,3/0) et \7(A4,4/0) dans la base by. Montrer que
I’expression du roulement sans glissement des roues sur la
route aux points Az et A, conduit a 65 = 04 = constante.
Préciser la valeur de cette constante.

11. Déterminer, au voisinage de 1’équilibre, la projection
sur Xo des moments dynamiques S(Ag,l/O), S(A3,2/0),
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g(A3,3/0) et g(A3,4/0). Montrer que 1’équation du
moment dynamique au point Az, appliqué a
{1 + 2 + 3 + 4}, en projection sur X, s’écrit :

- .. V.
Jo, 01 — Jpp — C4E(p cosa = meg(R + h)go;

ou les constantes Jg,, J, €t me4 sont a exprimer.

12. A partir de 1’équation précédente, justifier qualitative-
ment I’existence de 1’effet gyroscopique sur une moto : a
haute vitesse, pour incliner la moto a droite, il faut donner
une impulsion au guidon en rotation a gauche.

Exercices d'approfondissement

L’équation du moment dynamique au point Oy, appliquée
2 I’ensemble {2+ 4}, en projection sur y,, permet de
démontrer I’équation suivante :

.. \% .
—Aysinwf; + C4§ cosab) + Ay =0

13. A partir des équations précédentes, déterminer 1’ex-
pression analytique de la vitesse au dela de laquelle la
moto est stable. Effectuer I’application numérique et
conclure quant a la capacité de la DucATI MONSTER 620 a
satisfaire le critere de stabilité de la fonction F'S1.

111



112

1. Ce mécanisme comporte 5 solides et 6 liaisons et on trace
le graphe des liaisons.

2 € 3
Pivot
p . & | Engrenage
P C C | Cable
L
1 4 5

On reconnait dans ce graphe deux chaines fermées de type
« pivot — pivot — engrenage », pour lesquelles on sait trouver
une relation entre les vitesses de rotation au niveau des liaisons
de type pivot.

w5 Zn o D
Zy

w31 Zy o)
On en déduit I’expression du rapport de transmission

w4 ZuZ,
Wy ZnZy

Pour la chaine ouverte 4 — 5, on fait I’hypothese que le mou-
vement de la charge suspendue par rapport au bati est une trans-
lation suivant y;. On admet alors la relation élémentaire

Vs = +Rawy
On obtient en définitive comme loi entrée-sortie

VLAYV
2374

vs; = +R w21

2. On décrit le systétme X comme un ensemble de solides in-
déformables et I’ énergie cinétique totale est la somme des éner-
gies cinétiques évaluées pour chacun des solides

5
E(Z/1)=)_E(/1)

i=2
Il y a quatre termes a calculer, pour lesquels on exploite les re-
lations cinématiques précédentes :

¢ I’arbre moteur 2 est en rotation autour d’un axe immobile dans
le repere 1 ;

1
E2/1) = 512 w3,

¢ I’arbre intermédiaire 3 est en rotation autour d’un axe immo-
bile dans le repere 1 ;

| Z\
E(3/1)=§J3w31=513 2—32 Wy

e le tambour 4 est en rotation autour d’un axe immobile dans

le repere 1 ;
1 (ZuZ,\
= _J, (2222 w?,
2 ZnZy

* la charge 5 est en mouvement de translation par rapport au
bati 1.

1 2
E@4/N) = 5 Jao

1 1 Tl \°
s = et = 3w (53 ok

On en déduit I’expression générale de 1’énergie cinétique
E(Z/1) =

1 Z\? ZauZs\? Z3uZ>\?
N+ n () v (2222) MR (2222) |
2 Z3 VAYY A VAYY A

Jeg

Cette expression montre I’intérét de poser immédiatement Jeq

le moment d’inertie équivalent a 1’ensemble des pieces mobiles,
ramené a 1’arbre moteur. Ce moment ne dépend que de para-
metres d’inertie et géométriques. L’énergie cinétique s’ exprime
alors simplement

1
E(E/1) = 5 Jeg}y

3. Le bati 1 est assimilé a un repere galiléen et on exprime le
théoreme de I’énergie cinétique appliqué au mouvement X /1

%E(Z/l) = Xi:Pg(fJ—)i) + Y P(koi)

k>i
On dénombre tout d’abord les termes concernant la puissance
galiléenne des actions mécaniques extérieures a X :

* les trois liaisons de type pivot avec le bati, supposées sans frot-
tement ;

Pg(1—2) =0
Pg(1-3)=0
Pg(1—4) =0

* la pesanteur sur chacun des quatre solides :

— les centres de masse G,, G3 et G4 sont respectivement sur
les axes de rotation des mouvements 2/1,3/1 et4/1 ;

Pg(p—2)=0
Pg(p—3)=0
Pg(p—4) =0

—la charge 5 est en mouvement de translation rectiligne sui-
vant y;.

Pg(p—35) = —Mgus
* le couple moteur exercé par le stator sur le rotor.

Pg(m—2) = Cywy



On dénombre ensuire les termes concernant la puissance des
interefforts :

* les transmissions par engrenage sont supposées sans frotte-
ment ;

P(2<3) =0
PB<4)=0
* la transmission par cable est supposée ne pas dissiper d’éner-
gie.
P(4<5) =0

On somme tous ces termes en mettant w,; en facteur et on dé-
rive I’énergie cinétique pour arriver a I’expression

Jeg@nani = ( C, —MgRZ34Z2 w
eq@W21W21 m 23224 21

La simplification du terme w5, est possible et I’expression fi-
nale du couple moteur est :
VAYVA

2 0
F J(quZI
3224

Cn =MgR

——
(@) (b)

4. Le couple moteur est la somme de deux composantes :

* le terme (a) représente le couple moteur nécessaire pour le
maintien de 1’équilibre ;

* le terme (b) représente le couple supplémentaire a fournir pour
accélérer le mouvement.

5. Le phénomene de frottement est pris en compte au niveau
de la liaison entre le tambour 4 et le bati 1 :

¢ le calcul de I’énergie cinétique n’est pas modifié ;
* pour le calcul de la puissance, seul le terme Pg(1 —4) esta

reprendre.

Comme on n’est plus dans un cas élémentaire, il est utile de
détailler le calcul a faire a partir de I’expression générale de la
puissance galiléenne de 1’action mécanique 1 — 4

Pg(1—-4)=F(1—-4) ®VH4/1)

On s’intéresse aux torseurs :

* le torseur cinématique est inchanggé ;
a)4|)?]

V4/1) = ~

“n= {0

* le torseur des actions mécaniques transmissibles par la liai-
son évolue. Il comporte maintenant six composantes non nulles
et on caractérise celle qui est due au frottement

R(1—4)
1—4) = - o .
Fd=4 { M(Gy,1—>4), avec M(G4,1—4).3 = —powy
L’expression a prendre en compte pour la puissance est alors
Pg(1—4) = —pa?,

On en déduit la nouvelle expression issue de 1’application du
théoreme de 1’énergie cinétique

2347,
C, =
" 707,

(MgR + pwn) + Jeqd)ZI

N— —
(a) (b)

L’interprétation des deux termes reste inchangée.

1. Ce mécanisme comporte 5 solides et le graphe des liaisons
est inhabituel.

P | Pivot
G | Glissiere
C | Courroie

En effet, le vantail 3 est accroché au brin de la courroie 6a, et
le bati 1 au brin 6b. Si on suppose les deux brins tendus et in-
extensibles, ils se comportent vis a vis des vantaux comme des
cables. On adopte en conséquence ce modele.

On parametre les mouvements des deux portes 2 et 3 par rap-
port au bati 1

-

0 0
V(2/1) = {uﬂil V@3/1) = {uzlfl

On parametre les mouvements des deux poulies 4 et 5 par rap-
port au chassis 2

N
w5222

wn?
Ve =, {642 : G

V(G/2) = {

Sur la chaine fermée 2 — 4 — 5 — 2, les axes de rotation des pou-
lies sont immobiles par rapport au chassis 2 et on a alors la loi
élémentaire

wWs)
— =1
W42

Pour la suite de I’exercice, on pose ws = .

On regarde maintenant ce qu’il se passe au niveau des points
d’enroulement, sur la poulie 4 par exemple, et on raisonne sur
le mouvement 4/1, issu de la composition de 4/2 et 2/1.

K

Figure 3.17 Les vecteurs vitesse
aux points d’enroulement / et K.

Le vecteur vitesse \7(1 ,4/1) est orienté par le vecteur X;
V1,4/1) = V(I,4/2) + V(1,2/1)
= (—Rw + uy) %

Le brin 6b de la courroie est accroché au bati et tendu suivant
X1, on en déduit que le point d’enroulement / est immobile dans
le mouvement 4/1

V(1,4/1) =0
Le vecteur vitesse du point A est connu

V(A,4/1) = us % = Roi
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On en déduit par changement de point sur le mouvement 4/1
le vecteur vitesse au point K

V(K,4/1) = 2unX; = 2Rwi

Le brin 6a de la courroie est accroché au vantail 3 et tendu sui-
vant X, on en déduit

V(K,3/1) = V(K,4/1)

Par substitution, on trouve I’expression de la vitesse de dépla-
cement u3;

M31)?1 = 2142156.1 = 2Ra))_c'1

En position ouverte, les deux vantaux se trouvent superposés
du méme coté du seuil. Lors de la fermeture, la porte 3 avance
par rapport au bati 1 deux fois plus que la porte 2.

2. L’énergie cinétique du systeme X dans son mouvement par
rapport au bati 1 s’exprime comme la somme des énergies ci-
nétiques de chacun de ses composants

E(Z/1) = ZE(:‘/I)

Avec les données de 1’énoncé, il y a trois termes a évaluer :

* le vantail 2 est en mouvement de translation rectiligne par rap-
port au bati ;

1 1
EQ/1) = EMugl = EM(wa

« le vantail 3 est en mouvement de translation rectiligne par rap-
port au bati ;

1 2 1 2
EG/1) = 5 Mu3y = - MQRo)

* la seule variable cinématique du probléme est @ que I’on met
en facteur de tous les termes supplémentaires

1
E ({4,5}/1) = EJw2
On en déduit I’expression de 1’énergie cinétique totale

EE/1) =< (J+5MR%) o’

—
Jeg

N =

On note J4 le moment d’inertie total J + 5M R? ramené 2

I’arbre moteur, en remarquant que la porte 3 a une influence
quatre fois plus importante que la porte 2.

3. Le bati 1 est assimilé a un repere galiléen et on exprime le
théoreme de 1’énergie cinétique appliqué au mouvement X /1

d 3
TECE/) = X,: Pg(E—i)+ Z P (k<si)

k>i

On dénombre tout d’abord les termes concernant la puissance
galiléenne des actions mécaniques extérieures a X :

* la pesanteur, qui n’intervient pas dans ce probleéme ;
« les deux liaisons de type glissiere avec le bati, supposées sans
frottement ;
Pg(1—-2)=0
Pg(1—3)=0

* I’action du brin 6b sur les poulies.

Pg(1—-4)=0

Pg(1—5)=0
On dénombre ensuire les termes concernant la puissance des
interefforts :

¢ le couple moteur, exercé par le stator 2s sur le rotor 4m ;
Pg(2s<4r) =Cp o

* la transmission par cble, supposée ne pas dissiper d’éner-

gie.
P(4<55) =0

On somme tous ces termes en mettant w en facteur et on dé-
rive I’énergie cinétique pour arriver a 1’expression
Jegww = Cpy @

La simplification du terme w est possible et 1’expression finale
du couple moteur est :

Cn=(J+5MR*) &

4. Le couple moteur n’est utile que pour la mise en mouvement
des portes.

1. Pour I’étude du mouvement 2/1, le milieu environnant
comprend quatre éléments :

¢ le bati 1, par I’intermédiaire de la liaison glissiere ;
* la pesanteur p ;

e le ressort 7 ;

* ’amortisseur a.

Le PED fournit un syst¢me de 6 équations scalaires et on compte
5 inconnues de liaison.

2. Laloi du mouvement est obtenue en évitant les cinq incon-
nues scalaires de la liaison glissiere. On s’intéresse donc a I’équa-
tion de résultante obtenue par I’application du PFD a2/1, sca-

laire Z;
mA(G,2/1).Z; = RQ—2).Z 1)

On s’intéresse pour commencer aux quantités d’accélération
et on exprime la résultante dynamique

mA(G,2/1) = myz,

On s’intéresse ensuite aux actions mécaniques, pour lesquelles
il suffit de modéliser les résultantes des torseurs correspondants,
et on reprend ’inventaire précédent pour cela :

* la pesanteur ;
R(p—2) = —mgz,

* le ressort, dont la force de rappel s’exprime en fonction de la
longueur courante / = y — x et la longueur a vide a ;

ﬁ(r—)Z) =—k(y —x —a)z

* ’amortisseur, pour lequel intervient la vitesse relative de la
tige par rapport au corps.

Ra—2) = —uV(P,2/3)
Une composition des vitesses permet de détailler \7(P ,2/3)

V(P,2/3) = V(P,3/1) — V(P.2/1) = ( — %)



3. Apres substitution des différentes termes dans I’équation (1),
on obtient la premiere forme de ce que 1’on cherche

my = —mg —k(y —x —a) — pu(y — X)
A I"équilibre, on a en particulier
0=-mg —k(ye —x. —a)

La soustraction membre a membre de ces deux dernieres équa-
tions permet d’écrire

my = —k ((y — ye) — (x — x&)) — u(y — %)

On prend comme origines x, et y. respectivement pour x et y,
interprétation du changement de variables a effectuer

71

T

—

)

On obtient ainsi la forme finale de 1’équation différentielle du
mouvement
my + puy + ky = ux + kx )

4. On suppose les conditions initiales nulles et on applique la
transformée de LAPLACE a 1’équation (2) pour obtenir

mp*Y (p) + upY (p) + kY (p) = upX (p) + kX (p)

Le comportement de cette suspension est décrit par la fonction
de transfert
Y wp+k

H = =
@ X(p) mp*+pup+k

On constate que cette derniere est de la forme

1+§p
Hp) = L@ _ 0
X0 T
o (2

Cet exercice est facile lorque ’on met en ceuvre méthode et ri-
gueur. Chaque concept nécessaire est abordé de maniére élé-
mentaire. Il s’agit de faire la syntheése des différentes compé-
tences du mécanicien.

1. Le schéma est demandé dans le plan (A,X;,y;). On choisit
d’orienter le brin tendu du fil suivant +X, (voir figure ci-contre).

2. On s’intéresse au seul mouvement plan constaté et on pose
07,

Si le mouvement observé est du roulement sans glissement au
point /, alors on a de plus

V(1,2/1) =0

Dans ce dernier cas, la formule de changement de point sur le
mouvement 2/1 permet de trouver

X =—R0
3. L'inventaire du milieu environnant 2 conduit 2 retenir :
elesoll;
* la pesanteur p ;
e le fil 3.

On pose alors les torseurs d’actions mécaniques transmis-
sibles correspondants ;

Ny, + Tx T
1-2)= {2 g
F(1—2) [{0 , avec N‘\f
—mgj?,
2) = >
F(p—2) G{O
Fx
.7-'(3—>2)=E{6 " avec F >0

4. On évalue les éléments de réduction du torseur dynamique
D(2/1) au centre d’inertie G de la bobine.

* pour la résultante dynamique :
~ d - -
mA(G,2/1) =m | —V(G,2/1)| = mxx,
dt 0

* pour la composante suivante Z; du moment dynamique au
centre d’inertie :

2..5(G,2/1) = 7. [%?(G,z) (52(2/1))}0 — Jé

5. On étudie le mouvement de la bobine par rapport au sup-
port supposé assimilable a un repere galiléen. Le principe fon-
damental de la dynamique s’exprime alors par

F2—2) =D2/1)

On obtient alors un systeme de trois équations a cinq inconnues

F+T = mx
N —mg = 0
RT +rF = Jb

Ce systeme d’équations est a compléter avec la relation ciné-
matique calculée tant que 1’on a roulement sans glissement

i=—R0
6. On trouve en conséquence comme expression pour 1’accé-
lération angulaire ¢
g —F(R—r)
~ J+mR?
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Sachant qu’a I’instant initial la vitesse angulaire 6 est nulle, ce
résultat entraine plusieurs commentaires :

* ]a mise en rotation n’a lieu que si le rayon d’enroulement r
est plus petit que le rayon extérieur R ;

ecomme r < R et F > 0, ’accélération angulaire 6 est né-
gative. On en déduit que la bobine enroule le fil que I’on tend ;

* le terme J + m R? correspond au moment d’inertie de la bo-
bine par rapport a I’axe (1,Z;) ;

« il est possible de calculer 1’accélération maximale possible
pour qu’il n’y ait pas de glissement.

7. Si on suppose le contact sans frottement, la composante tan-

gentielle 7" est nulle et le systeme d’équations issu du PFD devient

F = mx
N—-mg = 0
rF = Jé

Les deux accélérations ¥ et 6 sont de méme signe, la bobine
se met a glisser et le fil se déroule.

8. On pose pour la suite un angle o entre I’horizontale et la di-
rection du fil.

9. L’expérience effectuée permet d’affirmer que la valeur re-
cherchée pour I’angle o existe. En effet, la bobine enroule le
fil pour o = 0 et le déroule pour @ = 90°. Lorsque 1’on passe
continuement de la premiere valeur a la seconde, on va obser-
ver une position pour laquelle la bobine ne tourne plus. La so-
lution se détermine a partir du systeme d’équations suivant :

Fcosa+T = mx
Fsina +N-mg = 0
RT +rF = Jb
On en déduit
G- —F(Rcosa —r)
J +mR?

La valeur recherchée pour I’angle « est telle que
r
cosa = —
R

Cette valeur correspond au prolongement du fil passant par le
point /

J/
7

1. On trace les figures de définition des angles

y1 Yo 7 2l
X 2
v 19 .
L = X0 . = Y1
20 = 21 X1 = X2
g X2
23
L
L 22
Y2=1y3
2. Graphe des liaisons
0 1 2 3
P (K, 20) P(K,x) P(K,y2)
7o 06X,
1/0) = = 2/1) = =
V(1/0) K{O vem= s
$¥2
3/2) = -
VG/D) = {0

3. Torseurs d’actions mécaniques transmissibles par les liaisons
supposées parfaites.

_ [RO—1)
FO>D =1 Fk.05 1. avec i(K.0— 1).2 = 0
_ [R1—2)
FA=>D =\ ji(k 1> 2), avee M(K.1—>2).5 =0
R(2—3)
2 = - - R
F2=3) M(K,2—3), avec M(K,2—>3).5, = 0

4. Les différents mouvements possibles a étudier peuvent étre
détaillés dans un tableau. Les actions de la pesanteur et de I’ air
sont négligées dans cette étude.

Mvts Mllleu Inc nr Inc C ire
environnant de liaison autres
— Support 1 Pas d’équation
200 — Toupie 3 10 2 scalglr; évitant
— Moteur les dix inconnues
— Ressorts de liaison
Utile pour déter-
miner le couple
_Axe 2 moteur avec
3/0 _ Moteur 5 1 I’équation de
moment en K
scalaire §2 ou 553
S i Equation de
(230 | ~>upport 5 | moment en K
— Ressorts W = =
scalaire X1 ou X2

Ajouter le support 1 a ce tableau ne présente aucun intérét, car
le transfert d’énergie provoquant son mouvement dans le ré-
férentiel galiléen est d’origine inconnue.



5. Matrice d’inertie de la toupie 3 calculée au point K

_ Ikx 0 0
IK3)=| 0 Ik, O
0 0 Igx (%2,¥2,22)

Moments d’inertie /g, et Iky en fonction de m, M, D et L.

La toupie 3 est une piece de révolution d’axe (K, y3), donc la
forme proposée convient dans la base (X3,93,23) , de méme que
dans toute base construite & partir du vecteur 3. La liaison pivot
entre 2 et 3 impose 1’égalité des vecteurs ¥, et y3 a chaque ins-
tant, donc la forme proposée convient dans la base (X2, ¥>,%2) .
Concernant le calcul des moments d’inertie principaux :

* I’axe est une tige de masse m et de longueur 2L orientée par

¥. On en déduit les deux valeurs

2
Agy =m—
3
* en ne considérant qu’un seul des deux disques, de centre C,
de diametre D et de masse M, on a comme résultat élémen-
taire

Agy =0

1 D? 1 D?
BCyZEMT BCX:ZMT

A I’aide du théoreme de HUYGENS, on en déduit

1
Bky = Bcy = gMD2

DZ
BKx:BCx‘FMLz:M(Lz—FE)

Comme la toupie est composée d’un axe et de deux disques,
on en déduit les deux valeurs recherchées

I MD2 I L2+M 2L2+D2
, — — =m-— —_—
Ky 4 Kx 3 8
Applications numériques :
Igy = 1,31 10 kgm® I, =2,36 107> kgm?

6. La masse et I’inertie de la piece intermédiaire 2 étant négli-
geables devant celles de la toupie 3, on en déduit 1’égalité des
deux moments dynamiques

5(K,%/0) = 5(K,3/0)

Le point K étant fixe dans le référentiel galiléen, on a
= d .
8(K,3/0) = | —0a(K,3/0)
dt 0

La toupie 3 est un solide indéformable et le point K est tou-
jours immobile dans le référentiel galiléen, on a donc

5(K,3/0) = 7(1(,3)(6(3/0))

Il suffit donc de déterminer la valeur du vecteur rotation

6(3/0) dans la base 2 pour lancer les calculs

D G/0) = p3: + 0% + Vo
= 0%, + (p+ 1,bsin6) ¥» + 1 cos 07,

On obtient ainsi, tout calcul fait :
S(K,X/0) =
[—IK,{Z) cos 0(p + Psinb) + Ix. (0 + 12)2 sin @ cos 0)] X
+1Ix, (¥ sin 6 + 10 cos 0) 7,
+ [Tk, 0(p + sin0) + Ix, (Y cos 6 — 2905in6) | 7,

7. Pour un angle 6 petit devant 1, les approximations usuelles
sont sinf ~ 6 et cos 6 ~ 1. De plus, pour un taux de rotation

) petit devant ¢, le terme @ sin 6 est négligeable devant ¢.
3(K,%/0) ~ [—1,@ b + Iy (é n 12)20)] %,
+ IKy (1/)9 + 1#9) ;2
+ [Ty 00 + Ixx (b — 2000) ] 7,
On en déduit la composante du moment dynamique recherchée

$2.0(K.T/0) = —Ix, b + Ixx (é 4 12129) 3)

8. Le seul moment suivant X, appliqué au systéme est issu de
I’action mécanique du ressort 4 sur I’axe 2.

Au point B sont accrochés deux ressorts, de longueur a vide
Ly, de longueur au repos L. Le point B se déplace d’une lon-
gueur A6, approximation de 4 tan 6.

L

1

oy
N

2

ho
By

X
By

F(l >4g)= Fdg=2) F(l—»4d)= Fdd-?2)

L L V2

A 6

Vi
Pour un ressort, la force de rappel est proportionnelle a la dif-
férence entre la longueur courante et la longueur a vide.

Fldg—2)  =—k((L —h) = Lo)
Fdd—2) =—k((L+h6) - Ly) (=5

On en déduit I’expression de la force de rappel due aux deux
ressorts

F(4—2) = F(4g—2) + F(4d —2) = 2kho7,

Le torseur des actions mécaniques J (4 — 2) est alors un glis-
seur d’expression

2hk0y
Fé->D =, {6 .
On en déduit la valeur de la composante recherchée
%.M(K,£— ) = —2kh?0 4)
9. Les équations 3 et 4 permettent d’écrire la loi du mouvement.

— Iy + I (é + 12»29) — 2Kk

En régime permanent, I’angle 6 se stabilise a une valeur qui dé-

pend des fréquences de rotation 1/) et ¢, constantes

9_ IKvaO
=——
2kh* + Ig )
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En supposant de plus le terme I, 1]}2 négligeable devant 2kh?,
la loi entrée-sortie recherchée prend une forme linéaire

_ Iy
=¥ (&)

A P )
10. Avec les valeurs numériques données, le terme Ik, 1) reste
inférieur a 1 % du terme 2kh? jusqu’a une valeur pour le taux

de rotation ¢ de 1,4rd/s. [13,3 tr/mn]

La relation 5 donne

: 2kh?
Uyax = — Omax
IK)'QO

On effectue I’application numérique
Uprax = 0,091d/s [0,86 tr/mn]

Ce dernier résultat justifie les hypotheses posées.

Pour expliciter les calculs, on note :

* le sol 1, supposé galiléen ;

* tout ce qui monte 2, de masse totale m, ;

* tout ce qui descend 3, de masse ms ;

* la poulie et le brin de cable enroulé aval 4 ;

* la poulie et le brin de céble enroulé amont 5.

1. La masse de cable enroulée m, est évaluée a partir du demi-
périmetre d’une des poulies

me = UTR A.N.m, ~ 250 kg

La masse d’un des deux brins tendus m;, s’évalue a partir de la
longueur de la ligne

mp=pul  A.N.mp = 24000 kg

La masse de cable enroulé représente environ un pour cent de
la masse totale et peut étre négligée.
2. ’accélération moyenne a des cabines lors d’un redémarrage
s’exprime en fonction de la variation de vitesse demandée
AV
=— AN.a=12ms>
At
3. L’énergie cinétique galiléenne du systeme matériel
¥ = {2,3,4,5} est la somme des énergies cinétiques galiléennes
de chacun des éléments

5
E(Z/Rg) = ZE(i/Rg)
i=2

En tenant compte de 1’évaluation des masses faite précédem-
ment, on retient uniquement

* ce qui monte, en translation rectiligne et de masse m; ;
my = ne(me + mp) + uL
e ce qui descend, en translation rectiligne et de masse 5.

m3 = neme + wlL

On en déduit, en notant v la vitesse de translation courante
1 2
E(Z/Rg) = 5 (my +m3) v

4. La puissance galiléenne des efforts de pesanteur sur le sys-
teéme X comprend deux termes que 1’on détaille :

* I’ensemble 2 considéré solide des masses qui montent ;

0
V2/1) = {w?

Fpo2) = .. {gng)’()

* I’ensemble 3 considéré solide des masses qui descendent.

:m.sg?o

0

F 3) =
(p—3) G {
On en déduit I’expression de la puissance galiléenne des ef-
forts de pesanteur sur le systetme X

Pg(p—X) = (—my +m3)gsinav
Apres substitution, on obtient
Pg(p— %) = —nemp gsinav

5. Soient My et Dy respectivement les points de contact entre
le pylone Py et les cables 2 et 3. 11y a glissement a chaque point
de contact et on constate

¢ pour les masses montantes :

g N
Ve/1) = {vf }—(Pk_)z):Mk{()mky S Nuxx

* pour les masses descendantes :

Naky + f Nai¥

0
V@3/1) = {_w_c, FP=3)= [ {o

La puissance galiléenne développée par les actions méca-
niques de I’ensemble des pylones P sur le brin de cable mon-
tant est alors

12

12
Pg(P—>2) =Y —vfNmk = —vf Y _ Numk
k=1

k=1

La puissance galiléenne développée par les actions méca-
niques de I’ensemble des pylones P sur le brin de céble des-
cendant est alors

12

12
Pg(P—3)=Y " —vfNax = —vf y_ Nax
k=1

k=1

Les résultantes des actions mécaniques normales s’évaluent a
partir des équations de résultante dynamique obtenues res-
pectivement lors de 1’étude des mouvements 2/1 et 3/1 :

e concernant le mouvement 2/1 ;
12
> Nk —m2g 5.5 =0
k=1
e concernant le mouvement 3/1 ;

12
D Nax—m3g50.5 =0
Py



On en déduit I’expression de la puissance galiléenne dévelop-
pée par I’action mécanique de 1’ensemble des pylones P sur
les cables 2 et 3

Pg(P—{2,3}) = —f (my +m3) gcosa v

6. L’action motrice est au niveau de la poulie sur laquelle est

installé le motoréducteur. Comme cette poulie est en liaison pivot

avec le sol, I’axe de rotation est immobile dans le repere gali-

Iéen. On en déduit I’expression élémentaire de la puissance ga-

liléenne de I’action du motoréducteur sur la poulie concernée
v

Pgm—X) = CmE

7. Le théoreme de 1’énergie cinétique appliqué au systeme X
dans son mouvement par rapport au sol s’exprime par

d S .
EE(2/1) = Z Pg(E—i)+ Z P(i<sk)
i k>i
Concernant la puissance galiléenne des actions mécaniques ex-
térieures Pg(X — %), on rappelle les trois termes déja esti-
més et on évalue le quatrieme en reprenant les éléments du mi-
lieu environnant :

* la pesanteur ;
Pg(p—X) = —ncmp gsina v

¢ le moteur ;

Pg(m—3) = Cn

* les pylones ;
Pg(P—X)=—f (my,+ms3)gcosav

* le sol par I’intermédiaire des deux liaisons de type pivot avec
les poulies.

Pg(1—-X)=0

Concernant la puissance des interefforts, le cable est supposé ne
pas dissiper d’énergie et les termes a considérer sont alors nuls

P(4<2) =0
P(5<2)=0
P(4<3)=0
P(5<3) =0

L’expression du théoreme de 1’énergie cinétique est alors
(my +m3) vV = —ncmpg sina v

v
—f(m2+m3)gcosotv+Cm§

On en déduit 1’expression du couple moteur Cy,
Ch :R< (my +m3) v + nempg sina
+ f (my + m3) gcosot)

8. L’accélération est supposée constante en phase de démar-
rage, ce qui implique un couple moteur également constant. La
puissance développée par le motoréducteur est alors maximale
juste au moment ou la vitesse atteint la valeur V;,. On en dé-
duit le résultat cherché

Vo
Ppax = Cm;

Applications numériques :
Cp = 1.1 10° Nm
Pyax = 1.6 MW

Les éléments de correction de cet exercice sont disponibles
sur http://www.jdotec.fr
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Introduction

Un des souhaits de I’ingénieur est de mettre au point et de proposer des sys-
temes cumulant toutes les qualités possibles, qu’ils soient notamment :

* rapides et précis ;

 fiables et insensibles a I’environnement.

C’est pourquoi le passage d’un systeme commandé a un systéme asservi est
attractif : il permet effectivement d’en modifier et d’en améliorer les per-
formances globales. Seul souci notable, c’est qu’un des effets de la course
a la performance est la tendance a rendre le systeme concerné instable. La
compréhension de cet enchainement mérite la plus grande attention, car une
des conséquences remarquables des techniques mises en ceuvre est la capa-
cité nouvelle a concevoir des systemes qui, instables en tant que systémes
commandés, profitent d’'une commande capable de réagir a 1’environne-
ment pour se comporter en systemes stables une fois asservis.

C’est pour pouvoir découvrir au chapitre suivant I’art du controle des sys-
temes que ce chapitre pose des éléments de référence afin de comprendre :
* la structure et la finalité d’un systeme asservi ;

* la problématique de la stabilité d’un systeme.

Dans le cadre de cet ouvrage, on se limite a I’étude des systémes continus,
linéaires et invariants.

Prérequis
* Les chapitres 9 et 10 de I’ouvrage de premiere année.
*  Un minimum de bon sens.

* Les théorémes énergétiques étudiés au chapitre 3 pour quelques exer-
cices.

Objectifs
e Décrire la structure d’un systeme asservi.

e Différencier les fonctions de transfert en boucle ouverte et en boucle
fermée.

* Emettre un avis sur la stabilité d’un systéme, asservi ou non.

e Appréhender la notion de mode dominant.
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m— 4.1 Systemes commandés, asservis -
Perturbations

La notion de stabilité est définie a la

section 4.2.

4.1.1

4.1.2

Les systemes abordés dans cet ouvrage sont principalement des servomécanismes,
donc des systemes générant une grandeur mécanique.

Notion de systeme commandé

Il est commode de nommer systeme commandé tout systeme auquel un utilisateur
délivre une grandeur d’entrée en vue de générer une grandeur de sortie. Les systemes
utilisés en tant que systeémes commandés sont généralement stables.

Entrée =
Commande R Sortie
——» Systetme (—»

Figure 4.1 De la commande a la grandeur générée.

La plupart du temps, les systemes physiques ne sont pas des systeémes monovariables
et des entrées différentes de la commande viennent perturber leur fonctionnement. En
conséquence, la sortie est modifiée et ne correspond plus a la grandeur attendue pour
une entrée donnée. On appelle alors perturbation toute entrée non fournie par 1’utili-
sateur.

On appelle perturbation toute cause susceptible de modifier la sortie indépendam-
ment de la commande.

Commande

Sortie

Perturbation Systeme
—_—

Figure 4.2 Le systeme commandé comme systeme multi-variables.

Modélisation des perturbations

Pour prendre en compte une perturbation, on cherche a décrire un systeme sous la
forme d’un schéma-bloc de la forme qui suit, F(p) et F>(p) étant des fonctions de
transfert caractérisant le systeme :

Perturbation

Commande Sortie

Fi(p) Fa(p)

Figure 4.3 Principe de modélisation d'une perturbation.

Exemple

On consideére comme systéme un moteur a courant continu. Un tel moteur consti-
tue un systeme commandé intrinsequement stable. Il transforme une tension U (p)
en une vitesse de rotation Q2(p).
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4.1 - Systémes commandés, asservis — Perturbations

U(p) Q(p)

Figure 4.4 Un moteur électrique a courant continu.

L’analyse des lois physiques décrivant les phénomenes rencontrés et la mise en
place des équations différentielles caractérisant le fonctionnement du moteur per-
mettent, en négligeant les perturbations et les frottements, d’arriver au schéma-bloc
de la figure 4.5. Les différentes grandeurs variables sont exprimées ici dans le
domaine symbolique :

e I(p) est I'intensité traversant le moteur ;

*  Cp(p) le couple moteur, exercé par le stator sur le rotor ;

* E(p) la force contre-électromotrice induite.

Par ailleurs, les caractéristiques intrinséques au moteur sont :

* Ret L respectivement la résistance et I’inductance de la bobine ;

* K la constante de couple, issue du coefficient de couplage électromagnétique ;
* J le moment d’inertie équivalent rapporté a I’arbre moteur ;

° K, la constante de force électromotrice.

U(p) 1 I(p) Cu(p| 1 Q(p)

- --K - -
R+ Lp Jp
E

Figure 4.5 Description par schéma-bloc des équations différentielles
régissant le fonctionnement.

La fonction de transfert de ce moteur est alors

Q(p) _ K;
Ulp) (R+Lp)Jp+ KK,

On souhaite maintenant modéliser un couple résistant C,(p) exercé sur 1’arbre
moteur. Il dépend de la charge et reste indépendant de la tension d’alimentation. A
ce titre, il peut &tre considéré comme une perturbation. En complétant les équations
précédentes, on arrive alors a la proposition de schéma-bloc suivante

F(p) =

Ulp) 1
R+ Lp

E
») @_—

Figure 4.6 Prise en compte du couple résistant sur I'arbre moteur.

La résolution de la boucle est effectuée en appliquant le principe de superposition
et on obtient

C(p)

v o K R+ Lp ow)
R+ Lp Jb(R+ Lp)+ K, K,

Figure 4.7 Résolution de la boucle.
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Un couple résistant compté positif freine
I'arbre moteur. Cette influence se
retrouve sur le signe des soustracteurs
des figures 4.6 et 4.7, ainsi que sur les
courbes réponses de la figure 4.8.

4.1.3

Sans perturbation, il est a priori inutile
d'asservir un systéme !

Homogeéne ala grandeur surveillée,une
consigne est fonctionnelle!

Le systeme peut étre considéré comme un systeme a deux entrées pour une sortie,
et la sortie dépend de chacune des deux entrées ce que montre la réponse tempo-
relle d’un tel systéme sur la figure 4.8 :

* un échelon de tension d’alimentation u(?) est appliqué au moteur a 1’instant
t=0;

* une fois le régime permanent atteint, un échelon de couple résistant C,(f) est
appliqué, ce qui provoque une variation de la fréquence de rotation w(t).

ﬁ (1)
u(t)
I Ci(1)

Figure 4.8 Influence d'un couple résistant sur la fréquence de rotation.

Du systeme commandé au systeme asservi

On souhaite rendre un systéme insensible aux perturbations. Pour cela, I’'idée directri-
ce est de rendre la commande du systeme indépendante de I’utilisateur, qu’elle puisse
s’adapter aux variations de sortie dues aux perturbations. On arrive ainsi a la notion de
systeme asservi.

On appelle systeme asservi un systeéme dont la commande est générée de maniere
autonome, indépendamment de I’utilisateur, a partir d’une référence et d’images de
la sortie effective ou de grandeurs internes.

I est nécessaire de commencer par exprimer ce que 1’on souhaite en sortie, sous la
forme d’une grandeur de préférence homogene a la grandeur de sortie. Cette grandeur
prend dans ce cas le nom particulier de consigne.

On appelle consigne le signal envoyé au systeme asservi. Elle est homogene a la
grandeur de sortie et définit la sortie souhaitée.

On ajoute ensuite un capteur de maniere a obtenir une information sur 1’état de la sor-
tie. Cette information, image de la sortie, est alors comparée a une image de la
consigne pour fournir une grandeur appelée écart. C’est a partir de cet écart qu’est éla-
borée la commande du systéme, par un bloc particulier nommé le plus souvent cor-
recteur, parfois régulateur.

On appelle correcteur le bloc qui génere la commande du systeme a la place de 1’uti-
lisateur.

Une modification du correcteur se traduit par une modification des performances glo-
bales du systéme asservi, sans avoir a modifier le systtme commandé. Cet aspect est
détaillé au chapitre suivant.
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Un systéme asservi est nécessairement
bouclé, mais la réciproque n'est pas vrai.
Un systéme bouclé n'est pas
nécessairement un systeme asservi,
comme l'illustre la figure 4.6 page 123.

Pour pouvoir étre comparées, deux
grandeurs doivent étre homogeénes !

4.1 « Systemes commandés, asservis — Perturbations

Image

Consigne B Ecart Commande Sortie
Consigne —
Adaptateur é@ Correcteur Systeme —¢—»

Image
Sortie

Figure 4.9 Schéma de principe d'un systéme asservi, sans perturbation.

Les principaux éléments que 1’on trouve dans un systeéme asservi sont représentés sur
la figure 4.9 :

¢ le systtme commandé, qui transforme la commande en grandeur de sortie ;

* un bloc correcteur, qui élabore la commande a partir du signal appelé écart ;

° un comparateur, qui détermine 1’écart entre les images de la consigne et de la sortie ;
° un capteur, qui fournit une image de la sortie ;

° un adaptateur, qui fournit une image de la consigne.

La prise en compte d’une perturbation conduit le plus souvent a un schéma-bloc de la
forme suivante :

P(p)

Y(p)

> &(p) Up)

Y.(p)
QW) P )

IS

Figure 4.10 Schéma type d’'un systéme asservi, avec une perturbation.

Sur un tel schéma-bloc, on retrouve les éléments définis jusqu’ici :
, jusq

* la grandeur de sortie Y (p), et la consigne Y.(p) correspondante ;

* la commande U(p), générée a partir de I’écart e(p) entre les images de la
consigne et de la grandeur de sortie effective ;

* les deux blocs du systeme commandé, de fonctions de transfert F;(p) et F>(p) ;

* le correcteur, de fonction de transfert C(p) ;

* le capteur et I’adaptateur, de fonctions de transfert respectives M (p) et A(p).

D’une maniere générale, lorsque 1’on souhaite la consigne homogene a la sortie d’un
asservissement, on ajoute un bloc adaptateur ayant comme valeur de gain celle du
gain statique de la fonction de transfert de la chaine de retour.

Exemple

On reprend I’exemple du moteur électrique de la section précédente, tel qu’il est
R+Lp
Jp(R+Lp)+K,K,.*
Pour une raison non précisée ici, on souhaite asservir ce moteur électrique afin
d’obtenir une vitesse de rotation en sortie w(¢) égale a une vitesse de rotation de

consigne we(1).

présenté figure 4.7 page 123. On pose F(p) = %}‘p et Fo(p) =

On installe a cet effet une génératrice tachymétrique de gain K pour obtenir une
tension ug(#) image de la sortie w(¢). Cette tension ne peut pas étre comparée
directement a la consigne w.(#). Il est donc nécessaire d’ajouter un adaptateur pour
générer une tension u.(t) comparable a ug(¢). La tension de commande u(¢) du
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moteur est élaborée a partir de I’écart £(¢) par un bloc correcteur. Un tel systeéme
est caractérisé par deux fonctions de transfert H;(p) et H(p) telles que

Q(p) = Hi(p) Qc(p) + Hx(p) Cr(p)

Figure 4.11 Schéma du moteur asservi en rotation avec un couple résistant
comme perturbation.

La correction des systémes est détaillée La figure 4.12 montre un exemple de correction permettant d’annuler I’effet de la
au chapitre suivant. perturbation en régime permanent.

\/f w(t)

G (1)
I |

Figure 4.12 Influence d’'un couple résistant sur la fréquence de rotation.

414 Boucle ouverte — boucle fermée

On considere un systeme monovariable asservi que I’on pose sous la forme caracté-
ristique de la figure 4.13. Il comporte :

* un systeme commandé de fonction de transfert Fg(p), générant la grandeur de sor-
tie Y (p) a partir de la commande U (p) ;

* un correcteur de fonction de transfert C(p), générant la commande U (p) a partir
de I’écart e(p) ;

* un soustracteur générant I’écart ¢(p) a partir de ’image R.(p) de la consigne et
de I'image R(p) de la sortie ;

* un capteur de fonction de transfert M (p), générant I’image R(p) a partir de la sor-
tie Y(p) ;

* un adaptateur de fonction de transfert A(p), générant I’'image R.(p) a partir de la
consigne Y.(p).

Y(p)
>

Figure 4.13 Structure de base d'un systéme asservi.

On transforme le schéma-bloc précédent en déplacant le bloc adaptateur a I’intérieur
de la boucle, sans se préoccuper de 1’éventuel changement de signification physique
des deux grandeurs (p) et R(p). On obtient la forme proposée par la figure 4.14.
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Dans les faits, c’est la FTBO qui
conditionne le fonctionnement d'un
systeme asservi.De plus, la connaissance
dela seule FTBO du systéme permet de
prévoir en grande partie son
comportement lorsqu'il fonctionne en
boucle fermée.

Parler de FT d'un systéme asservi sans
préciser s'il de la FTBO ou de la FTBF est
dangereux et risque d'entrainer des
confusions.

4.1 « Systemes commandés, asservis — Perturbations

Y(p)

) —

R(p) |M(p)
A(p)

Figure 4.14 Déplacement du bloc adaptateur.

On arrive ainsi a une structure a deux boites, la premiere correspondant a la chaine
d’action, de fonction de transfert F;(p), la seconde a la chaine de retour, de fonction
de transfert F>(p).

Chaine d'action

Y.(p) &(p) Y(p)

Chaine de retour
Figure 4.15 Chaine d’action et chaine de retour.

Le comportement d’un tel systeéme est lié & I’existence de la boucle de rétroaction.
L’étude systématique des systémes asservis conduit a définir pour chacun d’eux deux
fonctions de transfert : la fonction de transfert en boucle fermée et la fonction de trans-
fert en boucle ouverte.

Fonctions de transfert en boucle ouverte et en boucle fermée

La fonction de transfert en boucle fermée d’un systeéme asservi, notée FTBF, est la
fonction de transfert liant la sortie a I’entrée du systeme.

_Y(p)
Ye(p)
La fonction de transfert en boucle ouverte d’un systéme asservi, notée FTBO, est la

fonction de transfert liant I’'image de la sortie de la boucle de rétroaction a 1’écart.

R(p)
e(p)

H(p)

F(p) =
Sous la forme transformée de la figure 4.15, ouvrir la boucle revient a supprimer le

soustracteur, comme le montre la figure 4.16.

&(p) Y(p)

Figure 4.16 Ouverture de la boucle.
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\  Dans cet ouvrage et dans la mesure du
possible, la lettre H est réservée a la
fonction de transfert en boucle fermée
tandis que la lettre F" est attribuée aux
fonctions de transfert composant la
boucle ouverte.

Les deux fonctions de transfert Hy (p)
et Hy(p), mises sous la forme
de fractions rationnelles, ont
nécessairement le méme dénomi-
nateur !
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Les expressions des deux fonctions de transfert sont alors
e pour la FTBO

R
F(p) = X _ Fi(p)Fa(p)
e(p)
e pour la FTBF
Y(p)  Fi(p)

B =5 ) T4 F0)

Remarque

Les fonctions de transfert en boucle ouverte et en boucle fermée se déterminent directe-
ment, sans avoir besoin de transformer le schéma-bloc de départ. Il suffit, comme pour la
figure 4.16, de supprimer le comparateur, ainsi que le bloc d’adaptation qui précéde

Y(p)

e R e
R(p)

Figure 4.17 Ouverture de la boucle.

Les expressions des deux fonctions de transfert sont alors :

* pourla FTBO

R
F(p) = %5)) = C(p)Fs(p)M(p) = Fi(p)F2(p)

® pourla FTBF
Y(p) C(p)Fs(p) Fi(p)

H = = =
)= Yo ~ 1T CEs(pM(p) — 1+ F(p)

Les expressions sont les mémes, malgré le changement de signification physique de I'écart.

Présence de perturbations

Un systéme asservi modélisé avec plusieurs entrées, a savoir une consigne et une per-
turbation par exemple, a autant de fonctions de transfert en boucle fermée que d’en-
trées, mais il n’a qu’une seule fonction de transfert en boucle ouverte.

Exemple

N

On reprend le moteur électrique a courant continu présenté figure 4.11 a la
page 126.

L’expression de la FTBO F(p) est

F(p) = K C(p)Fi(p)F2(p)

L’expression générale de la fréquence de rotation est

Q(p) = Hi(p) Qc(p) + Hx(p) Cr(p)

avec comme expressions pour les deux FTBF H;(p) et Hy(p)

_ F(p)
H(p) 1+ F(p)
KF
H>(p) 1+;((17))
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Décrire un systeme par un schéma bloc
a retour unitaire est une des premiéres
compétencees a acquérir.

4.1 « Systemes commandés, asservis — Perturbations

Cas d'un systeme a retour unitaire

Un systeme asservi a retour unitaire est un systeme asservi dont le schéma-bloc peut
se mettre sous la forme

Ye(p) &(p) Y(p)
&) —

Figure 4.18 Systéme asservi a retour unitaire.

Les expressions des deux fonctions de transfert sont alors dans ce cas immédiate :

e pour la FTBO
_ Y

F(p) = =)

* pour la FTBF
Yip) _ _F)
Ye(p) 1+ F(p)

C’est un cas particulier important auquel on essaie de se ramener systématiquement,
car dans ce cas :

H(p) =

* D’écart est homogene a la grandeur générée et a la consigne et permet des interpré-
tations fonctionnelles des valeurs numériques ;

* au chapitre suivant, sont préétablis nombre de résultats qui permettent d’émettre un
avis sur le fonctionnement normal du systéme asservi, donc en boucle fermée, a la
seule vue de la fonction de transfert en boucle ouverte.

Fonction de transfert réduite d'un systeme asservi

Quand un systeme d’entrée X (p) et de sortie Y (p) ne peut pas étre mis sous la forme
d’un systeme a retour unitaire tel que celui de la figure 4.18, on le décompose en deux
systémes :

* onramene la chalne de retour dans la chaine directe de maniere a ce que le premier
systeme, d’entrée X (p) et de sortie X g(p), soit a retour unitaire ;

* on ajoute ensuite un second systeme d’entrée X g(p) et de sortie Y (p), qui se com-
porte comme un systéme commandé.

On arrive ainsi a la structure suivante

X(p) &(p)

Xr(@| 1 Y(p)
Fip) - F0) |y o

Figure 4.19 Fonction de transfert réduite.

Le systetme d’entrée X (p) et de sortie Xg(p) constitue bien un systeéme asservi a

retour unitaire de FTBO F(p) = Fi(p)F2(p) . On peut ainsi lui appliquer les résul-

tats spécifiques aux systémes a retour unitaire.

Le passage de Xgr(p) a Y (p) se fait par I’étude du systeme de fonction de transfert
1

F(p)

F(p)

Dans cette situation, la FTBF Hg(p) = TF() du systeme réduit est appelée fonc-
p

tion de transfert réduite du systeme d’entrée X (p) et de sortie Y (p).
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4.1.5

Les systémes continus linéaires et
invariants sont régis par des équations
différentielles linéaires a coefficients
constants.

La puissance du terme en p mis en
facteur au dénominateur d'une FTBO
correspond au nombre d'intégrations
effectuées en boucle ouverte.

Ordre et classe d'un systéeme asservi

Soit un systéme asservi a retour unitaire dont on écrit la fonction de transfert en boucle
ouverte F'(p) sous la forme particuliere suivante.

_N(p) KA +bip+...+bnp™)

F = —
) D(p) p*d+ap+...+aph

Remarque
Les servomécanismes sont tels que o + k = m,avec e > 0.

Au numérateur et au dénominateur, les polyndmes commencent alors par « 1 +... » et
trois caractéristiques du systeme asservi sont immédiates :

* leréel K est appelé gain statique de la FTBO ;
* Dentier o est appelé la classe du systeme, avec o > 0 ;
e Dentier n = o + k est ’ordre du systeme.

On appelle ordre d’un systeme le degré du dénominateur de sa fonction de transfert.
On appelle classe d’un systeme la puissance du terme en p mis en facteur au déno-
minateur de sa fonction de transfert.

Dans le cas d’un systeme asservi a retour unitaire, la fonction de transfert en boucle
fermée se calcule par

F(p) N(p)
H(p) = =
1+ F(p) D(p)+N(p)
On en déduit immédiatement que la FTBF est de méme ordre que la FTBO, et toujours
de classe nulle.
Compte tenu de ce résultat, on en conclut ce qu’il importe d’identifier :

e d’une part I’ordre du systéme, qu’il soit asservi ou non ;
e d’autre part la classe de la FTBO dans le cas d’un systéme asservi.

= 4.2 Stabilité des systemes asservis

La stabilité est une performance a satisfaire en priorité pour un systéme, car un syste-
me instable est inutilisable.

* Pour les systtmes commandés intrinseéquement stables, les transformer en sys-
témes asservis permet d’améliorer leurs performances en terme de précision et de
rapidité, mais peut conduire a les rendre instables.

* Pour un systeme a priori instable, donc non utilisé en tant que systéme comman-
dé, le transformer en systeme asservi permet d’obtenir un
systeme stable.

Exemple

Comment rester en équilibre ou se déplacer sur deux roues
sans effort et sans craindre la chute ? Il suffit de prendre un
SEGWAY. C’est au départ un systeme instable : une plate-
forme, deux roues et deux moteurs. L’utilisation d’un sys-
téme asservi judicieusement concu a permis de passer
d’une utopie a un moyen de transport bien réel.




/
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4.2.1

Lorsqu’on s'intéresse a un systéme réel,
non linéaire, que I'on fait fonctionner
autour d'un point d'équilibre particulier,
ilest possible de linéariser les équations
régissant son comportement au
voisinage de ce point et de se ramener
a un modeéle linéaire, dont le domaine
de validité est certes limité, mais qui
peut étre étudié avec les outils des
systemes linéaires continus invariants.

4.2 - Stabilité des systémes asservis

Stabilité et systemes

La notion de stabilité est relativement intuitive, souvent associée a la notion d’équi-
libre, et se préte a différentes interprétations.

On considere par exemple le pendule de la figure 4.20, d’entrée x(¢), de sortie 6(¢). Il
comporte une tige 3 articulée sur un chariot 2, ce dernier étant mobile en translation
par rapport a un bati 1. On s’intéresse aux positions d’équilibre de la tige 3 par rapport
au bati 1.

5V
Y3 61

= x(1) 3
1

Figure 4.20 Un pendule a deux degrés de liberté.

* 1l existe une position (a) d’équilibre stable pour I’angle & = 0, pour laquelle une
impulsion d’entrée x(t) = §(¢) est suivie d’un retour a la méme position d’équi-
libre. Une linéarisation du systeme autour de cette position conduit a I’étude d’un
systeme linéaire stable.

e Il existe une position (b) d’équilibre instable pour I’angle 6 = 7, pour laquelle une
impulsion d’entrée x () = §(t) écarte la tige 3 de sa position d’équilibre pour ne
plus y revenir. Une linéarisation du systeme autour de cette position conduit a I’étu-
de d’un systeme linéaire instable.

* D’autres positions (c) peuvent sembler stables, mais elles ne correspondent pas a
des positions d’équilibre car elles exigent une entrée x (t) particuliere.

(a) - (b) (c)
Figure 4.21 Différentes positions d'équilibre.
Pour I’étude des servomécanismes, on adopte une définition de la stabilité indépen-

dante de la notion d’équilibre. On s’intéresse aux amplitudes de variation des gran-
deurs entrée et de sortie et on se limite a des quantités bornées.

Un systeme est stable si, et seulement si, a n’importe quelle entrée évoluant dans un
intervalle borné correspond une sortie évoluant dans un intervalle borné.
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4.2.2

Pour les curieux, la présentation du
théoreme de Cauchy et du critere de
Nyquist est consultable sur
http://www.jdotec.net/s3i.

On pose I’acronyme EBSB pour « entrée bornée, sortie bornée »
Cette définition a une conséquence immédiate pour un systeme défini par une fonction
de transfert, que I’on énonce sous forme de théoréme.

Un systeme est stable au sens EBSB si et seulement si les pdles de sa fonction de
transfert sont tous a partie réelle strictement négative.

On reprend un systeme asservi décrit par une chaine d’action et une chaine de retour

X (p) &(p) Y(p)

Figure 4.22 Systeme asservi avec chaine d’action et chaine de retour.

Les fonctions de transfert Fi(p) et F2(p) sont des fractions rationnelles qui peuvent
se mettre sous la forme de rapports de polyndmes, notés respectivement N; (p) pour le
numérateur et D; (p) pour le dénominateur.

_ Ni(p) _ Na(p)
Di(p) D, (p)

Ce systtme admet comme fonction de transfert en boucle ouverte la fonction
F(p) = Fi(p)F2(p) et on calcule la fonction de transfert en boucle fermée que 1’on
écrit sous deux formes différentes.

Hp) = Fi(p) _ Ni(p)Dy(p)
1+ F(p) Di(p)Dy(p)+ Ni(p)Na2(p)

Les pdles de la FTBF sont donc les zéros de la fonction 1 4+ F(p) ou les zéros du
polyndme Di(p) D2(p) + Ni(p)N2(p).

Le systéme asservi est donc stable si tous les zéros du dénominateur de la fonction de
transfert en boucle fermée sont a partie réelle négative. La recherche de ces conditions
est mise en ceuvre a ’aide de deux techniques différentes, ayant chacune ses qualités
et ses limites :

Fi(p) F(p)

* montrer que les zéros de la fraction rationnelle 1 + F(p) sont a partie réelle néga-
tive fait appel a des critéres graphiques, en s’appuyant sur I’équivalence entre les
équations 1 + F(p) =0et F(p) =—1;

* montrer que les zéros du polyndme développé D;(p)D,(p) + Ni(p)N»(p) sont a
partie réelle négative fait appel a des criteres algébriques.

Criteres graphiques

L’intérét des criteres graphiques est d’obtenir des informations sur la stabilité du sys-
teme asservi fonctionnant en boucle fermée a partir de I’examen de sa fonction de
transfert en boucle ouverte.

On utilise principalement le critere du revers, qui permet de résoudre la plupart des
probleémes. Il découle du critere de NYQUIST dont la maitrise n’est pas demandée.

Point critique

On a vu a la section précédente que la recherche des zéros du dénominateur de la
FTBEF revient a résoudre 1’équation F(p) = —1.



Ce résultat vient du théoréme de stabilité
au sens EBSB énoncé page précédente.

4.2 - Stabilité des systémes asservis

On appelle point critique le nombre —1 dans 1’espace des complexes :
* dans le plan de NYQUIST, il s’agit du point d’affixe —1 ;

¢ dans le plan de BLACK, il s’agit du point de coordonnées (— 180°, 0 dB).

Le point critique n’est pas défini sur les plans de Bode. Il y induit néanmoins pour les
raisonnements a venir deux droites paralleles a 1’axe des pulsations.

En effet, on rappelle ici le lien entre les diagrammes de Bode et le diagramme de Black

a partir de la représentation tridimensionnelle du lieu de transfert. Un point A du lieu

de transfert correspond a un triplet (w,Arg(F(jw)),20Log |F(jw)|) placé dans un

systeme d’axes (pulsation, phase, gain).

e la projection du point A en B, dans le plan (w,GdB) donne un point du diagram-
me de Bode en gain ;

e la projection du point A en C, dans le plan (@,p) donne un point du diagramme
de Bode en phase ;

e la projection du point A en D, dans le plan (¢,Gd B) donne un point du diagram-
me de Black.

GdB

= ¢
A //
\\ §

<

\

Figure 4.23 Le lieu de transfert dans l'espace (w,9,GdB).

Le point critique est défini indépendamment de la pulsation. C’est ainsi que 1’on
retrouve dans 1’espace une droite, et donc sur les plans de Bode deux droites, corres-
pondant aux points de coordonnées (w,—180°, 0dB). Cette droite est bien parallele a
I’axe des pulsations.

Critere du revers dans le plan complexe

Un systeme asservi, dont la FTBO n’a pas de pole a partie réelle strictement positi-
ve, est stable en boucle fermée si et seulement si le lieu de Nyquist de sa FTBO par-
couru dans le sens des pulsations croissantes laisse le point critique sur sa gauche.

Remarque
Il convient de se rappeler qu’un systéme stable en boucle ouverte admet une fonction
de transfert en boucle ouverte sans pdle a partie réelle strictement positive.

Ce critere s’applique tout a fait aux systémes instables en boucle ouverte lorsque 1’in-
stabilité du fonctionnement en boucle ouverte est liée a I’augmentation de la classe de
la FTBO. En effet, si un zéro est pdle de la FTBO, alors le systéme est instable sans
pour autant avoir de racine a partie réelle strictement positive.
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4.2.3

Dans le cas d'un systéme asservi, cette
fonction de transfert est la FTBF !
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point critique

Q
& S
4, &,
4 < point critique
~
Systeme instable en

Systeme stable en
boucle fermée

boucle fermée

=0 -0

Figure 4.24 Critere du revers dans le plan complexe.
Critere du revers dans le plan de Black
Un systeme asservi, dont la FTBO n’a pas de pdle a partie réelle strictement positi-

ve, est stable en boucle fermée si et seulement si le lieu de Black de sa FTBO par-
couru dans le sens des pulsations croissantes laisse le point critique sur sa droite.

-0

point critique
&
N
&

—180°] ¥ 0°

—180° 0

point critique

w =
Systeme instable en

Systeme stable en
boucle fermée

boucle fermée

Figure 4.25 Application du critére du revers dans le plan de Black.

Criteres algébriques

Alors que les criteres graphiques de stabilité s’appuient sur la fonction de transfert en
boucle ouverte, les criteres algébriques de stabilité s’appliquent a tout systeme, asser-
vi ou non, que I’on considere alors sous la forme la plus simple, comme ci-dessous :

X (p) Y (p)
H(p)

Figure 4.26 Une fonction de transfert quelconque.

Bien qu’il existe plusieurs criteres algébriques permettant de conclure quant a la sta-
bilité d’un systeme, seul le critere de Routh est abordé dans cette section.

La fonction de transfert de ce systeme H (p) est considérée sous la forme d’une frac-
tion rationnelle pour laquelle on choisit le coefficient a;, positif

bo+bip+bp*+ ... +byup"
ag+aip+ap*+...+a,p"

H(p) =
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Si I'on met la fonction de transfert sous

la forme H(p) = %,

caractéristique est I'équation
D(p) =0.

I'équation

Nécessaire ne veut pas dire suffisant !

4.2 - Stabilité des systémes asservis

Condition nécessaire de stabilite

En appliquant le théoreme de stabilité au sens EBSB, le systéme est stable si tous les
zéros de 1’équation caractéristique sont a partie réelle strictement négative. Des consi-
dérations sur les polyndmes permettent d’affirmer que, si I'un des coefficients ag a a,
du polyndme du dénominateur de la fonction de transfert H(p) n’est pas strictement
positif, alors 1’équation caractéristique admet au moins une racine a partie réelle posi-
tive ou nulle. Cette proposition permet d’énoncer une condition algébrique de stabili-
té nécessaire.

Pour qu’un systeme soit stable au sens EBSB, il est nécessaire que les coefficients ag
a a, du polynéome du dénominateur de sa fonction de transfert soient tous stricte-
ment positifs.

En corollaire, cela signifie que la présence d’un coefficient négatif ou nul au dénomi-
nateur suffit pour affirmer I’instabilité du systeme.

Exemple
On considere trois systemes asservis ayant pour FTBF respectives les fonctions

1 143p
1 4 Hy(p) = 2 3 1
2+5p+3p*+p 4+3p—3p*+6p°+8p

Hi(p) =

1+2p?

H =
) = s 0y 14 12

Peut-on conclure quant a la stabilité de ces trois systemes ?

* Le systeme de fonction de transfert H;(p) ne satisfait pas & la condition néces-
saire de stabilité car il n’y a pas de terme en p> au dénominateur de sa fonction
de transfert. Ce systéme est donc instable.

* Le systeme de fonction de transfert H,(p) ne satisfait pas & la condition néces-
saire de stabilité car le coefficient du terme en p? est négatif. Ce systeme est
donc instable.

* Le systeme de fonction de transfert H3(p) satisfait bien a la condition néces-
saire de stabilité car les quatre coefficients du polyndme du dénominateur de sa
fonction de transfert sont tous strictement positifs. On ne peut donc pas conclu-
re, car on ne sait pas encore si ce systeme est stable ou instable.

Critere de Routh

Ce critere complete le précédent car il énonce une condition nécessaire et suffisante
pour qu’un polynéme ait toutes ses racines a partie réelle strictement négative.

Il requiert en préliminaire la construction d’une table a partir du polyndme caractéris-
tique de la fonction de transfert.

Construction du tableau de Routh en deux étapes

(1) On écrit tout d’abord les deux premieres lignes du tableau en plagant alternative-
ment sur chaque ligne les coefficients du polyndme caractéristique dans 1’ordre des
puissances décroissantes de p, en complétant avec des zéros jusqu’a en avoir deux
I’un au-dessus de 1’autre.
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La premiére colonne de ce tableau,
encadrée en traits pointillés, est appelée
colonne des « pivots ».

Le coefficient a,, du terme de degré le
plus élevé est toujours posé positif !

dp ap-2 ap—4 0

an—1 an-3 Aan-5 0

(2) On construit ensuite ligne par ligne le reste du tableau qui comporte en tout n 4 1
lignes, numérotées de p" a p. Le terme courant A; j» situé a Dintersection de la
ligne i et de la colonne j, se calcule a partir des quatre termes situés sur les deux
lignes supérieures (i + 1) et (i + 2), dans les colonnes (1) et (j + 1) par la for-
mule suivante

A = —1 Agso A+
P A A+ A+

Pour les calculs successifs, un terme manquant est systématiquement remplacé par le
nombre zéro. Finalement, on obtient un tableau de forme triangulaire, avec le seul
terme Ag; en derniere ligne.

1 2 3 4
pn : an : an-2 ap-4 an-6 0
\ \
_ \
Pn : : Ap—1 | ap-3 ap-5 an-17 0
| \
_ \ \
" :A(n—Z)ll Am-m A-op
\ \
n—-3 ‘ !
p :A(n—3)l | A-3p
\ \
\ \
\ \
\ \
0 | \
p - Ao |

A titre d’exemple, le terme A(,_2)3 est calculé par

—1

an—1

An ap—6 | _ _ 9n@n—7 — dp—14n—6

A(n—2)3 =

ap—1 Aan—7 ap—1

Un systeéme est stable si et seulement si les termes de la premiere colonne du tableau
de Routh construit a partir du polyndme du dénominateur de la fonction de transfert
sont tous strictement positifs.

Remarque

Au vu de ce critére, la construction du tableau de Routh peut étre interrompue avant la fin,
dés l'apparition d'un terme négatif ou nul.

Exemple

On reprend le seul des trois systemes de 1’exemple précédent ayant satisfait a la
condition nécessaire de stabilité, & savoir le systeme asservi de FTBF

1 +2p?
8+ 10p +4p% +2p3

H(p) =
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4.2 - Stabilité des systémes asservis

On construit le tableau de Routh et on obtient

i 10 0
i 4 8§ 0
3A11 A2
Ao
Avec
A11=_Tl‘i 130‘=6 Ap=0 Ao1=%1‘2 o|=¢

Tous les termes de la premiere colonne du tableau de Routh sont strictement posi-
tifs, ce systéme est stable en boucle fermée.

4.2.4 Instabilité

Un systeme stable en boucle ouverte peut devenir instable une fois asservi, des que le
lieu de la FTBO du systeme asservi ne satisfait plus au critere du revers.

Exemple

On considére un systtme asservi a retour unitaire de FTBO

K
F(p) = .
D = 05

X(p) £(p) Y (p)
) —

Figure 4.27 Systéme asservi a retour unitaire.

La figure 4.28 montre le lieu de NYQUIST pour deux valeurs différentes du gain K.

Figure 4.28 Tracé des deux FTBO dans le plan complexe.

On constate par lecture directe sur cette figure que les deux courbes passent de part
et d’autre du point critique et on peut affirmer immédiatement :
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Le pompage est un phénomene
oscillatoire,d'amplitude et de fréquence
fixe, indépendant des entrées. Ce
phénomene est sans relation avec les
oscillations pures d'un systéme arrivant
en limite de stabilité.

e le critere du revers est satisfait pour la courbe bleue, de gain K =1 ;
* il ne I’est pas pour la courbe noire, de gain K = 3.

Le systeme est donc stable en boucle fermée pour un gain de 1, le systéme est
instable en boucle fermée pour un gain de 3, ce qu’illustrent les courbes tempo-
relles de la figure 4.29 :

* pour la valeur du gain K = 1, les réponses indicielles en boucle ouverte et en
boucle fermée convergent vers les valeurs des gains respectifs, c’est-a-dire
vers 1 pour la FTBO et vers 0,5 pour la FTBF ;

* pour la valeur du gain K = 3, la réponse indicielle converge en boucle ouver-
te vers la valeur du gain de la FTBO et diverge en boucle fermée.

K =1: BO - BF \/

Figure 4.29 Réponses indicielles en BO et en BF.

On constate ainsi que toute modification tendant a rapprocher le lieu de la FTBO du
point critique, telle une augmentation du gain de la FTBO, peut rendre le systeme
instable. C’est a surveiller lorsqu’on asservit un systéme, car on a toute liberté dans la
conception du correcteur.

Par ailleurs, un servomécanisme en fonctionnement est le sicge de phénomenes par
essence non linéaires, comme par exemple :

e la présence de frottement sec ;

* la saturation de composants ;

e la déformation de pieces se traduisant par un retard dans la chaine de transmission
de puissance ;

° etc.

Tous ces phénomenes ont des influences sur le comportement du systeéme qu’il est dif-

ficile de modéliser, avec comme conséquence une amélioration ou une dégradation de

la stabilité, voire I’apparition de comportements singuliers et non envisagés dans cet

ouvrage tel le pompage par exemple.

On termine cette section en illustrant sur le diagramme de Nyquist présenté figure 4.30
I’influence d’un retard ajouté dans la boucle ouverte d’un systeme du premier ordre.

stable I m

e instable

point critique

Re

Figure 4.30 Un premier ordre avec un retard dans la boucle de retour.
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= 4.3 Notion de poles dominants

Cette présentation est faite en faisant
abstraction des méthodes et détails de
calculs, pour parvenir rapidement a la
notion de pdles dominants.

Bon nombre de systémes réels ont
dynamiquement un comportement
proche d'un systéme d'ordre 2!

4.3.1

Les z; sont les zéros de F(p) etles p;
sont les poles de F'(p).

Pour une paire de poles complexes
conjugués (px, px), seul le point By,
ou Cg, correspondant & py a été
matérialisé !

Plus on modélise finement un systéme réel, plus sa fonction de transfert est d’un ordre
élevé. En parallele, on constate que son comportement dynamique reste trés voisin de
systemes de fonction de transfert d’ordre inférieur. Si les différences comportemen-
tales sont faibles, il peut étre intéressant de substituer au modele complexe un modele
simplifié, dont I’étude est plus économique.

Mode d’'un systeme

Une fonction de transfert F(p) quelconque peut étre mise sous la forme de produits et
rapports de monomes.

I—[;nzl(p —zj)
1_[?:1(17 — Di)

Sous cette forme, la fonction de transfert peut étre décomposée en éléments simples.

F(p)=K

Pour simplifier I’étude, on n’envisage que le cas ou m < n, pour lequel la décomposi-
tion met F(p) sous la forme d’une somme d’éléments de deux types :

. A L4y A dt < Lo
°  soit ou Z— pour un pdle réel simple (ou multiple d’ordre k) p; ;
P — Di == p)!
k
Aip+ B; Ajjp + Bjj
° soit ip ! Z ijP = pour une paire de pdles com-

)2 4 b2 ou 2 1 12)J
(p —ai)* +b; = ((p—ai)*+1b7)
plexes conjugués (ou des paires multiples d’ordre k) p;; = a; + jb; et pj» = a; — jb;.

Chaque pdle ou paire de poles, simple ou multiple, est a prendre isolément et conduit
alors a une réponse impulsionnelle particuliere appelée mode du systeme.

On appelle mode d’un systéme la réponse impulsionnelle associée a un de ses poles
réels, ou a une de ses paires de poles complexes conjugués.

Soit un pdle ou une paire de pdles de la fonction de transfert du systeme. Le mode du
systeme associé au(x) pole(s) correspondant(s) est la réponse impulsionnelle Y (p)
précisé ci-apres :

* dans le cas d’un pole réel p;

1
Yi(p) =
V4

° dans le cas d’une paire de pdles conjugués p; et p;

1

Y: =
i) = oG =

La figure 4.31 détaille un exemple de positionnement de pdles dans le plan complexe
et fournit les réponses impulsionnelles associées. Ces dernieres amenent de facon qua-
litative a différents constats.
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On ne détaille pas ici le cas des racines
apartie réelle nulle.Elles entrainent des
réponses avec intégration, oscillations ou
divergence suivant qu'il s'agisse de poles
simples, multiples, a partie imaginaire
nulle ou non nulle.

B B 1 B[\ B
A3 Ar A Ao _A Re

T

Figure 4.31 Influence de la position des poles dans le plan complexe.

Les réponses correspondent aux positions relatives des poles sans distorsion des deux axes, réel
et imaginaire, avec la méme échelle pour les ordonnées et la méme échelle de temps, sauf pour
les trois réponses instables A, B et C pour lesquelles I'échelle de temps est dix fois plus grande.

D’une part :

* pour un pdle réel, la réponse varie exponentiellement, et le mode associé est dit
exponentiel ;

* pour une paire de pdles complexes conjugués, la réponse varie avec des oscillations
dans une enveloppe en exponentielle, et le mode associé est dit oscillant. Leur fré-
quence d’oscillation augmente avec leur partie imaginaire.

D’autre part :

e pour les pdles a partie réelle positive, la réponse est divergente ;
e pour les poles a partie réelle négative, la réponse converge vers zéro et plus le pole
est éloigné de 1’axe imaginaire, plus la décroissance est rapide.

Si on cherche la réponse impulsionnelle du systeme de fonction de transfert F'(p), il
suffit d’ajouter les différents modes de F'(p) car, compte tenu de la décomposition en
éléments simples, F'(p) est équivalente a I’ensemble des éléments simples déterminés
mis en parallele, ce que montre la figure 4.32.

X (p) pP=p

Aip+ B;
(p-p)+ b’

Figure 4.32 Décomposition d'une fonction de transfert en éléments simples.
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4.3.2

Une entrée particuliére peut rendre
I'influence d'un péle non dominant
ponctuellement prépondérante. Ce
phénomene possible empéche
I'établissement de regles générales
faciles a suivre !

Les critéres de choix pour réduire I'ordre
d'un systéme sont propres aux différents
domaines d'application et ne sont pas
au programme. Lors d'applications, les
régles a suivre sont nécessairement
données par I'énoncé.

Synthése

Réduction de I'ordre d’'un systeme

Des lors, on comprend que pour une entrée impulsionnelle x () = §(¢), il suffit qu’il
y ait un seul pole a partie réelle positive ou nulle pour que la sortie y(¢) ne revienne
pas a zéro, diverge et que le systeme soit qualifié d’instable. Cela confirme le théore-
me utilisé au début du paragraphe 4.2 pour les conditions de stabilité au sens EBSB.
Pour un systéme stable, on peut remarquer que I’effet des pdles tres éloignés de I’axe
imaginaire disparait bien avant celui des pdles qui en sont plus proches, compte tenu
des décroissances exponentielles tres différentes. Aussi, les pdles du systéme les plus
proches de I’axe imaginaire sont qualifiés de pdles dominants.

On appelle pole dominant d’un systeme un pdle ayant une contribution significa-
tive dans son comportement dynamique.

S’ils sont suffisamment éloignés des pdles dominants, les pdles les plus éloignés de
I’axe imaginaire peuvent étre négligés, ce qui permet de diminuer I’ordre de la fonc-
tion de transfert F (p) modélisant le systeme. On peut ainsi conduire les choix de cor-
recteurs, évaluer les performances attendues d’un systeme en limitant la complexité
des calculs.

Dans la pratique, le choix est simple si les poles sont suffisamment écartés les uns des
autres, beaucoup plus délicat dans le cas contraire. Dans un cas favorable, on procéde
comme suit :

* on garde le pdle réel le plus proche de I’axe imaginaire et la paire de pdles com-
plexes conjugués la plus proche de I’axe imaginaire ;
* on garde dans tous les cas les intégrateurs, donc le terme en p“.

Savoirs
Je sais définir les mots ou expressions : °  stabilité d’un systéme ;
° systeme commandé, systeéme asservi ; * mode d’un systeme ;

° perturbation ;

° consigne, écart, commande ;
° correcteur, adaptateur ;
* fonction de transfert en boucle ouverte, en boucle

fermée ;

® ordre et classe d’un systeme ;

® point critique ;

Savoir-faire

Je sais

° podle dominant.

Je connais :

* le critere du revers dans les plans de NYQUIST et
de BLACK ;

la condition nécessaire de stabilité ;

le critere algébrique de ROUTH.

° différencier un systéme asservi d’un systeme commandé ;

* différencier une commande d’une perturbation ;

® déterminer les pdles d’une fonction de transfert ;

* calculer les fonctions de transfert en boucle ouverte et fermée ;
* ¢évaluer la stabilité d’un systeme ;

* proposer un ou plusieurs modes dominants pour un systeme.
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4.1 Pilote automatique d’un avion

On s’intéresse dans cet exercice a la description d’un sys-

teme asservi sous forme de schéma-bloc.

Laltitude d’un avion est obtenue par le gouvernail de pro-

fondeur, situé sur la figure 4.33. En premiere approche, on

considere la chaine fonctionnelle destinée au maintien

automatique de I’altitude constituée comme suit :

¢ la partie commande recoit un signal électrique propor-
tionnel a I’altitude # de I’avion, fourni par un altimétre ;

¢ le signal précédent est comparé a un signal de consigne
proportionnel a I’altitude /. choisie par le pilote pour
donner un signal d’écart € ;

e un régulateur électrique traite cet écart et délivre un
signal de commande u a un actionneur électrique chargé
de mouvoir les gouvernes de profondeur.

gouvernes
N de
" profondeur
0 N “

Figure 4.33 Les gouvernes de profondeur d'un Airsus A380.

1. A partir du texte de présentation, identifier les différents
éléments de la chaine d’action et de la chaine d’acquisition,
en précisant les grandeurs physiques de chacune des
entrées-sorties.

2. Quel élément est soumis a d’éventuelles perturbations ?
Donner un exemple de leurs natures.

3. Tracer le schéma-bloc décrivant la structure de 1’asser-
vissement.

4.2 Régulation de niveau

On s’intéresse dans cet exercice a une cuve d’eau dont on

souhaite garder le niveau de remplissage constant, alors

que le débit de sortie g5 est aléatoire.

Le dispositif étudié¢ comprend :

e une cuve, de section S constante ;

* une électrovanne, notée E'V, assurant un débit-volume g,
proportionnel a une tension de commande u ;

 un régulateur, dont le role est d’élaborer la tension de
commande de 1’électrovanne u a partir du niveau de
consigne et du niveau constaté ;

* un capteur de pression, fournissant une tension e propor-
tionnelle au niveau d’eau 4 ;

* un pupitre, qui permet de donner la consigne de niveau
sous la forme d’une tension e, proportionnelle a la hau-
teur souhaitée A..

régulateur he

- =

réseau

Ge

gs

Figure 4.34 Schéma de l'installation.

1. Quelle est la grandeur physique que 1’on souhaite
controler ?

Identifier le processus physique en cause et écrire les équa-
tions correspondantes.

2. Tracer le schéma-bloc de ce processus physique et
détailler les différentes fonctions de transfert.

3. Le modele précédent est-il applicable a une cuve
sphérique ?

4. Identifier les différents éléments de la chaine d’action
et de la chaine d’acquisition et tracer le schéma-bloc
décrivant la structure de 1’asservissement.

4.3 Systeme de correction d’axe de phares

On s’intéresse a un systeme, embarqué sur un véhicule, qui

corrige automatiquement la direction de I’axe de ses

phares. On s’intéresse lors d’une premiere approche aux

positions relatives de trois droites particulieres :

* ’axe des roues, parallele a la route pour des roues de
méme diametre ;

* ’axe du chassis, faisant un angle B par rapport a 1’axe
des roues ;

¢ ’axe des phares, dont on peut régler 1’angle d’inclinaison
o par rapport a I’axe du chassis.

o Pare

pxe &
a

Axe du chassis lﬂ

Axe des roues

Figure 4.35 Positions relatives des axes.

Le systeme de correction doit permettre de maintenir le
mieux possible I’angle optimal noté ¢* entre I’axe des
phares et I’axe des roues. Il comprend :

* un capteur pour mesurer 1’angle «, de gain K. Il délivre
une tension eg.

* un capteur pour mesurer I’angle 8, de gain Kg. Il délivre
une tension eg.

* un mécanisme pour orienter 1’axe des phares par rapport
a I’axe du chassis, alimenté par une tension de comman-
de u et de fonction de transfert F(p).

* un systeme correcteur pour élaborer la tension de com-
mande précédente, de fonction de transfert C(p).
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1. Dans quelles circonstances ce systéme de correction est-
il sollicité ?

2. Quelle relation lie les angles o et B ?

3. Proposer un schéma-bloc décrivant le systeme asservi
permettant de maintenir 1’orientation de 1’axe des phares
par rapport a 1’axe des roues.

4. En supposant les gains des capteurs identiques, trans-
former le schéma-bloc pour le rendre a retour unitaire, puis
déterminer sa fonction de transfert en boucle fermée.

4.4 Stabilité d’un pendule
L’ objectif de cet exercice est d’évaluer la stabilité d’un
systeme apres la linéarisation d’une loi entrée-sortie au
voisinage d’un point de fonctionnement.
On considere pour cela un pendule constitué de trois
solides :
* un bati 1, auquel on associe un repere (0,X1,¥1,21).
« un coulisseau 2, en liaison glissiére suivant X; avec le bati
1.
On lui associe le repere (A,X1,¥1,21), avec la position du

point A repérée par le vecteur 04 = x(t) X;.
« un pendule 3, en liaison pivot d’axe (A,Z;) avec le cou-
lisseau 2.
On lui associe le repére (A,¥3,y3,z3) en choisissant Z3
confondu & chaque instant avec Z; et on pose I’angle
0(t) = (31,¥3).
Ce pendule est de masse notée m, supposée concentrée en
son centre de masse G dont la position est caractérisée par

AG = —Rjs.

Y1 V3
0 ¥ N

Concernant les actions mécaniques :

*le champ de pesanteur est caractérisé par le vecteur
g§=—8y;

e on prend en compte les frottements visqueux au niveau
de la liaison pivot entre 2 et 3. Leur influence est modé-
lisée par un couple caractérisé par

M((A2—3) 3 = —uQB/2).%.
On considere le systeme d’entrée x(¢) et de sortie 6(z).

Pendule
x(1) 0(1)
— —

1. Déterminer 1’équation différentielle liant les deux para-
metres cinématiques.

2. Vérifier que les positions 6 = 0 et @ = m correspondent
a des positions d’équilibre du pendule par rapport au cou-
lisseau.

Exercices d'application

3. Pour chacune de ces deux positions d’équilibre :

* linéariser I’équation différentielle du mouvement au voi-
sinage de la position d’équilibre ;

* transposer 1’équation linéarisée dans le domaine symbo-
lique en utilisant la transformée de LAPLACE ;

* écrire la fonction de transfert liant ®(p) a X (p) ;

* conclure quant a la stabilité du systeme d’entrée x(¢) et
de sortie O(t).

4.5 Stabilité des systemes élémentaires

Enoncer les conditions nécessaires et suffisantes de stabi-
lité pour les systemes suivants :

1. Systeme du premier ordre défini par la fonction de trans-
fert

F(p) =

1+ tp

2. Systeme du second ordre défini par la fonction de trans-
fert
K

4.6 Stabilité des systemes asservis

Soit un systéme asservi décrit par un schéma bloc a retour

unitaire
Ye(p) €(p) Y(p)
&) —~

Figure 4.36 Systéme asservi a retour unitaire.

On s’intéresse dans cet exercice aux conditions de stabilité
des systemes génériques.

Définir la forme canonique de la fonction de transfert F (p)
et énoncer les conditions de stabilité en utilisant le critere
de Routh pour chacun des trois systémes suivants :

1. systeme d’ordre 1 et de classe O ;
2. systeme d’ordre 2 et de classe O ;

3. systeme d’ordre 3 et de classe 1.

Illustrer les trois résultats sur le plan de Black.

4.7 Application du critere de Routh

On considere le systeme asservi décrit par le schéma-bloc
suivant.

X (p) ep)| K I Ym
(1+ tp)? p

Par application du critere de Routh, déterminer une condi-
tion sur la constante K qui permette d’avoir un systeme
stable en boucle fermée.
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4.8 Comparaison « boucle ouverte — boucle fermée »

On s’intéresse dans cet exercice a la génération de la com-
mande en boucle fermée. Pour cela, on considére un
« systeme commandé » de fonction de transfert

F(p)= ——
(p) Ttp

1. Déterminer puis tracer la réponse indicielle de ce systeme,
en utilisant des graduations en 7 pour le temps, de 0 a 4z.

Il est demandé de prévoir au moins 3 unités disponibles en
ordonnée.

Ce systeme est maintenant asservi, et le schéma bloc cor-
respondant est tracé ci-dessous. Le correcteur choisi est un
amplificateur de gain K.

X(p) &(p) U(p) X(p)
»—

Figure 4.37 Schéma bloc du systéme asservi.

2. Que représentent les X(p)/e(p) et
X(p)/Xc(p)?

Les calculer.

rapports

Pour la suite du probleme, K est pris égal a 3.

3. Tracer sur le graphe précédent la réponse indicielle de
ce systéme asservi.

4. Toujours concernant la réponse indicielle de ce systeme
asservi, déterminer puis superposer aux courbes précé-
dentes la loi de commande u(t) .

5. Déterminer puis superposer aux courbes précédentes la
réponse du systeme commandé a un échelon d’amplitude K.
6. Comparer les pentes a I’origine des deux dernieres
courbes tracées et expliquer pourquoi le systeéme asservi
atteint plus rapidement le régime permanent de la réponse.

4.9 Approche graphique de la stabilité

On se propose dans cet exercice d’illustrer la proposition
« asservir peut rendre instable ».
On considere pour cela le systeme a retard pur décrit par
le schéma-bloc suivant

Retard

U(p) Y (p)
—» ¢ T ———

On le sollicite par une entrée u(f) constituée d’une suc-
cession de créneaux d’amplitude unitaire, de durée T et
espacés de la méme durée 7.

1. Tracer la courbe temporelle de la réponse y(z) pour un
signal de commande a trois créneaux.

u(t)
A

[ 1 [ 1 [] t

A

1

2. Ce systeme est-il stable au sens « entrée bornée, sortie
bornée » ?

On boucle ce systeme sur lui-méme, sans aucune correction.
La commande du systeme précédent est maintenant directe-
ment 1’écart entre la consigne X (p) et la sortie Y (p).

X(p) &(p) Y(p)

3. Construire les courbes temporelles représentant 1’écart
e(t) et la sortie y(#) pour une consigne a deux créneaux.

x(1)

S J

4. Ce systeme est-il stable au sens EBSB ?

On généralise le raisonnement a un systeéme asservi décrit
par un schéma-bloc a retour unitaire et de fontion de trans-
fert en boucle ouverte F(p)

X (p) &(p) Y(p)
) —

5. A quelle condition sur la FTBO F(p) un tel systéme
peut-il admettre une sortie y(#) non nulle pour une entrée
x(t) nulle ?

6. Le systeme a retard pur étudi€ et la sollicitation choisie
satisfont-ils a cette condition ?
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4.10 Asservissement de position avec un moteur linéaire

Un robot de découpe au laser est représenté sur la figure ci-
dessous. Le déplacement du porte-outil par rapport au bati
résulte de la composition de deux translation selon X et
selon Y. Les actionneurs utilisés sont deux moteurs
linéaires. Ces derniers présentent la particularité d’un
entralnement direct sans réducteur, pignon-crémaillere, ou
autre transmetteur permettant d’obtenir un mouvement de
translation a partir d’'un mouvement de rotation.

porte-outil
glissiere

Figure 4.38 Principe de la table a mouvements croisés.

L’étude suivante se limite a un seul axe, celui correspon-

dant a la translation de I’ensemble « glissiere » par rapport

au bati suivant X.

On décrit dans ce cas le mécanisme a I’aide de deux

ensembles :

* le bati, sur lequel est fixé un aimant ;

* ’équipage mobile, de masse M, en liaison glissiere de
direction X avec le bati et équipé d’un circuit électrique
en enroulement.

a) Modélisation du moteur

La tension u(z) appliquée aux bornes du moteur provoque
la vitesse v(z) de 1I’équipage mobile par rapport au bati.
Les deux équations différentielles qui régissent le fonc-
tionnement sont

* une équation électrique ;

. di(t)
u() =Ri(t) + L—— +e(?)
dt

avec

— i(t) le courant traversant le circuit ;

— R et L respectivement la résistance et I’'inductance du
circuit ;

—e(t) la force électromotrice due au mouvement du
moteur et caractérisée par e(t) = K, v(t), ou K, est la
constante de vitesse du moteur.

* une équation mécanique, issue de 1’équation de la résul-
tante dynamique appliqué a I’équipage mobile en projec-

tion sur X.

dv(t)
dt

M

= fm(®) — o) +z(t)

Exercices d'approfondissement

avec

— fm(t) la force motrice générée par le passage du cou-
rant dans le circuit et caractérisée par fy, (1) = K7 i(1),
ol Ky est la constante de force ;

—  le coefficient de frottement visqueux au niveau de la
liaison glissiere ;

— z(#) la composante suivant X d’une force perturbatrice
appliquée a 1’équipage mobile.

La vitesse du moteur dépend ainsi de u(¢) et de z(¢) :

u(t)

z(1) Moteur linéaire
—_—

» Hypotheses simplificatrices

Pour tout ce probleme, on néglige I’inductance L du
moteur dans 1’équation électrique, le coefficient de frotte-
ment visqueux u dans 1’équation mécanique et on utilise la
seule constante K pour remplacer les deux constantes K,
et Ky qui ont la méme valeur numérique dans le systéme
d’unités SI .

» Données numériques
M =200g R=3Q2 K =4SI
A=2V/m C =40

1. A partir des équations décrivant le fonctionnement du
systeme, construire un schéma-bloc en adoptant comme
structure

Z(p)

U(p) V(p)

Fi(p) F>(p)

Détailler les deux fonctions de transfert F(p) et Fr(p)
sous leurs formes canoniques.

b) Asservissement en position

On propose un asservissement en position selon le sché-
ma-bloc ci-dessous

X (p)

L’adaptateur de consigne et le capteur de position sont de
méme gain pur A, le correcteur est de type proportionnel
caractérisé par une constante C.

» Performances attendues

Pour un bon fonctionnement de cet axe, on souhaite :

* un systeme stable en boucle fermée ;

* la sortie égale a la consigne en réponse a un échelon de
position, ceci en 1’absence de force perturbatrice sur
I’équipage mobile ;

145



Chapitre 4 « Systemes asservis — Stabilité des sytéemes

146

e un écart sur la sortie inférieur a 0,5 mm lors d’un effort
perturbateur de 0,1 N.

2. Détailler les grandeurs physiques ajoutées.

3. Transformer ce schéma-bloc pour obtenir un retour uni-
taire.

4. Exprimer la fonction de transfert en boucle ouverte
F(p) et tracer les lieux de BODE asymptotiques.

Peut-on conclure quant a la stabilité ?

5. Exprimer la fonction de transfert en boucle fermée
Hx (p) permettant d’étudier le suivi de consigne.

Quel est I’écart en régime permanent entre la sortie et la
consigne ?

6. Exprimer la fonction de transfert en boucle fermée
Hz(p) permettant d’étudier I’influence d’une perturba-
tion.

7. Quelle est I’influence d’un échelon de force perturbatri-
ce d’amplitude Zjsur la position de 1’équipage ?
Conclure quant a la performance souhaitée.

4.11 Systeme de distribution a calage variable pour
moteur 4 temps (d’aprés Banque PT SIA 2008)

Les véhicules automobiles utilisent généralement I’énergie

fournie par un moteur a explosion. Ces moteurs fonction-

nent majoritairement suivant un cycle a quatre temps. Ces

quatre temps correspondent a deux aller-retour d’un piston

dans un cylindre et un cycle complet se décompose comme

suit :

* la phase d’admission, pendant laquelle le volume de la
chambre croit, laissant pénétrer le combustible et 1’air ;

¢ la phase de compression ;

* la phase d’explosion, 2¢ aller du piston, seule phase
motrice d’un tel cycle ;

* la phase d’échappement, 2¢ retour du piston, pendant
laquelle les gaz brulés sont poussés vers 1’échappement.

Pendant ces différentes phases, les orifices qui communi-
quent avec I’extérieur de la chambre sont ouverts ou obtu-
rés a 1’aide de soupapes, dont le mouvement est engendré
par la rotation d’un arbre a cames, lui méme entrainé par
I’arbre moteur par un jeu de poulies et de courroies.
L’arbre moteur est également appelé vilebrequin. Dans les
moteurs modernes, on coordonne les mouvements de
I’arbre a cames et du vilebrequin de fagon a optimiser la
consommation de carburant.

Pour le moteur objet de cette étude, un systeme de dépha-
sage permet a cet effet de décaler 1’arbre a cames d’un
angle A6 par rapport a une position de référence.

» Objectifs de 1’étude

On souhaite définir 1’architecture du systéme de comman-

de et déterminer les valeurs numériques de certaines carac-

téristiques afin d’obtenir un asservissement en poursuite

du déphasage :

e ’actionneur utilisé pour réaliser le déphasage A6 de
I’arbre a cames est un vérin hydraulique double-effet
piloté par un servo-distributeur ;

¢ la consigne de déphasage Af. est calculée a partir de
diverses informations provenant de capteurs de position
angulaire implantés sur le vilebrequin et sur I’arbre a
cames, de capteurs thermiques implantés a différents
endroits dans le moteur et du capteur d’enfoncement de
la pédale d’accélération.
La gestion des informations citées ici n’est pas abordée
dans cette étude.

» Notations

On note, lorsque cela est possible, une fonction dans le
domaine temporel par une lettre minuscule et sa transfor-
mée de Laplace par une lettre majuscule.

Le schéma général de I’asservissement du processus phy-
sique et des différents bouclages réalisés est donné sur la
figure 4.39.

On précise dans le tableau suivant les différentes grandeurs

AB.(t) consigne de déphasage

AO(z) déphasage de I’arbre a cames

mg(t) mesure du déphasage

0:(2) position angulaire de la poulie

6,(2) position angulaire de 1’arbre a cames

mg,(t) mesure de la position angulaire de I’arbre a
cames

0y (1) position angulaire du vilebrequin

mg, () mesure de la position angulaire du vilebrequin

img, () image de la mesure de la position angulaire du
vilebrequin

uc(t) tension de commande

e(t) écart de tension

i(1) courant de commande du servo-distributeur

q(t) débit a I’entrée du vérin

x(t) déplacement axial du piston du vérin

» Hypotheses

Afin de simplifier la suite de 1’étude, on suppose la posi-
tion angulaire du vilebrequin 6, (¢) nulle, ce qui revient a
étudier directement le déphasage de 1’arbre a cames par
rapport a une position de référence.

Dans le cadre d’une étude autour d’un point de fonction-
nement, on considere toutes les conditions initiales nulles.

a) Problématique

1. Montrer que le schéma-bloc de la figure 4.39 se simpli-
fie comme la figure 4.40.

On considere que les capteurs de mesure des positions
angulaires 6, (#) du vilebrequin et 6,(¢) de I’arbre a cames
sont assimilables a des gains purs de méme valeur C. Le
gain de commande est identique au gain du capteur mesu-
rant la position angulaire de 1’arbre & cames. Le gain de
I’amplificateur est supposé unitaire. Le gain associé au
coulisseau a cannelures hélicoidales est noté K. Le servo-
distributeur est modélisé par un gain pur noté K.. On
adopte comme valeurs numériques

C =10 Vrad™! K.=18radm™'
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Capteur de m0,o(1)  Vers calculateur
position =
vilebrequin
Rapport de
0,(1)
- réduction 01 (1)
poulie-
chaine
A O.(1) uc(t) &(1) i(1) q(t) x(t A O(1) 0,(1)
Gain de Conver- Servo- Coulisseau a 21
—| &= tisseur distributeur Enn el
mande hélicoidales
Capteur de
mo2(1) position de
I’arbre a
m q(t) cames
. Rapport de
im0, (1) réduction
poulie-
chaine
Figure 4.39 Schéma-bloc général de I'architecture du systeme.
AO.(1) uc(t) &(t) i(t) q(t) x(t A 6(1)
Gain de Conver Servo- Coulisseau a
—» com- . = .. . cannelures L
tisseur distribu teur -
mande hélicoidales

ma(t)

Capteur de
position de
I’arbre a cames

Figure 4.40 Schéma simplifié de I'architecture du systeme.

b) Analyse du comportement dynamique

avec une modélisation de fluide incompressible
Le fluide est modélisé par un comportement incompres-
sible. On néglige les fuites possibles dans le circuit
hydraulique. L’équation caractérisant le comportement du
vérin hydraulique est alors la suivante

q(t) = Sx(t)
On appelle S I’aire de la surface utile du piston du vérin, et
on donne S = 9,6 cm?.
2. Apres avoir appliqué la transformée de Laplace aux dif-

férentes équations, compléter le schéma-bloc de la figure
4.41.

Ab.(p) Uc(p) €(p) I(p) 0o(p) X (p) A6(p)

-

Figure 4.41 Schéma bloc avec fluide incompressible.

3. Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée
Hpr(p) associée a ce schéma. Déterminer la valeur du
gain K, du servo-distributeur qui entraine un temps de
réponse a 5 % de 250 ms.

c) Analyse du comportement dynamique en prenant en
compte la compressibilité du fluide

Le modele précedent est trop simpliste car il ne prend pas
en compte des caractéristiques physiques importantes vis-
a-vis du comportement réel du systéme. Il est nécessaire de
considérer :

* la compressibilité du fluide ;

* les fuites dans la partie hydraulique.

Pour analyser I'influence de ces deux phénomenes sur le
comportement dynamique global du systeme, il est néces-
saire de prendre en compte 1’effort résistant exercé par le
coulisseau a cannelures hélicoidales sur le piston du vérin,
grandeur physique correspondant a une perturbation. On
admet que les équations simplifiées traduisant le compor-
tement du vérin en prenant en compte la compressibilité du
fluide sont :

Vv
pour P’aspect hydraulique : g () = Sx(¢) + 7 p()

V : volume moyen de la chambre du vérin (48 cm?)
B : coefficient de compressibilité de I’huile (1 500 10° Pa)
pour P’aspect dynamique : Mx(¢) = Sp(t) — F ()
p(t) : pression utile dans le vérin
F(z) : force exercée par la poulie sur le coulisseau
M : masse des parties mobiles en translation (500 g)
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Les fuites ne sont pas introduites dans cette modélisation,
leur influence sur le comportement ne sera abordée que
dans la partie suivante.

4. Apres avoir appliqué la transformée de Laplace aux dif-
férentes équations, compléter le schéma-bloc de la figure
4.42.

5. Déterminer les fonctions de transfert Hgp(p) et Hp(p)
qui relient Q(p) et F(p) a X(P) sur la figure 4.43 de la
fagon suivante

X(p) = Ho(p)Q(p) + Hr (p)F(p)

Modifier leurs expressions afin d’obtenir comme formes
canoniques

1 1 as
Ho(p) = — ——— et Hp(p) = Tazpz

aip 1+ ap?
Préciser les expressions littérales et calculer les valeurs
numériques des coefficients a;, a, et az en donnant 4
chiffres significatifs.
Le schéma de la figure 4.42 peut donc étre transformé sous
la forme de la figure 4.43.

A O:(p) U:(p) &(p) I(p) Q(p)

6. Appliquer le critere de Routh a la modélisation actuelle.
Conclure.

d) Etude de Uinfluence des fuites hydrauliques

Il existe plusieurs fagons de rendre le systeme stable. Il est
possible en particulier d’introduire artificiellement un
débit de fuite au niveau du vérin. On constate en effet que
le débit dii aux fuites internes est insuffisant pour stabiliser
le comportement dynamique du systéme. L’introduction de
ce débit de fuite dans les équations traduisant le comporte-
ment du vérin conduit a la présence d’un coefficient
d’amortissement £y dans la fonction de transfert Hg (p).

On pose alors

1 1
H (p):—— avec ap =
¢ 01P1+2§_Qp+[7_2
2

wQ wp
En prenant £p = 0.0001, on obtient le diagramme de

1
2
“o
Bode de la fonction de transfert en boucle ouverte

Hpo1(p) présenté sur la figure 4.44.

F(p)

A6:(p) U:(p) &(p)

F(p)

Gain (dB)
|
IS
(=}

10° 10!

- 180
-210

Phase ( ?)

—240

-270

10° 10!

10° 10* 10°

w

Figure 4.44 Diagrammes de Bode de la fonction Hg ;.
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7. En prenant trois ou quatre valeurs sur 1’agrandissement
de ce diagramme autour du pic de résonance représenté sur
la figure 4.45, compléter le diagramme de Black corres-
pondant de la figure 4.46.

20

0

-10

7580 7590 7600 7610 7620
~90

~120 \\

~150

~ 180

~210

~240 \

N 27%80 7590 7600 7610 7620
[}

Gain (dB)

Phase ( °)

Figure 4.45 Diagrammes de Bode de la fonction Hpo
(zoom).

G(dB)
|
=
|+

-270  -240 -210 -180 —150 -120 -90
P

Figure 4.46 Diagramme de Black de la fonction Hpo.

8. Discuter de la stabilité du systeme en énongant précisé-
ment le théoreme utilisé. Déterminer la valeur limite du
coefficient d’amortissement £p qui stabilise le comporte-
ment du systeme.

e) Optimisation du comportement du systeme

Pour toutes les phases d’accélération et de décélération du
véhicule, le régime moteur n’est pas constant. Le systeme

A6.(p) Uc(p) €(p)

A O-(p) U:(p)

Exercices d'approfondissement

doit donc en permanence ajuster la valeur du déphasage.
L’étude de ce type de comportement nécessite 1’étude de la
réponse en poursuite du systeme asservi, c’est-a-dire la
réponse temporelle a une rampe unitaire.

9. A partir du modele précédent, en conservant
& = 0,0001, préciser le mode dominant de la fonction de
transfert en boucle ouverte et proposer la fonction de trans-
fert en boucle ouverte Hpp(p) correspondante.

En ne considérant que ce mode dominant, déterminer
I’écart et le retard de la réponse en poursuite du systeme.
Déterminer la bande passante a 0 d B de ce modele.

» Premier modele de correcteur
Pour annuler I’écart en poursuite, on introduit un intégra-
teur apres le comparateur, comme le montre la figure 4.47

F(p)

I(p) Q(p)

&(p)

—

Figure 4.47 Systéme corrigé par un intégrateur.

10. Tracer le diagramme asymptotique de Bode de la fonc-
tion de transfert en boucle ouverte Hppn(p) telle que
M4(p) = Hpo2(p)U:(p) du systeme corrigé par un inté-
grateur. Discuter la stabilité du systeme obtenu. En parti-
culier, précisez la valeur de la marge de phase, c’est-a-dire
la valeur de My, = Arg (Hpoa (jwoap)) + 180°, woap
étant la pulsation pour laquelle le gain de la FTBO
Hpo,(p) est O db.

» Second modele de correcteur

On souhaite obtenir une marge de phase de 50°. Pour cela,
on introduit un correcteur a avance de phase, de fonction de
transfert Hay (p). 1l est positionné sur la figure 4.48.

1+ tavp

1% avec O<a<1
I+azavp

Hyy(p) = Ka

11. On considere que deux systemes ont une dynamique
équivalente s’ils ont la méme bande passante a 0 dB.
En faisant référence aux diagrammes de Bode de la figure
4.44, déterminer graphiquement la valeur du gain du cor-
recteur Kay qui permet de récupérer la dynamique
qu’avait le systeéme avant I’insertion de 1’intégrateur.

X (p) A O(p)

N

Figure 4.48 Systéeme corrigé par un intégrateur et un correcteur a avance de phase.

AO(p)
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12. Déterminer les valeurs numériques de a puis de tay
qui permettent d’obtenir une marge de phase de 50° tout en
conservant au mieux la dynamique du systéme. On indique
que I’apport maximum de phase ¢, d’un tel correcteur
est donné par la relation :

1—a

Sin Ppax = m

Pour information, la figure 4.49 représente la réponse du
modele final a un signal de consigne linéaire par mor-
ceaux.

0.6
|

— Consigne

0.5 ——

— Déphasage

0.4 \
0.3 \ -
0.2

0.1

t

Figure 4.49 Réponse du systeme corrigé.

4.12 Bras maitre a retour d’effort de systeme
de réalité virtuelle
(d’apres Mines-Ponts PSI 2007)

Un systeme a retour d’effort est un périphérique informa-
tique particulier, utilisé par des entreprises souhaitant effec-
tuer en phase de conception des manipulations sans faire
appel a des prototypes physiques. Il permet a son utilisateur
d’interagir avec un environnement virtuel par I’intermédiai-
re du sens du toucher. Il se compose d’une structure méca-
nique articulée, le bras maitre, équipée de moteurs et de
capteurs, reliés a une électronique embarquée.

polgnee

Figure 4.50 Schéma d'un bras maitre a retour d'effort
de la société Haption.

Lutilisateur prend en main la poignée située a I’extrémité
de la structure et peut la déplacer librement, provoquant
ainsi le déplacement de 1’image dans la scene virtuelle tri-
dimensionnelle qu’il visualise a 1’aide d’'un masque. Le
bras a retour d’effort lui restitue les actions mécaniques
qu’il ressentirait lors de la manipulation réelle.

Toutes les notations utilisées dans ce texte sont regroupées
et explicitées dans un tableau a la page 153.

Fonction « Asservir les actions mécaniques générées sur le
bras maitre a celles rencontrées par le systeme virtuel »

L’étude se limite a I’axe numérique associé a la rotation du

socle par rapport au bati autour de I’axe vertical. Le socle
supporte 1’ensemble du bras.

» FEtude de la boucle de courant

La consigne de couple C.(p) est élaborée par I’interface
de couplage. La description des chaines d’énergie et d’in-
formation (figure 4.51), ainsi que le modele continu de
I’axe (figure 4.53) font apparaitre un asservissement de
courant, appelé « boucle de courant », ayant comme entrée
la consigne de courant I.(p) et comme sortie le courant
absorbé par le moteur /(p).

Position du bras maitre

o| ACQUERIR
> ..
Capteur de position =
Capteur de courant
»
Controleur de liaison

Consigne de
couple

TRAITER

Carte d’axe

=

Courant absorbé
par le moteur

~
COMMUNIQUER //
Controleur de liaison >

Carte d’axe

position angulaire

_ Chaine d’information

de I'axe

Consigne de tension

Energie électrique

Axe du bras maitre

Chaine d’énergie de 1’axe du bras maitre

4

Axe soumis au retour d'effort

Figure 4.51 Chaine d'information de I'axe du bras maitre.
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vs(t) =e(t) + Ri(t) + L

di(t)
dt

e(t) = Kwy(t)

cm1 (1) +C0p([) — fon®)=J

dwy (1)
dt

cm1 (1) = Ki(t)

Figure 4.52 Equations du moteur a courant continu.

1.(p) V)
[_ « Boucle de courant »

MK e
K, |«

\— &P /— 1(p) Con1(P) Cop®) Q.
| [ () [
\ /_ Q,(p)

H,,(p)

ROl

[ | —]
eL,(p)J vl v/ l |

K [«

L=

« Boucle moteur »

Figure 4.53 Modele continu n°1 - « Axe du bras maitre ».

1.

* Expliquer en quoi cet asservissement de courant est équi-
valent a un asservissement de couple.

* Donner la valeur de réglage du gain d’adaptation K.

Cette boucle de courant releve du cahier des charges sui-

vant :

* pour la fidélité de la restitution des sensations a 1’opéra-
teur, le systeme doit étre précis et rapide ;

e pour le confort de 1’opérateur, la réponse indicielle ne
doit pas présenter de dépassement de la valeur finale ;

* le courant absorbé par le moteur doit rester dans tous les
cas inférieur au courant maximal admissible
imax =23 A ;

* ]a tension de sortie vy de I’amplificateur de puissance est
limitée a 30 V.

Une simulation a permis de tracer les courbes représentant

les évolutions temporelles suivantes :

e celle du courant i(f) absorbé par le moteur lorsque le
courant de consigne i.(#) est un échelon d’amplitude
14,3 A. Cette valeur correspond a une consigne de couple
de 1 Nm.

* celle de la tension vg (f) pour la méme consigne.

Ces courbes sont données en fin de sujet sur la figure 4.56

pour les valeurs suivantes de réglage d’un correcteur pro-

portionnel et intégral :

* gain du correcteur K. = {1; 1, 4; 2} ;

* constante de temps d’intégration, en s,

T; = {0,001; 0,003; 0,005}.

2. Indiquer, en le justifiant, le choix du couple de valeurs
(K., T;) a retenir pour satisfaire le cahier des charges pré-
cédemment énoncé. La synthese des arguments pourra
prendre la forme d’un tableau comparatif.

Fonction « Coupler le bras maitre et le systeme virtuel »

Le modele continu n°2 de la figure 4.54 est le modele
d’étude obtenu a partir du modele précédent en substituant
globalement les transmittances G(p) et Ga(p) a la
« boucle de courant » et a la « boucle moteur ».

L’interface de couplage permet au systeme virtuel de
reproduire les mouvements du bras maitre et de lui trans-

Cop®_ +Q,(p)
C.(p)
+(b,p+k,) =
Interface de couplage
@ 1fe plag
» Hv(p) =QV(P)
Systeme virtuel

Figure 4.33 Modeéle continu n°2 —
« Bras maitre, Interface de couplage et Systéeme virtuel ».

mettre en retour une image des résistances mécaniques Vvir-
tuelles rencontrées. Cette interface est caractérisée a ce
niveau de description par les deux fonctions de transfert de
couplage

Cc(p) Cy(p)
AQ(p) AQ(p)
avec ACCQ((pp)) = — (bmp + ki)

Cy(p)
= by ky
et 20() + (byp + ky)

Les paramétres by, by, ki, ky constituent les parametres
de réglage de I’interface.

On admet pour cette étude que le comportement de 1’axe
du systeme virtuel est modélisé par la fonction de transfert
Hy(p).

Les expressions des fonctions de transfert G;(p), G2(p)
et Hy(p) retenues sont

18

G =
) = 18100 41,2107
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18
p(1+41074p)
4
1+3103p+2106p2

Gy(p) =

Hy(p) =

Réglage de ’interface de couplage

Régler I’interface consiste a déterminer les valeurs de b,
b, ky, k,, satisfaisant conjointement a trois criteres : rai-
deur, stabilité et bande passante. Les niveaux requis sont
présentés dans le tableau de la figure 4.55. L’étude propo-
sée vise a établir a partir de ces criteres des relations de
contrainte sur certains de ces parametres. Ces relations
seront exploitées lors de la procédure de mise au point
ultérieure de l’interface qui nécessite 1’assistance de
moyens informatiques et une validation in sifu.

Criteres Niveaux Flexibilité

Stabilité absolue néant

Raideur : néant
L opérateur doit ressentir
les arréts de fin de course
générés par le logiciel
(« butées logicielles »)
comme des butées méca-
niques réelles (équiva-
lentes a un contact réel
entre solides)

Raideur R :
R > 20 Nm/rad

Bande passante motrice néant
Les vibrations parasites
sur le bras maitre doi-
vent étre filtrées. Le

systeme doit étre rapide.

Fréquence de coupure
a3dB
frap =20 Hz

Figure 4.55 Caractérisation de la fonction technique « Coupler
bras maitre et systéme virtuel ».

Etude liminaire

H,, (p) définit la fonction de transfert motrice avec :

0y(p)
H,(p) = U—p
Cop(p)
3. Donner I’expression de la fonction de transfert H,, (p) en
fonction de Gy, G,, Hy, by, by, ky, kn, et de la variable p.

Critere de raideur

La raideur d’un syst¢tme mécanique caractérise I’ampleur

de ses déformations sous I’effet des efforts qui lui sont

appliqués. Par extension, on définit la raideur de 1’axe étu-

di€ sur le bras maitre par c,p(f) = Rqy(f), avec R en

Nm/rad, cop(¢) en Nm et gy (f) en rad.

On considere que :

¢ la structure mécanique du bras maitre est infiniment rigide ;

* la stabilité de H,, (p) est acquise ;

e I’opérateur délivre un échelon unitaire de couple
Cop (p);

* by, by, ky, ki, sont des constantes non nuls.

4.

* Calculer en régime permanent la raideur R de la chaine
présentant C,,(p) en entrée et Q,(p) en sortie.

* En déduire la relation existant entre k, et k;, permettant
de satisfaire au critere de raideur (figure 4.55).

Critere de stabilité absolue

On considere maintenant que la fonction de transfert
H,,(p) se met sous la forme du schéma bloc de la figure
4.56. Sont fournis sur les figures 4.58 a 4.62 les dia-
grammes de Bode de H,, (jw), sa réponse indicielle et le
diagramme de Black de Hy(jw) obtenus pour un réglage
non précisé des parametres by, by, ky et ky,.

Q,(p)

Figure 4.56 Schéma Bloc a retour unitaire.

18

16

14

i

I(A ]
&) g Ke=1 =——1 3ms [
4 // Ti=5ms —

q . ' t

0 0.005 0.01 0.015 0.02

24 ] ]

22 —
AZO K. =1 =——1 3ms |
siE =
> 14

12

10

8 t
0 0.005 0.01 0.015 0.02

18

16

14

: —

I1(A
) /4 Ke=1.4——T, =3 ms

4 // Ti =5 ms —

2

0 ' ' t

0 0.005 0.01 0.015 0.02

45 I I

40

35 —
§30 K. =14——7; =3 ms ——
= 25 Ti=5ms —
= o0 N

15

10 p— t

0 0.005 0.01 0.015 0.02

18

16

14

12

@ lg // K 2 1 3 1

6 o= —T; =3 ms

4 / T =5 ms —

) /

0 ' ' t

0 0.005 0.01 0.015 0.02

45 I I

40

35 = — —
§30\\ K.=2 Ti =3 ms —
= 25 [ T;=5ms —

20 AN

15

10 t

0 0.005 0.01 0.015 0.02

Figure 4.57 Réponses temporelles.
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Les questions qui suivent sont a traiter en fonction de ces

données graphiques, c’est-a-dire indépendamment des

fonctions de transfert précédemment calculées. On suppo-
se de plus la fonction H;(p) = K, avec K; en N1,

5.

* Donner I’ordre de la fonction de transfert H,, (p) et indi-
quer si elle présente un risque potentiel d’instabilité.

* Si tel devait &tre son comportement, comment celui-ci se
manifesterait-il lors d’une manipulation du bras maitre
par I’opérateur ?

* En exploitant les informations disponibles, énoncer deux
arguments différents qui permettent d’affirmer que le
réglage proposé assure la stabilité de H,,(p).

Critere de bande passante motrice

La bande passante motrice est définie comme la bande de
fréquence correspondant a I’intervalle ]0, f3qg] ou f34s
désigne la fréquence pour laquelle I’amplitude du signal de
sortie de Hy, (jw) est atténuée de 3 dB par rapport a I’am-
plitude statique.

Exercices d'approfondissement

6. Le critere de bande passante (cf. figure 4.55) est-il satis-

fait 7 Justifier la réponse.

L’expérience montre qu’un opérateur tres entrainé peut

générer des signaux jusqu’a une fréquence de 5 Hz.

7.

* Le temps de calcul des taches virtuelles, celui de transfert
des informations et celui d’affichage des images étant
négligés, évaluer le retard temporel de la « sortie visuelle »
affichée a I’écran sur I’action de I’opérateur lorsque celui-
ci génere un signal sinusoidal de fréquence 5 Hz.

« Evaluer le rapport entre 1’amplitude du signal visuel
généré sur écran ¢, (t) et celle du mouvement généré par
Iopérateur ¢q,(t) a cette fréquence a 1’aide des dia-
grammes de Bode de la fonction de transfert Hp,qs5(p)
fournis sur la figure 4.63

0:(p)
Cop (p)

* Commenter ces résultats et élargir la réflexion aux
signaux de fréquences différentes de 5 Hz.

Hpras (P) =

Tableau des variables utilisées

R Résistance totale d’induit [€2 ]
L Inductance totale d’induit [H]
e(t) Force contre-électromotrice [V]
K Coefficient de f.c.e.m [V/(rad/s)] ou de couple du moteur [Nm/A] K =71072SI
K; Gain du capteur de courant K; =0,2 V/IA
Ki, Gain d’adaptation réglé égal a K; Ki, = 0,2 V/IA
Cori(p) FT du correcteur de courant Cori(p) = K, (ﬁ#)
i
Ky Gain de I’amplificateur de puissance Kn=6
Hy(p) FT n° 1 du moteur Hyp (p) = I(p)
eq(p)
Hy(p) FT n°2 du moteur Hya(p) = 2m(P)
C(p)
H,(p) FT du réducteur a cabestan de rapport de réduction ro; H\(p) = %
K, Gain d’adaptation couple-courant
b Coefficient de frottement visqueux
de la liaison systeme virtuel/maitre [Nm/(rad/s)]
km Coefficient de raideur de la liaison systéme virtuel/maitre [Nm rad—']
by Coefficient de frottement visqueux
de la liaison maitre/systéme virtuel [Nm/(rad/s)]
ky Coefficient de raideur de la liaison maitre/systeéme virtuel [Nm/rad]
Hy,(p) FT de I’esclave virtuel
I(p) Courant absorbé par le moteur [A]
Vs(p) Tension de sortie de I’amplificateur de puissance [V]

153



Chapitre 4 « Systemes asservis — Stabilité des sytéemes

154

Tableau des variables utilisées

Cmi1(p) Couple délivré par le moteur
sur I’arbre d’entrée du réducteur a cabestan [Nm]
Cop(p) Couple résultant de 1’action de 1’opérateur
ramené sur 1’arbre moteur [Nm]
J Moment d’inertie équivalent ramené sur I’arbre moteur [kg m?]
Coefficient de frottement visqueux produisant un couple résistant
proportionnel a la vitesse [Nm/(rad/s)]
Qm(p) Vitesse angulaire de rotation du moteur [rad s~1]
1.(p) Consigne de courant [A]
Ve(p) Tension, image de /.(p) [V]
&i(p) Ecart de « courant » [V]
V.(p) Tension de référence de 1’amplificateur de puissance [V]
ga(p) Ecart de « vitesse » [V]
C(p) Couple sur I’arbre moteur [Nm]
Cq(p) Consigne de couple articulaire [Nm]
0.(p) Position angulaire du socle par rapport au bati [rad]
Cy(p) Couple articulaire virtuel [Nm]
Ov(p) Position articulaire virtuelle [rad]
4 Amplitude (dB) o (1) (rad) -
réponse indicielle de Hm
50 025
0 0.20 /\
= — 0.15 / _/
- |
~100 ,/ 0.10 /
-150 s
e 0.00
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Figure 4.58 Diagramme de Black de Hy(jw).
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Figure 4.60 Réponse harmonique de H,, (jo).
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Figure 4.61 Réponse harmonique de H,,(jw) — Zoom 1/2.
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Figure 4.62 Réponse harmonique de H,, (jw) — Zoom 2/2.

Exercices d'approfondissement
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Cet exercice illustre la difficulté de prendre du recul. En effet,
il est probable que les ébauches de schéma-bloc font toutes in-
tervenir les bonnes boites, sauf celle du systeme commandé !

La premiere question a se poser est ainsi : « Quel est le sys-
teéme qu’un utilisateur peut piloter pour obtenir la grandeur phy-
sique souhaitée ? » Une réflexion suite a cette question conduit
aux trois propositions suivantes :

* la grandeur physique que I’on souhaite controler est 1’altitude
de I’avion ;
¢ le systetme commandé est 1’avion ;

* la commande peut étre prise o I’on veut sur la chaine d’ac-
tion, a savoir 1’angle du gouvernail de profondeur par rapport
a I’avion ou le signal de commande du préactionneur cor-
respondant. On choisit ici de prendre 1’angle du gouvernail
de profondeur par rapport a I’avion comme signal de com-
mande.

Avion

(1)
—

h(t)
—

1. Une fois 1’avion identifié comme systéme commandé, la des-
cription proposée conduit au dessin de quatre boites supplé-
mentaires :

e I’altimeétre ;

Altimetre

h(t

a

* le régulateur ;

Régulateur

&(t)
—

* ’actionneur électrique ;

Actionneur
électrique

0(1)

* un adaptateur.

Adaptateur

h(t) ec(1)

2. L’ altitude de I’avion est définie par rapport au sol, et ’avion
évolue par rapport a I’air. On comprend ainsi que le mouve-

ment de I’air par rapport au sol, par nature aléatoire, est source
de perturbations.

3. On arrive alors a la proposition de schéma-bloc suivante

he(t) ec(t) e(t) h(t)

()| 00
| \ | \ |

Actionneur

Régulateur

e(t)

Adaptateur

Altime tre

1. La grandeur physique que 1’on souhaite controler est le ni-
veau d’eau & dans la cuve.

Pour une cuve a section constante d’aire S, cette hauteur /()
est proportionnelle au volume total d’eau V (¢) dans la cuve
V(@)
h@) = ——
S

La variation instantanée de volume est caractérisée par le débit-
volume instantané, différence entre le débit entrant et le débit
sortant

dh(t) _ 1dv(@) 1 _
=34 = S(qg(t) qs (1))

2. On suppose les conditions initiales nulles en prenant comme
origine pour le niveau la hauteur souhaitée. Le schéma-bloc cor-
respondant a I’équation précédente est alors

1 H (p)

Le débit-volume sortant g, () , par nature aléatoire, est a consi-
dérer comme une perturbation.

3. Dans le cas d’une cuve sphérique, 1’aire de la section S de
la cuve dépend de la hauteur 4. 11 est possible de conserver le
modele posé a la condition de garder le méme point de fonc-
tionnement.

4. Définir la structure de I’asservissement ne présente plus au-
cune difficulté. ..

Os (p)

H(p) E.(p) H(p)

1. Ce systeme de correction va étre sollicité en cas d’accéléra-
tion et de freinage, tout en tenant compte du chargement du
véhicule.
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2. Une simple composition des mouvements permet d’écrire,
suite a la lecture de I’énoncé

at+pB=¢

Cet angle ¢ correspond a 1’angle orientant I’axe des phares par
rapport a I’axe des roues.

3.L’angle ¢* est dans les faits la consigne pour le systéme qui
modifie I’angle @ en fonction des variations aléatoires de
I’angle B. Ce dernier angle est a considérer comme une per-
turbation.

On ajoute un bloc adaptateur pour proposer comme schéma-
bloc

Systeme

Adaptateur Correcteur Capteur

commandé

La tension E, est la somme des tensions Ey et Eg, que I’on
compare 2 la tension Uy, image de la consigne ¢*, pour éla-
borer la tension de commande U de I’actionneur.

4. On suppose les gains statiques Ky, Kg et K 4 identiques, sim-
plement notés K.

On aboutit alors au schéma-bloc a retour unitaire suivant

On a affaire a un systéme a deux entrées pour une sortie, on
applique en conséquence le principe de superposition pour écrire

_ KC(p)F(p)
o(p)

= 7 7 oF 4L
T+ xkCpFp ¥ P

1
T kCHFG) PP

1. Pour établir I’équation différentielle régissant le mouvement
du pendule, on considere le systeme constitué du pendule 3 seul.

Les actions mécaniques extérieures au pendule se résument a :
* |’action de la pesanteur sur le pendule ;
e I’action du coulisseau 2 — 3 relative a la liaison pivot ;

* I’action du coulisseau 2 — 3 engendrée par les frottements vis-
queux.

Les six équations scalaires résultant de 1’application du PFD
au pendule permettent :

* de déterminer les cinq inconnues scalaires de la liaison pivot ;
* d’obtenir une équation de mouvement.

Comme on recherche seulement I’équation de mouvement, on
choisit d’écrire I’équation du moment dynamique au point A
en projection sur 7; .

5(A3/1).2 = M(A,3—3).% 1)
Actions mécaniques
On pose les deux torseurs d’action mécanique concernés

_m %
F(p—3) = G { 6gy1

R2—3)

Fe=3= {M(A,2—>3), avec M(A,2—3).3 = —ub

On calcule en préliminaire la composante du moment du poids
au point A suivant 7
M(A,p—3).Z = (-mgyi A RYs) 2
= +mgR X,.y;
= —mgR sin6
Le deuxieme terme est déja connu et on obtient en conséquence

M(A,3—3).7 = —mgRsin® — ub )

Quantités d’accélération

La masse du pendule 3 est supposée concentrée en G, le vec-
teur moment dynamique est dans ce cas nul au centre de
masse.

5(G,3/1) =0

La relation de changement de point sur le champ des vecteurs
moment dynamique permet alors d’écrire

3(A,3/1) = mA(G,3/1) A GA

11 est nécessaire de calculer le vecteur accélération A(G,.’) /1).
On écrit dans ce but le torseur cinématique pour le mouvement
3/1. 1l se détermine par composition des mouvements sur la

chaine ouverte 1 —2 — 3
07
XX

Ve/h =, {

On calcule ensuite successivement :
* le vecteur vitesse \7(G,3/1) R

V(G.3/1) = &%, +6Z1 A (—R¥3)
« le vecteur accélération A(G,3/1) ;

. d -
A(G,3/1) = |:—V(G,3/1)i|
dt 1
= XX, + R6X; + RO*y;
* la composante du moment dynamique 5 (A,3/1) suivant 7,

8(A3/1).% = (m (¥%) + ROZ;s + RO*53) A RY3) 2 .
=mR (x cos6 + Ré)

Equation du mouvement

On regroupe les deux résultats (2) et (3) pour détailler 1’équa-
tion initiale (1)

mR (¥ cos® + RO) = —mgRsin® — ub

L’équation différentielle du mouvement du pendule peut étre
finalement mise sous la forme

0] 0t)
cos 6(t) S cos (1)

mRi(t) = —mR® — mgRtané(t) (4)



2. L’équilibre du pendule par rapport au coulisseau se traduit
par un angle 6 constant au cours du temps, et les solutions sont
alors données par 1’équation

X(t) = —gtan6(t)

Cette équation admet comme solutions :

* un angle 6 non nul pour un mouvement uniformément accé-
1éré du coulisseau par rapport au bati ;

* les angles 8 = 0 et 8 = 7 pour le coulisseau immobile par
rapport au bati.

3. L’équation du mouvement (4) n’est pas une équation diffé-

rentielle linéaire a coefficients constants. Il est nécessaire
d’étudier chaque cas séparément.

» Linéarisation de la loi entrée-sortie autour de la position
0=0

Au voisinage de la position 8 = 0, on pose les approximations
au premier ordre habituelles

cosf ~ 1 sinf ~ 0
L’équation différentielle du mouvement est donc approchée par
mR¥(t) = —mR?0(t) — nb(t) — mgRO(t)

On passe dans le domaine symbolique en considérant les
conditions initiales nulles, et on obtient
mRp*X (p) = —mR*p*®(p) — upO(p) — mgRO(p)

La fonction de transfert du systeme autour de la position
6 = 0 est donc

O(p) —mRp’

F =] =]
) X(p) mgR+ up +mR*p?

Les coeftficients du polyndme du dénominateur sont tous stric-
tement positifs. Le dénominateur étant de degré 2, on peut af-
firmer sans plus de calcul que cette fonction de transfert cor-
respond a un systeme stable.

» Linéarisation de la loi entrée-sortie autour de la position
0=m

Au voisinage de la position 8 = 7, on linéarise 1’équation (4)
en approximant les fonctions cos et sin par les fonctions li-

néaires tangentes
cosf ~ —1 sinf ~ —(0 — )

L’équation différentielle du mouvement est donc approchée par
mRi(t) = mR*6(t) + ub(t) — mgR (6(t) — )

Pour pouvoir appliquer la transformation de Laplace, il est né-
cessaire de faire un changement de variable et de poser
0,(t) = 6(t) — 7. Ainsi, sil’on cherche I’évolution du systeme
a partir de la position 6(¢) = 7, la variable 6, (¢) est telle que
pour ¢t < 0, 0,(¢) = 0. On obtient alors

mR¥ (1) = mR*6,(t) + ub; (t) — mg RO, (t)

On passe dans le domaine symbolique en considérant les
conditions initiales nulles, et on obtient

mRp*X (p) = mR*p*©;(p) + up®,(p) — mgRO,(p)

La fonction de transfert du systeme autour de la position
0 = m est donc

©:(p) —mRp®

Fr(p) = =
"= Xp) T megR—pup —mR2p?

Les coefficients du polyndme du dénominateur ne sont pas tous
positifs, la condition nécessaire de stabilité n’est en conséquence
pas vérifiée. Cette fonction de transfert correspond a un sys-
teme instable, ce qui est expérimentalement constaté.

1. Pour le systtme du premier ordre, le tableau de Routh
s’écrit immédiatement

Par application du critére de Routh on peut énoncer le théo-
reme suivant :

« Un systéme du premier ordre est stable si et seulement si sa
constante de temps 7 est strictement positive ».

2. Pour le systeme du second ordre, les deux premieres lignes
du tableau de Routh s’écrivent :

p2 1 wnz
p' (26w, O
pO

On trouve immédiatement que le troisieme terme de la colonne
des pivots vaut w,>
-1
28wy

1 wp?
26w, 0

= wnz

L application du critere de Routh permet d’énoncer le théoréeme
suivant :

« Pour qu’un systeme du second ordre soit stable, il est nécessaire
et suffisant que sa pulsation propre w, et son coefficient
d’amortissement & soient strictement positifs ».

L’ordre et la classe d’un systéme asservi se détermine a partir
de la fonction de transfert en boucle ouverte F'(p)

1. La forme canonique de la fonction de transfert en boucle ou-
verte d’un systeme d’ordre 1 et de classe 0 est

F =
(P) T+p

Une des expressions de la fonction de transfert en boucle fer-
mée de ce systeme est alors

Hp) = ——
P =TTkt

Le tableau de Routh ne comporte que deux lignes

Le gain statique K et la constante de temps 7 sont deux para-
metres strictement positifs. On en déduit qu’un systeme asservi
d’ordre 1 et de classe O est intrinsequement stable.
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2. La forme canonique de la fonction de transfert en boucle ou-
verte d’un systeme d’ordre 2 et de classe O est

F(p) £
p =
26 p?
14+ — p+ )
wo wy
Une des expressions de la fonction de transfert en boucle fer-
mée de ce systeme est alors

2
Kw;

(1 + K) oy + 26 wop + p?

H(p) =

Le tableau de Routh comporte trois lignes

P21 1+ K)o}
| |
| |
p! \2&001 0
!
| |
P’ 1 Ag |
| — —

On calcule la valeur du coefficient Agy;

-1 1 1+ K)o}

A = ——
"7 DEwy | 26wy 0

=(1+K)w}

Le gain statique K, le coefficient d’amortissement £ et la pul-
sation propre du systeme non amorti wy sont trois parametres
strictement positifs. Les trois termes de la premiére colonne du
tableau de Routh restent donc toujours strictement positifs. On
en déduit qu’un systeme asservi d’ordre 2 et de classe O est in-
trinséquement stable.

3. La forme canonique de la fonction de transfert en boucle ou-
verte d’un systeme d’ordre 3 et de classe 1 est

K
2, 2
(Oh) Wy

Une des expressions de la fonction de transfert en boucle fer-
mée de ce systéme est alors

F(p) =

2
Kw;

H(p) =
P K + ofp + 26wop® + p?

Le tableau de Routh comporte pour ce systeme quatre lignes

P }[ i 1} w% 0
P’ 32.{;'0)03 ng 0
\ \
p' i Ay i A
p“ : Aop :
L — — 1

I reste a déterminer les expressions des trois coefficients A;;

2

—1 1 w, wo
A= — 0 | = QEwy — K) —
T Dtwp | 2600 Ka? (25w0 = K) ¢
Ap=0
-1 26wy Ko} 2
Ay = — —K
“T AN An 0 e

Un changement de signe est possible pour le coefficient Ay;.
Il est nécessaire que le terme (2§ wy — K) reste strictement po-
sitif pour la stabilité du systeme en boucle fermée.

Pour que le systeme asservi d’ordre 3 et de classe 1 soit stable
en boucle fermée, le gain K de la FTBO doit rester inférieur a
la valeur 2 w,

K <2twy

On illustre les trois cas étudiés en tracant les lieux de transfert
dans le plan de Black

Fi(jw)

F3(jw)

Figure 4.64 Lieux de transfert dans le plan de Black.

Ces courbes ont été tracées en prenant comme parametres
— pour le systeme d’ordre 1 etde classe 0 : K = 10et7t =1
10
F, ==
1(p) 1+p
— pour le systeme d’ordre 2 et de classe 0 : K = 10, wy = 1 et
£=1
10

B =1,

— pour le systeme d’ordre 3 etde classe 1 : K = 10, wy = 1 et
£=1
10

= e )

Pour ce dernier cas, la condition de stabilité énoncée précé-
demment n’est effectivement pas vérifiée, car K > 28wy ! 1l
est nécessaire de diminuer le gain. A titre d’exemple, la FTBO
F3,(jw) est tracée avec un gain K = 1, ce qui revient a déca-
ler le lieu de F5(jw) de —20 dB vers le bas. Le critére du re-
vers permet alors de conclure.

La fonction de transfert en boucle ouverte F'(p) du systeme
est :

T ay

La réduction de la boucle permet d’ obtenir la fonction de trans-
fert en boucle fermée H (p)

K
pt+2tp:+1ipdi+ K

H(p) =



Le dénominateur de la FTBF est 2 p> + 21 p? + p + K. Tous
les coefficients de ce polyndme sont strictement positifs, la condi-
tion nécessaire de stabilité est satisfaite. On construit alors le
tableau de Routh :

P } 72 } 1 0
p* i 27 i K 0
1 i K i
p | 1- - 0
| |
i ok

Le systeme est donc stable en boucle fermée si et seulement
si:

K < —
T

1. En s’inspirant du schéma bloc de la figure 4.37, on consi-
dere le systeme d’entrée U (p) et de sortie X (p). Dans le do-
maine symbolique, la réponse du systeme est donnée par
X(p) =F(p)U(p),avec U(p) = 1/p. On décompose cette
réponse en éléments simples pour obtenir :

X()—l T
p_p l+tp

A~

On obtient alors dans le domaine temporel : x(t) =1 — e~

X

COLCOoCooo0
SN WAUA000—

T
T 2T 3t 4T

2. Les rapports proposés correspondent respectivement aux fonc-
tions de transfert en boucle ouverte et fermée.

* expression de la FTBO :
X(pp) __K
e(p)  lI4+7p

« expression de la FTBF, que I’on donne ici sous la forme la
plus simple et sous la forme canonique :

K
X(p) _ K __k+1
Xc(p) K+1+1p 1 v
Tkt
3. Dans le domai bolique X (p) K
. Dans 1€ domaine symbolique = .
ymbouque 24P) = K + 1+t p)

On obtient alors :

o K 1 _t(K+1)
= — — T
X K+1 e

Le tracé de x(¢) admet a I’infini comme asymptote la droite

. , . K P <
horizontale d’ordonnée = et un temps de réponse a cinq pour

cent f5q, ~ 3T .
K+1
4. La loi de commande est u(t) = K (1 — x(¢)) d’ou :
(1+K)t
K —
u(t) = 17K 1+Ke =t

5. On utilise les résultats de la premiere question pour écrire
immédiatement

x(t) =K (1 —e*%)

6. Les deux derniere courbes tracées ont la méme pente a I’ ori-
gine, ce qui s’explique par le fait que les deux signaux de com-
mande ont la méme valeur a I’instant # = 0 :

* pour le systeme commandé, cette commande reste constante
au cours du temps et le systeme en boucle ouverte a un temps
de réponse 5, = 37 ;

* pour le systéme asservi, c’est la consigne qui est constante.
La commande est quant a elle élaborée a partir de 1’écart et

est amplifiée aux instants initiaux. C’est pourquoi le temps

de réponse t5q, = K3—L est raccourci. Il est a noter qu’en contre-

partie, la sortie n’atteint pas la valeur de la consigne.
A0 u()

2.8
2.6
2.4

—

u(t) x(t) commpandé

1.8
1.6

1.4
o/

0.8 ,/
/

i/

0.2 /

x(t) asservi

T 2t 3t 4t

1. Pour le systeme commandé, la sortie y(¢) est exactement la
commande u(t) décalée du retard 7.

u(t)
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2. On en déduit que si I’entrée reste bornée, la sortie reste éga-
lement bornée. Ce systtme commandé est stable au sens
EBSB.

3. Le tracé des courbes requiert pour le systeme bouclé une
grande attention :

e avant I’instant initial, toutes les grandeurs ont des valeurs
nulles ;

* a I'instant # = 0, la consigne passe a 1 ;

e sur ’intervalle [0,7'], la sortie étant de valeur nulle, 1’écart
passe également a 1 ;

* a 'instant = T, la consigne revient a 0 et la sortie passe
al;

e sur I’intervalle [T,2T], la sortie étant passée a 1, 1’écart vaut
-1;

* a I'instant t = 27, la consigne passe a 1 et la sortie passe a
—1;

* sur I'intervalle [27',3T], la sortie étant passée a —1, 1’écart
vaut alors +2 ;

e al’instant t = 37, la consigne revient a 0 et la sortie passe a
+2;

* etc.

La poursuite du raisonnement permet de montrer que la sortie
est oscillante, alors méme que 1’entrée reste nulle.

x(1)
[

1 [ ] .

y(1)

[ ] :

4. Ce systeme n’est pas stable au sens EBSB. En effet, il suf-
fit de continuer la consigne en créneaux pour que la sortie
y(t) diverge.

5. L’expression générale de la sortie Y (p) est

F(p)

Y(p) = TXF(p)

X(p)

Une condition nécessaire pour obtenir une sortie différente de
zéro pour une entrée nulle est la nullité du dénominateur, soit
F(p)=—-1.

6. En sollicitation harmonique, le systéme étudié présente les
deux propriétés suivantes :

¢ il est de module égal a un, quelle que soit la pulsation du si-
gnal d’entrée ;

le™/T| =1
* sa phase est proportionnelle a la pulsation.
arg (e_j‘”T) = —oT

On peut ainsi tracer le lieu de transfert dans le plan de Black

de la fonction de transfert en boucle ouverte F(jw) = e /©T

0
\ I \
—-270° —-180° -90° 0°

Le systéme a retard pur étudié est sollicité par une série de cré-
neaux qui correspond a un signal périodique de période 27", donc
de pulsation 7/ T :

* le lieu de la FTBO passe pour cette pulsation sur le point cri-
tique ;

* laFTBO satisfait a la condition F'(jw) = —1 pour cette pul-
sation.

1. On suppose I’ensemble des conditions initiales nulles. Les
transformées de Laplace des quatre équations donnent alors,
en adoptant les notations usuelles :

U(p) = RI(p)+E(p)
E(p) = KV(p)
MpV(p) = Fulp)+Z(p)
Fn(p) = KI(p)

Ces quatre équations s’écrivent en conséquence sous forme de
schéma-bloc comme suit

Z(p)
V(p)
Ce qui donne, apres réduction
Z(p)
U(p) K R V(p)
— — ——
R K2+ MRp

On obtient en définitive pour les fonctions de transfert F; et F,

K
Fi(p) = —

R

R
F(p) = ﬁ<

)



2. Les grandeurs ajoutées se nomment immédiatement :

* position pour X (p), obtenue par intégration de la vitesse V (p),
et image de cette position pour Mx (p) ;

* consigne pour X.(p), et image de la consigne pour Ux (p).

3. Le correcteur absorbe le gain du capteur et on obtient
comme schéma-bloc

Z(p)

Xp) ~ D[ ACK ra X )

K2
R p<1+ %p)

4. Fonction de transfert en boucle ouverte F(p)

AC
e 20

MRy ANF0 =y
P(“FFP) p( +ﬁ>

Les lieux de Bode présentent les particularités suivantes :

F(p) =

e concernant le diagramme du gain

— une cassure avec passage d’une pente de — 20 dB/décade a
— 40 dB/décade pour la pulsation wy = 26,7 rd/s ;

— un gain pour cette pulsation de — 5,5 dB.
|F(jwo)l = 0,53
* concernant le diagramme de phase

— la phase est comprise entre —90° et —180° avec le saut de

—90° pour wy.
G(dB) RRAE
20\\\
0 ~l
-50
| Ll LT
10° 10! 10? 10°
w
¢ =90 - FAmmmT s T oA e TTen
180 ——— v vl ] R TS TP
10° 10! ° 102 10°

La phase est supérieure a —180° pour le point de gain en dé-
cibel nul et ne franchit pas le seuil critique de —180° lors des
pulsations croissantes. Le critere du revers permet d’affirmer
la stabilité du systeme en boucle fermée.

5. Pour déterminer la fonction de transfert en boucle fermée re-
cherchée, on se place dans le cas ou Z(p) =0

ACK
ACK + K?p + MRp?

Hx(p) =

soit sous forme canonique

1

L, K MR
ack P’ T ack?

Hx(p) =

Cette fonction de transfert est de gain statique égal a I’unité,
ce qui entraine que la sortie rejoint I’entrée pour une entrée en
échelon.

6. Pour déterminer cette fonction de transfert, on se place dans
le cas ot X.(p) =0

R
ACK + K?p + MRp?

Hz(p) =

soit sous forme canonique
R

ACK
| MR
PTack?

HZ(P) = K2
1+

ACK

7. Etant donné que le gain statique de Hz(p) est %, la sor-

tie tend vers ACLK Z, suite a un échelon de perturbation d’am-
plitude Z,. Avec les valeurs numériques données, on obtient :

R
——7p=9,4
ACK 9,4 mm

La performance souhaitée n’est pas atteinte, le systeme reste
trop sensible aux perturbations.

1. On se place au niveau d’un point de fonctionnement, ce qui
revient a poser 6, (t) = 0. La lecture du schéma-bloc initial
conduit a affirmer que dans ce cas :

* ’angle 6, () est posé nul également ;

* les mesures mg,, et img, () = 0 sont nulles en conséquence.
Finalement, 6,(¢) = A6 (t)et mq(t) = mg,(t): le schéma bloc
de la figure 4.39 se transforme bien en celui de la figure 4.40.

2. Le schéma bloc comporte un comparateur et six boites, ce qui
induit sept équations a considérer. Parmi elles, I’équation du vérin
devient Q(p) = SpX (p) et on obtient comme schéma-bloc

AH(/))

Uc(p)

&(p) 1(p) Q(p) X (p)

AO(p)

—

3. On transforme le schéma-bloc pour le rendre a retour uni-
taire

A 6.(p) A 6(p)

CK K
Sp

La fonction de transfert en boucle fermée s’exprime sous forme
canonique par

Hpr(p) =
1+

CK.K.”

Cette fonction de transfert correspond a un systeme du 1" ordre

de constante de temps

S
T =
CK.K,

Le temps de réponse a 5% d’un systtme du 1" ordre est
Ts54, ~ 31. On en déduit la valeur du gain cherchée

38

= — AN :
T54CK,

K.=64107 m3s 1 A™!

e
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4. Par la transformée de Laplace, on obtient pour les deux équa-
tions

14
Q(p) = SpX(p) + 5 PP(p)
et Mp’X(p)=SP(p) — F(p)
On arrange ces équations pour écrire

P = 200 - Z2xp)
P)= 500 — 5 X(p

et X(p) = (SP(p) — F(p)

Mp?

On peut alors compléter le schéma-bloc proposé

AO(p)  Uep)  e(p) »n 2P

£ I(;
B
- g

M a(p)

5. On transforme localement le schéma-bloc précédent pour sor-
tir I’arrivée de la perturbation de la boucle intérieure

X (p)

2]

On en déduit

S

_ Mpr
1+ s
V Mp?

X(p) = (i ()—lF( ))
p) = Vpr sEw

soit encore, apres calcul

1 1
X(P)=(§) m O(p)
BS?
\%
_ BS?
B P2 R
Bsz?

Apparaissent sous cette forme les fonctions de transfert Hgp (p)
et Hr (p)

1 1
Hg(p) = gm
BS?
_Y
et Hp(p) = %
1+ ﬁpz

Les résultats sont de la forme attendue avec comme coefficients

VM 14

a =S a = —— as =
1 2= pe 3

 BS?

Les applications numériques conduisent finalement a
a; =9,600 107*m*>  a, = 1,736 107%?
a; = —3,472 107 8s%kg ™!

6. On souhaite appliquer le critere de Routh a la modélisation
actuelle transformant la consigne A6.(p) en AB(p)

F(p)

La fonction de transfert en boucle fermée est
CKEKCHQ(p)

H = e Tl
BF(P) T+ CK.K.Ho(p)’

avec Hop(p) = . On en déduit

arp (1 +axp?)

CK.K,
aip (1+ a2p?) + CK K,

Hpr(p) =

Le polyndme caractéristique D(p) de la fonction de transfert
est alors

D(p) = CK.K; +aip + a1a:p*

Le coefficient en p? est nul, donc la condition nécessaire de sta-
bilité n’est pas satisfaite. Le systeéme est instable en boucle fermée.

La construction du tableau de Routh n’est donc pas nécessaire.
Néanmoins, si on amorce sa construction il vient :

P} laia; a, 0
p*|l 0O CK.K. O
p'| - =

Pl =

Le zéro présent dans la premiere colonne permet de conclure
a I’instabilité du systeme sans plus de calcul.

7. Sur le diagramme de la figure 4.45, on releve pour différentes
pulsations les coordonnées (¢,G4p) des points a tracer

phase [°] | — 113 | =135 | —180 | —225 | —248
gain[dB] 9 14 18 14 9
On complete ensuite le diagramme de Black de la figure 4.65
30
25
20 ——
15
10
5
o N
| \
S 10| \
O -15
-20
-25
-30
-35
- 40
—45
-50
-270 -240 -210 -180 —150 120 —90
P

Figure 4.65 Diagramme de Black de la question 7.



8. On utilise le théoreme du revers : « Un systeme est stable
en boucle fermée si, sur un diagramme de BLACK, on laisse le
point critique sur la droite lorsque 1’on parcourt le lieu de sa
FTBO dans le sens des pulsations croissantes. »

Pour cette FTBO, on laisse le point critique (— 180°, 0 dB) sur
la gauche. Le systeme en boucle fermée est donc instable.

Onaici Hgpo(p) = CK.K:Hg(p) soit

CK.K
Hpo(p) = 25(; < I
alp(1+—p+—2p2)

On constate qu’il y a résonance compte tenu de la présence de
poles complexes conjugués avec £p < EX

Pour un second ordre, le coefficient de surtension est

Qg4 = 20log

1
250,/1- 84

Pour la valeur £p = 0,0001, on obtient un coefficient de sur-
tension Q45 = 74 dB. Pour revenir a la limite de la stabilité,
il faut que le lieu de la FTBO passe sous le point critique. Il
faut donc que le pic de la FTBO baisse au moins de 18 dB ce
qui conduit a un coefficient de surtension maximal de 56 dB.
On calcule alors comme condition sur le coefficient d’amor-
tissement

£o > 0,0008

9. On considere la FTBO Hpo,(p)

CK.K
Hpoi(p) = 2% — ]
a1p<1 +=2p+ —zpz)

Cette fonction a un pole nul et deux pdles complexes conju-
gués. Le pdle dominant est le pdle le plus proche de 1’axe ima-
ginaire, c’est-a-dire le pdle nul. Pour la suite, il convient de
prendre

CK.K,.
ap

Hpox(p) =

L’écart a la sortie du comparateur est caractérisé par

e(p) = A0 (p)

1 + Hpoa(p)

On utilise le théoreme de la valeur initiale et de la valeur fi-
1

nale, avec A6.(p) = — pour une entrée en rampe de pente
p

unitaire
li (1) = li (p)=1 !
im e(t) = lim pe(p) = lim p—————
N & L Y (B PR ()
L’écart en poursuite vaut donc

a
CK.K.

AN :

ep = ep = 0,0833

La rampe est de pente unitaire, donc le retard de la réponse en
poursuite est de At = 0,0833s.

La bande passante a 0 dB de la FTBO est obtenue par la rela-
tion

. CK.K.
|Hpo2(jwod)| = =1
a|wod B
On en déduit
CK.K,.
WodB = — AN: wop = 12rads™!
ai

10. On choisit de tracer sur la figure 4.66 les diagrammes de
Bode asymptotiques de la fonction de transfert

CK.K.

2 1
a1p2(1 + wigp + w—2p2>
0

Hpoa(p) =

* pour w tendant vers 0, la phase tend vers — 180° et le gain pré-
sente une pente de — 40 dB/décade ;

* pour = 1 rad.s™!, ’asymptote du diagramme du gain passe

%>—216dB~

par le point de gain 20 log ( P
1

* les diagrammes présentent une cassure pour @ : la phase di-

minue de 180° tandis que I’asymptote du gain passe a une pente
de — 80 dB/décade.

Le diagramme réel de phase venant approcher 1’asymptote a
— 180° par le dessous, le systeme est instable en boucle fermée.
Sur le diagramme de Black de cette fonction, le criteére du re-
vers n’est pas respecté. Le calcul de la marge de phase conduit
a une valeur proche de zéro mais par valeur négative.

G(dB) LML) s 3 ) e e ) 0 e
20
0f >~
-50
100
-"\
\
150 X
1 11111“1 1 11111“1 1 11111“1 1 11111“1 11 11l
100 10! 10% 10° 10* 10°
w
— 180° ‘ S 1 e e 3 e e e ] e e e R R
- 270
— 360" ‘ S O X Y S T I 71 Y N S I RN N B B {1 B B A W R AT
100 10! 10% o 10° 10* 10°

Figure 4.66 Diagrammes asymptotiques de la FTBO
avec un intégrateur.

11. Pour la pulsation @ = 12rad.s™!, le gain de la FTBO est égal
a— 21 dB. Pour que cette pulsation soit la limite de la bande pas-
sante a 0 dB, il faut utiliser un gain de (Kavy ) p = 21 dB soit

Kay = 11,2

12. Comme pour wy g = 12 rad.s7! la phase de la FTBO a
comme valeur — 180°, le correcteur doit augmenter la phase de
la FTBO de 50° pour cette pulsation.
1 —
Le correcteur doit donc étre tel que sin (50°) = %, ce qui
a
conduit a
1 —sin(50°)

a=———"-—"=0,1325
1 + sin (50°)
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Cet apport de phase doit se faire pour la pulsation
wWodB = 12 rad.s_l.

Pour un tel correcteur, 1’apport maximal de phase correspond

1
a la pulsation ——— soit
P ‘EAV\/E
T ! AN 0,229 s
AV = . TAV =0,
woap/d

Remarque : Pour étre siir que la pulsation de coupure a 0 dB
soit wyqg = 12 rad.s™!, il faut corriger le gain K 4v. En effet,
le gain de la FTBO est 1égerement modifié par le correcteur.
11 est augmenté de 10 log ( é) au voisinage de la pulsation de

coupure choisie.

1.
* ’asservissement de courant est équivalent a un asservissement
de couple car, compte tenu des équations fournies figure 4.52,
le couple moteur c¢;;(t) est directement proportionnel au
courant i (¢) . En conséquence, controler le courant alimentant
le moteur revient a contrdler le couple qu’il fournit.
ce(t)
e
ic(1)

soient égaux. Ainsi, les grandeurs comparées sont telles

* Le gain d’adaptation K, doit étre tel que les rapports t

Cm (1)

(1)
que I’écart est nul lorsque le couple de sortie ¢, (¢) est égal au
couple de consigne c.(¢). On en déduit K, = K.

2. Il convient de vérifier si le cahier des charges est validé pour
chacune des combinaisons possible. Dés qu’une combinaison ne
satisfait pas a une des exigences, elle peut étre éliminée. Les ré-
sultats sont synthétisés dans le tableau ci-dessous. Lorsque I’écart
statique est nul, que la réponse est sans dépassement, que le cou-
rant aborbé par le moteur reste inférieur a 23 A, que la tension
de sortie v reste au dessous de 30V, c’est le temps de réponse a
5 % qui est indiqué. Ce temps de réponse 7, est I’instant ou le
courant atteint 95 % de la valeur de consigne 14,3, soit 13,6 A.

K:\T; | 0,001 s 0,003 s 0,005 s
1 Dépassement donc | Dépassement T, ~ 0,009 S
ne convient pas donc ne convient
pas
1,4 v5(0,002) > 30 V | Dépassement T, ~ 0,006 S
donc ne convient donc ne convient
pas pas
2 vg(0) > 30 Vdonc | v5(0) >30V vs(0) > 30V
ne convient pas donc ne convient | donc ne convient
pas pas

La solution présentant le meilleur temps de réponse tout en res-
pectant les autres criteres est K. = 1,4 et 7; = 0,005 s.

3. Lexpression de la fonction de transfert H,, (p) peut étre ob-
tenue par transformations successives du schéma-bloc initial de
la figure 4.54.

Tout d’abord, on prend C,p(p) comme entrée et O (p) comme

sortie

&

=(bwp+ k)

Q. (p)
B+ k)

Echange des sommateurs pour résoudre les deux boucles im-
briquées

Q.(p)

H,(pXbop+ k)

Q. (p)

H,(p)X(byp+ ky)
1+ Gz([’)(bm["" km)

Réduction de la deuxieme boucle

Hy(p) (byp + ky)
L + G2(p) (bmp + km)
Hy(p) (byp + ky)
L+ G2(p) (bmp + ki)

0v(p) _
Cop(p)

Gi(p)

On en déduit finalement

Gi(p)Hy(p) (byp + ky)
1+ G2(p) (biup + ki) + Hy(p) (byp + ky)

Hyu(p) =

4.

* Pour étre en régime permanent et déterminer une relation entre
le couple opérateur et la position articulaire virtuelle, il suf-
fit de déterminer la limite Q,, de g, (¢) quand le temps ¢ tend
vers I’infini pour I’entrée en échelon unitaire cqp (1).

Le théoreme de la valeur initiale et de la valeur finale
conduit a :

t~1>1£rnoo qu(t) = ;gnonQu(p)

Sachant que Qy(p) = Hin(p)Cop(p) et Cop(p) = %, onen
déduit 1’expression

0y = lim Hy;,(p)
p—0

En tenant compte du résultat de la question précédente, il
vient

Gi(p)Hy(p) (byp + ky)

0Oy = lim
p=0 1 + Ga2(p) (b p + ki) + Hy(p) (byp + ky)

Compte tenu des éléments fournis, on obtient finalement

0, = 4k,
v = ko,
Comme le couple appliqué est unitaire,ona 1 = R O, d’ou
R i
4k,

e Le critere de raideur demandé (figure 4.55) impose
R > 2 Nm/rad. En conséquence, k, et k,, doivent satisfaire
la relation :

km > 80k,
5k

* En observant les diagrammes de Bode de H,, (p), on constate
que la premiére asymptote du diagramme de gain est hori-
zontale et que le déphasage est nul. La fonction H,,(p) est
donc de classe zéro. Pour les grandes pulsations, le déphasage
tend vers — 270°, la pente du diagramme de gain est de — 60
dB/décade. Le degré du dénominateur est donc égal au degré



du numérateur augmenté de trois unités. On peut donc
conclure en affirmant que I’ordre de H,, (p) est au moins 3.
Si pour les systemes d’ordre 1 et 2 la stabilité est acquise, un
systeme d’ordre 3 présente un risque potentiel d’instabilité.

* L’instabilité du systeme se traduirait par un comportement tel
que le manipulateur ne contrdlerait plus la position de 1’ob-
jet manipulé. L’ opérateur devenant immobile, 1’objet conti-
nuerait a évoluer. Il y aurait une divergence de la sortie pour
une entrée restant dans un interval fermé borné.

* Certaines des informations fournies permettent d’affirmer que
le réglage proposé assure la stabilité de Hy, (p) :

— laréponse indicielle du systeme en boucle fermée de fonc-
tion de transfert H,, (p) converge ;

— le diagramme de Black de la FTBO du systeme Hy(jw) vé-
rifie le critere du revers. Le parcourt du lieu de BLACK dans
le sens des pulsations croissantes laisse le point critique
(—180°, 0dB) sur la droite.

6. Un examen du diagramme de Bode du gain de H,, (jw) per-
met de conclure que le gain statique de cette fonction de trans-
fert est d’environ — 14,8 dB. La pulsation w3 45 est donc la pul-
sation telle que

20 log (|Hm (jwsa)|) = —17,8..

Une lecture sur la figure 4.61 conduit a une pulsation
w3gg = 17 rad/s environ (log(wsgas) = 2,23). La fréquence
de coupure a — 3 dB est donc

w3 4B
2

fraB =

Apres calcul, on trouve f3 45 = 27Hz. Cette fréquence est su-
périeure a la limite minimale imposée de 20 Hz. Le critere de
bande passante motrice est satisfait.

7.

* L’entrée du systeme est de la forme c,p(t) = A sin (w1).
Pour cette entrée, la sortie du systeme est de la forme
gy (t) = By sin (wt + ¢) ou encore
qy(t) = By sin (w(t — T)) si le retard de la sortie par rap-
port a ’entrée est noté 7.

Le retard est alors donné par la relation 7 = %ﬁ.

Pour f = 5 Hz, c’est-a-dire pour w = 27 f = 31,4 rad/s, le
diagramme de Bode en phase de H,, (jw) donne ¢ = —2°.Le
retard est donc

1
T=22 " AN: T~10"%s
180 27 f

* Une fréquence de f = 5 Hz correspond a une pulsation de
ws = 31,4 rad/s. Les diagrammes de Bode fournis permet-
tent de relever pour cette pulsation

—14dB
—13,7dB

20 log (| Hp (jws) )
20 log (| Hpras (jws)!)

On a donc

0.\ o8 0,
20 log (a> =20 log (C0p> — 20 log <Cop)

= —14dB + 13,7dB
=—-0,3dB

Finalement, le rapport de 1’amplitude du signal visuel sur I’am-
plitude du mouvement de I’ opérateur est

0—v

1

=0,97

» Compte tenu de ces résultats, les mouvements de 1’ opérateur
sont répercutés sur le systeme virtuel en vraie grandeur (a3 %
pres) et quasiment en temps réel (seulement 1 millieme de
seconde de retard).

Si la fréquence des signaux augmente, le retard augmente.
Par contre, comme le montrent les résultats du tableau sui-
vant, le rapport de I’amplitude du signal visuel sur I’ampli-
tude du mouvement de I’opérateur est quasiment constant pour
des pulsations allant de 10 rad/s a 50 rad/s, compte tenu de
I’imprécision de lecture sur les diagrammes.

w (rad/s) 20 log (|Hp 1) 20 log (| Hpras|) 20 log <&> &
(0 0

10 - 149 - 14,6 -0.3 0.97

20 - 14,6 -143 -0.3 0.97

30 - 14,0 - 13,7 -03 0.97

40 -134 - 13,1 -03 0.97

50 -12,7 -124 -03 0.97
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Introduction

Un systéme est asservi pour que son fonctionnement soit conforme a des
attentes définies dans un cahier des charges. Ce cahier des charges se décli-
ne en termes de performances auxquelles le systeme doit satisfaire. Si les
performances attendues ne sont pas atteintes, il convient de modifier la
commande du systeme pour faire évoluer ces performances dans le sens
souhaité. C’est I’objet de la partie correction qui suit la définition des prin-
cipaux criteres de performances habituellement utilisés.

Prérequis

* Le chapitre précédent.

Objectifs
* Evaluer les performances d’un systéme asservi.

* Proposer les solutions pour améliorer les performances d’un systéme
asservi.

e Déterminer les parametres de correcteurs pour obtenir un comporte-
ment d’un systeme asservi conforme a un cahier des charges.

=mmme 5.] Performances des systéemes asservis

Les performances sont des caractéristiques propres a un systeme ou liées a son com-
portement lorsqu’il est sollicité de fagon particuliere :

e elles permettent de comparer différents systemes, ou différentes variantes d’un
méme systeme ;

* elles sont utilisées pour définir un cahier des charges susceptible d’étre échangé
entre sociétés ou services d’une société.

Leur compréhension doit étre la plus universelle possible et leur définition est géné-
ralement établie de facon conventionnelle.
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Chapitre 5 » Performances - Evaluation et amélioration

170

5.11

La stabilité a été définie et caractérisée
au chapitre précédent.

Cet éloignement permet aussi de limiter
le facteur de résonance.

Une transposition de la détermination
des marges de gain et de phase sur le
diagramme de NyquisT est proposée ala
figure 5.5.

Marges de stabilité des systemes asservis

Les systemes réels ne sont généralement pas des systémes continus linéaires inva-
riants. Ils présentent des problémes d’usure mécanique, de vieillissement de compo-
sants... Il serait insensé de les classer en deux catégories : les systemes stables d’une
part, les systemes instables de I’autre. Un systéme stable a une date donnée peut avoir
un comportement qui s’altere au fil du temps au point de devenir instable. Un systeme
stable mais trés oscillant a un comportement que I’on essaie souvent d’éviter.

La stabilité intrinseque d’un systéme n’est pas suffisante. L’usage est donc de prévoir
une marge de sécurité par rapport a 1’état limite de transition « stable-instable ».
Pour un systeme défini par sa fonction de transfert, son instabilité est liée a I’existen-
ce de pdles a partie réelle positive, son trop faible amortissement est lié a des racines
complexes conjuguées trop éloignées de 1’axe des réels. Garder une marge de stabili-
té revient a faire en sorte que ses poles soient dans une zone limitée du plan complexe,
comme le montre la figure 5.1.
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Figure 5.1 Emplacement des pdles d'une FTBF stable amortie.

Pour un systéme asservi, une autre approche est privilégiée. Pour qu’un systéme asser-
vi soit stable, sa FTBO doit satisfaire le critere du revers. La marge par rapport a la
limite de stabilité peut donc étre évaluée en examinant la position relative de la FTBO
par rapport au point critique. L’éloignement de la FTBO du point critique est quanti-
fié a I’aide de nombreux criteres. Ne sont définis ci-apres que trois d’entre eux : la
marge de gain, la marge de phase et la marge de module.

Marge de gain, marge de phase

En définissant ces deux marges, on essaie de caractériser 1’éloignement du lieu de la
FTBO par rapport au point critique en examinant la position de deux points particu-
liers de la FTBO. A condition d’étre « du bon cbté » du point critique, plus cet
éloignement est important, plus la « marge » par rapport a la limite d’instabilité est
grande.

Les marges de gain et de phase se définissent par des distances facilement représen-
tables sur le diagramme de BLACK d’une FTBO qui satisfait au critere du revers. La
figure 5.2 illustre la mise en place de ces marges. On peut ensuite transposer ces résul-
tats aux diagrammes de BODE et de NYQUIST.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

5.1 « Performances des systémes asservis

* On appelle marge de gain d’un systéme asservi la distance entre le point de sa
FTBO pour lequel la phase vaut —180° et le point critique.

* On appelle marge de phase d’un systéme asservi la distance entre le point critique
et le point de sa FTBO pour lequel le gain vaut 0 d B.

Notations :

* La marge de gain est notée M. Elle s’exprime en d B.
* La marge de phase est notée M,,. Elle s’exprime en °.

- 180° 0°

Figure 5.2 Marges de gain et de phase sur le lieu de BLack d'une FTBO.

Cas particulier

Si la FTBO ne coupe pas la droite ¢ = —180°, comme le montre la figure 5.3, la
marge de gain est dite infinie :

Mg = 400

- 180° -90° 0°

Figure 5.3 Cas particulier d'une marge de gain infinie sur le lieu de BLack d'une FTBO.

On retrouve cette particularité pour la plupart des systemes des premier et second
ordres, comme ceux représentés sur la figue 5.3. Elle permet d’énoncer les deux résul-
tats suivants :

*  Pour un systeme 2 FTBO du second ordre, la marge de gain est infinie ;

Mg = 400
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Pour un premier ordre simple, le
déphasage tend vers - 90° lorsque la
pulsation tend vers l'infini,donc sa FTBO
estau moins éloignée de 90° par rapport
au point critique !

*  Pour un systeme a FTBO du premier ordre, la marge de gain est infinie et la
marge de phase est supérieure a 90°.

Mg = +00 et My, > 90°

Détermination des marges de gain et phase par calcul
Pour une FTBO F(p), on note :
*  w-_1g0° la pulsation telle que
Arg(F (jo-is)) = —180°
*  wgqp la pulsation de coupure a 0 dB, c’est-a-dire la pulsation telle que le gain
vérifie :
|F(jwoap) =1 ou bien 20 Log|F(jwoqp)| =0dB

Les marges de gain et de phase sont calculables par :

Mg = =20 Log|F(jw-180°)]

My = Arg (F(jwo qp)) + 180°

Marges de gain et de phase sur un diagramme de Bope

Le point critique n’est défini que dans les plans de NYQUIST et de BLACK. Sur des dia-
grammes de BODE, il est donc nécessaire de procéder en deux temps (voir figure 5.4).
Pour déterminer la marge de gain, il faut :

e rechercher graphiquement la pulsation w—_sp° ;
e pour la pulsation w—_jgpe déterminer M.

Pour déterminer la marge de phase, il faut :

e rechercher graphiquement la pulsation wg 4B ;
° pour la pulsation wg ¢p déterminer M.

Gain (dB)

Wogp W -180°

Phase ( ©)
f

- 180 '

Figure 5.4 Marges de gain et de phase sur le lieu de Bope d'une FTBO.
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Les valeurs minimales exigées sont
généralement précisées dans les
exercices.

Parler de marges négatives n'a pas de
sens :si le calcul d'une marge conduit a
un résultat négatif,c'est que la marge est
franchie.Dés lors le systeme est instable.

5.1 « Performances des systémes asservis

Figure 5.5 Marges de gain et de phase sur le lieu de Nyquist d'une FTBO.

* On dit qu’un systeme a des marges de gain et de phase satisfaisantes si elles sont
supérieures aux valeurs minimales imposées dans son cahier des charges.

* Généralement, la marge de gain minimale exigée Mg est de 1'ordre de 8 dB a
12 d B, la marge de phase minimale exigée M, est de I’ordre de 45° a 60°.

Marge de module

Cette marge traduit, de facon plus globale que les marges de gain et de phase, la dis-
tance de la FTBO par rapport au point critique. Pour la présenter, il est nécessaire de
définir I’abaque de NICHOLS qui accompagne généralement un diagramme de BLACK.

Abaque de Brack-NicHoLs
La FTBF d’un systéme a retour unitaire de FTBO F(p) est

__F)
1+ F(p)

Passer du lieu de transfert de la FTBO a celui de la FTBF consiste a utiliser la trans-
formation conforme qui associe au complexe z le complexe 7’ tel que :

H(p)

7=
' 1+z

Cette opération est possible sans calcul en utilisant 1’abaque de NICHOLS (voir figure
5.6).

L’abaque de NICHOLS est tracé dans le plan de BLACK ou le complexe z est représenté
par le point de coordonnées (Arg (z) ,20 Log |z|) ou encore (¢ (z) ,Ggp(2))). Il cor-
respond a la superposition de deux réseaux de courbes :

* des courbes d’isogain en décibel (tracées en noir) ol chaque courbe correspond a
un ensemble de complexes z tels que

20 Log

Z
— | =cte
l-I-Z’

* des courbes d’isophase (tracées en bleu) ou chaque courbe correspond a un
ensemble de complexes z tels que

z
Arg| —— ) = cte
g(l-i—z)
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Ce résultat n'est valable que pour les
systémes a retour unitaire. Si le systéme
n'est pas a retour unitaire, ce résultat
reste vrai pour le systéme réduit que 'on
peut lui associer.
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Figure 5.6 Abaque de BLAck-NIicHOLS.

Utilisation de ’abaque

* Pour un point :
— On consideére le complexe z associé au point (—95°,15 dB).
— On peut lire directement sur le diagramme figure 5.6 que son image 7' =
sera associée au point (—10°,0 dB).

Z
14z

*  Pour les points d’'une FTBO :
A partir du tracé d’une FTBO, on peut trouver point par point les éléments per-
mettant de tracer la FTBF. Dans la pratique, cette construction est rarement effec-
tuée. L’abaque est utilisé pour obtenir des informations sur le fonctionnement du
systeme en boucle fermée, comme expliqué dans le paragraphe qui suit, en s’inté-
ressant a quelques points particuliers des FTBF.

Détermination d’'une résonance en boucle fermée

Le principe de cette détermination est présenté a 1’aide de 1’exemple suivant.

On considere la FTBO tracée en bleu sur la figure 5.7 et on suit cette FTBO dans le
sens des pulsations croissantes.

Pour un point de la FTBO, on peut lire, sur le réseau de courbes tracées en noir, le

module de son transformé par la fonction 7z’ =

de la FTBE.
On constate que :

. Ce module correspond au gain
Z

* le gain en boucle fermée part de —1,7 dB (entre —2dB et —1 dB) ;

* le gain en boucle fermée augmente ensuite 1€gérement pour passer par un maxi-
mum pour la pulsation @, au point de tangence avec 1’isogain +1 dB ;

e lorsque la pulsation augmente a partir de cette valeur, le gain en boucle fermée
décroit pour tendre, a priori, vers —

Conclusion : le gain en boucle fermée passe par un maximum pour la pulsation @,. On
en déduit que le fonctionnement en boucle fermée présente une résonance pour cette
pulsation.
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La marge de module évolue en sens
contraire des marges de gain et phase.
Quand on se rapproche du point
critique, les marges de gain et phase
diminuent mais la marge de module
augmente.

5.1 « Performances des systémes asservis
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Figure 5.7 Résonance d'un systeme en boucle fermée.

Marge de module - Contour de HaL

Compte tenu de ce qui précede, on peut trouver a 1’aide de 1’abaque de NICHOLS le gain
maximum en boucle fermée. On remarque aussi que plus on se rapproche du point cri-
tique, plus ce gain maximum est grand. Maintenir le lieu de la FTBO écarté du point
critique peut donc étre aussi interprété comme une limitation de ce gain maximum.
C’est ce qui est utilisé pour définir la marge de module.

On appelle marge de module dans le plan de BLACK la valeur minimale prise par le
module de la FTBE.

Notation

La marge de module est notée M.
Pour I’exemple de la figure 5.7, le systéme a une marge de module My = 1 dB.

* Un systéme a une marge de module satisfaisante si cette marge est inférieure a la
marge de module maximale exigée.

e Dans un cahier des charges,
My <2,3dB.

la marge de module maximale est souvent

La marge de module est exactement 2,3 d B si le lieu de la FTBO tangente le contour
de HALL, contour souvent mis en évidence sur les abaques de NICHOLS.

On appelle contour de HALL la courbe d’isogain 2,3 d B d’un diagramme de BLACK-
NICHOLS.
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5.1.2

Facteur de résonance (ou coefficient de surtension)

Pour une fonction de transfert H(p) de classe zéro, de gain statique K, présentant
une résonance pour la pulsation wy,, on appelle facteur de résonance le coefficient
Q défini par le rapport

Hii
0= M ou encore Qup =20 Log (

K

IH(jwr)|>
K

Pour un systtme du second ordre, les coefficients d’amortissement & = 0,45 et

J2

&= - (¢ &~ 0,7) induisent un facteur de résonance de 2,3 dB et 0 dB.

Par référence a ces systémes présentant un bon compromis temps de réponse-amortis-
sement, on utilise la régle qui suit.

Pour un systeme de comportement temporel proche d’un systeme du second ordre,
on estime que le réglage est correctement réalisé si le facteur de résonance en boucle
fermée est compris entre 0 dB et 2,3 dB.

Pour I’exemple de la figure 5.7, la détermination du facteur de résonance peut étre faite
de la fagon suivante :

* le gain statique de la FTBF est tel que
20 LogK = —1,7dB

* alarésonance, le gain de la FTBF est

20Log|H(jw,)|=1dB

* on obtient
Qap =20LogQ =20 Log|H(jw,)| — 20 LogK

soit finalement

Qip=2,7dB et 0 =1,36

Précision des systemes asservis

Généralement, on qualifie un systéme de précis si sa sortie correspond a la sortie atten-
due pour une entrée donnée. Cette comparaison prend tout son sens pour un systeéme
asservi dans la mesure ou, lorsque mis sous la forme d’un systéme a retour unitaire,
I’écart calculé au niveau du comparateur correspond a la différence entre la valeur
attendue et la mesure de la valeur obtenue :

* plus I’écart au niveau du comparateur est petit, plus le systeéme est précis.
Pour évaluer la précision d’un systeme asservi, on choisit de déterminer 1’écart au
niveau du comparateur.
Considérons le systeéme asservi a retour unitaire, avec perturbation, défini sur la figu-
re 5.8.
L’écart a un instant # est

e(t) = y@) — ye()

Cet écart est fonction du temps.
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A propos de la précision des systémes
asservis,deux termes sont utilisés :écart
et erreur. Les auteurs prennent le parti
d'utiliser le terme écart. Le fait qu'une
sortie soit différente d'une consigne
n'est pas lié a une erreur, une faute.On
constate simplement I'existence d'un
écartentre ce que 'on souhaite et ce que
I'on obtient.Cet écart est une grandeur
fonctionnelle.ll différe d'une erreur,faite
par exemple sur la mesure d'une
grandeur. La consigne demandée en
entrée n'est pas la mesure de la grandeur
obtenue en sortie, mais seulement la
valeur qu’on espére obtenir en sortie.

5.1 « Performances des systémes asservis

P(p)

Y (p)

Figure 5.8 Systéme asservi perturbé a retour unitaire.

Pour la suite de ce cours, on s’intéresse en particulier aux situations ol un régime per-
manent s’établit entre 1’entrée et la sortie du systeme.

Dans ce cas, on peut définir un écart en régime permanent par différence des fonctions
d’entrée et de sortie en régime permanent établi.

Cette fonction temporelle écart en régime permanent peut €tre constante. Dans ce cas
I’écart en régime permanent peut étre qualifié d’écart statique, bien que les entrées et
sorties soient des grandeurs variant temporellement. En effet, on peut avoir

avec

y(&) — yc(t) = cte y(t) # cte et ye(t) # cte

S’il existe, 1’écart statique correspond a la limite de 1’écart pour un temps infini.

On appelle écart statique la limite de I’écart pour un temps infini, lorsqu’elle existe :

e = lim &(¢)
11— 00

En utilisant la transformée de Laplace et en superposant les résultats pour les systemes
d’entrée Y. (p) et de sortie €(p), d’entrée P(p) et de sortie £(p), il vient :

F)(p)

£p) 1+ A (p) Fa(p)

Ye(p) + P(p)

T 1+ R()F(p)

En utilisant la FTBO F(p) = Fi(p) F2(p) du systeme, on obtient :

. 1 F>(p)
T 14+ F(p) 1+ F(p)

Pour déterminer I’influence des différents parametres, on calcule 1’écart statique

e(p) Ye(p) + P(p)

* d’une part pour différentes entrées y.(t) en absence de perturbation,

e d’autre part pour différentes perturbations p(f) en présence d’une entrée constan-
te.

Fcart statique en absence de perturbation

L’écart statique est € = liT e(t) pour une entrée y.(#) donnée.
t——+400

En utilisant le théoreme de la valeur initiale et de la valeur finale, on obtient
lim &(t) = lim p.e(p)
t——+00 p—0

avec

e(p) = Ye(p)

1+ F(p)
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ce qui conduit a :
p-Ye(p)
&= lim ——~
p—01+ F(p)
En mettant la FTBO sous la forme

K(+bip+...+bnp™

F(p) =
pY (1 +ap+.. —i—akpk)
il vient :
. pYe(p)
&= lim ———
p—0 K
1+ —

p

L’écart peut étre déterminé pour des entrées types. En particulier, on peut considérer :
Certains utilisent le terme « écart

statique » uniquementlorsque l'entrée * une entrée indicielle y.(¢) = a.u(t) (avec u(t) échelon unité), c’est-a-dire une
est un échelon. Dans le sens ou les entrée qui change de valeur ;

auteurs I'entendent, il estindispensable . s < g .

de préciser quelle est l'entrée associée * pour une entrée en rampe y.(t) = a.t.u(t), c’est-a-dire une entrée dont la valeur
al'écart statique. s’accroit a vitesse constante ;

. 2 N M Z
* pour une entrée parabolique y.(f) = a.%.u(t), c’est-a-dire une entrée dont la
valeur a une vitesse d’accroissement constante.

Dans ces trois cas, la transformée de Laplace de y.(¢) peut se mettre sous la forme
a

Ye(p) = —
& p'B
avec
* B =1 pour I'entrée en échelon ;
* B =2 pour I’entrée en rampe ;
* B =3 pour I’entrée parabolique.
L’écart statique est donc
] a.pl—i-a—ﬁ
&= lim ———
p—>0 p*+ K

Les résultats obtenus pour des entrées unitaires sont résumés dans le tableau suivant.

Ecart statique en BF a=0 |a=1|a=2
o 1
pour une entrée en échelon u(t) 0 0
1+ K
. 1
pour une entrée en rampe t.u (f) 00 7 0
12 1
pour une entrée en parabole TR (1) 00 00 X
Pour un systeme de FTBO de classe & et de gain K

Figure 5.9 Ecart statique en BF pour différentes entrées.

On remarque en particulier que :

e I’écart statique pour une entrée en échelon est nul lorsque la FTBO est de classe
supérieure ou égale a 1 (voir figure 5.10) ;

* que I’écart statique pour une entrée en rampe est nul lorsque la FTBO est de clas-
se supérieure ou égale a 2 (voir figure 5.11).
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L'écart peut prendre, suivant les
utilisateurs, différents noms cités ici a titre
d'information :

« pour une entrée indicielle, il peut étre
appelé écart statique, écart indiciel ou
encore écart de position ;

* pour une entrée en rampe, il peut étre
appelé écart de trainage, écart de
poursuite ou écart en vitesse.

5.1 « Performances des systémes asservis

Yes ¥

classe > 0
______ -

t

Figure 5.10 Réponse a une entrée en échelon en fonction de la classe de la FTBO.

Y, Ve

er

classe 1

clgsse > 1

classe 0

t

Figure 5.11 Réponse a une entrée en rampe en fonction de la classe de la FTBO.

Influence d'une perturbation sur I'écart statique

En supposant le systeme a I’état d’équilibre, on le soumet a une perturbation :
* indicielle de la forme p(t) = a.u(¢) ;

* enrampe de la forme p(t) = a.t.u(t) ;
2

t
* en accélération de la forme p(¢) = a.E.u(z‘).

L’écart statique qui en résulte est, de la méme facon que précédemment

& = lim p.e(p)
p—0

En posant P(p) = iﬂ avec B =1, 2 ou 3 selon le cas,
P

F,(p) a
B(p) = e —

1L+ Fi(p)F2(p) p

Cela conduit a :
a.Fy(p).p1=P)
& = lim

~ p=0 14 Fi(p)F(p)

En mettant les fonctions Fi(p) et F>(p) sous les formes

K+ K +.)
A= raaryy ¢ PO= iy
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y La classe de la fonction F>(p)
/ n'intervient que lorsque B =1 et
a; = 0.

Le systéme étant stable, une
perturbation impulsionnelle n'aura pas
d'influence sur I'écart statique.

513
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il vient :

a.K,.pt1=F)
e=lim ————
p—0 p(Ol|+012) + K K>

Le tableau qui suit regroupe les résultats obtenus.

écart statiqe en BF a;=0 a=1 a1 =2 |a; >3
1 K
Perturbation indi- | — ([ ——2 i a, =0 0 0 0
K 1+ K 1.K »

cielle u(t)

Perturbation en o — 0 0
K,
rampe t.u (t)
. 1
Perturbation en ac- o 00 — 0
2 K

Lt
célération 7.14 (1)

avec a; + @, classe de la FTBO et «; classe de la fonction
de transfert allant de I’entrée du systeme a la perturbation

On constate que 1’écart statique engendré par une perturbation dépend principalement
de la nature de la perturbation et de la classe de la fonction de transfert F;(p)située,
sur le schéma bloc du systeme, en amont de la perturbation.

On remarque en particulier :

* qu’un intégrateur présent en amont de la perturbation élimine 1’influence d’une
perturbation en échelon ;

* que deux intégrateurs en amont de la perturbation éliminent I’influence d’une per-
turbation en rampe.

Ecart et dépassement de la valeur finale

En plus des exigences de précision en régime permanent, on ajoute parfois des
contraintes sur le régime transitoire.

Ces contraintes sur le régime transitoire consistent le plus souvent, pour une entrée en
échelon, a interdire le dépassement de la valeur finale. Respecter ces contraintes
revient a interdire toutes les réponses indicielles oscillantes.

Compte tenu des résultats connus sur les systemes des premier et second ordres, il est

possible d’énoncer la regle qui suit.

Si, pour une entrée en échelon, les dépassements transitoires sont interdits, alors la
FTBO du systeme ne doit pas comporter de paire de pdles associés a un coefficient
d’amortisssement inférieur a 1.

Rapidité des systemes asservis

Intuitivement, la rapidité d’un systeme est associée au temps nécessaire pour passer
d’un état stable & un autre.

La réponse indicielle du systéme permet d’analyser cette caractéristique. On utilise
plusieurs criteres définis a partir de cette réponse : temps de montée, temps de répon-
se a5 %... On se limite a la définition du temps de réponse a 5 %.



Le temps de réponse réduit 5 q,w,
est parfois noté z,.,..

5.1 « Performances des systémes asservis

On appelle temps de réponse a2 5 % d’un systeéme la durée prise par la réponse indi-
cielle du systéme pour rentrer, sans plus en ressortir, dans la bande a + ou — 5 % de
sa valeur finale.

Notation :
Le temps de réponse a 5 % est noté fs g,.

On peut remarquer qu’un cahier des charges peut ajouter, comme déja évoqué précé-
demment, une exigence de non dépassement de la valeur finale. Cette exigence se tra-
duit par une interdiction des oscillations de la sortie du systeme pour une entrée indi-
cielle.

Pour déterminer le temps de réponse a 5 % (voir figure 5.12), il est nécessaire de cal-
culer la réponse indicielle du systeéme en boucle fermée. Il est donc indispensable de
connaitre la FTBF du systeme.

Pour des FTBF qui correspondent a des systemes du premier ou second ordre, on rap-
pelle les résultats qui suivent.

Y y(1)

1.05K
T X
K T X

0.95K "

ts%
Figure 5.12 Temps de réponse a 5 %.
Temps de réponse d'un systeme du premier ordre
Pour un systeme du 1° ordre de fonction de transfert H(p) =

1+Tp:
* le temps de réponse a 5 % est t5 ¢, = In(20) 7, soit #5 ¢, ~ 37 ;

e la valeur finale est atteinte sans dépassement.

Temps de réponse d'un systeme du second ordre

On considére un systtme du 2" ordre de fonction de transfert

H(p) K
P)=—(1T— 35
2
1+ €p+ p2

Wy Wy

Son temps de réponse a 5 % 15 g, peut étre déterminé par calcul ou a I’aide de 1’abaque
du temps de réponse réduit de la figure 5.13.

Cet abaque représente la relation liant #s5 4,w;,, appelé temps de réponse réduit, au coef-
ficient d’amortissement &.

La réponse indicielle d’un systéme du 2™ ordre est :

* sans dépassement de la valeur finale si £ > 1 ;

* avec dépassement de la valeur finale si £ < 1.
Dans ce cas, I’abaque du premier dépassement transitoire de la figure 5.14 permet
de déterminer le premier des dépassements de la réponse indicielle du systeme.
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10

\ Le systéme du 2" ordre le plus rapide
correspond a f5 gw, =~ 3 pour
£~0,7.

temps de réponse réduit

107! 0,7 10 10
&

Figure 5.13 Abaque du temps de réponse réduit d'un systéme du 2" ordre.

S Le temps de réponse optimal d’un systeme du second ordre est obtenu pour :
Compte tenu des paliers présents surle

diagramme des temps de réponse °
réduits, il est préférable de prendre pour
£ un majorant de la valeur théorique
(& = 0,6901067...). o &=

& =1 si les dépassements sont interdits ;

(In 20)>
(In 20)2 + 72

soit & ~ 0,7 si les dépassements sont autorisés.

10°

Premier dépasseemnt
=
d

1072 T
1072 107! 10°
Coefficient d’amortissement &

Figure 5.14 Abaque du premier dépassement transitoire d'un systéme du 2" ordre.

= 5.2 Améliorer les performances en corrigeant
la commande

On considere, a titre d’exemple, le systeéme constitué d’un véhicule automobile et de
son conducteur. Dans une premiere analyse, on constate que :

* le conducteur conduit le véhicule en imposant une position du volant, un rapport
de vitesses, une position des pédales d’accélérateur et de freins ;

* le conducteur doit obéir a des consignes. Il doit se déplacer d’un point a un autre
en minimisant le temps de parcours tout en restant sur la route et tout en respectant
les limites de vitesse ;

* le conducteur acquiert visuellement et tactilement des informations sur la vitesse,
la trajectoire du véhicule, la position du volant, etc ;

e le conducteur évalue ces différents parametres pour élaborer, modifier la conduite
du véhicule.

182



/

PID est I'acronyme de Proportionnel
Intégral Dérivé.

5.2 » Améliorer les performances en corrigeant la commande

L’ensemble correspond a un systéme asservi ot le conducteur, tel un capteur, comple-
te la boucle de retour, joue le rdle de comparateur et celui du bloc élaborant la com-
mande du systeme.

Si le temps de parcours est jugé trop long, on peut changer le véhicule pour un autre,
plus puissant, permettant des accélérations plus franches. Mais il est évident qu’en
gardant le méme véhicule et en changeant uniquement le conducteur, c’est-a-dire ici
en changeant simplement la fagon d’élaborer la commande, les résultats obtenus peu-
vent étre completement différents.

Il suffit, pour s’en convaincre, d’imaginer le méme parcours en mettant alternative-
ment au volant un conducteur en conduite accompagnée, un jeune conducteur, un
conducteur confirmé voire un pilote de rallye.

De la méme facon, si un systeme asservi ne satisfait pas a un cahier des charges, deux
solutions peuvent étre envisagées :

* on peut choisir de modifier le systeme en profondeur en améliorant le systeéme
commandé ;

* on peut aussi modifier la facon de générer la commande du systeme.

C’est cette deuxieme option qui est développée dans la suite de ce chapitre.

Pour un systeme asservi, la commande du systeme est élaborée de facon autonome a par-
tir de I’écart entre une consigne donnée et la grandeur obtenue en sortie. Pour améliorer
ses performances, il est envisagé de modifier sa FTBO de facon a optimiser la comman-
de en ajoutant un élément, le correcteur, dont on choisit la fonction de transfert.

Le correcteur peut étre placé de plusieurs fagons :

e dans la chaine directe ;

* dans la chaine de retour ;

* dans une boucle ajoutée ;

° eftc.

Les développements qui suivent se limitent a 1’étude de différents correcteurs placés

entre le comparateur et le syst¢tme commandé. On dit dans ce cas qu’il s’agit d’un cor-
recteur « série ».

Y. U(p) Y
(2] e(p) c) p Fp) }(p)

Figure 5.15 Systéme a retour unitaire avec correcteur « série ».

Les correcteurs couramment rencontrés utilisent trois types d’action :

* une action proportionnelle ;
° une action intégrale ;

* une action dérivée.

Un correcteur mettant en oeuvre simultanément ces trois actions est appelé correcteur
PID.

Ces différentes actions de correction sont telles que :

e Daction proportionnelle est directement proportionnelle a I’écart £(t) ;

e Daction intégrale pre?d en compte le cumul des écarts.

Elle est fonction de [ &(u)du ;
0

e Daction dérivée, elle, prend en compte les variations de 1’écart.

. de(t)
Elle est fonction de o
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Sébastien Loeb : pilote alsacien,
champion du monde des rallyes en
2004, 2005, 2006, 2007, 2008, 2009 ...

Ces trois actions correspondent aux trois modifications réalisables sur une fonction de
transfert :

* modifier son gain ;
* lui ajouter un pole ;
* lui ajouter un zéro.

Dans la suite de ce cours, on envisage différentes combinaisons de ces actions pour
analyser les influences qu’elles peuvent avoir sur le comportement et les performances
du systeme.

Cependant, il faut garder a I’esprit que modifier la commande ne peut résoudre tous
les problemes et que parfois des modifications du syst¢eme commandé sont indispen-
sables.

Pour reprendre 1I’exemple précédent, méme un pilote comme Sébastien Loeb ne pour-
rait rendre acceptables les performances réalisées avec un véhicule particulierement
poussif.

mmmms 5.3 Correction proportionnelle

La correction proportionnelle consiste a modifier le gain global de la FTBO en ajou-
tant un gain K.

On appelle correcteur proportionnel un correcteur de fonction de transfert

L’incidence d’un correcteur proportionnel sur les diagrammes de BODE d’une FTBO
se traduit par :

* aucun changement sur le diagramme de phase ;

* une translation de la courbe de gain, qui entraine une modification de la pulsation
de coupure 2 0 dB.

Influence sur la stabilité

La modification du gain de la FTBO engendrée par le correcteur proportionnel se tra-
duit, sur un diagramme de BLACK, par la translation du lieu de transfert suivant I’axe
du gain.

La translation se fait dans un sens ou dans 1’autre suivant la valeur de K :

* si K est supérieur a 1, la translation se fait vers le haut ;

* si K estinférieur a 1, la translation se fait vers le bas.

Conséquences :

* Un gain K supérieur a 1 engendre généralement une diminution des marges de
phase et de gain.

* Un gain K trop important conduit souvent a un systéme oscillant.

e Silaphase d’un systéme tend vers une valeur inférieure a —180° pour les pulsations
infinies, un gain K trop important conduit a un systéme instable.
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5.3 « Correction proportionnelle

Mpc

- 180° 0°
M(,i(‘

Figure 5.16 Influence d'un correcteur proportionnel sur la stabilité.

Influence sur la précision

Si la FTBO est de classe 0, une augmentation de son gain améliore la précision du

systeme car 1’écart statique pour une entrée indicielle vaut ¢ = ————.
14+ Kpo

Si la FTBO est de classe 1, 1’écart statique pour une entrée indicielle est nul. La
correction proportionnelle n’apporte donc d’amélioration que sur 1’écart statique
pour une entrée en rampe.

Si la FTBO est de classe supérieure a 1, les écarts statiques pour des entrées indi-
cielles ou en rampe sont nuls. L amélioration en terme de précision apportée par la
correction proportionnelle est minime.

Influence sur la rapidité

Pour appréhender simplement la rapidité du systeme, il est possible de faire un paral-
lele avec les résultats obtenus pour les systeémes du second ordre.

Pour un systéme du second ordre, la rapidité est tres étroitement liée au coefficient
d’amortissement.

En s’appuyant sur un diagramme de BLACK, on constate qu’une augmentation du
gain, qui rapproche la FTBO du point critique, peut engendrer 1’apparition d’une
pulsation de résonance du systeme bouclé.

L apparition d’une résonance se traduit par des oscillations de la réponse indiciel-
le du systeme.

Plus le gain est élevé, plus le coefficient de surtension est grand, plus les oscilla-
tions sont prononcées.

D’une fagon générale, le correcteur proportionnel tend a augmenter la rapidité mais
peut provoquer des dépassements importants.

Lien entre réponse fréquentielle de la FTBO et rapidité d’un systeme en BF

A la lecture d’un diagramme de BODE en gain, une augmentation du gain d’une
FTBO se traduit généralement par une augmentation de sa bande passante a 0 d B.

D’une fagon générale, on constate que plus un systéme laisse passer les hautes fré-
quences, plus il est rapide.

La correction proportionnelle tend donc a augmenter la rapidité d’un systeme.

Les conclusions de cette approche fréquentielle corroborent celles faites précédem-
ment.

185



Chapitre 5 » Performances - Evaluation et amélioration

Bilan de la correction proportionnelle

Correcteur | Stabilité | Précision Rapidité
proportionnel
AV v S siK> 1
Clp)=K (apparition possible
si K> 1|si K >1| dedépassements)

La correction proportionnelle fait évoluer les performances dans différentes direc-
tions : rapidité et précision augmentent au détriment de la stabilité du systeme.

La correction proportionnelle seule ne permet pas ogligatoirement de satisfaire toutes
les contraintes d’un cahier des charges. Il est souvent nécessaire de trouver un com-
promis entre les différentes performances.

= 5.4 Corrections a action integrale

5.4.1

Le gain est théoriquement infini pour
des pulsations tres basses ! Dans I'absolu,
un correcteur de gain infini n'est pas
réalisable.
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Correcteur intégral

Un correcteur intégral « pur » ne comporte qu’une action intégrale. Il augmente la clas-
se de la FTBO.

1
On appelle correcteur intégral un correcteur de fonction de transfert C(p) = —.
Ti

Particularités des diagrammes de BODE d’un correcteur intégral :

* Le diagramme en phase est la droite ¢ = —90°. |
* Le diagramme en gain est une droite de pente —20 d B/décade ayant wy4p = —
T

pour pulsation de coupure a 0 dB. ‘

Influence sur la précision

Le principal intérét de ce correcteur réside dans 1’amélioration de la précision du sys-
teéme et dans I’atténuation des effets d’éventuelles perturbations. Comme vu précé-
demment :

* une intégration dans la FTBO annule I’écart statique pour une entrée en échelon ;

e placée avant une perturbation, une intégration permet d’annuler I’effet d’une per-
turbation indicielle.

Lien entre réponse fréquentielle et précision d’un systeme

Un gain élevé de 1a FBTO aux basses fréquences augmente la précision d’un systéme
asservi.

Influence sur la stabilité

e Ce correcteur est rarement utilisable car il diminue de 90° la phase de la FTBO.
Les marges de gain et de phase du systéme corrigé s’en trouvent sérieusement
diminuées.

* Son utilisation peut souvent engendrer une instabilité du systeme.
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54.2

5.4 - Corrections a action intégrale

Influence sur la rapidité

* Généralement, la pulsation de coupure a 0 d B diminue lorsqu’on utilise ce type de
correcteur.

* Le gain a haute fréquence est fortement diminué, la bande passante de la FTBO
diminue.

Ces éléments se traduisent par une augmentation du temps de réponse a 5 %.
Un correcteur intégral ralentit le systeme.

Bilan de la correction intégrale

Correctew | Stabilité| Précision | Rapidité
intégral

C(p)=%p N I N

1

Correcteur proportionnel intégral (Pl théorique)

La correction proportionnelle intégrale consiste a associer actions proportionnelle et
intégrale (figure 5.17). La grandeur de commande U (p) est la somme :
e d’une action intégrale U;(p) ;

¢ d’une action proportionnelle U, (p).

On limite ainsi I’atténuation du gain a haute fréquence.

1 | U

Figure 5.17 Correcteur Pl

1
Ce correcteur a pour fonction de transfert C(p) = K + —.

Tip
En posant 7; = K T;, on peut la mettre sous la forme
K(+71p)
Clp)= ———
Lp

On appelle correcteur proportionnel intégral, ou correcteur PI, un correcteur ayant
une fonction de transfert pouvant se mettre sous la forme

K1+ 1p)
Tp

Clp) =

Ce correcteur se comporte comme un correcteur intégral pour les basses fréquences et
comme un correcteur proportionnel pour les hautes fréquences.
Particularités des diagrammes de BODE d’un correcteur PI théorique (voir figure 5.18) :

1
e IIs présentent une pulsation de cassure pour w = —.
Ti
e Pour les basses fréquences, on retrouve :
— une asymptote a —20 d B /décade pour le gain ;

— une asymptote a —90° pour la phase.
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e Pour les hautes fréquences, on retrouve :
— une asymptote a 20 LogK pour le gain ;
— une asymptote a 0° pour la phase.

Avec une telle combinaison, on essaie de cumuler les avantages des différentes cor-
rections élémentaires, en essayant de gommer leurs points faibles.

G(dB)
—20dB/dec
20log K N
w
1
T;
w
(p 0 ‘ —
— 45
90 b _J 777777777

Figure 5.18 Diagrammes de Bobe d'un correcteur PI.

Influence sur la précision

Comme pour la correction intégrale, la classe de la FTBO est augmentée :
e la précision est améliorée ;
e D’écart statique pour une entrée en échelon est nulle.

Ce type de correcteur est indispensable pour annuler I’écart statique ou éliminer 1’ef-
fet d’une perturbation située en aval du correcteur.

Influence sur la stabilité

En terme de stabilité, le résultat obtenu est meilleur qu’avec le correcteur intégral.
11 faut veiller a choisir 7; de telle sorte que la phase de la FTBO ne soit pas diminuée
au voisinage du point critique.

Influence sur la rapidité

* Pour K =1, le correcteur PI tend a diminuer la rapidité du systeme.

* Une augmentation de K fait croitre la rapidité du syst¢tme mais diminue également
les marges de stabilité.

Bilan de la correction proportionnelle intégrale

Correcteu PI Stabilité| Précision| Rapidité
K(1+ 1:p) .
Cpy= == N | S/ | NGiK=D
1

Par rapport au correcteur intégral pur, la limitation par le correcteur PI de I’action inté-
grale aux basses fréquences permet de limiter le ralentissement du systeme.
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5.4.3

5.4 - Corrections a action intégrale

Correcteur PI réel

Le correcteur PI défini précédemment est censé avoir un gain infini pour les basses fré-
quences, d’ou le qualificatif de correcteur PI théorique. Plus les puissances mises en
jeu sont importantes, plus les correcteurs réels ont du mal a approcher ce résultat.

Le correcteur PI réel, aussi appelé correcteur a retard de phase, est une version trans-
formée du correcteur PI, plus facilement réalisable. Il exerce une action intégrale limi-
tée a une plage de fréquence.

On appelle correcteur PI réel un correcteur ayant une fonction de transfert pouvant

K471
se mettre sous la forme C(p) = M avec a > 1.
1+arp

Souvent appelé correcteur a retard de phase pour la forme de son diagramme de BODE
en phase, le correcteur PI réel est mis en oeuvre pour augmenter le gain de la FTBO
du systeme aux basses fréquences et influer sur la précision du systeme.

Particularités des diagrammes de BODE d’un correcteur PI réel (voir figure 5.19) :

. . 1

* Les diagrammes présentent des cassures pour les pulsations — et —.
at; T

* Le diagramme asymptotique en gain comporte : ' !

1
— une horizontale & 20 Log K jusqu’a la pulsation — ;
ar;

1 1
—un segment a —20 d B/décade entre les pulsations — et — ;
aT; T;

K 1
— une horizontale & 20 Log — a partir de la pulsation —.
a T

Il y a donc une chute du gain de 20 Log a entre les basses et hautes fréquences.

* Le diagramme asymptotique en phase comporte :

1
— une horizontale a 0° jusqu’a la pulsation — ;
aT;
1

. : 1
—un segment horizontal a —90° entre les pulsations — et — ;
at; Ti

. ) 1
— une horizontale a 0° a partir de la pulsation —.
Ti

l—a
La phase passe par un minimum @y, tel que sin (¢,,) = T+a pour la pulsation
a

Wy =

G(dB) I I
ar, T, »
6
1 20dByde ¢
20 log — -
a \
‘P” K
—45
-90

Figure 5.19 Diagrammes de Bobe d'un correcteur Pl réel (avec K = 1)
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Régler ce correcteur, c’est choisir trois parametres : K, a et t;.
Pour analyser I’influence de ces parametres, on fait le choix de dissocier leurs varia-
tions en commencant par le cas particulier K = a.

1%re étape du réglage d’un correcteur PI réel

Le choix de K = a permet d’avoir un gain nul pour les hautes fréquences, donc de ne
pas modifier la FTBO pour les hautes fréquences.
On regle ce correcteur pour augmenter le gain aux basses fréquences sans diminuer la
phase au voisinage du point critique :
* le choix de a conditionne alors le gain aux basses fréquences ;
* le choix de t; conditionne les pulsations pour lesquelles la phase est diminuée.
1
11 faut choisir t; de telle sorte que la pulsation — soit inférieure a la pulsation de cou-

Ti
pure a 0 d B du systeme non corrigé (écart d’une décade au minimum). Ainsi

* la stabilité du systéme n’est pas affectée ;
° on peut obtenir une augmentation des marges de stabilité.

2nde étape du réglage d’un correcteur PI réel

Le choix d’un gain K > a a pour effet d’affecter toute la FBTO. Par rapport au cas
K

K = a, la courbe de gain est translatée de 20 Log (—) comme pour une correction
a

proportionnelle.

Par rapport aux performances obtenues avec la valeur K = a, il y aura augmentation
de la rapidité, de la précision mais diminution des marges de stabilité.

Les méthodes de réglage de ce type de correcteur peuvent varier en fonction du cahier
des charges et ne sont pas abordées dans ce cours mais dans les exercices.

Influence sur la précision

Compte tenu de I’augmentation du gain en boucle ouverte pour les basses fréquences,
la précision du systeme est améliorée, sans pour autant rendre des écarts statiques nuls.
En effet, avec le correcteur PI réel, la classe de la FTBO reste inchangée.

Influences sur la stabilité et la rapidité

En prenant K = a, le gain du correcteur pour les hautes fréquences est de 0 d B. Ceci
permet de préserver la stabilité du systeéme et méme d’augmenter les marges de stabi-
lité en diminuant la pulsation de coupure a 0 dB.

A I'inverse, la rapidité du systéme diminue.

Bilan de la correction PI réelle

Correcteu PI réel stabilité | précision| rapidité

Kd+71
cip= S0, ; N
aveca> 1 (siK = a) (siK = a)
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5.5 « Corrections a action dérivée

=mmme 5 5 Corrections a action dérivée

5.5.1

552

Correcteurs dérivé et proportionnel dérivé
(PD théorique)

Une action dérivée est associée d’un point de vue théorique a la fonction de transfert
C(p) =Typ.

Un correcteur PD théorique résulte de 1’association d’un correcteur proportionnel et
d’un correcteur dérivé. Il a donc une fonction de transfert du type

C(p) =K + Typ.

Les fonctions de transfert associées a ces correcteurs ont la particularité d’avoir un
numérateur de degré supérieur au degré du dénominateur.

Pour réaliser ces correcteurs, il faut avoir une amplification trés importante pour les
tres hautes fréquences, ce qu’aucun systeme physique ne permet. Les réalisations
essayant d’approcher ces modeles théoriques amplifient tous les bruits et leurs gran-
deurs de sortie sont inexploitables.

Le paragraphe suivant développe la seule utilisation pratique de I’action dérivée a 1’ai-
de d’un correcteur proportionnel dérivé réel.

Uis(p)

Figure 5.20 Correcteur PD théorique.

Correcteur PD réel

Le correcteur PD réel a la particularité d’avoir une action dérivée sur une certaine
bande de fréquences.

Le fait d’agir sur une bande de fréquences donnée est une caractéristique qu’il parta-
ge avec le correcteur PI réel. La similitude ne s’arréte pas la. On peut aussi associer au
correcteur PD réel une fonction de transfert trés ressemblante au correcteur PI réel.

On appelle correcteur PD réel un correcteur ayant une fonction de transfert pouvant

K({1+r
se mettre sous la forme C(p) = M avec a < 1.
14+aryp

Particularités des diagrammes de BODE d’un correcteur PD réel (voir figure 5.21) :
1 1

e Les diagrammes présentent des cassures pour les pulsations — et —.
Ty aty

* Le diagramme asymptotique en gain comporte :

1
— une horizontale a 20 Log K jusqu’a la pulsation — ;
Td
N ( . 1 1
—un segment a +20 d B/décade entre les pulsations — et — ;
Ty aty

K 1
— une horizontale a 20 Log — a partir de la pulsation —.
a atq
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1
Il y a donc une augmentation du gain de 20 Log <—) entre les basses et hautes fré-
quences. a

Le diagramme asymptotique en phase comporte :

. . 1
— une horizontale a 0° jusqu’a la pulsation — ;

Td
N . . 1 1
—un segment a +90° entre les pulsations — et — ;
T atg
. . . 1
— une horizontale a 0° a partir de la pulsation —.
aty
: . l—a .
La phase passe par un maximum ¢y tel que sin (¢gp) = T5a pour la pulsation
a
1
oy = .
‘L’d\/a
G(dB) 20logK —
a pd
/@m'
201l0g K i
()
0 1 1
T, ar,
I e s
45
()‘.'»-" R

Figure 5.21 Diagrammes de BopEe d’un correcteur PD réel.

Le correcteur PD réel est souvent appelé correcteur a avance de phase pour la forme
de son diagramme de BODE en phase.

Compte tenu du déphase positif que 1’on a entre les deux pulsations de cassure, ce cor-
recteur, une fois réglé, permet d’augmenter la marge de phase et a une action stabilisa-
trice permettant d’améliorer le comportement d’un systéme instable ou mal stabilisé.

Il permet aussi d’augmenter le gain a haute fréquence et donc a pour effet d’amé-
liorer la rapidité du systeme.

Compte tenu de ces particularités, le correcteur PD réel est souvent utilisé lorsqu’un
systeme présente une marge de phase insuffisante pour la pulsation de coupure wy 4p
du systéme non corrigé.

Son réglage peut étre réalisé de la fagon suivante :

Si on souhaite un accroissement de la marge de phase M, d’une quantité Ag. On
détermine la valeur de a permettant d’obtenir la marge de phase demandée en uti-
lisant la relation

1 — sin Ag

a=————
1+ sin Ag

On détermine t; pour faire coincider la pulsation de phase maximale wyy avec la
pulsation de coupure wg 4p du systeme non corrigé. On calcule donc
1

T y=—
wodB~/a

On ajuste la valeur du gain K pour que le gain du systeme corrigé soit bien 0 d B
1

‘Ed\/a.

pour la pulsation wy =
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5.6 « Correction PID

Bilan de la correction PD réelle (avance de phase)

Correctew PD réel | Stabilité| Précision |Rapidité

1+
cp=Xdrmw) |, N /

l+atp
aveca< 1

= 5 6 Correction PID

Pour parfaire la correction d’un systeéme, on peut envisager d’utiliser une combinaison
des corrections proportionnelle, dérivée et intégrale.

Ainsi il est possible de dissocier I’influence du correcteur sur les entrées de basses fré-
quences, de fréquences intermédiaires ou de hautes fréquences.

On appelle correcteur PID un correcteur associant les trois formes de correction,
proportionnelle, intégrale et dérivée.

La figure 5.22 propose une mise en parallele des trois actions. Cette association
conduit a une fonction de transfert

K; + K.p+ K4.p?

Clp) =

Cette fonction ne correspond a aucun systeme physique réel car le degré du numéra-
teur est supérieur au degré du dénominateur.

K | U(p)
P

)

Figure 5.22 Correcteur PID paralléle théorique.

Les correcteurs PID que I’on utilise ont le plus souvent des fonctions de transfert de la

forme
1 ; 1
C(p)=K< +sz)< +po)
Tip 14 btyp

1+7 1
Cp)=K +7Tp +Tp
14+artp 1 +btyp

ou

avec a> lethb < 1.
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G(dB)
_ xe >
19 Les coefficients de ce correcteur PID 20dB/de 20dB/de
//\ doivent vérifier iy < T;.
20log K
2
T 1 g
9( K i
R —

\B

P 0

— 90 b |

Figure 5.23 Diagramme de Bobe d'un correcteur PID théorique.

Pour répondre a un cahier des charges complexe :

* on commence par satisfaire les contraintes de rapidité et de précision en adaptant
les corrections proportionnelles et intégrales ;

* si besoin, on choisit une correction intégrale augmentant la classe de la FTBO pour
satisfaire aux contraintes de précision avant de satisfaire aux contraintes de rapidi-
té ;

° on termine par les contraintes de stabilité en ajoutant si besoin un correcteur a
avance de phase (correcteur PD réel).

On trouve également des produits industriels se présentant sous forme de boitiers que
I’on adapte et que I’on parametre pour des applications variées.

Savoirs

Je sais définir les mots ou expressions : * Tlinfluence de la classe d’une FTBO sur I’écart sta-
° marge de gain ; tique pour les entrées usuelles ;

* marge de phase ; ° linfluence de la forme d’une FTBO sur I’écart sta-

*  marge de module ; tique pour des perturbations usuelles ;

e contour de HALL ; * les valeurs de I’écart statique pour les entrées usuelles ;

les valeurs de 1’écart statique pour les perturbations

¢ facteur de résonance (ou coefficient de surtension) ;
usuelles ;

¢ &cart statique ;
p < * la condition de non dépassement pour une entrée
* temps de réponse a 5 % ; diciell
. indicielle ;
® correcteur proportionnel ; , . s . .
. teur intéeral * e temps de réponse a 5 % d’un systéme du premier ordre ;
correcteur intégral ; ) . )
’ * Tlinfluence d’une correction proportionnelle sur les

® correcteur proportionnel intégral (PI) ; performances d’un systéme :

* correcteur PI réel ; . s ..
* Tlinfluence d’une correction intégrale sur les perfor-

[ ] A 1 .
correcteur PD théorique ; mances d’un systéme ;

° a . .
CURCSTTR HIR D * linfluence d’un correcteur PI sur les performances
° Y
correcteur PID. d’un systéme ;
Je connais : * Ilinfluence d’un correcteur PI réel sur les perfor-

) hN .
® Dordre de grandeur usuel des marges gain et de mances d’un systeme ;

2 9 2z
phase ; * Dlinfluence d’un correcteur PD réel sur les perfor-

0 o
® [Dordre de grandeur usuel d’une marge de module ; mances d’un systeme.
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Savoir-faire

Je sais :

Exercices d'application

déterminer graphiquement une marge gain ou de phase sur un diagramme de BLACK ;

déterminer graphiquement une marge gain ou de phase sur un diagramme de BODE ;

calculer une marge gain ou de phase ;
utiliser I’abaque de BLACK-NICHOLS ;

déterminer une marge de module ;

déterminer un écart statique pour des entrées ou perturbations en échelon, rampe ou parabole ;

calculer le temps de réponse a 5 % d’un systeme ;

déterminer le premier dépassement d’un systeme du second ordre ;

proposer un correcteur en fonction de performances attendues.

régler un correcteur proportionnel en fonction d’un cahier des charges ;

régler un correcteur intégral en fonction d’un cahier des charges ;

régler un correcteur PI en fonction d’un cahier des charges.

5.1 Détermination de marges de stabilité sur un dia-
gramme de BODE

Soit F(p) la FTBO d’un systeme bouclé a retour unitaire

d’entrée x(r) et de sortie y(#). Les diagrammes de BODE

de F(p) sont représentés sur la figure 5.24.

25
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O —25
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-35
- 40
-45
-50
-55
- 60
10° 10! 10
o(s™h
=90 ———
- 105 ]
- 120 ]
- 135
- 150
o~ - 165
— 180
S - 195
—210 I~ S
-225 H
—240
-255
-270 5
10° 10! 10
o(s™")

Figure 5.24 Diagrammes de BopE de la FTBO.

1. Tracer le schéma-bloc du systeme
2. Déterminer les marges de phase et de gain du systeme
puis conclure quant a sa stabilité.

3. On décide d’ajouter au systeme un correcteur série de

type proportionnel. On note K, le gain de ce correcteur.

» Déterminer la valeur de K, permettant d’obtenir une
marge de gain Mg = 12dB.

» Déterminer la nouvelle marge de phase du systeme.

* Conclure quant a la stabilité du systeme.

4. En précisant la méthode permettant de le calculer,

déterminer 1’écart statique &5 du systéme corrigé pour une

entrée indicielle.

-
5.2 Asservissement a correction proportionnelle

On considére un asservissement a correction proportion-
nelle décrit par le schéma-bloc a retour unitaire de la figu-
re 5.25

X(p)
)

Y (p)
>

k!
(1+1p)? P

Figure 5.25 Asservissement a correction proportionnelle.
Pour les applications numériques on prendra : C =1,
k=0,5ett =2s.

1. Calculer la valeur de la pulsation qui donne une phase
de —180°.

2. En déduire la valeur C; du gain C correspondant a la
limite de la stabilité. La comparer avec la valeur proposée
initialement.

3. Déterminer la valeur de C, du gain C qui donne une
marge de gain de 12dB.
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5.3 Correction proportionnelle —
Utilisation d’un diagramme de NYQUIST

On considere le méme asservissement a correction propor-
tionnelle que dans I’exercice précédent. Il est représenté
figure 5.25.

Pour les applications numériques on prend également
C=1,k=05ett =2s.

On donne figure 5.26 le diagramme de NYQUIST de la
FTBO pour 'intervalle de pulsations allant de 0,02rad/s
a lrad/s.

Figure 5.26 Diagramme de Nyauist de la FTBO
pour C=1,k=0,5ett =2s.

1. Tracer I’allure du diagramme de NYQUIST pour les pul-
sations variant de 0 & +00.

2. En utilisant le diagramme de NYQUIST de la figure 5.26,
déterminer les marges de gain et de phase pour C = 1.

3. Déterminer la valeur de C qui donne une marge de gain
de 12dB. En déduire la marge de phase correspondante.

5.4 Marge de module

On consideére un systeme bouclé a retour unitaire qui pré-
sente une résonance en boucle fermée. Le diagramme de
BLAck de sa FTBO est donné figure 5.27.

1. Déterminer la pulsation de résonance et le coefficient de
surtension du systeéme fonctionnant en boucle fermée.

2. Déterminer la marge de module de cette fonction de
transfert. Discuter sa valeur, évaluer les marges de gain, de
phase et conclure.

4. On souhaite obtenir une marge de module de 2,3 dB en
placant un correcteur proportionnel de gain K, en série.
Déterminer la valeur de K, ainsi que la nouvelle pulsation
de résonance.

G(dB)

—)

=)

|
1

Figure 5.27 Diagramme de BLAck de la FTBO.

-
5.5 Lecture de marges et correction proportionnelle
On considere un asservissement a correction proportion-

nelle décrit par le schéma-bloc a retour unitaire de la figu-
re 5.28.

X (p) 1 1 Y (p)
% 2
<) (1 +10p)1 +0.5p) :

Figure 5.28 Asservissement a correction proportionnelle.

1. Indiquer, en justifiant la réponse, a quelle fonction de
transfert correspondent les diagrammes de BODE de la
figure 5.29.

40 T T T
30
20 =

10 >

0 ~.
-10
~20 ~
-30 X
—40 X

-50 <
—60 AN

=70
1072 10-! 10° 10!

¢ -9 —
P
~150 .
~ 180 : \ .
~210 \ :
—240 \

~270 [T R R R R
1072 107! o 10° 10

Figure 5.29 Diagrammes de Bope.
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2. Déterminer graphiquement les marges de gain et de
phase du systeme décrit précédemment dans le cas ou
Cc=1.

3. Le cahier des charges impose des marges de gain et de
phase minimales de 12 dB et 40°. Déterminer la plus gran-
de valeur de C permettant de vérifier ce cahier des charges.

5.6 TGV pendulaire (d’apres Centrale-Supélec MP 2000)

Le systeme de pendulation du TGV pendulaire utilise un
asservissement de position. Celui-ci comprend un
ensemble servovalve et vérin, I’ensemble étant associé a
une correction.

L architecture de ce systeme est représentée sur la figure
5.30.

Servo-vérin

Yc(p) Vip)

Figure 5.30 Architecture du systéme de pendulation.

Le systeme présente les particularités suivantes :

* la position y de la tige du vérin est mesurée par un cap-
teur de gain b = 50V.m™! ;

¢ la boucle de position est corrigée par un correcteur pro-
portionnel C(p) de gain a ;

* ]a fonction de transfert de I’ensemble vérin servovalve
H (p) est représentée par les diagrammes de BODE de la
figure 5.31.

-20

o -2
8 -5
= -32
.§ -34
-36
O _38
—40
—42
—44
10 10? 10°
w
0 ——
—-20 — |
—40 M=
-60
-80
¢ - 100
-120
[~
- 140

10 10% 10°
w

Figure 5.31 Diagrammes de Bope de H(p).

1. Déterminer la valeur du gain a du correcteur C(p) per-
mettant d’assurer une marge de phase 60° de 1’asservisse-
ment en position. Justifier les réponses en indiquant sur les
diagrammes de BODE les valeurs utilisées et en précisant
I’utilisation faite de ces valeurs.

2. Déterminer 1’écart statique du systeme pour une
consigne en échelon de 0,1 m.

Exercices d'application

-
5.7 Asservissement

a correction proportionnelle intégrale
On considere un asservissement a correction proportion-

nelle décrit par le schéma-bloc a retour unitaire de la figu-
re 5.32.

X(p) a Y(p)
</ [ o
RIHCD ™ Tr e v oy [T

Figure 5.32 Asservissement
a correction proportionnelle intégrale.

o)

Figure 5.33 Lieux de BLack des FTBO avec corrections P et Pl
pour K = 1.

Pour les applications numériques, on prend a = 20,

71 =0,1s8, 70 =0,02s.

Les éléments du cahier des charges a considérer sont :

eun écart statique pour une entrée indicielle inférieur
a2%;

* une marge de phase minimale de 40° ;

e une marge de gain minimale de 12dB.

» Correction proportionnelle

Le correcteur a la forme C(p) = K.

1. Le diagramme de BLACK de la FTBO est donné pour

K=1.

» Déterminer les marges de gain et de phase.

* En déduire la valeur maximale de K permettant de véri-
fier le critere de stabilité.

2. Montrer qu’une correction proportionnelle C(p) = K

ne convient pas.

» Correction proportionnelle intégrale
1

Le correcteur a la forme C(p) =K (1 4= T_> avec
iP

T; =0,1s.

3. Quel est le principal intérét de ce correcteur ?

4. Le diagramme de BLACK de la FTBO est donné pour
K=1.

Déterminer les marges de gain et de phase.

5. Déterminer la plus grande valeur de K permettant de
satisfaire au cahier des charges.

197



Chapitre 5 » Performances - Evaluation et amélioration

198

5.8 Choix d’une correction

On considere un asservissement décrit par le schéma-bloc
a retour unitaire de la figure 5.34.

(p) Y (p)
2 e

Figure 5.34 Schéma-bloc de I'asservissement.

X

La fonction de transfert H(p) est de la forme

a
H(p) = .

A+ Tip)( + Trp)

1. Déterminer la fonction de transfert du correcteur qui
permet d’obtenir une fonction de transfert en boucle fer-
mée de la forme suivante :

1
FTBF = _
1+2om P 4 2
wo o

On exprimera C(p) en fonction de la FTBO non corrigée
H (p) et des constantes wy et m de la FTBF souhaitée.

2. Choisir C(p) tel que le correcteur ait une forme simple
et que le zéro associé a la constante de temps 73, considé-
rée comme génante, disparaisse.

3. Déterminer completement le correcteur si le coefficient
d’amortissement recherché pour la FTBF est m = 1

4. On considere la fonction de transfert H(p) telle que
a=15,T =20s et T, = 2s. Les courbes de réponses indi-
cielles sont représentées figure 5.35 pour les 3 cas suivants :
* sans correction ;

* avec une correction proportionnelle telle que I’erreur sta-
tique de position soit limitée a 5 % ;

* avec la correction PI choisie.

Mettre en évidence I’intérét de la correction PI dans ce cas.

o2

1

0.8

Y 0.6

0.4

0.2

0

0 5 10 15 20 25 30 35 40
t

Figure 5.35 Réponses indicielles du systeme.

5.9 Premier ordre a zéro

On considere un systeéme bouclé ayant pour chaine d’ac-

tion la fonction de transfert F;(p) = K, et pour chaine de
. K,

retour la fonction Fr(p) = ———.

l+mnp

1. Pour ce systeme :

e Déterminer la fonction de transfert en boucle fermée

Y
C(p) = ﬂ du systeme.

- X(p)
» Exprimer la condition de stabilité du systeme.

X (p) €(p) Y(p)
Fi(p) >

Xz (p)

F(p) =

Figure 5.36 Schéma-bloc du systéme « Premier ordre a zéro ».

2. On choisit de prendre les valeurs

K1=8, K2=— et ‘L'2=0,1.

* Vérifier que la condition de stabilité est satisfaite.

* Tracer les diagrammes de BODE asymptotiques et réels de
la fonction C(p).

* Peut-on associer cette fonction de transfert a un correc-
teur particulier ?

Dans D’affirmative, préciser la nature du correcteur et

déterminer ses parametres caractéristiques.

3. On remarque que prendre un coefficient K, négatif

revient a remplacer le soustracteur par un sommateur.

* Effectuer la méme analyse qu’a la question précédente
pour les parametres

11

K, =1, ==
12

K, = et 7, =0,1.

5.10 Asservissement de position
avec correction tachymétrique

On considere un asservissement de position décrit par le
schéma-bloc a retour unitaire de la figure 5.37.

X (p) U(p) V(p)

Figure 5.37 Schéma-bloc de I'asservissement de position.

» Etude du systéme sans correction

On donne la fonction de transfert :
H = —

() 1+zp

Pour les applications numériques on donne K = 200 et
T =0,025s.

Ces valeurs numériques sont associées :

* a la réponse indicielle de la figure 5.38 ;

1.5

1.25
lk</7’77 — — S Bl s—

)’0.75k777v77 ]
o5t}

0.25

0
0 005 01 015 02 025 03

t

Figure 4.33 Réponse indicielle du systéme non corrigé.
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Figure 5.39 Diagramme de BLack de la FTBO
du systeme non corrigé.

* au diagramme de BLACK de la fonction de transfert en
boucle ouverte du systeme représenté figure 5.39.

1. D’un point de vue stabilité du systeme :

* commenter la courbe de réponse indicielle ;

e commenter le diagramme de BLACK ;

* préciser ce qu’on peut attendre d’une correction.

» Etude du systéme avec correction tachymétrique

La correction tachymétrique consiste a mettre en place une
génératrice tachymétrique pour prélever une information
relative a la vitesse. La tension ainsi générée est soustraite
a la consigne.

5.11 Station spatiale d’observation par interférométrie
(d’apres X-ENS PSI 2009)

Un nouveau type de station spatiale d’observation est basé
sur ’interférométrie. Il possede 6 télescopes qui captent
les ondes lumineuses venues de 1’espace et les font inter-
férer afin d’en exploiter les informations. L’interférométrie
permet d’éliminer les signaux parasites et donc d’obtenir
des informations de plus grandes précisions. L’utilisation
combinée de plusieurs petits télescopes est équivalente a
un télescope beaucoup plus grand qui serait irréalisable.

Pour sélectionner les signaux lumineux, et faire en sorte
que leur interférométrie puisse se réaliser correctement, il
est indispensable que les 6 télescopes puissent &tre orien-
tés et ne bougent pas les uns par rapport aux autres. Une
des solutions retenues par 1’Agence Spatiale Européenne
(ESA) est de les relier par un assemblage de poutres et de
les positionner sur des plate-formes 6 axes de type Stewart
(voir figure 5.42).

Exercices d'approfondissement

On peut considérer que la commande est générée a partir
de la vitesse et de 1’écart.

Pour les applications numériques on prend GT = 0,011.

2. Pour le schéma-bloc du systeme corrigé représenté figu-

re 5.40 :

* montrer que le schéma-bloc peut se mettre sous la forme
d’un asservissement avec correction série, comme repré-
senté figure 5.41 ;

e déterminer la fonction de transfert du correcteur C(p).

X(p) &(p) Y(p)

"=

Figure 5.40 Schéma-bloc du systéeme
avec retour tachymétrique.
Y(p)

X(p) e(p) V(p) ]
a@% )—>| Cp) H(p) |—> = >
p

Figure 5.41 Schéma-bloc du systéme avec correcteur.

U(p)

3. Caractériser le correcteur et tracer ses diagrammes de
BODE, en gain et en phase, dans I’intervalle de pulsation
[0,1..1000] (rad/s).

4. Utiliser les diagrammes précédents pour tracer le dia-
gramme de BLACK de la FTBO du systeme corrigé et
déterminer les nouvelles marges de stabilité.

Signaux
lumineux
Interférométrie
des signaux
O O recus O\

Hﬂiﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ_ﬂﬂﬂﬂﬂﬂﬂ

Contrdleur
d'altitude

assemblage de poutres

Figure 5.42 Structure d’une station d'observation
par interférométrie.

La structure de la plate-forme 6 axes est illustrée sur la
figure 5.43. Elle est constituée d’une embase supérieure
supportant le télescope, d’une embase inférieure encastrée
sur I’assemblage de poutres et de 6 bras. Le contact de
chaque bras avec I’embase supérieure et I’embase infé-
rieure est modélisé par une liaison rotule. Les longueurs
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des 6 bras sont variables, réglées chacune par un action-
neur linéaire de type électro-aimant, indépendamment les
unes des autres. Ces réglages permettent de positionner
I’embase supérieure par rapport a I’embase inférieure,
donc le télescope par rapport a 1’assemblage de poutres,
selon les 6 degrés de liberté de 1’espace.

Embase supéricure

Bras

Actionneur
linéaire

Embase inféricure

Figure 5.43 Plate-forme 6 axes de type Stewart.

» Validation du critére de résonance
de la fonction de service FSI

L’objectif de cette partie est la validation du critere de réso-
nance de la fonction FS1, énoncée dans le tableau suivant :

Fonction Critere Niveaux

Pas de résonance
Résonance | Pulsation de cassure
w, =2n.5Hz

FS1 : permettre
a ’assemblage de poutres
de positionner le télescope

Le niveaux « pas de résonance » est indispensable car toute
amplification démesurée des amplitudes liée a une réso-
nance risquerait d’endommager gravement les systemes
embarqués.

Une étude mécanique préalable a permis de mettre en
équation le mouvement de I’embase supérieure de la plate-
forme avec amortissement actif, basé sur une rétroaction en
force (figure 5.44).

Pour simplifier, seuls les mouvements de translation selon
77 = Zg et les mouvements de rotation selon y; = yg entre
les embases supérieure et inférieure seront considérés (les
vecteurs z7 et Zg sont définis sur la figure 5.44, les vecteurs
y7 et yg sont normaux 2 la figure 5.44). Sous cette hypo-
these, en négligeant en premiere approche le couplage rota-
tion/translation, les équations de mouvement transposées
dans le domaine symbolique s’écrivent :

(Mpz + Lyc) Zs= L 2%z,
pPts pPts

2
((Bg + M) p?+ —kLZ) 0 =
P+

2
P Zrr,
83 p+

g3

Embase
sup érieure

Embase
inférieure

fa®)= —g [fi(t)

fi(®)

Capteur

z7(1) zg(1)

Figure 5.44 Principe retenu pour I'amortissement actif :
rétroaction en force.

Dans ces équations :

* M = 1000kg est la masse de I’embase supérieure, sur-
montée du télescope ;

e g =50s"" est la constante de proportionnalité dans la
rétroaction en force de 1I’amortissement actif ;

e k = 500000 N.m~! est la raideur d’élasticité des bras de
la plate-forme ;

» By = 83kg.m? est I’inertie de ’embase supérieure sur-
montée du télescope selon I’axe de direction yg passant
par son centre de gravité Gg ;

: — =
e h est la distance entre Og et Gg (08G3 :th) et
L = 30cm la longueur au repos de chaque bras.
Les mouvements peuvent donc étre modélisés par des

fonctions de transfert du type :

Zg(p) _ 3
Z;(p) p*Hgp+

Os(p) _ 12%)
0:(p) p*+gp+ i

1. Déterminer I’expression de 1¢; et i, puis calculer numé-
Zs(p) . 6s(p)
Z:(p)  6:(p)

et

riquement les fonctions de transfert en

laissant 4 comme inconnue.
L’étude de la plate-forme revient donc a étudier la fonction
de transfert générique de la forme

S(p) _ W
E(p) p*+gp+u

ou S(p) représente la sortie Zg(p) ou 63(p) et E(p) I'en-
trée Z7(p) ou 6;(p).

2. Exprimer, en fonction de j, la condition que g doit véri-
fier pour qu’il n’y ait pas de résonance.

La figure 5.45 montre 1’évolution de w; et i, en fonction
de h.

3. Déterminer la valeur de & qui permettrait, au mieux, de
satisfaire la valeur de w. pour chaque mouvement.

Pour des problemes d’encombrement, le centre de gravité
Gy est situé a une altitude 2 = 20 cm.

4. Conclure quant a la capacité de la plate-forme a satis-
faire ou non le niveau « pas de résonance » de la fonction
FSI.

La figure 5.46 représente les diagrammes de BODE de
Zg(p) . 0s(p)
Z:(p) ~ 6:(p)’

en gain.
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Figure 5.45 Evolution de 1) et u; en fonction de /.

0
-25 —

-5 ™~
-7.5 7Ty
-10 e
-12.5 -t
—-15 B5tpy
-7 D)
=225
-25
-27.5
-30
=325 AN
-35
10° 10! 10?
w (rad/s )

Gain (dB)

Z3(p) ot 0s(p)
Z7(p)  61(p)

5. Lors d’un mouvement a 1,5 Hz, déterminer la diminu-
tion d’amplitude entre 63(¢) et 67(¢) due au non respect du
niveau lié a la pulsation de cassure de la fonction FS1.
Cette diminution d’amplitude nécessite de modifier la
boucle de rétroaction en force pour en améliorer les per-
formances.

Figure 5.46 Diagrammes de BoDE en gain de

» Amélioration des performances

Afin d’améliorer encore plus les performances de la station
spatiale d’observation, les ingénieurs de ’ESA ont décidé
d’ajouter un correcteur dans la chaine de pilotage des
vérins des plate-formes. L’ objectif de cette partie est la jus-
tification et le dimensionnement d’un correcteur approprié.

Les performances attendues sont les suivantes :

Criteres Niveaux

Précision Ecart nul pour une consigne échelon

Rapidité Pulsation de coupure a 0 dB de la FTBO :
wogg = 2m.5Hz

Stabilité Marge de phase M, = 45°
Marge de gain Mg > 20 dB

On limite ’étude au mouvement de translation selon Z7
entre les embases supérieure et inférieure de la plate-forme
(voir figure 5.44 pour la définition du vecteur Z; et pour
I’amortissement actif retenu sur chaque vérin).

Le schéma bloc de I’asservissement de la plate-forme
entiere est représenté sur la figure 5.47 ou k, M et g sont
des constantes.

Exercices d'approfondissement

Zs(p)

Figure 5.47 Schéma bloc de I'asservissement.

Le schéma bloc a retour unitaire équivalent (avec la fonc-
tion de transfert en boucle ouverte Hy(p)) est représenté
sur la figure 5.48.

Z7(17) '

Zg(p)
) -

Figure 5.48 Schéma bloc a retour unitaire.

6. Déterminer 1’expression de Hy(p) pour que les schémas
blocs des figures 5.47 et 5.48 soient équivalents.

Les diagrammes de BODE de la fonction Hy(p) sont four-
nis sur la figure 5.49.
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Figure 5.49 Diagrammes de BODE de la fonction H,(p).

7. Expliquer en quoi, actuellement, I’asservissement ne
satisfait pas les niveaux des criteéres du cahier des charges.
On choisit d’utiliser un correcteur C(p) pour atteindre le
niveau des criteres du cahier des charges.

Correcteur proportionnel

On choisit d’insérer, dans la chaine directe du schéma bloc
de la figure 5.48, un correcteur proportionnel C(p) = Cp.
8. Déterminer la valeur de Cy pour que le niveau du crite-
re de marge de phase soit satisfait.

9. Déterminer la pulsation de coupure a 0 dB, woqs (1a pul-
sation qui annule le gain) de la FTBO corrigée et conclure
sur la capacité du correcteur proportionnel a satisfaire le
cahier des charges.

Correcteur intégral

On choisit d’insérer, dans la chaine directe du schéma bloc

de la figure 5.48, un correcteur intégral C(p) =

Tip
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10. Discuter de la capacité de ce type de correcteur a satis-
faire le critere de marge de phase, et conclure sur la capa-
cité du correcteur intégral a satisfaire le cahier des charges.

Correcteur intégral et a avance de phase

On choisit d’insérer, dans la chaine directe du schéma bloc
de la figure 5.48, un correcteur a correction intégrale, asso-
cié a un correcteur a avance de phase

K 1+Tp

K
C(l’)=g-m=;~cap(17) (@<l
11. Expliquer en quoi ce choix de correcteur permet de
satisfaire les criteres de précision et de stabilité du cahier
des charges.

12. Tracer I’allure des diagrammes de BopE de Cgp(p),
en précisant, notamment, la valeur de la pulsation @,
en laquelle la phase est maximale. Déterminer

sin (arg (Cap (jm)))-

13. Déterminer les valeurs de a et de T pour que la marge
de phase corresponde a celle indiquée dans le cahier des
charges.

14. Déterminer la valeur de K pour satisfaire le critere
rapidité.

Le diagramme de BLACK-NICHOLS de la FTBO corrigée est
fourni sur la figure 5.50.
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()

Figure 5.50 Diagramme de Btack-NicHoLs de la fonction de
transfert en boucle ouverte, corrigée.

15. Déterminer la marge de gain.
16. Conclure sur la capacité du correcteur a satisfaire 1’en-
semble des criteres du cahier des charges.



1. Le systeme peut étre représenté par le schéma-bloc suivant :

X (p) &(p) Y(p)
&) —

2. Les constructions graphiques relatives a la détermination des
marges de stabilité sont représentées sur la figure 5.51.

/
WodB WodB

Gain (dB)
|
<

10° 10 10
w(s™h)

-150 2

10° 10! 10
o(s™h)

Figure 5.51 Diagrammes de BopE de la FTBO - solution.

* Détermination de la marge de phase :

— On recherche sur le diagramme de gain la pulsation de cou-
pure a 0 dB notée wg 4.

— Pour la pulsation wg 4g , on recherche la phase de la FTBO.
On évalue ¢p(woqp) = —102°.

— La marge de phase est My, = ¢(woqp) + 180° d’out
My, = +78°
* Détermination de la marge de gain :

— Sur le diagramme de phase, on recherche la pulsation pour
laquelle la phase vaut —180°.

— Pour cette pulsation w_;gy, on releve le gain de la FTBO
soit

20 Log |F (jo_150)] = —28 dB

— La marge de gain est Mg = 0 — 20 Log | F (jw—1s0)| soit
Mg =28dB
* Conclusion : le systeme, qui présente une marge de phase
M, = +78° et une marge de gain Mg = 28 dB, est stable.
3. Une correction proportionnelle de gain K, entraine une seule
modification des diagrammes de BODE : la courbe de gain est
translatée de 20 Log(K ).
* Détermination de K, assurant une marge de gain de
Mg =12dB.

— Le diagramme de phase n’étant pas modifié par I’ajout du
correcteur proportionnel, la pulsation w_ gy est inchangée.

— Pour cette pulsation, le gain de la FTBO corrigée doit étre
—12dB, de sorte que la marge de gain du systeme corrigé
soit Mg = 12dB.

— Par suite, il faut translater la courbe de gain de 16 dB vers
le haut.

—Le gain K, doit alors vérifier 20 Log (K,) = 16dB et
K,=63
* Détermination de la nouvelle marge de phase :
On recherche la nouvelle pulsation de coupure a 0 dB notée
() 45 - En procédant comme a la question précédente, on trouve
la nouvelle marge de phase :
My = +37°
* Conclusions :
— Le systéme, qui présente une marge de phase M, = +37°
et une marge de gain Mg = 12dB, est stable.
— La nouvelle marge de phase est faible : le systeme corrigé
est plus rapide mais plus oscillant.

— Si on se limite a une correction proportionnelle, il est sou-
haitable, pour optimiser le fonctionnement, de déterminer
K ;, pour obtenir une marge de phase de I’ordre de 45°. Ainsi,
la marge de gain du systeme corrigé est supérieure a la va-
leur minimale de 12dB.
4. Pour le systeme corrigé, 1’écart £(p) est lié a X (p) par la
relation

e(p) = (p)

1
- X
1+ K,.F(p)

On considere une entrée indicielle x (r) = u(f) qui a pour trans-
formée de LLAPLACE

1
X(p) = —
p

L’écart statique pour une entrée indicielle est

gg = lim e(t) = lim p.e(p)
t—>—+00 p—0

1
lim p.——— . — = lim ——
p—>0 14 K17~F(]7) p p—01+4 K17~F(]7)
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Les diagrammes de BODE de K,.F(p), compte tenu des pre-

mieres asymptotes indiquent que cette fonction de transfert est
de classe 1. Par suite, 1’écart statique pour une entrée indicielle
est

e =0

1. La FTBO du systeme est

FTBO(jw)= — %
jo(l+ jot)?

Par suite :

» cette FTBO est d’ordre 3 et de classe 1 ;

* la phase est : p(w) = —90° — 2 arctg(wr) ;

* la phase prend la valeur —180 ° lorsque wt = 1.

Par suite la pulsation demandée est w_jgp> = 1/7.

2. Pour le calcul de Cy, on établit que :

epour w_jge° =1/7, le module de la FTBO est
kt

B

* le systeme est a la limite de la stabilité si son lieu de BLACK

passe par le point critique, ¢’est-a-dire si le module de la FTBO
vaut 1 et la phase vaut —180 ° pour une méme pulsation.

C
|[FTBO(j/v)| =

Par suite la valeur C; demandée est solution de 1’équation
C] kTt
2

On en déduit que :

=1.

2
Tkt

apres application numérique.

Cq puis C =2

3. Une marge de gain de 12dB correspond a un module de
FTBO(jw—is0) tel que

20 Log (|[FTBO (jw—_150°)|) = —12
soit
|FTBO(jw_15)| = 10(-12/20) ~ 1/4

Pour assurer la marge de gain de 12 dB il faut diviser C,;
par 4. On obtient finalement :

C, =0,5

1. La FTBO du systeme est :

Ck

FTB = —
OB sy

Enprenantp = jw, lafonction de transfert se met sous la forme :

) —2kCt kC (1 —12?)
FTBO(jw) = 7 =J 2
(1 + Tzwz) w (1 + rza)z)

Au voisinage de 0, la partie imaginaire tend vers moins 1’in-
fini tandis que la partie réelle tend vers —2.C.k.t = —2. La
droite parallele a 1’axe des imaginaires passant par le point —2
est une asymptote du diagramme de NYQUIST de la FTBO.

Le diagramme part donc de —oo sur cette asymptote pour
contourner 1’origine par la gauche puis tendre vers zéro tan-

gentiellement a ’axe des imaginaires positifs. Cette tangente
verticale n’est visible qu’avec un fort grossissement au voisi-
nage de I’origine.

On arrive finalement au tracé de la figure 5.52.

Figure 5.52 Diagramme de NyquisT complet.
2. Le diagramme de NYQUIST de la FTBO fourni est complété
par des traits de construction sur la figure 5.52.
* Détermination de la marge de phase :

— On trace le cercle de centre O et de rayon 1. Ce cercle cor-
respond aux complexes de module O dB.

— L’intersection de la courbe représentative de la FTBO et du
cercle donne le point de la FTBO de gain 0 dB.

— La position de ce point par rapport au point critique permet
de déterminer la marge de phase comme représenté figure
5.53.

On trouve finalement
My, =21°

* Détermination de la marge de gain :

— Lintersection du lieu de la FTBO avec I’axe des réels
permet d’obtenir le module de la FTBO quand 1’argument
est —180°.

— On trouve un module |FTBO (jw—1s0°)| égal 2 0,5.
— La marge de gain est —20 Log (| FT BO (jw—150°)l).

La marge de gain est donc finalement

Mg = 6dB

21° (

Figure 5.53 Détermination des marges de phase et de gain.



3. On souhaite un systeme ayant une marge de gain de 12dB.
* Détermination de C :
Une marge de gain de 12dB correspond a un module de la
FTBO qui vérifie
—20 Log (IFTBO (jo_isr)]) = 12

Par suite, quand la phase est —180 °, le module de la FTBO
est

[FTBO (jw_150)| = 1072/2° = 0,25
Il convient de diviser le module obtenu pour le systeéme non
corrigé par 2.

Le gain du correcteur permettant obtenir la marge de gain de-
mandée est

C=0,5
* Détermination de la marge de phase :

Le diagramme de NYQUIST de la FTBO du systeme corrigé
est obtenu par homothétie de centre O de rapport 1/2.

11 faut appliquer la méme méthode qu’a la question précédente.

Pour éviter la construction d’une nouvelle courbe, il suffit de
changer les échelles sur les différents axes. Ainsi le nouveau
cercle de rayon unité est partiellement tracé sur la figure 5.53.

La marge de phase du systeme corrigé est
M, = 44°
Les éléments graphiques permettant de répondre aux questions

qui suivent sont représentés figure 5.54.
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Figure 4.54 Diagramme de BLAck de la FTBO - solution.
1. En parcourant le lieu de BLACK de la FTBO :

* On constate qu’il y a résonance en boucle fermée pour
w, = 20rad/s.

¢ Le gain de la FTBF a la résonance est Gqg = 6 dB.

¢ Le gain de la FTBF tend vers 1 dB quand la pulsation tend
vers zéro. Le gain statique de la FTBF est donc K = 1.

Par suite :
¢ le coefficient de surtension est Qyp = 6dB, soit Q =2 ;

* la pulsation de résonance en boucle fermée est w, = 20rad/s.

2. Compte tenu des résultats précédents, la marge de module
est

My = Gyp =6dB

Cette marge est supérieure a la valeur usuelle de 2,3 dB. Le sys-
teéme n’est donc pas suffisamment stable.

La marge de gain est Mg = 9,5dB. La marge de phase est
M, = 30°. Ces marges sont légérement supérieures aux va-
leurs limites usuelles et confirment I’insuffisance de stabilité.
3. Une correction proportionnelle translate le diagramme de
Brack de la FTBO suivant I’axe du gain. Pour que le lieu de
la FTBO tangente le contour de HALL et pour obtenir une marge
de module My = G4 = 2,3dB, il faut le translater de
—4,4dB. Par suite le gain du correcteur est :

—4,4
K,=100 =0,6

La nouvelle pulsation de résonance en boucle fermée est
o, = l4rad/s.

1. Les tracés asymptotiques des diagrammes de la figure 5.29

permettent de déterminer :

e deux pulsations de cassure pour w; =0,1rad/s et
wy = 2rad/s, qui correspondent aux deux constantes de
temps 7, = 10s et = 0,55 ;

* que la fonction est de classe 1 car les premieres asymptotes
correspondent a une pente de —20 dB/décade eta —90° ;

* que la fonction a un dénominateur de degré égal au degré du
numérateur plus 3 car les dernieres asymptotes correspondent
a une pente de —60 dB/décade et a —270°.

* que la premiere asymptote du diagramme de gain passe par
le point (0,1;20dB).

Compte tenu de tous ces éléments, les diagrammes de la figure

5.29 correspondent a la fonction de transfert

1

F) = 10m) a+05p)

Cette fonction est la FTBO du systeme représenté figure 5.28
pour C = 1.

2. Marges de phase et de gain avant réglage du correcteur.
* Détermination de la marge de phase :

— sur le diagramme de gain, on recherche la pulsation qui cor-
respond a un gain nul. On trouve wysp = 0,3 rad/s ;

— pour la pulsation @y g, 1a phase est ¢(wpap) = —171° ;
— on calcule la marge de phase par M, = ¢(woqp) + 180° soit
My =9°
* Détermination de la marge de gain :

—sur le diagramme de phase, on recherche la pulsation
qui correspond a une phase de —180°. On trouve
w_180° = O,45rad/s 5

— pour la pulsation @—_ 3¢, le gain est G4 g (w—130°) = —7dB ;
¢ la marge de gain est donc
Mg =7dB
3. Réglage du correcteur

* Critere « marge de phase de 40° » :
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—on veut My = ¢(woap) + 180° =40°. La pulsation de
coupure a 0 dB doit donc étre telle que ¢ (woap) = —140° ;

— pour la phase de —140°, on trouve woqg = 0,11rad/s ;

— pour cette pulsation, le gain avant correction vaut 16dB ;

— pour que cette pulsation devienne la pulsation de coupure
a0 dB, le gain du correcteur doit donc étre égal a —16 dB
pour obtenir une translation de la courbe de gain de 16 dB
vers le bas ;

—le gain du correcteur permettant de satisfaire le critere de
marge de phase est donc

16
C=10"20 =0,16
* Critere « marge de gainde 12 dB » :
— quel que soit le gain C du correcteur, la pulsation qui cor-
respond a une phase de —180° est w_;gp- = 0,45rad/s ;

— avant correction, le gain pour cette pulsation est —7 dB. Pour
obtenir une marge de gain Mg = 12 dB, il faut diminuer
le gain de la FTBO de 5 dB ;

—le gain du correcteur permettant de satisfaire le critere de
marge de gain est donc

5
C =10 20 =0,56

La valeur maximum de C permettant de satisfaire simultané-
ment les deux criteres est la plus petite des deux, soit :

Cmi\x = 07 16

Remarque : Les réponses indicielles pour les deux corrections
C =1 et C = 0,16 sont présentées figure 5.55. On remarque
que leréglage C = 1 est moins stable que le réglage C = 0,16.
En effet, dans le premier cas, la réponse indicielle comporte
des oscillations de plus grandes amplitude et fréquence.

0.5

0 25 50 75 100 125 150
t

Figure 5.55 Réponses indicielles pour C = 1 (en noir) et
C = 0,16 (en bleu).

1. Compte tenu de la valeur de C(p), la fonction de transfert
en boucle ouverte du systeme est

FTBO(p) = h.a.H(p)%

* Soit wyqp la pulsation pour laquelle le gain de la FTBO est
nul.

—Ona M, =180°+ Arg(FTBO(jwas)) et la marge de
phase souhaitée est M, = 60°.

— Pour obtenir cette marge, il faut que Arg(FT BO (jwoas))
soit égal a —120°.

— Pour le systeme étudié, on a :

Arg (FTBO (jwoap)) =

1
Arg (ha) + Arg (H (jwoas)) + Arg ( - )
J @0 dB

soit
Arg (FTBO (jwoas)) = 0° + Arg (H (jwo,as)) — 90°
—On en déduit que la pulsation wyqg doit étre telle que
Arg (H (ja)(),d]g)) = —30°.

— Par lecture sur le diagramme de BODE de H(p), cette
phase de —30° est obtenue pour la pulsation
wo,a = 80 rad.s~! (voir construction sur figure 5.56).

.

Pour la pulsation w 4, le gain de H(p) est de —21,5 dB.
La valeur de a qui convient est donc telle que
20 Log (50.a) — 21,5 — 20 log (80) = 0.

Le calcul conduit a :

-20
~21
-22

-23
-24
= 25
-26

Gain (dB)

s
g3
2

10' 10 10°
w

Figure 5.56 Détermination de wyqp.-
2. La FTBO étant de classe 1, 1’écart statique pour une entrée

indicielle est nul.
Complément : Pour ce choix de a, la réponse a un échelon de
position de 0,1 m est représentée figure 5.57.
0.12
0.1

0.08
£ 0.06 /

= 0.04
0.02

0
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
t(ms)

Figure 5.57 Réponse du systéme
a un échelon de position de 0, 1m.

» Correction proportionnelle

1. Le diagramme a considérer est celui d’'une FTBO de classe 0.
C’est donc la courbe représentée en bleu ciel qu’il faut prendre
en compte.

* On lit directement sur le diagramme que :
— la marge de gain vaut Mg = +00 ;

— la marge de phase vaut M, = 34°.



* Compte tenu du lieu de la FTBO, la marge de gain est for-
cément conforme au cahier des charges. Par contre, on peut
déterminer graphiquement la valeur maximale de K permet-
tant de vérifier la marge de phase.

Pour satisfaire le critere « marge de phase » , il faut au mi-
nimum translater la FTBO de —2,5 dB, ce qui conduit a
=2.5 .
K <1070 soit K <0,75

2. Avec cette correction proportionnelle, la FTBO est d’ordre 2

et de classe 0. Son gain statique est Ka.

Compte tenu des résultats sur les systemes a FTBO de classe

0, I’écart statique pour une entrée indicielle est :

1
" 1+4+akK

Es

Pour satisfaire le cahier des charges, il faut vérifier :

1
1+akK

< 0,02

Soit finalement

K > 2,45
Cette seconde condition est incompatible avec la condition de
stabilité.
Par suite, une correction proportionnelle ne permet pas de sa-
tisfaire le cahier des charges.

» Correction proportionnelle intégrale

3. La principale particularité de ce correcteur est d’augmenter
la classe de la FTBO. Ainsi la FBTO du systeme corrigé est de
classe 1.

Compte tenu des résultats sur les systemes a FTBO de classe 1,
I’écart statique pour une entrée indicielle est nul. Ce correc-
teur permet donc de vérifier le critere de précision indépen-
damment de la valeur de K.

4. La FTBO étant de classe 1, il faut cette fois considérer la
courbe représentée en bleu foncé. On lit directement sur le dia-
gramme que :

* la marge de gain vaut Mg = 400 ;

* la marge de phase vaut M, = 28°.

5. Avec la correction PI, les criteres de précision et de marge
de gain sont satisfaits quelle que soit la valeur de K. La seule
contrainte est donc liée au respect du critere de marge de phase.

Pour avoir une marge de phase supérieure ou égale a 40°, il
faut au minimum translater la FTBO de —7 dB, ce qui conduit &

=7
K <1020 soit K <£0,45

1. Déterminer la forme du correcteur, ¢’est résoudre I’ équation :

C(p)H(p) _
1+ C(p)H(p)

1
2
1+omZ 4 2
(Oh) ()
Cette résolution conduit a :

w02

C =
B = @ o)

2. Pour la fonction H (p) donnée C(p) devient :
wo*(1+ Tip)(1 4+ Thp)

1
2amawy p (1 + 71))
2mawy

Clp) =

Pour obtenir une fonction C(p) simple faisant disparaitre la
constante 77, il faut prendre des constantes vérifiant :
) 1
mwy = —
=7

Dans ces conditions, C(p) peut se mettre sous la forme :

cyo LtBr B (1
= dm2aT, p = 4m2aT, Tp

Il s’agit d’un correcteur PL.

3. Pourm = 1, le correcteur est entierement déterminé en fonc-

tionde a, Ty et 75 :
T 1
2 14—
4dTl sz

4. A I’examen des réponses indicielles données, on constate que :

Clp) =

* sans correction, I’écart statique est important ;

* avec correction proportionnelle, I’écart statique diminue et se
rapproche de la valeur 1 (son asymptote est voisine de 0,95).
On remarque également des oscillations et un dépassement
important. La stabilité du systtme diminue ;

* la courbe de réponse obtenue avec la correction PI est la plus
intéressante parce qu’elle a pour asymptote 1. L’écart statique
pour une entrée indicielle est bien nul. Le systeme semble ce-
pendant légérement moins rapide que les deux autres.

Cette comparaison met en évidence le principal intérét du cor-
recteur PI : I’annulation de I’écart statique pour une entrée in-
dicielle.

1. La FTBF s’écrit

Fi(p)
C(p) = _ v
L + Fi(p)F2(p)
d’on
. K, . K 1+ np)
C(p)_ KK, puis C(p)_ 1+K1K2+sz
l+1np
Par suite
K 1+np
am=@+;K> 2
1K> 1+<

1
1+1<1K2)T2p

On constate que le systeme est du 1°" ordre.

La condition de stabilité est donc :

1
——— )1 >0
1+ KK,

7
2.Enprenant K, = 8, K, = 3 et, = 0,1, 1a condition de sta-
bilité est vérifiée.
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La FTBF devient :

1+01.p  1+40.1.p
1+ (%).0.L.p  1+0,0125.p

Cp) =

Compte tenu de la forme de cette fonction de transfert, ses dia-
grammes de BODE présentent les particularités suivantes :

* Les diagrammes asymptotiques présentent des cassures pour

=10rads™! et w, =

les pulsations w; =

1
0,1 0,0125 ~
80 rad.s~!.

* Pour les pulsations inférieures a w; les diagrammes de gain
et de phase présentent des asymptotes a 0dB et 0°.

* Pour les pulsations comprises entre w; et w,, le diagramme
de gain présente une asymptote de pente +20 dB/décade tan-
dis que le diagramme de phase a une asymptote a +90°.

* Pour les pulsations supérieures a w,, on trouve des asymp-
totes 2 18dB et 0°.

* Compte tenu des symétries des tracés asymptotiques, la
phase passera par un maximum pour la pulsation
w3 = /W 0,, soit w3 = 28,3 rad.s™".

Pour le tracé des diagrammes réels, on calcule des valeurs pour
quelques pulsations particulieres.

On obtient :

Cas(®) = 20 Log+/1+(0,1w)>—20 Log+/1+(0,0125w)>
p(w) = Arctg (0,1w) — Arctg (0,0125w)

I1 est alors possible d’établir le tableau suivant :

o (rad.s™!) 001 | 1,8 | 7,1 | 14,2 | 283 | 57

Cgg (dB) 0 0,1 | 1,7 | 46 9 |134

® () 0,1 9 30 | 45 51 45

o (rad.s™") 226 | 906 (10000
Cyg (dB) 17,6 | 18 | 18,1
® () 30 9 0,4

Par suite, on obtient les diagrammes de la figure 5.58.
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Figure 5.58 Diagramme de BopE

7
pour K1 =8,Ky = getQ:O,l.

Conclusion : Les courbes obtenues correspondent a un correcteur
a avance de phase (PD réel).

La FTBF peut étre mise sous la forme
1
Cp)=K (#)
+anp

avec K=1, a=0,125 et 1,=0,1

Les coefficients correspondent bien a un correcteur a avance
de phase :

* le coefficient a est bien tel que a < 1.
1—a
l+a)

11
3.EnprenantK; =1, K, = —Eet 7, = 0,1, la condition de

On vérifie aussi que @) = arcsin (

stabilité est vérifiée.
La FTBF devient :

1+0,1. 1+0,1.
C(p) =12 Ll - 12 150
1+12.0,1.p 1+12.p
Les diagrammes de BODE de cette fonction de transfert présentent
les particularités suivantes :

* Les diagrammes asymptotiques comportent des cassures

L 0,83 radis~' et !
= 0,83 rad.s = =
2 A2 =01

pour les pulsations w; = 1

10 rad.s~ 1.

* Pour les pulsations inférieures a w; les diagrammes de gain
et de phase présentent des asymptotes a 21,6 dB et 0°.

* Pour les pulsations comprises entre w; et w,, le diagramme
de gain présente une asymptote de pente —20 dB/décade tan-
dis que le diagramme de phase a une asymptote a —90°.

* Pour les pulsations supérieures a w,, on trouve des asymp-
totes 2 0 dB et 0°.

* Compte tenu des symétries des tracés asymptotiques, la
phase passe par un minimum pour la pulsation w3 = /@ w,,
soit w; = 2,88 rad.s~!.

Pour le tracé des diagrammes réels, on calcule des valeurs pour
quelques pulsations particulieres.

Il vient :

Cyp(w) =20 Log 12 + 20 Log /1 + (0, lw)?
—20 Log+/1 + (1,2w)?

¢(w) = Arctg (0,1w) — Arctg (1,2w)

D’ou le tableau de valeurs suivant :

o (rad.s™!) 0,09 | 0,18 | 0,36 | 0,72 | 1,44 | 2,88

Cgp (dB) 21,5 | 21,4 (20,8 | 19,2 | 15,7 | 10,8

@ (°) -6 [-11|-21|-37 [-52|-58

w@ads™) [576 |11,52] 23 | 46 | 92

Cgs (dB) 59 |1 24|07 |02 | 0,1

0 () _52 (=37 |-21]-11]| -6

Les diagrammes obtenus sont représentés figure 5.59.

Conclusion : Les diagrammes obtenus correspondent a un cor-
recteur PI réel.
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Figure 5.59 Diagramme de Bobe
pour Ky =1,K; = —%etrz =0,1.

La FTBF peut étre mise sous la forme

I+np
C(p)=kK——2L
(p) (1+a12p>

avec K =12, a=12 et 1,=0,1

Le coefficient a du dénominateur est plus grand que 1, ce qui
correspond bien au cas d’un correcteur PI réel.

1. D’un point de vue stabilité :

* On constate que la réponse indicielle tend vers la valeur 1 et
qu’elle est caractérisée par un fort dépassement pour un
temps de réponse a f54, de 0,15 s.

* Le diagramme de BLACK permet de déterminer les marges de
stabilité ainsi que la pulsation de coupure a0 dB. On trouve :
— une marge de gain infinie ;

— une marge de phase M, = 25° ;

—une pulsation de coupure a 0 dB qui vaut w,sp = 85 rad/s.

En conclusion, le systeme est stable mais les oscillations sont
trop importantes.

On peut attendre d’une correction qu’elle améliore la stabilité
en augmentant la marge de phase. Il faut cependant veiller a
limiter la baisse de la pulsation de coupure a 0 dB pour ne pas
trop diminuer la rapidité du systeme.

2. Par deux manipulations, le schéma-bloc de la figure 5.40 de-
vient d’abord

Vi(p) 1 Y (p)

H(p) 5

Puis ensuite

X (p) &(p) 1 U/))ﬁ V(p)
’@ "\ T+ GTH () A )

Y (p)

:
E-

Dans ces conditions la fonction de transfert du correcteur est
donc :
1

CP =1r6THG)

Pour la fonction de transfert H(p) donnée on obtient alors :

1+7p
1+GTK | 4 T
1+ GTK

Clp) =
p

Le correcteur est un correcteur a avance de phase.

3. Apres avoir calculé module et argument de C (jw), les dia-
grammes de BODE du correcteur peuvent se construire a partir
du tableau suivant :

w (rad/s) 0.1 | 05 2 5 10 20
@ (°) —-90,1| =91 | =93 |-97 |-104|-117
G (dB) 66 52 | 40 | 32 26 19
o (rad/s) 50 | 100 | 500 |1000
@ (°) — 141 |- 158|-175|-178
G (dB) 8 -3 [ =30 |-42

On arrive aux diagrammes de BODE représentés figure 5.60

1 =il
-2
~ -3
8 -4
E
S
S -7
-8
-9
-10 —
107! 10° 10! 10 10°
w
40
36
32 A
28
24
P 20
16
12
8 B T
g |
107! 10° 10! 107 10°
w

Figure 5.60 Diagramme de BopEe du correcteur.

4. Sur le diagramme de BLACK de la figure 5.39, on voit I’in-
fluence de la correction sur le lieu de la FTBO.

Son tracé est obtenu point par point en utilisant les données éta-
blies pour le correcteur. Les décalages correspondent aux va-
riations de module et d’argument induites par 1’ajout du cor-
recteur.

Sur le diagramme corrigé, on peut déterminer :

* la marge de gain qui est infinie ;

* la marge de phase qui vaut M, = 180° — 114° = 66° ;

* la pulsation de coupure a 0 dB qui est wygg = 57 rad/s

(1égerement supérieure a 50 rad/s).
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Figure 5.61 Diagrammes de BLACk non corrigé et corrigé.

1. La relation liant Zg(p) a Z7(p) peut s’écrire

(Mp (p+ g) +2k) Zs = 2kZ,
Zs 2k
Z;  Mp?+ Mpg + 2k

N

dou

puis finalement

2k
MIZM

De la méme facgon, on obtient
2 2 2 2 2
(Bg+Mh)p(p+g)+§kL Oy = SKL*0;

puis
2

o (Bs + Mh?) p? + (Bs + Mh?) pg + %kﬂ

On trouve pour terminer

_ 2kL?
o= 3 (Bs + Mi?)
Les applications numériques demandées conduisent a

30

=10°s"? t =—
& s 0083+ R

(avec wy en s—2 pour & exprimé en m).

2. On souhaite que le systeme, qui est du second ordre, ne pré-
sente pas de résonance. Ce résultat est obtenu si son coefficient

2
d’amortissement & est supérieur a -

En écrivant la FTBO sous forme canonique, on établit que :

S(p) 1
E(p) 2¢ 1
() ()7
et
S(p) 1

EREEITOr

En identifiant les deux formes, on trouve immédiatement :
* la pulsation propre du systeme w, = /i ;

¢ le coefficient d’amortissement & = L.

N

2
La condition & > - conduit a

g>2u

Une application numérique faite pour ;& = (1, qui est supérieur
a uy d’apres la figure 5.45, permet de calculer la valeur mini-
male de g soit :

g > 2u =44,757"

Le choix de g = 50 s™! est donc satisfaisant pour ce critére de
performance.
3. 11 faut considérer chaque mouvement séparément.

* Pour le mouvement de translation, la pulsation de cassure est
la pulsation propre du systeéme w, = /11, Soit

2k
Wp =) 7~

M

— Sa valeur est indépendante de / et vaut w, = 31,6 rad.s™'.

—Elle trés proche de la valeur demandée w, = 2m.5 =
31,42 rad.s™L.

* Pour le mouvement de rotation, la valeur optimale de & cor-
respond a la racine de I’équation

2kL?
we =V =\ 3 By + M)

d’ou

1 [2kL?

3w} (Bs + Mh*) =2kL* puis h= |— (= —B
w‘( s+ ) P M \ 3w? $
L application numérique ne conduit a aucune solution car
2kL?
3w?
Ce résultat concorde avec le graphe de la figure 5.45 car la
valeur de 1, convient et il n’y a pas d’intersection entre les
courbes w1 (h) et uy(h).

—Bg<0.

En conclusion, le critere pulsation de cassure est respecté pour
la translation, mais pas pour la rotation. Cependant, pour se rap-



procher de la valeur w, attendue, on doit choisir une valeur de
h conduisant a la plus grande valeur possible de ;.

4. Le choix & = 20 cm étant fait, on obtient x; = 10> s72 et
fhy = 244 572,

Les coefficients d’amortissement pour les deux mouvements
sont

8

- 2/

8

3 =7 =

&

soit

£=079 et &H=1,6

2
Ces deux valeurs étant supérieures a - le critere pas de ré-

sonance de la fonction de service FS1 est satisfait.

5. Un mouvement d’oscillation a 1,5 Hz correspond & une pul-

sation w = 9,4 rad.s~!.

Pour cette pulsation, le gain de la fonction de transfert liant 6g
a 67 est environ —6,2 dB, ce qui conduit a un rapport d’am-
plitudes

s

= =0,49
Z

6. La chaine de retour unitaire étant déja en place sur le schéma
bloc de la figure 5.47, on trouve directement

1 1
Hy(p) =2k | ——
14+ & | Mp?
soit apres transformation
2k
Ho(p) = d

1
1En
8

7. L’analyse de la fonction de transfert conduit aux résultats
qui suivent.

* Comme la FTBO Hy(p) du systéme est de classe 1, le cri-
tere de précision est satisfait.

* Le critere de marge de gain est satisfait car la phase tend vers
—180° sans jamais atteindre cette valeur. La marge de gain
est infinie.

* Par contre le systéme est plus lent que voulu dans la mesure
ou la pulsation de coupure a 0 dB est inférieure a la valeur
souhaitée :

on trouve wy gz ~ 19 rad.s™! pour une valeur attendue de
31,4 rad.s™!.

* Pour la pulsation wy ¢g, la phase vaut —110°. La marge de
phase est donc M, = —110 + 180 = 70°. Cette valeur est

nettement supérieure a la valeur souhaitée.

En conclusion, le systeme est stable, précis, mais trop lent.

8. On souhaite une marge de phase de M, = 45°.

Pour satisfaire cette condition, la pulsation de coupure a 0 dB
doit étre telle que :

45° = ¢(wp g8) + 180°

@(wg gg) = —135°

Par lecture sur le diagramme de BODE en phase, on trouve une
pulsation wy ¢ = 50 rad.s~!.

Pour cette pulsation, on trouve un gain du systéme non corrigé
de —11 dB.

Le gain Cy du correcteur doit translater la courbe de gain de
+11 dB, ce qui conduit a
Co =20 Log(11) = 3,55

9. La pulsation de coupure a2 0 dB est :

®* Wy dB = 50 rad.sfl 9

» donc supérieure 2 la valeur souhaitée de 31,4 rad.s™!.

En conclusion, le systéme devrait étre rapide, mais il n’est pas
conforme au cahier des charges de la fonction FS1.

10. Avec le correcteur intégral proposé, la FTBO devient

2k 1

A . 1
(14 40)

* Son diagramme de BODE en phase est déduit du diagramme
de la figure 5.60 par une translation de —90°.

Hy(p) =

* La phase du systeme corrigé varie donc de —180° a —270°.

* Le systeme devient instable car on ne peut avoir de marge de
phase positive.

Le systeme ne satisfait pas au cahier des charges.

11. Avec le choix d’un correcteur intégral et a avance de
phase :

* En terme de précision :
—laclasse de la FTBO est 2 ;

— I’écart statique d’un tel systeme est nul aussi bien pour une
entrée en échelon que pour une entrée en rampe.

Ce systeme est plus précis que les précédents, a condition d’étre
stable.

¢ En terme de stabilité :

— le correcteur a avance de phase permet d’augmenter loca-
lement la phase ;

— bien positionné le correcteur a avance de phase permet de
passer au dessus de —180° et d’obtenir une marge de phase
suffisante.

I1 permet donc de faire en sorte que le systeme soit stable.
12. Les diagrammes de BODE de

14+Tp

CorP) = Tarp

avec a < 1 présentent deux pulsations de cassure :

1 1
T aT
Leurs diagrammes asymptotiques et réels sont représentés fi-
gure 5.62.
1
* Le gain en dB varie de 0 a 20 Log (—) .
a

1
Ta

* La phase passe par un maximum pour w,, =
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Figure 5.62 Diagramme de Bobe de Cy),(p).

1
¢ Pour la pulsation w,,, le gain en dB est égal a 10 Log (—) .
a

Par suite
) 1+ jTw 14+aT?w* + jTw (1 —a)
Cap(]w) = N =
1+ jaTw 1+ a2T20?
d’ou
Tw((l —a)
= Arctg| ——
o) = Aretg (12524

La phase maximale est

1 —
om = arg (Cap(jom)) = Arctg ( - ﬁ” )

On obtient aussi
18Pm . l—a
VI+tglon  4a+ (1 —a)?

sin @y, =

et finalement

1—a
l4+a

sin ¢y, =

13. On souhaite obtenir une marge de phase de 45° pour une

pulsation de coupure @y gg = 31,4 rad.s™!.

¢ Le terme K du correcteur n’a pas d’influence sur la phase de
la FTBO.

1
¢ Le terme — diminue uniformément la phase de 90°.
p

* On choisit de placer la pulsation w,, du correcteur a avance
de phase pour apporter le maximum de phase pour la pulsa-
tion wy = 27.5 Hz = 31,4 rad.s™'.

On veut donc satisfaire 1’équation
M, = Arg(Hy(jwp)) + 0° — 90° + ¢, + 180°
Sur la figure 5.49, on lit
Arg(Ho(jwo)) = —122°
Par suite
45° = —122° 4 0° — 90° + ¢, + 180°

puis
om =T1°

A partir de la relation mise en place 2 la question précédente,
on obtient :

1 — sin gy,
a=——-"
1 + sin g,
L’application numérique conduit a :

1 —sin77
a=———=0,013

1 +sin77
Faire coincider les pulsations w,, et wy, c’est écrire que

1

Par suite

T =

woﬁ

L’application numérique donne 7 = 0,28.

14. Pour satisfaire le critere de rapidité, il faut que le gain de
la FTBO soit nul pour la pulsation @y qui est choisie égale a
O

Cette condition se traduit par :

20 Log |Ho(jwo)| + 20 Log K — 20 Log (wo)

1
+10 Log (—) =0
a

Par suite, on trouve
20 Log K = 20 Log (wp) — 20 Log |Hy(jwo)| + 10 Log (a)

avec
20 Log |Hy(jwo)| = —5,4 dB
soit

20 Log K = 16,5 dB et K=16,7

En prenant a = 0,013, T = 0,28 et K = 6,7, il faut remar-

quer que :

* les performances attendues sont respectées a I’exception de
la marge de phase ;

» la phase atteint la valeur de —180° pour @ = 112 rad.s ™!, ce

qui conduit a une marge de gain Mg = 18 dB.

15. Le systeme corrigé selon la figure 5.50 vérifie :
20 Log |FT BO¢or (jow—150°)| = —88 dB

La marge de gain est donc Mg = 88 dB.
16. Pour le systeme corrigé selon la figure 5.50 :

* le critere de précision est satisfait puisque le gain tend vers
I’infini lorsque la pulsation tend vers zéro ;

« le critere de stabilité est satisfait puisque les marges de gain
et de phase sont respectées ;

* ’examen de la courbe fournie ne permet pas de conclure en
ce qui concerne le critere de rapidité. En effet, la valeur de la
pulsation de coupure a zéro dB n’est pas indiquée. Si la va-
leur de cette pulsation est 2.5 Hz, alors le critere de rapi-
dité est satisfait.

En conclusion, si la valeur de la pulsation de coupure a zéro dB
est 27r.5 Hz, alors le correcteur a la capacité a satisfaire 1’en-
semble du cahier des charges.
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Introduction

Ce chapitre est consacré au GRAFCET, langage graphique permettant d’ap-
préhender les systemes séquentiels. II complete les notions présentées dans
I’ouvrage de premiere année.

Le langage GRAFCET est utilisé pour spécifier le comportement d’un syste-
me et sert de moyen de communication entre concepteurs et utilisateurs. Il
permet de décrire le comportement logique du systeéme indépendamment de
la technologie utilisée pour le mettre en oeuvre. Ce langage est détaillé dans
la norme NF EN 60848.

Les systemes séquentiels sont souvent gérés par des automates program-
mables industriels (API). Il convient alors de traduire la description utilisant
le GRAFCET en I'un des langages utilisable pour programmer 1’ API.

Prérequis
* Algebre de Boole.

« Eléments de base du langage GRAFCET : étape, transition, réceptivité,
action.

* Les cinq regles d’évolution du langage GRAFCET.

Objectifs

* Interpréter un Grafcet comportant macro-étapes, grafcets partiels syn-
chronisés, forcage ou encapsulation pour traduire le comportement
d’un systeme sous forme de chronogrammes, de tableaux d’évolution.

* Imaginer ou modifier un grafcet afin qu’un systéme ait un comporte-
ment conforme a un cahier des charges en utilisant macro-étapes, graf-
cets partiels synchronisés ou forcage.
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Chapitre 6 « Systéemes séquentiels — Représentations GRAFCET multigraphes

= 6.1 Evolution d’'un GRAFCET et actions

Le terme GRAFCET est 1’acronyme de GRAphe Fonctionnel de Commande par Etapes
et Transitions.

Définition

On appelle GrAFCET le langage défini dans la norme NF EN 60848 et destiné a la

description fonctionnelle du comportement de la partie séquentielle des systemes de
commande.

6.1.1 Principaux éléments du langage GRAFCET

Les principaux éléments du langage GRAFCET sont rappelés sur la figure 6.1 et les
regles de base énoncées dans le tableau figure 6.2.

validée (susceptible d’étre
1 franchie) ou non validée

étape initiale |—9 1 (infranchissable)

Z‘ transition

nom de la transition I% (1) == a+ B.C < réceptivité associée

a la transition

sélection de 5 .
séquences , == T I ~ vrale ou
| T \, fausse
P N A s
’ \ ot N [ =R /
1 D i |
\ T ! 7 S .
- =7 I/ \ é—l s€quence
-1 - 1
3 51110},
1 1 .
1 \ étape
1 )
4 -+ | + )
o \ . active ou
activation de : : inactive
séquences 6| |11H V
paralleles ! —K .
‘| : variable
- T o de sortie
| 1
1 1
| 1
_‘l‘ N -1 4o 12 ! action continue
[ L I associée a 1 ’étape
\ 1! 1
\ —— __- 1 —t— 1
S| 1 1 .
o Il 1 executee S1
s()ilncl}lonlsatlon 8 113 : ’étape est
€ sequences : '| active
Pl A LR IS
| —t— \ -— 7\
\ S )
\ r € v
R appp—— ———— _
convergence

de séquences

Figure 6.1 Principaux éléments du langage GRAFCET
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Les risques de non respect de ces
consignes sont importants lors de
modifications apportées a un grafcet
existant.C'est dans cette situation qu'il
faut étre particuliérement vigilant.

6.1 « Evolution d’un GRAFCET et actions

La situation initiale est I’ensemble des étapes actives a I’instant

regle n°1 < g ,
g initial, c’est-a-dire I’ensemble des étapes initiales.

Une transition est validée si et seulement si toutes les étapes
qui la précedent directement sont actives.

Une transition est franchissable si et seulement si elle est vali-
dée et sa réceptivité associée a la valeur VRAL

regle n°2

Une transition franchissable est immédiatement franchie. Son
franchissement entraine simultanément la désactivation de
toutes les étapes qui la précedent directement et I’activation de
toutes les étapes qui la suivent directement.

regle n°3

Plusieurs transitions simultanément franchissables sont simul-

regle n°4 .
g tanément franchies.

Si une étape doit étre simultanément désactivée et activée,

regle n°5 .
g alors elle reste active.

Figure 6.2 Les cinq regles du GRAFCET

On appelle diagramme grafcet ou grafcet tout diagramme fonctionnel utilisant le
langage GRAFCET.

L’examen de la structure d’un grafcet conduit aux remarques suivantes :

les liaisons du langage GRAFCET sont orientées ;

par convention, I’entrée d’une étape est toujours en haut, sa sortie est toujours en
bas ;

pour une écriture univoque des diagrammes, les transitions sont placées de préfé-
rence sur des liaisons verticales. Dans ce cas, elles sont toujours franchies de haut
en bas ;

si de facon exceptionnelle une transition est placée sur une liaison horizontale, il
convient d’indiquer le sens de parcours de la liaison en ajoutant une fleche sur le
lien pour éviter toute erreur d’interprétation.

Si elles sont précisées, les informations associées aux étapes et transitions doivent étre
indiquées conformément aux prescriptions du GRAFCET :

les actions associées a une étape sont juxtaposées ou empilées, mais toujours pla-
cées a sa droite ;

la réceptivité associée a une transition est toujours placée a sa droite ;

le repere identifiant une transition est placé entre parentheses a sa gauche.

Lors de la représentation de grafcets complexes, le respect d’une derniere consigne
permet d’éviter des erreurs d’interprétation : il faut veiller a ce que des liens qui sont
connectés entre eux ne soient pas confondus avec des liens qui se croisent sans qu’une
connexion existe.

L’exemple des figures 6.3 et 6.4, o I’étape 1 est reliée a la transition (1) et ou I’étape
3 est reliée aux transitions (2), (3) et (4), en est I’illustration. Le tracé de la figure 6.4
présente une ambiguité. Par contre, le tracé de la figure 6.3, tel que la regle « deux
liens qui se croisent ne communiquent pas entre eux » s applique, ne présente aucun
risque de confusion.
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6.1.2

AP| est l'acronyme d'Automate
Programmable Industriel.

3 le croisement de deux liens

implique 1'absence de
o connexion entre eux

.

T - T T
) 3) @) M

Figure 6.3 Tracé recommandé.

Ambiguité sur I'existence de connexions
lors d'un croisement de liens

3 croisement de de#X liens
R
o

sans connex#n entre eux

o |.*
»

—
°]
~
—~
%)
=
/|
I

@ @

A7 [5]

Figure 6.4 Tracé a éviter car ambigu.

Algorithme d’évolution d'un grafcet

On appelle situation d’un grafcet a une date ¢ I’ensemble des étapes du grafcet
actives a cet instant.

L’interprétation d’un grafcet n’est possible que si ’on applique de facon répétée un
algorithme correspondant a un cycle élémentaire d’analyse d’évolution du grafcet.

A un instant 7, la situation d’un grafcet est déterminée par I’ensemble des étapes
actives a cet instant. L’algorithme consiste alors a :

e faire I’inventaire des transitions validées (reégle n°2) ;
e scruter I’état des variables d’entrée ;

e ¢évaluer la valeur des réceptivités associées aux transitions validées et faire ’inven-
taire des transitions franchissables (regle n°2) ;

e faire évoluer la situation du grafcet en respectant les regles n°3, 4 et 5 ;

* affecter les nouvelles valeurs aux variables de sortie.

Ce cycle d’analyse d’évolution se concrétise par une évolution élémentaire du grafcet.
Un cycle d’analyse d’évolution se fait théoriquement de facon instantanée, comme si
I’écoulement du temps était stoppé d’un coup de baguette magique, puis libéré une
fois le cycle d’analyse d’évolution terminé.

Remarques

« Il faut étre conscient des différences qui existent entre le modele GRAFCET et la réalité tech-
nologique.Un API réalise le cycle d'analyse d'évolution précédemment décrit en une durée
non nulle. Il s'ensuit que le temps n'est pas évalué de facon continue par I'API et que des
événements survenant entre les instants de deux scrutations consécutives des variables
d’entrée sont considérés par I'’API comme des événements simultanés.
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Deux transitions successives sont deux
transitions séparées par une étape.

Situation Situation

6.1 « Evolution d’un GRAFCET et actions

+ La mise en ceuvre d'un systéme réel est susceptible d’engendrer des différences entre son
comportement réel et le comportement attendu et décrit a I'aide du langage GRrAFcET. La tra-
duction comportementale d'un grafcet a l'aide d'une technologie donnée demande une
bonne connaissance a la fois du GRrAFCET et de la technologie a mettre en ceuvre.

On appelle situation stable d’un grafcet une situation qui reste inchangée durant plu-
sieurs cycles d’analyse d’évolution du grafcet consécutifs.

Lorsqu’on conduit I’analyse décrite précédemment, on passe le plus souvent d’une
situation stable d’un grafcet a une autre situation stable. Mais parfois, il est nécessai-
re d’analyser 1’évolution du grafcet sur plusieurs cycles qui s’enchainent avant d’arri-
ver a une nouvelle situation stable. Dans ce cas, une ou plusieurs étapes sont actives
pendant la durée d’un seul cycle d’analyse d’évolution. Ces situations correspondent
a des situations instables du grafcet. L’évolution du grafcet est alors qualifiée d’évo-
lution fugace.

On appelle évolution fugace d’un grafcet une évolution de sa situation caractérisée
par le franchissement de plusieurs transitions successives dans plusieurs cycles
d’analyse d’évolution consécutifs, survenue immédiatement apres 1’apparition d’un
seul événement d’entrée.

Le point indique I’état actif d’une étape a I’instant considéré

Situations instables

Situation

Ta
stable  *es.,....ss® stable &[{yolutiun fuguci‘/y stable

Figure 6.5 Evolution fugace.

Exemple

Le grafcet de figure 6.5 est susceptible d’évoluer de facon fugace. En partant de la
situation initiale, on peut faire 1’analyse qui suit.

* A P’instant o se produit un front montant de a, la transition (1) est franchie.
L’ étape O est désactivée tandis que I’étape 1 est activée. Dans le cycle d’analyse
d’évolution suivant, la transition (2) est validée mais sa réceptivité a la valeur
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6.1.3

La valeur d'un compteur,qui correspond
aune variable codée en binaire, utilisée
en sortie d'une partie séquentielle d'un
systeme est une exception ne
correspondant pas a une variable
booléenne. Par contre, I'action
d’'incrémenter un compteur est a
associer a une variable booléenne.

Les variations faisant référence au temps
sont souvent associées aux termes de
temporisation ou de variable temporisée.

FAUX. Le grafcet ne peut plus évoluer. Le grafcet est donc passé d’une situation
stable a une autre situation stable. Les cycles d’analyse d’évolution se poursui-
vent sans changement de la situation du grafcet jusqu’a ce que se produise un
nouvel événement.

¢ A Iinstant ol se produit un front montant de b, il y a franchissement de la tran-
sition (2), désactivation de 1’étape 1 et activation de I’étape 2. Dans le cycle
d’analyse d’évolution suivant, la transition (3) est validée et sa réceptivité a la
valeur VRAI car I’étape 2 est active. La situation du grafcet évolue donc et I’étape
3 devient active. Cette évolution est fugace car I’étape 2 n’est restée active que
pendant un cycle d’analyse d’évolution du grafcet.

* [’étape 3 étant active, la transition (4) est maintenant validée. Sa réceptivité ayant
toujours la valeur VRAL elle est franchissable et est immédiatement franchie.
L’étape 3 est désactivée tandis que I’étape O est activée. L’étape 3 ne reste donc
active que pendant un cycle d’analyse d’évolution. Il s’agit encore d’une évolu-
tion fugace. Le grafcet se retrouve alors dans la situation stable initiale.

Entrées et sorties d'un systeme séquentiel

Un systeme séquentiel, qui peut étre la totalité ou simplement un fragment de la par-
tie séquentielle d’un systtme complexe, met en relation des entrées et des sorties
comme il apparait sur la figure 6.7. Le GRAFCET permet de décrire ces relations.

S’agissant d’un systeme séquentiel, les entrées et sorties ne peuvent étre quelconques :

* Les entrées d’un systeme séquentiel sont des variables booléennes. Elles apparais-
sent dans les réceptivités associées aux transitions, dans les conditions d’affecta-
tion ou les assignations sur événement.

ta

Front montant de a : variable booléenne de valeur VRAI a ’instant
ou la variable a passe de la valeur FAUX a la valeur VRAL

Nota : L'« instant » correspond en réalité a la totalité du cycle
d’analyse d’évolution du grafcet ou la scrutation de la variable a
conduit a la détection de son passage de la valeur FAUX a la valeur
VRAL

la

Front descendant de a : variable booléenne de valeur VRAI a
I’instant ol la variable a passe de la valeur VRAI a la valeur FAUX.

fi/a/t

Variable booléenne qui prend la valeur VRAI apres un temps #;
compté a partir du front montant de a, qui reprend la valeur FAUX
apres un temps #, compté a partir du front descendant de a, le tout
a condition que le front descendant de a ne se produise pas avant
le temps 1.

Les durées #; et t, sont des valeurs réelles exprimées dans une
unité de temps a préciser. On peut indiquer par exemple 2s/a/7s.

t/a

Cas particulier du précédant ou #, = 0.

[prédicat]

Variable booléenne du prédicat, le prédicat étant une expression
logique pouvant étre vraie ou fausse.

Si on considere par exemple un compteur C, [C = 4] est la
variable booléenne de valeur VRAI si le compteur C est égal a 4,
FAUX si le compteur C est différent de 4.

En considérant une variable de sortie A, [A = 1] permet
d’évaluer la valeur de cette variable. Le prédicat prend la valeur
VRALI si I’action A est exécutée.

Figure 6.6 Variables booléennes particuliéres.
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Les conditions d'affectation ou les
assignations sur événement sont des
éléments décrits plus loin dans ce
chapitre.

6.14

6.1 « Evolution d’un GRAFCET et actions

* Les sorties d’un systeme séquentiel sont des variables booléennes. Elles apparais-
sent dans les actions associées aux étapes.

Partie séquentielle

a . d’un system?n
b Partie séquentielle u =
. > d’un systetme —V> b u

—F’ c \%
m —>
k—“ E / S —> m F
B k

Figure 6.7 Variables d’entrée et de sortie d'un systéeme séquentiel.

Le terme action d’un point de vue langage GRAFCET est a différencier du terme action
percu d’un point de vue extérieur a la partie séquentielle.
Une variable de sortie peut, par exemple, étre associée a la rotation d’un moteur.

* Du point de vue extérieur a la partie séquentielle, il y a action si « le moteur tour-
ne », il n’y a pas d’action si « le moteur ne tourne pas ». Compte tenu du caracte-
re booléen de la sortie du systeme séquentiel, on peut énoncer que :

— si la sortie a la valeur VRAL 1’action est exécutée et le moteur tourne ;
— si la sortie a la valeur FAUX, 1’action n’est pas exécutée et le moteur ne tourne pas.

* D’un point de vue GRAFCET, une action consiste a modifier la valeur d’une sortie.

Elle peut étre exprimée de différentes fagons : « faire tourner le moteur », « mettre
en marche le moteur », « arréter le moteur ».
Il faut remarquer que ces différentes expressions présentent des différences impor-
tantes. L’action « faire tourner le moteur » et son action contraire « ne pas faire
tourner le moteur » affectent toutes les deux la sortie. Par contre, I’action « mettre
en marche le moteur » n’affecte la sortie que si le moteur n’est pas déja en train de
tourner. Son contraire, « ne pas mettre en marche le moteur », n’affecte jamais le
moteur, qu’il tourne ou qu’il ne tourne pas.

Compte tenu de ce qui préceéde, modifier la valeur d’une sortie peut étre fait de deux
facons. Ces deux fagons correspondent au mode continu et au mode mémorisé qui
sont développés dans la suite de ce chapitre.

Dans un grafcet, une sortie ne doit étre associée qu’a un seul mode, soit le mode
continu, soit le mode mémorisé.

Mode continu — Assignation sur état

* On appelle action continue une action qui assigne la valeur VRAI a sa sortie deés que
son étape associée est active pendant plusieurs cycles d’analyse d’évolution consécu-
tifs et tant que cette étape reste active. Si de plus cette action est associée a une condi-
tion d’assignation, 1’assignation n’est faite que lorsque la condition a la valeur VRAL

* On appelle mode continu le mode d’exécution relatif aux actions continues.

* On dit qu’une sortie est en mode continu si elle est associée a des actions conti-
nues.
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Les actions continues se représentent comme indiqué sur la figure 6.8.
S’il existe une condition d’assignation, I’action continue est qualifiée de conditionnelle,
retardée ou limitée dans le temps en fonction de la nature de la condition.

/-I Condition d'assignation

Action continue  Action conditionnelle Action retardée Action limitée
dans le temps

Figure 6.8 Actions continues.

Propriétés des sorties en mode continu et des actions continues

une sortie en mode continu a la valeur FAUX par défaut ;

une sortie en mode continu a la valeur VRAI si et seulement si au moins une action
continue lui faisant référence est exécutée ;

la valeur d’une sortie en mode continu ne dépend que de 1’état des étapes et des
valeurs des variables d’un grafcet ;

lors d’une évolution fugace, les actions continues associées a des étapes instables
ne sont pas exécutées.

Regles de mise en oeuvre propres aux sorties en mode continu
et aux actions continues

la condition d’assignation d’une action continue ne doit jamais comporter de front
de variable ;

une sortie en mode continu ne peut étre associée qu’a des actions continues.

Exemple
Un exemple d’utilisation d’action continue est donné figure 6.9.

* En supposant que toutes les situations de ce grafcet correspondent a des situa-
tions stables, la sortie A est assignée a la valeur VRAI si 1’étape 2 est active ou
si I’étape 4 est active et que la variable p a la valeur VRAIL Dans le cas contrai-
re, la sortie A a la valeur FAUX. C’est 1’état actif ou inactif des étapes 2 et 4 et
la valeur VRAI ou FAUX de la variable p qui conditionnent la valeur de la sortie
A.

e De la méme facon, la sortie B a la valeur VRAI si I’une des étapes 3 ou 4 est acti-
ve. Si les étapes 3 et 4 sont inactives, alors la sortie B a la valeur FAux. Compte
tenu des regles d’évolution du GRAFCET, la sortie B reste VRAI sans interruption
lors du franchissement de la transition (2).

* En cas d’évolution fugace, les actions engendrées par I’évolution du grafcet
peuvent étre modifiées. Si, par exemple, la réceptivité de la transition (5) est
toujours VRAIL 1’étape 2 n’est active que pour un cycle d’analyse d’évolution du
grafcet. La situation comportant 1’étape 2 active est fugace. Dans ce cas, la
sortie A garde la valeur FAUX et ’action n’est pas exécutée a I’activation de
I’étape 2.
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6.1 « Evolution d’un GRAFCET et actions

— —
Sortie A VRAI *
Sortie B VRAI * tant | :ant qucz .
que les étapes 3 et (1) == (4) 4 ) i‘.‘lﬁe et
4 sont actives. active.

B reste VRAI lors du
franchissement de 3 B 2 A
la transition (2).

(2) ==

(5) 4
P
4 A B
3) 4 Sortie A VRAI * tant que I’ étape
4 est active et que p ala

valeur VRAI.

* :les actions continues associées a une étape dont l'activité
correspond a une évolution fugace du grafcet ne sont pas
exécutées

Figure 6.9 Exemple d'utilisation du mode continu.

Remarque relative a la condition d’assignation :

Pour le grafcet de la figure 6.9, la condition 1 p en lieu et place de p est interdite. La présen-
ce d'un front engendre un comportement assimilable a celui qui est relatif a une évolution
fugace.

6.1.5 Mode mémorisé — Affectation sur événement

* On appelle action mémorisée une action qui affecte a sa sortie la valeur VRAI ou
FAUX a I’instant ou se produit un événement particulier, cette valeur étant conservée
jusqu’a une nouvelle affectation.

* On appelle mode mémorisé le mode d’exécution relatif aux actions mémorisées.
* On dit qu’une sortie est en mode mémorisé si elle est associée a des actions mémo-

risées.

Les actions mémorisées se représentent comme sur la figure 6.10.

Action mémorisée Action mémorisée Action mémorisée

a l'activation de 1'étape sur événement a la désactivation de 1'étape

Figure 6.10 Actions mémorisées.

Propriétés des sorties en mode mémorisé et des actions mémorisées

e les sorties associées au mode mémorisé prennent par défaut la valeur FAUX a I’ini-
tialisation d’un grafcet. Par la suite, elles n’évoluent qu’en fonction des actions
mémorisées rencontrées ;
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Ne pas confondre action conditionnelle
et action sur événement. Ces deux
actions différent par leurs graphismes,
par la présence ou 'absence de fronts
de variables dans leurs expressions
booléennes associées, par leurs modes
continu ou mémorisé.

Un aléa est un événement imprévisible.

* une action mémorisée est exécutée instantanément, dans un seul cycle d’analyse
d’évolution d’un grafcet.

Regles de mise en oeuvre des sorties en mode mémorisé
et des actions mémorisées

e J’affectation de la valeur VRAI a une sortie M est notée M:=1, I’affectation de la
valeur FAUX a une sortie M est notée M:=0 ;

* les valeurs VRAI et FAUX ne doivent pas étre affectées simultanément a la méme sortie ;

° une action mémorisée doit impérativement étre associée a un événement qui peut étre :

—un événement interne comme 1’activation ou la désactivation de 1’étape associée
a I’action mémorisée ;

—un événement externe. Il est alors associé a une expression booléenne.
L’expression doit faire référence a au moins un front montant ou descendant
d’une combinaison des entrées ou des variables internes :

* des réceptivités du type 1 a+ 1 b ou 1 (a.b) peuvent convenir ;

* une réceptivité du type (1 a. 1b) ne convient pas car les deux fronts montants
ne peuvent se produire simultanément ;

* une réceptivité du type (a + b) ne convient pas car elle n’est pas relative a un
événement mais a un état des variables a et b ;

* une sortie en mode mémorisé ne peut Etre associée qu’a des actions mémorisées.

Remarques

« Pour toute sortie en mode mémorisé, il faut veiller a ce que deux affectations contradic-
toires ne se produisent pas simultanément. Le non respect de cette régle génére un conflit
d'affectation. Un tel cas sur un systeme réel entraine des aléas de fonctionnement ou des
erreurs d'exécution ;

« Pour les sorties en mode mémorisé, il n'y pas de lien entre la situation d'un grafcet et la
valeur des différentes sorties. Lors du retour d'un grafcet a une situation, les valeurs des sor-
ties en mode mémorisé peuvent différer des valeurs précédemment évaluées pour la
méme situation.

Cas particulier : action mémorisée sur franchissement de transition

Un dernier cas tres particulier, cité pour information, consiste a utiliser pour événe-
ment le franchissement d’une transition, comme représenté figure 6.11. C’est la seule
exception ol une action n’est pas associée a une étape. Les auteurs invitent a proscri-
re cette exception en lui substituant la structure présentée figure 6.12.

Figure 6.12 Solution de substitution.
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Exemple

Le grafcet de la figure 6.13 illustre 1’utilisation du mode mémorisé.
A TD’initialisation, la sortie B a la valeur FAUX.

La sortie B prend
la valeur VRAI des
l‘alcll1> ation TS
La sortie B prend de I'étape 3
la valeur FAux
des l'activation B:=1
de I'étape 2 La sortie B prend 7
la valeur VRAI des
la désactivation T
de 1'étape 3

Figure 6.13 Exemple d'utilisation du mode mémorisé.

* En supposant que ’entrée r a la valeur FAUX, un front montant de s provoque le
passage de la situation {1} aux situations {3,0} puis {1,0}. L’évolution du graf-
cet obtenue est fugace. Cependant, la sortie B prend la valeur VRAI des 1’activa-
tion de 3 et reste VRAI jusqu’a la situation {1,0}.

* Un nouveau front montant de s entraine un enchainement de situations identiques,
la sortie B gardant la valeur VRAL

* Un front montant de r conduit a la situation {2,0}. La variable B prend la valeur
FAUX des I’activation de 1’étape 2. L’action associée a I’étape 0 n’est pas exécutée
car I’événement désactivation de 0 ne s’est pas encore produit.

 Un front descendant de r suivi d’un front montant de » provoque un passage aux
situations {1,0} puis {2,0} sans modification de la sortie B.

 Un front montant de p conduit a la situation {2}. La désactivation de 1’étape O fait
prendre a la sortie B la valeur VRAI bien que 1’étape 2 soit restée active.

Conclusions :

* Pour la méme situation {1,0}, la sortie B peut étre VRAI ou FAUX. En mode mémo-
risé, la situation du grafcet et 1’état des variables d’entrée ne permettent pas de
conclure quant a 1’état des variables de sortie.

* Constater que I’étape 2 est active ne permet pas d’affirmer que la variable B a la
valeur FAUX.

Remarque relative aux conflits d’affectation :

Mettre la méme réceptivité pour les transitions qui précédent les étapes 2 et 3 conduit a pro-
voquer un conflit d'affectation. La variable B ne peut prendre en méme temps les valeurs vral
et FAuX. Pour éviter tout probleme, il faut faire en sorte que les deux réceptivités ne puissent
pas prendre la valeur vRAI en méme temps.
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= (.2 Représentation GRAFCET multigraphes

6.2.1

Un grafcet global est toujours un
ensemble d'un ou plusieurs grafcets
connexes.

Vocabulaire associé a la forme des grafcets

* On appelle grafcet global d’un systéme le grafcet décrivant completement le fonc-
tionnement du systeme.

* On appelle grafcet connexe un grafcet tel qu’il existe toujours une suite de liens,
un chemin, entre deux éléments quelconques de ce grafcet, étapes ou transitions.

* On appelle grafcet partiel d’un grafcet global un ensemble d’un ou plusieurs graf-
cets connexes résultant d’une partition d’un grafcet global.

Représentation d'un grafcet partiel

e Un grafcet partiel est désigné le plus souvent par Gi oul i est un nombre.

e Un grafcet partiel est représenté par un cadre entourant les éléments qui le compo-
sent. Son nom est mentionné en bas a gauche du cadre.

* On dit qu’un grafcet partiel Gi est actif si 'une au moins de ses étapes est active.

* On dit que la variable de grafcet partiel XGi a la valeur VRATI si et seulement si le
grafcet partiel Gi est actif.

Exemple

La figure 6.14 est un exemple de partition d’un grafcet global.
On constate sur cet exemple que :

* le grafcet global est partitionné en deux grafcets G1 et G2 ;
¢ le grafcet G2 est lui méme partitionné en deux grafcets G3 et G4 ;

* les trois grafcets G1, G3 et G4 sont des grafcets connexes. Pour chacun de ces
grafcets, il existe toujours un chemin joignant n’importe quelle étape ou transi-
tion a n’importe quelle autre étape ou transition du méme grafcet ;

* le grafcet G2 n’est pas un grafcet connexe car il n’existe aucun chemin permet-
tant de relier I’étape 7 a I’étape 12.

A remarquer quelques particularités de ce grafcet global :

« La transition (5) est une fransition source. Par convention, une transition source
est toujours validée. Pour limiter le nombre d’activations consécutives de I’étape
aval, une transition source est toujours associée a une réceptivité du type front
descendant ou montant, de telle sorte que la réceptivité n’ait pas la valeur VRAI
pendant plusieurs cycles d’analyse d’évolution du grafcet consécutifs.

* La transition (9) est une fransition puits. Son franchissement n’entraine 1’activa-
tion d’aucune étape.

» [’étape 8 est simultanément étape initiale et étape source. En tant que étape ini-
tiale, elle est active a partir de I’instant initial. Elle devient inactive a I’instant ot
la transition (10) est franchie. Dans le cas particulier de ce grafcet, 1’étape 8, une
fois désactivée, n’est plus réactivée.



© Dunod. La photocopie non autorisée est un délit.

6.2.2

6.2 « Représentation GRAFCET multigraphes
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Figure 6.14 Exemple de partition d'un grafcet global

» L’étape 12 est une éfape puits. Dans le cas particulier de ce grafcet, une fois acti-

ve, elle reste active indéfiniment.

Grafcet connexe a écriture déportée
Macro-étape

Un grand grafcet, écrit sur plusieurs pages avec des renvois de liens, devient vite indé-
chiffrable. Une écriture plus contractée du méme grafcet permet d’en améliorer la lisi-

bilité, les parties contractées étant développées par ailleurs.

L’utilisation de macro-étapes permet de réaliser cette contraction d’écriture d’un graf-
cet. Chaque macro-étape est détaillée de fagon déportée dans une représentation appe-
lée expansion de la macro-étape. I expansion d’une macro-étape peut éventuelle-
ment étre développée postérieurement a la mise en place de la macro-étape. Ceci per-
met d’écrire dans un premier temps un grafcet global comportant plusieurs macro-
étapes qui correspondent a des tiches complexes sans rentrer dans le détail de ces
taches. Dans un deuxieme temps, développer les macro-étapes permet d’aller du géné-

ral au particulier.

* On appelle macro-étape 1’élément du GRAFCET qui dans un graphe remplace une

partie de grafcet.

* On appelle expansion d’une macro-étape la partie de grafcet remplacée dans un

graphe par une macro-étape.

.
.
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La macro-étape est bien précédée et
suivie de transitions.

» Une macro-étape est précédée et suivie de transitions.
* [’expansion d’une macro-étape est une partie de grafcet connexe.

* L’expansion d’une macro-étape commence par une étape unique et se termine par
une étape unique.

Notations et représentations
* Une macro-étape est repérée de facon unique par la lettre M suivi d’un nombre.

* Une macro-étape est symbolisée par ol Mi est son repere.

* DL’expansion d’une macro-étape Mi commence par une étape unique repérée Ei et
se termine par une étape unique repérée Si.
* On note XMi la variable de macro-étape de la macro-étape Mi.

* On dit qu’une macro-étape Mi est active si I’une au moins des étapes de son expan-
sion est active.

* On dit que la variable de macro-étape XMi a la valeur VRALI si et seulement si la
macro-étape Mi est active.

L’ exemple de la figure 6.15 présente un morceau de grafcet contenant une macro-étape
et I’expansion de cette macro-étape. Sur cette figure, on remarque :

* la macro-étape repérée M5 ;

* T’expansion de la macro-étape qui commence par 1’étape d’entrée repérée ES, et
qui se termine par 1’étape de sortie S5.

/ Expansion de la \
macro-étape M5
étape d'entrée de
l'expansion de la
macro-étape,
activée par
franchissement de
la transition (1)
macro-étape
transition 3 .
s 1 ) étape de sortie de
validée par ; .
N I'expansion de la
activation de .
> e macro-étape,
I'étape S5 Ao I
désactivée par
franchissement de
la transition (2)

Figure 6.15 Conventions d’'écriture d'une Macro-étape.

L’analyse de 1’évolution d’un grafcet comportant une macro-étape doit étre conduite
de la fagon suivante :

* en supposant I’étape 4 active, le franchissement de la transition (1) provoque simul-
tanément la désactivation de 1’étape 4 et I’activation de 1’étape ES ;
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e D’étape ES étant active, évolution de la partie de grafcet décrite dans I’expansion de
la macro-étape M5 se poursuit normalement jusqu’a activation de I’étape S5 ;

* a l’instant ou I’étape S5 devient active, la transition (2) est validée. Dés que la
réceptivité d a la valeur VRAL, la transition (2) est franchie. L’étape S5 est désacti-
vée et I’étape 6 est activée.

Une macro-étape représente une partie unique d’un grafcet. Un grafcet ne peut com-
porter plusieurs fois la méme macro-étape Mi. Si une séquence particuliere d’étapes et
de transitions doit étre répétée plusieurs fois, I’utilisation d’une macro-étape est inap-
propriée. Il convient alors d’utiliser un sous-programme.

Lors de I’analyse des évolutions possibles d’un grafcet, il faut tenir compte des élé-
ments énoncés ci-apres.

* Une macro-étape n’est pas une étape et n’en a pas toutes les propriétés. L’ état
« actif » d’une macro-étape n’entraine pas la validation de la transition qui la suit.

* L’expansion d’une macro-étape est a considérer comme une partie connexe au
grafcet comportant la macro-étape. Si la macro-étape est dans un grafcet encapsu-
1€ ou forcé, I’évolution de I’expansion de la macro-étape est soumise aux mémes
regles d’évolution que le grafcet comportant la macro-étape.

En conclusion, une expansion de macro-étape n’est qu’'une écriture déportée d’un
morceau du grafcet comportant sa macro-étape.

m—— 6.3 GRAFCET et description structuree

6.3.1

Un systeme complexe peut éventuellement étre composé de plusieurs sous-systémes
ayant des fonctionnements compleétement dissociés les uns des autres. Dans ce cas, le
fonctionnement global peut étre décrit a 1’aide de plusieurs grafcets connexes n’ayant
aucun lien entre eux. Cependant, une représentation multigraphe correspond souvent
a une réalité bien différente. Le GRAFCET possede plusieurs outils permettant de struc-
turer la commande d’un systéme, chacun d’eux conduisant aussi a une représentation
multigraphe, graphes dont les évolutions sont liées.

Décomposer le fonctionnement d’un systéme complexe en plusieurs tiches élémen-
taires présente de nombreux avantages. Dans une premiere approche, on se contente
souvent de décrire ces taches, d’énoncer les conditions de passage des unes aux autres
sans pour autant rentrer dans le détail de chacune d’elles.

Les éléments du langage GRAFCET présentés dans la suite de ce chapitre favorisent
cette approche et autorisent plusieurs niveaux de représentation. Ces niveaux permet-
tent de passer progressivement du général au particulier. Structurer le grafcet décrivant
un systeme complexe permet d’en faciliter le développement, la lisibilité, mais égale-
ment d’en améliorer la facilité de maintenance lors de modifications ultérieures.

Structuration par sous-programmes

Dans le développement d’une application, il arrive souvent qu’une méme tiche soit a
répéter plusieurs fois parmi d’autres tiches. Plutét que de réécrire plusieurs fois la
méme séquence de grafcet, il est souvent pratique de mettre la tache a répéter sous la
forme d’un sous-programme. Cela simplifie I’écriture du grafcet : la séquence a exé-
cuter plusieurs fois n’est écrite qu’une fois. En cas de modification, il suffit alors de
réécrire le seul sous-programme, au lieu d’avoir a modifier chaque apparition de la
séquence de grafcet répétée.
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On appelle sous-programme un grafcet partiel dont 1’évolution est provoquée par
I’activation d’une étape d’appel, cette étape restant active jusqu’au retour du sous
programme a sa situation initiale.

Un sous-programme vérifie les propriétés suivantes :

* il comporte une étape d’attente d’ou partent et reviennent des séquences de grafcet
constituant son corps ;

* son exécution n’est possible que s’il n’est pas déja en cours d’exécution ;

* plusieurs étapes d’appel, appartenant a un ou plusieurs grafcets partiels appelants,
peuvent utiliser le méme sous-programme ;

Dans une structure avec sous-programmes, il y a donc des grafcets partiels « appe-
lants » qui déclenchent I’évolution de grafcets partiels « sous-programmes » en atten-
dant que ces grafcets « sous-programmes » soient revenus a une situation initiale avant
de reprendre leur propre évolution. Dans cet ouvrage, la présentation de cette structu-
re se limite a I’examen d’un exemple a un seul niveau de sous-programme, mais rien
n’empéche de développer ce type de structure sur plusieurs niveaux, un grafcet sous-
programme devenant le grafcet appelant de grafcets sous-programmes d’ordre infé-
rieur.

Bien que plusieurs niveaux de sous-programmes puissent étre envisagés, 1’utilisation
de sous-programmes n’induit pas de hiérarchie entre les grafcets de facon formelle.

Exemple

Une structure avec sous-programme est présentée en exemple figure 6.16.

_J Appel de G3

Condition de fin

7| d'exécution de

G3

Figure 6.16 Grafcet global avec sous-programmes.

Condition de retour de
I'étape d'attente du
sous-programme G3

Le grafcet global comprend trois grafcets partiels :

* un grafcet appelant G1 ;

Etape d'attente Etape d'attente
d'exécution du d'exécution du
Condition sous-programme G2 sous-programme G3
| | d'appel de
G3
—J Appel de G3 Condition
d"exécution du
Condition de fin sous-programme
[ d'exécution de G3
G3
Condition
Condition d’exécution du
d'appel de sous-programme
G2 G2
| Appel de G2
Condition de fin
K d'exécution de
G2
Condition de . B
d'appel de Etape mémorisant la
I G3 fin d'exécution du
sous-programme G3

* un grafcet sous-programme G2 ;
* un grafcet sous-programme G3.
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Le grafcet partiel G1 appelle de facon cyclique le sous-programme G3, puis le
sous-programme G2 avant de terminer par un second appel du sous-programme
G3.

Parmi les nombreuses solutions permettant de satisfaire aux conditions imposées,
deux facons de gérer les appels des sous-programmes sont proposées.

Détails de mise en ceuvre du sous-programme G2
L’examen du grafcet sous-programme G2 permet d’établir que :
* son étape d’attente d’exécution est 1’étape 101 ;

 son exécution commence, c’est-a-dire que son grafcet peut évoluer, quand la
réceptivité de la transition (7) prend la valeur VRAL Cette réceptivité, 1 X4,
indique que I’étape d’appel est 1’étape 4 du grafcet G1.

L’examen du grafcet G1 permet d’établir que :

* I’appel de G2 n’est possible que si I’étape 101, son étape d’attente d’exécution,
est active. Cette information est obtenue en observant la réceptivité de la transi-
tion (3) qui précede I’étape 4.

* si I’étape 3 est active et que G2 est en attente d’exécution alors la transition 3 est
franchie. L’ étape 4 est activée, permettant le franchissement de la transition (7) et
I’exécution de G2.

* ’étape 4 ne peut étre désactivée que si G2 revient a sa position d’attente. Lorsque
I’étape 101 est a nouveau activée, la transition (4) devient franchissable. Il y a
désactivation de I’étape 4, activation de I’étape 5. L’évolution du grafcet appelant
reprend.

Compte tenu de cette analyse le grafcet G2 peut effectivement étre qualifié de sous-
programme car il en présente la structure et en vérifie les propriétés.

Cette approche présentée, utilisant des fronts montants, ne permet pas d’appeler
simultanément plusieurs sous-programmes a partir d’une seule étape appelante.

Détails de mise en ceuvre du sous-programme G3
L’examen du grafcet sous-programme G3 permet d’établir que :
* son étape d’attente d’exécution est 1’étape 201 ;

* son exécution commence, c’est-a-dire que son grafcet peut évoluer, quand la
réceptivité de la transition (11) prend la valeur VRAL Cette réceptivité, (X2 + X6),
indique que les étapes d’appel sont les étapes 2 et 6 du grafcet G1 ;

* la réceptivité de la transition (15), qui précede I’étape d’attente 201, est le com-
plémentaire de (X2 + X6). Ainsi le retour a I’étape d’attente n’est possible que si
le grafcet appelant a repris son évolution.

L’examen du grafcet G1 permet d’établir que :

* I’appel de G3 n’est possible que si 1’étape d’attente d’exécution repérée 201 est
active. Cette information est obtenue en observant la réceptivité des transitions
(1) et (5) qui précédent les deux étapes d’appel 2 et 6.

* si le sous-programme G3 est en attente d’exécution, les étapes 2 ou 6 peuvent étre
activées, permettant le franchissement de la transition (11) et I’exécution de G3.

* les réceptivités des transitions (2) et (6) indiquent que 1’activation de 1’étape 205
marque la fin d’exécution de G3 avant retour a sa position d’attente et permettent
au grafcet appelant G1 de reprendre son évolution.

Comme précédemment, le grafcet G3 peut étre qualifié de sous-programme.
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Le choix pour réceptivité de la transition
(15) de la valeur 1 plut6t que /X2./X6
simplifie 'écriture de la réceptivité mais
ne permet pas l'appel simultané de
plusieurs sous-programmes a partir
d'une seule étape appelante.

6.3.2

Une action de forcage ne peut pas
s'appliquer au grafcet partiel dont elle
fait partie !

Une action de forcage est toujours
exécutée, méme dans le cas d'une
évolution fugace.

Cette facon de procéder, plus contraignante que la précédente, autorise I’appel
simultané de plusieurs sous-programmes de durées différentes et fonctionnant en
parallele. Un appel simultané de sous-programmes par une seule étape appelante
est possible si la fin d’exécution de chaque sous-programme est mémorisée par
I’activation d’une étape de fin d’exécution, précédant le retour a 1’étape d’attente
d’exécution.

Les solutions proposées pour G2 et G3 sont d’une certaine facon tres différentes
I’une de l'autre. Pour G2, les différents déclenchements se produisent sur des
fronts de variables. Ils sont donc provoqués par des événements. Pour G3, les dif-
férents déclenchements se produisent sur état. Bien que la solution proposée pour
G2 soit plus concise, la solution proposée pour G3 est la solution la plus utilisée.

Grafcets a évolutions synchronisées

Des structures, ou différents grafcets ont des évolutions coordonnées, peuvent res-
sembler a celles des sous-programmes, mais sans en vérifier les propriétés. Elles ne
peuvent étre qualifiées de sous-programmes. La coordination de leurs évolutions
demande alors une analyse spécifique a chaque cas. On parle alors de grafcets syn-
chronisés car interagissant les uns avec les autres.

L’utilisation de grafcets synchronisés n’induit aucune hiérarchie entre les différents
grafcets. Elle permet cependant de scinder une tiche complexe en plusieurs taches élé-
mentaires qu’il s’agit alors de coordonner en utilisant le méme type de réceptivités que
celles utilisées pour les sous-programmes.

On appelle grafcets synchronisés des grafcets partiels dont les évolutions sont coor-
données par 1’évaluation de réceptivités liées aux situations des grafcets.

Ces structures ne sont pas plus développées dans ce chapitre dans la mesure ol tous
les grafcets sous-programmes et grafcets appelants sont des grafcets synchronisés qui
ont une particularité supplémentaire, celle de bloquer 1’évolution de 1’un des grafcets
pendant ’exécution de I’autre.

Structuration par forcage

* On appelle forcage I’action particuliere qui interrompt I’évolution d’un grafcet par-
tiel en lui imposant éventuellement une situation donnée.

* On appelle grafcet forcé un grafcet partiel faisant 1’objet d’une action de forcage.

Propriétés et regles d'évolution

Le forcage est régi par les regles suivantes :

* Le forcage est un ordre interne, dont I’exécution est prioritaire. Les régles d’évo-
Iution numéro 3, 4 et 5 ne s’appliquent plus au grafcet forcé tant que 1’action de
forcage est exécutée. Pendant toute cette durée d’exécution, le grafcet forcé reste
figé dans la situation que lui impose 1’action de forcage.

e Un grafcet forcé ne peut faire 1’objet de plusieurs actions de for¢age simultanées.
Cette situation ne doit jamais se présenter.

* Lorsqu’une action de forcage cesse, le grafcet objet du forcage évolue a nouveau
en partant de la situation qui était imposée par le for¢age et en respectant les regles
d’évolution numéro 3, 4 et 5.
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Une action de forcage est représentée par le symbole ou « Gi » désigne

le grafcet forcé et ol « # » doit étre remplacé par :
* soit une liste d’étapes de Gi si I’action de for¢age doit imposer cette situation a Gi ;

* soit le symbole * si ’action de for¢age doit figer Gi dans la situation ou il se trou-
ve a ’instant ou elle débute. Dans ce cas I’action est qualifiée de figeage ;

e soit le terme INIT si I’action de forcage doit figer Gi dans la situation ou seules ses
étapes initiales sont actives ;

e soit un blanc (liste vide) si I’action de forcage doit désactiver Gi.

Hiérarchie et forcage

Le forgage induit automatiquement une hiérarchie entre les grafcets partiels : le graf-
cet comportant I’action de forcage est d’ordre hiérarchique supérieur au grafcet forcé.
Dans un projet complexe, toutes les actions de forgage doivent respecter cette hiérar-
chie comme le montre la figure 6.17.

Ordre : grafcet partiel
hiérarchique ==» :actions de forcage
1% niveau

éme
2 niveau

eéme -}
37 niveau | G300 |
4™ niveau
Figure 6.17 Structure hiérarchique par forcage.
Exemple

Le grafcet global de la figure 6.18 illustre la notion de forgage.

Figeage du grafcet G2 a la situation courante
a l'instant de l'activation de I'étape 3

i/-l Désactivation du grafcet G2

1) T

Forcage du grafcet G2
Situation imposée :
étape 10 active

Ce grafcet se compose du grafcet partiel G1 comprenant des actions de forgage et
du grafcet forcé G2.
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Les réceptivités des transitions (1), (3) et
(5) interdisent deux actions de forcage
simultanées sur le grafcet G2.

On suppose qu’a I’instant initial les entrées v, p, f et r ont toutes la valeur FAUX.
Des I’initialisation, le grafcet G2 évolue et les étapes 10, 11, 12 et 13 sont actives
a tour de role. Les lampes verte, orange, rouge s’allument et s’éteignent.

Les différentes possibilités d’évolution du grafcet G1 et leur impact sur 1’évolution
du grafcet G2 sont examinés.

e Cas d’un tv suivid’un 1r:

— A l’instant du 1 v, G1 passe de la situation {0} a la situation {1}. L’action de for-
cage associée a I’étape 1 est exécutée. Elle est telle que toutes les étapes de G2
sont désactivées.

— A Iinstant du 17, G1 passe a la situation {4}.

Cet enchalnement d’événements provoque 1’extinction des lampes.

e Cas d’un fr suivi d’un tv :

— Le 1 rlaisse G1 dans la situation {0}. G2 continue a évoluer normalement.

— A I'instant du v, G1 passe de la situation {0} a la situation fugace {1}, puis a
la situation {4}. L action de forgcage associée a 1’étape 1 est quand méme exécu-
tée a ’instant de 1’activation de 1’étape 1 : G2 est désactivé.

Cet enchainement d’événements provoque aussi I’extinction des lampes.
e Cas d’un 1 p suivitd’un 17 :

— A P’instant du 1 p, G1 passe 2 la situation {2}. L’action de forcage associée a
I’étape 2 est exécutée. La situation {10} est imposée au grafcet G2 : quelle que
soit sa situation antérieure, toutes ses étapes sont désactivées a 1’exception de
I’étape 10 qui est activée et maintenue active tant que 1’étape 2 reste active. Au
bout d’une seconde, la réceptivité de la transition (8) prend la valeur VRAI mais
la transition (8), compte tenu du forcage, ne peut étre franchie.

— A I’instant du 17, G1 passe 2 la situation {4} : G2 peut évoluer librement a par-
tir de la situation {10}.

Pour cet enchainement d’événements, le 1 p provoque 1’allumage de la lampe
orange. L’allumage séquentiel des lampes a partir de 1’orange reprend au 1 r.

e Cas d’un frsuivitd’un 1 p :
—Le 7 rlaisse G1 dans la situation {0} et G2 continue a évoluer normalement.

— A P’instant du 1 p, G1 passe de la situation {0} a la situation fugace {2}. Quelle
que soit la situation antérieure de G2, ’action de forcage est exécutée et sa nou-
velle situation devient instantanément { 10}. Ces évolutions se produisent dans le
méme cycle d’analyse d’évolution. Dans le cycle d’analyse d’évolution suivant
G1 passe a la situation {4} et G2 peut de nouveau évoluer librement a partir de
la situation {10}.

Pour cet enchainement d’événements, I’ordre d’allumage des lampes saute a la
couleur orange a I’instant du 71 p.

e Cas d’un 1 f suivid’un 1r:
— A Iinstant du 1 f, G1 passe 2 la situation {3}. L’action de forcage est exécutée
et G2 se retrouve figé sur sa situation antérieure a cet instant. Au bout d’une

seconde la réceptivité de la transition située en aval de I’étape active de G2 prend
la valeur VRAI mais la transition n’est pas franchie.

— A l'instant du 17, G1 passe 2 la situation {4} et G2 peut reprendre son évolution.

Pour cet enchainement d’événements, le 1 f provoque le maintien de la lampe allu-
mée. L’allumage séquentiel des lampes reprend au 1 r.
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e Cas d’un {rsuivid’un 1 f:
— Le 1r laisse G1 dans la situation {0} et G2 continue a évoluer normalement.

— Alinstant du 1 f, G1 passe 2 la situation fugace {2}. L’action de forcage est exé-
cutée mais des le cycle d’analyse d’évolution suivant, la situation de G1 devient
{4} et G2 peut reprendre son évolution.

Pour cet enchainement d’événements, le 1 f n’a pas d’effet apparent sur 1’alluma-
ge séquentiel des lampes.

Structuration par encapsulation

L’encapsulation est un outil destiné a structurer et hiérarchiser un grafcet global.

La structure est obtenue en regroupant des étapes dans des ensembles, dits encapsula-
tions, une encapsulation pouvant en inclure d’autres.

Ces ensembles d’étapes pris deux a deux sont soit disjoints, soit inclus I’'un dans
I’autre. Un exemple de regroupements est proposé figure 6.19, les étapes y étant repré-
sentées par des cercles.

Niveaux hiérarchiques induits :
[ Etapes et encapsulations de niveau 1

Etapes et encapsulations de niveau 2

]
[ Etapes et encapsulations de niveau 3
[] Etapes de niveau 4

Encapsulations
(Ensembles d’étapes )

Figure 6.19 Structure hiérarchisée par encapsulations.

Les différents niveaux d’inclusion de ces étapes et ensembles d’étapes, représentés a
I’aide de couleurs sur la figure 6.19, induisent une structure hiérarchisée allant du
niveau le plus haut, le niveau 1, au niveau le plus bas, ici le niveau 4.

Les étapes sont bien sir reliées par des transitions et font partie de grafcets partiels,
mais ces liens ne sont pas représentés sur cette figure, d’une part par souci de clarté,
d’autre part parce que tout le contenu d’un ensemble, a un niveau donné, est replacé
par une seule étape. Le contenu de cette étape est développé dans un niveau inférieur.
L’encapsulation consiste donc a considérer des étapes contenant des grafcets, comme
le suggere la figure 6.20.

Concernant cette structure, on peut remarquer que :

° au niveau 1, deux étapes encapsulantes incluent les deux ensembles d’étapes et
sous-ensembles d’étapes d’ordres inférieurs. Les étapes et étapes encapsulantes de
niveau 1, reliées entre elles, constituent le grafcet partiel d’ordre hiérarchique le
plus élevé.

* de la méme facon, au niveau 2, trois étapes encapsulantes incluent les trois
ensembles d’étapes et sous-ensembles d’étapes d’ordre inférieurs. Les étapes et
étapes encapsulantes de niveau 2, reliées entre elles, constituent des grafcets par-
tiels d’ordre 2. Ces grafcets sont en quelque sorte a I’intérieur des étapes encapsu-
lantes de niveau 1 et leur évolution est liée a 1’état actif ou inactif de leur étape
encapsulante.

e cette succession d’encapsulations se poursuit jusqu’a atteindre le niveau hiérar-
chique le plus bas.

La mise en ceuvre de 1’encapsulation nécessite d’enrichir le GRAFCET d’un certain
nombre d’éléments et de regles d’évolution et de mise en forme structurelle. Ce cha-
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Etapes encapsulantes

Etapes de niveau M de niveau 2

/oA o AN, Une étape encapsulante de niveau N

,'l | ,,’I ‘\\ contient une encapsulation quiest

/ \ o un ensemble d’étapes de niveau N+1
__—‘(_;.___,‘,___\‘“__

Ftapes de niyeau 2 \

Chaque encapsul ation
se présente sous la forme
d’un grafcet partiel

Ftapes encapsulantes
de niveau 2

Une étape encapsulante
est active si et seulement si
au moins une étape de
chacune de ses encapsulations
est active

Figure 6.20 Encapsulations et étapes encapsulantes

pitre se poursuit par leur présentation et par 1’analyse détaillée des évolutions d’un
grafcet structuré par encapsulation.

¢ On appelle étape encapsulante une étape qui contient des grafcets partiels.

* On appelle étape encapsulante initiale une étape encapsulante faisant partie de la
situation initiale d’un grafcet.

* On appelle encapsulation tout grafcet partiel contenu dans une étape encapsulan-
te. Le cadre d’une encapsulation précise son nom, en bas a gauche, et le repere de
son étape encapsulante, en haut a gauche.

* On appelle étape encapsulée toute étape faisant partie d’une encapsulation.

* On appelle lien d’activation la marque « * » associée a des étapes encapsulées.

Représentations liées a I'encapsulation
Les éléments propres a I’encapsulation se représentent de fagon spécifique :
* Représentation d’une étape encapsulante :
* Représentation d’une étape encapsulante initiale :

* Représentation d’une étape encapsulée marquée du lien d’activation : *

Propriétés des étapes encapsulantes et des encapsulations

Une étape encapsulante a toutes les propriétés d’une étape.

e Lactivation d’une étape encapsulante entraine ’activation de toutes ses étapes
encapsulées marquées d’un lien d’activation.
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Les liens d'activation sont sans effet a
I'instant initial. Il faut considérer qu'a
I'instantinitial, une étape encapsulante
initiale ne devient pas active mais elle
est active, sans avoir jamais été a I'état
inactif.

Les étapes encapsulées initiales ne sont
pas nécessairement marquées d'un lien
d'activation.

6.3 * GRAFCET et description structurée

* La désactivation d’une étape encapsulante entraine la désactivation de toutes les

étapes de toutes ses encapsulations.

» A l'instant initial, seules toutes les étapes faisant partie de la situation initiale d’un
grafcet global sont actives. La situation initiale inclut toutes les étapes initiales et

toutes les étapes encapsulantes initiales.

* Des leur activation, les encapsulations respectent les régles d’évolution du

GRAFCET.

* DL’encapsulation peut étre combinée au forgage.

Regles relatives a I'encapsulation

* Toute encapsulation doit contenir au moins un lien d’activation.

* Toute encapsulation d’une étape encapsulante initiale doit contenir au moins une
étape initiale.

* Si une encapsulation contient au moins une étape initiale, alors son étape encapsu-
lante doit étre une étape encapsulante initiale.

La connaissance de toutes ces propriétés et de toutes ces régles permet d’aborder et de
comprendre I’évolution de grafcet mettant en oeuvre 1’encapsulation.

Contrairement au forcage, qui impose une situation par assignation, I’encapsulation
agit sur événement, en affectant des états aux étapes marquées de liens d’activation.

Exemple

Le grafcet de la figure 6.21 présente une structuration par encapsulation.
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d’une encapsulation Vi
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Figure 6.21 Structuration par encapsulation.
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Son examen permet d’illustrer les régles d’évolution induites par 1’encapsulation.
Son évolution est détaillée pour une suite d’événements extérieurs choisis. Les
variables a, b, f, m, r, s et v ont toutes la valeur FAUX a I’instant de I’initialisation.

« A I’instant initial, la situation du grafcet global est {1,8,11}.

— Cette situation est établie en prenant en considération toutes les étapes initiales
mais en ne tenant compte d’aucun lien d’activation.

— La réceptivité de la transition (1) a la valeur FAUX. L’étape encapsulante initiale
1 reste active.

L’étape encapsulante initiale 1 restant active, I’encapsulation G2 peut évoluer en
respectant les régles d’évolution du GRAFCET.

* [’événement suivant est un 1s. La transition (11) est franchie. La situation du
grafcet évolue en {1,8,12}.

* Les événements suivants sont un 17, un |, 7 puis un | s. Les situations atteintes
successivement sont {1,9,12}, {1,10,12} puis {1,10,13}.

e [’événement suivant est un 1 a.
— La transition (1) est franchie.

—L’étape 1, mais aussi toutes les étapes de son encapsulation, c’est-a-dire les
étapes 10 et 13, sont désactivées.

— L étape 2 est activée.

La situation du grafcet global devient {2}.

* La variable a prend la valeur FAUX.

— L étape 2 est désactivée tandis que I’étape encapsulante 3 est activée.

— L’étape 3 a deux encapsulations, G3 et G4, dont les étapes 5 et 15 sont marquées
d’un lien d’activation. Simultanément a 1’activation de 1’étape 3, les étapes 5 et
15 sont activées.

— L étape 5 est aussi une étape encapsulante. L’étape 18, étape de son encapsula-
tion G5 marquée d’un lien d’activation, est également activée.

Ainsi, le grafcet global passe instantanément de la situation {2} a la situation
{3,5,15,18}.

* La situation {3,5,15,18} n’est jamais stable car les réceptivités des transitions
(18) et (24) sont complémentaires. L’évolution du grafcet est donc fugace.
Comme m a la valeur FAUX, la situation devient {3,5,15,22}.

* Trois secondes apres 1’activation de 1’étape 22, la situation du grafcet global
devient {3,5,15,23}.

e [’événement suivant est un 1.

— L’étape encapsulante 5 est désactivée, entrainant la désactivation de son encap-
sulation GS5.

Le grafcet global passe instantanément de la situation {3,5,15,23} a la situation
{3,6,15}.

* Une seconde apres le 1r se produit un 1b. Le grafcet global passe instantané-
ment a la situation {4} car I’étape encapsulante 3 est désactivée.

* Au | b qui suit, la situation du grafcet global devient {1,8} car lors d’une activa-
tion de 1’étape encapsulante initiale, seuls sont pris en compte les liens d’activation.
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Synthese

Remarques relatives a la désignation des encapsulations et étapes encapsulées :

*  X3/G3 est la désignation globale de I’encapsulation G3 de la figure 6.21. Cette
désignation précise le repere de I’étape encapsulante et la désignation de 1’en-
capsulation. De la méme facon, X3/X5/G5 est la désignation globale de 1’en-

capsulation GS5.

e X3/X5/X20 est la désignation de I’étape encapsulée 20 de la figure 6.21. Cette
désignation permet d’identifier rapidement le niveau d’encapsulation d’une
étape car on y exprime la suite hiérarchique des étapes encapsulées les unes

dans les autres.

Savoirs

Je sais définir les mots ou expressions :

GRAEFCET ;

grafcet ;

situation d’un grafcet ;
situation stable ;

évolution fugace ;

mode continu, action continue ;
mode mémorisé, action mémorisée ;
grafcet global ;

grafcet connexe ;

grafcet partiel ;

macro-étape ;

expansion de macro-étape ;
grafcets synchronisés ;

forcage ;

grafcet forcé ;

étape encapsulante ;

étape encapsulante initiale ;

Savoir-faire

Je sais :

reconnaitre le mode associé a une sortie ;
évaluer la valeur d’une sortie en mode continu ;
évaluer la valeur d’une sortie en mode mémorisé ;

encapsulation ;
étape encapsulée ;

lien d’activation.

Je connais :

les cinq regles d’évolution du GRAFCET ;
les propriétés et les regles applicables aux sorties en
mode continu ;

les propriétés et les regles applicables aux sorties en
mode mémorisé ;

la représentation d’une macro-étape et de son
expansion ;

la forme et la syntaxe des actions de forcage ;

les regles applicables au forcage ;

les propriétés et la représentation d’une étape encap-
sulante, d’une étape encapsulante initiale, d’une
encapsulation, d’une étape encapsulée marquée
d’un lien d’activation ;

les regles applicables a 1’encapsulation.

créer et associer une action continue, conditionnelle ou temporisée a une étape ;

créer et associer une action mémorisée a un événement ;
interpréter une macro-étape et son expansion ;
créer ou modifier une macro-étape et son expansion ;

synchroniser 1’évolution de grafcets partiels ;

interpréter 1’évolution d’un grafcet comportant des actions de forcage ;

créer ou modifier un grafcet comportant des actions de forgage ;

interpréter 1’évolution d’un grafcet structuré par encapsulation.

237



6.1 Modes de sortie

La commande d’un systeme est définie par le grafcet de la
figure 6.22.

(1) 4 Tdcy

(2) =+ 6s/X1 (5) =+ [C=0] 9) 4~ [C=1]
Clealo] [Hes]  [lfcaled]
(3) 4 ml (6) == 3s/X6 (10) <4 X4
E E

1

4) 4 3s/X3 (7) == m

[+] LHe]

(8) = 4s/X8

&

(11>j|>l

Figure 6.22 Modes de sortie — Grafcet.

1. Inventorier les variables d’entrée et de sortie du grafcet.
Préciser le mode des variables de sortie.

2. Pour I’évolution des variables définie sur le chrono-
gramme de la figure 6.23, compléter le tableau d’analyse
d’évolution qui suit en précisant si les situations atteintes
sont stables.

Situation | Transitions | Evénement | Transitions  Nouvelle | Evolution
actuelle validées franchissables \ situation | fugace

{0} @ Tdey @ | {15}

Figure 6.23 Modes de sortie — Chronogramme.

3. Compléter le chronogramme de la figure 6.23 en préci-
sant I’évolution des variables de sortie.

6.2 Tourniquet de parc d’attractions

L’entrée d’une attraction est limitée a 8 personnes par

séquence. Un tourniquet en limite 1’acces.

* Le tourniquet est par défaut verrouillé. Pour le déver-
rouiller, il faut activer la sortie DV.

* Un capteur p génere une impulsion a chaque passage
dans le tourniquet.

* A chaque nouvelle séquence :
— un surveillant appuie sur un bouton « nouveau compta-

ge ». Ce bouton poussoir est noté nc ;

Chapitre 6 « Systemes séquentiels — Représentations GRAFCET multigraphes

— le portillon est bloqué des que 8 personnes sont pas-
sées ;

— le portillon est bloqué lorsque le surveillant appuie sur
un bouton « terminé ». Ce bouton poussoir est noté ¢.

1. Ecrire un grafcet permettant de gérer le tourniquet sans
prise en compte du bouton « terminé ».

2. Méme question que la précédente avec prise en compte
du bouton « terminé ».

6.3 Registre a empilement

Le grafcet de la figure 6.24 permet de réaliser le comptage
de fronts montants de a.

Le comptage débute lorsque ¢ prend la valeur VRAL On
rappelle que la transition (0) est une transition source. Elle
est toujours validée.

TaXl1

Initialiser compteur |

compteur initialisé

Figure 6.24 Registre a empilement.

On considere la suite d’événements définie sur le chrono-
gramme de la figure 6.25.

r'

1F I I I I

I I I I

c I I I I
I I I I

0 | | | |

I I I I

I I I I

v -

—_

Figure 6.25 Chronogramme.

1. Compléter le tableau d’analyse d’évolution suivant en se
limitant aux événements qui se produisent jusqu’au qua-
trieme front montant de a.

Situation | Transitions | Evénement | Transitions | Nouvelle | Evolution
actuelle validées franchissables | situation | fugace
{10} 0,10 Tc 10 {11}
{11} 0,11 Ta 0 {1,11} oui

2. Compléter le chronogramme de la figure 6.25 en préci-
sant I’évolution des variables X1, X2, X3, X4, X11 et X12.
Préciser les réceptivités a associer aux transitions (11) et
(12) pour obtenir le fonctionnement souhaité.
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6.4 Chaine d’assemblage et macro-étapes

On souhaite établir le grafcet de la partie commande d’une

chaine d’assemblage qui réalise 1’assemblage final de dis-

joncteurs. Des demi-boitiers partiellement pré-assemblés

et disposés sur un convoyeur progressent pas a pas d’un

poste d’assemblage a un autre (voir figure 6.26).

 Lorsqu’un boitier est présent au premier poste d’assem-
blage, une pince dépose un premier élément.

* Apres un déplacement du convoyeur d’un pas, un second
élément est retourné de 180° et mis en place par la rota-
tion d’un bras autour d’un axe horizontal.

* Apres un second déplacement du convoyeur, un cou-
vercle, maintenu par une ventouse, est emboité par un
vérin fixé a I’extrémité d’un bras pivotant.

RH-
V+

RH+ V. H+

poste 1

poste 2

Figure 6.26 Chaine d'assemblage.

L’observation de chaque poste en fonctionnement continu
permet de recenser les opérations élémentaires qui se
détaillent comme suit :

* Opérations effectuées au poste 1 :

— la pince ouverte recule pour étre au droit d’une goulot-
te d’alimentation en éléments 1 (action H-) ;

— la pince descend (action V-) puis se ferme (arrét de
I’action P) pour saisir I’élément 1 ;

— la pince remonte (action V+) puis avance au dessus du
convoyeur, a la verticale de la position d’assemblage de
I’élément 1 (action H+) ;

— a I’instant ou se présente un demi-boitier, la pince des-
cend (action V-), mettant en place I’élément 1 ;

— la pince s’ouvre (action P) puis remonte (action V+).

Les vérins provoquant les mouvements horizontaux et

verticaux sont bistables. Des contacts fin de course /0,

h1 (h1 VRAI en position AVANCE), v0 et vl (v1 VRAI en

position HAUT) informent de leur position.

Le vérin permettant d’ouvrir la pince est monostable. Des

contacts fin de course pl et pO informent de la position

ouverte et fermée de la pince (p0 VRAI en position FERME).

Opérations effectuées au poste 2 :

—a l'instant ou se présente un demi-boitier, le bras 2
pivote de 180° autour d’un axe horizontal, un élément
2 étant coincé en son extrémité (action RH+).
L’élément 2 se fixe automatiquement sur le demi-boi-
tier sans nécessiter d’action particuliere ;

Exercices d'application

— le bras 2 pivote de — 180° (action RH-). Un nouvel élé-
ment 2 se coince automatiquement a 1’extrémité du
bras 2.

La commande de la rotation est bistable. Des contacts fin
de course 710, rhl informent de la position du bras (rh1
VRAL en position ASSEMBLAGE).

Opérations effectuées au poste 3 :

— la ventouse saisit un couvercle (action A) ;

— le bras 3 pivote de 90° autour d’un axe vertical (action
RV+) ;

— a I’instant ou se présente un demi-boitier, la ventouse
descend en emboitant le couvercle (action E), le relache
(arrét de I’action A) puis remonte (arrét de I’action E) ;

¢ le bras 3 pivote de — 90° (action RV-).

La commande de la rotation est bistable. Des contacts fin
de course rv0, rvl informent de la position du bras (rv1
VRAI en position PRET A ASSEMBLER).

Le vérin vertical est monostable. Des contacts fin de
course €0, el informent de sa position (el VRAI en posi-
tion HAUT).

La commande de la ventouse est monostable. La dépres-
sion est obtenue par effet venturi. Un capteur a a la
valeur VRAI quand une dépression suffisante est obtenue.

» Avancement d’un pas du convoyeur :

— le convoyeur est désindexé (action I) ;

— le convoyeur est mis en mouvement puis arrété, un cap-
teur de position ¢ générant un créneau a chaque avan-
cement d’un pas ;

— le convoyeur est indexé (arrét de I’action I).

L’actionneur I est un vérin monostable. Les positions
indexé et désindexé actionnent des contacts fin de course
il et i0 (i1 est VRAI pour la position DESINDEXE).

1. On définit les macro-étapes suivantes :
* M1 — ajouter I’élément 1 ;

* M2 — ajouter 1’élément 2 ;

* M3 — ajouter le couvercle ;

* M4 — avancer le convoyeur d’un pas.

Ecrire les expansions des macro-étapes M1, M2, M3 et
M4, en choisissant comme premiere action de chaque
expansion celle qui correspond au début de 1’assemblage.

2. On souhaite que la production :

* démarre lorsqu’on relache le bouton de départ cycle dcy ;

* s’arréte avant de commencer un nouveau cycle lorsqu’on
appuie sur le bouton arrét ar.

En supposant que :

* la partie opérative est en position initiale a I’initialisation
du grafcet ;

¢ |es boitiers se succedent sans discontinuité ;

* des demi-boitiers en cours d’assemblage sont présents a
chaque poste d’assemblage des la mise en marche du sys-
téme ;

Ecrire le grafcet global incluant les macro-étapes M1, M2,

M3 et M4 qui permet de gérer 1’assemblage final des boi-

tiers.

3. Les durées des différentes opérations élémentaires se

détaillent comme suit :
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Action Durée (s)
avancement d’un pas (M) 1,2
indexage ou désindexage (I) 0,1
déplacement horizontal (H+ ou H-) 0,4
déplacement vertical (V+ ou V-) 0,2
ouverture ou fermeture de la pince (P) 0,15
rotation de 180° (RH+ ou RH-) 0.4
déplacement vertical (E) 0,2
rotation de 90° (RV+ ou RV-) 0,6
saisie du couvercle (A) 0,2
libération du couvercle (arrét de A) 0,1

Déterminer la durée d’un cycle d’assemblage.

6.5 Optimisation du temps de cycle
d’une chaine d’assemblage

On considere la chaine d’assemblage définie dans 1’exerci-
ce « Chaine d’assemblage et macro-étapes » .

Le fonctionnement du systeme est décrit par les grafcets
représentés figure 6.27, les macro-étapes étant dévelop-
pées figure 6.38.

Figure 6.27 Grafcet — temps de cycle optimisé.

On souhaite optimiser le temps d’un cycle en avangant le

convoyeur d’un pas dés qu’aucun obstacle n’est suscep-

tible d’entraver son déplacement.

Ce déplacement est possible deés que :

* la pince du poste 1 se retrouve en position haute apres
avoir libéré I’élément 1 ;

e le bras du poste 2 termine sa rotation de — 180° apres
avoir fixé 1’élément 2 ;

* la ventouse du poste 3 se retrouve en position haute apres
avoir déposé le couvercle.

On espere ainsi que 1’approvisionnement en éléments 1, 2

et couvercle soit fait en temps masqué pendant le déplace-

ment du convoyeur.

1. A quelle(s) condition(s) la macro-étape M4 peut elle

devenir active ?

Déterminer les réceptivités a associer aux transitions (5),

(6) et (7) permettant d’obtenir le fonctionnement attendu.

Chapitre 6 « Systemes séquentiels — Représentations GRAFCET multigraphes

2. Etablir le chronogramme des sorties V—, V+, P, H—, H+,
RH—, RH+, E, A, RV—, RV+, I et M pour un cycle du graf-
cet a partir de I’événement |dcy.

3. Déterminer la durée d’un cycle de production du syste-
me d’assemblage final.

Déterminer le temps nécessaire a 1’assemblage final d’un
disjoncteur.

6.6 Chaine d’assemblage
a approvisionnement discontinu

On considere la chaine d’assemblage définie dans 1’exerci-
ce « Chaine d’assemblage et macro-étapes » dont le fonc-
tionnement est régi par les grafcets des figures 6.27
et 6.38.

Les réceptivités associées aux transitions (5), (6) et (7)
sont respectivement X54, X9 et X74.

Compte tenu de tests effectués avant I’assemblage final, de
I’élimination des demi-boitiers défectueux, certains
emplacements du convoyeur sont vides. Un capteur de
proximité p placé devant le premier poste d’assemblage
signale la présence d’un demi-boitier afin que les opéra-
tions finales ne soient effectuées qu’en présence de demi-
boitier.

Modifier le grafcet proposé pour tenir compte de I’absen-
ce ou de la présence de demi-boitiers en face des postes
d’assemblage.

6.7 Chaine d’assemblage et sous-programmes

On souhaite établir le grafcet de la partie commande d’une

chaine d’assemblage qui réalise 1’assemblage final de dis-

joncteurs comme décrit dans I’exercice « Chaine d’assem-

blage et macro-étapes » (voir figure 6.26 page 239).

Les sous-programmes correspondant aux principales

taches sont définis figure 6.28 (p. 242).

On souhaite que la production :

* démarre lorsqu’on relache le bouton de départ cycle dcy ;

* s’arréte avant de commencer un nouveau cycle lorsqu’on
appuie sur le bouton arrét ar.

Compte tenu de tests effectués avant 1’assemblage final, de
I’élimination des demi-boitiers défectueux, certains
emplacements du convoyeur sont vides. Un capteur de
proximité p placé devant le premier poste d’assemblage
signale la présence d’un demi-boitier afin que les opéra-
tions finales ne soient effectuées qu’en présence de demi-
boitier.

En modifiant les réceptivités des sous-programmes définis
figure 6.28, écrire un grafcet permettant de commander la
chaine d’assemblage en minimisant la durée d’un cycle
d’assemblage.
6.8 Chaine d’assemblage —

implantation d’un arrét d’urgence

On considere la chaine d’assemblage définie dans 1’exerci-
ce « Chaine d’assemblage et macro-étapes » et représentée
sur la figure 6.26. Le systéme est 1égerement modifié : des
capteurs b1, b2 et b3 permettent de déterminer la présen-
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ce de demi-boitiers aux postes 1, 2 et 3. Sa commande est
régie par les grafcets des figures 6.29 (voir page 243) et
6.30 (voir page 244).

Pour des raisons de sécurité, on souhaite implanter un arrét
d’urgence. On ajoute au systeéme un bouton d’arrét d’ur-
gence au.

Cahier des charges :

* Un appui sur I’arrét d’urgence provoque I’arrét immédiat
de toutes les actions.

* Apres un arrét d’urgence, la production ne peut reprendre
que si la partie opérative est en position de référence,
c’est-a-dire :

— pince fermée en position haute au dessus du convoyeur
au poste 1 ;

— bras 2 basculé vers la zone d’approvisionnement, a
I’arriere du convoyeur au poste 2 ;

— ventouse avec piece en position haute au dessus du
convoyeur au poste 3.

En créant un grafcet d’ordre supérieur mettant en oeuvre
des actions de forcage, modifier le grafcet global pour
prendre en compte ce nouveau cahier des charges.

6.9 Trieur a deux magasins

La figure 6.31 (voir page 245) définit les grafcets de la par-

tie commande d’une machine de tri.

La machine prend des paquets stockés dans deux magasins

et les trie en trois catégories.

* La machine est mise en marche ou arrétée en basculant
un interrupteur m. Un tapis roulant est alors mis en
marche (action MC)

* Un appui sur I’arrét d’urgence au arréte la machine.

* Les paquets sont prélevés dans un magasin et poussés sur
le tapis roulant par les aller-retour d’un vérin jusqu’a ce

Exercices d'application

que le magasin soit vide (actions P14 et P1— pour le
magasin 1, P2+ et P2— pour le magasin 2). Pendant ce
temps, 1’autre magasin peut étre rempli.

* Lorsqu’un paquet sort d’un magasin, il est détecté par un
capteur r qui prend la valeur VRAI pendant une a deux
secondes. Il passe ensuite devant un systeme qui 1’identi-
fie et lui associe un code L. En fonction du code, le
paquet est orienté et pris en charge de trois fagons diffé-
rentes. Les macro-étapes M1, M2 et M3 ne sont pas
davantage développées dans cet exercice.

* Des capteurs fin de course p et g prennent la valeur VRAI
quand les vérins P1 et P2 sont en position rentré.

1. Les hypotheses suivantes sont faites :

* on suppose que 1’étape 3 reste active et que le trieur est

mis en marche ;

* un déstockage du magasin 1, noté D1, correspond a une

succession des actions P14+ P1— ;

* un déstockage du magasin 2, noté D2, correspond a une

succession des actions P2+ P2—.

En analysant les grafcets de la figure 6.31, déterminer la

suite des déstockages effectués dans les différents cas sui-

vants :

(1) il y a 3 paquets dans le magasin 1.

(2) il y a 2 paquets dans le magasin 2.

(3) ily a2 paquets dans le magasin 1 et 3 paquets dans le
magasin 2.

(4) il y a 1 paquet dans le magasin 1, 3 paquets dans le
magasin 2 et 2 paquets sont ajoutés au magasin 1 pen-
dant le déstockage du magasin 2.

Indiquer le role des variables D et E.

2. On souhaite utiliser la structuration par forcage en lieu
et place de la structuration par encapsulation.

Etablir de nouveaux grafcets pour la partie commande en
s’interdisant 1’ utilisation des encapsulations.
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1 — 1 — 1
59 54 H H- 80
59) 4 (54) 4 hO (80) 4~
50 55 H V- 81 1 I=1
(50) = (55) 4 V0 81) =il
51 H V- 56 - P:=0 82 HM
G1) —+v0 (56) < p0 82) 4 Tr
52 HP:=1 57 H V+ 83 HL:=0
(52) =+ pl (57) ++ vl (83) =+ i0
53 H V+ 58 H H+ 84
(53) =+ vl (58) = hl (84) +
—Gl4
—Gl1
Assembler sur poste 2 Assembler sur poste 3
—— —— ——
60 70 74 H RV-
(60) = (70) = (74) =10
61 H RH+ 71 HE:=1 75 H Ai=1
61) = rhl (71) 4 €0 (75) 4a
62 H RH- 72 H A=0 76 H RV+
(62) = r1h0 72) 42 (76) == 1vl
63 73 H E:=0 77
63) + 73) +el a7) +
—GI2
—G13

Figure 6.28 Sous-programmes d'assemblage.
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Figure 6.29 Chaine d'assemblage et arrét d'urgence - Grafcets (1/2).
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Assembler sur poste 2

Assembler sur poste 3

—— ——
s [s]
(14) <4 ar (45) 4= X6
15 46 H RH+
(15) 4= X0 (46) == rhl
16 47 H RH-
(16) 4=ar 47) 4~ th0
—G3 48
(48) +— X7
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—— ——
30 35 H H-
(30) 4= X3 (35) 4= h0
31 H V- 36 H V-
G1) 40 (36) 4=\
32 HP:=1 37 H P:=0
(32) 4+ pl (37) 4 p0
33 1 V+ 38 H V+
(33) == vl (38) ==Vl
3I4 L 39 H H+
(39) 4~ hl
40
I
(B4) 4= X4
—Gl1

1
50
1
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(52) +a 57 H RV+
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(54) = X10
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(60)

4 X12

61)

(62)

(63)

(64)

—Gl4

Figure 6.30 Chaine d'assemblage et arrét d'urgence - Grafcets (2/2).
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Figure 6.31 Grafcet du trieur.
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6.10 Capteur de position angulaire
(d’apres X-ENS PSI 2008)

Un capteur de position angulaire, représenté partiellement

figure 6.32, est constitué de trois capteurs inductifs placés

sur un support fixe et d’'une bague dentée solidaire d’une

piece mobile en rotation autour de I’axe (O,7).

* L e passage des dents devant les trois capteurs C;, C; et
C5 délivre des informations en tout ou rien.

* Un capteur délivre I’information VRAI (¢; = 1) s’il détec-
te la présence de la roue ou I’information FAUX (¢; = 0)
dans le cas contraire.

* La roue crantée définit 18 secteurs angulaires de 20°.

y

Figure 6.32 Capteur de position angulaire.

1. Evaluer la précision de I’information délivrée par ce cap-
teur de position angulaire.

2. Exprimer la fonction technique réalisée par le capteur Cs.
3. Les capteurs C; et C, permettent de déterminer le sens
de rotation de la bague.

Exprimer les deux équations logiques des variables S, et
S, permettant de déterminer le sens positif ou négatif de
rotation de la bague en fonction des variables binaires
associées aux deux capteurs C; et Cs.

4. On note S;, i variant de 0 a n, les différents secteurs angu-
laires correspondants aux positions identifiables de la bague.
Expliciter le fonctionnement du capteur angulaire en défi-
nissant un grafcet permettant de déterminer le numéro de
secteur angulaire Ns en fonction des variables ci, ¢, et ¢3.

6.11 Chaine d’assemblage —
Arrét d’urgence et position de référence

On considere la chaine d’assemblage définie dans 1’exerci-
ce « Chalne d’assemblage et macro-étapes » et représentée
sur la figure 6.26. Le systeme est légerement modifié : des
capteurs b1, b2 et b3 permettent de déterminer la présen-
ce de demi-boitiers aux postes 1, 2 et 3. Sa commande est
régie par les grafcets des figures 6.29 et 6.30.

Pour des raisons de sécurité, on souhaite ajouter des fonc-
tionnalités supplémentaires : prise en compte d’un arrét
d’urgence, possibilité de mettre le systtme dans une posi-
tion de référence apres un arrét d’urgence.

On décide d’ajouter trois boutons au systéme :

* un bouton d’arrét d’urgence au ;

* un bouton raz permettant, poste par poste, de mettre la par-
tie opérative en position avant un nouveau départ cycle dcy ;
* un sélecteur a trois positions associé aux variables pos1
et pos3 :
— la position 1 correspond a pos1 VRAI ;
* la position 3 correspond a pos3 VRAI ;
* la position 2 correspond a pos1 FAUX et pos3 FAUX ;

Cabhier des charges :

* Un appui sur I’arrét d’urgence provoque 1’arrét immédiat
de tous les cycles automatiques, les actionneurs pince et
ventouse conservent leur état, le convoyeur est immédia-
tement stoppé.

 Apres un arrét d’urgence, la production ne peut reprendre
que si la partie opérative est en position de référence,
c’est-a-dire :

— pince fermée en position haute au dessus du convoyeur
au poste 1 ;

—bras 2 basculé vers la zone d’approvisionnement, a
I’arriere du convoyeur au poste 2 ;

— ventouse avec piece en position haute au dessus du
convoyeur au poste 3.

* Avec le sélecteur en position 1, pour I’initialisation du

poste 1 avant la mise en production :

— une impulsion de moins de 1 s sur le bouton raz pro-
voque une mise en place de la pince en position haute
au dessus du convoyeur ;

— un appui sur le bouton raz d’une durée supérieure a 1 s
provoque 1’ouverture de la pince, un retour en position
haute puis un recul de la pince, la descente de la pince
et la saisie d’une piece, un retour en position haute et
une avancée de la pince au dessus du convoyeur.

* Avec le sélecteur en position 2, pour I’initialisation du
poste 2 et du convoyeur avant la mise en production :

— une impulsion de moins de 1 s sur le bouton raz pro-
voque un retour en position arriere du bras 2 ;

— un appui sur le bouton raz d’une durée supérieure a 1 s
provoque le déplacement d’un pas du convoyeur.

* Avec le sélecteur en position 3, pour I’initialisation du
poste 3 avant la mise en production :

— une impulsion de moins de 1 s sur le bouton raz pro-
voque un retour de la ventouse en position haute au
dessus du convoyeur ;

— un appui sur le bouton raz d’une durée supérieure a 1 s
provoque ’arrét de I’aspiration, un retour en position
haute puis un recul de la ventouse, la saisie d’un cou-
vercle et une avancée de la ventouse au dessus du
convoyeur.

Modifier le grafcet global pour prendre en compte ce nou-

veau cahier des charges.

En particulier il est possible de :

» créer un grafcet d’ordre supérieur mettant en oeuvre des
actions de forcage ;

» modifier le grafcet G2 ;

» modifier les réceptivités des grafcets G11, G12, G13 et
Gl4.



1. Les variables d’entrée et de sortie du grafcet sont réperto-
riées sur le diagramme 6.33.

—» A

dcy—P —» B
E/S

ml—P»] —»C

—»D

Figure 6.33 Modes de sortie - Diagramme des entrées/sorties.

Les variables A, B et C sont affectées sur événements. Elles sont

La variable D est assignée sur état. Elle est utilisée en mode
continu.

2. Une analyse des évolutions du grafcet conduit au tableau ci-
dessous.

3. Le chronogramme que 1’on obtient est représenté figure 6.34
(voir page 253).

1. Il s’agit d’un probleme de comptage. Une solution consiste
a utiliser un compteur.

L utilisation d’un compteur nécessite :

* une boucle comportant I’incrémentation du compteur en plus
de la séquence d’actions a répéter ;

* un test de sortie de boucle évaluant la valeur du compteur ;
* une initialisation du compteur avant I’entrée dans la boucle.

La valeur du compteur a évaluer au niveau du test peut étre dif-
férente suivant que 1’incrémentation est faite avant ou apres 1’évé-
nement a compter, avant ou apres la séquence d’actions a ef-

donc utilisées en mode mémorisé.

fectuer.

Situation Transitions Evénement Transitions Nouvelle Evolution
actuelle validées ou condition franchissables situation fugace
{0} 1 Tdey 1) {1,5} oui
{1.5} 2)(5)©®) [C=0] %) {1,6}
{1,6} (2)(6) 1(3s/X6) (6) {1,7}
{1,7} @)(7) 1(6s/X1) 2 {2,7}
{2,7} ©)[¢) Tml 37 {3.8}
{3,8} (H(®) 1(3s/X3) “) {48}
{4,8} ®) 1 (4s/X8) () {4,10} oui
{4,10} (11) 1 (€8] {0}
{0} 1) Tdey 1) {1,5} oui
{1.5} 2)(5)©®) [c=1] ©) {1,9}
{1,9} (2)(10) P (6s/X1) 2) {2,9} oui
{2,9} (3)(10) ml 3) {3,9}
{3,9} (4)(10) 1(3s/X3) 4) {49} oui
{4,9} (10) X4 (10) {4,10} oui
{4,10} (11) 1 a1 {0}
{0} 1) tdey 1) {1,5} oui
{15} 2)(5)©9) [C=0] ) {1,6}
{1,6} (2)(6) 1(3s/X6) (6) {1,7} oui
(1,7} () ml (7) (1,8}
{1,8} 2)(8) P (6s/X1) 2) {2,8} oui
{2,8) (3)(8) ml (3) {3.8}
{3,8} “)(®) 1 (4s/X8) ®) {3,10}
{3,10} ()] 1(3s/X3) (@) {4,10} oui
{4,10} (11) 1 (€h)) {0}
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Ici la seule action consiste a déverrouiller le tourniquet et il faut
compter les événements « front montant de p » .

Une solution est proposée figure 6.35.

I=I+1

3) =+ Tp.[1<9]

(4) ==[1=9]+nc

Figure 6.35 Tourniquet de parc d'attractions — Solution 1.

2. En partant du grafcet précédent, la prise en compte du bou-
ton ¢ se limite a la modification de la réceptivité de la transi-
tion (4) qui devient [/ = 9] 4 nc +t.

Si I’incrémentation du compteur est placée apres la détection
du front montant de p, il convient d’ajouter une sélection de
séquences comme présenté sur la solution de la figure 6.36.

E I:=0

(1) nc

@4+t G +Tp

3 HIE=R1 .

5) =+ [I<8]

(5) 4= [I=8]+nc

Figure 6.36 Tourniquet de parc d'attractions — Solution 2.

1. Une analyse des évolutions du grafcet conduit au tableau ci-
dessous.

o
—_

(=]

[
—_

N—

N—

N—

N—
v

(=]

a

vV

(=]

—

>
N

(=]

v

—_

X4

v

(=]

D D D D e ===

—_

a

S

[

X12

S
v

S e
— —— —— —— —— —— —— ——>

Figure 6.37 Registre a empilement.

2. Le chronogramme correspondant aux évolutions précisées
a la question précédente est représenté figure 6.37. Il faut re-
marquer que les différentes situations correspondant a des évo-
lutions fugaces paraissent comme simultanées mais ne le sont
pas.

Les réceptivités demandées peuvent s’écrire :

* X1.X2 pour la transition (11). Le comptage est terminé
quand les étapes 1, 2, 3 et 4 sont actives. Cette situation ne
se produit que si les étapes 1 et 2 sont simultanément actives ;

* X3.X4 pour la transition (12). Une analyse des évolutions
lorsque I’étape 12 reste active montre que la situation ou les
étapes 3 et 4 sont simultanément inactives ne se produit que
lorsque les étapes 1 et 2 sont aussi inactives.

Situation Transitions Evénement Transitions Nouvelle Evolution
actuelle validées ou condition franchissables situation fugace
{10} 0,10 1 10 {11}
{11} 0,11 ta 0 {1,11} oui
(1,11} 0,1,11 1 (2,11} oui
(2,11} 02,11 2 (3,11} oui
{3,11} 0,3,11 3 {4,11}
(4,11} 0,4,11 ta 0 (1,4,11} oui
{14,11} 0,1,4,11 1 {2,4,11} oui
(2,4,11} 0,2,4,11 2 (3,4,11}
{3.4,11} 0,3,4,11 ta 0 {1,3,4,11} oui
{1,3,4,11} 0,1,3,4,11 1 (2,34,11}
{2,3,4,11} 0,2,3,4,11 ta 0 {1,2,3,4,11}




1. Les actionneurs sont de deux types : monostables ou bistables.
Un actionneur bistable mémorise en quelque sorte son dernier
état, ce qui n’est pas le cas d’un actionneur monostable.

Pour les sorties, il est intéressant de choisir :
* le mode continu pour tous les actionneurs bistables ;
* le mode mémorisé pour les actionneurs monostables.

Ainsi, il n’est pas nécessaire de répéter une action si la sortie
associée doit étre maintenue pendant I’activité de plusieurs
étapes.

L’instant du début d’assemblage est :

* au poste 1, I’instant ou la pince descend pour mettre en place
1’élément 1 ;
* au poste 2, I’instant ou débute la rotation RH+ ;

* au poste 3, I’instant ol la ventouse descend pour emboiter le
couvercle.

Compte tenu de ces remarques 1’écriture des expansions des
macro-étapes conduit aux représentations de la figure 6.38 (voir
page 254)

2. Le fonctionnement du systeme étant cyclique, une démarche
rationnelle consiste a :

* mettre en place la boucle de fonctionnement ;

* insérer dans la boucle, a I’endroit le plus adapté, un test per-
mettant d’évaluer la condition de sortie de la boucle. Insérer
un test consiste a mettre en place une sélection de séquences,
les réceptivités des deux transitions étant complémentaires
I’une de I’autre ;

* ajouter une entrée dans la boucle en tenant compte des condi-
tions initiales a satisfaire avant d’effectuer cette entrée. Ajouter
I’entrée consiste a mettre en place une convergence de séquences
permettant d’entrer dans la boucle.

Les deux derniers points de cette démarche peuvent étre per-
mutés.

Pour minimiser le temps d’assemblage, il est nécessaire d’ac-
tiver 3 séquences paralleles pour les opérations réalisées aux
postes d’assemblage 1, 2 et 3. Apres synchronisation des sé-
quences paralleles, le déplacement du convoyeur peut étre réa-
lisé sans risque d’interaction avec les opérations d’assem-
blage. Cette solution est proposée figure 6.39.

(1) == (7) == X7

Figure 6.39 Grafcet « Chaine d’assemblage ».

Une fois la boucle principale mise en place, il convient d’ajou-
ter un test permettant d’interrompre son déroulement. C’est le
r6le des transitions (1) et (7).

Compte tenu du cahier des charges qui n’impose rien de par-
ticulier, ce test peut étre placé avant la macro étape M4.

Si I’on maintient le bouton ar appuyé jusqu’a I’arrét du sys-
teme, les réceptivités ar et ar peuvent convenir. La solution
proposée, utilisant le grafcet constitué des étapes 6, 7 et 8, per-
met de mémoriser un appui sur le bouton d’arrét et d’arréter
le systeme a la fin d’un cycle d’assemblage méme si le bou-
ton est relaché.

Les deux grafcets présentés ont des évolutions liées : ils sont
synchronisés.

On termine en mettant en place I’étape O et la condition de dé-
marrage d’un cycle.

3. Pour le grafcet défini figure 6.39 et les macro-étapes défi-
nies figure 6.38, on peut établir que les durées d’exécution des
macro-étapes sont :

e pour M1, #;, = (4.0,2 4+ 2.0,15 4+ 2.0,4) soitt; = 1,9 s ;

e pour M2, 1, = (2.0,4) soitt, = 0,8 s ;

e pour M3, 13 = (2.0,24 0,2 4+ 0,1 + 2.0,6) soitts = 1,9 s ;
e pour M4, 1, = (2.0,1 4+ 1,2) soittzy = 1,4 s.

Par suite, le temps complet d’un est

t=MAX(t,t;,t3) + 14 soitt = 3,3 s.

On peut remarquer que ce temps peut étre diminué dans la me-
sure ou le déplacement du convoyeur peut commencer plus tot.
En effet, il peut commencer dés I’instant ou plus aucun obs-
tacle ne se trouve dans la trajectoire des différents demi-
boitiers.

cycle

1. Comme la réceptivité associée a la transition (8) a toujours
la valeur VRAI, la macro-étape M4 devient active deés que les
étapes 3, 5 et 7 du grafcet G1 sont actives et que la transition
(8) est franchie.

Détermination des réceptivités :

* Quand la pince du poste 1 se retrouve en position haute, 1’étape
54 devient active.

* Quand le bras du poste 2 termine sa rotation de — 180°, I’étape 9
devient active.

* Quand la ventouse du poste 3 se retrouve en position haute,
I’étape 74 devient active.

Les réceptivités a associer aux transitions (5), (6) et (7) sont
donc X54, X9 et X74. Ainsi, dés qu’une des conditions né-
cessaires a la mise en route du convoyeur est satisfaite, une des
étapes 3, 5 ou 7 devient active. Quand les trois conditions sont
satisfaites, le convoyeur avance d’un pas.

Remarque : Supprimer les transitions (5), (6), (7), les étapes
3, 5, 7 et associer la réceptivité X54, X9, X74 a la transition
(8) ne convient pas. Les étapes 54, 9 et 74 ne sont pas néces-
sairement actives simultanément. Par contre, il est nécessaire
de mémorisé I’état d’avancement de chaque macro-étape en ac-
tivant au fur et a2 mesure les étapes 3, S et 7.

2. Le chronogramme obtenu est représenté figure 6.40 (voir page
255).

3. Le temps de cycle est feycre = 2,2 s.
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Cette valeur est a comparer a la valeur précédente qui était
t = 3,3 s. Le gain de temps est sensible.

Le temps nécessaire pour terminer la fabrication d’un disjoncteur
correspond a la durée de 3 cycles, soit Zgisjoncreur = 6,6 s.

1. La solution a développer doit permettre :

* de ne pas activer la macro-étape M1 s’il n’y a pas de piece
présente au poste d’assemblage 1 ;

* de ne pas activer la macro-étape M2 s’il n’y a pas de piece
présente au poste d’assemblage 2 ;

* de ne pas activer la macro-étape M3 s’il n’y a pas de piece
présente au poste d’assemblage 3 ;

* de faire avancer le convoyeur a la fin de chaque déroulement
de la boucle, que les opérations d’assemblage aient ou n’aient
pas eu lieu.

Pour chaque poste d’assemblage, il suffit de mettre en place
une sélection de séquences comme proposé sur le grafcet de
la figure 6.41 (voir page 256). Les réceptivités des différentes
branches doivent étre telles que :

* si un demi-boitier est présent, il faut exécuter la macro étape ;

* s’iln’y a pas de demi-boitier, il faut franchir la transition per-
mettant d’activer 1’étape qui suit la macro-étape. Dans ce cas,
la trajectoire du convoyeur n’est pas entravée au niveau du
poste considéré et aucune étape de la macro-étape n’est ac-
tivée. Il faut modifier les réceptivités des transitions (5), (6)
et (7) en conséquence. Les étapes 3, 5 ou 7, en fonction de la
macro-étape considérée, peuvent étre immédiatement activées.

Par suite :

* laréceptivité de la transition (5) est transformée en X54 + X8 ;

* la réceptivité de la transition (6) reste X9 ;

*la réceptivité de la transition (7) est transformée en
X744+ X10.

Le dernier probleme a résoudre consiste a déterminer la pré-

sence ou 1’absence de demi-boitier au niveau d’un poste.

On constate :

e qu’il n’y a qu’un seul capteur de présence p au poste 1 ;

* que si un demi-boitier est présent au poste 1 pour un cycle

d’assemblage, il est présent au poste 2 au cycle suivant, puis
au poste 3 dans un troisieéme cycle.

Il faut donc mémoriser I’absence ou la présence d’un demi-boi-
tier pendant 3 cycles consécutifs.

Une fagon simple de répondre a ce probleme consiste a utiliser
« des registres a décalage » comme présenté sur le grafcet G3.

* Au début d’un cycle, c’est-a-dire au 1 X1, 1’étape 41 est ac-
tivée si un demi-boitier est présent au poste 1.

* Au cycle suivant, c’est-a-dire au $X 1 suivant, 1’étape 42 est
a son tour activée, traduisant le passage du demi-boitier du
poste 1 au poste 2.

* Il en est de méme pour I’étape 43 qui devient active quand le
demi-boitier arrive au poste 3.

On en déduit que :
* X41 ala valeur VRAI s’il faut exécuter la macro-étape M1 ;
* X42 ala valeur VRAI s’il faut exécuter la macro-étape M2 ;

* X43 ala valeur VRAI s’il faut exécuter la macro-étape M3.

Les réceptivités des différentes sélections de séquences, a
condition que I’arrét de production ne soit pas demandé, peu-
vent donc étre complétées.

1. Dans un premier temps, il faut construire la boucle. On peut
envisager plusieurs options :

* « gérer ’assemblage au poste 1 » PUIS « gérer I’assemblage
au poste 2 » PUIS « gérer 1’assemblage au poste 3 » PUIS
« gérer le déplacement du convoyeur » ;

* (« gérer I’assemblage au poste 1 » ET « gérer 1’assemblage
au poste 2 » ET « gérer I’assemblage au poste 3 ») PUIS « gérer
le déplacement du convoyeur » ;

* « gérer I’assemblage au poste 1 » ET « gérer I’assemblage au
poste 2 » ET « gérer I’assemblage au poste 3 » ET « gérer le
déplacement du convoyeur ».

Le choix de I’option 1 conduit a une structure linéaire, simple
a mettre en place, mais de durée de cycle trop importante. Le
choix de I’option 2 est meilleur, mais le temps de cycle n’est
pas minimisé. Le choix de la troisieme option est le plus judi-
cieux.

Développement de la troisieme option (voir figure 6.42 page
257).

* Activation de séquences paralleles.

— Pour cette option il faut activer 4 séquences paralleles pour
les 4 taches a réaliser. Cette démarche conduit a la struc-
ture des étapes 1 a 5.

— Pour chaque séquence d’assemblage, il faut envisager deux
options : présence ou absence de piece.

On met donc en place la structure des étapes 6 a 11 ou les
étapes 6, 8 et 10 appellent respectivement les sous pro-
grammes G11, G12 et G13.

— La quatrieme séquence, gérer le déplacement du convoyeur,
ne peut commencer que lorsque des conditions de démar-
rage sont réunies :

* assemblage des éléments terminé ;
* espace de déplacement dégagé.

Ces conditions étant vérifiées, 1’étape 12, qui appelle le sous-
programme G14, est activée. L’étape 13 devient active
apres exécution du sous-programme.

Il est possible, des ce stade de 1’étude, de définir la plupart

des réceptivités des appels de sous-programmes :

— Pour I’appel de G11 : (X50 .présence piece poste 1), X59,
X6 et X7 pour les transitions (2), (3), (50) et (59) ;

— Pour I’appel de G12 : (X 60 .présence piece poste 2), X63,
X8 et X9 pour les transitions (5), (6), (60) et (63) ;

— Pour I’appel de G13 : (X 70 .présence piece poste 3), X77,
X10 et X11 pour les transitions (8), (9), (70) et (77) ;

— Pour I’appel de G14 : (X 80.condition de déplacement), X 84,
X6 et X7 pour les transitions (11), (12), (50) et (59).

* Synchronisation des séquences paralleles et bouclage du cycle.

— Les différentes taches étant exécutées, il faut mettre en place
une synchronisation des séquences paralleles puis une fer-
meture de la boucle.

— Pour arréter la production, il est nécessaire de prévoir un
test permettant de sortir de la boucle. Ce test correspond a



la sélection de séquences réalisée par les transitions (17) et
(23).

— Pour commencer la production, il faut ajouter une entrée
dans la boucle. L’entrée correspond a la convergence de sé-
quences réalisée par les transitions (13) et (24).

Test d’arrét.

Pour le test d’arrét, il faut mémoriser le front montant de ar
jusqu’al’arrét de la chaine. Cette mémorisation est faite grace
au grafcet G3, de la méme fagon que dans I’exercice « Chaine
d’assemblage et macro-étapes ».

Préparation des tests présence piece (étapes 18 a 21).

Pour le poste 1, la valeur de p indique la présence ou 1’ab-
sence de piece. Cette information doit étre mémorisée pour
les cycles suivants car il n’y a pas de capteur aux postes 2
et 3.

La solution proposée ici consiste a utiliser 3 variables : une
pour chaque poste. Apres chaque avancée du convoyeur, il suf-
fit :

— de décaler le contenu de la mémoire poste 2 & la mémoire
poste 3, de la méme fagon que la piece passe du poste 2 au
poste 3 ;

— de décaler ensuite celui de la mémoire poste 1 ala mémoire
poste 2 ;

— de terminer par I’affectation en fonction de p d’une valeur
a la mémoire poste 1.

Condition de déplacement du convoyeur.

Il faut exprimer la condition de déplacement du convoyeur
cond_dep pour compléter la réceptivité de la transition (11).

Le déplacement du convoyeur est possible si :

— une des étapes 54, 55, 56, 57, 58, 59 ou 7 est active pour le
poste 1, soit si condl = X54 + X55 + X56 + X57
+X58 + X59 + X7 est VRAI ;

—I’étape 9 est active pour le poste 2, soit si X9 est VRAI ;

— une des étapes 74, 75, 76, 77 ou 11 est active pour le poste
3, soit si cond3 = X74 + X754+ X76 + X77 + X 11 est
VRAL

La condition de déplacement est donc
cond_dep = cond1.X9.cond3 .

Par suite, la réceptivité de la transition (11) est X80.cond _dep.

En supposant qu’a I'initialisation du grafcet, la partie opéra-
tive est en position initiale, il est possible de conserver toutes
les étapes initiales des différents grafcets.

Une solution simple pour stopper toutes les actions continues
et interrompre I’exécution des différents sous-programmes
consiste a désactiver les grafcets G2, G3, G11, G12, G13 et G14
quand au devient VRAL Cette solution est présentée figure 6.43,
ou les actions de forcage associées a I’étape 101 permettent d’ob-
tenir ce résultat.

Cependant, les actions mémorisées ne sont pas interrompues.
Compte tenu du cahier des charges, il faut prévoir un arrét de
toutes les actions mémorisées, ce qui est réalisé a 1’aide des ac-
tions associées a 1’étape 102.

Pour reprendre la production, en supposant que le systeme est
replacé en position initiale, il suffit de forcer I’ensemble des
grafcets G2 a G14 a leur situation initiale.

A:=0

I::0|

auhl.vl p0.rh0.rvl.el.a.io

[G200]|[G3 (14]|[G 11 ;30]| [G1285]| [G T3 0]| [G12160])

Figure 6.43 Chaine d'assemblage et arrét d’'urgence - Solution.

Le systeme est en position initiale si la variable
hl.v1.p0.rh0.rvl.el.a.i0 a la valeur VRAL La réceptivité de
la transition (24) peut également &étre transformée en
Jdcy. X14.h1.v1.p0.rh0.rvl.el.a.i0 pour interdire le dé-
marrage de la production si la partie opérative n’est pas en po-
sition de référence.

1. Suite des déstockages.
(1) Pour 3 paquets en Magasinl :
* Les étapes 3, 31, 40 et 10 sont actives.

* Apres mise en marche, la boucle des étapes 12, 13, (M1,
M2 ou M3) et 23 est parcourue.

* A chaque activation de 1’étape 12, tant qu’il y a des pa-
quets, la boucle des étapes 40, 41, 42 et 43 est parcourue
et un paquet est déstocké du magasin 1. Les variables D
et E prennent la valeur VRAL

* Quand le magasin 1 est vide, la variable D prend la va-
leur FAUX. L’étape 32 est activée.

* Les étapes 50, 51, 54 et 55 sont parcourues. La variable
E prend la valeur FAUX.

* [’étape 32 est désactivée, 1’étape 30 activée. Le trieur s’ar-
réte.
Les déstockages sont (D1,D1,D1,D1,D2).

(2) Pour 2 paquets en Magasin?2 : Par un raisonnement analogue,
on montre que les déstockages sont (D1,D2,D2,D2.D1).

(3) Pour 2 paquets en Magasinl et 3 paquets en Magasin2 : Les
déstockages sont (D1,D1,D1,D2,D2,D2,D2,D1).

(4) Pour 1 paquet en Magasin1, 3 paquets en Magasin?2 et ajout
de 2 paquets en Magasinl : Les déstockages sont
(D1,D1,D2,D2,D2,D2,D1,D1,D1,D2).

Les variables D et E sont associées a chacun des deux maga-
sins.

* D prend la valeur FAUX si le magasin 1 est vide.

D prend la valeur VRAI si le magasin 1 est susceptible d’étre
non vide.

Ces deux variables permettent de gérer le changement de ma-
gasin et I’arrét du trieur quand les magasins sont tous les deux
vides.

2. Une étape encapsulante peut étre remplacée par trois étapes :
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* une étape avec actions de forgage qui imposent a ses anciennes
encapsulations la situation ol sont actives toutes les étapes
anciennement marquées d’un lien d’activation ;

* une étape sans forgcage, qui libere et laisse évoluer les graf-
cets forcés ;

* une étape avec actions de forcage qui désactivent les grafcets
correspondant a ses anciennes encapsulations.

Les grafcets partiels de la figure 6.44 (voir page 258) mettent

cette méthode en application. Ils conduisent a un fonctionne-

ment identique aux grafcets de la figure 6.31.

Les encapsulations G2, G3 et G4 ne sont pas réécrites. Elles

doivent étre transformées en grafcets partiels, en supprimant
les liens d’activation et les références aux étapes encapsulantes.

1.

e Le capteur C; donne une information binaire qui change de
valeur tout les 20°.

¢ Le capteur C, donne également une information binaire qui
change de valeur tout les 20°, mais ce changement de valeur
est décalé de 10° par rapport au changement de valeur de C;.
Par suite, la combinaison (C;,C,) change de valeur tout les 10°.

La position de la bague peut donc étre déterminée a 10 degrés
pres, a condition de comptabiliser le nombre de changements
d’état de la variable (c;.c;) . En effet, la combinaison (cq,¢;)
ne peut prendre que quatre valeurs.

Ce capteur se comporte comme un codeur incrémental.

2. Le capteur C; délivre une information qui ne change de va-

leur qu’une fois par tour. Il indique une position de référence,
permettant de mettre le parametre de position a la valeur zéro.

La fonction technique du capteur C; est de permettre 1’initia-
lisation du capteur de position.

3. Une analyse des informations délivrées par les capteurs in-
ductifs C, et C, conduit aux diagrammes de la figure 6.45.
En introduisant deux variables S, et S, traduisant les rotations
dans les sens positif et négatif, on obtient :

Sp = cy. fert+ Jei.co + ¢ Joot ferca

Sn =|c1.¢; +¢1. Pt fer.cr +cr. e

4. Compte tenu de la question 1, il y a 36 positions angulaires
identifiables. Par suite Ns varie de 0 a 35. Il faut également choi-
sir la position de référence, qui peut par exemple étre définie
par cj.c.c3 = 1.

Une proposition de réponse est présentée figure 6.46 (voir page
258). Le grafcet comporte ensuite deux parties : une partie ini-
tialisation du compteur Ns ou le capteur n’est pas opération-
nel, puis une partie incrémentation, décrémentation du comp-
teur lorsque le capteur est opérationnel.

Remarques :

e La réceptivité de la transition (5) peut étre remplacée par
c1.¢2.c3. De méme, la réceptivité de la transition (7) peut étre

Rotation suivant+ 2z

109
]n >l L
Cy 0
0 >
1t
C2
6
0 >
Rotation suivant - Z
14
Ci
6
0 >
1t
Co P
0 >

Figure 6.45 ¢ et ¢, en fonction de 6.

remplacée par c¢;.c;.c3. Ainsi I’information position initiale
du capteur est rachaichie a chaque tour.

L’ utilisation du mode mémorisé permet de mettre facilement
en ceuvre un compteur et d’en déduire la position de la bague
crantée. Pour indiquer la position angulaire du capteur en uti-
lisant le mode continu, il est possible de concevoir un graf-
cet comportant 36 étapes, chacune d’elle caractérisant une po-
sition de la bague crantée. Cette deuxieme fagon de procéder
est plus fastidieuse a mettre en ceuvre. D’autre part I’infor-
mation obtenue, position associée a 1’activité d’une étape, n’est
pas facilement exploitable.

1.
* Gestion de I’arrét d’urgence.
Dans la solution proposée, il n’y a qu’une seule étape initiale :
I’étape 100.
— Si au ala valeur VRAIL, aucune autre étape n’est activée et
aucune action n’est exécutée.

— Si au ala valeur FAUX, les anciennes étapes initiales des graf-
cets donnés sont activées. L’étape d’attente 102 laisse les
différents grafcets évoluer.

En cours de fonctionnement, un appui sur le bouton d’arrét

d’urgence a bien les effets attendus :

— Quand au prend la valeur VRAI :
* toutes les étapes des grafcets G2 a G14 sont désactivées ;
* toutes les sorties associées a des actions continues sont
arrétées ;
* les sorties en mode mémorisé E, A et P associées aux ven-
touse et pince conservent leur état ;

* la sortie I, indexage du convoyeur, n’est pas affectée par
I’arrét d’urgence mais le convoyeur est stoppé car I’ac-
tion M est interrompue.

— Quand au prend la valeur FAUX :
* les étapes 0 de G2, 14 de G3, 30 de G11, 45 de G12, 50
de G13 et 60 de G14 sont activées ;

* laréceptivité associée a la transition 18 interdit la reprise
de la production tant que la partie opérative n’est pas en
position de référence.



différents sous programmes utilisés pendant un cycle de pro-

« En attente de production, la séquence des étapes 70, 71 et 79

duction. L'utilisation du forcage et 1’adaptation des récepti-

permet de détecter I’appui long ou court sur la touche raz.

vités des transitions (48), (64), (34) et (54) évite la réécriture

de ces séquences d’

* Les séquences d’initialisation par appui court ou long sur raz

tions.

z

opéra

correspondent pour la plupart a des exécutions partielles des

- A - 4
| |

A - A - A - A
——

Figure 6.34 Modes de sortie — Chronogramme réponse.
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Figure 6.38 Macro-étapes M1, M2, M3 et M4.
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Figure 6.40 Chronogramme.
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Figure 6.41 Grafcet avec gestion de l'approvisionnement discontinu.
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Figure 6.42 Chaine d’assemblage et sous-programmes - solution.
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I
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Figure 6.44 Trieur - Grafcets partiels G1 et G3.
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Figure 6.46 Grafcet.
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Figure 6.47 Arrét d'urgence et position de référence - Solution 1/2.
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Figure 6.48 Arrét d'urgence et position de référence - Solution 2/2.
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