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Avant-propos

Cet ouvrage est le fruit de plusieurs années d’enseignement dans le domaine de 1’électro-
magnétisme, dispensé aux étudiants de la troisiéme de I'Ecole supérieure d’ingénieurs
en matériaux/développement durable et informatique/électronique (ESIREM), de la Li-
cence de physique (niveaux II et IIT), du Master de physique (PLM-NANO), et du Master
enseignement (MEEF), a I’Université de Bourgogne. Il regroupe les notions indispens-
ables pour bien comprendre I’électromagnétisme, depuis les équations de Maxwell dans
le vide, jusqu’a la propagation des ondes dans les milieux anisotropes, en passant par
les ondes dans les milieux diélectriques, les milieux conducteurs, et les guides d’ondes.

L’ouvrage est constitué de douze chapitres. Les principaux outils mathématiques,
nécessaires au traitement des notions qui y sont abordées, sont regroupés au sein du
premier chapitre de ’ouvrage. Viennent ensuite les énoncés des lois de 1’électromag-
nétisme classique, la notion d’onde plane puis les aspects énergétiques. La propagation
des ondes dans les milieux matériels (diélectriques isotropes, milieux conducteurs) est
abordée a partir du quatrieme chapitre. La propagation en milieu confiné, c’est-a-dire
dans les guides d’ondes, est ensuite traitée et détaillée dans diverses géométries. La
notion de modes de propagation y est présentée. Un chapitre entier est consacré a la
propagation des ondes dans la fibre optique. La nature vectorielle du champ électromag-
nétique est une des caractéristiques essentielles des ondes électromagnétiques, qui est
pleinement mise en lumiere dans I’ouvrage et utilisée dans les quatre derniers chapitres
pour analyser la propagation des ondes dans les milieux diélectriques anisotropes. Ces
derniers chapitres sont structurés de facon a faire évoluer progressivement la présenta-
tion des phénomenes de propagation, depuis la configuration la plus simple (propagation
selon un axe principal d’un diélectrique anisotrope) jusqu’au cas le plus général (prop-
agation dans une direction quelconque). La particularité des milieux anisotropes est
également pointée des lors qu’il s’agit de s’ intéresser aux rayons lumineux présents dans
ces matériaux.

Chaque chapitre de I’ouvrage est constitué d’un cours suivi de ses points clefs et d’une
sélection de questions de cours et d’exercices d’entrainement entierement corrigés. Les
questions de cours et exercices d’entrainement ont été méticuleusement sélectionnés
afin de consolider I’acquisition des notions essentielles abordées dans chaque chapitre,
tout en donnant un apergu de 1’intérét pratique de I’électromagnétisme.

De plus, quelques encarts bibliographiques ou a caractere didactique illustrent cer-
taines applications quotidiennes de 1’électromagnétisme (chauffage a induction, four a
micro-ondes, communications par fibre optique...).

Nous saurons gré aux lecteurs de nous signaler toute erreur qui, malgré notre
vigilance, se serait glissée dans cet ouvrage.

Les auteurs

Dijon, Juin 2017



Chapitre
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Notions mathématiques
d'introduction
a I'électromagnétisme

Un champ de mais correspond a un domaine bien défini de I'espace qui contient des

cececesen,

tiges de mais. Notons que toutes les tiges de mais ont rarement la méme hauteur et
qu’elles ne sont pas toutes parfaitement orientées a la verticale. Si on assimile la tige de
mais a un vecteur, on peut dire qu'un champ de vecteurs est un domaine qui contient
beaucoup de vecteurs de longueurs et d’orientations différentes. En électromagnétisme,
on utilise des opérateurs (divergence, rotationnel, gradient) pour caractériser I'état d'un
champ vectoriel.

.
0

®eececccscscscescccecescscsccccscscsccces®

o, o
®eeecececcsseseccscecescscecescsseseccscsseses eececcssesescscsceses ceee®

RIS Objectifs ..................................----.... :._.

la notion de champ, que I'on
associe aux grandeurs physiques de
I'électromagnétisme.

[SENVAITEYY les outils mathématiques qui
permettent de caractériser un champ.

(@®RTeENITS) |es principaux opérateurs

vectoriels utilisés dans |'expresssion
des lois fondamentales de
I'électromagnétisme : divergence,
gradient, et rotationnel.

o
eececesseseccscesescscecescsseseccscecesen®

Plan secscesceccrcencencnne,
.
.

Notion de champ

Flux d'un champ vectoriel
Divergence d'un vecteur
Théoreme de la divergence

Circulation d'un champ de
vecteur

Rotationnel d'un vecteur
Gradient d'une fonction

Laplacien Scalaire

%eeeecccscscesccccccscscsccccscccescsccccscscsccccee®

Laplacien vectoriel

Opérateur nabla

Angle solide

K
o
ceee

g
H

cececes®

€ Notion de champ

Certaines grandeurs physiques couramment utilisées ne peuvent étre définies de maniere
pertinente que par la donnée de la valeur de cette grandeur en différents points d’un mi-
lieu. Un exemple de telles grandeurs est la température. On ne peut définir de maniére
pertinente la température (qu’il fait ou qu’il fera) sur un pays qu’en précisant sa valeur en
différents endroits du pays. De maniére générale, lorsqu’on associe a tout point M(x,y,z)
d’un milieu, une valeur U (M, ) d’une grandeur physique, on dit qu’on a défini un champ
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de cette grandeur physique. Par exemple, la donnée des valeurs de températures en dif-
férents endroits d’un territoire correspond a la définition d’un champ de température
pour ce territoire.

Un champ peut étre de nature scalaire ou vectorielle selon qu’il est défini par une
grandeur physique scalaire (la température) ou vectorielle (le champ de gravitation
terrestre).

o Un champ est dit uniforme dans une région donnée D si la grandeur définissant ce
champ a la méme valeur en chaque point de cette région :

UM, )=U@  YMeP

» Un champ est dit stationnaire (ou permanent) si la grandeur définissant ce champ ne
dépend pas du temps :
UM, H)=UM) Y Vv

©) Flux d’'un champ vectoriel

2.1 Définition

DEFINITION 1.1

o Le flux d’un champ A a travers un élément de surface élémentaire dS situé en un
point M repéré par le vecteur OM = 7 s'écrit :

dp = A(r) - dS =A@r) - ix dS

ou 7 représente le vecteur unitaire normal a I'élément de surface dsS.
« Le flux de A a travers une surface macroscopique S s'écrit :

M://mm
S

Remarq ue Dans le cas d’une surface fermée, le vecteur d.S' = d.S7 est défini a partir
de I’élément de surface d.S et de la normale orientée 7. Par convention la normale est
orientée positivement de I’intérieur vers I’extérieur de la surface .S.

A

ds
Figure 1.1- Calcul de flux.
2.2 Propriétés

Considérons une surface fermée .S entourant un volume V. On peut séparer V' en deux
volumes V, et V s’appuyant sur le méme contour fermé C,. Ainsi S = S, + Sp,
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@ Flux d'un champ vectoriel

ou S, et S sont les surfaces entourant respectivement les volumes V, et V5.

A):// Z(r)-ﬁ=// Z(r)-ﬁ+// Ar) - dS
Ky Sy Sp
—¢S<)+¢S(>

De maniére générale, si S est I'union de plusieurs surfaces disjointes, S = S| + S, +

@) e (8) o (R) s (7) 5

Propriété de linéarité : ¢ S(oclAﬁl + azrz) = oy S(Tl) + o0 S(E).

2.3 Application

Appliquons ces propriétés au calcul du flux d’un champ E sortant d’un cube
infinitésimal de volume At = AxAyAz.

E= E u;+E,u,+E_u,.
d¢ =dd,(CBFG+ DAEH)+dp,(ABCD + EFGH)+ dd;(ABFE + DCGH)
= [Ey (x,y+Ay,z) - E, (x,, z)] AxAz + [Ex (x+Ax,y,z)— E, (x,, z)] AyAz
+ [EZ (x,y,z+Az) - E,(x,, z)] AxAy.

0E, OE, OE

dp=|_~ + | dxdydz = div(E) dt

+
0x dy 0z
Ax - 0; Ay—>0; Az—>0

Ona :lim

v

Figure 1.2- Cacul du flux a travers un cube élémentaire.
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On remarque que le flux du vecteur E a travers la surface fermée entourant le volume
élémentaire dt est égal au produit de la quantité div(E) par le volume dt. Cette quantité
est appelée divergence du vecteur E.

Divergence d'un vecteur

La divergence d’un vecteur E est un scalaire défini par :

. — O0E, OE, JE,
div(E) = o + dy + 3z

a Théoreme de la divergence

Le flux d’un vecteur E a travers une surface fermée .S est égal a la divergence de ce
vecteur dans le volume Vg délimité par la surface S

// E-Is*’:/// div(E) dt
Ky Ve

Ce théoreme généralise le résultat précédent obtenu pour un volume élémentaire.

@) Circulation d'un champ de vecteur

Considérons un champ E dans une région donnée ou
I’on a défini une courbe I" orientée (c’est-a-dire sur

laquelle on a défini un sens positif) allant d’un point T
A a un point B. On appelle circulation du vecteur
E le long de cette courbe, I’intégrale curviligne : " M dM

r

5.1 Propriétés

Figure 1.3 - Circulation d'un
vecteur.

.Linéarité:/(?\lﬁ-}-)\zz).aﬁle/ﬁ_m_'_)\z/z.d—M
r r .

 Changement de sens :/ V-dM = _/ V. daM
AB BA

o Relation de Chasles : /

V.dM= v.am*+/ V.dM siA.B.etC € I
AB AC CB

« Circulation le long d’un contour fermé : 7{ V . aM
r,
La circulation le long d’un contour fermé est indépendante du point de départ sur le
contour}l{v-d_l\/f: Vd—M VCeFf
r, cc
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© Circulation d'un champ de vecteur

5.2 Application

Considérons un champ E = E_u, + E,u;+ E, u;, défini dans I’espace tridimensionnel
Oxyz. On se propose de calculer la circulation du champ E sur un contour c—‘:lémentair_c—*-j
fermé, de forme rectangulaire, ABCD. On désigne par dC, la circulation du champ E
lorsque ce contour est placé dans un plan perpendiculaire a I’axe Ox, et par dC), (ou dC,)
la circulation de E lorsque le contour est placé dans un plan perpendiculaire a I’axe Oy
(ou Oz).

Evaluons les composantes du vecteur dC = dC, u + dC, i, + dC, i.

y%y z%z
V+App----- ¢ B IEJ,
77777777 E.\'
y D A —_—
ﬁy ' i
O 4 X X+ Ax

Figure 1.4 - Circulation d'un vecteur le long d'un contour élémentaire.

» Calcul de dC,
dC, = AxE, (x,y,2) + E,(x + Ax, y,2) Ay — Ax E (x,y + Ay, z) — E, (x, y, 2)Ay

En utilisant un développement en série de Taylor limité au 1* ordre (étant donné que
Ax < 1 et Ay < 1, pour un contour élémentaire), on peut écrire que :

0E, 0E,
E,(x+Ax,y,z) =~ E, (x,y,2)+ AxetE (x,y+Ay,z) ~ E (x,y,2)+ Ay.
0x 0y

0E, OE, 4y = 0E, OE, ds
Ox oy Rt 0x oy =

On remarque alors que la circulation du vecteur E sur le contour fermé ABCD

On en déduit que dC, ~ [

placé dans un plan perpendiculaire a I’axe Oz, est égal au flux de la grandeur

0E, QE.| _ -
ax 2 X u, a travers la surface d.S, = dx dy délimitée par ce contour.
x y

En procédant de maniere analogue, nous obtenons :

- 0E, OE, e 0E, JE, is
Y~ 13z  ox Xz = 9z  Ox Y
0E, OFE 0QE. OE
dc. = 2 ldydz = S I K
* [ay az]yz [ay az] x

Ici aussi, on remarque que la circulation du vecteur E sur chaque contour est égale au
flux d’une certaine grandeur physique a travers la surface délimitée par le contour.
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z

dy 0z

0FE 6Ey 0E, O0E,
s , et
0z 0x

Cette grandeur physique, qui a pour composantes [

OE, OE, -
- (selon les axes Ox, Oy et Oz), est appelée rotationnel du vecteur E.

0x dy

Le rotationnel renseigne sur le caractere tourbillonnaire de I’orientation d’un champ
vectoriel. En effet, lorsque la composante du rotationnel selon un axe donné est non
nulle, cela signifie qu’au voisinage de cet axe, I’orientation du champ E varie en fonc-
tion du point d’observation, de telle sorte qu'un déplacement dans la direction de E
conduirait a une rotation autour de cet axe. Autrement dit, les lignes du champ E tournent
autour de I’axe considéré.

e Rotationnel d'un vecteur

Le rotationnel d’un vecteur E est un vecteur défini par:

i < [P P, [PE _OE]L 2B, 0E],
FORE) = dy 0z | * oz ox | “e

que I’on peut aussi mettre sous la forme suivante :
aﬁ+7¢’ /\af+7i /\aE
Ox 77 dy 2 0z

Théoreme 1.1 R i e PP .

Théoréme du Rotationnel (théoréme de Stokes)

0x dy

ot(E) = 7, A

i La circulation d’un vecteur E sur un contour fermé est égale au flux du
i rotationnel de E a travers toute surface ouverte s’ appuyant sur ce contour :

%E.Oﬁ:// o E) - 45
r, Sp

. .
..............................................................................

Gradient d'une fonction

Soit f(x, y, z) une fonction scalaire définie en tout point M(x, y, z) d’un milieu donné. La

différentielle de cette fonction, que I’on note d f, représente la variation de cette fonction

lorsqu’on passe du point M(x, y, z) a un point infiniment voisin M(x+dx, y+dy, z+dz).
Cette différentielle a pour expression :

of
df = o dx + aydy+ Ny

2 2 2
aﬁ T+ afy" 7+ a{; .| - [dxT, +dyT, +dz7,]

= grad(f) - dM

dz
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@ Opérateur nabla

Le gradient d’une fonction f se définit, dans le systeme de coordonnées cartésiennes,
par:

— of . of _ Oof o
grad(f)=a£ u, + fuy+ fuz

Il est a noter que df est maximum lorsque dM est parallele a grad(f). Autrement dit,
le gradient indique la direction de la plus grande variation d’un champ scalaire, et
I’intensité de cette variation.

€) Leplacien scalaire
Le laplacien scalaire est ’opérateur différentiel défini par I’application de 1’opérateur
gradient suivie de I’opérateur divergence :
A = div (ﬁ )
Le laplacien scalaire d’un champ V' (x, y, z) est un champ scalaire défini par :
AV = div (Q?d V)

2V Vv v
+ +

Dans un systeme de coordonnées cartésiennes, il s’écrit : AV = .
0x2  0y? 0z

©) Laplacien vectoriel

Le laplacien vectoriel d’un champ vectoriel A est un champ vectoriel défini par
AA=AAu, +AAj, +AAi,. Dans le cas d’un systtme de coordonnées cartésien-

nes, AA a pour composantes :

CA, P4, A,
AA. azxz azyz 222
0-A 0-A 0-A
A4, |= Yy - y
0x2 0y? 022
A4, N4, %A, A,
+ +
0x2 02 0z2

Opérateur nabla

L’opérateur nabla, couramment noté V, est un opérateur vectoriel défini en coordonnées

fo oo _ 0 - 0 0
cartésiennes comme suit : V = U+ | Uyt U,
0x dy 0z
Cet opérateur posséde les caractéristiques d’un vecteur, mais qui aurait pour par-

ticularité d’étre constitué de composantes qui ne prennent pas de valeurs réelles.
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Les composantes du vecteur V sont plutot des opérateurs en attente d’argument.
Cependant, on peut manipuler les composantes de V exactement comme on manipule
les composantes scalaires d’un vecteur ordinaire (mais avec quelques précautions liées
au fait que V n'est pas commutatif avec toutes les opérations).

L’opérateur V est un outil trés commode pour manipuler aisément les principaux
opérateurs différentiels :
o Gradient : gTaﬁf = Vf
 Divergence : div

A
« Rotationnel : rof A

A
oLaplacien:Af=(V-V)f:(vz)f=<62 + 02 + az)f.

« Laplacien vectoriel : AA = (V?) A

Angle solide

L’angle solide est I’analogue tridimensionnel de
I’angle plan (bidimensionnel).

Un angle plan O se construit a partir du point
de croisement de deux demi-droites (figure 1.5). A
cet angle 0, on peut associer 1’arc de cercle (L) que
cet angle découpe sur un cercle (de rayon R) cen-
tré au point d’intersection des deux demi-droites :
L = R6. On peut donc écrire que :

Figure 1.5- Angle plan.
o="
R
Dans I’espace tridimensionnel, la portion de I’es-
pace analogue a un angle plan est un cone (fig-
ure 1.6). L’ouverture de ce cOne est appelée angle '
solide, couramment noté Q. Par analogie avec le rap-
port L/ R pour I’angle plan, I’angle solide se définit v
comme le rapport de la portion de surface .S que le
cone découpe sur une sphere de rayon R, au carré du
rayon R :

=75 Figure 1.6~ Angle solide.

R
L’unité de I’angle solide est le stéradian, noté sr. Notons que pour R = 1 m, on
a Q = S. Conséquemment, le stéradian correspond a 1’angle solide qui découpe une
surface de 1 m? sur une sphére de rayon unité.
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Angle solide

Remarque Pour calculer I’angle solide sous lequel on voit un objet a partir d’un point
donné, on projette I’objet sur une sphere (de rayon R) centrée en ce point. Si la surface de
cette projection sur la sphere est .S, 1’angle solide sous lequel I’observateur voit 1’objet
est alors Q = .5/R>.

« La surface d’une sphere de rayon R étant S = 47tR?, on en déduit que le plus grand
angle solide mesurable, qui correspond a un objet couvrant toute la sphere, est de 47t
stéradians.

» Chaque face d’un cube est vue depuis le centre du cube avec un angle solide 27t/3
stéradians.

« Dans le cas général d’un polyedre régulier pouvant étre inscrit dans une sphere, cha-
cune de ses faces est vue avec un angle solide 47t/n (n étant le nombre de faces du
polyedre).

» Supposons maintenant que 1’ceil soit placé au sommet d’un cone de sommet .S et
d’angle solide € (figure 1.7). Toutes les surfaces (5, S5, S3) qui s’appuient sur les
génératrices du cone sont vues sous le méme angle solide, méme lorsqu’elles ont des
formes et des aires différentes.

Figure 1.7 - lllustration d'une propriété de I'angle solide.

On est souvent amené a évaluer 1’angle solide Q sous lequel on observe une surface
S depuis un point O (figure 1.8). Si la surface est de forme complexe, on la divise en
éléments suffisamment petits pour pouvoir les considérer comme plans. La normale N
a un élément de surface d.S fait un angle « avec la direction d’observation .

Figure 1.8 - lllustration du calcul de I'angle solide.
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Tableau 1.1 - Formulaire d'analyse vectorielle.

Systeme de cartésienne cylindrique sphérique

coordonnées

M(x,y,z) M(r, 0, @)
Base @y, 1y 1,) (@, tg,l )
oM XUy + yU, + 21U, rii,
dom dxi, +dyu, +dzu, dpii, + pdOiig +dzi, dri, +rd0g +rsin@dei,
A Adi + A, + AT AT, + Aglig + AT, A, + Aglig + AT,
i a9 4u 2 4n 0 i 9 yug 0 4g 0 a9 gl 04, 10
*dx Y9y  *dz Pap  9p0d0  Foz "or ' 9r 00 ' ®rsind d¢
S, _—=, Of. Of. Of. of_ 1of_ of _ of_ 10f_ 1 of._
V/ = grad
fmeadf Ut g T gt ple g et t g ke or Y 120" T rsine 0 "®
- - _ 94, 04, 24 A(pA 94, 04 (A d(sin B A 24
V.-A=divA P 10(0Ag) 104, 2o 1Ay (sin04,) 04y
ox ay 0z p Op p 00 0z r2  or rsin © 00 X0
94, 04, 1 04, 04, ] d(sinBA,) dAq
dy 0z p 08 9z rsin © 20 o
- - 94
VAd=roid 04, 04, o 04, L[ 1 94, 3A,)
0z ox 9z dp r \sin® 0¢ or
04, 04, 1 (3(pAg) 04, | (3(rAg) DA,
ox oy p ap 00 r or 00
19%(r f)
roor? *
?2f ¥%f 0% 1 9 < of 1 9%f f 12 of
Af= + + + + i
! ox2 1 92 | 9z pdp ap) p2 002 " 2z Psin® 00 (Sl"eae>+
1 9%

r2sin®@ 02

10
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Angle solide

Tableau 1.2 - Formules d'analyse vectorielle.

* A+ (BAC)=B - (CAA)=C - (AAB) oo o .
o * div(AAB)=B * 10iA— A * TotB
* AN(BAC)=(A-C)B-(A - BC o
. - * 10t(A A B) = Adiv B — Bdiv A+
* rot(grad f) =0 [,
. (B * grad)A — (A - grad)B
* div (rotd) =0 e e Mmoo
N - _ x grad(A * B) = AArotB + B ArotA+
* rotrot A = grad(div A) — AA [
o _ (B - grad)A + (A - grad)B
* div(fA)=A - gradf + fdivA o — R,
*x grad(A * A) =2A ArotA + 2(A * grad)A

* 1ot (f A) = frotA — A Agrad f
* A(fg)=fAg+gAf +2gradf - gradg
* grad(f g) = g (erad £) + f (eradg)

La projection de 1’élément de surface d.S sur une sphere fictive de centre O et de
rayon OM donne son aire apparente, d.S, = d.S cos «, tandis que 1’angle solide d€2 sous
lequel on voit d.S depuis O s’écrit :

dS, dScos«

dQ = d2 d2

La surface .S n’étant (a priori) pas sphérique, il est clair que « et d dépendent de la
position du point M a I’intérieur de .S. L’ angle solide total €2 sous lequel on voit la surface
S depuis le point O est la somme de tous les petits angles solides élémentaires d€2 :

Qz/dgz/dScosoc.
e

Le caractere plus ou moins divergent d’un champ en un point donné est quantitative-
ment mesurable par la valeur du fux de ce champ a travers un élément de surface centré
en ce point. Cela se traduit par le théoreme qui suit :

Théoréme 1.2

i Soit une surface fermée S délimitant un volume V. On a :

// X~d§=/// div(A) dt
S Vv

i L’élément de surface dS est orienté de Iintérieur de V vers 'extérieur de V. dt

Théoreme de la divergence
(Théoreme de Green-Ostrogradsky)

i est un élément de volume centré en un point de V.

........................................................

Le caractere plus ou moins tourbillonnaire d’un champ en un point donné est quan-
titativement mesurable par la valeur de la circulation de ce champ le long d’un élément

11
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de contour centré en ce point. Cela se traduit par le théoréme qui suit :

Théoreme 1.3 B SRR

Théoréme du rotationnel (Théoréme de Stokes)

i Soit S une surface ouverte délimitée par un contour fermé (I'). On a :

}Z{Xwﬁ:// Tol(A) - dS
§ r S

di est un déplacement élémentaire le long de T'.

....................

}l(fd?z—// (gradf)/\d§
r S
// fdfz/// grad f dt
S 14
// zAcﬁ:_/// POl dr
S 14

Intégrales de Kelvin

12
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L'essentiel ®

4900 00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000NNNO00ONON0ONCNNONEONOORONOORONRORRRRRRON,
o

@ Les opérateurs vectoriels (gradient, divergence et rotationnel) servent a
caractériser un champ vectoriel ou scalaire.

@ Le gradient d'un champ scalaire en un point donné est un vecteur qui
pointe dans la direction ou le champ varie le plus vite.

e La divergence d'un champ vectoriel est un scalaire dont la valeur indique
le caractere plus ou moins divergent du champ.

@ Le rotationnel d'un champ vectoriel renseigne sur le caractére plus ou
moins tournant du champ. Lorsqu’un champ vectoriel posséde une com-
posante tournante, alors le rotationnel de ce champ correspond a l'axe
de rotation du champ.

@ L: divergence d'un champ rotationnel est nulle.

@ Le rotationnel d'un champ de gradient est nul.

®eecescececcccccecesescsccccccscscsccscscececescscscsccscscscscsccscsccccccscscscsccaces®

eececessesesecescesecescscesesescscssesescscscsccsese

©00000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0scscssssescscsceces®
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@ Testez-vous

1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

1.6

Soit I7(M) et /T(M), deux champs définis en tout point M d’une région donnée, tels que
V =r1oi(A). Ona:

a. divl =0
b. divlV #0
c.rRV:O

Soit I7(M) et H(M), deux champs définis en tout point M d’une région donnée, tels
que V =grad(H).Ona:

a. divl =0
b. otV = 0

c. rotV #* 6

Soitf(Mlet f(M), deux champs définis en tout point M d’une région donnée. L’ écriture
rot(V') = j signifie que :

a. f est un vecteur qui tourne autour d’un axe qui coincide avec V

b. 17 est un vecteur tournant, et son axe de rotation est f

¢. V est un vecteur divergent

Soit I7(M) un champ défini en tout point M de I’espace, tel que diV(I7) = 0. Alors :

a. les lignes de champ de v divergent

b. toutes les lignes de champ de V ne divergent pas

c. les lignes de champ de V sont obligatoirement fermées

Soit E(M) un champ défini en tout point M de 1’espace, tel que div(§) = 0. On en
déduit que :

a.B=0
b. B n’est pas forcément nul

Soit E (M) un champ défini en tout point M de I’espace, tel que totE = 0. On en déduit

n’est pas forcément nul
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1.1

1.2

1.3

1.4

1.5

Entrainez-vous @

1. Quel est I’angle solide sous lequel on voit la face négative d’une sphére de rayon R
depuis son centre O ?

2. En déduire I’angle solide sous lequel on voit :
a. le demi-espace depuis O.
b. I’espace compris entre le triedre trirectangle de sommet O.

3. Quel est I’angle solide sous lequel on voit I’espace compris a I’intérieur d’un diedre
d’angle 0, depuis un point O de 1’aréte ?

Calculer I’angle solide €2, sous lequel on voit la face négative d’un disque (D) depuis
un point O; de son axe. En déduire I’angle solide Q, sous lequel on voit le demi-espace,
et I’angle solide €5 correspondant a la portion de I’espace ne contenant pas le disque.

Un point M(x, y, z) est repéré par le rayon vecteur ¥ = OM, de module r.

Faire les calculs suivants :
1. grad r, grad (1/r), grad (log r), div (7), rot 7, rot(#/r).
2.div (i,) avec i, = 7/r, et div(K 7/r?).

3.Ar, et A(1/r).

En utilisant les coordonnées cartésiennes, démontrer les relations suivantes :

grad(f g) = f gradg + g grad f

div(fA)= fdivA+ A - grad f

div(AAB)=B - totA — A - 1ot B

rot (f A) = frotA — A Agrad

div (rot A) =

rot (grad /) =

AA = grad (div A) — rot (rof A)

AV = div(grad V)

En s’appuyant respectivement sur le théoréme de la divergence et le théoréme de Stokes,

indiquer si les champs représentés sur la figure 1.9 ont au point M une divergence
positive, négative, ou nulle ; et si le rotationnel de ces champs est nul ou non nul.

XX =F e
Xl =Y

A - Champ convergent. B - Champ divergent. C - Champ uniforme. D - Régime tourbillonnaire.

Figure 1.9

15
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1.6

1.7

1.8

Calculer la circulation du vecteur A = @ A 7 le long d’un cercle de centre O et de
rayon r, avec: W = Wi, et7 = OM = ri,,

1. directement en coordonnées cylindriques.

2. en utilisant le théoréeme de Stokes.

Figure 1.10

Soit le vecteur 7 = xi + yj + zk.
Calculer le flux des vecteurs V| =7, V, = F/r et
Viy=7/ r? a travers le disque de rayon R représenté sur la figure 1.10.

O étant ’origine du systeme de coordonnées, calculer le flux du vecteur OM, lorsque
M décrit la surface d’un cylindre de révolution de hauteur 4, et dont le cercle de base,
qui contient O, a pour rayon R. Faire ce calcul :

1. directement en coordonnées cylindriques.

2. a I’aide du théoreme de Green-Ostrogradsky.
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1.2

Solutions ©

Réponse a; 1.2 Réponseb; 1.3 Réponse b; 1.4 Réponsec; 1.5 Réponseb;
1.6 Réponse a.

Dans cet exercice et dans I’exercice 1.2, sauf si spécifié autrement, les angles solides
seront exprimés en stéradians.

1. La face négative d’une sphere de rayon R a
comme superficie S = 47R?. L’ angle solide sous
lequel on voit cette surface est : Q; = §/R* = 4.

2.

a. L’angle solide sous lequel on voit le demi-
espace depuis O estdonc: Q, =Q/2=2n. [ AT > >

——————>

b. L’angle solide sous lequel on voit I’espace com-
pris entre le triedre trirectangle de sommet O
correspond a un quart du demi-espace, a savoir v

Q= /4 =m7/2. Figure 1.11

3. En remarquant que 6 = 7t correspond a I’an-
gle solide Q, sous lequel on voit le demi-espace
depuis O, I’espace compris entre le diedre cor- 0

respond a £, = in =26. 9
Figure 1.12

L’angle solide élémentaire sous lequel on voit, depuis un point O, une surface élémen-
taire d.S, centrée en un point M du disque (D), est donnée par :
dSu, - u

dQ
OM?2

i

ol OM = rii = zu, + pi, et dS = pdOdp (figure 1.13). L’angle solide sous lequel
on voit la face négative du disque est donc

U, - u U, - 7 27 R z
Q= pdo x dp , = pdo xdp ;= do pdp 32
r r 0 0 (22+p2)

s0it Q; = =27z [(22 + pz)_l/z] = on ll - z ] :

p=0 \/ 72 + R2
Donc Q; = 27(1 — cos )
L’angle solide sous lequel on voit le demi-espace correspond a & = 71/2, soit Q, = 2.
L’angle solide sous lequel on voit la portion de I’espace ne contenant pas le disque est
Q3 =0, —Q; =2mcosx.

17
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1.3

Figure 1.13

e
-

Un point M(x,y,z) est repéré par ¥ = OM = xu, + yﬁy + zu,, avec
r= (x2 + y2 + zz)l/z.
1. Calcul de grad r, grad (1/r), grad (log ), div (7), Tot 7, et 1ot(7/r>)

a. Calcul de grad r

Rappelons que : grad f = Vf = (aa U, + 0 u,+ 0 iiz)f
X y

Pour I’une des trois coordonnées cartésiennes, x; = x, y, ou z,o0na

or _ 1 (x* + y* + 2%) l/2><2x,~= " et donc gradr = 7/r -1
ox; 2 r
b. Calcul de grad (1/r)

Notons que, pour le calcul du gradient d’une fonction quelconque f(r), on doit effectuer

trois opérations de dérivation, correspondant a chacune des trois coordonnées carté-

of(r) » or
or ox;

1
On peut donc remplacer les trois opérations de dérivation par une seule opération, en

utilisant I’opérateur nabla :

af(r) V= of(r) « gradr = af(r) y 7 (I1-2)
or or or r

. . 0
siennes. Pour ’'une d’elle, disons x; = x, y, ou z, on a ax fr) =
i

Vi) =
Pour f(r) = 1/r, la relation (I-2) donne immédiatement
grad(1/r) = =F/r’ (1-3)
c. Calcul de @ (logr)
Pour f(r) = log(r), la relation (/-2) donne immédiatement

grad(logr) =7/ r* (I-4)

d. Calcul de div (7)
dA, 0A, 04

Rappelons que : divA=V - A= 4 + Z
0x oy 0z

Pour A = 7 on trouve immédiatement div #H =3 (I-5).
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e. Calcul de rot(7)
0 aAz aAy
0x oy 0z
—_—— = = 0 0A, 04,
RappelonsquerotA =V A A = -
oy 0z 0x
0 aAy ~ 0A,
0z 0x oy

Pour A = 7 on trouve immédiatement que rot(F) = 0 (I-6)

f. Calcul de ﬁ(?/ﬁ)

Solutions

Ici aussi, on peut simplifier considérablement les opérations de dérivation en utilisant
I’opérateur nabla.

rotF/r’) =V A [(l/r3) x?]

En appliquant la reégle usuelle de dérivation d’un produit de deux fonctions
(fxg) =f'xg+fxg ona:
ot(7/r’) = V A [(r_3) X?] =V (r_3) AT+ 3V AF=3r2(Vr) AT+ r 2 10lF =

372" A7 =0.Doncrot#/r) =0 (I-7)
r

2. Calcul de div (@,) avec &, = 7/r, et div(K 7/r?).

div(y,) = div(F/r) =V- [r_l x?] =V(r_l) F+rV - F=
—r_z(Vr) - F+rldivi= —r_z(ﬁr) F43r1 = —r_2(7/r) 43 = 2/r

Donc div(@,) =2/r (I-8)
div(K7/r) = KV - [r_3 x?] =V (r_3) CF+r3V - F= 34V - 7
+r3dive = =3r 4 (gradr) - P43 = =374 F/r) - P3P0 = =3r 343,73 = 0
Donc div(K7/r?) =0 (I-9)
3. Calcul de A r, et A(1/r).
Ar = divgrad(r) = div(r~! x7) = V.- 'xhH=V (r_l) CF4+rIV T =
—r_2(v r) - F+rtdivE
=—r2(gradr) - F+3r ' = =207 - F+ 3 == 4 37 = 2/r
Donc Ar=2/r (I-10).
A r~! = div grad(r™") = div(=7/r) = 0, compte tenu de (I-3) et (I-9).

Remarque Les calculs de cet exercice peuvent étre exécutés plus rapidement en se
plagant dans le systtme de coordonnées sphériques. En effet, les fonctions scalaires
ou vectorielles considérées ici, ne dépendent que d’une seule coordonnée sphérique, a

savoir r.
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1.4

1.5

1.6

Les démonstrations proposées s’exécutent rapidement a 1’aide de I’opérateur nabla,
et en appliquant la reégle usuelle de dérivation d’un produit de deux fonctions [(f X
g) =[f'xg+fxgl

« gad(fg)=V(/e) =g V() + fV(g) = ggrad f + feradg

e« div(fA) =V -(fA)=Vf-A+fV-A=A- gradf+ fdivA

e« div(AAB)=V - (AAB)

Ici, on peut appliquer la régle usuelle de dérivation d’un produit de deux fonctions,
et la régle de permutation des vecteurs dans un produit mixte,

[Zi - (bAT) =T - @AD)=b - (¢ AG)| mais en gardant & I'esprit que I'opérateur

V ne commute pas avec la grandeur a laquelle il s’applique. Autrement dit, une
grandeur A ne peut passer a gauche de V que lorsque A est traité comme une
constante.

div(AAB)=V - (AAB)=-V - (BA A)

=B-(VAA) -4 -(VAB)

N

soitdiv(Z/\ﬁ) =B -tolA—A - 1ol B

— —_ = —_—  —

<10L(fA) =VAGA) =V NA+[VAA=~ANVS +[VAA
=—AAgradf+ frotA

ediv(tot A) =V - (VAA)=0carV est perpendiculaire a V AA.

e ot (grad /) = VAV f =0

er0t(ot A) = VAN AA) =V(V - 4d) = (V - V)4 = grad (div A) — AA

donc AA = grad (div A) — tot (tot A).

ediv(grad V)=V - V)=V - V)V = V2V = AV.

A- Champ convergent : flux négatif (divergence négative) et circulation nulle

(rotationnel nul).

B- Champ divergent : flux positif (divergence positive) et circulation nulle (rota-
tionnel nul).

C- Champ uniforme : flux nul (divergence nulle) et circulation nulle (rotationnel
nul).

D- Régime tourbillonnaire : flux nul (divergence nulle) et circulation non nulle
(rotationnel non nul).

Calcul de la circulation du vecteur A = W A7, avec: W = w1, et
F=0OM=ru,:
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1.7

A sur le cercle de centre O et de rayon r

Solutions

—

1. En coordonnées cylindriques, on a A =
wu, A ri, = wriy. La circulation de
o 27t
s’écrit:y{A - dM =/ w rx rdd = 2mwr?.
0

2. D’apres le théoreme de Stokes

}(ZM:// (rotA) -ag,oﬁZestune
T

surface s’appuyant sur le cercle de rayon r. Ici Figure 1.14
nous choisissons pour %, le disque plan de rayon

r et de centre O.

En coordonnées cylindriques :

—— 10(rAg).  1d(wrd.
A= u, = u. =

rot 2w

o or % z

Donc // (f(?fZ) . dS = 2w 2.
b

—

Calcul du flux des vecteurs V, = 7, V, = F/r et V5 = 7/, & travers le disque de
rayon R.
D’apres la figure 1.10,on a : oM pu etdS—pdepu

o, = //V1 ds = // (pdBdp)u, —//hpdedp

27 R R
=h/ de/ pdp =2mh [p*/2],
0 0
Donc ¢, = ThR?

¢2=//I72 : 3§=//r“7 - (pd0dp),

= // (p2 + hZ)—1/2hpdedp = 27th [(pz + hz)l/z]:

Done &, = 2rth (VR + 52 - h>

q>3=//73 ' a§=//r‘37 - (pd8dp) 7,
- _ R
://(p2+h2) 3/2hpd9dp=_2ﬂh[(p2+h2) 1/2]

0 .

h
onc ¢ 7'[( \/R2+h2> 7'(( cos 0)

21
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1.8 D’apreslafigure 1.15,0na: OM =7 = zu,+ Ru

1. Calcul du flux du vecteur bﬁ, en coordonnées
cylindriques.
Flux de OM a travers la surface latérale du cylindre :

¢,a,=//mﬁ

= //(zfiz + R%,) - (RdOdz)4, = 2mthR?

Figure 1.15

Flux de OM a travers la face supérieure du cylindre :

d)sup=//6ﬁ~8§=/ (hi, +r3,) - (rd0dr),
R

= 21th / rdr = ThR?
0

Flux de OM 4 travers la base du cylindre :

¢inf=//6ﬁ-a§=//—(ra,)-(rdedr)ﬁz=o

q) = q)lat + q)sup + d)inf = 37-[th

2. Calcul du flux du vecteur OM, 2 I’aide du théoréme de Green-Ostrogradsky.
Calculons la divergence du vecteur V = OM = Zi, + ru, dans le volume intérieur
du cylindre.

= 1

divV = [ =3

o T o0 oz r| or | Toz

donc /// div Vdt = 3mhR>.

orv,) a(Ve)] N v, _1 [a(rz)] E
-
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Les lois fondamentales
de |I'électromagnétisme

‘...-. Introduction ...............................

En 1864 le physicien écossais James Maxwell unifiait des lois antérieures de I'électro-
statique, de I'électrocinétique et de la magnétostatique, en une théorie permettant
¢  d'expliquer la propagation des ondes électromagnétiques. Cette théorie unifiée a donné

naissance a |'électromagnétisme et s’est imposée au fil des ans comme |'une des grandes

branches de la physique.

..................................................................

- Objectifs sesecececactetacetetanenns, . .-..- Plan ........................ .

(OTIETIE) les lois fondamentales de @ La découverte de
I'électrostatique et de la i I'électromagnétisme
magnétostatique.

Les lois fondamentales de

. ) . .
[@NsETieS) les lois fondamentales de I'électrostatique

I'électromagnétisme, qui ont été
unifiées en un jeu d'équations appelées
équations de Maxwell.

ISYJIIIEYY le contenu physique des

équations de Maxwell.

DYINY comment on utilise ces

équations pour étudier la propagation H
des ondes électromagnétiques. HE équations de Maxwell dans le
....... < vide

Rappel des lois fondamentales
de la magnétostatique

Passage en régime variable
Equations de Maxwell

Méthode des potentiels
scalaire et vecteur

Résolution directe des

.......

n La découverte de |'électromagnétisme

L’électromagnétisme est la branche de la physique qui étudie les effets de 1’électri-
cité, en englobant les effets dépendants ou indépendants du temps. Elle est née a la fin
du x1x° siecle, de la découverte des effets magnétiques de 1’électricité et de la mise en
évidence d’un lien entre des phénomenes électriques et magnétiques. Avant la décou-
verte de 1’électromagnétisme, les effets de 1’électricité étaient traités dans des registres
différents selon qu’ils étaient générés respectivement par des forces électriques ou par
des forces magnétiques. Depuis les travaux de Maxwell (1864), il est devenu clair que
les effets électrique et magnétique ne sont indépendants 1’un de 1’autre qu’en régime
stationnaire (c’est-a-dire, lorsque ces effets sont indépendants du temps), et ne le sont
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pas en régime variable. Plusieurs travaux importants ont permis la mise en place des
lois fondamentales de 1’électromagnétisme.

En 1820, Hans Christian Oersted fait I’observation suivante : un fil parcouru par un
courant dévie 1’aiguille d’une boussole placée a proximité. Cette expérience démon-
trait alors qu’un courant électrique peut générer un champ magnétique dans I’espace
environnant.

En 1831, Michael Faraday étudie le comportement d’un circuit électrique placé dans
un champ magnétique et découvre qu’un champ magnétique variable peut engendrer un
courant électrique.

En 1864 James Maxwell élabore une théorie unifiée qui donne naissance a 1’électro-
magnétisme. Le concept fondamental de la théorie unifiée est la notion de champ élec-
tromagnétique, entité qui englobe le champ électrique et le champ magnétique. Dans
certains cas particuliers cette entité se réduit a un seul des deux champs :

« le champ électrique, lorsque toutes les charges qui créent ce champ sont immobiles :
c’est le domaine de 1’électrostatique ;

« le champ magnétique, lorsque les courants qui créent ce champ sont constants dans le
temps : c’est le domaine de la magnétostatique.

Nous allons faire un rappel des lois fondamentales de 1’électrostatique et de la magnéto-
statique, avant de présenter les lois fondamentales de 1’électromagnétisme.

e Les lois fondamentales de I'électrostatique

L’électrostatique est la branche de la physique qui étudie les phénomenes créés par des
charges électriques statiques. On dit qu’un systéme est en régime électrostatique lorsqu’il
n’y régne aucun champ magnétique. La charge électrique du systéme est immobile, et est
conservée lors de toutes les interactions. Sa valeur est mesurée en coulomb (symbole C).

2.1 Loi de Coulomb

DEFINITION 2.1
Deux particules ponctuelles portant re- @

spectivement les charges q et ¢/, placées . q q'
dans le vide, exercent l'une sur l'autre M = e o )
une force appelée force de Coulomb.
Cette force est portée par la droite
joignant les deux particules, et a pour @ '

1 q4 q q

expression : F =

)

e, 12

ou r est la distance entre les deux partic-
1

M Fmy) F0)©

Figure 2.1- Forces d'interaction
coulombienne entre deux particules
chargées situées aux points M et O.

ules, et g, = 10~° Em~! est la con-

stante électrique du vide (appelée aussi
permittivité du vide).
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@ Les lois fondamentales de I'électrostatique

« Lorsque les charges g et ¢’ sont de méme signe, les deux particules se repoussent.
« Lorsque les charges g et ¢’ sont de signes contraires, les deux particules s'attirent.

Champ électrique et potentiel électrique.En considérant I’'une des deux par-
ticules ; par exemple, la particule située au point M, porteuse de la charge g, on peut
exprimer la force de Coulomb subie par cette particule de la maniere suivante :

FM) = qEM)

q/
47e 1
au point M. En fait, E(M) est le champ électrique créé en M par la particule située au
point O et de charge ¢’.

ou la grandeur physique E (M) = , représente le champ électrique qui régne

De maniére plus générale, I’effet d’une répartition statique de charges créant un
champ E sur une charge g placée au point M est une force :

F=qE

ou le champ électrique E(M) est aussi appelé
champ électrostatique, grandeur qui se mesure en
V.m!.

La loi de Coulomb est en fait applicable a toute
distribution de charges statiques. Par exemple, dans
le cas d’une distribution de charge répartie dans un
volume V}, avec une densité volumique de charge p,
le champ électrique crée par cette distribution en un
point M de I’espace environnant s’écrit :

= 1 u 1 7
EM) = /// p2 dt = /// pz dr, Figure 2.2
4me Wy ¥ 4re,y vy

ou 7 = QM = 7y —F, et p dt représente la charge contenue dans le volume élémentaire
dt centré en un point Q du volume V.

-

En utilisant : = grady ( ! ) = —grad ( ) on peut exprimer le champ E dela
r r

1
CEN . r
maniere suivante :

E(M) = - ! /// grad ( ! > pdt = —grad(V),

avec V(M) = ! /// P dt.
47[50 (VO) r

Le champ électrostatique est donc un champ de gradient; ce qui implique que

totE =0
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Plus généralement, a tout champ électrostatique, on peut associer un potentiel
électrique V' (aussi appelé potentiel électrostatique) donné par la relation

E= —grad(V).
Le potentiel V' se mesure en volt.

2.2 Loi de Gauss

a) Forme intégrale

Considérons une région de méme nature que le vide, mais qui contient des charges
immobiles. La loi de Gauss stipule que « le flux du champ électrique a travers une sur-
face fermée .S est proportionnel a la charge totale Q;,, se trouvant a I’intérieur de cette

[ 7osse ) 2 onas-
S S €0

ou 7 est perpendiculaire a la surface .S en chaque point de .S, et est dirigé vers I’extérieur
de S.

surface » :

b) Forme locale

Supposons que la charge Q;,, soit uniformément répartie a I'intérieur du volume V'
délimité par S, avec une densité volumique de charge p. La loi de Gauss s’écrit alors

s ] v ] o

D’autre part, d’apres le théoreme de la divergence, / / E-dS= / / / div(E)dt.
s 14

En comparant ces deux expressions, on déduit la forme locale de la loi de Gauss :

p
)

divE =

Carl Friedrich Gauss

26

Né le 30 avril 1777 a Brunswick et mort en 1855 a Géttingen, Carl
Friedrich Gauss est un mathématicien, astronome et physicien alle-
mand. Il a apporté de trés importantes contributions a ces trois
domaines. Surnommé « le prince des mathématiciens », il est con-
sidéré comme I'un des plus grands mathématiciens de tous les
temps. A partir de 1831 il méne une collaboration fructueuse avec &\
le professeur de physique Wilhelm Weber, qui conduit a la découverte des lois de
Kirchhoff en électricité, et a la mise au point d'un télégraphe primitif qui pouvait
envoyer des messages a plus d'un kilometre de distance. Leurs travaux sur le mag-
nétisme ont conduit a la formulation de deux des quatre équations de Maxwell. La
loi de Gauss pour les champs électriques exprime qu’une charge électrique crée un
champ électrique divergent. Sa loi pour les champs magnétiques énonce qu'il n'ex-
iste aucune charge magnétique analogue a une charge électrique, et que les lignes
de champ magnétique sont obligatoirement fermées.
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© Rappel des lois fondamentales de la magnétostatique

Rappel des lois fondamentales
de la magnétostatique

3.1 Loi de Biot-Savart
a) Champ d’induction magnétique
Lorsqu’un courant constant traverse un conducteur électrique de longueur élémen-

taire d/, ce conducteur crée en tout point M de I’espace environnant un champ
d’induction magnétique donné par :

Wo Idi AT
4 2

ou r est la distance séparant 1’é1ément de courant du point M, 4 = 7/r, et

dB =

to = 47t x 1077 H.m™! est la perméabilité du vide.

Cette loi démontre ainsi que les courants électriques sont des sources de champ
magnétique.

b) Potentiel vecteur

La loi de Biot-Savart étant applicable a toute distribution de courants statiques, si on
considere une distribution de courants répartis dans un volume ¥, avec une densité vo-
lumique de courant j, le champ B créé par cette distribution en un point M de I’espace

environnant s’écrit :
- i AT
BV = "0 /// I 4,
47t v, r3

OUF = Fy — ?Q, et jdt représente le courant contenu dans le volume élémentaire dt

centré en un point Q du volume V,.
7 M

En utilisant r3 = grady(1/r), avec = Q—M, le
r

champ s’écrit :

E(M)=—;L7(l/// 7Agrad(i)d’t.
1)

L’utilisation de I’identité
rot(f @) = frotd—a A gradf, conduit a :

Bovy = Mo ot 7 )arto ol yr.
4
7T v r 47t v, I

Dans 1’élément de volume dr, le vecteur j est pra-
tiquement constant, ce qui implique que rot j = 0, et

conduit a :
son 2 [ (0 )or-3)
47 v r

Figure 2.3
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avecZ(M) = :LTO[/// Jd’t.
I/Or

Le champ magnétostatique B est donc un champ de rotationnel. On en déduit que
divB=0

Plus généralement, a tout champ E, on peut associer un champ vectoriel Z, appelé
« potentiel vecteur », donné par la relation

B =rot A.
3.2 Loi d’Ampére

Cette loi est une conséquence de la loi de Biot et Savart.
Elle confirme que les courants électriques sont des sources #
de champ magnétique.

B
a) Forme intégrale B
_ >
La circulation du champ B le long d’une courbe I', est pro- 5
B

portionnelle au courant traversant la surface .S délimitée par

la courbe I :
- - - == Figure 2.4 - Lignes de
j{rB - dl =y //SJ - ds. champ magnétique.

b) Forme locale

D’apres le théoreme de Stokes, }Z{E cdi = // ot B - dsS.

r s

Soit // ﬁﬁ-aﬁzuo//f-ﬁetdonc
s s

1ot B = 1]

Cette équation montre que la densité de courant j crée un champ B qui tourne autour
d67 (qui se confond alors avec I’axe de rotation de B).

Récapitulatif.
divE = p/€o totE =0, divB =0 1ot B = HoJ-

Ce récapitulatif montre qu’en régime stationnaire (indépendant du temps),
« les champs électriques et magnétiques sont completement découplés ;
* le champ électrique ne peut étre créé que par des charges électriques ;

« le champ magnétique ne peut étre créé que par des courants électriques.
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O Passage en régime variable

a Passage en régime variable

4.1 Charges et courants volumiques

En pratique il est impossible d’isoler les champs respectifs créés par les différentes
particules qui constituent la matiere. Pour appliquer les lois fondamentales de 1’élec-
tromagnétisme dans les milieux matériels, il est indispensable d’introduire un modele
plus adapté : le modele volumique. Cela consiste a s’intéresser aux effets de la charge
contenue dans un petit volume du milieu entourant un point M. Il importe de remarquer
qu’un tel volume, bien qu’il soit élémentaire au sens mathématique du terme, contiendra
en général un nombre immense de charges particulaires. L’ échelle caractéristique de ce
volume, intermédiaire entre 1’échelle microscopique et I’échelle macroscopique, est
appelée échelle mésoscopique. Les grandeurs qui y sont associées (densités de charge,
densités de courants et champ électromagnétique) sont dites nivelées ou moyennées ; ce
qui signifie qu’elles indiquent une valeur moyenne a cette échelle, leurs fluctuations au
niveau microscopique pouvant étre treés grandes.

Ainsi, au volume élémentaire dt, on associe la charge dg qu’il contient et on pose :
dg = p(M, 1) dt
ou p(M, ) est la densité volumique de charges au point M, dépendant de ce point et
du temps, et exprimée en C.m ™.

En outre, une partie de ces charges peut étre animée, par rapport a un référentiel R lié
au systéme, d’une vitesse T. Le vecteur densité de courant 7(M, t) est alors défini par :

JM,1) = p,, (M. 1) T(M. 1)
ou p,, représente la densité de charges mobiles, qui n’est pas nécessairement égale a
p - 7(M, t) s’exprime en A.m™2.
Le flux du vecteur j(M, f) & travers une surface .S quelconque représente 1’intensité
du courant a travers cette surface :

- — e dl d dg,,
I = (M, 1) - dS = -dS = ds = dt =
//sj( ) // Pm ¥ // P gy dt/// Pm =4y

ou dg,, est la quantité¢ de charge qui traverse la surface d.S pendant le temps dr
(figure 2.5).

4.2 Loi de conservation de la charge
a) Forme intégrale

Considérons un volume ¥V contenant une quantité .

de charge Q, délimité par une surface fermée S,. Oii vdt

En supposant que cette surface ne soit pas étanche Q@—)
(c’est-a-dire, que des charges puissent la traverser), < ds

alors le volume V' contient une quantité
Figure 2.5
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de charge susceptible de varier au cours du temps, qui s’écrit :

_ . dO _ ap
Q(t)—///V pM, t)dt. Soit df —///V 3 dt.

Le principe de conservation de la charge consiste a affirmer
qu’en I’absence de toute création ou disparition de charges
a I’intérieur du volume, toute variation de la charge contenue
dans le volume V' ne peut étre due qu’au fait que certaines
charges ont franchi la surface S ;. Lorsqu’une telle variation se Figure 2.6
produit, le mouvement des charges qui franchissent la surface

S, donnent lieu a un courant I = / / 7 - dS.
Sy

Avec la convention habituelle d’orientation de I’élément d.S d’une surface fermée
vers I’extérieur du volume qu’elle délimite, ce courant est positif quand globalement
des charges sortent du volume V. Dans ce cas, le volume V' voit sa charge diminuer
(dQ < 0). On peut donc écrire que

dr v Ot s,
d - =
Val S,

Cette équation est 1’« équation de conservation de la charge », exprimée sous sa forme
intégrale.

b) Forme locale

D’autre part, d’apres le théoreme de la divergence,

// 7-d§’=/// divj dt
s, 14
soit/// div7d1=—/// % 4

L’expression locale de la loi de conservation de la charge s’écrit donc :

.= 0p
divj+ _ =0
Vit o

4.3 Equation de Maxwell-Ampére

En 1864, James Maxwell a pointé une incompatibilité entre 1’équation de conservation

- 0 —— .
de la charge (divj + a‘; = 0) et le théoréme d’Ampere (rot B = /). En effet,
ra(ﬁ) = uof. Soit div [ﬁ(ﬁ)] = U div7 et div7 =0.
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O Passage en régime variable
Maxwell a alors proposé de modifier le théoreéme d’Ampere de la maniere suivante :
— = - o0F
rot(B) = Wyj + Uy &g or

Cette équation, connue comme étant I’équation de Maxwell-Ampeére, se distingue

du théoréme d’Ampere par la présence du terme p €, aaf, ajouté par Maxwell. Ce

terme supplémentaire, appelé « courant de déplacement », assure la compatibilité de
I’équation de Maxwell-Ampere avec la loi de conservation de la charge.

4.4 Loi de conservation du flux magnétique

Le flux du champ d’induction magnétique B a travers toute surface fermée est toujours
nul.

a) Forme intégrale

/7'5&5:0
S

b) Forme locale

D’apres le théoreme de la divergence, / / B-dS= / / / div B d, et donc
s 14
divB=0

4.5 Loide I'induction électromagnétique de Faraday

Forme intégrale.La loi de Faraday stipule que lorsqu’un
circuit électrique est soumis a un flux magnétique variable,
(1), généré d’un champ magnétique §, ce circuit acquiert une . n
force électromotrice (f.e.m) U proportionnelle a la variation
temporelle du flux magnétique : E(t)

U= _do '
dr
Le signe « — » correspond a la loi de Lenz, qui stipule que la
f.e.m induite dans le circuit s’oppose par ses effets a la cause T
qui lui donne naissance. La loi de Faraday peut étre mise en
évidence par la mise en rotation d’un aimant au voisinage d’un

bobinage.

Figure 2.7

Forme locale. Considérons une surface £ immobile, délimitée par un contour I', placée
dans une région ol régne un champ magnétique variable B (figure 2.7). Le flux de B
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a travers X est :

ol 7 est la normale a I’élément de surface d = dX 7. Les variations de flux de B a
travers la surface X créent un champ électrique induit E dont la circulation le long du
contour I" détermine la f.e.m induite U.

U=%E~J
r

D’apres le théoreme du rotationnel, ona: U = 7{ E-di = / / ot E - ndX

r z

Parailleurs,U=—dq)=—d // E-Tid2=—// aB-TidZ.
dr dt s s Ot

En comparant ces deux dernieres expressions, on déduit la relation suivante :

0B

rol(E) = - ot

Cette relation, qui a été mise dans sa forme locale par Maxwell, est appelée équa-
tion de Maxwell-Faraday. Elle constitue I’'une des quatre équations de Maxwell, et
est considérée comme 1’un des postulats de I’électromagnétisme.

L'induction électromagnétique
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Nous cotoyons quotidiennement divers types d'appareils, tels que les plaques a
induction (utilisées pour la cuisson des aliments), les transformateurs utilisés pour
abaisser la tension électrique (dans les réseaux de distribution d'électricité), les alter-
nateurs pour la recharge des batteries de voitures, des disques de freins de
camions et autobus, ou les fours de bijoutiers utilisés pour la fonte de métaux
précieux. En dépit de leur diversité, les appareils cités ont comme point com-
mun d'exploiter le phénoméne d'induction électromagnétique découvert par le
physicien Michael Faraday et remis en équation par James Maxwell sous la forme
suivante : Tot(E) = —0B/0t. Le second membre de cette équation n’est non nul que
lorsque le champ magnétique varie dans le temps. En d'autres termes, la variation
du champ magnétique en tout point d'un milieu matériel créé en ce point un champ
électrique. C'est ce champ électrique induit qui est exploité dans les différentes
applications suscitées.

Lorsqu’on est capable de créer un champ magnétique variant sinusoidalement,
B = Bysin(wt), alors 0B/t = wBcos (wt) et I'amplitude du second membre vaut
wB,. Cela implique que I'amplitude du champ électrique créé est d'autant plus
grande que 'amplitude du champ magnétique est élevée, et que sa fréquence de
variation est élevée. Deux ingrédients sont nécessaires pour les applications : il faut
disposer d'une source de champ magnétique (qui est généralement un aimant,
ou une bobine). Il faut ensuite un procédé de variation du champ magnétique
(comme la rotation d’'un aimant autour d'un axe perpendiculaire a |'axe de |'aimant).
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Equations de Maxwell

Une bobine alimentée par un courant alternatif, constitue un moyen trés pratique
et tres utilisé pour réaliser I'induction électrique. Lamplitude du champ magnétique
est réglable par le nombre de spires de la bobine, tandis que le courant alternatif
d'alimentation de la bobine assure la variation du champ magnétique.

e Equations de Maxwell

Les équations de Maxwell sont des lois fondamentales de la physique. Elles constituent
les postulats de base de 1’électromagnétisme. Elles traduisent sous forme locale dif-
férents théorémes (Gauss, Ampere, Faraday) qui existaient de maniere indépendante
avant que Maxwell ne les réunisse sous la forme d’équations intégrales.

Equation de Maxwell-Gauss. Cette équation locale décrit comment un champ
électrique E est généré par des charges électriques :
div(E) = ° @.1)
€o
Equation de Maxwell-Flux magnétique. Cette équation énonce que les lignes de

champ magnétique B sont obligatoirement fermées, et qu’il n’existe aucune « charge
magnétique » analogue a une charge électrique.

div(B) = 0 (2.2)

Equation de Maxwell-Faraday. Cette équation décrit comment la variation d’un
champ magnétique peut créer un champ électrique. Par exemple, un aimant en rotation
crée un champ magnétique variable qui géneére un champ électrique.

— = 0B

rot(F) = — 2.3

(E) or (2.3)

Equation de Maxwell-Ampeére. Cette équation énonce que les champs magnétiques
peuvent étre générés de deux manieres : par les courants électriques (c’est le théoreme
d’Ampere), ou par la variation d’un champ électrique (c’est I’apport de Maxwell sur
cette loi).

FOH(B) = o] + 10 & (2.4)
Ainsi, les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampere, énoncent respectivement
que la variation d’un champ magnétique crée un champ électrique et que la variation
d’un champ électrique crée un champ magnétique. Par conséquent, ces deux équations
permettent la propagation d’ondes électromagnétiques auto-entretenues, y compris dans
le vide (en 1’absence de charges et de courants).

Les équations de Maxwell font intervenir les grandeurs physiques suivantes :

» Le champ électrique E, qui s’exprime en V.m™! ;
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Le champ d’induction magnétique B, qui s’exprime en T ou Wb.m™2;

« La densité de charge électrique p, qui s’exprime en C.m™>;

La densité de courant électrique j, qui s’exprime en A.m™2;

» Les constantes fondamentales du vide : ¢ et L.

Principe général. Pour qu'un champ électromagnétique puisse exister dans un milieu,
il faut qu’en tout point de ce milieu les équations de Maxwell soient satisfaites.

Méthodologie. Les équations de Maxwell offrent un cadre mathématique permettant
la détermination du champ électromagnétique, par deux méthodes distinctes. La pre-
miere consiste a déterminer préalablement le couple de potentiels scalaire et vecteur
W, Z) associé au champ électromagnétique. Il s’agit ensuite de déduire le champ élec-
tromagnétique a I’aide des relations champ-potentiel. La deuxieme méthode consiste a
mettre en place 1’équation de propagation, et ensuite résoudre cette équation. Dans ce
qui suit, nous présentons les deux méthodes.

James Clerk Maxwell

James Maxwell est un physicien écossais, né & Edimbourg en
1831 et mort a Cambridge en 1879. Il se fait connaitre en
1857 en publiant un article sur la composition des anneaux
de Saturne, et il s'intéresse ensuite aux systémes constitués
d'un grand nombre de particules, travaux qui feront de lui
I'un des fondateurs de la théorie de la cinétique des gaz
(qu'il établit indépendamment de Boltzmann en 1866) et de
la mécanique statistique. Sa formule, appelée distribution de
Maxwell, donne la proportion des molécules d'un gaz se déplagant a une certaine
vitesse a une température donnée. En 1865, il propose sa théorie compléte de |'élec-
tromagnétisme avec ses célébres équations aux dérivées partielles qui décrivent
I'évolution couplée des champs électriques et magnétiques. Il en déduit une théorie
de la lumiére en tant qu’ondes de fréquences particuliéres, vérifiée expérimentale-
ment par Heinrich Hertz en 1887. A Cambridge, il est nommé premier directeur du
célebre Cavendish Laboratory. De 1855 a 1872, il publie également une série de
recherches concernant la perception des couleurs.

@ Méthode des potentiels scalaire et vecteur

6.1 Relations champ-potentiels

Les équations de Maxwell qui ne contiennent pas de termes de source matérielle (charge

électrique et courants) sont les suivantes : divB = 0 et ﬁ(ﬁ) = —aal: Sachant
que B = 1ot A, on peut écrire que ol(E) = _9 raO:A = rof <—aa?> et donc
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O Méthode des potentiels scalaire et vecteur

rot (E + a;) = 0, ce qui montre que E + aZ/ 0t est un champ de gradient. Pour

retrouver I’expression habituelle de I’électrostatique, il suffit de poser que E+04 /ot =
—grad V, soit :

E=-gradV — aa? (2.5)

On remarque qu’en régime variable E dépend alafoisde V etde Z, alors que la relation
entre B et A garde la méme expression qu’en régime statique :

!

=10l A (2.6)

6.2 Changement de jauge

Une indétermination pese sur V' et A, car 2 un méme champ électromagnétique, on peut
associer plusieurs couples de potentiels vecteur et scalaire. Par exemple, en considérant
les couples (A V)et (A' V"), on peut écrire que :

B=roiAet B=rotA Soit rot(A A) = 0, et donc A=A+ gradll) ou 1 est une
fonction quelconque de I’espace.

— . = —— A = —, A
Pour le champ E on peut écrire que E = —grad V' — or et E = —gradV’' — o
— A -4 — d(grad
Donc —grad (V' — V) — ( 3 ) =0, soit —grad (V' — V) — (gr; V) = 0 et donc
o
V=V - .
ot

Lorsqu’on fait le choix d’un couple de potentiel, on dit qu’on a choisi une jauge.

6.3 Relations potentiels-sources

Considérons les équations de Maxwell avec sources matérielles :

div(E) = ° et Tol(B) = ngf + 1o £ O.F .
£ ot
Dans ces deux équations, en remplacant les champs EetB par leurs expressions en

fonction des potentiels, nous obtenons :

- 0 <—gradV - %’?)
div <—gradV - a;) = :; et rot(rot A) = uoj + g € or
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En tenant compte des identités div grad = A et rotrot = graddiv — A, on obtient :

- e T oV
AA - e a2 + Woj = grad (de + Ug€g or >

AV +p/e, = —0(div A)/dt

Ces deux équations sont couplées, mais on peut profiter de la possibilité d’un change-
ment de jauge pour imposer a A et V' des conditions particulieres :

(i) L’une des conditions, dite jauge de Coulomb, consiste a imposer :
divA=0 2.7)
(i1) Une autre condition de jauge, dite jauge de Lorentz, consiste a poser :
divA + poeq aalz/ =0 2.8)
Dans ce dernier cas, les équations d’évolution des potentiels s’écrivent :
- 25 N 2
AR — 1o S A T =0 et AV = 1gey O ¥ 4 p/eg =0 2.9)
or? or?
Les solutions de ces deux équations sont connues sous le nom de potentiels retardés :

V(M,t)=41 /// p(t—r/c)dT AM. 1) = Ho /// jt—r/e) i
o w) T 47t w T

(2.10)
La connaissance des potentiels (V/, Z) permet de déterminer E et B aI’aide des relations
champ-potentiels (2.5) et (2.6).

Résolution directe des équations

de Maxwell dans le vide

7.1 Cas d'un milieu vide contenant par endroit des charges
et courants

Dans un tel milieu les équations de Maxwell s’écrivent :

divE = p/e, 2.11)
— = 0B
{(E) = — 2.12
rot(E) or (2.12)
div(B) = 0 (2.13)
— = - OFE
rot(B) = Woj + Hy€p or (2.14)
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@ Résolution directe des équationsde Maxwell dans le vide

Equation de propagation du champ E.En appliquant la formule du double
rotationnel au champ E, puis les équations (2.11), (2.12) et (2.14), nous obtenons :

rot [r—(;f (f)] = grad [div (f)] —~AE et

51 ori(E) » -
— —=_— | 0B aj 0’E
grad [p/so] — AE =rot [— By ] = - or = -l " — Koo 32
- 10°E oj | —
Donc AE — 2o =~ Moy + grad (p/so) (2.15)

Equation de propagation du champ B.On applique la formule du double
rotationnel au champ B, puis les équations (2.12), (2.13) et (2.14) :

rot [r—(;f (ﬁ)] = grad [div (E)] —AB et

=_—( = OE — OrolE _  — o’B

1 9°B —

Donc AB — 2 a2 = —proty (2.16)

Les équations (2.15) et (2.16) sont les équations de propagation des champs E et B dans
le milieu considéré.

7.2 Cas du vide en I'absence de charges et courants

En posant: p = 0 et |7| = 0, on déduit des équations (2.15) et (2.16) les équations de

propagation des champs Eet B dans le vide :

_ B
AF - clz aaf =0 2.17)
1 0°B
- Lo =0 2.18)

7.3 Propagation d'une onde plane dans le vide

Les solutions des équations (2.17) et (2.18) sont nombreuses. Considérons par exem-
ple une propagation suivant I’axe Oz. Il résulte des équations (2.17) et (2.18) que les
composantes des champs E et B obéissent a I’équation d’onde du type :

1y 1 0%
_ =0 2.19
0z2 ¢? or2 ( )

ou 1 désigne 1’une des composantes de E ou B.
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La solution de type onde plane peut €tre représentée par une combinaison de la
forme :

V=ft—z/c)+glt+z/c) (2.20)
ou le terme f(t — z/c) représente une onde se propageant dans le sens des z positifs, et
le terme g(# + z/c) une onde se propageant dans le sens des z négatifs.

Quelle que soit la direction de propagation d’une onde plane, on montre facilement
que :
e les champs E et B sont perpendiculaires entre eux ;

« chacun des deux champs est perpendiculaire a la direction de propagation.

Une onde plane sinusoidale monochromatique peut étre représentée en notation réelle

par : W =Lbocos<wt—k : 7) 2.21)

ol k est le vecteur d’onde, et w la pulsation de I’onde. En notation complexe, on peut
représenter cette onde par

P = Py exp [i(wt % ?)] (2.22)

Cette notation complexe conduit a :
YV = —i kY (2.23a)
aatll) =iw (2.23b)

Les équations de Maxwell se mettent alors sous la forme
k-E=0, kKAE=wB, k-B=0, kAB=—pye,wE (2.24)
L’équation de propagation n’admet une solution de type onde plane que si :

k= 1/ugy w. (2.25)

Cette relation est la relation de dispersion des ondes planes dans le vide.

Le chauffage par induction électromagnétique

38

Lorsqu'un milieu conducteur est soumis au champ électrique induit (par la variation
d'un champ magnétique), ce champ induit met en mouvement un grand nom-
bre d'électrons du milieu (avec une proportion significative d'électrons libres). Les
courants résultants de ce mouvement d'électrons sont appelés courants induits, ou
courants de Foucault lorsqu’ils sont générés dans le volume du conducteur. Les
mouvements d'électrons s'accompagnent de frottements et chocs avec les autres
porteurs de charges du conducteur (réseau d'ions fixes et électrons liés), et donc,
d'une transformation de I'énergie électrique (recue par les électrons mobiles) en
chaleur (effet Joule). Cette chaleur prend d'abord naissance dans une fine épaisseur
pelliculaire située au niveau de la surface du conducteur (effet de peau), avant de
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@ Résolution directe des équationsde Maxwell dans le vide

diffuser (par conduction thermique) dans une certaine profondeur au sein du con-
ducteur. Le chauffage par induction est applicable a divers types de matériaux, de
résistivité électrique comprise entre 1078 Q.m (cuivre) et 10~ Q.m (verre).

Plaques de cuisson des aliments

Dans une plague a induction utilisée pour la cuisson des aliments, on utilise un ré-
cipient spécial dont le fond est un disque métallique. Lors de la cuisson, ce disque
est soumis a un champ magnétique alternatif dont I'amplitude est amplifiée par
un noyau en acier doux. L'effet Joule créé par les courants de Foucault chauffe le
disque. La chaleur diffuse ensuite dans le reste du récipient.

Disque de métal

- a -

©

B
Noyau en acier doux

Schéma de principe d'une plaque de cuisson.

Fours de fusion a creuset

Ce sont des dispositifs trés utilisés en métallurgie pour la fusion et la transformation
des métaux. Une bobine inductrice placée a I'extérieur d'un creuset, qui renferme le
métal a liquéfier, crée de forts courants induits dans le métal. Leffet Joule créé par
ces courants chauffe le métal jusqu’a son point de fusion.

Métal  Bobine
Schéma de principe d'un four de fusion a creuset.
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® L'essentiel

...............................................................

@ En régime stationnaire (indépendant du temps), les champs électrique et
magnétique sont complétement découplés.

@ En électrostatique, le champ électrique ne peut &tre créé que par des
charges électriques. Cela se traduit localement par une relation entre le
champ électrique en un point et la densité volumique de charge en ce

point : divE =
€
o En magnétostatique, le champ magnétique ne peut étre créé que par
des courants électriques. Cela se traduit localement par une relation
entre le champ magnétique en un point et la densité volumique de
courant en ce point : rot(B) = pj.

o En régime variable (dépendant du temps), la condition d’existence d'une
onde électromagnétique dans un milieu contenant des charges et des
courants est donnée par les équations de Maxwell :

— —

dvE= " ToH(E) = —aal: div(B) =0 TOt(B) = o] + ¢, aaf'

o
.....................................................................
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2.1

2.2

2.3

24

2.5

2.6

2.7

2.8

Testez-vous @

On consideére une onde électromagnétique, dont le champ électrique est décrit par
2 - 27 - P .
E = (300 V.m™ 1) cos ( 3 z —2mx 10° t) u,, ol z et ¢t représentent respectivement

les cordonnées d’espace [rapporté a un repere orthonormé Oxyz de vecteurs de base
(Uy, Uy, 1,)] et de temps. Tous les autres paramétres du champ sont donnés dans le

systeme international d’unités.

Quelle est la direction de propagation du champ g
a. direction Ox, sens des x > 0 b. direction Ox dans le sens des x < 0
c. direction Oy, sens des y > 0 d. direction Oy dans le sens des y < 0

e. direction Oz, sens des z > 0 f. direction Oz dans le sens des z < 0.

Quelle est la longueur d’onde (A) de £

a.A=8m. b.A=3m. c.A=3cm.

Quelle est la fréquence (v) de E?

a.v =100 THz. b. v = 100 MHz. c.v=10°Hz.
Quelle est la vitesse de phase (v4,) de £

a. vy, =3x10°ms~!. b. vy, =3x108ms!. C. Vg =6ms".
Quelle est I'amplitude (E,) de & ?

a. E, = 600 V.m™!, b. Ey = 150 V.m~!. c. E; =300 V.m~!.

Comment appelle-t-on I’ensemble des équations qui doivent étre satisfaites pour qu’une
onde électromagnétique puisse se propager dans un milieu ?

a. les équations d’Ampere

b. les équations de Faraday

c. les équations de Maxwell

Comment s’écrivent les équations de Maxwell dans le vide ?

advE=0  foiE)=-] avB)=0  TIB) = o
b.divE =0 o(E) = - aal: div(B) = 0 r0i(B) = j + oo aa':: :
cdvE="  riE=-2" dvB) =0 1oi(B) = ey oL

€0 ot ot

En désignant la pulsation par w et le module du vecteur d’onde par k, préciser la relation
de dispersion des ondes dans le vide :

a. k=2nw/c. b. k= cw. c.k=w/c.
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2.1

2.2

2.3

24

Equations de propagation dans le vide

1. Déduire des équations de Maxwell les équations différentielles satisfaites par EetB
dans le vide.

2. Montrer que, lorsqu’on adopte la jauge de Lorentz, les potentiels vecteur et scalaire,

A et V, satisfont la méme équation différentielle que celle qui décrit les champs EetB.

Solution de I'équation d'onde
On considere 1’équation de propagation, a une coordonnée d’espace, de I’une des

= = 2% 120%
composantes de E ou B : - =0.
P 0z2 2 oF?

1. Quelle est la direction de propagation de cette onde ?

2. Vérifier qu’une fonction de la forme ¢ = f(t — z/c) + g(t + z/c) satisfait a cette
équation.

Onde sphérique

On considere I’équation de propagation d’une onde P ne dépendant que de r = OM et
de 7, pouvant étre I’une des composantes du champ électrique E ou du champ magné-

- 02
tique B : A = 12 alzb, ou I’expression du laplacien en coordonnées sphériques
c t
- 19 [ ,00
*écrit A = .
s’écrit A 2 0r <r or

1. Quelle est la direction de propagation de cette onde ?
2. Vérifier que I’expression des solutions \(r, t) correspondant aux ondes sphériques

issues d’une source O, est de la forme \(r, 1) = I [f(t —rfc)+git+ r/c)].
r

Opérateurs en notation complexe

On considere une onde monochromatique plane dans le vide, caractérisée par le champ
électrique E= EO exp [z(wt -k - r)] le potentiel vecteur A, le potentiel scalaire V,
le vecteur d’onde k.

1. Démontrer les relations suivantes :

divE = —ik - E, 1ot E = —ik A E, grad V = —ikV..

2.A partlr de la jauge de Lorentz, montrer que pour une onde plane monochromatique,
E et B sont perpendiculaires a la direction de propagation.
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Solutions ©

Réponse e; 2.2 Réponseb; 2.3 Réponse c; 2.4 Réponse a; 2.5 Réponse c;
2.6 Réponsec; 2.7 Réponsca; 2.8 Réponse c.

Equations de propagation dans le vide
1. Dans le vide les équations de Maxwell s’écrivent :
divE =0 (1) rol(E) = —aalf ) div(B)=0(3) 1oi(B) = oty aaf )

Equation de propagation du champ E
En appliquant la formule du double rotationnel au champ E, puis les équations (1),
(2) et (4), nous obtenons :

foi[foi (E)] = zrad [aiv (E)| -3E > -KE=roi [_aB] _

ot
aI'Ot <§> 7 7
0“FE - 1 0°E
ot Hofo 50 2 o ®)

Equation de propagation du champ B
On applique la formule du double rotationnel au champ B, puis les équations (2), (3)
et (4):

7ot [foi B = grad [div (B)| -3F = KB = ot <WO oF )

drotE 2B — 103°B
= = AB - =0 (6
Hofo 5, Hofo 50 = 2 o2 ©

Les équations (5) et (6) sont les équations de propagation des champs E et B dans le
vide.

2. Equation de propagation de A

On sait que B=rotA 7

=> rﬁ(rﬁﬁ) =1olB — grad(diVZ) —AA= HoEq aal;j , compte tenu de (4).
0A

Par ailleurs, la relation champ-potentiel E s écrit = —gradV — or

. _ o=
onadonc grad(divA) — AA = e <——'grad aaIt/ 3 aat,24>

- Ly —
soit AA — pgegq aa: = grad <div A+ e aaI; >
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2.2

2.3

En appliquant la jauge de Lorentz : div A + Ho€o aalt/ =0,
- 24
on obtient : AA — g€ aa 124 =0 (10
t
Equation de propagation de 1/

La relation champ-potentiel E= —gradV — 04 conduit a div E = —div (grad V) -

ot
aleA, et donc —AV — odiv A =0.
ot ot
En appliquant la jauge de Lorentz, on trouve :
aZ
AV — Hoﬁo =0 1D

Les relations (10) et (11) montrent que les potentiels vecteur et scalaire, Aet V', satisfont
la méme équation différentielle que celle qui décrit les champs E et B [(5) et (6)].

Solution de I'équation d'onde

0%¢ 1 R0)

) 0z2  ¢2 or? o
En conséquence, I’onde se propage dans la direction Oz.

1.L’équation = 0, ne fait intervenir qu’une seule coordonnée spatiale, z.

2. Posons @ = f(u) + g(v),avecu =t —z/c,etv=1t+z/c.

W= trwe == rw+ o= [+ ).
az l a ’ ! 1 4 a 12 1" 12
= @] = [ ] = | 1w+ 8]
0 =%+ ) = 1w + g0,
02 0 0 02
¢ = N+ @] =[S w+ Ve w)] = [ @+ g"@)] = 9 ¢ .en
tenant compte de (1).
C . % 1%
@ = f(@t—z/c)+ g(t + z/c) satisfait bien 1’équation - =0.

0z2 2 or?

Onde sphérique

1 9% 200
1), avec AP =
c2 912 R b= r2 ar or
L’équation (1) ne fait intervenir qu’une seule coordonnée spatiale : r. Conséquemment,
’onde se propage dans toutes les directions de maniére radiale, a savoir 4, = 7/r.

1. On considere 1’équation A =

2. Posons Y(r, 1) = i [fw)+g(w)]=CxD,avecu=t—r/c,v=t+r/c,

C=r""etD=fu)+gU).
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2.4

Solutions

o oC oD oC 2 oD ou aU ’
= D = — =
5 5t C 5, AVee o F7 et arf (W) +

L f '+ g/ )

g =

0
soit v -2 [f(u) + g(0)] + rc [-f'w) + &' (v)]

or
0
et zaﬂ) —[f(w)+g)]+ [—f’(u)+g’(u)] =_D+raa?
o [,00]_ oD 3D, 3*D _ 3D _ r | .
donc ar [r ar] ==5 T o +rar2 =rae T o [f" W)+ g" (v)]

A = 19 [rzalb]:

r2 or or

L Mw+g' o] @

Wt Y Y] = g o).

a2
a;i) ="' [f"(u) + g" (v)] = ¢* A, en tenant compte de (2).
On conclut que P(r, 1) = ! [f(t —rfc)+g(t+ r/c)] satisfait I’équation
r
1 0%
A — =0.
v c2 or?

Opérateurs en notation complexe

On considere le champ électrique E= EO exp [z(wt -k - r)]

-

1. Posons : 7 = OM = x 1, + yi, + zUi,, k = ki, + ki, + k1,
et fo = on ax + Eoyay + EOZ az

- Ex EOx
Alos E=| E, |=| E;, |expif,avecO =wt—xk,—yk,—zk,
Ez EOz
— _0E, O0E, JE, OE, 0E OE, S
div(B)= 0 4 a0 2 0000, 900 0500y p —ik,E,~ik,E, = —ik + E —

o0x Qdy 0z 90 0x 00 0y 00 9z

divE = —ik - E

0E, _ OE, O0E. 00 _ OF, 00 —ik,E, +ik,E, k. 1T E,
oy 0z 00 0y 00 0z
wiE)=| OB _ OF |_| 0Ec00 0E00 | _| g yuk =i k || E
0z 0x 00 0z 00 0x : :
Ok, _ OF 0F, 00 _OF, 00 ik E,+ ik E k E
- - —i i
0x dy 00 0x 00 0y o e z z

Soit rot(E) = —ik AE (2)
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Dans I’exercice 2.1, nous avons vu que dans le vide les potentiels vecteur et scalaire
satisfont la méme équation de propagation que celle de E lorsque 1’on adopte la
jauge de Lorentz. Par analogie avec I’expression de E on peut considérer que V' =
Vyexpi@et A = Ayexpib.

ov. ,0V.  oV_. _0oVoe_. , 0Voe_. 0V oO.

iV = -
gra x>t oyt oz T spox™ T a0 0y 00 02

=ik Vi, —ik Vi, —ik, Vi,
Soit gradV = —ikV

2. Démonstrations :

div A + g aﬁlt/ =0, soit —ik-A+iwyel =0 (4)

F=-gadv - o F=itv - et B -E=ik-iwk -1 ()
Les équations (4) et (5) donnentk - E =iV k2 —iwk - A = i(sz—wxwuosoV)
=iV (k> — w?/c?).

Comme la relation de dispersion dans le vide s’écrit : k> = w?/c?, il en résulte
k-E=0.

—_

B=r10lA=—ikAA etdonc k- B=—ik - (%/\Z):O.
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L' énergie

électromagnétique

|ntrod uction

De toutes les branches de la physique, I'électromagnétisme est sans doute celle qui a

Lessescceccsccccccmecseccssccsrceny,
o

®ececesessesececcsseseccscssescsces eeccececescscecens

Objectifs

les grandeurs énergétiques
qui permettent de quantifier I'énergie

électromagnétique.

calculer ces grandeurs
énergétiques (puissance dissipée,
puissance rayonnée).

un apercu de |'utilisation de
I'énergie électromagnétique dans
quelques applications du quotidien.

.,
®eesee

n Bilan énergétique local

été la plus fertile en applications pratiques. Tous les jours, nous utilisons et cotoyons une
diversité d'outils tels que la plaque a induction utilisée pour la cuisson des aliments, le four
a micro-ondes, I'imagerie médicale, la radio, la télévision, le téléphone portable, le GPS,
les radars, et bien d'autres encore, qui ont comme point commun d’exploiter de maniere
directe ou indirecte |'énergie que transportent les ondes électromagnétiques.

.
.

. o
ecescesccceccscsceccsccccccscsccns

o
cececescsces

Plan R

Bilan énergétique local
Vecteur de Poynting
Application aux ondes planes
Application aux ondes
sphériques

Rayonnement dipolaire
électrique

cecceee

Les ondes électromagnétiques transportent de 1’énergie. La propagation de cette énergie
se ressent dans de nombreuses situations de la vie quotidienne, comme par exemple, lors
d’une exposition aux rayons solaires ou au rayonnement d’une source chaude, lorsqu’on
fait chauffer un aliment dans un four a micro-ondes, ou lorsqu’on capte les émissions

d’une station de radio ou de télévision. On peut donc dire qu’en tout point ol régne un

champ électromagnétique, il existe une certaine densité d’énergie électromagnétique.

En admettant qu’en tout point de I’espace ou existe un champ électromagnétique
(E, B), on puisse définir une densité volumique d’énergie électromagnétique u(x,y,z,t),
alors un domaine fini & limité par une surface S, contiendra par hypothése, a I’instant
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t, une énergie électromagnétique

U(t):/// u(x,y, z, t)dt. 3.1
_OZ

Cette énergie contenue dans le domaine & peut varier au cours du temps pour deux
raisons.

(i) Les charges contenues dans Z subissent les forces B
crééés par le champ électromagnétique, et recoivent donc de f ds
I’énergie du champ électromagnétique ; ce qui a pour effet P
de diminuer 1’énergie U. Plus précisément, si p est la den-
sité volumique de charges, un volume élémentaire dt animé
d’une vitesse v subira la force :

df:pde(E+z7/\}§>. &
S

Le travail recu par ces charges pendant le laps de temps df
ol les charges se sont déplacées de dl = Bdr est :

AW, =df - 5dr=pdt E - 3dt = j - Edtdr,

Figure 3.1

ol j = pv est le vecteur densité de courant. D’aprés le théoréme de I’énergie cinétique,
ce travail recu provoque une variation de 1’énergie cinétique de ces charges : dE, =
dW;. Dans tout le domaine 2, la variation d’énergie par unité de temps correspond a la
puissance recue du champ électromagnétique par les charges mobiles, a savoir :

= e o = j - Ed 2
_/// dr T_///j-ET. 3.2)
7 Z

(i1) D’ autre part, comme il n’existe aucune raison pour que I’énergie du champ élec-
tromagnétique reste confinée dans un domaine fini de 1’espace, une partie de cette
énergie peut entrer ou sortir du domaine 2. Autrement dit, au cours du temps, une
partie de I’énergie électromagnétique traverse la surface .S délimitant le domaine Z.
Pour I’exprimer on peut, sans restreindre la généralité du probleéme, se placer dans la
situation ol I’énergie sort de & (figure 3.1).

On peut définir la quantité d’énergie qui traverse un élément de surface ds pendant
I’unité de temps, comme étant le flux a travers dS d’un certain vecteur 2. La puissance
qui s’échappe du domaine & en franchissant la surface .S est donc :

P2=/ P - ds. (3.3)
S

. . . N . dU ..
La puissance totale perdue au sein du domaine &, a savoir — dar est donc a priori

égale 2 P, + P,. La définition de la densité d’énergie électromagnétique donnée par

dUu Ou
dt —/// ath. (3.4)

2

(3.1) implique que :
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© Vecteur de Poynting

Les relations (3.2), (3.3), et (3.4), conduisent a :

¥ = Jff Soeeonr= ff 52 [

2 Z

D’apres le théoreme de la divergence, on a :

//Sﬁ-dﬁz/é/divgidt

Les relations (3.5) et (3.6) conduisent a :

/é/ g?d“‘/é/f' EdT—/é/div@dT,

. dS. (3.5)

(3.6)

3.7

Comme la relation (3.7) est valable quel que soit le domaine &, on peut finalement écrire

que :

$+iﬁ+&m@=a

(3.8)

La relation (3.8) traduit le bilan local de I’énergie électromagnétique, avec un vecteur
& dont I’expression en fonction du champ électromagnétique (E, B) sera définie dans

la prochaine section.

€) Vecteur de Poynting

Soient d et b deux vecteurs non nuls. D’apres 1’analyse vectorielle, on peut écrire que :

div(@ADb)=b - rotda—a - Ttotb.

L’application de cette relation au champ électromagnétique s’écrit :

div(EAB)= B - rotE — E - rotB. (3.9)
)l . - = 0B .
[’équation de Maxwell-Faraday : rotE = — or soit
0B _ 108
B - 1otE = —B - 3.10
© o 20t ©-10)
L’équation de Maxwell-Ampere :
s OE :
rotB = [yj + €9l or soit
oF 108"
E-ratl?:uof-ﬁ+£0pﬂﬁ or =pﬂf-E+£0pﬂ2 o (3.11)
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En tenant compte de (3.10) et (3.11), I’équation (3.9) devient :

S2
== 10B? - = 10FE
div(EA B) = — — Wy - E— , 3.12
w( V=70 o M b0y o (3.12)
qui peut s’écrire :
5 o o o
Ol s B )y7 ExanvErB oo (3.13)
ot \2 2, o
L’expression (3.13) coincide avec le bilan local d’énergie donné par (3.8), si nous
posons :
1 , B?
= E°+ 3.14
‘ 2 (EO Ho) ( )
et
G=ENB (3.15)
Ho

Le vecteur &7 ainsi défini s’appelle le vecteur de Poynting. Rappelons que le flux de
& atravers une surface donnée représente la quantité d’énergie électromagnétique qui
traverse cette surface pendant I’unité de temps.

Faraday est un physicien britannique, né a Newington en 1791 et mort
a Hampton Court en 1867. Il est connu pour ses travaux fondamentaux
dans le domaine de I'électromagnétisme, I'électrochimie, le diamag-
nétisme, et I'électrolyse. Il découvre de multiples lois et phénomenes
dans ces domaines, notamment la loi de Faraday (ou Lenz-Faraday)
en induction électromagnétique qui est I'une des quatre équations de
Maxwell, les lois de Faraday en électrochimie, I'effet Faraday, ou en-
core a des dispositifs expérimentaux comme la cage de Faraday et
la cavité de Faraday. Son nom a été donné a une unité de mesure de la capacité
électrique : le farad.

Application aux ondes planes

Nous nous placons dans le cas des ondes planes progressives dans le vide.

Nous savons que dans le vide les champs E et B sont liés par la relation :

B=knE (3.16)
w
avec k = w/c. 1l en résulte immédiatement que :
EANKNE) _KE-E)-EE-b _ Ek _ E*
How How How  MoC

(3.17)
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Application aux ondes planes

Cette relation montre que le vecteur P est orienté dans la direction de propagation
n=klk.
La relation (3.16) implique que B = E/c, et comme gypoc> = 1,0ona:

1
2

1

2 2

2 Ho

goc’B? (3.18)
Il en résulte que dans ce cas les contributions des deux champs a la densité d’énergie
électromagnétique u sont égales. On peut alors écrire que :
> 2 o 32 - -
P =¢yEcni=" chn=uch. (3.19)
Ho

Par ailleurs E et B étant fonctions de x — ct, il en est de méme de .

A titre d’exemple, considérons une onde plane sinusoidale monochromatique, se
propageant suivant la direction Ox. On a :

E= ]:770 cos(kx — wt) et B= Eo cos(kx — wt),

E et B étant orthogonaux et dans le rapport c. Le vecteur de Poynting s’écrit selon
-~ EAB . _
(3.19): P = " NP — g B2, = egc E2 cos(kx — wi)e,.
Ho
Sa valeur moyenne dans le temps en tout point x est

< P >=¢gycE? < cos’(kx — wi) > &, = (egc E2/2)8,. (3.20)
D’apres (3.18), la densité d’énergie électromagnétique en un point d’abscisse x s’écrit :
_ )
u =gy Ej cos™(kx — wr).
Sa valeur moyenne est une valeur constante :
<u>=< gy E] cos’(kx — wi) >=¢gEj[2=c < P > . (321

Remarque Les expressions (3.20) et (3.21) montrent que < & >= ¢ < u >. Le fait
que la densité d’énergie électromagnétique soit constante en tout point x implique une
énergie totale infinie. Cela est dii au fait que, par construction, une onde plane n’est pas
bornée dans I’espace. Comme I’onde s’étend jusqu’a I’infini, I’énergie qu’elle transporte
est donc nécessairement infinie. En pratique, une telle onde n’existe pas. L'onde plane
n’est qu’un modele mathématique permettant de représenter localement une onde ayant
une structure plus complexe.

Exemple

Calculons I’amplitude du champ électrique associé a un faisceau laser de diametre d
et de puissance P; .
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La valeur moyenne du flux du vecteur de Poynting a travers une section transverse
du faisceau s’écrit :

2 2
<39>><S=<32>7[Z =<u>cﬂj =P

_ E22 ..P_T[dzl E2 _7'[d2 1E2

avec < u >= gy Ej/2 soit: P = 4 o foEe =g e o

8 c 8 C
On en déduit : E2 = ;;’2 Py soit Ey= clz\/ tco Pr

Pour un laser HeNe avec P, = | mW etd =2 mm, ona E, ~ 250 V.m™'.
Pour un laser CO, avec P, =40 kW etd = 0,1 mm, ona E, ~ 32-10° V.m™',

@ Application aux ondes sphériques

Les champs associés aux ondes sphériques sont de la
forme suivante :

V(r,t) = i [f(t—r/c)+g(t+r/c)] .

Considérons une onde sphérique dont le champ élec-
trique a pour expression E = lEoei(k’_w’>179 = Eyiig,
dans un systeme de coordonnégs sphériques de vecteurs " \
de base (i,, g, li,,)-

L’équation de Maxwell-Faraday donne :

-~ 0B . = .
otk = — or =iwB soit Figure 3.2
1 O(sin®E,) 0E,
rsin 0 00 0@ 0
O R | 1( 1 OE, O(E,) 1 0
B - tE = r_ ¢ =
iw' iw| r <sin9 ¢ or iw | 1 (0(rEg)
1 (0(rEg) _ OE, r or
r or 00
et donc

B = " petreg =g i

wr ® el

En notation réelle, le champ électromagnétique s’écrit donc :

E= lEO cos(kr — wniiy et B= k E, cos(kr — wt)id,,
r wr
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w o
avec k =  , le vecteur de Poynting s’écrit :
c

> o 2
- EAB_ E

P = cos’(kr — wt)i,. (3.22)
Ho rHgc
La valeur moyenne du vecteur de Poynting s’écrit :
- E?
<«<P>=_ " §. (3.23)
2r2pye

Ici aussi, on peut remarquer que & est colinéaire a la direction de propagation de I’onde.
Le flux du vecteur &2 a travers une demi-sphére de rayon r = R centrée a ’origine
s’écrit :
2

/2 E§ 7TE§ /2 nE;
® = / L0 xQ@mrsin@)xrd® = / sin0d 0 = (3.24)
p=0 2r*pyc Ho¢ Jo=0 Hoc

On constate que ce flux indépendant de R.

B Rayonnement dipolaire électrique

Considérons le cas d’un milieu comportant des charges libres. En présence d’un champ
électromagnétique sinusoidal monochromatique, toute charge libre ¢ animée d’une
vitesse V subit la force de Lorentz :

f=qE + q A B.
La vitesse v étant généralement trés faible devant la vitesse de la lumiere, I’effet du

champ électrique est prépondérant car | E| > |q17 A §| ~q v |E|. La charge est donc
c

soumise a une force sinusoidale directement proportionnelle a E. Elle exécute alors
des oscillations autour de sa position d’équilibre. Ce mouvement oscillatoire génere un
champ électromagnétique (champ induit), qui vient se superposer au champ incident.
Cette particule chargée est donc animée d’'un mouvement oscillatoire dont I’effet est
équivalent a celui d’un dipole électrique .

Pour calculer le champ rayonné par ce dipdle (champ induit), nous allons considérer
que la charge ponctuelle g est animée d’un mouvement le long de 1’axe Oz, au voisinage
de l'origine O d’un triedre de référence. La position de cette charge a I’instant ¢ peut
s’écrire sous la forme suivante :

7q(t) = zoﬁze_iw’. (3.25)
Sa vitesse est alors :
V(t) = —iwzoﬁze_iwt (3.26)

Comme nous ne nous intéressons qu’au champ rayonné a grande distance du dipdle, nous
pouvons nous placer dans le cadre de 1’approximation dipolaire, qui consiste a négliger
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I’extension spatiale du mouvement de la particule, z, (qui est de ’ordre de quelques
angstroms), par rapport a toutes les autres grandeurs caractéristiques du probleme. En
d’autres termes, nous supposerons que

Zg K A,

ol A = 27tc/w est la longueur d’onde (dans le vide) du champ électromagnétique incident
de pulsation w, qui est de ’ordre du micron. On a également

ZO <r,

ou r est le module de 7, distance de 1’origine au point d’observation du champ.

Par ailleurs, il est a noter qu’a grande distance du dipdle, les effets du mouvement de
la particule chargée ne sont pas immédiats. On doit donc prendre en compte le temps
de propagation des champs entre la charge et le point d’observation, en utilisant les
potentiels retardés de Liénard-Wiechert.

Dans les conditions que nous venons de préciser, et en tenant compte du fait que la
charge est en mouvement a la vitesse V, le potentiel vecteur créé par la charge ponctuelle
s’écrit :

AGn<t T e qB86) _wo gV

AT, _ P00 A, _FeU0)  dqrog _ G @)
c c

(3.27)

c

' =t—r/c (3.28)

est le temps retardé. Dans 1’expression (3.27) f désigne la densité de courant créé par
la charge mobile. Compte tenu de (3.28) on a

Jj@) = qv(t") = —iqzywe F= WG = —jjoekr-wny | (3.29)
avec
k = ‘:’ et jy = qzow. (3.30)
Pour le potentiel scalaire, on a :
1 q 1 q

V,t)= (3.31)

4mtey o _ T WD  dmeyr ] = & )
c c

On peut effectuer un développement de ces potentiels au premier ordre en v(t')/c, en
écrivant :
1

~1+4, - o 32
=@ - 5)/c +u, - o(t")/c (3.32)
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On remarque alors dans (3.29) et (3.32) que le premier ordre non nul pour le potentiel
scalaire correspond au potentiel électrostatique g/(47eyr). Ce terme ne contribue pas
au rayonnement et peut donc étre ignoré. Le second terme, proportionnel 2 i, - V(') /c,
contribue au rayonnement. On peut noter que

ZoW

- - .Z w — - - . i —
U, - V(") e = —i 0% githr WG -, = —i cos 0 e/ kr—wn, (3.33)
c c

D’autre part, on remarque dans (3.29) et (3.32) que le premier ordre non nul pour le po-
tentiel vecteur contribue au rayonnement. Ainsi, en coordonnées sphériques (r, 0, @)

avec la base locale (ﬁr,ﬁe,ﬁq)), au premier ordre significatif, les expressions des
potentiels contribuant au rayonnement s’écrivent :

e Ho . i(kr—wi)= FLOJO i(kr—wi)= MHoJo ikr— - . -
A = 4oy 9708 kr-cwnyg = —j ey © k- = —j ey © kr=wi(cos 0 i, —sin@ ig),  (3.34)
~ 1 -V .a w iCkr—
Vo~ T =i cos 0 e/kr=wn, (3.35)
4regr ¢ 4megr ¢
avec
a=qz,. (3.36)

Le champ B s’obtient en écrivant B = rotA. La formule (3.34) conduit alors a :

1 d(sin BA(p) 0Ag
rsin 0 00 (GI0) 0
- L oo 1 1 0A o(rA,) 0 .
B =rotA = " — ¢ = t
ro r (sine 0@ or 1 [ 0(rdy) 3 0A, S0t
1 (0(rAy) a 0A, ¥ or J0
r or 00
=g - 1 a(rAe) aAr - . 1 ik uoj() . i(kr—wt)=
B=Bu(p=r< ar " 26 uwz_l(,.z_ r> A sin 0 e wtu(p (3.37)
En négligeant le terme en 12 , puisque I’on s’intéresse au champ a grande distance, on
r
obtient
; 2
2 _p o _  WHojo . ikr—wn= _ _ WTHod iCkr—wt) =
B=B,ii, =~ Arre sin@ ey = — Arre sin @ ey . (3.38)

On constate qu’a grande distance le champ B est perpendiculaire a la direction de
propagation #, et (quasi) sphérique.

On peut obtenir le champ E (associé a E) de plusieurs de manieres. L’une d’entre
elles consiste a utiliser les potentiels scalaire et vecteur :

-

E = —grzldV _o4

o (3.39)

La relation (3.34) conduit a :

- —cosB 2
04 _ sing | MO4Y gitkr-awn,
ot 0 471
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La relation (3.35) conduit a :

(—=ik+1/r)cos®
oV . 10V 1 ov . 1 . ia w i(kr—wt)
+ = .
or T 00" T rsing 0" , Sin® dmegr ¢ ©
0

ngaldV =

Comme les termes en 1/r? sont négligeables devant ceux en 1/r, on obtient finalement :

2
- aw .
E = Eqiig = — “SW sin Qe k=g (3.40)

On remarque que le champ E est également transversal, qu’il est normal a B, et que :

E
 —¢. (3.41)
B(ﬂ

Autrement dit, a grande distance, ’onde rayonnée par le dipdle peut étre considérée
comme localement plane et localement sphérique.

Apres la remise des champs en notation réelle, le vecteur de Poynting s’écrit :

2

- EAB EgigAB,i, EyB w?
p=ENB_FetoBolly _Eolon _ 1 (“Oa sine) cos(kr—wi)i, (3.42)
Ho Ho Ho Hoc \ 47r
(3.43)
1 [ Hoaw? ?
< P >= ( 0 sine) i,. (3.44)
2uge \  4mr

La puissance rayonnée par le dipdle électrique dans tout I’espace est le flux du vecteur
de Poynting < &2 > a travers la sphére de centre O et de rayon r. On peut remarquer
que cette énergie n’est pas distribuée de facon isotrope, mais dépend de I’angle ©.

La puissance rayonnée dans le cone compris entre les angles 0 et © + dO est :

1 (Hoawz

d< P > =< A(r,0)>xdS =
2uge \  4mr

2
sin 9) X (27tr sin 0) X rdO

a*w?

0 .3
L6t sin” 6d0.

7T
Sachant que sin30 = 3 sin® — 4 sin’ 0 et que / sin® 0d0 = g la puissance totale
0

rayonnée par le dipdle est :

O=m 2,4
<P >,0,al=/ d<p>=T M (3.45)
0=0 127te
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Il est intéressant de noter que :

. . d<
o La densité de rayonnement est fortement anisotrope : f(0) = d? -
awrpy |, ) . . . e
16 sin” 0. La représentation de la fonction f(0) en coordonnées polaires s’ap-
iC

pelle le diagramme de rayonnement du dipéle (figure 3.3). Il est facile de voir que
dans le cas présent il est formé d’un lobe ayant une symétrique de révolution autour
de I’axe du dipdle. Le rayonnement est maximal dans la direction perpendiculaire a
I’axe du dip0le (axe Oz), et nul sur ’axe du dipdle.

Figure 3.3 - Diagramme de rayonnement d’un dipdle électrique.

La relation (3.45) montre que la puissance rayonnée est proportionnelle a w* ¢’est-
a-dire a la puissance 4 de la fréquence. Si le champ incident est polychromatique,
les hautes fréquences seront donc davantage diffusées que les basses fréquences;
autrement dit, la puissance diffusée pour les hautes fréquences sera plus grande que
celle des basses fréquences. Cette remarque est a la base de I’explication de la couleur
bleu du ciel. En effet les charges présentes dans 1’atmosphere diffusent 2% = 16 fois
plus le violet (et bleu) que le rouge puisque leurs fréquences respectives sont dans le
rapport 2. En effet f,; ;. ~ 0,4 pmet f 0. ~ 0,7 um.

ouge
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Des grandeurs physiques spécifiques permettent de quantifier |'énergie

électromagnétique.

0 Toute onde électromagnétique transporte une certaine quantité
d'énergie.

e Dans le vide, il ne peut y avoir de perte d'énergie électromagnétique.

€ Dans un milieu matériel, une partie de I'énergie électromagnétique est
toujours perdue par effet Joule.

Tout domaine matériel atteint par une onde électromagnétique n’ab-
sorbe qu'une partie de |'énergie transportée par I'onde. La partie
restante franchit les surfaces limitrophes du domaine. L'énergie qui
traverse une surface S (par unité de temps) constitue la puissance ray-
onnée par |'onde électromagnétique. On fait référence a cette densité
de puissance P comme étant le vecteur de Poynting.

e Densité volumique d'énergie électromagnétique. En tout point d'un
milieu ou régne un champ électromagnétique (E,E), on peut définir

une densité volumique d’énergie électromagnétique, dont I'expres-
sion est donnée par :

u= (eOE2 + Bz/uo) /2.

Ainsi, un volume élémentaire dt du milieu, contient une énergie udr,
tandis qu'un domaine fini Z contient a l'instant 7, une énergie électro-

magnétique :
uw = / / / u(t)dr.
2

o Puissance dissipée par |'onde électromagnétique. Une onde électro-
magnétique qui arrive dans un milieu matériel, ne peut conserver la
totalité de son énergie; une partie de |'énergie électromagnétique est
transférée au milieu matériel. Dans un domaine & ou régne une onde
électromagnétique, la puissance regue par les charges présentes dans

9, s'écrit :
g dt 2

...................
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On fait référence a cette puissance comme étant la puissance dissipée
par 'onde électromagnétique.

Puissance rayonnée par |‘onde électromagnétique. De maniere
générale, tout domaine matériel Z atteint par une onde électromag-
nétique, n'absorbe qu’une partie de |'énergie transportée par |'onde.
La partie restante de I'énergie électromagnétique franchit les surfaces
limitrophes du domaine 2. L'énergie qui traverse une surface S (par unité
de temps) constitue la puissance rayonnée par |'onde électromagnétique
a travers la surface S. La puissance rayonnée a travers une surface .S, P,,
est définie comme étant le flux a travers cette surface, d’'une densité

surfacique de puissance & : P, = / / P - ds.
s

On fait référence a cette densité de puissance & comme étant le vecteur de
Poynting. Son expression est donnée par :

escecece

teseee

P = (E/\E/uo>.

.
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59



60

@ Testez-vous

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Une onde électromagnétique est constituée d’un champ électrique et d’un champ
magnétique. Dans un milieu matériel, une partie de cette énergie est dissipée sous forme
d’effet Joule. La puissance dissipée résulte principalement des collisions et frottements
occasionnés par les porteurs de charge, induits par le :

a. champ électrique b. champ magnétique

En principe, la puissance dissipée par une onde électromagnétique dans un milieu
matériel est plus importante dans un :

a. milieu peu dense (comme I’ air)

b. milieu trés dense (comme le béton)

La puissance mesurée par un détecteur d’ondes électromagnétiques correspond a :
a. la puissance dissipée par I’onde b. la puissance rayonnée par I’onde

La puissance mesurée par un détecteur d’onde électromagnétique correspond a :
a. la moyenne temporelle du vecteur de Poynting

b. la moyenne spatiale du vecteur de Poynting

c. ’amplidude du vecteur de Poynting

En principe, le calcul du vecteur de Poynting :

a. peut se faire uniquement a I’aide du champ électrique

b. peut se faire a I’aide uniquement du champ magnétique

c. nécessite de connaitre le champ électrique et le champ magnétique de ’onde
En principe, le calcul de la densité volumique de I’énergie électromagnétique :
a. peut se faire uniquement a I’aide du champ électrique

b. peut se faire uniquement a I’aide du champ magnétique

c. nécessite de connaitre le champ électrique et le champ magnétique de ’onde
L’énergie électromagnétique se propage a une vitesse correspondant a :

a. la vitesse de groupe de I’onde b. la vitesse de phase de 1’onde



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

3.1

3.2

3.3

3.4

3.5

3.6

3.7

Entrainez-vous @

Une onde électromagnétique plane se propage dans le vide, avec un champ électrique
donné par E = Eycos(kz— wt) i, ol z et t représentent respectivement les coor-
données d’espace et de temps, k désigne le module du vecteur d’onde, et w désigne la
pulsation de I’onde.

1. Donner I’expression du vecteur de Poynting P de cette onde, et sa valeur moyenne
temporelle < P >, en fonction de Ey), c, W.

2. Que représentent physiquement le vecteur < P > et la direction de ce vecteur ?

Une mesure de champ électromagnétique a été effectuée dans un appartement situé a
proximité d’un émetteur radiofréquence. La mesure, effectuée a 1’aide d’un mesureur
de champ électrique, indique un champ électrique d’amplitude créte 10 V.m ™.

1. Déterminer les densités de puissance créte et moyenne transportées par 1’onde
électromagnétique provenant de cet émetteur.

2. Des recommandations européennes d’exposition du public aux champs électro-
magnétiques exigent que les personnes ne soient pas soumises a une densité de
puissance créte supérieure 2 2 W.m~2. Que peut-on conclure de cette mesure ?

Radio campus émet sur 94, 7 MHz. Supposons que cette station envoie dans la direction
Ox une onde polarisée suivant Oy, de champ électrique E, = 43 X 1072 V.m~! dans
la région ou se trouve le récepteur.

1. Comment doit-on placer le récepteur constitué d’un cadre rectangulaire de surface
S = 100 cm? comprenant N = 1 000 spires pour recevoir la f.e.m. e maximale ?
Calculer la valeur maximale de e.

2. Exprimer le vecteur de Poynting et la puissance émettrice de la station si le récepteur
est placé a 5 km, et si ’on admet que 1’émission est uniforme sur une demi-sphere
concentrique avec la station.

3. Comment varie I’amplitude du champ électrique en fonction de la distance R a
I’émetteur ? En déduire la portée de 1’émetteur si le récepteur a un seuil de détection de
0,5 mV.m~L.

Une station radio émet une puissance moyenne de 10> W.m™2. Cette émission est uni-
forme sur une demi-sphere concentrique avec la station. En un point situé a 10 km de
la station, calculer I’amplitude du champ électrique.

Un téléphone portable émet une puissance de 1 W de fagon sensiblement uniforme dans
I’espace. Calculer la puissance rayonnée par unité de surface a 10 cm du téléphone.

Un petit laser hélium néon produit typiquement 1 mW dans un faisceau de 1 mm de
diametre. Estimer 1’amplitude des champs électrique et magnétique dans le faisceau
laser.

Un laser émet des impulsions de durée 10 ns et d’énergie 100 mJ, dans un faisceau de
section transversale 0, 25 cm?.
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1. Calculer I’amplitude du champ électrique associée a I’onde laser, considérée comme
plane.

2. Calculer la quantité de mouvement cédée par unité de temps par I’onde laser sur
un miroir parfait en incidence normale (collision élastique), et en déduire la pression
exercée par I’onde sur le miroir (appelée pression de radiation).
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3.2

3.3

Solutions ©

Réponse a; 3.2 Réponseb; 3.3 Réponse b; 3.4 Réponse a; 3.5 Réponsec;
3.6 Réponse c; 3.7 Réponse a.

1. Expression du vecteur de Poynting

s T A L
Ici, E = Eycos(kz—wt) u, etk =" u,.
c

. ) . kAE E -
D’apres la relation de structure des ondes planes, B = =Y cos (kz—wi) u,.
w c
s o 2
. . -~ EAB IR
L’expression du vecteur de Poynting est donc P = = % cos? (kz— wt) u,.
Ho c

La valeur moyenne temporelle de P est
E? E?
0 < cos? (kz— wt) > ii, =

< P>=
2.

« < P > est la densité surfacique de puissance moyenne transportée par 1’onde.

« La direction de < P > est la direction de propagation de I’énergie électromagnétique.

1. Densités de puissances de I’onde
Il découle de I’exercice 3.1 que :

. E;
« la densité de puissance moyenne transportée par 'onde est : < P >= ) 0 u,.
HoC
E2
» ladensité de puissance créte est : P, = 0 i, =2< P>
Hoc

2. Applications numériques et conclusion

Avec E; =10 V.m_l, ontrouve < P >=0,13 W.m™2 et P.=0,26 W.m™2.

Comme P, < 2W.m™2, on peut conclure que I’exposition de cet appartement aux
ondes électromagnétiques respecte ces recommandations européennes.

1. Position du récepteur et f.e.m.

Le cadre du récepteur est un circuit soumis a un flux magnétique variable ®(¢) généré
par le champ magnétique B de I'onde électromagnétique. D’apres la loi de Faraday, ce
circuit acquiert une force électromotrice (f.e.m) :

e=—

dt

A grande distance, on peut considérer que le champ électromagnétique émis par la sta-

tion Radio-Campus a localement la structure d’une onde plane, telle que :
= - 2 - 21tv .,

E = Eycos (kx — wt) uyetk=w u, = yux,avecv=94,7MHz
c c

et Ey=43-107 V.m~.

= cos(kx — wt) i,
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3.4

Le flux de B a travers le cadre formé des N spires
estd=NB-S=NS B - iiouestle vecteur
normal a la surface du cadre. 1l est clair que le flux - y
est maximal si B est colinéaire a 7i. En d’autres ter-
mes, le cadre doit donc étre orienté de telle sorte
que son plan soit perpendiculaire a B.

o o NSE,
Danscecas, =NB - S=NSB= cos (k x — wi)
c

dd _ NSEyw
dr

—>e= sin (wt — kx) = ey, sin (wt — kx), avec

= NSEyw/c=0,85 V.

emax

2. Vecteur de Poynting et puissance émise :

2
1 E,
Mo 2uge’

Si ’on admet que la station émet pratiquement la méme énergie dans une demi-sphere

EAB= ! Eécosz(kx—wt) i, > (P)=
[TING

.
concentrique avec la station, alors le flux de P a travers une demi-sphere de rayon R
correspond a la puissance émise par la station :

) nR?E;
Prayonnée = / (P)dS = (P) X2nR" = o =385 W.
3. Portée de I’émetteur.

La puissance rayonnée pouvant étre considérée comme constante, on a :

nR2E?
Prayonnee = cste et = cste, soit EyR = cste; E, varie doncen 1/R.
Le seuil de détection du récepteur est E(,) = 0,5- 1073 V.m! et la distance R’

correspondante est la portée de I’émetteur. Puisque EyR = cste, on a :

E,R
!

0

EgR=E,R donc R = °, =430 km

Calcul de I’amplitude du champ électrique

A tres grande distance de la station radio, I’onde émise par la station peut étre considérée
comme ayant localement la structure d’une onde plane. Cette émission est uniforme sur
une demi-sphére concentrique avec la station. Si nous désignons par Eyx 1’amplitude

du champ électrique & une distance R de la station, alors la valeur moyenne du vecteur
2

OR

de Poynting s’écrit < & >= ) i, (comme nous I’avons vu dans les exercices 3.1
c

et 3.2).
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3.5

3.6

Solutions

S

0)

Le flux de & a travers la demi-sphere de rayon R correspond a la puissance P, émise
par la station :

TTR2E? P
P0=/(=@)d5=(<@)x27rR2= 0R_>E0R= l\/ 0HoC
Hoc R T

AN : Pour Py = 10> Wet R =10 km, ona E , = 0,346 V.m™'.

La densité de puissance rayonnée par le téléphone est le vecteur de Poynting P. Le
flux de & a travers la sphére de rayon R correspond a la puissance P, émise par le
téléphone :

B

Py = / (P)dS = (P) x ATR? — (P) = .

AN : Pour Py =1 Wet R=10 cm,ona (%) =7,96 W.m2,

Ici on peut considérer que I’onde a localement la structure d’une onde plane. La valeur
E2

moyenne du vecteur de Poynting s’écrit alors < & >= ) o on E, représente
HoC

I’amplitude du champ électrique.

%

S

La puissance qui traverse une section .S du faisceau de diametre d = 2r est
mr?Eg 2Pypge

P0=/(9)d5=(<@)><7rr2= 0—>E0=1\/ OHO.
2uge r U

AN : Pour Py = 103Wetr = 0,5 mm, on obtient Ey = 979, 8 V.m~!

L’amplitude du champ magnétique de cette onde est By = Ej/c = 3,26 X 1076 T.
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3.7

1. Soit E I’amplitude du champ électrique. La valeur moyenne du vecteur de Poynting

E2
Sécrit< P >= _ 0 .
Uoc
2

La puissance moyenne qui traverse la section .S du faisceau, est Py = () S = 0.
D’autre part, comme P, = , ou AW est I’énergie qui traverse la section S du

faisceau pendant le temps At, on en déduit :

2ugcAW
E, = .
0 \/ SAt

AN : Pour At = 10 ns, AW = 100 mJ, et S = 0,25 cmz, on obtient Eo = 1,74 x
10 V.m™!.
2. Pression de radiation

L’énergie d’un photon de fréquence v est Av. Sa (hvlc)n
quantité de mouvement est p =
Le nombre de photons arrivant sflr le miroir pen- e
dant I’intervalle de temps A7 est : N, = Ahlj// e/
Au cours du choc d’un photon sur le miroir, la variation de la quantité de mouvement
du photon est Ap = 2h\/. La force s’exercée par le photon sur le miroir est alors
F="27, c
At

La force totale créée par N, photons est

1 2hv 1 2hv AW _2AW 2
= = = ="(P)S 3.46
CCTAr e CPRT A ¢ Ry T e At ¢ (Z) (346)
La pression exercée par I’onde est :
Foe _ 2(2) 2
= = =¢oE 3.47
S c 0% 047

AN : Avec E0 =1,74 %X 10’V.m~! on obtient IT ~ 2,67 - 103 Pa.
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B Introduction

,estesesssssssssssssssssssns

L'électromagnétisme
dans la matiére

ceccees

En 1945, I'ingénieur américain Percy Spencer, qui travaillait dans la société Raytheon
spécialisée dans la construction de sources micro-ondes (appelées magnétrons) pour
I'équipement des radars, ressent de la chaleur dans la poche de sa blouse lorsqu’il passe
a proximité d'un magnétron en activité. En plongeant la main dans la poche, il constate

ceces

qu'une barre de chocolat y a fondu. Le chauffage micro-ondes était ainsi né. Cette dé-
couverte illustre de maniére spectaculaire un des effets de I'électromagnétisme sur la

matiere.

o ObJeCtlfS s,

(OLIRETIH(S) |a maniére dont un milieu
matériel réagit lorsqu’il est soumis a un
champ électromagnétique, et connaitre
les conséquences de cette réaction.

.

. Plan cecccccccccccccncnnnns,
.
.

Etat électrique d'un milieu
matériel :

esesscsee,

Etat magnétique d’un milieu
matériel

DIl les conditions d'existence et de
propagation des ondes
électromagnétique dans un milieu
matériel.

(@®aleENS) |a formulation des équations

de Maxwell dans un milieu matériel, le
contenu physique de ces équations
ainsi que leurs conséquences.

Equations de Maxwell dans un ;
milieu matériel H
Conditions aux limites du
milieu

Relations constitutives pour les
milieux L.H.I.

Grandeurs énergétiques dans
un milieu matériel :

Lorsqu’un matériau est placé dans une région ou régne initialement un champ électro-
magnétique (EO, EO), ce champ ne pénétre pas nécessairement dans le matériau. Lorsque
le champ électromagnétique pénétre dans le matériau, il s’établit alors au sein de son
volume un champ (E, B) différent de (EO, EO). Cette modification de champ s’explique
nécessairement par le fait que le matériau, soumis a un champ électromagnétique, ne
reste pas inerte.

N

De maniere générale, un milieu matériel réagit lorsqu’il est soumis a un champ
électrique ou a un champ magnétique. Dans un premier temps, le champ appliqué au
matériau modifie le comportement de son systéme atomique, en créant en son sein des
dipdles électriques ou des dipdles magnétiques selon que le champ appliqué est un
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champ électrique ou un champ magnétique. Ces dipdles correspondent a des défor-
mations particulieres du nuage électronique qui entoure chaque atome. Si le systeme
atomique est déja doté de dip0les permanents, le champ appliqué modifie I’orientation
de ces dipdles en fonction de sa propre orientation.

Les dipdles électriques (ou magnétiques) agissent ensuite comme des sources de
champ (au méme titre que des charges ou des courants électriques), c’est-a-dire, des
sources capables de créer un champ électrique (ou magnétique) dans 1’espace envi-
ronnant. L’ensemble des dipdles présents dans le matériau contribuent (conjointement
avec les sources immatérielles : courant de déplacement, variation du champ électrique,
variation du champ magnétique) a créer un champ interne (E , l_§) différent de (EO, EO).

La grandeur qui caractérise un dipdle est appelée « moment dipolaire ». Au sein
d’un milieu matériel soumis a un champ électromagnétique, les moments dipolaires
de tous les atomes s’additionnent pour générer au sein du milieu une polarisation
et une aimantation. Plus précisément, on définit la polarisation comme la quan-
tit¢ de moments dipolaires électriques par unité de volume du matériau, tandis que
I’aimantation correspond a la quantité de moments magnétiques par unité de volume.
Les vecteurs polarisation et aimantation peuvent donc étre considérés comme la
réponse macroscopique du milieu matériel 4 I’application d’un champ électromagné-
tique. La résolution d’un probléeme de propagation d’une onde électromagnétique dans
un milieu matériel nécessite de prendre en compte la réponse du milieu, ce qui nécessite
de faire apparaftre explicitement la polarisation et I’aimantation comme des sources
de champ dans les équations de Maxwell. Ce chapitre examine les conditions d’existence
et de propagation des ondes électromagnétique dans un milieu matériel.

n Etat électrique d'un milieu matériel

DEFINITION 4.1

L'état électrique d'un milieu matériel est caractérisé par deux grandeurs vecto-
rielles :

o le champ électrique E présent dans le milieu;

« la polarisation P, qui caractérise la facon dont le milieu réagit a la présence du
champ E.

1.1 Dipdle électrique

DEFINITION 4.2

On appelle dipdle électrique (ou doublet électrique) un ensemble de deux
charges électriques de signes contraires —g et + ¢, situées respectivement aux
points N et P de |'espace et distante de d.
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@ Etat électrique d'un milieu matériel

Bien que le dipdle électrique constitue un sys- d

téme globalement neutre (la somme de ses

charges est nulle), le dipdle est apte & créer un N.—.P
champ électrique dans son voisinage. Le dipdle —g +q
électrique est donc une source de champ élec-
trique.

Figure 4.1

a) Champ créé par un dipdle électrique

Calcul du potentiel créé par un dipdle

ponctuel. Considérons un repére tel que

NP = d N0 = dd, = 2ai.. Soit le point O,
NP

milieu du segment NP, et M un point repéré en

coordonnées sphériques paral\—/f =ru,.

D’apres le principe de superposition, le potentiel
créé au point M par les deux charges s’écrit :

V(M) = q 1 _ 1
4reg \rp rn

Nous allons nous limiter au cas ou le point M est suffisamment éloigné du dipdle, soit :
OM =r> NP = 2a.

N Ou, P
Figure 4.2

172
- S N T - o . | 1 202
Fy = NM = NO+OM = aii_+rii, soit ry =r’+a’+2arcos® soit = (1 + a2 4 7aCos 6>

ry T r r

7p =PM = PO + OM = —aii, + rii, soit r, =r*+a* —2arcos©
-1/2
1 1 @ 2acosf)
soit = 1+ -
rp r2 r
e 32

En choisissant ¢ = & < 1, on peut écrire : (1 + )P~ — ) + g + -
r

En se limitant aux termes du premier degré en €, on obtient :

yon= 9 2acos® _ 2aq i;-id, 1 p-F
4mey 2 4me, 2 4me, 13

ou le vecteur p = 2aqii, = gNP est appelé moment dipolaire.

Calcul du champ électrique. De I’expression du gradient de V en coordonnées
sphériques, E = —grad V', on déduit les composantes du champ électrique du dipdle :
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E__aV_chose __laV_psine _ 1 aV_Oet
g or ~ T4meyrdt ® ro0  4meyrd P rsin®0@
)E| P \/1+300526

4rte 13

b) Moment dipolaire d'un dipdle électrique

L’intensité du champ rayonné par un dipdle électrique est proportionnelle a une grandeur
vectorielle p appelée moment dipolaire, qui a pour origine le centre du dipdle O, et qui
est définie par :

P = (+q) OP + (—q) ON = ¢gNP

Orientation du moment dipolaire. le vecteur p est dirigé de la charge négative vers
la charge positive.

Unité de moment dipolaire. Dans le syst¢tme international, I’'unité du moment
dipolaire est le coulomb meétre (C.m).

c) Champ créé par une distribution de charges

Examinons le potentiel créé par une distribution de charges ponctuelles, a grande
distance de cette distribution.

Soit un systeme de n charges q;,q,,':*q,, situées dans un domaine D, aux points
P,.,P,,---P,. Soit O un point du domaine D, choisi comme origine du repere, et M
un point situé a grande distance du domaine D (par rapport a la taille de ce do-
maine), tel que )OM| > |OPI , pour tout i. Posons 7 = OM, F, = PM, a, = OP,,

/\

a-r
= (OP,-,OM) soit cosa; =
a;r
Le théoréme de superposition conduit a :
a x4
V(M) = ’
) 4me ,Z:' r;
avec 7, = PM = P,O+OM = -G, +7 etdonc r; = (¥ +a’ - 27 - a)'/* =
1/2
2a; cos q;
rf{1+ , -
r r
Le développement limité de r; conduit a :

2
1 1 a;cosx; 14;
r<=r<1+ . +2r2( 1 + 3 cos? oc)+ )

En ordonnant I’expression du potentiel selon les puissances de a;/r, on obtient :

V=vO4y®4y@4
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N

ou

n n n

VvOm) = : lzqi’V(l)(M)=4l 12 Zqia,«cosai= b Z%Zli

3
dre, r & ey 1? = 4rteg r

et
VAM) = b iqa?(?ﬁ cos®a, — 1).
drie 2r3 & T !

Le potentiel créé par cette distribution différe notablement selon que

2‘11 #0ou 2‘11 = 0.
i=1 i=1

n
d) Terme polaire 2 q #0
i=1
Lorsque la charge totale de la distribution est non nulle, O = Z g; # 0, le terme
i=1

dominant du potentiel est V©. Le barycentre des charges est un point G du domaine D,
défini par la relation :

— Iy -
OG—Q;%”;-

-

n
0), on a alors Zqi[ii = 0, et

i=1

En choisissant comme origine le point G, (G

) = 0.
On peut donc écrire que :

1 0

VM) =~ VOmM) =
4reg r

qui correspond au terme polaire du potentiel. Ainsi, a grande distance, cette distribu-
tion de charge se comporte comme une charge ponctuelle située au barycentre de la
distribution.

e) Terme dipolaire Z g =0

i=1

Une distribution de charges caractérisée par une charge totale nulle, est qualifiée de
milieu électriquement neutre. Cette situation est d’une grande importance, car elle
correspond a I’état de la plupart des milieux matériels.
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n
Lorsque Z qg; = 0, G n’est plus défini. Il n y a plus de terme polaire dans 1’ex-
i=1
pression du potentiel (V' @=0). Le terme prépondérant dans 1’expression du potentiel
est alors V1| qui dépend de la grandeur vectorielle :

n n
p= Z%_’i = Z‘Iib-ﬁ:
i=1 i=1

Le vecteur p n’est rien d’autre que 1’expression du moment dipolaire d’un systéme
électriquement neutre, formé de n charges : q,, ¢,, --q,. Il est important de noter que p
ne dépend pas de ’origine O choisie.

Si nous désignons par G, le barycentre des charges positives, alors :
1
Zq* q; qt

Si nous désignons par G_ le barycentre des charges négatives, alors :
— 1
OG_ =
Ztr 9 °

En tenant compte du fait que le systeme est électriquement neutre, on peut écrire que
Z q; = 0=- Z g; ; ce qui permet de récrire p de la maniére suivante :
q* q-

0G, 4;0P,.

%‘61;;'

p= Zn‘,q,-O—PE Zq,-O—P,-+ Zq;()—E=Q(O—CI+—o—c;_) = 0G_G,
i=1 q* =

Cette expression illustre le fait qu’un systeme de charges (électriquement neutre) n’ac-
quiert un moment dipolaire p que si le barycentre des charges positives (G, ) ne coincide
pas avec celui des charges négatives (G_).

Dans la nature, les milieux matériels se répartissent en deux grandes catégories, selon
qu’ils posseédent un moment dipolaire permanent : p # 0 (systémes polaires), ou qu’ils
n’en possédent pas : p = 0 (systémes apolaires).

Systéme polaires. Rappelons qu’une molécule est une entité neutre constituée
d’atomes reliés entre eux par des liaisons covalentes. Chaque atome est caractérisé par
son électronégativité, c’est-a-dire, sa capacité a attirer les électrons impliqués dans les
liaisons qu’il forme avec les autres atomes au sein de la molécule. Plus un atome est
électronégatif, plus il attire fortement les électrons, qui, en moyenne, se rapprochent de
Iui. Le nuage électronique est alors déformé et le barycentre des charges négatives ne
coincide plus avec celui des charges positives.

Ainsi, I’atome d’oxygene est plus électronégatif que 1’atome de carbone, et aussi plus
électronégatif que I’atome d’hydrogéne. On peut donc assimiler les atomes a des charges
positives ou négatives selon leur électronégativité. Une molécule est dite polaire (ou a
caractere dipolaire) lorsque le barycentre de ses charges positives ne coincide pas avec
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celui de ses charges négatives. Les molécules de ce type sont caractérisées par un mo-
ment dipolaire non nul : p # 0. Cest par exemple le cas des molécules diatomiques
hétéronucléaires (HCI, HF, HBr,...) et des molécules polyatomiques dissymétriques
(H,0, NH;, SO,, ...).

Dans le cas de la molécule d’eau (H,0), les deux -5
atomes d’hydrogene sont assimilables a des charges

d’une certaine valeur +6/2. Comme le montre la e

figure 4.3, leur barycentre (G, ) se trouve sur 1’axe N

de symétrie de la molécule. L’atome d’oxygene est P
assimilable a une charge —0 et son centre est con- !

fondu avec le barycentre des charges négatives. H@ G+'?' @t
Comme les deux barycentres ne coincident pas, la +g +%

molécule d’eau est assimilable a un dipdle électrique
(constitué de charges —& et +9, situées respective-
ment en G_ et G, ), caractérisé par un moment dipolaire permanent p = 6 G_G,.

Figure 4.3 — Molécule H,0.

De maniére générale, lorsque p # 0, le terme prépondérant dans I’expression du
potentiel est alors ¥V, qui se met sous la forme suivante :

- -

1 r-p

M) = drte, 13

4.1)

Cette expression correspond au terme dipolaire du potentiel. Il est équivalent au
potentiel créé par un doublet électrique de moment dipolaire p.

Systémes apolaires.Ils sont constitués

Q(cen

—5/2 +d —5/2

molécules (apolalres) caractérisées par un moment

dipolaire nul : = 0. C’est le cas des molécules Q Q

diatomiques homonuclealres et des molécules 0]

polyatomiques symétriques présentant un centre de

symétrie (CO,, C,H,, benzéne...). Figure 4.4 - Molécule CO,.
Danscecas,ona O = 0, et v =0.Le premier

terme non nul du développement du potentiel est supérieur ou égal a 2.

1.2 Dipble électrique induit

Toutes les molécules, qu’elles soient polaires ou apolaires, peuvent acquérir occasion-
nellement un moment électrique induit, non permanent. Cela peut se produire chaque
fois que la molécule se trouve placée dans un champ électrique, mais le comportement
de la molécule differe selon qu’elle est polaire ou apolaire.

Cas des molécules apolaires. Dans ce type de molécules, en I’absence de champ
électrique, le barycentre des charges positives coincide avec celui des charges négatives.
En présence d’un champ électrique E, les charges positives et négatives migrent en sens
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inverse sous ’action de la force que Coulomb ; ce qui entraine un déplacement en sens
inverse de leurs barycentres respectifs G_ et G,.

Autrement dit, G_ ne coincide plus avec G, ; le systéme se comporte alors comme un
dipdle constitué de deux charges identiques mais de signes opposés, —Q et Q, placées
respectivement aux points G_ et G, . La molécule acquiert un moment dipolaire induit
p= QE: qui perdure tant que le champ E est présent, et qui disparait si le champ
E disparait.

Cas des molécules polaires. Considérons un 94 gE
dipole situé dans une région de I’espace ou regne +a) @ B
un champ électrique uniforme. Le dipdle est alors P
soumis a un couple de forces F( o = gE et fo)
13(_4> = —qE . La résultante des forces exercées sur L
le dipdle étant nulle, le dipdle de ne se déplace pas. i
En revanche, le champ électrique agit sur le dipdle p e
par I’intermédiaire d’un couple dont le moment est
donné par : Figure 4.5

C= Z\7IF(+4) + 2\7[1;(_4) =0G, A F,, +OG_AF_, =pAE.

Autrement dit, le couple de forces agit sur le dipdle dans un sens qui tend a le faire
tourner autour du point O, de telle sorte que p s’aligne avec E.Sile dipdle peut tourner,
il s’aligne alors selon E. Ceite rotation s’accompagne d’une minimisation de 1’énergie
potentielle du dipdle, qui est donnée par E, = —p - E.

Le chauffage micro-onde

Lorsqu'un champ électromagnétique

pénétre dans un milieu matériel, il y créé Agitateur d’onde Magnétron
des forces électriques et magnétiques i
qui provoquent des mouvements de
divers porteurs de charges (électrons,
noyaux atomiques, ions ou molécules
polaires). Comme ces mouvements se
font en sens inverses pour les charges
de signes contraires, et comme chaque
porteur de charge ne peut se mou-
voir librement du fait de la présence
des autres particules du milieu, les
mouvements induits par le champ élec-
tromagnétique s'accompagnent de collisions et frottements entre porteurs de
charges, qui générent de la chaleur au sein du milieu matériel. Dans certaines
applications, ce processus entraine une perte irrémédiable de I'énergie électro-
magnétique (I'effet Joule dans les circuits électriques en est I'exemple le plus
connu), alors qu'il est mis a profit dans d'autres applications, dont I'une des plus
répandues est le chauffage et la cuisson des aliments par le four a micro ondes,
qui est aujourd’hui un bien de consommation courant présent dans prés de 80%

Représentation shématique d’un four a micro-ondes
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des foyers en France. Le chauffage micro-onde résulte des frottements générés
par les mouvements de rotation des molécules d’eau (présentes dans les aliments)
lorsqu’elles sont soumises a des micro-ondes. Un four a micro-onde est constitué
des principaux éléments suivants :

« Le magnétron émet des micro-ondes dans le four.
« Les ondes produites sont ensuite guidées jusqu'a un agitateur d'onde (ou brasseur
d'onde) qui les renvoie dans I'enceinte métallique ol se trouve l'aliment a chauffer.
o Les parois métalliques réfléchissent les ondes et les confinent a l'intérieur du
four. Une fois dans I'enceinte métallique, les ondes pénétrent dans les aliments,
atteignent les molécules d'eau qui s’y trouvent, et les mettent en vibration.

La wbratpn de Ig molécule d'eau est liée a Molécule H,0

son caractere polaire. Rappelons que lorsqu’une

molécule polaire est soumise a un champ élec- 5

trique, si la molécule est libre de ses mou-

vements, elle effectuera alors une rotation de  Moment 0
maniére & orienter son moment dipolaire dans la  dipolaire

direction du champ électrique. Le champ élec- -

trique d'une onde électromagnétique est un p

champ alternatif (qui inverse son sens d’orien- H@ G 'Y
tation deux fois au cours de chaque période), +

qui va forcer la molécule polaire a vibrer a la +§ +§
méme fréquence que celle de I'onde électromag- 2 2

nétique. Les molécules d’eau étant en contact avec les autres constituants de
I'aliment ne peuvent pas tourner librement pour orienter leur moment dipolaire dans
la direction du champ électrique. Leur mouvement s’accompagne inévitablement de
frottements avec les autres constituants des aliments, ce qui produit de la chaleur
qui permet de chauffer ou de cuire les aliments. Les molécules d'eau sous |'action
des micro-ondes, sont forcées a vibrer a une fréquence de 2,5GHz. Les aliments
sont placés sur un plateau qui tourne a l'intérieur du four afin de répartir de facon
optimale les ondes dans les aliments et obtenir un chauffage homogeéne.

1.3 Polarisation

a) Vecteur polarisation

Un milieu matériel (qu’il soit constitué de molécules polaires ou apolaires) soumis a
un champ électrique, acquiert nécessairement a 1’échelle microscopique, un caractere
dipolaire. Ce comportement dipolaire est influencé par le champ électrique appliqué au
dipodle.

On peut généraliser la notion de dipdle électrique a tout ensemble de charges Q;
contenues dans tout volume élémentaire dt d’un milieu matériel, qui vérifie les deux
propriétés suivantes :

«dQ = Z 0O, = 0 (la charge totale contenue dans le volume dt est nulle) ;

edp= 2 O,0M,; # 0 (le moment dipolaire électrique total du volume dt est non nul).

Ici, O, désigne la charge située au point M; du volume d, et O un point de ce volume.
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Le vecteur polarisation d’un milieu se définit comme la densité volumique du mo-
ment dipolaire électrique ; autrement dit, la quantité de moments dipolaires électriques
par unité de volume du matériau. Son expression est donnée par :

dp
dt

ou dp désigne le moment dipolaire total contenu dans le volume élémentaire dr.

P= (4.2)

b) Charges liées et charges libres

Les effets d’un champ électrique dans un milieu matériel ne se limitent pas aux effets
relatifs a la polarisation. En effet, dans certains milieux (métaux, plasmas), sous I’action
d’un champ électrique, des charges peuvent se déplacer « librement » (c’est-a-dire sans
que leurs déplacements soient strictement limités a une région particuliére du milieu).
De telles charges sont appelées charges libres. Les courants générés par leurs déplace-
ments sont appelés courants libres (et parfois, courant de conduction). Les charges
pouvant se déplacer aussi librement dans ces milieux sont essentiellement des électrons
(issus des couches périphériques des atomes), car leur masse est considérablement plus
faible (de plusieurs ordres de grandeur) que celles des autres constituants du milieu
(ions, atomes, ou molécules).

En principe, le phénomene de polarisation concerne des charges qui ne peuvent se
déplacer que dans une région restreinte au voisinage immédiat des positions qu’elles
occupent en I’absence de champ électrique. De telles charges sont appelées charges
liées. Les courants générés par leurs déplacements sont appelés courants liés.

c) Principaux mécanismes de polarisation

Sous I’action du champ électrique, Type de E=0 E=0
les charges liées d’un milieu polarisation

matériel (électrons, atomes, ions,
ou molécules) ne se déplacent que Electronique @
tres peu, mais ces déplacements
polarisent le milieu. On distingue
plusieurs mécanismes majeurs
de polarisation : la polarisation A
électronique, la polarisation -9
ionique, , la polarisation ionique
et la polarisation d’orientation. Otlexifafion 50 &
L’importance de chacun de ces 0 a
phénomenes differe selon la nature
du milieu (isolant, conducteur, ou

Tonique Q@O
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semi-conducteur), selon que le milieu possede ou non un moment dipolaire électrique
permanent, et selon la fréquence du champ appliqué au matériau.

Polarisation électronique. Ce type de polarisation est d au déplacement des élec-
trons et a la déformation du nuage électronique. Elle est présente dans tous les milieux,
et devient le phénoméne dominant dans les milieux diélectriques dépourvus de moment
dipolaire électrique permanent.

Polarisation ionique. Un cristal ionique peut se déformer sous I’action d’un champ
électrique ; ce qui donne lieu a un moment dipolaire, et donc a une polarisation ionique
(qualifiée aussi de polarisation atomique).

Polarisation d'orientation. Comme nous I’avons déja mentionné, les milicux
constitués de molécules polaires sont dotés d’'un moment dipolaire permanent au niveau
de chaque molécule. Cependant, en 1’absence de tout champ électrique, I’orientation de
ces dipdles élémentaires est aléatoire ; ce qui conduit & une polarisation globale nulle.
En présence d’un champ électrique, les moments dipolaires ont tendance a s’orienter
dans le sens du champ ; ce qui fait apparaftre un moment dipolaire résultant non nul.

1.4 Densités de charges et de courants équivalentes
a la polarisation

a) Densités de charge de polarisation

Le vecteur polarisation est dépend de la den-
sité macroscopique de charges liées. On peut
établir ce lien a partir du calcul du potentiel
électrostatique créé par un diélectrique en un
point extérieur.

Soit un milieu diélectrique D, limité par
la surface fermée X de dimensions grandes
devant les dimensions atomiques.

« Si ce milieu est non polarisé et immobile,
mais doté d’une distribution de charge répartie
dans le volume D avec une densité volumique
p et sur la surface ¥ avec une densité sur-
facique o, alors il créera en tout point M de
I’espace environnant un potentiel électrostatique donné par :

A
VM) = ! /// p( )dTA+ ! // ©ds avec F=TFy —T4
4me o F 4me s F

« Supposons a présent que le milieu soit électriquement neutre, mais polarisé, et qu’'un
élément de volume dt, centré en A soit doté d’'un moment dipolaire dp = P(A)dt,,
ou P(A) désigne le vecteur polarisation au point A. Compte tenu de ce que nous avons

Figure 4.7
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vu précédemment sur une distribution de charges ponctuelles, le potentiel dV (M) créé
au point M par I’élément de volume dt 4 est :

7-dp 7. P(A
LoFdp_ 1 PP

dv(M) = =
M) drey 3 4me r’

A

On déduit le potentiel total créé par la polarisation en sommant les contributions de tous
les moments dipolaires contenus dans le domaine 9.

1 7 P(A)
e b Jlf 7w

. P a1
On peut transformer cette expression en remarquant que , = grad,(1 /r), oul’indice A
r

indique simplement que les dérivées sont prises par rapport aux coordonnées du point
A. Par ailleurs, nous savons que pour un champ de vecteur a et une fonction f,

div(fa)= fdiva + a - gradf.

On en déduit que :

P-F_5. —grad(l>=div<P)—d1VP,

3
1 7P
V(M) = d
M dme, ///9 r3 T
. /// div(f)ar, - ! /// dvPyr .
47'[80 ) r 47'[80 ) r

D’apres le théoreme de la divergence :

(B [

ol 7 est le vecteur unitaire normal a la surface T délimitant D), et dirigé vers I’extérieur
du milieu.

L’expression du potentiel s’écrit alors :

Yy = | /// VP 4 ! // Pongs
47te, > 4me, s F

En comparant cette expression a celle du potentiel créé par la distribution de charge (p,
0) on constate que le potentiel électrostatique créé par la polarisation P est identique a
celui d’une distribution macroscopique de charges caractérisées dans le volume D par
une densité volumique p, et sur la surface X par une densité surfacique o, données par :

p, = —div P, o,=P - il (4.3)
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Ainsi, d’un point de vue macroscopique, la distribution de polarisation P a un effet
équivalent a celui d’une distribution macroscopique de charges appelées « charges de
polarisation » (P),0,)-

b) Densités de courant de polarisation

Lorsque les porteurs de charge sont en mouvement, le moment dipolaire (et donc la
polarisation) devient une fonction du temps. Dans ce cas, larelation entre polarisation et
densité de charges équivalente établie au paragraphe précédent dans le régime statique,
s’applique aussi :

p,(1) = —div P(r) (4.4)

A ce mouvement des porteurs de charge, correspond un courant appelé courant
de polarisation, de densité volumique fp. On peut I'obtenir en appliquant la loi de
conservation de la charge a p,, :

- 0p
divj, + at” =0
.- 0p,  d—divP) . (3P
$d1Vjp=—at = - o =dw<6t)
On en déduit :
- 0P
Jp= 4.5)

c) Résumé

A I’échelle macroscopique, lors de I’étude du champ électromagnétique dans un milieu
matériel, on peut substituer a la polarisation P du milieu ;

+ une densité volumique de charges de polarisation p, = —div P ;

« une densité surfacique de charges de polarisation 0, = P - A, (7 étant orienté vers
I’extérieur du milieu matériel) ;

opP

« une densité de courant volumique de polarisation fp = o

1.5 Vecteur induction électrique D

Comme nous I’avons déja mentionné, les porteurs de charge au sein d’un milieu matériel
peuvent étre classés dans deux catégories :

e les charges libres (ou charges de conduction), constituées essentiellement
d’électrons libres que ’on peut caractériser par une densité volumique de charge

Prs
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e les charges liées, qui se manifestent par I’intermédiaire de la polarisation, dont la
densité volumique n’est autre que p,.

De maniere générale, la densité totale de charge est la somme :
pP=p +p, (4.6)

On peut considérer que le champ électrique E présent dans le milieu matériel, résulte
de la superposition d’un champ E; créé par les charges libres et d’un champ E, créé par
la polarisation (ou les charges liées) : E = E; + E,.

Dans un tel milieu, I’équation de Maxwell-Gauss peut donc s’écrire

. ptp -
diviBy= ' "= _divBe,
€9 €o 0
soit  div (E + P/£0> ="' etdonc div (EOE + P) =

€0
Par définition, on appelle « vecteur induction électrique » ou « vecteur D » le vecteur
défini par :

D=¢,E+P (4.7)
11 obéit a la relation fondamentale suivante :

divD = p, (4.8)

Remarque Il serait erroné de conclure de cette relation que D est déterminé unique-
ment par la densité des charges libres. En effet, son rotationnel dépend de la polarisation :

rot(D) = &, 1ot(E) + rot(P) = —¢, aa]f + roi(P).

9 Etat magnétique d’un milieu matériel

Considérons un milieu contenant des courants ou des aimants. La présence de ces
courants et aimants crée en tout point M du milieu un état magnétique caractérisé par
deux vecteurs :

¢ le champ d’induction magnétique B, qui représente la résultante des champs créés
par tous les courants ou aimants présents dans le milieu ;

e I'aimantation M, qui correspond a la réponse du milieu en présence d’un champ B.

2.1 Dipdle magnétique

Le modele le plus simple de dipdle magnétique est celui d’'une boucle de courant. Ce
dipdle crée dans son voisinage un champ B dont I’orientation est donnée par la régle du
«bonhomme d’Ampere ». Par convention, la direction de B correspond au péle nord du
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dipdle, et la direction opposée le pole sud. La droite passant par le centre de la boucle
correspond a I’axe du dipéle.

Figure 4.8 - Dipdle magnétique.

Un dipdle magnétique est analogue a un aimant droit. Les lignes de champ magné-
tique générées par un dipdle magnétique sont orientées du pdle nord vers le pdle sud.
Le champ magnétique est tangent en chaque point a la ligne de champ.

2.2 Moment magnétique

DEFINITION 4.3

Le moment magnétique est une grandeur qui caractérise une source magnétique.
La source peut étre une distribution de courant, ou bien un matériau présentant
un moment magnétique spontané. A chaque dipdle magnétique on peut donc
associer un moment magnétique .

Le moment magnétique d’une boucle de courant i entourant une surface S est :
m=iSn

ol 7 est un vecteur unitaire orthogonal 4 la surface sous tendue par le courant électrique
i. Cette normale est orientée selon la régle du bonhomme d’Ampere. L’ unité du moment
magnétique dans le systéme international d’unités est A.m?.

Remarque Le dipdle magnétique présente quelques similitudes avec le dipdle élec-

trique :

 Le dipdle magnétique crée dans 1’espace environnant un champ magnétique.

« Si un dip6le magnétique est placé dans une région ou régne déja un champ magné-
tique, il subira les effets de ce champ externe. Le principal effet du champ magnétique
externe sera une action qui tend a faire tourner 1I’axe du dipdle de maniere a 1’aligner
sur la direction du champ magnétique externe. A titre d’illustration, notons que si un
dipole est libre de ses mouvements et qu’on le rapproche d’un aimant, il alignera son
axe sur celui de I’aimant, de telle sorte que son pdle nord se rapproche du pdle sud de
I’aimant.
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André Marie Ampére

André Marie Ampeére est un physicien frangais, né a Lyon en
1775 et mort & Marseille en 1836. A la fois mathématicien,
mécanicien et chimiste, ses contributions concernent essen-
tiellement I'électricité et I'électromagnétisme, comme la loi des
actions électrodynamiques (dans un de ses ouvrages parus en
1827) ou I'hypothése des courants dans la matiere. C'est lui
qui forge les termes de courants et de tensions pour désigner
ces grandeurs électriques. L'unité de mesure de lintensité
électrique dans le systéme international porte désormais son
nom.

2.3 Moment magnétique dans la matiére

Lorsqu’un matériau est plongé dans un champ magnétique B, ce dernier agit sur les élec-
trons et les noyaux constituant le milieu matériel, mais I’influence de B est nettement
plus importante sur les électrons (beaucoup plus 1égers) que sur les noyaux. En con-
séquence, les propriétés magnétiques de la matiere s’expliquent essentiellement par la
présence de courants microscopiques dans la matiere, liés au mouvement des électrons
autour du noyau (qui donne lieu 2 un moment magnétique qualifié d’orbital). A ce mo-
ment magnétique orbital de 1’électron, s’ajoute un moment magnétique intrinseéque,
qualifi¢é de moment magnétique de spin.

Notons que, outre les électrons, les protons et les neutrons possedent des moments
magnétiques intrinseéques. Le moment magnétique des atomes, des molécules ou des
ions, résulte donc de la superposition des moments orbitaux, des moments de spin des
électrons et des moments des noyaux qui constituent ces particules.

Cependant, au niveau macroscopique, le moment résultant est dil essentiellement aux
moments magnétiques des électrons.

2.4 Vecteur aimantation M

Plongé dans un champ magnétique, chaque volume élémentaire dt de matiere acquiert
un moment magnétique dm induit par le champ. On définit le vecteur aimantation M
comme la densité volumique de moments magnétiques ; autrement dit, la quantité de
moments magnétiques par unité de volume du matériau. Son expression est donnée par :

dm
dt

M = 4.9)
2.5 Densités de courants équivalentes a |'aimantation

Dans le cas du magnétisme orbital, ce sont les porteurs de charges en mouvement
mais liés (essentiellement les électrons) qui générent les courants localisés auxquels
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sont associés les moments magnétiques. On peut montrer qu’il existe un lien di-
rect entre la moyenne j,, des densités volumiques de ces courants microscopiques et
I’aimantation M.

Notons qu’a I’échelle macroscopique rien ne distingue un champ magnétique di a des
dipdles magnétiques, d’un champ dii a des courants. L’action de I’aimantation peut donc
étre assimilée a celle d’une densité équivalente de courants volumiques et surfaciques.

Pour obtenir les expressions des densités de courants équivalentes a I’aimantation,
nous passerons par le calcul du potentiel-vecteur créé par une distribution volumique
d’aimantation.

Soit un milieu diélectrique D limité par
une surface fermée X, de dimensions grandes
devant les dimensions atomiques.

. Q

e« Si ce milieu est non aimanté
(2\7[ (P) = 0, VP), mais doté d’un courant
réparti dans le domaine D avec une densité
volumique j et sur la surface ¥ avec une
densité surfacique j_; alors ce courant créera
dans en tout point Q de I’espace environnant
un potentiel-vecteur donné par

Figure 4.9

X(Q)=:°T///idw+ ;‘i//’;dz, avec 7=TFp—Fp.
D z

« Supposons a présent que le milieu soit aimanté (avec une aimantation indépendante
du temps) et dépourvu de courant. Considérons un élément de volume dtp centré en P
et doté d’un moment magnétique dM = M(P)dt p, ol M(P) désigne I’aimantation au
point P. Le potentiel-vecteur dA(Q) créé au point Q par cet élément est

Ho M AF Mg M(P)AF
= dTP'
4 3 4m r

dAQ) =

Par intégration dans le domaine D on obtient le potentiel-vecteur total en Q, soit
- Iy MP)ATF
AQ) = dtp.
o= fff e
D

o F— S == . e
En utilisant , = grad,(1/r), avec ¥ = PQ , le potentiel-vecteur s’écrit :
P

X(Q):ﬁ///ﬂ(P)/\ﬁ(i)dT}).
D
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Par ailleurs, en appliquant I’identité suivante : rot(f @) = frota — a A gradf,
I’expression de A devient :

X(Q):—ﬁ///?&(l‘f)d@+j:[///rOterrP
D D

La premiere intégrale se transforme a 1’aide de la formule du rotationnel

///F&fa’&://ﬁ/\adz,
D z

ol # est le vecteur unitaire normal a la surface ¥ délimitant D et dirigé vers ’extérieur
du milieu. L’expression du potentiel s’écrit alors :

X(Q):%///rOthTP+uO/ MAndZ
47 r 4m r
£ o

que I’on peut mettre sous la forme suivante :
p’()///.]md’_tp + I“L()//.]smdz’
s r 47t r
) b

j.=1tM et j,= MAH. (4.10)

avec

L’interprétation de cette expression est immédiate. Le potentiel vecteur A (et donc le
champ magnétique qui en dérive) est identique a celui que produirait une distribution
macroscopique de courants caractérisée :

« al’intérieur du domaine ® par une densité volumique de courant d’aimantation j,,, ;

« sur la surface X, par une densité surfacique de courant d’aimantation j,,.

Remarque La présence d’une densité superﬁ(:lelle de courant j,, est liée au fait que
nous avons considéré un domaine fini ®. A la sortie de ce domaine, I’aimantation M
passe a zéro de maniere tres abrupte. Cette discontinuité de M est a Porigine de la
création d’une densité superficielle de courants au niveau de la surface X.

En résumé, pour étudier a 1’échelle macroscopique le champ électromagnétique dans

un milieu matériel, on peut substituer a I’aimantation M du milieu :
» une densité de courant volumique d’aimantation j,, = rot M ;

« une densité de courant surfacique d’aimantation j,,, = M A i (# étant la normale
orientée vers 1’extérieur du milieu matériel).

2.6 Vecteur excitation magnétique H

Dans un milieu matériel, au champ magnétique B, créé par les courants de conduction
(courants des charges libres, de densité volumique j,), se superpose le champ B,, créé
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par I’aimantation (associée a une densité volumique de courant d’aimantation j_"m). I
peut s’y ajouter le champ créé par les courants de polarisation (de densité volumique
J_‘;, = 0P /0r). Par conséquent, dans le cas le plus général, la densité totale des courants
volumiques s’écrit :

J=Jitinti,- 4.11)
Dans un milieu matériel, I’équation de Maxwell-Ampere peut donc s’écrire :
OE

tol(B) = uo(7,+j7,+f,;> +Ho g o

-~ P — - OE
= i+ . +r1ot(M) ) +
|J'0<Jl ot rot ( )> Ho%at
. —(B - -~ P 0E - 0 (= =\ - 3D
soit rOt(HO—M)=<Jz+ az>+£o 5 =ity (P+5()E):./l+

et donc r—5f<B —2\71) =7+
Ho

Par définition, on appelle vecteur excitation magnétique ou vecteur H le vecteur défini

par:
a="5_m (4.12)
Ho
11 obéit a la relation fondamentale suivante :
oLH =7, + aa]t) (4.13)

Remarque II serait erroné de conclure de cette relation que H est déterminé unique-
ment par la densité de courants libres. Sa divergence dépend en effet de 1’aimantation :
divH = —div M.

‘ Equations de Maxwell dans un milieu matériel

Dans un milieu matériel, les équations de Maxwell sont plus facilement exploitables
sous la forme suivante :

« équation de Maxwell-Gauss (M-G) : div D= 0

« équation de Maxwell-Ampere (M-A) : r—(;f(ﬁ )= _71 + aa?
« équation du flux magnétique (M-® ) : div(B =0
« équation de Maxwell-Faraday (M-F) : ﬁ(ﬁ )= — aaf

Cette formulation des équations de Maxwell, a comme principal avantage de faire
apparaitre explicitement les densités de charges et de courants libres, p, et f, (dont on
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connaft le comportement dans de nombreux matériaux). Mais cet avantage s’accompa-
gne de I’introduction de deux vecteurs supplémentaires (D et H), qui correspondent a
des « inconnues » supplémentaires.

D= OE + P o induction électrique

oo T

H= — M < excitation magnétique

Ho

Remarque La plupart des milieux matériels occupe un volume fini de I’espace.
Pour que les ondes électromagnétiques puissent exister dans ces milieux, il faut que
les équations de Maxwell soient satisfaites non seulement a I’intérieur du volume mais
aussi sur les frontieres du domaine occupé par le matériau. Nous montrerons dans le
prochain paragraphe que, sur les frontieres qui séparent le matériau du milieu extérieur,
les équations de Maxwell se réduisent a un jeu d’équations qualifiées de « conditions
aux limites ».

a Conditions aux limites du milieu

Les équations de Maxwell présentées dans la section précédente ne sont applicables
qu’en tout point M situé a I'intérieur du volume d’un milieu matériel, caractérisé par
une densité volumique de charge p(M) et une densité volumique de courant f(M). 1
est cependant possible d’appliquer les équations de Maxwell aux frontieres d’un milieu
matériel, et plus généralement, aux surfaces de séparation de milieux ayant des pro-
priétés différentes. L’ application des équations de Maxwell conduit alors a des relations
qualifiées de relations de passage ou conditions aux limites.

Pour étre précis, considérons une surface S séparant deux milieux, que nous ap-
pellerons « milieu 1 » et « milieu 2 » (figure 4.10). Soit 71, un vecteur unitaire normal a la
surface et orienté du milieu 1 vers le milieu 2, dans la direction de 1’axe Oz d’un triedre
(O, x, y, z). Selon I'orientation des vecteurs du champ électromagnétique, la surface .S
peut acquérir une densité superficielle de charges et/ou de courants. L’accumulation de
charges électriques a la surface .S ne se produit que lorsque le champ électrique incident
posseéde une composante normale a cette surface, car ¢’est uniquement cette composante
qui peut attirer (via la force de Coulomb) des charges vers la surface. Cependant, la
densité superficielle de charges créées par le champ incident crée a son tour un champ
électrique orthogonal a la surface .S et orienté en sens inverse du champ incident (loi de
Lentz), qui se superpose au champ incident. Il en résulte une variation (ou discontinuité)
de la composante normale du champ électrique a la traversée de la surface .S.

Par ailleurs, nous savons que 1’effet d’un champ magnétique B sur une particule
chargée, est de faire tourner la particule autour de I’axe orienté dans la direction de
B. Autrement dit, si le champ B possede une composante parallele a la surface .S,
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cette composante provoquera un mouvement de rotation qui amenera des particules
chargées vers la surface; ce qui créera sur .S une densité superficielle de courant. Ici
aussi, il y aura un effet de contre-réaction sur I’effet du champ incident, car la densité
superficielle de courant ainsi créée créera elle-m&me un champ magnétique qui se super-
posera au champ incident, et qui provoquera finalement une variation de sa composante
tangentielle lors de la traversée de la surface .S. On utilise plutot le terme « discontinu-
ité » pour qualifier cette variation. Ainsi, a la traversé d’une surface de séparation entre
deux milieux, toute composante tangentielle du champ magnétique B, lorsqu’elle existe,
subit une discontinuité, tandis que la composante normale de B traverse la surface sans
discontinuité.

Ainsi, a la traversée de la surface de séparation entre deux milieux, certaines com-
posantes du champ électromagnétique subissent une discontinuité (E,,,,..;» B

Toutes les autres composantes traversent la surface .S dans la continuité.

tangentiel )

En réalité, ces charges et courants qui peuvent
s’accumuler a I’interface entre deux milieux, ne sont

pas strictement superficielles mais réparties sur une

épaisseur e extrémement petite (gui peut étre de 1’or- n,

dredu um)bLe volume e dsS conglent alors une charge o) y
dQ = / pdzdS = dS/ pdz, o I'on con- e

sidére comme négligeables les variations de p le @

long de surface .S. On peut alors définir une densité Figure 4.10

superficielle de charge o par dQ = od.sS, avec :

0
o= / pdz.
0

De la méme facon, on peut définir une densité superficielle de courant : fs = / jdz.
—e

Le vecteur j, est tangent a la surface .S, en tout point de cette surface. Conséquemment,
si X est une composante de E ou de B, on peut affirmer qu’au niveau de la surface .S,

X est certainement important, mais que 66)( et 66)( sont négligeables. De plus,
z X y

ne varie pas de maniere significative lorsque I’onde traverse la surface S.

ot
Il en résulte que si on intégre ces quantités entre z = —e et z = 0, on aura :

0
/ OX 47 = X(0) = X(=e) # 0
e 0z

0 0 0
/ 0X dz =0, / 0.X dz =0, et / 0.X dz =0.
NG) _. Oy _, Ot

Dans la configuration décrite ci-dessus, au voisinage immédiat de la surface .S mais du
coté du milieu 1, le champ électromagnétique sera noté E, et B, tandis qu’au voisinage

alors que :
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immédiat de la surface .S mais du coté du milieu 2, le champ électromagnétique sera
noté E, et B,.

4.1 Relations de continuité

L’équation de Maxwell-flux magnétique div(f) = 0, en coordonnées cartésiennes,
s’écrit :
0B, 0B, 0B
ox oy 0z
Si on integre cette équation (membre & membre) par rapport a z, depuis z = —e jusqu’a
z = 0, et si on tient compte de ce qui précede, on obtient immédiatement :

0 OB
/ 5 “dz =0 soit B,(0)— B,(—e) =0 etdonc B,, = B,.
_. 0z

e

Il y a donc toujours continuité de la composante normale du champ B soit
By =By,

0E, OE, 0B,

dy 9z ot

— = B OE OE 0B
 [’équation de Maxwell rot(E) = — aB, s’écrit : 4 - o
ot 0z 0x ot

0E, B 0E, _ _aBZ

0x dy ot

Si on intégre chaque équation (membre & membre) par rapport a z, depuis z = —e

jusqu’a z = 0, on obtient immédiatement :

~(E,(0) - E,(—)) =0
E0)—-E(-e)=0

Sm,{Ew@:m=E¢z=m
0=0

EZX(Z = 0) = E‘]x(Z = 0)

Il y a donc toujours continuité de toutes les composantes tangentielles du champ E
soit E;. = Ey,

4.2 Relations de discontinuité

L’équation de Maxwell-Gauss diV(E) = p/egy (ou div(ﬁ) = p;), en coordonnées
cartésiennes, s’écrit :
0E., OE, QJE, o (an oD, 9D, >

= pl .

6x+6y+az=£0 ax+6y+az

Si on integre cette équation (membre a membre) par rapport a z, depuis z = —e jusqu’a
z = 0, on obtient immédiatement :

03E, 1 /[° ) o
dz = pdz soit E,(0)— E,(—e) =

. 0z €y J_e €o
> E),—E,=0/¢ (Dzz -D,, = Gz) .
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« Il y a donc toujours discontinuité de la composante normale du champ E soit
Ey,— Ey =0/¢,.

« Il y a discontinuité de la composante normale du champ D si ’un des milieux
contient des charges libres soit Dy — Dy = 0;.

Remarque Si aucun des deux milieux en présence ne contient de charge libre (comme
a I’interface entre deux diélectriques) alors o, = 0, et il y a continuité de la composante
normale du champ D soit Dy, = D .

L’équation de Maxwell-Ampere ra(l?) = u07 + W & aa]f (Fof(ﬁ )= 7, + 6D>

ot

s’écrit :

a[)'z aBy i+ aEx

oy 0z  MoAT o

0B, 0B, - 0E,

oz~ ox b g

0B, 0B, i OE,

ox oy T
Si on intégre chaque équation (membre a membre) par rapport a z, depuis z = —e

jusqu’a z = 0, on obtient immédiatement :

0
~(B,(0) - B,(~e)) = 1y / Jodz = oy,
B donc { _(B2y - Bly) = Ho Jsx

0
B,(0) = B,(—e) = Ho/ jde = Hojsy By, — B, = uO-jsy
—e

0=0
« Il y a donc toujours discontinuité de toutes les composantes tangentielles du
champ B soit B, — B, = HoJs A g

« Il y a discontinuité de toutes les composantes tangentlelles du champ H sil’'un
des milieux contient des courants libres soit HT HT =J Ay

Remarque Si aucun des deux milieux en présence ne contient de courant libre
(comme a I’interface entre deux dlelectrlques) alors S Ju = 0, et il y a continuité des
composantes tangentielles du champ H soit HT = HTl

4.3 Relations de passage aux interfaces

» D’apres ce qui précede ET = ET et E N, E n, = 115 0/¢,. En additionnant ces deux

relations membre 2 membre on obtient : E N, T ET ET E N, = 15 0/¢g; ce qui
s’écrit :

E, — E, =n,0/¢,
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Cette relation, qui regroupe les relations de continuité et de discontinuité du champ
E, correspond a la relation de passage du champ électrique a I’interface entre les deux
milieux matériels.

e De la méme maniére, en regroupant les relations de continuité et de discontinuité du
champ B (B N, = BN , BT2 BT = WyJ, A7i},) on obtient la relation de passage du
champ magnétique a I’interface entre deux milieux matériels :

B, — By = wyj; A iy

Remarque En multipliant scalairement et vectoriellement les relations de passage par
Hy,, on retrouve les relations de continuité et de discontinuité :

) (By-B)=0
iy A(Ey—E)) =0
fipp A (Ez - El) = HoJ,
iy - (Ey — E)) = 0/g

4.4 Relations de passage aux interfaces pour
les champs D et H

» [’équation de Maxwell-Gauss diV(ﬁ) = p; conduita :

-

Dy, — Dy, =1y, 0; soit ry - (Dy— D)) =0,
S oo = = D .
» I’équation de Maxwell-Ampere rot(H) = j, + o conduit a :

€ Relations constitutives pour les milieux LHI

Les équations de Maxwell dans un milieu matériel, qui font intervenir les champs D
et H , ne suffisent pas pour résoudre certains problemes d’électromagnétisme, en rai-
son d’un nombre d’inconnues plus élevé que le nombre d’équations. En pratique, il faut
adjoindre aux équations de Maxwell, d’autres relations, qualifiées de relations consti-
tutives, afin d’aboutir a la solution des problemes d’électromagnétisme dans la matiere.
Les relations constitutives décrivent le comportement du milieu soumis a un champ
électromagnétique.
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O Relations constitutives pour les milieux LHI

5.1 Permittivité diélectrique d'un milieu matériel

a) Cas statique et quasi-statique

Milieu linéaire. On constate expérimentalement dans de nombreux matériaux que,
lorsque 1’amplitude du champ électrique E apphque au matériau n’est pas trop im-
portante, la relation entre la polarisation du milieu (P) et le champ électrique (E) est
linéaire. Si de plus E ne varie pas trop vite alors la polarisation suit instantanément les
variations du champ électrique ; ce qui se traduit par une relation du type :

P=¢y[x.| E

Un milieu ou P et E sont liés par une relation de ce type est dit linéaire. La relation
P =g, [Xe] E se met sous la forme suivante :

Px Xexx Xexy XeXZ Ex
Py =2 Xeyx Xeyy Xeyz E,
Pz Xezx Xezy Xezz Ez

Remarque [xe] est une matrice symétrique appelée tenseur de susceptibilité élec-
trique.

Milieu isotrope. Un milieu est dit isotrope si ses propriétés ne dépendent pas de la
direction considérée. Dans un tel milieu, la matrice [Xe] est proportionnelle a la matrice

unité. La polarisation P est localement parallele au champ et s’écrit :
}3 = £OXeE
ou X, est fonction de la pulsation w du champ électrique.

Milieu homogéne. Un milieu est dit homogene si ses propriétés ne dépendent pas du
point du milieu ot on se place. Dans un tel milieu, , a la méme valeur en tout point du
volume occupé par le matériau.

Dans un milieu linéaire, homogéne et isotrope (LHI), lorsque le champ électrique
ne varie pas trop vite dans le temps, les vecteurs E , P et D sont liés par les relations :

P =g E
D= go(1 +XB)E = soerﬁ =¢E

Ces deux relations font partie d’un groupe de relations appelées relations constitu-
tives, elles correspondent aux formules qui relient la réponse du milieu (représentée
par la polarisation et I’aimantation) aux champs électrique et/ou magnétique. Les re-
lations constitutives font intervenir des grandeurs physiques caractéristiques du milieu
considéré.

Ainsi, X, est un nombre positif (sans dimension) appelé susceptibilité électrique du
milieu €, = 1 +x, est la permittivité diélectrique relative du milieu (parametre sans
dimension) ¢ = ¢¢, est la permittivité du milieu et s’exprime en F.m™!
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Tableau 4.1 - Susceptibilités et permittivités relatives de quelques fluides et solides

Gaz (20 °C -1 atm) 10° “Xe Liquides (20 °C) €, Solides €,
hélium 65 eau 80,36 diamant 5,5
néon 127 tétrachlorométhane 2,238 silice pure 3,78
argon 517 benzéne 2,284 paraffine 2,20
hydrogéne 254 nitrobenzene 35,74 nylon 5
oxygene 495 acide acétique 6,15 polyéthylene 2,3
azote 547 éthanal 4,34 verres 437
gaz carbonique 921 éthanol 25,1 plexiglass 34
air sec 537 glycérol 43,5 . téflon 2,1
acétone 21,2 titane de baryum 1500

b) Cas dynamique

Lorsque les variations de E sont trop rapides, la polarisation ne peut plus suivre instanta-
nément les variations du champ électrique. Il apparait alors un retard entre la polarisation
et le champ électrique. Cela se traduit par un déphasage (@) de la polarisation par rapport
au champ électrique. Ainsi, pour un champ sinusoidal de pulsation w,

E(t) = EO cos(wt),
la polarisation se met sous la forme suivante :

P(r) = €0 Xe EO cos(wt— @).

ATTENTION !
Il est important de noter que cette relation entre P(t) et E(¢) n’est plus linéaire.

Cependant, il est possible de retrouver une relation linéaire entre le champ électrique
et la polarisation, a condition d’exprimer les champs en notation complexe. A cette fin,
on définit une susceptibilité électrique complexe, en écrivant :

E(z) = EO exp(—iwt), et 13(t) = £1X, EO exp [—i(wt— @)].

l3(t) s’écrit alors :
ﬁ(z) =£9X, EO exp(—iw ) exp(i@) = ¢, Xeﬁ(t) exp(iQ) = g5 X (W) E
avec X, (w) =X, exp(i¢)
La notation complexe permet d’établir, d’un point de vue purement mathématique, une
relation linéaire, entre la polarisation complexe et le champ électrique complexe :
P() = ¢y X(w) E

avec X, (W) =¥ (w) +i X" (w) oux' =x,cos @ et =x,sine
On introduit également la permittivité diélectrique complexe avec
D= 5075 + P=E(W)E, et (w) = ¢/ (w) +i &"(w).
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O Relations constitutives pour les milieux LHI

5.2 Perméabilité magnétique d'un milieu matériel

a) Milieux diamagnétiques et paramagnétiques

Une proportion significative de milieux matériels présente des propriétés magnétiques
extrémement faibles. Dans ces milieux, I’aimantation induite M est proportionnelle
au champ magnétique B (méme lorsque B varie rapidement dans le temps) : ces
milieux sont linéaires et isotropes quant a leurs propriétés magnétiques. Nous les sup-
poserons également homogenes. Pour des raisons historiques, on définit la susceptibilité
magnétique X,, d’un tel milieu par :

M =x, H (4.14)

m

Sachant que B= uo(ﬁ + M), nous en déduisons :
B=uy(1+x,)H = pou, H = uH (4.15)

en posant i, = 1 +,,, ou [, est la perméabilité magnétique relative du milieu, et
I = ML, est la perméabilité du milieu (ou perméabilité absolue).
X,x €t 1L, sont sans dimensions tandis que |t (comme |1,) s’exprime en H.m™..

Contrairement a la susceptibilité électrique x,, la susceptibilité magnétique x,, peut
étre positive ou négative, et le signe de x,, distingue les milieux diamagnétiques des
milieux paramagnétiques :

Cas d'une substance diamagnétique. (x,, < 0) Le champ magnétique créé par
I’aimantation acquise par le matériau s’oppose au champ extérieur B. Cette aimanta-
tion induite, toujours tres faible, reste quasiment indépendante de la température. Les
matériaux diamagnétiques ont une susceptibilité magnétique x,, négative qui dépend
peu de la température.

Cas d'une substance paramagnétique. (x,, > 0) Lorsque les atomes possédent
déja leur propre moment magnétique permanent, le diamagnétisme (toujours présent) est
masqué par le paramagnétisme. Sous I’effet d’un champ magnétique extérieur, les dipdle
magnétiques (petits aimants permanents) s’orientent dans la direction du champ appliqué
et I’amplifient. Ici, I’amplification du champ magnétique est due au fait que le para-
magnétisme est plus important que le diamagnétisme, Cependant, 1’aimantation globale
induite M, reste également tres faible, mais elle dépend fortement de la température,
car I’agitation thermique entrave 1’orientation privilégiée des dipOles. Les matériaux
paramagnétiques ont une susceptibilité magnétique x,, positive qui décroft (en général)
avec la température.
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Tableau 4.2 - Susceptibilité magnétique de quelques milieux.

Corps diamangétiques: 10°.x,,  Corps paramagnétiques: 10°-x,,

dihydrogéne -0, 002 dioxygéne +4,8
diazote -0, 006 air +0, 37
eau -9,1 sodium +8,5
diamant -21,6 aluminium +20,7
cuivre -9,6 calcium +19,5
plomb ~15.8 chlorure ferrique FeCl, +3300
argent -23,8
Remarque
1. Lorsque la susceptibilité x,, est tres faible, on peut écrire de maniere générale :
M=, H X paXmp (4.16)

- Ho(1 +X,) Ko

2. Dans la matiere, le champ B total résulte de la superposition du champ créé par les
sources extérieures au milieu et du champ créé par la matiere elle-méme (via I’aimanta-
tion). Dans un milieu diamagnétique ou paramagnétique, ce dernier champ est souvent
négligé et I’on suppose B~ uoﬁ.

3. Pour la plupart des gaz et matériaux diélectriques, ., =~ 1.

b) Milieux ferromagnétiques

Les milieux ferromagnétiques peuvent présenter une aimantation trés importante
lorsqu’ils sont plongés dans un champ B et cette aimantation peut subsister lorsque le
champ extérieur est supprimé. Des métaux comme le fer, le nickel, le cobalt, certains
de leurs alliages ou de leurs oxydes, sont ferromagnétiques. Ces matériaux ne sont pas
linéaires. Autrement dit, la relation entre Bet H n’est pas linéaire.

5.3 Conductivité des matériaux
a) Loi d’Ohm locale

La plupart des milieux conducteurs, sont caractérisés par une relation de proportion-
nalité entre le champ électrique en un point et la densité volumique de courant jence
point :

j=vE 4.17)

ouy est appelé conductivité. Cette relation est connue sous le nom de loi d’Ohm locale.

b) Loi de Joule

Les charges mobiles du conducteur regcoivent de 1’énergie de la part du champ élec-
tromagnétique. Cette énergie est ensuite dissipée en chaleur dans le conducteur au
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cours des chocs entre porteurs mobiles et charges fixes du milieu. C’est ce phénomene
qui est appelé effet Joule. Sachant que j = yE, la puissance cédée par le champ
électromagnétique aux charges mobiles contenues dans un volume élémentaire dt
s’écrit :
2
dP =j- Edt = yE2dt = ’y dt (4.18)

Grandeurs énergétiques dans un milieu
matériel

En multipliant respectivement les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampere
par H et E, nous obtenons :

oD
ot

H -1ol(E) = —H - aaljetﬁ-ra(ﬁ):ﬁ- i+

Sachant que : div(a AD)=b - rotd—a - rotb, en faisant la soustraction de ces deux
équations membre a membre, nous déduisons la relation suivante :
0D -~ 0B

div(EAH)+j, - E+E - +H - =0 4.19
1v( ) Ji ot ot ( )

Soit 7 un volume entouré par une surface fermée ¥ dont la normale 7 est orientée vers
I’extérieur. En utilisant le théoreme de Green-Ostrogradsky et I’équation (4.19), nous
établissons le bilan de puissance suivant :

// (EAﬁ)-ﬁdz+/// f,-EdT=_/// F.OD 5. 0Bl
b T < ot ot

(4.20)

6.1 Densité d'énergie électromagnétique

Le terme a droite de 1’équation (4.20) traduit la diminution de I’énergie électromagné-
tique totale associée au volume T. On peut donc écrire :

dU - 9D =~ OB du
= — E - H - d = ds
dt ///[ or " az]T ///Tdt N

ou U représente I’énergie électromagnétique totale contenue dans volume T, tandis que
u représente la densité volumique d’énergie électromagnétique.

Dans un milieu LHI de constantes € et p, en posant D=¢EetB= uﬁ ,on obtient :

du =E.6D+E.BB=£E_aE+uﬁ.aH=d<l

|
E2
dr ot ot o o —dr T

H2>
2 oM
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La densité volumique d’énergie électromagnétique dans le milieu LHI est donc
définie par
| |
= _e¢E°+
T 2

Cette densité d’énergie est constituée de deux termes :

WH? “.21)

e Le premier terme représente la densité d’énergie électrique, que nous notons :
Wy =¢E?/2= D*/(2¢)= ED/2; (4.22)
e Le second terme représente la densité d’énergie magnétique, que nous notons :

Wy =uH?/2= B*/2w) = H B/2. (4.23)

6.2 Vecteur Poynting

Le premier terme a gauche de 1’équation (4.20) représente le débit de 1’énergie élec-
tromagnétique qui s’échappe de X par rayonnement; et le deuxieme terme a gauche
de cette équation nous donne ’accroissement de 1’énergie cinétique des particules
présentes dans le volume. Cela correspond a une perte d’énergie électromagnétique.

La quantité EAH représente le vecteur Poynting que nous noterons P:
P=EAH (4.24)
A uninstant donné 1, le flux du vecteur P 2 travers la surface fermée = donne la puissance

13(t) rayonnée.

6.3 Vecteur de Poynting complexe
On peut définir un vecteur de Poynting complexe ﬁc de la maniere suivante :

- 1=

P.= En H* (4.25)

ol H* est le complexe conjugué de H.
La partie réelle de ﬁc donne le vecteur de Poynting moyenné sur une période T :
<P >=Re [ﬁc] (4.26)
La partie réelle du flux du vecteur complexe ﬁc a travers la surface fermée X, nous

donne le débit moyen d’énergie a travers X. Ce vecteur permet de quantifier la puissance
moyenne que véhiculent les ondes en se propageant :

<P>= / / i+ Re [ﬁc] ds. 4.27)
z
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L'essentiel ®

0 Tout milieu matériel est constitué par un agencement de divers porteurs
de charges (électrons, noyaux atomiques, ions, etc).

@ En I'absence d'onde électromagnétique, chaque volume élémentaire du
milieu, disons dt, contient donc un trés grand nombre de charges posi-
tives et négatives en quantités égales, qui sont toutes en perpétuelle
agitation, et réparties de maniére a peu pres uniforme dans le volume dr,
de telle sorte que les centres de gravité des charges négatives et posi-
tives, disons G_ et G, soient situés au méme point au sein du volume
dt: G_=aG,.

e Un milieu matériel interagit toujours avec I'onde qu'il recoit, par l'in-
termédiaire de ses constituants élémentaires porteurs de charge. En
présence d'un champ électromagnétique (E,E), la force de Coulomb
créée par le champ E, provoque un déplacement en bloc des charges
positives dans la direction du vecteur E, tandis que les charges négatives
se déplacent dans la direction inverse. Conséquemment, les centres de
gravité des charges négatives et positives ne coincident plus (G_ # G ).
Tout se passe alors comme si toutes les charges positives présentes dans
le volume dt étaient regroupées au point G, avec une charge totale Q,
et toutes les charges négatives regroupées au point G_ avec une charge
totale —Q. En d'autres termes, chaque élement de volume dt se com-
porte comme un dipdle électrique, devenant ainsi créateur d'un champ
électrique I'espace environnant. L'ensemble des dipdles présents dans
le milieu matériel contribuent ainsi (avec les autres sources de champ) a
la création du champ électrique présent dans le milieu.

@ Moment dipolaire électrique

Le champ crée par un didle électrique dépend de son moment dipolaire,
défini par p = Q0 G_G,.

e Vecteur polarisation

On définit la polarisation comme étant la quantité de moments dipolaires

-

électriques par unité de volume du matériau : P = gi C'est ce vecteur
qui caractérise au niveau macroscopique la fagon dont le milieu réagit a
la présence d'un champ électrique. On peut donc considérer le vecteur P
comme la réponse du milieu a la présence du champ électrique.

eeeccscecccccccttcccctccteccctccsctcccccccssccccscsscccccssssncnn,
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« Densité volumique de charges équivalente a la polarisation

La polarisation est une source de champ électrique. On montre qu’en tout
point du volume du milieu, la polarisation P crée un champ électrique équi-
valent & celui que créerait une densité de charge définie par : p, = —div P
appelée "densité volumique de charges de polarisation”.

« Densité volumique de courants équivalente a la polarisation

On montre qu’en tout point du volume d'un milieu, une polarisation variant

. iy fps s - oP .
temporellement crée une densité de courant définie par: j, = 5 ' 2Ppelee

"densité volumique de courants de polarisation”.

o Induction électrique

L'état électrique d'un milieu matériel est défini par le champ électrique E
au sein du milieu, et par les effets induits par ce champ E, a savoir , la
polarisation P, et les courants résultant des variations temporelles de P.

Par définition, on appelle « induction électrique » le vecteur défini par :
D=c¢,E+P (4.28)

Ce vecteur est d'une importance capitale, car il est utilisé pour faire apparaitre
explicitement la contribution du milieu dans les équations de Maxwell. La
prise en compte de cette réponse du milieu, nécessite aussi de distinguer la
fagon dont les porteurs de charges se comportent; ce qui conduit a classer
les charges en deux catégories, qualifiées respectivement de charges liées
et de charges libres.

@ Charges liées : Ce sont des charges qui peuvent se mouvoir, mais qui
sont astreintes (méme en présence d'un champ électromagnétique) a
rester au voisinage immédiat d'un lieu précis, par des forces d'interaction
avec une ou plusieurs autres porteurs de charges du milieu. Les charges
présentes dans un matériau diélectrique est essentiellement des charges
lies.

e Charges libres : Ce sont des charges qui peuvent se mouvoir sans étre
astreintes a rester au voisinage immédiat d'un lieu particulier du mi-
lieu. De telles charges sont présentes dans les milieux conducteurs et
semi-conducteurs. Il s'agit d'électrons qui été arrachés de leurs atomes
d’origine par effet thermique. Ces électrons, qualifiés d'électrons libres,
sont présents en trés grand nombre dans les métaux, et en nombre

eecececcsseseseccsceceseses
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cee coseney,

restreint dans les semi-conducteurs. Les métaux et semi-conducteurs
contiennent donc a la fois des charges liées et des charges libres.

Q Etat magnétique d'un milieu matériel

Au sein d'un matériau, un champ magnétique B agit principalement sur les
électrons, car ils sont beaucoup plus légers que les noyaux. La force magné-
tique agissant sur un électron animé d’une vitesse V, f = —e(V A B), tend a
faire tourner I'électron autour d’un axe qui coincide avec la direction de B.
Ce mouvement de rotation d'un électron crée une boucle de courant que
I'on qualifie de dipéle magnétique. Une fois créé, le dipdle magnétique crée
a son tour un champ magnétique dans |'espace environnant. Au dipdle ma-
gnétique on associe un moment magnétique m = i S 7, ou i est le courant
généré par le mouvement de rotation de |"électron, S la surface délimitée par
sa trajectoire, et 1 un vecteur unitaire normal a cette surface et orienté selon
la regle d’Ampeére.

@ Vecteur aimantation M

En présence d’'un champ magnétique, chaque volume élémentaire du milieu

dt acquiert un moment magnétique dm. On définit le vecteur aimantation M

comme étant la densité volumique de moments magnétiques : M = (;m
T

« Densité de courants équivalente a |'aimantation

On montre qu’en tout point du volume de la matiére, I'aimantation M
crée un champ magnethue equwalent a celui que créerait une densité de
courant définie par : j, = ot M appelée « densité volumique de courant
d'aimantation ».

m Equations de Maxwell dans un milieu matériel

Dans un milieu matériel, les équations de Maxwell-Flux magnétique et
Maxwell-Faraday, restent inchangées :

0B

or’

Pour faire apparaitre explicitement la polarisation comme une source de
champ électrique, on décompose la densité volumique de charges comme
suit p = p; + p,, ou p, désigne la densité volumique des charges libres. Cela

div(B) = 0 et rol(E) = —

permet de remplacer I'équation de Maxwell-Gauss div(E) = (p; +p,)/e0 =
(p, — div 13)/30, par :

cesececcsce
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divD = p, , o 5=£0E+13.

Pour faire apparaitre explicitement les contributions respectives de la polar-
isation et de I'aimantation dans les courants, on écrit que =i +7, +fp ,
ou j, désigne la densité volumique de courants libres; ce qui permet de

remplacer |'équation de Maxwell-Ampere rot(B) = ,uof+ Ho €0 aaf' par :

- oD

rot H = j, + or ot H = B/u, — M est appelé excitation magnétique.

 Relations constitutives :

Dans un milieu linéaire, homogene et isotrope (LHI), on a:

L

= E()XEE = ﬁ = 80(1 +X6)E = EOSrE — EE .

jl = 'YE 1

ol x, = susceptibilité électrique, ¢ = permittivité électrique,

X, = susceptibilité magnétique, 4 = perméabilité magnétique,

Y = conductivité électrique.

« Conditions aux limites du milieu

L'application des équations de Maxwell aux frontieres d’un milieu matériel,
et plus généralement, aux surfaces de séparation de milieux ayant des pro-

priétés différentes, conduit aux relations de continuité ou de discontinuité du
champ électromagnétique.

« Conditions de continuité :

- Il'y a toujours continuité de la composante tangentielle du champ élec-
trique.

- Il'y a toujours continuité de la composante normale du champ magnétique.

.......................................................................................................
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4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

4.10

Testez-vous @

Lorsqu’une onde électromagnétique (I:f , 13) pénetre dans un milieu matériel, elle met en
mouvement les constituants élémentaires de la matiere (porteurs de charge) par I’inter-
médiaire de la force de Lorentz. Pour un constituant porteur d’une charge 0, cette force
est la somme de la force electrlque f et de la force magnétique f f L= f + fm,
avec fe = QE, et f,, = QWA B).

La force électrique f . provoque :

a. un mouvement oscillatoire translationnel du porteur de charge O

b. un mouvement oscillatoire rotationnel du porteur de charge Q

La force électrique f, est ansi a ’origine de la création, au sein du milieu, de :
a. une aimantation b. une polarisation ¢. un courant de déplacement
d. un courant d’aimantation e. un courant de polarisation

La force magnétique fm provoque :
a. un mouvement oscillatoire translationnel du porteur de charge O
b. un mouvement oscillatoire rotationnel du porteur de charge Q

La force magnétique fm est ainsi a I’origine de la création, au sein du milieu, de :

a. une aimantation b. une polarisation ¢. un courant de déplacement

d. un courant d’aimantation e. un courant de polarisation

Dans un milieu matériel, les constituants élémentaires porteurs de charges peuvent étre
classés en deux catégories : les charges liées et les charges libres. Les charges liées
sont-elles toujours présentes dans tout milieu matériel ?

a. oui b. non

Les charges libres sont-elles toujours présentes dans tout milieu matériel ?
a. oui b. non

Identifier I’effet (ou les effets) généré(s) par le mouvement des charges liées :
a. aimantation b. courant d’aimantation c. courant de conduction
d. polarisation e. courant de polarisation f. courant de déplacement

Identifier I’effet (ou les effets) généré(s) par le mouvement des charges libres :

a. aimantation b. courant d’aimantation ¢. courant de conduction

d. polarisation e. courant de polarisation f. courant de déplacement
Identifier les effets que I’on peut négliger dans un conducteur parfait ayant des pro-
priétés magnétiques comparables a celles du vide, lorsqu’il est soumis a une onde
radioélectrique (onde de basse fréquence) :

a. aimantation b. courant d’aimantation ¢. courant de conduction

d. polarisation e. courant de polarisation f. courant de déplacement
Identifier les effets que I'on peut négliger dans un isolant parfait ayant des pro-
priétés magnétiques comparables a celles du vide, lorsqu’il est soumis a une onde
radioélectrique :

a. aimantation b. courant d’aimantation ¢. courant de conduction

d. polarisation e. courant de polarisation f. courant de déplacement
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4.2
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Equations de Maxwell dans les milieux matériels

1. Rappeler les quatre équations de Maxwell portant sur les champs E et B, ainsi que
sur les densités de charge et de courant p et j dans un milieu matériel.

2. Ecrire les expressions des densités de charge et de courant équivalentes aux vecteurs
polarisation et aimantation.

3. En déduire les quatre équations de Maxwell pour un milieu matériel, en fonction des
vecteurs B, H, E, D et des densités de charges et courants libres py;, et ji;,-

4. Dénombrer les inconnues et les équations. Pour résoudre les équations de Maxwell
et obtenir les champs, il est donc nécessaire de modéliser les propriétés du milieu au
moyen d’équations supplémentaires, appelées relations constitutives. Rappeler ces
relations pour un milieu LHI (linéaire, homogene et isotrope), caractérisé par une
perméabilité absolute p, une permittivité ¢, et une conductivité o.

Dissipation des charges dans divers milieux - Constante de dissipa-
tion des charges

On considére un milieu LHI doté d’une permitivité e, une perméabilité 1, et une
conductivité y. Ce milieu est le siege d’un champ électromagnétique (E, E) de basse
fréquence (ondes radio). A un instant 7 donné, pris comme origine des temps, le mi-
lieu est affecté d’une perturbation soudaine qui provoque une accumulation de charges
libres en un point M du milieu, avec une densité volumique de charge py a t = 0.

1. Ecrire I’équation de Maxwell-Ampere et 1’équation de conservation de charge au
point M, et en déduire 1’équation qui donne 1’évolution temporelle de la densité
volumique de charges libres py;,(¢) au point M .

2. Résoudre cette équation et tracer 1’allure de la courbe py;,(#). Déduire 1’expression
de la constante de dissipation des charges T en fonction de ¢ et y.

3. Calculer les valeurs de T et compléter la quatrieme colonne du tableau ci-apres. On
rappelle que € = €,.¢(, avec gy = 10~ /(36m).

4. Le champ électromagnétique considéré est un champ sinusoidal de pulsation w. On
cherche a évaluer le caractére plus ou moins conducteur de ces milieux en fonction de
la pulsation w, a partir du rapport R = | Jp+ jdep1| / | jlib|, Ol Jjips Jp» €t jg, Teprésentent
respectivement les densités volumiques de courants libres, courant de polarisation, et

courant de déplacement. On rappelle que : fp = o et fd =g aalf
Milieux e Y [Q_l.m"l] T [s] vy [Hz]
Cuivre 5,6 5,9x107
Eau de mer 80 4
Eau douce 80 1072
Terrains cultivés 20 1072
Eau distillée 80 104

Sol trés sec 4 1074
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4.3

4.4

4.5

Entrainez-vous

a. Montrer que la densité de courants libres est prédominant (comportement « con-
ducteur ») a basses fréquences, v < v, oll v, est une fréquence caractéristique du
milieu.

b. Donner I’expression v, en fonction de ¢ et 'y, puis son expression en fonction de T.
c. Calculer les valeurs de v, pour les milieux considérés dans le tableau. Tirez vos
conclusions.

Réflexion sur un conducteur parfait 4
On considére un plan P infini séparant 'espace ©, 7

en un demi-espace vide et un demi-espace rempli

d’un métal. Une onde électromagnétique plane, du 0 = i
domaine des radiofréquences, arrive en incidence u,

normale sur le plan P, avec un champ €lectrique ;4. p Métal

parallele & i, une pulsation w, et un vecteur

d’onde incident k = kii,. Figure 4.11

1. Le conducteur est supposé parfait. Préciser ce que signifie « conducteur parfait ».

2. En utilisant les conditions aux limites, montrer la présence d’une onge réfléchie.
Préciser son champ électrique E,, et son champ d’induction magnétique B, ..

3. En déduire la densité de courant de surface fs sur le plan P.

Effet de peau dans un conducteur réel

On considere un milieu conducteur de conductivité o et permittivité € ~ ¢,

1. Ecrire I’équation de propagation dans le conducteur pour le champ électrique

E = EO exp [i(k x — wt)] d’une onde électromagnétique située dans le domaine des
radiofréquences.

2. Déterminer la relation de dispersion de cette onde dans le conducteur.

3. Justifier I’approximation uocrcz > w, et montrer que k ~ (1 + i)/d. Calculer .
4. Interpréter le résultat de 1’effet de peau.

AN.:w=10%rads' 0=6-10"Q'.m™!

Puissance dissipée dans un conducteur réel

On considere le méme systeéme que dans I’exercice 4.3, mais avec un métal de con-
ductivité v > wej. L'onde électromagnétique plane de pulsation w, se propageant
initialement dans le vide, arrive en incidence normale sur le plan P de ce métal.

1. Etablir I’équation différentielle vérifiée par le champ B aTintérieur du métal. Intégrer
cette équation en cherchant des solutions de la forme B = B(z) exp(iwt) ﬁy. En déduire

-2 . . 2z
la valeur du courant j a I’intérieur du métal.

2. Calculer la puissance dissipée dans le conducteur par unité de surface du plan P, en
fonction de v, w, g et B(0).
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® Solutions

@4.1 Réponse a; 4.2 Réponses b, e; 4.3 Réponse b; 4.4 Réponses a, d;
4.5 Réponse a; 4.6 Réponse b; 4.7 Réponses a, b, d, e; 4.8 Réponse c;
4.9 Réponsesa, b,d,e; 4.10 Réponses a, b, c.

@4.1 Equations de Maxwell dans les milieux matériels

1. S
divE = p/e, (4.29)
foi(E) = — 9B (4.30)
) ot
div(B) = 0 (4.31)
FOH(B) = ol + g0 o 4.32)

L

2. Dans un milieu matériel, on peut décomposer les densités volumique de charges et
de courants de la maniére suivante :
P = Pip T Pp (4.33)
J = Jiib +im tp (4.34)
oll py;, est la densité volumique des charges libres,
Pp est la densité volumique de charges équivalente a la polarisation,
flib est la densité volumique de courants libres,
fp est la densité volumique de courants induits par les charges liées,

hrd A . . . N . .
Jm st la densité volumique de courant équivalente a 1’aimantation.

On a donc :
p, = —div P. (4.35)
- P
Po=0 4.36
JP at ( )
j,, =Tot M. 4.37)

3. Les équations (4.29), (4.33) et (4.35) conduisent a :

I Y . . L. . L.
div(By= """ 2P Gy Bre, > div(E+P/£0> =" o diy (EOE+P> = Py SOIt
€0 €0 €0

div D = py, (4.38)
avec D = EOE + P. En tenant compte de (4.36) et (4.37), larelation (4.32) devient :

—

rot(B) = 1 <7lib + aaf + ﬁﬁ) + Mo €o aaf

— (B -~ 0P 0E - .3 (z., . =\_~- ,0oD
= f0t<u0 —M> = <an+ o1 > te o Tt o, <P+50E> =Jivt g,
soit ot H =y + aa? (4.39)
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4.2

Solutions

-

avec H = B _ M.
Ho
Aux équations (4.38) et (4.39), il faut donc adjoindre les équations (4.30) et (4.31).

4. Dans le cas le plus général, dans les équations de Maxwell [(4.38), (4.30), (4.31),
(4.39)] il y a total :

e 12 inconnues : Dx,Dy,Dz, Hx,Hy,Hz, Ex,Ey,Ez, Bx,By,Bz.

e 8 équations : En effet, les équations (4.30) et (4.39) fournissent chacune trois
équations. Les équations (4.38) et (4.31) fournissent chacune une équation.

Le nombre d’inconnues est donc supérieur au nombre d’équations. Pour résoudre
les équations de Maxwell et obtenir les champs, il est donc nécessaire de modéliser
les propriétés du milieu au moyen d’équations supplémentaires, appelées relations
constitutives. Dans un milieu LHI (linéaire, homogene et isotrope), caractérisé par
une perméabilité absolue ., une permittivité €, et une conductivité o, les relations
constitutives s’écrivent :

D=¢E (4.40)
B = uH. (4.41)
Jis = OE. (4.42)

Dissipation des charges dans divers milieux - Constante de dissipa-
tion des charges

1. Equation de Maxwell-Ampere :

Equation de conservation de charge :
L Qpy
divi, + Db _, (4.44)
ot
Loi d’Ohm :
Jis = YE. (4.45)
- -~ ddiv(D
(4.43) > div (ot H) = divj,, + dlavt( ) (4.46)
-~ 0div(D - ddiv(D
soit 0= diviy + SOV _ iy B4 04VD) (4.47)
ot ot
_ ddiv(D _3div(D
= Vdiv(eE)+ WD) _ Y iy By 4 2VD)
I3 ot 3 ot
(Jolr Y
=—"p; 4.48
at c pl]b ( )
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2. La solution de (4.48) s’écrit :

2Py, (7)

Po

Piib = Po eXp(—1/T) (4.49) \
avec & \\‘

T=¢/Y =€, /Y 4.50) ¢ \ ‘

0= \

’E .
Figure 4.12

3. Il ressort de ce tableau que T < 1 s; autrement dit, le temps de dissipation des
charges est extrémement court, et qu’il est d’autant plus court que la conductivité
du milieu est élevée.

En d’autres termes, dans un milieu conducteur, bien que des charges libres puissent
exister et se déplacer au sein du milieu; une accumulation de ces charges en un
point donné du milieu ne peut se maintenir dans le milieu, et disparait au bout d’un
temps qui est trop court pour provoquer un effet significatif.

Dans de nombreux milieu conducteur, on peut donc considérer que py, =~ 0, a
condition que la pulsation w du champ électromagnétique soit suffisamment basse
pour que sa période T = v~! = 271/ w soit trés grande par rapport a T. Ainsi :

P =20 si v/t 4.51)
4. On pose : E = Eo exp(iwt). Ici, il convient de noter que les milieux considérés
ont des propriétés magnétiques comparables a celle du vide (1 =~ L) ; autrement

dit, I’aimantation y est pratiquement nulle (ainsi que le courant d’aimantation). Le
courant total présent dans ces milieux se décompose alors de la maniere suivante :

Jiot = Jiib T Jp +Ja 4.52)

Ol jiy,» Jp» €t jy, Teprésentent respectivement les densités volumiques de courants
libres, courant des charges liées, et courant de déplacement, avec :

Jiv=YE (4.53)
- 0P

[ = 4.54
Ih="5, (4.54)
- OE

P = 4.55
Ja=¢€o o1 (4.55)

Le milieu étant LHI (13 = soxﬁ), il convient de regrouper le courant des charges
liées et le courant de déplacement, sous le terme

oD
ot

-

Jag = j_; +J_"d = = iweE (4.56)
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Solutions

qui est directement proportionnel a la fréquence de ’onde. Le rapport entre les
courants fdg et j, S écrit :

Ju

- | g| =Y =¥ =Y (4.57)
|7 | 2 v,
lib
avec
1

= 4.58
Yo 2nT ( )

L’expression (4.57) montre que pour

(i) w <k 1/Tsoitv < vyalors R 1;

Autrement dit, pour des fréquences suffisamment inférieures a la fréquence carac-
téristique v, le courant des charges libres est prédominant. Le comportement du
matériau est alors assimilable a celui d’un « conducteur ohmique ».

(ii) w > 1 /T s0it v > vy alors R > 1;

En d’autres termes, pour des fréquences suffisamment supérieures a la fréquence
caractéristique v,, le courant des charges libres devient négligeable devant le
courant des charges liées et le courant de déplacement. Le comportement du
matériau est alors assimilable a celui d’un diélectrique.

Milieux & Y [Q_l .m"l] T [s] Vo [Hz]
cuivre 56  59x10 8,4x 1071  1,9x 10"

eau de mer 80 4 1,7 % 10710 9x 108
eau douce 80 1072 7x1078 2,25 % 10°

terrains cultivés 20 1072 1,7x 1078 9% 10°
eau distillée 80 107 7x107°%  2,25x10*
sol trés sec 4 1074 3,5x107  4,5x10°

Remarque Dans le bas du domaine des trés basses fréquences (v < 10 kHz), pour tous
les milieux considérés dans le tableau précédent, ona v < v, soit R < 1 ; ce qui signifie
que tous ces matériaux ont, a ces fréquences, un comportement de type « conducteur ».

Le cuivre conserve un comportement conducteur dans tout le domaine des ondes radio
(0 < v £1000 Hz) et méme bien au-dela.

Les autres milieux considérés ont des fréquences caractéristiques v, situées a I'in-
térieur du domaine radio; ce qui indique qu’ils adopterons un caractere plus ou moins
« conducteur » en fonction de la fréquence de I’onde dans ce domaine.

4.3

Réflexion sur un conducteur parfait

1. Le terme « conducteur parfait » désigne un conducteur idéal ayant en volume une
conductivité infinie : v = oco0. Dans un tel conducteur, la densité de courant de con-
duction ne pouvant prendre de valeur infinie, la loi d’Ohm locale j = yE implique
nécessairement que E =0 et donc que B = 0 dans le volume du conducteur.
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2. Le champ électrique incident peut se mettre sous la forme suivante :
E, = Eyii_ exp [i(wt — kz)]. (4.59)

Ce champ électrique étant tangentiel a la surface de séparation vide-métal, la
condition de continuité du champ électrique s’applique, et impose :

Epge(z=0) = Epa(z=0) =0 (4.60)
Cette relation ne peut étre satisfaite que s’il existe un champ réfléchi E, du coté du
vide,
E, = E,ii exp[i(wt + kz)] . (4.61)
On a donc Evide = Ei + E,.

Les relations (4.59), (4.60) et (4.61) conduisent a :
Eyio(0) = E(z = 0) + E,(z = 0) = Eyjii, exp(iwt) + Eg i, exp(iwr) = 0

Détermination du champ E, :

r

— o 0B o
D’apres I’équation de Maxwell-Faraday rot(E,) = — o = —iwB,

0 E,
B, 65( 0
B=|8 |=-!miE=-" Ao |==1] % -_kga
7 iw iw| Oy iw| 09z w
Brz 0 0
0z 0
= Ky . -
B, = exp li(wt + kz)]u, (4.63)
¢

3. Le champ magnétique étant tangentiel, on applique la relation de discontinuité
du champ magnétique :

Evide(z = 0) - Emétal(z = O) = HOfs A FiMV = _F‘LO]s A iiz
= B.(z =0) = —poj, Aéi, (4.64)

B,,.= B, + B, (4.65)

vide i

Détermination du champ Ei :

—

— 0B, -
rot(E;) = — o = —iwB,
0 E,
B, 65( 0
§i= Bl =—1;6EEI_ 1 A 0 _—1 aEl =kEIL_i
7 iw iw| Oy iw| 9z w Y
BlZ 0 0
0z 0
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Solutions

N
B, =" expli(wt — k2)]ii, (4.66)
C
B B 5 2E, Lo
Bvide(Z = 0) = BI(O) + Br(o) = eXp (lwt) uy (467)
C
U, A Evide(z =0) = —id, A (fs Atly) = —1, |, - az)js — (i, .js)gz _ —Hofs
i i AB .= 2E e
Js = (=1/1p) i A Byjge(z = 0) soit j; = » exp (iw?) i, (4.68)
c

4.4 Effet de peau dans un conducteur réel

1. Equations de Maxwell :

divD = Piib (4.69)
—— OB
{E = — 4.70
10 ot (4.70)
B=0 4.71)
—— - 3D
ot
Relations constitutives :
B=uH (4.73)
D=¢,E (4.74)
Jip = OE (4.75)

Remarque

e Dans la relation (4.69) on peut écrire py;, ~ 0 en raison de la dissipation rapide
des charges dans les milieux conducteurs.

e Dans la relation (4.73), le fait d’écrire p ~ p, revient a considérer que les pro-
priétés magnétiques du milieu sont assimilables a celles du vide. Cela conduit,
dans tout le probleme, a négliger I’aimantation et le courant d’aimantation.

e Dans la relation (4.74), le fait d’écrire € ~ ¢, revient a négliger les effets des
charges liées devant celle des charges libres; ce qui est possible pour un bon
conducteur soumis aux ondes de basses fréquences.

Equation de propagation :

(4.69) et (4.74) = divE =0 (4.76)
— = = OE
(4.72), (4.73), (4.74) et (4.75) = 1ot B = 0 E + 1€, . 4.77)
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On applique la formule du double rotationnel au champ E, puis les équations (4.69),
(4.76), et (4.77) :

rot [ﬁ (E)] = grad [div (E)] -AE =

xp_=[_0B __a“’t(B> __LGOE_ PE
a or | or M0 THefopp
- OE ’E
- - = 4.78
AE — uyo o~ Mofo a2 0 (4.78)
P = i(kx—wt) = iy OCF 2 h
2.Enécrivant E = Eje u, AE seréduit a a2 = —k~E, et]’équation (4.78)
X
conduit a
—k? + ingow + poeqw? =0 soit 4.79)
K = ipgow + pogow? = pogqw? <1 +i ° ) : (4.80)
g

3. On peut remettre la relation de dispersion (4.80) sous la forme suivante :

o1 N N T
k? = poeqw? (14 ,0u T = ¢,/0 correspond a la constante de dissipation
0¢o w 0
des charges définie dans le corrigé de 1’exercice 4.2. Nous avons démontré dans
I’exercice 4.2, que dans un bon conducteur soumis a une onde radiofréquence, on

. € (o) .
a:wr<1 soit w ° <letdoncw <« ~ = Hoc? o soit pyoe? > w
o £

.. 1 i
Dans ces conditions k> = e, w? (1 +i ) ~ €W ( ) =iy, oW
Ho€o wT Ho€o wT Ho

On adonc k = Vi VHow = 1\;[\/u0crw soit
2

k=11 4.81)
S
2 -5
avec § = AN.:56=1,63x10""m.
Lo oW
4. Avec I’expression de k donnée par (4.81), le champ électrique s’écrit :
E = Byetxen = Eyex/o,/ (i) (4.82)

e Leterme Eoe_"/ ® traduit I’atténuation de I’amplitude de I’onde au cours de sa
propagation.

e O est la distance au bout de laquelle I’amplitude de ’onde a été divisée par e :
C’est I’épaisseur de peau du conducteur.
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Solutions

4.5 Puissance dissipée dans un conducteur réel

1. Equations de Maxwell :

divD = py, (4.83)

—— 0B
1o or (4.84)
B=0 (4.85)
ol = + aa]t) (4.86)

Relations constitutives :

B=uH (4.87)
D=¢)E (4.88)
jip = OE (4.89)

Remarque

e Dans la relation (4.83), on peut écrire p;, ~ 0 (dissipation rapide des charges)

e Dans la relation (4.87), on écrit p ~ 1, (propriétés magnétiques équivalentes a
celles du vide).

e Dans la relation (4.88), on écrit ¢ ~ ¢, (on néglige le role des charges liées
devant celui des charges libres).

Equation de propagation :

(4.83) et (4.88) => divE=0 (4.90)
—a o OE
(4.86) et (4.87) = rot B = u,0E + ¢ o 4.91)

On applique la formule du double rotationnel au champ B:
rot [raé] = grad [divf}] ~AB.

On applique les équations (4.85) et (4.91) :

On applique finalement I’équation (4.84) pour obtenir I’équation de propagation
de B:
= OB O*B
- - = 4.92
AB — oY 5~ Hogo o2 =0 (4.92)
Pour B = B(z) exp(iwt) ﬁy, on obtient :
2 2 2 .
"B —UyYiwB+pye,w?B =0 soit B_ UgYiw — Y )B=iB (4.93)
0z2 0z2 c?
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2 2 j 2 2 i
7 . w w Iyywe w ry
avec k* = pyyiw — = - 1- = - 1- ~
c? c2 w? c2 g
w? iy ) ,
i = iggyw, car y > we, (en basse fréquence, le courant de conduction

est prédominant dans les bons conducteurs).

Dans ces conditions k = i\/i\/u(n/w = il+l\/Hon = +1+l avec
2

\/ )
5=\/ :
HoYw

La solution de I’équation (4.92) s’écrit :
B(Z) — clez/éeiz/é + cze—z/ée—iz/é
Mais, comme B(z) doit rester fini lorsque z tend vers + oo, il faut que ¢, = 0. La
solution peut finalement se mettre sous la forme B(z) = B(0)e™*/%e7#/% @0t
B = B(0)e™/Pe/ @2/ (4.94)
Pour obtenir le champ E associé a B, on peut utiliser I’équation de Maxwell-
Ampere (4.91) :
soit tof B = (Hgy + uoeoiw)ﬁ =¢E ,avec ¢ = oY + WyEgiw = gy, compte
tenu que y >> we,,.
- - 1 0B Y- 1+i, -
x> T oy az”Z> ABA == g T s B

soit E = 1+ IB(O)e—Z/éei(wt—z/s)ﬁx
On en déduit :
j=vE = 16:01 B(0)e/dei(wt=2/5) 4.95)

2. La puissance dissipée dans un volume élémentaire dt s’écrit :

dP=vy < E>*dt= ! < j>?dr,
Y

ol j doit s’exprimer en grandeur réelle. Pour mettre j en notation réelle, notons que
1+i= V2",

soit }'= 5 2B(O)e_z/5ei(wt_z/5+”/4)l7x.
Ho

cos(wt — z/d + m/4) u,

En notation réelle, j = \/?)B(O) e~#/®
Ho

2
2B(0
dP = 11/ [\/6 ( )e—Z/c‘S] < cos*(wt — z/d +m/4) > dxdydz
Ho
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Comme la moyenne temporelle de < cos?(wt — z/8 + 71/4) > est 1/2, on a donc :
[B«» ot

SHy
La puissance dissipée par unité de surface du plan d’incidence de I’onde sur le métal

2
dP = ] dxdydz

est:
B 1/2 1/2 +00 B 2 B(0)2

oo [BOT [ [ [ e 1 [POT's 507 [
dug 1/2 ~1)2 0 Yoyl 2 4y | Moy

B 2
p= (0) 2w
4y, HoY
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Chapitre @
Les ondes dans les

milieux diélectriques

‘..... Introduction csesees esesecces esesecses ...,...

Si nous pouvons regarder la télévision, ou écouter la radio, avec portes et fenétres fer-
mées, c'est parce que les ondes électromagnétiques peuvent traverser nos murs (qu'ils

soient en bétons ou en briques), nos fenétres (en bois ou en plastique), et nos toits (en
tuile). Plus généralement, si les applications issues des ondes électromagnétiques se sont
autant développées et autant répandues dans les activités humaines, c’est aussi en raison
de |'aptitude de ces ondes a traverser la plupart des milieux matériels qui nous entourent,

et que |'on qualifie de « milieux diélectriques ».

,ese0c0ccccccccccccccccccccccccccccccnnns

.t ObJectlfS .o -.-...._.. “',.-.......................“

DCIWEYY les processus fondamentaux @ Rappels

résultant de l'interaction entre une @ Mécanismes de polarisation
onde électromagnétique et la matiére
d'un milieu diélectrique.

(@TNENITS) |'impact de ces processus sur

la propagation de |'onde, et leurs
grandeurs caractéristiques : constante
diélectrique, indice de réfraction,
indice d’extinction.

un apercu d'une application
pratique majeure des diélectriques, a
savoir, leur utilisation comme support
physique pour la transmission des
informations a grande distance.

cece,

RLLTTTTTTTTRTRYTTTTN

© Polarisation en régime variable

.,
.
®ececccccccscsccccse®

e
eceeseseccscesesceseccssesescccccescssecescssescscecese®

teceee

o
cececeee

€ Rappels

La matiere est constituée de particules chargées qui créent dans leur environnement im-
médiat des champs électriques et magnétiques, E"micro et B qualifiés de champs
microscopiques. De tels champs peuvent étre localement trés intenses et varier rapide-
ment (en module et en direction) sur des distances atomiques ou interatomiques. Les

champs microscopiques sont impossibles & mesurer, et la connaissance de leurs valeurs

micro’
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@ Mécanismes de polarisation

exactes n’est pas nécessaire pour décrire les effets qu’ils sont susceptibles de créer a
I’échelle macroscopique.

Considérons un milieu matériel soumis a un champ externe, EO ou EO. Ce champ
aura comme effet direct de provoquer des déplacements de porteurs de charges, d’une
maniére dépendant de I’amplitude et de I’orientation spatiale du champ externe. Ces dé-
placements des porteurs de charges modifient le champ microscopique en termes de
module et de direction, mais sans supprimer ses fluctuations a I’échelle des distances
atomiques ou interatomiques. La procédure générale d’étude des effets liés a 1’applica-
tion d’un champ électromagnétique a un milieu matériel, consiste a niveler les grandeurs
étudiées en les débarrassant des fluctuations spatiales qui existent a 1’échelle micro-
scopique. Ce nivellement s’obtient en considérant une moyenne spatiale des champs sur
un domaine tres petit a I’échelle macroscopique, mais trés grand devant les dimensions
atomiques, appelé échelle mésoscopique (qui est de ’ordre de quelques nanometres).
On définit donc au sein de la maticre un champ macroscopique (E , E), qui corre-
spond au champ moyen a 1’échelle mésoscopique. C’est ce champ qui intervient dans
les équations de Maxwell.

Cependant, au sein du milieu matériel, un atome donné n’est pas_ effectivement
soumis au champ macroscopique Eou B ni au champ externe (EO ou BO) apphque au
milieu. L’ atome est plutdt a soumis un champ effectif appelé champ local, E 7 ou B 1. qui
dépend du champ externe, de I’environnement de 1’atome, et des propriétés (électriques
ou magnétiques) intrinseques du milieu matériel. La connaissance de ce champ local,
du moins approximative, est indispensable pour évaluer les effets du champ externe a
I’échelle macroscopique.

Comme nous I’avons mentionné dans les chapitres précédents, en présence d’un
champ électromagnétique, un milieu matériel ne reste généralement pas inerte. A
I’échelle microscopique, le champ électromagnétique provoque des déplacements de
charges au sein de la matiére, qui se manifestent a 1I’échelle macroscopique par 1’ ap-
parition de divers phénomenes tels que la polarisation, I’aimantation, ou des courants
électriques. Dans la suite de ce chapitre nous procéderons a 1’analyse macroscopique des
phénomenes les plus marquants liés a la présence d’un champ électromagnétique dans
un milieu diélectrique, en partant des processus microscopiques dont ils sont issus.

€) Mécanismes de polarisation

En principe, le phénomene de polarisation concerne tous les matériaux, mais ce
phénomene se manifeste de fagon plus prononcée dans une classe de matériaux qualifiés
de matériaux diélectriques. Un matériau est qualifié de diélectrique s’il ne contient
que trés peu, ou pas du tout de charges électriques libres. A ce titre, ces matériaux
sont parfois qualifiés de matériaux isolants. On compte parmi ces milieux : le verre,
la céramique, la plupart des plastiques, de nombreux fluides, des milieux peu denses,
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incluant une majorité de gaz, etc. Les matériaux diélectriques sont donc constitués es-
sentiellement de charges liées qui, en présence d’un champ électrique, ne peuvent se
déplacer que dans une région restreinte au voisinage immédiat des positions qu’elles
occupent en 1’absence de champ électrique. En principe, le phénomene de polarisation
est lié au mouvement des charges liées d’un milieu matériel.

En électromagnétisme, la grandeur qui sert a caractériser la polarisation créée par
un champ électrique est la susceptibilité électrique. Dans bien des cas, I’intensité du
champ électrique E utilisé est suffisamment faible pour que la polarisation s’exprime
linéairement en fonction du champ électrique P = soxE , o est la susceptibilité élec-
trique. C’est un nombre complexe sans dimension (dont la valeur dépend de la fréquence
du champ électrique) qui joue un réle majeur dans les phénomenes de réfraction et
d’absorption des ondes électromagnétiques. Nous verrons comment les équations de
Maxwell permettent d’établir un lien entre la susceptibilité et les indices de réfraction et
d’extinction d’un matériau. Sachant que le champ électrique pénetre en profondeur dans
un matériau diélectrique, pour calculer la susceptibilité électrique, il est nécessaire d’ex-
aminer la maniere dont les constituants élémentaires de la matiere (particules porteuses
de charges) réagissent lorsqu’ils sont soumis a un champ électrique, et les effets de la
réaction collective de ces constituants élémentaires. Plusieurs mécanismes ont été iden-
tifiés comme étant a I’origine des trois principaux types de phénomenes de polarisation
que I’on rencontre dans les milieux matériels, a savoir :

« la polarisation électronique, qui est due au déplacement et a la déformation du nu-
age électronique qui entoure chaque atome de la matiere, sous 1’effet d’un champ
électrique ;

« la polarisation atomique (ou ionique), résultant des déplacements des atomes ou des
ions par rapport a leurs positions d’équilibre dans 1’édifice auquel ils appartiennent ;

« la polarisation d’orientation, se manifestant dans les matériaux qui sont initialement
déja polarisés au niveau microscopique (c’est-a-dire dotés d’un moment dipolaire per-
manent). Sous I’action du champ électrique, le moment dipolaire d’un édifice rigide,
atomique ou moléculaire, tend a s’orienter sous 1’action du champ électrique.

Dans la plupart des cas, plusieurs de ces phénomenes sont présents et se cumulent.
La principale difficulté¢ du calcul réside dans le fait que le champ électrique macro-
scopique dans lequel est plongé le matériau est souvent différent du champ électrique
local qui agit réellement sur les constituants microscopiques. C’est cette raison qui
amenera a distinguer la susceptibilité x (grandeur macroscopique) de la polarisabilité «
(grandeur microscopique). Il s’agit en fait de deux grandeurs qui caractérisent le méme
comportement physique, mais a des échelles différentes.

2.1 Régimes statique et quasi-statique

Au niveau microscopique, ’effet de la polarisation est directement lié au champ élec-
trique local auquel sont réelement soumises les charges du milieu. Dans ce qui suit,
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nous nous placons dans le cas ot le milieu est soumis a un champ électrique statique.
Cependant, les expressions des susceptibilités qui seront obtenues seront aussi valables
dans le cas d’un champ électrique variant a basse fréquence.

a) Champ local

Considérons un milieu matériel soumis a un champ électrique externe Eo- Ce milieu est
donc nécessairement le sicge d’un champ de polarisation f’, qui peut résulter des mo-
ments dipolaires induits par le champ EO (si le milieu est apolaire), ou de I’orientation
forcée (par EO) des moments dipolaires permanents (si le milieu est polaire). Pour
évaluer la contribution individuelle d’une entité élémentaire porteuse de charge (telle
qu’un électron, un ion ou une molécule) a la polarisation macroscopique P, il est in-
dispensable de connaitre le champ électrique local E , agissant effectivement sur cette
entité élémentaire. Lorentz a proposé une procédure qui permet d’estimer le champ local
E; apartir de deux contributions :

E, = E+ Ep, (5.1)
ol E estle champ macroscopique au point M ou se trouve I’entité porteuse de charge,
et E p est un champ appelé précisément « champ de Lorentz ». Le champ E p est défini
comme étant le champ crée au point M par tous dipdles du milieu ; autrement dit, le
champ créé par la polarisation P au point M.

Dans la méthode de Lorentz, pour estimer le champ E p(M), on divise formellement
le milieu matériel en deux régions séparées par une sphere S centrée en M, et on sépare
le champ crée par les dipdles situés a 'intérieur de la sphere, E pint> de celui créé par
les dipdles situés a I’extérieur de la sphere, E pext- Cette procédure revient a poser que
E p(M) = E pinlM) + E pext(M). Le calcul détaillé de E pexe cOnduit a :

Epey = P/(3ey) (5.2)

Les dipo0les internes a la sphere étant proches du point M, il n’est pas possible de cal-
culer le champ qu’ils créent sans tenir compte de leur répartition précise autour du point
M. Finalement, la méthode de Lorentz permet d’écrire le champ local sous la forme
suivante :

E; = Ep, + E + P/(3¢y) (5.3)
Une approximation applicable a de nombreux milieux consiste a écrire que :
E, ~ E + P/(3¢y). (5.4)

La relation (5.4) est connue sous le nom de champ de Lorentz.
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b) Polarisabilité

Lorsque le champ local E , est relativement faible, la polarisation est caractérisée au
niveau microscopique par une relation linéaire entre le moment dipolaire élémentaire p
et le champ local E;, que I’on peut mettre sous la forme suivante :

P=oae,kE,, (5.5)

ou o, homogene a un volume, est appelée polarisabilité. Celle-ci est toujours positive
car le moment dipolaire est toujours orienté dans le sens de E - Dans ce qui suit, nous
illustrerons les conditions dans lesquelles se manifestent les trois principaux types de
phénomenes de polarisation (électronique, atomique et orientation), et présenterons
un calcul approché de la polarisabilité o« associée a chacun de ces trois phénomenes.

c) Polarisabilité électronique

Cette polarisation est liée a la modification (induite par le champ électrique) de la
répartition des électrons autour de chaque atome ou ion. On définit la polarisabilité
électronique du matériau par le coefficient o, tel que :

P=o,e0E, (5.6)

d) Polarisabilité atomique

Cette polarisation concerne les déplacements des atomes ou des ions par rapport a
leurs positions d’équilibre dans 1’édifice auquel ils appartiennent (molécule ou réseau
cristallin). Elle est d’autant plus marquée que la liaison interatomique présente un
caractere ionique. Dans I’approximation linéaire, elle est caractérisée par la relation

P=o,eE; (5.7

e) Polarisabilité d'orientation

Ce mécanisme de polarisation concerne les édifices atomiques ou moléculaires possé-
dant un moment dipolaire permanent p, et ot les édifices ont la possibilité de tourner
pour modifier ’orientation de p,. L’ action d’un champ électrique local E 1, sur un dip6le
moléculaire de moment p, se traduit par le couple p, A E 1, qui force le vecteur p,
a tourner de maniere a l'orienter dans le sens du champ E ;- Cependant, 1’agitation
thermique tend plut6t a orienter les moments dipolaires de maniere isotrope. En con-
séquence, seule la composante p, dans la direction du champ local i = E L/ E L|
a un effet significatif. Sa valeur moyenne, évaluée dans le cadre de la statistique de
Maxwell-Boltzman, en tenant compte des diverses orientations de p, au sein du milieu,
s’écrit :

N poE
Pou =Py - @ =po£< 0 L), (5.8)
B
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X —X
ou L(x) est la fonction de Langevin, définie par : L(x) = e te” 1, avec x =
ef—e™* Xx
PoE;/ (k BT). Ici T désigne la température et k est la constante de Boltzmann. On

réemarque que :

e A tres basse température, T — O et x = pyE, / (kBT) — 00, L(x) — 1.

e A trés haute température, T — oo et x = poEL/ (kBT) — 0, L(x) — 0.

Dans le cas des températures modérées, incluant la température ambiante (~300 K),
méme pour un champ local trés intense, on a x < 1, et L(x) — x/3. Le moment
dipolaire associé a ce mécanisme de polarisation s’écrit alors :

2
Py >

s B (5.9)

Pou =
On définit ainsi une polarisabilité d’orientation o, en écrivant que : py, = &€& E),
avec :
2
Py

= 5.10

On peut noter ici une particularité de la polarisation d’orientation (lorsqu’on la com-
pare aux polarisations électroniques et atomiques), qui est sa dépendance vis-a-vis de la
température.

f) Relation de Clausius-Mossotti — Susceptibilité des milieux denses

A partir des comportements que nous avons présentés comme étant ceux des charges
constituant un milieu matériel soumis a un champ électrique, il est possible d’interpréter
les effets macroscopiques d’un champ électrique sur la matiere, tels que 1’apparition
d’une susceptibilité. On peut ensuite en déduire la constante diélectrique, qui est I'un
des parametres les plus couramment utilisés pour définir les propriétés électriques d’un
milieu. A cette fin, il est important de pouvoir relier analytiquement les grandeurs
macroscopiques et microscopiques d’un milieu.

La polarisation est liée aux moments dipolaires microscopiques de la fagon suivante :
P=Njp (5.11)

ol N est le nombre de moments dipolaires par unité de volume. Comme p = ocsOE 1. 1a
relation (5.11) devient :

P=NaeyE,. (5.12)

Lorsqu’on approxime le champ local par le champ de Lorentz, E - E+P /(3¢), on
obtient la relation :

P=¢, E. (5.13)

119



Chapitre 5 ¢ Les ondes dans les milieux diélectriques

120

Par ailleurs, nous avons vu que lorsque le champ macroscopique E nest pas trop élevée,
ona P = ¢y E, qui s’identifie a (5.13), avec

No
X= | _ Ne (5.14)

3
Dans un milieu LHI, la constante diélectrique est directement liée a 1’induction élec-
trique par larelation D = ¢ E = ¢4¢,E. Par ailleurs, comme D = ¢y E+ P = ¢,(1+X)E,

il en résulte que :

N«
=x+1=1+ . 5.15
=X |- Noa/3 (5.15)
On peut facilement remettre la relation (5.15) sous la forme suivante :
e, —1
r _Ne (5.16)
€. +2 3

qui est connue comme étant la relation de Clausius-Mossotti. Cette relation établit le
lien entre la grandeur microscopique o et la grandeur macroscopique &,

Remarque Larelation de Clausius-Mossotti est particulierement adaptée pour décrire
les milieux treés denses, ou la densité N est si élevée que le champ local différe sensi-
blement du champ macroscopique. Cette différence se traduit par la présence du terme
correctif N /3 au dénominateur de I’expression (5.14).

g) Relation de Langevin-Debye - Constante diélectrique des milieux dilués

- . . L. N
Pour un milieu peu dense (N relativement petit) on peut négliger le terme correctif

au dénominateur de I’expression (5.14) ; et dans ce cas, X ~ N «, et

P~ NaeyE = NagyE, . (5.17)
Autrement dit, dans ce type de milieu, le champ local est trés proche du champ macro-
scopique. Considérons le cas d’un milieu gazeux constitué de molécules polaires de
méme type. Soient x, et &, les polarisabilités électronique et atomique de ces molécules,
Po leur moment dipolaire permanent, et N le nombre de molécules par unité de volume
du milieu. La polarisation est alors donnée par la relation :

2
- PO - -
P=¢N + o, + E =¢yxE. 5.18
€0 <Oce a 3€0kBT> oX ( )

Larelation (5.18) permet d’obtenir la susceptibilité électrique et 1a constante diélectrique
en posant :
X=¢—1=N[a,+a,+p;/BeoksT)| (5.19)

La relation (5.19) est connue comme étant la relation de Langevin-Debye. Cette relation
montre que la susceptibilité x dépend de la température (pour une molécule polaire). Par
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ailleurs, comme la densité N dépend de la pression et de la température, il est clair que
les constantes X et €, dépendent elles aussi de la pression et de la température.

2.2 Le spectre électromagnétique

Le spectre électromagnétique désigne la répartition des ondes électromagnétiques en
fonction de leur longueur d’onde, de leur fréquence ou bien encore de leur énergie. Le
spectre s’étend théoriquement de zéro a I’infini en fréquence (ou en longueur d’onde),
de facon continue. Mais, pour des raisons tant historiques que physiques, la partie acces-
sible (et exploitée) du spectre a été divisée en plusieurs grandes classes de rayonnement,
que ’on désigne par des noms particuliers, comme !’illustre le tableau 5.1.

En partant des ondes les plus énergétiques vers les moins énergétiques, on distingue
successivement :

Les rayons gamma . Leurs longueurs d’onde s’étendent de 10~ m 2 107'% m. Ils
sont naturellement émis par les éléments radioactifs. Tres énergétiques, ils traversent
facilement la matiere et sont trés dangereux pour les cellules vivantes (ils peuvent causer
des brilures, des cancers et des mutations génétiques).

Applications : traitement du cancer, conservation des aliments.

Les rayons X. Leurs longueurs d’onde s’étendent de 107> m 2 10~® m. Ce sont des
rayonnements tres énergétiques, traversant plus ou moins facilement les corps matériels.
Ils sont un peu moins nocifs que les rayons gamma.

Applications : ils sont utilisés en médecine pour les radiographies, dans 1’industrie pour
le contrdle des bagages dans le transport aérien, et dans la recherche pour I’étude de la
matiére (rayonnement synchrotron).

Les ultraviolets. Leurs longueurs d’onde s’échelonnent de 1078 m 2 390 nm. Ce sont
des rayonnements relativement énergétiques. Ils sont nocifs pour la peau. Cependant,
une grande partie des ultraviolets est stoppée par I’ozone atmosphérique qui sert ainsi
de bouclier.

Applications : traitement de certaines maladies, stérilisation d’instruments chirurgi-
caux.

Le visible. Il s’étend de 390 nm &4 780 nm, et correspond a la partie trés étroite du spectre
électromagnétique perceptible par I’ ceil humain. Il contient I’ensemble des six couleurs
(rouge, orange, jaune, vert, bleu, violet) qui composent la lumiere blanche. C’est dans
le domaine visible que le rayonnement solaire atteint son maximum (0,5 pm).

Applications : éclairage, lasers et applications, photographie, écrans d’ordinateurs.

Linfrarouge. Cette région du spectre couvre les longueurs d’onde allant de 780 nm &
un millimetre. Le rayonnement infrarouge est émis naturellement par tous les corps dont
la température est supérieure au zéro absolu (—273 °C).
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Applications : télécommande a distance, communication par satellites. C’est aussi le
domaine des communications a ultra-haut débit par fibre optique, support physique
du réseau Internet dans les fenétres télécom 1 300 nm, et 1550 nm. En télédétection,
on utilise certaines bandes spectrales de 1’infrarouge pour mesurer la température des
surfaces terrestres et océaniques, ainsi que celle des nuages.

Les micro-ondes. Ce domaine du spectre s’étend des longueurs d’onde de 'ordre du
millimétre jusqu’au metre.

Applications : four a micro-ondes, communications par satellite, téléphone portable,
activités radar, télévision (UHF), géo-localisation, télédétection des objets en mouve-
ment.

Les ondes radio. Ce domaine s’étend des longueurs d’onde de ’ordre du métre jusqu’a
une centaine de kilometres. Ce sont les ondes ayant la plus petite fréquence du spectre.
Elles transportent peu d’énergie.

Applications : relativement faciles a émettre et a recevoir, les ondes radio sont utilisées
pour la transmission de I'information (radio, télévision-VHF). La bande FM des postes
de radio correspond a des longueurs d’onde de I’ordre du métre.

Remarque

1. 1I faut noter que cette classification des domaines de fréquences est quelque peu in-
dicative, et que les frontieres entre les domaines de fréquence indiqués ne sont pas si
strictes.

2. Le domaine du spectre électromagnétique incluant les trois régions suivantes : in-
frarouge, visible et ultraviolet, forment ce qu’on appelle le spectre optique (ou
domaine optique). Au cours des trois dernieres décennies, ce domaine est de loin
celui qui a été le plus fertile en applications ayant une influence considérable dans
la vie quotidienne, a tel point que ’optique est considérée a I’heure actuelle comme
une discipline a part entieére, au méme titre que la mécanique ou I’astrophysique. Le
développement de cette discipline s’est particulierement accéléré depuis I’invention
du laser et toutes les applications qui s’en sont suivies.

Polarisation en régime variable

3.1 Polarisation électronique et atomique dans des
milieux LHI

L’action directe d’un champ électromagnétique au sein d’'un matériau est la mise en
mouvement des porteurs de charge. Nous nous intéressons ici a la conséquence di-
recte de ces déplacements de charges liées, a savoir, I’apparition de moments dipolaires
au niveau électronique, atomique ou moléculaire. Dans un premier temps, nous allons
considérer le mouvement des électrons.



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

© Polarisation en régime variable

Tableau 5.1- Spectre électromagnétique.

i , . . Longueur
Fréquence Dénomination d'onde
en Hz enm
""" EFTTTTT 108
(Extremely Low Frequency)
10 |  Fréquences st —107 10%km
industrielles ~ (SupertowFrequency) | _
10
10°7] (Ultra Low Fie )
ra Low Frequency. 5
1KHz 107 - ViE 10° 100 km
(Very Low F
eryLowFrequency) ___| 55
104 (LowF LF )
ow Frequency 3
_____________________ 10 1 km
10°71 Ondes radio MF
(Medium Frequency) __ [ 402
1MHz 10— HF
(High Frequency) 10
1w+ | 7 VHF T B
v {eytghfreawens) 1 1m
108 UHF
(Ultra High Frequency) | 4
1GHz 107 ) SHF
Micro ondes | (super High Frequency) | 102 4 ¢y
100 EHF
v (Extremely High Frequency) 3
10" "
| -4
1THz 102— 10
Infrarouge (IR)
g 5
107 10
Y —10¢ 1 um
10— visible "
.5 ) — 107
10" — Ultraviolet (UV)
10" — 7 10°
107 — —10° 1 nm
10— Rayons X —10™ 1A
—10™
10"
10% — - 107
Rayons y 1013
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Modele de I'électron élastiquement lié

On peut décrire le mouvement des électrons de maniere classique en utilisant le
modéle de Lorentz, également appelé modéle de I’électron élastiquement lié. Ce
modele permet de rendre compte de la susceptibilité électrique pour de nombreux
matériaux. Nous allons illustrer ce modele sur un matériau constitué d’atomes ou de
molécules apolaires (sans moment dipolaire permanent).
Dans le modele de Lorentz, chaque électron lié est traité comme un oscillateur har-
monique soumis a un champ électromagnétique local (E L,EL) supposé uniforme a
I’échelle de la molécule. Le principe fondamental de 1a dynamique appliqué a I’électron
s’écrit :
&F = = 2
mdt2 =F, +F.+F, (5.20)

ou apparaissent les forces suivantes :

Force de Lorentz. L’électron est soumis a la force de Lorentz,
F = —e (E L+ OA B L). Mais, on peut négliger la force créée par le champ magné-

tique (F o —eE 1), en invoquant le fait que dans un milieu matériel, I’électron ne peut
atteindre une vitesse de I’ordre de celle de la lumicre (|5 | < c) et que |]§ L| = |]§ L) /c.

Force de rappel. L’électron est soumis a différentes forces d’interaction de la part
du noyau atomique et des autres électrons situés dans son voisinage immédiat, qui le
maintiennent au voisinage de la position moyenne r, qu’il occupe en I’absence de champ
électrique. Le modele de Lorentz assimile I’effet global de ces forces d’interaction a une
force de rappel élastique qui peut s’exprimer de la maniere suivante :

F, = -k r(t),

ou r(t) désigne le déplacement instantané de 1’électron par rapport a r. Cette force de
rappel peut aussi se mettre sous la forme suivante :

F, = -mQr, (5.21)

ou m désigne la masse de I’électron, et €, = \/ k/m la fréquence propre d’oscillation
de I’électron en 1’absence de tout champ électrique et de toute force de frottement. On
I’appelle « pulsation de résonance » de 1’électron.

Force d'amortissement. Lors de son déplacement, I’électron subit de nombreux
chocs avec les autres particules du milieu. L’effet global de ces chocs est assimilable
a une force de frottement, que ’on peut mettre sous la forme suivante :

F, = —QyCF, (5.22)

ou ¢ est une constante d’amortissement qui dépend de la densité du milieu et de I’en-
vironnement immédiat de I’électron. Dans ces conditions, 1’équation du mouvement de
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I’électron se met sous la forme suivante :

d2q+gg +Q%=-°E (5.23)
a2 0 m " '

Moment dipolaire. Le déplacement 7 de 1’électron génére le moment dipolaire
p = —er. (5.24)

Polarisation. La somme des moments dipolaires élémentaires générés par unité de
volume du matériau constitue la polarisation du milieu :

P =—Ner, (5.25)

ou N est le nombre de dipdles élémentaires créés par unité de volume du matériau. Pour
obtenir la susceptibilité électrique du milieu, il convient de faire intervenir le champ
électrique macroscoplque A cette fin, on peut approx1mer le champ local par le champ
de Lorentz, E o ~E+P /(3¢,), et substituer 7 par p /(—Ne) dans la relation (5.23). On
obtient alors :
2D D . 2 2 /. D
dP+QO§dP+QZP=NeEL=Ne E+P ’
dte? dt 3gg
que I’on peut mettre sous la forme suivante :
d’p dP

2B _
i wyé + wyP

o iP=""E (5.26)

avec w(z) = Qé — Neé?/(3mey), et wyé = Q. Suite A cette renormalisation de la con-
stante d’amortissement ({ — &), w,, devient une fréquence de résonance du matériau,
alors que Q est représente la fréquence propre d’oscillation de I’électron.

En régime sinusoidal forcé par un champ de la forme E = Eo exp(iwt) la solution de
I’équation (5.26) s’écrit :

- = Neé? 1
P =YE, avec Y = 5 . (5.27)
mwg (1 — (w/wy)? + zf(w/wo))

Susceptibilité électrique. En écrivant P = €0 XeE, on déduit ’expression de la
susceptibilité électrique du milieu :

X() ’ .o
Xe = . =X —ix (5.28)
1 — (w/wy)? + i&(w/wy)
< Neé? oy vz .
ouy, = , est la susceptibilité statique (w = 0),
me W

/ 1 - (w/wp)? " S(w/wy)

0 2 > X 0 2
(1 = (W/wg)?)” + EX(w/wy)? (1= (w/we?)” + & (w/w,)?
(5.29)

125



Chapitre 5 ¢ Les ondes dans les milieux diélectriques

126

Les courbes de la figure 5.1 illustrent les ' : '
variations des composantes réelle et ima-

12, s 2

" . 2z
et X /Xo. en fonction de la fréquence nor-
., ’ "
malisée w/w,. On constate que X et X 0 1 2
varient fortement dans une région située au-

tour de la fréquence de résonance wy, , etque  _ o St
X” a ’allure d’un filtre passe bande, dont =§< 5k 4
la largeur & mi hauteur (bande passante) est ==

Aw =~ éw, = wy/0, ol le parametre % ' 1 >
QO = 1/¢ joue le role de facteur de qualité /o,

du filtre.

Figure 5.1- Variations de x au voisinage de

Les autres points marquants sont les la résonance w,,.

suivants :

(i) Pour w <« wy,ona: X” ~0 et X’ ~ Xg-

Ainsi, dans le domaine des fréquences angulaires suffisamment basses et éloignées de
la fréquence de résonance wy, :

— la susceptibilité est réelle et tend vers sa valeur statique X, ;
— la relation entre E et P est linéaire ;

— la polarisation suit instantanément les variations du champ électrique.

(i) w ~ wyonax #0 er x(w)# Xo.

Autrement dit, lorsque la fréquence angulaire du champ électrique est du méme ordre
que w,, : la susceptibilité devient complexe " #0).

En grandeurs réelles, la relation entre P et E nest plus linéaire ; ce qui signifie que
la polarisation ne suit plus instantanément les variations du champ électrique. Cela se
traduit par un déphasage @ entre E et f’, donné par tan @ = —XN /X’- Ainsi, au voisi-
nage de la fréquence de résonance, les effets d’inertie commencent a se manifester dans
la dynamique de I’€lectron ; ce qui conduit a un retard a la polarisation. L’expérience
montre qu’il faut des champs électriques oscillant & des fréquences optiques, soit ~ 104
210 Hz, pour observer de tels effets d’inertie.

(iii) Pour w > w,,, on remarque que x/ —> Oet x” — 0. Autrement dit, le modéle
de I’électron élastiquement lié prévoit que la polarisation électronique s’annule a des
fréquences suffisamment élevées. En d’autres termes, a trés hautes fréquences, I’électron
ne peut plus suivre les variations du champ électrique. Il reste alors inerte (f’ — 0).
Le milieu devient transparent. C’est effectivement ce que I’on constate a tres hautes
fréquences, de ’ordre de 10'7 2 10%° Hz (domaines des rayons X). La plupart des milieux
diélectriques sont ainsi transparents aux rayons X.
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Polarisation électronique et atomique. De nombreux matériaux sont constitués de
plusieurs types d’atomes. Les électrons ne sont donc pas liés de la méme facon aux divers
types d’atomes présents dans le milieu. Cette diversité de comportements se traduit par
I’existence de plusieurs fréquences de résonances w,, et de coefficients d’amortissement
& différents.

D’ autre part, bien qu’étant plus lourds que les électrons, les atomes contribuent aussi
ala polarisation globale du milieu, mais I’importance de cette contribution (polarisation
atomique) varie fortement selon la fréquence du champ électromagnétique.

Dans un matériau diélectrique, on peut donc trouver plusieurs fréquences de réso-
nance liées aussi bien aux vibrations des atomes (vers les basses fréquences) qu’aux
mouvements des électrons (hautes fréquences). Les courbes de susceptibilité (associées
aux polarisations €lectronique et atomique) sont alors constituées d’une suite de réso-
nances similaires a celle de w,, étudiée précédemment. L’ expression de la susceptibilité
électrique du milieu se met alors sous la forme suivante :

Xoj

X = =x —ix (5.30)
; 1= (w/wg)? + i07 (w/wyy)) :

oll w,; et Q7! = &, sont la fréquence angulaire et le coefficient d’amortissement de la
0j J J
2

L . Neé? w, , _ Né?
J-ieéme résonance, X; = , T, savec W) =
meyWre . ws . meg,
0j 0j

A titre d’exemple, notons que le matériau de base constituant les fibres optiques de
télécom est le verre de silice amorphe, synthétisé a partir de molécules de dioxyde de sili-
cium SiO,. Les fréquences de résonance caractéristiques de ce matériau sont au nombre
de trois. Les longueurs d’onde correspondantes sont respectivement : Ag; = 9,896 pm,
Agp = 0,116 pum, et 1y; = 0,0684 um. Les longueurs d’onde utilisées pour les commu-
nications par fibre optique, situées autour de 1,55 um, sont suffisamment loin de ces
longueurs d’onde de résonance de la silice, afin de minimiser I’absorption des signaux
télécoms.

3.2 Polarisation d'orientation en régime variable

Nous avons vu précédemment que les molécules polaires ont tendance a orienter leur
dipole dans le sens du champ €lectrique local afin de minimiser leur énergie potentielle.
Cependant la création d’une polarisation d’orientation ne se fait pas instantanément ;
car elle exige un mouvement de rotation des molécules qui est inévitablement freiné
par des collisions intermoléculaires. De méme, si on supprime instantanément le champ
local, la dépolarisation des molécules ne sera pas instantanée. Peter Debye a introduit
une équation différentielle du premier ordre pour modéliser ces évolutions progressives
(appelées phénomene de relaxation de la polarisation). Ainsi, pour E=0,0ona:

T +P=0, (5.31)

127



Chapitre 5 ¢ Les ondes dans les milieux diélectriques

128

dont la solution s’écrit : P = 130 exp(—t/T), ol T est un temps de relaxation. Sa valeur
typique est de ’ordre de 10~” s . En présence d’un champ E 1’équation devient :

1‘111: + P = egx, (0. (5.32)
En présence d’un champ E statique, et pour les temps longs, la polarisation tend vers la
valeur statique ¢,x,,.(0) E. En admettant que cette équation reste valable pour un champ
E dépendant du temps, tel que E = Ejexp(iwt), I’équation diftérentielle (5.32) en
régime forcé, conduit a :

5_ X = _ Xor(0)
P= 1+ in)E x(w) = (1+iwT) (5-33)
_ Xor(o) ) _ " N
avec x(w) = (1 + iwT) = Xor(W) = X, (W), ol
K@ =xa©® @) =xg @ YT (5.34)

(1 + w2T2) (1+ wt?)’

On voitque x;r décroit avec la fréquence et tend vers zéro, en partant de la valeur statique

1

Xor(0), alors que xgr part de O et passe par un maximuma w = w,. =T , et tend ensuite

vers 0.

Si w est suffisamment petit devant T~!
I’orientation des dipdles suit sans retard
I’orientation du champ et la polarisabilité
est proche de la valeur statique.

=
_\
=
_

S
2

Si w devient comparable a T il apparai-
. L 0.5
tra un déphasage entre la polarisation et le
champ électrique.

..................... X! A (0)

Enfin, si w est trés grand devant 7!, les o
oscillations du champ sont trop rapides, et It
les dlpoles.n OI?t.p,as le t.emps.de s’orienter, Figure 5.2 Susceptibilité électrique
et la polarisabilité d’orientation tend vers d’orientation.
z€ro.

()

3.3 Polarisation totale

» Les pulsations caractéristiques de la polarisation électronique, disons wy,, sont situées
dans un domaine (de I’ordre de 10" 2a10' Hz) qui va du visible a I’ultraviolet.

« Les atomes étant bien plus lourds que les électrons, les pulsations caractéristiques de la
polarisation atomique (ou ionique), wy;, se situent dans un domaine de fréquence bien
plus bas que dans le cas électronique, 2 savoir le domaine infrarouge (I’ordre de 10'? 2
10" Hz).
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« Les molécules étant plus lourdes que les atomes, les pulsations caractéristiques de la
polarisation d’orientation, se situent dans un domaine de fréquence encore plus bas que
celui de la polarisation ionique.

Les facteurs de qualité Q; associés a ces résonances sont relativement €levés, de 'ordre
de 10*a 10*, de sorte que I’on peut distinguer les zones correspondant aux polarisations
électroniques et ioniques (figure 5.3).

Sens physique de la partie imaginaire de x.La polarisation résulte du mou-
vement des porteurs de charges sous I’effet du champ électrique. Son amplitude est
proportionnelle a la susceptibilité électrique x. Nous allons montrer ci-apres que la par-
tie imaginaire de x (lorsqu’elle existe) reflete une dissipation de la puissance de ’onde
électromagnétique.

Connaissant la polarisation totale P, on peut déduire immédiatement la densité de
courants liés :

Jie = 661: = iwP = iweyxE =V, E. (5.35)
ol
Yiie = iwegx = iweg(X —ix) = weg(X +iX) = Ve + Vases (5.36)
avec
Ve = WX et Yaje = WEGX (5.37)

Ainsi, par analogie avec 1’expression qui relie la densité volumique de courant de con-
duction a la conductivité électrique dans un conducteur ohmique, 1’expression de j; en
fonction de E permet de définir une conductivité v, pour des charges liées. D’autre
part, ;. étant complexe, on peut poser : coS P = Y4/ Yoiie» SIN P = Yajic/Yoiie» aVEC

- 2 2 o
Yoiie = \/ Yiie T Yaie> €t €CIITE que

Yiie = Yoiie €XP(®) et Jie = Vi E = Yone Eo exp [i(w + ®)]

D’autre part, en revenant a la notation réelle : E = Eo cos(wr), et ji; = yoﬁéﬁo cos(wt
+®), on peut calculer la puissance dissipée par unité de volume du matériau :

Py = ji-E= ymiéEg cos(wt) cos(wt + D)

ymiéEg [cosz(wt) cos @ — cos(wt) sin(wt) sin(d))]
2
Yuie B

< P> = Yyecos® E; < cos’(wr) >= 1; O =x"we,E2/2. (5.38)
Cette relation montre que le mouvement des charges liées provoquent une perte de puis-
sance de I’onde électromagnétique (par effet Joule), et que cette puissance dissipée est
proportionnelle a la partie imaginaire de la susceptibilité x”. Comme illustré dans la
figure 5.3, X ne prend des valeurs significatives qu’au voisinage des fréquences de ré-
sonance du milieu. En dehors de ces régions, x” — 0; le milieu est alors trés peu
absorbant (on dit aussi qu’il est transparent).
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X
infra- visible et
rouge ultraviolet
orientation
I
électronique : .
| I [/ v(Hz)
1 1
X" ' E
) 10° 00 10 00

Figure 5.3 - Les différents types de susceptibilité électrique.

3.4 Indices de réfraction et d’extinction

Indice de réfraction.L’indice de réfraction est une des manifestations macro-
scopiques de la réponse de la matiére soumise a une onde lumineuse, c’est a dire, une
onde électromagnétique de tres haute fréquence située dans le domaine optique. Il est
défini par n = \/ g = \/ 1+, ol ¢, et x représentent respectivement la constante
diélectrique et la susceptibilité dans le domaine optique. Dans ce domaine de fréquence,
les molécules polaires (responsables de la polarisation d’orientation) sont beaucoup trop
lentes pour pouvoir suivre les oscillations rapides du champ électrique, et donc ne réagis-
sent pas a la présence du champ électromagnétique aux fréquences optiques. Les atomes
peuvent a peine suivre les variations du champ électrique, du fait de leur masse qui est
d’environ mille fois plus grande que celle des électrons. Ce sont donc essentiellement les
électrons qui contribuent a susceptibilité électrique d’un milieu. Le tableau 5.2 donne
les valeurs des permittivités statiques ¢, et des indices de réfraction n, pour différents
matériaux polaires (p, # 0) et non polaires (p, = 0).

Tableau 5.2 - Permittivités statiques et indices de réfraction de quelques diélectriques.

Matériau p (kg/m?) £, n?  p, (Debye)
hexane (C4H,4) 655 1,89 1,89 0
heptane (C;H) 684 1,92 1,92 0
benzéne (C4Hg) 879 2,28 2,25 0
tétrachlorure de carbone (CC|4) 1600 2,24 213 0
eau (Hzo) 1000 80,4 1,77 1,85
méthanol (CH3OH) 791 33,6 1,79 1,70
chloroforme (CHCl;) 1483 4,81 2,07 1,0
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On constate la différence significative entre n> (qui correspond a la permittivité aux
fréquences optiques) et la permittivité statique pour les liquides polaires. On observe
que dans ces molécules polaires, la polarisation d’orientation apporte une contribu-
tion substantielle 2 la permittivité statique ; d’ou la différence entre n* et €, pour ces
diélectriques.

Indice complexe. Dans le domaine optique, lorsqu'on est suffisamment loin des
fréquences de résonance du matériau, dans de nombreux diélectriques la partie imagi-
naire de la susceptibilité XN est tres faible mais pas rigoureusement nulle. La permittivité
relative se met alors sous la forme suivante :

£,=1+x=1+x/—ix”=£1—i£2.
avec

e =1+% (5.39)

€ =X (5.40)
On définit I’indice complexe du milieu par :
i=4le,=n—ik (5.41)
ol les valeurs n et k s’obtiennent comme indiqué ci-apres :

£

Peoe —it,=mn—ik? — g =n -« & =2nK soit

(Varara)r o x=y(Vara-a)n oo

Ici, n est appelé indice de réfraction, et k est I’indice d’extinction.

r

3
I

Ainsi, I'indice complexe permet d’obtenir facilement la relation de dispersion, qui
s’écrit :

k=i w/e. (5.43)

Relation de Sellmeier. Dans le domaine optique, pour des fréquences optiques suff-
isamment loin des fréquences de résonance du matériau wy; , on a w(z)j - >
Q;l w. On peut alors négliger X . L'indice de réfraction se déduit aisément de 1’ex-
pression (5.31) de la susceptibilité, et prend approximativement la forme suivante :
A.
w=l+x ~ 1+ 7 (5.44)

= w: - w?

J 0j
Cette relation est connue sous le nom de relation de Sellmeier.

i Exemple
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Pour la silice amorphe (SiOz) (utilisé pour la fabrication de nombreux guides
d’ondes), la relation de Sellmeier s’écrit :

3
o= 1+ Z w? w2 (5.45)
Jj=1 -

avec Ag; = 68,4nm; Ay, = 116,24nm;et Aoz = 9896 nm.
B, =0,69; B, = 0,408; B; = 0,8974.

3.5 Propagation des ondes dans un diélectrique LHI

Equation de propagation. Dans un diélectrique LHI il n y a ni charges ni courants
libres. Les équations de Maxwell s’écrivent :

= —— 3B . = —— - 0D _03D

divD=p;;, =0, r0tE =— _ ,divB=0 et rotH = j;; + = avec
Prib ot Jlib ot ot
DoeyF+P

Les relations constitutives du milieu (supposé non magnétique : 1 =~ ), s’écrivent :
B=pyHetD=c¢E,oue=c¢¢,.

En appliquant la formule du double rotationnel au champ E, et en tenant compte
des relations qui précedent, on a :

rot [r—af (E)] = grad [div (E)] — AE soit — AE = rot [—aa?]

= —arOt (B) =— eazE et donc
T T M e
- ’E
AE — pye o =0. (5.46)

En appliquant la formule du double rotationnel au champ B, et tenant compte des
relations qui précedent, trouve :
= 9’B
AB — py¢ =0. 5.47
Ho o ( )
Ainsi, le champ électromagnétique vérifie I’équation de d’Alembert, qui est similaire a
I’équation de propagation dans le vide mais avec ¢ au lieu de ¢,.

Relation de dispersion. Pour E = E,¢/(“""*9) ii, ol ii est un vecteur unitaire de direc-
tion constante dans le temps, A E se réduit a 6622125 = —k?E, et I’équation de propagation
conduit & la relation de dispersion :

k? = wyeoe, w? =g, w?/c* = iFw?/c* (5.48)
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L'essentiel ®

@ Les diclectriques sont des milieux matériels qui ne contiennent quasi-
ment pas de charges libres. Les charges qui y sont présentes sont des
charges liées.

e Champ microscopique, champ macroscopique, et champ local

Au sein de la matiére, les particules porteuses de charges créent des champs
électriques et magnétiques, qualifiés de champs microscopiques, qui sont
localement tres intenses et varient rapidement (en module et en direction)
sur des distances interatomiques. On peut donc niveler les champs étudiées
en les débarrassant des fluctuations spatiales qui existent a |'échelle micro-
scopique. Ce nivellement s’obtient en considérant une moyenne spatiale
des champs sur un domaine trés petit a |'"échelle macroscopique, mais tres
grand devant les dimensions atomiques, appelé échelle mésoscopique (qui
est de I'ordre de quelques nm). C'est ce champ moyen, appelé champ
macroscopique, qui intervient dans les équations de Maxwell. Cependant,
la procédure usuelle de I'électromagnétisme consiste a considérer qu’au sein
du milieu matériel, une entité donnée telle qu’un électron ou un atome, n’est
soumise ni au champ microscopique, ni au champ macroscopique, mais
plutdt & un champ effectif appelé champ local (E, , B,), qui dépend prin-
cipalement du champ externe, de I'environnement immédiat de |'atome, et
des propriétés (électriques ou magnétiques) intrinséques du milieu matériel.

Dans les milieux denses (tels que les solides), une approximation du champ

local (connue sous le nom de champ de Lorentz) s'écrit : EL ~F + }3/(350) ,

ou P désigne la polarisation. Dans les milieux dilués, on a plutét E; ~ E .

e Principaux mécanismes de polarisation

Plusieurs types de polarisation peuvent se manifester dans les milieux
matériels, a savoir :

- la polarisation électronique, qui est due au déplacement et a la déforma-
tion du nuage électronique qui entoure chaque atome de la matiere. Elle est
présente dans un vaste domaine de fréquence (de champ électromagnétique)
allant des radiofréquences jusqu’a I'ultraviolet.

- la polarisation atomique (ou ionique), résulte des déplacements des
atomes ou des ions par rapport a leurs positions d'équilibre dans |'édifice
auquel ils appartiennent. Elle est présente dans un domaine de fréquence

eecececcssesescsces

eeeccscecccccccttcccctccteccctccsctcccccccssccccscsscccccssssncnn,
0}

eecececcsseseseccsceceseses
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(moins vaste que celui de la polarisation électronique) qui va des ra-
diofréquences jusqu’a l'infrarouge.

- la polarisation d’orientation, se manifeste dans les matériaux qui sont ini-
tialement déja polarisés au niveau microscopique (i.e., dotés d’un moment
dipolaire permanent). Sous I'action du champ électrique, le moment dipolaire
tend a s'orienter dans la direction du champ électrique. Cette polarisation
est présente dans un domaine de fréquence (moins vaste que celui de la
polarisation atomique) qui va des radiofréquences jusqu’aux micro-ondes.

o Polarisabilité

Lorsque le champ local E; est relativement faible, la polarisation est carac-
térisée au niveau microscopique par une relation linéaire entre le moment
dipolaire élémentaire 7 et le champ local E, : p = aeyE, ol «, est appelée
polarisabilité. La valeur de o« dépend du mécanisme responsable de la po-
larisation. La polarisation est reliée aux moments dipolaires microscopiques
par P = N p, ot N est le nombre de moments dipolaires par unité de volume.
Comme p = aeyE,, ona P = NaeyE, .

e Susceptibilité

Dans certains milieux, les différents types de polarisation peuvent se cumuler.
La polarisation totale s'écrit alors : P = eyN (o, + o, + o) E;, ol &,
et o, désignent respectivement les polarisabilités électronique, atomique,
et d'orientation. A faible amplitude de champ, on peut toujours mettre la
polarisation totale sous la forme suivante : P = ¢yx,E, ol la susceptibilité

cecee

électrique du milieu se met dans la forme x,(w) = X (W) —ix (w) .

o Indice de réfraction, indice d'extinction

cesee

Dans le domaine optique, lorsqu’on est suffisamment loin des fréquences de
résonance du matériau, la permittivité relative s'écrit :

. " .
e, =l+x=14+x—ix =¢ —igavece, =1+%, ¢, =%

"

Indice complexe du milieu: i=/e,=n—ix.

o Relation de dispersion: k=7 w/c .

ceces

n=n(g,, ¢,) = indice de réfraction ; k = k(¢;, ¢,)=indice extinction.

., o
%0 000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000s0se®

134

ceses

eecececcscsce

cecececcscsce

®eeeececccccecesesccccceccscscsceccscecececescsccccccscscscsccccscscscecescscsccccscscscscsnce



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

5.1

5.2

5.3

5.4

5.5

5.6

5.7

5.8

5.9

5.10

Testez-vous @

Lorsqu’une onde électromagnétique pénéetre dans un milieu diélectrique, elle met en
mouvement les constituants élémentaires porteurs de charges, présents dans le milieu :
électrons, atomes ionisés (ions), molécules polaires, etc. Cependant, comme ces consti-
tuants n’ont pas la méme masse, ils manifestent plus ou moins d’inertie a suivre le
mouvement oscillatoire imposé, selon la fréquence de 1’onde.

Lorsque la fréquence de I’onde est suffisamment basse, les électrons, ions, ou molécules
polaires, peuvent osciller instantanément a la fréquence de I’onde :

a. vrai b. faux
Lorsque, les électrons, ions, ou molécules polaires, peuvent tous exécuter instantané-

ment le mouvement oscillatoire imposé par I’onde, alors le mouvement de chacun de ces
constituants apporte une contribution a la susceptibilité électrique et a la polarisation :

a. faux b. vrai

La polarisation créée par les molécules polaires est appelée :
a. polarisation ionique b. polarisation atomique
¢. polarisation d’orientation d. polarisation électronique

La polarisation créée par les ions est appelée :
a. polarisation ionique b. polarisation atomique

c. polarisation d’orientation d. polarisation électronique

La polarisation créée par les €lectrons est appelée :

a. polarisation ionique b. polarisation atomique

c. polarisation d’orientation d. polarisation électronique

Lorsque la fréquence de I’onde est suffisamment élevée (visible, ultraviolet), certains

constituants (du fait de leur inertie) ne peuvent plus excécuter les oscillations imposées
par ’onde. Quelles sont elles ?

a. molécules b. électrons c. ions

Dans le domaine des hautes fréquences (visible, ultraviolet), la polarisation au sein du
milieu diélectrique est donc essentiellement une polarisation :

a. ionique b. atomique c¢. d’orientation d. électronique

Dans le domaine optique (infrarouge, visible, ultraviolet), la polarisation au sein d’un
milieu diélectrique inclut des contributions :

a. ionique b. moléculaire c. d’orientation d. électronique

L’indice de réfraction est une caractéristique optique d’un milieu diélectrique. Il est

donc lié a la permittivité a haute fréquence. Pour une molécule polaire, la permittivité

statique (relative) est liée a I’indice de réfraction n par la relation ¢, = n:
a. vrai b. faux
Pour une molécule apolaire on a ¢, « n” :

a. vrai b. faux
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Impact de la dispersion chromatique sur les débits de transmission
des informations par fibre optique

L’une des applications les plus courantes des matériaux diélectriques est leur utilisa-
tion pour la fabrication de guides d’ondes. L’un des guides d’ondes les plus largement
utilisés actuellement est la fibre optique a saut d’indice. Elle est constituée de deux
matériaux diélectriques d’indices de réfraction respectifs n; et n,, mais avec une dif-
férence d’indice tres faible. Les deux diélectriques sont agencés sous la forme de deux
cylindres concentriques, ou le coeur est occupé par le diélectrique d’indice le plus élevé
n;. Ce ceeur est entouré par le second diélectrique appelé gaine optique, d’indice n,.
Le matériau de base utilisé pour les deux diélectriques est la silice amorphe (SiO,)
d’indice n. L’adjonction de tres faibles quantités de dopants dans le coeur et la gaine
permet d’accroitre tres 1égeérement I’indice du coeur ny (par rapport a n) et de baisser
tres 1égerement I’indice de la gaine, mais en gardant n; ~ ny ~ n.

Dans le domaine des longueurs d’onde télécom 0,85 um < A < 1,55 um, une
bonne approximation de 1’indice de réfraction de la silice est donnée par la relation
de Sellmeier :

) 0, 6962 \? 0,4079 A\? 0,8974\?
n- =1+ + + (5.49)
A2 — (0,0684)2 A2 — (0,1162)2 A2 — (9,8961)2

1. Calculer I'indice de réfraction n(A) de la silice dans les trois fenétres télécoms, a
savoir, A = Ay = 0,85 um, A, = 1,3 um, A; = 1,55 um. Que peut-on conclure sur
I’évolution de I’indice de réfraction avec la longueur d’onde ?
Pour transmettre une information par fibre optique, on doit préalablement inscrire cette
information sur une onde électromagnétique située dans le domaine télécom. Cette
opération consiste a faire varier un des parametres de ’onde (amplitude, fréquence,
constante de phase, ou polarisation) au rythme des variations temporelles du signal
d’information. On utilise alors le terme « porteuse » pour désigner ’onde électromag-
nétique, et le terme « modulation » pour désigner le signal d’information. Dans ce qui
suit, nous verrons qu’au cours de la propagation d’une onde porteuse d’information, le
signal d’information se déplace a une vitesse différente de celle de la porteuse.

2. Montrer que la vitesse de phase V, d’une onde €lectromagnétique et sa vitesse de
. . av. .

groupe V, sont li€es par la relation V, = V, — A 4 }ip (formule de Rayleigh).

On considére une transmission avec un format de modulation d’amplitude, c’est-a-

dire, on suppose qu’a I’émission, ’onde modulée a la forme suivante :

E = Ey[1 + f (t)] cos(wg) (5.50)

ou f(t) = Acos(Q1), avec Q < w, représente le signal d’information, qui doit
avoir une fréquence de variation Q suffisamment petite par rapport a la fréquence de la
porteuse wy, afin d’éviter des instabilités de propagation.

3. Montrer que la modulation (information) se propage a la vitesse de groupe V, tandis
la porteuse se propage a la vitesse de phase V.
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Si on désigne par L la longueur de la fibre considérée, le temps de transit de 1’infor-

mation par la fibre est alors donné par t; = If = L:k , ol k désigne la constante de
w
g

. ow o .
propagation dans la fibre, et V, = % Compte tenu de la tres faible différence entre les
indices de cceur et de gaine de la fibre, on peut en premiere approximation considérer

que larelation de dispersion de I’onde modulée est analogue a la celle d’une onde plane
dans un diélectrique d’indice n (qui est ici celle de la silice amorphe).

4. Ecrire cette relation de dispersion, en exprimant k en fonction de n, w et c.

. . , w

5. Donner I’expression de w en fonction de A, et calculer la fréquence v, = ) 0
T

correspondant & Ay = A3 = 1,55 pum (troisi¢éme fenétre télécom).

Soit dw une petite bande spectrale centrée en w,. A cette bande dw on peut associer
une bande dA.

6. Donner I’expression de w /6w en fonction de A/dA.

7. A partir de I'expression de k = k(n,w) de la question 4., et sachant que
n = n(w) < n(A), montrer que :
L < on
=""(n-23") 5.51
L= \" OA /A=A, >-51)

L’ expression (5.50) de I’onde modulée suggere que la porteuse non modulé est une
onde monochromatique de pulsation w. En pratique, les sources lumineuses télécom
(diode laser ou diode électroluminescente) ne sont pas strictement monochromatiques.
La lumiere est répartie sur une petite bande spectrale dA (ou dw) autour de Ay (ou w).
En d’autres termes, en pratique une onde modulée est plutdt un paquet d’ondes, as-
similable a un trés grand nombre d’ondes planes de longueurs d’ondes A, trés proches
les unes des autres, réparties sur la bande spectrale dA. L’information est donc répar-
tie sur toute la bande spectrale SA. Comme chaque composante spectrale Ay; de cette
bande parcourt la fibre avec son propre temps de parcours 7 (A = A(;) donné par la rela-
tion (5.51), les différentes parties de I’information n’arrivent pas a destination en méme
temps. L’ information arrive étalée dans le temps. Ce phénomene, qui est qualifié de dis-
persion chromatique, est une source de dégradation de la qualité des transmissions par
fibre optique, car elle peut provoquer un chevauchement de deux informations émises a
des instants rapprochés. On évalue son impact par un coefficient appelé coefficient de
dispersion.

8. A partir de la relation (5.51), montrer que la variation de ¢; avec la longueur d’onde
peut s’écrire sous la forme suivante :
oty
oA
ou D est appelé coefficient de dispersion de la fibre optique.

=—LD & At; ~LDA\A (5.52)

On considere les valeurs suivantes : D = 30 ps/nm/km a Ay = 1,55pum,
L = 30 kilométres.

9. Calculer I’écart At si on utilise une diode laser de largeur spectrale SA = 3 nm.
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10. Calculer I’écart At dans le cas d’une diode électroluminescente (DEL) de largeur
spectrale OA = 60 nm.

En transmission numérique, les informations sont codées sous forme binaire (sous la
forme d’une série de « O » qui signifie « absence de lumiere » et de « 1 » qui signi-
fie « impulsion lumineuse »). Le débit de transmission B est défini comme le nombre
d’impulsions que I’émetteur (incorporant une DEL ou une diode laser) peut générer en
une seconde. Le temps nécessaire pour générer une impulsion est donné par 7}, = 1/B,
appelé « temps bit » . Nous avons vu que deux composantes spectrales (d’une infor-
mation) séparées de AA ne mettent pas le méme temps pour parcourir la fibre. Elles
arrivent donc a destination avec un écart de temps At; ~ LDAA. Cela se traduit par un
élargissement des impulsions dans le domaine temporel. Un critére couramment utilisé
en télécom est qu’au cours de la transmission, 1’élargissement temporel de I’impulsion
n’excede pas le quart du temps bit At; < T, /4.

11. Quelle est selon vous la raison d’un tel critere ?

12. Calculer de débit maximum B,,,, imposé par le phénomene de dispersion, avec les
parametres définis dans la question 5), dans le cas de la diode laser et dans le cas de la
DEL. Que peut-on conclure ?

Relation de dispersion d'un plasma

On considere un plasma neutre formé d’ions de masse M et de charge +e, et d’électrons
de masse m et de charge —e. Ces deux entités ont la méme densité N (nombre d’ions
ou d’électrons par cm®). En ’absence de champ appliqué, une particule quelconque
du plasma, de charge g; (+e ou —e) est animée d’un mouvement ﬁi(t) dl aux autres
particules et la polarisation résultante est nulle :

2 aRi®=0

En présence d’un champ E , le mouvement est décrit par : OM; = ﬁi(t) +7; (1), oU F; ()
est le déplacement induit par le champ électrique.
~ 2
) = o d2P 4\ =
1. Montrer qu’en présence de E, la polarisation vérifie : , = Z " |E
dt i m;
E est maintenant une fonction sinusoidale du temps avec la pulsation w.
2. Donner la relation entre les amplitudes complexes de PetE.

3. Montrer que I’on peut introduire une permittivité € (w) .

4. En déduire la relation de dispersion de ce milieu, et la condition de propagation des
ondes dans le milieu.

Les électrons des molécules de ’air peuvent étre assimilés a des oscillateurs har-
moniques de pulsation propre située dans 1’ultraviolet (wo ~3-10' s_l).

5. On envoie sur un tel oscillateur une radiation monochromatique. Ecrire 1’équation
de mouvement en posant : K = mw(z) (constante de force), f = my (coefficient de
frottement).
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Entrainez-vous

6. Déterminer le module p et I’argument 8 du coefficient d’amplification R= Fo/(eEy)
reliant I’amplitude du mouvement de I’électron a celle de la force du champ électrique
regu.

7. Représenter graphiquement p/p, en fonction de w/w, dans lintervalle :
w/wqy € [0—3], ot py = p(w = wy).

On choisira les valeurs suivantes : myw, = 1; vy = wy/5.

8. Montrer que, tant que w < 0,3w,, ’amplitude du mouvement de I’électron est
sensiblement indépendante de w.

9. Le soleil envoie de la lumiere blanche sur les molécules de 1’air. Sachant que la
puissance rayonnée par le dipole est : P, w*, interpréter la couleur bleu du ciel.
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Réponsea; 5.2 Réponseb; 5.3 Réponsec; 5.4 Réponsesa,b; 5.5 Réponsed;
5.6 Réponses a, c; 5.7 Réponse d; 5.8 Réponsesa, d; 5.9 Réponseb; 5.10
Réponse a.

Transport d'information par fibre optique

1. On constate que 1’indice de | 085um 13um 1,55 um
réfraction diminue avec la longueur n 14525 14469 14440
d’onde.
PP dw w
2. Par définition, V, = dk etVy, = P
dw d dv.
Onadonc:V, = = KV Y=V _ +k . ©
nadone: Ve =y = gy (Vo) =V + k-
2t . dk dA k dA dv,
Comme k = N s01tk=—}\etdk=— A etdochg=V(p—7\d7\.

3. Montrons que la modulation se propage a la vitesse de groupe V, tandis que la
porteuse se propage a la vitesse de phase V.
Onde modulée a I’émission : E = E"O [1 + A cos (€1)] cos (wt)

En utilisant I’identité trigonométrique cos a cos b = ; [cos(a — b) + cos(a + b)],
on peut écrire que E(t) = E"O [cos wt + 2 cos [(w + Q)] + 2 cos [(w — Q)t]].

Pour que E soit une onde il faut qu’il contienne un terme de propagation. Par exemple
si cette onde se propage dans la direction des x positifs, le terme de propagation doit
étre proportionnel a :

(p:x—V(ptz—V(p (I—X/V(p).

L’expression de I’onde s’écrit alors :

> = _ X A B x
E=E, [cos<w<t V@(w)>>+2008<(w+9)<t V(p(w+Q)>>
A X
+2cos ((w—Q)(t—V (w—Q)))]

cos[(w+ )t —k(w+Q)x]

S

= E, [cos [t — k (w) x] +

(SR

+/2lcos[(w—Q)t—k(w—Q)x]]

= E, [cos[wt—k(w)x]+‘;cos [(w+§2)t— (k(w)+$2§£>x]

+‘; cos [(w Q)i - (k(w)—Qii)xH

En appliquant I’identité trigonométrique cos a + cos b = 2 [cos <a ; b > cos < a4 ; b >]

aux derniers termes de cette expression, on obtient :

E= Eo cos [wt — k (w) x] + EO Acos[wt — k (w) x] cos [Qt - Q:ljix]
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En mettant le premier terme en facteur, on obtient :

E:Eocosw i— I+ AcosQ |1 — x)
Vo v,

. / L vl

v '
porteuse information

Cette formule montre que la porteuse (de pulsation w) se propage a la vitesse de phase
V, alors que I’information (de fréquence Q) se propage a la vitesse de groupe V.
4.k = n(w)w/c.

5. w =2mv = 2me/A.

Pour Ay = A = 1,55 pm, on trouve : vy = (ZUT(E =193,5 THz.

dw dA
6. w = 2mc /N > Log w = Log(2mc) — LogA — = - A ou dw, et dA sont des
w
variations infinitésimales. Une bande spectrale dw n’est pas une grandeur infinitési-
male, mais elle est suffisamment petite pour qu’on puisse écrire en valeur absolue

que :

dw A
w A
7.
L dk d(nw/c) wdn n
L Vg dw dw cdw ¢
Comme daw = —d)\,onadonc t, = L (n _}\dn>
w A c dA /a=x,

8. Au sein de la bande spectrale SA, une variation infinitésimale de longueur d’onde dA

provoque une variation du temps de parcours dt;, telle que :

o, L <dn dn Ad2n> L <_>\d2n
oA c c dA?

A d3n

=—LD,avec D = —
> c dA?

dA dv Taaz
Soit At; ~ L D AA.

9. Pour 6A = 3 nm (diode laser) , on trouve : Az; =2 700 ps = 2,7 ns.
10. Pour A = 60 nm , on trouve : At; = 54 ns

11. Le critere At; < T,/4 sert a limiter 1’¢largissement temporel de I’impulsion afin
d’éviter le chevauchement d’impulsions adjacentes.

12. Aty < Ty /4 — Aty < 413 — B < ! — . Pour la diode

1
B =
4At; M 4AL,
laser avec OA = 3 nm, la dispersion impose un débit maximum : B, = 92,6 Mb/s.
Pour la DEL le débit maximum est B = 4,6 Mb/s.

On peut conclure que la diode laser permet d’accroftre le débit de transmission de plus
d’un ordre de grandeur en présence de la dispersion chromatique.

max
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5.2 Relation de dispersion d'un plasma

o _ &R,
1. En I’absence de champ, la polarisation s’écrit : Z gR(® =0 =>Z 4% 5, =
i i de

Z q,-l%‘i =0.

En présence de champ, la polarisation s’écrit :

F=Ya(R+7)=Yar=rP=Yak
i i i

d’7; 5 B o
Le principe fondamental de la dynamique s’écrit : m, dtzl =qE=>r; =qE/m;,et
RN X 7’
donc P = Zqiri = Z m’E,
i i
2. E = Eoe_iwl
N i q.2 - LI-2
P= Zqiri = Z " Ege 'Y > p=— Z S Ege " = ggxE
- = m; ~ w?m;
2
4;
avecx = —
Z m;enw?

3. En posant X = ¢, — 1, nous obtenons finalement
2
qA
e(w)=¢y| 1 - !
(@)=¢o ( Z‘ m; £0w2>
AN.: i=1, ¢g=+e , M;=M (ions)
i=2 , ¢g=—-e , M;=m (électrons)

c=¢ <l— Neé? _ Neé? >_£ <1_ Ne2>
0 Meyw?  meyw? 0 Hegw?

mM L.
avec L = M : masse réduite
m

4. Dans un milieu LHI de constantes ¢ et 1 la relation de dispersion s’écrit k = \/ L.

1/2
. . . Ne? .
Ici cette relation s’écrit : k = \/euo w = \/souo <1 - ) w, soit

pegw?
2
k=@ [1_ Ne
c pegw?

Cette relation montre que la propagation est possible dans ce milieu si k est réel ; ce qui

. . Ne?
est possible si: w > “ = w

>
Heg
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2—»
~ . r N = . KX
5. Equation du mouvement : m y = —mw(z)r —eEye' " —my’F.
dt

-

Régime permanent : E = Eje' ! et 7 = Fye'™’, soit

N —EEO —eEO
rn = =
" m (Wi —w?) +imyw  m[(wf-w?)+ivw]
_e — .
= — E iwt
’ m [(w(z) -w?) + iyw] 0

6. D apres I’expression de 7 ci-dessus, on peut écrire que : 7 = Fye'™" avec
— -

5 _ i
0 m[(wg — w?) +iyw] 0

Par ailleurs,

Solutions

. ¥ .
[®]=1 2 | = 10|
ek
. 1 Yw
soit p = et O = —arctan )
m\/(wg—w2)2+y2w2 Co~ @
7.Pourw=0 — p= L. 1/5
mew?
1
w=w,; —p= =1
myw,
_ 1 _ 1 0 '
w>wy = p= mw? 0%o05 1 15 2 25 3
/o,
Figure 5.4

8. La figure 5.4 montre que pour w < 0, 3wy, I’amplitude du mouvement de 1’électron

est pratiquement indépendante de w.

Le spectre de la lumiere visible s’étend du rouge au violet, soit approximativement
2,9x10°s7! <w<4,2x10s"e  0,1< w/wq < 0,14. Dans cette plage,

I’amplitude du mouvement de 1’électron est pratiquement indépendante de w.

9. La lumiere provenant du soleil est une lumiere blanche. Mais la puissance rayonnée

est proportionnelle a w*

~ g Les fréquences les plus élevées de la lumiere visible sont

diffusées avec plus d’intensité. Ainsi le bleu est diffusé avec seize fois plus d’intensité

que le rouge. Le ciel nous apparait bleu.
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Chapitre ]
Les ondes dans les

milieux conducteurs

0

cececccee®

Il est fréquent, lorsqu’on voyage en train et qu'on téléphone, d'avoir des coupures de
communication lorsque le train passe dans un tunnel. Il est tout aussi fréquent que |'auto-
mobiliste constate la perte de son signal GPS dés qu'il entre dans un tunnel. Mais pourquoi
cela capte-t-il mal dans les tunnels ? Et méme dans certains parkings souterrains ? La prin-
cipale raison est que les tunnels et les parkings sont des édifices tres fortement armés de
structures métalliques. Les métaux sont des milieux conducteurs. Ces milieux ont tendance
a s'opposer a la propagation des ondes de basse fréquence (onde radio ou micro-onde),
qui sont réfléchies ou rapidement absorbées lorsqu’elles pénétrent dans un conducteur.

RETIIE
ceeee

o
o
s,

..... Objectlfs .o .o -, .“,. Plan ......................._“
DTN les processus d'interaction

entre une onde électromagnétique et ;
les constituants élémentaires des
milieux conducteurs.

elEYnilYg les conséquences de cette i

interaction sur la propagation de
I'onde.

(®HNENS) |a diversité des phénoménes

de propagation qui se produisent selon "
la fréquence de I'onde
électromagnétique. ;

[N les lois fondamentales de

I'électromagnétisme pour déterminer
les conditions de propagation d'une
onde arrivant sur un conducteur.

Effet de peau

Conductivité et permittivité
diélectrique des métaux

Permittivité diélec-
trique généralisée

cececee

Ondes de rayonnement et
plasmons de volume

cemesceses

Plasmons de surface :

Leseeeee
*eccccee

of
.
",

Les conducteurs et les plasmas sont des milieux matériels dont le comportement varie
trés sensiblement selon la fréquence des champs électromagnétiques auxquels ils sont
soumis. Par exemple, lorsqu’une onde de basse fréquence (onde radio ou micro-onde)
pénétre dans un métal, son amplitude diminue exponentiellement avec la distance. Cette
onde s’éteint d’autant plus rapidement que la conductivité du métal est élevée. On peut
simplement dire que les milieux conducteurs ont tendance a s’opposer a la propagation
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des ondes de basse fréquence au sein de leur volume (mais, sans interdire une pro-
pagation en surface). A I’opposé, les ondes de fréquence suffisamment élevée (a partir
des fréquences optiques ou au-dela) peuvent se propager dans le volume de ces milieux.
Par conséquent, a ces fréquences, on peut caractériser les milieux conducteurs par une
permittivité, tandis qu’a basse fréquence les milieux conducteurs sont principalement
caractérisés par leur conductivité. Dans ce chapitre nous examinons cette diversité de
comportements, ainsi que les conditions de propagation des ondes électromagnétiques
dans le volume et a la surface des milieux conducteurs et des plasmas.

€) Effet de peau

. L. ) . - - oE
Dans un milieu matériel, I’équation de Maxwell-Ampere rot B = w,j + 1y €y -, peut
s’exprimer de maniere a faire apparaitre explicitement la nature des sources de champ
présentes dans le milieu, par :

rot B = |, (jlibre + jiie +im T jvide) (6.1)

Ici, rappelons que :

* Jiibre €St 1a densité volumique de courants libres. Elle est créée par les charges libres
du milieu, et est définie par jjp.e = Pjipels OU Pppre désigne la densité volumique
des charges libres et U leur vitesse. A basse frequence les milieux conducteurs sont
caractérisés par une conductivité o, définie par Jribre = O'OE

.« Jis = aai) est la densité volumique de courant équivalent i la polarisation P du

milieu. Comme elle résulte de la polarisation créée par les charges liées du milieu,
elle est aussi appelée densité volumique de courants liés. Dans un milieu LHI,

12,2 2

. fm = rot M est la densité volumique de courant équivalent a I’aimantation M du
milieu. Notons que, bien que cette densité de courant soit aussi créée par des charges
liées, nous préférons réserver 1’appellation densité volumique de courants liés aux
courants résultant de la polarisation.

-

* Jyide = €0 aaf est la densité volumique de courant de déplacement. C’est la seule
source de champ électromagnétique qui est systématiquement présente dans tout
milieu. Comme c’est le seul terme qui subsiste lorsqu’on est dans le vide, on peut con-
sidérer que c’est la contribution que le vide apporte a 1’équation de Maxwell-Ampere.
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Ici, nous considérons des milieux conducteurs n’ayant pas de propriétés magnétiques
particulieres (et qui donc n’ont qu’une tres faible aimantation). Par conséquent, il n’est
pas nécessaire de faire apparaitre explicitement le terme fm = rot M dans I’équation de
Maxwell-Ampere. En posant H=B8B /o — M, I’équation de Maxwell-Ampere se met
sous la forme suivante :

rot H = jiipre + Jiie + Jyide (6.2)

Considérons un milieu conducteur LHI ou une onde électromagnétique de basse
fréquence se propage le long d’un axe Ox, avec un champ électrique donné par :

E = Eyexp [i(wf — k x)] (6.3)
Au sein du milieu on a :
Jrota = Jvide F Jtié F Jribre = liweg(1 +x,) + 0| E = [iwege, + 0| E 6.4)

Remarque

Ici, il est important de noter la présence du terme flibre’ qui est inexistant dans les
milieux diélectriques. Notons que dans tout milieu matériel, le champ d’induction cor-
respond a la totalité des courants présents dans le milieu (en quantité non négligeable),
quelles que soient leurs natures.

D’autre part, on peut aussi écrire que :

e a5total . = . =
Jrotal = ot = letotal = lwgoer_totalE (65)

Les relations (6.4) et (6.5) impliquent que :

.0 .
€ total = 1 + X — P =f1 i avec g = 1+%, (6.6)
0

0/(gqw) 6.7)

et €
On définit I’'indice complexe du milieu par :

= \[& o =N — K (6.8)

n= <\/5%+£§+£1>/2 et k= <\/5%+£§—£1>/2 (6.9)

Ici n est I’équivalent de I’indice de réfraction, et « est I’indice d’extinction. L’indice
complexe 71 permet d’obtenir la relation de dispersion complexe :

k=i w/c (6.10)

Un autre point important a noter est que 1’amplitude de chacun des courants suivants :
Jiic €t Jige- €st directement proportionnelle 2 la fréquence du champ électromagnétique.

- aﬁ 't OE
En effet, |jjs ol = WEYX, Jvide € ot

E| et

= We, |E| Cela signifie
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qu’a basse fréquence du champ électromagnétique 1’amplitude des courants f'ﬁé et fvide
est relativement faible. Comme les milieux conducteurs contiennent des électrons libres
en trés grand nombre qui génerent un courant jhbre, il est clalr qu’a des fréquences
suffisamment basses, jhbre devient dominant par rapport a jhe et jwde En tenant compte
de (6.7), cela se traduit par :

0y > gow(l +x,) = ggwe; soit &, > €. (6.11)

La relation (6.9) conduit a :

nsz\/£2/2=\/ o 6.12)

2e W

La relation (6.8) conduit alors a :

O

i=n—ik=(1—i 2=(1—-i 6.13
i=n—ik=(1-ie/2=( z>\/2£0w (6.13)

. LW . Oow ~ Ok 1 —i
soit k=7 . —(1—1)\/260C2 —(l—z)\/ = s (6.14)
avec &= 2 (6.15)

HoOpw
Avec I’expression de k donnée par (6.14), le champ électrique s’écrit :
E = Eje -0 = ]Z"Oe_x/ée_i(g_wt) = Eoe_“"e_i<g_wt> (6.16)
1 HoOpw

= = 6.17
avec o 5 \/ ) ( )

e Le terme Eoe_"/ ® traduit atténuation de I’amplitude de 1’onde au cours de sa
propagation.

o b est la distance au bout de laquelle I’amplitude de I’onde a été divisée par e : on la
désigne comme étant 1’épaisseur de peau du conducteur.

Exemple

Pour le cuivre, on a 0, ~ 6 X 10’ Q"'.m™!. Pour une fréquence de 100 MHz, on
aw =2nx10%rads'etd ~ 6,5 pum, et pour I0MHz on a § ~ 20 um. Ce
calcul indique que dans le domaine des ondes radio, I’épaisseur de peau des bons
conducteurs tels que le cuivre, est de I’ordre de quelques dizaines de micrometres.
Ces ondes s’atténuent de maniere abrupte des qu’elles pénetrent dans le volume du
conducteur.

A basse fréquence, les conducteurs sont donc principalement caractérisés par une
conductivité o, tres élevée, et par un coefficient d’atténuation « qui est aussi trés élevé
et qui provoque une atténuation abrupte de I’amplitude du champ électromagnétique.
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Les ondes électromagnétiques restent alors localisées en surface, dans une fine épaisseur
pelliculaire (considérée comme la peau du conducteur).

N

D’autre part, a mesure que la fréquence de I'onde augmente, les courants flié
et fvide apportent une contribution de plus en plus importante. Pour des fréquences
suffisamment élevées, la relation (6.11) se met sous la forme suivante :

0y <K gyWe,; soit &) K €. (6.18)

soit n = <\/sf+£§+el>/2—>sl et K= <\/£f+£§—51)/2—>0(6.19)

Le milieu conducteur devient transparent, car I’indice d’extinction k tend vers zéro.
Cependant, la relation (6.18) fait une approximation trés grossiére, qui consiste a con-
sidérer que la conductivité a haute fréquence est la méme qu’a basse fréquence (o).
Pour obtenir un meilleur apercu du comportement des milieux conducteurs a haute
fréquence, il convient d’adopter une approche permettant une évaluation plus réaliste
de la constante diélectrique. Dans ce qui suit, nous présentons le modele de Drude.

€) Conductivité et permittivité diélectrique
des métaux

2.1 Modeéle de Drude classique

Nous présentons ici une description purement classique du mouvement des électrons,
connu comme étant le modéle de Drude (du nom du physicien Paul Drude). Ce modéle
permet de rendre compte de plusieurs propriétés dans de nombreux matériaux, telles
que la conductivité thermique, 1’effet Hall, ou la conductivité électrique. Dans le mo-
dele de Drude, on assimile le matériau a un ensemble de porteurs de charges, constitué
d’un réseau d’ions positifs fixes, ou chaque ion est entouré d’un cortege électronique
de maniere a former un ensemble électriquement neutre. Ce cortege électronique est
formé de deux types d’électrons, a savoir, les électrons de ceeur (trés fortement liés au
noyau atomique) et les électrons de valence (plus faiblement liés au noyau). Sous 1’effet
thermique ou d’un champ électrique, certains électrons de valence peuvent se séparer
de leur atome d’origine et se déplacer sur des distances supérieures aux distances inter-
atomiques. Pour désigner de tels électrons on utilise indifféremment le terme électrons
libres ou électrons de conduction. Le modele de Drude néglige les interactions entre
électrons, et suppose que chaque électron libre se déplace pendant un temps moyen avant
d’entrer en collision avec un ion fixe du réseau. Dans la littérature, ce temps est indif-
féremment appelé : temps de collision, temps de vol moyen, ou temps de relaxation.
Sa valeur précise dépend du matériau considéré. Le modele suppose qu’entre deux col-
lisions, chaque électron libre a un mouvement déterminé par le principe fondamental de
la dynamique.
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B Conductivité et permittivité diélectrique des métaux

En I’absence de champ électrique extérieur, I’électron libre a un mouvement aléa-
toire, et donc, une vitesse moyenne nulle. En présence d’un champ électromagnétique
(E,B), I’électron est soumis aux forces suivantes.

a) Force de Lorentz

L’électron est soumis a la force de Lorentz F = —e (E L +OA B L). Comme dans le

modéle de I’électron élastiquement lié, ici aussi, on néglige I’action du champ magné-
tique devant celle du champ électrique, compte tenu du fait que la vitesse de I’électron
est relativement faible (|| < ¢) et que )BLr= )EL| /c.Onadonc F; ~ —eE;.

b) Force de frottement

Les collisions incessantes de I’électron sur les ions du réseau constituent un frein
au mouvement de 1’électron, qui est modélisé par une force de frottement qui peut
s’exprimer de la maniere suivante :

F,=—md/r, (6.20)

a

ou 7 représente le temps de vol moyen (temps de relaxation). Sous les conditions qui
viennent d’étre énoncées, I’équation du mouvement de I’électron libre se met sous la
forme suivante :
do o e =
+ =-"F (6.21)
dt 7 m
Ici, on a substitué au champ local E 1> le champ macroscopique E;ce qui implique
nécessairement une re-normalisation du temps de relaxation T de maniere a corriger les
effets de cette substitution.

2.2 Modele de Drude de la conductivité électrique
a) Cas d'un champ statique E

Pour un électron ayant initialement une vitesse nulle, la solution de cette équation est :
U= 0, [1 — exp (—t/'c)], ou U, = —TE est une vitesse limite, qui est atteinte aprés
un temps suffisamment long (f > 7). En régime permanent, la vitesse moyenne de
I’électron est donc :

et z

<U>=<v,>=- E. (6.22)
m

Si on désigne par n le nombre d’électrons libres par unité de volume du matériau
(—ne étant alors la densité volumique de changes libres), la valeur moyenne de la densité
volumique de courant créée par le mouvement d’ensemble des électrons libres sera :

2T o -
Jine = —nex < 5>="¢ "E = o, E (6.23)
m
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ou 0y est la conductivité du matériau, donnée par :

next

0= (6.24)

m

Notons que jj;,,. est indifféremment appelé « densité de courants libres » ou « densité
de courants de conduction ».

b) Cas d’un champ électrique sinusoidal E = EO exp (iwt)

On obtient ici la solution permanente qui suit :

i=-¢ 1 F (6.25)
mtl+iw
La densité volumique de courants libres s’écrit alors :
2
> ne 1 - >
Jlibre m 1! +iw Ylibre ( )
La conductivité est alors définie par :
2
ne 1 0y
Yiibre = (6.27)

mtl+iw  1+iwt

ou o, est la conductivité en champ statique définie dans (6.24).
L’expression (6.26) montre qu’en régime variable la conductivité devient complexe ;

ce qui indique que la densité de courant et le champ électrique ne sont plus en phase.

On peut aussi souligner plusieurs points importants :

1. Si le champ électrique varie suffisamment lentement pour que sa période T = 27t/ w
soit trés grande par rapport au temps de relaxation, T > T, alors le terme wT
deviendra négligeable devant 1, et on aura ;. =~ 0.

2. Si la période du champ électrique est de I’ordre du temps de relaxation, T ~ T, la
densité de courant ne pourra plus suivre instantanément les variations du champ élec-
trique, et un déphasage ¢ apparaitra entre E et _;;ibre. Pour obtenir ¢, on décompose
Yiibre SOUS 1a forme .. = v +iy,, 00t

Vilwy= . opr N2@= (6.28)

En écrivantcos ¢ = v, /vy, sind =v,/v,, avec vy, = \/ y% + y%, on peut écrire
que Viipre = Yo Xp(id), et :

-

Jibre = Yiibre E = Jiipre = YOEO exp [i (wt + ¢)] (6.29)

bt

D’apres le modele de Drude, v, ety, tendent vers zéro, lorsque wT > 1. Autrement
dit, si la fréquence d’oscillation du champ électromagnétique est suffisamment élevée,
c’est-a-dire T < T, I’électron libre ne pourra plus suivre les variations du champ
électrique, et restera inerte. La conductivité s’annulera.
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B Conductivité et permittivité diélectrique des métaux

Remarque Le domaine d’application du modele de Drude qui vient d’étre présenté,
ne se limite pas aux métaux. Ce modele peut s’appliquer a d’autres milieux contenant
des charges susceptibles de se déplacer sans étre contraintes a rester confinées dans une
région particuliere du matériau. Ce type de milieu inclut :

e les conducteurs métalliques : les charges libres sont des électrons. Citons par
exemple le cuivre ;

e les solutions ioniques : les charges libres sont des ions mobiles de charges opposées,
appelés cations (+) et anions (—). Citons par exemple les batteries d’accumulateurs
qui contiennent des solutions ionisées ;

o les gaz ionisés : les charges libres sont des électrons. Citons par exemple les tubes au
«néon » utilisés pour I’éclairage, les gaz de la haute atmosphere, etc.

La puissance dissipée par unité de volume du matériau s’écrit :
< P>=< j;ibre x E >=< VOE() cos (wt + ¢) X EO cos (wt) >

2

v, E
=y, cos(P) Eg < cos? (wr) >= 12 0 (6.30)

On remarque que c’est la composante réelle de la conductibilité, y,, qui provoque la
dissipation d’énergie dans le milieu conducteur.

2.3 Modéle de Drude de la permittivité diélectrique

a) Polarisation

A partir de I’expression (6.25) de la vitesse de 1’électron, on déduit le déplacement induit
par le champ E : 0 = dr/dt = iwF soit
e 1 =

rF= E 6.31
T (w2 —iwt) (631)

Le moment dipolaire de 1’électron libre s’écrit : p = —eF. On en déduit la polarisation :

5 ne? E

P = np = —ner = — (6.32)
i m (w2 —iw'c—l)

b) Permittivité diélectrique

-

2
- - - - ne E
Ona: Dlibre = E()E + Plibre = EOE' -

DR
= ¢y e E, avec
) 0 >
m (wz—zw't—l) "
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Le modele de Drude de la permittivité diélectrique relative se met donc sous la forme

suivante :

eP=1- ' (6.33)
r (w212 — iwT)

Il apparait dans cette expression, une fréquence angulaire appelée fréquence plasma du

métal massif ou fréquence plasmon de volume , dont I’expression est :

w? = ne?/(mey). (6.34)

Enposante? = eP—ieD les parties réelle et imaginaire de cette permittivité diélectrique
r 1 2

sont données respectivement par :

w?Tt?
b=p- 7 6.35
g (1 + wt2) (0:35)
et
w?t?
el = g (6.35b)

wt(l + w?T?)

Dans une bande spectrale allant de 180 nm (6,6 eV)
N . . D
a 1900 nm (0,64 eV), qui correspond pratiquement g,
2 la bande optique, ol on a typiquement T ~ 10~

s pour la plupart des métaux, on a 10 < wt < 100. i
Autrement, dans la bande optique, w?T?> > 1. On
peut alors approximer les expressions (6.35) par : O o) 0]

T L
~1-— , &~ = . (6.36)
w? 27wt wtw?
Les relations (b) montrent que les métaux affichent
un comportement qui differe sensiblement selon la

valeur de w par rapporta w, :

e Pour w — 0, le terme 5? (w) est dominant et
tend vers I'infini. L’indice d’extinction du mé-

tal, K (w) = <\/(5?)2 + (5?)2 - (ef’)2> /2,
tend alors vers I’infini : ce qui explique I’extinc-

tion rapide des ondes de basse fréquence dans les

métaux. Figure 6.1

e Pourw — oo, e > 1 et ef—>0.

1
1

wp'c'

Dans le domaine optique, 10 < w ,T < 100, le terme sf , qui traduit le caractere

dissipatif du milieu, est donc trés petit lorsque w = w,. Le coefficient d’extinction

_ D _ D _
e Pour w = w,, € (wp) =0,et & =
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p
commence alors a devenir transparent.

+ Pour des fréquences de plus en plus grandes (au-dessus de w,), ef tend de plus

1 . . . . .
vaut alors K (wp) = \/ ef /2 = \/ , qui est aussi relativement petit. Le métal
2w,T

en plus vers zéro, et k (w) — 0. Le métal est de plus en plus transparent.

La fréquence plasma apparait comme la fréquence a partir de laquelle le métal
commence a devenir transparent aux ondes électromagnétiques.

Le résultat du modele de Drude est en bon accord qualitatif avec I’expérience, car
il montre que les métaux sont réfléchissants dans un vaste domaine allant des ra-
diofréquences jusqu’au visible, et qu’ils deviennent transparents dans I’ultraviolet. Dans
le cas des métaux alcalins il y a un bon accord quantitatif entre les valeurs théoriques et
expérimentales des fréquences plasma (tableau 6.1).

Tableau 6.1- Fréquences (au facteur 7 prés) au-dessus desquelles le métal devient
transparent. Les longueurs d'onde correspondantes sont indiquées en nanomeétres.

Milieu Li Na K Rb Cs
hw, théorique [eV] 8,26 6,20 4,43 4 3,54
A, [nm] 150 200 280 310 350
hw, observé [eV] 6,20 5,90 4 3,44 2,82
A, [nm] 200 210 310 360 440

Permittivité diélectrique généralisée

3.1 Modeéle de Drude modifié de la permittivité diélectrique

Comme nous 1’avons mentionné dans le paragraphe précédent, le modele de Drude
classique est approprié pour décrire la permittivité diélectrique d’un métal alcalin aux
fréquences optiques. Cependant la réponse optique des métaux nobles massifs (Ag,
Au, Cu) ne peut étre entierement décrite par le modele de Drude classique, en raison
de certains phénomenes microscopiques tels que les transitions inter-bandes . Pour
en donner un apercu il est nécessaire de faire un bref rappel sur la structure des bandes
d’énergie dans les solides.

Dans un atome isolé, I’énergie d’un électron ne peut prendre que des valeurs dis-
crétes bien définies. A I’opposé, un électron libre peut prendre n’importe quelle valeur
d’énergie. Dans un solide, la situation est intermédiaire, car I’énergie d’un électron peut
prendre n’importe quelle valeur mais a I’intérieur de certains intervalles bien définis. En
effet, dans un solide cristallin tous les atomes subissent de la part de leurs voisins des
actions qui modifient les niveaux d’énergies des atomes pris isolément. Ainsi, chaque
niveau de I’atome isolé est remplacé par autant de niveaux d’énergie qu’il y a d’atomes
en interaction. Ces niveaux, trés proches les uns des autres, se groupent en bandes d’én-
ergie. Le diagramme d’énergie d’un solide se compose d’une succession de bandes
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d’énergie permises séparées entre elles par des bandes interdites (figure 6.2). Les
bandes permises profondes, appelées bandes de valence profondes, sont complétement
occupées par des électrons des couches internes des atomes. Ces électrons sont forte-
ment liés au noyau atomique, et leur comportement est peu influencé par la présence des
autres atomes du cristal. On peut donc considérer ces électrons comme inertes du point
de vue électrique et thermique. En revanche, les bandes permises supérieures correspon-
dent aux électrons des couches externes des atomes. La bande permise la plus haute est
appelée bande de conduction . La bande permise située immédiatement en dessous de
la bande de conduction est la seule bande de valence associée aux électrons des couches
externes des atomes. On fait référence a cette bande comme étant simplement la bande
de valence. La bande interdite séparant la bande de conduction et la bande de valence
est appelée « gap ». L'écart d’énergie correspondant a ce gap est appelé énergie de gap.

On peut classer les solides en trois grandes catégories qui se distinguent selon le
remplissage des bandes d’énergie et la valeur de I’énergie du gap.

a) Les isolants

Ce sont des milieux caractérisés par une bande de conduction vide et un gap relativement
grand (~5 eV-10 eV). Les milieux de ce type ne contiennent pas d’électrons libres, et
sont de ce fait qualifié d’« isolants » Ce sont alors les électrons liés qui contribuent a la
constante diélectrique (appelée aussi de fonction diélectrique).

Bande de Bande de
conduction conduction

Bande interdite E g
o) ) ORORORC)
Bande de
Bande de valence Bande de
valence velence
Bande interdit
ande Interdite Bandes Bandes
de valence <— de valence = _
profondes profondes
Isolant Semi-conducteur Conducteur

Figure 6.2 - Schéma des bandes d'énergie dans les solides.

b) Les semi-conducteurs

Dans cette deuxieme catégorie de solide, la bande de conduction est totalement vide a
trés basse température, mais 1’énergie de gap est plus faible que dans un isolant, c¢’est-a-
dire, inférieure ou de I’ordre du kT (énergie d’agitation thermique), ot k est la constante
de Bottzmann et T la température absolue. Ce type de matériaux est donc isolant a tres
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basse température. Mais, a la température ambiante un certain nombre d’électrons peu-
vent passer (par effet thermique) de la bande de valence a la bande de conduction. Le
milieu possede alors des électrons libres, mais en nombre restreint : un tel milieu est
dit semi-conducteur. Dans ce type de matériaux ce sont essentiellement les électrons
liés qui contribuent a la fonction diélectrique. Cependant, lorsque la température aug-
mente, I’énergie thermique s’accroit ; ce qui permet a un plus grand nombre d’électrons
de passer de la bande de valence a la bande de conduction, et d’apporter une contri-
bution non négligeable a la fonction diélectrique. Ce passage de la bande de valence a
la bande de conduction est qualifié de « transition inter-bande ». Cette transition peut
aussi étre provoquée par des photons d’énergie supérieure ou égale a 1’énergie de gap
du matériau (E,).

Le tableau 6.2 indique les valeurs de E, et la longueur d’onde correspondante A,
pour quelques matériaux semi-conducteurs couramment utilisés en optoélectronique.
On peut clairement remarquer que pour ces matériaux,

E, ~1eV e A, ~ 1,24 um [Eg = hc/A, = A, (um) X E, (eV) = 1,24], Autrement
dit, c’est a partir du domaine infrarouge que les ondes peuvent provoquer des transitions
interbandes dans les matériaux semi-conducteurs.

Tableau 6.2
Matériau E, 3a300K(eneV) A, (enpum)a 300K
Silicium (S;) 1,12 1,13
. Germanium (G,) 0,66 1,85
Semi-conducteur ¢

GaAs 1,43 0,87
InGaAs 0,75 1,65
C Diamant 5,47 0,22

Isolant g
Oxyde de silicium (S;0,) 9 0,14

c) Les conducteurs

Cette catégorie de solide est caractérisée par une bande de conduction partiellement
remplie (figure 6.2). Autrement dit, dans cette bande les états d’énergie supérieure sont
vides et immédiatement accessibles. L’acces a des niveaux d’énergie vides a I’intérieur
de la mé&€me bande permise est qualifié de transition intra-bande. Ainsi, dans les con-
ducteurs, les électrons des couches externes ne sont que tres faiblement liés a leur atome
d’origine, et peuvent de ce fait étre facilement arrachés de 1’atome. Par conséquent, a
la température ambiante, I’énergie thermique suffit pour créer au sein du matériau des
électrons libres en trés grand nombre (méme en 1’absence de tout champ électromagné-
tique). Ce sont donc essentiellement les électrons libres du matériau qui contribuent a
la fonction diélectrique via des transitions intra-bandes (comme le prévoit la théorie de
Drude). C’est ce comportement qui est observé dans la plupart des conducteurs, a partir
des basses fréquences (ondes radio) jusqu’au domaine du visible. A partir du visible et
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aux fréquences plus élevées, 1I’énergie du photon devient suffisante pour provoquer au
sein des métaux nobles des transitions inter-bandes (figure 6.3).

+Energee
n,
P Bande de
conduction
ns L
h(DIB Transitions
. interbandes
Bande de
n-hd valence
Atome isolé Solide

Figure 6.3 - Transitions intra-bande et inter-bande dans un conducteur.

Notons que les métaux nobles se distinguent des métaux alcalins par la présence
d’une bande de valence peu éloignée de la bande de conduction, et sont de ce fait plus
exposés aux transitions inter-bandes.

On peut donc exprimer la fonction diélectrique totale du métal massif ¢, (w) en
séparant la contribution des électrons libres de celle des électrons liés, comme suit :

g, (w) = P (W) + !B (w)+e® (6.37)

e Le terme £ (w) correspond 4 la composante intra-bande de la fonction diélectrique.
11 est lié aux transitions optiques des électrons libres de la bande de conduction vers
un niveau d’énergie plus élevé de cette méme bande. C’est uniquement ce terme qui
est pris en compte dans le modele de Drude classique.

o Il ressort de ’expérience que la contribution des électrons liés a la fonction diélec-
trique est généralement constituée de deux termes, dont I’un dépend de la fréquence,
e!B (w), et I’autre est un terme statique £*. Le terme &’2 (w) correspond a la con-
tribution des transitions inter-bandes. Il provient des transitions entre la bande de
valence (essentiellement la bande d dans le cas des métaux nobles) et la bande de
conduction s-p. En raison du principe d’exclusion de Pauli, un électron d’une bande
de valence ne peut étre promu que vers un niveau inoccupé de la bande de conduction.
Il existe par conséquent un seuil d’énergie E'2 = hw ;p bour les transitions inter-
bandes. Notons que ce seuil est situé dans le visible pour I’or et le proche UV pour
I’argent. D’autre part, des électrons liés apportent une contribution supplémentaire
représentée par le terme statique £*.
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e En tenant compte de ’expression de € dans la relation (6.37), la permittivité
diélectrique généralisée du métal peut se mettre sous la forme suivante :

w372 w372

P . P

1B ©
W —jwr \ 1 + w33 +tet(w)+e (6.38)

g (w)y=1-

L’expression (6.38) constitue le modéle de Drude modifié de la permittivité diélec-
trique des métaux. On peut la remettre sous la forme suivante :

wi’tz wf;cz .
e (W= ep- — +i +e¢ 7 (w 6.39
(@) L wT + w33 (& (639
ou
€Epc =1+¢€% (6.40)

représente la constante diélectrique en régime statique. Rappelons que dans le domaine
optique, les fréquences sont telles que wt > 1, ce qui permet d’exprimer les parties
réelle et imaginaire de la permittivité (6.39) de la maniére suivante :

2

w
£, (W) = epe — wg +elB (w) (6.41a)

2
p

(W) ~
2 w3t

+ el (w) (6.41b)

Une premiere correction de la fréquence plasma consiste a annuler le terme ¢, (w)
en négligeant S{B (w):g(w)y=0soitw =Q, = wp/\/sD. La relation (6.41a) illustre
ainsi I’'un des effets des électrons liés, qui est d’atténuer la fréquence plasma dans le
métal d’un facteur ~ \/ € pc par rapport a celle associée au modele de Drude classique
(w p). D’autre part, il est a noter que les grandeurs elB ¢ pcs Wy, Wyp, et T, dépendent
du métal considéré. Le tableau 6.3 donne les valeurs de ces parametres pour quelques
métaux nobles.

Tableau 6.3 - Paramétres du modéle de Drude modifié pour quelques métaux nobles.

Métal hw,(eV) 1lfs) epe  hwpEV)
Ag (argent) 9,10 31 3,7 3,9

Au (or) 9,03 93 98 2,3
Cu (cuivre) 8,66 6,9 1,0 2,1
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@) Ondes de rayonnement et plasmons
de volume

4.1 Equations de Maxwell

Dans le modele de Drude, la permittivité est obtenue a partir d’un champ de polari-
sation généré par les électrons libres du milieu que nous avons noté Pnbre L’induction
électrique correspondante, Dllbre = eOE + Phbre, n’est donc pas utilisable dans les expres-
sions des équations de Maxwell utilisées dans le chapitre précédent pour les matériaux
diélectriques, a savoir :

= oo 0D
ol D=¢yE+P,  ju=0P/0t,  —divP = py (6.43)

En effet, dans les équations (6.42) et (6.43), la polarisation P estcelle générée par les
charges liées du milieu. Pour pouvoir utiliser les vecteurs ﬁibre et 5libre, il est nécessaire
de réécrire les équations de Maxwell-Gauss et Maxwell-Ampere de maniere a y faire ap-
paraitre explicitement ces deux vecteurs. A cette fin, on peut remarquer dans I’équation
(6.42) que les densités volumiques de charges et courants libres apparaissent explicite-
ment comme sources de champs, alors que les densités de charges et courants liés sont
dissimulées dans le vecteur D. Aussi, pour faire apparaitre explicitement les vecteurs
ﬁlibre et ]31ibre, il suffit de faire 'opération inverse, c’est-a-dire, réécrire les équations

L= > = > oF s . -
divE = p/ej et rotB = pyj + Hogg or de manicre a faire apparaitre explicitement les

densités de charges et courants liés ; ce qui dissimulera 1’action des charges et courants
libres dans les vecteurs D et P. L’équation de Maxwell-Gauss peut donc s’écrire :

o I s T ., N
div (E) = P TP = P _aiv B g, (6.44)
€ €
ou nous écrivons :
diVljlibre = —Plibre (645)

La polarisation ﬁnbre n’est donc créée que par les charges libres. Les relations (6.44) et
(6.45) conduisent a :

div (%E + Plibre) = Pri¢
En introduisant le vecteur induction électrique 5ﬁbre défini par :
Dijpre = €0 E + Pjpre (6.46)

on peut réécrire 1’équation de Maxwell-Gauss (6.44) de maniere a faire apparaitre
explicitement la densité volumique de charges liées :

divDypre = Prie (6.47)
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Le vecteur 5libre ne fait intervenir que la polarisation ﬁnbre générée par les charges
libres, et de ce fait, s’exprime en fonction de la constante diélectrique de Drude sf’
définie dans la relation (6.35) :

51ibre = Eoifﬁ (6.48)

D’autre part, dans le chapitre précédent nous avons vu que dans le casle plus general
1a densité volumique totale des courants materlels Sécrit 1 j = Jupre + Jm + Jiics O
J,, est la densité de courant d’aimantation, et j, la densité de courants de equlvalent
a la polarisation (créée par les charges liées du materlau) définie par j,, = 6P/ ot.
De maniére analogue a I’expression de jj; en fonction de P, on peut exprimer Jy . en
fonction de P]ibre par:

Jioee = 0Py /01, (6.49)
L’équation de Maxwell-Ampere s’écrit alors :

i’)E a})libre

> = - - - - - = oE
10tB = g | Jiibre T Jiie +Jm | T Ho€o or Pl o T +rotM ) + Hoeg ot

(B - 0Py - E - d _ 3Dy,
soit rOt(Ho_M>= a‘tre+1ﬁé +¢ 5 =J“é+a <P11bre+50E> =jigt A

- (B -\ _ - 03Dy
et donc rot B _ M) =j,+ libre
Ho ot

Comme H = B / pﬁ—ﬁ , on peut réécrire I’équation de Maxwell-Ampere sous la forme :

rotH = jlié + (650)

D’apres ce qui précede, les équations de Maxwell dans un milieu matériel peuvent se
décliner sous deux formes selon la nature des charges qui créent le vecteur polarisation.
Le tableau 6.4 récapitule ces deux déclinaisons.

Notons que la premiere forme de ces équations est plus adaptée a la description des
matériaux diélectriques, tandis que dans les milieux conducteurs c’est la seconde forme
qui est la plus adéquate (tant que les effets des électrons liés sont négligeables devant
ceux des électrons libres).

D’autre part, en négligeant le courant d’aimantation dans les deux formes d’écriture,
I’équation de Maxwell-Ampere s’écrit :

rotH = jii¢ + Jiibre T Jvides

N oF , . .
ol jiige = € or représente la contribution du courant de déplacement. On peut re-

grouper ces trois types de densité de courant dans un seul terme, j,,;, qui est relié a la
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Tableau 6.4 - Equations de Maxwell.

Forme | Forme ll
divD = pypre divDyre = Pl
s o 9D ~ =~ - 0Dy,
rotH = Jibre T ot rotH = Jiie T a; ©
-~ 0B
rotE = —
_ ot
divB=0
(6.51)
avec
D=¢E+P Dire = €0 + Py = 505([))E
j’_ — aPlibl'e J" — aﬁ
libre ot lié ot
a=58_m=8
Ho 28
constante diélectrique généralisée ¢, (w) par :
- - - - aﬁtotal aE
Jowl = Jiie ¥ Jiibre T Jvide = 5.7 T o0&y 5 (6.52)

ou ¢, est définie dans I’expression (6.39).
Ainsi, dans un métal, I’équation de Maxwell-Ampere peut se mettre simplement sous
la forme suivante :

I&H=mem%f (6.53)

4.2 Equations de propagation

On obtient I’équation de propagation du champ électrique en appliquant la formule du
double rotationnel au champ E :

rot (r6tE> = gr_éld (divE) — AE.
En appliquant les relations 6.51, nous obtenons :
0 -, = 0 = = > [ = >
— . rotB=—u_ rotH = grad [leE] —AE
or o £
En tenant compte de (6.53), nous obtenons I’équation de propagation qui suit :

_ 2P -
AE — peye, (W) 5 = grad(divE) (6.54)

I1 est a noter ici que le champ H ala méme équation de propagation que celle de E,

Piie L
p esta priori pas nul.

mais avec divH = 0, alors que divE = ! Ddivﬁ =
Y

goel
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Considérons un champ électrique monochromatique E= EO exp [i (wt - 7%7)] .Ona:
AE = —K’E

et gﬁld(divﬁ )

V(V.E) = V(=ik.E) = iV [k E, + k,E, + k_E_| (6.55)
= i [kﬁEx +k,VE, + kﬁEz]
= i [kx(—i%Ex) + k,(—ikE,) + kz(—i%Ez]
= —k|kE, +k,E, +k.E.|=—k(k - E).
L’équation de propagation se met sous la forme suivante :
k(k - E)— K*E + peyw?e, (w) E =0 (6.56)

En posant E = E” + E 1, ol E" et E ' désignent respectivement les composantes
longitudinale et transverse du champ électrique, la relation (6.56) devient :

En séparant les termes longitudinaux des termes transverses, la relation (6.57) donne :
[—Kk% + pegw?e, (W) E; =0 (6.58a)
neow?e, (W)E, = 0 (6.58b)

Examinons les conditions de propagation des deux composantes E" et E |-

a) Champ transverse (E, est perpendiculaire a k)

La relation (6.58a) montre que pour que E | #F 0, il faut que
k* = neow?e, (w). (6.59)

Cette relation de dispersion démontre qu’une onde transverse peut se propager dans le
métal.

b) Champ longitudinale (E"“ est colinéaire a %)

La relation (6.58b) montre que pour que E"" # 6, il faut que
g, (w)=0. (6.60)

Cette relation montre que le champ longitudinal ne peut exister que s’il existe une
fréquence w, telle que ¢,(w,) = 0. Autrement dit, la condition d’existence d’un champ
longitudinal est :

w=w,. (6.61)
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Cette condition ne correspond pas a une relation de dispersion (c’est-a-dire, une rela-
tion entre la fréquence et le nombre d’onde). Physiquement cette relation correspond
plutdt a des oscillations longitudinales de plasma. En effet, les métaux se distinguent
par la présence en leur sein d’un grand nombre d’électrons libres capables de se dé-
placer librement dans le matériau. Ces électrons constituent ce que 1’on appelle un
plasma, c’est-a-dire un gaz d’électrons libres. Nous verrons que le champ longitu-
dinal correspond a des oscillations collectives du plasma d’électrons, auxquelles on
fait référence comme étant des « plasmons de volume ».

c) Application au cas d'un gaz d’électrons libres

Considérons un métal assimilable a un gaz d’électrons libres, c’est-a-dire un gaz dont
les caractéristiques sont les suivantes :

e temps de relaxation infini (T — o) ;
e contribution nulle des électrons liées a la constante diélectrique (e* = 0);

e pas de transitions interbandes ('8 = 0).

Dans ce cas, d’apres la relation (6.38), la constante diélectrique s’écrit ¢, (w) = 1 —
wf} /w? , et larelation de dispersion du champ transverse se met sous la forme suivante :

k* = pyeo(w? — wi) ou w?

= w? + ¢’k (6.62)

La figure 6.4 illustre cette relation de dispersion. Il en résulte qu’une onde transverse
peut se propager dans le volume d’un milieu conducteur, a condition que sa fréquence
angulaire soit supérieure a w,. Cette relation confirme que les milieux conducteurs
sont réfléchissants a basse fréquence (w < w)).

Bande permise
pour la propagation
au sein du métal

{Plasmon de volume

Bande interdite
a la propagation
a I’intérieur du métal

k

Figure 6.4 — Relation de dispersion des ondes de rayonnement au sein du métal.
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4.3 Plasmons de volume

Pour illustrer ce phénomene, considérons une coupe au sein d’un métal dans lequel
la densité d’électrons libres est identique a celle des ions, de sorte qu’a 1’équilibre le
matériau est électriquement neutre. Supposons que le matériau soit soumis briévement
a un champ électrique jusqu’a un instant ¢ = 0 ou le champ appliqué est supprimé. Ce
champ excitateur a comme effet de déplacer initialement (en bloc) le plasma d’électrons
d’une certaine distance x,, par rapport au réseau des ions bien plus lourds et plus inertes
que les électrons (figure 6.5).

Q
=1

I

3
e

+++++++++H}
1+ 1+
R N R
e
S N R
S R
i+ 1+
i+

i1+ 141
bt
bt
+++t+t+t+ A+ + S

A
v

Figure 6.5- Plasmons de volume.

Au cceur du matériau, chaque rangée d’électrons se déplace de x, et occupe une
place laissée vacante par la rangée qui la précede, de telle sorte que le cceur du matériau
conserve une neutralité électrique. En revanche, la premiere rangée d’électrons
s’accumule sur un des bords du matériau, ce qui génére une densité superficielle de
charges —o, = —nex,, tandis que le bord opposé se dépeuple et acquiert une densité
de charge 0,. L’ensemble du syst¢tme est donc assimilable a un condensateur dont
les deux armatures portent respectivement les densités de charge +0,, et —0o, et sont
distantes de x,,. L’armature négative représente la totalité du plasma d’électrons libres,
tandis que I’armature positive représente le reste du matériau constitué par le réseau
d’ions supposés fixes. Dans ce modele, les deux armatures sont séparées par le vide, et
créent donc un champ d’amplitude E, = 0/¢, (a I'instant t = 0 ou le champ excitateur
disparait), accompagné d’une force de Coulomb qui va s’exercer dans un sens qui
tend a ramener 1’armature négative vers 1’armature positive. Mais, a la différence d’un
condensateur isolé ou les deux armatures ne sont pas en contact et ou les charges
ne peuvent pas se déplacer d’une armature a 1’autre, dans le métal, les électrons
libres, qui sont justement libres de leur mouvement, vont se déplacer sous I’effet du
champ. Soit x(#) la position du plasma a I’instant ¢, I’amplitude du champ électrique
est alors E(1) = o(t)/e, = nx(t)e/e,, et la force de Coulomb correspondante est
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F =—cE() = —nx(t)ez/eo.

D’apres le principe fondamental de la dynamique,

A L P S T (6.63)

dr? g di  megg dr? P
Cette équation fait apparaitre la pulsation w, des oscillations du plasma d’électrons
libres, qui s’écrit :

wi="¢ (6.64)
P omeg

La pulsation w), est caractéristique du matériau. Elle correspond a une longueur d’onde
A, = 2mc/w, qui se situe dans I"ultraviolet pour la plupart des métaux nobles. Le
tableau 6.5 donne quelques exemples de w,. Ainsi, dans un métal, les €lectrons libres
peuvent osciller de maniere collective, avec une fréquence propre w,, et une €nergie
hw, qui est quantifiée d’une maniere analogue a la quantification de I’énergie du champ
électromagnétique. Cette oscillation collective est appelée « plasmon » par analogie avec
le quantum d’énergie du photon. En pratique, pour exciter ces plasmons, une méthode
consiste a bombarder un film mince avec des électrons fortement accélérés. Les électrons
réfléchis ou transmis, sont ralentis en perdant une énergie égale a un multiple entier de
I’énergie d’un plasmon w,,.

Tableau 6.5 - Densité volumique d'électrons libres, pulsation plasma et longeur d’onde
correspondante, pour plusieurs métaux.

. n w A
Métal (10%/cm3) (10" rapd.s") (nrl;)
Ag 5,86 13,66 138
Au 5,90 13,70 138
Cu 8,47 16,42 115
Pb 13,20 20,50 92
Ga 15,40 22,14 85
Fe 17,00 23,26 81

e Plasmons de surface

Les équations de Maxwell ont permis de mettre en évidence une pulsation particuliere
dans le réseau cristallin des métaux, la pulsation plasmon. Nous avons vu qu’a cette
pulsation, un mode longitudinal peut exister dans le métal : le plasmon de volume. Nous
allons voir que I'oscillation des électrons est aussi possible a I’interface entre un métal et
un milieu diélectrique. Ces oscillations localisées a I’interface sont appelées plasmons
de surface.
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5.1 Conditions d’existence des plasmons de surface

On examine la possibilité d’existence, a I’interface d’'un métal et d’un diélectrique, d’une
onde électromagnétique dont les champs E et H ont la forme suivante :

E = ]:770 exp [i(% “F— wt)] et H= ﬁo exp [i(% -F- wt)]

A
Diélectique
7 k,
NG = = >
Meétal

Figure 6.6 — Géométrie de I'interface métal/diélectrique.

Le plan d’incidence de I’onde étant (yOz), le systeme étudié est invariant suivant x, et
conséquemment, les champs E et H ne dépendent pas de x. On doit donc chercher des
solutions aux équations de Maxwell telles que les dérivées par rapport a x soient nulles.
Les équations de Maxwell-Ampere et Maxwell-Faraday s’écrivent alors :

0E, OE, 0H,
B dy 0z a_ Y
rotE = —anH «{ 95 =—u, Hy
o1 0z ot
0E,  0H,
oy M0 oy
et
0H, 0H, QE,
oy aaz ot
rGtﬁ :eaE =X OH, =¢ Ey
ot oz o
0H,  OF,
oy o

L’ensemble de ces six équations peut étre scindé en deux systemes indépendants de trois
équations chacun, comme nous le détaillons ci-apres.

» Le premier est un systeme de trois équations a trois inconnues, (Hx, E, EZ), qui
constituent une onde TM, c’est-a-dire une onde dont le champ magnétique est
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perpendiculaire au plan d’incidence :

aE'z aEy aIix .
oy ~ oz =W 45 = iwpyH, (6.65a)
aIix aEy .
3z =¢ 3 = —iweE, (6.65b)
0H, 0E,
dy =—€, = iwekE, (6.65¢)

e Le deuxieme est un systeme de trois équations a trois inconnues, (Ex, H, Hz),
qui constituent une onde TE, c’est-a-dire une onde dont le champ électrique est
perpendiculaire au plan d’incidence :

0H, OH, JE

3y 3, "€ ”(’)tx = —iwekE, (6.662)
y z

aEx aHy .

3z = —l o =iwpyH, (6.66b)
0E, 0H, )

dy =l 3 = —iwyyH, (6.66¢)

Les ondes TE et TM constituent donc une base d’états propres. Cela signifie que
toute onde plane monochromatique peut étre décomposée sur la base de ces deux états
propres. On peut étudier séparément chacun de ces deux états de polarisation. Nous
allons a présent examiner la possibilité d’existence d’une onde le long de I’interface
avec un vecteur d’onde doté d’une composante axiale k,, et d’une composante transver-
sale k,;, avec j = « d » ou « m » selon qu'on se trouve dans le di€lectrique ou dans le
métal (considéré désormais comme n’ayant aucune propriété magnétique particuliere :
H = Hg).

On examine une onde électromagnétique ayant dans le plan d’incidence I’expression :
{Ex = Ey; exp [i(ykyj + zk,; — wt] , H, H,} pour'onde TE
{Hx = H,; exp [i(ykyj + zk,; — wt] , E,, E,} pour 'onde TM, avec j = d oum.

5.2 Cas des ondes TE

Ici, le champ électrique ne comporte qu’une seule composante : E, et elle est perpendic-
ulaire au vecteur d’onde. E1k = divE = k - E = 0. Par conséquent, que I’on se trouve
dans le métal ou dans le diélectrique, en tenant compte de 1’équation (6.54), I’équation
de propagation du champ électrique s’écrit :

0’E, 0°E

X X 2 _
o+ oz HhaeE=0 (6.67)
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S0 2,0 =
ouky=w/c%, g, =¢,; avec j=doum.

L o= OB - - JF .
Les équations rotE = — Y etrotH = g¢, or imposent la continuité des composantes

tangentielles de Eet H (E, et H)), et I’équation div(B) = 0 impose la continuité de
H,, al’interface entre le diélectrique et le métal. En tenant compte de (6.66b) et (6.66¢),
on obtient :

E (z=0)=E_(z=0)
0FE 0FE
] L Oiag DT
iwy, 0z iwy, 0z
-1 O0E -1 OE
Tl g og =~ T2
iwy, 0y iwp, Oy

L

Ey, expl(iyk,,) = Ey, exp(iyk,,,)
et donc k.qEoq expliyk,y) = k., Eg,, €xp(iyk ,,) (6.68)

kg Eoq exp(ivk,,) =k, E,, exp(iyk,,,)

Pour que cette condition soit satisfaite il fautque k ,, = k,,, etk,, = k,,,. Lacondition
k., = k,, est impossible a satisfaire, car les constantes de propagation transversale
au sein des deux milieux, k,, et k,,, correspondent & des propagations non guidées
dans une direction perpendiculaire a I’interface, au sein de matériaux qui différent par
leur constante diélectrique (k,; # k,,). De ce fait, la condition (6.68) ne peut pas
étre satisfaite. Un mode TE guidé a I'interface du métal et du diélectrique est donc
impossible.

5.3 Cas des ondes TM

Le champ magnétique ne comporte qu’une seule composante H,., qui est perpendiculaire
au vecteur d’onde car divB = py,k - H = 0. L’équation de propagation du champ H
s’écrit :
0’H, 0%’H, )
352 + 322 + ke, H, =0 (6.69)

S 12— 2702 o — _
ouky=w/c%, ¢ =¢, avecj=doum.

La condition de continuité des composantes tangentielles de H et E (Hyet E)) a
I’interface entre le diélectrique et le métal s’écrit :

H  (z=0=H,,(z=0)

-1 O0H -1 0H,,
. (z=0)=. (z=0)
iwege,; 0z iweye,, 0z
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H,, exp(iyk,,) = H, exp(iyk,,,)
soit k., k (6.70)
SZ Hy, expliyk,,) = Szm H,,, exp(iyk,,)

rd rm

Pour que cette condition soit satisfaite il faut que :

kyg =k, =k, 6.71)
et
k k
zd _ am (6.72)
Erd £rm

Les ondes électromagnétiques guidées a I’interface de deux milieux ne peuvent
exister que pour une polarisation TM.
L’équation de Helmholtz pour H , (6.69), conduit alors a :

12+ k2, = ke (6.73a)
K2+ K2, = ke (6.73b)

En soustrayant les équations (6.73a) et (6.73b) membre a membre, et en tenant compte
de (6.72), on trouve

K, o= ek )(€m+ €4 (6.74)
K2 = e ke/ (€t Erq) (6.75)

que I’on peut réinjecter dans (6.73) pour obtenir la relation de dispersion qui suit :

w ErdErm
k,= 6.76
Y ¢ \/(Erd + Erm) ( )

La relation (6.76) est la relation de dispersion des plasmons de surface, tandis que
les relations (6.74) et (6.75) donnent les composantes transverses du vecteur d’onde.

a) Propriétés fondamentales

En pratique, le plasmon de surface ne se propage pas a I’infini, en raison d’une perte

s 4 L z . . z _ / L ..
d’énergie imposée principalement par le métal. En effet, ¢, = ¢ +i€_ ;cequiimpose
d’exprimer le vecteur d’onde s’écrit sous la forme :

ky, =k, +ik, (6.77)
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< ! " ,
ou ky et ky sont réels :

_ 1/2
) . A2 A ”
| " ‘. 172] 82 + \/54 + (e €.4)?
Y = / ) (6.78)
Y c _(erm + Erd)z + (srm)2~ 2
- 1/2
_ 11/2 " 2
" € (E Er )
ky _w / rz; . rm=rd (6.79)
¢ -(erm +&4)° + (erm) E 2 (?‘,2 + \/€4 + (E;/m&rdy)

A2 ’ 2 AN} ’
avec & = (¢, )"+ (g, )+, €, .
Dans la plupart des métaux, pour des fréquences optiques suffisamment inférieures a
L ! ! !’ " . . N
la fréquence plasma,ona:e._ <0, |£ | > €45 |£ | > ¢ ; ce qui conduit a
rm rm rm rm

, 1/2
, € €

Koo @ Tmrd (6.80)
Yoo |e, e

3/2 "

" 5’ £r Erm
K o~ @ T 6.81)

e lare] 2

La partie réelle du vecteur d’onde, k’y, traduit la propagation de I'onde a I’interface

diélectrique/métal. La partie imaginaire, k;, traduit la perte d’énergie subie par I’onde.
La distance sur laquelle cette onde conserve une énergie significative est appelée
« longueur de propagation du plasmon » que nous noterons L,g. Par convention,
on la définit comme la distance apres laquelle I’intensité du champ se propageant est
divisée par e :

(6.82)
Le comportement de I’onde dans la direction perpendiculaire a I’interface, est décrit par
les relations (6.74) et (6.75), que I’on peut remettre sous la forme qui suit :

kg =k, +ik,, =xeqko/\/Em + € (6.83a)

K=k +ik, =x€,ko/\/Em+ € (6.83b)

La partie imaginaire de k, j(]' =m,d), k;j, traduit une atténuation de I’intensité de I’onde
amesure qu’on s’éloigne de I’interface. Tant que w n’est pas trés proche de la fréquence
plasma, |£;m| > |£/r’jet donc ¢,,, ~ s;m ; les relations (6.83a) et (6.83b) montrent alors
que, pour que k; soit imaginaire pur (ce qui correspond a une onde évanescente dans
les deux milieux) il faut que :

Em(W)+¢,,<0 & Epm (W) < —€,4. (6.84)
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Lorsque cette condition est satisfaite, ’onde est alors spatialement localisée le long de
I’interface. On fait référence a cet effet de localisation stricte d’énergie en disant que le
plasmon est un mode lié. On peut définir la profondeur de pénétration de 1’onde dans

les deux milieux, a partir des coefficients d’atténuation définis par :

oy = [Imk,y)| = |k,

’
&€
rm

ko/\/|£/rm + €,4)- (6.85b)

Les profondeurs de pénétration de I’onde dans le diélectrique et dans le métal sont donc
respectivement :

&, = [Im(k,,)| = |k, | =

1 A \/|£;m + Erd|
T2 g,

L, (6.86a)
K, a
L VIt el
= = 6.86b
T T e (6560

Pour une interface Ag/air a A = 600 nm, ces profondeurs de pénétration sont approxima-
tivement de L,, = L,, =39 nm dans 'argent, et de L,;, = L, = 260 nm dans I’air. Ces
longueurs donnent les distances auxquelles les plasmons sont susceptibles d’interagir
avec leur environnement. Par ailleurs, I’onde reste confinée dans une tranche d’épais-

seur L, + Ly, ~ 300 nm, qui est trés inférieure a la longueur d’onde. Le plasmon de
surface permet ainsi de guider des ondes électromagnétiques en dessous de la limite de
diffraction. Le confinement de I’onde est d’autant plus fort que sa longueur d’onde est

courte, comme I’illustrent les relations (6.86).

b) Cas d'un gaz d'électrons libres

Dans ce cas, d’apres la relation (6.36), la constante diélectrique s’écrit
Em (W) =1-— wi/w2 ; ce qui conduit a :

k = w Erd Erm — w ((,UZ—(,UlZ))Erd (6 87)
Voo Ve te,) o (A +e,wl-w?) '

Cette expression présente deux cas limites :

W)

; 27,2

D ep@t+e, =0 1-w/w =-¢4h0 w= = w,,, Pourle
o | o Vite,

diélectrique considéré, la condition d’existence d’un mode de propagation le long de

I'interface est ¢,,, (w) + ¢,, < 0 (k, > 0). Cette condition s’€crit donc :

w

p
W< W, =

ps
\/1 + €rd
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Diélectrique

O, - Véal

®

Figure 6.7

Lorsque w — w,, onag,, (w)+¢,, — 0etdonc k, — oo.
(ii) L’expression (6.87) montre que lorsque w — 0 (soit e, | > |e,4|) ona
w w
k, — ) Ve =1y Looavee ng = Ver

La figure 6.8 illustre la relation de dispersion d’un plasmon de surface avec la notation
K = k,. La droite en pointillés est la relation de dispersion de la lumiere dans le diélec-

trique massif de constante diélectrique ¢,, en I’absence de I'interface, k; = \/ €q-
c

w 3 m:J(n,12+c2k2 1
0=—= ky .
. O Bande permise
ondes > pour la propagation a
transversales I’intérieur du métal
0] plasmon de volume associé a } ______ J
p une onde stationnaire longitudinale 3
® 0 . .
- ® cps [ desrrennannasnaiannnnanae plasmon de surface associé } Bande interdite
[1 +e » ; // a une onde stationnaire ala propagation a
V 55 plasmon de surface I’intérieur du métal
associé a des ondes propagatives
a la surface du métal o y,
— K

Figure 6.8 — Relation de dispersion dans un métal. La droite en pointillés correspond a la
dispersion de la lumiére dans le diélectrique, en I'absence du métal.

Aux petits vecteurs d’onde, la relation de dispersion du plasmon de surface se rap-
proche de celle que I’on aurait dans un diélectrique massif. Aux grands vecteurs d’onde,
elle tend asymptotiquement vers la fréquence de coupure du plasmon de surface w., ;.

Ainsi, les équations de Maxwell montrent que des ondes électromagnétiques guidées
peuvent exister a I'interface d’un métal et d’un diélectrique. La propagation de cette
onde provoque une oscillation collective cohérente du plasma d’électrons libres a la
surface du métal. En effet, la composante transverse du champ électrique, E_, attire les
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électrons libres a ’interface entre le diélectrique et le métal. Au cours de la propaga-
tion le long de I’interface, la composante longitudinale, E , inverse sa direction deux
fois sur une distance égale a la longueur d’onde. Les électrons libres sont donc forcés
par la composante E, a exécuter un déplacement dans la direction opposée a celle de
E,. La figure 6.9 présente une photographie de I'état du systeme, a un instant ou le
champ E, vient d’inverser son orientation. Les symboles « — » représentent les zones a
forte densité d’électrons a cet instant, tandis que les « + » indiquent les zones désertées
par les électrons. Il y a ainsi coexistence d’une onde électromagnétique et une oscilla-
tion des électrons. Au sens strict, ce sont ces oscillations des électrons que ’on appelle
plasmons de surface. L’onde responsable de ces oscillations est appelée polariton de
plasmon de surface. Mais de maniere générale, on utilise la terminologie plasmons de
surface pour désigner indistinctement I’onde électromagnétique guidée par I’interface
et le mouvement oscillatoire des électrons qui lui est associé.

diélectrique (g, >0)

Figure 6.9 - Oscillations des plasmons de surface.

5.4 Excitation des plasmons de surface

La figure 6.10 représente un procédé classique d’excitation des plasmons de surface.
On y distingue une courbe en filet épais, qui représente la relation de dispersion des
plasmons de surface a I’interface métal/diélectrique. La ligne oblique tangente a cette
courbe, indique que lorsque le métal est absent et que le milieu est entierement oc-
cupé par le diélectrique, la lumiere se propage avec la selon la relation de dispersion

w = k.. On remarque alors qu’en présence du métal, pour toute pulsation w, <
€
rd
W, 1a lumiere ne pénetre pas dans le métal, mais peut se propager a I’interface mé-

tal/diélectrique (plasmons de surface) avec un vecteur d’onde k , (w,) toujours supérieur
a celui de la lumiere dans le diélectrique massif k,(w). Pour exciter et/ou observer des
plasmons de surface, on se sert de systemes optiques a géométries particulieres. Les
plus utilisés sont des montages utilisant un prisme dont I'indice 1. = \/ €, est plus
élevé que celui du di€lectrique qui est au contact du métal : ;e > ny = \/ g,4- Le
passage de la lumiere incidente par ce prisme a pour but de placer le systeme dans la
situation ou la lumigre arrive en incidence oblique sur I’interface métal/diélectrique avec
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©® Plasmons de surface

W, —
Excitation

/ . (@) T

k,(o,)

(0)0 ) sin O kprisme (0“)0 )

= kprisme

Figure 6.10- lllustration de I'excitation d'un plasmon de surface. La courbe en filet épais
représente la relation de dispersion du plasmon de surface a I'interface
métal/diélectrique. Les droites obliques représentent respectivement les relations de
dispersion dans le diélectrique massif et dans le prisme.

un vecteur d’onde K ,;iim. (W) supérieure a celle du plasmon de surface. La projection du
vecteur d’onde sur la surface peut alors parfaitement s’accorder a celle du plasmon de
surface, en ajustant I’angle d’incidence de telle sorte que sin(0) X kpyisme = k- I existe
deux configurations de couplage par prisme. La premiere a ét€ décrite pour la premiere
fois par Otto. La seconde a été développée par Kretschmann.

a) Configuration Otto

Dans la configuration proposée par Otto (figure 6.11), un prisme d’indice n est approché
par le dessus de I’interface métal/air, coté air, en laissant un gap d’air d’épaisseur de
I’ordre de grandeur de la longueur d’onde d’excitation. Lorsqu’il y a réflexion dans le
prisme, le champ évanescent dans le gap d’air permet I’excitation du plasmon de surface
quand les vecteurs d’ondes le permettent et si la distance entre le prisme et le métal est
suffisamment faible.

b) Configuration Kretschmann

Le principe consiste a exciter le plasmon de surface a 1’aide d’un prisme d’indice
supérieur a celui du diélectrique de I’interface métal/diélectrique considérée. La base
du prisme est accolée a une fine couche de métal. Cette épaisseur doit étre faible, elle
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Lumiére
incidente

air

—

Figure 6.11 - Configuration de Otto.

est typiquement d’une cinquantaine de nanometres. Pour les angles 0 supérieurs a celui
de la réflexion totale, le champ évanescent a travers le métal peut coupler un plasmon
de surface si la projection suivant I’interface du vecteur d’onde de I’onde lumineuse
incidente est égale au vecteur d’onde du plasmon de surface k ,; (figure 6.12).

. kprisme = \lsrp kO 1
Lumiere s I |
incidente I :

\ . 0~
i 1
H Prisme I .
I : ”
NOD 1
I ‘onde
Métal | évanescente (o
¢ ©
Metal € / |/ Plasmon
Diélectrique (€,) Plasmon Diélectrique _ .
& &) k, = €, kosin®

Figure 6.12- Couplage des plasmons de surface par prisme dans la configuration de
Kretschmann.
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@ Les conducteurs et les plasmas sont des milieux matériels ou I'on
peut trouver, a la température ambiante, une quantité relativement
importante d'électrons libres.

@ Leur comportement varie trés sensiblement selon la fréquence des
champs électromagnétiques auxquels ils sont soumis.

e Les ondes de basse fréquence (ondes radio, micro-ondes) ne peu-
vent pénétrer en profondeur dans le volume des conducteurs, mais
peuvent exister en surface, dans une tres fine épaisseur de matiere
(@ laquelle on fait référence comme étant la "peau" du conducteur).
A basse fréquence, les milieux conducteurs et les plasmas sont donc
réfléchissants.

O A l'opposé, les ondes de fréquence suffisamment élevée peuvent
pénétrer dans ces milieux, et se propager dans leur volume. On peut
alors caractériser les milieux conducteurs par une permittivité.

e Modéle de Drude de la permittivité

Le modéle de Drude assimile le métal a un gaz d'électrons libres évolu-
ant dans un réseau d'ions fixes. Ce modele néglige les interactions entre
électrons, et suppose que chaque électron se déplace librement pendant un
temps moyen T avant d’entrer en collision avec un ion fixe du réseau. T est
appelé temps de collision ou temps de relaxation. En |'absence de champ
électrique extérieur, |'électron libre a une vitesse moyenne nulle < v, >= 0.
En présence d'une onde électromagnétique (E,E), |"électron libre est soumis
aux forces suivantes :

- Force de Lorentz: F, = —e (E + VA E)z —¢E.
- Force de frottement (résultant des collisions sur les ions fixes du réseau) :

F, = —mv/.

c . av v e =
- Equation du mouvement: * ' +  =-"FE.
dt T m
s . - e 1 =
Pour E = Ejexp(iwf)ona:v = — _E
mt-l+iw

e 1 -

Déplacement de |"électron libre : V = dr/dt = iwr — 7 = .
m(w? —iwt )

- Moment dipolaire de |'électron libre : p = —er.

eecececcsseseseccsceceseses

eecececcsseseseccsceceseses
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ne? E
m (w? —iwt1)
le nombre d'électrons libres par unité de volume du milieu.

- Polarisation du milieu : P = np = —ner = — , ou n désigne

ne’ E D

- Induction électrique : D = ¢ E + P = ¢ E — .
m (w? —iwt1)
w?t?
- Permittivité relative : e? =1 — P
r (w212 — jwT)

ol w,= \/nez/(mso) est appelée fréquence plasma.

On peut écrire que e = ¢l —ie),
" wﬁ’r2 R cui’t2
avece =1- ete, = .
(1 + w?1?) wt(l + w?T?)

Dans le domaine optique [180nm (6.6eV) a 1900nm (0.64eV)], on a typique-
ment T ~ 10™!*s pour la plupart des métaux, ce qui conduita: 10 < w T < 100
- w’t?> 1, et donc:

2
w
1 b

et sf ~ .
w? wT w?

~1-

D
&

Deux types de comportement émergent selon la valeur de w par rapport a

wp.

« Pour w < w,, ona ¢ <0; ce qui interdit la propagation au sein du volume
du milieu.

« Pour w > w,, on a ¢ > 0. La propagation au sein du volume du milieu
est donc possible pour des ondes de fréquence supérieure a la fréquence
plasma.

@ Permittivité généralisée

Le modéle de Drude est en bon accord avec |'expérience, qui montre que
la plupart des métaux sont réfléchissants a basse fréquence (dans un vaste
domaine allant des radiofréquences jusqu’au visible) et deviennent transpa-
rents dans |'ultraviolet. Par ailleurs, ce modéle décrit de maniére satisfaisante
la permittivité des métaux alcalins (Li, Na, K, Rb,...) aux fréquences optiques.
Cependant la réponse optique de certains matériaux tels que les métaux

nobles massifs (Ag, Au, Cu) ne peut étre complétement décrite par ce
modele.

......................................................
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De maniere plus générale, lorsque la fréquence de I'onde est suffisamment
élevée, les électrons liés entrent en jeu et apportent une contribution a la
permittivité. Les parties réelle et imaginaire de la permittivité doivent alors
étre corrigées par des termes qui prennent en compte la contribution des
électrons liés. On peut mettre la permittivité généralisée sous la forme
suivante :

2 w?
w3t

w
g (w)=~1- P re® 4 efB(w), €, (w) =~
w?

+ eéB(w).
@ Equations de Maxwell

- Dans un gaz d’électrons libres, les charges liées n'existent pas. Il peut
alors redéfinir I'induction électrique et la densité de courant en fonction de
la polarisation des charges libres P,,., comme ci-aprés :

> _ > > _ D . > _ _ - =
Dlibre = 6()E + Plibre =& €, E, div Dlibre =Plg = 0, Jlibre = a})libre/at'

-

-~ B A . s
Comme H = = — M, |'équation de Maxwell-Ampére se met sous la forme

Ho
rotH: .<,+ 1re= lre.
Jiié ot ot

- Dans un métal ordinaire, les équations de Maxwell-Gauss et Maxwell-

Ampeére se mettent sous la forme suivante :
.= — - oD
divD = Pjipre + TOtH = jiipre +

Dans ces équations, I'induction électrique, D = ¢,E + P, ne dépend que la
polarisation P créée par les charges liées du milieu et jjs = 9P /dz. On peut
aussi écrire que :

rot H = Jipre + Jiie + Jdeplacement = €0& aaf , ol g est la permittivité
généralisée.

e Equation de propagation - Relation de dispersion

Elle s'écrit : AE — 1ege, (W) aazf = é@(div E).

Pour E = EO exp [i (wt -k ?)] — k(k.E) — K*E + ueowzsr(w)ﬁ =0.

......
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.....

Posons E = E; +E,, ou E; = composante longitudinale, et E; = composante
transverse,

.y [%.(E“ + E*L)] — IX(Ey + E,) + peowle (W)(E, + E,) = 0.
- [—k2 +u £0w2£,(w)] E“l =0etp sowzer(w)E” =0
Champ transverse : [—k + pe,w’e, (w)] E, = 0— k> = pegw?e,(w) .

Cette relation de dispersion démontre qu’une onde transverse peut se
propager dans le métal.

Champ longitudinal : usowzsr(w)f?” =0- ¢(w)=0.

Un champ longitudinal ne peut exister que s'il existe une fréquence w
telle que ¢,(w) = 0. Autrement dit, la condition d'existence d'un champ
longitudinal est: w=w, .

Dans le cas d'un gaz d’électrons libres la fonction diélectrique s'écrit ¢,(w) =
1- w;/w2 , et la relation de dispersion du champ transverse se met sous la
forme suivante :

k* = g go(w? — wlzj) & w= wf} + k.

......
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6.1

6.2

6.3

6.4

6.5

6.6

6.7

Testez-vous @

Un conducteur est un milieu ou on trouve un grand nombre d’électrons libres a la
température ambiante :

a. vrai b. faux

Un conducteur ne contient pas de charges liées :

a. vrai b. faux

Une onde életromagnétique de basse fréquence (radio et micro-onde) ne pénétre pas
dans un conducteur parfait (conductivité infinie) :

a. vrai b. faux

Une onde életromagnétique de basse fréquence (radio et micro-onde) arrivant sur un
conducteur réel (conductivité finie) :

a. ne peut pénétrer dans le volume du conducteur

b. peut pénétrer dans le volume du conducteur, mais uniquement sur une tres fine couche

située en surface

En principe, I’équation de Maxwell-Gauss dans un conducteur réel s’écrit div D= Plib»
ou D désigne le champ d’induction électrique, et py;, la densité volumique de charges
libres. Pourtant, dans un bon conducteur tel qu’un métal, on peut écrire py, = 0.
Pourquoi ?

a. la valeur de pj;, n’est pas suffisamment élevée pour produire un effet significatif

b. une densité volumique de charge py;, n’apparait en tout point d’un bon conducteur
que de maniere tres fugitive (dissipation rapide des charges), et n’a pas le temps de
produire un effet significatif

Dans un bon conducteur, a basse fréquence, 1’effet des charges liées est négligeable
devant celui des charges libres :

a. vrai b. vaux

Dans un bon conducteur, a trés haute fréquence (ultraviolet, rayon X), I’effet des charges
liées est négligeable :

a. vrai b. faux
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Modeéle de Drude de la permittivité diélectrique des métaux

Le modele de Drude fait référence a une théorie basée sur les lois de la physique
classique, dans laquelle les propriétés optiques des métaux sont décrites a partir du
comportement des électrons libres du métal en présence d’un champ électrique. Dans
ce modele, tout électron libre du métal, soumis a un champ électrique sinusoidal
E = Eo exp(—iwt), exécute un déplacement F(f) par rapport a sa position moyenne en
I’absence de champ. Le modele suppose que I’effet de la force du champ magnétique
associé a E est négligeable.

1. Rappeler ’expression du moment dipolaire p induit par le déplacement F(¢) d’un
électron (charge —e). En déduire 1’expression du vecteur polarisation, en supposant
que le métal contient n électrons libres par unité de volume. Ce vecteur sera noté Py ..

2. En appliquant la relation fondamentale de la dynamique a un électron libre, calculer
I’amplitude complexe 7, de son déplacement F(r) = 7,exp(—iwt), en prenant en
compte I’effet global des interactions et collisions de I’électron avec les autres porteurs
de charge du métal, que ’on assimilera a une force de frottement de type 17"0 = —mb/T.

On rappelle _que la définition conventionnelle de l’induction électrique s’écrit :
D= EOE + P. Celle de la permlttlvne diélectrique relative ¢, qui en résulte est don-
née par : D= €0E, E. Le vecteur P est créé par les charges liées (P = Plie) Dans le
cadre du modele de Drude (qui i ignore I’effet des charges hees) il convient d’utiliser
les notations suivantes : DDrude, Phbre et €, pryge» PlUtOt que D, Pet [

3. Montrer que la permittivité diélectrique relative, d’apres ce modele, se met sous la
forme suivante :
w?
£ Drude — l - . N (688)
e (w? +iwt )

<22
ol wy = ne /(meg).

4. L’argent cristallise dans un systéme de type cubique face centrée de parametre de

o
maille ag = 4,12 A, ce qui conduit une densité moyenne de quatre atomes par maille,
et un nombre d’atomes par unité de volume donné par n = 4/ ag. Sachant que chaque
atome d’argent libeére un électron libre :

a. Déduire la valeur de la fréquence plasma v, = w,/(27).

b. Calculer I’énergie hw, en eV.

Expérimentalement, on trouve plutdt 22, = 3,75 eV. Le désaccord entre I’expérience

et la théorie suggere que 1’expression (6.88) n’est pas tout a fait correcte. En fait, il faut

plutdt écrire :

w

£. =€, — R (6.89)
T (w2 4wt
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Entrainez-vous

ol ¢, tient compte de la contribution des électrons liées a la permittivité, qui n’est pas
incluse dans le modéle de Drude.

5. Sachant que T ~ 3x 10~ s, montrer que dans le domaine optique, pour des longueur
d’onde de 'ordre de 180 nm & 1 900 nm, les expressions des constantes diélectriques
données par (6.88) et (6.89) prennent des formes relativement simples.

6. Calculer la valeur de € , qui permet d’obtenir la valeur expérimentale de la fréquence
plasma . Calculer la longueur d’onde correspondante I', en nm. Dans quelle région
du spectre électromagnétique la fréquence plasma de ce métal se situe-t-elle ?

7. Représenter graphiquement ¢, en fonction de w. Que pouvez-vous dire du comporte-
ment de 'onde lorsque w < Q, et w > Q) ?

Plasmons de surface

On nomme plasmons de surface une solution particuliere des équations de Maxwell a
I’interface entre deux diélectriques, I’un d’entre eux ayant une constante diélectrique
négative (comme un métal par exemple).

On considere une onde transverse magnétique TM (H,, = H, = 0) a I'interface entre
deux milieux 1 et 2. On rappelle que ce type d’onde est telle que k-E #0.

A2
Milieu 1
X
O &
Milieu 2
Figure 6.13
La structure du champ est la suivante :
El = BIO exp [i(xklx + Zklz - (.Ut)] ﬁy,
E, = (Egyiiy + Eggii,) exp [i(xk,y + zky, — wi)]
Ez = B20 exp [i(xkzx - ZkZZ - (.Ut)] ﬁy,
E, = (Enoylly + Epii,) exp [i(xk2x — zk,, — wt)]

Le milieu 1 est un diélectrique LHI de permittivité relative €,; (et de constante magné-
tique 1 =~ ), et le milieu 2 un métal. Ici, le métal sera traité comme un gaz d’électrons
libres (modéle de Drude).

1. Ecrire la relation de dispersion dans le milieu 1 (sans tenir compte du métal).
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2. On se place a présent dans le milieu 2. Montrer qu’en posant Py = —div(f’nbre),
ou Py, est le vecteur polarisation associé du gaz d’électrons libres, I’équation de
Maxwell-Gauss, div(E) = p/¢( , conduit a :

diV(DDrude) =0 (690)
ou 5Drude est I'induction électrique du milieu, définie par 5Drude = SOE + Eibre.
s aI_J'Iibre > : >4 :
3. En posant jjjpe = o montrer que I’expression usuelle de I’équation Maxwell-

N o oD .
Ampere : rotH = jipe + o1 peut se mettre sous la forme suivante :

2oy aDDrude

tH = 6.91
1o o (6.91)

ol D = £OE" +P, Pestla polarisation induite par les charges liées du milieu (P = Iglié).

Les équations (6.90) et (6.91), forment avec les équations de Maxwell-Faraday et
Maxwell-flux magnétique, les quatre équations de Maxwell dans le milieu 2.

4. Sachant que ﬁDrude = £0£r_DmdeE, écrire 1’équation de propagation du champ
magnétique dans le milieu 2, qui sera noté Ez = Hoﬁz'

5. En déduire la relation de dispersion dans ce milieu (sans tenir compte du diélec-
trique).

6. Ecrire les relations de continuité des champs a I’interface entre les deux milieux (a
savoir en z = 0). Ecrire les relations qui en découlent, et en particulier, déduire que
kl x — k2x = kx.

7. En utilisant I’équation de Maxwell-Ampere et les relations de continuité, montrer
que klzer_ll + kZZsr_zl = 0. Ici, par souci de simplicité, on posera €,; = €, prude-

8. En déduire une expression de k, en fonction de w, c, €, et €,, , puis en fonction de
w,cetw,

9. A quelle condition sur w a-t-on k, réel dans la plage w < w, ?

10. Tracer I’allure de la relation de dispersion w = f(k,). Elle correspond aux
plasmons de surface.

11. Donner I’expression de k; et k_, en fonction de w, w, et c. Pourquoi parle-t-on
d’ondes de surface ?
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6.6 Réponsea; 6.7 Réponseb.

Modeéle de Drude de la permittivité diélectrique des métaux
1. Moment dipolaire :
p=—er (6.92)
Polarisation :

13libre = —ner (6.93)

2. Le PFD appliqué a I’électron libre s’écrit :

d*r > >
m = F,+F,

d [2 L a
mdr
) ) ) . T dt
la force de frottement. L’équation du mouvement de 1’électron libre se met sous la forme
suivante :

o F T —eE est la force de Lorentz (réduite ici 2 la force de Coulomb), et Fa =—

d* 1dr e =
=—- E 6.94
dr2  Tdt m ( )

En posant 7(r) = 7, exp(—iwt), on obtient :
e 1 = e E,

= E soit Fo = 6.95
m(w?+iwt ) "7 m(w? +iwt ) (6.93)

=~

3. D’apres (6.93) et (6.95),

2
- - - - N ne l - -
DDrude £0E+P11bre £0E ner(t) €0 1 ggm ((,U2 + in—l) E 8Oar_Drude
’ 2 2.2
ou ¢ =1 ne? ! = @ =1 N
Drude = 1 — . =1= . =1= L s
r-brude gom (w? +iwt™1) (w2 +iwt1) (tTw)? +iwT
2 ne2
avec W< = (6.96)
p m£0

4. Comme chaque atome d’argent libére un électron libre, la densité d’électrons libres
est égale an = 4/a(3).

w 2
a.w? =ne’ (mey) & v,= "= ! 4Xe 146 THz
b 2 2\ mxeyxap

& w,=1,35x10"rad.s™!

b. Energie correspondante : hv, = 8,88 eV.
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5. En séparant les parties réelle et imaginaire, les expressions des permittivités
s’écrivent :

2.2
w,T

!
€pruge (W) = Re (&, pryge) = 1 = 1 + w22 et

, w3t
€prude (W) = Im (€ Drude) = ?
- w(l + w?t?)

2.2
(,UPT

e (w)=Re(¢,) =ty — |4 w2

et

w3t

” P
e (@) =Tm () T w(l + w2T?)
Notons que A; = 180 nm correspond a la fréquence v; = ¢/A; = 1667 THz.
= (w7)” = @y 1)? 2 9870 > 1.
A, = 1900 nm correspond a la fréquence v, = ¢/A, = 158 THz
> (ovzﬂr)2 = (27T\/2T)2 ~ 886> 1
Dans tout le domaine considéré on a donc w?T? > 1

w? w? 4
’ p ” p
aDrude(w) ~]1- w2 et sDrude(w) ~ w2 Wt (6.97)
2 2
! w " w
e(w)~ey, — w;’ et e (W)~ w’; (jT (6.98)

Remarque L’expression (6.98) illustre que la fréquence de plasma est la fréquence
pour laquelle la partie réelle de la constante diélectrique s’annule.

6. En appliquant cette définition au modele de Drude modifié donné par (6.98), la
fréquence de plasma est donnée par al(w =Q,) =0, ce qui conduit a

Q=7 (6.99)

w,\? hw,\ 2 3. 88\ 2
Onendéduit: e =( ") =( ") =( =5.,6.
nendéait: e = (") = (0") = (555
Par ailleurs, hQ, =3,75eV — Q, =5,7x10"s™" & f, =906 THz

< I',=c¢/f, =331nm. La fréquence plasma de ce métal se situe dans I’ultra-violet.

7. Les relations (6.98) et (6.99) permettent d’écrire que :

Q2 Q2 1
e’(w)zeoo(l— p) et e/,(w)zsoo P
w?

w? wt’

Les courbes sont représentées ci-apres.
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6.2

Solutions

La partie imaginaire de ¢ influence directement I’atténuation de ’onde dans le mi-
lieu, qui est d’autant plus forte que ¢ est grand. La courbe montre que ¢ décroit
exponentiellement & mesure que w augmente.

La possibilité pour I’onde de se propager est liée au signe de e

Pour w < Q, alors ¢ (w) < 0soitii = \/s’ (W) = =i-n,avecn = \/soo(Qg/wz - 1).

Le signe négatif de ¢ donne lieu 2 un indice de réfraction purement imaginaire, et donc
a une atténuation de I’onde. Autrement dit, pour ¢ #0et ¢ (w) < 0, les parties réelle
et imaginaire de la constante diélectrique agissent toutes dans le sens de 1’atténuation
de I’onde et s’opposent a la propagation. Le milieu est alors trés absorbant.

g (0)
€. /_
o Q ™
e (®)
1
Qpr
[e) Q [)

P

Pour w > Q, alors ¢ devient positif ; le milieu est toujours absorbant mais la partie
réelle ¢ devient dominante vis-a-vis de la partie imaginaire ¢ .La propagation est alors
possible dans le métal.

Plasmons de surface

e, 02E, B

- 2 o

En posant : E| = (Eyq, i, + Eg,ii,)exp [i(xk;, + zk;, — wt)], on obtient la relation
de dispersion :

1.’équation de propagation dans le diélectrique (LHI) s’écrit AE 1=

w?

2 2 _
Kotk =" e (6.100)

2. D’apres I’équation de Maxwell-Gauss,
div(E) = p/eg = (Pye + Pribre)/ 0 = [Pné - diV(ﬁlibre)] /€0

En multipliant les deux membres par ¢, on obtient diV(SOE + Eibre) = py;¢- Le milieu
étant considéré comme un gaz d’électrons libres, p;;s = 0; ce qui conduit a :

div(eyE + Byype) = div(Dpyq0) = 0 (6.101)
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3. Dans un milieu LHI, I’expression usuelle de I’équation Maxwell-Ampere est :

o o oD
rotH = ji.. + R

Jlibre ot
ou D = £0E + 13, Pestla polarisation induite par les charges liées du milieu. L’action
des charges libres est prise en compte dans le terme jj;,.. On peut écrire que :

o4 R aﬁ - a(SOE + 13) aﬁlibre a(SOE) 613
tH = jj = Ji =

ro Jlibre T ot Jiibre ot ot + ot * ot

_ oP + a(£OE + 13)libre)

a(DDrude)
ot ot ’

soit rotH = ji, + or

Le métal étant traité comme un gaz d’électrons libres, ji;; = 0, et I’équation Maxwell-
Ampere devient :

rotH = (6.102)

4. Aux équations (6.101) et (6.102) s’ajoutent les équations suivantes :

divB =0 (6.103)
- oB
tE=-_"", 6.104
IO at ( )
et les relations constitutives :
B=yuyH (6.105)
Dpruge = €0€r Drude E- (6.106)

On obtient 1’équation de propagation du champ magnétique en appliquant la formule
du double rotationnel au champ B: uor?)t [r?)tﬁ ] = gr?;ld [divﬁ] —AB.En appliquant
les relations (6.102) et (6.103) , nous obtenons :

_ (oD -
%rot( gtrude> =—-AB

En tenant compte de (6.104) et (6.106), et en posant B= §2 nous obtenons :

AE _ 8r_Drude asz _
2 c2 or2

5. En posant §2 = Byyexp [i(xkzx —zk,, — wt)] iiy, cette relation de dispersion nous
donne

JERE R (6.107)
2x 2z — c2 r_Drude-* .
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Solutions

6.Larelation (6.104) implique que la continuité de la composante tangentielle du champ
électrique E est: E;,(z=0) = E,, (z=0)

soit E, exp [i(xklx - wt)] = Eyy, exp [i(xk2x - wt)] , V¥ et V' et donc

Elox = E20X = on (61083)

ki, =ky =k, (6.108b)

De facon similaire, la relation (6.102) implique que la continuité de la composante
tangentielle du champ électrique H (ou B) est: By, (z =0) = B,,(z=0):

soit By, exp [i(xklx - wt)] = B, exp [i(xk2x - wt)] , V¥ et V' et donc

By = By, = By (6.109)

De méme, a I’équation divB =0 qui impose la continuité de la composante normale de
B (lorsqu’elle existe), la relation (6.101) , div(Dp,,4.) = 0 implique que la continuité
de la composante normale de D est : ¢y¢,) E,(z = 0) = €y€, prygeEr,(2=0):

8r1E10z = 8r_DrudeEZOZ (6110)
7.0n pose : €9 = €, pryges f)2 = f)Drude (dans le métal), et f)l = D (dans le diélec-
trique).

L équation de Maxwell-Ampére dans le diélectrique s’écrit rotH; = —iw D, soit
0B, aBly
Dlx Elx ay 0z
= - = 0B 0B
D1= 0 = €0, 0 = —. rotBl=_.1 alx_ alz
i iwpy z X
Dlz Elz aBly B ale
0x oy
0B,
1 T 2z 1 —iky, By
= — 0 = — O ei(pl
iw iw .
Ho aBly Ho lkleOI

0x
avec @ = xk, + zk;, —wt. E,, = 0 on obtient :

€061 Ejoy = ks By, (6.111a)

WHo
€0€r1 Eroz = — i By, (6.111b)
r Z wuﬂ
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La relation de Maxwell-Ampere dans le métal s’écrit rotH = —i wﬁz soit

0B, aB2y
oy T 2z
D D02x €0 Eéx = rotB, = ! 0By, _ 0By,
2= = &0t = - 2= -
iw iw 0z 0x
D,, E,, Ho Ho aBzy 0B,,
0x dy
0B,,
| oz L[ eBo2 )
= — 0 =— 0 e'®2
‘CHol 0By, RO iy, By
0x
ou @, = xk,, — zk,, — wt. Par ailleurs, comme f)2 = aoarzfz, on en déduit :
k
€060 Fry = — = By (6.112a)
Wy
k
€0€,2Enp, = — wzio By (6.112b)

On peut remarquer que le rapport (6.111b)/(6.112b) conduit a (6.110). Le rapport
(6.111a)/(6.112a) conduit a

kil +ky e =0 (6.113)

Ici nous avons tenu compte des relations (6.108) et (6.109).

2
8. Les relations (6.100), (6.107) et (6.108b) = K2+ k3, = e, et K24k}, =
c
2
w

€0
2"

. 2 2 (U2
soit ky, —kj, =, (€2 —€n1) (6.114)

Lesrelations (6.113) et (6.114) forment un systeme de deux équations a deux inconnues.
La solution est :

£
ky,=-% " (6.115)
¢ \/£r2 + €1
£
k=% (6.116)
¢ \/£r2 + €1
2 2 w?
Comme ki+ki, = 2 €11
E.1E
On a: k, = “’\/ ri®r2 6.117)
¢ €2 + €1
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Solutions

Le milieu 1 étant assimilable au vide, ¢,; = 1.
Le milieu 2 étant assimilable a un gaz d’électrons libres, on a :

2
w
gp(w) ~1- Z, ol w, est la fréquence plasma du métal. On obtient :
w
w2 — w?
k=% g (6.118)

¢ \| 2w? - wg

9. Le tableau des signes des termes présents dans (6.118) est donné ci-apres.

0 wp/\/Z w, )
W’ - w? - -+
2w? — wﬁ - + +
ks + - /11
k3, - + o+
k3. - + o+

D’apres ce tableau, k, est réel si ki est positif, ce qui est le cas pour 0 < w < wp/\/Z.
10.

plasmons de surface

>k
O X
11.
w 1
klz - _C
\/2—w12,/w2
02702
o (1-ui)
kZZ = c

— w2/ w?
\/2 wp/w

Dans le tableau de la question 9), dans la plage 0 < w < w,,/ \/ 2, on peut remarquer
que k%z et k%z sont négatifs ; ce qui correspond a un champ évanescent dans la direction
perpendiculaire a I’interface. L’onde se propage le long de I’interface métal/diélectrique
avec un champ qui s’atténue rapidement 2 mesure qu’on s’éloigne de 1’interface. La ter-
minologie onde de surface fait justement référence a cette forte localisation du champ
lumineux dans le voisinage immédiat de I’interface métal /diélectrique.
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Chapitre @/ ] ]
Introduction aux guides

d'ondes

Les ondes qui véhiculent les informations en espace libre (communications par satellite,
par téléphone portable, par talkie walkie, etc.) peuvent étre déviées ou détruites par des

obstacles matériels ou des perturbations d’origine atmosphérique. Les faisceaux lasers
utilisés dans le domaine médical pour détruire une tumeur cancéreuse, ou réparer une
rétine peuvent endommager les organes sains. Dans certaines activités il est nécessaire de
canaliser et sécuriser la propagation des ondes avec des guides d’ondes.

Lessescceccsccccccmecseccssccsrceny,

o

. o
ecescesccceccscsceccsccccccscsccns

. o
®ececesesceseseccsseseccscssescsces cececcssesesces cececescsces

o Objectifs seessesessssessnsnsns sttt o Plan seanesensesnessaneen,

la notion de propagation guidée
des ondes électromagnétiques.

Equations générales des
ondes guides

Choix du systéme de
coordonnées et expression
des champs

: JNSISIsl8=Yg |es lois fondamentales de
I'électromagnétisme pour déterminer
les conditions de propagation dans un
guide d’ondes.

Classification des modes de

BESMIY |a notion de modes de propagation

propagation.

Le guide d'onde rectangulaire
Modes TE
Modes TM

%eeccececessesecescesesescecrcescssecescsseseccscrcescns’

eesecessesecescesescscesesmccscescssesesescssesescta,

La propagation guidée consiste a canaliser une onde électromagnétique dans un espace
délimité par des interfaces métalliques ou diélectriques, depuis un émetteur jusqu’a un
récepteur. Comparée a la propagation en espace libre, la propagation guidée a comme
principaux avantages la transmission de 1’onde & I’abri de perturbations d’origine
atmosphérique, avec une meilleure confidentialité, et parfois avec un faible taux d’at-
ténuation. Le guidage des ondes est réalisé au moyen de dispositifs appelés guides
d’ondes, dont la constitution varie suivant le domaine de fréquence des ondes. Ainsi :

— en ondes millimétriques et centimétriques (fréquence < 1 THz), les dispositifs les plus
utilisés sont des guides d’ondes creux a section rectangulaires ;

— ahaute fréquence (fréquence >1 GHz), on utilise principalement des cables coaxiaux
ou des lignes bifilaires ;

— dans I’infrarouge et dans le visible (~ 100 THz), on utilise les fibres optiques.
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Quel que soit son domaine d’utilisation, un guide d’ondes est généralement constitué
d’un milieu vide ou d’un milieu diélectrique, délimité par des dioptres ou des parois
métalliques de maniere a canaliser la marche d’une onde depuis 1’émetteur jusqu’au
récepteur. Dans un tel milieu, les ondes ne peuvent exister que si elles obéissent aux
équations de Maxwell et aux conditions aux limites sur les dioptres ou les parois
métalliques.

Parmi les guides d’ondes les plus couramment utilisés dans la pratique quotidienne,
figurent : les cables coaxiaux et les cibles RJ45.

Un céable coaxial se présente sous la forme d’un
conducteur central (a base de cuivre), entouré d’un
isolant puis d’une gaine conductrice (tressée ou en-
roulée) qui fait office de blindage. Le tout est recou-
vert d’une enveloppe en PVC. Initialement développé
dans les années 1970 pour les lignes numériques a
longue distance, le cible coaxial a depuis été rem-
placé pour cette application par la fibre optique.
Actuellement, on trouve principalement des cables
coaxiaux dans les applications suivantes :

« entre ’antenne TV et le poste de télévision ; . ) .
) Figure 7.1- Cable coaxial.
¢ dans le réseau cablé urbain ;

« dans certains cables sous-marins et liaisons téléphoniques (ancienne génération).

Le cable coaxial est un support difficile & mettre en place et a raccorder (poids, rigidité,
connectique délicate) mais tres performant. Il offre un débit plus élevé et une moindre
sensibilité aux perturbations électromagnétiques que la paire torsadée utilisée dans le
cablage RJ45 (ethernet). On lui préfere cependant cette derniere dans les applications
informatiques et les réseaux domestiques, pour des raisons de cofit et de facilité de mise
en ceuvre.

Les guides d’ondes métalliques. Il s’agit de tuyaux métalliques a section circulaire
ourectangulaire, qui permettent de conduire les micro-ondes compatibles avec leur taille
latérale de I’ordre de la longueur d’onde, dans la gamme de fréquence allant de 3 GHz
290 GHz.

Figure 7.2 - Guides d’'ondes métalliques.
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Les guides d’ondes diélectriques et les fibres optiques. Un guide d’ondes
diélectrique est un dispositif constitué d’une juxtaposition de plusieurs matériaux diélec-
triques d’indices différents, de telle sorte que le matériau d’indice de réfraction le plus
élevé soit situé au coeur du guide. L'onde électromagnétique injectée dans le guide reste
essentiellement confinée dans ce matériau a haut indice (n,), qualifié alors de « couche
guidante ». Il existe une grande diversité de guides diélectriques, qui se distinguent tant
par leurs dimensions (qui vont de I’échelle nanométrique a 1’échelle kilométrique) que
par leurs géométries, qui peuvent étre de forme rectangulaire, cylindrique, planaire, ou
d’une forme plus complexe, comme I’illustre la figure 7.3. Parmi les guides diélectriques
les plus utilisés, figurent les guides planaires. Fabriqués a des dimensions nanométriques
par des techniques de I’Optique intégré, ces guides planaires permettent de réaliser
une multitude de fonctions optiques (couplage, modulation, multiplexage, amplification,
etc.) au moyen de dispositifs trés compacts. Le guide diélectrique le plus répandu est in-
contestablement la fibre optique, en raison de la diversité de ses domaines d’applications
(Télécom, médecine, cablage et connectique, décoration, etc.).

y
Revétement n,

Substrat 1

Substrat 7

Guide Guide
rectangulaire  cylindrique

Guide planaire Guide en aréte

Figure 7.3 - Guides d'ondes diélectriques.

L’objectif de ce chapitre est de décrire le comportement d’une onde électromagné-
tique se propageant dans un matériau diélectrique occupant un espace restreint délimité
pas des dioptres ou des parois métalliques.

Equations générales des ondes guidées

Un guide d’ondes est un dispositif hétérogéne, mais dans lequel un espace est spé-
cialement congu pour sévir de support physique pour la propagation de 1’onde élec-
tromagnétique. Comme ce support physique doit étre le moins absorbant possible, il est
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@ Equations générales des ondes guidées

généralement constitué de I’air ambiant, ou d’un matériau diélectrique. Pour généraliser,
nous supposerons que ce support physique (que nous qualifierons de « milieu de propa-
gation »), est un matériau diélectrique de constante électrique ¢ et constante magnétique
1 (pouvant éventuellement étre le vide, auquel cas € = ¢, et 1 = 1,). Nous supposerons
en outre que ce milieu est linéaire, homogene, et isotrope.

L’étude du comportement d’une onde électromagnétique dans un tel guide d’ondes
s’effectue en principe en deux grandes étapes :

— premierement, on met en place les équations de propagation dans le milieu de
propagation ;

— ensuite, on applique les conditions aux limites aux endroits ou se trouvent les
dioptres ou parois métalliques qui délimitent le milieu de propagation.

1.1 Equations de Maxwell

Le milieu de propagation est un matériau diélectrique non conducteur, dépourvu de
charges libres et de courants libres : py; . = 0 et ji,.. = 0. En tout point de ce milieu,
les équations de Maxwell se mettent sous le forme suivante :

divD = . = 0 (7.1)
divB=0 (7.2)
— - 0D 3D

ro Jlibre 6t ot ( )
—= 0H

ro oo (7.4)

1.2 Relations constitutives

Le milieu étant linéaire homogene et isotrope, les relations constitutives s’écrivent :

¢E (7.5)
=uH (7.6)

D

oo

Remarque Ici, par souci de simplicité, nous avons considéré que le milieu de propaga-
tion est non conducteur en posant j;, . = 0. Mais, lorsque ce milieu est non conducteur
e # 0), 12 aussi, il n’est pas nécessaire de faire apparaitre explicitement le terme Jjj
dans I’équation de Maxwell-Ampere. Il suffit de transférer ce terme dans 1’induction
électrique, qui devient alors une induction électrique généralisée ﬁ reliée au champ
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électrique par la permittivité diélectrique généralisée ¢ (qui inclut la contribution du
courant de déplacement, celle des charges liées, et celles des charges libres) : D = E.

1.3 Equation de propagation

Pour obtenir I’équation de propagation du champ électromagnétique, on applique la
formule du double rotationnel (rofrot = graddiv — A) aux champs électrique et
magnétique :

Tot ot E = grad divE — AE

S _.0H — 2F
(7.4) = rotrotE = —urot aalt{ = —uaat(rotH) = —ue aaf, compte tenu de (7.3).

@divﬁ —AE = —AE, compte tenu de (7.1) et (7.5).

On en déduit I’équation de propagation du champ électrique. La mé&me procédure
conduit a I’équation de propagation du champ magnétique dans le milieu. Les deux
équations, appelées équations d’Helmholtz, s’écrivent :

0%E

AE —¢epn a2 =0 (7.7a)
AH —¢ o*H =0 (7.7b)
K 012 '

e Choix du systéme de coordonnées
et expression des champs

A ce stade, il faut choisir une expression analytique du champ électromagnétique qui
puisse a la fois satisfaire les équations de propagation (7.7), et satisfaire les conditions
aux limites du milieu de propagation. Ce choix est dicté par la géométrie du guide
d’onde. Par exemple, dans le cas d’un céble coaxial, il convient de se placer dans des
coordonnées cylindriques, tandis que dans le cas d’un guide d’onde rectangulaire, il est
préférable de se placer dans des coordonnées cartésiennes. Dans les deux cas, le choix
d’une propagation en ondes planes n’est pas envisageable a 1’exception de certaines
situations particulieres, car une telle onde ne pourra satisfaire les multiples conditions
aux limites portant sur son amplitude, qui est supposée constante. Les champs doivent
étre décomposés en champs longitudinaux (EZ, H .) (paralleles a I’axe de propagation
choisi ici comme étant I’axe Oz), et en champs transverses (E 1 H 1) (orthogonaux a
I’axe Oz) :

E=E +E, e H=H, +H, (7.8)
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B Choix du systéme de coordonnées et expression des champs

2.1 Expression des champs dans le systéme de coordonnées
cylindriques (r, 6, z)

E(r,0,2) = [E,(r,0)¢, + E,(r,0)¢, + Eg(r,0)g,] @' ~P? (7.9a)

H(r,0,2) = [H,(r,0)¢, + H,(r,0)¢, + Hy(r, 0)y] e~ (7.9b)

ou [3 est la constante de propagation, c’est-a-dire, la composante sur I’axe Oz du
vecteur d’onde. La résolution de I’équation de propagation (7.7) avec les champs (7.9)
sera traitée en détail dans le prochain chapitre. Dans le présent chapitre, nous ne dé-
taillerons la résolution de I’équation (7.7) que dans le cas ou les champs s’expriment en
coordonnées cartésiennes.

2.2 Expression des champs dans le systéme de coordonnées
cartésiennes (x, y, z)

E(x,y,2) = E e, + E,é, + E,8, = [Ejj(x, e, + E%x, )2, + EXx. y)e?z] F,
(7.10a)

H(x,y,2)= H@, + H,é,+ H¢, = [Hg(x, 8, + HOx.y)2, + HO(x, y)e?z] F,
(7.10b)

F, = ¢/ (wi=B2 (7.10c)

2.3 Relations entre champs transverses et champs
longitudinaux

Nous allons montrer qu’il est possible d’exprimer toutes les composantes transverses
des champs E et H a’aide des composantes longitudinales E, et H,. En effet,

— = OH .
tE = — t
1O v 3 soi

0E, OFE

z Yy .

- = —iwpH 7.11
dy 3z iwpH, (7.11a)
0E, OE,

Y- = —iwpH 7.11b
0z 0x HORH, ( )
aE aE'x .
axy ~ = —iwuH, (7.11c)

rotH = saE soit
ot
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aHz aHy .

- =iwek,
oy 0z
OH, O0H,
oz dx lwek,
aHy aIix .
o dy =iwek,

ol 0 < —if et 9 o iw
0z ot '

(7.12a)

(7.12b)

(7.12c)

On peut facilement combiner les équations dans (7.11b) et (7.12a) de maniére a éliminer
H,; on obtient alors une expression de E, en fonction de E, et H,. On peut aussi
combiner (7.11b) et (7.12a) de maniere a éliminer E ; ce qui conduit a une expression

de H, en fonctionde E, et H,. Ainsi, (7.11b) et (7.12a) se combinent en :

gl OE, N 0H,
x = _az [5 ax pw ay
i O0H, 0E,
Hy——52 ([5 dy + cw x
(7.11a) et (7.12b) donnent
i 0E, 0H,
E, =— -
Y &2 (B dy HE 0x
g 66Hz 0E,
xTog2 0x e dy
ou
£ =wepn—p°

(7.13a)

(7.13b)

(7.13c)

(7.13d)

(7.13e)

Les équations (7.13a), (7.13b), (7.13c), et (7.13d), permettent de trouver toutes les com-
posantes transversales dés que 1’on connait les deux composantes longitudinales E,
et H,. On peut donc se contenter de résoudre 1’équation de propagation uniquement

pour les composantes longitudinales E, et H,.

Classification des modes de propagation

3.1 Modes TEM (transverse électromagnétique)

Ce sont les modes caractérisés par E, = H, = 0. De tels modes, appelés aussi « modes
transverses électrique-magnétique », ne peuvent exister que dans les guides d’ondes ou
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© Classification des modes de propagation

il est possible d’établir une différence de potentiel dans le plan transverse (comme dans
le cas de la ligne coaxiale).

D’aprés (7.13a), pour qu’une onde TEM existe, il faut que : E &> = 0 soit £2 = 0 si
E, # 0. Larelation de dispersion des modes TEM est donc :

[52 = Zuwz (7.14)

L’équation d’Helmotz pour E, et E, conduita :

0
62 az E
+ " r=0 (7.15)
0x2  0y? E;)
Remarque Le fait que ’on ait pu obtenir la relation de dispersion sans avoir a ap-
pliquer les conditions aux limites, implique que, le champ électromagnétique ne doit
comporter aucune composante sujette aux conditions de continuité. En d’autres termes,

le mode TEM ne peut exister dans un guide d’ondes que si la structure géométrique du
guide est telle que :

« le champ électrique E est normal aux
surfaces diélectriques ou métalliques
situées aux frontieres du guide. En effet
la condition de continuité ne s’applique
qu’a la composante tangentielle de E.

e le champ magnétique B doit &tre tan-

gentiel aux surfaces diélectriques ou mé-
talliques situées aux frontieres du guide.

En effet la condition de continuité ne Figure 7.4— Mode TEM dans
s’applique qu’a la composante normale la section transversale d'un
de B cable coaxial.

Il en ressort que dans un mode TEM, les champs électrique et magnétique sont per-
pendiculaires entre eux et perpendiculaires a la direction de propagation. La figure 7.4
illustre les lignes de champ d’un mode TEM au sein d’un céble coaxial.

Toutefois, il faut noter que la propagation des ondes TEM n’est pas possible dans
tous les guides d’ondes. Dans de tels guides (par exemple le guide d’ondes rectan-
gulaire), au moins 1'un des deux champs (E, ou H,) doit étre non nul. On distingue
principalement les modes TE ou TM selonque E, =0et H, # 0ou E, # 0et H, = 0.

3.2 Conditions de continuité du champ électromagnétique

Pour tous les modes (excepté le mode TEM), I’obtention de la relation de dispersion dans
un guide d’ondes passe obligatoirement par 1’application des conditions aux limites du
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guide, et plus particulierement, les conditions de continuité de certaines composantes
du champ électromagnétique.

-
Continuité de la composante normale du champ magnétique B. Cette condi-
tion résulte du fait que la relation divB = 0 s’exprime de la méme facon des deux cotés
des surfaces frontalieres du guide.

Continuité de la composante tangentielle du champ électrique E. Cette con-
dition résulte de la relation rotE = —0 B /0t, qui s’exprime de la méme fagon des deux
cotés de ces surfaces frontalieres.

Si ces deux conditions ne suffisent pas a obtenir la relation de dispersion, on peut
leur adjoindre une équation de Maxwell supplémentaire, a condition que la relation
en question s’exprime de la méme facon des deux cotés des surfaces limitrophes du
guide. Par exemple, divD = 0 implique une continuité de la composante normale
du champ D.

3.3 Modes TE (mode transverse électrique : E, =0, H, # 0)

Les expressions (7.13) conduisent a :

H! = _IEE aang (7.16a)
H) = —’; a;g (7.16b)
E0= _i(;;l aalig (7.16¢)
E0= i‘;” aali : (7.16d)
Avec HS donné par :
<aa; + aa; + 52> H?=0 (7.17)

Remarque Des modes TE sont susceptibles de se propager dans de nombreux guides
d’ondes.
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O Le guide d'ondes rectangulaire

3.4 Modes TM (mode transverse magnétique : E, #0, H,=0)

. aEO
H® = "g’; ayz (7.18a)
. aEO
0 _ —lwe z
H = 2 ox (7.18b)
—iB OE°
E= Eff o (7.18¢)
—ip OE?
E° = z 7.18d
= o (7.184)
Avec Eg donné par :
0? 0?

@) Le guide d’ondes rectangulaire

On considere un guide d’ondes rectangulaire rempli
d’un milieu diélectrique de constantes électrique et
magnétique € et W, dont les dimensions intérieures
(dans sa section transverse) sont respectivement
notées a et b. Par convention et sans restreindre la

généralité de 1’étude, nous prendrons a > b.

Le métal entourant le diélectrique est supposé yv

parfait.
Figure 7.5- Guide d'ondes

rectangulaire.

e Modes TE

5.1 Solutions de I'équation de propagation

Pour résoudre 1’équation (7.17) on utilise la méthode de séparation des variables. On
écrit :

HY =, (,() (7.20)
« La substitution de (7.20) dans (7.17) conduit a :
d*p, d* P,

V2 g T g + £y, = 0.
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« En divisant par 1{;1,, on obtient :

1 &, 1

+& =0,
Py dx? P, dy? :

que I’on peut remettre sous la forme suivante :

1 dzlpl +E,2=— 1 dzll’z
Py dx? b, dy?

(7.21)

On peut clairement remarquer que le premier membre de I’équation (7.21) ne dépend
que de x, tandis que le second membre ne dépend que de y. On peut donc mettre
cette équation sous la forme suivante : g(x) = f(y); ce qui n’est possible que si

g(x) = f(y) = constante = k. On a donc :

d*,

+ kP, =0
dy? P,

d2

1 dY, +E2=k
Uy dx?
En écrivant :
K = V>

la solution générale de I’équation (7.22) s’écrit :

P,(¥) = cg; exp(ivy) + co, exp(—ivy)

oll ¢, et ¢, sont des constantes.

En substituant k = v? dans I’équation (7.23), on obtient :

&,

dx? = (v2 - 52) P,, avec &2 = k(z)su— p2

En écrivant :

p2=52—v2¢>p2+v2=£

2
la solution générale de I’équation (7.26) s’écrit :

P (x) = dy; exp(ipx) + d, exp(—ipx)

ou d,; et d, sont des constantes.

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

(7.26)

(7.27)

(7.28)
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En tenant compte des relations (7.16) et (7.20), les composantes transverses
s’écrivent :

H) = ;2611)2( )aaq; : (7.292)
HO = _;f a:; : D, (x) aaq; 2 (7.29b)
E'= _i;;ud)l(x) a;l; 2 (7.29¢)
£ =", (7.299)

5.2 Application des conditions aux limites

Le métal étant supposé parfait, on peut considérer que le champ électromagnétique y est
nul. De ce fait, les relations de continuité de la composante de E tangentielle aux parois
métalliques, et la composante de B(ouH = B /1) normale aux parois métalliques,
imposent que ces composantes de champ s’annulent aux endroits ou se situent ces
parois.

« Continuité de la composante tangentielle de E:

E)x=0,5)=0 oH"
& =0 (7.30)
E;)(x=a,y)=0 ox | x=0
X =a
E)x,y=0)=0 oH?
s F =0 (7.31)
E%x,y=b)=0 oy | ¥=0
y=>

« Continuité de la composante normale de H:

{ H;)(x,y=0)=0 } OHY
s F =0 (7.32)

HOx,y=b)=0 oy | ¥y=0
y
y=b
HX(x=0,y)=0 0H? 0 733)
< = .
Hl(x=a,y) =0 ox | x=0
X a

Remarq ue Dans les relations (7.30), (7.31), (7.32), et (7.33), nous avons tenu compte
des expressions (7.16). D’autre part, ici, les conditions de continuité décrites par (7.31)
et (7.32) aboutissent a la méme relation, tandis que les conditions de continuité décrites
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par (7.30) et (7.33) aboutissent a la méme relation. Conséquemment, seules deux des
quatre conditions de continuité suffisent pour traiter le probleme.

Les relations (7.30), (7.29d) et (7.28) conduisent a :

{ (0 =0 } ot { doy=dpy =0 } et sin(pa) =0 (7.34)

Pi(@) =0 dy; exp(ipa)—dy, exp(—ipa) = 0
0= ”;” m=1,2,... (7.35)
Les relations (7.31), (7.29c¢), et (7.25), conduisent a :
"0) = —Chy =
{ ﬁig _ 8 } soit { zgi e;giiv b())—c02 exp(ivh) = 0 } et sin(ub) =0 (7.36)
L= ”;T n=12,.. (7.37)

Les relations (7.34) et (7.36) permettent d’écrire que dy; = dy, = Dy et cy; = ¢y =
C,, et de ré-exprimer les champs 1, et 1, définis dans (7.25) et (7.28), sous la forme
suivante :

VP, (x) = Dy cos(px) = Dy cos (m;rx)
. (7.38)
P, (¥) = G, cos(vy) = C, cos ( by>

L’expression (7.20) de la composante longitudinale du champ se met alors sous la forme
suivante :

HY = Hycos ("™ ) cos (") (7.39)
a

ou H, est une constante.

Les relations (7.29) fournissent la totalité des composantes transverses des champs :

iPtm . (mrcx) (nT[y)
Sin COS
a&? a b

tf;n cos (m;tx) sin <n2y> H,exp [i(wt — Bz)] (7.40)

(" )eos (")
cos cos
a b
IwuTn (mmc) . (nTty)
cos sin
b&2 a b

—lwpmm (mrtx ) cos (’WU’) H,exp [i(wt — z)] (7.41)
a&? b

]
1]

o
1]
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5.3 Relation de dispersion des modes TE

Les relations (7.26), (7.27), (7.35) et (7.37), conduisent a : (m7t/a)2 + (n7t/b)2 =2 =
w?ep — B2 soit

m2m?  nlme
B=PR,,= \/wzue - < 2 + 52 ) (7.42)

L’équation (7.42) est la relation de dispersion des modes TE dans le guide d’onde. On
peut réécrire (7.42) sous la forme suivante :

B = ki — K (7.43)
ou

ok =W \/ e est le nombre d’onde que I’onde aurait dans un matériau massif (e, ) en
I’absence de guidage de I’onde. Si ce matériau est de I’air, alors k.~ kq = w\/ €0kt
=w/ec.

m?m2 | n2m? . .

o k., = 2 + »2 est le nombre d’onde de coupure imposé par le guidage de
I’onde.

5.4 Fréquence de coupure des modes

Larelation de dispersion (7.42) n’est exploitable que si I’on se donne un couple d’entiers
(m, n). Autrement dit, tout couple d’entier (m, n) définit un mode de propagation dont le
nombre d’onde 3, est donné par (7.42). Cette relation montre que le mode (m, n) ne
peut se propager que si Bfnn > 0; ce qui n’est possible que si w > w,,,, ou

1 m?m> | n2m?
Wy = 270V ey = \/ 2 + b2 (7.44)

Ve

est la pulsation de coupure du mode (m,n).

Un mode est dit évanescent, ou coupé, si w < W,

Le guide d’onde rectangulaire se comporte comme un filtre passe-haut.

On définit le mode fondamental (ou mode prépondérant) comme le mode ayant la
plus petite fréquence de coupure.

Dans le guide considéré, ou a > b, le mode fondamental est le mode TE .

Plusieurs modes peuvent se propager dans un guide, mais les fréquences d’utilisation
et les dimensions du guide peuvent étre choisies de telle maniere a ne faire propager que
le mode fondamental.
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Exemple

Soit un guide d’onde rectangulaire rempli d’air tel que : @ = 2,286 cm et
b=1,016 cm. Les fréquences de coupure des modes TE,,, pour tous les couples
d’indice (m,n) tels que, 0 < m < 3 et 0 < n < 3, sont obtenues a partir de la relation
(7.44) et sont consignées dans le tableau 7.1.

Tableau 7.1 - Table des fréquences de coupure v,,, (en GHz) des modes TE,,,.

N 0 1 2 3
m

0 - 14,76 29,53 44,29
1 6,56 16,15 30,2 44,77
2 13,12 19,75 32,31 46,19
3 19,68 24,60 3549 48,47

Le mode ayant la plus petite fréquence de coupure (mode fondamental) est le
mode TE,,. Sa fréquence de coupure est de 6,56 GHz. C’est lorsque la fréquence
atteint 13,12 GHz que le mode TE,, est a son tour excité. La propagation devient
alors multimodale. De maniere générale, le nombre de modes augmentent a mesure
que la fréquence augmente.

Les parametres m et n caractérisent la périodicité du champ électrique suivant Ox et
suivant Oy.

« m = ( signifie qu’il n’y a pas d’extremum de champ E suivant Ox

« n = 1 signifie qu’il y a un extremum de champ E suivant Oy

| ﬂ | ﬂ ﬂ

TE,, TEyy

Figure 7.6 - Les modes TE,, et TE,,.

De maniere générale, dans le mode TE, ,, on trouve m extrema de champ E dans la

direction Ox et n extrema suivant Oy.

mn?
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G Modes TM

O Modes T™M

La méthodologie d’étude des modes TM est en tout point similaire a celle que nous

avons adoptée pour les modes TE. Nous aboutissons a 1’expression des composantes
des champs qui suit :

i
Il

]
1]

Par ailleurs, on
modes TE.

—if37tm mmx nTy
cos ( ) cos ( 5 )

a&? a
—ipmn . (mTEx) (m'cy)
sin cos
b&? a b
. ( mr7x ) . ( nTy >
sin sin
a b
iwenn . (mnx) (nny)
sin cos
b&? a b
—iwemnm (mnx) . (nny
cos sin
a&? a b

0

)

Ejexp [i(wt — Bz)]

Ejexp [i(wt — Bz)]

(7.45)

(7.46)

aboutit a la mé&me relation de dispersion que celle trouvée pour les
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..............................................................

@ Lorsqu'elles se propagent librement, les ondes électromagnétiques peu-
vent s'éparpiller, étre déviées ou détruites par des obstacles matériels ou
des perturbations d’origine atmosphérique.

@ Les guides d'ondes sont des dispositifs qui permettent de canaliser et
de sécuriser la propagation des ondes. lls sont constitués de parois mé-
talliques ou de dioptres (interface entre deux diélectriques), qui servent
a confiner les ondes a l'intérieur du guide.

€ Les ondes ne peuvent se propager dans les guides d’ondes que si elles
satisfont aux équations de Maxwell en tout point du guide, c'est-a-dire,
a l'intérieur du guide et sur les parois métalliques ou diélectriques du
guide.

@ Sur les parois (métalliques ou diélectriques) du guide d’onde, les équa-
tions de Maxwell conduisent aux conditions limites a satisfaire :
(i) Continuité de la composante tangentielle du champ électrique, si
I'onde en est dotée.
(i) Continuité de la composante normale du champ magnétique, si
I'onde en est dotée. L'application de ces conditions limites est indispen-
sable pour obtenir la relation de dispersion du guide d’ondes.

@ Dans le cas d'une paroi diélectrique, deux conditions limites supplémen-
taires s'appliquent, a savoir, la continuité de la composante tangentielle
du champ d’excitation magnétique H (si I'onde en est dotée), et la con-
tinuité de la composante normale du champ d’induction électrique D (si
I'onde en est dotée).

@ Pour se propager dans un guide d'ondes, la lumiére adopte certaines
formes particulieres de répartition de l'intensité lumineuse de la sec-
tion transverse du guide, qui dépendent de la fréquence du champ
électromagnétique. On les appelle modes de propagation.

@ Chaque mode se propage & une vitesse et une longueur d’onde qui
lui sont propres. A basse fréquence, un seul mode est (ou méme au-
cun mode n'est) capable de se propager dans le guide d'ondes. A
mesure que la fréquence augmente, le nombres de modes autorisés a
se propager augmente.

..............................................................................................................
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7.1

7.2

7.3

7.4

7.5

Testez-vous @

Un guide d’onde sert a canaliser la marche d’une onde électromagnétique a 1’aide de
surfaces diélectriques ou métalliques. La détermination de la relation de dispersion
passe par I’application des équations de Maxwell a I’intérieur du guide, et I’application
des conditions aux limites sur les surfaces limitrophes du guide. Identifier ci apres ces
conditions :

a. continuité de la composante normale du champ électrique

b. continuité de la composante normale du champ magnétique

c. continuité de la composante tangentielle du champ électrique

d. continuité de la composante tangentielle du champ magnétique

Préciser les conditions de continuité a I’interface entre deux diélectriques parfaits, non
magnétiques :

a. continuité de la composante normale du champ D

b. continuité de la composante normale du champ H

c. continuité de la composante tangentielle du champ D

d. continuité de la composante tangentielle du champ H

Dans un cable coaxial, on peut faire propager une onde électromagnétique dont le
champ électrique est en tout point normal aux surfaces métalliques du guide, tandis
que le champ magnétique est en tout point tangentiel a ces surfaces. Dans ce cas aussi,

la détermination de la relation de dispersion nécessite d’appliquer des conditions aux
limites sur les surfaces du guide :

a. vrai b. faux

Quelle que soit sa fréquence, une onde électromagnétique peut se propager dans un
guide d’ondes :

a. vrai b. faux

Les ondes aptes a se progager dans une fibre sont appelées modes de propagation. On
désigne par ce terme :

a. des ondes qui se propagent a la méme fréquence, avec des longueurs d’onde
différentes

b. des ondes qui se propagent avec la méme longueur d’onde, et des fréquences
différentes
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On rappelle que la relation de dispersion des modes de type TE (transverse électrique)
dans un guide d’onde rectangulaire rempli d’air, est donnée par :

B = 5 _( mPm? + n2m2
=\ @ Hoto a2 )

ol a et b désignent les dimensions intérieures du guide (dans sa section transverse), 3
est la constante de propagation, w est la pulsation de I’onde, (¢, 14() sont les constantes
électrique et magnétique de I’air (assimilable au vide). A tout couple d’indice (m, n) on
peut alors associer un mode TE,,,, et une constante de propagation f3,,,,,.

1. Sachant qu’un un mode TE,,, ne peut se propager que si B;n > 0, donner I’ex-
pression de la pulsation minimale au-dela de laquelle on déclenche la propagation du
mode TE,,,. Cette pulsation sera notée w La fréquence correspondante, v est
la fréquence de coupure du mode TE,,,,,.

cmn® cmn?

2. Dresser le tableau des fréquences de coupures pour un guide de dimensions :
a=0,284 cm, b = 0,568 cm, pour tous les couples d’indice (m, n) tels que,0 < m <3
et0 <n<3.

3. Identifier le couple d’indice (n,, m) correspondant au mode fondamental de propa-
gation, TE,, 1, - Quelle est sa fréquence de coupure ? Est-il possible de faire propager
ce mode tout seul ? Si oui, dans quelle plage de fréquence ?

4. Est-il possible de faire propager le mode TE, tout seul ?

Un milieu diélectrique non conducteur, de p X

constante électrique € et constante mag- S ST SN S S S S S
nétique W, occupe un espace limité par d
deux plans parfaitement conducteurs, par-
alleles au plan yOz, en x = Oet x = d,

comme illustré dans la figure 7.7. Une onde // r yp FrAL A />Z
progressive sinusoidale se propage suivant

I’axe Oz, dans le sens positif. On désigne

par 3 la constante de propagation. Figure 7.7 - Schéma du guide

d‘onde.
1. Etablir I’équation de propagation de la composante longitudinale du champ d’exci-
tation magnétique H .
2. Montrer que pour les modes transverse électrique (TE), les composantes transver-

sales du champ électromagnétique s’expriment toutes en fonction des dérivées de la
composante longitudinale du champ d’excitation magnétique H .

3. Donner I’expression de toutes les composantes du champ électromagnétique pour les
modes transverse électrique (TE), et la relation de dispersion de ces modes.



@7.1
@7.1

© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

7.2

Solutions ©

Réponses b, c; 7.2 Réponsesa, b,d; 7.3 Réponseb; 7.4 Réponseb;
7.5 Réponse a.

1. La relation de dispersion montre que le mode TE,,, ne peut se propager que si
Bim > (; ce qui n’est possible que si w > w,,,, ou

_5 1 m?r? 22
Wemn = 2T ey = \/E},L a2 + b2

2

Tableau 7.2 - Table des fréequences de coupure v, (en GHz) des modes TE,,,.

cmn

N 0 1 2 3
m

0 - 26,40 52,82 7922
1 52,82 59,05 74,69 9522
2 105,6 108,29 118,1 132
3 158,4 160,6 167 1771

3. Le mode fondamental de propagation est celui qui a la fréquence de coupure la
plus basse. D’apres le tableau des fréquences de coupure, il s’agit du mode TE;. Sa
fréquence de coupure est v,.o; = 26,40 GHz.

Donc pour v > vy le mode TE,;; se propage. La fréquence de coupure la plus proche
de 26,40 GHz est 52,82 GHz, qui correspond aux modes TE, et TE,.

Il est possible de faire propager le mode fondamental (TEg;) tout seul, a condi-
tion de couper tous les autres modes; ce qui automatiquement réalisé en coupant
les modes TE;, et TEy,. Pour cela on doit choisir une fréquence v telle que
26,40 GHz < v < 52,82 GHz

4. Il n’est pas possible de faire propager le mode TE;, tout seul. En effet, des que la
fréquence excede 52,82 GHz, les modes TE,y;, TE;, et TE,, se propagent.

1. Equations de Maxwell

-

divD =0 (7.47)

. 0B
(E) = — 7.48
J rot(E) or ( )
div(B) =0 (7.49)
roici) = 0P (7.50)

ot
Relations constitutives :

D=¢E (7.51)
B=uH (7.52)
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Equation de propagation
On applique la formule du double rotationnel au champ H , puis les équations (7.49),
(7.52), (7.50), (7.51), et (7.48) :

i [ ()] = g [av (7)) - B =
)

= edrot ( E =
—=- — oD ( 0’H
—AH = rot = =—
o [at] ot Han T
, 2H 2 32 22 ) , 2H
AH — ue =0 + + H — ue =0.
e an <ax2 02 2z e an

T A L CR 2 0°H,
La projection suivant I’axe Oz conduit a : + + H, — pe =0.
ox2  0y? 0z2 or2

» Comme I’onde progressive sinusoidale se propage suivant 1’axe Oz, dans le sens posi-

0
« —if et 1

implique que : aaz o1

On a donc finalement :
0’H
0x2

I 0H,

2.rotH = aaE soit £
ot

0H,

0z
0H,

0x
OF,

oy
JF,
0z
OE,

0x

TotE = —uaai[ soit

o 0 ;
implique que : 3z < —if et or

210

ay_

w.

du champ électromagnétique ne dépendent pas de y : aa

£ = pew? - p2

oll H,, est de la forme H, = Hy(x)Fy = Hy(x)e'(W=B?,

0H
azy =iwek,
OH,

- = iweE
oy = IWeE,
0H

- Y =iweE,
oy

0E
y .

T s T —iwpH,
JE,

- = —iwuH
0x TORHy
0E

- ayx = —iwpuH,

<> iw.

tif, il possede nécessairement un terme de propagation de type F, = e W=B2) e qui

« Les plans métalliques s’étendant indéfiniment dans la direction Oy, les composantes

P = —(new? - BHH, = —&£7H, = (i)’ H,

(7.53)

(7.54)

(7.55)

(7.56)

(7.57)

(7.58)

(7.59)

» Comme I’onde progressive sinusoidale se propage suivant 1’axe Oz, dans le sens posi-
tif, il possede nécessairement un terme de propagation de type F, = e W=B2) e qui
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Solutions

» L’onde considérée étant transverse électrique, ona E, = 0.

P . inw 0H,
En éliminant H dans (7.55) et (7.57) on obtient E, =
Y2 ox
P . —ip0H,
En éliminant E, dans (7.55) et (7.57) on obtient H, =
&2 Ox
P . —ipw 0H,
En éliminant H, dans (7.54) et (7.58) on obtient E, = 29
y
e . —ip 0H,
En éliminant E, dans (7.54) et (7.58) on obtient H,, = 2 0
y

ot &2 = w?ep — B2
3. En tenant compte de la question 2., on a :
y —ipw 0H, —0.H. - —ip 0H, —0.H, = —ip aHZ,E _ ipw aHZ.

&2 0y Yog2 0y &2 ox Y E2 Ox
La condition de continuité de la composante tangentielle du champ électrique, E, im-
pose que le champ E, s’annule sur les surfaces du conducteur en x = 0 et x = d. Cela
n’est possible que si I’amplitude des composantes du champ électromagnétique sont
des fonctions sinusoidales de x. En d’autres termes, il faut que la solution de 1’équation
(7.53) soit une oscillation sinusoidale. Cela n’est possible que si £2>0.Onaalors :

Hy(x) = ot exp(i&x) + o~ exp(—i&x) (7.60)

E, = _Zw [oct exp(i&x) — o~ exp(—i&x)| (7.61)

« Condition de continuité de Ey aux interfaces x = O et x = d.

E0)=0 . ot =«
E(d)=0 atexp(i&d) — o exp(—i&d) = 0
— expRi&éd) = 1 - 2&d = 2mmt

mT7t
e=" (7.62)

On en déduit :

Hy(x) = Ajcos (mT[x

. ) H, = Hy(x)F, = Hy(x)e!(“=B2)

ol Ay = 2u*.

oad o (MTIXN i ; d . (mhx\ iwi-
szzAO[Smﬂmn( p )e’(“” 6Z),Ey=—zuwA0mﬂsm< p >e’(w’ B2,

2
. . . , mTt
La relation de dispersion de ces modes est donnée par &2 = ( > =pew? -pl e

d
b= ()
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La fibre optique

..... Introduction ................

La fibre optique est un fil de verre capable de guider la lumiére sur de trés grandes dis-
tances sans trop |'atténuer. Elle constitue actuellement le support physique d'Internet,
le réseau mondial des télécoms. Son diamétre, a peine de la taille d'un cheveu, en fait
un outil trés apprécié dans des domaines aussi variés que le médical (pour |'observation
de l'intérieur du corps humain et pour certains traitements), |'aéronautique (inspection
des soudures dans des réacteurs d'avion), I'électronique et |'optoélectronique (cablage et

connectique), les capteurs, etc.

coe,

. Objectlfs ........................................ .
les lois qui gouvernent la

i propagation de la lumiere dans une
. fibre optique a saut d'indice.

ISYJISWIEYY le contenu physique de ces lois,

en partant des équations de Maxwell
jusqu’aux modes de propagation.

.......

Description physique de la
fibre a saut d'indice
Equations de propagation
Expressions des champs en
coordonnées cylindriques
Solutions de I'équation de
propagation

Paramétre de fréquence
normalisée V

Relation de dispersion
Classification générale des
modes de propagation

Modes de propagation dans
les fibres a faible guidage

.....

.......

Une fibre optique est un fil en verre ou en plastique tres fin, qui a la propriété d’étre un

excellent guide de la lumiere. Inventée dans les années 1960, ce guide d’ondes a d’abord

été exploité dans le domaine médical pour réaliser des diagnostics in vivo (dans le corps
du malade), et pour le traitement de certaines pathologies par effet thermique, tels que :
pulvériser un calcul rénal, découper une tumeur ou réparer une rétine. Au fil des ans,
les applications de la fibre optique se sont rapidement développées, et se sont étendues
a des domaines tres divers, tels que les capteurs, le cidblage et la connectique en élec-
tronique et optoélectronique, la décoration, ou le transport d’informations. A 1’heure
actuelle, le secteur d’activité ou I’utilisation des fibres optiques est quantitativement la
plus importante est de loin celui du transport de I’information. La fibre optique constitue
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d’ailleurs I’un des éléments clés de la révolution des télécommunications, du fait de ses
multiples avantages par rapport aux autres supports de communication, a savoir : sa tres
faible atténuation sur une grande plage de fréquence, son faible cofit de fabrication, son
faible encombrement, I’excellente stabilité de propagation qu’elle procure, son insen-
sibilité aux perturbations électromagnétiques, et surtout, sa trés grande bande passante
(~30THz). Elle peut transporter jusqu’a 100 000 fois plus d’informations qu’un cable
de cuivre.

C’est une dizaine d’années apres son invention que la fibre optique a commencé a
servir comme support physique pour le transport de I’'information. La fibre optique fut
alors d’abord utilisée en téléphonie avant de révolutionner I’ensemble du domaine des
communications, allant des réseaux LAN (réseaux d’équipements informatiques con-
nectés entre eux et partageant des données et programmes communs, tres utilisés dans
les établissements scolaires, les bureaux, les sociétés, les usines, etc.) jusqu’au réseau In-
ternet. En dépit de tous les progres accomplis grace a la technologie des fibres optiques,
les besoins liés a ces nouveaux outils de communication, tant au niveau des débits de
transmission qu’au niveau du déploiement de la fibre dans des territoires éloignés des
centres urbains, restent immenses et encore tres loin d’étre assouvis. La technologie des
fibres optiques, de méme que son déploiement, continuent a se développer avec le sou-
tien des pouvoirs publics et des organisations non gouvernementales telles que le FTTH
Council Europe (FTTH : Fibre To The Home, qui signifie « fibre jusqu’au foyer ») qui
ceuvrent dans le but de favoriser I’accés d’un plus grand nombre d’usagers (particuliers
ou entreprises) aux réseaux de communication a ultra-haut débit par fibre optique.

Ces dernieres années, de nouveaux types de fibre optique ont été mis au point, telles
que les fibres a cristaux photoniques, permettant des gains significatifs de performances
dans le domaine du traitement optique de I’'information par des techniques non linéaires,
dans I’amplification optique ou encore dans la génération de sources lumineuses
appelées super-continuums utilisables par exemple pour le diagnostic médical.

Ce chapitre examine les conditions de propagation de la lumiere dans une fibre op-
tique standard, c’est-a-dire, une fibre constituée de deux matériaux diélectriques agencés
sous la forme de cylindres concentriques. Elle est composée, dans sa partie centrale, d’un
premier diélectrique de forme cylindrique et de faible rayon (de I’ordre de quelques pm),
appelé ceeur de la fibre. Ce coeur est entouré d’un second matériau diélectrique appelé
gaine optique. L’ ensemble est entouré d’une troisieme couche de protection en plas-
tique ou en polymere. Les deux matériaux diélectriques sont congus de telle sorte que
I’indice de réfraction du cceur (n;) soit supérieur a 'indice de la gaine (n,); ce qui
permet de confiner et guider la lumiere sur de grandes distances. La fibre optique stan-
dard est largement utilisée dans le domaine télécom, ou elle se décline sous différentes
versions selon la distance de communication a couvrir et le débit de transmission des
informations qu’elle doit supporter.
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La version la plus répandue est la fibre a saut d’indice, dans laquelle I’indice de
réfraction reste constant dans le cceur et varie de maniere abrupte lorsqu’on passe du
ceeur a la gaine.

Les fibres a saut d’indice se divisent elles-mémes en deux catégories : les fibres a
saut d’indice multi-modes (utilisées principalement pour des transmissions a courtes
distances, de I’ordre de quelques metres jusqu’a une centaine de kilometres) et les fibres
a saut d’indice monomodes (que 1’on utilise pour les communications a longue dis-
tance, de I’ordre d’une centaine de kilomeétres jusqu’a plusieurs milliers de kilometres).
L’ autre
version de fibre standard trés répandue est la fibre a gradient d’indice, qui est une fibre
dans laquelle I’'indice décroit graduellement dans la direction transversale de la fibre, du
centre du ceeur vers la gaine, jusqu’a atteindre la valeur de I’indice de réfraction n, de
la gaine. Les fibres a gradient d’indice sont principalement utilisées pour des transmis-
sions a moyenne portée, correspondant a une situation intermédiaire entre les domaines
respectifs d’utilisation de la fibre & saut d’indice multi-mode et de la fibre a saut d’indice
monomode. La figure 8.1 illustre ces différents types de fibre.

Fibre multi-mode a saut d’indice

1 gaine  p,
ceeur n,
1gaine 7,

Fibre mono-mode a saut d’indice

gaine n,
| ceur n,
gaine 1,

A4

Section transverse Section longitudinale  Profil d’indice

Figure 8.1- Schéma de fibres télécoms.

Les communications par fibre optique

214

Le principe du transport de la lumiére le long de fines fibres de verre remonte a
la premiere moitié du xx¢ siécle. Cependant, les dispositifs concus a cette époque
étaient plutdt rudimentaires. La premiére application trés élaborée de la fibre op-
tique fut le fibroscope flexible inventée au début des années 1950 par Abraham van
Heel et Harold Hopkins. Cet appareil permettait la transmission d'une image le long
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@ Description physique de la fibre a saut d'indice

de fibres en verre. Il fut particulierement utilisé en endoscopie, pour observer I'in-
térieur du corpshumain et pour inspecter des soudures dans des réacteurs d'avion.
Les premieres fibres fabriquées présentaient alors un inconvénient majeur : un fac-
teur d'atténuation trés élevé limitant séverement les distances de propagation. ||
fallut attendre l'invention du laser dans les années 1960 et I'amélioration des pro-
cessus de fabrication permettant une baisse considérable du facteur d'atténuation,
pour qu'émerge I'idée d'utiliser la fibre optique pour les communications a grande
distance. Cette idée fut mise en pratique par I'ingénieur américano-britannique
Charles K. Kao, qui réalisa en 1966 les premiéres expériences de transmissions
par fibre optique (pour lesquelles il recu le prix Nobel de physique en 2009). En
France, le premier systéme de transmission par fibre optique fut installé en 1980, a
Paris, entre les centraux téléphoniques des Tuileries et Philippe-Auguste. On estime
que depuis 2005 plus de 80 % des communications a longue distance sont trans-
portées le long de plus de 25 millions de kilométres de cébles a fibre optique partout
dans le monde. Ce sont ces cables qui constituent actuellement le support physique
d'Internet.

Description physique de la fibre a saut d‘indice

Dans la suite de ce chapitre, nous nous focaliserons sur la fibre optique a saut d’indice
a symétrie cylindrique, pouvant étre monomode ou multi-mode (figure 8.2).

|
«——— gaine

Coupe longitudinale Coupe transversale

Figure 8.2 - Fibre a saut d'indice.

Le constituant de base des fibres a saut d’indice est n(r),
la silice amorphe (SiO,). C’est lors de la fabricationde

ces fibres que des dopants sont incorporés dans la silice
afin de modifier I’indice de réfraction et pour sculpter le
profil d’indice de la fibre. Le cceur de la fibre est consti-

tuée d’un matériau de silice amorphe légerement dopé,

0 a b r
Figure 8.3 - Profil d'indice.

d’indice n;. Il est entouré d’une gaine optique en sil-
ice légerement dopée de maniere a ce que son indice n,
soit tres 1égerement inférieur a celui du ceeur. Le germa-
nium, I’aluminium ou le phosphore, sont généralement utilisés pour augmenter I’indice
du cceur n;. A I'inverse, le bore ou le fluor font diminuer I’indice de la gaine n,. Ce type
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de fibre possede des dimensions de 1’ordre de la centaine de micrometre. La différence
d’indice entre le cceur et la gaine est relativement faible, de ’ordre de 107241073 ; ce
qui conduit a une différence relative d’indice, A, relativement tres faible :

Le diametre de la gaine, 2b, est en général de 125 um, mais peut aussi étre de 140 pm
(cas de certaines fibres multi-modes). Le rayon du cceur, a, se situe entre 1 et 100 pm.

Tout point M a I’intérieur de la fibre est facilement repérable dans un systeéme de coor-
données cylindriques (7, 0, z), comme représenté dans la figure 8.4. Le point O, origine
du repere, est fixé a I’entrée de la fibre. On désigne par (€,, &g, €,) les vecteurs unitaires
du repere orthonormé associé a la fibre. Dans la suite de ce chapitre, on recherche les
conditions de propagation d’une onde le long de I’axe Oz, qui est commun au cceur et a
la gaine.

M(r,0,z)
OH=z2.

Figure 8.4 - Repére associé a la fibre.

©) Equations de propagation

2.1 Equations de Maxwell

La fibre est constituée de matériaux diélectriques (coeur et gaine) non conducteurs,
dépourvus de charges libres et de courants libres : pj;,. = 0 et jp.. = 0. En tout point
situé au sein de la fibre les équations de Maxwell s’écrivent sous la forme suivante :

divD = pjpe =0 (8.1)
divB = 0 (8.2)
- = N oD 9D

I‘OtH = -Ilibre + at = at (83)
o o OH

tE = — 8.4
10 My, (8.4)
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© Expressions des champs en coordonnées cylindriques

2.2 Relations constitutives

Lorsqu’elle est soumise a de faibles intensités lumineuses, une fibre se comporte comme
un milieu linéaire homogene et isotrope. Les relations constitutives s’écrivent alors :

-

D=¢E (8.5)
B=upH (8.6)

ou ¢ est la permittivité diélectrique du milieu, qui vaut ¢; = ¢, n% dans le cceur et €, =
song dans la gaine. Par ailleurs, les milieux constituant la fibre n’ont aucune propriété
magnétique particuliere. La perméabilité magnétique y est donc assimilable a celle du
vide : p ~ W, aussi bien dans le cceur que dans la gaine.

2.3 Equations de propagation

Pour obtenir I’équation de propagation du champ électromagnétique, on applique la
formule du double rotationnel (rot rot = grad div — A) aux champs électrique et
magnétique :
rot rotE = ngald divE — AE
. Y- .. 2F
(8.4) = rot rotE = —pgrot aalj = —u, gt (rotH) = —y€ aaf, compte tenu de (8.3)
et (8.5).

Par ailleurs grad divE — AE = —AE, compte tenu de (8.1) et (8.5).

On en déduit I’équation de propagation du champ électrique. La méme procé-
dure conduit a 1’équation de propagation du champ magnétique. Les deux équations
s’écrivent :

2E

AE —¢ =0 8.7a
Ho ar (8.72)

o R2H =
AH — =0 8.7b
EIVL() atz ( )

Les équations (8.7a) et (8.7b) sont les équations d’Helmholtz.

Expressions des champs en coordonnées
cylindriques

Compte tenu de la symétrie du milieu, il convient d’exprimer les champs dans le systéme
de coordonnées cylindriques (r, 6, z) :

E(r,0,z) = E ¢, + E,&, + Egéq = Ey(r,0)e" @ ~#? (8.8a)
H(r,0,z) = H, + H,é. + Hyéy = Hy(r,0)e" P2 (8.8b)
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ou 3 est la constante de propagation, c’est-a-dire la composante vecteur d’onde sur
I’axe Oz.

3.1 Relations entre champs transverses et champs longitu-
dinaux

Nous allons montrer qu’il est possible d’exprimer toutes les composantes transverses
des champs E et H aI’aide des composantes longitudinales E, et H,. En coordonnées
cylindriques, les équations de Maxwell-Faraday et Maxwell-Ampere s’écrivent :

-

10E, 0Ey " (8.92)
) rog 0z CHH e
GF = — aH=>< 0E, aEz_ ) u 8.0b
~ o oz or tTe (8:90)
0Ey 10E, .
o roao —iwpyH, (8.9¢)
10H, 0H,
- =iweE 8.10
) ro0  dz oo (8102
> = oF 0H, OH
tH = => r_ z =1
ro € or 9 3z ar iweEg (8.10b)
0H, 16H,_. E (8.10¢)
or rop Vs e

ol 9 < —if et 9 o iw.
0z ot

Notons que, si on considére les composantes E, et H, comme des quantités connues,
alors les équations (8.9a) et (8.10b) deviennent un systeéme de deux équations a deux
inconnues : Eg et H,. On peut donc (par des opérations d’addition ou de soustraction
membre a membre) exprimer facilement chacune de ces inconnues en fonction de E, et
H,. De la méme maniére, on remarque que les équations (8.9b) et (8.10a) forment un
systeéme de deux équations a deux inconnues (E, et Hy), permettant d’exprimer E, et
Hg en fonction de E, et H,. On obtient facilement :

(8.9b) et (8.10a) = E = ;2’ (ﬁaaErz + ”‘)rw a@%) 8.11a)
poH. _ oL, -~
(r 00 6r ) (8.11b)
BOE. _  OH.
(8.92) et (8.10b) = <r o ~How . > @.11¢c)
2 5w aE
<[5 e > @.11d)
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@ Ssolutions de I'équation de propagation

E =kin* —B* . ky=w/c. (8.11e)

Les équations (8.11a), (8.11b), (8.11c), et (8.11d), permettent de trouver toutes les com-
posantes transversales dés que 1’on connait les deux composantes longitudinales E, et
H . On peut donc se contenter de résoudre I’équation de propagation uniquement pour
les composantes longitudinales E_ et H,.

@) Solutions de I'équation de propagation

Considérons la fonction scalaire \p = (r, 0, z) qui représente indifféremment une
des composantes E, ou H,. La projection de 1’équation de propagation (8.7) dans la
direction Oz donne :

62
a;b =0 (8.12)

ou I’expression du laplacien en coordonnées cylindrique est donnée par :

0? + 10 + 1 0? 0?

or2  ror r200% 0z?

Pour résoudre 1’équation (8.12) on utilise la méthode de séparation des variables. On
écrit :

A — e,

A=

{ ) = @(r, 8)e B 5.13)
@ =V (M,(0) .
La substitution de (8.13) dans (8.12) conduit a :
¢, 1dy 1, d, ;
[ ? < dr21 * r drl) ’ ﬂlbl e BP0 b, + epgw P, [ €? = 0.
En divisant par {|1,, on obtient :
1 (P | 1db, 11 d, o, 2
+ + - B+ =0
¥, < a2 Troar )T, dor TP T e
En multipliant par 2, on obtient :
P2 (P 1dy, 2 _ a2\ ,2 1 d*Y,
d)l(drz ;g ) T (EHowt =B P, dez (819

On peut clairement remarquer que le premier membre de I’équation (8.14) ne dépend
que de r, tandis que le second membre ne dépend que de 0. On peut donc mettre cette
équation sous la forme suivante : g(r) = f(0) ; ce qui n’est possible que si les fonctions
g et f sont égales a une méme constante. En écrivant g(r) = f(0) = constante = K, on
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obtient :
a2y,
402 + kP, =0, (8.15)
r? dzll’l 1 dy, 2 2\ .2
- =K. 8.16
w1<dr2 +rdr +(£u0w [S)r K (8.16)

2

En écrivant k = v~ avec v réel, la solution de 1’équation (8.15) s’écrit :

P,(0) = ¢y exp(ivB) (8.17)
ol ¢, est une constante. Compte tenu de la symétrie cylindrique de la fibre, 1, doit étre
périodique de période 27t
P, (0 + 27m) =P, (0) soit ¢y exp [iv(0 + 27)] = ¢, exp(ivd) = exp(2iTv) = 1.

L’équation exp(2i7tv) = 1 n’a de solution que si v est un nombre entier. Nous écrirons
par la suite :

v=m, avec m=0, +1, +2, ...
Pour chaque valeur de m > 0, I’expression (8.17) correspond a deux solutions réelles
pour i, ;

¢, cos(m0)

¢, sin(m0) (8.18)

1y(0) = {

ou le nombre entier m définit la périodicité azimutale du champ électromagnétique dans
la fibre. Les deux solutions définies dans la relation (8.18) peuvent étre stockées dans
les parties réelle et imaginaire de la fonction complexe définie par :

1,(0) = ¢, exp(im0) (8.19)

= m? dans I’équation (8.16), on obtient :

2
dlbl+1d1b1+<%w2_5z_m2>¢1=0.

En substituant k = v>

drz  r dr r?
2
w . 27 w ,
En posant : epyw? = 5 n* = k(z)n2 ,ou kg = N est le nombre d’onde dans
c 0 c

le vide et A, est la longueur d’onde dans le vide, et sachant que I'indice de réfraction
n différe selon qu’on se trouve dans le coeur ou dans la gaine, I’équation radiale des
champs s’écrit finalement :

¢y | 1dy, 20 a2 M
42 + dr + <k0ni -pB - 2 > P, =0 (8.20)

oun; = n; pour 0 < r < a(dans cceur), et n; = n, pour a < r < b (dans la gaine).
Nous montrerons dans la prochaine section, que ’onde n’est guidée que si sa
constante de propagation {3 est telle que :

kon, < B < kyn, (8.21)
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@ Ssolutions de I'équation de propagation

En écrivant :

u=a(kin? — H'/? (8.22a)

— (@2 _ 12,231/2
w = a(p? - k2nd)"/ (8.22b)
I’équation radiale des champs se met sous la forme suivante :

dz‘bl(") + 1 dby(r) +

w o om?
dr2 v dr <a2 ~ 2 > P,(r)=0 pourr <a(ceceur) (8.23a)
d2¢1(r) N 1 d, () B

w*  m? .
2 . dr ( + 2 ) P,(r)=0 pourr > a(gaine) (8.23b)

a2

Les équations (8.23) sont les équations de Bessel. Les solutions physiquement accepta-
bles de cette équation s’expriment sous la forme de fonctions de Bessel :

J, (uZ) pour r < a
Py(r) = X, (wr) (8.24)

pour r > a

ou J,, est la fonction de Bessel (de premiére espece) d’ordre m. K, est la fonction de

Bessel modifiée (de deuxieme espéce), appelée aussi fonction de Hankel modifiée.
Finalement, les formules (8.18) et (8.24) permettent d’exprimer 1’amplitude des

composantes longitudinales des champs @ (r, 8) = VP (r)1,(0), de la maniere suivante :

I
[ C(} C.()S((mg)) ] J (ur> pour r < a
o= 9/ ¢ (8.25)
¢ cos(mb) K (wr> pour r > a
cé’ sin(m0) "\ a

Il est a noter dans les formules (8.25) qu’a chaque valeur de m, correspondent deux
solutions dont I’une est proportionnelle a cos(mB) et I’autre a sin(m0). Par souci de
simplicité, on peut regrouper les deux solutions en les traitant respectivement comme
les parties réelle et imaginaire de I’amplitude complexe du champ @ défini par :

I
~ _ime c,J,,(Mr) r<a
or.0)=e { 621 @) } pour [ s g ] . (8.26)

avec
=”=\/ 22 _ 32 =“’=\/ 2 _ 2 8.27

n=, (kgni —B2) et L a (B2 = kgn3) (8.27)

La figure 8.5 illustre les variations des fonctions de Bessel J,,(x) et K,,(x) en fonction
de la variable x, pour m = 0,1, et 2. Dans I’expression (8.26) les parametres 1 et
déterminent la vitesse de variation de J,, (nr) et K,, (Cr) dans le coeur et dans la gaine,
respectivement. Le champ J,, (r) oscille d’autant plus rapidement (dans le cceur) que
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1 est grand. La fonction K,, ((r) exécute une décroissance d’autant plus rapide que C est
grand.

Figure 8.5- Fonctions de Bessel J,,(x) et K,,(x) pour m =0, 1, 2.

e Parameétre de fréquence normalisée V'

Comme nous I’avons mentionné précédemment, I’onde n’est guidée que si la constante
de propagation (3 obéit a la relation (8.21); ce qui implique que k(z)n? - B2 > 0et
B2 — k%n% > 0. On peut avoir un meilleur apercu de la condition de guidage en exami-
nant attentivement les parametres u et w définis dans les relations (8.22), qui imposent a
u et w d’étre des grandeurs réelles positives. Il est important de noter que u et w dépen-
dent chacun de la constante de propagation 3, mais que la somme de leur carré est
indépendante de (3. On peut donc introduire, a partir des relations (8.22), une grandeur

appelée paramétre de fréquence normalisée V, défini par :

27 ON

A (8.28a)

V=@ +uw)? = ako(n% - n%)l/2 =a
avec

ON = (n? — n3)'/2. (8.28b)

Lorsqu’on les exprime en fonction des parametres normalisés définis par (8.27), les
relations (8.22) s’identifient a des relations de Pythagore reliant les longueurs des cotés
dans un triangle rectangle, k% =p>+n’etp’ = k% + (* (figure 8.6) avec k, = kon, et
k, = kyn,. On voit alors que le vecteur 1j est assimilable a la composante transversale du
vecteur d’onde. Autrement dit, ce vecteur (dirigé vers la gaine) symbolise la pénétration
du champ dans la gaine. Le champ pénétre d’ autant plus loin dans la gaine que le module
de 7 est grand. La limite est atteinte lorsque « est 2 son maximum, qui se trouve étre le
parametre V défini par relation (8.28). Pouru = V on a w = 0 car u et w varient en sens
inverse (relation (8.28a) et figure 8.6).
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w
_-La gaine n’existe pas.
" Londe est totalement
r’: V dans le ceeur.
. . An=ula
2a 1 3 " Y
B e T | Point de
= . w /{ 3 coupure des modes
B gaimne / Onde totalement
n, = . # dansla gaine
. s C=wla ‘ -
) o~ 1— p U

Figure 8.6 - Interprétation géométrique des paramétres u, w, et V.

L’onde se retrouve alors totalement dans la gaine; ce qui revient a dire que I’onde
n’est plus guidée. On dit aussi que ’onde est coupée. La fréquence pour laquelle u = V',
qui est équivalent a w = 0, est appelée fréquence de coupure. D’autre part, on peut
remarquer dans la figure 8.6, qu’a I’inverse du vecteur fj qui symbolise la « fuite » du
champ vers la gaine, le vecteur Z (dirigé vers le cceur) symbolise le « confinement » du
champ. Autrement dit, le champ est d’autant plus confiné dans le cceur que ( est grand
(et donc que 1 petit). Cependant la limite ou w = V (et donc u = 0) est une situation
anormale dans une fibre optique, car cette limite n’est atteinte que lorsque 1’onde ne
ressent plus la présence de la gaine. Les ondes guidées par une fibre optique doivent
ressentir a la fois la présence du cceur et de la gaine. De ce fait, pour ces ondes, le
parametre u doit se situer dans I’intervalle suivant :

O<u<V (8.29)

La détermination de u passe par la relation de dispersion.
@ Relation de dispersion

Pour obtenir cette relation, il est nécessaire d’appliquer les conditions de continuité
de certaines composantes du champ électromagnétique a I’interface entre le cceur et
la gaine. A cette fin, il convient préalablement d’expliciter les composantes du champ
électromagnétique. Ici, nous allons utiliser la notation simplifiée de la composante
ortho-radiale, e""e, définie dans I’expression ¢ donnée par (8.26). Autrement dit, nous
utiliserons la notation des composantes de champ avec un « tilde » pour regrouper deux
solutions, dont 1’une est proportionnelle a cos(m0) et ’autre a sin(m0).

6.1 Composantes longitudinales des champs

Les expressions des composantes longitudinales du champ électromagnétique se dé-
duisent des expressions (8.13) et (8.26) :

- [ AlJ,@r)
E, = { ATTK () }P (8.30a)
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- B'J (mr)
H, = ; mK F :
. { K () (8.30b)
avec
T — im® pi(wi—fz) (8.31)

Al et B! désignent respectivement les amplitudes des champs électrique et magnétique
dans le ceeur de la fibre, tandis que A’! et B!! désignent respectivement les amplitudes
des champs dans la gaine. Rappelons que 1 et ¢ sont donnés par (8.27).

6.2 Composantes transversales des champs

Elles s’obtiennent a partir des expressions de EZ et H , données par (8.30) et (8.31), et
des expressions des champs transverses définies par les relations (8.11) ot on doit poser
E,2 = n2 lorsqu’on est dans le cceur, et E,z = —C2 dans la gaine. On obtient :

ePour 0 < r < a(ceeur), € = sonf, et

E = :_;B ALT @) + u:;:mBIJm(nr)] F (8.32a)
Eo = :E)ZAIJm(nr)+ iustIJ;n(nr)] F (8.32b)
A = __(:;;mAIJm(nr) - ’f B’J,’n(nr)] F (8.32¢)
Ay = __i:el AL () + 52": B’Jm(nr)] F (8.32d)
» Pour r > a (gaine), € = song etona:
£ = —"? AK (&) - uo;imB”Km(Cr)] F (8.33a)
By = :_CE:’A”K,,,(U)— i“sz”K,’n(cr)] F (8.33b)
A = _w;ZrmA”Km(Cr)+ ’? B”K,’n(cr)] F (8.33¢)
Hy = _iczezA”K,'n(Cr)— E;: B”Km(Cr)] F (8.33d)
lei J = dJ(’i"ix), etK, = dlil";fx).

6.3 Conditions de continuité des champs

Certaines composantes des champs E et H doivent satisfaire les conditions de continuité
a I’interface entre le cceur et la gaine, en r = a.
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Remarq ue Ces conditions sont automatiquement satisfaites en » = b. En effet, b > a
et K,,(Cr) décroit exponentiellement & mesure que r tend vers b : E (r = b) — 0; ce qui
assure la continuité de la composante tangentielle de E (a I'extérieur de la gaine, ou le
champ est supposé nul).

Relations de continuité en r=a.

o Continuité de la composante de E tangentielle a I’interface coeur/gaine ;

E (a7)=E a") (8.34a)
« Continuité de la composante tangentielle de H (car Jiibre = 0);
H,(a™) = H,(a") (8.34b)
o Continuité de la composante normale de H (Enorma] = uoﬁr) ;
H,(a") = H,(a") (8.34c)
o Continuité de la composante normale de D (car Olipre = 0) 3
en E(a7) = ggny E(a*) (8.34d)
Les conditions (8.34) conduisent a :
J
AT = g1 (8.35a)
K, (w)
J
i = gt n® (8.35b)
K, (w)
—wegntm 1 , wegnim ip ,
A'J, (w)y—i BB'J (w) = A"K, (w)+ " B'K (w) (8.35c)
u? u " w? w m

2 Al 2 ) 2
—in{BA" Wy inf wn; ym

m ’
T+ U BLw =2 ATK (w)- B''K,,(w) (8.35d)
u w

En substituant les expressions de A’! et B!! données par (8.35a) et (8.35b), dans les
relations (8.35¢) et (8.35d), on obtient le systeme d’équations suivant :

Jw K. (w) > n?
I m m _ . I 1 2
BB <qu(u) * me(MJ)> = fwegmA <u2 * w? (8.36a)
nJ () n2K (w) w2 n?
P < W ) wk,aw) ) TR e T (8.56)
N A S B
A partir des relations (8.27), on montre facilement que ,+ o= ( + >
u w K \u?z  w?
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En substituant cette relation dans le second membre de (8.36a), et en multipliant les
équations (8.36a) et (8.36b) membre a membre, on obtient la relation suivante :

J/ K/ k2 ZJ/ k2 ZK’ 2
[ () N (W) ] [ onid,, W) . on; m(w)] — B2 [ 12 N 12] (8.37)
o w

ul,(w)  wk, (w) ud,,(u) wkK,, (w)

C’est la relation de dispersion de la fibre a saut d’indice. Pour une fréquence donnée
(c’est-a-dire k, donné), et une valeur de m donnée, elle permet de déterminer la constante
de propagation 3. La relation (8.37) est aussi appelée « équation caractéristique » des
modes de propagation. En effet, pour chaque valeur de m, cette équation admet un nom-
bre fini de solutions satisfaisant a la condition de guidage (8.21) [qui équivaut aussi a
(8.29)]. Cette multiplicité de solutions résulte du caractere oscillatoire des fonctions de
Bessel J,,,. Ainsi, on peut caractériser chaque solution de (8.37) par deux indices : (m, v),
ou m caractérise la dépendance azimutale du champ électromagnétique et v correspond
a la v-ieme solution de (8.37) associée a la valeur m.

Remarque Le point le plus important a noter ici, est que pour une fibre donnée, le
nombre total de modes susceptibles de se propager dépend de la fréquence de I’onde in-
cidente dans la fibre. En régle générale, le nombre de modes augmente avec la fréquence.
Ce point sera détaillé plus loin.

Notons enfin qu’on peut réécrire les relations (8.36a) et (8.35b) de la maniere

suivante :
Bl = uloi) PA! (8.38a)
pir= B p T (8.38b)
tow K, (w) '
avec
et )
2 2
P= uwow (8.39)

Jw 1K (w)
ul,w) wkK,(w)

Les relations (8.35a), (8.38a) et (8.38b), montrent que toutes les amplitudes des champs
peuvent s’exprimer en fonction d’une seule amplitude A’ (ou BY).
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Classification générale des modes
de propagation

Le premier indice permettant de classer les modes guidés dans la fibre est I’indice m
du parametre de variation azimutale du champ. La valeur de m est une donnée du pro-
bleme théorique, en ce sens qu’il est nécessaire de spécifier sa valeur afin de pouvoir
résoudre I’équation caractéristique. A chaque valeur de m, correspondent plusieurs so-
lutions de I’équation caractéristiques, que I’on distingue par I’indice v. De maniere
générale, la solution générale de 1’équation de Maxwell, donnée par (8.30), (8.32) et
(8.33) est caractérisée par six composantes du champ électromagnétique, a I’exception
du cas particulier m = 0, dont la solution est composée des modes transverses, avec
E, = 0 (mode transverse électrique), ou H, = 0 (mode transverse magnétique).

7.1 Modes transverses (m = 0)

Lorsque le nombre azimutal m est égal a 0, la relation de dispersion (8.37) se scinde en
deux :

Jyw)  Ky(w)

= (8.40a)
ulyw)  wkKy(w)
27 2 5!
”1Jo(”) N nzKo(w) _ (8.40b)
udy(u) wkKy(w)
Dans ce cas, les équations de continuité (8.35) deviennent :
Al Jy(w) = AT Ky(w) (8.41a)
B'J,(w) = B Ky(w) (8.41b)
—BlJ (w) K (w)
o =gl 0 (8.41¢c)
u w
J (u) K (w)
—m Al = 2 Al (8.41d)
u w

e SiA' = A" =0 (et donc E, =0), alors il faut que B! et B! soient non nuls.

(8.41c) 4, K, i . )

— + = 0 qui n’est rien d’autre que la relation (8.40a).

8410)  uly  wk, O a (8.40a)

C’est donc la relation de dispersion des modes transverses électriques, que I’on note
TE,,, ou n désigne la n-iéme racine de 1’équation (8.40a). Pour ces modes on a :
E, = Hy = 0. Le tableau 8.1 récapitule les expressions des composantes du champ
électromagnétique associé a ce mode.
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Relation Jow - Kjw)
de dispersion ulyw)  wKyw)
0<r<a r>a
(cceur) (gaine)
E =0 E.=0
Champ E =0 E =0
3 i r . a Jow WY i
électrique Fo = iw Ho aB’J(; (ur) Si(wi=B2) Eqy = —iwp, a Ko(w)BIKU (r ‘ ) (Wi 2)
u a
HZ=BIJ0 (ru)e'(wt_ﬁz) Jow) BIKO (rw)ei(wr—ﬁz)
a z
Champ Bl Ko(w) a
magnétique H,= =g (Ur) et H=ip 0" g1k (*r)eitwrpa
u a ’ Kyw) w °\a
Hy =
Hy=0
E _H

Figure 8.7 - Lignes de champ du mode TE,, dans une section transverse de la fibre.

« Si B! = B! =0 (et donc H, = 0), alors il faut que AT et A soient non nuls

27 25!
8.41d md, nK
( ) 1o 20~ 0: c’est la relation (8.40D).
(8.41a) ul, wk,

C’est donc la relation de dispersion des modes transverses magnétiques, que I’on note
TM,,,, ou n désigne la n-ieéme racine de I’équation (8.40b). Pour ces modes, on a :
Eg = H, =0 (tableau 8.2).

7.2 Modes hybrides

Lorsque le parametre azimutal est non nul (m # 0), les constantes A', B!, A" et B sont
non nulles. Le champ électromagnétique est dit hybride car il possede a la fois une com-
posante axiale pour le champ E et pour le champ H. Les relations (8.30), (8.31), (8.32)
et (8.33), donnent les expressions générales des composantes des champs, qu’il convient
d’exprimer a nouveau en tenant compte des relations entre les constantes AL BT AT et
B! données par (8.35a), (8.38a) et (8.38b). Les champs longitudinaux se mettent alors
sous la forme suivante :

J,(r)
) F.

E =A'
K (w) K, (Cr)

4

(8.42)
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Tableau 8.2 - Modes transverses magnétiques TM,,.

Relation nJyw) 2Ky (w) B
de dispersion ulyw)  wKy(w)
0<r<a r>a
(coeur) (gaine)
E, = AIJO (;u) pi(wi=Bz) E. = Al I;’OEM))KO (rw)ei(w,_ﬁz>
a
Champ a ) 0
e E,==ipa! CJ (Tu) b
électrique r=iB uo\g")¢ —ip Jow) a ;o (rw) Pl @i=B2)
Eg =0 Ko(w) w ’
Eg=0
" H,=0 H,=0
C amp Hr =0 Hr -
magnétique ' :
gnetiq Hg =—iws,ZA’JO (u:;)e’(“’"ﬁz) Hg = iwe, * A IZOE”))K(; (wr)ei(wt—ﬁz)
o(w a

S
1|

Figure 8.8 - Lignes de champ du mode TM,, dans une section transverse de la fibre.

B iB Jm(ﬂr)
A= O PAT @ . (8.43)
qu Km(LU) m r

Les composantes transverses du champ électromagnétique données par (8.32) et (8.33),
font intervenir des dérivées de fonctions de Bessel. Il est possible d’éliminer ces dérivées
en utilisant les formules de récurrence des fonctions de Bessel :

J (x) = r;lJm(x) — () = —r;lJm(x) +J, (%) (8.44)

K3, (0 = " K (0) = Ky (¥) = =" Ky (0) = Ky (3) (8.45)

D’autre part, d’apres les relations (8.42) et (8.43), le rapport des amplitudes des
composantes longitudinales du champ électromagnétique s’écrit

H P n n
Z = B =P 1B=P26,avecZo=u0c.
E, pw Zy k, Zy k,y
Par convention, si H,/E,>1 le champ hybride est not¢ EH, alors que pour
H,/E, < 1le champ hybride est not¢ HE. Cependant, les composantes transverses
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des modes EH et HE ont exactement la méme expression analytique donnée par les
relations (8.32) et (8.33), tant que P n’est pas quantitativement connu. Mais, par
commodité et pour des raisons qui deviendront évidentes lorsque nous construirons
les modes linéairement polarisés, nous allons d’abord exprimer ces deux groupes de
modes sous des formes qui sont (en apparence) différentes.

* Modes EH,,,
Sachant que Jr’n(nr) = T’]n J,r)—=J,.,(r) et K,’n(Cr) = ?Km(Cr) - K,,.1(Cr), nous
r r

pouvons exprimer les champs pour les modes hybrides EH,,,, comme suit :

Dans le ceeur (e = eonf) ona :

E = ’f Al [Jm+l(nr) - :;(1 - P)Jm(nr)] F (8.46a)
Ey = B g1 [’" (1-P)J,(mr) +PJ,, )| F (8.46b)
n nr
- —we g m 3 B2 B
H, = n A [T]r <l k(z)n%P> J,,(mr) + kén%PJmH(nr)] F (8.46¢)
- —iwe m B2
0= . b Al [nr <1 - k(z)n%P> J,mr) — Jm+1(ﬂ”)] F (8.46d)
Dans la gaine (¢ = song) ona:
- L i m _ _
E=al e [C (1 - P)K,,(Cr) KmH(Cr)] F (8.47a)
- J,(u)
Ey = EK ) [C -P)K, (Cr)+ PKmH(Cr)] F (8.47b)
o e wey [ (B2 B2
A=A [ o <1 k(z)ngp K, ((r) + k(z)n%PKmH(cr) F o (847¢)
- giwe, @ [m (B2 B
A=A [a <1 k(z)ngp K, () - K, (|7 (8.47d)
* Modes HE .,
En posant Jr/n(nr) = —:;Jm(nr) +J,_,(mr) et K;n(Cr) =— ZKm(Cr) -K,_,(Cr),

nous pouvons exprimer les expressions des champs pour les modes hybrides HE,,,,
comme suit :
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Dans le ceeur (¢ = .son%) ona:

£ =B [ I " 4p Jm(nr)] r (8.48a)
n nr

Eq = B a1 [’" (1+ P)J,(nr) — PJm_l(nr)] F (8.48b)
n [nr

. —we 2 2
=" "1+ P pYsan- P pr _mn|F (8.48¢)
n nr kgmy kint

3
I

. iwe; ;| m B2
A 1+ 7 P |J,an)—=J, | F (8.484)
n nr ken?

. 2 .
Dans la gaine (¢ = ¢jn;) ona:

B o=—Al ”? I‘{’mg’u)) [2’:(1 + P)K,,(Cr) + Km_l(Cr)] F (8.492)
By =— A,fé Igmg“w)) [’C"r (1 +P) K, (Cr) + PKm_l(Cr)] F (8.49b)
- J 2 2
H = Al “’;2 ng‘l;)) [’C"r (1 + kEn2P> K, () + kfnszm_l(cr)] P (8.49)
m 072 02
5 giwey L) fm 2
Ho=-a" 2 0 [ . (1 + kgngP K, ()+K, ()| F (8.49d)

€) Modes de propagation dans les fibres 2 faible
guidage

8.1 Relation de dispersion

En pratique, I’écart d’indice entre le cceur et la gaine est trés faible, de I’ordre de 1072 &
1072 ; ce qui conduit & poser, en premiére approximation, que :

ny =~ ny, = 3 kgng = kyn,, (8.50)

compte tenu de la condition de guidage, kyn, < [3 < kyn,. Sous cette approximation, la

’ ’ 2
lation de di ion (8.37) s'écrit J,,(w) N K, (w) 5 [ 1,1 ]2
relation de dispersion . s ecrit =m , que
P ul ) WK, (w) RIS
I’on peut scinder en deux relations :
T, K, w) 11
" " = + 8.51
wl, @) wK,w) <u2 w? ) (8.51a)
T, K, (w) 11
" " = - + 8.51b
wl, W) - wK,w) <u2 w? > (8.51b)
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Ces deux relations de dispersion correspondent respectivement aux modes EH et HE.
Dans I’approximation du faible guidage, si on tient compte de (8.51a) et de (8.51b),
I’expression de P donnée par (8.39) conduit a :

P=x1 (8.52)

En éliminant les fonctions dérivés Jr’n et K;n de larelation (8.51a), en utilisant les premier
et second membres des relations (8.44) et (8.45), on obtient :
ul (w) wkK (w)
Tue1 @) Ky 0)
L’expression (8.53a) est I’équation caractéristique des modes hybrides EH,,,,. Rap-

pelons que I’indice v désigne la v-ieme racine de 1’équation (8.53a), et que cette
équation est associée a P = 1.

(8.53a)

De maniere similaire, on peut éliminer les fonctions dérivés J,/n et K,’n de la relation
(8.51b) en utilisant les premier et troisieme membres des relations (8.44) et (8.45). La
relation (8.51b) devient alors :

udJ (u) wK (w)
" — " =0 (8.53b)
Jm—l (u) Km—l (LU)

La relation (8.53b) est I’expression la plus commode pour I’équation caractéristique des

modes hybrides HE, . , et cette équation est associée & P = —1.

8.2 Dégénérescence des modes

Les deuxieéme et troisieme membres des relations (8.44) et (8.45) permettent de récrire
les relations de récurrence des fonctions de Bessel sous la forme suivante :

Syt @+ T, () = 25”1,,,(14) (8.54a)
Ky (W) — K, (w) = 2L':Km(w) (8.54b)

La relation de dispersion des modes HE
s’écrit :

qui se déduit directement de (8.53b),

m+1v >

qu+l (ll) WKm+l (LU)
L@ K,w)

En substituant dans cette relation les expressions de J,,, () et K, (u) données par
(8.54), on obtient :

=0 (8.55)

u 2m w 2m B

ul,_ W) wk,_(w)

J. (1) K, (w) (8.56)
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Cette derniere relation est exactement la méme que (8.53a) des modes EH, mais avec
I’indice « m — 1 » en lieu et place de « m ». En d’autres termes, la relation de dispersion
des modes HE, . |, est identique a celle des modes EH Cela signifie que ces deux
groupes de modes ont exactement la méme constante de propagation (3. On dit qu’il y
a dégénérescence des modes HE, , ;,, et EH On remarque donc qu’en augmentant
de deux la valeur de I’indice de variation azimutale d’un mode EH , on obtient 1’indice

m—1v-

m—1v-

du mode HE dégénéré associé a ce mode EH . On peut alors regrouper les équations de
tous les groupes de modes hybrides dans une seule relation de dispersion sous la forme
suivante :

qu_l(u) le_l(w) B

(8.57)
Jy(u) K,(w)
En effet,
e pour / = m+ 1, on retrouve directement 1’équation (8.53a) des modes EH,,,, .
e pour / = m — 1, on retrouve les modes HE,,,, car I’équation (8.57) s’écrit :
ul w) wK (w) ul () wK (w)
=0(EH,_,,) © =0« (8.53b)

Tt ) K, (w) T @) K,y (w)

Ici, nous avons retrouvé le mode HE, ,, sans aucun calcul, en remarquant simplement
que le passage du mode EH [relation (8.56)] au mode HE,, , ,, [relation (8.55)] s’ef-
fectue en incrémentant de deux unités I’indice des fonctions «J » et « K » au numérateur
de la relation (8.56) et en inversant le signe de « w ».

m—1v

Remarque Les modes EH etHE, .
mais chacun de ces deux groupes de mode est caractérisé par sa propre dépendance
azimutale définie par les indices « m — 1 » (pour EH )et«m+1» (pour HE, .).

ont la méme constante de propagation f3,

m—1v
m—1v

8.3 Expression des composantes des champs
a) Expression des champs dans le systeme de coordonnées cylindriques
Dans les fibres a faible guidage, on peut appliquer 1’approximation définie par (8.50) et

(8.52). Les expressions des champs (8.46), (8.47), (8.48) et (8.49), se mettent alors sous
la forme donnée par les tableaux 8.3 et 8.4.
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Tableau 8.3 - Modes hybrides EH,,,,.

r < a (coceur) r > a(gaine)
; ~ J
Ez = A’Jm(ﬂr)f’ Ez — Al m(u) Km(CI‘)F
= P ar B T
E = "Aly F —_A K -
com e 1) " C K, (w) ma1(C)
o= P al A A
Fo=y4 F Eg=-4 Ky (0)F
) n 1 (1) 0 K, (w) mi1(CF)
~ j N . J
Hz = IB AIJm(nI')F Hz = [B Al m(u) Km(Cr)F
Ho® pow K, (w)
g, = 54l 7y wey I, W)
H. = Aly P =4 K -
’ n i) ' ¢ K, (w) m1(Cr)
- iwe - iwey J,(u)
0=y Alwn P Ho = AT E T Ken @O
n:u/a’ F:eimeei(wt—[sz)’ P=1, C:w/a
J wK (w
Relation de dispersion : uJ, () (W) _
i1 @) Koy (W)

Tableau 8.4 - Modes hybrides HE,,, .

r < a (cceur) r > a (gaine)
E_=A'T mrF E=a (CnF
z = m(n z = Km(W) m
= —if = _ _ariB In(®0)
E = N A'J AT E =-4 ; Km(w)Km_l(Cr)P
- B = B @
Ey = TlA J,, . (rF Eg=aly Km(w)Km_l(Cr)F
H, = —iB AT (mr) H, = B AT (@) K, (L) F
oW pw K, (w)
- —wep 5o WE J,,(u)
H, = A J,_ (nF H, = ¢ K, w) K, _,(CnF
_ iwe . iwe, J,(u)
Ho==" AU, (0T Hy=-al"" K.y Km1 @F
N=ufa, F=em0(@=BD p—_1 (=w/a
ud, (u) wkK, (w) B

Relation de dispersion :
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b) Expression des champs dans le systéeme de coordonnées cartésiennes

La projection des champs sur les axes du repere cartésien (défini dans la figure 8.4)
s’écrit :

E =E, cos®— Egsin0 = ;E,(eie +e79) — 21_E9(ei9 —e™i9)
i

E,=E,sin0+ Egcosb = ZliE,(e’A9 —e 9+ ;Ee(ei9 +e79)

E = ;(E, +iEg)e® + ;(E, —iEg)e™™®
= 1 : (8.58)
E, = 2(Ee —iE,)e"® + 2(E9 +iE,)e™"®

On a une relation analogue a (8.58) pour les composantes du champ H . On obtient donc
les expressions données dans les tableaux 8.5 et 8.6.

Tableau 8.5- Modes hybrides EH,,, en coordonnées cartésiennes.

r < a (cceur) r > a (gaine)
E, = A"J,mre™F, E . =A' IZZEZ?) K, (tr)e™° F,

E =" f AT, (e IO, E =-A' ’f IZZE:’U)) K, (Cr)e ™ OF,
E, = ﬁAI Ty (e DOF, E,=-A E IZ:EZ?) K1 (Cr)e' ™ DO Fy
H, = uloﬁw AT, e F, H, = uloﬁw Al IZZEZ?) K, ((r)e™°F,
H, = _‘:el AT, @O, H = AT wcsz 12:2:2) K, (Cr)e ™o F,
i, ic:;h AT PO, A= - Iiu;z Ig:((Z?)KmH(Cr)ei(mmepo

N=uja, F,=e @B =wjla
ud, (u) wkK, (w)

Relation de dispersion : =
P T @ Koy (0)

Remarque 1l est trés important de noter que lorsque deux (ou plusieurs) modes sont
dégénérés, il est impossible de faire propager de maniere sélective un seul de ces modes.
En d’autres termes, les deux modes se propagent en méme temps et a la méme vitesse.
Ils interférent entre eux de sorte qu’en sortie de fibre, la lumiere qu’on observe résulte de
la superposition des amplitudes de tous les modes dégénérés ayant la méme constante
de propagation. Ainsi, la lumiére en sortie de fibre est obtenue par une construction
basée sur la superposition des amplitudes des modes dégénérés. Lorsqu’on fait cette
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Tableau 8.6 - Modes hybrides HE,,, en coordonnées cartésiennes.

r < a (cceur) r > a (gaine)
i 1 im0 i 1 Jm(u) im0
E,=A"J,mre""F, E,=A K (w)Km(Cr)e Fo
- —if im— 7~ iR I (W) i(m—
E. = n AT, (e DO, E =-Al C Km(w)Km—l(ér)e( VOF,
I B i(m— I B Jm(u) i(m—
E, = N AT, r)e ™ DOF, E,=A f Km(w)Km_l(Cr)e( DOF,
- —i ) - —i J, .
.= "B arg mnemor, .= "B I emor,
T pw © pw K, (w)
. —We, e ~ we, J,,w) e
H = N AT, e ™ VOF,  H, =-A LK) K,,_,(Cr)e ™ OF,
- iwe; m—1)0 - piwey J,w) i(m-1)0
H,=- N ATT (mr)e Fo Hy=-al K. (w) K, (Cre Fo

N=uja, Fy=e @R  =wla
ulJ, (u) wkK, (w)

Relation de dispersion : - =
Jm—l (M) Km—l (W)

construction, on aboutit a des modes linéairement polarisés dans le repere cartésien,
comme nous le verrons dans ce qui suit. Il est aussi important de noter que dans une fibre
a faible guidage, les champs sont quasi-transverses, car I’amplitude des composantes
longitudinales est tres faible comparée a celles des composantes transverses. Autrement
dit, la lumiére obtenue en sortie de ces fibres provient essentiellement des composantes
transverses des champs.

8.4 Construction des modes linéairement polarisés (LP,,,)

a) Expression des champs des modes LP,,, en notation E et A

Les expressions des champs présentées dans la section précédente montrent que dans
les conditions de faible guidage, la projection des composantes transverses des modes
EH et HE,, . sur les axes du repere Oxy ne change pas la dépendante radiale
des champs. Comme ces deux groupes de modes sont dégénérés (méme constante de
propagation) et ont la méme distribution radiale, un mode guidé peut étre représenté par
une superposition d’un mode EH etd’un mode HE,, , ;,,, ol chacun des deux modes
est caractérisé individuellement par sa propre dépendance azimutale, d’indices m — 1
(pour le mode EH) et m+ 1 (pour le mode HE). On peut considérer que la superposition
de ces deux modes dans le repere cartésien se traduit par une dépendance azimutale
définie par le facteur m. Dans ce qui suit, nous allons voir que 1’addition de 1’amplitude
de ces modes conduit 2 un mode linéairement polarisé selon I’axe Ox ou Oy, qui est
not¢ LP, . E . (EH, ,,)+E. .,  (HE

X, ).z XY,z

m—1v

m—1v

m+1~) conduit aux expressions ci-apres.
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Dans le ceeur, le champ électrique du mode LP,,, s’écrit :

E, 0
E, | = @B/, e AR, (8.59)
E, Jm_l(ﬂr)e’('”_”e + Jm+1(1’l")el(m+1)6

Dans la gaine

E . =-A ’f K, (Cr) [

E =AIB [Jm+l(u) _ Jm—l(u)
Y C Km+1(w) Km—l(w)

s S (W) i(m=1)8 S W)
b= [Km_mw)K'"-‘(C”e ¥ K w0)

Jm_l(u) Jm+1(u) im0
Km—l(w) " Km+1(w)] ¢ FO

] K, (tr)e™F,

Km+] (Cr)ei(m+1)9:| AIFO

Remarque On démontre (2 partir des relations caractéristiques des fonctions de
Bessel) que la relation de dispersion des modes EH,,,, (8.53a) est équivalente a :

Tor2® K, ,(0)

m

. Jm+ 1 (ll) Jm—l (ll)
=0 soit = - (EH,,_;) (8.60a)
J () K, (w) K, (w) K, (w)
De la méme maniere, on démontre que la relation (8.53b) des modes HE,, est
équivalente a :
S, K (W) ) Iy @)
=0 soit =— (HE,., ) (8.60b)
Jm (ll) Km(w) Km—l (LU) Km+l (w)
En tenant compte des relations (8.60), dans la gaine, le champ électrique du mode LP,,
s’écrit :
. 0
= 2(B/ 0K, (Cr)e™
Km+l(cr)et(m+l)9 _ Km_l(cr)el(m—l)ﬂ

I Jm+1 (u)

Fy. 8.61
Km+l(w) 0 ( )

Byt b

z

La construction du champ magnétique s’effectue de maniére similaire.
Hx,y,z(EHm—lv) + Hx,y,z(HEm+1v)

Dans le ceeur

H, —Quwe, /M), mr)e™
= 0 AR, (8.62)
H, B/ pow) [Jm_l(nr)ei(m—l)ﬂ _ Jm+1(nr)ei(m+l)9]
Dans la gaine
~ _2(1)52 Km(Cr)ei'”e
H C
1, 1 Jm+1(u)
2= 0 A Fo. (8.63)
1 IB Km+1(w)

_ [Km+l(cr)ei(m+])9 + Km_l(cr)ei(m—l)ﬂ]
Ho
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Ainsi, I’addition des modes : (EH,,_,,) + (HE,,,,), conduit & un mode linéairement
polarisé LP,,, selon I’axe Oy, décrit par les relations (8.59), (8.61), (8.62), et (8.63),
c’est-a-dire ou E, = 0.

Remarque Lorsqu’on fait la soustraction, (EH,,_,,)—(HE,,, ;,,) on aboutit 2 un mode
lin€aire polarisé selon I'axe Ox (ou E, = 0). En fait les modes (EH,,_,,) + (HE,;,)
et (EH,_,,) — (HE,, ,) sont identiques dans le sens ou le passage de I'un a I’autre
s’effectue en interchangeant simplement les rdles des axes Ox et Oy.

b) Expression des champs des modes LP,,, en notation réelle

La notation avec un tilde (E et H) a été utilisée tout au long de ce chapitre pour stocker
les deux composantes dégénérées de chaque mode, sachant que le retour a I’expression
des champs en notation réelle s’effectue simplement en prenant I'une des ses com-
posantes, c’est-a-dire, la partie réelle ou la partie imaginaire des E et H, sans tenir
compte du terme de propagation 7, commun a E et H. D’autre part, dans ce qui suit,
nous donnerons I’expression de I’amplitude des champs sans faire figurer explicitement
le terme F,;, mais ou I’'unique constante Al présente dans les expressions (8.59), (8.61),
(8.62) et (8.63), sera renommée simplement A. Ainsi, la récupération des parties réelles
de E et H nous donne les expressions suivantes :

Amplitude du champ électrique des modes LP,,,.

&, 0
g |=A (2B /m)J,,(mr) cos(m0) (8.64)
£, @) cos[(m+ DO+ J,,_,(nr)cos [(m — 1)O] |
ol IR 0
g |= AK 2(B/ DK, (Lr) cos(mb) (8.65)
£ 10 | K (@) cos [m + DO] - K,,_,(r) cos [(m— 1)0] |

Amplitude du champ magnétique des modes LP,,,.

H —(2w£0n?/n)Jm(nr) cos(m0)
M |=4| 4 0 (8.66)
H, {J 1 r)sin [(m + DO — J,,_ (nr) sin [(m — 1)0] }
FLO(’U r<a
” —2(weyn3/ QK. (Lr) cos(m)
* Jm+1(u) 0
H, [=A b (8.67)
M. i1 (W) o { K pp1 (Cr) sin [(m + 1)0] + K,,_, (Cr) sin [(m — 1)O] }
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Rappelons quen = u/aet { = w/a.
Relation de dispersion des modes LP,,,.

ul W) wkK _ (w)

T K. (w) =0 (8.68)

Les expressions (8.64), (8.65), (8.66) et (8.67), indiquent que la distribution d’inten-
sit€ dans le plan transverse est proportionnelle a [Jm(nr) (:os(me)]2 dans le cceur, et

[Km(Cr) cos(me)] ? dans la gaine. Si nous avions pris les parties imaginaires des champs
E et H nous aurions eu une distribution d’intensité proportionnelle 2 [Jm(nr) sin(me)] :

dans le cceur et [Km(Cr) sin(mE))]2 dans la gaine. Dans les deux cas, on aboutit a une
dépendance azimutale périodique de I’intensité lumineuse, de période 71/m. Autrement
dit, pour un mode LP,,,, si on fait une rotation de 7t a rayon constant dans un plan trans-
verse, on passera obligatoirement par m points (ou zones) d’extinction de lumiere (en
partant d’un point de départ éclairé). Ces zones d’obscurité sont aussi appelées « nceuds
de champs ». Elles résultent de I’interférence de ces modes dégénérés. Le cas m = 0
correspond aux modes ou ’intensité lumineuse ne subit aucune variation lors d’une
rotation a rayon constant. D’autre part, le comportement oscillatoire de la fonction de
Bessel J,,(mr) dans le cceur de la fibre provoque aussi des extinctions de lumiere lors
d’un déplacement radial (2 © constant), de sorte que I’indice « n » dans la notation LP,,,
renseigne sur le nombre de nceuds de champ que I’on trouve lors d’un déplacement ra-
dial. Par conséquent, n est forcément au moins égal a 1, car il est certain que la lumiere
finit par s’éteindre lorsqu’on va du ceeur vers la gaine. Avec cette description, le mode
LP,, correspond a une mode ot la lumiére ne varie pas lorsqu’on tourne a rayon constant
et décroit de maniere monotone pour s’éteindre dans la gaine. C’est le mode fondamental
de propagation de la lumiere dans une fibre optique a saut d’indice.

LPy, LPy;

Figure 8.9 - Répartition de I'intensité lumineuse dans le plan transverse pour quelques
modes LP,,,.
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c) Expression des champs dans le mode LP,

Le concept de superposition des champs tel qu’il a été décrit de maniére générale pour
les modes LP,,, ne peut s’appliquer au cas o m = 0. En effet le mode HE,,, ne peut
s’associer au mode EH_ ., avec un indice négatif qui n’a aucun sens physique. En effet,
la dépendance azimutale du champ dans le plan transverse est indépendante du sens de
rotation autour de I’axe Oz. Les composantes du mode LP; s’obtiennent directement a
partir de celles du mode HE;, (ou il faut veiller a bien revenir en notation réelle, avant
de poser m = 1), qui est en fait déja linéairement polarisé :

£, 0
g, |=Al B/MIymr) (8.69)
&, Ji(mr)cos® | _
& 7, 0
g |= AK w) (B/OKy(Cr) (8.70)
£ | ! K,(Cr)cos© ra
H, | —(wegn /)Jo(mr)
H, [=4 0 (8.71)
H, | (B/mow)J (r)sin® |
_ 2
ol RO N B 5
A R A ) . '
H, (B/uow)K(Cr)sin® |

Sa relation de dispersion est celle du groupe des modes LP,
ul| (u) wKkK, (w)

- (8.73)
T — Kyw)

d) Fréquences de coupure des modes et régime de propagation
monomode

Nous avons vu que pour que la propagation soit guidée il faut que kyn, < 3 < kyny,
et que les champs pénetrent d’autant plus loin dans la gaine que w est petit. Dans la
limite ou w = 0, il n’y a plus de guidage. Pour un mode LP,,, 1a fréquence pour laquelle
w=w,, =0w=u,,=V)estlafréquence de coupure du mode.

A titre d’exemple, considérons I’équation caractéristique du groupe de modes LP,
donnée par (8.73). Elle peut étre résolue graphiquement en déterminant les points
d’intersection des fonctions suivantes :

B ulJ | (u) wk, (w)

= _ (2 _ 212
f) = Jo@) et gu,V)= Ko(w) avec w=V*"—-u)
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La figure 8.10 donne cette résolution graphique pour V' = 10. Pour tracer la courbe f(u)
on commence par tracer ses asymptotes, qui sont données par les zéros de la fonction
Jy(u) et qui sont représentées par les droites verticales en pointillés de la figure 8.10.
Ensuite, on trace les branches de f(u) entre les asymptotes. La fonction g(u, V') est
constituée d’une seule branche située dans la partie positive du quadrant de 1’axe des
ordonnées, qui décroit de facon monotone et s’annule pour # = V. Une des branches
de f(u) ne peut intercepter la fonction g(u, V') que si, sur la plage 0 < u < V, cette
branche se trouve dans la partie positive du quadrant. On peut clairement remarquer
que la premiére branche de f(u) est entierement située dans le quadrant positif. Elle
intercepte donc la fonction g quelle que soit la valeur de V' non nulle. La valeur de u au
point d’interception (que nous noterons u,;) correspond au seul mode de propagation
qui est toujours présent quel que soit le parametre V' (non nul). Comme sa fréquence
de coupure est nulle (c’est-a-dire, la plus petite de toutes les fréquences de coupure), ce
mode LP,; est le mode fondamental de propagation dans une fibre a saut d’indice.
D’apres le graphique, u,, ~ 2,18. D’autre part, on peut remarquer que la deuxieme
branche de f(u) ne peut intercepter la fonction g(u, V') que si la fréquence normalisée
V est située au-dela du point d’interception de cette branche avec I’axe des abscisses,
notée u,, ; autrement dit, si V' > u,.. La valeur de uy,, correspond donc a la fréquence
de coupure du mode LP,, c’est-a-dire, la fréquence en dessous de laquelle on coupe
le mode LPy,. De maniere générale, les points d’intersection de f(u) avec I’axe des
abscisses, ug,.,n = 1,2, ..., correspondent respectivement aux fréquences de coupure
des modes LP,,,. Leurs valeurs sont données par les zéros de la fonction J, (1), en plus
de la valeur uj,, = 0. D’aprés le graphique, sur la plage 0 < u < V' = 10, on trouve au
total trois zéros de f(u) : uy;, = 0, ugy, = 3,83, et uy;, = 7,01. Conséquemment, les
modes de type LP, qui peuvent se propager pour V' = 10 sont au nombre de trois : LP,,

V=10
- 1
o LPo3 1
b Lo
| | 1 | |
[ i |
Uo2, uoz | Vi
1 1
I I
! f(u) !
| |
_ 71,.]1(11,): :
— Jo(u) I
V2 - 11/2\ :
6 8 10
u

Figure 8.10- Résolution graphique de I'équation caractéristique du groupe de modes
LP,, pour V= 10.
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LPy,, et LPy;. Les valeurs correspondantes de u sont situées aux points d’intersection
des trois premicres branches de f(u) avec g(u, V'), et sont données respectivement par
ug; =~ 2,18, uy, ~ 5,00, et uy; = 7,76. Les constantes de propagation de ces modes se
déduisent aisément de ces valeurs de u,.

Une étude graphique des conditions de propagation des modes de type LP,, peut étre
faite de maniere analogue a celle des LP,,,. Sa relation de dispersion s’obtient a partir
de I’expression (8.68) en posantm =1 :

uJO(u) wkK,(w) 3
Jiw)  Kj(w)
ul(u) wkK,(w)

71w ,etgw,V)=— K, (w) .

Le résultat est visible dans la figure 8.11, ol on peut remarquer qu’ici aussi, les

Pour la résolution graphique, on peut prendre f(u) =

fréquences de coupure des modes LP,,, sont les zéros de f(u). Ici, elles coincident avec
les z€ros de J,,(u) et sont au nombre de trois sur laplage 0 <u <V =10:uy,, = 2,40,
U, = 5,52, etug;, =8, 65. De ce fait, les modes de type LP,, qui peuvent se propager
pour V' = 10 sont au nombre de trois : LP,;, LP,,, et LP,5. Ici, les points d’intersection
des branches de f(u) avec g(u, V') se situent dans la partie négative de 1’axe des ordon-
nées. Les valeurs correspondantes de u sont données respectivement par u;; =~ 3,48,
up, ~ 6,33 etu;; =9,05.

Figure 8.11 - Résolution graphique de I'équation caractéristique du groupe de modes
LP,, pour V=10.

De maniére plus générale, I’équation pour tous les groupes de modes LP,,,, est donnée
par (8.68), que nous pouvons remettre sous la forme suivante :

fw) =g, V) (8.74a)
3 qu_l(u) B le_l(w) 2 2
S = Jw gu,V)=- Kw) w=V"-u) (8.74b)
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La fonction f{u) étant indépendante de V, les valeurs des fréquences de coupure des
modes LP,,,, u,,,,.. sont indépendantes de V. La fonction g(u,V) dépend V et s’étend de

plus en plus du coté positif de I’axe des u & mesure que V augmente. Un mode LP,, est
guidé si son parametre u,,, est solution de I’équation (8.74) avec

u,, <V. (8.75)

On peut déterminer rapidement le nombre de modes susceptibles de se propager, sans ré-
soudre I’équation caractéristique (8.74), en remarquant (comme illustré dans les figures
8.10 et 8.11) que ce nombre coincide avec le nombre de zéros de la fonction f{u) dans
I'intervalle 0 < u <V, c’est-a-dire, le nombre de racines non nulles de J,_,(u) = 0,
U, telles que u,,. < V, a laquelle s’ajoute la racine u,;, = 0 (associée au mode
fondamental LP; ).

La racine u,,, correspond a la valeur V,,, du parametre V qui permet de couper

le mode LP,,,. Ces racines sont listées dans le tableau 8.7 des zéros des fonctions J,,
jusqu’am =S.

Tableau 8.7 — Racines non nulles des fonctions de Bessel J,,.

zéro Jo (%) J, (%) J, (x) J5 (x) Jy (x) Js (x)

1 2,4048 3,8317 5,1356 6,3802 7,5883 8,7715
5,5201 7,0156 8,4172 9,7610 11,0647 12,3386
8,6537 10,1735 11,6198 13,0152 14,3725 15,7002
11,7915 13,3237 14,7960 16,2235 17,6160 18,9801
14,9309 16,4706 17,9598 19,4094 20,8269 22,2178

a b w N

Le tableau 8.8 récapitule les valeurs des parametres V,,,,, de coupure des modes pour les
groupes de modes LP,,; et LP,; pour V' = 10. On remarque que la plus petite fréquence

de coupurenonnulleestV,,,, = u;,, = 2,405, et qu’elle correspond au mode LP, ;. Cela

Tableau 8.8 - Fréquences de coupure V,,,, pour quelques modes LP,,,.

| m n Notation LP,, Composantes dégénérées
0 0o 1 LPy, HE,,

2405 1 1 LP, TEy; » TMy, , HE,,

3832 2 1 LP,, EH,,, HE;,

3832 0 2 LPy, HE,,

5136 3 1 LP;, EH,,, HE,,

5520 1 2 LP,, TEy,, TMy,, HE,,

6,380 4 1 LP,, EH;,, HEs;

7016 2 2 LP,, EH,,, HEs,

7016 0 3 LPos HE,;
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signifie que deés que le parametre V d’une fibre a saut d’indice est supérieur a 2,405 la
fibre devient multi-mode. Inversement, le régime de propagation monomode est obtenu
en se placant dans les conditions telles que :

V = kyaON = Z;Ta ON < V, = }\2” aON = 2,405 (8.76)
cll

Dans ce cas, seul le mode LP,; peut se propager dans la fibre. C’est ce mode qui est
utilisé dans les té€lécoms pour le transport des informations a ultra-haut débit sur de tres
grandes distances. Les fibres utilisées ont alors un rayon de cceur a suffisamment petit
pour que V' < 2,405 a la longueur d’onde de transmission A = 1,55 um (qualifiée
de « troisieme fenétre télécom »). La figure 8.12 illustre I’évolution de la constante de
propagation normalisée en fonction du parametre V (V' < 6), qui est définie par :

[52
2 n
b= ko - woow? (8.77)
n2 _ }12 V2 V2
1 2
1
LP'IY'LTL
0.8 monomode multimode
0,6
=
0,4
0,2
3L/1
0 bd
0 1 2 3 4 5 6

Figure 8.12- Courbes de dispersion des modes LP,,, pour V < 6.

e) Approximation gaussienne du mode LP,,

Comme nous I’avons vu dans les sections précédentes, la distribution radiale des modes
est décrite rigoureusement par des fonctions de Bessel. Cependant les opérations al-
gébriques sur ces fonctions ne sont pas toujours tres confortables. Marcuse a démontré
qu’on peut approcher de facon satisfaisante la distribution radiale du mode LP; par une
fonction gaussienne comme suit :

2
P(r) = Yyexp |- (M’/ ) (8.78)
0

ou la valeur de W), caractérise la dimension du mode. La formule empirique de Marcuse
donne I’expression analytique du parametre W), de la distribution gaussienne qui ap-
proche le mieux le champ réel, en fonction du rayon a du coeur de la fibre et du parametre



de fréquence normalisée V :

2a

~ 0,65+

1,619
V3/2

2,879

6 (8.79)

Cette expression donne une valeur de W}, précise a mieux que 1 % prés dans la gamme

0,8<V <2,5.

Principe des communications optiques
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Tout systeme de transmission d'information est constitué de trois éléments : un
émetteur, un canal de transmission et un récepteur. Pour une communication op-
tique, le canal de transmission est une fibre optique (ou une concaténation de fibres).

son

Microphone

Signal analogique

8 /
Caméra vidéo 6
4
LN
5 =l / 2
image .
=  Temps
email | Ordinateur

Quantification

Codage binaire

Signal optique

Linformation a transmettre peut étre un son, une image, les mots d'un texte ou
des données. Pour étre véhiculées a distance, les informations doivent étre mises
sous une forme adéquate, c'est-a-dire qu'elles doivent préalablement étre codées.
Faisons l'analogie avec un automobiliste sur la route.

Signal analogique
8
6
4
2,
0 -
Temps
s i
o i
a4
2F 4 1 7 7 5 6 6
0 i i i
o i
H Séquence
/ de bits
01,001 0031 1 13111310 171,10}
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Impulsions
optiques
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Temps

Figure 8.13 - Codage d'une information analogique sous forme numérique puis

optique.
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Le fait d'actionner son clignotant droit lui permet de transmettre un message précis
aux autres automobilistes sans avoir besoin de baisser sa vitre et transmettre cette
information de vive voix. Les autres automobilistes connaissent le code de la route
et savent interpréter correctement les messages transmis de cette maniere.

Les communications par fibres optiques utilisent aussi la transmission par codes.
Linformation est donc fabriquée a destination par le poste radio (s'il s'agit d'un
message audio), le poste de télévision (messages audio et vidéo) ou |'ordinateur
(s'il le message est un email), a I'aide des codes recus. De ce fait, le codage de
I'information constitue une opération majeure dans un processus de transmission
d'information, et fait aujourd’hui encore I'objet de nombreuses recherches.

Le codage analogique consiste a transformer l'information en un signal analogique
(tension ou courant électrique) dont les variations dans le temps sont proportion-
nelles aux variations de la grandeur physique associée a l'information. Par exemple
une caméra vidéo transforme point par point et ligne par ligne les variations d'in-
tensité lumineuse d'une image en un signal électrique analogique; ce dernier est
par exemple nul pour les points noirs et maximum pour les points blancs et il prend
toutes les valeurs intermédiaires pour les points gris. De maniére générale, dans
un systéme de communication, I'émetteur est doté d'un appareil spécifique qui
transforme l'information (a transmettre) en un signal électrique analogique.

Le signal analogique doit ensuite étre converti sous forme numérique. Le processus
de conversion commence par un échantillonnage du signal analogique a intervalle
de temps régulier. A chaque instant, on enregistre un nombre correspondant & I'am-
plitude du signal analogique. Ce nombre est ensuite traduit sous forme binaire,
c'est-a-dire sous forme d'une suite constituée uniquement de 1 et de 0.

Une fois I'information codée sous forme numérique, il faut I'inscrire sur une onde
électromagnétique, a laquelle on fait référence comme étant la porteuse. L'émet-
teur est donc doté d'un générateur d'ondes électromagnétiques (qui est soit une
diode laser ou une diode électroluminescente). Le champ électrique de I'onde
peut se mettre sous la forme générale qui suit : y(r) = Asin(wt+ d)u, ou A est
I'amplitude de I'onde, w/2m est sa fréquence, ¢ est sa constante de phase et i un
vecteur unitaire indiquant sa direction de polarisation.

;% s> | Codeur _,MA,_

}A}A} }A; ‘ Laser ‘- ‘Modulateur‘

Séquences d’impulsions
optiques

Fibre A
optique Décodeur | s> o B
Signal /) J
' électrique /
4

Détecteur /\ /\ /\
=

optique

Signal optique

Séquences d’impulsions
électriques

Figure 8.14 - Principe des télécommunications par fibres optiques.
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Dans une porteuse non modulée les quatre paramétres (A, w/2x, ¢, i) sont con-
stants au cours du temps. La modulation de la porteuse consiste a faire varier I'un
(ou plusieurs) de ces paramétres au rythme de variation du signal d'information.
Cette opération génere au sein de I'émetteur une porteuse modulée (c’'est-a-dire
une onde porteuse d'information), qui est ensuite injectée dans la fibre optique. Le
procédé de modulation le plus simple est la modulation d’amplitude, qui fait varier
I'amplitude A en maintenant tous les autres parametres constants. Cela revient a
faire varier I'intensité lumineuse en fonction de I'alternance de série de 1 et de 0 qui
forment le message codé. Lorsque le symbole « 1» se présente, le modulateur s'ou-
vre et injecte dans la fibre un signal trés bref (appelé impulsion lumineuse). Lorsque
le symbole « 0» se présente, le modulateur reste fermé (aucune impulsion n’est
émise).

Chaque 1 ou 0 est appelé bit d'information, I'intervalle de temps séparant deux
bits consécutifs correspond au temps bit. Le débit d'information est alors défini par
le nombre de bits par seconde. Il s'exprime en général en Gbit.s™' ou en Thit.s™!
(1 Gbit.s™" = 1 milliard de bits par seconde, 1 Thit.s™" = 1000 milliards de bits par
seconde). En pratique, un bit 1 correspond a la présence d'une impulsion lumineuse
durant un temps bit, alors qu’un bit O correspond a I'absence de lumiére durant un
temps bit.

Aprés une longue propagation dans la fibre optique, la séquence d'impulsions op-
tiques est finalement reconvertie en séquence d'impulsions électriques a I'aide d'un
détecteur et d'un décodeur. A la sortie de la ligne de transmission optique, le dé-
tecteur est relié a un systéeme qui compare le signal transmis au signal initial et
mesure ainsi le nombre d'erreurs (une erreur revient a détecter un 1 au lieu d'un
0 ou réciproquement). Divers phénoménes de propagation déforment fortement
les impulsions et peuvent entrainer un chevauchement des impulsions voisines et
par conséquent quelques erreurs de détection voire un brouillage total de l'infor-
mation. En pratique, les opérateurs tolerent une seule erreur de bit pour un milliard
de bits transmis.
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La fibre optique standard est un fil de verre tres fin de forme cylin-
drique, constitué d'une région centrale, le cceur, d’environ 10 microns
de diamétre, entouré d'une gaine d’environ 125 microns de diametre.
Le cceur et la gaine sont constitués d'un méme verre de silice, mais ou
des dopants sont incorporés de telle sorte que I'indice de réfraction du
coeur soit légerement supérieur a celui de la gaine. Le tout est finalement
protégé par une gaine protectrice en matiére plastique.

La fibre optique est un guide d'onde qui a comme principal avantage,
vis-a-vis des autres guides d’ondes, de n’atténuer que trés faiblement les
ondes électromagnétiques. C'est pour cette raison qu’actuellement, elle
est systématiquement utilisée pour transmettre des informations sur de
trés longues distances.

Le second avantage majeur de la fibre optique est la trés large bande
passante : elle peut transmettre simultanément une plus grande quantité
d'informations que tout autre systeme de transmission existant (céble
coaxial, ligne bifilaire, etc.).

Pour se propager dans une fibre optique, la lumiére adopte certaines
formes particulieres de répartition de l'intensité lumineuse de la sec-
tion transverse de la fibre, qui dépendent de la fréquence du champ
électromagnétique. On les appelle modes de propagation.

A basse fréquence le seul mode qui peut se propager est un mode
dont l'intensité lumineuse est maximum au centre du coeur de la fibre
et décroit régulierement jusqu’a s'annuler dans la gaine. C'est le mode
fondamental de propagation.

A partir d'une certaine fréquence, d'autres modes (d’ordre supérieur)
peuvent se propager en méme temps que le mode fondamental. Dans
le cas des modes d’ordre supérieur, la lumiére s'éteint et se rallume au
moins une fois lorsqu’on se déplace du cceur vers la gaine, ou lorsqu’on
tourne autour de |'axe de la fibre.
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8.1

8.2

8.3

8.4

8.5

Testez-vous @

Quelle que soit sa fréquence, une onde électromagnétique peut se propager dans une
fibre optique :

a. vrai b. faux

Les ondes qui se propagent dans une fibre sont des modes de propagation. La
fréquence de coupure d’un mode est la fréquence :

a. au-dessus de laquelle le mode commence a se propager

b. en dessous de laquelle le mode commence a se propager

On désigne par mode fondamental le mode qui a :

a. la fréquence de coupure la plus grande

b. la fréquence de coupure la plus petite

Dans une fibre optique a saut d’indice, la fréquence de coupure du mode fondamental
est nulle :

a. vrai b. faux

Dans une fibre optique a saut d’indice, on trouve des modes dégénérés. On dit que
deux modes sont dégénérés lorsqu’ils se propagent avec :

a. la mé&me fréquence et des vitesses différentes

b. la méme fréquence et la méme vitesse

c. la méme fréquence et la méme longueur d’onde
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Impact de la dispersion intermodale dans une ligne télécom

Cet exercice utilise 1’approche de 1’optique géométrique (approche des rayons lu-
mineux) pour évaluer I’impact de la dispersion intermodale d’une fibre télécom.

On considere une fibre a saut d’indice constituée d’un cceur d’indice n; entouré d’une
gaine d’indice n,. La figure suivante représente le trajet d’un rayon lumineux quel-
conque qui arrive sur cette fibre avec un angle d’incidence 6, en provenance d’un
milieu d’indice n,.

o oy

n ceeur

gaine

Figure 8.15

1. Ecrire la loi de Descartes reliant les angles 0, et 0, au point d’impact A.

Le rayon réfracté dans le cceur tombe sur le dioptre coeur-gaine au point C avec un angle
d’incidence «;, et donne lieu a un rayon réfléchi avec un angle «, = «;, et un rayon
réfracté avec un angle «;.

2. Ecrire la loi de Descartes reliant les angles «; et , au point d’impact C.

3. Le rayon réfracté dans la gaine (au point C) constitue-t-il un inconvénient dans le
cadre des transmissions a grande distance par fibre optique ?

4. Au point C, il existe un angle limite «; = o;; au-dela duquel le rayon réfracté n’existe
pas. Donner I’expression de cet angle limite en fonction de n; et n,.

5. On cherche a déterminer I’angle 6 = 6, pour lequel &; = ;. A partir de la relation
antre les angles du triangle ABC, donner I’expression de 0, en fonction de «;;.

6. En tenant compte des questions précédentes, donner 1’expression de sin 6 en
fonction de ny, n, et ny. Comment appelle-t-on sin 0y, ? Par la suite, on utilisera la
notation ON pour désigner sin 0,. La fibre considérée est une fibre a faible guidage
(An =ny —ny < 1,n = ny = ny), qui regoit une lumicre provenant de I air.

7. Montrer que dans ce cas, ON =~ \/ 2nlAn.
8. Calculer la valeur du saut d’indice An pour ON =0, 13 et n = 1,45.

9. Calculer I’angle que fait le rayon guidé le plus incliné par rapport a 1’axe de la fibre
(angle 9,).

10. Le diameétre de cceur valant 2a = 50 microns calculer le nombre de réflexions totales
effectuées par ce rayon guidé le plus incliné, sur une longueur de fibre de 1 km.
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8.2

8.3

Entrainez-vous

11. Calculer I’écart entre les temps de parcours respectifs de cette fibre par le rayon
parallele a ’axe de la fibre, et le rayon le plus incliné par rapport a I’axe de la fibre.
Le fait que des rayons différents mettent des temps différents a parcourir la fibre, est
qualifié de dispersion intermodale. En effet, chaque information est transportée en
« pieces détachées » réparties sur plusieurs rayons (ou modes). Ces différentes pieces
arrivent a destination a des instants différents (en rang dispersé), d’ou le qualificatif de
dispersion intermodale.

12. En quoi cette dispersion constitue-t-elle un effet pénalisant pour les systeémes
de transmission ultra-longue distance par fibre optique ? Par quel moyen peut-on
supprimer cet effet dans ces systémes ?

Calcul des paramétres d'une fibre monomode

La formule empirique de Marcuse donne I’expression analytique du rayon de mode,
w, de la distribution gaussienne qui approche le mieux le champ réel dans une fibre
monomode, en fonction du parametre V :

2w 1,619 2,879

% ~ 0,65+ 32 V6
ol a désigne le rayon de cceur de la fibre. Cette expression donne une valeur de w
précise a mieux que 1 % pres dans la plage 0,8 < V' < 2,5. On considére une fibre
optique télécom monomode a saut d’indice, en verre de silice (d’indice n ~ 1,447),
possédant une ouverture numérique de 0,13, un diametre de gaine de 125 pum, et une
longueur d’onde de coupure a 1,2 pm.

bl

1. Calculer le saut d’indice de cette fibre.
2. Calculer le rayon de ceeur du la fibre.
3. Calculer le rayon de mode a la longueur d’onde de 1,55 pm.

4. Calculer le facteur de confinement (fraction de la puissance optique se propageant a
I’intérieur du cceur de la fibre).

Détermination graphique des modes LP d’une fibre a saut d’indice

On considere une fibre de silice a saut d’indice ayant les caractéristiques suivantes :
indice de ceeur n; = 1,454, indice de gaine n, = 1,450, rayon de cceur a = 4,46 um.
On injecte dans cette fibre un faisceau laser de longueur d’onde A = 630 nm.

1. Calculer I’ouverture numérique de cette fibre.
2. Préciser la couleur du laser injecté dans cette fibre.
3. Calculer le parametre V' pour ce laser.

4. « Déterminer le nombre total de modes LP;, (n = 1,..., M) susceptibles de se
propager, dans lescas I =0et/ = 1.

» Déterminer graphiquement les parametres u pour les modes LPy; et en déduire les

B
—n
K22
constantes de propagation normalisées b = (2) 5
ny —n
17"
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® Solutions

Réponsea; 8.2 Réponsea; 8.3 Réponseb; 8.4 Réponsea; 8.5 Réponsesb, c.

Impact de la dispersion intermodale dans une ligne télécom

1. ngsin 0y = ny sin 0, (8.80)
2. ny sin o; = ny sin &, (8.81)

3. Le rayon réfracté au point C est une perte d’énergie, qui va se répéter périodiquement,
et entrafner rapidement I’extinction totale de la lumiere. C’est donc un inconvénient
majeur pour les transmissions a grande distance par fibre optique.

4. 11 est possible d’éviter la réfraction dans la gaine, en éclairant la fibre avec un angle
d’incidence 6, suffisamment petit pour que «; soit supérieur a ’angle limite «;;. En
effet, la relation (8.81) indique que «; < «;, puisque n; > n,. Il existe donc un angle
«; = oy tel que o, = 71/2. Pour cet angle limite, la relation (8.81) s’écrit

sinoy; = ny/ny (8.82)
5. La somme des angles du triangle ABC étant égal a 7, on a :

s 7T
el+0(.il+2=7-[:> 61=

5~ % (8.83)

6. Pour ) = 0; ona ; = «;;, et ©; est donné par la relation (8.83). La relation (8.80),
devient

in0. — . 7'[_ _ _ 2 _ 1 —si 2
Ny smY,, = 1y S ) X | = npCOS KX = ny COS” &;; = ny s &y

. . . 1
En tenant compte de la relation (8.82), on obtient : sin 0, = \/ n% - n%.
no

On définit I’ouverture numérique (ON) d’une fibre optique comme étant le sinus de
I’angle maximal des rayons guidés ; autrement dit, I’angle maximal que doivent avoir les
rayons incidents pour pouvoir se propager dans la fibre par réflexion totale a I’interface
cceur-gaine :

ON =sin 0y = nl \/n% - ng (8.84)

0

7. Le rayon incident provient de I’air, alors ny ~ 1, et si on tient compte du fait que
An = ny —ny, < letn = ny =~ ny, alors la relation (8.84) se met sous la forme
suivante :

ON =sin 0y, = \/n% —ny = V2nAn (8.85)
2

8. an =N (8.86)
2n
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Solutions

Pour ON =0,13etn =145, 0onaAn=~6x 107>
9. Le rayon guidé le plus incliné par rapport a 1’axe de la fibre correspond a 6y,.

ON =ssin6y; = 0,13 soit 6; ~ 0,13rad = 7,45°

10. La premicere réflexion s’effectue au bout du trajet AC, dont la projection sur 1’axe
est AB=ACcos0,. Ensuite, les réflexions s’effectuent systématiquement apres chaque
distance effective 2AC, dont la projection sur I’axe est 2AB. L’extrémité de la fibre est
atteinte au bout de N réflexions, telles que Nx2AB = L. On a donc

_ L L
2AB 2AC cos6,

Lsin 9,

a
AC " 2acos9,
D’apres (8.80) , sin®y; = n; sin®; = ON = sin®; = ON/n; ~ ON/n.

sin91 = => N

Comme cos 0 = \/1 —sin® 0, = \/1 — (ON/n)2,0ona:
N = L x ON
2any/1 — (ON/n)?
Avec L =1km,a=25um,n=1,45,ON = 0,13, on trouve N ~ 1,8 X 10°.

11. Le rayon parallele a 1’axe parcourt exactement la distance L. Supposons que
L = m X AB, ou m est un entier. Alors la distance parcourue par le rayon le plus in-
cliné est L., = m X AC. Les deux rayons se propagent dans le méme milieu d’indice
ny =~ n, alavitesse v = ¢/n. L’écart des temps de parcours est donc

At =

B L ¢ \AB

AL_n(Lmax_L)_nL (Lmax_1>_nL<AC 1)
v c c

nL< 1 _1>_) A= L 1 .

¢ \ cosB c \/1 _<(1)1N>2

AN : Ar=1,95%x10"8s=19,5ns

12. Cette fibre provoque une dispersion intermodale de 19,5 ns.km™'. L’ information
télécom étant répartie sur plusieurs modes (ou rayons), comme ces rayons n’ont pas le
méme temps de parcours, les différents constituants de chaque information n’arrivent
pas a destination en méme temps. L’information arrive étalée dans le temps, avec le
risque de chevauchement de deux informations émises a des instants rapprochés. En
télécom, lorsque la dispersion intermodale devient trés pénalisante, on utilise les fibres
monomodes, qui sont caractérisé dans un rayon de cceur suffisamment petit pour que
seul le rayon paralléle a 1’axe optique puisse se propager.
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8.2 Calcul des paramétres d'une fibre monomode

1. On a vu dans I’exercice 8.1 que I’ouverture numérique d’une fibre a faible guidage
ON?

2n
Pour ON = 0,13 et n = 1,4475, on trouve : An ~ 6 x 1073

s’écrit ON =~ \/ 2n An;ce qui conduita: An =

2. D’apres la formule (8.76) du cours,

2

7r 2,4A,
V:akOONza)\ON > V.=a

27
ON~24 = g=
= 2nON

)\C
Pour A, = 1,2 pm et ON = 0,13, on trouve : @ = 3,52 pm.

3. Calculons d’abord le parametre V" a 1,55 um

V = akyON = az)itON =1,85

1,619 2,879

wza<0,65+ V3 Ve

) soit w=4,79 um

4. Dans I’approximation de Marcuse, la distribution radiale du champ est donnée par :
2

P(r) =g exp [— ( ) ]
w

. . 2r?
L’intensité correspondante est I(r) = [Ww(r)|* = Iyexp [— r2 ]
w
La fraction de puissance dans le cceur est donnée par

F= Jo 1r)ds : (8.87)
Jy 1(rds

ol ds = 2mrdr est la surface élémentaire d’une couronne circulaire de rayon r et
épaisseur dr. En faisant le changement de variable x = r*> = dx = 2 rdr, on obtient :

2
2 2 a
/Oarexp (—Zz ) dr f()a exp <_L20);> dx [exp <—i§>]
= = 0 .
b 2r? 2 2x 2% \17
o) Ferl 2 ()]

Finalement F =

F =

Avec a = 3,52 um, b = 62,5 um(125 um/2), w = 4,79 pum, on trouve F = 66 %.
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8.3

Solutions

Détermination graphique des modes LP d'une fibre a saut d’indice

1. ON = /n} —n} = 0,108
2. Ce laser est de couleur rouge.
3. V:akOON=a27ZtON=4,794

4) Déterminons le nombre total de modes LP,,, et LP,,,

» Modes LP,

uJ_l(u) wK_l(w)
Ils sont décrits par la relation générale (8.74) avec [ = 0 : + =0
Jou) Ko(w)

En appliquant les relations de récurrence J_ (u) = —J,(u) et K_ (w) = K, (w), cette
relation devient :
qu(u) le(w)

Jow) — Koy(w) =0 o fWw=guV)

avec f(u) = qu(u) , gwV)= WKl(W) , w= (V2 — u2)1/2.
Jow) Ko(w)
Dans I’intervalle 0 < u < V = 4,794, les racines de cette équation sont les points
d’intersection des fonctions f (u) et g(u,V). La fonction f intercepte g autant de fois
qu’il coupe/touche I’axe des abscisses. Les racines de f comprises entre 0 et V" incluent
la racine ug;. = 0, et les racines non nulles de J; (u).

D’apres le tablau 8.7, on trouve : ug,, = 3,8317.

Il y a donc au total deux solutions pour I’équation caractéristiques des modes LP,, sur
I’intervalle 0 < u < V, La résolution graphique donne uy; ~ 1,98 (by; ~ 0,83) et
ugp =~ 4,37(by, ~ 0, 17).

* Modes LP,,

Ils sont décrits par la relation générale (8.74) avec I = 1 :

uJO(u) wKo(w) _

Ji(w) i Ky (w) e JW=swl)
udy(u) wKk (w)
avec f(u)=-— 1@ , gw, V)= Kw)

Ici aussi, la fonction f intercepte g autant de fois qu’il coupe 1’axe des abscisses. Les
racines de f comprises entre O et V' incluent la racine nulle (déja associée au mode
LPy;), et les racines de Jy(u). D’apres le tableau 8.7, on ne trouve que : u;;. = 2,4048.
Il n y a donc qu'une seule solution pour I’équation caractéristiques du groupe de
modes LP;, sur I'intervalle 0 < u < V. La résolution graphique donne u;; =~ 3,12
(bgp =~ 0,57).
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Lessescceccsccccccmecseccssccsrceny,

Les états de polarisation
de la lumiere

Pour visualiser un film en trois dimensions, les lunettes utilisées comportent des filtres po-
lariseurs. Sur I'écran, deux images sont projetées : I'une polarisée rectilignement a + 45°,
I'autre a — 45°. On cache la premiére image a I'ceil gauche, la seconde a I'ceil droit (ou
vice versa) a |'aide des lunettes. Chaque ceil percoit ainsi deux images différentes. En pho-
tographie, on atténue les reflets venant de surfaces telles que I'eau en plagant un filtre
polariseur correctement orienté devant I'objectif de I'appareil.
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manipuler la polarisation.
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© Propagation des états de
polarisation dans les dispositifs
optiques : formalisme des
matrices de Jones
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La polarisation de la lumiere a été observée pour la premiere fois par Huygens en
1690 sur les rayons de lumiere ayant traversé un cristal de spath d’Islande. Il s’agissait
d’un rhomboedre cristallin de calcite (CaCO;), matériau uniaxe biréfringent, éclairé
sous incidence normale par de la lumiere naturelle. Deux faisceaux spatialement
séparés sont transmis : un rayon non dévié dit ordinaire car il suit les lois attendues de
la réfraction et un rayon dit extraordinaire qui est dévié. Ces deux rayons ont la méme
intensité lumineuse, ils sont polarisés rectilignement et perpendiculairement 1’'un par
rapport a I’autre. Dans les chapitres dédiés aux milieux anisotropes, nous présenterons
le phénomene de double réfraction qui est a la base de cette observation.

En 1890, Malus observe la polarisation par réflexion en recevant sur deux miroirs
successifs de la lumiére.
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@ Transversalité et nature vectorielle des vibrations lumineuses

L’interprétation des observations précédentes est que la vibration lumineuse ne peut
pas étre une grandeur scalaire ni un vecteur longitudinal, car il serait impossible de
réaliser I’extinction entre un polariseur et un analyseur croisés.

Parmi les applications liées & la polarisation de la lumiére, nous pouvons citer I’élabo-
ration des traitements multicouches anti reflets, des polariseurs anisotropes, des cristaux
utilisés en optique non-linéaire, des cristaux liquides. ..

n Transversalité et nature vectorielle des
vibrations lumineuses

Rappelons que, dans un milieu isotrope, le vecteur représentatif de la vibration lu-
mineuse est le champ électrique de I’onde électromagnétique, il est perpendiculaire
au rayon lumineux et situé dans le plan d’onde : I’onde est dite transverse. De plus,
les phénomenes lumineux sont correctement expliqués en utilisant la notion de champ
électromagnétique qui par définition est vectoriel. Parmi les différentes raisons qui
imposent d’utiliser la nature vectorielle de la lumiére, citons :

« la présence de discontinuités dans les propriétés optiques des milieux c’est-a-dire
I’existence de dioptres. En effet, les coefficients de réflexion et de transmission (en am-
plitude et en intensité) sous incidence oblique sont fonctions de la polarisation, méme
si les milieux sont isotropes : ce sont les lois de Fresnel ;

« le champ électromagnétique est de nature vectorielle (voir les équations de Maxwell) ;

« ’existence des milieux biréfringents dans lesquels la propagation des ondes s’analyse
correctement en tenant compte de la polarisation.

DEFINITION 9.1
Une onde transversale, caractérisée en chaque point M du milieu dans lequel elle
se propage par une grandeur s(M, 1) normale a la direction de propagation est dite

polarisée si I'extrémité A du vecteur MA = § décrit au cours du temps une courbe
bien déterminée.

) Etats de polarisation des ondes
électromagnétiques planes

On s’intéresse par la suite au champ induction électrique 5(? t) car c’est le champ
le plus significatif en optique des milieux matériels pulsqu il est transverse méme
dans un diélectrique anisotrope. Dans les milieux isotropes, D et E étant colinéaires,
leur direction est identique, ils sont tous deux dans le plan d’onde. Nous verrons au
chapitre suivant que la situation differe pour les milieux anisotropes : le champ électrique
n’appartient plus au plan d’onde (sauf cas particuliers), seul D est transverse.
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2.1 Etats de polarisation

Dans les milieux infinis, en 1’absence de charges libres et pour des ondes planes pro-
gresswes homogenes, I’équation de Maxwell-Gauss divD = 0 conduita k - D = 0 ol
k est le vecteur d’onde. Les vecteurs k et D sont donc orthogonaux : D appartient au
plan d’onde . Choisissons Oz comme axe de propagation. Alors I’expression en notation
complexe de Dest:

5(2, t) — 5Oe—i(w1—kz)

ol w est la pulsation, ]30 est ’amplitude complexe de D.

Le milieu dans lequel s’effectue la propagation est supposé étre un diélectrique
linéaire homogene isotrope, d’indice » : la relation de dispersion est donc k =
ol ¢ est la célérité de la lumiere dans le vide.

Le vecteur 50 étant transverse, il appartient au plan (Oxy) et il peut s’écrire selon :
Dy = A"l + Aye'®ii, ot A et A, sont des amplitudes réelles (positives) et @,,
@, sont des phases définies a 27 pres.

A TI'aide de ces quantités, dans un plan d’onde quelconque, le champ D(z,1) s’exprime
en notation réelle selon :

Dz 1) ( D (z,1) = A, cos(wt —kz — @) > |

9.1
D(z,t) = A,cos(wt —kz — @)

Examinons les caractéristiques de I’état de polarisation dans un plan d’onde simple, le
plan z = 0. Posons X(t) = D,(0,7) et Y(t) = D,(0, 7). Trouver I’état de polarisation
de ’'onde revient a répondre a la question : quel est I’ensemble des points décrits par
I’extrémité de ﬁ(O, t) c’est-a-dire par le couple (X (¢), Y (¢)) ?

D’apres I’équation (9.1),

X(t) = A, cos(wt — @,) ©.2)
Y(t) = A, cos(wt — @) '
En changeant I’origine des temps et en introduisant ¢ = @, — @, :
X(t) = A_cos(wt)
x 9.3
{ Y (1) = A, cos(wt — @) ©-3)

Ces expressions indiquent que la courbe recherchée est inscrite dans un rectangle de
cOtés 24, selon Ox et 24, selon Oy. Nous pouvons également affirmer qu’il s’agit d’une
courbe fermée vu que X (¢) et Y (¢) posseédent la méme période.

Le couple (X (¢), Y (¢)) constitue les équations paramétriques de la courbe recherchée.
Pour en déduire I’équation cartésienne, il est nécessaire d’éliminer le parametre temps.
Pour cela, nous utilisons la relation

cos® wr + sin® wr = 1. 9.4)
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@ Etats de polarisation des ondes électromagnétiques planes

D’autre part, le systeéme (9.3) donne :

X
cos wt =
A

X
A,
Y-X A* cos @
sin wt = N
A, sin @
qui reporté dans la relation (9.4) permet de trouver I’équation cartésienne de la courbe :

X2 + Y -2 XY cos @ = sinch
A? Ai AA,
Il s’agit donc d’une ellipse : on dit que I’état de polarisation le plus général d’une onde
plane progressive monochromatique est un état de polarisation elliptique.
Le terme croisé XY dans I’équation indique que, de maniére générale, les axes Ox’
et Oy’ de I’ellipse sont différents de Ox et Oy (figure 9.1).

Figure 9.1- Ellipses décrites par les extrémités de DetH.

Le sens de parcours de I’ellipse se détermine en calculant le vecteur tangent en tout
point de I’ellipse :

dXx
dt

(g = —A wsin(wr — @)

Ce sens de parcours ne changeant pas au cours du temps (I’onde est censée se propager
sans rencontrer d’obstacle, ni de dioptre), nous choisissons un instant simple pour déter-
miner le sens du parcours : t = 0. A cet instant, le vecteur tangent est :

= —A, w sin wt

dx 0
dy dr . Le sens de parcours dépend donc de .
= A,wsin @

dr
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La convention de sens utilisée par les opticiens est relative a la direction d’observation
c’est-a-dire a I'observateur vers lequel se propage I’onde.

. . . dY .
¢ Si0 < @ < m, alors sin@ > 0 soit > 0 : le sens de parcours est le sens direct
(sens trigonométrique). L'onde est dite polarisée elliptiquement a gauche, son hélicité
est positive.

. . . dYy
e Si—m < @ < 0,alors sing < 0 soit d < 0 : le sens de parcours est le sens

1
rétrograde. Londe est dite polarisée elliptiquement a droite, son hélicité est négative.

Ay

e

. . . L . P Y
* Si @ = 0 ou 7, les équations paramétriques donnent immédiatement x = +
X

L’équation est celle d’une droite, I’onde est dite polarisée rectilignement.
2 2
. T ., . L. Ys . .
*SiA, =Ajetp =+ 5 I’équation cartésienne est A2 + = 1. L’équation est celle
X

X

d’un cercle, ’onde est dite polarisée circulairement, a droite si @ = — _, a gauche si
2

o=+
5"
Les résultats précédents peuvent se représenter selon la figure 9.2.

Figure 9.2 - Les différents états de polarisation d'une onde plane progressive
monochromatique selon les valeurs du déphasage ¢.
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@ Etats de polarisation des ondes électromagnétiques planes

En conclusion, nous venons d’établir qu'une onde plane progressive monochroma-
tique est nécessairement polarisée et que son état de polarisation le plus général est
elliptique. Lors de la traversée de cette onde dans des milieux, les composantes D, et
D,, vont subir des retards différents ce qui va se traduire par une modification de I"état
de polarisation tout au long de la propagation.

Remarque Si nous effectuons les calculs avec un champ induction de la forme
D(z,t) = Doe“(“”_kz) c’est-a-dire conjugué de celui utilisé, les conclusions sur le sens
du parcours sont inversées par rapport a celles obtenues (il faut changer i en —i).

2.2 Manipulation d'un état de polarisation avec une lame
a retard

Une lame a retard est une lame a faces paralleles taillée dans un cristal anisotrope uni-
axe. Elle est éclairée sous incidence normale, la propagation s’effectue selon un axe dit
principal. Il y a deux autres axes principaux qui sont perpendiculaires entre eux et a
I’axe de propagation, 'un est appelé axe lent, I’autre axe rapide. De tels milieux sont
étudiés plus en détails dans le chapitre suivant. Nous montrerons en particulier qu’a la
sortie d’un tel dispositif, les composantes du champ induction électrique sont :

< D, = D, cos wt >
D, =D cos (Wl =@ = Qrpe) )

2t (n, — n,) est le déphasage introduit par la lame d’épaisseur £. On a

OU Prame = A
QPlame > 0sin, > n, c’est-a-dire si v, < v, , oll v, et v, sont les vitesses de phase
associées.

* Si @y, = 7T, la lame est demi-onde, elle transforme un état de polarisation en un état
de polarisation symétrique par rapport aux axes neutres.

e Si @pume = 71/2, 1a lame est quart d’onde, elle transforme un état de polarisation rec-
tiligne en un état de polarisation elliptique dont les axes correspondent aux axes neutres
de la lame. Réciproquement, elle transforme une polarisation elliptique dont les axes
sont confondus avec les axes neutres de la lame en une polarisation rectiligne.

A travers une telle lame, toute polarisation circulaire est transformée en une polari-
sation rectiligne. On peut résumer ces actions par les figures 9.3 et 9.4.

2.3 Cas particulier de la lumiére naturelle

Une source lumineuse ordinaire est formée d’un trés grand nombre d’atomes qui du fait
des collisions émettent de facon indépendante et aléatoire de la lumiere qui peut étre
considérée en premiere approximation comme une superposition d’un grand nombre
d’états de polarisation. On représente la lumiere naturelle par des vibrations elliptiques
incohérentes dont la forme, ’orientation et la phase changent aléatoirement plusieurs
milliards de fois par seconde. En réalité, le caractere aléatoire n’est pas total car la
réflexion ou la réfraction de la lumiere naturelle provoquent une dissymétrie et donc
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une polarisation partielle. C’est ainsi que la lumiere naturelle présente un faible degré
de polarisation.

Ox : axe rapide
Oy : axe lent

Figure 9.3 - Action d'une lame demi-onde sur un état de polarisation.
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@ Etats de polarisation des ondes électromagnétiques planes

Cartographier les contraintes et déformations d’'un

© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

corps

La photo-élasticimétrie est une technique qui sert a mesurer les contraintes mé-
caniques induites par photo-élasticité (effets sur la lumiére des contraintes et
déformations appliquées a un corps). En effet, une contrainte a l'intérieur d'un corps
entraine un déplacement des molécules, des ions ou des atomes ce qui modifie la
transmission de la lumiére. En analysant I'état de polarisation de la lumiere trans-
mise ou réfléchie, on déduit le champ de contraintes auquel est soumis le matériau.
Il existe deux procédés de photo-élasticimétrie :

+ la photo-élasticimétrie par transmission pour laquelle I'objet contraint est placé
entre des polariseurs et observé par transparence.

+ la photo-élasticimétrie par réflexion pour laquelle la surface d'un objet non
transparent est rendue réfléchissante par application d'une mince couche de pro-
duit photo-élastique. La lumiere réfléchie par I'objet traverse alors deux fois le
revétement photo-élastique. Les polariseurs sont placés I'un a coté de I'autre.

La polarisation de la lumiére incidente est soit rectiligne, soit circulaire. L'analyse
des images obtenues se fait par traitement informatique afin de quantifier les
répartitions et variations des contraintes et déformations.

Source
lumineuse
Polariseur
Polariseur Analyseur
Source Caméra CCD
lumineuse
Analyseur
Objet a étudier Caméra CCD Objet a étudier
Photo-élasticimétrie par transmission Photo-élasticimétrie par réflexion

Exemple d'image obtenue par photo-élasticimétrie.
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Ox : axe rapide
Oy : axe lent

Figure 9.4 - Action d'une lame quart d'onde sur un état de polarisation.

2.4 Représentations des états de polarisation

Il résulte du paragraphe précédent qu’une onde plane polarisée est caractérisée par
trois parametres indépendants : les amplitudes A,, A, et le déphasage ¢. D’autres
représentations existent, toutes utilisent trois parametres indépendants. Dans ce qui
suit, les caractéristiques de deux représentations sont présentées. Notons que d’autres
représentations existent comme la représentation complexe, la représentation avec la
sphere de Poincaré.

a) Représentation de Jones

Elle a été élaborée par R.C. Jones en 1941. L’'onde polarisée y est représentée par un
vecteur V', appelé vecteur de Jones, dont les composantes sont proportionnelles aux
amplitudes complexes de D :

- Axei‘px - A,
V< Aye[(py > ou V( Aye[(p >
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@ Etats de polarisation des ondes électromagnétiques planes

Sans modifier I’état de polarisation, on peut utiliser le vecteur de Jones normé

A

v%2+A2
A x y
4 Aye"‘P

2 2
VA

Précisons les vecteurs de Jones normés pour quelques états de polarisation :

Etats de polarisation rectiligne.

oV ( C9S 0 > ou O est I’angle que fait D avec Ox.
sin 0

A (1
« rectiligne selon Ox : X ( 0 > .

« rectiligne selon Oy : ¥ ( (1) ) .

Ona <X ) f’> = 0 : les deux états sont orthogonaux.

Etats de polarisation circulaire.

-gauche((p=+72[):é ! ( ! >

V2 \ !
. | 1
-dr01t((p=—7t):D ( . )
2 \/2 —l

Les deux états circulaires G et D sont orthogonaux puisque <G

pY=(b|G)=0.

De plus on vérifie facilement que G= \} (X+iY)etD = \} (X —iY). Ces deux
2 2

expressions montrent que les états circulaires G et D se décomposent sur la base des
états rectilignes.

Réciproquement,
N 1 1 A Ao 0 —i A A ) .
X = ( > = (G+D)etY = ( > = (G — D) : les états rectilignes sont

0 \/2 1 \/2

la somme ou la différence d’états de polarisations circulaires orthogonaux. Nous voyons
sur cet exemple que la représentation de Jones est tres commode quand il s’agit de
connaitre I’état de polarisation d’une onde qui est la somme d’ondes polarisées.
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Etats de polarisation elliptique.

C’estle cas le plus général. Le vecteur de Jones normé est

) .¢A2+A2 4
V= . En écrivant cosx = x d’ou Y = sinxe'?
® 2 2 2 2
¢ Jara e
v%2+A2
ceci conduit a une expression équivalente du vecteur de Jones pour un état elliptique :
. cos
J=<. ¥@>.
sinxe

L. ) N e . p cosxe‘i‘p/2
Une forme symétrique peut également étre utilisée : J = .

sinye'®/?

L’ état orthogonal est J”(x, @) = J(x + 7 % ®).

b) Représentation de Stokes

Les parametres de Stokes sont liés aux intensités qui sont des grandeurs directement
mesurables. Cette représentation est bien adaptée pour traiter I’évolution de la lumiere
naturelle ou partiellement polarisée dans un systeme optique. Les quantités Py, P, P,, P,
Py= A2+ A

appelé 2tres de Stok définies par:| 1T AYTA
ppelés parametres de Stokes sont définies par : P, =24 A cos .
P; =24 A sing

P, est donc proportionnel a I’intensité totale de ’onde, P, est la différence des intensités
des composantes selon Ox et Oy. Ces parametres ne sont pas indépendants puisqu’ils
dépendentde @, A, Ay. On peut vérifier la relation P(z) = P% + P% + Pg. Les vecteurs de
Stokes sont souvent normés en imposant P, = 1.

Propagation des états de polarisation
dans les dispositifs optiques : formalisme
des matrices de Jones

Nous allons voir les outils utiles a 1I’étude de la propagation d’un état de polarisation
dans un dispositif optique qui modifie les états de polarisation. Selon cette approche, un
élément optique est caractérisé par une matrice carrée de dimension 2. Ce formalisme a
été congu par Robert Clark Jones (1916-2004).



© Dunod — Toute reproduction non autorisée est un délit.

© Propagation des états de polarisationdans les dispositifs optiques

3.1 Propriétés des matrices de Jones

A

C D
I’état de polarisation. Il s’agit d’un opérateur linéaire possédant deux vecteurs propres
orthogonaux associés a deux valeurs propres A, et A,, ces quantités pouvant étre com-
plexes. La détermination de la matrice de Jones d’un élément optique suppose donc la
connaissance des valeurs propres et des vecteurs propres.

Soit M = ( ) une matrice 2 X 2 représentant un dispositif optique modifiant

On montre alors les propriétés suivantes :

esi|A| = Let|A,]| =1, [det M| = 1 : M est unitaire c’est-a-dire M"M = MM" = Id
ouM! = (’M) " est la conjuguée hermitique (ou adjoint) de M. Ceci induit les relations :

A= D*
B=-C*
AP +|C)*=1

» M étant unitaire, il y a conservation de la norme ce qui se traduit par le fait que I’in-
tensité de 1’état de polarisation émergent est égale a 1’intensité de I’état de polarisation
incident. Il y a également conservation de I’orthogonalité des vecteurs. Autrement dit,
apres traversée de 1’élément optique, des états orthogonaux restent orthogonaux.

« Symétries de la matrice de Jones :
— si les états propres sont rectilignes, M est symétrique ;

— si les valeurs propres sont égales (A; = A,), M est symétrique et diagonale.
L’élément optique est isotrope absorbant ou non ;

— si les états propres sont circulaires, M est antisymétrique.

3.2 Matrices de Jones des polariseurs rectilignes

Par définition, un polariseur rectiligne est un dispositif optique, biréfringent ou non,
qui ne transmet qu’un état de polarisation rectiligne orienté suivant une direction fixe
appelée direction de passage du polariseur ou azimut de transmission.

Un analyseur rectiligne est identique a un polariseur rectiligne, il se place en général
a la sortie d’un systeme optique, il permet 1’analyse de I’état de polarisation émergent.

La matrice de Jones pour un polariseur de direction de passage Ox est

1 0
=y o)

La matrice de Jones pour un polariseur de direction de passage Oy est

00
)
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On ne tient pas compte dans les expressions précédentes du facteur de phase associé
a la traversée de la lumiere dans le dispositif.

Enongons quelques propriétés :
« les valeurs propres de P, et P, sontO et 1.
* P, et P, sont des projecteurs car Pi =P, Pi =P,
e detP, = 0,detP, = 0 : les matrices de Jones des polariseurs rectilignes ne sont pas

associées a des transformations unitaires, 1’intensité transmise est inférieure ou égale a
I’intensité incidente.

3.3 Matrices de Jones d'éléments optiques

Le tableau 9.1 donne une liste non exhaustive des matrices de Jones de divers
composants optiques.

Tableau 9.1 - Matrices de Jones de polariseurs et lames optiques.

Elément optique Matrice de Jones
1 0
Polariseur rectiligne, axe de transmission Ox < 0 0 >
. 1 . 0 0
Polariseur rectiligne, axe de transmission Oy 0 1
. . L 111
Polariseur rectiligne, axe de transmission a 45° de Ox et Oy o
. . . . e 0
Lame isotrope introduisant un déphasage ¢ 0 o
e
i,
Lame biréfringente ¢ .
0 &
' . 1 0
Lame quart d’onde, axe rapide selon Ox 0 )
—i
' . 1 0
Lame quart d’onde, axe rapide selon Oy 0 i
1

3.4 Association de matrices de Jones

La motivation de I’emploi du formalisme de Jones provient du fait que I’état de polari-
sation transmis par une association d’éléments optiques se trouve en calculant MV ol
V est I’état de polarisation incident et M la matrice résultant du produit des matrices de
chacun des éléments, produit effectué dans le méme repere Oxy. Les différentes matri-
ces doivent étre exprimées dans le méme repere Oxy. Le produit des matrices s’effectue
dans I’ordre inverse de celui rencontré par la lumiere.
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L'essentiel ®

@ Une onde plane progressive monochromatique (OPPM) est nécessaire- |
: ment polarisée.

@ Son état de polarisation le plus général est elliptique.

e Les autres états de polarisation possibles sont soit rectilignes, soit i
circulaires. :

@ Un état de polarisation peut é&tre controlé a I'aide d’une lame a retard.
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9.1

9.2
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Une onde électromagnétique polarisée circulaire a droite possede :
a. un champ électrique de module constant et est un vecteur tournant

b. un champ électrique dont le module oscille et est un vecteur tournant dans le sens
trigonométrique

c. un champ électrique d’amplitude sinusoidale et qui tourne dans le sens contraire du
sens trigonométrique

d. un champ électrique d’amplitude constante et qui oscille dans un plan fixe
Un faisceau de lumiére naturelle d’intensité 100 W.m~2 éclaire deux polariseurs recti-

lignes placés I’'un derriere I’autre. Les axes de transmission (c’est-a-dire les azimuts de
transmission) des polariseurs sont paralleles. L’intensité de la lumiere transmise est :

a. 100 W.m™2
b. 50 W.m™2
.25 W.m™2
d. 200 W.m ™2
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9.1

9.2

9.3

9.4

9.5

Entrainez-vous @

Soit une onde lumineuse polarisée rectilignement dans un plan vertical et d’intensité
2 000 W.m™2. Elle éclaire sous incidence normale un polariseur linéaire dont I’axe de
transmission est horizontal. Donner 1’intensité transmise.

On utilise deux polariseurs linéaires idéaux dont les axes de transmission sont séparés
d’un angle égal a 30°. Le premier polariseur est illuminé par de la lumiére naturelle
dont I’intensité est 500 W.m™2. Quelle intensité émerge de ces deux polariseurs ?

Soit une onde plane progressive monochromatique dont 1’état de polarisation est
linéaire, le champ électrique faisant un angle de 40° avec la verticale. Cette onde est
incidente sur un polariseur dont I’azimut de transmission fait un angle de 10° avec la
verticale. Quelle est I’intensité transmise ?

On place quatre polariseurs rectilignes parfaits a la suite I'un de I’autre. L’azimut de
transmission du premier polariseur est vertical, celui du second forme un angle de 30°
avec la verticale, celui du troisieéme un angle de 60° avec la verticale, celui du quatrieme
un angle de 90° avec la verticale. La lumiére incidente est non polarisée. Quelle est
I’intensité émergente ?

Etats de polarisation

Donner I’état de polarisation des ondes électromagnétiques planes se propageant dans
le vide et dont les champs induction électrique ont les expressions suivantes :

0 0 0
131 D, cos(wt — kx) 132 D, cos(wt — kx) 133 D cos(wt + kx)
D, cos(wt — kx) D, sin(wt — kx) D, sin(wt + kx)
0 0 0
- > S
D[ Dycos(wt—kx) |Ds| Dycostwi—kx+ ) [Dgf Dycos(wr— kx)
=D, sin(wt — kx) D cos(wt — kx — Z) 2D, sin(wt — kx)
D, cos(wt — ky) 0 0
- > U > 2m
D, 0 Dg| 2D, cos(wt — kx — 4) Dy| Dycos(wt + kx + 3 )
Dy sin(wt — ky) Dy cos(wt —kx + ) 2D, sin(wr + kx — 31)
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9.6

9.7

272

Interférences en lumiére polarisée, expérience de Fresnel-Arago
Deux fentes d’Young F; et F, sont
éclairées par de la lumiere monochro-
matique, de longueur d’onde A, rec-
tilignement polarisée (polariseur P) is-
sue de la source F. Les fentes d’ Young
sont équidistantes de F et espacées de a.
Elles sont a une distance D de 1’écran
E.

Deux types de réponse sont possibles
pour cet exercice : une analyse qualita- Figure 9.5
tive ou bien une analyse quantitative.

1. Deux polariseurs rectilignes idéaux identiques P; et P, sont placés a la sortie des
fentes F; et F,.

Décrire I’aspect de 1’écran et indiquer 1’état de polarisation de la lumiére :
a) si les azimuts de P, et P, sont parallgles entre eux et 4 45° de I’axe de P.

b) si les azimuts de P, et P, sont perpendiculaires I’un par rapport a I’autre et a 45° de
I’axe de P.

2. Dans cette question, les azimuts des polariseurs P; et P, sont orientés comme a la
question 1.b. et on observe I’écran E & travers un analyseur A.

Décrire I’aspect de 1’écran et déterminer I’état de polarisation de la lumiere dans cette
nouvelle situation :

a) lorsque I’azimut de A est parall¢le a celui de P; ou de P,.

b) lorsque I’azimut de A est orienté suivant I’une des bissectrices des azimuts de P; et
P,.

¢) lorsque I’azimut de A est orienté suivant I’autre bissectrice.

d) lorsque I’orientation de I’azimut de A est quelconque.

Polariseur a réflexion vitreuse

On considere une onde plane progressive monochromatique arrivant sous une incidence
i1 sur un dioptre plan séparant deux milieux diélectriques linéaires homogenes isotropes
d’indices respectifs n; et n,. On note i, 1’angle de réfraction.

1. Rappeler les expressions des coefficients de réflexion et de transmission en ampli-
tude de ce dioptre. Montrer que seul un des coefficients de réflexion s’annule pour une
certaine incidence iz que 1’on précisera. Quelle est la polarisation de 1’onde réfléchie
correspondante ?

2. Application numérique : on prend n; = 1, n, = 1,5. Donner ig. Quelle est la
valeur correspondante du coefficient de réflexion en intensité ? Commenter le résultat.
Conclure.



@9.1 a. Le champ électrique de 1’onde, dans le plan d’onde z = 0, est E <
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9.2

Solutions ©

E cos wt
—E sin wt

et |E| = E, = constante.

b. Apres le premier polariseur, la lumiere est polarisée rectilignement, son intensité
est 50 W.m~2. En effet, la lumiere illuminant le polariseur étant naturelle, nous pou-
vons la considérer (en premieére approximation) comme un ensemble de polarisations
rectilignes dont les directions 8(¢) varient rapidement et aléatoirement au cours du
temps. Ainsi, I’induction électrique transmise par le premier polariseur peut s’écrire
D= DycosO(r)ip ol ip est un vecteur unitaire porté par l’axe de trans-
mission du polariseur. L’intensité lumineuse transmise est proportionnelle a

2
-2 D
|D| > = <|D0 cos 9(t)|2> = 20 : 1a moitié de I’intensité incidente d’une lumiére

naturelle est transmise a travers un polariseur rectiligne.
Le calcul précédent peut étre repris en représentant la lumiere naturelle par des vibra-
tions elliptiques dont la forme, 1’orientation et la phase changent aléatoirement plusieurs
milliards de fois par seconde. Les équations temporelles de I’ellipse dans le repere de
ses axes sont (le plan d’onde est choisi en z = 0) :

Dy(z=0,t) = D coswt

Dy(z=0,t) = D, sin wt

D? D?
Lintensité est [ = <|DX|2> + <|DY|2> = 21 + 22 = constante = I).

A la sortie du polariseur, I’induction électrique est :
51) = (Dl cos wt cos 0(¢) — D, sin wt sin G(t)) lp

ol zip est un vecteur unitaire porté par I’axe de transmission du polariseur, 0(z) est une
fonction aléatoire du temps.

L’intensité transmise par le polariseur est :
)
IP == ’DP|
= <D% cos? wt cos? 6(t)+D§ sin? wt sin® 8(1)—2D, D, cos wt sin wt czos o(1) ginzﬁe)(t)>
. . Sm Z2wt) (Sin t
D% <0052 wt) <0052 6(t)>+D§ <sm2 (,Ut> <sm2 6(t)>—2D1D2< ) A ) )
2 2
_ D n D; _ Iy
4 4 2
Apres le second polariseur dont 1’azimut est parallele a celui du premier polariseur,
I’intensité reste égale 2 50 W.m™2 .
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@9.1 L’intensité transmise suit une loi
I=1Iycos’ ot I, = 2000 W.m™>
et « est I’angle entre la direction de la o
polarisation et I’axe du polariseur

9.2 Apres le premier polariseur P;, comme
il est éclairé par de la lumiere na-
turelle, I’intensité transmise est d’intensité
I, = Iiz“C = 250 W.m™2. Aprés le
second polariseur P,, comme son axe de
transmission fait un angle de 30° avec

celui de Py, l'intensit¢ en sortie sera
I, = I, cos? 30° = 187,5 W.m™>2

&1y

axe du polariseur

axe du polariseur P,

axe du polariseur P

9.3  L’intensité transmise est I, = I,,. cos>30° = ° I,
axe du polariseur

10°

axe de Py xe de P
° 2

I inc

2 60° axe de P3

9.4 Apres P, Uintensité est I| =

Apres Py, I, = I; cos? 30° =

3

4

de P

Apres Py, I; = I, cos?30° = ™ ( axe de P

Apres Py, I, = I3 cos230° = "¢

9.5 La démarche utilisée est celle employée dans le cours : travailler en notation réelle et
se situer dans un plan d’onde particulier qui amene des expressions simples. Si 1’état
de polarisation est elliptique ou circulaire, pour la détermination du sens de parcours,
calculer le vecteur tangent a la courbe a un instant simple, le porter sur une figure.

A 5

0 D

. f)l Dy cos(wt — kx)

D, cos(wt — kx)
L’onde se propage selon les x > 0. Dans le
plan d’onde x = 0, les composantes de D,

= Y(t) = Dy cos wt .
sont D, ® 0 soit Y _
Z(t) = Dy cos wt Z

1 : la polarisation est rectiligne a 45° de
Oy.

45°

()
Y.

Figure 9.6
274
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0

. 52 Dy cos(wt — kx) | L’onde se propage selon les x > 0. Dans le plan d’onde

Dy sin(wt — kx)
Y (t) = Dycos wt >

x = 0, les composantes de f)2 sont < Z(t) = Dy sin wr

Y?  Zz?
soit T .= 1 : la polarisation est circulaire.
D; Dy

Solutions

Dans le plan d’onde x = 0, le vecteur tangent est D
dY /dt = —wDgysinwt '\ ; ... & li=o
.ATlinstantt = 0,
< dZ/dt = wD,cos wt > 1nstan ce Yy
vecteur est et a ce méme instant,
(J)DO >0
Yt =0)= D,
Zi=0=0 )
La polarisation est donc circulaire gauche. Figure 9.7
0
* D3| Dcos(wt + kx)
Dy sin(wt + kx)
L’'onde se propage selon les x < 0. Dans
le plan d’onde x = 0, les composantes
> Y(t) = D, cos wt i A
D
de 3 sont < Z(t) = Dy sin wt soit B
Y2 Z2 dL)%
D2 + D2 =1 : la polarisation est circulaire. dr | r=0
0 0 y Uy
Dans le plan d’onde x = 0, le vecteur tangent est < @
dY /dt = —w D sin wt N
. A l'instant t = 0,
< dZ/dt = wDcos wt > fmstan \
0
ce vecteur est et a2 ce méme
wDy >0 Figure 9.8
. Y =0)= D,
tant, .
instan < Z(t=0)=0
La polarisation est donc circulaire droite. A
0
*Dy| Dgcos(wt — kx)
— D, sin(wt — kx) s v

L’onde se propage selon les x > 0. Dans le e
plan d’onde x = 0, les composantes de D, sont \j oy
— 2 2 4Dy
< Y (t) = Dy cos wt >soity + 2 i a |

Z(t) = —Dgsin wt
polarisation est circulaire. Dans le plan d’onde
x = 0, le vecteur tangent est

D? D?
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< dY'/dt = —w Dy sin wr > A Pinstant 1 = 0, ce vecteur est < ) > o

dZ/dt = —wDgcos wt —wDy <0
ce méme instant Y(t=0) =Dy
’ Zt=0)=0

La polarisation est donc circulaire droite.

0
« Bs| Docos(wr — kx + 9
Dy cos(wt —kx — ")

4
L’onde se propage selon les x > 0. Dans le

plan d’onde x = 0, les composantes de 55 sont
Y (¢) = Dy cos(wt + 7T)
Z(t) = Dy cos(wt — 4)

des phases de facon a ce que Y (¢) soit a ’orig-

dD;
dr t=0

\

. Changeons ’origine

' Y (t) = D cos wt
ine : _ T _ ;
Z(t) = Dycos(wt — 2) = D, sin wt Figure 9.10

y? z?
soit T .= 1

Dy Dy R
la polarisation est circulaire gauche (voir la démonstration pour D,).

0
. f)6 D, cos(wt — kx) B
2Dy sin(wt — kx) A

L’onde se propage selon les x > 0. Dans le

plan d’onde x = 0, les composantes de 56 sont 4Dy

< Y(t):Doco'swt > it Y2 N Z?2 1L
Z(t) = 2Dy sin wt D(Z) 4D(2)

polarisation est elliptique, les axes de 1’ellipse sont

confondus avec Ox et Oy.

Dans le plan d’onde x = 0, le vecteur tangent

dY /dt = —w D sin wt N
t . A l'instant t = \
©s < dZ /dt = 2wDcos wt ) fnstan

0 <P 5
0, ce vecteur est < rwD 0 ) et a ce méme
who > Figure 9.11
instant Y(r=0)=Dy
’ Zt=0)=0

La polarisation est donc elliptique gauche.
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Solutions

D, cos(wt — ky)

.f)7 0
—Dg sin(wt — ky) x
L’'onde se propage selon les y > 0. Dans i A
7
le plan d’'onde y = 0, les composantes de T |i=o0
o X(f) = Dycos wt . X2
D t t
7 S0 < Z@6)=-Dysinwr ) O p2 T

) 0
u,, z
z P :

_ . . . . . \
[ 1 : la polarisation est circulaire. Dans (@) >
0
le plan d’onde y = 0, le vecteur tangent est
dX /dt = —w Dy sin wt s
. Alinstant t = 0,
< dZ/dt = —wDcos wt > fnstan
0 N o
ce vecteur est < —wDy < 0 ) et a ce méme in- Figure 9.12
X(t=0)=D,
tant, .
stan < Z(t=0)=0
La polarisation est donc circulaire gauche.
0 z
. - A
e Dg| 2Dgcos(wt —kx— ) 4D,

D cos(wt — kx + f) -

L’onde se propage selon les x > 0. Dans le
plan d’onde x = 0, les composantes de Dg
Y(t) = 2Dy cos(wt — Z)

Z(1) = Dy cos(wt + 73‘)
En changeant I’origine des phases :

Y (1) = 2D cos wt
.1 lari- .
Z(t) = Dy cos(wt + 717;) apolari Figure 9.13

sation est elliptique.

2D,

sont

dY /dt = —2w D sin wt
Dans le plan d’onde x = 0, le vecteur tangent est )
2

dZ /dt = —w Dy sin(wr + 71”
0

—w Dy sin m <0

A Pinstant t = 0, ce vecteur est (
12

Y(t=0)=2D,
Z(t=0)=Dycos T <0 |

12

) et 4 ce méme instant,

La polarisation est donc elliptique droite.
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9.6

0
. f)g D cos(wt + kx + 27T) ‘
2Dy sin(w? + kx — f) A
L’onde se propage selon les x < 0. Dans le
plan d’onde x = 0, les composantes de Dy dDy
dar =
Y (t) = Dycos(wt + 27T) h =0 4Do
sont | ‘€
Z(t) = 2Dq sin(wt — 4 )
En changeant I’origine des phases :
Y (t) = D, cos wt
01 -
Z(t) = 2Dy sin(wr — 1172”) apo
larisation est elliptique. Dans le plan Y
d’onde x = 0, le vecteur tangent est
dY /dt = —w D sin wt
dZ /dt = 2w Dy cos(wt — 11727-[) ' Figure 9.14
. 0
A Tinstant t+ = 0, ce vecteur est 177 et a ce méme instant,
2w Dy cos 12 <0

Y(t=0)=D,
Z(t = 0) = —2D sin 1172” >0 /'

La polarisation est donc elliptique gauche.

Pour cet exercice, deux types de réponse sont possibles : d’une part, la simple con-
sidération des polarisations des ondes illuminant 1’écran permet de décrire la figure
observée sur I’écran E et de préciser 1’état de polarisation, d’autre part une analyse
a I’aide d’ondes planes conduit aux expressions du champ induction électrique et de
I’intensité.

1.a) La disposition relative des axes de
transmission des polariseurs est indiquée
sur la figure 9.15.

La distance de F a F, étant identique a
celle de F a F,, les ondes issues de F ar-
rivent en phase sur F; et F,, polarisées rec-
tilignement selon une direction commune
imposée par 1’axe de transmission de P.
L’onde issue de F; (respectivement F,) tra-
verse Py (respectivement P,) : elle est po-
larisée rectilignement selon I’azimut de P,
(respectivement P,). Les azimuts de trans- Figure 9.15
mission de P, et P, étant orientés selon la

méme direction, les polarisations
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Solutions

des deux ondes sont identiques : sur 1’écran, I’état de polarisation est rectiligne orienté
selon la direction commune des azimuts de transmission des polariseurs P; et P,. En
un point M de I’écran, ces ondes arrivent déphasées, le déphasage est @ = 27 \

P,M - PM
2m 2 DN n Y ce déphasage varie donc d’un point a I’autre de 1’écran

puisqu’il)\dépend de la variable y. On compose donc sur I’écran deux vibrations de
polarisations identiques (rectilignes) et déphasées : elles interferent. La figure d’inter-
férence est constituée de franges rectilignes paralleles a Ox alternativement sombres et
brillantes. La frange centrale est brillante puisque pour le point O, y = Oet donc @ =0
les ondes y arrivent synchrones, 1’état d’interférence est constructif.

Analyse quantitative.

A la sortie de Py, I’amplitude de I'induction électrique est : f)Pl =

0 |
Upy 5
V2
, . S g . = Dy
A la sortie de P,, I’amplitude de I’induction électrique est : Dp, = lipy, OU Uip; et

lip, sont des vecteurs unitaires selon les axes de transmission de P, (respectivement P,),
D est I’amplitude de I’induction électrique issue du polariseur P.
En un point M quelconque de I’écran E, le déphasage des deux vibrations issues
respectivement de P; et P, étant @, I’amplitude de I’induction totale est :

f)(M) = 5P1 + 5P29i(p

D o
= 0 (l + el(p)llpl
2

L’état de polarisation au niveau de I’écran est donc rectiligne selon la direction
commune des azimuts de transmission des polariseurs P et P,.

L’intensité lumineuse étant proportionnelle a la moyenne temporelle du module au carré

de I’induction :

L2 na
IM) x <|D(M)’ > = D(z)cos2 (g = D(z)cos2 A 1;}

L’intensité dépend donc de y. Une frange d’interférence étant le lieu des points ou
I’intensité est constante, son expression est donnée par :

I(M) = constante < cos’ (g = constante <& @ = constante <& y = constante

Il s’agit donc de droites paralleles a Ox (tant que I’ approximation paraxiale reste vraie).

1.b) La disposition relative des axes de transmission des polariseurs est indiquée sur la
figure 9.16
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Les deux vibrations issues de P, et P, et
qui arrivent sur I’écran sont maintenant po-
larisées rectilignement selon des directions
perpendiculaires : elles n’interférent pas p
sur I’écran, 1’éclairement de 1’écran est par / """"""
conséquent uniforme. 5;2 D

Ces deux vibrations arrivant déphasées sur

I’écran (I’expression du déphasage @(y) A 45°

up, '
de polarisation varie selon la variable y : > : P

ilya des points de 1’écran pour lesquels :;Pl 5; .
la polarisation est elliptique, d’autres pour

lesquels elle est circulaire et d’autres pour Figure 9.16
lesquels elle est rectiligne.

est la méme que précédemment), 1’état

Analyse quantitative.

A la sortie de P, ’amplitude de I’induction électrique est : f)Pl = \/0 Upy ;
2
; . N g R, = Dy. .
A la sortie de P,, I’amplitude de I’induction électrique est : Dp, = lipy, OU lip; et

lip, sont des vecteurs unitaires selon les axes de transmission de P, (respectivement P,),
D, est I’amplitude de I’induction électrique issue du polariseur P.

En un point M quelconque de I’écran E, le déphasage des deux vibrations issues
respectivement de P, et P, étant @, ’amplitude de I’induction électrique totale est :

f)(M) = 5P1 + f)Pzei(p

Dy o
= (uPl + el(pupz)

L’intensité lumineuse est :

IM) <|5(M)|2> - 2‘%

Cette intensité est donc constante, 1’éclairement est uniforme.
Cherchons 1’état de polarisation en tout point de 1’écran. En notation réelle, dans un
plan d’onde simple, D(M) a pour composantes :

D, 2
X(@) = 0 cos wt cos wt = \D/ X(1)
. ) 0
DM) D, 9 . X(f)cos @ — Y (1)
Y= cos(wi+ @) SIn 7 = Dy .
oS
soit 22 X2+ 22 Y2 - 4°052‘p XY =1
D sin” @ Dgsin” @ D sin” @
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Ceci est I’équation d’une ellipse, 1’état de polarisation est donc elliptique.

2.a) La disposition relative des axes de transmission des polariseurs et de 1’analyseur
est dessinée sur la figure 9.17. L’observation s’effectuant a travers I’analyseur A, seules

sont transmises par A les projections des

vibrations selon I’axe de A. L’axe de trans- P2

mission de A étant perpendiculaire a 13192, p
cette induction électrique n’est pas trans- / ------------ ;
mise par A. La vibration Dp, étant parallele 5;2 \ 5:) ;

a A, elle est intégralement transmise. '

En sortie de A, seule 5131 est transmise : il

n’y a aucune interférence, I’éclairement de - A 45°
I’écran est donc uniforme, la polarisation P2 . \\' P, A
df cet éclairement est identique a celle de 7P| - 51:1

Dpy, elle est rectiligne orientée selon I’axe

de P,. Tout se passe comme si la fente F, Figure 9.17

était fermée.

Analyse quantitative.

A la sortie de P, I’'amplitude de I’induction électrique est : 51)1

A la sortie de P,, I’amplitude de I’induction électrique est : 5P2 =

R o > D
A la sortie de I’analyseur : Dy = Dp; = \/0 lip;
2

L’intensité lumineuse est :

IM) <|5(M)|2> - 2‘%

L’intensité est donc constante, 1’éclairement est uniforme.

Cherchons 1’état de polarisation en tout point de 1’écran. En notation réelle, dans un

plan d’onde simple, 5(t) =D NOES 0 cos Wtiip, : la direction de 5(t) est constante

au cours du temps, confondue avec iip;, la polarisation est donc rectiligne selon cette
direction.

2.b) La figure 9.18 illustre la disposition relative des axes de transmission des po-
lariseurs et de I’analyseur.
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L’observation s’effectuant a travers 1’ana-
lyseur A, seules sont transmises par A les

projections des vibrations selon 1’axe de Py

A : la projection de la vibration 5131 selon

I’axe de A est transmise de méme que la | ___________._ P, A
projection de la vibration 51}2. 5;2 A\ Ho E

Ces deux projections sont paralléles et N !

dirigées selon I’axe de A : elles interferent P4 !

et arrivent sur 1’écran E en étant déphasées oA R . X

de . L’éclairement de I’écran est donc  ¥pa 45¢ L E P
variable, il est constitué de franges d’in- - —> !
terférence rectilignes, semblables a celles Upy Pt

du cas 1.a., mais moins lumineuses du Figure 9.18

fait du passage supplémentaire a travers
I’analyseur qui impose des projections
a45°.

La polarisation de cet éclairement est imposée par I’analyseur A, elle est rectiligne
orientée selon I’axe de A.

Analyse quantitative.

A la sortie de P, I’'amplitude de I’induction électrique est : ﬁpl

A la sortie de P,, I'amplitude de I'induction électrique est : f)PZ

A la sortie de I’analyseur :

-

DA DP] COS 450;[A + DP2 COS 45°€i(pﬁA

D .
20(1 + Py

L’intensité lumineuse est :

. D}
IM) <|D(M)’2> = 20 cos’ (g

La figure d’interférence est similaire a celle du cas 1.a.

Comme D, est orientée selon i, la polarisation est rectiligne selon cette direction.

2.c¢) Les axes de transmission des polariseurs et de 1’analyseur sont disposés comme
I’indique la figure 9.19.
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Solutions

L’observation s’effectuant a travers P,
I’analyseur A, seules sont transmises par

A les projections des vibrations selon 1’axe P
de A : la projection de la vibration 51}1 A N - 5
selon ’axe de A est transmise ile méme Dp,
que la projection de la vibration Dp,. N 45
Ces deux projections sont paralléles et up, 45°
dirigées selon I'axe de A : elles inter- lip, P,
férent et elles arrivent sur I’écran E en — 2

étant déphasées de ¢. L’éclairement de
I’écran est donc variable, il est constitué
de franges d’interférence rectilignes, sem-
blables a celles du cas 1.a., mais moins
lumineuses du fait du passage supplémen- Figure 9.19
taire a travers 1’analyseur qui impose des

projections a 45°. Du fait que les projections sur ’axe de A sont opposées, le systéme

de franges est le complémentaire du systeme précédent.

La polarisation de cet éclairement est imposée par I’analyseur A, elle est rectiligne

orientée selon 1’axe de A.

< > D,

A la sortie de Py, ’amplitude de I’induction électrique est : Dp; = 0 Up; ;
V2
D,

A la sortie de P,, I'amplitude de I'induction électrique est : f)PZ

Upy.
V2
A la sortie de I’analyseur :

-

Dy

DPl COs 4503A - DP2 sin 4503i(pl/_l)A
D, .
= 1—¢e?)
) ( Jip
2
L2 D
Bow)| > = Oin? @

2 2
La figure d’interférence est similaire a celle du cas 1.a et complémentaire du cas 2.a.

L’intensité lumineuse est : (M) <

Comme D, est orientée selon ii,, la polarisation est rectiligne selon cette direction.

Py
2.d) 1l s’agit de la généralisation des cas P
précédents. On obtiendra donc générale- _. [\ - -~ 4
ment des interférences sauf si o« = P2 " Do
0,7t/2, ..., dont le contraste sera variable :
selon la valeur de . . 45° A
La polarisation de la lumiere sur I’écranest P2 : " p
rectiligne orientée selon 1’axe de 1’analy- —— < _)‘\‘“' :
seur. P Dp,

Figure 9.20
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9.7

Analyse quantitative.

A la sortie de Py, I’amplitude de I'induction électrique est : f)Pl

A la sortie de P,, I’amplitude de I’induction électrique est : 51)2

A la sortie de I’analyseur :

Dy = Dp; cos iy + D pye'® sin iy

V2

L’intensité lumineuse est :

- 2
I(M) <|D(M)| > =

Polariseur a réflexion vitreuse

0 (cos ot + €' sin o) iy

D2
20 (1 4 sin2a cos ).

1. Les expressions des coefficients de réflexion et de transmission sont données par les
formules de Fresnel. Ces expressions dépendent en particulier de 1’état de polarisation
de I'onde plane incidente dont 1’état est supposé rectiligne. Il convient de distinguer
I’état de polarisation parallele au plan d’incidence (notation : // ou 7t ou p) de I’état de
polarisation perpendiculaire au plan d’incidence (notation : L ou o ou s).

Les coefficients de réflexion et de transmission a I’ interface séparant deux diélectriques
sans perte et isotropes s’établissent en appliquant les conditions de passage a travers le

dioptre.
Leurs expressions sont :
ny COS iy — Ny COSiy

p
+ nycosiy + nyCcosi,

Ny COSiy — Ny COS I
"1 Ny CoSiy + nycosi
1 2T 1
Résolvons :
ry =0 % nycosiy =n,cosi,
sin i

S nycosip =n; . . COSi

! ! 1s1n12 2
< tani; = tani,
=>i1=l.2 ou i1=7[+i2

ce qui est impossible physiquement. Le coefficient

r, ne peut donc pas s’annuler.
Résolvons :

r;;=0& njcosip = nzc'os.il
. sini .
<=>I’l1COSIZ=nl . COSll
sin i,
& Cosi, sini, = cosij sinij
< sin2i, = sin2i;

@2!2 = 211

ou 211=7T—212<=>ll+12=7'[/2

; 2n; cosi

LT Ny COS iy + nyCcosi,
2ny cos iy

t =

1 Ny COSiy+nycosiy

n

Figure 9.21
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Solutions

La premiere solution est physiquement impossible, la deuxieme est acceptable : r/, peut

s’annuler.
Précisons maintenant la valeur particuliere

igdei; quiannuler,,. Laloi de Descartes
nysiniy = nysini, donne, avec i, =

Di
D//

=24

/2 — i, nysini; = nycosi; & tani; =
n

= tanip. Cette incidence particuliére
n

s’lappelle I’incidence de Brewster.

Sous l’incidence de Brewster, 1’onde
réfléchie est polarisée rectilignement et
perpendiculairement au plan d’incidence.
Pour cette valeur particuliere iz de I’an-
gle d’incidence, les rayons réfléchis et
réfractés sont perpendiculaires puisque
iy +iy =m/2.

Figure 9.22

2. Application numérique : ny =1 ny =1,5=>ip =~ 56°.
s . . . ny —ny tan iB
En reportant dans r| 1’expression i, = /2 —ip : rl). .= . Alors
h=ip ny +n2tanlB
R, = |r 1 |2 = 0, 15. Cette valeur est faible. De plus le faisceau réfléchi n’est pas aligné
avec le faisceau incident ce qui est peu pratique.
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Chapitre {I0, .
Propagatlon selon un

axe principal d'un milieu
diélectrique anisotrope

o Introduction sssccccssee cessscsccces seesssssesssssssnnnnnissseanne,,

La transmission de I'information s’effectue par modulation soit de I'amplitude, de la phase,
de la direction ou de la fréquence de la lumiére. Pour cela, les propriétés optiques du
matériau dans lequel se propage la lumiere sont modifiées par exemple en appliquant un
champ électrique : une anisotropie optique est ainsi induite (effet Pockels). Dans ce type
de modulateur, I'onde se propage dans la direction d’'un axe principal du matériau avec
des vitesses différentes selon son état de polarisation.

esseccsecscccssccmscssccssccsecsns,
®ececcccscescsccceccscsccccscscsces®

K
cescccace cescccace eececessesecescesecescesecescsseseccscrces®

[ Objectifs

les notions générales relatives a la
propagation des ondes planes dans
des milieux diélectriques linéaires
homogeénes et anisotropes.

la configuration fondamentale
pour laquelle la lumiére se propage

selon un axe principal du milieu.

DAY [a facon dont cette

configuration est exploitée pour mettre
au point des lames optiques
permettant de modifier ou contrdler
I'état de polarisation de la lumiére.

o
cee .ee eee cececese

@ Tenseur diélectrique,
ellipsoide des indices

Les différents types de milieux
anisotropes

Propagation d'une onde plane
progressive monochromatique
le long d'un axe principal

@ Application : les lames
optiques

Interférences en lumiére
polarisée

Leveeeseceesececsececstsecsesetssecsesscsesscscsetsesesscsttense,

%eeeccccccssescecescscsceccscecescscsceccscsceccsccceccscscscced®

®ecceee

.

eececescsces

Il existe des milieux dans lesquels la propagation de la lumiere ne s’effectue pas de la
méme facon selon la direction, ces milieux sont appelés milieux anisotropes. Dans de
tels milieux, la vitesse de propagation de la lumiere dépend de la direction de propa-
gation et de la polarisation de ’onde. C’est le cas de nombreux cristaux pour lesquels
I’ordonnancement des atomes crée un environnement différent selon la direction consi-
dérée. Ce phénomene est aussi présent dans les milieux amorphes soumis a un parametre
extérieur (contrainte mécanique, champ électrique, champ magnétique) dirigé suivant
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une direction qui tend a orienter les molécules initialement disposées au hasard. Cette
propriété de dépendance de la propagation de la lumiéere est liée a I’anisotropie du mi-
lieu et elle est utilisée par de nombreuses applications : elle permet de modifier 1’état
de polarisation d’une onde (polariseur, lame demi ou quart d’onde, prisme de Wollas-
ton...), d’analyser son état de polarisation, de moduler I’intensité d’une onde (cellule
de Pockels), de mettre en ceuvre des isolateurs optiques (effet Faraday) utilisés dans les
lasers ou de concevoir des écrans a cristaux liquides.

Dans un diélectrique linéaire, la polarisation (c’est-a-dire la densité volumique
de moments dipolaires) du milieu P(7,1) en tout point 7 et & chaque instant 7 est
proportionnelle au champ électrique E (F,t) au méme point et au méme instant :
13(?, 1 = eoxf (F,1). La quantité x s’appelle la susceptibilité électrique, c’est une
grandeur sans dimension, réelle positive tant que les fréquences des ondes appartiennent
aux domaines de transparence du milieu considéré.

Le champ électrique de I’onde lumineuse induit donc une polarisation macroscopique
au sein du matériau. La répartition des charges internes a chaque atome est alors modi-
fiée : sous I’effet du champ électrique, les barycentres des charges positives (du noyau) et
des charges négatives (le nuage électronique) ne sont plus confondus, il en résulte un mo-
ment dipolaire électrique induit. Cette justification concerne la polarisation électronique
qui est prépondérante dans les diélectriques.

D’autres causes de polarisation peuvent intervenir :
—la polarisation atomique ou ionique due aux déplacements des atomes ou des ions dans
le milieu ;
— la polarisation d’orientation, pour les matériaux qui sont initialement polarisés a
I’échelle microscopique mais dans des directions différentes.

Remarquons que la relation ﬁ(? 1 = eoxﬁ(?’ t) traduit la fagcon dont répond la
matiére a ’excitation E (r 1), et que nous supposons une réponse instantanée (il s’agit
du méme instant ¢ dans P(r t) comme dans E (7, 1)).

Le milieu étant homogene, la susceptibilité x est indépendante de 7, elle dépend de la
fréquence si le milieu est dispersif. Si le milieu est isotrope, x est un scalaire si bien que
13(?, et E (7, 1) sont paralleles. De ce fait, dans un tel milieu, dit LHI (linéaire homogéne
isotrope), la propagation d’ondes électromagnétiques planes progressives monochro-
matiques est possible : elles sont solutions de 1’équation de propagation déduite des
équations de Maxwell. Pour ces ondes, le champ électrique s’écrit :

2 o o iwr—nh - L7 w- . N

E(F,t) = Eye @™ " od ky = ~ u, u étant un vecteur unitaire selon la direction
c

de propagation, w la pulsation, n = \/ 1 +x l'indice de réfraction du milieu et E,

I’amplitude complexe du champ électrique.
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Si le milieu est linéaire homogene anisotrope, la relation entre }3(7, 1) et E(?, 1)
3

s'écrit : P(F, 1) = ¢, [X] E(F,1) = ¢, Z Xi; E j(?, 1), ou les indices 1 a 3 font référence
=1
aux composantes selon les axes x, y, z d’un repéere cartésien.

La matrice [x] s’appelle le tenseur susceptibilité diélectrique, il s’agit d’une matrice
3x3.

Ainsi, chaque composante de la polarisation est une combinaison linéaire des com-
posantes du champ électrique. La conséquence est que dans le cas général, P(F,1) et
E(F, 1) ne sont pas paralleles.

Oy

Py Ey

Figure 10.1- lllustration, dans un plan (Oxy), des dispositions du champ électrique et de
la polarisation dans un diélectrique anisotrope.

n Tenseur diélectrique, ellipsoide des indices

Dans un diélectrique linéaire homogene anisotrope, la relation constitutive liant 5(?, 1)

et E(7,t) s’ écrit :

D(F,1) = egE(F, )+ P(F,1) = g E(F, )¢ [X] EGF, 1) = eg(Id+[XDEF, D) =¢, [¢,] E 1)
ol [5,] = Id + [x] est le tenseur de permittivité diélectrique relative ou tenseur

diélectrique. Dans un repere cartésien, il est représenté par une matrice 3 X 3 :

11 &2 €13
[Er] =1 &1 &2 &3
€31 €32 §33

Dans une zone de transparence du milieu, les coefficients ¢,;; sont réels et donc les in-
dices ny, n,, n; définis ci-dessous sont également réels car on se situe au-dessous de
la fréquence de résonance des dipdles (ou des transitions électroniques) et la polari-
sation suit instantanément le champ électrique. Lorsque le milieu devient absorbant,
c’est-a-dire dans des régions ou la fréquence de 1’onde se rapproche des fréquences de
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@ Tenseur diélectrique, ellipsoide des indices

résonances €lectroniques du milieu, les coefficients ¢,,; deviennent complexes : il y a
déphasage et amortissement au cours de la propagation dans le milieu. Nous admettrons
que le tenseur [sr] est symétrique : ¢,;; = ¢,;; (la démonstration s appuie sur des con-
sidérations énergétiques). Il existe donc un repere cartésien x, y, z dans lequel [sr] est
diagonalisable. Les axes de ce repere sont les axes principaux du milieu. Dans ce repere,
parfois appelé repere propre, le tenseur [sr] s’écrit :

g, 0 0
[sr] =l 0 ¢, O
0 0 ¢4

Les constantes €,,, €,,, €,3 sont les constantes diélectriques principales.

On en déduit que dans le repere des axes principaux, les relations entre les com-
posantes de D(7, ) et de E(¥,t) sont :

Ceci permet de définir les indices de réfraction principaux du milieu : n; = \/ €,; pour
ide 1a3etd’écrire, dans le repere principal, [sr] a I’aide des trois nombres réels n; :

np 0 0
[e,]=] 0 n3 0
0 0 n

Les axes principaux sont les seules
directions du milieu selon lesquelles
D(#, 1), E(7,t) et P(7,t) sont paralleles.
Dans le repere principal, le tenseur
diélectrique est diagonal, les calculs y
seront plus aisés, en particulier pour
étudier la propagation de la lumiere.

Une représentation géométrique du
tenseur diélectrique est 1’ellipsoide des
indices également appelée indicatrice
optique, dont les axes sont confondus
avec les axes principaux du tenseur
diélectrique. Dans le repere principal,
I’ellipsoide a pour équation :

Figure 10.2- Ellipsoide des indices.

2 2 2
x2 ¥y oz
,t ot =1
ny o hy, Ny
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€) Les différents types de milieux anisotropes

Selon la forme du tenseur [s,] dans le repére principal, les différents types de milieux
optiques se classent de la fagon suivante.

« Dans un milieu isotrope, les indices de réfraction principaux sont tous égaux entre

eux : n, = n, = n, = n. Le tenseur diélectrique s’écrit :
n 0 0
[e,J=] 0 n* 0 [=nr’Id
0 0 n

C’est le cas des milieux gazeux, des liquides, des solides amorphes et des solides
cristallins du systeme cubique.

+ Dans un milieu uniaxe, deux des indices principaux sont €égaux : par exemple n, =
n, # n,. Ainsil’axe principal 3 (axe Oz) s’appelle I’axe optique. Il est symbolisé€ par une
double fléche et I’indice de réfraction qui lui est associé est I’indice de réfraction prin-
cipal extraordinaire noté n,. La valeur commune des deux autres indices de réfraction
est I'indice de réfraction principal ordinaire noté n,,.

Le tenseur diélectrique d’un milieu uniaxe d’axe optique Oz s’écrit, dans le repere
principal :

n2
0

0
[e,] =] © 0
0

oS, O

n,

Le milieu est dit positif si n, > n,, négatif si n, < n,.

Les solides cristallins appartenant aux systémes tétragonal, trigonal ou hexagonal sont
uniaxes ainsi que certaines phases des cristaux liquides .

+ Dans un milieu biaxe, n, # n, # n,, le tenseur [s,] dans le repere principal est le plus
général :

np 0 0
[e]=] 0 n3 0
0 0 nm

Les cristaux des systemes orthorhombique, monoclinique et triclinique sont biaxes.

Un systéme de protection : l'isolateur de Faraday

290

Les isolateurs de Faraday sont des composants optiques placés a la sortie des
sources laser afin d'éviter la réjection dans la cavité laser de la lumiére réfléchie
par les éléments optiques placés sur le trajet de sortie du faisceau. Ceci permet
d'éviter la déstabilisation de la source laser. Les matériaux employés dans les isola-
teurs de Faraday sont des cristaux anisotropes pour lesquels I'anisotropie est créée
par un champ magnétique statique. A I'heure actuelle, de nombreuses recherches
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© Propagation d'une onde plane progressive monochromatique le long d'un axe principal

portent sur |'élaboration de cristaux a fort effet Faraday utilisés dans l'infrarouge,
aux longueurs d’ondes des télécommunications.

Polariseur P,
(azimut vertical)

A Fe ,T-(;(,—iu)l

lumiere Polariseur Py

incidente (azimut a 45°
issue du laser de celui de Py)
! o
i ~
lumiére N
P, transmise

pas de lumiére
transmise dans
le laser

E = Egeiot

lumiére
incidente rétroréfléchie

Principe de fonctionnement d'un isolateur de Faraday.

Propagation d'une onde plane progressive
monochromatique le long d'un axe principal

Nous examinons a présent la possibilité de propagation d’une onde plane progressive
monochromatique (OPPM) selon un axe principal. Nous choisissons I’axe Oz comme
axe de propagation. Ce choix est arbitraire. Le champ électrique de I’onde s’écrit :

E(z,t) = Eje' =+
avec k le module du vecteur d’onde et Eo I’amplitude complexe.
Le milieu est un diélectrique parfait c’est-a-dire un isolant ce qui signifie qu’il n’y

a pas de charges libres ni de courants libres. Les équations de Maxwell dans ce milieu
s’écrivent alors :

OB

fotE = — divD =0
ot _
divB =0 ot = oD
ot

A ces équations, il convient d’ajouter les relations constitutives du milieu : D =
£ [er] EetB=p,H.
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En employant les expressions équivalentes des opérateurs divergence et rotationnel
pour une onde plane de vecteur d’onde k et de la forme X(z,f) = Xoei(wt_kz), les
équations précédentes se réécrivent :

kii; A Ey= wB, (10.1) kii; - Dy =0 (10.2)

ki, - By=0  (10.3) kii; A By = —powD,  (10.4)

By = ¢ [¢] Ey et By = oy,

L’équation (10.2) implique D, = 0 c’est-a-dire E,, = 0 car Oz est axe principal.
Le champ électrique de I’onde est donc transverse. De méme, 1’équation (10.3) montre
que le champ magnétique est transverse. L’onde se propageant selon un axe principal est
donc TEM (transverse électromagnétique).

De plus, I’équation (10.1) donne EO _ k u, A EO, qui reportée dans 1’équation (10.4)
w
amene, en développant le double produit vectoriel et en tenant compte de la transversalité
du champ électrique :

K_ = >

1 K =
soit [e,| E, = 0
ks

N w , .
ou ky = estle vecteur d’onde dans le vide.
c

L’équation précédente est une équation aux valeurs propres, ’opérateur [er] est
B k* iy o :
linéaire, E|, étant vecteur propre et 2 valeur propre associée. La signification physique

0
de I’équation aux valeurs propres est la suivante : le champ électrique de 1’onde se

propageant dans le milieu, celui-ci agit sur son amplitude (action de [sr] sur EO) de
fagon linéaire (linéarité du milieu qui implique la linéarité de I’'opérateur [er]). Cecia
pour conséquence que tout au long de sa propagation, I’amplitude de I’onde est, au fac-
teur multiplicatif prés k?/k2, égale a I’amplitude incidente EO de I'onde. A ce stade,
nous pouvons affirmer que le probléme admet une ou des solutions sous forme d’ondes
planes progressives monochromatiques, ces ondes se propagent sans déformation (leur
structure d’OPPM est conservée) dans le milieu puisqu’elles sont solutions du probléme
aux valeurs propres. Nous allons maintenant caractériser ces solutions.

Dans le repere des axes principaux, le systeme précédent se résout facilement :

2
5 _k
n% ()2 0 EOx 2 EOx nlEOX - k(z) EOx
0 ny O2 E, |= 2 Ey, |& 2
2
0 0 }13 0 0 0 an()y — , E()y
0
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O Application : les lames optiques

I1 existe donc deux valeurs propres et deux vecteurs propres associés : k, = n;k,
associée au vecteur propre Eo(x = Eyi,, et kg = nyk, associée au vecteur propre
EOB = Eoﬁy. Ceci définit les deux modes propres de propagation.

Donc, si la propagation s’effectue selon 1’axe principal Oz du milieu anisotrope,
deux ondes planes progressives monochromatiques polarisées rectilignement le long
des deux autres axes principaux se propagent sans déformation dans le milieu, les in-
dices de réfraction n, et n, sont associés a chacun des modes. Le milieu présente donc
une biréfringence linéaire. Les axes Ox et Oy sont appelés les axes neutres.

Remarque Les modes propres de propagation c’est-a-dire les indices propres et
les directions des états de polarisation peuvent se trouver a 1’aide de la construction
géométrique suivante s’appuyant sur I’ellipsoide des indices. Par exemple, si Oz est
la direction de propagation, le plan d’onde passant par O est perpendiculaire a Oz : il
s’agit du plan Oxy. Ce plan coupe I’ellipsoide des indices selon une ellipse dont les
demi-axes ont pour longueurs n, et n, qui sont les indices propres vus par I’'onde. Les
axes de I’ellipse sont les directions propres des modes. Cette construction géométrique
sera généralisée et justifiée a une direction de propagation quelconque au chapitre 11.

Dans le cas d’un milieu uniaxe, la construction décrite permet de retrouver rapide-
ment les résultats du présent chapitre. En particulier, si le milieu est uniaxe tel que
n, = n, = n,, ny = n,, alors si la direction de propagation est Oz, le milieu appa-
rait comme isotrope d’indice n,, si la direction de propagation est Ox ou Oy, le milieu
apparait comme anisotrope d’indices n, et n,.

@ Application : les lames optiques

Soit une lame a faces paralleles d’épaisseur £ taillée dans un cristal anisotrope.
Nous supposons que 1’axe principal Oz est orthogonal aux faces de la lame.
Les réflexions sur les faces de la lame sont négligées. x A
Une onde plane incidente éclaire sous incidence nor-
male cette lame. Le champ électrique de cette onde

sécrit E(z,1) = Eoei(w’_koz> , pour z < 0, avec

Ey = Eyii, + Eyi, c’est-a-dire un état de polarisation

uelconque. Cette onde n’est donc pas un mode propre de (¢) z
q q p prop ® l 3
propagation. y

On cherche par la suite le champ électrique de 1’onde
transmise dans la lame puis apres la lame. Pour mener a
bien la résolution du probléme, nous pouvons appliquer le
théoreme de superposition car les équations de Maxwell et
les relations constitutives sont linéaires.

Figure 10.3 - Schéma
d’une lame optique.
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La composante selon I’axe Ox de ’onde incidente est un mode propre (indice associé
n,), elle contribue au champ électrique dans la lame par une amplitude E, e %% .
De fagon analogue, la composante selon I’axe Oy de ’onde incidente est un mode pro-
pre (indice n,), elle contribue au champ électrique dans la lame par une amplitude
Eoye_inzkozﬁy. On en déduit que dans la lame, le champ électrique de 1’onde possede
I’amplitude :

one—in]kozﬁx + Eoye—inzkozﬁy
si bien que le champ électrique dans la lame s’écrit :

. i ke ke
E(z,1) = (Ege”"" 0% + Eye™ ™ % )e' ™!

— . o o, pour 0<z<?
= ¢ tn]kOZ(onux +E0ye i(ny n])kozuy)ezwt

L’expression précédente indique que le déphasage entre la composante selon Ox et celle
selon Oy varie tout au long de la propagation : 1’état de polarisation change continiiment
dans la lame.

Apres la lame, le champ est :
E(z,1) = (Eg e MG+ Eg ek 0’1 o' “e™ 0= pour z > £

L’état de polarisation apres la lame dépend donc de la différence de phase A = kyZAn
ou An = n, — n, est la biréfringence de la lame. Si An > 0, alors Agp > 0, ¢ <

) ny
Oy est axe lent, Ox est axe rapide.

4.1 Premiére application : lame demi-onde

Nous supposons que la lame est taillée a une épaisseur £ telle qu’elle crée un déphasage
A = (ny — ny)ky¢ = 7+ 2m7 ou m est un entier, la longueur d’onde étant fixée. Ce

A
déphasage correspond a une différence de marche 6 = £An = 20 + mA, : il s’agit donc
d’une lame demi-onde (pour la longueur d’onde A).

Eudions I’action d’une telle lame sur une OPPM polarisée rectilignement et dont
la direction de polarisation forme un angle 0 avec ’'un des axes principaux que nous
prenons arbitrairement comme étant Ox. La démarche utilisée est analogue a celle
employée précédemment.

L’onde plane incidente éclaire sous incidence normale la lame. Le champ électrique
de cette onde s’écrit :

E(z,1) = Eoei(w’_k‘lz) pour z<0

avec maintenant E, = E,ii, + Eyii, = Ejcos0u, + E,sin0u, puisque I’état de
polarisation incident est rectiligne.

Cette onde n’est pas un mode propre de propagation. Cependant, sa composante selon
I’axe Ox est un mode propre (indice associé n,), elle contribue au champ électrique dans
la lame par une amplitude E, cos 0e™"%%j . De méme, la composante selon I’axe Oy
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de I’onde incidente est un mode propre (indice associé n,), qui contribue au champ élec-
trique dans la lame par une amplitude E; sin Ge_i"zkﬂzﬁy. Ainsi dans la lame, le champ
électrique de I’onde a I’amplitude :

Ejcos Be™" 0+ EjsinOe™"2M0% 0
si bien que le champ électrique dans la lame est :

E(z,1) = (E,cos Be”™* % + EjsinBe™ "7} )e' "

. < ) . o our 0<z<?
= e"mk?(E, cos Oii, + E, sin Ge"(”z_"‘)k"zuy)e’wr P

Apres la lame c’est-a-dire pour z > £, le champ est :

E(z,1) = e7™k’(E, cos 0ii, + E, sin Ge_i("z_"l)kﬂfﬁy)eiwte_ikﬂ(z_f)
= ¢""k’(E, cos Bii, + E; sin 0e 4P )e! e~ ko=
= e "k’ (E, cos Bii, — E, sin 0, )e' e o=~

car A = 714 2mm et e = _ |

L’état de polarisation apres la lame est donc rectiligne et la direction de la polari-
sation avec Ox est —0 c’est-a-dire symétrique de la polarisation incidente par rapport
a cet axe. Globalement, la polarisation a tourné de —20 par rapport a la polarisation
incidente. Avec une telle lame, il est donc possible d’ajuster la direction de la polarisa-
tion transmise. Les figures 10.4 illustrent 1’action d’une lame demi-onde sur un état de
polarisation rectiligne.

Ya y
axe lent axe lent
axe rapide
/a 0 X C b
=~ axe rapide Z -6 *

Polarisation incidente sur la lame Polarisation émergente de la lame

Figure 10.4

4.2 Deuxiéme application : lame quart d’onde

Envisageons une lame taillée a une épaisseur ¢ telle qu’elle crée un déphasage A =
s N . , . . ]}
(ny—npkyt = ) +2m7t ou m est un entier, la longueur d’onde étant fixée. Ce déphasage

A
correspond a une différence de marche 6 = £An = 40 + mA, : il s’agit donc d’une lame
quart d’onde (pour la longueur d’onde A).

Etudions ’action d’une telle lame sur une OPPM polarisée rectilignement et dont la
direction de polarisation fait un angle 0 = 4 avec I’un des axes principaux que nous

prenons arbitrairement comme étant Ox.
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L’onde plane incidente éclaire sous incidence normale la lame. Le champ électrique
de cette onde s’écrit :

E(z,1) = Eoei(w’_koz> pour z<0
E,

avec maintenant E, = Ey i, + Ey i, = J
2

(i, + ﬁy) puisque I’état de polarisation

incident est rectiligne incliné a 45° de Ox.
Cette onde n’est pas un mode propre de propagation. Cependant, sa composante selon
I’axe Ox est un mode propre (indice associé n,), elle contribue au champ électrique
. E, _.

dans la lame par une amplitude 0 gmimkoz

2
Oy de I’onde incidente est un mode propre (indice associé n,), qui contribue au champ

u,. De méme, la composante selon 1’axe

E, _.
électrique dans la lame par une amplitude 0 e""zkﬂzﬁy. Ainsi dans la lame, le champ

2
électrique de I’onde a I’amplitude :

0 - P 0 — -
e m,kozux e mzkozuy

si bien que le champ électrique dans la lame est pour 0 < z < £ :

- . E, . .
E(z,1) = 0 e—imkozy 4 0 eimkozy | piwt
x y
V2 V2
0 — - —i(n,— -
— e m]kOZ(ux +e i(ny nl)kozuy)etwr

V2

Apres la lame c’est-a-dire pour z > 7, le champ est :

- E, . . . .
0 - - — — - — —
E(Z, t) e mlk“f(ux e i(ny n])kofuy)etwte iky(z—=2¢)
\/2
0 — - — - — —
e mlk“f(ux e tA(puy)etwre ikoy(z—=2)

V2

Ey —inlkof(ii iwt ,=iky(z=¢)
X

V2

=iy 2mm) _

—iuy)e

carA(p:72T+2m7rete

L’état de polarisation apres la lame est donc circulaire gauche.

Un calcul analogue a celui qui vient d’étre mené montre que si la polarisation incidente
estinclinée de ® = —° parrapport a 1’axe Ox, le faisceau transmis est polarisé circulaire
droit. Ainsi, une lame quart d’onde permet d’obtenir un faisceau polarisé circulairement
a partir d’un faisceau polarisé rectilignement a +45° d’un axe principal d’une lame
anisotrope.
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Z

axe rapide

Polarisation incidente sur la lame

y
axe lent

4 axerapide axe rapide

Polarisation incidente sur la lame Polarisation émergente de la lame

Figure 10.5- Action d'une lame quart d'onde sur un état de polarisation rectiligne.

Réciproquement, une lame quart d’onde transforme une polarisation circulaire gauche
(respectivement droite) en une polarisation rectiligne a — 45° (respectivement a + 45°).

Remarque Les lames précédentes ne fonctionnent correctement que pour une
longueur donnée A,. Le compensateur de Babinet réalise pour toute longueur d’onde
n’importe quel déphasage entre les deux modes propres orthogonaux a I’axe de propa-
gation. Un tel dispositif est composé de deux cristaux uniaxes, de mémes orientations,
taillés en prismes et qui coulissent ’un sur 1’autre.

Utilisation d’une lame optique. La premiére étape dans I'utilisation d’une lame
optique consiste a repérer les axes propres. Pour ce faire, on place la lame entre un
polariseur et un analyseur croisés. Comme la lame modifie I’état de polarisation issue
du polariseur, une certaine quantité de lumiere est transmise a la sortie. On tourne alors
la lame dans son plan de facon a rétablir I’extinction : dans cette situation, les axes
propres de la lame coincident avec 1’ axe de transmission du polariseur pour I’'un, I’axe de
I’analyseur pour I’autre. On peut alors Oter 1’analyseur et ajuster 1’état de la polarisation
émergente en tournant la lame optique de 1’angle adéquat.

4.3 Troisiéme application : compensateur de Babinet

Il s’agit d’un dispositif grace auquel il est possible de compenser la différence de marche
introduite par une lame mince anisotrope a faces paralleles et ainsi de mesurer une
biréfringence.
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Il est constitué de deux lames prismatiques taillées dans le méme matériau anisotrope,
généralement uniaxe. Les axes optiques des deux prismes sont orthogonaux 1’un par
rapport a I’autre. L’angle des prismes est faible. Les prismes peuvent coulisser 1’un sur
I’autre selon leur hypoténuse : I’ensemble forme une lame optique a faces paralleles
d’épaisseur variable. Le compensateur est placé entre polariseur et analyseur croisés et
dont les axes de transmission sont a 45° des axes optiques des prismes.

zZ
!
B
z “\ &
0 % \ %
€

Figure 10.6 — Compensateur de Babinet.

@) Interférences en lumiére polarisée

11 a été établi précédemment qu’a la sortie de la lame anisotrope, le champ est :
E(Z, t) — (one—in]kofﬁx + Eoye—inzkufﬁy)eiwTe—iko(z—)f’)
Le champ électrique possede donc deux composantes orthogonales, I’intensité de la
o2
lumiere en sortie est par conséquent uniforme comme le montre le calcul de )E |

Pour mettre en évidence les effets du déphasage ¢ entre les deux composantes du champ,
il faut additionner ces deux composantes : c’est le réle d’un analyseur placé en sortie
de la lame, les deux vibrations vont ainsi se composer selon une direction commune
définie par I’azimut de I’analyseur. On dit aussi que les vibrations se recombinent sur
I’analyseur.

En notant toujours A@ = (n, — n;)ky, on peut montrer que I’intensité en sortie de
I’ensemble est : I = J(o, B)[1 + V(x, p)cos Ag]

1
J (e, B) = 20 (cos? acos? B + sin” acsin® )
avec I, = Eg

2 cos x.cos 3 sin & sin
Ve, B) = b P

cos? occos? B + sin? asin® B

Ve, B) est la visibilité. Elle dépend des orientations du polariseur et de 1’analyseur,
[V (e, B)| < 1. Les directions des azimuts de transmission « et (3 du polariseur et de
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I’analyseur sont repérées par rapport aux lignes neutres de la lame. A @ estrendu variable
en faisant varier la longueur d’onde : on fait ainsi défiler des franges.

.V(Vlz)A A

o _x(ny)
O ~

Figure 10.7 - Dispositions relatives des axes de la lame, du polariseur et de I'analyseur.

L’expression de I’intensité indique en particulier que :
« si I’axe de I’analyseur ou du polariseur est selon I’un des axes principaux c’est-a-dire
ax=00uf =00ux=m/20uf3 =m/2alors V(x, 3) = 0:1éclairement est uniforme.
« la visibilité est égale a I’unité si o+ 3 = 71/2[7t]. L’expression de I’intensité est alors :
7= Iy sin® 2«
2 2
I est donc maximale si o« = 7t/4 = f3.

1
(1+cosAp) = 20 sin 20c cos’ A(p.

Donc si les axes du polariseur et de 1’analyseur sont paralleles et a 45° des axes
propres de la lame, la visibilité est maximale et égale a I’unité, I’intensité est également
I A

0 cos2 2P
2
« la visibilité est égale a —1 si &« — 3 = 7t/2[7t]. L’intensité devient :
r="o

maximale et vaut I =

sin® 2o sin’ AZ(‘O. Elle est maximale pour x = t/4 = 3 = 37t/4.

Donc si les axes du polariseur et de I’analyseur sont perpendiculaires et a 45° des
axes propres de la lame, la visibilité est égale a —1, I’intensité est maximale et vaut
I, ., A
I= sin2 2%,
2 2
Par la suite, deux types de lames sont envisagés : les lames minces puis les lames

épaisses.

5.1 Lames minces, teintes de Newton

Pour des raisons évidentes de confort d’observation, la lame est placée dans une des
dispositions offrant la meilleure visibilité : nous choisissons celle ol polariseur et anal-
yseur sont croisés avec leurs axes a 45° des axes propres de la lame. Alors I’intensité

I

. .2 A L
en sortie de I'ensemble est 7 = sin> ~ . Les longueurs d’onde éteintes sont celles

pour lesquelles I = 0 < sin Ae _ 0 Ap =2mnt & (n, — n))ky? = 2mm ou m est
un entier.

La lame est équivalente a un filtre spectral qui élimine certaines longueurs d’onde.
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Dans un intervalle donné de longueurs d’ondes, par exemple le domaine visible, le
nombre de solutions dépend de I’épaisseur #. Si la lame est suffisamment mince, il
n’existe qu'une seule radiation éteinte. Par exemple, I’extinction du vert va donner en
sortie une teinte se situant entre le rouge et le pourpre appelée teinte sensible.

L’ensemble des teintes sensibles forme 1’échelle des teintes de Newton.

5.2 Lames épaisses, spectre cannelé

Dans le cas d’une lame épaisse, plusieurs longueurs d’ondes sont éteintes simul-
tanément. L aspect de la lumiere en sortie est d’un blanc grisatre appelé blanc d’or-
dre supérieur. On obtient un spectre cannelé. L’enregistrement de ce spectre avec
un monochromateur permet de mesurer la biréfringence dans l'intervalle spectral
considéré.
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Pour un diélectrique anisotrope, la relation entre la polarisation du milieu
et le champ électrique est tensorielle.

Un tel milieu est caractérisé par son tenseur permittivité diélectrique
relative qui est une matrice symétrique de dimension 3.

Le tenseur diélectrique est diagonal dans le repére propre dont les axes
dits principaux sont orthogonaux.

Il existe deux types de milieux anisotropes : les milieux uniaxes et les
milieux biaxes.

Dans un milieu uniaxe, il existe un indice principal de réfraction ordinaire
et un indice principal de réfraction extraordinaire.

Dans un milieu biaxe, il existe trois indices principaux de réfraction.

Le probleme de la propagation d'une onde plane progressive monochro-
matique le long d'un axe principal admet des solutions appelées modes
propres. Dans le milieu, ces modes sont polarisés rectilignement selon
les deux autres axes du repére principal. A la sortie du milieu, ces modes
se recomposent pour donner une onde plane dont I'état de polarisation
dépend de la longueur traversée et des valeurs des indices princi-
paux. Le fonctionnement des lames optiques quart d'onde et demi-onde
repose sur le principe précédent.

o
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Dans un milieu optiquement anisotrope :

a. les propriétés optiques dépendent de la direction

b. les propriétés optiques varient d’un point a un autre

c. les propriétés optiques sont partout identiques

d. la relation entre D et E est tensorielle

Dans le repere propre d’un milieu uniaxe :

a. toutes les permittivités diélectriques sont égales

b. deux des permittivités diélectriques sont égales entre elles, différentes de la
troisi¢me

c. toutes les permittivités diélectriques sont nulles

Dans un milieu linéaire homogene anisotrope non absorbant, le tenseur diélectrique
est:

a. symétrique

b. hermitien

¢. auto-adjoint

d. diagonalisable

Dans un milieu optiquement anisotrope :

a. le repere propre est toujours confondu avec le repere cristallographique

b. qui est biaxe, il y a dans le repére propre trois permittivités diélectriques différentes

c¢. qui est uniaxe, il y a dans le repere propre deux permittivités diélectriques égales
et différentes de la troisieme

d. le repere propre a des axes orientés aléatoirement
e. les axes du repere propre forment un repere orthonormé
Dans un milieu uniaxe :

a. si I’indice ordinaire est inférieur a ’indice extraordinaire, 1’axe lent est 1’axe
extraordinaire

b. la vitesse de propagation d’une onde plane progressive monochromatique est
indépendante de I’indice ordinaire et de I’indice extraordinaire

c. les vitesses de propagation des modes ordinaire et extraordinaire sont égales
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10.1

Entrainez-vous @

Propagation dans les milieux anisotropes

Dans cet exercice et dans ceux qui suivent, nous nous intéressons a la propagation
d’une onde plane monochromatique polarisée rectilignement dans des milieux diélec-
triques parfaitement isolants, transparents, linéaires, homogenes, non magnétiques
mais électriquement anisotropes.

Introduction du tenseur diélectrique

1. Définir le terme milieu optiquement "anisotrope". Qu’est-ce que le phénomene de
biréfringence ?

2. Quelle est la reilation générale liant le vecteur déplacement électrique Detle
champ électrique E dans ce milieu ? Comment s’exprime cette relation dans la base
principale notée (O, X,Y, Z)?

On notera ¢,y, €,y et €., les permittivités diélectriques relatives principales.
Qu’appelle-t-on milieu uniaxe ?

Structure de I’onde dans un milieu anisotrope

Une onde plane monochromatique polarisée rectilignement se propage dans un tel
milieu. Le champ électrique complexe associé est de la forme :

E@#,1) = Eyexp [i(% “F- wt)] , avec k = kii ot i est la direction de propagation de

I’onde dans le milieu (k est réel).

3. Réécrire les équations de Maxwell en utilisant la notation complexe. En déduire la
structure de I’onde dans le milieu. On précisera sur un schéma les positions relatives
des différents vecteurs u, E s ﬁ, D. Auquel des deux vecteurs E ou D doit-on identifier
la vibration lumineuse pour conserver la transversalité du champ électromagnétique
par rapport a la direction de propagation i ?

4. Définir sur le schéma précédent le plan d’onde et le plan de polarisation et représen-
ter le vecteur de Poynting R. Commenter en comparant avec le cas des milieux
isotropes.

5. Montrer que les vecteurs E s D et k vérifient la relation suivante :
K*E — uowzf) = (7& . 1:3))75
Que représente la quantité w/k ?
N.B. On rappelle la formule : @ A (bAS) = (G- Ob— (G- b
6. On considere a présent le cas particulier d’une propagation le long de la direction
OX qui correspond a une des directions principales du milieu : 4 = €.

i. Montrer que E devient également transverse.

ii. Dans le cas ol E est polarisé rectilignement suivant OY, donner la vitesse vy de
propagation de cette onde en fonction de ¢ et ny = \/ ¢,y - Reprendre la question si E
est polarisé rectilignement selon OZ, en introduisant la vitesse de propagation v, et
ny = /¢,;. Commenter.
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Lames cristallines uniaxes taillées parallelement a leur axe
optique

Dans ce qui suit, on s’intéresse aux milieux uniaxes pour lesquels deux des permitti-
vités diélectriques relatives sont égales : €,y = €,. On appelle alors indice ordinaire
n, = \/e,x = /&,y etindice extraordinaire ny = \/e, .

Les lames cristallines a retard sont des lames minces taillées dans des milieux uniaxes
parallélement a leur axe optique OZ.

On envoie sur une telle lame une onde plane monochromatique en incidence nor-
male : on se trouve donc dans la configuration ot la direction de propagation i est
orthogonale a I’axe optique OZ. On prendra i = €.

1. Qu’appelle-t-on lignes neutres de la lame biréfringente ? Quelles sont leurs pro-
priétés 7 Donner leur direction dans la base principale précédemment définie, ainsi
que les indices les caractérisant.

2. Présenter le principe d’une expérience simple permettant de déterminer expérimen-
talement la direction des lignes neutres d’une lame cristalline.

3. On se place dans le cas ou n, < ng. Quel est alors I’axe lent ? L’ axe rapide ?

4. On envoie sur cette lame, sous incidence normale, une onde plane progressive
monochromatique de longueur d’onde A dans le vide, polarisée rectilignement dans
une direction formant I’angle o (0 < « < 7/2) avec I’axe rapide. L’épaisseur
de la lame est notée e. Dans quelles conditions I’onde émergente est-elle polarisée
rectilignement ? Préciser alors les directions de polarisation possibles. Quel type de
polarisation obtiendrait-on en général ?

5. Quel est I’effet d’une telle lame sur une lumiere non polarisée ?

6. Qu’appelle-t-on lame demi-onde ? Lame quart d’onde ?

Application numérique : calculer 1’épaisseur minimale d’une lame demi-onde de
quartz, pour la radiation jaune du sodium (A = 589 nm). On donne pour cette radiation
An=ng —n, =0,0091.

7. Proposer un montage simple permettant de réaliser un « polariseur circulaire », puis
un « analyseur circulaire ».

8. Proposer un montage, utilisant un polariseur et une lame bien choisie, faisant anti-
reflet pour une onde plane monochromatique arrivant sous incidence normale sur un
miroir. On ne demande pas une démonstration détaillée des propriétés du montage.

9. On éclaire en lumiere blanche et en incidence normale une lame biréfringente
placée entre un analyseur et un polariseur croisés. Pour un méme cristal, quand
I’épaisseur de la lame augmente, on observe, sur un écran placé apres la lame, d’abord
une tache colorée, (dont la teinte varie avec I’épaisseur), puis une tache blanc grisatre.
Expliquer simplement le phénomene. Obtient-on, pour une lame mince, la méme
couleur si I’analyseur et le polariseur, plutot que d’étre croisés, sont paralleles ?
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10.3

Entrainez-vous

Détermination expérimentale d'une biréfringence

On s’intéresse ici aux techniques expérimentales permettant de déterminer la valeur
de la biréfringence |ny — n,| pour une lame biréfringente donnée, taillée parallele-
ment & son axe optique.

1. Méthode du spectre cannelé pour une lame épaisse.

a. Rappeler le montage expérimental permettant d’obtenir un spectre cannelé avec
un contraste maximum a partir d’'une lame biréfringente épaisse (on utilisera un
polariseur et un analyseur croisés).

b. Montrer comment 1’analyse du spectre cannelé obtenu permet de remonter a la
détermination de la biréfringence |ny — n,| de la lame.

c. Le spectre de la figure 10.8 représente I’intensité lumineuse en fonction de la
longueur d’onde pour une lame biréfringente de nature inconnue placée entre po-
lariseur et analyseur croisés. Exploiter ce graphe pour déterminer la biréfringence de
la lame utilisée sachant que e = 4,0 mm.

v,

1
400 500 600 700 800

A (nm)
Figure 10.8

2. Connaissez-vous une autre méthode de détermination de la biréfringence d’une
lame ?

3. Peut-on rendre certains matériaux isotropes biréfringents ? Si oui, comment ? Ces
effets sont-ils utilisés dans la pratique ? Précisez.

4. Citer des exemples de milieux biréfringents non cristallins.
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Propagation dans les milieux anisotropes

1. Pour un milieu optiquement anisotrope, les propriétés optiques sont différentes
selon la direction de propagation d’une onde. La polarisation macroscopique d’un
tel milieu, c’est-a-dire sa réponse vis-a-vis du champ électrique de 1’onde, dépend de
la direction de ce champ : la relation qui lie la polarisation au champ électrique est
tensorielle.

La direction de propagation de 1’onde étant fixée, on recherche la possibilité et les
conditions de propagation d’une onde plane progressive monochromatique dans un
tel milieu. Le milieu étant linéaire et non dispersif, le module du vecteur d’onde est de
laforme k = n ot nest I'indice et w la pulsation. On montre alors qu’il existe deux
valeurs de l’ind(i:ce qui satisfont a 1’équation de propagation de I’onde, elles sont solu-
tions d’un probléme aux valeurs propres (qui conduit a la notion de modes propres).
C’est pour cette raison qu’il est d’usage de dire que le milieu est biréfringent.

2. La relation entre le vecteur D et le champ électrique E est tensorielle, elle s’écrit
sous forme matricielle : D = £ [er] E ou [sr] est le tenseur diélectrique. Il s’agit
d’une matrice 3 X 3 qui a la propriété d’étre symétrique : il existe donc une base
appelée base principale (on parle également de repere principal ou de repere des axes
principaux) dans laquelle cette matrice est diagonale.

&x O 0
Dans cette base : [sr] = 0 ¢y O
0 0 ¢4

La relation D = €0 [ar] E s’exprime alors simplement dans la base principale :

Dy =¢epe,xEx
Dy = ¢¢,y Ey
Dz =¢pe,zEz

Un milieu uniaxe est un milieu pour lequel deux des permittivités relatives principales
sont égales entre elles et différentes de la troisiéme. Par exemple, ¢,y = €,y # €,2.

3. Les équations de Maxwell dans un milieu diélectrique parfait s’écrivent (puisqu’il
s’agit d’un diélectrique parfait, il n’y a ni densité volumique de charges libres, ni

densité volumique de courants libres) :
divD =0; rotE = —aalf; divB=0; totH = aal:

A ces équations s’ajoutent les relations constitutives du milieu : D = £ [er] E et

-

B =p,H
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L’onde recherchée a la structure d’une onde plane progressive monochromatique,
I’expression du champ électrique associé est : E (F.1) = Eo exp [i(lz S F- wt)] , avec
k = kii ol i est la direction de propagation de I’onde dans le milieu, k est réel. Par

conséquent, tout le champ électromagnétique de cette onde a cette structure car les
équations de Maxwell montrent que tous les champs E, B, D, H sont couplés. Cha-

cun de ces champs s’écrira selon : )?(7, 1 = )?0 exp [i(% - F- wt)]. De plus, nous
savons que pour ce type de champ, nous avons les équivalences suivantes pour les

) = o o - - X oS ,
opérateurs : divX < ik + X, rotX < ik A X, or < —iwX. Ce qui permet de
réécrire les équations de Maxwell :

- = kLD (1)
lk'D:O - -
= kAE = - .
ikNE=iwB | B = o < Blk et BLE (2)
ik - B=0 DLk 3)
knf =-iwD | 5_ kAB 510 BB @
Ho

Les équations (1), (3), (4) montrent que (k D B) est un triedre direct. Cependant, du
fait de I’anisotropie diélectrique, D et E ne sont pas paralleles : E n'est pas transverse
sauf cas particulier. En revanche, comme (k, D, B) est un triedre direct, D est trans-
verse. Ainsi pour conserver la transversalité du champ électromagnétique, on identifie
la vibration lumineuse a D.

4. Par définition, un plan d’onde est perpendiculaire au vecteur d’onde : ¢’est donc un
plan contenant Det B. Un plan de polarisation est un plan contenant le vecteur d’onde
ket D.

r expresswn generale du vecteur de Poynt-
mg étant R = E A H, on a donc RLE et
RLH,il appartient au plan de polarisation.
Dans les milieux isotropes, le vecteur de

Poynting est dirigé selon le vecteur d’onde B

k ce qui n’est plus vrai pour les mi- /
lieux anisotropes, sauf cas particulier d’une \
propagation selon un axe principal.
Rappelons que le vecteur de Poynting

donne la direction selon laquelle s’écoule
I’énergie électromagnétique. Ainsi, dans un

o . . 2 . Plan d’ond ot
milieu optiquement anisotrope, 1’énergie yw
lumineuse n’est pas transportée dans la di-

rection de propagation de 1’onde, a priori
le rayon lumineux n’est plus colinéaire au
vecteur d’onde.

Figure 10.9 - Dispositions du plan
d'onde et du plan de polarisation.
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5. En reportant I’équation (2) dans 1’équation (4), il vient :

soit  k2E — pyw?D = (k - E)k
Cette derniére relation montre que le champ électrique E appartient au plan (%, 5).
La quantité w /k représente la vitesse de phase.
6. Le cas particulier proposé correspond a une propagation selon la direction de 1’axe
principal OX et donc k = kiiy.

i. Etant donné que D est transverse et que la propagation s’effectue selon OX, les
deux seules composantes éventuellement non nulles de D sont Dy et D, donc
D (O, Dy,D Z). La relation tensorielle, dans le repere des axes propres va s’écrire :

0 gx 0 0 Ey
D=¢yle,JEe| Dy |=¢| 0 ey © Ey
D, 0 0 &5 E,
0=c¢pe,xEx Ey =0
&4 Dy =¢pe.vyEy &4 Dy =¢peyEy
Dz =¢pe,zE7 Dz =¢pe,zE7

Dans ce cas particulier, le champ électrique est donc transverse (Ey = 0).
ii. Si I’état de polarisation de E est rectiligne selon OY, E = Eiiy car le champ
électrique est transverse d’apres la question précédente. Par conséquent, la seule
composante non nulle du champ électrique est Ey, E (0, Ey, 0). Alors, la derniere
équation du systeme précédent entraine la nullité de D4, si bien que D (0, Dy, 0) . E
et D sont colinéaires. La vitesse vy est la vitesse de phase, elle se déduit de
K*E — pow?D = (k - E)k
soit k2E — pow?eye,y E = (kiiy * Eiiy)k =0
w c
etdonc =~ =+ =+
V/Ho€oEry ny
Le signe + signifie que deux ondes peuvent se propager, I’une dans le sens des X
positifs, I’autre dans le sens des X négatifs. La vitesse de phase est vy = ¢/ny.
Si le champ E est polarisé rectilignement selon OZ, par une démarche analogue a
celle qui vient d’étre menée, on montre que E et D sont colinéaires, D (O, 0,D Z) et
que la vitesse de phase est v, = c¢/n.
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Solutions

On remarque que vy # U, : les deux ondes ne se propagent donc pas a la méme
vitesse, ¢’est une conséquence de 1’anisotropie.

Lames cristallines uniaxes taillées parallélement a leur axe
optique
La direction de propagation est I’axe OX, k = kii v ’axe optique est OZ.

1. Les lignes neutres de la lame sont les directions de polarisation des ondes planes
qui se propagent sans déformation dans un cristal anisotrope (la structure d’onde plane
est ainsi conservée). Ces lignes neutres sont orthogonales entre elles, elles sont égale-
ment appelées axes propres ou axes principaux. Les indices associés sont les indices
principaux. Ici, la direction de propagation étant OX, les lignes neutres sont OY et
OZ avec les indices associés n,, et ng respectivement.

2. On place la lame cristalline entre le polariseur et I’analyseur croisés. En la faisant
tourner dans son plan, on rétablit I’extinction : les directions des lignes neutres
correspondent alors aux azimuts du polariseur et de 1’analyseur.

3. Comme n, < ng, les vitesses de phase sont telles que v, > vg © vy > v, : 'axe
OZ est axe lent, I’axe OY est I’axe rapide.

4. Le champ incident sur la lame a pour expression, dans le repere des axes propres :

0
5inc Dy cos xcos(wt — kx) |Vx <0
Dy sin oc cos(wt — kx)

ol k = w/c est le module du vecteur d’onde dans le vide.

o Z (axe lent)
Dans la lame, c¢’est-a-dire pour 0 < x < e,

le champ incident se décompose selon les
axes propres de la lame puisque c’est selon
ces directions que le champ se propage sans
déformation (décomposition dans la base
des modes propres de propagation).

g

Y (axe rapide)
>

Sachant que les lignes neutres sont OY X n,
et OZ avec les indices associés n, et ng
respectivement : Figure 10.10- Dispositions
relatives des axes de la lame.
0

5lame D cos o cos(wt — kn,x)
Dy sin occos(wt — kngx)
Le champ de l'onde émergente s’écrit (toujours dans le repere principal)
0
5trans Dy cos xcos(wt — kn,e — k(x —e)) |V x > e. La lame anisotrope intro-
Dy sin occos(wt — knpe — k(x — e))
duit donc un déphasage entre la composante suivant I’axe lent et celle selon 1’axe
rapide : @ = k(ng —n,)e.
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Dans le cas le plus général, la valeur de @ est quelconque : 1’état de polarisation en
sortie de la lame est elliptique.

Si @ = 2mm, la vibration émergente est polarisée rectilignement, parallelement au
champ incident.

Si @ = (2m + 1)m, la vibration émergente est polarisée rectilignement selon une
direction qui est la symétrique de celle du champ incident par rapport a une ligne
neutre.

5. Une lame est congue pour fonctionner avec une lumiere incidente polarisée : elle
n’a pas d’effet sur une lumiére non polarisée.

6. Une lame demi-onde est taillée a une épaisseur e pour que la différence de marche
introduite soit égale a une demie longueur d’onde (2 un multiple entier de longueur
d’onde pres) :

5= 2 +m)\©<p=2nf\ = Qm+ e (np —n)e = <m+ é)x
Une lame quart d’onde est taillée a une épaisseur e pour que la différence de marche
introduite soit égale a un quart de longueur d’onde (2 un multiple entier de longueur
d’onde pres) :

5=7\+m?\©(p=27'r6

1 1
4 }\=(2m+2)7t©(n5—n0)e=<m+4>7\

Application numérique : 1’épaisseur minimale est obtenue pour m = 0 :

A
= ~ 32,4
emm 2(’1E _ no) l’Lm

7. Pour obtenir une lumiere polarisée circulairement, on éclaire sous incidence nor-
male avec une lumiere polarisée rectilignement une lame quart d’onde dont les axes
propres forment un angle de 45° avec la direction de polarisation de la lumiére
incidente.

Pour réaliser un analyseur circulaire, on éclaire sous incidence normale une lame quart
d’onde avec une lumiere dont I’état de polarisation est inconnu. A la suite de la lame
quart d’onde, on place un analyseur rectiligne. Si la lumiére incidente est polarisée
circulairement, en tournant 1’azimut de cet analyseur, on peut obtenir I’extinction.

8. On place entre la source et le miroir un polariseur rectiligne suivi d’une lame quart
d’onde dont les axes propres sont a 45° de I’azimut du polariseur. A I’aller, la lumiére
issue de la lame quart d’onde est polarisée circulairement selon un certain sens (droit
ou gauche). En se réfléchissant sur le miroir, I’état de polarisation reste circulaire mais
de sens inversé par rapport au sens incident. Traversant dans le sens retour la lame
quart d’onde, cette polarisation circulaire est transformée en polarisation rectiligne
qui sera éteinte par le polariseur : le dispositif est anti-reflet.
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Apres le polariseur P Apres la lame quart d’onde

Z

“A v

<

Apres réflexion sur le miroir et Apres la lame quart d’onde et

avant la deuxieme traversée de avant la deuxieme traversée

la lame quart d’onde du polariseur P

Figure 10.11

9. La lame étant placée entre le polariseur et I’analyseur croisés, les longueurs d’onde
o 27 (ng —nye
éteintes sont telles que @ = 2mm = " (ng —ny e © A, = . Le nombre

de cannelures augmente donc avec 1’épaisseur e. Si 1’épaisseur e esr;1 faible, seulement
quelques longueurs d’onde du domaine du visible (400nm < A < 800 nm) seront
éteintes : la teinte résultante est colorée, elle correspond a la lumiere blanche privée
de quelques radiations. En effet, lorsque le nombre de cannelures dans le visible n’est
pas trop élevé, I’ceil parvient a distinguer une teinte. Lorsqu’il y a plus de cinq ou six
cannelures dans le visible, I’ ceil voit du blanc comme s’il n’y avait pas d’interférences.
Ce blanc cannelé est appelé blanc d’ordre supérieur.

Donc, si I’épaisseur e augmente, de plus en plus de longueurs d’ondes du domaine
du visible seront éteintes mais il restera suffisamment de composantes spectrales au
voisinage des trois couleurs fondamentales pour que 1’aspect soit proche du blanc : on
parle de blanc d’ordre supérieur, blanc grisatre.

Si le polariseur et I’analyseur sont paralleéles, on observe la couleur complémentaire
de la précédente.
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10.3 Détermination expérimentale d'une biréfringence

1. Méthode du spectre cannelé pour une lame épaisse.

a. La lame est placée entre le polariseur et ’analyseur croisés, les axes neutres de la
lame doivent étre a 45° des azimuts de transmission de 1’analyseur et du polariseur.
Le tout étant éclairé en lumiere blanche. La lumiére transmise est recueillie par un
spectrometre. On obtient un spectre cannelé. Auparavant, il est nécessaire de placer
une fente a la sortie de la source et de I’imager sur la fente d’entrée du spectrometre.

b. Si le polariseur est croisé avec I’analyseur, les cannelures noires sont telles que
(ng —nye -

Ap = . A partir de I’enregistrement du spectre, on pointe deux cannelures
(ng —n,)e (ng —n,)e
sombres: A, = = 7 etA, = = % avecmy=m +m.
1 my 2 my
On obtient donc :
(ng —nye (ng—nye . . 1 1
mo=" "t " etm+m="5 " doum=(ng—n,e -
}\ml Am1+m }\m1+m Aml
m1+m)\m1

soit (ngy —n,)e = m , m est le nombre de cannelures brillantes entre les

A, — A

my my+m
deux cannelures sombres considérées.
c. Il y a une cannelure sombre pour /lml = 425 nm et une autre pour ﬂmz = 800 nm,

séparées de m = 45 cannelures brillantes. On en déduit ny — n, ~ 1072,
2. On peut utiliser un compensateur de Babinet tel que décrit dans le cours.

3. On peut provoquer la biréfringence dans certains matériaux par exemple en appli-
quant un champ électrique statique, il s’agit de I’effet Pockels ou effet électrooptique
linéaire. On peut aussi appliquer des contraintes mécaniques (effet photo-€lastique).
Une autre possibilité est d’appliquer un champ magnétique (effet Faraday).

Ces effets sont utilisés dans la pratique. Par exemple :

« ’effet électrooptique est a la base des cellules a effet Pockels destinées a moduler
a haute fréquence (en amplitude ou en phase) la lumiere. Leur emploi concerne la
transmission des informations.

« I’effet Faraday sert a caractériser des verres employés comme dispositifs anti retour
dans les sources laser ou a mesurer des champs magnétiques a distance (astronomie) ;
« I’effet photo-élastique est utilisé pour visualiser et analyser les contraintes dans les
pieces mécaniques.

4. Les cristaux liquides, les verres, les films étirés sont des matériaux biréfringents
non cristallins.
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Les cristaux liquides en phase nématique sont composés de molécules organiques al-
longées qui peuvent s'orienter lorsqu’un champ électrique est appliqué : le milieu est
optiquement anisotrope. La lumiére traversant un tel milieu posséde un état de polari-
sation bien défini. Les écrans ainsi constitués présentent |'avantage de consommer peu
d'électricité, ils peuvent afficher des couleurs et sont disponibles dans des dimensions
dépassant le métre en diagonal.
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les modes de propagation.
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Les matériaux cristallins employés en optique non linéaire sont anisotropes et sont
souvent utilisés dans des configurations ou les ondes lumineuses se propagent dans
des directions particulieres ne coincidant pas nécessairement avec un axe principal
et pour lesquelles I'efficacité des phénomenes non linéaires impliqués est optimale
(les polarisations sont également a ajuster pour obtenir les effets non linéaires les
plus forts possibles). Citons, a titre d’exemples, la génération d’harmoniques pour
laquelle les conditions dites d’accord de phase varient de fagon critique selon les di-
rections de polarisation et de propagation des ondes en interaction, les interactions
non linéaires impliquées dans les oscillateurs paramétriques optiques, dans les am-
plificateurs paramétriques optiques, dans les dispositifs de mélanges a quatre ondes et
dans la conjugaison de phase et I’amplification optique de faisceaux dans les cristaux
photoréfractifs.

Le chapitre 10 consacré aux milieux diélectriques linéaires homogenes anisotropes
a analysé la propagation d’ondes planes progressives monochromatiques selon une
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direction confondue avec un axe principal. Il s’agit dans le présent chapitre de mener
une telle analyse dans une direction quelconque par rapport aux axes principaux.

Ce chapitre dédié aux milieux anisotropes conduira au chapitre 12 qui s’attachera a
décrire les trajets des rayons lumineux dans les milieux anisotropes, la double réfraction
et a expliquer le fonctionnement des dispositifs séparateurs de polarisation.

LUSERE Production de photons intriqués dans des cristaux
anisotropes par processus non linéaire

Lintrication quantique est un phénoméne dans lequel I'état quantique de deux ob-
jets doit étre décrit globalement bien que ces objets puissent étre spatialement
séparés.

Des paires de photons intriqués en polarisation peuvent étre générées par un pro-
cessus non linéaire au sein d'un cristal anisotrope de BBO (béta borate de baryum,
B-BaB,0,). Sous l'action d'un photon incident, le cristal produit deux photons dans
des directions différentes, I'un a polarisation verticale, I'autre a polarisation horizon-
tale, chacun des photons ayant une chance sur deux de présenter 'une ou l'autre
de ces polarisations. Les deux photons sont également intriqués via leurs états
de polarisation qui sont orthogonaux. Lorsque I'on mesure la polarisation de |'un
des photons en bout de chaine, I'autre présente systématiquement la polarisation
orthogonale.

Lintrication quantique possede un grand potentiel d'applications dans les do-
maines de I'information quantique, de la cryptographie quantique et de I'ordinateur
quantique. D'intenses recherches sont menées actuellement sur ces thémes.

Faisceau de pompe Voie |
=0/2
(,01 () (0, = w/2)

(D —

R A Voie 2

(0, = 0/2)
(02 Cristal non linéaire
de BBO
y
Processus non linéaire de Génération de photons intriqués
génération de photons intriqués avec un cristal de BBO
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@ Définitions

€) Dsfinitions

Rappelons que dans un milieu linéaire homogene anisotrope la relation constitutive liant
D (?, t) et E (?, t) s’écrit :
D (7. 1) = ¢ [sr] E (7, 1)

ou [sr] est le tenseur diélectrique.

L’imperméabilité électrique [n] est par définition le tenseur inverse du tenseur
diélectrique :

Ml = [sr]_l, si bien que D (7. 1) = ¢ [&,] E (7 1) & EOE (7. 1) = [n] D (7, 1)

Remarquons que comme [e,] est symétrique, il en est de méme pour [n].

Dans le repere des axes principaux de [sr], le tenseur [n] est également diagonal, il

s’écrit :
n, 0 0 1/n7 0 0
=l 0 n, 0 = 0 1/n3 0
0 0 mn; 0 0 1/n]

ou ny, n,, et ny sont les indices propres du milieu. L’écriture des tenseurs étant parti-
culierement simple dans le repere principal, on congoit bien que les calculs y seront plus
aisés, c’est donc ce repere qui sera privilégié pour y mener la théorie.

€) Modes propres de propagation, équation
aux indices de Fresnel, surface des indices

Nous cherchons si des ondes planes peuvent se propager dans une direction quel-
conque portée par le vecteur unitaire i. Pour une direction de propagation u donnée,
la problématique porte sur les points suivants :

— trouver les directions propres possibles du vecteur D (il en existe une infinité pour un
milieu isotrope) et les valeurs de I’indice correspondant ;

— examiner la possibilité de propagation d’une onde polarisée ;

— déterminer les états de polarisation autorisés.

Dans un premier temps, nous admettons I’existence d’ondes planes se propageant dans
le milieu anisotrope et nous allons examiner la structure de ces ondes.

2.1 Structure du champ électromagnétique

Pour une onde harmonique plane, les champs E, D, B, H sont de la forme X (1) =
)-('0ei<wt—z . 7')
par ’onde), w la pulsation.

7 o w . . . o
avec k = nkyi, ky =, nestl’indice de réfraction propre (indice « vu »
c
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L’analyse de la structure des ondes s’appuie sur les équations de Maxwell dans le
milieu. Elles sont identiques a celles écrites dans le chapitre précédent. A ces équations,
s’ajoutent les relations constitutives du milieu : D= £ [sr] E et B= uoﬁ .

Les ondes étant planes, les opérateurs divergence et rotationnel s’expriment respec-
tivement de facon équivalente a 1’aide du produit scalaire ou vectoriel par le vecteur
d’onde. Ainsi, les équations de Maxwell s’expriment selon les quatre points suivants et
les dispositions relatives des champs et du vecteur d’onde en découlent :

-

divD=0 = ik-D=0 = kLD

-

divB=0 = ik-B=0 = kLB = kLH

@ﬁ:aaf = _ikaH=iwD = DLH et DLk

-

11 résulte de ces trois équations que (7& D, H > et (% 5, B ) forment des triedres di-

rects, trirectangles. On identifie alors la vibration lumineuse au vecteur D pour conserver
la transversalité (E n’est pas nécessairement transverse pour les mémes raisons que
celles évoquées au chapitre précédent).

Il en découle qu’un plan d’onde est défini par (5 E) le plan de polarisation par
(%, 5) De plus,

rotE = _aalj — aafj soit. KAE=pwH > HLE o ALk

- - -

On peut ainsi affirmer que le triedre (E, H,7t = E A H ) est trirectangle direct (7 est le
vecteur de Poynting).

De plus, les deux dernieres équations donnent :

N %A H
D=- A o
L Ak A E)etdonc D = 2(E—(L7-E)ﬁ>

A
W, goit D =—
A How HocC

k
Uy

H=
qui montre que le champ D appartient au plan (i, E ).

2.2 Modes propres de propagation, équation de Fresnel

Le champ D étant transverse, c’est le plus significatif, la vibration lumineuse lui est
identifiée. La détermination des modes propres se meéne donc avec le champ D.
> 1 > , .= o= . o=
En reportant E = [n] D dans I’équation D = 5 (E —(u- E)u), nous
€o HoC

-

aboutissons 2 : [] Dy, — (@ - [n] Dy)ii = ;,
n
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@ Modes propres de propagation, équation aux indices de Fresnel, surface des indices

\

»]
~Jo D

e > Figure dans le
plan de polarisation

-
B
Figure 11.1- Disposition relative des vecteurs du champ électromagnétique dans un

milieu anisotrope.

o
etii| B|avec|i| =1 o +p>+¥> =1
Y

Soient dans le repére propre, 50

Alors, dans ce repere, [11] ]30 =

S NGL < x N XX

Ceci permet d’expliciter les projections de 1’équation aux valeurs propres [1] 50 -

- D
(17 - [n] D0> U= 20 selon les axes du repére principal :
n

1= 2
( oc)X_ocﬁy_owzzlx
n n’ " n?
1-— 2
J By A=B)y By, _ 1y
n% n% n§ n?
1-— 2
Yy _¥By  A=y) 1,
| nf n% n% n?
(I-o)  op oy X
2 2 2
n n22 n; % n?
O ) By |y
< 2 2 2 Y |= 2
1 2 3 7
oy YB o (1-v%) z
n% n% ng n2
- 1
n

317



Chapitre 11 ¢ Propagation dans un diélectrique linéaire homogéne anisotrope

318

Ceci est une équation aux valeurs propres, les valeurs propres étant 1/n”.

Les valeurs propres 1/n* de la matrice [M] sont les racines du polyndme carac-
téristique det ([M 1- nlz 1d > Le développement de ce déterminant et son annulation
amenent a une équation bicarrée en n appelée équation de Fresnel, dont deux expressions
équivalentes sont :

2,2 202 2.2
T n; 3 nyy
Yo+ P+ =0

2 _ 2 2 _ 2 2 _ 2
n n1 n n2 n n3

=2 n%ocz(n2 - n%)(n — nz) + nzﬁ n® — n3)(n —n ) + n 2(n2 — n%)(n2 - n%) =0

Le calcul du discriminant de 1’équation permet de montrer :

— que les solutions sont réelles quels que soient «, 3,7y, c’est-a-dire quelle que soit la

direction de propagation i.

— qu’il y a quatre solutions, deux sont positives (n' etn'), deux sont négatives (n" et

2

n

— Les solutions de I’équation de Fresnel fournissent, pour une direction de propa-

gation # («, B,7y) dans le repére principal, les indices de réfraction. Il existe donc
des solutions sous forme d’ondes planes progressives homogenes au probleme de
la propagation de la lumiére dans les milieux diélectriques linéaires homogenes
anisotropes.

Les solutions positives netn correspondent a une propagation selon un sens sur
la direction caractérisée par i, les solutions négatives n" etn” correspondent a une
propagation selon le sens opposé. Pour simplifier, nous considérons dans la suite les
solutions positives sans perte de généralité.

C’est’existence de ces deux valeurs de I’indice qui indique qu’il y a biréfringence : le
milieu est dit biréfringent. A chacune de ces valeurs de Iindice est attachée une onde
plane caractérisée par son vecteur D (vecteur propre associé) et sa vitesse de phase

. Ainsi, pour une direction # de propagatlon donnée, il existe deux ondes planes
caracterlsees par les vecteurs DetD orthogonaux a u les vecteurs D' et D" sont les
vecteurs propres assoc1es aux Valeurs propres n etn . Ces ondes se propagent a des
vitesses différentes : U(p =c/ n, U(p =c/ n". Pour ces deux solutions, D conserve sa
direction initiale.

2.3 Etats de polarisation

Nous allons maintenant déterminer I’état de polarisation des ondes attachées aux indices
! "
normaux n etn .
Dans le repére des axes principaux, D, = ¢ye,. E; = €, E|, D, = eye 0 E; = &, E5,
D3 = £0£r3E3 = £3E3.
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2
. )l L= n S L 2 o
En projetant I’équation D = 5 (E - - E)u) selon les axes principaux et en
LoC
factorisant, les trois équations suivantes sont obtenues :
£ oan’e; 7
gE=-, W-E
ny—n
Brnle, . -
3 £2E2 = — 5 (l/l . E)
n: — n?
2
yntey, | -
&§E;=— (u- E)
n; —n?

Alors, si on effectue les rapports :

D, &Py —n?)
D, g an;—n?)
Dy e3v(ni—n)

Dy ¢ a(n —n?)

il apparait que ce sont des quantités réelles : les états de polarisation des ondes planes
qui se propagent sans déformation dans un milieu anisotrope linéaire sont rectilignes. Il

reste a déterminer leur direction.

- 2 > >
Reprenons 1’équation D = 5 (E - - E)ﬁ) qui projetée dans le repere propre
Hoc
donne également :

f n2 D1 I’IZO( -

e — u .
Hoc® & Hoc?

2 D e . -

I p=" "2_ B @ - E)
Hoc? & Hoc?

2 D ny . -

Dy=" "V E
L Hoc” &3 Hoc

Multiplions la premicre des équations précédentes par D;, la deuxiéme par D,, la
troisieme par D; et additionnons ces produits :

> [ D?* D! D? 2
p’+p}+D} = " by 243 "

1 Hoc? \ &1 & &3 Hoc? ( \( ),

v

i-D=0 (f) est transverse)

2 2 2
m hy n3

, ) D%n2 D%n2 Dgn2
soit |D| = + +
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Si, dans le repere des axes principaux, on porte OM = n dans la direction de D, alors

OM (x =nD,/D,y=nD,/D,z= nD3/D), et I’équation précédente se réécrit :

2 2 2
n2+n2+2=1
! , s

Le lieu des points M est donc un ellipsoide qui posseéde les mémes axes principaux que
ceux de [e ] on retrouve ’ellipsoide des indices, I’extrémité des vecteurs propres D
et D" se situent sur cet ellipsoide.

Nous admettrons alors les propriétés suivantes :
» Le plan d’onde coupe I’ellipsoide selon une ellipse dont les deux axes portent
les vecteurs propres recherchés D' et D', ces deux vecteurs sont par conséquent
orthogonaux, et les longueurs des demi axes de 1’ellipse sont égales a netn .
 Les champs E' et E” ont la direction de la normale a Iellipsoide en M et M "
« L’ellipsoide possede deux plans de section cycliques (éventuellement confondus). Les
directions de u correspondantes s’appellent les axes optiques du milieu. Dans ces plans,
toutes les directions de D sont possibles et il leur correspond le méme indice qui est le
rayon du cercle.

ellipse intersection du plan

d’onde avec I’ellipsoide, les ellipse intersection du plan d’onde avec
demi axes ont les longueurs I’ellipsoide, les demi axes ont les longueurs
n’ etn”,ils portent D’ et D” n’ etn”, ils portent D’ et D”

Figure 11.2- Etats de polarisations propres dans un milieu anisotrope.

2.4 Surface des indices

La résolution de 1’équation de Fresnel montre que netn dépendent de «, 3,y c’est-
a-dire des cosinus directeurs de la direction de propagation et des constantes optiques
1y, Hy, Ny du milieu. Pour visualiser les solutions de I’équation de Fresnel et leur dépen-
dance vis-a-vis de ces parameétres, il est utile d’introduire une surface indicatrice lieu
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@ Modes propres de propagation, équation aux indices de Fresnel, surface des indices

des points M tels que OM = nii. On porte donc selon la direction de #, une longueur
égale a n. Et comme 1’équation de Fresnel admet deux solutions netn,on portera sur
la direction de # les deux longueurs correspondantes, on construira ainsi deux points M
etM’ pour chaque direction .
z
A .
OM”=n”

Figure 11.3 - Principe de construction de la surface des indices.

Dans le repére principal, les coordonnées de M sont M(x = no, y = nf3,z = ny) et
elles satisfont I’équation de Fresnel :

f(x,y,2)=0
S (n%x2 + n%y2 + ngzz)(x2 +y*+2%)
— [nfxz(ng + ng) + n%yz(n% + ng) + n§z2(n% + n%)]

229 _
+n1n2n3—0

La surface d’équation f(x,y,z) = 0O est appelée surface des indices. Comme 1’équa-
tion de Fresnel admet deux solutions, il s’agit d’une surface a deux nappes. Elle est
symétrique par rapport a I’origine puisque f(x,y,z) = f(—x,—y,—z) : I’étude et la
représentation de cette surface se limiteront donc au premier octant. Pour simplifier
I’analyse de cette surface et se faire une idée de son allure, on peut chercher ses sections
par les plans de coordonnées. Par exemple, son intersection avec le plan Oxy est consti-

2 2
T , . )l . oXx ,
tuée d’un cercle de rayon n; et d’une ellipse d’équation , + y2 = 1. Les résultats sont
n, n
2 1

analogues pour les intersections avec les autres plans de coordonnées.

Les deux nappes possedent en général quatre points communs notés I, [ L J,J sur
les figures et qui définissent deux axes A et A’ : ce sont les axes optiques du milieu.
La particularité de ces axes est évidente : si une onde se propage selon I'un d’eux, la
configuration est telle que I’équation de Fresnel admet une solution double no=n"
et le milieu apparait pour cette onde comme un milieu isotrope. On comprend ainsi la
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dénomination de milieu biaxe pour le cas le plus général. L’angle O que fait un axe

: , : ny | nj—n
optique avec I’axe Oz est tel que sin 6 = . (en supposant n; > n, > ns).
n, nT—n
1~

=

Figure 11.4 - Surface des indices et sa section par le plan de coordonnées (Oxz), en
supposant n; > n, > n;.
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L'essentiel ®

0800 0000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000000cecrccococtcesescscscrsrsrtcte,

@ Une onde plane progressive monochromatique se propageant dans une
direction quelconque d'un diélectrique anisotrope se décompose en
deux modes propres polarisés rectilignement et orthogonaux |'un par
rapport a l'autre.

eecececcscsce

Le champ électrique de chacun des modes n'est plus tranverse. Le
champ induction électrique, le champ magnétique et I'excitation ma-
gnétique sont transverses.

Le vecteur de Poynting n’est plus confondu avec le vecteur d'onde.

cecececeme

Les indices vus par chacun des modes sont solutions de |'équation de
Fresnel.

Les modes propres se propagent a des vitesses différentes.

Il existe deux directions particulieres, appelées axes optiques, selon
lesquelles les deux modes se propagent a la méme vitesse : le milieu
apparait alors comme isotrope.

cecee

ececcecscecesescscececcscscsceccscecccsccscscsccccscscscsce

ooe

%eecececeseccecececescesesecececcesecesescecececesssesesecescssesesesccsececescssesesecescssesesescsnes cececcscscace eececscescscsceces
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Le terme biréfringent signifie :

a. qu’il existe deux indices, un ordinaire et un extraordinaire

b. que le milieu est biaxe

c. qu’il existe deux indices différents « vus » par une onde plane se propageant sans
déformation dans le milieu

Les lignes neutres d’une lame biréfringente sont :

a. les axes du repere cristallographique

b. les axes du repere propre

c. les directions selon lesquelles sont dirigés les vecteurs induction électrique des
modes se propageant sans déformation dans le milieu

Les lignes neutres ont la propriété d’étre :

a. perpendiculaires 1’une par rapport a 1’autre

b. confondues

c. dirigées aléatoirement

Lellipsoide des indices est :

a. une surface a deux nappes

b. une surface possédant des axes portés par les axes du repere propre

¢. une sphere

d. utile pour trouver les indices de chaque mode propre de propagation et les directions
des polarisations des ondes planes dans un milieu anisotrope

Dans un milieu uniaxe, 1’ellipsoide des indices est :

a. une sphere

b. de révolution autour de 1’axe optique

c. une surface plane

Dans milieu optiquement uniaxe, la surface des indices est :
a. une surface plane

b. une surface a deux nappes

c. constituée de I’union d’une sphere et d’un ellipsoide

d. de révolution autour de I’axe optique

e. ’'union d’un hyperboloide et d’une sphére

f. constituée de deux nappes dont la disposition relative est quelconque
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11.1

11.2

Entrainez-vous @

Méthode géométrique pour la détermination des modes propres
de propagation dans un milieu diélectrique linéaire anisotrope
Cet exercice présente la généralisation de la remarque mentionnée au chapitre 10 au
sujet de I’intersection de 1’ellipsoide des indices par un plan d’onde.

On rappelle que I’équation aux valeurs propres utile pour la détermination des
modes propres de propagation d’une OPPM dans un diélectrique linéaire homogene
anisotrope est :

-

[ﬂ]f’o—@'[n]ﬁo)ﬁ:fzo

ol 4 est un vecteur unitaire dirigé selon la direction de propagation de I’onde, 50 est
I’amplitude du vecteur D, [n] est le tenseur d’imperméabilité, n est I’indice vu par
I’onde.

1. Rappeler I'intérét d’exprimer les calculs dans le repere des axes principaux. C’est
dans ce repere que seront effectués tous les calculs de cet exercice.

2. Dans le repére propre, les composantes des vecteurs 50 et i étant 50 X,Y,2)
et ii (&, B,y) avec & + B2 4+ y* = 1, projeter I’équation aux valeurs propres selon
les axes du repere principal. Exprimer le systeme obtenu sous la forme matricielle
S 1 =
n
3. Montrer que [M] = [P][n] ou [P] est un projecteur dont on donnera les
caractéristiques.

4. En déduire une méthode géométrique pour la détermination des modes propres de
propagation dans le milieu considéré.

Analyse de I'équation de Fresnel, directions des axes optiques,
cas particulier d'un milieu uniaxe

On considere un milieu diélectrique linéaire anisotrope caractérisé par ses indices pro-
pres ny, ny n3y supposés €tre ordonnés selon ny > n, > ny. On envisage la propagation
d’une OPPM dans un tel milieu selon une direction donnée par le vecteur unitaire
i (o, B,7y) dans le repére des axes principaux. La recherche des modes de propagation
implique la résolution de 1’équation de Fresnel qui est une équation bicarrée :

n%ocz(n2 - ng)(n2 - ng) + n%[%z(n2 - ng)(n2 - n%) + ngyz(n2 - n%)(n2 - ng) =0
N e g 2 w- 7 ,
ou n est I'indice définit par k = n~ u, k étant le vecteur d’onde.
c
1. Soit N = n*. Développer et ordonner I’équation de Fresnel selon les puissances
décroissantes de N.
2. Récrire I’équation en fonction des deux parametres «, (3 et de ny, ny, et ns.

3. Montrer que le discriminant de 1’équation est positif. Que peut-on dire du signe des
. . ! "
solutions notées N et N ?
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4. Rappeler la caractéristique des axes optiques. Déduire de ce qui précede qu’il existe
deux axes optiques dont on déterminera les vecteurs directeurs ii, .

5. Soit 0 ’angle que fait i, avec I’axe principal Oz. Montrer que

. n3 n
sin @ =

6. Dans le cas particulier d’un milieu uniaxe tel que n; = n,, montrer que 1’axe
principal Oz est I’unique axe optique.
Surface des indices, cas particulier d’un milieu uniaxe

On considere la propagation d’une OPPM dans un milieu diélectrique linéaire
anisotrope caractérisé par ses indices propres 1y, 1, n3 supposés étre ordonnés selon
ny > n, > ny. La direction de propagation de I’onde dans le repere propre est selon
une direction donnée par le vecteur unitaire i (¢, 3,7Y).

On rappelle I’équation de Fresnel donnant les indices propres n « vus » par I’onde :
n%ocz(n2 - ng)(n2 - ng) + n%[%z(n2 - ng)(n2 - n%) + n%yz(n2 - n?)(n2 - ng) =0

N P > w_ 7, ,
ol n est I'indice définit par k = n  u, k étant le vecteur d’onde.

c

1. Rappeler le principe de construction de la surface des indices.
Calculer son équation cartésienne dans le repere principal.
2. Déterminer les intersections de la surface des indices avec les plans de coordonnées.

3. Dans le cas particulier d’un milieu uniaxe dont I’axe optique est confondu avec I’ axe
propre Oz, montrer que la surface des indices correspond a I’'union d’une sphere et
d’un ellipsoide dont on déterminera les caractéristiques.
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Réponse c;

Solutions ©

11.2 Réponse c; 11.3 Réponse a; 11.4 Réponses b et d;

11.5 Réponseb; 11.6 Réponses b, c et d.

Méthode géométrique pour la détermination des modes propres
de propagation dans un milieu diélectrique linéaire anisotrope

1. L’intérét de mener les calculs dans le repere des axes principaux vient du fait
que c’est dans ce repere que le tenseur permittivité diélectrique est diagonal et par
conséquent son inverse, le tenseur imperméabilité, également.

2. Dans le repere propre, [11] 50 (

L’équation [n] 50 - (u .

<

-

[M] D, =

n2

-

150

N - Y Z
X;, Y2 Zz>etu~[n]D0=(X)2(+62 +
1 m hy 3

. D
] D0> U= 20 se projette alors selon les axes propres :
n

OQ/Z _ 1 X
ng n?
By o1y
"3 n?
2
;/ )7 - 122
n3 n
[0.4
_ Z X
n
3 ¥ )
By Y
I’l3 Z n
(1= z
2 I’l2
3

C’est une équation aux valeurs propres pour 1’opérateur [ M].

3. Explicitons I’opérateur [ M ] dans le repere propre :

(M]

(1-0?)

fod)
)

n

(1-B?

xy
"
_By
"
(1=
"
12 0 0
_o(_'y nl
1
By | © 2 O [=(Pm
2
2
-y 0 0 12
"3
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On vérifie alors que [P]2 = [P] : I'opérateur [ P] est donc un projecteur.

Cherchons le noyau de [ P] défini par : Ker [P] = {\7 [[P]1V = 6}
Soit v (x, y,z) € Ker[P] & [P]V =0

(1=-0®)x—afy—ayz=0
&9 —apx+(1-pHy-Pyz=0

—ayx —yBy+(1—yHz=0

Le déterminant de ce systéme est nul : il se réduit a deux équations (non liées) :

o
(1-o®)x—afy—ayz=0 x=yz
soit B
—apx+(1-BHy—-Ppyz=0 y="z
v
. (o B .
d’ou Ker[P] = v z, Z,Z , z étant quelconque. Prenons z = vy
Y Y

= U(a, B,y) = u: [P] est donc une projection sur le plan perpendiculaire a i

Remarque On pourrait également montrer que I’ensemble des vecteurs invariants
[P] 0 = Uest le plan d’équation ax + By + yz = 0 c’est-a-dire le plan orthogonal  ii.

4. Comme [M] = [P][n], 'opérateur [M] est la composition du projecteur [P] et
de I'imperméabilité [n] : dans I’équation aux valeurs propres [n] Dy — (4 - [n] Dy)u

D, - - - -
= 20, le terme [N] Dy — (& - [n] Dy)i = [P][n] D, est donc la projection de [1] Dy,
n

sur un plan orthogonal & &. L’équation aux valeurs propres se réécrit [P][n] D, =
1 =
D,.
n 0
Rappelons maintenant que diagonaliser un opérateur auquel est associée une forme
quadratique définie positive revient a trouver les axes propres et les valeurs propres de
cet opérateur. Dans I’espace cartésien tridimensionnel, ceci revient a trouver les axes
propres et les dimensions des axes de I’ellipsoide associé a I’opérateur.

Dans notre exercice, I’opérateur étant [ P] [n], le probléme aux valeurs propres con-
cerne la restriction de [] a I’hyperplan perpendiculaire & # (composition de [ P] par
[n]D). La résolution du probléme aux valeurs propres consiste donc géométriquement
a couper 1’ellipsoide des indices par un plan perpendiculaire a u : la courbe obtenue
est une ellipse dont les axes portent les directions des polarisations propres D et D"
(etdonc lj), J_fz,” ), les dimensions principales de 1’ellipse sont les indices de réfraction

propresn etn .
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Solutions

11.2 Analyse de I'équation de Fresnel. Directions des axes optiques.
Cas particulier d'un milieu uniaxe

1. En développant et en ordonnant le polyndme associé a I’équation :
24 2.2\ A72
cx + nZB + 3y )N
- [(n2 + ng)n%oc2 + (n% + ng)ngﬁz + (n% + ng)n 2] N + n%n g 0
S f(N)=0

Il s’agit d’une équation du second degré a coefficients réels. La nature des solutions
est déterminée par le signe du discriminant associé.

2. Comme le vecteur i est unitaire, les paramétres o, B et y sont liés par o+ B+
v*=1soity?>=1- o’ - B2 En reportant cette relation dans f(N) =

2 2y 2 2 2\p2 4 2] A2
[(n} = )& + (n; —n)B* +m3| N
22,2 2 22,2 2 202, 2 2.2 2
- [oc ny(n] — n3) + B7n (n; — n3) + n3(n; +n2)] N +ninyn; =0

3. Le discriminant 6 de I’équation est

o= [oczn%(n% - ng) + [52n%(n2 - n2) + n2(n2 + nz)]2

2 24,2 2 _ 262 4+ 2l ni2nn2
—4[(nl—n3)oc +(n2 )[5 +n]n1 nyn3

11 se développe selon :
4n‘é(n% - n%)2 + [54n‘1‘(n§ - n%)2 + ng(n% + ng)2
+ 20c2[52n2n2(n2 — nz)(n2 - nz) + 20(2/12n2(n2 - n%)(n% + n%)
+2B%min3(n] — m3)(n} + n3) — 4nimyni(n] — 3o
2\n2 2 2 4
- 4n1n2n3(n —n )[5 — 4nin;n;

2

En factorisant d’une part les termes en o, ceux en 32 d’autre part :

442 22 44,2 22 40D 2\D
ny(ny = n3)” + R ni(n; — n3)” + ny(n] —n3)
+ 20(2[52n%n§(n% - n%)(n% - ng) -2 n n (n - n2)(n - ng)
222,222 2
+ 2B nn3(ny — n3)(ny — n3)

22,2 2 22,2 2 202 2412 222 2 22 2
= [oc ny(ny —n3) + Bn(n; — n3) — n5(ny — n2)] + 4P nin5(ny — n3)(ny — n3)
Comme n; > n, > n3, le discriminant est positif strict. Les solutions N "et N sont
donc réelles (les coefficients du polyndme sont réels). De plus, la simple lecture de
. . . !’ n !’ " . ’ n
I’équation nous indiqueque N + N > 0et N - N > 0:les solutions N et N
sont positives.

Les graphes suivants représentent les deux fonctions f(N) et f(n).
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) Jn)

222
nynynjz -
N v N )

ON\_/N” \/ 0 n/ nrl

Figure 11.5

4. Les axes optiques du milieu sont les directions de propagation pour lesquelles le
milieu apparait pour I’onde comme un milieu isotrope. Dans cette situation, 1’équation
de Fresnel admet une solution double : & = 0 si et seulement si :

2. 2.2 2 22,72 2 202 2
o”ny(ny — n3) + Bnj(ny — n3) — n3(n) —n3) =0
3 Vny,ny, n3
2.2 2, 2 2 2 2y _
Bniny(ny — n3)(ny —n3) =0

p=0
2 0.2 2
<9 2 _ I’l3 (nl _n2)

T 2.2 2
ny (ny —n3)

n l’lz—l’l2
3 1~ "%
X == ) )
Ny \ ny—n3
<49 p=0
2_ 2
n n;, —n
2
y=+Vi-a2=3% ' 5 ;
n —
2 N\ T

L

Il existe donc deux axes optiques A et A’ définis par les vecteurs i, dont les
expressions sont :

n3 n? - n%
* L)

n —_
2\ np—ng

U, 0

)
1”1 hy—ny
2 2

n —
2\ T
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Solutions

5. 0 étant I’angle de u,, avec 1’axe principal Oz dont i, est vecteur directeur :

g [Re
|| | ny \ nj—nj

Il est évident que u_ forme avec I’axe principal Oz I’angle —0

z
A
AN A
)
T
AL_)
DN DI
u, X
Figure 11.6

6. Pour un milieu uniaxe tel que n; = n,, I’expression précédente donne sin® = 0 :
les deux axes optiques A et A’ sont confondus avec I’axe principal Oz qui est donc le
seul axe optique.

Ce résultat est prévisible puisque le milieu est tel n; = n,. Ainsi, pour une onde se
propageant selon Oz, le milieu apparait comme étant isotrope d’indice n; = n,, et il
y a une infinité de modes propres.

A, A
W= =
x
Figure 11.7
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11.3 Surface des indices. Cas particulier d'un milieu uniaxe.

1. Les solutions de 1’équation de Fresnel dépendent des cosinus directeurs «, 3,7y de
la direction de propagation et des constantes optiques du milieu. Pour visualiser la
dépendance de ces solutions vis-a-vis de ces parametres, il est judicieux d’introduire
une surface indicatrice appelée surface des indices qui est le lieu des points M tels
que OM = nii. On porte donc selon la direction de #, une longueur égale a n. Et
comme 1’équation de Fresnel admet deux solutions positives n etn,on portera sur
la direction de i les deux longueurs correspondantes, on construira ainsi deux points
M et M”, ceci pour toutes les directions de .

A

OM”=n"

>
u

Figure 11.8 - Principe de construction de la surface des indices.
En développant et en ordonnant le polyndme associé a 1’équation rappelée dans
I’énoncé :

(n% o + ngﬁz + n%yz)nd'

2, ,2\,2 .2 2, 2,202 2, 2v,2.21,2, 2.2 2
—[(n2+n3)nloc +(nl+n3)n2[5 +(n1+n2)n3y ]n +nln2n3=0

Dans le repere principal, les coordonnées de M sont M(x = no, y = nf3, z = ny)
et elles satisfont 1’équation de Fresnel c’est-a-dire 1’équation précédente que nous
réécrivons selon :
2,22 2022 2.2 22
(nja"n” 4+ nyB3°n” + n3y"n")n

- [(n% + ng)n%cxznz + (n% + n%)ngﬁznz + (n% + né)n%yznz] + n%ng

ng =0
=3 (n%x2 + ngy2 + ngzz)(x2 +y2+2%)
- [(n% + ng)n%x2 + (n% + ng)n%y2 + (n% + n%)n%zz] + n?ngng =0
S f(x,,2)=0
L’équation f(x, y, z) = 0 est I’équation cartésienne de la surface des indices dans le
repere propre.

2. Nous cherchons les intersections de la surface des indices avec les plans
(Oxy), (Oyz), (Ox2z).
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Solutions

Intersection avec le plan (Oxy). Le plan considéré ayant pour équation z = 0,
le systeme d’équations a résoudre pour trouver I’intersection de la surface des indices
avec ce plan est :

(n%x2 + ngy2 + ngzz)(x2 +y? +2%) - [(ng + ng)n%x2 + (n% + ng)ngyz + (nf + ng)ngzz]

222 _
+ninyny =0

z=0

soit (n%x2 + n%yz)(x2 + yz) - [(n% + ng)n%x2 + (n% + n%)ngyz] + n%n%ng =0
=> (n%x2 + n%yz)(x2 + %) - n%n%xz - n%n§x2 - n%n%y2 - n%n%yz + n?n%n% =0

=> (n%x2 + n%y2)(x2 +y%) - nfn%(x2 +%) - ng(n%x2 + n%yz) + n%n%n% =0
=> (nfx2 + n%y2)(x2 4+ - ng) - nfn%(x2 4+ - ng) =0

= x>+ - ng)(n%x2 + n%y2 - n%n%) =0

2 2
x y
:>x2+y2:n§ ou nfx2+n§y2=n%n§ ou  + 2:1
n
2 1

L’ensemble des points recherchés est donc constitué d’un cercle de rayon ns, de
centre O et d’une ellipse de centre O, dont les axes coincident avec Ox et Oy.

Intersection avec le plan (Oyz). Les calculs sont analogues aux précédents.
Les équations des courbes qui coupent le plan (Oyz) sont :

y
yV+22 = nf ou n%y2 + ngz2 = n%n% ou + =1

L’ensemble recherché est donc constitué d’un cercle de rayon n,, de centre O et
d’une ellipse de centre O, dont les axes coincident avec Oy et Oz.

Intersection avec le plan (Oxz). De méme, les équations des courbes inter-
section sont :

2 2 2 x? |z

soit x“ 4+ z“ =n5 ou + =1
2 n:  n?
3 1

L’ensemble recherché est donc constitué d’un cercle de rayon n,, de centre O et
d’une ellipse de centre O, dont les axes coincident avec Ox et Oz.

La figure 11.9 regroupe les résultats, elle suppose que les trois indices s’ordonnent
selon n; > ny, > n,.
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/ﬂl - a

n n

3 2 2
y
Sy

K )" 0 "3 " l’ o nyf Iny

Figure 11.9

\B
Y,

Remarque On peut se dispenser des calculs précédents au sujet des intersections avec
les deux derniers plans en remarquant que les résultats se déduisent du premier par
permutations circulaires sur x, y, z et ny, n,, ns.

3. Si le milieu est uniaxe avec 1’axe optique selon Oz, n; = n, # n; et I’équation
de la surface des indices

(n%x2 + n%y2 + ngzz)(x2 + y2 + zz)

- [(n% + n%)nfx2 +(n} + n%)n%y2 +(n + n%)ngzz] + nfn%ng =0

devient :
(nf(x2 +3)) + n§z2)(x2 +y? +2%) - [n?(nf + ng)(x2 +3) + 2nfn§z2
4.2 _
+nin; =0
(i)n?(x2 + )+ +2%)

+ ngzz(x2 +y?P+ 25— n%(n% + ng)(x2 +y%) - Zn%ngzz + n‘l‘n% =0
2002 4 22 2 2

S n(x"+ y)x"+y +2z°)

2

4.2
+n1n3—0

+ ngzz(x2 +y 4+ 22— n%) — n%(n% + ng)(x2 +y%) — n%ngz
@n%(xz + )P+ + 22— n% — ng) + n%zz(x2 +y 22— n%) — nfngzz
+ n‘l‘ng =0
oS> +y +2° - nf)(nf(x2 + )+ ngzz) - nfng(x2 + ) — n?ngzz
+ n‘l‘ng =0
o+ +22- nf)(nf(x2 +y)+ ngzz) - nfng(x2 +y 4+ 22— n?) =0
o +y +22 - n%)(n%(x2 +y)+ ngz2 — n%ng) =0

2.2 2
X+ V4
@x2+y2+zz=n% ou y+ =1
2 2
3 n
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Solutions

La surface des indices est donc constituée de I’union d’une sphére centrée en O,
de rayon n; et d’un ellipsoide centré en O, dont les axes coincident avec ceux du
repere propre et d’axe de révolution Oz c’est-a-dire 1’axe optique du milieu.

Les deux surfaces sont en contact aux points (0, 0, inl) de I’axe optique
(figure 11.10).

Figure 11.10

Les figures suivantes présentent les intersections de ces surfaces par les plans de
coordonnées, elles supposent que les indices s’ordonnent selon n; = n, > ns.

“A A A

n3
X y
. -
Qj} " o ny[ ni
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Faisceaux lumineux dans

les diélectriques
anisotropes, double

réfraction
e ey W

En 1669, un cristal d'un genre nouveau (la calcite) montra un comportement inattendu :
deux images d'un objet observé par transmission furent mises en évidence. De plus,
ces images présentaient des polarisations rectilignes et orthogonales I'une par rapport
a l'autre. Ce type d'observation est possible avec d'autres cristaux tels que le quartz : un

morceau épais placé sur un texte provoque un dédoublement du texte. Le cristal fournit

ainsi deux rayons a partir d'un seul rayon incident.

.....................................................

R Objectifs

la propagation des faisceaux

lumineux dans un diélectrique
anisotrope.

HEEENIEY les méthodes de construction
des trajets des rayons.

des applications des dispositifs
optiques employant des cristaux

anisotropes uniaxes.

o o
.......................

Dans le chapitre 11 nous avons souligné une particularité des milieux diélectriques
anisotropes : la direction du vecteur de Poynting ne coincide pas avec la direction de
propagation de I’onde. Ce chapitre 12 a pour buts de préciser les lois de propagation des
faisceaux lumineux dans ces milieux et d’énoncer les reégles de construction des rayons
et des vecteurs d’onde réfractés. Les effets de double réfraction seront ainsi abordés et les
applications principales évoquées en ce qui concerne les dispositifs destinés a modifier

I’état de polarisation d’une onde.

Introduction

Direction des faisceaux
lumineux

Surface des vitesses radiales
Cas des milieux uniaxes
Double réfraction
Applications

Construction des rayons
réfléchis

o
............
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@ Direction des faisceaux lumineux

n Direction des faisceaux lumineux

Rappelons que dans un diélectrique, I’énergie électromagnétique est transportée le
long de la direction du vecteur de Poynting 7t = EAH qui est donc perpendiculaire a
E et H. Comme le champ électrique n’est généralement pas transverse, le vecteur de
Poynting n’est pas dirigé selon le vecteur d’onde dans un milieu anisotrope : 1’énergie
lumineuse ne s’écoule pas dans la direction de propagation de 1’onde.

n2

Hoc?

Nous avons établi au chapitre 11 la relation D = (E - - E")ii) montrant

ainsi que le champ D appartient au plan (i, E ).
De facon analogue, a partir d’une des équations de Maxwell :
wif=-9" soit EnE=wB
qui reportée dans 7t = E A H donne :
i=En’ = B A(knE)= * (F-G- BE)
Ho  HoW How

On montre ainsi que le vecteur de Poynting 7t appartient au plan (i, E).

Rappelons le schéma des dispositions relatives des champs et du vecteur de Poynting
(figure 12.1).

Figure 12.1- Dispositions des champs et du vecteur de Poynting dans un diélectrique
anisotrope.

De plus, nous admettrons que le vecteur de Poynting est normal au plan tangent a la
surface des indices. On retrouve ainsi que 7 et le vecteur d’onde k sont paralléles dans
un milieu isotrope car la surface des indices est une sphére.
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e Surface des vitesses radiales

Reprenons la relation vue au chapitre 11 entre le champ électrique et I’induction
électrique :

> K [z - =z e I, 1 A
D= 5 E— (- Eu| = 5 E— (- E)u| = 5 E— (- E)u
How HoC Kol
ou v_ est la vitesse de phase.
@ - R
Nous cherchons dans un premier temps la rela- b /\ e/
tion inverse de 1’expression ci-dessus. Dy
On voit sur la figure 12.2 que la composante £, A~ 4 E
orthogonale de D est D, = D — (5 - D)s avec s o
un vecteur unitaire dirigé selon 7. Le vecteur D -
L = - k
est aligné avec E, D|, = Dcos lcx. " >
Nous avons également D = , E, avec 5T &
Y

E, = Ecos .

(0) déduit :
1 en dedutt que Figure 12.2 - Projections des
E vecteurs induction et champ

E .
D= soit D, = ) .
Hov? électrique.

HoU? cos &
et donc E = uovf []3 — (5 - ]3)3]

v
ouv, = © est appelée vitesse radiale, c’est la vitesse de propagation de 1’énergie

o
le long du rayon lumineux.
La figure 12.3 illustre que :

!

00 OM /
v, = LU, = ,00 =OMcosx=> v _=uv.Ccosx
e AT At ° T
En comparant la relation D= ! 5 []:_7: - - E)ﬁ] avec son inverse
Mol

-

E = uouf [5 -5 - 5)§], on remarque que le passage de I’une a I’autre s’effectue par

les substitutions : E < Hoﬁ ; Uues; v, e 1/,

On peut donc définir une surface des vitesses radiales (également appelée surface
d’onde) a partir de 1’équation de Fresnel. Dans le repere principal, les composantes
de § étant notées 5(o, B’,v’') et les vitesses radiales principales (analogues des indices
principaux) étant v 3 = . I’équation analogue a 1’équation de Fresnel pour les

12,3
vitesses radiales s’écrit :

2.2 2012 2,12
vy 02(5 vyY

+
22— -0 =P
r 1 r 2 r
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© Surface des vitesses radiales

Plan d’onde a un instant ¢

Plan d’onde a un instant 7 + At

Figure 12.3 - lllustration de la relation entre la vitesse de phase et la vitesse radiale.

Cette équation permet de trouver la vitesse radiale v, avec laquelle se propage le rayon
lumineux en fonction des cosinus directeur (o, f’,y’) des rayons. On a donc deux
solutions réelles pour v,.

L’équation de la surface des vitesses radiales s’obtient en construisant le lieu des

x=v,0
points M(x, y, z) tels que OM = 0,5 &1 y = v,p’
z=vy

Cette équation est analogue a I’équation de la surface des indices, elle a pour
expression :

2

gix,y3,2) =0« (U%x2 + U%y2 + 11322)(x2 +y? +2%)

fvzu2 =0

22,2, 2 2.2,2 2 22,2 2
—[vx7(v; + v3) + V3y (V] + v3) + V327 (V] + V)] + vjvsUs =

Comme c’est le cas de la surface des indices, il s’agit d’une surface a deux nappes
dont les sections par les plans de coordonnées sont composées d’un cercle et d’une
ellipse. Toute I’étude faite pour la surface des indices peut étre reprise. On voit apparaitre
clairement la notion de biréfringence avec deux solutions v’ et v’/ pour la vitesse radiale,
ceci pour chaque direction de 5. Les deux nappes se coupent en quatre points définissant
deux directions : celles des axes optiques.
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La figure 12.4 donne I’allure de la surface des vitesses radiales en supposant que
les vitesses principales s’ordonnent selon v; < v, < v4 afin d’étre consistant avec les
représentations du chapitre précédent qui supposaient n; > n, > n.

>

A (axe optique) /
V2

Figure 12.4 - Surface des vitesses radiales et sa section
par le plan de coordonnées (Oxz).

Unrayon se propageant selon un axe optique possede une seule vitesse de propagation
@ =0v".

Cette approche en termes de surface des vitesses radiales est utile pour le tracé des
rayons.

Nous admettrons les relations suivantes entre surface des indices et surface des
vitesses radiales :
e Le rayon lumineux est perpendiculaire a la surface des indices. Autrement dit, 7 est

normal au plan tangent a la surface des indices en k,

e Lanormale a I’'onde est perpendiculaire a la surface des vitesses radiales.

surface des indices

surface des vitesses radiales

Figure 12.5- Relation entre surface des indices et surface des vitesses radiales.
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Cas des milieux uniaxes

Cas des milieux uniaxes

Rappelons qu’un milieu uniaxe est caractérisé par deux indices principaux de réfraction
égaux, différents du troisieme : nous choisissons n; = n, # n;. L’axe principal 3 (axe z)
s’appelle I’axe optique, I’indice de réfraction associé est I'indice de réfraction principal
extraordinaire noté n,. La valeur commune des deux autres indices de réfraction est
I’indice de réfraction principal ordinaire noté n,.

Le tenseur diélectrique d’un milieu uniaxe d’axe optique Oz s’écrit, dans le repere
principal :

S
SIS}

o] =

o o
oS, o
s
[ )

z
La représentation géométrique du tenseur A i
diélectrique est un ellipsoide d’axe de révolu-
tion confondu avec 1’axe optique.

Les modes de propagation se déterminent 0
en coupant I’ellipsoide des indices par un plan ne(6)
orthogonal a la direction de propagation i et n,
passant par ’origine O (figure 12.6). 0

On trouve ainsi :

e un mode propre ordinaire asso-

cié a lindice principal ordinaire n,, le
2 - W',
vecteur d’onde est k(,, = n,kgu = n, u.Le
¢

champ 5(0)(7, 1) de ce mode est aligné selon Figure 12.6 - Intersection de I'ellipsoide
un des axes de Dellipse, il est perpendiculaire  des indices par un plan normal a la

au plan de la figure 12.6, dans le plan (Oxy) direction de propagation de |'onde.
perpendiculaire au plan formé par 75(0) et I’axe

optique.

Le champ électrique E(,,)(?, t) est dans ce cas aligné avec 5(,,)(7, 1):

e 0 0\ Egy
- - - = o 2
D(a)(r, =g [sr] E(O)(r, HN=¢l O n 0 E(o)y

0 0 n 0
e
2
n%E(o)X -
= 80 nDE(o)y = £0noE(0)(r, t)
0

« un mode propre extraordinaire associé a I’'indice de réfraction propre extraordi-
naire n,(0), a ne pas confondre avec I’indice de réfraction principal extraordinaire, et
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dont I’expression est :
1 _cos’@ | sin’@

(@) n;

Le vecteur d’onde est 75(9) = n,(0)kyu. Le champ ]3(e)(?, 1) de ce mode est perpendi-
culaire a %(e)et a 5(0) @ t)_’. il est dans le plan formé par %(e) et ’axe optique. On construira
toujours la direction de D, (¥, 1) comme étant la projection de I’axe optique sur un plan
d’onde extraordinaire.

LS, champ électrique E(e) (F,t) s’obtient a partir de 5(9)(?, 1) avec 8012"(9) F 1 =
[l D(e)(?, 0.

Ces résultats sont reportés sur la figure 12.7 illustrant les dispositions relatives de
I’axe optique, des champs et des vecteurs d’onde.

ZAi Z
k(o) = nokou
6 > >
D E

(o) (o)

Figure 12.7 — Champs électrique et induction du mode ordinaire et du mode
extraordinaire.

La surface des indices d’un milieu uniaxe est I’'union (voir exercice 11.3) :

— d’une sphére de rayon n, (nappe ordinaire),

— et d’un ellipsoide de révolution (nappe extraordinaire) autour de I’axe optique. Les
dimensions des axes de cet ellipsoide sont n, perpendiculairement a 1’axe optique et
n, selon cet axe. Les deux nappes sont tangentes I’une a I’autre selon 1’axe optique.

De facon analogue, la surface des vitesses radiales d’un milieu uniaxe est une surface
a deux nappes constituée d’une sphere de rayon v, = ¢/n, et d’un ellipsoide d’axe de
révolution confondu avec 1’axe optique et dont les dimensions des axes sont v, = ¢/n,
et v, = c¢/n,. Les dispositions relatives des deux nappes dépendent du signe de n, — n,
(distinction milieu positif, milieu négatif) ainsi que I’illustre la figure 12.8.

Le trajet d’un rayon lumineux s’obtient a I’aide du résultat admis a la fin du
paragraphe précédent au sujet de la surface des indices et illustré par la figure 12.5.

La nappe ordinaire de la surface des indices étant une sphéere, le rayon ordinaire
dirigé selon le vecteur de Poynting 7t,), est parallele a %(0) = n, ki : I’énergie s’écoule
dans la direction de propagation de ’onde comme dans un milieu isotrope (figure 12.9).
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@O Double réfraction

<>
-
<

[Y

x f x
> >
’ ) vo ko / ve

Figure 12.8 - Coupe de la surface des vitesses radiales d'un milieu uniaxe par un plan
contenant I'axe optique (a droite milieu positif, & gauche milieu négatif).

La nappe extraordinaire de la surface des indices étant un ellipsoide, le rayon ex-
traordinaire dirigé selon le vecteur de Poynting 7, n’est pas parallele a k,, : I’énergie
s’écoule dans une direction qui n’est pas celle de propagation de I’onde (figure 12.9).

-
i A% Te)
Ny - O
o) -
> >
k((,) k(é’)
p )
\.J > > I’lO ne
D ,E
(o) (o)

Figure 12.9 - Vecteurs de Poynting ordinaire et extraordinaire dans un milieu uniaxe.

a Double réfraction

Soit un faisceau lumineux incident sur un dioptre plan qui délimite le milieu d’incidence
supposé isotrope d’un milieu anisotrope. De facon générale, ce sont les conditions aux
limites appliquées (au niveau d’un dioptre) au champ électromagnétique qui permettent
de trouver les lois de la réflexion et de la réfraction. En particulier, il y a conservation
de la composante tangentielle des vecteurs d’onde. Cette condition permet d’établir la
relation de Snell-Descartes a la traversée d’un dioptre séparant deux milieux isotropes
et dans ce cas les rayons sont confondus avec les vecteurs d’onde. Comme ce n’est plus
le cas dans les milieux anisotropes, les lois de Snell-Descartes de la réfraction et de la
réflexion ne sont en général plus valables pour les faisceaux lumineux.
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Deux méthodes sont utiles pour résoudre le probleme :

« la construction de Descartes qui fait appel a la surface des indices. Elle tient
compte des vecteurs d’onde et permet d’en déduire les rayons lumineux a I’aide du lien
mentionné a la fin du deuxieéme paragraphe de ce chapitre et illustré par la figure 12.5;

« la construction d’Huygens qui consiste & construire les plans d’onde a partir de la
surface des vitesses radiales.

Généralement, pour les milieux uniaxes ou biaxes, les rayons lumineux sortent du
plan d’incidence. Pour cette raison, nous nous limiterons par la suite aux milieux uniaxes
et a deux configurations particulieres pour lesquelles les rayons restent dans le plan
d’incidence : lorsque I’axe optique est dans le plan d’incidence ou lorsque I’axe optique
est perpendiculaire au plan d’incidence.

4.1 Construction des vecteurs d’onde réfractés :
méthode de Descartes

Le tracé des vecteurs d’onde réfractés est utile lorsque le déphasage entre les ondes
réfractées est recherché.

La méthode s’appuie sur la surface des indices  milieu de

. . réfraction
et la conservation de la composante tangentielle du
vecteur d’onde. Comme le milieu anisotrope admet
deux modes propres de propagation, on trouve deux on- Kr
des réfractées selon des directions distinctes : c’est la o A
. A
double réfraction. L

Soient %i le vecteur d’onde incident, k' et k" milieu
, . d’incidence
les vecteurs d’onde des deux modes dans le milieu
anisotrope, i I’angle d’incidence et 0 celui de réfrac- Figure 12.10- Continuité de la
tion. La conservation de la composante tangentielle k] ~ composante tangentielle du

et k! des vecteurs d’onde incident et réfractés se traduit ~ VeSteur d onrile lors de la
réfraction d'une onde.

par:
kiT = ktT & kysini = k(0)sin® < nysini = n(0)sin O ou n, est I'indice du milieu
incident.

Il existe deux solutions possibles n’ et n” pour n(0) puisque deux modes de
propagation sont possibles dans le milieu anisotrope.

Pour résoudre I’équation n, sini = n(0) sin 0, il faut tracer I’intersection de la surface
des indices avec le plan d’incidence et déterminer 1’angle 0 vérifiant cette relation. On
trouve ainsi deux points M’ et M" intersections avec les nappes de la surface des indices,
ces points correspondent aux deux solutions n’ et n’”” associées aux deux modes propres
de propagation. A ces ondes correspondent deux rayons réfractés qui s’obtiennent en
tracant respectivement chaque plan perpendiculaire a K etk”.L exemple qui suit illustre
la méthode.
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@O Double réfraction

Exemple
Le milieu est supposé uniaxe positif ~ milieu uniaxe '
d’axe optique contenu dans le plan
d’incidence.

La surface des indices du mi-
lieu d’incidence (isotrope) est une
sphere de rayon n,, sa section par
le plan d’incidence est un cercle de
méme rayon.

La surface des indices du mi-
lieu anisotrope uniaxe est consti-
tuée d’une sphere de rayon égal a
I’indice ordinaire n, et d’un ellip-
soide dont I'axe de révolution est ~ milieu incident
I’axe optique, les deux nappes sont

en contact au niveau de 1’axe op- . i .
Figure 12.11 - Réfraction d'une onde au

tique. Leurs intersections avec le . g L
s i passage d'un milieu isotrope vers un milieu
plan d’incidence sont respective- uniaxe.

ment un cercle de rayon n, et une

ellipse dont les axes ont pour dimensions n, selon 1’axe optique et n, perpendi-
culairement a I’axe optique. Nous supposons que les indices sont ordonnés selon
ny <n, <Hn,.
Les deux ondes réfractées obéissent a la conservation de la composante tan-
gentielle des vecteurs d’onde : kiT = ktT & kgsini = k(0)sin®
- { "o sini = n, sin 9(?)

nysini = n(0,, + ) sin 0,
Avec la construction géométrique, on trouve les deux points M’ et M”
correspondants.

Il y a donc deux ondes réfractées :

— une onde ordinaire polarisée perpendiculairement au plan d’incidence, qui se
réfracte selon la direction 6, donnée par ng sini = n, sin 0,),

— une onde extraordinaire polarisée dans le plan d’incidence (ﬁ(e) est porté par la
projection de I’axe optique sur un plan d’onde extraordinaire), qui se réfracte selon
la direction 6,, donnée par ng sini = n(6,, + ) sin 0 ,,.

Les expressions précédentes indiquent que les directions des vecteurs d’onde obéis-
sent a la loi de Snell-Descartes.
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Dans cet exemple, I’onde incidente est supposée non polarisée ce qui permet de la
décomposer selon deux modes propres orthogonaux. Si ce n’est pas le cas, il se peut que
des ondes et donc des rayons réfractés n’existent pas.

Les directions des rayons lumineux se déduisent de la construction de la figure 12.11
en utilisant le fait que 7t est normal au plan tangent a la surface des indices en k, elles
ne vérifient pas la loi de Snell-Descartes. Illustrons ceci par un exemple (figure 12.12).

—>
—» Tc(e)/[\Re ﬁ(’)
2o ; R
o :

Figure 12.12 - Réfraction d’'une onde au passage d'un milieu isotrope vers un milieu
uniaxe.

Exemple

Le vecteur de Poynting de I’onde ordinaire est dirigé selon le vecteur d’onde or-
dinaire, celui de I’onde extraordinaire forme un angle « avec le vecteur d’onde
extraordinaire. Les champs électriques et induction sont également représentés. Le
champ E(e) est dans un plan orthogonal a ﬁ(e) et porté par la projection de 1’axe op-
tique sur ce plan. Le champ 5(8) est dans le plan d’incidence et forme avec E(e) un
angle o.. Les champs E(O) et 5(0) sont orthogonaux aux champs précédents et a Ft(a) :
ils sont perpendiculaires au plan d’incidence.

4.2 Construction des rayons réfractés : méthode de Huygens

La construction de Huygens est employée lorsque seul le tracé des rayons lumineux est
demandé. Cette méthode consiste a construire les plans d’onde tangents aux surfaces
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© Applications

d’onde émises par des sources secondaires. C’est une généralisation de la construction,
des rayons réfractés par un dioptre séparant deux milieux isotropes.

Pour énoncer le principe de la construction prenons I’exemple de la figure 12.13.

Milieu incident
isotrope

> c/n0 c/n,,

Milieu de réfraction
uniaxe

Figure 12.13 - Méthode de Huygens pour la construction des rayons réfractés.

Le rayon incident est prolongé en pointillés jusqu’a son intersection M avec la sur-
face des vitesse radiales du milieu d’incidence S, c’est-a-dire jusqu’au cercle C,, de
rayon c¢/ny. On détermine le point J en prenant la tangente P, en M au cercle C, (P,
correspond a la trace du plan d’onde incident). Depuis le point J, on mene respective-
ment les tangentes P, et P, aux nappes extraordinaire S, et ordinaire S, de la surface
des vitesses radiales du milieu de réfraction : on obtient deux points h, et h,. Il reste a
joindre d’une part, les points O et h, pour obtenir le rayon extraordinaire réfracté R, et
d’autre part, les points O et h, pour obtenir le rayon ordinaire réfracté R,,.

Le champ électrique extraordinaire E(e) est dans un plan orthogonal a ﬁ(e) et porté
par la projection de 1’axe optique sur ce plan. Le champ 13(e) est dans le plan d’inci-

dence et fait avec E"(B) un angle «. Les champs E(a) et 13(0) sont orthogonaux aux champs
précédents et a ﬁ(o) : ils sont perpendiculaires au plan d’incidence.

© Applications

Une application importante des milieux diélectriques cristallins anisotropes consiste en
la réalisation de dispositifs séparateurs d’états de polarisation. Le tableau 12.1 en re-
groupe les principaux types en précisant leurs caractéristiques et propriétés essentielles.
Les trajets des rayons lumineux dans ces dispositifs s’obtiennent par la méthode décrite
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au paragraphe 4. Certains d’entre eux seront détaillés dans les exercices a la fin de ce

chapitre.

Types

Déplaceur po-
larisant

Séparateur
d’états de
polarisation

348

Tableau 12.1 - Séparateurs d'états de polarisation.

Dénomination
représentatif

n,>n,

n,<n,

Prisme de Rochon

®

ne<n,

Prisme de Wollaston

®

n, > n,

Schéma

>> @’
e

J

Caractéristiques

Milieu uniaxe avec
I'axe optique dans
le plan d'incidence,
incliné.

Deux prismes tail-
lés dans le méme
matériau, axes opti-
ques croisés, le pre-
mier orthogonal a la
face d'incidence.

Mémes caractéris-
tiques que pour le
prisme de Rochon
avec |'axe optique
du premier prisme
parallele a la face
d‘incidence.

Propriétés

Faisceau arrivant sous in-
cidence normale, fais-
ceaux émergents paral-
leles.

Un seul faisceau trans-
mis si l'incident est po-
larisé rectilignement or-
dinairement ou extraor-
dinairement.

Pas de déviation dans
le premier prisme. La
face de sortie du deux-
ieme prisme augmente
la déviation du rayon ex-
traordinaire.

Séparation plus impor-
tante des rayons. Il y
a déviation symétrique
des faisceaux si la
biréfringence est faible.
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Polariseurs
a réflexion
totale

Tableau 12.1- Suite.

Prisme de Glan-Thompson
ou de Glazebrook

=

®
n,<n,

Prisme de Glan-Foucault

RO
® 2 % R,
— O
®

<n

e 0

Prisme de Glan-Taylor
Ru
{ Zé
A R
7 !

n,<n,

Prisme de Nicol

Polariseur a réflexion
totale, composéde
deux prismes d'axes
optiques  orthogo-
naux au plan d'inci-
dence. Un milieu
isotrope sépare les
deux prismes. Le
rayon ordinaire dans
le premier prisme est
totalement  réfléchi
par le milieu isotrope

Mémes caractéristi-
ques que pour le
prisme de Glan
Thompson, le milieu
isotrope est remplacé
par |'air.

Deux prismes uni-
axes séparés par une
couche dair. Les axes
optiques sont dans le
plan d’incidence et
paralléles aux faces
d’entrée et de sortie.

Axes optiques a
45° des bases des
prismes. Réflexion
totale du rayon or-
dinaire sur le milieu
isotrope.

© Applications

Utilisé comme polariseur,
le rayon polarisé orthog-
onalement a l'axe op-
tique étant alors occulté.
Probléeme a haute in-
tensité du fait de I'ab-
sorption par le milieu
isotrope.

Faisceau polarisé trans-
mis dans |'alignement de
I'incident.

Angle au sommet des
prismes plus petit que
pour le prisme de Glan
Thompson (voir la con-
dition de réflexion to-
tale) : dispositif moins vo-
lumineux.

Faisceau polarisé trans-
mis dans |'alignement de
I'incident. Utilisé en tant
que polariseur.

Adapté aux fortes inten-
sités.

Faisceau polarisé trans-
mis légérement décalé
par rapport a l'inci-
dent. Utilisé en tant que
polariseur.
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Encart 12.1

Diffraction anisotrope dans des cristaux de Sn,P,S,
et de BaTiO3

La lumiere se propageant dans les cristaux anisotropes de Sn,P,S¢ (hypothio-
diphosphate d'étain) et de BaTiOj (titanate de baryum) est diffusée par les défauts
microscopiques présents en surface et en volume. La lumiere diffusée se couple
avec le faisceau incident transmis pour inscrire au sein du matériau une multitude
de réseaux de diffraction. La lumiére diffractée sur ces réseaux est amplifiée par un
effet appelé effet photoréfractif qui couple entre eux les faisceaux et les amplifient
de fagon sélective (du fait de I'anisotropie) selon leur direction et leur polarisation.
On observe alors en sortie du cristal une répartition de lumiére en forme d'éventail.

>}

Répartition de la lumiére transmise par un cristal de Sn,P,S¢ (@ gauche) et un cristal
de BaTiO; (a droite).

a Construction des rayons réfléchis

La méthode utilisée est celle de Huygens en réflexion. Elle est analogue a celle employée
pour construire un rayon réfléchi sur un milieu isotrope : nous rappelons d’abord le
principe de la construction dans ce cas. Le rayon incident est prolongé jusqu’a la surface
des vitesses radiales du milieu d’incidence, il coupe celle-ci au point M a partir duquel
est menée la tangente qui intersecte le dioptre en J (figure 12.14).

Rayon incident

Milieu incident

isotrope h
CvO

ng C/no J

1

Figure 12.14 - Construction des rayons réfléchis par un dioptre séparant deux milieux
isotropes.
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0 Construction des rayons réfléchis

A partir de ce point, on construit la tangente a la surface des vitesses radiales pour
obtenir le point h. Le rayon réfléchi est obtenu en joignant I, a h.

La construction de la figure 12.15 utilise la méthode qui vient d’étre décrite pour le
tracé de la réflexion d’un rayon extraordinaire issu d’un milieu uniaxe supposé positif.
Remarquons que dans le cas envisagé, il n’y a pas de rayon transmis : nous sommes en
présence d’une réflexion totale. La construction indique également que r, = i, : la loi
de la réflexion est vraie dans ce cas particulier, ce qui vient du fait que I’axe optique est
normal au dioptre.

Pour s’en convaincre, il suffit d’envisager la réflexion d’un rayon extraordinaire issu
d’un milieu uniaxe dont I’axe optique est incliné par rapport au dioptre : le rayon réfléchi
n’obéit plus a la loi de la réflexion : r, # i, (figure 12.16).

Rayon incident R
extraordinaire e

Milieu incident
anisotrope
n,>n,>n,

i

Milieu isotrope ny,

Figure 12.15- Construction des rayons réfléchis par un dioptre séparant un milieu
isotrope et un milieu anisotrope.

Rayon incident
extraordinaire

—>

Ey

Milieu incident
anisotrope
l'le > ilg > }'lO

Milieu isotrope

Figure 12.16 - Construction des rayons réfléchis par un dioptre séparant un milieu
isotrope et un milieu anisotrope dont I'axe optique est incliné.
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@ Pour construire les trajets des faisceaux lumineux dans un diélectrique
anisotrope on utilise la méthode d'Huygens ou la méthode de Snell-
Descartes.

cececene,

e La méthode d'Huygens est employée lorsque seul le tracé des rayons est
recherché. Elle s'appuie sur la surface des vitesses radiales.

eee

e La méthode de Snell-Descartes est utilisée lorsque le déphasage entre
les ondes réfractées est a déterminer. Elle emploie la surface des indices.

gececece

., o
tecececeses oee cesece oee oee cesece .ee cesece .ee oee cecece ceceseses
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12.2

12.3

12.4

Testez-vous

Dans milieu optiquement uniaxe, la surface des vitesses radiales est :
a. une surface plane

b. une surface a deux nappes

c. constituée de I’union d’une sphere et d’un ellipsoide

d. de révolution autour de 1’axe optique

e. 'union d’un hyperboloide et d’une sphére

f. constituée de deux nappes dont la disposition relative est quelconque

Dans un milieu uniaxe, les rayons lumineux :

a. sortent toujours du plan d’incidence

b. restent dans le plan d’incidence si 1’axe optique du milieu appartient au plan
d’incidence

c. restent dans le plan d’incidence si I’axe optique du milieu est perpendiculaire au
plan d’incidence

d. sont confondus

Dans un milieu optiquement uniaxe, la coupe de la surface ordinaire par un plan est :

a. une ellipse dont les caractéristiques dépendent de 1’incidence du rayon et de
I’orientation de I’axe optique

b. une hyperbole

c. un cercle

Dans un milieu optiquement uniaxe, la coupe de la surface extraordinaire par un plan
est:

a. une ellipse dont les caractéristiques dépendent de I’incidence du rayon et de
I’orientation de 1’axe optique

b. une hyperbole

c. un cercle
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12.1

354

Rayons lumineux dans des lames uniaxes a faces paralléles

On s’intéresse aux trajets de rayons lumineux dans des lames diélectriques uniaxes
a faces paralleles, éclairées en lumiere naturelle sous incidence normale ou sous in-
cidence quelconque. Ce faisceau de lumiere est constitué de rayons paralleles. L’ axe
optique de la lame est soit contenu dans le plan d’incidence, soit perpendiculaire a
celui-ci : les rayons lumineux restent dans le plan d’incidence c’est-a-dire le plan des
figures. L’épaisseur de la lame est Z, elle est taillée dans du quartz cristallin qui est
un matériau uniaxe positif (n, > n,). On suppose que la biréfringence du quartz est
indépendante de la longueur d’onde A, de I’ordre de n, —n,, = 0, 01. Le milieu incident
est isotrope, son indice de réfraction est n,.

1. La lame est taillée de maniere a ce que son axe optique soit perpendiculaire a sa
face d’entrée. Le rayon lumineux incident est parallele a la direction de I’ axe optique
du cristal.

Tracer les trajets des rayons lumineux dans la lame et ceux transmis par la lame.
Indiquer la polarisation des rayons dans tous les milieux.

2.’ axe optique est maintenant parallele a la face d’entrée de la lame dans le plan d’in-
cidence et le rayon lumineux est incident perpendiculairement a la direction de 1’axe
optique. Construire géométriquement les faisceaux réfractés et transmis par lame.
Indiquer leur état de polarisation.

3. L’axe optique est dans le plan de la lame, il posséde une orientation quelconque (il
fait I’angle 0 avec la normale), 1’éclairage s’effectue sous incidence normale.

a. Calculer la distance A entre les rayons ordinaire et extraordinaire a la sortie de la
lame.

b. Indiquer la valeur de 0 pour avoir une séparation nulle puis celle pour avoir une
séparation maximale. A quelle autre condition obtienton A = 0?

¢. En prenant n, = 1,55; n, = 1,54; £ = 3 cm, tracer la courbe représentative
A(0).

d. L’incidence de la lumiere étant quelconque, construire les trajets des rayons lu-
mineux réfractés puis transmis par la lame. Préciser les états de polarisation. En
déduire une construction de I’image d’un point objet A a travers cette lame.

4. La lame est taillée de facon a ce que son axe optique soit perpendiculaire au plan
d’incidence (plan de la figure). Elle est placée entre un polariseur et un analyseur
croisés, ses lignes neutres sont situées a 45° de la vibration issue du polariseur.

a. Dans un premier temps, la lame est éclairée sous incidence normale. Dans le do-
maine du visible, calculer la longueur d’onde des cannelures noires de la lumiére
transmise. On prendra £ = 1 mm.

b. La lame est inclinée d’un angle 6 autour d’un axe parall¢le a 1’axe optique.
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12.2

12.3

Entrainez-vous

Calculer le déphasage entre les deux états propres de propagation apres traversée de
la lame. Commenter le résultat. Donner une relation approchée si 8 est faible. En
déduire le sens de déplacement des cannelures.

c. Lalame est éclairée sous incidence normale. Tracer les trajets des rayons lumineux
dans tous les milieux. Déterminer les états de polarisation. Reprendre la question si
I’incidence est quelconque.

Réfraction dans des prismes de calcite

On considére un prisme a angle droit, d’angle 0 éclairé sous incidence normale sur
la face AB par un faisceau de lumiére monochromatique non polarisée. Le prisme est
taillé dans de la calcite, matériau uniaxe négatif c’est-a-dire n, — n, < 0 ol n, et n,
sont respectivement les indices principaux extraordinaire et ordinaire.

Construire les faisceaux réfractés par le prisme et indiquer 1’état de polarisation des
rayons émergents dans les cas suivants :

1. L’ axe optique est parallele a 1’aréte A (figure 12.17 (a)).

2. L’axe optique est parallele a la face AB et perpendiculaire a I’aréte du prisme
(figure 12.17 (b)).

3. L’axe optique est perpendiculaire a la face d’entrée (figure 12.17 (c)).

A A A

(a) (b) (©)
Figure 12.17

Prisme de Rochon

Un prisme de Rochon est formé de deux prismes accolés selon leur hypoténuse et
taillés dans le méme milieu uniaxe, ici il s’agit de calcite (milieu uniaxe négatif). Les
angles au sommet sont égaux a 0. Le systéme est éclairé normalement a la face CD
par une lumieére monochromatique non polarisée.

1. A T’aide de la construction d’Huygens en O, montrer que le rayon incident n’est
pas dévié dans le second prisme.

2. Appliquer en O’ la construction d’Huygens pour construire les trajets des rayons
lumineux dans le second prisme. Donner les directions de chaque rayon dans le sec-
ond prisme. En déduire I’angle d’incidence de chaque rayon sur la face de sortie AB
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C B
®
0
5 Ol O
0
<>
D A
Figure 12.18

du second prisme. Indiquer les directions des vecteurs d’onde et des polarisations
associées.

3. Appliquer la construction d’Huygens pour chaque rayon sur I’interface de sortie
avec ’air. Calculer I’angle D que forment les deux rayons émergents en supposant les
déviations faibles.

AN.:0=30°;n,=1,658;n, =1,486.
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@1 2.1 Réponsesb,cetd; 12.2 Réponsesbetc; 12.3 Réponsec; 12.4 Réponse a.

@1 2.1 Rayons lumineux dans des lames uniaxes a faces paralléles

1. Le tracé des rayons s’effectue en utilisant la construction d’Huygens (figure 12.19).
Les sections de la surface des vitesses radiales par le plan d’incidence, centrées au
point d’incidence I; sont :

« un cercle C,, de rayon c/n représentatif du milieu incident isotrope. Il s’obtient en
prenant I’ intersection de la surface des vitesses radiales du milieu incident (une sphere
de rayon c¢/ng) avec le plan de la figure ;

« un cercle C,, de rayon c/n, et une Rayon incident Milie incident
ellipse E,,(,, représentatifs du milieu uni- sotope

axe de réfraction. Ces courbes correspon-
dent aux intersections respectives avec g ch, I </, z
le plan de figure de la surface a deux o) ol e
nappes des vitesses radiales du milieu

uniaxe dont 1’axe optique est indiqué sur h=Th
la figure. Rappelons que cette surface a u! P,
deux nappes est composée d’une sphere i
de rayon c¢/n, et d’un ellipsoide de révo-
lution autour de I’axe optique, ces deux Y

nappes sont tangentes I’une a I’autre sur

I’axe optique. Figure 12.19

Le prolongement du rayon incident jusqu’a C,, donne le point M. Le plan tangent
en ce point est P; : il est parallele au dioptre d’entrée X. Le point d’intersection de
P; avec X est donc rejeté a I’infini ce qui a pour conséquence que les plans P, et P,
sont paralleles a P;. Ces plans, par construction, sont tangents respectivement a C,,,
et B, au niveau des points h, et h, : la disposition de cette question est telle que ces
points sont confondus de méme que P, et P,. L’onde voit donc un milieu d’indice n,,.

On trouve a nouveau le résultat que pour une onde se propageant selon 1’axe optique
d’un milieu uniaxe, tout se passe comme si elle se propageait dans un milieu isotrope
d’indice égal a I’indice ordinaire, il existe donc une infinité de modes de propagation
autrement dit pas de directions privilégiées pour le champ induction électrique. Par
conséquent, un seul rayon se propage dans le milieu et en ressort, il s’agit d’un rayon
ordinaire.

Dans le milieu anisotrope, comme a sa sortie, la polarisation est identique a la pola-
risation de la lumiere incidente. Remarquons que les rayons sont confondus avec les
normales a I’onde c’est-a-dire avec les vecteurs d’onde.

Les lois de Descartes s’appliquent dans ce cas puisque tous les milieux sont isotropes
ou équivalent a un milieu isotrope.

2. De la méme fagon que précédemment, les sections de la surface des vitesses radiales
par le plan d’incidence, centrées au point d’incidence I; (figure 12.20) sont :
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« un cercle C,, de rayon c¢/n représentatif du milieu incident isotrope ;

« un cercle C,,, de rayon ¢/n, et une el-

lipse E ) représentatifs du milieu uniaxe

de réfraction. Seule 'orientation de ces isarope "

deux courbes a changé par rapport a la chny chn, s

premiere question, puisque I’axe optique ColCo\Ere L]
est orienté différemment. N
p(} elc/n
hu
P()

Le prolongement du rayon incident

jusqu’a C,, donne le point M, le plan b M|
tangent P; en ce point est parallele au ' >
. , . . y. = (@=L, D,
dioptre d’entrée X. Le point d’intersec- Eioy Deoy e
R, R, ko) ko)

tion de P; avec Z est rejeté a I’infini : les
plans P, et P, sont paralleles a P;. Ces
plans, par construction, sont tangents
respectivement a C,,) et E,,
des points h, et h, qui cette fois-ci sont
distincts. Il y a donc deux rayons : I’'un
ordinaire R, I'autre extraordinaire R,
obtenus en joignant I; respectivement

) au niveau

a h, et h,. Ces rayons se superposent Figure 12.20
mais ils se propagent a des vitesses
différentes.

La propagation des ondes s’effectuant selon la direction d’un des axes propres, les
modes propres correspondent aux deux autres directions principales : les champs
électriques et induction sont paralleles. Le champ extraordinaire est polarisé rec-
tilignement selon 1’axe optique, le champ ordinaire lui est orthogonal.

Remarquons que pour I’incidence et la direction de I’ axe optique correspondant a cette
question, les rayons sont confondus avec les normales a ’onde (donc avec les vecteurs
d’onde).

Pour obtenir les rayons transmis, la construction d’Huygens est & nouveau utilisée
au niveau du dioptre de sortie Z’, les sections des surfaces des vitesses radiales par le
plan d’incidence étant centrées au point d’émergence I,. Il s’ agit de construire succes-
sivement le rayon ordinaire puis le rayon extraordinaire. Au niveau de ¥’, le milieu
d’incidence correspond au milieu uniaxe, le milieu de réfraction au milieu isotrope
d’indice n,. Pour obtenir le rayon ordinaire transmis, le rayon ordinaire incident I, I,
est prolongé jusqu’a C,,,) pour donner le point d’intersection M,,. En ce point, le plan
tangent a C,,, est P, qui est paralléle au dioptre ' considéré : le point d’intersec-
tion de P, avec ¥’ est donc rejeté a 'infini. Ce qui induit que le plan P, est également
parallele a X' 1l est tangent a C,y au point h. Le rayon ordinaire transmis s’obtient en
joignant I, et h. La construction du rayon extraordinaire se mene de fagon analogue.
Il existe donc en sortie de la lame deux rayons superposés dont les états de polarisation
sont identiques a ceux des rayons respectifs dans le milieu uniaxe. Les rayons sont ici
confondus avec les normales a I’onde. Le milieu anisotrope a décomposé 1’onde plane
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incidente en deux ondes polarisées rectilignement et perpendiculairement I’une par
rapport a I’autre, cohérentes et déphasées. En sortie, ces ondes se propagent selon une
direction commune, a la méme vitesse.

C’est ce type de lame qui est employée pour constituer des lames quart d’onde ou
demi-onde.

3. Le cas présent correspond a une général-

isation du précédent. La démarche est ana- Motonarcident

logue pour la construction d’Huygens. Les g o, ¢
rayons réfractés dans la lame sont spatiale- Coo
ment séparés. A noter que désormais, seule
la direction du rayon ordinaire est confon-
due avec la normale a I’onde ordinaire. Le
rayon extraordinaire ne suit pas la loi de
Descartes.

Dans la lame, les polarisations sont rec-
tilignes (figure 12.21). La direction de la
vibration 5(6) est obtenue en projetant1’axe
optique sur un plan d’onde extraordinaire
P, : elle n’est donc pas orthogonale au
rayon, on peut seulement affirmer qu’elle se
situe dans le plan de la figure.

[E,
|

o

Figure 12.21

Ladirection de 5(0) est perpendiculaire a I’axe optique et a f)(e) : elle est donc perpen-
diculaire au plan d’incidence et donc au rayon ordinaire. Les deux rayons émergent
de la lame parallélement au rayon incident, ils sont rectilignement polarisés. Dans le
milieu de sortie isotrope, les rayons sont confondus avec les normales aux ondes : les
vibrations lumineuses associées 5@;) et 5?0) sont perpendiculaires aux rayons.

a. Calcul de la distance A entre les rayons réfractés

L’équation de I'ellipse E ) dans le repere de ses axes est

v(e

2,2, 2.2 _
nxT+nyt =c

2

Le rayon extraordinaire 1,1, fait un angle (3 avec 1’axe optique, il coupe I’ellipse au
point h,(X,Y) (figure 12.22). L’angle (3 s’obtient en exprimant que P,, qui est la tan-
gente a ’ellipse en h,, est perpendiculaire au rayon ordinaire I;1,. La pente de P, est
donc —cos0.
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De plus, en différentiant 1’équation de I’el-

lipse :
n(z)x2 + ngy2 =c?

soit 2n(2)xdx + 2n§ydy =0

2 2
dy n, X n,
et = — _cosf
dx /,
n
=—cotO=>tanf} = 2tane

Avec la figure : ¢

A =11 =7tan® — P3)

_tanB®—tanf (n* —n?)tan®

" " 1+4tanOtanp n2 + n2 tan ©
22

f ne_no

= 5 sin 20
2 (n2 cos? © + n2 sin” 0)

Ty 2
neY n2 ¢

\
c/n,, I, b
Cyo) [E,
o
c/n,
P, h -
¢ w0
v
s >
—> (0)
Dey Y
I, I, P
DY
(e) i 132)
\
b >
R, R,
Figure 12.22

b. La séparation est nulle si sin20 = 0 c’est-a-dire si © = 0 (la lame est taillée
perpendiculairement a 1’axe optique) ou si 6 = 7t/2 (la lame est taillée parallelement
a I’axe optique). Une autre situation annule la séparation : n, = n_, c’est le cas d’une

lame isotrope.

c. La valeur de 0 donnant une séparation

. ) A
maximale est obtenue en résolvant d =0.

do
dA 2 5. d tan 0
=/n? -
de (n, = 1) do \ n2 + n2tan@
tanZ 0 + 1)(n® — n? tan? 0
— f(n2 _n2)( )( e 0 )
e 0 (n2 + n2 tan )2
9% _0sme=" ~1=>0~m/4
doe n

o
z,”(ng — ng)

et Aarctan(n,/n,)) = onn
e o

0,0002

0,00015

E 00001 |

510°

L 1 L T L

0 10 20 30 40 50 60 70 8 9
6 (")

Figure 12.23

d. La figure 12.24 présente le tracé des rayons lorsque 1’incidence est quelconque. Le
rayon ordinaire sort de la lame avec une polarisation rectiligne qui reste orthogonale
au plan de la figure. Le rayon extraordinaire subit une réfraction qui en sortie le rend

parallele a la direction du rayon incident. Les deux rayons ressortent donc de la lame

paralleles entre eux et dans la méme direction que la lumiére incidente. Dans la lame,

la normale a ’onde extraordinaire n’est pas confondue avec le rayon extraordinaire.
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Solutions

Nous avons représenté pour illustrer ceci le vecteur d’onde extraordinaire Ee) dont
la direction est distincte de R,. Dans le milieu de sortie isotrope, le champ f)ze) est
perpendiculaire au rayon extraordinaire, sa direction est celle de la projection de 1’axe
optique sur le nouveau plan d’onde.

Milieu incident
isotrope

)

c/ngy c/n,

Figure 12.24
Des tracés précédents des rayons, il ressort que :

» Pour un faisceau non polarisé arrivant
sous incidence normale, deux rayons R,
(dit ordinaire) et R, (dit extraordinaire)
émergentdelalame. LerayonR  estdansle
prolongement de I’incident, R, se réfracte
et ressort parallele a R ;

e Pour un faisceau non polarisé arrivant
sous incidence quelconque (non nulle),
deux rayons distincts R, et R, se réfractent
dans la lame et ressortent parallelement X
I’un par rapport a I’ autre.

Figure 12.25

Ainsi, pour construire I’image d’un point A a travers la lame, nous considérons suc-
cessivement des rayons R, et R, issus de ce point, incidents sur la lame sous incidence
normale puis sous incidence quelconque (figure 12.25). Le rayon R ; issu de A qui ar-
rive normalement sur la lame est transmis sans déviation. Le rayon R, incident sous
I’angle i en ressort selon la méme inclinaison. Ces deux rayons permettent de tracer
I’image ordinaire A:) de A.

De laméme facon, on construit]’image extraordinaire A; de A en utilisant deux rayons
extraordinaires R, et R,.
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4. a. Cette situation a été rencontrée et détaillée dans le chapitre 10. Il a été établi que
I’intensité transmise a pour expression (voir la section 5 du chapitre 10, paragraphe
Interférences en lumiere polarisée) :

) 0} ) m(n, — n,)¢
I=Iosm2<2>=10s1n2< A

ou ¢ est le déphasage introduit par la lame.
Il y a extinction c’est-a-dire que la cannelure est sombre pour :

m(n, — n,)¢ -

o i (n, —n,)¢
m

ol m est un entier.

Dans le domaine du visible (400 nm < A < 800 nm), les solutions sont obtenues pour

13<m<25:

m 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25
AMnm) 769 714 667 625 588 555 526 500 476 454 435 417 400

b. Le calcul du déphasage dii a 1a rotation de la lame s’ appuie sur la surface des indices
car cette dernicre est bien adaptée a ce type de probléme.

Les sections de la surface des indices par le plan d’incidence, centrées au point d’in-
cidence I; sont:

—un cercle C, de rayon n, représentatif du milieu incident isotrope ;

—un cercle C, de rayon n, et un cercle Cn(e) de rayon n, représentatifs du milieu

n,
(0)
uniaxe de réfraction.

La construction de Snell-Descartes basée sur la conservation des composantes tan-
gentielles des vecteurs d’onde incident et réfractés mene a la détermination des points
h, et h, de la figure, puis aux vecteurs d’onde réfractés 12(0) et %(e) des ondes ordinaire
et extraordinaire.

Figure 12.26
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Soit ¢’ le nouveau déphasage entre les deux ondes ordinaire et extraordinaire di 2 la
rotation de la lame. En désignant par ’indice T (respectivement N') les composantes
tangentielles (respectivement normales) des vecteurs :

, -
¢ = k(e) k(o)

= (k(e) ) 7 (k (0))
= (k(IZ = kfz )) 7 car 11 y a conservation de la composante tangentielle
- (k<e> (o))

£ . £ X y
De plus, les coordonnées des points h, et h, étant h, (H( ) (e)> eth, (H(O), H(0)>

7N _ - 27 o 27'[ 2 2 2 A
k(e) koytiy = A H(e) =3 ng — ng sin” Ouy
et
7N _ - 27 oy - 27'[ 2 2 2 A=
k(o) koyliy = N H(o) x =y V1, g sin Ou,
car
—2 2 2_ 9 2 2 2
)Ilhe =n’ (H&) +<H(ye)> =n (H("e)> +nysin” 0 =n’
) ; soit ) ) et
)Ilha =n; (H(’;)) +<H(y{))) :ng (H(’;)) +n(2)sin29:n§

En sortie de la lame :

¢’ = (k(e) (a)) Ly

= 2; [\/ng — n2 sin” i, — \/ng —n2sin’ Qi | - £,
_2nt 2.2 2 ;2 _
=5 \/ng—nosm 0 — ng—nosm 0
2 2
271l ny . 5 0 .2
= 1-— sin“0— 1— sin“0
\ n, ng n, ng
2 2 B
zzg\[f n, 1—20282 -n, 1—20292
n n
e [
_ 2nt(n, —n) ng o
A 2nen0

Ona ¢ > ¢ : le déphasage a donc augmenté, la cannelure d’ordre m dont
la longueur d’onde était donnée par A = §/m va se déplacer vers les grandes
longueurs d’onde.

c. Quelle que soit I’incidence considérée, 1I’axe optique étant perpendiculaire au
plan de la figure, la section par ce plan de la surface des vitesses radiales du milieu
uniaxe donne :

—un cercle C,, de rayon c/n, ;

—un cercle C,,, de rayon c¢/n,.
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La section de la surface des vitesses radiales du milieu incident isotrope est un
cercle de rayon c¢/nj,.

La direction des rayons réfractés se détermine en appliquant la construction
d’Huygens. Dans le cas présent, quelle que soit I’incidence, le rayon extraordinaire
et le rayon ordinaire sont confondus avec les vecteurs d’onde respectifs.

Les directions des rayons émergents se déterminent en appliquant a nouveau
la construction d’Huygens. Ces rayons sortent parallelement I’un par rapport a
I’autre en formant le méme angle 0 égal a I’angle d’incidence.

Les rayons sont polarisés rectilignement dans la lame et dans le milieu de sortie.
La vibration ﬁ(e> est polarisée selon 1’axe optique, la vibration ordinaire ﬁ(o) lui
est perpendiculaire.

Lame sous incidence normale

Milieu incident
isotrope
Y
Y c/ng c/n, c/n, I;
CVO Cv(e)
@ v(o
P he
Pe \L .}_1/
o
P.
i —> M
0 «' 13’
R, R M 4
D! D
© 4_?' (©)
R(" R()
Figure 12.27

Lame sous incidence quelconque

Milieu incident
isotrope

>

Figure 12.28
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12.2 Réfraction dans des prismes de calcite

Concernant le franchissement du premier dioptre (face AB), les trois situations
proposées dans cet exercice ont été rencontrées dans 1’exercice 12.1. Nous invitons
donc le lecteur a s’y référer pour plus de détails. Pour la réfraction a travers la face
AC, le tracé des rayons s’obtient en employant la méthode d’Huygens, le milieu
d’incidence est le prisme anisotrope, le milieu de sortie est isotrope.

1. Rappelons que la réfraction au niveau de la face d’entrée s’effectue sans dévia-
tion : dans le prisme, le rayon ordinaire est confondu avec le rayon extraordinaire,
ils sont rectilignement polarisés perpendiculairement I’'un par rapport a 1’autre.

Pour obtenir les rayons transmis par la face AC, il faut construire successivement
le rayon ordinaire et le rayon extraordinaire. La réfraction sur la face de sortie
s’accompagne d’une séparation angulaire des rayons précédents. Le rayon extraor-
dinaire est polarisé parallelement a I’axe optique. Le rayon ordinaire est polarisé
dans le plan de figure.

Figure 12.29

Notons que dans tous les milieux, les directions des rayons correspondent a celles
des vecteurs d’onde.
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12.3

2. La réfraction sur la face AB est encore sans
déviation pour les deux rayons qui sont donc a
nouveau confondus dans le prisme.

Réfraction sur AC : le prolongement en pointil-
1és du rayon 1,1, coupe les nappes ordinaire et
extraordinaire respectivement en M, et M,. Les
plans tangents en ces points aux nappes C,, et
C, ) intersectent le dioptre de sortie AC en J,
et J,. Enfin, les plans tangents menés depuis J,
et J, au cercle C,, donnent les points h, et h,.
Les rayons ordinaire et extraordinaire s’obtien-
nenten joignantl, ah, d’une part, I, ah, d’autre
part.

Le rayon extraordinaire est polarisé dans le plan
de la figure selon la direction de la projection de
I’axe optique sur un plan d’onde extraordinaire,
le faisceau ordinaire est polarisé orthogonale-
ment au plan du dessin.

3. La lumiere incidente voit le prisme comme
un milieu isotrope d’indice ordinaire n, : la
réfraction sur AB se fait sans déviation, la polar-
isation de la lumiere dans le prisme est identique
a celle de la lumiere incidente, il n’y a qu'un
rayon dans le prisme, il s’agit d’un rayon or-
dinaire. Pour déterminer la réfraction sur AC,
la méthode est analogue a celle employée a la
question précédente. Les points M, et M, sont
confondus, de méme que J, et J,, h, et h, : en
sortie, le rayon ordinaire est confondu avec le
rayon extraordinaire.

Prisme de Rochon

B C
Figure 12.30

Figure 12.31

A I’unique rayon émergent correspondent deux ondes, 1’'une polarisée extraordi-
nairement (selon la projection de I’axe optique sur un plan d’onde c’est-a-dire
dans le plan de figure), I’autre polarisée ordinairement (perpendiculairement a la
précédente).

1. Les trajets des rayons dans le prisme ACD sont identiques a ceux du cas c
de I'exercice 12.2, les explications afférentes sont détaillées dans une situation
analogue traitée dans I’exercice 12.1 (question 1). Rappelons que 1’orientation de
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I’axe optique du premier prisme et I’incidence sous laquelle il est éclairé induisent
que pour la lumiere, le prisme est équivalent a un milieu isotrope d’indice ordi-
naire n,. Il n’existe qu’un seul rayon dans ACD, le rayon incident n’est pas dévié
au passage par la face CD, la polarisation du rayon dans le premier prisme est
identique a celle de la lumiere incidente.

2. Pour déterminer les trajets dans le second prisme, nous appliquons a nouveau
la construction d’Huygens au niveau du dioptre AC. Notons que cette situation est
nouvelle par rapport a celles rencontrées dans les exercices précédents : le dioptre
AC sépare deux milieux anisotropes uniaxes.

Dans un premier temps, nous tracons les courbes obtenues par intersection du
plan d’incidence (plan de la figure) avec les nappes de la surface des vitesses
radiales centrées en O’ (point d’incidence sur AC) relatives d’une part au milieu
d’incidence (prisme ACD) et d’autre part au milieu de réfraction (prisme ABC).
Ces deux milieux sont uniaxes, leurs axes optiques sont croisés 1’un par rapport a
’autre.

Pour le prisme ACD, d’axe optique contenu dans le plan d’incidence et perpen-
diculaire a CD, ces courbes intersections sont :

« un cercle C,, de rayon c/n,,
« une ellipse E ) tangente au cercle précédent sur I’axe optique du prisme ACD.
Ces deux courbes figurent en trait continu.

Pour le prisme ABC dont I’axe optique est perpendiculaire au plan d’incidence,
les courbes sont :

« un cercle C,,, de rayon c/n,, il s’agit du méme cercle que celui précédemment
tracé car les deux prismes sont taillés dans le méme matériau,

« un cercle C,,, de rayon ¢/n,.
Ces deux dernieres courbes sont tracées en pointillés.

La direction de I’axe optique du prisme ABC est telle que la lumiere « verra »
dans celui-ci I’anisotropie de la calcite : il convient donc de distinguer le rayon
ordinaire et le rayon extraordinaire. Il existe deux modes de propagation dans
le prisme ABC, ils sont polarisés rectilignement et perpendiculairement 1’un par
rapport a I’autre.

Pour obtenir le rayon extraordinaire réfracté : OO’ est prolongé jusqu’a C,,, pour
obtenir le point M. Le plan tangenten ce pointa C,,, coupe ACenJ,. Depuis ], la
tangente a C,,, est menée. Le point de tangence est h, : O'h, est le rayon extraor-
dinaire réfracté. Sa polarisation est parallele a 1’axe optique du second prisme.
La direction du vecteur d’onde extraordinaire est celle du rayon extraordinaire car
Cpe) est un cercle.

Pour obtenir le rayon ordinaire réfracté : OO’ est prolongé jusqu'a E,,) pour
obtenir & nouveau le point M a partir duquel est construit le plan tangent a E,,,
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qui coupe AC en J,. Depuis J,, la tangente a C,,, est menée, ce qui donne h,
(confondu avec M) : O'h, est le rayon ordinaire réfracté. Sa polarisation est per-
pendiculaire au rayon ordinaire et 2 la polarisation extraordinaire. A nouveau, la
direction du vecteur d’onde ordinaire est celle du rayon ordinaire car la normale
a I’onde est confondue avec le rayon (C,,, est un cercle).

Le premier prisme ne sépare donc pas les rayons, c’est la réfraction sur 1’hy-
pothénuse qui effectue la séparation.

L’angle d’incidence du rayon ordinaire sur AB est r, = 0, celui du rayon
extraordinaire est r, = 0, — 0.

Au niveau de AC, on peut appliquer la loi de Descartes pour les rayons car ceux-ci
sont confondus avec les normales aux ondes :

n,sin® = n,sin6,

N~—~— Y~

dans ACD dans ABC
soit n, sin © = n, sin (re + 6)

3. L’axe optique de ABC étant perpendiculaire au plan d’incidence et considérant
I’ellipsoide des indices, dans le prisme ABC, I’indice associé au rayon ordinaire
(respectivement extraordinaire) est n, (respectivement n,). De plus, les rayons
étant confondus avec les normales aux ondes, les lois de Descartes s’appliquent
pour chacun des rayons au passage par I’interface AB. Ainsi, le rayon ordinaire
traverse AB sans étre dévié. Le rayon extraordinaire émerge du deuxieéme prisme
en faisant un angle i, tel que

n,sinr, = sini, = sin D
Pour les déviations faibles :
n,r,~ D
La relation de la question précédente devient :

n,sin 0 = n, sin (re + 6)
= n, (sinr,cosO +sinBcosr,)
~ n, (r,cos6 +sin0)

soit Dcos O +n,sin0® = n,sin 0
et donc D = (na —n,)tan®

A.N: D =~ 5°7. On vérifie a posteriori que les déviations sont faibles.

Remarque Si le prisme de Rochon est utilisé en tant que polariseur, le faisceau émer-
gent R, demeure aligné avec le faisceau incident quand le dispositif tourne autour du
rayon incident.
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Figure 12.32
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effet Joule, 95

électrostatique, 24

électrons de coeur, 148
électrons de valence, 148
ellipsoide des indices, 298
énergie de gap, 154

énergie électromagnétique, 47
équation caractéristique, 229
équations de Bessel, 224
équation de Fresnel, 316
équation de Maxwell, 33
équation de Maxwell-Ampére, 31
équation de Maxwell-Gauss, 33

fibre a gradient d'indice, 214
fibre & saut d'indice, 214
monomode, 214
multi-mode, 214
fibre optique, 215
flux d'un champ vectoriel, 2
fonction de Bessel, 221
fonction de Bessel modifiée, 221
fonction de Hankel modifiée, 221
fonction diélectrique, 154
fréquence de coupure des modes, 203
fréquence de coupure du plasmon
de surface, 171
fréquence plasma, 152
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fréquence plasmon de volume, 152
G

gaz d'électrons libres, 162
gradient d'une fonction, 6
guide d’onde rectangulaire, 199

H
hélicité, 260
|

imperméabilité électrique, 315
indice complexe, 131

indice d’extinction, 131

induction électrique, 79

induction électromagnétique, 31
indices de réfraction principaux, 289
infrarouge, 121

intrication quantique, 314

isolant, 154

isolateur de Faraday, 290

J

jauge de Coulomb, 36
jauge de Lorentz, 36

L

lame a retard, 261

lame demi-onde, 294

lame quart d’onde, 295

laplacien scalaire, 7

laplacien vectoriel, 7

loi d’Ampeére, 28

loi d’'Ohm locale, 94

loi de Biot-Savart, 27

loi de conservation de la charge, 29
loi de Coulomb, 24

loi de Faraday, 31

loi de Gauss, 26

loi de Joule, 94

loi de Lenz, 31

lois fondamentales de I"électrostatique, 24
lumiére naturelle, 261

M

matrices de Jones, 266
mélange a quatre ondes, 313
méthode de Descartes, 344
micro-ondes, 122

milieu anisotrope, 286

milieu biaxe, 290
milieu homogeéne, 91
milieu isotrope, 91
milieu linéaire, 91
milieu uniaxe, 290
mode EH, 233
mode fondamental, 203
mode hybride, 228
mode propre de propagation, 293
mode propre extraordinaire, 341
mode propre ordinaire, 341
mode TE, 199
mode TE,,, 204
mode TEM
(transverse électromagnétique), 196
mode TM
(mode transverse magnétique), 199
modéle de Drude, 148
modeéle de Drude de la permittivité
diélectrique, 151
modéle de Drude modifié, 153
moment dipolaire induit, 74
moment magnétique, 81

N

nappe, 321
extraordinaire, 342
ordinaire, 342

o

onde plane, 38

onde radio, 122

onde sphérique, 42
opérateur nabla, 7
optique non linéaire, 313

P

perméabilité du milieu, 93
perméabilité du vide, 27
perméabilité magnétique relative, 93
permittivité diélectrique généralisée, 153
permittivité diélectrique relative, 91
permittivité du milieu, 91
photo-élasticimétrie, 22
plan d'onde, 258
polarisabilité, 118

atomique, 118

d’orientation, 118

électronique, 118
polarisation, 68

d’orientation, 76
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électronique, 76

ionique, 76
polariseur a réflexion totale, 349
polariton de plasmon de surface, 172
potentiel électrique, 25
potentiel électrostatique, 26
potentiel retardé, 36
potentiel vecteur, 27
prisme de Glan-Foucault, 349
prisme de Glan-Thompson

ou de Glazebrook, 349

prisme de Glan-Taylor, 349
prisme de Nicol, 349
prisme de Rochon, 348
prisme de Wollaston, 348
pulsation de coupure, 203

rayon gamma, 121
rayon X, 121
rayonnement dipolaire électrique, 53
régime de propagation monomode, 240
regle du « bonhomme d’Ampeére », 80
relation de Clausius-Mossotti, 119
relation de dispersion, 38
relation de dispersion des modes TE, 203
relation de Langevin-Debye, 120
relation de Sellmeier, 131
relations constitutives
pour les milieux LHI, 90
relations de continuité, 88
relations de discontinuité, 88
relations de passage, 86
relations de passage aux interfaces, 89
repere propre, 289
réponse macroscopique
du milieu matériel, 68
réponse optique des métaux nobles, 153
représentation de Jones, 263
représentation de Stokes, 266
réseaux de communication, 213
résolution graphique de I'équation
caractéristique, 241
rotationnel d'un vecteur, 6
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S

semi-conducteur, 154

séparateurs d'états de polarisation, 347, 348
Sn,P,S, (hypothio-diphosphate d'étain), 350
spectre cannelé, 300

spectre électromagnétique, 121

surface a deux nappes, 321

surface des indices, 320

surface des vitesses radiales, 338
susceptibilité des milieux denses, 119
susceptibilité électrique, 91, 93, 287
susceptibilité magnétique, 93

systéme apolaire, 72

systéme polaire, 72

T

teinte de Newton, 299

tenseur de permittivité diélectrique
relative, 288

tenseur de susceptibilité diélectrique, 288

tenseur de susceptibilité électrique, 91

tenseur diélectrique, 288

théoréme de Green-Ostrogradsky, 11

théoréme de la divergence, 4

théoréme de superposition, 293

théoréme de Stokes, 6

théoréme du Rotationnel, 6

transition inter-bande, 153

transition intra-bande, 155

transverse, 257

U

ultra-haut débit, 213
ultraviolets, 121

v

vecteur aimantation, 82

vecteur de Poynting, 49

vecteur de Poynting complexe, 96
vecteur densité de courant, 29
vecteur polarisation, 75

vitesse radiale, 338
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