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PREFACE

En mécanique classique, les trajectoires issues de lois déterministes
mais possédant une forte sensibilité aux conditions initiales semblent
imprévisibles : Frédéric Faure présente ainsi le chaos déterministe,
déja observé par Henri Poincaré & la fin du X1x® siécle. Mélange et
ergodicité en sont deux propriétés essentielles.

Le formalisme de la mécanique quantique découvert au début du
XXe siécle décrit la matiére par des ondes qui évoluent selon 1’équation
de Schrodinger, et les paquets d’ondes sont assimilable a des parti-
cules. Cette nouvelle description de la physique apparait a premiére
vue comme une rupture. Mais Clotilde Fermanian Kammerer expli-
cite le passage de la mécanique classique & la mécanique quantique
avec les formules de quantification et I'utilisation du calcul symbo-
lique pour les opérateurs, aboutissant & une correspondance entre les
évolutions dynamiques des ondes et des particules.

Le chaos quantique concerne la dynamique des ondes quantiques
dans un systeme dont les particules suivent une dynamique clas-
sique chaotique. Nalini Anantharaman interpréte ce chaos quantique
comme une délocalisation complete des fonctions d’ondes station-
naires : c’est le théoreme d’ergodicité quantique, qu’elle met en rela-
tion avec des travaux qui ont valu la médaille Fields & E. Lindens-
trauss en 2010.

Nous tenons & remercier la direction de 1’Ecole polytechnique, la
Direction des Services de I’Enseignement et le Centre Poly-Média,
pour ’aide matérielle importante qu’ils ont apportée & la préparation
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de ces journées et & la publication de ce volume. Nous remercions
aussi le secrétariat du Centre de Mathématiques Laurent Schwartz,
notamment Carole Juppin et Marine Amier, qui assure chaque année
le bon déroulement des journées.

Pascale Harinck, Alain Plagne et Claude Sabbah



INTRODUCTION AU CHAOS CLASSIQUE ET
AU CHAOS QUANTIQUE

par

Frédéric Faure

Introduction

La théorie de la mécanique quantique a été découverte par
Heisenberg, Schrodinger et d’autres au début du xx° siécle. Elle
décrit la matiere par des ondes de matiére qui évoluent selon
I’équation de Schridinger. Ces ondes ont une signification probabi-
liste en physique. Auparavant, les constituants de la matiére étaient
décrit par les équations de la mécanique classique (Newton 1686, Ha-
milton 1833) qui sont des lois déterministes pour les trajectoires des
particules. Dans la partie 1 nous proposons une bréve introduction
aux idées et au formalisme de la mécanique classique et de la méca-
nique quantique. Nous expliquerons le passage entre les descriptions
classique et quantique en terme de paquet d’onde, assimilable & une
particule et avec le principe de correspondance qui se formalise avec
le théoréme d’Egorov. Nous présenterons des exemples simples de
dynamique qui serviront dans les textes suivants de ce volume, que
sont la particule libre sur le cercle, sur le tore T2, dans un billard et
sur une surface & courbure négative. Dans tous ces cas, l'opérateur
de Schrédinger est le laplacien.

Dans la partie 2, nous présentons la problématique du chaos déter-
ministe et I’approche mathématique pour 'aborder. Depuis les tra-
vaux d’Henri Poincaré (1892) et ensuite Birkhoff, puis Anosov (1967),
Ruelle, etc., il est apparu que les trajectoires issues de lois détermi-
nistes mais possédant une forte sensibilité auzr conditions initiales
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semblent imprévisibles et qu’il y a des propriétés aléatoires émer-
gentes. On parle de chaos déterministe en mécanique classique. Nous
présenterons un modéle assez concret de dynamique chaotique que
sont les billards dispersifs. Nous établirons les propriétés mathéma-
tiques du chaos (mélange et ergodicité) sur un modeéle similaire mais
plus simple, appelé application du chat d’Arnold.

Finalement la partie 3 porte sur la problématique du chaos quan-
tique, qui est d’étudier la dynamique des ondes quantiques dans un
systéme dont la dynamique classique associée est chaotique comme
décrit précédemment. Plus précisément on souhaite comprendre 1’évo-
lution des ondes mais aussi la structure et la répartition spatiale
des ondes stationnaires. Nous poserons ces questions en montrant
quelques exemples numériques intrigants qui serviront & introduire
les textes suivants de ce volume. Par exemple le théoréme d’ergo-
dicité quantique (1974) établit que, lorsque la dynamique classique
est ergodique, presque toutes les ondes quantiques stationnaires sont
équi-réparties sur ’espace. De facon conjecturale mais trés utile en
physique, la conjecture des matrices aléatoires stipule que les valeurs
propres de ’opérateur de Schrédinger (c’est-a-dire les niveaux d’éner-
gie) sont disposés & petite échelle comme aléatoirement et satisfont
aux mémes statistiques que les valeurs propres d’une matrice symé-
trique aléatoire.

Quelques articles de présentation du sujet

« Sur les systémes dynamiques : [BS02, KH95, Bal00, Coul2].

o Sur l'analyse semi-classique : [Tayllb, Zwol2, Mar02, GS94].
Le texte de Clotilde Fermanian Kammerer (ce volume) présente et
discute en détails la quantification de Weyl et le théoréme d’Egorov.

o Sur le chaos quantique : [Gut90] [Non08]. Le texte de Nalini
Anantharaman (ce volume) présente et discute en détail le théoréme
d’ergodicité quantique.

« Des simulations numériques peuvent étre observées sur [Fau]. Des
programmes avec explications des modeéles peuvent étre téléchargés.
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1. Mécanique classique et mécanique quantique

1.1. Mécanique classique

On appelle mécanique classique ’ensemble des lois fondamentales
de la physique en général antérieures a la mécanique quantique mais
plus précisément les lois non quantiques. On discutera cette distinc-
tion plus précisément au paragraphe 1.2.b. En mécanique classique
les lois fondamentales sont :

o les loi de Newton et de Hamilton : elles définissent les équations
du mouvement pour les éléments de matiére ou particules élémen-
taires soumises & différentes forces;

« les lois de Maxwell : elles décrivent 1’évolution des champs élec-
tromagnétiques et les forces qu’ils exercent sur la matiére chargée.

Ensuite, avec la physique statistique (qui contient la thermodyna-
mique), & partir de ces lois fondamentales, on peut décrire les milieus
continus comme les gaz, les fluides, les matériaux, les plasmas etc.

La théorie de la relativité d’Einstein (relativité restreinte en 1906
puis relativité générale 1916) est considérée aussi comme une théo-
rie de la mécanique classique (car non quantique). Elle propose un
nouveau cadre théorique plus géométrique dans ’espace-temps pour
formuler les équations de mouvement de la matiére et des champs
électromagnétiques.

1.1.a. Fquations de mouvement. Notons x(t) € R® la position d’une
particule & instant ¢ € R (il est habituel de considérer les dimensions
d’espaces d = 1,2,3). La fonction t € R ~ z(t) € R? s’appelle la
trajectoire de la particule.

Définition 1.1 (loi de Newton 1687). La trajectoire d’une particule de
masse m > 0 et soumise & une force F(z,t) € R? est déterminée par
I’équation différentielle ordinaire :

d2

&) m— = F(x,1)

avec la donnée des conditions initiales de position z(0), et vitesse
dz/dt(0).

Remarque 1.2. D’apreés le théoréme de Cauchy-Lipschitz [Tayllal, il
existe une solution unique & (1) si F' est une fonction lipschitzienne.
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Il est préférable de transformer ’équation du deuxiéme ordre en
un systéme d’équations du premier ordre. Cela donne les équations
de Hamilton ci-dessous.

Définition 1.3. On supposera dans tout cet exposé que F(z,t) est
une force potentielle c’est-a-dire qu’elle peut s’écrire sous la forme
particuliére(®) :

ov ov ov
2 F=—(2¥ V) _ %
( ) (3321’ ’azd) oz’
ou V(z, t) est une fonction & valeurs réelles appelée énergie potentielle.

Considérons 1’impulsion :
dz d

et introduisons la fonction réelle suivante, appelée hamiltonien (ou
énergie totale)

=1 e
(4) H(:B,g, t) T m |€| + V(.’I}, t) eR
(le premier terme 7 [¢ ? = zm |dz/dt|? s’appelle 1'énergie cinétique).

Proposition 1.4 (équations de Hamilton, 1833). Les équations de
Newton (1) peuvent s’écrire sous la forme® :

. de(t) _ OH  de(t) __OH
dt ~ 0¢’ dt = Oz’

déterminant un champ de vecteurs ¥ = (0H/OE,—O0H [dx) sur

I’espace des phases (z,¢) € R? x R? (figure 1).

Démonstration. On calcule :

oH _ 1, do
O¢ (4) m> (3) dt’
oH oV dPr  d

“r @ Oz (@ @ d (3 dt

(M Localement il est nécessaire et suffisant que rot(F) = 0.
®La notation vectorielle H/dz désigne le vecteur (8H/Oz1,...,0H/0z4), et
OH/0¢ le vecteur (OH/O¢1,...,0H/8s).
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(moa 50)
\ .
~ \\ Champ de vecteurs

\\ \\1/
\ \
y
4 l z

/ Flot au temps ¢

L4

(2(),£(t)) = dt(zo0, o)

FIGURE 1. Champ de vecteurs de Hamilton ¥ et flot hamil-
tonien ¢; dans ’espace des phases.

Remarque 1.5. Nous ferons un commentaire dans la remarque 1.17
sur 'aspect antisymétrique assez particulier des équations de Ha-
milton (5) qui, d’une certaine fagon, laisse déja entrevoir la méca-
nique quantique ondulatoire. En 1833 Hamilton a utilisé au départ ces
équations pour exprimer 'optique géométrique des rayons, qui n’est
qu’une approximation de 'optique ondulatoire [GS77]. Nous verrons
de fagon analogue que la mécanique classique est une approximation
de la mécanique quantique ondulatoire.

1.1.b. Ezemples. 1l faut savoir que pour les problémes & un degré
de liberté, d = 1 (donc l’espace des phases est (z,&) € R? de dimen-
sion 2), et H(z,£) indépendant de ¢, alors les équations du mouvement
sont solubles. En dimension plus grande elles ne le sont pas en géné-
ral, sauf exceptions comme le probléme a deux corps qui est soluble
car il se raméne en fait & un probléme & un degré de liberté. Plus gé-
néralement ces problémes solubles sont appelés systémes intégrables
[Arn76]. L’étude du chaos & la section suivante sera au contraire
consacrée & ’étude des problémes parmi les « plus simples » qui ne
sont pas solubles.

Exemple 1.6 (le probléeme a deux corps). C’est un systéme intégrable
d’importance historique car c’est par lui que Newton a écrit 1’équa-
tion (1) en 1687. A ’échelle du systéme solaire, on peut considérer la
Terre comme un point de masse m = 6 - 10%4kg & la position z € R3
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soumise & la force d’attraction gravitationnelle de la part du Soleil
(situé en z = 0) :
u
F(z)=-C—5
|z
avec u = z/|z| vecteur unitaire et C = ¢ - m - mg avec la masse
du Soleil mg = 2 - 103%g et la constante de gravitation universelle
& =6,67-10"'N.m2 kg 2. Cette force dérive de ’énergie potentielle
1
(6) V(z)=-C—=.
|z
L’équation du mouvement obtenue est
d?x

1 U

Remarquer que curieusement la masse de la Terre n’y intervient pas.
Cela signifie que par exemple une poussiére (ayant une autre masse)
qui serait & la place de la Terre (méme position et méme vitesse)
aurait la méme trajectoire autour du Soleil. Cette remarque, appelée
principe d’équivalence, a conduit Einstein a la théorie de la relativité
ot la gravitation n’est plus une force mais découle de la géométrie de
I’espace temps.

De facon analogue mais & une toute autre échelle, dans un atome
d’hydrogene, un électron de masse m = 9,31 - 10~3'kg est soumis a
la force de Coulomb de la part du proton

y U , 1

F(z)=-C 2P V(z)=-C 2]

avec C' = kcgq-q ot g = 1,6 -10719C est la charge élémentaire de

1’électron et du proton et k¢ = 9 - 10°Nm?C~2 est la constante de
Coulomb.

Dans ces deux problémes, grice & la forme particuliére de V(z),
on peut résoudre exactement les équations du mouvement et obtenir
que les trajectoires de la planéte (respectivement de 1’électron) sont
des ellipses (ou paraboles ou hyperboles selon la condition initiale)
[Arn76).

Exemple 1.7 (puits de potentiel, oscillateur harmonique)
A une dimension d = 1 on s’intéresse & une particule prés d’un
minimum local de ’énergie potentielle V' (z) que ’on suppose en z = 0
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avec V(0) = 0. Par développement de Taylor, on écrit :
V(z) = —ka: + 0(z%)

2 .
avec k = %(0) > 0. En ne gardant que ce premier terme (comme
premiére approximation) le hamiltonien s’écrit :

(7) H(z,) = 56 + ska?

et s’appelle le modéle de ’oscillateur harmomque Les trajectoires
sont des ellipses dans 1'espace des phases®), voir figure 2.

£

-
NPA

FIGURE 2. Une trajectoire de I'oscillateur harmonique dans
lespace des phases. La position z(t) et la vitesse v(t) =
L£(¢) oscillent en quadrature.

Exemple 1.8 (particule libre sur le cercle S* ou le tore T9)

La position d’une particule sur le cercle est z € S* := R/Z (c’est-
a-dire définie modulo les entiers). L’espace des phases (z,£) € S! xR
est un cylindre. On dit qu’une particule est libre si V = 0, car il
n’y a pas de force. Ainsi (en prenant m = 1) on a le hamiltonien
H(z,&)=1|¢ 2. Les équations de Hamilton (5) donnent

dr OH dg OH
®) Y w wm
La solution est
E(t) =& = cste, z(t) =&t + zo.

Ainsi la particule se déplace sur le cercle S! & vitesse constante &
qui dépend de la condition initiale.

® Avec le changement de variables X := \/(k/2) z, Y := £/v/2m et posant w :=
Vk/m, Z =X +1iY, (5) se traduit par dZ/dt = —iwZ, qui donne le mouvement
de rotation Z(t) = Z(0)e™*.
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Le tore T¢ = S x .-+ x S! = R%/Z? est un produit de d cercles,
avec des coordonnées (z1,...,z4) € R?/Z%. On obtient de méme le
mouvement 3 vitesse constante z(t) = & - t + xo avec & € R%. Voir
figure 3. En dimension d = 1, il est clair que si & # 0, la trajectoire
recouvre tout le cercle S de facon uniforme. En dimension d > 2 on
peut se demander quelle partie de ’espace T% occupe une trajectoire.
Voici un résultat. Avant cela, on dit que & € R? est un vecteur
irrationnel si, pour k € Z%, & -k = 0 = k = 0. En dimension

d = 2, cela signifie que %E—g% ¢ Q (pente irrationnelle). En dimension

quelconque cela signifie que I’hyperplan &5 := {k € Z% | & - k = 0}
n’intersecte le réseau Z% qu'en k = 0.

Théoréme 1.9 (d’équidistribution de Kronecker-Weyl, 1910)

Si & € R? est un vecteur irrationnel alors la trajectoire z(t) =
& -t + xo est dense sur le tore T¢ = Rd/Zd et méme uniquement
ergodique, c’est-d-dire que pour toute fonction a € CO(T?) et tout
point initial zo € T¢,

1T

9) Tlggo T Jo a(o -t + zo)dt = /Il‘d a(z)dz,
c’est-a-dire la moyenne temporelle de a sur une trajectoire trés longue
devient égale d sa moyenne spatiale.

Démonstration. Pour k € Z% on considére la fonction p(z) :=
exp(i27k - z) appelée mode de Fourier. D’aprés la théorie de Fourier
on peut décomposer la fonction a en série de Fourier a = ) axpk
avec les coefficients de Fourier ar = [14 pk(z)a(z)dz. Si k # 0 alors

k-{o#Oet

1 rT 1 rT
— / or(éo -t + zo)dt = = / exp(i2mk - (éo - t + z0))dt
T Jo T Jo

1 1 . T
Tionk & lexp(i27k - &ot)]p = 0.

Par ailleurs pour le mode k = 0, on a # f(;‘r wo(&o-t+zo)dt = 1. Ainsi

— i2wk-zo

T—o0

1T : 1T
lim = A 0(50't+$0)dt—711§1302k:akf./() ¢r(€o - t + zo)dt

= ay =/ a(z)dz. O
Td

Voici une application de I'unique ergodicité.
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FIGURE 3. Une trajectoire sur le tore T?> = R2/Z? illus-
trant le théoréme 1.9. Les numéros successifs représentent
les points identifiés par les conditions périodiques. Si la pente
de & est irrationnelle alors la trajectoire est dense et méme
ergodique, sinon la trajectoire est périodique. Cependant un
nuage de points (ici un disque) garde sa forme en se transla-
tant : la dynamique n’est pas mélangeante.

Corollaire 1.10 (loi de Benford). Soit k, € {1,2...9} le premier chiffre
de up, = 2" en base 10. On a u, = 1,2,4, 8,16, 32,64, 128, 256, ...
donc

k,=1,2,4,8,1,3,6,1,2,5,...
Alors dans cette suite (kn)n, un chiffre donné k € {1,...,9} ap-
parait avec la probabilité pr = %@, soit p1 = 30%, ps =
17%, ..., pg = 4.5%, avec la définition

. 1
Dk .=A}1_r)nooﬁcard{n<N|kn—k}.

Démonstration. Dans un premier temps, comme dans le théoréme 1.9,
on montre que si a ¢ Q et 2o € R alors la suite z, = na+zo mod 1 €
[0,1[, n € N, est uniquement ergodique c’est-a-dire que pour toute
fonction a € C°([0, 1]),

N
(10) Jim. % n; a(zn) = / o(z)dz.

En considérant un intervalle I C [0,1] de longueur |I|, et la fonction
caractéristique a(z) = 1 si z € I, a(z) = 0 sinon (en fait on considére
une suite de fonctions continues qui approchent a), on a

N
Za(;cn) =ca,rd{n<N|mn€I} et/a(m)da::]II,

n=1

donc (10) s’écrit simplement proba(I):= & card{n< N | z, €I} = |I|.
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Dans un deuxiéme temps, on considére la suite up, = 2" = 2 X up_1
avec up = 1. Par définition de k,, on a k, 10" < up < (kn+1)10" avec
r € N. Soit z,, := logun 11164 1. Alors ZTp4+1 = ZTp +amod 1 avec)

~ log10
log 2 log(knr) log(kn + 1)
= < —_— 7
@= 1210 ¢ @ logl0 > T logl0

soit zp, € I, := [kl’fg(’i'(‘)), l°glc()';"1'(';1) [. Comme la suite z,, est ergodique

on déduit que

log(k+1) log(k)| _ log(l+1/k)
log 10 log10|  log(10)

Exemple 1.11 (particule libre sur une surface, géodésiques)

Si.# C R3 est une surface lisse, une particule de position z(t) € .%
est dite libre de se déplacer sur la surface si la force qu’elle subit est
normale & sa surface (cette force est telle qu’elle impose & la particule
de rester sur la surface). Cela s’écrit donc :

dv

(11) P, i 0
avec la vitesse v = dz/dt € R3 et P, : R3 — T} le projecteur ortho-
gonal sur le plan tangent & la surface au point z. Voir figure 4(a). En
terme géométriques on note Dv/dt = 0, et D := Pd s’appelle la dé-
rivée covariante ou connexion de Levi-Civita. L’absence de force tan-
gentielle fait que la particule va « le plus droit possible » en restant
sur la surface. Par définition, on dit que sa trajectoire est une géodé-
sique®. Par exemple sur la sphére S2 C R3 les géodésiques sont les
grands cercles. Sur une surface plate (ou dans l’espace euclidien R%),
les géodésiques sont des droites. On peut montrer [Taylla, Tayl1b]
que

« [Taylla, p.52] L'équation (11) a une unique solution z(t) € %
qui de plus est solution des équations de Hamilton (5) avec le hamil-
tonien H(z,¢) = 3 [|¢ ||§~* & d’une particule libre, qui fait apparaitre
la norme du vecteur cotangent { € T;.. Comme cette formulation
est intrinséque et géométrique (c’est-a-dire invariante par changement
de coordonnées) elle s’adapte au cas des variétés riemanniennes, pour

a

pr = proba(ly) = |Ix| =

WEn effet si log2/log10 = p/q € Q alors 2¢ = 10 = 2P5” ce qui implique
p = q =0, donc impossible.

® Essayer de se convaincre et de démontrer que si I’on colle sans pli un ruban de
scotch (étroit) sur une surface alors il suit une géodésique.
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lesquelles chaque espace (co-)tangent est muni d’un produit scalaire.
L’espace des phases est ici le fibré cotangent 7*.%, qui est une variété
de dimension 2dim % = 4.

o [Taylla, p.47] Si A = z(0) e¢ B = z(t) sont deux points
de la méme géodésique, alors parmi tous les chemins paramétrés
v :t—z(t) qui joignent A et B au temps ¢, la géodésique est un
extremum local pour la fonctionnelle énergie &(y) = fg% ”%”2 dt

et pour la fonctionnelle longueur I(y) := fot “%" dt (noter que I(vy)
est indépendant du paramétrage).

FIGURE 4. (a) Géodésique sur une surface .# : le vecteur
vitesse v(t) = ‘fi—f est solution de PZ% = 0 ol P, est le
projecteur orthogonal sur le plan tangent T,.¥ au point z.
(b) En pratique une géodésique est obtenue en collant un
ruban de scotch « de fagon la plus plate possible », ici sur un
vase ayant de la courbure de Gauss positive et négative.

1.1.c. Flot hamiltonien et crochets de Poisson. Nous précisons
quelques aspects de la dynamique hamiltonienne qui seront utiles
plus tard. Pour simplifier ’exposé, nous supposerons que pour
toutes conditions initiales données (2(0),£(0)) € R¢ x R? la solution
(z(t),£(t)) € RE x R? de (5) existe et est unique pour tout t € R
(le théoréme de Cauchy-Lipschitz garantit cela localement en temps
si V est lipschitzienne).
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Définition 1.12. Avec les notations précédentes le flot hamiltonien est
la famille d’applications pour t € R :

de RZd
(12) {(a:(O) £(0)) — (z(t),&(t))

(c’est un groupe & un parameétre). Voir figure 1.

Théoréme 1.13 (de Liouville). Le flot hamiltonien ¢; préserve le vo-
lume dz df dans ’espace des phases R%2,

Demonstmtzon Autrement dit, il faut montrer que le champ de vec-

teur ¥ = (24 56— ) défini en (5) est de divergence nulle :
0 (0H 0 OH\

Proposition 1.14 (conservation de 1’énergie). Si la fonction H est indé-
pendante de t (c’est-d-dire H est seulement fonction de (z,§)) alors
la valeur E = H(z(t),&(t)) appelée énergie est constante le long d’une
trajectoire.

Démonstration. On écrit :

dH(z(t),£(t) (OHNdz (OH-dE dévdr  odoy de
i =(5) w+(8§)dt (5)( aat(@z=

O

Au lieu de considérer I’évolution d’un point (z(t), (t)) sur I'espace
des phases, nous verrons qu’il est naturel et instructif de considérer
plus généralement 1’évolution d’un nuage de points ou d’une distri-
bution lisse de points, que ’on modélise par une distribution de pro-
babilité f(z,£)dz d€ sur 1’espace des phases, ou f est une fonction
lisse appelée densité de probabilité. L’hypotheése que f est lisse re-
vient & s’intéresser & presque tous les points, c’est-a-dire sauf & un
sous-ensemble de mesure nulle.

Définition 1.15. 1’ opérateur de Liouville exprime ’évolution d’une dis-
tribution de probabilité sur I’espace des phases au temps ¢t € R :

0o (TR2d 00 (T 2d
.%:{C (R%) — O™ (R??)

(13) fro SBf = fogou.
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Remarquons qu’en utilisant le théoréme de Liouville 1.13, la pro-
babilité totale est conservée :

[indsde = [(£04-0dode = [ sande.

Proposition 1.16. Pour toute fonction f € C®(R?9), I’évolution infi-
nitésimale est donnée par

(14) W4 _ (m,py,
ol
(15) (B 1= - S

s’appelle le crochet de Poisson des fonctions H, f.

Démonstration. On calcule :

d(Af) _ d(fog—t) _ 0fd(¢-t)s n Of d(¢—t)e

dt @) dt = Oz dt 5 dt
of (_dwy , Of ¢ d¢
ot~ @)t o~ z)
0f (_OHy 0 oH
(?)é( a§)+a£( (-%)) =@ o

Remarque 1.17. Le formalisme de la mécanique classique hamilto-
nienne qui vient d’étre esquissé posséde une formulation en géométrie
différentielle trés intéressante et tres utile appelée géométrie symplec-
tique. Nous renvoyons & [Arn76] [Taylla, Secl.14] pour une introduc-
tion proche de la physique et [Can01, MS98, GS90, GS77] pour plus
d’approfondissements. Le point de départ de cette approche est que
les équations de Hamilton (5) sur R?? peuvent s’exprimer de facon
géométrique, c’est-a-dire indépendamment du systéme de coordon-
nées, de la facon suivante. On introduit la 2-forme w := Z;?:l dzI NdET
sur R?? appelée forme symplectique. Alors le champ de vecteur de
Hamilton 7 est déterminé par 1’équation

(16) w(¥,+) =dH,
ou dH est la différentielle de la fonction H(z,§).

Démonstration. En coordonnées on note

=St D gy, 2
—j; wa@*‘ & pgi-
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Alors d’une part

w(¥,0) =Y Vid€0 — Vg jda?
J

et d’autre part

OH
dH = Zaga dg? + o do’.

L’identité (16)) donne bien ¥, ; = OH/0¢I et —¥;; = OH/dzI qui
sont les équations de Hamilton (5). O

Cette formulation faisant intervenir la géométrie symplectique peut
paraitre surprenante. Elle laisse en fait soupgonner que la mécanique
quantique ondulatoire est « cachée » derriére la mécanique classique.
Nous verrons dans la section suivante avec le théoréme d’Egorov que
la mécanique classique s’obtient & partir de la mécanique quantique
ondulatoire & la limite des petites longueurs d’ondes (A — 0). Par
ailleurs il y a une formulation géométrique de cette limite dans le
cadre de la quantification géométrique [Woo92] qui montre explicite-
ment que la forme symplectique w classique provient directement de
la forme symplectique canonique sur le projectif P(7#) de I’espace de
Hilbert quantique .

1.2. Mécanique quantique

1.2.a. Equation de Schridinger. 11 est apparu dés le XIx® siécle que
de nombreux phénomeénes de la physique ne trouvaient pas d’expli-
cations avec la mécanique classique. De nouvelles idées apparaissent
progressivement (loi du corps noir par Planck 1900, effet photo élec-
trique par Einstein 1905) et en 1925 Schrédinger propose une théorie
ondulatoire pour des ondes de matiére, que ’on appelle la mécanique
quantique. Dans cette théorie, une particule élémentaire est modéli-
sée par une fonction d’onde yy(z) € C*®(R3) qui est une fonction &
valeur complexes sur ’espace des z € R3 qui évolue en temps ¢t € R
selon ’équation de Schrodinger.

Définition 1.18. 1.’équation de Schrédinger est ’analogue de 1’équation
de Newton (ou de Hamilton) en mécanique classique et s’écrit :

a7) in2%t = Opy(Hyw,
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avec h = 1,05 - 10734J.s. appelée constante de Planck® et Opy(H)
est un opérateur linéaire(”) appelé opérateur hamiltonien défini par

1
(18) Opy(H) = 5~ [Opa(€)|* + V (2),
avec

0 0 0
(19) Opa(8) = =ih( 5=, 5-) =t =ih g,

qui s’appelle I’ opérateur impulsion et V' (z) qui est I’opérateur de mul-
tiplication ¥ (z) — V(z)¥(x).

Dans (18), on a utilisé la notation de produit scalaire d’opérateurs
vectoriels :

|0p(6)[? := Z(Opn(é) —(—2773)2(2

j=1
Ainsi Opy(H)% est la fonction :

32
_) = —K2A.

2
(20) (Opa(H))(@)=5~(~H*A9)(x) + V (@)h(z), Appi= 2‘”

Noter que Opp(H) se déduit du hamiltonien classique H défini par
I’équation (4) en substituant la variable impulsion € par I'opérateur
impulsion Opy(€). Cela s’appelle le principe de correspondance que
P’on discutera par la suite.

Remarque 1.19. 1’ espace de Hilbert 2 = L*(R?) est muni du produit
scalaire L? défini pour v, € C§°(R?) par :

(Wlohss = [, FE)o(e)da

donnant la norme (carré)

Wi = ot) = [, W@ da.

Pour la suite, il sera important de remarquer que (pour certaines
fonctions V) sur cet espace fonctionnel L?(R3), I'opérateur Opy,(H)

(®) Attention, en physique on pose h = 2wk alors que dans les ouvrages de mathé-
matiques il est habituel de noter h cette méme constante #.
(MDans les ouvrages de physique il est habituel de noter H = Op,(H).



16 FREDERIC FAURE

est essentiellement auto-adjoint [RS78, HS96] et que I’équation de
Schrodinger (17) admet une solution que 1'on peut écrire® :

(@) %=Ulio,  U()=exp (-~ 3t0ps(H)).

ou plus précisément U(t), t € R, est un groupe d’opérateurs unitaires
sur L2(R3) qui est la solution unique de :

L = (- <omm)U

Présenté ainsi, le principe de correspondance parait étre un « jeu
d’écriture » et on ne comprends pas quel rapport il peut y avoir
entre la mécanique classique et la mécanique quantique & part ce
« jeu d’écriture ». Pour justifier plus cela, nous montrerons plus
loin avec la quantification de Weyl et le théoréme d’Egorov que les
ondes quantiques régies par ’équation de Schrédinger se déplacent
approximativement comme des particules régies par les équations
de Hamilton classiques. Cette approximation est d’autant plus va-
lable que I’on observe les ondes & grande échelle (par rapport aux
échelles atomiques ou A ~ 1). En physique, la petite valeur de A
a Déchelle humaine explique qu’il ait fallu attendre le XX° siécle
pour découvrir les effets subtils de la mécanique quantique qui se
manifestent & I’échelle des atomes. En mathématique cette corres-
pondance classique-quantique s’appelle I'analyse semi-classique ou
analyse micro-locale [Zwol2, Tay11b, chap. 7]. Voir la page web [Fau]
pour des animations commentées d’ondes quantiques.

U(0) =1d,

1.2.b. Signification physique et probabiliste de la fonction d’onde
¥ (z) [BJ89]. En physique, la fonction d’onde 1(z) a une signification
probabiliste : si une méme expérience est répétée un grand nombre
de fois et produit une particule toujours dans le méme état décrit
par la fonction 9(x) alors cela signifie que la probabilité de détecter
expérimentalement la particule dans le domaine U C R3 de I’espace
est :

(22) P) = | W@r*ds,

ll?/)IIL2 (R?)

®)En effet en dérivant (21) par rapport 4 ¢, on retrouve (17).
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avec la constante de normalisation || r2(gs) = (Jrs () |? dz) /2.
Autrement dit la densité de probabilité est m v (z)[? dz. Noter

que gréce au préfacteur 1/(|7|| 12 (gs), et comme attendu, la probabilité
sur tout ’espace est P(R3) = 1. Notons aussi que le résultat P(U) est
inchangé si on modifie ¥ — A\ avec A € C\ {0}. Cette invariance est
aussi vraie pour 1’équation d’évolution (17) qui est linéaire. Donc il est
plus pratique de supposer que les fonctions d’ondes sont normalisées,
c’est-a-dire ||1]|22 = (|9) = 1, ce que L’on fera dans la suite.

Ce résultat étonnant (22) (appelé principe de la mesure) montre
que pour une unique expérience, la théorie quantique ne prédit rien.
Elle ne peut prédire que des moyennes sur des grands nombres. En
physique, on parle de hasard quantique intrinséque. Par exemple la
position moyenne de la particule (z) € R? est donnée par

(23) @ = [op@) do = Wlow) .

Dans ce principe de la mesure il est aussi postulé qu’aprés une mesure
ot la particule a été détectée dans un domaine U C R3, alors la nou-
velle fonction d’onde est supportée sur U. Cela s’appelle le collapse
de la fonction d’onde ou réduction du paquet d’onde.

La relation (23) est en fait plus générale. Par exemple, pour une
mesure de 'énergie, la valeur moyenne prédite est donnée par

(H) = ($|Opp(H)9)

et il est postulé en physique que cela est valable pour toutes les obser-
vables de la forme Opg(a) (voir (32)). Ce postulat de la mesure est en
accord remarquable avec toutes les expériences de physique menées
jusqu’a ce jour.

1.2.c. L’expérience des doubles fentes de Young. Voir figure 5. 1l
s’agit d’une des expériences les plus intrigantes de mécanique quan-
tique mettant en valeur la dualité onde-corpuscule, trés simple en
principe mais suscitant des questions d’interprétation qui n’ont pas
vraiment de réponse. En rapport avec cette expérience qu’il com-
mente dans son chapitre 1, Richard Feynman [Fey63] (physicien no-
toire dans I’élaboration de la mécanique quantique) a écrit « Personne
ne comprends la mécanique quantique ».

1.2.d. Equation de Schrédinger stationnaire. Comme 'opérateur
hamiltonien Opy(H) défini par (20) est linéaire, il est naturel, dans
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Détecteur
S~

o
o
:'f},ﬁo:;

|
| R
i
\
|

FIGURE 5. Expérience faite en 2012 [BPLB13], interférences
et détection de 'onde quantique d’un électron apres le pas-
sage dans une double fente. Aprés un petit nombre de détec-
tions les résultats semblent aléatoires, mais aprés un grand
nombre d’expériences identiques on observe la densité de pro-
babilité [+(z)|* prédite par la théorie quantique. Voir la video
des impacts sur la page web du journal.

le cas ou il est indépendant du temps ¢, de considérer ses vecteurs
propres. Pour cela on met en ceuvre la théorie spectrale des opé-
rateurs, et il faut préciser un espace fonctionnel [Dav07], [Dav95],
[RS72], [HS96], [GS11]. Dans le cas présent il est naturel de considé-
rer l’espace de Hilbert L2(R3) dans lequel Opy(H) est auto-adjoint
(moyennant des hypothéses sur le potentiel V). Supposons que
1o € L%(R3) soit vecteur propre de Opy,(H) avec la valeur propre E :

(24) Opn(H)o = Eho, E€R.

On appelle E I’énergie de 1’état 1. Il est facile de résoudre 1’équation
d’évolution (17) partant de 1’état 9o(z) et cela donne

(25) Pi(z) = e E Py (z).

Ainsi la densité de probabilité associée |;(z)|?> = |[¢po(z)|> ne dépend
pas du temps, on dit que ¥:(z) est une onde stationnaire.

Dans le cas d’un électron gravitant autour d’un proton (atome
d’hydrogene), on peut calculer les valeurs propres de Op;(H), qui



INTRODUCTION AU CHAOS CLASSIQUE ET AU CHAOS QUANTIQUE 19

sont négatives et prennent des valeurs discrétes [BJ89] :

1
E,=-Z% ﬁ’ n e N*,
avec la constante de Rydberg Z = —a mc? et la constante de struc-
ture fine a = k.e?/hc. Hlstorlquement ce spectre discret a permis

d’expliquer les raies de fluorescence des atomes, observées dés 1752
par T. Melvill. Voir figure 6.

HH Hs H, Hg H,

| | | L\ (um
04 0.5 0.6 0.7 (ki)

FIGURE 6. On éclaire un gaz d’hydrogéne avec un laser
pour lui fournir de ’énergie. Les électrons des atomes ré-
émettent 1’énergie hv sous forme lumineuse (appelée fluores-
cence) aprés une transition entre des niveaux E, — FE,
avec E,, < E,. Par exemple les raies de Balmer (1885)
ont des longueurs d’ondes A, dans le visible données par
hvp, =2nh/\, = E, — E2, n 2 3.

Modéle trés simple. C’est celui & une dimension d = 1 d’une particule
libre dans l'intervalle z € [0, L]. On a

1 1 d?

H — g2 H) = ——Hh—_

(0,6) = 5 &, Op(H) = 5K~

et (24) s’écrit 9" (x)—l—sz '(/)(:1:) =0 avec les conditions 1(0) = (L) =0.

Les ondes stationnaires sont donc 9 (z) = sin(nwz/L), n > 1 et les
niveaux d’énergie sont E, = 5—(nmh/L)2.

1.2.e. Explication du principe de correspondance sur un modéle

stmple. Avant d’introduire la quantification de Weyl, considérons la
fonction de Hamilton classique linéaire suivante(®)

(26) H(z,§) =v-{+w-(-2)
(® Attention ce modéle ne correspond pas directement 3 un modele de physique.

Il peut cependant &tre considéré (par linéarisation) comme le comportement local
d’une fonction H(z,£) quelconque.
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ot ¥ = (v,w) € R% x R? = R?? est un vecteur (constant) fixé. Les
équations de Hamilton (5) donnent alors

de O0H  df _ OH _

- 08"V d oz "
qui signifient que le point (z(t),£(t)) se déplace & vitesse constante
¥ = (v, w) sur l’espace des phases. Voir figure 7.

f’/ ¥ = (v, )
ool >/ /1

|9 ()| z

£

FIGURE 7. Champ de vecteurs de Hamilton ¥ = (v,w) du
modeéle simple (26)). On montre qu’avec I’équation de Schro-
dinger, une onde (respectivement sa transformée de Fourier)
se déplace aussi & la vitesse v en z (respectivement w en £).

Au niveau de la mécanique quantique, avec le principe de corres-
pondance on obtient ’opérateur :

(27) Opy(H) = v - Ops(§) + w - (—2),

ou Opy(€) est défini par (19), et I’équation de Schrodinger (17) peut
se résoudre pour donner explicitement pour toute fonction ¢y €
CR @YU

(28)  thu(x) = (e7HOPHUIN ) () = (et 39N Mape (1 — o).

Ainsi la fonction |¢¢|(z) = |vo(z — vt)| se déplace & la vitesse v
selon z, comme en mécanique classique. Voir figure 7. Ensuite, pour

(0En effet
iRt — (s — vt)pe(e) + ih(—v)e @3N, o) = Opy(H)p
at = t v)e z%P0) = UPy t

car
wt i _ L2
az",bt — Z%’lﬁt + e‘l‘w(zt }'Ut )/haa:'l,bO.
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comprendre effet de w, considérons la k-transformée de Fourier(!)
de 1/)t :

(0O = oy [ e )i
L’équation (28) donne :
(29) (P (&) = e/ Fyp) (€ — wi)

qui montre que la fonction | Fxipe| (§) = |(Friho)(€ — wt)| se déplace
a la vitesse w selon £. Voir figure 7.

Ce petit modele justifie & posteriori le principe de correspondance
car avec le hamiltonien (26), ’onde se déplace comme une particule
avec la vitesse ¥ = (v, w) sur ’espace des phases (en fait vitesse v
en z et vitesse w en & aprés transformée de Fourier). De plus il
montre la signification de I'impulsion £ : elle intervient dans l’ex-
pression e~%%/" = ¢~is® et on peut donc dire que wy = 3£ est une
fréquence spatiale(!?). Pour un hamiltonien quelconque H(z,¢), le
champ de vecteur ¥ n’est pas uniforme mais I'idée du calcul semi-
classique est de montrer qu’a la limite A — 0, on peut considérer
que ¥ est localement constant dans ’espace des phases (z,£) (on dit
micro-localement) ; on se raméne & ce modéle simple ot le principe de
correspondance est valide. Dans le calcul semi-classique, on calcule les
corrections & cette approximation sous la forme d’un developpement
en h.

1.2.f. Paquet d’onde gaussien et principe d’incertitude. Les équa-
tions (28) et (29) montrent dans un modeéle simple que les ondes se
déplacent comme une particule. Cependant une particule classique est
localisée en espace z et en vitesse (c’est-a-dire que sa vitesse a une
valeur précise) alors que 1'onde ;(z) décrite ci-dessus est arbitraire
et peut étre « tres délocalisée ». Un paquet d’onde gaussien est une
forme d’onde la plus localisée possible en z et en £. Soit (g, &) € R?¢
point de l’espace des phases et ¢ > 0. On considére le paquet d’onde
gaussien

(30) ,l/)xo,fo (:L') = aezgom/ﬁe—ﬁzlz_wop
(DInversement
Pi(z) = (\/21W‘z)d /d /N T (€)dE.
R

(12)en langage de la géométrie différentielle, 'impulsion £ est un vecteur cotangent.
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avec a = 1/(2m)¥2(no?)¥* de sorte que |[Yzoell;z = 1. On a
1 2

90,60 |° () :=a2e” 721""%I" qui est une gaussienne de largeur Az = o

et centrée en zo. Sa transformée de Fourier est(13)

(Prpany)(€) = ah~d/2e—iavE/h e/ (/2fo)"

- agd#e—iwo'(5~£0)/’ie—I€—€ol2/2(ﬁ/0)2’

donnant | Frpe ¢o|? (€) = a2o2h—de=lE=60l*/(#/2)* qui est une gaus-
sienne de largeur A¢ = hi/o et centrée en &. On observe que le produit
des largeurs est(14)

(31) Az-Af=h

indépendant de o.

Interprétation physique : ainsi diminuer Az augmente A& et ré-
ciproquement. Rappelons que dans le cas d’une particule libre (8)
ona¢ =mv = m% qui est la vitesse. L’équation (31) donne
Az - Av = h/m qui s’appelle le principe d’incertitude. Par exemple
pour un électron, m = 9-1073'kg donc A/m = 10%cm? /s est assez im-
portant et les effets ondulatoires sont perceptibles a 1’échelle humaine
sauf que la décohérence perturbe cela (pour la Lune m = 7 - 10%?kg
donnant A/m = 1076m?/s, qui est imperceptible). Voir aussi re-
marque 2.1.e.

Interprétation mathématique : le principe d’incertitude montre que
dans ’espace des phases, Az - A§ = h est comme une surface élé-
mentaire appelée quantum d’action. On peut considérer les variables
(z,&) de I’espace des phases comme indépendantes sur des échelles de
surface S > h. C’est cette idée qui est formulée et exploitée rigou-
reusement dans les théorémes de ’analyse semi-classique comme les
théorémes de composition et commutateur d’observables (35) et (41).

(3 Pour le calcul on utilise P’intégrale gaussienne fmd e""'zdy = g2

(97] est plus naturel d’écrire Az - A(&/R) = 1 puisque w = &/h est la fréquence
spatiale.
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1.2.g. Quantification de Weyl, voir le texte de Clotilde Fermanian
Kammerer (ce volume). Pour une fonction a(z,¢) € S (R*?) quel-
conque, que ’on appelle symbole(15), sur ’espace des phases, on asso-
cie un opérateur Opy(a) : Z(R%) — #(R%) appelé opérateur pseudo-
différentiel1® obtenu par la régle de quantification de Weyl suivante
[Zwo12, lemme 4.10] [Tay11b] :

1 .
(32) Opg(a) := W /(ga)(wz,wf)ez(wza:+w60pﬁ(€))dwmdw€,

ol Za est la transformée de Fourier de a :

(8)  (Fa)we) = [y [ ale e O,

de sorte que, par transformation de Fourier inverse,

o(0:6) =ty | (Fo) e )

et ou (32) fait apparaitre des opérateurs que l'on a vus dans (28) :
(34) (ei(wzm+w50pn(£))¢)($) — eiwwa:+%ﬁw§wm¢($ + hwg).

On peut en déduire une expression équivalente et plus habituelle pour
la quantification de Weyl(1?)

(OpraW)(@) = oz [ a(T5 L €) I Mp(u)dyde.

(18) 7(R??) ¢ C*°(R??) désigne I'espace de Schwartz formé par les fonctions lisses
qui décroissent trés vite (et de méme pour leurs dérivées). Il n’a pas une grande
importance pour la compréhension de cet exposé

(1®)En physique les opérateurs Op;.(a) sont appelés observables. Par exemple, la
position Opy(z), I'impulsion Opj(€), ’énergie Op,,(H (z,£)) sont des observables.
(7M0n utilise la transformée de Fourier (33), on fait le changement de variable
we =y =+ hwe et [, dwge=(5@+1)=2) — (2m)%(3(z +y) - 2),

(Opp(a)¥)(z)
= # /( / alz, {)e—i(w,z+we5)dzd£)(ei(wzz*'weoph(f))w)(:z;)dwzdwg

(34) (2m)2d

= %/(/a(%(a:+y),{)e'i((”'“)‘t/h)dﬁ)wy)dy

1 / (/a(z’g)e—i(w,zﬂugﬁ)dzdg) eiwwz+%ﬁw5wm¢(w + ﬁwg)dwzdwg
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Remarque 1.20. Vérifions que la régle de quantification (32) donne
bien (18) : en effet pour une fonction V(z) (fonction de z seulement)
on vérifie que Op;(V(z)) = V(z), opérateur multiplication par V'
(on a (FV)(wg,we) = (FV(wg)) - 6(we), d’ott Opy(V(z)) = V(z)).
De méme Op(V(€)) = V(Opx(€)) donc Opx(6?) = (Ops(§))? =
—h2A. On déduit (17). A partir de (32)) on vérifie aussi que Opy(@) =
(Ops(a))* (adjoint).

Voici trois propriétés générales de la procédure de quantification
qui seront utiles dans la suite.

Proposition 1.21 ([(Zwo12]).

« Composition d’opérateurs et produit de symboles : Pour tout
a,b € F(R?) on a pour h < 1 (le reste est en norme opérateur)

(35) Opn(a) o Ops(a) = Opy(a - b) + O(h).

« Commutateurs d’opérateurs et crochets de Poisson de sym-
boles (15) :

(36) [(~)0pn(@), (~1)0p4(@)| = (~3)Opa({a, ) (1 + OM)).
» Trace d’opérateurs :

(37) THOPA(@) = Gz L A0

Comme exemple trés simple mais important de (36), on calcule

que z(—ihL )y — (—ikL)(zy) = il et par ailleurs {z,£} = 1. Cela
S'éorit : [(—£)Opa(z), (—$)O0PA(€)] = (—$)Opx({z, €}).
1.2.h. Théoréme d’Egorov, voir le texte de Clotilde Fermanian Kam-
merer (ce volume). Nous allons voir maintenant avec le théoréme
d’Egorov, lintérét de la quantification de Weyl : & la limite semi-
classique i — 0, pour un hamiltonien H(z, £) assez général et pour un
intervalle de temps ¢ borné, les ondes quantiques régies par I’équation
de Schrédinger se déplacent approximativement comme des particules
régies par les équations de Hamilton classiques. Cette approximation
est d’autant plus valable que /& < 1, c’est-a-dire que wy = &/h > 1.
En physique, la petite valeur de A a I’échelle humaine explique qu’il
ait fallu attendre le XXx® siécle pour découvrir les effets subtils de la
mécanique quantique car se manifestant & ’échelle des atomes.
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Afin de motiver le résultat d’Egorov qui va suivre, considérons
en mécanique classique une fonction a(z,£) sur l’espace des phases,
considérée comme observable. On note 4, : f(z,&) — a(z, &) f(z,§)
Popérateur de multiplication associé. Utilisant ’opérateur d’évolution
de Liouville (13) défini par % f = f o ¢_¢, on a la relation simple
suivante(8) :

(38) LioMao Lt = My,,.

On comprend (38) comme une éguation d’évolution classique
des observables. Rappelons que ’équation d’évolution infinitésimale
correspondante (14) est d(%a)/dt = {H,a}.

Le théoréme d’Egorov suivant montre qu’en mécanique quantique
(analyse semi-classique) on a une relation analogue mais approxima-
tive (avec une erreur O(h) avec i < 1). L’opérateur d’évolution clas-
sique %; est remplacé par 1'opérateur unitaire U(t) défini par (21),
et opérateur ., est remplacé par Opp(a). Plus important & remar-
quer, I'espace fonctionnel classique L?(R27%) classique est remplacé
par l'espace quantique L2(R?).

Théoréme 1.22 (@’Egorov, [Zwo12, Th. 11.1]). Pour tout a € #(R%9),
tout t € R, on a la relation

(39) U(t) o Opy(a) o U(—t) = Opg(az)
avec a; € #(R??) sous la forme
(40) at = Za + Oy(h).

Au niveau infinitésimal cette relation s’écrit :
., dOpy(a .
@1) in 22289 _ (00, (11), Opy ()] = ihOPA({H, ac}) +O(H?).

Remarque 1.23. On comprend (39) comme une éguation d’évolution
quantique des observables. La notation Oy(h) dans (40) signifie que
les constantes peuvent dépendre de t. Ici ce reste est donc négligeable
a t fixé et A — 0. On peut améliorer cela et avoir un reste négligeable
pour [¢| < elog(1/h) et A — 0 & condition que € soit assez petit. On

8)pour fec® (RZd),
(Lo Moo L_sf)(z) = ZLi(a(z)f(¢:(2))) = a($-+(2))f(z) = (Maos_, f)().
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appelle cette limite tmax = €log(1/k) le temps d’Ehrenfest. On verra
qu’il joue un rdle important en chaos quantique.

Idée de preuve du théoréme d’Egorov. La relation (41) se déduit
de (36). Ensuite (39) se déduit par intégration. En effet se rappelant
U(t) = exp(—itOpy(H)/k) en (21) et d(Za)/dt = {H,a} en (14) on
obtient en dérivant (39)) et faisant ¢t = 0 que :

(- %Op"‘(H ))Opa(a) + Opa(a) (%Opn(H )) = Ops({H,a} + O(R))
<= [Opy(H), Opy(a)] = ihOpx({H,a}) + O(R?). O

2. Chaos en mécanique classique

Dans cette partie on revient & la mécanique classique de Hamilton
pour s’intéresser & un type de dynamique que ’on appelle fortement
chaotique car ayant une forte sensibilité aux conditions initiales. Le
terme technique sera Anosov ou uniformément hyperbolique.

La découverte de telles dynamiques chaotiques a commencé au
X1xe siecle avec Hadamard et Poincaré, puis leur étude a progressé
au XXe siécle avec Birkhoff, Anosov, Smale, Bowen, Ruelle etc. et fait
toujours l’objet de recherches en physique et en mathématiques.

Commencons par l’exemple simple & expliquer (mais un peu dif-
ficile & étudier) que sont les billards dispersifs. Nous verrons ensuite
qu’en régularisant les rebonds sur les bords on obtient un modéle
mieux compris qui est le flot géodésique sur une variété a cour-
bure négative. Pour mettre en évidence les techniques qui permettent
de démontrer les propriétés de chaos, nous étudierons finalement
Papplication du chat d’Arnold ou cat map, qui est un modele jouet
particulier mais ou les propriétés de chaos sont vraiment plus simples
4 démontrer. L’étude des systémes dynamiques est plus générale que
celle des dynamiques hamiltonienne (c’est-a-dire de la forme parti-
culiére (5)). On peut ainsi parler de dynamique chaotique pour des
flots engendrés par des champs de vecteurs quelconques, pour des
automates cellulaires etc.

2.1. Billard dispersif de Sinai et instabilité d’Anosov

Le billard de Sinai est un carré avec conditions périodiques au bord
(c’est donc un tore T?) et contenant des disques. Une bille évolue en
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ligne droite & vitesse constante et rebondit parfaitement sur le bord
des disques. Voir figure 8. Elle a donc un comportement déterministe.
Mais on observe que le comportement est imprévisible, chaotique.
Pourquoi ?

()

' *ﬂ p:19:9:9:9

Une trajectoire Une trajectoire Le mouvement sur le plan
temps court temps long semble &tre

une marche aléatoire

FIGURE 8. (a) Premiers rebonds d’une trajectoire dans le
billard de Sinai. (b) Une trajectoire avec de nombreux re-
bonds. (c) Cette méme trajectoire représentée sur R? qui est
le recouvrement de T? (c’est-a-dire conditions de périodicité

enlevées).

L’explication heuristique est que les bords du billard sont convexes,
ce qui implique une dispersion des trajectoires aprés chaque rebond
(on caractérisera cela par la sensibilité aux conditions initiales d’Ano-

sov). Voir figure 9(a).

FIGURE 9. (a) Billard dispersif. (b) Nuage de billes in-
dépendantes avec une incertitude initiale en position de
Ay = 1074, Dans cet exemple, les différentes trajectoires
deviennent totalement décorrélées apres le 6° rebond.
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Aprés quelques rebonds seulement, deux trajectoires initialement
trés proches peuvent avoir des évolutions trés différentes (décorré-
lées). Sur la figure 9(b), on observe une bille (ou nuage de billes in-
dépendantes) avec une incertitude initiale en position de Ay = 10~4.
Cette incertitude croit exponentiellement et le comportement peut
différer notablement aprés un temps trés court (ici 6 rebonds).

La dynamique déterministe engendre donc du hasard. Cela est &
Porigine du chaos déterministe et de la complexité dans les systémes
dynamiques, et plus généralement de la complexité en physique et
dans la nature. Voir [Rue91] [Rue95] et les vidéos de E.Ghys et al.
sur le chaos [LGA].

Question (trés actuelle). Est-il possible de faire des prédictions sur
I’évolution malgré ce hasard ? de comprendre les lois de ce hasard ?

2.1.a. Approche probabiliste. Pour répondre & la question ci-dessus,
il est nécessaire d’adopter une approche probabiliste. Voici I’idée.

t=0 t=1.8 t=2.4 t=>5 )
dans le réseau

FIGURE 10. Evolution d’un ensemble trés localisé de condi-
tions initiales (Ay = 10~*). La distribution s’équidistribue
sur le billard. Dans le réseau, elle diffuse (le rayon croit
comme r(t) ~ C - /).

Sur la figure 10 observons N = 10% billes indépendantes avec des
conditions initiales trés proches Ay = 10~%. La distribution des billes
peut s’interpréter comme une distribution de probabilité d’une bille
initiale. Cette distribution converge vers I’équilibre et diffuse sur le
réseau (le billard périodisé sur le plan). Pour cette distribution, on
observe un comportement prédictible mais irréversible. Il y a donc
une évolution effective prédictible® pour la distribution de proba-
bilité. On introduit la notion d’entropie pour caractériser cette perte
d’information sur la position de la particule au cours du temps.

(9]¢ travail va donc porter & trouver les lois d’évolution pour cette distribution
de probabilité. C’est un sujet actuel de recherche.
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Remarque 2.1.

(1) Plus généralement, un billard dispersif est un ensemble d’obs-
tacles lisses et convexes sur T¢ placés de sorte que les trajectoires ont
uniformément un horizon fini.

(2) La dynamique en ligne droite dans un billard dispersif peut étre
considérée comme la dynamique des trajectoires géodésiques sur une
surface & courbure négative (cela signifie que les courbures principales
sont opposées). Voir la figure 11.

/

zone a ¢ 7
courbure €

géodésique  négative cas limite € — 0 :
sur la surface vue du haut billard dispersif

FIGURE 11. Le flot dans un billard dispersif est un cas limite
de flot sur une surface & courbure négative concentrée sur la
ligne de rebond.

(3) En 1898, Hadamard a initié la théorie du chaos avec I’étude des
géodésiques sur les surfaces & courbure négative constante (surfaces
hyperboliques).

2.1.b. Espace des phases et couche d’énergie.

Cas du flot géodésique sur une surface lisse. Nous avons vu dans
Pexemple 1.11 que le flot géodésique sur une surface . est un flot
hamiltonien. L’espace des phases est (z,£) € T*.%, c’est-a-dire qu’en
chaque point z € % il faut aussi considérer la variable impulsion
¢ € Tp.% =R2 On a dimT*% = 4. L%énergie H(z,£) = 1 ||¢||2 est
conservée. Par conséquent la particule évolue dans une sous-variété
(selon son énergie de départ E > 0) qui est définie par

Zg = {(a;,g) eT*¥|E= % llslli} :

appelée couche d’énergie. La variété X' est compacte si . est com-
pacte et on a dim XY = 3.
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Cas d’un billard dispersif. Le domaine est aussi noté .. L’énergie
E = H(z,¢) = %|§|2 est indépendante de . On déduit que v =
dz/dt = OH/0¢ = € et E = %|v|2, en particulier la norme de la
vitesse est conservée. Un point de la couche d’énergie X'g est donc
caractérisé par z € % et la direction de la vitesse v. La difficulté
cependant dans un billard dispersif est que la variété X g et le flot ¢
sur X g ne sont pas C'° partout. Sur une sous-variété de X g corres-
pondant aux rebonds rasants ils sont seulement continus et cela rend
leur étude mathématique plus difficile [CMO06]. (On observe en effet
des singularités dans la figure 10 & t = 2.4).

2.1.c. Instabilité hyperbolique d’Anosov. La définition suivante due
& Anosov caractérise précisément la propriété de senstbilité aux condi-
tions initiales. Cette définition est tres utile car elle montre une ma-
nifestation de chaos appelée mélange (voir paragraphe 2.2) et d’autre
part cette propriété se vérifie dans certains modéles comme le flot géo-
désique sur une variété compacte a courbure strictement négative ou
les billards dispersifs (& ceci prés que le flot du billard n’est pas C*°).

Pour appliquer la définition suivante au cas du flot géodésique dis-
cuté plus haut, penser que M = X est la couche d’énergie de dimen-
sion 3 et que = = (z,§).

Définition 2.2. Un flot ¢¢, t € R, engendré par un champ de vecteurs v
sur une variété différentiable compacte M est un flot d’Anosov si en
tout point € M, 'espace tangent se décompose en

(42) TeM = Ey(x) & Ey(x) & Es(x)

qui est une décomposition continue en x et invariante par le flot, avec
Ey(x) := Ru(z) (c’est-a-dire espace engendré par v(x)), et il existe
une métrique ||s|| sur T M, un coefficient d’instabilité A > 1, C > 0,
tels que

VYw e Ey(x), Vt

) >0, [[(Dgr)wl| > CX |lwl|,
Vw € Eg(x), V>0 | <

, [(Dg)wll < O lw]]-

Autrement dit, Fy est la direction du flot appelée direction neutre,
E, est la direction vers des trajectoires voisines qui divergent dans
le futur, appelée direction instable et E; est la direction vers des tra-
jectoires voisines qui convergent dans le futur (donc divergent dans
le passé), direction stable. Voir figure 12. Alors (43) signifie en gros
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qu'un petit écart & une trajectoire de référence sera amplifié expo-
nentiellement avec le temps ¢ comme

(44) Ax(t) ~ At Az(0) = et/" Az (0)

avec le temps caractéristique 7 = 1/log A > 0.

FIGURE 12. Flot d’Anosov prés d’une trajectoire quel-
conque. Une distribution de points (nuage gris) est étirée
dans la direction transverse E,, contractée dans la direc-
tion E; et pas déformée dans la direction neutre du flot Fy.

Théoréme 2.3 (Anosov 1967). Le flot géodésique sur une variété & cour-
bure sectionnelle < 0 est Anosov. (Précisément il s’agit du flot sur la
couche d’énergie Xg, E > 0).

2.1.d. Mécanisme de l’instabilité d’Anosov pour un billard dispersif.
Il n’est pas évident & priori de relier 'image 11 (flot représenté en z) et
Pimage 12 (flot représenté en x = (z,£)). Nous allons expliquer cette
relation et donner une idée de la preuve (ou plutét du mécanisme)
du théoréme 2.3 en discutant le cas d’un billard dispersif (bien que le
flot de celui-ci ne soit pas lisse). Remarquons que la dynamique dans
un billard plan est une succession de propagations en ligne droite et
de réflexions sur des obstacles. Concernant la propagation, voir figure
13(a), on considére une trajectoire de référence (c’est I’axe z) et on
note z I’axe orthogonal, qui sert de section de Poincaré : une trajec-
toire voisine coupe cet axe a la position z et avec un angle . Apres
une longueur parcourue L donnée, et au premier ordre en z,7 < 1,
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Jd A z'

P+

P+

()

FIGURE 13. (a) Section de Poincaré pour une propagation
et (b) pour un rebond sur une paroi de rayon R. Une tra-
jectoire voisine est repérée par la position = transverse et
l’angle i. (c) dynamique hyperbolique de p' = [Mg,q,1] (p)
sur les directions p = i/z € P(R?).

les nouvelles valeurs (z/,4") sont

(9)-()() o

On considére maintenant la réflexion avec un angle d’incidence « sur
une paroi ayant un rayon de courbure R au point de réflexion, voir fi-
gure 13(b). Avec les méme définitions de (z, i) que précédemment, au
point de réflexion, au premier ordre, on trouve que (%) = (5 9)(%)
avec A := 2/Rcosca. Par composition des deux résultats, pour une
propagation de longueur L suivie d’une réflexion (comme sur la fi-
gure 9), on déduit que la matrice de passage est le produit

10\(1L 1 L
(45) Mpo,r = (A 1) (0 1) = (A LA+1)'

Lors de I’évolution on a un produit de telles matrices mais avec des
parameétres R, a, L qui changent : on a des intervalles de variations
possibles Limin < L < Lmax, Rmin < R < Rmax, @ € [-%,%] donc
Amin = 2/-Rmax <A< Apax =00. On a

dét Mpor =1, TrMgar =2+ LA > 2+ LyinAmin > 2.
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Par conséquent®), Mg, 1, a deux valeurs propres réelles I,/~! avec
[ > 1 appelé coefficient d’instabilité de Lyapounov. On dit que Mg o1,
est une matrice hyperbolique.

Pour un vecteur (%) € R?, notons sa pente p = i/z € R = P(R?)
qui représente sa direction et notons p’ = [Mpge,] (p) = u“'liAT:l)ﬂ
l'action de Mg o, sur les directions. L’observation importante est que

Vintervalle p € [0,400] est envoyé sur 'intervalle p’ € [Amin, +00] et

dp (1 + Lp)? ’
autrement dit cet intervalle est strictement contracté, voir figure

13(c).

Considérons maintenant une suite de points &y = (z, Yk, k) € M,
k € Z, sur une méme trajectoire, telle que Txy1 = @, (k) soit une
propagation suivit d’une réflexion comme précédemment. Alors la
direction instable Ey(x¢) C TzoM au point xg est donnée par 1'opé-
ration suivante. Tout d’abord Ey(xo) est orthogonale & la direction
de propagation Ey(zo), et en confondant E,(x¢) avec la pente p dans
le plan (z,4) précédent, en utilisant la trajectoire dans le passé, on a

(46) Ey(xo)
= NETOO(MR,a,L)(w—I) +(Mpa,1)(®—2) - - (MRo,1)(T—N)PO,

ol po € (0,+00) est une direction initiale quelconque. Du fait de
la contraction stricte, la convergence est exponentielle. De méme, en
utilisant les points xj futurs on obtient

(47)  Eg(=o)

= Jm (MzL ) (@) - (Myg, ) (@2) - (Ml p)(@n)po

partant d’une direction initiale py € (—o0,0) quelconque. De plus on
a l'estimation ) 1
/\L 2 ELmin > 1+ ELminAmim
soit A > (1 + 3 LininAmin) Y/ Fmex > 1.
On a ainsi identifié les directions stables et instables Es, s qui

entrent dans la décomposition (42).

Cogi M = (‘; f;) est une matrice avec T' = Tr(M) > 2 et dét(M) = 1 alors ses
valeurs propres sont A+ = (T + VT2 — 4) vérifiant 0 < A_ =A7' <1< Ay
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Remarque 2.4.

o On apercoit la difficulté dans le cas du billard dispersif qui est
que pour o = /2 (rebond rasant), on a A = Apax = 00.

« Dans le cas du flot géodésique sur une variété lisse & courbure
négative, il n’y a pas cette singularité (Amax < 00) et des expressions
(46) et (47) on peut déduire que xg — Fy s(xo) sont des fonctions
Hoélder continues (mais C? en aucun point), tout comme la fonction
de Weierstrass [Fal03, chap. 11].

2.1.e. Principe d’incertitude quantique et instabilités. Reprenons la
discussion qualitative (et physique) liée au principe d’incertitude (31).
Considérons un objet quantique dans un billard dispersif (par exemple
une boule de loto qui rebondit dans la machine). Si m ~ 10g. alors
Az - Av = B/m ~ 1073m?/s est trés petit. Un compromis pour
minimiser chaque terme du produit est Az ~ 10~¥m et Av =~
10~¥m/s. Pour simplifier la discussion, supposons une amplifica-
tion exponentielle des incertitudes avec le temps, comme (44), par
le facteur Az(t) =~ 10T Az(0) avec un temps caractéristique 7 ~ Is.
Alors la taille de l'incertitude quantique devient Az(t) ~ 1m aprés
t ~ 1s seulement ! Cela montre que pour les phénomeénes chaotiques,
le hasard quantique bien que d’origine microscopique, a une influence
& notre échelle macroscopique(®D,

2.2. Un flot géodésique Anosov est mélangeant (et ergo-
dique)

On a vu linstabilité des trajectoires qui s’exprime par des matrices
hyperboliques comme (45). Il faut aussi noter que la couche d’éner-
gie X g est compacte. La dynamique a donc pour effet d’« étirer » et
« replier » les données initiales. Cette succession de processus est le
plus efficace pour mélanger les données initiales comme le ferait un
boulanger pour mélanger le beurre dans une péate feuilletée. Avec ce
mélange, tout ensemble de données initiales (suffisamment lisse) va
s’équidistribuer et converger (au sens des distributions) vers une me-
sure d’équilibre. C’est cette propriété appelée mélange qui exprime le

(1) Cependant I’onde quantique n’apparait pas a notre échelle, car la décohérence
(processus de mesure avec ’environnement) intervient bien avant.
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mieux les propriétés chaotiques de la dynamique comme le montre le
théoréme suivant et la figure 14.

Théoreme 2.5 (Anosov). Un flot géodésique Anosov est mélangeant :
Vu,v € C®(M), pourt — oo on a

/M v-(uo¢_y)dr — /M vdz - /M udz

Cela implique la propriété d’ergodicité : Vu,v € C°(M),

(49) Th_r,%o % /OT (/M v-(uo ¢_t)da:) dt = /M vdz - /M udz.

La preuve du mélange est ancienne (Anosov 1967 [Ano69]). Sinai
’a montré pour les billards dispersifs. La preuve du mélange & taux
exponentiel est récente [Dol98, Liv04, Tsul0]. En prenant la moyenne
temporelle de la propriété de mélange (48) on déduit ’ergodicité (49)
(avec le théoréme de Cesaro).

(48) —0.

U0y
uo ¢

R

v
"observable"
FIGURE 14. Fonction de corrélation
Cou(t) = /M v-(uo¢_y)dz

ot mélange : Cyu(t) , 2 Jysvdz - [, udz.

Remarque 2.6.

« Le terme
Coult) = /M v- (w0 ¢_y)dz = (v] L ) p20an)

dans (48) s’appelle fonction de corrélation. C’est simplement un élé-
ment de matrice de I’opérateur d’évolution #* qui correspond & la
fonction u évoluée par le flot : Ztu = uo ¢_; et testée sur une autre
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fonction (observable) v. (Dans certains ouvrages, on appelle fonction
de corrélation toute I'expression [y, v - (uo ¢_¢)dz — fvdz - [udz.)

« La propriété de mélange (48) signifie perte d’information car pour
t — 00, u 0 ¢_; normalisé par ([ udz)~! converge (au sens des dis-
tributions) vers la mesure dz. L’ergodicité signifie que la moyenne
temporelle de u, i.e. fOT u0¢_¢dt normalisée par (f udz)~! converge
(au sens des distributions) vers la mesure dz. On dit que dz est la
mesure d’équilibre.

« Comparer la définition d’ergodique (49) & wuniquement ergo-
diqgue (9) : dans (9) on peut fixer n’importe quelle condition
initiale zo (cela revient & prendre une distribution de Dirac v = dg,
dans (49)). L’unique ergodicité implique 1’ergodicité.

mélange = ergodique <= uniquement ergodique

« On a vu que la propriété de mélange n’est pas vraie pour les
translations irrationnelles sur le tore.

« L’unique ergodicité n’est pas vraie pour les flots géodésiques Ano-
sov, car il y a des orbites périodiques.

La propriété suivante est en fait une définition plus standard
d’ergodique.

Proposition 2.7. Le flot ¢; préservant la mesure dz est ergodique si et
seulement si toute fonction L? stationnaire est constante (c’est-d-dire
(u € L2(M) et Vt, u = L) = u = cste). De facon équivalente si
et seulement si tout ensemble mesurable A C M tel que L*(A) = A
(c’est-d-dire invariant) vérifie Vol(A) = 0 ou Vol(A) = Vol(M).

Démonstration. Considérons le sous-espace des fonctions L? station-
naires :
Inv := {u € L*(M) |Vt € R, L*u = u} C L*(M).
Von Neumann (1932) a montré que [Coul2, p.10] :
1 (T
P=lim = | L'dt

T—o0 0
converge fortement et que la limite P est le projecteur orthogonal sur
Inv (c’est aussi le projecteur spectral de .#* sur la valeur propre 1,
pour tout t € R). Ainsi

Flot ergodique ((4=9)) P={(,1)(l,0) <= Inv={u=cste}. O
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2.3. Modé¢le simple du cat map qui est mélangeant (et ergo-
dique)

Le modeéle simplifié suivant consiste & étudier la dynamique définie
par une unique matrice hyperbolique et agissant sur le tore (qui est
compact) afin d’avoir les processus « étirement » et « repliement »
évoqués plus haut. Considérons la matrice

21
" - (2.

qui est hyperbolique car ses valeurs propres sont de module différent

del:
3+5
2

A=)y = ~26>1 A=Al<l

Les directions propres associées sont E,, E; introduites en (42).

La matrice M définit une dynamique sur R? par z — Mz. Elle
définit(??) aussi une dynamique sur le tore T2 = (R/Z)? :
f T? := R?/Z? — T?

' z — Mz mod Z2.

(61)

Voir figure 15.
Le théoréme suivant montre que la dynamique du cat map (51) est
trés chaotique :

Théoréme 2.8. Le cat map f : T? — T? est mélangeant 3 taux super-
exponentiel : Va > 0, Vu,v € C®(M), 3C > 0, pour n — 400,

/rzv-(uof_")dm—/vdx/udx

Démonstration. Soit o > 0 et k,I € Z2. Soit pi(z) := exp(i27k - z)
un mode de Fourier. Alors

./1‘2 7, (prof ™dz = /exp (2n(k-M "z —1-z))dz

= /exp (i2n(*"M "k — 1) - x)dx = Sipg-np—y-

(52) < Ceom,

(53)

@Dy fait que la matrice M est & coefficient entiers, I'application f est bien
définie : car si n € Z2, z € R? alors
2
M(z +n) =Ma:+&/[/r_t1=Ma:modZ .
€z2
De plus le fait que dét(M) = 1 implique que f est inversible sur T? et f~'(z) =
M~z avec M~ € SLa(Z).
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0s T2
T2 T2
Es \ 5 7 1
\\ - Eu 1 4 .
\ o 5 0 .
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/0 1 . 0 1 1 -05 o [X]
(@ () ©

FIGURE 15. (a) Trajectoire du point initial (—0.3,0.6) sous
’application f du cat map, sur R? (la trajectoire est sur
une hyperbole). (b) Aprés la restriction modulo 1 sur T2,
presque toute trajectoire semble imprévisible, chaotique.
(c) Les pentes des directions stables E; et instables E, sont
irrationnelles et ainsi ces droites sont denses sur T2.

Si k # 0 alors "M ~"k| — oo lorsque n — +oo car M est hyper-
bolique. Donc (53) devient nul pour n assez grand. Finalement une
fonction lisse u € C®(T?) a des coefficients de Fourier (uk)x qui
décroissent tres vite : si u = Y ugpy alors

Cn

VN, 3Cy, VE, <N __
N 'ukl (|k|+1)N

De méme pour v € C*®(T?). En utilisant (53) on a
/ v-(uo fM)dx = Zv_luthM-”k=l°
M k

Or ['M~"k| > CA™ croit exponentiellement donc avec | ="M "k et k
fixé on a

CN ;V /=
'vll (lll + I)N \nN ONe

pour tout N. On déduit (52). Le terme constant [vdz [ udz = voug
provient des composantes k£ = | = 0 qui ne fuient pas a Uinfini. [

Remarque 2.9. La preuve ci-dessus (son idée) s’adapte bien au cas des
flots Anosov mais en utilisant une décomposition de Fourier locale sur
la variété. Pour cela on utilise ’analyse semi-classique [FRS08, FS11,
Tsul2).
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FIGURE 16. Mélange, chaos dans le modele du cat map
classique : une distribution de points initialement concentrée
prés du point fixe instable (0, 0) se disperse selon la direction
instable E,, et converge vers la distribution d’équilibre.

3. Chaos quantique

De fagon un peu imprécise, un modéle de chaos quantique est une
dynamique quantique définie par 1’équation de Schrédinger (17) avec
un hamiltonien H tel que le flot classique ¢; (défini par les équation
de mouvement de Hamilton (5)) est chaotique sur la couche d’éner-
gie X (au sens défini en Section 2, c’est-a-dire flot ergodique ou
méme mélangeant).

Nous avons vu que le paradigme (c’est-a-dire modeéle privilégié) de
chaos classique hamiltonien est le flot dans un billard dispersif ou
le flot géodésique sur une variété a courbure négative. Dans ces cas,
nous avons vu que le hamiltonien classique est seulement 1’énergie
cinétique H(z, &) = 1 ||¢ ||w . On a Op;(H) = —2Ah?A donc I'équation
de Schrédinger s’écrit :

O _ .51
—ihge = —H'Z A,

ou A > 0 est un parameétre équivalent a la longueur d’onde, qui nous
servira & fixer ’échelle d’étude. Nous serrons intéressé par la limite
h—0.

Remarque 3.1.

« Dans le cas du flot géodésique sur une variété rieman-
nienne (#,g), le laplacien est celui de Hodge : A := —d*d (ou d
est la dérivée extérieure) [Taylla, Sec.2.4]. L'espace de Hilbert est
L2(#;C).

o Dans le cas d’un billard la condition de réflexion sur le bord des
obstacles se traduit par exemple par la condition que ¥(z) = 0 pour
tout point z sur le bord, appelée condition de Dirichlet.
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Un autre modele aussi trés étudié en chaos quantique est le modele
du guantum cat map c’est-a-dire la version quantique de (51). Voir
[BDB96] [FNDBO03].

Dans cette section, on souléve quelques questions que 1’on se pose
en chaos quantique puis on mentionne certains résultats et conjectures
sur les modéles précédents avec des illustrations. Les preuves dé-
taillées sont données dans les textes de Clotilde Fermanian Kammerer
(ce volume) et Nalini Anantharaman (ce volume).

3.1. Représentation d’un état quantique sur 1’espace des
phases

Pour discuter de la dynamique quantique d’un point de vue dyna-
mique classique il faut une formulation dans I’espace des phases (z, £).
Nous avons évoqué une facon de le faire qui est d’utiliser les opéra-
teurs pseudo-différentiels Opj(a), ot a(z, &) € S (R??) est un sym-
bole. Alors la valeur moyenne (¢|Opy(a)y) € R apporte une infor-
mation sur I’état 1 concernant ’observable a.

Pour détecter la présence d’un état quantique v au point (g, &) €
R%4 de I’espace des phases, « le plus précis » est de considérer le
paquet d’onde gaussien v, ¢, défini en (30) et d’associer 'opérateur
0,60 °= |Vo,£0) (Yo £0| Qui est le projecteur orthogonal de rang 1 sur
cet état. Alors

(54) Husy (0, £0) = (Y[azo,e0%) = |(¥uo,60|¥) |

est une distribution positive de probabilité(?3) sur ’espace des phases
associée & 1'état 1 appelée distribution de Husimi de ’état . Le
probleme mathématique est que ’opérateur @,¢, ainsi défini n’est
pas un opérateur pseudo-différentiel (c’est-a-dire que @z, ¢, ne peut
pas s’écrire sous la forme Opj(a) avec un symbole a acceptable car

(2311 existe une formule de reconstruction d’un vecteur ¥ quelconque comme su-
perposition de paquets d’ondes 1z, ¢, :

_ dwod&)
Y= /RN ("pmo,&ol"/’) Yo, (21rﬁ,)d'

Ainsi une valeur importante de Husy (Zo,&0) = |(¥eo.¢0|%)|* signifie que Pétat v
a une forte composante sur le paquet d’onde ¥z4,¢, .
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ce serait une distribution de Dirac a = §(z,¢,) en (zo,£o), trop sin-
guliére), par conséquent les théorémes d’Egorov etc. ne sont pas va-
lables. Néanmoins la distribution de Husimi renseigne précisément sur
I’état 1 et on 'utilisera dans les illustrations. On retrouve la trans-
formée de Husimi en théorie du signal sous le nom transformée par
ondelettes. Cependant pour pouvoir énoncer les résultats de ’analyse
semi-classique dans la suite, on va considérer des valeurs moyennes
(¥j|Opg(a)1h;) ol a est un symbole acceptable, c’est-a-dire qui varie
lentement 3 I’échelle v/% du paquet d’onde. Cela masquera justement
les fluctuations & I’échelle v/A que ’on peut observer sur la figure 17.

etat-stationnaire-N-58 | etat-stationnaire-N=-414

FIGURE 17. Distribution de Husimi (54) d’états station-
naires du quantum cat map. On observe qu’ils semblent
s’équidistribuer (au sens des distributions) pour A =
1/(2erN) — 0. C’est cela qui est exprimé dans le théoréme
d’ergodicité quantique.

3.2. Deux questions mathématiques de base en chaos quan-
tique

(1) Question d’évolution. Etant donné un état initial 1o, décrire
son évolution ¥; au temps ¢, solution de 1’équation de Schrodinger
(17). En particulier si 9y est un paquet d’onde localisé en (zo, o)
est-ce que 1 se délocalise et s’équidistribue comme le ferait une distri-
bution classique de probabilité d’apres la propriété de mélange (48) ?
Voir figure 18(b).

(2) Question sur les états stationnaires. On considére ’équation
aux valeurs propres (24) :

(55) Opx(H)¥; = Ej9;.
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Décrire la répartition des valeurs propres(??) E; € R. Est ce que les
fonctions propres I’l/)j|2 sont équidistribuées? On s’y attend en effet
car on a vu aprés (25) que ce sont des distributions stationnaires
et, en mécanique classique, une distribution L? stationnaire est for-
cément la mesure d’équilibre d’apres la propriété d’ergodicité (2.7).
Voir figure 17.

Ces deux questions sont en fait étroitement liées car on peut expri-
mer 1’évolution d’un état v, en le développant sur la base des états
propres de Opy,(H).

Remarque 3.2. Concernant les modeles de dynamique intégrable
[Arn76] c’est-a-dire non chaotique et méme trés réguliers, il existe
des techniques qui répondent assez bien a ces questions. Par exemple
dans le cas du probléme de Kepler (6) (c’est-a-dire atome d’hydro-
géne) ou de loscillateur harmonique (7), des techniques algébriques
basées sur la théorie des groupes permettent de trouver exactement
les valeurs propres E; et les états propres 1; (cela est dii aux
symétries particuliéres du probléme).

Considérons maintenant certaines de ces questions en chaos quan-
tique, les réponses connues et les conjectures en cours.

3.3. Equidistribution des ondes stationnaires. Ergodicité
quantique

L’ergodicité quantique concerne la question d’équidistribution des
fonctions propres 1; mentionnée au paragraphe 3.2. Pour caractériser
cela, on a vu que si a(z,£) est une fonction sur I’espace des phases
(un symbole), on lui associe un opérateur Opp(a) appelé observable
qui justement « détecte » certaines propriétés des états quantiques ;
& travers les valeurs moyennes(?® :

(¥510pp(a)y;) € R.

®9Dans les cas considérés ici on montre que Op,(H) a un spectre discret de
valeurs propres Ej; > 0.

%) Le plus simple est d’imaginer une observable a(z, £) ayant son support dans
un domaine U de 1’espace des phases. (1;|Opp(a);) va donc « détecter » la pré-
sence de I’état quantique v; dans ce domaine U. Cet exemple ameéne a ’idée de
représentation d’un état quantique sur I’espace des phases, voir § 3.1.
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Dire que 1; est équidistribué sur la couche d’énergie X g signifie plus
précisément que la valeur de (1;|Opy(a)y;) doit étre proche de la
moyenne spatiale de a sur X g pour toute observable a. La moyenne
spatiale étant définie par

1
WE—)/EE a(-’b‘,f)d#E,

ol dug est la mesure de Liouville sur X g, définie par
(56) dpg dE = dz d¢

et Vol(Zg) := sz dug. Bien siir, d’aprés la correspondance semi-
classique on s’attend & un tel résultat seulement & la limite & — 0.
Un tel résultat n’est cependant pas connu (sauf dans des modéles
trés particuliers). Ce qui s’en approche est le théoréme suivant qui
porte sur une moyenne d’états stationnaires sur un petit intervalle
d’énergie [E; E + i) avec 0 < o < 1.

Théoreme 3.3 (ergodicité quantique, [Sni74, CdV85, Zel87])

Considérons une énergie E fizée et supposons que le flot hamil-
tonien de H est ergodique sur la couche d’énergie X g. Pour toute
observable a(z,&), pour tout 0 < a <1, on a

2
—0
h—0

1 1
(57) A Z ‘(Wlopn(a)fﬁj)—mfh a(z,€)due
Eje(E:E+h°]

avec la constante de normalisation A4 :=#{j | E; € [E; E + h°|}.

Remarque 3.4.

« On peut interpréter le terme de gauche de (57) comme une va-
riance quantique. C’est une moyenne de 44 termes positifs qui tend
vers zéro pour h — 0, par conséquent la plupart des termes de la
somme tendent vers 0 et on formule souvent le théoréme d’ergodicité
quantique (Q.E.) par la plupart des états stationnaires sont équidis-
tribués a la limite semi-classique.

o En 1994 S. Rudnick et P. Sarnak ont conjecturé que pour une
dynamique mélangeante, tous les états stationnaires sans exception
sont équidistribués a la limite semi-classique, c’est-a-dire que

(W510m(a) ~ oy [ oo s — 0
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pour A — 0 et pour toute suite d’états 1; telle que E; — E. On
appelle cette propriété I'unique ergodicité quantique Q.U.E.. Elle a été
démontrée récemment par E. Lindenstrauss dans des cas particuliers
du flot géodésique sur des surfaces arithmétiques a courbure négative
et pour le spectre conjoint de Opy(H) avec un opérateur arithmétique
de Hecke (voir le texte de N. Anantharaman (ce volume) pour plus
de détails). Cette question de Q.U.E. est & I’heure actuelle considérée
comme une question tres ouverte en chaos quantique.

o Le théoreme d’ergodicité quantique 3.3 n’exclut pas ’existence
d’une suite d’états 1;(z) non équidistribués, c’est-a-dire telle que

3¢ > 0, 3a(z,€), Vh, |(#ym|Opna)vion) -~ [ alo,)ds| > ¢ > 0.

De tels états stationnaires sont appelés scars (cicatrices) par E. Heller
dans les années 1990. Leur existence donnerait un contre-exemple
a3 Q.U.E. En physique, ces états ont été observé numériquement
(et expérimentalement) dans certains billards chaotiques [GVZJ91].
Ils sont partiellement concentrés sur des trajectoires périodiques,
mais il n’est cependant pas clair que ces états satisfont & la défini-
tion précise précédente. Voir figure 18 ou quantum scars sur google
images.

o Dans le cas de dynamique Anosov, ’existence de scars a été
démontrée seulement dans le modeéle particulier du quantum cat map
[FNDBO3]. C’est bien un contre-exemple & la conjecture Q.U.E. 1l a
été montré que les états stationnaires ne peuvent pas se concen-
trer totalement sur un nombre fini d’orbites périodiques [FNO04].
Voir [Ana08, AN07] pour des résultats de portée générale en terme
d’entropie. L’auteur de ce texte est plutét sceptique concernant la
conjecture Q.U.E., au vu de ce contre-exemple (bien que particu-
lier). Se pourrait-il que de tels contre-exemples soient de mesure
nulle parmi les modéles de systémes dynamique mélangeants mais
cependant dense ?

Idée de preuve du théoréme d’ergodicité quantique 3.3 (voir le texte
de N. Anantharaman (ce volume))

La fonction @ = a— [5  a(z, §)dug vérifie [5_a(z,£)dug = 0 et on
la notera a pour simplifier. On veut montrer que la variance quantique
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v

f §) | s— _____.:[g'i

Sp2 - -
équidistribué localisé en (0,0) équidistribué

FIGURE 18. Ce sont des phénoménes trés particuliers, et
« contre-intuitifs ». (a) Scars dans le modeéle du quantum cat
map en représentation de Husimi. C’est un état stationnaire
localisé sur une orbite périodique (ici de période 3). (b) En
représentation de Husimi, un paquet d’onde initial & t = 0,
évolue, s’étire selon la direction E, et s’équidistribue (et de
méme dans le passé). Mais curieusement dans cet exemple,
il y a une période exacte T' = 2tg aprés laquelle il rede-
vient identique & lui méme, avec tg ~ log(1/h)/log A appelé
temps d’Ehrenfest. Cette période explique en fait ’existence
du scars [FNDB03, FN04].

tend vers O :

68 S@=— ¥ [0m@w 0.

Ej€[E;E+h°]
On veut utiliser le fait que ; est un état stationnaire. Considérons
la moyenne temporelle de a :

1 T
(a)g := T/o a o ¢_dt.
Pour tout T > 0 fixé et h <K 1,0n a

Oma({a)r) = 7 [ Opaac g0

1

T
@) T /0 U(t)Ops(a)U(—t)dt + O(R).
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Or Opy(H)¢; = Ej; donc U(—t)y; = Bl et
[(%;10pr(a)¥;)| = [{¥;]U (¢)Ops(a)U (—t)¥;)| -

Ainsi on peut écrire

[(#310pn(a)¥5)| = [(¥3|0pr({@)7)¥5)| + O(R).

Ensuite, par Cauchy-Schwartz,

[(Ws10pa(@r)* < IOm((adr ol
= (%51(0pa({a)r)) w5
(35) ¢f|(opn((a)§~))¢j> + O(h),

et S@<— X (BIOn(@h)s) + 0
E;€[E;E+he]
= — Tr(x(Opa(H)(Opa({a)7))) + O(R)

M 1 \
= e a Z, d + O(h
(59),(37) VOI(EE) o5 < )T( £) HE ( )
avec une fonction x caractéristique de intervalle [E; E + i%] (en fait
une suite de fonctions C* qui ’approche). Finalement on montre que
lergodicité (prop.2.7) implique que [ (a)% (z,&)dpE o 0. Cela
o0
permet de déduire (58) en prenant T assez grand puis & — 0. a

3.4. Distribution des valeurs propres

On s’intéresse maintenant aux valeurs propres (Ej;); de (55) des
opérateurs Opy(H) & la limite i — 0. Les résultats suivants décrivent
ces spectres & des échelles AE de plus en plus fines par rapport a h.
Pour atteindre ces échelles AF plus fines, il faut comprendre la dyna-
mique quantique sur des échelles de temps At de plus en plus longues,
d’apreés la relation AE - At ~ k (en effet F,t sont des variables conju-
guées de Fourier comme D’atteste e *F*/* dans (25)). Voir figure 19.

3.4.a. Loi de Weyl. Elle décrit le spectre de Opp(H) & DPéchelle
AE > h et montre que le nombre de valeurs propres dans un
intervalle d’énergie est proportionnel au volume de 1’espace de phase
correspondant. Il n’y a pas d’hypothese sur la dynamique classique
(chaotique ou pas).
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Régime Semi-classique Interférences complexes
0 o} tg ~ log(1/h) tg ~ 1/hd1
| temps
énergie
AE =h/At
[ I I |
T C-h C-h/tg C-hd
Rf)sgluﬁon des
res
Atk C Théorie des orbites périodiques modes prop
AE > C.h Théoreme d’ergodicité quantique
Loi de Weyl Conjectures des Matrices aléatoires

FIGURE 19. Echelles de temps-énergie typiques en chaos
quantique, a la limite & — 0 et d’aprés la relation AE-At~h.
Ici C' désigne une constante arbitraire mais indépendante
de h et tg ~ log(1/h)/log A est le temps d’Ehrenfest.
ty = h9~! est le temps d’Heisenberg qui est beaucoup plus

long.

Théoréme 3.5 (loi de Weyl, [Zwo12]). Pour tout 0 < aa <1 et i — 0,
en posant Vol(Xg) = [5_duEg, on a

(59) #{j|Ej€[B;E+h} = (—2,%(%1(2@ +o(1)).

Idée de preuve. On considére une suite de fonctions x. : R - R
qui tendent vers la fonction caractéristique de l'intervalle [E, E + h?]
pour € — 0. Alors

Tr(xe(Opy(H))) (3=7) ﬁ /Xe(H(x»f))dwdf (5=6) (2:;)d S5 dpE,

et cela donne (59) & la limite € — 0. O

L’idée heuristique de la loi de Weyl est que, d’aprés le principe
d’incertitude, un état quantique occupe le volume (AzA¢)% ~ (2rk)?
(un quantum). Ainsi (59) compte le nombre de quanta dans la zone
d’espace des phases H~!([E; E + h%]) dont le volume est A*Vol(Zg).
Autrement dit la densité de valeurs propres (c’est-a-dire le nombre
par intervalle d’énergie) est p ~ Vol(Xg)/(2mh)<.
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En physique cette loi a de nombreuses applications. Elle permet
de déterminer le rayon des étoiles & neutron ou naines blanches(26)
en fonction de leur masse par exemple!

3.4.b. Formule des traces de Gutzwiller [Gut90]. Elle décrit les fluc-
tuations de densité dans le spectre de Opy(H) & ’échelle AE ~ Ch
en terme des orbites périodiques du flot. Il n’y a pas d’hypothése que
la dynamique classique soit chaotique ou pas.

3.4.c. Conjecture des matrices aléatoires. On suppose mainte-
nant un systéme générique®” dont la dynamique classique est
chaotique (mélangeante). Cette conjecture décrit le spectre de
Opi(H) a léchelle AE < Fh/log(1/h) ou la dynamique des états
pour t > tg. La loi de Weyl (59) nous dit que la densité de va-
leurs propres (c’est-a-dire le nombre par intervalle d’énergie) est
p := Vol(Xg)/(2mh)%. On considére les valeurs propres recentrées et
renormalisées E; := p - (E; — E) d’un modéle de chaos quantique.
Pour énoncer la conjecture, il nous faut définir :

Définition 3.6. L’ensemble de matrices aléatoires G.O.E est ’ensemble
des matrices symétriques réelles M = (M; ;); j=1—n avec la loi de pro-
babilité gaussienne invariante par changement de bases orthogonales

dP(M) = — exp(~ Tr(M*))dps(M)
avec
du(M) = ([licj dM;5) (11, dMi;), Te(M?) = 3, M%+2 Y, M7
et Z constante de normalisation.

Comme exemple de propriété statistique, considérons 1’écart s > 0
entre deux valeurs propres consécutives de M. On note P(s)ds la
densité de probabilité induite sur la variable s par la loi dP(M).

(2)Le calcul est simple. Par exemple dans 5-10° d’années, le Soleil se contractera
en naine blanche composée d’un plasma de carbone et d’oxygéne se refroidissant
vers une naine noire. La formule de Weyl prédit un rayon de ’ordre de R ~ 3000km
(celui de la Terre).

("0n connait des modéles de chaos quantique trés particuliers qui ne vérifient
pas cette conjecture : le flot géodésique sur une surface arithmétique, ou le cat
map dans le cas de période courtes [FNDBO3].
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Pour des matrices de grande taille N > 1 Wigner a montré que

T T
(60) P(s) ~ o8 exp (- 232).
Le facteur s qui apparait dans (60) exprime une répulsion des ni-
veauz(?® car un petit écart s < 1 est peu probable. Les calculs
numériques montrent que la distribution des écarts s; = Ejy1 — E;
d’un systéme de chaos quantique vérifie aussi cette loi, voir figure 20.
Voici une conjecture célebre en chaos quantique basée sur cette ob-
servation et sur des considérations heuristiques.

Conjecture 3.7 (loi d’universalité des matrices aléatoires, O. Bohigas et
al. 1984 [BGS84])

A Véchelle AE < 1/log(1/h), les valeurs propres remormali-
sées E'j ont les méme distributions statistiques que celles d’une ma-
trice aléatoire de l’ensemble G.O.E. donc indépendantes du systéme.

Densité
de probalpilité Spectre chaotique (Histogramme)
P(s) /
Formule de Wigner
Spectre non chaotique
Formule de Poisson

Ecart d’énergie s = Ej41 — B

FI1GURE 20. Distributions des écarts de valeurs propres s; =
(Ej4+1 — Ej); et formule de Wigner des matrices aléatoires.

3.5. Conclusion

Grace a l’analyse semi-classique, on peut étudier un probléme on-
dulatoire dans le régime de petites longueurs d’ondes | < L devant
la taille du systéme (par exemple I’évolution d’ondes quantiques, en
posant i = /L < 1) en étudiant au préalable la dynamique classique
associée qui est une dynamique de particules.

(28)Explica.tion heuristique de la répulsion de niveaux : pour une matrice 2 X 2,
H = (g ﬁ), ’écart des valeurs propres est s = 4/(a — b)?2 + ¢2 donc s = 0 est
« peu probable » car nécessite les conditions a = b et ¢ = 0. Plus précisément, si
z =a—b, y = c alors la mesure dzdy induit la mesure sds. Pour des matrices
hermitiennes on obtiendrait s2ds.
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Cette dynamique classique peut étre chaotique c’est-a-dire mani-
fester une forte sensibilité aux conditions initiales. Dans ce cas, les
propriétés de chaos classique ont une forte empreinte sur le com-
portement ondulatoire et rendent celui-ci trés complexe, encore mal
compris. Malgré tout, ’équation des ondes (ou équation de Schrédin-
ger) est une équation linéaire, et en chaos ondulatoire, la sensibilité
aux conditions initiales s’arréte a 1’échelle . De fagon équivalente,
le régime semi-classique c’est-a-dire intervalle de temps pour lequel
la correspondance classique-quantique est valable est t < tg avec
tg = log(1/h)/log A étant le temps d’Ehrenfest. Au-dela, il faut uti-
liser I’heuristique des matrices aléatoires qui est encore sous forme
conjecturale.

Les problématiques du chaos quantique sont trés présentes en phy-
sique ol il y a des phénomeénes ondulatoires (I'étude a commencé en
physique nucléaire) et en mathématique : cela concerne tous les mo-
deles mathématiques issus de la physique ondulatoire, mais aussi la
théorie des représentation des groupes et méme ’arithmétique, ot une
manifestation encore trés conjecturale et fascinante serait les statis-
tiques de matrices aléatoires dans la répartition des nombres premiers
et "'Hypothése de Riemann (voir [Gra03]).
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OPERATEURS PSEUDO-DIFFERENTIELS
SEMI-CLASSIQUES

par

Clotilde Fermanian Kammerer

Introduction

Le but de ce texte est de reprendre et de développer les outils évo-
qués dans celui de Frédéric Faure de cet ouvrage, lesquels seront uti-
lisés dans celui écrit par Nalini Anantharaman. Il s’agit tout particu-
lierement d’étudier les opérateurs pseudo-différentiels semi-classiques
et ce sera aussi l'occasion de parler de quelques développements de
cette théorie. En particulier, nous verrons comment ’approche semi-
classique permet de faire le lien entre mécanique classique et méca-
nique quantique.

Les opérateurs pseudo-différentiels semi-classiques sont les outils
de base de ’analyse semi-classique dont le développement est inti-
mement lié & celui de ’analyse micro-locale. L’analyse micro-locale
(qui utilise le calcul pseudo-différentiel général, c’est-a-dire sans le
petit parameétre appelé paramétre semi-classique que nous introdui-
rons plus loin) s’est développée en France dans les années 1970, en
particulier autour du séminaire Goulaouic-Schwartz qui avait lieu &
I’Ecole polytechnique. L’idée fondatrice de I’analyse micro-locale est
d’étudier une fonction simultanément dans la variable d’espace, aussi
appelé variable de position, et dans la variable de Fourier ou variable
d’impulsion. En effet, de nombreux phénomeénes nécessitent ces deux
approches pour étre bien compris, comme nous le verrons dans la
suite. Avec un tel point de vue, il est crucial de disposer d’opérateurs
de localisation en variables de position et d’impulsion, c’est le role
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des opérateurs pseudo-différentiels introduits par Shubin [Shu87] et
systématiquement étudiés par Hérmander [H6r79).

On peut voir ’analyse semi-classique comme étant issue de I’in-
térét d’une communauté imbibée de techniques micro-locales pour
des questions de physique théorique. Il s’agit alors d’utiliser des tech-
niques micro-locales en présence d’un petit parametre et d’analy-
ser les propriétés micro-locales des objets & la limite A — 0. Dans
sa « bibliographie commentée » [Hel] dont nous nous inspirons ici,
Bernard Helffer situe les débuts de I’analyse semi-classique autour
de 1977, prenant comme repére la date de la thése d’André Vo-
ros [Vor77] o I'on voit apparaitre dans un cadre semi-classique une
utilisation du calcul pseudo-différentiel. Le parameétre /i est trés sou-
vent lié & la constante de Planck mais il peut aussi résulter d’une
analyse fine de l'ordre de grandeur des quantités physiques mises en
jeu et d’un processus d’adimensionnement. C’est le cas par exemple
en chimie quantique ol 'analyse de la dynamique moléculaire dans
le cadre de ’approximation de Born-Oppenheimer s’est développée
avec une approche semi-classique. Le petit parameétre est alors lié au
quotient de la masse de 1’électron et de la masse moyenne du noyau
de la molécule étudiée (voir [BO27] par exemple).

C’est dans le cadre semi-classique que nous nous placerons ici et
nous ne considérerons pas la théorie générale des opérateurs pseudo-
différentiels. Le lecteur intéressé pourra se reporter aux nombreux
excellents ouvrages qui existent sur ce sujet. Nous pensons en par-
ticulier aux livres [AG91, DS99, Lerl0, Zwol2]. II faut noter que
des classes d’opérateurs pseudo-différentiels peuvent aussi étre défi-
nies sur des groupes qui ne sont pas commutatifs (a la différence de
Pespace euclidien ou du tore), que ce soit sur des groupes de Lie com-
pacts (voir [RT07]) ou des groupes de Lie non compacts comme dans
Particle [BFKG12] pour le groupe de Heisenberg, ou dans le livre ré-
cent [FR12] pour le cas général des groupes de Lie stratifiés; cette
théorie est donc encore en plein essor.

Nous nous intéresserons plus particuliérement & ce que peut appor-
ter le calcul pseudo-différentiel semi-classique & la mécanique quan-
tique. Nous avons vu dans le texte de Frédéric Faure (ce volume)
que la mécanique quantique est basée sur la notion de probabilité
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de présence et de fonction d’onde. Si cette derniére trouve une inter-
prétation physique dans le cadre de la mécanique bohmienne, initiée
par les physiciens Bohm et De Broglie, ce n’est pas le cas dans le
cadre classique de ’école de Copenhague ou, a la suite de Bohr et de
Heisenberg, par exemple, on considere que la fonction d’onde n’a pas
réellement de signification physique. C’est son module au carré qui
s’'interpréte en terme de densité de probabilité de présence.

Dans un espace de configuration M, la fonction d’onde 3" est un
élément de norme 1 dans I’espace L?(M) des fonctions de carré inté-
grable. Cette fonction dépend d’un parameétre & € R’ qui dépend des
constantes de la physique, en particulier de la constante de Planck et
que nous supposerons petit. En particulier, nous nous intéresserons
a la limite A — 0. La densité

nMz)dz = |¢"(z)|*dz

est une densité de probabilité sur M et c’est cette densité n® qui
permet de calculer les probabilités de la mécanique quantique. La
variable £ € M décrit une configuration particuliére de la particule
étudiée et si A est une partie mesurable de M, la quantité

Hm:AM@m

donne la probabilité de trouver la particule quantique dans une confi-
guration décrite par un point de la partie A. Dans ce texte, M sera
en général I’espace euclidien de dimension d, R%; mais nous considé-
rerons aussi le cas du tore T¢ de dimension d, ou bien le cas d’une
sous-variété de RY.

Les espaces fonctionnels de la mécanique quantique sont donc
construits sur ’espace de Lebesgue L?(M) des fonctions mesurables
et de carré intégrable sur M. Cet espace muni de la norme

s = ([ 15as) "

est un espace de Hilbert dont nous écrirons le produit scalaire

mm=Aﬂmmm;

Rappelons en particulier I'inégalité de Cauchy-Schwartz dont nous
ferons usage :

Vige (M), If,g)l <IIfllczllgllze.
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Dans le cas ot M = R%, nous allons voir que I’espace vectoriel
L%(R%) est muni d’un automorphisme donné par la transformée de
Fourier. Pour définir la transformée de Fourier, nous allons utiliser
Pespace . (R?) des fonctions & décroissance rapide sur R?, c’est-a-dire
des fonctions f € C°(R?) telles que

1 Va,Be NS, 3C,p>0, sup |z%02f(z)| < Cap,
B up, B
T

otl pour ¥ = (y1,...,7) € N% on pose
d
D =z{-x) et O =00 -0
On définit alors une application linéaire F sur .#(R?) en posant
F(f)=fou

Vies®Y, VeeR: f©)= [ (@)

Du fait des propriétés :
@ Vie{l....dl, 8, f() =i&f€), 9, F€)=iz;f(),

I’application & envoie .#(R%) dans lui-méme. On peut alors démon-
trer la formule d’inversion de Fourier

Vies®Y, f@)=@n [ e=rea,

qui nous dit que & est un isomorphisme de %(R%) dans lui-méme,
de bijection réciproque & ~1 définie par

Vge SRY, VaeR:, F o) =@m [ o).

On peut alors utiliser la densité de .#(R?) dans L?(R%) pour
étendre F en un automorphisme de l’espace vectoriel L?(R%). On
démontre alors le théoréme de Plancherel, a savoir
(3) Vf,9€ L’RY), (£,9)=(2m%f9),
ce qui implique que P’application (21)~%2.% est une transformation
unitaire de L2(R%).

Comme nous ’avons dit plus haut, certains phénoménes se com-
prennent mieux si on les étudie aussi dans les variables de Fourier.

Pensons par exemple aux obstructions & la convergence forte (ou
convergence en norme) vers 0 dans L?(R?) des familles

4)  un(@) =hY20 ((z — m0)/K) et wvn(z) = B(z)e™ 0/
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ot1 g, &y € R et ® € CP(R??) (C$°(R??) désigne I’espace des fonc-
tions C™ & support compact sur R¢). En effet, pour ces deux familles
nous avons

lvall L2 mey = llunllL2@ey = 1]l L2(rey # O-

Mais, si ’on multiplie uy par une fonction ¢, réguliére, bornée, et s’an-
nulant en xg, alors la norme de puy tend vers 0 lorsque £ tend vers 0.
Le point zp (qui est un point de concentration de la famille (uj))
est un point d’obstruction & la convergence forte de (uz) vers 0 dans
L%(R%). On se convaincra rapidement qu’il n’est pas possible de faire
la méme chose avec la famille (v) en travaillant dans les variables z.
Néanmoins, cela devient possible en se plagant dans les variables de
Fourier. En effet, dans ces variables, les oscillations de (vp) s’inter-
prétent comme une concentration sur & puisque ’on a

K255 (6/h) = K428 ((¢ - &) /h) .

En Fourier, on voit que c’est le vecteur & qui constitue ’obstruction
a la convergence forte de la famille (vg). Pour 1’éliminer, il suffit de
multiplier 95 par une fonction ¢, réguliére et bornée, et s’annulant
prés de &, apres avoir fait une mise & 1’échelle convenable. Pour
expliquer ce point, il est commode d’avoir quelques notations. On
associe a la fonction ¢ un opérateur sur L2(R%) noté ¢(AD) en posant

(5) Vf e L*(RY, F($(hD)f)(&) = ¢(h&)F(f)(€).

Un tel opérateur est appelé multiplicateur de Fourier car c’est tout
simplement un opérateur de multiplication dans les variables de Fou-
rier. La fonction de la variable &

F (¢(hD)vn)(§) = ¢(RE)F (vn)(£),

tend vers 0 en norme L2, et, par le théoréme de Plancherel (3) il en
est de méme pour ¢(AD)vs. L’action de 'opérateur ¢(AD) a permis
d’éliminer I'obstruction & la convergence forte que constituait le vec-
teur &. Pour des familles possédant simultanément des phénomeénes
de concentration et d’oscillation, on a besoin de disposer d’opérateurs
permettant de jouer simultanément sur les variables usuelles et les va-
riables de Fourier, c’est le role des opérateurs pseudo-différentiels.
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Dans I’exemple ci-dessus, on a vu apparaitre la fi-transformée de
Fourier, que nous noterons % et que ’on définit par

VieP®Y), VEeR:, SN =l (5):

Rappelons que le paramétre A appartient & RY ; les quantités in-
troduites ci-dessus sont donc bien définies. L’application (27)~%2.%
est un automorphisme unitaire de L?(R?). Avec cette transformée
de Fourier, on peut étudier la fonction f en variable de Fourier &
Péchelle 1/k. Traditionnellement, et & cause des relations (2), on in-
terpréte la variable de Fourier £ comme la variable d’impulsion et on
définit la densité en impulsion par

nh(€)dg = (2mh)~ | Zr(wh(©)| dt.

L’espace des positions-impulsions (z, £) est appelé ’espace des phases
et c’est dans cet espace que l'on veut travailler. Nous avons déja vu
dans la section 1 du texte de Frédéric Faure (ce volume), et nous
reverrons plus loin, comment cet espace s’interpréte comme 1’espace
cotangent 3 R? et comment on peut généraliser ces notions dans le
cas d’une variété M.

Pour étudier les densités en impulsion et en position, on les teste
contre des fonctions de C§°(R?). On peut représenter ces deux tests
comme 1’action d’un opérateur sur la fonction d’onde :

VoeCF®Y), [ p@n @iz = W e,
Vo OF®Y, [ OO = (" d(RD)Y) aquey,

ou l'opérateur p(z) est 'opérateur de multiplication par ¢(z) et 'opé-
rateur ¢(AD) est le multiplicateur de Fourier défini sur L%(R¢) par
la relation (5). On appelle observables les fonctions ¢(z) et #(¢), on
leur a associé des opérateurs dont l’action sur les fonctions d’onde
renseigne sur la valeur moyenne des observables ¢(z) et ¢(£) pour
le systeme étudié. Comme nous P’avons déja dit, 'intérét des opéra-
teurs pseudo-différentiels est de concilier les points de vue position et
impulsion en permettant de considérer des observables qui soient des
fonctions des deux variables x et £. Il s’agit donc de construire une
algebre d’opérateurs contenant les opérateurs de multiplication en va-
riable de position ainsi que les multiplicateurs de Fourier, c¢’est-a-dire
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de trouver un processus de quantification associant & une fonction
a € C§°(R??) un opérateur Opy(a) défini sur L2(R?). On demandera
a ce processus de quantification que dans le cas ol a ne dépend que
de z, I'opérateur obtenu est I'opérateur de multiplication par a(x)
tandis que si a ne dépend que de &, on retrouve l'opérateur a(hD).

Un point de vue équivalent consiste & dire que I'on va remplacer
les densités n”(z) et ni(f) par une densité généralisée w”(z,£) dont
les densités n(z) et n?(¢) seront les marginales en ¢ et en x res-
pectivement, c’est-a-dire qu’on les retrouvera en projetant w”(z,&)
sur ’espace des z ou ’espace des £ respectivement. Plus précisément,
pour toute fonction ¢, € C$°(R?), on aura

Lop@nt@de= [ otz edude,
R4 R2d
[ 9@ e = [ g€z, e)do .
R R2d

Cette idée remonte aux travaux du physicien théoricien Eugéne Paul
Wigner [Wig32]. Celui-ci partagea avec deux autres physiciens le prix
Nobel de physique 1963 pour ses contributions a la théorie du noyau
atomique [Wigh9]. L’utilisation de la transformée de Wigner permet
de profiter d’un cadre de travail trés confortable méme si cela se
fait au prix d’une légére perte de structure car la fonction w”, que
I'on appelle alors transformée de Wigner de la famille 4", n’est pas
une densité, tout simplement parce que ce n’est pas une fonction
positive. Cette fonction w” est dans L2(R??) et son action contre
des observables a(z,£) € C$°(R??) prend son sens le plus achevé
dans le cadre de la théorie des distributions de Laurent Schwartz,
personnalité marquante de I’Ecole polytechnique.

Le processus de quantification que nous allons utiliser permet de
transcrire I’action de w" sur une fonction test a en terme d’action de
'opérateur Opy,(a) sur la fonction d’onde *

|0 8@ 90"(@,€)do dE = (", Opr(@)") oy

Nous verrons que la positivité « perdue » de la transformée de Wigner
se retrouve en passant a la limite 7 — 0; on peut alors montrer que
toute limite faible (au sens des distributions) de w” est une mesure
positive. C’est la théorie des mesures semi-classiques ou mesures de



60 CLOTILDE FERMANIAN KAMMERER

Wigner dont 'utilisation a permis par exemple de démontrer d’im-
portants résultats sur les fonctions propres du laplacien sur une sous-
variété (voir [GL93] et [AM14] par exemple) ainsi que dans d’autres
domaines.

Nous commencerons par donner la définition et les premiéres pro-
priétés des opérateurs pseudo-différentiels sur R%. En particulier, nous
nous attacherons & étudier 1’action de ces opérateurs sur LZ(R?) et
décrirons quelques résultats de calcul symbolique pseudo-différentiel
(formules de composition, inégalité de Garding, calcul fonctionnel,
théoréme d’Egorov). Puis, nous nous intéresserons aux propriétés
des opérateurs pseudo-différentiels liées a des aspects géométriques.
Cette analyse nous permettra d’étudier la structure géométrique de
P’espace des phases et ouvrira la voie a la généralisation du calcul
pseudo-différentiel sur des variétés. Dans un dernier chapitre, nous
nous intéresserons au cas des opérateurs pseudo-différentiels sur le
tore.

1. Opérateurs pseudo-différentiels semi-classiques sur R?

1.1. Définitions

Opérateur pseudo-différentiel. Soit a € C§°(R??) et A € ]0, 1] un petit
parameétre. On définit 'opérateur pseudo-différentiel semi-classique
de symbole a par son action sur les fonctions & décroissance rapide.
Rappelons que de telles fonctions sont indéfiniment dérivables et
vérifient (1). On pose alors

6) VfesmY, |
Opn(@)f(2) = (211 [ a(h(o+1), )k f(y)dyde.

Comme on I'a fait remarquer précédemment, si a = a(z), Op;(a) est
Popérateur de multiplication par a(z). Et si a = a(§), alors Opy(a)
est le multiplicateur de Fourier a(AD) défini en (5).

Transformée de Wigner. Soit (¢")s>0 une famille bornée de L2(R%).
La transformée de Wigner de (1/*)s>0 est définie par

wh(z,£) = (2m)~¢ /R LY + /2P (z — ho/2)dv.
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On remarquera que la fonction w” est une fonction de L?(R??) avec
w72 gaay = (27R) 16" 22 (a)-

Ce contrdle en norme L? de w” n’est pas uniforme en 4. Néanmoins
il nous permet de définir la quantité fpea a(z, &)w(z, £)dz dé comme
l'intégrale d’une fonction L!(R?¢). L’analyse de I'opérateur Opy(a)
sur L2(R%) nous permettra d’établir des contréles uniformes en A.

Le lien entre opérateur pseudo-différentiel et transformée de
Wigner est alors donné par la relation

Vae GF®™), [ a(@,eul(@,)dade = Op@)d", ") oy

1.2. Action sur la classe de Schwartz

Dans cette section, nous allons étudier ’action des opérateurs
pseudo-différentiels dans I’ensemble . (R¢) des fonctions & décrois-
sance rapide. Nous allons démontrer la proposition suivante.

Proposition 1.1. L’opérateur Opy(a) envoie & (R?) sur lui-méme.

Démonstration. 1l faut d’abord remarquer que si f € S(R%), l'inté-
grale (6) est convergente & cause de la décroissance rapide de f et
parce que a est & support compact. Le fait que Opp(a)f est dans
& (R?) vient ensuite de deux observations qui sont & la base de ’ana-
lyse des opérateurs pseudo-différentiels. Il s’agit de deux intégrations
par parties extrémement simples. Pour j € {1,...,d}, on remarque
tout d’abord que ’on a

0z;[(Opa(a)f)] ()
B %(%h)_d /de Oa;0(3(z +1),€) AW f(y)dy

—@rr) [ a(h(e+9),) 8y, (HECE) f(w)dyde.

Une intégration par parties permet de transformer le deuxiéme terme
du membre de droite, on écrit

/de a(%(m +9), 5) 6%‘ (e%&(z_y))f(y)dy 3
- _l d aa:ja'(% (z +y), f) 3%5'(w_y)f(y)dy d¢

2 JRr2
[ alha-+ ). )b 0, )y,
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On en déduit
9z;[(Opp(a) )] (z)
= (2rh) /R On;a(}(@ +y), ) RV f(y)dy de

+ @) [ a(h(o+),) HC0,, f(y)dy dg
= Op4(a) @z, /)(z) + Op1(3s,a) (@)

et ces intégrales sont bien définies puisque 9;;a est 4 support compact
et Oz, f(z) & décroissance rapide. Par ailleurs

z;Opy(a)f(x) " .
= @en) 2 [ a(b(a+1),€) 0, (A€ fly)ay e

+ @)~ [ a(h(e+1),6) eHE Iy f(y)dyde.

Une intégration par parties dans le premier terme du membre de
droite donne

[0 a3 +3),6) 0 (e4 ) f(y)ay dg

- /Rza O,a(3(z +y),€) AV f(y)dy de.
On obtient alors

z;0ps(a)f(z) ‘
= in(enh) ¢ [ 9ga(b(a+y),€) HEIf(y)dyde

+@rn)™ [ alha+),8) Ky f(g)dyde

= Opy(a)(z; f)(z) + ihOps(0¢; a) f (x)
et ces intégrales sont bien définies puisque J¢;a est & support compact

et z; f(z) & décroissance rapide. O

On remarquera en passant que 1’on a montré des formules de com-
mutation. En effet, si A et B sont deux opérateurs, notons [A, B] leur
commutateur défini par

[A,B] = AB — BA.
Alors le calcul ci-dessus nous donne
[0z;, Opp(a)] = Opy(0z;a) et [z, Opp(a)] = ih Opy (9, a).
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Nous verrons au paragraphe 3 que ’on peut généraliser ces formules
de commutation.

1.3. Autres choix de quantification

On doit au mathématicien (et physicien théoricien) Hermann Weyl
les premiers travaux visant & associer & une observable a(z,£) un
opérateur, c’est-a-dire & « quantifier » I’observable a(z, ). C’est pour
cette raison que l’on appelle quantification de Weyl le procédé donné
par ’équation (6) pour associer & la fonction a 1'opérateur Opg(a),
procédé qu'’il a proposé dans [Wey27]. D’autres choix de quantifica-
tion sont possibles et utilisés : on parle de la quantification classique
ou quantification gauche avec 'opérateur a(z, D) défini par

VfeSRY), a(z,hD)f(z)=(2nh)~¢ /R a(w,€) et =W f(y)dy de.

On peut voir la quantification de Weyl et la quantification classique
comme des cas particuliers de la t-quantification définie par

Vfe L (RY),
Opf(a)f(z) = (2mh) ™ /]R a(tz + (1 - t)y, &) ek V) f(y)dy de.

Le choix de ¢ = 1/2 correspond & la quantification de Weyl tandis
que le choix ¢ = 1 donne la quantification classique. On peut montrer
(et on le verra dans le paragraphe suivant) que les opérateurs associés
au méme symbole a par ces différentes quantifications différent d’un
O(h), en tant qu’opérateurs agissant sur L?(R?). L’avantage de la
quantification de Weyl réside dans le fait que 'opérateur ainsi défini
est auto-adjoint dés que a est & valeurs réelles, comme nous le verrons
dans la suite. Remarquons aussi que pour des fonctions ne dépendant
que de la variable z ou bien de la variable £, ces quantifications sont
équivalentes.

Remarque. Nous terminons par une remarque mettant en lumiére
le lien entre la définition que nous avons donnée ici et celle don-
née dans la section 1.2 du texte de Frédéric Faure dans ce volume
(voir I’équation (32)). Soit @ la fonction définie via la transformation
de Fourier par

(@,€) = (2m) ™ [ (e, e’ 8 Dy,
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nous obtenons

O = (2 —d 5 , Wy T
pr(a)f(y) = (2m) (s R a(wg, we)e

x [(amhyd [ cletet ) f(y)dy de | dwgd
(,£)eR?

= (271-)—11 A a(wz, wg)eiw,,-meiwg.(hD)f(m)dwmdwé’

d’ou la formule
Opy(a) = (2m)~¢ / i ) T O i .
R

2. Action sur L?(R9)

L’analyse de I'action des opérateurs pseudo-différentiels sur L2(R?)
se fait aisément une fois que 'on a remarqué que Opj(a) est un opé-
rateur 4 noyau. Rappelons que ’on dit qu’un opérateur P défini sur
un espace fonctionnel adéquat admet comme noyau la fonction & dé-
finie sur R?¢ si 'image par P d’une fonction f du domaine de P est
donnée par la formule

Pi(@) = [  ken)f W
Dans le cas de 1'opérateur Opg(a), son noyau est la fonction
bn(e,0) = @n0) [ e a(ha+y),€)ae

R

(7)
= 1 Ko(L(z +9), h (@ — 1))
Ka(X,0) = (2m)~ [ eh€7a (X, 0) .

La fonction K est donc la transformée de Fourier inverse de la fonc-
tion & — a(X,&). Nous noterons 9€_Ia (X,-) cette transformée de
Fourier inverse, afin de rappeler que la variable X est fixée et que
Paspect Fourier concerne la variable £&. On a donc

8)  Ka(X,v) = (2m)"° /R LeRa(X,6)de = Fla (X,v).

Notons qu’on peut retrouver le symbole & partir du noyau grace a la
formule

©) of,6) = [, Kala, o)
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Pour estimer la norme d’un opérateur & noyau sur L%(R%), nous al-
lons utiliser le lemme de Schur auquel nous consacrons le paragraphe
suivant.

2.1. Lemme de Schur

Le lemme de Schur permet d’étudier la norme d’opérateurs & noyau
définis sur L?(R%). Nous notons .#(L?(R¢)) ’ensemble des endomor-
phismes continus de L?(R%) et posons

VP e L(L*RY), |Plgremay= sup |Pfllr2qe)-

L2Rd) ™
Lemme 2.1. Soit P un opérateur sur L*(R?%) de noyau k(z,y) :
Pi() = [ k@ u)f@)dy.
S’il existe C > 0 tel que

sup [ |k(z,y)|dz < C et sup [ |k(z,y)|ldy<C,
y€ER4 z€R?

alors P est un opérateur borné de L*(R?) dans L?(RY) et
1Pl #(z2mey < C.
Démonstration. Soit f € L?(R%). On écrit
1P/ Eawe = [ IPF@ do
= [ Ko, 0k @) G)do dydz.

En utilisant ,

F@TE)| < 5 (F@P+1FEP),
on obtient (en utilisant le théoréme de Fubini pour intervertir les
ordres d’intégration)

1PlEme < 5 [ ([ W@ llr@Pay) ([ kG, 2)idz) de
+3 [ ([ @ 2llr@Rae) ( [ k@ idy) do
<CIfIP. =

Une conséquence immédiate du lemme de Schur est le corollaire
suivant
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Corollaire 2.2. Soit P, un opérateur de noyau kr(z,y) de la forme
kn(z,y) = KK (3(z +9), 5(z — )
et tel que la fonction K vérifie
N(K) :=/ sup |K(X,v|dv < +00.
XeRd
Alors Vopérateur Py est un opérateur borné sur L2(R?) et
|1 Pall 2 (z2(meyy < N (K).
Démonstration. Pour z € R%, on a
[ 1ntawldy = [ 1K @ ho/2,0)ldo < [ sup [KCX,v)ldv.
XeR
De méme, pour y € R%,
[in@p)lde = [ 1K @+ ho20)ldo < [ sup |K(X,)ldv.
XeR

Le corollaire 2.2 est alors une conséquence directe du lemme de Schur.

2.2. Application aux opérateurs pseudo-différentiels

Nous pouvons maintenant étudier ’opérance sur L?(R?) des opéra-
teurs pseudo-différentiels. En effet, le corollaire 2.2 ci-dessus implique
le résultat suivant.

Théoréme 2.3. Pour a€ CP(R?), la famille d’opérateurs (Opy(a))pso
est bornée dans £ (L*(R%)) et

— -1
I0pA(@) 2wy < O(0) = [, sup |70 (X, 0)] v

Si on veut estimer la constante C(a) en fonction de normes por-

tant directement sur la fonction a et non sur sa transformée de Fou-

rier, on peut remarquer que pour v € R? et o € N¢,
v Fa (X, 0) = F;H(=Dg)%a) (X,v),

ot1 pour & = (ay,- -+ ,aq) € N on pose

1,\® (1, \%
D?=(;3&) "'(;3&1) :
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Par conséquent, pour tout n € N,
/ sup |9€‘1a(X, v)|dv
R¢ X cRd

< / sup |<9?_1 ((1 + |D5|2)"/2a) (X, v)l (1 + |v]?)"dv
Re xeRd

<C sup |#71((1+|Del?)™?a) (X,0)| / 1+ [v[?)"dv
(X,v)eRd Rd

2\n/2
SO, [+ 1DePy"2al, gy

Ainsi, nous avons le corollaire suivant ot I’on utilise la notation
Vy=(1.., 1) €N, yl=m+- +
Corollaire 2.4. Il existe une constante ¢ > 0 telle que

(10) VaGCB”(RZd), ||0Pn(a)||.sf(L2(Rd))

<c sup sup ||a§a(a;, .)
BeNe zeRd
1Bl<d+1

L1(Rd)

On peut remarquer que ce résultat permet de définir des opérateurs
pseudo-différentiels pour des symboles comportant peu de régularité
en z. Il suffit que a soit & support compact et que 8? a soit bornée et
intégrable pour tout multi-indice 8 € N¢ tel que |8 < d + 1.

Ici, on a choisi une estimation de la norme de Op;(a) qui ne
« consomme » que des dérivées en ¢ mais en nombre conséquent. En
jouant avec la transformée de Fourier, on peut obtenir une estimation
analogue ne « consommant » que des dérivées dans la variable z. En
effet, si a(z,€) = a(,z), on a

(f,Opn(a)g) = (2m)~UFn(f), Opn(a) Fn(9)), Vf,g€ LA(RY).
On en déduit
I0PA(a)ll (z2mey) = (27) OPA(@) | 2 (r2mey)
et le corollaire 2.4 donne
< s *y )
(1) 0pa(@)l #zzmey < C sup sup 07a(, )l 1 )
|8l<d+1

pour une constante C' > 0 indépendante de a et de 7.
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L’estimation la plus utilisée dans la littérature est celle de
Calderén-Vaillancourt [CVT71] : il existe N € N* et C > 0 tel que
pour tout a € C§°(R??),

< (64
(12)  10Pn(@)lpuamey <O sup - sup [050a(z,6)]

L’avantage de cette estimation est de faire intervenir des
normes L™ et non des normes L' comme dans les estimation
(10) ou (11). En particulier, si w” est la transformée de Wigner
d’une famille (¢®) uniformément bornée dans L2(R?), on obtient le
contréle : Va € C°(R?),

(13)

/ a(z, &)wh(t, z,€)dz dé|<C sup  sup |8§‘8€ﬂa(m,§)|.
2d lal+|BISN (z,£)€R?

Cette derniére estimation (13) montre que w” définit une distribution
sur R?? car 1'estimation (13) correspond exactement au contréle que
doit vérifier une forme linéaire sur C§°(R??) pour étre une distribu-
tion au sens de la théorie développée par Laurent Schwartz (voir le
paragraphe 2 page 6 du livre [AG91]).

Le lecteur intéressé pourra consulter avec profit l’article [CV71]
dans lequel est démontrée ’estimation (12) et précisé l'entier N ;
il y est montré (dans le cadre de la quantification classique) que le
contréle des dérivées du symbole est seulement nécessaire pour des
multi-entiers a = (ay,...,aq) et § = (B1,...,B4) tels que a;,6; €
{0,1,2,3} pour tout j € {1,...,d}. A notre connaissance, lesti-
mation la moins cofiteuse en termes de dérivées est due & Hwang
(voir [Hwa87] ou P'exercice 5.3 p. 59 de [AG91]), pour la quantification
classique également : il existe C' > 0 tel que pour tout a € C§°(R?9),
la(z, D)l #zemay <C D2 sup |020fa(z, )|

ae{0,1)¢ (@g)eR?
Be{o0,1}¢

3. Premiéres propriétés des opérateurs pseudo-différentiel

Dans ce paragraphe, nous décrivons quelques propriétés des opé-
rateurs pseudo-différentiels en tant qu’opérateurs sur I’espace de Hil-
bert s# = L%(R?). Ce sont essentiellement des propriétés directement
liées au noyau de 'opérateur. Nous comparerons aussi les différentes
quantifications que nous avons vues précédemment.
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3.1. Opérateurs de Hilbert-Schmidt

Rappelons quelques notions concernant les opérateurs définis sur
un espace de Hilbert J#. Soit (en)nez une base hilbertienne de J#
et P un opérateur défini sur S#. On dit que 'opérateur P est un opé-
rateur de Hilbert-Schmidt si la série 3 ,,cz || Pen||% est convergente.
La fonction

1/2
P Pl = (3 1Pl )
nez
est alors une norme sur ’espace vectoriel des opérateurs de Hilbert-
Schmidt. On peut remarquer que si ’on a une autre base hilbertienne
(€n)nez, alors

IPenl%e = 3" (& Pen)? et [|PliEis = > (&, Pen)™.
PEZ n,pEZL

Proposition 3.1. Soit P un opérateur de noyau k sur ’espace de Hilbert
H# = L2(R?) et tel que k € L?(R?%). Alors P est un opérateur de
Hilbert-Schmidt et

|1 Pllas = ||kl 2 (r2a)-
Démonstration. Soit (en)nez une base hilbertienne de L2(R%), on a
1Peallta = [ (@, 0)E(@, en(w)en(z)dy dz da,

oll 'on a utilisé le théoréme de Fubini pour intervertir les ordres
d’intégration. En effet, on remarque que pour tout (z,y, z) € R3¢,

[5Gz, 9)E(@, en@)2n(2)] < 5 (Ien@)PIr(, ) + len(a) PIk(, 1))

Comme la fonction (z,y,2) — |en(y)|?|k(z, 2)|? est une fonction de
L'(R3%) par hypothése, on en déduit que la fonction (z,y,z) ~
k(z,y)k(z, 2)en(y)en(2) aussi et nous pouvons donc utiliser le théo-
réme de Fubini.

Notons ¢, la fonction de L%(R%) définie pour n € Z par

cn(z) = /Rd k(z, 2)en(2)dz = (k(z, ), €n).
On a donc par le théoréme de Fubini

1Penlla = [ lea(a)Pda, Vnez.
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Comme
Il = X ([ @) = [ (3 len@)Pde),
nez R R \ rez
on en déduit la convergence de la famille }",,cz || Pen||2; et la relation
attendue. a

Les implications de ce résultat pour les opérateurs pseudo-
différentiels sont immédiates.

Corollaire 3.2. Soit a € C$°(R?®). Alors l'opérateur Opy(a) est un
opérateur Hilbert-Schmidt et
I0PA(a) s z2 ey = (275)~2||al| 2 (raa)-

Notons que la norme Hilbert-Schmidt de Op;(a) est une fonction
non bornée de .

3.2. Role de la diagonale dans le noyau d’un opérateur
pseudo-différentiel

Une propriété importante des opérateurs pseudo-différentiels semi-
classiques consiste en le fait que ’on peut modifier le noyau en dehors
de la diagonale {z = y} sans que cela entraine de modifications de
l'opérateur au premier ordre en 4. Rappelons que si a € C§°, le noyau
de lopérateur Opg(a) est la fonction ky définie dans (7) par

kﬁ(x’ y) = h_d'gg_la(%(:v + y)’ }li(x - y))

Nous allons montrer que la partie la plus importante du noyau kp,
d’un opérateur Opp(a) réside sur la diagonale {z = y}.

Proposition 3.3. Soit a € CP(R%), x € C(R?) telle que x(0) = 1,
0 > 0. Soit Psy, l'opérateur de noyau

ksp(2,y) = kn(@, y)x((z — 9)/9)-
Alors dans £(L*(R%)), on a pour tout N € N
Opr(a) = Pon+ O ((B/6)™N).
Démonstration. Nous écrivons
Opj(a) = Psp+ Ry
oll Ry est Popérateur de noyau A%y ((z +y), (z — y)) avec
ri(X,v) = ﬁgla(X, v) (1 — x(hv/9)).
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On remarque alors que la fonction u — 1 — x(u) s’annule en u = 0 et
peut donc s’écrire

1— x(u) = [u|*NOn (u)
avec Oy € C*®(R?), 8 bornée ainsi que toutes ses dérivées. On peut
donc écrire

r(X,v) = (5/8)*" F: a(X,v)|v|*N 6n (v /5)
= (/8" i (—AY a)(X,v)0 (0 /),
ou l'on a utilisé que pour j € {1,...,d},
vjé’?gla(X, v) = e975_1(&5?5].&)()(, v), V(X,v)€R%,
On obtient

/R 2 S5 Irn(X, v)ldv
< 4oy Onlom) [ sup |25 (~AYa) e )l
EAS

On en déduit par le corollaire 2.2
I Rxll 2 (z2mayy = O((B/6)*N). o
3.3. Comparaison des différentes quantifications
Nous allons comparer les différentes quantifications introduites au
paragraphe 1.3 en analysant les noyaux de ces opérateurs. Il suffit de
comparer la quantification de Weyl et la ¢-quantification pour n’im-
porte quel ¢ € ]0,1].
Proposition 3.4. Pourt € 0,1, a € CP(R?), on a dans L(L*(R?)),
Opy(a) = Opk(a) + O(h).
Démonstration. On part du fait que le noyau de Op}(a) est la fonction
%a,t(x,y) = h—dKa,t(%(m +9), %(1’ - y))
avec
Kaa(X,v) = Fa(X + h(t — 1/2)v,v).
La formule de Taylor avec reste intégral permet d’écrire
Kot(X,v) = Ko(X,v) + h(t — 1/2) Br(X, v),

1
ol By(X,v)=v- [ F7YVga)(X + hs(t —1/2)v,v)ds.
o ¢

Rappelons que si f € €*(R), le gradient de f, noté V£, est le vecteur
de R? de coordonnées 0z;f,1<j<d. On adonc

Opf(a) = Op(a) + At — 1/2)Rp,
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ou Ry est 'opérateur de noyau
ri(z,y) = KB (3(z + ), i(z —v))-
En utilisant
v F; (Vea)(X,v) = F 1 (iVe - Vea)(X,v), V(X,v) € R,
on obtient

By(X,v) = /01 9{1(ng -Vza) (X + ks(t — 1/2)v,v) ds.

Le fait que 'opérateur Rj soit un opérateur borné sur L?(R%), uni-
formément par rapport a A vient du corollaire 2.2 et de ’estimation

/ sup |Br(X,v)|dv
R? X R4

1
/0 F7L(iVz - Vea) (X + ha(t — 1/2)v,v)ds| dv

= sup
Ré X cRd

g/ sup I.?g_l (iVg - Vea) (Y, v)| dv. O
Re y eRd

4. Calcul symbolique

Dans cette partie nous allons démontrer un certain nombre de for-
mules concernant ’adjoint et la composition d’opérateurs pseudo-
différentiels. Ces formules reliant les symboles de ces opérateurs, on
parle de calcul symbolique. Nous décrirons ensuite différentes appli-
cations de ce calcul dont le théoréeme d’Egorov qui est évoqué dans le
texte de Frédéric Faure et utilisé dans celui de Nalini Anantharaman
(ce volume).

4.1. L’algébre des opérateurs pseudo-différentiels semi-

classiques
Proposition 4.1. Soit a,b € C$°(R??), alors, dans £ (L?(R?)),
(14) Opp(a)* = Opy(a),
h
(15) Op1(a)Op;(b) = Opy(ab) + 5; OPn ({a,0}) + O(R?),

h
(16)  [Opa(a), Opy(b)] = 7 Opn({a, b}) + O(®),
ot le crochet de Poisson des fonctions a et b est donné par
(17) {a,b} =V¢ea-Vzb—Veb- Vga.
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Il est important de remarquer que les formules de composition
restent valables si I'un des opérateurs est un opérateur différentiel a
coefficients C°. Nous verrons aussi dans le cours de la preuve que
I’on peut obtenir des formules asymptotiques & tout ordre en .

Enfin, notons qu’avec les autres choix de quantification introduits
en section 1.3, on obtient des formules du méme type mais elles se-
ront légérement différentes. En particulier, pour la quantification clas-
sique, la formule pour ’adjoint (14) présente un développement non
trivial en A et la formule sur le commutateur (16) présente un terme
non nul en A2,

Démonstration. La relation (14) est évidente puisque le noyau de
'opérateur Opj(a)* est la fonction (z,y) — kn(z,y), ot kp est re-
lié & a par (7). On a alors
kn(y,2) = h4F (@) (3(z + ), —F(z —v))
=hF @) (3(z +9), (=~ )

ou l'on a utilisé ﬁgl(f)('v) = .9?5"1(7)(—1)). Le noyau de Opy(a)*
est ainsi égal au noyau de Opp(a@) et ces deux opérateurs sont donc
égaux.

Etudions maintenant la formule de composition (15) : le noyau de
Opj(a) o Opy(b) est la fonction ky(z,y) donnée par

kh(wa y) ) ]
= (21rh)_2d/3d a(3(z+2), C)b(%(y+z),n)e%(z“z)'f"'%(z‘y)‘"dn d¢ dz.
R
Ecrivons kx(z,y) = h™¢Kx((z +)/2, (z — y)/h) avec
h h
— -2d bt —(w —
Kn(X,0) = m)2 [ a(X+5 (we0/2),¢)b(X+5 w-v/2) m)
X e—i(~(‘w—v/2)+in-(w+’u/2)d<~ d’I] dw.
Une formule de Taylor a I’ordre 2 permet d’écrire

Kﬁ(X, 'U) — (27r)—2d /Rad a(X, C)b(X, n)e—iC-(w—v/Z)+i17.('w+v/2)dC dn dw

+50n [+ 0/2) VaalX,0X,7)
(18) R x &~ iC-W=v/2+in(Wo/2) g g duy
+5en™ [ a(X,0) w—v/2) - Vab(X,n)

x —i¢-(w—v/2)+in-(w+v/2) d¢ dn d
+ h2rp(X,v), © ¢ dn dw
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ou
ra(X,v) = / LB (X,w+0/2—w+0/2) dw
R
avec
—2d 1
Bn(X,u,u') = (2% / 3 / u®8%a(X + shu, ()
lof+1gl=2 R 70

x (u)POPB(X + sha!, m)e’ *+1¥ d¢ dn ds.

En utilisant des intégrations par parties en ( et 7, on obtient

, (27r)"2d 1
19) Bp(X,uv)=——2— Y 828%a(X + shu, ()
2 Ial+l/3|=2/RZd/0 ‘

X 8,‘,"65 b(X + sha!,n)e v g dn ds

et on en déduit que la fonction (X,u,u') — By(X,u,u’) est unifor-
mément bornée par-rapport & £ : il existe Cp > 0 tel que

sup |Bh(Xa U, u/)l
(z,u,u’)ER3d . o
<Co sup sup [|020Fa(m, )l 1 (me) O2OEB(, )| L1 (re)-

lol+18|=2 zeRd4

Le méme argument donne :

(200 VN €N, 3Cn(a,b) >0,

sup  (1+ [u) (1 + [o/[*)"V|B(X, u,u')| < Cn(a,b)
(z,u,u’)ER34

avec

Cn(a,b)=  sup  sup Ilaé"af a(z, )| L1 (re) I|5‘$3£3 b(z, )|l L1 (re)-
|a|+|B|=2N+2 zeRd

Revenons maintenant & la fonction Kj : le méme type d’intégrations
par parties en et 7 et une intégration en w (qui engendre une masse
de Dirac 6(¢ — n)) permet d’écrire

(21) Kn(X,v) = KO(X,v) + Brp(X, v)
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avec

K’gl)(X, 'U) = (27T)—d /Rd a,(X, C)b(X’ C)e‘lcvdc
_ 2—’7; (27l')—d/Rd Vza(X, C) . ng(X, C)eic‘”d(

h )
+5:2m) ™ / , Vea(X, () - Vab(X, )e’dC.
R
On remarque alors que la fonction
kn(z,y) = KK} (3(@ +9), f(@ - )
est le noyau de 'opérateur
h h
Opy(ab + 5:Vea- Vab— 5-Vsa- Veb).
Par ailleurs, au vu de (20), on a
/ sup |ra(X,v)|dv < / sup |Br(X,u,u')|dv du < C,
Re X cRd Re X cRd
pour une constante C > 0. De ce fait, 'opérateur de noyau
hry, (%(w +y), iz — y)) est uniformément borné sur L2(R%)
par le corollaire 2.2. On déduit alors de I’équation (21) que

h h
Opy(a) o Opy(b) = Opy (ab + 5 Vea Vab— 5-Vsa- Veb) + O(h?)

dans .Z(L*(R%)).

La formule sur le commutateur (16) est une conséquence du calcul
précédent. Il faut juste remarquer que les termes d’ordre 2 engendrés
par la formule de Taylor dans (18) sont symétriques en a et b. En
effet

/dBO (X,w+v/2,w—v/2)dw
R

_en™ Y 0P6%a(X,€) 82ALb(X, €) € de
- 9 (' ’ ¢ Yz ’ .

o +]81=2
Ils engendrent donc des contributions identiques dans le développe-
ment de Opp(a)Opy,(b) et dans celui de Opy(b)Opy(a), lesquelles vont
s’annuler dans la formule du commutateur. O

Dans la preuve ci-dessus, on voit qu’en poussant le développement
de Taylor quelques crans plus loin, on obtiendrait un développement
asymptotique d’ordre supérieur pour la formule de composition. On
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voit que I’on peut réaliser cela & ’ordre que I’on veut. On a donc des
formules asymptotiques & tout ordre.

Le calcul symbolique a de nombreuses applications. Dans les para-
graphes suivants nous en décrivons quelques-unes.

4.2. Application 1 : ’approximation semi-classique et le
théoréme d’Egorov

Venons-en & 1’équation de Schrodinger qui décrit 1’évolution au
cours du temps d’une fonction d’onde 9 :

h2
(22) ihdgr = == Ap + V (2)¥,
avec une donnée initiale ¢g. Rappelons que la fonction

H(z,6) = 561 + V()

est appelée le hamiltonien de I’équation. En mettant des hypotheses
précises sur V, par exemple en supposant que V est un potentiel C* &
croissance au plus quadratique lorsque ||z|| tend vers l'infini, on peut
démontrer Iexistence d’une unique solution ¢t — %! associée & la
donnée 'l/)g € L%(R%), et qui est alors une fonction continue du temps
& valeurs dans L2(R%). Une facon d’exprimer ce résultat consiste &
démontrer que, sous ces hypothéses sur le potentiel, ’opérateur non
borné Opy(H) est auto-adjoint et & définir son propagateur U(t) grace
au théoréme spectral qui sera évoqué dans la section suivante. Soit

Ut) = e—iﬁOPn(H),
Popérateur U(t) est unitaire et vérifie
(23) ih%U(t) = Op;(H)U(t) = U(t)Opx(H), U(0)=1d.

La solution de (22) est donc donnée par ¥} = U (t)yf.

Nous avons aussi vu au paragraphe 1.1 du texte de Frédéric Faure
(ce volume) comment on associe au symbole H(z,{) des quantités
« classiques » telles que les trajectoires hamiltoniennes

(24) ¢t(a"a é') = (.'B(t), E(t))

N

ou

2(t) = £(t), z(0) = =,
£(t) = -VV(z(t), £(0)=¢.
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Par ailleurs, on a associé a ces trajectoires I'opérateur de Liouville %
défini par
Ya € C°°(R2d), Ya=aod_y,

et dont 1’évolution infinitésimale vérifie
d
(25) = (%0) = {H, Za},

ol le crochet de Poisson {e,«} a été défini dans (17).

Le théoréme d’Egorov décrit la conjugaison d’un opérateur pseudo-
différentiel semi-classique par le propagateur de Schrodinger. Il relie
ainsi ’évolution quantique (le propagateur de Schrédinger) & des
quantités classiques (I’opérateur de Liouville) et ce lien est fait & la
limite A — 0, appelée « limite semi-classique ». Nous sommes donc au
cceur de Papproximation semi-classique qui nous permet de retrouver
des équations de la mécanique classique en partant de la mécanique
quantique.

Théoréme 4.2. Soit a € CF(R??). Pour tout t € R on a I’égalité dans
Z(L*(R?),

U(~t) o Opy(a) 0 U(t) = Opy(Za) + O(R?|t]).
Démonstration. On définit pour s € [0,¢], ¢ > 0, 'opérateur
Ap(8) = U(—38)Opy(Z—sa)U(s).
On a donc
Ap(0) = Opp(Za) et An(t) = U(—t) o Opy(a) o U(2).
En utilisant (23) et (25), on écrit
2 40(s) = U(=9) 55 (001 (Zi-s0), Op(H)|~Ops ({H, Z-sa}) V(o)
Compte tenu du calcul symbolique

(Op(%-0), Op(H)] = 50Dy ({Gins0, H} + O,

d’ou p
— Ap(s) = O(K?
= An(s) = O(r®),
ce qui donne le résultat apres intégration entre s =0 et s =¢. O

Ce théoréme permet de décrire la transformée de Wigner au
temps t d’une famille de solutions de I’équation de Schrédinger (22).
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Corollaire 4.3. Soit w'(t), la transformée de Wigner de ¥f, solution
de (22). Alors, pour tout a € CS°(R%?),

[o(@, 60,5, 6)dode = [ (Zia)(a, (0, ,6)da dé+O(RIE).

En particulier, si (ng)h>o a une unique mesure semi-classique iy,
alors (W})r>0 @ une unique mesure semi-classique p: définie par

Vae OP®™, [ a(e,Odu(,8) = [ (Fa)@ duo(a,€).

Le résultat du corollaire 4.3 ouvre la voie au développement de
méthodes numériques efficaces pour calculer la transformée de Wigner
de la famille (¢th) h>0 en écrivant

Lol 0urt 2,00z ds ~ [ (a)(z, 0,2, iz de,
R2d R2¢

et il suffit de connaitre la transformée de Wigner de la fonction d’onde
au temps initial pour la calculer & un instant ¢ donné sans avoir a
résoudre numériquement des équations dépendant du parameétre A.
En effet, il existe des méthodes efficaces de résolution numérique per-
mettant de calculer les trajectoires hamiltoniennes ¢, et donc ’opéra-
teur de Liouville .%;. Cette méthode est beaucoup moins cofiteuse en
termes de temps de calcul que la résolution numérique de 1’équation
de Schrédinger car la présence de i dans (22) impose d’utiliser des pas
de discrétisation de trés petite taille. Des méthodes de ce type ont été
développées en particulier dans [LR10, FL12] avec des applications
en chimie quantique. On trouvera aussi dans [Las12] des schémas nu-
mériques basés sur le théoréeme d’Egorov et utilisant des termes de
correction issus d’une analyse fine du développement asymptotique
du commutateur dans le calcul symbolique.

4.3. Application 2 : inégalité de Garding

L’inégalité de Garding répond a la question du lien entre la po-
sitivité de la fonction a et la positivité de I’opérateur associé. Nous
démontrons ici une version faible de I'inégalité de Garding.

Proposition 4.4. Soit a € C°(R?) tel que a > 0. Alors, pour tout
8 >0, il existe Cs > 0 tel que pour tout f € L2(R%),

(f,0pn(a)f) > (8 + Csh®)lIf | arey, Y f € LP(RY).
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Sous les hypotheéses de la proposition ci-dessus, on peut démontrer
Pinégalité suivante :
3C>0, VieL*®Y), (f,0pn(a)f) > —CH|fl%gay

Cette inégalité est connue sous le nom d’inégalité de Fefferman-Phong
(voir [Zwo12] pour une preuve détaillée). Comme nous le verrons ci-
dessous, la version faible que nous avons énoncée dans la proposi-
tion 4.4 se démontre de fagon élémentaire et permet déja d’obtenir
des résultats intéressants a la limite 7 — 0.

Démonstration. La proposition repose sur ’observation que si a > 0,
on peut lui associer une « presque racine carrée » en considérant une
fonction x € C$°(R??) telle que x = 1 sur le support de a et en posant
pour §>0

by(2,€) = X(x,€) (a(z, &) +3)"".
On obtient ainsi une fonction by € C§° (R?9) telle que
b5(z,6)* = a(z,€) + 5% (2, ).
Le calcul symbolique donne alors dans .#(L%(R%)),
Opy(b;)*Opy(bs) = Ops(a) + & Opy(xX*(x, £)) + O(B?).
Considérons maintenant § > 0 et ajustons 8 de sorte que
3 10Pa0OC (@, €)) | (22 rey) < 6,
on obtient alors pour f € L%(R?),
0 < [|OpA(55) £ 11 = (£, Opn(b5)*Ops(b5) f)
= (f,0P4(@) f) + (£, Opn(x*(2, ) 1) + O (K[| f 32 gey)
< (f,008(@)f) + 01 FI22mey + O (U f 12y ) -
D’ot le résultat. O

Un corollaire important de I'inégalité de Garding est la positivité
des limites faibles des transformées de Wigner.

Théoréme 4.5. Soit (f™)pso une famille uniformément bornée dans
L2(R?), il existe une suite (fin)nen tendant vers 0 lorsque n tend vers
linfini et une mesure de Radon positive u telle que

(26) Va € CE[R™), (f™,Opy,(a)f™) —2 | a(z,€)du(z,€).

n—+oo JR
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Toute mesure y vérifiant (26) pour une certaine suite (fip)nen est
appelée mesure de Wigner ou mesure semi-classique de la famille
(f™#>0- Une famille donnée peut donc avoir plusieurs mesures semi-
classiques. On remarquera que les suites (up) et (v;) étudiées dans
I’introduction admettent chacune une unique mesure semi-classique
que ’on notera p, et u, et qui vérifient pour tout a € C$°(R?9),

[ 0@ (2,6 = 2m)% [ alo0,&)(BE)Pde
R2d Rd
~/RZd a(a")f)dﬂ‘v(w, f) = Ad a(:z:, Eo)lé(x)lzda;

Pour chacune de ces deux familles, on voit apparaitre les points d’obs-
truction & la convergence forte dans le support de sa mesure semi-
classique. Nous nous concentrons maintenant sur la preuve du théo-
réme 4.5.

Démonstration. La quantité
In(a) = (", Opp(a) ™)

étant bornée en % pour toute fonction a € C§°(R??), on peut en
extraire une sous suite convergente I, ,(a). En considérant une partie
dénombrable dense de ’ensemble C$°(R??) et en utilisant un principe
d’extraction diagonal, on construit une suite 7, pour laquelle I_(a)
a une limite pour tout a € C§°(R??). L’application qui associe & a la
limite I(a) de la suite Iy (a) est une forme linéaire sur C§°(R?9) et
I’inégalité de Garding montre que cette forme linéaire est positive.

Par ailleurs, en considérant une fonction x € C§°(R) telle que
0< x <1, x(u) =0 pour |u| > 2 et x(u) =1 pour |u|] < 1, on
obtient par le lemme de Fatou

VR>0, I(1)<I(x(z*+¢*/R))<C,

ou C est une constante strictement positive. On a donc I(1) < oo et
la positivité de I donne

Va € CeP(R*), I(|lallpoomeey — @) >0,
ce qui implique un contrdle de type mesure de la quantité I(a) :
Ya e CPR*), I(a)<C llall Lo (r24)-

La forme linéaire I définit donc une mesure de Radon positive p
sur R4, O
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L’utilisation des mesures semi-classiques s’est généralisée dans les
années 1990 avec les articles [LP93] ou [GL93] (voir aussi [GMMP97]).
Leur emploi a permis récemment de montrer d’importants résultats
sur la densité de suites de fonctions propres du laplacien sur le tore
(voir [AM14]). En effet, on peut relier les mesures semi-classiques
aux limites faibles des densités de probabilité de présence comme le
montre la proposition suivante.

Proposition 4.6. Soit 1 une mesure semi-classique de la famille (f*)
pour la sous-suite hy,.

(i) Pour tout ¢ € C(RY),

liminf [ ¢(@)f™ (a)"do > / (@) u(d, dE).

n—+
(i) Si (f®)rso est h-oscillante, c’est-d-dire si
lim su Fh(e)|? — 0,
0 Sup |§|>R/h|f @) dg —
alors pour tout ¢ € C(R?),

timinf [ o@)|f"@)Pdo = [ p@udz,do).

n—+00 JR

(iii) Si fP converge faiblement vers f lorsque n tend vers +oo,
c’est-d-dire si elle vérifie

Vge *RY), (f'g) — (f,9),

alors

@) VaeCP®Y), [ a@odu@€)> [ w01/ e,

On notera §(¢) ® |f(x)|?dz la mesure définie par le membre de
droite de I’équation (27).

Démonstration.

(i) On utilise la fonction x introduite dans la preuve du théo-
réme 4.5. On écrit pour R > 0,

[ @I @Pdo > (™, p(@)x (hmD/R) £
> (£, Oy, (9(@)x (¢/B)) ') + O(m).
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En passant & la limite n — +00, on obtient pour tout R > 0,

timint [ (@)l @)Pdo > [ plex (€/R) u(ds,de),
Re R2d

n—-+00

d’ou le résultat en faisant tendre R vers +oo.
(ii) On remarque que la condition de fA-oscillation implique que
pour la fonction x précédente, on a

limsup (1™, ¢(z) (1 = x (mD/R)) ') — 0.
On obtient donc le résultat annoncé en faisant tendre n puis R vers
Pinfini dans ’égalité
L o@If@Fdz = (1™, ¢(@x (mD/R) ™)
+(f™,¢(z) (1 - x (AD/R)) f*)
= (f™, Opy, (¢(2)x (€/R)) £ ) + O(hn)
+(f™,¢(z) (1 - x (AnD/R)) f*)
(iii) On pose g" = f* — f et on écrit pour a € C$°(R??),
(g™, Oy, (a)g™) = (1) +(2) + (3)
avec
M) = (™ 0m@f™) — [ a(@Ouds,dg),
(2) = (f,Op, (a)f) — (f™,Opy, (@) f) 2o 0
(3) = (f,0p, (@)™) = (Op, @)f, /™) + O(Fin)

oo /R / a(z,0)|f (z)*dz.

On en déduit que la mesure u(z,£) — |f(z)|?dz ® 6(¢) est une mesure
semi-classique de la famille (g")s0 et est donc une mesure positive,
on en déduit la relation (27). O

Une application intéressante de la proposition 4.6 est proposée dans
Particle [GL93]. Soit § € L?(RY) et S une fonction localement inté-
grable dont la dérivée au sens des distributions est aussi localement
intégrable. On suppose que dS # 0 presque partout, alors on peut
montrer que la suite f(x) = e¥5(®)/"g(z) converge faiblement vers 0
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lorsque % tend vers 0. La preuve de [GL93] consiste & étudier la trans-
formée de Wigner de la famille (f*)5>0, et & démontrer que ’unique
mesure semi-classique de cette famille est

Wz, €) = |8(z)*dz ® (¢ — dS(z)).

Une fois démontré que la famille (f*)s>o est A-oscillante, le ré-
sultat (iii) de la proposition 4.6 implique que toute limite faible
de (f*)r>o est nulle sous la condition dS # 0 presque partout. C’est
une preuve relativement simple d’un résultat que la faible régularité
supposée sur la fonction S rend difficile & démontrer. Nous renvoyons
le lecteur intéressé & l’article [GL93].

4.4. Application 3 : calcul fonctionnel

Notre deuxiéme application du calcul symbolique concerne le calcul
fonctionnel qui permet d’associer & certains opérateurs P un autre
opérateur ¢(A) obtenu comme « fonction » de P par une fonction
continue . Une fois établi un tel processus, et dans le cas ou P est
un opérateur pseudo-différentiel, on peut se demander s’il en est de
méme de 'opérateur ¢(P).

Rappelons qu’un opérateur P défini sur un espace de Hilbert J# est
dit auto-adjoint s’il est égal & son adjoint, P = P*. Un tel opérateur
a un spectre réel :

sp(P) ={A € C| P — A\Id est inversible} C R.

Pour les opérateurs auto-adjoints, il existe un théoréeme spectral qui
joue le réle du théoréme de diagonalisation des matrices hermitiennes.
Ce théoréme permet de décrire un opérateur auto-adjoint P gréce a
une mesure F()\) sur R supportée par le spectre de P et appelée
mesure spectrale de P, et & une famille de projecteurs R()\), appelés
projecteurs spectraux. On écrit

pP= /R AE(A)R(\)
et on a alors

VfeI}RY), Pf= /R RO)AE(N).

Dans le cas de P’espace de Hilbert s# = C¢, un opérateur auto-
adjoint est donné par une matrice hermitienne A et la mesure E()) est
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déterminée par les k valeurs propres distinctes de A, \; < --- < Mg :
EN) = Y, s(A-X),
1<j<k
et, pour j € {1,...,k}, le projecteur R(\;) n’est rien d’autre que le
projecteur sur le sous-espace propre associé & A;j. Dans le cas général,
la structure de la mesure E(\) est plus compliquée.

Toujours dans le cas J# = C9, si F est une fonction continue sur R

et & valeurs dans C, on définit la matrice F'(A) par
F(A) = Y F(4)RM).
1<k
De méme, dans le cas général, on définit 'opérateur F'(P) par la
formule
F(P) = /R FO)RO)AE()).
Nous renvoyons au livre [Dav95] pour une présentation du calcul fonc-
tionnel pour les opérateurs auto-adjoints.

Nous avons vu dans la section précédente que, lorsque le symbole a
est & valeurs réelles, ’opérateur Opy(a) est un opérateur auto-adjoint.
Il est donc légitime de se demander ce qui reste de la nature pseudo-
différentielle de I’opérateur, une fois qu’on I’a transformé par le calcul
fonctionnel. C’est & cette question que répond le théoréme suivant.

Théoréme 4.7. Soit a € C(R??) 4 valeurs réelles et ' € C(R).
Soit F(Opg(a)) Vopérateur associé par le calcul fonctionnel. Alors
dans £ (L*(R%))

F(Opy(a)) = Opy(F(a)) + O(R).

Ce théoréeme repose sur la formule de Helffer-Sjéstrand qui sera
décrite dans la proposition 4.8 ci-dessous. L’idée sous-jacente a cette
formule consiste 3 étendre la fonction F' en une fonction F' définie
sur le plan complexe et comportant de bonnes propriétés. Par 14, on
pense bien entendu au fait d’admettre des dérivées partielles en z
ou en y, mais aussi & des propriétés liées a la structure complexe.
Rappelons qu’a une fonction d’une variable complexe f‘, on associe

OF 1,0F .OF

% = 5 (g + Za—y) .
Une fonction F qui est une fonction de C(R2) en tant que fonction
des variables z et y et qui vérifie 8F/8z = 0 est dite holomorphe,
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elle est alors analytique. On va donc chercher & étendre F' au plan
complexe en étant compatible autant que possible avec cette struc-
ture analytique. Comme on va construire un prolongement & support
compact et qu’il n’existe pas de fonctions analytiques & support com-
pact autres que la fonction nulle, ce prolongement F sera appelé
prolongement presque analytique au sens ou BF‘/ 0% s’annulera sur la
droite réelle & un ordre aussi élevé que souhaité. Plus précisément, on
démontre la proposition qui suit.

Proposition 4.8 ([HS89] et [Dav95]). Soit F € C§°(R). Pour tout
Ny €N, il existe un prolongement presque analytique, c’est-a-dire une
fonction F € C§°(C) coincidant avec F sur R et telle que l'on ait
l’estimation

(28) VzeC, ’ —F(z)| < Clm()|™,
et ’égalité
(29)  VAeR, F(\)=—- / F(2)(A = 2)"1 dz,

ol dz est la mesure de Lebesgue sur C (dz = dzdy ot z = z + 1y).

La formule (29) est appelée formule de Helffer-Sjéstrand. Nous ren-
voyons a la fin de ce pgragraphe pour la preuve de la proposition 4.8
et la construction de F' et démontrons maintenant le théoréme 4.7.

Démonstration. Soit maintenant a € C§°(R??) & valeurs réelles. L'opé-
rateur Opy(a) est alors auto-adjoint par (14) et, par le théoréme spec-
tral ainsi que la formule (30), on peut écrire

@) FOm@) =1 [ 2 Fe) Opm@) -2)" da

En effet, si z € C \ R, Popérateur Opp(a) — z est inversible et la
norme de la résolvante (Opp(a) — z)~! est contrélée par la distance
de z au spectre qui est inclus dans R :

(31) 3C >0, [(Ops(a) —2) " lz@eme < ClIm(z)|
En choisissant Ny suffisamment grand dans (28), I'intégrale (30) est
bien définie.

Nous allons maintenant utiliser les formules de calcul symbolique.
Pour deux symboles b; et be, on a

Oph(bl)Oph(bz) = Oph(blbz) + hRp dans g(Lz(Rd))
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avec

|l Brll 22

<O( o sup 1@ )llnme) (oo sup 1¢ba(: i)
pour un certain N € N. Nous allons appliquer cette formule & b; =
a—z et by = (a— 2)~!; ces symboles ne sont pas  support compact
mais générent néanmoins des opérateurs bornés (avec des bornes dé-
pendant de 2) et & qui on peut appliquer le calcul symbolique. Ceci
permet d’écrire, pour tout z € C \ R,

Opp(a — 2)Opy((a — 2)71) = Opy(1) + ARy = Id +ARy,
avec || Ryl #(z2) < < |Im(2)|~™ pour un certain N; € N. En conjuguant
cette équation par la résolvante (Opp(a) — 2)~%, on en déduit grace
a (31)
Opy((a — 2)™) = (Opy(a) —2) ™" + hRp = (Ops(a — 2)) ™" + ARy,
avec || Bx|| #(z2) < C|Im(z)|~M~1. En choisissant No > Ni dans (28),
la formule d’Helffer-Sjostrand (30) donne alors

F(Opa(@) = —7 / a_F(z) Opa((a—2)7) dz+ O()
= Opp(- = /C — F(z)(a—2) dz) +O()
= Op;, (F(a)) + O(h). a

Il reste & démontrer la proposition 4.8.
Démonstration. Soit F, la fonction de C dans C définie par
@ Ve e, Ferin=(3rO@8 )@y
k=0
ou x(z,y) =0 (y/ vV1i+ :1:2) pour une fonction 6, paire, qui vaut 1 sur
[—1,1] et O sur l'intervalle | — 0o, —2] U [2, +00[. On remarquera que
oF 1% iy)k , 1 iy)"
5~ 2 (I;)F(k) (-’C)(k—!)) (Ozx +1i0yx) + EF(N"H)(w)(_n!)—X
On en déduit que lorsque y — 0, pour tout z € R,

9~ .\ No
gF(wﬂy) = O(ly|™),
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d’ou le nom de prolongement presque analytique, puisqu'’il est « ana-
lytique » (8zF = 0) sur la droite réelle.

Il reste & vérifier que la fonction F' vérifie bien ’équation (29). Pour
cela, on va utiliser un domaine auxiliaire. On choisit C > 0 tel que

Supp(F) c {z=z+iyeC||z|<C, |y| < C}
et on définit Qs pour 6 > 0 par

Q={2=z+iyeC|z|<C, éd< |yl < C}
On a alors

_ 1., 0 = _1
——/ Fz)(0 - )7 dz,= —— lim [ gz =2) d=

Par ailleurs, en remarquant que 925 ne rencontre le support de F
que le long de deux segments, la formule de Stokes nous donne

_1 /96 % F(2)(A - 2)~! de

T

= % /_"I'VN (I~7‘(.’L' +i0)(A —z — id)—l _ f‘(:z: —i0)(A—z + 7;5)—1) dz,

pour un certain N € Rt qui peut étre pris de sorte que |A\| < N.
Lorsque I’on remplace F' par ’expression (32), on voit apparaitre la
somme de trois termes

1 0 = _1
- | = - =A A A
- g5 P =)™ AL(2) = Ao + Asy + As
ou, pour j € {0,1,2},
Asj = 2;/ [(G’,(:v+u5)(:z:+u5 A~ 1-Gj(z—i8)(xz—i6—N)~ ]
avec pour tout (z,y) € R?,
Go(z +iy) = F(z)x(2,y),
Gl(m + 7'y) = zyF’(x)x(:c,y),
Ga(z +dy) = O(lyP).
L’équation (29) vient alors de I’observation.
A6,0 ‘:6 F()\), Ag’l 6—)‘_0) 0, A5,2 ‘:6 0.
La preuve de ces trois limites conclut donc la démonstration de la
proposition 4.8. O
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Il s’agit 14 de trois estimations élémentaires. Remarquons tout
d’abord qu’il existe une constante Cs telle que

C . .
A5l < 2 /N (IGa(z + i8)| + |Ga(z — i8)|) dz < 4N Cy .
Par ailleurs, la fonction 6 ayant été choisie paire, on peut écrire
) P zT—A
;/_ Fle )9(\/1+x )62+(:v—/\)2

<7 s [Pl /
™ [-N,N

dz

|As 1| =

N—) 1+u2

5 , (N =X)?+¢2
s (V= X2+
< 53, 1 opplelios (75 )

ce qui donne la convergence vers 0 de As 1 lorsque d tend vers 0. Enfin,
toujours en utilisant la parité de 6, on écrit

_l/+NF(a;) O —8(—s ) do
R A (x—=A)2+62 \V1+ 22

—l/¥'F(/\+6u) () &
BENE S X VI+ (A +6u)2/1+u?

On a donc
Aso 3 ZFOIXO) [ 1o = FOV,

ce qui conclut la preuve.

5. Opérateurs pseudo-différentiels sur une variété

Avant d’esquisser la maniére dont on étend la notion d’opéra-
teurs pseudo-différentiels au cas d’une variété, nous commencerons
par étudier la transformation d’un opérateur pseudo-différentiel semi-
classique par changement de variable. Cela nous permettra de mieux
comprendre la nature géométrique de ’espace des phases et de pou-
voir étendre ce calcul au cas des variétés.

5.1. Opérateurs pseudo-différentiels et changement de va-
riables

Soit k£ un C! difféomorphisme d’un voisinage U de zo € R? dans un

voisinage V de 0 € R%. Si z € U, k(z) est un vecteur de R?, x(z) =
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(k1(z),...,kq4(z)). On notera abusivement Vx la matrice dont les
lignes sont les vecteurs Vk;, c’est-a-dire la matrice de coefficient éme
ligne, j-éme colonne Ok;/0z;j(x). Comme k est un difféomorphisme
local, cette matrice est inversible pour tout z € U.

Si f est une fonction a support dans U, on lui associe k4 f & support
dans V définie par

kef = for™L.

L’application x, ainsi définie admet comme inverse x*, définie par
K*f=fok.
Proposition 5.1. Pour tout a € C*(V x RY), on a

l|x*Opp(a)sx — Opp(a o (T*k))|| #(z2(rey = O(R),

avec
(33) (T*R)(z,€) = (s(z), *Vr(z) 7€) .
Démonstration. On remarque que si f est & support dans V,
K" Opy(a)srf(z)

= (2rh)™¢ /de a(}(x(z) + 2),€)ert @2 £ o 71 (2)dz de.

Apreés changement de variable z = x(y), on voit que le noyau de cet
opérateur est la fonction

(349) ka(o,9)= @) 4] a(3(x(@) +x(1)),€)ehe <1, ()de,

ou Ji est le jacobien du changement de variable,

Ji(y) = |dét (Vr(y))|.
Ecrivons
(35) kh(xa y) = h_dKn(%(.’I: + y), %(.’B - y))
avec

Kn(X,v) = (2r)~¢ /R  REX/2) (X —h/2)

x a(3(5(X + hw/2) + £(X — hv/2)),€) Ju(X + hv/2)dE,.

Ici encore, nous allons utiliser des formules de Taylor. Une formule
de Taylor a ’ordre 1 avec reste intégral permet d’écrire

Jo(X + fw/2) = Jo(X) + hA(X, hv) - v
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ott A est une fonction sur R2¢ 3 valeurs dans R¢ dont les d com-
posantes sont indéfiniment dérivable, bornées ainsi que toutes leurs
dérivées partielles, uniformément par-rapport & i € 0, 1]. La formule
de Taylor & l’ordre 2 avec reste intégral donne

k(X + W /2) + £(X — hv/2) = 26(X) + B2B(X, hv)v - v,

oll B est une fonction sur R?¢ & valeurs dans les matrices d x d dont
les coefficients sont indéfiniment dérivables, bornés ainsi que leurs
dérivées partielles, uniformément par-rapport & % € |0,1]. Enfin, en
faisant deux formules de Taylor, ’'une & l’ordre 3 et ’autre a ’ordre 1,
on obtient

k(X + W/2) — k(X — hw/2) = EVK(X) - v+ K3C(z, hv)[v, v, v],
e%&-(n(X+'§"v)—n(X—§v)) — e‘iE-(VK.(X)‘U)(l + h2§ . D(X, hv)['v, 'U,'U]),

ot les fonctions C et D sont définies sur R?? et & valeurs dans ’en-
semble des formes trilinéaires sur R? (on note ¢[v1, v9, v3] ’action sur
le vecteur (v1,ve,v3) € (R%)3 de la forme trilinéaire ¢). De plus ces
fonctions C et D sont C°°, bornées ainsi que leurs dérivées partielles,
uniformément par-rapport & % € ]0,1]. On peut donc transformer Kj,
de la fagon suivante

Kn(X,v) = (2m) ™ /]R e (VX g (k(X), €) Ju(X)dE + RRR(X, ),

avec
Ri(X,v) = Z /eiﬁ'(v"(x)”)ea,h(x, &, hv)v*d¢
|l <3
ot les fonctions O, sont C*™ et & support compact en &, et pour tout
B € N¢, 65 ©¢,h est bornée uniformément par-rapport a & € |0, 1]. On
utilise alors une intégrations par parties en v pour écrire
Kn(X,v) = (2m)~¢ / &0 (5(X), €) Ju(X)d€ + B Ry(X,v)
R
Puis, on fait le changement de variables & — *Vk(X)71, ce qui
donne
Ki(X,v) = (2r)~¢ / , e%vq (n(X), tVn(X)'IE) d¢ + hRy(X,v).
R
On va maintenant travailler la fonction Ry en utilisant & nouveau
des intégrations par parties pour transformer les puissances de v en
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dérivées en £ ; dans le pire des cas, il faut faire trois intégrations par
parties successives et on obtient

Rr,(X, 'U)
=) / 4 (~iVR(X) T 0)*Oan(X, 'V A(X)TIE, o) Ju(X) TN dE
|a|<3

Les estimations énoncées sur les fonctions ©, 5 permettent d’obtenir
qu'il existe une constante C > 0 telle que pour tout % € ]0, 1],

/ sup |Ry(X,v)|dv < C.
R? X eRd

Par le résultat du corollaire 2.2, 'opérateur de noyau (z,y) +—
R¢Ry, (%(a) +y), 3@ — y)) est donc uniformément borné sur
L(L*(RY)). Par ailleurs, au vu des équations (34) et (35), on
en déduit

kn(2,y) = (o, ) + B4 Ry (L2 +9), 2@ — 1)
avec

Ba(o,0) = o) [ k€ a(k(h(o+4), V(3o +v)E)de.

Les opérateurs de noyau ks(z,y) et ky(z,y) sont donc égaux & O(F)
prés dans Z(L2(R%)). Or la fonction kx(z,y) est le noyau de Popéra-
teur Opp(ax). Les opérateurs *Opp(a)k« et Opy(ax) différent donc
de O(k) dans Z(L%(R%)). |

5.2. Opérateurs pseudo-différentiels sur une variété et na-
ture géométrique de I’espace des phases

Le résultat de la section 5.1 va permettre de définir les opérateurs
pseudo-différentiels sur une variété M. Rappelons que lorsque M est
une sous variété de RY, il existe une famille d’homéomorphismes ¥
dont les éléments + envoient des ouverts U, de M sur des ouverts V,
de R? avec les deux propriétés suivantes :

(1) Les ouverts U, recouvrent M, M = U ey Uy,

(2) Les recouvrements sont réguliers : si 1,72 € ¢, alors v 0 v;
est une application C* de v1(U,, N U,,) dans y2(U,, N Uy,).

On appelle la famille {(y,U,), ¥ € ¥} un atlas pour M et on dit que
’élément U, est une carte locale de M.
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Ce sont ces cartes locales qui permettent de définir des fonc-
tions C™ sur la variété M. Une fonction f de M dans R¥, k € N,
est dite C* si pour tout v € ¥, la fonction fjy, o 471 est une
fonction C* de V,, dans RE.

Nous allons définir deux fibrés vectoriels au-dessus de M : le fibré
tangent & M que 'on note TM et le fibré cotangent & M que ’on
note T*M. Le fibré T'M est la collection des espaces tangents T, M
aux points x € M et le fibré T*M est la collection des espaces Ty M
qui sont les espaces duaux des espaces T, M, c’est-a-dire les espaces
des formes linéaires sur T, M.

Si k est un C?! difféomorphisme local de M, il induit une application
Tk de TM dans lui-méme et une application T*k de T*M dans lui-
méme définies comme suit : notons z les éléments de T, M et £ ceux
de T;M, on a

Tpk : ToM — TyyM, 2z +— Vk(z)z,

et Tyr: TyM — ThyM, € — 'Vk(z)7'E.
On remarque que 'on a
VzeTeM, T,;k(&)(Tzr(z)) =E&(2).

Ces notions sont triviales lorsque M = R% mais il est intéressant de
remarquer que les régles de transformation du symbole d’un opéra-
teur pseudo-différentiel par changement de variable énoncées en (33)
dans la proposition 5.1 montrent que le symbole définit une fonction
de I’espace cotangent de R%. C’est cette remarque fondamentale qui
permet de définir les opérateurs pseudo-différentiels sur M en prenant
pour ensemble de symboles des fonctions & support compact dans
T*M. En utilisant les cartes locales, on transporte sur la variété M
la notion d’opérateur pseudo-différentiel définie sur R%. La régle de
transformation par changement de variable permet alors de recoller
les définitions & ’intersection de deux cartes au premier ordre en A.
Ces opérateurs sont donc définis modulo des restes de taille O().

Il faut noter que les résultats de calcul symbolique (adjoint, com-
position), ainsi que ceux concernant le calcul fonctionnel restent va-
lables dans le cadre du calcul pseudo-différentiel semi-classique sur
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une variété. Il en est de méme pour le théoréme d’Egorov (théo-
réme 4.2) et ce résultat sera utilisé dans le texte de Nalini Anantha-
raman (ce volume). Néanmoins, la dépendance temporelle du reste
dans le théoréeme d’Egorov peut différer du cas euclidien et est forte-
ment reliée a la structure géométrique de la variété M ; il peut par
exemple étre exponentiellement grand, en O(he*) pour un certain
A>0.

Nous terminons ce paragraphe par une remarque sur la structure
géométrique de l’espace des phases. Il est usuel de munir ’espace
cotangent T*R¢ d’une structure d’espace symplectique par la 2-forme

w=déNdz =) d& Adm;.
1<<d
Une bonne transformation de I’espace des phases est une transforma-
tion qui préserve cette structure symplectique. De telles transforma-
tions sont appelées transformations symplectiques ou encore trans-
formations canoniques. On peut vérifier que I’application T*k définie
par (voir équation (33))

Tk : (z,8) — (n(m), tVfc(:L')_lf)
est une transformation canonique. Il en est de méme pour ’applica-
tion
(.’L‘,é') — ¢t($’§)

définie en (24) du paragraphe 3.3 donnée par le flot hamiltonien as-
socié au symbole de 'opérateur de Schrodinger.

6. Opérateurs pseudo-différentiels sur le tore

Dans ce dernier paragraphe, nous allons définir les opérateurs
pseudo-différentiels sur le tore et décrire des propriétés de ces opé-
rateurs qui sont utilisées dans le texte de Nalini Anantharaman
(ce volume).

6.1. Définition

Rappelons que le tore en dimension d est le groupe T¢ défini comme
le quotient
T¢ = R\ (27Z)%,
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c’est-a-dire I’ensemble des classes d’équivalence pour la relation : zZy
si et seulement si z —y € (27rZ)%, muni de la loi induite par ’addition
sur R<. 1l existe donc une projection naturelle (qui est un morphisme
de groupe)

r: R — T

qui associe & tout réel sa classe d’équivalence dans le tore T¢.

A une fonction f définie sur le tore T¢, on associe la fonction fow
qui est une fonction (27Z)%-périodique sur R¢. Réciproquement, une
fonction (27Z)? périodique sur R¢ définit naturellement une fonction
sur le tore T%. I’ensemble des fonctions sur T¢ est donc en bijection
avec I’ensemble des fonctions (27Z)%-périodiques sur R%. Dans la suite
nous utiliserons cette bijection et identifierons les fonctions sur T¢
avec les fonctions (27Z)%-périodiques.

Considérons maintenant un observable a, c’est-a-dire une fonction
sur 1'espace cotangent du tore T*T¢ = T¢ x R? et notons encore une
fois kp(z,y) la fonction définie pour z,y € R par

(30)  ka@y) =0 [ o +y), et e,

Remarquons que la fonction a étant & support compact en £ et du fait
de l'identification ci-dessus, la fonction kj; est bien définie et vérifie

(37) Vz,yeRY Vne(2nZ), ki(z,y) =kp(z +n,y+n).

On définit alors 'opérateur pseudo-différentiel de symbole a par son
action sur les fonctions f € C%(T?) par la méme formule que dans le
cas euclidien :

(38) Or(@)f(@) = [, ka(w,)fw)d,

otl, 14 aussi, on a utilisé I'identification des fonctions sur le tore T¢
aux fonctions de R? qui sont 27-périodiques. Remarquons que pour
tout z € R?, la fonction y — kp(x,y) est une fonction continue &
décroissance rapide en y ; par conséquent, la formule (38) définit bien
un réel pour toute fonction f localement intégrable et bornée, ce
qui est le cas en particulier si f est continue et 27-périodique. La
proposition suivante nous montre que l'opérateur Opp(a) envoie une
fonction sur le tore en une fonction sur le tore et permet ainsi de
définir le calcul pseudo-différentiel sur le tore.
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Proposition 6.1. Soit f € C°(T?) et a € C(T¢ x RY), la fonction
z — Opy(a)f(z) est une fonction (2nZ)%-périodique que 'on peut
donc identifier d une fonction sur le tore T,

Démonstration. Soit z € R et n € (27Z)%, on a

Opr(@f(e+m) = [ kn(e+m,9)f W)dy.

Mais, comme la fonction kj vérifie (37), le changement de variable
y — y +n donne

On(@f(@-+m) = [ ka(a-+m,y+m)f(y+n)dy
= /R fen(z ) f(y + n)dy
= [, a(e,9)/w)dy = Opa(a)f(a)
puisque la fonction f est elle aussi (27Z)%-périodique. O

Remarque 6.2. On peut aussi décrire action de Opg(a) avec un noyau
défini sur T¢ x T¢ :

voet, Om@i@= [ ( ¥ m@y+n)iwd.

ne(2nZ)d
Démonstration. En effet, on va décomposer I'espace R en 1’union
disjointe d’hypercubes (Cp)pezd, ot pour n € (2mZ)%, on pose
C, = 2nn + T

On écrit alors

om@f@= 3 [ k@ n)i@ady

ne2nzd

= X [ ooy +ms+ny

ne2nzd

/Td( 2 kﬁ(w,y+n))f(y)dy,

ne2nzd

ou lon a fait le changement de variable y — y + n et utilisé la
périodicité de f. O
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Il peut étre éclairant de voir le lien entre les opérateurs ainsi définis
et ’analyse en coefficients de Fourier que I'on fait classiquement sur
le tore. Pour f € L?(T¢), ’analyse de Fourier permet d’écrire

f@) = X F)er= avec fik) = ;) [ f(e)ewds.
kezd

Rappelons la formule de Plancherel et ses conséquences sur le produit
scalaire

1 W220ay = @m)? 32 NIFRNP, (Fr9) = (20)¢ Y Flk)a(k).

kezd kezd
Proposition 6.3. Soit a € C°(T? x R?) et
() = (2m)™* [ a(e, )7 da.
Alors pour tout f € #(T?),

(39) Op(@)f(e) = Y @k—j(5h(k + ) f(5)e™ ™.
k,jezd

Démonstration. On part de ’équation (38) dans laquelle on injecte
la formule (36), ce qui donne

Op(@)f(e) = em)™* [ alh(o+), m)E D )y,
ou l'on a fait le changement de variable { — h¢. On fait ensuite

apparaitre les coefficients de Fourier dans I’expression de Opy(a) f(z),
en utilisant les formules :

F@) =Y FG)eTY et alz,€) =Y a&)e".

jezd 2ez4
On a donc
Opp(a)f(z) = (2m) 4> /R N FG)ao(he)ets @) +idv+it@+)/2 gy ge
e

Une intégration en y fait apparaitre la masse de Dirac §(§ — j — £/2).
On obtient

Opp(a)f(z) = Y. F5)ac(h(j +£/2)) ™ 0+0).

j,L€Z8
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Le changement d’indice k = j+£ donne j+£/2 = (j+k)/2 et permet
d’écrire

Ops(a)f(z) = Y. F(i)ar—j(3h(k + 5))e™*. ]
k,jezd

La formule (39) est & rapprocher de celles obtenues en utilisant
la formule d’inversion de Fourier pour exprimer les opérateurs de
multiplication en position et en impulsion : soit ¢ € C§°(T¢) et & €
C$°(R9), pour f € L%(T%), on a

o(@)f(@)= Y @k—35)f()e*>.
J.kezd
On remarque que Op;(p(z)) est bien I'opérateur de multiplication
par . Par ailleurs, on a

®(hD)f(z) = Y ®(hk)f(k)e™*?,

keZd

ce qui s’écrit aussi

O(ED)f(z) = Y ®(hk)ok—;f(5)e™ ™
j,keZd
= Y (ki) f(j)e*®
J,k€Zd
= > 03k + 5)) 0k F(5)e*,
j.keZd

de sorte que

Opy(2(¢)) = ®(AD).
La formule (39) fait jouer des roles symétriques & j et k. Remarquons
qu’il s’agit bien de la quantification de Weyl : si a est & valeurs réelles,
Popérateur Opy(a) est auto-adjoint du fait que (k + j)/2 apparait
dans la variable £ et non & ou j.

6.2. Caractére borné sur L?(T¢)

On peut utiliser la formule (39) pour démontrer que ’opérateur
Opy(a) est uniformément borné sur L?(T?). On se raméne grice a
la, formule de Plancherel & un résultat sur I’espace £2(Z) des suites
de CZ de carré sommable et on utilise une version discréte du lemme
de Schur (lemme 2.1).
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Lemme 6.4. Soit P un opérateur défini sur C% par

LeZ
On suppose qu’il existe une constante C > 0 telle que la famille

(Ane)(npez2 vérifie

Z sup |Anel < C et Zsup |An,| < C.
nez LeZ = neZ

Alors P est un opérateur borné sur £2(Z) et ||P|| g(2(z)) < C.

Ce lemme se démontre de la méme maniére que le lemme de Schur
sur L?(R?) et nous laissons sa preuve en exercice. On 'utilise en
remarquant que la formule de Plancherel permet de ramener 1’étude
de Opy(a) sur L2(T%) & I’étude sur £2(Z) de 'opérateur P défini
par (40) avec

- n+£
Anyg =an— (h———)
On peut alors appliquer le lemme de Schur et on obtient la proposition
suivante.

, (n,0) €Z2

Proposition 6.5. Soit a € C(T% x RY), et C la constante strictement
positive définie par

C =) sup [a(§)|-
2 o
On a

VReERY, |[|Opx(a)llerz(rey < C-
La famille d’opérateur (Opp(a));s est donc une famille uniformé-
ment bornée de L (L2(T%)).

6.3. Propriétés

Les opérateurs pseudo-différentiels sur le tore jouissent des mémes
propriétés que ceux que nous avons définis sur R : caractére borné
sur L?(T?), calcul symbolique, role prédominant de la diagonale dans
le noyau. En revanche, la formule donnant la norme Hilbert-Schmidt
comme l'intégrale du module au carré du symbole est un peu diffé-
rente du cas euclidien.

Proposition 6.6. Soit a € C°(T? x R?), alors
(41) IOpA(a)llas ~a—0 (27R)~2||a|l 12 gea)-
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Il faut comparer ce résultat a celui de la proposition 3.1 dans le
cas euclidien. En effet, pour un opérateur pseudo-différentiel sur R¢,
la relation (41) est une égalité alors que sur T¢, on a seulement un
équivalent.

Démonstration. On utilise la base hilbertienne de T¢ donnée par les
fonctions (ex)gczd,
ex(z) = (2n)~Y2*=, ke 24
La formule de Plancherel donne
IOpa(@)enlFagray = Y [@k—n (AE +n/2).

nezd
On en déduit

IOpa(@liEs = D [@ (R (n+p/2))".
n,peZd
Par définition des sommes de Riemann,

> 3y (h(n+ o/ ~no 50 Y [ 3a(O)Fd:
n,peZd peZd R
On a donc

2 —d 2
10Pn(@)IEs ~0 (2mm) ¢ [ la(a,€)Pda

ou 'on a utilisé encore une fois la formule de Plancherel,

VEER:, ()Y () = [ la(z,)ds. O
pEZ T
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LE THEOREME D’ERGODICITE QUANTIQUE
par

Nalini Anantharaman

En mécanique quantique, la fonction d’onde ;(z) permet de cal-
culer la densité de probabilité de présence |1);(x)|? d’une particule
au point z € R3, & l’instant t. Celle-ci évolue selon 1’équation de
Schrodinger,

Loy
Zh% —H’w,

ou H est 'opérateur hamiltonien, donné (selon Schrédinger et Hei-
senberg) par ’expression
A
H = -% + V(L‘B)
si la particule, de masse m, est soumise & une force dérivant d’un
potentiel V. La notation A désigne le laplacien, et & est la constante
de Planck. L’énergie classique du systeme admet ’expression énergie

cinétique + énergie potentielle :
’ 2m

si &€ € R3 est la quantité de mouvement. L’opérateur H se déduit de
la fonction H par les procédés de quantification introduits dans les
textes de F.Faure et C.Fermanian (ce volume). La fonction d’onde
au temps t s’exprime donc grace a la fonction d’onde au temps 0,

e = e H /Ry

(il s’agit ici de ’exponentielle d'un opérateur non borné : cette expo-
nentielle n’est pas définie par une série entiere, mais en « diagonali-
sant » H a condition qu’il soit auto-adjoint). Les fonctions propres
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de H, c’est-a-dire les solutions de
H1o = Evo

avec F € R, jouent un role particulier : si 9o est fonction propre
de H,on a
Yi(x) = e Mo (2),

et la probabilité de présence |1;(x)|? ne dépend pas du temps. Si
I’on peut trouver une base hilbertienne (¢ )nen de 'espace de Hil-
bert des fonctions de carré intégrable L?(R3), formée de fonctions
propres de H (pour les valeurs propres (Ep)nen), toute donnée ini-
tiale se décompose alors selon cette base en une série convergente
dans L?(R3) :

wo@) = 3 ([ Bt )#n(e)

n=0

et donc
+00

w(@) = 3 ([ Babo )P/, (a).

n=0

Les différences de valeurs propres, E, — E,, jouent un réle trés im-
portant en physique, car elles sont liées aux énergies que le systéme
peut absorber ou émettre lors d’interactions avec la lumiére. Dans
ce texte, nous ne parlerons pas beaucoup des valeurs propres elles-
mémes : les conjectures les concernant sont loin d’étre démontrées
mathématiquement (voir le §3.2 du texte de F.Faure dans ce vo-
lume). Nous essaierons de comprendre les probabilités de présence
|n(x)|? associées aux fonctions propres ¢y. L’étude mathématique
est assez différente, selon que la particule reste confinée dans une ré-
gion bornée de I’espace (systéme fermé) ou qu’elle peut s’échapper &
Vinfini (systéme ouvert). Ceci dépend des propriétés, confinantes ou
non, du potentiel V (essentiellement, V' est confinant si V(z) — +oo
quand ||z|| = +00).

Ici nous ne nous intéresserons qu’au cas des systémes fermés, et
nous essaierons de comprendre comment la géométrie du probléme
joue sur les probabilités de présence |¢n(z)|?. Nous regarderons des
cas ou il n’y a pas de potentiel (V = 0, donc H est un multiple
du laplacien A) mais ou la particule est astreinte & se déplacer dans
un espace compact, généralement une variété. Ceci n’est qu’un 1é-
ger changement de point de vue (en effet, notre discussion pourrait
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s'adapter & des potentiels confinants sur R®) qui permet d’aborder
des exemples géométriques de base : tores plats, sphére. Notre but
principal est de démontrer le théoréme d’ergodicité quantique : celui-
ci fait le lien entre les propriétés du hamiltonien classique H et celles
des fonctions propres de H. L’hypothése cruciale de ce théoréme est
Pergodicité du systéme hamiltonien classique, ce qui signifie que les
trajectoires visitent de maniere uniforme leur couche d’énergie. Si
le systéme hamiltonien classique est ergodique, le théoréme dit que
les fonctions propres quantiques ont tendance & étre délocalisées :
|#n(z)|? est proche de la probabilité uniforme.

On donnera la preuve compléte du théoréme d’ergodicité quantique
dans le cas des tores plats. Attention, ’hypothése d’ergodicité n’est
pas satisfaite dans ce cas! On démontrera donc une version modi-
fiée du théoréme, valable seulement pour des observables de position
a(z). Ceci nous permettra d’avoir une preuve qui n’utilise pas de
notions sur les variétés. A titre de comparaison, on décrira ensuite
les fonctions propres de A sur la sphére. On verra, de maniére pas
trés étonnante, qu'il y a des fonctions propres telles que |¢,(z)|? se
concentre au voisinage de I’équateur (et donc la probabilité de pré-
sence n’est pas du tout uniforme). Enfin, on abordera le théoréme
d’ergodicité quantique sur les variétés. On ne rentrera pas dans les
détails, mais on dira comment adapter la preuve donnée sur le tore.
L’énoncé général concerne des observables a(z,£) dépendant & la fois
de z (position) et de £ (quantité de mouvement, impulsion).

En conclusion, on évoque briévement des recherches récentes sur le
sujet, en particulier les travaux d’Elon Lindenstrauss [Lin06], médaillé
Fields 2010.

1. Une version du théoréme d’ergodicité quantique pour
les tores plats

1.1. Laplacien et fonctions propres sur un tore plat

Dans toute cette section R% sera muni de sa structure euclidienne
usuelle (z,y) — z « y, pour laquelle la base canonique est orthonor-
mée, de la norme ||-|| associée, et de la distance d associée.

On appelle réseau de R un sous-groupe A de (R¢, +), discret pour
la topologie induite, et tel que le R-espace vectoriel engendré Vect(A)
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soit égal 3 R%. Si A est un réseau, considérons ’espace quotient R%/A
pour la relation d’équivalence (z’' ~ 3y’ <= z’ — 3y’ € A). 1l peut-étre
muni de la topologie quotient, définie par la distance

da(z,y) = min{d(z’,y’) | #’ représentant de z,y’ représentant de y}.

Cet espace est compact. En fait, si ’on considére une base (e, ..., eq)
de A, de sorte que A = Zej @ - - - ® Zeg, ’application

[0,1]¢ — RY/A
(Y1,---,Ya) = y1e1 + -+ + Yaeq

est une surjection continue (et c’est une bijection en restriction
a [0,1[?%). L'espace R/A, qui est homéomorphe & un parallélépipede
[0,1]¢ dont on recolle les cotés par translation, s’appelle un tore.
Si on le munit de la structure riemannienne héritée de la structure
euclidienne de R, ce tore a une courbure nulle, d’ott I’appellation
tore plat.
Soit
p:RY — R4/A

la projection canonique. Si f est une fonction de R%/A dans C, re-
marquons que F' = f op est une fonction sur R¢ qui vérifie

F(z+\)=F(z)

pour tout A € A : autrement dit F' est A-périodique. Inversement,
si F' est A-périodique elle s’écrit F' = f o p pour une unique fonction
f:R%/A — R. Ainsi, on peut identifier les fonctions sur R¢/A aux
fonctions A-périodiques sur R¢. Par définition de la topologie quo-
tient, f est continue si et seulement si F' ’est. Nous dirons que f est
de classe C* sur R%/A si F est de classe C* sur R
Sur R?, le laplacien est I’opérateur qui s’exprime par la formule
0? 0?

ARd a a2 +-t+ de
dans les coordonnées de la base canonique. Si A est une transforma-
tion affine de RY, de partie linéaire L, et si F' est une fonction de
classe C? sur R%, on a la formule

(1) Aga(F o A) = (zez, 832F ) oA,

;0
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ou £ est la matrice représentant L'L. On voit que, si A est une iso-
métrie affine, on a Aga(F 0 A) = (AgaF) o A, c’est-a-dire que Aga
commute avec les isométries affines.

On voit en particulier que si F' est A-périodique et de classe C?
sur R%, AgaF est aussi A-périodique. Ceci permet de définir sans
ambiguité Popérateur laplacien A, sur les fonctions de classe C? sur
le tore R4/A : si f est une fonction de classe C? sur le tore R%/A,
on écrit ' = fop, et Apf est I'unique fonction sur R%/A telle que
AgaF = (Arf) op.

Définition 1.1. Soit f une fonction de classe C? sur R%/A, & valeurs
complexes, non identiquement nulle. On dira que f est une fonction
propre de A, s’il existe un nombre complexe y tel que

Apf+pf=0.

Avec ces notations, —u est la valeur propre de A, associée & f, on
verra, dans un instant la raison de cette convention de signe.

Dans la suite, pour simplifier, nous nous restreignons a A = (27rZ)d
(mais tous les résultats peuvent s’étendre a des réseaux plus géné-
raux) et on notera T¢ = R%/(27Z)%, et Ay = Ara. Comme on I'a
vu, une fonction continue sur T¢ n’est rien d’autre qu’une fonction
continue sur R¢ qui est 27-périodique en chaque variable.

Pour f continue bornée sur T¢, on définit fya f = [fpa f(z)dz
comme étant

/ F(z)de,
[a1,a14+27] x [a2,a2+27] X - X [ag,aq+27]
ot x = (z1,...,%q) et dz = (2m)~%dz; - - -dzq est la mesure de Le-
besgue normalisée. Par périodicité de F' on vérifie que cette définition
est indépendante du choix des réels a1, ao,...,aq.

En effectuant des intégrations par parties, et en utilisant la pério-
dicité des fonctions considérées, on montre les identités suivantes :

Proposition 1.2. Si f et g sont de classe C? sur T?, on a

of 99 _
[ 98t = - /sz e = [ o
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Si f et g sont d valeurs complezes, on a ausst

ez on
_ _ of 99 _ —
[osws=- [ AT [ 3

-1 3:Bi 3.’1:i
En appliquant ces identités & f = g, on en déduit que

/rd-fATdf <0

pour tout f, et donc que les valeurs propres de Aqa sont des réels
négatifs (c’est pourquoi on notera de préférence —\, avec A > 0, les
valeurs propres). De plus, si f est fonction propre, Ré(f) et Im(f) le
sont aussi (si elles sont non nulles). Enfin, si f et g sont des fonctions
propres associées & des valeurs propres distinctes —p et —\, on a

Jra 9Araf = Jya f Agag donc p fra f g = A fpa f g, donc
o fg=0.

Tout ceci peut s’exprimer en disant que Aqa est un opérateur symé-
trique (non borné, de domaine C%(T?)) sur 1’espace de Hilbert com-
plexe L2(T?), qui est le complété de I’espace des fonctions C° pour
la norme issue du produit hilbertien (g, f) = f3a f 7. On note ||-||2 la

norme associée :
1/2
_ 2
I9te= ([, 177) "

Remarquons que dans le cas du tore, on peut utiliser la décompo-
sition en séries de Fourier pour caractériser complétement les fonc-
tions propres de Aqa. Pour k = (ki,...,kq) € Z%, les fonctions
er 1z = (T1,...,24) — €5 (avec k o = = Kz + -+ + kaq)
sont des fonctions propres du laplacien, on a en effet

ATdek = —||k||2ek,

ou ||k||> = k? + - - + k2. D’aprés la théorie des séries de Fourier, on
sait que les fonctions e, sont linéairement indépendantes, et qu’elles
forment une base hilbertienne de 'espace L%(T%), ce qui signifie que
Vect(er)rez est dense dans L2(T9). Ceci est d’ailleurs un cas parti-
culier du théoréme de diagonalisation 3.7 énoncé plus bas.

Plus généralement, f est une fonction propre de Aqd, associée a
la valeur propre —J, si et seulement si sa décomposition en séries de
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Fourier est de la forme

(2) f@)= > cpe™e,
kezd
l&li2=x

ol les ¢ sont les coefficients de Fourier de f. On observe donc que

« Les valeurs propres A\ sont exactement les entiers positifs qui
peuvent s’écrire comme sommes de d carrés;

« La multiplicité m(A) de la valeur propre A, définie comme la
dimension du sous-espace propre associé, est exactement le nombre
de décompositions de A comme somme de d carrés (si ’on compte
toutes les décompositions, méme celles qui ne différent que par le
signe ou par ’ordre).

Pour d = 2, le théoréme des deux carrés (dont il existe plusieurs
démonstrations, dues & Fermat, Euler, Gauss...) dit que A est somme
de deux carrés si et seulement si chacun de ses facteurs premiers de
la forme 4k + 3 intervient & une puissance paire. La multiplicité m(\)
est une fonction non bornée de A, mais étudier de maniére fine sa
dépendance en ) est une question tres difficile en théorie des nombres.

C’est d’ailleurs ce qui donne un intérét a 1’étude, que nous pré-
sentons ci-dessous, des fonctions propres sur le tore : si m()) était
bornée, I’étude des sommes de la forme (2) n’aurait que peu d’inté-
rét. C’est parce que le nombre de termes dans la somme peut étre
arbitrairement grand qu’il y a des questions intéressantes & se poser.

1.2. Loi de Weyl

S’il est tres difficile d’étudier les fluctuations de la multiplicité
m(), il est en revanche plus aisé de comprendre son comportement
moyen : on note N(E) = 37, g m(X) le nombre de valeurs propres de
—Aqa inférieures & E. C’est aussi le nombre de points & coordonnées
entiéres k = (k1,...,kq) contenus dans la boule de centre 0 et de
rayon VE de R%. Décrivons le comportement asymptotique de N (E)
quand F — +o00.

On peut remarquer que

NE)= Y f(k/VE),

k=(k1,...,kd)€Zd

ot f est la fonction qui vaut 1 sur la boule fermée Bga(0,1) de R,
de centre 0 et de rayon 1, dont nous noterons Vol le volume, et 0
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ailleurs. La fonction f étant intégrable, on a convergence des sommes
de Riemann
1 -
— Y fk/VE)— / f = Vol Bga(0, 1).
VE" b= (br.. k)2 R?

On obtient donc I’asymptotique suivante, qui est un cas particulier
de la loi de Weyl qui sera énoncée plus bas :

3) N(E) ~ VE" Vol Bga(0,1)

quand F — +00. On montre de la méme maniére que pour toute
fonction x Riemann intégrable sur R

@ X xMP/E) ~VE a1

k=(k1,....kq)€Z4

ot1 0g_1(S%1) est la mesure (d— 1)-dimensionnelle totale de la sphére
unité $4-1 (voir la section concernant la sphére pour une définition
plus précise).

Remarque 1.3. Voici une méthode plus savante pour démontrer le
méme résultat, en faisant le lien avec les résultats sur les opérateurs
pseudo-différentiels démontrés par C.Fermanian (ce volume). Si x
est une fonction de classe C*® sur R, & support compact, notons
x(—Aga) Popérateur défini sur L?(T?) par son action sur la base
hilbertienne (ex) :

x(—Aga)er = x (1K) e

Comme conséquence de la formule d’inversion de Fourier, on a

Opa(x(I€l1%))ex = x(R*|15* () )ex

et donc on a l'identité entre opérateurs

Opa(x(IE]I*) = X(=H*Aqa).

(on a utilisé la notation abusive, mais pratique, Opy(x([|€]|?)) pour
désigner I'opérateur Opj(a) ol a est la fonction (z, &) — x([|¢]|?). On
continuera par la suite & pratiquer ce genre d’abus de notation).

La loi de Weyl peut maintenant se démontrer ainsi : si ’on note
(An) les valeurs propres de —Aqq, ordonnées de maniére croissante et
répétées avec leurs multiplicité, on utilise la définition de la norme de
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Hilbert-Schmidt donnée par C. Fermanian dans son § 3.1 (ce volume),
pour écrire

D XP(F2n) = lIx(=A*Aqa)llfis = [10P(x(I€N1)) Is
n
et on applique la proposition 6.6 du texte de C. Fermanian :

OPA O s ~ao ) [ x2(lel)eo de

Td
~ ety e [ (I,
R

ce qui est identique & la formule (4) en remplagant x par x? et en po-
sant h = E~1/2, L’avantage de cette preuve, plus compliquée, est
qu’elle s’adapte & des situations ol ’on ne connait pas explicite-
ment le spectre du laplacien. Le désavantage est qu’il faut supposer x
de classe C*° pour que les résultats prouvés par C.Fermanian s’ap-
pliquent (pour passer & des fonctions moins réguliéres, telles que des
fonctions caractéristiques, il faut procéder par encadrements).

11 est difficile d’obtenir une estimation de I’erreur. Dans le cas pré-
sent, on peut faire le raisonnement suivant, qui ne donne cependant
pas une estimation optimale de l’erreur. Restreignons-nous & la di-
mension d = 2.

Pour des raisons de symétrie, pour estimer N(E) il suffit de mul-
tiplier par 4 le nombre de points de coordonnées entiéres dans le
cadran

C(\/E) = {(z1,22) € R? | 21 = 0,29 > 0,\/11:% +z3 < \/E}

Si k = (ki1,k2) € N? est un vecteur entier dans C(v'E), on note Cj, le
carré [k1, k1 + 1) x [k, k2 + 1). Il est clair que

keC(VE)NZ2
I’union étant disjointe. Comme chaque carré est d’aire 1, on en déduit
en comparant les aires de ces deux ensembles que

AiCWE)="C< Y 1
keC(VE)NZ?
On raisonne de méme dans les 4 cadrans, on somme les 4 inégalités
ainsi obtenues et on obtient

rE < N(E) + O(VE)
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ou erreur 0(\/@) correspond aux points qui ont été comptés plu-
sieurs fois, c’est-a-dire ceux qui sont sur les axes de coordonnées. Par
ailleurs

U CkcCWE+V2),

keC(VE)nzZ?2

d’ou, en comparant de nouveau les aires des deux ensembles,
N(E) < E + O(VE).

En fin de compte on a donc N(E) = 7E + O(VE).

Il est en fait conjecturé que N(E) = nE + O(E'Y/*t€) pour tout
€ > 0, et Huxley [Hux02] a démontré que N (E) = nE + O(E31/416),
Dennis Hejhal estimait en 1976 que cette conjecture était peut-étre
plus difficile encore que ’hypothése de Riemann [Hej76).

1.3. Ergodicité quantique sur le tore

Nous démontrons maintenant le théoréme suivant :

Théoréme 1.4. Soit (¢n)nen une base hilbertienne de L2(T?) formée
de fonctions propres du laplacien :

A'Jl'd‘lsn = —/\n¢n

que l’on supposera ordonnées de sorte que Ap, < An+1. Soita € CO(T9).
Alors

2
=0.

1
Ny 3 [nade) - [ ()

Remarquons que le produit scalaire (¢, agyn) n’est rien d’autre que

Jra a(x)|pn () Pde.
Nous utiliserons la notation
2

B = H—wEm L |mad - [ e

E/2<M<E
D’apres la loi de Weyl (3),

N(E)

N(E)- N(E/2) _ o).
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Le théoréme implique donc que limg_, 1o €(E) = 0. De plus, on peut
écrire

2
e(E) # {n | E/2< )\, < E, |(¢n,a¢n) — /Td a(az)da:l > \/e(E)}
2
< Z I(d)n,aqbn) - / a(a:)d:n| .
T Td

E/2<M<E

Si ’on appelle Ag C N I’ensemble
2
Ap = {n | B/2 < M < B, |(4n, an) - /T a(a)da| > ,/e(E)} ,
on a donc, en divisant par N(E) — N(E/2),

Ve(F)
NE) -NE2) TAE S ()

Finalement,

(5) #Ap < \/e(E) (N(E) — N(E/2)).

On a donc, en notant A% le complémentaire de Ag,
(1-Ve(®)) (N(E) - N(E/2)) < #45 < N(E) - N(E/2),

la deuxiéme inégalité étant évidente, et la premiére découlant de (5).
Prenant E = 2™, on peut donc choisir une suite croissante d’en-
tiers (ng) telle que

©) [(ous ) = [, a@is] < /o)

dés que A, € [2M71,2M], et telle que

H#{k | dn, € [2Y71,2M)) > (1 \fe(2M) ) (V(2M) - N@YY),

ce qui signifie que la proportion des & tels que A, € [2M~-1 2M] et qui
vérifient (6) tend vers 1. On voit ainsi que le théoréme est équivalent
a ’énoncé suivant :

Corollaire 1.5. Soit (¢n)nen une base hilbertienne de L?(T?) formée
de fonctions propres du laplacien :

A’]l‘d ¢n = _)\n(bn
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que I’on supposera ordonnées de sorte que Ap < An+1. Soit a€CO(T9).
Alors il existe une suite croissante d’entiers (ny) telle que

Jim (G, 06m,) = [ a@)dz

et
#{k | A, < E} ~ N(E).

En utilisant le fait qu’il existe une suite (dénombrable) dense dans
C(T¢?) et en utilisant un procédé d’extraction diagonale, on pourrait
méme s’arranger pour que la suite (ng) soit indépendante de la fonc-
tion a. L’énoncé nous dit alors que les mesures |¢n, (z)|2dz convergent
au sens faible vers la mesure de Lebesgue dzx.

Ces énoncés ne rentrent pas, & strictement parler, dans le cadre
du « véritable » théoréeme d’ergodicité quantique qui sera énoncé plus
bas : en effet, le flot géodésique sur le tore, c’est-a-dire la famille
d’applications

¢ (2,6) — (z +1,€)
(ou t € R) n’est pas ergodique, pour la raison simple qu’il laisse inva-
riante la deuxiéme coordonnée. Rappelons que I’ergodicité signifierait
I’identité des moyennes temporelles et spatiales

T
(M) i 7 [ ateo+t60, &)t = [,y aellwdedoss(u)
ueSd—1

pour toute fonction continue a : T¢ x R® — R et pour Lebesgue-
presque-tout couple de données initiales (zg,&g) (dans cette formule
dog—1(u) est de nouveau la mesure de volume (d—1)-dimensionnel sur
la sphére S¢~1, voir sa définition dans la section sur les sphéres, § 2).
11 est clair par exemple que I'identité (7) ne peut avoir lieu si a = a(§)
est une fonction qui ne dépend que de la deuxiéme variable &.

Il est cependant classique (lemme 1.6) que si a ne dépend pas de la
coordonnée &, autrement dit si on considére une fonction a : T¢ — R,
on a

. 1 /T
|T|ll}n-|1-oo T /0 a(zg + t&o)dt = /m e a(z)dz

pour presque tout &y (plus explicitement, si et seulement si ’hyper-
plan &5 n’intersecte Z¢ qu’en 0, autrement dit si les coordonnées de &
dans la base canonique sont indépendantes sur Q). On a donc, sur le
tore, un phénomeéne d’ergodicité restreinte a la classe des fonctions ne
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dépendant que de z. Ceci explique qu’on puisse démontrer le théo-
réme 1.4, théoréme d’ergodicité quantique restreint aux opérateurs de
multiplication par a(z).

Il est 1égitime de s’interroger sur 'intérét du théoréme 1.4, étant
donné que ’on connait une base orthonormée explicite de fonctions
propres de Aqa (les fonctions ex) pour laquelle le résultat est évident :
on constate en effet que

/rd a(z)|ex(z)|?dx = /n‘d a(z)dz

pour tout k. Donnons deux réponses a cette objection : d’une part,
a cause de la multiplicité des valeurs propres du laplacien, le choix
d’une telle base orthonormée n’est pas unique, et il peut étre in-
téressant d’avoir un résultat valable pour n’importe quelle base de
fonctions propres (on verra d’ailleurs plus bas qu’il y a des ques-
tion intéressantes & se poser sur les fonctions propres générales du
laplacien sur T¢, c’est a-dire les fonctions de la forme (2)). Deuxiéme
réponse : le théoreme 1.4 dans le cas particulier du tore nous per-
met de donner une présentation relativement simple, en évitant le
langage des variétés riemanniennes, de la preuve du théoréme d’ergo-
dicité quantique. La preuve présentée ci-dessous s’adaptera mot pour
mot & des variétés plus générales, la difficulté supplémentaire étant
surtout de savoir définir les objets.
Le lemme suivant est une version du lemme de Kronecker-Weyl :

Lemme 1.6. Soit a € C°(T?) et soit & € R? dont les coordonnées
dans la base canonique sont indépendantes sur Q. Alors, quel que
soit zg € T,

1 (T
li — = dz.
- i /0 a(zo + t&o)dt /w e a(z)dz

Démonstration. Par densité de Vect(ex)rez dans l’espace C°(T?)
(muni de la norme de la convergence uniforme), il suffit de démontrer
le lemme pour a = e;. Pour k = 0 c’est évident, la fonction e étant
constante. Pour k # 0, on sait par hypothese que k « £y # 0. On a

ikea0 (iTkezo _ 1)
1Tk « &

® L [7 i -
0
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et donc

1 (T
lim —/e zo+t dt=0=/ ex(z)dz.
TR T k(zo + téo) | g k()
On voit aussi que la condition du lemme est nécessaire : si k « § = 0,
on a convergence de la quantité (8), mais vers une quantité autre que

Jzera a(z)dz. O

On commence & présent la preuve du théoréme 1.4. On utilise les
résultats énoncés par C. Fermanian (ce volume), portant sur la quan-
tification Opy(a) pour a : R% x R% — C, (27Z)%-périodique en z.

On a vu & la remarque 1.3 que si b(z,£) = x(||€[|?) on a Opy(b) =
x(—h%Aqa). Par ailleurs, on a

Ops(a(z, €)) o Opa(x(lIEI*)) = Opa(a(z, O)x(IENI*) + O(h),

et cette relation est méme exacte (sans O(h)) si, au lieu de la quan-
tification de Weyl, on utilise la quantification appelée classique au
§1.3 du texte de C. Fermanian — ce que l'on peut faire sans changer
’énoncé final du théoréme.

Du texte de C. Fermanian, on rappelle le théoréme d’Egorov :

e~#hA1a/2 Op, (a(z, £))eMO14/2 = Opy (a(z + t£, £)) + O(|t|R)

valable pour toute fonction a de classe C'°°, dont chaque dérivée est
uniformément bornée (’estimation de ’erreur est moins bonne pour
la quantification classique que pour la quantification de Weyl, mais
cela n’aura aucune importance ici). L’estimée du reste est valable
dans I’espace -#(L*(T¢%)) des endomorphismes continus de L?(T¢).

En remplacant a par a — [psa(z)dz, on se raméne au cas o
Jpea(z)dz =0

On commence par écrire

N(E) /\Z |<¢n,a¢n I N(E) ZX (/\n/E |<¢n,a¢n)|

n=0
n \

si x est une fonction dans C°(R), constante égale & 1 sur [0,1].
Soient t et A quelconques. En utilisant le fait que les ¢, sont des
fonctions propres du laplacien on a

(B, adn) = <¢m e ithAya/2 g githApa/ 2¢n>
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ou, en intégrant sur un intervalle [0, 7] quelconque,

T , X
(¢m a¢n) = % / <¢n, ¢~ ithAga/? aezthA'er/2¢n> dt.
0

Si I’on se souvient que la multiplication par a coincide avec ’opérateur
Opg(a), le théoreme d’Egorov permet ensuite de transformer cette
derniére égalité en

(¢n, OPx(a)dn) = (#n, Ops(ar(z,€))én) + O(RITY),
ou l’on a noté LT
ar(z,§) = T/o a(z + t€)dt.

11 vient donc
ﬁ Xn: X2 (’\n/E) |(¢na Oph(a’)d’n)lz

_ ﬁ S X2 (An/E) |(6n, Opn(az) ) 2

(9)
+0<h|T|)ﬁ 3 %% (Mn/E)

B N_(lE—) ;xz (An/E) [{¢n, Opp(ar)n)|* + O(RIT)).

Pour passer de la deuxiéme & la troisiéme ligne, on a utilisé la
loi de Weyl, selon laquelle N(E) ~ CE%2, ce qui implique que
Yo X2 (An/E) = O(E%?).
ce stade on prend i = A(E) = E~1/2_ et on remarque que
X* (An/E) |(#n, OPn(ar)$n)* = |($n, Opr(ar)x (A/E) ¢n)[*
= |(¢n, Ops(ar(z, E)x(IIE1%)) 8n) .

Pour majorer la derniére ligne de (9), on utilise la norme de Hilbert-

Schmidt de 'opérateur Opy(ar(z, &)x([I€]1?)) :

+00
> 1¢n, Opa(ar(z, )x(IEI*)#n)I* < OpA(ar(z, )x(IIEN*)) s

n=0
et ’on a vu dans la proposition 6.6 du texte de C. Fermanian (ce volu-
me) que

IOpr(ar(e, OxIEIPIEs ~ rm~¢ [ (@ Ox (1) dade.

_ Notons aussi que d’aprés la loi de Weyl, N (E) ~ CE%?2 ~
C(2w#)~¢ pour des constantes C,C > 0.
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Mettant bout & bout ces inégalités, faisant tendre E vers I’infini,
et donc h vers 0, & T fixé, on constate que
1 ~
lim sup —— ,adn)|? < C"I/ 2. (z, €)x2(||€||*) dzd
imewp 7y 2 madell <07 [ cba Oxlel)asde

pour T arbitraire.

On prend maintenant la limite 7' — +o0 : le lemme 1.6 montre
que a%(z,&) — 0 pour presque tout &, et par convergence dominée
on a

2 P,
Lo @O EIP s, — o,
d’ou finalement
1
l'm sup —— a 9 < 0
i?—>+oop N(E) zn: [{(@n, adn)|” <
An<E
ce qui conclut la preuve du théoréme. 5

2. Fonctions propres de la sphére ronde

A titre de comparaison, décrivons le laplacien et ses fonctions
propres sur la sphére. On renvoie au livre [Far08], Chap. 9, pour une
présentation plus détaillée.

2.1. Laplacien et fonctions propres sur la sphére

La sphére de dimension d est la sous-variété de R4+1
d d+1,.2 2
8% = {(21,...,2a41) €R¥ | + -+ + 234, = 1}.

La sphére S? peut étre munie de la structure riemannienne héritée de
la structure euclidienne de R%t1, Elle rentre donc dans le cadre géné-
ral qui sera décrit au paragraphe 3.1. Nous donnons ici une construc-
tion ad hoc du laplacien sur S¢ et décrivons une base de fonctions
propres, les harmoniques sphériques.

Soit a > 1 arbitraire. Toute fonction f sur S peut étre étendue de
maniére unique en une fonction fo sur

S¢={(z1,...,2a+1) ER*! [1—a7 <2+ - +2%,, <1+a}
qui coincide avec f sur S%, et qui soit 0-homogene, c’est-a-dire qui

satisfasse

fo(z) = fo (z/||=]l)
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pour tout z = (z1,...,2441) € S On dira que f est de classe C*
sur S% si fo est de classe C* sur SZ. Si f est de classe C? sur S¢, on
définira Agaf comme la restriction & S? de Aga+1 fo.

Soit o > 0 et soit f, une fonction a-homogene sur S¢, c’est-a-dire
que

(10) fo(z) = ||2[|* fo (2/l|2[)) -

Autrement dit, si I’on pose g(r,u) = fy(ru) pour 1—a~! <72 < 1+a
et u € S% on a g(r,u) = r%(1,u). A laide de la formule (1), on
calcule « & la main » 1’expression

(11)  (Ager fo)(2)
= a(a+d = 1D)|2l|*7* fa (z/ 2l + lz]1*> Age fo (z/ll1))

autrement dit

2 do 1
Agari folz) = (W +oo 4 r_2ASd) g(r, ).

Cette expression du laplacien Aga+1 en coordonnées sphériques reste
vraie pour des fonctions quelconques, car les combinaisons linéaires
de fonctions homogenes sont denses dans C*(S2).

La mesure de Lebesgue sur R4, d¢dtl(z) = dzy---dzgyq, est
homogene de degré d + 1, c’est-a-dire qu’elle est multipliée par \4+1
sous ’action de I’homothétie linéaire de rapport A > 0. Ceci implique
qu’il existe une mesure positive oq sur S% telle que ’on ait

f@aeti@) = [7 [ ferurtirdosw)

Ra+1

pour toute fonction f sur R%*t! pour lesquelles ces intégrales sont
absolument convergentes. On a, pour tout A C S¢,

d+1
1+ ) — (1 —a 1)

oa(4) = 4 ({z € 8¢ | z/|z] € A})

Notons que cette mesure dog est invariante par ’action de tous les
éléments de O(d,R), ce qui signifie que o4(A) = 04(M(A)) pour
toute matrice M € O(d, R) (c’est pourquoi on ’appelle parfois mesure
uniforme sur S%).
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De la formule

Lo Brens F@g(@)de 1) = [ | F(0)Aparag(a)de™ a)
Rd+1 Ré+1

- /m+1 V£(z) « Vg(z)de*(z)

valable pour f,g & supports compacts et de classe C? sur R%1 on
peut déduire la formule

L, AseF@awdoau) = [ F)Asug(uw)doaw)

—_ /S | Vfo(w) + Vgo(w)doa(w)

valable pour f, g de classe C? sur S?; les fonctions fo, go sont, comme
plus haut, les fonctions 0-homogénes qui coincident avec f,g sur S¢.
Le gradient V fo(u) est orthogonal & w.

Exactement comme dans le cas du tore, on en déduit que

(12)

« Les valeurs propres de Ags sont des réels < 0;

« si f et g sont des fonctions propres associées a des valeurs propres
distinctes, alors fga f(u)g(u)doy(u) = 0, autrement dit, elles sont
orthogonales pour le produit scalaire hermitien

(0.1 = [, Fw)glu) doa(w).

Si f € C°(S?) on notera
Ifll2 = /£, f)

et on définit I’espace de Hilbert L2(S?) comme le complété de C°(S%)
pour cette norme.

Une fonction f sur un ouvert de R¥t! est dite harmonique si
Aga+1f = 0. De la formule (11), on déduit directement que si f
est harmonique sur S¢, et homogéne de degré o (c’est-a-dire qu’elle
satisfait & (10)), alors la fonction F' = u + f(u) définie sur S¢ vérifie

AgiF = —a(a+d—1)F.

Autrement dit, F' est une fonction propre du laplacien sur la sphére.
Ci-dessous on va montrer qu’en fait les restrictions & S des poly-
némes harmoniques sont denses dans C°(S?) et donc dans L?(S9). 1l
en découlera que l'on peut trouver une base hilbertienne de L?(S%),
formée de restrictions & S% de polynémes homogénes harmoniques.
Ces polynOdmes nous fournissent une base hilbertienne de fonctions
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propres de Agd, et comme le degré d’homogénéité d’un polynéme est
un entier, les valeurs propres de Ags sont donc les —m(m + d — 1),
oum € N (on calculera aussi les multiplicités des valeurs propres).
On notera &2 algebre des fonctions polynomiales & plusieurs va-
riables sur R%!, Une base de cette algébre est donnée par les fonc-
tions
= (321, “e ,.'Ed+1) — .’L‘a,

ot a = (a1, ...,0q41) € Nt est un multi-indice, et la notation z%
désigne z$* ... 2574, On notera Pp, l'espace des fonctions polyno-
miales homogeénes de degré m, engendré par les fonctions z — z¢
avec |a| = a1 + -+ - + ag+1 = m. La dimension ,, de &, est
P (m+d)!

™7 dim!
c’est le nombre de maniéres d’écrire m = a3 + -+ + ag4+1 avec les a;
entiers positifs. Remarquons que Aga+1 envoie F, dans Fp,_o. On
notera

Hm = {p € Pp | Agar1p =0}

et J.Fn C C®(S?) les restrictions & S? des fonctions de %,. On sait
que les éléments de S, sont des fonctions propres de Ags pour la
valeur propre —m(m+d—1) (on les appelle harmoniques sphériques)
et ceci implique que pour m # m/, les espaces ., et H Sy sont
orthogonaux pour le produit scalaire (s, ).

Le but de ce qui suit est de montrer que @,,cy H°Fm est dense
dans L2(S?), afin de montrer qu’on a exhibé ainsi toutes les fonctions

propres.
Notons Q I'élément de &, Q(z) =z + -+ + 23,

Proposition 2.1.

(1) Pour toute application polynomiale p € Pp,, il existe des ap-
plications polynomiales harmoniques hy € H#p—2r (kEN, 0<k<m/2)

telles que
p= Y. Q"

0<ksm/2

(2) @,, H#Fm est dense dans C°(S?) et donc dans L?(S?). Par
conséquent, l’espace de Hilbert L?(S®) est somme hilbertienne des
IS (ces sous-espaces étant deuz d deuz orthogonauz).
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(3) La dimension dy, de 5.5, vaut

—2)!
b= o4O

Démonstration. On va montrer que &, = 4, O Q Pp—2 pour tout
m > 2. Le (3) en découlera, ainsi que le (1) en faisant une récurrence.
On introduit sur &2 le produit scalaire hermitien défini par

(p,q) = Z a! Pada
a€Nd+1

sip = Yaend+1Pa® €t ¢ = Y endt1 9oz On a noté a! =
al!...ad+1!.
On vérifie qu'on a (95,,0)) = (p, 7g), d'od

(Aga+1p,9) = (p, Qq)),

autrement dit, 'adjoint de Agq4+1 est 'opérateur Mg de multiplica-
tion par @. La formule annoncée résulte alors de ’identité

P = Ker Agas1 ® (Ker Agasr)*
(on utilise ici 'orthogonal au sens du produit scalaire ((s,+))) et
(Ker Agar1)t =ImAhuys = Im Mg = QPpa.

Le théoréme de Stone-Weierstrass implique que I’ensemble des res-
trictions & S? d’éléments de & est dense dans C°(S?%), lui-méme
dense dans L%(S?). Le (1) implique alors que tout élément de %,
coincide sur S%, avec un élément de ®r<m/ 27k, et ceci démontre le
point (2). O

En utilisant la formule de Stirling, on montre que la multiplicité d,,
de la valeur propre —m(m + d — 1) est donnée, asymptotiquement
quand m — +o00, par la formule

2md—1
T @-nr

On en déduit la loi de Weyl : soit N(E) = 3 mtd—1)<g dm ; alors

pour B — +oo on a

dm

-1
NE)~ ¥ %.

m<E1/2
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E1/2 gg4d-1

Gréce & une comparaison avec l'intégrale f; mdﬂ:, on obtient
o Rd/2
N(E) ~ 7

2.2. Suite de fonctions propres se concentrant sur 1’équateur

Considérons la suite de fonctions ¢, sur R9! définie par
dn(Z1,- .- Zar1) = (21 + tz2)™. Pour tout entier n, ¢, est un
polynéme n-homogéne sur R%t1, et 1’on vérifie aisément qu’il est
harmonique. La restriction de ¢, & S? est donc une fonction propre
du laplacien, de valeur propre —n(n + d — 1). Sa norme dans L?(S%)
est (Jfa [u1 + tug|*dog(u))/2, quantité que nous n’avons pas besoin
de calculer explicitement pour ce qui suit.

On constate que sur S% le maximum de u |u1 +tug| est 1, atteint

si et seulement si ug = u4 = - -+ = ug41 = 0. Un argument standard(®)
montre alors que, si a est une fonction continue sur S¢, qui s’annule
au voisinage du cercle € = {u € S | ug = ug = -+ = ug41 = 0},
on a

/ a(w)|ur + iua|dog(w)
lim <8¢ =0.
e | u1 + dua|*"dog(u)

N

Autrement dit, toute la « masse » des fonctions propres ¢, se
concentre sur le cercle %.

Soit maintenant a une fonction continue quelconque sur S%. En
remarquant que ¢, o Ry = e~ ¢, pour tout § € R, out Ry est la
rotation des deux premiéres coordonnées définie par

Ro(-’l?l,:ltz, Z3,... ’wd+l)
= (cosz1 + sin 63, — sin 0z + cosOz2, z3,...,ZTg41),
et en utilisant I'invariance de o4 par les isométries, on montre que
L o@ibn@Pdoatu) [ a0 Ro(wldn)Pdoa(w)

lim = lim

Y Le@Pdeatw) " [ ln)Pdoa(w)

MSur le support de a, on peut trouver & >0 tel que |u1 +iuz| < 1—26. En revanche,
il existe un voisinage Q5 de la courbe ¥ tel que |u1 + fuz|>1 — § sur Qs. Ainsi,
Jsa a(@)|us + duz|**doa(u) < (1 - 25)2" Jsa la(u)|doa(u)

Jat +iwaPrdoau) | S \1=8)  fo doa(u)
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Autrement dit, la limite est invariante par la transformation a +—
ao Ry.

Comme le cercle € porte une unique mesure de probabilité inva-
riante par toutes les rotations Ry, on a nécessairement

lim de a(u)|¢n(u)|2dad(u) — _1_ /2" a(cos0, sin,0, ..., 0)d0
n fsi|dn(u)lPdoa(u) 27 Jo
pour toute fonction a continue sur S¢.

Nous verrons au paragraphe 4.3 que ce phénomeéne de concentra-
tion de fonctions propres sur des courbes marque une grande diffé-
rence entre le tore et la spheére : en effet, sur le tore, Bourgain et
Jakobson ont démontré & partir du développement en série de Fou-
rier (2) que cela n’est pas possible.

3. Ergodicité quantique sur les variétés riemanniennes

3.1. Structures riemanniennes et opérateur de Laplace-
Beltrami

Pour simplifier la présentation, nous considérons uniquement des
sous-variétés de R™ (ceci n’est en fait pas une restriction, si 'on
connait le théoréme de plongement de Nash (1956, [Nas56]), selon
lequel toute variété riemannienne abstraite peut se réaliser de maniére
isométrique comme sous-variété d’un espace euclidien R™ avec n assez
grand).

Définition 3.1 (sous-variété). Un sous-ensemble M C R™ est une sous-
variété de dimension d et de classe C* si, pour tout z € M, il existe
un voisinage U de z dans R", un ouvert  de R¢ contenant 0, et une
application ® de classe C* de Q dans R™, telle que ®(0) = z, d®(0)
est injective, et ® est un homéomorphisme de Q sur M NU (muni de
la topologie induite).

On renvoie, par exemple, au livre de Berger-Gostiaux [BG92)]. La
sous-variété M est munie de la topologie induite par celle de R™. Les
applications ® de la caractérisation (3) s’appellent des cartes. Une
application f : M — R est dite de classe C* si f o ® est de classe C¥,
pour toute carte ®. L’espace tangent TyM & M en un point y est le
sous-espace vectoriel de R™

TyM = d®(a)-R? siye MNU et y = ®(a).
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De maniére plus intuitive : v € Ty M si et seulement si il existe une
courbe v : ] —€,e[ = R™ de classe C! avec (t) € M pour tout t,
7(0) =y, ¥'(0) =v.

Le fibré tangent de M est le sous-ensemble de R™ x R™ défini comme
suit :

TM ={(z,v) e R"xR" |z € M, v € T,M}

(c’est une sous-variété de dimension 2d de R™ x R™).

Le produit scalaire défini par la base canonique de R™ per-
met d’identifier R" &4 (R")* et I'espace dual TyM du sous-espace
TyM C R™ & l'espace des formes linéaires sur R™ s’annulant sur
Porthogonal T, M. Soit P(y) : R® — T, M le projecteur orthogonal.
Alors l'espace cotangent T M est plongé comme un sous-espace
vectoriel de (Ry,)* par 'application

(13) §€TyM+— £o P(y) € (Ry)".

Le fibré cotangent T*M est la sous-variété de dimension 2d de
R™ x (R™)* définie par
(14) T*M={(z,{oP(z)) eR" x (R")* |z € M,{ € T;M}.
Structure riemannienne induite sur M, et distance associée

Pour y € M et v,v' € TyM, on peut définir leur produit scalaire
v o v/ comme étant celui qui provient de la structure euclidienne
usuelle de R™. La donnée d’un produit scalaire sur chaque espace
tangent Ty M (dépendant de maniére C* de y) est ce qu’on appelle
structure riemannienne de classe C¥ sur M. Ici, par souci de sim-
plicité, on ne parlera pas de structures riemanniennes abstraites et
on ne regardera que le cas de sous-variétés de R™ avec la structure

riemannienne induite.
On définit la longueur £(y) d’une courbe v : [0,1] — R"™ de
classe C1 tracée sur M :

() = [ I @l

et son énergie E(v),

B0) = [ OIP
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On vérifie que la longueur ne dépend pas du paramétrage, alors que
Pénergie en dépend. Ceci permet de définir une distance sur M

dm(z,y) = inf{£(y) | 7(0) = =, (1) = y}.

Cette distance définit sur M la méme topologie que la topologie in-
duite.

Gradient d’une fonction

Soit f: M — R de classe C! et soit y € M. La différentielle df (y)
est une forme linéaire sur TyM : pour tout v € Ty M,

() = ﬂ%m f(y)

ol 7y est une courbe tracée sur M telle que y(0) =y et 7/(0) = v.

Comme le produit scalaire définit une forme bilinéaire non dégé-
nérée sur T, M, il existe un unique vecteur de T, M, noté V f(y), tel
que

df(y)v =V f(y) v

pour tout v € T,y M.
Géodésiques

Soit s : [a, b] — R™ une famille de courbes tracées sur M, indexées
par s € | —¢, ¢[. Plus précisément, on demande que (s,t) — vs(t) soit
de classe C? sur | — ¢, [ x [a, b]. L’application énergie, s — E(vs) est
dérivable, et par dérivation sous le signe [,

2 B0 = [ ) ey
—/%m-——%ma
= [(%0)+ & L0

— [ A0 Ee)it 4 40) + s (8) = 7@) + (0

(intégration par parties). On dira qu’une courbe v : [a,b] = M est
une géodésique de M sil'on a %Is:OE('ys) = 0 pour toute famille C?
de courbes 7; : [a,b] — R™ tracées sur M, telles que yp = 7 et telle
que

%s(a) =v(a),  s(b) =(b)
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pour tout s € | —¢€,¢[ (c’est a-dire que les extrémités sont fixes). En
particulier, on a d%fys (@) =0et d%fys (b) = 0. Une condition nécessaire
et suffisante pour que v soit une géodésique est donc que

b d
"(t) o — tYdt =0
/a 7))

pour toute famille C? de courbes s : [a,b] — R™ tracées sur M,
telles que 790 = < et d’extrémités fixes. Comme %I s—o7s(t) est un
élément quelconque de T’y M, on voit qu’une condition nécessaire et
suffisante est que

(15) ’Y”(t) 1 T,y(t)M

pour tout ¢ : I’accélération doit étre normale & M.

Définition 3.2. Plus généralement, si I C R est un intervalle de R, on
dira que v : I — M est une géodésique si v est de classe C? et si on
av"(t) L T,y M pour tout t € I (alors ||7'(t)|| = cste).

Montrons que ’équation des géodésiques (15) peut se mettre sous
forme hamiltonienne, afin de faire le lien avec les exposés précédents.
Cela peut paraitre artificiel ici, mais le caractére hamiltonien de
P’équation joue en fait un réle trés important quand on veut faire
le lien avec la mécanique quantique. Cela dit, comme nous ne don-
nerons pas de preuves détaillées concernant les opérateurs pseudo-
différentiels sur les variétés, il est tout-a-fait possible de passer a la
définition 3.4 sans lire les calculs ci-dessous. On notera toujours ||-||
la norme euclidienne sur R™ muni de sa base canonique orthonormée
(€1,...,€n), et on utilisera la méme notation ||-|| pour la norme sur le
dual (R™)*. L’usage de la méme notation est justifié par la remarque
que lidentification de (R™)* a R™ grace au produit scalaire est une
isométrie. Néanmoins, quand on voudra souligner la différence entre
ces deux normes, on les notera ||-|[ge et ||-||rn)*-

Pour v € R™ on note &, : R™ — R la forme linéaire £ +— v « £ sur R"
(produit scalaire par v). L’application v — &, est donc I'identification
usuelle entre R™ et son dual. Rappelons que, pour z € M, P(z)
désigne le projecteur orthogonal de R™ sur I’espace tangent T;M.
C’est en particulier un endomorphisme de T;; M, et pour tout vecteur
v € TyM, on a P(z)(v) = v. Sa matrice dans la base (e1,...,&p) sera
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notée (P;j(x)). Puisque la variété M est différentiable, I’application
z — P(z) est différentiable de M dans I’espace des matrices My (R).

Pour tout v = 3, vje; € TpM, on a donc 3, P;j(x)v; = v; pour
tout ¢. Les matrices des dérivées OP(x)/0z;, satisfont aussi & une
propriété de symétrie que nous allons détailler. Soit x, un point quel-
conque de M et soit «(t) une courbe différentiable tracée sur M issue
de z,. On a donc ¥(0) = z, et v := /(0) € T, M. Pour tout ¢ on
a ainsi 33; P;i(v(t))v'(t); = 7'(t)i- En dérivant par rapport & ¢ on
obtient pour tout ¢, par dérivation composée,

OP..
> 37’:(7(75)) V(@)Y @k + Y Py()y" ()5 = 7" ()i,
Jk J
et en t = 0 on en déduit
OP..
> 3—”(%) vjvg = 7"(0)i — Y P(x0)i; 7" (0);,
gk 0Tk i
formule qui montre que, quelque soit v € T, M, le vecteur
Fij

est dans I'image de Id —P(z,), donc est orthogonal & T, M. Par
conséquent, pour tout w € Ty, M, la forme quadratique sur T M

définie par
Qu(v,v) = sz(z
i ik

est nulle. Par polarisation on en déduit que, pour tous u,v € T M,
on a Quy(u,v) + Qu(v, ) = 0. Nous n’utiliserons ’annulation de cette
forme tri-linéaire que pour les triplets u, v, w avec w = v, ce qui donne

OBy o Voo = — S~ OBk oy
(16) Z B2, (zo)vivjug = X;C oz (zo)vivjug

1,5,k 4.4,

P
By (2o)vs0%)

pour tout z, € M et pour tous u,v € Ty M.

Revenons maintenant aux géodésiques. L’équation des géodésiques
signifie que la forme linéaire composée &, (;) © P(7(t)) : R™ — R est
nulle pour tout ¢ € I. On considére sur le fibré cotangent 7™M (défini
par (14) et muni de la métrique induite par celle de (R™)*) la fonction
(hamiltonien)

Hir(2,€) = 3 €l
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On peut aussi ’écrire sous la forme
1
Hpy(z,§) = §||§ o P(z)||7ny-

Qest donc la fonction (y,1) + 3[|n|fgn). sur R™ x (R™)* que 'on
induit sur le sous-ensemble T M.

Proposition 3.3. On peut écrire l’équation des géodésiques (15) sous la
forme du couple d’équations vectorielles de Hamilton
dzL‘ 6H M

(17) d; 6H
M
E = _—(z’g)

Démonstration. La difficulté principale de cet énoncé vient de ce qu’il
faut interpréter ces équations comme étant des équations sur la sous-
variété T* M et non comme des équations sur R" x (R™)*, ce qui était
le cas & la proposition 1.4 du texte de F. Faure (ce volume).

En considérant une carte locale, il est clair que le vecteur
OHp(z,€)/0€ n’est autre que €. En particulier, par I’identification
de T;M et Ty M par v — & = v « (produit scalaire avec v), on a
OH ) (z,&y)/0& = v. Par cette identification on a aussi

Hu(@,6) = 31P@©) e

L’équation des géodésiques (15) peut se récrire comme un systéme
d’équations portant sur la courbe (z(t) = v(t), &y ()) dans T*M, pour
tout u € T, ;) M :

'd.'L‘ 3HM

,(t) = (12 §’y (t)))
J@@m ﬁ@mwwww)
(18) 2 ((0) « PO w)

= 7”(t) P(v(t))(U) +(t) . —P(v(t))(U)
L =0+7(t) . —P(“r(t))(U)
Ce dernier terme s écnt

(19) Z OBy 2, (0 Y (®)i Y &)k - uj-

,Jk
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Pour faire apparaitre ceci comme une équation de Hamilton, il reste
a voir que ce terme s’identifie & —9H s /0z(u), en particulier il faut
comprendre ce que veut dire cette dérivée partielle en z « & £ fixé ».
Plagons-nous au voisinage du temps ¢t = 0 (par exemple) et identifions
tous les T; M avec T'y(o)M, par I'application v € T )M ~ &y|rxns
Une variation de z « & £ constant » signifiera que 1’élément v de
T’y 0)M reste constant. Calculons alors, en z, = v(0), v = 7/(0),

aHM (-'Bo, E'v)(u) Z Uk aHM (:1)0, é‘v)

=— ;uk . Ea—:WClIP(x)(v)Illzm=wo
== upP(x,)(v) * (g—:c(%)(”))
k

Puisque v € T, M, on a P(mo)(v) = v, donc

P(z,)(v) « ( )(v)) = Z B B (o)orvy,

de sorte que, finalement,

@) -t =~ X g ) wap

Par ailleurs, en t = 0, (19) s’écrit (e: ,permutant la notation)

(21) Z %PT (o) - vivjup.

L’identité voulue (21) =,J(,20) n’est autre que I'identité (16) déja ob-
servée. 0

Définition 3.4. Le flot géodésique est la famille de difféomorphismes
(#%)ter : T*M — T*M telle que, pour tout (zo,&) € T*M, t —
#*(z0,&0) est la solution du systéme d’équations différentielles (17)

avec ¢%(zo, &) = (0, o).
La propriété de flot signifie que
¢t+s — ¢t o ¢s
pour tous t,s € R, et ¢° est 'identité; ceci provient simplement du

fait que (¢%)¢cr est le flot des solutions d’une équation différentielle
a coefficients indépendants du temps.
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Exemple 3.5. Supposons que M = R?. L’équation (15) s’écrit
v"(t) = 0, les géodésiques sont donc les droites parcourues a vitesse
constante (on omet ici le cas trivial ou la vitesse est nulle, et ou
bien siir 'image géométrique de la courbe est réduite & un point). Le
systéme (17) s’écrit

dz
E?_g,
¢
E—O'

Le flot géodésique admet donc I’expression trés simple

¢(z,8) = (z +1£,€).

On reconnait d’ailleurs 1’expression que ’on a utilisée dans le cas du
tore, aprés passage au quotient.

Exemple 3.6. Supposons que M = S%. Les courbes tracées sur S, dont
I’accélération est normale & S¢, sont des cercles de rayon 1, parcourus
a vitesse constante (on omet ici encore le cas trivial ou la vitesse est
nulle, et ot 'image géométrique de la courbe est réduite & un point).
Siz € S% et € # 0 est cotangent & S? en x, la géodésique issue de
(z,€) est P'intersection de S? avec le plan contenant ¢ et passant par
Porigine. Sur la sphére, on voit donc que toutes les géodésiques sont
des courbes fermées. Les variétés qui ont cette propriété s’appellent
variétés de Zoll.

Forme volume et structure hilbertienne

Soit & C M un ouvert borné de M. Pour £ > 0, notons Q¢ C R"
I’ensemble des points qui sont & distance inférieure a € de 2. Pour ¢
assez petit, pour tout x € QF, il existe un unique y € M tel que
z—y L TyM (si M est un sous-espace affine, y est le projeté or-
thogonal de z sur M, et si M est une sous-variété quelconque, cela
se démontre griace au théoréme des fonctions implicites). On notera
y = Pyx.

Soit f une fonction M — R, continue a support compact contenu
dans 2. Considérons la fonction fo = fo Pjs sur 2°. On peut montrer
que la limite

hme (n— d)/ fodl™
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existe (avec df™ =dz; - - - dz,, la mesure de Lebesgue n-dimensionnelle).
Cette limite est notée

/. 1wavelw),
M

et d Vol(y) s’appelle la mesure de volume riemannien sur M (dans le
cas ol M est une sphére, cet objet a été noté dog plus haut).
On introduit le produit scalaire hermitien

(.9 = [ T@a@avol(a)
et la norme associée,

[fllz = /{f, )

Le complété de C°(M) pour cette norme est noté L2(M), c’est un
espace de Hilbert.

Laplacien
Il existe un unique opérateur différentiel A,s d’ordre 2 sur M tel
que

/M A f(2)g(@)dVol(z) = = [ V(@) - Vg(a) d Vol(a)

pour toutes fonctions f,g sur M, de classe C? et nulles en dehors
d’un compact de M. On Pappelle le laplacien sur M ou opérateur de
Laplace-Beltrami. La preuve de 1’existence et de 1'unicité peut se faire
en calculant ’expression de Ajs dans des cartes. Plus intuitivement,
le laplacien peut aussi étre défini ainsi : si f est & support compact,
on pose fo = f o Py, fonction définie sur un ouvert de R?, et Ay f
est défini comme la restriction & M de la fonction Agn fo.

Si f n’est pas a support compact, on peut définir en chaque z € M
la valeur Apsf(z) comme étant Apr(xf)(z), oit x est une fonction
C® & support compact, constante égale & 1 au voisinage de z.

Théoréme de diagonalisation du laplacien

Le théoreme de diagonalisation du laplacien, que ’on a énoncé sur
le tore et sur la sphére, en donnant explicitement les valeurs propres
et les vecteurs propres, s’étend & toute variété compacte (voir, par
exemple, [Eval0]) :

Théoréme 3.7. Soit M une variété riemannienne compacte. Alors les
valeurs propres ordonnées de —Apr forment une suite (A,) de réels
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positifs tendant vers +0o. De plus, il existe une famille (¢n)nen de
fonctions propres de —Apr qui forme une base hilbertienne de l’espace
de Hilbert L?(M) (de maniére équivalente, les combinaisons linéaires
finies des (¢n)nen sont denses dans CO(M)).

3.2. Le théoréme d’ergodicité quantique pour les fonctions
propres du laplacien

Dans le théoréme ci-dessous, on note

N(E) = #{n| A < E}
le nombre de valeurs propres de Ay, inférieures & F, comptées avec
leur multiplicité. Pour x € M, on note S;M C T; M la sphere unité,

SeM ={eT;M | €] =1}
et do; la mesure de volume sur la sphére S; M. A partir de maintenant
on normalise d Vol(z) et do; en les multipliant par des constantes
positives, choisies de sorte que

/MdVol(y) =1 et /S*M dogz(w) =1

pour tout z. La mesure d Vol(z)doz(w) (z € M,w € S;M), appelée
mesure de Liouville, est la mesure uniforme sur les couples (z,w).

Théoréme 3.8 ([Sni74, Zel87, CdV85]). Soit M une variété rieman-
nienne compacte, et soit Ay 'opérateur de Laplace-Beltramsi sur M.
Soit (¢n)nen une base hilbertienne de L*(M) formée de fonctions
propres du laplacien :
A¢n = —/\n¢n
que l’on supposera ordonnée de sorte que Ap < Ap+1.
Soit a€ CP(T*M). Supposons le flot géodésique ergodique. Alors

EBI-Eoo N(E) | (#n, Opg-1/2(a)dn)

An<E
- a(z, E~Y2)\2w)d Vol(:t:)da:,,.(u.))l2 =0.
rEMWESFM
L’hypotheése absolument cruciale de ce théoréme est ’ergodicité du
flot géodésique ; nous définirons ce terme dans un instant (rappelons
aussi que des exemples de flots ergodiques ont été introduits dans le
texte de F. Faure, au § 2, dans ce volume). Mais auparavant, essayons
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de donner & cet énoncé une allure un peu plus sympathique. Pour
cela, pour é > 0 fixé, on peut appliquer le théoréme & une fonction @,
a support dans l’ensemble

{(z,8) |z € M,§ € Ty M, |[€]| € [1/2 - 26,3/2 + 24]},
et qui vérifie la propriété
a(z, tw) = a(z,w)
pour tout ¢t € [1/2—6,3/2+ 4] et w de norme 1. Remarquons que les

expressions se simplifient un peu :

/Zi(a:, EY2\L/20)d Vol(z)do(w) = /a(a:, w)d Vol(z)do ()

dés que E-V/2)\Y? e [1/2 - 6, 3/2 + 6], et on pourrait montrer que
<¢’na ()pE—l/2 (a)ﬁbn) = (¢n, OPA;1/2 (a')¢n) + 0(1)

dés que E-1/2)\Y% ¢ [1/2,3/2]. Ainsi le théoréme admet la variante
suivante, peut-étre plus agréable a lire :

Théoreme 3.9 ([Sni74, Zel87, CAV85]). Soit M une variété rieman-
nienne compacte, et soit Ay l'opérateur de Laplace-Beltrami sur M.
Soit (¢n)neN une base hilbertienne de L2(M) formée de fonctions
propres du laplacien :
A¢n = —An®n,
que l’on supposera ordonnée de sorte que Ap < Apy1-
Soit a € CP(T*M). Supposons le flot géodésique ergodique. Alors

. 1.
@)l NGER-NERD > [ {40,0p,;12(@)61)
E/2<Mn<3E/2

2
B / zeM a(“’w)dVol(w)dam(w)l =0.
weSy; M

Comme cas particulier, en appliquant le théoréme 3.9 & des sym-
boles du type a(z)x(||€]|?), on obtient :

Théoréme 3.10. Soit M wune variété riemannienne compacte, et soit
Ay Vopérateur de Laplace-Beltrami sur M. Soit (¢n)nen une base
hilbertienne de L2(M) formée de fonctions propres du laplacien :

A¢n = —)\n‘ﬁn)

que l’on supposera ordonnée de sorte que Ap < Ant1.
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Soit a € C*®(M). Supposons le flot géodésique ergodique. Alors

) 1 2
i 2 [@madn) = [ a@avei@)] <o
AnSE
Nous définirons ici l’ergodicité par 1’égalité (presque sfire) des
moyennes temporelles et spatiales : pour (z,£) € T*M et T > 0,
définissons

(a)r(z,§) = % /0 ) a(¢t(z, €))dt.

On dira que le flot géodésique est ergodique si, pour Lebesgue presque
tout (z9,&) €T*M, et pour toute fonction a continue sur 7*M, on a

(@) lim (@r(0,0) = [0 (@ Ilw)dVol(z)doa(w)
weSEM

On remarque que l'intégrale (23) porte sur les vecteurs de méme

vitesse que la condition initiale &, ce qui est naturel puisque les

trajectoires de ¢* sont 3 vitesse constante.

On parle d’unique ergodicité quand ’identité (23) est valable pour
tous les (zo, &) tels que &p # 0. Cependant 1’étude d’exemples montre
que cette propriété plus forte n’est pas aussi intéressante qu’il n’y pa-
rait : les systémes dynamiques dits chaotiques, qui nous intéressent ici
en premier lieu, ne sont pas uniquement ergodiques car ils possédent
une infinité de trajectoires périodiques.

La preuve du théoréme 3.8 est & peu pres identique a celle du théo-
réme 1.4 une fois que ’on parle le langage des variétés. Contentons-
nous d’en rappeler les principaux ingrédients. Ce sont les régles du
calcul pseudo-différentiel qu’il faut adapter aux variétés, en particu-
lier :

o le théoréeme d’Egorov reliant le laplacien Ajs et le flot géodé-
sique :

(24) ¢/ Opy(a)e /" = Opp(ao ¢*) + Ou(h),
ot H = —h?A/2.

« le calcul fonctionnel : plus précisément, le fait que l'opérateur

x(—h%Apr), défini par

X(_hZAM)¢n = X(hz)\n)¢n,
pour x € C$°(R), est un opérateur pseudo-différentiel qui coincide
avec Opy(x([l€]|*)) & O() pres.
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Remarquons la dépendance du reste O;(%) dans le théoréme d’Ego-
rov. Dans le cadre euclidien, cette dépendance était linéaire O(h) =
O(|t|R). Sur une variété compacte quelconque, il faut plutdt s’attendre
4 une dépendance exponentielle, O;(%) = O(e*h), ot A > 0 est un
ezposant de Lyapounov qui mesure la sensibilité aux conditions ini-
tiales des solutions de ’équation des géodésiques (17). Cette dépen-
dance exponentielle ne pose aucun probleme dans notre preuve, car
nous commengcons par considérer la limite 2 — 0 & ¢ fixé. Cependant,
dés que 'on veut attaquer des questions plus fines, telles que la vi-
tesse de convergence vers 0 dans le théoréme d’ergodicité quantique,
ou l'unique ergodicité quantique abordée plus bas, la dépendance ex-
ponentielle en temps des restes est un probleme majeur.

On utilise encore les points suivants :

« Si a € CX(T*M), alors Opg(a) est un opérateur de Hilbert-
Schmidt et on a

25)  10p(@)lfs ~10 (2r) [ la(a,€)Pd Vol(@)dtu(e),

ou ¢; est la mesure de Lebesgue sur Ty M.
+ (Loi de Weyl)

N(E) ~B_s100 (21) "¢ Vol(M) Volga(B(0, 1)) E¥/2,

La loi de Weyl peut &étre obtenue comme corollaire de la formule (25),
appliquée & Op,(a) = x2(—h2A), avec i = E~1/2, et en raisonnant
comme dans la remarque 1.3.

Une fois ces ingrédients réunis, la preuve des théorémes 3.8 ou 3.9
est identique a celle du théoréme 1.4, & ceci prés qu’elle s’applique
& des fonctions a dépendant & la fois de z et de &, parce que 'on a
supposé l'ergodicité du flot géodésique (qui n’était pas vérifiée dans
le cas du tore).

Remarque 3.11. On peut voir assez facilement qu’un énoncé tel que
celui du théoréeme 3.9 est impossible sur le tore. Ceci est lié au fait
que le laplacien commute avec les opérateurs 9/9z; (j = 1,...,d).
Considérons la base des fonctions (ex)geze (ex(z) = €¥*°*), qui sont
en fait des fonctions propres communes & tous les opérateurs 0/0z;
(j = 1,...,d). Les valeurs propres de —Aqq sont les A\, = [|k||?,

et donc Ay /% = |k||7t. Comme Opp(a)ex(z) = a(z, hk)ex(x), on
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constate que 1’on a la formule exacte

(x> OPyiy-1 (a(@, €))ex) = (ex, Opyy-1 (ala, k/ [l ex )
— [ aa, /Kl do.
T
On n’a aucune chance de trouver une suite de vecteurs k; tels que
/ La@k/lkl)de — [a(e,w)dedoy(w)
T

pour toute fonction a, ol 0, = 04_; est la mesure de volume (d — 1)-
dimensionnel sur S*~. En effet, dés que k;/||ki|| = koo € S*1, on a
Fraale, i/ Ikl)de = fra a(e, koo)da.

Cette remarque est aussi valable pour le laplacien sur la
sphére S?. On remarque que Ags commute avec tous les opéra-
teurs Jy = %(a:,a/axk —z,0/0x;) (k,l=1,...,d+ 1, k #1). Ces
opérateurs sont ceux qui engendrent les rotations, au sens suivant :
prenant par exemple (k, 1) = (1,2), pour une fonction a de classe C*,
on a

Ji2a(z1, 22,3, . - -, Td+1)
0 . .
= %Io=oa(cos 0z1 + sinOzq, —sin 0z1 + cosOx2, 3, ..., T441).

L’opérateur J12 est celui qui correspond a ’observable classique

J12(2,8) = 2261 — 312 (T = (z1,-..,Za41), = (615, &ar1))-
Prenons alors pour (¢y) une suite de fonctions propres communes &
ASd et & Jio:

—Agan = Andn, J120n = tndn.

On montre que pn/v/An est une quantité bornée, & partir du fait que
la fonction (z,€) — Jia(x, €)/||€|| est bornée pour z € S¢, ¢ € TxS%.
Ainsi, en extrayant une sous-suite, on peut supposer que pn/vAy 2
une limite quand n — +o00.

Par ailleurs, si a et b sont deux fonctions qui coincident au voisinage
de ’ensemble

{@8) 1€l =1, J12(2,€) = pn/VAn }

on montre pour la suite (@) introduite ci-dessus que

(bns Op,\;1 (a)¢n)L2(Sd) = (¢n, Op)‘;l (b)¢n>L2(Sd) + 0(1)n400-
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Ceci suffit & conclure qu’on ne peut pas extraire de sous-suite telle
que

(¢n, Opy-1(a)bn) 2(s2) — /a(:v,w)d Vol(z)do(w)

pour tout a.

4. La conjecture d’unique ergodicité quantique

4.1. Enoncé de la conjecture et des résultats de Lindens-

trauss

Grace a l'argument déja utilisé pour démontrer le corollaire 1.5
dans le cas du tore, le théoréme 3.9 peut se reformuler en disant qu'il
existe un sous-ensemble S C N tel que
<
#{neS| < E} -
N (E) E—+o00

« Si l'on pose hy, = )\;1/2, on a

lim (¢n, Opp. (a)¢n) = / ceny al@,w)dVol(z)do(w).

n—+4oo,nES weSEM

L]

Un procédé d’extraction diagonale permettrait en fait de choisir ’en-
semble S indépendant de la fonction a.
Une question tout-a-fait naturelle est de savoir si

(26) nli)r_‘r_loo(cﬁn, Opp,, (@)¢n) = / a(z,w)d Vol(z)do(w)

pour tout a (sans avoir & extraire de sous-suite), ou, au contraire, s’il
existe des suites croissantes d’entiers (ny) telles que (¢, , Ophnk(a)q&nk)
converge vers une limite autre. Il est certain que la réponse dépend
des caractéristiques géométriques de la variété M, et en particulier
de propriétés du flot géodésique plus fines que I'ergodicité, mais on
est loin d’une compréhension satisfaisante de cette question.

On parle d’unique ergodicité quantique si la limite (26) a lieu sans
avoir & extraire de sous-suite. Selon la conjecture de Rudnick et Sar-
nak (conjecture d’unique ergodicité quantique), cette propriété devrait
étre satisfaite quand M est une variété compacte de courbure néga-
tive [RS94]. L’intuition sur laquelle s’appuie cette conjecture? Ce
seraient les trés fortes propriétés de mélange du flot géodésique (voir
le §2.2 du texte de F.Faure, dans ce volume) qui empécheraient les
fonctions d’ondes de se localiser dans de petites régions de I’espace
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des phases. Cet argument reste vague : le probléme est que la pro-
priété d’Egorov (24), qui fait le lien entre la dynamique quantique et
le flot géodésique, n’est pas uniforme en temps, et que 'utilisation de
la propriété de mélange nécessiterait ’interversion des deux limites
h—0ett— +o0.

Tout le monde n’est en fait pas convaincu de la validité de cette
conjecture, qui reste ouverte & I’heure actuelle. Une avancée impor-
tante est due & Elon Lindenstrauss (médaille Fields 2010) dans le
cas des surfaces de congruences arithmétiques [Lin06]. C’est ce cas
particulier de la conjecture qui avait motivé Rudnick et Sarnak, spé-
cialistes de théorie analytique des nombres plutdét que de systémes
dynamiques et d’équations aux dérivées partielles.

Nous nous contenterons d’évoquer superficiellement les travaux
de Lindenstrauss [Lin06], qui utilisent des techniques tout autres
que ’analyse micro-locale développée dans ce texte. Ceci illustre
bien la richesse de ce sujet, motivé par la mécanique quantique et
situé a la confluence de domaines trés variés des mathématiques.
Les surfaces de congruences arithmétiques sont des surfaces de cour-
bure constante —1, obtenues en quotientant le demi-plan de Poin-
caré par des groupes d’isométries trés particuliers, construits a par-
tir d’algébres de quaternions sur Q (on renvoie au livre récent de
N. Bergeron [Berll| pour la construction explicite, et pour une in-
troduction plus détaillée aux techniques utilisées par Lindentrauss).
Ces surfaces arithmétiques peuvent étre compactes ou non compactes
(c’est le cas notamment de la surface modulaire). Dans ce texte, nous
avons traité uniquement le cas des variétés compactes, mais les ques-
tions se posent aussi, avec des difficultés différentes, dans le cas non
compact.

Les surfaces arithmétiques présentent la particularité de posséder
une famille dénombrable d’opérateurs de Hecke (I},), indexée par les
nombres premiers p, agissant sur L?(M) de fagon auto-adjointe, qui
commutent entre eux ainsi qu’avec Ajps. L’opérateur T), est en fait
le laplacien associé & la structure p-adique sur M qui vient de sa
construction arithmétique. Tous ces opérateurs commutant entre eux,
on peut restreindre ’étude de l’ergodicité quantique aux fonctions
propres communes 3 toute la famille. C’est pour de telles fonctions
propres que Lindenstrauss a démontré (26) (c’est ce qu’on appelle
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Vunique ergodicité quantique arithmétique). Plus récemment, Brooks
et Lindenstrauss ont affaibli les hypothéses en supposant simplement
que les ¢, sont fonctions propres de Ajs et d’un seul opérateur Tj,.

Ceci pose de nouveau la question de la multiplicité des valeurs
propres de A)y. Si la multiplicité est 1, toute fonction propre de Ay
est automatiquement fonction propre des opérateurs de Hecke, et il
n’est pas restrictif de considérer des fonctions propres communes.
Mais si la multiplicité des valeurs propres n’est pas bornée, on peut
imaginer qu’en changeant de base de fonctions propres on observe un
comportement différent de la limite (26). La meilleure borne connue
sur la multiplicité est

v

borne générale pour les surfaces de courbure négative ; pour les sur-
faces arithmétiques on ne sait guére mieux.

Le lecteur intéressé par le cas des surfaces de courbure négative, et
tout particulierement par les aspects arithmétiques, pourra consulter
les articles de survol [Sar03, Sarll] de Peter Sarnak.

4.2. Résultats plus généraux

Soit M une variété riemannienne compacte, et soit (¢,) une suite
de fonctions propres de A, normalisées dans L?(M). Un argument
de compacité permet d’affirmer, quitte a extraire une sous-suite, que
la limite de (d’nk’OPhnk (a)¢n,) existe pour tout a € C(T*M) et
qu’elle est de la forme

Jola,w)u(dz, )
ou 4 est une mesure de probabilité sur
S*M = {(z,w) |z € M,w € S;M}.

Dans la littérature, ces mesures p sont désignées, selon les auteurs,
par le terme de mesures semi-classiques, mesures de Wigner, mesures
de défaut, limites quantiques associées a la suite de fonctions propres
(¢n,)- Certaines de leurs propriétés ont été discutées au § 4.3 du texte
de C.Fermanian (ce volume).

Le théoréme d’Egorov, associé & la remarque selon laquelle

($ns OPh,, () ¢n) = (dn, e~ ¥nAM/2 Opy, (a)ehntne/2g,)
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pour tout ¢, implique que
Jaod @ wlds,do) = [a(a,w)u(da, do)

pour tout a et pour tout t. Autrement dit, le mesure p est invariante
par transport par le flot géodésique. Selon la conjecture d’unique er-
godicité quantique, sur une variété compacte de courbure négative,
la seule mesure u qu’on puisse obtenir de la sorte est la mesure uni-
forme, d Vol(z)doz(w). Mais sans nécessairement chercher & démon-
trer la conjecture, on peut simplement vouloir comprendre certaines
propriétés de ces mesures u. Par exemple, il y a beaucoup de géo-
désiques périodiques, est-ce que u peut-étre concentrée sur une telle
géodésique ? Cette question, qui reste bien en dega de la conjecture
d’unique ergodicité quantique, était ouverte jusqu’en 2005.

Les travaux de Anantharaman et Nonnenmacher [Ana08, AN0T7]
démontrent que I’entropie de Kolmogorov-Sinai d’une telle mesure p
est nécessairement non nulle, ce qui a pour conséquence que u ne peut
pas étre concentrée sur un ensemble de dimension de Hausdorff 1. Par
exemple, u ne peut pas étre concentrée sur une géodésique périodique
(notre résultat donne en fait une borne inférieure explicite sur la
dimension du support de u).

Dans son texte, F. Faure a exposé le modéle du chat(®) qui constitue
le prototype du systéme dynamique chaotique ; du point de vue de la
dynamique classique, ce systeme partage beaucoup de propriétés avec
le flot géodésique des variétés de courbure négative : la principale dif-
férence réside dans le fait que c’est un modéle & temps discret, alors
que le flot géodésique est un modéle & temps continu. Afin de tester
les conjectures sur un modéle simple, plusieurs auteurs ont construit
une version quantique du chat et ont montré une version du théo-
réme d’ergodicité quantique dans ce cas (voir par exemple [BDB96]).
Faure, Nonnenmacher et De Biévre [FNDBO03] ont démontré que, pour
ce modeéle, la conjecture d’unique ergodicité quantique n’est pas sa-
tisfaite : ils ont pu exhiber des suites de fonctions propres explicites
dont la répartition asymptotique n’est pas donnée par la mesure uni-
forme. Il est intéressant de constater que, sur ces contre-exemples, la

@ Ce nom fantaisiste n’a rien & voir avec I’expérience du chat de Schrodinger.
1l vient d’un dessin paru dans le livre d’Arnold et Avez [AA67], qui représente
P’action de ce systéme dynamique sur une téte de chat.
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mesure p possede une entropie qui est exactement la borne inférieure
du théoréme de Anantharaman-Nonnenmacher [AN07].

Finalement, comment concilier le contre-exemple de Faure, Non-
nenmacher et De Bieévre [FNDBO03]| et 1’envie de croire & la conjecture
de Rudnick et Sarnak ? On peut dire que la construction du modéle
quantique du chat parait un peu spéciale, et croire que la conjecture
est valable pour des systémes génériques, ce qui autorise des excep-
tions un peu spéciales.

4.3. Retour sur le cas du tore

Résumons la situation : sur la sphére on a une suite de fonctions
propres qui se concentre sur I’équateur. Sur une surface de courbure
négative une suite de fonctions propres ne peut pas se concentrer
complétement sur une géodésique fermée [ANQ7], et sur le tore une
suite de fonctions propres ne peut pas se concentrer du tout sur une
géodésique fermée.

Pour revenir au le cas du tore traité au §1, on rappelle qu’on a
énoncé un théoréme de type ergodicité quantique, valable seulement
pour des observables a(z) (théoréme 1.4). Ce théoréme nous donne
un comportement limite pour « la plupart » des fonctions propres
de Ags. On peut & c6té de cela poser la question de la description
du comportement asymptotique de suites quelconques de fonctions
propres : soit (¢y) une suite quelconque de fonctions propres, vé-
rifiant donc Apadp, = —Apdn, An — +00, normalisées de sorte que
Jra |¢n(z)|2dz = 1. Un argument de compacité permet de trouver une
suite croissante d’entiers ny, et une mesure de probabilité v sur T¢,
tels que

Jm (6o, adn) = [ a(@)dv(a)

pour toute fonction a € C°(T¢). Que peut-on dire d’une telle me-
sure v 7 est-ce que v est nécessairement la mesure uniforme dz ?
La réponse est non : il suffit pour le voir de considérer des fonctions
propres de la forme
eikom + ei(k—m)oa:

avec m fixé, ||k|| — +oo, ||k|| = ||k—m|| (par exemple, si l'on choisit &
dont la premiére coordonnée est 1, ces relations sont vérifiées avec
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m = (2,0,0,...,0)). On a |¢(z)|? = 1 + cos(m « z) qui ne dépend
pas de k, et donc la mesure v correspondant & une telle famille est
dv(z) = (1 + cos(m « z))dz.

Bourgain et Jakobson [Jak97] ont démontré plus généralement
qu’une telle mesure v avait nécessairement une densité,

dv(z) = p(z)dz,

ou p est une fonction positive d’intégrale 1. De plus, si 'on note (k)
les coefficients de Fourier de p, on a

> |5(k)|4~2 < +oo0.
k

Ainsi, en dimension d = 2, p est un polyndme trigonométrique, en
dimension d = 3, p est une fonction continue... De plus, un résultat
de Jaffard dit que [, p(z)dz > 0 pour tout ouvert non vide Q C T¢.
Ces résultats reposent sur la décomposition en série de Fourier (2) et
une étude fine des propriétés des points entiers sur les sphéres. Les
articles [Mac10, AM14] donnent une nouvelle preuve de ces résultats,
qui s’appuie sur I’analyse micro-locale.

En dimension d = 2, il est assez aisé de démontrer 1’existence d’une
densité p € L?(T?) telle que dv(z) = p(x)dz. Nous donnons ci-dessous
l’argument, dii & Zygmund [Zyg74]. Repartons de ’expression (2) des
fonctions propres :

(27) f@= Y ad,
kezd
ll&l2=x

avec ici d = 2. On a alors

lf@P= Y GremeMmbre,
k,mez?
|kl =[lm][2=X

Rappelons la notation

i1 = ([ r@as)

et introduisons aussi

1/4
£t = ([, 1f@tda) " = IAP1E”.
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2

>, Tem
(k,m)€Z?x 22
m—k=j

lIlI2=llm|[*=A

1713 = IF2IE = 32

jez2?

en appliquant la formule de Parseval & la fonction z — |f(z)|2. Or,
on remarque qu’a j # 0 donné, ’ensemble

{(k,m) € Z* x 2% | m — k = j, ||kl|* = |Im|* = A}

a au plus deux éléments, et ceci quel que soit A. L’inégalité de Cauchy-
Schwarz donne alors

2

— — . (2

2w +2 Y. ), [weal)
kez? JEZ2\{0} (k,m)€Z2xZ?
ll&ll2=x m—k=j
lI&ll2=[lm||2=X

I£112e <

le premier terme provenant du cas j = 0. Enfin, toujours par Parseval

2

> | =1/l

kez?

llll2=A

2
ot 2 X % faeal <2 X lal) =27l
JEZA{0} (k,m)€Z2xZ? kez?
m—k=j

IEI2=lIm][?=A

On a ainsi prouvé que, pour toute fonction propre f du laplacien
sur T2, on a

17112 < 31I£113-

Supposons, comme d’habitude, que (¢n) est une suite de fonctions
propres normalisées dans L? : ||¢y||2 = 1. Les fonctions (|¢n|?) sont
alors elles-mémes de norme L? inférieure & 3'/4, de sorte que, par
Pinégalité de Cauchy-Schwarz,

’/rz a(z)|¢n(z) 2d:z:| < 3i/ (/1-2 |a($)|2da:) 1/2

pour toute fonction a continue. Ainsi, si

|, e@isu@iPde — [ al@)av(z),
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oll v est une mesure positive sur T2, on obtient par passage & la limite

Pinégalité
1/2
/ a(z)dv(z)| < 344 </ |a(:z:)|2dw>
T2 T2

pour toute fonction a continue. Ceci implique (théoréme de Riesz)
qu'il existe une fonction p telle que dv(z) = p(z)dz, qui vérifie de
plus

2 1/2
L, le(@)Pde <32,

La preuve du résultat de Bourgain et Jakobson [Jak97], selon le-
quel p est en fait un polynéme trigonométrique, passe par des argu-
ments de théorie des nombres autrement plus élaborés.

4.4. Le stade

Terminons par quelques images de fonctions propres du stade, sous-
ensemble de R? formé d’un rectangle auquel on accole deux demi-
disques. Pour les ouverts bornés de R%, dont le bord est suffisamment
régulier (et plus généralement, pour les variétés riemanniennes com-
pactes d bord), le théoréme 3.7 de diagonalisation reste valable, mais
il faut imposer une condition aux limites. Les plus courantes sont la
condition de Dirichlet,

¢n|3M =0

(on demande aux fonctions de s’annuler sur le bord de M) ou la
condition de Neumann

au¢nI3M =0

(on demande & la dérivée normale de s’annuler sur le bord de M).

Le théoréme d’ergodicité quantique 3.9 a été étendu a cette situa-
tion par Gérard et Leichtnam [GL93]. Pour un ouvert de R, le flot
géodésique est le flot géodésique euclidien ((z,&) — (z + t&,€)) tant
que la trajectoire ne touche pas le bord. Quand elle touche le bord,
elle se réfléchit a angle égal : c’est ce qu’on appelle en mathématiques
un billard. Des exemples de billards ergodiques, les billards dispersifs,
ont été décrits au §2.1 du texte de F.Faure (ce volume). Le billard
en forme de stade n’est pas dispersif, néanmoins Sinai et Bunimovich
ont pu démontrer & la fin des années 70 qu'’il était ergodique. Ainsi,
le théoréme 3.9 s’y applique.
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FIGURE 1. Représentation de |¢,(z,y)|? pour le stade avec
symétrie impaire, pour 30 valeurs propres consécutives a par-
tir de n = 758. Illustration produite par Arnd Bécker.

Les images de la figure 1 ont été créées par Arnd Bécker. Elles
montrent trente fonctions propres impaires successives du stade (avec
condition de Dirichlet), & partir de la 758¢me valeur propre. En cou-
leurs foncées, les endroits ou le module de la fonction propre est
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grand, en couleurs claires, 13 ou il est petit. On y vérifie effectivement
(du moins, visuellement) la conclusion du théoréme 3.9 : la plupart
des fonctions propres présentent une coloration & peu preés uniforme.
Cependant, il semble que ’on n’ait pas unique ergodicité quantique :
certaines fonctions propres, rares certes, mais apparemment persis-
tantes pour des fréquences arbitrairement grandes, ne présentent pas
une distribution uniforme.

De maniére surprenante (pour une géométrie aussi simple!), ceci
est trés difficile & démontrer, et ne ’est pas encore tout a fait a ’heure
actuelle. Précisons qu’il n’est pas possible, méme pour un exemple
aussi simple, de calculer explicitement valeurs propres et fonctions
propres. 11 a fallu attendre 2008 pour le seul résultat rigoureux sur
’absence d’unique ergodicité quantique sur le stade. A cette date,
Andrew Hassell a démontré qu’effectivement, il existe une suite de
fonctions propres dont la distribution asymptotique n’est pas uni-
forme [Hasl0]. Mais il ne le démontre que pour presque tout stade.
Qu’est-ce que cela veut dire 7 Si l’on fixe le diamétre des demi-disques
a 1, on peut encore faire varier ’autre longueur ¢ du rectangle. On
a donc en fait toute une famille de stades. Hassell ne démontre son
résultat que pour £ en dehors d’un ensemble de mesure nulle de RT
(non explicite toutefois). Cela veut dire que son résultat est démon-
tré pour 'immense majorité des stades, mais que je ne peux pas vous
dire s’il s’applique pour £ = 3.

On renvoie & V’article en ligne [AB13] pour plus d’images.
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