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Illustration de couverture : Représentation artificiellement colorée de la reconstitution 
par ordinateur des traces des particules issues d'une collision proton-antiproton à haute 
énergie enregistrée dans le détecteur UA 1 du SPS (transformé en collisionneur). Cette 
représentation montre la production d'une particule Z qui s'est désintégrée en un électron 
et un positon de haute énergie jai l lissant dans des sens opposés (représentés en jaune). 
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AVANT-PROPOS 

La physique des particules est une science récente. La première particule, au sens mo­
derne du terme, fut l'électron découvert en 1897 et le formalisme théorique permet­
tant de décrire correctement les différentes observations expérimentales n'a trouvé sa 
forme actuelle que dans les années 1970 comme une extension à la fois de la théorie 
quantique et de la relativité restreinte. 

Cet ouvrage vise à présenter une vision moderne de la physique des particules de 
manière abordable mais sans occulter les concepts formels sur lesquels elle repose. 
L'exposé présuppose que le lecteur soit familier avec les concepts de la mécanique 
analytique, de 1a mécanique quantique et de 1a relativité, qui seront brièvement rap­
pelés au chapitre 2. Nous décrirons ainsi les lagrangiens pour des paiticu1es libres 
(chapitres 3 et 4), le principe d' invariance de jauge conduisant au lagrangien d' in­

teraction ainsi que le mécanisme de brisure spontanée de symétrie, introduisant le 
mécanisme de Higgs (chapitre 5). À chaque étape, nous nous limiterons au cas le 
plus simple, ce qui nous permettra de nous affranchir des concepts de théorie des 
groupes et de calcul tensoriel. Avec ce formalisme allégé nous pourrons néanmoins 
illustrer les principaux concepts théoriques. L'extension au modèle standard com­
plet serait formellement plus complexe mais ne repose sur aucune nouvelle idée. Le 
chapitre 6 se consacrera aux principes du ca1cu1 des observables physiques dans les 
processus de diffusion, toujours en se limitant au cas le plus simple pour illustrer 
les concepts. Enfin les deux derniers chapitres traiteront de deux aspects particuliers 
de la physique des particules : les états liés de l'interaction forte au chapitre 7 et la 
physique des neutrinos au chapitre 8. 

L'essentiel du contenu de cet ouvrage repose sur des cours donnés en première et 
seconde années de master de physique fondamentale à ]'Université Joseph Fourier de 
Grenoble. I1 n'existerait pas sans 1a contribution de nombreux collègues du Labora­
toire de Physique Subatomique et de Cosmologie (LPSC). Je tiens particulièrement 
à remercier Arnaud Lucotte qui a patiemment relu ce document, ainsi que Michael 
Klasen, Ingo Schienbein et Yannick Arnoud . 
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PARTICULES ET 
INTERACTIONS 

Dans toute étude physique, il est essentiel de commencer par définir le système à dé­
crire. Dans notre cas, il s'agit de définir ce que sont les particules et leurs interactions. 
La nature du système physique va également imposer le cadre formel dans lequel un 
modèle théorique pouna être développé. En partant de la structure de la matière ordi­
naire et en ajoutant d'autres particules découvertes tout au long du xxe siècle, nous 
allons ainsi tracer les contours du modèle standard de la physique des particules. 

1.1 LA MATIÈRE ORDINAIRE 

1.1.1 Particules et interactions 

La matière qui nous entoure est composée d'atomes en interaction les uns avec les 
autres. Il existe une centaine d'espèces chimiques différentes et cette multiplicité 
s'explique par une sous-structure : au cœur de l'atome le noyau est composé de pro­
tons, chargés positivement, et de neutrons, neutres comme leur nom l'indique. Ce 
noyau est entouré d'un cortège d'électrons, chargés négativement, en même nombre 
que les protons pour assurer la neutralité électrique del' atome. Toute la matière ordi­
naire est ainsi composée de trois briques fondamentales : p, n et e- . Elles possèdent 
toutes un moment cinétique intrinsèque de spin J = ~. Ce sont donc des fermions 
qui vérifient le principe d'exclusion de Pauli. Ce principe postule que deux fermions 
ne peuvent occuper le même état quantique et permet ainsi d'assurer l'existence de 
matière. 

L'essentiel de la physique de la matière (physique atomique, physique de la matière 
condensée, chimie) est gouvernée par une unique interaction, l'électromagnétisme. 
Dans sa formulation classique cette interaction est décrite par un champ électroma­
gnétique dont l'évolution suit les équations de Maxwell. La théorie quantique unifie 
les concepts classiques de particule et de champ, en un unique objet que nous conti­
nuerons d'appeler« particule» par la suite. Ainsi, la quantification du champ électro­
magnétique se traduit sous la forme d'une nouvelle particule, le photon y. C'est une 
particule de spin J = 1, soit un boson. 

La physique nucléaire, qui s'intéresse aux propriétés du noyau atomique, nécessite 
d'introduire deux interactions (ou forces) supplémentaires : 

• L'interaction nucléaire forte assure la cohésion du noyau. Ce dernier étant com­
posé uniquement de charges électriques positives et nulles devrait naturellement 
se dissocier sous l'effet de la répulsion coulombienne. La stabilité du noyau (et 
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Chapitre 1 • Particules et interactions 

donc de la matière) ne peut alors s'expliquer que s'il existe une autre interaction 
attractive entre neutrons et protons. Cette force doit avoir une intensité supérieure 
à celle de l ' interaction électromagnétique, d'où son nom d'interaction forte. 

• L'interaction nucléaire faible est responsable de la désintégration de certains 
noyaux. Cette désintégration change un proton en neutron et inversement, ce qui 
n'est possible ni par interaction électromagnétique ni par interaction forte. Il faut 
donc une troisième force, l'interaction faible, pour décrire ces phénomènes. 

Ces deux interactions n'ont aucune influence, ni à l'échelle macroscopique ni même 
à l' échelle atomique. Ce sont des interactions à courte portée (de l' ordre de la taille 
du noyau, voire plus petite), alors que l'interaction électromagnétique a une portée 
infinie. 

Une dernière interaction décrit la dynamique des corps massifs : la gravitation. En 
se limitant à une approche classique, on peut comparer les forces électromagnétique 
et gravitationnelle entre deux électrons de masse me = 9, 11 x 10-31 kg et de charge 
qe = - 1,6 X 10-19 C: 

F gravitation 

F électrique 

q2 
-- 2 /:2 

= 47rE"Qr2 = !l_ -~- ~ 4 X 1 o -42 

r;m; m~ 4nEo ' 
,.2 

(1.1) 

? 

où g = 6, 67- 11 N.m2 .kg-2 est la constante de gravitation de Newton et 4~~0 ~ 1 ~7 
est la constante de structure fine, qui caractérise l' intensité de l' interaction électro­
magnétique. L'intensité de la force électromagnétique est 42 ordres de grandeur plus 
forte que celle de la gravitation. Aux échelles d'énergie qui concernent la physique 
des particules, les effets gravitationnels sont complètement négligeables. 

Le modèle standard de la physique des particules que nous allons présenter dans cet 
ouvrage se limitera donc à la description des interactions électromagnétique, faible 
et forte entre particules élémentaires. Ce modèle est incomplet puisqu'il n'inclut pas 
la gravitation. Cette dernière est décrite par la théorie de la relativité générale dont le 
formalisme est incompatible avec celui de la mécanique quantique. 

N 

@ 1.1 .2 Longueur, énergie et élémentarité 
~ 

"§i L'étude expérimentale d'un objet et la mesure de ses propriétés requièrent l'usage 
ï:::: 
~ d'une sonde dont la longueur d'onde est comparable à la dimension de l' objet étudié. 
0 
u La sonde la plus couramment utilisée est la lumière ou plus généralement l'onde 

2 

électromagnétique. On peut remonter à la forme et aux propriétés d' une structure 
en observant la diffusion de la lumière, l ' application première étant bien entendu la 
vision qui reconstruit une image à partir de la lumière visible diffusée. Ce principe se 
généralise sans difficulté à d' autres échelles de distance et d'autres sondes (électrons, 
protons, ... ). Pour pouvoir étudier une structure avec une sonde donnée il faudra: 
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1.1. La matière ordinaire 

• que l'énergie de la sonde ou sa longueur d'onde soit comparable à la dimension 
caractéristique de 1 'objet étudié ; 

• que la sonde puisse interagir avec la structure étudiée afin qu' il y ait diffusion. 

À toute échelle de longueur À, on peut associer une échelle d'énergie caractéris­
tique E à partir de la relation de de Broglie : 

E =ne . 
À 

(1.2) 

Pour étudier des objets physiques de taille À = 10- 15 m (rayon classique du proton), 
il faut disposer d'une sonde d'énergie au moins égale à 3 x 10- 11 J ~ 200 MeV. On 
utilise généralement comme unité d'énergie ]' électronvolt (eV) défini comme l'éner­
gie acquise par une charge élémentaire sur une distance L = 1 m dans un champ 
électrique uniforme E = 1 V.m. On a alors : 

E = qV ::::} l eV= l, 6 X 10-
19 

C X 1 V.m = l 6 X 10_19 J 
L lm ' 

(1.3) 

En physique des particules, on sonde ]' infiniment petit en réalisant des expériences 
de diffusion à haute énergie, soit en envoyant un faisceau de particules (électrons, 
protons, photons) de grande énergie cinétique sur une cible, soit en collisionnant 
deux faisceaux. Dans ce dernier cas, la sonde et la structure sondée peuvent avoir la 
même nature et la différentiation n'a plus de sens. 

La notion d'élémentarité d' une particule n' a de sens que relativement à l' échelle 
d' énergie du processus : une particule est élémentaire dans une diffusion si son éner­
gie caractéristique est grande devant celle du processus. Par exemple, lors d' une dés­
intégration œ, l'énergie échangée est de l' ordre de 5 MeV alors que la particule œ a un 
diamètre classique d' environ 2 fm soit E ~ 90 MeV : la particule œ peut être consi­
dérée comme élémentaire. Les particules que l'on va considérer comme élémentaires 
en physique des particules sont celles qui n'ont pas de structure connue à ce jour, 
c 'est-à-dire pour lesquelles il n'y a aucune évidence de l' existence de sous-structure 
aux échelles d'énergie accessibles en laboratoire. À titre indicatif, l'accélérateur de 
paiticules de plus haute énergie atteint une énergie de 10 Te V dans le centre de masse, 
cmTespondant à une longueur caractéristique d'environ 10- 20 m . 

La physique des particules s'intéresse à la description des objets physiques plus 
petits que le noyau atomique. Ceci concerne deux échelles de taille. La première, au­
tour de 10- 15 m, est celle des constituants du noyau (le proton et le neutron) auxquels 
viendront s'ajouter toute une zoologie de nouvelles particules de courte durée de vie. 
La seconde, plus petite que 10- 16 m, est celle des particules élémentaires, c'est-à­
dire celle dont on ne connaît aucune sous-structure interne. On verra ainsi que neu­
trons et protons sont composés de quarks, alors que l'électron est déjà élémentaire. 

3 
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Là encore de nouve11es particules similaires mais instables viendront s'ajouter aux 
briques de la matière ordinaire. 

1.2 OUTILS FORMELS 

1.2. l Unités naturelles 

La mécanique quantique et la relativité restreinte font chacune intervenir une 
constante fondamentale qui intervient dans la plupart des équations : la constante 
de Planck 1i et la célérité de 1a lumière c. Dans 1es unités du système international : 

h n = - = 1, 05457148 X 10-34 J.s et C = 2, 99792458 X 108 m.s-l. (1.4) 
2rc 

Ces constantes sont des caractéristiques de notre univers. Elles relient entre e11es des 
grandeurs ayant des dimensions différentes : temps, espace, énergie et quantité de 
mouvement: 

Énergie, E 

c ! E = pc 

Impulsion, p 

1i 

E=1iw 
Pulsation, w ,..., t 
c !A=.f. 

(J) 

Longueur d'onde, À 

L'existence des ces constantes fondamentales semble indiquer que ces grandeurs (ou 
leur inverse) auraient la même dimensionnalité. Il n'y aurait alors besoin que d'une 
unique dimension. De même, la valeur numérique de ces constantes ne résulte que 
d'un choix arbitraire d'un système d'unités. 

Le système d'unités naturelles est celui où ces deux constantes valent 1 et n'ont 
pas de dimension. Dans ce système d'unités les équations sont simplifiées puisque les 
facteurs cou n disparaissent. À partir d'une analyse dimensionnelle on montre que: 

[1i] = E. T = l =:::} T = E- 1 , 

[c] = LT-1 
=:::} L = T. 

(1.5) 

(1.6) 

Le temps et l'espace ont la même dimension, ce qui semble naturel puisque la rela­
tivité va traiter le temps comme une quatrième coordonnée. De plus, toutes les di­
mensions s'expriment en unités naturelles comme des puissances de l'énergie. Ainsi 
temps et espace ont ]a dimension inverse de l'énergie. À partir des valeurs de n et 
c dans 1es deux systèmes d'unités, on détermjne les facteurs de conversion pour Je 
mètre et la seconde (voir exercice 1.1) : 

1 m = 5, 07 X 106 e y- l et 1 S = 1, 52 X 1015 e y-l. (1.7) 

Une autre grandeur utile pour les conversions entre systèmes d'unités est ne ~ 
197 MeV.fm. 
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1.3. D'autres particules 

1.2.2 Contexte théorique 

Une théorie de la physique des particules doit pouvoir décrire des interactions où 
la nature et le nombre des particules varient : ceci n'est pas possible dans le cadre 
usuel de la mécanique quantique où la fonction d'onde, associée à une probabilité 
de présence dans l'espace, ne peut pas décrire de tels systèmes. C'est le formalisme 
de la seconde quantification et de l'espace de Fock qui permet de traduire ce type de 
phénomènes. Il sera décrit au chapitre 3. 

Les pa11icules étudiées peuvent avoir une vitesse très élevée, proche ou égale à 
celle de la lumière, ce qui implique que la théorie de la physique des particules doit 
intégrer la relativité restreinte. 

Enfin, on souhaite une théorie qui intègre l' électromagnétisme et donc le concept 
de champ. L'approche formelle de l'électromagnétisme passe par la théorie des 
champs, qui est une extension de la mécanique analytique. La théorie des champs 
classique de l'électromagnétisme inclut naturellement la relativité restreinte qui per­
met un traitement quasi identique des coordonnées d'espace et de temps dans les 
équations. En revanche la mécanique quantique décrit l 'évolution temporelle d'une 
fonction d'onde, normalisée sur l'espace. L'unification de ces deux théories, qui pré­
sentent des approches radicalement différentes de l'espace-temps, n'est pas aisée. 
Une simple théorie de mécanique quantique relativiste fait rapidement apparaître des 
incohérences qui ne peuvent se résoudre que dans un formalisme plus vaste, celui de 
la théorie quantique des champs. Nous donnerons, dans les chapitres 3 à 6, un aperçu 
de ce formalisme et de son application à la physique des particules. 

l .3 D'AUTRES PARTICULES 

En plus des particules de la matière ordinaire, d' autres objets sont venus s'ajouter à 
la liste, parfois comme découverte expérimentale qu' il faut inclure dans le modèle, 
parfois en tant que conséquence des modèles théoriques qui prévoient de nouveaux 
objets. Ces particules sont par nature instables puisqu'absentes de la matière ordi­
narre. 

1.3.1 Interaction et bosons massifs 

L'interprétation du champ électromagnétique en tant que particule est le photon. L' in­
teraction, c'est-à-dire l'échange d'énergie ou d'impulsion entre deux charges, s'opère 
par l'échange d'un photon de masse nulle. Le potentiel pour une source statique est 
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solution de l'équation de Laplace 1 : 

~V=O==} V= .ft, (1.8) 
r 

où r est la distance à la source et g une constante numérique qui va quantifier ]'in­
tensité de l'interaction. La portée d'une te11e interaction est infinie, avec une décrois­
sance inverse à l'éloignement des charges en interaction. 

Les interactions faible et forte devraient également faire intervenir un équivalent 
au photon. Néanmoins, pour prendre en compte la courte portée de ces interactions, 
ces« photons» doivent être massifs. L'émission d'une telle particule par une charge 
statique viole la conservation de la masse, mais est autorisée en mécanique quantique 
par le principe d'incertitude d'Heisenberg ~E~t;;::; n: tant que le temps d'interaction 
Test inférieur à ;:2 • Cette durée Ji mitée se traduit par une portée limitée del' interac­
tion de l'ordre de À= !!!... ru: 

Ceci peut se formuler plus rigoureusement en quantifiant la relation relativiste 
entre énergie et impulsion (voir également chapitre 4) : 

2 2 2 ? 4 Quantification m2 c2 

E = p c + m-c Dijf + ~ = O. 
E-tin*1, p-ti'/i~ 

(1.9) 

On obtient l'équivalent relativiste de l'équation de Schrodinger: l'équation de Klein­
Gordon. Pour un système statique et un boson sans masse, on retrouve l'équation de 
Laplace. On remarque, dans ce cas, que la fonction d'onde du photon dans l'équation 
de Klein-Gordon correspond au potentiel électrostatique. Pour un vecteur d' interac­
tion massif, le potentiel statique devient solution de l'équation : 

mc2 

~u --u - ri . (1.10) 

Pour un potentiel ne dépendant que de la coordonnée radiale, U(r), on résout cette 
équation en coordonnées sphériques : 

] 0 ( iJU) mc
2 

g -rj R -- r- = -U ==} U(r) = - e , r2 or or n r 
(1.11) 

où R = ,::c est la portée de l'interaction. Ce potentiel, dit potentiel de Yukawa, tombe 
rapidement à zéro pour des distances supérieures à quelques R à cause du facteur 
exponentiel. Un « photon » massif va permettre de décrire une interaction de courte 
portée, cette portée étant égale à l 'inverse de la masse du« photon». 

l. On rappelle quelques opérateurs différentiels usuels : l'opérateur vectoriel nabla ou gradient V = 
(~ ~ ~) le laplacien !:J. = V2 et le d'alembertien o = L - !:J.. 
fu•~· ~ · ~~ 
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1.3. D'autres particules 

La portée caractéristique del' interaction forte dans le noyau est del' ordre du fermi 
(10- 15 m, taille du noyau). La masse du vecteur doit alors être de l'ordre de la cen­
taine de Me V. Il existe effectivement trois particules, les pions, qui sont des bosons 
de masse mn ~ 140 MeV correspondant au boson prédit par Yukawa. Nous discute­
rons par la suite du fait que ce pion n'est pas le véritable équivalent du photon pour 
l'interaction forte. 

Pour 1' interaction faible, la durée de vie de certaines paiticules appelées hypérons, 
qui ne peuvent se désintégrer que par interaction faible (voir chapitre 7), donne une 
indication de la masse du vecteur de l'interaction faible. Cette durée de vie est de 
l'ordre de 10-12 s, soit une masse de l'ordre de la centaine de GeV. C'est effective­
ment la masse des bosons w+, w- et Z qui véhiculent l'interaction faible. 

1.3.2 Antiparticules 

L'équation relativiste de Klein-Gordon, décrite au paragraphe précédent, découle 
d'une relation quadratique entre énergie, masse et impulsion. De ce fait, la résolu-

-+ 
tion de cette équation conduit à deux types de solutions en onde plane d'impulsion k 
de la forme: 

(l.12) 

avec des énergies positive et négative respectivement. Les solutions d'énergie né­
gative n'ont a priori aucun sens physique. Ce résultat avait été dérivé par Erwin 
Schrodinger, qui n'avait alors publié que l'équation non relativiste qui porte son nom. 
Paul Dirac apporta une solution à ce problème en interprétant ces solutions négatives 
comme des antiparticules. L'astuce mathématique consiste à absorber le signe "-" 
du -wkt dans le temps plutôt que dans Wk. Ainsi une antiparticule est équivalente à 
une particule qui remonte le temps, avec une énergie positive. Une antiparticule pos­
sède la même masse et le même spin que la particule correspondante, mais tous ses 
nombres quantiques additifs ou charges sont inversés. 

1.3.3 Rayons cosmiques 

À ce stade de notre exposé, il est utile de faire un petit historique de la découverte 
des premières paiticules. L'électron fut la première particule subatomjque observée 
par Thompson en 1897. Suivirent le proton (1912) puis le neutron (Chadwick, 1932). 
L'observation de particules ne composant pas la matière ordinaire s'avérera plus dé­
licate. Nous verrons par la suite que pour fabriquer de telles particules il faut réaliser 
des collisions mettant en jeu une énergie cinétique au moins égale à l'énergie de 
masse (E = mc2) de la particule à produire. De telles collisions sont réalisées natu­
rellement par le rayonnement cosmique. En 1912, à l'aide d'un ballon, Victor Hess 
démontra que l'ionisation de l'atmosphère augmentait avec l'altitude. Il en conclut 

7 
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que ]'atmosphère terrestre subissait un bombardement constant de paiticules prove­
nant de l'espace. Ces particules constituent Je rayonnement cosmjque primaire, dont 
on sait aujourd'hui qu'il est composé à 99% de protons (90%), de noyaux d'hélium 
et d'électrons. Les particules primaires, en interagissant avec l'atmosphère, sont sus­
ceptibles de produire ces nouvelles particules, que l'on peut détecter au niveau du 
so1. 

C'est ainsi que l' antiélectron ou positron fut mjs en évidence comme une particule 
de même masse que l'électron mais ayant une charge opposée (tournant dans Je sens 
inverse d'un électron dans un même champ magnétique), confirmant ainsi l'inter­
prétation des solutions d'énergie négative des équations de la mécaruque quantique 
relativiste. 

En 1936 une particule de masse m = 105 MeV et de charge électrique ±1 fut iden­
tifiée dans le rayonnement cosmique. Elle fut un temps assimjlée au pion du modèle 
de Yukawa («photon » massif de 1' interaction forte) Néanmoins, si la masse semblait 
c01Tespondre, cette particule interagissait très peu avec les noyaux, au contraire de ce 
qui est attendu pour le pion. Cette particule ressemblait en tout point à un électron ou 
un positron, en plus massif: il s'agit du muon(µ-) et de l'antimuon (µ+). 

Les véritables pions n± ainsi qu'un troisième état neutre n° furent également iden­
tifiés par la suite dans le rayonnement cosmjque. 

Deux types de découvertes apparaîssent ici : d'une part des particules qui étaient 
attendues dans le cadre des théories de ]'époque (positron, pion) confirmant ces mo­
dèles, d'autre part des particules inattendues (muon) qui viennent s'ajouter à un bes­
tiaire en pleine expansion. 

1.3.4 Hadrons, quarks et interaction forte 

À la suite de la découverte du pion, de nombreuses autres particules liées à l'interac­
tion forte, les hadrons, furent observées, principalement en réalisant des collisions 
proton-proton ou pion-proton. L'étude des différentes interactions entre hadrons a mjs 
en évidence une grandeur additive conservée, le nombre baryonique B. Ainsi, parmi 
1es hadrons on distingue : 

• les baryons de spin demi-entier (fermions) tels le proton et le neutron qui ont un 
nombre baryoruque B = 1 ; 

• les mésons de spin entier (bosons) tels les pions (n±, n°) qui ont un nombre baryo­
nique B =O. 

Avec trois particules élémentaires (neutron, proton et électron) on peut expliquer 
la grande multiplicité d'atomes et de noyaux ainsi que leurs propriétés physiques et 
chimiques. Par analogie, Je grand nombre de hadrons découverts semble indiquer une 
nature composite : soit il existe quelques hadrons fondamentaux, les autres étant alors 
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1.3. D'autres particules 

des états liés excités de ces hadrons, soit tous les hadrons sont composés de briques 
élémentaires plus petites. C'est cette dernière solution qui s'avère correcte. 

Ces composants, les quarks, sont au nombre de six. Trois quarks dits de type up 

(up u, charm cet top t) possèdent une charge électrique t' les trois autres dits de type 
down ( down d, strange s et bottom b) ont une charge - 3. Les hadrons sont des états 
liés de quarks, trois quarks pour les baryons, un quark et un antiquark pour les mésons 
Seuls les deux quarks les plus légers, u et d, composent la matière ordinaire. En 
regardant la charge électrique, un proton est un état lié uud et un neutron correspond 
à udd. Les propriétés des hadrons et des quarks seront discutées plus en détail au 
chapitre 7. 

L'interaction forte entre quarks se décrit par un formalisme voisin de d'électroma­
gnétisme. Au lieu d'une unique charge électrique, les quarks portent une charge dite 
de couleur (généralement rouge, vert ou bleu) et les antiquarks, la charge d'anticou­
leur correspondante. Il existe donc trois quarks u différents, un par couleur. La théorie 
de l'interaction forte porte le nom de chromodynamique quantique ou QCD. L'équi­
valent du photon est le gluon, mais ce dernier porte la charge de l'interaction forte. 
Il existe de fait huit types de gluons portant couleur et anticouleur. Le gluon étant 
chargé, il peut également interagir avec lui-même, entraînant une phénoménologie 
très différente de 1 'électromagnétisme. En paiticulier, l'intensité de 1' interaction croît 
avec la distance (l'électromagnétisme décroît en ~ ). Pour cette raison, les quarks ne 

r 
peuvent exister que dans des états liés globalement neutres et il est impossible d' ob-
server un quark libre. Les hadrons sont donc des objets neutres de couleur obtenus en 
combinant soit couleur et anticouleur (rouge et antirouge, par exemple) pour les mé­
sons, soit chacune des trois couleurs pour les baryons. L'interaction nucléaire forte, 
décrite par l'échange de pion dans le modèle de Yukawa, n'est en fait qu'un effet 
résiduel de l'interaction entre quarks, à l'image des liaisons électromagnétiques de 
van der Waals entre atomes neutres. 

Puisqu'il ne peut pas exister de quark libre (à l'exception du quark top), la masse 
d'un quark n'est pas un objet très bien défini. Néanmoins, on estime que la masse 
des quarks u et d est de l'ordre de quelques Me V. Le proton et le neutron ayant une 
masse d'environ 940 MeV, on en déduit que plus de 98% de la masse de la matière 
ordinaire résulte del' énergie de liaison entre quarks. 

1.3.S Interaction faible 

La désintégration f3 d'un noyau de numéro atomique Z (nombre de protons) et conte­
nant A nucléons (nombre de protons et de neutrons) vers un noyau plus léger trans­
forme un neutron en proton (/3-) ou un proton en neutron (/3+), avec émission respec­
tivement d'un électron ou d'un positron. On observe ainsi: 

AX A y· + 
Z ~ Z± l + e · 

9 
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Ni 1' interaction électromagnétique, ni 1' interaction forte ne sont susceptibles de chan­
ger la nature des particules. Il faut donc imaginer une troisième interaction, l'inter­
action nucléaire faible, qui n'a pas d'influence à longue distance. Selon le modèle de 
Yukawa, ceci est possible avec des vecteurs massifs, les bosons w+ et w-. 

En plus de ces nouveaux bosons, il faut également considérer un fermion sup­
plémentaire pour expliquer les désintégrations f3. Dans une désintégration à deux 
corps, l'électron doit être monoénergétique du fait de la conservation de la l'énergie 
et de l'impulsion. Or c'est un spectre continu en énergie qui est mesuré, allant de 
0 à l'énergie attendue pour une désintégration à deux corps. Ceci est caractéristique 
d'une désintégration à trois corps, avec une troisième particule de masse nulle (ou 
négligeable devant la masse de l'électron). La conservation de la charge électrique 
impose que cette troisième particule soit neutre. Puisqu'elle n'est pas détectée, cette 
particule n'interagit pas par interaction forte, mais uniquement par interaction faible. 
On ajoute donc un neutrino dans la désintégration 13+ et un antineutrino pour 13-. Ce 
sont les caractéristiques du neutrino proposé par Wolfgang Pauli en 1933. La désin­
tégration f3 devient alors : 

/3+ . AX A y .+ · z ~ Z- 1 + e + Ve' /3- AX A y - -: z ~ Z+ I + e +Ve· 

Au niveau fondamental, l'échange d'un boson W± transforme: 

-w+ Ve ~ e . 

On parle d'interaction faible par courants chargés, puisque les bosons W± portent une 
charge électrique. 

Pour décrire l'interaction faible dans un formalisme similaire à l'interaction élec­
tromagnétique ou à l'interaction forte, il est nécessaire d'introduire un troisième bo­
son faible massif, de charge électrique nulle, le Z. On parle alors d'interaction par 
courants neutres, qui fut mis en évidence en 1973 par l'observation de la diffusion 
d'un neutrino sur un électron Ve + e- ~ Ve + e- dans la chambre à bulles Gargamelle 
au CERN, près de Genève. 

1.4 LE MODÈLE STANDARD 

Le modèle standard de la physique des particules est un modèle théorique décrivant 
1' interaction entre différents fermions par 1' échange de bosons médiateurs des inter­
actions électromagnétique, faible et forte. Ce modèle repose sur le formalisme de 
la théorie quantique des champs. Les interactions entre fermions sont introduites au 
moyen de l'invariance de jauge locale en imposant des symétries particulières aux 
équations du mouvement. La masse des particules résulte d'un mécanisme de bri­
sure d'une partie des ces symétries : le mécanisme de Higgs. Les chapitres 3 à 6 
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1.4. Le modèle standard 

vont donner une description des principales idées de ces théories, avant de présenter 
de manière plus complète la compréhension moderne du modèle standard. Nous nous 
contentons ici de lister les particules composant ce modèle, ainsi que leurs propriétés. 

1.4.1 Les bosons 

Les médiateurs des trois interactions sont des particules de spin 1. L'interaction élec­
tromagnétique a pour médiateur le photon y. L'interaction faible est véhiculée par 
deux types de particules : les bosons W± qui sont chargés électriquement et le boson 
Z qui est neutre. Ces bosons sont massifs, ce qui explique la très courte portée de 
l'interaction faible. Enfin, les bosons de l'interaction forte sont 1es huit gluons qui 
sont sans masse et portent la charge de couleur. Les propriétés de ces bosons sont ré­
sumées dans la table 1.1. On remarquera qu'il y a une différence entre le fait de porter 

Tableau 1.1 - Les bosons élémentaires du modèle standard. 

Nom Masse Interaction Charge 
(Ge V) transmise Forte Faible EM 

Photon y 0 EM non non non 
Boson faible W w+, w- 80,4 Faible non oui oui 
Boson faible Z z 90,2 Fa ible non oui non 
Gluon g 0 Forte oui non non 
Boson de Higgs h - 125 aucune non oui non 

une charge et de transmettre une interaction : un photon ne po1te aucune charge et ne 
peut donc pas interagir avec un autre photon. En revanche les bosons w± portent une 
charge électrique ainsi que la charge de l'interaction faible et peuvent donc se cou­
pler au photon, au Z ou à un autre W. De même il existe des couplages entre gluons, 
porteurs de la charge de couleur, qui sont responsables du confinement. La charge 
faible n' a pas été discutée jusqu'à présent car contrairement aux charges électriques 
ou de couleur, on ne peut la décrire sans faire appel à la théorie des groupes. On se 
contentera ici de signaler que les particules portent une telle charge, sans en spécifier 
la nature. 

Le modèle reste incomplet si on n' ajoute pas un boson massif de spin 0, le boson de 
Higgs. Ce dernier apparaît lorsqu'on veut décrire correctement 1a présence de bosons 
massifs dans ]' interaction faible. Le mécanisme de Higgs sera présenté au chapitre 5. 

À ces bosons, peut s'ajouter un hypothétique boson de spin 2, le graviton, qui dé­
crirait 1' interaction gravitationne11e. I1 n'existe cependant pas de modèle satisfai sant 
d'une théorie quantique de la gravitation. 

1.4.2 Les fermions 

Les fermions du modèle sont tous des particules de spin 4. Ils constituent les briques 
élémentaires de la matière et sont listés dans la table 1.2. 

11 
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Tableau 1.2- Les fermions élémentaires du modèle standard. 

Nom Masse Charges Nombres 

(Ge V) Forte 1 EM 1 Faible si L 

Leptons 

Électron e- 511 X 10-G non oui oui 0 1 
Neutrino e Ve 0 non non oui 0 1 

Muon µ - 0, 105 non oui oui 0 1 
Neutrino µ V11 0 non non oui 0 1 
Tau T 

- 1, 777 non oui oui 0 1 

Neutrino T Vr 0 non non oui 0 1 

Quarks 
Down d - 0, 005 oui oui oui 1 0 3 
Up u - 0, 002 oui oui oui 1 0 3 
Strange (étrange) s - 0, 1 oui oui oui 1 0 3 
Charm (charmé) c - 1, 5 oui oui oui 1 0 3 
Bottom (beau) b ~ 4, 7 oui oui oui 1 0 3 
Top t 173,5 oui oui oui 1 0 3 

Il existe plusieurs classifications de ces fermions . La première sépare les fermions 
en quarks, qui participent à l'interaction forte, et en leptons. Parmi les leptons, il 
existe trois leptons chargés (électromagnétiquement) : l' électron, le muon et le lep­
ton tau ; ainsi que trois leptons neutres : les neutrinos. Le nombre de quarks et le 
nombre de leptons est toujours conservé. Pour modéliser ce phénomène, on ajoute 
deux nombres quantiques additifs conservés : le nombre baryonique B pour les quarks 
et le nombre leptonique L pour les leptons. 

Les fermions sont aussi classés en trois famfües ou générations, composées cha­
cune de deux quarks (un de type up, l'autre de type down), d' un lepton chargé et d 'un 
lepton neutre. La première famille est composée des quarks u et d, de l' électron et 
du neutrino électronique. C'est la seule à intervenir dans la composition de la ma­
tière ordinaire. Les deux autres familles sont composées de particules plus massives 
et instables. Ces familles sont donc : 

(u, d, e-, Ve), (c, s , µ-, vµ), (t, b, T-, vT). 

Lors d ' interaction entre particules, les nombres quantiques additifs sont tous 
conservés : le nombre baryonique, le nombre leptonique ainsi que les charges élec­
trique, de couleur et faible. Tous les nombres quantiques des antiparticules sont in­
versés relativement à la particule con-espondante. Pour voir si une interaction ou une 
désintégration est possible, il faut vérifier la conservation de toutes les charges entre 
l'état initial et l' état final, de même que la conservation de l' énergie et de l' impulsion 
(ce dernier point sera approfondi au paragraphe 2.3.4). 

La nature des différents quarks est parfois appelée leur saveur (up, down,. .. ). De 
même on parle également des différentes saveurs des leptons. Les interactions forte 
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Exercices 

et électromagnétique conservent 1a saveur des paiticu1es, de même que ]' interaction 
faible par courants neutres. Seule l'interaction faible par courants chargés, correspon­
dant à l' échange d' un boson W±, peut modifier la charge électrique et donc la saveur 
des particules. Ces couplages par courants chargés peuvent s' opérer entre différentes 
famil1 es de quarks. On pourra, par exemple, observer 1a désintégration du quark s via 
c ~ dW+ ~ de+ve ou encore c ~ sw + ~ se+ve. 

En revanche, un tel mélange entre familles n' apparaît pas dans le secteur des lep­
tons. Ainsi dans les exemples précédents, seul un neutrino électronique peut être as­
socié au positron. De même, le neutrino v µ est toujours associé au muon et le neutrino 
v7 au lepton r. Les différents couplages autorisés entre particules du modèle standard 
seront discutés plus en détail au chapitre 6. 

Exercices 

Ill Unités naturelles 

En physique des particules, on utilise le système d'unités naturelles tel que n = c = 1 
(sans dimension). En général on choisit le MeV ou le Ge V comme unité d'énergie. 

a) Quelle est la dimension d'un temps dans ce système d' unités ? Déterminez la va­
leur d' une seconde. 

b) Même question pour une longueur et un mètre. 

c) Les sections efficaces sont données en barns (1 b = 10- 24 cm2). Que vaut 1 pb en 
unités naturelles ? 

IB Gravitation 

Le quark top est la particule élementaire la plus massive connue. Nous allons com­
parer classiquement l'énergie potentie11e gravitationnelle et électrostatique pour un 
système de deux quarks top. 

a) On considère une paire de quarks top séparés d' une longueur correspondant à leur 
durée de vie. Déterminez cette longueur. 

b) Calculez l'energie potentielle gravitationnelle d'un des quarks dans le potentiel 
du second. 

c) Même question pour l'énergie potentielle électrostatique. Comparez avec le résul­
tat précédent. 

13 



"O 
0 
c 
::J 
0 
(\"') ,..... 
0 
N 

@ 
...... 
..c 
Ol 
ï:::: 
>-
Q. 
0 
u 

Chapitre 1 • Particules et interactions 

14 

llD Echelle de Plank 

Les effets quantiques de la gravitation ne sont plus négligeables quand l'énergie gra­
vitationnelle et l'énergie de masse deviennent comparables. 

a) Rappelez l'échelle de longueur associée à une masse m. 

b) En déduire l'échelle d'énergie, appelée masse de Plank ou échelle de Plank, à 
partir de laque11e une théorie quantique de la gravitation devient indispensable. 

1111 Quelques processus 

Classez les processus suivants selon le type d'interaction : fo1te, électromagnétique 
ou faible. Si plusieurs couplages sont possibles, déterminez le processus dominant. 

a) TC - + p ~ TC+ + TC- + n, 

b) y+ p ~TC+ + n, 

c) vµ + n ~ µ- + p, 

d) TCo ~ e+ + e- + e+ + e- , 

e) p + p ~ TC+ + TC- + TCO, 

f) T- ~ TC+ + Yr, 

g) D- ~ K + + TC- + TC- ' 

h) A + p ~ K- + p + p. 

lm Collisions de protons 

Le LHC est un collisionneur de protons installé au CERN qui a atteint en 2011 une 
énergie dans le centre de masse E = 8 Te V. 

a) 

b) 

Quelle est la longueur d'onde caractéristique (en unité SI) associée à cette énergie 
E = 8 TeV? 

Comparez cette longueur à la dimension typique d'un proton (1 fm). Quelles par­
ticules collisionnent effectivement ? 
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NOTIONS DE 
PHYSIQUE MODERNE 

Dans ce chapitre, nous discuterons rapidement des principaux piliers de la physique 
moderne : la mécanique analytique, la relativité restreinte et la mécanique quan­
tique. L'objectif ne sera ni la rigueur, ni l'exhaustivité mais une simple discussion des 
concepts qui seront nécessaires pour suivre le reste de l'exposé. Le lecteur intéressé 
par ces sujets pourra se référer à l'abondante littérature francophone et anglophone 
traitant de ces sujets 1• 

2.1 MÉCANIQUE ANALYTIQUE 

2.1.1 Principe de moindre action 

En mécanique analytique, un système de points matériels est décrit par ses coordon­
nées q(t) et ses vitesses q(t)2 . Les équations du mouvement sont les équations qui 
relient q(t), q(t) et q(t). Un système classique est entièrement caractérisé par son la­
grangien L(q, q) qui ne dépend que des coordonnées et des vitesses. Dans l'exposé 
qui suit, on supposera systématiquement que le lagrangien ne dépend pas explici­
tement du temps, ce qui est généralement le cas. Pour passer d'un point (qa, ta) de 
l'espace-temps à un autre point (qb, tb), il existe a priori une infinité de trajectoires 
possibles, c'est-à-dire une infinité d'évolutions temporelles des coordonnées et des 
vitesses. Le principe de moindre action (ou principe d'Hamilton) postule que la 
trajectoire physique du système est celle qui minimise l'action classique S : 

l
tb 

S = L(q, q)dt. 
fa 

(2.1) 

Les équations du mouvement dérivent de ce principe. Si les coordonnées q(t) mi­
nimisent l'action, alors pour toute variation infinitésimale <5q(t) de la trajectoire (les 
points de départ et d' arrivée restant fixes, soit <5q(ti) = <5q(t1) = 0), on doit avoir 

1. Une liste non exhaustive d 'ouvrages de référence est donnée à la fin de cet ouvrage. 
2. q(t) n'est ici qu'une notation condensée pour noter l'ensemble des coordonnées du système. Pour un 
point matériel, ces coordonnées seraient x(t), y(t) , z(t) dans un repère cartésien où encore r(t) , e(t), 1.p(t) 
dans un repère sphérique . 

15 
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q 

t 

Figure 2.1- Principe de moindre action: parmi toutes les trajectoires q(t) possibles 
entre l'état intial q; et l'état final qf, la trajectoire physique est celle qui minimise 

l'action. 

ôS = 0, soit: 

0 = ôS = S(q + ôq, q + ôq) - S(q, q) 

I
tf 

= 
11 

(L(q + ôq, q + ôq) - L(q, q))dt 

I '1 ( ôL ôL ) 
= t, ôq ôq + ôq ôq dt 

I tf ôL [ôL lfJ I'J d (ôL) = - ôqdt + - . ôq - - - . ôqdt 
11 ôq ôq t; ti dt ôq 
~ 

=0 

1
1

1 ( ôL d (ôL)) 0 = - - - -. ôqdt. 
t, ôq dt ôq 

(2.2) 

'O 
g Cette relation doit être satisfaite pour toute fonction ôq(t), ce qui ne peut être le cas 
::J o que s1: 

('\"') 

T"-f 
0 
N 

@ 
~ 

ôL. _ !: (ôL. ) = O. 
ôq dt ôq 

(2.3) 

'§i L' équation ainsi obtenue est l'équation d'Euler-Lagrange, qui est l'équation du mou-
ï:::: 
~ vement. Pour un point matériel, le lagrangien s'interprète comme L(q, q) = E(q) -
0 
u U(q). Le terme E(q) est l'énergie cinétique qui ne dépend que des vitesses et qui 

16 

correspond au lagrangien libre (sans interaction) du système. L'isotropie de l'espace 
impose que E ne dépende que de la norme de la vitesse, soit E oc ë/ . Le terme U(q) 
est l'énergie potentielle et ne dépend que des coordonnées, ce qui implique que l'in­
teraction entre deux points est instantanée. Ceci ne sera plus possible en mécanique 
relativiste où la vitesse maximale d'une interaction est finie. 
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2.1. Mécanique analytique 

2.1.2 Hamiltonien et crochets de Poisson 

Plutôt que les vitesses q, on utilise parfois les moments conjugués : p = ~f. L'équa­
tion d'Euler-Lagrange est alors : 

dp oL 
= 

dt oq · 
(2.4) 

Pour un système conservatif en coordonnées cartésiennes, on a ~~ = - ~~ et l' équa­
tion d'Euler-Lagrange correspond à l'équation fondamentale de la dynamique. Le 
moment conjugué de x est donc le vecteur impulsion. Ce changement de variable de 
q vers p s'opère au moyen d'une transformation de Legendre du lagrangien : c'est le 
hamiltonien. Il est donc définit par : 

1i(q, p) = pq - L. (2.5) 

On montre que si L = E - U , le hamiltonien correspond à l'énergie totale du système, 
soit 1{ = E + U. En différenciant le hamiltonien : 

d1i = qdp + pdq - dL, (2.6) 

avec: 

d r oLd oLd. ·d d. 
.l.., = oq q + oq q = P q + P q, (2.7) 

soit finalement : 
d1{ = qdp - pdq. (2.8) 

Par ailleurs, l' expression générale de cette différentielle est : 

o1i o1i 
d1i = op dp + oq dq. (2.9) 

En identifiant les termes, on en déduit un système d'équations couplées, les équations 
de Hamilton, qui sont équivalentes à l'équation du second ordre d'Euler-Lagrange : 

(2.10) 

Une observable JI(q, p, t) est une grandeur conservée si elle reste constante au 
cours du temps, soit ctt, = O. La dérivée totale par rapport au temps est donnée par : 

dJI o.Jl o.Jl o.Jl 
- = -q + -p+-dt 
dt oq op ot 

= o.Jl o1i _ o.Jl o1i + o.Jl dt 
oq op op oq ot 

d.Jl o.Jl 
- = {A, H} +-;:;-dt, 
dt ut 

(2.11) 

17 
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où on introduit le crochet de Poisson de deux paramètres : 

ou ou ou ou 
{u, u} = fJq fJp - fJq fJp. (2.12) 

Une grandeur conservée doit donc satisfaire {A, H} = O. C' est notamment le cas du 
hamiltonien : l'énergie totale se conserve, résultat bien connu. Le crochet de Poisson 
est un opérateur antisymétrique, qui jouera un rôle important lors du passage à la 
mécanique quantique. En particulier, on retiendra les propriétés suivantes : 

(2.13) 

Dans ces dernières relations, on a spécifiquement explicité les indices des différentes 
coordonnées. 

2.1.3 Théorème de Noether 

Les constatations expérimentales ont souvent mis en évidence des grandeurs phy­
siques qui restent inchangées lors de l'évolution du système étudié (énergie, impul­
sion, moment cinétique, quantité de matière, ... ). C' est ainsi que les principales théo­
ries physiques ont été construites, en cherchant les équations du mouvement permet­
tant de reproduire ces invariants. Emmy Noether démontra en 1918 que l'existence 
de chaque grandeur conservée était équivalente à l'invariance de l'action (et donc du 
lagrangien) sous une classe de transformations continues donnée. Une transforma­
tion continue des coordonnées q est un changement de variable de (q, q) vers (qœ, qœ) 
dépendant continûment d'un ou plusieurs paramètres réels œ, c'est-à-dire que: 

f : œ ~ qœ, avec q0 = q 

est une fonction continue. 
Les translations dans l'espace qui transforment (x, y, z) en (x+œx, y+œy, z+œz) sont 

un exemple de transformation continue de paramètres (œx, œy, Œz). Si le lagrangien est 
invariant sous une telle transformation, c'est une symétrie du système. Cette symétrie 
se traduit formellement par : 

L(q, q) = L(qa, it) quel que soit œ, (2.14) 

ou encore d.l(~:.il:r) = O. En différenciant le lagrangien, il vient : 

dL oL oqa fJL oqa 
-=--+--
dœ [Jqa fJœ aq_a fJœ ' 

(2.15) 

soit en introduisant l'équation d'Euler-Lagrange: 

dL = !!:... fJL fJqa + fJL !!:... fJqa = !!:... ( fJL fJqa) =o. 
dœ dt fJqœ fJœ fJqœ dt fJœ dt [Jq_a fJœ 

(2.16) 
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2.1. Mécanique analytique 

On en déduit que la quantité : 
1 = ().[, oqa 

aq_a oœ (2.17) 

est un invariant. D'après l'équation (2.11), la formulation d' une telle invariance se 
traduit sous la forme {/, H} = O. En explicitant les composantes des variables q, 
l'invariant devient : 

I = ~ oL oqf . 
i oqf oœ 

Le lagrangien classique est de la forme : 

1 
L = E(q) - V(q) = 2m(x2 + y2 + z2

) - V(q). 

Après transformation le lagrangien devient : 

L'invariant associé aux translations est le vecteur : 

L = ().[, axa + ().[, oyo: + ().[, ozo: 
X ()j!t OŒx ayo: OŒx azo: OŒx 

1 
= oL ax:x + oL oya + oL aza 

y axx OŒy a-ya OŒy azo: OŒy 

17 = oL ax:x + oL ayo: + oL azo: . 
~ axx OŒz a-ya OŒz ()zet OŒz 

(2.18) 

(2.19) 

(2.20) 

(2.21) 

En calculant les dérivées des coordonnées relativement aux paramètres, on obtient : 

l - ().[, 
X - OXfY 1 

ou encore: 

1 
_ oL 

z - ozœ' (2.22) 

(2.23) 

L'invariance du lagrangien sous les translations d' espace est associée à la conserva­
tion de l' impulsion. 

En physique des particules, on s'attachera à construire le lagrangien du système 
en lui imposant certaines symétries. À chaque symétrie imposée au système, de nou­
velles grandeurs conservées s'ajouteront au modèle. En plus des symétries d' espace­
temps (translations, rotations, transformation de Lorentz), on ajoutera des symétries 
internes qui permettront d'introduire les interactions entre fermions. Dans le cas de 
l'électromagnétisme, les grandeurs conservées associées à la symétrie interne seront 
la charge et le courant. 
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2.2 MÉCANIQUE QUANTIQUE 

2.2.1 Fonction d'onde et probabilité 

La mécanique quantique devient nécessaire pour décrire les phénomènes dont l' ac­
tion approche la valeur de la constante de Planck. 

L'un des premjers phénomènes physiques qui a pu être expliqué grâce à la théorie 
quantique est l'effet photoélectrique. La lumière est très bien décrite dans la théorie 
de Maxwell comme une onde électromagnétique. En envoyant une onde électroma­
gnétique de haute fréquence (petite longueur d' onde) sur une plaque de métal, on 
arrive à éjecter des électrons, et ce, même pour une faible intensité : c'est l'effet 
photoélectrique. Des expériences réalisées au début du XXe siècle, révèlent une rela­
tion linéaire entre l' énergie des électrons et la fréquence de l'onde : E = a + bv. La 
valeur mesurée de la pente correspond à la constante de Planck. En deçà d' une cer­
taine longueur d' onde, plus aucun électron n'est observé, quelle que soit l'intensité 
du faisceau lumineux. Ce phénomène ne peut s'expliquer dans le cadre de la théo­
rie ondulatoire, où l'énergie totale de l'onde n'est liée qu'à son intensité. En 1905, 
Einstein a expliqué l' effet photoélectrique en supposant que la lumière est de nature 
corpusculaire, c'est-à-dire composée de paiticules, les photons. Chaque photon porte 
une fraction e = hv de l' énergie totale, dépendant de la fréquence. Un électron ne 
peut être arraché au cristal que si chacun des photons possède une énergie suffisante. 
La lumière semble donc se comporter à la fois comme une onde et un ensemble de 
particules. 

.:\petit : UV À grand : visible 

Figure 2.2 - Illustration de l'effet photoélectrique: un faisceau de lumière ultraviolette 
de faible intensité arrache des électrons à une plaque métallique alors qu'un faisceau 

intense de lumière visible en est incapable. 

Il en résulte que les concepts classiques de point matériel et d 'onde ne sont plus 
pertinents. Les points matériels ont un comportement ondulatoire, la longueur d'onde 
étant reliée à l'impulsion par la relation de de Broglie. De même, on doit associer à 
une onde un comportement corpusculaire. À cause de cette dualité onde-corpuscule, 
la structure mathématique adaptée à la description d' un objet quantique aura la forme 
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2.2. Mécanique quantique 

d'une onde complexe l/f(x, t) qui est associée à la densité de probabilité de présence 
au point x définie par sa norme : 

P(X) = l/J*(x, t)l/f(x, t), (2.24) 

avec pour condition de normalisation : 

J l/J*(x, t)l/f(x, t)dx = i. (2.25) 

La position d' une particule n'est plus c1airement définie. La carré de la fonction 
d'onde étant une densité de probabilité, on peut définir pour la position sa valeur 
moyenne (x) et sa variance !l.X2 . De même, l'impulsion ne peut être caractérisée que 
par une valeur moyenne et une variance !l.p2 . Un résultat fondamental de la méca­
nique quantique montre qu'il est impossible de mesurer simultanément avec préci­
sion ]'impulsion et 1a position d' un objet. C' est 1'inéga1ité d' Heisenberg : 

!l.x!l.p > n. (2.26) 

Une inégalité similaire apparaît entre la précision de la mesure d'une énergie et le 
temps de mesure : 

!l.E!l.t > n. (2.27) 

2.2.2 Observables et opérateurs 

L'ensemble des fonctions satisfaisant aux propriétés mathématiques de la fonction 
d'onde forme un espace vectoriel de dimension infinie : un espace de Hilbert. Une 
fonction d' onde l/f(x , t) est associée à un vecteur de cet espace noté 11/J). Le produit 
vectoriel dans l' espace de Hilbert est défini par : 

r+oo 
(<p 11/1) = ) _

00 

<p*(x, t)l/f(x, t)dx. (2.28) 

L' un des postulats de la mécanique quantique est qu' une observable physique 0 
(position, impulsion, énergie, ... ) n'est plus une grandeur numérique mais un opéra­
teur hermitien Ô agissant sur l'espace de Hilbert3 . Seuls les états propres de l' opé­
rateur ont une valeur numérique de l'observable bien définie. Un opérateur peut être 
caractérisé par ces éléments de matrice dans une base {l'Pk)} de l'espace de Hilbert : 

(2.29) 

3. Dans les chapitres suivants, on utilisera simplement la notation 0 plutôt que Ô pour un opérateur, s' il 
n'y a pas d' ambiguïté. 
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Les inégalités d'Heisenberg peuvent s'interpréter comme l'impossibilité de définir 
simultanément une valeur numérique pour les deux observables position et impulsion, 
c'est-à-dire que les deux opérateurs ne sont pas diagonalisables simultanément. 

On note lxo), l'état correspondant à la fonction d'onde <p(x) = ô(x - xo). Ces états 
forment une base de l'espace des états. Par construction, la fonction d'onde est don-
née par: 

(x Il/!) = J l/f(x')ô(x - x')dx' = lf!(x). (2.30) 

Elle caractérise les coordonnées de l'état Il/!) dans la base de position. Dans cette 
base, l'observable associée à une coordonnée de position xi est un opérateur Xi, qui 
doit satisfaire : 

(2.31) 

pour n'importe quelle fonction d'onde. L'opérateur xi est donc l'opérateur de multi­
plication par la coordonnée xi. 

Dans l'approche hamiltonienne, l'impulsion est le moment conjugué des coordon­
nées cartésiennes et satisfait aux crochets de Poisson (2.13). L'équivalent quantique 
des crochets de Poisson doit s'appliquer aux opérateurs et vérifier les mêmes proprié­
tés de commutation. Le commutateur de deux opérateurs Â et Ê, 

[Â, s] = Âs - sÂ, c2.32) 

satisfait ces conditions. On postule alors la relation de quantification canonique : 

[.xi, x.i] = [fti, P.i] = o, [.xi, P.i] = inôiJ. (2.33) 

Par ailleurs, le commutateur [.X, fx ] appliqué à un état quelconque Il/!) donne : 

[
X, i.] ll/f) = X ôll/f) _ Ôxll/f) = - ll/f) . 

ôx ôx ôx 
(2.34) 

On en déduit que 1 'opérateur d'impulsion est : 

Pi = -in
8
8 

, jJ = -inV. 
Xi 

(2.35) 

De plus, par analogie avec les équations de Hamilton : 

ail Ô,_ , ÔÔ A ,d 
-- = -p =-in--~ 1{ = zn-. 

ôx ôt ôtôx dt 
(2.36) 

On associe à l'énergie totale (hamiltonien) l'opérateur de dérivation temporelle. La 
2 

quantification de l'équation classique : 1i = ;,n + V donne l'équation d'évolution 
d'un système quantique non relativiste, l'équation de Schrodinger: 

"2 ô t2 
A p A fL -+2 A 

1i = 
2

m + V~ in ôt Il/!) = -
2

m \1 Il/!)+ V Il/!) . (2.37) 
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2.2. Mécanique quantique 

2.2.3 Différents points de vue 

Si la fonction d'onde est connue au temps to, on peut la déterminer au temps t via 
un opérateur d'évolution Û(t, to) : 11/J(t)) = Û(t, to) 11/J(to)). Cet opérateur doit être 
unitaire, pour préserver la normalisation de la fonction d'onde. De plus, il doit vérifier 
Û(t, t') = Û(t, t")Û(t", t'). Ces deux conditions imposent que û est un opérateur 
hermitien: 

Û(t, t) = Il = Û(t, t')Û(t', t) ~ Û(t, t')- 1 = û +(t, t') = Û(t', t). (2.38) 

Pour un système conservatif, l 'opérateur hamiltonien ne dépend pas explicitement du 
temps et l'équation de Schrodinger peut s' intégrer: 

i'H(t-10) ifi(r- 11) 
11/J(t)) = e- ri 11/J(to)) ~ U(t, t') = e- ri • (2.39) 

Il existe plusieurs f01mulations équivalentes de la mécanique quantique. 

• La représentation de Schrodinger est celle qui a été utilisée jusqu' ici. Les vec­
teurs 11/Js(t)) ont une évolution temporelle et les opérateurs sont indépendants du 
temps. L'évolution temporelle de la fonction d' onde est donnée par l'équation de 
Schrodinger ou par l'opérateur d'évolution: 11/Js (t)) = Û(to, t) 11/Js(to)). 

• En représentation de Heisenberg, la dépendance temporelle est absorbée dans 
les opérateurs. Les vecteurs d'état sont alors constants. La fonction d' onde n'a 
plus de dépendance temporelle. L' opérateur d'évolution permet de définir un vec­
teur d 'état indépendant du temps 11/JH) = û +(t, to) 11/Js(t)). De même les opérateurs 
deviennent : 

(2.40) 

L'équation de Schrodinger est remplacée par une équation donnant l'évolution 
temporelle des opérateurs eux-mêmes. Si l'observable ne dépend pas explicite­
ment du temps : 

(2.41) 

Cette expression est analogue à celle de la mécanique analytique, où le commu­
tateur a remplacé les crochets de Poisson. En particulier, un invariant Î sera une 
observable qui n 'évolue pas dans le temps et donc qui commute avec l' opérateur 
hamiltonien, soit [Î, if] =O. 

• Enfin, une troisième représentation, la représentation d'interaction, est utile pour 
décrire les problèmes de diffusion. On sépare le hamiltonien en un terme libre et 
un terme d'interaction : 1t = ifo +il et on note Ûo l'opérateur d'évolution du 
système libre. On pose alors pour un vecteur d'état et pour un opérateur : 

ll/t1(t)) = ü;(t, to) 11/Js(t)), Ô1 = o;u, to)Ôs Ûo(t, to). (2.42) 
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Ici, états et opérateurs dépendent du temps. Le résultat remarquable est quel' équa­
tion d'évolution d'un état ne dépend que du hamiltonien d'interaction en représen­
tation d'interaction alors que l'évolution temporelle des opérateurs ne dépend que 
du hamiltonien libre : 

(2.43) 

La démonstation de ces résultats fait 1 'objet de l'exercice 2.2. Cette représentation 
permet de décrire l'évolution d'un système en interaction à partir des solutions des 
équations libres. Nous y ferons appel au chapitre 6 pour décrire les processus de 
diffusion. 

La physique ne dépend évidemment pas du choix de représentation, donc les éléments 
de matrice d'un opérateur restent les mêmes : 

(2.44) 

2.2.4 Spin d'une particule 

Le spin est une propriété analogue à un moment angulaire qui n'apparaît que dans 
les systèmes quantiques. Cependant, ce spin n'a pas de justification autre en méca­
nique quantique que de permettre d'expliquer des constatations expérimentales : par 
exemple, la diffusion d'un atome d'hydrogène par un champ magnétique alors que 
le modèle quantique de l'atome prédit un moment magnétique nul (expérience de 
Stern et Gerlach), ou la présence de deux électrons dans le même état quantique dans 
le remplissage des couches atomiques, suggérant qu'un nouveau nombre quantique 
intervient pour les différencier. 

Ce nombre quantique de spin possède les mêmes propriétés qu'un moment ciné­
tique intrinsèque. Il obéit aux mêmes relations. Le moment angulaire est un vecteur 
J 1 , h, h, de même le spin sera caractérisé par trois opérateurs S 1 , S 2, S 3. L'analogie 
avec les crochets de Poisson, impose les relations de commutation entre opérateurs : 

(2.45) 

Ces opérateurs sont donnés par les matrices de Pauli Si = ~o-i : 

(2.46) 

Ces trois opérateurs ne peuvent être diagonalisés simultanément. Seuls S 2 = S f + 
S ~ + S ~ et S 3 commutent avec le hamiltonien. La valeur propre de S 2 caractérise le 
spin S du système et vaut S (S + 1). En conséquence de cette structure, le spin ne peut 
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2.3. Relativité restreinte 

prendre que des va]eurs entières ou demi-entières (en unité naturelle). La projection 
du spin dans une direction caractéristique, S 3, peut prendre pour vaJeur propre : 

S 3 = -S, -S + 1, ... , S - 1, S. (2.47) 

Pour une particule de spin S, il existe 2S + 1 projections, c'est-à-dire autant d'états 
différents du système. Ainsi l'électron possède un spin S = 4 et peut exister dans 
deux états disti nets : S 3 = ± ! . 

Le spin d'un système composé de deux particules de spin S 1 et S 2 est donné par 
les règles de composition des spins. I1 existe plusieurs états, de spin différent, allant 
de S = IS 1 - S 21 à S = S 1 + S 2, par saut d'une unité. Ainsi un système de deux 
électrons peut avoir soit un spin 0, soit un spin 1. La justification des ces règles fait 
appel à la théorie des groupes, la structure mathématique du spin correspondant au 
groupe S U(2). 

Le spin prend tout son sens dans le cadre d'une théorie relativiste. En effet il s'agit 
d'un invariant de Lorentz au même titre que la masse. Ici aussi, la justification for­
melle fait appel à la théorie des groupes et ne sera pas discutée. 

2.3 RELATIVITÉ RESTREINTE 

2.3.1 Transformation de Lorentz et principe de relativité 

Un événement se réaJise en un point de l'espace x = (x, y, z) et à un instant t donnés. 
Le principe de relativité, énoncé à l'origine par Galilée, dit que les lois de la physique 
sont les mêmes dans tous les référentiels inertiels, c'est-à-dire qu'il est impossible de 
distinguer deux référentiels en translation uniforme l'un par rapport à l'autre. 

z 

z' 

y 

X 
y' 

Figure 2.3 - Référentiels en translation uniforme. 

L'approche de Galilée permet de déduire la relation entre les coordonnées 
d'espace-temps dans deux référentiels~ et~' en translation à la vitesse V'R'/'R = Vi1x. 
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La dernière partie de ]'égalité indique simplement que ]'on choisit un système d'axes 
te] que ï1x soit aligné avec la vitesse de déplacement. 

La transformation la plus simple des coordonnées est la transformation de Galilée : 

Tg('R.~'R') = 

x = x- Vt 
y'= y 

z' = z 
t' = t 

x = x' + Vt 
y= y' 

z = z' 
t = t' 

Des considérations expérimentales ont conduit à supposer que les ondes électro­
magnétiques se propageaient à une vitesse finie et que cette vitesse était la même 
dans tous les référentiels inertiels. En imposant cette condition supplémentaire, la 
transformation la plus simple des coordonnées d'espace-temps est la transformation 
de Lorentz: 

Tt('R.~'R') = 

avec: 

x = y(x - f3ct) 
y'= y 

z' = z 
et' = y(ct - f3x) 

et T1('R.' ~'R.) = 

V 1 
f3 = - et y = ----;::::=== 

c ..J1 - 132 

x = y(x' + f3ct') 
y= y' 

z = z' 
t = y(ct' + f3x') 

(2.48) 

Pour que y reste réel, le facteur f3 ne peut pas excéder 1. La vitesse c est donc la vitesse 
maximale que peut atteindre un objet. C'est pourquoi un objet se déplaçant à cette 
vitesse limite possède 1a même vitesse dans tous les référentiels. La transformation 
de Lorentz couple J'espace et Je temps. L'une des conséquences 1es plus connues est 
que le temps s'écoule plus vite dans le référentiel propre d'un observateur que dans 
n'importe quel référentiel en mouvement. 

Matriciellement la transformation de Lorentz s'écrit: 

[

et' 1 et 1 [ y -yf3 0 01 X
1 

X -yf3 ')' 0 0 
y' = ;\ Y avec J\ = 0 0 1 0 . 
z' z 0 0 01 

Comme y2 - (yf3)2 = 1 on peut définir la rapidité T/ par : 

et ainsi 

cosh 17 = y et sinh T/ = yf3 ~ tanh 17 = f3, 

1 1 + f3 
17 = tanh- 1 f3 = - ln--. 

2 1 -/3 

(2.49) 

(2.50) 

(2.51) 
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2.3. Relativité restreinte 

La rapidité joue un rôle impo1tant d'un point de vue expérimenta] car elle peut s'ap­
proximer par un critère géométrique. 

L'intervalle s entre les deux événements (x1, t 1) et (x2 , t2) généralise la distance 
euclidienne à l'espace-temps : 

L'intervalle est une grandeur indépendante du référentiel : 

s'2 = c2 (ti - t~)2 - ( x~ - x;)2 
- (y~ - y;)2 

- (z~ - z;)2 

= (y (ct1 - f3x1) - y (ct2 - f3x2))2 - (y (x1 - f3ct1) - y (x2 - f3ct2))2 

- (y1 - Y2)2 - (z1 - z2)2 

= c2 (t1 - t2)2 - (x1 - x2)2 - (y1 - Y2)2 - (z1 - z2)2 

s'2 = s2. 

(2.52) 

(2.53) 

Si s2 > 0, l'intervalle est dit du genre« temps» : les deux événements sont en causa­
lité car une information peut passer du point 1 au point 2 avec une vitesse inférieure 
à c. À l'inverse, si s2 < 0, l'intervalle est dit du genre «espace» et les deux évé­
nements sont non causals car incapables d'échanger une information du fait de la 
vitesse limite c. 

Pour tout objet en mouvement à une vitesse v < c, on peut définir un référentiel 
où l'objet est au repos. Les grandeurs /3, y et T/ sont ainsi définies dans un repère 'R 
en considérant le mouvement de ce dernier par rapport au référentiel au repos, soit 
f3 = ~·On pourra donc parler, par exemple, de la rapidité d'une pa1ticule relativiste. 

Les seules transformations qui conservent l'intervalle sont, outre les transf01ma­
tions de Lorentz (ou boosts), les rotations d'espace, les translations et réflexions d'es­
pace et les translations et réflexions temporelles. L'ensemble des ces symétries forme 
le groupe de Lorentz-Poincaré. Dans une théorie relativiste, le principe de relativité 
et la constance de la vitesse de la lumière se traduisent par l'invariance des lois de 
la physique sur tout changement des coordonnées suivant une transformation de ce 
groupe. De même, une grandeur qui n'est pas modifiée par une telle transformation 
est un invariant de Lorentz ou scalaire de Lorentz. L'intervalle entre deux événe­
ments est un invariant de Lorentz. 

2.3.2 Composition des vitesses 

Le vecteur vitesse n'est pas un invariant de Lorentz. La loi de transformation du 
vecteur vitesse û = ~; dans un référentiel fixe 'R en V' = ~'7, dans un référentiel 'R' en 

mouvement rectiligne uniforme à la vitesse V= Vïlx se détermine en différentiant la 
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transfo1mation des coordonnées : 

d'où: 

dx = cosh rydx' + sinh rycdt' 
dy = dy' 
dz = dz' 
dt = sinh rydx' + cosh rycdt' 

dx cosh rydx' + sinh rycdt' u~ + ctanh T/ 

Vx = dt = ~ sinh rydx' + cosh rydt' = 
I • 

1 + V~- tanh T/ 

(2.54) 

(2.55) 

En raisonnant de même pour uy et Vz, on trouve la loi de composition des vitesses : 

Ux = V~+ Cj3 

1 + u' (}_ Xe 

u' 
y/z 

u' +V 
X 

V '' 1+ ~ 
c2 

Vy/z = = ( Vv'-). 
"\/ 1 + - ·' I c2 

(2.56) 

(2.57) 

Pour une particule de vitesse iJ dans rR_ et i! dans fR,' en mouvement avec la vitesse 
~ 

V, on peut définir la rapidité dans le référentiel rR_, tanhx = ~ 'celle dans fR_', tanhx' = 
u' je ainsi que la rapidité de rR,' par rappo1t à rR_, tanh T/ = V/c. Si les trois vitesses sont 
selon la même direction, on a : 

c 

Vx + f h I t h 
c c tan x + an T/ rJ ) --- => tanhx = = tanhvt + T/ • 

1 + v~ f 1 + tanhx' tanh T/ 
c c 

(2.58) 

et finalement x = x' + ry. La rapidité est une grandeur additive. 

2.3.3 Quadrivecteurs 

La corrélation entre espace et temps introduite par la relativité restreinte oblige à 
remplacer l'espace euclidien à trois dimensions par un nouvel espace à quatre dimen­
sions, l' espace-temps de Minkowski. Dans cet espace, la position devient un objet à 
quatre coordonnées appelé quadrivecteur position: 

x = (x0 , x1
, X2, x3) = (et, x, y, z). (2.59) 

Les coordonnées avec l' indice en haut sont appelées coordonnées contravariantes. Un 
quadrivecteur quelconque A = (A 0 , A 1, A 2 , A 3) est un objet qui suit les mêmes règles 
de transformation que la quadri-position. Les coordonnées covariantes, notées avec 
l ' indice en bas, sont données par : 

(2.60) 
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2.3. Relativité restreinte 

L'intervalle entre l'origine 0 = (0, 0, 0, 0) et un quadrivecteur position x vaut : 

(2.61) 

L'intervalle correspond à la norme du quadrivecteur, qui sera souvent notée x2 ou 
X1 xµ- Dans cette dernière notation, dite notation d' Einstein, l'opérateur de sommation 
est sous-entendu : 

3 

s2 = x2 = .2: X1 xµ = X" Xµ- (2.62) 
µ=0 

De manière générale, toute notation faisant apparaître un même indice en haut et en 
bas implique une somme sur cet indice. L'habitude veut qu'un indice grec corres­
ponde à une somme sur les quatre coordonnées d'espace-temps (somme de 0 à 3), 
alors qu'un indice latin indique une somme restreinte aux composantes spatiales 
(somme de 1 à 3). 

Le produit scalaire entre deux quadrivecteurs A et B vaut : 

(2.63) 

le dernier terme étant le produit scalaire euclidien. Les transformations du groupe de 
Lorentz conservent l'intervalle. Comme un quadrivecteur se transforme de la même 
manière que la quadri-position, on en déduit que A2 et A.B sont également des inva­
riants de Lorentz. 

Dans un référentiel fixe, la variation d' intervalle est: 

Dans le référentiel au repos de la particule, la variation spatiale est nulle et : 

ds2 = c2dr2
. 

L'invariance de l' intervalle sous une transformation de Lorentz implique : 

dr = ~1 - [32dt = !_dt, 
y 

(2.64) 

(2.65) 

(2.66) 

ce qui définit le temps propre r de la particule. Dans une désintégration liée au temps 
de vie d 'une particule, c'est relativement au temps propre que l'on détermine la pro­
babilité de désintégration. 

À partir de l'intervalle élémentaire, on définit deux nouveaux quadrivecteurs : la 
quadri-vitesse u et la quadri-impulsion p. La quadri-vitesse généralise la notion de 
vitesse de la mécanique newtonienne : 

µ _ dxµ _ d:Af' 
U - dT - y dt 1 (2.67) 
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soit 
u = (yc, yV) et u!'uµ = c2

. (2.68) 

Enfin on généralise la notion d'impulsion par la quadri-impulsion ou quadrivecteur 
énergie-impulsion, p = mu = (ymc, ymV). Dans la limite des faibles vitesses f3 << 1 
(mécanique newtonienne), le terme Po devient: 

Po= ymc 
1 

= me ( 1 - /32 r 2 

'"me (! +": ) 
1 ( mv

2
) Po>=:;;~ mc2+2. (2.69) 

La composante temporelle de la quadri-impulsion est égale à l'énergie cinétique plus 
un terme constant : l'énergie de masse. En mécanique lagrangienne, on montre que 
poc est l'énergie. Ainsi le quadrivecteur énergie-impulsion s'écrit p = (~,fi). Sa 
norme vaut: 

(2.70) 

c'est la masse invariante de la particule. Comme son nom l'indique c'est un invariant 
de Lorentz. Cette dernière relation se réécrit : 

(2.71) 

soit, en unités naturelles : 

E2 = m2 + p2 ou encore m2 = E2 
- p2

• (2.72) 

Les lois de conservation de l'énergie et de l'impulsion sont bien sûr toujours vérifiées 
lors de l'évolution d'un système et se traduisent par la conservation de la quadri­
impulsion totale du système. On parlera de paiticule relativiste quand p ~ m, et de 
particule ultrarelativiste si p >> m. Dans ce dernier cas, on pourra faire l'approxima­
tion E2 >=:;; p2 comme pour une particule de masse nulle. 

Finalement on introduit les opérateurs : 

ô ô 
ôµ= 8-et~= -8 . 

Xµ Xµ 
(2.73) 

Ils forment un opérateur quadrivectoriel qui généralise à l'espace-temps l'opérateur 
V. On a alors : 

(2.74) 
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2.3. Relativité restreinte 

En particulier, on notera que ôµf)Jl. = g1~ - Il = o est l'opérateur d' Alembertien 
qui apparaît notamment dans ]'équation de propagation de ]'onde électromagnétique 
(D<p = Ü). 

2.3.4 Cinématique 

Considérons un système composé initialement de plusieurs paiticules, de quadri­
impulsions p;, ... , p~. Ces particules interagissent entre e11es et on obtient dans 
l'état final m particules, qui peuvent différer des particules initiales, d'impulsion 

f f 
P11···1Pm· 

Dans un référentiel donné, 1a quadri-impu1sion totale est conservée, soit : 

(2.75) 

De plus, la norme s = (L Pi)2 = (L p{)2 
est un invariant de Lorentz, donc pos­

sède la même valeur dans tous les référentiels. L'énergie totale disponible lors de 
l'interaction, ys, est l'énergie dans le centre de masse du système. Si toutes les 
particules de l'état final sont produites au repos, c'est-à-dire sans énergie cinétique 
dans Je référentiel du centre de masse, alors : 

f _ f f p 1 - (m1, 0, 0 , 0), p2 = (m2, 0, 0, 0), ... , Pm = (mn11 0, 0, 0), (2.76) 

où mk est la masse invariante de la k-ième particule finale. L'énergie dans le centre 
de masse est ainsi : 

m 

v-s = I m k. (2.77) 
k= l 

Pour produire un ensemble de particules, il faut disposer, au minimum, d 'une énergie 
dans le centre de masse égale à la masse des particules. Dans ce cas on parle de 
production au seuil. Si ys > L mb l'énergie restante devient l'énergie cinétique des 
particules finales. 

Désintégration d'une particule de masse M : l'énergie dans le centre de masse est 
Ys = M. Les masses des particules de l'état final doivent vérifier L mk < M. Une 
particule ne peut se désintégrer qu'en particules plus légères. Les particules les plus 
légères sont donc stables. 

État final à deux corps: les quadri-impuslions dans le référentiel du centre de masse 
sont: 

Pf -
2 -

~m~ + p2 

-p 
0 
0 
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avec 
s- m2 - m2 

1 2 p=-----2vs (2.78) 

en choisissant l'axe x comme direction de l'impulsion. 

Collisions de deux particules : il s'agit du même problème que précedemment, où 
on aura intérêt à exprimer l'énergie dans le centre de masse, vs, en fonction de 
l'impulsion des particules incidentes. On a alors : 

Ys = p + ~ p2 + mf + m~ > m1 + m2. (2.79) 

En accélérant des particules que l'on collisionne, c'est-à-dire en augmentant p, on 
peut obtenir des valeurs de vs de plus en plus élevées. C'est ainsi que l'on peut 
produire des particules lourdes à partir de particules légères : en collisionnant, par 
exemple, deux protons de grande énergie on peut produire des particules beaucoup 
plus massives tels des bosons w± ou des quarks top, dès lors que vs dépasse la 
somme des masses des particules filles. 

On a discuté au chapitre 1 qu'une interaction entre paiticules n' était possible que 
si les différents nombres quantiques étaient conservés. On ajoute ici une seconde 
condition : l'interaction doit être cinématiquement permise. 

Exercices 

gJ Invariance par rotation 

On veut déterminer l'invariant associé à la symétrie de rotation. 

a) M.ontrez que l'invariant pour une rotation d'angle e autour de l'axez: 

X --7 X
1 = X COS 8 - y sin 8, 

y --7 y' = X sin 8 + y COS 8, 

z --7 z' = z, 

est la composante selon z du moment cinétique. 

b) En déduire l'invariant associé à la symétrie par rotation spatiale. 
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Exercices 

fB Représentation d'interaction 

a) En explicitant l'opérateur d'évolution, donnez le vecteur d'état en représentation 
d'interaction 11/t!(t)) en fonction du vecteur d'état en représentation de Heisenberg 
11/tH) = 11/ts (0)). 

b) En dérivant le résultat précédent par rapport au temps, démontrez l'équation 
d'évolution des états en représentation d'interaction : 

d A 

in- l!/t1(t)) = <V, l!/t1(t)). 
dt 

c) De la même manière, démontrez l'équation d'évolution d' un opérateur Ô1(t) en 
représentation d'interaction : 

g) Seuil de l'interaction np ~ n° D 

On envoie un faisceau de neutrons sur une cible fixe d'hydrogène liquide. 

a) Quelle doit être l'énergie minimale des neutrons pour obtenir la réaction np ---? 

n°D? 
remarque : au seuil de production, les particules finales sont toutes au repos dans 
le référentiel du centre de masse 

b) En déduire la vitesse des neutrons. 

Donnée: mdeuton = 1876 MeV. 

g) Cible fixe et collision 

Déterminez l'énergie disponible dans le centre de masse (énergie utile pour produire 
de nouvelles particules) pour : 

a) Une collision d' un faisceau de protons d'énergie E sur une cible fixe d'hydrogène. 

b) Une collision entre deux faisceaux de protons d'énergie E/2 chacun. 

c) Que se passe-t-il pour E » mp? 

fla Production d'antiprotons 

L'antiproton a été découvert dans la réaction pp---? pppp. Dans cette expérience, un 
faisceau de protons est accéléré sur une cible fixe d' hydrogène liquide. 

a) Quelle doit être l'énergie minimale du faisceau de protons pour que cette réaction 
soit possible ? 

b) Même question si on collisionne deux faisceaux de protons de même énergie. 
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SECONDE 
QUANTIFICATION 

Nous allons maintentant commencer la construction du cadre formel de la physique 
des particules. Dans ce chapitre, nous allons tenter d 'étendre la mécanique quantique 
pour décrire des sytèmes où le nombre et la nature des particules sont modifiés et 
introduire le concept de champ quantifié. 

3.1 ENSEMBLE DE PARTICULES IDENTIQUES 

3.1.1 Bosons et fermions 

L'un des postulats de la mécanique quantique est l'existence de particules indiscer­
nables. Les observables physiques d'un système de particules indiscernables sont 
invariantes sous les permutations de plusieurs particules. 

Soit un système den particules identiques, il est décrit par une fonction d'onde 
tjt(x1, 12 , ... , Xn), où chaque vecteur Xi caractérise chacune des particules (position, 
spin, ... ). On considère un opérateur de permutation P tel que Ptjt est une fonction 
d'onde du système où plusieurs particules ont été interchangées. Pour une observable 
physique associée à un opérateur A, l'hypothèse d'indiscernabilité impose : 

(3.1) 

On admettra qu'il suffit pour cela que: Ptjt = eiatft, avec œ E JR. On vérifie alors que: 

(3.2) 

Une permutation élémentaire PiJ (avec i :/:- j) inverse les deux éléments i et j. Toute 
permutation P peut se décomposer de manière générique comme le produit de per­
mutations élémentaires. On a alors : 

p 

Pi.it/t = ei% t/t , et P = n Pik.ik . (3.3) 
k=I 

Cette décomposition n'est pas forcément unique mais la parité du nombre de permu­
tations binaires p est toujours la même. La parité de p définit la parité de la permuta­
tion (paire ou impaire). 

Si on applique deux fois une permutation Pi.i on revient à l'état initial, Pfi = . En 
appliquant cet opérateur à une fonction d'onde tft quelconque, il vient: 

p~jt/t = t/t ==> e2iaij t/t = t/t ==> e2iaij = l. (3.4) 

Il en résulte deux possibilités pour la fonction d'onde : 
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• eia;J = + 1, la fonction d'onde tft est symétrique (inchangée) par permutation. 

• eia;J = -1, la fonction d'onde tft est antisymétrique par permutation. 

Ces deux comportements de la fonction d'onde à n particules indiscernables per­
mettent de définir deux catégories de particules : 

• les bosons qui vérifient pour toute permutation IP, lPtft = tft; 

• les fermions qui vérifient lPtft = (-1)61l' tft, où ôp = 0 si lP est paire, 1 sinon. 

Cette définition des bosons et des fermions ne fait aucun lien avec le spin des par­
ticules qu'on utilise souvent pour caractériser les bosons (spin entier) et les fermions 
(spin demi-entier). On va voir que l'on retrouve néanmoins les propriétés connues 
pour chaque type de particules. La démonstration du théorème de connexion spin­
statistique qui établit l'équivalence entre les deux définitions des bosons et des fer­
mions se fait dans le cadre général de la théorie quantique des champs et sera très 
brievement discutée à la fin du chapitre 4. 

3.1.2 Fonction d'onde à plusieurs particules 

Les équations de la mécanique quantique permettent généralement de déterminer la 
fonction d'onde d'une particule individuelle. L'ensemble des fonctions d'onde à une 
particule forme un espace de Hilbert '}{. L'espace de Hilbert des fonctions d'onde de 
systèmes à n particules s'obtient par produits tensoriels successifs de '}{, soit '}{n = 

'}{ ® '}{ ® · · · ® '}{ = '}{®n. Si {<pk(X)} forme une base orthonormée de'}{, alors tout 
état à n particules s'écrit comme une combinaison linéaire de produits de n fonctions 

'Pk· 
Dans le cas n = 2, si on considère deux particules discernables dans des états 'Pa et 
'Pb, il existe deux états distincts à deux particules : 

(3.5) 

Pour des particules indiscernables, les fonctions d'onde qui vérifient les conditions 
de symétries souhaitées sont des combinaisons linéaires de tfti et tftn. Pour les bosons, 
la fonction d'onde symétrique est : 

De même, pour les fermions, la fonction d'onde antisymétrique est: 
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3.2. Représentation des états d'occupation 

En généralisant à un nombre n quelconque de particules, ces fonctions d'onde de­
viennent: 

!./!s(X1, X2, ... , Xn) = Cs I P [<t'a1 (x1)<pa2 (x2) ... <f'a
11
(Xn)] 

{JP} 

( 

<t'a1 ~X]) : · · <t'ai ~Xn) J 
= Cs x perm : . . : 

<t'a11 (X1) · · · <t'a,/Xn) 

!./!A (x1, X2, ... , Xn) = CA I(- 1)0PP [<t'ai (x1)<pa2 (x2) ... <t'a
11 
(xn)] 

{P} 

( 

<t'a1 ~Xi) : · · <t'ai ~Xn) J 
= CA X det : . . : , 

<t'a,, (xi) · · · <t'a
11 
(xn) 

(3.8) 

(3.9) 

où les sommes portent sur toutes les permutations possibles des coordonnées Xj . Les 
coefficients CA et Cs sont des coefficients de normalisation qui assurent(!./! Il./!) = 1. 
La fonction d'onde antisymétrique est décrite par un déterminant dit déterminant 
de Slater. La fonction d'onde symétrique s'écrit de manière similaire à l'aide d' un 
permanent (déterminant sans alternance de signes). 

Dans le cas de la fonction d'onde antisymétrique, si deux fonctions d'onde <t'ai 
sont identiques alors il y a deux colonnes égales dans la matrice et le déterminant de 
Slater est nul. Ainsi deux fermions identiques ne peuvent pas être dans le même état 
quantique : on retrouve ici le principe d'exclusion de Pauli. 

L'ensemble des fonctions d'onde symétriques (antisymétriques) à n particules 
forme un sous-espace de 'Hn que l'on note ['HnJs (['Hn]A). La construction des fonc­
tions d'onde à n particules par les déterminants de Slater est souvent peu pratique, en 
particulier quand n devient grand. De plus dans ce formalisme, deux états à n1 et n2 

particules sont décrits par des fonctions d'onde définies dans des espaces de Hilbert 
différents. Il est alors très difficile d'expliciter des opérateurs qui changent le nombre 
de particules d'un système comme ce sera le cas en physique des particules où le 
nombre et la nature des particules sont modifiés lors d' une interaction (par exemple, 
la désintégration f3 du neutron n ~ p + e- +ile). 

3.2 REPRÉSENTATION DES ÉTATS D'OCCUPATION 

On suppose toujours la base {<pk} des états à une particule connue. Pour décrire un 
état à plusieurs particules If!, il suffit de préciser : 

• la nature bosonique ou fermionique des particules, 
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• l'ensemble des nombres nk où l'état 'Pk apparaît dans tft. C'est le nombre d'occu­
pation de l' état 'Pk· 

Un état à n particules peut donc être représenté par un ket: 

ln1 , n1, .. . ) avec .l: nk = n . 
k 

Pour les bosons, nk EN, alors que pour les fermions, nk E {0, 1}. 

(3.10) 

Dans la pratique on ne note que les nombres d'occupation non nuls. Ainsi l'état 
vide s'écrit 1). La figure 3.1 illustre la construction d 'états d' occupation. 

(a) 

(b) c:J D 

Figure 3.1 - Exemple de construction d'états d'occupation bosonique (a) 

et fermionique (b). 

L'ensemble = {I), .. . , ll k) , ... , llki l k') , ... , l2k), ... }, de tous les états d'occu­
pation, incluant toutes les valeurs den (c'est-à-dire le vide et les états à une, deux, 
trois, . .. particules) forme une base orthonormée d'un nouvel espace vectoriel appelé 
espace de Fock <J=S;A = EBn [11n]s;A. Les états ln1 , n1, .. . ) sont les états de Fock et 

(3.11) 

Avec cette formulation, on dispose maintenant d' un unique espace de Hilbert qui 
contient tous les états pour toutes les multiplicités de particules. Il doit alors être 
possible de construire des opérateurs sur l'espace de Fock qui modifient le nombre 
de particules. L' écriture effective de la fonction d'onde à n particules passe toujours, 
pour le moment, par un déterminant de Slater. 

3.3 OPÉRATEURS DE CRÉATION 
ET D'ANNIHILATION 

On va s'intéresser au cas particulier d'opérateurs sur l'espace de Fock qui font varier 
le nombre d'occupation d' un état d' une unité : 
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3.3. Opérateurs de création et d'annihilation 

• les opérateurs de création : nk ~ nk + 1 

• les opérateurs d'annihilation: nk ~ nk - 1 

Il faut traiter séparément les cas des bosons et des fermions pour prendre en compte 
les différences de symétrie des fonctions d'onde. 

3.3. l Cas des bosons 

L'opérateur d'annihilation bk de l'état 'Pk est défini tel que: 

bk 1 ... , nb .. . ) = yrïk 1 ... , nk - l, ... ) si nk > 0, 
bk 1 ... 'Ûb ... ) = o. (3.12) 

La seconde relation traduit le fait qu' il est impossible de détruire une particule qui 
n'existe pas. Il ne faut pas confondre 0 et l'état vide 1) qui sont deux objets différents. 
S'il n'y a pas d'ambiguïté, on notera lnk) = 1 ... , nki .. . ) un état quelconque avec nk 

paiticules dans l'état 'Pk· Les états de Fock étant 01thonorrnés, les seuls éléments de 
matrice non nuls de bk sont : 

(3.13) 

En prenant le complexe conjugué de cette expression, il vient : 

(3.14) 

Ce sont les seuls éléments de matrice non nuls de l' opérateur bt, complexe conjugué 
de bk. Alors : 

(3.15) 

ou encore: 
(3.16) 

Ceci con-espond à un opérateur qui augmente le nombre d'occupation d' une unité, 
soit un opérateur de création. Les sous-matrices des opérateurs de création et d 'anni­
hilation sont donc : 

0 0 0 .. . 0 1 0 .. . 
1 0 0 .. . 

b; = 0 ...fi 0 .. . 
0 0 ...fi .. . 

et bk = 0 0 0 (3.17) 

.. 

Considérons maintenant l' opérateur b; bk appliqué à un état lnk): 

(3.18) 
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L'opérateur btbk est diagonal et les états de Fock lnk) sont des états propres de valeur 
propre nk (nombre d'occupation de l'état). C'est l'opérateur du nombre d'occupation 
de l'état <fJk> noté nk. Il est intéressant de remarquer qu'un état quelconque 11/1) de 
l'espace de Fock est une combinaison linéaire d'états pouvant avoir des nombres 
d'occupation différents. Dans le cas général, le nombre de particules du système n'est 
pas défini. La grandeur (1/11nk11/1) est alors le nombre moyen de paiticules dans l'état 

<fJk· 

De la même manière, on montre que l'opérateur bkb; est également diagonal avec 
bkb; lnk) = (nk + 1) lnk). On en déduit alors le commutateur : 

[bki bt J- = bkb; - b; bk = Il . (3.19) 

Les règles de commutation pour les opérateurs de création et d'annihilation de bosons 
sont alors: 

[b7' b} ]_ = [bi, bj]- = 0, 

[bi , b} L = 8ij l . 

3.3.2 Cas des fermions 

L'opérateur d'annihilation Ck d'un fermion dans l'état <fJk est défini par: 

Ck llk) = (-l)6
k IOk)' 

q IOk) =O. 

(3.20) 

(3.21) 

(3.22) 

où 8k = ~i<k n; est le nombre d'états occupés de rang inférieur à k. De manière 
analogue au cas bosonique, on en déduit les matrices des opérateurs Ck etc; : 

( 
0 (-1)<

5k) + ( 0 0) 
Ck = 0 0 et ck = (-l)<'k 0 . (3.23) 

On vérifie encore que le complexe conjugué c; est bien un opérateur de création : 

(3.24) 

Cette dernière condition traduit le principe d'exclusion de Pauli : il est impossible 
de créer une seconde particule dans l'état <fJk· Considérons maintenant deux états <p 1 

et <p2. En partant d'un état vide, on construit un état l/Ja en peuplant d'abord l'état 1 
puis l'état 2 et un état l/Jb en peuplant d'abord l'état 2 puis l'état 1. Les états l/Ja et l/Jb 
s'obtiennent par permutation des deux particules et on doit donc vérifier l/Ja = -1/Jb· 
En utilisant les opérateurs cr etc;, il vient : 

li/la)= c;cr I> = c; Il 1) = -111, 21), car n1=1d'où82 = 1. 

li/lb) =cr c; I> =cr lh> = 11,, 2, >,car 81 =o. 

(3.25) 

(3.26) 
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3.3. Opérateurs de création et d'annihilation 

On retrouve le résultat attendu, ce qui justifie a posteriori le facteur (-1)<5
k qui permet 

de rendre compte du caractère antisymétrique de la fonction d'onde dans la définition 
des opérateurs de création et d' annihilation. On en déduit la relation : 

(3.27) 

Le nombre d'occupation est également donné par le produit c; ck = nk : 

(3.28) 

et 
qc; IOk) = ll k) } + _ 

+Il ) 0 ~ Ckck. lnk) - (1 - nk) lnk) . 
qck k = 

(3.29) 

On en déduit une relation d' anticommutation analogue à la relation de commutation 
des bosons : 

(3.30) 

Finalement les opérateurs de création et d'annihilation des fermions sont caractérisés 
par leurs relations d'anticommutation : 

[c7, c.j L = [ci, cJ]+ = 0, 

[ci, c.j L = ôi.i l . 

(3.31) 

(3.32) 

Dans la représentation des états d 'occupation, tout état à n particules identiques 
peut se construire par application successive des opérateurs de création et d' anni­
hilation sur un état de référence (on prendra généralement l'état vide). La nature 
bosonique ou fermionique des particules du système se traduit dans l'utilisation 
d'opérateurs vérifiant les propriétés de commutation (bosons) ou d' anticommutation 
(fermions). Dans un calcul, si la nature bosonique ou fermionique ne joue pas de rôle, 
on utilisera la notation ak et a; pout désigner ces opérateurs. 

3.3.3 Changement de base 

La construction des opérateurs de création et d'annihilation est associée à une base 
orthonormée {<pk} des états à une particule. Si l'on choisit une autre base {<h}, les 
nombres d' occupation nk dans cette nouvelle base sont évidemment différents. Il faut 
donc définir de nouveaux opérateurs ak et a;. On a alors : 

[fJk(X) = ~ Œmk<pm(X) avec Œmk = ( <pm(X) l~k(X)) , (3.33) 
m 
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D'où finalement : 

l<pk) = a; 1) = llk), 

I~\) = a; I> = lh) · 

m m 

(3.34) 

(3.35) 

(3.36) 

En généralisant le raisonnement à un ket quelconque, on obtient les relations de chan­
gement de base pour les opérateurs ak et a; : 

(3.37) 
m 

àk = I. œ;nkam. (3.38) 
m 

On vérifie ensuite que les nouveaux opérateurs ainsi définis satisfont toujours aux 
relations de (anti)commutation (voir exercice 3.1). 

3.4 CONSTRUCTION D'OPÉRATEURS 

3.4.1 Expression d'observables à partir de ak et a; 

Les états d'occupation formant une base de l'espace de Fock, tout état 11/1) peut 
s'écrire comme une combinaison linéaire des états de Fock : 

11/1) = I. Àn ln) , (3.39) 
n 

où l'indice n désigne une configuration d'occupation {n 1, n2, .. . }, la somme portant 
sur toutes les configurations (i.e. tous les états de Fock). Une observable physique est 
associée à un opérateur Â agissant sur l' espace de Fock. Les éléments de matrice de 
Â sont donnés par : 

(3.40) 
m,n 

Or le seul moyen de passer d'un état ln) = ln1 , n1, · ·-) à un état lm) = lm1, m1, · ·-) 
est de détruire n1 particules dans l'état <p 1 et d'en créer m1, puis de procéder de même 
pour chaque état. Ceci revient soit à créer m 1 - n 1 particules si m 1 > n 1, soit à 
détruire ni - mi particules si mi < ni. En notant }k = min(nki mk), les seuls éléments 
de matrice non nuls de Â sont alors nécessairement de la forme : 

(3.41) 
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3.4. Construction d'opérateurs 

où K est une constante numérique. Ainsi tout opérateur Â peut s'écrire sous la forme 
d'un polynôme d'opérateurs de création et d'annihilation, Â = p(aki a;). L'expres­
sion explicite de ce polynôme peut s'obtenir en identifiant les termes dans le calcul 
des éléments de matrice : 

<lf!'IÂll/I) = J lj!'*(xi, ... , Xn)Â(x1, ... , Xn)lf!(xi, ... , Xn)dxi ... dxn 

= ~À;;, Àn (ml p(aki a; ) ln). (3.42) 
m,n 

Cette approche est toujours utilisable mais conduit souvent à des calculs ardus. À 
titre d'exemple, nous allons nous limiter au cas de deux particules en interaction, ce 
qui correspond à une approche très générale des problèmes de diffusion. 

3.4.2 Hamiltonien avec interaction 

On va considérer le cas très général de la diffusion de deux fermions identiques (par 
exemple, la diffusion coulombienne de deux électrons). Le hamiltonien le plus géné­
ral pour ce problème est de la forme : 

(3.43) 

où T est la paitie cinétique du hamiltonien qui caractérise 1 'évolution libre des par-
" 11' '2 ticules (en mécanique quantique, r = ;,~V + v(x) où V est un potentiel extérieur) 

et Û(x1, 12) est le hamiltonien d'interaction entre les particules (un potentiel cou­

lombien s'écrirait 4 ~ .., 
1
). On considère une base quelconque {<pi} de l'espace des 1u:o 1-x2 

états à une particule. En définissant les éléments de matrice : 

tiJ = f <p~ (X)T(X)<pj(X)dx, (3.44) 

uiJkt = J 'P; Cx1)<pj(x2)il(x1, x2)<pk(x1)<p1(x2)dx1 dx2, (3.45) 

le hamiltonien s'écrit: 

(3.46) 

où ci etc+ sont les opérateurs création et annihilation. Ce résultat sera démontré dans 
1 

un cas particulier dans l'exercice 3.2. 
Le premier terme s'interprète comme la propagation libre d'une particule (incluant 

la diffusion de la particule sur le potentiel v(x)). Le second terme correspond à la 
diffusion entre deux particules de l'état initial lkl) vers l'état final li}). 
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En prenant l'exemple de la diffusion coulombienne de deux électrons dans une 
boîte de volume n soumis à un potentiel extérieur v(X'.), le hamiltonien devient : 

(3.47) 

--+ 
Les états propres pour un électron libre sont des ondes planes d'impulsion k définie 
(modes de Fourier). Les opérateurs création (annihilation) sont donc les opérateurs 

--+ 
qui créent (annihilent) un électron d'impulsion k. En prenant ces états comme base, 
le hamiltonien en fonction des opérateurs de création et d'annihilation s'écrit: 

A ~ n2
k

2 
+ ~ + 1 ~ e

2 
+ + 11 = - --c.,.ck+ v(ëj)c .... _pk+ - 2 c.,. ...,c.,. .... ckck'' 

2m k k+q 2 .Q4n-coq k+q k' - q 
k k,if k.k1 ,if 

(a) (b) (c) 

où v(i/) est le potentiel dans l'espace de Fourier (v(i/) = J v<[;e-iifrdY). Chaque terme 
peut être interprété comme : 

(a) la propagation libre de l'électron : création et annihilation du même état d'im­
pulsion. 

-+ 
(b) la diffusion d'un électron d'impulsion k sur le potentiel extérieur avec un transfert 

d'impulsion if: annihilation de l'état initial d'impulsion k et création de l'état 
final d ' impulsion k +if. 

-+ -+ 
( c) l'interaction coulombienne entre deux électrons d'impulsion k et k' avec un trans-

fert d'impulsion q: annihilation des états initiaux puis création des états finals. 

Ces différentes interactions sont représentées sur la figure 3.2. 

-k -k -k 

(a) 

k+q k 

(b) 

..... 
k+q 

k 
..... , ~· 

- q 

Figure 3.2 - Diffusion coulombienne: (a) propagation libre - (b) diffusion sur le 
potentiel extérieur - (c) diffusion entre 2 particules. 

3.5 OPÉRATEURS DE CHAMP 

La mécanique quantique traite le temps et l'espace de manière radicalement diffé­
rente. Or, l'un des principes de la relativité restreinte est de traiter sur un pied d'égalité 
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3.5. Opérateurs de champ 

ces deux grandeurs en étendant 1 'espace euclidien à l'espace-temps de Minkowski. La 
construction d'une théorie quantique relativiste doit donc concilier deux approches 
très différentes de l'espace et du temps. L'extension naïve d'une fonction d'onde sur 
l'espace à trois dimensions à l'espace-temps va faire que J <p(x, t)*<p(x, t)dx =F 1 n'est 
plus constant au cours du temps. L'interprétation de la fonction d'onde comme l'am­
plitude de probabilité de présence de la pa1ticule ne sera plus possible, ce qui limite 
l'intérêt de ce concept. Pour pallier ce problème on définit les opérateurs de champ 
par: 

(3.48) 
n n 

(3.49) 
n n 

Chaque terme de la somme correspond à un opérateur d'annihilation ou de création 
de 1' état k, pondéré par l'amplitude de probabilité de trouver la particule dans l'état 
k au point x. La somme sur tous les états permet de rendre compte de la création ou 
de l'annihilation d'une particule au point x dans un état quelconque. Ces opérateurs 
possèdent les mêmes propriétés de (anti)commutation que les opérateurs de création 
et d'annihilation : 

(3.50) 
m,n 

(3.51) 
m,n 

m,n 

= ~ 'Pn(XJ<p~(X') = ô(x, X') . (3.52) 
n 

De plus, l'opérateur IJl+(X)'F(X) vérifie: 

J 'F+(X)'F(X)dx = ~ a~an J <p~(XJ'Pn(XJdx 
m,n 

(3.53) 
m m 

N est l'opérateur du nombre total de particules. 'F+(X)'F(X) peut donc s'interpré­
ter comme un opérateur de densité de particules au point x. L'opérateur 'JI permet 
d'étendre la notion de probabilité de présence associée à la fonction d'onde. Il faut 
néanmoins noter que la grandeur intégrée n'est plus une fonction mais un opérateur. 
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Pour un opérateur unaire if (X) quelconque, on peut définir un opérateur fJ : 

fJ = J ip+ c X'J<fl c X) 'P c X'Jdx 

= 2: a~an J 'P':n(X'Jif (X)cpn(X'Jdx 
m,n. 

= I hmna~an . 
1n,n 

De même, pour un opérateur binaire, Û(x1, 12): 

û = J ip+(x1)l.Jl+(x2)û(x1, x2)l.Jl(x2)l.Jl(x1)dx1dx2 

= 2: Uij,kzat a j akat. 

i,j,k,l 

(3.54) 

(3.55) 

On retrouve la même forme d'expression que pour le calcul de la valeur moyenne 
d'un opérateur sur les fonctions d'onde. L'opérateur 1// va présenter des propriétés 
analogues à celles de la fonction d'onde. Le passage de la mécanique classique à la 
mécanique quantique se fait en transformant les observables physiques d'une fonc­
tion de l'espace en un opérateur agissant sur une fonction d'onde. Ici, l'étape sui­
vante de complexification de la théorie consiste à remplacer la fonction d'onde par 
un opérateur de champ. C'est pourquoi on parle de seconde quantification. La théorie 
qui décrit l'évolution spatio-temporelle et l'interaction entre champs quantifiés est la 
théorie quantique des champs. Ce n'est que dans ce formalisme que l'on peut décrire 
des objets quantiques relativistes. 

Ill Opérateurs création et annihilation 

Soit deux bases orthonormées {cpd et {<f?d de J'espace des états à une particule, avec: 

lPk(XJ = I Œmk'Pm(XJ avec Œmk = { 'Pm(XJ l<Pk(XJ) · 
m 

Montrez que les opérateurs : 

vérifient les relations de commutation des opérateurs création et annihilation. 
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Exercices 

16 Hamitonien en opérateurs création et annihilation 

Soit un système composé de deux fermions en interaction, décrit par le hamiltionien : 

où T est la partie libre et il 1 'interaction entre les particules. On considère une 
base propre {<pk} de if. Les états à une particule, pour chaque fermion sont notés 
l<pa) = lla) et l<p.s) = Il.a). En définissant les éléments de matrice : 

ta.s = J <p;(X)T(X)<pf3(1)dx, 

uaf3.-ro = J <p;(x1)<pfi(x2)Û(x1, x2)<p1,(x1 )<po(x2)dx1dx2. 

a) Donnez 1 'expression de la fonction d'onde à deux pait.icules. 

b) Donnez l'expression des élements de matrice non nuls du hamiltonien en fonc­
tion de : 

tap = J <p;(X)T(X)<pp(X)dx, 

uaf3,yo = J <p;(x1)<pfi(x2)Û(x,, x2)<py(x, )<po(x2)dx1 dx2. 

c) En introduisant l'opérateur nk> exprimez le hamütonien en fonction des opérateurs 
création et annihilation. 
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CHAMPS CLASSIQUES 
ET QUANTIQUES 

LI BRES 

En partant d' une définition des bosons et des fermions basée sur la symétrie de la 
fonction d'onde, nous venons de construire des opérateurs particuliers, les opérateurs 
de champ, qui se comportent comme une extension de la fonction d'onde. Nous allons 
maintenant construire ces mêmes opérateurs à partir de la mécanique analytique et 
de la relativité restreinte et ainsi justifier que c'est cet objet, le champ quantifié, qui 
est pertinent pour décrire un objet physique quantique et relativiste. 

4.1 CHAMP CLASSIQUE 

Le concept classique de champ apparaît naturellement comme une extension de la 
notion de coordonnées. La mécanique classique décrit l'évolution temporelle d' un 
ensemble de points matériels caractérisés par des coordonnées qi et leur vitesses 
if.i (ou les moments conjugués Pi). Mais la description de l'électromagnétisme, par 
exemple, nécessite des objets physiques qui sont définis en tout point de l'espace : 
c'est le concept de champ. On peut interpréter ce champ comme la limite continue 
d'une infinité de coordonnées discrètes : 

qi(t) . <p(x, t), 
1~+00 

(4.1) 

la dépendance spatiale des coordonnées discrètes étant implicite. Assez naturelle­
ment, les coordonnées d' espace viennent jouer un rôle similaire à la coordonnée tem­
porelle. On tentera donc de décrire l'évolution spatio-temporelle du champ. Cette 
équivalence temps-espace permet également de donner une formulation relativiste de 
la théorie des champs. Pour un champ <p(x, t) = <p(x), il faudra désormais considérer 
toutes les dérivées partielles Oµ'P· Pour traiter les quatre dimensions de la même ma­
nière, le lagrangien est remplacé par une densité lagrangienne L(<p(x), Oµ<p(x)) telle 
que l'action soit : 

S ( <p(x), Oµ<p(x)) = J L ( <p(x) , Oµ<p(x)) cf x. (4.2) 

L'application du principe de moindre action est similaire à celle décrite au chapitre 2, 
mais nécessite l'introduction d'outils mathématiques plus complexes. En effet, le la­
grangien est désormais une fonctionnelle, puisque c'est une fonction du champ et 
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de ses dérivées qui sont eux-mêmes des fonctions de l'espace-temps. Les mathé­
matiques fournissent cependant le concept de dérivée fonctionnelle 0~~) et de dif-

férentie11e fonctionnelle 8.l(<p) = 0~~) ô<p. Leur comportement est identique, dans 
les problèmes qui nous concernent, à une dérivée c1assique. Par exemple, pour une 
fonctionnelle F(<p(x)) = <pt (x)<p(x) où <p est un champ complexe, 

oF 
- = 2l<pl. 
ô<p 

(4.3) 

L' équation d'Euler-Lagrange décrivant l' évolution spatio-temporelle du champ <p est 
alors (voir exercice 4.1) : 

ô.[, ( ô.[, ) 
Ô<p - Ôµ Ô(Ôµ<p) = o. (4.4) 

Comme pour les coordonnées usuelles, on peut utiliser le moment conjugué : 
n(x) = 8

8L et généraliser les relations du paragraphe 2.1.2. En particulier les cro­
o'P 

chets de Poisson entre deux champs évalués au même temps x0 t deviennent : 

{<p(x, t), <p(X' , t)} = {n(.X, t), n(X' , t)} = 0, (4.5) 

{<p(x, t), n(X', t)} = o(x - x'). (4.6) 

De même, on généralise le théorème de Noether en théorie des champs. Ce théorème 
relie grandeur physique conservée et invariance du lagrangien sous une symétrie. 
Les transformations de Lorentz ainsi que les rotations et les translations de temps et 
d' espace forment le groupe de Lorentz-Poincaré. Les lagrangiens relativistes qui se­
ront pertinents en physique des particules doivent au minumum satisfaire l ' invariance 
sous ces transformations. Le tableau 4.1 donne les grandeurs conservées associées 
aux transformations continues d'espace-temps. 

Tableau 4.1 - Grandeurs conservées associées aux symétries d'espace-temps 

Grandeur conservée Transformations invariantes 
Impulsion Translations d'espace 

Énergie du système Translations du temps 
Moment cinétique Rotations d'espace 

Masse et spin Transformations de Lorentz 

Ainsi, un lagrangien invariant sous les transformations du groupe de Lorentz­
Poincaré satisfait toutes les propriétés de conservation usuelles (quadri-impulsion, 
moment cinétique, masse et spin). De plus, ]'invariance sous une c1asse de transfor­
mations impose l' impossibilité de fixer une origine absolue. Il est donc impossible de 
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4.2. Équations relativistes 

fixer une origine pour 1es coordonnées d'espace-temps, 1es directions dans l'espace 
(isotropie de 1 'espace), les vitesses (principe de relativité) du fait de 1' invariance de 
Lorentz-Poincaré. 

4.2 ÉQUATIONS RELATIVISTES 

4.2.1 Spin et représentations 

L'invariance sous les transformations du groupe de Lorentz-Poincaré est associée à 
deux invariants. Le premier est la masse invariante, norme du quadrivecteur énergie­
impulsion et Je second est le spin. Masse et spin sont les deux nombres quantiques 
intrinsèques à toute particule, associés à l'invariance de Lorentz. La théorie des 
groupes, en particulier du groupe de Lorentz-Poincaré, impose un lien entre le spin 
du champ et la structure mathématique (le nombre de coordonnées) utilisée pour le 
représenter. Cette structure conditionne la transformation du champ sous une trans­
formation de Lorentz. On peut ainsi montrer que : 

• Le spin 0 correspond à un champ scalaire, c'est-à-dire que cp(x) est un objet à 
une seule composante complexe (c'est-à-dire, avant quantification, un nombre). La 

transformation d'un champ scalaire par une transformation de Lorentz est triviale : 
cp' (x') = cp(x). 

• Le spin 1 c01Tespond à un objet à quatre composantes complexes formant un qua­
drivecteur, qui par définition se transforme comme les coordonnées. On parle alors 

de champ vectoriel. 

• Le spin ! correspond à un objet à deux composantes complexes appelé spineur 
(de Weyl). L'ensemble des spineurs se divise en deux familles invariantes sous les 
transfomations du groupe de Lorentz-Poincaré. Ceci signifie que le transfomé d'un 
spineur de la première famille est un spineur de la première famille et de même 
pour la seconde. Nous ne détaillerons pas plus la transformation des spineurs sous 
les transformations d'espace-temps et les résultats ultérieurs seront admis sans dé­
monstration. Les deux types de spineurs sont symétriques l'un de ]'autre sous 1a 
transformation de parité (inversion des coordonnées d'espace, x ~ -X). On parle 
de deux états de chiralité gauche (l/!i) et droite (l/!R). On peut faire ici l'analogie 
avec certaines molécules qui, bien qu'ayant la même structure, ne peuvent se dé­
duire l'une del' autre par rotation mais uniquement par symétrie planaire et peuvent 
présenter des propriétés chimiques différentes. 

Les interactions électromagnétique et forte se couplent indifféremment avec les 
champs gauche et droit. On utilisera généralement pour représenter un champ de 
spin ~ un objet à quatre composantes, le spineur de Lorentz ou champ spinoriel : 

51 



"O 
0 
c 
::J 
0 
('\"') 

T"-f 
0 
N 

@ 
~ 
..c 
Ol 
ï:::: 
>­a. 
0 
u 

Chapitre 4 • Champs classiques et quantiques libres 

52 

(1) 
XL 

~ = (::) = 

(2) 
XL 

(4.7) 
(1) 

XR 
(2) 

XR 

Bien que possédant le même nombre de composantes qu'un quadrivecteur, un spi­
neur de Lorentz se transforme différemment lors de l'application d'une transfor­
mation de Lorentz au système. L'interaction faible viole la symétrie de parité et 
n'interagit qu'avec les fermions de chiralité gauche. Pour décrire cette interaction, 
il faut reséparer les deux composantes. 

Ces trois types de champs suffisent pour décrire l'ensemble des particules du mo­
dèle standard. Tous les fermions (quarks et leptons) sont des particules de spin 4. 
On verra dans les chapitres suivants que les interactions de jauge introduisent natu­
rellement des bosons vecteurs (spin 1 ). Enfin le mécanisme de brisure de symétrie 
nécessite la présence d'un boson scalaire. Formellement, on peut définir des repré­
sentations tensorielles de plus en plus complexes pour les champs de spin plus élevé. 
Une théorie quantique de la gravitation nécessite un boson de spin 2, le graviton, 
pour obtenir une interaction purement attractive. Des extensions du modèle standard 
associent à ce graviton un partenaire supersymétrique, le gravitino, de spin ~. 

4.2.2 Équation du champ scalaire 

Le passage de la mécanique classique à la mécanique quantique s'opère en rempla­
çant les observables physiques par des opérateurs. L'équation de Schrôdinger n' est 
que la traduction dans ce nouveau formalisme du hamiltionien classique. 

(4.8) 

Schrodinger 

De la même manière, à partir du hamiltonien relativiste libre, on peut construire une 
équation analogue à celle de Schrôdinger, soit en unités naturelles : 

(4.9) 
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4.2. Équations relativistes 

C'est l'équation de Klein-Gordon. Pour 1' instant la nature de l'objet 'P qui apparaît 
dans cette équation n'est pas précisée. Cela ne pourra être a priori ni une fonction 
d'onde comme dans l'équation de Schrodinger, ni un champ au sens classique du 
terme (onde électromagnétique). Il s'agit en fait d'un champ quantifié. Ce champ 
<p est le plus simple possible, soit un champ scalaire. L'équation de Klein-Gordon 
est l'équation relativiste du champ scalaire libre. Elle dérive du lagrangien de Klein­
Gordon, par les équations d'Euler-Lagrange : 

1 + !lU 2 2 LKo = Ï(Ôµ'P u <p(x) - m <p(x) ). (4.10) 

Ce lagrangien ne fait apparaître le champs que dans des termes du second degré. 
Tout terme d'ordre supérieur traduirait une interaction. Le terme de masse dans ce 
lagrangien peut s'interpréter classiquement comme une énergie potentielle. L'état du 
vide, c'est-à-dire l'état du champ en l'absence de particule, est donné par le minimum 
du potentiel, soit pour <p(x) = O. 

4.2.3 Équation du champ spinoriel 

Le lagrangien est une grandeur scalaire, invariante de Lorentz. Un tel scalaire peut 
être obtenu par le produit scalaire de deux quadrivecteurs mais pas par le produit de 
deux spineurs !ft+!/t. En revanche on peut introduire une matrice y0 et imposer que 

(4.11) 

soit un scalaire de Lorentz. On montre alors que 

0 =( 0 ll 2) 
'Y 2 0 . ( 4.12) 

Il existe une deuxième construction qui permet de construire un scalaire à partir de 
deux spineurs : 

(4.13) 

Les yµ sont les quatre matrices de Dirac qui sont construites afin de former un qua­
drivecteur à partir de deux spineurs. On montre que lfryµ!/t forment les composantes 
d' un quadrivecteur. 

Ces quatre matrices forment un quadrivecteur de matrices 4 x 4 : (y0 , 1). Les trois 
matrices y s'écrivent: 

/ = ( 0 O"i)' 
-(Ti 0 

(4.14) 

où les O"i sont les matrices de Pauli : 

(
0 -i ) 

CT2 = i 0 ' (4.15) 
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L'expression des coordonnées des spineurs dépend du cho.ix d'une base. De même, 
l'expression des matrices de Dirac dépend de ce cho.ix. La défin.ition (4.7) constitue 
la représentation de Weyl des spineurs. Les expressions des matrices y sont données 
dans la même représentation. On définit également une matrice y5 par : 

(4.16) 

Les opérateurs ~ ( 1 ± y 5) sont des opérateurs de projection des spineurs de Lorentz 
sur les états de chiralité gauche et droite : 

(4.17) 

Ces opérateurs interviennent dans la théorie des interactions faibles qui se couplent 
différemment aux champs gauche et droit. 

À partir de ces deux scalaires de Lorentz, le lagrangien le plus simple pour un 
champ libre (ne faisant apparaître que des termes t:x l/f2) est le lagrangien de Dirac: 

Lvirac = /il(x) (i'Y18µ - m) l/J(x) . (4.18) 

L'équation du mouvement est alors l'équation de Dirac: 

(i'Y18µ - m) l/f(x) = O. (4.19) 

Pour simplifier les formules, on note parfois tfz la matrice 4 x 4, aµyµ = y/1aµ = 
~µ aµ yµ. En particulier, l'opérateur /) est l'opérateur yµ 8 w Ainsi, le lagrangien de 
Dirac s'écrit Lmrac = /il(ii/J - m)l/J. 

4.2.4 Équation du champ vectoriel 

Le lagrangien du champ vectoriel libre Aµ est le lagrangien de Maxwell qui s'écrit : 

où F µv est le tenseur antisymétrique : 

{

p Ov = -Fov, 
Fµv = oµAv - 8vAµ et Fµv = pµO = -Fµo , 

F11 - F· · - /}" 

L'équation d'Euler-Lagrange donne alors pour les équations du mouvement : 

(4.20) 

(4.21) 

(4.22) 
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4.2. Équations relativistes 

Étudions plus en détail le tenseur F µv · Il est composé de six termes non nuls car F µv 
est antisymétrique (Fµv = - Fvµ ). En regroupant les termes avec un indice temporel, 
il vient: 

(4.23) 

soit: 

(4.24) 

De même, les trois éléments restants deviennent : 

(4.25) 

soit: 

(4.26) 

En électromagnétisme, on montre que les potentiels scalaire </>et vecteur A forment 
un quadrivecteur A =(</>,A). En utilisant ce champ vectoriel dans les relations (4.24) 

et (4.26), on reconnaît la définition des champs électrique Ê = -~f - V<P et magné-
' ' ' tique B = V /\ A. Le tenseur F µv est alors le tenseur électromagnétique : 

et 

[ 

0 Ex Ey Ez 
F _ - Ex 0 -Bz By 

µv - - E B 0 -B ' 
Y Z X 

-Ez - By Bx 0 

(4.27) 

(4.28) 
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--+ --+ 

L'équation d'Euler-Lagrange s'écrit alors en fonction des champs E et B: 

Ç::} 

(Ji Ex+ l)iEy + fhEz = 0 

ooEx - 02Bz + 03By = 0 

ooEy + 01Bz - 03Bx = 0 

ooEz - 01By + 02Bx = 0 

oEx oEy oEz 
- + - + -=0 
ox oy oz 

oEx oBy oBz 
--+---=0 

ot oz oy 

oEy oBz oBx 
--+---=0 

ot fJx fJz 

fJEz fJBx fJBy 
- - + - - -=0 

fJt fJy fJx 

V.E =0 

{ 

--+ --+ 

o Fµv = 0 Ç::} 
µ --+ --+ a.rt 

V/\B=fr. 
(4.29) 

On retrouve les équations de Maxwell sans source (J = 0, p = 0), qui sont bien les 
équations d' évolution du champ électromagnétique libre. Dans ce formalisme de la 
théorie (classique) des champs, on peut reconstruire toute la théorie de l'électroma­
gnétisme. Le champ vectoriel associé à l'électromagnétisme (i.e. le champ du photon) 
est donné par le quadri-potentiel Aµ. Il est remarquable que ce potentiel est défini à 
une dérivée près qui correspond à un choix de jauge arbitraire. La transformation de 
Aµ en A~ = Aµ + fJµf n'affecte ni les véritables observables que sont les champs 
électrique et magnétique, ni le lagrangien libre. Le lagrangien de Maxwell ne fait 
pas apparaître de terme de masse, contrairement aux lagrangiens de Klein-Gordon et 
de Dirac. Un terme de masse pour le photon aurait la forme ! M2 AµAµ, mais un tel 
terme n'est pas invariant sous le choix de jauge, ce qui pose problème. Cet aspect 
sera discuté plus en détails dans le chapitre suivant. 

Les lagrangiens libres pour les champs du modèle standard sont résumés dans le 
tableau 4.2. 
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4.3. Quantification du champ 

Tableau 4.2- Champs et lagrangiens libres pour les particules du modèle standard. 

Champ Spin Particule(s) Lagrangien 

scalaire cp(x) 0 boson de Higgs 
Lagrangien de Klein-Gordon 

LKG = ~ (ôµcpô"cp - m 2 cp2
) 

spineur if;(x) 1 quarks et leptons 
Lagrangien de Dirac 

2 Loirac = ljt(iyµ8µ - m)if; 

Lagrangien de Maxwell 
bosons de jauge .L - 1 F Fµv 

vecteur N(x) 1 Maxwell - - 4 µv 
y , Z, W ±, gluons f µv = Ôµ A v - ÔvAµ 

(photon uniquement) 

4.3 QUANTIFICATION DU CHAMP 

4.3.1 Champ scalaire 

L'équation de Klein-Gordon s' applique au champ scalaire libre. Pour un tel champ, 
on cherche des solutions en ondes planes de la forme <p oc e - ikx , avec k et x des 
quadrivecteurs. En injectant ceci dans l 'équation de Klein-Gordon, il vient : 

BµiY"<p + m2<p = 0 => [ (- iko)2 - (ik)2 + m2] e - ikx = O 

==> ko = ± ~k2 + m2 = ±Wk· 

-+ 
Pour une impulsion k, il existe deux solutions possibles : 

• une solution d' énergie positive E = Wk : <p(x) oc e -i(wkt-k.1), 

• une solution d' énergie négative E = - wk : cp(x) oc e -i(-wkt-k.1) _ 

(4.30) 

(4.31) 

L'existence de ces deux solutions est liée à la nature quadratique de l' équation re­
liant énergie et impulsion en relativité restreinte (E2 = m2 + p2). A priori, les solu­
tions d'énergie négative n' ont pas d' interprétation physique. C' est la quantification 
du champ qui va résoudre ce problème. 
La solution la plus générale de l' équation de Klein-Gordon classique, développée sur 
une base d'ondes planes est de la forme : 

(4.32) 

où les termes de normalisation ne seront pas discutés ici. Les coefficients ak et az sont 
des nombres complexes conjugués. Le passage d 'un champ classique à un champ 
quantique est une procédure complexe qui ne sera pas justifiée ici. Elle consiste à 
remplacer les coefficients ak et a~ par des opérateurs ak et a;. La fonction <p devient 
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donc un opérateur (jJ : 

"( )- _l_fd3k 1 (" -ikx+"+ ikx) <p x - 3 _ ~. ake ak e . 
(2n)2 v2wk ~ '-v--' 

(1) (2) 

(4.33) 

De plus, les crochets de Poisson deviennent des commutateurs, suivant les relations 
de commutation canoniques : 

[rp(x, t), rp(1', t)] = [fr(x, t), fr(1', t)] = o, 

[(j;(x, t), fr(1', t)] = ù5(x - x'). 

(4.34) 

(4.35) 

À partir des ces relations, on montre que les opérateurs âk et â; doivent satisfaire aux 
relations de commutation des bosons introduites au chapitre 3 et correspondent donc 
aux opérateurs de création et d'annihilation. On reconnaît alors dans (jJ l'opérateur de 
champ, dont on a montré qu'il avait des propriétés analogues à la fonction d'onde 
et pouvait s'interpréter comme une densité volumique de particule. Par la suite, on 
notera simplement le champ quantifié <pet les opérateurs de création et d'annihflation 
ak et a;. Les termes (1) et (2) peuvent s'interpréter comme: 

~ 

(1) la destruction d'une particule d'impulsion k, qui évolue vers t > 0 ou la création 
d'une antiparticule évoluant vers t < 0, 

~ 

(2) la création d'une particule d'impulsion k, qui évolue vers t < 0 ou la destruction 
d'une antiparticule évoluant vers t > O. 

Le champ <p ainsi défini est un champ scalaire réel, <p = <p+ , pour lequel particule 
et antiparticule sont le même objet physique. Ce type de champ ne peut décrire que 
des champs sans charge. En général ce n'est pas le cas et l'opérateur de champ <p 

est complexe. Il fera alors apparaître la création de la particule et l'annihilation de 
l'antiparticule alors que <p+ contiendra la création d'une antipa1ticule et l'annihilation 
d'une particule. 

L'interprétation en terme de particule et d'antiparticule permet de donner un sens 
physique aux solutions d'énergie négative : l'énergie est toujours positive mais le 
temps est inversé (on change l'attribution du signe - dans -wkt de Wk à t) ce qui cor­
respond à une particule qui remonte le temps ou encore une antiparticule qui parcourt 
le temps en sens normal. L'opérateur de champ est une généralisation de la fonction 
d'onde (voir chapitre 3) qui permet de résoudre le problème d'interprétation de la 
fonction d 'onde comme amplitude de probabilité de présence pour un système où 
le nombre de particules varie. Le concept de champ quantifié permet donc de traiter 
des systèmes à la fois quantiques et relativistes en unifiant les concepts de fonction 
d'onde et de champ classique. Les problèmes posés par la mécanique quantique rela­
tiviste sont ainsi résolus. L'étude de l'évolution spatio-temporelle des champs quan­
tiques forme la théorie quantique des champs. Il faut noter que l'on est passé d ' une 
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4.3. Quantification du champ 

représentation d'un système quantique à plusieurs paiticules, où chaque particule est 
décrite par une fonction d'onde, à un unique objet, le champ quantique, qui permet la 
description de toutes les particules et antiparticules d' un même type. Par la suite il y 
aura donc un unique champ de l'électron, un unique champ du photon, . . . 

La quantification du champ vectoriel est similaire à celle du champ scalaire. En 
effet, on montre que les équations d'évolution du champ vectoriel sont équivalentes 
à trois équations de Klein-Gordon indépendantes. Les opérateurs création et annihi­
lation vérifient les mêmes relations de commutation. 

4.3.2 Champ spinoriel 

La quantification du champ spinoriel s'opère de manière similaire à partir des solu­
tions de l'équation de Dirac. Un champ spinoriel est caractérisé par sa masse et par la 
projection de son spin selon un axe arbitraire. On choisit pour ce dernier la direction 
de l' impulsion, ce qui définit l'hélicité de la particule. Pour un fermion massif de 
spin 4 il existe deux états d' hélicité. Après quantification, le champ spinoriel libre, 
solution de l'équation de Dirac, est : 

l l hélicité 

tft(x) = --3 fd3 k Y2Wk .L. Uk,s bk,s e-ikx + Vk,s dt,s eikX, 
(2n)2 2wk s= l 2 ~~ ~~ ' spineur op. spineur op. 

(4.36) 

hélicité 
- 1 f 3 1 ~ - + ikx - - ikx tft(x) = --3 d k _ ~ LJ uk,s bk,s e + vk,s dk,s e , 

(2n) ï v2wk s=I 2 ~~ ~~ 
' spineur op. spineur op. 

(4.37) 

où les termes uk,s et vk,s sont des spineurs de base : 

Uk,s = --;::~=+=m== (X s ) et Vk s = "1- m ( O ) , 
ywk + m 0 ' ywk - m -xs 

(4.38) 

avec 

(4.39) 

Les termes bk s' dk s' bk+ et dk+ sont les opérateurs de création et d' annihilation 
' ' ,s ,s 

pour une particule (b et b+) ou une antiparticule (d et d+) d'impulsion k et d ' hélicité 
s. On montre que ces opérateurs vérifient les relations d ' anticommutation propres 
aux fermions : 

(4.40) 

(4.41) 
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Chapitre 4 • Champs classiques et quantiques libres 

On peut donner ici une idée de la structure de la démonstration du théorème 
de connexion spin-statistique qui relie le spin entier ou demi-entier à une fonction 
d'onde symétrique ou antisymétrique. Le spin apparaît comme un nombre quantique 
associé à l'invariance de Lorentz et impose la nature de la représentation mathé­
matique du champ (champs scalaire, spinoriel, vectoriel, etc.). La quantification de 
chaque champ fait apparaître les opérateurs création et annihilation ainsi que les opé­
rateurs de champ. Le point central de la démonstration montre que la quantification 
d'un champ de spin entier conduit à des relations de commutation entre opérateurs 
alors que celle d'un champ de spin demi-entier donne des relations d'anticommu­
tation. Enfin, on a vu au chapitre 3 que le type de relation de commutation était 
directement lié à la symétrie ou à l'antisymétrie de la fonction d'onde. En mécanique 
quantique, le spin est introduit artificiellement pour expliquer certains résultats expé­
rimentaux, mais c'est la relativité restreinte et l'invariance de Lorentz qui justifient 
son existence. Le lien entre le spin (propriété d'origine relativiste) et la symétrie de 
la fonction d'onde (liée à un postulat de la mécanique quantique) ne peut donc s'ex­
pliquer que dans le cadre d'un formalisme qui unifie ces deux théories, la théorie 
quantique des champs. 

Exercices 

Dl Équation d'Euler-Lagrange 

En adaptant la démonstration du chapitre 2, démontrez l'équation d'Euler-Lagrange 
pour un champ scalaire réel cp(x) : 

aL ( aL ) 
ocp - oµ o(oµcp) = 0· 

~ 16 Lagrangien de Klein-Gordon 
@ 
.:c Le lagrangien d'un champ scalaire réel cp(x) est donné par : 
Ol 
ï:::: 
>- 1 B L = 2 ( oµcp0'1cp - m2cp2). 

60 

a) Montrez que a<~~'P) = av cp. 

b) Retrouvez l'équation de Klein-Gordon à partir de l'équation d'Euler-Lagrange 
appliquée à ce lagrangien. 
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CHAMPS 
EN INTERACTION 

Nous allons maintenant décrire la construction des lagrangiens d'interaction en phy­
sique des particules. Le théorème de Noether associe grandeur conservée et symétrie 
du système. Historiquement, les théories physiques étaient construites en imposant la 
conservation de grandeurs pertinentes, la symétrie apparaissant comme conséquence. 
En théorie quantique des champs, l'approche choisie est inverse : à partir du lagran­
gien libre, on va imposer des symétries supplémentaires qui auront pour conséquence 
de faire apparaître interactions et grandeurs conservées. 

5.1 INTERACTION DE JAUGE 

5.1.1 Lagrangien d'interaction 

Le lagrangien libre ne contient que des termes couplant un champ à lui-même : <.p+ <.p, 
Ôµ<.p+ ~<.p, lfyµ~t/J, lft/J, ôµA v ÔvAµ ... En introduisant les solutions des équations libres 
pour les champs, on fait apparaître des produits d'opérateurs création et annihilation 
de la f01me c; ck. Nous avons déjà rencontré ce type de terme dans le hamiltonien 
libre au paragraphe 3.4.2. L'interaction entre plusieurs champs va se traduire par l'an­
nihilation d'une ou plusieurs particules d'impulsion et de spin donnés et la création 
de nouvelles particules d'impulsion et de spin différents. Ceci va se traduire par des 
produits de plusieurs opérateurs de création et d'annihilation, et donc, par le produit 
de plusieurs champs ou de leurs dérivées. 

Pour décrire l'interaction électromagnétique d'un ferm ion chargé (par exemple 
l'électron), il faut construire un lagrangien d'interaction, scalaire de Lorentz, qui 
couple un champ spinoriel t/J (l'électron) et un champ vectoriel Aµ (le photon ou 
champ électromagnétique). Le produit lfyµt/J forme un quadrivecteur (résultat admis 
précédemment). Le produit scalaire Alfyµt/fAµ est donc un scalaire de Lorentz. C'est 
le lagrangien d'interaction le plus simple que l'on puisse construire. Nous allons dis­
cuter au paragraphe suivant comment un tel terme peut apparaître naturellement en 
imposant une symétrie particulière au lagrangien. 

En général, les termes du lagrangien sont constitués d'un produit de champs et de 
leurs dérivées, n, et d'une constante numérique de couplage g: L = gll. Les champs 
sont des objets dimensionnés (voir exercice 5.1). Des arguments théoriques liés à la 
renormalisation, qui dépassent de très loin le cadre de cet ouvrage, interdisent que 
la constante de couplage ait pour dimension une puissance négative de l'énergie. En 
conséquence, la dimension totale du produit de champs ne dépasse pas la dimension 
de la densité lagrangienne. Cette condition limite les termes trop complexes. En effet, 
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seuls les termes de couplage entre deux fermions et un boson et les couplages entre 
trois ou quatre bosons satisfont ce critère. 

5.1.2 Invariance de jauge 

Considérons un champ fermionique (spineur de Lorentz), par exemple le champ de 
l'électron. Le champ libre est décrit par le lagrangien de Dirac : 

Lzibre = /fr( i"{ Ô µ - m )l/t. (5.1) 

En mécanique quantique, la fonction d'onde est toujours définie à une phase près. On 
voudrait de la même manière que le champ quantifié obéisse à la même règle, c'est­
à-dire que la transformation l/t(x) ~ l/t' = e+iBl/t(x) ne modifie pas le lagrangien. Le 
champ /fr se transforme en !fr' = l/t1+YO = l/t+y0e-iB = /fre-iB et on vérifie sans problème 
que: 

L;ibre = lfre-i()(iyôµ - m)ei81/t = /fr(iyôµ - m)l/t = Lubre· (5.2) 

Le lagrangien est invariant sous un changement de phase globale. 
Le même changement de phase sera une transformation locale si la phase n'est 

plus constante mais dépend des coordonnées, soit () = ()(x). Dans ce cas, l' exponen­
tielle ne commute plus avec l'opérateur de dérivation : 

et 

L;ibre = ifÎ'(i"{ôµ - m)l/t' 
= /fre-iB(x)(iyôµ - m)ei(J(x)l/t 

= e-i8(x)/friyôµ (eiB(x) l/t)- mlfrl/t 

= e-iB(x)/friyeiB(x) (ôµ + iôµB)l/t- mlfrl/t 

= /fr (iyôµ - yôµB) l/t - mlfrl/t 

L ;ibre = Lubre - /fr"{(ôµB)l/t. (5.4) 

Le lagrangien libre n'est plus invariant sous une transformation locale du champ. 
Pour rétablir l'invariance, on va ajouter un nouveau champ dans la théorie. Ce champ 
va venir compenser le terme supplémentaire -/fr(yµôµB)l/t dans la transformation du 
lagrangien. Ceci s'opère en modifiant l'opérateur de dérivation Ôµ pour définir une 
dérivée covariante Dµ telle que (Dµl/t)' = D~(ei61/t) = ei8 Dµl/t· On pose : 

Dµ = ôµ - igAµ, (5.5) 
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5.1. Interaction de jauge 

où Aµ est un champ vectoriel et g une constante. La condition de commutation avec 
une phase 1oca1e eiB(x) va fixer la loi de transformation du champ vectoriel : 

(Dµl/f)' = (Bµ - igA~)eiBl/I = eiB(Bµ + iBµB - igA~)l/J. (5.6) 

En imposant (Dµl/f)' = ei8 Dµl/f, il vient : 

On reconnaît une transformation de jauge pour un champ vectoriel, c'est-à-dire que 
la loi de transformation du champ Aµ laisse invariante le lagrangien de Maxwell libre. 
Ainsi le lagrangien total : 

(5.8) 

est invariant sous les transformations simultanées del/Jet Aµ- Pour maintenir l'inva­
riance du lagrangien lorsqu'on applique un déphasage local au champ fermionique, 
il faut introduire un champ vectoriel supplémentaire dans la théorie. Le terme sup­
plémentaire présent dans le lagrangien est un terme d'interaction entre le champ vec­
toriel et Je champ fermionique. Ce terme d'interaction a 1a forme attendue lfrr'l/IAµ-

5.1.3 Électrodynamique quantique 

On a vu au chapitre 4 qu'un tel champ vectoriel pouvait décrire l'électromagnétisme. 
Le lagrangien obtenu en imposant l'invariance sous un déphasage local est le lagran­
gien de l'électrodynamique quantique ou QED. Le champ vectoriel Aµ est Je champ 
de jauge du photon. 

LQED = /f(iyµ Dµ - m)l/f - ~FµvFµv 

= /f(ir'Bµ - m)l/f + glfrr'l/IAµ - ~F pµv 
4 µv . (5.9) 
~ 

champ if; libre couplage entre t/t et A1, champ A1, libre 

Le terme glfr"/'l/IAµ traduit l'interaction entre les fermions chargés et le photon, c'est­
à-dire l'interaction électromagnétique élémentaire. Pour simplifier la suite on sup­
pose que le champ fermionique est celui de l'électron (et du positron). Le champ If 
fait intervenir deux types opérateurs b+ et d. De même, l/J contient b et d+. Enfin, on 
montre que le champ vectoriel contient aussi des opérateurs de création (a+) et d'an­
nihilation (a). Comme le photon ne porte pas de charge électrique, il est sa propre an­
tiparticule. En développant le terme d'interaction en fonction des champs, i1 apparaît 
des produits d'opérateurs création et annihilation de la forme (b+ + d)(a + a+)(b + d+), 
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Chapitre 5 • Champs en interaction 

soit huit termes qui décrivent 1es huit ve1tex élémentaires de l'interaction électroma­
gnétique. Par exemple, le terme b+ ab traduit l'annihilation d'un électron, l'annihila­
tion d'un photon et la création d'un nouvel électron, soit l'absorption d'un photon 
par un électron. Les huit vertex sont explicités sur la figure 5.1. Ces vertex sont ci­
nématiquement interdits car ils violent la conservation de la quadri-impu1sion. On 
verra néanmoins par la suite qu'ils peuvent être combinés pour décrire des processus 
physiques. 

b1ab b1a 1b 

Figure 5.1 - Interactions électromagétiques élémentaires entre électron, positron 
et photon. 

Nous venons de voir comment, à partir du lagrangien d'un fermion libre, nous pou­
vions construire une théorie décrivant les interactions entre fermions par l'échange 
d'un boson vecteur de masse nulle. Cette approche consiste à imposer l'invariance 
sous une symétrie locale, dite symétrie de jauge. Nous avons détaillé le cas le plus 
simple d'un déphasage local du champ, qui conduit à l'interaction électromagnétique. 
Des symétries plus complexes peuvent être utilisées ; elles conduisent à l'apparition 
de plusieurs bosons de jauge et permettent de décrire les interactions faible et forte. 
Dans tous les cas, le concept global reste le même. 

t 5.2 BRISURE SPONTANÉE DE SYMÉTRIE 
ï:::: 
>-8 5.2. l Mécanisme de Higgs 

64 

On a déjà montré lors de l'étude du champ vectoriel qu'un terme de masse pour le 
champ vectoriel n'était pas invariant de jauge. Les bosons vecteurs doivent donc être 
de masse nulle. Expérimentalement, c'est le cas pour le photon et vraisemblablement 
pour le gluon de l'interaction forte. En revanche, la courte portée de l'interaction 
faible ne peut s'expliquer qu'à l'aide de bosons massifs. De fait, on sait aujourd'hui 
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5.2. Brisure spontanée de symétrie 

que les bosons de l'interaction faible w± et z sont parmi les particules élémentaires 
les plus lourdes connues avec respectivement mw = 80, 4 GeV et mz = 91, 2 GeV. 

C' est pour résoudre le problème des masses des bosons de jauge que le mécanisme 
de brisure spontanée de symétrie a été proposé de manière indépendante par plusieurs 
physiciens en 1963 : Peter Higgs d'une pait, François Englert et Robert Brout d'autre 
pait, ainsi que Gerald Guralnik, Carl Richard Hagen et Thomas Kibble. Ce méca­
nisme était déjà connu en physique de la matière condensée dans la description du 
ferromagnétisme ou celle de la supraconductivité (théorie de Landau-Ginzburg). De 
plus, nous discuterons dans le cadre de l'interaction faible que les termes de masses 
des fermions doivent également être nuls pour que le lagrangien soit invariant de 
jauge. Le mécanisme de Higgs 1 propose également une solution élégante au pro­
blème des masses des fermions. Nous allons voir comment ce mécanisme peut s' ap­
pliquer pour donner une masse au photon. Reprenons le lagrangien de l'électrodyna­
mique auquel nous retirons le terme de masse du champ fermionique : 

- . - ... )..l l µv 
LQED - lt/f )' Dµt/f - 4 F µv F · (5.10) 

Ajoutons à la théorie un nouveau champ scalaire complexe <p(x), couplé au photon. 
Ce champ est décrit par le lagrangien de Klein-Gordon. On vérifie que ce lagrangien 
est invariant de jauge. Par analogie avec la mécanique classique, où L = Ec - V, 
le terme de masse m2<.p+<.p dans le lagrangien peut s' interpréter comme un potentiel 
intrinsèque du champ. L'extension la plus simple de ce potentiel consiste à rajouter 
un terme À.(<p+<p)2 . En fait, tout terme de la forme <p2 = <.p+<.p est invariant de Lorentz 
et invariant de jauge (<p -7 <.p' = ei8<.p). Un potentiel qui ne dépend que du module 
carré du champ vérifiera aussi ces deux invariances. Le lagrangien pour ce nouveau 
champ scalaire est donc : 

L Higgs = Dµ<.p+ if<.p - m2<.p+<.p-À.(<.p+<.p)2 . (5.11) 

Le potentiel, qui est représenté sur la figure 5.2, s'écrit alors : 

V(l'PI) = m21'Pl2 + ;ll'Pl4 . (5.12) 

Le vide est défini comme l'état fondamental du champ, c'est-à-dire celui où le poten­
tiel est minimal. Pour tous les champs libres, ceci correspond à un champ nul. Pour 
ce champ scalaire, les extrema du potentiel sont donnés par : 

a~:D = 2m2 1'PI + 4Àl'Pl3 = o, (5.13) 

1. L'histoire à principalement retenu le nom de Peter Higgs pour ce mécanisme. Aujourd'hui on parle 
de plus en plus de mécanisme et de boson de Brout-Englert-Higgs, Brout et Englert ayant soumis leur 
article quelques semaines avant Peter Higgs. Dans cet ouvrage le choix a été fait de garder l'appellation 
historique de boson de Higgs même si elle n' est pas la plus correcte. 
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soit: 

\! (lcp l) 

- m2 
tp = 0 où l'Pl2 = - . 

2il 

~m(cp) 

(5.14) 

~m(<p) 

ffi e(<p) 

V 

B(x) 

Figure 5.2 - Potentiel du champ de Higgs (à gauche) et fluctuation du champ autour du 
minimum (à droite) avec un degré de liberté radial (boson de Higgs) et un degé de 

liberté transverse (boson de Goldstone). 

Dans le cas où m2 < 0 et il > 0, le potentiel a une forme de chapeau mexicain 
dans le plan (9îe(tp), ~m(tp)) : tp = 0 est un maximum local et il existe une infinité 

de minima sur le cercle de rayon u = #· Pour un tel champ, la valeur dans le 
vide (en l'absence de particules) du champ est non nulle et la nature a dû choisir une 
valeur de vide parmi toutes les valeurs possibles. Le potentiel, qui intervient dans le 
lagrangien, est invariant de jauge puisqu' iJ ne dépend que du module du champ, mais 
la valeur dans Je vide du champ ne 1' est pas. La valeur dans Je vide du champ brise 
spontanément la symétrie (V(l) dans le cas présent). Le champ scalaire complexe 
peut alors se réécrire sous la forme (u + h(x)) eiB(x) où h(x) et B(x) sont deux champs 
scalaires réels de valeur nulle dans le vide. Le champ h caractérise la variation radiale 
du champ dans le potentiel, c'est le boson de Higgs. Il est massif, la masse étant don­
née par la courbure du potentiel autour de u. Le champ B, appelé boson de Goldstone, 
caractérise le degré de liberté transverse du champ complexe. Le potentiel dans cette 
direction est toujours plat et la masse du boson de Goldstone est nulle. 

L' invariance de jauge U(l) permet de faire disparaître le degré de liberté associé 
au boson de Goldstone. En effet, la transformation tp ~ tp' = e- iB(x)'P = u + h(x) est 
une transformation de jauge qui laisse invariant le lagrangien. Ce degré de liberté va 
revenir sous la forme d'une masse pour le boson de jauge. Le lagrangien du champ 
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scalaire se réécrit alors : 

r 1 [D 1+ nu 1 2 1+ 1 1 ( 1+ ')2] 
'"'-Higgs = 2 µ'P v tp - m tp tp - /L tp tp 

= ~ [ôµh+ôµh + g2 (v + h)2AµAµ - m\v + h)2 
- /l(v + h)4

], 

soit finalement : 

LHiggs = ~ [ôµh+ ôµh - g2v2 AµAµ - g2vhAµAµ - g2h2 AµAµ 

+2m2h2 - 2lvh3 
- lh4 

- m2v2] . 

Les différents termes de ce lagrangien sont : 

• ôµh+ Ôµh , l'énergie cinétique du boson de Higgs. 

(5.15) 

(5.16) 

• -g2 v2 AµAµ, le couplage du boson vecteur à la valeur dans le vide du champ de 
Higgs. Le facteur g2v2 est une constante, ce terme est donc analogue au terme 
de masse d'un boson vecteur et s'interprète comme tel. La masse du boson est 

MA= 2gv. 

• -g2vhAµAµ, Je couplage entre Je boson de Higgs et deux bosons vecteurs (vertex à 
trois particules). 

• -g2h2AµAµ, le couplage entre deux bosons de Higgs et deux bosons vecteurs (ver­
tex à quatre particules). 

• 2m2h2 , le terme de masse du boson de Higgs. Le facteur m2 est négatif donc en 
posant m~ = -2m2 , mh est positif et ce terme s'écrit -m7ih2 , ce qui correspond au 
terme de masse d'un champ scalaire. La masse du boson de Higgs est mh, qui est 
bien un rée] positif (alors que Je champ tp a une masse complexe). 

• -2lvh3 , l' autocouplage entre trois bosons de Higgs. 

~ • -lh4
, l'autocouplage entre quatre bosons de Higgs. 

c 
::i 

~ • -m2v2 , une constante qui disparaît dans les équations d'Euler-Lagrange et n'a pas 
j d'effets physique. 
:; 
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Ce lagrangien fait donc apparaître naturellement un terme de masse pour le bo­
son de jauge par couplage avec la va]eur dans Je vide du champ. On peut faire une 
analogie avec la masse effective des électrons dans un cristal semi-conducteur où l'in­
teraction d'un électron avec le champ moyen dans le cristal ajoute un terme analogue 
à une masse dans la propagation de l'électron. 

-ci 
§ Le lagrangien est invariant de jauge pour le champ tp mais son interprétation en 
~ te1me de particule nécessite de fixer la jauge et donc de briser la symétrie. 
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5.2.2 Masses des fermions 

En introduisant ce nouveau champ dans le modèle, il faut également envisager son 
couplage aux fermions. Par principe, tout couplage entre champs qui n'est pas interdit 
par les règles d'invariance doit être pris en compte. Le lagrangien invariant de Lorentz 
décrivant un couplage fermion-scalaire est le lagrangien de Yukawa, qui s'écrit: 

(5.17) 

Le lagrangien de Yukawa contient un terme de couplage -Àfv!i;lf; entre le champ 
fermionique et la valeur dans le vide du champ scalaire qui est analogue à un terme 
de masse pour le fermion. La masse est alors mf = Àfv. La constante Àf est une 
nouvelle constante de couplage propre au fe1mion. Ainsi, si la masse des bosons de 
jauge est liée à la constante de couplage de l'interaction, la masse des fermions est 
due à un nouveau couplage, arbitraire, différent pour chaque fermion. Les masses 
des fermions sont des paramètres libres du modèle standard, au même titre que les 
couplages des interactions de jauge et les paramètres m et À du champ de Higgs. 

Le lagrangien total du modèle que nous venons de construire, décrivant un champ 
fermionique massif en interaction avec un vecteur massif, est finalement : 

L = LQED + LHiggs + LYukawa 

= (i;iy'1ôµl/f + g(i;y'1lf;Aµ - ~ FµvFµv 

1 [ + M~ M~ M~ +- ô h ô h - -A Aµ - -hA Aµ - -hhA Aµ 2 µ µ 2 µ 2v µ 2v2 µ 

-m2 h2 - 2Àvh3 - ;th4 - m2v2 ] h 

-m1(i;lfi - Àf(i;hlf;. 

(5.18) 

Pour obtenir des bosons massifs, il faut introduire un champ scalaire supplémen­
taire possédant un potentiel quartique particulier. Sous ces conditions, l'existence 
d'une infinité de minima du potentiel force la nature à choisir un minimum particu­
lier, brisant la symétrie. Le champ possède alors une valeur non nulle dans le vide 
conduisant à deux conséquences phénoménologiques : d'une part les bosons et les 
fermions acquièrent une masse, d'autre part une nouvelle particule scalaire, le boson 
de Higgs, fait son apparition. 

5.3 LE LAGRANGIEN DU MODÈLE STANDARD 

Le concept d'invariance de jauge décrit précédemment est la base de la construction 
du lagrangien du modèle standard de la physique des particules. Sans entrer dans 
les détails, nous allons décrire brièvement comment il est utilisé pour décrire les 
interactions forte et faible. 
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5.3. Le lagrangien du modèle standard 

5.3.1 Fermions 

Il existe douze fermions élémentaires : les six quarks d, u, s, c, b et t, les trois leptons 
chargés e-, µ - et T - et les trois neutrinos qui leur sont associés Ve , vµ et vr. Tous ces 
fermions possèdent un spin ~. Chacun est dont représenté par un spineur de Lorentz et 
le lagrangien des champs libres est une somme de lagrangiens de Dirac, indépendants 
les uns des autres : 

(5.19) 

Les termes de masse ont été retirés et seront réintroduits par des couplages de Yukawa 
au champ de Higgs. 

5.3.2 Interactions de jauge non abéliennes 

La construction formelle du lagrangien du modèle standard nécessite d'introduire la 
théorie des groupes de Lie, ce que nous n'aborderons pas ici. Le principe de base est 
identique à celui développé au paragraphe 5.1 , en utilisant des symétries plus com­
plexes. À partir du lagrangien de Dirac des fermions libres on impose des symétries 
locales au lagrangien. 

L'ensemble des nombres eiB avec Bréel forme un groupe de Lie, le groupe U(l). 
Dans le cas de QED, on parle d'invariance de jauge sous les transformations locales 
du groupe U(l) ou de symétrie U(l) locale. La constante g représente l'intensité 
du couplage entre le champ fermjonique et le champ du boson vecteur. La dérivée 
covariante devrait en fait s'écrire: 

(5.20) 

où g est la constante de couplage et Q l' opérateur de charge. Dans le cas de l' élec­
tromagnétisme, c'est un opérateur diagonal dont les valeurs propres sont la charge 
électrique du champ. L'opérateur de charge est le générateur du groupe U(l). La 
constante de couplage est une grandeur sans dimension. On utilise également la gran­
deur: 

g2 
œ= -. 

4JT 
(5.21) 

Pour l'électromagnétisme, a est la constante de structure fine qw vaut 1/137. De 
manière générale, le groupe de Lie S U(n) est l'ensemble des matrices nxn complexes 
de déterminant 1, dont un élément quelconque peut s'écrire : 

(5.22) 

où les générateurs du groupe, Qa, sont des matrices caractéristiques de la structure du 
groupe. Ces générateurs sont au nombre de 3 pour S U(2) et 8 pour S U(3). En impo­
sant une symétrie S U(2) au lagrangien, on parvient à décrire l'interaction faible (en 
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réalité la théorie appropriée est basée sur un groupe S U(2) x U(l) qui décrit à la fois 
1 'électromagnétisme et 1 'interaction faible : on parle alors de théorie électrofaible). 
La symétrie S U(3) décrit la chromodynamique quantique ou QCD, c'est-à-dire l'in­
teraction forte entre les quarks. Pour des groupes de Lie plus complexes, la dérivée 
covariante devient : 

(5.23) 

où les wa sont des champs vectoriels. Le nombre de bosons de jauge associés à une 
symétrie est égal au nombre de générateurs du groupe. 

Ce sont les 8 gluons de l'interaction forte et les bosons W± et Z de l'interaction 
faible. 

Les éléments des groupes S U(2) et S U(3) sont des exponentielles de matrices 
qui ne commutent pas entre elles. On parle de groupes non abéliens. Pour vérifier 
l'invariance de jauge, il est nécessaire d'introduire des termes supplémentaires qui 
couplent trois (Wµ Wv(YWµ ... ) ou quatre (Wµ wvwµ wv ... ) bosons de jauge entre 
eux. 

5.3.3 Interaction faible et violation de parité 

L'interaction faible présente des caractéristiques uniques par rapport aux autres inter­
actions. C'est la seule interaction capable de changer la saveur des particules (trans­
formation d'un lepton chargé en neutrino ou d'un quark de type up en quark de type 
down). Les vecteurs de l'interaction sont des bosons massifs, ce qui suggère que la 
symétrie de jauge est brisée. Enfin une dernière caractéristique, qui n'a pas été évo­
quée jusqu'à présent est la violation de parité. 

La parité est une symétrie discrète, qui consiste en l'inversion des coordonnées 
d'espace: x ~ -x. Il s'agit d'une symétrie« miroir». Appliquée deux fois, la parité 
restaure le système dans son état initial. Les observables physiques vectorielles (à 
trois composantes) peuvent avoir deux compo1tements sous cette symétrie, on définit 
ams1: 

• un vecteur change de signe : par exemple les coordonnées spatiales x, la vitesse 
:? - ctx l' · 1 · ;;t - :? 1 h ' l · Ë - qx u - dt , impu s10n p - mu, e c amp e ectnque - 4rrsol.tl3 • •• 

• un pseudovecteur ne change pas de signe ; tout objet résultant du produit vectoriel 
de deux vecteurs sera un pseudovecteur, comme par exemple : le moment cinétique 

J"' - "' "' 1 h ,, · B"' - µoqx/\ v _ r /\ p, e c amp magnetique - 4rrl i'J3 ... 

Cette transformation n'a pas d'effet au niveau macroscopique, suggérant que l'in­
teraction électromagnétique est invariante sous la transformation de parité. Ceci si­
gnifie que l'inversion du système ne modifie pas ses propriétés physiques. Il en est 
de même pour l'interaction forte. À l'inverse, 1' interaction faible va se manifester 
différemment pour un système et son transformé sous parité. Ce phénomène a été 
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5.3. Le lagrangien du modèle standard 

Parité: 
vecteurs : x --; - x, k--; -k 

pseudovecteurs : Ë --; Ë , S3 --; S3 

Figure 5.3 - Expérience de C.S. Wu : mise en évidence de la violation de parité dans la 
désintégration f3 du cobalt 60. 

théorisé en 1956 par Chen-Ning Yang et Tsung-Dao Lee et vérifié expérimentale­
ment dans les désintégrations 13- du cobalt 60 par Chien-Shiung Wu en 1957. Dans 
cette expérience, une source radioactive de cobalt 60 est polarisée par un fort champ 
magnétique. Les noyaux de cobalt sont alors majoritairement dans un état de spin 
maximal S 3 = 5, aligné selon la direction du champ magnétique. La désintégration 
13- transforme un neutron en proton, transformant le noyau de cobalt 60 en nickel 60, 
de spin S = 4. Un électron et un antineutrino sont également produits dans la dés-
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intégration. La conservation de la projection du spin impose que le noyau soit dans 
un état S 3 = 4 et l'électron et l' antineutrino à S 3 = ! . On compte alors le nombre 
d'électrons qui sont émis vers le bas et vers le haut, c'est-à-dire avec le spin et l'im­
pulsion alignés ou opposés (on parle respectivement d'hélicités gauche et droite). La 
symétrie de parité transforme l'une des ces configurations en l'autre, comme l'illustre 
la figure 5.3. Sil' interaction faible est invariante sous parité il doit y avoir exactement 
le même nombre d'électrons émis vers le haut et vers le bas. Si on mesure une asy­
métrie entre haut et bas, c'est qu'il y a violation de parité par l'interaction faible. Or 
les électrons ne sont émis que vers le bas : ainsi l'interaction faible viole la symétrie 
de parité, et ce de manière maximale. 

En terme de champs, la symétrie de parité transforme la composante gauche d'un 
spineur en sa composante droite, et inversement. La violation de parité doit donc se 
traduire par des couplages différents pour les composantes gauche et droite qui sont 
alors des particules distinctes portant des charges faibles différentes. 

La violation de parité maximale par les courants chargés (désintégration /3) se tra­
duit par un couplage de cette interaction uniquement à la composante gauche. La 
matrice Ys permet de construire un opérateurs de projection 1 - Ys qui isole la com­
posante gauche du spineur. Le terme de couplage entre un boson W, un électron et un 
neutrino électronique est alors de la forme : 

5.3.4 Modèle électrofaible et mécanisme de Higgs 

Dans le lagrangien libre, le terme de masse des fermions s'écrit: 

(5.24) 

(5.25) 

Ce terme couple les composantes gauche et droite et ne sera pas invariant de jauge si 
les deux composantes se transforment différemment. Ainsi l'interaction faible n'est 
pas compatible avec des fermions massifs. Néanmoins, le mécanisme de Higgs per­
met de refaire apparaître des termes similaires. Dans le modèle standard, on décrit 
simultanément l'interaction faible et l'interaction électromagnétique. Cette théorie 
électrofaible a été développée dans les années 1960 par Sheldon Lee Glashow, Abdus 
Salam et Steven Weinberg (tout trois prix Nobel en 1979). Le groupe de jauge de l'in­
teraction électrofaible est donc S U(2) x U(l) (les charges associées à ce groupe U(l) 
ne sont pas exactement les charges électriques). Il y a quatre bosons de jauge : w+, 
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Exercices 

w-, Z et le photon A. Les bosons W± ne sont couplés qu'aux composantes gauches 
des fermions, le Z se couple aux deux composantes mais avec des intensités (charges) 
différentes et le photon a le même couplage assurant ainsi l'invariance par parité de 
l'électromagnétisme. Cette symétrie est brisée par un mécanisme de Higgs et il reste 
une symétrie exacte U(l) du lagrangien. Les trois bosons W± et Z acquièrent alors 
une masse mais le photon reste de masse nulle. 

Les termes de masse des fermions découlent du couplage de la valeur dans le vide 
du champ de Higgs aux fermions par couplage de Yukawa. 

Le lagrangien du modèle standard est donc similaire au lagrangien (5.18), en aug­
mentant le nombre de fermions et de bosons de jauge. De plus, le terme -i F µvFµv 

pour les interactions faible et forte comporte quelques termes supplémentaires, indui­
sant des couplages entre les bosons de jauge d'une même interaction. 

Exercices 

aJ Analyse dimensionnelle 

a) À partir des densités lagrangiennes, déterminez la dimension d'un champ scalaire, 
spinoriel et vectoriel. 

b) Justifiez que l'on ne peut pas avoir de terme proportionnel à lcpl6 dans le potentiel 
de Higgs. 

c) En déduire les termes de couplage, dont la constante de couplage a la dimension 
d'une puissance positive de l'énergie. Pour chacun de ces couplages, donner une 
interprétation physique avec des particules du modèle standard. 

mJ Équations de Maxwell 

Le lagrangien LQED décrit des charges en interaction. On pose le quadrivecteur 
f = - gifryµl/J. 

a) Dérivez le lagrangien par rapport au champ du photon Av. 

b) Dérivez le lagrangien par rapport à une dérivée du champ du photon ÔvAµ. 

c) En déduire une partie des équations du mouvement. 

d) Montrez que -~J° correspond à la densité d'électrons. 

e) En identifiant ces équations avec les équations de Maxwell, déterminez la valeur 
du couplage g pour l'électromagnétisme et donnez une interpretation du quadri­
vecteur f = -g/ïfyµl/J. 
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DIAGRAMMES 
DE FEYNMAN 

Les systèmes physiques qui peuvent être effectivement étudiés expérimentalement 
sont limités. Les états liés, qui concernent principalement l'interaction forte, seront 
discutés au chapitre 7. Nous allons nous intéresser ici aux processus de diffusions 
entre particules. 

6.1 PROCESSUS DE DIFFUSION 

6.1.1 Opérateur d'évolution 

En représentation d'interaction, on peut utiliser les solutions des équations libres pour 
décrire les champs en interaction. Le hamiltonien du système se décompose en une 
partie décrivant la propagation libre 'Ho et un terme d'interaction 111. Dans cette 
représentation, l 'opérateur d'évolution entre le temps ti et le temps t f satisfait : 

(6.1) 

et, à partir de l'équation de Schrodinger en représentation d'interaction, on détermine 
que cet opérateur obéit à l'équation : 

d 
i dt U(tf, ti) = 1!1(t)U(t, ti) · (6.2) 

En utilisant la condition U(t, t) = Il , on peut intégrer cette équation en : 

U(tf, t;) = D - i l 11
'V1(t)U(t, t;)dt . (6.3) 

Puis, en remplaçant U par son expression dans le second membre, il vient: 

= (6.4) 
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Dans chaque intégrale, les opérateurs hamiltoniens apparaissent ordonnés en temps. 
On définit le T-produit de deux opérateurs par: 

(6.5) 

La symétrie du T-produit1 implique que : 

('! lt rf It .. Jri dt li dt'T[<V1(t)<V1(t')] = Jri dt t dt'T[<V1(t)<V1(t')], (6.6) 

où le premier terme est naturellement ordonné en temps. Le T -produit va permettre de 
faire disparaitre les intégrales imbriquées. En sommant ces deux termes, on obtient: 

[( 
('I )2] ('I (' 

T JI; <V1(t)dt = 2 J,i dt J,i dt'<V1(t)<V1(t'). (6.7) 

Par extension : 

(6.8) 

Finalement, en généralisant par récursion l'équation (6.4): 

+oo ( f [( ('! )k] 
U(t1, t;) = 2o :, T J,, 'V1(t)dt . (6.9) 

C'est le développement en série de Dy son de l'opérateur d'évolution, noté de manière 
plus compacte : 

(6.10) 
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N 6.1.2 Matrice de diffusion 
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Un processus de diffusion décrit la transition entre un état initial li) composé de par­
ticules libres à t = -oo et un état final libre également à t = +oo. La condition t = +oo 
signifie simplement que l'interaction est localisée, la propagation des particules est 
donc libre loin de la zone d'interaction. La transition implique une interaction des 
paiticules de l'état initial , entre elles ou avec un potentiel extérieur. La très grande 
majorité des expériences de physique des particules se résume à des problèmes de 

1. Pour une fonction symétrique f(t , t') = f(t', t) quelconque, l'ordre d'intégration n'a pas d'impor­
tance: f'idt f

1
dt'f(t, t') = f 11dt f

1
fdt'f(t, t') . 

J i; J1; J1; J1 
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6.1. Processus de diffusion 

diffusion, qu'il s'agisse de la désintégration d'une particule (état initial à une seule 
paiticule) ou de 1a collision entre deux particules. C'est donc principalement ce type 
de processus que l'on souhaite décrire, le but final étant de pouvoir calculer les pro­
babilités de transition et les sections efficaces d'interaction à partir de la théorie. 

Prenons l'exemple de l'annihilation d'un électron et d'un positron donnant nais­
sance à un muon et à un antimuon. Cette interaction a été extensivement étudiée ex­
périmentalement. Pour la décrire complètement, il faut connaître le lagrangien libre 
du champ de l'électron, L 0, celui du champ du muon, L~, ainsi que le lagrangien 
d'interaction, L;~,, couplant les quatre particules. Le lagrangien total est alors : 

(6.11) 

La probabilité de transition de 1 'état initia] vers l'état fina1 est donné par le recou­
vrement des états à t = +oo : 

P = 1(/ li( +oo )) 12 , li( +oo )) = U(-oo, +oo) li). (6.12) 

L'opérateur d'évolution définit la matrice de diffusion S = U(-oo, +oo). 

La transition de li) vers If) est décrite par l'élément de matrice : 

(6.13) 

La matrice de diffusion est unitaire (S + S = 1 ) pour assurer 1' interprétation de IS1i12 

comme la probabilité de la transition. En effet, la somme des probabilités de transition 
de l'état i vers tous les autres états vaut 1, soit : 

s+s = n =::} I s;is Jk = oi1 =::} I s;ks ik = I 1s ikl
2 

= i. (6.14) 
k k k 

Dans l'analogie classique, la partie libre 'Ho du hamiltonien correspond à l'énergie 
cinétique et le terme d'interaction <\11 à l'énergie potentielle. Le lagrangien est de la 
forme 'Ho - <\11. Au signe près, le hamiltonien d'interaction équivaut au lagrangien 
d'interaction, soit en terme de densité lagrangienne : 

(6.15) 

À partir de l'expansion en série de Dyson, on peut relier la matrice S au lagrangien 
d'interaction par : 

(6.16) 
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Chaque terme du lagrangien d'interaction décrit une interaction élémentaire, un 
ve1tex. Un produit de deux facteurs contient deux interactions successives : le T­
produit assure la causalité du processus. Ce Y-produit est source de difficultés de 
calcul qui ne seront pas abordées par la suite. 

Ici encore, on voit le rôle central que joue le lagrangien dans la théorie puisque 
c'est le lagrangien d'interaction qui va permettre le calcul des probabilités d' interac­
tion des processus de diffusion et donc de produire des résultats théoriques confron­
tables à l'expérience. 

6.1.3 Largeur et section efficace 

Il n'y a que deux types d'interaction qui sont réellement réalisables en laboratoire : 

• la désintégration d'une particule en plusieurs particules, dit processus 1 ~ N. 

• l'interaction de deux particules, donnant éventuellement lieu à l'apparition de nou­
velles paiticules, ou processus 2 ~ N. C'est ce type d'interaction qui est étudié 
lors de collisions de deux particules. 

L'aspect cinématique de ces deux configurations à été vu au paragraphe 2.3.4. 
Expérimentalement, on mesure un taux d'interactions r = ~7, c'est-à-dire le 

nombre d'occurrences par unité de temps d'un état final If) à partir d'un état ini­
tial li). La probabilité d ' interaction de li) vers If), par unité de temps, est donné par 
le carré de l'élément de matrice de diffusion : 

dP = l(f IS 1 i)l2 
= l~tï l

2 

t t 
(6.17) 

La durée de mesure test supposée très supérieure au temps typique de l'interaction. 

Désintégration de particules : pour N particules dans l'état initial, la probabilité est 
reliée au taux d'événements observés par : 

r 1 dn 
dP= - = --. 

N N dt 
(6.18) 

Dans ce cas, la probabilité d'interaction s'appelle la largeur partielle de désinté­
gration vers l'état If), I'f = dP. Le taux d'événements est alors : 

r=I'N. (6.19) 

C'est une grandeur homogène à l'inverse d'un temps. La largeur totale de désintégra­
tion I' est obtenue en sommant sur tous les états finals possibles : 

(6.20) 
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6.1 . Processus de diffusion 

On définit égaJement le rapport d'embranchement vers un état final comme la frac­
tion de désintégrations vers cet état finaJ, soit : 

(6.21) 

Pour N particules dans l'état inital au temps t = 0, le nombre de paiticules restantes 
nr(t) = N - n(t) après un temps t est solution de l'équation différentielle : 

soit: 

dn,. 
- = -NI', n,.(0) = N, 
dt 

(6.22) 

(6.23) 

où T est la durée de vie propre (dans le référentiel du centre de masse) de la particule. 

Diffusion de deux particules : le taux d'interactions va dépendre du nombre de par­
ticules qui se rencontrent et de la probabilité d'interaction de deux particules. Expéri­
mentalement, on fait collisionner des paquets de particules2 . Pour deux paquets de N1 

et N1 particules d' impulsions respectives k1 et k1 entrant en collision, la probabilité 
d'interaction par unité de temps sera : 

(6.24) 

Dans le cas d'une désintégration, on a séparé l'expression du taux d'événements en 
un terme qui ne dépend que de l' interaction d'une particule et un terme prenant en 
compte le nombre de particules. On voudrait avoir une relation similaire pour une 
diffusion: 

r =Ler. (6.25) 

La luminosité L caractérise le nombre de particules qui se rencontrent. En se plaçant 
dans le référentiel du centre de masse du premier paquet, L doit être proportionnel 
au nombre de particules dans le premier paquet multiplié par le flux de particules 
incidentes, soit : 

(6.26) 

où if> est le flux de particules normalisé. Ce flux ne dépend que de la cinématique de 
la collision. On montre que rJ> = 4 ~(k1 k2)2 - (m 1m2) 2 . Le facteur cr caractérise la 
probabilité d 'interaction entre deux particules d' impulsion k1 et k1 entrant en colli­
sion. Ce terme cr doit être homogène à une surface, c'est la section efficace qui est 
proportionnelle à la probabilité d'interaction. 

2. C'est le cas dans un collisionneur de particules. Pour une expérience sur cible fixe, la cible peut être 
vue comme l'un des paquets, immobile dans le référentiel du laboratoire. 
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La théorie va permettre de calculer l'élément de matrice SJi· À partir de ce dernier, 
on est capable de déterminer les taux d'événements attendus lors d'une désintégration 
où une diffusion. Donc, à partir d'un modèle très abstrait de théorie quantique des 
champs, le calcul de la matrice de diffusion va conduire à des résultats qui pourront 
être comparés à des données expérimentales. La matrice S étant elle-même liée au 
lagrangien, les paramètres libre du modèle, en particulier les constantes de couplage 
des interactions, sont des paramètres mesurables. 

6.2 CALCUL DES ÉLÉMENTS DE MATRICE 

6.2.1 Développement perturbatif 

Au chapitre 5, on a discuté qu'un lagrangien d'interaction entre plusieurs champs 
s'écrit sous la forme Lint = gfl, où g est une constante numérique caractérisant 
l'intensité de l'interaction et ll un produit des champs ou de leurs dérivées. Des 
exemples des ces termes sont donnés par : 

• le couplage spineur-spineur-vecteur : glfryµ!/JAµ 

• le couplage spineur-spineur-scalaire : -J1lfrh!/J 

• le couplage scalaire-vecteur-vecteur : g2uhAµAµ 

• le couplage scalaire-scalaire-vecteur-vecteur : g2hhAµAµ 

• 
Le développement de la série de Dyson pour la matrice S est : 

S = T [ +if L(x)d"x + ;
1

, f f L(x)i:(x')d"xd"x' 

+ ;
3

! f f f L(x)i:(x')L(x")d" xd" x' d" :r!' + .. · l · (6.27) 

Chaque terme du développement est proportionnel à une puissance de la constante de 
couplage: 

s = r[il + ig J rr + ;g2 JJ ITIT' + ~
3

,!l JJJ ITIT'IT" + .J. (6.28) 

Si cette constante est petite, g << 1, les termes d'ordre élevé dans la série deviennent 
négligeables. On peut alors se limiter à l'ordre le plus bas du développement, les 
termes d'ordre supérieur se traitant comme des corrections. 



"O 
0 
c 
::J 
0 
('\"') ;a; 
T"-f "=' 0 c 
N ::i 

@ "' "' "' ~ ~ 
..c 't: 
Ol 0 

'5 ï:::: "' >- c 
a. 0 

0 
c 
c u .Q 
ü 
::i 

"=' 
2 
o. 
f 

"' '5 
F! 
-ci 
0 c 
::i 
0 
@ 

6.2. Calcul des éléments de matrice 

6.2.2 Désintégration scalaire ~ fermion-antifermion 

Afin d'illustrer ce développement perturbatif, nous allons expliciter une paitie du 
calcul de l'élément de matrice S au premjer ordre non nul pour la désintégration d'un 
scalaire en deux fermions. C'est un processus étudié au LHC dans le cas particulier 
de la désintégration d'un boson de Higgs en une paire de leptons r. Le couplage 
de Yukawa entre le boson de Higgs et un fermion est proportionnel à la masse du 
fermion. Ainsi, le boson de Higgs aura un couplage plus important avec les particules 
lourdes, ce qui justifie le choix du lepton r dans l'état final (le Test le lepton le plus 
lourd). 

On s'intéresse donc à la transition d'un état initial li) = lhk) composé d'un scalaire 

d'impulsion k vers un état final If)= lr;,s,r;s) composé d'un fermion d'impulsion p 

et d'hélicité s, et d'un antifermion d'impulsion p' et d'hélicité s'. Il faut maintenant 
déterminer l'élément de matrice s1ï = (r+r-1 S lh). Les deux états sont formés pai· 
application d'opérateurs de création sur le vide : 

(6.29) 

La lagrangien d'interaction est issu du lagrangien de Yukawa : 

(6.30) 

Au premier ordre, il n'y a qu'une seule coordonnée d'espace-temps et le T-produit 
n'intervient pas. Ce ne serait plus le cas si on considérait les ordres supérieurs. L'élé­
ment de matrice s'écrit donc : 

Si; = ( r;,,,r;, Il +i f â' xLI hk) 

= -iilf f rf x (lbpsdp' s' /ithif!a; 1). (6.31) 

Le terme d 'ordre 0, (r;,s,r;slhk) est nul par orthogonalité des états de Fock. 
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En introduisant les expressions analytiques des champs données par les équa­
tions ( 4.33), ( 4.36) et ( 4.37), il vient alors : 

Sji = -iÀJ J d
4

x[(lbpsdp's' 

1 Id3z 1 ~ ( - b+ .ilx - d -ilx) X --3 _ ~ LJ U[,r z re + U[,r 1,re 
(2n) 2 v2wz r=l,2 ' 

=If 

1 I 3 1 [ . . _J X -- d q a e-iqx + a+eiqx 
3 ~ q q 

( 2n) 2 -y ,_w q 
(6.32) 

=h 

1 I 3 I l ~ ( - il' X + il' X) X --J dl -~ LJ U[1 ,rbt1
,,-

1 e + V[1 ,,-1 d1,,r,e 
(2n) 2 v2w11 r'=l,2 

=if; 

X a; 1)]. 
Dans cette expression, on peut inverser l'ordre des différentes intégrales et sommes. 
De plus, Je produit de champs se développe en 8 termes contenant des opérateurs 
création et annihilation. L' élement de matrice devient alors : 

sfi = -iA~ Jd3td3qd3z' ~ 1 
(2n)ï r,r' YlWz ~ Y2Wf 

X J d4 X [ (lbpsdp' s'btraqbl' ,,.,a;I) Üt,rUl' ,r'ei(l-q-l')x 

(lb d b+ d+ +1) - ,Al- q+l')x + ps p's' l,raq l',r'ak Uz,rV/',r'e 

(lb d b+ +b +1)- .i(l+q-l')x + ps p' s' l,raq [' ,r' ak Uz,rU/1 ,r' e 

(lb d b+ +d+ +1)- .i(l+q+l')x + ps p' s' l,raq l' ,r'ak Uz,rVZ' ,r'e (6.33) 

+ (lbpsdp' s'dt,raqbl' ,r'a:I) Üt,rU[' ,r'ei(- l- q- l')x 

+ (lbpsdp' s'dt,raqd; ,,.,a;I) Üt,rVL' ,r'ei(- l- q+l')x 

+ (lbpsdp' s'dt,,-a; br ,,.,a; 1) Üt,rUf' ,r'ei(- l+q- l')x 

+ (lbpsdp' s'dt,,-a;d;,r'a; 1) Üt,rVL' ,r'ei(- l+q+l')x] . 

En utilisant les règles de commutation et d' anticommutation des opérateurs, 
on montre que sept des huit termes sont nuls. Ainsi, dans le premier terme, 
(1bpsdp's'btraqbl',r'a;1), l'opérateur bl',r' commute avec a; et: 

(1bpsdp1 s1 btraqb11 ,r'a;1) = (1bpsdp1 s1 bt,.aqbl',r'a;bl',r'1) = 0, (6.34) 
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6.2. Calcul des éléments de matrice 

puisqu'on applique un opérateur d'annihilation au vide. Le seul terme qui ne s'annule 
pas est celui qui détruit 1 'état initial et recrée 1' état final, ce qui était attendu. Le calcul 
de Sfi sélectionne parmi tous les vertex décrits par le lagrangien (voir figure 5.1) 
celui (ou ceux) qui correspond à l'interaction étudiée. L'élément de matrice se réduit 
alors à: 

sr= -iil.1 Jd3zd3qd3l' .2: l 
1 

(27r)~ r,r' Y2W'L ~ Y2WÇ 

J 
.4 <I b d b+ d+ + 1> - i(z+r -q)x 

X a X ps p' s' z,raq l' ,r'ak Uz,rUz1 ,r'e . 

On peut réécrire le braket : 

Puis, en utilisant le fait que : 

[aq, a;]_ = Ôqk ~ aqa; = Ôqk + aka;, 

[bpsi bt,.L = ÔptÔrs ~ bpsbt,. = ÔptÔrs - bt,.bps, 

[dp' s' , d;,,., L = Ôp1t1 Ôr1 s' ~ dp1 s1 d;,,., = Ôp1 t1 Ôr1 s' - d;,,.,dp' s' , 

il vient : 

Les symboles de Kronecker permettent de simplifier l'expression de St i : 

-ÎÀj' 1 J _ · - .'4 i(p+p' -k)x 
Sji - --9 Up,sVp',s' a xe . 

(2n) 2 ~ ~ -V2wp' 

(6.35) 

(6.36) 

(6.37) 

(6.38) 

(6.39) 

(6.40) 

(6.41) 

Enfin, on reconnaît dans la dernière intégrale une transformée de Fourier inverse de 
la fonction constante f(x) = 1, qui donne une distribution de Dirac : 

J rf xei(p+p'-k)x = ô(p + p' - k), (6.42) 

d'où finalement : 

(6.43) 
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ou encore de manière plus générale : 

(6.44) 

Cinématique Amplitude de Feynman 

avec Pi = k et p f = p + p' les quadri-impulsions initiale et finale. L'amplitude 
de diffusion se décompose en deux termes : un terme décrivant la cinématique de 
l'interaction, avec notamment le terme ô(pf - Pi) qui traduit la conservation de la 
quadri-impulsion et un terme décrivant les couplages entre les différents champs, 
l'amplitude de Feynman Mfi· 

6.3 RÈGLES ET DIAGRAMMES DE FEYNMAN 

La désintégration que l'on vient d'étudier peut se représenter sous la forme d'un 
diagramme temps-espace donné sur la figure 6.1. Il s'agit d'un diagramme de 
Feynman. Ce djagramme est une traduction schématique de l'amplitude de Feyn­
man. Chaque élément du diagramme (lignes et vertex) correspond à un facteur mul­
tiplicatif dans l'amplitude de Feynman, ce sont les règles de Feynman. À partir de 
l'amplitude calculée précédemment, on peut dériver les règles associées à chaque 
ligne et vertex de ce diagramme. Elles sont données dans la table 6 .1. Formellement, 
la lecture du diagramme permet d'écrire : 

iMJï = scalaire entrant x vertex x fermion sortant x antifermion sortant, 

soit ici : 
(6.45) 

espace 

hk 
---------~--------

temps 

Figure 6.1 - Diagramme de Feynman de le désintégration h ~ r+r- . 
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6.3. Règles et diagrammes de Feynman 

Tableau 6.1 - Règles de Feynman pour des champs scalaires et spinoriels 
en interaction. 

Objet physique Diagramme Règle de Feynman 

hk 
Scalaire initial 

_________ .,. _________ 
1 

Fermion final 
f p,s 
- Üp,s 

Antifermion final 
Jp,s 

Vp' ,S' 

Vertex scalaire-spineur 
___ ..,.. __ 

-ÎÂf 

De la même manière on peut déterminer les règles de Feynman pour les autres types 
de lignes externes et de vertex. Les symboles utilisés pour les différents types de 
paiticules (scalaires, fermjons, bosons vecteurs) sont donnés dans la figure 6.2. 

_____________ .,. ____________ _ 

boson scalaire fermion (spineur) 

vvvvvv 
photon, W, Z 

~ 

gluon 

bosons de jauge (vecteurs) 

Figure 6.2 - Symboles utilisés dans les diagrammes de Feynman pour représenter les 
différents types de particules. 

On s'est limjté jusqu'à présent à des diagrammes ne présentant qu'un unique ver­
tex. De tels diagrammes ne peuvent décrire une interaction comme la diffusion Comp­
ton ye- ~ ye- puisqu'un tel vertex n' existe pas. Il faut donc deux vertex pour dé­
crire une telle interaction : un premier du type ye- ~ e- au temps t1 et un second 
e- ~ ye- au temps t2 2 t1. Une telle configuration est décrite par le terme d'ordre 2 
du développement perturbatif de la matrice de diffusion : 

s<2l = T [;~JI .l(x).l(x')â'xâ'x'], (6.46) 

où le lagrangien intervient 2 foi s. Le T-produit assure la causalité de 1' interaction en 
imposant que le premier vertex se déroule avant le second (condition t2 2 t 1). D'une 
manière plus générale le terme d'ordre n du développement décrit les diagrammes 

85 



"O 
0 
c 
::J 
0 
('\"') 

T"-f 
0 
N 

@ 
~ 
..c 
Ol 
ï:::: 
>­a. 
0 
u 

Chapitre 6 • Diagrammes de Feynman 

86 

à n vertex. Ainsi Je terme du premier ordre (et donc Je lagrangien) décrit la totalité 
des vertex d'interaction élémentaires. Tous 1es diagrammes de Feynman peuvent se 
construire en assemblant ces vertex élémentaires comme des pièces d'un puzzle. La 
diffusion Compton est ainsi décrite par deux diagrammes donnés sur la figure 6.3. 

p3 P1 p3 

q2 = (P1 - p3) 2 = t 

P2 voie s P.i 

Figure 6.3 - Diagrammes de Feynman de la diffusion Compton en voies (à gauche) 
et en voie t (à droite). 

Sur ce type de diagramme, on voit apparaître une ligne interne qui relie les vertex. 
Dans ce cas il s'agit d'un fermion, mais pour d'autres diagrammes on pourrait avoir 
un scalaire ou un vecteur. Cette ligne est un propagateur qui possède d'autres règles 
de Feynman. À partir de la figure précédente on définit deux grandeurs : 

(6.47) 

qui sont les variables de Mandelstam (il en existe une troisième, u (p1 - p4)2, 
qui n'interviendra pas dans notre discussion). Dans le cas du premier diagramme, la 
propagateur est horizontal et s est le carré de l'impulsion du propagateur. On parle 
de diagramme en voie s. De même, le second diagramme est dit en voie t, avec un 
propagateur ve11ical. La quantité Ys est aussi l'énergie disponible dans Je centre de 
masse de ]'interaction. Pour 1es lignes externes, les pa1ticu1es sont dites réelles ou sur 
leur couche de masse : leur masse est égale à la norme de la quadri-impulsion. Ce 
n'est pas nécessairement le cas pour un propagateur où p2 * m2 . Ceci est possible 
en vertu du principe d'Heisenberg puisque le propagateur n'existe que durant un 
temps très coUJt entre 1es deux interactions. On parle aJors de particule virtuelle ou de 
particule hors de sa couche de masse. La quadri-impulsion reste conservée à chaque 
vertex. 

Pour calculer la section efficace d'un processus où la constante de couplage est pe­
tite, on se limite au calcul à un ordre fixé dans le développement perturbatif. D'abord, 
il faut déterminer l'ensemble des diagrammes de Feynman autorisés pour ce proces­
sus. Puis, pour chaque diagramme, les règles de Feynman permettent d'expliciter 
l'amplitude de Feynman qui peut ensuite être calculée en fonction des variables ci­
nématiques s, t et u. Enfin, on en déduit l'élément de matrice de diffusion puis la 
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6.3. Règles et diagrammes de Feynman 

section efficace. Par exemple, pour un processus 2 ~ 2, la section efficace différen­
tielle s'écrit dans Je référentiel du centre de masse de la collision : 

(6.48) 

où n est l'angle solide d'émission des particules finales. 
Les diagrammes d'ordres supérieurs peuvent éventuellement être calculés comme 

des corrections supplémentaires. La figure 6.4 donne quelques exemples de dia­
grammes associés aux différents ordres du développement perturbatif. 

ifo. J Ldx + (iv-;)
2 JJ CL' dxdx' + (i~~i JIJ CL' L" d::cdx' dx" + (i~4 J J J J CL' L" L111 d::cdx' dx" dx'" + ... 

• • • 
• • • 

• • • 
Figure 6.4 - Développement perturbatif de la matrice de diffusion et diagrammes 

de Feynman. 

L'observable physique (largeur de désintégration ou section efficace) dépend du 
carré de l'amplitude de Feynman. Si deux diagrammes contribuent à un processus, 
on a: 

(6.49) 

Il est impossible de séparer physiquement les deux diagrammes et il apparaît un terme 
purement quantique d'interférence entre les deux diagrammes. Ceci peut poser pro­
blème puisqu'en coupant à un ordre donné le développement on ignore de nombreux 
diagrammes. Il faut donc s'assurer que les termes d'interférence non calculés sont 
bien négligeables. Il faut en particulier noter que l'interférence peut être destructive 
et avoir une contribution négative. 

Le but de ce cours n'est pas de savoir calculer exactement les diagrammes de 
Feynman mais de pouvoir comparer différents processus à partir des diagrammes. Le 
lecteur souhaitant appofondir ces calculs pourra se référer aux ouvrages donnés en 
annexe. Afin de comparer l'amplitude de deux processus, il est juste important de 
retenir que : 
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• les ve1tex sont proportionnels à la charge et à la constante de couplage -H:x: q Yœ ; 
• les propagateurs sont proportionnels à l'inverse du carré de la masse et de 1' impul­

sion de la particule -H:x: ~. 
p -m 

Par exemple, la diffusion e+ e- ~ µ + µ - peut se faire par interaction électromagné­
tique (via un photon) où par interaction faible (via un boson Z) avec deux diagrammes 
en voies. L'ordre de grandeur du rapport des deux amplitudes de Feynman est alors: 

MEM yœEM yœEM s - M~ s - M~ 
r - ,...., --------- ~ ---

- Mw,...., s ~~ s 
(6.50) 

car les deux couplages sont du même ordre de grandeur. Si cette diffusion est réalisée 
en envoyant deux électrons de faible énergie ( ys « Mz) alors r >> 1, le processus 
électromagnétique domine et on peut négliger la contribution de l'interaction faible. 
C'est ce type de considérations qui explique l'apparente faiblesse de l'interaction 
faible à basse énergie (dans les désintégrations f3 par exemple) qui lui vaut son nom. 
En revanche, si l'énergie dans le centre de masse est très supérieure à la masse du 
boson Z, alors r ~ 1 et aucun des deux diagrammes n'est négligeable. Enfin, si ys ~ 
Mz, il se produit un phénomène de résonance et le terme faible devient dominant 
(r << 1). 

6.4 LES VERTEX DU MODÈLE STANDARD 

On liste ici l'ensemble des vertex autorisés dans le modèle standard de la physique 
des particules. Tous les diagrammes de Feynman décrivant des interactions du modèle 
standard peuvent être obtenus en combinant plusieurs de ces vertex. À chaque vertex, 
on doit vérifier l'ensemble des lois de conservation découlant des invariances de jauge 
du modèle et de l'invariance de Lorentz, à savoir : 

• conservation de la quadri-impulsion, 

• conservation du spin, 

• conservation de la charge électrique, 

• conservation de la saveur des quarks et des leptons (sauf pour les courants chargés 
faibles), 

• conservation de la charge de couleur. 

Pour simplifier l'écriture, on notera sur les diagrammes q pour un quark quelconque, 
z- pour un lepton chargé et v1 pour le neutrino associé. Les antiparticules associées 
seront notées q, z+ et v1. Enfin, dans le cas de l'interaction faible on distinguera les 
quarks de charge ~ (u, cet t) notés qu et les quarks de charge -! (d, set b) notés qd. 
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6.4. Les vertex du modèle standard 

6.4.1 Secteur électromagnétique 

Il n'existe qu'un type de vertex électromagnétique couplant les fermions chargés 
au photon, donné sur la figure 6.5. Le photon ne porte aucune charge, il est donc 
sa propre antiparticule. En toute rigueur, 1' intensité du couplage est proportione1 à 
Q yœ EM, où Q est la charge électrique du fermion. 

q, z-

- z+ q, 

Figure 6.5 - Vertex entre deux fermions chargés et un photon. 

6.4.2 Secteur fort 

L'interaction forte concerne les quarks et les gluons. Les quarks portent une des trois 
charges de couleur (par convention r, v et b) alors que les antiquarks portent une 
charge d 'anticouleur. La théorie de jauge de l'interaction forte repose sur le groupe 
S U(3) et fait intervenir des couplages supplémentaires. Dans ces vertex, les indices 
ci désignent des couleurs a priori différentes : l'interaction forte modifie la charge 
de couleur des quarks et des gluons. Contrairement au photon, le gluon est porteur 
d' une charge de couleur et d'une charge d' anticouleur. Il y a huit gluons et l'antipar­
ticule d'un gluon est un autre gluon. Il existe ainsi des interactions entre les gluons 
eux-mêmes, à savoir des couplages à trois gluons et à quatre gluons. Les couplages 
à quatre gluons font intervenir le can·é de la constante de couplage. Les vertex de 
l'interaction forte sont donnés sur la figure 6.6. 

6.4.3 Secteur faible 

L'interaction faible, basée sur l'invariance de jauge S U(2), fait apparaître trois bo­
sons de jauge : deux bosons électriquement chargés w+ et w-, antiparticule l' un de 
l' autre et un boson neutre Z qui est sa propre antiparticule. Comme dans le cas des 
interactions électromagnétique et forte, les courants neutres (échange d 'un boson Z) 
ne modifient pas la saveur. Les courants chargés (échange de W±) sont les seuls sus­
ceptibles de modifier la saveur, à savoir de transformer un quark de type den quark 
de type u ou un lepton chargé en neutrino et inversement. I1 existe trois ve1tex de cou­
plage aux fermions, représentés sur la figure 6.7. A priori, les changements de saveur 
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g 

g g 

Figure 6.6 - Vertex entre deux fermions colorés et un gluon (à gauche), entre 3 gluons 
(au centre) et entre 4 gluons (à droite). 

q, z-, Vt 

w+ z 

Figure 6.7 - Vertex entre deux fermions et un vecteur de l'interaction faible par 
courant chargé (à gauche et au centre) et par courant neutre (à droite). 

par courants chargés devraient uniquement se faire à l 'intérieur d'une même famille, 
soit T H vr. µ H vµ, e H Ve, d H u, s H c et b H t. Cependant, les fermions 
du modèle standard étant massifs, on montre que les états propres de 1' interaction 
faible et les états propres de propagation (particules libres) ne sont pas les mêmes. Il 
en résulte un mélange des saveurs qui conduit à la possibilité de transition par cou­
rants chargés entre deux familles différentes. Dans le secteur des quarks, l'amplitude 
de ces transitions est caractérisée par une matrice de mélange unitaire, la matrice de 
Cabbibo-Kobayashi-Maskawa ou matrice CKM: 

( 

V11c1 Vus Vub J ( 0, 974 0, 226 0, 004 J 
VcKM = Vcd Vcs Vcb = 0, 226 0, 973 0, 042 . 

Vut Vis V1b 0, 009 0, 041 0, 999 
(6.51) 

Pour un vertex Wquqd, l'amplitude de Feynman fait intervenir un terme ex: 

Vq
11
qd ~· Les termes diagonaux de la matrice sont les plus importants et les cou­

plages faibles se font principalement à l'intérieur d' une même famille de quarks. Le 
couplage entre deux familles est moins probable, ce qui permet d 'expliquer la grande 
durée de vie des particules contenant un quark étrange (K0 , K±, il ... ). Dans le mo­
dèle standard, les neutrinos ont une masse nulle et un tel mélange n'est pas possible. 
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6.5. Renormalisation 

Ce mélange a néanmoins été observé, suggérant que la masse des neutrinos n'est pas 
rigoureusement nulle. L'extension la plus simple du modèle standard, incluant cet 
effet, nécessite une nouvelle matrice de mélange dans le secteur des leptons, appelée 
matrice PMNS (Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata). La phénoménologie associée 
à cette matrice PMNS sera discutée au chapitre 8. Cet effet de mélange dans le secteur 
des leptons est extrêmement faible et on peut considérer que seuls les interactions par 
courants chargés au sein d'une même famille existent dans les processus de diffusion. 

Comme dans le cas de l' interaction forte, il existe également des termes de cou­
plages entre bosons de jauge (trois et quatre bosons) incluant le photon puisque les 
bosons W± portent une charge électrique. Ces vertex supplémentaires sont donnés 
sur la figure 6.8. 

w+ Z/y 

Z/'Y 

vv+ w- vv- w+ Z/'Y 

Figure 6.8 - Vertex d'autocouplage entre les bosons électrofaibles. 

6.4.4 Secteur de Higgs 

La brisure de la symétrie électrofaible via mécanisme de Higgs conduit à l' apparition 
d'un boson scalaire neutre, le boson de Higgs. Ce boson est couplé à toutes les parti­
cules massives : tous les fermions à l'exception des neutrinos, les bosons de jauge de 
l'interaction faible (W± et Z) et le boson de Higgs lui-même (termes d' autocouplage 
dans le potentiel). L' intensité du couplage aux fermions est proportionnelle à la masse 
du fermion alors que le couplage aux bosons de jauge est proportionnel au carré de la 
masse du boson. Les différents vertex sont donnés sur les figure 6.9 (couplages aux 
fermions et aux bosons de jauge) et 6.10 ( autocouplages du boson de Higgs ). 

6.5 RENORMALISATION 

6.5. l Boucles virtuelles 

Dans les termes d'ordre 2 et 3 du développement perturba.tif de la matrice de diffu­
sion figurent des diagrammes particuliers, qui sont des corrections aux éléments des 
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q, z-

- z+ q, w+,z 

w-z 
) 

w+,z 

' 
' ' ' h 

Figure 6.9 - Vertex de couplage entre boson de higgs et fermion massif (à gauche) et 
entre boson de Higgs et vecteurs faibles (au centre et à droite). 

h h h 
' ' 

, 
' ' 

, 

' ' If 
' ' 

, 
<X mh >- - .. - - h X <X À , , 

' J' J' ' , , 
' , , 
' h h h 

Figure 6.10 - Vertex d'autocouplage du boson de Higgs. 

f 
(a) (b) 

g. Figure 6.11 - Corrections radiatives aux propagateurs (a et b) et aux vertex (c, d et e). 
u 

92 

diagrammes (vertex ou propagateur). Ces corrections radiatives sont données sur la 
figure 6.11. 

À l'ordre 4, ces corrections apparaissent dans les diagrammes de diffusion 2 --? 2 
comme l'illustre la figure 6.12. 
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6.5. Renormalisation 

(b) 

Figure 6.12 - Exemples de correction radiative au vertex (a) et au propagateur (b) 
dans un diagramme de diffusion 2 ~ 2. 

Tous ces diagrammes font intervenir des boucles de particules virtuelles qui cor­
respondent à des fluctuations du vide. La conservation de l'énergie et de l'impulsion 
est imposée à chaque vertex mais ceci ne contraint en rien l'impulsion des deux parti­
cules dans la boucle. Le calcul de ce type de termes nécessite l'intégration sur toutes 
les impulsions possibles, ce qui donne un résultat infini. Ce n'est qu'en prenant en 
compte le calcul à tous les ordres que l'on aboutit à un résultat fini et donc phy­
sique. Pour réaliser un calcul, il faut se limiter à un ordre fini du développement et 
trouver un moyen de faire disparaître les infinis de la théorie : c'est la procédure de 
renormalisation. 

6.5.2 Constantes mobiles 

Pour un processus physique, on peut définir une échelle d'énergie caractéristique du 
processus, généralement donnée par le carré de l'impulsion du propagateur µ2 = 

s ou t. À une échelle d'énergie donnée correspond une taille caractéristique. Plus µ 
est élevé, plus on sonde finement la matière. L'intégrale sur toutes les impulsions 
dans la boucle peut se découper en un terme de 0 àµ puis un second deµ à l'infini : 

r +oo ( µ r +oo 
M boucle = Jo ... dk = Jo ... dk + J µ ... dk = Mµ + Moo. (6.52) 

Considérons maintenant une charge nue. En terme de théorie des champs, cette 
charge polarise le vide autour d'elle, c'est-à-dire crée des paires virtuelles de par­
ticules et d'antiparticules. Une seconde charge située à une distance fixée ne «voit» 
pas la charge nue mais une charge écrantée par ces paires particules-antiparticules. 
Cet effet d'écrantage, illustré sur la figure 6.13, est d'autant plus grand que les deux 
charges sont éloignées. 

À une distance donnée, c'est-à-dire à une échelle d'énergieµ donnée, l' écrantage 
est dû aux contributions des boucles d'énergie supérieure àµ, soit le terme Moo. En 
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-·· 

char~e nue 

' ...... 
' , , 

'•. 

e charge test 

écrantage 

Figure 6.13 - Effets d'écrantage d'une charge nue par la polarisation du vide 
quantique. 

partant d'une charge infinie à distance nulle (charge nue) on aboutit à une charge 
écrantée finie à une distance fixée. La charge effective, c'est-à-dire la constante de 
couplage de l'interaction, devient dépendante de la distance. Les termes infinis des 
fluctuations quantiques sont donc absorbés dans la constante de couplage qui dépend 
maintenant de l'échelle d'énergie du processus. C'est une constante de couplage mo­
bile. Le calcul des boucles se réduit donc au calcul du terme Mµ en considérant la 
valeur de la constante de couplage à l'échelle µ2 . La théorie de la renormalisation 
permet de calculer l'évolution de la constante de couplage en fonction de l'échelle 
d'énergie: 

(µ) = œ(µo) 
œ ? • 

1 + a(µo)f3 log µ -
4JT µ6 

(6.53) 

I1 suffit de disposer d'une mesure à une éche11e donnée µo pour connaître la va­
leur du couplage à n'importe quelle énergie. Ceci est vérifié expérimentalement. Par 
exemple, pour l'électromagnétisme on a mesuré: 

ŒEM(µ = 0) ::::; 1/137 et ŒEM(µ = Mz) ::::; 1/128, (6.54) 

ce qui est en accord avec les relations d'évolution d' œ EM. La constante de couplage 
à basse énergie donne la valeur de la charge électrique statique. Le facteur f3 dépend 
des particules présentes dans la théorie et du groupe de jauge. Dans le cas de l' élec­
tromagnétisme, l'écrantage n'est dû qu'aux boucles de fermions car le photon n'est 
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6.5. Renormalisation 

pas chargé. On montre alors que f3 < 0 et que la constante de couplage augmente 
avec l'énergie. Ce n'est plus le cas pour les interactions forte et faible où f3 > 0 car 
les bosons participent aussi aux boucles. Ces boucles bosoniques ont un effet d' anti­
écrantage qui fait augmenter la constante de couplage à basse énergie. La figure 6.14 
illustre l 'évolution des constantes de couplage du modèle standard. 

d 
2l, 60 
ro c. 
::i 

8 
::i 50 

"=' 
Q) 

!!? 
~ 
E 40 

unification ? 

_..., _.., 
- c • ro : o:: 
: 41 : "O 
- Q) -= - 41 
- J: -.., 
=·G.> 

O l...UWllLLWJUL.WLllL.UJUWL..U.IJllll...L.IWlll...l..IWILWWL.J..llJWl...LllWll...UWllLLWJUL.WLllL.UJUWL..U.IJllll...L.IWlll...l.W.-J.JJJJJJ 

106 108 1010 1012 1014 1016 10 18 1020 

Energie (GeV) 

Figure 6.14 - Évolution des constantes de couplage avec l'échelle d'énergie pour les 
interactions forte (gluons), électrofaible par courants chargés (W±) et électrofaible par 

courants neutres (Z,y). 

L'effet d' anti-écrantage explique le comportement singulier de l' interaction forte, 
qui sera discuté au chapitre 7. À basse énergie, la constante de couplage fort avoi­
sine l'unité et il n 'est plus possible de faire un développement perturbatif: tous les 
ordres sont importants. La description en terme de diagrammes de Feynman n' a plus 
de sens pour décri re l' interaction forte à basse énergie, en particulier les états liés 
(proton, neutron, pions, ... ). À courte distance l' interaction est bien moins forte, avec 
as (mz) = 0, 118. On peut alors décrire l'interaction en te1mes de diagrammes de 
Feynman. La transition entre les domaines perturbatif et non perturbatif de le théo­
rie de jauge de de l ' interaction forte se situe autour de la centaine de MeV. Ainsi, 
il est possible de calculer les sections efficaces des processus réalisés dans les col­
lisionneurs de hadrons (proton-proton ou proton-antiproton), tels le Tevatron ou le 
LHC. 

Un comportement similaire pourrait être observé pour l' interaction faible si les 
bosons de jauge W et Z n'étaient pas massifs. La masse des bosons faibles limite la 
portée de l ' interaction. 
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Exercices 

GI) Diagrammes de Feynman 

Donnez le ou les diagrammes de Feynman les plus simples (en indiquant si besoin 
les différentes charges) pour les processus suivants : 

a) qq -) e+ e- (Drell-Yan) 

b) ye- -) ye- (Diffusion Compton) 

c) e+ e- -) e+e-

d) qg-) Wq'g 

e) gg-) Wqq' 

f) - -) e Ve Vµ µ 

g) b-) sy (diagramme "pingouin") 

h) h-) bb (h= boson de Higgs) 

i) h -) yy 

m Processus W+ 1 parton 

On s'intéresse au processus de production de bosons W± dans un collisionneur ha­
dronique. 

a) Complétez le diagramme Feynman suivant pour le processus qq' -) w+ g où q et 
q' représentent des quarks de saveurs différentes en indiquant : 

• la nature de chaque particule (q, W ... ), 
• la charge électrique de chaque particule, 
• la ou les charges de couleur de chaque par­
ticule (choisissez une configuration parmi les 
différentes possi blili tés). 

b) Quelles sont les interactions en jeu à chaque vertex ? À quelle grandeur chaque 
vertex est-il proportionnel ? 
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Exercices 

c) Donnez les diagrammes de Feynman pour le processus qg ~ w-q'. 

d) Quelle est la dépendance de la section efficace de production en fonction des 
constantes de couplage des interactions électromagnétique (ŒEM ), forte (œs) et 
faible (œw)? 

e) Les processus considérés ici sont de type W + 1 parton. On pourrait considérer des 
processus W + 2 partons, W + 3 partons. . . Quel est l'ordre de grandeur du rapport 
des sections efficaces O"W+n partons/O"w+1 parton en fonction den? 

~ Désintégration du boson de Higgs 

Le lagrangien d'interaction entre le champ de Higgs et une paire de fermions s'écrit : 

L(x) = -i1.1lf 1(x)(v + h(x))l/! 1(x). (6.55) 

La masse du boson de Higgs sera prise à 126 Ge V. 

a) Expliquez chacun des termes apparaissant dans le lagrangien : x, il1, v, h(x), l/J f 
et lfr.r. 

b) Montrez que le couplage entre le boson de Higgs et le fermion est proportionel à 
la masse du fermion. 

c) Quels sont les modes de désintégration autorisés, à l'ordre le plus bas, du boson 
de Higgs ? Tracez les diagrammes de Feynman correspondants. 

d) En négligeant les effets cinématiques, calculez les rapports d'embranchement 
h ~ bb eth ~ T+T- . Commentez. 
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LE ZOO 
DES HADRONS 

L'interaction forte, du fait de la divergence à basse énergie de la constante de cou­
plage, présente une phénoménologie particulière. Les quarks n'apparaissent que sous 
forme d' états liés, les hadrons. C'est l'étude et la classification des hadrons selon 
leurs propriétés (masse, spin, charge ... ) qui sont à l'origine du modèle des quarks et 
de la théorie moderne de l'interaction forte. 

7.1 CLASSIFICATION DES HADRONS 

7.1.1 Définition 

Les années 1950 ont vu l'apparition des premjers accélérateurs de particules, les cy­
clotrons. En accélérant des protons et en les envoyant sur une cible fixe, d' hydro­
gène ou de deutérium liquide par exemple, on réalisait des collisions proton-proton 
ou proton-neutron avec des énergies dans le centre de masse de quelques centaines 
de ke V. À ces énergies, le proton et le neutron peuvent être considérés comme des 
particules élémentaires, ce ne sera plus le cas à des énergies plus élevées (voir para­
graphe 7.3.3). En mesurant la section efficace d ' interaction en fonction de l 'énergie 
dans le centre de masse de la collision, de nombreuses résonances sont observées et 
interprétées comme autant de nouvelles particules. 

Ces états instables se désintègrent principalement par interaction forte et consti­
tuent les hadrons. L'étude des particules produites dans l' état final permet de déter­
miner la masse et le spin de ces hadrons. Les bosons (spin entier) sont appelés mésons 
et les fermions (spin demi-entier) sont les baryons. 

La désintégration des mésons, en particulier les plus légers, peut donner lieu à 
des états finals sans hadron, tels n° ~ yy ou n+ ~ µ+vµ- En revanche, le nombre 
de baryons est conservé dans toutes les interactions, en particulier le baryon le plus 
léger est stable : c'est le proton. Pour traduire formellement cet effet on introduit un 
nouveau nombre quantique additif conservé, le nombre baryonique B, qui vaut: 

• B = 1 pour les baryons. 

• B = - 1 pour les antibaryons (antiproton, antineutron). Aucun baryon ne peut 
être sa propre antiparticule : le neutron et !'antineutron, bien qu'ayant les mêmes 
charges apparentes, sont deux particules distinctes. 

• B = 0 pour toutes les autres particules. 
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Chapitre 7 • Le zoo des hadrons 

7.1.2 Symétrie d'isospin 

Devant cette multitude de résonances, s'est posée la question de leur classification. 
On constate notamment que plusieurs particules présentent des invariants de Lorentz 
similaires (même spin, masses voisines) et ont Je même comportement vis-à-vis de 
l'interaction forte. C'est le cas du proton et du neutron qui ont des masses similaires 
(mn = 939, 6 MeV, mp = 938, 3 MeV) et qui sont interchangeables dans les noyaux 
sans modifier significativement les propriétés nucléaires. On peut alors considérer ces 
particules comme différents états d'un même objet, du point de vue de l'interaction 
forte, les interactions électromagnétiques levant la dégénérescence entre les états. 
Neutron et proton sont alors les deux états du nucléon. Similairement, les trois mé­
sons légers appelés pions, n+, n°, n- , sont trois états d'un unique objet. On construit 
ainsi des mu1tip1ets de particules. 

En mécanique quantique, un électron de spin J = 4 peut exister dans deux états 
de spin : h = ± 4, qui interagissent de manière identique en électromagnétisme. On 
introduit alors une analogie avec le spin pour classifier les hadrons : l' isospin ou spin 
isotopique. Le nucléon est un objet d' isospin l = 4 avec deux états : Je neutron 
correspondant à la projection h = - ~ et le proton à h = ~. En notant les états, 

I/, h)multiplet> on a : 

(7.1) 

De même, les trois pions forment un triplet d' isospin I = 1 : 

(7.2) 

À l'isospin 1 cmTespond un multiplet de 21 + 1 états avec une composante h variant 
de-/ à+/. La répartition des charges dans un multiplet n'est pas aléatoire : elle est 
imposée par la conservation de h et de la charge électrique Q. Pour les nucléons h = 
Q - ~, alors que pour les pions h = Q. On concilie ces deux relations en introduisant 
le troisième nombre quantique additif, le nombre baryonique, pour obtenir la formule 
de Gell-Mann Nishijima: 

(7.3) 

Les particules d'un même multiplet ayant des propriétés identiques pour l'interac­
tion forte, l'interaction conserve l'isospin et le hamiltonien ne doit pas dépendre de 
fJ. La symétrie d'isospin peut être utilisée pour prédire des rapports de sections effi­
caces. Cependant, cette symétrie n'est pas une symétrie exacte de la nature puisque 
les masses des particules d'un multiplet ne sont pas rigoureusement identiques. 
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7.1. Classification des hadrons 

7.1.3 Exemple de conservation de l'isospin 

Le noyau de deutérium ou deuton peut être produit en association avec un pion par 
collisions de deux nucléons, pp~ rc+d ou pn ~ rc0d. La symétrie d'isospin permet 
de déte1miner le rapport des sections efficaces de ces deux processus : 

R = _a-_P_P-4_7r_+_d . 

<T np-47rod 
(7.4) 

L' isospin l et sa projection /3 doivent être conservés entre l'état initial et l'état final. 
De plus, le hamiltonien, et donc la matrice de diffusion, ne dépend pas de /3 . La 
probabilité de transition entre deux états propres d'isospin II, h>i et II', 13) / est: 

où IS J,i-41f est la probabilité de transition de l'état initial i vers 1' état final f 
qui ne dépend que de l' isospin des états. La section efficace est proportionnelle à 

1( /, h IS 1 !', 13 )1
2

, soit a- = œi-4/ 1( /, h IS I /', 13 )1
2 

= <Tf,i-4f8u1 81J13. 

L'isospin étant construit comme le spin, les règles de combinaisons de deux isos­
pins sont les mêmes. Pour l'état initial, le système de deux nucléons INN) est la 
combinaison de deux isospins ~' donc soit un isospin 1, soit un isospin O. La pro­
jection d'isospin /3 du système de deux protons est /3 = 1, ce qui n'est possible que 
pour l'état Il , l)NN· En revanche le système proton-neutron correspond à h = 0 qui 
est présent dans le triplet (état 11, 0)) et le singlet (état 10, 0)); l'état initial proton­
neutron est une combinaison symétrique de ces deux états, soit : 

(7.6) 

Le deuton est un singlet d'isospin (/ = 0, h = 0); le système deuton-pion a le même 
isospin que le pion, soit : 

(7.7) 

Les sections efficaces de diffusion sont alors : 

<Tpp-4n+d = ŒNN-4ndl{pplSlrc+d)l
2 

= ŒNN-4nd INN (1, 111, l)ndl
2 

(7.8) 
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Chapitre 7 • Le zoo des hadrons 

o-np-47fJd = œNN-4nd 1( np IS 1 n° d)l
2 

= ~œNN-4ndl NN (1, 0 IS1 1, O)rrd + NN (0, 0 IS 11, O)rrd 1

2 

=S l ,NN;nd =Ü 

1 
= 20-1,NN-4Jrd· (7.9) 

Le rapport des sections efficaces doit donc être R = 2. Cette prédiction est vérifiée 
expérimentalement avec une assez bonne précision. 

7.1.4 Étrangeté 

Les résonances hadroniques se désintègrent par interaction forte avec des durées 
de vie de 10-23 ,...., 10-24 s. Les seuls hadrons à vie longue sont les plus légers 
qui sont stables pour l'interaction forte, mais peuvent se désintégrer par interaction 
faible (neutron avec T n ,...., 15 min, pion chargé avec T rr± ,...., 1 o - S S) OU électromagné­
tique (pion neutre, T rrO ,...., 10- 16 S ). 

Néanmoins certains multiplets observés n'entrent pas dans cette classification. Ces 
multiplets étranges ont des masses élevées et des temps de vie relativement longs, 
indiquant qu'ils sont stables pour l ' interaction forte. De plus, ils ne vérifient pas la 
formule de Gell-Mann Nishijima. Ce sont, par exemple pour les bayons, le singlet !\0 , 

le doublet s-, ZÜ et le triplet E-, r, E+, dont les caractéristiques sont regroupées 
dans le tableau 7 .1 . 

Tableau 7.1 - Propriétés des baryons étranges. 

Nom Masse Spin Temps de vie Désintégration 

110 1116 MeV 1 10- 10 s /\ -4 nn°, pn-ï 
r+ 1189 MeV 1 10-10 s J:+ -4 nrr+, prrO ï 
J;O 1192 MeV 1 10- 20 s I° -4 /\oy ï 
r- 1197 MeV 1 10-10 s ,E- -4 nrr-

ï 
E° 1325 MeV 1 3 X 10-lO S s<> -4 /\ ono ï 

1321 MeV 1 3 X 10-lO S s- -4 ;\OJr-
~ ï 

ï:::: 
Èl: Pour expliquer ce comportement, la première solution proposée fut, encore une 
0 
u fois, d'ajouter un nombre quantique conservé par l'interaction forte: l'étrangeté. On 

pose S = 0 pour le nucléon et les pions. Le ;\ et les E± se désintègrent par interaction 
faible en nucléons et on leur assigne par convention une étrangeté S = -1. Les E se 
désintègrent toujours par interaction faible en 11, d'où une étrangeté S = - 2. Enfin 
la désintégration électromagnétique r ~ A Oy conserve l'étrangeté, ce qui semble 
indiquer que ce nombre quantique est également conservé par l' interaction électro-
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7.1. Classification des hadrons 

magnétique. La formule de Ge11-Mann Nishjjima s'adapte en ajoutant l'étrangeté : 

B +S Y 
Q = h + 2 = /3 + 2 ' (7.10) 

où Y est l'hypercharge. 
La symétrie d'isospin, construite par analogie avec le spin, repose sur la struc­

ture du groupe S U(2). On montre que l'extension à l'étrangeté correspond au groupe 
S U(3), qui prédit des multiplets plus grands, obtenus en réunissant plusieurs multi­
plets S U(2) d 'hypercharge différente. Ainsi, les nucléons, le 11, les Let S forment 
un octet de particules, toutes de spin J = ~, représenté sur la figure 7 .1 a. De même 
il existe un décuplet de baryons de spin J = ~ (figure 7 .1 b) et plusieurs octets de 
mésons. 

• n 

1 -2 

B- Bo 

• 

a) 

y 

1 • p 

1 
2 

f\.Û 

- 1 • 
:;0 

• !::. -

B+ !3 

y 

• 1 • • f::.O !::. + 1:::.++ 

l 1 
- 2 2 

B*- B*o B*- !3 

• - 1 • 
::'*Û 

b) 

Figure 7.1 - Multiplets de hadrons représentés dans le plan /3, Y (isospin et 
hypercharge), chaque ligne correspondant à un multiplet d ' isospin : a) octet de spin ~; 

b) décuplet de spin ~· 

7.1.5 Formule de masse de Gell-Mann Okubo 

Tout comme la symétrie d'isospin, la symétrie S U(3) suppose que les particules d' un 
même multiplet (octet ou décuplet) sont différents états d 'un même objet. La symé­
trie d' isospin n'est pas une symétrie exacte, mais est une très bonne approximation. 
En revanche, la symétrie S U(3) est clairement brisée, du fait des masses sensible­
ment différentes des hadrons d' un même multiplet. On peut néanmoins l'utiliser pour 
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Chapitre 7 • Le zoo des hadrons 

déterminer des relations entre les masses des différentes paiticules d'un multiplet. 
Chaque état sera identifié par trois nombres : l'isospin, la projection d' une compo­
sante de l ' isospin (comme dans un multiplet d 'isospin) et l' hypercharge : I/ , h , Y). 

La masse est la valeur moyenne du hamiltonien (énergie) du système au repos : 
m = (<H). Ce hamiltonien peut se décomposer en deux termes : '}{ = <J{s + 1{8 . Le 
premier, <J{s, préserve la symétrie S U(3) et a la même valeur moyenne pour tous les 
états d' un multiplet. Le second, 1{8 , viole cette symétrie mais conserve, en première 
approximation, la symétrie d 'isospin. En supposant ce terme faible, ('}{8 ) << ('}{s ), 
on peut utiliser la théorie des perturbations et la masse d' une particule d 'un multiplet 
devient: 

m = (/, /3, Yl'}{s l l, !3, Y)+ (/, /j, f 1'}{81 l, !3, Y) 

= mo + (1, IJ, Y l<J{BI /, 1), Y), 

où mo est la masse de base du multiplet. 

(7.11) 

Le hamiltonien 1{8 brise la symétrie S U(3) mais conserve la symétrie d' isospin. 
Il ne peut ainsi dépendre que de Y et pas de 13 . La relation la plus simple sera de la 
forme 1{8 = aY. On en déduit les relations suivantes entre les masses des particules 
du décuplet : 

(7.12) 

L'application numérique, en se limitant aux particules de même charge pour limiter 
les effets électromagnétiques, donne : 

• mn- - ms •- = 137, 5 ± 0, 9 MeV, 

• ms •- - mx;*- = 147, 8 ± l, 1 MeV, 

• mx;•- - m11- = 155, 0 ± 1, 0 MeV. 

Compte tenu des approximations utilisées pour dériver le résultat, la formule de 
masse est vérifiée expérimentalement. Elle permit d' ailleurs de prédire la masse du 
n- avant sa découverte expérimentale. 

Pour l 'octet, cette formule ne fonctionne plus, car I.E°) = 11, 0, 1) et I;\ 0 ) = 10, 0, 1) 
ont la même hypercharge mais des masses très différentes : (mx;o - m11 ~ 76 MeV). Il 
faut alors ajouter des termes quadratiques dans l 'expression de hamiltonien 1{3 . Le 
terme le plus simple sera proportionnel à Y2 . Pour le second terme, il faut revenir à 
l'analogie de structure entre spin et isospin. Pour le spin il existe un opérateur qua­
dratique qui commute avec 1) , l' opérateur J2 avec comme valeur propre J(J + 1). De 
même pour l' isospin : si 1{8 ne dépend pas de /3, cela signifie que les opérateurs <J{s 

eth commutent. Ainsi la valeur propre/(/ + 1) sera un nombre quantique pertinent. 
On pose alors : 

<J{B = aY + bY2 + cl(! + 1) et m = mo + aY + bY2 + cl(! + 1). (7.13) 
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7.1. Classification des hadrons 

Néanmoins, Je hamiltonien linéaire semble suffisant pour décrire le décuplet et on 
souhaite le conserver pour ces particules : 

m = mo + aY + bY2 + c/(J + 1) = m0 + ey 

::::} c/(J + 1) + bY2 = ôm + fY, f = b - e. 

En considérant les particules du décuplet : 

A • I = l 
Ll . 2' 

I:/=l, 
';:'. I - l "-'• -2, 

.Q: I = 0, 

Y = 1 ~ b + 11 c = ôm + f, 
Y= 0 ~ 2c = ôm, 

Y= -1 ~ *c = ôm - f, 
Y= -2 ~ 4b = ôm-2/ . 

(7.14) 

(7.15) 

Ces relations ne sont toutes satisfaites que si c = -4b. Finalement, on obtient la 
formule de masse de Gell-Mann Okubo, valide pour l'octet et le décuplet: 

m = mo + aY + b(4!(/ + 1)- Y2). (7.16) 

En appliquant cette formule de masse aux différents états de ]'octet: 

Nucléon : I = ~' 
}; :/=l, 
';::;' . I - t ,_, . -2, 
A : I = 0, 

Y = 1 ~ mN = mo + a + 2b, 
Y = 0 ~ mE = mo + 8b, 
Y = -1 ~ ms = mo - a + 2b, 
Y = 0 ~ ml\ = mo. 

On en déduit la relation suivante entre les masses de différents baryons : 

L'application numérique pour les particules neutres donne : 

2(mn + mso) = 2 X (939, 6 + 1314, 9) = 4509, 0 ± 0, 4 MeV, 

3m!\ + mJ:O = 3 x 1115, 7 + 1192, 6 = 4539, 7 ± 0, 1 MeV . 

(7.17) 

(7.18) 

Une fois encore, la relation est vérifiée de façon satisfaisante. Une relation similaire 
peut être dérivée pour les mésons et sera discutée dans l'exercice 7 .2. 

La c1assification des hadrons en multiplets, reposant sur les groupes S U(2) (isos­
pin) et S U(3) (isospin et hypercharge) permet de construire un modèle prédictif des 
hadrons. Cependant ce modèle est loin d'être entièrement satisfaisant. D'une part 
il nécessite l'introduction de différents nombres quantiques ad hoc (isospin, hyper­
charge), qui ne sont pas justifiés par le modèle. D'autre part, ces symétries ne sont 
visiblement pas des symétries exactes : elles ne sont respectées ni par les interactions 
électrofaibles qui lèvent la dégénérescence entre les états, ni même par l'interaction 
forte qui les viole faiblement. Ceci est dû à la nature composite des hadrons et à la 
masse intrinsèque des différents quarks. 

105 



"O 
0 
c 
::J 
0 
('\"') 

T"-f 
0 
N 

@ 
~ 
..c 
Ol 
ï:::: 
>­a. 
0 
u 

Chapitre 7 • Le zoo des hadrons 

7.2 MODÈLE DES QUARKS 

7.2. l États composites et isospin 

La grande multiplicité de hadrons observés ainsi que la complexité de leur classifica­
tion semble indiquer une sous-structure. En 1964, Murray Gell-Mann (prix Nobel de 
physique 1969) a proposé que les hadrons soient un état lié de particules plus élémen­
taires, les quarks. À partir de trois quarks (on parle de trois saveurs), on peut décrire 
la totalité des états hadroniques légers. 

L'interaction forte n'est pas sensible à la saveurs de quarks. De même, elle ne 
peut modifier cette saveur. Afin de reproduire les symétries observées, deux quarks 
doivent former un doublet d'isospin (/ = 4): ce sont les quarks up (/3 = 4) et down 
(h = -4). La symétrie d'isospin étant très bien (mais pas parfaitement) vérifiée, ces 
deux quarks doivent avoir sensiblement la même masse. Le troisième quark forme 
un singlet d'isospin (/ = 0) : c'est le quark étrange. Comme l'interaction forte ne 
modifie pas la saveur des quarks, le nombre quantique conservé d'étrangeté corres­
pond simplement au nombre de quarks étranges. On a vu que la symétrie S U(3) était 
brisée et que les particules étranges étaient plus massives. Ce quark s doit ainsi être 
plus massif que les quarks u et d. Les écaits de masses observés dans le décuplet 
(équation (7.12)), entre pai·ticules qui diffèrent d'une unité d'étrangeté (et donc d'un 
quark étrange), permettent de déduire un ordre de grandeur de la masse de ce quark 
ms,...., 140 MeV. 

Les baryons : Les règles de combinaison du spin montrent qu 'un système de plu­
sieurs bosons (spin entier) est toujours un boson. Une partie des hadrons étant des 
fermions, les quarks sont nécessairement des fermions. Par analogie avec les leptons, 
on leur attribue un spin 1 = 4. 

Pour obtenir des états liés fermioniques, il faut assembler trois quarks. Les antiba­
ryons (antiproton, antineutron) sont alors des états liés de trois antiquarks. 

En ne considérant que les deux quarks u et d, chaque baryon est composé de trois 
quarks de spin 4 et d' isospin ~. A priori cela peut conduire à quatre combinaisons : 
deux doublets d'isospin (/ = 4), l'un de spin J = 4, l'autre de spin J = ~ et deux 
quadruplets d'isospin (/ = ~), de spin J = 4 et J = ~ respectivement. Cependant, 
on montre que spin et isospin doivent être égaux pour assurer l' antisymétrie de la 
fonction d'onde des fermions. Le doublet, de spin ~, correspond au nucléon. Leur 
composition en quarks est alors : 

(7.19) 
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7.2. Modèle des quarks 

On en déduit la charge électrique des deux quarks : 

(7.20) 

et leur nombre baryonique : 

(7.21) 

Le nombre baryonique est le même pour chacun des deux quarks, et par extension le 
même pour tous les quarks, afin que tous les états liés de trois quarks aient un nombre 
baryonique égal à l'unité. 

Le quadruplet, de spin ~ est composé des quatre résonances ~dont les composi­
tions en quarks sont logiquement : 

~- = ddd, ~o = udd, ~+ = uud, ~++ = uuu. (7.22) 

En ajoutant le quark étrange à partir du doublet de nucléons, on construit l'octet 
de spin 4 (A , 27-.o,+, s-·0) et à partir des ~, le décuplet de spin ~. La composition 
en quarks des ces multiplets est donnée sur la figure 7 .2. On en déduit que la charge 
électrique du quarks vaut-!. 

Le dernier état du décuplet, le baryon Q, n'a été mis en évidence expérimentale­
ment que quelques mois après la publication du modèle des quarks. Cette découverte 
a permis de confirmer la validité du modèle. De plus, la formule de masse avait per­
mis de prédire la masse de ce baryon avec une bonne précision. 

Les mésons : Ce sont des bosons, ils doivent donc être composés, au minimum, 
de deux quarks. Le nombre baryonique est nul pour les mésons, or certains mésons 
sont antiparticules l'un de l'autre (n+ et n- ) ou leur propre antiparticule (n°). Pour 
satisfaire ces propriétés, un méson doit être un état lié quark-antiquark. 

En utilisant le même raisonnement que pour les baryons, en combinant deux isos­
: pins 4 et deux spins 4, il existe quatre combinaisons, qui sont toutes réalisées dans la 
~ nature: 
't: 
0 

~ • un singlet (isospin nul) scalaire (spin nul) : le méson T/, 
0 c 

.Q • un triplet (J = 1) scalaire: les pions n-,o,+, 
ü 
::> 

l • un singlet vecteur (J = 1) : le méson w, 
f 

s • un triplet vecteur : les mésons p - ,O,+ . 
F! 
-ci 
g L'ajout du quark étrange étend les deux triplets en deux octets donnés sur la figure 7 .3. 
::> 
0 
@ 
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Chapitre 7 • Le zoo des hadrons 

y y 

udd uud ddd udd uud uuu 
• 1 • • • 1 • • 
n p ~- ~() ~+ ~++ 

dds l uds 1 uus dds 1 'Uds !. uus - 2 2 -2 2 

~- I:o _\O I:+ f 3 ~- I:*o I:*- h 

dss 'USS dss 'USS 

• - 1 • • - 1 • - ::-0 ::"* ::"*0 
-=-

a) b) sss 

n 

Figure 7.2 - Multiplets des baryons, avec compositions en quarks: a) octet de spin ! ; 
b) décuplet de spin ~-

ds 
y 

us ds 
y 

us 

• 1 • • 1 • Ko K+ K*o K*+ 

du UÜ + dd (+ss) ud du uü+dd (+ss) ud 

7r l - 2 
7!"0 '17 1 

2 
n+ !3 p - Po p+ l w l !3 -2 2 

su sd su sd 

• - 1 • • -1 • 
a) J{ - J(o 

b) K*- K *O 

Figure 7.3 - Multiplets des mésons, avec composition en quarks: a) octet scalaire 
(J = 0); b) octet vectoriel (J = 1 ). 

Il faut également noter que plusieurs particules de masse et parfois de spin diffé­
rents ont la même composition hadronique. L'équivalent existe en physique nucléaire 
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7.2. Modèle des quarks 

où les états excités d'un noyau correspondent à différentes énergies de liaison et dif­
férentes configurations de spin des nucléons constituants. On parle de paiticu1es dif­
férentes alors que l'on devrait simplement parler d'états excités de systèmes de trois 
quarks (baryons : uud,uds, .. . ) ou quark-antiquark (mésons : ud, us, ... ) La raison de 
cette différence d'appellation est principalement historique. En physique nucléaire 
]'énergie de liaison ne représente que quelques pourcents de la masse du noyau. En 
revanche, la masse des hadrons provient essentiellement de l'énergie de liaison. Sans 
connaissance de la sous-structure en quarks, ces états excités de masses très diff é­
rentes, apparaissent comme des paiticules différentes. Par exemple, la désintégration 
E1 ---7 Ay n'est qu'une désexcitation y du premier état excité vers le fondamental du 
système uds. 

La symétrie d'isospin, concerne ici l'interaction forte. Il existe un autre isospin, 
l'isospin faible qui correspond à la charge faible. Dans le cadre d'une théorie de 
jauge, les particules sont également regroupées en multiplets : l'interaction de jauge 
permet de transformer les particules à l'intérieur d' un multiplet ; les autres interac­
tions le laissent invariant. Pour décrire l'interaction faible, on a également recours 
à des doublets d'isospin (faible). Les bosons W± transforment le quark u en d et 
réciproquement, alors que l'interaction forte ne différencie pas entre les états du dou­
blet. C'est cette dernière propriété qui a conduit à introduire 1' isospin fort. Les deux 
concepts, dans Je cas du doublet (~). sont ainsi équivalents. 

7.2.2 Quarks lourds 

Trois autres quarks, ont été postulés puis découverts par la suite. Certaines considé­
rations sur l'interaction faible montrent que les quarks doivent exister en doublets 
composés d'un quark de charge 1 et d'un quark de charge -1 comme c'est le cas 
pour le couple (u, d). En conséquence, on postule l'existence d'un quatrième quark 
de charge 1, le quark charmé c formant un doublet (c, s). L'ajout de ce quatrième 
quark, connu sour le nom de mécanisme GIM1, permet d'expliquer l'existence de 
couplage par courants chargés entre Je quark u et Je quark s, responsable de la dés­
intégration des hypérons, sans introduire de désintégration par courants neutres (via 
un boson Z) qui n'a jamais été observée expérimentalement. De même, d'autres pro­
priétés expérimentales de l'interaction faible ne peuvent s'expliquer que s'il existe 
au moins trois doublets de quarks. Ce troisième doublet se compose du quark bottom 
(ou quark beau) b de charge -1 et du quark top t de charge 1· 

Le mécanisme GIM fut proposé en 1970 et le quark c fut découvert expérimentale­
ment en 1974 via une résonances dans la section efficace de diffusion e+e- ---7 µ+µ - . 

La section efficace augmente fortement pour une énergie dans le centre de masse de 
3097 Ge V, c01Tespondant au passage par un état intermédiaire e+ e- ---7 cc ---7 µ+ µ-. 

1. pour Glashow, Illiopoulos et Maiani, les trois physiciens qui ont proposé ce modèle 
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Chapitre 7 • Le zoo des hadrons 

Ce nouveau hadron cë porte le nom de J/tjt. Samuel Ting et Burton Richter obtinrent 
le prix Nobel en 1976 pour cette découverte. De la même manière, le quark b fut iden­
tifié en 1977, via la production d'un état lié bb de masse 9460 GeV, découverte qui 
rapporta le prix Nobel à Leon Lederman en 1981. Contrairement aux hadrons plus 
légers, la masse de ces hadrons lourds est dominée par la masse des quarks et non par 
1 'énergie de liaison. On peut en déduire un ordre de grandeur pour les masses : 

me:=::: l, 5 GeV, mb::::: 4, 7 Ge V, (7.23) 

De multiples mésons (D0 = uë, v- = dë, B0 = db, B+ = ub ... ) et baryons 
(A~ = udc, A~ = udb .. . ) contenant un ou plusieurs quarks lourds ont également 
été observés. 

Le sixième et dernier quark, le top, est sensiblement plus massif que les cinq autres. 
Il n'a été découvert qu'en 1994 et sa masse vaut: m, = 173, 5 ± 1 GeV. La désinté­
gration du quark top, comme pour tous les autres quarks se fait par interaction faible, 
t ~ w+ b, avec la différence notable que m, > mw + mb. C'est le seul quark dont la 
désintégration est cinématiquement favorisée car la boson W est réel. De ce fait, la 
durée de vie du top est extrêmement courte, de l'ordre de 10-25 s. Il n'a pas le temps 
de former d'états liés avant de se désintégrer et il n'existe aucun hadron contenant un 
quark top. 

7.3 CHROMODYNAMIQUE QUANTIQUE 

7.3.1 Charge de couleur et constante de couplage fort 

Le décuplet de baryons pose un nouveau problème : les trois hadrons ~ - = ddd, 
~ ++ = uuu et n- = sss sont composés d'un unique type de quark. De plus, ce sont 
des particules de spin J = ~ qui peuvent se trouver dans l'état de polarisation h = ~. 
Ceci n'est possible que si les trois quarks, de spin J = ~, sont tous dans l'état de 
polarisation h = ~. On a alors trois fermions qui ont tous exactement les mêmes 
nombres quantiques, ce qui est rigoureusement interdit par le principe d'exclusion 
de Pauli. Il doit alors exister un nombre quantique supplémentaire qui différencie ces 
trois quarks : c'est la charge de couleur, qui est différente pour chacun des trois objets. 
Par convention ces trois charges sont nommées rouge (r), verte (v) et bleue (b). C'est 
la charge de couleur qui est la véritable charge de l'interaction forte. 

La théorie de jauge de l'interaction forte, basée sur le groupe S U(3), introduit dans 
le modèle une constante de couplage aux fermions colorés. Cette constante de cou-

2 

plage, 9s ou Œs = !~,a été précisément mesurée à la masse du Z: œs(mz) ~ 0, 118. 
En chromodynamique quantique, le facteur f3 qui contrôle l'évolution de la constante 
de couplage avec l'énergie (voir équation (6.53)) vaut f3 = -~Nt+ 11 où Nf est le 
nombre de quarks de masse inférieure à l'échelle d'énergie considérée. Ce facteur 
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7.3. Chromodynamique quantique 

est toujours positif et la constante de couplage diminue quand l' énergie augmente. Il 
en résulte une phénoménologie particulière de 1' interaction forte. L' énergie typique 
à partir de laquelle la théorie n' est plus perturbative est de l' ordre de 200 MeV (voir 
exercice 7.3). Cette échelle d'énergie correspond à la taille du proton (""' 1 fm). 

7.3.2 Phénoménologie à basse énergie 

À basse énergie, la constante de couplage devient grande (œs ,.., 1) et l'approche 
perturbative n'est plus pertinente (en particulier l' équation (6.53) n' est plus valide). 
L'intensité de l' interaction forte diverge à faible énergie. En conséquence, une charge 
colorée ne peut exister seule : une telle charge apparaîtrait infinie à longue distance. 
Seuls des états globalement neutres peuvent exister à basse énergie : ce sont les 
hadrons, composés soit de troi s quarks de couleurs différentes (baryons), soit d'un 
quark et d' un antiquark de même couleur/anticouleur (mésons). C'est le phénomène 
de confinement. De ce fait, la masse d'un quark, qui caractérise sa propagation libre, 
n' est pas mesurable car un quark n'est jamais libre. Ce confinement est également 
responsable de la courte portée effective des interactions fortes, bien que les gluons 
soient des particules de masse nulle, comme le photon. 

En conséquence de la divergence du couplage fort, il est impossible de produire ex­
périmentalement des quarks libres dans des collisions de particules. À basse énergie, 
en régime non perturba tif, une particule colorée peut céder une partie de son énergie 
cinétique pour rendre réelles des paires quark-antiquark virtuelles dans les fluctua­
tions quantiques du vide pour produire un ou plusieurs hadrons : c'est le processus 
d' hadronisation. À plus haute énergie, un quark ou un gluon de grande impulsion va 
d'abord rayonner des gluons dans sa direction de propagation, qui vont se matériali­
ser en paires quark-antiquark qui vont eux-mêmes rayonner des gluons. Ce processus, 
dit de showering, peut se décrire perturbativement. Au fur et à mesure que l'énergie 
des particules créées diminue, on sort du régime perturbatif et les particules colorées 
s' hadronisent. Les partons (quark ou gluon) vont s'habiller pour former des états ha­
droniques excités et très instables dont les désintégrations successives donnent nais­
sance à une grande mutiplicité de hadrons qui se partagent la quadri-impulsion du 
parton inital. Expérimentalement, on peut détecter une collection de particules is­
sues du showering et de l' hadronisation du quark ou du gluon initial allant toutes 
approximativement dans la même direction, formant un jet hadronique. Les étapes 
de la formation d'un jet sont illustrées sur la figure 7.4. Un jet est la signature expé­
rimentale de la production d'un quark ou d' un gluon de haute énergie. En particulier, 
c'est l'observation d' événements à trois jets dans des collisions e+ e- qui a permis de 
mettre en évidence l'existence du gluon (e+ e- ~ qqg, le gluon étant rayonné par l 'un 
des quarks). L' hadronisation est un processus non perturbatif et il est impossible de 
calculer analytiquement l'évolution d'un parton à partir du lagrangien QCD. 

1 1 1 
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Figure 7.4 - Formation d'un jet de particules à partir d'un quark haute énergie. 

Des approches numériques, voisines de méthode d'éléments finis, peuvent être 
utilisées, en théorie, pour résoudre les équations du mouvement en régime non per­
turbatif. Ces calculs, dits QCD sur réseau, sont extrêmement coûteux en temps de 
calcul. Ils permettent aujourd' hui, sous certaines hypothèses simplificatrices, de cal­
culer les niveaux d' énergie des états liés (masse des hadrons) avec une précision de 
l' ordre du pourcent. 

7.3.3 Structure des hadrons à haute énergie 

Expérimentalement, on ne peut réaliser que des collisions (diffusions) entre hadrons 
(principalement protons et/ou antiprotons). À grande énergie, l'intensité de l'interac­
tion diminue sensiblement. À courte distance (très inférieure du fermi, soit pour une 
énergie E » 200 MeV ::;::; !\ Qco), un hadron peut être décrit comme un ensemble 
de quarks et de gluons libres : c' est la liberté asymptotique. Les sous-structures des 
hadrons sont appelées partons, qui peuvent être : 

• un quark ou un antiquark de valence: l'un des trois quarks constituant le hadron; 

• un quark ou un antiquark de la mer : l' un des quarks virtuels du vide QCD polarisé ; 

• un gluon. 

La strucure du proton en termes de partons dépend de l' échelle de longueur ou d'éner­
gie considérée. On décrit ce contenu par des densités de paitons qui donnent la proba­
bilité de trouver un parton d' un type donné (quark u, quark d, gluon, ... ) portant une 
fraction x de l ' impulsion du hadron. Ces densités contiennent la structure non per­
turbative de la théorie et doivent être déterminées expérimentalement. Par exemple, 
les densités de partons du proton sont déterminées en mesurant les sections efficaces 
de diffusion inélastique de l'électron (sonde ponctuelle, neutre de couleur) sur le pro­
ton. De manière analogue aux constantes de couplage, l' évolution de ces densités 
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7.3. Chromodynamique quantique 

de pattons avec l'échelle d'énergie peut être déterminée anaJytiquement. 11 suffit de 
mesurer les densités de partons à une échelle particulière. La figure 7.5 donne les den­
sités de partons du proton pour deux échelles d' énergie particulières. À µ = 1 Ge V, 
la structure du proton est dominée par les quarks de valence u et d, chacun portant en 
moyenne un tiers de l ' impulsion totale. En augmentant l' énergie, les gluons et la mer 
ont une contribution de plus en plus importante et l' impulsion moyenne de chaque 
pa1ton diminue. 

Dans une collision hadronique à suffisamment haute énergie, ce sont les partons 
qui collisonnent effectivement. Le processus de diffusion à haute énergie entre deux 
hadrons, h1 et h2 d'impulsions respectives p 1 et p2, résultant en un état final X, se 
calcule en plusieurs étapes. Il faut d ' abord déterminer toutes les interactions possibles 
entre partons donnant lieu à l 'état final. Les sections efficaces partoniques, associées 
à chacun de ces processus, peuvent se calculer avec les diagrammes de Feynman, 
puisqu'on est en régime perturbatif. Plus précisément, on calcule la probabilité pour 
un parton i d'impulsion Pi et un parton j d'implusion PJ de diffuser pour produire 
l'état final X : cri/Pi, PJ)· 

La section efficace totale de h 1 (p 1 )h2 (p2) ~ X est alors obtenue en sommant les 
sections efficaces partoniques pondérées par la probabilité de trouver un parton de 
type i et d'impulsion Pi dans le hadron h1 et un pa1ton de type j et d 'impulsion PJ 
dans le hadron h2 . Cette section efficace s'écrit alors sous la forme : 

où on a remplacé Pi et p1· par la fraction d'impulsion portée par le parton Xi - p; 
P l 

et x1 Pl . Dans cette approche, on factorise les composantes perturbative (sec­
P2 

PDF à 0 =1GeV 
u 
u 

- d 
--- (! 

- s et'!' 
-gluons(x 0.1) 

10·1 1 
Fraction d'impul sion du parton, x 

PDF à 0 =400GeV 
u 
u 

- d 
----- ë! 
- set'!' 
- gluons (x 0.1) 

10'' 1 
Fraction d'impulsion d u parton, x 

Figure 7.5 - Exemple de densités de partons dans le proton, pour une impulsion 
transférée Q = 1 GeV (à gauche) et pour une impulsion transférée Q = 400 GeV (à droite). 

Pour améliorer la lisibilité, la fonction des gluons est divisée par 1 O. 
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Chapitre 7 • Le zoo des hadrons 

tions efficaces partoniques) et non perturbative (densités de partons) du processus. 
Les densités de partons doivent être évaluées à une échelle d'énergie caractéristique 
du processus, de même que la constante de couplage a s utilisée dans le calcul de sec­
tions efficaces partoniques. Cette énergie caractéristique n'est pas définie de manière 
unique. On peut choisir, par exemple, l'énergie moyenne dans le centre de masse vs 
du processus paitonique, ou encore la masse du propagateur s'il s'agit d'une particule 
massive. 

Exercices 

ml Rapport R 

Le rapport R est défini par le ratio de la production électromagnétique de paires de 
hadrons comparée à celle de muons, dans les collisions électron-positron, à basse 
énergie (Ys « mz) : 

cr(e+ e- ~ hadrons) R - ~~~~~~~~ 
- cr(e+e- ~ µ +µ - ) · 

La section efficace de production de paires de muons vaut : 

4na2 

CTe+e- - µ +µ - = ~, 

avec a la constante de structure fine. 

À une énergie dans le centre de masse vs fixée il n'y a qu'un nombre de quarks 
limité qui sont accessibles cinématiquement. On note Nu et Nd le nombre de quarks 
de type u et d accessibles. On suppose que le nombre de charges de couleur Ne est 
mconnu. 

a) Justifiez la dépendance en a de la section efficace cr e+ e- -µ+ µ-. 

b) Combien y a-t-il de diagrammes de Feynman pour e+ e- ~ uü. En déduire la 
section efficace CTe+e- - uü en fonction du nombre de couleurs. 

c) Déterminez cr e+ e- -c1d en fonction du nombre de couleurs . 

d) En déduire R en fonction de Nu, Nc1 et Ne. 

e) On a mesuré R = 2, 2 à .../S = 2 Ge V et R = 3, 4 à .../S = 6 Ge V En déduire le 
nombre de couleurs. 

gJ Formule de masse des mésons 

Les formules de masse de Gell-Mann Okubo ne fonctionnent que pour les baryons. 
Nous allons dériver une formule similaire pour l'octet des mésons. 
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Exercices 

a) En comparant les lagrangiens de Dirac et de Klein-Gordon, justifiez que la valeur 
moyenne du hamiltonien donne accès au carré de la masse de la particule. 

b) En déduire une relation entre les masses du kaon neutre, du 17 et du pion neutre 
(on prendra mf<O = mko). 

c) Sachant que mno = 135 MeV et m17 = 548 MeV, en déduire la masse du K0• 

Comparez avec la véritable valeur de m[(Ü. 

6D Échelle d'énergie de QCD 

On définit la grandeur : 
21T 

AQcD = µe - as(µ)f3 . 

a) À partir de l'équation d'évolution de la constante de couplage as, montrez que 
ÂQCD est indépendant de l'échelle d'énergieµ. 

b) Verifiez que Œs diverge pourµ = AQCD· Comment interprète-t-on cette diver­
gence? 

c) Déterminez la valeur de AQcD et commentez. 

1 1 5 
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OSCILLATIONS 
DE NEUTRINOS 

Les neutrinos jouent un rôle unique dans le modèle standard. N'interagissant que par 
interaction faible, il est très difficile de les détecter. Leur masse est très inférieure à 
celle de l'électron et elle a longtemps été considérée comme nulle. Nous allons voir 
que pour expliquer certains résultats expérimentaux, les neutrinos sont nécessaire­
ment massifs. 

8.1 CARACTÉRISTIQUES DES NEUTRINOS 

8.1.1 Neutrino et modèle standard 

Historiquement, Je neutrino a été« inventé» en 1933 par Wolfgang Pauli pour expli­
quer le spectre continu des électrons émis dans les désintégrations [3. Particule neutre, 
n'interagissant que par interaction faible, son existence n'a été confirmée expérimen­
talement qu'en 1956 par Clyde Cowan et Frederick Reines (prix Nobel 1995). Le 
modèle de Glashow, Salam et Weinberg de l'interaction électrofaible repose sur des 
doublets de particules avec un écait de charge d'une unité. L'interaction faible par 
courants chargés transforme 1es paiticules d'un doublet ]' une en ]'autre par émission 
ou absorption d'un boson W±. C'est cette interaction faible par courants chargés qui 
relie, par exemple, les quarks u et d. De même, les leptons sont organisés en doublet. 
Le neutrino qui intervient dans la désintégration f3 apparaît donc comme le partenaire 
électrofaible de l'électron. Il existe également des neutrinos associés aux leptons µ 
et T. 

Les trois neutrinos du modèle standard sont des particules de masse nulle qui n'in­
teragissent que très faiblement avec la matière et peuvent traverser plusieurs milliers 
de kflomètres de roche sans interagir. De ce fait, ils ne sont jamais détectés dans 
les expériences classiques de physique des particules (expériences auprès des colli­
sionneurs de particules). Les expériences spécifiques à la détection des neutrinos né­
cessitent de grands volumes actifs couplés à des flux élevés, pour observer quelques 
interactions de neutrinos. 

8.1.2 Neutrinos solaires 

L'énergie du soleil provient des processus de fusion nucléaire, principalement le cycle 
pp qui produit un noyau d'hélium 4 à partir de quatre noyaux d'hydrogène. Ce bilan 
est obtenu par plusieurs suites de réactions nucléaires, dont ce1taines produisent des 
neutrinos électroniques : 
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Chapitre 8 • Oscillations de neutrinos 

• production de deutérium 2H: p + p ~ 2 H + e+ + v (99,6%), p + p + e- ~ 2 H + v 
(0,4%) 

• production de d' 3He : p + 2H ~ 3H + y 

• production directe d'4 He : 3He + 3He ~ 4He + 2p (85%) 

• production d'4 He via Je 7 Be : 3He + 4 He ~ 7 Be + y (15%) puis, 7 Be + e- ~ 
7 Li+ v; 7Li+ p ~ 4He+ 4He (99,9%) ou 7 Be+ p ~ 88 ~ 8Be+e+ + v +y ; 8Be ~ 
4He + 4He (0,1 %). 

Les sections efficaces de ces différents processus ont été mesurées. Elles sont utili­
sées, avec de nombreux autres paramètres, dans la construction d' un modèle du so­
leil. Ce modèle prédit avec une excellente précision le flux de neutrinos électroniques 
sortant du soleil, en fonction de 1' énergie. 

Selon 1a réaction considérée, i1 y a de un à trois neutrinos de différentes énergies 
produits dans le processus de fusion. Le flux le plus intense vient de la fusion pp, 
mais ce sont également les neutrinos les moins énergétiques ( ~ 300 ke V) et donc les 
plus difficiles à détecter. Les plus énergétiques sont les neutrinos du 8 B ( ~ 8 Me V) 
dont le flux est six ordres de grandeur plus faible. 

Depuis les années 1960, plusieurs expériences ont été réalisées pour mesurer le 
flux de neutrinos solaires et ont systématiquement mesuré un flux deux à trois fois 
plus faible que celui attendu. Ces expériences consistent en un grand volume de ma­
tériau cible (chlore, ga11ium, eau). Un neutrino électronique est diffusé par courant 
chargé par un noyau, créant une réaction f3 inverse Ve + ~X ~ e- + z~l· Dans les dé­
tecteurs au chlore (Homestake aux États-Unis) ou au gallium (Gallex en Italie et Sage 
en URSS), on compte après un certain temps d'exposition les atomes d'éléments Y 
produits. Dans 1es détecteurs à eau, le neutrino diffuse sur 1es noyaux d'hydrogène 
(SuperKamiokande au Japon) ou de deutérium (SNO au Canada) ; l'électron ultrare­
lativiste produit de la lumière par effet Cherenkov dans l' eau qui est détectée par des 
photomultiplicateurs. En fonction du noyau cible, le seuil cinématique change et ces 
expériences sont sensibles à différentes parties du spectre en énergie. En revanche, 
l'énergie des neutrinos solaires ne dépassant pas quelques Me V, il est impossible de 
détecter ainsi les neutrino d ' autres saveurs puisqu'il faudrait alors créer un muon 
ou un lepton r , beaucoup trop lourds, dans l'état final. En 2003, l'expérience SNO 
(Sudbury Neutrino Observatory) mesure simultanément le flux de neutrinos électro­
niques, par effet Cherenkov après interaction par courants chargés, et le flux total de 
neutrinos en mesurant les diffusions par courants neutres sur le deutérium : 

2H 1 Vx + ~ H + n + Vx . 

Pour un neutrino d'énergie supérieure à 1 Me V, Je deutérium est dissocié et l'on dé­
tecte le neutron. Ce processus n' a pas les mêmes contraintes cinématiques que la 
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8.2. Mécanisme d'oscillation 

diffusion par courants chargés et est insensible à la saveur du neutrino. Le flux de 
neutrinos électroniques mesuré est compatible avec les autres mesures et présente le 
même déficit. En revanche, le flux total est en accord avec les modèles solaires. Il 
semble donc que les neutrinos aient changé de saveur entre leur production et leur 
détection. Un tel comportement a été prédit dès 1957 par Bruno Pontecorvo, sous ré­
serve que les neutrinos aient une masse. C'est le mécanisme d'oscillation de saveurs, 
similaire au mélange de saveurs observé dans le secteur des quarks et décrit par la 
matrice CKM. 

8.2 MÉCANISME D'OSCILLATION 

Dans ce qui suit nous allons considérer des neutrinos massifs, afin d'expliquer cette 
apparente disparition de neutrinos électroniques ou plutôt leur transformation en une 
autre saveur de neutrino. Ceci n'est en rien interdit, du moment que ces masses restent 
inférieures aux contraintes expérimentales, soit mv ;:::; 1 eV. De plus, nous limiterons 
notre modèle à deux saveurs au lieu de trois : Ve et Vx (x =µet r). 

Le neutrino ne peut être produit que via l'interaction faible. Les différentes saveurs 
de neutrino constituent des états propres du hamfltonien d'interaction. A priori, rien 
n'oblige ces états propres à être ceux qui diagonalisent le hamiltonien de propagation 
libre, qui sont les états propres de masse. On considère alors deux bases orthonor­
mées :Ive), lvx) et lv1 ), lv2), reliées entre elles par une matrice de mélange V unitaire: 

( lv1)) = v(lve.>) = (c - s) ( lve) )' 
lv2) lvx) s C lvx) (8.1) 

avec c = cos e et s = sine. Cette matrice ne dépend que d'un unique paramètre, 
l'angle de mélange e. 

8.2.1 Hamiltonien dans la base d'interaction 

Soit 1i le hamiltonien de propagation libre, dans la base propre il s'écrit: 

(8.2) 

Dans la base d'interaction, le hamiltonien devient : 

(8.3) 
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Les neutrinos sont produits dans un état d'impulsion définie, donc les deux états ont 
toujours 1a même impulsion. En supposant des neutrinos ultra-relativistes (m1, m2 << 
p ), ce qui est le cas puisque les masses des neutrinos doivent être extrêmement 
faibles : 

m? 
Ei = /p2 + m? ~ p + - 1 i = 1, 2, -y l 2p (8.4) 

et l'énergie moyenne est : 

(8.5) 

En utilisant ces approximations, les termes diagonaux du hamiltonien deviennent : 

2 2 1 1 
c E1 + s E1 = 2(1+cos28)Ei + 2(1 - cos 28)E2 (8.6) 

= E _ cos 2Bôm2 

4E ' 
(8.7) 

en posant ôm2 = m~ - mî. De même, 

2 2 cos 28ôm2 
s E1 + c E1 = E + 

4
E (8.8) 

Les termes non diagonaux se réécrivent : 

(8.9) 

"O 
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§ Finalement, le hamiltonien appliqué aux états d'interaction est: 
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( - cos 28 sin 28 ) 
E + 4E sin 28 cos 28 · 

(8.10) 

'-v--' 
propagation libre oscillation 

Ce hamiltonien se compose d'un terme de propagation libre, avec une énergie 
moyenne E et un terme d'oscillation qui vient de la différence de masse entre les 
états propres de masse lv1) et lv2). Si les masses sont identiques (mais pas nécessaire­
ment nulles) alors le terme d'oscillation disparaît. C'est ce terme qui va permettre à 
un neutrino électronique produit dans Je soleil d'être détecté comme ayant une autre 
saveur sur Terre. 
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8.2. Mécanisme d'oscillation 

8.2.2 Évolution temporelle 

L' évolution des états lv1 (1, t)) et lv2(.X, t)) dans le temps est donnée par l'équation de 
Schrodinger : 

1i lvi(x, t)) = Ei lvi(x, t)) = in :t lvi(x, t)) 

qui admet des solutions en ondes stationnaires : 

vi(x, t) = e- Œ;t eip'.i' lvi(O)). 

L' évolution tempore11e des états d'interaction à l'impulsion ff est alors : 

d'où finaJement: 

lve(X, t)) = eip'.1 [(c2e- Œ1t + s2e-Œit) lve(Ü)) 

+cs(e-iEit - e-iEit) lvx(û))], 

lvx(x,t)) = eW1[cs (e- iE2t -e- Œ1')lve(O)) 

+ (s2e-Œ1t + c2e- Œ2t) lvx(O))] . 

(8.11) 

(8. 12) 

(8.13) 

Un neutrino électronique est émis au temps t = 0, au point x = 0 et avec une 
impulsion p. L'état initial dans la base d'interaction est donc lve(O)) = 1 et lvx(O)) =O. 
Après un temps t, le neutrino étant ultrarelativiste, la distance parcourue est alors x ~ 
et= t en unités naturelles. Les fonctions d'onde des états d'interaction deviennent: 

lve(x, t)) = eiif.i'(c2e-iE1t + s2e-iE2t) = eiif.1(c2e-iE1x + s2e-Œ2x), 

lvxCx, t)) = eiif.i'cs(e-Œ2t - e-iEit) = eiif.1cs(e-iE2x - e-Œix) . 

La probabilité de détecter un Vx à la distance x du point d'émission est alors : 

( Vx(X>lvx(X)) = c2 s21e-iE2x - e-iE1 x12 

= c2 s2 ( 2 _ e- i(E1 - E2 )x _ ei(E1 - E2)x) 

4 2 2 1-cos(Ei - E1)x 
= c s-------

2 
/ 1 ) . 2 . 2 (E1 - E2) X \ vx(X) vx(X) = sm 28 sm 

2 
· (8.14) 
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Chapitre 8 • Oscillations de neutrinos 

Finalement, en utilisant les mêmes approximations qu'au paragraphe précédent: 

/ ;t.,I ) . 2 . 2 om2 X 
Pve~v/x) = \Vx(XJ Vx(X) = sm 28sm 4E . (8.15) 

Cette probabilité est la probabilité d'apparition d'une autre saveur de neutrino. C'est 
une fonction périodique de la distance parcourue, avec une longueur d'oscillation : 

L = 4nE 
om2 ' 

(8.16) 

qui dépend de l'énergie (ou de l'impulsion) initiale et de l'écart de masse entre les 
deux états propres de masse. La probabilité d'apparition est nulle en x = 2kL et 
maximale en x = (2k + l)L. Dans ce dernier cas la probabilité vaut Pmax = sin2 28. 

L'amplitude des oscillations est donnée par 1 'angle de mélange 8 alors que la fré­
quence d'oscillation dépend de l'écart de masse. L'existence d'un tel mécanisme per­
met d'expliquer le déficit des neutrinos solaires. Les longueurs d'oscillation typiques 
sont de l'ordre de plusieurs milliers de kilomètres par Ge V. En choisissant des unités 
appropriées, la formule (8.15) se réécrit : 

P ( ) 
. 2 28 

. 2 l,27om2(eV2)x(km) 
Ve~Vx X = sm sm E(Ge V) (8.17) 

8.3 OSCILLATIONS À TROIS FAMILLES 

Comme dans le secteur des quarks, il n'y a pas deux mais trois familles de leptons. 
La matrice de mélange est ainsi une matrice unitaire 3 x 3 qui joue un rôle analogue 
à la matrice CKM .. La matrice de mélange po1te le nom de matrice de Pontecorvo­
Maki-Nakagawa-Sakata (PMNS) : 

(8.18) 

Elle peut se décomposer en trois parties correspondant aux oscillations 1 H 2, 2 H 3 
et 3 H 1. L'oscillation est alors paramétrée par trois angles de mélange: 812, 823, 813. 
La matrice de mélange est une matrice 3 x 3 unitaire qui se factorise sous la forme : 

V=(~:~ ~~~2 ~Jx(c~3 ~ -~1 3 Jx(~ c~.3 -~23 J. 
0 0 1 S 13 0 C 13 0 S23 C23 

(8.19) 

Les mesures récentes (2012) donnent pour les différents angles de mélange : 

sin2 2812 ::::; 0,86, sin2 2813 ~ 0,09, sin2 2823 ~ 0,97, (8.20) 
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8.3. Oscillations à trois familles 

et pour les écarts de masses : 

(8.21) 

L'équation (8.19) est inexacte car la matrice de mélange peut autoriser des phases 
complexes dans certains termes. Néanmoins, ces phases sont petites et seront négli­
gées dans notre discussion. La probabilité d 'oscillation d 'un état de saveur vi=e,µ,T 

vers un état v 1 s'écrit : 

(8.22) 

Les écarts de masse donnent la fréquence d' oscillation. Dans la mesure où omî2 << 
om~3' omi 3' il existe deux régimes très différents : une oscillation lente, dominée par 
l'oscillation v 1 H v2 et une oscillation rapide. De plus, l'amplitude de l 'oscillation 
v1 H v3 est relativement faible. Ceci permet d'interpréter beaucoup d'observations 
dans un modèle simplifié à deux neutrinos : 

• Les neutrinos solaires sont composés exclusivement de neutrinos électroniques 
d'énergie allant de 0,1 à 10 M.eY. Leur osci11ation est principalement gouvernée 
par la composante lente comme 1' illustre la figure 8.1. En négligeant les fluctua­
tions dues à l'oscillation v1 H v3, l'oscillation des neutrinos solaires s'explique 
dans un modèle d'oscillation à deux neutrinos entre Ve et vx, qui est un mélange 
indéterminé de vµ et vT. Cette oscillation correspond à l' oscillation v1 H v2. 

• La figure 8.2 illustre l' oscillation d ' un état initial vµ- Les pions chargés produits 
dans le rayonnement cosmique secondaire se désintègrent selon n- ~ µ-vµ et 
n + ~ µ +vw Les muons (antimuons) ainsi produits peuvent également se désinté­
grer donnant naissance à un neutrino (antineutrino) muonique et un antineutrino 
(neutrino) électronique : µ - ~ e-vµiie etµ+ ~ e+ iiµVe. Sans oscillation, on at­
tend au niveau du sol environ un tiers de neutrinos électroniques et deux tiers de 
neutrinos muoniques. Expérimentalement, le flux de neutrinos muoniques est trop 
faible. Ces vµ ont, au minimum, une énergie de mn - mµ ~ 35 MeV. Dans le 
modèle à trois neutrinos, sur une distance de 1000 km, Ve oscille très peu (voir 
figure 8.1). L'oscillation se fait presque exclusivement entre vµ et vT. Une fois en­
core, on peut ramener l'oscillation des neutrinos atmosphériques à un modèle à 
deux neutrinos (oscillation v2 H v3). Des expériences utilisant des faisceaux neu­
trinos muoniques détectés à plusieurs centaines de kilomètres du point d 'émission 
permettent également de mesurer l'oscillation v2 H v3. Ces expériences peuvent 
également détecter l 'oscillation v1 H v3, mais sa faible amplitude rend la mesure 
difficile. 
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Chapitre 8 • Oscillations de neutrinos 
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Figure 8.1 - Oscillations d'un état initial ve dans le modèle à trois neutrinos (à gauche) 
et approximation dans un modèle à deux neutrinos ve H vx (à droite). Les courbes sont 
données en fonction de la distance parcourue pour un neutrino d'l GeV. Le modèle à 

deux neutrinos utilise les paramètres d'oscillation des neutrinos solaires 
(ôm~ ~ ôm~2 =7 x 10-5 ev·1 et sin 2 280 ~ sin 2 2812 = 0,86). 
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Figure 8.2 - Oscillations d'un état initial v1, dans le modèle à trois neutrinos (à gauche) 
et approximation dans un modèle à deux neutrinos vµ - vT (à droite). Les courbes sont 
données en fonction de la distance parcourue pour un neutrino d'l GeV. Le modèle à 

deux neutrinos utilise les paramètres d'oscillation des neutrinos atmosphériques 
(ô~ ~ ôm~3 = 2, 4 x 1 o-3 ev·1 et sin2 20A ~ sin2 2023 = 0, 97). 

L'oscillation des neutrinos, et par conséquent la masse des neutrinos, constitue le 
premier phénomène de physique au-delà du modèle standard. Certes, il est tout à fait 
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Exercices 

possible de rajouter des neutrinos massifs au modèle standard, avec un couplage au 
boson de Higgs, mais d'autres modèles plus exotiques ont été proposés pour expli­
quer cette très faible masse. La difficulté expérimentale due aux très faibles sections 
efficaces d'interaction des neutrinos avec la matière maintient de nombreuses inter­
rogations quant à la nature des neutrinos. 

Exercices 

EIJ Expérience OPERA 

L'expérience OPERA veut mettre en évidence l'apparition de Yr dans un faisceau de 
v µ- Le faisceau est produit au CERN, à Genève, qui délivre un faisceau de neutrinos 
de 17 Ge V. Le détecteur OPERA est installé dans le tunnel du Gran Sasso, à 730 km 
du CERN. On décrira cette oscillation dans un modèle simplifié à deux neutrinos. 

a) Pour quelles valeurs de ôm2 l'amplitude d'oscillation est-elle au moins 5% du 
maximum? 

b) Déterminez la région du plan (sin2 28, ôm2) pour laquelle la probabilité d'oscilla­
tion est au moins 5%. 

c) On sait que l'écart de masse ôm2 qui caractérise cette oscillation est ôm~ ~ 
0,0024 eV2 . Calculez la distance du premier maximum de l'oscillation. Com­
mentez le résultat. 

d) L'expérience MINOS aux .États-Unis étudie la même oscillation, avec une dis­
tance source détecteur similaire et des neutrinos d'environ 10 GeV. Quelle est 
l'expérience la plus adaptée? 

El) Énergie manquante et neutrino 

Considérons une collision entre deux faisceaux de protons de 3,5 Te V chacun. Dans 
ces collisions, ce sont deux partons portant des fractions x 1 et x2 de l'impulsion totale 
qui collisionnent. On choisit 1' axe z du repère cartésien comme axe des faisceaux. 

a) Justifiez que pour les particules finales I Px = I Py = O. Que peut-on dire de 

2- Pz? 

On mesure l'impulsion P';es des particules détectables (muons, électrons, jets, pho­
tons). On définit l'énergie transverse manquante lT comme: 

l = _ '\' Pm .. es l = _ '\' pmes
1 

l /l2 l2 
X u X,l , y u y,1 T = " X + y . 
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Chapitre 8 • Oscillations de neutrinos 

b) Si une des particules finales est un neutrino et que toutes les autres sont mesurées, 
déterminez les composantes transverses (Px,v et Py,v) de l'impulsion du neutrino. 

c) Que se passe-t-il s'il y a deux neutrinos dans l'état final? 

Considérons un événement où on détecte un muon et un jet d'impulsions respectives: 

Pµ = (9,1GeV,32,9 GeV, -34,7 GeV), P.i = (34,6 GeV, -7,6GeV,10,9 GeV). 

On suppose que cet événement correspond à la production associée d'un boson W 
avec un parton (voir exercice 6.2) où le boson W se désintègre en un muon et un 
neutrino. 

d) Déterminez les composantes transverses de l'impulsion du neutrino. 

e) À partir de la conservation de la quadri-impulsion, exprimez la masse du boson 
W en fonction de Pz,v et des grandeurs mesurées. 

t) Déterminez l'impulsion selon l'axez (Pz,v) du neutrino. 
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AU-DELÀ DU MODÈLE 
STANDARD 

Le modèle standard est une théorie quantique relativiste, formulée dans le cadre d 'une 
théorie quantique des champs, décrivant notre compréhension actuelle de la physique 
des particules. Les interactions entre fermions élémentaires sont introduites en im­
posant l'invariance du lagrangien libre sous diverses classes de transformations : les 
symétries de jauge. Enfin, il faut ajouter au modèle la brisure spontanée de la sy­
métrie de 1' interaction faible pour conférer une masse aux bosons de jauge de cette 
interaction (W± et Z) et aux fermions. Au final, ce modèle possède 19 paramètres 
libres, qui doivent être mesurés : 

• Les constantes de couplage des trois interactions : ŒEM, a w et a s. 

• Les deux paramètres du potentiel de Higgs : mh, la masse du boson de Higgs et À. 

le couplage quadrilinéaire. 

• Les neuf couplages de Yukawa entre les fermions massifs (e-, µ -, T -, d, u, s, c, 
b, t) et le champ de Higgs. Dans le modèle standard, les neutrinos ont une masse 
nulle. 

• Quatre paramètres pour décrire le mélange de saveurs des quarks par la matrice de 
Cabibbo-Kobayashi-Maskawa (trois angles et une phase). 

• Une phase complexe, spécifique à l'interaction forte. 

Le nombre de paramètres libres passe à 26 si on considère des neutrinos massifs (trois 
masses et quatre paramètres pour la matrice de Pontecorvo-Maki-Nakagawa-Sakata). 
Ce modèle a été construit dans les années 1960 et 1970 et n'a pas été mis en défaut 
depuis. L' existence de pa1ticules comme le gluon, les bosons W± et Z, le quark top 
ou plus récemment le boson de Higgs, toutes nécessaires à la validité du modèle, a 
été confirmée expérimentalement depuis la fin des années 1970 et les paramètres du 
modèle sont mesurés avec précision. À partir de ces paramètres, le modèle permet 
de calculer, par l'approche perturbative, un grand nombre d'observables (sections 
efficaces, rapports d 'embranchement, évolution des constantes de couplage, ... ) qui 
présentent toutes un accord satisfaisant entre théorie et expérience. 

En dépit de ces succès, il existe plusieurs arguments pour justifier que ce modèle 
n'est pas la théorie ultime mais un modèle effectif valide aux échelles d 'énergies 
accessibles en laboratoire. Ces arguments sont de différentes natures. 

Arguments théoriques : la renormalisation impose une évolution des constantes de 
couplage avec l'énergie. Dans le cas d'un champ vectoriel, ces corrections sont loga­
rithmiques (voir équation (6.53)), mais pour un champ scalaire il apparaît également 
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Physique des particules 

des termes quadratiques qui divergent rapidement. Le mécanisme de Higgs nécessite 
un ajustement ad hoc des paramètres pour assurer la compensation de ces corrections 
radiatives sur les couplages (et donc la masse) du boson de Higgs. 

Par ailleurs, le modèle standard n'inclut pas la gravitation et reste incompatible 
avec la relativité générale. 

Arguments cosmologiques: l' étude de la composition de l'univers montre que seul 
4% du contenu en énergie de l' univers est composé de particules du modèle stan­
dard. Environ 23% de ce contenu est composé de matière massive (interaction gra­
vitationnelle) mais invisible (ni interaction électromagnétique, ni interaction forte). 
Or il n'existe pas dans le modèle standard de particule massive, stable, interagissant 
très faiblement (le neutrino est exclu par d' autres arguments). Il doit alors exister au 
moins une particule stable supplémentaire pour justifier cette matière noire. 

Les 72% restants sont de nature indéterminée et portent le nom générique d' énergie 
noire que rien dans le modèle standard ne peut expliquer. 

Finalement, la fraction de l'univers formée de particules standard semble n' être 
composée très majoritairement que de fermions alors que les interactions du modèle 
standard impliquent toujours fermions et antifermions, soit autant de matière que 
d'antimatière. De fait, le modèle standard autorise une faible asymétrie entre matière 
et antimatière, mais insuffisante pour justifier le déséquilibre observé. 

Arguments esthétiques, qui n'ont pas de réelle motivation autre que rendre la théo­
rie plus compacte et homogène : les constantes de couplage des trois interactions 
fo1te, faible et électromagnétique semblent converger vers une énergie de l'ordre 
de 1015 Ge V, mais la convergence n'est pas parfaite (voir figure 6.14). La présence 
d'autres particules contribuant à des énergies plus élevées pourrait modifier la pente 
des différents couplages et améliorer la convergence. 

De plus, le nombre de paramètres du modèle peut paraître excessif, en particulier 
toutes les masses sont des paramètres libres. De même, le nombre de familles de 
fermions n' est pas contraint par le modèle. Ces deux aspects suggèrent l 'existence 
d'une structure sous-jacente. 

Il existe de multiples pistes pour étendre le modèle standard et résoudre tout ou 
partie des problèmes inhérents à ce dernier. Toutes prédisent l 'existence de nouvelles 
particules (bosons ou fermions) dont aucune n' a été observée expérimentalement. 
Nous allons en exposer trois, en détaillant un peu plus les modèles de dimensions 
supplémentaires. 

La supersymétrie est une forme de symétrie qui transforme un boson en fermion 
et inversement. Le nombre de particules est ainsi doublé en associant à chaque fer­
mion du modèle standard un boson scalaire et à chaque boson un fermion de spin 4. 
Ces modèles nécessitent un mécanisme de brisure de la symétrie électrofaible plus 

128 



"O 
0 
c 
::J 
0 
('\"') 

;a; T"-f -0 
0 c 
N :::! 

@ 
(;; ., ., 

~ 'V 

"' ..c ·-= 
Ol g 
ï:::: :::! 

<'O 

>- c 
a. 0 

0 
c 
c u .~ 
0 
:::! 

-0 e 
Q. 

~ 
~ 
:::! 

i8 
-ci 
0 
c 
:::! 
0 
@ 

Au-delà du modèle standard 

complexe, donnant cinq bosons de Higgs (trois neutres et deux chargés), au lieu d' un 
seul dans le modèle standard. Les partenaires supersymétriques des fermions sont les 
sfermions (squarks et sleptons) alors que les bosons ont pour partenaires les jaugi­
nos (gluino, photino, wino, zino) et les higgsinos. Les jauginos et les higgsinos de 
mêmes charges possèdent les mêmes nombres quantiques. Les états physiques sont 
généralement des combinaisons linéaires des ces états. Ainsi, photino, zino et higg­

sinos neutres donnent quatre neutralinos Œ?,2,3,4) alors que les winos et higginos 
chargés conduisent aux quatre charginos Œf 2) . Si la supersymétrie était une symé-, 
trie exacte, les masses des superpartenaires seraient identiques à celles des particules. 
Comme de tels objets n' ont pas été observés, c'est que cette symétrie est brisée et les 
superpartenaires sont plus massifs que les particules du modèle standard. 

La supersymétrie permet de résoudre les problèmes de renormalisation du champ 
de Higgs. En effet, les corrections radiatives dues aux boucles de bosons ont un signe 
opposé à celles des boucles de fermions. Les contributions des superpartenaires com­
pensent les termes des particules du modèle standard. De plus, le lagrangien impose 
la production des particules supersymétriques par paire. La désintégration d 'une par­
ticule supersymétrique donne toujours une particule supersymétrique dans l'état fi­
nal. Ainsi la particule supersymétrique la plus légère doit être stable. Si en plus elle 
est électriquement neutre, par exemple un neutralino ou un sneutrino, cette particule 
présente les caractéristiques requises pour la matière noire. 

h 

0
hh ( ..... ~···--:; h 

+ · .... · ,....._, 0 ....... ·>-...... . ..... ·>-....... . .......... ·>-................... ·>-........... ,....._, 

Figure 1- Compensation des contributions des fermions (à gauche) et des sfermions 
(à droite) aux corrections radiatives à la masse du Higgs. 

Les théories de dimensions supplémentaires consistent à ajouter des dimensions 
spatiales, dans lesquelles seules certaines particules pourraient se propager. Le mo­
dèle le plus simple est une extension à cinq dimensions, les coordonnées 1 deviennent 
xM = (x0, x1, x2 , x3, x4 ). Ces nouvelles dimensions n'ayant pas d' effet au niveau 
macroscopique elles doivent être repliées sur elles-mêmes. La coordonnée x4 est pé­
riodique : x4 = x et x4 = x + 2nR sont équivalents. La longueur R est le rayon de com­
pactification qui caractérise la taille de la dimension supplémentaire. Ces concepts, 
imaginés dans les années 1920 par Theodor Kaluza puis par Oskar Klein, sont illus­
trés sur la figure 2. 

1. Les coordonnées à cinq dimensions sont notées avec un indice majuscule alors qu'on utilise des 
indices grecs pour les quadrivecteurs. 
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Physique des particules 

() 

X > R X »R 

Figure 2 - Schématisation d'une dimension supplémentaire, x4, compactifiée. Pour un 
processus à l'échelle d'énergie E, si la longueur X= t caractéristique est voisine ou plus 

petite que R, la nouvelle dimension a des conséquences physiques. Si, au contraire, 
X» R, seules les dimensions xµ (représentées ici par une unique dimension) sont 

visibles: l'univers macroscopique se réduit aux quatre dimensions usuelles. 

Dans ce11ains modèles, seule la gravitation peut se propager dans 1es dimensions 
supplémentaires. Le potentiel gravitationnel dans un espace à 4 + k dimensions se 
généralise sous la forme : 'V(r) = -r;:. Si les k dimensions supplémentaires sont 

r 
compactifiées, avec un même rayon de compactification R, le potentiel à grande dis-
tance (r >> R) devient 'V(r) = ~~~n = -?'. Dans ces expressions, {]est la «vraie» 
constante de couplage gravitationnelle alors que {]' est le couplage effectif vu dans 
les quatre dimensions usuelles. Dans un tel modèle, la gravitation peut avoir une 
constante de couplage comparable à celle des autres interactions, qui est diluée dans 
les dimensions supplémentaires. 

Les modèles de dimensions supplémentaires prédisent également de nouvelles par­
ticules. Pour un champ scalaire réel sans masse <p5D(xM), la densité lagrangienne de 
Klein-Gordon se généralise à cinq dimensions sous la forme : L 5D = ~a M'PSD aM 'PSD. 
La cinquième dimension étant périodique, le champ <p5D peut se développer en série 
de Fourier: 

+oo +oo 

'P5D(xf1, x4) = I. 'P~D(xf1)e i2rr~x4 = I. rp~D(xf1 , x4) , 
n.=-oo n.=-oo 

où chaque coefficient <p~D de la série ne dépend que des quatre coordonnées d'espace­
temps usue11es et forme un champ scalaire complexe dans l'espace quadridimension­
nel. Les dérivées de ce champ donnent : 
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Au-delà du modèle standard 

Le résultat est similaire pour aM rp~D avec /)4 
dans le lagrangien, il vient : 

-84 . En injectant cette expression 

La densité lagrangienne effective à quatre dimensions s'obtient en intégrant la dimen­
sion supplémentaire : 

f 
i21f(m+11)x4 D D 

L'intégrale donne e R dx4 = ô(m + n) = Ôm,-n· Comme 'P~n = cp~ + , la densité 
lagrangienne dans l'espace à quatre dimensions est finalement : 

1 +oo ( 4 2 2 ) r4D = -/) m4D [?m4D+ + ~ /) m4D [?m4D+ + 'lr n m4Dm4D+ 
"'- 2 wro 'T"O L...J µ'T"n 'T"n R2 'T"n 'T"n • 

n= I 

C'est le lagrangien d' une infinité de champs scalaires : un champ cp0 de masse nulle 
et des champs 'Pn de masses croissantes mn = 2~n qui forment une tour de Kaluza­
Klein. La présence de la cinquième dimension se traduit dans le monde à quatre 
dimensions par la duplication de toutes les particules capables de se propager dans 
cette dimension. L'écart de masse entre deux modes de Kaluza-Klein successifs cp~D 
et cp~~1 est inversement proportionnel au rayon de compactification. Ces tours de 
Kaluza-Klein se généralisent à tout type de champ. 

Les théories de grande unification visent à décrire les interactions de jauge avec un 
unique groupe et donc une unique constante de couplage. Cette symétrie unique se­
rait brisée à haute énergie par un mécanisme analogue au mécanisme de Higgs, pour 
donner naissance au groupe de jauge du modèle standard. De tels modèles prédisent 
généralement des bosons de jauge massifs supplémentaires généralement notés W' 
(bosons chargés) et Z' (bosons neutres). Ils prévoient également l'existence de bo­
sons de jauge couplant quarks et leptons, les leptoquarks, qui violent la conserva­
tion des nombres leptonique et baryonique. Le proton devient alors instable, comme 
l ' illustre la figure 3 : pour maintenir la durée de vie du proton au-delà des limites ex­
périmentales (r P > 1032 ans), le couplage effectif des leptoquarks doit être très faible 
impliquant des masses très élevées. 
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Physique des particules 

u X 
--... --

v, 

d 

p 

Figure 3 - Désintégration d'un proton en un positron et un pion. Le boson X qui 
intervient est un leptoquark. De tels couplages, violant la conservation des nombres 
leptonique et baryonique, sont absents du modèle standard mais apparaissent dans 

certaines théories de grande unification. 

Il est souvent possible de combiner plusieurs des ces concepts pour construire une 
extension du modèle standard. Seule l'éventuelle observation de nouvelles particules 
absentes du modèle standard pourra permettre de valider un modèle particulier. 

Toutes ces extensions restent formulées dans le cadre d'une théorie quantique des 
champs. La faiblesse la plus flagrante du modèle standard est l'absence de la gravita­
tion, pour laquelle il n'existe pas encore de formalisation quantique satisfaisante ni de 
tests expérimentaux du régime quantique de la gravitation. La théorie actuelle de la 
gravitation, la relativité générale, s'exprime dans un formalisme assez différent de la 
théorie quantique des champs. Pour unifier les quatre interactions, il faudra vraisem­
blablement envisager, à nouveau, un changement de formalisme. Là encore, plusieurs 
pistes sont explorées, comme la gravité quantique à boucles, la théorie des champs 
en espace courbe ou les théories des cordes. Néanmoins 1' absence de prédictions 
phénoménologiques autant que de tests expérimentaux ne permet pas aujourd'hui de 
favoriser un modèle plutôt qu 'un autre. 
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QUELQUES 
PARTICULES 

Vous trouverez ici les caractéristiques des particules les plus courantes. Les données 
sont extraites de The Review of Particle Physics : J. Beringer et al. (Particle Data 
Group), Phys. Rev. D86 (2012). 

BOSONS ÉLÉMENTAIRES 

Photon y : médiateur de l'interaction électromagnétique, ne porte aucune charge, 

• masse: my = 0, 

• spin: J = 1, 

• charge: Q = 0, 

• interaction faible : non, 

• couleur : non. 

Gluon g : médiateur de l'interaction forte, 

• masse: mg= 0, 

• spin: J = 1, 

• charge: Q = 0, 

• interaction faible : non, 

• couleur : oui (couleur et anticouleur, 8 combinaisons). 

W+, w- : médiateurs de l'interaction faible par courants chargés, seul couplage sus­
ceptible de changer la saveur des quarks (matrice CKM), 

~ • masse : mw = 80, 4 Ge V, 
"=' 
c 
::i 

"' "' 
~ 
't: 
0 
'5 
"' 

• spin : J = 1 

• charge: Q = ±1, 

g • interaction faible : oui, 
c 
0 

·g • couleur : non, 
2 
f • principales désintégrations : 
"' '5 
F! 
-ci 
0 c 
::i 
0 
@ 

- fve, f = e, µ, T: 10% par lepton, 

- qq' : 70% au total. 
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Annexe A • Quelques particules 

Z : médiateur de l'interaction faible par courants neutres, 

• masse: mz = 91, 2 Ge V, 

• spin: J = 1, 

• charge : Q = 0, 

• interaction faible : oui, 

• couleur : non, 

• principales désintégrations : 

- f + e-, f = e, µ, T: 3, 4% par lepton, 

- v /v e : 20% au total, 

- bb: 15, 4%, 

- cc: 11, 9%, 

- qq : 69, 9% toutes saveurs confondues. 

Boson de Higgs h : particule associée à la brisure spontanée de la symétrie électro­
faible, 

• masse: mh ~ 125 Ge V (à confirmer), 

• spin: J = 0, 

• charge: Q = 0, 

• interaction faible : oui, 

• couleur : non, 

• principales désintégrations (dans le modèle standard) : 

- bb: 59%, 

- T-T+ : 0, 06%, 

- WW*: 22%, 

- ZZ* : 28%, 

- yy: 0, 003%. 

LEPTONS 

Électron e- : 

• masse: me= 0, 511 MeV, 

• spin : J = 1/2, 

• durée de vie : stable, 
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• charge : Q = - 1 , 

• interaction faible : oui, 

• couleur : non. 

Muonµ- : 

• masse: mµ = 105 MeV, 

• spin : J = 1/2, 

• durée de vie: Tµ = 2, 2 x 10-6 s, 

• charge : Q = -1, 

• interaction faible : oui, 

• couleur : non. 

Tau r -: 

• masse: mr = 1777 MeV, 

• spin : J = 1/2, 

• durée de vie: Tr = 2, 9 x 10- 13 s, 

• charge : Q = - 1, 

• interaction faible : oui, 

• couleur : non. 

Neutrinos Ve, vµ, Vr: 

• masse : mv :$ 1 eV, 

• spin : J = 1/2, 

• durée de vie : stables, 

• charge : Q = 0, 

• interaction faible : oui, 

• couleur: non, 

• trois états de saveur associés aux leptons chagés: Ve,Vµ,Vr, 

• trois états propres de masse : v1, v2, v3. 

QUARKS 

Physique des particules 

Les quarks sont des particules colorées (interaction forte). Ils n'existent que sous 
forme d 'états liés (hadrons), à l'exception du quark top qui se désintègre avant de 
pouvoir se lier. 
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Annexe A • Quelques particules 

Upu: 

• masse : mu ~ 1 - 3 Me V, 

• spin : 1 = 1/2, 

• charge: Q = 2/3, 

• interaction faible : oui, 

• couleur : oui. 

Downd: 

• masse : md ~ 2 - 5 Me V, 

• spin : 1 = 1/2, 

• charge : Q = -1/3, 

• interaction faible : oui, 

• couleur : oui. 

Étrange (strange) s: 

• masse: ms~ 100 MeV, 

• spin : 1 = 1/2, 

• charge : Q = -1/3, 

• interaction faible : oui, 

• couleur : oui. 

Charme (charm) c: 

• masse: me~ 1500 MeV, 

-o • spin : 1 = 1/2, 
0 
c 
c5 • charge: Q = 2/3, 
('\"') 

,..-! • interaction faible : oui, 
0 
N 

@ • couleur : oui. 
~ 

-§i Beau (bottom) b: 
ï:::: 
>-g. • masse: mb ~ 4700 MeV, 
u 

• spin : J = 1/2, 

• charge : Q = -1/3, 

• interaction faible : oui, 

• couleur : oui. 
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Physique des particules 

Topt: 

• masse: m1 = 173, 5 ± 1 Ge V, 

• spin : J = 1/2, 

• charge: Q = 2/3, 

• interaction faible : oui, 

• couleur : oui, 

• durée de Vie Tt = 10-25 S, désintégration : t ---7 w+ b. 

HADRONS 

États liés d'un quark et d'un antiquark (mésons) ou de trois quarks (baryons), neutres 
de couleur. 

Mésons chargés 

États liés d'un quark de type « up » et un antiquark de type« down » et réciproque­
ment. 

Pions chargés rr± : 

• état lié : ud, üd, 

• masse: m7r± = 140 MeV, spin: J = 0, 

• durée de vie : T = 2, 6 X 1 o-8 S. 

Kaons chargés K± : 

• état lié : us, üs, 

• masse : mK± = 494 Me V, spin : J = 0, 

• durée de vie : T = 1, 2 X 1 o-8 S. 
;a; 
~ D± : 
::i 

~ • état lié : cd, ëd, 
~ 
't: 

~ • masse: mo± = 1870 MeV, spin: J = 0, 
c: 
0 

~ • duréede vie:r= l,Ox 10-12 s. 
.Q 
ü 
::i D± . 2 s . 
o. 
f s • état lié : es, ës, 
F! 
~ • masse: m0~ = 1968 MeV, spin: J = 0, 
::i 

~ • durée de vie : T = 5, 0 X 1 o-l3 S. 
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Annexe A • Quelques particules 

B±: 

• état lié : bü, bu, 

• masse : m8 ± = 5279 Me V, spin : J = 0, 

• durée de vie: r = 1, 6 x 10-12 s. 

B±. 
c . 

• état lié: bë, be, 

• masse : m8t = 6277 Me V, spin : J = 0, 

• durée de vie: r = 4, 5 x 10-13 s. 

Mésons neutres 

États liés d'un quark et d' un antiquark de même type. 

pion neutre n° : 
• état lié : uü + dd, 

• masse: mno = 135 MeV, spin : J = 0, 

• durée de vie: r = 8, 4 x 10-17 s. 

Eta TJ: 

• état lié : uü + dd + s s, 
• masse : m17 = 548 Me V, spin : J = O. 

Kaons neutres K0, K0 : 

• états liés : sd, ds, 

• masse: mKo = 498 MeV, spin: J = 0, 

• durée de vie: il existe deux états, K2 (rKo = 5, 1 x 10- 6 s) et K2 (TK9, = 8, 9 x 
l s 

io- 11 s). 

J-psi J/!/I : 

• état lié : cë, 

• masse : m1/t/J = 3097 MeV, spin : J = 1, 

Do, fiO : 

• états liés : cü, ëu, 

• masse: m0 o = 1865 MeV, spin: J = 0, 

• durée de vie: r = 4, 1 x 10-13 s. 
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Upsilon Y: 

• état lié : bb, 

• masse: my = 9460 MeV, spin: J = 1, 

Bo, Bo: 

• états liés : bd, bd, 

• masse : ms0 = 5280 Me V, spin : J = 0, 

• durée de vie: T = 1, 5 x 10- 12 s. 

Bs, Bs: 

• états liés : bs, bs, 

• masse : ms~ = 5367 Me V, spin : J = 0, 

• durée de vie: T = 1, 5 x 10-12 s. 

Baryons 

Proton p: 

• état lié : uud, 

• masse: mp = 938 MeV, spin: J = 1/2, charge Q=l, 
• durée de vie : stable. 

Neutron n: 

• état lié: udd, 

• masse : mn = 939 Me V, spin : J = 1/2, charge Q=O, 
• durée de vie : T n = 880 s (stable quand lié dans un noyau). 

Delta A++, A+, A0, A-: 

• états liés : uuu, uud, udd, ddd, 
;a; • masse: m/j, ~ 1230 MeV, spin : J = 3/2. 
"=' 
5 Lambda A: 
"' "' 
~ • état lié : usd, 
0 

~ • masse: m;. ::::: 1116 MeV, spin : J = 1/2, 
0 

~ • durée de vie : T = 2, 6 X 1 o-IO S. 
.Q 
ü 
~ Sigma r,±, r.0 : 
o. 
f 
~ • états liés : uus, usd, sdd, 
F! 
-o • masse: m.E ~ 1190 MeV, spin: J = 1/2, 
0 

8 • durée de vie (I±): T = 1, 5 x 10- 10 s. 
@ 

Physique des particules 
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Annexe A • Quelques particules 

X. --- -o l .::::. , .::::. : 

• états liés : uss, ssd, 

• masse: ms~ 1320 MeV, spin: J = 1/2, 

• durée de vie: T ~ 2 x 10- 10 s. 

Omegan- : 

• état lié: sss, 

• masse : mn- = 1672 MeV, spin : J = 3/2, 

• durée de vie: T = 8, 2 x 10-11 s. 
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CHAPITRE l 

CORRIGÉS 
DES EXERCICES 

Ill Unités naturelles 

a) Dans le système international, l'action a la dimension d' une énergie multipliée 
par un temps : [n] = E. T. Donc en unités naturelles : 

1 = [n] = E.T ~ T = E- 1
, 

et 
1= n =1,05 x io-34 J.s 

~ 1 S = 1 rt = l, 6 X 10- 19 eV-1 = 1, 52 X 1015 eV-1. 
l, 05 X 10- 34 1, 05 X 10-34 

b) En utilisant la vitesse la lumiere : 

1 = [c] = L.T- 1 ~ L = T = E- 1. 

Temps et espace ont la même dimension, ce qui est attendu dans une théorie rela­
tiviste. On en déduit le facteur de conversion pour le mètre : 

l=c=3xl08 m.s-1 

~ 1 m = _l_s_ = 1, 52 X 1801 5 eV-1 = 5, 05 X 106 eV-1. 
3 x 1os 3 x 10 

c) Les sections efficaces d'interaction dans les collionneurs varient entre le fb et le 
nb. La conversion en unités naturelles donne : 

1pb=10- 12 X 10-24 X 10- 4 m2 = 5, 052 X 10-28 eV-2 = 2, 55 X 10- 27 eV-2, 

11!1 Gravitation 

a) La durée de vie du quark top est T t = 10- 25 s, soit une distance parcourue pour un 
top ultrarelativiste de r1 = cr1 = 3 x 10- 17 m. 
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Annexe B • Corrigés des exercices 

b) L'énergie potentielle gravitationnelle est : 

m2 
E~) = {}-1 = 2, 08 X 10-43 J = l, 3 X 10-30 MeV, 

r, 
avec: 

g = 6, 77 x 10- 11 m3 .k.g-1 .Ç2
, etm, = 173, 5 Ge V= 3, 06 x io-25 kg. 

c) La charge du quark top est q1 = ~e. L'energie potentielle électrostatique est donc: 

E(e[) - (~)
2 

e
2 

= 3, 42 X 10-12 J = 21, 3 MeV. 
P - 3 47rEor, 

avec: 
q2 ne 

4
7rEo = œnc = 

137
, a étant la constante de structure fine. 

Il y a 31 ordres de grandeur d'écart. Les effets gravitationnels sont négligeables. 

llJ Échelle de Plank 

a) En unités naturelles, la masse est homogène à une énergie. La longeur associée, 
dite longueur d'onde Compton, est alors : il = ~. En restaurant les facteurs c et 
n:À=l!__. 

me 

b) L'énergie de masse, pour une particule au repos est mc2 . En égalant avec l'énergie 
potentielle de gravitation : 

m2 m3 ~ 2 plank plank rtC 19 
mplankC = g = g n --? mplank = - = 1, 22 X 10 GeV. 

Àp!ank C {} 

Cette échelle d'énergie est supérieure de plusieurs ordres de grandeur aux énergies 
accessibles en laboratoire (de l'ordre de la dizaine de milliers de Ge V), confirmant 
une nouvelle fois que les effets gravitationnels sont négligeables. 

lm Quelques processus 

a) 7r- + p --? 7r+ + 7r- + n : interaction forte. 

b) y+ p--? 7r+ + n: interaction électromagnétique (photodissociation). 

c) vµ + n --? µ- + p: interaction faible (neutrinos). 

d) 7ro --? e+ + e- + e+ + e- : interaction électromagnétique (7r0 --? yy --? e+ + e- + 
e+ + e- ). La transition via un boson Zesta priori possible mais très peu probable. 

e) p + p --? 7r+ + 7r- + 7ro : interaction forte. 

f) T - --? 7r+ + v7 : interaction faible. 

g) n- --? K+ + 7r- + 7r- : interaction faible (changement de saveur de quark c --? s). 

h) A+ p--? K- + p + p: interaction forte (conservation de l'étrangeté). 
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Chapitre 2 

IR Collisions de protons 

a) La longeur d' onde de de Broglie À = ~ donne l'échelle de longueur caractéris­
tique de cette collision. En unités SI, ne = 197 Me V.fm, soit À = 197 /8 x 106 = 
2, 5 x 10- 5 fm. 

b) L' échelle de longeur est 5 ordres de grandeur plus faible que la dimension du pro­
ton. L' interaction est alors sensible aux sous-structures du proton. Les collisions 
réalisées sont donc des collisions entre quarks (et gluons). 

c) La condition cinématique à respecter est mw +mg < ys, soit Ys > 80, 4 Ge V. 
Cette condition est largement vérifiée ici, même si les particules qui collisionnent 
(quarks et gluons) ne portent qu' une fraction de l'impulsion initiale des protons. 
Par ailleurs, pour produire un boson W et un gluon, ces particules doivent se cou­
pler aux quarks, ce qui est le cas puisque ces derniers participent aux interactions 
faible (W) et forte (gluons). 

CHAPITRE 2 

EIJ Invariance par rotation 

a) On considère la transformation continue de paramètre B : 

Le lagrangien s 'écrit : 

X ~ x( B) = X cos e - y sin e' 
y ~ y( B) = X sin e + y cos e' 
z ~ z(B) = z. 

1 
L = 2m(i (B)2 + y(B)2 + z(B)2

). 

L' invariant I peut être calculé pour n' importe quelle valeur de B. En se plaçant à 

B = 0: 

1 . ox(B) 1 . oy(B) 1 . Bz(B) 1 =mx -- +my-- +mz --
BB 8=o ae 8=o · ae 8=o ' 

avec: 

ox(B) 1 . oy(B) 1 . 
-.!l- = - x smB - ycos B=-y, -.!l- = x cos B+y smB= x , 
~ ~ ~ ~ 

Bz(B) 1 = o, 
ae 8=o 

soit: 
l = m(x[J - yx). 

Le moment cinétique étant l = mx /\ 1, l est bien 1a composante l z du moment 
cinétique. 
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Annexe B • Corrigés des exercices 

b) De la même manière, on trouve que les invariants associés à une rotation autour 
des axes x et y sont respectivement J x et l y. Par extension, le moment cinétique 
est l'invariant associé à une rotation d'espace quelconque. 

gJ Représentation d'interaction 

a) En posant to = 0, on a : 

Û(t, 0) = Û(t) = e- f,1tt et Ûo(t, 0) = Ûo(t) = e- fiilor. 

Par définition : 

lt/11(t)) = û;(t) lt/ls(t)) = û;(t)Û(t) lt/IH) =} lt/11(t)) = e f,1to re-fi1tr lt/IH). 

Les opérateurs if 0 et 1f ne commutent pas et on ne peut pas regrouper les deux 
exponentielles. 

b) En dérivant lt/11(t)) par rapport au temps: 

~ lt/11(t)) = ~ (e fi 110 e- fi1tr) lt/IH) ai ai 
= ~ (1foe fi1toe- ;(Ht _ efi11o1f e- fi1tt ) lt/IH) 

l j 11. ( A A ) j itt = -neii o 1{ -1fo e-fi lt/JH) · 

Finalement, en utilisant 1f -110 = 1' et û; Ûo = l , il vient: 

in :t lt/11(t)) = e fi 1101'e- fi 110efi110e- f,1tor ltf!H) = rV1 lt/11(t)), 

qui est l'équation d'évolution d'un état en représentation d' interaction. 

c) Un opérateur en représentation d'interaction se déduit de l'opérateur en représen­
tation de Schrodinger (indépendant du temps) par : 

A A + A A irfl.t" irfl.1 
01 = U0 Os Uo = efi 0 Ose- ri o . 

En dérivant Ô 1 par rapport au temps : 

a A i ( A j 11. t A i 11. t i 11. t A A j 11. ') -01 = - 1foefi o Ose-ri o - en o Os1foe-ri o ar ri 

= ~ (1foe fi1tor Ôse- f,ifor _ efiilor Ôse- fi1tot1f0 ) 

= ~ (1loô1 - Ô{Ho). 

D'où le résultat final : 

144 



"O 
0 
c 
::J 
0 
('\"') ;a; 
T"-f "=' 0 c 
N ::i 

@ "' "' "' ~ ~ 
..c 't: 
Ol 0 

'5 ï:::: "' >- c 
a. 0 

0 
c 
c u .Q 
ü 
::i 

"=' 
2 
o. 
f 

"' '5 
F! 
-ci 
0 c 
::i 
0 
@ 

Chapitre 2 

g) Seuil de l'interaction np ~ n° D 

a) Dans le référentiel du laboratoire, les quadri-impulsions des deux particules sont: 

E 

Px 
Pn = O 

0 

ri] Pp= 0 ' 

0 

l'axe x étant choisi dans le direction du faisceau incident. L'énergie dans le centre 
de masse est alors : 

1 1
2 2 2 2 2 2 2E 

S = Pn +Pp = Pn +Pp+ Pn·Pp = mn + mp + mp. 

Au seuil de production, les particules de l'état final sont au repos dans le référen­
tiel du centre de masse, soit dans ce référentiel : 

[

mD 

PD= ~ • 

et l'énergie dans le centre de masse est : 

s = IP.rr<> + PDl2 = (mrro + mv)2 . 

En égalant les deux expressions de l'invariant relativiste s : 

( )
2 2 2 

2 ? 2 m,rr0 + mv - mn - mp 
mn + m-p + 2Emp = (mrro + mv) =:::} E = ---------

2mp 

L'application numérique donne pour l'énergie du neutron : E = 1215, 2 MeV. 

b) Le facteur de Lorentz se déduit de la composante temporelle de la quadri­
impulsion : y = g_. La vitesse des neutrons est alors : 

m11 

L'application numérique donne f3 = 0, 634 soit v = 1, 902 x 108 m.s- 1• 

g) Cible fixe et collision 

a) Pour une collision sur cible fixe, les quadri-impulsions des deux protons, dans le 
référentiel du laboratoire, sont : 

E mp 

Px 0 
P1 = 

0 
P2 = 0 

0 0 
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Annexe B • Corrigés des exercices 

et l'énergie dans le centre de masse est : 

Sfixe = IP1 + P21
2 

= 2m~ + 2Emp. 

b) Pour une collision symétrique de deux faisceaux d'énergie ~, le laboratoire est le 

référentiel du centre de masse et jJ1 + ft2 = Ô, d'où : 

E 
2 

-px 
P2 = 0 

0 

Scollisionneur = E2 
· 

c) Dans le cas de collisions à haute énergie, E » mp : 

Sfixe :::::; 2Emp << E2 
= Scollisionneur· 

Pour une même énergie totale d'accélération (c'est-à-dire pour une même lon­
gueur d'accélération), il est beaucoup plus efficace de collisionner deux faisceaux. 
Technologiquement, ceci est plus complexe à réaliser, c'est pourquoi les pre­
mières expériences de collisons entre particules étaient réalisées sur des cibles 
fixes. 

fm Production d'antiprotons 

La production d' antiprotons est un cas particulier de l'exercice précédent. Au seuil 
de production, l'énergie dans le centre de masse est ys = 4mp (proton et antiproton 
ayant la même masse). 

a) Cible fixe: 2m2 + Em = l6m2 ~ E = 
14

mi, = 7m . 
P P P 2mp P 

b) Collision symétrique : E = 4mp. 

CHAPITRE 3 

ID Changement de variables 

Le premier commutateur donne : 

m,n 

m,n 

=o. 
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Chapitre 3 

De même, [ai, a j L = O. Pour le dernier commutateur, le calcul aboutit à : 

[a,, aj]. = ( ~;œ~,am) ( ~ œn;a~) ± ( ~ œ.;a~) ( ~;œ~,am) 
= I a:/Ynjama~ ± I a:iŒnja~ am 

m,n m,n 

m,n 

= I a:.iŒmJ . 
m 

L'orthonormalité des deux bases permet alors d'écrire: 

Ôij = ( lPi l'P1) = I (<pml a:iŒnj l<pn) = I œ:iœnjÔmn = I œ:iœmj1 
1n,n m,n m 

et finalement [a:, a; t = Ôijn . 

l!J Hamiltonien en opérateurs création et annihilation 

a) L'état à deux particules est donné par la fonction d'onde antisymétrique : 

i/laf3(11, l2) = ~ ['l'hÏ)rpp(xÏ) - rpa(xÏ)rpp(xï)j. 

b) Comme {<pk} est une base propre, les seuls éléments de matrice non nuls de H 
s'écrivent : 

c) 

Haf3 = ( 1/1 a,B IBI 1/1 af3) = J l/!;r/3(x1, x2)H(x1, x2)1/!(X1, x2)dx1 dx2 

= ~ J [ <p;r(x, )<p{/x2) - <p~(x2)<p{J(x1)] 
x [f(x,) + î(x2) + û(x,, x2)] 

x [<pa(x1)<p,s(x2) - <pœ(x2)<p,s(x1)] dx1dx2 . 

Finalement, l'expression précédente devient : 

1 
Ha,s = laa + t13,s + 2 (ua,B,a,B - Ua,B,,Ba + U,Ba,,Ba - U,Ba,a{3 ) · 

Pour faire apparaître les opérateurs création et annihilation, on introduit Je nombre 
d'occupations nk dans cette expression. Pour 1es états fermioniques na = n13 = l 
et tous 1es autres nk sont nuls. On a alors : 

( l/!a/31 H ll/!af3) = I nktkk + ~ I (ukl,kl - UkL,Lk) nknl, 
k k,l 
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Annexe B • Corrigés des exercices 

et finalement le hamiltonien s'écrit en termes d'opérateurs de création et d'anni­
hilation : 

CHAPITRE 4 

Ill Équation d'Euler-Lagrange 

Le lagrangien dépend explicitement du champ 'P et des quatre dérivées Ôµ'P· Le prin­
cipe de moindre action devient alors : 

ôS = f f f f d4xL(ip + ôip , ôµ'P + ôôµip) - L(ip, ôµip) =o. 

En explicitant toutes les coodonnées : 

x~) x~f) x~) xV)( ô.[ ô.[ ô.[ 
O = ( ( ( ( -ôip + --ôôo'P + --ôô1ip J x<i) J x(i) J x~il J x~'î Ôip ôôoip ÔÔ 1 'P 

0 'J 2 3 

ôL ôL ) 
+ ÔÔ2ip ÔÔ2ip + ÔÔ3ip ÔÔ3ip d4 x . 

En intégrant par partie chaque terme 6~~ÔÔµ'P relativement à xµ , il vient: 

Ü = f f f f ~~ ôipd4 X 

Lx~f)Lx~)LxV)[ ô.[ l x~) 1 2 3 LLLJ ô.[ r4 + --ôip dx dx dx - ôo--ôipa ·x 
~ ~ ~ ~'P ~ ~'P 

Lx~Lx~'LxV'[ ô.[ l x~f) LLLJ ô.[ + --ôip dx0dx2dx3 - ô 1--ôipd4x 
X~) X~) X~i) ÔÔ) ip x<1) ÔÔ) ip 

' .) 1 

Lx~'Lx~flLxV'[ ô.[ l x~) 0 1 3 LLLJ ô.[ r4 + --ôip dxdxdx - ô2--ôipa·x 
x<i) x(i) x<1î ÔÔ2ip x(i) ÔÔ2ip 

0 1 3 ·1 

Lx~Lx<(lLx~[ ô.[ l x<[> 0 1 2 LLLJ ô.[ r4 + --ôip dx dx dx - Ô3--ôipa · x. 
~ ~ ~ ~'P ~ ~'P 

Les états initiaux et finaux étant entièrement définis, soit : 

/f) 

ôip(x(i) ) = ôip(x(f)) = 0 =::} rry [ ôL Ôipl µ d3 X = o. 
µ µ JJJ ÔÔµ'P x(i) 

µ 
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Chapitre 5 

En réintroduisant les conventions de sommation implicite sur l'indiceµ: 

L'intégrale étant nulle pour tout ô<.p, on en déduit l'équation d'Euler-Lagrange pour 
un champ: 

16 Lagrangien de Klein-Gordon 

En n'utilisant que les coordonées covariantes, le lagrangien de Klein-Gordon est: 

1 ( 2 2) LKG = 2 80<.p80<.p - 8 1<.p81<.p - 82<.p82<.p - 83<.p83<.p - m <.p . 

a) En traitement séparément la coordonée temporelle : 

• Pour V = 0 : 8(~~cp) = 80<.p = a0<.p . 

• Pour V = n = 1, 2, 3 : 8(~1;cp) = - Bn<.p = an<.p. 

D' ' 1 , 1 fi al . a.L - av ou e resu tat n . acavcp) - <.p. 

b) On calcule les différents termes de l'équation d'Euler-Lagrange: 

• ~; = - m2<.p 

• Bµa<~;cp) = 8µ()11<.p. 
D'où l'équation du mouvement: 

-m2<.p - 8µ811<.p = 0 => (8µ811 + m2)<.p = O. 

Comme attendu, on retrouve l'équation de Klein-Gordon. 

CHAPITRE 5 

aJ Analyse dimensionnelle 

Dans le système d'unités naturelles, toutes les dimensions s'expriment en puissance 
de l'énergie. Ainsi, temps et espace sont homogènes à l'inverse d'une énergie : 
T = L = E-1• 

a) La dimension d'une densité lagrangienne est[.[] = EL- 3 = E4. En partant du 
lagrangien de Klein-Gordon : 

L = oµ<.p8µ<.p - m2<.p2 => E4 = [oµ<.p811<.p] = [oµf[<.p]2 , 

avec [8µ] = [ a~P ] = E. On en déduit la dimension d'un champ scalaire [<.p] = E. 
On vérifie que la masse m est également homogène à une énergie. 
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Annexe B • Corrigés des exercices 

En utlisant le lagrangien de Dirac : 

L = lir/'ôµl/t - m/ï;l/t ~ E4 = [ôµ][l/t ]2 = E[l/t J2, 
d'où la dimension du champ spinoriel [!/t] = E~ . 
Enfin, Je lagrangien de Maxwell donne : 

L = -~ (ôµAv - ôvAµ) (~Av - ônvAµ) ~ E4 = [ôµ]2[Aµ] 2 = E2 [Aµ]2 · 

Comme le champ scalaire, le champ vectoriel à la dimension d'une énergie 
[Aµ]= E. 

b) Les produits dans le langrangien ne peuvent dépasser la dimension de la densité 
lagrangienne, soit E4 . Les seuls termes invariants de jauge pour un champ scalaire 
sont donc ip2 et ip4 . 

c) Les combinaisons de champs possibles sont : 
• scalaires seuls : 2 scalaires (m2ip2, terme de masse), 3 scalaires (autocouplage à 

3 bosons de Higgs), 4 scalaires (Aip4 : autocouplage à 4 bosons de Higgs), 

• spineurs seuls : 2 spineurs (m/j;lft, terme de masse), 

• vecteurs seuls: 2 vecteurs (terme de masse), 3 et 4 vecteurs (termes d'autocou­
plage des gluons), 

• scalaire-fermion : 2 spineurs et 1 scalaire (A/jlftip, couplage de Yukawa), 

• scalaire-vecteur: 1 scalaire et 2 vecteurs (AµAµt.p, couplage entre Higgs et boson 
de jauge), 2 scalaires et 2 vecteurs, 

• vecteur-spineur: 2 spineurs et 1 vecteur (ljryµAµl/t, couplage de jauge). 
Les autres combinaisons dimensionnellement autorisées violent la conservation 
du spin (un spineur et deux vecteurs, par exemple) ou ne permettent pas de 
construire un scalaire de Lorentz (un scalaire et un vecteur). 

mJ Équations de Maxwell 

- ~Jl - ~Jl 1 µv LQED = l/t(iy Ôµ - m)lft- glfty l/tAµ - 4FµvF . 

On rappelle que les champs et leurs dérivées se comportent comme des variables 
indépendantes . 

a) Seul Je terme d'interaction -g/jyµl/JAµ dépend du champ Aµ- On a alors : 

ôL -
- = -glftt'l/t = f . 
ôAµ 

b) Les dérivées n'interviennent que dans le terme -iFµvFµv: 

ôL _ -~ ô F Fµv 

( ) 
- 4 ( ) µv . 

Ô ÔµAv Ô ÔµAv 
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Chapitre 5 

En explicitant les sommes, il vient : 

Le calcul de la dérivée n' est pertinent que pourµ if:. v, puisque Fµµ = Fµµ = O. 
Seuls les termes de la somme contenant BµAv ou ~Av auront une dérivée non 
nulle: 

BL - 1 a ( .::l !:lJ.1 V .::l .::iv µ .::l .::iu V) 
( ) 

- - - ( ) 2uµAvu A - 2uµAvu A - 2uvAµu A . 
o BµA v 4 o BµAv 

Faire monter ou decendre les indices µ et v peut changer le signe, pour ne pas 
détailler les cas spécifiques, on notera simplement oµAv = koµAv. Ainsi: 

BµAv~Av = k(BµAv) 2 ==> ô(ô~Av) BµAv~Av = 2koµAv = 2~Av , 

BvAµ~A v = kovAµBµAv ==> ô(ô~Av) BvAµ~Av = kovAµ =av Aµ, 

a(a:A,,)BµA vBvAµ =av Aµ, 

soit finalement : 

c) En regroupant les deux questions pécédentes, il vient : 

d) La matrice y0 vérifie y0y 0 = J . On a alors : 

e) 

On a vu au chapitre 3 que ijl+ijl pouvait s' interpréter comme l'opérateur densité de 
particules. 

En l'absence d' interaction, l'équation d'Euler-Lagrange pour le champ électro­
magnétique donne les équations de Maxwell sans source : 

a µv 0 { v .Ê = o, 
µF = ~ V Tt= ôË 

/\ /5 Ôf • 
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Avec le terme d' interaction, il vient : 

a µv ·V V. - J ' 
{ 

-+Ê- -0 

µF = 91 Ç:} -+ -+ al ...., 
V/\ B = 7fi + J· 

Pour retrouver les équations de Maxwell, il faut que }0 soit la densité de charges. 
Le terme ljry0 lf; étant la densité de particules, la constante de couplage g doit être 
la charge de l'électron g = e. Le vecteur J s'interprète alors comme le courant et 
le quadrivecteur f est le quadri-courant. 
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Chapitre 6 

Les diagrammes g) et i) n'existent pas au premier ordre car il n'existe pas de terme 
dans le lagrangien qui couple des quarks de saveurs différentes au photon (b ~ sy) 
ou qui couple le boson de Higgs au photon (h ~ yy). Il faut donc passer par des 
boucles de particules et les diagrammes les plus simples nécéssitent trois vertex. 

~ Processus W+ l parton 

a) En notant qu un quark de type up (u, c, t) de charge Q = ~ et qc1 un antiquark de 
type down (J., s, b) de charge Q = t, l'un des diagrammes est le suivant: 

qt ·ouge) g (rouge,antibleu) 

w + 
D'autre combinaisons de couleurs sont possibles. Dans le propagateur vertical, la 
particule peut s'interpréter indifféramment comme un quark qui descend ou un 
antiquark qui remonte. Dans une collisions proton-proton ou proton-antiproton, 
c'est le diagramme ud ~ gW+ qui est dominant. 

b) Le ve1tex de production du gluon fait intervenir 1' interaction forte. Il est donc pro­
portionel à .ya;. Le boson w+ est produit via l'interaction faible et le vertex est 

proportionnel à ~- Au final : Mfi ex: yœsœw. 

c) Il existe deux diagrammes pour le processus qg ~ w-q' : 
g qu 

g 

w-
d) Pour tous ces diagrammes, Mtï ex: yœsœw, donc : 

cr ex: IMJil2 
ex: Œsœw. 

w-

e) Chaque parton (quark ou gluon) supplémentaire va faire intervenir un nouveau 
vertex fort. Donc : 

n 
CTW+n partons ex: œ sœw· 
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On a donc: 
crw+n partons n- 1 

~as . 
crw+ l parton 

En considérant que as ,...., 0, 1, on conclut que la section efficace est réduite d'un 
ordre de grandeur par parton supplémentaire. Ces processus de production asso­
ciée d'un boson W avec des quarks ou des gluons constituent ]' un des bruits de 
fonds dominant dans les collisionneurs hadroniques. 

œ Désintégrations du boson de Higgs 

a) Les différents objets apparaissant dans Je lagrangien sont : 

• x : coordonnées d' espace-temps, 

• Àf: couplage de Yukawa entre le boson de Higgs et le fermion, 

• v : valeur dans le vide du champ de Higgs, 

• h(x) : champ scalaire réel du boson de Higgs, 

• 1/1 f" If f : champ spinoriel du fermion. 
b) En développant le lagrangien : 

L = -À1vlf11/!f(x) - At!f fl/lth. 

Le second terme traduit le couplage Higgs-fermion, qui est proportionnel à Àf. 
Le premier a la forme d'un terme de masse -mf/ïll/I avec m = ÀJV. Le couplage 
Higgs-fermion est donc : 

m1 
Àf = - oc m1. 

V 

c) L'ordre le plus bas du développement perturbatif est constitué des diagrammes 
à un unique vertex. Pour un boson de Higgs, les seules désintégrations possibles 
seront en paire de fermions (via un couplage de Yukawa) ou en paire de bosons 
massifs (via un couplage de jauge). Pour que la désintégration soit cinématique­
ment autorisée, la masse de la particule fille doit être inférieure à la moitié de la 
masse du Higgs : h ~ f f pour 2m f < m1i, soit m f < 63 Ge V. Seules les désinté­
grations en paire de fermions massifs, quarks tops exceptés, sont alors possibles : 

d) 

154 

h ~ bb, cc, ss, uït, dd, T+ T-, µ+ µ-, e+ e-. 

Le diagramme de Feynman est donné dans la solution de l'exercice 6.1 , ques­
tion h). 

Le couplage de Yukawa est proportionnel à la masse du fermion, donc I' h--tf f oc 

m}. De plus, pour une désintégration en quarks, il faut prendre en compte l' exis-
tence de trois états de couleur. Finalement : 

3m2 

Rh--tbb ~ 3 b3 2 ~ 87%, 
3m + 3m + m b c i 
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Chapitre 7 

et 
m2 

Rh4T+T- ~ T ~ 4%, 
3m3 + 3m3 + m2 

b C T 

en négligeant les constributions des particules de masses inférieures dans le dé­
nominateur (ms, md, mu, mµ, me « me). On trouve le bon ordre de grandeur, en 
particulier la désintégration en paires de quarks b est dominante. Néanmoins le 
calcul complet est plus complexe et les désintégrations via un état virtuel WW* 
ou ZZ* ont une contribution significative à la largeur de désintégration du boson 
de Higgs. 

CHAPITRE 7 

ml Rapport R 

Le diagramme de Feynman type de ce processsus est : 

a) 

b) 

c) 

e X=µ,1,q 

Pour e+e- -7 µ+µ-,a- oc IMJïl2 oc Q;Q~œ2 = œ2 . 

Pour e+ e- -7 uü, il y a autant de diagrammes qu'il y a de couleurs: e+ e- -7 urür, 

e+e- -7 ubüb, ... Tous les états finaux sont différents: il n'y a pas d'interférence 
et les canés des élements de matrice s'ajoutent. Ainsi : 

Pour chaque couleur de quark, 1Mtil2 oc Q;Q~œ2 oc $œ2 . La section efficace totale 
de production de paires uü est donc : 

On raisonne de même pour la production de dd, seule la charge électrique du 
quark change, ainsi : 

Ne 4nœ2 

O-e+e-4dtÏ = 9~· 

Le résultat est identique pour les productions de paires ss et bb. 
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d) Le rapport R vaut alors : 

NuO"uü + Nda-dtÏ _ Ne ( ) 
------ - - 4Nu +Nd . 

0-µµ 9 

e) Pour ys = 2 Ge V, seuls les quarks u, d et s sont accessibles soit Nu = 1 et Nd = 2. 
On a alors: 

2 
R = 3Ne ~ Ne~ 3, 3. 

Quand on dépasse m1N ~ 3, 1 Ge V, le quark c s'ajoute aux précédents et Nu = 2. 
Alors: 

10 
R = 9Ne ~ Ne~ 3, 06. 

Ces calculs négligent les effets c01Tectifs des ordres supérieurs du développement 
pertubatif et on peut conclure que le nombre de couleurs est Ne = 3, ce qui est 
attendu en chromodynamique quantique. 

gJ Formule de masse des mésons 

a) Pour une particule au repos 1{ = - L masse· Le terme de masse dans le lagran­
gien de Dirac est Lmasse = -m!fl/J alors que dans le lagrangien de Klein-Gordon 
Lmasse = -m2q}. Ainsi, pour des bosons scalaires au repos, (1{) = m2 . 

b) On applique le même raisonnement qu'au paragraphe 7.1.5, en remplaçant chaque 
particule de l'octet des baryons par celle correspondante dans l'octet des mésons 
scalaires : 

n ~ K0 , 8J ~ k 0 , A ~ TJ, EJ ~ rr0. 

et les masses par des masses au carré. La formule de masse est alors : 

2(mio + m}o) = 4mi0 = 3m~ + m;u. 

c) On calcule : 

mKo = ~ ~3m~ + m;0 ~ 479 MeV. 

La valeur mesurée est m[(Ü = 498 M.e V, soit un écait de moins de 4%, qui est 
satisfaisant compte tenu des approximations réalisées. 

6D Echelle d'énergie de QCD 

On définit la grandeur : 
2JT 

AQcD = µe- œs(µ )/3. 

a) L'équation d'évolution permet de relier deux échelles d'énergiesµ et v par: 

a:s(v) 
a:s(µ)= 2 · 

1 + Cts(v)f3 lnµ? 
4JT v-
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Chapitre 8 

On a alors: 

--- = 1 + n - = + ln -2n 2n ( œ5 (v)[J 1 µ
2

) 2n . µ 
œs(µ)/3 œs(v)[J · 4n v2 œs(v)[J v' 

soit: 
2ir 2ir V 2ir 

AQcD = µe - as{µ)/3 = µe - as(v)f3 - = ve - (ls(Y)/3 . 

µ 

AQcD ne dépend pas de l'échelle d'énergie. 

b) Pourµ= AQcv, 

Œs(µ)/3 ln A~CD = -1, 
4Jr µ2 

donc le dénominateur dans l'équation d'évolution est nul et la constante de cou­
plage diverge. Quand une divergence apparaît dans un modèle physique, c'est que 
ce modèle n'est plus valide quand on approche la région divergente. Au voisin­
nage de AQcD, l'interaction forte n'est plus perturbative et l'équation d'évolution 
du couplage n'est plus adaptée. 

c) En prenant œs(mz) = 0, 118, on trouve AQcD ::::: 87 MeV. Néanmoins cette valeur 
n'est qu'un ordre de grandeur puisqu'elle est estimée à l'aide d' une formule qui 
n'est plus valable à cette échelle d'énergie. En fait, on détermine expérimentale­
ment que AQcD::::: 200 MeV. C'est l'échelle d'énergie qui sépare les deux régimes 
de QCD, pertubatif et non perturbatif. 

CHAPITRE 8 

Ell Expérience OPERA 

a) 

b) 

L'amplitude est maximale quand sin2 1 •27~m
2

x = 1. On atteint 5% du maximum si: 

. 2 1, 27ôm
2

x 1 21 E . IAM sm > 0, 05 => ôm > arcsm \fO, 05. 
E l,27x 

L'application numérique donne ôm2 = 4, 1 X 10- 3 eV2. 

Le résultat précédent correspond au cas le plus favorable où sin2 28 = 1. En in­
cluant l'angle de mélange : 

. 2 . 2 1, 27ôm2x 
05 

I 21 E . 0, 05 
sm 2Bsm E > 0, => ôm > l, 

27
x arcsm 

sin2 28 · 

La zone correspondante dans le plan (sin2 2fJ,ôm2) est indiquée en gris sur la figure 
suivante: 
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Annexe B • Corrigés des exercices 

~ ~ U M M U U M 1 
sin226 

Les limites pour 1 %, 20% et 50% de probabilité sont également indiquées. Cette 
zone donne une idée de la sensibilité de l' expérience OPERA. 

c) Le maximum d'oscillation est atteint pour: 

. 2 1, 27ôm2
Xmax l, 27ôm2

Xmax TC rcE 
sm E = 1 ~ E = 2 ~ Xmax = 2, 54ôm2 . 

Soit pour des neutrinos de 17 GeV, Xmax 8761 km, ce qui est très supérieur 
à la distance de 730 km. On peut néanmoins argumenter que plus on s'éloigne 
de la source, plus le faisceau de neutrinos va s'élargir, réduisant le flux d'un fac­
teur oc ;1 : il peut être plus intéressant d 'être loin du maximum d'oscillation si 
l' acceptance du détecteur est plus élevée. 

d) À distance identique, Xmax oc E, donc en réduisant l'énergie on réduit la période 
d'oscillation. La probabilité de changmeent de saveur est plus grande pour MI­
NOS que pour OPERA. 

E6 Énergie manquante et neutrino 

a) 

158 

La conservation de l' impulsion dans le référentiel du laboratoire impose: 

2: p initiaux = 2: jJ finaux . 

Les partons ont une impulsion nulle selon x et y, donc pour les particules finales : 

Dans la direction des faisceaux de protons, 

où p ::::; E est l' impulsion de chacun des faisceaux. L' impulsion selon z dépend de 
la fraction d'impulsion portée par chaque parton, qui est inconnue. 



"O 
0 
c 
::J 
0 
('\"') ;a; 
T"-f "=' 0 c 
N ::i 

@ "' "' "' ~ ~ 
..c 't: 
Ol 0 

'5 ï:::: "' >- c 
a. 0 

0 
c 
c u .Q 
ü 
::i 

"=' 
2 
o. 
f 

"' '5 
F! 
-ci 
0 c 
::i 
0 
@ 

Chapitre 8 

b) Si toutes les particules sauf le neutrino sont mesurées, on a : 

0 ~ ~ mes v v ~ mes "ft' = Px i = P · + P · ==} P = - P · = .f/Jx· • X ,I .X X X ,/. 

De même, p; = ly : l'énergie transverse manquante s'interprète comme l'impul­
sion transverse du neutrino. 

c) S'il y a deux neutrinos, alors t x = p~1 + p~2 et ty = p~1 + p~2 • Il n'est pas possible 
de détermjner l'impulsion de chaque neutrino à paitir des grandeurs mesurées. 

d) On calcule les composantes de l'énergie manquante : 

Px,v =lx = -Px,µ - Px,j = -43, 7 Ge V, 

Py,v = ly = -py,µ - Py,J = -25, 3 GeV, 

et pour l'énergie transverse manquante, Er ~ 50, 5 Ge V. 

e) La masse du boson W s'écrit : 

m~ = (Eµ + Ev)2 - (Px,µ+ fx)
2 

- (Py,µ + ty)2 - (Pz,µ+ Pz,v)
2 

· 

En utilisant la masse du neutrino : 

2 O 2 w2 Jè2 2 2 IP2 2 my = = Ev - .f/Jx - ,,:,Y - Pz,v ==} Ev = ,J:,T + Pz,v · 

on obtient pour la masse du boson W : 

m~ = (Eµ + ~Jf;~ + Pz,v2)
2 

- (Px,µ+ f x)2 
- (Py,µ + ty)2 

- (pz,µ+ Pz,v)2
. 

f) Pour résoudre cette équation, on développe une partie des carrés et on isole la 
racine carrée : 

2Eµ ~ Jf;~ + Pz,v2 = m~ + 2Px,µtx + 2py,µty + 2pz,µPz,v · 

avec: 

A = 4 (P~,µ - E~) ~ -4660, 88 GeV2
, 

B = 4pz,µ (m~ + 2px,µl~ + 2py,µl;) ~ -555766 GeV3
, 

C = (m~ + 2Px,µlx + 2py,µty)
2 

- 4E~t} ~ -8132222 GeV4
. 

Cette équation admet deux solutions : 

P~,v ~ -102, 2 GeVetp~,v ~ -17, 1 GeV. 

Il reste donc une ambiguïté puisqu'il existe deux solutions physiquement admis­
sibles. Il faudrait ajouter une contrainte cinématique supplémentaire pour déter­
miner la bonne valeur de Pz,v· 
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