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Avant-propos

Ce livre est issu de cours donnés a I’Université de Nice-Sophia Antipolis dans
les années 1970/1980 en maitrise de physique et en DEUG MP deuxiéme an-
née, et ensuite dans les années 2000 en licence (L3) et en master de physique
M1 et M2. Il est divisé en un tome 1 : “Fondements” et un tome 2 : “Applica-
tions”. Les dix premiers chapitres du premier tome correspondent & un cours
standard de mécanique quantique niveau L3, tandis que le chapitre 11 et le
deuxiéme tome sont plutot du niveau M1 et M2. Le livre contient environ 200
exercices de longueur et de difficulté variées; plus des trois quarts de ces exer-
cices ont été effectivement utilisés pour des séances de travaux dirigés ou des
examens et une sélection de corrigés est disponible a la fin du second tome.
En plus des étudiants de licence et de master et ceux des Ecoles d’Ingénieurs,
ce livre est susceptible d’intéresser un large public de physiciens : étudiants en
thése, chercheurs, enseignants du second degré ou du supérieur qui souhaitent
trouver une introduction & la littérature récente ou simplement rafraichir leurs
connaissances en physique quantique.

L’organisation du livre différe notablement de celle des textes classiques,
qui prennent tous comme point de départ I’équation de Schrédinger, ce qui
oblige a exposer les principes de base de la mécanique quantique dans un
cas qui n’est pas le plus simple et a 'inconvénient de masquer ces principes
par des calculs souvent fastidieux. Je me suis efforcé au contraire d’introduire
les fondements de la mécanique quantique sur les exemples les plus simples
et ’équation de Schrédinger apparait seulement au chapitre 8. L’approche
suivie consiste & mener jusqu’a & son terme la logique qu’avait adoptée Feyn-
man (Feynman et al. [1965]) : développer au maximum un traitement algé-
brique et exploiter les symétries, en présentant la mécanique quantique dans
son cadre autonome, sans faire référence a la physique classique. Cette logique
a de nombreux avantages.

e [’approche algébrique permet de traiter des problémes simples dans des

espaces de dimension finie, par exemple de dimension deux : polarisation
d’un photon, spin 1/2, atome a deux niveaux. ..
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e Elle permet d’énoncer de la fagon la plus claire les postulats de la mé-
canique quantique, en séparant ce qui est fondamental de ce qui ne l'est
pas (par exemple le principe de correspondance n’est pas un postulat
fondamental).

e [’exploitation des propriétés de symétrie permet 'introduction la plus
générale des propriétés physiques fondamentales : impulsion, moment
angulaire. .. comme générateurs infinitésimaux de ces symeétries, sans
faire appel au principe de correspondance et & un analogue classique.

Les aspects pédagogiques ont fait I'objet d’une attention particuliére. La pro-
gression des chapitres a été soigneusement étudiée, les chapitres 2 a 5 utilisant
uniquement des espaces de dimension finie ; c’est seulement une fois les bases
acquises que ’on passe au cas général a partir du chapitre 6. Un effort a été fait
sur le vocabulaire, afin d’éviter certaines expressions historiquement datées et
qui peuvent étre un obstacle a la compréhension de la mécanique quantique :
suivant la modernisation du vocabulaire préconisée par Lévy-Leblond [1999],
“propriété physique” est utilisé au lieu d“observable”, “inégalité de Heisenberg”
au lieu de “principe d’incertitude”, des expressions comme “complémentarité”
ou “dualité onde-corpuscule” ont été evitées, etc.

Les chapitres clés du livre, c’est-a-dire ceux qui divergent de la facon la
plus évidente de ’exposé traditionnel, sont les chapitres 3, 4, 5 et 7. Le cha-
pitre 3 introduit l'espace des états sur I’exemple de la polarisation des photons
et montre comment passer d’'une amplitude ondulatoire & une amplitude de
probabilité. Le spin 1/2 permet ensuite d’initier le lecteur a un probléme
sans analogue classique et a ses propriétés essentielles : algébre des matrices
de Pauli, matrices de rotation, précession de Larmor. Dans le chapitre 4, la
distinction entre le cadre conceptuel général de la mécanique quantique et
la modélisation d’un probléme concret est soigneusement expliquée. Le cha-
pitre 5 met en pratique la mécanique quantique sur des applications simples
et physiquement importantes, dans le cas de systémes dont le nombre de ni-
veaux est fini. Il introduit 'interaction d’un systéme & deux niveaux atomique
ou moléculaire avec un champ électromagnétique oscillant et développe des
applications importantes : RMN, émission et absorption de photons, lasers,
horloge atomiques. .. Le chapitre 7 a comme objectif ’étude des symétries a
partir du théoréme de Wigner, qui est généralement ignoré des manuels malgré
son importance cruciale. La symétrie de rotation permet de définir le moment
angulaire comme générateur infinitésimal et de démontrer immédiatement les
relations de commutation de J en soulignant leur origine géométrique.

Le chapitre 11 sur 'intrication et la non-localité quantiques et les chapitres
du deuxiéme tome pourront servir d’introduction a des sujets importants, et
dont beaucoup sont apparus récemment : états intriqués, décohérence, in-
formation quantique, états du champ électromagnétique, intégrale de che-
min, manipulation d’atomes par laser, condensats de Bose-Einstein, équations
pilotes pour les systémes ouverts et enfin mécanique quantique relativiste
(équation de Dirac). Cette nouvelle édition, contrairement a la premiére qui
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était avant tout un livre d’enseignement, couvre une trop grande variété de
domaines pour qu’elle puisse encore correspondre & un cours d’une année. Le
guide de lecture ci-dessous devrait permettre au lecteur de s’orienter dans le
livre pour un cours d’introduction & la mécanique quantique.

Guide de lecture

Seules les sections 1.3 & 1.5 du chapitre 1 sont indispensables pour la suite, et
le chapitre 2 peut étre omis par le lecteur qui posséde le niveau L2 en algébre.
Les chapitres 3 et 5 constituent, & mon avis, le coeur d’une introduction a la
mécanique quantique : les principes de base sont introduits sur les exemples
de la polarisation du photon et du spin 1/2, et le role de la symétrie de rota-
tion est mis en valeur dans le cas du spin 1/2. Des applications simples de ces
principes de base sont exposées dans le chapitre 5 : résolution de I’équation de
Schrédinger indépendante du temps pour des problémes de chimie quantique
élémentaire, oscillations de Rabi, le tout illustré par la RMN, I’émission et
I’absorption de photons par un atome a deux niveaux, le laser et les horloges
atomiques. Le chapitre 4 (Postulats de la mécanique quantique) est un peu
plus abstrait : le lecteur pourra se contenter d’une premiére prise de contact, et
y revenir aprés avoir acquis un peu plus de familiarité avec la mécanique quan-
tique. Dans le chapitre 6, le lecteur peut se limiter a la section 6.3, qui donne
les recettes “mathématiques” pour la suite. Les chapitres 7 & 10 sont classiques
dans tout cours de mécanique quantique niveau L3. Toutefois la section 7.4
(invariance galiléenne) peut étre omise sans dommage pour la suite et la sec-
tion 8.4 (bandes d’énergie) peut trouver sa place dans un cours de physique
du solide. Il en est de méme pour la section 10.3 (niveaux de Landau) qui peut
aussi faire partie d’un cours de physique du solide. Dans une premiére lecture
du chapitre 11, on peut se limiter a l'introduction de 'opérateur statistique
qui sera indispensable pour la suite. Il serait toutefois dommage de ne pas
consacrer un peu de temps a la présentation élémentaire des inégalités de Bell
(section 11.2). Le lecteur peut aborder les autres sections de ce chapitre, en
particulier celle sur 'information quantique, en fonction de ses intéréts. Il en
est de méme pour les chapitres du tome 2 qui sont indépendants en premiére
approximation ; le lecteur familier du tome 1 peut les aborder dans un ordre
indifférent. Le chapitre 12 (Méthodes semi-classiques) est entiérement option-
nel, et ses quatre grandes parties : intégrale de chemin, approximation BKW,
distribution de Wigner et phases géométriques sont largement indépendantes.
Dans une premiére lecture, il est possible de se limiter aux sections 14.1 et
14.2 du chapitre 14 (Particules identiques). Enfin les sections 15.1 et 15.2 sont
une introduction standard a la physique atomique, les autres sections de ce
chapitre étant optionnelles.

Remerciements. J’ai bénéficié des critiques et suggestions de Pascal
Baldi, Jean-Pierre Farges, Yves Gabellini, Thierry Grandou, Jacques Joffrin,
Jean-Marc Lévy-Leblond, Christian Miniatura et tout particuliérement de
Michel Brune, Jean Dalibard, Franck Laloé, Fabrice Mortessagne, Jean-Pierre
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Romagnan, Frangois Rocca et Sébastien Tanzilli qui ont lu de larges ex-
traits du manuscrit. Je remercie également David Wilkowski qui a inspiré le
texte de plusieurs exercices du chapitre 15. Je suis bien entendu entiérement
responsable du texte final. L’aide de Karim Bernardet et de Fabrice
Mortessagne a été décisive dans la réalisation des figures, et je tiens a remercier
Christian Taggiasco pour sa compétence et sa disponibilité dans I'installation
et la maintenance de I’ensemble des logiciels nécessaires. Enfin ce livre n’au-
rait pas vu le jour sans les encouragements et le soutien sans faille de Michéle
Leduc, et je suis trés reconnaissant & Claude Cohen-Tannoudji et Franck Laloé
qui ont bien voulu le préfacer.

N.B. Cet ouvrage utilise le point décimal.



Chapitre 12

Meéthodes semi-classiques

11 arrive souvent en physique qu’une théorie (ou un modeéle) S soit la li-
mite d’une théorie (ou un modeéle) plus complexe C, lorsqu’un parameétre sans
dimension ¢ tend vers zéro : lims_,oC = S. L’exemple emblématique d’une
telle limite est la limite non relativiste (NR), ou galiléenne, de la mécanique
relativiste (R). Le petit parameétre est alors le rapport d’une vitesse caracté-
ristique v du probléme a la vitesse de la lumiére : § = v/c, et R=—="NR si
v/c — 0. L’exemple de I'énergie cinétique K illustre cette limite

2 1 2
K=— m02:§mv2[1+0<2)}
c

V1—0v%/c? -

Cependant, ce cas simple n’est pas générique : le plus souvent la limite C = S
est singuliére lorsque § — 0. Un exemple important est donné par I’hydro-
dynamique : si ¢ est l'inverse du nombre de Reynolds, la limite 6 — 0 de
I'équation de Navier-Stokes est ’équation d’Euler des fluides non visqueux.
Mais cette limite, qui est encore loin d’étre bien comprise, passe par la phase
du régime turbulent. Alors que I'on s’attendrait & ce que la dissipation dispa-
raisse progressivement lorsque la viscosité s’annule, elle se concentre dans des
régions de plus en plus irréguliéres et qui deviennent fractales lorsque § — 0.

Une autre limite, qui elle aussi est loin d’étre bien comprise et qui nous
intéresse particuliérement dans ce chapitre, est la limite classique de la mé-
canique quantique. Si Sc,r est une action caractéristique du probléme phy-
sique considéré, par exemple Scor = mwa? pour un mouvement circulaire de
rayon a et de fréquence w, on pourrait espérer que les effets quantiques de-
viennent négligeables lorsque le paramétre sans dimension! § = h/Scar < 1.
Cependant, cette limite se heurte a deux difficultés (au moins!). La pre-
miére difficulté est qu’il existe une différence conceptuelle fondamentale entre

1. Ce que 'on exprime souvent de fagon cavaliére comme : la limite & — 0 de la physique
quantique est la physique classique. Bien sir, un tel énoncé est formellement incorrect, car
h est dimensionné, ce qui ne nous empéchera pas d’utiliser cette formulation !
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les descriptions classique et quantique de la réalité physique?, et la limite
h/Scar — 0 n’a pas de signification évidente. Ainsi que nous 'avons expliqué,
on ne peut pas, par exemple, attribuer une trajectoire & une particule quan-
tique, alors que cette notion est essentielle dans la description classique. La
limite quantique = classique ne peut pas se résumer a faire tendre un petit
parameétre vers zéro. Au contraire, la limite v/¢ — 0 de la mécanique relati-
viste ne pose pas probléme parce que la description de la réalité physique est
la méme dans les deux cas : dans les deux cas, les particules possédent des po-
sitions et des vitesses bien déterminées simultanément et des trajectoires®. La
mécanique classique a été établie pour le mouvement d’objets macroscopiques
que 'on suppose souvent isolés, mais dans une description quantique, ainsi que
nous ’avons vu au chapitre 11 section 11.4, on ne peut pas négliger I'interac-
tion d’un objet macroscopique avec son environnement. Le mouvement de cet
objet nous apparait classique, avec une trajectoire déterminée, mais le carac-
tére macroscopique de I'objet ne suffit pas en soi a assurer I'existence d’une
description classique, ot 'on n’observe pas de superpositions linéaires d’états
macroscopiquement distincts.

La deuxiéme difficulté vient de ce que la limite i — 0 est singuliére. A
titre d’exemple, considérons une expérience de fentes d’Young réalisée avec
des particules quantiques a la limite A — 0. L’intensité sur I’écran est

I(x)  cos? ]%

Il existe au moins deux raisons pour lesquelles les franges d’interférences vont
disparaitre en pratique.

(i) L’interaction avec l’environnement va rendre incohérents les paquets

d’ondes issus des deux fentes (voir le § 17.3.5 pour une étude détaillée).

(ii) Les franges d’interférences sont de plus en plus resserrées quand i — 0,
les autres quantités étant maintenues fixes, et 'interfrange devient plus
petite que la résolution du détecteur.

Dans les deux cas, on observera le résultat classique de ’addition des intensi-
tés, et non des amplitudes. La présence de 1/h dans I'expression de I(x) est
un exemple du caractére singulier de la limite 7 — 0. Une des conséquences
les plus frappantes concerne le chaos : en physique quantique, un systéme
fini ne peut avoir que des fréquences de Bohr discrétes, et le mouvement est
quasi-périodique, méme si son analogue classique (dont le hamiltonien est for-
mellement identique) est chaotique. La raison en est que les limites ¢ — oo
et h — 0 ne commutent pas. Si le systéme est macroscopique, 'interaction
avec I’environnement détruit les délicates relations de phase assurant la quasi-
périodicité de la dynamique quantique, et le mouvement apparait chaotique

2. L’auteur ne souhaite en aucun cas imposer au lecteur le point de vue philosophique
d’une “réalité externe” indépendante. “Réalité physique” est ici une expression commode
pour désigner un concept utilisé spontanément par les physiciens.

3. La limite non relativiste de la mécanique est simple, mais il n’en va pas de méme pour
la limite non relativiste de ’électromagnétisme, qui n’a rien d’évident si I’on veut respecter
Iinvariance galiléenne, voir Le Bellac et Lévy-Leblond [1973].
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si le hamiltonien classique est de type chaotique. Un exemple standard est
celui du mouvement de rotation chaotique du satellite de Saturne, Hypérion
(Zurek [2003]), qui apparait classique en raison, en particulier, de son inter-
action avec le rayonnement solaire.

Dans ce chapitre, nous allons négliger I’environnement en supposant les
sytémes parfaitement isolés, et étudier dans ce cadre la limite 4 — 0. En fait,
dans cette optique, la question centrale est la suivante : quelle est I’empreinte
laissée sur le probléme quantique, et en particulier sur son spectre de niveaux,
par les propriétés du probléme classique associé? La réponse a cette ques-
tion complexe constitue toujours aujourd’hui un domaine de recherches trés
actif. Un des problémes est de comprendre les relations entre les propriétés
chaotiques d’un mouvement classique et le spectre de niveaux du probléme
quantique correspondant. Nous n’aborderons pas ce sujet en raison de sa trop
grande technicité ; nous renvoyons le lecteur aux livres cités dans la bibliogra-
phie, et nous nous limiterons a des sujets plus élémentaires.

Ce chapitre a pour objectif de montrer que 'on peut recourir dans cer-
tains cas a des concepts classiques comme celui de trajectoire ou d’espace
de phase pour obtenir des résultats approchés a la limite 7 — 0 : les mé-
thodes d’approximation correspondantes sont appelées semi-classiques. Les
trois premiéres sections sont consacrées a l'intégrale de Feynman, ou inté-
grale de chemin et a quelques unes de ses applications. L’intégrale de Feyn-
man permet d’écrire des amplitudes de probabilité comme une somme sur
des trajectoires, ou chemins. Cette formulation est exacte*, équivalente au
formalisme de l’espace de Hilbert. C’est une formulation alternative de la
mécanique quantique, qui n’introduit que des fonctions a valeurs numériques
et se passe complétement des opérateurs. L’intégrale de chemin présente un
intérét considérable pour traiter de problémes formels : théorie des perturba-
tions, relations entre mécanique quantique et mécanique statistique, théorie
quantique des champs. .., mais elle est peu performante pour la résolution de
problémes concrets standard comme le calcul du spectre de 1'oscillateur har-
monique ou de I'atome d’hydrogéne. En revanche, elle est d’un grand intérét
comme point de départ d’une série d’approximations semi-classiques fondées
sur I'approximation de la phase stationnaire. Toutefois, les calculs correspon-
dants sont complexes, et les méthodes semi-classiques fondées sur I'intégrale
de chemin sortent du cadre de ce livre; nous renvoyons donc le lecteur aux
références données en fin de chapitre.

La section 12.4 est consacrée a une méthode datant des débuts de la méca-
nique quantique, la méthode BKW. Elle permet, entre autres, de donner une
expression approchée des niveaux d’énergie et des fonctions d’onde des états
liés dans un puits de potentiel et de calculer la probabilité de transmission &
travers une barriére de potentiel. Dans la section 12.5, nous nous plagons dans
I'espace de phase (¢, p) de la mécanique analytique. L’objectif est d’essayer de
définir une densité de probabilité dans I’espace de phase qui soit la plus proche

4. Dans la limite de nos connaissances actuelles!
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possible de celle de la mécanique statistique classique. Nous verrons qu’un tel
objectif n’est pas facile & atteindre, mais qu'une pseudo-densité de probabilité
due & Wigner présente néanmoins des caractéristiques intéressantes. Le lien
de la section 12.6 : théoréme adiabatique et phases géométriques, avec les
sections précédentes est assez ténu. Toutefois, ce lien sera fait grace a leffet
Aharonov-Bohm.

12.1 Propagateurs et fonctions de Green

12.1.1 Propagateur de I’équation de Schrodinger

Notre objectif est de décrire I’évolution au cours du temps d’un systéme
quantique de N particules dont la fonction d’onde est connue au temps t'.
Soit U(t,t") Vopérateur d’évolution (4.14) de ce systéme, qui vérifie I’équation
différentielle (4.17)

[ihdy — H(t)|U(t, ') =0 (12.1)
et (71,72, ..., TN t) = (Fle(t)) = ¢(7,t) sa fonction d’onde. On peut 1'écrire

en terme de la fonction d’onde au temps ¢, o(7,t'), grace a la relation de
fermeture [ d®r|7/)(7| = I

(Tlott) = [ & FUEOF) o) = [ 4 FU@ ) o)
(12.2)
avec &®r = d®rd3ry ... &®ry. L’équation (12.2) met en évidence le propaga-
teur K(7,t|7',t")

‘ K (7 t|F' t") == (FIU(t,t")|7") 6(t — t') (12.3)

La fonction de Heaviside 6(t —t') (0(t) =0si¢ <0, 6(t) = 1si ¢t > 0) assure
que la propagation se fait uniquement vers le futur, alors que I'ordre des temps
t et t' est quelconque dans U(¢,t’) : Péquation (12.3) définit le propagateur
retardé, mais il existe d’autres types de propagateur, qui sont étudiés dans
Pexercice 12.7.4. La propriété U(t,t) = I implique la condition aux limites
suivante pour K

th% K(7t|F' t) = 6(F — ') (12.4)
La définition (12.3) montre que le propagateur est I'amplitude de probabi-
lité pour trouver le systéme au point 7 au temps ¢ sachant qu’il était en 7’
au temps t'. Ceci rappelle la définition d’une probabilité conditionnelle (voir
§ 12.2.1), d’ou le choix de la notation K (e|e) : le propagateur est une sorte
d’amplitude de probabilité de présence conditionnelle. Lorsque H est indé-
pendant du temps, U(t,t") = exp[—iH (t — t')/h], et définissant |7, t) et |7/, t’)
par

|7—;’ t> _ eth/h |’F> |Fl,tl> _ eth’/h 7—;/>
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le propagateur K s’écrit aussi
K(7t|7' ') = (7 t]7 )0t — t) (12.5)

Cette notation est fréquemment utilisée de fagon conventionnelle méme
lorsque H dépend du temps.
Compte tenu de la définition (12.3) et de I'identité

d n o !
SOt —t) =5t~

on peut calculer la dérivée par rapport au temps de K
ihoiK = HK + ik (F|U(t,U)|7") 6(t — t')

Comme U(t,t) = I, on en déduit que le propagateur K vérifie I'équation
différentielle inhomogéne

[ihd, — H(O|K (7,87, t') = iho(7 — 7') 6(t — ') (12.6)

ol H (t) est écrit en représentation 7. Cette équation ne spécifie pas le propa-
gateur de fagon unique, puisque I'on peut toujours ajouter & une solution de
(12.6) une solution de I’équation homogéne correspondante. Ainsi que nous
l’avons déja noté, c’est la fonction 6(¢t —t') dans (12.3) qui fixe la solution de
fagon unique et définit le propagateur retardé.

Utilisant la propriété de groupe (4.15) de lopérateur d’évolution et la
relation de fermeture fd37“1|771><771| = I écrite pour un temps t’ < t; < t,
on déduit ’équation suivante, qui est 'analogue de 1’équation de Chapman-
Kolmogorov (12.28) valable pour les probabilités conditionnelles des processus
markoviens

K47 #) = /d?’rl K (7,47, t) K (71, 6|7, 1) (12.7)

12.1.2 Fonctions de Green

Nous allons maintenant nous restreindre au cas ou le hamiltonien est in-
dépendant du temps et ot I'opérateur d’évolution dépend seulement de la
différence (t —t’)

U(t,t') =exp | —iH(t —t')/h]

1l sera commode de choisir t = 0 et de récrire le propagateur sous la forme
K (7t t' =0) = K(7,7';t) = (F|exp[—iHt/h]|7") (12.8)

Soit {¢ns(7) = (7|pns)} un systéme complet de fonctions propres du hamil-
tonien H d’énergie E,
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ou s est un indice de dégénerescence éventuelle des niveaux d’énergie. Compte
tenu de ces définitions, on peut récrire le propagateur en utilisant la relation
de fermeture des vecteurs propres de H, > |¢ns)(pns| =1

K(7, 7' t) =0(t) Z Z<F|‘Pn8><§0ns|e_th/h|§0mu><<Pmu|F/>

n,s m,u

=0(t) Y e o (7)en (F) (12.10)

ns

La transformée de Fourier temporelle de (12.10) introduit une fonction inté-
ressante, la fonction de Green G(7,7'; E). Pour calculer cette transformée de
Fourier, évaluons 'intégrale

+o0 [e'e)
I(E) — / dt eiEt/h G(t) e—iEnt/h _ / dt ei(E—En)t/h
o 0
L’intégrand oscille a I'infini, et pour rendre l'intégrale convergente, nous rem-
plagons E par E +in, n — 07. Ceci équivaut & prendre la transformée de
Fourier d’une fonction 6(t) comme celle d’une distribution. Nous obtenons
pour I(E)

ih
 E-E,+in
On vérifie aisément le résultat en calculant la transformée de Fourier inverse a
I’aide d’une intégration dans le plan complexe en F, ce qui sera fait au § 13.5.1.
Nous pouvons maintenant écrire la transformée de Fourier du propagateur

I(E)

L. i i N ©ns (7)o ()
G 7 E) = —— [ dte BV K(F ) =y T rnsy 2 12.11
B = et = SRR )
ot le facteur —i/h a été introduit par convention. La transformation de Fourier
inverse est dE
K(7,7'5t) = 1/2— e WU G(7, ' E) (12.12)
T
La fonction G(7,7'; F) est appelée fonction de Green de ’équation de Schro-
dinger indépendante du temps, car elle vérifie

(E—- H)GF 7' E) =560 —71") (12.13)

qui n’est autre que la transformée de Fourier temporelle de (12.6). Pour jus-
tifier directement (12.13), on utilise (12.11)

1 1
_)_'/'E — r ns ns 7y = (F| =———r
G(r,i"; E) ;M@ >E—En+in<¢ 77) <T|E—H—|—i77

™)
ce qui montre que G(7,7'; E) est 'élément de matrice (7|G(E)|F’) de opé-
rateur G(F)

1

GE) = E—H+in

(12.14)
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et a 'évidence (F — H)G(E) = I. 1l est parfois commode de considérer des
valeurs complexes z de D'énergie, et G(z) = (2 — H) ™! est la résolvante (voir
(2.46)) de H, la fonction de Green G(E) étant obtenue en choisissant z =
E + in. La résolvante G(z) a des pdles pour les valeurs propres z = E,, du
spectre discret de H, et le résidu R,, du pole & z = E,, est relié aux fonctions
propres de la valeur propre E,,

Ry = ons (M (7) (12.15)

Dans le cas du spectre continu, G(z) est singulier si z appartient au spectre de
H et G(z) présente une coupure sur l'axe réel. La connaissance de la fonction
de Green pour un probléme quantique indépendant du temps est équivalente
a celle des fonctions propres et valeurs propres de H, c’est-a-dire a la solution
compléte du probléme quantique. C’est cette observation qui rend la fonction
de Green particuliérement utile.

12.1.3 Propagateur libre

L’exemple le plus simple de propagateur est celui de I’équation de Schro-
dinger libre : V' = 0. Pour des raisons de simplicité d’écriture, nous allons
nous limiter au cas d’une particule de masse m se déplagant dans un espace
a une dimension, mais la plupart des résultats qui vont suivre se généra-
lisent sans difficulté a N particules dans un espace a trois dimensions. En
notant Ko(z,2’;t) le propagateur libre, nous obtenons a partir de (12.8), avec
H = Hy= P?/2m

Ko(x,x';t) _ <x|efiP2t/(2mh)|x/> _ / % eip(wfw’)/h efip2t/(2mh)

2mh
1 im(x —2)?] [T, itp'”
= 55 &P [T /,oo dp exp |\ =50

ou nous avons introduit un systéme complet d’états de 'opérateur impulsion P
pour obtenir la seconde équation de la premiére ligne, et le changement de
variables p’ = p — m(x — 2’) /t pour la seconde ligne. L’intégrale de la seconde
ligne se raméne a l'intégrale gaussienne

+oo
I(a) = / due /2 =, | n (12.16)
oo a

lorsque a est réel et strictement positif. Pour a complexe, a = |a| exp(if), on
utilise un prolongement analytique

2 _,
T —_ =" —i6/2
(@)= e
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ce qui donne ’expression explicite de Ky

2ih 2ht

m im(x — z')?
Ko(x,2'5t) = 0(t) S exp { ( ) ] (12.17)

Comme le propagateur libre ne dépend que de la différence (z — ), il sera
commode de choisir par la suite z' = 0. La transformée de Fourier temporelle
Go(x; E) de Ko(x;t) vérifie d’aprés (12.13)

4®  2mE\ - 2m
(@ + 7) Go(z; E) = ﬁé(x)

Au lieu de G, il est plus commode d’utiliser la fonction de Green Go(z; k) =
(h2/2m)Go(z; E), avec E = h?k?/2m, qui vérifie

(% + k2> Go(z, k) = §(x) (12.18)

Une solution possible de cette équation est

1 .
Go(x; k) = %k Sl (12.19)
En effet,
d d ik|z| | _ d . ik|z|
do {dx T4 {lke(“:)e }

— 21k (x) e*lel — 2 oikle]

ot €(x) = O(x) —O(—x) est la fonction signe de x. La généralisation de (12.18)
& trois dimensions

(V2 + k2)Go(F: k) = 6(7) (12.20)

sera étudiée dans le chapitre suivant.

12.2 L’intégrale de Feynman-Kac

12.2.1 Mouvement brownien et diffusion

Dans la section précédente, nous avons vu apparaitre des intégrands qui
oscillent & I'infini. Ces oscillations constituent un sérieux handicap pour un
traitement mathématiquement rigoureux de l'intégrale de chemin que nous
allons introduire ci-dessous en exploitant une correspondance remarquable
entre problémes de physique quantique et problémes de physique statistique.
En plus de son utilité dans la discussion de I'intégrale de chemin, cette cor-
respondance peut aussi servir a la compréhension qualitative et méme a la
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résolution quantitative, en particulier numérique de certains problémes. Par-
tons de I’équation de Schrédinger pour la particule libre & une dimension

. 0 n? 02

et effectuons la transformation (passage au temps imaginaire ou temps
euclidien)® t — —ir

0 n* 02
(78 = 3 iz ) Pl =0

Cette équation a la forme d’une équation de diffusion (parce que ’on a choisi
t — —it et non t — +ir!)
op _ p
or 0x?
ot lon identifie fi/2m a un coefficient de diffusion D. Par une transformation
de Fourier spatiale, cette équation devient

(12.22)

%@(lw) = —Dk*¢(k, 7) (12.23)
qui a pour solution évidente
Pk, 7) = Ce™PH7 (12.24)

ou C est une constante arbitraire. Revenant a ’espace des z, on en déduit par
une transformée de Fourier de gaussienne

_ dk —DK*7 _ikz __ 9(7-) 1'2
o(z,T) —/277_6 e = JirD: exp | — - (12.25)

La constante C' de (12.24) a été fixée a un, de sorte que

Tlirg+ oz, 7) = 0(x) (12.26)

L’interprétation physique de ¢(z,7) est la suivante : si une particule (clas-
sique!) diffuse & partir de l'origine au temps 7 = 0, elle sera au point x au
temps 7 avec une probabilité ¢(z, 7). Plus généralement, on peut définir la
probabilité conditionnelle

plas, mlzas) 1 e
Tp, Tp|TaTy) = ———=exp | ——7—
o VArD|1p — 74| 4D\ — 74|

5. La terminologie “temps euclidien” vient de la théorie quantique des champs. La mé-
trique de Minkowski x?w = :tg — 72, avec g = ct, se transforme au signe prés dans la
métrique euclidienne x% =72 4+ x?l avec x4 = c7. Le passage au temps euclidien est aussi
trés utile dans la discussion de I’équation de Fokker-Planck, qui peut se ramener a une
équation de Schrodinger en temps imaginaire : voir par exemple Parisi [1989], chapitre 19,
ou Le Bellac et al. [2004], chapitre 9. On trouvera dans le livre de Parisi [1989], chapitre 13,
une excellente discussion du prolongement analytique du temps réel au temps imaginaire
qui est aussi appelé rotation de Wick.

) > T, (12.27)
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C’est la probabilité de trouver la particule en x;, au temps 7, sachant qu’elle
est partie de =, au temps 7,. Le processus de diffusion étant markovien, cette
probabilité obéit & une équation de Chapman-Kolmogorov

p(@p, To|Ta, a) = / derp (s, moler, 7 )p(r, 71 |TaTe) (12.28)

Pour prouver directement (12.28), on remarque que la transformée de Fourier
spatiale de p est donnée par

plk, 7 —74) = e~ Dk (5—7a) O(1p — Ta)

et que le produit dans I’espace des k se transforme en convolution dans ’espace
des x. Nous allons maintenant itérer I’équation (12.28) en divisant 'intervalle
[Ta, Tb] en n intervalles de longueur e = (1, — 7,)/n. Aux temps intermé-
diaires 7; = 7, + je correspondent des positions z(7;) = z;, j = 1,2, ...,
n — 1, les positions initiale et finale étant xg = x(7,) = x4, n, = x(7p) = Tp
(figure 12.1). L’itération de (12.28) donne

n—1
p(xp, Tp|Ta, Ta) = / H dz; p(ze, To|Tn—1,Tn-1) - - - P(Tj1, Tj+1]T5, 75) - - -

j=1

p(.’fl, ’7'1|.Ta, Ta)

n—1 nfl

dx; xJH
12.29
\/47TDE / H \/47rD5 ;) ( )

On peut donner une interprétation intuitive de cette formule rigoureuse a la
limite ¢ — 0 : dans cette limite, la trajectoire en zig-zag de la figure 12.1
représente un “chemin” z(7) allant de (x4, 7,) & (p,7) en passant par les
points intermédiaires (7, x;). Ce chemin est affecté d’un poids statistique

1 (™ (dx\?
—— — ) d
1D /T (dT) T]
si on admet avec un certain optimisme (c¢f. le § 12.3.2) que 'on peut rem-

placer la somme de Riemann par une intégrale a la limite ¢ — 0. On écrit
formellement cette somme sur les chemins

n—1
exp | -5 S @ @)t
4D 4 ‘ g2

J:

x(7p) =1
Vé4nDe / H \/47TD€ /(T,,)_ra

t (12.29) devient avec cette notation

1™ (dz\>
Dax(7) exp ~iD 1 dr (12.31)

(r) (12.30)

z(Tp) =2y

p(ifb, Tb|$a, Ta) = /

z(Ta)=Tq
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A,

Tp

I
|
Tn-1 |

j+l

Xj+1

<)

7_1 N

X1

S

Xq Xy

F1a. 12.1 — Découpage de l'intervalle d’intégration [7a, 7] en n intervalles de lon-
gueur € = (7p — Ta) /N

Ce type d’intégrale est appelé intégrale fonctionnelle ou intégrale de chemin.
1l faut souligner que Pécriture de (12.31) est purement formelle, et que pour
toute évaluation concréte, on doit se ramener a (12.29). En réalité, le passage
d’une somme de Riemann a une intégrale n’est pas justifié parce que dz/dr
n’existe pas pour les chemins qui donnent la contribution principale a (12.31).
En effet, on déduit de (12.25) I’écart quadratique moyen de la position au
temps 7
(x®) = 2Dt

ce qui est la relation classique pour un processus de diffusion. Un chemin
correspondant & un processus markovien et qui vérifie cette équation pour
7 — 0 sera appelé chemin brownien. En raison du caractére markovien, les
positions successives x; aux temps 7; vérifient la relation suivante

(w41 —25)?) = 2D(7j11 — 75) = 2De (12.32)
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de sorte que [((zj41 — 2;)%)]'/? o /€, ce qui entraine que le chemin z(7) est
une fonction continue, mais non dérivable : on ne peut pas définir la vitesse
d’une particule brownienne. En dépit de cette difficulté, Wiener a pu définir
rigoureusement une mesure (12.31) sur les chemins browniens.

12.2.2 Propagateur euclidien et fonction de partition

Notre objectif est de généraliser (12.31) lorsque l’on transpose au cas eu-
clidien une équation de Schrédinger avec potentiel V(z) différent de zéro.
Remarquons tout d’abord que le propagateur libre (12.17) se raméne au pro-
pagateur en temps imaginaire (12.25) si Uon effectue dans (12.17) les substitu-
tions ¢t — —it et h/2m — D, et par conséquent, la probabilité p(xy, 7|%qe, Ta)
s’écrit comme un élément de matrice dans la représentation position

P(@, To|Ta, Ta) = (wp|e™Ho =Tl ) (12.33)

Nous avons vu que nous pouvions écrire (12.33) sous la forme de l'intégrale
de chemin (12.31), et nous voulons généraliser ce résultat lorsque 'on ajoute
un potentiel V(z) a Hy

2 02
en évaluant le propagateur euclidien
K, 7| %0, 7a) = (wple™ o) /B2 ) (12.34)

Comme ci-dessus, nous divisons l'intervalle [1,,7,] en n sous-intervalles de
longueur ¢, (1, — 7,) = ne, et nous utilisons la formule de Trotter pour deux
opérateurs A et B

ATB = im (eA/"eB/")n (12.35)

Cette formule est facile & montrer dans le cas o A et B sont des opérateurs
bornés (exercice 12.7.1). Choisissant

A= —(1,—1a)Ho /R B=—(m—71a)V/h
nous obtenons

—H(tp—7a)/h _ lim (efaHo/h efal//h)n

n—oo

e

L’étape suivante consiste a écrire (exercice 12.7.1)
e—aHg/he—EV/fL _ e—sV/Qh e—ng/he—sV/Qh + O(EB)
On introduit aux temps euclidiens 7; = 7, +je, j = 1,2,...,n — 1,

To = Ta,Tn = Tp un ensemble complet de vecteurs propres de 'opérateur
position X

[asstastasi =1
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ce qui conduit a des éléments de matrice

—eV/2h e_EHO/he_EV/Qh|$J‘> _ e—s[V(zj+1)+V(zj)]/2 < e_EHO/h|£Cj>

(zjr1]e Tjt1]

Le second élément de matrice a déja été évalué, car c’est tout simplement un
propagateur euclidien libre (12.27) avec D = i/2m

—eHo/h D mleyi = z;)”
(xjg1le =M z5) = p(ajs1, i |z, 75) = orhe P {_ : 2he :

et ’on trouve pour Kg
m
das o | ———
27Th5 T\ 27he

m(zj1 —x5)° x;)? _€ Vi
X exp Z She eXp |~ Z (z;)

(12.36)

(xvab|xa77—a

La présence de x; comme argument de V' n’est pas essentielle : ainsi que nous
le verrons dans le § 12.3.2, z;11, (z;41 + ;)/2, ou tout point intermédiaire
entre z;41 et x; feraient aussi bien 'affaire ; voir également I’exercice 12.7.5.
Comme précédemment, on simplifie I’écriture en passant formellement & une
intégrale de chemin

(1p)=xy

a(my)= 1 (1 [dz\? ]
KE(xb,Tb|xa,Ta)—/$(Ta)_Ia Dx(1) exp [_ﬁ /Ta <§m (E) +V(£C(T))> dr

(12.37)
L’interprétation intuitive de (12.37) est la suivante : dans le calcul du pro-
pagateur, chacun des chemins z(7) partant de x, au temps euclidien 7, et
arrivant en x;, au temps euclidien 7, est affecté du poids statistique

exp [—% / T H(x(T))dT}

et le propagateur s’obtient en sommant sur tous les chemins possibles, compte
tenu des conditions aux limites. Le point clé pour comprendre (12.37) est le
suivant : quel que soit V(z) le comportement aux temps courts du mouvement
de la particule est dominé par la diffusion, ((Az)?) oc AT pour A7 — 0. La
mesure d’intégration, celle qui définit les chemins dominants dans le calcul de
(12.37) est la mesure de Wiener

Dx(7) exp [—%/: (%m (gyﬂ
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qui peut étre traitée de fagon mathématiquement rigoureuse. Il est instructif
de vérifier directement (exercice 12.7.5) que Kp(z, T|zo, 7o) obéit a ’équation
de Schrédinger en temps euclidien

or ~ \ 2mon?

2 2
Oks _ _ < L v> Kg=-HKg (12.38)

L’équation (12.37) permet d’obtenir la fonction de partition a la tempé-
rature 7" d’une particule quantique de hamiltonien H sous forme d’intégrale
de chemin. En effet, cette fonction de partition Z(3), § = 1/kgT, est donnée
par une trace

Z(8) = Tre~#H — / da(zle=H ) (12.39)

d’ot1 expression de Z(f3) sous forme d’intégrale de chemin®

20)= [ o P H [ (% (%) v (xm)) dT]

(12.40)
L’intégrale porte sur tous les chemins périodiques : x(0) = z(Sh). Comme
lopérateur statistique de lensemble canonique est p = exp(—0H)/Z(5), le
propagateur euclidien est un élément de matrice p(xy, z4; 5h) de Popérateur
statistique dans la représentation x, au facteur Z(3) pres

(e |za) = Z(B)p(ay, xa; Bh) (12.41)

Enfin, on peut donner une interprétation du propagateur euclidien cette
fois en termes de mécanique statistique classique, en considérant x(7) comme
un champ aléatoire classique, le poids statistique de Boltzmann de la configu-
ration z(7) étant donné par (12.37). La limite 7, — —o0, 7, — +00 conduit a
une remarque intéressante. En introduisant 'opérateur X () dans la “repré-
sentation de Heisenberg euclidienne”

Xu(r) = efIm/h x e~ HT/N (12.42)

et en étudiant les éléments de matrice du produit Xy (m)Xu(m2), on peut
montrer (exercice 12.7.2) que la longueur de corrélation du systéme classique
est directement liée a la différence entre le niveau fondamental E; et le pre-
mier niveau excité Fy du systéme quantique associé. C’est 1a un exemple de
correspondance remarquable entre une propriété d’un probléme de mécanique
statistique et une propriété d’un probléme de mécanique quantique associé.

6. Cette équation est fondamentale en mécanique statistique quantique. Elle est, par
exemple, & la base de la méthode numérique dite de Monte-Carlo quantique, exposée par
exemple dans Le Bellac et al. [2004], chapitre 7.
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12.2.3 Intégrale de chemin de Feynman

En substituant au temps euclidien 7 le temps ordinaire ¢, on passe du
propagateur euclidien (12.34) au propagateur quantique K

K (xp, ty|Ta, ta) = (xle HEta)/hlg ) (12.43)
Compte tenu de
. d .d
dr =idt o= ig

la représentation de K sous forme d’une intégrale de chemin se déduit immé-
diatement de (12.37)

z(ty)=xp it 1 dz 2
K ayla) = D = 5 s -
(@0, to |0 t) /ma,)_% (1) exp h/t 2m<dt) V) | dt

(12.44)

ot Dz (t) doit se comprendre comme dans (12.30)

z(ty)=xp n—1
4 / T e 12.45
/w(ta)_% 217rh5 / 217rh5 ( )

La quantité qui apparait dans I'intégrand de I'exponentielle de (12.44) est le
lagrangien L de la particule (on notera le signe moins devant le potentiel !)

L— %m (i—f) V() (12.46)

dont l'intégrale sur le temps est [’action S

Sla(t)] = /tt (% m (%)2 _ V(x(t))) at (12.47)

On peut donc récrire K sous la forme

z(ty)=xp )
K (2, ty|Ta, ta) = / Da(t) Sle®I/h (12.48)
z(te)=xq
ot S[x(t)] est laction classique” pour le chemin x(¢) : un chemin

x(t) est donc affecté d'un poids exp(iS/h) dans lintégrale de chemin.
L’action correspondant & un élément de chemin z; — ;11 de la
figure 12.1 est

. _ )2
AS = %mi(xj+1€ xj) — EV(fE])

7. S est une fonctionnelle du chemin. La notation entre crochets S[xz(t)] indique que Ion
a affaire a une fonctionnelle de z(t).



500 Physique quantique : Exercices et applications

Si |zjp1 — x;] > (he/m)'/2, le facteur exp(iS/h) oscille un grand nombre
de fois quand on passe d’un chemin & un chemin voisin : les contributions
principales viennent des chemins browniens. Il faut souligner que dans (12.45)
ou (12.48), on intégre sur tous les chemins possibles tels que z(t,) = z, et
x(tp) = xp, et pas seulement sur les trajectoires classiques, celles qui obéissent
aux équations du mouvement! Le formalisme de I'intégrale de chemin fait
intervenir uniquement des quantités classiques, des nombres et des fonctions.
11 offre une formulation alternative de la mécanique quantique, ou n’inter-
viennent ni les espaces de Hilbert, ni les opérateurs.

Les trajectoires classiques ¢ (t) (il peut y en avoir plusieurs) sont celles
qui rendent I'action stationnaire

5 —0 (12.49)
0x(t) la(t)=za(t)

Considérons un chemin z(t), soit S l'action correspondante et supposons
S > h. Si |S — Sa| > h, alors le facteur exp(iS/h) oscille un grand nombre
de fois quand on passe de zci(t) & z(t), et un tel chemin va contribuer de
fagon négligeable au propagateur K. Lorsque 'action classique est grande par
rapport & A, 'intégrale de chemin est dominée par les trajectoires proches des
trajectoires classiques, et on pourra envisager un développement en puissances
de h autour de ces trajectoires. En physique statistique, ’approximation cor-
respondante est ’approximation de Landau.

Une application importante des intégrales de chemin est I’écriture des pro-
duits ordonnés dans le temps d’opérateurs, aussi appelés produits-T d’opéra-
teurs. Considérons I’élément de matrice suivant pour ¢ > t/

Fxp, ty; 1,1 24, 1) = (wp|e HE=t)/R X e H(=t)/h Xe*iH(tLt“)h|xa> t>t

(12.50)
ou X est lopérateur position, et choisissons le chemin en zig-zag de la
figure 12.1 pour évaluer cet élément de matrice. Comme z; est la position
de la particule au temps t;, 2; = x(t;), nous obtenons en introduisant un
systéme complet d’états propres de X

/dijlijjl =/dxj xjlz;) (x| :/dxjx(tjﬂxﬁ(xﬂ

Mais nous pouvons exprimer F' en terme de 'opérateur position dans la re-
présentation de Heisenberg

Xy(t) = tHV/h x o—iHt/R (12.51)

en définissant |z, t) par .
|z, t) = e /M |z) (12.52)

Lorsque t > ', F s’écrit

F = <33b, tb|XH(t) XH(tl)|$a, ta>
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tandis que pour ¢ < ¢/
F = {xp, tp| Xu(t') Xu(t)|za, ta)

Nous allons tenir compte des deux ordres possibles de ¢ et ¢’ en définissant le
produit-T" d’opérateurs position X dans la représentation de Heisenberg par

T(XH(t)XH(t/)) = XH(t)XH(t/) t>t

= Xu(t)Xu(t) t' >t (12.53)

Nous obtenons la représentation de I’élément de matrice du produit-T" sous
forme d’intégrale de chemin de F', valable quel que soit 'ordre des temps ¢
et t/

a:(tb):a:;,

(b, to| T (Xu () Xu(t'))|za, ta) :/ Dax(t) z(t)x(t))

z(te)=xq

X exp [% /ft (% m (%)2 _ V(a:(t))) dt]
(12.54)

Cette équation se généralise facilement a la fonctionnelle génératrice des
produits-T', Z[j(t)] (cf. la note 7), ot j(t) est appelé source (exercice 12.7.3)

T ety exp [E Sl=0)] +1 / E (t)x(t)dt}

(12.55)
qui permet de calculer les éléments de matrice de produits-T" par différentia-
tion fonctionnelle, par exemple

Z([j]; xv, ty; Tas ta) :/

z(te)=2q

<$b,tb|T(XH(t)XH(t/))|$a,ta> =
(—i)? " 82 Z([5); 2y ty; Ta, ta)
Z([j = 0]; zp, ty; Ta, ta) 55(t)05(t") =0

(12.56)

ou la valeur moyenne du produit-7" a été normalisée en divisant par
Z([] = 0];$b,tb;$a,ta).

12.3 Applications de l'intégrale de chemin

12.3.1 Oscillateur harmonique

Le cas de loscillateur harmonique est instructif car on peut mener jusqu’au
bout des calculs analytiques. Afin de simplifier les formules, nous utiliserons



502 Physique quantique : Exercices et applications

(uniquement dans cette sous-section) un systéme d’unités ou i =m = 1. En
présence d’une source j(t), le lagrangien est

1 1
L=3 i? — 3 w2a? + j(t)x(t) (12.57)

I’équation du mouvement correspondante étant
i+ wlr = j(t) (12.58)
L’expression explicite de la fonctionnelle génératrice est

I(th):I},

Z([j];xb,tb;xa,ta):/

o1 1
Dx(t) exp {1/ dt (— 2 — = wl? + ](t)x(t))}
z(te)=zq ta 2 2
(12.59)
En procédant de fagcon un peu cavaliére, on effectue une intégration par parties

dans l'intégrale sur ¢

x(tp)=wp

Z([j];xbatb§xa7ta) = / Dl‘(t)

z(te)=xq

X exp [i /tatb dt (—% T [;—; +w2] x +j(t)$(t))]
(12.60)

L’intégrale dans (12.60) est une intégrale gaussienne que 'on calcule explici-
tement®

Z([7); xby to; Tas ta) = Z([J =0]; xp, tp; Ta, ta) €xXp {_%/ bdtdt’j(t)D(t—t’)j(t/)]

ta
(12.61)
ot D(t) est une fonction de Green de l'oscillateur harmonique (& un facteur —i

pres)

<§—; + w2> D(t) = —ié(t) (12.62)

D(t) est “I'inverse” de l'opérateur i(d*/dt? + w?). Toutefois, comme nous
Pavons déja remarqué, 'équation (12.62) ne définit pas D(t) de fagon unique,
et cette équation doit étre complétée par des conditions aux limites choisies
en fonction du probléme posé (exercice 12.7.4). Le calcul explicite de Z est

8. L’exercice 2.5.7, eq. (2.69), montre que pour calculer une intégrale gaussienne, il faut
inverser la matrice A qui intervient dans I’exposant de (12.61). Cet inverse est donné par
la solution de (12.62).
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possible (exercice 12.7.6), et 'on trouve

. w 1/2 iw 9 9
Z([7]; @by to; Tas ta) = (m) X exp Sy [(Ia+xb)coswt - 2maxb}

izq / " sinfw(ty — ¢)]j(t')dt"

sin wt

ta
. ty
1Tp . ’ sl ’
3 —t, 12.
e /t sinfw(t’ — t2)]j(#)dt (12.63)

i .
Ry / / dt'dt” (ot — ")

s sinfo(ty — /)] sinfw(t” — tam(t")}

12.3.2 Intégrale de chemin en présence d’un champ
magnétique
Le lagrangien d’une particule chargée de charge ¢ dans un champ magné-

tique B, supposé indépendant du temps pour simplifier, s’écrit en fonction du
potentiel vecteur A (exercice 7.5.8)

1 dr S dr
_ 2 Y v A —— 12.64
c=gm (%) ~vE© rod-§ (12.64)
Suivant (12.44), le propagateur prend la forme d’une intégrale de chemin
(t)=7 i1 R\’
K (7, ty|7a, ta) = Dt - S
Gotlft) = [ D)o [h/ (2 (%)
. - dr
—V(#(t)) + qA - E) dt] (12.65)

Nous allons examiner ’action d’une transformation de jauge sur cette expres-
sion, ce qui va nous permettre de découvrir une subtilité du découpage de la
figure 12.1 que nous avions passée sous silence jusqu’a présent. Effectuons une
transformation de jauge (10.58) sur A

A A =A-VA

Dans ces conditions, on obtient une contribution supplémentaire & U'intégrale
de I'exponentielle dans (12.65)

i t B : 7 .
—1q b dT‘ - —ig b, _)___1q L .
n, (dt) VA= / VA-di' = =L [A(R) — A(7)] (12.66)

Ainsi que nous allons le voir bientdt, le passage de la seconde & la troisiéme
expression de (12.66) qui semble pourtant évident, est en fait purement formel.
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En admettant pour linstant la validité de cette manipulation formelle, la
transformation de jauge agit donc de la fagon suivante sur le propagateur

K(Fb7 tb|7?aa ta) - K/(Fln tb|7?aa ta) = eiiqA(Fb)/hK(Fh tb|Faa ta)eiqA(Fa)/h
(12.67)
Vérifions que cette loi de transformation du propagateur est bien compatible
avec la transformation de jauge (10.58). En effet, d’aprés (12.10)

K (P, to]T, ta) = Y nali) g (7)o 7 En o= ted /I
n,s

et Paction de la transformation de jauge (10.55) est
Pns(T) — @n(7) = e gALT)/R Pns ()

Rappelons que si ¢ obéit a une équation de Schrédinger ou figure le potentiel
/_1’, alors ¢’ obéit & une équation de Schrodinger ou A est remplacé par le
potentiel vecteur transformé de jauge A , et la loi de transformation (12.67)
de K est bien celle que 'on déduit de la transformation des fonctions d’onde.
La conclusion de cette étude de I'invariance de jauge est que la manipulation
formelle (12.66) doit étre correcte, ce que nous allons justifier.

Venons-en donc a la justification de (12.66). Afin de simplifier 'argument,
revenons provisoirement au cas unidimensionnel et a la version euclidienne de
I'intégrale de chemin. Nous avons & évaluer une intégrale du type

Tp d

% 4z
2, dw
le long de chemins browniens. Le résultat remarquable observé pour la pre-
miére fois par It est que, en régle générale,

zy
| Edn ol - ol

Ce résultat surprenant vient de ce que pour un chemin brownien (Ar)? < A7
si AT — 0. Choisissons un chemin en zig-zag de la figure 12.1 avec des points
To = Taq,T1,...,Tn_1,Tn = Tp et partons de 'identité

|
A

n

plw) = plea) = [(zj41) — @(z;)] (12.68)

Il
=]

Supposant la fonction ¢ suffisamment réguliére, effectuons un développement
de Taylor en puissances de (2,41 — ;) de [p(z;11) — ¢(z;)] autour du point

Uy = Xj + )\(xj+1 — a:j)
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avec 0 < A < 1. Ce développement permet de récrire la somme dans (12.68)
a lordre (z;41 — xj)2

1
p(xp) — Z [ ip1 = 25) () + 5 (@41 — )% (1 = 209" (wny)
7=0

+0 (w1 —5)%)
Mais nous avons vu que pour un chemin brownien
((wj41 —27)%) = 2D(7j41 — 7;) = 2De
et par conséquent, en prenant la somme sur les chemins browniens
n—1
o) — (xa) = D [(wj41 — 2)¢ (un;) + D(1 = 2X) (7511 — 75)¢" (un))]
j=0
+0 ((wj1 — x;)°)
Nous pouvons maintenant prendre la limite (z;4+1 — x;) — 0, car les termes
O((wj41 —x)%) sont d’ordre (7j41 —7;)3/?  £%/? et ne contribuent pas dans
cette limite. On obtient alors le résultat d’Ttd

xp Ty 12

o(xzp) — p(zg) = /Ia j—i dz + D(1 — 2)\)/T %&' (12.69)
Pour éliminer le second terme du membre de droite de (12.69), il faut choisir
A = 1/2; ou, en d’autres termes, il faut choisir dans le découpage de I'inté-
grale de chemin 'argument de ¢ au point (241 + x;)/2, au milieu de I'inter-
valle [z}, z;41]. L’argument exposé ci-dessus permet également de comprendre
pourquoi le calcul de lintégrale de V' (z(7)) dans Pexponentielle de (12.40) ne
dépend pas du choix de A : on peut choisir V(z;), V(41 ou V[(z;+x;41)/2])

eZ V(uy;) = eZ Vi(z;) +eA Z(xjH — )V (x) + -+

Comme eX(z41 — ;) o €¥/2, le deuxiéme terme de la somme ne contribue
pas a la limite ¢ — 0. Les ambiguités ne peuvent se produire que pour des
potentiels dépendant de la vitesse.

Revenant au propagateur en présence d'un champ magnétique, nous
voyons que l'invariance de jauge ne sera satisfaite que si 'on peut écrire
(12.66), c’est-a-dire si on choisit comme argument de A le vecteur (Fjp1+75)/2

_ Tj41 + 75 Tjt1 —Tj
/a A- —dt hm ZsA( 5 ) : ( 6 ) (12.70)

Une démonstration plus directe de ce résultat s’inspire de de la méthode
utilisée dans l'exercice 12.7.5 : comme l'algébre est un peu fastidieuse, nous
renvoyons le lecteur au livre de Schulman [1981], chapitre 4, ot 'on montre
que le choix effectué dans (12.70) est nécessaire si I'on veut que ¢ obéisse a
I’équation de Schrédinger en présence d’un potentiel vecteur.

a
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12.3.3 L’effet Aharonov-Bohm

En physique classique, on considére que les potentiels scalaire V' et vec-
teur A sont des intermédiaires de calcul, certes extrémement utiles, mais qu’en
derniére analyse seuls les champs E et B ont une signification physique car
Paction sur les particules chargées décrite par la loi de Lorentz (1.11) ne dé-
pend que de E et B. Comme dans la section précédente, nous nous limitons
pour simplifier & un champ magnétique indépendant du temps. Si une parti-
cule chargée traverse une région d’espace ou B = 0, elle ne subit aucun effet
puisque la force de Lorentz est nulle. Comme nous allons le voir sur ’exemple
de leffet Aharonov-Bohm (A-B), la situation est plus subtile en physique
quantique. Reprenons la discussion de l'expérience des fentes d’Young en la
réalisant avec des particules chargées, et en disposant derriére les fentes un
solénoide trés fin tel que B s’annule dans toute région de ’espace ot la pro-
babilité de présence des particules est non nulle (figure 12.2). Cette région est
fixée par le diagramme de diffraction des deux fentes. On pourrait s’attendre
a ce que la présence du solénoide n’ait aucun effet observable, en particulier
il ne devrait pas affecter le diagramme d’interférences sur I’écran F. Nous
allons montrer qu’il n’en est rien. Soit @1 (7%, ty) et Y2 (7%, tp) les amplitudes de
probabilité de trouver au temps t; la particule au point 7, de ’écran quand
elle est passée par la fente 1 (¢1) ou par la fente 2 (p2). En Pabsence de
champ magnétique, les amplitudes 1 (7, tp) et wa2(7%, L) peuvent étre calcu-
lées a partir de (12.2) par une intégrale de chemin en fonction de 'amplitude
de probabilité a la source o(7, t,)

o1 (Fosto) = /dra/ D7 exp{i'i th(F(t))dt] P(Furta)  (12.71)

ta

ou le chemin i, i = 1,2, passe par la fente (). En présence du solénoide,
l’exponentielle dans (12.71) devient

ty

i . ig [ I
exp |+ L(7(t))dt | exp E/ Edt
ta ta

et I'exponentielle originale est donc multipliée par le facteur dépendant du
chemin (1 ou 2)

. oo
exp [ﬂ A-dr (12.72)

h Jz. 0

Ce facteur est indépendant du temps, et par la suite nous supprimons la
dépendance par rapport a ¢, qui ne joue aucun role ici, en supposant un flux
continu de particules. L’amplitude de probabilité pour trouver la particule en
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)]

@

F1G. 12.2 — L’effet Aharonov-Bohm. La probabilité de présence des électrons est
négligeable au voisinage du solénoide S. Le champ magnétique B est perpendiculaire
au plan de la figure.

7 sur I’écran au temps tp est

. 7
ﬁ/ A dF
(1) h )72

= exp H/ A dP ©1(7h) + p2(7) exp E% A dr
h Fa(1) h C

Le premier facteur de la seconde ligne est un facteur de phase global qui
n’affecte pas le diagramme d’interférences. Le second facteur de phase est
donné par une intégrale sur le contour fermé C' formé par le chemin passant
par la fente 1 et celui passant par la fente 2 (figure 12.2)

/de(.) —/1dF(o) - %Cdf(.)

L’argument de ’exponentielle en facteur de @9 est

iq - g R 172
L Aar="2 | [B-aS="L 12.7
h}'{C " h// S=7 (12.73)

ou P est le flux du champ magnétique a travers le chemin fermé C, c’est-a-dire
le flux du solénoide, puisque B est supposé négligeable le long des trajectoires

. iq [T o .
©1(T) exp lﬁqﬁ A - d7 |42 (7%) exp
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suivies par les particules. Le diagramme d’interférences est donc déterminé
par

) 2
ig®/h 02 (Fb)
En un point fixé 73, le diagramme d’interférences varie sinusoidalement avec
®, avec une période

©1(7%) + e

g = Iy 1075w (12.74)
q q

Si, par exemple, ® = h/2¢, un maximum d’interférences en 1’absence de champ
est transformé en un minimum lorsque le solénoide est présent. Cet effet du
solénoide sur le diagramme d’interférences est appelé eﬁ”et Aharonov-Bohm.

Le passage de particules chargées dans une région ot B= 0, mais ou A #0
produit donc des effets observables. Toutefois, I'effet est invariant de jauge,
puisque la modification du diagramme d’interférences ne dépend que du flux
du champ magnétique a travers C, et donc de B. Si un des deux chemins
pouvait étre déformé dans 'autre sans rencontrer de région ou B # 0, aucun
effet ne serait observable, méme avec A # 0 le long des trajectoires. Le facteur
exp(ig®/h) est un exemple de facteur de phase topologique, lié au fait que la
topologie de I'espace n’est pas simplement connexe.

On peut donner deux interprétations de 'effet A-B.

(i) Le potentiel vecteur agit localement sur les particules chargées : lar-
gument de A est la position 7 de la particule, et on doit accorder une
signification physique au potentiel vecteur.

(ii) Comme l'effet est invariant de jauge et peut se calculer en fonction du
seul champ B , le potentiel est un intermédiaire commode, mais non
indispensable si 'on admet que l'on peut écrire des interactions non
locales entre les particules et le champ.

Le point de vue (i) a le mérite de la simplicité : les interactions sont écrites
de fagon locale. Mais dans le cadre strict de I’électromagnétisme, il n’y a pas
d’argument décisif pour choisir le point de vue (i) plutot que (ii). En revanche,
le point de vue (i) s’impose dans le cas des théories de jauge non abéliennes
(exercice 10.4.7), car dans ce cas méme les champs ne sont pas invariants de
jauge, et il n’y a aucune raison de se compliquer la vie avec des interactions
non locales®.

12.4 L’approximation BKW

12.4.1 Forme asymptotique de la fonction d’onde

Dans cette section, nous allons exposer une méthode d’approximation qui
s’applique lorsque 'on a affaire & une équation différentielle ordinaire, par

9. Il existe aussi un effet A-B scalaire : voir par exemple Rauch et Werner [2000],
chapitre 6.
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exemple I’équation de Schrodinger a une dimension ou bien ’équation radiale
obtenue aprés séparation des variables. La généralisation sera décrite trés
brievement a la fin du § 12.4.4. L’équation de Schrodinger (8.67) indépendante
du temps pour une particule d’énergie F dans un espace a une dimension et
soumise & un potentiel V() peut s’écrire

d2

2

d2+k()():o (12.75)

si Pon définit k2(x) par

2 2m|E —
k2 (x) = ph(f) _ 2ml h2v(x)] (12.76)
k(z) est un vecteur d’onde local et p(x) une impulsion locale. Ainsi que nous
Pavons déja remarqué (cf. (8.68) et (8.69)), k(x) et p(x) sont réels dans une
région ot E > V(z), qui est la région classiquement permise, et imaginaires
purs dans une région ot £ < V(z). Ecrivons op(z) sous la forme op(z) =
exp[i®(z)]. L’équation de Schrodinger (12.75) devient

— (%)24—1 (‘f@) +E*(z) =0 (12.77)

Examinons tout d’abord une région d’espace ou E > V(z), k*(z) > 0. Si le
potentiel V(z) était indépendant de x, V(x) = V, nous aurions comme solu-
tion ®(x) = +kx, k = \/2m(E — V)/h2 et d°®/dz? = 0. Si V(z) n’est pas
constant, mais varie peu sur une distance de 'ordre de la longueur d’onde
locale A(x) = 27/k(x), nous nous attendons a ce que d?® /dz? soit petit com-
parativement aux deux autres termes de (12.77). L’approximation reposant
sur cette variation lente est appelée approzimation BKW (Brillouin-Kramers-
Wentzel). En premiére approximation, on néglige d*®/dz? dans (12.77), et
notant & = @, cette approximation

d®y

0 _thr) o) = / " k(u)du (12.78)

La condition de validité de cette approximation est |®"| < ()2, soit
dk(x) 2
— | <k
’ dx ‘ (z)

ce qui s’écrit, compte tenu de l'expression (12.76) de k

’dk(a:)‘ dv 1 m ‘
dz n2 ldz | k(x) 27rh2 dz

‘ < k2 (z)
La condition de validité de ’approximation peut aussi se mettre sous la forme

dV‘ < 21h%k?(x) _ 271p? ()

M) |4

— (12.79)
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En d’autres termes, la variation du potentiel sur une longueur d’onde doit
étre petite par rapport a I’énergie cinétique locale.
Pour obtenir I’approximation suivante, dont nous nous contenterons, on
reporte
dz?2 = d2?2 T de
dans (12.77), avec pour résultat

e d’@g _ dk

= +£/k2(2) + 10" (z) ~ £/k2(x) + iK' (z)

et en développant la racine carrée

_i/xk(u)du—i—%/x kk((s)) du:i/xk(u)du—i—%lnk(m)

Le résultat pour ¢(z) qui sera a la base de toute la discussion qui va suivre

est finalement
o(z) = \/% exp [j:i / " () du] (12.80)

La probabilité de présence de la particule est proportionnelle a 1/k(z), ce qui
se comprend ainsi : dans un mouvement classique entre deux points x, et xp, la
probabilité de présence dans un intervalle Ax est inversement proportionnelle
a la vitesse de la particule, et donc a 1/k(x).

Lorsque E < V(x), la formule (12.80) est encore valable a condition de
faire la substitution

2m[V (z) — E]

k(z) — ik(2) K2 (z) = =

La déduction donnée ci-dessus de (12.80) perd toute validité lorsque F ~
V(z), et il nous faut examiner ce qui se passe prés d'un point ou E = V (z),
appelé point de rebroussement'®, car c’est en un tel point que la particule
classique rebrousse chemin : ce sont par exemple les points x; et xo de la
figure 1.15. Supposons donc que E = V() au point x = 0, et qu’en ce point
la pente de V() soit négative, de sorte que k(x) est imaginaire pour 2 < 0 et
réel pour x > 0 : la région permise classiquement correspond & = > 0. Pour
x < 0, et suffisamment loin de z = 0, on peut écrire p(z) sous forme d’une
combinaison linéraire des solutions indépendantes approchées de (12.75), avec
des coefficients B; et Byl

2<0 go(:c)—%<Blexp {/Omﬁ(u)du} + By exp {/Omn(u)duD

(12.81)

10. En anglais : turning point.
11. Il faut prendre garde au fait que ’argument de la premiére exponentielle dans (12.81)
est négatif : le terme dominant est By !
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Pour z > 0, et suffisamment loin de = 0, la solution devient

>0 ¢ o(z) = kl(x) <A1 exp [i/owk(u) du} + Ayexp [—i/;k(u) duD
(12.82)

Les solutions approchées de (12.81)-(12.82) de I’équation originale (12.75) ne
sont pas valables au voisinage de = 0, ou 'approximation (12.79) n’est
pas vérifiée. Ces solutions sont singuliéres en ce point, car elles présentent un
point de branchement & z = 0, dii & la racine carrée et a ’exponentielle. Ces
singularités sont des artefacts de I'approximation, car la solutions exacte p(x)
n’est pas singuliére en ce point. Il doit étre possible de raccorder les solutions
approchées (12.81) et (12.82), et c’est ce raccordement qui va fixer les relations
entre les coefficients (A;, As) et (B1, Bz). Cependant, ce raccordement n’est
pas évident en raison du phénomeéne de Stokes, que nous étudierons au § 12.4.3.

12.4.2 Formules de raccordement

En supposant que [E — V(z)] s’annule linéairement en & = 0, nous allons
utiliser une approximation linéaire au voisinage de ce point

E—-V(z)=Kx (12.83)

Le potentiel correspond a un champ de forces constant. L’équation de Schro-
dinger (12.75) devient au voisinage de = = 0

d*p  2mK
a2 + [ zp(z) =0 (12.84)
Introduisons la variable sans dimension ¢
2mK /3

L’équation (12.84) devient avec cette variable

2 1/3
() +tp(t) =0 P(t) = l(2ZK> a:] (12.86)

A ce point nous devons distinguer les régions z > 0 et z < 0. Nous allons nous
limiter au cas K > 0, car les formules du cas K < 0 s’en déduisent facilement
(exercice 12.7.7). Un théoréme sur les équations différentielles nous assure que
les solutions de (12.86) sont des fonctions analytiques de ¢. Plus généralement,
on montre que si le potentiel V(x) peut étre prolongé a des valeurs complexes
z, et si V(z) est analytique, les solutions ¢(z) de 'équation de Schrédinger sont
aussi des fonctions analytiques de z. Les solutions de (12.86) sont les fonctions
d’Airy Ai(—t) et Bi(—t), dont on trouvera les propriétés dans Abramowitz et
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Stegun [1964], p. 446, ou dans Landau et Lifschitz [1966], appendice; voir
également Ballentine [1998], chapitre 5'2. Elles peuvent s’exprimer en terme
des fonctions de Bessel J;/3(2) et J_;,3(2), ce qui est utile pour déterminer
leur comportement asymptotique. Le point important est ’expression de leur
développement asymptotique pour ¢t — +oo (z > 0)

) t71/4 T
Ai(—t) ~ NG cos (z - Z) (12.87)
. e ™
Bi(—t) ~ — Tr sin (z — Z) (12.88)
et pour t — —oo (z < 0)
. 1je~v4
Ai(—t) ~ = # 12.
i(—t) N e (12.89)
|t|_1/4
Bi(—t) ~ e (12.90)

La variable z est définie par

25 2( R 3 _/Z
x>0(t>0) : Z—3t _3(2mK k*(z) = ; E(u)du (12.91)

2
r<0(t<0): z= §|t|3/2= % (WZ—K) ﬁ3(m)=—/0 r(u)du
(12.92)

La solution générale de (12.86) est une combinaison linéaire de Ai(—t) et
de Bi(—t)
¥(t) = CaAi(—t) + CpBi(-1) (12.93)

Il est essentiel d’observer que cette solution est valable a la fois dans la région
t < 0 et dans la région t > 0 : le point ¢ = 0 n’est pas un point singulier
de (12.93) car les fonctions Ai(—t)et Bi(—t) sont des fonctions analytiques
de t. Un examen superficiel des équations (12.81), (12.82) et (12.93) semble
montrer que l'on peut relier (41, A2) a (B1, B2) en exprimant ces coeflicients
en fonction de C'y et C'p, compte tenu du développement asymptotique des
fonctions d’Airy. En fait, il n’en est rien, car si Cg # 0, le comportement
asymptotique de la fonction Ai pour z < 0 est complétement noyé dans le
bruit de fond des corrections en z~" exp z au comportement asymptotique de
Bi. Le seul cas ou une identification est possible est celui ou Cp = 0. Les
équations (12.87) et (12.89) conduisent alors a la formule de raccordement

;(m) exp {/OI K (u) du} = % cos [/Ow k(u) du — ﬂ (12.94)

12. Les fonctions d’Airy sont définies de facon conventionnelle comme les solutions de
léquation 9" (t) — tip(t) = 0, d’ou le signe moins de l'argument de ces fonctions dans
(12.87)-(12.90).
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Il faut souligner que la fleche dans (12.94) ne fonctionne que dans le sens
indiqué. Il est facile de montrer une formule analogue lorsque K < 0 (exer-
cice 12.7.7)

=) exp [— /Ow K (u) du] = \/% cos {/Ox K(u) du + ﬂ (12.95)

12.4.3 Phénomeéne de Stokes

Le comportement asymptotique (12.87)-(12.90) des fonctions Ai et Bi est
une conséquence du phénomeéne de Stokes que I'on met en évidence en pro-
longeant la formule (12.82) dans le plan complexe z = r exp(if). Concentrons-
nous en premier lieu sur les exposants : le premier exposant devient

i/OZ k(u)du =

123/2

/% | cos 3—94—1 + isin 3—0-1-z
2 2 2 2

Le deuxiéme exposant s’obtient en changeant 7/2 en —m/2 dans la seconde
ligne de (12.96). Les deux exposants sont réels pour § = /3, § = 7 et
6 = 57/3. Les trois demi-droites correspondantes tracées a partir de 1'origine
dans le plan complexe sont appelées lignes de Stokes (figure 12.3). Les deux
exposants sont imaginaires purs pour § = 0, § = 2w /3 et § = 47/3, et les trois
demi-droites correspondantes sont appelées lignes anti-Stokes. Sur les lignes de
Stokes, une des deux exponentielles est dominante, car I'un des exposants est
positif et 'autre négatif ; rappelons que nous nous intéressons & une situation
ou i — 0 ou les exposants sont grands en valeur absolue.

Le deuxiéme facteur a prendre en compte dans l’expression asymptotique
de la fonction d’onde est

2. ;
— 2,8/2310/2

(12.96)

2
3
2
3

k’1/2(z) — ,1/4 _ 1/4,-i0/4

Ce facteur impose une coupure dans le plan complexe. La position de cette
coupure est arbitraire, et nous la choisirons entre les deux lignes de Stokes a
0 =7 et = 5n/3 (figure 12.3). Si nous récrivons (12.82) sous la forme

p(z) = Aty (2) + Ay (2)
V() = k~V2(2) exp {:l:i/o k(u) du} (12.97)

nous voyons que ¥_ domine sur la ligne de Stokes § = 7/3 et ¥ sur les deux
autres lignes. La détermination du terme dominant dépend de la position de
la coupure : si celle-ci était placée entre § = 57/3 et § = 0, c’est _ qui
dominerait sur la ligne de Stokes § = 57/3. Lorsque l'on encercle le point
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F1G. 12.3 — Lignes de Stokes Sy /3, Sr et Ss./3 (trait plein), anti-Stokes (tirets) et
coupure (trait gras).

z = 0 par un contour décrit dans le sens trigonométrique, z acquiert un
facteur exp(—2im) au passage de la coupure et par conséquent

KV (2) — ik™Y2(2)

D’autre part, en ce qui concerne ’exponentielle

/OZ E(u)du — ™3™ /OZ k(u)du = — /OZ k(u)du

Ces deux résultats impliquent qu’aprés traversée de la coupure, les fonctions
Y4 et Y_ s’échangent

Vi(z) = ip_(2) ¥ (2) = Wy (2)

11 faut donc que les coefficients A4 et A_ de (12.97) subissent un changement
compensateur pour assurer la continuité de ¢

Ay — —iA_ A — —iAL (12.98)

Sur chaque ligne de Stokes, le coefficient de ’exponentielle sous-dominante
est indéterminé, et il subit un changement proportionnel a celui du terme
dominant. Par exemple, au voisinage de la ligne de Stokes 6§ = 7/3, et dans
un intervalle 7/3 — ¢ S 0 S /34 ¢, Ay et Ay (12.82) changent suivant

A — A+ Ay Ay — Ay
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ou le coefficient « reste & déterminer. Sur la ligne de Stokes 6 = , le premier
terme de (12.82) est dominant et

Al +ady — Al + Ay Ags — Ag + (A1 + aAy)

Sur la ligne de Stokes § = 57/3, le premier terme de (12.82) est a nouveau
dominant. Mais comme la coupure a été traversée, il faut prendre en compte
(12.98) et

A1 + O[AQ — —i[AQ + ﬂ(Al + O[AQ)]
Ag + ﬁ(Al + OéAg) — —i[Al + Ay + ’Y(AQ + ﬁ[A1 + OZAQ])] (12.99)

L’analyticité de ¢(z) implique que les coefficients A; et Ay s’identifient res-
pectivement & la premiére et a la seconde ligne de (12.99), ce qui permet de
déterminer les coefficients «, (5 et ~

a=fB=~=i (12.100)

On en déduit immeédiatement la formule de raccordement (12.94). En effet, si
Pon veut que ¢(z) soit exponentiellement décroissante dans la région x < 0
(sur la ligne de Stokes 8 = 7), le coefficient de 14 doit s’annuler : A;+iA; =0,
soit
1 . 1 .
A= B e in/4 Ay =5 B eim/4 (12.101)

o Bj est défini en (12.81).

12.4.4 Etats liés

FIG. 12.4 — Etats liés d’un puits de potentiel.

Cherchons les états liés d’un puits de potentiel avec un minimum unique
(figure 12.4) a Papproximation BKW, en appelant a et b les abscisses des
points de rebroussement. Nous distinguons trois régions de 'axe des x : I :
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r<a;ll:a<x<b;Il:xz>b. Pour x — —o0, la fonction d’onde doit étre
de la forme

olz) = :‘(x) exp [ / " (w) du] (12.102)

tandis que dans la région III

o(z) = B( exp [— /:/i(u)du} (12.103)

k()

Dans la région intermédiaire I1, la fonction d’onde est d’aprés (12.94) (raccor-

dement & 2 = a) ) )
24 cos / k(u) du — T
k(x) LJo 4]

mais d’apres (12.95) elle prend aussi la forme (raccordement a x = b)

2B A ]
——— cos / k(u) du + T
LJo 4]

Ecrivons la premiére forme de o(z) en utilisant
T b T
/ k(u)du = / k(u)du + / k(u)du =¥ + I(z)
a a b
ou nous avons défini W par
b
U= / k(u)du (12.104)

Les deux formes de ¢(z) dans la région II ne sont compatibles que si

| B = —ide' (12.105)

@

La premiére de ces équations donne la régle de quantification de Bohr-
Sommerfeld

U= /:k(u) du = <n+ %) ™ (12.106)

et la seconde A = (—1)"B. On reconnait dans ¥ Paction classique du mou-
vement sur une demi-période dans le puits. L’équation (12.103) donne les ni-
veaux d’énergie du puits de potentiel a "approximation BKW. Le facteur 1,/2
ne devrait pas a priori étre pertinent, car la régle de Bohr-Sommerfeld n’est
en principe valable que pour des actions grandes par rapport a h, c’est-a-dire
pour n > 1 : il faut donc que le puits ait un nombre d’états liés suffisamment
grand. Toutefois, on observe (1) que cette régle devient de plus en plus pré-
cise quand S¢1/h — oo et que le facteur 1/2 est crucial pour laccord avec les
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données expérimentales ou numériques, (2) qu’appliquée a 'oscillateur har-
monique, elle donne exactement les niveaux d’énergie (mais ¢’est un accident).
En effet, le potentiel est V(x) = mw?2?/2 et les points de rebroussement sont
x4 = +£4/2F/mw?, ce qui donne pour angle ¥

T4 E
\I/:/ \/27)1—7)1%}2x2dx:—7r
o w
d’out les niveaux d’énergie E, = (n + 1/2)hw.
La procédure de quantification semi-classique obtenue en (12.106) s’ex-
prime en fonction de I'action classique S¢ correspondant & un aller-retour de

la particule
1 1 v
ﬁSd: 7 %pdszw(n—l—Z)

ou v est lindice de Maslov, et v = 2 dans (12.106). Cette procédure de quan-
tification peut se généraliser aux systémes intégrables : pour un tel systéme,
si le nombre de degrés de liberté est d, les trajectoires sont situées sur un tore
a d dimensions dans 'espace de phase a 2d dimensions {z;,p;}, i =1, ..., d.
Chaque boucle fermée tracée sur le tore donne lieu & une condition de quan-
tification individualisée avec des indices de Maslov v;

1 i
ﬁ %pidxi =27 (ni + %)

et les niveaux d’énergie sont caractérisés par les entiers ni, ..., ng et sont
donnés par H(nq,...,ng), ot H est le hamiltonien.

Pour des systémes non intégrables, la quantification a la Bohr-Sommerfeld
n’est plus possible en I'absence de tores invariants. Néanmoins, grace en par-
ticulier aux travaux de Gutzwiller, on a pu généraliser I’approximation BKW
aux systémes non intégrables en partant d’une approximation semi-classique
pour l'intégrale de chemin. Ainsi que nous I’avons déja noté en introduction a
ce chapitre, ces travaux sont techniquement trés complexes et nous renvoyons
le lecteur aux livres cités en bibliographie, en nous contentant d’écrire la for-
mule d’approximation semi-classique du propagateur dans la région permise
classiquement

i \%? 1/2 i i,
Ksai(wy, 2ait) = | 5~ > Dy (wp, wa)|? exp 7 Sr(@p,2a) = =
T

oul D, est le déterminant de van Vleck

2
Dy (xp,74) = det (—M)

8$ai 8xbj

et S, (xp,x,) est I'action classique pour aller du point x, au point x; en un
temps t; la somme sur r porte sur toutes les trajectoires possibles, et les v,
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sont les indices de Maslov provenant des points de rebroussement en dimension
un et plus généralement des caustiques. Un des résultats fondamentaux de ce
type d’approche est la formule de trace de Gutzwiller [1990], chapitre 17, qui
donne la densité de niveaux en fonction des propriétés des orbites périodiques ;
voir aussi Stockman [1999], chapitre 7.

12.4.5 Effet tunnel

Y

F1G. 12.5 — Barriére de potentiel.

Considérons maintenant un potentiel V() s’annulant pour  — 400, pos-
sédant un maximum unique en zg, V(z¢) = Vp (figure 12.5), et une particule
d’énergie 0 < E < Vj. La trajectoire classique posséde deux points de re-
broussement a et b. Supposons que la particule arrive de la région z — —oo
en se propageant vers la droite. Une particule classique serait renvoyée en
r = a par la barriére de potentiel, mais une particule quantique posséde une
probabilité non nulle de franchir la barriére. En effet, la fonction d’onde ne
s’annule pas dans la région a < x < b, et il est possible de la raccorder a
une onde progressive dans la région x > b. Le phénomeéne est analogue a celui
d’une onde évanescente en optique : lorsqu’une onde lumineuse arrive d’un
milieu d’indice n; dans un milieu d’indice ny, avec ny < ny, il y a réflexion
totale pour des angles d’incidence plus grands que I’angle critique 7y, donné
par sinig = na/nq. Si le milieu d’indice ns est une lame suffisamment mince,
la réflexion n’est pas totale, et il existe une petite probabilité de transmission
car 'onde lumineuse ne s’annule pas complétement dans la lame : elle décroit
exponentiellement, et elle peut donc se raccorder a une onde progressive dans
le milieu d’indice n;.

Les régions classiquement permises sont z < a et x > b. Dans la région
x > b, la fonction d’onde est donnée par (12.82)

o) = ﬁ (A1 exp [i/:k(u) du} + Ay exp [—i/:k(u) duD
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et dans la région = < a par

o(z) = % (cl exp [i / " k(w) du} + Cyexp [—i / " k(w) duD

Dans cette équation, le premier terme C; représente une onde incidente se
propageant vers la droite et arrivant sur la barriére, et le deuxiéme terme
Cy une onde réfléchie. Pour relier le couple (47, A2) au couple (C1,C3), on
procéde comme au § 12.4.3. Il existe trois lignes de Stokes partant du point
x = a et trois lignes de Stokes partant de = = b; le segment de droite qui
joint x = a & x = b est une ligne de Stokes commune aux deux points.
Deux coupures partent de ces deux points. On trace un contour encerclant
Pensemble des deux points en écrivant la loi de transformation des coefficients
chaque fois que l'on traverse une ligne de Stokes. Les différents coefficients
analogues de «a, 3,7 du § 12.4.3 sont déterminés en exigeant la continuité de
la fonction d’onde aprés un tour complet. Le calcul est fastidieux, et le lecteur
intéressé pourra consulter Child [1991], appendice A. Le résultat peut s’écrire
sous forme matricielle!?

A\ (1 4e20)1 /200 " o
<A2> B ( —ie¥ (1+e2¥)1/2e9 | \ o (12.107)

U= /b k(u) du = —md (12.108)

avec

La phase ¢ qui intervient dans (12.107) vaut

1
¢:argF<§ +i5) —0In|o|+ ¢

ou T est la fonction factorielle. Pour appliquer (12.107) a effet tunnel ou il
existe seulement une onde se propageant vers la droite dans la région = > b,
on choisit As = 0. Comme la normalisation de ’onde incidente dans la région
x < a est arbitraire, on peut prendre C7 = 1, ce qui donne alors

Cy = —ie Pe¥(14e2¥)"1/2
et _
Ay =e ¢ (1+ 62‘1’)*1/2
Ces équations donnent le coefficient de réflexion R

1
(14e72¥)
13. En fait, la phase ¢ n’est pas fixée par la procédure, et il est nécessaire de recourir a

un argument indépendant. Cependant, les coefficients de réflexion et de transmission sont
indépendants de ¢.

R=1Cy)* =
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et le coefficient de transmission T & travers la barriére

b
T=|A = ﬁ ~e 2V =exp l—%/ﬂ V2m[E — V(z)] da:}

(12.109)
On remarque que la somme du coefficient de transmission et du coefficient de
réflexion est égale a I'unité, T+ R = 1.

L’effet tunnel a de nombreuses applications en physique quantique. Nous
nous contenterons d’en examiner deux : la radioactivité a et le microscope a
effet tunnel. La radioactivité « est la désintégration d’un noyau avec émis-
sion d’une particule a, c’est-a-dire un noyau d’*He. En appelant Z et N, les
nombres de protons et de neutrons dans le noyau initial (A = Z + N) (en
général Z 2 80), la réaction nucléaire de désintégration a s’écrit

(Z,N) — (Z—2,N —2) + *He
Un exemple est la désintégration du polonium en plomb
#1Pogy — ?1"Pbgy + "Hey + 7.8 MeV

Dans une théorie approchée de la radioactivité «, on admet que la particule
« préexiste dans le noyau initial et on se raméne pour simplifier au cas a une
dimension. Si R ~ 1.2 x A3 ~ 7fm est le rayon du noyau, la particule o
sera soumise au potentiel nucléaire et au potentiel coulombien répulsif entre
le noyau d’*He de charge 2 (en unités de la charge du proton) et le noyau final
de charge (Z —2) en supposant la distribution de charge a symétrie sphérique.
Si r est la distance entre le noyau d’hélium et le noyau final, nous aurons pour
r>R

2(Z —2)e?

VCb (7”) = 3

r
Lorsque r < R, les forces nucléaires attractives 'emportent largement sur les
forces coulombiennes que 'on peut alors négliger. On aboutit ainsi & un poten-
tiel représenté schématiquement sur la figure 12.6. Il existe donc une barriére
de potentiel qui empécherait la particule o de sortir du noyau si son mouve-
ment était régi par la physique classique. C’est 'effet tunnel qui permet a la
particule o de sortir du noyau. Le raisonnement précédent permet en théorie
d’estimer la vie moyenne du noyau initial, mais les approximations que nous
avons faites sont trés grossiéres et 'effet tunnel trés sensible aux détails : bien
que la physique sous-jacente soit indubitablement correcte, il ne faut pas s’at-
tendre & des résultats en accord quantitatif avec 'expérience. Le phénoméne
inverse de la désintégration radioactive intervient dans les réactions de fusion,
par exemple la réaction déja mentionnée au § 1.1.2

’H+ ®H — *He+n + 17.6 MeV
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Vi(r)

F1G. 12.6 — Barri¢re de potentiel de la radioactivité .

-
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|
I passage tunnel
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cristal

F1G. 12.7 — Principe du microscope a effet tunnel. On déplace une pointe au voisi-
nage de la surface d’un cristal et on ajuste la distance de fagon que le courant soit
constant. Ceci donne une cartographie de la distribution électronique sur la surface.

qui fait également appel a l'effet tunnel et est examinée a I'exercice 13.6.1, ol
l’on donne un exemple d’évaluation de (12.109).

Une application trés importante de l'effet tunnel est le microscope a effet
tunnel. Dans un microscope a effet tunnel, on déplace une pointe trés fine
prés de la surface d’'un échantillon conducteur (figure 12.7). Les électrons
peuvent passer par effet tunnel de la pointe & ’échantillon, ce qui produit un
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F1G. 12.8 — Dépot d’atomes par microscope a effet tunnel. Des atomes de fer (les
pics) sont disposés en cercle sur un substrat de cuivre et forment des états résonants
électroniques (les vagues) sur la surface du cuivre. D’aprés un cliché IBM.

courant macroscopique, dépendant de fagon trés sensible de la distance entre
la pointe et I’échantillon, en raison de la dépendance exponentielle (12.109)
par rapport a la distance. Cela permet de réaliser une cartographie trés précise
de la surface de ’échantillon, avec une résolution de ~ 0.01 nm. Une extension
de cette technique permet de manipuler des atomes et des molécules déposées
sur un substrat (figure 12.8).

12.5 Meécanique quantique dans ’espace de
phase

12.5.1 Conditions pour une représentation dans I’espace
de phase

En physique statistique, étant donné un systéme classique décrit par ses
coordonnées canoniques (q1, ..., qn;P1,---,0Pn) = (¢,p), on définit une densité
de probabilité p.i(g, p;t) qui donne la probabilité p. (g, p;t)dgdp de trouver
au temps t le systéme dans un volume infinitésimal dgdp de l'espace de
phase autour du point (g, p). Cette densité de probabilité doit étre positive :
pe1(q, p;t) > 0 et normalisée a unité

/pcl(qyp;t) dgdp =1 (12.110)

Les intégrales sur p et ¢ donnent les densités de probabilité p.i(q;t) et pa(p;t)

pei(q;t) = /pcl(qyp;t) dp
(12.111)

pa(p;t) = /pcl(qyp;t) dg
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11 ne suffit évidemment pas de connaitre pe1(q;t) et pe(g;t), car ¢’est la distri-
bution jointe pei(g, p;t) qui décrit les corrélations entre ¢ et p. Un exemple de
densité p; est donné par la distribution canonique d’équilibre (indépendante
du temps)

1
pe(q; p) = Vi e~ PHalap) 7Z = /dqdp e~ PHal(a.p)

ot H. est le hamiltonien classique, H.y = K + V, et la distribution de proba-
bilité se factorise dans ce cas particulier

pe(q;p) = pa(q)pa(p)

Si une propriété physique A est fonction des coordonnées g et p, la valeur
moyenne de A est

(Aa)(t) = /dq dp pa(q, p;t)Ac(q, p) (12.112)

On peut se demander s’il existe pour un systéme quantique décrit par un opé-
rateur statistique p(t) ’analogue d’une distribution de probabilité dans 'es-
pace de phase, pg(g,p;t). En fait, il existe une infinité de solutions pg(q, p;t)
obéissant a (12.110) et (12.111), mais elles dépendent de la préparation de
Popérateur statistique (§ 11.1.4), et pas uniquement de p(t), sauf bien en-
tendu si p(t) représente un cas pur, puisque dans ce cas cette préparation
de p(t) est unique. Il n’existe pas de densité de probabilité pg(q,p;t) ayant
toutes les propriétés souhaitées, et la fonction la plus utile en pratique est la
distribution de Wigner pw/(q,p;t) = w(q, p;t), aussi appelée représentation de
Wigner (de Uopérateur statistique) qui obéit a (12.110) et (12.111), mais n’est
pas en général uniformément positive : & strictement parler, on ne peut pas
Iinterpréter comme une distribution de probabilité. Une autre distribution
utile est la distribution de Husimi py (g, p; t), qui est positive mais n’obéit pas
a (12.111). Nous traiterons uniquement le cas de la distribution de Wigner et
renvoyons le lecteur aux références pour celle de Husimi.

12.5.2 La distribution de Wigner

Revenons au cas simple d’une particule quantique se déplacant sur
l'axe Ox, ¢ — x,p — p, la généralisation a un ensemble de coordonnées
(¢, p) étant évidente. Soit p(t), Popérateur statistique de la particule

p(t) =D Pal@a(t)(@a(t) (12.113)

ou les vecteurs |p,) sont normalisés, (pa|¢a) = 1, mais pas nécessairement
orthogonaux. Les éléments diagonaux dans la représentation z, (z|p(t)|z)
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donnent la densité de probabilité de présence en position (¢ (x;t) =

(z[ea(t)))
(x]p(t) Zpahoo, x;t)] (12.114)

étant donné que |, (z;t)|? est la probabilité de présence dans I'état |¢, (t)). La

distribution de probabilité en impulsion est bien stir donnée par les éléments
de matrice diagonaux de p(t) dans la représentation p, (p|p(t)|p)

(plp(t) Z PalPa(p;t (12.115)

0l Pq(p;t) est la transformée de Fourier de ¢ (z;t). Ces éléments de matrice
diagonaux sont manifestement positifs

(z[p(t)|z) = 0 {plp(t)lp) = 0

et peuvent étre interprétés comme des densités de probabilité de position ou
d’impulsion, ce qui généralise les résultats de la section 8.1.
La distribution de Wigner w(z,p;t) est définie par

1 +oo . y y
1) — —ipy/h z _Z
wat) = g [ ok Sptole = Say (12.116)

Sous cette forme, la symétrie entre x et p ne saute pas aux yeux, mais il est
facile de la retrouver en écrivant (noter que dans les équations qui suivent,
k est une impulsion)

y e Yy /2)/h
Yy = dk |k (k|z — 2 —ik(a—y/2)/h|,
o=9 = [ ke Y- —— [ k)
et une formule analogue pour (x+y/2|. La distribution w(z, p; t) se transforme
en

dkdk dy 1 x —1R(T—1Y —1
w(x,p;t)z/ 2 i (e 4y/2) /7 o =ik(z=y/2)[h o=ipy /D (1| p(t) | k)

L’intégrale sur y donne un facteur 27hd[p—(k+k")/2], ce qui permet d’intégrer

sur &/
+oo

2 i(lp—k)x
wepit) = oz [ daeT0 N~ KDl

— 00

Un changement de variable p—k = z/2 donne la forme symétrique de (12.116)
dans I'échange (z < p)

1:nz/ﬁ o E
w(z,p;t 27Th/ 2|p(t)|p 2>dz (12.117)
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1l est immédiat de vérifier la validité de (12.111), par exemple

/ dpw(w, p;t) = / dyd(y)(@ + Slo®)lz — ) = (alp(t)lz)  (12.118)

L’hermiticité de p, p = p', assure que w est réel, mais ne garantit en rien sa
positivité, tandis que Trp = 1 assure la normalisation

/da:dpw(a:,p; t)y=1

On définit la représentation de Wigner d’une propriété physique A (sup-
posée indépendante du temps pour simplifier) par analogie avec (12.116)

+o0 )
A(z,p) = / e /M (g 4 %|A|x - %)dy (12.119)
Cette expression permet d’évaluer la valeur moyenne de A, (A)(¢) dans l’état
p(t), en partant de

(A)(t) = Tr[p(t)A] = /dwdx’<x|ﬂ(t)|x'><x'lz4|x>
On exprime (x|p(t)|a’) grace a la transformée de Fourier inverse de (12.116)

Y Y i
@+ Blotole = ) = [ dpe wia, it

et on procéde de méme pour (2'|Alx). On obtient finalement

(A)(t) = /dxdpw(x,p;t)A(x,p) (12.120)

Cette formule rappelle bien évidemment celle de I'espace de phase classique
(12.112), et c’est cette expression qui donne a la représentation de Wigner
son intérét particulier. Toutefois, il ne faut pas pousser ’analogie trop loin et
garder a D'esprit le fait que w n’est pas uniformément positif. Le carré de w
vérifie une inégalité intéressante (exercice 12.7.8)

1
— 12.121
27h ( )
qui montre que w ne peut pas étre trop piquée.

A partir de I'équation d’évolution (11.33) de lopérateur statistique, on
peut obtenir I’évolution temporelle de la distribution de Wigner. Celle-ci prend
la forme peu intuitive (exercice 12.7.9)

/dxdpr(ﬂs,p; t) <

Oyw(z,pit) = — % Oy w(x,p;t)

+27:h2/+oodye_ipy/h <x+%|p(t) x—%) {V(”_%)_V(“%)}

— 0o
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Le résultat se simplifie dans le cas de l'oscillateur harmonique
V(a:—%) —V(a:—i—%) = —mw?ry

et I'on trouve dans ce cas I’équation de Liouville exprimant la conservation

de la probabilité

ow  p Ow 5 Ow
5 = B + mw xap (12.123)

12.5.3 Distribution de Wigner pour les états purs

Lorsque p représente un état pur o(z,t), la distribution de Wigner est

1 .
Wpur (2, p;t) = eyl (a: + g; ) ©* (a: - %;t) e~/ dy (12.124)

et I'inégalité (12.121) se transforme en I’égalité

1

/dxdpwgur(x,p; t) = Py (12.125)

que I'on montre & partir de Tr p? = 1 (exercice 12.7.8).
Donnons enfin deux exemples de distribution de Wigner pour des états
purs. Le premier exemple est celui du paquet d’ondes gaussien

p(x) = (%)1/4 exp <—%22> (12.126)

Un calcul classique de transformée de Fourier de gaussienne donne

1 22 P20
w(x,p) = — eXD (—;) exp (— 2 ) (12.127)

Dans ce cas, la distribution de Wigner est partout positive, et on peut montrer
que la distribution de Wigner est uniformément positive si et seulement si c¢’est
celle d’'un paquet d’ondes gaussien. Un exemple plus intéressant est celui de
la superposition de deux paquets d’onde gaussiens

o(z) ~ = ( ! )1/4 (exp[—w} +exp[—MD. (12.128)

V2 \no? 202 202

avec a > o, de sorte que le recouvrement des deux paquets est négligeable, et
le facteur 1/4/2 assure la normalisation approchée de la fonction d’onde. On
trouve pour la distribution de Wigner

e = gy o (B ) [l -5 4 o5
rrew <_j_z> o (%ﬂ (12.129)
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Le dernier terme est oscillant, et on voit que la distribution w peut devenir
négative. Le terme oscillant subsiste méme si a > o, ce qui montre le caractére
non classique de la distribution. Comme nous le verrons au chapitre 18, ce
terme décroit rapidement en fonction du temps en raison de la décohérence si
la fonction d’onde (12.129) est celle d’une particule mésoscopique interagissant
avec un milieu extérieur.

12.6 Théoréme adiabatique et phases
géométriques
12.6.1 Un exemple

Reprenons ’étude du spin 1/2 dans un champ magnétique (section 5.2),
en choisissant la méme forme du champ

B = By 4 By (é coswt — §sinwt) (12.130)

La fréquence de Larmor est wg = By, celle de Rabi w; = 7By, et le hamilto-
nien s’écrit

1
= hw (0 coswt — oy sinwt) (12.131)

1
H(t) = — = hwos —
(t) 5 hwoo 5

Soit [(t)), le vecteur d’état du spin dans le référentiel du laboratoire et [1)(t)),
le vecteur d’état dans le référentiel tournant (cf. (5.28))

(1)) = e =2 y(t))

Nous avons montré dans la section 5.2 que le hamiltonien H qui régit 'évo-
lution dans le référentiel tournant était indépendant du temps (cf. (5.34))

H= % héo, — % w10y (12.132)
ol § = w — wy est le désaccord. L’évolution temporelle de |1)(t)) est donc
(1)) = e 17=/2 7R [y5(0)) (12.133)
si lon identifie [¢(t)) et [1)(t)) au temps ¢ = 0 : [1/(0)) = [15(0)).
A un instant ¢, le champ magnétique est dirigé suivant une direction 7(t)

repérée par un angle polaire 6 et un angle azimutal qui dépend du temps,
@(t) = —wt. La valeur absolue de B est indépendante de ¢

yB=~v\/B}+B}=w

W=/ wd+w? (12.134)

avec
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L’angle polaire 6 vérifie donc
wp = w cos w1 = wsinf (12.135)

A un instant donné, les vecteurs propres du hamiltonien H (t) sont ceux (3.56)
de & - n(t), et ils dépendent donc de ¢(t)

0

COSs 5

ol = : ) o= () 02130

sin g elo(?) — cos g elo(t)

Les vecteurs propres |14 (¢(t))) = |14 (t)) correspondent aux valeurs propres
de lénergie Ey(¢(t)) = Fhw/2 d’un spin 1/2 dans un champ magnétique
B orienté suivant la direction 7 et tel que vB = w. Ces valeurs propres
sont indépendantes du temps (mais pas les vecteurs propres correspondants!).
Supposons qu’au temps ¢ = 0, le spin soit dans I'état [¢p_) : [1(0)) = |¢—(0)).
On obtient |¢(t)) dans la base |+) des états propres de o, en combinant (5.42)
et (12.133). Exprimant |£) en fonction de |¢4(¢))

) = cos & [ () +sin & o ()

;o . (12.137)
=) = sin & e . (1)) — cos § ) (1)
on écrit [4()) en fonction de |4 (t)) grace & (5.42)
SO2Yy(1)) = —ie sin L sin v (1)
+ |cos % + é (wcosh — W) sin % [t (¢)) (12.138)

avec Q = y/w? + §2. Lorsque w/Q ~ 1, le spin oscille'* entre les états |4 (¢))
et |¢_(t)), mais lorsque w/Q) < 1, la probabilité de le trouver dans 'état
|94 (1)) est o (w/Q)2. Ceci donne un exemple du théoréme adiabatique, exa-
miné dans la sous-section suivante : si le hamiltonien varie lentement en fonc-
tion du temps, le spin reste dans 1’état propre instantané [ip_(t)) de H(t).
En d’autres termes, le spin suit adiabatiquement le mouvement du champ
B : le vecteur de Bloch reste orienté en permanence dans la direction —n
antiparalléle a B.

Examinons de plus prés le cas intéressant w < €2, qui corrrespond a une
précession de Larmor trés rapide par rapport au temps caractéristique d’évo-
lution de B , en écrivant

Q= /w?+062= \/@2 4+ w? —2wwcosh ~w— wcosh

14. 11 faut éviter toute confusion avec la situation de la section 5.2 : dans cette section,
nous nous intéressions aux oscillations (de Rabi) entre les états |+) et |—), alors que nous
étudions ici les oscillations entre les états |11 (t)) et |[—(¢)).
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Dans ces conditions,
|¢(f)> ~ e—iQt/Q eiwt/2|¢_ (t)> — e—iDt/Q eiw(1+cos0)t/2|w_ (t)> (12139)

Le facteur exp(—iwt/2) est un facteur trivial qui correspond tout simplement
a I’évolution temporelle régie par la valeur F_ = hw/2 de Iénergie de [¢)_),
et le second facteur de phase est exp[i7(t)], avec

_ et

(t) 1+ cos®) (12.140)

Aprés un tour complet, t = 27 /w, ce facteur de phase est exp(i7y), ou 7y est la
phase de Berry

|7 =m(1+cos0)| (12.141)

Le point remarquable est que la phase v ne dépend pas de w, pourvu que la
condition de validité de Papproximation adiabatique, w/ < 1, soit satisfaite.
Pour cette raison, la phase de Berry est aussi appelée phase géométrique. On
peut généraliser ce résultat et montrer que (12.141) reste valable méme si w
dépend du temps, pourvu que w/w? < 1, c’est-a-dire si w(t) ne varie pas trop
vite. Cependant, on ne peut plus écrire dans ce cas de solution exacte, car
le hamiltonien H (12.132) dépend alors du temps par I'intermédiaire de d(t).
Une autre observation est que v dans (12.141) est le demi-angle solide sous
lequel est vu le circuit tracé par 'extrémité de B : voir l'exercice 12.7.11.
Aharonov et Anandan (Anandan [1992]) ont donné une interprétation in-
trinséque de cet effet : au lieu de relier la phase de Berry au fait que le spin
suit adiabatiquement le champ, ils interprétent cette phase comme provenant
du transport paralléle du vecteur d’état de spin le long d’un trajet tracé sur
la sphére de Poincaré-Bloch, c’est-a-dire dans ’espace de Hilbert projectif du
spin. Ce transport paralléle définit une connexion, et la phase de Berry est
reliée a l'intégrale de cette connexion le long du trajet fermé (contour) suivi
par 'extrémité du vecteur de Bloch. Cette intégrale est donnée par la moitié
de laire sur la sphére limitée par le contour, ou, ce qui revient au méme, par
la moitié de ’angle solide d’ott le contour est vu depuis 'origine. Dans cette
interpétation, il n’est pas nécessaire de faire appel a 'adiabadicité.

12.6.2 Théoréme adiabatique

Nous allons généraliser les résultats de la sous-section précédente en mon-
trant d’abord le théoréme adiabatique. Soit un hamiltonien dépendant du
temps H (t), ou plus précisément un hamiltonien fonction de parametres R;(t)
dépendant du temps, notés collectivement R(t). Nous allons montrer que si
Pévolution temporelle de R(t) est suffisamment lente, et si le systéme est ini-
tialement dans I’état propre |, (t = 0)) de H(t = 0)

H(t = 0)[em(t = 0)) = En(t = 0)|om(t = 0)) (12.142)
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alors, il se trouve au temps ¢ dans I'état |¢,,(t)) vecteur propre instantané de
H{(t)

H(t)|om (t) = Em(t)lom(t)) (12.143)
qui se déduit contintiment de |¢,, (t = 0)). Afin de simplifier la démonstration,
nous supposons que le spectre de H(t) est discret et non dégénéré, de sorte
que lensemble {|p,,(t))} forme une base de l'espace de Hilbert des états,
et quil n’y a aucun croisement de niveaux quand t varie!'®. Les fréquences
caractéristiques sont les fréquences de Bohr wy,, (t) = [Ex(t) — E,,(1)]/h, et
ces fréquences ne sont jamais nulles d’aprés nos hypothéses : elles sont toutes
plus grandes que wp,iy. Si le temps caractéristique d’évolution de R(t) est tcar,
nous verrons que la condition de validité du théoréme adiabatique est

R
fear ~ 5 < Wanin (12.144)

Dans le § 12.6.1, R/R = w et wyin = @. Les solutions |p(t)) de I'équation de
Schrodinger dépendant du temps (8.55) vérifient

. d
iy le(t)) = H(t)le(t) (12.145)
et nous pouvons décomposer |p(t)) dans la base {|¢,(t))}

(1) =Y cnlt) expl—ian(t)] |@n (1)) (12.146)

Le facteur de phase exp[—ia, (t)] est appelé facteur de phase dynamique : il gé-
néralise le facteur exp[—iFE,t/f]| du cas indépendant du temps et exp(—iwt/2)
du § 12.6.1

an(t) = l/t E, (") dt (12.147)
0

La substitution de (12.146)—(12.147) dans I’équation de Schrédinger (12.145),
jointe & (12.143), conduit a

3 (én explian] [u(®) + e expl—ian] [¢n(1)) = 0

n

Multiplions cette équation a gauche par le bra (pg(t)|; compte tenu de
(0 (t)|@n(t)) = Onk, nous obtenons

==Y cnexp[—i(an — ar)] (rl@n) (12.148)

Utilisons ensuite la dérivée par rapport au temps de (12.143)

H|30n> + H|§0n> = En|30n> =+ En|§0n>

15. Voir Messiah [1959], chapitre XVII, pour une discussion générale des conditions de
validité du théoréme adiabatique.
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soit .
(@rlfn) (En — Ex) = (x| H|en)

pour en déduire un résultat exact donnant ¢ sous la forme

e = —cr{prlon) + Y cn expl—i(an — ax)] B E

n#k
Nous supposons maintenant que le systéme est au temps ¢ = 0 dans ’état

|om (t = 0)). Si Papproximation adiabatique est valable, nous devons avoir
lem ()] = 1 et |en(t)] < 1 pour n # m. De (12.149), on déduit alors (k # m)

(or (O H (1) |om (1)) (12.150)
ka(t)

= U el (t) — (1)

Afin d’étudier la limite a grand temps de ¢ (t), nous posons t = s7',0 < s < 1,
ce qui permet de transformer (12.150) en

d i [ as " =F(s)exp i s

gck(s) = F(s)exp {1T/0 ds’ wm (s )] = F(s) exp [iTQpm(s)] (12.151)

" cm(s) {prlH(s)lon) Y /
s el = [ e

Intégrons I'équation différentielle (12.151) avec la condition initiale ¢x(0) = 0,
k#m

F(s) =

cx(s) = /0S ds' F(s") exp [iTQem(s")] (12.152)

Compte tenu de la condition de non croisement des niveaux, Q. (s) est une
fonction monotone de s et la phase dans (12.152) n’est jamais stationnaire.
Comme F(s) est une fonction continue, I'intégrale tend vers zéro pour T' — co.
Pour le voir explicitement, intégrons (12.152) par parties

1 { F(s') Z_ /0 T exp [T Qe (s")] % <wf;(js))>]

ck(s) = iT | wim(s)
Comme d[F(s)/wkm(s)] est une fonction continue de s, le terme en facteur de
1/iT reste fini pour T' — oo et ¢k(s) tend vers zéro comme 1/7.

Pour évaluer les corrections a l’approximation adiabatique, on calcule
perturbativement la probabilité pour que le systéme passe de I'état initial
|om) & un autre état |¢k). La probabilité de transition est donnée par (exer-
cice 12.7.10)

2

t
Pk (t) = / Ao (£1) €5 () it/ (12.153)
0

ol
Ak (t) = (@k (t) [@m (1)) (12.154)
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Akm (1) est une quantité caractéristique de la “vitesse de rotation” des vecteurs
propres de H(t) dans 'espace de Hilbert : c’est la composante suivant | (t))
de la vitesse du vecteur |@,,(t)). Cette vitesse est de Pordre de R/R et nous
en déduisons I'estimation

Prm—k(t) ~ (%) . (12.155)

12.6.3 La phase géométrique

Si 'approximation adiabatique est valable, I’équation (12.148) se réduit a
une équation différentielle pour ¢, (t)

énz(t) = _Cm(t) <<Pm|80m> (12-156)

11 est facile de montrer que (@, |$nm,) est un nombre imaginaire pur : en effet,
de (pm|pm) =1 on tire

0 = (Pm|em) + {Pm|Pm) = (Pm|Pm)* + (PmlPm) (12.157)

et on peut poser, avec Y, (t) réel

Fm (8) = Hom (R(1))[6m (R(1))) = —Im (o (R(D))[m (R(D)))  (12.158)

ot nous avons fait intervenir de fagon explicite les parameétres R(t) ; v (t) est
a lorigine de la phase de Berry'®, et nous allons montrer que cette phase ne
peut pas étre éliminée par une redéfinition |p,,) — exp(ix)|em) du vecteur
d’état.'”. Le vecteur d’état au temps t s’écrit alors

elrm(®) g=iam(®) |, (R(1))) (12.159)

A premiére vue, cette équation est surprenante, car la phase de |¢m,(R(t)))
est a priori arbitraire, et en extraire le facteur exp(iv,, (t) ne semble pas phy-
siquement pertinent. Cependant, nous allons voir que cette phase donne lieu
a des effets physiques si on fait varier les paramétres le long d’un contour

16. Cette phase n’est pas prise en compte par Messiah [1959] : en effet 1’équation
XVII(113’) de cette référence implique (@m|pm) = 0, voir I'exercice 12.7.10.
17. Dans le cas particulier étudié au § 12.6.1, on déduit immédiatement de (12.136)

(- l-) = o (1 +cos)

et plus généralement, pour ¢(t) quelconque

(-l = %(1+C059)

ce qui redonne bien (12.140).



12. Méthodes semi-classiques 533

fermé C' dans lespace des paramétres. En premier lieu, nous pouvons récrire
(12.158) sous la forme

1) = o (RO rom (RO} - 1) = An(t)- S0 (12.160)

ot Vg est le gradient dans l'espace des paramétres et (12.160) définit le vec-
teur A,,. Pour fixer les idées, on peut prendre le cas particulier ot R(t) est
un vecteur R(t) de R3 : le gradient est alors le gradient ordinaire V. Si R(t)
décrit un contour fermé C, R(T) = R(0), la variation de la phase sera

10(T) = 900) = § (O =i § (o (BT (R) - AR | (12161

Cette phase est la phase géométrique, ou phase de Berry : elle dépend seule-
ment du contour C, c¢’est-a-dire du chemin suivi dans I’espace des paramétres,
et non de la vitesse a laquelle il est parcouru. Elle est aussi indépendante du
choix de phase fait pour |p,,). Pour le voir, limitons-nous au cas ou R est un
vecteur R de R3 : d’apreés le théoréme de Stokes'®, avec Vi = v

f (o (PG on(B) - ai= [ /S o [F % (enBTen ()] a5

// (V x A,)-dS (12.162)
S(O)

o §(C) est une surface s’appuyant sur le contour C. Si l'on effectue un
changement de phase sur |p,,(R))

lom(R)) — X |, (R))

alors B B
(EmIVom) = (om|Vem) +iVx

Comme V x (Vy) = 0, la phase x ne contribue pas au résultat (12.161).
L’exercice 12.7.11 montre comment retrouver le résultat particulier (12.141)
a partir du cas général (12.161).

Il existe une relation remarquable entre la phase de Berry et celle de I'effet
A-B. Considérons la situation ot une particule chargée de charge g est confinée
dans une boite centrée en ﬁ, qui ne rencontre pas le solénoide (figure 12.9).
On montre alors (exercice 12.7.12) que si 'on fait faire a la boite de fagon
adiabatique un tour complet autour du solénoide, la fonction d’onde acquiert
une phase —q®/h, ot ® est le flux du champ magnétique a travers le circuit
effectué par la boite. La phase de l'effet A-B est donc retrouvée comme une

18. Dans le cas général, on utilise la version du théoréme de Stokes montrée en géométrie
différentielle. Le gradient est remplacé par une 1-forme, le rotationnel par la différentielle
extérieure, et la phase s’écrit comme le flux d’une 2-forme.
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A,

solénoide

F1G. 12.9 — Phase de Berry et effet A-B : rotation d’une particule chargée autour
d’un solénoide treés fin.

phase géométrique. Comme nous l’avons vu sur ’exemple du spin 1/2, la phase
géométrique peut étre interprétée comme l’analogue du transport paralléle
d’un vecteur en géométrie différentielle. Ici le vecteur transporté parallelement
est le vecteur d’état; le potentiel vecteur joue le role de la connexion et le
champ celui de la courbure (voir par exemple Le Bellac [1988], chapitre 13).
L’intégrale de contour de la connexion (potentiel vecteur) donne le flux du
champ magnétique (courbure).

12.7 Exercices

12.7.1 Formule de Trotter

1. En effectuant un développement de Taylor & I'ordre £? inclus, montrer

que
0 (e/2)A geB (e/2)A _ (e(A+B) 4 O(e®)

2. Soit A et B, deux opérateurs bornés. On se propose de montrer la
formule de Trotter

e4tB = lim (eA/"eB/")n
Suggestions : montrer d’abord 'identité
C"—-D"=(C—-D)D"'+C(C—D)D"?+... + C"}C — D)
et en déduire pour deux opérateurs bornés C et D
|C™ = D] < n(este)”|C - D
Pour terminer, faire 'identification

C — e(AJrB)/n D — eA/neB/n
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(3

12.7.2 Longueur de corrélation et niveau excité

et montrer
HeA—i-B B (eA/neB/n)"

1. Introduisons par analogie avec (12.50) la fonction (7 > 77)

F (2,757,730, 7a) = (wple™ v X o OO X QMmO M)

= (@l ™/ X (1) X (7)o 7 )

ot Xyg(7) est défini par (12.42). En introduisant une double somme sur les
états propres |n) de H, H|n) = E,|n), montrer que

lim liIE F = @o(3) 5 (2a) (0] X e~ HT=T0/7 x| 0)
Tq——00 Tp—+00
ot |0) est I'état fondamental de H, H|0) = 0, on a choisi Ey = 0 et ¢o(z) est
la fonction d’onde de cet état fondamental.
2. En s’inspirant du § 12.2.3, montrer que la valeur moyenne dans 1’état
fondamental du produit ordonné dans le temps (euclidien) de Xy (7) et Xp(7')

est, ,
F(xp, 7; 7,73 %ay Ta)

)T (Xu(r)Xu()[0) = lim  lim

Ta——00 Tp—+00 F(xb,7b|xa,7'a)
Ecrire ce résultat sous la forme d’une intégrale de chemin. Soit
(017 (X () Xu(r)[0)e

la partie connexe de la valeur moyenne

OIT(Xu(r)Xu(r))|0)e = (OIT (X (7) Xu(r))]0) — (01 Xw(7)[0) (0] Xn(7") 0)
Montrer que

(OIT (Xu(r)Xu(7))[0)e = > (0| X |n)[2eFnlm=7"I/1
n#0

Quel est le terme dominant quand |7 — 7| — o0 ?

3. Considérons maintenant z(7) comme un champ aléatoire classique, ot
7 varie de —oco & +o00. Par définition, la fonction de corrélation (x(7)x(7"))
est donnée par

(x(T)z(T")) = % /D{E(T) 2(1)z(7") exp [—% /JFOO(% m (j—i) 2+V[x(7')]> d’T‘|

o0

Z = /Dx(T) exp [—% /:o (%m <j—i)2 + V[x(7)]> dT‘|
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On définit la fonction de corrélation connexe (x(7)x(7')). par analogie avec
la question 2 et la longueur de corrrélation £ par

(2(T)x(7"))e o e~ IT=T1/E

lorsque |7 — 7'| — oco. Montrer que la longueur de corrrélation £ est reliée a
Pénergie B (= E1 — Ep) du premier état excité.

’

12.7.3 Fonctionnelle génératrice
Prendre la premiére, puis la seconde dérivée fonctionnelle de (12.55)

4] 52

9 (t) 64 (t)a5(t')
et vérifier (12.56).

12.7.4 Propagateur de Feynman et propagateur
euclidien

1. Vérifier qu'une solution particuliére de (12.62) est

1
T 2w

Cette solution particuliére est appelée propagateur de Feynman. La solution
générale de (12.62) s’obtient en ajoutant la solution générale (dépendant de
deux constantes arbitraires) de I’équation homogene associée a (12.62).

2. La transformée de Fourier de (12.62) s’écrit

Dy (t) [0(t) e + 0(—t) e

(k2 —w?)D(ko) = i

+oo dko efikot
D =1 —_—
(ko) 1/ 2m k2 —w?

L’ambiguité de la fonction de Green se refléte dans l'apparition de poles a
ko = fw, ce qui fait que I'intégrale n’est pas définie. Montrer que si I'on traite
les poles en utilisant la prescription w? — w? —in,n — 07, alors on trouve

que le propagateur Dg(t) de la question 1 est précisément

+o0o dko e—ikgt
Dr(t) =1 —_—
r(t) 1/_OO 21 k3 —w? +1in

soit

— 00

3. Montrer que si I’on passe au probléme euclidien, alors la fonction de Green
D',(7) est donnée par

(—dd—; - w2> Diy(1) = 8(7)
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dont la solution est

1
Diy(r) = %e_“’m +Ae“” 4+ Be T

12.7.5 Equation de Schrodinger et intégrale de chemin

On se propose de montrer que la fonction Kg(x,7|xo,70) définie par
I'intégrale de chemin (12.37) (h = 1 pour simplifier les équations)

= [ eten |- 3 () 1)

obéit a l’équation de Schrodinger en temps euclidien (12.38). On part de
léquation de Chapman-Kolmogorov (12.28)

Kg(x, 7+ ¢lxg, 10) :/dx'KE(x,T—l—€|x’,7)KE(x’,T|xo,To)

ou Kg(z, 7 +¢ela’,7) est donné pour € — 0 par

) = ()Y exp [- P — Y —
KE(x,T+€|$,7‘)—(2ﬂ_E) exp[ 2€(x x') £V(x)}

On posera u = 2’ —z. Montrer que Uintégrale sur u (ou 2’) est dominée par la
région u? < . Montrer que I’on doit développer l'intégrand jusqu’a l'ordre 2
inclus et que l'on peut remplacer exp[—eV (x + u)] par 1 — eV (z). En déduire

e 02

Kg(x, 7+ €lro, 10) = (1 —eV(z)+ 3 B2

) Kg(z, 7|z, m0)

et écrire I’équation aux dérivées partielles vérifiée par Kg.

12.7.6 Calcul de la fonctionnelles génératrice pour
Poscillateur harmonique

On se propose de démontrer ’équation (12.63). Afin de simplifier les for-
mules, on posera i = m = 1. On montrera dans un premier temps la version
euclidienne de (12.63). 1l suffira ensuite d’effectuer un prolongement analy-
tique. L’expression a évaluer est

fE(Tb):fEb Tb 1 1
Z([4]; b, To; Ta, Ta):/ Dx(7) exp {—/ dr <§ x'2—|—§ w2x2—j(7')a:(7'))]
2(Ta)=%q Ta

z(Tp)=xp
= / Dx(1) exp|—Se(xy, Tv; TaTa: J)]
z(Ta)=Tq

ot Sg est l'action euclidienne nous allons écrire la trajectoire x(7) sous la
forme
(1) = y(7) + h(7)
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o y(7) est une solution des équations du mouvement avec source (j # 0)
—jrwly=j

obéissant a y(7,) = @4, y(7) = xp et h(7) une solution des équations du
mouvement libre (j = 0) vérifiant h(r,) = h(m) = 0.

1. Montrer que
Ty
or) =w(r) + [ G

ol yo(7) est solution des équations du mouvement libre vérifiant yo(7,) = 4,
yo(m) = p, et la fonction de Green G(7,7') est

G(r, ™) =0(t — Tu(r)v(r") + 0(7" — T)v(T)u(r")

Les fonctions u et v sont les solutions suivantes des équations du mouvement
libre
u(r) = Asinhw(m, — 7) v(1) = N sinhw(r — 7,)

Montrer que 'on doit choisir

1
N = —— T=1—T,
wsinh wT T

Suggestion : montrer que

dr?

a2
(52 — ) & = 800)0(0) ~ u(®)i(0)
2. Calculer 'action euclidienne Sg et la mettre sous la forme

1
——/dT] T) + Sh

2
= Sg(xp, T; afaTa,J) + S

SE(Tp, To; TaTa; ) = = y(7)

On pourra remarquer que Sg[y + h] = Sg[y] + Sg[h] : pourquoi ?
3. Evaluer Sg(zy, 7 TaTa;j)

Sg(zy, Ty 2aTa; 7) = ﬁ [(z2 + 23) coshwT — 2z
B sinleuT /:h sinfw(r, —7)]5(7)d7
B SinflbwT /:b sinhfw(r — 7,)]5(7)d7
_ m //deT/j(T)H(T — 7Y sinh[w(r, — 7))

x sinh[w(7" — 7,)]5(7")
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4. Il existe plusieurs méthodes pour évaluer la contribution de S a l'in-
tégrale de chemin (7, = 0,7, = 7)

S = / DIh(r)] exp [_1 / (h2+w2h2)dr']
h(0)=h(7)=0 2 /o

La méthode la plus directe, et sans doute la plus instructive (mais non la
plus rapide), consiste a revenir a la définition de l'intégrale de chemin en la
discrétisant. On divise U'intervalle [0, 7] en n intervalles de longueur € = 7/n,

et
1 n/2 n—1 1 n—1
I = lim (2_71'&‘) /}:[1 dhl exp —5 Z hiAijhj

4,j=1

ol A est une matrice (n — 1) x (n — 1) de la forme

1 —a 0 ...0
—a 1 —a...:
A:§<1_%52w2) 0 —a 1 —a:
Dol )
0 ...... —al
avec
a:% (1—%5%)2)
En déduire

i n/2 (27.(.)(7171)/2
2me (det A)1/2

Pour calculer det A, on remarque que le déterminant D,, de la matrice n X n
vérifie la relation de récurrence

D, =D, — a2Dn72
Montrer (ou vérifier) que la solution de cette relation de récurrence est

1
Dn: n+19_ -n+19
cosf —sinf [COS s ]
avec a = sin® f cos? 0, @ < /4. En déduire le résultat final pour T
I _ {#} 1/2
27 sinh wr

5. On s’intéresse au cas ol la source j(7) est non nulle uniquement dans
un intervalle [0, 7. On part de la forme opératorielle de Z(j)

Z(j) = (wple™ D UH(T, 0) 17|y
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ot U; est 'opérateur d’évolution en temps euclidien qui vérifie

dU; (T, 74)

. = —HU;(1,70) + (1)U, (7, 7a) Uj(Ta,Ta) =1

On prend la limite 7, — —o0, 7, — 00. Montrer que cette limite est controlée
uniquement par I’état fondamental |0) de H, que I'on prendra d’énergie nulle :
Ey = 0. En déduire que la valeur moyenne sur 1’état fondamental (en général
appelée valeur moyenne sur le vide) de U; est

lim  lim (0|U;(7,74)|0) :Z(j)/dxadxb ©0(2p)po(Ta)

Tq—>—00 Tp—>+00

ol po(x) = (x]0) est la fonction d’onde de 'état fondamental de 1'oscillateur

harmonique
w 1/4 1 5
) = (2)" x-S
T 2

Effectuer l'intégration sur x, et z; et montrer que

lim  lim (0|U;(m,7,)|0) = exp [% /deT/j(T)DE(T —7)j(1")

Tgq——00 Tp—+00

ou )
Dp(t) = —e Il
£() 2w
est le propagateur euclidien
6. Effectuer le prolongement analytique 7 — it pour obtenir les résultats
en temps réel, en particulier (12.63). Montrer que le prolongement du résultat

de la question 5 devient

lim  lim (0|U;(ts,t4)|0) = exp [—%/dtdt’j(t)Dp(t—t’)j(t’)

tq——00 tp— 400

ot Dp est le propagateur de Feynman (exercice 12.7.4). En fait, il est né-
cessaire de donner une partie imaginaire!® a t : t, = |t,|expli(mr — 0)],
ty = |tp| exp[—i6], avec 0 < 0 < 7/2. Les résultats de cet exercice sont d’une
importance fondamentale en théorie quantique des champs.

12.7.7 Formules de raccordement pour K < 0

On suppose que la région « > 0 au voisinage du point de rebroussement a
x = 0 est la région interdite classiquement

E—-V(x)=—|K|z

19. Voir par exemple Parisi [1989], chapitre 13.
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La fonction d’onde BKW s’écrit dans la région z < 0 comme

o) = kl(x) (A1 exp [—1 /0 " k(w) du} + Ay exp [1 /0 " k(w) duD

et dans la région = > 0

o) = ;(x) <31 exp { /O m/ﬁ(u)du} + By exp [— /0 mm(u)duD

Montrer que si Cg = 0 (voir (12.93)), on peut obtenir les relations

A1 = BQ ei”/4 AQ = B2 eiiﬂ—/4

En déduire (12.95).

12.7.8 Propriétés de la distribution de Wigner
1. Démontrer 'inégalité suivante pour deux opérateurs statistiques p et p’
0< Tr(pp) <1

Suggestion : écrire
pP= Z Prlin) (inl p= Z Phlom) (o
n n

Montrer que cette égalité est saturée si et seulement si p = p’ = |©){p| (cas
pur).
2. Déduire la relation (12.121) de I'inégalité précédente. En prenant

p = le) el ph= ) (¥lp) =0

montrer que w doit nécessairement prendre des valeurs négatives. Enfin, en
prenant p = p’ = |p){y|, déduire (12.125).

12.7.9 Evolution temporelle de la distribution
de Wigner

On part de I’équation d’évolution (11.33) dont on déduit celle des éléments
de matrice (p|p|p’) (ou (z[p|z’)) de p

2 {plole') = 3 (ollo, H]I)

L’équation d’évolution de w(x,p;t) s’obtient & partir de (12.117) avec p —
p+z/2,p —p—2z/2
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1. Terme d’énergie cinétique. Soit H = K + V', la décomposition de H en
énergie cinétique K et énergie potentielle V. Montrer que la contribution de
K a I’évolution de w est

0 p 0
— Hl = -+ — ot
(@ pit)| == ow(w, pit)

2. Terme d’énergie potentielle. On se sert cette fois de la représentation
(12.116) de w, en partant de {(z|p|z’) avec x — z+y/2, ' — x—y/2. Montrer
que la contribution de V' a I’évolution de w est le deuxiéme terme de (12.122).
En utilisant un développement de Taylor, montrer

Qw(x p’t)‘v _ Z 1 (-_iﬁ)"_l d"V(z) o™ (. pit)

ot n! 2 daxm 8 n

n impair

Cette équation semble conduire & un développement en puissances de h, mais
c’est une illusion, sauf cas particulier : il est clair sur (12.129) que 9/90p in-
troduit des puissances de 1/h.

12.7.10 Probabilités de transition a ’approximation
adiabatique

1. Suivant Messiah [1959], chapitre XVII, on définit 'opérateur unitaire
A(t) permettant de “passer aux axes tournants”, c’est-a-dire de suivre les vec-
teurs propres de H (t) que l'on suppose non dégénérés, par

lpj(8)) = A(®)lp;(0))

ot |p;(0)) et |¢;(t)) sont vecteurs propres de H(0) et H(t) (c¢f. (12.142) et
(12.143)). On pose i = 1 pour simplifier les notations. L’opérateur hermitien
K (t) est défini par I’évolution de A(t)

dA

i = K(A®) A(0) =1

Les opérateurs A(t) et K (t) ne sont pas uniques. Montrer qu’un choix possible

est
K(t):1zdp ZP —

J

ot Pj(t) est le projecteur sur |¢;(t))
Pj(t) =l () @i (t)] = A(t)P;(0) A" (1)

Suggestion : montrer que

dP;

Idt = [K,Pj]
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2. On introduit Uopérateur unitaire ®(t) par
= e P(0)
J

ol ;(t) est défini en (12.147). On note que ®(t) obéit &

o

ey ) (4
i = HY0)2() H ZE

A T'approximation adiabatique, l'opérateur d’évolution est Ua(t,0) =
A(t)®(t), car
Ua(t,0)(0)) = 7@ (1))

Pour étudier les déviations & I'approximation adiabatique, on écrit
U(t,0) = Ua(t,0)U(t,0) = A(t)®(t)U(t,0)

Expliquer pourquoi U (t,0) est 'opérateur d’évolution dans les axes tournants.
Montrer que

1E =WU W=-dTATKAD

3. Au premier ordre en théorie des perturbations, on peut écrire

U(t,0) =1 — i/t W (t')dt'
0

Sion part au temps t = 0 de I'état |¢,,,(0)), la probabilité de transition m — k
est donnée au temps ¢ par

Pm—k(t) = {eeOIU(t,0)]0m (0))[?

En déduire

P (t) = {2 (0)| F (1) m (0))[?

F(t) = t OTYAT (YK (t)A()D(t') dt’
0

d’ott
b / 2
Prni(t) = | / e Honlmen o (1) [ pm (1)) at
0

ce qui montre (12.153).
4. Montrer que les résultats de la question 1 impliquent

[Bm(®) = T (1)
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Suggestion : examiner d(Py,|¢m(t)))/dt et utiliser |p,,(t)) = A(t)|¢(0)). En

déduire
Pim(t)|om(t)) =0

et donc (¢m|¢m) = 0. Le choix de phase implicite fait dans la question 1
interdit d’obtenir la phase de Berry.
5. Construire 'opérateur K dans le cas étudié au § 12.6.1 et montrer que

K:la}&-(ﬁx@)

ot 71 est le vecteur unitaire d’angles polaires (0, ¢(t)). Vérifier que I'on a bien
(Y_|1p—) = 0 pour ¢ infinitésimal, contrairement au traitement donné dans le
§ 12.6.1.

12.7.11 Spin 1/2 dans un champ magnétique :
relation avec I’étude générale
1. L’équation (12.160) définit un vecteur A,, dans l'espace des parameétres.
Afin de simplifier les notations, on suppose que Vg a les propriétés d'un

gradient dans R3. En introduisant un systéme complet d’états Y [0,)(on] =
I, montrer que

(V x Ap)i = —Im Zzgijk<8j@m|@n><@n|8k@m>

jk n

2. En partant de H(R)|pn(R)) = En(R)|pn(R)), déduire

Aot (S Al

3. On revient a 'exemple du § 12.6.1 ot le hamiltonien est
I .= .

Le parameétre est B et 0; est la dérivée par rapport a B;. Montrer que (Vx A4,,)
se met sous la forme

B
2B?

//S(C)(VxAm)-dS: —%Q

ou 2 est 'angle solide sous lequel le contour C' est vu depuis l'origine.

(VX Ay =

et que



12. Méthodes semi-classiques 545

12.7.12 Phase de Berry et effet Aharonov-Bohm

1. Considérons une particule chargée de charge ¢ confinée dans une boite
centrée en R qui ne rencontre pas le solénoide (figure 12.9). En I’absence de
tout champ magnétique (pas de courant dans le solénoide), la fonction d’onde
de la particule est @, (F — E) On suppose maintenant que le courant passe
dans le solénoide ; le champ magnétique reste nul a I'intérieur de la boite. Bien
que B= 0, on doit cependant choisir A # 0. Montrer que la fonction d’onde

devient
W, (7 1) = ( /A )mw—é)

2. On fait décrire a la boite de fagon adiabatique un tour complet autour
du solénoide. Montrer que dans les notations de (12.160)

An(R,t) = (W, (7 R)|V 59, (7 R))

et calculer A’m

~9 AR + i/d?’r G )Y spm (7 — B)

mI»Q

3. Montrer que si 'on fait un tour complet autour du solénoide

Lo L g
7{ A (R)-dR = - L=
g n

ou P est le flux du champ magnétique a travers le contour C.

12.8 Bibliographie

L’article de référence sur 'approximation semi-classique est celui de
Berry [1991] ; voir aussi les livres de Gutzwiller [1990] et de Stockman [1999].
On pourra compléter I'exposé de l'intégrale de chemin par les livres de
Schulman [1981], Parisi [1989], chapitres 13 et 14, ou Zinn-Justin [2003]. Notre
exposé de 'approximation BKW est inspiré de celui de Child [1991], Appen-
dice A. Une bonne introduction a la distribution de Wigner se trouve dans
Ballentine [1998], chapitre 15, que l'on pourra compléter par 'article de revue
de Hillery et al. [1984]. Les articles essentiels sur les phases géométriques sont
rassemblés dans Shapere et Wilczek [1989].






Chapitre 13

Théorie de la diffusion

Jusqu’a présent, nous avons étudié principalement les états liés, et les états
de diffusion n’ont été examinés que dans le cas & une dimension (§ 8.3.4).
Cependant, des informations essentielles sur les interactions entre particules,
atomes, molécules, etc., ainsi que sur la structure des objets composés, peuvent
étre obtenues par des expériences de diffusion! (ou de collision). Les états liés
ne donnent que des informations partielles sur ces interactions — et parfois
ils n’existent méme pas —, tandis qu’il est pratiquement toujours possible
de réaliser des expériences de collision. Dans un premier temps, nous allons
examiner la diffusion par un potentiel, qui permet de décrire les collisions
élastiques de deux particules incidentes de masses mj et mo. En effet, en
se placant dans le référentiel du centre de masse?, on se raméne au cas d’une
particule de masse m = (mimz)/(mi +mg) dans un potentiel (exercice 7.5.6).
Nous généraliserons ensuite le formalisme aux collisions inélastiques.

Les sections 13.1 et 13.2 développent le formalisme élémentaire de la théo-
rie de la diffusion élastique, en mettant I’accent sur la limite de basse énergie,
qui joue un role trés important en pratique. La section 13.3 généralise le for-
malisme au cas inélastique, ou plus exactement décrit la répercussion des voies
inélastiques sur la diffusion élastique. La section 13.4 est consacrée a des dé-
veloppements plus formels et la section 13.5 traite de 'approche opératorielle
de la diffusion.

1. La terminologie francaise préte a confusion : diffusion a deux significations, soit col-
lision d’une particule sur une autre, soit mouvement régi par une équation de diffusion,
souvent relié & une marche aléatoire. Cette ambiguité n’existe pas en anglais : collision est
traduit par “scattering” et diffusion par “diffusion”.

2. Dans les anneaux de collision comme le LHC (Large Hadron Collider), anneau de
collision proton-proton mis en service au CERN en 2009, le référentiel du centre de masse
est identique & celui du laboratoire.
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13.1 Section efficace et amplitude de diffusion

13.1.1 Sections efficaces différentielle et totale

b

détecteur

K

i > z
faisceau cible

F1G. 13.1 — Schéma d’une expérience de diffusion.

Le schéma d’une expérience de diffusion est donné sur la figure 13.1. Un
faisceau de particules de masse m, et d’impulsion bien définie dirigée suivant
l'axe Oz entre en collision avec une cible de particules de masse msy. Pour
simplifier la discussion, on supposera mi; < ma, et on négligera le recul de
la cible dans la collision. Dans le cas général, il faut passer du référentiel du
laboratoire au référentiel du centre de masse par une transformation cinéma-
tique simple (exercice 7.5.6). Une fraction des particules incidentes est déviée
par la collision avec la cible et les particules qui ont subi une collision sont en-
registrées par des détecteurs placés dans une direction d’angles polaires (6, ¢),
appelés angles de diffusion, notés collectivement 2. Soit AS la surface d’un
détecteur placé a une distance r de la cible. Ce détecteur est vu de la cible
sous un angle solide AQ ~ AS/r?. On suppose que la densité n. de particules
cibles est suffisamment faible pour que les collisions multiples puissent étre
négligées. Dans ces conditions, le nombre AN (Q) de particules ayant subi une
collision et enregistrées par le détecteur est proportionnel, par unité de temps
et par unité de volume de la cible,

e au flux F de particules incidentes, c’est-a-dire au nombre de particules

traversant une surface unité perpendiculaire & Oz par unité de temps :
F = n,;v, ou n; est la densité de particules incidentes et v leur vitesse;

e & la densité n. de particules cibles;

e pour AQ suffisamment petit, a Pangle solide AQ sous lequel est vu le
détecteur depuis la cible (figure 13.1). Par la suite, nous supposerons
cet angle solide infinitésimal : AQ — dQ.

Nous avons donc

do
Q) = Fne—=dQ 13.1
aN(©) = Fr. 57 (13.1)
Le facteur de proportionnalité, do/dS), est appelé section efficace différentielle
de diffusion, ou section efficace différentielle de collision. L’analyse dimen-

sionnelle montre que do/dQ a les dimensions d’une surface et se mesure en
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m? /stéradian. En intégrant sur €2, on obtient la section efficace totale oot

d
Cror = /dQ d_g (13.2)

Le produit Fn.oyt est égal au nombre de collisions enregistrées par seconde
dans l'expérience pour une cible de volume unité. La section efficace totale
est a priori une fonction de la vitesse v de la particule incidente, ou de facon
équivalente, de son énergie. La section efficace différentielle est une fonction
de I'énergie et des angles 6 et ¢. Lorsque le probléme physique est invariant
par rotation® autour de laxe Oz, la section efficace différentielle ne dépend
que de 6.

Donnons une illustration intuitive de la notion de section efficace en exa-
minant en mécanique classique la collision de deux boules de billard de rayons
R; et Ry. Supposons d’abord que les particules incidentes (ici les boules de
billard) ont un rayon R et que les particules cibles sont ponctuelles. En une se-
conde, une particule incidente balaie un volume mR?v, et elle rencontre donc
n.mR%v particules cibles. Le nombre de collisions enregistrées par seconde
dans Iexpérience est nin.mR?>v = Fn.rR?, d’ot la section efficace totale
Ot = ™ R?. C’est géométriquement la surface d’un disque de rayon R. Cette
section efficace est aussi celle de la diffusion de particules ponctuelles par des
cibles de rayon R, et dans ce cas l'origine géométrique de 7R? est claire :
c’est I'aire que présente la cible & une particule incidente. La section efficace
totale lorsque les particules incidentes ont un rayon R; et les particules cibles
un rayon Rg se déduit du résultat précédent : le nombre de collisions est le
méme que si les particules incidentes étaient ponctuelles et les particules cibles
avaient un rayon (R; + R2). La section efficace totale est donc

Otor = T(R1 + Ry)? (13.3)

La section efficace différentielle s’obtient aisément dans le cas de particules
incidentes ponctuelles (figure 13.2) arrivant sur des cibles de rayon R. Le pa-
rametre d’impact b de la collision est la plus petite distance entre la trajectoire
incidente en I'absence de collision et le centre de la cible. La figure 13.2 montre
que le paramétre d’impact et 'angle de diffusion 6 sont reliés par

0
b= Rcos -
cos
tandis que

do = 27wbdb = wR? sin g cos g df = % 7R*d(cos 0)

3. Cette invariance n’est pas valable, par exemple, si le potentiel n’est pas invariant par
rotation ou si les particules cibles ont un spin polarisé suivant un axe perpendiculaire & Oz
avec une diffusion dépendant du spin.
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0= - 2a

F1G. 13.2 — Collision classique d’une particule ponctuelle sur une sphére de rayon R.

d’ou la section efficace différentielle

d_a:id—a_lRQ
dQ 27 dcosf 4

(13.4)

car 'intégration sur ¢ donne un facteur 27. Cette section efficace, appelée
section efficace de diffusion par une sphére dure, est donc indépendante de
I’angle de diffusion, ou isotrope. On vérifie que l'intégration sur € redonne
bien mR2.

13.1.2 Amplitude de diffusion

Venons-en maintenant a la description quantique de la diffusion par un po-
tentiel V' que nous supposons a symétrie sphérique : V (r). Nous reviendrons
a un potentiel général V (7) a partir du § 13.3.2. Nous ignorons les éventuels
degrés de liberté de spin, sauf au § 13.2.4. La diffusion est un processus dépen-
dant du temps : une particule incidente décrite par un paquet d’ondes ¢(7,t)
part de z = —o0, se propage le long de 'axe Oz et rencontre le potentiel & un
temps t ~ 0. Ce paquet d’ondes a une certaine probabilité d’étre diffusé dans
la direction 6, et le détecteur placé dans cette direction une certaine proba-
bilité d’enregistrer la particule. La description quantique correcte ne peut se
faire qu’en utilisant des paquets d’ondes. Toutefois, cette description est un
peu délicate et nous allons dans un premier temps la simplifier en considé-
rant un processus stationnaire ; nous reviendrons ultérieurement (§ 13.4.3) sur
I'utilisation des paquets d’ondes. Nous partirons d’une onde plane incidente
de vecteur d’onde k = (0,0, k) parallele & Oz

. 2
o(7) = Aeih k? = h—f‘ E (13.5)
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olt m est la masse des particules incidentes, E leur énergie et |A|?> = n; leur
densité. Le courant J associé a 'onde plane (13.5) est donné par (8.123)

— * v = * hE —
7= 5= (¢"Ve = (Vo)'p) = [APZ = 4% (13.6)
Le flux de particules incidentes F = |7| = | A|*v. L’onde plane ¢(7) est solution
de ’équation de Schréodinger indépendante du temps en 'absence de potentiel
(V(r)=0) , .
I I . q
5 V() = o () = Bl (13.7)

Lorsque V (r) # 0, pour une méme valeur de I’énergie E, nous montrerons au

2m

§ 13.4.1 qu'il existe des solutions de I’équation de Schrédinger ’t/)]%—i_) (7) indicées

par le vecteur d’onde k

(—;—m V2 + V(r)) Y7 = Byl (7) (13.8)

se comportant pour r — oo comme

- eikr
Y () =4 (eik'F—i— £(Q) ) (13.9)

r

ou f est une fonction complexe de {2 — dans notre cas uniquement de 6 en
raison de l'invariance par rotation autour de Oz —, appelée amplitude de
diffusion et A une constante de normalisation que nous choisirons en géné-
ral égale & 1, A = 1. Le premier terme de (13.9) est Ponde plane incidente
exp(iE-f’) = exp(ikz), et le deuxiéme représente une onde sphérique sortante,
ce que nous allons montrer dans un instant. Il est essentiel de remarquer que
ce sont les valeurs absolues k et r qui figurent dans ce deuxiéme terme. L’ex-
pression (13.9) est valable pourvu que le potentiel V(1) décroisse suffisamment
vite pour r — oo. Elle n’est pas valable pour un potentiel coulombien, dont
la décroissance en 1/ est trop lente. Il existe aussi des solutions de 'équation
de Schrédinger avec un terme d’onde sphérique entrante

- —ikr
Y = A <eW+ F()S - ) (13.10)
solutions sur lesquelles nous reviendrons ultérieurement.

Calculons le courant total pour la fonction d’onde asymptotique (13.9). Ce
courant se compose du courant de ’onde plane, de celui de 'onde sphérique et
d’un terme d’interférences. C’est ici que nous devons faire appel & un argument
physique, car ’extension transverse de 'onde plane est en fait limitée, et non
infinie (figure 13.3), et sauf dans la région de recouvrement du paquet d’ondes
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F1G. 13.3 — Limitation de I'onde plane incidente.

incident et de I'onde sphérique, le terme d’interférences s’annule*. Dans une
direction 6 # 0, c’est-a-dire en dehors de la direction de l'onde incidente
0 = 0, il est toujours possible de placer le détecteur suffisamment loin de
la cible pour que le terme d’interférences soit négligeable, et il suffit donc
de calculer le courant de I'onde sphérique. En utilisant 69(7“) =7g'(r), on

obtient . o
% <e f(Q)> =ik S f(@) + 0 (%)

r

En effet,

-1 1 - 1
v;‘ x = et [VF()] x -

et I’expression finale de 7 est

A|*hk 7 7
7= iy T papo e (13.11)
Si 'on trace autour de la cible une sphére de rayon r trés grand, le courant
associé au deuxiéme terme de (13.9) sur la surface de cette sphére est dirigé
suivant 7’ et vers I’extérieur, et ce terme représente bien une onde sortante. Le
courant associé a un terme en exp(—ikr)/r est dirigé vers l'intérieur et cor-
respond au contraire & une onde sphérique entrante. Le nombre de particules
AN(Q) enregistrées par le détecteur par unité de temps est égal a U'intégrale

du courant sur la surface du détecteur AS ~ r2AQ

AN(Q) :/ 7-dS = r2/ 7-7dQ

AS AQ

le détecteur étant placé & une distance r de la cible, ce qui donne pour A2
infinitésimal

AN(Q) = [APv]f(Q)]? d2 = F[£(Q)* d

4. Ce terme d’interférences est essentiel pour comprendre le théoréme optique (13.54) :
c¢f. Lévy-Leblond et Balibar [1984].
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C’est bien str le comportement en 1/r du terme d’onde sphérique sortante
qui assure que le flux dans un angle solide donné AQ) est indépendant de r.
La définition (13.1) de la section efficace différentielle permet I'identification
pour n. =1

do

= l@)P (13.12)

13.2 Ondes partielles et déphasages

13.2.1 Développement en ondes partielles

Nous avons exposé au § 9.4.1 une méthode de résolution de I’équation de
Schrodinger lorsque le potentiel V (r) est a symétrie sphérique. La méthode
utilisée consiste a développer la fonction d’onde en harmoniques sphériques
suivant (9.77)

u(r)
U(r,0,0) =Y ——=Y"1(0,0)

r
l,ml

La symeétrie cylindrique autour de Oz du présent probléme permet de se li-
miter aux termes indépendants de ¢ : m; = 0, et compte tenu de la propor-
tionnalité (9.62) entre les harmonique sphériques m; = 0 et les polynomes de
Legendre, nous pouvons nous contenter de®

Y(r,0) = Z wlr) Py(cosf) (13.13)

-
1=0
ot u(r) est solution de I’équation radiale (9.78)

R od* I(l+1)

2m dr? 2mr?

+ V(r)] w(r) = Eyu(r) (13.14)

avec la condition aux limites u;(0) = 0, ou de fagon plus précise suivant (9.82)
r—0 : w(r)ocr!t! (13.15)

Commme les polynomes de Legendre forment une base pour les fonctions
définies sur Uintervalle [—1,+1], on peut écrire le développement suivant de

1(0)
2041 M

f0) = iflPl(COS 0) fi= 5 f(0)Pi(cosf)dcosf (13.16)
=0 -1

Le développement (13.16) est appelé développement en ondes partielles de
Uamplitude de diffusion.

5. Nous avons modifi¢ la normalisation de wu;(r) d’'un facteur sans importance

\/47m/(2l 4+ 1) en passant d’une équation a l’autre.
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Si V(r) tend vers zéro suffisamment vite® pour r — oo, on peut négli-
ger dans (13.14) V(r) et le terme de barriére centrifuge. Le comportement
asymptotique de w;(r) sera alors

r—oo : w(r) o sin(kr+ )

Comparons ce comportement avec celui d’'une onde plane. Une onde plane
exp(ikz) = exp(ikr cos @) est une solution a symétrie cylindrique de ’équation
de Schrodinger lorsque V() = 0. On peut donc écrire pour exp(ikz) un déve-
loppement en polynémes de Legendre du type (13.13). Les coeflicients de ce
développement sont calculés a partir de (13.16) et sont appelés fonctions de
Bessel sphériques j(kr)

oo

elhz = ZE:(QZ + 1)it5y (kr) Py (cos 0) (13.17)
=0

Les fonctions de Bessel sphériques s’expriment en fonction de sinus et de
cosinus et on montre qu’elles sont données par

o) = (-1t (5 i)l I () i)lmx) (13.18)

x dx T x dx

Lorsque r — 0, 7j;(kr) o< (kr)!*1, ce qui est un cas particulier du comporte-
ment (13.15) puisque 77j;(kr) est solution de I’équation de Schrédinger radiale
avec V(r) = 0, tandis que si r — oo, on montre que’

1 1
o gilkr) ~ — sin | kr — =1 13.19
T — 00 Ji(kr) krsm<r 27r) ( )
La comparaison avec le comportement de w;(r) conduit a définir
~ 1

h=0q-=l

1= 0=l
ce qui permet d’écrire le comportement asymptotique de u;(r)

1
r—oo : w(r)~a sin (kr - §l7r + 6l> (13.20)

Le nombre §; est le déphasage dans 'onde partielle [, et c’est une fonction
de k : 6;(k). Afin d’exprimer f(f) en fonction des déphasages, il suffit de

6. Cette qualification du potentiel mériterait d’étre précisée. Tous les résultats de ce
chapitre sont valides si V(r) est de portée finie (V(r) = 0 si r > R) ou décroit a l'infini plus
vite que tout puissance. Si V(r) décroit a I'infini comme r~%, certains des résultats ne sont
valides que si o > ap. La discussion de ce probléme est assez technique, et nous renvoyons
le lecteur aux ouvrages cités en référence.

7. Voir par exemple Cohen-Tannoudji et al. [1973], complément Avyyy;.
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comparer les développements asymptotiques r — oo de (13.9) et de (13.13)
en choisissant A = 1. Compte tenu de (13.17), le développement (13.9) s’écrit

1kz_|_f

_ZXZ ) P (cos )

Xur) = (2 + Ditjilkr) + fi

La forme asymptotique (13.19) de j; donne

iljl(lﬂ") ~ S [(_1)l+1efikr +eikr]

et on en déduit

21+ 1 e
= S {(—1)l+1e k +<1 21+1fl> ] (13.21)

La fonction X;(r) doit étre asymptotiquement égale a w;(r)/r qui vaut, d’apres

(13.20)

u(r) @ 141, —ikr 2i8; , ikr
~ — |(—1 ! 13.22
" iy [(-D)*e + e?%e!r] (13.22)
L’égalité de (13.21) et (13.22) n’est possible que si
: 2ik
2151 — 1
¢ MRS

soit

2A+1 , 241
2L (eBh 1) = T+ el sin g (13.23)

=5
Cette équation donne l’expression recherchée de f(6) en fonction des dépha-
sages

1 o0
=7 Z (21 + 1)e'% sin §; Py (cos 6) (13.24)

On déduit la section efficace différentielle de (13.12) et la section efficace
totale par intégration sur les angles, en utilisant la relation d’orthogonalité
des polynomes de Legendre déduite de (9.62) et de Porthogonalité (9.55) des

harmoniques sphériques.
4
dQ P;(cos ) Py (cosl) = ——
/ ) (cos @) Py (cos 6) o 10

Le résultat pour oy s’écrit

dr & .
Oror = 73 D_(2+1)sin 0y (13.25)
=0
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La fonction

S)(k) = e2101(k) (13.26)

ot nous avons explicité la dépendance en k, est appelée élément de matrice S
dans l'onde partielle [, et joue un role important, que 'on peut comprendre
en comparant les comportements (13.21) et (13.22) de 'onde sphérique libre
Ji(kr) et de la fonction d’onde en présence d'un potentiel

jl(k?") o [(_1)l+lefikr _’_eikr}

w(r) o [(_1)l+1e—ikr +eQiéleikr]

L’effet du potentiel est de multiplier la partie onde sphérique sortante par le
facteur de phase S; = exp(2id;), Ponde entrante n’étant pas affectée, ce qui
résulte des conditions aux limites imposées. En effet, 'onde plane incidente
est composée d’'une onde sphérique entrante et d’une onde sphérique sortante.
La partie sortante est modifiée par la diffusion, car les particules sont diffusées
par la cible et divergent & partir de celle-ci, mais ce n’est pas le cas de 'onde
entrante qui n’est pas modifiée par I'interaction avec la cible. Nous montrerons
au § 13.3.1 que la condition |S;| = 1 rend compte du fait que le nombre de
particules entrantes dans une sphére de grand rayon tracée autour de la cible
est égal & celui des particules sortantes lorsque la diffusion est élastique.
Chaque terme de (13.25) correspond a la section efficace de diffusion dans
I'onde partielle 1. Evidemment, I'identification de la contribution de chaque
onde partielle n’est possible que pour la section efficace totale, car les diverses
ondes partielles interférent dans la section efficace différentielle. On remarque
que la contribution & la section efficace totale de chaque onde partielle est
bornée 4 4
o = k—g (20 + 1) sin? § < o = k—z
Donnons une interprétation semi-classique de ce résultat. Classiquement, le
moment angulaire Al et le paramétre d’impact sont reliés par [ = kb et par
conséquent

(204 1) (13.27)

£<b<—l+1
VS Tk

La section efficace classique maximale est ’aire comprise entre les cercles de
rayons [ et [ + 1

™
TR

La section efficace classique est au maximum le quart de la section maximale
quantique. Supposons que le potentiel ait une portée limitée : V(r) = 0 si
r > R. Alors, d'un point de vue classique, une particule incidente ne pourra
interagir que si son parameétre d’impact est inférieur & R : b < R, et seules
les ondes partielles telles que I S kR vont contribuer. On voit que la méthode
des déphasages sera performante si I’énergie est faible, car dans ce cas seul un

1
(20 +1) = = gax

o< 25 [0+ =17 5
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nombre limité d’ondes partielles vont contribuer. En particulier, seule 'onde s
(I = 0) va donner une contribution appréciable lorsque k — 0. Une version plus
précise de cet argument consiste a remarquer que la probabilité de présence
dans la couronne sphérique [r,7 + dr] oc 722 (kr) d’une onde sphérique libre
est négligeable pour kr < [I(1 + 1)]*/? et cette onde ne pénétre pas dans les
régions ot le potentiel est important pour les petites valeurs de k, saufsil = 0,
auquel cas j2(kr) occste si 7 — 0. On montre rigoureusement® que pour un
potentiel de portée limitée R, le déphasage ; se comporte comme

S1(k) oc (ER)HH (13.28)

lorsque k — 0, ou [ — oo.

13.2.2 Diffusion a basse énergie

Lorsque le potentiel est de portée limitée, I'onde s sera la seule & contri-
buer de fagon appréciable a la section efficace de basse énergie, et celle-ci sera
par conséquent isotrope. Jusqu’a la fin de cette section, nous prendrons en
compte uniquement 'onde [ = 0 et nous utiliserons les notations d;—o = d(k),
Si=o(k) = S(k), fizo(k) = f(k), wi=o(r) = u(r). Compte tenu du compor-
tement (13.28) pour [ = 0, §(k) o k, on définit la longueur de diffusion a
par

_ iy OR)

Le signe (—) est conventionnel et cette convention sera justifiée ci-dessous.

V(r)

(0 N

-Vo

F1G. 13.4 — Puits sphérique.

Comme exemple de calcul de déphasage et de longueur de diffusion, nous
allons traiter le cas du puits sphérique (figure 13.4)
Vir)y=-W 0<r<R
V(r)=0 r>R

8. Voir par exemple Messiah [1959], chapitre X.
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Ce puits sphérique décrit approximativement la diffusion neutron-proton avec
les parametres suivants (exercices 9.7.8 et 13.5.3)

R~2fm Vo ~ 26 MeV

L’équation de Schrédinger radiale s’écrit

(—;—; + 271—’;”‘ V(r)) u(r) = QH—Z‘ Bu(r) (13.30)
ce qui donne
a2
r>R : <@+k2)u(r):0

o
r<R : <@+k')u(r):0

avec k2 = 2mE/h? et k> = 2m(E + Vp)/h%, d’o, en tenant compte de la
condition u(r = 0) =0

r>R : wu(r)=Csin(kr+9)
r<R : wu(r)=Dsink'r

La continuité de la dérivée logarithmique de u(r) a r = R impose

k' cot k'R = k cot(kR + 6) (13.31)
L’équation ‘
ot ) e21z + 1
=1——
z e2iz _ ]

permet de déterminer 1’élément de matrice S, S(k); aprés un calcul sans
difficulté, on trouve

k
‘ ~cosk’'R+ iy sink'R
S(k) = o 2i0(k) — —2ikR k (13.32)
cosk'R — iy sink'R

L’expression donnant S(k) est bien de module unité. Evidemment, le dépha-
sage n’est déterminé qu’a m prés : pour avoir la “vraie” valeur du déphasage,
il faudrait faire croitre le potentiel de 0 & Vj et suivre I’évolution de § entre
zéro et sa valeur finale.

Comme dans le cas unidimensionnel (c¢f. § 8.3.4), il existe une relation
remarquable entre la matrice S et les états liés. Posons en effet k = ik (on
verra dans un instant qu’il faut choisir k¥ = ik, x > 0, et non k = —ix). La
fonction S(k) a des poles pour

cosk'R + % sink'R =0 (13.33)
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mais cette équation est précisément celle qui détermine les états liés. En effet,
la fonction d’onde d’un état lié d’énergie F = —B < 0 est donnée par

r>R : wu(r)=Ce™""
r<R : wu(r)=Dsink'r

avec k = (2mB/h*)Y/2 k' = [2m(Vy + B)]"/2/h, et la continuité de la dérivée
logarithmique a r = R s’écrit

—k =k cotk'R (13.34)

ce qui est exactement 1’équation donnant les poles de S(k). Le résultat est
général pour les potentiels décroissant suffisamment vite & l'infini et il est
valable pour toute onde partielle : les poles de S;(k) pour k = ix donnent la
position des états liés dans I'onde partielle (.

11 est facile de déduire la longueur de diffusion de (13.31); cette équation
s’écrit aussi L

tan(kR 4 0) = T tan k'R

Dans la limite &k — 0, kR — 0, § — 0 et k' — ko = (2mVp/h?)'/2, d’on

kR + 0(k) ~ kﬁtan koR

0
soit
5(k) ~ —k <R— tanklzoR>
ce qui donne d’apreés la définition (13.29)
tan ko R
a=R (1 — kolg ) (13.35)

Un autre cas particulier intéressant est celui de la diffusion par une sphére
dure : V(r) =0si r> Ret V(r) = 400 si r < R. La fonction d’onde radiale
u(r) doit s’annuler & r = R

r>R : wu(r)=Csin(kR+)9)

r<R : u(r)=0

et donc kR + § = nm et pour k suffisamment petit
0 =—kR a=R (13.36)

Le signe (—) dans la définition (13.29) a été choisi de sorte que la longueur
de diffusion d’une sphére dure soit +R et non —R. L’étude qualitative du
comportement de u(r) sur la figure 13.5 montre que a > 0 pour tout potentiel
répulsif. La situation est plus complexe pour un potentiel attractif. Lorsqu’il
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V)
\\\ u(r) ") u(r)
// = r
T 2 T T 1 N
R r | I r 1 1
a a , V() a |/
o v
(a) a>0 (b) a<0 """ (@) a>0

Fi1G. 13.5 — Comportement de la fonction d’onde et de la longueur de diffusion
pour différents potentiels. (a) Potentiel répulsif. (b) Potentiel attractif sans état lié.
(c) Potentiel attractif avec un seul état lié.

n’existe pas d’état lié, un potentiel attractif donne une longueur de diffusion
négative. L’apparition d’'un état lié change le signe de a, qui devient positif.
Le signe change & nouveau avec l'apparition d’un second état lié, etc. Ceci
est confirmé par (13.35) : la condition d’apparition d’un premier état lié est
koR = m/2 et la longueur de diffusion est négative pour 0 < koR < 7/2.
Elle devient infinie lorsque kgR = m/2, positive lorsque kgR > m/2 et le
reste pour 7/2 < koR < 37/2. L’apparition d’un second état lié correspond a
koR = 3m/2, et la longueur de diffusion devient & nouveau négative au-dela de
cette valeur aprés étre passée a nouveau par une valeur infinie. Une longueur
de diffusion grande et positive signale la présence d’un état lié de faible énergie
et si elle est grande et négative, elle signale la proximité de "apparition d’un
état lié : on dit parfois qu’il existe un état anti-lié ou virtuel.
La section efficace de basse énergie est isotrope d’aprés (13.12), et la section
efficace totale est
Otor = 4ma® (13.37)

Il est intéressant de remarquer que la section efficace quantique d’une sphére
dure (a = R) est quatre fois la section efficace classique mR?. La mesure de
la section efficace totale ne donne que la valeur absolue de a. Or le signe de
la longueur de diffusion est une donnée importante : par exemple, le potentiel
effectif que nous allons définir au paragraphe suivant est attractif pour a < 0
et répulsif pour a > 0, ce qui a des conséquences directes par exemple sur
la possibilité de former des condensats de Bose-Einstein atomiques gazeux
(section 14.4). Un autre cas important est celui de la diffusion neutron-proton
(§ 13.2.4).

La forme de basse énergie 6(k) ~ —ka est, en fait, le premier terme d’'un
développement du déphasage en fonction de k2. L’exercice 13.6.3 montre que
la fonction k cot §(k) est une fonction analytique® de k2 dont on peut écrire

9. Si V(r) décroit au moins aussi vite que exp(—ur). L’équation (13.38) est valable
pourvu que V(r) décroisse au moins comme 7.
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le développement de Taylor pour k? — 0
1 1
kcotd(k) = ——+3 rok? + O(k*) (13.38)
La longeur rg est appelée portée effective. On utilise souvent la forme de basse
énergie de 'amplitude de diffusion
eZi&(k) -1 1

Tk = =55 = Klcot (k) — 1]

soit, en exprimant cot §(k) en fonction de a si 1ok < 1

_ —a
1 +ika

f(k) (13.39)

Cette forme peut étre rendue plus précise si I'on utilise 'approximation de
portée effective (13.38)

—a
1 +ika— %roakQ

f(k) (13.40)

13.2.3 Potentiel effectif

La longueur de diffusion permet d’introduire la notion trés utile de poten-
tiel effectif. Lorsque 1'on considére un sytéme de particules de basse énergie,
il est souvent commode de pouvoir remplacer le potentiel réel V(r) par un
potentiel Vog (1) plus simple, appelé potentiel effectif, ou pseudo-potentiel, qui
donne les mémes résultats pour la diffusion de basse énergie. Ce potentiel ef-
fectif est utilisé, par exemple, dans le traitement théorique de la diffusion de
neutrons de basse énergie ou des condensats de Bose-Einstein atomiques ga-
zeux (section 14.4). Nous allons montrer que la diffusion de basse énergie est
reproduite en choisissant un potentiel effectif proportionnel & une fonction §

Var()(r) = 93(7) <= (ro(r) (13.41)

ou g est une constante & déterminer. Pour justifier ce potentiel et déterminer g,
examinons I’équation de Schrédinger pour une fonction d’onde (1) = u(r)/r.
L’expression du laplacien appliqué & une fonction de r

_1a
o dr?

V2 f(r) (rf(r)) (13.42)

n’est valable que pour une fonction f(r) réguliére a r = 0, tandis que pour
f(r) o< 1/r, on utilise ’équation familiére en électrostatique

VQ% = —470(7) (13.43)
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Examinons I’équation de Schrédinger en prenant comme potentiel (13.41)

L cault) |y ) Bl

2m r T 2m

et écrivons le terme d’énergie cinétique

v2w _ V2 |:U,(7”) — U(O):| + U,(O)Vzl

r r

2 —Uu
_1d {M — 4mu(0)8(7)

= T
r dr?

] — 4mu(0)§(7) = —
’

ot nous avons remarqué que [u(r) — u(0)]/r est une fonction réguliére a r = 0
pour calculer le laplacien. En outre, si ’on écrit

u(r) =a-+br+cr? +---

alors
1 d%u 2
rdr2
et 'intégrale de ce terme dans une sphére de rayon R autour de l'origine tend
vers zéro avec R. Nous avons donc
B2 d*u(r)  h2k? u(r) 4mh?

_ o s
2mr  dr? om  r 2m u(0) — gu'(0)] 6(7)

Les deux membres de I’équation précédente doivent s’annuler séparément, ce
qui implique, pour le membre de gauche

u(r) = Csin(kr 4+ 6(k)) r>0
et donc v/ (0)/u(0) = k cot 6(k). L’annulation du coefficient de §(7) impose

27h?

= gkcotd(k)

et la limite £ — 0 de cette équation permet de relier'® g et a

27k . 2rh?a ., d
= a Vert (7) = - (5(7")57" (13.44)

g

Le potentiel effectif dépend d’un seul parameétre, la longueur de diffusion a, que
I’on prend bien stir égale a celle d’un potentiel plus réaliste ou tout simplement

10. 11 faut se rappeler que si ’on considére la diffusion de particules identiques de masse
M, la masse réduite m = M/2 et
_ Amh?
M

g a
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de I'expérience. Examinons aussi les états liés du potentiel effectif. La fonction
d’onde radiale de cet état lié doit étre de la forme

u(r) = Ce™""

et par conséquent u/(0)/u(0) = —k. On en déduit une relation entre 1’énergie
de liaison B et la longueur de diffusion

2mB  2wh%g 1
—s p—rt —_—— ]. .4
K =1/ 2 - . (13.45)

L’état lié du potentiel effectif est unique, et on retrouve le fait que a > 0 si
l'on veut un état lié et un seul. En résumé, un potentiel effectif tel que a > 0
correspond aussi bien & une sphére dure qu’a un potentiel attractif possédant
un seul état lié. Ces deux potentiels donneront le méme comportement pour
un ensemble de particules de basse énergie, alors que le comportement sera
différent si a < 0 : c’est le signe de la longueur de diffusion qui est crucial. La
fonction k cot §(k) est une constante

2 h? 1

kcotd(k) =

mg a

et amplitude de diffusion du potentiel effectif est donnée exactement par
(13.39)

- —Q
" 1+ika

feff(k)

13.2.4 Diffusion neutron-proton a basse énergie

La diffusion neutron-proton a basse énergie fournit une illustration d’une
grande importance pratique du formalisme que nous venons de développer,
l’autre application importante étant celle aux condensats de Bose-Einstein.
Le proton et le neutron sont des particules de spin 1/2; et comme la diffusion
dépend du spin, nous devons généraliser les résultats précédents pour en tenir
compte. Dans la diffusion a basse énergie, le spin total S0t est conservé. En
effet, le moment angulaire orbital est nul, puisque la diffusion se fait dans
I'onde s, et la conservation du moment angulaire total est équivalente a celle
du spin total. L’amplitude de diffusion peut s’écrire comme un opérateur f
agissant dans 'espace H & quatre dimensions, produit tensoriel des espaces
des états des deux spins 1/2; en fonction des projecteurs Py = Py et Py = Py
sur les états singulet (spin total zéro) et triplets (spin total un) donnés en
(9.128)

f(k) = fs(k)Ps + ft(k)Pt

Cette écriture de f assure que le spin total est inchangé dans la diffusion : un
état singulet reste singulet et un état triplet reste triplet. Nous allons nous
limiter au cas ka < 1, et d’apres (13.39)

fs(k’) = —0as ft(lf) = —aq
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ou as et a; sont les longueurs de diffusion dans ’état singulet et I’état triplet.
Lorsque la condition ka < 1 n’est pas satisfaite, il est possible d’utiliser
des expressions analogues a (13.39), ou mieux (13.40), pour fs(k) et f:(k), en
faisant intervenir les portées effectives ros et ro;. En résumé, a ’approximation
ou ka < 1 .

f = —GSPS — at'Pt (1346)

ou encore, en introduisant les matrices de Pauli &), et &,, agissant dans I’espace
des états de spin du proton et du neutron

.1 1 Lo
—f =a = Z(as + 3at)I + Z(at — GS)O'p cOn (1347)
La section efficace différentielle est isotrope et la section efficace totale pour
un état de spin initial |[¢) et un état final |f) est

oyi = 4m|(flali)|* (13.48)

Si on ne mesure pas les spins finaux et si I’état initial est un mélange ot 1’'on
connait seulement la probabilité p; de trouver les spins initiaux dans 1’état
i), il faut sommer sur les états |f) et les probabilités p;

o=4ry pi Yy (ilalf)(flali)
i I

=4m Y " p,ila®[i) = 47 Tr (pinit °)

(3

ol nous avons utilisé¢ la relation de fermeture dans H, >- . [f)(f| = I, et la
définition de 'opérateur statistique de ’état initial

pinis = Y pili) (il
i

Le cas le plus fréquent est celui ou I’état initial est non polarisé : les états
|+4), |[+—), |—+) et |——) ont la méme probabilité. Dans ce cas, pinit = /4
et

~2 9 2
Tnon pol = M Tra® = Tt (agPs + a; Py)

=47 (i a? + z af) = % os + z of (13.49)
L’interprétation physique est immédiate : si I’état initial est non polarisé, la
probabilité d’avoir un état singulet est de 1/4 et celle d’avoir un état triplet
de 3/4, ce qui donne les poids 1/4 et 3/4 aux sections efficaces singulet et
triplet dans (13.49).

La section efficace non polarisée ne donne accés qu’a la combinaison
a2 + 3a? des longueurs de diffusion. Une information supplémentaire vient
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de T'existence d’un état lié dans ’état triplet, le deutéron, ce qui permet de
déterminer approximativement a;. Une relation précise entre les parameétres
du deutéron et ceux de la diffusion a basse énergie dans I’état triplet est établie
dans D'exercice 13.6.3, & approximation de la portée effective. Une relation
approchée est obtenue en remarquant que la fonction d’onde du deutéron
s’étend trés au-dela de la portée du potentiel, k! > R, ce qui permet d’utili-
ser un potentiel effectif et la relation (13.45). Compte tenu de B ~ 2.22 MeV,
on trouve k! ~ 4.2 fm, alors que la valeur exacte de a; est de 5.4 fm, mais
I’argument suffit pour déterminer le signe de a; : a; > 0.

La connaissance de a; a partir des paramétres du deutéron et la mesure de
la section efficace non polarisée permettent de déterminer le module |as| de
la longueur de diffusion dans I’état singulet, mais pas son signe. Une méthode
possible pour déterminer le signe de a, est la diffusion de neutrons sur une
molécule d’hydrogene, étudiée a ’exercice 13.6.2, qui montre que la longueur
de diffusion as est négative, en accord avec le fait qu’il n’existe pas d’état lié
singulet. Les valeurs expérimentales des longueurs de diffusion et des portées
effectives sont

a; = 5.40 fm ro¢ = 1.73fm as = —23.7fm ros = 2.5 fm

On constate que as est grande et négative, et le systéme neutron-proton dans
Iétat singulet est trés proche de la formation d'un état lié : il existe un état
virtuel.

13.3 Diffusion inélastique

13.3.1 Théoréme optique

En régle générale, dans une collision, les particules peuvent non seulement
étre diffusées élastiquement, mais aussi inélastiquement ; par exemple, la dif-
fusion d’un photon sur un atome A dans son état fondamental E; peut laisser
I'atome dans un niveau excité A* d’énergie F,

Y+A—o 4+ A

le photon final ayant perdu une énergie (E7 — Ey) par rapport au photon initial
(si I'on néglige le recul de l'atome). Il est méme possible que les particules
finales soient différentes des particules initiales, comme dans

7 +p—K°+A
ou
T 4+p—a +710+p

Dans le cas de la diffusion élastique, nous avons vu que |S;(k)| = 1. Nous
allons montrer qu’il est possible de généraliser 'expression de 'amplitude
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diffusion f(£2) au cas inélastique a condition d’admettre que |S;(k)| < 1.
Cette condition découle de ce que le module de I'amplitude de I'onde sortante
doit étre plus petit que celui de 'onde entrante : le nombre de particules Ny,
entrant dans une sphére de grand rayon r tracée autour de la cible doit étre
supérieur & celui Nyt qui en sort, puisque les particules incidentes peuvent
seulement disparaitre dans la diffusion inélastique. Comme nous le montrons
ultérieurement, cette inégalité vaut pour toute onde partielle : N! . < NJ | ca
Iintégration sur la surface de la sphére élimine les interférences entre ondes
partielles. Si la diffusion est purement élastique dans I'onde I, N = N. , et
|Si(k)| = 1. Evaluons N} et N!, en revenant a l’expressmn asymptothue
r — 00 (13.22) de la fonction d’onde. Comme dans la diffusion élastique, seul
le terme d’onde sortante peut étre modifié
eikr eikr

d Sl(k)

d’ou le comportement asymptotique de ()

A &

2kr —

(20 + 1) Pi(cos 0) [(—l)le —ikr _ g, eikr]

ce qui donne pour f(6)

1 o0
- — > (21 + 1) Pi(cos 0)(S; — 1)
=0

La section efficace élastique totale vaut

M=/mwm2

et le résultat de l'intégration sur ) généralise (13.25)

el = 12 S @+ - 52 (13.50)
=0

Calculons le nombre de particules entrantes dans I'onde partielle I, N} , en
intégrant le courant entrant sur la surface d’une sphére de rayon r — oo
autour de la cible. Comme les polynémes de Legendre sont orthogonaux, il
n’y a pas de termes d’interférences entre les différentes ondes partielles. On
trouve

][] 2] -t

Le premier terme vient de la normalisation de [/|?, le second de la relation
d’orthogonalité des polynémes de Legendre, le troisiéme de ’expression du
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courant de l'onde entrante et le dernier de l'intégration sur ’angle azimutal

#. Un calcul analogue donne N! ,

N Th(2l+ D)|AP

P =
ou mk

|Si?
La condition N/, < Nl implique que |S;| < 1. La section efficace inélastique
dans 'onde partielle [ n’est autre, au facteur de flux F = hk|A|?/m prés,
que la différence entre le nombre de particules entrantes et celui de particules
sortantes

(2 + 1)| A

1
I 1 N 2
Oinel = ? (Nl Nout) - ;2 (1 - |Sl| )
et la section efficace inélastique totale vaut
T o0
Oinel = 713 ; 20+ 1)(1—|S;?) (13.51)

Si N} = N!,, le nombre de particules sortantes est égal au nombre de parti-
cules entrantes, la diffusion est élastique dans I’onde partielle [ et |Sl( ) =1,
Si(k) = exp[2i6;(k)]. La condition |S;| < 1 entraine comme il se doit o}, > 0.
La somme des sections efficaces élastique et inélastique est la section efficace

totale

2 oo
Otot = k‘_g Z(Ql +1)(1 —ReS)) (13.52)
=0

La présence de voies inélastiques implique que (1 — S;) # 0, et on ne peut
donc pas avoir en physique quantique de diffusion purement inélastique, alors
qu’en physique classique des particules peuvent étre envoyées sur des cibles
parfaitement absorbantes, sans diffusion élastique. Si I’absorption est totale
dans une onde partielle I, ce qui correspond & NP = 0 et donc a S; = 0, alors

oa =0k = % (20 +1) (13.53)

Par comparaison, la section efficace élastique maximale est

. 47

UeLmax = ﬁ(2l + 1)

Une conséquence importante de 'imbrication entre diffusions élastique et
inélastique est le théoréme optique. Calculons la partie imaginaire de 'am-
plitude de diffusion vers 'avant!!, ITmf( = 0) en utilisant P,(1) =1
o0

(2l +1)(1 — ReS))
1=0

mf(6 = 0) = %

11. Cette quantité ne peut pas étre mesurée directement, car vers ’avant on trouve
principalement les particules incidentes qui n’ont pas subi de collision. Il faut prendre la
limite & — 0 de f(0). Voir aussi la note 4.
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et si 'on compare avec I'expression (13.52) de oot

Otot — 4% Imf(9 = 0) (1354)

Cete relation est le théoréme optique, qui relie la section efficace totale a la
partie imaginaire de la diffusion vers I'avant. La démonstration du théoréme
met en évidence qu’il découle de la conservation de la probabilité.

13.3.2 Potentiel optique

On peut rendre compte de la diffusion inélastique en introduisant un po-
tentiel complexe dans I’équation de Schrodinger. En effet, si I'on reprend la
démonstration du § 8.2.2 de I’équation de continuité du courant V- 7= 0 dans
le cas d'une onde stationnaire (), on s’apercoit que cette équation n’est
pas satisfaite si le potentiel est complexe

- 2
V-7= = Im V()| (7)[? (13.55)

On retrouve naturellement le résultat V - 7= 0 dans le cas du potentiel réel
utilisé au § 8.2.2. Le nombre de particules absorbées par unité de temps est
égal au flux incident multiplié par la section efficace inélastique. Pour calculer
le nombre de particules absorbées, entourons la cible par une sphére de grand
rayon et calculons le flux de 7'a travers la surface S de cette sphére

- - ‘ 2 ‘
_/ j.dgz_/v.jd%:__ /ImV(F)|¢E(F)|2d‘3r
S v hJv

ot V est le volume de la spheére et le signe (—) correspond au fait que dS est
orienté vers 'extérieur. On a donc

2m

— 3% Im V (7)o (7) > d®r (13.56)

Oin =
ol nous avons intégré sur tout ’espace car le potentiel est supposé de portée
finie ou s’annulant suffisamment vite a I'infini. Jusqu’a la fin de cette section,
le potentiel V(7)) est quelconque : il n’est pas nécessairement invariant par
rotation. L’équation (13.56) implique que la partie imaginaire de V(7) doit
étre négative : ImV () < 0. Le potentiel complexe V (7) de partie imaginaire
négative est appelé potentiel optique. Ce potentiel est utile lorsque 1’on ne
s’intéresse pas aux détails des processus inélastiques, mais seulement & leur
répercussion sur les processus élastiques. Il est en particulier trés largement
utilisé dans la diffusion neutron-noyau. A basse énergie, on pourra représen-

ter ce potentiel complexe par un potentiel effectif du type (13.41) avec une
longueur de diffusion complexe a = a; + iag, a2 < 0. Dans ces conditions,
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Im f = —as et la section efficace totale est trés grande par rapport a la section
efficace élastique

47 9
Otot =~ Oin = T |ag| > 0o = 4ma]

La proportionalité de oy, a 1/k, ou bien a 1/v, ot v est la vitesse des neutrons
incidents, est un résultat d’une trés grande importance : la section efficace
d’absorption des neutrons lents croit en 1/v quand v — 0. Ceci entraine,
par exemple, que I'on doit ralentir les neutrons pour obtenir des section effi-
caces importantes de fission de 'uranium dans un réacteur nucléaire. Un autre
exemple est I'utilisation du cadmium pour absorber les neutrons : la longueur
de diffusion est complexe, avec a1 = —3.8fm et as = —1.2 fm.
Récrivons le théoréme optique en utilisant (13.56)

(0 =0) = - [1F@P e - 35 [mv@l@Par (357

Cette équation peut étre généralisée. Définissons l'amplitude de diffusion
f(k7, k) a partir de la solution (13.9) 1/1](;)(77) de I’équation de Schrédinger

e ikr

p (7) = e BT 4 (k7 F)

r

Comme le potentiel n’est pas supposé invariant par rotation, 'amplitude de
diffusion dépend de 7 et de k, et pas uniquement de k et de l'angle entre 7 et
k. Si l’on désigne par k' = k# le vecteur d’onde apres diffusion,

k' = ki fki k) = f(k',F)
on montre alors la relation d’unitarité qui généralise (13.57)

- - k - -
5 [FEB = EED] = o [ 5 Bk By ags

_m (+) ) (743
oz [ IV O @ (1359
La démonstration de cette égalité suit le canevas de celle donnée au § 13.4.2,
et les détails sont renvoyés a I'exercice 13.6.8. L’ inv%riagce par renversement
du sens du temps (§ 13.5.5) implique f(k k) f(=k,—k") et celle par parité
f(k' k) = f(=k',—Fk). Si ces deux invariances sont valides, f(k’, k) = f(k, k')
et

1

55 [FE R = £ (B.F)] = 1m £ (R

- - =,

)k)

dans (13.58). On retrouve alors (13.57) en prenant k' = k.
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13.4 Développements formels

13.4.1 Equation intégrale de la diffusion

Nous allons reprendre dans cette section quelques points que nous avons
laissés dans I'ombre jusqu’a présent, afin de clarifier certains des arguments
précédents. Nous allons d’abord démontrer une équation, 1’équation intégrale
de la diffusion, qui nous permettra de justifier les expressions asymptotiques
(13.9) et (13.10) et se révelera également utile dans d’autres développements
de la théorie de la diffusion. La démonstration repose sur l’expression des
fonctions de Green Go(7) de 'équation de Schrédinger lorsque V' = 0, qui

vérifient
2m

(V2 4 k2)Go(7) = 5 0(7) (13.59)
Le facteur 2m/h? assure la cohérence des notations avec celles des sections
suivantes. De fagon générale, les fonctions de Green G d’une équation d’onde
L1 = 0 sont définies par LG = §(7) (section 12.1). La solution de ce type
d’équation n’est pas unique et la forme précise de la fonction de Green que ’'on
doit utiliser pour un probléme donné est fixée par des conditions aux limites.

Nous aurons besoin des fonctions de Green G(()i)(F) ayant pour » — oo un

—\

comportement d’onde sphérique sortante dans le cas de GSJF)(T) et entrante

dans le cas de G(()_)(F). Ces fonctions de Green sont données par 12

1 2 +ikr
G(()i)(’l“ m e

La vérification de (13.59) est immédiate

VQ e:tikr _ VQ |:e:tikr _ 1:| N vzl
r T T
1 d2 +ikr =
= ; me — 477'6(7")
e:l:ikr
= —k? — 470 (T)

o nous avons utilisé le fait que la fonction (exp(ikr) — 1)/r est réguliére a
r=0et (13.42).

Examinons le comportement de la fonction GSH(F —7") lorsque r — oo
tandis que 7’ reste fini. Dans cette limite,

72
7 — 7| :r-f-ﬁ/+o<r—)

r

12. Toute combinaison AG(H) 4+ (1 — \)G(~) + Gy,, ou G}, est solution de I'équation
d’ondes homogene, vérifie également (13.59).
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et nous obtenons, en définissant k' = k7

B2 ) o ik|F—7| oikr oik /7 2
o Go (M=) =———=———+ 0l k5 (13.61)

ce qui montre que Géﬂ a bien un comportement d’onde sphérique sortante.
La fonction ¢]%+) (7) définie de fagon implicite par

PP () = e®7 4 / GoP (7 =7V ()l (7) dP (13.62)

obéit a I'équation de Schrodinger. En effet, en utilisant (13.59)
2m L . . 2m
(v R0 = 55 [ 67 VE ) = V@@

L’équation (13.62) est appelée équation intégrale de la diffusion. Le point
essentiel est que wl(;r)(?") a bien le comportement asymptotique (13.9). En

effet, en utilisant (13.61) et (13.62) lorsque r — oo
B m eikr
2h? r

D7) ~ e JeErvEe @t s
En choisissant G((f) au lieu de Gé+), on obtiendrait bien évidemment le com-
portement asymptotique (13.10) de w]({) () avec une onde sphérique sortante.
On identifie immédiatement 'amplitude de diffusion f(£2) a partir de (13.9)

m
2mh?

F(Q) = f(k' k) = e F T Y (7Yl (7 at (13.64)

Cette équation est exacte, mais bien str il faut connaitre ¢g+)(F), et on ne
peut pas se dispenser de la résolution de ’équation de Schr(’jéinger! On peut
résoudre (13.63) de fagon approchée par itération, la premiére itération étant

1#,(;)(77) — ik T

En reportant dans (13.64), on obtient f(E’, l;:) a l'approzimation de Born

m

S m
Tolk’s k) = =50

eIy (F)d3r (13.65)

Le vecteur ¢ = k' — k est le transfert de vecteur d’onde, hq le transfert
d’impulsion et fg est la transformée de Fourier du potentiel par rapport a .
On note que

0
= 2ksin —
q sin o
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et que fp ne dépend que de la combinaison ksin(f/2) de k et de 6 si le po-
tentiel est & symétrie sphérique. Cette particularité est bien siir spécifique
de Papproximation de Born. Les critéres de validité de l'approximation de
Born sont délicats & énoncer de fagon précise : en gros, il faut que 1’énergie
soit grande ou que le potentiel soit faible. Dans le cas de la diffusion cou-
lombienne, 'approximation de Born donne le résultat exact pour la section
efficace (mais non pour amplitude!) a toute énergie, trés en dehors de son
domaine théorique de validité (exercice 13.6.4).

13.4.2 Matrice T

Revenons a l’équation exacte (13.64) pour lamplitude de diffusion, et
écrivons-la avec les notations de Dirac; nous utiliserons indifféremment |p;)
ou |E> pour une onde plane de vecteur d’onde k avec la normalisation
(Flk) = exp(ik - 7). L’équation (13.64) peut s’écrire

m

flk' k) = _W<¢’3’|V|¢l%+)> (13.66)

Nous allons maintenant démontrer plusieurs relations importantes en exami-
nant le comportement asymptotique r — oo des solutions de I’équation de
Schrodinger. Etablissons un premier résultat préliminaire sur le comporte-
ment asymptotique des ondes planes

IRUS 2_77 (5(Qﬂ _ Q_‘)eikr —5(Q + Q*)e—ikr) +0 (i) (13.67)

r—oo ikr " k " k r? ’

ol 7 par exemple désigne l'angle solide Q7 = (0,¢) donnant la direction
de 7. Pour démontrer ce résultat, considérons une fonction ®(£2) de 'angle
azimutal ¢ et du cosinus de ’angle polaire 6, ;1 = cos @, qui soit suffisamment
dérivable, et effectuons une intégration par parties dans

J = /"”’<I> )dQ = /1’“#@ $)dudo

"""CI)( ¢ 1 +1 1km P
_/d(b{ ikr }_1 11417‘/_ au dpdg

La fonction ®(u, ¢) est indépendante de ¢ pour p = £1, et d’autre part, le
second terme de I’équation précédente donne une contribution en 1/(kr)?,
car l'intégration sur p donne un facteur supplémentaire 1/(kr). Finalement,
Iintégrale J vaut

1215; (@(Qg)e™ — &(-Qp)e ] + 0 <Ti2)

ce qui justifie (13.67). Le deuxiéme résultat préliminaire découle du théoréme
de Green. Soit deux solutions 1 et 1 de ’équation de Schrodinger de méme
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énergie I/ mais correspondant & des potentiels V et V différents

h2
(——V2 + V) Y =FEy
(13.68)

h? -\ s
(——V2 + V) )= Ey
2m

Multiplions la premiére des équations (13.68) par 1&*7 prenons le complexe
conjugué de la seconde, multiplions la par i et soustrayons de la premiére

PV — (V) = hzw( V) (13.69)

Intégrons ce résultat a lintérieur d’une sphére S(R) de rayon R — oo et
utilisons le théoréme de Green pour transformer lintégrale de volume du
premier membre en intégrale sur la surface de la sphére S(R)

[ (Ere—uein) = [ (69 —u(90) a8
R*dQy

.0 o
=[5 -5l

= Wr(*, 1) (13.70)

On pourrait penser que le membre de gauche de (13.70) s’annule car V? est
a priori un opérateur hermitien. Mais V2 n’est en fait pas hermitien (ou
plus exactement pas auto-adjoint) pour des fonctions i et 1& de type onde
plane + onde sphérique qui ne décroissent pas suffisamment vite a Uinfini :
voir Pexercice 13.6.7. Pour prendre en compte 'intégration sur 7 dans le second
membre de (13.69), nous utilisons la notation de Dirac avec R — o0

2 - . Im .
lim [h—ZL /T<Rd3mp V-Vl = h—?<¢|(V—V)|w> (13.71)

Comme les potentiels sont supposés décroitre suffisamment rapidement a 'in-
fini, il est possible de prendre la limite R — oo dans le premier membre de
(13.71).

Nous allons choisir pour 1 une solution 1(*) de type onde plane + onde
sortante et pour w une solution ¢(~) de type onde plane + onde entrante.

- ikr
w(Jr) ~ eik'r+f(+)(Qf‘)e

E r—00 r

B = T Oy

r—00 r

, (13.72)

—ik'r
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avec k = k' car la diffusion est élastique. Pour évaluer W(l/;*ﬂb) =
limp_oo Wr(¢*,9), ot Wg est défini en (13.70), nous devons calculer 4 termes

ik'r

W@*’W:W( iR o )—i—W([f( ) (QF)e 7eiE»F)

r
ikr

ef)+w(<ﬂ-h*<m~>¥’f(”(Qr*) =)

En revenant au membre de gauche de (13.70), on voit que le premier terme

+ W(e_iEI'F, f(+) [QF]

s’annule car, par exemple, VZel*7 = — k2T ot k2 = /2 pour une diffu-
sion élastique. En utilisant (13.67), on montre que le deuxiéme terme vaut
A [f(]*(—Qp), le troisieme vaut —4m f(H)(Q;,) et le quatrieme terme s’an-
nule. Il reste donc

NV =) = =T [f0(9g) - [FO1 (-] (13.73)

Pour faire le lien avec les notations précédentes, on observe que

2 h?
m

-

FOQ) = fDOE R = FEE) O = Ok E)

Comme premiére application de (13.73), choisissons V= 0, et donc z/;l(;_,) =
¢z, ce qui redonne (13.64)

27Th

(e VIvEY) = === () (13.74)

Choisissons ensuite V = V, avec pour résultat
FO) =T (-9%) (13.75)
Choisissons finalement V = 0, V= V', nous obtenons
5 Wlg) = =20 [ (-0 (13.76)
Des équations (13.74) & (13.76), nous déduisons I'importante égalité
WV ieg) = (o IVIRE?) (13.77)
L’expression de la section efficace différentielle s’obtient a partir de (13.12)

dolf ~F) _ i
a5, = g R VIl (13.78)

I1 est instructif d’écrire la section efficace différentielle en faisant intervenir la
densité d’états finaux D(E) pour V =1 (8.136) sous la forme

D(E) = miik (13.79)
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ce qui permet d’écrire (13.78) en fonction de la vitesse v = hik/m et de D(E)

M 2 (+) 2p
a;, ez VI ")I"D(E) (13.80)

A Papproximation de Born, ce résultat coincide avec celui que on obtiendrait
a partir de la régle d’or de Fermi (8.152). La combinaison (@E,|V|1p](;+)> n’est

pas un élément de matrice de V' car ¢y, et w(f) sont des vecteurs appartenant
a des bases différentes de 'espace de Hilbert. Il est donc utile de définir un
opérateur T', appelé matrice T, dont les éléments de matrice sont pris entre
vecteurs d’'une méme base |¢p)

2
TG~ F') = op. Tlog) = (op IVIED) =~ 2205 5(5", )
(13.81)
Notons que la matrice T n’est pour le moment définie qu’entre états de méme
énergie, car k = k’. La relation d’unitarité (13.58) lorsque ImV = 0 s’écrit
aussi en fonction de la matrice T’

T(k', k)

1 AN x0TI mhkm YA oo
S [T ) - T (R )] =~ kY /dﬂk,,T (K" kYT (E", k)

E— / D(E)dQg, T* (K", k)T (K", k) (13.82)

Cette relation d’unitarité fait intervenir la densité d’états (8.136) pour un

volume V =1 hk
m
D(E)dQyz, = ———=dQ5,,
(B)de; (27rh)3d k

13.4.3 Diffusion d’un paquet d’ondes

Un deuxiéme point qu’il est nécessaire de justifier est 'utilisation d’un
formalisme stationnaire, alors que la diffusion d’une particule est fondamen-
talement un processus dépendant du temps; il nous faut donc étudier la diffu-
sion d’un paquet d’ondes. Nous supposerons le paquet d’ondes centré autour
d’une impulsion FLE() avec une dispersion Ak < kg, et nous supposerons aussi
que la dimension Ar ~ 1/Ak du paquet d’ondes est trés petite par rapport
aux distances caractéristiques de I’expérience, par exemple la distance cible-
détecteur. Le paquet d’ondes libre s’écrit sous une forme qui généralise (8.44)
a trois dimensions

o(7,t) = / (‘;’;3 A(k) exp [i/%’ -F—iwkt} (13.83)

avec wy = hk?/(2m), la fréquence moyenne étant wy = hkg /(2m). Nous avons
montré au § 8.1.5 que si la condition (Ak)?At/m < 1 était vérifiée (ce qui est
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pratiquement toujours le cas), on pouvait alors négliger 1’étalement du paquet
d’ondes et (13.83) sous la forme (8.51) généralisée & trois dimensions (avec les
changements de notations k — ko, vy — vg) devient

@(F, 1) =~ el o(7 — Tgt, t = 0) (13.84)

ou la vitesse de groupe vy = hiko /m. Ceci implique que |¢(7, t)| est négligeable
si |7 — Uot| > Ar, c’est-a-dire si |7 — tipt| est grand par rapport a Iextension
Ar du paquet d’ondes. La fonction d’onde dépendant du temps wg)(f', t) en
présence du potentiel V(7) s’obtient en remplagant dans I'expression (13.83)
du paquet d’ondes I'onde plane exp(iE-f’) par w(f) (7). L’expression ainsi obte-
nue est en effet solution de I’équation de Schréginger dépendant du temps en
présence du potentiel V'(7), avec un comportement d’onde sphérique sortante.

Décomposons la fonction d’onde ’(/}(j_)(??, t) en une partie libre et une partie
2
diffusée
W 8) = @(F, 1) + i (7, 1)

Lorsque le paquet d’ondes est loin de la cible, on peut remplacer ¢,%+)(F) par
sa forme asymptotique (13.63)

L . ikr
@) — T f (k)=
et donc . "
d’k - - et
. = _ ~ o a—lwgt
Yaig (7, 1) /—(277)3 A(k) f(kr, k) e
Supposons que f(k;f,E) varie suffisamment lentement!® avec k . Dans ces
conditions, . .
f(k#, k) = f(kot, ko)
et la partie diffusée est
L7 3
Vai (7, 1) = f(ko:,ko) / (gﬂ’;g A(F) expli(kr — wit)] (13.85)

On remarque ensuite que

= [(ko+(k—ko))*J'* = ko-+ho: (k—ko)+0 <(Ak:k)) = ho-E+0 <(Azck)>

Comme le temps caractéristique ¢ ~ /vy = mr/(hko)

Ak)? Ak)?ht
(ARPr _ (ARPhE

ko m

13. En présence d’une résonance, il peut arriver que cette condition ne soit pas vérifiée.
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et on peut remplacer kr dans (13.85) par rko - k ce qui donne

—

Yai (7, 1) > M o(rko,t) ~ M o[(r — vot) ko, 0]e 0"
Lorsque t est grand et négatif, |(r — vot)| > Ar et comme ¢(r/,0) est né-
gligeable pour 7’ > Ar, ¢qg — 0 et le paquet d’ondes tend vers un paquet
d’ondes libre : tant que le paquet d’ondes n’a pas de recouvrement avec le
potentiel, Yg;g est pratiquement nul

lim (7, 1) = (7, 1)

t——o0

Le paquet d’ondes interagit avec la cible pour ¢ ~ 0 et lorsque ¢ — +o0

kot k . .
f( 0:’ 0) QD[(?" . vot)kQ,O] elwot

Yaig (7, 1) ~
On retrouve le paquet d’ondes dans une direction différente de la direction
initiale, modulé par I'amplitude de diffusion f(ko?, ko) et se propageant ra-
dialement avec une vitesse vg.
Nous pouvons maintenant calculer la probabilité dp de déclenchement d’un
détecteur de surface dS = r2d(Q placé dans la direction 7. Comme le courant
a linstant ¢ est vo|1ai|?7, la probabilité de déclencher le détecteur est

“+o0
dp = vor2dQ / (b (7, )2l

— 0o

“+o0
=g dQ|f(k0f,k0)|2/ lo[(r — vot)ko, 0] |2dt

— 0o

Par ailleurs, la probabilité pour que la particule incidente traverse une surface
unité perpendiculaire au faisceau incident est

+oo
[ 1ol = vt 0
et on déduit de la définition (13.1) de la section efficace
do _
dQ
ce qui compléte la justification de (13.12).

|f (ko ko) = | () (13.86)

13.5 Théorie opératorielle de la diffusion

13.5.1 Equations de Lippman-Schwinger

Nous avons jusqu’a présent utilisé le formalisme de la mécanique ondula-
toire pour I’étude de la diffusion, par exemple pour écrire I’équation intégrale
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A Im k&
C \

k+1n
X

X
k- 1m

F1G. 13.6 — Contour d’intégration dans le plan complexe en k pour le calcul de
G E).

de la diffusion (13.62) ou pour prouver les équations (13.74) a (13.76). Il est
souvent commode d’éviter les fonctions d’onde et de déduire les résultats im-
portants & partir de manipulations d’opérateurs : nous verrons par exemple
que les équations (13.74) a (13.76) ou la relation d’unitarité (13.58) peuvent
étre démontrées de fagon plus simple en manipulant des opérateurs adéquats,
sans passer par l'intermédiaire du comportement asymptotique des fonctions
d’onde. Cependant, cette simplicité a un cofit : la signification physique des
ces manipulations n’est pas évidente, et de plus les opérateurs utilisés sont
singuliers et leur utilisation demande certaines précautions : exercice 13.6.7.
Un autre avantage du formalisme opératoriel est qu’il se généralise facilement
au cas des collisions inélastiques : c’est ce que nous verrons au § 13.5.3, mais,
dans un premier temps, nous nous limitons au cas élastique, afin de faire
le lien avec les sections précédentes. Pour introduire I’équation de Lippman-
Schwinger, donnons une seconde fagon de déduire la fonction de Green (13.60),
un peu plus longue mais indispensable pour la suite. Suivant le § 12.1.2, la
fonction de Green G(()Jr) (73 E), avec E = h*k?/2m, s’obtient comme une trans-
formée de Fourier (n — 07)

3 ik -7
G(+)(F- E) :/ d°k’ elk
o (2m)® E — h2k"?/2m + in
om [ A3k e ik 7

= —— 13.
h2 (27-‘-)3 k/2 — k2 — 177 ( 3 87)
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On intégre sur les angles (6, ¢) de k', ce qui donne

1 2m [ K sink'rdk’
2m2r W2 Jy k2 — k2 —

ke ik’ rdk/
B 477217‘ 712/ K2 k2 —ip in

Les poles du dénominateur sont situés a

Gy E) = -

K =+Vk*+in=x(k +1in)
ce qui permet d’intégrer de —oo a +oo en évitant les poles (figure 13.6).
Etant donné que la fonction &'/(k’* — k2) décroit comme 1/’ & I'infini, on
peut refermer le contour d’intégration dans le demi-plan complexe supérieur,

et seul le pole & k' = k +in contribue au résultat final, bien entendu identique
a (13.60)

. 1 /2m) e'*r n2k?
G(()+)(T‘;E) — ( 72 ) T E=F; = om (1388)

La fonction G(7)(7; E) complexe conjuguée de Géﬂ(f'; E) s’obtient par la
prescription k? — k2 — in.

Dans le cas de la diffusion élastique, le hamiltonien total du sytéme &
deux corps est H = Ho +V, Hy = —h?V?/2m est la partie cinétique du
hamiltonien et V' le potentiel ; m sera toujours la masse réduite des deux
particules entrant en collision : m = mims/(m1 +ms) et ik 'impulsion de la
particule relative. L’énergie cinétique dans le référentiel du centre de masse est
h%k?/2m. Nous utiliserons systématiquement la notation ®y pour une onde

plane de vecteur d’onde k et z/Jl(;r) (z/;l(;_)) pour une solution d’énergie F de
I'équation de Schrédinger
HYL = (Ho+ V)pl? = Byl (13.89)

dont le comportement & 'infini est celui d’une onde plane plus une onde sphé-
rique sortante (entrante). Nous allons éviter autant que possible les notations

de Dirac [py) et |¢;(;+)> afin d’alléger I'écriture. La normalisation est fixée par

d®k
<F|¢E>:elk.r et donc /( ) slepepl =1 (13.90)

Montrons que I'équation intégrale de la diffusion (13.62) est équivalente a
I’équation de Lippman-Schwinger, avec Ey = h%k?/2m

) _ 1 +)
S Pt g T Vi (13.91)
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Pour montrer cette équivalence, multiplions (13.91) a gauche par le bra (7| et
utilisons la relation de fermeture (13.90)

3 7.0
(+) _ ik d’k PN (B 1 (+)
W@ =+ [ o TR e Vo
g [ EEEY e 1
_ ik-7 ik (F—7") -/ (+) /=1
e +/7(27r)3 e Fo —|—i77V T )¢E (7"
=eF Ty / d* GEH (7 = 7 BV ()l (7) (13.92)

ce qui est bien I'équation intégrale de la diffusion (13.62). L’équation complé-

mentaire de (13.91) est celle donnant Q/J(f) dont le comportement asympto-
tique est en onde plane + onde entrante

(-) 1 (-)
L=+ ————— Vo 13.
Vr <pk+Ek_H0_ind (13.93)
Une expression équivalente de w,%ﬂ résulte de l'identité
1 1 1 1
(13.94)

—_— p— V
F-H+in FE-Hy+in FE-H+in E-—Hy+in

que l'on vérifie en multipliant les deux membres a droite par (E — Hy +1in) et
a gauche par (F — H + in). Une autre écriture utile de (13.94) est

1 1 1
= I— —_— ]..
E—Hy+1in E—H+in< VE—Ho—l—in) (13.95)

Cette relation permet de donner une autre version de I’équation de Lippman-
Schwinger

(+) 1
M et ——— Voo 13.

Cette version de ’équation de Lippman-Schwinger permet d’écrire w(f) en
fonction de o en utilisant un développement en puissances de V', c’est-a-dire
un développement perturbatif. Pour le montrer, le plus simple est d’utiliser
dans (13.95) les fonctions de Green G(()+)(E) et G (E)

CHE) = — L (13.97)

(g — 1 -
Go " (E) E—-H+in

_E—H0+i77

et (13.95) devient

Gi(E) = GH(B)(I + VG (E))
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ce qui se récrit

GH(E) =GP (BT - VG (B)
=asP(E) eV BV (B)+ 6P BV (BE)VET (B)+ -
(13.98)

On en déduit le développement perturbatif de wl(;'), ou développement de
Born

w}%ﬂ — o (13.99)

136 @]
n=1

La convergence des développements (13.98) ou (13.99) n’est évidemment pas
garantie. Si G(()+)(E)V posséde une valeur propre Ay de module > 1, le déve-

loppement de Born ne converge certainement pas car (1 — /\G(()Jr) (E)V)~ ! est
singulier pour A = \;"

AGSHEWY = Mot = (1= A'GSP(B)V)w =0

ce qui implique que (1 — )\G(()JF)(E)V)’1 est singulier pour A = )\61 <1,etle
rayon de convergence de la série est < 1.

Montrons aussi I'orthogonalité des fonctions ¢]%+) et w](;) pour k' # k, en
utilisant la notation (¢, %) = (p|v) pour le produit scalaire

) ) _ 1 )
(v u) = ([H Ek—HHnV} ol )

1
oy + VE—H Ui )

B Ekl — HQ + 177
= (ppop) = @m)*60 (k —E)

13.5.2 Matrice T et matrice S

Nous avons déja introduit la matrice T au § 13.4.2, et nous en donnons
maintenant une définition équivalente dans le cadre de la théorie opératorielle
1 1

TE)=V4+V———"°~o——V=V4+V——T"T—-T(F 13.101

E)=V+V e VT ) (1310

Vérifions que cette nouvelle définition obéit bien aux propriétés attendues, en
particulier

(op T (B)le) = (o [VIwLD) (13.102)
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En effet, d’aprés (13.96) I'action de T'(E) sur ¢ est

- _— P - 1 .1
Z(E)gok_[/(l+E I inV)gok—Vwk (13.103)

dont (13.102) découle immédiatement.

La théorie opératorielle permet de retrouver simplement la condition d’uni-
tarité (13.82). Ecrivons la seconde expression de T'(E) dans (13.101) et son
hermitien conjugé

1 1

T(E)=V - T(E THE) = THE)—————
(E) +VE—H0+177 (E) (B) =V +T'( )E_Ho_inV
(13.104)
d’ott 'on déduit
1 1
T=Vv (T -7t T
( E—Ho—inV>E—Ho+in
1 1
=v4+rtei — (T -V—uo T
+ E—Ho—in< E—Ho+in>

On soustrait ensuite la seconde équation de la premiére

1 1
E—Hy—in E—Hy+1in

T_Tt— 7t ( ) T = —2irT'§(E — Ho)T

(13.105)
11 faut prendre garde au fait que 6(E— Hy) ne commute pas avec T'. Cependant,

on peut écrire
S5(E — Ho)T = T§(E" — Hyp) (13.106)

En effet, prenons I'élément de matrice de T entre les ondes planes |k) et |k’)

~—

(k'|6(E — Hy)T|k) = §(E — ENT(k', k
(k'|T8(E' — Ho)|k) = 6(E' — E)T(k',k

~

Pour terminer la preuve de la relation d’unitarité, introduisons dans (13.105)
la relation de fermeture sur les vecteurs |k”) afin d’écrire 6(F — Hy) sous la
forme

dgk” o 1N
6(E — Ho) = CE [K")0(E — E7)(K"|
et prenons les éléments de matrice de (13.105) entre les ondes planes |k) et
|k’). On retrouve alors (13.82)

1

a,} B whkm
2i o

(2B~ TR e / A0, T (R K'YT (R, K"y (13.107)

Nous avons défini la matrice T' pour une valeur déterminée E de 1’énergie car
E = h2k%/2m = E' = h2k"*/2m pour une diffusion élastique. En fait, il est
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parfaitement possible de prendre des éléments de matrice de (13.101) entre
ondes planes |k) et |k’) d’énergie différente : h2k2/2m # h2k'>/2m. On dit
alors que la matrice T est hors couche d’énergie.

Il reste a définir un dernier objet, la matrice S, reliée a la matrice T par

S =1 —2ind(E — Hy)T (13.108)

La matrice S n’est définie que pour k = &/, ¢’est-a-dire sur couche d’énergie :
S(k’, k) = (k'|S|k) = 0 si k' # k. La propriété essentielle de la matrice S est
son unitarité

|sts =55t =1] (13.109)
Montrons cette propriété a partir de la définition (13.108)

STS = (I +2ind(E — Ho)T") (I — 2in6(E — Ho)T)
= I+ 2ind(E — Ho)T" — 2ind(E — Ho)T + 47°6(E — Ho)T'6(E — Ho)T
=1 —2ind(E — Ho)(T —T" + 2ixTT6(E — Hy)T) = I

ot nous avons utilisé (13.105). La démonstration de SST = I suit le méme
canevas. Les éléments de matrice S peuvent également s’exprimer en fonction

des états w](;) et ¢]({)

S(E' k) = (o |Sleg) = (08 1wl (13.110)

Démontrons cette relation

(77 = (oeo?) + (g Vo)

_ (+) ) 1
- (90,;/71/),; ) + (SOEMV'Q[}E >Ek/ _Ek+17]

D’autre part,

) _ 1 (+)
(‘P;;:ﬂﬁ,; ) = (¢z.vp) + (‘P;;a m‘/%; )

= (21)3%6®) (k — k' + cp~,,V¢(f)
k E

1
FE;, — Ey —l—in(

ce qui donne

(05, 98)) = @2 s@ E — ) + (¢, Vel”)

1 1
>< —
<Ekl —Ek+i77 FEy —Ek—iﬁ)
— 2m)* 6@ (F — ) — 2ir6(By — By) (%, wa;))
(13.111)
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On retrouve la définition (13.102). La forme (13.111) de S donne une démons-
tration simple de la relation d’unitarité : en effet

(e IStep) = (pglSlog )" = WS 1S = W 1w l™)
ce qui implique

(7, 18TSlop) = (o 1S Iog Y ep 1Sler)
E//

=Dt o ) 1)

k”

Mais dans la somme sur k¥, on peut ajouter les états liés |1hp) car <1/)]E;) [vp) =

0et
Z|¢kw k;)| +Z|¢B><¢B =
B

k:ll
de sorte que

=

(i |STSleg) = WP BT = (2m)P 8 (F - k)

13.5.3 Collisions inélastiques

Passons maintenant au cas des collisions inélastiques. Dans une collision
élastique, il n’y a aucun changement de quelque sorte que ce soit dans I’état
interne des particules incidentes

A+ X - A+ X (13.112)

Il peut arriver que dans I’état final une des deux particules, par exemple A (ou
les deux), se trouve dans un état orbital excité, ou un état de spin différent
de I’état de spin initial, ce que nous noterons A*

A+ X > A"+ X (13.113)

Il peut aussi y avoir des réarrangements internes, par exemple dans le cas
d’une collision entre deux noyaux, les nucléons de 1’état final peuvent étre
redistribués pour former des noyaux différents des noyaux initiaux

A+X - B+Y (13.114)

Enfin, il arrive que 'on trouve plus de deux particules dans ’état final, par

exemple
A+ X —->B+C+Y+Z (13.115)

Nous ne traiterons pas ce dernier cas de figure, et, pour fixer les idées, nous
allons considérer que les seules réactions possibles sont (13.112) : élastique
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et (13.114) : inélastique'®. Ce cas suffira pour comprendre le raisonnement &
suivre dans le cas général : voir aussi 'exercice 13.6.8. Un ensemble (A, X),
(B,Y), etc. est appelé ensemble de voies possibles pour la réaction. Toutes les
voies ne sont pas nécessairement accessibles, car pour qu’une voie soit ouverte,
il faut une énergie suffisante. Nous appelons (A4, X) la voie a et (B,Y) la
voie B : ¢, et pp désignent les états internes comme ’état de spin, h, et hg
les hamiltoniens h;y; des degrés de liberté internes

hapa = €atpa hgps = eppp (13.116)

Le hamiltonien dans les voies « et 3 s’écrit

2
Voie o : H:_27:n v3+ha+va:Ha+Va

o (13.117)
Voie 8 : H=——V3+hs+Vs=Hs+ Vs

2mg

Le potentiel V,, est celui du systéme {4, X} et V3 celui du systéme {B,Y}.
Les collisions seront toujours décrites dans le référentiel du centre de masse et
les sections efficaces seront toujours données dans ce référentiel. Les variables
dynamiques comme 1’énergie totale F, le vecteur d’onde k dans une voie don-
née, etc. seront celles du centre de masse; les masses m, et mg seront donc
les masses réduites

mamx mpmy

My = ————— mg = — 13.118
o ma+mx s mp -+ my ( )

La conservation de 1’énergie s’écrit

e R
E=e, < = — 13.11
eq + T eg + 2ms (13.119)

A chaque voie, on peut associer une onde plane @exp(iE - 7) et une onde
sphérique que ’on choisit sortante pour la voie o et entrante pour la voie 3.
L’indice a désigne I’ensemble (k,, «) et I'indice b ensemble (kg, 3). Le com-

portement asymptotique!® de \I/Ef) est en onde plane plus onde sphérique
sortante dans la voie « et en onde sphérique sortante dans la voie (3

L ikar
Voiear : \Ilf(z+) ~ Py eika ™ | fé‘(’;)(Qa)e_
r—00 T
) (+) eik‘bT
Voie 3 : S 08f5a (28) (13.120)

14. Voir Messiah [1959], chapitre XIX pour une étude plus compléte.
15. Nous utilisons des lettres majuscules afin de distinguer ¢, (état interne) de ®, (onde
plane).
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tandis que celui de \Ilé_) est en onde plane plus onde sphérique entrante dans
la voie [ et en onde sphérique entrante dans la voie «

~ (-) TR S S PN il
Voies : ¥, = vs e™ "+ fa (QB)T
o (13.121)
Voiear o~ gaafé;)(ﬂa)e .

La section efficace inélastique do(a — b)/d€), d’émission de la particule B
dans la direction €, = Qg se déduit de (13.120) : elle fait intervenir le rapport
du flux de particules finales B a celui des particules initiales A, et donc le
rapport des vitesses dans le centre de masse, vy, /v,

do(a —b) Vb | o(+) 2
o= | (Qb)} (13.122)

Comme au § 13.4.2, on introduit les éléments de matrice T' entre ondes planes

2 2
T(a — b) = (b|T|a) = _;_Z () (13.123)

d’ot une expression alternative de la section efficace qui fait intervenir la
densité d’états finaux Dy(FE) (8.136) pour V =1

do(a —b) 27

2
0 = | Tla— b)‘ Dy(E) (13.124)

Ecrivons les équations de Schrédinger pour \Ilg+) et \ilé_) avec des hamiltoniens
respectifs H et H, pour une méme valeur E de I’énergie

HUH) = By HYD =BG (13.125)

Compte tenu de

K2 9
H:—Z muVU—FhinH—V

2

v=a,3

. R, .

H = — . )
> 2muvy+hmt+v (13.126)
v=a,(

on déduit
- K2 K2 Al
dB3r \I/( )% vzq,ng) _ vz \I/( )1 \I,ng)
/T<R [ b ] (V_Za,ﬁ2m” ) (V§ﬂ2mu [ b ])

= (37| - /)| w(D) (13.127)
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ot nous avons pris la limite R — oo dans le second membre de (13.127). En
utilisant la méme stratégie que dans le § 13.4.2, nous obtenons

S w07, w) = @O - me) 13as)

2m,,
f9) = lim /( )RQdQ (13.129)

En raison de (¢g|pa) = dag, le calcul de W([\f!l()_)]*7 \Ilt(;r)) dépend uniquement

v=a,

avec

de deux contributions : (1) celle de 'onde plane dans \i'l()_) associée a 'onde
sortante dans W) et (2) celle de l'onde plane dans o™ associée a onde
entrante dans \f!g_), et (13.128) donne

—%gﬂfm> %ﬁu Q) = (U7 (H — D)ED)  (13.130)

Comme premiére application de (13.130), choisissons H = H avec comme
résultat

L L o
m—ﬂf o () = p— [for 1" (=) (13.131)

On peut définir une matrice T correspondant au potentiel 1% par analogie avec
(13.123)

27h?

Ma

(b[T|a) = -

[fan 7" (=) (13.132)
L’équation (13.130) s’écrit en fonction des éléments de matrice de T et T
(b|Tla) — (b|T|a) = (¥;7|(H — H)| WD) (13.133)

Par convention, (b|T|a) = 0 si la voie o est fermée & I'onde ‘i/l(;)
ment (b|T|a) = 0 si la voie § est fermée a Ponde oM. Si 'on choisit H = Hg,

H — Hg = V3, alors \i’z(;) se réduit & I'onde plane ®;, et (13.123) &

, et inverse-

(BIT|a) = (| V5T D) (13.134)

Une seconde formule pour (b|7'|a) se déduit de (13.130), si 'on choisit H = H,
et H =H

(BIT|a) = (W) |V | @q) (13.135)
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L’approximation de Born consiste & remplacer \IIELJF) et \Ilgf) par des ondes
planes
Tg(a — b) = (Dp|V3|Dy) = (Pp|Va|Dy) (13.136)

Comme application de (13.133), nous allons généraliser aux collisions inélas-
tiques la relation d’unitarité (13.105). De ’équation (13.134) et de

\I/(+):(I 71/)@

\I’( ) — (I+#—invﬁ>¢)b

on déduit une expression opératorielle pour les éléments de matrice T’

(13.137)

1
(b|T|a) = (Dp|V5|®y) + (®p| Vi m——— Vi | ®y)
E- If“” (13.138)

fla) — -
OITa) = (@47 [94) + (@ulVp =g ValPo)

En soustrayant membre a membre ces égalités et en tenant compte de (13.136),
on obtient la relation d’unitarité

(BT — T |a) = —2im(®y|V56(E — H)Va|®,) (13.139)

Pour transformer cette équation, on introduit un systéme complet d’états
|\I/$L+)> et |\I/5f)>, en y ajoutant éventuellement des états liés |¥ )

(2m) 72 ) N = (2m) 70 Y (W) (e =1
ce qui donne pour le second membre de (13.139)
<b|(T TH|a) = _WZD / 0|T|n)dQ, (n|T|a) (13.140)

ol |n) représente une onde plane et nous avons utilisé

(@0[V5|05D) = (BIT|n)

13.5.4 Symeétries de la matrice T

La propriété de symétrie la plus importante de la matrice T est celle liée au
renversement du sens du temps (annexe A2). Soit © lopérateur antiunitaire
correspondant et

b, = 0O, Doy, = Oy, (13.141)
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(a) T(kp, kq)

(b) Tk, —kyp)

]:a
4 O—

(©) T(ky, kp)

F1c. 13.7 — Les collisions sont décrites dans le référentiel du centre de masse.
Les vecteurs d’onde de la particule représentée par un cercle sont +kq et k.
(a) Réaction directe : Ea — Eb. (b) Renversement du temps : —Eb — —Ea.
(c) Réaction inverse : ky — ka.

les états qui se déduisent par renversement du temps de ®, et ®;. Pour
des particules sans spin, le renversement du sens du temps consiste a inverser
les impulsions et a échanger les états initiaux et finaux. Pour des particules
de spin non nul, il faut en outre inverser la projection du spin sur un axe fixe.
Calculons l’élément de matrice T'(®Po, — Po,) en supposant le hamiltonien
et les potentiels invariants par renversement du sens du temps

o 've=v 0 'HO=H (13.142)
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L'élément de matrice T s'écrit
T(@en = Bon) = (oo [Va + Vo s Vi)
~ (02,007 |V, + Va ﬁ Vs|oD)
= (0@,,0[Va +Va ﬁ_m Vile)  (3.143)

ot nous avons utilisé Pantiunitarité de ©® : ©i©~! = —i. Cette antiunita-
rité implique aussi (Op, OY) = (¢, ¢) de sorte que (13.143) devient grace a
(13.138)

1
T((I)@b - (I)@a) = ((I)b, Vﬁ + V,@ m Vaq)a) = T(CL — b) (13144)

On obtient donc la propriété fondamentale

‘T(@b — ©a) =T(a — b) \ (13.145)

Cette égalité entraine la propriété de microréversibilité pour les sections effi-
caces, compte tenu de v, = vgp et D, = Doq
do(©b — BOa)

0 Dy(B) == = v, Da(E)

do(a — b)

13.14
o, (13.146)

Appliquons (13.145) au cas de la diffusion élastique de particules de spin zéro
T(a — b) = T(ka — k) = T(kp, ka)

Dans ce cas, la propriété de symétrie (13.145) devient

- -

T(ky, k) = T(—ka, —kp) (13.147)
Si, de plus, le potentiel est invariant par parité, on obtient
T(—ky, —ka) = T(ky, ka) (13.148)
et en combinant les deux symétries
T (Ky, kq) = T(kq, k) (13.149)

Ces résultats sont illustrés sur la figure 13.7. La collision (Eb — Ea) est ap-
pelée collision inverse de (kq — k), et (13.149) montre que les éléments de
matrice T' de la collision directe et de la collision inverse sont égaux. Ce n’est
pas nécessairement le cas pour des collisions de particules de spin non nul.
Au premier ordre de la théorie des perturbations, ou de fagon équivalente
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a Papproximation de Born (13.136), les élements de matrice T sont donnés
par Ty, = (b|V]a) et Top = (a|V|b) = (b|V|a)*. La section efficace étant pro-
portionnelle & |T,5|? = |Thal?, les sections efficaces du processus direct et du
processus inverse se déduisent l'une de 'autre a cet ordre. Ainsi que nous
venons de l'observer, cela n’est pas nécessairement vrai a tous les ordres du
développement de Born.

13.6 Exercices

13.6.1 Pic de Gamow

1. On se propose d’évaluer la section efficace de la réaction
H+ *H — ‘He+n (13.150)

a l'intérieur d’une étoile ot régne une température de I'ordre de 107 K. Cette
réaction particuliére a été choisie pour fixer les idées, mais ce qui suit s’ap-
plique & toute réaction nucléaire dans une étoile. Montrer que ’énergie ciné-
tique des noyaux incidents 2H et *H est de I’ordre du keV. Pourquoi les atomes
sont-ils complétement ionisés 7 En physique nucléaire, la relation suivante est
souvent utile : dans un systéme d’unités ot A = ¢ = 1, la relation entre le
fermi et le MeV s’écrit
1fm™! ~ 200 MeV

Veérifier cette relation. Le potentiel V(r) entre les deux noyaux incidents est
le potentiel coulombien répulsif V(r) = e?/r pour r > R et un potentiel
nucléaire attractif pour r < R, avec R ~ 1fm. Montrer que €?/R est trés
grand par rapport a ’énergie cinétique E des noyaux incidents.

2. Montrer qu’en physique classique les deux noyaux ne peuvent pas s’ap-
procher & une distance plus faible que ro = €?/E, et la réaction nucléaire
(13.150) ne peut se produire. En physique quantique, la réaction est possible
grace a leffet tunnel. En utilisant (12.109), montrer que la probabilité d’effet

tunnel est
2 70 62 1/2
pr(E) = exp ——/ [2u (— - E)} dr
h R T

ol p est la masse réduite : £ = pv?/2, v étant la vitesse relative des deux
noyaux. Montrer que p =~ (6/5)m,, ou la masse du proton m, =~ 940 MeV /2.
Pour calculer pp(E), on pourra faire le changement de variables

On donne l'intégrale indéfinie

/ u?du 1 U U
——s = —tan " — — ————~
(u®> +a?)?  2a a 2(u?+a?)
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En déduire

E

pr(E) ~ exp (— E—B> Ep = 2r%a’uc?

avec a = e2/(he) ~ 1/137. Donner la valeur de E en MeV.
3. Justifier la forme approchée de la section efficace de la réaction (13.150)

7(B) ~ 2 pr(F)

en admettant que la réaction nucléaire se produit dés que les noyaux entrent
en contact ; k est le vecteur d’onde E = h%k?/(2u).

4. D’apres (13.1), le nombre de réactions nucléaires (13.150) par unité de
temps est n;n.vo(v), ot n; et n. sont les densités de noyaux incidents et
de noyaux cibles. Cependant, les vitesses n’ont pas une valeur fixée, et pour
obtenir le taux de réaction dans I’étoile, il faut moyenner sur la distribution
de Maxwell des vitesses

L 3/2 /.L'UQ
Par(v) = <2kaT) P (_ 2kBT)

La quantité physiquement pertinente est la moyenne (vo). En intégrant sur
les angles, montrer que

3/2 ,co 2
1 3 v
= 4 —
(vo) = 4m (27rkBT> /0 dvvio(v)exp ( 2kBT>

En déduire, en effectuant le changement de variables v — E

1 2h2 3/2 o]
(voy = 267 < a > / dEe B/(keTe=VES/E (13 151)
0

3 27kgT

Montrer que lintégrand dans (13.72) exhibe un pic aigu pour une valeur
E = Ey de I’énergie, avec

1 2/3
Ey = <§ kBT\/EB>

et que la largeur AE de ce pic est donnée par
AE « EYf%(kpT)%/

Ce pic est appelé pic de Gamow, et il détermine I'énergie Ey pour laquelle la
réaction (13.150) a une probabilité maximale : le taux de réaction dans I’étoile
est controlé par Ey. Estimer numériquement la position du pic et sa largeur.
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13.6.2 Diffusion de neutrons de basse énergie par une
molécule d’hydrogéne

1. On considére dans un premier temps la diffusion d’une particule par les
deux noyaux 1 et 2 supposés différents d’une molécule diatomique, sans tenir
compte du spin. Le centre de la molécule est situé a ’origine des coordonnées,
et le détecteur a une distance r de la cible. Les noyaux 1 et 2 sont situés aux
points ﬁ/ 2 et —ﬁ/ 2, avec R < r. Montrer que 'amplitude de diffusion par

la, molécule est
q’ﬁ) + ag exp (%(j’ﬁ)

ot k est le vecteur d’onde des particules incidentes, k' = kf, hq = h(l_c" — E) le
transfert d’impulsion, tandis que a; et as sont les longueurs de diffusion sur
les noyaux 1 et 2. Tracer la section efficace en fonction de I’angle 6 entre k'
et k lorsque ¢gR ~ 1.

2. On se place dans le cas de la diffusion de neutrons par une molécule
d’hydrogéne en tenant compte du spin du neutron et des protons. On suppose
I’énergie suffisamment basse pour que gR < 1. Quelle doit étre la valeur de
I’énergie en eV pour que cette condition soit réalisée 7 Si les neutrons sont
produits dans un réacteur, a quelle température doivent-ils étre refroidis (cf.
§ 1.4.2) ? On définit le spin total S de la molécule

N =

f=aiexp <—

- 1

01 et &y sont les matrices de Pauli décrivant les spins des deux protons.
Montrer que ’amplitude de diffusion s’écrit dans I’espace des spins en fonction
des longueurs de diffusion ag et a;

~ 1 1 o
f= 5(% + 3a¢)I + E(at —ag)(Fy - 9)

3. Si 'on traite l'interaction neutron-proton au moyen d’un potentiel ef-
fectif (13.41), la constante g est fixée par les caractéristiques du potentiel. En
déduire qu’en raison d’un effet de masse réduite, on doit utiliser 4a/3 comme
longueur de diffusion sur les protons liés dans une molécule d’hydrogéne, si
a est la longueur de diffusion d’un neutron sur un proton libre. La section
efficace est donc & multiplier par un facteur 16/9 : c’est 'effet de liaison chi-
mique. Cet effet de masse réduite est présent pourvu que I’énergie du neutron
soit suffisamment faible pour ne pas pouvoir exciter les niveaux de vibration
de la molécule.

4. La molécule d’hydrogéne peut exister dans deux états de spin : le para-
hydrogéne de spin zéro et 'orthohydrogéne de spin un. Quelle est la section
efficace totale neutron-parahydrogéne 7 Est-elle sensible au signe de a4 ?
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5. Calculer la section efficace totale neutron-orthohydrogéne en supposant
la molécule non polarisée. Suggestion

Tr(A® B)? = (Tr A?)(Tr B?)

13.6.3 Propriétés analytiques de I’amplitude de diffusion
neutron-proton

L’objectif de cet exercice est de relier les propriétés des états liés et des
résonances a 'amplitude de diffusion. On se limitera & 'onde s. On négligera
la différence de masse neutron-proton et on définira M ~ m, ~ m,, : la masse
réduite est donc M /2. On néglige tout effet lié au spin.

1. Soit u(r) la fonction d’onde radiale (réelle) d’un état lié, en 'ocurrence
le deutéron. Elle est caractérisée par son comportement asymptotique et sa
normalisation IV

Montrer que dans le cas du puits sphérique de la figure 13.4, de portée R et
de profondeur Vj
2pk'? 2T

(K2 4+ k*)(1 + KkR)
avec ¥ = \/M(Vo — B), Kk = VMB, B étant lénergie de liaison. Tracer
qualitativement u(r).

2. Soit g(k,r), une solution de I’équation radiale se comportant asympto-
tiquement comme

N? =

kT avee k=

vVME
h

r— 00 : g(k,r) oxe
Montrer que la fonction d’onde wu(k,r) est donnée par

u(k,r) = g(=k,7)g(k) — g(k, —1)g(—k) g(k) = g(k,m=0)

et que I’élément de matrice S, S(k) vaut

S(k) _ e2i5(k) _ g(k)

3. On prolonge analytiquement g(k,r) a des valeurs complexes de k. Mon-
trer que

g (k,r) = g(=k",7) S*(k7) = S S(=F)

4. Calculer g(k) et S(k) pour le puits sphérique et montrer que g(k) est
une fonction entiére de k (c’est-a-dire analytique pour tout k).
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5. On peut prouver que pour un potentiel décroissant plus vite que
exp(—pr) lorsque r — oo, g(k) est analytique dans le demi-plan Imk < /2,
et on admettra ce résultat dans la suite de 'exercice. Montrer que si S(k) a
un pole sur 'axe imaginaire, k = ix,0 < k < /2, alors ce pole correspond a
un état lié du potentiel. Montrer que si S(k) a un pole a k = h —1ib, |b] < p/2,
alors nécessairement b > 0.

6. Le cas du pole a k = h —ib, b > 0, est celui d'une résonance. Montrer
qu’un choix pour S(k) satisfaisant aux conditions de la question 3 est

_(k—h—-ib)(k+h—ib) k—h—1ib

k)= ~ k~nh
S = Rkt h i) k=t PO

Supposant b < h, déterminer le comportement du déphasage 0(k) en fonction

de k en montrant que
. h—k
cotd = ——
b
En déduire que 0 passe par w/2 pour k = h et que la section efficace se met

sous la forme dite de Breit- Wigner
B 27h? h?T2 /4
 ME (E — Ey)? + h2I'2/4

Relier Ey et I' & b et h. Montrer que h = 0 correspond & un état virtuel.
7. Démontrer la relation

/%_ 8_“‘/r_ /T 2¢..0 / 1_@
{uak U O—Qkou(r)dr U=

o(E) (13.152)

En étudiant cette relation pour » — 0 et » — oo, montrer qu’au voisinage du
pole k =ik

—iN?
k) ~
S(k) k—ik
8. Montrer que la fonction

9(k) — g(=k)
est analytique en k au voisinage de k = 0, tend vers une constante pour k — 0
et est une fonction paire de k. En déduire que ’on peut écrire

kcot é(k) = —% + %rokz + O(k*)

Démontrer les relations

2 1 2
A . -
K Ka 1—krg

qui relient les paramétres (k, N) du deutéron aux caractéristiques (a,rg) de
la diffusion de basse énergie. Calculer rg sachant que B = 2.22MeV et a =
5.40 fm, et comparer au résultat expérimental rq = 1.73 fm.
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13.6.4 Approximation de Born

1. Calculer 'amplitude de diffusion fg(q), 7= E'—k & I’approximation
de Born lorsque le potentiel a la forme dite de Yukawa

e 1T

ur

Vir) =W

En déduire do/dS2 et oyot.
2. Examiner la limite 4 — 0 avec Vp/u — e* =cste : le potentiel de
Yukawa tend vers le potentiel coulombien V() = €2/r. Montrer que

2

do et

dQ  16E2sin*6/2 (13.153)
ou E = h%k?/(2m) est Dénergie incidente. Ce résultat a été obtenu par Ru-
therford en utilisant un raisonnement de mécanique classique (la mécanique
quantique n’existait pas encore!), et il est appelé section efficace de Ruther-
ford. C’est aussi le résultat obtenu par un traitement rigoureux du potentiel
coulombien en mécanique quantique. Il est remarquable que "approximation
de Born, dont la validité est plus que douteuse dans ce cas, donne le résultat
correct pour la section efficace (mais non pour 'amplitude f(0)).

13.6.5 Optique neutronique

1. Diffusion par une lame mince. On considére un faisceau de neutrons
de basse énergie de vecteur d’onde k dans le vide, qui traverse une lame trés
mince d’épaisseur d perpendiculairement & cette lame ; dans un premier temps,
on néglige les effets liés au spin. Les neutrons sont détectés aprés leur passage
dans la lame en un point d’ordonnée z sur 'axe Oz perpendiculaire a la lame,
Porigine O étant choisie au centre de la lame. Si un neutron est diffusé par
un noyau de la lame situé a une distance s de O, montrer que 'amplitude de
probabilité pour observer le neutron diffusé en z est

a i
s =——e'F r=1/s%2+4 22

ou a est la longueur de diffusion. L’amplitude de probabilité pour trouver un
neutron en z est la somme de 'onde incidente exp(ikz) et de Ponde diffusée

par la lame
eikr

QO(Z) :eikz _az .

otll la somme porte sur tous les noyaux de la lame ; en déduire

e ikr  co

ik

©(z) =e* —27aps

z
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ou p est la densité volumique de noyaux. La limite r — oo donne un résultat
nul si 'on moyenne sur les oscillations et on en déduit

o(z) = (1 —2im %) ez

2. Indice de réfraction. Lorsque les neutrons traversent la lame, celle-ci se
comporte comme un milieu d’indice de réfraction n, qui, comme en optique,
transforme le vecteur d’onde k — k' = nk ou de fagon équivalente la longueur
d’onde A — X = A\/n. En comparant avec le résultat de la question 1 lorsque
(n—1)ké < 1, déduire

Lorsque n < 1, un faisceau de neutrons arrivant en incidence quasi-rasante
sur la surface plane d’un cristal peut subir une réflexion totale (la diffé-
rence d’indice entre le vide et l'air est négligeable) : si 'angle d’incidence est
(r/2 —0), 0 < 1, montrer que I'incidence critique est

902)\(&)1/2

™

Estimer numériquement 6, pour des valeurs typiques : A = 1nm, p = 102 m—3

et a = 10fm. La propriété de réflexion totale est utilisée pour construire
des guides de neutrons, qui font partie des instruments de base de 'optique
neutronique.

3. Effets de spin : noyaux de spin 1/2. Dans les questions suivantes, on
étudie les effets liés au spin des neutrons et des noyaux. Reprenant les résultats
de l'exercice 3.3.9 et utilisant (13.46), montrer que les amplitudes fq, fp et fe
de cet exercice sont données en fonction des longueurs de diffusion triplet a;
et singulet as pour des noyaux de spin 1/2 par

1

fa:_%(at'i‘as) fb:_g(at_as) fc:_at

Montrer que l'intensité diffusée par le cristal est

1

7=
16

3
o S ¢ 3% a0 — a2

ot NV est le nombre de noyaux diffuseurs. Le premier terme de Z correspond a
une diffusion cohérente et le second a une diffusion incohérente (exercice 1.6.7).
On définit une section efficace cohérente et une section efficace incohérente en
intégrant Z sur les angles

3
Ocoh = %(3at + as)2 Oinc = Zﬂ-(at - afs)Q
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Dans le cas de la diffusion par 'hydrogéne, a; = 5.4 fm et ay = —23.7 fm. Eva-
luer numériquement o¢on et oine €t montrer que gjne > ocon. Cette propriété
est particuliére a I’hydrogéne, car en général les deux sections efficaces sont du
méme ordre de grandeur. Montrer que la longueur de diffusion & utiliser dans
le calcul de l'indice de réfraction est celle définie par la diffusion cohérente

Geff = Z ay + Z Qs
Quelle est l'interprétation physique des poids 3/4 et 1/4 7 Quel est le signe de
aer pour ’hydrogéne ? Peut-on obtenir une réflexion totale des neutrons sur
de I'hydrogeéne liquide ?
4. Diffusion par des noyaux de spin j. On suppose que les noyaux diffuseurs
ont un spin j; soit

7

I=J+

| >

le moment angulaire total du systéme noyau-neutron, /5/2 étant 'opéra-
teur de spin du neutron. Montrer que 'amplitude de diffusion noyau+neutron
s’écrit dans l'espace des spins en fonction de deux longueurs a et b

. b 5
—f=a+ - (E -J )
/ h
Soit ay = ajy1/2 et a— = a;_1/2, les deux longueurs de diffusion correspon-
dant aux diffusions dans les états de moment angulaire total iy = j £+ 1/2.
Montrer que

ayr =a+bj a_=a—>b(j+1)
et inversement
= [+ Das+jo]  b=——fas—a]
a—2j+1 Jj ay + ja_ —2j+1a+ a_

5. Diffusions cohérente et incohérente. Si les noyaux et les neutrons ne sont
pas polarisés, quelles sont les probabilités que la diffusion ait lieu dans les états
iy =j+1/2eti_ =j—1/27 En utilisant les résultats de 'exercice 1.6.7,
montrer que les sections efficaces cohérente et incohérente sont données par

4 . ,
Ocoh = ( T [(.7 + 1)CL+ +]a7]2 = 47TCL2

2j 4+ 1)2
drj(5+ 1)

Oinc = W[CH - CL_]2 =4dmj(j + 1)()2

Veérifier que I'on retrouve bien les résultats de la question 3 lorsque j = 1/2.
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13.6.6 Section efficace d’absorption de neutrinos

L’objectif de 'exercice est de calculer la section efficace d’absorption des
neutrinos par des neutrons

?+p%n+e+

a partir de la vie moyenne du neutron, qui se désintégre suivant la réaction

(1.2)

n—p+e +vU

Ce calcul est possible car I'interaction responsable des deux phénomeénes est la
méme, 'interaction faible, et les deux processus peuvent étre reliés. L’élément
de matrice de transition pour le calcul de la vie moyenne du neutron peut
s’écrire

Tyi = GrMyilprlei)

ot les fonctions d’onde de I’état initial et de 1’état final sont des ondes planes
normalisées dans un volume V et de la forme

7

GF est la constante de Fermi, ou constante de couplage des interactions
faibles, M; un élément de matrice sans dimensions dépendant des spins'®.
On appelle Ey = (m,, —my,)c? ~ 1.2 MeV, I'énergie disponible dans la désinté-
gration (on peut prendre a une excellente approximation m, = 0). Soit p,, =0
(supposant le neutron immobile), P= Dp, D' = Pe €t ¢ = Py, les impulsions dans
I'état initial et dans l'état final, K = P?/(2m,), E et cq I'énergie cinétique
du proton et I’énergie totale de 1’électron et du neutrino. La conservation de
I’énergie-impulsion s’écrit

1 Kol

P+p+q§=0 K+ E+cq=E,

Montrer que l’on peut négliger K : K < E, cq. Soit dI'/dE, la probabilité de
désintégration du neutron, par unité d’énergie E' de 1’électron final. On peut
montrer qu’il n’y a pas de corrélations entre 'impulsion de I’électron et celle
du neutrino. Montrer que, dans ces conditions, la probabilité de transition
s’écrit en fonction de la densité d’états D de I’électron et du neutrino

dI' 2« _

B 2T G (M V2 DEYDL(E  Eo)

4 pE}[ 47 (Eg — E)?
(

(27h)3 ¢ | | (27h)? c?

2m
= 2 GHIMsP) |

16. My; dépend aussi de deux constantes sans dimension de l'ordre de 1, gy = 1, la
constante de couplage vectorielle, et g4 = 1.25, la constante de couplage axiale.
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(] M£;]?) représente la somme sur les spins finaux et la moyenne sur les spins
initiaux de I’élément de matrice de spin. Pour obtenir la vie moyenne 7 = 1/T,
il faut intégrer sur F. L’intégrale

Ey
I(Fy) = / dE E(Ey — E)*\/E2 — m2c2

mec?

peut se calculer exactement, mais nous nous contenterons d’une approxima-
tion ultrarelativiste négligeant la masse de 1’électron
5
Eg

Ey
I(Ep) ~ / dE E*(Ey — E)* = 0
0

En déduire 'expression de la vie moyenne

1 G E}

r 7 6073 h(he)b

Quelle est la dimension de G /(hc)® ? Estimer G a partir de la vie moyenne
7 ~ 880s et comparer avec la valeur précise

Gr -5 —2
—— =11 1
(hc)? 7x 1077 GeV

2. Montrer que la section efficace différentielle d’absorption des neutrinos
par les neutrons est donnée par
do 27

dQ  hc

2 2 Ep
GF<|Mf1| >(27Th)362

ot E est I'énergie du positron e et en déduire

L[ Gr]* ) o
Ttot ™~ — {(hc)?’] (he)°E

Vérifier que oo a bien les dimensions d’une surface. Estimer numériquement
Otot pour des neutrinos solaires de 8 MeV, et en déduire que le libre parcours
moyen des neutrinos solaires dans la Terre se mesure en années-lumiére.

3. La théorie de Fermi utilisée dans cet exercice donne une section ef-
ficace isotrope : l'interaction a lieu uniquement dans I'onde s, [ = 0. En
utilisant (13.51), montrer que le résultat obtenu pour la section efficace d’ab-
sorption ne peut pas étre valable a trés haute énergie et estimer 1’énergie
au-dela de laquelle la théorie de Fermi doit étre modifiée. Cette modification
est connue, c’est la théorie électro-faible de Glashow-Salam-Weinberg, compo-
sante du modéle standard qui unifie interactions faibles et électromagnétiques,
et ou la constante de Fermi est reliée a la charge de I’électron et & la masse
des bosons W* et Z° : Gp ~ €2 /ME,.
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13.6.7 Non hermiticité de H,

1. On se propose de montrer que le hamiltonien libre H pris entre une
onde plane ¢y et une onde sphérique sortante '(/JS:H n’est pas hermitien. Mon-
trer que

A= (Spb;HOw((er)) - (Hosﬁb,wa(f))

= (B, — B) (@ba¢¢(1+)> - (%,V%”)

Si Hy était hermitien, on aurait A = 0. Mais ce n’est pas le cas car ¢y, et ¢SL+)
ne décroissent pas assez vite a 'infini. Si E, = Ej, montrer que

A=— (%, V%(f)) = —Tha

et que A =0 si E, # Ep. Le probléme de 'hermiticité de V Hy par exemple
ne se pose pas, car la décroissance rapide de V pour r — oo assure cette
hermiticité.
2. Montrer que pour des fonctions arbitraires y, et xs
h2
(xos Hoxa) = (Hoxs, Xa) = =5 =W (Xs, Xa)

(voir (13.129)). Retrouver les résultats de 1 en posant y, = ) et Xb = ©b
et en utilisant les formes asymptotiques.

13.6.8 Unitarité et théoréme optique

1. On se propose de montrer la relation d’unitarité (13.58) en suivant le
canevas de la démonstration donnée au § 13.4.2. Soit ¢ et 1), deux solutions
de I'équation de Schrodinger d’énergie E = h2k2/2m = h2k'*/2m avec un
potentiel qui peut étre complexe V(7)

(V2 + R2)() = 22V (7(7)
(V2 4 K, () = SV (7, ()

En multipliant la premiére équation par 1/1%, et la seconde par 9y, déduire

* * 4im —> *
VE Vi — Y VRPE, = 2 Im VI(Mvrvr,

2. Pour évaluer

Y,
W) = Jim [ (vp, 28 g T R2a,

R—oo k" Or or
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on utilise le comportement asymptotique de ;: = 1/)](;) et 1/)]:/ = ['(/}]%—t_)]*

avec ET = k7. On doit calculer

k7 R N - ooelhr
Wie + [k k) e+ f(ke, k)

Utiliser la forme asymptotique (13.67) de exp(ik - ¥) pour montrer que

W (e, f (e B) =) = —4mf (R, )
. ikr oL ikr . RN
W (R B S R ) = 2k / (R B (R, YD,

En déduire (13.58).
3. Généralisation. On se place maintenant dans le cas des collisions inélas-
tiques avec des voies «, (3, ... et des potentiels V,, V... réels

o elkar
\I,SlJr) ~ g |:elkar+faa(9a) . :|

eich
TEOO ‘P’yf’ya(Q’y) r vF
I elk‘b7
R { R T4 fn(2p) }
elkcr
Tfoo 0 frp(82) v#B

Montrer que

> w ([ e ) o

v=auo,0,7...

et en déduire a partir du comportement asymptotique de \Ilt(;r) et \I'l(f) la
relation

2mh? 27rh ih2k,
= fonl29) = 2 @) = 3B [ 00) fra(@)a0

v
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En remplagant les amplitudes de diffusion f par des éléments de matrice T,
en déduire la relation d’unitarité (13.140)

1
5o = Toy) = —wZD / o Tad S,

4. En choisissant a = b dans la relation précédente, et en reliant |T,,|? a
la section efficace différentielle do(a — v)/d€Q,, montrer que

/|T | D hv(l tot

2w

En déduire le théoréme optique

olot = i—ﬂ Im foq (0 =0)

13.6.9 Opérateurs de Mgller

1. On définit Iopérateur de Moller Q) par i = Q) ©q, SOit

! Vo) =14+ !

o) =4 - - -
Y EHy v E_H+ti

Montrer que

Q=3 " [i) eal

En déduire que 2 est une isométrie
(Q(+))TQ(+) =7
tandis que

QD @QINT =T =" |vp) (5]
B

ol ) 5 représente une somme sur les états liés.
2. Relation avec la matrice S. Montrer que

S = (Q(—))T Q)
3. Renversement du sens du temps. Montrer que

+) _ ()

Our =g

ou O est 'opérateur de renversement du sens du temps, ce qui entraine
oul = vg,
En déduire la relation équivalente a (13.145)

S@b,@a = Sab
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Chapitre 14

Particules identiques

En physique classique, il n’existe pas d’identité stricte de deux particules :
on peut toujours distinguer deux boules de billard par un trait de peinture
sans modifier leurs propriétés mécaniques et, dans une collision, on peut tou-
jours suivre chaque boule individuellement. En revanche, en physique quan-
tique, rien ne permet de distinguer deux électrons, deux protons, deux atomes
d’hélium?. . . : ces particules sont strictement identiques. Toutefois, il convient
de faire la distinction entre identiques et indiscernables!, distinction que nous
allons expliquer sur un exemple. A des températures < 1K et a des pres-
sions & 30 MPa, '’*He est un solide cristallin. Deux atomes d’3He situés en
des neeuds différents du réseau sont identiques, mais discernables : leur posi-
tion dans le réseau permet de les étiqueter. En revanche, dans 1’ He liquide,
les atomes se déplacent et sont indiscernables. Cette identité/indiscernabilité
a des implications remarquables sur la courbe de fusion & des températures
< 300 mK, parce que le liquide est plus ordonné que le solide (c¢f. par exemple
Le Bellac et al. [2004], exercice 5.7.6). En d’autres termes, pour que deux
particules identiques soient indiscernables, il faut qu’elles puissent se dé-
placer de facon a “se rendre compte’” qu’elles sont identiques. Le spectre
de rotation-vibration d’une molécule diatomique homonucléaire (§ 14.1.2)
donne un autre exemple de la distinction identité/indiscernabilité. Toutefois,
Ginsberg et al. [2007] ont montré 'indiscernabilité de deux condensats de
Bose-Einstein distants de 160 pm.

La section 14.1 énonce le postulat de symétrisation, introduit les statis-
tiques quantiques et développe quelques applications simples. La section 14.2
traite la diffusion de particules identiques. Lorsque ’on a affaire & IV particules
identiques, N > 1, ou états collectifs de N particules, les effets des statistiques
quantiques jouent un roéle crucial & basse température. Nous examinerons les
états collectifs de fermions dans la section 14.3 et les états collectifs de bosons
dans la section 14.4, en développant I'aspect condensation de Bose-Einstein.

1. Selon le Petit Robert : entités identiques = entités parfaitement semblables tout en
étant distinctes, et indiscernable = qui ne peut étre distingué d’une entité de méme nature.
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14.1 Bosons et fermions

14.1.1 Symétrie ou antisymétrie du vecteur d’état

Afin d’introduire le concept d’indiscernabilité quantique sur un exemple
concret, commencons par le cas de deux particules “presque” identiques, deux
atomes d’oxygéne 60 et 80, 'analogue du trait de peinture étant le choix
de deux isotopes différents pour les noyaux, et considérons un état |¥) formeé
d'un atome d’oxygéne 160 (particule 1) et d’un atome d’oxygéne 80O (par-
ticule 2) dans leur état fondamental. Nous appellerons |a) et |b) deux états
possibles pour chaque particule. Ce seront, par exemple, des états propres des
opérateurs 13, f, ... étiquetés par I'impulsion p’ de 'atome, la composante j,
de son spin?, ...

160

180
&
D,

Fi1c. 14.1 — Diffusion '°0-'%0. (a) Angle de diffusion 6. (b) Angle de diffusion
(r —0).

(a) (b)

la) = |9, jz, - -) b) = 1", 4z, - --)

Nous noterons |a; ® by) I'état & deux particules ou la particule 1 est dans
I'état |a) et la particule 2 dans I'état |b), par exemple? |a; ® by) = [p'(1) ®
p'(2)). Pour fixer les idées, on peut supposer que les particules ont interagi par
exemple dans une collision (figure 14.1) et qu’elles se trouvent dans un état
intriqué |¥). Les tests effectués sur les particules 1 et 2 sont bien individualisés,
les deux tests s’effectuant dans des régions d’espace trés éloignées, comme
dans les expériences discutées dans la section 11.2. Deux détecteurs D; et
D, permettent de déterminer p’ j., ... pour chacune des deux particules : Dy

détecte Patome de 60 avec une impulsion p, Dy détecte Patome de O avec

2. Les atomes de 190 et de 'O ont un spin 2 (état 3P, cf. § 16.2.2) et I’état fondamental
est 5 fois dégénéré. Si nécessaire, on peut lever cette dégénérescence par effet Zeeman dans
un champ magnétique.

3. Nous avons procédé a une légére modification de la notation, car la notation |p1 ®p’2)
pourrait étre ambigué : la particule 1 est dans I’état d’impulsion g, et non pj.
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une impulsion p’ (figure 14.1a), ce qui permet d’effectuer un test |a; ® by) sur
létat |¥). La probabilité pour que 1’état |¥) passe le test |a; & ba) est

Pu—farba) = |01 ® ba[ W) (14.1)

On peut aussi envisager la configuration inverse et mesurer la probabilité que
le détecteur D, enregistre 'atome de %0 et Dy I'atome de 60 (figure 14.1b),
qui est différente de (14.1a) : cette probabilité correspond au test |as ® by),
ou I'atome de 0 a une impulsion 7 et I'atome de 0O une impulsion p”, et
sauf cas particulier

p\I/H[ag,bl] 7é p\I/~>[a1,b2]

Supposons maintenant les particules 1 et 2 identiques, deux atomes de 60,
par exemple. Comme il n’est pas possible de les suivre dans la collision, elles
sont non seulement identiques, mais aussi indiscernables. Si les énergies mises
en jeu dans l'interaction entre les deux particules sont de quelques eV, rien
ne distingue a priori ce cas du cas précédent, car les interactions '°0-'80 et
160-160 sont strictement identiques. Ce n’est qu’a des énergies de 1'ordre du
MeV que des différences dues aux noyaux pourraient se faire sentir, et pourtant
les deux cas vont différer de facon radicale, méme & basse énergie. Lorsque les
deux particules sont identiques, cela n’a plus de sens de parler du test |a; ®bs) :
il peut étre commode de numéroter formellement les deux particules, et donc
de parler des tests |a; ®bs) ou |as ®b1), mais une telle numérotation n’a pas de
signification physique. Il n’est pas physiquement acceptable d’écrire un état
de la forme |a; ®bs) (sauf éventuellement si @ = b), car on ne peut pas affirmer
que la particule 1 est dans 1’état a et la particule 2 dans 1’état b ou I'inverse,
étant donné que I’on ne peut pas les distinguer. Le probléme se pose donc de la
définition correcte de I'état |a ® b). Cet état doit étre physiquement identique
a |b® a) et ne peut en différer que par une phase, qui dépend éventuellement
de a et de b

la®@b) = €% |b®a)
b@a) = €% |a®b) (14.2)
On en déduit? . .
eifva gifar = 1 (14.3)
Définissons les nouveaux vecteurs
la®@b) = e%/2|q®b)
b®a) = % /?bxa) (14.4)

Nous avons au lieu de (14.2)

|b®a,>, _ e*ieba/2|b®a> :eieb"'/2|a/®b>
ei(ea,b+9ba,)/2|a ®0b) = *la®0b)

4. Si 'on admet que 60, est indépendant de a et b : 0., = 0, = 0, et il en découle
directement exp(2i6) = 1, exp(if) = +1.
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car d’apres (14.3),
ei(eabJera)/Q — Zl:l

On peut donc toujours choisir les phases des vecteurs |a ® b) et |b @ a) de
telle sorte que ces vecteurs soient symétriques ou antisymétriques dans la
permutation a < b

e symétrique la®b) = +[b®a) (14.5)
e antisymétrique [a®b) = —|b®a) (14.6)

Il en résulte que les amplitudes (a ® b|¥) sont aussi, soit symétriques, soit
antisymétriques

e symétrique (a®b|T) = (b® a|¥) (14.7)
e antisymétrique (a @ b|¥) = —(b®a|¥) (14.8)

Cette propriété de symétrie ou d’antisymétrie est caractéristique du couple
de particules identiques considérées. Elle ne peut pas dépendre des états |¥)
ou |a ® b). Supposouns, en effet, que pour le méme couple de particules on ait
une amplitude symétrique si |¥) = |®1) et une amplitude antisymétrique si
W) = [®2)

(a@b|®1) = (b®@al®y)
(a @ b|®2) —(b® a|®z)

La linéarité de la mécanique quantique nous permet aussi de choisir un état
combinaison linéaire de |®1) et de |P2)

|U) = [@1)(D1 V) 4 [P2)(P2| V)
ot l'on a supposé (P1|P2) = 0. On aurait alors
(a®b|¥) = (a @ b[®1)(P1]|¥) + (a @ b|D2)(Po| V)

Cette amplitude de probabilité n’est ni symétrique, ni antisymétrique dans
I’échange a < b et elle est physiquement inacceptable. Il est nécessaire que
(®1]|T) = 0, ou que (P2|¥) = 0, pour tous les états |¥). Si (Po|¥) = 0, les
transitions ¥ — @9 sont interdites et |®2) n’appartient pas a 'espace des
états & deux particules. Il existe seulement deux possibilités pour le com-
portement dans I’échange de deux états, a < b, correspondant a deux types
d’amplitudes :
e les amplitudes symétriques (14.7) : les particules sont alors appelées des
bosons;
e les amplitudes antisymétriques (14.8) : les particules sont alors appelées
des fermions.
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Le caractére bosonique ou fermionique d’une espéce de particules est appelé
sa statistique. Ainsi que nous allons le voir dans un instant, les électrons
sont un exemple de fermions, et on dit aussi que les électrons obéissent a la
statistique de Fermi (ou Fermi-Dirac), tandis que les photons, qui sont des
bosons, obéissent a la statistique de Bose (ou Bose-Einstein).

L’opération qui consiste & échanger les numérotations est une transforma-
tion passive (§ 7.1.1). On peut aussi échanger les états a et b en déplacant
les particules dans I'espace, ce qui est une transformation active. Dans cette
transformation active, le déplacement peut engendrer une phase non triviale
pour des raisons topologiques, ainsi que nous ’avons vu dans la section 12.6.
On montre (voir par exemple Comtet et al. [1992]) que, dans cet échange,
le facteur de phase ne peut étre que +1 dans un espace a trois dimensions.
Si 'on associe l'indiscernabilité a I'impossibilité de suivre les particules dans
leur mouvement dans ’espace, alors il ne peut exister que des bosons ou des
fermions. Cependant, & deux dimensions, des facteurs de phase différents de
+1 sont autorisés, ce qui entraine l'existence de “statistiques fractionnaires”
et de particules appelées anyons, qui ne sont ni des fermions, ni des bosons.

Nous avons déja remarqué qu’il est commode de numéroter artificielle-
ment les particules : 1,2, ... La relation (14.7) implique alors que le vecteur
d’état d’un systéme de deux bosons doit étre symétrique dans un échange des
numérotations 1 < 2

L
V2

et (14.8) que celui de deux fermions doit étre antisymétrique

la®b)p = (Ia1 ® ba) + |az ® b1>) (14.9)

1
V2

L’échange a < b est bien str équivalent a celui des numérotations 1 < 2.
Si les particules n’ont pas de degrés de liberté internes (spin, etc.), 'état des
particules peut étre caractérisé par leur fonction d’onde uy(7) = (¥|a) et
up(7) = (7']b), et la fonction d’onde du systéme est dans le cas de bosons

la®b)p = (Ia1 ® ba) — [az ® b1>) (14.10)

(r1,T2|a ® b)p = 1 (ua(ﬁ)ub(@) + ua(Fg)ub(Fl)) (14.11)

V2

et dans le cas de fermions
(7, Fala @ bYp = — (ua(f"l)ub(f"g) . ua(@)ub(m) (14.12)
V2

Nous venons d’écrire le vecteur d’état, ou la fonction d’onde, de deux parti-
cules identiques sans spin indépendantes. En présence d’interactions, la fonc-
tion d’onde sera une combinaison linéaire de fonctions d’onde du type (14.11)
ou (14.12), mais méme en labsence d’interactions, le vecteur d’état, ou la
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fonction d’onde, ne sont pas de simples produits tensoriels : 'espace des états
pour un couple de particules identiques n’est pas lintégralité de H(M @ H (),
mais seulement le sous-espace formé des vecteurs symétriques dans un échange
des numérotations s’il s’agit de deux bosons, et antisymétriques s’il s’agit de
deux fermions. Ces deux espaces sont invariants par 1’évolution temporelle,
car le hamiltonien doit étre invariant dans ’échange 1 < 2 : [H, P13] = 0, ou
Pi5 est Uopérateur de permutation des numérotations.

Le raisonnement que nous avons suivi pour deux particules et qui nous a
permis de distinguer le cas symétrique et le cas antisymétrique ne se généralise
pas a trois particules et plus, car I'identité des particules n’entraine plus auto-
matiquement la symétrie ou 'antisymétrie du vecteur d’état. Considérons le
cas de trois particules identiques et appelons P une permutation des indices
1,2et3

(1,2,3) & (P1, P2, P3)
par exemple, la permutation qui échange 1 et 3 (transposition)

(1,2,3) 22 (3,2,1)
Ces permutations peuvent étre représentées par des matrices dans un espace
a six dimensions. Les 6 permutations possibles sont la permutation identité
(I), les 3 permutations de deux indices P;;, ou transpositions, la permutation
circulaire Pya3 et son carré PZ,. Comme ces permutations ne commutent pas
toutes entre elles, par exemple PjsPos # Po3Pio, les seuls vecteurs propres
communs aux six permutations sont complétement symétriques ou compléte-
ment antisymétriques. En fait, il existe 4 sous-espaces invariants®.
e Un espace & une dimension symétrique dans toute transposition, sous-
tendu par un vecteur propre commun aux six permutations.
e Un espace & une dimension antisymétrique dans toute transposition,
sous-tendu par l'autre vecteur propre commun aux six permutations.
e Deux espaces invariants & deux dimensions partiellement symétriques.
Le raisonnement suivi pour deux particules repose sur le fait que les deux
sous-espaces invariants sont a une seule dimension

P12|a ® b> = :|:|b® a)

Au-dela de trois particules, la seule conclusion que I'on peut tirer de I'identité
des particules est qu’aucun résultat physique ne doit étre modifié quand on
permute les numérotations des particules de 1’ensemble. Considérons donc
une propriété physique A(1,2,3) et un opérateur unitaire Up qui représente
I’action de la permutation dans ’espace de Hilbert des états

UpA(1,2,3)Up" = A(P1, P2, P3)

5. La construction explicite de ces quatre sous-espaces est donnée dans Ballentine [1998],
chapitre 17 ou Peres [1993], chapitre 5.
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L’unitarité de Up se déduit de U2 = I. Soit |¥) le vecteur d’état des trois
particules identiques. L’identité des particules implique que la valeur moyenne
de A vérifie

(WIA(L,2,3)[) = (W[A(P1, P2, P3)|¥)

Pour un systéme de trois particules identiques, cette égalité est vérifiée non
seulement par les états complétement symétriques ou antisymétriques, mais
aussi par les états partiellement symétriques®. Pour éliminer ces états partiel-
lement symétriques qui ne semblent pas exister dans la nature, nous sommes
conduits & énoncer un postulat supplémentaire” de la mécanique quantique.
Postulat de symétrisation. Le vecteur d’état d'un systéme de N particules
identiques est, soit symétrique dans ’échange de la numérotation deux quel-
conques des particules dans le cas de bosons, soit antisymétrique dans le cas
de fermions.

Le postulat de symétrisation entraine que la fonction d’onde de N bo-
sons (fermions) doit étre symétrique (antisymétrique) dans I’échange de deux
quelconques des numérotations de deux particules. Dans le cas des fermions,
la fonction d’onde s’écrit donc comme un déterminant, appelé déterminant de
Slater. Ecrivons-le explicitement pour trois fermions identiques indépendants

|| el wal) (i)
(1,72, 3la @b c)p = ﬁ up(r1)  up(re)  up(rs) (14.13)
| oue(™) ue(Ta)  ue(Ts)

Dans ce cas, si par exemple u, = uyp, la fonction d’onde s’annule. Ceci est
appelé principe de Pauli, bien que ce “principe”’ découle en fait de l'antisy-
métrisation. On énonce souvent ce principe sous la forme : il est impossible
de mettre deux fermions ou plus dans le méme état. La signification de cet
énoncé est évidente si les fermions sont indépendants. S’ils ne le sont pas, il
implique que les fonctions d’onde admissibles sont des combinaisons linéaires
de déterminants de Slater.

6. En fait, les sous-espaces invariants forment des “rayons généralisés”, et tous les vecteurs
d’un tel sous-espace sont physiquement équivalents. En effet, d’aprés le lemme de Schur, les
opérateurs invariants sous les permutations sont des multiples de I'identité dans les sous-
espaces invariants, et leur valeur moyenne dans ces sous-espaces est indépendante du choix
du représentant du “rayon généralisé”. En particulier, ’évolution temporelle conserve les
sous-espaces invariants car le hamiltonien est invariant sous toute permutation : voir Mes-
siah et Greenberg [1964]. En fait, s’il existait des particules identiques dont les états soient
partiellement symétriques, on pourrait les transformer en bosons ou fermions en ajoutant
des nombres quantiques supplémentaires, voir la note 8 et ’exercice 14.5.1 : ’adjonction de
la couleur permet aux quarks d’étre des fermions.

7. Toutefois, Peres [1993], chapitre 5, montre que les “parastatistiques” se heurtent a de
sérieuses difficultés d’interprétation physique, ce qui justifie le postulat de symétrisation.
On peut aussi invoquer ’argument topologique mentionné ci-dessus pour se restreindre au
cas des fermions et des bosons.
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14.1.2 Spin et statistique

Dans les équations (14.11) a (14.13), nous avons supposé les particules
sans degré de liberté interne, et en particulier sans spin. Lorsque 'on tient
compte des degrés de liberté internes, ’échange des numérotations doit se
faire sur tous les nombres quantiques caractérisant ’état des particules. En
particulier, on doit effectuer cet échange sur les degrés de liberté de spin. Il est
remarquable que spin et statistique soient intimement reliés par le théoréme
spin-statistique, qui énonce que les particules de spin entier (0, i, 27, . . .) sont
des bosons, tandis que les particules de spin demi-entier (h/2,3%/2, ...) sont
des fermions. Ainsi les photons, particules de spin 1, sont des bosons, et les
électrons, neutrinos, protons et neutrons, particules de spin 1/2, sont des
fermions. La preuve du théoréme spin-statistique utilise la théorie quantique
relativiste, ou théorie des champs quantifiés relativistes, mais elle nécessite un
arsenal mathématique important et la maitrise de concepts difficiles; il n’est
malheureusement pas possible d’en donner ici une idée intuitive, méme si un
début de preuve est esquissé au § 19.5.3. Il est frustrant de constater qu’il
n’existe aucun argument élémentaire justifiant ce résultat fondamental, dont
I’énoncé est pourtant tout a fait simple®.

Aprés cet énoncé fondamental, revenons sur les vecteurs d’état (14.11)
et (14.12). Comme nous venons de le voir, des bosons de spin zéro peuvent
parfaitement exister (mésons m, atomes d’*He, ...) et un vecteur d’état du
type (14.11) représente sans probléme I'état d’un systéme de deux bosons de
spin zéro. En revanche, pour un systéme de deux fermions, le spin ne peut
étre nul et on doit en tenir compte dans I’écriture du vecteur d’état. Le cas
le plus courant et le plus important en pratique est celui des fermions de
spin 1/2 : électrons, protons, neutrons, ... Suivant les résultats du § 9.6.1, on
peut former avec deux spins 1/2, soit un moment angulaire un, dont les trois
vecteurs de base |jm), notés collectivement x;, sont

1,1) = |41 ®+2)
1
1L,0) = —(+ ®—2) + | =1 &+ ) 14.14
11,0) 7 | +1®—2) + [ —1®+2) ( )
I,-1) = [-1®—2)
soit un moment angulaire zéro
1
=0,0=—(+®— ——®+> 14.15
Xs = 10,0) \/5| 1®—2) — | =1 ®+2) ( )

Il est évident sur (14.14) et (14.15) que les trois états x; sont symétriques dans
I’échange 1 < 2 et x, est antisymétrique dans ce méme échange. Rappelons

8. On peut faire le rapprochement avec I’énoncé trés élémentaire du théoréme de Fermat
et la complexité de la preuve d’A. Wiles. Pour une tentative intéressante (mais pas entiére-
ment concluante) de donner une démonstration élémentaire du théoréme spin-statistique,
voir Berry et Robbins [1997]. Un résultat partiel est donné au § 19.5.3.
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que ces états sont appelés respectivement triplet et singulet, d’ou la notation
Xt et xs- Les vecteurs d’état totalement antisymétriques d’un systéme de deux
fermions sont donc, soit antisymétriques d’espace et symétriques de spin®

(7, Fola @ ) = — (1t (P s (72) — () (7)) e (14.16)

V2

soit au contraire symétriques d’espace et antisymétriques de spin

(7.7l @ b)r = = (wa(Fup() + wa(@us(F) e (14.17)

V2

Comme application, supposons les deux fermions de spin 1/2 dans un état
de moment angulaire orbital [ dans le référentiel de leur centre de masse. La
partie angulaire de la fonction d’onde de la particule relative est 'harmonique
sphérique Y;™(7), out ¥ = 7 — 75 est le vecteur joignant les positions des deux
fermions. L’échange des numérotations est équivalent & 7 — —r, soit aussi
7 — —7. Or, d’aprés (9.71), la parité des harmoniques sphériques est (—1)!

Y/ (=7) = (=1)'Y"(7) (14.18)

Dans le référentiel de leur centre de masse, un systéme de deux fermions
indentiques de spin 1/2 se trouvera dans un état de moment angulaire orbital
[ pair si son état de spin est singulet, et dans un état de moment angulaire
orbital [ impair si son état de spin est triplet. On note habituellement S le
spin total, L le moment angulaire orbital total, J le moment angulaire total
et 25H1L; Iétat des deux fermions. Par exemple, un état °Ps correspond a
S=1,L=1,J =2etun état 'Dy 4 S =0,L = 2,J = 2. Le cas de deux
bosons indentiques de spin zéro est encore plus simple : seuls les états de
moment angulaire orbital pair sont permis.

Les propriétés de symétrie du vecteur d’état de deux spins 1/2 se généra-
lisent au cas de ’addition de deux spins S quelconques, pour former un spin
total F = gl + 52, 0 < F < 2s. La propriété de symétrie des coefficients de
Clebsch-Gordan!?

jm — (_1)j1tde—idm

J2J1smema ( 1) e Cj1j2;m1m2
montre que les états de spin total 2F,2F — 2, ... sont symétriques dans
I’échange des numérotations, tandis que les états 2F — 1,2F — 3, ... sont

9. Pour des états a trois particules et plus, le vecteur d’état n’est pas en général le produit
d’une fonction d’onde d’espace symétrique (ou antisymétrique) par un vecteur d’état de spin
également symétrique (ou antisymétrique). Dans le cas de trois spins 1/2, I’état de spin
total S = 3/2 est complétement symétrique, mais les deux états de spin total S = 1/2 sont
partiellement symétriques. Si la fonction d’onde spatiale est partiellement symétrique, on
peut dire d’une certaine fagon que le vecteur d’état global devient complétement symétrique
(ou antisymétrique) en ajoutant un nombre quantique de spin.

10. Voir par exemple Cohen-Tannoudji et al. [1973], complément Bx.
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antisymétriques dans cet échange. Comme application, montrons que ces pro-
priétés de symétrie affectent le spectre de rotation d’une molécule diatomique
homonucléaire, c’est-a-dire une molécule dont les deux noyaux sont stricte-
ment identiques, appartenant au méme isotope, par exemple la molécule 'H-
'H = Hs, par opposition a la molécule hétéronucléaire 'H->H ou H-D, ot un
proton est remplacé par un deutéron D = 2H : le deutéron est un isotope
de I’hydrogéne, noyau atomique formé d’un proton et d’un neutron. La dy-
namique des noyaux est celle d’un rotateur sphérique (¢f. § 9.3.1) dont les
fonctions d’onde sont les harmoniques sphériques ij(f), ou 7 est le vecteur
joignant les deux noyaux. Les niveaux de rotation, ou le spectre de rotation,
sont donnés en fonction de j par (9.54)

g~ U+
21
ou [ est le moment d’inertie.

Si I'on choisit l'origine des coordonnées au milieu de la droite joignant les
noyaux, le hamiltonien H des électrons est invariant dans ’opération parité II,
7 — —7: [II,H] = 0 (¢f. § 7.3.3). On peut donc diagonaliser simultanément
IT et H. Soit |te1), un vecteur propre de l'état électronique commun a H
et TI. Comme I12 = I, les valeurs propres de II sont +1, I|the)) = =[ve)
(¢f. (7.52)). Dans la majorité des cas, et en particulier dans celui de la molécule
d’hydrogeéne, 'état fondamental électronique correspond au signe +, ce que
nous allons admettre dans la discussion qui suit. L’opération d’échange des
numérotations des deux noyaux correspond a 7 — —7°, et dans cette opération
la fonction d’onde des noyaux est multipliée par la parité de ’harmonique
sphérique, (—1)7. Si les deux noyaux ont un spin s, le moment angulaire total
F va de zéro a 2s. Le vecteur d’état total de la molécule doit étre symétrique
(resp. antisymeétrique) dans I’échange des numérotations des deux noyaux si
ces noyaux sont des bosons (resp. fermions), et lorsque les deux noyaux sont
des bosons (s entier), deux cas sont possibles

e [ pair et j pair

e F impair et j impair
Le résultat est identique lorsque les deux noyaux sont des fermions (s demi-
entier). La situation inverse prévaut bien str dans les rares cas ou la parité
de [1e1) est négative. Dans le cas de la molécule d’hydrogéne, le spin des pro-
tons est s = 1/2, et F = 0 (para-hydrogéne) ou F = 1 (ortho-hydrogéne).
La valeur de F fixe la parité de j : F© = 1 correspond a des valeurs de j
impaires, et F' = 0 & des valeurs de j paires. Il n’y a pas de restrictions sur
j dans le cas de la molécule H-D. En revanche, 'identité des noyaux n’af-
fecte pas les niveaux de vibration. En effet, les noyaux n’échangent pas leur
position comme dans une rotation : ils sont identiques, mais pas indiscer-
nables. Une autre conséquence importante de la statistique est ’apparition
de forces d’échange, qui sont en particulier responsables du magné-
tisme. Le magnétisme correspond & lalignement dun nombre ma-
croscopique de spins électroniques dans une méme direction, et cet
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alignement construit un moment magnétique macroscopique. Si l’alignement
est produit par un champ magnétique externe et disparait en 1’absence
de ce champ, on a affaire & un matériau paramagnétique. Si 1'alignement
persiste en ’absence de champ, on a affaire & un matériau ferromagnétique
(fer, cobalt, nickel...). L’aimantation disparait au-dessus d’une certaine
température, appelée température de Curie Tg. 11 existe un autre
type de magnétisme, ['antiferromagnétisme, ot les spins sont ordon-
nés, mais lordre est alterné, de sorte que D'aimantation est nulle.
Cet ordre antiferromagnétique disparait aussi au-dessus d’une certaine
température, la température de Néel Tn. Pour obtenir un matériau ferro-
magnétique ou antiferromagnétique, il faut une interaction entre les spins
suffisamment intense pour les aligner ou construire un ordre alterné selon le
cas. En ’absence d’une telle interaction, ’agitation thermique tend a favoriser
un état ou l'orientation des spins est aléatoire et I'aimantation nulle. L’ori-
gine de cette interaction ne réside pas dans le couplage entre les moments
magnétiques des électrons : un calcul simple d’ordre de grandeur montre que
la température de Curie, qui est de 1'ordre de 10® K, ne dépasserait pas 1 K
dans cette hypothése. L’interaction & l'origine du magnétisme provient de la
répulsion coulombienne entre électrons combinée avec I'antisymétrisation du
vecteur d’état, qui a comme conséquence une compétition énergie cinétique-
énergie potentielle (coulombienne). Considérons une paire d’électrons : si les
électrons sont dans un état triplet de spin, leur fonction d’onde spatiale est an-
tisymétrique, ce qui entraine une répulsion coulombienne faible, car la fonction
d’onde s’annule lorsque les deux électrons sont voisins. En revanche, I’éner-
gie cinétique est importante, car la fonction d’onde doit varier rapidement au
voisinage du point ot elle s’annule. La situation inverse prévaut lorsque 1’état
de spin est singulet. S’il est plus intéressant de minimiser 1’énergie potentielle,
les deux électrons auront tendance a aligner leur spins, ce qui implique une
interaction de type ferromagnétique. Si, au contraire, I’énergie cinétique I’em-
porte, on obtiendra une interaction de type antiferromagnétique avec un ordre
alterné des spins.

Le théoréme spin-statistique a pour conséquence que des noyaux de spin
zéro comme *He, 160, ... sont des bosons, mais ces particules sont composées,
et une question intéressante est de vérifier la cohérence avec le théoréme spin-
statistique, & partir de leur composition en constituants élémentaires (ou plus
élémentaires). Naturellement, la question n’a de sens que si la particule reste
intacte dans les réactions qu’on lui fait éventuellement subir, par exemple
parce que les énergies mises en jeu ne sont pas suffisantes pour la dissocier
en ses constituants. Plutot que de raisonner en toute généralité, nous allons
nous contenter d’examiner un cas particulier, celui du deutéron. Soit |A), le
vecteur d’état du deutéron et (a ® b|A) = (ab|A), Pamplitude pour trouver
dans le deutéron le proton dans I’état |a) et le neutron dans 1'état |b), ot nous
avons supprimé le produit tensoriel pour alléger les notations. Introduisons
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un second deutéron |As) en supposant pour I'instant qu’un nombre quantique
distingue le proton et le neutron de ce noyau de ceux du précédent. En nous
inspirant de la chromodynamique quantique, imaginons que nous puissions
attribuer une couleur aux protons et aux neutrons, verte pour le premier
noyau et rouge pour le second. Nous aurons donc une seconde amplitude
(ahbh] AL), le prime indiquant qu’il s’agit de neutrons et de protons rouges,
tandis que "amplitude correspondante pour le proton et le neutron verts est
notée (a1b1|A;). Formons I’état a deux deutérons |4; A%). L’amplitude pour
trouver le proton et le neutron verts dans les états a; et by, le proton et le
neutron rouges dans les états afy et b) est, en utilisant les propriétés du produit
tensoriel
(a1brayby| A1 Ay) = (a1bi|Ar){asbh|Ay)

Mais on ne peut pas peindre les protons et les neutrons en rouge ou en vert, et
il nous faut revenir au cas réel, ou amplitude est (a1bia2b2|A1As). Comme
le proton et le neutron sont des fermions, cette amplitude doit étre antisymé-
trique dans les échanges de numérotation a; < ag et by < by

<CL1b1(L2b2|A1A2> = <a1b1|A1><a2b2|A2> - <a2b1|A1><a1b2|A2>
— <a1b2|A1><a2b1|A2> + <a2b2|A1><a1b1|A2>

Cette amplitude est symétrique dans I'échange A; < Aq
<a1b1a2b2|A1A2> = <a1b1a2b2|A2A1> (1419)

et le deutéron est donc un boson. De fagon générale, une particule composée
d’un nombre pair de fermions est un boson, et c’est un fermion si ce nombre
est impair. Ainsi le proton, formé de trois quarks de spin 1/2, est un fermion,
tandis que le méson 7, formé d'un quark et d’un antiquark, est un boson.
L’atome d’*He, formé de deux protons, deux neutrons et deux électrons, est un
boson, alors que son isotope, ’atome d’>He, formé de deux protons, un neutron
et deux électrons, est un fermion, ce qui a pour conséquence un comportement
totalement différent de ces deux isotopes & basse température. On remarque
que ces résultats sont compatibles avec le théoréme spin-statistique, puisque
qu’avec un nombre impair de particules de spin demi-entier, on ne peut former
qu’une particule de spin demi-entier, un fermion, tandis qu’avec un nombre
pair de particules de spin demi-entier, on ne peut former qu’'une particule de
spin entier, un boson.

14.2 Diffusion de particules identiques

Revenons a la figure 14.1 que 'on peut interpréter comme décrivant la
diffusion '0-180 dans le référentiel du centre de masse. Nous supposons
la dégénérescence du niveau fondamental levée par un champ magnétique :
les atomes sont dans le niveau Zeeman le plus bas (c¢f. § 15.2.3). Soit f(6)
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I'amplitude de diffusion d’un angle 6 de la figure 14.1a : les deux atomes
d’oxygeéne sont déviés d’un angle 6. L’amplitude de diffusion de la figure 14.1b
est alors f(m — 0) : les deux atomes d’oxygene sont déviés d’un angle © — 6.
Supposons, ce qui est le cas le plus plausible, que les détecteurs Dy et Do
ne fassent pas la distinction entre les deux isotopes. Le taux de comptage du
détecteur Dy (et aussi celui de Ds) sera alors proportionnel a

p(0) = (O + |f(m — ) (14.20)

Ce résultat donne aussi la section efficace différentielle (14.20) do/d2. Dans
(14.20), nous avons additionné les probabilités, car les états finaux [0 dans
D1, 180 dans Ds] et [160O dans Da, 80 dans D1 | sont des états finaux différents
en principe, méme si en pratique les détecteurs sont incapables de faire la
différence. Dans le calcul de la section efficace totale, il faut prendre garde
a ne pas faire de double comptage en multipliant (13.2) par un facteur 1/2
(ou, de fagon équivalente, en restreignant l'intervalle d’intégration sur 6 a
0<0<m/2)

s =5 [A(SOF +15(x - O)) (14.21)

Passons maintenant au cas de la diffusion 10-°0. Bien que les interac-
tions de physique atomique entre les deux isotopes soient strictement iden-
tiques, les résultats sont totalement différents. En effet, les processus de la
figure 14.1a et 14.1b ne peuvent plus étre distingués, méme en principe, et il
faut donc ajouter les amplitudes. L’amplitude de diffusion f(#) est définie en
attribuant formellement des numéros aux deux particules, les particules 1 et 2
étant déviées de ’angle 6. [’échange des deux atomes correspond & 6 < m—4.
L’amplitude totale s’obtient en additionnant f(6) et f(7m—80), le signe + étant
imposé par la symétrie dans Péchange 6 <« 7 — 6. Au lieu de (14.20), la
probabilité de déclencher Dy est

p(0) = [£(0) + f(m = O)” (14.22)

et la section efficace totale vaut

1 /2 2m
tot = = [ dQ|f(0 -0 = sin 6 d6 d 0 —0)?
T =z [ AU+ f=0F = [ sinodo [ aglf0) + fr - 0)

(14.23)
L’addition d’amplitudes suggére que la section efficace différentielle pourra ex-
hiber des interférences, et c’est ce qui est effectivement observé dans de nom-
breux exemples. On remarque que, compte tenu de la parité des polynomes
de Legendre Pj(—u) = (—1)'P/(u), seules les valeurs de [ paires interviennent
dans la décomposition en ondes partielle de

ftot(e):f(9)+f(7r_9) ftot(g):ftot(ﬂ—g)

L’exemple ci-dessus est celui la diffusion de deux bosons de spin zéro.
La discussion est un peu plus complexe lorsque les particules ont un spin.
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Limitons-nous a la diffusion de deux fermions identiques de spin 1/2, par
exemple deux neutrons. Dans ce cas, on peut définir comme au § 13.2.4 une
amplitude de diffusion f (0) qui est une matrice 4 x 4 dans l’espace produit
tensoriel des deux spins. Si P, et Py sont les projecteurs sur les états triplet
et singulet, et si la diffusion ne change pas le spin total, on pourra écrire

f(&) = [fe(a) + fo(m — 9)]773+[ft(9) — film — 9)]77,5 (14.24)

ce qui assure 'antisymétrie espace-+spin de l'amplitude. Si 'on développe
suivant (13.16) [fs(0) + fs(m — 0)] et [f.(0) — fi(m — 0)] en ondes partielles,

la diffusion aura lieu dans les ondes [ = 0,2, ... (ou ondes s, d, ...) pour des
neutrons dans I’état singulet, et dans dans les ondes [ = 1,3, ... (ou ondes
p, f, ...) pour des neutrons dans I’état triplet. La section efficace s’obtient

comme au § 13.2.4. Si la polarisation initiale de I’ensemble des deux neutrons
est notée a et la polarisation finale 3, la section efficace différentielle sera
dO’ga

30 = 1(51.£(8)]ev)? (14.25)

Si on ne mesure pas la polarisation des neutrons finaux, on doit sommer sur
0 et si I’état initial est une superposition incohérente d’états de polarisation
|a) avec une probabilité p,,

g_?z = > _pa ) _(alf18)(BIf|e)

5
> palalfTfle) = Tr(pnfTf) (14.26)

ou piy est Popérateur statistique initial des états de spin
pin = Y _ Pala)(al
o

Lorsque les neutrons initiaux ne sont pas polarisés, pi, = I/4 et

do

L fi L Oot* ot* o o
dQ son pol - ZTr(fo) - ZTI{(fE P+ f Pt) (fi “Ps + f} tpt)]

= JTSEER PR = IR S
= %|fs(9)+fs(7r—9)|2+Z|ft(9)_ft(77_0)|2 (14.27)

Les poids 1/4 et 3/4 sont, bien str, reliés au fait qu’il y a un seul état singulet
et trois états triplets. La section efficace totale s’obtient par (14.23). Lorsque
la diffusion est indépendante du spin, fs = f; = f, ce qui est le cas de la dif-
fusion coulombienne de deux particules chargées, par exemple deux électrons
(exercice 13.5.4)

do

E non pol - |f(9)|2 + |f(7T - 9)|2 - Re[f(e)f*(ﬂ' _ 9)]
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et le terme d’interférences est réduit d’un facteur deux par rapport a ce que
Pon obtiendrait dans le cas (interdit par le théoréme spin-statistique!) de la
diffusion de deux fermions de spin zéro.

14.3 FEtats collectifs de fermions

14.3.1 Le gaz de Fermi & température nulle

La statistique a une influence déterminante sur le comportement d’un sys-
téme de N particules identiques, N > 1, que l'on peut appeler le comporte-
ment collectif d’un tel systéme. Commengons par les fermions, en examinant
le cas de N fermions sans interactions. On peut, par exemple, supposer que
ces N fermions indépendants se trouvent dans un puits de potentiel dont les
niveaux d’énergie €, pour une particule individuelle sont étiquetés par un in-
dice a. L’indice « représente la totalité des nombres quantiques nécessaires
pour spécifier I’état « : impulsion, spin. .. Il peut parfaitement arriver, et c’est
méme le cas général, que plusieurs niveaux £, correspondent a la méme va-
leur de I’énergie : autrement dit, les niveaux d’énergie du hamiltonien d’une
particule dans le puits de potentiel sont dégénérés. Essayons de construire le
niveau d’énergie fondamental de ’ensemble des N fermions. Comme on peut
mettre au maximum un fermion dans un état e,, I'état de plus basse éner-
gie est obtenu en remplissant les niveaux un & un a partir du niveau le plus
bas, jusqu’au moment ot les NV fermions ont trouvé leur place dans un niveau
(figure 14.2). L’état de plus grande énergie €4 max que l'on a di utiliser pour
placer tous les fermions est appelé niveau de Fermi et noté ep''. Prenons
comme puits de potentiel une boite cubique de volume V : un ensemble de
fermions dans une boite est appelé gaz de Fermi. L’état quantique d’un fer-
mion est alors spécifié par la donnée de son impulsion p’ et de la composante
m de son spin : a = {p,m.}. En 'absence de champ extérieur, I’énergie est
purement cinétique, ¢ = 52/(2m) et indépendante de m.. A chaque valeur
de p correspondent 2s + 1 états de méme énergie et la somme sur « devient
d’aprés (8.134)

Z do=@s+1)) - (28;:731)1)/&‘;9 (14.28)

p,ﬂ’lz ﬁ

A Ténergie de Fermi e correspond une impulsion de Fermi pp

2
EF = g—F ou en général ep = \/p%c? + m2ct — me? (14.29)
m

11. Du point de vue de la thermodynamique, le systéme de fermions que nous considérons
est un systéme a température nulle 7' = 0. Le niveau de Fermi est aussi le potentiel chimique,
puisqu’a température nulle le potentiel chimique est 1’énergie nécessaire pour ajouter une
particule. A température non nulle, la probabilité d’occupation des niveaux au-dessus du
niveau de Fermi est différente de zéro, et le potentiel chimique ne coincide plus avec le
niveau de Fermi.
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€l

EF

€2
€1

F1G. 14.2 — Remplissage des niveaux du gaz de Fermi.

souvent appelée moment de Fermi. Comme ’énergie est une fonction crois-
sante de p, tous les états {p,m.} tels que p < pp auront un nombre d’oc-
cupation égal & un. Il est maintenant immédiat de calculer I'impulsion de

Frmi (25 + 1)V (25 + 1)V 4
s + s+ i
N = 73/ d3p =5 —p3F (14.30)
h p<pr h 3

Sin = N/V est la densité de fermions, le moment de Fermi vaut

62 1/3
pr = {2s+ 1] hin'/? (14.31)

Cette équation est valable aussi bien dans le régime non relativiste que rela-
tiviste. La sphére de rayon pp est appelée sphére de Fermi et sa surface la
surface de Fermi. Ces notions se généralisent au cas de la physique du so-
lide, ot 'on n’a plus la symétrie sphérique, mais une symétrie déterminée par
le réseau cristallin : la surface de Fermi, qui acquiert alors une forme plus
compliquée que celle d’une sphére, est un objet fondamental dans 'étude des
propriétés électromagnétiques des métaux. On déduit de (14.31) Iénergie de
Fermi dans le cas non relativiste ot € = p?/(2m)

2 2 12/3 32
EF_p_F_{ 6 } 2/ (14.32)

T om |2s+1 2m

La cas usuel est s = 1/2. L’énergie de Fermi est ’énergie caractéristique d’un
systéme de N fermions dans une boite de volume V.

Il est instructif de donner un ordre de grandeur dans le cas particulier le
plus important de gaz de Fermi, celui des électrons de conduction dans un
métal. Prenons I’exemple du cuivre, dont la masse volumique est 8.9 g.cm™3
et la masse atomique 63.5, ce qui correspond a une densité n de 8.4 x 1028
atomes par m®>. Le cuivre ayant un électron de conduction par atome, ce chiffre
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donne aussi la densité d’électrons; reportant cette valeur dans (14.32) avec
s =1/2, on trouve pour le niveau de Fermi ep ~ 7.0eV. Ceci est un ordre de
grandeur typique pour les électrons de conduction dans un métal : I’énergie
de Fermi est de quelques eV.

Calculons maintenant 1’énergie du gaz de Fermi. D’apreés (14.28) avec s =
1/2, on trouve pour l’énergie du gaz

)Y PF p2 3
E= dp (=— ) == N 14.
71'2712/0 pap <2m) 5 °r (14.33)

ot nous avons utilisé expression (14.30) de pr en fonction de N dans le cas
s =1/2. Une autre expression intéressante est celle de 1’énergie par particule
E/N

2
% = (3772)2/3130%712/3 (14.34)
L’énergie cinétique moyenne d’une particule augmente comme n?/3. Dans le
cas d’un gaz d’électrons, 'énergie potentielle moyenne est de I'ordre de e?/d,
ou d x n~1/3 est la distance moyenne entre deux électrons. L’énergie poten-
tielle moyenne par particule est donc oc n'/3, et plus un gaz de Fermi est
dense, plus I'énergie cinétique o< n?/3 I'emporte sur 1’énergie potentielle. Ce
résultat est & 'opposé de celui d'un gaz classique, et contrairement & un gaz
classique, un gaz de Fermi est d’autant plus proche d’un gaz parfait que sa
densité est grande!

On peut donner une image intuitive du gaz de Fermi, en remarquant que
la dispersion Ap sur 'impulsion est de l'ordre de pp, tandis que l'ordre de
grandeur de la dispersion sur la position est V/3. On tire donc de (14.31)

Ap Az ~ EN'/3 (14.35)

En raison du principe de Pauli, le & de I'inégalité de Heisenberg est transformé
en hN'/3 : le volume occupé dans Pespace de phase est plus grand que pour
des particules non identiques.

14.3.2 Opérateurs de création et d’annihilation

Les manipulations de fonctions d’onde & N particules sont trés fastidieuses,
et pour cette raison, on préfére utiliser un formalisme opératoriel ou forma-
lisme du champ de Schridinger, souvent improprement appelé formalisme de
la “seconde quantification” : une expression qui devrait étre bannie. Dans
cette section, nous allons établir ce formalisme dans le cas des fermions'?, et

12. Afin de simplifier les notations, nous supposons que les fermions sont polarisés, de
fagon & pouvoir négliger les degrés de liberté de spin. Il est aussi possible de considérer
des fermions de spin zéro, ce qui serait évidemment absurde dans une théorie invariante
de Lorentz. En revanche, une théorie invariante de Galilée s’accommode parfaitement de
fermions de spin zéro.
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nous le transposerons dans la section suivante au cas des bosons. Soit P une
permutation arbitraire de (1,...,N)

1,...,N) & (P1,...,PN) (14.36)

Cette permutation est représentée dans Pespace de Hilbert a N fermions HY)
par un opérateur unitaire Up

[UP(I)](Fl,...,FN) Z@(Fpl,...,FpN) (14.37)

Si §p est la signature de la permutation P, nous devons avoir d’apreés le
postulat d’antisymétrisation pour les fermions

[Up®](7, ..., 7x) = 0p®(F1,...,7x) (14.38)

Soit {ua(7) = (F|a)} un ensemble de fonctions d’onde orthonormées a une
particule®

/ Prul (Fup(F) = dap (14.39)

formant une base de 'espace des états a un fermion (relation de fermeture)
> ua(F)ul (i) = 5(F — i) (14.40)

Une base des états & N fermions peut étre construite a 'aide des fonctions
d’onde normalisées

S
1 u()tz 7"1 uag N
uOtN(_al) U(XN(FN)

L’idée de départ du formalisme opératoriel est de construire une base de l'es-
pace de Hilbert pour N fermions en se donnant pour N fermions indépendants
les nombres d’occupation n, de chaque état |). En raison du principe de Pauli,
le nombre n,, ne peut valoir que n,, = 0 : état |a) non occupé, ou n, = 1 : état
|o) occupé. Comme n, = 0 ou 1, n, vérifie n2 = ng, et de plus Y no = N et

13. Si H() est le hamiltonien pour un seul fermion, on peut par exemple prendre comme
fonctions uq (7) les fonctions propres d’un hamiltonien a une particule

2
HW oy (7) = (,Q’me + U(F)) Ua(F) = catia(F)



14. Particules identiques 623

E =3 naca (voir la note 13). On pourra faire correspondre a un ensemble
de nombres d’occupation {n,, } d’états individuels |a;), un état & N fermions

[Pri i) = My o Mg - -) > na, =N (14.42)
=1

Les états (14.42) sont appelés états de Fock, et ils forment une base ortho-
normée de l'espace de Hilbert des états & N fermions. Dans 'état (14.41),
Ng;, = 1 pour 1 < i < N et ny, =0 pour ¢ > N. Une fonction d’onde a N
fermions du type (14.41) s’écrit en général

(I)(Fl,...,FN) = (Fl,...,FN|na1,...,nai,...> (1443)

Afin d’alléger les notations, posons n,, = n;. Nous allons définir opéra-
teur d’annihilation ¢; par son action sur un état de nombres d’occupation
MNiyeoe s Mgy

ci|n1, ey Ny > = (—1)m|77/1, coong — 1. > (1444)

¢; détruit un fermion dans l'état i. Le facteur (—1)" est choisi de fagon a
assurer I'antisymétrie dans ’échange de deux fermions, et pour définir 7; , il
faut ordonner les nombres quantiques i. Cet ordre est arbitraire, mais il est
fixé une fois pour toutes. Le nombre 7); est alors donné par

i—1
m=y_ nk (14.45)
k=1
Déterminons ’adjoint CI de ¢; a laide de la définition de 'opérateur adjoint

’ ’ i
(nh, .. mg, . eilna, o n ) = (1" 00wy - O 1
— T / / *
=n1,..., N0y, om0
Cette équation sera vérifiée si 'action de CI est donnée par

cind, ook = (=D)L =), . nh 41, (14.46)

L’équation (14.46) montre que cI crée un fermion dans I'état i, pourvu que

n; = 0;sin} =1, le résultat est zéro, ce qui rend compte du principe de Pauli
selon lequel on ne peut pas mettre plus d’un fermion dans le méme état. Les
opérateurs c¢; et c¢; obéissent a des relations d’anticommutation canoniques
(RACQ). En effet, d’apres (14.44) et (14.46)

cicllng, .. oniy ) = (=D = n) (14001, .0,
= (l—ni)|n1,...,ni,...>
cjci|n1,...,ni,...> = (=D (2 —ni)nilng, ..., ng, ...

= m|n1,...,ni,...>



624 Physique quantique : Exercices et applications

L’anticommmutateur

{ci,el} == cicl + cley (14.47)
est donc un multiple de 'identité

{ci, cj} =1

Le facteur (—1)", qui assure 'antisymeétrie du vecteur d’état, conduit a des
relations d’anticommutation pour les opérateurs c; et c; ainsi que pour cj etc}
pour i # j. On montre (exercice 14.5.6) que les relations d’anticommutation
complétes sont

{es, c;r} =0i; 1 {ci,e;} = {cl, c;r} =0 (14.48)

K3

L’opérateur N; nombre de fermions dans ’état i est
NiZCICi Ni|n1,...,ni,...>:ni|n1,...,ni,...> (1449)

et 'opérateur nombre total de fermions
o0

N=> cle (14.50)
i=1

En effet, N compte le nombre total de fermions

Nini,...,ng...) = (Zn) N1,y (14.51)
i=1

Les opérateurs ¢; et cj changent le nombre de fermions d’une unité, et ils
n’agissent pas dans HY) mais dans l'espace Hp somme directe des HN),
appelé espace de Fock

Hp =HOpsHV ... HM g ... (14.52)

L’espace a zéro particule H(©) | ou état du vide |0), est annihilé par tous les
C; .

¢il0) =0 Vi (14.53)

14.3.3 Opérateurs de champ et hamiltonien
A partir des opérateurs ¢; et c;r et d’un ensemble complet de fonctions
d’onde a une particule {u;(7,t)}, on construit les opérateurs de champ (7, t)et

I (7 t) agissant dans Hp

’Lﬂ(ﬁ t) = io: C; Uy (’F, t)
! (14.54)
YiE ) = clup (1)
=1
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Dans (14.54), les champs sont écrits dans le point de vue de Heisenberg ; les
champs dans le point de vue de Schrodinger sont donnés par (%) = (7, t =
0). On montre (exercice 14.5.6) que les opérateurs 1 et ¥" sont indépendants
du choix de la base {u;}. Ils vérifient les RAC a temps égaux

{0 0,0 0y = {$1(7,), "7, )} =0
{w(ﬁ t)v wT(Flv t)} = 6(7?_ FI)I
La derniére relation se déduit de la relation de fermeture (14.40).

La relation d’orthogonalité (14.39) permet, quant a elle, de mettre 'opé-
rateur nombre de particules sous la forme

(14.55)

N = / d3r T (7)Y (7) (14.56)

On en déduit les relations de commutation de N avec 9T et 1) en utilisant
[A,BC] ={A,B}C — B{A,C} (14.57)

On obtient les deux relations de commutation qui sont conjuguées hermi-
tiennes

[N, ()] = —(7) N,y (7)] = o1 (7) (14.58)

L’interprétation physique de (14.58) est claire : ¢ (¢7) diminue (augmente) le
nombre de fermions d’une unité. Notre objectif est maintenant d’écrire dans le
point de vue de Schrédinger I'expression dans I'espace de Fock du hamiltonien
H en fonction des opérateurs de champ. Une étape intermédiaire consiste a
montrer une importante identité pour la fonction d’onde & N fermions. Soit
|®n), un état & N fermions, vecteur propre de N

N|®y) = N|Dy) (14.59)

Nous nous proposons de montrer que la fonction d’onde correctement norma-
lisée

(I)N(Fl,...,FN) = <T’1,...,FN)|(I)N>

peut se mettre sous la forme

1
DN (T, .., TN) = W<O|¢(F1)---¢(FN)|‘I)N> (14.60)
ce que l'on peut aussi écrire
1
|7_"17-~-777N>=ﬁW(FN)---wT(FMm (14.61)

L’opérateur 1 (7) appliqué au vide crée un état propre de la position. Pour
comprendre origine de ’équation (14.60), on remarque tout d’abord que
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® est manifestement antisymétrique dans I’échange 7; < 7, en raison des
RAC (14.55). Une deuxiéme observation est que (avec 7; — i) le produit
(1) - p(N) détruit N fermions, et par conséquent

P(1) - p(N)[@n) o< [0)

Evaluons la normalisation de ®

N = %/ddN D (BNt (1) feon){pnl(1) -
X Y(N)|en)
_ %/ddN (@[T (N) - 9T 2N D(2) -+ ) (N)[ @)

ol nous avons utilisé l'expression (14.56) de N et le fait qu’une somme
Y len)(pn] = I sur un systéme complet d’états propres de Hp peut étre
remplacée par le projecteur sur le vide |0)(0|. Nous remarquons ensuite que

/d%w IN (2 /d%2 PT(2)9(2)(N—1) = N(N - 1)
et par récurrence
N=— <<I>N|N( —1)---(N=N+1)|dy)=1

ce qui montre que @y est normalisée a 'unité. Comme cas particulier, nous
pouvons écrire le déterminant de Slater (14.41) comme

N %mw(m )Moy (14.62)

avec ng; = 1,1 <i < N, et l'ordre des opérateurs de champ assure que le signe
global est correct (exercice 14.5.6). La supériorité du formalisme opératoriel
est manifeste : (14.62) comprend un seul terme, au lieu des N! termes du
déterminant de Slater (14.41).

Venons-en maintenant au hamiltonien. Nous supposons que les fermions
de masse m sont soumis a un potentiel externe U(7) et qu'ils interagissent
deux & deux via un potentiel W (7, ;). Nous allons montrer que l’expression
du hamiltonien est

H= /d3er (——VQ) ¢(F)+/d3er(F)U(F)¢(F) o)

+ = 5 /d3r1 By T (7)1 (Po) W (71, 7o )ab (7 )b (1)
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On remarquera 'ordre des deux derniers termes dans la seconde ligne de
(14.63), qui est crucial pour que le signe de cette ligne soit correct. Le hamil-
tonien se décompose en énergie cinétique K, énergie potentielle & un corps U
et énergie potentielle a deux corps W

H=K+U+W (14.64)

11 est immédiat de montrer que les opérateurs nombre de particules N (14.50)
et H commutent : [N,H] = 0, car chacun des termes de H contient au-
tant d’opérateurs de création que d’opérateurs d’annihilation. Le hamiltonien
(14.63) ne change pas le nombre de particules. Il existe donc une base de HWN)
formée de vecteurs propres |®gy) communs & H et & N.

H|®gN) = E|PEnN) N|®gn) = N|PpN) (14.65)

Pour justifier ’expression de H, examinons la quantité suivante J définie par

J = \/—<0|¢( ). 0(N)H|®pN) (14.66)

ot nous avons utilisé (14.56) et la notation allégée 7; — 4. J peut aussi s’écrire

T = <= Ol[01) - (N, ][ )

car H|0) = 0. En utilisant NNV fois la relation
[AB,C| = A[B,C] + [A,C|B (14.67)

nous obtenons
N
Z 01(1) ... o (j = V() H(j +1) ... o(N)|@pn)
=0

Nous devons donc calculer le commutateur [1(j), H], ce que nous allons faire
successivement pour les termes K, U et W dans (14.64). Commengons par K

(), / aBr [ (7)1 (7) V2 (7)

Utilisant & nouveau (14.57), nous obtenons

soit
[W(5),K] = —o—=V3(7) (14.68)

et de méme

(), Ul = U(75)(75) (14.69)
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Pour traiter le terme WV, nous partons de

[ (), »" ()P 29 (2)0(1)] = [(5), v (1)p (2] (2)w(1)
et nous utilisons a nouveau (14.57) pour obtenir
W), "W @ @)0(1) = ({v() ¢ W} (2) — " (W){v (), ¢1(2)})
$(2)3(1)
= (" — YT (2w (2)(1) — 87 — )¢t (1)
$(2)3(1)
soit, pour le commutateur [¢(5), W]
Wi= [ @ EWEREE) = XOuE) (1470
Combinant les équations (14.68) a (14.70), nous déduisons le commutateur
[06), ;
[60) H] = |5V +U0) + XG)| ) (147)

Ce résultat intermédiaire est intéressant car il donne les équations du mouve-
ment des opérateurs de champ dans le point de vue de Heisenberg

81/J(r t)
ot

h2
= [(7,t),H] = {—%W + U7 + X(F)} GE) (14.72)

Nous reportons ce résultat dans ’expression de J

M

(——v2 +U(j )) PN

N
N T; O (1) .. % — DXGIEG +1) .. w(V)| @)

Nous pouvons enfin commuter X (j) avec ¥(1)...4(j — 1) en utilisant
[W(@), X (5)] = W (7%, 75)¢ (i)

et finalement

N
hQ
J = [Z <——V2+U ) +ZW 7‘1,7‘3 ] (PEN(Fl,...FN)

Jj=1 i<
= E(I)EN(Fl,...’FN) (14.73)

ce qui montre que Py est bien solution de I’équation de Schrédinger pour
N fermions dans un potentiel U(7) interagissant entre eux via un potentiel a
deux corps W'; ceci met un point final a la justification de Iexpression (14.63)
du hamiltonien.
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14.3.4 Autres formes du hamiltonien

Pour conclure cette section, nous allons donner deux autres formes utiles
du hamiltonien. Examinons d’abord le terme d’énergie cinétique que nous
récrivons

P2
k= [@rul@)sn v = [arelEoK e
ol P est lopérateur impulsion, avec
P?ui(F) = —h2V2u,(7) ou (F|P?|j) = —h*V2u;(7)

Insérons les expressions (14.54) de 9 () et ¥ (i) dans I'expression de K qui

devient )

_ 1 3T,'-*-*_'2'—5T"2'
K= 2m/d relc;(i|r)(F|P7|j) = 2mcicj<z|v l7)

Répétant les mémes manipulations sur les deux autres termes, H prend la
forme

h2 1
H= chcj@" — VR U’j) 5> clesemalijlWim)  (14.74)
ij

ijlm

avec

<Z]|W|lm> = Wij;lm = /d37‘1d37‘2 uf(f’l)u;‘ (FQ)W(Fl,FQ)Ul(Fl)Um(FQ)

(14.75)
En général, le potentiel W est invariant par translation : W = W (7 — 7). Si
de plus U = 0, le systéme de fermions est invariant par translation, et il est
naturel de choisir comme fonctions d’onde u; des ondes planes, afin de mettre
en évidence la conservation de I'impulsion, en quantifiant dans une boite de

volume V 1
ui(F) = —=e®i™ (14.76)

1 \/v

Le terme d’énergie cinétique est évidemment diagonal car nous utilisons une
représentation ou P est diagonal, et les éléments de matrice (14.75) de W sont

1 - -
(i |W (7 — ) [Im) = 72 /d3r1d3r2 exp [—i(ki T+ kT

i Ty = K 7)| W - 72)
Effectuons le changement de variables de jacobien unité

R = 5(F +7%) F=7 =7 (14.77)

DN =
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Comme W ne dépend pas de E, Iintégrale sur R donne la conservation de
I'impulsion

/d3R R e S (14.78)
L’intégrale sur 7 fait apparaitre la transformée de Fourier W de W
W(7) = / Pre TTW(F) (14.79)
avec L .
G=ki—ki=kn—k; (14.80)

Il est commode d’étiqueter les quatre vecteurs d’onde de la fagon suivante
(figure 14.3)

ki=k kn=k ki=k+q ki=k'—¢q

et avec ces notations, le hamiltonien devient

h2k?
= Z 2m
k

CE’ CE (14.81)

Le terme d’interaction se représente graphiquement sous forme dun dia-
gramme de Feynman (figure 14.3) : les impulsions entrantes sont hk et hk’,
les impulsions sortantes h(k’ — ) et h(k + §) et le transfert d’impulsion est
hq.

=1
+
=y
%
|
=y

=1
k‘

Fic. 14.3 — Diagramme de Feynman pour le terme d’interaction dans (14.81).

Comme application de (14.74), calculons la valeur moyenne de I'énergie
dans I'état |®o) de N fermions indépendants défini par les nombres d’occupa-
tionn;, =1,1 <7< N, n; =0,7> N, correspondant par exemple & un état
de N fermions a température nulle (§ 14.3.1)

|®o) = |n1 =1, ,ny =1) (14.82)

11 suffit donc de tenir compte des états 1 <7 < N. L’action de c;f sur |®g) et
¢; sur(®o| est évidente

cl®o) =0 (®gle; =0
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et utilisant les relations d’anticommutation, nous déduisons

<<I>0|cjcj-cmcl|<1>0> = <<I>0|5jmcjcl — cTcmc;cl|¢0> = 0jm0i — 0im0j;  (14.83)

4

Reportant cette équation dans le calcul de la valeur moyenne de H donne

- 1
<(I)0|H|(I)0> = ;(K + U)ii n; + B ;(Wij;ij — Wij;ji) n;n; (14.84)

L’introduction des nombres d’occupation n; permet de sommer jusqu’a 'infini.
Le terme W;;.;; est appelé terme direct et W;.;; terme d’échange; ce deuxiéme
terme a manifestement pour origine 'antisymétrie du vecteur d’état.

Le résultat (14.84) pour la valeur moyenne de H est, en fait, un résultat
de premier ordre de la théorie des perturbations (§ 15.1.2). On peut obtenir
un résultat plus précis en utilisant une méthode appelée approximation de
Hartree-Fock, exercice 14.5.7. Cette approximation montre que, dans le sous-
espace des états occupés 1 < i < N, on peut remplacer le potentiel & un corps
U et le potentiel & deux corps W de H par un potentiel effectif & un corps
Uecg dont les éléments de matrice sont donnés par

N
1
Uettlmi = Ui + B Z(ij;jl — Winjiit) (14.85)
j=1

et & prendre comme nouvelle base dans le sous-espace 1 < ¢ < N, au lieu
des fonctions d’onde w;(7), les fonctions d’onde 4;(7) qui diagonalisent le
hamiltonien effectif

> K + Uettlmi i (F) = i (F) (14.86)
l

Comme les fonctions d’onde u;(7") servent aussi & calculer les éléments de
matrice de W dans (14.85), la méthode de Hartree-Fock est appelée “auto-
cohérente”. En résumé, le point essentiel de cette approximation est de per-
mettre le remplacement d’un potentiel a deux corps par un potentiel effectif &
un corps calculé de facon autocohérente. Chaque particule se déplace dans le
champ moyen créé par les autres particules : la méthode de Hartree-Fock est,
en fait, une approximation de champ moyen. Ceci se voit le plus clairement
dans la déduction qui consiste a briser la hiérarchie BBGKY, en écrivant que
la fonction de distribution & deux particules est le produit de deux fonctions
de distribution a une particule : la méthode de Hartree-Fock néglige les cor-
rélations. Les détails sont renvoyés a l’exercice 14.5.7. On peut aussi déduire
(14.86) a 'aide d’un argument variationnel (§ 15.1.4), qui montre que le dé-
terminant de Slater construit avec les fonction d’onde @; déterminées de fagon
autocohérente est la meilleure fonction d’onde de ce type.
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14.4 Etats collectifs de bosons

14.4.1 La condensation de Bose-Einstein

Le cas des bosons est plus complexe que celui des fermions. I1 faut distin-
guer le cas ou le nombre de bosons est variable (photons, phonouns, ...), cas
qui sera étudié au chapitre 17, et celui ot il est fixé (atomes d’hélium?, al-
calins). Dans ce dernier cas, & température strictement nulle et en supposant
les bosons sans interactions, on obtient I’état fondamental de ’ensemble en
mettant tous les bosons dans I'état g de plus basse énergie. Comme dans le
cas des fermions, nous nous limitons & des particules de spin zéro. Le probléme
consiste & montrer que si la température n’est pas nulle, une fraction finie des
bosons reste dans cet état fondamental : c’est ce que ’on appelle la condensa-
tion de Bose-FEinstein. Le cas de figure habituellement étudié dans les manuels
de mécanique statistique est celui de la condensation dans une boite de vo-
lume V), ot les fonctions d’onde sont des ondes planes (14.76) exp(ik - 7)/v/V.
Cette condensation ne se produit pas dans tous les cas de figure, par exemple
elle ne se produit pas dans une boite 4 deux dimensions, mais on montre
qu’elle se produit dans une boite & trois dimensions. La température ou se
produit (éventuellement) la condensation de Bose-Einstein peut étre estimée
en écrivant que les deux longueurs caractéristiques du probléme, la longueur
d’onde thermique A7 et la distance moyenne entre bosons d oc n~ /3, ou n est
la densité de particules, sont du méme ordre de grandeur : Ay ~ n~/3. Un
calcul exact confirme cette estimation. Si Ap est la longueur d’onde thermique

définie par'4
h2 1/2

la température de la condensation est donnée, pour une boite a trois dimen-
sions, par A\r = 2.61n~1/3,

La condensation de Bose-Einstein est une transition de phase, et, en toute
rigueur, il est nécessaire de prendre la limite thermodynamique N — oo,
V — oo, n = N/V fixé pour s’assurer de l'existence d’une telle transition
(¢f. Huang [1963], appendice C ou Le Bellac et al. [2004], chapitre 4). Si le
nombre de particules reste fini, un condensat est possible méme si la transition
de phase n’existe pas a la limite thermodynamique. En toute rigueur, il faut
faire la distinction entre la condensation (transition de phase) et la formation
d’un condensat (fraction finie des particules dans I’état fondamental).

L’hélium? superfluide a longtemps été le seul cas d’intérét physique ot la
condensation de Bose-Einstein avait (peut-étre) une application, le probléme
étant que la fraction d’atomes dans ’état fondamental est de I'ordre de 10 %
aT =0, ce qui est vraiment trés loin du gaz parfait. Aujourd’hui, depuis la
mise en évidence expérimentale en 1995 de la condensation de Bose-Einstein

14. Ar est la longueur d’onde de de Broglie d’une particule dont ’énergie ~ KT'. Le
facteur 27 est conventionnel.
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dans des gaz d’alcalins'® a des températures < 1 pK, le cas intéressant est
celui de la condensation dans un piége ou les atomes se trouvent dans un
potentiel U(7). En pratique, le potentiel U(7) est approximativement un
potentiel d’oscillateur harmonique a trois dimensions, avec le plus souvent
une symétrie de révolution : les fréquences vérifient w, = w, # w,. Afin de
simplifier les formules, nous allons supposer les trois fréquences identiques :
Wy = Wy = W, = w. Les niveaux d’énergie sont alors de la forme

€a = hw(ng +ny +n,) = hwl, Ng,Ny,n, =0,1,2,---
Nous avons fixé le zéro d’énergie de sorte que 1’énergie de ’état fondamental

soit nulle : g9 = e(n, = ny = n., = 0) = 0. Le nombre d’occupation n, du
niveau £, est donné en fonction de = 1/kgT et du potentiel chimique p par

_ 1 _ 1
B eﬁ(ﬁafll«) —1 B Z*leﬁﬁwfa -1

(14.88)

N

ol nous avons défini la fugacité z par z = exp(Bu). Pour une température
T fixée, n, est une fonction croissante de z, et on doit avoir 0 < z < 1 car
ne > 0. A la limite z — 0, on retrouve la statistique de Maxwell-Boltzmann,
mais nous nous intéressons a la limite opposée z — 1. Le nombre d’atomes
dans I’état g = 0 est

z
N:
0 1—=2

et Ny diverge lorsque z — 1. Le point essentiel dans la condensation de Bose-
Einstein est le suivant : lorsque T — 0 & nombre total d’atomes N fixé,
on observe une saturation de la population des niveaux excités, et lorsque
les niveaux excités sont saturés, les atomes n’ont plus d’autre choix que de
s’accumuler dans I'état fondamental. Inversement, on peut maintenir fixe la
température et ajouter des atomes jusqu’a saturation des niveaux excités. Le
régime qui nous intéresse est celui ot k7' > hw, une condition qui peut sem-
bler surprenante dans la mesure ou la condensation de Bose-Einstein est un
phénomeéne de trés basse température. En fait, le régime opposé kT < hw
n’est pas intéressant, car 1’état fondamental serait occupé de fagon macro-
scopique dans ce cas qui est régi par la statistique de Maxwell-Boltzmann.
On observe d’ailleurs que la condition kg7 > hw est toujours réalisée dans
une boite suffisamment grande'®, car le premier niveau excité est de la forme
€1 ~ V=2/3_ Soit N’ le nombre d’atomes dans l’ensemble des états excités :
notre objectif est de trouver une borne supérieure N/ .. pour N’. Pour ce
faire, nous utilisons le développement suivant

—z o]
1 __® _ Zeim
et —1 1—e®
p=1

15. On a aussi obtenu des condensats avec de ’hydrogéne polarisé et des atomes d’*He
dans un état métastable.

16. En revanche, la somme sur « est donnée par une intégrale sur k qui converge a trois
dimensions d’espace, cas ou N} .. reste fini, mais qui diverge & deux dimensions, auquel
cas il n’y a pas de condensation.

(14.89)
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Compte tenu de ce que la population (14.88) d’un niveau excité est maximale
pour z =1 (u = 0)'7, nous obtenons la borne supérieure

0o 0o 0o
Nr/nax < E E e PBhwta E ' E ' e~ PPhwla _ 1
p=1 a#0 p=1 \ng,ny,n.=0

g:l l(ﬁ)s - 11 (14.90)

On peut maintenant développer le terme entre crochets de (14.90) pour y =

pBhw < 1
1\ 13
[(1_ey> —1]=;+@+"' (14.91)

8

et sommer terme a terme pour obtenir!

Nipaxe = C(3) <k§5>3 + 3C2(2) (ksz)z TR (14.92)

L’échange de la sommation sur p et de la sommation dans le membre de droite
de (14.91) n’est pas valable pour les termes ultérieurs du développement. A
Pordre dominant en (kg7 /hw), la fraction de particules dans I’état fondamen-
tal est bornée inférieurement par

No . N—N... C3) [ksT\® 7\°
- > af ~ _— _— = — —_ .
> 1 1= (7 (14.93)

ol la température critique de la transition de Bose-Einstein T est donnée
par

3
N=¢(3) (thzg) (14.94)

Ces résultats se généralisent & un potentiel U(7) de forme quelconque (mais
suffisamment réguliére) si ’on utilise une approximation semi-classique (exer-
cice 14.5.8). La température de transition et No/N, (14.93) et (14.94), sont
spécifiques de I'oscillateur harmonique : par exemple, dans le cas de la conden-
sation de Bose-Einstein dans une boite, la température critique est donnée en

17. La valeur p = 0 est valable a la limite thermodynamique. Pour N fini, p ~ 1/N (cf.
Huang [1963], chapitre 12 ou Le Bellac et al. [2004], chapitre 5).
18. On rappelle que la fonction de Riemann ¢(n) est définie par

=1
¢(n) = —

avec ((3/2) ~ 2.612, ((2) = 72/6 ~ 1.645, ((3) ~ 1.202.
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fonction de la densité n par (14.87) et No/N par

N 7N\ 3/2
—=1—-( == 14.
N (T8> (14.95)

14.4.2 L’équation de Gross-Pitaevskii

Nous avons jusqu’a présent traité les bosons comme des particules indé-
pendantes. Il nous faut maintenant examiner I'influence des interactions sur
la condensation, en nous limitant au cas de la température nulle : 7" = 0.
Le potentiel d’interaction W entre deux alcalins est bien connu, mais il n’est
pas possible de 'utiliser directement'®. En effet, nous allons nous servir de
techniques inspirées de 'approximation de Hartree-Fock ou de champ moyen,
qui négligent les corrélations & deux particules et plus. Ceci suppose que l'in-
teraction soit traitée a I'approximation de Born, ce qui n’est pas possible avec
le potentiel W. On a recours au pseudo-potentiel du § 13.2.3, valable pour les
faibles énergies, et donné en fonction de la longueur de diffusion a et de la
masse m des bosons par (13.44)

W (i )e = §(7)—(re) (14.96)

La condition de validité de 'approximation de Born est que ’état de diffusion
soit en moyenne peu différent d’une onde plane, ce qui implique |a|/r < 1
en moyenne, soit [a| < n~/3, ol n est la densité d’atomes. Nous verrons au
§ 14.4.3 que le petit paramétre de la théorie est effectivement (na®)/?, et ce
parameétre est de 'ordre de 1 % dans des conditions expérimentales typiques.
Dans ces conditions, (14.96) peut étre remplacé par

B drh2a

m

Il ne faut surtout pas utiliser ce potentiel au-dela de I'approximation de Born :
en fait, amplitude de diffusion exacte du potentiel?® (14.97) est strictement
nulle! En premiére approximation, tous les bosons ont pour fonction d’onde
celle de l'état fondamental p(7), et la fonction d’onde d’ensemble symétrisée
est

(7, -, FN) = Hso(ﬁ) (14.98)

19. Un calcul exact de mécanique statistique d’équilibre avec le potentiel exact donnerait
un état stable formé de molécules. Les condensats de Bose-Einstein sont des états méta-
stables. Pour former des molécules, il faut passer par 'intermédiaire de collisions a trois
corps afin de conserver ’énergie-impulsion, et ces collisions sont trés peu probables & faible
densiteé.

20. Le pseudo potentiel et les conditions de sa validité sont étudiées trés en détail dans
Huang [1963], chapitre 13.
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la fonction ¢(7) étant normalisée par

/d3r lo(7)]? =1 (14.99)

Le hamiltonien de ’ensemble des N bosons est

Z

—+U P+ Wo Y67 — ) (14.100)

i<j

et I'énergie de I'état (14.98) se calcule immédiatement

= @) = v [ @ [ (V)2 + U)ol + oL ol >|4}

(14.101)
La densité de bosons est n(7) = N|p(7)|?, et ceci suggére d’introduire une
“fonction d’onde de 1’état condensé”, ou fonction d’onde macroscopique®!

W(F) = NY2p(7) [ (7)* = n(7) (14.102)

L’expression (14.101) de Iénergie se récrit en fonction de ()
s [P 2 (2 L T
B [ @ [ (@) + U + 5 Wolv() (14.10)

Comme N > 1, nous avons remplacé N — 1 par N. Pour trouver la forme
optimale de v, nous allons utiliser une méthode variationnelle en prenant
des variations indépendantes par rapport a 1 et ©¥*, avec la contrainte d’un
nombre de particules fixé

N = /d3r|¢(f)|2 (14.104)

Il faut donc introduire un multiplicateur de Lagrange, le potentiel chimique
1, et minimiser £ — p/N. La minimisation par rapport & ¢* a pour résultat

L U + Wolu >|2] BF) = p(F) (14.105)

Cette équation est l’équation de Gross-Pitaevskii indépendante du temps,
aussi appelée équation de Schridinger non linéaire??.

Nous allons maintenant supposer a > 0, ce qui correspond & des interac-
tions effectives répulsives ; le cas attractif a < 0 ne conduit pas & une transition
de phase, bien que 'on puisse observer des condensats de quelques milliers

21. Une introduction lumineuse au concept de fonction d’onde macroscopique est donnée
dans Feynman et al. [1965], vol. III, chapitre 21.

22. Cette équation intervient dans de nombreux domaines de la physique : mécanique
des fluides, propagation dans les fibres optiques, etc.
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d’atomes. Si 'on met suffisamment d’atomes dans un piége avec des interac-
tions répulsives, on observera un équilibre mécanique dii & une compensation
entre les forces harmoniques, qui tendent & ramener les atomes vers le centre
du piége, et les forces répulsives, qui tendent & augmenter la taille du conden-
sat. Le rayon R du condensat va devenir trés grand par rapport a ’extension
de la fonction d’onde du fondamental

A 1/2
w (o)
mw

L’énergie cinétique devient alors beaucoup plus petite que ’énergie potentielle

Eun  h%/(mR? Bo\?
_h2/(m ):< )<<1

Epot mw?R? mwR?

et I’équation de Gross-Pitaevskii se simplifie
[U(7) + Wol g (@) P] (7)) = pap(F) (14.106)

La solution de (14.106) s’écrit en fonction de la densité n(r), si on suppose le
piége a symétrie sphérique

(14.107)

La limite 7pax du condensat est donnée par U(rmax) = . L'équation (14.107)
s’écrit aussi
w=Won(r)+U(r) (14.108)

Comme p est le potentiel chimique, cette équation implique que l’énergie
nécessaire pour ajouter un atome au condensat est, dans le cadre de notre ap-
proximation, la somme de 1'énergie potentielle U(r) dans le piége et du terme
Won(r) proportionnel & la densité, représentant l'interaction type champ
moyen de 'atome supplémentaire avec les atomes du condensat.

Reste & exprimer p en fonction du nombre d’atomes. La condition de
normalisation de n est

N = / &Br(r) = Wio / " = U] (14.109)

OU T'max est déterminé en fonction de p par

1
U(Tmax) = 5 mw2rr2nax =p

ce qui donne

3/2
8t [ 2p 1
N=— — 14.110

15 (mw2> Wo ( )
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De l'équation familiere en thermodynamique p = OE/ON (rappelons que
T =0) et u x N?/°, on déduit I'énergie par boson E/N
E 5
— == 14.111
N 7H ( )

ce qui montre que u # E/N.

14.4.3 L’approximation de Bogoliubov

Le formalisme du champ de Schrédinger que nous avons établi pour les
fermions se transpose sans difficulté aux bosons. Aux opérateurs ¢; et cj, on
substitue des opérateurs a; et aj qui obéissent & des relations de commutation
canoniques (RCC), analogues a celles (17.42) qui seront écrites pour le champ
électromagnétique

[a;,a]] = 0i;1 la;, a;] = [al,a;] =0 (14.112)

On définit par analogie avec (14.54) des champs bosoniques (7, t) et (7, t)

() = aiui(F, )
! (14.113)
W) = al uj(7t)
=1

qui obéissent, au lieu de (14.55), a des relations de commutation a temps
égaux

(), B, 0] = [T (7 0,0 (7,01 =0 [0, 6T (78] = 67—

(14.114)
L’opérateur nombre de bosons N et les relations de commutation de N avec 1)
et 1T sont identiques & (14.56) et (14.58). La fonction d’onde & N bosons est
donnée par (14.60) et le hamiltonien par (14.63). Nous nous plagons dans le
cas invariant par translation (U = 0), c’est-a-dire dans une boite de volume
V, et compte tenu de (14.81) et de (14.97), le hamiltonien effectif est

_ 0t Wo i
"= Z%“E G+ 3y D Y%y W O (14.115)
k

avec E% = h%k?/2m. Comme premiére application du formalisme opératoriel,
nous allons retrouver I’équation de Gross-Pitaevskii. L’équation du mouve-
ment du champ 1 est donnée par la méme formule que dans le cas des fermions
(14.72)

OY(r, t)
ot

ih (K + U)(7,t) + / A3 Y7 OW (7, 7 )7 )Y (7, t)

(K + U + Wo! (7, ) (7, )] (7, 1) (14.116)
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Remplagons 'opérateur de champ v par un champ classique, en conservant
la méme notation. L’interprétation physique de [¢|? est la méme que précé-
demment, car le nombre de bosons est d’aprés (14.56)

N = /d3r|w(F)|2 (14.117)

et |1(7)|? est la densité n(7). Le remplacement par un champ classique dans
(14.116) nous donne une équation du mouvement pour ce champ : I'équa-
tion de Gross-Pitaevskii est donc une approximation classique, qui néglige
les fluctuations quantiques. Un condensat de Bose-Einstein est, en premiére
approximation, un état classique d’'un champ atomique.

Poursuivant cette approche a ’équation de Gross-Pitaevskii, nous allons
maintenant prendre en compte les fluctuations quantiques en décomposant
Popérateur de champ en une partie classique et un champ quantique que nous
allons traiter a I’ordre le plus bas

¥ =+/No + ¢ (14.118)

La partie classique v/Ny est uniforme en raison de l'invariance par transla-
tion, et elle est normalisée par le nombre Ny de bosons dans I'état fondamental
d’impulsion nulle nk = 0. Nous supposons que (N — Ny) < N : le nombre de
bosons dans les états excités k # 0 doit rester petit, et I'opérateur Ji) sera
traité comme une correction. La décomposition (14.118) revient a remplacer
les opérateurs ag et ag par /Ny, et manifestement elle ne conserve pas le
nombre de particules. C’est un inconvénient de cette approche initiale de Bo-
goliubov ; on peut éviter cette approximation (voir par exemple Castin [2001],
section 7, ou Leggett [2001], section VIII), mais le formalisme devient plus
lourd et nous nous en tiendrons & (14.118) dans cet exposé élémentaire. Le

développement de d1 contient uniquement des impulsions hk #0

1 7
ot =—=) apefT 14.119
Ny, Z F ( )
E#0
Dans ces conditions, en reportant la décomposition (14.118) dans I'expression

(14.115) de H et en conservant seulement les termes quadratiques en d¢ et
51T, on obtient

N2Wo

H =
2V

0 i, "oWo t ot .
+Z(€E+QHOWO)GE ak+T Z (a]; a' . +ap a_k> (14.120)
k#0 E#0

Le facteur 2 devant ngWy est dii a I'addition du terme direct et du terme
d’échange, voir (14.84) : le signe (—) devant le terme d’échange devient un
signe (+) dans le cas de bosons. L’expression précédente pour H a l'inconvé-
nient de faire intervenir Ny, qui est inconnu. Il est préférable de tout exprimer
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en fonction de N en utilisant
N = Np + Z a% ag
k=0
et (14.120) se met sous la forme suivante, en symétrisant le deuxiéme terme
et en remplacant N par sa valeur numérique N

N2W, 1
= 0 =+ 52 (E%'f'noW()) (a%a];—kaiga_];)

2y
k#0
noWo i
+TZ (aEa7E+aEa_E) (14.121)
k#0

Comme N est peu différent de Ny, on peut remplacer ng par n dans le cadre
de nos approximations; les termes aa et a'a’ ne conservent pas le nombre
de particules excitées, et on considére que les particules dans l'état fonda-
mental k = 0 jouent le role de réservoir de particules k # 0. Le hamiltonien
(14.121) est diagonalisé grace a la transformation de Bogoliubov, qui est une
transformation canonique : elle préserve les relations de commutation??. Cette
transformation consiste a définir des opérateurs b;: et b% par

n

F P — g bl (14.122)

aE:uEbE_UEb

ot les coefficients réels uj et vj vérifient u% — v% = 1. En inversant (14.122),

on s’assure que les relations de commutation de by et b% sont bien les RCC
T _pt ot =
[bl}avb” ] _61_5,1_5’] [bE7bE’] - [bgvb];’/] =0

Le vide |¥g) des nouveaux opérateurs est défini par bz[W¥o) = 0 Vk # 0. Le
choix suivant des coefficients uj et vz

(&% L&
uk—Q(EE—Fl) vk—2(€]; 1)

avec & = E% +nWy et

ep = \/(e% + )2 — (nW)? (14.123)

permet d’éliminer les termes en bzb_; et b%bT_a et de diagonaliser le hamilto-
nien en le mettant sous la forme du hamiltonien d’un ensemble d’oscillateurs
harmoniques indépendants
N2Wy
2V

1 1
+ 526,—5()?)5— §(€%+HWO —61-5) (14.124)
k+£0

23. Cette transformation est identique a celle utilisée pour obtenir les états comprimés
dans le § 17.2.1.
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L’équation (14.123) définit une loi de dispersion pour les excitations élémen-
taires, ou quasi-particules : 'opérateur bTE appliqué a |¥g) crée une excitation

¢lémentaire d'impulsion ik et d’énergie €7, et le condensat se comporte comme
un gaz d’excitations élémentaires indépendantes. Pour des petites valeurs de
k, on trouve une loi de dispersion linéaire

h Anh?
er ~ ( Z%WO) k= < ”m;m) k = ficok (14.125)

Ce calcul confirme que 'on doit avoir a > 0 : le cas a < 0 conduit a des
instabilités, car 'argument de la racine carrée dans (14.123) peut devenir
négatif. L’équation (14.125) définit une vitesse du son ¢s = nWy/m. Les
excitations élémentaires dans le condensat sont donc des phonons, comme
ceux de I’hélium?. La densité d’atomes dans les états excités peut se calculer

comme 3
1 9 d°k 1 rmes\3
e =5 2k = [ Gt = g (5
E£0

équation qui se met sous la forme

Nexe 8
n 3y

Notre approximation de départ (14.118) reposait sur la condition neye/n < 1.
La cohérence de notre calcul implique la condition (na®)'/? < 1, et le petit
paramétre est (na®)'/2. Le calcul de I'énergie de I'état fondamental Ey est
plus délicat. Comme I’état fondamental est caractérisé par b;|Wo) = 0, on
pourrait naivement penser que

(na’)'/? (14.126)

Bo _n*Wo 1
y o2 2V 4
k#0

(5% +nWy —ep)

mais ce résultat est incorrect, parce que 'on utilise le potentiel (14.97) en de-
hors de son domaine de validité, et il faut revenir au pseudo-potentiel (14.96).
Le calcul correct (Huang [1963] chapitre 19) donne

128
15/

En résumé, le petit paramétre de ’approximation de Bogoliubov est (na?’)l/ 2,
La condition (na®)'/? < 1 est précisément celle de validité de 'approximation
de Born pour le pseudo-potentiel, et elle est bien vérifiée dans des conditions
expérimentales typiques ol ce paramétre $1 %. Il reste a généraliser 1’ap-
proximation de Bogoliubov au cas d’un piége non invariant par translation.
Cette généralisation est possible, et nous renvoyons le lecteur intéressé a la
bibliographie.

Eo_n2W0
Vo2 {H

(na?’)l/?] (14.127)
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La propriété la plus remarquable des condensats de Bose-Einstein est celle
de superfluidité, c’est-a-dire I'existence d’écoulements présentant une visco-
sité nulle, propriété que ces condensats partagent avec d’autres systémes phy-
siques. L'*He est superfluide & des températures < 3K, > He a des tempéra-
tures S 2mK, et la supraconductivité présente de nombreux traits communs
avec la superfluidité. Cependant, la superfluidité est un phénoméne dont la
description théorique est complexe, parce qu’elle fait intervenir des situations
hors équilibre, et son étude détaillée sort du cadre de ce livre. Dans la situa-
tion simple de I’écoulement d’un superfluide dans un tore, on montre que la
circulation de la vitesse le long d’un contour fermé tracé a 'intérieur du tore
est quantifiée en unités de 2w/i/m. Un écoulement correspondant a une circu-
lation 27wphi/m, p entier, est en fait un état métastable de trés longue durée
de vie. On observe également des vortex, ou tourbillons, dans un superfluide,
et & nouveau la circulation de la vitesse est quantifiée en unités de 2wh/m le
long d’un contour fermé tracé autour du coeur du vortex.

14.5 Exercices

14.5.1 Particule 2~ et couleur

L’hypéron Q- (masse 1675 MeV/c?) est une particule de spin 3/2, com-
posée de trois quarks étranges de spin 1/2. Le modéle des quarks requiert que
la fonction d’onde spatiale ne s’annule pas. En déduire que les trois quarks ne
peuvent pas étre tous identiques. Au début des années 1970, cette observation
a fourni un des arguments en faveur de I'introduction du concept de “couleur”
(a Porigine de la chromodynamique quantique) permettant de distinguer entre
les quarks : les trois quarks du €2~ ont des couleurs différentes.

14.5.2 Parité du méson 7«

1. Sil’on envoie des mésons 7w~ de basse énergie sur une cible de deutérium,
ces mésons peuvent étre capturés et former des états liés analogues a ceux d’un
atome d’hydrogéne. Donner l'expression de 1’énergie de ces états liés méson
m-deutérium, sachant que la masse du méson 7 est de I'ordre de 139 MeV /c?
et celle du deutérium de 1875 MeV/c?. Le méson 7 est capturé dans un état
de nombre quantique principal n élevé et termine sa cascade radiative dans le
niveau fondamental?* 1s aprés émission de photons. Montrer que 1'énergie de
ces photons se place dans le domaine des rayons X.

2. Une fois arrivé dans ’état 1s, le méson 7 subit une interaction nucléaire
qui entraine la réaction

T4+ 2H-on+n

24. La réaction nucléaire a aussi une petite probabilité de se produire dans un état
ns, n # 1, c’est-a-dire pour des états ou la probabilité de présence est non nulle & I'origine,
mais cela ne change pas ’argument.
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avec deux neutrons n dans I’état final. Sachant que le spin du noyau de deu-
térium (ou deutéron) est 1 et que celui du méson 7~ est nul, quel est I'état de
moment angulaire initial de la réaction ? Montrer que les deux neutrons finaux
ne peuvent étre que dans 1’état de moment angulaire orbital total L = 1 et de
spin total S = 1, c’est-a-dire dans I’état >P;. Si 'on attribue par convention
une parité positive aux nucléons (protons et neutrons), et sachant que le mo-
ment angulaire orbital du deutéron est nul?® (le deutéron est un état 3S;), en
déduire que le méson 7 a une parité négative. La parité est conservée dans la
réaction.

14.5.3 Fermions de spin 1/2 dans un puits infini

On considére deux fermions identiques de spin 1/2 dans un puits de po-
tentiel cubique infini de coté L. Si ces deux fermions sont sans interaction
entre eux, quelles sont les valeurs propres possibles de 1’énergie totale et les
fonctions d’onde correspondantes (espace et spin) ? On suppose que les deux
fermions interagissent via un potentiel

V =Vo 6B (7 — %)

ou 71 et 7y sont les positions des deux fermions. Montrer que les états triplets
ne sont pas affectés par ce potentiel.

14.5.4 Désintégration du positronium

Le positronium est un état lié¢ électron-positron (e~ —e*); le positron est
une particule ayant la méme masse m, que ’électron et une charge opposée
—Ge-

1. On ne tient pas compte dans cette question du spin des deux particules.
Sachant que les niveaux d’énergie de 'atome d’hydrogéne pour un proton
infiniment lourd sont de la forme (e? = ¢2/(4meo))

Ey 1 mee* 1

EHZF:—§ hz ﬁ n:1,2,3,~-~

quels sont les niveaux d’énergie du positronium ?

2. L’¢lectron et le positron ont un spin 1/2. L’état de plus basse énergie,
ou état fondamental n = 1, a un moment angulaire orbital [ = 0 (onde s).
Quelles sont les valeurs possibles du moment angulaire total j du positronium
dans cet état n =17

3. Le positronium dans son état fondamental se désintégre en deux?® pho-
tons

e +et — 2y

25. Le deutéron a aussi une petite composante d’onde d, et donc une composante D1,
mais cela n’affecte en rien ’argument.
26. La désintégration e~ +eT — 7 est interdite par la conservation de I’énergie-impulsion.
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Dans le référentiel ou le positronium est au repos, les deux photons partent
avec des impulsions opposées. On choisit pour axe Oz la direction de I'impul-
sion de I'un des photons. En utilisant la conservation du moment angulaire,
montrer que les deux photons ont nécessairement la méme polarisation circu-
laire, soit droite, soit gauche. Suggestion : dessiner un schéma de la désinté-
gration.

4. En examinant 'effet d’une rotation de 7 autour de I’axe Oy et en tenant
compte de I'identité des deux photons, montrer que seul un des deux états de
moment angulaire j du positronium peut se désintégrer en deux photons?”.

5. Soit IT opérateur parité, qui agit sur I’état |A) d’une particule A suivant
I1]A) = nalA), ot na est la parité de A. On peut montrer que 7,-7,+ = —1.
En déduire que la parité de I'état fondamental du positronium est —1. On
peut écrire les deux états possibles pour les deux photons sous la forme

S b
V2 V2

ot |D) et |G) représentent des états de polarisation circulaire droite et gauche.

Lequel des états (i) ou (ii) est obtenu dans la désintégration du positronium?®,

sachant que la parité est conservée 7

() |24) = —= (IDD)+16G)) (i) |o-) = —= (IDD) - |GG))

14.5.5 Lame séparatrice et fermions

On reprend 'expérience décrite sur la figure 17.3, en remplagant les pho-
tons incidents par des fermions dans un méme état de spin. Les opérateurs
correspondant aux modes a et b vérifient les RAC

{a,a’} = {bbT} =1
Montrer que Uopérateur G (17.65) est dans ce cas
G =abl —a'b
et calculer Paction de U(\) = exp(iAG) sur les opérateurs a et b. Que se
passe-t-il & la sortie de la lame si I’état a Uentrée de la lame est |1,1p) ?
14.5.6 Fonctions d’onde et opérateurs de champ

1. Ecrire la représentation matricielle des opérateurs ¢;, c;r et N; avec le
choix suivant de vecteurs de base

27. L’autre état doit se désintégrer en trois photons. Le “boson de Higg” découvert au
CERN en juillet 2012 se désintégrant en 2 photons ne peut pas avoir un spin 1.

28. Les corrélations de polarisation des deux photons ont été mesurées par Wu et
Shaknow [1950], qui ont pu vérifier que la parité de I’état fondamental était bien —1.
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Veérifier les RAC (14.48) en utilisant les propriétés du facteur n; (14.45).
2. Soit S une matrice unitaire. Définissons les opérateurs b; a partir des

C; par
bj = Zsjk Cl
k

Montrer que cette transformation est une transformation canonique, c’est-a-
dire qu’elle préserve les relations d’(anti)commutation

{bj, b1} = 6 I {bj,bm} = {b],0},} =0
Au lieu d’une base de fonctions d’onde orthonormeées w;(7) (14.54), on choisit

une autre base
v = Z ijkl U
k

Montrer que 'opérateur de champ est

w(i) = bjv(7)

J
3. Montrer que la fonction d’onde (14.62) est identique au déterminant de

Slater (14.41). Suggestion : les niveaux étant rangés dans l'ordre

ap <o << N
montrer que le terme

Uy (1) Uay (T2) ++ Uay (TN)

a le méme signe que dans le développement du déterminant de Slater.

14.5.7 Hiérarchie BBGKY et approximation de
Hartree-Fock

1. On définit la matrice statistique a une particule (& un facteur multipli-
catif N prés) pour un état a N fermions |®y) par

pD(E,7) = (@n [ (7)) (@) Pn) = (@ [pM]7) (14.128)

Montrer que
Trpt) = /dgz PNz 2)=N

Quelle est I'interprétation physique de p(l)(Z, 7)? Eerire Tr pM) en terme de
la fonction d’onde @y (71, T2, -, TN)

pMV(Z,7) :N/d3x2---d3xN SN (G, oy EN)ON(E, Toy -+, TN
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Suggestion : utiliser (14.61). Si |®n) est un état défini par des nombres d’oc-
cupation n; = ng = --- = ny = 1, tous les autres n; étant nuls, montrer
que

P (&, 7) = Zu Tl (7) (14.129)
ou les u; sont les fonctions propres d’un hamiltonien & une particule hy
» [ S . .
hiu; (%) = ™ Vi +U@)| ui(@) = giui(T) (14.130)

En déduire que I'évolution de p™)(Z,¥;t) peut s’écrire
ihdyp) = [ha, pV]

2. La matrice statistique a deux particules (& un facteur multiplicatif
N(N — 1) prés) est définie par

P&, T3 1, G2) = (BN [T (GO (Go)h(F2)(F1)| ) (14.131)

Montrer que p(?) est antisymétrique dans 1’échange &1 « o (ou 71 < #s) et
que la trace partielle sur la particule 2 est donnée par

Try p®) = / &*z pP(#, 2,4, 7) = (N = 1)pM(&,7)

Quelle est linterprétation physique de p®)(Z, ; &, %) ? Donner I'expression de
p'?) dans le cas de fermions indépendants et vérifier que Trop(?) = (N —1)p().

3. On se propose d’obtenir Iéquation d’évolution de p(*) lorsque le ha-
miltonien est donné par (14.63). Montrer que la contribution de W a cette
évolution est

ihd) pH) = / Bz (W (z,2) - W(EZ0) pP (&, 250, 2)
et que ’équation d’évolution compléte peut s’écrire sous la forme
0,V = [, pV] + Trz (W, 2]
Suggestion : justifier I'égalité

(F1Zo|W |1 5) = 0O (&1 — §1)0) (T — o)W (&1, To)

L’équation d’évolution de p(!) fait intervenir p(?), on montrerait de méme que
celle de p( fait intervenir p®), etc. : c’est la hiérachie dite BBGKY?Y.

29. Born, Bogoliubov, Green, Kirkwood et Yvon.
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4. Approximation de Hartree. Pour “briser la hiérarchie BBGKY”, on uti-
lise Papproximation de Hartree : on suppose que p(?) s’exprime en fonction
de p(M), autrement dit on néglige les corrélations a deux particules

PO (&1, Zas 1, ) = pM (&1, 1) p (22, §o) (14.132)
Montrer que I'action de W se réduit alors a celle d’un potentiel & une particule

W) = [ % W(z 200 (22

Soit @;(Z'), les fonctions propres du hamiltonien effectif & une particule

h2
M= - VI U@+ Wern@) h§T(E) = (@)
Montrer que
N
P (@ ) = (7)) (7) (14.133)
i=1

ou les u; vérifient
h? al
—5 VZ4+U&E)+ ; /d?’zaz(Z)W(z, a?)ﬂk(i)] Wi (T) = &;;(T)
Ces équations sont les équations de Hartree. Le potentiel effectif

Z/d?’zuk W (Z, &) (Z)

dépend des fonctions inconnues u;(Z). Pour déterminer les @;, on part de
u; = u; pour calculer Weg et on procéde par itération jusqu’au moment ol
léquation (14.134) est satisfaite; la méthode de Hartree est une méthode
autocohérente.

5. Approximation de Hartree-Fock. L’approximation faite pour obtenir
les équations de Hartree n’obéit pas a la propriété d’antisymétrie de p dans
I’échange ¥ < @5. L’approximation de Hartree-Fock consiste & écrire

PP (&1, To; T, T2) = pV (21, 1) p D (o, To) — pM (Ta, 1) p (T, ) (14.135)

Vérifier que cette hypothése est correcte pour des fermions indépendants.
Montrer que l'on doit ajouter au membre de gauche de (14.134), le terme
d’échange

_Z/dgwk 7,7 )k (Z) i (%) (14.136)
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14.5.8 Approximation semi-classique pour la
condensation dans un piége

1. On se propose d’étudier la condensation de Bose-Einstein pour des
bosons non-relativistes de spin zéro et de masse m, soumis & un potentiel
extérieur U () supposé lentement variable dans ’espace. En examinant le dé-
compte des niveaux dans une boite de volume ¢ telle que U (7) soit lentement
variable sur une distance £, montrer que la densité de niveaux s’écrit

27 (2m)3/2 — S
ple) = I /d% Ve U@ 0l — UF)]
ot O(x) représente la fonction de Heaviside. Une deuxiéme méthode consiste

a utiliser une approximation semi-classique de la densité d’états

dpdr
pe) = e

ole — H(p, )]

Ecrire le hamiltonien H (p,7) d’une particule et retrouver le résultat précédent
pour p(e). Dans le cas de bosons libres confinés dans une boite de volume V,
que vaut U(7) ? Retrouver dans ce cas I'expression usuelle de p(¢).

2. On prend pour U(7) Pénergie potentielle d’un oscillateur harmonique

1
U(r) = 3m w?r?

Calculer p(e). On donne

1
201 212 T
/ duu®(1 —u)"/* = 16
0
Par un choix judicieux du zéro d’énergie, le potentiel chimique peut étre choisi
nul & la transition de Bose-Einstein. Retrouver (14.94).

3. Dans lexpérience de Mewes et al. [1996], des atomes de sodium sont
confinés dans un piége magnétique et leur énergie potentielle est celle d'un
oscillateur harmonique tridimensionnel de fréquence w = 27 x 122Hz; le
nombre d’atomes dans le piége est N = 15 x 10%. Quelle est la tempéra-
ture de transition ? (En réalité le piege est asymétrique, et w représente une
valeur moyenne).

4. Revenant & une énergie potentielle quelconque, montrer que pour 7' =
T la densité de particules en fonction de 7 est donnée par

o (2m)/2 [ v

h3 efe —1

n(r) =
U(7)

Quel choix a-t-on fait pour le zéro d’énergie ? Montrer qu’a la transition

QkaBTC

n(7=0) = <T>m ¢(3/2)



14. Particules identiques 649

si U(7) a un minimum absolu & r = 0. Calculer numériquement cette densité
pour 'expérience de Mewes et al. [1996]. La masse de ’atome de sodium utilisé
dans Pexpérience vaut m = 3.8 x 10~ 26 kg.

14.6 Bibliographie

Pour un exposé trés lucide sur les particules identiques, voir Ballen-
tine [1998], chapitre 17 ou Peres [1993], chapitre 5. Les présentations de
Lévy-Leblond et Balibar [1984], chapitre 7, Feynman et al. [1965], volume III,
chapitre 4, Cohen-Tannnoudji et al. [1973], chapitre XIV ou Basdevant et
Dalibard [2001], chapitre 16 sont également utiles. Le théoréme spin-
statistique est démontré dans Streater et Wightman [1964]. Pour les états
collectifs on pourra consulter Diu et al. [1990], chapitre 4, Balian [1991], cha-
pitres 10 & 12, ou Le Bellac et al. [2004], chapitre 5. On trouvera un ex-
posé introductif sur les condensats de Bose-Einstein dans Cohen-Tannoudji
et al. [2005] et des exposés trés complets dans Cohen-Tannoudji [1999],
Castin [2001], Leggett [2001], ou Pethick et Smith [2002]. Bien que 1’édition
originale de ces deux livres date de prés d’un demi-siécle, la lecture de Pines
et Nozieres [1989] (fermions) et Noziéres et Pines [1990] (bosons) est toujours
aussi stimulante. Enfin, pour un exposé magistral sur les fluides quantiques,
on se reportera a Leggett [2006].






Chapitre 15

Atomes a un électron

Ce chapitre est une introduction a la physique atomique limitée aux atomes
a un électron, le cas des atomes complexes étant renvoyé au chapitre suivant.
Aprés un bref exposé dans la section 15.1 des méthodes de perturbation et
variationnelle, nous discuterons dans la section 15.2 des structures fine et
hyperfine des niveaux d’énergie ainsi que de l’effet d’'un champ magnétique sur
ces niveaux. Enfin, nous donnerons dans la section 15.3 une introduction & un
sujet en pleine expansion depuis les années 1980, la manipulation d’atomes par
laser, en décrivant le refroidissement Doppler et les piéges magnéto-optiques.

15.1 Meéthodes d’approximation

15.1.1 Généralités

En physique classique, il est exceptionnel que 'on puisse résoudre ana-
lytiquement les équations de Newton ou celles de Maxwell, étant donné les
conditions initiales & un temps t = ty et les forces dans le premier cas, les
sources du champ électromagnétique dans le second. En général, on doit avoir
recours & une méthode de résolution approchée : intégration numérique des
équations, méthode de perturbation ou autre. La situation n’est pas différente
en physique quantique : il est exceptionnel que 1’on sache “résoudre I’équation
de Schrédinger” de fagon exacte, c¢’est-a-dire obtenir I’évolution temporelle
du vecteur d’état |¢(t)) en fonction de sa valeur |¢(tp)) & un temps initial
t = tg. Dans le cas ou le hamiltonien est indépendant du temps, ce qui sera
le cas considéré dans cette section, la connaissance de cette évolution tempo-
relle suppose que l'on sache diagonaliser le hamiltonien, c’est-a-dire trouver
ses valeurs propres et ses vecteurs propres. Sauf cas trés particulier (puits
carré, oscillateur harmonique, atome d’hydrogéne. . .), on ne sait pas diagona-
liser exactement le hamiltonien et on doit utiliser des méthodes approchées :
intégration numeérique de I’équation de Schrodinger, méthode de perturbation
ou autre méthode.
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Dans cette section, nous allons exposer la méthode des perturbations indé-
pendante du temps. Cette méthode consiste a utiliser comme point de départ
un hamiltonien Hy que 'on sait diagonaliser exactement, et que ’on perturbe
en lui ajoutant un terme W afin d’obtenir le hamiltonien “exact” H = Hy+ W,
dans le cadre d’un domaine d’approximation prédéfini : ¢f. la section 4.3. On
écrira

H(\) = Hy + \W (15.1)
ot 'on a introduit un paramétre réel A tel que H = Hy si A = 0 et H =
Hy+W si A = 1. Si A — 0, on peut espérer que la perturbation AW est
en un certain sens! “petite” par rapport a Hy. Il peut arriver que ’on puisse
effectivement faire varier A\. Par exemple, si AW correspond & linteraction
d’un systéme atomique avec un champ électromagnétique extérieur, on peut
modifier a volonté la valeur de ce champ extérieur et donc A : A — 0 si le champ
s’annule. Mais, en général, la perturbation est fixée par des données physiques
avec lesquelles on ne peut pas jouer. Dans ce cas, A est un parameétre fictif
que l'on fait varier de facon artificielle, en lui donnant a la fin des calculs sa
valeur physique A = 1. Nous avons déja eu recours a cet artifice dans I’exposé
de la théorie des perturbations dépendant du temps au § 8.5.3, en écrivant la
perturbation sous la forme AW (¢) et en rétablissant A =1 a la fin du calcul.

Nous supposons donc connu le spectre de Hy. Soit Eé") ses valeurs propres
et |n,r) ses vecteurs propres, r étant un indice de dégénérescence comme au
§2.3.1

Hy|n,r) = Eén)|n,r> (15.2)

Nous cherchons les valeurs propres et vecteurs propres de H(A) sous la forme
d’un développement en puissances de X, appelé développement perturbatif.
Si H(A)|p(N)) = E(X)|g(N)), nous écrivons les développements du vecteur
propre |¢o(A)) et de 'énergie E(N)

[e(N) = o) + Alpr) + A|w2) + - (15.3)
E\) = E™ + AB™ 4+ 2B 4 ... (15.4)

SiA=0, |p(A=0)) =|pog) = |n,7) et E = EO"). Notre hypothése implicite
est qu'un développement en )\ existe avec un rayon de convergence non nul,
ou, en d’autre termes, que ’énergie est une fonction analytique de A au point
A = 0. Il est nécessaire de distinguer deux cas.
e La valeur propre Eé") de Hy est simple, et on parle alors de théorie des
perturbations non dégénérée.
e La valeur propre Eé") de Hj est dégénérée avec une dégénérescence N,
et on parle alors de théorie des perturbations dégénérée.
Nous allons traiter successivement ces deux cas, sans entrer dans les détails de
la méthode générale du calcul & tous les ordres en A. Nous nous contenterons

1. Définir rigoureusement qu’un opérateur est “petit” par rapport & un autre est un
probléme mathématique des plus complexes.
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de l'ordre non trivial le plus bas en A, en renvoyant aux ouvrages classiques
pour le cas général.

15.1.2 Cas d’une valeur propre simple de H

Nous partons de Hy|n) = Eén)|n> et posons |@g) = |n) avec {polpo) = 1,
ainsi que Fy = Eé" afin d’alléger les notations. En pratique, nous nous inté-
ressons au développement perturbatif (15.4) de ’énergie et le développement
perturbatif (15.3) du vecteur |¢())) est un auxiliaire de calcul, ce qui nous
permet de fixer [¢(A)) par une condition commode : {¢g|p(N)) = {(@o|wo) = 1.
Avec cette condition, |p(A)) n’est pas en général de norme unité, mais il est
toujours possible de le normaliser si nécessaire. Nous avons, & 'ordre \ inclus,
d’une part

HONIg(N) = Holgo) + AW o) + MHol1)

et d’autre part,

H(N)|p(N)) = (Eo + AE1)[p(N)) = Eoleo) + AE1|po) + AEole1)

d’ot, en identifiant les termes d’ordre A,

Wleo) + Hole1) = Erlpo) + Eoler)

Multipliant a gauche les deux membres de cette équation par le bra (pg| et
tenant compte de (po|Ho = (¢o|FEo, nous obtenons?

E1 = {@o|W|po) (15.5)

ce que 'on peut écrire, en appelant AF; la différence d’énergie entre le cas
A # 0 et le cas A = 0 au premier ordre en A

[AEy = Mo Wigo) | (15.6)

Le terme en A\? n’est pas trés difficile & obtenir (exercice 15.6.1)

2
agg) — e s JEWInE

(15.7)
k
k#n EO E(g )

Comme application, calculons le déplacement des niveaux de 'oscillateur har-
monique & une dimension sous 'influence d’une perturbation anharmonique

en ¢*
2.3

AW = 2\ e (15.8)

2. La formule (15.5) s’obtient immédiatement a partir du théoréme de Feynman-
Hellmann, exercice 4.4.3, équation (4.49).
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Utilisant un résultat de P’exercice 10.4.1, on déduit de (15.6) le déplacement
du niveau n a l'ordre A

AEM = Z Aw (2n* +2n + 1) (15.9)

Meéme si A est petit, le résultat diverge pour les grandes valeurs de n, car plus
n est grand, et plus la fonction d’onde est importante aux grandes valeurs
de ¢, et donc plus leffet de la perturbation en ¢* se fait sentir : la pertur-
bation en AQ* n’est jamais “petite”. Nous avons pris comme hypothése de
départ 'existence d’un développement en puissances de A avec un rayon de
convergence non nul. En pratique, cette hypothése d’analyticité & A = 0 n’est
pas toujours vérifiée, et I'oscillateur anharmonique que nous venons d’exami-
ner en fournit un exemple. En effet, il est facile de comprendre que E(™ ne
peut pas étre analytique & A = 0, car le hamiltonien change brutalement de
nature en ce point. Pour A > 0, il est borné inférieurement et les états liés
sont présents, mais pour A < 0 il n’est plus borné inférieurement et les états
liés disparaissent ! Le développement n’a plus de sens pour A < 0. En fait, le
développement perturbatif est dans ce cas un développement asymptotique,
qui donne de bons résultats pour A > 0 si 'on garde un nombre de termes
suffisamment petit, mais qui diverge si on essaie de le pousser trop loin. Ce
type de développement est bien connu en mathématiques : un bon exemple
en est la formule de Stirling valable pour n > 1

F(n+1):n!:(ﬁ)" 5 <1+i+ L. > (15.10)

e 12n  288n2 7

qui est un développement asymptotique, non convergent, en puissances de
1/n. Il existe des méthodes sophistiquées pour sommer ces développements
asymptotiques®.

15.1.3 Cas d’un niveau dégénéré

Nous passons maintenant au cas d’un niveau dégénéré, en appelant H ("™
le sous-espace de dimension N de la valeur propre Eén) . le projecteur P
sur H(™ s’écrit

N
P = Z [, r)(n,r| (15.11)
r=1

Dans le sous-espace H(™), Popérateur W est représenté par une matrice
N x N déléments W = (n,s|W|n,r) que lon peut diagonaliser.

3. Voir par exemple Zinn-Justin [1989], chapitre 37.
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’q)> de W dans H(™ sont des combinaisons linéaires

(" q) Z Car|n, )

Wiee™™) = E§"’q>|¢é"’q>>

Les vecteurs propres |g00
des |n,r)

Les coefficients ¢4, sont d’ordre zéro en A, puisque 'on a diagonalisé W sans
toucher a la diagonalisation de Hy, qui est un multiple de P'identité dans H (™

Holiof ) = B¢ 1)

La diagonalisation de W dans H(™ donne le résultat correct pour I’énergie
a lordre A. On retrouve les résultats du cas non-dégénéré en prenant la di-
mension de H(™ égale & un. En résumé, a l'ordre \, on calcule les niveaux
d’énergie et les vecteurs propres comme pour un sytéme & un nombre fini N
de niveaux, en diagonalisant la matrice représentative de Hy+ AW dans H (™).
En fait, lapproximation par un systéme a nombre fini de niveaux est souvent
obtenue en négligeant les interactions entre sous-espaces H(™). Remarquons
enfin que les cas quasi-dégénérés sont aussi traités par cette méthode : un
exemple en est donné au § 17.2.3.

15.1.4 Meéthode variationnelle

Nous nous limitons a nouveau a I’étude d’un cas simple, la recherche de
Iénergie de I'état fondamental, en renvoyant aux traités classiques pour l'ap-
plication de la méthode variationnelle & d’autres cas. Soit Ey ’énergie de ’état
fondamental d’un hamiltonien H, |0) le vecteur propre correspondant

H0) = Eo[0)

et |p) un vecteur arbitraire unitaire de I'espace de Hilbert des états. Ecrivons
la valeur moyenne de H dans I'état |p) en décomposant |p) sur la base des
états propres [n) de H, H|n) = E,|n),

(p|Hlp) = Zc en(m|H|n) = X:En|cn|2

On en déduit

(plHl|p) = (O|H[0) = Y (En — Eo)leal® 2 0 (15.12)

n

ol nous avons utilis¢ > |c,[* = 1 et E, > Ey. La méthode variationnelle
consiste a se donner un vecteur d’essai |p(«)) dépendant d’un parameétre a, ou
de plusieurs paramétres oy, que I'on essaie de choisir aussi proche que possible
de la forme supposée de |0). Le résultat (15.12) montre que

(H)(a) = (p(a)|H|p(a)) = Eo
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Dans le cadre de la paramétrisation choisie, le meilleur résultat pour Ej sera
obtenu en cherchant le minimum de (H)(«)

d (H) () =0 (15.13)

do a=aqg

et une borne supérieure sur Fy est

Eoy < (p(ao)[H|p(ao)) (15.14)

Pour comparer deux choix différents |o(a) et |@(8)), on compare les deux
minima et le meilleur choix est celui qui donne la valeur minimale de (H). 11
est immeédiat de généraliser a un vecteur dépendant de plusieurs paramétres

a1, ..., qp @ on cherche le minimum de (H) par
0
H) (o, ... =0
B, e a)|

A titre d’exemple, examinons le calcul variationnel de I'état fondamental
de loscillateur harmonique, en choisissant comme fonction d’onde d’essai une
fonction normalisable de norme unité

(z]p(a)) = palz) = \/ga?’/2 ! (15.15)

72 + a?

Les intégrales nécessaires aux calculs ci-dessous se déduisent de

I(a) = /DO _de (15.16)

2 2
s L+ «

en différentiant I(a) par rapport & o?. Partant de la forme (10.9) du hamil-
tonien de l'oscillateur harmonique, on calcule (H)(«)

(H)(a) = %m/” d l(‘zi) +x2¢§(m>]
1

— 0o

Le premier terme du crochet est 1’énergie cinétique et le second I’énergie po-
tentielle. (H)(c) est minimum pour a? = a2 = 1/V/2 et
hw hw
H)(ow)=—7=>Ey=—
(H)(an) = 22 > By =
Pour @ = ag, I’énergie cinétique moyenne et I’énergie potentielle moyenne
sont égales
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Le choix (15.15) de la fonction d’onde d’essai n’est pas excellent (I’erreur sur
Pénergie est ~ 40 %!), car la décroissance a 'infini de cette fonction d’onde
est beaucoup trop lente. Avec une fonction d’onde d’essai gaussienne, on trou-
verait bien sir le résultat exact hw/2. Un exemple important d’application
de la méthode variationnelle sera donné au § 16.1.1 : le calcul de 1’énergie de
I’état fondamental de ’atome d’hélium.

15.2 Atomes a un électron

15.2.1 Niveaux d’énergie en 1’absence de spin

Au chapitre 9, nous avons étudié le spectre de 'atome d’hydrogene, atome
& un seul électron ; une généralisation immédiate est donnée par les ions He™,
Lit™, etc. Lorsque le nombre d’électrons est différent de un, il n’existe plus
de solution analytique au calcul des niveaux d’énergie. On a recours a des mé-
thodes d’approximation, qui peuvent étre trés précises dans le cas des atomes
légers et en particulier de ’hélium. Un autre cas ou 'on peut utiliser une ap-
proximation simple est celui des alcalins. En effet, en premiére approximation,
un alcalin est un atome ou un électron externe est soumis & un potentiel effec-
tif créé par le noyau atomique et les (Z — 1) autres électrons, appelés électrons
des couches internes. Le spectre est alors semblable & celui de I'atome d’hy-
drogeéne, avec la différence que 1'on n’observe pas de dégénérescence entre des
niveaux de moment angulaire orbital différent car le potentiel effectif n’est
pas en 1/r : dans le cas du sodium, par exemple, le niveau fondamental
est un niveau 3s et le niveau 3p est intermédiaire entre les niveaux 3s et
4s (figure 9.7).

Les spectres des figures 9.6 et 9.7 sont obtenus en négligeant le spin de
I’électron externe ainsi que le spin du noyau atomique. Nous allons traiter
successivement les deux modifications introduites par la prise en compte de
ces spins : la structure fine induite par 'interaction entre le moment angulaire
de I’électron et son spin, et la structure hyperfine induite par l'interaction du
spin nucléaire avec le spin et le moment angulaire orbital de 1’électron.

15.2.2 Structure fine

La structure fine est un effet d’origine relativiste dont I’expression cor-
recte s’obtient & partir d’une équation d’onde quantique et relativiste valable
pour les particules de spin 1/2, ’équation de Dirac* que nous étudierons au
chapitre 19. Dans le cadre d’une description classique, nous allons donner
un argument intuitif, mais qui n’est pas entiérement correct, pour justifier

4. I’équation de Dirac n’est pas la seule équation d’onde quantique et relativiste : une
autre équation relativiste importante est I’équation de Klein-Gordon qui décrit les parti-
cules de spin zéro. Toutefois, aucune de ces deux équations n’est entiérement cohérente :
le mariage de la mécanique quantique et de la relativité exige une théorie des champs
quantifiés.
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I’expression du hamiltonien de la structure fine. Dans le référentiel ou le noyau
est au repos, ou référentiel du noyau, le champ électromagnétique est le gra-
dient du potentiel électrostatique V(r)/g. créé par le noyau et les (Z — 1)
électrons des couches internes, et 1’électron externe se déplace a une vitesse
¥ dans ce référentiel. Dans le référentiel ou il est au repos, I’électron voit le
noyau se déplacer avec une vitesse —v, et compte tenu des lois de transforma-
tion du champ électromagnétique dans un changement de référentiel d’inertie,
cet électron voit non seulement un champ électrique, mais aussi un champ ma-
gnétique donné en fonction du champ électrostatique E dans le référentiel du
noyau par®

.

Fx B~ [1 dV(T)] (i x F) (15.17)

1
c? gec |r dr Me

Ce champ magnétique interagit avec le moment magnétique i = 5§ de I’élec-
tron externe en donnant une énergie d’interaction

de
Me

Wy = —ji-B~——-5.B (15.18)

car le facteur gyromagnétique v ~ ¢./m.. Combinant ces deux équations et

introduisant le moment angulaire orbital [=7x P, on en déduit le potentiel

spin-orbite
m2c |r dr

Weo = (15.19)
Toutefois, notre démonstration est critiquable car nous avons utilisé les for-
mules de transformation entre référentiels d’inertie. Or, le référentiel de 1’élec-
tron est un référentiel accéléré par rapport a celui du noyau puisque 1’électron
tourne autour du noyau. La prise en compte de ce mouvement de rotation se
traduit par un phénoméne de précession du spin, la précession de Thomas®
(exercice 19.6.3), qui réduit d’un facteur deux le résultat (15.19). En fin de
compte, 'expression quantique correcte du potentiel spin-orbite s’obtient en
corrigeant (15.19) par un facteur 1/2 et en remplagant les quantités classiques
let 5 par les opérateurs LetS

1 1dv(r)] » =z
= 2 L. 15.2
W, 2m2c? [7’ dr ] S (15.20)

Evaluons l'ordre de grandeur de la correction aux niveaux d’énergie pour
I'atome d’hydrogéne; comme L et S sont d’ordre & et que V(r) = —e?/r,

5. Dans ’expression (15.17), on a utilisé I’approximation v < ¢ : la formule exacte
contient un facteur (1 —v?/c2)~1/2,

6. Comme le “paradoxe” des jumeaux de Langevin, auquel elle est d’ailleurs reliée, la
précession de Thomas est un phénoméne de relativité restreinte, et non de relativité générale,
bien que dans les deux cas, on utilise des référentiels accélérés.
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nous obtenons dans un état n

W h2e? /1 h2e? - e? e2\? 1 - a’R
(Weo) ~ 2m362<r3> - 2m2c2ndal (2@0) (hc) n3  n3

ou nous avons introduit le rayon de Bohr ag, la constante de structure fine
a et la constante de Rydberg R : voir (1.46)—(1.48). Les corrections aux
niveaux d’énergie sont donc de I'ordre de a? en valeur relative, ce & quoi on
s’attend pour des corrections relativistes, car’(v/c)? ~ a?.

Examinons I'effet du potentiel (15.20) sur un niveau (nl), de nombre quan-
tique principal n et de moment angulaire orbital [. Comme l'effet sur les ni-
veaux est faible, ~ a?, on L pourra utiliser la théorie des perturbations. Ni le
moment angulalre orbltal L ni le spin S ne commutent avec Wso. En revanche
I'opérateur scalaire L - S commute avec le moment angulaire total J=L+8
et de plus, comme [L2, L] = 0 et [L2, f(r)] = 0, le potentiel (15.20) commute
avec L 2. ce qui entraine qu’il ne relie pas des niveaux de [ différent. En résumé,
le potentiel spin-orbite est diagonal dans une base [I1/2 jm; ). En 'absence
du potentiel spin-orbite, la dégénérescence du niveau (nl) est 2(20 + 1) et il
faudrait en principe appliquer la théorie des perturbations d’un niveau dégé-
néré. Mais dans le cas présent la situation est trés simple, car on connait déja
la base |[1/2 jm;) ot Wy, est diagonal. Le potentiel spin-orbite va partielle-
ment lever la dégénérescence. En effet, deux valeurs j =1+ 1 / 2 du moment
angulaire total sont possibles, et d’aprés (9.138), en utilisant J2 = (L + )2

2
L-S= 7[j(j +1) =11+ 1) —s(s+1)] (15.21)
soit
Lo h2 1
L-S= ——(@1+1) j=1-=
h22 f (15.22)
L-§S= +— B
S +2l J l+2

Les états de moment angulaire total j = [ —1/2 et j = [ 4+ 1/2 ont donc
des énergies différentes et le potentiel spin-orbite léve partiellement la dégé-
nérescence. Naturellement, chacun des deux niveaux d’énergie correspondants
posséde encore une dégénérescence (2j+1). Notons que le potentiel spin-orbite
n’affecte pas les ondes s (I = 0).

Comme cas particulier, examinons le niveau 2p (I = 1) de I’hydrogéne.
Les deux valeurs possibles de j sont j = 1/2 et j = 3/2. Les niveaux corres-
pondants sont notés 2p; /5 et 2pz/p. La transition 2p — 1s est dédoublée, ce
qui est facilement confirmé en spectroscopie. Dans le cas de 'hydrogeéne, les
niveaux 2s;,5 et 2p; 5 restent confondus a I'approximation de I’équation de

7. Pour un noyau de charge Z et un électron unique (v/c)? ~ (Za)2.



660 Physique quantique : Exercices et applications

Dirac. La différence d’énergie avec le niveau 2ps /o est ~ 4.5 x 107% eV, ce qui
correspond a environ 10 GHz en fréquence. Le calcul d’ordre de grandeur pré-
cédent donne pour cette différence d’énergie ~ a? Ry, /8 ~ 1074 eV, en accord
qualitatif avec I'expérience. Cependant, ’expérience montre que, contraire-
ment a la prédiction de I'équation de Dirac, les niveaux 2s;/5 et 2p;/p ne
sont pas confondus : le niveau 2p; /o est plus bas de ~ 5 x 1075V, ce qui
correspond a environ 1 GHz. Cette différence, appelée déplacement Lamb,
s’explique par des effets d’électrodynamique quantique, la théorie quantifiée
du champ électromagnétique et du champ électron-positron.

La notation précédente (nl); se généralise aux niveaux plus élevés : pour
une onde d (I = 2), les valeurs possibles de j sont 3/2 et 5/2 et les niveaux
sont notés nds /s, nds/o. Pour une onde f (I = 3), on aura des niveaux nfs /o
et nfr/2, etc. Un exemple classique de spectroscopie est le dédoublement de la
raie jaune du sodium, qui correspond & une transition 3p — 3s : les deux raies
sont notées D1 & 589.6 nm et Do a 589.0 nm. En général, le niveau j = [+ 1/2
est plus élevé que le niveau j = [ — 1/2 car la valeur moyenne (dV/dr) > 0,
mais il y a quelques exceptions. Dans le modéle en couches du noyau, ou
le potentiel spin-orbite joue un role crucial, cet ordre est systématiquement
inversé (exercice 16.4.4).

15.2.3 Effet Zeeman

La dégénérescence (2j + 1) du niveau (nl); est levée en plongeant I’atome
dans un champ magnétique constant B :cest Ueffet Zeeman. Cet effet provient
de l'interaction du champ magnétique avec le moment magnétique orbital
di au mouvement de 1’électron sur son orbite, et également avec le moment
magnétique associé au spin de cet électron. Le moment magnétique associé a L
est donné par le facteur gyromagnétique classique (3.30) v = ¢./(2m.), tandis
que le facteur gyromagnétique du spin est ~ ¢./m.. L’énergie d’interaction se
déduit du couplage d’un moment magnétique avec le champ®

qe - = —
W =— L+2S)-B 15.23
S (L +29) (15.23)

On choisit habituellement B paralléle a4 Oz

q.B
W =—
2

(L. +25.) (15.24)

€

Lorsque ’énergie Zeeman (15.23) est suffisamment petite par rapport & I’éner-
gie caractéristique de la structure fine du niveau considéré, on peut utiliser la
théorie des perturbations non dégénérée dans chaque niveau (nl);. Si tel n’est
pas le cas, il faut diagonaliser simultanément le hamiltonien de la structure

8. Toutefois, cet argument ne donne que le terme dominant de I’interaction : voir ’exer-
cice 15.4.5 pour une justification détaillée de (15.23).
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fine et celui de l'effet Zeeman : exercice 11.6.2. Nous nous plagons dans le cas
ou leffet Zeeman est petit. Les éléments de matrice de la perturbation dans
le niveau (nl); de (15.24) sont

. pB ) ]
Wity = —;7 (nljm|L. + 28, |nljm’) (15.25)

Les opérateurs L et S sont des opérateurs vectoriels, et d’aprés le théoréme
de Wigner-Eckart (9.150) pour ces opérateurs, les éléments de matrice sont
donnés, par exemple pour L, par

(nljm| i) = 2=gs GIICT- D))t i)

R

gl

)) S
Utilisant

S?2=(J—L)? et L*=(J—-5)?
pour exprimer J-SetJ- E, on obtient

. .3

(- (E+28) =3 !

o 1 = -
J24+ =82 _I7
+2 2

et on en déduit

mh
2j(5+1)

:mﬁb+551500+n+§—w+nﬂ&m'

(nljm|L. + 28, |nljm’) = [3j(j+ 1)+ Z T, 1)} P

Le résultat final s’écrit sous la forme

nlj qeB
erz’z’ =9 2

mhdmm, (15.26)

€

Dans le cadre de notre approximation, les déplacements des sous-niveaux
Zeeman sont linéaires en B. Ils sont controlés par le facteur de Landé g

3
g=1+ JG+D+7-U+1) (15.27)

2j(j+1)

On interpréte physiquement gq./(2m.) comme un facteur gyromagnétique
effectif. Pour un électron libre dans un champ magnétique, nous avons vu que
le facteur de Landé était égal & 2; c’est aussi le cas pour une onde s, ainsi
qu’on peut le vérifier en posant [ = 0 dans (15.27).
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15.2.4 Structure hyperfine

Un effet encore plus fin, de l'ordre de 107% en valeur relative, est da a
Iinteraction du moment magnétique du noyau atomique avec le moment ma-
gnétique orbital et le moment magnétique associé au spin de 1’électron externe.
L’interaction entre un dipole magnétique nucléaire et un dipole magnétique
électronique est a priori plus faible que l'interaction entre deux dipoles élec-
troniques par un facteur ~ 1073 : en effet, le magnéton de Bohr nucléaire
UNn = gph/(2my) est plus petit que le magnéton de Bohr up = [ge|h/(2m.)
par un facteur my,/m. ~ 2000. Rappelons les expressions des opérateurs mo-
ments magnétiques de 1’électron et du proton

— —

. = S, = S
fe = YeSe = —2/13? Hp = VpSp = 5.59/¢pr (15.28)

On montre en électrodynamique classique® que le champ magnétique B (7)
d’un dipole ponctuel ji,, a 'origine des coordonnées vaut

B) = — 22 [ — 8- 1] + 257 (15.20)
r 3

On peut écrire comme dans (15.23) I’énergie du moment magnétique orbital
et du spin de I’électron externe dans ce champ magnétique. Nous allons nous
limiter au cas ou I’électron est dans une onde s, cas ou seul est & prendre
en compte le moment magnétique de spin : dans une onde s, il n’y a pas de
contribution du moment angulaire orbital au moment magnétique de ’atome.
De plus, le terme entre crochets dans (15.29) donne une contribution nulle. En
effet, si l’on calcule en théorie des perturbations ’énergie magnétique (W') =
—(fe - E) correspondant & l'interaction du moment magnétique électronique
dt au spin en prenant en compte le terme entre crochets de (15.29), on trouve
pour une onde s, dont la fonction d’onde ¢(r) dépend seulement de r

<W’> = 5_7?' /d3r |g0(r)|2 ri?) [(ﬁn . ﬁe) _ S(ﬁn 'f')(ﬁe 72)]
3
= 5_7?' <’I"i3> |:(ﬁn . /Ie) -3 Azz:l ,unz/lej_[”:|

Pour obtenir la deuxiéme ligne de I’équation précédente, on a découplé la
partie radiale de I'intégrale du second terme du crochet de sa partie angulaire

en écrivant - 40
/dgr:47r/ 7"2dr/—
0 4m

L’intégrale radiale donne

e 1 1
2 24
47r/0 redr|o(r)] i <r_3>

9. Voir par exemple Jackson [2001], section 5.6.
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L’intégrale angulaire I;; vaut

dQ . 1
Iij Z/ET’Z‘T]‘ :gdij

Pour le montrer, on observe que le seul tenseur d’ordre deux invariant par
rotation que l'on peut former avec les indices (4, j) est d;;

Iij = Céij et Z(Sijlij =1
ij
ce qui montre que ¢ = 1/3 et que les deux termes de (W’) se compensent.
Il reste donc uniquement le terme dit de contact

2 — — —
Weontact = _$ Hn * He 5(7‘)
2 a o —
go TnYe(Sn - Se) () (15.30)

Nous prendrons comme exemple de structure hyperfine celle de I'état fonda-
mental de 'atome d’hydrogene : p,, — pp, n =1, 1 = 0. Le vecteur d’état est
le produit tensoriel d’une fonction d’onde spatiale déduite de (9.94)

1 T
o(r) = exp | —— 15.31
A= oo (1) (15.51)
et d’une fonction d’onde de spin, produit tensoriel d'un vecteur d’état dans
I’espace de spin de 1’électron et dans celui du proton. La partie spatiale et
la partie de spin sont entiérement découplées. On prend d’abord la moyenne
pour la partie spatiale

240 8 &
<Wcontact>spat = 5 "/n"/e|$0(0)|2(5p ! Se)
=2(S,-5.) (15.32)
La constante A vaut

2 1
A= %(2,“3)(5 50/v) — = 5.87 x 10~ eV
O

Le hamiltonien effectif est donc A(S,-S.)/h?, qui agit dans 'espace de Hilbert
a quatre dimensions produit tensoriel des deux espaces de spin. En I'absence
de perturbation hyperfine, le niveau fondamental 1s; /5 de I'atome d’hydrogéne
posséde une dégénérescence d’ordre 4. Il faut diagonaliser A(S, - S.)/h2 dans
ce sous-espace, ce qui est immédiat si I’on introduit le spin total S = S + S
et 'identité
2
5, 8. =1 (955 =1

[s(s +1)— g] (15.33)
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Suivant les résultats du § 9.6.1, les deux valeurs possibles de s sont s = 1 (état
triplet) et s = 0 (état singulet). Les valeurs propres du hamiltonien sont

1

s =1 état triplet Eip = Eo + 1 A
3

s =0 état singulet Eging = Eo — 1 A

ou FEy est I'énergie en 'absence d’effet hyperfin, et les vecteur propres sont
donnés par (9.125) et (9.126). Les deux niveaux sont distants de A o~
5.87x 1079V, ce qui correspond & I’émission d’un photon de longueur d’onde
de 21 cm quand 'atome passe du niveau triplet au niveau singulet. Bien que
la, durée de vie du niveau triplet soit trés longue : 107 années, et qu’elle soit
a priori difficile & observer, elle est d’une grande importance en astrophysique.
Elle a donné des informations fondamentales'® sur les nuages d’hydrogéne ato-
mique interstellaire qui consituent de 10 & 50 % de la masse de la galaxie, en
permettant les mesures des distributions de masse, vitesses, champs magné-
tiques, etc.

15.3 Manipulation d’atomes par laser

15.3.1 Equations de Bloch optiques

On sait depuis longtemps que la lumiére exerce des forces sur la matiére,
I'exemple le plus connu étant la pression de radiation. Cependant, lorsque
la lumiére provient de sources conventionnelles, ces forces sont trés faibles,
et c’est seulement depuis les années 1980 que 'utilisation des lasers a permis
d’exercer des forces importantes sur un atome, forces qui peuvent aller jusqu’a
10° fois la force de pesanteur! Une application particuliérement intéressante
est le refroidissement laser, dont nous donnerons un exemple élémentaire au
§ 15.3.3. Nous utiliserons le modéle de 'atome a deux niveaux : deux niveaux
atomiques E, et E}, (E, > E,) sont séparés de E, — E, = hiwp. On supposera
que E, est le niveau fondamental de I’atome, ou bien un niveau métastable
dont la durée de vie est suffisamment longue pour ne pas intervenir dans la
discussion. Cet atome est placé dans une onde électromagnétique créée par
un laser dont le vecteur d’onde & est paralléle & Oz et dont la fréquence w est
proche de la fréquence de résonance : w ~ wy. Comme au § 5.3.2, on appelle
désaccord la différence § = w—wy. Le champ électrique a la position de I’atome
est de la forme

E = &,Eqycoswt (15.34)

10. Pour plus de détails, voir par exemple Basdevant et Dalibard [2001], chapitre 13.
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On ignore, pour le moment, les degrés de liberté de translation de ’atome,
en le supposant infiniment lourd!!. Dans ces conditions, le hamiltonien H est
donné par (5.54)

h
——wy —dFEycoswt
H= 2 (15.35)
—dFEq coswt 5 wo

Les lignes et les colonnes sont dans l'ordre (a, b), le zéro d’énergie en 1’absence
de champ a été choisi & mi-chemin entre E, et F} et d est I’élément de matrice
(l_j - €s)ap de la composante suivant €5 de 'opérateur moment dipolaire élec-
trique entre les deux niveaux. On introduit, comme au § 5.3.2, la fréquence
de Rabi w;

dEy

h

Le signe moins tient compte de la charge négative de ’électron, de sorte que
w1 > 0. Avec cette définition, on peut récrire H en fonction des matrices de
Pauli o et o3

(15.36)

w1 =

1
——wp wicoswt 1
H= 1 = ——wpos + (wy coswt)oy = -a  (15.37)
w1 coswt B wo 2

St =

En général, I'état quantique de 'atome sera décrit par un opérateur statistique
p. En effet, 'atome est en interaction permanente avec le champ électroma-
gnétique quantifié, et méme si ’ensemble champ-+atome était dans un état
pur, I’état de I’atome ne serait pas un état pur : comme nous l’avons vu
au § 11.1.2, I’état de 'atome est décrit en prenant la trace partielle sur les
variables du champ, et le résultat est un opérateur statistique, 'opérateur
statistique réduit de ’atome, représenté par une matrice 2 x 2 agissant dans
I’espace & deux dimensions de 'atome & deux niveaux, et non un vecteur de
cet espace. Suivant le § 11.1.3, nous écrivons la matrice statistique en fonction
d’un vecteur réel 5, le vecteur de Bloch, tel que b <1

1 3 1 Lo
p=3 (I—l—;mbi) =3 (I—i—a-b) (15.38)

Suivant les notations usuelles, on appelle (u, v, —w) les composantes du vec-
teur de Bloch : u = by, v = bs et w = —bs. On peut aussi écrire p sous forme
matricielle explicite

1 _ 1 _ _ _j
p:(Q 5 (Pob = Paa) Pab >:l(1 wu w) (15.39)

Pha 5+ 3o —paa)) 2 \utivltw

11. Plus précisément, on traite classiquement les degrés de liberté de translation, ce qui
suppose que ’on doit avoir Al' > Egr, ou I' est la largeur de raie et Er I’énergie de recul
définie en (15.68). On suppose aussi le milieu suffisamment dilué, afin de pouvoir négliger
les collisions entre atomes.
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Dans I’écriture de p, nous avons tenu compte de la condition pgq + ppp = 1. La
quantité w = ppp — pae mesure la différence de population entre les niveaux Ej
et F, : si l'on dispose d’une collection de N atomes, en moyenne A p,, seront
dans I'état F, et N py, dans I’état . Les éléments de matrice non diagonaux
Pab = Py, sont les cohérences. La présence de cohérences non nulles, c’est-a-
dire de phases, est bien sir le signal d’effets quantiques.

L’équation d’évolution de p est donnée par (11.33)

p=r [H.p (15.40)

Le commutateur dans (15.40) se calcule aisément en utilisant (3.52)

-, -,

[6-a,d- b =2id - (dxb)
On obtient
U = wov
U = —wou + 2wiw coswt (15.41)
w = —2wqv cos wt

Il sera commode, afin de compléter ces équations et de justifier une approxima-
tion ultérieure, de les récrire en fonction de la cohérence r = pgp = (u —iv)/2

W = —2iw; (r — r*) coswt (15.42)

7 = lwor — lwyw cos wt (15.43)

Ces équations d’évolution de la matrice statistique sont hamiltoniennes,
c’est-a-dire régies par une loi du type (15.40) dépendant d’un hamiltonien ;
on dit aussi que évolution est unitaire (ou hamiltonienne), car (15.40) est
équivalent a

p(t) = U(t,0)p(t = 0)U'(t,0)

ot U(t) est I'opérateur unitaire d’évolution (4.14). Cependant, ces équations
sont en fait incomplétes : l'interaction de 'atome avec son environnement
conduit & des équations qui ne sont pas de la forme (15.40), et donc a une évo-
lution non hamiltonienne. C’est I’ensemble atome+environnement qui obéit a
une évolution unitaire, et si I’on s’intéresse seulement aux degrés de liberté de
I’atome, I’évolution n’est plus hamiltonienne : 'atome est un systéme quan-
tique ouvert. Ce type d’évolution a déja été rencontré dans la section 11.4, et
il sera traité en toute généralité au chapitre 18. Nous allons nous limiter au cas
ou 'environnement de 'atome est uniquement le champ électromagnétique,
ce qui est une excellente approximation pour des atomes piégés par des lasers
qui forment un milieu dilué, mais il pourrait y avoir d’autres sources d’évo-
lutions non hamiltoniennes, comme des collisions avec d’autres atomes dans



15. Atomes a un électron 667

un milieu dense!2. Le calcul fondé sur (15.40) tient compte de l'interaction
avec le champ laser, et donc de I'absorption et de I’émission induites, mais
non de l'interaction avec le champ quantifié : il néglige I’émission spontanée.
En raison de I’émission spontanée, ’atome dans le niveau Ej tend a revenir
dans le niveau F, en émettant un photon avec une probabilité I" par unité
de temps (cf. le § 11.4.3). L’équation différentielle donnant pp, doit donc in-
clure dans son second membre un terme —I'pyp, qui conduirait, en ’absence
de champ laser, & une décroissance exponentielle de la population du niveau
Ey en exp(—T't). On en déduit que le membre de droite de I’équation dif-
férentielle pour w contient un terme en —I'(w + 1). Les cohérences doivent
également décroitre car, en I’absence de champ laser, ’atome revient dans son
niveau fondamental E, pour ¢t > 7 = 1/T", et la matrice statistique a pour
seul élément non nul p,, = 1. Nous avons montré au § 11.4.3 que le taux de
décroissance des cohérences est, dans le cadre de nos approximations, égal a
I'/2. Les équations (15.42) et (15.43) deviennent donc

W = —2iwy (r —r*)coswt — T'(w + 1) (15.44)
7 = lwer — lwyw coswt — 57 (15.45)

Nous allons transformer ces équations en utilisant comme au § 5.3.2 "approxi-
mation séculaire. On remarque que si w; < wy, 'équation (15.45) implique que
r ~ exp(iwpt) alors que w est lentement variable. Ecrivant coswt sous forme
d’exponentielles complexes et négligeant les termes rapidement variables en
exp(£i(w + wo)t), les équations (15.44)—(15.45) deviennent

W= —iw (e Wy —e @) —T(w+ 1) (15.46)
i . . r
7 = lwer — %wlw (e +e™") — 57 (15.47)

Dans le second membre de (15.46), tous les termes sont lentement variables.
Pour mettre en évidence I’évolution temporelle des termes du second membre
de (15.47), on pose

eflwt r= ’I"/ e —iwt 7" — iwr’ + 7;/

ce qui donne, en multipliant (15.47) par exp(—iwt)

i _ I
7 =i(wp —w)r’ — %wlw (1 + e721“’t) -3 r

L’approximation séculaire consiste a négliger dans cette équation le terme
rapidement variable exp(—2iwt). On aboutit donc au systéme d’équations dif-
férentielles, les équations de Bloch optiques
W= —iw (' —7"") = T(w+1) (15.48)
¥ =i(wo —w)r’ — %wlw -3 r’ (15.49)

12. Un exemple est le milieu actif pour un laser, qui est décrit par des équations de Bloch
optiques analogues a (15.44)—(15.45) : voir par exemple Mandel et Wolf [1995], chapitre 18.
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15.3.2 Forces dissipatives et forces réactives

Lorsque l'atome interagit avec le champ laser pendant un intervalle de
temps t > 7, on atteint un régime stationnaire (ou permanent) w = 7 = 0,
ou il est facile d’écrire la solution du systéme différentiel (15.48)—(15.49). En
passant par ’étape intermédiaire

’I“/ iwlw/2
S j(wp —w) —T'/2

on trouve pour la valeur stationnaire wy de w

(w—wp)?+T?%/4
(w—wo)?+T?/44+w?/2

(15.50)

Wst = —

On en déduit pp, = (1 4+ ws)/2 < 1/2 : il ne peut pas y avoir d’inversion de
population, c’est-a-dire de situation otu le niveau excité est plus peuplé que le
niveau fondamental. Le résultat stationnaire pour 7’ est

, dwg /2 —i(w —wo)
= — 15.51
BT w—wo)? 124+ wP)2 (15.51)

Il est commode d’introduire le paramétre de saturation, s, proportionnel &
Pintensité Z du laser (rappelons que le désaccord 6 = w — wy)
w?/2

__ w2 g 15.52
ST e (15.52)

ce qui permet de récrire

1 s L) (L
st = = (1 ) = —————— %= — 5 —10 15.53
Pbb st 2( + wst) 2(1+s) st w1 <1+3> (2 1> ( )

Ces résultats permettent d’obtenir les forces exercées par la lumiére laser sur
un atome en régime permanent. Un argument simple permet de trouver 1’équi-
valent de la pression de radiation sur I’atome : comme en régime permanent,
la probabilité de trouver un atome dans ’état excité Ly est ppp.st, le nombre
moyen de photons spontanés émis par unité de temps est

<dN

I' s
— =T pppst =
dt > Pobsst

— 15.54
21+s (15.54)

Ces photons sont émis de fagon isotrope et contribuent & un mouvement désor-
donné de 'atome, que nous étudierons dans la sous-section suivante. Mais,
I'atome une fois revenu dans son état fondamental absorbe un photon du
champ laser, et ces photons ont tous leur impulsion hk dans la méme direc-
tion. Le nombre de photons absorbés est le méme que le nombre de photons
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émis spontanément, et I’atome est soumis a une force dissipative due a 1’ab-
sorption de photons égale a la variation d’impulsion par unité de temps

= . =/dN\ T s T w?/2
Faiws = hi( =) = hk <1+s) =W mrearea| 1559

Lorsque le parameétre de saturation s > 1, 'accélération @ approche sa valeur
maximale
B hk T
Omax = 77 &
M 2
ot M est la masse de 'atome. Pour la raie Dy du sodium, I'™! = 1.6 x 10~%s
et amax ~ 10°ms™2, environ 10° fois I’accélération de la pesanteur.

Nous allons retrouver le résultat (15.55) pour la force dissipative en exa-
minant la force exercée par le champ électromagnétique (15.34) sur le dipole
atomique. La forme de 'opérateur dipdle dans l’espace & deux dimensions de
latome a deux niveaux est D = doq, et, d’aprés (11.3), sa valeur moyenne est

(15.56)

(D) = dTr(po1) = d(pab + pap)
=d(r+r*)=d(re*" + 1" e )
2ds

r
= oiis | 2 sinwt 4 ¢ cos wt (15.57)

ol nous avons utilisé 'expression (15.53) de r’ en régime permanent. Cette
valeur moyenne du dipéle exhibe un terme o coswt en phase avec le champ
(15.34) et un terme en quadrature de phase  sinwt. Le travail dIW/d¢ fourni
par unité de temps par le champ (15.34) sur le dipole, ¢’est-a-dire la puissance
fournie & ’atome!3, est

Compte tenu de (15.57) qui donne immeédiatement d(D)/d¢

d 2dswFy |T
d—VIIf/ = —ﬁ [5 cos? wt + & sin wt cos wt (15.58)

et en prenant la moyenne temporelle

dWw 2dswEky T hws T
JRR— e —_ = — 1 .
<dt> wi(l+s)4 1452 (15.59)

13. Il est utile de se souvenir de l'oscillateur harmonique forcé élémentaire & une
dimension
a'é—l—'yab—f—ng = fcoswt
La puissance fournie a loscillateur est f(coswt)dx/dt. La correspondance avec le présent
probléme est donnée par f — Eg et © — (D).
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Le nombre de photons absorbés par seconde est

dN\ 1 ,dW\ T S

<dt>_hw< dt >_2 <1+s)
en accord avec (15.54). L’étude élémentaire de 'oscillateur harmonique forcé
montre que c’est la composante de I’élongation en quadrature de phase avec
la force externe qui est responsable de la dissipation par frottement, d’ou
P'expression “force dissipative” pour la pression de radiation. La partie en
phase avec le champ est appelée “réactive”. Le modéle que nous avons étudié
ne contient aucune dépendance spatiale, et dans ce cas, la valeur moyenne du
terme de (D) en phase avec le champ ne produit aucun travail. Pour obtenir un
résultat non nul, il faut introduire une dépendance spatiale. On montre alors
(exercice 17.5.9) que la composante réactive de la force dépend du gradient
de la fréquence de Rabi

Ao Vei(®)/2
At T Y 62 4 T2 /4 + w22

(15.60)

La force réactive est nulle dans une onde plane, ou la fréquence de Rabi wq
est indépendante de 7. Elle ne transmet aucune énergie aux atomes. Si, par
exemple, la variation spatiale de la fréquence de Rabi est due a 'utilisation
de plusieurs ondes laser, la force réactive a pour effet de redistribuer I’éner-
gie entre les différentes ondes. Contrairement a la force dissipative, la force
réactive ne sature pas lorsque s — oo.

La force réactive dérive d’un potentiel

o 1T (7 o ho w3 (7)/2

Pour § < 0, une région olt w?(7) est maximum apparait comme un puits de
potentiel attractif pour 'atome. Dans un champ laser inhomogéne, ’atome
est attiré vers les régions de forte intensité. Ceci est mis & profit dans de nom-
breuses applications pratiques ou ’on manipule des objets microscopiques;
on fabrique ainsi des “pincettes optiques”, qui permettent par exemple de ma-
nipuler des brins d’ADN.

15.3.3 Refroidissement Doppler

Une application importante de la force dissipative (15.55) est le refroi-
dissement Doppler des atomes. Ceux-ci sont modélisés comme précédemment
par un systéme a deux niveaux séparés de fwgy. Les atomes sont localisés
dans des faisceaux laser provenant de directions opposées avec une fréquence
identique w proche de la résonance wp, mais telle que w < wy, c’est-a-dire
avec un désaccord 6 = w — wp < 0. Afin de simplifier la discussion, nous
nous limitons au refroidissement suivant un axe que nous prendrons comme
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K %) -k
AR 52 0

faisceau laser ( /E’) atomes faisceau laser (— E)

F1G. 15.1 — Principe du refroidissement Doppler.

F1G. 15.2 — Cycle de fluorescence.

axe des z, et a deux faisceaux lasers dont les vecteurs d’onde sont k | et
—k || —2 (figure 15.1). Pour un refroidissement suivant les trois dimensions
d’espace, il faudrait prendre six faisceaux laser, deux suivant chaque axe, avec
des vecteurs d’onde opposés. Nous allons nous placer dans le cas d’un para-
métre de saturation s < 1, ce qui permettra de négliger le terme wf dans le
dénominateur de (15.55).

Un atome dans le champ des lasers subira des cycles de fluorescence. Un
cycle de fluorescence comprend 'absorption d’un photon d’un des deux lasers
par un atome dans son état fondamental, ce qui envoie cet atome dans son état
excité, suivi de ’émission spontanée d’un photon qui remet ’atome dans son
état fondamental (figure 15.2). Soit n(v), le nombre de cycles de fluorescence
par seconde que subit un atome de vitesse v (dirigée suivant ’axe des z puisque
notre discussion est limitée a une dimension), avec absorption de photons
de vecteur d'onde +k, et n_(v), le nombre de cycles de fluorescence avec
absorption d’un photon de vecteur d’onde —k. Si un atome se dirige vers la
gauche (v < 0), il verra par effet Doppler des photons de fréquence w — kv
§’ils proviennent du faisceau —|—E, et de fréquence w + kv s’ils proviennent du
faisceau —k. En raison du désaccord négatif (w < wp), les photons de vecteur
d’onde +k seront plus proches de la résonance et absorbés en plus grand
nombre que les photons de vecteur d’onde —E, qui sont eux, au contraire,
plus éloignés de la résonance. Ceci donnera pour ces atomes une force dirigée
vers la droite. Inversement, pour des atomes se dirigeant vers la droite (v > 0),
la force sera dirigée vers la gauche. En résumé, les atomes se dirigeant vers la
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gauche absorberont préférentiellement les photons de vecteur d’onde —l—lg7 les
atomes se dirigeant vers la droite absorberont préférentiellement les photons
de vecteur d’onde —k : dans les deux cas, les atomes seront ralentis et nous
voyons apparaitre une force de type visqueux, et c¢’est pourquoi on parle parfois
de “mélasse optique”. La force moyenne sur un atome de vitesse v est

(F) = hk[ny (v) — n_(v)] (15.61)
avec - I w%
T4 (0T kv)2+T2/4

Développons (15.62) en puissances de la vitesse a 'ordre v

n+(v) (15.62)

(15.63)

o (0) = Lt/ [ 26kv ]

52 +12/4 52 +12/4

Cette équation donne le nombre moyen ng de cycles de fluorescence par se-

conde . Fu? /4 -
— — wl . =
no = 3 (ne(v) +n_(v)) = EEN YT s (15.64)
et la force, proportionnelle &

46kv
ne(v) = n-0) =10 oy

qui vaut

4hék? -

(F) = hik(n4(v) — n_(v)) = nov FTe k (15.65)

Le coefficient de viscosité v est défini par

(31—: = —yv (15.66)
et sa valeur se déduit de (15.65)
RGN
=35 = TN BT (15.67)

qui est un nombre positif car § < 0. Si 'on prend ng constant, le coefficient
de viscosité est maximal pour § = —I"/2
4hk52 8’/10 52/{}2 8’/10
max — no = —= I
7 MT " T R0 2M AT R

(15.68)

L’énergie Er = M v%% /2 est appelée énergie de recul : c’est énergie cinétique
de recul lorsque I'atome initialement au repos émet un photon d’impulsion
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hk, et c’est aussi I'énergie acquise par un atome initialement au repos qui
absorbe un photon d’impulsion hk. La vitesse vgr est la vitesse de recul. Don-
nons quelques valeurs numériques pour le rubidium. La longueur d’onde de
la transition est A = 0.78 um, la largeur de raie I' = 3.7 x 107s™!, la masse
de 'atome M = 1.41 x 10~* kg. Ces valeurs correspondent & une énergie
R = 2.4 x 1078V, une vitesse de recul vg = hk/m = 5.8 x 1073 ms™! et
une énergie de recul Er = 1.5 x 107 eV, et donc & une température de recul
Tgr = ER/kB =1.7x10""K.

.

b L-_-_ .

F1G. 15.3 — Séquence de cycles de fluorescence.

Avec ces valeurs numériques typiques, on trouve
vy 5x 107309 =2.5x 1072 T's

On peut choisir le paramétre de saturation s < 1 de telle sorte que

I<ng! <!

Dans ces conditions, il existe trois échelles de temps bien distinctes dans le
probléme (figure 15.3). La relation I'™! < ng ! montre que les cycles de fluo-
rescence ne se recouvrent pas et sont indépendants. Considérons un intervalle
de temps 6t, avec ™! <« 0t < v~ 1. Soit N le nombre de cycles de fluores-
cence £k dans cet intervalle §t. La condition 6t < v~ ! implique que la vitesse
v de 'atome n’a pas le temps de varier de fagon appréciable sous 'action de la
force de viscosité pendant Uintervalle ¢ et on pourra faire des moyennes sur
cet intervalle, avec (Ni) = ny (v)dt. Soit p(N;, N_;dt) la probabilité d’ob-
server Ny cycles +k et N_ cycles —k pendant dt. L’indépendance des cycles
de fluorescence permet d’écrire pour cette probabilité une loi de Poisson

(N )™+ (N)N- exp[—((Ny) + (N-))]

p(N+7N—;5t): N+'N_'

Désignons par fiqi, ... hqv, +n_) les Ny + N_ impulsions des photons émis
spontanément par I’atome dans l'intervalle 0t et AY leur somme

hY = ﬁql + ~-~+hQ(N++N,)
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Les photons émis ne sont pas corrélés entre eux et (Y) = 0. La variation
moyenne d’impulsion pendant le temps 0t est due uniquement aux photons
absorbés

(p(ot)) = (n4(v) — n_(v))hkdt (15.69)

Evaluons maintenant la variance de p(&t)

Ap?(8t) = (p*(3) — (p(61))? )

Comme les photons spontanés ne sont pas corrélés avec les photons absorbés,
(Yk) = 0 et on peut traiter séparément les deux contributions. La contribution
a la variance des photons absorbés est

AP?(6t)abs = 52k2<(N+ CN_Y? - ((Ny) — <N_>)2> = 212k n,ot

ol nous avons utilisé¢ la propriété classique de la loi de Poisson : AN? = (N)
ainsi que l'indépendance des cycles + et — : (N2 N_) = (N, )(N_), tandis
que la contribution des photons émis est

N++N_
AP (6)|em = K (Y?) = 1> Y ¢} = WPk (N) = 2noh°k>6t

=1

Comme nous avons réduit la cinématique a une dimension, nous avons admis
que les photons émis ont une impulsion +hk avec une probabilité 1/2 4. En
additionnant les deux contributions!®

Ap?(5t) = dnoh* k6t (15.70)

Ainsi que nous allons le montrer, ce résultat correspond & une marche au
hasard dans un espace des impulsions a une dimension. Dans une marche au
hasard sur une droite, un marcheur effectue un pas de longueur [ & droite ou
un pas de longueur ! a gauche avec une probabilité 1/2. Au bout de N pas, il
a parcouru une distance moyenne nulle, (x) = 0, mais la distance quadratique
moyenne n’est pas nulle

(2?) = Az? = NI?
et si chaque pas prend un temps 7, au bout d’un temps 6t = N7

2
Az? = l?ét =2Djt (15.71)

14. Dans le cas d’une cinématique a trois dimensions et de photons émis de facon isotrope,
nous aurions (A2Y?) = h2k2/3.
15. Avec une cinématique a trois dimensions

8
Ap?(6t) = 3 noh?k26t
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Cette équation définit le coefficient de diffusion'® D. La proportionnalité de
Ap? a 6t dans (15.70) justifie I'expression “marche au hasard dans l’espace
des impulsions”, avec un coefficient de diffusion D = 2ngh%k?.

Dans cette marche au hasard, ’énergie cinétique E de ’atome augmente
de Ap?(6t)/(2M). La diffusion tend donc & augmenter I'énergie cinétique. Par
analogie avec la mécanique statistique, on définit une température fictive T'
par

1
E = hsT (15.72)

ou kg est la constante de Boltzmann. Si £ augmente, T augmente, et on peut
dire que les atomes s’échauffent sous l'effet de I’émission spontanée, qui crée
un mouvement désordonné analogue a une agitation thermique. Cependant, la
température est bien fictive, car il n’existe pas d’équilibre thermodynamique :
la température (15.72) est parfaitement définie pour un atome isolé! La vis-
cosité a tendance a ralentir les atomes, et donc a les “refroidir”. Lorsque les
deux effets s’équilibrent, on obtient une “température d’équilibre” qui est la
température fictive des atomes en régime permanent. Cette température est,
en fait, une fagon imagée de mesurer leur vitesse moyenne. D’apreés (15.66), la
viscosité donne la contribution suivante a la variation temporelle de ’énergie

dE L,d s

ey _1,.d _w?
dt lvise 2 dt

= —M~y? =
v M

(15.73)

et en ajoutant 'effet de I’émission spontanée

AE _ 2ol o
dt M M

La condition de régime permanent dE/d¢t = 0 donne la valeur d’équilibre pgq
de p?, et choisissant ¥ = Ymax suivant (15.68)

2 _ 271052]62 1

= —hI'M
o ’Ymax 2
ce qui donne pour la température T'=Tp
2
p 1
kpTp = -2 = _pl 15.74
oTp =T _ ] (15.74)

Cette température, de l'ordre de 100 uK pour le rubidium, est appelé tem-
pérature Doppler et on a donc obtenu un atome froid! La condition d’équi-
libre dE/dt = 0 peut aussi s’écrire en fonction du coefficient de diffusion en
impulsion

D = yp2y = M~ksT (15.75)

16. Voir la note 1 du chapitre 13.



676 Physique quantique : Exercices et applications

Cette équation qui relie les coefficients de diffusion D et de viscosité v a la
température est trés générale!'” et est connue sous le nom de relation d’Ein-
stein. Dans le cas du mouvement brownien, les forces de viscosité et la diffusion
ont une origine commune : les collisions de la particule brownienne avec les
molécules du fluide, et il n’est pas surprenant que coeflicients de diffusion et
de viscosité soient liés. Diffusion et viscosité sont deux processus dissipatifs :
dans notre cas, le processus dissipatif est 1’émission spontanée.

15.3.4 Piége magnéto-optique

Le refroidissement Doppler est le refroidissement maximum que 'on peut
obtenir si on se limite au modéle de 'atome a deux niveaux. Pour aller plus
loin, et en particulier pour mettre au point des mécanismes de refroidissement
encore plus efficaces, permettant de descendre au microkelvin et méme au-
dela, il faut faire appel a la sous-structure, fine et hyperfine, des niveaux. Nous
allons considérer un exemple élémentaire, en prenant un niveau fondamental
(9) 7 = 0 et un niveau excité (e) j = 1 que nous allons scinder en trois
sous-niveaux grace a l'effet Zeeman. Ceci nous permettra de piéger les atomes
non seulement en vitesse, comme dans le refroisissement Doppler, mais aussi
dans l'espace. Comme on doit utiliser un champ magnétique pour obtenir
leffet Zeeman, on appelle un tel piége piege magnéto-optique. On utilise un
champ magnétique inhomogeéne orienté suivant Oz et dépendant de z, B(z) =
—bz, b > 0. D’apreés (15.26), les niveaux Zeeman de 1’état excité (e) de nombre
quantique magnétique me sont donnés par!'®

hB h
Wi, = —uBme = fgqe Me avec (L = gqe <0
2m 2m
Les niveaux Zeeman de l'état excité ont donc des énergies —ubz (me. = —1),

0 (me = 0) et +ubz (me = 1), en prenant Oz comme axe de quantification du
moment angulaire.

Reprenons la configuration des faisceaux lasers du refroidissement Doppler
étudié précédemment, mais en supposant maintenant ces faisceaux polarisés
circulairement a gauche : la conservation du moment angulaire suivant Oz
(cf- (9.106)—(9.107)) implique que m, = —1 si atome absorbe un photon
de vecteur d’onde +k et me = +1 s’il absorbe un photon de vecteur d’onde
—k figure 15.4. Supposons § < 0; pour z > 0, le signe de B implique que le
niveau m, = +1 est plus bas que le niveau m, = —1, et ce niveau est donc plus
proche de la résonance (figure 15.4). Ceci entraine que I'atome va absorber
de fagon préférentielle les photons de vecteur d’onde —k et il sera repoussé
vers la gauche. L’inverse se produit si ’atome se trouve dans la zone z < 0
ot le niveau me = —1 est plus bas que le niveau m, = +1 : ’atome absorbe

17. Voir par exemple Le Bellac et al. [2004], chapitre 6.
18. Afin d’éviter toute confusion avec la masse de l’électron, nous notons le nombre
quantique magnétique me.
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F1G. 15.4 — Niveaux Zeeman pour z < 0 et z > 0.

préférentiellement des photons de vecteur d’onde —|—E, et il est repoussé vers la
droite. L’action des deux faisceaux se traduit par ’existence de deux forces :
une force de viscosité —yMwv et une force de rappel —kz

F=—-—yMv—kz (15.76)

auxquelles s’ajoute une diffusion dans I'espace des impulsions. Non seulement
les atomes sont ralentis, mais ils sont aussi confinés par la force de rappel dans
la région z ~ 0 : c’est le principe du piége magnéto-optique. En pratique, on
souhaite confiner les atomes dans les trois directions d’espace, et il faut donc
utiliser six faisceaux lasers polarisés (figure 15.5).

15.3.5 Fontaines atomiques

L’utilisation des atomes froids permet d’améliorer considérablement la pré-
cision des horloges atomiques. Comme nous ’avons vu au § 5.4.3, le temps de
parcours T entre les cavités est le temps d’interrogation effectif de ’atome,
et plus ce temps d’interrogation est long, plus précise sera 1’horloge. Pour
des horloges atomiques standard utilisant des atomes sortant d’un four, nous
avons vu que la précision relative est de I'ordre de 102, soit une dérive d’une
seconde sur 300 000 ans. La distance L entre les cavités (figure 5.21) étant



678 Physique quantique : Exercices et applications

oo1]

Udll

F1G. 15.5 — Configuration des lasers pour le piége magnéto-optique.

F1c. 15.6 — Une fontaine atomique. Les atomes piégés dans le piége magnéto-optique
(fleches horizontales) sont envoyés vers le haut avec une vitesse de ordre de 5 m/s.
Ils passent deux fois, & la montée et a la descente, dans la cavité (anneau) et sont
détectés par un laser. Courtoisie de Christophe Salomon.
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fixée et de 'ordre du métre, pour augmenter le temps de vol 7', il faut diminuer
la vitesse, autrement dit il faut ralentir les atomes et donc avoir recours aux
atomes froids.

Une fontaine atomique réalise une horloge utilisant des atomes froids
(figure 15.6). On forme d’abord un nuage d’atomes froids dans un piége
magnéto-optique et on le fait passer deux fois dans une cavité unique. Le
nuage est lancé vers le haut et passe une premiére fois dans la cavité; aprés
avoir atteint une hauteur d’'un métre environ, il retombe sous l'effet de la pe-
santeur et passe une seconde fois dans la cavité. Le temps d’aller-retour 7', ou
temps d’interrogation effectif, est d’'une seconde environ, au lieu de quelques
millisecondes dans un horloge atomique ordinaire. Ceci permet de gagner un
facteur 100 environ, et la précision relative atteint 1071, soit une dérive d’une
seconde sur trente millions d’années !

15.4 Exercices

15.4.1 Perturbation au second ordre et forces
de van der Waals

Les forces de van der Waals entre deux atomes neutres sont dues a des
interactions entre moments dipolaires induits. On se propose de les évaluer
dans le cas de deux atomes d’hydrogéne se trouvant dans leur état fondamental
|©o). Pour ce faire, nous aurons besoin de la théorie des perturbations au
second ordre.

1. Perturbations au second ordre. On détermine d’abord |¢1) en supposant
|po) non dégénéré ; les notations sont celles du § 15.1.2. Montrer que

(Eo — Ho)lg1) = (W — E1)lwo)

En poussant les développements (15.3) et (15.4) au second ordre en A, montrer
que
By = (¢o|Wle1)
On rappelle que |pg) = |n) et que
Holn) = Eg"n)  Holk) = E¢")|k)

Montrer 'identité

I=|n)(n|+ (Eo— Ho)™" | Y_ k)(k| | (Eo— Ho)
k#n

et en déduire (15.7)
n|W|k)|?
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2. Les protons des deux atomes d’hydrogéne se trouvent & une distance
R > ag, ag étant le rayon de Bohr (1.41) ; R est le vecteur joignant le proton 1
au proton 2 et Paxe Oz est orienté suivant E. On note 7 le vecteur joignant
I’électron 1 au proton 1, 7y le vecteur joignant 1’électron 2 au proton 2 et
CZ; = ¢.7; le moment dipolaire électrique de ’atome i. Montrer qu’en physique
classique I’énergie d’interaction des deux dipoéles est
2

e . . . A ~
W = ﬁ |:’I“1 o — 3(7‘1 . R)(’/‘Q R):|
2
e
-3 [T122 + y1y2 — 221 29]
3. Pour obtenir 'expression quantique de W, on utilise le principe de
correspondance en remplacant les nombres xq,---, 22 par des opérateurs

Xy, 2 ,

(&
W= o5 (X1 X2 + V1Ys — 22, 2]

Montrer que la valeur moyenne de W est nulle au premier ordre de la théorie
des perturbations
E1 = (po1902|W|po1002) = 0
4. Au second ordre, si |p,) désigne un état excité ou un état du continu
d’énergie F,,

|<90011 90012|W|3001§002>|2
E =
2= ) —2Ro — Eu, — Ea,

Q1,02
ol R est la constante de Rydberg (1.42). Pour obtenir un ordre de grandeur
de Fs, on néglige E,, et F,, au dénominateur. En déduire

2 5
€ ag
b (3)
° R \R
L’énergie d’interaction varie comme R~° et la force comme R~°. Montrer que
Pestimation précédente n’est plus valable si R 2 fic/ Ry,. Pour des distances
R > hc/Rs, on montre que la loi de forces est en R~7.

2

15.4.2 Corrections d’ordre a° aux niveaux d’énergie

Suggestion. Dans ce probléme comme dans le suivant, il est recommandé
pour les application numériques d’écrire les énergies sous la forme d’un facteur
sans dimensions multipliant R, = 13.61 eV.

En plus de la structure fine, il existe deux autres corrections O(v/c)? aux
niveaux d’énergie de I'atome d’hydrogéne (ou plus généralement des atomes
a un seul électron).

1. Correction cinématique. La forme relativiste de ’énergie cinétique de
Iélectron est

2

1 4 6
K = /P& +mPct =me® + 2 -3 p +O<p )

2me. m3c? mpct
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Vérifier que ce développement en puissances de p/mc est valable si
p/(mc) < 1. Le premier terme est ’énergie de masse, une simple constante
additive, le second est la forme non relativiste de I’énergie cinétique prise en
compte dans la résolution de I’équation de Schrédinger ; 'objectif est d’évaluer
les corrections dues au troisiéme terme O(p*). Montrer que ce terme donne
une correction AEx o< o?(v/c)? = O(a*) aux niveaux d’énergie. Afin d’éva-
luer cette correction de fagon précise, on utilise la théorie des perturbations.
Montrer qu’au premier ordre de cette théorie

1
AEw — ——— | @t 16052
=~ | vt 120)
ot ¢(p) est la transformé de Fourier de la fonction d’onde (7)

. 1 i
o) = s [ el

(27h)

Calculer AFEg pour le niveau 1s de l'atome d’hydrogéne. Les intégrales
nécessaires se déduisent de

I(x):/ < =Ty
0

@P?+x 2

par dérivation par rapport & z (z > 0).

2. Terme de Darwin. La seconde correction vient de ce qu’a I’approxima-
tion non relativiste de I’équation de Dirac (chapitre 19), la localisation de
Pélectron ne peut se faire au mieux qu’a fi/(mec) prés, ou i/(mec) est la
longueur d’onde Compton de I’électron. Pour tenir compte de cette extension
spatiale, on écrit ’énergie potentielle

Epot = / &u f(@)V (7 + )

ot V est I'énergie potentielle habituelle et f(u), & symétrie sphérique, posséde
une extension ~ hi/(mec) et est normalisée par

/ duf(u) =1
En développant V(7 + @) au voisinage de u = 0, montrer que

2 4
( h ) v2v+0< h )
MeC

Eoot =V(7)+ O
pot () + mec
L’équation de Dirac donne le coefficient exact

R, o\
Epor = V(7) + —2 V2V
pot (") + 87712(:2V +0 <m6c>
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Le deuxiéme terme de E, ¢ est appelé terme de Darwin. Montrer que ce terme
n’affecte que les ondes s et vaut

me?h?

AEp = ——
b 2m2c? I

(7=0)
Evaluer numériquement AEp pour le niveau 1s de 'hydrogéne.

15.4.3 Atomes muoniques

Le muon (x) est un lepton en tout point identique a I’électron, a I'exception
de sa masse m,, ~ 105.7 MeV /¢® ~ 206.8 m. (cf. le § 1.1.3). Un atome peut
capturer un muon négatif 4~ qui se met sur orbite autour du noyau atomique,
exactement comme un électron, et forme un “atome muonique”.

1. Calculer, en fonction du numéro atomique Z de l'atome, du rapport
my/me et de ag = h?/(mce?), le rayon de Bohr a/ du muon pour un atome
de numéro atomique Z en écrivant

W 1

YT Zaa)

On tiendra compte de la masse réduite dans le calcul de a(A). Comparer
af au rayon R du noyau pour l'aluminium (Z = 13, A = 27) et le plomb
(Z = 82 A = 208). On rappelle que R est donné par R ~ 1.2 x A'/3fm,
A étant le nombre de nucléons.

2. Soit AEezzl = AE, = E5,— Ei; la différence d’énergie entre les niveaux
2p et 1s de latome d’hydrogéne. Calculer la quantité correspondante AEE
pour un atome de numéro atomique Z en fonction de AE, et de m,/me.

Comparer aux valeurs expérimentales
Aluminium : AEﬁ3 = 0.3443 MeV Plomb : AEﬁ2 = 5.96 MeV

Quel est le type de photon émis dans ces transitions ?

3. Montrer que l'effet d’écran des électrons des couches internes est négli-
geable. Au contraire, une correction importante vient de ’extension finie du
noyau atomique. En supposant une distribution de charge uniforme dans le
noyau, montrer que le potentiel vu par le muon n’est pas —Ze?/r mais

Vir) = i—]e; [(%)2—3} r<R

2
V(r) = e r>R
r
On se propose de calculer le déplacement des niveaux par la méthode des
perturbations au premier ordre, en partant de la solution pour le potentiel
coulombien exact. Quelle perturbation W (r) doit-on utiliser ? Montrer quali-
tativement que l'effet d’extension finie du noyau est négligeable sauf pour les
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états s, et que dans ce cas le déplacement vaut pour Z petit et une orbite de
nombre quantique principal n, de rayon grand par rapport & R

_ 2w Ze?

AFE,
5

R?|pn (7 = 0)|?

ol ,(7) est la fonction d’onde non perturbée. Montrer que pour I’état 1s

ZZ / 2
AE = SR (2 <R>

-z
5 Me ag

ou m; est la masse réduite. Evaluer numériquement ce déplacement pour
laluminium'®. La correction va-t-elle dans le bons sens ? Est-il raisonnable
d’appliquer la méthode dans le cas du plomb ?

4. Montrer que le rapport des énergies caractéristiques de la structure
fine aux énergies caractéristiques des niveaux est le méme pour ’électron et
le muon. Montrer, en revanche, que ce rapport est plus grand d’un facteur
m,,/me pour la structure hyperfine.

15.4.4 Atomes de Rydberg

Les résultats de I'exercice 9.7.9 permettent d’écrire les fonctions d’onde
radiales u,;(r) de Patome d’hydrogéne sous la forme

n—i—1 o\ 4t ,
Up (1) = E cq | — exp | ——
0 aon naop
P

Pour écrire I'expression du coefficient ¢, il est commode de définir k =n —{

2\ (k— 1)1 20+ 1)!
Cq_< n> g'(g+2l+ DIk —q—1)

ou ¢y est fixé par la condition de normalisation de la fonction d’onde. On
s'intéressera a des valeurs de n > 1, typiquement n ~ 50.

1. Montrer que si [ prend sa valeur maximale [ = [, = n — 1, la fonction
d’onde radiale présente un pic étroit au voisinage du point r = agn?. Quelle
est la largeur Ar de ce pic? Suggestion : étudier la fonction

ful) = " e /n

19. En dehors de la correction d’extension finie du noyau, la correction la plus importante
vient de la polarisation du vide due a la création de paires virtuelles électron-positron. La
correction pour ’état 1ls de laluminium est de —2.25KeV. Le signe de cette correction
est négatif : en effet, & courte distance, « est plus grand que 1/137 et le muon qui voit
une charge plus grande est plus lié que si « était constant. Ce comportement de o a été
mentionné dans la note 37 du chapitre 1 : « croit avec I’énergie, et d’aprés 'inégalité de
Heisenberg, courte distance implique grande impulsion, et donc grande énergie.
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et montrer que pour r >~ xg = n?

Fali) = foan) exp |~ (2 — o)

Montrer qualitativement que si [ < n — 1, la dispersion Ar est plus grande
que pour [ =n — 1.
2. On s’intéresse maintenant a la partie angulaire. D’apreés (9.53),

V"0, 6) =™ f"(6)
En utilisant LY} = 0 et I'expression (9.48) de L., montrer que
Y (6, ¢) o el sin’ 0

En déduire que si I > 1, |Y}(0,$)|? est non nul uniquement au voisinage du
plan 2Oy (c’est-a-dire pour 6§ = 7/2), et calculer la dispersion Af. Que se
passe-t-il si |m| #17

3. Déduire des deux premiéres questions que pour n > 1, les états | = n—1
et |m| = [ sont localisés dans un tore horizontal de rayon n?ag dont la section
est un cercle de rayon agn®/?. Comparer avec les orbites (1.40) obtenues a
partir des prescriptions de Bohr.

15.4.5 Terme diamagnétique

Lorsque nous avons établi la forme du hamiltonien (15.23) de Veffet Zee-
man, nous avons négligé un terme A2 , dit terme diamagnétique. Pour justi-
fier cette approximation, examinons le cas d’'un champ magnétique uniforme
et constant B, une expression possible pour A étant (cf. (10.64))

- 1
A2><7“’

1. Montrer que 'on peut écrire le hamiltonien quantique d’un électron de
charge ¢ dans ce champ magnétique sous la forme

1 — .
H= P —qA)?
2me( qA)
P2 g = @ == Lo
- B-L [R2B2— R B)?
2me 2mp +8me ( )
=Ho+Hz+ Hp

ot L = R x P est le moment angulaire orbital. On justifiera soigneusement
les commutations d’opérateurs.

2. Identifier Hz a la partie du hamiltonien Zeeman (15.23) d’origine or-
bitale, et donner I'ordre de grandeur de ce terme pour un champ magnétique
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de 1 T lorsque I’électron est lié dans un atome. On peut écrire le terme dia-
magnétique Hp sous la forme

22
¢ B* 5
HD:EémeR2l

ot R, estla composante de R perpendiculaire a B. Quel ordre de grandeur
peut-on choisir pour <l§fi> ? En déduire que |(Hp)| < [(Hz)| pour un électron
lié dans un atome, et que le terme diamagnétique peut étre négligé dans le
calcul de l'effet Zeeman. En revanche, ce terme ne peut pas étre négligé dans
le calcul des niveaux de Landau, car le rayon des orbites électroniques est
alors macroscopique.

15.5 Bibliographie

La théorie des perturbations et la méthode variationnelle sont exposées
dans tous les traités classiques. On pourra se reporter pour plus de détails sur
la structure des niveaux d’énergie & Cohen-Tannnoudji et al. [1973], structure
fine : chapitre XII, effet Zeeman : complément Dyy; et structure hyperfine :
chapitre XII. Cohen-Tannnoudji [1992] contient un exposé trés complet de la
manipulation d’atomes par laser ; voir également Suter [1997].






Chapitre 16

Atomes complexes et et molécules

Ce chapitre est consacré aux atomes a plusieurs électrons et aux molécules.
C’est un sujet qui peut devenir trés complexe et ol des régles empiriques
doivent venir compléter la théorie. Aussi nous limiterons-nous a des situations
relativement simples : atomes légers et molécules diatomiques. La section 16.1
traite des atomes & deux électrons, la section 16.2 développe le modéle en
couches de ’atome et la section 16.3 examine les molécules diatomiques.

16.1 L’atome & deux électrons

16.1.1 L’état fondamental de ’atome d’hélium

L’atome d’hélium est un atome & deux électrons de charge 2¢., que nous
écrivons sous la forme Zq., Z = 2, de sorte que notre exposé s’applique par
exemple aussi & ion LiT avec Z = 3. En supposant le noyau infiniment
lourd (une approximation meilleure que 0.1 %), dans une représentation ou
l'opérateur de position est diagonal, le hamiltonien H s’écrit
h2 v2 B h2

1
2m. 2me 71 79

Le noyau est supposé fixé en O et les vecteurs 7 and 7% sont les positions
des électrons 1 et 2. Ce hamiltonien se décompose suivant H = Hy + W, ou
Hy est le hamiltonien qui prend en compte U'interaction des électrons avec le
noyau
h? h? Ze?  Ze?

vi- V3 —— - — (16.2)

2me 1 72
et W est un terme dont ’origine physique est la répulsion électrostatique entre
les deux électrons que I'on peut essayer de traiter comme une perturbation

Hy=—

2me

T — T2
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Cherchons le niveau de plus basse énergie en négligeant W. Ce niveau est
manifestement un niveau 1s2, ot les deux électrons sont dans un état 1s;
I’exposant compte le nombre d’électrons dans un état donné. Cependant, les
électrons sont des fermions, et ces deux électrons ne peuvent pas étre dans un
méme état. Heureusement, le spin sauve la mise, car les deux électrons peuvent
étre mis dans un état singulet de spin ys (9.126), qui est antisymétrique dans
I’échange des deux électrons. Notre fonction d’onde espace+spin correctement
antisymétrisée devient alors
Z3

\II(FDFZ)X = 9015(771)9015(772))@ — <$> eme/ao eerz/aOXS (164)
0

L’énergie de I'état fondamental de I’hélium correspondant & cette fonction
d’onde est Eéo) = —8R, ~ —108.8 €V, & comparer avec le résultat expéri-
mental £°P = —79.0eV. On observe que E(go) est inférieur a la valeur expéri-
mentale d’environ 30 %. Cependant, nous avons négligé I'interaction répulsive
W > 0 de H, et nous nous attendons a ce que ce terme fasse remonter notre
résultat théorique. Faisant preuve d’optimisme, nous appliquons aveuglément
la théorie des perturbations, bien qu’il n’y ait aucune bonne raison pour que
W puisse étre considéré comme “petit” comparativement aux autres termes
d’énergie potentielle dans Hy. Utilisant (15.6), nous calculons la correction du
premier ordre & Fjy :

AE = (U|W|¥) = d?ryd®ry (16.5)

Z662 67227“1/0,0 efQZ’l"z/ao
m2a§

Pour calculer cette intégrale a six dimensions, nous nous servons de la repré-
sentation suivante! de 1/r :

14 °k r
_ m /Melkr

r (27)3

et nous trouvons

Z%* dk —27r ik-7 13 ?
AE:—27r4a8/ﬁ[/e /a0 o dr}

Le calcul de la transformée de Fourier dans I'expression de AFE se fait en
utilisant

o —+1
/d?’relq'r e M = 27r/ r? dre‘”/ e 030 cog 6
0

-1

2 > 2 *° ;
i rdr Sinqre*M:—ﬂIm/ rdrelde "
q Jo q 0
4 1 8mA
— ' Im —— = 35 (16.6)
¢  (A-ig? (M +g¢?)
1. En effet, ’équation de Poisson V2(1/r) = —47§(7) montre que 1/r a pour transformée

de Fourier 47/k2. On peut aussi calculer la transformée de Fourier de (k2+a2)~! et prendre
la limite o — 0.
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ce qui donne

_ B 1677 /ag
2Zr/ag ik-T 33, _ 1
/e e dor —[k2 (0% a0 (16.7)

On reporte ce résultat dans 'expression de AFE

AE

= =2 ZRo (16.8)

Tag 1+ 22)4 Tag x 32 4

_4ze? /°° du 4Ze* 5m 5
o (

ou la derniére expression est spécifique a l'atome d’hélium. Comme on s’y
attendait, AE est positif et

EY 4+ AE ~ —748eV (16.9)

ce qui est beaucoup plus proche du résultat expérimental que ce que nous
pouvions raisonnablement espérer.

La méthode variationnelle va nous donner un résultat encore plus précis.
Comme fonction d’onde d’essai & un électron, nous prenons

23 1/2
o(F) = <—3> e=#r/a0 (16.10)

Tag

ol z est notre paramétre variationnel. Afin de calculer la valeur moyenne,
nous partons de

3, k(= 1 s 26 - 2
d”r @™ (7) o Ve—— ) o) = —2"R (16.11)

parce que (16.10) donne l'état fondamental solution de 1’équation de Schro-
dinger pour un atome & un électron dans un potentiel de Coulomb —ze?/r.
Comme ’énergie potentielle est le double de I'énergie totale, nous avons aussi

/ dr (- “2) ()2 = —22¢2 R (16.12)

r

Les équations (16.11) et (16.12) nous permettent de calculer la valeur moyenne
de HO :
(Ho) = —2(22Z — 2*)Rso

La valeur moyenne de W vient juste d’étre déterminée dans ’approche
perturbative

Rassemblant toutes les contributions, nous obtenons

Ey(z) =2 <z2 —2Zz+ g z) R (16.13)
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La valeur optimale de z se calcule a partir de dE(z)/dz = 0, ce qui conduit a
z2=7—5/16 et

5\ 2

Eyr =-2 <Z — —) Ry (16.14)

16
Dans le cas de I’hélium, nous trouvons Eg*" ~ —77.5 eV, ce qui est plus proche
du résultat expérimental que I'estimation perturbative. Nous vérifions aussi
que By > E§*P, en conformité avec la méthode variationnelle. Pour un méme
volume de calculs, nous observons que la méthode variationnelle avec un bon
choix de la fonction d’onde d’essai donne des résultats nettement plus précis
que la théorie des perturbations.

16.1.2 Etats excités de I’atome d’hélium

Ainsi que nous venons de le voir, I’état fondamental de ’atome d’hélium
posséde un moment angulaire orbital nul et un spin total nul. Nous utiliserons
par la suite la notation standard 1L, o S est le spin total, L le moment
angulaire orbital total et J le moment angulaire total ; I’état fondamental de
l’atome d’hélium est donc un état 'Sy. Les niveaux d’énergie situés immédia-
tement au-dessus du fondamental sont les niveaux 1s'2s! : un électron dans
létat 1s et un autre dans I’état 2s, et 1s'2p' : un électron dans l'état 1s et
un autre dans I'état 2p. Ces niveaux sont dégénérés si Hy (16.2) est utilisé
comme hamiltonien. Cependant, une meilleure stratégie consiste & prendre en
compte, au moins de fagon approchée, l'effet de la répulsion électrostatique W
(16.3) en utilisant non pas le potentiel de Coulomb —Ze?/r, mais un poten-
tiel effectif & un électron Veg(r) qui peut étre déterminé a partir d’arguments
de type Hartree-Fock (cf. le § 14.3.4). Par conséquent, au lieu de Hy, nous
utiliserons un hamiltonien H) :

52 52
H)=— \v&i V3 4 Veg (r1) + Veg (r2) (16.15)

2Mme L om

et au lieu de W une perturbation W' :

e? Ze? Ze?
W =—_ —— =V —— =V 16.16
7 —7al ( 1 Hm)) i ( 72 HW)) 16:16)

Avec H)) comme hamiltonien, les niveaux 2s et 2p ne sont plus dégénérés
(voir la figure 10.7 ou la figure 16.2), et le niveau 2p se trouve au-dessus du
niveau 2s. Une remarque importante est que W’ est invariant par rotation, et
il commute donc avec le moment angulaire orbital total L : [L, W’] = 0, bien
que, par exemple, [El, W'l # 0. W' n’a pas d’éléments de matrice non nuls
entre les niveaux 1s'2s! et 15'2p! qui ont des moments angulaires orbitaux
différents, L = 0 et L = 1, respectivement. Ainsi, et bien que ces niveaux ne
soient pas trés loin de la dégénérescence, nous pouvons utiliser la théorie des
perturbations non dégénérée.
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Commencons par le niveau 15'2s', qui est le premier niveau excité. Nous
pouvons construire des fonctions d’onde symétriques et antisymétriques

V() 7) = %(wls(ams(@) + o10(7)p2s (7)) (16.17)

Les contributions au calcul perturbatif des termes & un électron de W’ (16.16)
sont indépendantes du caractére de symétrie de ¥, mais la contribution de W
dépend de ce caractére

22 = \2
<\I/j:|W|\I’:|:> — 62/(137‘1 d37‘2|9018(711_,)| |¢35(T2)|
|71 — 7|

. . 1 . .
42 / d3ry dry cpls(rl)cpgs(rz)m 015(T2)pas (M) =K £ J
(16.18)

L’intégrale K est manifestement positive, et on peut montrer que J, appelée
intégrale d’échange (cf. § 14.3.4), est aussi positive, de sorte que I'énergie de la
fonction d’onde antisymétrique est plus basse que celle de I’état symétrique.
Ceci se comprend aisément : comme la fonction d’onde antisymétrique s’an-
nule & 7] = 7, dans le calcul de la valeur moyenne de |7} — 7|, Pintégrand
est maximal (et en fait infini) & 71 = 7%, et la valeur moyenne est plus basse
dans le cas antisymétrique que dans le cas symétrique. Ces considérations sont
entiérement indépendantes du caractére fermionique des électrons, et seraient
valables si les électrons de ’atome d’hélium étaient différents, un électron
rouge et un électron vert. Ce que le principe de Pauli implique, c¢’est que Ila
symétrie de la fonction d’onde d’espace est liée a celle de la fonction d’onde
de spin, et par conséquent le niveau le plus bas est un niveau 35, et le niveau
le plus élevé un niveau Sy (figure 16.1a). Si un des électrons était rouge et
I'autre vert, le spin total ne serait pas lié¢ a la symétrie de la fonction d’onde
d’espace.

Dans I'état 1s'2p', le moment angulaire orbital total est L = 1 et les états
possibles sont 'P; dans I’état singulet de spin, et 3Py, 3P;, et P, dans 1’état
triplet de spin. L’intégrale d’échange est a nouveau positive de sorte que les
états triplets sont situés au-dessous de ’état singulet. Le schéma des niveaux
est donné sur la figure 16.1b.

16.2 Modéle en couches de 'atome

16.2.1 Potentiel effectif

Cette section est consacrée a la structure des atomes complexes. C’est un
sujet qui combine une approche théorique (résolution de I’équation de Schro-
dinger) et une approche semi-empirique, car il n’est pas possible de résoudre de
fagon exacte 1’équation de Schrédinger lorsque le nombre d’électrons Z > 1.
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2] ~0.8eV 0.25eV
1s2p
3P0
A
1.2x10"%eV
Y
P Py
b 1.0x 10" 5eV
3P2
(a) (b)

FIG. 16.1 — Les deux premiers niveaux excités de I'atome d’hélium. (a) Niveau
1s'2s'. (b) Niveau 1s'2p'. D’aprés Cohen-Tannoudji et al. [1973], complément Bxry .

Considérons donc un atome a Z électrons a 'approximation du noyau infini-
ment lourd, une approximation meilleure que 0.1 %. Le hamiltonien est facile
a écrire

7 7
h? Ze? 1 e
H=Y (V2] ) -y 16.1
. <2mevf) 2. T2 E R (16.19)

Le noyau est suposé fixe a l'origine des coordonnées et 7; est la position de
I’électron i. Le premier terme représente I’énergie cinétique, le second 1’énergie
potentielle d’interaction des électrons avec le noyau et le troisiéme la répul-
sion électrostatique entre les électrons. Comme dans le cas de I'atome d’hé-
lium, on pourrait tenter de traiter ce terme en théorie des perturbations,
mais une évaluation d’ordre de grandeur montre que cette approche est vouée
a l'échec. En effet, en supposant |7;| ~ |5 — 7| ~ 7, r étant une distance
moyenne entre les électrons et le noyau, on constate que le rapport de I’éner-
gie moyenne du troisiéme terme de (16.19) au second est ~ Z(Z—1)/2Z ~ 1/2
si Z > 1. Comme dans le cas de I’hélium, nous allons admettre qu’en premiére
approximation chaque électron se déplace dans un potentiel moyen & symétrie
sphérique Vg (r;) créé par le noyau et les (Z — 1) autres électrons, ce potentiel
étant déterminé par des considérations auto-cohérentes de type Hartree-Fock
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(§ 14.3.4). On récrit le hamiltonien (16.19) comme

z 32 z
H=H,+W = Z <—%V§) +ZVe;ff(7‘i)
i=1 ¢

=1
z z
zZe?2 1 e?
~ IR o I 16.20
- R et| e

lidée étant que la deuxiéme ligne de (16.20) (le terme W) peut étre traitée
en perturbation. Sans faire de calculs, on peut estimer le comportement de
Ve (r) pour 7 — 0 et r — oo. En effet, pour r — 0, en raison du théoréme
de Gauss, la seule charge a prendre en compte est celle du noyau, tandis que

pour 7 — oo, un électron ne voit plus qu’une charge [Z — (Z — 1)]|ge| = |¢¢]
Ze? 2
r—0 : Veff(r)f:——e r—oo Veff(r)f:—e— (16.21)
r r

Nous allons négliger la seconde ligne de (16.20), en supposant que le potentiel
Voge tient compte suffisamment bien des interactions entre électrons : nous
adoptons donc un modéle de Z électrons indépendants dans le potentiel Vg .
La connaissance approchée de Veg () permet de déterminer les niveaux d’éner-
gie, dont les 8 premiers sont donnés sur la figure 16.2. En fait, en raison du
caractére approché de Veg(r), la situation devient plus confuse au-dela de ces
niveaux, et la théorie doit étre complétée par des considérations empiriques.
Chaque niveau de moment angulaire orbital [ peut accueillir 2(21+1) électrons.
Comme dans le cas de ’hélium, on porte en exposant le nombre d’électrons
dans le niveau : par exemple, 3d° représente une configuration comprenant
5 électrons dans un état de nombre quantique principal n = 3 et de mo-
ment angulaire orbital [ = 2. La notation générale est donc nl®, ot = est le
nombre d’électrons dans le niveau (n,!). Lorsqu’un niveau d’énergie contient
le nombre maximum 2(2[ + 1) d’électrons, par exemple 3d'°, on dit que I'on
a affaire a une couche compléte. Lorsqu'un atome est formé uniquement de
couches complétes et que la différence d’énergie avec la couche immédiate-
ment supérieure est importante, il devient difficile pour un électron de passer
dans un niveau supérieur, et 'atome est peu actif chimiquement et difficile a
ioniser : ce sera un gaz rare. Pour les atomes qui ne sont pas trop complexes,
ceci se produit quand le nombre quantique principal augmente d’une unité.
Les gaz rares sont I’hélium, le néon, 'argon, le krypton, et le xénon, et les
configurations électroniques des premiers gaz rares sont

He : 152 Ne : 1522s%2p°  Ar : 1522522p%3s23p°
Kr : 15%2522p°3523p°®4523d'04p

Les alcalins (lithium, sodium, potassium, rubidium) sont formés de couches
complétes et d’un électron s supplémentaire, et leurs configurations électro-
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4p (6)
3d (10)
4s (2) Sc, Ti, V, Cr, Mn,
Fe, Co, Ni, Cu, Zn
K, Ca
3p (6) AL Si, B S, Cl, Ar
35 (2) Na, Mg
2v (6) B.C. N, O, F, Ne
25 (2) Li. Be
Is (2) H. He

F1a. 16.2 — Les huit premiers niveaux du modéle en couches de atome. Les nombres
entre parenthéses donnent le nombre maximum d’électrons dans le niveau.

niques sont
Li : 15?25 Na : 1s%2522p53s! K : 15%2522p%3523p°4s!
Rb : 15225%2p%3523p54523d04p°5s?

Les propriétés chimiques des alcalins sont controlées par cet électron externe,
les électrons des couches internes ne jouant essentiellement aucun role. Les
alcalins ont un faible potentiel d’ionisation et sont trés actifs chimiquement,
car ils perdent facilement leur électron externe. Les halogénes (fluor, chlore,
brome, iode) sont également chimiquement trés actifs car ils capturent facile-
ment un électron pour compléter leur couche externe np®, a laquelle il manque
juste un électron.

16.2.2 Couplage spin-orbite

En raison du principe de Pauli, le vecteur d’état des électrons dans une
configuration électronique doit etre completement antlsymetrlque et pour une
couche compleéte, cela implique J=L=25= 0, ou J L et S sont respective-
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ment le moment angulaire total de la couche, son moment angulaire orbital
total et son spin total?. Les moments angulaires des atomes sont donc por-
tés par les électrons de la couche externe, ou électrons de valence. Toutes les
propriétés de I'atome : réactivité chimique, potentiel d’ionisation, etc. vont
dépendre pour l'essentiel de ces électrons externes. Ainsi que nous l’avons
déja mentionné, c’est la raison pour laquelle un alcalin est, en premiére ap-
proximation, un atome & un électron dans le potentiel créé par le noyau et les
(Z — 1) électrons des couches internes.

La structure fine due au couplage spin-orbite (15.20) va également jouer
un role dans la description de 'atome. Soit un atome & N électrons externes,
L leur moment angulaire orbital total

S leur spin total
S=851+---+5n

et J =L+ S leur moment angulaire total. L’invariance par rotation implique
la conservation de .J, et un état de N électrons sera donc étiqueté |JM). En
I’absence de couplage spin-orbite, le hamiltonien (16.20) ne dépend pas des
variables de spin et les degrés de liberté orbitaux et de spin sont découplés : L
et S sont séparément conservés. Lorsque I'on introduit le couplage spin-orbite,
deux cas simples peuvent se présenter : soit l'effet du couplage spin-orbite est
faible par rapport a celui de la ¢ perturbatlon” W (deuxiéme ligne de (16.20)),
Hy,, < W, et dans ce cas, L et S sont approximativement conservés, soit
Hy, > W et dans ce cas, ce sont les moments angulaires individuels 7 des
électrons qui sont approximativement conservés. Le premier cas se présente
pour les atomes qui ne sont pas trop lourds, et il est appelé couplage de Russell-
Saunders, et le second cas est appelé couplage® j — j, les cas intermédiaires
étant évidemment possibles. Nous nous limitons dans la suite de la discussion
aux atomes légers, et donc au couplage de Russell-Saunders. La régle de Hund
(empirique) stipule que I’énergie la plus basse correspond (1) a la plus grande
valeur de S et (2) a la plus grande valeur de L compatible avec celle de S et
avec le principe de Pauli : si les états sont étiquetés 25T1L; comme au § 16.1.2,
I’état fondamental correspondra & S = Spax €t & L = Lyax. Cette régle de
Hund peut se comprendre comme résultant de la minimisation de 1’énergie
d’échange, mais il est difficile d’en donner une formulation quantitative.
Donnons comme exemple le cas du carbone, atome & 6 électrons, dont la
configuration électronique est 1522s%22p?. Les couches complétes sont 1s2 et

2. En effet, si ’état d’un électron est caractérisé par les nombres quantiques magnétiques
orbital m; et de spin ms, le couple (m;, ms) doit étre différent pour chaque électron, ce
qui implique que mp = Z?(jll_H) my; = 0 et mg = ZQ(EH_D my; = 0. Comme 'axe de
quantification du moment angulaire est arbitraire, ce résultat vaut pour toute direction de
quantification, et ceci implique que L =S = 0.

3. Ce couplage est dominant dans le modéle en couches du noyau atomique : exer-
cice 16.4.4.
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252, et la configuration a étudier est donc 2p?. En 'absence du principe de
Pauli, il y aurait 4 x (21 4+ 1) = 36 états possibles. Le principe de Pauli réduit
ce nombre & CZ = 15 états possibles. Les deux spins peuvent se combiner pour
former les états de spin total S =0 et S = 1, et les états de moment angulaire
[ = 1 peuvent se combiner pour former des états de moment angulaire orbital
total L =0(5), L =1(P) et L =2(D). Les états S et D sont symétriques
d’espace et ’état P est antisymétrique. Les combinaisons autorisées par le
principe de Pauli sont, pour S = 0 : 1Sy et Dy, et pour S = 1 : 3Py, 3P; et
3P,. On retrouve bien 145414345 = 15 états possibles, et d’aprés les deux
premiéres régles de Hund, l'état fondamental est un état 3P. La troisiéme
régle de Hund énonce que l'état fondamental pour une couche comprenant
moins de (20 + 1) électrons correspond a la valeur minimale de J, et a la
valeur maximale quand le nombre d’électrons est supérieur a (21 4+ 1). Cette
troisiéme régle de Hund peut se déduire de la minimisation de 1’énergie due
au couplage spin-orbite. L’état fondamental du carbone est donc >P,.

L’atome d’oxygéne (8 électrons) correspond & une configuration électro-
nique 1522522p* : il manque deux électrons pour former une couche compléte.
L’absence d’un électron se comporte comme une particule de spin 1/2 (un
trou en physique du solide), et les valeurs possibles de S, L et J sont les
mémes que pour le carbone. Cependant, la troisiéme régle de Hund entraine
que ’état fondamental est cette fois 3 P.

16.3 Molécules diatomiques

16.3.1 Fonctions d’onde électroniques

La théorie des molécules est fondée sur [‘approximation de Born-
Oppenheimer, qui repose sur 1’observation suivante : par conservation de I'im-
pulsion pour une molécule isolée, les impulsions électroniques sont du méme
ordre de grandeur que les impulsions des noyaux atomiques, pel ~ Pnoy, €t par
conséquent le rapport des vitesses est I'inverse de celui des masses

Mnoy
Vel ~~ ( m Unoy > Unoy
el

Le mouvement des électrons est beaucoup plus rapide que celui des noyaux,
et en premiére approximation nous pouvons supposer que les électrons se
déplacent dans un potentiel créé par des noyaux que ’on peut considérer
comme fixes. Selon la terminologie introduite dans la section 12.6, les électrons
suivent adiabatiquement le mouvement des noyaux. Les corrections a cette
approximation seront examinées dans la sous-section suivante. Le potentiel
créé par les noyaux est fonction de leur disposition dans I'espace, et comme
nous allons nous limiter aux molécules diatomiques, la configuration des
noyaux sera entiérement déterminée par la distance r entre les deux noyaux :
le potentiel créé par les noyaux dépend uniquement du paramétre . On peut
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U,(r)A

Ui (r)

F1G. 16.3 — Les deux premiéres courbes d’énergie électronique Up(r) et Ui (r) d’une
molécule diatomique. En raison de la répulsion électrostatique des noyaux et du
principe de Pauli, le potentiel est répulsif & courte distance, approximativement
en 1/7'%. A longue distance, il est contrslé par les forces de van der Waals et se
comporte en 1/7°.

alors résoudre (en théorie!) ’équation de Schrodinger pour les électrons dans
ce potentiel et obtenir les niveaux d’énergie électroniques Uy, Uy, -+ , Uy, - -
comme fonctions de r. Le phénomeéne de répulsion (ou de non croisement) des
niveaux (§ 5.3.2 et exercice 16.4.2) implique que les diverses courbes Uy(r),
Ui(r), -+ ,Up(r) -+ ne se croisent pas si les symétries des fonctions d’onde
électroniques des deux niveaux sont identiques?, et on peut tracer qualita-
tivement les courbes représentatives (figure 16.3). Uy, (r) est I'énergie de la
molécule dans son niveau électronique n lorsque les deux noyaux sont a dis-
tance 7 et que I'on néglige leur énergie cinétique. La courbe Upy(r) présente un
minimum a r = 7g, et cette valeur de r correspond a I’état fondamental de la
molécule : [Uy(ro)| est 'énergie de dissociation de la molécule en atomes. Si la
molécule passe de Uy(r) a Uy (), elle passe dans un niveau électronique exciteé,
la différence d’énergie étant de 'ordre de quelques eV. En plus des niveaux
électroniques, une molécule diatomique (comme toute molécule) posséde des
niveaux de rotation et des niveaux de vibration. En effet, les noyaux peuvent
vibrer autour de la position d’équilibre r = rg sur la droite joignant les deux
noyaux, ou droite des noyaux, et ils peuvent aussi tourner autour d’'un axe

4. En anticipant sur les définitions qui vont suivre, des termes de |A| différent ou des
termes X et X~ ont des symétries différentes. Dans ce cas, les éléments de matrice non
diagonaux du hamiltonien dans I’exercice 16.4.2 sont nuls.
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perpendiculaire & la droite des noyaux avec un moment d’inertie I = M3, oil
M est la masse réduite. Comme la différence entre deux niveaux électroniques
(~ 1eV) est grande par rapport aux niveaux de vibration (~ 1071eV) et de
rotation (~ 10~ eV), on peut négliger en premiére approximation le couplage
entre niveaux de rotation-vibration et niveaux électroniques.

Examinons maintenant les symétries de la molécule. Contrairement au
cas des atomes, nous n’avons plus pour les électrons une symétrie sphérique,
mais uniquement une symétrie axiale, celle des rotations autour de la droite
des noyaux prise comme axe Oz. Si nous négligeons la structure fine, L et S
sont découplés, et S , qui est indépendant du mouvement orbital, est conservé.
Le seul effet du spin est de conduire a une dégénéresence 2S + 1 de chaque
niveau. En revanche, en ce qui concerne le moment angulaire orbital, seul L,
est conservé : nous appellerons A la valeur propre de L,

A=, =2,-1,0,1,2,

La réflexion par rapport & un plan passant par la droite des noyaux est aussi
une symétrie de la molecule qui permet de relier —A et A : en effet, dans
cette symeétrie, L— L A — —A, et les états —A et A sont degeneres5 sauf
évidemment si A = 0. La premiére caractéristique de la molécule est la valeur
de |AJ, et on notera ¥ un état A = 0, IT un état |[A| = 1, A un état |A| = 2,
etc.5. Nous aurons donc le tableau

01 2 3...
Etat X 1T A & ...
Lorsque A = 0, la fonction d’onde électronique est soit paire (4) , soit impaire
(—) par réflexion, et les deux états possibles seront notés

25—&-12—&- et 25—&-12—

Lorsque les deux noyaux sont identiques, c’est-a-dire qu’ils ont la méme charge
électrique, mais ne sont pas nécessairement les mémes isotopes, le milieu O
de la droite des noyaux est un centre de symétrie du potentiel vu par les
électrons, et le hamiltonien des électrons est invariant dans une inversion
des coordonnées 77; — —7;. Cette inversion des coordonnées commute avec le
moment angulaire orbital, et on peut donc caractériser un état électronique
par A et sa parité dans l'inversion des coordonnées. Dans cette opération, la
fonction d’onde peut étre paire (¢g) ou impaire (u). Les états X possibles seront
donc
25+1Eg+ 2S+1E$ QSHE; ZSHE;

5. Toutefois, l'interaction avec le noyau léve la dégénérescence, mais 'effet est en
(Me1/mnoy)?1M.

6. En suivant la notation de spectroscopie atomique, on remplace donc les lettres latines
minuscules s, p,d, f,... par les lettres grecques majuscules correspondantes : X, I, A, ;. ..
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En pratique, la situation se simplifie : on constate empiriquement que 1'im-
mense majorité des molécules possede un état fondamental S = 0 et une
symétrie spatiale maximale”. Les deux états fondamentaux usuels sont donc

Noyaux différents : X+ Noyaux identiques : 12;

16.3.2 Niveaux de rotation-vibration

Nous avons supposé pour le moment les noyaux immobiles. Nous allons
maintenant prendre en compte le mouvement des noyaux, & configuration
électronique fixée, en général Up(r). Soit K le moment angulaire total de la
molécule : comme la symétrie d’ensemble est une symétrie de rotation, K est
conservé. Si J est le moment angulaire des noyaux, et que nous choisissions
le cas usuel S = 0 afin de simplifier la discussion, nous aurons K=J+L.
Le moment d’inertie de la molécule pour un axe de rotation perpendiculaire
a la droite des noyaux est I = Mr2, ot M est la masse réduite, et ce moment
d’inertie est trés grand par rapport au moment d’inertie I’ pour des rotations
autour de la droite des noyaux. L’énergie de rotation J?2 /21" pour de telles
rotations serait trés importante et les niveaux correspondants sont inobser-
vables en pratique. Il reste donc les rotations autour d’un axe perpendiculaire
a la droite des noyaux, dont I’énergie de rotation est

72 T2
Erot = Jo _ (K- (16.22)
2Mr? 2Mr?

11 faut maintenant prendre dans (16.22) la moyenne sur le mouvement élec-
tronique rapide

(K-L)?»)=K(K+1)+(L*-2K-L)

Comme L, posséde une valeur fixée L, = A, les valeurs moyennes de L, et
de L, sont nulles : (L,) = (L,) = 0. La valeur moyenne de L est donc dirigée
suivant Oz, ce que 'on peut écrire

(L) = A2

Le moment angulaire J des noyaux est perpendiculaire a la droite des noyaux,
soit
(J-2)=(K-L) 2=0= (3-K)=(2-L) = A

La projection de (I_(' ) sur laxe de la molécule est donc aussi égale a A, ce qui
implique K > |A] et finalement

(K —L)*) = K(K +1) + (L% — 2A?

7. Deux exceptions importantes sont la molécule Oz, dont I’état fondamental est 32;
(ce qui est a l'origine du paramagnétisme de I'oxygene) et NO, dont le fondamental est un
état L.
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d’ou 'expression de ’énergie de rotation
K(K+1)
2Mr?

Dans cette équation, la constante ne dépend que du mouvement électronique,
et ne contient pas K. Dans le cas particulier A = 0 (¢tat ), on a (K2) = (J2);
en premiére approximation r = rg et on trouve alors la forme habituelle de
Pénergie de rotation du rotateur sphérique rigide (§ 9.3.1)

J(J+1)
2M 7“3
Passons maintenant au mouvement de vibration le long de la droite des

noyaux. L’énergie potentielle Uy(r) peut étre approchée au voisinage de r = rg
par un potentiel harmonique

B = + cste (16.23)

Erot = (16.24)

1 1
Uo(T) ~ UQ(’I“Q) + §U6/(’I“Q)(7“ — 7“0)2 = UQ(’I“Q) + §Mw\2,ib (1625)
la fréquence de vibration wyj, étant donnée par
Uy (r

ety = % (16.26)

Les niveaux de vibration sont donnés par (10.14)

1

E%y = hwyin <n+ 5) n=0,1,2--- (16.27)

Les niveaux de rotation-vibration d’'une molécule diatomique dans son état
électronique fondamental sont finalement de la forme

1\  JJ+1)
E(n,J) = Uo(ro) + hwin (n + 5) + oM (16.28)

Cette formule ne donne qu’une premiére approximation : lorsque la molé-
cule vibre, la distance entre les noyaux n’est plus o mais r, ce qui entraine
un couplage entre rotation et vibration (voir par exemple Cohen-Tannoudji
et al. [1973], complément Avy).

16.4 Exercices

16.4.1 Etats np® permis

Trouver les configurations permises pour 3 électrons dans un état np
(I = 1), ou état np>. Suggestions (1) Quelles sont les valeurs possibles de
S, L et J et quelles sont les combinaisons 2*1L ; autorisées par le principe de
Pauli? (2) Déterminer le nombre de couples possibles (my,mg) et retrouver
le résultat de cette maniére. Utiliser les régles de Hund pour montrer que le
niveau fondamental est 4S5 /2-
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16.4.2 Théoréme de non croisement des niveaux

Supposons que deux courbes d’énergie électronique d’une molécule diato-
mique Uy (r) et Us(r) soient trés proches pour des valeurs de r voisines de 7.
En se limitant & ces deux niveaux, on écrit le hamiltonien

H(r)f:H(F)—HSraa—H:Ho—i—W or=r—T
r

Soit |¢1) et |¢2) les fonctions propres de Hy avec les valeurs propres U; (F) =
Uy et Us(T) = Us, et Wy = (@i|Wlp;) 1,5 = 1, 2. Montrer que la condition
de croisement des niveaux est

Uy = Uy = Wao — Wiy Wia =0

Pourquoi ne peut-on satisfaire simultanément ces deux conditions si les symé-
tries des deux fonctions d’onde sont les mémes ?

16.4.3 Structure hyperfine du deutérium

Un noyau atomique comprend Z protons et /N neutrons, appelés collecti-
vement nucléons. Le proton et le neutron possédent un moment magnétique
[ proportionnel & leur spin .S

ji=n~8
ou v est le facteur gyromagnétique
dp dp
=5.59 — = —-3.83 — 16.29
Tp omy Tn omy ( )
m, est la masse du proton et ¢, = —¢. sa charge. Le magnéton de Bohr
nucléaire py est défini par
py = 2
N 2m,,

1. Justifier la définition suivante de l'opérateur moment magnétique i
d’un noyau
N
(nLi + 75 + D 1S, (16.30)
i=1 j=1

ﬁ:

M)~

ol Y = qp/2myp. LietS; représentent le moment angulaire orbital et le spin
du proton 1, et S"j le spin du neutron j.

2. Soit J, le moment angulaire total du noyau (aussi appelé spin du noyau),
et |[JM) son état de moment angulaire : M est le nombre quantique magné-

tique. On appelle par convention moment magnétique du noyau p, la valeur
de p, dans V'état |J, M = J)

A N
p="(LM=J > (nliz+7Siz) + Y mS= | [ M=1T)  (16.31)
i=1 j=1
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Utiliser le théoréme de Wigner-Eckart (10.150) pour montrer

m

. . ! . _'- - ,
(m|Vz]ym’) = G+ D (S V)omm (16.32)

ot V est un opérateur vectoriel.

3. Le deutéron est formé d’un proton et d’un neutron qui se trouvent
dans un état 39;. Le deutéron est en fait un mélange de 397 et de 3D;, mais
nous ignorerons la (petite) composante *D;. En déduire la valeur du moment
magnétique du deutéron : up = 0.88uy, ce qui est en bon accord avec la
valeur expérimentale uy” = 0.86 . Montrer que l'on peut écrire 'opérateur
moment magnétique dipolaire du deutéron en fonction de son spin Sp

- ar \ z &
uD=0.86< ) SDZ’)/DSD
2my,
4. L’électron de 'atome de deutérium dans son état fondamental inter-

agit avec le moment magnétique du deutéron suivant une interaction effective
(15.30)

ou ug est la perméabilité du vide, 7. le facteur gyromagnétique de 1’électron et
S, son spin. Montrer que la moyenne spatiale de cette interaction transforme
celle-ci en couplage effectif des deux spins

Calculer le rapport Ap/A, o A est la constante (15.32) obtenue pour I’hy-
drogéne, et donner la valeur de Ap en eV.

5. Soit F = Sp + ge, le moment angulaire total de I'atome dans son
état fondamental. Quelles sont les deux valeurs possibles de F'7 Déterminer
I’énergie des deux niveaux hyperfins en fonction de Ap et leur dégénérescence.

6. L’atome de deutérium est plongé dans un champ magnétique B parallele
a Oz, B, = B > 0. Ecrire la perturbation W due a l'interaction de ’atome
avec le champ magnétique, en remarquant que Mp > m.. Montrer que les
éléments de matrice de W dans la base |F, mp) sont de la forme

qeB hmpg

5
" me 2F(F +1) [F(F+ - _] Ompms,

Winpm,, = 1
Tracer qualitativement les niveaux d’énergie en fonction de B. Quelle condi-
tion doit-on avoir sur B pour que les niveaux d’énergie soient donnés correc-
tement par la formule précédente ?
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16.4.4 Modéle en couches du noyau atomique

Dans le modéle en couches du noyau atomique, on suppose que chaque
nucléon se déplace dans un potentiel moyen créé par les autres nucléons. Ce
potentiel est empiriquement assez proche du potentiel d’un oscillateur har-
monique & trois dimensions de fréquence w, et 'ordre des niveaux est donné
sur la figure 16.4, en prenant 1’état fondamental comme zéro d’énergie. On re-
marquera la différence de notations entre la physique nucléaire et la physique
atomique, celles de la physique nucléaire étant d’ailleurs plus logiques.

-

lgo/o 10 50
2p12 2
I C R T Y Ifsi2 6
» I 2p32 4
1f72 8 28
1ds,» 4 20
2 10
,,,,,,,,,,,,, 2h®
i ’ QGEZYHZ 2
lds; 5 6
: s
B o 8- .
2
****************** 0 2 52 2

F1a. 16.4 — Les premiers niveaux du modeéle en couches du noyau. L’effet du cou-
plage spin-orbite est donné sur la partie de droite de la figure.

1. Porter sur la partie gauche de la figure 16.4 la dégénérescence de cha-
cun des niveaux, sans oublier la dégénérescence de spin, ainsi que le nombre
total de nucléons d’un type donné, proton ou neutron, que ’on peut mettre
avec une énergie 0, < hw, < 2w, < 3hw. Lorsque les protons ou les neutrons
forment une couche compléte, les noyaux possédent des propriétés de stabi-
lité remarquables, tout comme les gaz rares dans le cas des atomes. On dit
alors que le noyau comprend un “nombre magique” de protons ou de neutrons.
Lorsque les nombres de neutrons et de protons sont tous deux magiques, on
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dit que le “noyau est doublement magique”. Montrer que les premiers nombres
magiques sont 2, 8, 20 et 40.

2. En fait, 'ordre des niveaux de la figure 16.4 est perturbé par un impor-
tant couplage spin-orbite Vgo(l_:z . 5‘;) pour le nucléon i. Ce potentiel est tel
que le niveau j = [+ 1/2 est plus bas que le niveau j =1 —1/2, ce qui donne
le schéma de droite sur la figure 16.4. Porter sur cette figure la dégénérescence
de chaque niveau, et montrer que les nombres magiques sont en fait : 2, 8, 20,
28 et 50.

3. Comme dans le cas des atomes, le moment angulaire total d’une couche
compléte est nul. En déduire le spin (= moment angulaire total) du tritium
3H (Z =1, N = 2) et de 'hélium *He (Z = 2, N = 1) ainsi que leurs moments
magnétiques, et comparer aux valeurs expérimentales

SH : u =298y SHe : p= —213py

La définition du moment magnétique est donnée dans l'exercice précédent,
équations (16.30) et (16.31).

4. On s’intéresse maintenant aux noyaux dits pair-impair : Z pair et N
impair, ou l'inverse. On observe la régle empirique suivante : deux nucléons
identiques se couplent pour donner un moment angulaire nul. En utilisant
cette régle et la figure 16.4, déterminer le spin des noyaux suivants

Li(Z=3,N=4) "Be(Z=4,N=5) BC(Z=6,N=7)
170(Z =8,N = 9) YK (Z = 19, N = 22) 43Ca (Z = 20, N = 23)

5. Pour calculer le moment magnétique d’un noyaux pair-impair, on admet
que ce moment magnétique est dii uniquement au nucléon non apparié, et
Popérateur fi (16.30) devient

= —

f=nL+~S
ou 7, et 75 sont les facteurs gyromagnétiques orbital et de spin du nucléon

non apparié, les valeurs de v; et v, ayant été données dans l’excercice 16.4.3.
Montrer que

1 1 1
=y (j—=)h+=vh 4z
z %(J 2) + 57 j=l+5

L AN 1
M_j+1 AW 9 2’78 J = 2

En déduire les moments magnétiques des noyaux de la question 4 et comparer
aux valeurs expérimentales données en unités de pn

"Li: 3.26; °Be : —1.18; 13C :0.70; 7O : —1.89; 'K : 0.21; **Ca : —1.31
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16.5 Bibliographie

L’atome d’hélium et les atomes complexes sont décrits par Cohen-
Tannoudji et al. [1973], compléments Axry et Bxry. Pour un traitement dé-
taillé des atomes et des molécules diatomiques, on pourra consulter Landau
et Lifschitz [1966], chapitres X et XI, ou Bransden et Joachain (1983), cha-
pitres 6, 7, 9 et 10.






Chapitre 17

Champ électromagnétique
quantifié

Ce chapitre traite de la quantification du champ électromagnétique, qui
permet de justifier le concept de photon, et de quelques applications impor-
tantes. La section 17.1 donne les bases de cette quantification, en commengant
par un cas simple, celui d’'un mode unique. La section 17.2 étudie les états
du champ électromagnétique : état du vide, états cohérents, états de Fock
(c’est-a~dire & nombre de photons fixé), états comprimés. Ces notions sont
appliquées a la physique des lames séparatrices. Le § 17.2.3 introduit le ha-
miltonien approché de l'interaction d’un atome & deux niveaux avec un champ
quantifié, dans la version de Jaynes-Cummings. La section 17.3 décrit Uinter-
action atome-champ, d’abord dans le cadre du champ classique, puis dans
celui du champ quantifié. Enfin, la section 17.4 décrit quelques résultats de
base simples sur la détection et les corrélations de photons, en terminant par
leffet Hanbury-Brown et Twiss.

17.1 Quantification du champ
électromagnétique

Nous avons déja rencontré a plusieurs reprises le concept de photon. Le
photon est associé aux propriétés quantiques du champ électromagnétique,
et pour donner un statut théorique & ce concept, il faut quantifier le champ
électromagnétique. Ceci se fera trés simplement si 'on reconnait 'analogie
entre un mode du champ et un oscillateur harmonique.

Avant de passer a la quantification du champ électromagnétique, rappelons
les équations de Maxwell (1.8)—(1.9) pour le champ électrique E et le champ
magnétique B
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Lo L 0B
B = EF=—-—— 17.1
v 0 V X ot (17.1)
= = Pem P - OFE 1
= — B=—+4+—7m 17.2
\Y - c“V x 8t+50‘7 (17.2)

Les deux équations (17.1) sont des équations de contraintes sur les champs E
et B , tandis que les deux équations (17.2) dépendent des sources du champ
électromagnétique, c’est-a-dire de la densité de charge pen et de la densité de
courant Jep,. On déduit des équations de Maxwell I’équation de continuité

OPem
ot

+V Jem =0 (17.3)

17.1.1 Quantification d’un mode

Avant d’examiner le cas général, nous allons d’abord étudier le cas plus
simple de la quantification d’un mode du champ électromagnétique, ce qui
suffira en pratique pour la plupart des problémes étudiés par la suite. Nous
allons exploiter I'analogie entre ce mode traité classiquement et un oscillateur
harmonique classique écrit pour une particule de masse m = 1, le hamiltonien
étant

1
Ha = 5 [(0) +«*¢(0)] (17.4)
Les équations de Hamilton sont
8Hcl chl 2 .
_— = _— = = — 17.5
op P 9g 1= P (17.5)

Les variables g et p étant canoniquement conjuguées, la quantification suit les
régles de la section 4.3 : ¢ — Q, p — P avec [Q, P] = ihl.

A,

y

“

A
\j

L

Fi1G. 17.1 — Cavité pour le champ électromagnétique.



17. Champ électromagnétique quantifié 709

Considérons une cavité métallique parallépipédique de volume V), de lon-
gueur L suivant la direction Oy et un mode du champ classique dans cette
cavité (figure 17.1)

—

Eq = zZe(t)sinky Be = & b(t) cos ky (17.6)

La dépendance spatiale est en sinky ou cosky parce que la cavité est un
parallélépipéde. En général, ce serait celle d’'un mode propre de la cavité. La
composante transversale de Ecl doit s’annuler sur les parois de la cavité, ce
qui impose k =nw/L, n=1,2,--- Les fonctions e(t) et b(t) sont liées par les
équations de Maxwell!

.. 0B, db

Vx Ea=—— :>ke(t)——& (17.7)
=3 5 _ 1 8EC1 de )

VxBa=5—5= —=c kb(t) (17.8)

L’énergie H. contenue dans la cavité s’obtient a partir de la densité d’énergie
du champ électromagnétique

1
€] = = (E 1+ B ) (17.9)
soit

1
H, = 350 / d3r [62 (t)sin? ky + c*b*(t) cos® ky]
v

1
= ;o [e2(t) + b3 (t)] (17.10)
La comparaison entre (17.4) et (17.10) suggére la définition suivante, avec
w=ck
_ 1 JeV eV
¢=— 5 € p=cy\ =5 b (17.11)

~—

Les équations de Maxwell (17.7) et (17.8) deviennent alors identiques a (17.5)

dg dp 2
== _ =L 17.12
7 =P i w?q (17.12)

tandis que (17.10) prend par construction la forme (17.4).

1. Combinant les équations (17.7) et (17.8), on obtient aussi, avec w = ck

d?e d?b 2 _
F7el +wZe=0 a2 +w 0
La dépendance temporelle est donc

e(t) = eg exp(£iwt) b(t) = bo exp(Liwt)
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Pour quantifier le champ électromagnétique, on utilise le fait que les va-
riables g et p (17.11) sont canoniquement conjuguées, et on leur fait corres-
pondre des opérateurs @ et P obéissant a [@, P] = ihl. De fagon équivalente,
on écrit @ et P en fonction d’opérateurs a et al obéissant & [a,al] = I

Q= \/7 (a+a) P:%@(a—a*) (17.13)

Les équations (17.6) et (17.11) donnent alors I’expression du champ électro-
magnétique quantifié (E, B)

E:éwﬂv (a—|—aT)sinky
1€0hw (17.14)
B=i—/— (a—al
o\ oy (a—a') cosky

Le hamiltonien quantique est évidemment identique & (10.9)
1
H = hw (aTa + 5) (17.15)

Dans le processus de qgantiﬁcation, les champs E, et B sont devenus
des opérateurs hermitiens E et B, et ’équation (17.14) donne ces opérateurs
dans le point de vue de Schrédinger. Pour obtenir une dépendance temporelle
comme dans (17.6), il faut passer au point de vue de Heisenberg, et nous
avons besoin des opérateurs a et a' dans ce point de vue. Contentons-nous
d’examiner a, car a' s’en déduit par conjugaison hermitienne. Par définition,
Popérateur ay(t) du point de vue de Heisenberg est

ag(t) = et/ g e~ 1H/R (17.16)

ot H est donné par (17.15). L’opérateur ay(t) vérifie ’équation différentielle

dan(t i .
dault) _ 1 imre/m gy o) e=if/n — _ipan(t) (17.17)
dt h
ot nous avons utilisé le commutateur [afa,a] = —a. L’équation différentielle

(17.17) s’'intégre immédiatement, et avec la condition aux limites habituelle
ag(t=0)=a

an(t) = ae ! aL(t) =afelt (17.18)

Cela donne les champs E et B dans le point de vue de Heisenberg section 10.3

. heo . .
Eu(t) =2 =~y (ae™™" + aTe“”t) sin ky
=0 (17.19)
Bu(t) =2 1/ (ae ! — aTei‘”t) cos ky
ic EQV
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Le point crucial est l'interprétation physique des opérateurs a et af. Les ni-
veaux d’énergie de (17.15) sont donnés par (10.14), et on peut les interpréter
de la fagon suivante : ’état |n) (10.18) d’énergie (n + 1/2)hAw est un état a n
photons dans le mode de la cavité défini par (17.6), chaque photon ayant une
énergie hiw. L'état a zéro photon |0), ou état du vide, correspond & une énergie
non nulle fiw/2 : la cavité, méme vide, posséde une énergie, appelée énergie de
point zéro. Par une redéfinition du zéro d’énergie, on peut décider d’annuler
cette énergie de point zéro. Cependant, on ne peut pas se débarrasser des
fluctuations autour de cette énergie de point zéro, et ces fluctuations donnent
lieu a des effets observables, ainsi que nous le verrons ultérieurement.

17.1.2 Cas général

Ainsi que nous 'avons déja mentionné, les résultats de la sous-section pré-
cédente sont suffisants pour aborder ’essentiel des développements ultérieurs,
et cette sous-section peut étre omise en premiére lecture, & partir de (17.24).
Avant de procéder a la quantlﬁcatlon revenons un instant sur le cas clas-
sique. Les champs? E et B sont liés par des contraintes, ce qui fait que les
six composantes ne sont pas indépendantes. De plus, comme le montre 'effet
Aharonov-Bohm (§ 12.3.3), 'interaction du champ électromagnétique avec les
charges n’est pas locale. Il est souvent préférable de passer par I'intermédiaire
des potentiels® scalaire V' et vecteur A dont on déduit les champs

Fo—vv-%2  F_%xa (17.20)

Cette utilisation des potentiels au lieu des champs ne devrait pas surprendre :
en effet, en mécanique quantique, nous n’avons jamais utilisé les forces, relices
directement aux champs E et B par la loi de Lorentz (1.11), mais toujours
I’énergie potentielle. En mécanique quantique, ce sont I’énergie et I'impulsion
qui jouent le role fondamental, car ce sont elles qui influencent directement
la phase de la fonction d’onde. En présence d'un champ électrique E, c’est
le potentiel V qui intervient directement dans I’équation de Schrédinger via
I'énergie potentielle V' = qV. En présence d’un champ magnétique E c’est le
potentiel vecteur A qui intervient directement dans I’équation de Schrodlnger
et non le champ B : voir la section 10.3.

Les potentiels ne sont pas uniques. En effet, dans une transformation de
jauge, déja introduite pour A au § 10.3.1

A— A =A-VA V- V:V”LE (17.21)

2. Afin d’alléger les notations, nous abandonnons l'indice cl jusqu’a (17.25), aucune
confusion n’étant possible.

3. Nous utilisons la notation V pour le potentiel électrique (ou potentiel scalaire), afin
de ne pas créer de confusion avec ’énergie potentielle V' : une particule de charge ¢ dans le
potentiel V a une énergie potentielle V = ¢V.
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ot A(7,t) est une fonction scalaire de l'espace et du temps, les champs E et
B ne sont pas modifiés. Afin de lever 'arbitraire sur les potentiels (/1 V), on
fait souvent un choix de jauge en imposant une condition sur (ff, V). Un choix
fréquent que nous adopterons (mais ce n’est pas le seul possible!) est celui de
la jauge de Coulomb, ou jauge de rayonnement

V-A=0 (17.22)

Avec ce choix, le potentiel vecteur est transverse : en effet, si 'on passe dans
lespace de Fourier, la condition (17.22) se traduit par k- A(k) = 0. D’apreés
la premiére des équations (17.2) et (17.22)

— =17 A' 594 — 4 em
v-(vv+aa—t>=v2v+2(V~A):v2V=—p (17.23)

D
~
™
o

d’ott 'on déduit le potentiel scalaire V'

V() = — / Pem(Ts1) 43,

T dreo | |[F—7]

Cette expression du potentiel scalaire est appelée potentiel de Coulomb ins-
tantané, car les effets de retard ne sont pas apparents : le temps ¢ dans V'
est le méme que celui de la source pep,. Cette caractéristique pourrait sem-
bler incompatible avec la relativité, mais on doit se souvenir qu’un potentiel
n’est pas directement observable, et la contradiction est seulement apparente?.
La déduction de I’équation donnant A en fonction de Jem €st proposée dans
I'exercice 17.5.1.

En l'absence de sources : pem = Jem = 0, la seconde des équations (17.2)
s’écrit

- -
02v X (V X A) :cQV(VA) _CQVQA: _a(gtv) . %
et tenant compte de (17.22) et de V = 0, nous obtenons 1’équation d’ondes
pour A
PA L,y
gz eV A=0 (17.24)

Enfin, compte tenu de I'expression classique de la densité d’énergie du champ
électromagnétique, ’expression du hamiltonien classique est

1 . /= .
H, = 5 50/d3r (EC12 + 623012> (17.25)

4. cf. Weinberg [1995], chapitre 8.
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Revenons maintenant a la quantification, en partant de de la décomposi-
tion de Fourier du potentiel vecteur classique

A7) = [Ag, 02 () e =7 + A (1) &2 (k) e (17.26)

Es

Nous choisirons dans cette sous-section des conditions aux limites périodiques
dans une boite parallépipédique de cotés Ly, Ly, L., ou quantification dans
une boite de volume V = L, L, L.

- 2Ty 2mn omn,
k: <kz: Lw 7k5y: Lyy,kz = Lz ) nz,ny,nZ:O,:l:l,jﬁ’ ......

Un des entiers n;,ny,n, doit ére non nul. Nous avons introduit des vecteurs
&,(k) dans la decomposmon (17.26) car le champ A est un champ de vecteurs ;

les vecteurs &(k) sont choisis unitaires, &7 (k) - €;(k) = 1 et ils représentent
physiquement la polarisation du champ. Ils sont, contraints par la condition de
jauge (17.22). En effet, le gradient et le rotationnel sont donnés dans ’espace
de Fourier par

V- [ez(E) e“ﬂ — ik &, (k)] et (17.27)

v x [ez(z‘c') e“ﬂ — i[F x &, (k)] e F T (17.28)

et on déduit de (17.27) la condition d’orthogonalité k - &(k) = 0 : le vecteur
55(15) est un vecteur transverse (par rapport a E) Le vecteur €, étant situé
dans un plan, 'indice s prend seulement deux valeurs. Un choix possible est
{é'gc(lg),é’y(l_c')}7 o é'$(l_c')7é'y(l_c') et k forment un triedre direct : s = z,y. Ceci
correspond a la décomposition de A sur des états de polarisation linéaire. Un
autre choix possible est celui des états de polarisation circulaire

—

_1
PR

avec s = D, (. On note 'identité importante, avec i, j = x, y, 2

(€ +i€y) éq = —= (&, —ié,) (17.29)

2
Zesi(lg)ezj (E) = Fij = 5ij — ]ACJACJ (17.30)

En effet, P;; n’est autre que le projecteur sur le plan perpendiculaire & E, et
on vérifie bien que

> Pijki=0 > Pijesi(k) = eqi(k)

J J
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De I'équation d’onde (17.24), on déduit I’équation d’évolution des modes Ay

azAES 21.2 82AES
o TN A= T

+wpdz, =0 (17.31)

en définissant la fréquence wy, par wy = c|l;:| On peut choisir comme solution
de (17.31) (exercice 17.5.2)

Ap (t) = Ap e 't A% () = Ar elert (17.32)

ou Ay = Ap (t = 0). Ceci donne la dépendance en ¢ de Ay (7,t)
Aa(rt) = Y [, aBe T 4 4 g (@ Fren]  (733)
E,s

On en déduit les champs Ecl et Ecl que nous nous contentons d’écrire au
temps ¢t =0

—

ECI(IF7t = O) = 1Zwk (AES 5g(E) — Aiﬁg €:(—E)) eiE'F — Z _)];;SeiE'F
];;‘75 E,S
n (=4 _l 7 L2 *#—'*__' iE~F:
Ba(7,t=0) = - Zwkk X (Aks es(k) — A" . e)( k)) e
k,s
(17.34)

Ces expressions permettent de calculer aisément le hamiltonien du champ
électromagnétique si 'on utilise la relation de Parseval® (exercice 19.6.12)

Z/d% B2 =V Y Ez-E p, (17.35)

k,s,s’

On en déduit
€0 3. 22 _ 2 g%
) Z/d rEZ(7) = EOVZWkAEsAEs - R
S k,s

EQV
52 k|

k,s,s’

R =

-

+ A g Ap @ (k) - 5;,(1@)} (17.36)

otV = LyLyL, est le volume de quantification. Le calcul de la contribution
du champ magnétique au hamiltonien s’effectue suivant le méme principe, en
utilisant 'identité vectorielle

(Ax B)-(CxD)=(A-C)B-D)—(A-D)(B-C)

5. Etant donné que ce hamiltonien est indépendant du temps, on peut le calculer & ¢ = 0.
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appliquée a

On en déduit la contribution du champ magnétique
1 = — *
5 goc? / d®r Ba(it =0) =20V > wiAL Az +R (17.37)
E,s
Combinant (17.36) et (17.37), on obtient la forme finale de H
Ho =260V Y wiAs Ap, (17.38)
E,s

Il reste a trouver les variables conjuguées g, et pi. afin de procéder a la
quantification comme dans la sous-section précédente. Ces variables sont

az, = (eaV)"” (AES + AZ“J

% (coV) /2 (A,;S - Ags) (17.39)

3
s
»

I

Compte tenu de

Ap (t) = —iwp Ag, (1) Ax (1) = iwp A% (1)
on vérifie immédiatement ’analogue de (17.12)

qu = pEs pEs = _W]%q]'c's (1740)
tandis que le facteur commun de normalisation dans (17.30) permet de trouver

lexpression de H¢ qui généralise (17.4) et montre que He (17.25) est une
somme de hamiltoniens d’oscillateurs harmoniques indépendants

1 2 2
Ha=3Y" (v2, +wiaz,) (17.41)

k,s

Pour quantifier la théorie, on s’inspire a nouveau de (17.13) en définissant des

opérateurs ay et aTE qui vérifient les relations de commutation
S

[GES’ a’]‘%/s/:| = 5]37];;’ 555’1 (1742)

Les opérateurs Q, et Py  sont alors

h
Q;&Z\/m(%ﬂ‘ y
1 [hwg
PES_Y 2 (CLES_CL

T
a-
k,s

T+

)
) (17.43)
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ce qui assure la relation de commutation canonique
Qg Prvys] = 100y b5 1 (17.44)

Le hamiltonien s’obtient & partir de (17.41) sous la forme

1
H=>"hw (aia,; + 5) (17.45)

Tout comme (17.41), ce hamiltonien décrit une collection d’oscillateurs har-

;;) détruit (crée) un photon de

vecteur d’onde k et de polarisation s, c’est-a-dire un photon dans le mode

moniques indépendants. L’'opérateur az, (a

(k,s); N, = a%sa,;s est 'opérateur nombre de photons dans ce mode.
On déduit de (17.45) I’énergie (infinie) de point zéro
1 1% 3 _hey [,
EO—EZhwk—»W 4k hek = £ — i E*dk (17.46)

5,

ot nous avons utilisé (8.133). Dans le rayonnement du corps noir, la mécanique
quantique s’était révélée capable de controler les fluctuations thermiques, qui
conduisaient & une énergie infinie en mécanique statistique classique. Mais
nous avons éliminé cet infini pour en introduire un autre, cette fois lié aux
fluctuations quantiques. Ces fluctuations quantiques ont des effets observables,
comme effet Casimir (exercice 17.5.6). L’énergie de point zéro est aussi ap-
pelée énergie du vide, dont les propriétés restent encore aujourd’hui largement
débattues, et qui pourrait jouer un role important en cosmologie.

Pour obtenir I'expression des champs quantifiés, le plus simple est de re-
marquer que les amplitudes classiques Ay et A;%S sont remplacées par des

opérateurs ; la comparaison avec (17.39) et (17.43) montre que®

h h
A J—" A: ) ———al 17.4
ks - 2€0Vu]k aks ks - 2€vak aks ( 7 7)

Ceci donne l'expression du potentiel vecteur dans le point de vue de
Heisenberg

2
- I3 1 o - s
Ru(F,t)= SN = [ag e B o al @ (Rye i

(17.48)

6. Ce remplacement est ambigu dans ’expression (17.38) du hamiltonien, car classique-
ment AA* = A* A, et on doit passer par (17.41) pour procéder correctement. En revanche,
il n’y a pas de probléme pour les champs qui sont linéaires en A et A*.
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On déduit de (17.48) lexpression du champ électrique quantifié EH =
—0An /0t

2
2 = . h S i(ker— ke (T —i(kT—
B ) =1\ 5y ;21@7 [0z, & (B)e FT=n0) — ol g ()em(Fr-ex)]

(17.49)
On remarquera que le facteur de normalisation global difféere de 1/ V2 en
comparaison de celui figurant en (17.14). Ceci vient de ce que les fonctions
d’onde normalisées pour une dimension d’espace (y) sont, soit y/1/L exp(iky),
soit 4/2/L sin ky. Pour le champ magnétique, on utilise (17.28)

L [k 2 .
Bu(7,t) = IRy, Zzzw/wk k
k os=1

x [ag, (k) el — ol @ (fyemiFren] - (17.50)

ou x désigne un produit vectoriel. Comme dans une onde plane classique, on
vérifie la relation B = (k/c) x E. Il est facile, comme dans le cas du champ
bosonique scalaire (§ 14.4.3), de calculer les commutateurs des diverses com-
posantes du champ a ¢t = 0. On trouve les relations de commutation suivantes
entre la composante A; du champ et celle —goE; de son moment conjugué’
(exercice 17.5.3)
y : 4’k ik-(F—7") 7
[Az(’l_"), —E()Ej(’l’ )] = lh/ W e ((5” - k‘lkj)f (1751)
ot nous avons utilisé (8.133). On en déduit que E; commute avec B, mais
non avec B, ou B; : on ne peut pas mesurer simultanément au méme point la
composante x du champ électrique et la composante y du champ magnétique.
Il est possible d’écrire un couplage du champ quantifié avec une source
classique Jom (7, t) de la forme

W(t) =— /d%jem (7,t) - A7) (17.52)

Ce couplage généralise celui de loscillateur harmonique forcé de lexer-
cice 10.4.4 : la force f(t) est remplacée par la source Jop, et 'opérateur position
Q@ par le champ quantifié A. On peut alors montrer que si I'on part d’un état
& zéro photon et si la source agit pendant un temps fini, on obtient un état
cohérent du champ électromagnétique, ott le nombre de photons dans un mode
k est donné par une loi de Poisson dont la valeur moyenne est déterminée par
|Tom (K, wi) |2, Jom (K, wi) étant la transformée de Fourier quadridimensionnelle®
de Jem (7, t).

7. L’application des principes de la mécanique analytique au champ électromagnétique
montre que le moment conjugué de A; est —ggE; ; voir par exemple Weinberg [1995].

8. Voir l’exercice 17.5.3. On trouvera un traitement détaillé par exemple dans
Le Bellac [1988], chapitre 9 ou Itzykson et Zuber [1980], chapitre 4.
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Le champ quantifié A a été écrit dans la jauge de Coulomb. C’est la jauge
la plus commode pour traiter les problémes élémentaires, mais ce n’est pas la
jauge qui convient pour traiter ’électrodynamique quantique de fagon géné-
rale. En effet, la condition V-A=0 privilégie un référentiel d’inertie particulier
et I'invariance de Lorentz de la théorie n’est pas manifeste. Naturellement, il
ne s’agit pas d’un défaut rédhibitoire, car il est possible de vérifier tous cal-
culs faits I'invariance de Lorentz des résultats physiques. Le véritable défaut
de la jauge de Coulomb est qu’elle conduit a des calculs inextricables car le
programme de renormalisation (élimination des infinis) exige que 'on main-
tienne de fagon explicite I'invariance de Lorentz, si I’on veut garder des calculs
maniables?. Une jauge oti I'invariance de Lorentz est manifeste est la jauge de
Lorentz*° .

ov = o

B +V-A=0
Cependant, la jauge de Lorentz introduit des états non physiques, que 'on
doit correctement interpréter et éliminer des résultats physiques. Ces états non
physiques n’apparaissent pas dans la jauge de Coulomb, qui est un exemple
de “jauge physique”. Malheureusement, on ne peut pas a la fois utiliser une
jauge physique et conserver I'invariance de Lorentz formelle.

17.2 Etats du champ électromagnétique

17.2.1 Fluctuations quantiques du champ
électromagnétique

Le champ électromagnétique quantifié est un opérateur et on doit pouvoir
observer ses fluctuations quantiques. Dans I’état & zéro photon, ou état du vide
|0), la valeur moyenne des champs électrique (17.49) et magnétique (17.50)
est nulle

(0|Ex (7, £)[0) = (0[Bw(F, ¢)[0) = 0

car (0lag[0) = <O|aTES|O> = 0, mais la nullité des valeurs moyennes n’implique
pas celle des fluctuations! Ces fluctuations ont des conséquences physiques
importantes, et nous allons les examiner successivement dans plusieurs types
d’états du champ : le vide, les états & nombre de photons fixé, les états co-
hérents et les états comprimés. Afin de simplifier la discussion, nous nous
limitons & un seul mode comme dans le § 17.1.1 de vecteur d’onde k et de
polarisation s fixés, ap, — a, wr — w, en nous plagant de plus & y = 0.
Cette restriction & un mode unique est souvent une bonne approximation, par
exemple pour un laser monomode si 'on peut négliger les effets transverses

9. D’un point de vue technique, les contre-termes qui éliminent les infinis sont contraints
par l'invariance de Lorentz, si le choix de jauge respecte cette invariance formelle.
10. Cette invariance de Lorentz formelle est manifeste en notation quadri-dimensionnelle

(voir (19.13)) : 9, AF =0, A* = (V, A).



17. Champ électromagnétique quantifié 719

dus & la diffraction ou pour un mode dans une cavité supraconductrice. Le
champ électrique (17.19) s’écrit

hw . .
E(t) =4/ .y (ae ™' +afe™?) (17.53)

Nous avons supprimé 'indice H et la notation vectorielle afin d’alléger 1’écri-
ture. Calculons d’abord les fluctuations de E dans I’état du vide en utilisant

(ae~ it 4 aTeiwt)2 = a2e 2wt 4 (q1)22t  9gTq + T

Seul le dernier terme donne un résultat non nul quand on prend la valeur
moyenne sur le vide et

hw
OIE®)0) = =5

d’ou la dispersion

A = [(0[E%(t)[0) — (0[E(8)[0)2]"/* = V% (17.54)

Les fluctuations quantiques du champ électromagnétique ont des conséquences
physiques importantes : outre l'effet Casimir (exercice 17.5.6), elles sont aussi
a l'origine du clivage entre les niveaux 2s; /5 et 2p; /5 de I'atome d’hydrogeéne,
dégénérés a 'approximation de la théorie relativiste de Dirac (¢f. § 19.3.5), et
qui est appelé déplacement Lamb. Ce déplacement ~ 4.38 x 10~ %€V est une
fraction de l'ordre de 10~7 de la différence d’énergie entre les niveaux 1s et
2s, et il vaut 1058 MHz en unités de fréquence'!. Ces fluctuations sont aussi
responsables du moment magnétique anormal de ’électron : alors que I'inva-
riance galiléenne et la théorie de Dirac prédisent un facteur gyromagnétique
de I'électron . = g./me., ce facteur est en fait

Ve = :1—2 (1+ % +O(a2))

ol aw >~ 1/137 est la constante de structure fine.
Dans un état & nombre de photons n fixé (dans le mode considé

T
aussi appelé état de Fock, la valeur moyenne de E(t) est nulle car (n|a|n)
(n|at|n) = 0, tandis que celle de E*(t) vaut d’apres (10.12)

),

hw(2n + 1)

(mE*(Bln) = =5

11. Une faible partie de ce déplacement (—27 MHz ~ 3 %) est due, non aux fluctuations
du champ électromagnétique, mais a celles du champ électron-positron. La création de
paires (virtuelles) électron-positron a un effet d’écran sur le champ coulombien et agit
comme une constante diélectrique du vide. L’effet est beaucoup plus important pour les
atomes muoniques : cf. I’exercice 15.4.3 et la note 37 du chapitre 1.
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d’ou la dispersion A, E dans I'état |n)

hw(2n + 1)

AGE = [(n]E ) — (nlEln)?] " = || F20

(17.55)

Cette dispersion croit comme la racine carrée du nombre de photons lorsque
n > 1. La phase est indéterminée dans un état de Fock, puisque AN = 0.
Meéme si le nombre de photons est trés grand, un état de Fock est compléte-
ment non classique.

Des états plus fréquents en pratique que ceux & nombre de photons fixé
sont les états cohérents |z). En effet, la grande majorité des sources lumineuses
usuelles émettent des états du champ électromagnétique trés proches d’'un
état cohérent (laser), ou d’un mélange statistique d’états cohérents (source
classique). Calculons la valeur moyenne de E(¢) dans un état cohérent en
posant z = |z| exp(if)

CE(#)|2) = ,/E% (et 4 z*et) = 2, /E% 2| cos(wt —0)  (17.56)

tandis que

how . .

|E2(8)]2) = —2 [(ze*‘wt + e 4 1}
E()V

La dispersion A.E dans un état cohérent est identique a la dispersion dans le

vide

ALE = [(2[E%(1)|2) — (2[E@)]2)2] " = ,/E% = AGE (17.57)

Rappelons que le nombre moyen de photons est (N), = (z|N|z) = |z|% et la
dispersion A, N = |z| : lorsque le nombre moyen (V) de photons augmente, la
valeur moyenne du champ électrique croit comme 1/(N),, mais la dispersion
reste constante. La distribution des valeurs de E est de plus en plus piquée
relativement & la valeur moyenne, et cette valeur moyenne évolue comme un
champ classique.

Définissons les opérateurs hermitiens Xy et Xs, ou opérateurs de quadra-
ture par

Xi=j (e+a)  Xa=g (a-d) (17.59)

qui vérifient la relation de commutation [X7, X3] =1i/2, d’ou l'on tire 'inéga-
lité de Heisenberg

—

AX] AXy > - (17.59)

e

Un calcul immédiat montre que

E(t) = 24/ % [ X7 coswt + Xo sinwt] (17.60)
0
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tandis que, suivant (10.39) et (17.58)
1
(X1), =Rez (X3), =Imz AX =A Xy = 3 (17.61)

L’inégalité de Heisenberg (17.59) est donc saturée quand le champ se trouve
dans un état cohérent, en conformité avec les résultats du § 10.2. La valeur
moyenne (E(¢)), du champ est donnée par (17.56). Nous pouvons maintenant
interpréter physiquement les résultats du § 10.2.2 pour le champ électroma-
gnétique dans un état cohérent. Ainsi que nous ’avons vu en (10.46), le champ
fluctue en amplitude et en phase autour de sa valeur moyenne (17.56). La fluc-
tuation en amplitude est en valeur relative A,E/(E) ~ 1/2|z| = 1/2(N)/2,
ot (N) est le nombre moyen de photons et A,N = (N)/2, tandis que la
fluctuation de phase veérifie (10.46) : A,¢A, N ~ 1/2 (figure 17.2a).

A

A A

Ao Ao
I I I I
AN AN
(a) (b)

F1G. 17.2 — Représentation de Fresnel du champ électrique. La zone hachurée re-
présente la dispersion sur Uextrémité du champ. (a) Etat cohérent. (b) et (c) Etats
comprimeés.

Il existe un autre type d’états intéressants, les états comprimés. Définissons
l'opérateur unitaire

1
S(Z) = exp [5 (Z*CLQ - ZaTQH =eX (17.62)
ot Z est un nombre complexe, Z = r exp(if), et calculons ST(2)aS(2) en utili-

sant (2.70) et X = — X

ST(2)aS(3) =a— [X,a] + % (X, [X,a]] +---

Un calcul immeédiat montre que
ST(2)aS(2) = acoshr — a’e'? sinhr
On définit I’état comprimé |Z) par

2) = 5(2)|0) (17.63)
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Les valeurs moyennes de a et a dans cet état sont nulles : (Z|a|?) = (Z|af|2) =
0, tandis que

(2]a®|2) = (2|(a")?|2)" = —e'? sinhr coshr (2|la’alz) = sinh? r
On en déduit les valeurs moyennes et les dispersions des opérateurs X; et Xo

1 1
Az Xy = §(cosh 2r—cos 0 sinh 2r)'/2 Az Xy = §(cosh 2r+cos @ sinh 27) /2

Ces expressions se simplifient lorsque # = 0

=0 : AgXl = %ef’ﬂ AgXQ = %er (1764)
On constate que, par rapport a (17.61), la dispersion de X; est réduite et
celle de X5 augmentée, mais le produit Az X; Az X5 reste constant et égal a
1/4 : les états comprimés, tout comme les état cohérents, saturent l'inéga-
lité de Heisenberg. Les figures 17.2b et 17.2c montrent schématiquement la
représentation de Fresnel du champ électrique dans un état comprimé. On
voit que I'on peut, soit diminuer la dispersion sur la phase et augmenter celle
sur IV, soit inversement diminuer la dispersion sur le nombre de photons et
augmenter celle sur ¢.

17.2.2 Lames séparatrices et détection homodyne

Les opérateurs X; et Xy définis en (17.58) et leur généralisation
Xo, X[g4r/2) définis ultérieurement dans cette sous-section peuvent étre mesu-
rés grace a la détection homodyne, qui consiste & mélanger le champ a4 mesurer
avec un signal de référence de méme fréquence que celle du champ. Avant de
décrire la détection homodyne, il est utile de transposer la discussion du § 1.4.5
sur 'action d’une lame séparatrice dans un formalisme opératoriel. Nous al-
lons écrire analogue des relations (1.31) pour les opérateurs d’annihilation
du champ dans les modes d’entrée et de sortie d’'une lame séparatrice, et,
comme dans le § 1.4.5, nous appelons (a) et (b) les modes d’entrée, (c¢) et
(d) les modes de sortie; (a) et (b) étiquettent deux modes du champ repré-
sentant des paquets d’ondes qui se mélangent dans la lame séparatrice. Nous
choisissons une lame séparatrice déséquilibrée en posant

t = cos A\ r =1isin A
L’équation (1.31) devient
T =acos\+ibsin A
d =1iasin A+ bcos A\

Nous supposons que l'extension temporelle A7 des paquets d’ondes est suffi-
samment grande de telle sorte que la fréquence w est bien définie. Cependant,
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AT doit étre fini, afin que on puisse distinguer un “avant” (¢ < —T') et un
“aprés” (t > T') du mélange par la lame séparatrice qui a lieu pour ¢ ~ 0.
Nous recherchons un hamiltonien susceptible de décrire le mélange en
terme d’opérateurs de champ a et b, olt a et b désignent les opérateurs d’anni-
hilation des modes (a) et (b). Un opérateur conduisant au résultat recherché
est
H = —hg(t) (ab" + a'd)

Dans cette équation, g(t) est une fonction lentement variable du temps, non
nulle dans un intervalle de temps [T, +T], avec T' 2 AT, et choisie telle que
son intégrale temporelle soit précisément le paramétre A\ qui définit I’action

du diviseur de faisceau
+T
/ g(t)dt = A
-T
Dans le point de vue de Heisenberg, qui est celui qui se raccorde le plus
directement a la description classique, les opérateurs évoluent en fonction du

temps, et entre —T et +7, a — ¢ et b — d. Cette évolution est donnée par
un opérateur unitaire U(\)

c=U\)aU(N) d=U'\)bUN)
U(X) = exp [ix (ab' + a'b)] = exp[iAG] G=abl +alb  (17.65)

L’équation (2.70) permet de calculer les opérateurs d’annihilation des modes
de sortie c et d

. . A2 1
e 1 g el = g — NG, a] — o7 [G,[G,a]] + - =a+i\b— 5)\2&—1—---
= acos\ +ibsin A

En résumé, la loi de transformation de a et b est identique a celle des ampli-
tudes ondulatoires

c=U"(\)aU(N) = acos A+ ibsin A

(17.66)
d=U'\)bU(N) =iasin X + bcos A

La forme exp(iG\) de U montre que U(\) appliqué sur le vide des deux modes
|0,05) redonne |0,0p), car G|0,0,) =0

U(N)|040p) = 040p)
et cette forme montre aussi que UT(\) = U(—\), d’ott I'on déduit

U\ a'UT(\) = al cos A +ibT sin A

17.67
UMb UT(N) =ia’sin A + b cos A ( )
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Revenons maintenant au point de vue de Schrédinger, ou I'état final |U’)
est donné en terme de l'état initial |¥) par |¥') = U(N)|T), et examinons
d’abord le cas d’un photon unique incident dans le mode (a). Nous avons
donc

W) = [1405) = a']0405)

11 est immédiat d’obtenir |¥')

(W) = U(N)a'10,00) = U(N)aTUT(A\)U(X)]0405)
= (a' cos A +ib' sin \) [0404) = cos A[1,05) + isin [0, 1) (17.68)

L’amplitude de probabilité pour que le photon sorte dans le mode (a) est
cos A\, et 'amplitude de probabilité pour que le photon sorte dans le mode
(b) est isin A, ce qui est conforme a (1.31). Pour retrouver le cas classique,
examinons l'action de la lame séparatrice sur un état cohérent |z) du mode
(a), tandis que le mode (b) est vide. L’état initial est donné par

(W) = Da(2)|0a00) = |2)a ® [0)s

ot D,(z) est 'opérateur de déplacement (10.40) pour le mode (a). |¥') est
donné par

|\II/> = U()‘)Da(z)loaob> = U()‘)Da(z)UT()‘)U()‘)|OaOb>
= exp (a'zcos A — az* cos \) exp (ib'zsin A + ibz* sin \) [0,05)
= Dy(zcos\) Dy(izsin A\)|0,0p) = |2 cos A ® iz sin \) (17.69)

ot nous avons explicité le produit tensoriel : le résultat est un produit ten-
soriel de deux états cohérents. On retrouve manifestement l'action de la
lame séparatrice sur une onde classique, avec une répartition de l'intensité
(|t]? = cos? \, |r|?> = sin? \) dans les deux voies de sortie.

Supposons maintenant que nous partions d’un état |1,1;), ot un photon
arrive dans le mode a et I'autre dans le mode b, de part et d’autre de la lame
séparatrice (figure 17.3)

11a1) = ab7]0,0,)

La lame séparatrice transforme cet état en

(W) = U(N)a'b0405) = U(N)albTUT(X)[0,04)

(aT cos \ + ibf sin A) (iaT sin A + b cos A) 10405)

in

- %qzaob) 4 10424)) + cos2A[1a1y) (17.70)

ot nous avons utilisé (at)?|0) = v/2]2) (cf. (10.18)). Si la lame séparatrice est
équilibrée, avec A = /4

) = \/%(|2aob> +1042)) (17.71)



17. Champ électromagnétique quantifié 725

Les deux photons quittent simultanément la lame séparatrice, soit par une
des deux voies de sortie, soit par Pautre (figure 17.3). La probabilité jointe de
détecter un photon dans chaque voie est nulle. Ce résultat peut s’interpréter
en terme de statistique de Bose-Einstein pour les photons (chapitre 14) :
des photons identiques ont tendance & se regrouper et donc a emprunter la
méme voie de sortie. L’expérience a été réalisée par Santori et al. [2002] ; voir
également Grangier [2002].

(@
/\ \ AN \
(a) \ \ \

— o v —e—pp N —e— N e

F1G. 17.3 — Lame séparatrice et interférences a deux photons.

Nous avons défini en (17.61) les opérateurs X; et Xo. De fagon générale,
les opérateurs de quadrature Xy et X9 /o) sont définis par
Xp = (ae_i‘g +af ei‘g)
(17.72)

>53.|>—tl\3|>—‘

Xio4n/z) = 5 (a7 —ale?)

On a donc X; = Xy—get Xo = Xp—r/2- Le champ électrique a ¢ = 0 étant pro-
portionnel & X7, Xy représente un champ obtenu par une rotation de la phase
d’un angle 0. Le point important est que I’on peut mesurer son amplitude par
détection homodyne. Le signal (a) est mélangé avec un oscillateur local (b) a
I'aide d’une lame séparatrice équilibrée (|r| = |t| = 1/4/2, figure 17.3). Dans
ces conditions,

1 1
t— t 4 it f— L (ot 4t
c'=—(a"+1ib d'=—(ia" +b 17.73
- (ol ) Lty anm)
Les opérateurs nombre de photons dans les modes ¢ et d sont respectivement

N, = cfe = 1 [aTa +b'b+1 (bTa — abT)}
21 (17.74)
Ny=d'd= 5 laTa+b'b—i(b'a — ab')]

Les deux premiers termes du crochet représentent respectivement les opéra-
teurs nombre de photons du signal et de 'oscillateur local, tandis que les deux
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derniers sont des termes d’interférence. La combinaison (N. — Ny) compte la
différence entre le nombre de photons recus par le détecteur D, et celui regu
par Dy

R(=R")=N.—Ng=1i(b'a—ab)

Comme le signal et I'oscillateur local ne sont pas corrélés, nous avons (a'b) =
{a®)(b). Si loscillateur local est un état cohérent |z), alors

(b) = |z[e™ (o) = [zle™

On suppose que loscillateur local est le champ d’un laser avec |z| > 1; les
fluctuations de l'oscillateur local sont alors négligeables, car cet oscillateur
se comporte approximativement comme un champ classique. Dans ces condi-
tions, R devient

R~ —ilz| (a' e —ae™) = 2|2 X|pir/2) (17.75)

Le détecteur homodyne mesure donc la quadrature X, 9. L’expérience
est faite en envoyant une série de signaux identiques pour une valeur fixée
de 6, ce qui permet de déterminer la distribution de probabilité p(Xp), puis
en faisant varier la phase 6 de l'oscillateur local. On remonte ensuite a la
distribution de Wigner (section 12.5) du champ électromagnétique quantifié.
Une autre méthode (exercice 17.5.4) consiste a utiliser une lame séparatrice
trés déséquilibrée : [t| > |r|.

17.2.3 Hamiltonien de Jaynes-Cummings

Le hamiltonien de Jaynes-Cummings décrit de fagon approchée I'interac-
tion d’un atome & deux niveaux avec le champ électromagnétique quantifié.
Son principal mérite est que l'opérateur d’évolution correspondant peut se
calculer explicitement, car il se raméne a celui d’un systéme a deux niveaux.
Nous décrirons a la fin de cette section une application aux oscillations de Rabi
du vide, qui permettent de mettre directement en évidence la quantification
du champ dans une cavité résonante.

Nous considérons un atome possédant un niveau fondamental (ou un ni-
veau métastable de vie moyenne trés longue) |g), et un niveau excité |e). On
peut associer a la base {|g),|e)} deux vecteurs colonne d’un espace a deux

dimensions
=(,) -()) (17.76)

Soit fwg = E. — E, la différence d’énergie entre le niveau excité et le niveau
fondamental. Nous allons étudier I'interaction de I’atome avec un mode (17.19)
du champ électrique quantifié dans une cavité

EH(y, 1) =24/ % (a e Wt 4 qf ei‘”t) sin ky (17.77)
0
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pour une fréquence w ~ wy : nous nous plagons donc au voisinage de la
résonance, en définissant comme au chapitre 5 le désaccord par § = w — wy.
Soit [p9) (resp. |¢%)) 'état ot atome est dans son niveau fondamental (resp.
excité) et o la cavité contient exactement n + 1 (n) photons

lpi) =lg @ (n+1)) lp5) = le@mn) (17.78)

Les états |pd) et ¢%) ont pour énergies respectives, en prenant comme zéro
d’énergie la valeur moyenne de Ey, et E,

1
Ef = —5hwo + (n+ 1)hw

1 1
By, = Shwo + nhw = —3hwy + (n+ 1)hw — hd = Ef — h (17.79)

Ces états sont donc quasi-dégénérés car § < wg. Cette propriété va nous
permettre de nous restreindre a ’espace de Hilbert de dimension 2 sous-tendu
par les vecteurs |@9) et |¢f).

Le couplage de ’atome au champ se fait par le moment dipolaire électrique
de transition 5, le hamiltonien d’interaction étant

W =-D Ex(t=0)= —(13-2),/8% (a+a')sinky
= —(D-2)g(y) (a + a') (17.80)

ol nous avons défini g(y) par

g(y) = ”EOEV sin ky (17.81)

Si les niveaux |g) et |e) ont une parité bien définie, 'atome dans 1'état |g) ou
le) ne peut pas posséder de moment dipolaire

(91 D|g) = (e|Dle) =0
et seuls les éléments de matrice non diagonaux peuvent étre non nuls
(gD - 2le) = (e| D - 2]g)* = d
Sans perte de généralité, nous pouvons supposer d réel, ce qui permet d’écrire
Dz = d(e){g] +|g)(el) (17.82)

Il sera commode d’introduire les matrices de Pauli o4 et o_

so=lael=(pg) o =ol=lowl=(p)  ars
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ainsi que o3
10
o0 =lalol = lebel = (5 ;) (1780
ce qui permet de récrire le hamiltonien d’interaction sous la forme

_ 2dg(y)
h

W = % RA(y) (o4 +o_) (a+al) Ay) (17.85)

Le hamiltonien total est

1 1
H=Ho+tW = Hut+HemtW = —5 hwoa3+hwaTa+§ hA(y)(o++0_) (a+al)

(17.86)
ot H¢ est le hamiltonien de I'atome, Hcy, celui du champ et W linteraction
atome-champ. Comme au chapitre 5, nous allons nous placer dans le point de
vue de l'interaction en définissant pour un opérateur A

At) = eiHot/h g o—iHot/h _ oi(HattHem)t/h g o—i(Hat+Hem)t/h (17.87)

Nous avons montré en (5.57) que Iévolution de 4 (t) est donnée par
o+(t) = eiHat/h 5 o= 1Hact/h — 5 Fiwot (17.88)

tandis que celles de a(t) et a'(t) sont données par (17.17). Les dépendances
temporelles approchées des opérateurs qui apparaissent dans W sont donc

g_axe Gral o e

Gyal oc ellwrwot Gy a o e iwtwo)t (17.89)

Les deux derniers termes de (17.89) oscillent rapidement en fonction du
temps et correspondent & des transitions qui ne conservent pas I’énergie : par
exemple, o_a' correspond a I’émission d’un photon alors que 'atome passe
de I'état fondamental & I'état excité. Au voisinage de la résonance, nous pou-
vons utiliser 'approximation séculaire et négliger ces termes. Il ne reste que les
termes o_a et oa’. Nous obtenons ainsi le hamiltonien de Jaynes-Cummings

1 1
Hjc = ~3 hiwoos 4+ hwa'a + 5 AX(y) (o—a + otal) (17.90)

Ce hamiltonien couple uniquement les niveaux |p9) et ¢f), et nous sommes
donc ramenés & un systéme a deux niveaux.

En pratique, on envoie I’atome dans la cavité suivant une certaine trajec-
toire, et nous allons supposer que sinky = 1 le long de cette trajectoire. La
fréquence de Rabi du vide Qi sera définie par

2d hw
Qp ="/ — 17.91
BV ev (17.91)
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Les éléments de matrice non diagonaux de W se déduisent de
(%oralles) = (9@ (n+ Dloralle@n) = Va+1

ot nous avons utilisé (10.16), et la forme matricielle de H est

_ 1 10 1 1) QR\/n—kl

Les vecteurs propres et valeurs propres (& une constante commune additive
prés) de ce hamiltonien sont

_ 1 - . e
By = =5 /6 + (n+1)0%, X ) = —sin b, |ph) + cos O |©5,)
Ef = %h 52+ (n+1)0% IXo¥) = cos O |d) + sinb,,|¢5,)

(17.93)
ou I'angle 6,, est donné par

Qpvn T 1
tan 20, = % (17.94)

Les vecteurs |x,,) et |x;) sont les vecteurs propres de l’atome habillé (par le
champ électromagnétique). La figure 17.4 donne le schéma d’une expérience
réalisée par Brune et al. [1996a]. Des atomes de rubidium préparés dans un état
de Rydberg (exercice 15.4.4) |g) ou |e) passent d’abord dans une cavité micro-
onde Ry puis dans une cavité supraconductrice C' résonante a la fréquence wy
et sont analysés dans une seconde cavité micro-onde Rs. Supposons qu’un
atome dans I'état excité |e) entre dans la cavité au temps ¢t = 0, et que celle-ci
soit vide (n = 0). On se place & la résonance § = 0, sinfly = cosfy = 1/1/2.
L’état |@5) se décompose sur |x5)

I96) = % (X8 + %)) (17.95)

et le vecteur d’état est donné au temps t par

[e(0) = — (e 20) + 0237 (17.96)

La probabilité de trouver au temps ¢ ’atome dans son état excité est
L » 2 Qpt
(pslo()? = glemiont2 +eiont2] o2 ZH (a7.97)

Cette probabilité oscille en fonction de ¢ avec la fréquence de Rabi du vide Qg
(17.91). Ces oscillations proviennent de I'interaction entre ’atome et le champ
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électromagnétique quantifié, puisque la cavité est initialement vide, et ces os-
cillations sont appelées a juste titre oscillations de Rabi du vide. Ces oscilla-
tions ont été observées expérimentalement, ce qui fournit une preuve directe
de la quantification du champ électromagnétique. L’expérience (figure 17.4) a
été réalisée avec les données numériques suivantes

d=1.1x10"26cm 23 — 5.0 x 10'° Hy Y =1.87 x 10~ m?
™

La valeur théorique calculée & partir de ces données est en bon accord avec la
valeur mesurée expérimentalement a partir des oscillations Qr/(27) = 47 kHz.

F1G. 17.4 — Les atomes sortent du four O et traversent une premiére cavité micro-
onde R;. Ils traversent ensuite la cavité supraconductrice C' puis la seconde cavité
micro-onde Ra. Les cavités R; et R2 sont alimentées par la méme source S’. Les
atomes sont finalement détectés par les deux détecteurs a ionisation D. et D, qui
sont déclenchés respectivement par les atomes dans les états e ou g. D’aprés M.
Brune et al. [1996].

17.3 Interaction atome-champ
électromagnétique

Dans cette section, nous allons examiner 'interaction entre un champ élec-
tromagnétique et un atome, modélisé comme dans la section 15.2 par un élec-
tron externe dans un potentiel & symétrie sphérique, ce qui est un bon modéle
pour un atome alcalin. En principe, nous devrions utiliser le champ électro-
magnétique quantifié introduit dans les sections précédentes, mais dans un
premier temps, nous utiliserons une approximation semi-classique, déja intro-
duite dans la section 5.3 : le champ électromagnétique est décrit classiquement,
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tandis que 'atome est décrit de fagon quantique. Dans la section 5.3, nous
avions postulé une interaction phénoménologique entre une onde électroma-
gnétique et un dipole électrique, responsable des transitions d’un niveau a un
autre. Nous allons compléter ces résultats en justifiant I’approximation dipo-
laire et en donnant une expression explicite de 'amplitude de transition. A
ce point, il vaut la peine de résumer dans la table 17.1 les diverses approxi-
mations possibles lorsque 'on étudie 'interaction atome (ou molécule)-champ
électromagnétique.

Champ Atome Exemples

électromagnétique

classique classique rayonnement classique
§1.5.3

classique quantique absorption et émission stimulées
§54.1,8§17.3.1a8§17.3.3

quantique classique couplage a une source classique
exercice 10.4.4

quantique quantique émission spontanée
§15.3.3,§ 17.34

TAB. 17.1 — Différents schémas d’approximation.

17.3.1 Théorie semi-classique

Suivant 'approche du § 17.1.2, 'onde électromagnétique classique est dé-
crite dans la jauge de Coulomb V - A = 0 par un potentiel vecteur A(7,t)
transverse. Une onde plane de vecteur d’onde k et de fréquence w peut donc
s’écrire

A(7,1) = Re [A‘Oei@'?—wt)} F-Ay=0 (17.98)

Rappelons l'action des opérateurs divergence et rotationnel dans ’espace de
Fourier
Ve — ik e Vxe—ikxe (17.99)

ce qui donne pour les champs électrique et magnétique

- A R

B = -4 _ge {WAOe‘(’“'T*wt)} (17.100)
ot

B(7t) =V x A =Re [i(l’é x A’O)ei“f'r‘wf)} (17.101)

S=c?Ex B (17.102)
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et en moyennant sur le temps, avec (cos?(wt)) = 1/2

—

1
(S) = —aocw2|A0| k=T(w)k (17.103)
L’intensité Z(w) est reliée au flux de photons F par
T(w) = hwF

soit, en appelant n la densité de photons

1 -
F=nc= o socw|Ag|? (17.104)

Le hamiltonien d’interaction électron+champ s’écrit d’apres (10.61)

H =

(13 — AR, t))2 +V(R) (17.105)

2Me

V(E) représente l'interaction effective de I’électron externe avec le noyau et les
(Z — 1) électrons des couches internes. Le hamiltonien (17.105) se décompose
en un hamiltonien non perturbé Hy

1 -

Ho =5 - P2+ V(R) (17.106)
et une perturbation
WA =~ (P A4 A.P)+ fo 12 (17.107)
2me 2m,

Au premier ordre en qeff7 nous pouvons neghger le deuxiéme terme de
(17.107), ou terme diamagnétique, [¢2/(2m.)]A > (exercice 15.4.5); de plus,
le premier terme se simplifie dans la jauge de Coulomb V-A=0car

P [Af(7)] = =in(V - A)f(7) — ihA- V[ (7)
i V1) = (A P)1 ()

La perturbation W (R, t) s’écrit en fin de compte

W(R,t) = -2 [A(R 1) P (17.108)

Nous nous plagons dans une représentation ot Rest diagonal : R—7 Compte
tenu de (17.98),

W t) = — an oiFFwt) . P4 o-ilkrwh) fx . B “} (17.109)
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Nous pouvons maintenant utiliser les résultats du § 8.5.3 : le terme en
exp(—iwt) de (17.109) correspond a I’absorption d’énergie par l'atome et le
terme en exp(iwt) a ’émission d’énergie. S'il existe deux niveaux d’énergie F;
et Iy, avec B; < Ey, correspondant & une résonance : Fy — F; = hwy ~ hw,
I’atome absorbera une énergie hwy dans une transition ¢ — f, et émettra une
énergie fuwy dans une transition f — 4. Dans une interprétation corpusculaire,
cela veut bien sir dire que I’atome absorbe ou émet un photon d’énergie Awy,
mais cette interprétation sort du cadre de la théorie semi-classique. D’aprés
(8.152), la probabilité par unité de temps d’absorption ¢ — f est donnée par

_27T

Ly 5

2 2
<2§]n> )<f|exp(iE-F)Eo-J3|i> §(Ef — (E; + hw))  (17.110)

17.3.2 Approximation dipolaire

Introduisons un vecteur polarisation unitaire €5, €. - € = 1, en écrivant

Ay = |A)0|é°s. L’intensité Z(w) par unité de fréquence est donnée par (17.103)
1 .
I(w) = 3 gocw?| Ap(w)|?

Récrivons (17.110) en intégrant sur w et en séparant le module carré de 1'élé-
ment de matrice de transition des caractéristiques de ’onde incidente

2 Qe 2 - 9
Tp=— A
= () [awid)

2 = N
= AT T (w0)|és - (] explik - 7) Pli)

2,2
hwgm?

&, - f) explik - 7) B 8(E — (B + hw))

‘ 2

(17.111)

L’élément de matrice de transition dans (17.111) se simplifie si 'on remarque
que la longueur d’onde émise ou absorbée, 0.1 ym < A S 1 um, est trés grande
par rapport aux dimensions atomiques ag ~ 0.1 nm, ce qui permet de rempla-
cer exp(ik - 7) par 1 car (k- 7) ~ kag ~ ag/\ < 1

(e Pl = [ ar oy (<) ¢:(7)
= [ @ropm (<in¥) et

De plus, on peut exprimer P a laide de la relation de commutation entre R
et H()

ce qui donne
31 - Mme =g S -

(fIPli) = 7 (fIRHo — HoRli)

Me

o (Ei — E)(f|Ri) = imewo(f|R]i) (17.112)
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En physique classique, 7 est le vecteur joignant le noyau situé a l'origine des
coordonnées a 1’électron externe, et g7 est le moment dipolaire électrique d de
l'atome. La quantité (f|qe R|i) est donc I’élément de matrice Dy, de 'opérateur

moment dipolaire électrique D = q R entre les états |i) et | f)

si = (f1D]i) = qc(f|R)i) (17.113)

En reportant ces résultats dans (17.111), on obtient la probabilité de transition
par unité de temps pour une polarisation €

T = dr? 2 Dl T(wo) (17.114)
fi= AT dmegh?c o ’
47r «
= — - Ryi*T(wo) (17.115)

en accord avec (5.69) : le moment dipolaire d introduit phénoménologiquement
dans le § 5.3.2 prend une forme explicite pour 'atome & un électron

2 |e - Dyl = g?les - Byl

L’expression (17.114) est plus générale que (17.115), et elle est valable pour
tout systéme atomique ou moléculaire lorsque les régles de sélection des tran-
sitions dipolaires électriques sont satisfaites : la probabilité de transition est
pilotée par I’élément de matrice de transition du dipdle électrique du systéme,
qui fait intervenir toutes les particules chargées. Un calcul identique permet
de déduire le taux d’émission stimulée T';¢, qui est aussi donné par (17.114) :
fif = I'y;. En effet il suffit de remplacer Dy; par D;; = D;‘ci pour passer de
I’absorption a ’émission. Suivant 'argument fondé sur les relations d’Einstein
du § 5.4.1, on déduit de I'y; la probabilité d’émission spontanée d’un photon
en sommant sur les deux états possibles de polarisation : s = 1,2 et en prenant
la moyenne (o) sur les angles et sur les spins

3 (152 iz [ 3 o
o <QZS_1<163 Dy >> _ 23;10 (Y la-Bal?)  ar116)
s=1

c dmeghc

L opérateur moment dipolaire électrique D tout comme l’operateur position
R est un opérateur vectoriel impair. Cette propriété de D implique des régles
de sélection pour les transitions dipolaires électriques. En effet, le théoréme de
Wigner-Eckart pour les opérateurs vectoriels donne I'expression des éléments
de matrice des composantes sphériques (9.145) D, de D :sijetj ¢ sont les
moments angulaires de 1’é¢tat initial ¢ et de I’état final f, et m; et my les
nombres quantiques magnétiques, nous obtenons de (9.149)

Gpmg|Dalgima) = Ca i om, Grl1DI1G2) (17.117)

qmi;jfmy
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Le coefficient de Clebsch-Gordan ne peut étre différent de zéro que si [j; — 1| <
Jf < ji+1etsimy=q+m;. De plus, les parités de I’état initial et de I’état
final doivent étre opposées : II;11y = —1. Les transitions dipolaires électriques
obéissent donc aux régles de sélection suivantes.

Régles de sélection pour les transitions dipolaires électriques

(i1 <jr<ji+1  my=mitqq=—10+1  Illj=—1

Ceci généralise les résultats obtenus au § 9.5.2 dans le cas particulier j; = 1
et j; = 0. Les régles de sélection sur le nombre quantique magnétique m sont
directement liées a la conservation du moment angulaire suivant Oz, et des
exemples en ont déja été donnés au § 9.5.2 et dans l'exercice 9.7.13.

17.3.3 Effet photoélectrique

Dans la sous-section précédente, nous avons étudié la transition entre deux
niveaux en généralisant les résultats de la section 5.3. Nous allons maintenant
nous intéresser & une transition vers le spectre continu : une onde électroma-
gnétique de fréquence w > Ry, /h et de polarisation € arrive sur un atome
d’hydrogéne dans son état fondamental. Dans un langage corpusculaire, la
condition w > R /h implique que 'énergie des photons est suffisante pour
ioniser I’atome en éjectant son électron, ce qui donne un exemple trés simple
d’effet photoélectrique, et un cas ot I'on peut mener jusqu’au bout des calculs
analytiques. D’apres la régle d’or de Fermi et la définition (13.1) de la section
efficace, la section efficace de production des photo-électrons est, au premier
ordre de la théorie des perturbations en W

dU 2 Vme e

6 = 7 W s (17.118)
ol Ee est le vecteur d’onde de électron final. Lorsque fiw > R, (mais fiw <
mec? de facon & préserver une cinématique non relativiste et & prévenir la
production de paires électron-positron'?), on peut négliger I'interaction de
I’électron final avec le proton et prendre pour état final une onde plane : c’est
I'approximation de Born

1 7=
7|f) = F) = —=elheT
(Flf) = @r(7) 7
Notons que I'approximation dipolaire n’est pas valable si I’énergie du photon
est trop grande. L’état initial est décrit par la fonction d’onde (15.31) de I’état
fondamental de 'atome d’hydrogeéne. L’élément de matrice (f|WW|i) est donné

par (17.110)
. Ge T = i 7 - _
(fIW1]i) = <—2m > | Ay, - d3r\/—_e (R=Fe)- (—lﬁVgOi(?"))

12. Cette approximation est valable dans le cas des rayon X, dont l’énergie va de 1 a
100 keV.
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soit, en intégrant par parties et en remarquant que € - k=0

. e T hgs'Ee i(k—ke) 7 . —7/a
il = (5 ) 1A ML [ e oo

Vrag
Ge o W@ -ke)  8m/ag
= — A 17.119
( 2me)|o| S T (17.119)

ou nous avons défini ¢ = k—ke hq est le transfert d’impulsion entre le photon
initial et ’électron final. Pour calculer I'intégrale dans (17.119), nous avons

utilisé (16.6)
/d3 ig7 o —Ar 8mA
OOl

Rassemblant tous les facteurs dans (17.118), on obtient

do _ 320 |, - o2 K3
A mewag [(F - k)2 +1/a3]"

(17.120)

Explicitons (17.120) en choisissant k paralléle & Oz et une polarisation linéaire
és parallele & Oz ; soit (2 = 6, @) les angles polaires définissant k.

(€ - ke)? = sin® 0 cos? ¢

Cette quantité est maximale lorsque €, et k. sont paralléles, soit § = 7/2 et
¢ = 0 ou 7. Le dénominateur dans (17.120) varie lentement avec 6, car, dans
les conditions cinématiques définies ci-dessus, on déduit de la conservation de
Iénergie

Koo The _ve oy
ke 2mec  2c

ol v, est la vitesse des photoélectrons, et

(k — ke)? ~ k2 (1 - U_Ce cosﬁ)

Les électrons sont donc éjectés de fagon préférentielle dans un plan perpen-
diculaire au vecteur d’onde incident et parallélement au champ électrique de
P’onde. Sil’onde incidente n’est pas polarisée, on doit ajouter de fagon incohé-
rente les contributions des polarisations suivant Ox et Oy et faire la moyenne

1 - A 1
5 {(é’w k)2 + (8, - ke)Q] = 5 sin0
ce qui donne toujours une émission préférentielle dans le plan perpendiculaire
ak
do 16ah k2 sin® @ . 16ah sin? 6

d€2 lnon pol mpwao [(k k ) _’_1/0%}4 - mewagkg |:1—EC059:|8
(17.121)
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Dans les conditions cinématiques choisies, on peut négliger 1/a3 par rapport
a ¢?, car
27.2 2 2
ke

e meé€
> Roo = — = (keag)? > —=
Zme > 2@0 (60) h2

CLo:l

Une remarque importante est que nous avons pu traiter 1’effet photoélectrique
dans un cadre semi-classique, sans introduire le concept de photon, contraire-
ment & une idée largement répandue selon laquelle ce concept est nécessaire
pour expliquer leffet de seuil (§ 1.3.2). Dans ’approche semi-classique, 'effet
de seuil est dii & la condition de résonance : ’effet photoélectrique n’est appré-
ciable que si I’onde lumineuse est en résonance entre le niveau fondamental Fj
et un niveau E¢ du spectre continu : Fc — Ey = hw. L’effet photoélectrique
s’explique sans photon, mais pas sans 7!

17.3.4 Champ électromagnétique quantifié :
émission spontanée

Nous avons souvent fait appel a la notion de photon pour I'interprétation
intuitive des résultats de la théorie semi-classique, bien qu’a strictement parler
ce concept soit étranger a cette théorie. A moins d’utiliser un argument dé-
tourné'® comme celui du § 5.4.1, on ne peut pas calculer la probabilité d’émis-
sion spontanée par un atome dans un état excité, car il n’y a pas de champ
électromagnétique classique préexistant et le terme d’interaction o AP est
nul. Il est nécessaire de faire appel au concept de champ électromagnétique

quantifié développé dans la section 17.1, car les opérateurs d’annihilation aj

et de création az

S

sont susceptibles de changer le nombre de photons. De fagon

plus précise, si ng_ est le nombre de photons dans le mode de vecteur d’onde k
et de polarisation s, nous allons nous intéresser aux transitions avec émission
d’un photon : nz. — ng +1 ou avec_)absorption d’un photon : nz. — ng, —1,
I’émission spontanée dans le mode (&, s) correspondant au cas ng, = 0. Rap-
pelons le développement du champ électromagnétique quantifié (17.48) at =0

dans un volume L3 =V

13. Cet argument utilise la distribution de Planck, qui contient implicitement le concept
de photon : en effet, la probabilité d’occupation d’un mode du champ électromagnétique est
donnée par la théorie quantique de l'oscillateur harmonique. Il n’est donc pas surprenant
que ’on puisse en déduire ’émission spontanée.
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Le couplage entre le champ électromagnétique'® et Iatome est, au premier

ordre en A o
W=-——"A-P (17.122)

Ce couplage indépendant du temps A - P fait intervenir les termes

ap, eF7 (E,(k) - P) (17.123)
et . L
al. e %7 (&5 (k) P) (17.124)

Le terme (17.123) détruit un photon et le terme (17.124) crée un photon dans
le mode (k,s). Soit |i,nj,), un état initial ou ¢ décrit 'état de I'atome et
|f,ng, £ 1), un état final. Les éléments de matrice non nuls de az, et aTES sont
donnés par (10.16) et (10.17)

(ng, + 1|a£s|nlgs> = /np, +1
(ng, — Uag,Ing,) = g, (17.125)
Nous allons examiner ’émission spontanée correspondant au cas np. = 0 et

nous reviendrons briévement sur ’absorption et I’émission induites en fin de
sous-section. La quantité physique intéressante est la probabilité par unité
de temps pour que I'atome émette un photon de vecteur d’onde ~ k et de
polarisation s dans un angle solide dQ2, Q = (6, ¢), autour'® de k. Pour obtenir
cette probabilité, nous avons besoin de la densité d’états du photon
V 3 V o
Dw)=——=dk= —==w dwdQ) 17.126
@) (2m)3 (2m)3¢3 ( )
avec wy — w. La probabilité de transition par unité de temps est donnée par
la régle d’or de Fermi (8.152) avec un photon final (k, s) d’énergie fiw

- 2w . v
AT, ) = 57 | mg, = W limg, = O) (0= (B~ E) s durd®
(17.127)

14. On doit prendre le champ électromagnétique (17.33) a t = 0, c’est-a-dire dans le
point de vue de Schrédinger Ag = Ap(t = 0) = A, car nous utilisons le point de vue
de Schrodinger dans les calculs perturbatifs et les opérateurs A et P doivent étre pris
dans ce point de vue. Dans les § 17.3.1 a 17.3.3, la dépendance par rapport au temps du
champ classique est fixée par une source externe, celle qui produit ’onde électromagnétique
incidente, alors que le champ quantifié est indépendant de toute source extérieure.

15. En toute rigueur, on doit préciser que ’on se place dans le référentiel ou l’atome
initial est au repos. La conservation de ’énergie implique dans ce référentiel

h2k?
2Mat

Le deuxiéme terme est ’énergie de recul, qui a été discutée au § 15.3.3. En général, cette
énergie de recul est négligeable : tout se passe comme si I’atome était infiniment lourd,
Mat — OQ.

EifEf=M+
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I'élément de matrice (f,ng, = 1|W|i,ng, = 0) étant donné par (contrairement
au § 17.3.3, nous avons maintenant E; > Ey et fwo = E; — Ey)

. q =P
<f7nEs = 1|W|’L,7’ZES = O> = _E <f7nEs = 1|A ' P|Z,7’LES = O>

q h
= —— - = 1
me \ 2e0Vw (o |

x al. 7 (&7 (k) - P) |i.ng, = 0)

S

~ igewo / 2&)%<f|(é';(fc) -R)liy (17.128)

Nous avons utilisé 'approximation dipolaire exp(iE -7) ~ 1 et exprimé 'élé-
ment de matrice de P a laide de (17.112).

Pour obtenir la probabilité d’émission d’un photon dans I’angle solide df2,
il faut intégrer (17.127) sur w; la fonction § fixe I’énergie du photon a

hw = E; — Ey = hw
ce qui donne, en utilisant (17.128) et en définissant Rfi = (f|R i)

dI'y, B awd

O one % (k) - Bi

? (17.129)

—

Une expression équivalente utilise le moment dipolaire D= R

drs, 1 ws A =
fi 0 . 2
= k) - Dy; 17.130
dQ <47r50> <27rhc3> e (k) - Dyl ( )
Pour obtenir la probabilité totale de transition I', qui est 'inverse de la vie

moyenne 7 de l'état excité : 7 = 1/T", il faut intégrer sur {2 et sommer sur les
deux états de polarisation

2
1 drs.

P:—:E LdO 17.131
T s_1/dQ (17.131)

Partons de cette équation et revenons briévement sur le calcul conduisant &
léquation (5.78) en récrivant (17.130) sous la forme

dr 1w 2

a0 - 4meghe 2mc?

—
—k

€g " Dfi

Supposons comme dans le § 5.4.1 que le dipdle ne puisse osciller que dans la
direction 2, D fi = dz, et choisissons € réel. La somme sur les polarisations
donne

(2 @)+ (2 @) =1- (k)
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et l'intégration sur les angles

/dQ 511129:8?7r

I
~ 3¢2 \dmephe

Revenons maintenant au cas général : afin de calculer I’élément de matrice sous
la forme (17.129) par exemple, nous allons nous placer dans une représentation
ol R est diagonal'®

On en déduit (5.78)

Ry = / & (7) 7i(F) (17.132)

et nous allons séparer la partie radiale dépendant de r et la partie angulaire
dépendant de 7 dans lintégrale (17.132) en écrivant ¥ = r7. Afin de trai-
ter un cas concret, nous prenons comme exemple la transition 2p — 1s de
I'atome d’hydrogéne!”. La fonction d’onde initiale s’écrit en fonction de sa
partie radiale (9.96) et de sa partie angulaire qui est 'harmonique sphérique
Y (7)

™) = < . > Y (7) (17.133)

! rexp| —=— 7 .
! VAlad 2a0) !

tandis que la fonction d’onde finale est donnée par (15.31). Il est commode
d’introduire les composantes sphériques (9.64) des vecteurs €5(k) et 7 et de
remarquer'® que le produit scalaire € - # vaut

*
kA o vk ‘A _ .
er-r=(- 1" = ( E esqrq> = E esqly
q==+1,0 q==+1,0

D’autre part, le projecteur (17.30) orthogonal a k s'écrit en coordonnées
sphériques

Zesq (k) = dqq — kg k*

ce qui donne pour la partle angulaire

DICACREL 0| = G — R 4175 1007 1)

qq’

16. Afin de simplifier les formules, nous ne tenons pas compte du spin, dont on montre
facilement qu’il ne joue aucun role.

17. Dans le cas général d’un état initial ¢ de moment angulaire (j;,m;) et d’un état final
f de moment angulaire (j7,my), on utilisera le théoréme de Wigner-Eckart pour exprimer
I’élément de matrice des composantes sphériques Dy de D sous la forme (17.117).

18. Le produit scalaire de deux vecteurs ad et b est donné en fonction de leurs coodonnées

sphériques par
S it Y e
q==£1,0 q==%1,0
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L’¢lément de matrice (f| 7 |i) se calcule aisément en remarquant que, d’apreés
(9.64), 7, est proportionnel & 'harmonique sphérique Y}/(#); si le nombre
quantique magnétique de 1’état initial est m

(Pili.m) = 22 [ e v e) = 5 dm

en utilisant les relations d’orthogonalité (9.55) des harmoniques sphériques,
d’on 2 4

. 7T >

0] = 5 (= o)

o)
—
>
~
—~
=
>

Le facteur (1 — |kp|?) vaut (1 — 1sin?6) pour m = %1 et (1 — cos?§) pour
m = 0, ce qui donne la distribution angulaire du photon émis si ’état initial a
une valeur de m bien déterminée. Si ’état initial est non polarisé, on vérifie que
la distribution angulaire est bien sfir isotrope, puisqu’il n’y a pas de direction

privilégiée
1 1 2
3 {2 <1— §Sin29) +(1 —COS29):| =3

Pour obtenir la probabilité totale de transition (17.131), on intégre sur Q et
le résultat est le méme dans les trois cas m = +1,0

1
/dQ (1—§sin20> :/dQ(l—COSQG):%T

La partie angulaire donne donc en tout un facteur 3272/9. La partie radiale
de I’élément de matrice vaut d’apres (15.31) et (17.133)

, 1 < 3r 4 2\°
- d A R A (e
ik = e [ e (<o) =2 (3) w

La combinaison des résultats précédents donne la probabilité de transition

T(2p — 1s)
awd ] 4! /4)° 3272
['(2p — 1s) = 011 =(=) a? 17.134
=1 [W(g) || 5] (17.134)
et compte tenu de
3 Reo 3 a?m.c? K2 h
w=- = - et de ap = =

"4 R 8

mee2  amc

on peut mettre le résultat sous la forme finale, en rappelant (¢f. § 1.5.3) que
h/(mec?) =1.29 x 1072L's

5 ((Mmec? 4\* 8 1
'2p—1s)=a’ | — | [ =] ~62x10°s T=

: 5 ~1.6x10 s

(17.135)

1
T
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Revenons sur l'aspect qualitatif de ces résultats. Partant de (17.116) ou de
(17.129) avec |€% - Ry;| ~ a, ot a est une dimension caractéristique de 'atome
(a ~ 10~ m), nous obtenons I’estimation de la largeur de raie

3

awy o awp\ 2 3 5 [(mec?
~—a =al—) wy~a'wy~a’ | ——
c c h

En effet, la vitesse v de I’électron sur son orbite!® est v ~ ac . La fréquence
caractéristique wo est donnée par hwy ~ 16V, soit wy ~ 1.5 x 10 rad.s™*, et
la vie moyenne 7 de I’état excité est estimée a

! 2%x107°
T==n S
r

La vie moyenne d’états excités se désexcitant par transition dipolaire élec-
trique est effectivement comprise entre ~ 1077 et ~ 107 ?s. 1l est instructif
d’examiner également le cas d’un niveau excité d’'un noyau se désintégrant
par émission d'un photon . L’énergie typique d’un tel photon est ~ 1 MeV,
ce qui correspond & une longueur d’onde A ~ 1072 m. Comme les dimensions
du noyau sont de I'ordre du fermi (ou femtométre), R ~ 1071 m, le rapport
R/X < 1 et Papproximation dipolaire électrique est a priori justifiée. Pour
estimer la vie moyenne, il faut multiplier le résultat de physique atomique
par un facteur 10~'® pour tenir compte du changement d’échelle d’énergie :
1 eV— 1 MeV, et par un facteur 10'° pour tenir compte du changement de
dimension : @ — R, soit en tout un facteur 1078, L’estimation pour la vie
moyenne de 1’état excité d’un noyau est donc

Tnoyau ™~ 1078 Tatome ™~ 107 s
Un exemple est la désintégration d’un état excité de 'isotope 13 de ’azote
IN* — BN + 7 (2.38 MeV)

dont la vie moyenne est de 10?5, en accord qualitatif avec notre estimation.
Revenons briévement pour conclure & I’émission et ’absorption stimulées.
Si l'on prend en compte les facteurs (17.125)—(17.126) pour l'absorption et
I’émission stimulées, il n'y a aucune modification & la probabilité d’absorp-
tion (17.114). En revanche, si 'atome se trouve dans une cavité de volume
Y contenant N; i:s photons dans le mode (E, s), la probabilité semi-classique
d’émission est proportionnelle & la densité np = NES /V de photons, alors
que l'utilisation du champ quantifié donne un facteur (Nj, + 1)/V. La cor-
rection est en général négligeable, sauf dans le cas des cavités micro-ondes
supraconductrices ou le nombre de photons est petit (§ 17.2.3).

19. Les facteurs supposés “voisins de 'unité” de ce type d’estimation ne le sont pas tou-
jours : I'estimation ci-dessus différe de la valeur exacte (17.135) par un facteur (8/3)(4/9)* ~
1/10!
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17.3.5 Deécohérence par émission de photons

L’émission spontanée de photons par un atome (ou une molécule, un noyau
atomique. . .) est un processus dissipatif (irréversible)

—

atome (i) — atome (f) + photon (k, &%)

Ce processus s’étudie grace a la méthode de Wigner-Weisskopf (annexe B),
qui montre que le vecteur d’état |U(¢)) est donné pour des temps longs par

Z Wi/l (B +hwtEr)t/h
- Jr 1 w 17.1
o |F,—hk; k& >w wo+1F/2e (17.136)

Dans cette équation, I ~! est la vie moyenne de I'état excité, Eg = h?k3/2M
Iénergie de recul, k le vecteur d’onde du photon émis, w = ck, wg = E; —
E; et €, sa polarisation ; typiquement I'! ~ 107%s. L’état final du photon
est |k, &) : son impulsion est hk. L’état interne |f) de l'atome posséde, par
conservation de l'impulsion, une impulsion —/ik si I’état initial |¢) est au repos.
Pour aller plus loin, il est utile de faire des approximations qui simplifient les
expressions sans affecter qualitativement la physique :

1. Wy; est indépendant de k et e, Wgi =W,

2. k ~ ko 5

3. Wo = wo — ERr; ceci tient compte du recul de 'atome.

L’opérateur statistique de I'atome est obtenu en prenant la trace sur les va-
riables du photon

patr = Tr e[ TN W(H)] = D (K& W) (U)K &)  (17.137)

k’,€s

= 3" k) | - hR) (k] (17.138)

On déduit de (17.138) les cohérences de pay

(7| pat|7) le |2 e =T (17.139)

Compte tenu de l'intégrale angulaire

o, koR
dqy oo (=) _ g S0 KO L 17.14
/ ke “koR (17.140)
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avec R = | — 7’|, nous obtenons le résultat final sous la forme

inkoR TR
(7 |par| ') ~ S exp (——) (17.141)

koR 2c

La portée des cohérences r.,, est donc limitée par la longueur d’onde du
photon émis, recon S Ao ~ 1/ko.

Supposons que I'atome soit initialement dans un état de superposition de
deux paquets d’ondes de largeur o dont les centres sont distants de a > o :
voir (12.129). Les cohérences sont détruites pour a & Ag. Ceci a été vérifié dans
des expériences d’interférences avec des molécules lourdes genre fulléréne (Cgo
de poids moléculaire ~ 10?) : figure 17.5. Ces molécules possédent un nombre
de degrés de liberté trés élevé (200 niveaux de vibration) qui interagissent
avec ’environnement. L’interfrange ¢ est donné par

i AapD h

AdB = —
Qoff mu

olt A\gp est la longueur d’onde de de Broglie, qui est trés petite par rapport
aux dimensions moléculaires, et aeg la distance effective entre les fentes?C.
Les dimensions moléculaires sont en effet ~ 1 nm, Aqg = 0.0025 nm, alors que
Qo = 1 pm.

2 Waves of molecules

Fia. 17.5 — Molécules utilisées dans les expériences d’interférences : (a) Cro,
(b) CaaH3oNy4, (c) CooFas. D’aprés Arndt et. al. [2005], reproduit avec l’aimable
autorisation d’A. Zeilinger.

Deux phénomeénes sont principalement & ’origine de la décohérence, qui
se traduit par le brouillage des interférences (figure 17.6).

1. L’émission de photons par des états excités : la longueur d’onde A des
photons émis sur le trajet de la molécule entre la source et le détecteur
decroit quand la température T' des molécules croit, car on excite des

20. En effet, 'expérience n’utilise pas directement des fentes d’Young, mais un interfé-
rométre de Talbot-Lau.
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3 Disappearing fringes
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F1G. 17.6 — Brouillage des interférences en raison de la décohérence. Figure du
haut : influence de la pression. Figure du bas : influence de la température. D’aprés
Arndt et. al. [2005], reproduit avec 'aimable autorisation d’A. Zeilinger.

niveaux de plus en plus élevés. Trois photons sont émis en moyenne par
molécule a 2500 K et conduisent au brouillage des interférences, parce
que 'on dispose alors d’une information sur le chemin suivi. L’émis-
sion d’un photon tel que A\ < a permet en principe de déterminer la
trajectoire, et l'information est codée dans l’environnement, méme si
on ne peut pas l'observer en pratique. Quantitativement, la fonction de
décohérence n(7 — ') est donnée par

") =n(F = 7")po(F =)
7

1 00 -
"= a/o dA &y sinc <27T%> (17.142)

avec sincx = sinz/x et £y est le taux d’émission a .

=3

p(7 =

=
=3

n(
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2. Les collisions avec le gaz résiduel, qui seront étudiées dans la section 18.3.

La frontiére classique/quantique n’est pas fixée par la taille des objets,
mais par le type d’interaction avec I’environnement. Une molécule lourde peut
se comporter comme un objet quantique (interférences), ou comme un objet
classique (pas d’interférences) selon son environnement. Les “gros” objets ap-
paraissent classiques parce qu’il est d’autant plus difficile de les isoler de leur
environnement qu’ils sont gros, et la décohérence est due a 'information codée
dans l'environnement.

17.4 Corrélations de photons

17.4.1 Détection de photons et fonctions de corrélation

Nous avons vu que le concept de photon n’était pas indispensable pour
rendre compte de l'effet photoélectrique habituel. On peut se demander s’il
existe des situations ol ce concept est nécessaire pour rendre compte en géné-
ral de la détection du rayonnement électromagnétique. Avant de donner une
réponse positive a cette question dans le § 17.4.2, nous allons d’abord exa-
miner le mécanisme de détection du rayonnement électromagnétique. Réduit
a sa plus simple expression, un photodétecteur consiste en un atome qui est
ionisé par effet photoélectrique. Le signal est ensuite amplifié et se traduit
en fin de compte par un clic du détecteur, mais nous ne nous attarderons
pas sur le détail du mécanisme d’amplification. Nous allons écrire un modéle
de l'effet photoélectrique, en nous donnant un hamiltonien H composé d’'un
hamiltonien libre Hy, somme du hamiltonien atomique et de celui du champ
électromagnétique quantifié (17.48), et de 'interaction W que nous écrirons
a l'approximation dipolaire comme le produit scalaire de 'opérateur moment
dipolaire D de l'atome et du champ électrique quantifié E

W =—-D-E(F,t=0) (17.143)

ou 7 est la position de ’atome : nous supposons que la longueur d’onde du
photon est grande par rapport aux dimensions atomiques, de facon & pouvoir
utiliser 'approximation dipolaire. Il est commode de se placer dans le point
de vue de l'interaction, ou le champ électrique E(f’, t) est donné par (17.49),
puisque dans notre cas les points de vue de l'interaction et de Heisenberg
coincident. Afin de simplifier les notations, nous allons considérer une seule
direction de polarisation, ce qui nous permet de remplacer les opérateurs
vectoriels D et E par des scalaires D et E. Le champ électrique devient?!

E(Ft)=> & [a,; elFT—wnt) 4 al. e iET—w) | — E(D (1) +EC) () (17.144)
f

21. La légere différence par rapport a (17.48) est absorbée dans une redéfinition de la
phase des états atomiques.
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avec & = \/hwi/2e0V. Les termes ECH) (1) et EC) (1), ([E) ()] = EC) (1)),
proportionnels respectivement & ajexp(—iwpt) et a a;% exp(+iwgt), sont
appelés composantes de fréquence positive et de fréquence négative?? de E.
Nous appelons |a) et |b) les deux niveaux atomiques®® d’énergie E, et Ej, oil
|a) est un état lié et |b) un état du continuum, wy, = (Ep — E,)/h et Dba(t)
I’élément de matrice du dipole donné dans le point de vue de I'interaction par

Dya(t) = (b|D(t)]a) = ei“vat Dy, (17.145)

Au premier ordre de la théorie des perturbations, le vecteur d’état
atome-+champ est donné par (|¥(t =0)) = |V(t =0)))

[U(t)) =|¥(t=0))+ l /t dt' W (t")|w(t = 0)) (17.146)
ih Jo

Nous supposons que I’état de I’atome et celui du champ ne sont pas corrélés
at=20

|(t=0)) =[a® i) (17.147)

ot [¢);) est I'état du champ électromagnétique. Soit [b ® vf), un état final
possible, orthogonal & |¥ (¢ = 0)). Au premier ordre, 'amplitude de transition
vers cet état est d’aprés (17.146)

~ t . ’
OO UE0) = 5 [ a et DGO (7149

En utilisant le méme raisonnement que dans le § 17.2.3, nous observons que
I’approximation séculaire conduit & conserver uniquement la partie a fré-
quences positives de E, ce qui permet de récrire (17.148)

- 1/t
b vBw) = [ A e Dl EDE ) (T19)

Le module carré de 'amplitude de transition (17.149) donne la probabilité
pour que I’atome soit au temps ¢t dans 1’état |b) et le champ dans I'état |1)y).
Toutefois, nous observons uniquement 1’état de I’atome, pas celui du champ, et
il nous faut sommer sur tous les états finaux possibles du champ. Pour ce faire,
nous nous concentrons pour l'instant sur la partie de 'amplitude de transition

22. Cette terminologie a l'origine suivante : un état d’énergie E évolue comme
exp(—iEt/h) = exp(—iwt). En fait, ce signe moins est une convention, mais il est choisi
une fois pour toutes.

23. Nous utilisons a et b plutot que i et f, car cette notation sera réservée aux états du
champ. La notation (a,b) sera reconduite dans la section suivante.
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(17.148) qui dépend du champ en calculant la quantité intermédiaire X (t)

2

X@=Z/®Wﬁmmmw
f 0
=ZAMMWWH@WWWWWMMW
f

t
:/“ﬂﬂwmﬂmmﬁﬂmmw> (17.150)
0

otl nous avons utilisé la relation de fermeture . [¢r)(¢s| = I dans l'espace
des états du champ. L’état initial du champ n’est pas en général un état pur,
mais un mélange décrit par un opérateur statistique p

p=>_ pilti) (Wi (17.151)
et dans ces conditions
t

X(t) = / dt' dt” Tr {p EC) (7 ¢") END (7, t’)} (17.152)
0

Cette formule nous conduit a définir la fonction de corrélation du premier
ordre G

GO A7) = Tr [pEO(F ) ED (7 t)| = (EO (7 ¢ED (7 1)

(17.153)
La valeur moyenne dans (17.153) s’annule pour I'état du vide, p = ]0)(0|,
et plus généralement, elle ne contient aucune contribution des fluctuations
de point zéro. L’équation (17.152) conclut le traitement de la partie de la
probabilité de transition qui dépend du champ. Pour traiter la partie atome,
nous définissons la transformée de Fourier s(w) de la sensibilité du détecteur

s(t)

s(w) =21 &|Dpal*6(w — wp) = /dte_i“ts(t) (17.154)
b

ou &, est la probabilité que le photoélectron soit finalement enregistré par le
détecteur aprés amplification. En portant (17.152) et (17.154) dans lexpres-
sion de la probabilité de transition p(t) nous obtenons

t
p(t) = / dt' dt” s(t' —t"\GW (7, 1", 7 ') (17.155)
0

Soit Aw la largeur de bande du rayonnement incident : la détection n’est pas
localisée dans le temps, elle dure un temps ~ 1/Aw. Si la sensibilité s(w) est
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indépendante de la fréquence, on a affaire a un “détecteur idéal”, pour lequel
s(t' —t") = spd(t' — ") ; on obtient alors une formule trés simple pour le taux
de détection par unité de temps w(t),

w(t) = % = so(EC) (7, 1) EP (7, 1)) (17.156)
Cette expression est valable si le temps de corrélation du champ est trés grand
par rapport au temps de corrélation du détecteur : dans (17.156), on néglige
les corrélations temporelles du champ, car E(-) et E(f) sont pris au méme
temps ¢.

L’expression (17.153) se généralise a la détection du rayonnement par N
atomes placés en 7,--- ,7ny. Le taux de détection fait intervenir la valeur
moyenne

x ECD) ()]
= <E(*)(x1) o EN (@) ED (@) - E(+)(x§v)>
(17.157)

ol nous avons utilisé la notation quadri-dimensionnelle z = (7,t). Pour une
compléte généralité, nous avons choisi des arguments x; # x;. Par exemple la
généralisation de (17.153) serait

G(l)(fw, t”; 7—;/7 t/) _ <E(_)(’Fw, t//)E(+)(F/, t/)>

17.4.2 Cohérences

Dans le produit de champs utilisé pour définir (17.157), tous les opérateurs
de création sont a gauche de tous les opérateurs d’annihilation : un tel ordre
est appelé ordre normal, et est noté : e :. Par exemple I'ordre normal : E? : du
produit E? est obtenu en omettant un commutateur

B i= s (B 4 E(‘)>2 = (E<+>)2 + (E(‘)>2 FECER (17.158)

Nous allons maintenant donner 'interpétation physique et quelques proprié-
tés des fonctions de corrélation, ainsi que quelques applications des fonctions
de corrélation d’ordre un et deux. La fonction G(l)(F,t;F, t) n’est autre que
Pintensité lumineuse Z(7,t) (& un facteur numérique prés) au point 7 et au
temps ¢

I(7t) = (E (7 t) ED (7 1)) = GI (7, 47, 1) (17.159)

En effet, si nous calculons la valeur moyenne de E2 (17.158), nous remarquons
que (E))? se comporte en exp(F2iwt), et les valeurs moyennes temporelles de
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ces deux termes sont nulles car le temps de réponse du détecteur est trés long
par rapport & la période du rayonnement : seule subsiste la valeur moyenne
de EC) EM) dans (17.158).

Il est facile de montrer I'inégalité

GV (215 22)2 < GW (21;21) GV (295 72) (17.160)
Considérons, en effet, la quantité
A= MEM (1) + MEM) (22)

On déduit immédiatement (17.160) de l'inégalite (ATA) > 0. L’inégalité
(17.160) se généralise aisément & des fonctions de corrélation d’ordre plus
éleveé.

Pour donner l'interpétation physique de GV (21;x2), examinons une expé-
rience d’interférences du type fentes d’Young. Le champ sur I’écran au point
d’espace-temps x = (7, 1) est la superposition des champs issus des fentes (1)
et(2) aux temps t;

Foml s i=1,2
c c

ti=1—

ot 7 est la position de la fente (7). Le champ E(H) (7, t) est donc
EO(7 1) = KL ED (7, 1) + KoEH) (7o, 1) (17.161)

ou K7 et K5 sont des coeflicients numeériques, et 'intensité au point 7 est
I(’F, t) = |K1|2I(7_"1,t1) + |K2|2I(’F2, tg) + 2Re KlK;G(l)(Qfl; 332) (17162)

Le dernier terme de (17.162) est manifestement un terme d’interférences, et
il est controlé par la fonction de corrélation G(l)(xl; x2). Si lon utilise pour
E un développement en ondes planes, la contribution d’une onde plane a
G (zy1;22) est donnée par

G(l)(.lil; .132) _ |8E|2€iE-(F1—F2)e—iwk(t1—t2)<a£ aE> (17163)

La premiére exponentielle est indépendante de 7 et la seconde est a 'origine
des interférences, si on la reporte dans (17.162). Dans le cas général, on voit
d’aprés (17.162) que la visibilité des franges est controlée par la cohérence
d’ordre un g™

G(l) (.’Kl; :EQ)
(GO (21;21)GD (22 22)] 1/2

gV (z1;20) = (17.164)

qui vérifie d’aprés (17.160) I'inégalité [¢(")| < 1. Une analyse plus compléte
de cette expérience d’interférences est proposée dans l'exercice 17.5.8.
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Les expériences d’interférences qui mesurent les corrélations du premier
ordre ne peuvent pas distinguer les différents états du champ, par exemple
un état & un photon et un état cohérent. Ce sont uniquement les corrélations
d’ordre supérieur ou égal & deux qui permettent de faire la différence. Nous
nous contenterons de la corrélation d’ordre deux, définie suivant (17.157) par

G (1, w2500, 21) = (E) (1) EC) (22)ET) (w2) ) (21)) (17.165)

ou nous nous sommes limités au cas z; = x;. Jusqu’a la fin de cette sous-
section, nous allons ignorer les corrélations spatiales du champ et supprimer
l'argument 7 afin d’alléger les notations. De plus, nous nous limitons a des
situations stationnaires : par exemple l'intensité est indépendante du temps,
Z(t) = Z. Ecrivons donc la forme simplifiée de la corrélation d’ordre deux,
avec by =1, to =1t —7

GOt — 1t —7,0) = (ED W) ED(t = ED(t — 1) EF (1)) (17.166)

qui ne dépend en fait que de 7 en raison de la stationnarité, et définissons la
cohérence d’ordre deuz g® (1) par

GA(t,t — it —7,t) = T? (1 + g(2)(7)> (17.167)

Dans le cas d’un rayonnement classique, G®? (t,t — 73t — 7,1) est une simple
corrélation d’intensité

GA(t,t — 7t —1,t) = (ZA)I(t — 7)) (17.168)
et on voit que ¢ (7) n’est pas limité comme P'était g(!)

2
90) = 5t 1

ce qui montre que 0 < g(g)(O) < 00. A contrario, toute expérience mesurant
une valeur g(g)(O) < 0 mettrait en évidence le caractére quantique du rayon-
nement détecté. Un autre cas intéressant est celui du rayonnement gaussien :
lorsqu’une distribution de probabilité est gaussienne, les moments d’ordre 4
s’expriment en fonction des moments d’ordre 2, et comme ((E*))2) = 0, on
déduit

GOt — 1t —7,t) = (ED O EDOWED (¢ — 1) EP (£ — 1))
HEOOED (- ) EDGED ([t~ 1))
=7 (1+1sM()P)

La cohérence d’ordre deux s’exprime en fonction de la cohérence d’ordre un.
Un autre cas extréme est celui d’un état a photon, car alors G® =0, soit
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N LS '
\

D,

F1G. 17.7 — Mesure de la corrélation d’intensité. La lame séparatrice LS est équi-
librée et les détecteurs D1 et D2 sont a égale distance de LS. Un retard 7 variable
est introduit entre LS et Da, et le produit des intensités est effectué en C.

g = —1, ce qui est hautement non classique ! Enfin, pour un état cohérent,
on a manifestement g(?) = 0, car a?|z) = 22|2).

Le schéma d’une expérience permettant de mesurer une cohérence tem-
porelle d’ordre deux est dessiné sur la figure 17.7. Cette expérience a été
réalisée pour la premiére fois par Hanbury Brown et Twiss** (HBT), et a
donné comme résultat g(?) (0) = 1. En fait, le rayonnement mesuré par HBT
était un rayonnement thermique, et dans ce cas, il est facile de voir que

@) () — (alalaa) 1 (n?) —(n) 1
920 =iz 1 Ok 1=1

Lorsque ¢(®(0) > 0, on dit que I'on a affaire & un groupement de photons.
Le dégroupement de photons?®, ¢(?(0) < 0 ne peut s’expliquer que par le
caractére quantique du rayonnement. La quantité g(*)(0) refléte la distribution
de probabilité du nombre de photons dans un mode : distribution de Bose-
Einstein pour le rayonnement thermique (¢(®(0) = 1), de Poisson pour un
état cohérent (¢(?)(0) = 0), et plus étroite que Poisson pour un état non
classique (¢ (0) < 0).

17.4.3 Expérience de Hanbury Brown et Twiss

L’expérience HBT destinée a mesurer le diamétre angulaire des étoiles
est schématisée sur la figure 17.8 : deux sources Sy et Sz vues depuis 'origine
sous un angle 20 émettent des photons détectés en A et B par deux détecteurs
distants de d. On définit les distances S1A = SoB = Ry et S1B = S2A = R».

24. Cette expérience était a ’origine destinée a mesurer le diamétre angulaire des étoiles.
25. En anglais : photon bunching et photon antibunching.
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La corrélation d’intensité (I(A)I(B)) est déterminée en faisant le produit des
signaux mesurés en A et B. Commencgons par un raisonnement classique :
comme

RQ — R1 ~ kdo (17169)

R

i

9

_

F1a. 17.8 — Schéma de I'expérience HBT destinée & mesurer le diamétre angulaire
des étoiles.

ou 0 est défini sur la figure 17.7 et k est le module du vecteur d’onde des
photons, le champ électrique au point B, Eg(1), da a la source S; est relié a
Ea(1) par

Ep(1) = Ea(1)e* = B4 (1)e® (17.170)

tandis que pour la source Sy
Ep(2) = Ea(2)e % = £4(2) e (17.171)

L’intensité moyenne en A est
(I(A)) = (|BA(1) + Ea(2)]?) = (I + I + 2¢/T I5 cos¢)) (17.172)

ou ¢ est le déphasage entre F4(1) et F4(2). Ce déphasage est aléatoire et
(cos®p) = 0 : en d’autres termes, il n’y a évidemment pas d’interférences du
premier ordre si les sources Sy et S5 sont incohérentes. Il n’en est pas de méme
pour la corrélation d’intensité. Un calcul immédiat donne

(I(A)I(B)) = ((I + I)* + 2(I) + I2)\/I1 I3 [cos 1 + cos(¢p — 20)]
+ 41115 cosp cos(v — 25)> =L+ I2)2 + 211 I cos 26

soit, si [; = Io = 1/2
(I(A)I(B)) = I? [1 + %cos 25} (17.173)

Prenons un modéle unidimensionnel ot 1’étoile est représentée par une source
étalée entre —0y et 40 avec une intensité 1/20y. On trouve en intégrant
sur 6

(17.174)

(I(A)I(B)) = I [1 i M]

4kdby
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Un pic de largeur Ay = 1/(2kdby) se superpose a un fond constant, et la
largeur du pic, mesurée en faisant varier la distance d entre les détecteurs,
donne accés au diamétre angulaire de 1’étoile.
Dans une description quantique, cette expérience mesure la cohérence
d’ordre deux
gD (Fa,t,7p, t; 75, t,7a,t)

Afin de déterminer cette fonction, utilisons le raisonnement simplifié suivant :
soit a;, 'amplitude de probabilité pour que la source S; émette un photon.
Les amplitudes de probabilité pour les quatre configurations possibles sont

S1AS1B : a%eile e thlt2
S A S3B a% e k2 g ikl
S1A4 S5B : ajagel*f gikin
S1B Sy A i asay e'Flz gikh2

Les chemins {514 S2B} et {S1B S2A} sont indiscernables et les photons sont
des bosons : on doit ajouter les amplitudes. La corrélation (I(A)I(B)) sera
donc de la forme

(I(A)I(B)) < |a3* + |a3|* + |araz|*(1 + cos ) (17.175)
Si nous revenons a ¢ et au formalisme opératoriel

2|2 T1 2 [P
la;|” — (aja;a;a;) laia;|” — (a;aiaja;)
et si nous supposons que les intensités des deux sources sont identiques, nous
obtenons pour la corrélation d’intensité

(I(A)I(B)) « (n*) — (n) + (n)?(1 + cos 20) (17.176)

Lorsque S et Sz sont des sources thermiques, (n?) — (n) = 2(n)?, on retrouve
g (0) = 1. Lorsque ce sont des lasers

(n®) = (n) = (n)* <= ¢®(0) =0

Lorsque Hanbury Brown et Twiss ont proposé leur méthode, I'objection sui-
vante leur avait été faite : comme les émissions de photons par S; et S sont
séparées par un intervalle du genre espace et ne peuvent pas étre reliées de fa-
con causale, comment peut-on espérer voir une corrélation ? En fait, le champ
électrique juste avant les photodétecteurs est la superposition d’ondes émises
par tous les atomes de I’étoile. Ce que mesurent les détecteurs, ce sont les
propriétés statistiques du champ quantifié résultant de l'addition de toutes
ces contributions. Les fluctuations du champ électromagnétique ont comme
conséquence que les détections a deux instants ou en deux points voisins sont
corrélées.
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Une autre question intéressante est la suivante : U'effet HBT est-il relié¢ a
la statistique bosonique des photons ? La réponse est a la fois oui et non : la
statistique ne suffit pas a expliquer la grande variété de g2 (0) observés, mais
l'effet n’est pas non plus indépendant de la statistique. Avec deux fermions,
nous aurions un signe (—) dans la combinaison des amplitudes {514 SoB} et
{S1B Sy A} et

(I(A)I(B)) o (n)*(1 — cos 26)

ce que 'on voit aisément en remplagant les RCC des a; et des a;f par des RAC

(14.48) des ¢; et des cz. Cet effet a été observé expérimentalement par Kiesel
et al. [2002] et Jeltes et al. [2007]. L’effet HBT appliqué aux mésons 7 émis
dans une collision d’ions lourds peut étre utilisé pour mesurer la taille des
“boules de feu” résultant de la collision (voir par exemple Baym [1998]).

17.5 Exercices

17.5.1 Potentiels scalaire et vecteur en jauge
de Coulomb

On écrit formellement la relation (17.23) donnant le potentiel de Coulomb
instantané

_ 1 B
V=-—— (Vg) 1pem
€0

qui est la relation inverse de V2V = —po/eo. Utiliser la seconde équation de
Maxwell (17.2) sous la forme

S e A o 1
CQVX(VXA)ZQ<—8——VV>+E_.T9111
0

pour montrer que A vérifie

1 924 -
= oz — VA= 0]

ott le “courant électromagnétique transverse” 7,1 vaut
Jetn = Jem =V - [(V)THV * Jem)]

17.5.2 Deépendance temporelle du coefficient
de Fourier classique

On écrit la décomposition de Fourier du potentiel électromagnétique clas-
sique
Aa(t) = Z (Alzeik"?e’i‘”’“t + A/E e ke i“”“t) +c.c.

k
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ou l'on a omis la dépendance vectorielle qui ne joue aucun roéle dans I'argu-
ment ; c.c.= complexe conjugué. En utilisant

5 (2

montrer que on peut faire en sorte que exp(ik - 7) soit toujours associé a
exp(—iwyt), comme dans (17.33).

17.5.3 Relations de commutation du champ
électromagnétique

1. En se placant & ¢ = 0, évaluer le commutateur (17.51)

d’k N
(). —eoEs(F)] = i k) R
[Ai(7), —eoE; (7")] = i / e (51] k‘lkj)e

Montrer que ces relations sont aussi valables pour le commutateur a temps
égaux
[AHZ‘(F, t), —E()EHj (77/, t)]

2. En déduire les relations de commutation entre E; et Bpj.

17.5.4 Détection homodyne et lame séparatrice
déséquilibrée
1. On reprend linterféromeétre du § 1.4.5, en supposant qu'un seul photon

dans le mode a arrive dans 'interférométre. Le mode b est le vide, et 1’état
initial est donc |1,0p). Montrer que ’état final est

1 ) i )
¥) =3 (=14 e™) |1,05) + 5 (1+e)[041)
En déduire les taux de comptage S, et Sy, des détecteurs D, et Dy et retrouver
les résultats du § 1.4.5

S, o< (Ulata|T) Sy, o< (U|bTb| W)

Répéter le raisonnement pour un état de Fock initial & n photons |n,0p),
et montrer que le résultat pour n photons est le méme que pour n photons
successifs. Que se passe-t-il si I’état initial est un état cohérent |z,0p) ?

2. On utilise une détection homodyne avec un diviseur de faisceau dés-
équilibré, l'oscillateur local étant dans un état |z). Montrer que le taux de
détection S, du détecteur D, est

Sa o< (z|bTh]2) sin® A + Tr (psa’a) cos® A +iTr [ps]2) (2] (aTb - abT)} sin A cos A\
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ou ps est l'opérateur statistique du signal. Donner 'interprétation physique
des trois termes. Montrer que le dernier terme est un terme de battement
entre le signal et l'oscillateur local et qu’il peut s’écrire

Spt o 2¢/t(1 — t) |2[{X{g4/2))

avec z = |z| exp(if).

17.5.5 Oscillations de Rabi dans une cavité

1. Dans le cadre du § 17.2.3 et de la figure 17.4, calculer la probabilité p(t)
de trouver 'atome au temps ¢t dans I’état excité hors résonance, et montrer
que la fréquence des oscillations est maintenant (toujours dans le cas ou il n’y
a pas de photons dans la cavité)

Q=/02+03

Montrer que pour un désaccord § tel que Qr < |§] < wp, Vatome reste
pratiquement toujours dans son état excité : ’émission spontanée est inhibée
par la présence de la cavité. Comment doit-on modifier les résultats si la cavité
contient exactement n photons?
2. On suppose que la cavité contient un état cohérent du champ |z) et on
revient au cas de la résonance : § = 0. Montrer que la probabilité p(t) est
1 e—\z\z > |Z|2n
2 2 n!

n=0

p(t) = cos(Qpt) Q,=Qrvn+1

Expérimentalement, la transformée de Fourier de p(¢) exhibe des pics a des
fréquences vy = 47kHz, 11 = 65kHz et v = 81 kHz. En déduire le nombre
moyen de photons ng = |z|? de 'état cohérent sachant que le rapport de la
hauteur des pics & vy et v1 est >~ 0.9.

3. Montrer que si ng > 1, alors il semble raisonnable de traiter n comme
une variable continue et p(t) se met sous la forme

p(t) ~ L cos(Qpyt) e /7
2 2

Donner 'expression du temps de relaxation 7 des oscillations. En fait, il n’est
pas correct de traiter n comme une variable continue : 1’étude numérique
de la somme discréte montre que les oscillations commencent par disparaitre
pour t & 7, mais qu’elles réapparaissent au bout d’un certain temps. C’est le
phénomeéne de résurgence. Estimer le temps 7 au bout duquel les oscillations
corrrespondant & ng—,/ng et no-+,/ng sont déphasées de 7, et montrer que 7 ~
71. Pourquoi les oscillations réapparaissent-elles aprés 277 pour redisparaitre
ensuite 7
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17.5.6 Effet Casimir

En raison des fluctuations quantiques du champ électromagnétique, il
existe une force attractive entre deux plaques conductrices paralléles distantes
de L, méme si ces deux plaques sont disposées dans le vide et sont électri-
quement neutres : c’est leffet Casimir?®. On suppose que les dimensions des
plaques sont trés grandes par rapport & L.

1. Par un argument dimensionnel, montrer que la force P sur une plaque
par unité de surface est de la forme

he

ou A est un coefficient numérique. La surprise est que A # 0!
2. Les deux plaques sont des rectangles paralleéles au plan zOy distants
de L, de cotés L, et L,, de surface S = L, L, avec Ly, L, > L. On choisira
des conditions périodiques suivant les axes Oz et Oy et on définira le vecteur

d’onde k de 2Oy par
- 2mn, 27,
L, " L,

ot n, et n, sont des entiers relatifs, n,,n, € Z. Montrer que si les plaques
sont des conducteurs parfaits, les valeurs possibles des fréquences des ondes
stationnaires sont de la forme

mn2 .

wn (k) = ¢ I + k2 n=0,1,2,...

On rappelle que pour un conducteur parfait la composante transverse du
champ électrique s’annule & la surface du métal?”. Expliquer pourquoi pour
n = 0, il n’existe qu’un seul mode de polarisation possible.

3. Montrer que ’énergie de point zéro (17.46) est

4. On doit tenir compte de ce que le conducteur n’est jamais parfait :
I’approximation du conducteur parfait est excellente a basse fréquence, mais
a haute fréquence, tout conducteur réel devient transparent. On doit donc
modifier ’énergie de point zéro en tenant compte d’un facteur de coupure

26. Cet exercice est adapté d’une présentation de B. Duplantier, Séminaire H. Poincaré,
mars 2002.
27. Voir par exemple Jackson [2001], section 8.1.
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X(w/we), x(0) = 1 et limy—oo x(u) = 0 : x(u) est une fonction régulicre,
décroissant de la valeur un & v = 0 a la valeur zéro pour u — oco. En déduire

Eo(L) = (ﬁzzl/dzkw"(g)x (“Z—W)

men
ZWCQZ/U dwwx< c> wn_T

n

Gréace au facteur de coupure, cette énergie est finie.
5. Calculer la pression exercée sur la plaque de droite

1 dEy 2he
Rnt—_gd—L =5 8 g9(n)

g(n) =n’x (Z—Z)

Pour obtenir la pression totale sur cette plaque, il faut retrancher la pression
en sens contraire exercée par le vide a I'extérieur de ’espace entre les deux
plaques. Calculer I’énergie correspondante et en déduire la pression

mw2he [
Pext = _W/o dng(n)

La pression totale sur la plaque est Pt = Pt — Poxt. Utiliser la formule
d’Euler-Mac Laurin

> gt)— [ gln) = 1580+ g O+
n=0

pour montrer que le résultat & la limite ou le facteur de coupure devient égal
a un est )

m he

240 L4

Cette pression est attractive, et surtout elle est finie! En tenant compte soi-
gneusement de tous les effets physiques, nous avons déduit d’'une quantité
a priori infinie, I'énergie de point zéro, une quantité finie et mesurable®®

Ptot:_

17.5.7 Observation non destructive de photons

Le schéma de l'expérience illustré sur la figure 17.4 est semblable en partie
a celui utilisé pour les horloges atomiques (§ 5.4.3). Toutefois, comme dans

28. Une référence récente est Mohiden et Roy [1998]. La précision des mesures de Deffet
Casimir est actuellement de I’ordre de 1 %, et les mesures confirment la validité de la formule
théorique.
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le cas des oscillations de Rabi du vide (§ 17.2.3), on dispose sur le parcours
des atomes de rubidium, entre les cavités R; et Rs, une cavité C' qui peut
contenir des photons micro-ondes. La cavité est résonante pour une fréquence
wop = 51.1 GHz et la vie moyenne d’un photon dans la cavité est de 'ordre de
0.1 s. Les atomes sont préparés dans des états de Rydberg : exercice 15.4.4.

1. Résultat préliminaire. On se propose de déterminer le déphasage accu-
mulé par un atome dans I'état |g) ou |e) lorsque cet atome traverse la cavité C'
et que cette cavité contient exactement n photons. Représenter graphiquement
les énergies EF des états propres (17.93) du hamiltonien de Jaynes-Cummings.
On se place hors résonance, |§| > Qg. Montrer que, dans ce cas, les énergies
EF prennent la forme approchée

02 h
Ef~a- 6ih—5 50 % h(n + 1)s
avec 0, = Qrv/n+1 et so = Q%/(45). Si 'on compare maintenant les états
atome+n photons |g ® n) (et non |[g ® (n + 1))!) et |e ® n), montrer que le
déplacement d’énergie de ces deux états, di & la présence de n photons quand
Patome traverse la cavité est, pour les états |g) et |e)

Aep = —h(n+1)so Agp = hnsg

Montrer que hors résonance les vecteurs d’état |¢g ® n) et |e ® n), aprés le
passage dans la cavité, sont déphasés de

®(n) = 2(n + %)sot

ot t est le temps de traversée de la cavité. En fait, le champ dans la cavité n’est
pas uniforme, et t représente une durée effective. Les termes o n représentent
le déplacement lumineux des niveaux d’énergie, proportionnel au nombre de
photons, et les termes o 1/2, le déplacement Lamb. On peut montrer que
hors résonance les niveaux d’énergie suivent une trajectoire adiabatique lors
du passage dans la cavité : un atome entré dans le niveau |g) (|e)) en sort
dans le niveau |g) (|e)). De plus, la probabilité d’émission ou d’absorption
d’un photon par ’atome est négligeable.

2. On examine maintenant le passage de I'atome dans les cavités, Ry et
Ry ou régne un champ de radiofréquences résonant pour la fréquence
wo = (E. — Ey)/h. Dans ces cavités, on prend comme hamiltonien d’inter-
action atome-champ de radiofréquences

Hi(t) = —%hwl [0 cos(wt — ¢) — 7 sin(wt — )]

On introduit donc un déphasage ¢ du champ de radiofréquences. Bien str,
¢ ne peut pas avoir de signification absolue (pourquoi 7), mais ce qui peut jouer



17. Champ électromagnétique quantifié 761

un role est le déphasage entre deux champs oscillants (question 5). Montrer
que ce hamiltonien s’écrit dans le référentiel tournant

N 1
H, = —§hw1 [02 cos ¢ + oy sin @)

Montrer qu’a la résonance 'opérateur d’évolution dans le référentiel tournant
exp(—iH,t/h) correspond & une rotation d’angle —w;t autour d’'un axe 7 du
plan 2Oy

7 = (cos ¢, sin ¢, 0)

3. On considére le dispositif expérimental de la figure 17.4. Le systéme
a deux niveaux a pour états de base les deux états atomiques |g) = |+) et
le) = |-), avec une différence d’énergie

E.—E,=E_ —E; = hw

Les atomes sont produits par le four dans l'état |+). Les cavités Ry et R
permettent d’effectuer des rotations de Rabi de 7/2 grace a un champ de
radiofréquences résonant, w = wy, interagissant avec 'atome. On fait le choix
¢ = 0 pour la cavité R;. Montrer qu’a la sortie de Ry, 'atome est dans 1’état
de superposition linéaire

_
V2

4. La cavité C contient soit zéro photon (n = 0), soit un photon (n = 1).
Le passage de latome a travers la cavité induit un déphasage de I'état |—)
calculé dans la question 1

[¥(0)) () +il=))

=) = =)

On ajuste les parameétres de l'expérience (6/2m = 67kHz, voir Gleyzes et
al. [2007]) de telle sorte que

Pn=1)—-®n=0)=7

Montrer que si 'atome est détecté dans I'état |—) (|+)) aprés passage dans
Ry, cela veut dire qu’il y avait n = 0 (n = 1) photon dans la cavité. Le
photon n’étant pas absorbé par ’atome, ’expérience permet donc de détecter
la présence d’un photon sans le détruire.

5. L’état |y) du champ électromagnétique dans C' est maintenant une
superposition linéaire d’états a n photons |n), par exemple un état cohérent

=Y eln)  Ylel=1

On ajuste les parameétre de l'expérience (voir Guerlin et al. [2007]) de sorte
que le déphasage de 'état |—) soit maintenant

=) — e/
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oll ¢ est un nombre entier (¢ = 1 dans la question précédente). Donner sur
la sphére de Poincaré-Bloch l'interprétation géométrique du vecteur d’état
|(n)) de 'atome qui serait obtenu aprés passage dans C' si celle-ci contenait
exactement n photons

() = () +ie /)
La cavité Ry est maintenant déphasée de ¢ par rapport & Ry (voir la ques-
tion 2). Quelle est la probabilité de détecter 'atome dans ’état |£) apres le
passage dans Ro ?

6. Il sera commode de récrire les résultats de la question 5 en utilisant la
notation |+) — |0), |=) — |1), soit |£) — [j), avec j = 0 ou j = 1. Montrer
que 'amplitude de probabilité a(j, ¢) pour détecter 'atome dans 1’état j sous
la condition que la cavité contienne exactement n photons peut se mettre sous
la forme

a(j, ) = {4, v (n))

avec )
|7, #) = exp <—1Z7T[aa: cos ¢ + o, sin ¢])

On note p(j, ¢|n) la probabilité conditionnelle de détecter 'atome dans 1'état
7 =0(]+)) ou dans I’état 5 = 1 (|—)), sous la condition que la cavité contienne
n photons. Montrer que les résultats de la question 5 peuvent s’écrire

o(i.0l) = 3 |1~ cos (T = 6 4. )|

Le vecteur d’état du champ étant |x) = >, c,|n), la probabilité d’observer n
photons est donnée par py(n) = |c,|>. Montrer que la probabilité de trouver
n photons conditionnée par la détection de la valeur j et la donnée de ¢ vaut

plnlj ) = PP o 0) = 37 ol dllpo(n)

7. Aprés le passage dans C, mais avant le passage dans Ry et la détection
de 'atome, le systéme atome+champ est dans I’état intriqué

S eali(n) @ n)

n

Montrer qu’aprés détection de atome dans 1'état |j, @), le vecteur d’état
atome+champ devient

ﬁ [ch<j,¢|w<n>>|n>

Suggestion : voir 'exercice 4.4.9. Comment la distribution de probabilité des
photons est-elle modifiée par la mesure de 1’état de 'atome 7

® 17, 9)
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17.5.8 Cohérences et interférences

Nous allons analyser I'expérience des trous d’Young en supposant que les
fentes sont suffisamment étroites pour que nous puissions négliger la largeur
finie des pics de diffraction : chaque trou émet une onde sphérique. Soit a,
Popérateur d’annihilation correspondant au mode incident. Les trous d’Young
se comportent comme une lame séparatrice et on peut écrire (cf. § 17.2.2)

1
a=—(a1 + a2)

V2
ol a; est 'opérateur d’annihilation correspondant au mode radial du champ
émis par le trou i. Nous avons pour le champ au point 7
(+) (= iksy iks2] ,—iwt |F_ Fl|
E (7 t) = f(r) [are™ + aze™™™?] e §; = ———
c
Comme dans le cas de la lame semi-transparente, la cohérence du formalisme
impose d’introduire un mode b
1
b = —=(a1 — a2
Tl —a)
bien que ce mode reste constamment dans ’état du vide.
1. On suppose que le mode a contient un seul photon : I’état initial est
donc |1,05). Montrer que

L
V2

ot |10) correspond a 1 photon (resp. 0 photon) dans le mode ay (resp. az)
et |01) & 1 photon (resp. 0 photon) dans le mode ay (resp. a;). Montrer que
I'intensité est

[1a05) = —=([10) +[01))

1 1
I §<una1aﬂ1o>+-§<oua;aﬂo1>4-<una1aﬂo1>cos@

avec ® = k(s1 — s2) + cste.

2. Généraliser ce résultat & un état initial & n photons |n,0,) et & un état
cohérent |z405).

3. Supposons que les modes a1 et ay sont indépendants et sont engendrés
par deux lasers différents. Peut-on observer des interférences ?

17.5.9 Forces réactives

1. On reprend le hamiltonien de Jaynes-Cummings du § 17.2.3 pour un
atome a deux niveaux |g) et |e) plongé dans le champ électrique quantifié

d’une cavité
hw
E=¢ M) sink E=\|—
(a+a")sinkz .y
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La fréquence 0y définie par
d€
Q(z)=2 e sin kz

est une fonction de z. Si 'on se restreint au sous-espace H(™) sous tendu par
les vecteurs |p9) et |p%) (17.78), les vecteurs propres sont donnés par (17.93)

Xin(2)) = = sinby(2)|g ® (n 4 1)) + cosOn(z)]e @ n)
[X2n(2)) = cosOn(2)|g @ (n + 1)) +sinbn(2)|e @ 1)

Calculer la force sur un atome au repos en z lorsque cet atome est dans 1’état
|X1n) ou dans Pétat |xon).

2. On supposera par la suite que le champ dans la cavité est celui d’un
laser dans un état cohérent, avec un nombre moyen de photons (n) > 1, de
telle sorte que An < (n). On peut alors écrire une expression classique de ce
champ

Er(t,z) = & coswtsinkz

En utilisant (17.56), montrer que

A (2)/(n) = hw (2) wi(z) = d_;b sinkz

ol wy(z) est la fréquence de Rabi usuelle (¢f. par exemple (15.36)). Dans la
discussion précédente, on n’a pas pris en compte 1’émission spontanée, qui a
pour effet de dépeupler le mode laser au profit du mode du vide. Les taux de
transition entre les états & n + 1 et & n photons sont donnés par

Lij(2) = Tl{Xi.n ()b + b [Xjn41(2)) 2

avec (i,7) = 1,2. Calculer T';;(2) en fonction des angles 6,,41(2) et 6,(z). On
supposera dans toute la suite de I'exercice que le laser est intense, n > 1 et

Qn ~ Qi (2) = /02 + wi(2).

3. On définit les populations p;(z) de la maniére suivante
pi(2) = Y (Xin(2)|plxin(2))
ou p est l'opérateur statistique de ’atome habillé par le champ. En déduire
que si ¢,y > T, les populations obéissent aux équations pilotes
P1(2) = —T21(2)p1(2) + I'2(2)pa(2)
Pa(2) = Ia1(2)p1(2) — Ti2(2)pa(2)

Quelles sont les valeurs stationnaires des populations pS' en fonction de z?
Montrer qu’un atome au repos subit une force
1. 0wi(z) 1

PO T 1O 7RG

Reporter dans ce résultat les valeurs de p5' et pS' et comparer a (15.60).
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17.5.10 Capture radiative de neutrons par I’hydrogéne

NB. 1l est utile de relire les § 13.2.3 et 13.2.4. Dans un réacteur nucléaire
a eau bouillante ou & eau pressurisée, une fraction des neutrons est absorbée
par I'hydrogeéne de 'eau suivant la réaction

n+p—D+y

n = neutron, p = proton, D = deutéron, v = photon. Cette réaction, dite
de capture radiative, a l'inconvénient de diminuer le nombre des neutrons
disponibles pour la fission. Le deutéron est un état lié neutron-proton, de
moment angulaire total J = 1 et dont ’énergie de liaison est B = 2.23 MeV.
Le deutéron est un mélange d’états 3S; et 3D;, mais on tiendra compte pour
simplifier uniquement de ’état 3S;. Le but du probléme est de calculer la
section efficace de capture radiative. Dans les applications numériques, il sera
commode d’utiliser un systéme d’unités ou h = ¢ = 1. Dans ce systéme,
masse, impulsion et énergie ont les dimensions de I'inverse d’une longueur, et
le facteur de conversion est

1 (fm)~! ~ 200 MeV

1. Les neutrons dans un réacteur sont de trés basse énergie (< 1 MeV),
et on peut alors représenter a une bonne approximation le potentiel n-p dans
londe S par une fonction §(7) [voir (13.44)]. La fonction d’onde de 1'état
lié est donnée par (13.45), avec a — a; ~ 5.40 fm. Calculer la constante de
normalisation C' et k™! en fm. On notera que k="' fixe I’échelle de longueur
du probléme.

Les états de diffusion qui vont nous intéresser sont les états 1Sy, ou la
longueur de diffusion est ag, as >~ —23.7 fm. Il est commode de fixer la nor-
malisation en écrivant

sin[pr + 6(p)]

vir) = =

En déduire que pour p — 0

w(r):—g(1—£> a=a; ou a=a
r a

2. Le neutron de la réaction de capture est trés lent, et en raison de 'effet
de barriére centrifuge, la réaction se fait dans une onde S, ce qui donne a
priori deux possibilités

(n—p: *S1) — D(S) +v (n—p: 'So) = D(*S1) + v

Les transitions dipolaires électriques sont négligeables car elles correspon-
draient & un état initial dans une onde P (pourquoi?). La réaction provient
du couplage /i - B entre le moment magnétique du deutéron fi et le champ
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magnétique quantifié I§, avec
L1 - -
=5 N (p0p +Inn)
1 S, - L
=1 LN [(Vp +70)(@p + Fn) + (9 — 1) (Fp — )] (17.177)

ot pun = qph/(2M); v, ~ 5.59 et vy, ~ —3.83 sont liés aux facteurs gyroma-
gnétiques du proton et du neutron et & sont les matrices de Pauli. Montrer
que le couplage avec le champ électromagnétique quantifié responsable de la

réaction est
/__i hw P Sx N T —ikeF
W' = " / GENY i [k x ey (k)]a];)\e

ot le photon a un vecteur d’onde E, une fréquence w = ck, k= E/k, € est
un vecteur de polarisation unitaire que l'on pourra prendre réel et V est le
volume de normalisation. En négligeant le recul du deutéron et en remarquant
que l'énergie des neutrons incidents € < B, calculer k en fm~! et en déduire
que l'on peut faire ’approximation exp(—iE 7)) ~ 1.

3. Justifier les différents facteurs dans l'expression ci-dessous de la section
efficace, ou €2 repére la direction d’émission k du photon et F est le flux de
neutrons incidents

do _ 27
dQ  hF

1 hw AP S 7 5
W——E\(mﬂex(lﬂ) e(k)—k‘x A

|i) = état n-p initial, | f) = état du deutéron.

4. L’¢élément de matrice (f|W|i) se décompose en une partie de spin et
une partie spatiale, car le vecteur d’état total ¥; ; est le produit d'un vecteur
d’état de spin x; s par une fonction d’onde spatiale ; ¢(7)

(FIWD)26(hw — (Bi = Bf)) 7555

avec

Wi p =i (F) Xi,r

(a) Si x7*, m = £1,0 et x, désignent les états triplet et singulet de spin, la
partie spin de (f|W]i) sera

’

1 . . . . . o
Wepin = 1 1N (X P (Vp +70) (Gp + Fn) - €x + (Y — 1m)(Gp — Fn) - ExIXG)
ol xr = X" et x; = xi* ou xs. Montrer que
(Gp + Gn)lxs) =0 (xs|0plxs) =0

(b) La partie spatiale fait intervenir intégrale

Iy = / 0B 5 (F)(7) = / Br oy (7))



17. Champ électromagnétique quantifié 767

Montrer sans calcul que Iy; = 0 si v; et ¢y sont des fonctions d’onde L = 0 de
l’état triplet. Calculer explicitement I¢; si v; est une fonction d’onde singulet
en utilisant les approximations de la question 1.

5. Les résultats précédents peuvent étre résumés comme suit

1 . R o
n MN('Yp - 'Yn)<X;n|(Up —Gn) - €x I|XS>

Wspin 4

1 o 1
- Euzv(vp =) (X{"10p - e\ |xs) = §MN(vp = ) Wipin

Il faut élever au carré, sommer sur les polarisations du photon final (}°,),
sur les spins finaux du deutéron (), ) et prendre la moyenne sur les spins
initiaux (facteur 1/4). Montrer que

1 o
<| p1n| > = ZZZ'(Xt |O-P'6/\/|XS>|2
=7 Z ij — ki ]% ){Xs|opiop;|Xs)

Suggestion : montrer que > |x7"){(x}"| peut étre remplacé par 'opérateur
identité dans 'espace des spins. En dedulre (IWlwl?) = 1/2.
6. En rassemblant tous les facteurs, montrer que

272
—ZZIJ‘IWI = T6e VCQMN(V =) 1

spins A

Compte tenu de la normalisation des fonctions d’onde spatiales, on peut mon-
trer que le facteur de flux F = /2¢/M. En déduire la section efficace totale
de la réaction de capture (o = qp/(471'€0hc))

do  arh?® B3? 1 5 5
Ttot :/dQ@ = 2 o W(yp—'yn) (1 — kas)

Comparer avec le résultat expérimental pour des neutrons thermiques a 300 K

Tior = 0.329 4 0.006 x 10~ 28 m? = 32.9 + 0.6 fm>

17.5.11 L’expérience de Badurek et al.

L’expérience de Badurek et al. [1985]?° montre qu'un champ classique ne
s'intrique pas avec le systéme quantique avec lequel il interagit. Le schéma
de l'expérience est donné sur la figure 17.9 : il s’agit d’un interféromeétre a
neutrons ou arrivent des neutrons polarisés spin up. Chaque bras de linter-
féromeétre contient une cavité ou régnent un champ magnétique constant Bo

29. Voir par exemple Omnés [1994], chapitre 11.
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paralléle & Oz et un champ de radiofréquences él(t) polarisé suivant Ox de
fréquence w ~ wyp, ol wy est la fréquence de Larmor dans B, qui fait bascu-
ler les spins. Si le champ classique B (t) s’intriquait avec le spin, une trace
du passage du neutron dans le bras supérieur (1) ou inférieur (2) de l'in-
terférométre serait laissée dans I’environnement, et les interférences seraient
détruites. L’expérience montre que les interférences persistent, et donc qu’un
champ classique ne s’intrique pas avec le systéme quantique avec lequel il
interagit.

e t—
* oo

) A v

RF W

Fia. 17.9 — Schéma de D'expérience de Badurek et al. Les deux faisceaux sont
recombinés par la lame horizontale de droite et les neutrons sont détectés en D.

1. Pour une étude quantitative, on écrit le vecteur d’état initial
1
V2

ou | 1); représente un spin up incident dans le bras (i) de 'interféromeétre et
|z(t = 0)) Iétat cohérent du champ engendré par la source de radiofréquences

w) (I +[M2) @t =0))

a lentrée de la cavité. Le champ magnétique quantifié B est dans le point de
vue de Schrodinger (o est une constante)

I§1 =« (a + aT) T
L’état cohérent du champ est supposé de la forme
|2(1)) = | zle i)
Montrer que la valeur moyenne du champ est

(B1)(t) = 2alz| cos(wt — ¢) &
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et en déduire 2a|z| = By.
2. On se place dans le point de vue de Uinteraction, avec pour hamiltonien
Hy

1
Hy = hwa'a — 5 Fwoo

Montrer qu’a 'approximation séculaire le hamiltonien d’interaction W s’écrit
dans le point de vue de l'interaction

~ 1 . .
W = —504771 [a+ ae 4 o_qf elét]

ou vy est le facteur gyromagnétique du neutron et 6 = w — wy est le désaccord.
2. On définit le vecteur |¢) par

af|z) = 2*]2) + |e)

Montrer que (z|e) = 0 et que |[e]|*> = (e|e) = 1 : ajouter un photon a un
état cohérent le modifie de fagon négligeable si |z| > 1. En déduire que W
appliqué sur un état cohérent peut s’écrire sous la forme

W~ ——hw, [0 e et 4o e*i‘i’ei‘”] |2) (2] — = o_e¥e) (2]

1
2 2 |7|

ol wy = By est la fréquence de Rabi. Le premier terme de W est le hamilto-
nien d’interaction avec un champ classique, le deuxiéme terme est négligeable
si |z] > 1, ce qui est le cas pour un champ classique. L’interaction avec le
champ classique maintient la cohérence entre les états de spin | 1)1 et | T)a,
et les interférences ne sont pas détruites.

17.6 Bibliographie

Pour des compléments sur la quantification du champ électromagnétique,
on pourra se reporter a Itzykson et Zuber [1980], chapitre 3, Le Bellac [198§],
chapitre 9, Grynberg et al. [2010], chapitre 4, Gerry et Knight [2005], cha-
pitre 2 ou Weinberg [1995], chapitre 8. Les fluctuations du champ électroma-
gnétique et les états comprimés sont traitées par Grynberg et al. [2010] cha-
pitre V et complément V.1, par Gerry et Knight [2005], chapitres 4, 6 et 7, ou
par Mandel et Wolf [1995], chapitres 10, 11 et 12. L’électrodynamique en cavité
et la détection homodyne sont traitées en détail par Gerry et Knight [2005],
chapitres 6 et 10 et par Haroche et Raimond [2006], chapitre 3. La décohé-
rence par émission de photons est traitée par Cohen-Tannnoudji [1989]. Pour
le comptage de photons, on pourra se reporter a Ballentine [1998], chapitre 19,
a Scully et Zubairy [1997], chapitre 4, a Gerry et Knight [2005], chapitre 5,
ou a Mandel et Wolf [1995], chapitres 9 et 14.






Chapitre 18

Systémes quantiques ouverts

La plupart des manuels de mécanique quantique traitent exclusivement,
ou presque exclusivement, de ’évolution de systémes fermés. Nous avons déja
examiné 1’évolution de systémes ouverts dans le § 11.4.3 et la section 15.3, et
nous allons en donner une vue plus générale dans ce chapitre. L’évolution d’'un
systéme fermé est régie par I’équation de Schrédinger sous forme différentielle
(4.11) ou sous forme intégrale (4.14). Cependant, un systéme fermé est une
idéalisation, et en pratique tous les systémes quantiques (sauf peut-étre 1'Uni-
vers entier) sont en contact avec un environnement. L’espace de Hilbert est
alors un produit tensoriel H4 ® Hpg, o H 4 est l'espace de Hilbert du sys-
téme A auquel nous nous intéressons et Hg celui de I'environnement £. Au
chapitre 11, nous avons appris que l'opérateur statistique p4 de A s’obtenait
en prenant la trace partielle de pap (11.10) sur les degrés de liberté de len-
vironnement, et I’évolution temporelle de p4 n’est pas unitaire : elle n’est pas
régie par (11.33) avec un hamiltonien hermitien. L’entropie de von Neumann
Tr[paln pal], qui est constante pour une évolution unitaire, dépend du temps
quand le systéme est ouvert. Elle augmente en général parce de 'information
s’échappe dans ’environnement, et il s’ensuit un comportement irréversible
parce que nous ne sommes pas capables de controler les degrés de liberté de
I'environnement. Nous en avons vu un exemple au § 15.3.1, ou A était un
atome a deux niveaux et £ le champ électromagnétique quantifié.

Revenons au systéme a deux niveaux. Il sera commode d’emprunter tout
au long de ce chapitre les notations de 'informatique quantique (11.110). Nous
allons choisir comme vecteurs de base ceux d’un hamiltonien libre H

1
HO = —5 huJ()O'z (181)
et nous appelons |0) et |1) ces vecteurs

1 1
Hy|0) = —5 hwol0) Hol1) = 3 hwol1) (18.2)
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hwg est donc la différence d’énergie entre ’état fondamental |0) et I'état excité
|1). Les éléments de matrice pgp et p11 = 1 — poo de Popérateur statistique
décrivent les populations des états |0) et |1), tandis que po1 et pig (Po1 = Pio)
décrivent les cohérences. A I'équilibre thermique et & la température T, les
populations pgi et pi{ sont déterminées par la loi de Boltzmann

eq hew
P11 0 )
s =exp | ——— 18.3
Pog P < ksT ( )

Afin de fixer les idées, nous reprenons le cas de la RMN (section 5.2). Si
les spins des protons étaient isolés, leur évolution temporelle serait régie par
(11.33), avec un hamiltonien dépendant du champ magnétique constant é()
et du champ de radiofréquences B (t). Comme au § 15.3.1, il est commode
d’utiliser le vecteur de Bloch b = (u,v, —w) (15.39); w = (p11 — poo) décrit
la différence de populations et (u,v) les cohérences, po; = r = (u — iv)/2. Si
les spins étaient isolés, I’équation d’évolution (11.33) de p avec le hamiltonien
(5.26) serait, en termes de populations et de cohérences

W = iwy (r* e’ — e i¥t)
W (18.4)
7 =iwor + 71 we'®?

ol wy est la fréquence de Rabi. Les légéres différences avec (15.42)—(15.43)
disparaissent & 'approximation séculaire. Afin de prendre en compte 'envi-
ronnement de fagon phénoménologique, nous suivons le § 15.3.1 en ajoutant
deux termes de relaxation

W = iw (r* elwt — re_i“’t) — I (w — Weq)
- . (18.5)
7 = lwor + 1w71 weW' —Tyr

Ces équations sont les équations de Bloch de la RMN. La forme du terme
de relaxation n’est pas la plus générale possible, mais les approximations
conduisant & (18.5) sont généralement justifiées : voir les commentaires suivant
(18.68). Afin de donner une interprétation physique aux termes de relaxation,
supposons que le champ de radiofréquences a été coupé a t = 0, de sorte que
w1 = 0 pour ¢t > 0. La solution de (18.5) est alors

w(t = 0) — weq) e~ 1!

T(t — 0) eiwot e—th

w(t) — Weq
r(t)

Les populations reviennent a I’équilibre avec un temps de relaxation 77 =
1/T'1, le temps de relaxation longitudinale, et les cohérences avec un temps
de relaxation T = 1/T's, le temps de relaxation transverse, introduits dans
la section 5.2. La différence principale par rapport a (15.44)—(15.45) est que

(18.6)
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nous avons maintenant deux temps de relaxation indépendants’', tandis que
dans ces équations nous avions I'y =Ty /2 = T'/2. Dans le cas de la RMN, T}
est de ordre de la seconde, et Ty < 17 (avec Tp < Ty dans la plupart des
cas, par exemple Ty ~ 1 ms et T} ~ 1s, voir Levitt [2001]).

Le plan du chapitre est le suivant : dans la section 18.1, nous établissons
la forme de Kraus de 'opérateur statistique réduit au temps ¢ en fonction de
son expression a t = 0. Dans la section 18.2, nous étudions le cas particu-
lier important ot 'on peut écrire une équation différentielle du premier ordre
pour I’évolution de 'opérateur statistique réduit, ou équation pilote du type
de Lindblad. Finalement, dans la section 18.3, nous étudierons deux modéles
otl 'environnement est constitué d’un bain thermique d’oscillateurs harmo-
niques indépendants : le premier systéme couplé & cet environnement sera un
systéme & deux niveaux typique des sytémes rencontrés en optique quantique,
et le second une particule brownienne. Ce dernier cas sera particuliérement
intéressant dans la mesure ou il nous permettra de comprendre le phénomeéne
de décohérence pour la superposition de deux paquets d’onde dans le cas de
particules lourdes.

18.1 Superopérateurs

18.1.1 Représentation de Kraus

Dans cette section, nous allons essayer de répondre a la question suivante :
si un état de H 4 @ Hg subit une évolution unitaire Uag entre t = 0 et ¢, quelle
est Iexpression au temps ¢ de I'opérateur statistique de A7 La réponse est
donnée par la représentation de Kraus que nous allons maintenant établir.
Nous supposons que le systéme et I’environnement ont été découplés jusqu’a
t =0, et & cet instant 'opérateur statistique global est un produit tensoriel
pAE = pA @ pg. 1l sera commode de supposer en outre que pg est de la
forme |0g){(0g| : cette supposition n’enléve rien & la généralité, en raison de
la linéarité des résultats. Nous avons donc a t = 0

paE(t=0)=pas®@pp =pa® |0g)(0g] (18.7)
Le systéme bipartite AE évolue pendant I'intervalle de temps t suivant
pap(t=0)=pap — pap(t) = Pap = Uap par Ulg (18.8)

ot Uapg est obtenu en résolvant (11.33) dans Ha ® Hg. Pour trouver 'opéra-
teur statistique p A(t) = p;‘ du systéme A, on effectue une trace partielle?

Z mu; kO pkl UAE)zo o (18.9)
,k,l

1. On rencontre aussi des équations de Bloch avec deux temps de relaxation indépendants
dans la physique des lasers; voir par exemple Mandel and Wolf [1995], chapitre 18.

2. Pour la clarté des notations, nous écrivons AE en exposant dans les éléments de
matrice.
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ot nous avouns fait explicitement usage de la forme particuliére (18.7) de 'opé-
rateur statistique initial p4g. Les éléments de matrice de Uap sont

Uity = (ma @ pp|Uaplna @ vig).

L’équation (18.9) peut étre écrite en fonction de opérateur M, qui agit dans
‘H 4 défini par

M, = {(up|Uag|0g) (18.10)

Ecrivant p'y = K(pa), (18.9) devient (figure 18.1)

K(pa) = _ M, pa M (18.11)
o
A Ph = K(pa)
UA N, UAE
PA ph = Ux paU}
|0£) (0|
(a) (b)

F1c. 18.1 — Représentation graphique (a) d’une évolution unitaire, (b) de I’évolution
(18.11).

L’unitarité de Uag implique que I'ensemble des opérateurs M,, vérifie la re-
lation de fermeture (il faut noter l'ordre des opérateurs : » u M, M J n’a pas
d’expression simple dans le cas général)

> MM, = 0p|Ulglue) (nelUasl0s) = 1 (18.12)
I I

L’équation (18.11) est la représentation de Kraus de p'y. Cette représentation
de Kraus, jointe a la relation de fermeture (18.12), définit une application
linéaire pa — p/y = K(pa). K est appelé superopérateur, car il agit dans
I'espace vectoriel des opérateurs : les opérateurs F; sur H, forment un es-
pace vectoriel et un produit scalaire (e, e) peut étre défini sur cet espace par
(F;, Fj) =Tr [F;Fj]. Si ‘H 4 est de dimension infinie, il faut se restreindre aux
opérateurs de Hilbert-Schmidt F tels que Tr [F'TF] existe.

L’opérateur p/, doit obéir aux trois conditions suivantes pour étre un opé-
rateur statistique respectable :
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(i) p'y doit étre hermitien, ce qui est manifestement le cas;
(ii) on doit avoir Trp/y =1, ce qui résulte de (18.12);
(iii) p/y doit étre positif, et de fait avec [¢f}) = Mf|pa)

(alpalea) =D (palM)pa(Milea)) =D (Whlpalh) >0

Inversement, toute représentation du type (18.11) peut toujours se déduire
d’une représentation unitaire dans un certain espace de Hilbert H4 ® Hg, ce
que nous allons montrer. Choisissons comme espace Hg un espace de Hilbert
dont la dimension est au moins égale au nombre de termes dans (18.11), soit
{|#g)} une base orthonormale dans Hg et [0p) un vecteur de cette base.
Définissons l'action de Uag sur le vecteur [pa4 ® Og), ol |pa) est un vecteur
arbitraire H 4, de la fagon suivante

Uaglpa ®05) = D (M, ® Ir)lpa ® up) (18.13)
o

L’équation (18.13) décrit un saut quantique : dans l'intervalle de temps [0, ],
le systéme AE “saute” de I'état |p4 ®0g) & une superposition d’états M, |pa®
ug). L'interpétation physique de cette équation est importante : supposons
que nous effectuions une mesure de l'environnement et que le résultat soit |u).
Alors, aprés la mesure, le systéme A se trouve dans I'état M,|pa) : le saut
quantique décrit I’évolution de A sous l'effet d’une mesure de I’environnement
(voir § 11.4.3 pour un exemple). L’opérateur U g conserve le produit scalaire

(S wa @ uelivf @ 15]) (DIMy @ Tnllpa @ vi) ) = (al (30 MM, ) )

= (Yalpa)

et par conséquent Uap, qui est défini a priori seulement sur des vecteurs
particuliers de H4 ® Hpg, peut étre prolongé comme opérateur unitaire sur
Ha ® Hg. Prenant la trace partielle, on trouve

Tre (UAE|<PA ®0g) (pa ® 0E|UI‘E) = Z Mu|‘PA><‘PA|MZ
w

de sorte que tout opérateur statistique pa, qui peut étre écrit comme
> pileU) (0], se transforme suivant (18.11). Nous verrons ultérieurement
que toute loi d’évolution “raisonnable” pour pa est de la forme (18.11). Le
fait que 'on puisse toujours trouver une représentation unitaire (18.13) est
a premiére vue quelque peu surprenant, car en principe les systémes A et £
sont intriqués a ¢t = 0, de sorte que supposer un état initial de la forme (18.7)
semble une hypotheése tres forte. Mais il semble que, si le seul objectif est de
décrire I’évolution de p 4, il est toujours possible de trouver un environnement
fictif tel qu’il n’y ait pas d’intrication entre le systéme et son environnement
at=0.
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Pour conclure cette sous-section, énongons quelques résultats généraux sur
la représentation de Kraus. Comme certaines preuves sont assez techniques,
nous les omettrons en renvoyant le lecteur & la bibliographie®. Une question
intéressante est la suivante : quelles sont les conditions “raisonnables” néces-
saires pour prouver la représentation (18.11) 7 A priori, il semblerait que I'on
doive imposer les conditions suivantes.

(i) K doit étre une opération linéaire?.

K(Apa + pups) = AK(pa) + pK(ps)

(ii) K(pa) doit étre hermitien.

K(pa) = [K(pa)]'

(iii) K doit conserver la trace : Tr[K(pa)] = 1.

(iv) K(pa) doit étre un opérateur positif : K(pa) > 0.
Mais la condition (iv) est en fait trop faible. Supposons que A soit couplé a
un environnement & et qu’il existe un autre systéme C auquel A a été couplé
dans un passé lointain. Si A évolue et C ne le fait pas, alors K(pa) ® I doit
étre un opérateur positif. Il en résulte que K(p4) doit obéir & une condition
(iv') plus forte que (iv)

(iv') K(pa) est completement positif : K(pa) ® Ic > 0, pour tout sys-
téme C.

Un exemple d’opérateur qui obéit aux conditions (i) a (iii), mais non a
(iv’), est la transposition (exercice 17.4.1)

K(pa) = ph

Nous pouvons maintenant énoncer sans démonstration le théoréme de repré-
sentation de Kraus : toute opération p — K(p) dans un espace de dimen-
sion d4 qui obéit aux conditions (i) a (iii) et (iv’) peut s’écrire sous la forme

K—-1 K-1
K(p)=>_ M,pM], S O MiM, =1 (18.14)
pn=0 pn=0

ott on peut toujours choisir (K —1) < d?, d4 étant la dimension de H 4 ; K est
le nombre de Kraus. Il existe toujours une expression pour K(p) comprenant
un nombre de termes < d?, indépendamment de la dimension de I'espace de
Hilbert Hg de I'environnement, méme si cette dimension est infinie.

3. Voir par exemple Haroche et Raimond [2006], chapitre 4, ou Breuer et Petruc-
cione [2002], chapitre 3.

4. Voir cependant Preskill [1999], section 3.2, pour une discussion de la linéarité; les
arguments selon lesquels une évolution non linéaire doit étre exclue ne sont pas entiérement
incontournables.
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La représentation de Kraus n’est pas unique, mais deux représentations
sont nécessairement reliées par une transformation unitaire : si

K-1 L—-1
K(p) = Z MMPM,]; = ZNMPN,];
pn=0 pn=0

alors N, est reli¢ & M, par une transformation unitaire

N, => UM,

12

Comme certains éléments de matrice de U,,, peuvent s’annuler, le nombre de
termes non nuls n’est pas nécessairement identique dans les deux décomposi-
tions : il n’est pas obligatoire que K = L.

18.1.2 Modéle pour ’amortissement de phase

11 est instructif d’appliquer la notion de superopérateur a un exemple déja
introduit au § 11.4.2; celui de l"amortissement de phase. Un autre exemple
traité au chapitre 11, celui de I’émission spontanée, est examiné a l’exer-
cice 18.4.2 dans le cadre de la représentation de Kraus. L’espace Hg est choisi
de dimension 3, et I’évolution unitaire (saut quantique) est supposée de la
forme

Uapl0a ®0g) =/1—p[04®@0g)+/p |04 ®1g)

(18.15)
Uap|la®0g) = /1 —=p[la®0E) +/p |14 ®2E)

Autrement dit, 'environnement reste dans |0g) avec la probabilité 1 — p, et
il passe dans un autre état qui dépend de celui de A avec la probabilité p. La
représentation de Kraus suit immédiatement de (18.13) :

10 00

et la matrice statistique transformée est

o= 0-rino (,5) - (1 B O s

On note que cette transformation affecte uniquement les cohérences (les élé-
ments de matrice non diagonaux de p), d’ou la terminologie “amortissement
de phase”. De plus, si nous appliquons K deux fois, il vient

o) =Ktk = (0, 0P



778 Physique quantique : Exercices et applications

Supposons maintenant que le saut quantique se passe dans un intervalle de
temps court At, avec une probabilité proportionnelle® a At : p = At < 1.
Ecrivons t = nAt,n > 1, et effectuons n itérations de K :

1 —p)"po1 poo  pore Lt
)=y 2 ! 18.18
(p) ((1 —p)"p1o P11 - proe Tt piy ( )

Le temps de relaxation des cohérences (le temps de relaxation transverse 75
de la RMN) est T = 1/T. Si le systéme & deux niveaux est préparé au temps
t = 0 dans un état pur qui est une superposition cohérente de |0) et |1)

lo) = A|0) + 1), poo =1—p11 =|A]%, po1 = pig = A"

alors, aprés un temps t > 1/T", Iétat quantique est transformé en une super-
position incohérente de |0) et |1) :

3> 1/T: p(t) — [AJ0)0] + |p*|1)(1]

Comme application, donnons une discussion heuristique de la décohérence
d’une superposition d’états quantiques distincts d’un systéme macroscopique.
Identifions |04) et |14) aux états propres de position |z) et | — z) (ou, de fa-
con plus réaliste, & des superpositions de paquets d’ondes ne se recouvrant pas
centrés en z et —x), d’une “particule de poussiére”,% qui diffuse élastiquement
des photons de son environnement initialement dans I’état |0g). La diffusion
des particules de poussiére localisées en |z) (| — x)) envoie les photons dans
létat |1g) (|2g)), tandis que la particule de poussiére reste dans son état
initial. Si la distance 2|z| entre les centres des paquets d’ondes est suffisam-
ment grande par rapport & longueur d’onde des photons diffusés, les états
|1g) et |2g) seront approximativement orthogonaux, (1g|2g) ~ 0, parce que
la diffusion des photons est localisée dans I'espace. Nous sommes donc dans
la situation décrite par (18.15). Si la particule de poussiére est initialement
dans une superposition cohérente de deux paquets d’ondes

1

=—(z)+|—2
lo) ﬁ(l )+ =)
la cohérence entre les paquets d’ondes sera détruite au bout d'un temps
~ 1/T". Le taux de décohérence I' est proportionnel a la section efficace o,
et une estimation grossiére pour o est o o< R? o« M?/3, ou R est le rayon
de la particule de poussiére et M sa masse. Le temps de décohérence 7gec est

proportionnel a M ~2/3
1 1
Tdec = f o —2/3

5. Ceci est une hypothése forte : en général, nous nous attendons a ce que les amplitudes
soient proportionnelles a At si les transitions ont lieu vers un état isolé, voir (5.65). Il faut
une transition vers un continuum d’états comme dans la régle d’or de Fermi (8.152), pour
que les probabilités soient proportionnelles a At.

6. Une particule de poussiére est grande & 1’échelle microscopique et petite a 1’échelle
macroscopique.
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Le temps de décohérence est beaucoup plus court que le temps de relaxation
T caractéristique du mouvement de la particule, par exemple le temps de
relaxation 7 de sa vitesse, le temps mis par la particule pour modifier son
mouvement sous 'action de la diffusion de photons : 7gec < 7. En effet,
le temps de décohérence Tqec est controlé par la diffusion d’un seul photon,
et 7 par la diffusion d’un grand nombre de photons : il faut beaucoup de
photons pour modifier la vitesse de fagon appréciable, mais un seul photon
suffit a détruire la cohérence de phase. Si nous envisageons une expérience
d’interférences du type fentes d’Young, lorsque le temps de transit entre les
fentes et I’écran de détection est plus grand que 74ec, aucune interférence ne
sera possible, parce que la cohérence des deux paquets d’ondes quittant les
fentes est détruite avant I’arrivée sur I’écran : une information sur le chemin
suivi est codée dans l’environnement.

Ainsi que nous 'avons vu au § 11.4.4, une superposition d’états quantiques
macroscopiquement distincts est appelée chat de Schréodinger. Nous venons de
voir que ce chat de Schrodinger est détruit en un temps ~ 74 , €t la situation
finale est celle d'un mélange incohérent. Le mécanisme responsable de la dé-
cohérence sélectionne une base privilégiée : la diffusion de photons sélectionne
une base d’états de position, parce que les photons diffusés par des états de po-
sition différents sont expédiés dans des états orthogonaux, en conformité avec
le mécanisme général de la décohérence examiné au § 11.4.2. En fait, il n’est
pas nécessaire que les états finaux des photons soient orthogonaux. Si 'on
suppose, par exemple, que les états |1g) et |2g) obéissent & (1g|2g) =1 —¢,
alors la probabilité p est remplacée par p — ep et le temps de décohérence
par Tdec — 7-dec/a-

18.2 Equations pilotes : la forme de Lindblad

18.2.1 L’approximation markovienne

Le systéme d’équations de Bloch (18.5) que nous avons écrit a partir d’ar-
guments heuristiques est typique de ce que 'on appelle une équation pilote,
ou équation maitresse : ’évolution temporelle de 'opérateur statistique est
donnée par une équation différentielle, ou, en d’autres termes, I’évolution est
locale dans le temps. Par exemple, les équations de Bloch optiques (15.48)—
(15.49) sont équivalentes a (11.87) si I’on ignore la partie unitaire (—i/h)[H, p)
de l’évolution, étant donné que (11.87) peut s’écrire sous la forme d’'une équa-

tion différentielle
dp L (—2pn(t) Pm(t))
—_— = —— 18.19
T ( o) 201 (1) (18.19)

On vérifie sans peine que (18.19) peut se mettre sous la forme

dp T

73 20 po_ —{o_o4,p}] (18.20)
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ot” oy = (0, +ioy)/2 (cf. 5.24)) et { A, B} désigne I'anti-commutateur (14.47)
de deux opérateurs A et B :

{A,B} = AB + BA (18.21)

En fait, on peut ajouter a (18.21) une évolution unitaire comme dans (18.2) :

dp i r
—=——[H — _ —A{o_ 18.22
dt h[ 7p]+2[0+p0 {U U-‘rvp}:l (8 )
Si le hamiltonien H est indépendant du temps, H = Hj, par exemple comme
dans (18.1), il sera commode d’introduire le point de vue de l'interaction

ﬁ(t) _ eiHot/h p(t) efiHot/h
Gu(t) = e Hot/h g o iHot/h — oFiwoty (18.23)

L’équation (18.22) est un exemple d’équation pilote sous la forme de Lindblad,
dont nous donnons maintenant une déduction générale.

Cet exemple, comme celui donné au § 18.1.2, montre que 1’on peut passer
de la forme de Kraus (18.14) a ’équation pilote sous la forme de Lindblad
(18.22). Cependant, notre déduction dépendait de I’hypothése cruciale (et
forte!) que la probabilité p était proportionnelle & At. Dans le cas général, il
est loin d’étre évident qu’il soit possible d’obtenir une équation différentielle
pour ’évolution non unitaire de p(t), parce que nous nous attendons a des
effets de mémoire. De I'information s’échappe depuis le systéme vers 'envi-
ronnement, mais inversement de I'information passe aussi de 'environnement
vers le systéme. Schématiquement, une équation avec effets de mémoire prend
la forme d’une équation intégro-différentielle qui est non locale dans le temps :

dp o ¢ ’ / /
— =— F(t —t")p(t")dt (18.24)
dt o

ot y(t — t') est la fonction de mémoire, ou noyau de mémoire.® Si le temps
caractéristique de relaxation 7. de v(t — t’) est beaucoup plus petit que le
temps typique 7 d’évolution de p, 7. < T, nous pouvons écrire (18.24) sous la
forme approchée

Laplv) [ )t =1l (18.25)

et nous obtenons une équation pilote. L’approximation de mémoire courte
dans (18.25) est aussi appelée approzimation markovienne : en effet, dp/dt

7. Attention au fait que Nielsen et Chuang [2001] utilisent la convention opposée pour
o+. Nous avons choisi une convention compatible avec la définition (9.4) des opérateurs
moment angulaire J4, et qui de plus est compatible avec celle de la théorie des champs, car
o4 (0_) est un opérateur de fréquence positive (négative) suivant la définition du § 17.4.1,
comme a (at); voir (17.18).

8. En général, (18.24) prend une forme matricielle, et des termes additionnels sont pré-
sents ; voir les références dans la bibliographie.
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dépend seulement de p au temps ¢, et pas de sa valeur & des temps antérieurs
t' < t, et (18.25) est locale dans le temps. L’approximation markovienne
sera valable s’il existe deux échelles de temps bien distinctes : 7, le temps
typique d’évolution de p, et 7, le temps typique de relaxation de la fonction de
mémoire, avec 7, < 7. L’hypothése de deux échelles de temps bien distinctes
est habituelle dans de nombreux problémes de mécanique statistique hors
équilibre.

Examinons les conditions ol nous pouvons espérer déduire une équation
pilote & partir de la représentation de Kraus. La premiére étape consiste a
utiliser une “granulation”® de p, sur un intervalle de temps typique At tel que

LA LT (18.26)

1 t+At
p(t) — ~ / p(t"dt’ (18.27)
t

Cette granulation sert a lisser les fluctuations de p sur des temps ~ 7, fluc-
tuations qui sont incompatibles avec le caractére markovien. Nous écrivons
alors la représentation de Kraus pour I’évolution entre ¢ et ¢ + At sous la
forme

dpa  Apa 1 1

AN a4+ A —pa(t)] = =K )] — palt
Deux conditions doivent étre satisfaites pour que la déduction de I’équation
pilote soit possible.

(i) L’opérateur statistique du systéme bipartite AE doit se factoriser ap-
proximativement au temps ¢ sous la forme pap(t) ~ pa(t) @ pe(t),
ou pa(t) = Trelpap(t)] et pe(t) = Tra[pae(t)]. Cette condition est
nécessaire pour que l’on puisse écrire une représentation de Kraus au
temps ¢ + At.

(ii) Le superopérateur K;i1a: doit dépendre uniquement de At, et pas
de t.

Nous donnerons des précisions supplémentaires sur ces deux conditions dans
la section suivante, dans le cadre d’un modéle spécifique pour £ et de son
interaction avec A. Un énoncé général est que (i) et (ii) sont valables pourvu
que |W|t./h < 1, ot [W] est un élément de matrice typique de l'interaction

AE.

18.2.2 L’équation de Lindblad

Supposons que les conditions précédentes (i) et (ii) soient vérifices. Nous
pouvons alors écrire d’aprés (18.14)

Kadloa®)] = 37 Mu(At)pa ()M (A1) (18.28)

9. Traduction de “coarse graining”.
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et [Kai[pa(t)] — pa(t)] est du premier ordre en At :
Katlpa(t)] = pa(t) + O(At)

Il s’ensuit que I'un des M, que nous appellerons par convention My, doit
avoir un développement de la forme

Mo(t) = I + (—%H - K) At + O(AL)? (18.29)

ou H et K sont des opérateurs hermitiens. Dans ces conditions, le premier
terme de (18.28) s’écrit

Mo(At)pa(t)MJ(AL) = pa(t) — i%LL[H, pal — AHK, pa} + O(A)? (18.30)

Les autres termes de (18.28) doivent étre d’ordre v/ At
M, (At) = L,VAt (18.31)

et la relation de fermeture (18.14) conduit a

In=M{My+> MIM, =I,-2KAt+ (Z LLLH> At
n>0 n>0
qui implique
1
K= > LiL, (18.32)
n>0

En combinant (18.30) et (18.32) et en supprimant désormais I'indice A de
p, nous aboutissons a l’équation de Lindblad pour 'opérateur statistique p

de A :

d i 1
d—lt):Lp:—ﬁ[H’p]—g{K,p}—FZL#pLL (18.33)
n>0

Les opérateurs L, sont les opérateurs de sauts quantiques. Ainsi que nous
I'avons déja observé, ils décrivent la fagon dont 1’état de A est modifié par
une mesure effectuée sur lenvironnement. L’équation (18.33) est la forme
la plus générale d’une équation pilote préservant la positivité de p si L est
un (super)opérateur borné, et donc en particulier pour un systéme et un
environnement décrits par un espace de Hilbert de dimension finie. Cependant,
la condition est suffisante mais pas nécessaire, et il existe des équations de
Lindblad parfaitement correctes comme (18.36), méme lorsque £ n’est pas
borné. Le superopérateur £ est appelé le liouvillien. La solution de (18.33)
s’écrit formellement
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et comme V(t) vérifie la propriété V(¢; + t2) = V(t2)V(t1), on dit que V(¢)
définit un semi-groupe dynamique.'®

11 est instructif de redémontrer les équations de Bloch (18.20) & partir de
la forme de Lindblad (18.33). Utilisant les expressions de l'exercice 18.4.2 de
My et M7 pour le modéle d’émission spontanée, nous pouvons écrire My et
M sous la forme

_(1 0 _ (0VTAt
M°_<01—5At)’ Ml_(o 0 )

ou, en termes de matrices de Pauli,
LAt
MOZI—TU,U+, M1: \/FAt g4

Les opérateurs K et Ly sont donc

r
K=5o0.0, L =VT o, (18.34)

et nous retrouvons (18.20) & partir de (18.33).

18.2.3 Exemple : l'oscillateur harmonique amorti

Considérons un oscillateur harmonique, par exemple un mode d’une cavité
couplé au champ électromagnétique quantifié via les imperfections des miroirs,
en supposant pour simplifier que I’ensemble est & température nulle; le cas
d’une température différente de zéro sera examiné au § 18.3.3. Si 'oscillateur
est initialement dans un état excité, il peut seulement perdre de 1’énergie en
dégringolant les niveaux par émission spontanée de photons; il ne peut pas
absorber de photons, car il n’y a pas de photons disponibles a température
nulle. Il existe donc un seul opérateur de saut quantique Li, qui doit étre
proportionnel a lopérateur d’annihilation a (il est utile de se souvenir de
l’analogie entre 'opérateur d’annihilation a (10.6) et oy ; voir la note 7) :

Li=VTa (18.35)

On peut alors écrire par inspection 1’équation de Linblad, par comparaison
avec (18.22) :

dp i 1

8 _ iy o+ =T [2apat - {a'a } 18.36
g = 7 [Hopl+ 5T\ 2apa’ — {ala, p} (18.36)
ot Hy = woa'a est le hamiltonien libre. Dans cette démonstration, nous avons
raté la renormalisation radiative des niveaux d’énergie due a I'interaction entre
l'oscillateur et le champ quantifié, qui est appelé déplacement Lamb et qui sera

10. Semi-groupe parce que I'inverse de V() n’existe pas.
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calculée au § 18.3.3. De plus, une démonstration compléte de (18.36) montre
que celle-ci est valable sous la condition I' < wy. Cette condition nous permet
d’ignorer le couplage entre éléments de matrice de 'opérateur statistique qui
évoluent avec des fréquences différentes, par exemple le couplage entre popula-
tions et cohérences (exercice 18.4.8). Nous nous débarrassons du commutateur
en passant dans le point de vue de 'interaction (comparer avec (5.57))

&(t) — eiHot/h ae*iHot/h — aefi&)[)t (18 37)
~T(t) — oiHot/h t (=iHot/h _ .t iwot ’
d’ont 45 1
d—i:I‘[Nﬁd —5{ Zzp}} —F[apa ——{aap} (18.38)

Nous avons utilisé ( .37) pour obtenir la seconde expression. En 'absence
d’amortissement (I’ = 0), la valeur moyenne de 'opérateur

g = e iHot/h , oiHot/h

est indépendante du temps. Si I' # 0, nous déduisons de (18.38) I'équation
d’évolution pour sa valeur moyenne

d d

=\ — _ g iHot —iHot\ __ i @
dt<a> = dtTr(ap)— dtTr (actpe )= dtTr(ap) Tr ag

et donc

Tr ( if) = gTr [QGQﬁaT —aatap — aﬁaTa]
r -
=3 Tr [[a', dlap] = b (@)
Nous en déduisons la loi de décroissance
@(t)) = e 12 (a(t = 0)) (18.39)

Un argument analogue montre que le nombre moyen d’occupation n(t) =
{aTa) décroit avec un temps de relaxation 1/T (exercice 18.4.6)

n(t) =e Tin(t=0) (18.40)
Si I'état initial de loscillateur est un état cohérent (§ 11.2.1) |z) a ¢t = 0,

I’évolution temporelle conduit &

|Z> N |Zefiw0t eth/2>
et ’état cohérent ne s’intrique pas avec son environnement, bien qu’il dé-
croisse lentement (I' < wy) vers ’état du vide. En revanche, si l'on part d’une
superposition linéaire d’états cohérents |z1) et |22)

v) = % (1) + 22))
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comme on le montre dans ’exercice 18.4.6, les termes non diagonaux de la
matrice statistique décroissent comme

1
exp {—5 iz — z2|2t}

Le taux de décohérence I'ge. est beaucoup plus grand que le taux d’amortis-
sement ' si |21 — 2|2 > 1:

1
Tace = 5 Tlz1 = 22/*, (18.41)

Il est proportionnel au carré de la “distance” |z1 — 23| entre les deux états
cohérents. Les états cohérents sont donc des états pointeurs.

18.3 Couplage a un bain thermique
d’oscillateurs

18.3.1 Equations d’évolution exactes

Dans cette section, nous nous proposons de donner une image plus quan-
titative du phénoméne de décohérence en étudiant un modele explicite semi-
réaliste. Le modéle décrit I'interaction d’un systéme A avec un ensemble R
d’oscillateurs harmoniques indépendants de fréquences wy a I’équilibre ther-
mique, ou réservoir, qui joue le role de ’environment de A. Dans le § 18.3.3, A
sera un systéme a deux niveaux, et dans le § 18.3.4, une particule brownienne.
Le hamiltonien complet H 4 se décompose en H 4, le hamiltonien du systéme,
Hp, le hamiltonien du réservoir et W, 'interaction systéme-réservoir

Hap=Hs+Hr+W =Hpr+ W, Hr =Hjs+ Hp (18.42)

avec

Hp = ZHLUACLKCLA (18.43)
A

Les fréquences w) sont supposées former un continuum dans un grand inter-
valle de fréquences w, ~ 1/7,. En effet, un nombre fini de fréquences condui-
rait & des récurrences de Poincaré et il ne pourrait pas y avoir d’irréversibilité :
il faut donc prendre la limite d’un nombre infini de fréquences. Lorsque W = 0,
Popérateur statistique du réservoir est donné par la distribution canonique

o—Hr/ksT

pR(t=0>=W

(18.44)

On déduit de cette expression les résultats standard pour les moyennes d’équi-
libre, notées (o)

(ax) = (a}) =0, (alau) = nadxg, (axal) = (nx +1)d5, (18.45)
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otll le nombre d’occupation n)y est celui de la distribution de Bose-Einstein

1

"= SR (18.46)
L’interaction systéme-réservoir s’écrit plus précisément
W = AR, R=R'=Y (grax+g3al) (18.47)

A

o A = A" est un opérateur agissant dans H4. L’évolution de I'opérateur
statistique est donnée dans le point de vue de Schréodinger par

dpar _ 1

dt h

Pour résoudre cette équation, il est utile de passer dans le point de vue de
I’interaction®!

[Har, pAR) (18.48)

DR (W (1), pan(t)] = — [ADR(D), pan(1)] (18.49)

ou les opérateurs A(t) et R(t) sont définis par

At) = oiHTt/h g o—iHrt/h _ eiHAt/hAe—iHAt/h7

R(t) = oiHrt/h  o—iHrt/h _ oiHRt/h [ o~iHrt/h (18.50)

_ Z (gwx emiwat 4 gwi eMt)
A

car Hr (Ha) nagit pas sur les degrés de liberté de A (R). Une fonction
qui jouera un role crucial dans ce qui suit est la fonction d’autocorrélation
d’équilibre g(t') de R(t)

g9(t") = (R)R(t — 1)) = (R(t')R(0)) 18.51

(18.51)
En raison de 'invariance par translation de temps a ’équilibre, (R(t1)R(t2))
ne peut dépendre que de la différence (t; —t2), et de plus g(t) = g*(—t) parce
que R(t) est hermitien. La forme explicite de g(t') se calcule a partir de (18.45)
et (18.50)

gty => |l [mei“’*t' + (nx + 1)5“’”'} (18.52)
A

La fonction g(t') est la somme d’un grand nombre d’exponentielles oscillant
a des fréquences différentes, et ces exponentielles interférent destructivement
pour [t| & T«. On s’attend donc a une décroissance exponentielle, controlée
par un temps d’autocorrélation ~ T,

lg(t')] ~ e 11/ (18.53)

11. Afin d’alléger les notations, nous écrivons W (t) au lieu de W (¢), etc., car la dépen-
dance par rapport a ¢ évite toute ambiguité.
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Revenons a (18.49), qu’il est commode de mettre sous forme intégrale

t

par(t) = par(0) — dt (W(t'), par(t)]

h

L’itération de cette équation donne

par(t) = par(0) — - / at’ [W(t'), par(0)]

h2/ dt/ dt” / [ (t”);ﬁAR(t”)]]

On différentie ensuite cette équation par rapport a ¢

Lar W) pan(0)] - 25 / &t/ [W (), W (). ()] (1854)

Supposons que l'interaction W soit branchée a t = 0; par(t = 0) possede
alors une forme factorisée

par(t =0) = p(t = 0) ® pr(t = 0) (18.55)

Prenons dans (18.54) la trace sur les degrés de liberté du réservoir (exer-
cice 18.4.5)

Teg [W(2), par(0)] = [A(1), pa(0)] Ter (R(t)pr) = 0

ol nous avons utilisé (18.45). Ceci donne une équation exacte, étant donné
la condition initiale (18.55), pour opérateur statistique pa(t) = p(t) du sys-
téme A

= [t (19, V), ane) (18.56)

18.3.2 Déduction de I’équation pilote

Le temps caractéristique d’évolution est a priori ~ h/|W|, o W est un
élément de matrice typique de W. On ne peut pas se satisfaire de la théorie
des perturbations, qui n’est valable que pour des temps |W|t/h < 1, alors que
nous cherchons une théorie valable pour des temps longs. Deux points sont a
souligner :

1. Nous pouvons espérer une factorisation approchée au temps t, et pas
seulement a t =0

par(t) = pa(t) @ pr(t) + 0par(t)

palt) = Trrlpar®)]  pr(t) = Tealpar(®)
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En effet, comme R > A (le réservoir est beaucoup plus grand que le
systéme), nous nous attendons a ce que

10par(t)|/1paR()] < 1

Ceci revient a ignorer la réaction du systéme sur le réservoir et conduit
a des équations irréversibles pour le systéme.

2. Sur un temps t ~ 74, les relations de phase entre A et R évoluent de
~ |[W|r*/h. Comme il y a perte de mémoire pour ¢t 2 7., une phase
typique ® effectue une marche au hasard, et pendant un temps t > 7,
elle effectue un nombre de pas ~ t/7.; son écart quadratique moyen
vaut

|W|T*)2 bt

AP )~ =
(t> 1) ( -

Tx

Lorsque |W|7./h < 1, on se trouve en présence de deux échelles de temps
trés différentes, une échelle de temps microscopique 7, et une échelle de temps

macroscopique 7
i 2

avec 7 > T.. On peut alors procéder a la “granulation” (18.27) de p sur un
intervalle de temps At choisi tel que 7. < At < 7. La condition fondamentale
de validité est I'inégalité

Wt
Wir 4 (18.58)
h
et si elle est vérifiée, on peut montrer rigoureusement'? que
1. )
_ W\ Ty Te
panl =0 (™) =o(Z) (18.59)
T
2.

_ Wi\ 2 Te
pr(t) =pr(t=0)+0 <| h| ) =pr(0)+ 0O (?> (18.60)
ce qui justifie la discussion qualitative donnée précédemment. En résumé,
I'existence de deux échelles de temps trés différentes, 7 et 7., avec 7> 7,

h K2
T L — KT =

W ST e el

est la condition cruciale de validité de I’équation pilote pour la granulation de
p : rappelons que la dérivée par rapport au temps ne doit pas se comprendre
comme lima;—,0 Ap/At, car la granulation lisse les variations de p sur des

12. Cohen-Tannoudji et al. [1998], chapitre IV.
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temps ~ T,.. On voit que le temps caractérisque naturel ii/|W| est trés petit
par rapport & 7 : ce phénoméne est appelé rétrécissement par le mouvement
(motion narrowing), et il vient de ce que A est couplé & un grand nombre de
modes indépendants. Compte tenu de (18.59) et (18.60), ’équation approchée
pour p est

dp Lot N o gt

B == | @ TR (WO 7€) ) 0 pr(0)]])

En effectuant la trace sur les variables du réservoir, nous obtenons une équa-
tion du mouvement pour p qui dépend seulement de A et g (exercise 18.4.6) :

dp

L / at’ g(¢')[ At = )(t — V) A(t) — A()A(t — ¢)p(t — ¢) + ] + e,

ou h.c.= terme conjugué hermitien, et nous avons effectué le changement
de variable ¢ — t — /. Cette équation est encore une équation intégro-
différentielle qui contient des effets de mémoire et pas une équation pilote.
Pour obtenir une équation pilote, nous observons d’apreés (18.53) que les temps
t' qui contribuent de fagon significative a I'intégrale sont bornés par 7, t' < 7.
La différence [p(t —t') — p(t)] est donc bornée par

e~ ) - sl s 0 (M)

et nous pouvons remplacer p(t’ — t) par p(t) de maniére cohérente avec les
approximations précédentes : I'erreur commise est d’un ordre plus élevé dans
le petit paramétre 7. /7. Prenant ¢ > 7., nous pouvons envoyer la borne
supérieure de l'intégrale a 'infini et écrire

% _ % /Ooo dt’g(t/) {A(t — t'),ﬁ(t)A(t) — AWA(t — t/)ﬁ(t) ] +ne

Ceci met un point final & notre justification de ’approximation markovienne
car I’équation pour p est maintenant locale en ¢ et ne dépend plus des condi-
tions initiales. Il est commode (mais non indispensable) de revenir au point
de vue de Schrédinger, ou I’équation pilote pour p s’écrit finalement

dp i

1
n?

= H
q h[ A,p] +

(EpA+ ApE" — AEp — pE' A) (18.62)

Popérateur F étant donné par

o /0 g(#)A(~t")dt’ (18.63)

Toutefois, les équations (18.62) et (18.63) ne suffisent pas pour assurer 'exis-
tence d’un sous-groupe dynamique. Il faut, en outre, pouvoir utiliser une ap-
proximation séculaire : voir (18.68) et 'exercice 18.4.8.
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18.3.3 Relaxation d’un systéme a deux niveaux

Appliquons les résultats précédents au cas o le systéme A est un systéme
a deux niveaux couplé & un bain thermique d’oscillateurs harmoniques indé-
pendants : photons, phonons. .. Le hamiltonien libre H4 du systéme a deux
niveaux est maintenant Hy (18.2)

Hy=Hy=-—"20, (18.64)

et notre objectif est de comprendre ses propriétés de relaxation. L’interaction
systéme-réservoir W doit étre capable d’induire des transitions entre les deux
niveaux, et un choix possible est

W =0,R=0, Z (gAaA + gﬁai\) (18.65)
b

et par conséquent A = o, = (04 +0_). L'opérateur £ (18.63) agissant sur le
systéme & deux niveaux est

E = /Ooo g(t"YA(—t")dt' = G4 (wo)ot + G—(wo)o— (18.66)

G (wo) = Gx(—wp) = / g(t)eF ot ay! (18.67)
0

ot nous avons utilisé (18.23). Reportant (18.66) dans (18.62) et utilisant 0% =
02 =0, nous obtenons

dp i
a  a“o wolo, ]
+ (G4 +GL)oypo_ —Gro_op—Gipo_oy (18.68)
+ (G- + G )o_poy —G_oro_p—G pojo_

+ (G4 +GL)orpoy + (G- +GL)o_po—

Utilisant 'invariance de la trace par permutation cyclique, nous pouvons vé-
rifier que ’équation a été écrite de telle sorte que chacune des trois premiéres
lignes est de trace nulle. La quatriéme ligne ne contribue pas a I’évolution des
populations (exercice 18.4.7), seulement & celle des cohérences. Mais méme
cette contribution aux cohérences peut étre négligée a 'approximation sécu-
laire, en utilisant le méme argument que dans le § 5.3.2 : si nous revenons a
dp/dt et au point de vue de l'interaction, 64 (t) ~ exp(Fiwpt), et le dernier
terme de (18.67) varie comme exp(F2iwgt). I oscille donc trés rapidement
contrairement aux autres termes et on peut supposer qu’il est nul en moyenne.
Ceci est un résultat général : si les termes de relaxation sont écrits sous la
forme

dp;
pJ Z ’Yl]klpkl
k,1=0
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on peut montrer que les coefficients ;1 peuvent étre négligés sil3 |wij—wkl| >
I', hw;j = E; — Ej. Cette approximation séculaire nous permet de justifier la
forme des équations de Bloch (18.6) ; voir aussi l'exercice 18.4.8.

Calculons explicitement G (wp)

Z 9 i i
T 193] <( A )wo—w)\—km ’\wo+wA+1n)

. (18.69)
9 —i —i
n +(nyx+1)———
Z'”' (A wo —wx — 17 (ma )wo+wx—l77)
ot 7 — 0T. Utilisant la formule classique
i P
=i—=£nd 18.
P i~ (x) (18.70)

o IP désigne une valeur principale de Cauchy, nous trouvons pour G (wp)
1 .
Gy (wo) = 3 Iy —iAy,

Ty =27 |gal*(na + 1)d(wo — wn),
X

(18.71)
P P
I ey
X wo — Wi wo + wx
tandis que G_(wp) est donné par
1
G_(wo) = 5 . —iA_,
r_.=2 Znad(wo — wy),
772/\:|9>\| nxd(wo — wy) (18.72)
A== Yl (ot D)
X wo — Wy wo + wy

En substituant les deux équations précédentes dans (18.68), en omettant la
derniére ligne et en utilisant

1 1
oyo_ = 5(1—1—02), o_04 = 5(1—02),
nous obtenons une équation pilote sous la forme de Lindblad
dp i
<, — A A X
L= o+ Do)
1
+3 Iy (204p0- —{o_01,p}) (18.73)

1
+ 3 r_ (20,p0+ - {U+07’P})

13. Voir Cohen-Tannoudji et al. [1998], Chap. IV, pour une discussion détaillée.
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Soulignons que la forme de Lindblad ne peut étre obtenue que si 'on effec-
tue l'approximation séculaire, qui est valable & condition que la fréquence
caractérisique wgy du systéme libre soit trés grande par rapport au taux de
relaxation I' : wy > T". Cette condition est bien vérifiée en optique quantique
ol wy ~ 10%rad.s™! et T' ~ 10%rad.s™!. En d’autres termes, la dynamique
cohérente du systéme doit étre rapide par rapport a celle de sa relaxation, et
le systéme effectue un grand nombre de cycles pendant le temps de relaxation.
Dans ces conditions, et si le spectre de H 4 est non dégénéré, on peut montrer
que les populations obéissent & un systéme fermé d’équations différentielles,
les équations de Pauli (exercice 18.4.8, question 3).
Les deux opérateurs de saut quantique de I’équation de Lindblad sont

L+ = —— 04+, L_ = — O0_ (1874)

Le déplacement d’énergie A (ou déplacement Lamb)

5 P P
A=A A+_§;|9A| (2nx +1) <w0—w +wO+M> (18.75)
représente les corrections radiatives & la différence d’énergie hwg entre les
deux niveaux provenant de l'interaction du systéme a deux niveaux avec le
bain thermique d’oscillateurs.

L’équation (18.73) généralise (18.22) obtenue a T' = 0, ou seule I’émission
spontanée avait été prise en compte, et le déplacement Lamb ne pouvait pas
étre calculé. A température non nulle, on doit aussi prendre en compte ’ab-
sorption de photons : le taux de relaxation I'y décrit les transitions |1) — |0)
et T'_ les transitions |0) — [1) (figure 18.2). Il est facile de vérifier (exer-
cice 18.4.7) que ' =T'; +T'_ est le taux de relaxation des populations, tandis
que celui des cohérences est I'/2 : la relation T = 27} est aussi valable a
température non nulle. Dans le méme exercice, on montre qu’a la limite des
temps longs, les populations des niveaux |0) and |1) sont donnés par la loi de
Boltzmann (1.12), avec une température 7' égale a celle du bain thermique.
Ceci confirme la cohérence de notre approche, car ce résultat montre que le
systéme est en équilibre avec le bain thermique dans la limite des temps longs.
La largeur totale I' est donnée explicitement par

2m
=Ty 4T = > laalP(2na + 1)6(hwo — hwy) (18.76)
A
Ceci est une vérification intéressante du calcul, car (18.76) peut étre écrit sous

la forme de la régle d’or de Fermi (8.152) :

P = 2 jg(wo)? (2no + 1)D(Ae)
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I, I_

0)

F1G. 18.2 — Taux de transition I'y and I'_.

ol D(hwy) est la densité d’états du réservoir. Le rapport I'y /I'_ est donné
par la loi de Boltzmann

F_+ _ ehw/kBT

r_

L’équation pilote (18.73) nous permet d’écrire par inspection (en se souvenant
de la correspondance a — o, a — o_; voir la note 7) la généralisation a
T # 0 de (18.36), qui donne ’équation pilote pour un oscillateur harmonique
couplé au champ électromagnétique quantifié & température non nulle

dp_ 1

1 1
il [Ho, p] + = Ty [2apa’ — {a'a, p}] + 5 I'_[2a'pa — {aa', p}] (18.77)

2
Des démonstrations détaillées de cette équation se trouvent dans des livres
d’optique quantique cités dans la bibliographie.

18.3.4 Mouvement brownien quantique

Notre dernier exemple sera celui d’une particule de masse M, couplée a
un bain thermique d’oscillateurs harmoniques indépendants de masses m, et
de fréquences wy. Ceci est un cas typique de mouvement brownien, ot une
particule lourde interagit avec des particules légéres (molécules) d’un bain
thermique, et ot I'on peut identifier deux échelles de temps trés différentes :
I’échelle de temps 7, typique du bain et ’échelle de temps 7 typique du mou-
vement de la particule lourde, avec 7, < 7. Caldeira et Leggett [1983] ont
proposé un modéle spécifique pour A et AR, ou A est une particule quan-
tique libre'* se déplacant dans un espace & une dimension, une simplification
qui n’affecte pas la physique

P2 P2 1
Haip = — —A 4 2(X — X,)? 18.78
AR 2M+2A:2mA+2XA:mAwA( ) ( )

14. On peut aussi mettre la particule dans un potentiel U(X), par exemple un potentiel
harmonique MQ2X?2/2, voir (18.97).
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(P, Py) et (X, X)) sont les opérateurs impulsion et position de la particule
et des oscillateurs. Les différents hamiltoniens sont

P2
HA_Wa
HRZZ —P)% +1w2X2 :ZthaTa)\
— \2my 2 ATA - A (18.79)

1
V:§HX2+XR=HCT+X[—;gA(aA—f—al)}

ou les coefficients gy et x valent

gx = \/hmw$ /2 K= mewi (18.80)
A

A est ici opérateur position X de la particule brownienne, et CT désigne un
“contre-terme”; ainsi appelé pour des raisons qui seront explicitées ci-dessous ;
nous avons négligé ’énergie de point zéro des oscillateurs. Il semble que I'in-
variance par translation ait été brisée dans (18.79), mais ceci est bien str
un artefact de la décomposition : ainsi que nous le verrons ultérieurement, la
contribution du contre-terme non invariant par translation

Her = %KXQ (18.81)

compense exactement une autre contribution provenant de I'interaction, d’ot
la dénomination “contre-terme”. La situation ressemble superficiellement &
celle étudiée dans le § 18.3.3, mais il y a une différence importante. Dans le
cas de loptique quantique, le temps de relaxation 1/T" = 7 doit étre grand
par rapport au temps d’évolution cohérente de A : 7> |w — w'|7! = 74, o1
w et w’ sont deux fréquences de Bohr typiques (exercice 18.4.8). La condition
de validité de I’équation pilote pour le mouvement brownien est au contraire
TA > T,, oil par exemple 74 ~ Q7! si la particule est soumise 4 un poten-
tiel harmonique MQ2X?2/2 : le temps typique de I’évolution cohérente doit
étre grand par rapport a la fréquence typique du réservoir. Ces conditions de
validité sont résumées ci-dessous

optique quantique : T, KL 7T, T4 KL T
mouvement brownien : 7, K< T, T, K T4

11 est commode pour des calculs analytiques simples (mais pas indispensable
en principe) de prendre une limite haute température, ou
kgT
ny~ny+1l~—>1
A A Fiox
Nous rappelons que les fréquences wy sont trés resserrées sur un intervalle
~ 1/74, et les sommes sur A peuvent étre remplacées par des intégrales. Les
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résultats s’expriment en terme de la fonction spectrale J(w)

=7 Z A0 (w — wa) Zm;&u)\é w—wy) (18.82)

Nous déduisons de (18.52) et (18.82) les expressions de la partie réelle C(t')
et de la partie imaginaire x(¢') de la fonction d’autocorrélation g(t') :

C(t) = 2kBT/ dw — J(w) coswt’,

s 0 w
) /°° o 0() dC
x(t") = = dw J(w)sinwt’ = T a7

Il nous faut maintenant choisir une forme spécifique de la fonction spectrale
J(w). La fréquence caractéristique typique pour J(w) étant w. = 1/7., nous
choisissons une fonction J(w) s’annulant pour w > w, : w. joue le role d'un
cut-off en fréquence. La forme la plus commode pour les calculs analytiques
est celle de Caldeira and Leggett [1983]

J(w) = Mywl(w. — w) (18.84)

(18.83)

I’analyse dimensionnelle montre que 7 a les dimensions d’une fréquence, et
donc d’un coefficient de viscosité, comme dans © = —vyv. Le choix J(w) & w
assure que le coefficient de viscosité est indépendant de la fréquence. Nous nous
attendons a ce que les résultats ne dépendent pas qualitativement de la forme
précise de J(w), la seule caractéristique importante étant lexistence d’un
cut-off en fréquence w,. Dans I'exercice 18.4.10, on montre que des résultats
équivalents sont obtenus en utilisant

2

w

J(w)=M — 18.85
@ = (2) (18.55)
On peut relier v a un coefficient de diffusion D dans I'espace des impulsions
grace & la relation d’Einstein (15.75) D = M~kpT. Avec le choix (18.84),
C(t') a une forme analytique simple

sin wit’

wt!

C(t) = 2kgT M~ (18.86)

La fonction sin w,t' /7t exhibe un pic de hauteur w.. /M et de largeur ~ 1/w, =
7. at' = 0, et elle devient une fonction delta dans la limite w, — oco. Nous
appellerons 0, (t') une “fonction delta étalée” sur un intervalle de largeur de
largeur ~ 7, et écrirons ¢(t) comme

g(t) = 2D6.(t) + ihwd’, (t) (18.87)
Aprés ces préliminaires, nous sommes maintenant préts & donner la forme de
Péquation pilote (18.62), qui devient dans le cas présent
dp i [P? ir o,
L= | — p| - |ZkX EpX + XpE' — XEp— pE'X
n h{QM,p] h{f P hQ(p +Xp p—pE'X)
(18.88)
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avec -
E= [ g)x(-ty (18.89)
0
L’opérateur X (t) est donné dans le point de vue de Uinteraction par

iP2t/
2Mh

(18.90)

iP%t Pt
2Mh] =X

X(0) = e |G| X e |-

un résultat que on déduit immédiatement de (7.67) si la dynamique est celle
d’une particule libre. Les termes proportionnels & D dans le membre de droite
de I'équation pilote font intervenir I'intégrale

2/000 8. (t) { (X - %) p(t)X + Xp(t) (X - %)
- X <X - Pﬁtl) p(t) — p(t) (X— %) X}dt’

En raison de la largeur étroite de la fonction 4, (t'), les termes proportionnels
a Pt'/M sont négligeables, et il nous reste le double commutateur

—2 X, [X o)) (18.91)

Le terme proportionnel & M~ est

1M7/ 5t /[(X——t/>0(t)X+Xp(t) (X_Pﬁtl)

Py Py (18.92)
- X X-— t) — X —— ) X|dt
(- 37 ) sty = 00 (x - 57 ) 1]
Les deux intégrales dont nous avons besoin sont
> ! N\ g/ / 1
/ SL(E At = —=
(18.93)

.. , sin wyt’ o ws
(ii) / os( dt—/ dt’ dt’( 7 )— -

L’équation (18.92) peut étre écrite comme la somme de deux termes. Le pre-
mier, qui dépend de (i), est

L[X AP p()}] (18.94)

et le second, qui dépend de (ii) est

iM~yws [
wh

X2, p(t)] = % [% /iX2,p(t)] (18.95)



18. Systémes quantiques ouverts 797

car dans le modéle de Caldeira-Leggett,  est donné par

2 [>d 2M yw,
k= Yomwt =2 [ ) = 2
A 0

m w m

Dans ces conditions, la contribution de Hcr (18.81) a I’évolution de 1'opéra-
teur statistique compense exactement (18.95). Il suffit maintenant de reporter
(18.91) et (18.94) dans (18.88) pour obtenir le résultat final, qui est une équa-
tion pilote pour une particule brownienne quantique

i 2 i
=4 [ 0] - eI PO - X D)) 1890

L’équation (18.96) est un résultat fondamental de la théorie des systémes
quantiques ouverts. On observe que cette équation n’est pas du type de Lind-
blad; on peut néanmoins montrer qu’elle préserve la positivité de p et se
rameéne & une équation de Lindblad en ajoutant des termes négligeables dans
une limite de haute température'®. Les trois termes du membre de gauche de
(18.96) s’interprétent comme suit :

1. Le premier terme est un terme d’évolution libre, (—i/h)[H 4, p(t)].
2. Le deuxiéme terme est un terme de frottement.

3. Le troisiéme terme correspond & une diffusion, et c’est ce terme qui
conduit & la décohérence.

Il est possible de déterminer la solution du modéle de Caldeira-Leggett lorsque

la particule est soumise & un potentiel harmonique MQ?X?/2. On peut en
fait écrire une solution exacte!'® au temps ¢

% _ _% ;;M + %MQQ(t)XQ, p(t)]| — ”2(;) (X, {P,p(t)}]

b t (18.97)
PO x o)) - 22 x e )

Le dernier terme est appelé terme de diffusion anormale, qui est négligeable
dans la limite des temps longs. Les fonctions Q(t), D(t), v(t) et f(t) s’ex-
priment sous forme d’intégrales que I'on doit en général calculer numérique-
ment, sauf lorsque t — oo, auquel cas une expression analytique est parfois
disponible.

15. Breuer et Petruccione [2002], chapitre 4.

16. Le probléme étant linéaire (les équations du mouvement sont linéaires), il n’est
pas surprenant que l’on sache écrire une solution exacte qui s’obtient par des méthodes
d’intégrale de chemin.
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18.3.5 Deécohérence d’un paquet d’ondes

Supposons que nous partions d’une superposition de deux paquets d’ondes
gaussiens centrés a x = +a et de largeur 0 < a

o) ~ \/Li (%)M @4-%} +exp[—%}> (18.98)

La transformée de Fourier donne la distribution de probabilité en impulsion

20 o?p? pa
~ 2 2
lp(p)” = NG exp (— 2 ) cos™ (18.99)

On observe des oscillations rapides de période 7h/a < h/o a Uintérieur d'une
enveloppe gaussienne, en raison de la cohérence des deux paquets d’ondes.
Avant d’exploiter (18.96), donnons une explication qualitative de la décohé-
rence. La particule brownienne subit un grand nombre de collisions avec les
particules légeéres (molécules) dans le bain thermique. En raison de ces col-
lisions, la particule brownienne effectue une marche au hasard dans ’espace
des impulsions!” avec un coefficient de diffusion D (15.75), et la dispersion en
impulsion Ap est donnée par

Ap? = 2Dt (18.100)
Chacun des pics dans |@¢(p)|? s’élargit sous leffet des collisions, et ces pics
vont étre complétement brouillés au bout d’un temps 74ec que l'on évalue a

partir de (18.100)
2
APQ ~ (?) = 2DTgec,

ou encore
h2
Da?
Pour étudier quantitativement 1’évolution du paquet d’ondes, on se reporte &
(18.96), en utilisant le fait que les temps courts sont dominés par la diffusion

(18.101)

Tdec ™~

2 (alp(Dle) = 2z — 2 elp(t)la’)

Le temps de décohérence se lit directement sur cette équation

h2 1 /Ar)’
~ e~ — | — 18.102
Tdec 1Da2 ’Y(CZ) (80)

Le coefficient de diffusion est D = M~kgT (15.75) et Ar est la longueur
d’onde thermique (14.87)

h
vV 27TM]€BT

17. Que 'on ne doit pas confondre avec une diffusion dans ’espace des positions!

Ar =
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La figure 18.3 montre ’évolution de la matrice statistique : & ¢ = 0, on observe
des pics & © = +a et 2’ = £a, mais pour ¢ > Tgec, les pics & {x = a,2’ = —a}
et {x = —a,2’ = a} ont disparu. Il reste un mélange statistique de deux
paquets d’ondes : la décohérence a “transformé” la superposition linéaire en
mélange incohérent'®. Les états propres de lopérateur position X ne s’in-
triquent pas avec ’environnement : ce sont des états pointeurs.

Fic. 18.3 — Evolution temporelle de la matrice statistique pour la superposition de
deux paquets d’ondes. Figure de gauche : ¢t = 0. Figure de droite : £ > 74ec. D’apreés
Zurek [1991], reproduit avec 'aimable autorisation de W. Zurek.

L’expérience d’interférences avec des molécules lourdes (§ 17.3.5) illustre
cette décohérence : on constate sur la figure 17.6 (partie supérieure) que les
interférences sont de plus en plus brouillées quand la pression du gaz résiduel
augmente. Les molécules lourdes effectuent une marche brownienne dans le
gaz, et les paquets d’ondes émis par les deux fentes d’Young perdent leur
cohérence.

18.4 Exercices

18.4.1 La transposition n’est pas complétement positive

Soit H 4 et Hp, deux espaces de Hilbert de dimension d. Considérons 1’état
intriqué de fagon maximale

N
1
lpan) = N mz::l lma ®@mp)

et Popérateur statistique correspondant pap = |pap)(pap|. L'opérateur de
transposition 74 dans H4 est défini par son action sur pap :

(Ta®IB)pap = plap = % > () ma @ (jm')n'l) 5

m,n

18. Les guillemets rappellent qu’il s’agit d’un mélange impropre, voir la discussion du
§ 11.1.4.
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Si l'on définit N' = Np/; 5, montrer que I'application de N sur un vecteur
lpa ®9p) a pour résultat

Nlpa ®9¥p) = [Ya ® ¢B)

Montrer que N2 = 1. Ecrire la forme explicite de N dans le cas d = 2 : la
matrice correspondante est appelée “matrice SWAP”. Montrer, d’abord dans
le cas d = 2 et ensuite dans le cas général, que N doit avoir des valeurs propres
négatives.

18.4.2 Représentation de Kraus pour le modéle
d’émission spontanée

1. On reprend le modéle pour I’émission spontanée du § 11.4.3, la loi pour
les sauts quantiques étant

Uagl0a®0g) =104 @ 0g),
Uaplla®0g) =+/1—-p[1la®0g)+p |04 ®1E)

Ecrire les opérateurs de Kraus My et M, en déduire K(p) et retrouver la loi
d’évolution (11.87) pour les populations et les cohérences.

2. Partant de (18.15), utiliser la méthode du § 11.4.3 pour obtenir direc-
tement C(p).

18.4.3 Modéle de dépolarisation

Dans cet exercice, Hp est de dimension 4 et une base orthonormée est
formée par un état de référence |Og) et trois états |ig), i =1, 2, 3; Ha est
de dimension 2. La loi pour les sauts quantiques est définie par

3
Uaplpa ®0g) = /1 —p |pa®0g) + \/g [Z(UM ®1IE)|lpa ®ig)

i=1

Montrer que les opérateurs de Kraus sont

M(): 1—pI, Ml:\/gaz

Veérifier 3 M, );M = I et calculer K(p). Montrer que 'évolution peut s’écrire
en fonction du vecteur de Bloch : si

p:%(I-l-&'-Z;)

alors . A
_ - = 77 "/: __p 7
/C(p)_2(1+a b) b (1 3)1)

Pourquoi peut-on parler de modeéle pour la dépolarisation ?
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18.4.4 Amortissements de phase et d’amplitude

1. Examinons le modéle suivant d’amortissement simultané de phase et
d’amplitude pour un systéme a deux niveaux. Les trois opérateurs de Kraus
sont donnés par

(1 0 _(0A (00
MO_(O\/I—/\—W) Ml_(o o) MQ_(O\/X
Veérifier que

2
Z M/]:MH =1
=0

Quelles sont les restrictions sur A et v 7
2. Montrer que l'opérateur statistique transformé K[p] est

( Poo + VP11 ,001\/1—/\—7)
provI—=X—=v pu(l—7)

3. Quel est le résultat aprés n itérations de I'opérateur de Kraus ? Posant

I't At
v=—, A=—, n>1
n n

montrer que
(t) ( 1—pre ™t POle(AJrF)t/Q)
pAt) = ploe—(AJrF)t/Q puefrt
Quels sont les temps de relaxation T7 and 15 ? Vérifier que Ty < 2T7.

18.4.5 Détails de la preuve de 1’équation pilote

1. Vérifier que si par(0) = pa(0) @ pr(0), alors
Te g [W(2), par(0] = [A(), pa(O)Tr (R(t)pr(0)) = 0.
2. Compléter les détails du calcul conduisant a (18.62). Suggestion
glt — ') = Te [R()R()pr(0)] = T [R(#)pr(0) R(1)
Pour le passage du point de vue de l'interaction & celui de Schrédinger, utiliser

dp_ 1

—_ iHAt/h %efiHAt/h
dt h

[Ha,p] +e i



802 Physique quantique : Exercices et applications

18.4.6 Superposition d’états cohérents

Nous nous proposons d’étudier la décohérence d’une superposition de deux
états cohérents dans le modéle d’oscillateur harmonique amorti du § 17.2.3.
L’évolution temporelle de I'opérateur statistique est donné par (18.36) :

dp i 1

£ — _Z[Hy, pl + =T'|2apa’ — {ala, }

3 = 7 Ho ol + 5T |2apa’ —{a'a, p}

Dans cet exercice, il est instructif de conserver la partie Hy de I’évolution.
1. Considérons deux états propres |n) du hamiltonien libre Hy = woa'a,

et Soit pPpm, les éléments de matrice (n|p|m) de p. Montrer que les éléments

de matrice diagonaux p,, obéissent a

dpnn
dt

= —nLppn + (N + D ppt1nt1

Donner l'interprétation physique des deux termes de cette équation. Donner
des arguments permettant d’interpréter I' comme le taux d’émission d’un
photon (ou d’un phonon). Quelle est 1’équation d’évolution des cohérences

pn+1ﬂl?
2. Introduisons la fonction C(\, \*;t) par

C(A\ A5t =T (peMT e_ya)

Montrer que les dérivées partielles par rapport & A ont l'effet suivant a l'inté-
rieur de la trace

0 )
—_ T )¢ T
ax P <8/\ A) “r

Suggestion : utiliser I'identité (2.72) pour commuter exp(Aa') et exp(—A*a).
Quelles sont les identités correspondantes pour 9/9N* 7
3. Montrer que C'(A, \*;t) obéit a I’équation aux dérivées partielles

0 r . 0 r . 0 *g)
|:a—|—<§—lw())m+<§+IWQ>m:|C()\a)\7t)_0

Cette équation se résout par la méthode des caractéristiques. La solution est
(& démontrer ou a vérifier)

C(AA%5t) = Co(Nexp[—(T'/2 — iwo)t], A* exp[—(I'/2 + iwp)t])

avec

C(A N5t =0) = Co(\,\Y)

4. Supposons que l’état initial & ¢ = 0 soit un état cohérent |z)

|z>::erP/2ezaq0>
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Montrer que dans ce cas
Co = exp(Az* — \'z2),

et que cet état est devenu au temps ¢ I’état cohérent |z(t)) avec
2(t) = ze Wt o712,

En conséquence, un état cohérent reste un état cohérent quand T'" # 0 (com-
parer avec (10.38)), mais |z(¢)] — 0 pour ¢t > 1/I'. Dans le plan complexe,
z(t) décroit en spirale vers l'origine. Comme I' < wy, on observe un grand
nombre de tours autour de l'origine.

5. Considérons maintenant une superposition de deux états cohérents a
t=0:

|®) = c1]21) + c2l22)

Montrer qu’a ¢t =0
Cia(t=0)=Tr (|z1><22|eMTe_k*“> = (z9)z1)eM2e N2
Quelle est interprétation de Cha(t) ? Définissons

(22]21)

"0 = B

et écrivons C12(t) sous la forme
Cha(t) = n(t) (z2(t)] 21 (£)) 22 (D) g2 =1 (1)

Montrer que

1 _ r
In(t)] = exp —§|21 — 2P (1-e vt)} ~ exp {—§|Z1 - 22|2}

ou la derniére expression est valable pour I't < 1. Le temps de décohérence
est donc
2

Tdee = F|Z1 — 22|2

6. Choisissons z; = 0 (état fondamental de Voscillateur) et zo = 2. D’apreés
la question 1, le temps moyen pour I’émission d’un photon est ~ (I'|z2]?)~1. A
partir de la trace sur 'environnement (ici le champ de rayonnement), justifier
le fait que la cohérence entre les composantes z; = 0 et z de |®) est perdue
aprés I’émission spontanée d’un seul photon.



804 Physique quantique : Exercices et applications

18.4.7 Dissipation dans un systéme a deux niveaux

1. Partant de (18.68), déduire les équations d’évolution pour les éléments
de matrice de 'opérateur statistique p :

d
L = (G4 + G o — (G- + G )poo
d
dpgl = iwopor — (G + G-)por + (G4 + GZ ) pro

La derniére ligne de (18.68) ne contribue donc pas a I’évolution des popula-
tions.

2. Montrer qu’a 'approximation séculaire, on peut négliger le terme (G++
G*_) p1o0 dans I’évolution de pp;. Dans le cadre de cette approximation, récrire
les équations d’évolution en terme de I'y and Ay (18.71)—(18.72). Vérifier que
le taux de relaxation est I' = I'y 4+ I'_ pour les populations et I'/2 pour les
cohérences.

3. A partir des expressions de T'; et I'_, montrer qu’a 1’équilibre les po-
pulations des niveaux |0) et |1) sont

_r

Iy
Po = T T

pl_F

et que leur rapport est donné par la loi de Boltzmann
PL_ oxp (_@>
Po kgT

18.4.8 Approximation séculaire et équation de Lindblad

1. On écrit I'interaction systéme-réservoir (18.47) sous la forme générale'?

W=> Ay®Ra
[e3

Partons de la représentation spectrale de H 4
Hy = Z € ’P(E)
1>

ol P(e) est le projecteur sur le sous-espace de la valeur propre € pour définir
Popérateur A, (w) par

Aaw)= D P)AaP()
g/ —e=hw

Montrer que
[Ha, Ap(w)] = —hw A (w)

19. Breuer et Petruccione [2002], chapitre 3.
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Les opérateurs A, (w) sont les “opérateurs propres” de Hy4. Le commutateur
ci-dessus généralise

1
{— 5 hLLJO'g,O':t:| = Fhwoy ou [hwaTa,a] = —hwa

2. On généralise (18.66) en écrivant

G2 (w) = /OOO dF' T [Ra (1) Rs (t — ¢')pr(0)] "

Montrer que I’équation d’évolution de p est

S 3 Y G ) [Aa()p() AL () — AL Asw)p(r)] + b

w,w' a,B

L’approximation séculaire consiste a4 omettre tous les termes tels que w # w'.

3. Une fois faite 'approximation séculaire, montrer que les populations
Prn(t) = p(n,t) vérifient 'équation de Pauli a condition que le spectre de H4
soit non dégénéré

S p(n,t) = S (alm)pm, ) — W (m|n)p(n, )

m

Donner Iexpression des coefficients W (m|n).

18.4.9 Modéles simples de relaxation

1. Dans le premier modéle, un atome & deux niveaux A est préparé dans
une superposition des états fondamental [04) et excité |14) au temps ¢t = 0.
Le champ électromagnétique est supposé dans son état fondamental (le vide)
|0g), de sorte que le vecteur d’état initial est

(W(t=0)) = (A04) + p2]14)) ® [0g), A+ |ul* =1

Guidés par la méthode de Wigner—Weisskopf (Appendice B), nous écrivons le
vecteur d’état au temps ¢ comme

[U(t)) = M04 ®0p) + apl0a @ 1g) + pe” /21, @ 0p)

ol |1 4) est un état & un photon normalisé. Utiliser la conservation de la norme
[[¥(¢)]|> = 1 pour calculer a et déduire de ce calcul les élements de matrice de
lopérateur statistique au temps t. Comparer avec les modéles d’amortissement
de la section 18.2 et trouver les opérateurs de Kraus. Montrer que Ty = 27T7.

2. Dans le second modéle, I’état |1) est supposé stable, mais la fréquence
de résonance dépend du temps. Ceci sera le cas par exemple en RMN, ot un
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spin 1/2 est soumis & un champ magnétique fluctuant By(t). Le vecteur d’état
du spin est au temps ¢
(W () = A(£)|0) + p(t)[1)
avec \(t) et p(t) donnés par
5 1 . 1
() = 5 eo®ND) D)= 5epl) MO0 = o, p0)=p

La solution est

A(E) = Ao exp (% /0 t wo(t’)dt’) J(t) = 1o exp (—% /0 t wo(t’)dt’)

On suppose que wp(t) est une fonction aléatoire gaussienne dont la fonction
d’autocorrélation connexe est

C(t') = (wolt + ' )wo(t)) — (wo)?

ol (e) est une moyenne d’ensemble sur toutes les réalisations de la fonction
aléatoire. Supposant aussi que

/ |t']
Ct')~=Cexp|——
-
montrer que les populations pg et p11 sont indépendantes du temps, mais que
les cohérences sont données par

p()l(t) = po1 (t = 0)ei<w0>t e_CTt, t>T.

18.4.10 Un autre choix pour la fonction spectrale J(w)

Au lieu de (18.84), on utilise un autre choix de fonction spectrale J(w),
a savoir
J(w) = Myw —22
w)=Myw——"—
Wy w?
Montrer que la partie réelle C(t) de la fonction d’autocorrélation est
C(t) = kgT MAw,e~ 1!

Montrer que toutes les étapes conduisant a (18.96) restent valables avec cette
nouvelle fonction spectrale.

18.4.11 L’équation de Fokker-Planck-Kramers pour une
particule brownienne

1. Déduire de (18.96) I’équation aux dérivées partielles (Fokker-Planck-
Kramers) pour la distribution de Wigner (12.116) w(x, p;t) :
dw p Oow 0 0w

Jgw_.prpov_ 9 pLY
8t+M(")x 78;0 lpe] + Op?
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2. Intégrer sur x pour obtenir une équation de Fokker—Planck pour la
densité de probabilité wy,(p;t)

ow, 0 0w,
2~ op [pwy] + Da—pg

Montrer que dans la limite des temps longs w), est une distribution de Maxwell
et retrouver la relation d’Einstein entre v et kT

18.5 Bibliographie

Ce chapitre s’est inspiré des sources suivantes : Peres [1993|, chapitre 9,
Preskill [1999], chapitre 3, Nielsen et Chuang [2001], chapitres 2 et 8,
Dalibard [2003], Haroche et Raimond [2006], chapitre 4 et Breuer et Petruc-
cione [2002], chapitres 3 et 4. Levitt [2001], chapitre 16 étudie les mécanismes
de relaxation en RMN. Le concept de systéme quantique ouvert est largement
utilisé en optique quantique : voir par exemple Carmichael [1993] ou Scully
et Zubairy [1997]. Les effets de mémoire et le mouvement brownien sont étu-
diés en détail par exemple dans Foerster [1975], chapitres 1 & 6 ou Le Bellac
et al. [2004], chapitre 9. Le modeéle du § 18.3.4 a été proposé par Caldeira
et Leggett [1983] ; voir également Cohen-Tannoudji et al. [1998], chapitre IV.
On trouvera des références récentes sur le modéle de Caldeira-Leggett dans
larticle de revue de Zurek [2003].






Chapitre 19

Physique quantique relativiste

Jusqu’a présent, nous avons uniquement considéré le cas ot les particules
de masse non nulle, électrons, protons, atomes. .. avaient un vitesse v faible
par rapport & la vitesse de la lumiére : v < c. Les seules particules “rela-
tivistes" que nous avons prises en compte étaient les photons, particules de
masse nulle se déplacant a la vitesse de la lumiére. Le groupe d’invariance de
la physique non relativiste est le groupe de Galilée, et I’équation de Schrodin-
ger est “covariante de Galilée" : elle a la méme forme dans tous les référentiels
galiléens. Pour passer au cas de la relativité restreinte, la premiére idée qui
vient & 'esprit — et c’est effectivement celle qui fut explorée par les pionniers
aux alentours de 1925/1930 — est de construire une généralisation relativiste
de I’équation de Schrodinger, c’est-a-dire une équation a une particule qui soit
covariante de Lorentz, et non de Galilée. Cette idée est a priori pertinente,
mais elle ne peut étre poussée a son terme : toute équation d’onde relativiste a
une particule se heurte a des difficultés d’interprétation insurmontables et ces
équations d’onde doivent étre réinterprétées dans le cadre d’une théorie quan-
tique des champs donnant la possibilité de créer et d’annihiler des particules.
C’est apreés tout logique : la relativité restreinte permet la conversion d’éner-
gie cinétique en énergie de masse et vice versa, et une équation qui prétend
décrire une particule unique ne doit pas étre compatible avec cette relativité.

Nous avons pu mesurer dans les chapitres précédents, et en particulier dans
les chapitres 7 a 9, I'importance des considérations de symétrie et de groupe
d’invariance. Le groupe d’invariance de la physique relativiste est le groupe
de Poincaré, combinaison des translations d’espace-temps et des transforma-
tions de Lorentz, aussi appelé groupe de Lorentz inhomogeéne. La section 19.1
donne les résultats de base sur les groupes de Lorentz et de Poincaré. La
section 19.2 décrit I'analyse de Wigner des représentations irréductibles du
groupe de Poincaré, analyse qui conduit au résultat fondamental suivant :
les particules élémentaires sont caractérisées par leur masse et leur spin, car
ce sont les propriétés qui servent a étiqueter les représentations irréductibles.
On met ainsi en lumiére le lien profond entre ces propriétés et le groupe
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d’invariance sous-jacent. La section 19.3 est consacrée a la construction de
Péquation de Dirac, équation d’onde relativiste pour les particules de spin 1/2,
et & sa solution dans le cas de 'atome d’hydrogéne. La section 19.4 décrit les
propriétés de symétrie et la derniére section est une courte introduction a la
quantification du champ de Dirac.

NB : Dans ce chapitre nous utilisons un systéme d’unités tel que h =c=1.

19.1 Les groupes de Lorentz et de Poincaré

19.1.1 Transformations de Lorentz spéciales

En relativité restreinte, les transformations de Lorentz (ou plus précisé-
ment les transformations de Lorentz spéciales) permettent de passer d’un
premier référentiel d’inertie & un second se déplagant par rapport au premier
avec une vitesse uniforme v. Dans le cas particulier d’une vitesse dirigée sui-
vant Oz, les coordonnées de temps ¢ et d’espace (z,y,z) d'un événement se
transforment suivant la loi (rappelons que ¢ = 1)

o t— vz
V1— 02

g Azt (19.1)
V1— 02

=z y' =y

ou t,x,y,z sont les coordonnées de I’événement dans le premier référentiel,
t', 2’y 2’ ses coordonnées dans le second. L’équation (19.1) définit une trans-
formation de Lorentz spéciale (ou transformation de Lorentz pure, aussi ap-
pelée boost) de vitesse v le long de l'axe Oz. La transformation (19.1) est
une transformation passive : le méme événement est vu dans deux référentiels
différents.

Au lieu de la vitesse v, il est plus commode de paramétrer la transformation
de Lorentz (19.1) a l'aide de la rapidité n = tanhv. Sous forme matricielle, les
deux premiéres lignes de (19.1) deviennent

t coshn —sinhn\ [t
(z’) o (—sinhn coshn z (19.2)
Pour déduire (19.2) de (19.1), nous avons utilisé les identités de trigonométrie
hyperbolique
1 tanh
b Gunge tanbn
v/1 —tanh? 7 v/1 —tanh? 7

L’avantage de la rapidité est d’étre un parameétre additif : la composition d’une
transformation de Lorentz spéciale de rapidité n et d’une seconde transforma-
tion spéciale de rapidité ' (le long d’'un méme axe!) est une transformation

coshn =
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de Lorentz de rapidité " = n+ . En effet, en multipliant deux matrices
de type (19.2) et en utilisant des identités de trigonométrie hyperbolique, on

obtient
t”\ [ coshn’ —sinh7y/ coshn —sinhn\ [t
2" ) \ —sinhn’ coshn’ —sinhn coshn z
_ ( cosh(n+n') —sinh(n+n)\ (t
=\ “sinh(p+7) coshn+n) ) s

La transformation (¢, z) — (&”,2”) est donc de rapidité " = 5’ +n. Contraire-
ment & la rapidité, la vitesse n’est pas un paramétre additif, et la loi d’addition

des vitesses ,
1 v+

14w
est complexe parce que c’est une loi d’addition de tangentes hyperboliques. La
parameétrisation des transformations de Lorentz par les vitesses serait ’ana-
logue d’'une paramétrisation des rotations par les tangentes des angles au lieu
des angles de rotation eux-mémes, ce qui serait manifestement un assez mau-
vais choix. Compte tenu de

cosin = coshn sinin = isinhin

et bien que cette observation ne soit pas particulierement utile pour la suite, on
voit d’ailleurs que I’équation (19.2) peut étre interprétée comme une rotation
d’angle imaginaire in dans le plan (it, z). Le passage & un temps imaginaire
est appelé rotation de Wick (voir la note 5 du chapitre 12).

19.1.2 Produit scalaire de Minkowski

L’observation suivante sera fondamentale pour ce qui suit : la quantité
(t?> — 22) est invariante par toute transformation de Lorentz spéciale le long
de Oz

72 72
—Z

t =222 (19.3)

identité qui se déduit de (19.2) et de (cosh? 5 —sinh®n) = 1. On généralise ce
résultat en considérant un second événement de coordonnées (t1,z1) dont les
coordonnées transformées de Lorentz sont (7, z7). Si A est un nombre réel, la
quantité (¢ + M1)? — (z + Az1)? doit étre invariante par cette transformation,
ce qui montre que

t'ty — 22 =tt1 — 22z (19.4)

Une transformation de Lorentz le long de Oz conserve donc non pas le produit
scalaire habituel dans un espace euclidien (¢, z) qui serait (tt; + 2 21), mais le
produit scalaire de Minkowski (tt1 — z z1).

Introduisons maintenant les notations quadri-dimensionnelles de la rela-
tivité retreinte. Un ensemble (¢, z,y,2) = (¢,7) = (¢,%) d’une coordonnée
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de temps et de trois coordonnées d’espace définit un point de ’espace-temps
spécifiant les coordonnées d’un événement, et le vecteur joignant l’origine &
ce point est appelé quadrivecteur, que ’on représentera par le symbole z. La

composante de temps d’'un quadrivecteur est indicée par un exposant 0 et les
coordonnées d’espace sont indicées par un exposant latin ¢ = 1, 2, 3. Avec
ces conventions

= (tz,y z2) = (%" 2% %) (19.5)

Les quatre coordonnées sont notées collectivement par un exposant grec p
variant de 0 a3 : =0, 1, 2, 3

ot = (2,2t 22 2®) (19.6)

Les composantes (19.6) de z* sont appelées composantes contravariantes du
quadrivecteur. Une transformation de Lorentz spéciale de rapidité n le long
d’une direction n s’écrit avec cette notation

2/® = 2% coshn — % - Asinhn

‘N
2 =gt — (& - a)na' + [(# - 7) coshn — z¥ sinh )i’ (19.7)

En effet, la composante de Z dans la direction 7 est le produit scalaire tridi-
mensionnel 7 -7 : si i = 2, alors - i = 2®(= z) et I'on retrouve bien (19.2).
Le membre de droite de (19.7) est une combinaison linéaire des composantes
z# du quadrivecteur x et peut s’écrire sous forme matricielle

v=3
o =AY (19.8)
v=0

Examinons la quantité (z%)2 —#? : elle est invariante par toute transformation

de Lorentz spéciale (19.7) ainsi que par toute rotation d’espace. Elle est donc
invariante par toute combinaison de rotations et de transformations de Lorentz
spéciales, et nous appellerons transformation de Lorentz' toute combinaison
de ce type en généralisant la notation (19.8) a ’ensemble des transformations
de Lorentz. Par définition, une transformation de Lorentz (19.8) laisse inva-
riant le produit scalaire de Minkowski de deux quadrivecteurs x et y défini

par

3
z-y=a"0 -7 §=a"%"— leyl (19.9)

i=1

1. Comme nous le verrons d’ici peu, il s’agit plus précisément des transformations du
groupe de Lorentz connexe.
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Afin d’écrire commodément ce produit scalaire de Minkowski?, introduisons
le tenseur métrique, ou simplement métrique de Minkowski g,,,,

goo =1 gii = —1 goi = 0 gij =0 si i#]

Autrement dit, g, est représenté par la matrice diagonale

‘glw = diagonal (1,—1, -1, —1)‘ (19.10)

Le produit scalaire (19.9) devient alors
3
Ty = Z 2" gua” (19.11)
~ =0

La convention d’Einstein de sommation sur les indices répétés que nous adop-
terons par la suite, sauf en cas d’ambiguité possible, permet de simplifier
Pécriture : avec cette convention, la sommation ¥ qui porte sur un indice en
haut et un indice en bas est supprimée dans (19.11) qui devient

" v
r-y=a'gur

Un quadrivecteur z est de genre tempssi 2% > 0, du genre espace si 22 < 0 et
du genre lumiére si x* = 0. On définit aussi les composantes covariantes w,,

d’un quadrivecteur par
Ty = g’ ro=2" x;=—a (19.12)
ce qui permet de récrire (19.11)
Ty =aly,

La distinction entre composantes contravariantes et covariantes d’un quadri-
vecteur est plutdt triviale en relativité restreinte, mais elle devient essentielle
en relativité générale. Le tenseur g"” est défini par

ng

9" = g"* gap g"*

et g"¥ = diagonal(1,—1,—1,—1). La dérivée partielle par rapport a a*,
0/0z" = 0, est un vecteur covariant

o (0 G\_ (2 0 0 9
" ot’ 020’ 91’ 92’ 923
2. Le lecteur doit étre prévenu qu’il existe deux conventions pour g,., celle utilisée dans
ce livre, ou métrique de la cote Ouest (des USA) et celle ou g, = diagonal (—1,+1,+1, +1),

ou métrique de la cote Est. La convention adoptée dans le présent texte permet de faire
I’économie de multiples signes moins.
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Il convient d’étre tres attentif au signe dans I’équation suivante : si V¥ =
(VO,V) est un champ vectoriel V#(z), alors

ove o 0. o
Il est important de se convaincre que le signe devant la partie spatiale V-V
est (+), et non (—) comme dans (19.9) !

19.1.3 Groupe de Lorentz connexe

Compte tenu de I'invariance du produit scalaire de Minkowski 2/-y’ = x -y,

~

T
léquation (19.10) montre que la matrice 4 x 4 A définie en (19.8) vérifie

A)\,ug)\TATy = Guv

Nous appellerons de fagon générale transformation de Lorentz toute transfor-
mation de type (19.8) qui vérifie ’équation ci-dessus, que nous récrivons sous

forme matricielle
ATgA=yg (19.14)

ot AT est la matrice transposée de A. Les transformations A définies par
(19.14) forment un groupe. En effet, si A et A sont deux transformations
obéissant & (19.14), il en est de méme de leur produit AA

(AN Tg(RA) = ATA" gAA = ATgA = g

De plus, I'inverse A~! ainsi que la matrice transposée AT vérifient également
(19.14), et on remarque que 1’équation donnant I'inverse A~1 de A est

At =gATyg (19.15)

Cette équation se substitue a celle valable pour les matrices orthogonales :
A1 = AT, par exemple les matrices de rotation.

Prenant le déterminant de (19.14) et tenant compte de det g = —1, on en
déduit det A = 1. D’autre part, 'examen de la composante 00 de (19.14)

conduit & la relation
3

(A00)2 - Z(Aio)Q =1

i=1
qui montre que |A}| > 1. Ces deux remarques permettent de classer les trans-
formations de Lorentz en 4 sous-ensembles

(1) detA =1 AY>1
(2) detA =1 A < —1
(3) detA=-1  AQ>1
(4) detA = —1 AY < -1
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Les transformations de type (2) et (4) contiennent un changement de signe
du temps, tandis que les transformations (3) et (4) contiennent une inversion
d’espace ¥ — —Z. Les transformations de type (1) forment un sous-groupe
du groupe de Lorentz, le groupe de Lorentz connexe noté El, et sauf mention
explicite du contraire, nous allons nous limiter & ces transformations. La pro-
priété fondamentale du groupe de Lorentz connexe est que tous ses éléments
peuvent étre reliés de fagon continue a l'identité, ce qui n’est manifestement
pas le cas pour les transformations (2), (3) et (4) : on ne peut pas passer
continiment de det A = +1 & det A = —1, pas plus que de AQ > 1a A < —1.
Nous montrerons ultérieurement que toute transformation du groupe de
Lorentz connexe ﬁl est le produit d’une rotation par une transformation
de Lorentz spéciale.

Pour passer au groupe de Lorentz inhomogéne, ou groupe de Poincaré P, ou
plus précisément au groupe de Poincaré connexe PL on ajoute les translations
de a*

" =at + A 2 (19.16)

La translation s’effectue aprés la transformation de Lorentz. La loi de com-
position de deux transformations du groupe de Poincaré (a,A) et (@, A) est
donnée par

"M =gt + AN =+ KMV(A”pmp +a")

=a" + A" + N, A ar

et la loi de groupe de ”Pl est donc

@, A)(a,A) = (@+ Aa, AA) (19.17)

19.1.4 Relation avec le groupe SL(2,C)

Nous avons vu (chapitre 7 et exercice 7.5.2) qu'il existait une relation re-
marquable entre le groupe des rotations SO(3) et le groupe SU (2) des matrices
2 X 2 unitaires et de déterminant unité : & toute rotation R correspondent
deux matrices £V (R) de SU(2) telles que la loi de groupe soit respectée au
signe pres

V(R1) V(R2) = £V(R1 R2) (19.18)

Nous avons utilisé la notation V' pour les matrices de SU(2), car U est ré-
servé pour un usage ultérieur. Mathématiquement, on dit qu’il existe un ho-
momorphisme de groupe entre SO(3) et SU(2). Contrairement au groupe
des rotations SO(3), le groupe SU(2) est simplement connexe : il est appelé
groupe de revétement universel de SO(3). Les deux groupes sont identiques
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dans un voisinage de 'identité et ils ont donc la méme algébre de Lie. Repre-
nons 'exercice 7.5.2 avec les notations du présent chapitre : soit z, la matrice

hermitienne de trace nulle

3 1_ ;.2
_ i = x xt —ix
T = E ot =0-%= (xl 2 3 ) (19.19)

ou les o; sont les matrices de Pauli, et soit V' € SU(2); on note que det x =

—72. La matrice
' =VaVi=VaVv! (19.20)

est hermitienne et de trace nulle; elle est donc de la forme 2/ = & - ', et de

plus det X' = —z 2, ce qui montre que la longueur du vecteur = est conservée.
La transformation x — z’ est donc une rotation®.

Nous allons généraliser cette correspondance remarquable entre SO(3) et
SU(2) a une correspondance entre le groupe de Lorentz connexe et le groupe
des matrices complexes 2 x 2 de déterminant unité, appelé groupe SL(2,C).
Une matrice A € SL(2,C) est de la forme

_ (@B g —
A= <'y 5) ad —py=1 (19.21)
ol a, 3,7, 0 sont des nombres complexes. Le groupe SU(2) est manifestement
un sous-groupe de SL(2, C). Nous pouvons généraliser (19.19) en construisant
la matrice hermitienne = = x

1

0 3 a2
x:aux“:(joxo-l-&'-f:(x T ”30_1;3> (19.22)

b +ix? x

ot nous avons défini oy = I. Par convention, o = o, : les matrices de Pauli
ne forment pas les composantes d’'un quadrivecteur. On note que detx =

zhz, = 2% Soit A une matrice de SL(2,C). La généralisation de (19.20) est

T — Ji' = AJ_:AT (19.23)

mais & la différence de (19.20), en général AT # A~'. La matrice 2’ est hermi-

tienne et de déterminant unité, et (19.23) définit une transformation linéaire
sur les quadrivecteurs x — 2’ qui conserve le produit scalaire de Minkowski.

Calculer avec les matrices 2 x 2 de SL(2, C) est souvent beaucoup plus écono-
mique que d’utiliser les matrices 4 x 4 des transformations de Lorentz, et nous

3. En toute rigueur, il pourrait s’agir de la combinaison d’une rotation et d’une inversion
d’espace, mais nous montrerons d’ici peu que cette seconde possibilité est exclue.
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ferons par la suite un usage intensif de cette propriété. Si ’on veut cependant
revenir aux matrices 4 x 4 de EL, la matrice A qui donne la transformation
2’ = Ax s’obtient en remarquant que (exercice 3.3.5)

1 1
xlu — 5 TI'(.’E/O'M) = §TI'(A{EVO'VATO'N)

d’ou par identification
1
AP, = §Tr(Aa,,ATaM) (19.24)

On déduit de cette équation la composante A%,
1 1
A% = 5Tr(AMUr) = 5Tr(AAT) >0

et A", définie par (19.24) ne change pas le signe du temps. Pour montrer
que A appartient au groupe connexe, il faut se convaincre que det A = +1.
Une démonstation directe est possible, mais il est plus instructif de montrer
directement la connexité de SL(2,C). Considérons un trajet dans le groupe
de matrices complexes 2 x 2, ou groupe GL(2,C), dont SL(2,C) est un sous-
groupe, en définissant B(t) € GL(2,C)

Bt)=[1—-X®OI +Xt)A 0<t<1

avec A(t=0)=0, At =1)=1et A € SL(2,C). D’aprés (19.21), le détermi-
nant de B(t) est

det B(t) = [1+ A(t)(a = D]+ A(t)(y = 1)] = By

C’est donc un trindme du second degré en A(t) qui a deux zéros dans C. On
peut toujours choisir un trajet qui évite ces deux zéros. Soit alors u(t), une
des deux racines carrées de det B(t). L’application ¢t — A(t) = p~1(t)B(t)
définit un chemin dans SL(2,C) qui va contintiment de I vers A puisque
det A(t) = 1 : le groupe SL(2,C) est connexe par arcs, et donc connexe. Le
sous-groupe SU (2) est donc aussi connexe. Tout comme SU(2) est le groupe de
revétement universel de SO(3), SL(2,C) est le groupe de revétement universel
de ﬁl_.

Tout élément A € El peut s’écrire comme le produit d’une rotation par
une transformation de Lorentz spéciale. On peut monter directement ce résul-
tat (exercice 19.1), mais il est plus commode d’utiliser la correspondance entre
L',Ir et SL(2,C). En effet, toute matrice A € SL(2,C) s’écrit de fagon unique
comme le produit A = V H d’une matrice hermitienne strictement positive H
par une matrice unitaire V'

H?=ATA V = A(At A)~1/2 (19.25)

H est la racine carrée positive unique de ATA : comme AT A est une matrice
hermitienne strictement positive, elle est diagonalisable et H est définie en
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prenant la racine carrée positive de ses valeurs propres. Nous savons déja
que A(A) est une rotation si et seulement si A est unitaire : dans ce cas,
A € SU(2) et nous avons déja observé la correspondance entre SO(3) et
SU(2). A(A) est une transformation de Lorentz spéciale si et seulement si A est
hermitienne. Pour le montrer, remarquons d’abord qu’une transformation de
Lorentz spéciale (19.2) le long de Oz peut s’écrire en fonction des coordonnées
du cone de lumiere v+ = 20 + 23

et =242 -2+ = ()t =2 (20 + 2P) (19.26)
=2 -2 52+ =) =e"? (20 + 2P) .

Ensuite, toute matrice hermitienne A € SL(2,C) peut étre diagonalisée par
une matrice unitaire V' sous la forme

e 2 0 o
A:V( 0 677/2)1/T:Ve"3/2vT (19.27)

ot la forme diagonale suit de det A = 1. A(A) est donc une transformation
de Lorentz spéciale le long de I'axe n qui se déduit de Oz par la rotation
correspondant a V.

19.1.5 Cinématique relativiste

Cette sous-section contient un résumé de cinématique relativiste; pour
plus de détails, le lecteur est renvoyé & un manuel de relativité restreinte. La
vitesse d’une particule ne posséde pas de loi de transformation simple dans un
changement de référentiel d’inertie. En revanche, la quadrivitesse ut définie
par
_ dat

H= 19.28
' = — (19.28)

ou T est le temps propre, 7 = Vt2 — 72, est un quadrivecteur se transformant
suivant la loi (19.8). Les composantes u* de la quadrivitesse d’une particule
se déplagant a la vitesse ¢ dans un référentiel donné sont
0 1 . v .
u’ = r U= ——=17 (19.29)

\/1—1}2: V1—0?

avec I' = (1 — vz)*l/? En multipliant par la masse m de la particule, on
obtient sa quadri-impulsion p* qui est aussi un quadrivecteur puisque m est
un scalaire

p' =E=mTl p=ml¥ (19.30)

La combinaison

Pipy=p° = E* —p’ =m?
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est un invariant (ou scalaire) de Lorentz, car c’est un produit scalaire de
Minkowski. On en déduit les relations

E=\p+m? 7=2L (19.31)

E

Une particule de masse nulle est telle que E? —p? = 0 et, dans ce cas, E = |p].
Nous aurons besoin par la suite de “I’espace de phase relativiste”. Remar-
quons d’abord que
d4p _ dpﬂ dpl dp2 dp3
est un invariant de Lorentz : d4p = d*p’ car le jacobien de la transformation
(19.8) faisant passer de p a p’ est égal & I'unité : det A = 1. Un autre invariant

~

de Lorentz (ou plus précisément de El) est

0(p”)5(p* —m?)

~

ot B(pY) est la fonction de Heaviside, égale a4 un si p° > 0 et & zéro si p® < 0;
comme les transformations de L',L conservent le signe du temps, 8(p°) = 6(p"°).
En écrivant

/d4p 0(p°)(p* —m”) =/d3pdp0 0(p°)6 [(po—\/p2 + mQ)(pO—F\/]m)}
d3p

_/ 2+ m2

_ &y _dp
2\/p2 +m2  2Ep

on montre que

(19.32)

est un invariant de Lorentz : c’est I’élément de volume de ’espace de phase
relativiste souvent appelé par abus de langage espace de phase relativiste.

19.2 L’analyse de Wigner : masse et spin des
particules

19.2.1 Algébre de Lie du groupe de Poincaré

Ce qui nous intéresse en derniére analyse, c’est de trouver l'action dans
Pespace de Hilbert des états d’une transformation (a, A) du groupe de Poincaré
”Pl sous la forme d’un opérateur unitaire U(a,A). Les opérateurs Ul(a, A)
doivent former une représentation unitaire du groupe de Poincaré, ce qui
implique d’aprés (19.17) que lon ait au signe preés

U@, AN U(a,N) =U(@+ Aa,AA) (19.33)



820 Physique quantique : Exercices et applications

Les opérateurs U(a,A) sont fonctions des translations a et des transforma-
tions de Lorentz A € EL et sont écrits comme exponentielles de générateurs
infinitésimaux ou comme produits de telles exponentielles. Il nous faut déter-
miner les propriétés des générateurs infinitésimaux hermitiens du groupe de
Poincaré, et en particulier leurs relations de commutation. Ces générateurs
sont au nombre de 10 : 4 pour les translations, 3 pour les rotations et 3 pour
les boosts. Le groupe de Poincaré est un groupe de Lie a 10 parameétres. Nous
allons suivre une stratégie paralléle a celle utilisée pour le groupe des rota-
tions : au § 7.2.3, étant donné dans Iespace ordinaire a trois dimensions une
rotation d’angle 6 autour d’un axe 7, nous avons construit 'opérateur uni-
taire agissant dans l’espace des états comme exponentielle d’'un générateur
infinitésimal hermitien

U(Rq (6)) = e

ou Jy = J - est le générateur infinitésimal des rotations autour de 7, et nous
en avons déduit les relations de commutation des J;. Cependant, il existe une
différence essentielle avec le cas des représentations du groupe des rotations :
il n’existe pas de représentation unitaire de dimension finie du groupe de
Lorentz.

Nous allons considérer une transformation infinitésimale de ”Pl paramétrée
par une translation infinitésimale e (|e#| < 1) et une transformation de
Lorentz infinitésimale

A, =08, 4+ wh, |lwh,| < 1 (19.34)

Le formalisme introduit dans (19.34) permet de traiter simultanément rota-
tions et boosts. On définit la matrice w = gw, soit en explicitant les indices
Wyy = gw\w)‘l,. Compte tenu de (19.13), on observe que w est une matrice
antisymétrique réelle

wlg=—gw=uwl = —w
ou, en explicitant les indices

Wy +wyy =0

Nous aurons également besoin de la formule donnant w en fonction de w :
@ = gw, soit @w?, = g™w,,. Ecrivons une transformation de I'espace des états
U(e, I + w) sous la forme

Ule,] +w) =1+ % Wor JT + ie, P7 (19.35)

L’unitarité de U implique que les opérateurs J°7 et P sont hermitiens

JoT = (J°T)T P = (Po)T (19.36)
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mais, ainsi que nous ’avons souligné, J°7 ne peut pas étre représenté par une
matrice unitaire dans un espace de dimension finie. Comme w,, est antisy-
métrique, on peut toujours choisir J°7 antisymétrique

JoT = _J7°

Pour déterminer les lois de transformation des générateurs infinitésimaux P?
et J?7, nous allons examiner le produit

U(a, N U(e, I + @)U (a, A) (19.37)

ol a et A sont finis (non infinitésimaux). La loi de groupe (19.17) se traduit
par I'équation (19.33) tandis que I'inverse U~!(a, A) est donné par

U Ya,A) =U(=A"ta, A7) (19.38)
Utilisons la loi de groupe (19.33) pour évaluler le produit (19.37)
Ua, U (e, I + @)U (a,\) = U(Ae — AwA a, A (I + w)A™)

et développons le membre de droite de cette équation au premier ordre en &
et w en utilisant (19.35)

1 1
Ula,A) | 5wor 77 + 4 P7 U Ha,A) = 5 X T + (Ae — AwA™'a) P"

(19.39)
La matrice infinitésimale antisymétrique X, correspondant a la transforma-
tion AcwA~! est donnée par

X =gAwA™t = (AT)"lwA™?

Cette matrice est manifestement antisymétrique, X7 = —X, en raison de
wT = —w. En explicitant les indices, on écrit X
X = ((AT] 7 war (ATH)7, = (A7) w0, (A7), (19.40)

En identifiant le coefficient de w,, dans les deux membres de (19.39) et en
utilisant la propriété d’antisymétrie X, = —X,,,, on obtient

U(a, N)J7U Ha,A) = (A7")7,(A™Y)7, (J* = a#P¥ + a”P*)  (19.41)

L’identification du coefficient de €, donne la loi de transformation de P°

U(a, N)P°U " (a,A) = (A~1)7, P* (19.42)
Nous avons donc obtenu en (19.41) et (19.42) les lois de transformation des
générateurs infinitésimaux J°7 et P?. Les relations de commutation de ces
générateurs se déduisent de (19.41) et (19.42) en prenant a et A infinitésimaux,
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a =c¢et A =1+ w. Afin de simplifier la discussion, nous nous limitons au
cas € = 0 en renvoyant le cas général a ’exercice 19.2. Ecrivons

U0,A) =U(A) = I + %wag.]aﬂ

Si nous développons (19.41) au premier ordre en w, le premier membre de
cette équation fait apparaitre un commutateur

i
5 Waﬂ[JaB7 Ja"r]
Pour évaluer le membre de droite, nous utilisons
(A—l)a'u _ 52 o waﬂ _ 5/(1 o gaawau
ce qui donne pour le membre de droite de (19.41)
(Afl)”u(Afl)TuJ”” = [5;5; + 5ngygﬁT - 5:;&}041,9)\0} JH
= JoT — waﬂgﬁ‘rJaa o waﬁgaajﬂ‘r

Comme wqg est antisymétrique, il faut d’abord antisymétriser le coefficient
de weg dans le membre de droite de 1’équation précédente avant de pouvoir
procéder a l'identification dans les deux membres de ’équation. Cette antisy-
métrisation conduit a l'expression suivante du commutateur [J*?, JoT]

i[,]aﬁ, JO'T] — gBO'JaT _ gon'JﬁT _ gﬂ‘rJa(r _|_gaTJBU (1943)

On vérifie, comme il se doit, que le second membre de (19.43) est antisymé-
trique dans les échanges o < (3, 0 < 7 et (af) < (o7). Ces relations de

commutation sont complétées par celles des P7 (exercice 19.2)
iJaﬁ,Pd _ aﬁpa_ aozPB
| I=9 g (19.44)
[P7, P =0

La premiére ligne de (19.44) montre que P* se transforme comme un qua-
drivecteur. Pour faire le lien avec les résultats du chapitre 7 sur le moment
angulaire, définissons le vecteur tridimensionnel moment angulaire J

J={J=—J® Jy=—J% Jg=—J'%} (19.45)
ainsi que le vecteur tridimensionnel boost
K={K =—-J" Ky =—J% Ky =—J%)} (19.46)
On vérifie a partir de (19.43) les relations de commutation

[Jiy Im] = iimpdp
[Ji, K] = i€imp K, (19.47)
[Kl,Km] = —iElmpJp



19. Physique quantique relativiste 823

On peut se contenter de calculer les commutateurs [Jq,.Jo], [J1,K2] et
[K1,K>] : les autres commutateurs s'en déduisent par permutation circu-
laire. Il faut souligner le signe moins dans la troisiéme équation (19.47). On
remarque que les générateurs des rotations J; commutent avec P°, I'opéra-
teur énergie que l'on peut identifier au hamiltonien : ces générateurs sont
donc conservés, au contraire des générateurs K; des boosts qui ne commutent
pas avec le hamiltonien. Ceci n’est pas surprenant, car les boosts modifient
Iénergie.

Outre le signe moins, un point trés important est visible dans la derniére
des relations (19.47) : le produit de deux transformations de Lorentz spéciales
n’est pas en général une transformation de Lorentz spéciale, mais la combinai-
son d’une telle transformation et d’une rotation. Considérons en effet le pro-
duit de deux transformations de Lorentz spéciales suivant les axes &1 et Zs, de
rapidités respectives ny et 12, avec |1, [n2] < 1: U = exp(in2K2) exp(in1 K1).
Le calcul peut se faire par un développement limité & 'ordre 2 en 7, mais il
est plus simple d’utiliser la formule de Baker-Campbell-Hausdorff pour deux
opérateurs A et B

1 1
exp Aexp B = exp <B+A+ i[B’A] + E[Bv (B, Al] +>

qui donne directement & 1’ordre 7n?

. . . . 1
exp(ine K2) exp(im K1) = exp (1771K1 + i Ko + 5771772J3 + - >

La présence dans cette expression de l'opérateur de rotation J; montre que
le produit de deux transformations de Lorentz suivant des axes différents
contient une rotation, appelée rotation de Thomas (ou de Thomas-Wigner),
voir ’exercice 19.3.

Lorsque la translation a et la transformation de Lorentz A ne sont pas
infinitésimales, on peut écrire*

U(a,A) =U(a,0)U(0,A) = exp (ia, P*) exp (% w,“,J’“’> (19.48)

ou bien utiliser la décomposition de A en une transformation de Lorentz spé-
ciale et une rotation et écrire U(a, A) comme un produit de 3 exponentielles.

4. En raison de la décomposition (19.25) de toute transformation de Lorentz comme
produit d’une rotation Ag et d’un boost Ap, il est toujours possible d’écrire

U(A) =U(AR)U(Ag)

Bien que le résultat soit difficile & prouver, on montre que toute transformation de Lorentz
peut aussi s’écrire comme ’exponentielle d’un générateur infinitésimal, ce qui permet de
généraliser I'expression U(R) = exp(—if.Jy), mais nous n’aurons pas a nous servir de cette
propriété.
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19.2.2 Etats a une particule : masse et spin

Comme nous ’avons mentionné, notre objectif est de déterminer la loi de
transformation des systémes quantiques élémentaires sous une transformation
U(a,A) du groupe de Poincaré. Un systéme quantique élémentaire est par dé-
finition un systéme stable en I’absence de toute influence extérieure : particule
élémentaire comme 1’électron ou le proton (mais pas le neutron!), atome ou
noyau atomique stables, etc. Par commodité, nous appellerons simplement un
tel systéme une “particule". Nous choisirons comme base des états & une par-
ticule des états de quadri-impulsion bien définie p*. Ceci est possible car les
4 générateurs infinitésimaux P* commutent (voir (19.44)), et on peut donc
trouver des vecteurs propres |p) communs a ces 4 générateurs

PH|p) = p*|p) (19.49)

Dans la suite de cette section, nous allégerons les notations en notant les qua-
drivecteurs p au lieu de p : 'équation (19.49) devient simplement PH|p) =

p#|p). Ainsi que nous lavons observé au § 19.1.1, les transformations de
Lorentz spéciales définies par (19.1) ou (19.2) sont des transformations
passives. Par souci de cohérence avec les conventions utilisées dans les
chapitres 7 & 9, nous allons adopter le point de vue actif, ou un boost dans
la direction Z; par exemple transforme une particule de masse m au repos
(p = 0) en une particule d’énergie m coshn et d’impulsion p! = msinh#. Si
I'impulsion initiale est (p°, p*, p?, p?), cette transformation de Lorentz s’écrit

/0

D ) coshn sinhn 00 p°
/ sinhn coshn 00 1
p’3 0 0 01 3

On note le signe (4) devant sinhn au lieu du signe (—) de (19.2), ce qui
correspond au passage du point de vue passif au point de vue actif. Examinons
les boosts infinitésimaux en commencant par un boost A(Bl)(w) de rapidité
infinitésimale n = w, |w| < 1, suivant i

0100
AV (W) =T+iwl® =T +w 3888 (19.51)
0000

ce qui définit le générateur infinitésimal I°'. Nous avons utilisé la notation
I* pour les générateurs infinitésimaux, car il s’agit maintenant des généra-
teurs dans ’espace de Minkowski & quatre dimensions, et non dans ’espace
de Hilbert des états. Le générateur 19 n’est pas hermitien, car il n’existe pas
de représentation unitaire du groupe de Lorentz dans un espace vectoriel de
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dimension finie : il ne faut pas confondre les générateurs J*” agissant dans 1’es-
pace des états et les générateurs I*" agissant dans ’espace-temps a quatre di-
mensions. Le boost fini de rapidité i (19.50) s’écrit aussi Ag) (n) = exp(inI®).

Une rotation Ag) () d’angle 0 autour de Z5 est représentée par la matrice

1 0 0 0
0 cosf —sinf 0
0 sinf cosf 0
0 0 0 1

AR (6) = exp(i61'?) =

et la rotation infinitésimale d’angle § = w s’exprime en fonction du générateur
infinitésimal I'?

00 0 0
ADW)=T+iwl?=T+w 8(1)_018 (19.52)
00 0 0

Les autres générateurs 1% et I se déduisent de (19.51) et (19.52) par per-
mutation circulaire et 'ensemble des résultats est résumé ci-dessous

0100 0010 0001
o1 | 1000 02| 0000 o3| 0000
I =10000 I==11000 I =10000
0000 0000 1000
(19.53)
000 0 000 0 0000
12 |00-=10 .23 | 0000 s o001
I"=10100 I =1000-1 I 0000
000 0 001 0 0-100

On vérifie par inspection que l'expression générale des éléments de matrice de
I*" est donnée par
i[I"]% = g"*o5 — g”o‘ég (19.54)

11 suffit bien str de le vérifier pour I°' et I'? par exemple, les autre matrices
s’en déduisant par permutation circulaire. En suivant (19.45) et(19.46), nous
pouvons définir les générateurs infinitésimaux des rotations (J;) et des boosts
(K5)

Jl :_123 JQZ—I31 J3:—112

Kl _ _IOI K2:_IOZ K3:—I03
Ainsi que nous l'avons déja observé, les générateurs I/ sont hermitiens,
contrairement aux générateurs I%; ils obéissent aux relations de com-

mutation (19.47). Une transformation de Lorentz générale s’écrira comme
exp(iwy, MY /2) : voir la note 4.
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L’objectif de I'analyse de Wigner est de caractériser les représentations
unitaires irréductibles du groupe de Poincaré. Rappelons notre analyse du
groupe des rotations : nous avons étiqueté les représentations irréductibles
par l'invariant J? = j(7 + 1) qui commute avec tous les générateurs J; des
rotations : [f 2 Ji;] = 0. Nous allons procéder de facon similaire avec le groupe
de Poincaré, en recherchant les combinaisons de générateurs qui commutent
avec ’ensemble des P* et des J*¥. Le point de départ de I’analyse de Wigner
est l'identification des transformations de Lorentz qui laissent invariant le
quadrivecteur p* : ces transformations forment un sous-groupe du groupe de
Lorentz appelé petit groupe de p. L’invariance de p implique, compte tenu de
(19.54)

fw [1"]%p” = W 97705 — 9°85 | P = 2waup” =0

ce qui montre que w,,, vérifie w,,p” = 0. La solution de cette équation pour
wy est de la forme
Wiy = EpwpaWP° (19.55)

ol €0 €st le tenseur d’ordre 4 complétement antisymeétrique avec 123 = 1,
et h un quadrivecteur arbitraire qui n’est pas paralléle & p. Ainsi, les trans-
formations U(0,A) = U(A(p)) qui laissent p invariant sont de la forme

U(A(p)) = exp <% €Mynglwhppa> (19.56)

Compte tenu de (19.49), nous pouvons écrire
U(A(p))lp) = e~ """|p) (19.57)

ot l'opérateur W, a été défini par

1
VV;L = _5 g,uupa']”ppa (1958)

Par construction, W), est un (pseudo) quadrivecteur. Comme les indices v, p
et o sont différents, les opérateurs J*” et P commutent dans (19.58). Les
relations de commutation

[Ww PV] =0
[Jum W)\] = i(gu)\Wu - gV)\Wu) (1959)
Wy, W, ] = —i€yupe WP P?

se déduisent aisément de (19.43) et (19.44) (exercice 19.4); on peut écrire
directement les deux premiéres équations, qui traduisent le fait que W, est un
(pseudo) quadrivecteur se transformant comme P, et en déduire la derniére.

Afin d’identifier les représentations irréductibles, cherchons les invariants
possibles : ce sont les produits scalaires P? = P, P! et w? = W, WH qui
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commutent avec tous les générateurs du groupe de Poincaré ; on peut montrer
que ce sont les seuls invariants. Toute représentation irréductible du groupe
de Poincaré est donc étiquetée par les valeurs propres de P2 et W2. Nous
savons déja que P? est le carré de la masse

P?|p) = m?|p)

et nous allons voir dans un instant que —W?/m? est le carré d’un spin : tous
les systémes quantiques élémentaires sont caractérisés par leur masse et leur
spin. Si le systéme quantique est une particule, 'analyse de Wigner permet
de comprendre l'origine profonde de la masse et du spin des particules : ce
sont des propriétés liées a I'invariance par rapport au groupe de Poincaré.

Comme W commute avec P, W|p) est encore un vecteur propre de P avec
la valeur propre p. Appelons W (p) la restriction de W au sous-espace des états
de valeur propre p. Comme W(p) - p = 0, W(p) peut étre développé sur une
base de vecteurs orthogonaux a p au sens de la métrique de Minkowski. A ce
point, il est nécessaire de faire la distinction entre deux cas : p> > 0 (m # 0)
et p?> = 0 (m=0). Nous supposerons aussi p® > 0, le cas p° < 0 (tout comme
le cas p? < 0) ne présentant pas d’intérét physique.

19.2.3 Particules de masse non nulle

Dans ce cas, le petit groupe de p est le groupe des rotations, ce qui est
évident si la particule est au repos : p = (p° = m, 5 = 0). Au lieu du groupe
de Lorentz, il est commode d’utiliser son groupe de revétement universel
SL(2,C), et le petit groupe est donc SU(2). Nous écrirons donc U(A) au
lieu de U(A), A étant une des matrices de SL(2,C) correspondant a A. A
chaque quadrivecteur p*, on attache une transformation [p] € SL(2,C) qui
transforme les quatre vecteurs de la base orthogonale suivante de I’espace de
Minkowski

o o o

p] = {[p° = m, 5= 0],n1(p) = &1,m2(p) = #2,m3(p) = 3} (19.60)

dans les quatre vecteurs de la base

[p] = {[p°, 9], n1(p), n2(p), na(p)} (19.61)

ott les n;(p) sont trois quadrivecteurs du genre espace (n?(p) < 0) vérifiant
ni(p) - nj(p) = —6i; p-ni(p) =0 (19.62)

L’ensemble des 4 vecteurs [p] est appelé tétrade. Afin de ne pas alourdir inuti-
lement les notations, nous utilisons la notation [p] pour désigner a la fois la
tétrade [p] et la transformation de SL(2,C) qui fait passer de la tétrade [p] a
[p]. Comme W (p) est orthogonal & p, on peut le décomposer sur les vecteurs
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n;(p) avec des composantes S;(p)

3
W(p) =m ; Si(p) - ni(p) (19.63)
mSi(p) = =W(p) - ni(p)
De (19.59), on déduit les relations de commutation des S;(p)
[Si(p), 5;(p)] = icjk Sk (19.64)

Ces relations de commutation montrent que les S;(p) sont les générateurs
infinitésimaux d’un groupe SU(2) qui n’est autre que le petit groupe de p.
Compte tenu des propriétés générales des opérateurs de moment angulaire,
on observe que la somme

3 2
Z S2(p) = —% =s(s+1) (19.65)

oll s est entier ou demi-entier : c’est le spin de la particule.

Un ensemble complet d’opérateurs compatibles est donné par P*#,
—~W?2/m? et 'un des S;(p), par exemple S3(p). Les valeurs propres de ces
opérateurs sont respectivement p#, s(s + 1) et s3, ou s3 est entier ou demi-
entier suivant la valeur de s avec —s < s3 < s. Une base des états a une
particule peut étre formée des vecteurs |[p], s, s3)

P”|[p],s,33> :pu|[p]75733>
_% [p]a S, 83> = 3(3 + 1)|[p], S, 83> (1966)
S3(p)I[pl, s, 83) = ssl[pl. s, s3)

Examinons les propriétés de transformation des états |[p], s, s3) par applica-
tion de U(a, A) : rappelons qu’a la transformation de Lorentz A correspond
une matrice A € SL(2,C), et que [p] désigne la matrice de SL(2,C) qui trans-

forme la tétrade [p] (19.61) dans la tétrade [p] (19.62). Pour toute rotation
V € SU(2) appliquée sur une particule au repos, nous avons la loi de trans-
formation usuelle (9.26)

U(V)|[p), s, s3) = |[B], 5, 85) DY (V) (19.67)

’
53 S3

ol Diz)s3 (V') est un élément de la matrice de rotation correspondant au mo-

ment angulaire s et a la rotation V. On en déduit Uaction de U(a, A) sur un
état |[p], s, s3) en écrivant d’abord

U(a,A)|[p], S, 33> = U(CL,I)U(A)HP], 5, S3>

. ) (19.68)
= Ula, U([Ap)U([Ap] " Alp])I[p], 5, 3)
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Pour comprendre cette équation, rappelons que si & est un quadrivecteur
et A € SL(2,C), le transformé 2’ de x par A est donné par 2’ = Az AT

La transformation A fait passer de p a p’ = Ap (p/ = ApA'), et [Ap] fait

passer de la tétrade [p] a la tétrade [Ap]. Par conséquent, [Ap] ' A[p] est une
rotation de Thomas-Wigner : partant d’une particule au repos, on retrouve
une particule au repos, mais les axes d’espace ont changé. La partie non
triviale réside dans le fait que les transformés An;(p) des vecteurs n;(p) de la
tétrade initiale [p] ne sont pas identiques aux vecteurs n;(Ap) de la tétrade
finale [Ap] : An;(p) # ni(Ap). Poursuivant le calcul et utilisant (19.68), nous
obtenons

Ula, A)l[pl, s, s5) = U(a, DU ([Ap))|[p), 5, 85) DL, ([Ap] ™" Alp))
= Ula, 1)|[Ap], s, s3) D, ([Ap]~" Alp)

s3

et finalement

Ula, A)l[pl, s, s5) = expli(Ap) - a] |[Ap], 5, s5) DS ([Ap] " Alp]) | (19.69)

ce qui résout le probléme posé : ’'équation (19.69) donne la loi de transforma-
tion de létat |[p], s, s3) quand on lui applique U(a, A).

19.2.4 Particules de masse nulle

Examinons & présent le cas p?> = 0, c’est-a-dire celui des particules de
masse nulle m = 0. Construisons un ensemble de deux vecteurs attachés a p#
en choisissant deux vecteurs de genre espace ni(p) et na(p) orthogonaux a p

ni(p) = n3(p) = -1 n1(p) - na(p) =0 poni(p) =0  (19.70)

Comme dans le cas des particules de masse non nulle, il sera utile de définir
. 4 o o . .
un ensemble standard de trois vecteurs formé de p et n;(p) définis par

p=(1,0,0,1) ni(p)=(0,1,0,0) na(p)=(0,0,1,0) (19.71)

Cherchons comme précédemment les transformations qui laissent invariant p,
c’est-a-dire les transformations du petit groupe de p. La matrice p est

20
:"0+"3:<00>

et si A € SL(2,C) est donnée par (19.21), alors

10 |2 a’y*)
A At = (1%
(00> (047|7|2

| 8o
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ce qui montre que |a| = 1 et v = 0. La condition det A = 1 implique § = 1/,
tandis que [ est un nombre complexe arbitraire § = z; par conséquent, les
matrices A du petit groupe de p sont de la forme

eid/2
A:< 0 e—i¢/2) (19.72)

Ces matrices engendrent un groupe euclidien & deux dimensions, le groupe
des déplacements du plan.

Examinons a présent les transformations infinitésimales du petit groupe :
lp| < 1et z=¢g,]e] < 1. 1l est facile (exercice 19.5) de trouver les matrices
4 x 4 A correspondantes

1 €1 €2 0
A= 2 ! ; ¢ - (19.73)
0 £1 €2 1

ol £1 et 2 sont deux parametres réels : 1 = (¢ +&%)/2 et e = i(e — %) /2.
Cela donne la matrice antisymétrique wy,, (19.33), w = gA

0 1 €2 0
o —&1 0 —qb €1
Cw=| o b0 e (19.74)

0 —E&1 —€2 0

ce qui implique wg; = Wiz = €1, Wo2 = w3z = €2 et wis = —¢. Une transfor-
mation infinitésimale U(A) s’écrit donc

i
2

ol les opérateurs J; et K; sont définis en (19.45). L’équation (19.75) suggére
d’introduire les opérateurs C' et D

U(A) =1+ w,w,]’“’ :I+i€1(K1+J2)+i€2(K2—Jﬂ—iqﬁjg (1975)

C=Ki+Jy D=Ky—J; (19.76)
dont les relations de commutation entre eux et avec J3 sont
[C,D]=0 [J5,C] =1iD [J5, D] = —iC (19.77)

Les opérateurs C et D peuvent étre diagonalisés simultanément. Les transfor-
mations U(A), ou A appartient au petit groupe de p, vont se trouver consi-
dérablement simplifiées si ’on impose une restriction sur W(p). En effet, le
calcul des composantes de W (p), compte tenu de (19.58) et de p = (1,0,0,1)
donne le résultat suivant

Wo(p) = J5 Wi(p) = J1 — K2 = -D
Wip)=—Js  Walp)=Jo+ K =C (19.78)
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de sorte que W2(p) = —(C?+ D?). La quantité —W?(p) est un nombre positif
ou nul qui peut étre arbitrairement grand. Cependant, il n’existe pas dans la
nature de particule de masse nulle dont le spin soit un nombre arbitraire,
qui pourrait méme étre arbitrairement grand. Nous allons donc imposer la
restriction W2(p) = 0, ce qui implique en outre que W (p) - p = 0 et que W (p)
est parallele & p : W(p) = II(p)p (noter que p, = (1,0,0,—1)!). Un autre
argument en faveur du choix C'= D = 0 est développé dans I'exercice 19.5.

Pour définir dans 'espace de Hilbert une base des états |[]OJ],/\> a une
particule dans le cas de la masse nulle, nous choisirons comme opérateurs
compatibles P* et —W3(p) = J3

P[Pl A) = p" [P, A) Js|lpl, A) = Allp], A) (19.79)

Le nombre quantique A\ est appelé hélicité : c’est la projection du spin sur
la direction de 'impulsion p’ de la particule : comme p* = (1,0,0,1), p est
parallele a l'axe 3. La loi de transformation dans une rotation de ¢ autour
de i3 s’obtient par application de Popérateur de rotation exp(—i¢Js)

e 5], 0) = B(9), A) = e 4[5, N (19.80)

L’état |[107]7 A) doit rester inchangé dans une rotation de 4w, ce qui implique
que A soit entier ou demi-entier. Compte tenu des propriétés des matrices de
rotation, on peut récrire (19.80) sous la forme (voir I’équation (9.32))

755, 0) = [[)(9), A) = |[B], VDS (0 = 0,0)

La loi de transformation générale analogue de (19.69) se déduit de ’équation
précédente

U(a, A)|[p], A) = " Pe|[4p], 3) DI ([Ap)~ Alp]) (19.81)

Les équations (19.69) et (19.81) sont fondamentales pour 'étude relativiste
des collisions et des désintégrations de particules de spin non nul.

L’hélicité A est invariante dans toute transformation de Lorentz : une parti-
cule de masse nulle garde toujours la méme hélicité, et apparait donc identique
a elle-méme dans tous les référentiels d’inertie (en dehors de son énergie et
de son impulsion). On appelle s = |A| le spin de la particule de masse nulle :
s =0,1/2,1,3/2... L’hélicité ne peut prendre que deux valeurs, A\ = s et
A = —s, mais si 'on se restreint aux transformations du groupe connexe, il
n’y a aucun moyen de passer de A = s & A = —s. Si les neutrinos, particules
de spin 1/2, avaient une masse nulle, les neutrinos auraient par définition
une hélicité A = —1/2 et les antineutrinos une hélicité A = 1/2. L’expérience
montre que la masse des neutrinos est non nulle, ce qui rend la situation plus
compliquée.

Les photons, particules de masse nulle et de spin 1, ont deux états d’hé-
licité : A = +1 et A = —1. Ces deux états correspondent & des états de
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polarisation circulaire bien définie : A = 4+1 & un état de polarisation circu-

laire droite et A = —1 & un état de polarisation circulaire gauche. Considérons

un photon d’impulsion paralléle a p et décomposons sa polarisation sur les
o

vecteurs n;(p) orthogonaux a P soit ]%((ﬁ) = p/, le transformé par rotation de

¢ autour de 'axe 3. Les transformations du petit groupe de p appliquées aux
vecteurs n;(p) donnent

1(p) cos ¢ —na(p) sin¢ + anp

19.82
1(p) sin¢ + na(p) cosé + agp (1952

n
n
ol aq et ap sont des nombres complexes. Cette loi de transformation refléte le
fait que les vecteurs n;(p) ne sont pas des quadrivecteurs : a la transformation
de Lorentz s’ajoute en général une transformation de jauge : dans l'espace de
Fourier, la transformation A, (z) — A, (z)+0,A(z) se traduit par ’adjonction
d’un terme proprotionnel a p,,.

19.3 L’équation de Dirac

19.3.1 Construction de I’équation de Dirac

La relation entre ’énergie et 'impulsion pour une particule libre non rela-
tiviste est £ = p%/2m et I'équation d’onde pour cette particule se déduit du
principe de correspondance

0 =
E—i En p— —iV
qui donne I'équation de Schrédinger pour une particule libre
N I oo
v _ Ly
! ot 2m v

Pour écrire une équation d’onde covariante de Lorentz, c¢’est-a-dire une équa-
tion qui garde la méme forme dans une transformation de Lorentz, on peut
essayer de partir de la relation relativiste £? = p? + m? entre énergie et im-
pulsion et appliquer le principe de correspondance, ce qui donne I’équation
suivante pour une hypothétique fonction d’onde (¢, Z) = ¥ (x)

(02 —V2+mPp = (8 +m?)Y =0 (19.83)

L’opérateur 92 = 9,0 = 07 — V2 est le d’Alembertien. L'équation (19.83)
est appelée équation de Klein-Gordon. On montre a partir de (19.83) que le
courant, j# défini par
=(p,7) = v* 0,0 — (0,0)*
Ju (P*]) (0 ;ﬂ/)* ( ;ﬂ/}):/} *_) L (19.84)
p =10 — (Ou)" Y J=9"V — (Vi)'
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est un courant conservé (exercice 19.6.6)
Op+V-j=08,5"=0 (19.85)

On remarquera le signe + devant ﬁj Cependant, la densité p n’est pas définie
positive et on ne peut pas interpréter 1) comme une amplitude de probabilité.
En fait, ¢ doit étre considéré comme un champ classique, qu’il est nécessaire de
quantifier suivant la procédure utilisée pour le champ électromagnétique. Dans
le cadre d’une telle théorie des champs quantiques, ¢ devient un opérateur de
champ, qui crée et annihile des particules. On montre que ces particules sont
de spin zéro : ’équation de Klein-Gordon décrit des particules de spin zéro.

En 1928, et en suivant des arguments dont nous savons aujourd’hui qu’ils
ne sont pas convaincants, Dirac fut capable de construire 1’équation d’onde
relativiste qui porte son nom. L’équation de Dirac va un peu plus loin que celle
de Klein-Gordon en tant qu’équation d’onde pour une particule quantique :
elle donne une excellente approximation tant que le potentiel varie peu sur une
distance de l'ordre de 1/m (h/mc en rétablissant & et ¢), la longueur d’onde
Compton de la particule. Mais cette interprétation comme équation d’onde
& une particule ne peut étre maintenue de fagon complétement cohérente.
Comme dans le cas de I'équation de Klein-Gordon, il faut interpréter ¢ non
pas comme une fonction d’onde, mais comme un champ classique qu’il est
nécessaire de quantifier (section 19.5). Dans ce cadre, I’équation de Dirac
décrit correctement des particules de spin 1/2.

Pour construire I’équation de Dirac, revenons a I’équation (19.23). Dans le
cas d’une rotation de 6 autour d'un axe 7, la matrice A s’écrit (exercice 7.5.3)

A =exp {—%H(E-ﬁ)] =Icos§—i5'-ﬁsing (19.86)

Nous avons écrit 'expression d’un boost de rapidité n suivant &3 en (19.27),
et il est immédiat de généraliser & un boost suivant n

1
A =exp {577&’-7%] =Icoshg+&'-ﬁsinhg (19.87)
ou le changement de signe de 7 a pour origine le passage du point de vue
passif au point de vue actif. Un spineur de Pauli x est par définition un

vecteur de composantes (1, x2) dans un espace complexe a deux dimensions
qui se transforme par rotation comme un spin 1/2

X — X =exp {—% 0(a - fz)] X (19.88)

Un spineur de Weyl est un spineur qui se transforme par rotation comme un
spineur de Pauli et dans un boost (19.87) comme

1
X — X = exp [5 na - ﬁ} X (19.89)
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On note que cette loi de transformation n’est pas unitaire, contrairement a
(19.88) : elle ne conserve pas le carré de la norme ||x||? = |x1|? + |x2|?. Dans
une transformation de Lorentz générale, la loi de transformation des spineurs
est x — x' = Ay, on A € SL(2,C).

Soit A € SL(2,C) : on appelle automorphisme du groupe SL(2,C), une cor-
respondance bijective A < B ou B € SL(2,C) qui respecte la loi de groupe :
si Ay <> By et Ay < By, alors A1 As <+ B1Bs. Un exemple d’automorphisme
de ce type est donné par la correspondance

A — B = (AT)71

En effet
[(A142)T] 7 = [AZ A7) = (A7) H(4)

On montre alors facilement (exercice 19.6.7) que A et (AT7)~! sont reliés par
la transformation de similarité

an=cact = (14 5)

( = —ioy représente une rotation de 7 autour de l'axe 5. Un autre auto-
morphisme, celui que nous allons utiliser, est donné par la correspondance
A« B =(A")"1. Si A est donné par (19.21), nous avons

(Ah)~1 = (—66 _07) (19.90)

Dans ce cas (exercice 19.6.7), il n’existe pas de matrice® ¢ telle que (AT)~! =
CACt: Aet (AT)™! ne sont pas reliés par une transformation de similarité.
Par définition, les spineurs y se tranforment suivant y — x’ = Ay, et nous
allons introduire un second type de spineur de Weyl noté ¢ qui se transforme
suivant ¢ — ¢’ = (AT)7ly. Lorsque A est unitaire, (AT)~! = A, et dans une
rotation les deux types de spineur ont la méme loi de transformation. Mais

5. Un autre automorphisme de SL(2,C) est A < A* et comme
*

(4Nt = [(aT)7Y]

A* est relié & (A)~! par une transformation de similarité
AT =¢(Ah ¢!

Dans les livres de théorie des champs quantiques, et en particulier dans ceux qui traitent de
la supersymétrie, on utilise A* plutét que (AT)~1 et on définit des spineurs “non pointés"
X et des spineurs “pointés" ¢ qui se transforment suivant

Xa = Xa = AapXs Pa — Po =A% 505
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cela n’est plus vrai pour une transformation de Lorentz, car

N
1 1 1
({exp(inﬁwl)] ) —exp<—§776'~ﬁ> soit<p—>g0’—exp<—§776"ﬁ>go

(19.91)
On observe que le passage de (19.89) a (19.91) correspond a n — —n, et le
passage de A a (AT)™! est relié a I'inversion d’espace, ou opération parité :
Popération parité commute avec les rotations, mais pas avec les boosts. Ob-
servons également que dans (19.20), 2 = co2’ + & - ¥, et qu'une inversion

d’espace ¥ — —T transforme

R Y e

Mais il n’existe aucune matrice A € SL(2,C) telle que

Az At = a!
En effet, on devrait avoir
AAT =1 AGAT = -5
soit AF = —G A, et il n’existe aucune matrice 2 X 2 unitaire anticommutant

avec les trois matrices o; (exercice 19.6.7). Cela confirme que la correspon-
dance se fait bien entre SL(2,C) et le groupe de Lorentz connexe L:T,_. Ainsi
que nous le montrerons explicitement d’ici peu, les deux types de spineur de
Weyl, x et ¢, sont reliés par inversion d’espace. Rappelons leur loi de trans-
formation

x— X = Ay p—¢ =AD" (19.92)

Insistons sur le fait que les lois de transformation par rotation sont identiques :
si Ae SU(2), A= (A")7!, x et o décrivent tous deux des spins 1/2.

Nous avons maintenant mis en place tous les ingrédients nécessaires pour
construire ’équation de Dirac. Partant d’une particule de masse m initiale-
ment au repos décrite par un spineur de Pauli & = x ou & = ¢, nous lui
appliquons un boost de rapidité n dans la direction 3. Son énergie et son
impulsion sont données par & = mcoshn et ps = msinhn. Compte tenu de
(19.89) et (19.91)

1 1
x(p3) = exp (57703) 3 ¢(ps3) = exp (—57703) 3
Eliminant £ entre ces deux équations permet de relier ¢(ps3) et x(ps3)

@(p3) = e 77 x(p3) (19.93)
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Remarquant que
me” 7% = m(I coshn — ogsinhn) = E — o3ps
nous obtenons

(E — o3p3)x(p3) = mp(ps3)

(E + a3ps)e(ps) = mx(ps) (19.94)

ou E = (p% + m2)1/ 2 est I’énergie relativiste et nous avons écrit simplement
E pour EI. Au lieu d'un boost suivant 23, nous aurions pu choisir un boost
suivant une direction p arbitraire, p'= pp, et (19.94) devient

(E =& -p)x(P) = mep(p)
(E + 7 - p)e(p) = mx(p)

Récrivons maintenant (19.95) dans 'espace des coordonnées, en passant de
x(p) & x(t, &) par une transformation de Fourier : la correspondance entre
espace des coordonnées et espace des énergies-impulsions étant donnée par
E — i0, etﬁﬁ—iﬁ

(19.95)

\(t,7) = / B e B ()

(19.96)
o(t,7) = / B e~ F=FD o 5)

L’équation (19.95) devient dans l’espace des coordonnées

QL

(O +

-V)x(t, @) + imp(t, T) = 0
(8, —& -V

! (19.97)
Yo(t, ) + imx(t,Z) =0

Qu

En multipliant & gauche la premiére des équations (19.97) par (0, — & - 6)
et la seconde par (9; + @ - V), on montre que les spineurs x(t, Z) et o(t, &)
obéissent a ’équation de Klein-Gordon

(0% +m?)x = (0> +m?)p =0

L’équation (19.97) (ou sa version (19.95) dans l’espace des impulsions) n’est
autre que l’équation de Dirac, méme si elle est écrite pour I'instant de fagon
quelque peu inhabituelle. La version usuelle sera écrite d’ici peu, mais il nous
faut d’abord expliquer le réle crucial de I'inversion d’espace pour obtenir cette
équation. Dans une inversion d’espace, p — —p et ¢ — & : ¢ est un moment
angulaire, et donc un pseudovecteur. L’examen du comportement de (19.95)
dans une inversion d’espace nous permet de confirmer que cette inversion
transforme un spineur de Weyl x en un spineur de Weyl ¢ et vice versa. Si
nous voulons construire une théorie de particules de spin 1/2 décrivant un
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ensemble d’états et aussi leurs transformés par inversion d’espace, ce qui est a
fortiori nécessaire si la théorie doit étre invariante par parité, alors le spineur
1) décrivant ces particules doit contenir les deux types de spineurs de Weyl x
et . Autrement dit, ¢ doit avoir (au moins) quatre composantes

X1 U1

C(x\ I x2 | | ¥

¢_<@)_ o | = | s (19.98)
P2 Py

Le vecteur a quatre composantes 1 est un spineur de Dirac.

Avant d’abandonner les spineurs de Weyl pour les spineurs de Dirac, il est
utile d’ajouter quelques commentaires sur le cas de la masse nulle : si m = 0,
les spineurs x et ¢ se découplent. On le voit directement sur (19.95) écrite
pour m =0

=G px@) =0  ([+5-p)e(H) =0 (19.99)

Les spineurs de Weyl de masse nulle sont des états propres de I'hélicité -p/2 :
en effet, pour un spin 1/2, & - p/2 est bien la projection du moment angulaire
sur la direction de l'impulsion. Le spineur de Weyl x(p) correspond a une
hélicité A = 1/2 et ¢(p) & une hélicité A\ = —1/2. Ceci est en accord avec
les résultats du § 19.2.4 : une particule de masse nulle et de spin 1/2 a deux
états d’hélicité possibles, A = £1/2, et ces deux états ne peuvent étre reliés
par aucune transformation de Lorentz du groupe connexe. Autrement dit,
x et ¢ décrivent des particules différentes, et si les neutrinos avaient une
masse nulle, x décrirait les antineutrinos et ¢ les neutrinos, deux particules
qui sont différentes. Comme la masse des neutrinos est non nulle, la situation
est plus complexe et pas encore clarifiée aujourd’hui. Notons enfin que par
analogie avec les photons, un état d’hélicité A = 1/2 est appelé état polarisé
circulairement & droite, et A = —1/2 état polarisé circulairement & gauche.
Aprés cette digression sur le cas de la masse nulle, mettons 1’équation

de Dirac sous sa forme usuelle, en définissant les matrices de Dirac 4 X 4

= (79, ~%), ainsi que la matrice 5 = iy0yly2y3

0 _ 071 P O—O'i o I 0
" _<IO T=\e 0 =0 -1 (19.100)

On vérifie immédiatement (exercice 19.6.8) que (19.97) devient

0 e,
(i’yoa + i’yl% - m) P =0 (19.101)

soit en notation quadri-dimensionnelle

\ (i7"0, —m) ¥ = (10 — m)ip = 0 \ (19.102)
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ot nous avons introduit la notation @ = v*0,, et plus généralement 4 = v*A,,
pour un quadrivecteur A*. La matrice 7 échange les spineurs x et ¢ et
représente donc 'opération parité 11

I =TIy =9"%

Les spineurs x et ¢ sont vecteurs propres de la matrice 5, respectivement
avec les valeurs propres +1. On dit que ces spineurs ont une chiralité positive
ou négative. Dans le cas de la masse nulle, ’hélicité est identique a la chiralité.
La représentation (19.102) ou 75 est diagonale est, pour des raisons évidentes,
appelée représentation chirale, ou aussi base chirale, ou encore base de Weyl.
Elle est bien adaptée au cas de particules de haute énergie, ou E > m, ce qui
est “proche” du cas de la masse nulle. Les opérateurs

1 1
PL:§(1+'75) PR:§(1_'75)
sont les projecteurs sur les états de chiralité positive (R) et négative (L).
On vérifie par un calcul explicite que les matrices de Dirac obéissent aux
relations d’anticommutation

YA+t =) = 29" (19.103)

Il suffit de le vérifier pour {7°,7'} et {v!,+?%}, les autres relations s’en dédui-
sant par permutation circulaire (exercice 19.6.8). Les identités vy = ~0#40
et {vs5,7"} = 0 sont souvent utilisées. Lorsque 1'on utilise la construction
usuelle de I’équation de Dirac, il est nécessaire de vérifier sa covariance de
Lorentz, mais nous n’avons aucun besoin de le faire ici puisque nous sommes
partis de cette covariance pour la construire!

La représentation explicite (19.100) des matrices de Dirac n’est évidem-
ment pas unique. Tout ensemble de matrices 4" reli¢ aux v* par une trans-
formation de similarité

7# N 71H — Q,Y;L Q—l

fait aussi bien 'affaire. La représentation usuelle des matrices de Dirac est
celle ot 7¥ est diagonal

o_(10 i_( 0 o _(0I
’y-(O_I N = o 0 B=1{710 (19.104)

Cette représentation est bien adaptée au cas de particules de faible énergie,
(E—m) < m, ouv < 1. On observera que les v¢ de la base de Dirac (19.104)
différent par un signe moins des 7% de la base chirale.

19.3.2 Courant de de Dirac

Notre objectif est identique a celui du chapitre 8 : déterminer les combinai-
sons bilinéaires des spineurs y et ¢ qui obéissent & une équation de continuité.
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Il est commode de récrire (19.97) en explicitant les composantes o = 1,2 des
spineurs

Ot Xa = —Cag - Vyg — im o
tX j ﬁ_' Xp . ¥ (19.105)
Ot = Gap - Viog — imxa

Nous nous servirons également du complexe conjugué de ces deux équations

Oi X = _(VXE) - 0ga +imepl,
vy = (Vi) - Fpa +imxg

ou nous avons utilisé 7, 53 = dgo. On en déduit

8(xTx) = —V - (xtex) +im(eTx — xTp)

; . . ) ; ; (19.106)
Ae(plp) =V - (¢'dp) +im(e'x — x"¢)
avec les notations
2 2
X'x =D xixa X'ax =Y XaGapxs (19.107)
a=1 o, =1

L’équation de continuité

0 -

Piv.7=0 (19.108)

ot

s’obtient en additionnant les deux équations (19.106) et en définissant

— vyt of

R (19.109)
J=XO0X—pop

Initialement, Dirac introduisit son équation en imposant la positivité de la

densité, et notre définition (19.109) de p satisfait a 'évidence cette propriété :

p > 0. De plus, la densité comme le courant exhibent des propriétés remar-

quables.

i) Ils ne contiennent pas de termes mélangeant les spineurs y et ¢, une
2
propriété trés importante pour les interactions électromagnétiques et
plus encore pour les interactions électrofaibles.

(ii) Le courant J ne contient pas de dérivées spatiales, contrairement au
courant de Schrodinger.

On peut écrire (19.108) sous forme covariante de Lorentz en définissant un
quadri-courant j* = (p, 7) qui vérifie 9"j,, = 0.
Les lois de transformation (19.89) et (19.91) des spineurs de Weyl

Y=y = enFM/2y 0 o = e EN/2,
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impliquent que seules les combinaisons x 'y et ¢!y sont invariantes de Lorentz.
Ces combinaisons permettent de former des densités scalaire S et pseudosca-

laire P
S = T + T
Xf wa (19.110)
P=x'e—9'x

En effet, S est invariant par construction dans une inversion d’espace qui
échange ¢ et x, alors que P change de signe dans cette opération. De (19.89)
et (19.91), on déduit la loi de transformation de p dans un boost de rapidité
7 suivant n
p— p' = p coshn+ (7 7)sinhn (19.111)

C’est bien la loi de transformation de la composante de temps d’un quadri-
vecteur.

Pour retrouver le formalisme usuel, il suffit de remarquer que S peut
s’écrire en fonction du spineur & 4 composantes ¢ (19.98)

S = Z¢Z(’YD)0¢B¢5 = Tyt
aB

ce qui conduit & définir adjoint de Pauli 1) par

bp=) valr0)as P =19 (19.112)

Avec cette notation, S = 1) et P = tys1). Il est immeédiat de récrire le
courant de Dirac sous la forme standard

(19.113)

Les quantités 1, 1y"1) ou 1y51) sont appelées bilinéaires de Dirac : nous en
verrons d’autres exemples un peu plus loin.

19.3.3 Courant de Dirac en présence d’un champ
électromagnétique

Pour obtenir le courant de Dirac en présence d’un champ électromagné-
tique classique A = (A% A?) = (V, A), nous utilisons la prescription du
couplage minimal

—i0, — —i0, + qA, (19.114)

ou ¢ est la charge électrique de la particule de Dirac. Le signe (+) devant ¢4,
s’explique ainsi : la prescription pour I’équation de Schrédinger est

—iV — —iV — qff:> —i0; — —10; + qA;
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car A; = —A'. En terme du moment conjugué II, la prescription est
Pt —TI# = P¥ — gA+ (19.115)

L’équation de Dirac en présence d'un champ électromagnétique s’écrit finale-
ment

s (18# - un) b= (i'YNDu)¢ =my (19.116)
ol
D, =0, +1iqA, (19.117)

est la forme quadri-dimensionnelle de la dérivée covariante. On vérifie que le
transformé ¢’ de 1) dans une transformation de jauge locale

V() = (2) = e PO y(a) (19.118)

obéit a I’équation de Dirac (19.117) & condition d’effectuer sur le potentiel la
transformation de jauge

Au(z) = A (2) = Au(2) + 9\ (@) (19.119)

Comme le courant de Dirac ne contient pas de dérivées, il ne dépend pas
des potentiels, contrairement a celui de Schrédinger. Il sera commode pour
ce qui suit de récrire 'équation de Dirac (19.116) en utilisant les spineurs de
Weyl. D’aprés (19.115), le moment conjugué IT* est donné par (attention aux
signes et on remarque que dans ce chapitre le potentiel électrique est noté V,
et non V!

" = D* (110, 0) = (10, — qV, —iV — ¢A) (19.120)
Nous obtenons de (19.95)

(I° — ¢ - Ty = mep
(I1° + & - T)p = my (19.121)

Nous allons utiliser ces équations pour calculer le moment magnétique d’une
particule de Dirac chargée. Nous avons vu que l'invariance galiléenne imposait
un facteur gyromagnétique v = ¢/m pour une particule de spin 1/2, et nous
allons retrouver ce résultat (heureusement, car sinon il y aurait une sérieuse
contradiction!) dans le cas de I’équation de Dirac.

Pour comparer avec le cas galiléen, examinons la limite non relativiste de
I’équation de Dirac, lorsque la vitesse v de la particule est faible par rapport
a celle de la lumiére : v < 1, soit encore p/m < 1, ou p désigne une impulsion
typique. Comme dans ce cas II° ~m et & - I ~7p, Péquation(19.121) montre
que ¢ =~ x, ce qui nous conduit a définir les combinaisons des spineurs de
Weyl

U =

(x+¢) d=—(x—¢) (19.122)

Sl
Sl
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Nous nous attendons a ce || < |¥| lorsque v < 1 : ¥ est la “grande com-
posante” et @ la “petite composante” du spineur de Dirac. En termes de ces
spineurs, 'équation(19.121) devient, sans approximations

v — (¢-0)® = m¥

¢ — (- ¥ = —md
Une fagon un peu plus directe de déduire ces équations couplées, vérifiées par
les grandes et petites composantes, consiste & utiliser la représentation usuelle
(19.104) des matrices de Dirac : exercice 19.6.8. Pour une particule au repos
et en I'absence de champ extérieur, I1y = i0;,I1 = 0; ¥ et ® sont alors pro-

portionnels a exp(—imt). Afin d’éliminer cette dépendance rapide en temps,
ce qui revient & prendre la masse comme zéro d’énergie, nous définissons

U =e My b =ecmP
ce qui transforme les équations précédentes en

v — (&-H)® =0

B (19.123)
m°d — (7- MV = —2md
Comme II° ~ E — m < m, [II°®| < m|®| et nous pouvons écrire
1 -
b~ — (-1 19.124
o (7T (19.124)

En éliminant ® de (19.123), nous obtenons ’équation suivante pour ¥

(HO—%(a-ﬁV)\p:o
m

Si le champ électromagnétique se réduit & un champ magnétique : V = 0,
alors II° = PY = i9, et I'équation pour ¥ devient

1 - 1 ~ S
iV = — (¢-T)*V = — [¢- (P — qA)]*V
00 = o (720 = o [+ (P - o)
ce qui montre que la limite non relativiste du hamiltonien est donnée exacte-
ment par ’expression obtenue dans le cas galiléen.
1 - 1 _ S
H=— (G -M)?*=-—1[G (P —qA) 19.125
(7T = s[5 (P — g ) (19.125)
On retrouve donc la valeur v = ¢/m du facteur gyromagnétique. La déduction
de l'expression du courant est renvoyée a l’exercice 19.6.8, o1 I’on montre que

1 . . 1 -
7 T T Tz
I=5- [xp 0+ (9)1 0| + 5=V x (wi50) (19.126)

Ceci n’est autre que l'expression du courant de Schrédinger auquel s’ajoute
un terme provenant du moment magnétique.
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19.3.4 Le hamiltonien de structure fine

Nous avons obtenu la limite non relativiste de ’équation de Dirac au pre-
mier ordre en v lorsque v < 1, et cette limite n’est autre que l’expression
galiléenne que nous récrivons sous forme explicite

.8\11_ 1 = ™2 q9 - B _
i = 2m( iV —qA) m(o B)+q¢V |V =HU (19.127)

B =VxAestle champ magnétique. Le petit paramétre qui permet de passer a
Papproximation galiléenne est p/m, ot p est une valeur typique de I'impulsion,
et le développement est en fait en puissances de 1/m. L’équation (19.127) est
valable a l'ordre p/m, et nous nous intéressons maintenant a I’approximation
d’ordre (p/m)? qui nous permettra de déduire le hamiltonien de la structure
fine. Il existe une méthode systématique pour effectuer ce développement a
tous les ordres en p/m, la méthode de Foldy-Wouthuysen, mais cette méthode
est complexe et nous allons nous contenter d’une approche plus élémentaire
pour aller jusqu’a I'ordre (p/m)?. Nous allons nous limiter au cas d’un champ
électrique statique dérivant d’un potentiel indépendant du temps V', et donc
B=0.La premiére remarque concerne la normalisation de la fonction d’onde :
dans la théorie de Dirac, c’est la quantité

/d37‘p(t,f) = Z/dBT (1Tal® + |2a]?)

qui doit étre normalisée & 'unité. D’aprés (19.124) écrite avec IT = P car nous
sommes dans le cas A = 0, la condition de normalisation s’écrit

Z/d% (|\1/|2+ ﬁw*ﬁ%) (19.128)

Cette équation montre qu’a l'ordre (p/m)?, la relation entre le spineur de
Dirac 1 et le spineur ¥ est

P2 P2
P~ (1 + W) v U~ (1 - W) " (19.129)

La relation entre ¥ et ® doit maintenant étre améliorée pour tenir compte
des termes en (p/m)?. Posons

1 =
d=—QU+® avec Q=7 P
2m

et utilisons la seconde des équations (19.123) pour déterminer @', compte tenu
de 1% < m
1
' = —— 10T
4dm?
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Pour mettre ’équation de Dirac sous la forme Hegv) = E1, nous utilisons la
premiére des équations (19.123) et remarquons que 22 = P? pour écrire

1 = 1
v = — P2y — — QI'Qw
2m 4m?

ce qui est correct a I'ordre (p/m)? inclus. Finalement, nous utilisons (19.129)
pour passer de ¥ & 1)

1
16m3

1 = 1 = - 1
0 - p2 _ 2 4 o 0
I (1 oz P )w 5P Ply — — OI°Qy  (19.130)

Dans cette situation statique, nous pouvons remplacer II° par E — ¢V et
identifier le hamiltonien effectif & I'aide de Hegv) = E1) qui s’écrit

Heg = Hy+6H

]32

Hy=—+qV
2m

sH—=_+mopr 1 pi 1 gnog (19.131)
8m? 16m? 4m? '

Dans §H, on peut utiliser 'approximation suivante pour II%p, correcte a
lordre (p/m)? pour Heg

—

2

2
%) = (E = qV)$ = 5—¢ (19.132)

Pour exploiter cette équation et pouvoir remplacer IT° par P2 /2m, il faut faire
agir II° & droite. Les deux termes contenant II° sont, & un facteur —1/4m?
prés, QII°Q et —I19P2 /2. Pour déplacer I1° vers la droite, nous écrivons

QIO = Q[I°, Q] + P*Q

1 -, 1 o, 1 =
——TI°P% = ——[IY, P?] — = P?11°
5 S I, P = 2
Comme II° = E — ¢V, il suffit en fait de calculer les commutateurs avec V.
Pour évaluer le premier terme, nous utilisons (3.49), Q = —icly, et [P, V] =
—i0,V
QV, QY = 0100V, O]t = (d1m + iglmpap)([alamv]w + [P, V][01Y])

= (V2V) — (E -V +id - (E x V)i
ot le champ électrique E = —VV. On obtient pour le second terme
1 _'2 1 — —. —. —
—s WPy =~ {P- V. P+ [V, P|- Ply

= 5 (V) + (B ¥
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L’addition des deux termes donne le résultat recherché

V- E 425 (E x 13)} (19.133)

Le premier terme de (19.133) n’est autre que la correction d’ordre (p/m)? a

I’énergie cinétique
/5 P2 Pt
P2 2 _ -
+m m + om &m?3 +

Le second terme proportionnel & V-E = Pext, OU pPoxt €st la densité de charge,
est appelé terme de Darwin. Il n’est différent de zéro que dans la région
d’espace ol pext 7 0, et il est proportionnel a §(7) pour une charge ponctuelle.
Le dernier terme est le plus intéressant, c’est le couplage spin-orbite car

ExP=—--—RxP=—-—1L (19.134)

ot L est le moment angulaire orbital. Dans le cas d’une charge ponctuelle,
Pext = Zq0(T), le hamiltonien § H prend la forme finale

Pt Za g 1dv_ -
—%—I—w(S(F)-F———U'L (19.135)

0H =
4m?2 r dr

ol a = ¢?/(4meg) est la constante de structure fine. Les 3 corrections rela-
tivistes : énergie cinétique, terme de Darwin et structure fine ont déja été
rencontrées au § 15.2.2 et a 'exercice 15.4.2.

19.3.5 L’atome d’hydrogéne

L’expression (19.135) de 6 H valable a ordre (p/m)? donne en général un
niveau d’approximation suffisant pour 1’étude de la structure fine. Il est ce-
pendant possible de résoudre exactement I’équation de Dirac dans le potentiel
coulombien d’une charge ponctuelle Z|g|. Nous allons partir d’une situation
plus générale en étudiant I’équation de Dirac dans un champ électrique sta-
tique & symétrie sphérique dérivant d’un potentiel V (). Partons de la décom-
position (19.122) ; comme nous recherchons une solution stationnaire d’énergie
FE, nous posons

U(t,7) = e B ip(7) B(t,7) = e P p(7) (19.136)

Les spineurs v et ¢ sont respectivement les “grandes composantes” et les “pe-
tites composantes” du spineur de Dirac. En utilisant la représentation (19.104)
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des matrices y*, 'équation de Dirac devient (on observera un changement de
signe de m par rapport a (19.95))

(E—m—qV) = (G P
(E+m—qV)p= (5 P

Il ne faut pas confondre le spineur ¢ avec le spineur ¢ utilisé précédemment.
Comme & - P est un scalaire pour les rotations, les équations (19.137) sont
invariantes par une rotation simultanée des variables d’espace et de spin, mais
non pour chacune de ces rotations séparément. Cela implique que le moment
angulaire total J

(19.137)

L4 1 L
J=L+55=L+8§ (19.138)

est une quantité conservée, alors que le moment angulaire orbital L=RxPet
le spin S ne le sont pas. Dans une inversion d’espace, (& - ﬁ) change de signe :
c’est un pseudoscalaire, ce qui implique que v et ¢ sont de parité opposée.
Dans une inversion d’espace, on a donc les lois de transformation

U — K ¢ — —Kp (19.139)

ou kK = %1 est la parité.

Ces considérations sont suffisantes pour déterminer la dépendance angu-
laire de ¥ et de ¢ ; en effet, pour une particule de spin 1/2 et de moment angu-
laire total j, le moment angulaire orbital [ a deux valeurs possibles, | = j+1/2
correpondant & une parité k = (—1)!. Par définition, nous allons choisir la
“erande composante” ¢ comme celle dont la parité est x = (—1)!, tandis que
d’aprés (19.139), la “petite composante” ¢ a la parité opposée x = (—1)*1.
Notons que ces conventions ne comportent aucune approximation. Nous pou-
vons écrire 1 en combinant une fonction d’onde orbitale et un vecteur d’état
de spin grace aux coefficients de Clebsch-Gordan (9.132)

Ynijm (T 8) = Z CZ{; m (T s|nlgmmym)

mip,ms

= ~Fu(r) Y Ol YT ()X, (19.140)

myms;jm
mp,ms

ol n est un nombre quantique radial, ¥, un harmonique sphérique et x un
spineur de Pauli & deux composantes, ms = £1/2. Définissant la fonction
d’onde couplée d’espace et de spin Y/ (#) par

i

Unijm (T, 8) = - nlj(r)yljm(f)

nous écrivons Y™ sous forme d’un spineur & deux composantes ms = +1/2

(composante supérieure) et my; = —1/2 (composante inférieure)
' 011/721 e Yim_l/Q
= (Cl?;z /2,1/2;5m i1/ (19.141)
m+1/2,—1/2;5m "1
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Afin d’étre complets, mais nous ne nous en servirons pas, nous donnons l’ex-
pression explicite de Y/™ pour j =1+ 1/2 (exercice 9.7.18)

PlEL2m _ 1 ITm+ 12y /2
: VA1 \ £ /TFm+12Y"H

Pour construire ¢, nous remarquons que (7 - ) est un pseudoscalaire. Bien
que (¢ - ) ne commute pas avec L, pour une particule de spin 1/2 le moment
angulaire total et la parité définissent une valeur unique de L2, ce qui fait que

¢ = —fai(r)(F - #)Vijm (7) (19.142)

posséde toutes les propriétés requises de la “petite composante” associée a 1 :
son moment angulaire total est j et sa parité opposée a celle de .

Pour obtenir les équations différentielles couplées auxquelles obéissent les
fonctions radiales F' et f, nous utilisons l'identité valable pour toute fonction
radiale h(r)

(& - PYh(r)V(7) = (& 7)2(7 - Ph(r)Y(F)

= (-7 —i% + % @G- L)| h(r) V() (19.143)
PP = —i0/0r est la composante radiale® de P. On peut exprimer & - L en

fonction de j et de [

E-E:j(j+1)—l(l+1)—g
soit
E-E:j—% sij:l—i—%
) 5 ) (19.144)
5-L:—<j+§> sij=1-3

ce qui permet de remplacer (& - [_:) dans (19.143) par un nombre. Dans le cas
j =141/2,action de (& - P) sur les spineurs ¢ et ¢ s’écrit

(- P)o = iV(7) (i 41 3/2> F(r) (19.145)

6. Cet opérateur doit étre manipulé avec précaution car, malgré les apparences, il n’est
pas hermitien, ou plus exactement il n’est pas auto-adjoint : voir Messiah (1959), cha-
pitre IX.
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Ces équations se simplifient grace a (19.137) et (19.143)
(0 Py = (E+m—qV)o=(E+m—qV)@ F)Vf(r)

et une équation analogue pour ¢. On obtient finalement pour j =1+ 1/2

- - mre) = (+ 722 50

. (19.146)
d j-1/2
E - =—(—- F
= av +mie) = (5 - 2 ) Fo)
tandis que pour j =1 — 1/2, un calcul analogue donne
d j—1/2
(- - m6o) = (- ) a0
r r
(19.147)

dr r

(E — qV +m)g(r) = — <i+j+3/2> G(r)

On remarque que (19.147) se déduit de (19.146) par la substitution j —
—(7 + 1), et il suffit donc de résoudre I'un ou 'autre des deux systémes.
Venons-en maintenant & un atome hydrogénoide ou le potentiel V (r) est

donné par
Zq? Z«
— =—— 19.148
dmegr r ( )

qV(r) =

La méthode de résolution de ces équations suit de prés celle utilisée dans le
cas de I'atome d’hydrogéne non relativiste. On pose

F(r) =r"P(rje " fr) =r"p(r)e " (19.149)

Les constantes (3 et v controlent le comportement des fonctions F et f lorsque
r — 0 et r — oo respectivement, pourvu que P(r) et p(r) soient des polynomes
en r. Les équations (19.146) pour j = [+ 1/2 deviennent

(E L m> P =) o) + L pr) + 2522 g
. ) oy (19350)
(E+T+m)p(7‘)=—P/(T)+ﬂp(r)_;P(r)+J . P(r)

Si P(r) et p(r) sont bien des polynomes, & la limite  — oo, les termes domi-
nants dans (19.150) sont

(B —m)P(r)
(E +m)p(r)

—0Bp(r)
BP(r)

(19.151)

ce qui implique B2 = m? — E2. Pour que les fonctions d’onde soient norma-
lisables, il faut que 3 > 0, et donc que m > E, soit 3 = vVm?2 — E?. Passons
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maintenant au comportement pour r — 0; les termes dominants sont

ZaP(r) = <u i+ §> p(r)

2
. (19.152)
Zap(r) = (—1/—|—j - 5) P(r)
On en déduit ’équation du second degré pour v
2 9, . 3 2
Ve 4 2v — (g +J—Z>+(Za) =0
d’ott expression de v
v=—1£+/(j+1/2)? - (Za)? (19.153)

Comme on doit respecter la condition v > 0 sous peine d’avoir une fonction
d’onde non normalisable a l'origine, il faut choisir le signe + dans (19.153).
De plus, pour que cette équation pour v ait un sens, il faut que Za ne soit
pas trop grand, et en fait Za < 1 pour la valeur minimale j = 1/2 de j. A la
limite non relativiste, (Za) < 1, on retrouve v = [.

Etant donné les valeurs de 3 = vm? — E2 et de v (19.153), on résout le
probléme en écrivant explicitement les polynomes P(r) et p(r)

P(r) = Z Cpr™ p(r) = chr" (19.154)

d’o, en identifiant les coefficients de r™

5
(E—m)Cy, + Ben, = <n+ v+j+ 5) Cny1 — ZaCpy

(19.155)

3
(E+m)e, — BC :—<n+y—j+§> Chi1 — Zacyi1

Pour que la fonction d’onde soit normalisable & 'infini, il est nécessaire que
les séries (19.154) comportent un nombre fini de termes. Les valeurs propres
de F sont obtenues en exigeant que ces séries s’arrétent pour une certaine
valeur de n. Il est facile de voir que cette valeur doit étre identique pour les
deux séries. Supposons que la valeur maximale de n pour les deux séries soit

n' : C, =c, =0%Vn>n'. Pour n =n', nous obtenons

(E — m)Cn/ = —ﬁcn/ (E + m)cn’ = ﬁCn’

de sorte que
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Ecrivons ensuite les relations de récurrence (19.155) pour n = n’ — 1, multi-
plions la premiére par [ et la seconde par (E — m) et ajoutons les en tenant
compte de 82 = m? — E%. Le membre de gauche de 'addition s’annule et le
résultat ne dépend plus que de C)/ et ¢,r. On exprime C), en fonction de ¢,
et et on en déduit ’équation

3 E 1
<n'—|—u+j—|—§>cn/—Za Zi—Ecn/:—<n/+l/—j+§)cn/
m—FE
-z »
N T EC

Par hypothése ¢, # 0, et cette équation est en fait I’équation aux valeurs
propres pour E qui donne

ZaE =+vm?—-E?(n +v+1)

ce qui permet d’écrire le résultat final pour E en fonction du nombre quantique
radial n’ = 0,1,2,--- et de v (19.153)

—1/2
2
b= zm 7 2 " 1+ o) 2
V1+(Za)2/(n' +v+1) (n’+\/(j+1/2)2—(Zoz)2>
(19.156)
La solution pour le cas j = | — 1/2 s’obtient en effectuant la substitution
j — —(j + 1). Le résultat (19.156) dépend de j par la seule combinaison
(7 4 1/2)%, qui est inchangée dans la substitution j — —(j 4+ 1). Les niveaux
d’énergie pour un méme moment angulaire total et des moments angulaires
orbitaux (ou des parités) différents sont identiques. Dans le cas des niveaux
n = 2 de l'atome d’hydrogéne, les sous-niveaux 2p1/2 et 251/2 ont la méme
énergie, tandis que le niveau ?p; /2 en différe par la structure fine. Cependant,
l’expérience montre que les niveaux 2p; /2 et 251 /2 ont des énergies legérement
différentes, en contradiction avec I’équation de Dirac. Cette différence d’éner-
gie, de lordre de 10 % de la structure fine et appelée déplacement Lamb, ne
peut s’expliquer que dans le cadre d’une théorie des champs quantiques, dans
ce cas l'électrodynamique quantique.

Afin de comparer avec les résultats du chapitre 15, il est instructif de
prendre la limite non-relativiste de (19.156) lorsque Za < 1. En dévelop-
pant (19.156) & l'ordre (Za)* inclus et en notant que n’ est relié au nombre
quantique principal n par n’ = n —j —1/2, on obtient pour E a 'ordre (Za)*

B (Za)? (Za)? n 3
Emm=—m= e tm i " T2
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19.4 Symétries de I’équation de Dirac

19.4.1 Invariance de Lorentz

Etant donné que l'invariance de Lorentz nous a servi de guide pour
construire I’équation de Dirac, nous nous contentons d’y revenir trés brie-

vement. Définissons les matrices 4 x 4 antisymétriques o*” = —g"* par
i i . (0o . or 0
BV . Z A AV 01 _ i i k
o 2[7 el o 1<Ui 0) o Eijk < 0 Uk) (19.157)

ot nous avons donné la forme explicite de ¢% et ¢% dans la base de Dirac
(voir Texercice 19.6.10 pour la base chirale), et examinons leurs relations de
commutation. On obtient par inspection

12 23] _ 210_31

[c*4, 0
[0, 0] = 2ic"" (19.158)
[0,0170_02] — _2i0_12

les autres relations s’en déduisant par permutation circulaire. Si nous définis-
sons les générateurs infinitésimaux des rotations Ji, Jo et J3 et des boosts
K1, K5 et K3 par

1 . 1 /0,0 1
= — . Jk = — ! L= — 0i
J, = 1 ELjkO 5 < 0 Ul) K; 59 (19.159)

nous obtenons de (19.158)

[Jl, Jm] = iElmpJp [Jl, Km] = iElmpr [Kl, Km] = —iElmpr

(19.160)
c’est-a-dire tres précisément les relations de commutation des générateurs in-
finitésimaux (19.47), ou algeébre de Lie du groupe de Lorentz; on note, que,
comme dans le § 19.2.2, les J; sont hermitiens mais non les K;. L’ensemble
{Ji, K;} forme une représentation de dimension 4 de ’algébre de Lie du groupe
de Lorentz, et comme il s’agit d’une représentation de dimension finie, les 6
générateurs infinitésimaux ne peuvent pas étre tous hermitiens. La définition
(19.159) s’écrit aussi, compte tenu de (19.45) et (19.46)

1
T = =2 o (19.161)

Si une transformation de Lorentz A s’écrit sous forme exponentielle en fonction
des générateurs I*” définis en (19.53)

A =exp (% w,“,I’“’)
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elle sera représentée dans 'espace des spineurs de Dirac par la matrice 4 x 4
S(A) =exp (—% wwa””) (19.162)

Examinons maintenant la loi de transformation d’un spineur de Dirac ¥(x),
en rappelant qu'une transformation de Lorentz agit sur un champ scalaire
(z) suivant la loi

¢'(a') = ¢'(Ax) = p(x)
Une transformation de Lorentz A agissant sur un spineur de Dirac ¢ (z) sera
de la forme

' (2') = S(A)y(z) 't = A 2 (19.163)
Le spineur ¢’(2’) obéit a équation
(10" =m)y'(@) =0 9, =(A")"%0

Les détails de la démonstration sont renvoyés a ’exercice 19.6.10.

19.4.2 Parité

Nous serons brefs sur ce sujet que nous avons déja examiné. L’opération
parité change le signe des composantes d’espace d’'un quadrivecteur

¢ — x/u _ (xO7 —f)

Utilisant la remarque qui suit ’équation (19.102), nous observons que le spi-
neur de Dirac ¢’(z) défini par

P (2") = () (19.164)

ou 7 est un facteur de phase sans importance physique, obéit a I’équation de
Dirac

(iy"9), — m)y' (') = 0 0, = 9/0a"" = (8, V)

On déduit de ce qui précéde les lois de transformation des bilinéaires de Dirac
par transformation de Lorentz et parité

Scalaire : ) (1)
Vecteur : ¢yt (4)
Tenseur antisymétrique : v o) (6)
Pseudovecteur : ) y5y/ 1) (4)
Pseudoscalaire : ¥ y5¢ (1)
Le chiffre entre parenthéses indique le nombre de composantes indépendantes.

La liste ci-dessus est exhaustive : comme les matrices de Dirac sont des ma-
trices 4 x 4, il existe au plus 16 bilinéaires indépendants.
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19.4.3 Conjugaison de charge

Nous avons établi au § 19.3.3 la forme du couplage d’une particule de Dirac
de charge g & un champ électromagnétique A,,. Prenant le complexe conjugué
de (19.116), nous obtenons

['YH*(iau + un) + m] P =0

Les matrices —y** obéissent a I'algebre de Dirac (19.103) et il doit donc exister
une matrice C7° (le facteur 4¥ est conventionnel) telle que

=" = (C")TIM(CY)
Définissant le spineur conjugué de charge 1. par
e = CYOP* (19.165)
nous obtenons pour 1. I’équation
Y10, + qAu) —m] . =0 (19.166)

Cette équation montre que 1. décrit une particule de Dirac de masse m et de
charge —¢q. Si ¢ décrit un électron, alors 1. décrit un positron : une prédiction
spectaculaire de I’équation de Dirac est I'existence d’antiparticules, de méme
masse que la particule et de charge opposée. Il reste & déterminer explicitement
la matrice C. Il est commode de manipuler la définition précédente de C~°
en utilisant 'expression ci-dessus de v** et la relation 'y’” = 7%9#~Y pour en
déduire le transposé de y*, T

AT = e (19.167)

Aussi bien dans la base de Dirac (19.104) que dans la base chirale (19.100), la
seule matrice 7’ qui ne change pas de signe par transposition est y? : 'sz =72,
en raison de o4 = —05. A un facteur de phase prés que nous pouvons choisir
égal & un, nous avons C' = C~! = 4240 de sorte qu’en fin de compte la relation
entre ¥ et 1. est

e = 420" (19.168)

11 est facile de se convaincre que le conjugué de charge d’un spineur de chiralité
droite est un spineur de chiralité gauche et vice versa : en effet, compte tenu de
ce que 5 est une matrice réelle, si ) est un vecteur propre de s, y59 = £,
alors

Vsthe = V77 Y* = =2 (159)* = —7*(£)* = Fehe

Il est également immédiat de montrer que v, se transforme par une transfor-
mation de Lorentz comme un spineur de Dirac. On en déduit qu'une équation
compatible avec I'invariance de Lorentz est

(I 0u)¢ = mibe (19.169)
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Cette équation est celle d'un spineur de Majorana. En prenant le complexe
conjugué de cette équation et en multipliant par v2, on vérifie immédiatement
que 021 = —m?24), ce qui montre que m est bien la masse de la particule décrite
par 1. Comme v et 1), portent des charges opposées, ’équation de Majorana
(19.169) ne peut s’appliquer qu’a des particules électriquement neutres, et plus
généralement & des particules qui sont leurs propres antiparticules. De plus,
comme 1 et 1. ont des chiralités opposées et que @1 a une chiralité opposée a
celle de 1, on constate que contrairement & I’équation de Dirac, ’équation de
Majorana préserve la chiralité : tous les termes ont la méme chiralité. Lorsque
la masse est nulle, les équations de Dirac et de Majorana coincident. Si m # 0,
ce qui est le cas des neutrinos, on pourrait avoir soit des neutrinos de Dirac,
soit des neutrinos de Majorana. La question reste aujourd’hui ouverte.

19.4.4 Inversion du temps

Dans I'annexe A2, nous avons montré que 'opérateur © qui effectue le ren-
versement du sens du temps s’écrit comme le produit © = UK d’un opérateur
unitaire U et de 'opérateur K de conjugaison complexe. Nous avons vu que
U = nog pour un spin 1/2, ot 1 est un facteur de phase, et nous avons observé
que ©% = —1, un résultat a lorigine de la dégénérescence de Kramers. Afin
de faire le lien avec 'annexe A2, il est commode d’écrire I’équation de Dirac
(19.102) sous une forme qui mette en évidence le hamiltonien. Multiplions
(19.102) & gauche par 7%, ce qui donne

op(t ,
1% = Hy(t) H = —iv"9'0; + v"m (19.170)
Posant ¢ = —t et /(') = O1(t), nous voulons assurer I'invariance du hamil-

tonien
O 'HO=H = KU 'HUK = H

Ceci implique
KUTMWUK =4° et KU (i7°y)UK = iy’
On en déduit les conditions sur U
U500 = (1) U™ 'Y'U = -(v")*

Dans la base de Dirac comme dans la base chirale, 42 est la seule matrice
imaginaire, et on peut donc choisir dans les deux bases U = ny'~3, de sorte
que

Y'(t) =y K (t) (19.171)

Dans les deux bases, y'7? a la méme expression

ylyd =i <"2 0 ) (19.172)

00’2
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Comme dans le cas des spineurs a deux composantes, le renversement du sens
du temps multiplie les spineurs par un facteur ios, et comme dans le cas
non-relativiste, ©%2 = —1.

19.5 Quantification du champ de Dirac

19.5.1 Ondes planes

Notre objectif est de généraliser au champ de Dirac la théorie non-
relativiste de la section 14.3. Nous anticipons le fait que les particules de
Dirac sont des fermions, ce qu’affirme le théoréme spin-statistique. Toutefois,
nous serons capables d’en dire plus : en effet, nous avions jusqu’a présent
énoncé ce théoréme sans démonstration, nous allons maintenant le prouver,
du moins dans le cas particulier des particules de Dirac sans interactions.

Nous reprenons la procédure suivie précédemment pour le champ élec-
tromagnétique et les champs de bosons et de fermions non-relativistes en
considérant au départ I’équation de Dirac comme une équation d’onde pour
un champ classique. Il sera commode d’étudier en premier lieu les solutions
de type onde plane de cette équation. Nous avons vu que le spineur de Dirac
1(x) qui, rappelons-le, est ici un champ classique, obéit a I’équation de Klein-
Gordon (92 +m?)y = 0. Les solutions de I’équation de Dirac peuvent donc
s’écrire comme des superpositions linéaires d’ondes planes de la forme

Yn(z) = wn(ﬁ)eiienp.w
p-x=FEigt—p-& E,=+p>+m?>0
avec €, = +1. Le cas g, = +1 est celui des solutions d’énergie positive et

en, = —1 celui des solutions d’énergie négative. En substituant (19.173) dans
I’équation de Dirac, on obtient

(19.173)

(P —m)w,(p) =0 en=+1

(B + m)wn () = 0 e — 1 (19.174)

Si o= 0, alors p = m~° et on trouve dans la représentation de Dirac quatre
solutions linéairement indépendantes

-,

wy = 4 (0) wy = 4P (0) =
(19.175)

wy = 17(2) (6) =

O OO0 © O o+
_—o oo O oo
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Les spineurs 4(") correspondent & des solutions d’énergie positive &, = +1 et
les spineurs 9(") a des solutions d’énergie négative e,, = —1. Pour une valeur
arbitraire de p, nous observons que

(p—m)(p+m)=p*—m* =0

de sorte que ’on peut écrire

-,

u (F) = N(p + m)i™ (0) (19.176)
o (5) = —N'(p —m)o(0)

ol N et N’ sont des constantes de normalisation. Si I’on veut une forme
explicite de ces solutions, il suffit d’écrire p dans la base de Dirac

E, —G-7

p= (5_]3 _E, ) (19.177)

et d’introduire les deux spineurs de Pauli x(!) et y(2)

L = ((1)) NE (?) (19.178)

On obtient alors les spineurs u et v sous la forme

nergi ‘ ! (Ep 4+ m)x™
Enercie>0 : v ()= ——— < »
) v 2m(E, +m) \ (@-p)x"
= =)\ (19.179)
Energice <0 : ™ (p) = I (@-P)x

Dans (19.179), la constante de normalisation a été fixée par N' = N/ =
[2m(E, +m)]/? de telle sorte que

() (7 u(s)(ﬁ) = s
7 (B) v (B) = =6y (19.180)
a” () 0 (5) = 0

On remarquera le signe (—) dans la normalisation des spineurs d’énergie né-
gative v : d’aprés (19.175), lorsque p'= 0, v° = +1 pour les spineurs d’énergie
positive, ¥ = —1 pour les spineurs d’énergie négative, et ceci se généralise au
cas p # 0. En plus des relations d’orthogonalité (19.180), nous aurons besoin
des relations de fermeture. Dans un référentiel ot p'= 0, nous avons pour les

spineurs d’énergie positive

2
) =) (7 10 1
S0 @ = (g5) =507+ s

r=1
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et pour les spineurs d’énergie négative

2
) rm=(") OO 1
SO @ = (g7) = -50°Des
r=1 @

d’out pour p'# 0 (exercice 19.6.11)

2
S ) = (L) = @
- of (19.181)
r ]é -—m
S - - (L) (-t
r=1 ap

2m

L’équation précédente définit deux pseudoprojecteurs A4 (p) et A_(p) qui vé-
rifient

A +A_=1T AA_=A_A, =0 A2 = Ay (19.182)

Sip=0, Ay et A_ sont hermitiens et sont effectivement des projecteurs. Ce
n’est pas le cas lorsque p # 0 car alors les AL ne sont plus hermitiens mais
obéissent a

(Ap)t =1"A47°

19.5.2 Champ de Dirac quantifié

La quantification du champ de Dirac procéde par analogie avec celle du
champ électromagnétique : le réle des polarisations €S(E) est joué par les spi-
neurs de Dirac u(") (p) et v(")(p). Cependant, nous devons bien entendu tenir
compte du caractére fermionique du champ de Dirac et nous inspirer égale-
ment de la quantification du champ de fermions non-relativiste (section 14.3).
Comme précédemment, nous adoptons une quantification des ondes planes
dans une boite de volume V, ce volume auxiliaire devant disparaitre de tout
résultat physique. Pour une valeur de p" donnée, nous avons 4 états de spin
possibles, auxquels nous allons associer pour les énergies positives 4 opéra-
teurs d’annihilation b,.(p) et d,.(p) et leurs hermitiens conjugués bl.(p) et df.(p)
pour les énergies négatives. Ces opérateurs obéissent aux relations d’anticom-
mutation (rappelons qu’en raison du choix de la quantification dans une boite,
les valeurs des impulsions sont discrétes)

{bT(ﬁ)a bl (ﬁl)} = 57“55;5’,;3" 1
{dr(ﬁ)v dz (ﬁl)} = 5r55ﬁ,ﬁ’ 1 (19183)

tous les autres anticommutateurs étant nuls. La décomposition du champ
Y(t,Z) en ondes planes est juste un peu plus compliquée que celle de la
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section 14.3

Ya(t, T) = % Z; [br(p—')u((lr)(me—ip-m +dt () (p_,)eip_m}
P e . . (19.184)
Yalt:Z) = 75 [bi D)) (e + d.(p)ol)) (me_lp-m}

Les opérateurs d’annihilation b,.(p) et d,.(p) sont associés comme il se doit aux
ondes planes d’énergie positive exp(—ip- ) et leurs hermitiens conjugués aux
ondes planes d’énergie négative exp(ip - ); « est un indice de Dirac allant
de 1 a 4, puisqu’un spineur de Dirac posséde 4 composantes. On déduit de
(19.184) I'anticommutateur & temps égaux de ¢ et 1)

[— 1 3 =/
{¥alt, ), $5(5,7)} = 5500 D &P ET) — §op6(F— )T (19.185)
v
qui généralise les relations d’anticommutation (14.55) du champ scalaire.

19.5.3 Hamiltonien du champ de Dirac

Afin de conclure cette section consacrée a la quantification du champ de
Dirac, il reste a écrire ’expression du hamiltonien et celle de la charge élec-
trique. L’équation de Dirac se déduit de la densité de Lagrangien £

£(r) = ()i — m)b(a) = Pa)(D — m)(x) = ) (5 & — m)(a)

(19.186)
ou I'équivalence des différentes formes de £ résulte d’intégrations par parties
dans l'expression de l'action S = [d'zL(z). Le moment conjugué 7, se
déduit des équations d’Euler-Lagrange

oL — 4
Tog=———=1 o = 1) 19.187
FICY) VY573 (0 ( )
ce qui donne pour la densité de hamiltonien H
I
= a—m— — E
AT
et pour le hamiltonien
H=i [ @2p)0 2@ (19.188)

ot

étant donné que £ = 0 si ¢(x) obéit a I'équation de Dirac. Pour évaluer
H en fonction des opérateurs de création et d’annihilation, nous utilisons
la relation de Parseval qui permet d’exprimer le produit scalaire des deux
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fonctions f(Z) et g(&) en fonction de leurs transformées de Fourier f(p) et
g(p) (exercice 19.6.12)

[ r@ -3 f@3-p (19.189)

Dans le cas qui nous concerne, les coefficients de Fourier de ¢ (z) et de
Oy (x) /0t sont respectivement

P(t,p) = Z [dr(mg(’r)(me*iEpt + bi(_mﬂ(r)(_meiEpt}
(19.190)
—(t,—p) = —IZ { (=P)uls) (e Ert — dt (—p)o'®) (meiEpt}

Pour calculer H, nous avons besoin des relations d’orthogonalité (exercice
19.6.10)

T u) (5) = 0
T ) () = (770 ) = b,

qui permettent d’exprimer H en fonction des opérateurs de création et d’an-

nihilation
H =Y By, [bl(p)b:(7) - dr (7)d](7)]

(19.191)

Si lon veut que H annule I'é¢tat du vide |0), H|0) = 0, il faut mettre les
opérateurs d, et df dans I'ordre normal dl.d,, ce qui est possible grace aux
relations d’anticommutation (19.183)

—d,dl = —1+dld,

En définissant le zéro d’énergie de telle sorte que 1’énergie du vide soit nulle,
H|0) = 0, on donne & H sa forme finale

H =" E, [bl(7)b- () + d}(7)d.(5)] (19.192)

pr

Le point crucial dans le raisonnement ci-dessus est que nous avons di utiliser
les relations d’anticommutation. Avec des relations de commutation [d,., d}] =
I, nous aurions trouvé

—d,dl = —1 —dld,

et le hamiltonien n’aurait pas été borné inférieurement. Le résultat (19.192)
peut étre vu comme un cas particulier du théoréme spin-statistique : il faut
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utiliser pour les particules de spin 1/2 des relations d’anticommutation, sinon
I’énergie ne serait pas bornée inférieurement, et ces particules sont donc des
fermions. L’autre partie du théoréme spin-statistique concerne les particules
de spin 0 ou 1 : dans ce cas, on montre qu’avec des relations d’anticommutation
on pourrait construire des opérateurs représentant des quantités physiques qui
ne commutent pas pour des séparations du genre espace, et violent donc la
causalité relativiste : voir le chapitre 11, note 15. Pour les particules de spin 0
et 1, seules sont possibles les relations de commutation, et ces particules sont
donc des bosons.

L’expression (19.192) se généralise aux composantes spatiales de I’énergie-
impulsion, et on peut écrire pour 'opérateur énergie-impulsion qui est un
quadrivecteur P*

Pr= T p" [BL@)br (5) + df () d: ()] (19.193)
p,r
Il est également immédiat d’écrire 'opérateur de charge @) tel que la charge
du vide soit nulle, Q[0) =0

Q=g [ 2T (@) =4 3 PLEb ) - d@d @] (19190

Les équations (19.192) et (19.194) mettent en évidence l'interprétation phy-
sique des opérateurs by, d, et leurs hermitiens conjugués : bi(p) crée une
particule de charge ¢ dans un état de spin 7 et d’impulsion p, tandis que d ()
crée une particule de charge —g dans un état de spin r et d’impulsion p. Si,
par convention, la charge de la particule est g, bf(p) crée une particule et
di(p) crée une antiparticule. Le champ v (z) crée une charge —q via df.(p) et
détruit une charge g via b,.(p), tandis que le champ 1) (z) crée une charge ¢
via bl (p) et détruit une charge —q via d,.(p). Les opérateurs b} (p) b, () sont
des opérateurs nombre de particules de spin r et d’impulsion p; tandis que les
opérateurs d.(p) d,.(p) sont des opérateurs nombre d’antiparticules de spin r
et d’impulsion p.

19.6 Exercices
19.6.1 Deécomposition polaire d’une transformation
de Lorentz

Soit eq le vecteur unitaire de genre temps de composantes (1, 6) dans une base
donnée de lespace de Minkowski, et e, son transformé par A : e = Aeg.
1. Montrer que les coordonnées de e, sont

66 = (AOOv A10a A20a A30)

et par conséquent AOO = coshn.
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2. On définit le vecteur unitaire 7 par
A%y = —i' sinhn

Montrer que la transformation de Lorentz spéciale S de rapidité n et de di-
rection 71 (voir (19.7)) vérifie Seg = ej). En déduire que R = S71A est une
rotation. On peut donc écrire A comme le produit d’une transformation de
Lorentz spéciale et d’une rotation : A = SR.

3. Pour montrer que cette décomposition est unique, supposons que A =
S'R’, et donc S’ = SRR™'. Montrer que S’ey = Seq et en déduire que S et
S’ sont identiques.

19.6.2 Relations de commutation des J*° et des P*

En prenant a infinitésimal, a = ¢ et identifiant les coefficient de €, dans
les deux membres de (19.41), montrer les relations de commutation

i[,]aﬁ, PO’] — g(rﬂpa _ gUaPB

19.6.3 Rotation de Thomas-Wigner et précession
de Thomas

L’objectif de cet exercice est d’abord de montrer que le produit de deux
transformations de Lorentz spéciales, ou boosts, de rapidités y et n suivant
deux directions différentes est le produit d’'un boost S de rapidité ¢ par une
rotation R d’angle ¢rw autour d’un axe perpendiculaire au plan des deux
boosts : c’est la rotation de Thomas-Wigner. Nous prendrons le premier
boost A; de rapidité y le long de 2! et le second Ay de rapidité 1 le long
d'un axe 7 du plan (2!, £?), faisant un angle 0 avec &'

A = As(n,2)A1(x, 2") = S()R(éTw)

Nous nous proposons de calculer ¢ et ¢pw en fonction des rapidités 7, x et
de I'angle 0 entre les directions des deux boosts.

Les questions 5 et 6 appliquent ces résultats a la précession de Thomas
(§ 15.2.2). Toutefois, on peut aborder directement ces deux derniéres questions
avec des calculs plus simples, étant donné qu’il est possible de se limiter au
cas ou 7 et x différent de fagon infinitésimale, et ou I'angle 0 est petit.

1. Soit Ay(n, 1), une transformation de Lorentz spéciale (boost) de rapidité
7 le long de la direction 7 du plan (2'22),

1

f = {A' = cosh,n* =sinh,a* = 0}
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écrite dans le point de vue passif. En utilisant (19.7), montrer que la matrice
représentative de ce boost est

coshn — sinh 7 cos 6 — sinh 7 sin 6 0
—sinhncos® 1+ (coshn — 1) cos? @ (coshn — 1)sinfcosf 0
—sinh7nsin® (coshn — 1)sinfcos@ 1 + (coshn —1)sin?6 0

0 0 0 1

Ay =

On remarquera (i) que Ay est symétrique : A2 = Ay comme il se doit pour un
boost, (ii) qu'il suffit par la suite de considérer des matrices 3 x 3 en écrivant

(K0
= (5)

2. On combine deux boosts, le premier A; de rapidité x suivant 2! et le
second donné par la question précédente. Le probléme est de montrer que le
produit

A=A\
des deux boosts est le produit A = SR d’un boost S par une rotation R
autour de 23, et de déterminer les paramétres des transformations S et R; R
est la rotation de Thomas-Wigner. S est un boost de rapidité ¢ suivant un
axe k
k= {k' = cost, k* = sinep, k* = 0}

dont I'expression matricielle se déduit de la question 1 par les substitutions
n — ( et § — 1. Notre premier objectif est de déterminer les paramétres ( et
k. Soit (@ 1le quadrivecteur de composantes (1,0,0,0). Ce vecteur n’est pas
affecté par une rotation. En déduire

S% =A% =cosh¢  S') = Ay = —sinh(costyp S% = A% = —sinhcosp
En examinant ’expression de S, montrer de plus que

(Al)® o AGA%
1+ cosh( 27 1+ cosh¢

3. Pour obtenir I'angle ¢w de la rotation de Thomas-Wigner autour de
#3, on examine la transformation du quadrivecteur e(!) = (0,1,0,0) et on
calcule les produits scalaires

[ST1AoA ] e - e = [A] e . [S] ™

SL=1+

Montrer que

cos prw =—[A] e[S e®) = —AQ AL +AY (14 (o) +A? Ao
1o ! 1+ cosh( Y1+ cosh ¢

En utilisant (19.14), montrer
—A%A% + Al Al + A%A% =
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ce qui permet de simplifier 'expression de cos ¢w

cos prw = Al — T+ cosh ¢ coshC

4. Pour calculer les quatre éléments de matrice A¥, nécessaires, il est com-
mode de poser

c1 = coshx s1 = sinh y

co = coshn s9 = sinhn
Montrer que

AOO = cosh( = c1co + 8182 cosf

A10 = —s9c1 080 — s1[1 + (2 — 1) cos® 0]
AO1 = —81C3 — 182 cos b
Ay = 5189080 + 11 + (¢ — 1) cos? 0]

En déduire
(01 — 1)(62 — 1)
14 cosh(

Calculer le sinus de I'angle de rotation a l'aide de

cosprw =1 — sin?

sin ¢prw = ReM . @ — AjA M. 56(2)
oit ¢ = (0,0,1,0) et montrer que

sin 0

_m[slsg + (1 — 1)(ca — 1) cos 0]

sin (bTW =
5. On s’intéresse maintenant au cas ot le second boost différe du premier
de facon infintésimale : n = x + ¢, |¢|] < 1 et |0] <« 1. Il suffira de se limiter
au premier ordre en € et 0. La vitesse du premier boost est ¥ = 2! tanh x et
celle du second
U+ 00 = ntanh(y + ¢)

Montrer que les composantes dv' et dv? de §¥ sont

£

ovt ~ 6v% ~ @ tanh y

cosh? x

Au lieu du produit AsAq, on considére A = AgAfl. Posant ¢ = coshy et
s = sinh y, effectuer le produit AgAf1 en utilisant

cosh(y +¢) ~c+es sinh(y +¢) ~ s+ ec sinf ~ 0
1 —€ —s6
MoAT = —¢ 1 (c—1)0

—s0 —(c—1)0 1
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Vérifier ce résultat en prenant la limite de ceux de la question 4. En comparant
a (19.53), montrer que ApA7 ! se décompose en deux boosts infinitésimaux
de rapidité € le long de &' et sf le long de £ et d’une rotation d’angle
d¢rw = (c — 1)0 autour de l'axe 3°.

6. Précession de Thomas. Montrer que la rotation de Thomas-Wigner peut

s’écrire en fonction des vitesses sous forme vectorielle

T x v c=coshxy =1/y1—122

2

Sprw =
c+1
Rappelons un résultat de mécanique classique : la variation d’un vecteur G
dans un référentiel en rotation avec la vitesse angulaire & est

dG  dG A
— = — +dxG

dt dt lret. propre
Les référentiels propres de 1’électron en rotation autour du noyau atomique
sont définis par les boosts (en 1'absence de toute de rotation!) faisant passer
du référentiel du laboratoire R aux référentiels propres R’ et R”

= A (x, 3"z 2’ = As(x +e&,n)x

L’évolution du référentiel propre R’ vers le référentiel propre R” entre ¢ et
t + 0t est pilotée par le boost infinitésimal S de la question 5, soit =/ =
Sz’. Utilisant le fait que SR = RS pour des transformations infinitésimales,

montrer que le passage du référentiel du laboratoire R a R" s’écrit
2" = R(=5¢prw)Aa(x + &, 1)
Le référentiel R” a donc tourné d’un angle —d¢rw. Montrer que la vitesse

angulaire de précession est

2

c+1

W= axu
ou a est laccélération. Dans un calcul a tous les ordres en v, nous devrions
tenir compte de

dG 1dG

dt lret. propre c dr

ou 7 est le temps propre. Nous allons nous limiter au cas v < 1 et donc y ~ 1.
Montrer que par conséquent

- 1
5¢TW ~ 5 U X 0U
et en déduire la vitesse angulaire de rotation

Srw
1im
5t—0 (St

. L.
W= — =—-axu
2
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ol @ est accélération. D’aprés (15.17), 'électron voit dans son référentiel
propre un champ magnétique

= 1 [1dV] -

Bt [_ _] ]
gm | r dr
ot [ est le moment angulaire [=7x p. Sil'on prend pour simplifier un facteur
gyromagnétique égal a g/m, montrer que I’équation du mouvement du spin §
est

ds q =
S _ex[LB- *}
dt {m
et I’énergie magnétique correspondante est
Wio - - |:£ B - _':| 5
m

En déduire le couplage spin-orbite
1 1dV| -
W%o =—|-—|1l-5
‘ 2m? {r dr} 3
et justifier la valeur du hamiltonien de structure fine (15.20). La précession
de Thomas a réduit W, par un facteur 2.

19.6.4 Relation de commutation des J,, et des W,

1. Pour calculer le commutateur de J,,, et de Wy, on part de
. i -
I[J/LV7W)\] = —59,@91/5[«]0‘6,@07;)«] TPp]

Evaluer le commutateur

X = iguaguﬂf‘:)\arp[c]aﬂa JUTPP]
= iguaguﬂf‘:)\arp[c]aﬁa JUT]PP + iguagV,BJUTE)\UTp[Jaﬁa Pp] = Xl + X2

Montrer que

X1 = 20ervepd,” PP — exprpd, P
Xo = gAaruJUTP/J, - gAaruJUTPV

2. Pour évaluer X; et X5, on examine deux cas de figure.
(i) w # v # X : les indices u, v, X sont tous différents.
(if) g = A # v; le cas ot v = A se déduit en permutant les indices p et v.
Montrer que dans le cas (i), X; + X2 = 0 et que dans le cas (ii), on retrouve
la seconde des équations (19.59).
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19.6.5 Cas de la masse nulle

1. On écrit la transformation de SL(2,C) d’un quadrivecteur x — 2’ sous
la forme 7’ = Az A, ot la matrice A € SL(2,C) est donnée par (19.72); on

+ 1.2
T Tt — iz
T = 1, :.9 _ zt =20 + 28
T+ iz T

rappelle

Calculer =’ en prenant z et ¢ infinitésimaux, z = ¢, || < 1. En déduire les

., 1 2 , - _
transformés 2’1, 2/ et 2/° des coordonnées de z ; on notera que =’ = z .

2. Revenant aux coordonnées x° et 23, démontrer (19.73) et (19.74).
3. Définissant les générateurs

C=K+K, D=Ky,—J;
montrer les relations de commutation

[J3,C] =1iD [J3, D] = —iC
et en déduire

ei?s 071973 — C'cosf — Dsind

el D193 — Dcosh 4+ C'sind

Montrer que si C et D ont deux valeurs propres non nulles, alors ces valeurs
propres forment un continuum, et donc que ces valeurs propres doivent étre
nulles.

19.6.6 Courant de Klein-Gordon

Vérifier la loi de conservation (19.85) du courant de Klein-Gordon.

19.6.7 Automorphismes de SL(2,C)

1. On s’intéresse d’abord a I'automorphisme A — (AT)~1. Partant de la
forme générale de A, avec a et b complexes

A=a+d-b a2 b =1

montrer que
(AT)_l =a — o1b1 + o2by — 03b3

Calculer ensuite (o;¢ ™!, ol la matrice ¢ est définie au § 19.3.1, et en déduire
(AT)™h = cAc!
2. Montrer qu’il n’existe pas de matrice ¢ telle que

(4t =Tac
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19.6.8 Equation de Dirac

1. Montrer que (19.101) se déduit des équations (19.97) pour x et ¢ et de
la définition (19.98) du spineur de Dirac ¢ en fonction de x et ¢.
2. Vérifier les relations de commutation (19.103) des matrices de Dirac.

3. On utilise la représentation de Dirac (19.104) des matrices v* et on
écrit le spineur de Dirac sous la forme

1%
v~ (%)
Montrer que l'on retrouve directement I’équation (19.123).

19.6.9 Courant de Dirac en présence d’un champ
magnétique

1. Partant de I’expression j* = 14" du courant de Dirac, et utilisant la
représentation de Dirac des matrices v* comme dans 'exercice 19.6.8 ques-
tion 3, établir ’expression approchée (19.126) du courant de Dirac en présence
d’un champ magnétique.

19.6.10 Transformation de Lorentz d’un spineur
de Dirac

1. On se propose de montrer que 1’équation
(i) —m)y'(2') =0
ou ¢/ (z') = S(A)Y(x), se déduit de (i@ — m)y(z) = 0. En utilisant la relation

dzv /o' = (A’l)l’u, montrer que ¢’(2’) vérifie I’équation de Dirac pourvu
que

STHAYS(A) = Ay

2. On choisit A voisine de l'identité
AY =gt + @, SA)=1- iwagaaﬁ
avec Wy, = g#,\w)‘u. Montrer que 0,3 doit obéir &
[0ap, "] = 2i[g"77™ — g"*"]

et vérifier que 0@ = (i/2)[y*,v”] satisfait bien a cette relation de commuta-
tion. Calculer les matrices o*” dans la base chirale.
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19.6.11 Relations d’orthogonalité

-, -,

1. Partant des expressions (19.176) de u(")(0) et v(")(0) et utilisant
) (A ~ (I0 _ 1.5
Z“ @) 0) _<00)aﬁ_2(7 1)as

S O@r @ = (00) Lo
Zv 00 = (57) = 50"~ Des

démontrer les relations de fermeture (19.181).
2. Montrer ensuite les relations d’orthogonalité (19.191).

19.6.12 Relation de Parseval

On se place pour simplifier & une dimension d’espace ol la particule est
confinée dans l'intervalle [0, L]. Les valeurs possibles de k sont

=~
3
|
S
|

-2,-1,0,1,2,...
On définit la transformée de Fourier f (k) d’un fonction de z, 0 < z < L par

L
_\/—Z/o dze*® f(x)

Montrer que la transformation inverse est
@) = == 3 ke
VL 7
En déduire la relation de Parseval

L
/0 de f(2)g(z) = 3 f(k) §(~F)
k

La généralisation a trois dimensions est immédiate.

19.7 Bibliographie

Il existe de nombreux livre de relativité, parmi lesquels celui de Taylor
et Wheeler [1963], Jackson [2001], chapitre 11 ou Gourgoulhon [2010]. La
rotation de Thomas-Wigner est traitée dans Taylor et Wheeler [1963], exer-
cice 103, Jackson [2001] chapitre 11, ou Gourgoulhon [2010], chapitre 6. Les
représentations du groupe de Poincaré sont discutées dans Wightman [1960],
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Gasiorowicz [1966], chapitre 4, Weinberg [1995], chapitre 2. Pour des complé-
ments & ’équation de Dirac et la quantification du champ de Dirac, on pourra
consulter Messiah [1959], chapitre XX, Itzykson et Zuber [1980], chapitre 2,
Le Bellac [1988], chapitre XI, Abers [2004], chapitre 12 ou Zee [2010], cha-
pitre 2. Ces références introduisent ’équation de Dirac en suivant I’approche
historique ; le présent exposé s’inspire de Gottfried et Yan [2003], chapitre 13,
qui utilisent les spineurs de Weyl.






Chapitre 20

Corrigés d’une sélection
d’exercices

20.1 Exercices du chapitre 1
1.6.1 Ordres de grandeur

1. Il faut utiliser des particules dont la longueur d’onde A soit de
1 A (= 0.1 nm) ou moins. On utilisera A = 1 A dans les calculs numériques.
Pour les photons, cela donne une énergie en eV

he  6.63 x 10734 x 3 x 10®
Ephot = 7 = o0 1o o=~ 24X 10*eV = 12.4keV

Pour les neutrons, on utilise p = h/\, soit
p2 - h2
WMy, 2mp\2

Cette énergie est de 'ordre de celle des neutrons thermiques qui vaut environ
25 meV. Pour les électrons, il suffit de multiplier le résultat précédent par le
rapport des masses my,/m.

Epeut = =82x1072eV = 82meV

Bo = Epeui—2 = 151 eV
€

2. La fréquence d’une onde sonore de vecteur d’onde & = 1nm est w =
5 x 102 rad.s™" et 'énergie d’un phonon hw = 3.3meV. Il est beaucoup plus
facile de comparer expérimentalement une telle énergie a celle d’'un neutron
de quelques dizaines de meV qu’a celle d’un photon de 10 keV et de détecter
la création d’un phonon. On utilisera donc de préférence des neutrons.

3. La masse d'une molécule de fulleréne est M = 1.2 x 1072*kg et sa
longueur d’onde

h
A= — =25x10""2m
muv
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Cette longueur d’onde est une fraction ~ 1/300 du diameétre de la molécule.
4. La distance de la masse M; au centre d’inertie de la molécule est

Mo
r=—"-—r
YT M+ M, O
et le moment d’inertie
M M,
I=Myri+ Myry = ———"— 12 = pr}
A VA VA e

L’énergie cinétique de rotation est, en fonction du moment angulaire J = [w

1, J?
Erot = 5 Iw = E
et pour J = h, cela donne g,y = h?/(21)

K2 K2 m

rot — = = 5~ R
Frot 2urd  2pb%al  b’p

en utilisant R, = e%/(2a0) et ag = h?/(me?).
5. La constante élastique K vaut

2cRs demR2,
b2a2  h2b2

& m
1):2 5 - )
hw ‘/b2‘/uR

Pour la molécule de HCI, on a p = 0.97m, et m/pu = 5.6 x 1074, On en déduit
b=2.4et c=1.75: ce sont bien des nombres voisins de 'unité.

6. La dimension de G s’obtient aisément en remarquant que Gm?/r est
une énergie. On trouve pour cette dimension M~1£37 2. La quantité y/hc/G
a les dimensions d’une masse, ce qui donne pour I’énergie de Planck

K =

soit

Ep = ,/% A=19x%x10°J=1.2x 10 GeV

et pour la longueur de Planck

lp:’—i,/g =1.6x10"%m
c V he

L’énergie de Planck est considérable par rapport aux énergies maximales at-
teintes en physique des particules élémentaires (environ 8 TeV= 8000 GeV,
énergie atteinte aujourd’hui par le LHC au CERN), et par voie de conséquence
la longueur de Planck est trés petite par rapport aux distances actuellement
explorées qui sont ~ 1078 m.
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1.6.4 Diffraction de neutrons par un cristal

1. L’onde incidente arrivant en 7; est déphasée de din. = k- 7 par rapport

a celle arrivant en 7 = 0, et 'onde diffractée de dqig = k' 7.
2. Le produit scalaire ¢'- 7; vaut

7+ Ti = nagz + mbgy
En utilisant la sommation d’une série géométrique
N—-1 1_ JEN
D=5
n=0 -7

on évalue par exemple la somme

N-1 i .
Zr — Z e—iqmna — 1—e 1(.11aN e—iqma(N—l)/Q SH} qmaN/z
s 1 — e lawa sin gza/2
d’otr 'on déduit la fonction F'(ags, bg,) de I’énoncé.
3. Supposons que g, différe trés peu de 27n,/a, ou n, est un entier :
qea = 2mn, + €. Alors,

20N . N . eN

sin g g = sin {anN + 63} = :l:sm%
. Gz . n 1 Lgin C
sin— = sin |mn, + -—¢| = £sin—
2 e T 5 € 2

La largeur du pic est donc € ~ 1/N et sa hauteur est obtenue en prenant la
limite € — 0 )
sin“eN/2

m———— / = N?

e=0 sin“e/2
ce qui donne une intensité dans le pic ~ N2 x 1/N = N. Le méme calcul se
répéte dans la direction y.

4. La condition de diffusion élastique est

-, ) - -
BP=k"=k+9?=k+27k+¢*

soit g% + 2 - k=0. Supposons que n, =0 (ou g, = 0) et donc k, =k,

2mn
k. = ky ky = ky — Ty
La condition de diffusion élastique est |k;| = |k, |, ce qui implique
Ty, , TNy
== k=
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Comme k, = ksinfp, ol 0p est 'angle d’incidence, on devra avoir

TNy

sinflg = ok

Il n’y a de solution que si n, est suffisamment petit ou £ suffisamment grand.
S’il n’y avait que la premiére rangée d’atomes, il n’y aurait pas de condition
sur k,, car k!, ne serait pas lié a k, par k., = k, + ¢,. On obtiendrait alors
des maxima de diffraction pour tout angle d’incidence.

5. La somme sur les mailles donne un facteur

N—-1M-1
D D el = P(2aq,, 2bg,)

n=0 m=0

tandis que I'amplitude de diffusion par la premiére maille est
f1 (1 + e*i(“q”bqy)) + f2 (e*i“‘h‘ + e’ibqy)

En raison de 'argument de la fonction F', la condition pour un pic de diffrac-

tion est

TN Ty
Qy = —7/—

a Y b

qz =

et on en déduit
f _ fl [1 + (_1)nm+ny} + f2 [(_1)7@ 4 (_1)77-1;]

Le résultat final est

— Ng et ny pairs : f =2(f1 + f2)

— ng et n, impairs : f =2(f1 — fa2)

— n, pair et n, impair ou l'inverse : f =0

6. Lorsque les sites sont occupés de fagon indifférenciée par chaque type
d’atome, la maille du réseau est (a,b) et non (2a, 2b) comme dans la question
précédente. On a en fait f; = fo et on perd la moitié des pics de diffraction.

1.6.6 Interférométre a neutrons et gravité

1. et 2. Calculons les amplitudes de détection par D; et Do

a1 a0r2t (ei5 + 1)

aogr (thi‘5 + 7‘2)

a2
et en prenant les modules au carré

p; = A(l+cosd) A = 2|r%t|?
p, = B+ A'cosd A" =2[r*Re (2(r*)%")
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La somme p; + p, doit étre indépendante de x, soit A+ A’ =0, ou
cos2(a — ) cosd —sin2(av — B) sind = — cosd

et donc -
a—0F= 5 mod nw

3. A laltitude, z, I'énergie du neutron est K = Ky + mgz si son énergie
est Ko pour z = 0. Son impulsion vaut

p=V2mK = \/2m(K, + mgz) ~ /2mK, <1 + %)
0

L’approximation est justifiée car, pour z = 1m
mgz ~10""eV <« Ky~ 0.1eV

La variation Ak du vecteur d’onde vaut

mgz Ak mgz
A =  — _— = —
K K 2K0 k 2K0

Sur un trajet de longueur L, le déphasage accumulé entre les deux bras, I'un
a laltitude z et 'autre a laltitude 0 est

mgzLk  mgkS  m?gS

Ao = Ak = e = Ry~ Ik

car zL est I’aire du losange et 2K = h%k? /m. Numériquement, A¢ = 0.59 rad.
4. Il suffit de remplacer z par zcosf dans les résultats précédents. Le
déphasage devient

m2gS

:A =
X o ok

et on observera donc des oscillations dans le taux de détection des neutrons
en faisant varier 6.

cos

1.6.7 Diffusion cohérente et diffusion incohérente de
neutrons par un cristal

1. On remarque que o? = q;. Si i = j, (a?

i 7]

) = {(a;) = p1, tandis que si

(aiay) = (i) (a;) = pi

les deux résultats se résumant en

(aiaj) = dijp1 + (1 — 5ij)p% =pi + p1p20i;
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2. La probabilité de diffusion par le cristal est
(| frot]?) = Z < [ifi+ (1 — i) fo] [ f1 + (1 — o)) fo] >ei97'(ﬁ_?-7‘)
4,J

= Z[(p% + p1p20i) f1 + 2p1p2(1 — 0ij) frfo + (P53 + P1p20is) f5 ]

0
weld (Ti=T5)
= Y (i +p2f2)? T+ Npips(f1 = f2)®
0,7

Le premier terme donne lieu a des pics de diffraction, mais le second est un
fond continu.

20.2 Exercices du chapitre 2

2.5.3 Déterminant et trace
1. Soit A(t) = A(0) exp(Bt). Calculons la dérivée

%A(O)eBt = A(0)eP'B = A(t)B

La solution de dA
— = BA(t
” (t)

est
A(t) = ePtA(0)
2. On remarque que pour 6t infinitésimal
det €% ~ det(I 4+ Adt) = 1+ 6tTr A + O(6t)?

Par exemple, pour une matrice 2 x 2

det 14 A6t A6t
¢ Agidt 14 Aot

Soit g(t) = det[exp(At)],

) =1+ (A1 + Aot + (A1 Agy — A9 Asy ) (0t)?

/ _ o b A(t+6t) _ At
git) = 51151310 50 (dete dete )
1 1
= < (det e — 1) det e = 57 [0t A] det e = Tr Ag(t)

et on obtient pour g(¢) I’équation différentielle
g'(t) = [Tr Alg(t) = g(t) = "4
en utilisant la condition aux limites g(0) = 1. En posant ¢t = 1,

g(1) = ™4 = det [eA]
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2.5.10 Matrices positives

1. Décomposons A en une partie hermitienne et une partie antihermitienne
A=B+C B = B' C=-C"
On note que (z, Cz) est imaginaire pur
(z,Cx) = (CTz,z) = (z,CTx)* = —(z,Cx)

alors que (z, Bx) est réel. Si 'on veut que (z, Azx) soit réel et > 0, il est
nécessaire que C' = 0. Donnons une démonstration plus explicite. Soit, par
exemple,

r = (21,22,0,...,0)
Alors,
(z,Cz) = 27Crax0 + 25C2 21 = 21 Im(2]Cra22) =0 = C12 =0

Comme A est hermitienne, elle est diagonalisable. Soit (, un vecteur propre
de A, Ap = ayp. La condition de positivité implique (¢, Ap) = a||p||? > 0 et
donc a > 0.

2. Pour une matrice réelle antisymétrique C7 = —C

(x,Cz) = 21C1222 + 22C2121 = 21(Cr2 + Ca1)z2 = 0
On peut donc avoir une matrice positive de la forme
A=B+C BT =B cT=—-C+0
2.5.11 Identités opératorielles
1. Calculons df/dt
47 _ etAABe M — et BAe ™t = e!4[A, Ble 4

dt

La dérivée seconde se calcule de la méme fagon et le cas général s’obtient par
récurrence.
2. Calculons dg/dt
d
d_i =" (A + B)e'P

et utilisons le résultat de la question précédente

e B = e Be et = (B + t[A, B])e!”
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En effet, compte tenu des relations de commutation de [A, B] avec A et B,
le développement en série s’arréte au deuxiéme terme. Nous obtenons donc
I'équation différentielle

% _ (A +B+ t[A,B]) g(t)

Compte tenu des relations de commutation, cette équation s’intégre en

g(t) = o(A+B)t+3 [A,B]t?

Notons que lintégration n’est possible que parce que [[A, B],A + B] = 0.
Posant t =1,

g(1) = e B = ATBHABY/2 _ oA+ ([A.BI/2

20.3 Exercices du chapitre 3

3.3.1 Polarisation elliptique et détermination
de la polarisation

1. Nous pouvons choisir §, = 0, §, = . L’équation de l'ellipse
x = cos b coswt y = sin @ cos(wt — J)

s’écrit en coordonnées cartésiennes

x? cos o y?

.2
= )
sin @ cos * sin’ @ S

-2
cos2 0 vy

La direction des axes est obtenue en recherchant les vecteurs propres de la
matrice

1 cos 0
_ 29 ~ sinf cosf
A— c%so . sin d cos
sin 6 cos 6 sin? 6

qui font des angles « et o + m/2 avec 'axe des x, oul @ est donné par
tan o = cos 6 tan 26

Le produit vectoriel de la position 7 et de la vitesse ¥/, ¥ x ¥, se calcule immé-
diatement

1
FXU= §wésin2ﬁsin5

et le sens de la rotation est donné par le signe du produit sin 26 sin §.
2. L’intensité a 'entrée du polariseur est

Io = k (Ej cos® 0 + Ej sin® ) = kE}]
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ol k est un facteur de proportionnalité. A la sortie du polariseur, cette inten-
sité vaut

I = kE2cos®§ = Iy cos? 0

La mesure de la réduction de U'intensité permet de déterminer | cos#)|.
3. La projection du champ électrique sur I’axe du polariseur est

Eo [cosf coswt + sinf cos(wt — )]

V2
et I'intensité est donnée par la moyenne temporelle
I'= kJE§< cos? @ cos? wt + sin?  cos?(wt — &) + 2sin cos @ cos wt cos(wt — 5)>

1 1
=3 EE2(1 + sin 26 cos §) = 3 Ip(1 + sin 26 cos d)

De la mesure de I’, nous déduisons cosd, ce qui permet de déterminer § au
signe prés. Les ambiguités restantes sont levées si 'on remarque que ellipse
est invariante sous les transformations

0—0+m 60— 0

et
00— —0 0 —0+m

3.3.2 Une stratégie optimale pour Eve

1. Si Alice utilise la base |x), la probabilité pour que Eve devine correc-
tement, est p, = cos?¢. Si Alice utilise la base | & 7/4), cette probabilité
est

Prja = 19l % 7/4) = 3 (c03 6 + sin )

La probabilité globale pour que Eve devine correctement est donc

p(¢)

% (p, + pﬂ/4) = % [2 cos? ¢ + (cos o + sin¢)2}

1
1 [2 + cos2¢ + sin 2¢)]

Le maximum de p(¢) est atteint pour ¢ = ¢y = /8, ce qui est évident par
symétrie : le maximum doit étre atteint pour la bissectrice des axes Oz et
/4. La valeur maximale est

1 1
= = [ 1+ —=] ~0.854
P 2( \/§>
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2. Si Alice envoie un photon |8) (]61)), Eve obtient la réponse correcte
avec une probabilité cos? 4 (sin2 0), et la probabilité pour que Bob recoive la
polarisation correcte est cos* (sin4 0). La probabilité de succes pour Eve est

(14 cos* 6+ sin? 9)

DN =

Ps =

et sa probabilité d’erreur
.2 2 Lo
P =1 — p, = sin” 0 cos 9:Zsm 20
Les erreurs d’Eve sont maximisées pour 6 = /4.
3.3.5 Autres solutions de (3.45)
1. L’action de U sur o, et oy est
i —jel?
to,u=( %, °© to,u=( Y%
U O-I‘U ( eilw 0 ) U J/UU ( ieilw 0 )

0, est évidemment inchangé.
2. Les solutions possibles de (3.45) sont

cos( — ) = coso a—a;,=¢ ou a—qa; =—0¢
cos(v —ay) = sing a—ay:g—gb ou a—ay:qb—g
La différence
(@—az) —(a—ay) = —(az —ay)

doit étre indépendante de ¢ car o, et o, sont des données indépendantes de
a. On a donc deux solutions possibles
e Solution 1 -

a—oy=0¢ a—ay:¢—§

soit,

T
2

_ 0 el _ 0 —jeTi
o=\ é 0 7= iedle 0

D’aprés la question 1, cette nouvelle forme correspond a une rotation
des axes d'un angle o, autour de Oz.
e Solution 2

aw:ay—

et

I ¢

oa— Qg =—¢ a—ay =g
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Choisissant pour la solution de base a; =0 et oy = —7/2

(01 (0 i
=1 0 =\ - o0
Le changement de signe de o, correspond a une inversion de I'axe Oy :

on passe d’un triéde droit & un triéde gauche. Les autres solutions s’ob-
tiennent a partir de la solution de base par une rotation autour de Oz.

3.3.7 Exponentielles de matrices de Pauli
1. Compte tenu de (3.50),
(&-n)> =1 (@-n)=(5-n)...

le développement de ’exponentielle est

O ,9211 AN
exp —1§a-n = —1§U~n—|—§ —15 —|—§ —15 0-n---
7 0 (G- 7)si
= cos — —i(d - n)sin =
2 2
2. On doit avoir
U = al+iayo, +ibgo, +ibioy
6 .. 6 n, N — iny
= ICOb§—151n§<nI+iny . )
et on en déduit
. b . b .0
a] =CcoS— ag = —n,sin — = —ngsin — = —n, sin —
! 2 7 2 2 ! veT Y

ce qui est possible car
al +a3+0b7+b3=1
3. Le produit de deux exponentielles de matrices de Pauli vaut

e—ia(ﬁ-&)e—i6(6~5) _

g-a)—isinfBcosa(d-b)

cosacos 3 —isinacos B(
—sinasinBa-b+id - (a x b))

Par ailleurs,

sin ||ad + G|
|laé + 30|

Pour avoir ’égalité des deux facteurs, il faut

e~il(@a)+B@ED) — [ cos||ad + Bb|| — i [a(d - a) + B(3 - b)]
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e se débarrasser des sinus

e avoir cosa cos 3 = cos\/a? + (32

On peut par exemple choisir

a=37 8 =4m Va2 + (2 =5r

avec
e—3i7ﬂ7z -7 e—4i7ra'y -7 e—i(37ra'm+47'ray) -7

3.3.12 Diffusion de neutrons par un cristal :
noyaux de spin 1/2

1. Lorsqu’il n’y a pas de changement de I’état de spin, il n’est pas possible
de savoir quel noyau a diffusé le neutron, et il faut donc ajouter les amplitudes

f="1a) T 7= 2 )

2. Si la diffusion se fait avec renversement du spin, la diffusion laisse le
noyau dans un état de spin différent de 1’état de spin initial. Si tous les noyaux
avaient initialement spin down, le noyau qui a diffusé le neutron a spin up
aprés la diffusion et il est en principe identifiable (méme si cette identification
est impossible en pratique). La diffusion d’un neutron par un noyau plutot
qu’un autre correspond donc a des états finaux différents, et il faut ajouter

les probabilités
I=> fi=NF

3. Soit {«;}, la configuration des spins dans le cristal. Si un neutron est
diffusé par le cristal dans la configuration {«;}, Pamplitude de diffusion est

f = Z (Oéifa + (1 — Oéi)fc) eiq‘.ﬁ + Z Oéifbeiqzﬁ
i i
Si la configuration {a;} était fixée, I'intensité serait

Toi = Y (aifa+ (1= a))f)* 707 437 a2

i,

En remarquant que o; = o2, les valeurs moyennes sont (o;) = (a?) = 1/2 et
(o) = 1/4sii# j, don

T = Y {((euic;f2 +20i(1 — aj) fafe+ (1 — i) (1 — o) f2) )T 777
]
+Z<ai>fb2
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d’ou le résultat de I’énoncé

T= Gt 1 e 4 B (g - 12+ 257
ij

4. Par invariance par rotation, on a, par exemple,

fa : meutron | + noyau T — neutron | + noyau |

et un résultat analogue pour les deux autres amplitudes. On retrouve le résul-
tat de la question précédente si les neutrons sont polarisés avec un spin down.
Le résultat avec des neutrons non polarisés s’obtient en prenant la moyenne
du résultat spin en haut et spin en bas, et on retrouve a nouveau le résultat
de la question 3.

20.4 Exercices du chapitre 4

4.4.4 Evolution temporelle d’un systéme a deux
niveaux

1. Le systéme d’équations différentielles vérifié par c (t) est

iéJr = 14CJr + Be_
it = Bey — Ac_

2. Si |¢(t = 0)) se décompose sur les vecteurs propres |x4) suivant

lo(t =0)) = Alx+) + plx-)

alors ' _

(1)) = AeT 2 ) + el )
Compte tenu de (+|x+) = cosf/2 et (+|x—) = —sinf/2, on trouve pour
ct.(t)

. 0 : 0
ey (t) = (+|o(t)) = Ae /2 cos 3 pel?/2 sin 3
3. Sl C+(O) =0
0 0
)\cos§ — ,usin§ =0
et une solution possible est

ce qui donne pour ¢4 (t)

0 0 : ; Qt
ci(t) = —sin 3083 (e_lm/2 - e‘Qt/Q) = isinfsin 5
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La probabilité p_ (t) est

o) B? ot
p+(t) = |C+(t)|2 = Sin2 05in2 7 = m sin2 7
4. Si ¢4 (0) = 1, une solution possible est
)\:(3085 u:—sing
et on obtient pour ¢4 ()
0 _, 0 ;
cy(t) = cos? 3 e 1M/2 | gin? 5 el2t/2

at . .t
cos — —icosfsin —
2
La probabilité p_ () vaut
Ot Ot Ot
P (t) = |cs(t)]* = cos? 5 + cos? fsin? 5 = 1 — sin® @ cos? 5

4.4.5 Inégalités de Heisenberg temporelles

1. En utilisant (2.70) et [H,T] = ikI, on obtient
e ol gelol — H +ia

soit
H (e*TH|W)) = (E + ah) (e'*TH|T))

L’état exp(iaT)|¥) est un état d’énergie (E 4 aoh); exp(iaT’) effectue une
translation d’énergie de méme que exp(iaP/h) effectue une translation de a
(voir(8.4)). Comme « est arbitraire, des états d’énergie arbitrairement grande
et négative seraient possibles.

2. Utilisons le développement en série de (exp(—iHt/h)) pour des petites
valeurs de ¢

o(t)=1— % (H)E— % (H2) + O(F)
de sorte que
e = 1= e o
= 1- (Ag)z t2 4+ O(t?)

ol (e) est une moyenne calculée avec |¢) : (o) = (| @ |p)
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3. Nous déduisons de (4.27), avec la substitution A — P
1 |dP
< — _ =
APAH < 0T p(t) = (P)(t)
tandis que
AP = ((P*) = (P))'/? = ((P) = (P)*)"/? = V/p(1 — p)

Nous obtenons ainsi 'inégalité différentielle

dp 8 H

p(1—p) h

qu s’intégre en

et, par conséquent,

AH
p(t) 2 C082 <tT) mh

4.4.6 L’énigme des neutrinos solaires

1. Dans le référentiel au repos, le hamiltonien s’écrit

1 me +my, Me— My m
C—QH:TI'F( ;L e

La comparaison avec l'exercice 4.4.4 conduit a la correspondance

. — B 2
Me — Mp B—m tanf = — — m

A _am
- 2 A Me — My,

2. Les états |11) et |vo) étant vecteurs propres de H, 'évolution de |o(t))
est

0 _. 0 .
lp(t)) = cos 56_1E1t/h|V1> — sin 56_1E2t/h|V2>

Compte tenu de
0 .
(Ve|v1) = cos (Ve|vo) = —sin —

2

on trouve pour 'amplitude c.(t)

. 0 0 .
olt) = (velp(t)) = e~/ (2 Lt sin? §el<EzE1>t/h>
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et pour la probabilité |c.(t)|?

0 0 0 0 ALt
lee(t)]*> = cos? 3 + sin? 3 + 2 cos? 3 sin? 5 008 —
1 ALt AEt
= 1—§sin29<1—cos )Zl—SiHQQSiHQW

3. Lorsque p > mc, on obtient une expression approchée de F

2.2\ 1/2 2.3
E=m2c* +p*cA)Y? =¢p 140 ch—kmc
p? 2p
ot 2 213 2.3
AE:EQ—Elz(mQ_ml)C :Amc
2p 2p

En remplagant ct par la distance parcourue L, 1'oscillation est en

sin? Am?c?L
2ph

Si I'on observe une demi-oscillation sur la distance Soleil-Terre

AT;LQ;QL . Am2cd — 27he
P

p~T7x107eV?
et donc Amc? ~ 107 %eV.

4.4.8 Borne de Helstrom

1. Les valeurs moyennes de P sont

(0Pl [{|¥))* = cos®

[\ e}

(1 + cosa)
)

—
T N =

o —

(XIPx) |{x[#)[? = cos? = %(1 + cos(a — 0))

d’out expression de X
2X —1=(r—scosf)cosa — ssinfsina = acosa — bsina

On note que a = r — scosf > 0. La condition de maximisation dX/da = 0
donne
asina+bcosa =0

soit
b a

sina = +——— cosSy = F———
Va? +b? Va2 +b?
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avec 0
a+b>=D= 1—4’/‘SCOSQ§

On en déduit X

2X—1:\/a2—|—b2:\/5

d’ou la borne de Helstrom

S % (1+vD) = % (14 VI=ars[{ehoP)

2. Si l'on tient compte des angles ¢ et 3, I'expression de 2X — 1 devient
en fonction de v = ¢ — 3

2X — 1= (r —scosf)cosa — ssinf cosvysina
et 'équation dX/da =0
(r—scos@)sina+ ssinf cosycosa =0
ce qui donne

a=r—scost b= ssinf cos~y a? +b*> =D — s*sin® fsin? v

1 0 1/2
2X —1= 3 1+ {1 — 4rs cos? 3 —SQSiDQHSiDQ’y]

qui est maximum pour v = 0. Pour cette valeur de v, on retrouve la borne de
Helstrom. Si maintenant |¢)) posséde une composante |1 ) dans 'espace H |
orthogonal au sous-espace H|| sous-tendu par |¢) et x), nous pouvons écrire

1
[9) = 7 (cos S +sin 5= + 1))
ol [4) et |—) sont deux vecteurs de base de H et [1)1) € H . La constante
de normalisation N est

N =14 o]
Il est immédiat de répéter la minimisation et de constater que le résultat

optimal est obtenu pour A" = 1, soit |1, ) = 0.

4.4.9 Reégle de Born généralisée

La probabilité de trouver la valeur 1 pour P;, ;, est égale & sa valeur

moyenne dans 'état | )

0Jo

<\I/|,Pioj0|\ll> = |Cioj0|2
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Aprés mesure de la particule B donnant le résultat jj, le vecteur d’état est
donné par application du postulat RPO

|\I’>_\/mzl: 1J0|<)01®X]0> (\/mzl: J0|<)0 >>®|XJO>

et le vecteur d’état de A est donc
1 .
o) = —=—=_ cijolirs) p(jo) = > _ leisol?
\V/ P(]O) i i

La probabilité conditionnelle p(ig|jo) de trouver i = iy sachant que l'on a
mesuré j = jo est
C . |Ciojo|2 p(io,jo)
p(ioljo) = N -
P(jo) p(Jjo)
ce qui est bien la loi de Bayes donnant la probabilité conditionnelle p(ig|jo)
en fonction de la probabilité jointe p(io, jo)-

4.4.10 Le systéme des mésons K neutres : évolution non
unitaire

1. Calculons le produit C~'MC pour une matrice M quelconque

.1 (01 a b [ d c
c=et=e=(10)  w(ta)=(00)

et la condition de commutation implique a = d et b = c.
2. Les valeurs propres et vecteurs propres de M sont

o= AxB K = 5 (K0 +[R)
A = A-B |K2>=%(IKO>—|F>)

L’évolution des états | K1) et |Ko) est donnée par

i CEqt Tqt
Ea0) = By —exp (<52 - 1) )
: Eot Tot
Kal) = ) e (5 - T2 1)
Partons de
1

(¢(0) =2(0)) | K2)
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On obtient au temps ¢

lo(t)) = 2( ¢(0) +2(0)) (|K0>+ |ﬁ>) (B /h—iT /2)t
+%( (0) ~2(0)) (|K°) — [R0) ) o/l 20
ce qui donne pour les coefficients c(t) et (1)
et) = (KOp(t)) = 5 (e(0) +2(0) e (B/-i0 /2
5 (0(0) — o(0)) e KB/ -T2
o) = (KOp(t) = 5 (c(0) +7(0)) e F/=i0 /2

_% (C(O) _ E(O)) e—i(Eg/h—il"2/2)t

3. Dans le cas de figure considéré dans 1’énoncé ¢(0) = 1,2(0) = 0 et

1 [e—i(El/h—il"l/Q)t _ e—i(Eg/h—Fg/Q)t}

¢(t) = 5

La probabilité d’observer un méson K° au temps ¢ est

4 |:e—1“1t + e—l"2t _ 26—(F1+F2)t/2 cos @]

avec AE = F1 — E5. On obtient le résultat de I’énoncé si I'y > T's.

20.5 Exercices du chapitre 5
5.5.3 Le butadiéne

1. Forme matricielle de H

E, -A 0 0

“A Ey —A 0
0 -A E, -A
0 0 —-A E

H =

2. Ecrivons Iaction de H sur le vecteur |x)
Hlx) = Eolx) - A(01|<P2> +o CNA@N)) + coleo)

—A(ealer) + - -enlen-1)) +enilon)

= FEolx) — AzN:(cn1 + Cn+1)|<Pn>

n=1

889
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3. Compte tenu de la forme de postulée pour les coefficients ¢,

c . . . .
Cne1+4 Cny1 = 5 |:el(n—1)6 + el(n+1)6 _ e—l(n—1)6 _ e—l(n+1)6:|
; 2cosd [ei”‘S — e_i"‘s} = 2¢,, cos o

i

La condition ¢y = 0 est vérifiée par construction. La condition c¢y41 = 0

entraine
TS

5 —
TN +1
4. D’aprés les résultats de la question 1,

s=0,1,---,N

TS
Hlxs) = FEo|xs) — 2Acos
IXs) = Eolxs) cos )
d’oti les valeurs de ’énergie
By = Ey—24 °
s = Ey — 2Acos
0 N+1

Calculons la normalisation de |xs)

N
1 2
X = E sin® 77511 255 (1—cos 77577,1)

n=1 n=1

Mais
N N . :
2msn 2iTsn 1 — e?ims
;COS N+1 Re;exp <N+ 1) = Ry 1=

et X = (NN 4 1)/2. Le vecteur |ys) normalisé est donc

N
W=y el

5. Dans le cas du butadiéne N =4

cos = = 0.809 cos 2?” — 0.309
ce qui donne pour les deux premiers niveaux d’énergie
Es—y = FEy—1.62A Es—o = Fy—0.624
L’énergie des quatre électrons 7 est donc
E =4FE) —2(1.62A+ 0.62A) = 4(Ey — A) — 0.484

L’énergie de délocalisation est de —0.48 A.
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7. Les coeflicients du vecteur propre |x1) normalisé sont
(0.372, 0.601, 0.601, 0.372)
tandis que ceux de |y2) sont
(0.601, 0.372, —0.372, —0.601)
L’ordre de la liaison 1-2 est
1+ 2{(p1xa) (aalpz) + (o) (xalipa) | = 1.89

trés proche d’une double liaison, tandis que pour la liaison 2-3

1+ 2[<¢2|X1><X1|<P3> + <¢2|X2><X2|<P3>} =1.45

Cette liaison est moins forte que la précédente, ce qui explique qu’elle soit
plus proche d’une liaison simple et donc plus longue.

5.5.5 L’ion moléculaire H;

1. Le potentiel V(x) vaut

V(z) = —¢? <|x —|—1r/2| + |z —17‘/2|>

Il est égal & —oo si & = £7/2 et passe par un maximum de —4e?/r pour x = 0.
2. | ~ ag, dimension caractéristique de ’atome d’hydrogéne.
3. Valeurs propres et vecteurs propres

Be = Bo-A )= 5 (len +1es)
B o= Brd ) =—s(len - len)

4. A est un coefficient de transmission par effet tunnel. La barriére de po-
tentiel voit sa largeur diminuer quand r décroit : le coefficient de transmission
augmente quand r diminue.

5. ¢2/r est I'énergie potentielle (répulsive) entre les deux protons

, e? e?
Ei(r):E:t(T)+7 ZEOZFA(TH'?

6. L’expression approchée de E’_(r) est

E' (r) = E +¢* <% - ceb/r> = Ey+ AE(r)



892 Physique quantique : Exercices et applications

Cherchons le minimum de AE(r)

dAE(r) - L ¢ _op
ar =e _r2+be - —be

et I’on obtient

1 1 b
AE(rg) = €? <— — ce”)/b> =é? <— - _2)
To To ’/‘0
On en déduit
12 1.
b8, 123 e 138
5 5 dag ao

Il faut que b > oy pour que l'ion H2Jr soit un état lié.

5.5.6 Compléments sur la RMN

2. Récrivons H; en termes de oy et o_

Oy =04 +0_

h ‘ )
Hl = —5 wl(a.i,. + O'_) (elwt =+ e—lwt)
d’ou
2 h —2iwt h 2iwt
Hl(t):—§w10+ (1—|—e )—§wla, (e —|—1)
Dans le cadre de "approximation séculaire ot I’on néglige les termes rapide-
ment oscillants exp(42iwt)
big h (o4 +0)
=——wi (o o_)=——wio
1 9 1 + 2 19z
La composante Bj (& coswt — gsinwt) du champ de radiofréquences est fixe
dans le référentiel tournant : & la résonance, elle suit la précession de Larmor,
alors que la composante B (& coswt + gysinwt) tourne en sens inverse. Elle
oscille rapidement dans le référentiel tournant et son influence est négligable.

20.6 Exercices du chapitre 6
6.4.3 Relations de commutation canoniques

1. Supposant B borné, on peut définir B’ = B/||B||, ||B’|| =1, et A’ =
Al|B|| sans modifier les relations de commutation : [A’, B’] = iI. On supposera
donc ||B|| = 1. Utilisons un raisonnement par récurrence en supposant

[B, A"] = inA™*
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On a alors
[B,A"*] = [B, AA"] = A[B, A™] + [B, A]JA™ = i(n + 1)A™

ce qui prouve I'hypothése de départ. Supposons A borné et soit || A|| sa norme.
On obtient, en utilisant I'inégalité valable pour deux opérateurs C' et D

ICI[IDI] = [|CD]]
la relation
2/|A"|[1B| = [|BA™ — A"B|| = n||A"~1]|
d’out n
An > = Anfl
1A% = 5 14"l
On en déduit 'encadrement suivant pour ||A™||

n n— n n— n n—
5 AP < A < [JAIA™H] car [JA™]] < [JAJ||]A™ ]

et donc [|A]| > n/2. 1l est impossible que A soit borné.

2. Le probléme est que si A est non borné, le vecteur B|p) n’appartient
pas au domaine de A et AB]p) n’est pas défini : on ne peut pas prendre la
conjugaison hermitienne et écrire

(plAB|p) = (Ap|By)

Par exemple si espace de Hilbert est L(?)[0,1] et B = X, qui est borné sur
cet espace, tandis que A = A défini au § 6.2.2, (X¢)(z) = zp(x) = ¥(x)
n’appartient pas au domaine de A¢ qui est tel que p(1) = Cp(0), |C| =1:
les conditions aux limites de 1) sont

$(1) = (1) = Cp(0) alors que (0) =0

et 1(1) # C(0). La difficulté se voit immédiatement en représentation x

/ g (2) (igeae0) # [ 1 (1282 et

la différence étant [p(1)[2.
3. La fonction _ '
(,0(.13) — el(27rn+a)rc C = el®
vérifie
Acep(x) = (2mn + a)e(z) p(1) = Cp(0)
C’est donc un vecteur propre normalisable de valeur propre (277n + «) de A,
qui appartient au domaine de A¢. Le théoréme de von Neumann ne s’applique

pas car AB|p) n’est défini pour aucun vecteur |¢) de H, alors que le domaine
ou AB est défini devrait étre dense dans H.
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20.7 Exercices du chapitre 7
7.5.2 Rotations et SU(2)

1. Partons de la forme générale d’une matrice 2 x 2

-2 4)

et calculons UTU qui doit étre égal & I

2 2 * *
irr_  la|*+b]* ac* +bd B
viu = ( cat +db* |+ d? )T

V)

1
0
ce qui donne

lal? + [b]* = |ef* + |d]* =1

De ¢ = —b*d/a* et de det U = ad — bc = 1, on tire d = a*.
2. A Pordre 7,

UTU = (I +ir")(I —ir) =~ T —i(r — )

—_

et la condition UTU = I implique 7 = 77. De plus, la condition detU =
entraine Tr7 = 0. La décomposition (3.54) jointe a la condition Tr7 =

permet d’écrire
13
T = 5 Z eiO'i
i=1

les angles 6; étant infinitésimaux puisque 7 est infinitésimal.
3. Comme /N est infinitésimal on peut écrire

0 9

o

et utilisant

on déduit

4. Le déterminant de V est égal au signe prés a la (longueur)? du vecteur
V :detV = —V? et comme

det(UVU ™) = det V

on obtient W2 = det W = V2, ce qui montre que la transformation conserve
la longueur des vecteurs. C’est donc une rotation, ou une rotation fois une
opération parité.
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5. Comme W est hermitien et de trace nulle, car

Tr (UVU ) =TrV

on peut écrire W=a-W =& -V (f).
d . i . .
< [a.vw)} - —%[5.71,5-1/(9)] — G- (i x V(8)

dé

ol nous avons utilisé (3.52), ce qui montre que V(0) se déduit de V par une

rotation d’angle 6 autour de n
‘il—‘e/ =i x V(0)
A toute rotation R () correspondent deux matrices Uy : Us(6) et Ua(6 +
27) = —Ux(6).
7.5.4 Algébre de Lie d’un groupe continu

1 Comme ¢(0 = 0) = I, la loi de composition s’écrit

9(5)1 = 9(5) = g(f(?,O) = fa(ga 0) :ga

On écrit a priori un développement & I'ordre 62 de f,(6,0)
fa (ga 9) = ga + 90, + )\abcgbgc + Xabcgbgc + fabcgbgc + 0(93; 9257 952; 53)

la condition f, (6,0 = 0) = 6, entraine Ay = 0 et de méme A\gpe = 0.
3. On a d’une part, en négligeant les termes d’ordre (63, 620, 9?2,53)

UOU(O) =1—10,T, —i0,T, — %(ﬁbéc + 00:)Toe — 00, T, T,

et d’autre part,

_ _ _ 1 _ _
U(f(gv 9)) =1- iTa(ga + 90, + fabcgbec) - E(eb + 91,)(95 + gc)Tbc

En réétiquetant les indices de sommation et compte tenu de la propriété de
symétrie Ty, = Ty, car
02U
The =~
00,00y 10,=0,=0
la comparaison des deux expressions donne

gbechTc = ifabcTagbec + gbgchc
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On en déduit

Tch = Tbc + ifabcT‘a
Tch Tbc + ifacsza

et en retranchant les deux équations

[Tba Tc] = i[fabc - facb]Ta

La constante de structure Cyp. vaut
Cabc - [fabc - facb] — —Lach

7.5.5 Reégle de somme de Thomas-Reiche-Kuhn

1. De la relation générale (voir(7.41)),

X, S(P) = iDL
on tire
[P2,X] = —2ihP et [[P27X]7X] — —2i[P7 X] _ —2h2
d’ou
[%+V(X),X] — [H,X] = _ﬁp [[H,X],X]:_%Q

2. Par ailleurs, le commutateur s’exprime aussi comme
[H,X],X]=HX?-2XHX + X*’H

et en utilisant (i, |H|om) = Fndpm

(ol HX?|ipo) = Z<¢0|H|¢n><s0n|X|sam><<ﬂm|Xlsao>=EoZ|Xnol2
(ol XHX|po) = > {polX|en)(pnlHlom){om|X |00) = ZEIXnol

d’oul le résultat

2m| X 0l?
Z%(En—bﬂo)zl

n
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7.5.8 Hamiltonien dans un champ magnétique

1. Ecrivons £ sous la forme

:—mZx —qV(7. +qZA 7, )&

ou i,k = x,y, z. Ceci donne pour les dérivées partielles

oL .
5. = Pe=midkt qAy
Tk
d oL ) & .
N 5'—:Ck = mxy + q;(a"Ak’)mi
oL _ ?
Bor = —qORV — q(01AR) +q Y _(OrAi)i

i=1
d’oit les équations du mouvement

3
miy = —qOkV — qO1 A + ¢ Y _(OkAi — 0 Ay

i=1

Transformons le dernier terme de cette équation en utilisant I’expression du
champ magnétique’

— —

B=VxA ou B = ZslmnﬁmAn

ol €51, est le tenseur complétement antisymétrique, soit (exercice 3.3.7)

> ewiBi = O Ai — Ay

On en déduit
Z((‘)kA — 8 Ak mz Z&llelxl = (U x é)k

i
En remarquant que le champ électrique a pour composante k
Ej, = =0,V — 0 Ay,
nous obtenons la loi de Lorentz
*7
e

1. On peut aussi utiliser une composante particuliére, par exemple la composante =
(0c Ay — OyAy)d = B &

= q¢(E + 7 x B)
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20.8 Exercices du chapitre 8
8.6.2 Etalement du paquet d’ondes
1.
[P?, X]| = P[P, X] + [P, X|P = —2ihP
On peut aussi utiliser
[f(P), X] = —ihf'(P)
2. D’aprés le théoréme d’Ehrenfest (4.26) en choisissant A = X2

GO0 = G0y = ([T veo <)

= (P2 X7)

Mais
[P%, X?) = —2ih(X P + PX)

ce qui donne finalement

d 1
X?)(t) = —(XP+PX
S XD = —(XP+PX)
En passant en représentation x
(PX) = /dxgp*(a:) [—1— xp(x } —1/da:a:g0 )

ou la seconde expression est obtenue par une intégration par parties. En com-
binant avec

(XP) = / dxga*(x)x[ 8?2)}
on aboutit a
jt - / dm[ x* gi]

Ces résultats sont valables pour une particule dans un potentiel, et pas seule-
ment pour une particule libre.

3. En revanche, les résultats qui suivent ne sont valables que pour une
particule libre, V(X) = 0. Le hamiltonien est alors le hamiltonien cinétique
H = K = P?/(2m). On calcule la dérivée seconde de (X?2)(t)

az id sy 10d )
32 X)) = 2 K X) = — 5 (K [K X))

ot nous avons utilisé deux fois le théoréme d’Ehrenfest. Compte tenu de

[P?, XP + PX] = —4ihP?
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on trouve
d? 2

(X)) = — (P?)

dt? m

La dérivée troisieme de (X?2)(¢) et les dérivées d’ordre supérieur sont nulles
£<X2>(t)—0 n>3
dt» B -
car [K, [K, X?]] < P? et [K, P?] = 0. (X?)(t) est donc un polynéme du second
degréen t
(X0 = () =0+ 0]+ 2D e
dt t=0 2 dt? t=0

Pour calculer la dispersion, on utilise pour une particule libre

Az?(t) = (X*)(t) = [(X)(®))?

et )
S0 = 11K X = (1)
ce qui donne
(X)) = (X)(t=0) ()

car les dérivées d’ordre > 2 sont nulles.

8.6.3 Paquet d’ondes gaussien

On rappelle deux résultats sur les intégrales gaussiennes

Foo 2,2
/ dre ™" = ﬁ Ax = L
« V2a

— 00

1. Posant k' = k — F,

1\ /2 2
/dk|A(k)|2 _ (m) /dk:’ exp <_? —1

et Ak = o/+/2. Calculons la fonction d’onde au temps ¢ = 0

1/4 12 12
B 1 Fe [ dE . k
o(x,0) = (m) e Nor exp <1k x 202)

1/2 _ 1
= 01—/4 exp {ikx -3 o? x2]
T
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Le module carré de la fonction d’onde est

o?x?

ol O = —=e”

qui est bien normalisé & I'unité avec Az = 1/(v/20), et donc
1
Az Ak = -
’ 2

2. On part de I'expression de ¢(z,t)

e — (L 1/4/ dk R U
plz, = 7'('0'2 —271— exp | IKT 12m 720_2

et on récrit ’exposant, & un facteur i prés, avec k' = k — k

2 -2 N 2 2

B2 (k—F) - rES O ORRK . RE? K

kr— —t— L — ka4 ke — —t— ot
x 2m 202 Tk 2m m 2m o2

o(z,t) s’écrit
(x,t) = L v exp | ikx — ih—Eg t A
AT o To? P 2m Vor

cexp | (= - T, KT (L it
SR AT T 9, PN 2 T o

Si l'on peut négliger le terme ihit/m dans la seconde exponentielle, on obtient
simplement

(z,t) = L 1/4ex ik —ih—EQt ex 7 —h—EtQ
L e PSP T T

W ;
exp ( 5 ) o(z — vyt 0) = “Plp(z — v,t,0)

i—
m
3. Pour le calcul général, on pose

1 iRt

1
012 o2 m

et on trouve, en effectuant 'intégrale

o(z,t) = (%) v o’ exp <—%J’2(x - vgt)2> exp [i(Fz — w(k)t)]
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Prenant le module carré,

1\ 12 ,
@ = (oz) I e (~Rea (o~ o)
Le pic de |¢(x,t)|* est centré a = vyt avec une largeur

1
AxQ(t) - 2Rec’?

1 h2o4t?
Az?(t) = — (1
=) 202 ( + m2 )
La largeur du paquet d’ondes augmente avec le temps, en raison du terme
h204t? /m? dans la parenthése.
4. Az?(t) double pour

soit

m  2mAz*(t =0)

_ —11
W 7 =3.2x10 S

t =

8.6.7 Potentiel en fonction §

1. La dimension de §(z) est L~ et si g a pour dimension l'inverse d’une
longueur, la dimension de V(x) est

MPLAT 2 ML e~ = ML?T 2

ce qui est bien la dimension d’une énergie.
2. On intégre I’équation de Schrédinger écrite sous la forme

[dd— N 27;;_15] plx) = g5(2) ()

entre x = —c et x = +¢
+e
[ ¢aps =g (-2) - ¢'(=2) = 90(0)
—€

La fonction ¢(x) est continue & x = 0 mais sa dérivée ¢’ (x) ne Uest pas. Dans
le cas d’un état lié, on doit avoir

o(z) = Ae 1l pour = #£0

On a donc
©'(07) = ¢'(07) = —26A = —[g|(0) = —|g|A
d’ou 2k = |g| et la valeur de E
722 h2g2
2m 8m

FE =
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Il n’y a pas de solution impaire car ¢(0) = 0 pour une solution impaire.
Retrouvons le résultat en prenant la limite a — 0, Voa — h%g/(2m) du puits
carré dont les niveaux d’énergie correspondant & une fonction d’onde paire
sont donnés par (8.79)

ka
= ktan —
K an —
ce qui donne
V2 v/ 2m| V¢
k:w tanéztam%—ﬂ)

et

- V2m[Vo| v/2m|Vola _m|Wola _m h?|g| 1
TR T R R om 3l
3. Comme le potentiel de la molécule diatomique est pair, on cherche des
solutions paires et des solutions impaires. Pour les solutions paires,

—RT

<=l :plx)=e"" —l<x<l: plx)=Acoshkr x>1: px)=ce
La continuité de ¢ au point x = [ donne

Acoshkl =e "

et la continuité de la dérivée au méme point
—ke " — Arsinh kl = —|gle "
On remarque que
Asinh kl = A cosh kl tanh kl = e~ tanh i

d’ou I'équation donnant la valeur propre de 1’énergie

(1 + tanhkl) = lo]
K

La solution est unique et donnée par l'intersection des courbes (1 + tanh xl)
et g/k tracées en fonction de k. On peut récrire la valeur de x

9] ax
I€=7 (1—|—e 21)

Cherchons maintenant les solutions impaires, qui sont de la forme
r< =l plx)=—e"" —l<z<l: ¢x)=Asinhke x> : p(x) ="

La condition de continuité de ¢(z) et la condition sur sa dérivée a x = [ sont
maintenant

Asinhkl = e

—ke ™ — Ak coshkl = —|gle™"
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ce qui donne

lg| 2k
/@:7(1—6 2l)

Cette équation a une solution et une seule si la dérivée de |g|[1 —
exp(—2kl)]/2 > k & kK = 0, c’est-a-dire si |g|l > 1. Il n’y pas de solution
impaire si [g|l < 1.

4. On considére deux puits de potentiel profonds et étroits de largeur a
distants de [, avec a < [. On approxime donc les deux puits par des fonctions
delta, ce qui raméne au potentiel de la question précédente, et on suppose
kl > 1. Dans ces conditions, il existe deux états liés, I'un pair d’énergie
correspondant a

K4y = |i;|(1 + e_2“l)
et 'autre impair d’énergie correspondant &

lg| —2kl
_=2(1- "‘

La différence d’énergie entre les deux états est donc

E _E :_h_Q(KJQ _K/Q):h_Qngf%'il
B + 2m > + 2m
I’énergie moyenne Ey étant
1 h292
Ey=-(F E_)~—
0 2( ++E-) s
On peut donc écrire
h292
Ey ~ ——— (1422
+ 3 (1+2e72)
h292
E. ~ ——(1-2%
5 (1—2e7)

Ce sont les valeurs propres d’un hamiltonien & deux niveaux

H o h292 1 _2e—2/-cl
- 8m _26—2f-€l 1

D’apres (12.109), le coefficient de transmission par effet tunnel d’une particule
d’énergie ~ 0 par une barriére de hauteur V et de largeur 2/ est

T ~ e—4.‘£l

et les éléments non diagonaux du hamiltonien sont ~ /7.
5. On écrit la fonction d’onde

<0 : )= Ae** 4 Be ik
>0 o) =Fe* 4 Ge ke
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en choisissant le cas F' =1, G = 0. La condition de continuité & = 0 donne
A+B=1
tandis que la condition sur la dérivée est
ik —ik(A—B)=g
On en tire . .
2% b= 21
d’ou les éléments de la matrice de passage

A=1+

ig ig
My =1+ = Mg = =
11 + 5% 12 %

6. La condition .
wq(x) = elqqu(x —=1)

donne
Felk? 1 Go—ikr _ gl (Aeik(a:fl) 4 Beik(a:Jrl))

soit
F = Aella=h G = Bellath

Les conditions de continuité de ¢4 () et la condition sur sa dérivée s’écrivent
Afi—ea ] pli—dan] = g
A {g + ik (1 — ei(q*’“”)} +B {g — ik (1 - ei(q+k)z)] = 0

On obtient donc un systéme de deux équations & deux inconnues A et B dont
le discriminant A doit étre nul si 'on veut une solution non triviale. Posant
a=(qg—k)let = (q¢+k)

1 — el 1 —elf
A:d“<g+uq1—éﬂ g—w@fmw)>zo

Le calcul de A donne
A =g (e —e®) —2ik (1 —e — el 4 ei("‘w)) =0
et en multipliant par exp(—igl)
2ig sin kl — 4ik(cos gl — coskl) =0
On retrouve bien (8.108)

cos gl = coskl + % sin ki
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8.6.12 Etude de I’expérience de Stern-Gerlach

1. Comme le plan yOz est un plan de symétrie, B, doit étre une fonction
paire de x et on doit avoir

0B,
=0
oz lz=0
Par invariance par translation le long de Oy
0B,
=0
8y z=0

Les deux composantes non nulles du champ magnétique sont, au voisinage de
=0
B, = —bx B, = By + bz

Ce champ vérifie bien les deux équations de Maxwell (1.8) et (1.9) dans le
vide V x B =0 et

. - 0B, 0B.
V-B=22 4

Ox 0z = brb=0

L’énergie potentielle est

—ji B= — iy By — B, = buzxr — b,z

d’ott la force F de composantes

o(~ji- B) o(~ji- B)
ox

F, =
0z

Le terme Byz du champ magnétique a pour effet une précession de Larmor
du spin autour de 'axe Oz (§ 3.2.5) ou p, reste constant. En revanche, en
raison de cette précession, la valeur moyenne de p, est nulle : (p,) =0, et la
force suivant Oz se moyenne & zéro si le temps de transit est > 1/w, car le
spin effectue un grand nombre de révolutions autour de Oz.

2. La force sur le moment magnétique est verticale et constante ; elle vaut
F = +pb pour un spin orienté suivant £2. L’écart entre les trajectoires d'un
spin orienté vers le haut et d’un spin orienté vers le bas a la sortie de ’entrefer

est donc
1F , F(L\> ub (LY’
6=2-—t"=—|—| =— | —
2m m \ v m \v

Evaluons aussi le produit AzAp.
AzAp. ~ (107) (1.8 x 107*) (10) = 1.8 x 107 ** MKSA ~ 10°h

La description par des trajectoires classiques est bien légitime.
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3. L’énergie potentielle effective d’un spin orienté vers le haut (vers le bas)
est —ubz, et les équations de Schrédinger pour ¢4 sont

. 8g0i K2 2
—— = —-——V b =H
! ot < 2m THOZ P v+

En utilisant le théoréeme d’Ehrenfest (4.26),

SR = SR = (Py)
PO = Gl Peya] =0
SPad) = G Pos) = b

Ce dernier résultat se déduit de
FlubZ, P.] = Fihub

On en déduit

pb o
Zi)y=+—1t
(Zs) 2m

et le centre du paquet d’ondes suit donc le mouvement classique.

4. Effectuons une réflexion par rapport au plan xOy. Dans cette réflexion,
[ ne change pas, car 'orientation d’une boucle de courant située dans le plan
2Oy est inchangée. Dans cette méme opération, B change de sens, mais pas le
gradient, et donc VB est dirigé suivant —2. Mais 'image de la trajectoire dans
le miroir part toujours dans la direction +2, et donc I'image de I'expérience
dans le miroir n’est pas physiquement possible, sauf si la trajectoire n’est pas
déviée.

8.6.13 Modéle de mesure de von Neumann
1. L’opérateur d’évolution U (t,to) vérifie d’aprés (4.17)
ih 35 Ult,to) = [9()AP] U, 1)
qui s’intégre en

U(t,tg) = exp (—%AP /t g(t’)dt’)

to

Entre les instants ¢; et ty, on a donc

— 0o

. 4o .
Ulty,t;) ~ exp <—%AP/ g(t’)dt’) = exp <—% gAP)
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2. L’action de U(ty,t;) sur le vecteur |n ® @) est
Ulty,ti)ln @ @) = e 9" F/Mn @ )

Mais exp(—iga, P/h) est un opérateur de translation de ga,, et d’aprés (8.13),

(e,iganp/%) () = p(x — gay)

3. D’aprés la linéarité de la mécanique quantique, le vecteur d’état final
est

IXr) = ch|n ® ¢n)
n
L’opérateur statistique réduit de S est d’aprés (11.15),

P =" cachlm)nl{pmlen) = ZICnI [}

n,m

parce que {(om|Yn) = Opm. Le systéme S est donc un mélange statistique
d’états |n) avec un poids |c,|?, et la probabilité d’observer S dans I'état |n)
est |cn|?.

20.9 Exercices du chapitre 9

On rappelle que I'on utilise dans ce chapitre un systéme d’unités ou h = 1.

9.7.5 Moment angulaire orbital

1. D’aprés 'expression de I'opérateur moment angulaire orbital en fonction
des opérateurs impulsion et position R et P

[La, L, = [YP.—ZP,, ZP, — XP,]
[YP.,ZP,] + [ZP, X P,
i[~YP, + XP,]| =iL,

2. Partons de I'équation (c¢f. (9.40))

(7 £) (7) = f (R5'[a)(™) = f (Ra[~al(®)

ol R;z[a] est une rotation d’angle o autour de Ox. On prend « infinitésimal,
a — a + da; dans une rotation d’angle —a autour de Ox
' = Zzsina+ycosa dy = zda

/ .
Z = zcosa—ysina dz = —yda
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Dans cette rotation, 8 — 6 4+ df et ¢ — ¢ + d¢, que 'on détermine par

dy = rcosfsingdf + rsinfcos¢pdeo
dz = -—rsinfdf

ce qui donne
df = sin ¢ da do = da

Ceci permet d’identifier L,

. ., 0 0
[—idaL, f](7) = da <sm QS% + :;)Islq; 8_¢> f(7)
soit 5 6 0
. cos
L,=1i <Sm¢% + tan 0 8—¢>

Pour calculer L,, on peut utiliser la méme méthode, ou bien se servir de la
relation de commutation

Ly =—i[L., L] = — [(%Jw]

En tenant compte de

[a%,f(@} - ()
[(%J(qﬁ) 8%] 0

on obtient

. 0 sing 0
Ly =i <_COS¢% + tan @ 8_¢)

3. L’opérateur L, = —i0/0¢ est défini sur les fonctions périodiques f(¢) =
f(@ 4+ 27) et il est autoadjoint sur ce domaine (voir § 6.2.2). En revanche, la
fonction ¢f(¢) n’est pas périodique et elle n’appartient pas au domaine de
L. On ne peut donc pas définir ¢L, et écrire une relation de commutation
entre ¢ et L,. On ne peut pas non plus utiliser la méthode de 'exercice 8.7.1
car les bornes d’intégration contribuent aux intégrations par parties.

9.7.6 Relation entre les matrices de rotation et les
harmoniques sphériques

1. La fonction f(0,0, z) est invariante par rotation autour de Oz. L’action
de exp(—iaL,) sur f(0,0, 2) est équivalente a 'identité et donc L, f(0,0,z) =
0. En physique classique,

l. = xpy — Ypz
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et I, =0siz =y =0, cest-a-dire si la trajectoire de la particule suit I'axe
des z.
Par définition,

(Iml6, ¢) = Y,""(0, )

mais on a aussi

(Im|6,¢) = (Im|e” 9Lz e71Lv|g = 0,¢ = 0)
= Z (Im]e™ L= e 0Ly i\ (I'm/ |0 = 0, ¢ = 0)
U,m’

en introduisant un systéme complet d’états
Z ['m/Y(U'm!| =T
!
D’aprés le résultat de la question 1,
(I'm'10 = 0, ¢ = 0)  dmro
et d’apres (9.32),

—i¢Ls o—i0L,

(Imle 1,0y = 6,,DY (6, $)

En fait, on peut facilement obtenir le coefficient de proportionnalité car

m10= 0,6 = 0) = 5o ¥2(0 = 0,6 = 0) = | 2
en utilisant (9.61) et la propriété Py(1) = 1.
9.7.8 Puits sphérique
1. Posant E=—-Bet (h=1)
k=+/2m(Vo — B) k=V2mB
on écrit la fonction d’onde radiale dans I'onde s
r<R : u(r)=Asinkr r>R : u(r)=Be™ """

La continuité de la dérivée logarithmique donne la relation
kcotkR = —k

Comme dans le § 8.3.3, on définit U = 2mV; et k2 = U — k2. L’équation aux

valeurs propres devient
VU — k?

tkR = —
co 3



910 Physique quantique : Exercices et applications

et ses solutions sont données par la figure 8.12 (traits pointillés) pour les
solutions impaires du puits carré a une dimension. Il n’y a de solution que si
kR > m/2.

2. Supposant ’énergie de liaison du deutéron B < V{y, prenant pour masse
réduite la moitié de la masse du proton m,,/2 et rétablissant i

mpV0R2 - 7T2

24
On trouve numériquement Vg ~ 100 MeV > B.
3. L’équation d’onde radiale est

L& 4 B

o mZ 2 u(r) = Eu(r)

qui est analogue a celle de 'atome d’hydrogeéne (9.86) avec [(I4+1)/(2m) — A
et B — e

9.7.13 Diffusion de la lumiére

1. Si le photon est émis suivant 'axe Oz avec une polarisation circulaire
droite (D) ou gauche (G), par conservation du moment angulaire les deux
amplitudes non nulles sont

a=(D,0=0|T|j=1,m=1) ad=(G,0=0T|j=1,m=-1)

Si la transition est dipolaire électrique, nous avons vu au § 9.5.2 que a = a’
(avec nos conventions de phase). On en déduit, en utilisant I'invariance par
rotation de la transition, [U(R),T] =0

ap=l0) = (D,0|T|j =1,m=1)=(D,0=0|TU [Ry(0)]|j = 1,m = 1)
(D,0=0|T|j =1,m=1){j =1,m=1UR4(0)]|j = 1,m = 1)

1
= adgll)(ﬂ) =3 a(l+ cos )
On trouve de méme
aZ=l0) = adg})fl(@) = % a(l — cos )

Si le photon est émis dans la direction n = (6, ¢), il faut utiliser I'opérateur
de rotation U[R(6, ¢)] et Pon obtient

ap=l0,9) = a(1 4 cosf)el?

am=0,¢9) = a(l — cosf)el?

N = N =
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2. Si atome absorbe le photon, les deux amplitudes non nulles sont, par
conservation du moment angulaire

b=(j=1,m=1|T'|D) b = (j=1,m=—1|T"|G)

Si la transition est dipolaire électrique, b’ = b d’aprés les résultats du § 9.5.2.
En introduisant une somme d’états intermédiaires

ep—pr(0) = cp(jm) gm0 (0) = (P',01S|P) = S (P, 6/T|1m) (1m|T"| P)

m

(D,0|S|D) = (D,0|T|j =1,m=1){(j =1,m=1|T"|D) = %ab(l + cos0)

(D,0|S]G) (D,0|T|j =1,m=—-1)(j=1,m=—1T"|G) = %ab(l —cosf)

(G,0|S|D) = (G,0|T|j =1,m=1)(j =1,m=1|T'|D) = %ab(l — cosf)
(G,0|S1G) = (G,0|T|j =1,m=-1)(j=1,m=—-1|T"|G) = %ab(l + cosd)
Dans les deux cas, la distribution angulaire est

W(0) = % |la|?[b]*(1 + cos? 0)
Si le photon est initialement polarisé suivant Oz, on trouve

(x,0|Slx) = abcosh
{y, 0]5]x) 0

Dans un modeéle classique de diffusion d’un photon par une charge, un photon
de polarisation linéaire suivant Ox met la charge en mouvement suivant cet
axe, et la charge rayonne une onde électromagnétique polarisée suivant Ox
avec une distribution angulaire oc cos? 6.

Si le photon est émis dans la direction 1 = (6, ¢), on trouve

(D;0,¢|S|D) = %ab(1+cose)ei¢
(D;0,¢|S|G) = %abu—cose)e—iq5
(G:6,0|S|D) = %abu—cose)ew
(G:0,0/S|G) = %ab(ucose)e*w

Si le photon est initialement polarisé suivant Oz, on obtient les amplitudes
suivantes

(x;0, ¢|S|) abcosf cos ¢
(4:0,0[5|z) = absing
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Ces résultats se comprennent en remarquant que le cosinus de ’angle entre la
polarisation initiale et la polarisation finale est cos 6 cos ¢ pour une polarisa-
tion finale z et sin ¢ pour une polarisation finale y.

9.7.14 Mesure du moment magnétique du A°

1. La conservation du moment angulaire suivant Oz implique m’ = m, car
la composante z du moment angulaire orbital est nulle

(0 =0,m|T|m) X Smm:

L’amplitude b s’obtient & partir de a par une réflexion par rapport au plan
20z : |a| = |b| si la parité est conservée.

2. Si le proton est émis suivant une direction faisant un angle 6 avec
I’axe Oz dans le plan Oz, on peut calculer 'amplitude de désintégration en
utilisant Popérateur U[R;(0)] de rotation d’un angle 6 autour de Oy

(0. Tlm) = (6= 0,m'|U Ry (6)}Tm)
= Y (0= 0. Tl " |m)

= amm (0= O)d;}//ri) (9)

Avec les définitions de la question 1,

a1 =a a1 _1=10
272 272
et compte tenu de (9.38),
— ad Y (0) — gcos — 5dM? (0) — _psin
ay4(0) =ady’”(0) =acos - a_4(0) =bd "1 (0) = —bsin =
202 2 —22 2
3. Si le AY est produit dans un état m = 1/2, la distribution angulaire

w(f) est (car les états finaux m’ — 1/2 et m’ = —1/2 sont discernables)

0 0

w(d) = |a|?cos? 3 + |b)? sin? 3

1 1
S (laf? + %) + 5 (laf? = [b[2) cos
et par conséquent,

_ o — b2

1 2 2
- b S ) S o
Wo 2(|a| +| | ) o |a|2+|b|2

Si la parité était conservée, on aurait |a|? = [b|? et o = 0. L’observation d’un
terme en cos 6 dans la distribution angulaire de la désintégration est donc une
preuve de la violation de la parité.
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-,

4. PX Piro est le seul pseudovecteur disponible, et (S), qui est un pseudovec-
teur, doit nécessairement étre orienté dans cette direction : (S;) = (S,) = 0.
5. Le hamiltonien du spin dans le champ magnétique est

—

H=—ji-B=-9S-

sof]

Le spin du proton précesse donc autour de B avec une vitesse angulaire w =
~vB dans le plan xOz. Au temps ¢t = 7, il aura donc tourné d’un angle

A=wT =BT

L’angle de la désintégration doit étre mesuré a partir de la direction n du plan
0z

n=2Tsin\+ Zcos\
La direction d’émission du proton est
p = Zsinfcos¢+ ysinfsing + Z cosb

et

cos© = p-n = cosfcos A+ sinfsin A cos ¢
La mesure de la distribution angulaire permet de remonter a la direction de
7 (ou a Pangle \) et d’en déduire v par A = vBT.

9.7.15 Production et désintégration du méson p*

1. Calcul de a.,, (0, ¢) : R(6, @) est la rotation (9.30) qui ameéne Paxe Oz
sur la direction d’émission du méson 7+

(6,8|T|m) = (0 = 0,6 = 0JUT[R(
= ) (0=0,0=0[T|m')(m'|UT[R(

/

am(97¢) 7¢)]T|m>

0
0,¢)]lm)

ot nous avons utilisé I'invariance par rotation [U,T] = 0. Par conservation du
moment angulaire,

(0 =0,06=0|T|m") < 6o = admo

car si le méson 7 part dans la direction Oz, son moment angulaire suivant
cette direction est nul. D’autre part,

' = O[UN R, B)]lm) = (mlUIRE, 6)]lm’ = 0)" =[S0, 0)]

o™ d}5 (6)
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On obtient les différentes amplitudes de désintégration en utilisant (9.39)

a1(0,9) = aei"bd%)(ﬁ) = —% ' sin @

ad&)(ﬂ) = acosd
9) = ae ?dly(0) =

=
S~—
I

a 4 .
e ?ging

V2
d’oit les distributions angulaires

lal*

Wi=W_, = a4 sin? Wo = |a|2cos29

On note que Wy + Wy +W_1 = |al? : en conséquence, si le méson p n’est pas
polarisé, la distribution angulaire est isotrope, ce qui est nécessaire car il n’y
a pas de direction privilégiée. Par la suite, on normalisera W par

Wi+ Wo+W_1 = |a|2:

2. Si le vecteur d’état initial est donné par

N= Y cnllm) > femlr=1

m=—1,0,1 m=—1,0,1

lamplitude de désintégration a) sera

ax(0,¢) = (6,6|T|X) =Y (0, 6|T|1m)(1m|A) = Zcmam

m

et la distribution angulaire

= Z CmC:n/am (95 QS)CL;;,L/ (97 QS)

L’expression explicite de W) est donnée a la question suivante.
3. Pour chaque composante du mélange statistique de poids p,, la distri-
bution angulaire est

Wy =Y Ve a0, ¢)as, (0,0)
m,m’
et la distribution angulaire correspondant a l'opérateur statistique p

W,(0) = me— DN AR B (S o ()

A,m,m/’

= Z pmm’am 0a ¢)am’ (0’ ¢)
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On simplifie le calcul en remarquant que ppm = pl/.,
m #m/ P! Am G + PG @, = 2Re (Prmy ama,)

Par exemple,

* P10 ip o:
Re arap) = —Re [ —= €'? sinf cos f
(Plo 1 0) (\/5 )

Le résultat final est

1 .
W,(0,9) = poo cos? 0 + 3 sin? O(p11+p-1.-1)

—|—L sin 20 Re (e —i¢ pP—10 — el? pm) — sin? O Re (e %¢ plﬁ,l)
7
Pour obtenir la distribution angulaire de la question 2, il suffit de remplacer
p11 — |c1l?, pio — cic, ete.
4. Le seul pseudovecteur & notre disposition est 7, et (f ), qui est un
pseudovecteur, est nécessairement dirigé suivant n. En utilisant I'expression
(9.24) de J, et J, pour j = 1, on trouve

TrpJ, = 2(Repio+Repy—1)=0
TrpJ, = 2(Impyo+Impg_1)=0

soit p1g + po,—1 = 0. Dans 'opération Z, qui est une réflexion par rapport au
plan zOy, la cinématique de la réaction est inchangée : comme la cible n’est
pas polarisée et comme la parité est conservée, la réaction est identique a son
image dans le plan 2zOz. On doit donc avoir

[0, 2] =0 ou Z~'pZ=p

On utilise ensuite

II|1m) = n|im)
ot 7 est la parité du méson p (n = —1 car le méson p est, comme le photon,
un méson vectoriel). On en déduit

<1m|1—[ei7rJz pefinzH|1ml> _ |n|267i7r(m’,m)pmml

soit
Pmm’ = (_1)mim/ Pmm/
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9.7.17 Désintégration du X°

1. Si le photon est émis suivant 'axe Oz, la composante suivant cet axe du
moment angulaire orbital est nulle, et la conservation du moment angulaire
est assurée pour les amplitudes a et b, mais non pour c¢ et d, qui sont donc
nulles.

2. Les amplitudes a et b se déduisent I'une de ’autre par une réflexion par
rapport au plan xOz, et si la parité est conservée dans la désintégration, alors
|a| = |b]. L’opération de réflexion ) (9.100) agit de la fagon suivante sur les
états du photon dont la parité est impaire, 7, = —1 (voir (9.104))

YD) = —|G) Y|G) = —-|D)

tandis que pour le X9 et A? (voir (9.102))

Yiim) = as(=1)Y27"|j,—m)
Yigm') = ma(=)VE |, —m)
et comme m’ = —m, on obtient un facteur global

nenany (=)' T =ngna =1

On peut aussi utiliser directement (9.119)

nEnAnv(_l)jE—jA—jw =1

La transition est dipolaire magnétique car les parités de ’état initial et de
I'état final sont les mémes.

3. Si ' est 'impulsion du photon, 'amplitude d’émission du A° dans la
direction —p avec une projection du spin m’ sur p lorsque le photon est polarisé
circulairement a droite est

aB'(0) = (D,m:0TIm =1/2)
= (Dm0 = 0[UT[Ry(6))lm = 1/2)
= S(D.w'6 = O[Ty (" [UT[R, (0)]]1/2)

m'’

= a d(;f) (0) = acos g

car seule la valeur m” = 1/2 donne une contribution non nulle. On a donc
m’ = —1/2. Un calcul analogue donne pour la polarisation circulaire gauche

du photon
aft' (0) = bd\'"?) (0) = —asing

Seules les amplitudes aglz_lm(@) et agb’:l/z (f) sont non nulles.
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9.7.18 Coefficients de Clebsch-Gordan du couplage L-S

Pour j =1+ 1/2, d’aprés (9.18)

J_p(l+1/2,m) = \/(j +m)(j —m+1) p(l +1/2,m — 1)

tandis que

(L_ —S_)(m—1/2,1/2) VI+m+1/2)1—m+3/2)
xh(m —3/2,1/2) +p(m — 1/2,-1/2)
(Lo =S )p(m+1/2,-1/2) = /(+m+1/2)1—m+1/2)
xab(m —1/2,-1/2)

On identifie les coefficients de ¥(m — 3/2,1/2) et ¢(m —1/2,—1/2)

am 1V +m+1/2) (1 —m+3/2) = am/ (I +m—1/2)(1 —m +3/2)

On simplifie par 1/l — m + 3/2 pour obtenir la relation de récurrence entre
Qy, et ap—1. En identifiant le coefficient de ¢(m — 1/2,—1/2), on obtient

B/ +m+1/2) 1 —m +3/2) = am + B/l +m +1/2)( — m + 1/2)

soit

1
Bm—1VI—m+3/2= \/m—f—ﬂm l—m+1/2

De |a|? + |Bm|? = 1, on déduit

_ Jl=m+1/2
Pm = 204+1

et on vérifie que c’est bien le signe + qui convient.

20.10 Exercices du chapitre 10
10.4.2 Propriétés mathématiques
1. On procéde par récurrence en supposant [N, aP] = —paP
[N,a?*™'] = [N,aa’] = [N,a]a? + a[N,a?] = —(p + 1)a?*!

Considérons un monéme? en a et a’, P = (a')%a® et calculons son commuta-
teur avec N

[N, (a")?a?] = [N, (a%)?]a” + (a')I[N,a] = (¢ - p)(a’)?a”

2. Lorsque 1’on écrit une combinaison de a et al avec tous les a a droite et tous les a a
gauche, on dit que 'on a écrit cette combinaison sous forme normale (§ 17.4.2).
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qui s’annule seulement si p = ¢. Comme toute fonction de a et a peut s’écrire
comme une somme de tels monémes, en utilisant si nécessaire la relation de
commutation [a,a’] = I pour mettre les opérateurs de création et d’anni-
hilation dans un ordre adéquat, on voit que la seule possibilité d’avoir un
commutateur nul est que cette fonction soit une somme de termes de la forme
(a")PaP. Tout monome de la forme (af)PaP? peut s’écrire comme une fonction
de afa en utilisant les relations de commutation (10.8). Si un opérateur A
commute avec NN, c’est obligatoirement une fonction de N : A = f(N). Il
n’existe pas d’opérateur indépendant de N et commutant avec N et

(n'|Aln) = (0’| f(N)In) = f(n)nn
2. Soit un vecteur |p) orthogonal a tous les vecteurs |n), (p|n) =0 Vn
P'In) = n) P'ley =0
Montrons que [P’,a] = 0. 1l est évident que
(n[[P’,alln) =0 (el[P",allg) =0
Examinons (p|[P’,a]|n) et {¢|[P’, a]|n)
(plP'aln) = (p[P'a’|n) =0

{
(plaP’ln) = (plaln) = Vn (pln —1) =0
(nfa'P'ln) = (nla'le) = Vi +1 (pln+1) =0

et donc [P’,a] = 0 et [P’,a’] = 0. Le projecteur P’ commute donc avec a et
af, et d’aprés le théoréme de von Neumann, c’est un multiple de I'identité,
soit P’ = I, soit P’ = 0. La seconde éventualité étant exclue, reste P’ = I.

10.4.3 Etats cohérents
2. En utilisant le théoréme d’Ehrenfest (4.26)

d
(9 () = {[a, H]) = hw(a)(?)
car [a, H] = hwa. Si la condition initiale est

(a)(t = 0) = (¢(0)]ale(0)) = 2o

la solution de ’équation différentielle ci-dessus est

(@)(t) = zoe ™"

ik

3. On veut, en outre, que (p(0)|a’ale(0)) = |z0|?, ce qui implique, avec
b(z0) = a — 2o
{P(0)[b"(20)b(20)|0(0)) = ((0)]a’ale(0)) — z0(2(0) a|io(0))
~25{(2(0)|alp(0)) + |20/
= (p(0)|(a’a — |20*)(0)) = [[b(z0)(0)[|* = 0
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ce qui n’est possible que si b(z)|¢(0)) =0 : |¢(0)) est vecteur propre de b(zg)
avec la valeur propre 0

b(20)[¢(0)) = 0 soit ale(0)) = 20/¢(0))

4. On utilise (2.72)
A B _ (A+B 3[A,B]

ete
avec
Azi(z—z*)(a—l—cﬁ) B:C—/(z—kz*)(a—aT)
V2 V2
et 1
c=—c =— A+ B=—z*a+ zal
V2

L’égalité (2.72) est valable parce que [A4, B] est un multiple de l'identité qui
commute avec A et B. On utilise un systéme d’unités tel que

h=mw=1

ou de facon équivalente, on utilise les opérateurs Q et P de (11.4) au lieu de
Qet P

[4,B] = —5(: = 2°)(z + 2)[@, P = 5 (2 — =)

On doit donc choisir
f(z,2") =exp (—1 [* — z*ﬂ)
’ 4

Dans ces conditions, la fonction d’onde de 'état cohérent ¢ (q) en représen-

tation ¢ est
1 2 *2) (1 * )
exp| —— 12—z exp | —=lz — 2

<(@lewp (~ [+ 1P ) 10

e (~5 5 == ) o (5 [ - =10

%0 ( - %[z+z*]>

ol ¢p(q) est la fonction d’onde (10.23) de I'état fondamental de l'oscillateur
harmonique. D’aprés (10.37), les valeurs moyennes de @ et de P sont

v2(q) = (q|D(2)|0)

\)

(@ = 5z +27) (P) = —=(z-27)

Sl
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et on peut récrire le résultat précédent

-0 = iz o (5 Q) ) exp (Pl exo (50~ ()2

En rétablissant les facteurs dimensionnés

v-(q) = (%)M exp ( 2ih<Q><P>) exp <i<

Le facteur de phase global

1) oxp (-5 %2 - (@)?)

e (-5 @)

est physiquement non pertinent et peut étre omis.
5. On écrit, avec z = pexp(if) et Apm = (n|Alm)

{z14]z) = Z<Z|n><n|A|m><m|Z>

n,m
- —|Z| Z mZ Z
'\/n'

_ —p? ﬂ i(m—mn)0 n+m
¢ Z vnlm! ¢ P
ot nous avons utilisé (10.31)

(mlz) = ole?2 2
vm!

Ecrivant le développement de (z|A|z) sous une forme générale
I =3 5 et
q=0 p=—o0
on déduit

1 dRe zIm z
I oW e —1p0 A
o= | T (21412

et on peut faire I'identification
Anm = Vnlm! Cm—n,m+n

avec (m—mn) et (m+n) entiers, (m-+mn) > 0. On peut donc a partir de (z|A|z)
obtenir tous les éléments de matrice A,,,,.
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10.4.4 Couplage a une force classique

1. D’apres (10.68),
a(t) = ettot/h g o —iHot/h — g g=iwt at=0)=a

d’ont _ _
a(t) =ae al(t) =alelt

la formule pour af s’obtenant par conjugaison hermitienne. L’équation diffé-
rentielle (4.44) pour U(t) devient

ihc(li_[t] = —(ae™¥! ot o) F(OT(t) = W)U (1)

avec la condition aux limites U (t = 0) = I.
2. Divisons I'intervalle [0,¢] en n >> 1 intervalles infinitésimaux At; pour
un temps At infinitésimal, 'opérateur d’évolution U (t; + At, t;) est donné par

U(t; + At t;) ~ e AWE)/A
avec
i T . iwt; . —iwt; *
~ AtW (t;) = [1f(tj)aT el +if(tj)ae tﬂ] = (jaT - (ja

ol _
Cj = iAtf(tj) elwtj

L’opérateur d’évolution U(t) est

n—1 n—1
Ut) =[] exp (Ga' - ¢a) = [ D)
j=0 j=0

ot D(() est Vopérateur de déplacement (10.40). D’aprés (10.42),

D(G1)D(Co) = explilm(i(y)] D(¢ + Co)
D(¢2)D(¢1)D(Co) exp [iTm (G2(¢7 + Cg) + €1¢5)] D(Ca + 1 + o)

d’ott le cas général

D(Ga1) -+ DICID(G) = exp | 5 3G — GG | DGua 4G +Go)

j>i

A la limite At — 0, avec ((t) = if (t) exp(iwt)

S GG - GG) = / dt’ dt"e (¢’ — ¢")¢()¢ (1)

Jj>i
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ce qui donne la phase ®. Par ailleurs, (10.42) donne

D(Gn1 4+ (i + ) = exp Zg exp [(Guy + -+ C1 + o) ]

X exp [(Cn_l + G+ Go)" a]

et & la limite o t — 0

D = exp {—%/dt' dt"¢(t')¢* (t”)} exp|z(t)a'] exp[z*(t)a]
—exp [~ 3la(0 | exp0)a el ()

3. Calculons l'intégrale dans le second terme de D pour ¢ > to

to , +o0 o, ~
2(t)=1i [ f(t)e dt = i/ f)e " dt’ =if(w)

— 00

z(t) est indépendant de t. Nous obtenons finalement un opérateur U (t) indé-
pendant de ¢ pour ¢t > t,

- _ 1 -
U(t) = exp (ian(w) exp (iaf*(w) exp(—i®) exp <—§ |f(w)|2>
Ceci nous permet de calculer 'amplitude de transition n — m

Apn(t) = (m[U(®)In) = (m|Us()T (£)|n)
= T Et (| T (t)|n)

Le résultat est particulierement simple si I'oscillateur est dans son état fon-
damental au temps ¢ = 0 car U(t)|0) est alors un état cohérent |z =if(w))

U(1)]0) = e 71 e T2 eI j0) = o~ [if(w)
La probabilité d’observer un état final |m) est donnée par une loi de Poisson

(10.34) N
(F@r)” e (liwr)

m!

10.4.5 Opérateur de phase

1. Ecrivons a = Ae'®. Nous en déduisons aa’ = A? et, compte tenu de
[a,af] =1
ala+I=N+1=A4A?
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Il en résulte

A = \/N+I:i|n>\/n+1<n|
n=0

1
n+1

AT = (N DT =Y ey
n=0

d

Comme A~' est défini, on peut écrire
el =A"1qg

Montrons que exp(i®) est précisément £ = ) |n)(n + 1|. Pour ce faire,
comparons les éléments de matrice de E et de exp(i®)

(mlElp) = 3 i)+ 11p) = Gy
(mlA™talp) = 3 (i) ——nlalp) = 8y

n

en utilisant (10.17).
2. Compte tenu de [E, ET] = |0)(0|, le commutateur [C, S] vaut

i
€.8] = —510)(0)
et si Pétat de Doscillateur est |p)
1 2
A,CALS > 1 1{]0)|

Si la projection de |¢) sur le vide est nulle, alors A,C et A,S peuvent étre
simultanément nuls

C?% 4+ 5% =T1—10)(0|
et si (¢|0) = 0, alors les valeurs moyennes de C? et S? vérifient
(C%)p + (8%, =1

3. En suivant la méthode conduisant a (10.50), il est facile de calculer la
valeur moyenne de E dans I’état cohérent |z), z = |z| exp(if)

22n+1

(lElz) =S s o

0
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10.4.7 Transformations de jauge non abéliennes
1 L’expression de 77 est
7 =otot (—iﬁ - qA’) Qb
Remarquons tout d’abord que
V(Q®) = (VQ)® + QVD

On souhaite avoir 7= 7’

7 = ot (—ﬁ — i H(VQ) — qQ—h&’Q) )
d’ot la condition

—iV — gA = —iV —iQ"1(VQ) — ¢Q TA'Q

soit .
A = QA - L(v)Q!
q

Dans le cas abélien, le champ A est un nombre, et non une matrice
QA=A
et on retrouve ~ L
A =A—-VA
2. Choisissons une transformation de jauge infinitésimale

Q=T-igY A7) (%aa> =1 —iqT

Alors, . . .
QAQ ' ~ A —ig[T, A]

(69)971 ~ —iqZﬁAa <%O’a>

Les relations de commutation (3.52) donnent
T K = |38 (200) S A (20 )| =13 canctod, (20
) - - b 9 bl - c 2 c - ” abciAbc 9 a

d’ou, par identification du coefficient de o, /2

et

-,

§Ag = A, — Ay =-VAa+q)_ carcMpA,
b,c



20. Corrigés d’une sélection d’exercices 925

3. Nous avons établi la forme de la dérivée covariante en exigeant )’ = 7,
et par construction
oD =D’

On peut écrire 'équation de Schrodinger indépendante du temps (A =m = 1)
1 N2
5 (—iD) o= B =0 l¢/

sous la forme
1 2\ 2
5070 (—iD) 0o = EQ'e

En multipliant les deux membres de ’équation par €2, on obtient

1 N2
5 (—iD’) & = £/

20.11 Exercices du chapitre 11
11.6.1 Propriétés des opérateurs statistiques

1. Prenons un vecteur |p) de la forme
|§0> = (07 7a‘i705"' 7Oaajvoa"' 70)

On doit avoir (¢|p|e) > 0, ce qui implique que la sous-matrice 2 x 2 A

A= < Pii  Pij >
Pji  Pjj
doit étre positive. D’autre part (p;;+pj;), qui est la somme des valeurs propres
de A, vérifie (pi; + p;;) < 1. On en déduit que le produit des valeurs propres
de Aest <1/4
1
0 < piipjs — lpis* < 1
Si pi; = 0, ceci implique que p;; = 0.

2. La condition d’un test maximal avec 100 % de succés implique qu’il
existe un vecteur |¢) tel que Tr pP, = 1, avec P, = |p) (], et donc (p|p|y) =
1. On choisit une base orthonormée ou |p) est, par exemple, le premier vecteur
de la base, |¢) = |1). Dans ces conditions, les éléments diagonaux de p vérifient

p11=1,pi =0,1#1

car le test |}, |¢) # |1) a une probabilité nulle. D’apreés la question précédente,
tous les éléments non diagonaux sont nuls, p;; = 0,7 # jet p = @) (| = [1)(1].
Montrons d’abord 'inégalité pour deux opérateurs statistiques p’ et p”

Tr(p'p”) <1
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Soit

p=> pili)l P’ = pala)a
4 et
les décompositions de p’ et p” sur deux bases orthonormées. Nous avons

p0") =Y pipa(nli)(ila)(aln) = Zplpa [(i[er)[?

TLZO(

et I'inégalité découle immédiatement de |(i|a)|> < 1. Si p/ = p” = p, alors
(t|lay = G0 et
Trp® =) p;
i

3. La condition nécessaire et suffisante pour que Tr p? = 1 est qu’un seul
des p, soit non nul, et donc égal & un : p représente alors le cas pur |i). Si

p="+(1=N)p"

alors
Trp? = MTr (p)2 + (1 — A)*Tr (p")2 + 201 — N)Tr (p'p")

On ne peut avoir Tr p? = 1 que si Tr (p'p”) = 1, et donc p' = p”’ = 1.
4. On a manifestement p;; = pj; et

Trp=2 pi=) leml =
7 i,m
d’apres (11.6). La positivité se montre en remarquant que, si |¢) = . A;li)

(lplp) = ZA pishi = D7 NcimCimi = Z)Z/\ cm) >0

,J,m
11.6.2 Structure fine et effet Zeeman du positronium

1. La masse réduite est la moitié de celle de I’électron et les niveaux
d’énergie se déduisent de (1.36)

R

B, ===
2n?

2. Ecrivons explicitement l'action de o, et o, sur les vecteurs |e1e2)

01202 | + +) | = =) O1yo2y| ++) = —[——)
01202 +—) = |—+) o102yl + =) =|—+)
01202:| — +) |+ -) O1y02y| —+) = |+ —)
01202 — =) = |+ +) O1y02y| — =) = —|++)
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et 01,09, |e162) = €183]e182), ot Vaction de 4 - 7o

g1 Gol++) = [++)
G- Go|+ =) = 2[—4)—|+-)
G1-03| —+) = 2/+-)—|-+)
Gr-02]—=) = [—-)

Les états |I), [II) et |[I1I) sont des états de spin 1, et |[IV) un état de spin 0.
On trouve plus simplement 'action de 7 - &5 en utilisant la composition de
deux spins 1/2 (§ 9.6.1).

3. Les résultats de la question précédente impliquent

a1 - 02|I) = |I) Gy - Go|IIT) = |I11)
ainsi que
1
gr-0olll) = —(|+—-)+|—-+)) =11

. 1 o
a1 - 02| IV) —35(|+—>—|—+>)— 3[1V)

4. Dans la base {|I), |IT),|I1I),|IV)}, les projecteurs P; et P_3 ainsi que
01 - 0o sont diagonaux

10 0 O 0 0 0O
01 00 0 0 0O
Pi=1 901 0 Ps=110 00 0
0 000 0 0 0 1
10 0 O
. - _| 010 0
Gr2=1 0901 0
0 00 -3
Si P1 = M + pudy - 2, on doit avoir
Adp=1¢et A=3u=0
soit A\ =3/4 et p=1/4. On déduit Ps =1 — P,
1 1
'P1:Z(3I+51-52) 7)7321([—5'1-5)2)
5. On a immeédiatement Pia| + +) = | + +) et P12| — —) = | — —), tandis
que
1
Pzl + =) =5+ =) +2 =) —[+-)=]-+)

et en général Pisle1ea) = |eger).
6. On connait les valeurs propres et les vecteurs propres de 77 - G2, et donc
ceux de H



928 Physique quantique : Exercices et applications

— |I), |IT), |III) sont vecteurs propres de H avec la valeur propre Ey+ A
— |IV) est vecteur propre de H avec la valeurs propre Ey — 34
7. Le facteur gyromagnétique du positron est I'opposé de celui de 1’élec-

tron : Yo+ = —7.— = —¢/m. Le hamiltonien total s’écrit
. S B qeh
H = Hy — (e~ + fle+) - B= Ho — 2m(fflz — 022)

Examinons l'action de l'opérateur (o1, — 02,) sur les vecteurs de base de Hy
(012_02Z)|++>:0 (012_022)|__>:0

(O’lz — 0'22)|II> = 2|IV>
et

(II|H,|IV) = (IV|H,|II) = 2 <_ 37:) — 24z

La forme matricielle de H est, dans la base {|I), |[IT),|III),|IV)}

Ey+ A 0 0 0
H— 0 Ey+ A 0 2Ax
o 0 0 Ey+ A 0
0 2Ax 0 Ey—3A

Il y a donc deux vecteurs propres évidents |I) et |I1I) avec les valeurs propres
Ey 4+ A. Les deux autres valeurs propres sont obtenues en diagonalisant la
matrice 2 X 2

1 2z

r_
H _EOI+A<2x 3

) = Eol + AM

L’équation aux valeurs propres de M est
M 2N - (3+42%) =0
ce qui donne les valeurs de I’énergie

Ei=Ey— A+2AvV1+2?

Pour z = 0, on retrouve les valeurs Ey+A et Ey—3A, tandis que pour |z| — oo,
les vecteurs propres tendent vers ceux de (o1, — 02, ) avec les valeurs propres
+2Az.

11.6.3 Ondes de spin et magnons

1. Comme les valeurs propres de (&, - 0+1) sont comprises entre —3
et +1

EZENA—ENA:O
2 2
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Si le vecteur d’état est tel que (&), - Fnt1) = 1, on obtient le fondamental
Ey = 0. Ce vecteur d’état est

Po=[+++-++)

car

(Gn - Tnt1)|Po) = [Po)

2. L’opérateur P, 41 échange les spins n et n + 1 : nous avons vu dans
la question 5 de I'exercice précédent que pour deux spins

Pul++) = [++) Pra|==)=1--)

Pil+-) = [-+) Pra| =+) =1+-)
et le nombre de spins up moins le nombre de spins down est inchangé. Les
vecteurs propres de H sont donc des vecteurs ot le nombre de spins up moins
le nombre de spins down est une constante. En particulier pour létat |¥,,),
cette constante est N — 1. L’opérateur I — Py, 41 appliqué a |¥,,) donne zéro
sur toute paire de spins up, et seules les paires (n — 1,n) et (n,n + 1) vont

donner un résultat non nul. Comme P,,_1 ,, par exemple, échange les spins
n—1letn

Poctal ++++ -4+ = [+ ++—++++)
soit
'Pnfl,n|\:[jn> = |\Ijn71> 'Pnfl,n|l:[lnfl> = |\Ij’ﬂ>
on obtient
(I - 'Pnfl,n)|\11n> = |\:[Jn> - |\Iln*1>
(I - Pn,n+1)|\l’n> |\I’n> - |\I’n+1>

Ceci donne l'action de H sur |¥,,)
HIW,) = —A(|%0m1) + 1) = 210)

3. Examinons l'action de H sur |ks)

N-1 N-1
Hlks) = Z FH W) = —A Z eiksnl(|‘1’n—1> + |Vpg) — 2|‘I/n>>
n=0 n=0
mais
Zeiksnl|\1jn71> _ Zeiks(nfl)l eiksl \Iln71> _ eiksl Zeiksnl|\1jn> _ eiksl ks>
On a donc

H|ks) = 2A(1 — cos ksl)|ks)
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Les fréquences propres sont
wi = 2A(1 — cos ksl) |ks| = 0 wp =~ (AI?)k?

Il est également intéressant d’adapter la méthode du § 5.1.2 en remarquant
que H peut s’écrire sous la forme

H=—-A(Up+Up'—2)

ot Up effectue une permutation circulaire des spins n — n + 1 et chercher les
vecteurs propres |Ug) de Up. Ecrivant

W) =D "clWn)  Uplw,) =€ |w,)
avec 2
s
0y = — = kgl
N (
On doit avoir .
Cny1 =% ¢y,

11.6.4 Echo de spin et décomposition des niveaux en
RMN

1. Le calcul de a(w) donne

5 2
i) =75 =5
En utilisant (3.59) et 0305 = 0; +1)_, €ijk0k, On montre

—iao, —iao, . : . : : _
e oye = (Icosa —io,sina)o, (I cosa —io, sina) = o,

ce qui donne
U(t) = —io,

Partant de
1 1

on obtient en ’absence de relaxation

U(t) B <I+ %5pay>:| Ut(t) = % <I+%5pay>

En présence de relaxation,

op =dp(t = O)e_t/T2
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puisque T5 est le temps de relaxation transverse, et donc

Ut)pt =0)UT(t) = % (I+ % Spoy e_t/T2)
indépendamment de §. L’opération de rotation du spin d’un angle 7 permet de
réaligner les spins dans une méme direction : dans U'intervalle [0, ¢/2], les spins
s’alignent de facon aléatoire, car chaque spin voit un désaccord § différent,
mais apres renversement des spins, ’évolution dans Vintervalle [t/2, t] réaligne
tous les spins dans une méme direction.

2. Par définition du produit tensoriel de deux opérateurs

(A® B)le @) = [Ap ® BY)
d’ott 'on déduit
(A® B)? = A? @ B*
et )
(ng) ® 022)) =1

Ceci donne 'expression de Us2(t) en développant Uexponentielle. L’opérateur

de rotation de 7 est
U[RLY ()] = —io,

Afin de simplifier les notations, posons US) =X, Uéi) =Y et aii) = Z;, dou

Ulg(t)(Xl)Ulg (t) = [Xl coswiat + (Y1 X ZQ) sin wlgt] Ulg(f,) = X1

Comme le temps caractéristique de 1’évolution due au couplage des spins est
trés grand par rapport a la durée d’une rotation de Rabi, on peut négliger
cette évolution propre pendant la durée de la rotation, qui est essentiellement
instantanée a I’échelle de I’évolution libre.
3. Les valeurs propres de agl) ®0§2) sont +1 et —1. En I’absence de champ

de radiofréquences, on aura donc 4 niveaux d’énergie

h(é(l) + (5(2) + wlg), h(é(l) — (5(2) — wlg),

h(—=6W + 6@ 4 wyy), A(—0W — 6@ 4 wyy)
Ces niveaux sont représentés sur la figure 5.10, avec les 4 transitions permises,
qui ont donc pour fréquences

2|60 + wis| 2|6 + wis|

11.6.6 Inégalité de Wigner

La variable o179 par exemple n’est pas admissible car elle est non locale.
Une distribution de probabilité ne contredisant pas la localité est

P(U1, 02,03;T1, T2, T3)
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On trouve pour pys et p;oy

Pos = P(H+—i——H)+pl=+—+-+)
Pz = P(+—+i—+-)+p(+-——++)

Les probabilités étant positives, on déduit de ces équations

Pi2 + P2g = P13

C’est 'inégalité de Wigner, un exemple d’inégalité de Bell. Elle n’est compa-
tible avec le résultat (11.48) de la mécanique quantique que si

0 0 0
sin? 712 + sin? 723 > sin? 713
2 2
Choisissant 3 = 0, 61 = —f03 = 6, cette équation devient

0 1
COSQ§§§ soit w/2<60<m

11 existe donc un intervalle |0, /2] en 6 ou la mécanique quantique est incom-
patible avec la contrafactualité.

11.6.7 Etats de Hardy

Les trois configurations ayant une probabilité nulle sont données par
pla—,B-) =p(as,B4) =p(A-,8-) =0
En effet, les amplitudes de probabilité suivantes sont nulles
(a-B_|®x) = (a1 f1|Pm) = (A [ |Pu) =0
Les probabilités non nulles sont

p(A-l-va-l-aB—aﬂ—) 5 p(A-l-aa—i-aB—aﬂ-i-) ; p(A-l-va-l-aB—i—vﬂ—)
p(A-Fva—vB-l-aﬁ—) 5 p(A-Faa—vB-l-aﬁ-'r) ; p(A—aa—aB-‘rvﬂ-F)

On en déduit
p(Ay|B-) =1, ce qui contredit p(A_|B_)#0

Il n’existe aucune distribution de probabilité jointe qui permette de calculer
les valeurs moyennes, par exemple on ne peut pas calculer (A3) comme une
moyenne d’ensemble

(AB) = > Asf p(As,ax, B, Bs)

At Bx
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11.6.8 Photons intriqués en polarisation

1. Evaluons le vecteur |00 )

00.) = (cosf|z)+sinbly))(—sinb|z) + cosbly))
= —sinfcosf|zz) 4 cos® Olzy) — sin? |yx) + sin 6 cos O|yy)

Pour obtenir |0 6), il suffit d’échanger = < y
|0.6) = — sinf cos |zx) + cos? O|yx) — sin? O|zy) + sin 6 cos O|yy)
et on obtient en soustrayant la seconde équation de la premiére
100.) —10.0) = |xy) — |yz)

2. Pour le photon 1

1 i
5= 5D)+1E) = —5(D)+16)
et pour le photon 2, il faut changer |y) en —|y)
) = —(~ID)+1G))  |y) = ——=(1D) +|G))

V2 V2

et on trouve pour des photons ayant une direction de propagation opposée

@) = ﬁ(|DD> - 1GG))

Remarque : si les deux photons ont la méme direction de propagation, comme
c’est le cas des paires obtenues par conversion paramétrique, alors

@) = _EUD@ —|GD))

Dans les deux cas, on vérifie que la composante Oz du moment angulaire est
nulle : (X1, + X2,)|®) =0, ot £, est donné par (3.26).
3. On trouve
! 1
V2 V2

L’application de ¥, montre a nouveau que cet état est de moment angulaire
Z€10.

w) (106) +10.61)) = —=(IDD) +1G@))
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11.6.11 Etats GHZ

1. Examinons par exemple laction de X, sur |¥). Compte tenu de
=) )=l k)=l el =i

nous avons

Zal®) = == [0 = ==) = (] ++4)] = 9)

Comme |U) est vecteur propre de ¥,avec la valeur propre +1, le produit
Ay B,Cy du résultat des mesures de 044, oyp €t 0y sera A, B,Cy = 1.
2. Nous avons cette fois

S|w) = % [ = —=) = | ++4)] = —|¥)

et donc A, B,C, = —1. Or, compte tenu de A? = B} = C; =1
A, B,C, = (A, B,C,)(AyB,C,)(AyB,Cy) = +1

et il y a donc contradiction avec la localité : aprés avoir interagi initialement,
les spins ne peuvent pas transporter I'information sur les valeurs de A, - - - C.

11.6.13 Discrimination entre deux états non
orthogonaux

1. Etant donné que
. 9 op 2
sin® @ + cos 20 = cos” 6
la norme du vecteur cosf|04 ® 1) est inchangée. Nous avons

[®1) — +£sinf|lsa®0p) +sinfl0s @ 0p)
= V2 sinf| +£4®0g) + cos!/? 20114 ® 1)
2. L’état |0p) est corrélé a deux états orthogonaux de A, |[+4) et |—a),
et ces états peuvent étre distingués sans ambiguité dans une mesure. L’état

[14) est corrélée a |1g) quel que soit I’état |tp4). On peut donc effectuer la
distinction avec une probablité

2sin% 0 =1 —cos20 =1— (¢_|py)

Noter en effet que
2sin? 0 4 cos20 = 1
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3. Si V1 cosf = sinf, c’est-a-dire si t = tan? 6, alors le résultat final de
I’ensemble des transformations est

cosf0) £sinf|1) — V2 sinf |+ @y) + cos'/?2 0|0 @ ')

A T'aide du modulateur électro-optique, on fait tourner la polarisation de /4,
ce qui permet au au prisme polarisant PP; de distinguer les états |£), et donc
les états 14 avec une probabilité 2 sin? 6.

11.6.14 Interférences des temps d’émission

1. Comme la longueur de cohérence des photons convertis est petite par
rapport a la différence de marche entre les deux bras, on ne peut certaine-
ment pas observer d’interférences dans un interféromeétre individuel. Mais il
existe une raison plus fondamentale, qui sera expliquée a la fin de la question
suivante.

2. On peut écrire quatre amplitudes de probabilité différentes pour la détec-
tion jointe des photons en D; et Do

A = abdl B =aba?
A = e%atal B' =Y alaZ,

L’amplitude al, correspond au trajet du photon (i) passant par le bras court
de l'interférométre, a® au trajet passant par le bras long. La mesure du temps
d’arrivée des photons permet de distinguer les trajets (CL) et(LC') ; méme si
le temps d’émission de la paire est inconnu, le photon passant par le bras long
arrive plus tard que celui passant par le bras court. Par exemple, dans le cas
(CL), le photon 1 arrive en Dy 0.7 ns avant le second photon en Dy, ce qui
est trés largement supérieur au temps de résolution de 0.1 ns des détecteurs.
En revanche, le dispositif expérimental ne permet pas de distinguer, méme en
principe, les trajets (CC') et (LL). Il faut donc ajouter les amplitudes de ces
trajets pour obtenir la probabilité de détection en coincidence

p(D1,D2) = |A+ A’ = |agag + e apai |?

ce qui montre & ’évidence une dépendance par rapport a d.

Dans 'expérience de I’énoncé, la fenétre de coincidence est inférieure aux
différences de temps de parcours, ce qui permet de distinguer les trajets (LC)
et (CL) des trajets (LL) et (CC). Mais cette condition n’est pas essentielle
pour observer les interférences; si elle n’était pas réalisée, on ajouterait sim-
plement un bruit de fond

p(D1,D2) = B +|B'[ +[A + A"

correspondant aux deux premiers termes sans interférences de I’équation pré-
cédente. Une autre observation importante est que si I’on supprime les miroirs
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semi-transparents de U'interférométre de gauche, on conserve une information
sur les temps de parcours : si le photon de gauche arrive avant celui de droite,
on sait que le photon de droite a emprunté le bras long. Il n’y a donc pas de
dépendance par rapport & ¢ et pas d’'interférences. L’information disponible
sur le chemin suivi par le photon dans l'interférométre de droite efface toute
possibilité d’interférences, méme lorsque la longueur de cohérence est plus
petite que Al. En fait, il n’est méme pas nécessaire que le détecteur D soit
présent ! Il suffit que l'information sur les temps d’arrivée soit disponible en
principe, et comme nous 'avons souvent souligné, il n’est pas nécessaire que
lobservation des temps d’arrivée soit effectivement réalisée! Tant que l'in-
formation sur les temps d’arrivée est disponible en principe, et elle 'est en
raison de la seule présence de I’état intriqué, en aucun cas on ne peut avoir
d’interférences dans un seul des deux interféromeétres.

11.6.15 Calcul quantique avec des ions piégés

1. Nous écrivons le hamiltonien d’interaction en terme de oy et o_
Hint - _l hLUl [O'+ + 0’_] ei(Wt7k27¢) + e*i(wtszftb)
2

et nous passons dans le point de vue de 'interaction en utilisant (5.32)

eiHot/h oL e*iHot/h — e:FiuJot ot
A TDapproximation séculaire, nous pouvons négliger les termes qui se com-
portent comme exp[+i(wg + w)t] et il reste

Hipg ~ b w1 [O—Jr pl(0t=0) g=ikZ 4  —i(5t—¢) eiké}
2

2. Az = \/h/(2Mw,) est I'étalement de la fonction d’onde dans le puits
harmonique. Par conséquent, n = kAz est le rapport de cet étalement a la
longueur d’onde de la lumiére laser. Nous pouvons écrire

h

ke =k 2Mw.,

(a+a")=n (a e iwst gt ei“’zt)

L’élément de matrice de Hiyg entre les états |1,m +m’) et |0, m) est
~ 1 . L

(1,m + m'|Hine|m) = -5 hew e O=9) (m 4 /| (@D )

La fréquence de Rabi pour les oscillations entre les deux niveaux est

AP = o oD )|
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3. Ecrivant
etn(@+a) & 1 +in(a + ah)

et en conservant uniquement les termes du premier ordre en 7, nous obtenons

Hyyy = 57]%1 |:U+ ae‘(‘s_wz)t e—1¢ — a’fe—l(é—wz)t el¢

. atelGHwt o=id _ o o o—i(6+w.)t eiﬂ

La premiére ligne de ﬁim correspond & une résonance 4 0 = w — Wy = W,
c’est-a-dire, w = wp + w,, une bande latérale bleue, et la seconde ligne a une
résonance 4 w = wy — w,, une bande latérale rouge. Le terme en oa de la
bande latérale rouge induit des transitions de |0, m+1) vers |1,m), et le terme
o_a' des transitions de |1,m) vers |0,m + 1). De plus,

(mla|lm + 1) = (m + 1]a’|m) = Vm + 1
de sorte que nous obtenons I'expression de 1’énoncé pour ﬁin:w avec

a + G,T
b

ap = ——— a —_—
m+1 m+ 1

La fréquence de Rabi est donc wiv/m + 1. Le méme raisonnement s’applique
a la bande latérale rouge. Le schéma des niveaux est donné sur la figure 20.1.
4. Les opérateurs de rotation R(f, ¢) sont donnés par

RO, =0) = Icos 3 i0, sin 3
7r o . .0
R(G,qb:E) = Ico&i—laysmg
de sorte que
. ™ .

R(m,0) = —ioy, R(T(, 5) = —ioy

Nous avons, par exemple,

™ T . B, . B .
R(T(, §)R(6, O)R(ﬂ', 5) = (—ioy)(I cos ) + io, sin 5)(—103,)

= —(ICOSg + iam sin g) = _R(_ﬂv O)

Appelons A la transition |0,0) < |1,1) et B la transition |0,1) < [1,2). Les
fréquences de Rabi sont liées par wp = V2w4. Par conséquent, si angle
de rotation est #4 pour la transition A, cet angle sera A = /264 pour la
transition B. Pour la transition A, nous choisissons a = 7/v2 et § =7

R(%, g)R(ﬂ,O)R(%, g)R(TF,O) — 1
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Pour la transition B, nous aurons alors a = 7 et § = mv/2
77 77
R(w, §>R(7T\/§, 0)R<7r, §>R(7r\/§, 0)= 1

L’état |1,0) n’est pas affecté parce que la transition |0,0) < |1,0) ne résonne
pas a la fréquence de la bande latérale bleue. Nous avons donc

|00) < —|0,0) ]0,1) < —|0,1) |1,0) < +|1,0) |1,1) < —|1,1)

1,2)
1,1
11,0

< —

Wy

W4 wo

0,2)

0, 1)
/ w ‘ 0,0)

g

F1G. 20.1 — Schéma des niveaux. Les transitions utilisées sont (0,0) < (0,1) et
(0,1) < (1,2) : bande décalée vers le bleu, wy = wo + w- et (0,1) < (1,1) : bande
décalée vers le rouge, w_ = wp — w,.

5. R( + 7r,7r/2) = Fio, de sorte que

R(iw,g)|o,1>:¢|1,o> R(iw,g)|1,0>:i|0,l)

Partons de I’état a deux ions le plus général, les deux ions étant dans ’état
fondamental de vibration

|T) (a]00) 4 b|01) 4 ¢[10) + d|11)) @ |0)

al00,0) + b|01, 0) + ¢|10,0) + d|11,0)
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L’action de R~ (—m,7/2) sur I'ion 2 donne
|0’y = R~3)(—7,7/2)|¥) = a|00,0) + b]00, 1) + ¢|10,0) + d|10,1)
Nous appliquons ensuite R:él) sur l'ion 1
1
[0y = RYSV|W) = —a]00,0) — 500, 1) + ¢[10,0) — d|10, 1)
et finalement R~ (7, /2) sur I'ion 2

10"y = R~ (7, 7/2)|9") —al00,0) — b|01,0) + ¢[10,0) — d|11,0)

= (—al00) — b|01) + ¢[10) — d|11)) ® |0)

Ceci donne précisément I’action d’une porte c¢Z a un facteur de phase trivial
pres.

20.12 Exercices du chapitre 12

12.7.2 Longueur de corrélation et niveau excité

1. En introduisant I =" [n){n| =", |m)(m|

Flay, 137,750, a) = p_ e 207y n) (] X o HO =7/

n,m

x X eE””(T“*T')/h|xa>

Lorsque 7, — o0, seul le terme n = 0 subsiste, et de méme seul le terme m = 0
subsiste pour 7, — —oo. Comme

(26]0) = wo(zp) (O]za) = @5 (za)
on obtient

lim  lim  F = @g(x3)e(24) (0| X e HT=7)/" X0)

Taq——00 Tp—+00

2. De ,
F(xb,Tb|xa, Ta> = <xb|e_H(T—T )/h $a>

on en déduit par la méme méthode qu’a la question 1

F(xp, 70; 7,73 %ay Ta)

0|7(Xu(T)Xu(7))|0) = lim  lim

Ta——o0To—+00  F(xp, Tp|Ta, Ta)

Introduisons la fonctionnelle génératrice

x(Tp) =y 1 /™ (1 da 2
Z(7) = D - — i
w=["" a:mexp[ i <2m(dT)

+V(x(r)) = hj(7)z(7)) d7]
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Par différentiation fonctionnelle
1 52Z(j)
Z(j =0)85j(r)dj(r")

F(zy, 157,75 %0, Ta) =

Introduisons la fonctionelle génératrice

Z(j):/: Da() exp [_;/:o (% m (j—f)Q +V(a(r) — hj(r)x(r)) dr]

en prenant la dérivée fonctionnelle, et compte tenu des résultats précédents

o
(OIT (X (7) X (7'))I0) = 7 1: 0) 5.7'((57)25.(7?()7’)

Pour 7 > 7/,

(OIT (Xt () Xin (+))]0) = 0]X1a(r) Xia(+)[0) = 3~ {0 X[} &~ B =70/m

n

et
(0[Xu(r)[0) = (0]X]0)

Le terme n = 0 disparait quand on prend la partie connexe, et lorsque
(1—7)— o0

(017 (Xu(7) Xu(7))]0) == (0] X [1)[2e~ErIm=1/n

Le comportement asymptotique est contrélé par I’énergie du premier niveau
excité.

3. Pour obtenir la fonction de partition, on doit poser x, = x, = = et
intégrer sur z. La partie connexe (z:(7)z(7")). est donnée par la méme intégrale
de chemin que (0|7(Xu(7)Xu(7"))|0) et donc

(@(r)z(r))e e BT e = /B

12.7.4 Propagateur de Feynman et propagateur
euclidien

1. Soit

Calculons sa dérivée premiére

d . —iwt iwt
EX(t) = —iw [0(t)e " — O(—t)e™"]
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et sa dérivée seconde

d? , )
soit
d? 9 .

2. Les poles de l'intégrand sont a kg = —w +in et & kg = w — in. Pour
t > 0 (t < 0), on referme le contour par un grand demi-cercle dans le demi-plan
supérieur (inférieur) et on encercle donc le pole a kg = —w +1in (kg = w —in).
En prenant le résidu du pole

1 ; 1 .
t>0 : Dp(t)=—e ' t<0 : Dp(t)=-—e"*
> F( ) 5w e < F( ) 5w e
3. d
e —eItl = _g(r)we eI
ot £(7) est la fonction signe de 7. On en déduit
d2
We_“’m = —2w(7) + we Il

12.7.6 Calcul de la fonctionnelle génératrice pour
Poscillateur harmonique

1. Vérifions que la fonction de Green G(7) est
G(7) = 0(1)u(r)v(0) + O(—7)v(T)u(0)

Calculons sa dérivée premiére

%G(T) = 0(7)u(T)v(0) + O(—T1)u(0)o (1)

puis sa dérivée seconde
d2
@G(T) = 6(7)[@(0)v(0) — u(0)0(0)] + 6(7)i(T)v(0) + O(—7)u(0)v(7)
soit, en utilisant les équations du mouvement pour u(7) et v(7)

d2

@G(T) = §(7)[w(0)v(0) — u(0)9(0)] + w?G(7)

Compte tenu de

1(0) = —Aw cosh(wTy) 9(0) = N wsinh(wT,)
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on obtient pour le coefficient de §(7)
w(0)v(0) — u(0)9(0) = AN w?sinhw(r, —7,) =1

2. Partons de ’action euclidienne

™Il 1 .
SE[ZJ]:/ {§y2+§w2y2—]y dr

Comme y(7) vérifie les équations du mouvement, 6Sg/dy = 0; de plus, Sg
est quadratique en y et par conséquent,
Sp(y+h) = Se(y) + Se(h)

En utilisant

d. . . o .
—(yy) =9 +yy =" +y(Ww’y —j)

dr
on obtient d
9= ) — 'y + iy
d’ou
1 ™1 [T
Sey) =5 [yy} LT3 /T Jydr

3. La fonction yo(7) est une combinaison linéaire de deux solutions u(r)
et v(7). Pour que yo(74) = x4 €t yo(7) = w4, il suffit de choisir
1

yo(T) = e [xp sinhw(T — 7,) 4+ 24 sinhw(7, — 7)]

Ceci permet de calculer

wcoshwT' ( 2, 2) 2w

Yo(70)d0(7) = yo(7a)do(7a) = sinh wT o sinh wT

On doit ensuite calculer
it = [ imar [we+ [ i)

Il existe une autre contribution a xp&p — ., venant, par exemple pour xp,
de

™ . Zp ™o )
a:b/ G(mp,7)j(T)dT = — / sinhw(r — 7,)j(7)dr

sinhwT' /.

Par ailleurs, on obtient de

_% /T " o(r)i()dr

a
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la contribution

s [Msiuhutr - m)ir)a
SsmhwT /.. sin T — Ta)J(T)dT

et en ajoutant les deux contributions, un total

~ T Gihe(r — )
SahoT /. sinhw(r — 7,)j(7)dr

En résumé,

| wcoshwT |, , 9
vy . sinhwT (xa + xb)

2WT 4Ty
sinh wT

o /Tbinh (1 — 72)j(7)dr
sinh wT SURWAT = Ta)JAT

Ta

 sinhwT

Ta
Intégration sur z, et xp. Définissons

Tb
I, = / sinhw(m, — 7)j(7)d7 Yo =

a

Tb
I, = / sinhw(r — 7,)7(7)dr yp =

a

L’intégrale a calculer est une gaussienne (i = a, b)

2

2
1
/dmadxb exp —5 Z i Aijr; + leyz

ij=1 i=1
2
2 1 -1
= @e Ay P |73 2 wdi'n

ij=1

La matrice A~! est donnée par

1 1 e~ T
-1 _
AT = 2w ( e T 1 )

x ™
“ / sinhw(m, — 7)j(7)d7

I,
sinh wT

1
sinh wT b

943

Comme 'origine des temps est arbitraire, il sera commode de choisir 7, = 0,

TbZT

Tb
I, = / sinhw(T — 7)j(r)dr Yo =

a

Tb
I, = / sinh w7 j(7)dr Yb

a

I,
sinh wT'

= 1
sinh wT b
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L’expression provenant de I'intégrale gaussienne que nous devons évaluer est
X =141} +2TIL,1I,

On montre d’abord la premiére identité

(e*wTIa + Ib) (e‘”T I, + Ib)

= I?+4 I} + 21,1, coshwt = sinh® T / drdr'e“ ) j(7)5(r")

X = sinh? wt / drdr’e“ ") j(r)j(r') — 21,1, sinh wT

Le terme en —21, 1, sinhwT se combine avec l'intégrale double

o _ _ /
Y = 72wsmth/deT sinhw(T — 7) sinh wr’j(7)5(7")

x[O(r—7)+0(r —7)]

- _ A
wsmth/deT sinhw(T — 7) sinh w5 (7)j(7)0(r — ')

On utilise
Ot —1)+0(7 —7)=20(r —7') = —e(7 — 1)

o £(x) est la fonction signe de z, pour écrire

- - - 1 — I
Yy = 2ws1nth/deT sinhw(T — 7) sinhwr'j(7)j (7" )e(r — 1)

1 o .
= T Swsmhol / drd7’ (sinh wT coshwt — cosh wT sinh w)

x sinh w75 (1) (" )e(r — 1)

- , -
= 2wsmth/deT sinhwT cosh wr sinh w7’ (7)j(7")e(r — 7')

- o /deT/ ew(T=m) _ gmwl(r—' )} J(m)i(e(r — 1)
En combinant avec le premier terme de X, on voir apparaitre la combinaison
ew(r="") [0(7’ -+ 0 —7)+e(r - ’7'/):|

+ e @) O(r—7)+0(r —71) —e(r — 7))
=2 [e_“’(T_T,)G(T — ) e TN — 7')} = 2¢~«l7=7l

Le propagateur euclidien est donc bien
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6. Le terme qui projette sur I’état fondamental pour ¢, — oo est

iHt

etfta _, oifinta

pour un état n. Pour que ce facteur tende vers zéro si E,, # 0 pour t, — —o0,
il faut que ¢, ait une partie imaginaire positive. De méme, pour

o—iHty _, o—iBnteb

il faut que ¢, ait une partie imaginaire négative. Dans ces conditions, (7 —77)
se prolonge analytiquement en 6(¢t — '), et le propagateur euclidien devient le
propagateur de Feynman

= [a—iwt iwty_
Dp(t) = " [e70(t) + e'0(—t)]
12.7.10 Probabilités de transition a 'approximation
adiabatique

1. Afin de simplifier les notations, nous noterons par convention P = P(t),
et nous expliciterons P(0) quand ¢ = 0. De 3, P? =1, on déduit

ap ., _ dP;
w e EJ,:PJ dt

J
Ecrivons 'équation d’évolution de P;(t) = A(t)P;(0)Af(t)

dAT

AP, .dA dat
dt

i =iy P(0)AT(t) + A(t)P;(0)

et reportant idA/dt = K (¢)A(t), on trouve 'équation d’évolution pour P;

4P

3 = KOAGP;(0)AT (1) = A@)P;(0)AT () K () = [K (1), P; (1)

Calculons le commutateur [K(t), A(t)], en remarquant que P;(t)P;(t) =
S Pu(t)

KOPO) = 1|2 R0.P0] =13 TLP0P0)
HIY PP () T
= i% Pi(t) +iP(t) % = i% (P?) = i%
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ce qui donne le résultat recherché pour idP;/dt. D’autre part,
Pj Pl
PIKP = IZPZ PiPr=iPi—=Pi =0
En effet, de P? = P on obtient

&P _dP dP
=Pt

soit, en multipliant & droite par P

QP PdPPJrEP? :>7>d7)7>_o

2. I’équation d’évolution de ®(t) est

d—f =2 B(0e7 O P(0) = HA(1)®(1)

D’autre part,

AR (1)|ei(0)) = e A(t) |21 (0)) = 1O [ (1))

et donc Ua(t,0) = A(t)®(t) transforme |p;(0)) en |¢;(t)), au facteur de phase
dynamique exp|[—iq;(t)] prés. Le calcul qui suit est calqué sur celui menant
du point de vue de Schrédinger a celui de Iinteraction si I'on définit

U(t,0) = &' () AT (1)U (¢,0)

On remarque que
ARHD () AT() = > Ej(0)P;(t) = H(1)

On obtient ensuite

AU

i = —ot ) HA B AT U(t,0) — dT () AT K (#)U(¢,0)

+ T (AT () H (t)U(t,0)
Mais on a également
STHWATY = dTATAHWM AU = T ATH(H)U
et par conséquent,

1d—U = ot At K ADU
dt



20. Corrigés d’une sélection d’exercices 947

3. A l'ordre zéro de la théorie des perturbations U (t,0) = I, et au premier

ordre, on peut écrire
t
U(t,0) =1 — i/ W (t)dt'
0

Le deuxiéme terme de cette équation va donner des transitions entre des états
de j différent. Si le systéme est a t = 0 dans l'état |¢,,(0)), Pamplitude de
probabilité de le trouver au temps ¢ dans |pg(t)) est

ain(®) = {oeOU(E 0] (0) = (r ) ADBHT (2, 0) 0 (0))
~ S — ilgn(t) [/W dt}wm( )
d’ou
o (1) = | (2x DI AD SO P (D)o (O))]2

_ ! ! I ! TN AT (4! ! / / /
F—/O Wt)dt _/ BT (1) AT (1) K () A ) D)t

0
Prenant en compte

lpu(t)) = A(®)l¢:(0))
la probabilité p,,_,,(t) se simplifie
P (t) = {24 (0)|F | (0)) [

Evaluons 1’élément de matrice

(pr(0)@F () AT () K (')A )@ (1) 0m (0))
= ellon(t)=an )] (4, <o>|A*( VK () A(t)0m (0))

eilow(t)=amn(®)] (t’)l |<pm( Bl

ou nous avons utilisé 'expression de K en fonction des projecteurs. Nous
pouvons simplifier le résultat en remarquant que

3i1Pn() = G lon®) = 32 G PAWLen(0) = GG len(0)

et nous obtenons donc (12.53)

t . / ’ 2
Pr(t) 2| [ el ) (1)
0

Nous pouvons simplifier le résultat en observant que

o) = len) = 3 P 2w e (0) = Lo (0)
l
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et par conséquent,

t . ’ ’ 2
mwmﬂ4/€mm”Wmewmw>
0

4. De I'équation

- %{Pm(t)lwm(f»} = dditm

on déduit par comparaison avec les résultats de la question 3

P (t)|fm(t)) =0

|6m (1)) [Pm (2)) + Pm ()| @m (1))

et donc
(m ()[6m (1)) = (m(t)|Pm|ém(t)) =0
5. Si 71 est le vecteur de Bloch du spin, les projecteurs Py et Po sur |¢1)
et |p2) sont

et on trouve

ou le vecteur @ est donné par
@ = (— sin cos  cos ¢, — sin § cos 6 sin ¢, sin? )

et opérateur K (t) vaut
1. .
K(t) = 59(6 )

On en déduit A(t) pour t infinitésimal (¢ = w)

B iwt . sinff  —cosf 2
A(t)_l_7sme<—cosﬂ sinf )+O(t)

A partir de cette expression, on montre facilement que

. .
<s01|<p1>’t20

20.13 Exercices du chapitre 13

13.5.1 Pic de Gamow

1. Calculons I’énergie coulombienne pour R = 1fm

e? he 1
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La température au centre du Soleil est de 'ordre de 1.5 x 10”7 K, correspondant
a une énergie cinétique E de 1.5 keV environ. On a donc bien E < €2/R.

2. On définit la distance Ry comme la distance ot le potentiel coulombien
est égal & I'énergie cinétique : /Ry = E. L’intégrale & évaluer pour l'effet

tunnel est
RN 62 1/2
I :/ dr (— - E)
R T

On effectue le changement de variables

Les limites d’intégration sont

e? e
=0 et u’=—-—F~—
u et u 7 7
ce qui donne
= 2¢? ! tan ! e _LJR e’
WE RE 2V e2 2WE

La probabilité de leffet tunnel est

V21 me?

Inpy(E) = NG

Définissant

B 2umet
=3
on met la probabilité de 'effet tunnel sous la forme

pr(E) ~ exp (—V%)

Numeériquement, avec p = 6my/5

Ep

Ep =2r%a?uc® = 1.18 MeV

3. Le facteur ~ 47 /k? est un facteur géométrique qui doit apparaitre dans
la section efficace totale : ¢f. (13.52). Il donne un ordre de grandeur de la
section efficace totale en I'absence d’autre information. Ici, nous devons tenir
compte en plus de l'effet tunnel : la barriére de potentiel doit étre franchie,
sinon la réaction n’a pas lieu. Un ordre de grandeur de la section efficace
est obtenu en multipliant le facteur géométrique par la probabilité de 'effet

tunnel A
T
o(E) ~ 2 pr(E)
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3. L’intégrale angulaire donne un facteur 4wv? et la valeur moyenne de vo
est donnée par

3/2 ro0 2
[ 3 v
= 4 —
(vo) ™ (27rkBT> /0 dvv’o(v) exp ( 2kBT>

On effectue le changement de variables v — E

ce qui donne

232 3/2 poo
(vo) = 167 1 K / dE e P/(kBT) o=V Er/E
3 2rkgT 0

On doit étudier I'intégrale

J = /OO dE e F/(keT) o=V EB/E
0

Définissons la fonction f(E) par (8 =1/(kgT))

Ep p VEB
f() BE — E f(E):ﬁ—W

Le maximum de exp[—f(E)] est atteint pour E = Ey, ot E vérifie f(Ey) =0

1 2/3
Ey = {5 kBT\/EB]

et I'on trouve

1 (2E5\"?
f(Eo) = =5 (kB—T) ~-58

La largeur du pic de exp(—f(F) s’obtient en étudiant la dérivée seconde

1\ ~5/3
\/_ E_5/2 <§> E§1/3(kBT)75/3
et la largeur du pic est

AE ~ EY°(kpT)%/% = 4.5keV
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13.5.2 Diffusion de neutrons de basse énergie par une
molécule d’hydrogéne

1. Soit r la distance entre le noyau 1 et le détecteur
1 1 =
m=7r—=-R r~r——R-7
! 2 ! 2

L’amplitude pour trouver I'onde au détecteur aprés une diffusion par le
noyau 1 est proportionnelle a

ieik’rl ~ leik’r (1 + R'f> o1k -R/2
1 T 2r

avec k' = k. Il faut multiplier ce résultat par "amplitude pour trouver I'onde
plane incidente en 7 qui vaut exp(ik- R/2) et par a;. L’amplitude de diffusion
par le noyau 1 est finalement

M Gikr <1+R~7‘> exp (i(E—E’)é)
r r 2

al  igr ]‘:L;’/‘A iﬂ -
—_ — 1 —_— —_—— .

re <+ 2r>exp( 2q R)

En ajoutant les amplitudes provenant des noyaux 1 et 2, on obtient I’amplitude
de diffusion a comme le coefficient de (expikr)/r

—

1 o
a:a1+a2—§(a1—a2)q-R

Les termes en R/r sont négligeables car r — oo.
2. La distance entre les deux protons est voisine de 0.1 nm. Si ¢ =
10'm~!, I’énergie du neutron est

h2 q2
- 2m.,

E =2meV

ce qui correspond a une température de 1 K. En négligeant le terme en (¢- ﬁ)
.1 1 LS 1 1 L
a= Z(as +3a:) I + Z(at —as)(0pn - 01) + Z(as + 3ay) I + Z(at —as) (0 - 02)

1 1 S
= 5(% + 3a)I + §(at —as) (0 - X)

3. La masse réduite est (m, ~ m, =m)

2m? 2m

hos = o om 3
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alors que la masse réduite neutron-proton est u, = m/2. Le potentiel effectif
est de la forme (13.41) avec une constante g donnée par

27h?
1

g = a
Pour une valeur identique de g, on a donc des longueurs de diffusion dans le

rapport
aH,  HH, 4

ap Hop 3
4. La section efficace totale s’obtient en calculant a2
. 1 1 L&, 1 .o
a? = Z(as + 3a4)°T + 5(% +a¢)(ar — as)(Gn - X) + Z(at —ay)(d, - %)?

et, pour une diffusion de neutrons sur des molécules non polarisées
_ 2
oot = 4mTra
Dans le parahydrogéne, la valeur moyenne de X est nulle et
para __ 2
Otor = m(as + 3ay)

Pour l'orthohydrogéne, on remarque que

Tr (A ® B)? = Tr (A? ® B?) = Tr A* Tr B>

Comme
Tr amanjEiEj X 5”'
on obtient
Tr (6, %) = Tr[o2,%2 +02,52 +02.%2]

= 2Tr [D2 452+ 32 =2Tv 5% = 12
La section efficace non polarisée comprend un facteur 1/6 di a la moyenne

sur les spins initiaux (1/2 pour le neutron et 1/3 pour 'orthohydrogene) et

am [1 1
gortho - — % Z(as +3ar)” X 6+ Z(at — a5)* x 12

P2 4 o7 (ar — as)?

13.5.3 Propriétés analytiques de ’amplitude de
diffusion neutron-proton

1. La fonction d’onde radiale est

r<R : u(r)=Asink'R r>R : u(r)=Ne ™
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La condition de continuité de la fonction d’onde & » = R donne
Asink’'R = Ne #F
et celle de la dérivée logarithmique
k/
cot kR = -2 sink'R = ——— cosk'R = — i

k' VK2 + k' VK2 + k"
VK2 + k"

k/
La normalisation est donnée par les deux intégrales

soit

A= Ne "F

N2e—2f-cR

R
Jo = A? dr sin? k'r =
< /0 T Sin T 2/{'

|:l€ + R(kj’2 + 62)}

oo N2
J> _ N2/ dr 672/-" _ _67251’%
R 2K

et la somme J. + Js vaut
N2e—2xR

o (k" + k2 (1 + kR)
K

J< + J> —
d’ou N2 )
2 o2k’ e?nR
(k2 4+ k?)(1 + KkR)

2. La fonction g(—k,r) est linéairement indépendante de g(k, r) car elle se
comporte a I'infini comme exp(—ikr). La solution la plus générale de ’équation
de Schrédinger est une combinaison linéaire de ces deux solutions, et comme
u(k,r) doit de plus s’annuler a r =0, on a

’U,(]C,’I") = g(—k,’/‘)g(lﬂ) - g(kv —T‘)g(—k) g(k) = g(ka r= O)
Le comportement r — oo de u(k,r) est alors

r—oo : u(k,r)xe™ gk)—e " g(—k)

La comparaison avec (13.22) pour [ = 0 montre alors que

. k)
S(k) = e216(k) _ g(
®) 9(=k)
3. Prolongeons g(k,r) a des valeurs complexes de k : g*(k,r) et g(—k*,r)
vérifient les équations différentielles

2

%g*(kj,r) + {k‘*Z - 2mV(7‘)} g (k,r)y = 0

d2
07!

Il
o

(—k*,r) + [£7 = 2mV (1) | g(—=k",7)
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Ecrivant k& = k; + iko, nous observons les comportements asymptotiques
suivants

g*(k,’/‘) x (eikr)* _ e—iklre—kgr
g(—k*77") x efik*r _ efiklr efkgr
Les deux fonctions vérifient la méme équation différentielle et ont le méme
comportement & l'infini, et elles sont donc égales. On en déduit g*(k*) =
g(—k), d’ou
g (k") _g(=k) 1

S*(k*) = = =
BI= 0 = o S
et (—k) 1
gl— * (1%
W= Tm Tsm W)
4. Le comportement de la fonction g(k,r) est donné pour r < Ret r > R
par
r<R glk,r) = Ae *'T 4 Celk'r
r>R glk,r) = e ibr

Les conditions de continuité de g(k,r) et de sa dérivée donnent

Ae iHR | MR —ikR
i (Aefik’R _ Ceik’R) —  Je kR

avec k' = /M (Vy + E). On en déduit
g(k) = A+ C =e R (cos k'R + i% Sink'R)

On constate que g(k) est bien une fonction entiére de k. Le seul point délicat
pourrait étre le point k&’ = 0 en raison de la racine carrée dans la définition
de &/, mais cos K’R et (1/k) sin k'R sont des fonctions analytiques de k.

5. Supposons que S(k) posséde un pole sur 'axe imaginaire positif & k =
ik, K > 0. On a alors g(—k) = g(—ik) = 0 et le comportement asymptotique
de u(k,r) est

r—oo : ulk,r) ~ ¥ g(k)+e*g(—k)
~ e " g(k) +e"g(—k)
u(k,r) explose si r — oo, sauf si g(—k) = 0, et alors u(k,r) est la fonction
d’onde d’un état lié
’U,(kﬂ") = g(k)g(—kﬂ")

qui s’annule automatiquement a r» = 0. Les poles de S(k) sur I’axe imaginaire
tels que 0 < Imk < p/2 donnent donc 'énergie des états liés. Supposons
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maintenant un pole de S(k) a k = h —ib. En raison des propriétés démontrées
a la question 3, S(k) a aussi un pole a k = —h —ib. Si b < 0, g(h +ib,7)
et g(—h + ib,r) sont des fonctions de carré sommable (elles se comportent
comme exp(—|b|r) a linfini) et comme elles sont solutions de I’équation de
Schrédinger, elles sont orthogonales

/ drg(h+1b,r)g(—h +ib,r) :/ dr |g(h—|—ib,r)|2 =0
0 0

et nous avons une contradiction si b < 0. Si h # 0, la seule possibilité est
d’avoir des poles tels que Im k < 0.
6. Le choix de S(k)

(k—h—ib)(k+h—ib) k—h—ib
k) = ~ k~h
S = Ty han) S k—hywn POV

obéit aux propriétés de la question 3. La relation entre cotd et S est

soit

Le déphasage & croit de d(k) = tan=*b/h pour k = 0 & 7 pour k — oo, en
passant par 7/2 pour k = h. La section efficace totale vaut

Otot = Am sin? = Am = dt?
ot g2 T R2(1+cot20)  k2[(k — h)2 + b?]
Posons - o
2 _ M 2 _ #mbo
S =
kB k?* — h? N k? —h?  m(E? - Ej)
"~ k+h 20 W2mE,
On trouve ) -
o(B) = 2mh h°r=/4

 ME (E — Ey)? + h2I'2/4

a condition de poser
h2T? B 2FE0h2b?
4 m

7. Partons de I’équation de Schrodinger radiale

u = 2mVu+k*u=0
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et différentions cette équation par rapport a k

ou” ou  ,0u

Multiplions la premiére équation par du/0k et la seconde par u et retranchons

"
., 0u ou

- — 2
u ok u % 2ku
soit
o ( ,0u o'\ .,
or (“ ok ‘“%) = 2hu

et en intégrant sur r

Pour r — 0

ou Y ok, B
il = {A (k)sink'r + A(k)r% cosk'r T 0
En outre,
ou e
% = g(k,7)g'(=k) + O (e™"")

et pour un état lié
u(k,r) = g(=k,r)g(k) = sir — oo u'(k,r) = iku(k,r)
Par conséquent, pour r — 0o

0 ou’
u’a—"]: - ua—"; — 2ik g(ir)]g' (~ir)]
Au voisinage du pole k = ik, g(—k) est proportionnel & (k — ix)
g(—k) ~ D(k — ik)

et donc ¢'(—k) = —D. Posons ¢g(ik) = F, on obtient
—2ikDF = 2k / u?(k,r)dr
0

Le comportement r — oo de u(k,r) est

r—oo : u(k,7)~g(ik)e ™™ = Fe ™"
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Soit w(k,r) = Gu(k,r), la fonction d’onde normalisée de 'état lié, qui se
comporte & infini comme N exp(—kr), ot N est la constante définie a la
question 1, N = F'G. Nous avons, d’une part,

/ dru?(k,r) = —iDF
0
et, d’autre part,

2 2 [ 2 2 : 2 D 2D
1= dra*(k,r) =G dru®(k,r) = —iFG* = —i{(FG)*—= = —iN*—

0 0 F F
Au voisinage du pole a k = ix,

F —iN?

S > B i T h— i

8. Exprimons k cot ¢ en fonction de g(k)

ik[g(k) + g(—k)]
g(k) — g(=k)]
Cette fonction est analytique pour k ~ 0, tend vers une constante pour k — 0

et c’est une fonction paire de k. On peut donc écrire son développement de
Taylor

kcotd(k) =

11
kcot (k) = ——+3 rok? + O(k*)

Compte tenu de
_ kcotd(k) +ik
Sk) = kcotd(k) — ik

Pexistence d’un pole de S(k) a kg = ik entraine

1 1
ko cot 8(ko) = iko = —k - == 57‘@/12 = —K

soit

Calculons le résidu au pole

keotd — ik — kocot50+(l§—k0)2kc0t6‘ ik + ko — iko
ok k=ko
= —1(k — k()) + (k - ko)ilﬂ"o = —l(k — ko)(]. — HT’())
soit 5 5
S(k) o N2= _ZF

TSk k) —mro) . 1—rmo
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13.5.5 Optique neutronique

1. La distance entre le noyau et le point d’observation est r = v/s2 + 22.
L’amplitude de probabilité totale au point d’observation s’obtient en sommant
de fagon cohérente les amplitudes provenant de chaque noyau

[e%S) eikr e8] eikr
I —ap6/ 2msds = —27Tap6/
0 z r

r

rdr

car rdr = sds. La borne supérieure de l'intégale est une fonction oscillante,
mais cette oscillation n’est pas physique et on obtient 'amplitude totale

o(z) = (1 —2im %) ek

2. Si les neutrons traversent un milieu d’indice n et d’épaisseur § avec
k' =nk

Tl 1l . L
elk(z §) elk 5 _ elkz el(k k)o)

etz (=D k= 11 1 j(n — 1)k0]

p(z) =

et par identification avec le résultat de la question 1

Comme l'indice de réfraction est trés proche de un, 'angle de réflexion critique
est proche de /2

1
sin(r/2 —6.) = cosf. ~ 1 — 59(2: =n

soit

lpporopo X 9C=A(%)U2

3. La matrice de diffusion neutron-proton dans ’espace des spins est
. 1 1 Lo
/= —Z(as + 3a)I — Z(at —as) (G - Fp) = —asPs — a/Py
Comme | + +) est un état triplet

fo=HF+Ifl++) = —a

Si |xs) et x¢) sont les états singulet et triplet avec m = 0, la relation inverse
de (10.125) et (10.126) est

1

+=) = () + )

S8

=+ = ()= )
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et
Jfa
Jo

(= 1]+ =) = —3(a+ )

(= 1] = 4) = —3(a - a,)

Les poids 3/4 et 1/4 sont déterminés par la dégénérescence des états triplet
(3) et singulet (1). La longueur de diffusion cohérente

1
Qeff = 1 a; + 1 Qs
vaut —1.9 fm, et l'indice de réfraction est plus grand que un : il ne peut pasy
avoir de réflexion totale.
4. Prenant le carré de
a

I=J+

| >

soit
2

hi .
P:fz+152+w-a

on obtient

~y

1
G o= s =i~
o ] si 3—1—2
- . : o1
d = —(j+1) s1I:]—§

St = St =
~y

Les longueurs de diffusion sont donc données par
ayr =a+bj a_=a—>b(j+1)

ou inversement

1
b=——
27 +1

(G + Day + ja_] (ay —a_)

R I

5. L’amplitude a correspond a une diffusion sans renversement du spin, et

donc a une diffusion cohérente, et 'amplitude b & une diffusion avec renverse-

ment du spin, et donc incohérente. Une autre maniére de trouver le résultat

est de remarquer que la probabilité de diffusion dans Pétat (j + 1/2) est

(G+1)/(25+1) et j/(2§+1) dans I'état (7 — 1/2). En utilisant les résultats
de l'exercice 1.6.8,

47 2
co o 1o +1 ja_
Ocoh (2J+1)2 [(]+ )a++]a ]
(g +1
— 47TM (ay —a_)?

Oinc -
(27 +1)°
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13.5.6 Section efficace d’absorption des neutrinos

1. L’élément de matrice (p¢|p;) est donné par

1 |
(prlo = g5 [ ArdPIBImT_ Sy

ou les p; représentent les impulsions des trois particules finales. Le § est un
de Kronecker car nous avons utilisé des ondes planes dans une boite. Prenant
le carré

1
K@H@0F==;§5m+m+mﬁ

Montrons que 'énergie cinétique de recul K du proton est négligeable. La
relation

P+qd+p=0
montre que les trois impulsions sont a priori du méme ordre de grandeur, ~ p.
Mais, I’énergie cinétique de 1’électron k

2 2

>K~L
Me 2my,

p
kr\.z
2

La densité d’états finaux est

d3p d3q
_ )2 _
D(E) =V / k) @nh)? 0(K + E + cq — Ep)

Intégrons sur les angles

Vv d3p 47y 20y — 47V pEdE
Qrhp  @rhp P P T 2rnp 2
d*q 4Ty
e (anp Y

La conservation de I’énergie donne ¢ = (E — Ep)/c et en intégrant la densité
de niveaux sur ¢

V2 pE (E — Ey)?
(2n2)2K6 2 3

Ceci donne pour le taux de désintégration par unité d’énergie F

D(Ep) =

dr G2 <|Mf|2>
oy NI (R — E)?
aE = g PEF—E)

et en intégrant sur F en négligeant la masse de 1’électron, on obtient I'expres-

sion de la vie moyenne
2 15
1 GHE]

—_ = ~

T 6073 h(he)b
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De I'expression

G3.  60m°hl

(hep B
on déduit que G%/(he)® a les dimensions d’une énergie a la puissance —4 et
s’exprime, par exemple, en MeV~%. Pour 'estimation numérique, on convertit
la vie moyenne en MeV

h
— =kl =0.73 x 10~ MeV
-

ce qui donne

G
T —23%x107" MeV2=23x107%GeV 2
(he)?
en accord qualitatif avec la valeur exacte.
2. L’¢élément de matrice de la transition est

1 (BB —5 1 —F o) 7 1
<‘Pf|%0i> = W /d?”/‘e (Pr+pP2—p"1—p"2)-7/h _ vaﬁ1+ﬁz,ﬁ’1+ﬁ’2

ou p et p’ représentent les impulsions des particules initiales et finales. La
section efficace différentielle est

La densité d’états finaux est pour un électron relativiste d’énergie E émis

dans la direction 2
Yy E?

D(E) = (2rh)3 &3

tandis que le flux est donné par F = ¢/V, puisque les neutrinos ont la vitesse
de la lumiére et que leur densité est 1/). On trouve pour la section efficace

do_ Gh (M)
dQ  4n?  (he)*
et en intégrant sur les angles, on obtient la section efficace totale d’absorption
des neutrinos & (M)
F fi 2
o= LA
Ttot = T T (he)®
En ordre de grandeur, dans un systéme d’unités ou A = ¢ = 1, 1fm =
1/(200MeV), o ~ G%E?* Gp =107° GeV ™2, Pour E = 10 MeV,

oc~1072MeV ™2 =4 x 106 fm? =4 x 10*0 m?

Prenant pour densité celle du fer, n ~ 102 atomes/ m73, on trouve pour le
libre parcours moyen /¢

~ 10" m

= 3ono
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en tenant compte de ce qu'un atome de fer contient 30 neutrons. Le libre
parcours moyen est donc environ 1/10 d’année lumiére : détecter un neutrino
est un exploit !

3. La section efficace inélastique maximale est

™ s

Oin,max — ﬁ = 2

On doit donc avoir

1
~ 300 GeV
VGF

La théorie de Fermi est stirement limitée & des énergies inférieures & 300 GeV.

ES

13.6.7 Non hermiticité de H,

On note que
Hoy{H = (H = V)t = (Bo = V)

d’ou 'on déduit
A = (Eq — By) (00, ¥57) = (00, Vi)

soit A = —Ty, si B, = Ey. Si E, # Ej,

(+) — S VET S
Vo'l = e T g T Y
“ E,~E
E,—E (+)y - _“a—=b (+)y — Vot
( b) (9p, Y5 ) o —Eb+i77((pb’vw“ ) = (06, Vo)

ce qui implique A = 0.

20.14 Exercices du chapitre 14
14.5.1 Particule 2~ et couleur

Si lon forme un spin 3/2 & partir de trois spins 1/2, le vecteur d’état
est symétrique par rapport a I’échange de deux spins : par exemple, 1’état

Jj=3/2,j,=3/2est
‘3 . _3>_‘1 1 1>
2’]2 - 2 - 2’ 27 2
Si la fonction d’onde spatiale ne s’annule pas, elle est nécessairement symé-

trique. En effet, si elle était antisymétrique, par exemple dans 1’échange des
particules 1 et 2
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elle annulerait au point 71 = 7. Le vecteur d’état espace®spin d’un systéme
de trois quarks identiques doit étre antisymétrique, et ceci est impossible si les
trois quarks sont identiques. En fait, les quarks possédent un nombre quan-
tique supplémentaire, la couleur, et les trois quarks du 2~ sont de couleurs
différentes, la fonction d’onde de couleur étant antisymétrique.

14.5.2 Parité du méson 7

1. Le systéme méson 7~ -deutéron est analogue a un atome d’hydrogéne,
mis & part la masse réduite qui est différente

o= DT 499 MeV /c?
mp + My

soit, pour les niveaux d’énergie

B, =-L R—‘;" = —253R—<;° = —L?keV
Me N n n
Les transitions se placent dans le domaine des rayons X, dont 1’énergie varie
entre ~ 0.1 et ~ 100 keV.

2. Le moment angulaire orbital étant nul, le moment angulaire total
est celui du deutéron, j = 1. Les états finaux possibles de moment angu-
laire 7 = 1 sont 351, 2Py, P et 3Dy, mais seul I’état 3P, est antisymétrique
(espace+spin) dans I’échange des deux neutrons finaux. La parité de I'état
final est —1 (moment angulaire orbital Lg, = —1) et celle de ’état initial est

nﬂ(_l)Linit = Nx

L’égalité des parités initiale et finale implique 7, = —1.

14.5.4 Désintégration du positronium

1. Comme la masse réduite est me /2, les niveaux d’énergie sont de la forme

1 m2e* 1

E,=— —
4 h?2 n?

2. La composition des deux spins 1/2 donne, soit j = 1 (état triplet), soit
j = 0 (état singulet).

3. Comme la projection suivant z du moment angulaire orbital est nulle,
la conservation du moment angulaire suivant cette direction s’écrit

m = mi + me

ou m est la projection sur Oz du spin du positronium et m; et mo celles des
deux photons. On peut envisager a priori
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— deux photons droits : m; =1 et mg = —1, my +mo =0

— deux photons gauches : m; = —1 et mg =1, my +my =0

— un photon gauche et un photon droit : my + mg = +2
Cette derniére éventualité est exclue car m = —1, 0 ou +1.

4. Dans une rotation de 7 autour de Oy, les deux photons sont échangés.
Comme il s’agit de deux bosons, le vecteur d’état global ne doit pas changer
de signe dans cet échange. Avec Y = exp(—inJ,),

Yigm) = (=1)/""[j, =m)

d’aprés (9.102). L’état initial change de signe si j = 1, car m = 0, et ne change
pas de signe si j = 0. Seul I’état singulet de spin 7 = 0 peut se désintégrer
en deux photons. De facon générale, une particule de spin 1 ne peut pas se
désintégrer en deux photons.

5. La parité de ’état fondamental du positronium est

IT= Net+Tle— (_1)l = Ne+Te~

ou [ = 0 est le moment angulaire orbital. Dans une réflexion par rappport au
plan 2Oz, le vecteur d’état initial change de signe car I'opérateur ) qui effec-
tue cette réflexion est ) = ITexp(—inJ,). Pour les photons, d’aprés (9.104) et
compte tenu de la parité impaire 1, = —1 du photon

Y|D) = —|G) Y|G) = —|D)

Ceci montre que |®,) ne change pas de signe, tandis que |®_) change de
signe. C’est donc I’état intriqué |®_) de deux photons qui est produit dans la
désintégration.

14.5.7 Hiérarchie BBGKY et approximation de
Hartree-Fock

1. Afin de simplifier les notations, nous utilisons un systéme d’unités ot
h = 1. Comme l'opérateur nombre de particules est

N= [l @
nous avons, en intégrant sur le volume V
[ @209(E2) = @niN@N) = N
%

car |Py) est un état & N particules. En insérant une relation de fermeture,
nous obtenons Pexpression de p(!)(Z,7) en terme de fonctions d’onde

pD(E,7) = /d3x2---d3xN (Ol @) Ea, -+ s F ) (@ s En [0(F) )

N/dgxz'-'dgva QN (Y, T2, -, TN)PN (T, T2, -+, TN)
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ol nous avons utilisé (14.60) et (14.61). Si |®x) est un état de N fermions
indépendants, |Px) = |n1, -+, nN)

N

(@n [0 (7)v(@)|2n) Zu B)(@wlclei|Pn) =Y uf (§)ui(@)

i=1

car cjcj — 0;;. En utilisant les équations d’évolution des opérateurs

0wz = [ Vi U@)] @) = K@)

1001 (7, 1)

h2
- [ Vi U w50 = e

on obtient
10:p" (%, G 1) = Hop™ (, 55 ) — Hyp ™M (7, 55 1)
ou formellement
10, (%, 1) = [H, p")]
2. L’antisymétrie de p®) vient de Panticommutation des 1. Calculons
Try p?)
Tip® = [ & (ol G (U@ o)

= (@n[YT(FING(@)|Px) = (N = 1)pM (@1, §1)

car ¥ (#1)|Pn) est un état & (N — 1) particules. En répétant le calcul de 1,
nous exprimons p(? en terme de fonction d’onde

(2)(x ;T ,y):N(N—l)/deg---deN
X(D}k\/(fvgvf&'” afN) (I)N(f7277f3a"' ;fN)

p ) (2,7 Z,7) est la densité a deux particules; c’est la fonction qui décrit
les corrélations de densité : elle est proportionnelle & la probabilité jointe de
trouver un fermion en & et un autre en ¢. Dans le cas de fermions indépendants

p (F, Ta; G, o) = Zu g1 )uj (92 Ju(Z1)w (F2)(@n|cle Ckcz|‘I’N>

ijkl
mais entre états de la forme |nq,--- ,ny) (voir (14.83))
TCTCkCl — 0310k — 010kl
et
pPO(F, Bas i, o) = Y [ud (F)u) ()i (F1 )u; (F2)
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3. Nous pouvons écrire la dépendance en t de p(!) sous la forme
PV (&, Git) = (@x [T (7, )¢(F )| D)

ol ¥(Z,t) est I'opérateur de champ dans le point de vue de Heisenberg, qui
vérifie

Nous avons donc
10, p) = (DN |10, () Y(E, )| @n) + (D |01 (7, 1) (00 (F, 1)) | D)
Mais, compte tenu de (14.70) et (14.71)
1
0.0 = |~ V4 U@ @) + [ vl W EDuEE)
on voit apparaitre dans 'équation d’évolution de p(*) un terme

(@61 (1) / &2t (W (E D ()b () By)

Ajoutant la contribution venant de id;1t, on obtient pour la contribution de
W a I’évolution

R R CEARCT A PRI

Par définition, I’élément de matrice Wj;.;; du potentiel est donné par
Wiji = /d?’ml dPxa Ayr Eyo (Gl (o lug) (Gro W[E1 T ) (F1 ug) (F2]w)

Mais, par ailleurs,

Wiji = /d3x1 d3ay wi (&) uj (Do) W (21, Zo)up (21 )uy (Z2)
ce qui implique

(i WT1E2) = W (1, 2)6®) (&1 — §2)0) (T2 — if2)
Ceci nous permet d’écrire
Tro [ WpP] = /d32d321 A2 (1, ZIW| 21, 22) (21, Zo|p P71, 2)

_ /d3zW(fl,Z’)p(Q)(f1,3;371,3)
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Compte tenu du résultat de la question 1, on en déduit I’équation d’évolution
compléte

ihdppM) = [hy, pM] + Try ([Wm(”])

4. Approximation de Hartree. L’équation(14.134) est un conséquence im-
médiate de Papproximation (14.132) et de équation d’évolution de p(!).
5. Approximation de Hartree-Fock. La forme approché de p(?) est

PP (&, Bos G, o) = 3 [ (5w () (B2 )wa (F) —w (2 ) ()i (B2 ) ()]
ij

La trace du premier terme donne Np™M) (&, ), et celle du second
—Z/d?’xzu (G0)u (F2)ui (T2 )u; (T1) Zu Jui(@r) = —pM (@, 1)

et on a donc bien
Trap® = (N —1)pM

20.15 Exercices du chapitre 15

15.4.1 Perturbation au second ordre et forces de
van der Waals

1. Partons de I’équation aux valeurs propres a ’ordre \?

HN\)|p(N) = (Ho+ AW)|p(N))
= (Eo + AE1 + N2 Eo)|p(N)

avec
0(A) = [o) + Alpr) + A%|p2)
et la condition auxiliaire {(po|p()\)) =1 d’on
{wole1) = =Alpole2)
De ces équations, on déduit a I'ordre A2

(Ho — Eo)lp2) = (E1 — W)lp1) + Ez[po)

En multipliant & gauche par le bra (pg| et en tenant compte de ce que {po|p1)
est d’ordre A

Ey = (0ol Wler) (20.1)
De plus, l'identification des termes d’ordre A pour |¢(\)) donne

(Ho — Eo)l¢1) = (E1 — W)lwo) (20.2)
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Ecrivons I'opérateur identité sous la forme (|pg) = |n))

1= [n)(n] + (Ho — o)~ (3 k) (k1) (Ho — Eo)

k#n
et utilisons l'expression (20.1) de Es

1

By = (nlWn)(nlex) + > S (nlW ——

k#n

k) (k| (Ho — Eo)¢1)

Négligeant le premier terme car (n|p1) = O(\) et utilisant (20.2)

=y Wik [(n|W k)]
vl Ey — By,

2. Un moment dipolaire d= @eT1 Situé en R =0 crée au point Run champ
électrique

. 1 . Lo
Fo__ Y [7_3d.
TR [d 3(d- R)R

et 'énergie potentielle de I'ensemble des deux atomes est
W = —q. - E

3. {(wo1p02|W |po1po2) = 0 parce que les valeurs moyennes de X1, Y7 et Z;
sont nulles par parité

(¢o1|X1|po1) =0

et de méme pour les valeurs moyennes de Xo, Y5 et Zs.
3. En utilisant la relation de fermeture

> lpadpal =T

on obtient

1
Ey ~ — Re {po1002|W 2|01 P02)

Les seuls termes de W? dont la valeur moyenne est non nulle sont X7 X3,
Y?2YF et 47273, En utilisant l'invariance par rotation

1 - 1
(po1]X7]po1) = 3 (po| R?|po) = 3 (R?) =aj

Le temps caractéristique d’une fluctuation du moment dipolaire d’un des
atomes est 7 ~ h/R.. Pour quun calcul statique tel que celui exposé ci-
dessus soit valable, il faut pouvoir négliger le temps de propagation de la
lumiére entre les deux atomes, et il faut donc que R < ¢ = he/Roo
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15.4.2 Atomes muoniques

1. La masse réduite du probléme est

m/ _ m# ~ m,u/me
B l4+my/ma 14+my/(Amy)
soit /
" — a(A)m, A) = Mu/Me
e alme o) S )
Applications

e Aluminium : a5:13 =19.8fm R=3.6fm

e Plomb:¢7=% =3.1fm R=7.1fm

2. Effet des électrons des couches internes. La fonction d’onde des électrons
les plus internes est

1 z a
zZ _ —r/a z %0
) = e af =
’ m(a?)? ©z
La charge électronique dans une orbite de rayon af est

AN mo\ 3
Q ~ 2q, CL_Z ~ 2q. <m—) ~ (e X 10_6
e "

L’énergie de la transition 2p — 1s de latome d’hydrogéne est AFEpy =~
(3/4)R. Elle vaut pour un atome muonique dans le cas de I'aluminium

3
AEY = (13)2@(27)Z Roo = 354.9keV
et dans le cas du plomb

3
AEL" = (82)%(208)1 Roo = 14.2MeV

L’approximation d’un noyau ponctuel n’est évidemment pas valable pour le
plomb, car le rayon de l'orbite est environ la moitié du rayon nucléaire! Cette
approximation ne peut méme pas servir d’approximation d’ordre zéro. Il serait
préférable de partir d’une approximation d’oscillateur harmonique en utilisant
le potentiel de la question suivante.

3. Le potentiel a utiliser dans le calcul perturbatif pour r < R est

o~ [ -+

Le potentiel W étant non nul uniquement pour r < R, la contribution d’un
état dont la fonction d’onde s’annule & » = 0 (onde p, onde d, etc.) est négli-
geable. Pour une onde ns, on utilise

/d3rW(r)|50ns(F)|2 ~ |<pns(0)|2/d3rW(r)
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Compte tenu de
2
/d?’r W(r) = —5” Ze’R?

on trouve
21

5
ce qui donne numériquement pour la transition 2p — 1s

27¢2 2y 2
0B, = = (%) — ZR 72 (@) (§> —12.6keV
5af \af 5 Me aﬁ

6Ens = — Ze*R?|¢ns(0)?

En tenant compte de la polarisation du vide
AFE2, 15 =354.9 —12.6 + 2.2 = 344.5keV

en excellent accord avec le résultat expérimental.

4. Le rapport de I’énergie de la structure fine a celle du fondamental est la
méme pour les atomes ordinaires et muoniques : elle est proportionnelle dans
les deux cas a o?. En revanche, le rapport de I’énergie de structure hyperfine
a celle de 'état fondamental est plus grande par un facteur ~ m,/m. pour
les atomes muoniques. En effet, si 'on examine (15.32) en tenant compte
de ce que énergie du fondamental est en 1/a, on doit tenir compte d’un
facteur 1/a® ~ (m,/m.)® et d'un facteur m./m, venant de la comparaison
des moments magnétiques de 1’électron et du muon.

15.4.4 Atomes de Rydberg

1. Dans le cas | = n — 1, le développement de u,;(r) se réduit a un seul

terme "
r r
Ul (7")) =c|— | exp| ——
l=n—1 ap nag

Posons x = r/ag et étudions la fonction f(z) = 2™ exp(—z/n), ou de fagon
équivalente son logarithme g(x). La fonction f(x) présente un maximun aigu
au voisinage d’un point xg que 'on détermine en étudiant ¢'(x), ¢'(xg) =0

Calculons aussi la dérivée seconde

p _n 1
g (x)——ﬁ

et donc
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3/2 Lorsque | = n — 1,

La dispersion autour du maximum a xy est Az = n

la fonction d’onde radiale est localisée autour d’une valeur agn? avec une
dispersion agn®/2. Lorsque | # n— 1, I'exponentielle dans w,,; (r) est multipliée
par un polynéme en r, et non un simple monéme, ce qui élargit la courbe.

2. Au voisinage de § = 7/2 et en posant § = 7w/2 — 0

1.\ 1
sin' @ = cos! § ~ <1 ~3 (52> ~ exp (—§l52)

La fonction d’onde est donc concentrée dans une ouverture angulaire 66 ~
1/v/1~1/y/n, ce qui lui donne une dispersion suivant Oz

1
Az ~ ——agn? = agn®/?
n

Les dispersions horizontale (question 1) et verticale (question 2) étant toutes
deux en agn®/?, Porbite est donc bien un tore de rayon agn®/? autour d’un
cercle de rayon agn?.

20.16 Exercices du chapitre 16
16.4.3 Structure hyperfine du deutérium

1. La contribution d’un proton au moment magnétique comprend sa partie
orbitale 'ylE et sa partie de spin 'ysg. Il n’y a pas de partie orbitale pour le
neutron qui est de charge nulle.

3. On calcule la valeur moyenne du moment magnétique dans U'état |+ +)

1 1
HD (++ |’7psz + YnSnz| ++) = ) fyp + ) hyn

B ph _ 1 B _
(5.59 3.83)4mp = 2(5.59 3.83)un = 0.88 un

En utilisant S, = gp—gp — <§D-§p> = 1?2 et le théoréme de Wigner-Eckart,
on montre que dans I'état 35

. . 1 -
(5p) = (50) = 5 (3p)
2. L’interaction effective dans I’état 1s est
2 .
W = =22 10l (0)*Sp - 5

tandis que pour I’hydrogéne (voir (15.32))

21 N
Wp = —TO Yo Yelp(0)* S, - Se
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On a donc
0.88
Ap =2 Ay = =20 Ay =092 x 107%eV
Vp 5.59
5. N.B. : F', S, et Sp sont des nombres, alors que S a les dimensions de
h.
F=S8p+8. = F(F+1)=5p(Sp +1) + Se(Se + 1) +25p - S, /h*
soit

T
Sp - Se= 5 [F(F+1)—=Sp(Sp +1) = Sc(S. + 1)]

ceci donne, pour les deux valeurs possible de F

3 15 - K2
F = 3 F(F+1)_Z SD-SQ—E
1 L
F = - F‘(_F-F].):§ SD‘Se:_h2
2 4
6. L’interaction Zeeman est
. .B
We=_1 o5 F=_%"g,
2me me

tandis que d’apreés le théoréme de Wigner-Eckart,

mprg

(Fmp|Se.|Fmp) = RE(F+1)

<§ ﬁ> mp,mhp
Mais I’on a également
L 3 .
S =2= (F—Se)Q:F(F+1)+Z —2F-S./h?

soit
2

2
<F~Se>=% F(F+1)+%—2]:

%{F(Fﬂ)_g]

On en déduit les niveaux Zeeman

qu mph 1

Wieme = = FF+1) 2

ree -

Les niveaux d’énergie sont donnés correctement par cette formule pourvu que
W puisse étre traité comme une perturbation : |W| < Ap.
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-

1go/ 10 50
2pi/2 2
S S C T fs2 6
» If 2p3, 4
1f7,2 8 28
1ds,» 4 20
2 10
,,,,,,,,,,,,, 2hw
’ . QGEZSI/Z 2
Lds; 5 6
: sl
B o 8- s
2
****************** o 2 52 2

s
=0 =1 =2 [=3

F1c. 20.2 — Les premiers niveaux du modéle en couches du noyau. Le remplissage
maximum des divers niveaux est explicité.

16.4.4 Modéle en couches du noyau atomique

1. et 2. Voir la figure 20.2.
3. Le proton du tritium est dans un état 1s'/2. Le noyau a donc un spin 1/2
et son moment magnétique vaut

11 11 1 1
w="{(= =l ——)=—hy,==5.59un =2.79u
<22| p5p2|22> 2 Yp 2559 N 9N

1/2

Dans le cas de 3H, c’est le neutron qui est dans un état 1s'/2. Ce noyau a

donc aussi un spin 1/2 et

1 1
p=3 hyn = 3 (—3.83)uny = —1.91un

Ces deux résultats sont en accord avec l'expérience a 10 % pres.
4. Les nucléons externes sont
1. "Li un proton psp : J =2

2. 9Be un neutron pg/p : J = %
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3. 1BC un neutron py/p : J = %
4. 170 un neutron dy : J = 3
5. 4K un proton dzsp : J = %
6. 43Ca un neutron fr,o @ J = %

5. On doit distinguer les cas j = [4+1/2 et j =1 —1/2. D’aprés le théoréme
de Wigner-Eckart,

GmlLaljm)| == (T L) = ——= (T L)

—

Les valeurs moyennes de (f - L) sont données par

jo= ity D =gG+DEi-
j o= l—% <fi3=J<j+§>

-,

et celles de (J - S) par

S o1
jo=l+y 8 =56G+D

IR 1.
Jgo=1l-3 (J - >——§J

On en déduit, pour les noyaux j =1+ 1/2

po= ﬁ[(jJrl)(Qj— Dy + (5 + 1))

1 1
= hij—= —sh
gl (] 2)+2”/
ce qui donne

Mi:p = 379N "Be:p=—-191uy
YO :p = —1.91uy BCa: p=—-191puy

Pour les noyaux j =1 —1/2,

_ b i3 L
k=g |UT3) 2™

BC: p=064uny MK :p=012uy

L’accord avec 'expérience est seulement qualitatif, méme si lallure générale
des résultats, et en particulier le signe de u, sont corrects.

ce qui donne
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20.17 Exercices du chapitre 17

17.5.4 Détection homodyne et lame séparatrice
déséquilibrée

1. On part de l'action d’une lame séparatrice donnée par (17.67) pour
cos\ =sin \ = 1/\/5
Ud' Ut = (a' 4 1ibT)

uvut =

Sl =Sl

(iaT + bT)
Examinons 'action de la premiére lame en partant de ’état initial
|Wo) = [1,05) = a']0,0)

Dans le point de vue de Schriédinger, action de la lame sur le vecteur d’état
est donnée par

1
V2

Le trajet supérieur de l'interférométre ajoute un facteur de phase exp(id)

|W1) = U|Wo) = Ua'|0,05) = —=(]1405) +1|0415))

1 .
[U)) = —(e*]1406) +1|0415))

V2
tandis que l'action de la seconde lame se traduit par
1., . L
|Wy) = U|¥)) = 3 [(elé — 1) [1,05) +i (e Iy 1) [0415)]

Ceci donne immeédiatement
1
(Wylata|Wy) = 5(1 —cos9)

Pour un état de Fock & n photons, on part de

1
Vnl

Nous avons la suite des transformations

[Wo) = [na0p) = — (af)" [0405)

- (al +ib") — % (ePa’ +ib')

V2
[e(al +1b") +i(ia’ + b']

N = N =

(%~ 1)al + 5 (e + 1)1
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et 'état final est donc
L (1 5 t 1 s t "
|W2) = NeAE (e —1)a" + 3 (e 4+1)b"| |0,05)

L’interférométre envoie les photons suivant une loi binémiale dans chacun des
deux bras avec une probabilité (1 —cosd)/2 et (1+cosd)/2 respectivement, et
les taux de comptage sont proportionnels & n(1 — cosd)/2 et n(1 + cosd)/2 :
le résultat est le méme que pour n photons individuels successifs.

Pour un état cohérent, d’apres (17.69)

[W5) = Da (€72/V2) Dy (12/2) 10400) = Da(20) Dy(21)10400)
Toujours d’aprés (17.69),
UDu(za)UT = Dq (24/V2) Dy (i24/V3)
UDy(z)U" = Dy (i/V2) Dy (/V3)

On obtient pour |Wq) en utilisant (10.42)

; Za +12 124 + 2
= e () (P )

1 i >
2(e 1)z®2(e +1)z

— i®

d’ott 'on déduit 1
(Wslata|¥) = 5(1 —cosd)
soit le méme résultat que pour un photon unique.
2. Dans cette question, il est commode de choisir le point de vue de Heisen-
berg, ou les vecteurs d’état et les opérateurs statistiques sont indépendants
du temps, et o les opérateurs subissent la tranformation (17.66). Le taux

de détection est donné par la valeur moyenne de cfe, ot ¢ est I'opérateur
transformé de a

wq o Tr [ps|z><z|cTc] =Tr [ps|2) (2] (aT cos \ — ib' sin A) (acos A + ibsin A)]
=Tr [psaTa] cos® X + (z|b'b|z) sin® A +1Tr [ps|2) (2] (aTb - bTa)] sin A cos A
Le terme Tr[psa’a] donne le nombre moyen de photons du signal, (z|b7b|z) =

|z|? le nombre moyen de photons de l'oscillateur local et le dernier terme
mélange le signal et Poscillateur local. Compte tenu de (z|b|z) = z

iTr [ps]2) (2] (aTb - bTa)} = izTr(psa’) —iz*Tr(psa)
= i|2|Tr [ps (aT el? — ae*ie)}
= 202|Tr [ps Xjo4n/2] = 2021(X(o4n/2)
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en utilisant (17.72). On retrouve la formule de I’énoncé en remarquant que

sin Acos A = \/t(1 —t)

En faisant varier la phase 6 de l'oscillateur local, on peut donc mesurer n’im-
porte quel opérateur de quadrature.

17.5.5 Oscillations de Rabi dans une cavité

1. Compte tenu de (17.93), le vecteur d’état au temps ¢ = 0 pour n photons
dans la cavité est

[¥n(0)) = loy) = cosbnlx, ) +sinbnlx;})

et donc
(P51 (1)) = cos? 0, €171/2 4 sin? 5, e7101/2

Q, =4/0%2+ (n+1)0%

Compte tenu de tan 260,, = Qr+v/n + 1/0, on trouve

avec

P =1 g, ™

ce que l'on aurait pu déduire directement de (5.43), car Q,, est la fréquence
des oscillations de Rabi. La figure 5.8 montre la réduction des oscillations hors
résonance.

2. A la résonance, et pour n photons dans la cavité

Ot oo Qi
[¥n(t)) = cos TN lr,) — 1 sin TN l3)

et pour un état cohérent initial |z},
2 > z"
W, (t — o l2I7/2 b (t
-(0) 3 Jelen(0)
L’amplitude a,,(t) pour observer un état final |e ® n) est donc

n Qut
an(t) = e~ 121772 2 cog 100

vl 2

Lorsque l'on a détecté Patome dans 1'état |e), on observe que les états |e ®
n) sont des états finaux différents, qui pourraient, au moins en théorie, étre
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distingués. Il faut donc sommer les probabilités de trouver 'atome dans 1’état
e © n)
2n
1,12 R Ot
P (1) = fan ()2 = e~ ELT o2 2t

et la probabilité de trouver I'atome dans ’état excité est

p(t) = Z pn(t) = % — %e*|2|2 Z n| COS(Qnt)
n=0 :

n=0

La transformée de Fourier de p(¢) doit exhiber des pics a Qo = Qg, Q1 =
V2Qgr, Q3 =V3Qr - |2]? ~ 0.9 est le nombre moyen de photons.
3. Pour |z| > 1, la fonction

o1l |2

Pn = n!

passe par un maximum pour n ~ ng = |z|? et elle est approchée par une
gaussienne

b, ~ 1 exp _(n—no)?
" /2 2n0

Posons u =n — ng < ng

u
Q, = Qng—i—u ~ Qpr+\/10 (1 + n_o)

de sorte que, en remplacant la somme discréte par une intégrale

1 1 1 oo, Qru
e = /2 O + 2L
p(t) 2 2.2mng /_Oo ¢ o8 [( mo ¥ 2\/n0> }

Compte tenu de

Qru . Qrut . . Qput
cos [(Qno -+ 2—\/n_0> t} = c08(Qp,t) cos 2 sin(2y,,t) sin NG

et de ce que le deuxiéme terme ne contribue pas a 'intégrale, on obtient

O3t
cos(S2p, t) exp (— %)

t2
cos(S2p, t) exp (— §>

p(t) =~

N~ N
N = N

avec T = 2¢/2 /Qr. L’approximation de n par une variable continue reproduit
bien la décroissance initiale des oscillations. Cependant, si 'on écrit
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on voit que toutes les oscillations sont en phase pour un temps t tel que

_ 4m\/ng _ (7r

O 2n0) T>T

On aura donc une résurgence de oscillations pour cette valeur de t.

17.5.6 Effet Casimir

1. Les seuls paramétres physiques a notre disposition sont L, ki (il s’agit
d’un probléme quantique) et ¢ (la vitesse de propagation des ondes électro-
magnétiques). Avec ces trois paramétres, on peut former une seule quantité
ayant les dimensions d'une pression, & savoir Ac/L*.

2. Les modes stationnaires du champ électrique sont de la forme

E(7 1) = [elhetvk) sin TE | & () etont

ol n est un entier > 0 et wg = C|K'| Lorsque n # 0, le vecteur d’onde
tridimensionnel K est de la forme

R = (kzzk‘yi%)

et il y a deux directions orthogonales indépendantes pour & (K ). L’annulation
de la composante tranverse du champ électrique E pour z =0 et z = L est
alors garantie par le facteur sin(rnz/L). Lorsque n = 0, &(K) doit étre paral-
lele a Oz en raison de la condition d’annulation de la composante transverse
de E et comme de plus &(K) doit étre orthogonal  k, il existe une seule
direction de polarisation.

3. A chaque vecteur k correspondent deux états de polarisation (sauf si
n = 0) et Pénergie de point zéro est

h 1 -
Eo(L) = 3 QZ wn (k)
n,k
4. A la limite continue, (cf. exercice 8.6.10), lorsque les dimensions

Ly, L, — o0
S 2
%:H @) /d k

mais comme L est fini, la somme sur n reste discréte, et

hS / -
5> [ APhwn(k)
T F /

Eo(L) =
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Cette intégrale diverge aux grande fréquences (divergence dite ultraviolette).
On introduit un facteur de coupure y, qui représente physiquement le fait
qu’un métal réel ne reste pas parfait aux grandes fréquences

Eof 2Z/cl2 n(B)x (w’;—@)

22,2
9  cT N

2,2 2 2,2
we = 7z +ck® =w, +ck w > wp

et effectuant le changement de variables

Posant

2
42k = 2mkdk = 2 wdw
C

on obtient

IS &, [ w men
Eo(L) = 2N [ dww?y [ £ B
=gy [Casetn () =T
5. Ey(L) dépend de L uniquement par l'intermédiaire de w,, = mne/L et

dEo(L) _ dwn AS 5 (w\ _mnc hS 5 [(w
AL~ dL 2w - nX

We

L? 27c?

c

On en déduit la pression interne

1 dEy(L) 2he =, 3 [ W T2he o=,
Pin = -3 - - — | = T 35741
TS T dL 2Lt 2" X\ G o7 2 9

n=0

Le calcul de la pression extérieure s’obtient en prenant la limite L — oo,
puisqu’a extérieur le champ n’est pas confiné entre deux plaques. On peut
donc remplacer la somme discréte sur n par une intégrale

2 o0
m*he

Pexy = _W/o g(n)
La pression totale vaut

m2he [ & , o
Piot = Pt — Pext = oA (2} g(n) _/0 9("))

D’aprés la formule d’Euler-Mac Laurin,

i'g(n) - /0009(") - é o (Lﬁ—:g)

n=0



20. Corrigés d’une sélection d’exercices 981

ce qui donne

7% he
Pt = —— —
rT 240 A
On obtient ’énergie de point zéro par intégration
7% he
Ey(L)=———
ol) = =735 I3

17.5.7 Observation non destructive de photons

1. On rappelle les résultats pour des atomes a deux niveaux |g) et |e)
interagissant avec un état a plusieurs photons : les états [pS) = |e ® n) et
|p2) = |g ® (n + 1)) sont quasi dégénérés si la fréquence w des photons est
voisine de wy = (E, — E,;)/h, § = w — wy. Les vecteurs propres |x:) ainsi que
les énergies EX sont donnés & une constante additive prés par (17.93), voir la
figure 20.3

1

By = —ghy/0+m+10%  |x) = —sinfaleh) + cosbaleh)
1

Er o= ghyot+ (10 X2 = cos Ouliof) + sin O 07,)

ou 'angle 6,, est défini par
Qrvn+1 . Q,
i 5

Qg est la fréquence de Rabi du vide et Q,, = Qgr+/n + 1. Lorsque le désaccord
d =0, tan(26,,) — oo et 0, = 7/4. Les états propres sont alors

tan 20,, =

o) = %(—wzwwz»
) = %wzwwz»

Si au contraire § — oo, alors ,, — 0 et
IXn) = leh) ) = l#5)

Ceci permet de tracer le diagramme des niveaux d’énergie Eff de la figure 20.3
donnant EF en fonction de 6§/€,. On observe qu’il n’y a pas croisement de
niveaux lorsque ,,/0 < 1 et on peut développer en fonction de ce parameétre
h 02 h
Efct—6+h-2=+-0+h(n+1
n =Ty 15~ TR+ Dso

avec so = (1% /(49). Le déplacement de |y,') par rapport a |e ® n) est
Aep =h(n+1)sg
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tandis que le déplacement Ay, de |x,,_;) par rapport & |g ® n) est
Agp = —hnsg

Lorsque Patome traverse la cavité, le vecteur d’état de |e) est multiplié par
exp(—iAent/h) et celui de |g) par exp(—iAgynt/h). Le déphasage entre les états
le) et |g) di au passage par la cavité est donc

B(n) = —(Agn — Auy) = 230t(n + %)

t
h

E A

F1G. 20.3 — Schéma des niveaux de I’atome habillé dans la cavité.
2. On exprime o, et o, en fonction de o1 et o_
Hq(t) = —%hwl [mrei(m%’) + U,e*i(‘”t*‘i’)}
Dans le référentiel tournant,

or — opeTiwt

et on obtient pour H; une expression indépendante du temps
N 1 .
H, = —§hw1 [02 cos ¢ + oy sin @]

L’opérateur de rotation d’un angle § autour de 'axe i = (cos ¢, sin ¢, 0) est

exp (_%19(5 . ﬁ)) = exp (—%9(0}5 cos ¢ + o, sin gb))
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et exp(—iHt/h) représente une rotation d’angle —wit autour de 'axe #.
3. La rotation dans la cavité Ry est

(i7r ) 1 (I +i0s) 1 1 i

ex — 0. = — i0,) = — B

p g 7 \/5 z \/5 i1

et I’état de 'atome & la sortie de la cavité est par conséquent

exp (T o) [#) = Z(1+) +i-)

4. Lorsque n = 0 et ¢ = 0, 'action des cavités R; et Ro se résume au
produit

im im im )
exp (Z O'a;) exp (Z O'a;) = exp (5 O'w> = 10,
et io,|+) =i|—) : I'atome sort de la cavité Ry dans I’état |—). Lorsque n =1,
le passage dans la cavité C' a pour effet

1

ﬁ(l+>+i|—>)

1 .
= (4 =il-)
et

exp (o) J5(1+) =il-) = 1)

Sin =0, Patome sort de Ry dans 'état |—) et si n = 1, il en sort dans 'état
|+) : Vobservation de I’état de 'atome permet donc de mesurer le nombre de
photons dans la cavité C'. L’observation est non destructive, car la probabilité
d’absorption des photons est négligeable et le nombre de photons dans la
cavité reste inchangé.

5. L’état

1
V2

s’obtient a partir de [¢)(n = 0)) par une rotation d’angle mn/q autour de Oz.
Aprés passage dans Ry, 'amplitude de probabilité pour trouver 'atome dans
Pétat |+) est

[ (n)) (I+) +ie'™/9]=))

as(d) = %w exp(—iHyt/R)(|+) +ie™/a|-))

Comme ) "
.7 1 ie™
eXp(—lHlt/h) = E < iei¢ 1 )

on trouve pour les amplitudes de probabilité ay (¢)

0@ = (1o emn)

a(¢) = %(ei¢+ei”"/q>
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d’ott les probabilités

pL() =

()

a(j, @) = (4, ¢l (n))

découle immédiatement des résultats de 5, en remarquant que pour j =1

cos (ﬂ—qﬂ—w) = —cos <7r_n_¢>
q q

En utilisant la loi de Bayes pour les probabilités conditionnelles

P(A[B)p(B) = p(B|A)p(4)

l\JI»—A

6. La relation

on obtient

p(nlj, ) = PoLURLCIn) = 3" p( dln)poln

7. Supposons que I'état d'un systéme de deux particules (i) et (j) soit

= il @ ¢;)

i,

n

et que la mesure de j donne j = jo. Aprés mesure, le vecteur d’état de (i) est
donné par la régle de Born généralisée (exercice 4.4.9)

1
|d}> - m?cwohpﬂ

et celui du systéme composé est [ ® ;). On écrit

= Z |7, 9)(J, ¢l (n))

soit pour le vecteur d’état initial atome+photon

0) = (ealis $leb(n))) ® |5, )

Jsn

Si la mesure donne le résultat j, le vecteur d’état du champ est

) = J—Z 4, ¢l (n))|n)

p(j,¢) = > _ p(nlj, #)p(j, ¢)

n

avec
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17.5.9 Forces réactives

1. Les valeurs propres et vecteurs propres sont donnés par (17.93). On

trouve
1
Ix1n(2)) = Eip= _Eh 52 + n$22 (=)
1

La force sur 'atome dans I’état |x1,,), par exemple, est

OBy, 1. 003 1
bon=—"=1"% T
z Z /0% +nfk(z)
et an = _Fln'
2. Les amplitudes de transition sont données par
afy = (-1l + bY)[x1n) = —sinf,—1 cos by
aby = {(x2m-1|(b+b")|x1n) = cosb,_1 cosb,
aly = (X1,n-1|(b+b")|x2) = —sinb,_1sind,
a%y = (x2m_1|(b+b")|x2n) = —cosb,_;sinb,

En choisissant convenablement la phase ¢ dans (17.56), on obtient pour la
valeur moyenne du champ Eg(z,t) dans 'état cohérent |2), avec |z|? = (n)

(z|[Eg (z,t)|2) = 2(n) 1/@ coswt sinkz
E()V

hwin) 1
E()V o 5&)

ce qui donne

et pour le couplage atome-champ
1 (2)V/ (n) = d€sinkz = hwi(2)

ol wy(z) est la fréquence de Rabi habituelle (¢f. par exemple (15.36)).
3. On trouve immédiatement (6,y = 0)

st sin* @ st cos* @
P1 cost 6 + sin* 6 P2 cos* 0 4 sin 6
D’aprés la question 1, la force sur I'atome dans 1’état |y1) est

2
P = lh owi(z) 1

W
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et Fy = —I. La force sur un atome est donc

‘ ‘ 1 Ow? (2) 1 sin® 0 — cos* 9
F=F(p}—py) = h—1
1(p1 P2 ) 4 Oz 52 +w%(z) cost O +sin? 0
avec
sin® 6 — cos* 0 _ 201 (n)
costf +sin*0 62+ Qin) (2)

En rassemblant tous les facteurs

ou sous forme vectorielle
Fe-Ligerm—20
2 17262 4 w2 (2)

en accord avec (15.60) si I' < wy, c’est-a-dire si le laser est suffisamment
intense.

17.5.10 Capture radiative de neutrons par I’hydrogéne

1. Lorsque r — 0,

pr+5_1+6_1 a a(l r)
pro pro roor a

P(r) =

2. Les transitions dipolaires électriques sont supprimées a trés basse éner-
gie en raison de la barriére centrifuge : une onde P posséde une probabilité de
présence qui s’annule rapidement quand on s’approche de lorigine. Partant
de lexpression (17.50) du champ magnétique quantifié¢, nous devons conserver
les transitions entre états a zéro photon et & un photon, qui sont donnés par
le terme a;ra

(1 photon|a£)\|0 photon) =1

1l nous reste seulement W', conformément & 1’énoncé.

3. Le terme 5
- [(FIW]0)[*6(hw — (E; — Ef))

vient de la régle d’or de Fermi (8.152), F est le facteur de flux et

Vw?dw

(2m)3¢e3

est I’espace de phase des états finaux du photon.
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4. Le moment angulaire est J = (1/2)(G, + G,) et J|xs) = 0 car |x,) est
un état de moment angulaire nul. De méme,

<XS|5:p|XS> =0

parce que &, est un opérateur vectoriel dont les éléments de matrice sont
nuls en raison du théoréme de Wigner-Eckart, si les éléments de matrice sont
calculés entre états de moment angulaire zéro. Si 1, () est la fonction d’onde
spatiale d’un état 3S;, le potentiel est le méme que celui du deutéron, et
comme deux fonctions d’onde correspondant & deux valeurs propres différentes
de I'énergie sont orthogonales, nous avons

[ v = [ drup e —o

Si, au contraire, la fonction d’onde initiale correspond & un état 'Sy, I'intégrale
ne s’annule pas

Jrunmun = -2 [ao [Trar ST 0 (1)
= —NDag\/_/ dre™" 1—i>:M(1_HQS)

r K2

5. Nous utilisons la relation de fermeture (17.30)
Ze)\ ‘ E :(Sij—ifi];}j

et nous en déduisons

D1l

D (G X (X1 xs)

m
= D 6T X - (1T lxs) + (xs1Fplxs) - (XslTplxs)
m
ol nous nous sommes servis de (xs|Fp|xs) = 0. Nous utilisons ensuite la

relation de fermeture dans ’espace de Hilbert a quatre dimensions des deux
spins

SO+ ) (sl = 1

de sorte que
1 o
(IWepinl?) = X XslTp = (Fp - k)?[xs) = 5

parce que &’g =3 and (7 - 15)2 =1.

6. Rassemblons les différents facteurs que nous avons examinés dans les
questions précédentes et qui conduisent au résultat de 1’énoncé.
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1. Un facteur

h
QEQV

a pour origine I'expression du champ magnétique quantifié.

2. Un facteur
1 ¢h?
4 4M?
a pour origine le couplage des moments magnétiques avec le champ
magnétique quantifié.

(gp - gn)2

3. Un facteur 1/2 vient de la sommation sur les spins.

4. Un facteur )
4T N7 9 8T 9
(1= kas)” = F(l — Rayg)

K
a pour origine l'intégrale de recouvrement des fonctions d’onde.

5. Comme do/df est isotrope, un facteur 47 vient de I'intégration sur dQ.

6. hw = B vient de la conservation de ’énergie.

On trouve finalement I'estimation numérique suivante du résultat théorique

o=17.72x10"*(MeV)? = 30.9 (fm)?
17.5.11 L’expérience de Badurek et al.

Partons du vecteur d’état initial
1

v) 7

(ID1+1D2) @2t =0)

La valeur moyenne du champ I§1 au temps t est

(B1)(t) = (2(t)|B1|2(t)) = 2alz| cos(wt — ¢)i
ce qui montre, par comparaison avec l’expression classique

By = By cos(wt — ¢)

que 2a|z| = B;. Dans le point de vue de l'interaction, avec pour hamiltonien
Hy

1
Hy = hwa'a — 5 hwoo

nous avons

I:Iint = _%Oéh"/ [U+ eint +o_ efiWOt] [a e*iuﬂf 4 aeiwt}
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et a approximation séculaire
g L [ —it foiot]
int = 5 ayn (o4 ae o_a'e

ol 0 = w — wy est le désaccord et 7y le facteur gyromagnétique. L’action de
Popérateur a sur un état cohérent |z) est simple : a|z) = z|z), mais non celle
de af. On définit le vecteur |¢) comme la différence entre af|z) et 2*|2)

aflz) = 2*[2) + |e)

Il est facile de montrer que (z|e) = 0 et que ||g]|* = (ele) = 1. En effet, en
multipliant I’équation
a'lz) = 2*|2) + fe)

par le bra (z|, on trouve
(zlat]z) = 2" = 2* + (z]¢)
et donc (zle) = 0. D’autre part,
lell* = ((2la — 2(z[)(a]z) - "|2)) = 1

Ajouter un photon & un état cohérent le modifie de fagon négligeable si |z| > 1.
L’action de Hijyg sur un état cohérent peut donc s’écrire grace a la substitution

a'lz) — 2*|2) + [e)
de la facon suivante

. 1 i ) o 1 hw i
Hip ~ _§hw1 o eiPe 0 45 e_l‘belét} [2)(z| — §|—|1 o_e¥e)(z]
z

Le premier terme de Hint reproduit exactement le hamiltonien d’interaction
avec un champ classique, le deuxiéme terme, responsable de 'intrication spin-
champ, est négligeable lorsque |z| > 1, ce qui est le cas pour un champ
classique. L’interaction avec le champ classique maintient la cohérence entre
les états de spin | 7)1 et | 1)z, et les interférences ne sont pas détruites.

20.18 Exercices du chapitre 18
18.4.6 Superposition d’états cohérents

1. Le terme [Hy, p| ne contribue pas a 'évolution de p,,, parce que Hj est
diagonal dans la base {|n)}. De plus,

(na’ap + pa’aln) 2npnn

(TL + 1)pn+1,n+1

(nlapa’|n)
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et I’évolution de p,, est donc

dpnn
dt

= —nLppn + (N + D ppt1nt1

Si nous choisissons n = 0, nous trouvons dp/dt = I'p11, ce qui veut dire que
la population de I’état fondamental augmente & un taux qui est proportionnel
a celle de I’état excité multipliée par I'. Le processus physique correspondant
est I’émission spontanée d’un photon, de sorte que I' est le taux d’émission
spontanée. L’équation d’évolution de p,1 , est obtenue de

(n+1|[Ho, plln) = hwopniin
(n + 1|apal|n) (n+1)(n+2) pryontt
(et 1Hataplln) = 20+ Dpusrn

de sorte que

dpn+1,n

. 1
dr = —iwopntin +T (n+1)(n+2) Prn+2,n+1 — 5 ['(2n + 1)Pn+1,n

2

2. Utilisant (2.70), nous obtenons
Mate™ e = al + X a,al] = af + N*

c’est-a-dire
ate ™ = a(aT + /\*>

Prenant la dérivée de C' (A, \*;t) par rapport a A\, nous en déduisons

0 . .
ﬁTr (pemT e “) = Tr (p af era’ ¢ “)

= Tr (pe’\‘IT e M al + X"))

Tr ((aT + /\*)peAaT e_y“>

otll nous nous sommes servis de l'invariance de la trace par permutation cir-
culaire pour obtenir la derniére ligne. Cette équation s’écrit schématiquement
comme

0 0
O\ s qf - T
(8)\ A ) a' p tandis que B —pa

Nous obtenons, de méme, pour 9/0\*

0 .
Tr (pe)\aT e—)\ a)

o Aat —)\*a)
I Tr (pe ae

= —Tr (p (a—MNe Aa ae_k*“>
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ce qui peut se récrire

Ao 2) L e tandis que — 2
B pa tandis que B ap

3. Examinons les différents termes dans le membre de droite de (18.36).
D’aprés les résultats de la question précédente,

alap — 2—/\* _ 9 ——8—2—1—)\* 0
P B\ o) =~ oror X

afa — (A— 0 9 ——8—2—1—)\2
p DAY A )

de sorte que

o 0
i * I U
lata, )l = N 555 = A%%
De méme,
i 0
AP NN
et
B 0 B B
i I . _ -
{ala, p} (8)\ A ) ( a») * (A ax*) (8)\)
2

CONIONF O\ B

Combinant tous ces résultats, nous en déduisons 1’équation aux dérivées
partielles

o (T . o (T . « 0 4y =

ou encore

0 r . 0 r . 0 *g)
|:a—|—<§—lw())m+<§+IWQ>m:|C()\a)\7t)_0

Afin d’appliquer la méthode des caractéristiques, nous écrivons

dt _ dlnA  dlnx
1 T/2—iwy T/24iw

d’oul
A= Xoexp[(T/2 — iwp)t] A" = Aj exp[(T'/2 + iwp)t]

ou en résolvant pour Ao, A

Ao = Aexp[—(T'/2 — iwp)t] Ay = A" exp[—(T'/2 + iwp)1]
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Aexp[—(T'/2 — iwp)t] et Nexp[—(T'/2 + iwp)t] sont constants le long des ca-
ractéristiques. L’équation aux dérivées partielles pour C' (A, \*; ¢) nous dit que
cette fonction est constante le long des caractéristiques
C(M A5 t) = Co(\, A5t =0) = Co(A, A7)

4. L’opérateur statistique est au temps t = 0

Co(M\,\") =Tr (|z>(z| ere! e*)‘*“) = <z|e)‘aT e N9 z) = exp(Az* — \*2)
Nous avons donc au temps ¢

C(\\'5t) = exp [z*)\e_(rﬂ_i“’(’)t, )\*ze_(r/ﬂi“’ﬂ)t}
ce qui peut se récrire
C (A A*5t) = exp [Az" () — X" 2(1)]

avec
Z(t) — Zef(F/QJriuo)t

et par conséquent, C'(\, \*;t) correspond a 1’état cohérent
[2(8)) = et eT/2)
5. Lorsque |®) est une superposition d’états cohérents
|®) = c1|z1) + calz2)
alors
C\A5t=0) = |cl|2€(AZI—A*21) + |02|28()\z§—)\*z2)
Ferch(za]z1)e? 2 TAE) L eiey (2 |zg)eMe i A 2)

Les deux derniers termes ont pour origine le fait que |®) est une superpo-
sition cohérente, alors que ces termes seraient absents dans un superposition
incohérente des deux états cohérents. Au temps ¢, nous avons

C()\, )\*; t) _ |Cl|26[)\zf (£)—=A*21(¢)] + |02|26[)\z; (£)=A\* 22 ()]
+ 16 (za|z)eP WA Bl L e, ()] 2y) el (=2 22 (1))
On remarque que les produits scalaires dans ces deux derniers termes sont

(z2|z1) et (z1|z2), et non (z2(t)|21(t)) et (z1(t)]z2(t)). Sil’on veut retrouver la
méme forme qu’a t = 0, on doit écrire par exemple

RN, B
@mo—gﬁiﬁwwﬂwum—mm@@mw>
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Nous pouvons alors écrire 1’état final comme une superposition de deux états
cohérents, mais la cohérence a été réduite par un facteur

1 _ r
In(t)| = exp —§|21 — 2 (1-e Ft)} ~ exp [—§|21 - Zzﬂ

La cohérence est donc amortie selon un taux qui est plus grand par un facteur
|21 — 22]? que le taux d’amortissement I' des états cohérents individuels. Le
temps de décohérence est donc

2

Tdec = 1—~||Z1 — 22|2

5. Au temps t = 0, Doscillateur est dans un état de superposition
|D(t =0)) = ¢1]0) + c2l2)
Le vecteur d’état global est 4t =0
[T(t=0)) =c1|0®0g) + 2|2 ®0p)

ou |0g) est le vecteur d’état (état du vide) du champ de rayonnement, étant
donné que & T = 0 aucun photon (ou phonon) n’est disponible. La pre-
miére composante de |¥) reste inchangée sous 1’évolution temporelle, parce
que ’émission spontanée n’est pas possible a partir de |0). Au contraire, un
photon sera émis en moyenne au bout d’un temps ~ I'|z|? en raison de la se-
conde composante de |¥). De fait, I’évolution de p,, dans la question 1 nous
dit que 'amplitude de désintégration d’un état excité |n) est nl', et le nombre
moyen (n) est égal & |2|?, |2|> = (n) dans I’état cohérent |z). Dés qu'un photon
est émis, les deux composantes de |®) s’intriquent a des états orthogonaux
de I’environnement, et 'opérateur statistique réduit perd toute cohérence de
phase. Le temps de décohérence est donc le temps moyen d’émission d’un seul
photon, et Tgec =~ 1/(|2|T).

18.4.8 Approximation séculaire et équation de Lindblad

1. Nous nous limitons & un seul indice «, le cas général s’en déduisant
trivialement. Nous avons donc

W = hAR

ol h a été introduit de facon a compenser le facteur 1/h% de (18.62). I est
clair, d’aprés sa définition, que A(w) diminue ’énergie de fuw. Ceci est confirmé
par un calcul direct du commutateur [H, A(w)]

[Ha, A(w)] = Z Z e1P(e1) P(e) AP(e") — P(e) AP(e") P(er)er

€1 Le'—e=hw
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Utilisant P(e1) P(g) = d. ¢, P(e), nous en déduisons

[Ha, Aw)] = Y (e—€)P(e) AP() = hwA(w)

e/ —e=hw

Trois autres identités nous seront utiles :

(i)
A(—w) = AT(w)
(ii)
Y Aw)=> P APE)=A
(iii)

[Hoa, AT () A@W)] = AT(@)[Ha, AW)] + [Ha, AT ()] A(w) = 0

2. Il est commode de partir de ’équation pilote pour p. Examinons un de
ses termes

/0 dt’ g(t)A(t = t)p(B)A®W) = / dt’ g(t) A(w) e (1) A(w') 71

w,w’

=) G AW)pt)AW) i)t

A Papproximation séculaire, on conserve seulement les termes tels que w+w’ =
0. Il est alors facile d’écrire dp/dt

D = (@) + GL@)A) AC)
~G(W)A(-w) Aw) 5~ G ()5 A(-w) Aw) }
Décomposons G(w) en parties réelle et imaginaire
Gaw) = 3 Ta(w) ~ iAs ()
et définissons le hamiltonien du déplacement Lamb (Lamb shift) Hyg par
His =) As(w)A(-w) Aw)
Comme A(—w)A(w) commute avec H 4, on peut écrire

HLS = Z AS'P(E)
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avec un choix des projecteurs P(g) qui n’est pas unique en général. On met
alors dp/dt sous la forme de Lindblad

dp i 1

L= == [Ha + Hus, p] + YT (@) [Aw) p A(-w) = S{A(-w) Aw), p}

3. Définissons
P(en,t) = (enlp(t)len)

ot les niveaux ¢, de H4 + Hpg sont supposés non dégénérés. Nous devons
alors calculer ’élément de matrice nn du membre de droite de 1’équation de
Lindblad. Examinons le premier terme

(enlA(w)p(t) A(—w)len)
= (en|A(w)|en + hw){en + hw|p(t)|en + hw) (e, + hw|A(—w)|es)
= [(en|A(w)|en + hw) 2 P(en + hw, t)
=Wi(enlen + hw)P(epn + hw, t)

Nous en déduisons I’équation pilote

dP(ep,t)

=Y {W(an|sn + W) P(en + hw, t) — W (en + hwlen) P, t)}

w

18.4.11 L’équation de Fokker-Planck-Kramers pour
une particule brownienne

1. Nous nous limitons au deuxiéme terme [ X, { P, p}] du membre de gauche
de(18.96), car les deux autres termes sont traités par une technique identique.
En utilisant la forme (12.116) de w, nous obtenons immédiatement

wapit) = == [ e @t Lip e — Yyyay
o 2mh J_ o 257 2

i o [t _.
= — —ipy/h Q P _Q
27rap/m e <x+2|{ , Pl 2>dy

Nous utilisons ensuite la forme (12.117) de w

AR h ) )
wlapit) = gt [ e o NP ) - Dy

1 8 e —iz
— oeger [ ok NP oY - Dy

— 0o

= iﬁa—p [pw(z, p; t)]

2. 1l suffit d’observer que w(x, p;t) doit s’annuler quand x — +oco.
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20.19 Exercices du chapitre 19

19.6.1 Deécomposition polaire d’une transformation
de Lorentz

2. De la relation .

(A00)2 - Z(Aio)z =1

=1

on déduit Z‘f:l(Aio)Q = sinh®7. On peut donc définir un vecteur unitaire
7 de composantes A’y = —n’ sinhn et utiliser la transformation de Lorentz
spéciale S sous la forme (19.7). La transformation S~'A ne change pas eq :
S~1Aey = eg, et elle agit donc uniquement sur les coordonnées d’espace : c’est
une rotation.

3. Comme RR'™' est une rotation, RR’fleo = e, et par conséquent
S’eq = Seg = e, : les transformations de Lorentz spéciales S et S’ coincident,
ce qui implique R = R’.

19.6.2 Relations de commutation des J,, et des W,

1. Pour calculer le commutateur [.J,,,,, W], on se sert de I'identité
[A, BC] = BIA,C] + [4, BIC

d’ot les termes X, et Xo.
2. (i) Examinons d’abord le cas ou les 3 indices p, v et A sont différents,
et étudions le premier terme de X3

! T
X1 =2exprpd, PP
Comme 7T # i, on a nécessairement p = u et
X{ = 2EAVT#JNTP” = —26)\/LTVJ/LTPIL
Passons au premier terme de X5
!/
X2 = €AUTVJUTPM
Dans ce cas, soit 0 = p, soit 7= p
!
X5 = exurv " Py + exoun SV Py = 2exur JHT Py

ce qui implique X{ + X4 = 0. On montre de méme que X} + X% = 0, et donc
X1+ Xo=0.
(ii) Cas ou A = p # v
X{ = 2earpd, PP = =2guxcparp N PP
_29,11)\W1/
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Le cas ou A = v donne X| = 0. Passons a X} dans le cas ot u = \ # v

/ A A
X2 = EAUTVg/J)\JUTP = _gp)\guo‘r)\JUTP

- _g,u)\Wl/

19.6.3 Rotation de Thomas-Wigner et précession
de Thomas

1. Partons de (19.7) écrite dans le point de vue passif
2/° 2% coshn — - fusinhn

- (& - A)a' + [(# - 7) coshn — 2 sinh )i’

La composante suivant &3 ne joue aucun réle dans ce qui suit et sera omise.

Le produit scalaire tridimensionnel Z - i vaut

—

1

A =2x"cosf + 2%sind

8]

Les coordonnées transformées sont

0 . . .
2" = 2%coshn — 2! sinhncos § — 2% sinh 7 sin 6

= —2"sinhncos® + x'[1 + (coshn — 1) cos? §] + x*(coshn — 1) sin 6 cos 6
= —2%sinh7nsin@ 4 ' (coshn — 1) sin @ cos 6 4 2*[1 4 (coshn — 1) sin? 4]
d’ot 'on déduit la matrice représentative du boost. Comme on se limite aux

composantes (0,1, 2), il suffit d’écrire la matrice 3 x 3

coshn — sinhn cos 6 —sinhnsiné
Ay = | —sinhncos® 1+ (coshn—1)cos?d (coshn—1)sinfcosf
—sinhnsin@ (coshn —1)sinfcosd 14 (coshn —1)sin® 0

On vérifie que Ay est symétrique, Ap = AT comme il se doit pour un boost.
2. Soit e(® le vecteur (1,0,0,0). Son transformé par A est @ =
(A%, Ay, A%)). D’apres le résultat de la question 1, le boost S est donné
par
cosh ¢ —sinh ¢ cos ¢ —sinh { sin®y
S = | —sinhCcosy 1+ (cosh¢ —1)cos?yp (cosh( —1)sincosq)
—sinh(sing  (cosh¢ — 1)sintcosyy 1+ (cosh¢ — 1)sin? )
Comme Re(® = ¢(0) §e(0) = Ae(®) et par conséquent,

cosh( = AOO, —sinh { cosy = A107 —sinh (sinty = A20

d’ou

1 2
Ao singp = — 0

cosy = — sinh ¢ sinh
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On en déduit S et S%

(M) 1 (A%)?
sinh? ¢ 1+ cosh¢
AlgA%y  AYA%

sinh®¢ 14 cosh(

SY = 1+4(cosh¢—1)

S% = (cosh¢—1)

3. Le quadrivecteur transformé de e!) = (0,1,0) a pour composantes
AeM = (A%, AL, A%)

tandis que
Set) = (Sola Slp 521)

Comme S~'A = R, le vecteur Re) fait un angle ¢pw avec 'axe O&'
cosprw = —[STIA] e e = —[A] M) . [S] W)

(ne pas oublier le signe — de la métrique de Minkowski!), ce qui donne

cosprw = —A%S% +ALSY + A% S,
Al )2 Al A2
= —A%A!L AL (1 (70 A2, 2020
1o+ 40 +1+cosh( + 11+ cosh¢
_ 1 A10A20
"1+ A9,

ol nous avons utilisé (19.14) pour passer de la seconde a la troisiéme ligne.
4. Effectuons le produit AsAy, ol nous rappelons que A; est un boost de
rapidité y le long de &'

C1 —S1 0
A1 = —S81 C1 0
0 0 1
tandis que
Co —s89 cosl —89sin @
Ao = —s2co80 1+ (ca—1)cos?f (co—1)sinfcosd

—s98inf  (cy —1)sinfcosf 14 (cy —1)sin?0
La multiplication des deux matrices donne
AOO = cosh( =cico + s152cosb
Al —c189 080 — s1[1 + (co — 1) cos? 0]
AO1 —81Cc9 — €189 cos
All = s182c080+ci[1 4 (ca — 1) cos® 0]
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Le produit AjA%, s’en déduit

AGA% = sPcysin? @ + sysacico cosO(1 + cos? 6)

+(s2¢2 4 352) cos? O + s159¢1 sin” O cos? 0
Il en découle

(1+A°)AY —A%AYy = (1+cicp +5152c080) — (1 — 1)(c2 — 1) sin? @
(1+cosh¢) — (¢; —1)(c2 — 1) sin? @

On en déduit le cosinus de I'angle de rotation de Thomas-Wigner

(Cl — 1)(02 — 1)

.2
0
1+ cosh( S

cosprw = 1 —

Le calcul de sin ¢w suit un schéma analogue.
5. La variation de vitesse U est donnée par

67 = atanh(y +¢) — ' tanh

soit en termes de composantes

Svt ~ ° dv? ~ ftanh y

cosh? x

La matrice représentative de A;(—x) est

c s 0
AM(=x)=| s ¢ 0
0 0 1
et celle de Ax(x +¢,7)
ct+es —s—ec —s0
Ao(x+en)=| —s—ec c+es (c—1)0

—sf  (c—1)0 1
La multiplication des deux matrices donne
1 — —s0
MoAT = —¢ 1 (c—1)0
—s0 —(c—1)0 1
ce qui s’exprime en fonction des générateurs infinitésimaux (19.53)

AgAT! =T — e(iI%) — s0(I%) + (¢ — 1)0(GT3Y)

ot iI% et i7°2 sont les générateurs infinitésimaux des boosts suivant &' et &2
et iI3! celui des rotations autour de 3.
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6. L’accélération de 1’électron sur son orbite est

L[1av),
r dr

ot V est I’énergie potentielle, et par conséquent,

S Lfravy o1 [1dv]);
w_2m r dr rrv= 2m?2 |r dr

ot [ est le moment angulaire. Par ailleurs, ’équation du mouvement du spin
§ dans le référentiel propre est

ds

a gXé

- B q
ref. propre m

ou i = (g/m)§ est le moment magnétique. Ceci correspond a une énergie
magnétique

L o= q . = 1 [1dV] -
U:— -B:——S-B:— _—_— l.s
a m m?2 [r dr (t-3)

L’équation du mouvement du spin dans le référentiel du laboratoire est

correspondant & une énergie additionnelle

1 |1
AU =5-0= [ v

e ;E]“'g’

La somme U + AU donne le hamiltonien spin-orbite (15.20)

11
W [d_v

~ o | dr}“'g)

19.6.9 Courant de Dirac en présence d’un champ
magnétique

Exprimant le spineur de Dirac en fonction des deux composantes ¥ et ®
dans la base de Dirac
v
=)

on obtient pour les composantes d’espace du courant

' = (U )0y ( ® )
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On utilise alors la relation approchée valable pour des particules de faible
vitesse

1 ~
b=_—(-P)¥
57, (0 P)
d’ou L
ji= 5 (Uloi04(PHT) + (PF0) opo; V]
m
On utilise ensuite
00k = Oik + 1€ik107
Le second terme de cette égalité donne une contribution & j¢ (avec P¥ = —idy)

. 1 i 3
J = et (Wlow) = 5 [v x (qﬁaxy)}

x
2m m
19.6.10 Transformation de Lorentz d’un spineur de
Dirac
1. La relation ¥ = (A~")”, 2" montre que dz”/dz"" = (A~")”,. Compte
tenu de ¢/ (2') = S(A)y(x), on doit avoir
i), S(A)(x) — mS(A)(x) = 0
soit

iy (A7)0, (S (M)t (@) — mS(A)i(x) = 0

m
Multiplions cette équation par S~1(A)

ISTHANM(AT),S (M), () — myp(z) =0
Pour retrouver I’équation de Dirac a laquelle obéit 1 (z), il faut que

ST A)Y(AT)S(8) = 77

m

et en multipliant par A7,
STHANTS(A) = ATy
2. Choisissant A voisine de I'identité, I’équation ci-dessus implique

i
4 wosloas, 1] = @0 = wapg"”

1
= 5 Waplg" Y = g""y]

ou nous avons antisymétrisé le membre de droite afin de pouvoir identifier les
coefficients de wqp. L’identification donne alors

[0, 4#] = 2i[g"*yP — gy
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Pour vérifier que

of _ 1l a p
o 2[7,7]

obéit bien a cette relation de commutation, il faut calculer le commutateur
[[7*,7°],7*]. Le calcul s’effectue aisément en utilisant

2gHyP — y Oyt
2gHyP — 2gMP Y Pk

PyyP =

C Constantes physiques

vitesse de la lumiére dans le vide
constante de Planck

constante de Planck divisée par 2w
charge de I’électron (ge < 0)
masse de 1’électron

masse du proton

masse du neutron

constante de Rydberg

magnéton de Bohr

magnéton de Bohr nucléaire

constante de Boltzmann

constante de gravitation
conversion énergie-longueur d’onde
conversion énergie-fréquence
conversion énergie-température

c=3.00m.s™1

h =6.63 x 107%4]J.s

h=1.055 x 10734J.s

lge] = 1.602 x 10~ Cb

me =9.11 x 10731 kg = 0.511 MeV.c 2
mp = 1.673 x 10727 kg = 938.3MeV.c~?2
My = 1.675 x 10727 kg = 939.5 MeV.c~2
Roo = 202mec? = 13.61eV

pp = Hell =579 x 1075 ev. T
LN = % =315 x 107 8eV.T!

2m
kg =138 x 10723 J. K1
G =6.67 x 107 N.m? kg2
E=1eV < A=124pum
E=1eV v =242 x 10" Hz
E=1eV « T =11600K
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GHZ 415, 462
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pointeur 427, 785, 799
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formule de Trotter 496
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fréquence
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de Larmor 93, 161, 368
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de Rabi 162, 665
de Rabi du vide 728
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des transformations de Galilée
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du groupe de Poincaré 821
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de Jaynes-Cummings 728
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horloge atomique 187
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impulsion 218
de Fermi 619
m 165
w/2 165
indice de Maslov 517
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de Bell 395
de Heisenberg 27, 126, 226,
250, 285
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fortes 9
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interférences 20, 56, 750
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interféromeétre a neutrons 44
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30, 417
intervalle
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du genre lumiére 405
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invariance de jauge 365
inversion de population 167, 176,

185, 669
ion moléculaire Hf 194
ions piégés 466
isométrie 53

J

jauge de Coulomb (ou de
rayonnement) 712, 755
jauge de Lorentz 718

K
ket 54
L

lagrangien 240, 499
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lame séparatrice 24, 722
équilibrée 24

largeur de bande 748

largeur de raie 134, 483, 742

laser 183
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lepton 7
liaison o 153
ligne de Stokes 513
liouvillien 782
localité 396
loi
de Boltzmann 12, 772
de Coulomb 8
de conservation 218
de dispersion 641
de Lorentz 11
de Malus 75
de Planck 18, 181
de Poisson 359, 374
longueur
de cohérence 186, 466
de corrélation 535
de diffusion 557
de diffusion singulet 564
de diffusion triplet 564
d’onde Compton 38, 833
d’onde de de Broglie 20
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M

magnéton de Bohr 662
magnéton de Bohr nucléaire
662, 701
magnon 456
maille d’un cristal 44
marche au hasard 675
marche de potentiel 261, 288
maser 176
masse effective 275
masse réduite 40, 239, 351
matrice 54
densité : voir statistique
de Dirac 837
de passage 268
de Pauli 100
de rotation (ou de Wigner)
102, 300
de transition (7) 325, 575, 581
normale 69
positive 69
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mesure 120, 424

de Bell 446

de von Neumann 292, 424

de Wiener 497

idéale 120
méthode de Wigner-Weisskopf

480, 743
méthode variationnelle

142, 655, 689
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modéle

de Caldeira-Leggett 793
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standard 10
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diatomique 40, 289, 307, 697
moment

angulaire 218, 222, 295

angulaire orbital 305, 659

conjugué 37, 241, 717

de Fermi 620

dipolaire électrique 171,

479, 734

(dipolaire) magnétique 91,

662, 701

magnétique anormal 719
mouvement brownien 676, 793
muon 7, 682

N

neutrino 7, 145, 599, 831, 854
neutron 4

froid 21

thermique 20
niveau
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de Fermi 619
de Landau 369
d’énergie 37, 263
de rotation 308
de rotation-vibration 700
de vibration 700
Zeeman 105, 161
neeud 263, 314
nombre
de Kraus 776
de masse 4
de niveaux 140
de Schmidt 385
magique 703
quantique magnétique 296
quantique principal 298,
315, 659
quantique radial 315
nombre d’occupation 622
norme d’un vecteur 51
norme d’un opérateur 202
notation de Dirac 54
noyau atomique 4
noyau de mémoire 780
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numéro atomique 4

(0)

observable : voir propriété physique

onde
de spin 456
entrante 269
sortante 269
partielle 313
sphérique entrante 551
sphérique sortante 551
opérateur
antilinéaire 472
antiunitaire 215, 472, 588
auto-adjoint 52, 204
borné 202
compatible 85
complétement positif 776
d’annihilation
(ou de destruction) 352, 621,
638, 716
de champ 624
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de déplacement 361

densité : voir statistique

de phase 363, 374

de quadrature 720

de rotation 222, 299

de saut quantique 782

de translation 244

d’évolution 129, 666

hermitien 52, 204

hermitien conjugué 52, 203

identité 52

impulsion 218, 226, 276

incompatible 85

linéaire 51, 201

moment dipolaire électrique 734

nombre de particules 353,

624, 639

nombre de photons 716

non borné 202

positif 63

position 225, 276

scalaire 223, 335

statistique (ou densité¢) 381

statistique réduit 384

tensoriel irréductible 349

unitaire 52, 208

vectoriel 223, 335

vitesse 232
opération de symétrie 212
orbitale moléculaire 154
ordinateur quantique 440
ordre a longue distance 3
ordre normal 749, 859
oscillateur

harmonique 352, 501

harmonique amorti 783

harmonique forcé 373, 669
oscillations

de Rabi 164

de Rabi du vide 730

neutrino 145

P

paquet d’ondes 250, 575
gaussien 286, 798
libre 251
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paramagnétique 615
parameétre
de Lamb-Dicke 467
de saturation 668
d’impact 549
parité 228, 852
d’une particule 325
impaire 230
paire 230
particule brownienne 797
particule de matiére 7
particule relative 239, 351
pas du réseau 3
permutation 610
petit groupe 826
phase de Berry (ou géométrique)
529, 533
phénomeéne de Stokes 513
phonon 40, 641
photodétecteur 80, 746
photon 9, 18, 711
pic de Gamow 592
piége magnéto-optique 676
poids de Boltzmann 12, 498
point de rebroussement 34, 510
point de vue
actif 98, 213, 824
de Heisenberg 138, 147
de Vinteraction (ou de Dirac)
139, 174
de Schrédinger 138
passif 98, 212
polarisation
circulaire 77, 108
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circulaire gauche 77
de la lumiére 73
elliptique 80, 107
d’un photon 80
linéaire 74
polarisé 388
polariseur 74
polariseur (A, p) 78
polynéme de Hermite 356
polynéme de Legendre 309
population 382, 772
porte
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logique quantique 439
portée effective 561
positron 7, 643, 853
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potentiel 33

central 311

chimique 633

coulombien 316

de Coulomb instantané 712

de Lennard-Jones 287

effectif 313, 561

optique 568

périodique 270

scalaire 711

spin-orbite 658

vecteur 235, 365, 711
précession de Larmor 93
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préparation 119, 381

du systéme 84, 123
principe

de correspondance 140

de Pauli 160, 611

de superposition 75, 116

d’incertitude de Heisenberg 27
prisme polarisant

(ou de Wollaston) 75
probabilité 432
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de présence 155, 247

de survie 136, 144

de transition 179
processus markovien 494
produit

ordonné dans le temps

(ou produit-T") 500

scalaire 50, 117
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projecteur 53
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propagateur 488
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niveaux 173, 697
réseau réciproque 43
résolvante 62, 491
résonance 161, 165, 595

magnétique nucléaire

(RMN) 161, 166
rotateur sphérique 307
rotation 218

de Thomas-Wigner 823,

829, 861

de Wick 493, 811
rydberg 38, 316

S

saut quantique 775
section efficace
cohérente 598
de Rutherford 596
différentielle 548
élastique 566
incohérente 598
inélastique 567
totale 549, 567
semi-groupe dynamique 783
sensibilité d’un détecteur 748
séparabilité (d’un espace) 199
simplement connexe 224, 815
source 501
classique 373
de particules 259
du champ électromagnétique 11,
708
sous-espace d’une valeur propre 57
spectre 205
continu 206
de rotation 308
de niveaux 37, 318
discret 206
sphére
de Fermi 621
de Poincaré-Bloch 103, 389
dure 550
spin 92, 702
spin 1/2 92, 161, 303, 329
spineur de Dirac 837
spineur de Majorana 854
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spineur de Pauli 833
spineur de Weyl 833
statistique 609
de Bose, ou de Bose-Einstein
609
de Fermi, ou de Fermi-Dirac 609
de Maxwell-Boltzmann 633
structure fine 454, 657, 694, 843
structure hyperfine 663, 701
superfluidité 642
superopérateur 775
superposition cohérente 121, 389,
778
superposition incohérente 390, 778
surface de Fermi 620
symétrie 211
de jauge 375
interne 375
symétrisation 611
systéme
a deux niveaux 387
a nombre de niveaux fini 140
intégrable 517
quantique fermé 127, 771
quantique ouvert 666, 771

T

téléportation quantique 444
température
critique 634
de Curie 615
de Néel 615
de recul 673
Doppler 675
temps
de cohérence 186
de décohérence 421, 778, 798,
803
de relaxation 779
de relaxation longitudinale T3
167, 772
de relaxation transverse Th
167, 456, 772
imaginaire (ou euclidien) 493
tenseur complétement
antisymétrique d’ordre 3 €
101, 112

x21

tenseur complétement
antisymétrique d’ordre 4
Euvpo 826
tenseur métrique 813
terme
d’échange 631
de Darwin 682, 845
diamagnétique 684
direct 631
test 84
idéal 120
maximal 123
tétrade 827
théoréme
adiabatique 529
d’addition des
harmoniques sphériques 310
de Bell 403
de Bloch 271
de Feynman-Hellmann 143
d’Ehrenfest 133
de Gleason 387
de Kochen-Specker 416
de nonclonage quantique 87,
109, 435
de purification de Schmidt 385
de représentation de Kraus 776
de Stone 208
de von Neumann 227
de Wigner 215, 472
de Wigner-Eckart 337, 350
GHJW 392
optique 568, 603
spin-statistique 612, 859
théorie
de Fermi 600
de jauge abélienne 376
de jauge non abélienne 375
des perturbations dégénérée 652
des perturbations dépendant du
temps 282
des perturbations non dégénérée
652, 688
électrofaible 600
locale 406
trace 55
partielle 384
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transfert d’impulsion 571
transformation

active 833

canonique 640

de Bogoliubov 640

de Galilée 218, 230, 293
de jauge 711

de jauge globale 363

de jauge locale 365, 841
de Lorentz 814

de Lorentz spéciale 810
passive 810

transition

dipolaire 322

dipolaire électrique 179, 326
dipolaire magnétique 326
radiative 320

translation de temps 218
translation d’espace 218
transport parallele 534

transposition

Vv

valeur

moyenne 97

moyenne d’une propriété

physique 119

propre 56

propre dégénérée 56
variable additionnelle 81, 409
variables canoniquement

conjuguées 141
vecteur

axial 228

de Bloch 103, 388, 665

de Jones 79

de Poynting 731

d’état 93, 116

polaire, 228

propre 56
vie moyenne 39, 134, 483, 742
visibilité des franges 418
vitesse de recul 673
voie (de réaction) 585

Z

zone de Brillouin 275
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