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Repérage d’un point - Vitesse et
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la mécanique est la science qui étudie les mouvents des systèmes matériels.La315

cinématique est la branche de la mécanique consacrée à l’étude puremnt
descriptive du mouvement(on ne s’occupe pas des causes des mouvements)

1.1 Espace et temps - Référentiel d’observation

D’une manière générale, repérer un point, paramétrer un point, nous servira
tout au long du cours de Physique.320

Plus particulièrement en Mécanique, repérer un point va nous permettre
de calculer vitesse et accélération et de décrire les mouvements.

1.1.1 solide325

c’est un système dont les distances mutuelles des éléments restent invariables
au cours du temps

1.1.2 repère(spatial)

pour se répérer dans l’espace on choisit un solide de reférence auquel
est possible d’attacher des axes de coordonnées330

l’ensemble de tous les systèmes d’axes de coordonnées liés à un même
solide de reférence S constitue le repère lié à S
un repère lié à la terre est dit repère terrestre.

req : pour un repère donné on peut définir une infinité
de bases.

1.1.3 repérage dans le temps335

dans un repère donné on dispose d’instruments appelés horloges qui
nous permettent de mesurer des durées ou des intervalles de temps pour
former un repère temporel ou chronologie on a besoin d’une horloge
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et d’un instant origine.l’instant origine peut être n’importe quelle évenement
physique.340

1.1.4 référentiels

un référentiel est l’association d’ un repère spatial et d’une chronologie
le référentiel de Copernic est lié à des axes issues du centre de masse du
système solaire et dirigés vers des étoiles lointaines (fixes)
le référentiel géocentrique est lié à axes issues du centre de masse de la345

terre et dirigés vers des étoiles fixes
dans un référentiel R un évenement est repéré par (x,y,z,t).

En mécanique classique, le temps est le même pour tous les observateurs,l’espace
ambiant est euclidien et l’espace et le temps ont un caractère continu
(x,y,z,t sont traités comme des réels)350

l’unité de temps, la seconde, étant défini comme 9 192 634 770
périodes de la radiation électromagnétique correspondant à la
transition entre 2 niveaux hyperfins de l’état fondamental du
césium 133.

le mètre est la longueur du trajet parcouru par la lumière
dans le vide en 1

2997972458 s

1.1.5 point matériel

objet dont les dimensions sont petits devant les dimensions de l’espace
ou il se trouve.cette hypothèse n’affecte pas la masse.355

1.2 Coordonnées cartésiennes

1.2.1 Vecteur position

Pour repérer un point, on utilise un repère.
Un repère, c’est une origine O et une base (−→e1,−→e2,−→e3) en général orthonormée
et droite.360

(−→e1,−→e2,−→e3) est une base si ∀ −→
V , ∃ (α,β,γ) réels tel que

−→
V =α−→e1+β−→e2+γ−→e3.
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(−→e1,−→e2,−→e3) est orthonormée si

−→e1.−→e2 =−→e1.−→e3 =−→e2.−→e3 = 0 (1.1)
365

‖−→e1‖ = ‖−→e2‖ = ‖−→e3‖ = 1 (1.2)

−→e1∧−→e2 =−→e3 � (1.3)

FIGURE 1.1 – règle de la main droite(tire bouchon)

Soit la base cartésienne (O,−→e x,−→e y,−→ez)

FIGURE 1.2 – coordonnées cartésiennes
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x, y, z, coordonnées cartésiennes de M, définissent de façon unique370

la position de M extrémité du vecteur position
−−→
OM = x−→e x + y−→e y+ z−→e z (1.4)

Remarque : si l’on représente 2 des 3 vecteurs de la base dans un plan,
pour déterminer si le 3e est rentrant ou sortant, on utilise la règle des 3
doigts de la main droite ou la règle du tire bouchon.

Lorsque M se déplace, x, y et z varient (peuvent varier de −∞
à +∞) ; x, y et z sont des fonctions du temps et on devrait
écrire x(t), y(t) et z(t).

375

1.2.2 Vecteur vitesse

Lorsque M se déplace, x varie ; on peut associer à M une vitesse suivant
l’axe des x, vx :

vitesse moyenne = distance
temps

= x(t2)− x(t1)
t2− t1

= x(t+∆t)− x(t)
t+∆t− t

= ∆x
∆t

vitesse instantanée380

vx = lim
∆t→0

∆x
∆t

= dx
dt

(1.5)

en m.s−1 où dx = x(t+ dt)− x(t) = vxdt est la variation élémentaire de x
quand t varie de dt → 0.

dx
dt

n’est pas seulement une écriture voulant dire je dérive
la fonction x(t) par rapport au temps t, c’est bien un rapport
x(t+dt)− x(t)

t+dt− t
.

De même vy = d y
dt

est la vitesse suivant l’axe des y et vz = dz
dt

est la vitesse
suivant l’axe des z.385

vx, vy et vz définissent le vecteur vitesse :

−→v = vx
−→e x +vy

−→e y+vz
−→e z (1.6)

On utilise aussi la notation
dx
dt

= ẋ :

−→v = ẋ−→e x + ẏ−→e y+ ż−→e z (1.7)

−→v = dx
dt

−→e x+d y
dt

−→e y+dz
dt

−→e z = d
dt

(x−→e x)+ d
dt

(y−→e y)+ d
dt

(z−→e z)= d
dt

(x−→e x+y−→e y+z−→e z)
(1.8)
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−→v = d
−−→
OM
dt

(1.9)

Encore une fois
d
−−→
OM
dt

est bien un rapport :390

d
−−→
OM =−→v dt = dx−→e x +d y−→e y+dz−→e z (1.10)

est le vecteur déplacement élémentaire (pendant dt, M se déplace de
dx suivant l’axe des x, de d y suivant l’axe des y et de dz suivant l’axe des
z).

395

1.2.3 vecteur accélération

On peut aussi associer à M une accélération ax = dvx

dt
= d2x

dt2 = ẍ en

m.s−2 et construire le vecteur accélération :
−→a = ax

−→e x +ay
−→e y+az

−→e z = ẍ−→e x + ÿ−→e y+ z̈−→e z (1.11)

−→a = d−→v
dt

= d2−−→OM
dt2 (1.12)

1.3 Coordonnées curvilignes - Base de Frénet400

1.3.1 Abscisse curviligne
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FIGURE 1.3 – base de frenet

On repère le point sur sa trajectoire (courbe orientée) par son abscisse
curviligne :

s = ŜM (1.13)
−→e T et −→e N forment la base de Frénet.405 −→e T est le vecteur unitaire tangent à la trajectoire orienté selon le sens
positif ; −→e N s’obtient en tournant de π/2 vers l’intérieur de la concavité.

1.3.2 Vecteur vitesse

−→v = ds
dt

−→e T = v−→e T avec v = ds
dt

(1.14)

1.3.3 vecteur accélération410

−→a = d−→v
dt

= d2s
dt2

−→e T + ds
dt

d−→e T

ds
ds
dt

(1.15)

−→a = dv
dt

−→e T +v2 d−→e T

ds
(1.16)

avec
−→e N
Rc

= d−→e T
ds ,ou Rc est le rayon du courbure de la trajectoire

−→a = dv
dt

−→e T + v2

Rc

−→e N (1.17)

−→a = aT
−→e T +aN

−→e N (1.18)

aT = dv
dt

est la composante tangentielle de l’accélération.

aN = v2

Rc
est la composante normale de l’accélération.415

Pourquoi −→a 6= v̇−→e T ?

Quand on dérive (par rapport au temps), il faut toujours faire
le point sur ce qui dépend du temps.
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v(t) mais aussi −→e T(t)
420

en identifiant
v2

Rc

−→e N = v
d−→e T

dt
(1.19)

ou encore
−→e N = Rc

v
d−→e T

dt
(1.20)

1.4 Coordonnées polaires et cylindriques

1.4.1 Repérage d’un point - Vecteur position

425

FIGURE 1.4 – coordonnées cylindriques

De la même manière que x = OHx, y = OH y et z = OI définissaient de
façon unique la position de M, les coordonnées cylindriques
r = ‖OH‖ =OH > 0 de 0 à +∞,
θ = ( àex,OH) de 0 à 2π et
z =OI de −∞ à +∞
définissent aussi de façon unique la position de M.
Si le mouvement est plan c’est à dire se fait dans un plan , on utilise les
coordonnées polaires (r,θ) de ce plan.

r = cte défini un cylindre de rayon r (un cercle en coordonnées polaires).
θ = cte défini un demi plan perpendiculaire au plan (−→e x,−→e y) (une demi
droite en coordonnées polaires).
z = cte défini un plan parallèle au plan(−→e x,−→e y).
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−→e r, −→e θ et −→e z forment la base cylindrique (−→e r et −→e θ la base polaire) :

−→e r =
−−→
OH
OH

,
−→e θ s’obtient en tournant de π/2 dans le sens des θ croissant,−→e z est le 3e vecteur de la base cartésienne.

Le vecteur position s’écrit dans la base cylindrique

−−→
OM = r−→e r + z−→e z

et dans la base polaire
−−→
OM = r−→e r

1.4.2 Relations entre paramétrage cylindrique ou polaire et paramétrage
cartésien

r =
√

x2+ y2 x = r cosθ

tanθ = y
x

y= rsinθ
−→e r = cosθ−→e x +sinθ−→e y

−→e x = cosθ−→e r −sinθ−→e θ−→e θ =−sinθ−→e x +cosθ−→e y
−→e y = sinθ−→e r +cosθ−→e θ

On remarque en particulier que −→e θ = d−→e r

dθ
ou encore

d−→e r

dt
= d−→e r

dθ
dθ
dt

= θ̇−→e θ

On pourra vérifier que(en dérivant l’expression dans la base cartésienne)

d−→e θ

dt
=−θ̇−→e r

On peut retenir la règle suivante : θ̇× vecteur obtenu par une rotation de430

π/2 dans le sens des θ croissant.

contact: 95 55 64 10 9/150 AMAMI MOHAMED
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1.4.3 Vecteur vitesse

r, θ, z, mais aussi −→e r et −→e θ dépendent du temps.

−→v = d
−−→
OM
dt

= ṙ−→e r + r
d−→e r

dt
+ ż−→e z

−→v = ṙ−→e r + rθ̇−→e θ+ ż−→e z (1.21)

en coordonnées polaires (z = 0)435

−→v = ṙ−→e r + rθ̇−→e θ (1.22)

1.4.4 vecteur accélération

Calculons le vecteur accélération :
−→a = d−→v

dt
= r̈−→e r + ṙ

d−→e r

dt
+ (ṙθ̇+ rθ̈)−→e θ+ rθ̇

d−→e θ

dt
+ z̈−→e z

−→a = (r̈− rθ̇2)−→e r + (2ṙθ̇+ rθ̈)−→e θ+ z̈−→e z (1.23)

ar = r̈− rθ̇2 est la composante radiale de l’accélération.
aθ = 2ṙθ̇+ rθ̈ est la composante orthoradiale de l’accélération.440

az = z̈ est la composante axiale.
le vecteur déplacement élémentaire est :

d
−−→
OM =−→v dt = dr−→e r + rdθ−→e θ+dz−→e z (1.24)

1.5 Coordonnées sphériques

1.5.1 Repérage d’un point - Vecteur position

445
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FIGURE 1.5 – coordonnées sphériques

Les coordonnées sphériques (r,θ,ϕ) définissent de manière unique
la position du point M :
r = ‖−−→OM‖ peut varier de 0 à +∞
θ = (

á−→e z,
−−→
OM) peut varier de 0 à π

ϕ= (
á−→e x,

−−→
OH) peut varier de 0 à 2π450

Les vecteurs −→e r, −→e θ et −→e ϕ constitue la base sphérique :

−→e r =
−−→
OM
OM−→e ϕ est obtenu en tournant de π/2 dans le sens des ϕ croissant à partir du

vecteur
−−→
OH455 −→e θ =−→e ϕ∧−→e r

Le vecteur position s’écrit dans la base sphérique :

−−→
OM = r−→e r (1.25)

1.5.2 Relation entre paramétrage sphérique et paramétrage cartésien

−→e r = sinθ cosϕ−→e x +sinθsinϕ−→e y+cosθ−→e z
460 −→e θ = cosθ cosϕ−→e x +cosθsinϕ−→e y−sinθ−→e z (1.26)

−→e ϕ =−sinϕ−→e x +cosϕ−→e y

1.5.3 Vecteur vitesse

−→v = ṙ−→e r + rθ̇−→e θ+ rsinθϕ̇−→e ϕ (1.27)

1.5.4 vecteur accélération(à titre indicatif)

−→a = [r̈− r(θ̇2+ ϕ̇2 sin2θ)]−→e r + [2ṙθ̇+ rθ̈− rϕ̇2 sinθ cosθ]−→e θ+
[2rϕ̇θ̇ cosθ+2ṙϕ̇sinθ+ rϕ̈sinθ]−→e ϕ (1.28)

contact: 95 55 64 10 11/150 AMAMI MOHAMED
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1.5.5 Coordonnées géographiques

465

FIGURE 1.6 – coordonnées géographiques

1.6 mouvement à accélération centrale

1.6.1 définition

on appelle ainsi un mouvement tel qu’a chaque instant
l’accélération du point M passe par un point fixe O(pas
nécéssairement l’origine du repère)ce qui se traduit par :

−−→
OM∧−→a (M)=−→

0 (1.29)

1.6.2 propriétés (à retenir)

soit le vecteur
−→
C =−−→

OM∧−→v montrons qu’il est constant470

d
−→
C

dt
= d

−−→
OM
dt

∧−→v +−−→
OM∧ d−→v

dt
(1.30)

d
−→
C

dt
=−→v ∧−→v +−−→

OM∧−→a =−→
0 (1.31)

−→
Cest un vecteur constant.le mouvement se fait dans un plan perpendiculaire
à
−→
C ,pour étuduer ce mouvement on passe dans ce plan et on utilise les

coordonnées polaires r,θ

contact: 95 55 64 10 12/150 AMAMI MOHAMED
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x

z

yO

r

r dθ
M

θ

475

FIGURE 1.7 – plan polaire

−−→
OM = r−→e r

−→v = ṙ−→e r + rθ̇−→e θ

−→
C = r2θ̇−→e z (1.32)

calculons le vecteur surface balayé par le rayon vecteur−→r

d
−→
S = 1

2
−→r ∧d−→r

en divisant par dt et en prenant le module

dS
dt

= 1
2

r2θ̇ (1.33)

dS
dt

= C
2

(1.34)

loi des aires :
le rayon vecteur

−−→
OM = −→r balaye des aires égales

pendant des durées dt égales

contact: 95 55 64 10 13/150 AMAMI MOHAMED
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1.6.3 formules de Binet480

le but de ces formules est d’éliminer le temps dans les expressions
de l’accélération −→a et du module de la vitesse au carré v2 et de chercher
l’équation polaire r = r(θ)

ṙ = dr
dθ

dθ
dt

= C
r2

dr
dθ

r̈ = d
dt

(
dr
dθ

dθ
dt

)=−C2

r2

d2

dθ2 (
1
r

)

v2 = ṙ2+ r2θ̇2 (1.35)
485

v2 = C2

r2 [r2(
dr
dθ

)2+1] (1.36)

en posant u = 1
r on montre que

v2 = C2[u2+ (
du
dθ

)2] (1.37)

pour l’accélération −→a = (r̈− rθ̇2)−→e r

on trouve
−→a =−C2u2[u+ d2u

dθ2 ]−→e r (1.38)

1.7 Exemples de mouvement

1.7.1 Vecteur accélération constant

−→a =−→cte
−→v =−→a t+−→

A
−−→
OM = 1

2
−→a t2+−→

A t+−→
B

1.7.2 Mouvement rectiligne sinusoïdal490

−−→
OM = x−→e x avec x = xm cosωt

−→v =−xmωsinωt−→e x

−→a =−xmω
2 cosωt−→e x =−ω2−−→OM
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1.7.3 Mouvement circulaire

Le paramétrage polaire est le mieux adapté :
−−→
OM = R−→e r

−→v = Rθ̇−→e θ

−→a =−Rθ̇2−→e r +Rθ̈−→e θ

1.7.4 exercices

contact: 95 55 64 10 15/150 AMAMI MOHAMED
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Changements de référentiels
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2.1 Référentiel

2.1.1 Définitions

La description d’un mouvement est relative : elle dépend de celui qui
observe le mouvement.

525

Pour décrire un mouvement, il faut donc préciser l’observateur ou encore
le référentiel.

17
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2.1.2 Exemple

Pour un observateur immobile sur le quai, le solide de référence est le quai,530

notons le référentiel correspondant R1.
Pour un observateur immobile dans un train, le solide de référence est le
train, notons le référentiel correspondant R2.
Quelle est la vitesse d’un passager (repéré par M) qui se déplace dans le
train ? La réponse sera différente selon l’observateur.535

Dans un problème où interviennent plusieurs référentiels,
il faudra toujours préciser par rapport à quel référentiel on
travaille.

−→v (M)R1 =
(

d
−−−→
O1M
dt

)
R1

est la vitesse du passager par rapport au quai.

−→v (M)R2 =
(

d
−−−→
O2M
dt

)
R2

est la vitesse du passager par rapport au train.

Quand on dérive par rapport à R1, O1 et les vecteurs de la base de R1 sont
considérés comme indépendants du temps puisque immobiles par rapport540

à R1 par définition.
Quand on dérive par rapport à R2, O2 et les vecteurs de la base de R2 sont
considérés comme indépendants du temps puisque immobiles par rapport
à R2 par définition.

545

2.2 Vecteur rotation

Soit R1 un référentiel de base (−→e x1,
−→e y1,

−→e z1) et R2 un référentiel de base
(−→e x2,

−→e y2,
−→e z2) en mouvement quelconque par rapport à R1.

2.2.1 Dérivée d’un vecteur par rapport au temps

Soit
−→
A (t) un vecteur quelconque.

Exprimons
−→
A (t) dans la base de R2 et dérivons par rapport à R1 :

−→
A (t)= Ax2

−→e x2 + A y2
−→e y2 + Az2

−→e z2(
d
−→
A

dt

)
R1

= Ȧx2
−→e x2 + Ȧ y2

−→e y2 + Ȧz2
−→e z2 + Ax2

−̇→e x2 + A y2
−̇→e y2 + Az2

−̇→e z2

contact: 95 55 64 10 18/150 AMAMI MOHAMED
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(
d
−→
A

dt

)
R1

=
(

d
−→
A

dt

)
R2

+ Ax2
−̇→e x2 + A y2

−̇→e y2 + Az2
−̇→e z2

Exprimons les vecteurs −̇→e x2,
−̇→e y2,

−̇→e z2, qui caractérisent le mouvement de
R2 par rapport à R1, dans la base de R2 :(

d−→e x2

dt

)
R1

= a11
−→e x2 +a12

−→e y2 +a13
−→e z2

(
d−→e y2

dt

)
R1

= a21
−→e x2 +a22

−→e y2 +a23
−→e z2

(
d−→e z2

dt

)
R1

= a31
−→e x2 +a32

−→e y2 +a33
−→e z2

La base étant orthonormée :

−→e 2
x2
= ‖−→e x2‖2 = 1 ⇒ 2−→e x2.

d−→e x2

dt
= 0 ⇒ a11 = 0

de même a22 = a33 = 0

−→e x2.
−→e y2 = 0 ⇒ d−→e x2

dt
.−→e y2+−→e x2.

d−→e y2

dt
= 0 ⇒ a12+a21 = 0 ⇒ a12 =−a21 = r

de même a23 =−a32 = p et a31 =−a13 = q

Finalement, trois paramètres p, q, r suffisent à caractériser le mouvement
de R2 par rapport à R1 ; ces trois paramètres définissent le vecteur rotation :

−→ωR2/R1 = p−→e x2 + q−→e y2 + r−→e z2(
d−→e x2

dt

)
R1

= r−→e y2 − q−→e z2 =−→ω ∧−→e x2

(
d−→e y2

dt

)
R1

=−r−→e x2 + p−→e z2 =−→ω ∧−→e y2

(
d−→e z2

dt

)
R1

= q−→e x2 − p−→e y2 =−→ω ∧−→e z2

Finalement550
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(
d
−→
A

dt

)
R1

=
(

d
−→
A

dt

)
R2

+−→ωR2/R1 ∧
−→
A (2.1)

si on prend
−→
A =−→ωR2/R1(

d−→ωR2/R1

dt

)
R1

=
(

d−→ωR2/R1

dt

)
R2

(2.2)

2.2.2 Cas particuliers

2.2.2.1 Translation pure

Si R2 est en translation par rapport à R1, les axes de R2 gardent une
direction fixe par rapport à ceux de R1(

d−→e x2

dt

)
R1

=
(

d−→e y2

dt

)
R1

=
(

d−→e z2

dt

)
R1

=−→
0 ⇒ p = q = r = 0 ⇒ −→ωR2/R1 =

−→
0

(
d
−→
A

dt

)
R1

=
(

d
−→
A

dt

)
R2

= d
−→
A

dt
(2.3)

la dérivation est la même par rapport aux deux référenteils555

2.2.2.2 Rotation uniforme autour d’un axe fixe

Si R2 est en rotation uniforme à la vitesse angulaire ω autour d’un axe
fixe de R1 par exemple −→e z1 =−→e z2 =−→e z(

d−→e x2

dt

)
R1

=ω−→e y2

(
d−→e y2

dt

)
R1

=−ω−→e x2

ce qui implique r =ω et p = q = 0

−→ω =ω−→e z

Dans le cas d’une rotation uniforme autour d’un axe fixe, le
vecteur rotation est porté par l’axe de rotation et a pour norme
la vitesse angulaire.
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2.2.3 Composition des vecteurs rotation

Soient R1, R2 et R3(
d
−→
A

dt

)
R1

=
(

d
−→
A

dt

)
R2

+−→ωR2/R1 ∧
−→
A =

(
d
−→
A

dt

)
R3

+−→ωR3/R2 ∧
−→
A +−→ωR2/R1 ∧

−→
A

=
(

d
−→
A

dt

)
R3

+ (−→ωR3/R2 +−→ωR2/R1)∧
−→
A

−→ωR3/R1 =−→ωR3/R2 +−→ωR2/R1 (2.4)

remarque :

(
d
−→
A

dt

)
R2

=
(

d
−→
A

dt

)
R1

−−→ωR2/R1 ∧
−→
A560

−→ωR1/R2 =−−→ωR2/R1 (2.5)

2.3 Composition des vitesses

2.3.1 Vitesse absolue

−→va =
(

d
−−−→
O1M
dt

)
R1

(2.6)

2.3.2 Vitesse relative

−→vr =
(

d
−−−→
O2M
dt

)
R2

(2.7)

2.3.3 Vitesse d’entraînement

En dérivant
−−−→
O1M par rapport au repère R1 en intercalant le point O2

−→v a(M)R1 =
(

d
−−−→
O1M
dt

)
R1

=
(

d
−−−→
O1O2

dt

)
R1

+

1︷ ︸︸ ︷(
d
−−−→
O2M
dt

)
R1

=
(

d
−−−→
O1O2

dt

)
R1

+

1︷ ︸︸ ︷(
d
−−−→
O2M
dt

)
R2

+−→ωR2/R1 ∧
−−−→
O2M

contact: 95 55 64 10 21/150 AMAMI MOHAMED



COURS MPSI 11:15/20 août 2010

=−→v (O2)R1 +−→v (M)R2 +−→ωR2/R1 ∧
−−−→
O2M

565 −→v (M)R1 =−→v (M)R2 +−→v e (2.8)

−→v a(M)R1 =−→v r(M)R2 +−→v e (2.9)

avec −→v e appelé vitesse d’entraînement

−→v e =−→v (O2)R1 +−→ωR2/R1 ∧
−−−→
O2M (2.10)

Pour calculer −→v e on peut aussi � immobiliser � M dans R2 en notant M∗

la position correspondante

−→v (M∗)R1 =−→v (M∗)R2 +−→v e =−→v e

La vitesse d’entraînement peut aussi se calculer comme la vitesse par
rapport à R1 de M∗ appelé point coïncident

2.4 Composition des accélérations

2.4.1 Accélération absolue570

−→a a(M)R1 =
(

d−→v a(M)R1

dt

)
R1

(2.11)

2.4.2 Accélération relative

−→a r(M)R2 =
(

d−→v r(M)R2

dt

)
R2

(2.12)

2.4.3 Accélération d’entrainement et de Coriolis

−→a a(M)R1 =
(

d−→v a(M)R1

dt

)
R1

=
(

d−→v (O2)R1

dt

)
R1

+
(

d−→v r(M)R2

dt

)
R1

+ d
dt

(−→ωR2/R1 ∧
−−−→
O2M

)
R1

Calculons les trois termes séparément

575
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n

(
d−→v (O2)R1

dt

)
R1

=−→a (O2)R1

n

(
d−→v r(M)R2

dt

)
R1

=
(

d−→v r(M)R2

dt

)
R2

+−→ωR2/R1 ∧−→v r(M)R2

=−→a r(M)R2 +−→ωR2/R1 ∧−→v r(M)R2

n
d
dt

(−→ωR2/R1 ∧
−−−→
O2M

)
R1

= d−→ωR2/R1

dt
∧−−−→

O2M+−→ωR2/R1 ∧

2︷ ︸︸ ︷(
d
−−−→
O2M
dt

)
R1

= d−→ωR2/R1

dt
∧−−−→

O2M+−→ωR2/R1 ∧

2︷ ︸︸ ︷[(
d
−−−→
O2M
dt

)
R2

+−→ωR2/R1 ∧
−−−→
O2M

]

= d−→ωR2/R1

dt
∧−−−→

O2M+−→ωR2/R1 ∧
[−→vr(M)R2 +−→ωR2/R1 ∧

−−−→
O2M

]
En rassemblant les résultats

−→a a(M)R1 =−→a r(M)R2 +−→a (O2)R1 +
d−→ωR2/R1

dt
∧−−−→

O2M

+−→ωR2/R1 ∧ (−→ωR2/R1 ∧
−−−→
O2M)

+2−→ωR2/R1 ∧−→v r(M)R2 (2.13)

L’accélération d’entraînement est définie comme
l’accélération par rapport à R1 du point coïncident M∗

−→a (M∗)R1 =
−→
0 +−→a (O2)R1 +

d−→ωR2/R1

dt
∧−−−→

O2M

+−→ωR2/R1 ∧ (−→ωR2/R1 ∧
−−−→
O2M)+−→

0 =−→a e

−→a e =−→a (O2)R1 +
d−→ωR2/R1

dt
∧−−−→

O2M+−→ωR2/R1 ∧ (−→ωR2/R1 ∧
−−−→
O2M) (2.14)

L’accélération par rapport à R1 est donc égale à l’accélération par rapport580

à R2 + l’accélération d’entraînement + un troisième terme appelé accélération
de Coriolis −→a a(M)R1 =−→a r(M)R2 +−→a e +−→a c (2.15)

−→a c = 2−→ωR2/R1 ∧−→v r(M)R2 (2.16)
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2.4.4 Cas particuliers

2.4.4.1 Translation pure585

Si R2 est en translation par rapport à R1, les axes de R2 gardent une
direction fixe par rapport à ceux de R1 et

−→ωR2/R1 =
−→
0

−→v e =−→v (O2)R1
−→a e =−→a (O2)R1

−→a c =−→
0 (2.17)

2.4.4.2 Rotation uniforme autour d’un axe fixe

Si R2 est en rotation uniforme à la vitesse angulaire −→ω autour d’un axe
fixe de R1 par exemple −→e z1 =−→e z2 =−→e z (O1 =O2 =O)

−→ω =ω−→e z

ωt

M

O

H

FIGURE 2.1 – cas d’une rotation uniforme

−−→
OM =−−→

OH+−−→
HM = z−→e z + r−→e r

590 −→v e =−→ωR2/R1 ∧
−−→
OM =ω−→e z ∧ (r−→e r + z−→e z)= rω−→e θ

−→a e =−→ωR2/R1 ∧ (−→ωR2/R1 ∧
−−→
OM)=ω−→e z ∧ (ω−→e z ∧ (r−→e r + z−→e z))=−rω2−→e r
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Retenant donc que dans le cas d’un mouvement de rotation uniforme
autour d’un axe fixe l’accélération d’entrainement vaut

−→a e =−ω2−−→HM (2.18)

ou H est la projection de M sur l’axe de rotation donc sur −→ω
595

2.4.5 Exercices
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La théorie de la mécanique classique (= newtonienne) repose sur trois
principes fondés sur l’expérience (et donc indémontrables par des principes
antérieurs). Ces principes concernent la dynamique et donc, grâce à l’introduction640

de la notion de force (action d’un corps sur un autre), ils vont permettrent
de prévoir le mouvement d’un corps dans un environnement donné.

3.1 dynamique dans un référentiel galiléen

3.1.1 masse

la masse est une grandeur scalaire positif qui caractérise l’inertie d’un645

corps.
L’inertie est la résistance à toute variation de vitesse.
La masse est caracterisée par les cinq propriétes suivantes :
1) Tout corps possède une masse. L’unite du S.I. de la masse est le kilogramme
[kg].650

2) On peut comparer la masse de deux corps, avec une balance à deux
plateaux. Soit les masses des deux corps sont égales, soit l’une est plus
grande que l’autre (une masse est plus "lourde" que l’autre).
3) Si on sépare un corps en plusieurs morceaux, la somme des masses des
morceaux égale la masse du corps (la masse est additive).655

4) La masse d’un corps est indépendante de la température, de la pression,
du lieu et ne change pas avec le temps.
5) La masse d’un corps constituée d’une matière homogène est proportionnelle
au volume du corps. m = ρ.V ou m représente la masse, ρ la masse volumique
et V le volume.660

3.1.2 Quantité de mouvement

La grandeur

−→p R(M)= m−→v R(M) (3.1)

est appelée quantité de mouvement du point M où m est la masse de M665

et −→v son vecteur vitesse.
Req 1 : m dans cette définition est la masse dite masse inertielle.
Req2 : Dimension de la quantité de mouvement : [p]= M.L.T−1 ; unité :kg.m.s−1

.
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3.1.3 interactions,forces670

En physique, la force est une action mécanique capable de créer une
accélération, c’est-à-dire une modification de la vitesse d’un objet ou d’une
partie d’un objet, ce qui induit un déplacement ou une déformation de
l’objet Une force est une grandeur caractérisée par :
1) Une intensité qui se mesure avec un dynamomètre. Son unité du S.I.675

est le Newton [N].
2) Une direction.
3) Un sens.
4) Un point d’application.
Les forces découlent toutes des quatre interactions fondamentales suivantes :680

1. Interactions gravitationnelles
2. Interactions électromagnétiques
3. Interactions nucléaires fortes
4. Interactions nucléaires faibles
Nous possédons une connaissance empirique des interactions gravitationnelle685

et électromagnétique car leur portée est illimitée ce qui leur permet de se
manifester à l’échelle macroscopique. En revanche, les interactions faible
et forte ont une portée très faible (de l’ordre de la taille des noyaux atomiques)
ce qui confine leurs effets au monde des particules exclusivement. Nous
n’avons donc aucune expérience de ces interactions autres que celles que690

nous renvoient les expérimentations réalisées par les physiciens dans les
accélérateurs de particules.
Les deux interactions nucléaires n’interviennent donc que pour des phénomènes
propres au noyau de l’atome et n’ont pas d’effet direct à plus grande échelle.

3.1.4 système isolé et pseudo-isolé695

Un système est dit isolé s’il n’est soumis à aucune force de la part de
l’extérieur.
Un système est dit pseudo isolé s’il est soumis à un ensemble de force qui
se compensent de la part du milieu extérieur.

3.1.5 référentiels galiléens700

Il existe des référentiels privilégiés, appelés galiléens, dans lesquels la
quantité de mouvement d’une particule isolée est constante (cela correspond
soit au repos, soit au mouvement rectiligne uniforme).
le meilleur référentiel galiléen connu est celui de copernic.
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si on néglige les effets de rotation de la terre sur elle même un référentiel705

terrestre peut être considéré comme galiléen.
Req : le Principe d’inertie postule l’existence des référentiels galiléens ; et
par là même il en donne la définition, donc le moyen de les reconnaitre : si
on arrive à trouver un référentiel oû un point matériel isolé,pseudo-isolé
évolue en ligne droite de manière uniforme ou bien reste immobile, alors710

R est un référentiel galiléen noté R g.

3.2 Loi de Newton

3.2.1 Énoncé

1re loi ou principe d’inertie Dans un référentiel galiléen, un point matériel
isolé à un mouvement rectiligne uniforme(c’est à dire le vecteur vitesse715

est constant −→v =−→cst)

2e loi ou principe fondamental de la dynamique ou théorème de la résultante cinétique
Dans un référentiel galiléen

∑−→
F ext = (

d−→p
dt

)Rg (3.2)

pour un système fermé ; c’est-à-dire pour un système de masse m
constante.720 ∑−→

F ext = (
d−→p
dt

)Rg = m−→a Rg (3.3)

Pour les systèmes ouverts, m dépend du temps : m = m(t) , et il faut
revenir à la formulation (toujours valable) utilisant la Quantité de
Mouvement : ∑−→

F ext = (
d−→p
dt

)Rg (3.4)

avec −→p R(t)= m(t)−→v R(t)
−→p R(t+dt)= m(t+dt)−→v R(t+dt)

3e loi ou principe de l’action et de la réaction Les forces d’interaction
réciproque qui s’exercent entre deux points matériels sont opposées et725

ont pour support la droite joignant ces points.{ −→
F 1/2+−→

F 2/1 =−→
0−−−−→

M1M2∧−→
F 1/2 =−→

0
(3.5)
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3.2.2 Conservation de la quantité de mouvement

Si
∑−→

F ext = 0 (point isolé ou pseudo-isolé) alors

−→p =−→cte

ou encore −→v =−→cte et l’on retrouve la 1reloi de Newton.

Pour un système quelconque aussi complexe soit-il nous verrons que la
2e loi peut s’écrire :

d
−→
P

dt
=∑−→

F ext

où
−→
P =∑

i
−→p i est la quantité de mouvement totale du système

La conservation de la quantité de mouvement permet alors d’expliquer le
recul d’un canon :730

l’ensemble canon-projectile étant immobile la quantité de mouvement totale
est nulle ; la résultante des forces extérieures s’exerçant sur l’ensemble
canon-projectile étant nulle, la quantité de mouvement se conserve, elle
reste nulle ; donc si le projectile part d’un côté, il faut que le canon parte à
l’opposé pour que la quantité de mouvement totale reste nulle.735

Les avions à réaction et les fusées fonctionnent aussi sur ce principe : du
gaz est éjecté d’un côté pour propulser l’avion ou la fusée de l’autre côté.

3.3 Puissance, travail et énergie cinétique

3.3.1 Travail

un point matériel de masse m animé d’une vitesse −→v R subit une force740

à cet instant
−→
F . la trajectoire peut être décomposée en une succession

de déplacements élémentaires d
−−→
OM.Le travail élémentaire accompli par

cette force

δW =−→
F .d

−−→
OM =−→

F .−→v dt (3.6)

Le travail totale entre deux instant t1 et t2 soit entre deux points M1 et
M2745

W =
∫ M2

M1

−→
F .d

−−→
OM (3.7)

W(
∑

i

−→
F i)=

∑
i

W(
−→
F i) (3.8)
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Si la force est constante

W(
−→
F )=−→

F .
−−−−→
M1M2 (3.9)

L’unité du travail est le Joule J
Le travail dépend du référentiel et du chemin suivi

3.3.2 Puissance

On appelle puissance (instantanée) d’une force fournie à un point M, à750

l’instant t, de vitesse −→v R dans le référentiel R la grandeur :

P (t)=−→
F .−→v (3.10)

δW =P (t)dt (3.11)

W =
∫ t2

t1

P (t)dt (3.12)

1. si P > 0 =⇒ moteur

2. si P < 0 =⇒ recepteur755

req : s P (
−→
F 1+−→

F 2)=P (
−→
F 1)+P (

−→
F 2)

s P = 0 si
−→
F⊥−→v

selle dépend du référentiel
sl’unité est le watt W

3.4 Théorème de la puissance cinétique760

3.4.1 Energie cinétique

On appelle énergie cinétique d’un point matériel de masse m animé de
la vitesse −→v R par rapport à un référentiel R la quantité

Ec = 1
2

mv2
R (3.13)

3.4.2 Théorème de la puissance

En dérivant l’expression de l’énergie cinétique on a

dEc

dt /R
=P /R(toutes les f orces)

Dans un référentiel galiléen, la puissance de la résultante des forces exercées765

sur M est égale à la dérivée par rapport au temps de son énergie cinétique.
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3.4.3 Théorème de l’énergie cinétique

Toujours d’après ce qui précède, on a

dEc = δW (3.14)

qui constitue la forme différentielle du théorème de l’énergie cinétique. En
intégrant entre deux instants t1 et t2770

∆Ec = Ec(t2)−Ec(t1)=W =
∫ t2

t1

P (t)dt =
∫ M2

M1

−→
F .d

−−→
OM (3.15)

Dans un référentiel galiléen, la variation d’énergie cinétique de M entre
deux instants t1 et t2 est égale au travail de la résultante des forces qui
s’exercent sur M entre ces deux instants.
Attention : en général W 6=W(t2)−W(t1).

3.4.4 L’énergie cinétique se conserve-t’elle ?775

Si
∑−→

F ext = 0 (point isolé ou pseudo-isolé) alors P = 0 et Ec = cte.
Contrairement à la conservation de la quantité de mouvement qui
reste valable pour les systèmes, la conservation de l’énergie
cinétique n’est valable que pour le point ; celle-ci est par
exemple mise en défaut sur l’exemple du système canon-projectile.780

Nous verrons que pour un système, le théorème de la puissance
cinétique s’écrit

dEc

dt
=P int +P ext

où Ec est l’énergie cinétique totale du système, P ext la puissance des forces
extérieures qui s’exercent sur le système et P int la puissance des forces785

intérieures qui s’exercent sur le système. C’est justement la présence de
P int qui est à l’origine de la non conservation de l’énergie cinétique.

3.4.5 Exemple d’utilisation

une masse m est suspendue à un fil inextensible de longueur l déterminer
l’équation du mouvement en utilisant le théorème de la puissance cinétique790
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θ

x

y

l

O

H

T

P

z

FIGURE 3.1 – pendule

solution
dans le repère R g(O,−→e x,−→e y,−→e z) les expressions des forces sont

−→
P = mg−→e x
−→
T =−T−→e r

l’expression de la vitesse est
−→v = lθ̇−→e θ

les puissances des forces sont

P (
−→
T )=−→

T .−→v = 0

P (
−→
P )=−→

P .−→v =−mglθ̇sinθ

l’énergie cinétique vaut

Ec = 1
2

ml2θ̇2

Le théorème de la puissance cinétique
dEc

dt /Rg

=P (
−→
P )+P (

−→
T )

d
dt

(
1
2

ml2θ̇2)=−mglθ̇sinθ

θ̈+ g
l

sinθ = 0

la linéarisation sinθ ' θ
θ̈+ g

l
θ = 0
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3.5 Forces

3.5.1 Force de pesanteur - Chute libre

Soit un projectile de masse m lancé avec une vitesse initiale −→v 0 et soumis
uniquement à son poids.795

Système étudié : projectile de masse m assimilable à un point.

Référentiel : référentiel d’observation (terrestre) supposé galiléen.

Bilan des forces : le poids
−→
P = m−→g

PFD : m−→a = m−→g800

Projection : il s’agit de choisir le paramétrage le plus approprié au problème ;
les coordonnées cartésiennes avec un axe colinéaire à −→g sont, pour la
chute libre, les plus appropriées.

FIGURE 3.2 – chute libre


ax = 0
ay = 0
az =−g


vx = v0 cosα
vy = 0
vz =−gt+v0 sinα


x = v0 cosα t
y= 0

z =−1
2

gt2+v0 sinα t

Pour trouver l’équation de la trajectoire, il suffit d’éliminer t :

t = x
v0 cosα

z =− g
2v2

0 cos2α
x2+ tanαx
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Pour trouver la portée, il faut résoudre z = 0 :
x = 0

x = v2
0 sin2α

g
maximum pour α= π

4
Pour trouver la flêche, il faut résoudre vz = 0 :

t = v0 sinα
g


x = v2

0 sin2α
2g

x = v2
0 sin2α

2g
Le point (xC,0,zC) est atteint par le projectile pour une vitesse v0 donnée
si xC et zC vérifient

zC =− g
2v2

0 cos2α
x2

C + tanαxC

ou encore, si α est solution de l’équation

− gx2
C

2v2
0

tan2α+ xC tanα− gx2
C

2v2
0
− zC = 0

c’est-à-dire si

∆= x2
C −4

gx2
C

2v2
0

(
gx2

C

2v2
0
+ zC)≥ 0

Les points accessibles du plan (Oxz) sont donc situés sous la parabole de
sûreté d’équation

z =− g
2v2

0
x2+ v2

0

2g

3.5.2 Force de frottement dans un fluide805

3.5.2.1 Chute libre avec frottement � en v �

Il faut rajouter la force −k−→v
ax =− k

m
vx = dvx

dt
az =−g− k

m
vz = dvz

dt

On pose λ= k
m

et on intègre (pour vz changement de variable u = g+λvz)
dvx

vx
=−λdt

λdvz

g+λvz
=−λdt


ln

(
vx

v0 cosα

)
=−λ(t−0)

ln
(

g+λvz

g+λv0 sinα

)
=−λ(t−0)
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{
vx = (v0 cosα)exp(−λt)

vz = (
g
λ
+v0 sinα)exp(−λt)− g

λ
Pour vz on aurait pu résoudre une équation différentielle avec second
membre

dvz

dt
+λvz =−g

dont la solution est la somme solution générale de l’équation homogène
sans second membre + solution particulière de l’équation avec second membre
(ne marche que pour les équations différentielles linéaires)

vz = C exp(−λt)− g
λ

On utilise les conditions initiales (sur la somme solution générale de l’équation
homogène sans second membre + solution particulière de l’équation avec
second membre)

vz(t = 0)= C− g
λ
= v0 sinα

et on retrouve le même résultat.

On intègre une 2efois pour x et z
x =−v0 cosα

λ
exp(−λt)+ A

z =−
(
g
λ
+v0 sinα)

λ
exp(−λt)− g

λ
t+B

Avec les conditions initiales x = 0 et z = 0, on a finalement
x = v0 cosα

λ
(1−exp(−λt))

z =
(
g
λ
+v0 sinα)

λ
(1−exp(−λt))− g

λ
t

Lorsque t →∞{
x → v0 cosα

λ
(assymptote)

z →−∞
et

{
vx → 0

vz →− g
λ
=−mg

k
= vl im

Pour que la vitesse limite soit atteinte, il ne faut pas que le projectile
atteigne trop vite le sol.
La vitesse limite est en fait la solution particulière de l’équation

m
d−→v
dt

+k−→v = m−→g
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En effet lorsque la vitesse limite est atteinte
d−→v
dt

= 0 et

−→v l im = m−→g
k

3.5.2.2 Chute libre avec frottement � en v2
�

m−→a = m−→g −kv−→v
m

dvx

dt
=−k

√
v2

x +v2
z vx

m
dvz

dt
=−mg−k

√
v2

x +v2
z vz

Ce système d’équations différentielles couplées n’admet pas de solution
analytique (résolution numérique) sauf dans le cas particulier du mouvement
vertical :

m
dvz

dt
=−mg−k

√
v2

z vz

3.5.3 Force de rappel élastique

FIGURE 3.3 – schémas d’un ressort

La force exercée par le ressort est proportionnel à l’allongement x =
l− l0 :

‖T‖ = k|l− l0|
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k est la constante de raideur du ressort (N.m−1) et l0 la longueur à vide.
Si l’allongement est nul, alors T = 0.
Si l’allongement est positif (ressort étiré) alors la tension est orientée selon
−−→e x.
Si l’allongement est négatif (ressort comprimé) alors la tension est orientée
selon −→e x.
Dans tous les cas, elle peut s’exprimer

−→
T =−kx−→e x

3.5.4 Force de liaison810

La réaction du support est la force sans laquelle le système étudié � s’enfoncerait
dans le support � !
Elle est normale au support lorsqu’il n’y a pas de frottement.
Lorsqu’il y a des frottements, il existe une composante tangentielle.

815

FIGURE 3.4 – réaction d’un support

3.6 Théorème du moment cinétique

Soit, dans un référentiel R, un point matériel M de masse m, de vecteur
vitesse −→v et

−→
F la résultante des forces appliquées en M.

Soit O un autre point de R.
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3.6.1 moment cinétique820

La grandeur
−→
L O =−−→

OM∧−→p (3.16)

est appelée moment cinétique en O du point M.

dans le cas oû −→p = m−→v on a

−→
L O =−−→

OM∧m−→v (3.17)

3.6.2 moment d’une force825

La grandeur
−→
M O =−−→

OM∧−→
F (3.18)

est appelée moment en O de la résultante des forces F appliquée au point
M.

3.6.3 Théorème du moment cinétique en un point fixe

Soit O un point fixe d’un référentiel galiléen R :

d
−→
L O

dt
= d

−−→
OM
dt

∧m−→v +−−→
OM∧m

d−→v
dt

=−→
0 +−−→

OM∧m−→a
la 2e loi de Newton donne :830

d
−→
L O

dt
=−−→

OM∧∑−→
F (3.19)

d’où le théorème du moment cinétique :

d
−→
L O

dt
=∑−→

M O (3.20)

Dans un référentiel galiléen, la dérivée du moment cinétique
en un point fixe O par rapport au temps est égale au moment
en O de la résultante des forces qui s’appliquent au point M.

remarque : dans le cas d’un point matériel

d
−→
L O

dt
=∑−→

M O =−−→
MO(

∑−→
F ext)

ce passage n’est pas autorisée dans le cas d’un système de points
matériels
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3.6.4 Théorème du moment cinétique par rapport à un axe fixe835

Soit ∆ un axe passant par O, de vecteur directeur −→u .

3.6.4.1 Moment d’une force par rapport à un axe

La grandeur

M∆ =−→
M O.−→u

est appelée moment par rapport à∆ de la résultante des forces
−→
F appliquée

au point M.
840

Si
−→
F est parallèle à ∆ alors M∆ = (

−−→
OM∧−→

F ).−→u = 0

Si
−→
F est perpendiculaire à ∆ alors M∆ =

[(−−−→
OH1+−−−−→

H1H2+−−−→
H2M

)
∧−→

F
]

.−→u =
(
−−−−→
H1H2∧−→

F ).−→u =±H1H2.F =±Fd

delta

u

H1 H2
M

F

O

d

845

FIGURE 3.5 – moment d’une force par rapport à un axe

3.6.4.2 Moment cinétique par rapport à un axe

La grandeur

L∆ =−→
L O.−→u (3.21)

est appelée moment cinétique par rapport à ∆ du point M.
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3.6.4.3 Théorème du moment cinétique par rapport à un axe850

Soit ∆ un axe fixe passant par O, de vecteur directeur −→u . En projetant le
théorème du moment cinétique suivant −→u :

dL∆
dt

=∑
M∆ (3.22)

Dans un référentiel galiléen, la dérivée du moment cinétique
par rapport à ∆ par rapport au temps est égale au moment
par rapport à ∆ de la résultante des forces qui s’appliquent
au point M.

3.6.4.4 conservation du moment cinétique

à partir de l’expression du théorème du moment cinétique

d
−→
L O

dt
=∑−→

M O(
−→
F ext)

le moment cinétique se conserve dans les cas suivants :855

1. système isolé ou pseudo-isolé

2. système soumis à une force centrale
−−→
OM∧−→

F =−→
0

3.6.4.5 exemple

une masse m est suspendue à un fil inextensible de longueur l déterminer860

l’équation du mouvement en utilisant le théorème de la puissance cinétique
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θ

x

y

l

O

H

T

P

z

FIGURE 3.6 – pendule

solution
dans le repère R g(O,−→e x,−→e y,−→e z) les expressions des forces sont

−→
P = mg−→e x

−→
T =−T−→e r

l’expression de la vitesse est
−→v = lθ̇−→e θ

les moments des forces sont
−−→
MO(

−→
T )=−−→

OM∧−→
T =−→

0
−−→
MO(

−→
P )=−−→

OM∧−→
P =−mgl sinθ−→e z

le moment cinétique vaut −→
L O = ml2θ̇−→e z

Le théorème du moment cinétique

d
−→
L O

dt
=−→

M O(
−→
P )

la linéarisation sinθ ' θ
θ̈+ g

l
θ = 0
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885

Les principes fondamentaux de la dynamique où lois de Newton permettent
d’établir les équations différentielles du mouvement, leur résolution fournit
l’expression des variables en fonction du temps et ainsi une connaissance890

complète des mouvements futurs. Toutefois, l’intégration des équations
n’est pas toujours possible et dans ce cas, l’utilisation de constantes du
mouvement permet tout de même une description partielle de l’évolution
du système. Parmi ces constantes, il peut y avoir la quantité de mouvement
, le moment cinétique et l’énergie mécanique qui est au coeur de cette895

leçon. Les raisonnements énergétiques permettront l’étude plus ou moins
complète du système , mais en aucun cas ils n’apporteront plus d’information
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que le principe fondamental. Les théorèmes établis dans ce chapitre d’ecoulent
en effet des principes fondamentaux.

4.1 Travail d’une force - Exemples900

4.1.1 Force de pesanteur

δW =−→
F .d

−−→
OM =−mg dz

W12 =−mg(z2− z1)= mgz1−mgz2 = Ep1 −Ep2

avec
Ep(z)= mgz+ cte

Attention à l’orientation des axes(axe z ascendant −→g descendant)

4.1.2 Force de rappel élastique

δW =−→
F .d

−−→
OM =−kx dx

W12 =−k(
x2

2

2
− x2

1

2
)= Ep1 −Ep2

avec

Ep(x)= 1
2

kx2+ cte

4.1.3 Force de frottement

δW =−→
F .d

−−→
OM =−kvx dx

W12 ne peut pas se mettre sous la forme Ep1 −Ep2.905

4.1.4 Exercice

Soit dans le plan Oxy un point matériel soumis à la force :
−→
F = (y2− x2)−→e x +4xy−→e y

Calculer le travail de O(0,0) à A(1,1)
– suivant la droite OA.
– suivant Ox de x = 0 à x = 1 puis suivant Oy de y= 0 à y= 1.
– suivant Oy de y= 0 à y= 1 puis suivant Ox de x = 0 à x = 1.910

W dépend du chemin suivi.
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4.2 Énergie potentielle ou force dérivant d’une énergie
potentielle

4.2.1 Force conservative...

Une force est conservative (ou encore dérive d’une énergie
potentielle) s’il existe une fonction Ep(x, y, z, (t)) appelée
énergie potentielle telle que δW =−dEp.

915

L’énergie potentielle est définie à une constante près.

Le travail ne dépend plus du chemin suivi

W =
∫
δW =−

∫
dEp = Ep1 −Ep2 =−∆Ep

en particulier
∮
δW = 0.

∫
δW = ∫ −→

F .d
−−→
OM est aussi appelée circulation de

−→
F .

dEp =−δW =−−→F .d
−−→
OM =−(Fx dx+Fy d y+Fz dz)

Ep(x, y, z)⇒ dEp =
∂Ep

∂x
dx+ ∂Ep

∂y
d y+ ∂Ep

∂z
dz

Fx =−∂Ep

∂x
Fy =−∂Ep

∂y

Fz =−∂Ep

∂z
que l’on peut écrire de manière plus condensée920

−→
F =−−−−→grad(Ep) (4.1)

et
−→
F =−−−−→grad(Ep)⇔

∮ −→
F .d

−−→
OM = 0 (4.2)

Exemple : le poids est opposé au gradient de mgz.

Dans le plan Oxy,
−→
F dérive d’une énergie potentielle si

∂Fx

∂y
= ∂Fy

∂x
.

925

Exemple :
−→
F = (y2−x2)−→e x+4xy−→e y ne dérive pas d’une énergie potentielle.
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4.3 Énergie mécanique

4.3.1 Définition

dEc = (
−→
F c +−→

F nc).d
−−→
OM

dEc = δW c +δWnc =−dEp +δWnc

d(Ec +Ep)= δWnc

Ec +Ep = Em appelé énergie mécanique

Dans un référentiel galiléen, la variation d’énergie mécanique
est égale au travail des forces non conservatives :

∆Em =Wnc

ou encore dans un référentiel galiléen, la dérivée de l’énergie
mécanique par rapport au temps est égale à la puissance des
forces non conservatives :

dEm

dt
=P nc

930

4.3.2 Conservation

Si la puissance dissipée par les forces non conservatives
est nulle à tout instant alors Em = cte (équation appelée
intégrale première de l’énergie).

Exemple du ressort : Em = 1
2

mẋ2+ 1
2

kx2 = cte

dEm

dt
= 0⇒ mẋẍ+kxẋ = 0

Exemple du pendule : Em = 1
2

m(lθ̇)2+mg l(1−cosθ)= cte

dEm

dt
= 0⇒ ml2θ̇θ̈+mg l sinθθ̇ = 0

contact: 95 55 64 10 50/150 AMAMI MOHAMED



COURS MPSI 11:15/20 août 2010

4.4 Problème à un degré de liberté

4.4.1 Positions d’équilibre

4.4.1.1 Équilibre stable - Exemple du ressort935

Ep = 1
2

kx2

F F
Ep

Ep

Ec

Em

-a a
x

FIGURE 4.1 – équilibre stable

Comme Em = cte = Ec +Ep et Ec ≥ 0, Em est la plus grande valeur que
puisse prendre Ep. Le mouvement est donc limité par x =−a et x =+a.

Fx =−dEp

dx
=−kx

Entre 0 et a, Fx ≤ 0 ramène le système en x = 0.
Entre 0 et −a, Fx ≥ 0 ramène aussi le système en x = 0.

x = 0, le minimum d’énergie potentielle, correspond à une
position d’équilibre stable pour le ressort.

4.4.1.2 Équilibre instable - Exemple du pendule940

Ep = mgl(1−cosθ)
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Ep

th
pi

FF

FIGURE 4.2 – équilibre instable

Comme pour le ressort, θ = 0, le minimum d’énergie
potentielle, correspond à une position d’équilibre stable pour
le pendule.

Regardons maintenant ce qui se passe autour du maximum d’énergie potentielle
θ =π :
δW = Fr dr+Fθ rdθ = Fθ ldθ =−dEp

Fθ =−1
l

dEp

dθ
=−mgsinθ

Entre 0 et π, Fθ ≤ 0 éloigne le système de θ =π.
Entre π et 2π, Fθ ≥ 0 éloigne aussi le système de θ =π.

θ = π, le maximum d’énergie potentielle, correspond à une
position d’équilibre instable pour le pendule.

945
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4.4.1.3 Généralisation

Ep

x
x1 x2

FF F

FIGURE 4.3 – cas général

Un minimum d’énergie potentielle x1 correspond à une position d’équilibre
stable :

(dEp

dx

)
x1

= 0 et
(d2Ep

dx2

)
x1

> 0

Un maximum d’énergie potentielle x2 correspond à une position d’équilibre
instable :

(dEp

dx

)
x2

= 0 et
(d2Ep

dx2

)
x2

< 0

Si Em < Ep(x1), le système peut s’échapper vers les x > 0, on a un état de
diffusion.
Si Ep(x1)< Em < Ep(x2), le système est confiné entre xa et xb, on a un état950

lié.
Si Em > Ep(x2), on a encore un état de diffusion.
(Faire 3 schémas différents)
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4.4.2 Petits mouvements au voisinage d’une position d’équilibre
stable955

4.4.2.1 Exemple du pendule

Ep

th

FIGURE 4.4 – énergie potentielle d’un pendule

Ep = mgl(1−cosθ)

Au voisinage de θ = 0, cosθ ' 1− θ2

2

Ep ' mgl
θ2

2

Em = cte = 1
2

m(lθ̇)2+mgl
θ2

2
⇒ 0= ml2θ̇θ̈+mg lθθ̇

θ̈+ g
l
θ = 0

Ce que l’on retrouve aussi en faisant sinθ ' θ.

4.4.2.2 Généralisation

Une fonction f (x) peut être développée autour de x0 selon

f (x)= f (x0)+
∞∑

n=1

(x− x0)n

n!
f (n)(x0)
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(Développement en série de Taylor)
Exemple : f (x)= cos x autour de x = 0

cos x = 1− x2

2
+ x4

24
+ ...

Développons Ep(x) autour d’une position d’équilibre x = xe960

Ep(x) = Ep(xe)+ (x− xe)
(dEp

dx

)
xe

+ (x− xe)2

2

(d2Ep

dx2

)
xe

+ ...

= Ep(xe)+0+ 1
2

k(x− xe)2+ ...

en posant k =
(d2Ep

dx2

)
xe

L’énergie mécanique se conservant

Em = cte = 1
2

mẋ2+Ep(xe)+ 1
2

k(x− xe)2 ⇒ mẍ+k(x− xe)= 0

ou encore en posant X = x− xe

mẌ +kX = 0

Si k > 0, on retrouve l’équation différentielle de l’oscillateur harmonique,
le système oscille autour de la position d’équilibre qui est donc stable.
Si k < 0, X = A cosh(ωt+ϕ), le système s’éloigne de la position d’équilibre
qui est donc instable.

4.4.3 Portrait de phase965

4.4.3.1 Déterminisme mécanique - État d’un système

Pour un problème à un degré de liberté x, la 2e loi de Newton donne

m
d2x
dt2 = F

(
x,

dx
dt

, t
)

équation différentielle du 2e ordre équivalent à
dx
dt

= v

m
dv
dt

= F(x,v, t)

système de deux équations différentielles d’ordre un.
Ce système admet une solution unique si x(0) et v(0) sont donnés.
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Les systèmes mécaniques ont une évolution unique pour des
conditions initiales déterminées (principe du déterminisme
mécanique).

L’état d’un système à un degré de liberté est représenté à tout instant,970

par un point P(t) de coordonnées (x,v) dans un plan appelé plan de phase.

v

P(0)

P(t)

O

v(0)

v(t)

x
x(0) x(t)

FIGURE 4.5 – plan de phase

Quand le temps s’écoule, le point P(t) décrit une courbe appelée trajectoire
de phase. Toute trajectoire de phase débute en P(0) de coordonnées (x(0),v(0)).
deux trajecoires de phases ne se coupent pas dans le plan de phase975

Le portrait de phase d’un système est l’ensemble des trajectoires de
phase du système obtenues en considérant l’ensemble des conditions initiales
réalisables.

4.4.3.2 Lecture et interprétation980

soit le système du pendule simple
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θ

x

y

l

O

H

T

P

z

FIGURE 4.6 – pendule simple

son portrait de phase est le suivant

FIGURE 4.7 – portrait de phase

remarquons que si θ̇ > 0 alors θ > 0 et si θ̇ < 0 alors θ < 0 les trajectoires
de phases sont toutes parcourues dans le même sens
l’énergie mécanique s’écrit

E = 1
2

ml2θ̇2+mgl(1−cosθ)
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avec Ep = mgl(1− cosθ) l’énergie potentielle ,sa valeur maximale vaut985

2mgl
Suivant les conditions initiales, le mouvement peut-être :

1. harmonique sinusoidale si 0< E ¿ 2mgl alors cosθ ' 1− 1
2θ

2 on a une
ellipse

θ̇2

E
l

+ θ2

E
l

= 1

2. périodique mais non harmonique si 0< E < 2mgl on obtient la trajectoire
2 qui n’est pas une ellipse

3. si E = 2mgl =⇒ θ =π c’est la séparatrice qui relie les points d’équilibres990

instables

4. révolutif si E > 2mgl alors θ̇ conseve un signe constant

5. si E À 2mgl alors Ec À Ep on a un mouvement à vitesse angulaire
constante

1
2

mgl
θ̇2

ω2
0
= E

REQ :les trajectoires de phases tournent autour des points d’équilibres
stables
les positions d’équilibres stables ou non stables se trouvent sur l’axe horizental.995

En présence de frottement l’énergie totale E diminue les trajectoires de
phases se terminent en des points d’équilibres stables (points attracteurs).
Notons la sensibilité du pendule aux conditions initiales.

Retenons :

Si la trajectoire est fermée, le mouvement est périodique ;
si la trajectoire est en plus elliptique, le mouvement est
sinusoïdal ; une bosse (vitesse maximale) sur la trajectoire
de phase correspond à une position d’équilibre stable ;
un creux (vitesse minimale) correspond à une position
d’équilibre instable.
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Dynamique dans un référentiel
non galiléen
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5.1 Principe de relativité galiléenne1015

5.1.1 Référentiels galiléens

Rappel : un référentiel est galiléen si, dans ce référentiel, un
point matériel isolé à un mouvement rectiligne uniforme

Soit M un point matériel isolé dans R galiléen alors −→a (M)R =−→
0

Soit R′ un autre référentiel ; la composition des accélérations donne

−→a (M)R =−→a (M)R′ +−→a e +−→a c

R′ est galiléen si −→a (M)R′ =−→
0 c’est à dire si

−→a e =−→a c =−→
0

59



COURS MPSI 11:15/20 août 2010

(−→a e +−→a c =−→
0 ne pouvant être qu’exceptionnel)

−→a c =−→
0 ⇒−→ω =−→

0 ⇒−→a e =−→a (O′)R =−→
0

R′ est donc en translation rectiligne uniforme par rapport à R

L’ensemble des référentiels galiléens est constitué par tous les
référentiels en translation rectiligne uniforme par rapport à
l’un d’entre eux

5.1.2 Relativité galiléenne1020

Soit R′ en translation rectiligne uniforme par rapport à R galiléen

De même que pour le temps, la mécanique newtonienne postule également
(implicitement) l’invariance de la masse et de la force

t′ = t m′ = m
∑−→

F ′ =∑−→
F

En notant −→u =−→v (O′)R =−→cte la vitesse de R′ par rapport à R, la composition
des vitesses donne −→v ′ =−→v −−→u
Soit −→p ′ la quantité de mouvement dans R′

−→p ′ = m′−→v ′ = m(−→v −−→u )

R étant galiléen
d−→p ′

dt′
= d−→p

dt
=∑−→

F =∑−→
F ′

Le RFD a donc même formulation dans tous les référentiels galiléens ; plus
généralement :

Dans des référentiels en translation rectiligne uniforme les
uns par rapport aux autres, appelés référentiels galiléens, les
lois de la physique sont invariantes. Ou encore : les lois de la
physique restent les mêmes dans n’importe quel référentiel
galiléen

5.2 Lois de la dynamique en référentiel non galiléen

Soient R′ en mouvement quelconque par rapport à R galiléen et
∑−→

F ext la1025

résultante des forces s’exerçant sur un point matériel M
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5.2.1 RFD

5.2.1.1 Forces d’inertie

Dans R galiléen
m−→a (M)R =∑−→

F ext

En utilisant la composition des accélérations

m(−→a (M)R′ +−→a e +−→a c)=
∑−→

F ext

ou encore
m−→a (M)R′ =∑−→

F ext −m−→a e −m−→a c

Dans R′ non galiléen, on peut appliquer le RFD en rajoutant les forces
d’inertie d’entraînement et de Coriolis

−→
F ie =−m−→a e

−→
F ic =−m−→a c

Ces forces n’étant pas liées à la présence d’un autre corps (masse, charge)
mais seulement au caractère non galiléen du référentiel sont plutôt appelées1030

pseudo-forces ou forces d’inerties

5.2.1.2 condition d’équilibre

dans R′ non galiléen la condition d’équilibre (qui est un équilibre dynamique)
se traduit par −→v r(M)=−→

0

c’est à dire −→a r =−→
0 et −→a c =−→

0 donc∑−→
F ext −m−→a e =−→

0 (5.1)

En particulier dans la cas d’un fluide au repos dans un référentiel non
galiléen soumis au champ de pesanteur −→g la condition d’équilibre se
traduit par

−−−→
gradp = ρ(−→g −−→a e) (5.2)

5.2.1.3 Translation pure1035

Si R′ est en translation par rapport à R (voir chapitre précédent)
−→a e =−→a (O′)R −→a c =−→

0

donc −→
F ie =−m−→a e =−m−→a (O′)R

−→
F ic =−m−→a c =−→

0
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−→
F ie est par exemple la force qui nous plaque contre le siège d’une voiture
qui accélère

5.2.1.4 rotation uniforme autour d’un axe fixe1040

Si R′ est en rotation uniforme autour d’un axe fixe de R (voir chapitre
précédent)

−→a e =−rω2−→e r =−ω2−−→HM

ac = 2ωṙ−→e θ

donc −→
F ie =−m−→a e =+mrω2−→e r = mω2−−→HM

−→
F ic =−m−→a c =−2mωṙ−→e θ

−→
F ie est par exemple la force centrifuge qui tend à nous expulser d’un
manège
la force d’inertie d’entrainement est en général
non conservative,mais dans le cas particulier ou R′

est en rotation uniforme autour d’un axe fixe dans R càd −→ω = −→cst
on peut lui associer une énergie potentielle

−→
F ie = mω2−−→HM

δW =−→
F e.d

−−→
OM =−→

F e.d(
−−→
OH+−−→

HM)= mω2d(
1
2

HM2)=−dEp

donc
Ep =−1

2
mω2HM2 =−1

2
mω2r2 (5.3)

la constante d’intégration est prise égale à zéro pour r = 0

5.2.2 Théorème du moment cinétique

Soit O′ un point fixe de R′ en mouvement quelconque par rapport à R

galiléen et
∑−→

F la résultante des forces s’exerçant sur un point matériel M

Dérivons le moment cinétique en O′ du point M dans R′

−→
L O′(M)R′ =−−−→

O′M∧m−→v (M)R′
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(
d
−→
L O′(M)R′

dt

)
R′

=−→v (M)R′ ∧m−→v (M)R′ +−−−→
O′M∧m−→a (M)R′

La RFD dans R′ donne1045 (
d
−→
L O′(M)R′

dt

)
R′

=−−−→
O′M∧ (

∑−→
F +−→

F ie +−→
F ic) (5.4)

Dans R′ non galiléen, on peut donc appliquer le théorème du moment
cinétique en rajoutant les moments des forces d’inertie d’entraînement et
de Coriolis

5.2.3 Théorème de la puissance cinétique

Soit R′ en mouvement quelconque par rapport à R galiléen et
∑−→

F la
résultante des forces s’exerçant sur un point matériel M

Multiplions scalairement par −→v (M)R′ le RFD dans R′

m
(

d−→v (M)R′

dt

)
R′

.−→v (M)R′ = (
∑−→

F +−→
F ie +−→

F ic).−→v (M)R′

on obtient1050 (
dEc(M)R′

dt

)
R′

=∑−→
F .−→v (M)R′ +−→

F ie.−→v (M)R′ +−→
F ic.−→v (M)R′ (5.5)

comme
−→
F ic =−m−→a c =−2m−→ω ∧−→v (M)R′

−→
F ic.−→v (M)R′ = 0 (5.6)

Finalement, dans R′ non galiléen, on peut appliquer le théorème de la
puissance cinétique en rajoutant seulement la puissance de la force d’inertie
d’entraînement, la puissance de la force d’inertie de Coriolis étant nulle (la
force de coriolis ne travaille pas toujours)1055

5.2.4 théorème de l’énergie cinétique et de l’énergie mécanique

∆Ec/R′ =W(
∑−→

F )+W(
−→
F ie) (5.7)

∆Em/R′ =∑
W(

−→
F nc) (5.8)
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G.P. Sujet colle mécanique du point

MÉCANIQUE DU POINT CHAP 00

Anneau sur cercle en rotation

Un petit anneau de masse m est astreint à se déplacer sans frottement sur la circonférence de rayon 
a qui tourne autour de l’axe vertical à la vitesse angulaire constante ω.

1. Etude cinématique:

• Exprimer en fonction de  θ la vitesse et l’accélération relatives au référentiel tournant 
pour l’anneau.

• Exprimer la vitesse et l’accélération d’entrainement pour l’anneau.

• Exprimer l’accélération de Coriolis.

2. Etude dynamique:

• Préciser les forces agissant sur l’anneau dans le référentiel tournant.

• Exprimer leur moment par rapport au centre.

• En déduire l'équation différentielle du mouvement dans le référentiel tournant.

3. Equilibre relatif:

θ

ω



G.P. Sujet colle mécanique du point

• Trouver les positions d’équilibre relatif.On posera p=g /a
2 .

• Etudier la stabilité (on étudiera le cas p1 et le cas p1 ).

• Déterminer la période des petites oscillations autour de la position d'équilibre stable.

4. Déterminer la réaction de la circonférence sur l’anneau.

5. Etudier le cas p=1 .
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Troisième problème : mécanique en référentiel non galiléen

Rappels concernant les changements de référentiels 

Dans un référentiel R en mouvement accéléré par rapport à un référentiel galiléen GR , un point 

matériel M de masse m  est soumis aux forces d’inertie de Coriolis icF  et d’entraînement ieF .

Dans le cas où le référentiel R a un mouvement de rotation uniforme de vecteur  autour d’un axe 
fixe  par rapport à GR  on a : 

ric vmF 2  où rv  désigne la vitesse du mouvement relatif de M dans R. 

)(MamF eie  où )(Mae  désigne l’accélération d’entraînement du point M donnée par 

HMMae
2)( , H étant la projection orthogonale du point M sur l’axe .

Au cours de ce problème, nous envisagerons deux situations différentes d’un petit anneau M de 
masse m, considéré comme ponctuel, soumis à la pesanteur et susceptible de se déplacer sans 
frottements le long d’une tige OA, de longueur l, effectuant des mouvements de rotation caractérisés 
par une vitesse angulaire  constante autour d’un axe fixe vertical  passant par son extrémité O.

Le référentiel lié au laboratoire sera considéré comme galiléen. 

L’espace est rapporté au repère cartésien (O, xe , ye , ze ) lié au laboratoire et tel que : 

xe  : vecteur unitaire de l’axe horizontal Ox.

ye  : vecteur unitaire de l’axe horizontal Oy.

ze  : vecteur unitaire de l’axe vertical Oz.

On pourra lors des calculs vectoriels utiliser les vecteurs unitaires re , e  et Te  définis de la manière 
suivante : 

re  : vecteur unitaire du plan (Oxy) dirigé suivant la projection de la tige dans le plan (Oxy) et 
orienté dans le sens OA  de la tige. 

e  : vecteur unitaire du plan (Oxy), perpendiculaire au vecteur re  et tel que le repère
(O, re , e , ze ) soit un repère direct. 

Te  : vecteur unitaire de la tige et orienté de O vers A.

1060
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Première partie : la tige OA est dans le plan horizontal 

La tige OA se trouve dans le plan horizontal (xOy) et tourne autour de l’axe vertical  à la vitesse 
angulaire constante . L’axe  est ainsi confondu avec l’axe Oz.
Dans ce cas on a donc : re = Te .
L’anneau est libéré sans vitesse initiale par rapport à la tige à une distance 0r  du point O ( 0r  < l). 
On repère la position de l’anneau sur la tige par la distance r entre le point O et l’anneau M
( OMr ). 

L’étude est menée dans le référentiel lié à la tige. 

1/ L’anneau est soumis à son poids, aux forces d’inertie et à la réaction de la tige. 
Faire un schéma sur lequel apparaissent ces forces. 
Ecrire l’expression vectorielle du poids et des forces d’inertie en fonction de m, g, , r et des 
vecteurs unitaires définis précédemment. 
Quels sont les vecteurs unitaires qui portent les composantes de la réaction de la tige ? 

2/ En appliquant le principe fondamental de la dynamique, établir l’équation différentielle vérifiée 
par )(tr .

3/ Intégrer cette équation différentielle en prenant en compte les conditions initiales définies 
précédemment et déterminer la solution )(tr  en fonction de 0r ,  et t.

4/ En déduire l’expression du temps  que va mettre l’anneau pour quitter la tige. On exprimera 
en fonction de 0r , l et .

5/ Déterminer l’expression de la vitesse fv , calculée dans le référentiel lié à la tige, de l’anneau 
lorsqu’il quitte la tige en fonction de , 0r , l et d’un ou plusieurs des vecteurs unitaires définis 
précédemment. 

z

y

x

g

t.

O

A

M

re

e
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En déduire l’expression de la vitesse fv ' , calculée dans le référentiel lié au laboratoire, de l’anneau 
lorsqu’il quitte la tige en fonction de , 0r , l et d’un ou plusieurs des vecteurs unitaires définis 
précédemment. 

Deuxième partie : la tige fait un angle  quelconque avec l’axe 

La tige OA fait maintenant un angle  (  < 
2

 rad) avec l’axe . La tige tourne autour de 

avec la vitesse angulaire constante .
On repère la position de l’anneau sur la tige par la distance r entre le point O et l’anneau M
( OMr ). 
L’anneau est libéré sans vitesse initiale par rapport à la tige à une distance 0r  du point O ( 0r  < l). 

L’étude est menée dans le référentiel lié à la tige. 

6/ L’anneau est soumis à son poids, aux forces d’inertie et à la réaction de la tige. 
Faire un schéma sur lequel apparaissent ces forces. 
Ecrire l’expression vectorielle du poids et des forces d’inertie en fonction de m, g, , r,  et des 
vecteurs unitaires définis précédemment. 

7/ En appliquant le principe fondamental de la dynamique, établir l’équation différentielle vérifiée 
par )(tr .

8/ Intégrer cette équation différentielle en prenant en compte les conditions initiales définies 
précédemment et déterminer la solution )(tr  en fonction de 0r , , g,  et t.

9/ Déterminer la position d’équilibre éqr  de l’anneau sur la tige. Exprimer éqr  en fonction de ,
et g.
Montrer qu’il ne peut exister une position d’équilibre de l’anneau sur la tige OA que si la vitesse 
angulaire  est supérieure à une valeur seuil 0  que l’on déterminera. Exprimer 0  en fonction de 

, g et l.
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10/ On se place dans le cas où > 0 , l’anneau étant dans sa position d’équilibre. On écarte 
légèrement l’anneau de cette position d’équilibre. 
Déterminer, en la justifiant, l’orientation de la résultante des forces appliquées à l’anneau ? En 
déduire si l’équilibre est stable ou instable. 

Fin de l’énoncé 



Analogies et différences

Les 3 problèmes de physique sont indépendants. De même, les parties sont indépendantes
sauf pour les questions B-6 et F-2-6 . Les questions peuvent être traitées dans l'ordre choisi par
le candidat. Il prendra toutefois soin de bien  numéroter les questions.

PHYSIQUE I : Etude d'un ressort dans 2 référentiels

Attention : Ce n'est pas une étude comparée dans les deux référentiels.

A- Etude dans le référentiel R du laboratoire :

i
!

j
!

x

y

, ok l M

k
!

re
"!

eθ

""!

θ

O

Le mouvement est étudié dans le référentiel du laboratoire assimilé à un référentiel
galiléen et associé à un repère (O, i

!
, j
!

, k
!

). Un palet M  de masse m  peut se mouvoir sans
frottement dans le plan ( , , ) O x y horizontal (table à coussin d'air par exemple). Le champ de

pesanteur est suivant la verticale Oz : g
"!

= gk−
!

.
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La masse m  est accrochée à l'extrémité d'un ressort (point M ) de longueur à vide ol , de

raideur k , dont l'autre extrémité est fixée en O. La position de M  est repérée dans la base ( i
!
, j
!

)
par OM xi y j= +

""""! ! !
 ou dans la base ( re

"!
, eθ

""!
) par rOM re=

""""! "!
.

A-1 Faire un bilan des forces. Montrer qu'il y a conservation du moment cinétique, oL
""!

 par
rapport à O.

A-2
A t=0, la masse est lâchée, sans vitesse initiale d'une  longueur 01,2l  : ( ) 00 1, 2OM t l i= =

""""! !
.

A-2-1 Calculer oL
""!

. Quelle est la nature de la trajectoire ?

A-2-2 Déterminer l'évolution temporelle de la longueur du ressort, ( ) ( )l t OM t= . Préciser

l'intervalle de variation de l , longueur du ressort.

A-3
On lance la particule d'un point ( ) 10oOM OM t l i= = =

"""""! """"! !
, avec une vitesse initiale 1ov l jω=

""! !
 ,

orthogonale à  oOM
"""""!

. Dans la suite, on travaillera en coordonnées polaires dans le plan ( , , ) O x y .

A-3-1 Préciser oL
""!

 en fonction r  et 
d

dt
θ  puis en fonction des conditions initiales et des vecteurs

de base. On notera L , le module de oL
""!

.

A-3-2 Rappeler l'expression de l'énergie potentielle élastique.

Doit-on tenir compte de l'énergie potentielle de pesanteur  pour étudier le mouvement ?

Montrer qu'il y a conservation de l'énergie mécanique, mE .

Préciser l'expression de mE  :

•  en fonction des conditions initiales,

•  en fonction de r, 
dr

dt
, 

d

dt
θ , m , k  et ol .

A-3-3 Montrer que l'énergie mécanique peut s'écrire : 
2

1
( )

2m eff

dr
E m E r

dt
 = +  

.

Préciser l'expression de ( )effE r . Tracer l'allure de ( )effE r .

A-3-4 La masse peut-elle s'éloigner indéfiniment du pôle d'attraction ?

A-3-5 La vitesse de la particule peut-elle s'annuler au cours de son mouvement ?

A-3-6 La particule peut-elle passer par le centre d'attraction au cours de son mouvement ?

A-4

On cherche à déterminer une condition entre l1 et ω  pour avoir un mouvement circulaire.

A-4-1 Montrer que dans ce cas, le mouvement est uniforme.

A-4-2 Déterminer 1l  en fonction de , ok l  et ω . Est-elle valable pour tout ω  ?

c©E-Supnet.com 2002
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B - Etude dans un référentiel R' en rotation uniforme autour d'un axe fixe :

Le mouvement est étudié dans le référentiel R' en rotation uniforme autour d'un axe Oz
fixe, de vecteur vitesse kωΩ =

"! !
, et associé au repère (O, re

"!
, eθ

""!
, k
!

) .

On considère une particule M de masse m  pouvant se mouvoir sans frottement le long de
l'axe ( ), rO e

"!
. Le champ de pesanteur est toujours suivant la verticale Oz : g

"!
= gk−

!
.

La masse m  est accrochée à l'extrémité d'un ressort ( point M ) de longueur à vide ol , de
raideur k , dont l'autre extrémité est fixée en O. La position de M  est repérée dans la base
( re
"!

, eθ

""!
) par rOM re=

""""! "!
.

i
!

j
!

x

y

,
o

k l

M
k
!

tω

O

r
e
"!

eθ

""!

B-1 Préciser les expressions vectorielles des forces d'inertie dans la base ( re
"!

, ,e kθ

""! !
).

B-2 Montrer que la force d'inertie d'entraînement dérive d'une énergie potentielle 
iepfE que l'on

précisera.

B-3 En est-il de même pour la force d'inertie de Coriolis ou complémentaire ?

B-4 Déterminer l'énergie potentielle totale. Tracer l'allure de Ep(r). On distinguera les 3 cas
possibles selon la valeur de ω .

B-5 Déterminer la longueur l2 correspondant à la position d'équilibre dans le référentiel R'.

A quelle condition sur ω  le résultat est-il possible ? Cet équilibre est-il stable ?

Quel est alors le mouvement dans le référentiel du laboratoire ?

B-6 Comparer l2 à l1 du paragraphe précédent. Conclusion.
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Chapitre 6

Système formé de deux points
matériels
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Soit le système formé par deux points matériels M1 de masse m1, de
vitesse −→v 1, soumis à des forces de résultante

−→
F 1 et M2 de masse m2, de1090

vitesse −→v 2, soumis à des forces de résultante
−→
F 2.

Par défaut, les vitesses et les accélérations sont calculées par rapport à
un référentiel R galiléen
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6.1 Éléments cinétiques1095

6.1.1 masse,centre de masse, référentiel barycentrique

6.1.1.1 masse

On notera M = m1+m2 la masse totale du système

6.1.1.2 Centre de masse

Le centre de masse du système (ou encore centre d’inertie, centre de gravité,
barycentre) est le point G défini par

(m1+m2)
−−→
OG = m1

−−→
OM1+m2

−−→
OM2

O étant un point quelconque de R ; si O =G

m1
−−→
GM1+m2

−−→
GM2 =−→

0

Choisissons un point O fixe dans R

−→v G = d
−−→
OG
dt

= m1
−→v 1+m2

−→v 2

m1+m2

est la vitesse du centre de masse G par rapport à R1100

6.1.2 Référentiel barycentrique

Le référentiel barycentrique ou référentiel du centre de
masse, noté R∗, est le référentiel en translation par rapport
à R dans lequel le centre de masse G est fixe (souvent pris
comme origine de R∗)

Attention : pour que R∗ soit galiléen, il faut bien sûr que R soit galiléen
mais aussi que −→v G =−→cte

1105

6.1.3 quelques relations importantes

les vecteurs positions s’écrivent :
−−→
OM1 =−−→

OG+−−→
GM1

−−→
OM2 =−−→

OG+−−→
GM2

contact: 95 55 64 10 74/150 AMAMI MOHAMED
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R∗ étant en translation par rapport à R, on peut dériver indifféremment
par rapport à R ou R∗, la composition des vitesses s’écrit :

−→v 1 =−→v ∗
1 +−→v e =−→v ∗

1 +−→v G

−→v 2 =−→v ∗
2 +−→v e =−→v ∗

2 +−→v G

la composition des accélérations s’écrit :

−→a 1 =−→a ∗
1 +ae =−→a ∗

1 +−→a G

−→a 2 =−→a ∗
2 +ae =−→a ∗

2 +−→a G

6.1.4 Éléments cinétiques dans R

6.1.4.1 quantité de mouvement1110

−→p =∑
i

−→p i =
∑

i
m i

−→v i = m1
−→v 1+m2

−→v 2 = M−→v G

est la quantité de mouvement totale ou résultante cinétique du système
dans R

6.1.4.2 moment cinétique

−→
L O =∑

i

−→
L O i =

∑
i

−−→
OM i ∧m i

−→v i =−−→
OM1∧m1

−→v 1+−−→
OM2∧m2

−→v 2

est le moment cinétique total du système en O dans R

introduisons un point O′

−→
L O =−→

L O′ +−−→
OO′∧−→p

6.1.4.3 énergie cinétique1115

Ec =
∑

i
Ec i =

∑
i

1
2

m iv2
i =

1
2

m1v2
1 +

1
2

m2v2
2

est l’énergie cinétique totale du système dans R
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6.1.5 Éléments cinétiques dans R∗

6.1.5.1 Quantité de mouvement totale

−→p ∗ =∑
i

−→p i
∗ =∑

i
m i

−→v ∗
i = m1

−→v ∗
1 +m2

−→v ∗
2 = M−→v ∗

G =−→
0

La quantité de mouvement totale du système dans R∗ est
nulle −→p ∗ =−→

0

6.1.5.2 Moment cinétique total en G1120

−→
L ∗

G =∑
i

−→
L G

∗
i =

∑
i

−−→
GM i ∧m i

−→v ∗
i =

−−→
GM1∧m1

−→v ∗
1 +

−−→
GM2∧m2

−→v ∗
2

−→
L ∗

G = (
−−→
GO+−−→

OM1)∧m1
−→v ∗

1 + (
−−→
GO+−−→

OM2)∧m2
−→v ∗

2

= −−→
GO∧ (m1

−→v ∗
1 +m2

−→v ∗
2)+−−→

OM1∧m1
−→v ∗

1 +
−−→
OM2∧m2

−→v ∗
2

= 0+−−→
OM1∧m1(−→v 1−−→v G)+−−→

OM2∧m2(−→v 2−−→v G)
= −−→

OM1∧m1
−→v 1+−−→

OM2∧m2
−→v 2− (m1

−−→
OM1+m2

−−→
OM2)∧−→v G

= −→
L O −−−→

OG∧M−→v G

Cette relation, qui sera étudiée en 2e année, est appelée théorème de Koenig
relatif au moment cinétique

−→
L O =−→

L ∗
G +−−→

OG∧M−→v G

si on applique cette formule dans R∗

−→
L ∗

O =−→
L ∗

G +−−→
OG∧M−→v ∗

G

−→
L ∗

O =−→
L ∗

G

le moment cinétique dans le centre de masse est indépendant du point ou
on le calcule on va le noter

−→
L ∗

6.1.5.3 Énergie cinétique totale

E∗
c =

∑
i

Ec
∗
i =

∑
i

1
2

m iv∗
i

2 = 1
2

m1v∗
1

2+ 1
2

m2v∗
2

2
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E∗
c = 1

2
m1v∗

1
2+ 1

2
m2v∗

2
2

= 1
2

m1(−→v 1−−→v G)2+ 1
2

m2(−→v 2−−→v G)2

= 1
2

m1v2
1+

1
2

m2v2
2− (m1

−→v 1+m2
−→v 2).−→v G + 1

2
(m1+m2)v2

G

= Ec −Mv2
G + 1

2
Mv2

G

= Ec − 1
2

Mv2
G

Cette relation, qui sera étudiée en 2eannée, est appelée théorème de Koenig
relatif à l’énergie cinétique

Ec = E∗
c +

1
2

Mv2
G

6.2 Dynamique du système1125

6.2.1 Forces intérieures et forces extérieures

Décomposons
−→
F 1 en

−→
F ext→1+−→F 2→1 où

−→
F ext→1 est la force exercée par l’extérieur

sur M1 et
−→
F 2→1 la force exercée par M2 sur M1.

De même
−→
F 2 =−→

F ext→2+−→
F 1→2

Les forces
−→
F 2→1 et

−→
F 1→2 s’exerçant entre M1 et M2 sont appelées forces

intérieures au système,
−→
F 2→1+−→

F 1→2 =−→
0

−−−−→
M1M2∧−→

F 1→2 =−→
0

les autres forces étant les forces extérieures au système

6.2.2 Théorème de la quantité de mouvement (ou du centre de
masse ou de la résultante cinétique)

R étant galiléen, on peut appliquer le principe fondamental de la dynamique
à M1

d−→p 1

dt
=−→

F ext→1+−→
F 2→1
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et à M2
d−→p 2

dt
=−→

F ext→2+−→
F 1→2

en ajoutant membre à membre on fait apparaître la quantité de mouvement
totale

d(−→p 1+−→p 2)
dt

=−→
F ext→1+−→

F ext→2+−→
F 2→1+−→

F 1→2︸ ︷︷ ︸
=−→0

en utilisant la 3e loi de Newton ou principe de l’action et de la réaction

d−→p
dt

=∑−→
F ext

où −→p est la quantité de mouvement totale et
−→
F ext la somme des forces

extérieures qui s’exercent sur le système

−→p = m1
−→v 1+m2

−→v 2 = M−→v G

d−→p
dt

= M
d−→v G

dt
= M−→a G =−→

F ext

Le mouvement de G est identique à celui d’un point matériel
de masse M = m1+m2 soumis à une force égale à la résultante
des forces extérieures

1130

6.2.3 Théorème du moment cinétique

Soit O un point fixe de R galiléen

Appliquons le théorème du moment cinétique en O à M1

d
−→
L O1

dt
=−−→

OM1∧−→
F ext→1+−−→

OM1∧−→
F 2→1

et à M2

d
−→
L O2

dt
=−−→

OM2∧−→
F ext→2+−−→

OM2∧−→
F 1→2

en ajoutant membre à membre on fait apparaître le moment cinétique
total

d(
−→
L O1+

−→
L O2)

dt
=−−→

OM1∧−→
F ext→1+−−→

OM2∧−→
F ext→2+−−−−→

M1M2∧F1→2

contact: 95 55 64 10 78/150 AMAMI MOHAMED



COURS MPSI 11:15/20 août 2010

en utilisant la 3e loi de Newton ou principe de l’action et de la réaction

d
−→
L O

dt
=∑−→

M O ext

où
−→
L O est le moment cinétique total en O et

−→
M O ext le moment résultant

en O des forces extérieures qui s’exercent sur le système
le moment par rapport à un axe ∆(O,−→u )

dL∆
dt

=∑
M∆ext

remarquons que les théorèmes vectorielles ne font intervenir que des
forces extérieurs

6.2.4 Étude énergétique

6.2.4.1 puissance des forces intérieurs1135

P int =−→
F 2→1.−→v 1+−→

F 1→2.−→v 2

P int =−→
F 1→2.(−→v 2−−→v 1)

P int =−→
F 1→2.

d
−−−−→
M1M2

dt

si on note
−−−−→
M1M2 = r−→u et

−→
F 1→2 = F1→2

−→u on a

P int = F1→2
dr
dt

δWint = F1→2dr

comme F1→2 ne dépend pas du référentiel donc le travail des forces
intérieurs ne dépend pas du référentiel

dans le cas d’un solide M1M2 = r = cste donc P int = 0 et δWint = 0
si les forces intérieurs sont conservatives elles dérivent d’une énergie potentielle

δWint = F1→2dr =−dEp

dEp =−F1→2dr
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6.2.4.2 Théorème de l’énergie cinétique

R étant galiléen, on peut appliquer le théorème de l’énergie cinétique à
M1

dEc1

dt
=−→

F ext→1.−→v 1+−→
F 2→1.−→v 1

et à M2
dEc2

dt
=−→

F ext→2.−→v 2+−→
F 1→2.−→v 2

en ajoutant membre à membre on fait apparaître l’énergie cinétique totale

d(Ec1+Ec2)
dt

=−→
F ext→1.−→v 1+−→

F ext→2.−→v 2+−→
F 2→1.−→v 1+−→

F 1→2.−→v 2

Contrairement aux deux cas précédents, il n’y a, a priori, aucune raison
que les termes faisant apparaître les forces intérieures disparaissent

dEc

dt
=P ext +P int

∆Ec =Wext +Wint

où Ec est l’énergie cinétique totale, P ext la puissance des forces extérieures1140

et P int la puissance des forces intérieures

6.2.4.3 Énergie mécanique

dEm

dt
=P nc

ext +P nc
int

Si toutes les forces sont conservatives ou ne travaillent pas l’énergie mécanique
totale Em = Ec +Ep se conserve

6.3 Système isolé de deux points matériels(problème1145

à deux corps)

on appelle problème à deux corps un système isolé formé de deux particules
considérées comme des masse ponctuelles sous l’action de la seule force
d’interactions mutuelles
Si le système est isolé,on a −→

F ext→1 =−→
0

−→
F ext→2 =−→

0
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∑−→
F ext =−→

0
−→
M O ext =

−→
0

P ext = 0

on utilise les notations suivantes :

−→r 1 =−−→
OM1

−→r 2 =−−→
OM2

−→r ∗
1 =

−−→
GM1

−→r ∗
2 =

−−→
GM2

−→r =−−−−→
M1M2 =−−−→

OM2−−−→
OM1 =−−→

GM2−−−→
GM1 =−→r 2−−→r 1 =−→r ∗

2 −−→r ∗
1

−→v = d−→r
dt

=−→v 2−−→v 1 =−→v ∗
2 −−→v ∗

1 =−→v ∗

−→a = d2−→r
dt2 =−→a 2−−→a 1 =−→a ∗

2 −−→a ∗
1 =−→a ∗

6.3.1 Lois de conservation1150

6.3.1.1 Conservation de la quantité de mouvement

(m1+m2)
−−→
OG = m1

−−→
OM1+m2

−−→
OM2

M
−−→
OG = m1

−→r 1+m2
−→r 2

en dérivant deux fois par rapport au temps

M−→a G = m1
d2−→r 1

dt2 +m2
d2−→r 2

dt2

or

m1
d2−→r 1

dt2 =−→
F 2→1

m2
d2−→r 2

dt2 =−→
F 1→2

donc
M−→a G =−→

0

d−→p
dt

=−→
0 ⇒−→p = M−→v G =−→cte

Le référentiel barycentrique R∗ est donc galiléen
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6.3.1.2 Conservation du moment cinétique

il n’y a pas de force extérieurs donc :

d
−→
L O

dt
=−→

0 ⇒−→
L O =−→cte

R et R∗ étant en translation l’un par rapport à l’autre, on peut dériver
indifféremment ; comme1155

−→
L ∗

G =−→
L O −−−→

OG∧M−→v G

d
−→
L ∗

G

dt
= d

−→
L O

dt
−−→v G ∧M−→v G −−−→

OG∧M
d−→v G

dt
= d

−→
L O

dt

d
−→
L ∗

G

dt
=−→

0 ⇒−→
L ∗

G =−→cte

On aurait pu aussi appliquer le théorème du moment cinétique en G (fixe
dans R∗) dans R∗ galiléen

6.3.1.3 Conservation de l’énergie mécanique

dEc

dt
=P int

Dans le cadre du programme les forces intérieures qui s’exercent entre
M1 et M2 sont conservatives (par exemple interaction gravitationnelle ou
électrostatique)

dEm

dt
= 0⇒ Em = cte

R et R∗ étant en translation l’un par rapport à l’autre, on peut dériver

indifféremment ; comme E∗
c = Ec − 1

2
Mv2

G

dE∗
c

dt
= dEc

dt
−M−→v G.

d−→v G

dt
= dEc

dt
=P int =P ∗

int =−dE∗
p

dt

en notant E∗ l’énergie mécanique du système dans le référentiel barycentrique
R∗

dE∗

dt
= 0⇒ E∗ = cte
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6.3.2 Réduction du problème à deux corps à un problème à un
corps1160

6.3.2.1 Mobile fictif - Masse réduite

Reprenons
m1

−→a 1 =−→
F 2→1 m2

−→a 2 =−→
F 1→2

−→a =−→a 2−−→a 1 = d2M1M2

dt2 =
−→
F 1→2

m2
−
−→
F 2→1

m1
=
−→
F 1→2

m2
+
−→
F 1→2

m1
=
−→
F 1→2

µ

avec
1
µ
= 1

m1
+ 1

m2
, µ appelé masse réduite(car plus petite que min(m1,m2))

Soit M appelé mobile fictif et défini par

−−→
GM =−−−−→

M1M2 =−→r = r−→e r

La relation µ−→a =−→
F 1→2 peut donc être considérée comme le RFD appliqué

dans le référentiel barycentrique (−→a =−→a ∗ et dérivation indifférente) à un
mobile équivalent M de masse µ et soumis à une force

−→
F 1→2

En général, La force
−→
F 1→2 est conservative, portée par

−−−−→
M1M2 et ne dépend

que de la distance relative entre M1 et M2

−→
F 1→2 = F(r)−→e r

Tout se passe donc comme si le mobile équivalent M ressentait la force
centrale conservative créée par le centre de force fixe G

1165

6.3.2.2 Éléments cinétiques

les relations entre −→r 1 ,−→r 2 et −→r

m1
−→r 1+m2

−→r 2 =−→
O (6.1)

−→r =−→r 2−−→r 1 (6.2)

donc
−→r 1 =− m2

m1+m2

−→r

−→r 2 = m1

m1+m2

−→r

La vitesse du mobile fictif
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−→v = d−→r
dt

=−→v 2−v1 =−→v ∗
2 −−→v ∗

1

d’où −→v ∗
1 =− m2

m1+m2

−→v
−→v ∗

2 =+ m1

m1+m2

−→v
La quantité de mouvement totale dans R∗ est nulle par définition de R∗

−→p ∗ = m1
−→v ∗

1 +m2
−→v ∗

2 =
−→
0

−→p ∗
1 = m1

−→v ∗
1 =−µ−→v

−→p ∗
2 = m2

−→v ∗
2 =µ−→v

calculons alors l’énergie cinétique et le moment cinétique dans R∗

E∗
c =

1
2

m1

(
− m2

m1+m2
v
)2

+ 1
2

m2

(
+ m1

m1+m2
v
)2

= 1
2
µv2

E∗
c =

1
2
µv2

−→
L ∗

G = −→r 1∧m1
−→v ∗

1 +−→r 2∧m2
−→v ∗

2

= − m2

m1+m2

−→r ∧m1

(
− m2

m1+m2

−→v
)
+ m1

m1+m2

−→r ∧m2
m1

m1+m2

−→v
= −→r ∧µ−→v

−→
L ∗ =−→r ∧µ−→v

6.3.2.3 remarques

−→
L ∗ =−→r ∧µ−→v =−−→cste

le mouvement est plan (le mouvement relatif du mobile fictif M dans
R∗ est plan : le plan de la trajectoire est ⊥ en G à

−→
L ∗

avec la notation déjà utilisée
−−→
GM =−→r = r−→e r

−→v = ṙ−→e r + rθ̇−→e θ
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on a −→
L ∗ =µr2θ̇−→e z

le mouvement se fait suivant la loi des aires

dS
dt

= C
2

le système est soumis à une force centrale
−→
F 1→2 = −−−−→gradEp(r) l’énergie

totale dans R∗ est une constante

E∗ = E∗
c +Ep(r)= 1

2
µv2+Ep(r)= 1

2
µ[ṙ2+ r2θ̇2]+Ep(r)

or θ̇ = L∗
µr2 d’ou

E∗ = 1
2
µṙ2+ L∗2

2µr2 +Ep(r)= 1
2
µṙ2+Epe f f (r)

avec Epe f f (r) = L∗2

2µr2 +Ep(r) est l’énergie potentielle effective agissant sur1170

le mobile fictif
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Chapitre 7

Mouvement dans un champ de
forces centrales conservatives

Sommaire
7.1 Forces centrales conservatives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 901180

7.1.1 Exemple de la force de gravitation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 90
7.1.2 Exemple de la force électrostatique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
7.1.3 Généralisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

7.2 Lois générales de conservation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92
7.2.1 Conservation du moment cinétique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 921185

7.2.2 Conservation de l’énergie mécanique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
7.3 Mouvement dans un champ de force centrales newtonien . . . . . . 95

7.3.1 Équation générale de la trajectoire . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 95
7.3.2 Interaction répulsive k < 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
7.3.3 Interaction attractive k > 0 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 971190

7.3.4 Étude détaillée de l’interaction attractive . . . . . . . . . . . . . . . . 99
7.3.5 Mouvements des planètes - Lois de Képler . . . . . . . . . . . . . . . 105

1195

7.1 Forces centrales conservatives

7.1.1 Exemple de la force de gravitation

Soient M1 de masse m1 et M2 de masse m2

−→
F 1→2 =−−→F 2→1 =−G

m1m2

(M1M2)2

−−−−→
M1M2

M1M2

avec G = 6,67.10−11 kg−1.m3. s−2

δW =−→
F .d

−−→
OM =−dEp

90
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avec Ep =−G
m1m2

r
en prenant Ep(∞)= 01200

7.1.2 Exemple de la force électrostatique

Soient M1 de charge q1 et M2 de charge q2

−→
F 1→2 =−−→F 2→1 = 1

4πε0

q1q2

(M1M2)2

−−−−→
M1M2

M1M2

avec
1

4πε0
= 9.109 S.I.

δW =−→
F .d

−−→
OM =−dEp

avec Ep = q1q2

4πε0r
en prenant Ep(∞)= 0

remarque : si l’on compare les forces de gravitation et électrostatique qui
s’exercent par exemple entre deux électrons

Fe

Fg
=

( e
m

)2
(

1
4πε0G

)
= 4,2.1042

D’une manière générale, à l’échelle microscopique, les forces de gravitation
sont négligeables devant les forces électrostatique.1205

7.1.3 Généralisation

Force centrale si −−→
OM∧−→

F =−→
0

−→
F = F(r)−→e r

ou −→e r est le vecteur radiale des coordonnées sphériques
conservative si −→

F =−−−−→gradEp =−dEp

dr
−→e r

F(r)=−dEp

dr
δW =−dEp

Ep(r) ne dépend pas explicitement du temps Pour les forces de gravitation
et électrostatique que l’on appelle interactions newtoniennes (en 1

r2 )

F(r)=− k
r2 et Ep =−k

r
avec Ep(∞)= 0
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k =G m1m2 > 0 pour l’interaction gravitationnelle ;

k = − 1
4πε0

q1q2, pour l’interaction électrostatique, positif si q1 et q2 de

signe différent, négatif si q1 et q2 de même signe.1210

7.2 Lois générales de conservation

Soit M de masse m et de vitesse −→v soumis à un champ de force centrale
conservative

−→
F = F(r)−→e r créé par un centre de force O.

7.2.1 Conservation du moment cinétique

7.2.1.1 Planéité du mouvement1215

d
−→
L O

dt
=−→

M O =−−→
OM∧−→

F = r−→e r ∧F(r)−→e r =−→
0 ⇒−→

L O =−→cte

Comme −→
L O =−−→

OM∧m−→v =−−−→
OM0∧m−→v0−−→

OM et −→v restent perpendiculaires à
−→
L O =−→cte,

−−→
OM et −→v sont donc contenus

dans le plan perpendiculaire à
−→
L O =−→cte : le mouvement est plan.

7.2.1.2 Intégrale première du mouvement

Dans ce plan, choisissons les coordonnées polaires (r,θ)
−−→
OM = r−→e r

−→v = ṙ−→e r + rθ̇−→e θ

−→
L O =−−→

OM∧m−→v = mr2θ̇−→e z = mC−→e z

comme
−→
L O =−→cte

r2θ̇ = cte = C

appelé intégrale première du mouvement, C constante des aires

7.2.1.3 Loi des aires1220

L’aire balayée pendant dt

dS = 1
2
× r× rdθ = 1

2
r2dθ

La vitesse aérolaire
dS

dt
= 1

2
r2θ̇ = 1

2
C = cte
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Les aires balayées pendant des durées égales sont égales
ce qui explique l’accélération de M lorsqu’il se rapproche du
centre de force et son ralentissement lorsqu’il s’en éloigne.

FIGURE 7.1 – loi des aires

REMARQUE :de la relation r2θ̇ = cte = C avec r2 > 0 donc θ̇ = dθ
dt > 0 à

toujours le meme signe donc le mobile tourne toujours dans le meme sens
si θ̇ = dθ

dt = 0 c’est à dire θ = cste le mouvement est rectiligne1225

7.2.2 Conservation de l’énergie mécanique

7.2.2.1 Intégrale première du mouvement
−→
F = F(r)−→e r dérivant d’une énergie potentielle Ep(r), l’énergie mécanique
se conserve

Em = 1
2

m(ṙ2+ r2θ̇2)+Ep(r)= cte

appelé intégrale première du mouvement

7.2.2.2 Énergie potentielle effective

Em = 1
2

mṙ2+ 1
2

mr2θ̇2+Ep(r)

comme
1
2

mr2θ̇2 = m
2r2 (r2θ̇)2 = m

2r2 C2 = L2

2mr2
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on peut écrire

Em = 1
2

mṙ2+ mC2

2r2 +Ep(r)= 1
2

mṙ2+ L2

2mr2 +Ep(r)

L’énergie mécanique ne dépend plus que de ṙ et r :

le terme
1
2

mṙ2 est appelé énergie cinétique radiale

le terme
mC2

2r2 +Ep(r)= L2

2mr2 +Ep(r)= Ep,e f f est appelé énergie potentielle
effective

Em = 1
2

mṙ2+Epe f f (r)= cte

7.2.2.3 États de diffusion, états liés1230

Le terme cinétique
1
2

mṙ2 étant positif
Em = cte est la plus grande valeur que puisse prendre Epe f f (r) ; on peut
étudier pour des conditions initiales données (L et Em) le domaine de
variation de r

1235

les valeurs de r pour lesquelles Ep,e f f < Em sont donc accessibles.
les valeurs de r pour lesquelles Ep,e f f > Em sont donc inaccessibles

E

r

E

E

r0
r maxr min

r min

1240

FIGURE 7.2 – état lié et état de diffusion
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si Em > 0 alors r varie entre rmin et +∞ le mobile provenant de ∞
atteint une distance d’approche minimale rmin et repart à ∞ , on parle
d’état de diffusion la trajectoire est une courbe ouverte

si Em < 0 alors rmin ≤ r ≤ rmax, on parle d’état lié la trajectoire est une1245

courbe fermée ou bornée

si Em = Epe f f (r0) alors r prend une seule valeur la trajectoire est un
cercle de rayon r0

7.3 Mouvement dans un champ de force centrales newtonien1250

Le mouvement vérifie les propriétés générales du mouvement dans un
champ de forces centrales conservatives (planéité du mouvement, loi des

aires, énergie potentielle effective) avec F(r)=− k
r2 et Ep =−k

r

si k > 0 on a une attraction c’est le cas de la gravitation et deux charges1255

de signes opposées

si k < 0 on a une répulsion c’est le cas de deux charges de memes signes

7.3.1 Équation générale de la trajectoire

avec les deux lois de conservation déjà vu

L = mr2θ̇ = mC

Em = 1
2

mṙ2+ L2

2mr2 −
k
r
= cste

l’énergie dépend des conditions initiales à travers L
on a montré que la trajectoire est plane.Soit l’axe Oz l’axe polaire de
reférence
dans le plan de la trajectoire repérons le point matériel par ses coordonnées
polaires r,θ
soit

−−→
OM = r−→e r alors l’accélération est donnée par la formule de Binet

−→a =−C2u2[u+ d2u
dθ2 ]−→e r

avec u = 1
r

la RFD donne
m−→a =− k

r2
−→e r =−ku2−→e r
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l’équation du mouvement s’écrit

d2u
dθ2 +u = k

mC2

la résolution de cette équation est

u(θ)= A cos(θ−θ0)+ k
mC2

ou A et θ0 sont données par des conditions initiales. On peut toujours
choisir −→e r de tel façon que θ0 = 0

u(θ)= A cosθ+ k
mC2

en passant à l’expression de r1260

r(θ)= p
1+ ecosθ

avec p = mC2

k ,e = AmC2

k = Ap
On reconnaît l’équation d’une conique de paramètre p ,d’excentricité e

dont l’un des foyers est le point O

si e > 1, M décrit une hyperbole1265

si e = 1, M décrit une parabole

si 0< e < 1, M décrit une ellipse
1270

si e = 0, M décrit un cercle

7.3.2 Interaction répulsive k < 0

l’énergie potentielle effective est

Epe f f = L2

2mr2 −
k
r

cette énergie n’admet pas de minimum
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Epeff

rrmin

Em

FIGURE 7.3 – interaction répulsive

∀ les conditions initiales on a un mouvement non borné on parle d’états
de diffusion

r ∈ [rmin,+∞[

rmin, est la valeur de r pour ṙ = 0 solution de l’équation

Emr2−kr− mC2

2
= 0

rmin = 1
2Em

[k+
√

k2+2mC2Em]

M ne peut pas s’approcher du centre de force à une distance inférieure1275

à rmin, cette position extrême s’appelle le péricentre.

La trajectoire correspondante correspond à une branche d’hyperbole.

7.3.3 Interaction attractive k > 0

l’énergie passe par un minimum1280
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E

r

E

E

r0
r maxr min

r min

FIGURE 7.4 – état lié et état de diffusion

7.3.3.1 État de diffusion

si Em ≥ 0 le mouvement est non borné r > rmin, on observe encore un
état de diffusion.

1285

si Em > 0 La trajectoire est encore une branche d’hyperbole.

si Em = 0 la trajectoire est parabolique.

7.3.3.2 État lié

si
Epe f f (r0)< Em < 0

rmin ≤ r ≤ rmax, on a un état lié, la position de M correspondant à rmin

est appelée péricentre, celle correspondant à rmax apocentre.

La trajectoire est elliptique.

Le cas particulier rmin = rmax = r0 correspond à une trajectoire circulaire.
l’équation

Emr2+kr− mC2

2
= 0

alors
rmin = 1

2Em
[k−

√
k2+2mC2Em]
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rmax = 1
2Em

[k+
√

k2+2mC2Em]

on constate que

rmax + rmin =− k
Em

7.3.4 Étude détaillée de l’interaction attractive1290

7.3.4.1 énergie

l’énergie potentielle est

Ep =−k
r
=−ku

l’énergie cinétique est

Ec = 1
2

mv2 = 1
2

mC2[u2+ (
du
dθ

)2]

l’énergie mécanique s’écrit alors

Em = 1
2

mC2[u2+ (
du
dθ

)2]−ku

en utilisant l’expression de u = 1+ecosθ
p et ses dérivées on trouve

Em = k
2p

(e2−1)

avec k
p = mC2

p2
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GEOMETRIE PLANE : LES CONIQUES. 

I : Généralités. 
1°) Définition géométrique. 

H 

H0 

M 

F 

(D) 

p 

(Δ) 

  Une conique est l’ensemble des points M d’un plan tels que le 
rapport des distances à un point F, appelé foyer et à une droite 

D, appelée directrice, soit constant : 
FM e
HM

= . 

  Le rapport constant e est appelé l’excentricité de la conique. 
 

  Le paramètre p d’une conique est par définition la longueur 
FM lorsque le rayon vecteur  est parallèle à la directrice D. FM

 

  Il en résulte que la distance du foyer F à la directrice D est : 0
pFH
e

= . 
 

  L’axe de symétrie FH0 orthogonal à la directrice D, est l’axe focal Δ de la conique. 
 
2°) Équation polaire d’une conique. 

  Le foyer F est placé à l’origine d’un système de coordonnées polaires (r,θ), l’axe polaire 
coïncidant avec l’axe focal orienté de F vers H0. 

On a :  ; . FM r= ( ),Fx FMθ =

De  et .FM e HM= 0 cos cospHM H F r e
e

θ θ= + = + , on 

obtient l’équation polaire : 
1 cos

pr
e θ

=
−

. 

H 

H0 

M 

x 

(D) 

θ 
θ0 

y 

 

  Dans le cas où l’axe focal H0F fait un angle θ0 avec l’axe Fx, on 
obtient la forme polaire la plus générale d’une conique : 

( )01 cos
pr

e θ θ
=

− −
 ; l’angle θ0 est appelé azimuth focal. 

 
3°) Classification des coniques. 

  Si 1e = , , avec min[ ,r r∈ +∞[ min 2
p

=r  : la conique est une parabole. 

  Si 1e < , r r r , avec min max[ , ]∈ min 1
pr

e
=

+
 et max 1

pr
e

=
−

 : la conique est une ellipse. 

  Si 1e > , r r , avec min[ , [∈ +∞ min 1
pr

e
=

+
 : la conique est une hyperbole. 

 

II : Parabole. 
1°) Propriétés géométriques. 

  Puisque e = 1, on a FM HM=  : la parabole est l’ensemble 
des points  situés à égale distance du foyer et de la 
directrice. 

H 

H0 

M 

F 

(D) 

x 

y 

O 
 

  Le paramètre de la parabole vérifie : 0 min 2
pH O OF r= = =   

 



M2 : LES CONIQUES. 

Page 2 sur 3 

2°) Équation cartésienne. 
  En prenant l’origine des coordonnées au sommet O de la parabole (et non plus au foyer), on 

obtient l’équation cartésienne canonique de la parabole : 2 2y p= x . 

(Il suffit d’écrire : , soit encore : 2FM HM= 2
2 2

2

2 2
p px y x⎛ ⎞ ⎛− + = +⎜ ⎟ ⎜

⎝ ⎠ ⎝
⎞
⎟
⎠

) 

 

III : Ellipse. 
1°) Propriétés géométriques. 

 Définitions et relations : 
Une ellipse de centre O et de foyers F et F’ est 
caractérisée par :  

 

y 

x 

M

F’ F 
O A A’ 

H’ H 

a 

c 

b a 

r' r 
r'/e r/e 

B 

B’ 

H0 

o Un demi-grand axe a (OA = OA’ = a). 
o Un demi-petit axe b (OB = OB’ = b). 
o Une excentricité e et un paramètre p. 
o La distance c entre le centre O et l’un des 

foyers (OF = OF’ = c), telle que c ea= . 
 

 Définition bifocale d’une ellipse : 
Une ellipse de foyers F et F’, de demi-grand axe a, est le lieu des points M 

tels que : ' 2MF MF a+ = . 

Démonstration : par définition d’une conique, on a pour l’ellipse : 
MF e
MH

=  ou  
'
'

MF e
MH

=  

   Par ailleurs, ( )0 0
' 1' ( ') 2 2 2r r a c a2H r r OH OA AH a

e e e e e
−⎛ ⎞= + = + = = + = + =⎜ ⎟

⎝ ⎠
H . 

   D’où la relation cherchée : r + r’ = 2a.  
 

 Relations à connaître : 
Il découle de la définition géométrique d’une ellipse les relations suivantes :  

2 2a b c= + 2  ; 
ce
a

=  ; 
2bp

a
= . 

Ainsi, connaissant deux des trois distances a, b, c, on peut en déduire p et e. 
 

 Inversement, connaissant p et e, on peut retrouver a, b et c : 
 En prenant l’origine au foyer F, le point de l’ellipse le plus près de F est appelé périgée et le 

point le plus éloigné l’apogée. Au périgée : min 1
pr

e
=

+
 et à l’apogée : max 1

pr
e

=
−

.  

On en déduit : 21
pa
e

=
−

  ; 
21

pb
e

=
−

 ; 21
pec

e
=

−
 

 Surface d’une ellipse : on rappelle que S abπ= . 
 
2°) Équation paramétrique et cartésienne. 

 

x 

y 

φ 

a 

b 
M 

O 

P  Représentation paramétrique d’une ellipse : 
Considérons le cercle de centre O et de rayon OA = a. 
L’ellipse se déduit de ce cercle par une affinité orthogonale par 

rapport à son axe focal, de rapport b
a .  

En faisant intervenir l’angle , ( ,Ox OPφ = ) anomalie excentrique, on 
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obtient les équations paramétriques de l’ellipse, avec origine au centre O de l’ellipse : 

cosx a φ=  et siny b φ= . 

 Représentation cartésienne d’une ellipse :  elle s’écrit : 
2 2

2 2 1x y
a b

+ = . 

 
3°) Cas particulier du cercle. 
 Un cercle est une ellipse d’excentricité nulle. Ainsi, les foyers F et F’ sont confondus en 
O, centre du cercle. 
 
IV : Hyperbole. 
1°) Propriétés géométriques. 

 

y 

x 

F’ F 

M 

A A’ O 

I 

θ 

 Définition bifocale d’une hyperbole : 
Une hyperbole de foyers F et F’, de 

demi-grand axe a, est le lieu des points M 
tels que : ' 2MF MF a− =  ( ' 2AA a= ). 

 

 Relations à connaître : 
On note ' 2AA a=  ; AI b=  et ' 2FF c= . 

On a alors : 2 2a b c2+ =  ; 
ce
a

=  ; 
2bp

a
= . 

Comme pour l’ellipse, connaissant p et e, on peut retrouver a, b et c : 

En effet : pour θ = 0, ' ' '
1

pr F A c a
e

= = + =
−

, 

   Pour θ = π, 
1

pr FA c a
e

= = − =
+

. 

Donc, 2

22 . D’où : 
1 1 1

p p pec
e e e

= + =
+ − − 2 1

pa
e

=
−

 ; 
2 1
pb

e
=

−
 ; 2 1

pec
e

=
−

 

 
2°) Équation cartésienne. 

L’équation cartésienne canonique d’une hyperbole, avec  l’origine O placée 

en son centre de symétrie est : 
2 2

2 2 1x y
a b

− = . 

 

 Equations des asymptotes : 

Lorsque x → ∞, on a 
2 2

2 2

y x
b a

≈ , conduisant à deux droites asymptotes d’équations : 

by
a

= ± x  qui se coupent en O. 

1295



COURS MPSI 11:15/20 août 2010

7.3.4.2 trajectoires circulaires

on a e = 0 donc Em =− k
2p

le rayon est alors constant et égal à sa valeur initiale r0 = p
la conservation de l’énergie

1
2

mv2
0 −

k
r0

=− k
2p

=− k
2r0

d’ou
mv2

0r0 = k

donc v0 est aussi une constante (−→v 0 ⊥−→r 0)

7.3.4.3 trajectoires paraboliques

on a e = 1⇒ Em = 0
la conservation de l’énergie s’écrit :

1
2

mv2
0 −

k
r0

= 1
2

mv2− k
r
= 0

d’ou

v0 =
√

2k
mr0

v =
√

2k
mr

la distance minimale d’approche est pour θ = 0 soit rmin = p
2 donc r ∈

[ p
2 ,+∞[1300

le mouvement n’est pas périodique mais décrit suivant la loi des
aires

7.3.4.4 trajectoires hyperboliques

on a e > 1⇒ Em > 0
1305

v0 >
√

2k
mr0

la distance minimale de O centre de force est

rmin = p
1+ e
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donc r ∈ [ p
1+e ,+∞[

le mouvement n’est pas périodique mais décrit suivant la loi des
aires

7.3.4.5 trajectoires elliptiques1310

0< e < 1⇒ Em < 0⇒ v0 <
√

2k
mr0

s pour θ =π c’est l’apocentre on a :

ra = rmax = p
1− e

autour de la terre s’appelle apogée autour du soleil s’appelle aphélie
s pour θ = 0 c’est le péricentre on a :

ra = rmax = p
1+ e

autour de la terre s’appelle périgée autour du soleil s’appelle périphélie
¶ on constate que

rmax + rmin = p
1− e

+ p
1+ e

= 2p
1− e2 = 2a =− k

Em

p = a(1− e2)

donc
Em =− k

2a
l’énergie ne dépend que du grand axe de l’ellipse. toutes les ellipses
de meme grand axe mais d’excentricités différentes ont meme énergie1315

il y a dégénérescence
· période de révolution T à partir de la loi des aires

dS
dt

= S
T

= πab
T

= C
2

d’ou
T = 2πab

C
avec b2 = pa et p = mC2

k en élevant au carré l’expression de la période

T2 = 4π2a2b2

C2 = 4π2a3m
k

T2

a3 = 4π2m
k

= cste
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si k =G mM alors on a
T2

a3 = 4π2

G M
= cste

c’est le troisième loi de Kepler

7.3.5 Mouvements des planètes - Lois de Képler

7.3.5.1 Lois de Képler

Ces lois historiques concernent les mouvements des planètes autour du
Soleil, elles se généralisent à tous les mouvements à force gravitationnelle
centrale.

1reloi : les planètes autour du Soleil décrivent des ellipses dont l’un des
foyers est occupé par le Soleil.

2eloi : le mouvement d’une planète obéit à la loi des aires ; pendant des

durées égales ∆t, le rayon vecteur
−−→
OM balaye des aires égales S = C

2
∆t où

C est la constante des aires liée à la planète considérée.

3eloi :
T2

a3 = 4π2

G M
où T est la période de révolution elliptique de la planète autour du Soleil,1320

a le demi grand-axe de la trajectoire elliptique et M = MS la masse du
Soleil ; la masse de la planète n’intervient pas.

req : ces lois s’appliquent aux satellites artificielles

7.3.5.2 Vitesses cosmiques

n La vitesse circulaire ou vitesse de satellisation ou première
vitesse cosmique : concerne la satellisation d’un satellite en orbite basse
est la vitesse à communiquer initialement à un corps pour qu’il décrive une
orbite circulaire de rayon r0 = RT+h ≈ RT autour de la terre de masse MT :

Em =− k
2r0

1
2

mv2
c −

k
r0

=− k
2r0

⇒ vc =
√

G MT

r0
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si r0 = RT

vc =
√

G MT

RT
=

√
g0RT = 7,8kms−1

la période de révolution est

T =
√

4π4R3
T

G MT
' 1h24min

* pour un satellite géostationnaire T = 24h = 86400s

T2

r3
0
= 4π2

G MT
⇒ r0 = 42227km

la vitesse

v =
√

G MT

r0
' 3kms−1

l’altitude vaut
h = r0−RT ' 36000km

n La vitesse parbolique ou vitesse de libération ou deuxième
vitesse cosmique : est la vitesse à communiquer initialement à un corps
pour qu’il échappe à l’attraction de la terre de masse MT :

1
2

mv2
l −

k
RT

= 0⇒ vl =
√

2G MT

RT
=

√
2g0RT = 11,2kms−1
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Chapitre 8

Caractère galiléen approché de
quelques référentiels d’utilisation
courante
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8.1 définitions1350

8.1.1 Référentiel de Copernic

Le référentiel de Copernic a pour origine le centre de masse du système
solaire (presque confondu avec le centre du Soleil) et ses axes sont dirigés
vers trois étoiles suffisamment éloignées pour pouvoir être considérées
comme fixes1355

si on considère ce référentiel comme galiléen si le terme de marée crée par
la galaxie est négligeable devant le champs d’attraction du soleil. Il est
galiléen avec une excellente approximation
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8.1.2 Référentiel héliocentrique ou de kepler

Idem avec comme origine le centre du Soleil1360

Il est galiléen avec une excellente approximation
la terre fait un mouvement de translation elliptique dans le référentiel de
copernic (pratiquement circulaire car e = 0,01673)

8.1.3 Référentiel géocentrique

Le référentiel géocentrique a pour origine le centre de masse la Terre1365

T et ses axes gardent une direction fixe par rapport à ceux du référentiel
de Copernic ; le référentiel géocentrique est donc en translation elliptique
par rapport au référentiel de Copernic

L’accélération de la Terre dû à sa trajectoire elliptique autour du Soleil est1370

faible, si on la néglige, on peut alors considérer que le référentiel géocentrique
est en translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel de Copernic
et qu’il est donc lui-même galiléen

8.2 Référentiel terrestre - Poids

8.2.1 définition1375

Le référentiel terrestre a pour origine un point S à la surface de la Terre
de latitude λ et ses axes
Ox suivant un méridien dans la direction Nord-Sud
Oy suivant un parallèle dans la direction Ouest-Est
Oz suivant la verticale ascendante du lieu
tournent autour de l’axe pôle Sud-pôle Nord. On supposera

−→ωRterrestre/Rgéocentrique =
−→cte

ce qui revient à considérer que le référentiel terrestre est en rotation
uniforme autour d’un axe fixe du référentiel géocentrique que l’on considérera
galiléen ; le référentiel terrestre n’est donc pas galiléen.
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FIGURE 8.1 – coordonnées géographiques

8.2.2 poids d’un corps1380

le poids est défini expérimentalement comme la force opposée à celle
qui maintient le corps en équilibre dans le référentiel terrestre.

8.2.3 RFD dans le référentiel terrestre

Appliquons le PFD dans le référentiel terrestre à un point matériel M
de masse m soumis en plus de l’attraction terrestre à une résultante des
forces

−→
f

m−→a r(M)= m
−→
G T(M)+m

−→
G a(M)+−→

f +−→
F ie +−→

F ic

m−→a r(M)= m
−→
G T(M)+m

−→
G a(M)+−→

f −m−→a e−2m
−→
Ω∧−→v r(M)

à l’équilibre dans le référentiel terrestre −→v r =−→
0 ,−→a r =−→

0 ,−→a c =−→
0 d’ou

m
−→
G T(M)+m

−→
G a(M)+−→

f −m−→a e =−→
0

le poids est −→
P =−−→f = m

−→
G T(M)+m

−→
G a(M)−m−→a e

or
−→
P = m−→g ou −→g est le champ de pesanteur donc

−→g (M)=−→
G T(M)+−→

G a(M)−−→a e

c’est la relation qui relie le champ de pesanteur au champ de gravitation
et l’inertie1385
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finalement la RFD dans le référentiel terrestre s’écrit

m−→a r(M)=−→
P +−→

f −2m
−→
Ω∧−→v r(M) (8.1)

Le poids prend donc en compte une partie du caractère non galiléen
du référentiel terrestre .Lorsque l’on considérait le référentiel terrestre
galiléen, on négligeait la force d’inertie de Coriolis mais on prenait quand
même en compte le force d’inertie d’entraînement par l’intermédiaire du1390

poids

8.2.4 champ de pesanteur terrestre

de l’équation
−→g (M)=−→

G T(M)+−→
G a(M)−−→a e(M)

avec −→a e(M) est l’accélération d’entrainement par rapport au référentiel de
copernic −→a e(M)=−→a (T)−Ω2−−→HM

si onsuppose que la terre est un point matériel dans le référentiel de
copernic elle soumis à la force de gravitation des autres astres

MT
−→a (T)= MT

−→
G a(T)⇒−→a (T)=−→

G a(T)

donc −→a e(M)=−→
G a(T)−Ω2−−→HM

est par conséquent

−→g (M)=−→
G T(M)+−→

G a(M)−−→
G a(T)+Ω2−−→HM

−→g (M)= −→
G T(M)+Ω2−−→HM︸ ︷︷ ︸

terme preponderant

+ −→
G a(M)−−→

G a(T)︸ ︷︷ ︸
terme des marees

si on néglige le terme des marées

−→g (M)=−→
G T(M)+Ω2−−→HM

si on suppose que la terre est sphérique alors

−→
G T(M)=−G MT

r2
−→e r

−→g (M)=−G MT

r2
−→e r +Ω2−−→HM

avec HM = rsinθ et
−−→
HM = rsinθ(sinθ−→e r +cosθ−→e θ)
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{
gr =−G MT

r2 +Ω2rsin2θ

gθ =Ω2rsinθ cosθ{
gr =−G MT

r2 +Ω2r cos2λ

gθ =Ω2rsinλcosλ

8.2.5 effet de la force de coriolis

Soit un point materiel M de masse m en chute libre dans RT non galiléen.1395

Par application du P.F.D, et sachant que, pour une chute libre, dans un
référentiel galiléen, nous avons :

m−→a r(M)=−→
P −2m

−→
Ω∧−→v r(M)

−→v r =


ẋ
ẏ
ż

−→a r =


ẍ
ÿ
z̈

−→
Ω =


−Ωcosλ
0
Ωsinλ

les conditions initiales sont à t = 0 on a z = h et −→v r(0)=−→
0

ẍ = 2Ω ẏsinλ
ÿ=−2Ωẋsinλ−2Ωżcosλ
z̈ =−g+2Ω ẏcosλ

on a
ÿ'−2Ωżcosλ

ẏ'−2Ωzcosλ

or
z̈ =−g+2Ω ẏcosλ'−g

z '− gt2

2
donc

ẏ'Ωgt2 cosλ
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en intégrant

y' 1
3
Ωgt3 cosλ> 0∀λ

or t =
√

2h
g donc

y' 1
3
Ωg(

2h
g

)3/2 cosλ

Expérience de Reich Ω= 7,310−5rads−1,h = 158m,λ= 51ř donc y= 2,7cm
on vérifie que ẏ reste effectivement négligeable devant gt ce qui justifie1400

l’approximation
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mouvement des particules chargées
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on va faire l’étude du mouvement d’une particule chargée de charge q
animée d’une vitesse −→v est placé soit dans un champ

−→
E uniforme soit dans1420

un champ magnétique
−→
B uniforme et indépendant du temps

9.1 force de Lorentz

9.1.1 définition

l’étude se fait dans un référenteil galiléen

d−→p
dt

=∑−→
F ext

la force de Lorentz est défini par :

−→
F = q(

−→
E +−→v ∧−→

B )

on néglige le poids devant la force de Lorentz
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9.1.2 puissance de la force de Lorentz1425

P =−→
F .−→v = q

−→
E .−→v + q−→v ∧−→

B .−→v
P = q

−→
E .−→v

la force magnétique ne travaille pas

9.2 particule dans le champ électrique

9.2.1 équation du mouvement

soit un champ
−→
E suivant −→e x

m
d−→v
dt

= m−→a = q
−→
E

la particule rentre dans la région ou règne
−→
E en −→r 0 =−→

0

−→v 0


v0 cosα0

v0 sinα0

0

l’éqution du mouvemnt s’écrit
ẍ = qE

m
ÿ= 0
z̈ = 0

en intégrant une première fois
ẋ = qEt

m +v0 cosα0

ẏ= v0 sinα0

ż = 0

puis une deuxième fois1430 
x = qEt2

2m +v0tcosα0

y= v0tsinα0

z = 0
en éliminant le temps on trouve l’équation de la trajectoire

x = qEy2

2mv2
0 sin2α0

+ y
tanα0

c’est une parabole passant par le point O
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9.2.2 cas ou la vitesse initiale est paralèlle au champ électrique

α0 = 0 
x = qEt2

2m +v0t
y= 0
z = 0

9.2.3 cas ou la vitesse initiale est perpendiculaire au champ électrique

α0 =+π
2 

x = qEt2

2m
y= 0
z = 0

si la zone d’action du champ est comprise 0< y< L1435

à la sortie {
xs = qEL2

2mv2
0

ys = L

d’ou
tanθ =− ẋs

ẏs
=−qEL

mv2
0

9.3 particule dans le champ magnétique

9.3.1 équation du mouvement

m
d−→v
dt

= q−→v ∧−→
B

multiplions scalairement par −→v

m
d−→v
dt

.−→v = 0⇒ Ec = cste

un champ magnétique ne modifie pas l’énergie cinétique de la
particule mais il change sa trajectoire
si

−→
B = B−→e z alors

d−→v
dt

=−q
−→
B

m
∧−→v

d−→v
dt

=−→ωc ∧−→v
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avec −→ωc =− q
−→
B

m ⇒ωc = qB
m est appelé pulsation cyclotron

ẍ =ωc ẏ
ÿ=−ωc ẋ
z̈ = 0

on a des équations couplées

z̈ = 0⇒ ż = v0 cosα0 ⇒ z = v0tcosα0

d’ou ẏ=−ωcx et ẍ+ω2
c x = 0 et x = A cos(ωct+ϕ)1440

les conditions initiales sont x(0) = 0 et ẋ = v0 sinα0 ⇒ ϕ = π
2 etA = −v0 sinα0

ω0
donc
x = v0 sinα0

ω0
sin(ωct)

ẏ=−v0 sinα0 sin(ωct)⇒ y=−v0 sinα0
ωc

(1−cos(ωc))
pour z on a z = v0tcosα01445

le mouvemnt est un mouvemnt hélicoidal sa projection dans le plan est
un cercle

9.3.2 trajectoire

x2+ (y+R)2 = R2

avec R = v0 sinα0
ωc

= mv0 sinα0
qB = p⊥

qB
1450

le mouvement est circulaire uniforme dans le plan normal à
−→
B et un

mouvement rectiligne uniforme suivant
−→
B donc c’est un mouvement hélicoidal

de pas
h = 2π

mv0 cosα0

qB
= 2π

p//

qB
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Chapitre 10

Oscillateur harmonique - Régime
libre et forcé
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justifie qu’on lui consacre un chapitre.1480
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10.1 Oscillateur harmonique

On appelle oscillateur harmonique tout système à un degré
de liberté dont l’évolution au cours du temps (en l’absence
d’amortissement et d’excitation) est régi par l’équation
différentielle suivante :

d2x
dt2 +ω2

0 x = 0

quelle que soit la nature physique de la variable x.

L’oscillateur harmonique évolue dans un puit de potentiel de type parabolique :
soit

Ep(x)= Ep(0)+ 1
2

kx2

soit
Ep(x)' Ep(0)+ 1

2
kx2

au voisinage d’une position d’équilibre stable (voir cours précédent).

L’oscillateur harmonique est soumis à une force de rappel proportionnelle
à x :

F =−dEp

dx
=−kx

10.2 Oscillations libres

10.2.1 Pulsation propre - Isochronisme des oscillations

x(t)= xm cos(ω0t+ϕ)

ẋ(t)=−xmω0 sin(ω0t+ϕ)= v(t)

xm et ϕ sont déterminés par les conditions initiales.
Si x(0)= x0 et v(0)= v0 alors

xm =
√

x2
0 +

(
v0

ω0

)2

tanϕ=− v0

ω0x0

La période T0 = 2π
ω0

est indépendante des conditions initiales ; c’est une1485

propriété importante de l’oscillateur harmonique appelée isochronisme des
oscillations.
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10.2.2 Étude énergétique

Em = Ec +Ep = 1
2

mx2
mω

2
0 sin2(ω0t+ϕ)+ 1

2
kx2

m cos2(ω0t+ϕ)= 1
2

kx2
m

Calculons la valeur moyenne de Ep

〈Ep〉 = 1
T

∫ T

0
Ep(t)dt = kx2

m

2
〈cos2(ω0t+ϕ)〉 = kx2

m

4

de même

〈Ec〉 =
kx2

m

4

Pendant le mouvement, il y a équipartition, en moyenne, des
formes cinétique et potentielle de l’énergie.

〈Ep〉 = 〈Ec〉 = Em

2

10.3 Oscillations libres amorties1490

10.3.1 Temps de relaxation - Facteur de qualité

Avec amortissement, l’équation différentielle devient

mẍ =−kx−hẋ

que l’on met sous la forme

ẍ+2αẋ+ω2
0x = 0

avec 2α= h
m

et ω2
0 =

k
m

, ou encore

ẍ+ ẋ
τ
+ω2

0x = 0

où τ est une constante ayant la dimension d’un temps qui est appelée
temps de relaxation de l’oscillateur, ω0 étant sa pulsation propre.
Pour décrire l’oscillateur amorti, on peut préférer au couple (ω0,τ) le couple
(ω0,Q), Q étant un paramètre sans dimension appelé facteur de qualité
défini par

Q =ω0τ= 2π
τ

T0
= ω0

2α
= mω0

h
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Une solution en exp(rt) existe si

r2+2αr+ω2
0 = 0

Suivant le signe du discriminant réduit, plusieurs régimes sont possibles

∆′ =α2−ω2
0

10.3.2 Régime pseudo-périodique

Si les frottements sont faibles alors α<ω0, Q > 1
2

et ∆′ < 0

x(t)= e−αt(A cosΩt+BsinΩt)

en introduisant la pseudo-pulsation Ω telle que Ω2 = ω2
0 −α2 (∆′ = −Ω2 =

(iΩ)2 et r =−α± iΩ).

ẋ =−αe−αt(A cosΩt+BsinΩt)+e−αtΩ(−A sinΩt+BcosΩt){
x(0)= A = x0

ẋ(0)=−αA+ΩB = v0

x(t)= e−αt(x0 cosΩt+ v0+αx0

Ω
sinΩt)

FIGURE 10.1 – pseudo périodique

Une telle évolution de retour vers un état permanent est qualifiée de
relaxation ; ce retour se fait au bout de quelques τ.
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T = 2π
Ω

= T0√
1−

(
α

ω0

)2
= T0√

1− 1
4Q2

est la pseudo-période.

La détermination expérimentale de δ = ln
(

x(t)
x(t+T)

)
appelé décrément

logarithmique permet de calculer le facteur de qualité

δ=αT = ω0T
2Q

= π√
Q2− 1

4

10.3.3 Régime apériodique

Si les frottements sont importants alors α>ω0, Q < 1
2

et ∆′ > 0

x(t)= e−αt(A coshΩ′t+BsinhΩ′t)

avec Ω′2 =α2−ω2
0 (r =−α±Ω′).

ẋ =−αe−αt(A coshΩ′t+BsinhΩ′t)+e−αtΩ′(A sinhΩ′t+BcoshΩ′t){
x(0)= A = x0

ẋ(0)=−αA+Ω′B = v0

x(t)= e−αt(x0 coshΩ′t+ v0+αx0

Ω′ sinhΩ′t)

1495

FIGURE 10.2 – apéridique
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10.3.4 Régime critique

Si α=ω0, Q = 1
2

et ∆′ = 0

x(t)= e−αt(At+B)

(r =−α).
ẋ =−αe−αt(At+B)+e−αt A{

x(0)= B = x0

ẋ(0)=−αB+ A = v0

x(t)= e−αt((v0+αx0)t+ x0)

FIGURE 10.3 – critique

Le régime critique n’est jamais réalisé physiquement exactement.

10.3.5 Étude énergétique

dEm

dt
=P nc =−hv2 < 0

10.4 Oscillateur harmonique amorti par frottement visqueux1500

et soumis à une excitation sinusoïdale

C’est la suite du cours � Oscillateur harmonique - Régime libre �.
On se limitera à une excitation sinusoïdale.
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l>l0

x

T

R

F

P
FIGURE 10.4 – bilan de forces

Nous retrouvons les forces du régime libre (force de rappel, amortissement)
qui constituent la partie homogène de l’équation différentielle plus la force
excitatrice qui constitue le second membre :

mẍ =−kx−hẋ+F0 cosωt

ẍ+2αẋ+ω2
0x = F0

m
cosωt

avec 2α= h
m

et ω2
0 =

k
m

1505

10.5 Régime transitoire

La solution est la somme :
x = x(h)+ x(p)

x(h), solution homogène, est solution de

ẍ+2αẋ+ω2
0x = 0

La solution de cette équation différentielle tend vers 0 au bout de quelques

τ= 1
2α

(voir cours � Oscillateur harmonique - Régime libre �).

x(p), solution particulière, est de la forme

x(p) = Xm cos(ωt+ϕ)
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La solution particulière oscille avec la même pulsation que
l’excitation.

On parle de régime transitoire tant que x(h) n’est pas négligeable.

10.6 Régime sinusoïdal forcé - Utilisation des complexes

On parle de régime sinusoïdal forcé lorsque x(h) devient négligeable

x = x(h)+ x(p) ' x(p)

On travaille alors avec les complexes

x = Xm exp j(ωt+ϕ)= X m exp jωt

avec X m = Xm exp jϕ

x est solution de

ẍ+2αẋ+ω2
0x = F0

m
exp jωt

qui devient

(−ω2+2α jω+ω2
0)X m = F0

m

X m =
F0

m
ω2

0−ω2+ j2αω

10.7 Résonance en élongation1510

L’amplitude Xm est égale au module de X m

Xm = |X m| =
F0

m√
(ω2

0−ω2)2+4α2ω2

que l’on peut aussi écrire en introduisant le facteur de qualité Q et le
rapport

ω

ω0
= x

Xm =
F0

k√
(1− x2)2+ x2

Q2
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Q=5

x
1

1

kXm/F0

Q=0,5Q=0,2

FIGURE 10.5 – réponse en amplitude

Il y a résonance en élongation seulement si Q > 1p
2

(voir le

cours d’électrocinétique �Régime sinusoïdal forcé�).

Le déphasage ϕ est égale à l’argument de X m

ϕ= arg X m =−arctan
2αω

ω2
0−ω2

=−arctan
x

Q(1− x2)

10.8 Résonance en vitesse

v = dx
dt

v = dx
dt

= jωx = jωX m exp jωt =V m exp jωt

V m = jωX m = jω

F0

m
ω2

0−ω2+ j2αω

L’amplitude Vm est égale au module de V m

Vm = |V m| =ω
F0

m√
(ω2

0−ω2)2+4α2ω2
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que l’on peut aussi écrire en introduisant le facteur de qualité Q et le
rapport

ω

ω0
= x

Vm =
F0

h√
1+Q2

(
x− 1

x

)2

Q=0,2

Q=5

Q=0,5

hVm/F0

1

1

x

FIGURE 10.6 – réponse en vitesse

Il y a toujours résonance en vitesse.1515

Le déphasage ϕv est égale à l’argument de V m

ϕv = argV m = π

2
−arctan

2αω
ω2

0−ω2
= π

2
+ϕ

10.9 oscillateur non linéaire

10.9.1 équation pendulaire

Em = Ec +Ep = ml2θ̇2

2
+mgl(1−cosθ)= cste

l’équation du système est
θ̈+ g

l
sinθ = 0

si Em ¿ 2mgl ⇒ θm ¿ π on peut linéariser cette équation sinθ ≈ θ est la
solution s’écrit

θ = θ0 sin(ω0t)
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avec ω0 =
√

g
l et T0 = 2π

√
l
g

10.9.2 role des harmoniques

si sinθ ≈ θ− θ3

6 l’équation différentielle devient

θ̈+ω2
0θ−

ω2
0

6
θ3 = 0

c’est une équation non linéaire voyons l’influence du terme non linéaire1520

sur la solution
si dans le terme θ3 on remplace θ par une solution sinusoidale de pulsation
ω

sin3(ωt)= 3
4

sin(ωt)− 1
4

sin(3ωt)

on voit apparaitre un terme sinusoidale de fréquence 3ω d’ou l’idée de
chercher des solutions de la forme

θ = θ0 sin(ω0t)+∑
i
εiθ0 sin(3niω0t)

on va se limiter dans notre cas à un seul terme

θ = θ0 sin(ω0t)+εθ0 sin(3ω0t)

avec | θ0 |¿π et | ε |¿ 1 on introduit cette solution dans l’équation différentielle
non linéaire et on garde que les termes en ε

−ω2
0[sin(ωt)+9εsin(3ωt)]+ω2

0θ0[sin(ωt)+εsin(3ωt)]−ω2
0
θ3

0

6
sin3(ωt)= 0

on développe sin3(ωt) et on rassemble les termes en sin(ωt) ensemble et
les termes en sin(3ωt) ensemble on obtient

sin(ωt)[ω2
0−ω2−ω2

0
θ2

0

8
]+sin(3ωt)[ε(ω2

0−9ω2)+ω2
0
θ2

0

24
]= 0

comme ces deux fonctions sont othogonaux le premier terme donne

ω2 =ω2
0(1− θ2

0

8
)

soit

ω'ω0(1− θ2
0

16
)
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T ' T0(1+ θ2
0

16
)

le second terme donne

ε' θ2
0

192

la non linéarité augmente la période T
la période dépend de l’amplitude initiale
il y a apparution des harmoniques
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Pourquoi le 
iel est-il bleu ?La 
ouleur bleue du 
iel a longtemps 
onstitué une sour
e d'interrogation. Dans 
e problème, on l'interprète
omme étant due à la di�usion séle
tive des ondes issues du Soleil par les atomes présents dans l'atmosphère.On adopte le modèle de Thomson de l'atome, dans lequel le noyau est modélisé par une 
harge pon
tuellepla
ée en O et l'éle
tron situé en M, de masse m et de 
harge −e, est lié élastiquement au noyau par une for
edu type −→
T = −k−−→OMoù k s'interprète 
omme une 
onstante de raideur.

PSfrag repla
ements

Terre

MO xnoyau éle
tron−→
TOn suppose que le noyau pla
é en O est �xe dans le référentiel d'étude R, supposé galiléen.Dans 
e modèle, l'éle
tron est de plus soumis à une for
e de frottement du type

−→
f = −h−→voù h est une 
onstante positive et −→v la vitesse instantanée de l'éle
tron.On 
onsidère une radiation mono
hromatique issue du Soleil, produisant au niveau de l'atome un 
hampéle
trique −→

E = E0 cos (ωt)
−→uxOn rappelle que l'éle
tron est alors soumis à une for
e éle
trique du type −→

F e = (−e)−→E .Le poids de l'éle
tron et la for
e d'origine magnétique sont négligées devant les autres for
es. On supposeque le mouvement de l'éle
tron est unidimensionnel suivant l'axe (Ox) et on pose x(t) son abs
isse mesurée parrapport au noyau.Données : m = 9, 1 . 10−31 kg, e = 1, 6 . 10−19 C, k = 100 N.m−1, h = 10−20 kg.s−1I. Montrer que l'abs
isse x de l'éle
tron véri�e une équation di�érentielle de la forme
ẍ+

ω0

Q
ẋ+ ω0

2x(t) = F(t)où ω0, Q et F(t) sont à exprimer en fon
tion des données.Cal
uler ω0 et Q.On suppose que x(t) s'é
rit sous la forme x(t) = Xcos (ωt+ ϕ).II. Exprimer l'amplitude X des os
illations de l'éle
tron en fon
tion de ω0, Q, e, E0 et m.III. Le rayonnement visible provenant du Soleil est 
ompris dans la gamme de longueurs d'onde allant de
λb = 400 nm � 
ouleur bleue � à λr = 800 nm � 
ouleur rouge. Cal
uler les pulsation ωb et ωr 
orrespondantaux radiations respe
tivement bleue et rouge. Donnée : c = 3 . 108 m.s−1 
élérité de la lumière.IV. Montrer que le ve
teur position −−→

OM de l'éle
tron s'é
rit approximativement
−−→
OM(t) ≃ −e

mω0
2
E0 cos (ωt)

−→uxV. Sa
hant que l'éle
tron di�use un rayonnement dont la puissan
e P est proportionnelle à la valeur moyennedu 
arré de son a

élération, exprimer en fon
tion des longueurs d'onde λb et λr le rapport Pb

Pr
despuissan
es di�usées dans le bleu et le rouge. Faire l'appli
ation numérique et 
on
lure.139
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Étude expérimentale d'os
illations mé
aniquesOn réalise expérimentalement le dispositif suivant : un objet de massem est atta
hé à un ressort de 
onstantede raideur k et de longueur à vide ℓ0, et posé sur un rail horizontal. Un dispositif permet de relever la position Mde l'objet au 
ours du temps.
��
��
��
��

��
��
��
��

PSfrag repla
ements

Terre

ℓ0 x(t)

rail à
oussin d'air
urseur de position M
On note x(t) le dépla
ement algébrique de M par rapport à l'équilibre.Le référentiel terrestre est le référentiel d'étude, il est supposé galiléen.Données : m = 100 g, k = 10 N.m−1, g = 9, 81 m.s−2.I. Os
illations idéales (sans frottement)La masse est posée sur un rail à 
oussin d'air horizontal. On suppose don
 qu'il n'y a pas de frottemententre le rail et l'objet (les frottements ave
 l'air étant négligés).À l'aide du dispositif expérimental et d'un tableur, on tra
e la 
ourbe no 1 suivante :Os
illations x(t) � 
ourbe no 1

I.1 Quelles ont été les 
onditions initiales ? Mesurer la période Texp du mouvement.I.2 Déterminer l'équation di�érentielle du se
ond ordre véri�ée par x(t). Identi�er la pulsation propre ω0du système en fon
tion des données.I.3 Exprimer puis 
al
uler la période propre T0.I.4 Exprimer puis 
al
uler l'énergie mé
anique Em de l'os
illateur, l'énergie potentielle de pesanteur étantprise égale à zéro.II. Os
illations amortiesL'objet de masse m est toujours posé sur le rail à 
oussin d'air. On �xe une voile sur l'objet. On obtientun enregistrement 
orrespondant à la 
ourbe no 2 suivante :Os
illations x(t) � 
ourbe no 2140



II.1 Que peut-on dire de la pseudo-période T ? Cal
uler le dé
rément logarithmique δ.II.2 Évaluer numériquement l'énergie qui a été dissipée au 
ours de la première os
illation.On modélise la for
e due à la voile par une for
e de frottement �uide du type
−→
f = −h−→vave
 h une 
onstante positive.II.3 Établir l'équation di�érentielle véri�ée par x, en la mettant sous la forme

ẍ+ 2 ξ ω0 ẋ+ ω0
2x = 0

ξ et ω0 étant à exprimer en fon
tion des données. Quelle est l'inégalité véri�ée par ξ dans le 
asprésent ?II.4 Déterminer la forme générale de la solution x(t), en exprimant la pseudo-pulsation Ω en fon
tion de
ω0 et ξ.II.5 Démontrer la relation

δ = ξ ω0 TII.6 En déduire la valeur numérique de la 
onstante ξ, puis la valeur du 
oe�
ient de frottement h.On veut évaluer le 
oe�
ient de frottement h en utilisant le travail de la for
e de frottement. Onsuppose que pendant la première pseudo-période, on a
x(t) ≃ X0 cos (ω0t)II.7 Exprimer alors le travail Wfrot de la for
e de frottement entre les dates t = 0 et t = T.II.8 En utilisant le résultat de la question II.2, retrouver la valeur de h.
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Étude du pendule simple rigideOn 
onsidère une massem, assimilée à un point matérielM, a

or
hée à une tige rigide T de masse négligeablepar rapport à 
elle de M et de longueur ℓ. La tige peut tourner sans frottement autour du point �xe O, tout enrestant 
ontenue dans un plan verti
al �xe.
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−→g

T

Terre

ℓ

M

O

θLa position de la masse m est repérée par l'angle θ formé par la tige ave
 la verti
ale des
endante. Le 
hampde pesanteur est −→g . Le référentiel d'étude est supposé galiléen.Données : g = 9, 8 m.s−2, m = 470 g, ℓ = 1 m.I. Mouvement sans frottementOn suppose que les frottements sont négligeables. À l'instant t = 0, on é
arte la tige d'un angle θ0 et onla lâ
he sans vitesse.I.1 Montrer que l'équation di�érentielle véri�ée par θ s'é
rit
θ̈ +

g

ℓ
sin θ = 0I.2 Quelle est l'expression de la période T0 des os
illations de faible amplitude ? Cal
uler T0.I.3 Exprimer l'énergie mé
anique Em de la masse m en fon
tion de m, ℓ, g, θ̇ et θ. On �xera l'énergiepotentielle de pesanteur nulle à l'altitude du point O.I.4 Justi�er que l'énergie mé
anique se 
onserve au 
ours du temps. En déduire l'expression de θ̇2 enfon
tion de θ, θ0, g et ℓ.I.5 Montrer que la période T des os
illations s'é
rit

T =
T0√
2π

∫ +θ0

−θ0

dθ√
cos θ − cos θ0À partir de la relation pré
édente, on peut tra
er le graphe donnant la période T des os
illations dupendule en fon
tion de leur amplitude θ0, 
e graphe no 1 est représenté en annexe.I.6 Commenter 
ette 
ourbe, en dix lignes maximum.II. Os
illations amortiesOn tient 
ompte de l'amortissement dû aux for
es de frottement exer
ées par l'air ambiant sur la masse

m. Les for
es de frottement sont modélisées par une for
e −→
f = −α−→v , où α est une 
onstante positiveet −→v le ve
teur vitesse instantané de la masse m. On 
onstate que l'amplitude des os
illations diminuelentement au 
ours du temps.II.1 Par dérivation de l'intégrale première du mouvement, montrer que l'équation di�érentielle véri�éepar θ, pour des os
illations de faible amplitude, se met alors sous la forme

θ̈ +
2

τ
θ̇ + ω0

2 θ = 0et donner l'expression de τ et ω0 en fon
tion de m, α et g.142



II.2 À quelle 
ondition sur τ la masse m os
ille-t-elle ? Exprimer alors la pseudo-pulsation ω en fon
tionde ω0 et τ .La solution de l'équation di�érentielle véri�ée par θ s'é
rit alors
θ(t) = Aexp

(
− t

τ

)
cos (ωt+ ϕ)où A et ϕ représente les 
onstantes d'intégration, qu'on ne 
her
hera pas à exprimer.On dé�nit le dé
rément logarithmique δ par la relation

δ = ln

(
θ(t)

θ(t+T)

)où T est la pseudo-période des os
illations.II.3 Montrer que le dé
rément δ s'é
rit de manière très simple en fon
tion de T et τ .La 
ourbe représentative de θ(t) est dessinée en annexe sur le graphe no 2.II.4 À partir de le
tures graphiques à pré
iser, 
al
uler numériquement� le dé
rément logarithmique δ,� la pseudo-période T,� la 
onstante τ ,� la 
onstante α.
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