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315 la mécanique est la science qui étudie les mouvents des systéemes matériels.La

cinématique est la branche de la mécanique consacrée a I'’étude puremnt
descriptive du mouvement(on ne s’occupe pas des causes des mouvements)

1.1 Espace et temps - Référentiel d’observation

D’une manieére générale, repérer un point, paramétrer un point, nous servira
= tout au long du cours de Physique.

Plus particulierement en Mécanique, repérer un point va nous permettre

de calculer vitesse et accélération et de décrire les mouvements.

» 1.1.1 solide

c’est un systeme dont les distances mutuelles des éléments restent invariables
au cours du temps

1.1.2 repere(spatial)

pour se répérer dans I’espace on choisit un solide de reférence auquel
w0 est possible d’attacher des axes de coordonnées
I'ensemble de tous les systémes d’axes de coordonnées liés a un méme
solide de reférence S constitue le repere lié a S
un repere lié a la terre est dit repere terrestre.

req : pour un repere donné on peut définir une infinité
de bases.

= 1.1.3 repérage dans le temps

dans un repere donné on dispose d’instruments appelés horloges qui
nous permettent de mesurer des durées ou des intervalles de temps pour
former un repeére temporel ou chronologie on a besoin d’une horloge
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et d’'un instant origine.l'instant origine peut étre n'importe quelle évenement
physique.

1.1.4 référentiels

un référentiel est I’association d’ un repére spatial et d'une chronologie
le référentiel de Copernic est lié a des axes issues du centre de masse du
systéme solaire et dirigés vers des étoiles lointaines (fixes)
le référentiel géocentrique est lié a axes issues du centre de masse de la
terre et dirigés vers des étoiles fixes
dans un référentiel 2 un évenement est repéré par (x,y,z,t).

En mécanique classique, le temps est le méme pour tous les observateurs,’espace

ambiant est euclidien et 'espace et le temps ont un caractére continu
(x,y,z,t sont traités comme des réels)

Punité de temps, la seconde, étant défini comme 9 192 634 770
périodes de la radiation électromagnétique correspondant a la
transition entre 2 niveaux hyperfins de I’état fondamental du
césium 133.

le metre est la longueur du trajet parcouru par la lumiere
1
2997972458

dans le vide en s

1.1.5 point matériel

objet dont les dimensions sont petits devant les dimensions de 'espace
ou il se trouve.cette hypothése n’affecte pas la masse.

1.2 Coordonnées cartésiennes

1.2.1 Vecteur position

Pour repérer un point, on utilise un repere.

b 9 . . _— > —> 2z 2z z
Un repere, c’est une origine O et une base (e1,e2,e3) en général orthonormée
et droite.

(2],25,23) est une base si V V, 3 (a, B,y) réels tel que V = ae; + Bey +ves.

contact: 95 55 64 10 3/150 AMAMI MOHAMED
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(e1,e9,e3) est orthonormée si
el.es=e.e3=eg.e3=0 (1.1)
letll = llezll = llesl =1 (1.2)
e1hes=es O (1.3)
- E?_-_.
r -
{x;’h ; A 'E?‘
=}

FIGURE 1.1 — regle de la main droite(tire bouchon)

—_ —

. L. —_—
Soit la base cartésienne (O, e, e ,,e;)
A
/—"-\_\______________:’I
i T - |

',’ H"».‘ /, |

- - /’ |
o e R o\ [
| M
| | |
| | |
| | |
| | |
[ — [ [
| €24 | |
| | |
| | |
| = ’
oY% | 2
| Wiy -
[ 2 Ty : &7

[ o M [ o™
O -

FIGURE 1.2 — coordonnées cartésiennes
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x,y,z, coordonnées cartésiennes de M, définissent de facon unique
la position de M extrémité du vecteur position

O_Zl)/.f:x?x+y?y+z?z (1.4)

Remarque : si 'on représente 2 des 3 vecteurs de la base dans un plan,
pour déterminer si le 3¢ est rentrant ou sortant, on utilise la regle des 3
doigts de la main droite ou la regle du tire bouchon.

Lorsque M se déplace, x, y et z varient (peuvent varier de —oco
a +00); x, ¥y et z sont des fonctions du temps et on devrait
écrire x(t), y(t) et z(¢).

1.2.2 Vecteur vitesse

Lorsque M se déplace, x varie; on peut associer a M une vitesse suivant

I'axe des x, v, :
distance x(t2)—x(t1) x(t+At)—x(f) Ax

temps to—1t1 t+At—t At
1 Ax dx
= m —=—
CrTNEOAE  dt
en m.s~! ou dx = x(¢ +dt) — x(¢) = v,dt est la variation élémentaire de x
quand ¢ varie de dt — 0.

dx | .. L
— n’est pas seulement une écriture voulant dire je dérive

vitesse moyenne =

vitesse instantanée
(1.5)

la fonction x(¢) par rapport au temps ¢, c’est bien un rapport
x(t+dt)—x(t)

t+dt—t

. dy . . , dz .
De méme v, = —— est la vitesse suivant 'axe des y et v, = I est la vitesse

suivant I'axe des z.
Uy, Uy et v, définissent le vecteur vitesse :

e
v

zvx?x+vy?y+vz?z (1.6)

. . . dx
On utilise aussi la notation 1 =x:

V=die,+ye,+tze, (1.7)
v zd—jex+d—3t}ey—l-d—jezza(xex)+a(yey)+a(zez)=a(xex+y(ig)kzez)

contact: 95 55 64 10 5/150 AMAMI MOHAMED
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- dOM
= 1.9
" T T d (1.9
oM
Encore une fois 7z est bien un rapport :
dOMz?dt:dx?x+dy?y+dz?z (1.10)

est le vecteur déplacement élémentaire (pendant d¢, M se déplace de
dx suivant ’'axe des x, de dy suivant ’axe des y et de dz suivant ’axe des

Z).

1.2.3 vecteur accélération

: N a dv, d’x
On peut aussi associer a M une accélération a, = 7 - dE - X en
m.s~2 et construire le vecteur accélération :
ad=a,e,+a, e ta, e, =ie,+je,+ze, (1.11)
. dv d*OM
q = = 5 (1.12)
dt dt

1.3 Coordonnées curvilignes - Base de Frénet

1.3.1 Abscisse curviligne

contact: 95 55 64 10 6/150 AMAMI MOHAMED
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FIGURE 1.3 — base de frenet

On repere le point sur sa trajectoire (courbe orientée) par son abscisse
curviligne :

s=SM

e r et e ny forment la base de Frénet.

(1.13)

e 7 est le vecteur unitaire tangent a la trajectoire orienté selon le sens
o . -_ . . s . .
positif; e y s’obtient en tournant de n/2 vers l'intérieur de la concavité

1.3.2 Vecteur vitesse

- ds_, - ds (1.14)
VD =——¢e =ve auvec UV=— .
dt T T dt

410

1.3.3 vecteur accélération

- dv dzs_, dsders (1.15)
a = —— e .
dt _a T di ds dt
a = 7z er+v 75 (1.16)

avec N _der
R. = ds

,ou R, est le rayon du courbure de la trajectoire

il S (1.17)

a=—=e —_— e .
dt ' R, "

EZGT?T+(IN?N

(1.18)
ar = I est la composante tangentielle de 'accélération.

an = 7 est la composante normale de 'accélération.
c

. — . —
Pourquoi a Zv e 7?

Quand on dérive (par rapport au temps), il faut toujours faire
le point sur ce qui dépend du temps.

contact: 95 55 64 10
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v(t) mais aussi e 7(t)
en identifiant
—en=V0 .
R, N U dt
ou encore .
— Rc de T
eN=— (1.20)
N7 dt

1.4 Coordonnées polaires et cylindriques

1.4.1 Repérage d’un point - Vecteur position

A
~<. - é’g
I €r
I
I
|
|
= |
€z |
A |
- I
oY 5 \ N
513 p T~ - E_”g
3 9 ~.
o
H ™

FIGURE 1.4 — coordonnées cylindriques

De la méme maniere que x =0OH,, y = O_Hy et z = OI définissaient de
facon unique la position de M, les coordonnées cylindriques
r=|OH| =0H >0 de 0 a +oo,
0 =(e,,OH) de 0 a 27 et
2=01I de —00 & +00
définissent aussi de facon unique la position de M.
Si le mouvement est plan c’est a dire se fait dans un plan , on utilise les
coordonnées polaires (r,60) de ce plan.

r = cte défini un cylindre de rayon r (un cercle en coordonnées polaires).

0 = cte défini un demi plan perpendiculaire au plan (¢, ¢,) (une demi
droite en coordonnées polaires).

z = cte défini un plan paralléle au plan(e ,, ¢ ,).

contact: 95 55 64 10 8/150 AMAMI MOHAMED
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®|

-, €g et e, forment la base cylindrique (¢, et ey la base polaire) :
of

= oF

g s’obtient en tournant de /2 dans le sens des 6 croissant,

. est le 3° vecteur de la base cartésienne.

~

—
e

—
e

—
e

Le vecteur position s’écrit dans la base cylindrique

et dans la base polaire

1.4.2 Relations entre paramétrage cylindrique ou polaire et paramétrage

cartésien
r=1/x2+y2 x =rcosf
y .
tanf = = y=rsinf
x
— — . — —_— — . —
e,=cost e, +sinf e, e,=cos e,—sinb ey
b . —_ —_ _ . —_ —_
eg=—sinb e, +cosf e, | e,=sind e, +cosO ey
—
C . - de,
On remarque en particulier que e g = ou encore

do

de, _de,db_,_
dt _ do dr ¢

On pourra vérifier que(en dérivant I'expression dans la base cartésienne)

On peut retenir la regle suivante : 0 x vecteur obtenu par une rotation de

/2 dans le sens des 0 croissant.

contact: 95 55 64 10 9/150 AMAMI MOHAMED
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1.4.3 Vecteur vitesse

. . — —_ .
r, 0, z, mais aussi e, et ey dépendent du temps.

. dOM  _, de, _
V=——=re,+r +ze,

dt

=
v

—re,+rleg+ze, (1.21)

en coordonnées polaires (z =0)

re,.+rfey (1.22)

=
v

1.4.4 vecteur accélération

Calculons le vecteur accélération :

dv . . de, deg

EZi‘er+i‘ +(FO+rO)ey+rb +2%,

—_
a =

a=GF-r0>e,+2r0+rf)eyg+ie, (1.23)

a, =7 —rb? est la composante radiale de 'accélération.

ag = 20 + r0 est la composante orthoradiale de I'accélération.
a, = Z est la composante axiale.

le vecteur déplacement élémentaire est :

dOM=Tdt=dre,+rd0es+dze. (1.24)

1.5 Coordonnées sphériques

1.5.1 Repérage d’un point - Vecteur position

A
€y
M/ e,
|
l —_
: €g
< [
€. '
24 :
B ) |
- {f’_t |
(_ ) . N Y : >
- | —
v e

contact: 95 55 64 10 10/150 AMAMI MOHAMED
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FIGURE 1.5 — coordonnées sphériques

Les coordonnées sphériques (r,0,¢) définissent de maniére unique
la position du point M :
r =||OM]| peut varier de 0 a +oo
0 = (% ,,OM) peut varier de 0 a

p= (?x,(ﬁ)-l) peut varier de 0 4 27

Les vecteurs ¢ ,, € et e, constitue la base sphérique :

oM

- OM

e , est obtenu en tournant de 7/2 dans le sens des ¢ croissant a partir du

vecteur O_I)-I

—

— —
eg=¢ey N e,

—
er
—

Le vecteur position s’écrit dans la base sphérique :

—_—

OM=re, (1.25)

1.5.2 Relation entre paramétrage sphérique et paramétrage cartésien

—> . — . . —_— —_
e,=sinblcosp e +sinfsinge ,+cosbe ,
eg=cosOcospe,+ cosHsin(p?y —sinfe, (1.26)

- N —_— —
e,=—singe,+cospe,

1.5.3 Vecteur vitesse

. —>

U =re r+r9?9+rsin0(p?(p (1.27)

1.5.4 vecteur accélération(a titre indicatif)

@ =[F—r(0*+¢*sin®0)]e . +[270 + rf — r¢*sinBcosH1e y+

[2r(0 cosO + 27¢sin0 + r@sin 9]?(p (1.28)

contact: 95 55 64 10 11/150 AMAMI MOHAMED
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1.5.5 Coordonnées géographiques

A

—

~ . €r(verticale)
L N\MALE
K - . - t\p‘{eS‘t}
paralléle

E’TE; (sud

A latitude
- i _

-~

O

C,Olongitudg T~

A 4

équateur

465

FIGURE 1.6 — coordonnées géographiques

1.6 mouvement a accélération centrale

1.6.1 définition

on appelle ainsi un mouvement tel qu’a chaque instant
Paccélération du point M passe par un point fixe O(pas
nécéssairement I'origine du repeére)ce qui se traduit par :

OMAT(M)=0 (1.29)

1.6.2 propriétés (a retenir)

470 soit le vecteur C = OM A T montrons qu’il est constant
dC dOM _ —— d7T
= AU+OMA—- 1.30
dt  dt ' dt (1.30)
da — — g — g
E:U/\U-FOM/\CZ:O (131)

.

C est un vecteur constant.le mouvement se fait dans un plan perpendiculaire
—

a C,pour étuduer ce mouvement on passe dans ce plan et on utilise les

coordonnées polaires r,0

contact: 95 55 64 10 12/150 AMAMI MOHAMED
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475

FIGURE 1.7 — plan polaire

C =r0e, (1.32)
calculons le vecteur surface balayé par le rayon vecteur r

dS =17 AdT
2

en divisant par dt et en prenant le module

dS 1 ,.

_— - ].-

.7 2r 0 (1.33)
dS C
—_—=— 1.34
dt 2 ( )

loi des aires : .
le rayon vecteur OM = 7 balaye des aires égales
pendant des durées dt égales

contact: 95 55 64 10 13/150 AMAMI MOHAMED



MPSI 11:15/20 aoat 2010

COURS

1.6.3 formules de Binet
le but de ces formules est d’éliminer le temps dans les expressions
de 'accélération a et du module de la vitesse au carré v? et de chercher

I’équation polaire r = r(0)
. _drdf Cdr
"Tdodt  r2do
. d drdf_ C*d* 1
"taaearl) T P ae' s
v? =72+ 1?02 (1.35)

485 2
¢ [rz(%)% 1] (1.36)

022—2
r

en posant u = 1 on montre que
r

o _ o2, (Gl
v*=C*[u +(d6)] (1.37)

pour 'accélération
a=@GF-ro*e,

d’u

a=-C*ullu+—1¢,

d6?

on trouve
(1.38)

1.7 Exemples de mouvement

1.7.1 Vecteur accélération constant

T=adt+A
T2+At+B

1.7.2 Mouvement rectiligne sinusoidal

490
X avec X =X,CoSwt
— . —_—
UV =—X,wsinwt e ,
—_—

—_— —_—
a4 =—x,w’coswte,=-wOM

AMAMI MOHAMED
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1.7.3 Mouvement circulaire

Le paramétrage polaire est le mieux adapté :
OM=R7,
VU =R0%¢,

@ =—-R6*¢,+RO¢,

1.7.4 exercices

Mouvement hélicoidal (*) .
<

Soit I'hélice droite définie en coordonnées cylindriques par A

les équations: r=R et z2=ho P S RO

et orientée dans le sens # croissant (soit h cste>0). - § :.‘,
L’origine de la trajectoire du point M est en z = 0. R st

1) Déterminer les équations de I'hélice en coordonnées car- k Al
tésiennes. B i
2) Le point M parcourt 1'hélice a une vitesse constante v. ?\_« ‘~‘: 2mh
a) Déterminer les vecteurs vitesse et accélération en fonction s S B ﬁ—
de R, h et v. v s v
b) Montrer que I'angle o = (€, v') est constant. T Em 7 '
En déduire I'hodographe du mouvement. V5

@ Mouvement cycloidal (*%*)

Une roue de rayon R et de centre C roule sans glis-
ser sur 'axe (Ozx) a vitesse angulaire w constante
tout en restant dans le plan (Ozz). Soit M un point
lice a la roue situé sur la circonférence. A l'instant
t = 0, M se trouve en Mp(x =0, 2 = 2R). Les mou- C
vements sont étudiés dans le référentiel Rassocié au
ropérd (B e ,e,,8; ).

1) Comment exprimer la condition « la roue ne =®0 ©
glisse pas » ? Y -
2) Déterminer les coordonnées z¢ et 2¢ de C a l'instant ¢.

3) Méme question pour M.

4) Etudier la trajectoire définie par le systéme d’équations paramétriques (z(0),z(0)) avec § =
wt. La tracer pour # € [-4m; 47].

5) Calculer la vitesse v R du point M & l'instant {. Exprimer sa norme v en fonction de ‘ COS g‘
En déduire 'hodographe du mouvement.

6) Calculer 'accélération m du point M & l'instant ¢{. Exprimer sa norme en fonction de R
et v. Calculer numériquement cette norme de 'accélération dans le cas d'un point périphérique
d’un pneu de voiture roulant & 130 km.h~! sur une autoroute (R = 35 cm).

7) Déterminer m et m lorsque M est en contact avec I'axe (Oz).

contact: 95 55 64 10 15/150 AMAMI MOHAMED
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Un promeneur A suit un chemin rectiligne
avec une vitesse constante vy, A instant ¥

e gy \ sens +
initial, son chien M se trouve a une 0 AV

distance d sur la meme perpendiculaire ‘
au chemin. Puis il court vers son maitre a
la vitesse v.

[
e

X

On cherche a déterminer la durée de la

pourstite.
Solent z et y les coordonnées de M, r = AM et  défini sur le schéma ci-contre.

1) Exprimer 7 et g en fonction de v et  : pour cela, projeter v = W dans la base cartésienne.

Exprimer ensuite z et y en fonction de vy, 7, 6 et t : pour cela, remarquer que OM = OA+AM.
En déduire deux équations différentielles en 7(t) et #(t) qui peuvent se combiner pour donner le
systeme suivant :

vpcosl —v

I
{rf;' = —ypsinf

2) En déduire une équation différentielle en r(f).
v

d i
Vérifier que I'expression r = oy (tani) "0 est la solution qui tient compte des conditions
sin

initiales.

3) Quelle condition v et vy doivent-elles vérifier pour que le probleme ait une solution?
Dans ce cas, quelle est la valeur finale de 67

4) Eerire une équation différentielle de 6(t).

FoLoof B e A
5) Déterminer alors la durée 7 de la poursuite, sachant que : / Q —5~ | tan —) = 5—
0 sin“f 2 -1

contact: 95 55 64 10 16/150 AMAMI MOHAMED
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Chapitre 2

Changements de référentiels
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2.1 Référentiel

2.1.1 Définitions

La description d'un mouvement est relative :

observe le mouvement.

Pour décrire un mouvement, il faut donc préciser I'observateur ou encore

le référentiel.

17

elle dépend de celui qui
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2.1.2 Exemple

Pour un observateur immobile sur le quai, le solide de référence est le quai,
notons le référentiel correspondant %;.

Pour un observateur immobile dans un train, le solide de référence est le
train, notons le référentiel correspondant %s.

Quelle est la vitesse d’'un passager (repéré par M) qui se déplace dans le
train ? La réponse sera différente selon 'observateur.

Dans un probleme ou interviennent plusieurs référentiels,
il faudra toujours préciser par rapport a quel référentiel on

travaille.
= dOM ) .
v(M)g, = dl est la vitesse du passager par rapport au quai.
t o2,
N dO;M ) :
v(M)g, = di est la vitesse du passager par rapport au train.
R

Quand on dérive par rapport a %1, O et les vecteurs de la base de % sont
considérés comme indépendants du temps puisque immobiles par rapport
a %1 par définition.
Quand on dérive par rapport a %5, O; et les vecteurs de la base de %5 sont
considérés comme indépendants du temps puisque immobiles par rapport
a Z9 par définition.

2.2 Vecteur rotation

Soit £ un référentiel de base (?xl,? yl,?zl) et %9 un référentiel de base
(€ 1y, € 45, € 2,) €n mouvement quelconque par rapport a %;.
2.2.1 Dérivée d’un vecteur par rapport au temps

Soit Z(t) un vecteur quelconque.
Exprimons A (¢) dans la base de %, et dérivons par rapport a % :

A(t):sz € xy +Ay2 €y, +A22 €z

i
dt

N N N N N N
) =Aye,tAy,e,+tA e tA e, tA e, TA ey,
R

contact: 95 55 64 10 18/150 AMAMI MOHAMED
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—| =|—==| +An,exntA,e,+tA, e,
dt dt
R1 Ro

. —- — —- . s .
Exprimons les vecteurs e ,,, e ,, e .,, qui caractérisent le mouvement de
%9 par rapport a £, dans la base de %, :

—_
dexz _ —_ —_ —_
dz —allex2+a12ey2+a13e22
X1
—
dey2 _ —_— — —
—dt =Qa21 €y, 022 ey2+a23 € 2
R
—
dezg _ —_ —_ —_
dz —a316x2+a32ey2+a33e22
R1

La base étant orthonormée :

—

— 2 . dey
ex2=||ex2|| =1 = 2e,,.

dt

=0 > 01120

de méme a99 = A33 = 0

—_— —_—
—_ —_ —O dex2—> —_ deyz
€ x9- € yg = = 7 ey2+ex2. At

=0 = a12+ta21=0 = apu=—ag1=r
de méme Q93 = —QA32=Dp et asg; ——aiz—4q

Finalement, trois parametres p, g, r suffisent a caractériser le mouvement
de %, par rapport a %1 ; ces trois parametres définissent le vecteur rotation :

—_ _ —_— —_ —
W R9/%, = P ex2+q ey2+r e 2,

N
dex2 = — e —
=rey—qe,=0Acey

R1

dt
d?yz — — — —
a1 =-rey,tpe,=wAe,,

Finalement

contact: 95 55 64 10 19/150 AMAMI MOHAMED
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dA Al -
R Ro

N
. —
sion prend A = 0 g,/%,

(2.2)

dt dt

(dwﬂz/ﬁl) _ (dwe%z/e%;[)
R1 R

2.2.2 Cas particuliers

2.2.2.1 Translation pure

Si %9 est en translation par rapport a %1, les axes de %5 gardent une
direction fixe par rapport a ceux de %1

(d er) de,, (d ezZ) g 0> T 0
=| —- = = = = =r = = W =
dt R1 dt % dt R1 p 1 el

() () s
dt . dt 7, dt

la dérivation est la méme par rapport aux deux référenteils

2.2.2.2 Rotation uniforme autour d’un axe fixe

Si X9 est en rotation uniforme a la vitesse angulaire w autour d’'un axe
—_ —_
fixe de %, par exemple e ,, = e ,, = e,

=we

de -
( dty2) S

ce qui impliquer=wet p=q =0

gl

=we,

Dans le cas d’'une rotation uniforme autour d’'un axe fixe, le
vecteur rotation est porté par I’axe de rotation et a pour norme
la vitesse angulaire.
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2.2.3 Composition des vecteurs rotation

Soient %1, %o et X3

—

dA dA ~ —~ (dA . N ~
(W) = (W) + W g9/, N A = (W) + W R3/9%5 N A+ W Ry/R1 N A
R1 R R
dA _ _ —
= (d—) + (W By/5 + O G29,) N A
t g2
6@3/@1 = 693/@2 + Z))e%g/e%l (24)
dA dA . ~
s remarque : T = i O gy, N A
Ro R1
O %1/ = — O G0/, (2.5)

2.3 Composition des vitesses

2.3.1 Vitesse absolue

- M
va=(d31 ) (2.6)
t o
2.3.2 Vitesse relative
R M
v,—(d?; ) 2.7)
t G2

2.3.3 Vitesse d’entrainement

En dérivant O M par rapport au repere £ en intercalant le point O,

1

_ - ———

. _(do:M)  (d0,0; d0sM

velMa = = | de T
R1 R1 R1
X
’ M\ .
— (dOlez) +(d(()i2 ) +w@2/%1A02M
t R1 t R

contact: 95 55 64 10 21/150 AMAMI MOHAMED
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=V (02)z, + V(M)gz, + © gy, NO2M

T M)z, =T M)y + Ve (2.8)

VoM)g, =V, (Mg, + V. (2.9)

e ~ . A
avec v, appelé vitesse d’entrainement

 ——
—

UVe= ?(02)@1 + 6@2/@1 NOsM (2.10)

Pour calculer v, on peut aussi « immobiliser » M dans %5 en notant M*
la position correspondante

VM )z, = VM )ggy+ V=TV,

La vitesse d’entrainement peut aussi se calculer comme la vitesse par
rapport a £, de M* appelé point coincident

2.4 Composition des accélérations

2.4.1 Accélération absolue

_ d v (M)
a o(M)g, = (T@) 2.11)
R1
2.4.2 Accélération relative
- dv, (M
a,(M)g, = (%) (2.12)
R

2.4.3 Accélération d’entrainement et de Coriolis

- d?a(M)gzl)
a (M) :(—
7 dt g,
d?(og)gzl) (de)@z) d_  —
_ av, Ma,) & 0. M
( At Ju U dt %ert(w%/‘%l/\ ? )1

Calculons les trois termes séparément
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d U (09)a, =
- (T@)@ = @(Oa,

.(d?r(M)%g) _ (d?r(M)@2
21

+0 ATV (M)
dt dt )%2 RolR1 r R

=a r(M)QZQ + W %9/%, AU r(M)@z

’_;2,\*
—_— dOoM
/\02M+ wggz/ggl/\( 2 )
R

d — P— _ da@zﬂ%l
.E (w‘%/‘%l A OZM)% T dt

dt

2

_ d 6@2/@1
dt

A 02M + Z))ggz/ggl N

dOsM
dt

) + W gpe/92, N OzM]
R

_ d a>%2/@1
dt
En rassemblant les résultats

I 02M + W %4/%, N [l),-(]u')(%2 + W %9/%, N\ OzM]

—

— — — d P
G (Mg, = T (Mg, + T (Oo), + ——22%1 £ O, M

+ W gpor2, N zoy52, NO2M)

+ 26@2/@1 AN ?r(M)ggz (2.13)

L'accélération d’entrainement est définie comme
I’accélération par rapport a £; du point coincident M*

—

— g — d P
@ (M), = 0 + T (O02)a, + —222% 1 0, M

+a)@2/@1/\(a)@2/@1/\02M)+ 0= a,

—
d W %y/2,

Ee = 6(02)%1 + ANOsM + 6%2/%1 AN (8932/931 ANOsM) (2.14)

s L/accélération par rapport a % est donc égale a ’accélération par rapport
a %9 + 'accélération d’entrainement + un troisieme terme appelé accélération
de Coriolis

a (Mg, =d, (Mg, +a.+d. (2.15)
@ =20 gy, NV (M), (2.16)
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2.4.4 Cas particuliers

2.4.4.1 Translation pure

Si %9 est en translation par rapport a %, les axes de %5 gardent une
direction fixe par rapport a ceux de % et

— —
w%zﬂ%l =0

—

V.=009)% a.=a0z a.= 0 (2.17)

2.4.4.2 Rotation uniforme autour d’un axe fixe

Si %5 est en rotation uniforme a la vitesse angulaire @ autour d’un axe
— — —
fixe de %, par exemple e ,, = e ,, = e, (01 =02=0)

wt

FIGURE 2.1 — cas d’une rotation uniforme

OM=0OH+HM=z¢,+re,

—

— g —_— — — —
Ve=Waqzya, NOM=we ,N(re,+ze,)=rwey

Qo= 0agpya, NOgya, NOM)=we ANwe Are,+z¢,)=—rw

-
e,
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2.4.5 Exercices

Retenant donc que dans le cas d'un mouvement de rotation uniforme
autour d’'un axe fixe I'accélération d’entrainement vaut

T.=-w’HM (2.18)

ou H est la projection de M sur 'axe de rotation donc sur @

Les calculatrices sont autorisées.

NB : Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté. a la précision et a la concision de la

rédaction.

Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé. il le signalera sur sa
copie et devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Avertissement : Tous les résultats numériques sont demandés dans un format scientifique avec une
e e = -3 b s . i W
précision au milliéme (exemple : 1.623.107) et en unité S.1., unité qui est a préciser.

Exercice 1 :

Un cerceau de centre fixe O et de rayon 1, tourne autour

i
de son diameétre vertical fixe Oz, avec une vitesse

angulaire o constante. Ce cerceau est constitué d’un

tube creux de diamétre négligeable a 1'intérieur duquel

une bille, assimilée a un point matériel M de masse m,

peut se déplacer sans frottement.

Le référentiel M, est considéré comme galiléen : il est
- = —

rapporté au repere (O.x,.¥,.Z,). Le référentiel absolu

N, est associé a la terre T.

On note M, le référentiel relatif rapporté au repeére

- = g s
orthonormé direct (0.x,.v,.z ) tel que z=z . Le
- = —
repere (O,x,.y,,z), lié rigidement au cerceau, se
— —

s
déduit a chaque instant de (O.x,.y,.Z,) par une

= —
rotation d’angle 0 autour de I'axe Oz . L’axe Oy, est

toujours situé dans le plan du cerceau.

contact: 95 55 64 10
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—_ —

On note M, le référentiel rapporte au repére orthonorme direct (O.x,,y,.z,) tel que OM =ry, .

- 5 >

-+ =+ =

Le repere (O,x,.y,,z,) se deduit a chaque mstant de (O.x,y,,2 ) par une rotation d’angle ¢

autour de I'axe O X, .

On note g I’accélération de la pesanteur.

—
1.1 Determiner y_ I'accélération d’entrainement du point M et I'exprimer dans i, .

—
1.2 Determiner y_ l'accélération complémentaire du point M et I'exprimer dans %, .

1.3 Déterminer v, 1’accélération relative du point M dans le repére 3, et I'exprimer dans R,.

—
1.4 Determier Y. I"accélération absolue du point M dans le repére 93, et I'exprimer dans 5, .

%
1.5 Calculer y  sans utiliser la composition des mouvements et la comparer avec le résultat

trouvé ala question 1.4.

v

Dans le plan Oxv . un cercle de rayon R . de diamétre OA . toume ala vitesse
angulaire constante @ autour du pomnt O . On lie dson centre mobile O° deux axes
rectangulares O°X'y" (I'axe O'x" est dingé swvant OA ).

Al'mstant t=0_ A estsur Ox, Ox et O'x" étant alors colméaires.

Unpomt M, initialement en A | parcourt la circonférence dans le sens positif avec la
méme vitesse angulaire © .

1. Calculer directement les composantes des vecteurs vitesse et accélération de M
dans le repére Oxy (en dérivant les composantes de OM).

2. Calculer les composantes de la vitesse et de I"accélération relatives de M dans le
repére O'x’y’ puis dans Oxy .

3.a) Calculer les composantes de la vitesse d’entrainement dans le repere Oxy en
utilisant la notion de point coi ncidant, retrouver le résultat par la loi de composition
des vitesses.

b) Calculer de méme les composantes de I’accélération d entrainement dans le repére
Oxy : en dédwre |"accéléranon complémentaire.

4. Veénfier les expressions des composantes de la vitesse d entrainement et celle de
I"accélération complémentaire en utilisant les expressions faisant intervenir le vecteur
foration @ .

contact: 95 55 64 10
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Chapitre 3

Dynamique du point en
référentiel galiléen
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La théorie de la mécanique classique (= newtonienne) repose sur trois
principes fondés sur 'expérience (et donc indémontrables par des principes
antérieurs). Ces principes concernent la dynamique et donc, grace a I'introduction
de la notion de force (action d’un corps sur un autre), ils vont permettrent
de prévoir le mouvement d'un corps dans un environnement donné.

3.1 dynamique dans un référentiel galiléen

3.1.1 masse

la masse est une grandeur scalaire positif qui caractérise I'inertie d’'un

corps.

L’inertie est la résistance a toute variation de vitesse.

La masse est caracterisée par les cinq propriétes suivantes :

1) Tout corps possede une masse. L'unite du S.I. de l1a masse est le kilogramme

[kgl.

2) On peut comparer la masse de deux corps, avec une balance a deux
plateaux. Soit les masses des deux corps sont égales, soit 'une est plus
grande que l'autre (une masse est plus "lourde" que I'autre).

3) Si on sépare un corps en plusieurs morceaux, la somme des masses des
morceaux égale la masse du corps (la masse est additive).

4) La masse d’'un corps est indépendante de la température, de la pression,
du lieu et ne change pas avec le temps.

5) La masse d’'un corps constituée d'une matiere homogene est proportionnelle
au volume du corps. m = p.V ou m représente la masse, p la masse volumique

et V le volume.

3.1.2 Quantité de mouvement

La grandeur

P a(M)=m7v 5(M)

(3.1)

est appelée quantité de mouvement du point M ou m est la masse de M

—_— .
et v son vecteur vitesse.

Req 1 : m dans cette définition est la masse dite masse inertielle.

Req?2 : Dimension de la quantité de mouvement : [p]= M.L.T~!; unité :kg.m.s"

contact: 95 55 64 10
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3.1.3 interactions,forces

En physique, la force est une action mécanique capable de créer une
accélération, c’est-a-dire une modification de la vitesse d’un objet ou d’une
partie d’'un objet, ce qui induit un déplacement ou une déformation de
I'objet Une force est une grandeur caractérisée par :

1) Une intensité qui se mesure avec un dynamometre. Son unité du S.I.
est le Newton [N].

2) Une direction.

3) Un sens.

4) Un point d’application.

Les forces découlent toutes des quatre interactions fondamentales suivantes :
1. Interactions gravitationnelles

2. Interactions électromagnétiques

3. Interactions nucléaires fortes

4. Interactions nucléaires faibles

Nous possédons une connaissance empirique des interactions gravitationnelle
et électromagnétique car leur portée est illimitée ce qui leur permet de se
manifester a ’échelle macroscopique. En revanche, les interactions faible

et forte ont une portée tres faible (de I'ordre de la taille des noyaux atomiques)
ce qui confine leurs effets au monde des particules exclusivement. Nous
n’avons donc aucune expérience de ces interactions autres que celles que
nous renvoient les expérimentations réalisées par les physiciens dans les
accélérateurs de particules.

Les deux interactions nucléaires n’'interviennent donc que pour des phénomeéenes
propres au noyau de 'atome et n’ont pas d’effet direct a plus grande échelle.

3.1.4 systeme isolé et pseudo-isolé

Un systeme est dit isolé s’il n’est soumis a aucune force de la part de
Pextérieur.
Un systéme est dit pseudo isolé s’il est soumis a un ensemble de force qui
se compensent de la part du milieu extérieur.

3.1.5 référentiels galiléens

Il existe des référentiels privilégiés, appelés galiléens, dans lesquels la
quantité de mouvement d’une particule isolée est constante (cela correspond
soit au repos, soit au mouvement rectiligne uniforme).
le meilleur référentiel galiléen connu est celui de copernic.

contact: 95 55 64 10 29/150 AMAMI MOHAMED
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2 s1on néglige les effets de rotation de la terre sur elle méme un référentiel
terrestre peut étre considéré comme galiléen.
Req : le Principe d’inertie postule 'existence des référentiels galiléens; et
par 1a méme il en donne la définition, donc le moyen de les reconnaitre : si
on arrive a trouver un référentiel ot un point matériel isolé,pseudo-isolé
7 €évolue en ligne droite de maniere uniforme ou bien reste immobile, alors
A est un référentiel galiléen noté Z%,.

3.2 Loide Newton

3.2.1 Enoncé

1*¢ loi ou principe d’inertie Dans un référentiel galiléen, un point matériel
715 isolé a un mouvement rectiligne uniforme(c’est a dire le vecteur vitesse
—_ ——
est constant v = cst)

2¢ loi ou principe fondamental de la dynamique ou théoréme de la résultant
Dans un référentiel galiléen

ZfM¢(——mg (3.2)

pour un systéme fermé; c’est-a-dire pour un systéme de masse m
720 constante.

Y Fert= (—>Rg ma m, (3.3)

Pour les systémes ouverts, m dépend du temps : m = m(¢) , et il faut
revenir a la formulation (toujours valable) utilisant la Quantité de
Mouvement :

Y Fet -( )Rg (3.4)

avec
P at)=mt)v z(t)

Dalt+dt)=m(t+dt)V gt +dt)

3¢ loi ou principe de ’action et de la réaction Les forces d’interaction
725 réciproque qui s’exercent entre deux points matériels sont opposées et
ont pour support la droite joignant ces points.

{ Fip+Fo=0 (3.5)
5 .

—

MiMyNF =

contact: 95 55 64 10 30/150 AMAMI MOHAMED
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3.2.2 Conservation de la quantité de mouvement

Siy Fest = (point isolé ou pseudo-isolé) alors
D =cte
ou encore U = cte et I'on retrouve la 1™loi de Newton.

Pour un systeme quelconque aussi complexe soit-il nous verrons que la
2¢ loi peut s’écrire :

dP T ext
ar 2
oit P = Y. P est la quantité de mouvement totale du systeme
La conservation de la quantité de mouvement permet alors d’expliquer le
recul d'un canon :
I’ensemble canon-projectile étant immobile la quantité de mouvement totale
est nulle; la résultante des forces extérieures s’exercant sur 'ensemble
canon-projectile étant nulle, la quantité de mouvement se conserve, elle
reste nulle ; donc si le projectile part d’'un c6té, il faut que le canon parte a
lopposé pour que la quantité de mouvement totale reste nulle.
Les avions a réaction et les fusées fonctionnent aussi sur ce principe : du
gaz est éjecté d'un c6té pour propulser ’avion ou la fusée de 'autre coté.

3.3 Puissance, travail et énergie cinétique

3.3.1 Travail

un point ma_t)ériel de masse m animé d’une vitesse v 5 subit une force
a cet instant F'. la trajectoire peut étre décomposée en une succession
de déplacements élémentaires dOM Le travail élémentaire accompli par
cette force

SW=F.dOM=F.Tdt (3.6)

Le travail totale entre deux instant #; et {5 soit entre deux points M et
M,

My _, __,

w=| F.doMm (3.7)
My

W(ZE):ZW(E) (3.8)
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Si la force est constante
W(F)=F .MM, (3.9)
Lunité du travail est le Joule J
Le travail dépend du référentiel et du chemin suivi
3.3.2 Puissance

On appelle puissance (instantanée) dune force fournie a un point M, a
l'instant t, de vitesse U & dans le référentiel % la grandeur :

Pt)=F.T (3.10)
OW =22(t)dt (3.11)
t2
W = P(t)dt (3.12)
t1

1. si &2 >0 — moteur
2. s1 & <0 = recepteur
req: A P(F +Fy)=(F 1)+ P(F»)
AP=0siF17
Aclle dépend du référentiel
Al'unité est le watt W

3.4 Théoreme de la puissance cinétique

3.4.1 Energie cinétique

On appelle énergie cinétique d’'un point matériel de masse m animé de
la vitesse U 4 par rapport a un référentiel Z la quantité
L

E. = Emv% (3.13)

3.4.2 Théoreme de la puissance

En dérivant 'expression de 1’énergie cinétique on a
dE.
dt /=

Dans un référentiel galiléen, la puissance de la résultante des forces exercées
sur M est égale a la dérivée par rapport au temps de son énergie cinétique.

=P g(toutes les forces)

contact: 95 55 64 10 32/150 AMAMI MOHAMED
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3.4.3 Théoreme de I’énergie cinétique
Toujours d’apres ce qui précede, on a
dE.=0W (3.14)

qui constitue la forme différentielle du théoréme de I’énergie cinétique. En
intégrant entre deux instants #; et ¢

My _, __,

l2
AE. =E . (ty)—E (t;)=W= P(t)dt = F.dO (3.15)
t1 M

Dans un référentiel galiléen, la variation d’énergie cinétique de M entre
deux instants #; et s est égale au travail de la résultante des forces qui
s’exercent sur M entre ces deux instants.
Attention : en général W # W(ty) — W(¢1).

3.4.4 DLénergie cinétique se conserve-t’elle ?

Si) Fest=0 (point isolé ou pseudo-isolé) alors & =0 et E. = cte.
Contrairement a la conservation de la quantité de mouvement qui
reste valable pour les systemes, la conservation de I’énergie
cinétique n’est valable que pour le point ; celle-ci est par

exemple mise en défaut sur 'exemple du systeme canon-projectile.

Nous verrons que pour un systéme, le théoréme de la puissance
cinétique s’écrit

dE.
dt
ou E, est ’énergie cinétique totale du systeme, &2,,; la puissance des forces

extérieures qui s’exercent sur le systeme et %;,; la puissance des forces
intérieures qui s’exercent sur le systeme. C’est justement la présence de

=Pint t yext

P, qui est a l'origine de la non conservation de I’énergie cinétique.

3.4.5 Exemple d’utilisation

une masse m est suspendue a un fil inextensible de longueur [ déterminer
I’équation du mouvement en utilisant le théoreme de la puissance cinétique

contact: 95 55 64 10 33/150 AMAMI MOHAMED



COURS MPSI 11:15/20 aoat 2010

FIGURE 3.1 — pendule

solution
dans le repére Z%,(0, e, e ,, e ;) les expressions des forces sont

P=mge,

T=-T¢,
Iexpression de la vitesse est

v =10¢,

I’énergie cinétique vaut
1 .
E.=-ml?%0?
2
Le théoreme de la puissance cinétique
dE,

dt 1,

= ?(P)+2(T)

d 1 : .
E(EmZZBZ) =-mglOsinf
é+§$n0:0

la linéarisation sinf =6
9+§9:0
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3.5 Forces

3.5.1 Force de pesanteur - Chute libre

. . . , . . o . —_ .
Soit un projectile de masse m lancé avec une vitesse initiale v ( et soumis
7 Uniquement a son poids.

Systéeme étudié : projectile de masse m assimilable a un point.

Référentiel : référentiel d’observation (terrestre) supposé galiléen.

Bilan des forces : le poids P =mg
w0 PFD : mE = m?
Projection : il s’agit de choisir le paramétrage le plus approprié au probleme ;
les coordonnées cartésiennes avec un axe colinéaire & g sont, pour la
chute libre, les plus appropriées.

b

N

L]

: » T
O
FIGURE 3.2 — chute libre
a,=0 Uy =UpCOSQ X =vgcosat
a,=0 v, =0 y:Ol
a,=-8 v, = —gt+vpsina z:—ggt2+vosinat

Pour trouver ’équation de la trajectoire, il suffit d’éliminer ¢ :

X g 9
= —— 2= X +tanax
Upcosa 2v; cos” a

contact: 95 55 64 10 35/150 AMAMI MOHAMED
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Pour trouver la portée, il faut résoudre z =0 :

x=0
vasin2a _ T
X = ———— maximum pour @ = —
g 4

Pour trouver la fléche, il faut résoudre v, =0 :

vg sin2«a
. Xx=———-
VoSina 2g
g vg sin?«
X=—
2g

Le point (x¢,0,z¢) est atteint par le projectile pour une vitesse vy donnée
si x¢ et z¢ vérifient

g 2
Z2o=———F—"x,+tanaxc
2v2cos?a ¢
ou encore, si a est solution de 'équation
gxg, gx;

——tan a+xctana——g—zc 0
200 2v;

c’est-a-dire si 2

( z2c)=0

2

2 vo

Les points accessibles du plan (Oxz) sont donc situés sous la parabole de
sureté d’équation

— A2

3.5.2 Force de frottement dans un fluide

3.5.2.1 Chute libre avec frottement « en v »

11 faut rajouter la force -k v

k dv,
ax - __vx -
dt
p Y,
az - = - _vz -
& dt

k
On pose A = — et on integre (pour v, changement de variable u = g + Av,)
m

d X X
U _ _Adt ln( v ) — _A(t—-0)
b A
Y= __aAdt | In[—E12Y ):—Mt—O)
g+ Av, g+ Avgsina
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{ v, = (vgcos a) exp(—At)
8

v, = (% +vosina@)exp(-18) - =

Pour v, on aurait pu résoudre une équation différentielle avec second

membre
dv,

dt
dont la solution est la somme solution générale de 'équation homogéne
sans second membre + solution particuliere de I'’équation avec second membre
(ne marche que pour les équations différentielles linéaires)

+Av,=—g

v, = Cexp(—At)— %

On utilise les conditions initiales (sur la somme solution générale de ’équation
homogéne sans second membre + solution particuliere de I'’équation avec
second membre)

v,(t=0)= C—% =vosina

et on retrouve le méme résultat.

On integre une 2°fois pour x et z

x=- Pocosd exp(—At)+A
(% +vosina) g
z2=- exp(—At)—=t+B
A A

Avec les conditions initiales x =0 et z =0, on a finalement

X = Yo C;Sa(l —exp(—At))
g .
(=+vgsina) g
z= N (1—exp(—)tt))—zt

Lorsque t — oo

vocosa
x — assymptote vy — 0
{ — (assymptote) { ¢ me

UV, > —— =——7"=Ulim

A k
Pour que la vitesse limite soit atteinte, il ne faut pas que le projectile
atteigne trop vite le sol.
La vitesse limite est en fait la solution particuliere de I'’équation
dB) — —
m—+kv=mg

dt
contact: 95 55 64 10 37/150 AMAMI MOHAMED
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—

v
En effet lorsque la vitesse limite est atteinte i 0 et

N
— mg
UViim= 2

2

3.5.2.2 Chute libre avec frottement « en v* »

dv
mjtx =—k\/V%+ 020,
v
md—tzz —-mg —k\/v2+ 02V,

Ce systeme d’équations différentielles couplées n’admet pas de solution
analytique (résolution numérique) sauf dans le cas particulier du mouvement

vertical : p
vz — . 2
m— - =-mg ky\/viv,

3.5.3 Force de rappel élastique

Y

!
1 : ' » 0
i 1= Io | g
I T
—}_ :
! ! : > a1
: I < Iy

FIGURE 3.3 — schémas d’un ressort

La force exercée par le ressort est proportionnel a 'allongement x =
[ — l() .
1T = kIl 1ol
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E est la constante de raideur du ressort (N.m™!) et [, 1la longueur a vide.
Si I'allongement est nul, alors 7'= 0.

Si I'allongement est positif (ressort étiré) alors la tension est orientée selon
~e,.

Si ’'allongement est négatif (ressort comprimé) alors la tension est orientée
selon ¢ ,.

Dans tous les cas, elle peut s’exprimer

—

T =—-kxe,

s0 3.5.4 Force de liaison

815

La réaction du support est la force sans laquelle le systeme étudié « s’enfoncerait
dans le support » !

Elle est normale au support lorsqu’il n’y a pas de frottement.

Lorsqu’il y a des frottements, il existe une composante tangentielle.

FIGURE 3.4 — réaction d'un support

3.6 Théoreme du moment cinétique

Soit, dans un référentiel 2, un point matériel M de masse m, de vecteur
vitesse U et F la résultante des forces appliquées en M.
Soit O un autre point de Z.

contact: 95 55 64 10 39/150 AMAMI MOHAMED
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3.6.1 moment cinétique

La grandeur

Lo=OMATD (3.16)

est appelée moment cinétique en O du point M.

A — —_
danslecasoli p =mv ona

Lo=OMAmT (3.17)
3.6.2 moment d’une force
La grandeur

Ho=OMAF (3.18)

est appelée moment en O de la résultante des forces F appliquée au point
M.

3.6.3 Théoreme du moment cinétique en un point fixe

Soit O un point fixe d'un référentiel galiléen % :

dLo dOM _ — dT — —  _
0 _ Amu +OM/\m—v:0+OM/\ma
dt dt dt
la 2¢ loi de Newton donne :
dL, — _
dto =OMAY F (3.19)
d’ot1 le théoréme du moment cinétique :
dLp ——
a7 Y Mo (3.20)

Dans un référentiel galiléen, la dérivée du moment cinétique
en un point fixe O par rapport au temps est égale au moment
en O de la résultante des forces qui s’appliquent au point M.

remarque : dans le cas d’un point matériel

dLo
dt

ce passage n’est pas autorisée dans le cas d’un systeme de points
matériels

Y T = (T F)

contact: 95 55 64 10 40/150 AMAMI MOHAMED
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3.6.4 Théoreme du moment cinétique par rapport a un axe fixe

Soit A un axe passant par O, de vecteur directeur « .

3.6.4.1 Moment d’une force par rapport a un axe

La grandeur

.%A = .]20?[

est appelée moment par rapport a A de la résultante des forces F appliquée
au point M.

Si F est paralléle & A alors 4, =(OMAF).Z =0

Si F est perpendiculaire a A alors ./ = [(OHl +H{H, +H2M) A F] U =
(H1H2 /\F)T[ = iHle.F =+Fd

delta

1% =
HI; -~ H2

FIGURE 3.5 — moment d’une force par rapport a un axe

3.6.4.2 Moment cinétique par rapport a un axe

La grandeur

La=Lo.u (3.21)

est appelée moment cinétique par rapport a A du point M.

contact: 95 55 64 10 41/150 AMAMI MOHAMED
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0 3.6.4.3 Théoreme du moment cinétique par rapport a un axe

Soit A un axe fixe passant par O, de vecteur directeur % . En projetant le
théoreme du moment cinétique suivant u :

dL
_th =Y (3.22)

Dans un référentiel galiléen, la dérivée du moment cinétique
par rapport a A par rapport au temps est égale au moment
par rapport a A de la résultante des forces qui s’appliquent
au point M.

3.6.4.4 conservation du moment cinétique

a partir de 'expression du théoréme du moment cinétique

_
dLo - -
= %O(Fext)
855 le moment cinétique se conserve dans les cas suivants :

1. systéme isolé ou pseudo-isolé

B —

2. systeme soumis a une force centrale OM A F = 0

3.6.4.5 exemple

860 une masse m est suspendue a un fil inextensible de longueur [ déterminer
I’équation du mouvement en utilisant le théoreme de la puissance cinétique

contact: 95 55 64 10 42/150 AMAMI MOHAMED
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FIGURE 3.6 — pendule

solution
< —_ — — .
dans le repére %,(0, e ,, e ,, e ;) les expressions des forces sont

P=mge,

T=-T¢,
Iexpression de la vitesse est

v =10¢,

les moments des forces sont
%(7’)) —OMAT=0
Mo(P)=OM AP = —mglsinfe,
le moment cinétique vaut _
Lo=ml*0%,

Le théoreme du moment cinétique

= Mo(P
7t o(P)

la linéarisation sinf =@
9+§9:0

contact: 95 55 64 10 43/150 AMAMI MOHAMED
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TD de Mécanique
Moment cinétique (1) : Atome de Thomson

=» Cf Cours M6

En 1904, le physicien anglais Joseph John THOMSON (1856-1940)
proposa de présenter l'atome d’hydrogéne par un nuage sphérigue de
centre O, de rayon R et de charge +e uniformément répartie. A
lintérieur de cette sphére, fire dans le référentiel du laboratoire, se
déplace librement un électron de masse m ponctuelle et de charge —e.
Le référentiel du laboratoire R (O, e, e_y e ) est assimilé un référentiel
galiléen.

En I'absence de toute action extérieure, I'électron M est soumis & une
unique force d'origine électrostatique qui tend a attirer vers le point
O:E'=kOM avec kziﬁ o

Cette force se comporte comme une force de rappel élastique due & un ressort de raideur £ et
de longueur a vide nulle, dont 'autre extrémité serait fixée en O.

A linstant ¢ = 0, une perturbation écarte légérement I'électron de sa position d’équilibre avec
les conditions initiales : OM (t = 0) = OM, = r¢e, et ¥ (t = 0) =g = vpe,.

Données :

m=29,11.1073 kg; e=1,6.1071° C;

Lo 9.10° uSI
TTED

Vitesse de la lumiére dans le vide : ¢ = 3.10% m.s7L.

Equation d’'une ellipse en coordonnées cartésiennes avec origine en O, d’axes de symétrie Oz et
22 g2

Oy :

.aj—l-?:l.

1) Montrer qu’il y a conservation du moment cinétique en O de l'électron et déterminer sa
valeur en fonction de rg, vy et m.
En déduire que son mouvement reste confiné dans le plan (Ozy).

Rq : La position de M est donc repérée dans les bases (€2, €y) et (€, €p) avec comme vecteurs
positions respectifs : OM = ze, + ye_g:, et OM =re, (pour r = /22 +y2 < R).

2) Exprimer la pulsation wg du mouvement de M en fonction de eg, e, m et R. Calculer la
valeur de R pour laquelle la pulsation wq correspond a la fréquence vy d'une des raies du spectre
de LymMAN de I'atome d’hydrogene (Ag = 121,8 nm).

3) Déterminer les expressions de z(t) et y(f). Montrer que la trajectoire du point M est une
ellipse (ellipse de HOOKE) dont vous préciserez les longueurs a et b des demi axes.

4) A quelles condition cette trajectoire est-elle circulaire 7 Que se passe-t-il si vg =07

5) L’électron accéléré perd de 1'énergie par rayonnement. Pour tenir compte de ce phénomene,
une force supplémentaire de freinage est introduite. Elle a la forme d une force de frottement de
type visqueux : 7 = —h7, ol h, ceefficient de freinage, est positif.

Quelle est I’évolution du moment cinétique en O de 1’électron au cours du temps 7

Dire qualitativement ce que sera le mouvement de 1’électron pour de faibles amortissements.
Commenter quant a la stabilité de 'atome.
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PREMIERE PARTIE

ETUDE MECANIQUE D’UNE FUSEE ET DE SON SATELLITE

L'objectif d'une fusée ou dun lanceur est de transporter une masse donnée,
généralement un satellite a une altitude fixée (orbite de parking ou géostationnaire).

Pour atteindre de tels objectifs, il faut que le lanceur soit capable de développer une force
importante pendant plusieurs minutes. A titre d'exemple, Ariane 5 développe, au décollage, une
force d’environ 10" N. Dans I'exemple simple que nous allons étudier, cette force est fournie par

deux propulseurs (fiqure 1).

Coiffe contenant
le satellite

A OZ

A1 N

v(t)

Propulseurs

\JU t; Figure 1

Vv A

U( t )/réacteur U( t )I réacteur

ANV

A | DECOLLAGE DE LA FUSEE

Une fusée sans carburant et contenant le satellite qu'elle a pour mission de mettre en
orbite posséde une masse my. La fusée contient, au moment du décollage, une masse de gaz
notée mya;. Les gaz sont éjectés avec une vitesse verticale par rapport au référentiel terrestre

(supposé galiléen) et une vitesse relative u par rapport a la fusée. Le débit massique q, est

constant.
L’influence de [I'atmosphére est supposée négligeable (absence de froftement),

I'accélération de la pesanteur g est considérée comme uniforme.

A1. Le systéme d’étude est la fusée et tout ce qu'elle contient a linstant t. En
raisonnant sur ce systéme fermé, effectuer un bilan de quantité de mouvement et
en déduire I'expression de I'accélération de la fusée a l'instant t (figure 2).
Etablir 'expression de la force, due a I'éjection des gaz, subie par la fusée.

A2. Quelle doit étre la valeur minimale de cette force pour que la fusée décolle ?
Calculer l'accélération a l'instant initial. Est-elle supportable pour un étre humain ?



3

Données : la masse totale de la fusée (m, =m, +m,_,,) vaut 460 tonnes ; I'accelération

de la pesanteur au sol est g, = 9,8 m.s? ; le débit total de gaz s’éléve a 1,8. 10° kg.s" etla
vitesse d’éjection des gaz, par réacteur est évaluée a 2,1. 10° m.s™.

Etablir 'expression approchée de la vitesse v(t) de la fusée au cours du temps
pour un décollage vertical. Calculer la vitesse de la fusée au bout de 15 s.

AN OZ
Situation a Situation a
l'instant ¢ l'instant t + dt

v(t+dt)

Figure 2

a(t) ‘1’ il D(t)/réacteur

/réacteur

B / ORBITES CIRCULAIRES

La fusée a mis sur orbite le satellite qu’elle transportait et celui-ci décrit maintenant sa

premiére orbite basse circulaire.

B1.

B2.
B3.
B4.

Déterminer I'expression de la vitesse V¢ (dans le référentiel géocentrique) que
doit posséder le satellite, considéré comme un point matériel, pour qu'’il décrive a
l'altitude de 200 kilométres un cercle autour de la Terre.

Données : la masse de la Terre s’éléve a 5,97.10* kg, la constante universelle de la
gravitation vaut 6,67.10"" m°.s% kg™ ; le rayon de la Terre est Ry = 6400 km.

Exprimer puis calculer la durée 1 d’une révolution du satellite sur une telle orbite.
Qu’est-ce qu'un satellite géostationnaire ?

Etablir les caractéristiques de la trajectoire d’un tel satellite :
- quelle est la nature de la trajectoire ?
- dans quel plan s’effectue-t-elle ?
- la norme de la vitesse est-elle constante ?
- quelle est l'altitude du satellite ?

Tournez la page S.V.P.
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Chapitre 4

Energie potentielle - Energie
mécanique -Problemes a un degré
de liberté

Sommaire
4.1 Travail d’'une force-Exemples ... ... ... eenenns 48
4.1.1 Forcedepesanteur . ... ... ... ... ... . ... ... ... 48
4.1.2 Force derappel élastique . . . . ... ... ... ... ... ....... 48
4.1.3 Forcede frottement . ... ... ... ... ... . ... . . ... . ... 48
4.1.4 EXEercice . . . . . . . . i e e e e e e 48
4.2 Energie potentielle ou force dérivant d’'une énergie potentielle .. 49
4.2.1 Forceconservative... . . . . . . . .. ... e 49
4.3 Energie MECANIQUE . v v v v v v vt o o o o 0 o oo oo oooeooeeesssnoes 50
4.3.1 Définition . . . .. .. . ... ... 50
4.3.2 Conservation . . ... .. ... .. ... 50
4.4 Probleme aun degrédeliberté ..................0c00... 51
4.4.1 Positions d’équilibre . . . . ... ... ... ... ... .. 51
4.4.2 Petits mouvements au voisinage d'une position d’équilibre stable . 54
443 Portraitdephase. . . ... ... ... ... ... ... e 55

Les principes fondamentaux de la dynamique ou lois de Newton permettent
d’établir les équations différentielles du mouvement, leur résolution fournit
I'expression des variables en fonction du temps et ainsi une connaissance
complete des mouvements futurs. Toutefois, 'intégration des équations
n’est pas toujours possible et dans ce cas, l'utilisation de constantes du
mouvement permet tout de méme une description partielle de 1’évolution
du systéme. Parmi ces constantes, il peut y avoir la quantité de mouvement
, le moment cinétique et I'énergie mécanique qui est au coeur de cette
lecon. Les raisonnements énergétiques permettront I'’étude plus ou moins
complete du systéme , mais en aucun cas ils n’apporteront plus d'information

47



900

905

910

COURS MPSI 11:15/20 aoat 2010

que le principe fondamental. Les théoremes établis dans ce chapitre d’ecoulent

en effet des principes fondamentaux.

4.1 Travail d’une force - Exemples
4.1.1 Force de pesanteur
W =F.dOM = -mgdz

Wis=-mg(zo—2z1)=mgzi—mgzs=E, —E,,

avec

E,(z)=mgz+cte

Attention a l'orientation des axes(axe z ascendant g descendant)

4.1.2 Force de rappel élastique

SW=F.dOM = —kxdx
2 2

Xo Xy
Wia = _k(E - 3) =Ep —Ep,

avec

1
E,(x)= Ekx2 +cte

4.1.3 Force de frottement

W =F.dOM = kv, dx

W12 ne peut pas se mettre sous la forme £, —E .

4.1.4 Exercice
Soit dans le plan Oxy un point matériel soumis a la force :
F = (y*-x) e, +4xye,

Calculer le travail de O(0,0) a A(1,1)
— suivant la droite OA.
— suivant Ox dex=0a x=1 puis suivant Oyde y=0a y =1.
— suivant Oyde y=0a y =1 puis suivant Ox dex =0 a x = 1.
W dépend du chemin suivi.

contact: 95 55 64 10 48/150 AMAMI MOHAMED
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4.2 Energie potentielle ou force dérivant d’une énergie
potentielle

4.2.1 Force conservative...

Une force est conservative (ou encore dérive d’'une énergie
potentielle) s’il existe une fonction E,(x,y,z,(t)) appelée
énergie potentielle telle que 6W = —dE,,.

L'énergie potentielle est définie a une constante pres.

Le travail ne dépend plus du chemin suivi
W=f6W= —dep =E, -E,,=-AE,
en particulier § W =0.

[6W = [ F.dOM est aussi appelée circulation de F.

dE,=-6W =—-F .dOM = —(F,dx +F,dy+F,dz)

ok, ok, ok,
E, (x,y,2)>dE, = o dx + 3y dy+¥dz
F, =2
* a
o8,
{ Fy=-—2

z— a1
0z
que l'on peut écrire de maniére plus condensée

F = —grad(E,) (4.1)
et
F =-grad(E,) < 55 F.dOM =0 (4.2)

Exemple : le poids est opposé au gradient de mgz.

oF, OF,
dy  Ox

Dans le plan Oxy, F dérive d’'une énergie potentielle si

Exemple : F = (y2—x2)¢ ,+4xye , ne dérive pas d’'une énergie potentielle.

contact: 95 55 64 10 49/150 AMAMI MOHAMED
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4.3 Energie mécanique

4.3.1 Définition

dE,=(F¢+ F").dOM
dE,=8W° +6W" = —dE, + SW"®

d(E.+E,)=6W"

E.+E,=E, appelé énergie mécanique

Dans un référentiel galiléen, la variation d’énergie mécanique
est égale au travail des forces non conservatives :

AE,, =W"°

%30 ou encore dans un référentiel galiléen, la dérivée de I'énergie
mécanique par rapport au temps est égale a la puissance des
forces non conservatives :

dE,
— @nc
dt

4.3.2 Conservation

Si la puissance dissipée par les forces non conservatives
est nulle a tout instant alors E,, = cte (équation appelée
intégrale premiere de l’énergie).

1 1
Exemple du ressort : E,,, = mez + Ekx2 = cte
dE,,
——=0=>mxi+kxx=0
dt

1 :
Exemple du pendule : E,, = §m(lt9)2 +mgl(1—cosf)=cte

dE,, L
— =0=ml?00+mglsinfd =0

contact: 95 55 64 10 50/150 AMAMI MOHAMED
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4.4 Probleme a un degré de liberté

4.4.1 Positions d’équilibre

ws 4.4.1.1 Equilibre stable - Exemple du ressort

E,=—kx’
Ep
A
F F
Em
Ec
ALEp ;
L ~ > X

-a a

FIGURE 4.1 — équilibre stable

Comme E,, =cte=E +E, et E. 20, E,, est la plus grande valeur que
puisse prendre E,. Le mouvement est donc limité par x = —a et x = +a.

dE,

F,.=- =-k
dx X

Entre 0 et a, F, <0 rameéne le systeme en x = 0.
Entre 0 et —a, F, = 0 rameéne aussi le systeme en x = 0.

x = 0, le minimum d’énergie potentielle, correspond a une
position d’équilibre stable pour le ressort.

w0 4.4.1.2 Equilibre instable - Exemple du pendule

E,=mgl(1-cos0)

contact: 95 55 64 10 51/150 AMAMI MOHAMED
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<= —

pi

FIGURE 4.2 — équilibre instable

Comme pour le ressort, 6 = 0, le minimum d’énergie
potentielle, correspond a une position d’équilibre stable pour
le pendule.

Regardons maintenant ce qui se passe autour du maximum d’énergie potentielle
0=m:
OW =F,dr+Fyrd0 =Fyld0=-dE,

1dE
Fg = —Td—ep = —mgsin@

Entre 0 et 7, Fyg <0 éloigne le systeme de 0 = 7.
Entre 7 et 27, Fy = 0 éloigne aussi le systeme de 6 = 7.

0 = n, le maximum d’énergie potentielle, correspond a une
position d’équilibre instable pour le pendule.

contact: 95 55 64 10 52/150 AMAMI MOHAMED



COURS MPSI 11:15/20 aoiit 2010
4.4.1.3 Généralisation
Ep
A
F F F
— <= —
: > X
x1 x2

FIGURE 4.3 — cas général

Un minimum d’énergie potentielle x; correspond a une position d’équilibre

stable :

(dEp
dx

),

.|

4’E,
dx?

) >0
X1

Un maximum d’énergie potentielle xo correspond a une position d’équilibre

instable :

(dEp
dx

.

‘|

d’E,
dx?

) <0
x2

Si E,, <E,(x1), le systéme peut s’échapper vers les x > 0, on a un état de

diffusion.

s O1 K ,(x1) <E, <E,(xy),le systéme est confiné entre x, et x;, on a un état

lié.

Si K, > E ,(x2), on a encore un état de diffusion.

(Faire 3 schémas différents)

contact: 95 55 64 10
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4.4.2 Petits mouvements au voisinage d’une position d’équilibre
955 stable

4.4.2.1 Exemple du pendule

FIGURE 4.4 — énergie potentielle d'un pendule

E,=mgl(1-cos0)

92
Au voisinage de 6 =0, cosezl_E
2
E. = [ —
p=m§ 2
1 .9 02 o4 ,
Ey, = cte = om(10)* + mgl— = 0=mi*00 + mgl00
9+§9:0

Ce que 'on retrouve aussi en faisant sinf = 6.

4.4.2.2 Généralisation

Une fonction f(x) peut étre développée autour de x; selon

f(x)=Fflxo)+ Y, %f“)(xo)
n=1 .

contact: 95 55 64 10 54/150 AMAMI MOHAMED
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(Développement en série de Taylor)
Exemple : f(x) = cosx autour de x =0

x? o«

cosx=1——+—+...
2 24

Développons E ,(x) autour d’'une position d’équilibre x = x,

dEp) +(x—xe)2(d2Ep) .
dx )., 2 d«? ),

E,(x) = Ep(xe)+(x—xe)(

1
= E,(x,)+0+ §k(x—xe)2 -

2
d°E, )
dx? |,

L'énergie mécanique se conservant

en posant k& = (

1 1
E, =cte= §m5c2 +E,(x,) + §k(x—xe)2 >mi+k(x—x,)=0

ou encore en posant X =x —x,
mX+kEX =0

Si k& > 0, on retrouve I'équation différentielle de I'oscillateur harmonique,
le systeme oscille autour de la position d’équilibre qui est donc stable.

Si k<0, X = Acosh(wt + ¢), le systeme s’éloigne de la position d’équilibre
qui est donc instable.

4.4.3 Portrait de phase

4.4.3.1 Déterminisme mécanique - Etat d’un systéme

Pour un probléeme a un degré de liberté x, la 2¢ 1oi de Newton donne

d2x dx
—— =F|x,—,t
e (x dt’ )

équation différentielle du 2¢ ordre équivalent a

dx _
dt
dv

ma =F(x,v,t)

systéme de deux équations différentielles d’ordre un.
Ce systéeme admet une solution unique si x(0) et v(0) sont donnés.

v
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Les systemes mécaniques ont une évolution unique pour des
conditions initiales déterminées (principe du déterminisme
mécanique).

s Liétat d'un systeme a un degré de liberté est représenté a tout instant,
par un point P(¢) de coordonnées (x,v) dans un plan appelé plan de phase.

v(0) -
v(t) 1

4
>

O X:(O) X:(t)

FIGURE 4.5 — plan de phase

Quand le temps s’écoule, le point P(¢) décrit une courbe appelée trajectoire
de phase. Toute trajectoire de phase débute en P(0) de coordonnées (x(0),v(0)).
o deux trajecoires de phases ne se coupent pas dans le plan de phase
Le portrait de phase d'un systeme est I’ensemble des trajectoires de
phase du systeme obtenues en considérant ’ensemble des conditions initiales
réalisables.

w 4.4.3.2 Lecture et interprétation

soit le systeme du pendule simple

contact: 95 55 64 10 56/150 AMAMI MOHAMED
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FIGURE 4.6 — pendule simple

son portrait de phase est le suivant

b 3n 2n 5n 3T 0

EE:
N
[\*)

FIGURE 4.7 — portrait de phase

remarquons que si 0 >0 alors 8 > 0 et si < 0 alors 6 < 0 les trajectoires
de phases sont toutes parcourues dans le méme sens
I’énergie mécanique s’écrit

1 .
E = 5mzze2 +mgl(1—cos0)

contact: 95 55 64 10 57/150 AMAMI MOHAMED
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w avec K, = mgl(1 - cos0) I'énergie potentielle ,sa valeur maximale vaut
2mgl
Suivant les conditions initiales, le mouvement peut-étre :

990

1.

harmonique sinusoidale si 0 < E < 2mgl alors cosf =1— %62 on a une

ellipse
0% 62
z+E -1

l l

. périodique mais non harmonique si 0 < E < 2mgl on obtient la trajectoire

2 qui n’est pas une ellipse

. siE =2mgl = 0 = n c’est la séparatrice qui relie les points d’équilibres
instables
révolutif si E > 2mgl alors 0 conseve un signe constant
5. si £ > 2mgl alors E. > E, on a un mouvement a vitesse angulaire
constante .
1 0
-mg l ) =K
2 wy;

REQ :les trajectoires de phases tournent autour des points d’équilibres
stables

«s les positions d’équilibres stables ou non stables se trouvent sur 'axe horizental.
En présence de frottement I’énergie totale E diminue les trajectoires de
phases se terminent en des points d’équilibres stables (points attracteurs).
Notons la sensibilité du pendule aux conditions initiales.

Retenons :

Si la trajectoire est fermée, le mouvement est périodique ;
si la trajectoire est en plus elliptique, le mouvement est
sinusoidal ; une bosse (vitesse maximale) sur la trajectoire
de phase correspond a une position d’équilibre stable;
un creux (vitesse minimale) correspond a une position
d’équilibre instable.
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Dynamique dans un référentiel
non galiléen
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w 9.1 Principe de relativité galiléenne

5.1.1 Référentiels galiléens

Rappel : un référentiel est galiléen si, dans ce référentiel, un
point matériel isolé a un mouvement rectiligne uniforme

Soit M un point matériel isolé dans % galiléen alors a (M), = 0

Soit ' un autre référentiel ; la composition des accélérations donne
aM)gzg=dMgp+d.+d,

R' est galiléen si @ (M)g = 0 clest a dire si

—

— —_—
a,=a.=0

59
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(¢ .+ a.= 0 ne pouvant étre qu’exceptionnel)

%' est donc en translation rectiligne uniforme par rapport a %

L'ensemble des référentiels galiléens est constitué par tous les
référentiels en translation rectiligne uniforme par rapport a
I'un d’entre eux

5.1.2 Relativité galiléenne

Soit Z' en translation rectiligne uniforme par rapport a % galiléen

De méme que pour le temps, la mécanique newtonienne postule également
(implicitement) I'invariance de la masse et de la force

t'=t m' =m ZF’:ZF

Ennotant w = 7 (0")g = cte la vitesse de %' par rapport a %, la composition
des vitesses donne

—y — —
v

- u

Soit p’ la quantité de mouvement dans %’
P =m'v =m(v -u)
Z étant galiléen
dp' dp - -

= — = F = F !
dt'  dt )3 )3
Le RFD a donc méme formulation dans tous les référentiels galiléens ; plus
généralement :

Dans des référentiels en translation rectiligne uniforme les
uns par rapport aux autres, appelés référentiels galiléens, les
lois de la physique sont invariantes. Ou encore : les lois de la
physique restent les mémes dans n’importe quel référentiel
galiléen

5.2 Lois de la dynamique en référentiel non galiléen

Soient 2’ en mouvement quelconque par rapport a % galiléen et ) Fevtla
résultante des forces s’exercant sur un point matériel M

contact: 95 55 64 10 60/150 AMAMI MOHAMED
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5.2.1 RFD

5.2.1.1 Forces d’inertie

Dans £ galiléen _
mE)(M)g; = Z Fext

En utilisant la composition des accélérations
m(a(M)z + a.+ ac):ZF
ou encore
—_ - —_ —_
mOL(M)g;y=ZF‘”Ct—mae—maC

Dans %’ non galiléen, on peut appliquer le RFD en rajoutant les forces
d’inertie d’entrainement et de Coriolis

— —

— —
F,,=—ma, F,.=—ma.

Ces forces n’étant pas liées a la présence d’'un autre corps (masse, charge)
mais seulement au caractere non galiléen du référentiel sont plutot appelées
pseudo-forces ou forces d’inerties

5.2.1.2 condition d’équilibre

dans £’ non galiléen la condition d’équilibre (qui est un équilibre dynamique)

se traduit par
v (M)=0

< . — g — g
cestadire a,=0et a,= 0donc

Y F-md,=0 (5.1)

En particulier dans la cas d'un fluide au repos dans un référentiel non
galiléen soumis au champ de pesanteur g la condition d’équilibre se
traduit par

gradp =p(g - a,) (5.2)

5.2.1.3 Translation pure
Si %' est en translation par rapport a % (voir chapitre précédent)

a,=d(0)g

— >

a.=0

donc

—

— — - — o
Fi.=—ma,=—ma(0)g F,,.=—-ma.=0

contact: 95 55 64 10 61/150 AMAMI MOHAMED
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—

F;, est par exemple la force qui nous plaque contre le siege d’'une voiture
qui accélere

5.2.1.4 rotation uniforme autour d’un axe fixe

Si Z' est en rotation uniforme autour d’un axe fixe de % (voir chapitre
précédent)
q,=-rw’e,=-wHM

a.=2wr ey

donc
F,,=-md,=+mro*e,=mw*HM
- — . —
F,.=—ma.=-2mwrey
- . . ,
F ;. est par exemple la force centrifuge qui tend a nous expulser d'un
manege

la  force d’inertie d’entrainement est en général
non conservative,mais dans le cas particulier ou %’
est en rotation uniforme autour d’un axe fixe dans # cad @ = cst
on peut lui associer une énergie potentielle

—

F; = mo2HM

B ——

—_ — _— s 1
6W=F,dOM=F,d(OH+HM)= mw2d(§HM2) =-dE,

donc i i
E,= —§mw2HM2 = —Emwer (5.3)

la constante d’intégration est prise égale a zéro pour r=0

5.2.2 Théoreme du moment cinétique

Soit O’ un point fixe de 2’ en mouvement quelconque par rapport a %
galiléen et }_ F' la résultante des forces s’exercant sur un point matériel M

Dérivons le moment cinétique en O’ du point M dans %’

Lo(M)y =0'MAmT (M)gy
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dL o (M)
dt

La RFD dans £’ donne

53%/

dL o(M)g
dt

) —OMANS F+F; +F;) (5.4)
g%/

Dans £’ non galiléen, on peut donc appliquer le théoréme du moment
cinétique en rajoutant les moments des forces d’inertie d’entrainement et
de Coriolis

5.2.3 Théoreme de la puissance cinétique

Soit £’ en mouvement quelconque par rapport a % galiléen et ZF la
résultante des forces s’exercant sur un point matériel M

Multiplions scalairement par v (M)4 le RFD dans %’

m(M) 7(M)%/ :(ZF+F16+F10)?(M)%I
dt @'
on obtient
dE.(M)g — - .
(%) =Y F(M)g+F ;. "Mz +F ;. v(Mg (5.5)
52%/

- —_— —_ —_
comme F;,=—-ma.=-2mw AN v(M)g

Fio.T(M)gy =0 (5.6)

Finalement, dans 2’ non galiléen, on peut appliquer le théoréme de la
puissance cinétique en rajoutant seulement la puissance de la force d’inertie
d’entrainement, la puissance de la force d’inertie de Coriolis étant nulle (la
force de coriolis ne travaille pas toujours)

5.2.4 théoreme de ’énergie cinétique et de ’énergie mécanique

AE o = W(Y. F)+ W(F ;) (5.7)
AE = Y W(EF"™) (5.8)
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G.P. Sujet colle mécanique du point

MEcaniouE pu poINT cHAP 00

Anneau sur cercle en rotation

Un petit anneau de masse m est astreint a se déplacer sans frottement sur la circonférence de rayon
a qui tourne autour de I’axe vertical a la vitesse angulaire constante (.

A

W
SV

%

1. Etude cinématique:

* Exprimer en fonction de O la vitesse et I’accélération relatives au référentiel tournant
pour ’anneau.

* Exprimer la vitesse et I’accélération d’entrainement pour I’anneau.
* Exprimer I’accélération de Coriolis.
2. Etude dynamique:
* Préciser les forces agissant sur I’anneau dans le référentiel tournant.
* Exprimer leur moment par rapport au centre.
* En déduire 1'équation différentielle du mouvement dans le référentiel tournant.

3. Equilibre relatif:



G.P. Sujet colle mécanique du point

la
* Trouver les positions d’équilibre relatif.On posera p= g 5 )
w

* Etudier la stabilité (on étudierale cas p<1 etlecas p>1 ).
* Déterminer la période des petites oscillations autour de la position d'équilibre stable.
4. Déterminer la réaction de la circonférence sur I’anneau.

5. Etudierlecas p=1




Troisieme probléme : mécanique en référentiel non galiléen

1060 Rappels concernant les changements de référentiels

Dans un référentiel R en mouvement accéléré par rapport a un référentiel galiléen R, un point

matériel M de masse m est soumis aux forces d’inertie de Coriolis F,, et d’entrainement F,,.

Dans le cas ou le référentiel R a un mouvement de rotation uniforme de vecteur @ autour d’un axe
fixe (A) par rapporta R, ona:

F, =-2ma AV, ou v, désigne la vitesse du mouvement relatif de M dans R.
F;g =-ma,(M) ou a,(M) désigne [l’accélération d’entrainement du point M donnée par

a,(M)=-w’HM , H étant la projection orthogonale du point M sur [’axe (A)
Au cours de ce probléme, nous envisagerons deux situations différentes d’un petit anneau M de
masse m, considéré comme ponctuel, soumis a la pesanteur et susceptible de se déplacer sans
frottements le long d’une tige OA, de longueur /, effectuant des mouvements de rotation caractérisés
par une vitesse angulaire @ constante autour d’un axe fixe vertical (A) passant par son extrémité O.

Le réferentiel lié au laboratoire sera considéré comme galiléen.

L’espace est rapporté au repére cartesien (O, ¢, ¢,, e.) i€ au laboratoire et tel que :

e, : vecteur unitaire de 1’axe horizontal Ox.

y
e, : vecteur unitaire de 1’axe vertical Oz.

Q

: vecteur unitaire de 1’axe horizontal Oy.

On pourra lors des calculs vectoriels utiliser les vecteurs unitaires €, , e, et €, définis de la maniére

suivante :
e, : vecteur unitaire du plan (Oxy) dirigé suivant la projection de la tige dans le plan (Oxy) et

orienté dans le sens OA4 de la tige.
e, : vecteur unitaire du plan (Oxy), perpendiculaire au vecteur e, et tel que le repere

(O, e., e,, e,)soit un repere direct.

e, : vecteur unitaire de la tige et orienté de O vers 4.

11/14



Premiére partie : la tige OA est dans le plan horizontal

La tige OA se trouve dans le plan horizontal (xOy) et tourne autour de 1’axe vertical (A) a la vitesse
angulaire constante @ . L’axe (A) est ainsi confondu avec I’axe Oz.

Dans ce casonadonc: ¢, =¢,.

L’anneau est libéré sans vitesse initiale par rapport a la tige a une distance 7, du point O (7, </).

On repere la position de 1’anneau sur la tige par la distance » entre le point O et ’anneau M
(r=0M).

L’étude est menée dans le référentiel lie a la tige.

1/ L anneau est soumis a son poids, aux forces d’inertie et a la réaction de la tige.

Faire un schéma sur lequel apparaissent ces forces.

Ecrire I’expression vectorielle du poids et des forces d’inertie en fonction de m, g, @, r et des
vecteurs unitaires définis précédemment.

Quels sont les vecteurs unitaires qui portent les composantes de la réaction de la tige ?

2/ En appliquant le principe fondamental de la dynamique, établir I’équation différentielle vérifiée
par r(t).

3/ Intégrer cette équation différentielle en prenant en compte les conditions initiales définies
précédemment et déterminer la solution #(¢) en fonction de 7,, @ ett.

4/ En déduire I’expression du temps 7 que va mettre I’anneau pour quitter la tige. On exprimera 7
en fonction de 7, /et @.

5/ Déterminer I’expression de la vitesse v, calculée dans le référentiel li€ a la tige, de I’anneau

lorsqu’il quitte la tige en fonction de @, r,, [ et d’un ou plusieurs des vecteurs unitaires définis
précédemment.
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En déduire I’expression de la vitesse v',, calculée dans le référentiel 1i¢ au laboratoire, de I’anneau

f 9
lorsqu’il quitte la tige en fonction de @, 7,, [ et d’un ou plusieurs des vecteurs unitaires définis

précédemment.

Deuxiéme partie : la tige fait un angle « quelconque avec I’axe (A)

La tige OA4 fait maintenant un angle o (a < % rad) avec ’axe (A) La tige tourne autour de (A)

avec la vitesse angulaire constante @ .
On repere la position de 1’anneau sur la tige par la distance r entre le point O et ’anneau M
(r=0M).

L’anneau est libéré sans vitesse initiale par rapport a la tige a une distance 7, du point O (7, </).
A

X

L’étude est menée dans le référentiel lié a la tige.

6/ L anneau est soumis a son poids, aux forces d’inertie et a la réaction de la tige.

Faire un schéma sur lequel apparaissent ces forces.

Ecrire I’expression vectorielle du poids et des forces d’inertie en fonction de m, g, o, r, o et des
vecteurs unitaires définis précédemment.

7/ En appliquant le principe fondamental de la dynamique, établir I’équation différentielle vérifiée
par r(¢).

8/ Intégrer cette équation différentielle en prenant en compte les conditions initiales définies
précédemment et déterminer la solution »(¢) en fonctionde 7, , g o ett.

9/ Déterminer la position d’équilibre 7, de ’anneau sur la tige. Exprimer 7, en fonction de @, «

etg
Montrer qu’il ne peut exister une position d’équilibre de 1’anneau sur la tige OA que si la vitesse
angulaire @ est supérieure a une valeur seuil @, que I’on déterminera. Exprimer @, en fonction de

a,getl.
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10/ On se place dans le cas ou @>@®,, I’anneau étant dans sa position d’équilibre. On écarte

légérement I’anneau de cette position d’équilibre.
Déterminer, en la justifiant, ’orientation de la résultante des forces appliquées a 1’anneau ? En
déduire si I’équilibre est stable ou instable.

Fin de I’énoncé
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Analogies et différences

Les 3 problémes de physique sont indépendants. De méme, les parties sont independantes
sauf pour les questions B-6 et F-2-6 . Les questions peuvent étre traitées dans I'ordre choisi par
le candidat. Il prendra toutefois soin de bien numéroter les questions.

PHYSIQUE | : Etude d'un ressort dans 2 référentiels

Attention : Ce n'est pas une étude comparée dans les deux référentiels.

A- Etude dans le référentiel R du laboratoire :

Y A

©

O | >
I X
Le mouvement est étudié dans le référentiel du laboratoire assimilé a un référentiel
galiléen et associé a un repere (O,i,]j,k). Un palet M de masse m peut se mouvoir sans
frottement dans le plan (O,x,y) horizontal (table a coussin d'air par exemple). Le champ de
pesanteur est suivant la verticale Oz : g=-gk.
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La masse m est accrochée a l'extrémité d'un ressort (point M ) de longueur a vide 1, de
raideur k, dont l'autre extrémité est fixée en O. La position de M est repérée dans la base (i, j)
par OM =xi+y]j ou dans la base (e, ,e, ) par OM =re, .

1065

A-1 Faire un bilan des forces. Montrer qu'il y a conservation du moment cinétique, L, par
rapport a O.

A-2

A t=0, la masse est lachée, sans vitesse initiale d'une longueur 1,21, : OM (t =0) =1,2l,i .
A-2-1 Calculer L, . Quelle est la nature de la trajectoire ?
A-2-2 Déterminer I'évolution temporelle de la longueur du ressort, I(t)=OM(t). Préciser
I'intervalle de variation de I, longueur du ressort.

A-3

On lance la particule d'un point OM, =OM (t =0) =l,i , avec une vitesse initiale v, =lLwj ,
orthogonale @ OM, . Dans la suite, on travaillera en coordonnées polaires dans le plan (O,x,y) .
A-3-1 Préciser L, en fonction r et Z—f puis en fonction des conditions initiales et des vecteurs
de base. On notera L, le module de L, .

A-3-2 Rappeler I'expression de I'énergie potentielle élastique.
Doit-on tenir compte de I'énergie potentielle de pesanteur pour étudier le mouvement ?
Montrer qu'il y a conservation de I'énergie mécanique, E,, .

Préciser I'expression de E, :

e en fonction des conditions initiales,

« enfonctionder, ﬁ, d_e’ m, k etl,.
dt = dt

2
A-3-3 Montrer que I'énergie mécanique peut s'écrire : E, :%m%ﬁ +E (r).

Préciser I'expression de E, (r). Tracer l'allure de E (r).

A-3-4 La masse peut-elle s'éloigner indéfiniment du p6le d'attraction ?
A-3-5 La vitesse de la particule peut-elle s'annuler au cours de son mouvement ?
A-3-6 La particule peut-elle passer par le centre d'attraction au cours de son mouvement ?
A-4
On cherche a déterminer une condition entre |; et o pour avoir un mouvement circulaire.
A-4-1 Montrer que dans ce cas, le mouvement est uniforme.
A-4-2 Déterminer 1, en fonction de k,I, et w. Est-elle valable pour tout  ?
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B - Etude dans un référentiel R' en rotation uniforme autour d'un axe fixe :

Le mouvement est étudié dans le référentiel R' en rotation uniforme autour d'un axe Oz
fixe, de vecteur vitesse Q =wk , et associé au repere (O, ¢, ,e, ,k) .

On considere une particule M de masse m pouvant se mouvoir sans frottement le long de
I'axe (O,a). Le champ de pesanteur est toujours suivant la verticale Oz : g=-gk .

La masse m est accrochée a I'extrémité d'un ressort ( point M) de longueur a vide |, de
raideur k, dont l'autre extrémité est fixée en O. La position de M est repérée dans la base
(e ,e, ) par OM =re, .

Y /

X

B-1 Préciser les expressions vectorielles des forces d'inertie dans la base (e, ,e, k ).

B-2 Montrer que la force d'inertie d'entrainement dérive d'une énergie potentielle £, que l'on
précisera.

B-3 En est-il de méme pour la force d'inertie de Coriolis ou complémentaire ?

B-4 Déterminer I'énergie potentielle totale. Tracer I'allure de Ey(r). On distinguera les 3 cas
possibles selon la valeur de w.

B-5 Déterminer la longueur I, correspondant a la position d'équilibre dans le référentiel R’
A quelle condition sur w le résultat est-il possible ? Cet équilibre est-il stable ?

Quel est alors le mouvement dans le référentiel du laboratoire ?

B-6 Comparer |, a |, du paragraphe précédent. Conclusion.
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Soit le systeme formé par deux points matériels M; de masse mq, de
. —_— . ~ Pe =
wo vitesse v 1, soumis a des forces de résultante F; et My de masse mg, de
. —_ . N P =
vitesse v 9, soumis a des forces de résultante Fo.

Par défaut, les vitesses et les accélérations sont calculées par rapport a
un référentiel # galiléen
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6.1 Eléments cinétiques
6.1.1 masse,centre de masse, référentiel barycentrique
6.1.1.1 masse

On notera M = m1+ my la masse totale du systéme

6.1.1.2 Centre de masse

Le centre de masse du systeme (ou encore centre d’inertie, centre de gravité,
barycentre) est le point G défini par

(mq+ mz)O_G) = mlO—]l)ll + sz—Zl)lz

O étant un point quelconque de % ;s1 O =G

—

mlG_Z\;Il + sz—]\)/Ig =0

Choisissons un point O fixe dans %

dOG m171 +m272

dt mi+me

Vg=

est la vitesse du centre de masse G par rapport a %

6.1.2 Référentiel barycentrique

Le référentiel barycentrique ou référentiel du centre de
masse, noté Z*, est le référentiel en translation par rapport
a Z dans lequel le centre de masse G est fixe (souvent pris
comme origine de Z*)

Attention : pour que £* soit galiléen, il faut bien sir que £ soit galiléen
mais aussi que v g = cte

6.1.3 quelques relations importantes

les vecteurs positions s’écrivent :

OM1:OG+GM1

OMy;=0G+GM,
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Z* étant en translation par rapport a %, on peut dériver indifféremment
par rapport a Z ou Z*, la composition des vitesses s’écrit :

— — — — —
v]_:U1+Ue:U1+UG
— — & — — & —

la composition des accélérations s’écrit :

— — —y @ —
a1:a1+ae:a1+aG
— — —y  —
a2:a2+ae:a2+aG

6.1.4 Eléments cinétiques dans %

1o 6.1.4.1 quantité de mouvement

— — — — — —
P=)Di=) mv,=mivi+msvs=MUvg
3 5

est la quantité de mouvement totale ou résultante cinétique du systeme
dans %

6.1.4.2 moment cinétique

LO:ZLOi:ZOMiAmiE)i :OMlAm171+OM2/\m272
i i

est le moment cinétique total du systéme en O dans £
introduisons un point O’

zozfol+(ﬁ/\3

s 6.1.4.3 énergie cinétique

1 1 1
E. = ZECi = nglvlz = §mlv§ + §m2v§

est 'énergie cinétique totale du systeme dans %

contact: 95 55 64 10 75/150 AMAMI MOHAMED
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6.1.5 Eléments cinétiques dans %Z*

6.1.5.1 Quantité de mouvement totale

B =B =S m T = m T e ma T =M= 0
l

La quantité de mouvement totale du systéme dans Z* est
nulle p*= 0

120 6.1.5.2 Moment cinétique total en G

f ngl ZGM Am; v —GMl/\mlv1+GM2/\m2v2
Eg = ((_}_5+O—]l)41)/\m17’1‘+(55+0—1\»42)/\m27;

- GO AmiV ] +mav )+ OMi A miv; +OMs A myv

= 0+OM1Am(T1-Vg)+OMaAma(Ta—T )

= OM{AmM1 T 1+0MyAmsTo—(miOM, +m2O_Mz)/\7G

= ZO — O_G'> AN M?G
Cette relation, qui sera étudiée en 2° année, est appelée théoreme de Koenig
relatif au moment cinétique

ZO Z +0—5/\M7G
dan

si on applique cette formule SR
Ly=L,+0GAMTY
0=Lg

le moment cinétique dans le centre de masse est indépendant du point ou
on le calcule on va le noter L *

6.1.5.3 Energie cinétique totale

2 _ 1 L
ZE thmv2 §m101 +2m2022

contact: 95 55 64 10 76/150 AMAMI MOHAMED
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1

1
2 *2
E> = —mvi“+=-myv
C 2 1 2 2
1 1
= —mi(vi-vg)+-ma(va—vg)
2 2
1 2 1 2 — - = 1 2
= §mlvl+§mgv2—(mlv1+m202).vG+§(m1+m2)vG

Cette relation, qui sera étudiée en 2°année, est appelée théoreme de Koenig
relatif a I’énergie cinétique

1
E.=E:+=-Mv,
2

6.2 Dynamique du systeme

6.2.1 Forces intérieures et forces extérieures

Décomposons F'1en F ., .1+ F o _.10u F,.;_.1 est la force exercée par 'extérieur
sur M, et F_.1 la force exercée par M, sur M.

—_— —_— —_
Deméme Fo=F ;. o+ F1_9

— —
Les forces F o .1 et F1_5 s’exercant entre M, et My sont appelées forces
intérieures au systeme,

Fo 1+Fi1.5=0

—

M1M2/\F1_,2 =0

les autres forces étant les forces extérieures au systéme

6.2.2 Théoreme de la quantité de mouvement (ou du centre de
masse ou de la résultante cinétique)

Z étant galiléen, on peut appliquer le principe fondamental de la dynamique
a M,
dpi
dt
contact: 95 55 64 10 77/150 AMAMI MOHAMED
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et a My
dps
dt
en ajoutant membre a membre on fait apparaitre la quantité de mouvement
totale

[ —
= Fext—>2 + Fl—»2

d(?))l +T))2) — — — —
— dr =Fext-1+t Foyp o+ Fo 1+ F1~g

=0

en utilisant la 3° loi de Newton ou principe de I’action et de la réaction

dp «=2
W_ZFext

N e * / -
ou p est la quantité de mouvement totale et F.,; la somme des forces
extérieures qui s’exercent sur le systeme

T)) = m171+m272:M7G
dp dvg = —
— =M =Mag=F
dt dt G ext

Le mouvement de G est identique a celui d'un point matériel
1130 de masse M = m1+my soumis a une force égale a la résultante
des forces extérieures

6.2.3 Théoreme du moment cinétique

Soit O un point fixe de £ galiléen

Appliquons le théoréme du moment cinétique en O a M,

% = O_]‘il A Fext—»l + O—]‘)ﬁ A F2~1
eta M, _

d§f2 = O—Mz A Fext—»2 + 0—Mz A F;1—»2
en ajoutant membre a membre on fait apparaitre le moment cinétique
total

( O;t 02):OMl/\Fext—>1+OM2/\Fext—>2+MlM2/\F1—>2
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en utilisant la 3° loi de Newton ou principe de I’action et de la réaction

—

dLo

dt :Z%Oext

ou ZO est le moment cinétique total en O et U Oext 1€ moment résultant
en O des forces extérieures qui s’exercent sur le systéeme
le moment par rapport & un axe A(O, )

dLa

W = Z '/%Aext

remarquons que les théorémes vectorielles ne font intervenir que des
forces extérieurs

6.2.4 Etude énergétique

1 6.2.4.1 puissance des forces intérieurs

- — - —
@intZFz_,l.Ul-l-Fl_.z.UQ

- — —
Pini=F1_9(vgog—1v1)

—~  dM.M,
Py =F 19— 2
t 1-2 dt

. e — - —_
sion note M{Mo=ru et F1_9s=Fi_.ou ona

OWine = F1_odr

comme F;_ o ne dépend pas du référentiel donc le travail des forces
intérieurs ne dépend pas du référentiel

dans le cas d'un solide MMy =r = cste donc &?;,,; =0 et 6W;,; =0
si les forces intérieurs sont conservatives elles dérivent d’'une énergie potentielle

6Wint = quzdr = —dEp

dEp = —Fl_,zdr

contact: 95 55 64 10 79/150 AMAMI MOHAMED
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6.2.4.2 Théoreme de I’énergie cinétique

Z étant galiléen, on peut appliquer le théoreme de 1’énergie cinétique a
M,

dEcl - — - —

y =Fop-1.V1+Fa_q1.0
etf\iMz

dEcz - — - —

dt =F 2.Vt Fi 509

en ajoutant membre 4 membre on fait apparaitre '’énergie cinétique totale

d(Ecl+E02) - — - — - — - —
di =Fop—1.V1+Foy 0. Vo+Fo 1. v1+F1 9.0

Contrairement aux deux cas précédents, il n’y a, a priori, aucune raison
que les termes faisant apparaitre les forces intérieures disparaissent

dE.
dt

= Lext +<@int

AEC = Wext + Wint

ou E, est I'énergie cinétique totale, 22,,; la puissance des forces extérieures
et &;,; la puissance des forces intérieures

6.2.4.3 Energie mécanique

dE,,
— = P+ P

dt ext int

Si toutes les forces sont conservatives ou ne travaillent pas I’énergie mécanique
totale E,, =E .+ E, se conserve

6.3 Systéme isolé de deux points matériels(probleme
a deux corps)

on appelle probleme a deux corps un systéme isolé formé de deux particules
considérées comme des masse ponctuelles sous I'action de la seule force
d’interactions mutuelles
Si le systeme est isolé,on a

— -
Fext—»l =0
— —_
Fext—>2 =0
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COURS
ZFext =0
'%Oext = 0
Poxt =0
on utilise les notations suivantes :
?1 = OMl
?2 = OM2
?I = GMl
7:=GM,
? :M1M2 :OM2—0M1 :GM2_GM]_ :?2—71 :7; —?I
=— =0V9—UVU1=UVo—UV{=10
at 2 CtT T2
— dz? — — — — —
a = =a9s—a1=QaQ,—Qa,=a
dt2 2 1
o 6.3.1 Lois de conservation
6.3.1.1 Conservation de la quantité de mouvement
(m1 + mz)OG = m10M1 + m20M2
MOG = ml?l + m272
en dérivant deux fois par rapport au temps
e d®r s d®>T o
ag=mi———+mo———
¢ di2 di2
or s
d*r 1 =
mi =Fqy
dt?
d’rs —
ms 1-2
d?
donc
Mag=0
d? g — — —
—=0=>p=Muvg=cte
dt P
Le référentiel barycentrique %" est donc galiléen
contact: 95 55 64 10 81/150 AMAMI MOHAMED
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6.3.1.2 Conservation du moment cinétique

il n’y a pas de force extérieurs donc :

dZ)O g - —
=0=>Lp=ct
di o=2°cCle

Z et X" étant en translation 'un par rapport a I'autre, on peut dériver
nss  indifféremment ; comme

R ——

Ly=Lo-0OGAMTg

df& dLo _ . — dVg dLo
= — ANM -OGANM =
dt deg centva dt dt
dL;, .

:6):>L2:cte

dt

On aurait pu aussi appliquer le théoréme du moment cinétique en G (fixe
dans £*) dans Z* galiléen

6.3.1.3 Conservation de I’énergie mécanique

dE.

dt = Jint
Dans le cadre du programme les forces intérieures qui s’exercent entre
M, et M, sont conservatives (par exemple interaction gravitationnelle ou

électrostatique)

dE,,
7 => cte

Z et Z* étant en translation I'un par rapport a 'autre, on peut dériver

indifféremment ; comme E; =E, - -M vé

2
dE; dE. . dvg dE, . dE,
= — U . = = int = . = —
dt  dt “Tdr  dt FT T T T gy

en notant E* I’énergie mécanique du systeme dans le référentiel barycentrique
,%*

dE*

——=0=>E"=cte

dt
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6.3.2 Réduction du probléme a deux corps a un probleme a un
1160 COorps

6.3.2.1 Mobile fictif - Masse réduite

Reprenons
mia1=Fqo meags=Fi_9
9 — — — — —_
- - — dMMy Fi.5 Fy.q1 Fi.9 Fi1.5 Fi
a=a2—0Qa1= 5 — - = + =
dt mo mi ma mi u
1 1 1 . (1 : .
avec — = —+—, u appelé masse réduite(car plus petite que min(m,ms))

g mi mgy
Soit M appelé mobile fictif et défini par

GM =M M,=7 =re,

La relation '@ = qug peut donc étre considérée comme le RFD appliqué
dans le référentiel barycentrique (@ = @ * et dérivation indifférente) & un
mobile équivalent M de masse y et soumis a une force F';_.o

En général, La force Fl_,z est conservative, portée par MM, et ne dépend
que de la distance relative entre M; et M,

Fis=F(r)e,

Tout se passe donc comme si le mobile équivalent M ressentait la force
centrale conservative créée par le centre de force fixe G
1165

6.3.2.2 Eléments cinétiques

. — — —
les relations entre r{,rqet r

—_
— —
m1r1+m2r2=O (6.1)
— — —
r=ro—ri (6.2)
donc
— mo f—
ri{=— r
mi+mo
— mi —
ro= r
mi+mo

La vitesse du mobile fictif
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—
— dr — — —
dt
d’ou
— % mo —
mi+moy
U2:+ [
mi+mo

calculons alors ’énergie cinétique et le moment cinétique dans Z*

. 1 ( may )21 ( my )212
E =—mi|[-————V +§m2 +———Vv| =Zuv

2 mq+mo mq+mo 2
1
2
E’ =—puv
© 2
_)* — — — —
L, = riAnmivi+raAmav,
mo — mo — mi — mi —
= ———r Amy|-—————v |[+———7r Amg————0
mi+mo mi+mo mi+mo mi+mo
—_ —_
= rAuv

—

L*=7Auv

6.3.2.3 remarques

e —

L*=7 Auv =cste

le mouvement est plan (le mouvement relatif du mobile fictif M dans
Z* est plan : le plan de la trajectoireest Len G a L*
avec la notation déja utilisée

—_ —_
GM=r=re,
— . — s —
V=re,+rfBey

contact: 95 55 64 10 84/150 AMAMI MOHAMED
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on a
— -
L*=ur?0e,

le mouvement se fait suivant la loi des aires

dS C
dt 2
le systéeme est soumis a une force centrale ?1_,2 = —gradk ,(r) I'énergie

totale dans £* est une constante
1 1 .
E*=E:+E,(r)= §,uvz +E,(r)= §u[rz +720%1+ E ,(r)

or 0 =L dou
ur

.1 5, L* 1,
E" = Pl + 22 +E,(r)= Pl +E perr(r)
avec K, r¢(r) = 2Lu_r22 + E ,(r) est I'énergie potentielle effective agissant sur

le mobile fictif

contact: 95 55 64 10 85/150 AMAMI MOHAMED
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Soit un systéme de deux points matériels de masse m, et mg, respectivement situés aux points
M, et M3, et dont le centre d’inertie (ou centre de masse) est en G. On appellera R le référentiel
galiléen associé au repére orthonormé direct R(0,x,y,z) et R* le référentiel barycentrique (associé
au repére orthonormé direct i£*).

Dans toute ia suite, on utilisera ies notations suivantes:

m=0m a?:(d(m—‘?}\ : = o , ;::(d(ﬁf{}\
e ( d(035) \ e S —  [(d@E)
F% = OMjp 3 53 = l\ ai )-— s Ty = GM> , U :( A J ,
174 N\ J R
TR
w=(M0D) g, e (W) (d0n)
\ @ Jz \ dt  J, \ dt ..

I Etude cinétique d’un systéme de deux points matériels

1) Sur un méme schéma, représenter les repéres R et R* aprés avoir défini ce que sont un
référentiel galiléen et le référentiel barycentrique.
2) a) En utilisant le fait que G est le centre d’inertie, trouver ;f et 3 en fonction de
T = M, My, m1 et mo.
b) En déduire ﬁ et tTrf en fonction de ;}—l, my et my.
¢) Comparer o et 7.
d) Que peut-on dire de la quantité de mouvement ?‘* du systéme dans R* 7
3) a) Donner les expressions du moment cinétique, noté &5, du systéme par rapport & O
dans le référentiel R et de celui, noté ;i, du systéme par rapport & G dans le référentiel R*.
b) Indiquer la relation entre &3, ;(*:, 5(5, (m1+ms) et 5}, en précisant le théoréme utilisé.
Pourquoi pourra-t-on dans la suite écrire ot au lieu de o_rf; ?
c¢) Calculer littéralement ? en fonction de u, 7, 1? olt p = my mg/(my + my), est
nommée masse réduite.
4) a) Définir I’énergie cinétique du systéme dans le référentiel R, notée E,., ainsi que celle
dans le référentiel R*, notée E¥.
b) Préciser la relation donnant E, en fonction de E¥, (m; + mg) et v2.

¢) Calculer littéralement E en fonction de y et v* (v =|| v =17 -

ITI Etude dynamique d’un systéme de deux points matériels

On suppose, dans cette partie, que chaque point matériel est soumis & deux types de forces:
* une force d’interaction interne au systéme (M;, Mp): F‘:{ pour le point situé en M,
( }_'";; pour le point situé en M)
* une force due au milieu extérieur au systéme (M, M>): Fﬁ pour le point situé en
M ( F‘: pour le point situé en Ms).
1) Quel est le nom du principe qui donne notamment la relation entre les forces Fh: et F_‘,; ?
Montrer que F‘; est colinéaire & M Mj.
2) a) Appliquer la Relation Fondamentale de la Dynamique & chaque particule dans le

référentiel R et en déduire les expressions de (dﬂc) , (d#) , puis (d—) en fonction
. . . . dt R dt dt B*



de my , ma ,F’;T,}—"Z,E;ct F‘;;.
b) Quelle est la condition C1 que doit satisfaire la somme TF‘; + F’; pour que le reférentiel

R* soit galiléen ?

..._.I. F_?
¢) Quelle est la condition C2 que doit satisfaire ?r? — n—? pour que
1 2
d? —
“ o = Fi
R!

d) Donner un exemple de force extérieure satisfaisant C2 seulement. Quelle est la sculc
possibilité satisfaisant C2 et C1 7 Que dira-t-on d’un tel systéme 7

III Cas d’un systéme isolé de deux points matériels
On suppose, dans toute la suite, que Fa=Fa=T1.

1) Quelle est, dans ce cas, la nature du mouvement du point G dans R ?

2) Monter que o¥ est un vecteur constant dans R*.

Dans toute la suite, on suppose que ? est non nul, de mémes sens et direction que le vecteur
unitaire @} de ’axe Gz du repére orthonormé direct R* associé au référentiel barycentrique R*.
Ainsi ;* = g*ii, avec o* constant et strictement positif.

3) En s’'appuyant sur le résultat de la question I3c, préciser ce qu'implique le fait que la di-
rection de e soit constante. Qu’implique ensuite le fait que sa valeur algébrique soit constante ?
On posera r =|| 7 || et notera 8(t) 'angle que fait 7 avec I’axe Gz dans le plan zGy.

4) Montrer que la dérivée de 1’énergie cinétique dans le référentiel R s’écrit, pour ce systéme

isolé : dE
( dze) =F 7
5) Montrer que la dérivée de I'énergie cinétique de ce systéme dans le référentiel R* s’écrit:
dE} -
() =+

On suppose dans la suite que les forces d’interaction (Fjj et Fi) dérivent d’une énergie
potentielle E, fonction de la distance r = M;M3. On note, pour simplifier I'écriture, F 1a force
d’interaction F:;

6) Montrer que:
d(E; + Ep) _

dt 0

Dans toute la suite, on note E* la somme E; + Ej. A quoi correspond E* 7

3 -3 "
7) a) Récapituler, sous forme de tableau, les valeurs de (%) s (ddit) s (dﬁ )
R* R*
b) En déduire que 'étude de 7(¢) se rameéne A celle du mouvement dans R* d’une
particule fictive P (également nommée mobile équivalent) de position donnée par 7 (t) = Gb

soumise & une force F centrale et conservative. Préciser la valeur de sa masse.
¢) Si ’on connait 7(¢) et oG (t) , comment peut-on en déduire oM () et OMZ(t) ?



IV Etude qualitative de la trajectoire de la particule fictive dans R*
On étudie dans cette partie la trajectoire dans R* de la particule fictive P (également nommée
mobile équivalent) associée au systéme isolé étudié dans la partie III.
On pose GP = Py = T(t)ﬁ?(t); i, et %} sont unitaires (voir figure 1 ci-dessous)

A
y

1) Expliquer pourquoi la connaissance des vecteurs OMj, OM;

que de la variable r.

Nous supposerons dans toute la suite que F dérive de Pénergie potentielle E,(r) = ar™ on
a et n sont des réels.

3) Que vaut alors F7A quelles conditions sur « et n, la force F est-elle attractive ?

répulsive ?

On rappelle que ot = ot} , avec o* constant et strictement positif.
4) En utilisant le résultat établi & la question I.3.c, exprimer o* en fonction de y, r et de
d . . ) . . dr
(=), puis exprimer I'énergie mécanique E* en fonction de g, a’ o,a,netr.
5) a) Quel est le terme de potentiel efficace (ou énergie potentielle efficace, ou énergie po-
tentielle effective) E.g(r) 7 On rappelle que:
1 /dr\?
Ba(r) =B - 51 (%)
off (T) 2)'-" dt
b) Expliquer en quoi le tracé du graphe de E.g(r) permet de prévoir ’ensemble des
valeurs de r accessibles & la particule fictive.
1 (dr\?
c) Interpréter la relation E* = Eeg(r)+ FH (—(-i-t—) 4 I'aide d’un raisonnement énergétique
dans le référentiel 1ié & (G, @}, @}, it}).
6) Montrer que la courbe Eeq(r) ne présente un extremum que si la force T est attractive.
Déterminer re et Eeg(re), valeurs respectives de r et de Eef pour cet extremum, en fonction de

o*, pu,a et n.



On se propose maintenant d’analyser les graphes de Feg(r) lorsque a.n > 0.
7) On commence par étudier le cas oll « et n sont tous les deux positifs.
a) Donner un exemple de force dérivant d’une énergie potentieile de ce type (en précisant

1175

es coordonnées

3
o
-t
[
[
|P!
=
Iy

I'allure de FEg(r) pour n = 2 . On précisera sur cett
de l'extremum (re, Fer(1e)) el on indiquera les limites de Feg(r) pour 7 — 0 et + — oo,
¢) Que peut-on dire des valeurs de r accessibles, en fonction dc P'énergic mécanique £* 7
d) Quel type d’état a-t-on 7
8) On étudie maintenant le cas o «r et n sont tous les deux négatifs.
a) Donner queiques exemples de forces.

Bl Tracor Pallhra de FLoofe) nonr = —1 an indirmant log naintg o
O ) araclel 1 auaure Qe ey 7y pour n = 2 €1 InQquant €5 pols

+
trouver la valeur de r notée ry pour laquelle la courbe E.¢(r) coupe I’axe des abscisses et indiquer

les limites de Epg(r) pour r — 0 et r — oo.
¢) Reprendre les questions du IV 7) c et d.

e

Etude quantitative de ia trajectoire de ia particule fictive dans R*

r

Vv

Dans toute cette partie, les deux points constituant le systéme double forment un systéme
. . s . . = . . o o
isolé ol la force d’interaction Fj3, de nature gravitationnelle, s'écrit T! = —2ﬁ¢, la constante «
r
étant négative.

1) Montrer que
[ 2PN\

s \am ), ="
2) Indiguer, sans démonstration, & quelle famille de courbes appartient la trajectoire de la
particule fictive P dans R*. Dans le cas d’une étoile double ou d’un systéme étoile-planéte, quel
est le seul type possible de trajectoire de la particule fictive P dans R* 7

3) On admet que 'équation de la trajectoire, en coordonnées polaires, s’écrit: r = P

1+ e cosf
et on pose o* = uC.
a) Comment appelle-t-on p , e, C 7 Préciser leur role respectif.

b) Montrer que:

dr _ C e sin@
dt - p
dg C

T (—d—t = 5 (1+e cos®)

¢) En déduire que:

2 2 2
E* = (ﬂc(z—-———lﬁsii—)-—i-g)—i-(%——i-%)e cos §

d) Montrer alors que 'on a deux relations valables simultanément:

uC?
P
o
E'-z — 1 = —'u;z—' -*‘r
(4]

e) En utilisant la constance de la vitesse aréolaire, établir la relation supplémentaire
(troisiéme loi de Képler) entre T, a, u et «a lorsque la trajectoire de la particule fictive P dans
R* est une ellipse de demi-grand axe a, décrite avec une période T 7 On rappelle la relation

b = ap, b désignant le demi-petit axe de Pellipse.



Chapitre 7

Mouvement dans un champ de
forces centrales conservatives
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7.1 Forces centrales conservatives

7.1.1 Exemple de la force de gravitation

Soient M7 de masse m et My de masse mo

F _ f; _ mimso M1M2
TR LT T (ML M) Mo M,

avec 9 =6,67.10" 1 kg . m3.s72

5W=F.dOM = —dE,

90
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mimsg
r

avec B, =-% en prenant £ ,(co) =0

7.1.2 Exemple de la force électrostatique

Soient M; de charge g et M, de charge q»

= = 1 qga MM,
Fi.9=-Fy.1= 3
dmeq (M Mz)* M1 M,
avec =9.10°S.1
€y
SW =F.dOM = -dE,
avec k£, = D92 on prenant E ,(co) =0

4megr

remarque : si ’on compare les forces de gravitation et électrostatique qui
s’exercent par exemple entre deux électrons

F, 2 1
il (i) ( ) ~4,2.10%
Fg m’) \4ney¥9

D’une manieére générale, a I’échelle microscopique, les forces de gravitation
sont négligeables devant les forces électrostatique.

7.1.3 Généralisation
Force centrale si

OMAF=0

F=Fre,

—_ . e s
ou e, est le vecteur radiale des coordonnées sphériques
conservative si

— _— dEp_)
F:—gradEp=—Wer
dE
F(r)=-—72=
(r) Ir
oW =—-dE,

E ,(r) ne dépend pas explicitement du temps Pour les forces de gravitation
et électrostatique que 'on appelle interactions newtoniennes (en riz)
k

k
F(r):—ﬁ et Ep:—; avec KE,(oc0)=0

contact: 95 55 64 10 91/150 AMAMI MOHAMED
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k =9mimy > 0 pour l'interaction gravitationnelle;

1
k= ~Tre g192, pour l'interaction électrostatique, positif si g; et g2 de
€y

signe différent, négatif si g et g5 de méme signe.

7.2 Lois générales de conservation

. . — . N
Soit M de masse m et de vitesse v soumis a un champ de force centrale
. - —_ s -
conservative F' = F(r) e . créé par un centre de force O.

7.2.1 Conservation du moment cinétique

7.2.1.1 Planéité du mouvement

—

dLo
dt

—_—

= Mo=OMAF =re ., AF(r)e,= 0 = Lo=cte

Comme .

Lo =OMAmv :OMQ/\mv_6
OM et U restent perpendiculaires a ZO = c_té, OM et T sont donc contenus
dans le plan perpendiculaire a L o = cte : le mouvement est plan.

7.2.1.2 Intégrale premiere du mouvement

Dans ce plan, choisissons les coordonnées polaires (r,0)

g — — . — s —
OM=re, v=re,+rley

Lo=OMAm©v =mr?0e,=mC%e,

o e
comme Lo =cte

r’0 =cte=C

appelé intégrale premiére du mouvement, C constante des aires

7.2.1.3 Loi des aires

L’aire balayée pendant dt
1 1
d¥ ==xrxrdl==r’do
2 2

La vitesse aérolaire 19 1 )
—— ==r?0==C=cte
dt 2 2

contact: 95 55 64 10 92/150 AMAMI MOHAMED
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Les aires balayées pendant des durées égales sont égales
ce qui explique l'accélération de M lorsqu’il se rapproche du
centre de force et son ralentissement lorsqu’il s’en éloigne.

FIGURE 7.1 —loi des aires

REMARQUE :de la relation 26 = cte = C avec r? > 0 donc 0 = % >0a
toujours le meme signe donc le mobile tourne toujours dans le meme sens
do _

s 8160 =7-=0 cest adire 6 = cste le mouvement est rectiligne

7.2.2 Conservation de I’énergie mécanique

7.2.2.1 Intégrale premiere du mouvement

F =F(r) e, dérivant d’'une énergie potentielle £ ,(r), I'énergie mécanique
se conserve

1 .
E,= §m(i'2 +7r%0%)+ E ,(r) = cte

appelé intégrale premiere du mouvement

7.2.2.2 Energie potentielle effective

1 1 .
E, = §mi"2 + §mr202 +E,(r)

comme \
1 4.6 m 4.0 m o L
2mr 2r2 (r°6) 2r2 2mr2

contact: 95 55 64 10 93/150 AMAMI MOHAMED
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on peut écrire
1 mC? 1 L?
E,=-mi*+ ——+E (r)=-mi’+ ——+E (r
"2 g2 TENN =3 2mr? o)
L'énergie mécanique ne dépend plus que de 7 et r :
le terme —m72 est appelé énergie cinétique radiale

2

+E,(r) = s25 + E (r) = E , o4+ est appelé énergie potentielle

le terme 53

_ 2r2
effective

L.
E,= Emr2 +E,, . (r)=cte

v 7.2.2.3 Etats de diffusion, états liés

1
Le terme cinétique —m#? étant positif
E,, = cte est la plus grande valeur que puisse prendre E, p f(r); on peut
étudier pour des conditions initiales données (L et E,,) le domaine de

variation de r

1235

les valeurs de r pour lesquelles £, .rr < E,, sont donc accessibles.
les valeurs de r pour lesquelles £, . > E,, sont donc inaccessibles

\ Elm rr

r max
r

Eperi(ro)

1240

FIGURE 7.2 — état 1ié et état de diffusion
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si E,, >0 alors r varie entre r,,;, et +oo le mobile provenant de oo
atteint une distance d’approche minimale r,,;, et repart a co , on parle
d’état de diffusion la trajectoire est une courbe ouverte

s 81 K, <0 alors rp,;, <7 <r,., on parle d’état lié 1a trajectoire est une
courbe fermée ou bornée

si E,, = E,.rr(ro) alors r prend une seule valeur la trajectoire est un
cercle de rayon r

= 1.3 Mouvement dans un champ de force centrales newtonien

Le mouvement vérifie les propriétés générales du mouvement dans un
champ de forces centrales conservatives (planéité du mouvement, loi des

k k
aires, énergie potentielle effective) avec F(r)=-— et E, = ——
r r

1255 si £ > 0 on a une attraction c’est le cas de la gravitation et deux charges
de signes opposées

si £ <0 on a une répulsion c’est le cas de deux charges de memes signes

7.3.1 Equation générale de la trajectoire

avec les deux lois de conservation déja vu

L=mr’0=mC

1 L2 k
E,=-mr*+ — — =cste

2mr? r

I'énergie dépend des conditions initiales a travers L
on a montré que la trajectoire est plane.Soit I'axe Oz I'axe polaire de
reférence
dans le plan de la trajectoire repérons le point matériel par ses coordonnées
polaires r,0
soit OM = re , alors 'accélération est donnée par la formule de Binet

d?u

— 2 9 —
a =—-C“u [u+ﬁ]er

avec u :%

la RFD donne

contact: 95 55 64 10 95/150 AMAMI MOHAMED
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Iéquation du mouvement s’écrit

d?u . k
U=
do? mC?2

la résolution de cette équation est

k

mC?2

u(@)=Acos(@—06y) +

ou A et 6p sont données par des conditions initiales. On peut toujours
choisir e, de tel facon que 6y =0

u(@)=Acosf +

mC?
en passant a ’expression de r
p
r@@)=————
1+ecosf
2 2
avec p = _mkc e = A—’ZC =A

On reconnait ’équation d’'une conique de parametre p ,d’excentricité e
dont I'un des foyers est le point O

si e > 1, M décrit une hyperbole
si e =1, M décrit une parabole
si 0<e <1, M décrit une ellipse

si e =0, M décrit un cercle

7.3.2 Interaction répulsive k£ <0
I’énergie potentielle effective est

B L2 k
Epeff_Zmrz_;

cette énergie n’admet pas de minimum

contact: 95 55 64 10 96/150 AMAMI MOHAMED
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Em

FIGURE 7.3 — interaction répulsive

V les conditions initiales on a un mouvement non borné on parle d’états
de diffusion

r€lrmin, +ool
rmin, €st la valeur de r pour 7 = 0 solution de ’équation

CZ
m ~0
2

Er*—kr-

1
I'min = 2Em[k + \/k2 +2mCzEm]

1275 M ne peut pas s’approcher du centre de force a une distance inférieure
a r'min, cette position extréme s’appelle le péricentre.

La trajectoire correspondante correspond a une branche d’hyperbole.

7.3.3 Interaction attractive £ >0

1280 I’énergie passe par un minimum

contact: 95 55 64 10 97/150 AMAMI MOHAMED
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r max

Eperi(ro)

FIGURE 7.4 — état 1ié et état de diffusion

7.3.3.1 Etat de diffusion

si E,, =0 le mouvement est non borné r > r,,;,, on observe encore un
état de diffusion.

si E,, > 0 La trajectoire est encore une branche d’hyperbole.
si E,, =0 la trajectoire est parabolique.

7.3.3.2 Etat lié
si

Pmin <T < TI'nmax, ON a un état lié, la position de M correspondant a r,,;,
est appelée péricentre, celle correspondant a r,,,, apocentre.

La trajectoire est elliptique.

Le cas particulier r,,;, = rnq. = o correspond a une trajectoire circulaire.

I’équation
mC?
=0

Emr2 +kr—

alors

1
P — 2 2
Fmin 2Em[k VE2+2mC2E,,]

contact: 95 55 64 10 98/150 AMAMI MOHAMED
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1
- 2 2
T max 2Em[k +vk2+2mC2E,,]

on constate que
k

T'max T Tmin -
E.
= 7.3.4 Etude détaillée de I'interaction attractive

7.3.4.1 énergie

I’énergie potentielle est

I’énergie cinétique est

1 1 d
E.= Emvz = Emcz[u2 + (d—g

I’énergie mécanique s’écrit alors
1 d

E, = 5mc2[u2 +( d;‘)z] _ku

)?]

1+ecosf

en utilisant 'expression de u = et ses dérivées on trouve

k
E,=—(%*-1)
2p
E _ m(C2

avec — = —5—
p p

contact: 95 55 64 10 99/150 AMAMI MOHAMED



M2 : LES CONIQUES.

GEOMETRIE PLANE : LES CONIQUES.

I : Généralités.

1°) Définition géométrique.

> Une conique est 'ensemble des points M d’un plan tels que le
rapport des distances & un point F, appelé foyer et & une droite

FM

—=e

HM

> Le rapport constant e est appelé l'excentricité de la conique.

D, appelée directrice, soit constant :

> Le paramétre p d'une conique est par définition la longueur

FM lorsque le rayon vecteur FM est parallele a la directrice D.

> Il en résulte que la distance du foyer F a la directrice D est :|FH, =—|.

> Laxe de symétrie FH ) orthogonal a la directrice D, est Iaxe focal A de la conique.

2°) Equation polaire d’une conique.

> Le foyer F est placé a l'origine d'un systétme de coordonnées polaires (r,6), 'axe polaire
coincidant avec I'axe focal orienté de F vers H,.

Ona: FM =7 ; ez(ﬁ,m).

De FM=eHM et HM =H,F +rcosd=">+ecosd, on

e
obtient I'équation polaire : |t =———|. “ M
B B 1-ecosd -
-1 /%o
> Dans le cas ot 'axe focal HF fait un angle 6, avec 'axe Fx, on “ _ )%,
obtient la forme polaire la plus générale dune conique : HOL/' = >
\ x
P , ..
r= : I'angle @, est appelé azimuth focal \
1-ecos(0-6,) HEIe Po et app - (D)

3°) Classification des coniques.
> Si , refr,, +ol, avec r, :g : la conique est une parabole.

> Si , relr el ,avec r. = 1L et I, = 1L : la conique est une ellipse.
+€e —-€e

> Sile>1] re [Fns ool , avec 1, = 1L : la conique est une hyperbole.
+€

I1 : Parabole.
1°) Propriétés géométriques.
» Puisque ¢ = I, on a |[FM =HM |: la parabole est I'ensemble

des points situés a égale distance du foyer et de Ia
directrice.

> Le parametre de la parabole vérifie : HQO=0F =r,;, =~

N |T
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M2 : LES CONIQUES.

2°) Equation cartésienne.

> En prenant l'origine des coordonnées au sommet O de la parabole (et non plus au foyer), on

obtient I'équation cartésienne canonique de la parabole : y* = 2px|.

2 2
(I suffit d’écrire : FM? = HM 2, soit encore : (X—Ej +yi= [X+§j )

III : Ellipse.
1°) Propriétés géométriques.

» Définitions et relations :
Une ellipse de centre O et de foyers F et F~ est
caractérisée par : H
0 Undemi-grand axe a (OA = OA = a).
0 Un demi-petit axe b (OB = OB’ =D).
0 Une excentricité e et un parametre p.
0 La distance ¢ entre le centre O et I'un des

foyers (OF = OF = c¢), telle que [C=€a].

> Définition bifocale d’une ellipse :

—_—— e e = () = -

Une ellipse de foyers F et F', de demi-grand axe a, est le lieu des points M
tels que : IMF + MF ' = 2a,

Démonstration : par définition d’une conique, on a pour lellipse : MF =e ou MF =e
MH MH'
Par ailleurs, H'H =~ + = =L(r 4 1) = 20H, = 2(0A+ AH, ) = 2(a+ﬂJ =22
e e e e e

D’ot la relation cherchée : r + r = 2a.

> Relations 2 connaitre :
I1 découle de la définition géométrique dune ellipse les relations suivantes :

C b?
a’=b*+c? : e=— . p=—|

a a
Ainsi, connaissant deux des trois distances a, b, ¢, on peut en déduire p et e.

Inversement, connaissant p et e, on peut retrouver a, betc:
En prenant l'origine au foyer F, le point de I'ellipse le plus pres de F est appelé périgée et le

point le plus éloigné ' apogée.  Au périgée : |1, = 1—pe et alapogée : |l = 1—pe :
+ —_
e
On en déduit : |a= DZ ; b= P : c= p2
l1-¢ 1-¢° l1-¢

Surface d’une ellipse : on rappelle que .

2°) Equation paramétrique et cartésienne.

> Représentation paramétrique d’une ellipse :
Considérons le cercle de centre O et de rayon OA = a.
L'ellipse se déduit de ce cercle par une affinité orthogonale par

rapport a son axe focal, de rapport %

En faisant intervenir 'angle ¢ = (OX, OP), anomalie excentrique, on DN IS
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obtient les équations paramétriques de lellipse, avec origine au centre O de T'ellipse :

x=acosg|et|y=bsing|.

1% Représentation cartésienne dune ellipse : elle s'écrit : |—+= =1,

3°) Cas particulier du cercle.

Un cercle est une ellipse d’excentricité nulle. Ainsi, les foyers F et F~ sont confondus en
O, centre du cercle.

IV : Hyperbole.
1°) Propriétés géométriques.
> Définition bifocale d’une hyperbole :

Une hyperbole de foyers F et F’, de
demi-grand axe a, est le lieu des points M

tels que : ||\/|F —MF'|=2a (AA'=2a).

» Relations a connaitre :
Onnote AA'=2a ; Al =b et FF'=2c.

Cc b?
On aalors : @’ +b? =¢|; le=—|;[p=—|

a a

Comme pour lellipse, connaissant p et e, on peut retrouver a, b et ¢ :

Eneffet:  pour6=0, r':F'A'=c+a:i,
e-1
Pour 0 =, rzFA:c—a:L.
e+
Donc, 2c= P + P = 22pe.D’Of1: a= 2p ; b= P ; c= Zpe
e+l e-1 e -1 e -1 e? -1 e -1

2°) Equation cartésienne.

L’équation cartésienne canonique dune hyperbole, avec l'origine O placée
2 2

Xy
2

en son centre de symétrie est:

> Equations des asymptotes :

2 2
X . < . 5, .
Lorsque x — o, on a %z—z, conduisant & deux droites asymptotes d équations :
a AZLY).
b .
Yy =%—X|qui se coupent en O.
a
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7.3.4.2 trajectoires circulaires

onae:OdoncEm:—%

le rayon est alors constant et égal a sa valeur initiale ro = p
la conservation de I’énergie
1 5, k k k

2 ro 2p 2ro

d’ou
muaro =k

. — —
donc v est aussi une constante (v oL 7o)

7.3.4.3 trajectoires paraboliques

onae=1=>FE,, =0
la conservation de I’énergie s’écrit :

1, k1 ., k

—mvyg——=—-mv°——=0
2 ro 2 r
d’ou
2k
Vg = —
mry
| 2k
v=1\/—
mr
la distance minimale d’approche est pour 6 = 0 soit r,,;, = % donc r €
L, ool

le mouvement n’est pas périodique mais décrit suivant la loi des
aires
7.3.4.4 trajectoires hyperboliques

onae>1=>FE,>0

Vg > —_—
mro

la distance minimale de O centre de force est

__p
=T

contact: 95 55 64 10 103/150 AMAMI MOHAMED
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_b_
donc r € [7—, +ool
le mouvement n’est pas périodique mais décrit suivant la loi des
aires

7.3.4.5 trajectoires elliptiques

O<e<l1=>E,,<0=>u1p< nf—fo

A pour 0 = c’est 'apocentre on a :

_ __ P
I‘a - ’arnilx - ]- e

autour de la terre s’appelle apogée autour du soleil s’appelle aphélie
A pour 0 =0 c’est le péricentre on a :

e =Tmax =

l1+e

autour de la terre s’appelle périgée autour du soleil s’appelle périphélie
O on constate que

D D 2p k
max T "min = + = =20 =——
r 4 l-e 1+e 1-e¢2 4 E,,
p=a(l-e?
donc b
E,=——
2a

I’énergie ne dépend que du grand axe de I’ellipse. toutes les ellipses
de meme grand axe mais d’excentricités différentes ont meme énergie
il y a dégénérescence
® période de révolution T a partir de la loi des aires
dS S mab C
dt T T 2
d’ou
_ 27mab
- C

2 pe , . s .
avec b2 =pa et p= % en élevant au carré I'expression de la période

T

T2 _ 4n*a®b®  4n*a’m
C? k
T? 4n°m
ok
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sik=9mM alors on a
T2 472

—W:cste

a3

c’est le troisieme loi de Kepler

7.3.5 Mouvements des planetes - Lois de Képler

7.3.5.1 Lois de Képler

Ces lois historiques concernent les mouvements des planetes autour du
Soleil, elles se généralisent a tous les mouvements a force gravitationnelle
centrale.

1™loi : les planetes autour du Soleil décrivent des ellipses dont 'un des
foyers est occupé par le Soleil.

2°loi : le mouvement d’'une planete obéit a la loi des aires; pendant des

N C
durées égales At, le rayon vecteur OM balaye des aires égales S = EAt ou
C est la constante des aires liée a la planéte considérée.

3°loi :
T? B 472
a®  YM
ou T est la période de révolution elliptique de la planete autour du Soleil,
a le demi grand-axe de la trajectoire elliptique et M = Mg la masse du
Soleil ; la masse de la planéte n’intervient pas.
req : ces lois s’appliquent aux satellites artificielles

7.3.5.2 Vitesses cosmiques

M La vitesse circulaire ou vitesse de satellisation ou premiere
vitesse cosmique : concerne la satellisation d'un satellite en orbite basse
est la vitesse a communiquer initialement a un corps pour qu’il décrive une
orbite circulaire de rayon ro = Rr+h = Ry autour de la terre de masse M :

k
Ep=--—
27‘0
1 k k YGMr
—mv,——=——""—>UV.,=
2 ¢ ro 27‘0 ro

contact: 95 55 64 10 105/150 AMAMI MOHAMED
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siro=Rrp

‘ﬁM
Ve = d = goRr =17, 8kms

la période de révolution est

T il ~1h24
=\ @i, min
@ pour un satellite géostationnaire 7' = 24h = 86400s
T 47— 42027k
—_—= o= m
rs T gMp P
la vitesse
YM
v= L ~3kms™
ro

I’altitude vaut
h= ro —RT ~ 36000km

M La vitesse parbolique ou vitesse de libération ou deuxiéme
vitesse cosmique : est la vitesse & communiquer initialement a un corps
pour qu’il échappe a I'attraction de la terre de masse M :

1 k 29M
EmU?_R_:():}Ul: T =v2g)Rpr =11, 2kms™1
T

contact: 95 55 64 10 106/150 AMAMI MOHAMED
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4. Influence du frottement sur la trajectoire d’un satellite

-

Un satellite décrit autour de la Terre une trajectoire cir-
culaire de rayon r.

a) Calculer en fonction de M, masse de la Terre, m, masse
du satellite et G, constante de graVitation :

® ’énergie cinétique,

* ’énergie potentielle,

® Iénergie totale § du satellite.

b) Le rayon r étant tel que laltitude du satellite soit de
100 km, il est soumis au frottement des molécules de la
haute atmosphere. Son énergie varie de A au cours d’une
révolution.

* Quel est le signe de A& ?

¢ Trouver une relation entre A§ et la variation du rayon
de la trajectoire. Av

* Calculer la variation relative de vitesse — du satellite.

c) Application numérique v

¢ Calculer la période de révolution du satellite.

* En un jour solaire, l'altitude du satellite diminue de
0,5 km. Calculer I’énergie perdue par tour, et I'intensité de
la force de frottement.

On donne :
rayon de Terre : R = 6 400 km ;

T

masse de la Terre : M=6.10% kg ;

constante de gravitation : § = 667107 S.I. ;
masse du satellite : m = 2 000 kg ;

1 jour solaire = 86 400 s.




On étudie le mouvement de deux points matériels P, et P, ,de masse m, et m,,en interaction new-

. L7 ko . . :
tonienne : la force exercée par P, sur P, s’écrit f=——7e, . Laposition de la particule réduite P est
: r

repérée par ses coordonnées polaires d’origine G (centre de masse du systtme). L’axe d’origine des
angles est 1’axe (Ox). On se propose, dans cet exercice, de retrouver les résultats du cours au sujet de la
trajectoire de P de plusieurs maniéres différentes.

. —p - N

1) On pose A= Ek_ pA L— Z’r , ol p estla quantité de mouvement de P, L son moment cinétique en G

et 4 la masse réduite du systeme.

a) Montrer que A est une constante du mouvement. On ’appelle « vecteur de Runge-Lenz ».

b) Déterminer les composantes de A dans la base polaire ; en déduire I’équation de la trajectoire. On appel-
le A lanormede A et 6, I'angle entre A et (Ox) . Comment est dirigé A par rapport 2 la trajectoire ?

re¢ e X s .
¢) Montrer que A’ =1+2—5, Ol € est I’énergie du systtme. En déduire, lorsque L est fixé, une

borne inférieure pour I’énergie € . Déterminer la relation entre I’ énergie € et I'excentricité e de la tra-
jectoire. Dans le cas d’une trajectoire elliptique, pour une énergie € fixée, entre quelles limites le
moment cinétique L reste-t-il compris ? Calculer sa limite supérieure L en fonctionde u,é€ et k.
Préciser la nature de la trajectoire pour L=0 etpour L=L,.

2) On rappelle les formules de Binet :

2
7=—CEZ+CW?; , soit encore v* = C*| u® + du , ol u=l et C=£. ey
de dé r u
— d2u -
a =—C2u2(u+55§—]e, . 2)

a) Déterminer 1’équation polaire de la trajectoire en utilisant (2).
b) Retrouver la relation entre I'énergie € et I’excentricité e en utilisant (1).

3) a) Ecrire 1’équation différentielle reliant la vitesse v 4 e,. Montrer que I’on peut intégrer cette équa-
tion sous la forme (1) : 7 = K(¢, + ), 0l € est un vecteur constant, appelé « vecteur excentricité » (on

- —~— - T N ) 2 . :
notera e=1llell et (OX ,e)= 6+ 5) et od K est une constante que 1’on déterminera en fonction de

u,ketC.
Montrer que, en multipliant scalairement I’équation précédente par e, , on peut en déduire la trajectoire

de M en coordonnées polaires : 7 = P .

1+gcos(6-6,)

Déterminer le paramétre p en fonction de y,k et C et excentricité¢ 6 en fonction de e .

b) En élevant le vecteur excentricité au carré, montrer que I’on peut obtenir I’énergie totale € de M
sous la forme (3) : € = %O(e2 — 1) . On déterminera € en fonction de 4, k et C. Discuter la nature
de 1a trajectoire suivant la vaieur de € .




En Relativité Générale, le mouvement d’une planete de masse m autour du Soleil, assimilé a une sphe-
re homogene de masse M, et de centre S, doit étre décrit comme si au potentiel d’attraction newto-

nienne subit par la masse (de la forme V(r)=-G Mom) se superposait un potentiel perturbateur
2
VP(r)=——G—A—;&£——13—=3—% ,oll ¢ désigne la vitesse de la lumitre (¢ = 3.10% m.s™"). On prendra
¢ mr r

M,= 2.10%0 kg (on suppose que M, >> m de telle sorte que 1’on peut considérer le Soleil comme immo-
bile). On traitera V, comme une perturbation par rapport au potentiel newtonien V.

yA

rappelle que la distance Terre-Soleil est
R, =1,5.10"! m. On admet alors qu’en premidre
approximation la trajectoire de la planéte reste
sensiblement elliptique. On appelle (Ox) 1’axe
focal et (Oy) I’axe perpendiculaire 2 (Ox) .

1) Quelle condition doit satisfaire le mouvement ‘ planate
de la planete pour qu’il en soit ainsi ? Vérifier
rapidement si I’on peut appliquer cette approxi-
mation 2 la Terre et & Mercure (dont la période de
révolution autour du soleil est de 88 jours). On

- e . .
2) Exprimer ié ol A est le vecteur de Runge-Lenz, en fonctionde &, G, M, de 6 etde TR ainsi
dt

que de I'excentricité e et du parametre p de Iellipse (cf. exercice 5, dont on utilisera les résultats) .

Ce vecteur sera exprimé dans la base polaire puis dans la base cartésienne (€., Zy) . En déduire que la
variation AA du vecteur A pendant une période de révolution de la plandte sur sa trajectoire elliptique
£ -

'—_26), .

est égale a AA=2en
M, p

27T 27 )
Données : J (1 + ecosf)?cos0dO=2em et f(l + ecosB)*sinfdh=0 .
0 0

En déduire que le potentiel perturbateur v, d’origine relativiste entraine une déformation de la trajec-
toire correspondant a une rotation lente du grand axe de ’ellipse, dans son plan, autour du Soleil.

3) Calculer I'angle A¢ dont tourne la trajectoire de la planéte pendant une période de révolution en fonc-
tionde G, M, c etde p, puis en fonctionde G, M,, ¢ et des distances maximale et minimale, ra
et rp, de la planéte au Soleil.

4) En déduire « 'avance séculaire » 842 pour une planéte dont la période de révolution, exprimée en

jours sidéraux, est T, c’est-a-dire ’angle dont a tourné le grand axe de sa trajectoire au bout d’un siécle
(on rappelle qu’un an correspond a T, = 365,25 jours sidéraux).

Calculer 842 en secondes d’arc (1 seconde d’arc est égale a 1 degré) pour Mercure, dont I’aphélie

se trouve & 7,0.10' m du Soleil et le périhélie & 4,6.10'° m. Expérimentalement, on trouve
802=42,6 £ 0,9 secondes d’arc. La théorie relativiste rend-elle effectivement compte de cette valeur ?

Y




Mouvement a force centrale et potentiel newtonien

Exercices

Applications directes du cours

1. Mouvement d’une planéte

On considére le mouvement d'une planéte, assimilée a un point matériel P de masse mp,

dans le champ gravitationnel du Scleil, de centre O et de masse mg.

On pose K = Gmg et on utilise la variable u = } avec r = OP.

On rappelle la premiere formule de Binet donnant la vitesse v : v — C

' est la constante des aires.
On note L la norme du moment cinétique de P par rapport au point O.
(a) Exprimer I'énergie mécanique £, du point matériel P. Montrer que le mouvenient
N2
) o o du . .
de P satisfait a l'équation différentielle (’_9) + u? — au = 3, ot a et 3 sont des
\av
constantes que 1'on exprimera en fonction de K, m, L et E,,.
(b) Résoudre 'équation différentielle. Mortrer que la trajectaire de P est nme conique
dont on calculera l'excentricité e d’abord en fonction de « et [F, puis en fonction de
K, L, m et E,. En déduire la nature de la conique suivant le signe de E;,.

2. Vecteur excentricité

Soit un point matériel M (de masse m) qui subit la force gravitationnelle d'un astre A (de
= &

centre O ct de masse m ), de type f= &k ;
r

La position du point M, dans le référenticl galiléen d'é¢tude R cst repéréc par les coor-

données polaires OM =7 et (OQz,OM)=6.

avee ko> 0.

— [

(a) Le vecteur excentricité est défini par & = %i‘ — &p, oll T est la vitesse du point M
et ' la constante des aires.
Montrer que le vecteur £ est une constante du mouvement.

(b) L’axe de symétrie de la trajectoire de M est pris comme axe polaire Ox. Justifier que
le vecteur excentricité est colinéaire a 'axe Oy, orthogonal a Oz.
Fn utilisant le vectenr excentricité, établir "éqnmation polaire de la trajectoire de

M. Iin déduire que I'on obtient un conique d’excentricité e — ||€]| et de parameétre
P= %
ATy . .. , 5 2mC?
(c) Montrer que e est liée a 'énergie mécanique E,, par la relation e= =1 + k—_zEm.

En déduire la nature de la conique suivant le signe de E,.

4. Demi-ellipse de transfert

On désire transférer un satellite terrestre d'une orbite circulaire hasse de rayon r; & une
orbite circulaire haute de rayon ro > r1. Pour cela, en un point P de l'orbite basse, on
communique & 1'aide de fusdes pendant un temps trés court, une vitesse supplémentaire
faisant décrire au satellite une demi-ellipse se raccordant tangentiellement en A & 'orbite
haute. Arrivé en A, on communique & nouveau au satellite le supplément de vitesse lui
permettant de décrire l'orbite circulaire haute. On note gy 'accélération de la pesanteur
au niveau du sol et R7 le rayon de la Terre.

(a) Calculer la vitesse v du satellite circulaire sur son orbite basse et la nouvelle vitesse
v} apres I'allumage des fusées, sachant que @ et @] sont colinéaires.

(b) A quelle vitesse vly le satellite atteint il le point 4?7 Quelle est la vitesse finale v5 du
satellite sur son orbite haute 7



III — Mouvement dans un champ newtonien

On considére un satellite de masse m se trouvant a une distance r du centre O de la terre. On note G
la constante de gravitation, M, la masse de la terre et ;- la distance entre O et le satellite.

1. a) Comment s’écrit la force subie par le satellite ?

b) Déterminer [’énergie potentielle £p du satellite (avec la convention Ep =0 a infini).

¢) Comment s’exprime ici le théoréme du viriel 7 Quelle propriété de 1’énergie retrouve-t-
pour un état lié ?

d) Dans le cas ou la trajectoire du satellite est circulaire de rayon 7,, déterminer sa vitesse v, .

Pour la suite, le satellite est lancé a une distance r,, avec une vitesse orthoradiale (orthogonale

rayon vecteur) de module

GM,
P

o

avec l< o <+/2

2. a) Montrer que le mouvement est plan. Celui-ci est repéré en coordonnées polaires (7.0) d:

... 2dO . :
son plan ; montrer que la quantité - n’_ est constante. Déterminer la valeur de cette consta
t

que I’on notera C.

b) Montrer que la trajectoire est bornée.

P avec p = ¢

¢) Montrer que I’équation polaire de la trajectoire peut s’écrire 7 = ——=——— ¢ -
1+ ecos(B) GM,

ou C' est une constante que 1’on déterminera
En outre, il est rappelé que dans le cas d’une trajectoire elliptique 1’énergie mécanique v.
o ~GM,m

avec a le demi grand axe.
2a

d) Déterminer le parameétre p de la trajectoire du satellite en fonction de 7.

e) Déterminer I’excentricité de la trajectoire en fonction de o seulement.

f) Calculer les rayons au périgée et a ’apogée. Représenter la trajectoire en précisant le point
départ, I’axe polaire, les foyers.

3. a) Exprimer [’énergie cinétique du satellite en fonction de G, M,.p.eet 6.
b) Exprimer de méme 1’énergie potentielle £p en fonctionde G, M, ., p,eet 6.

¢) Déduire du théoréme du viriel que < cos(6)>=—e. Ce résultat vous surprend-t-il ?

Que pensez-vous de <sin(8)> ?
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4. Pour mieux cerner le résultat précédent on cherche a évaluer les durées de passage du satellite

At pour un angle 6 passantde —m/2 a n/2 et Az, pour un angle 6 passantde n/2 a 3n/2.

2 40

a) On rappelle la troisiéme loi de Kepler T—3 = Gl ; exprimer la période 7 en fonction de p .C
a M,

ete.
b) Exprimer la durée A7 que met le satellite pour passer d’un angle polaire 0, a 0, ; on donnera

le résultat en fonction de la période et d’une ntégrale sans dimension.

si e=0,5 le calcul numérique donne le résultat suivant :

=
I L; ~0.195
Zt(1+ecos(0))

r-J|

Ce résultat est-1l en accord avec celui obtenu au 3¢) ?

5. On considére maintenant le mouvement d’un électron dans un atome d’hydrogéne en supposant
le noyau fixe en O.

I’électron a une masse m =9 107'kg et une charge —¢ avec ¢=1,6 107°C.

a) Pourquoi la trajectoire de I’électron est-elle, en général. une ellipse ?

b) On se place dans un cas ou ’excentricité de la trajectoire est faible (e < 1).
Comment s’écrit le moment dipolaire instantané de ’atome d’hydrogéne ?
Proposer une expression approchée du moment dipolaire moyen en fonction du paramétre de
la trajectoire p, et de I’excentricité e.
Quelle valeur obtient-on pour p, =0,05nm et e=0,05 ? Le résultat sera donné en Debye :

1D=1/3 10¥ Cm.

¢) Que vaut réellement le moment dipolaire d’un atome d’hydrogéne ? Que pensez-vous du
modele précédent ?
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L’usage d’une calculatrice est_interdit pour cette épreuve

Si, au cours de I’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il le signale
sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a

prendre.

Les problemes I et 11 sont indépendants.

I. Cosmologie : Orbitogramme de la Villette

A. Etude cinématique :

On considére un référentiel galiléen associé au repere orthonormé (Qex, e, 92) , ’axe Oz est vertical

ascendant. La position d’un point matériel M sera définie par ses coordonnées cylindriques, 7(7 > 0],

0 etz.

On notera respectivement e, et ¢ les vecteurs unitaires déduits

de a et g par rotation d’angle 6 autour de Oz.

I.A.1 Exprimer OM dans la base cylindrique.

I.A.2. En déduire la vitesse v(M) dans cette méme base.

[.A.3. Montrer que 1’accélération peut se mettre sous la forme :

- 2 2 . 2 . 25 _,
a(M) = dr_rd_(? + 2£d—9+rd0 ee+ﬂez
dt? dt dt dt dr? dr*
- — Y, . -— 1d| ,db
[.LA.4. Montrer que a.¢, peut s’écrire aussi : a.¢, = o r m

1/8

A
ez
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T.S.V.P.



B. Etude dynamique et énergétique :

On étudie le mouvement d’une bille d’acier M, de masse 7
assimilée a un point matériel sur une surface de révolution.
La surface sur laquelle roule la bille est engendrée par la e

-k
révolution d’une portion d’hyperbole, z= —,k> 0. La
r

bille se comporte sur cette surface comme un corps céleste I
soumis a une force de gravitation.

[.LB.1 Rappeler I’expression de la force de gravitation
exercée par un point M, de masse m, sur un point M, de

masse m,. On notera 7= M M, la distance entre les points
M1M2

r

et u-= le vecteur unitaire orienté de M, vers M, .

[.B.2. Montrer que cette force dérive d’une énergie potentielle dont on établira 1’expression.
On choisira I’origine de 1’énergie potentielle lorsque 7 tend vers 1’infini.

On revient a I’étude de la bille.
On néglige les frottements. La réaction normale du support seranotée : R, = Re + Rje, + Re, .

I.B.3 Justifier sans calcul que &, = 0.,

[.B.4 Faire un bilan des forces s’exercant sur la bille. Préciser si ces forces dérivent d’une énergie
potentielle. Dans I’affirmative, préciser 1’expression de 1’énergie potentielle associée en fonction de
la variable  uniquement . On choisira I’origine de I’énergie potentielle lorsque 7 tend vers I’infini.

[.B.5 Ecrire le principe fondamental de la dynamique et faire la projection dans la base cylindrique.

. . d
En déduire que la quantité 7> o est une constante notée C'.

[.B.6 Exprimer I’énergie mécanique sous la forme :
2

1 1 ? . .
E, =—ma(r) ar) 1 C—z— MK preciser o () en fonction de & et 7.
2 dt 2 r r
Que peut-on dire de I’énergie mécanique ?
s . . . . 1 C* mgk ,
.B.7 On peut donc définir une énergie potentielle effective £, (r)= Em—z— .Tracer I’allure
r r

de la courbe £, (r).

En fonction de la valeur de I’énergie mécanique initiale du systeme E,, discuter le caractere li€¢ ou
libre du mouvement.

I.B.8 Pour quelle valeur de 7 a-t-on un mouvement circulaire ?
On exprimera le rayon du mouvement circulaire 7, en fonctionde C, § et k.

[.B.9 On lance la bille d’une distance #, avec une vitesse \70

Préciser la direction et le module de v, pour avoir un mouvement circulaire.

2/8
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Chapitre 8

Caractere galiléen approché de
quelques référentiels d’utilisation
courante

Sommaire
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8.1.2 Référentiel héliocentrique oude kepler . . . ... ... ... ..... 116
8.1.3 Référentiel géocentrique . . ... ... ... ... ... . ... . ... 116
8.2 Référentiel terrestre-Poids . ........ ... .. 116
8.2.1 définition . . .. ... ... 116
8.2.2 poidsduncorps . ... . .. ... e 117
8.2.3 RFD dans le référentiel terrestre . . . . ... ... ... .. ..., 117
8.2.4 champ de pesanteur terrestre . ... ... ... ... ... ....... 118
8.2.5 effetdelaforcedecoriolis . ... ...... ... ... ... ..... 119

8.1 définitions

8.1.1 Référentiel de Copernic

Le référentiel de Copernic a pour origine le centre de masse du systeme
solaire (presque confondu avec le centre du Soleil) et ses axes sont dirigés
vers trois étoiles suffisamment éloignées pour pouvoir étre considérées
comme fixes
si on considere ce référentiel comme galiléen si le terme de marée crée par
la galaxie est négligeable devant le champs d’attraction du soleil. Il est
galiléen avec une excellente approximation

115
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8.1.2 Référentiel héliocentrique ou de kepler

Idem avec comme origine le centre du Soleil
Il est galiléen avec une excellente approximation
la terre fait un mouvement de translation elliptique dans le référentiel de
copernic (pratiquement circulaire car e =0,01673)

8.1.3 Référentiel géocentrique

Le référentiel géocentrique a pour origine le centre de masse la Terre
T et ses axes gardent une direction fixe par rapport a ceux du référentiel
de Copernic; le référentiel géocentrique est donc en translation elliptique
par rapport au référentiel de Copernic

L’accélération de la Terre dii a sa trajectoire elliptique autour du Soleil est
faible, si on la néglige, on peut alors considérer que le référentiel géocentrique
est en translation rectiligne uniforme par rapport au référentiel de Copernic
et qu’il est donc lui-méme galiléen

8.2 Référentiel terrestre - Poids

8.2.1 définition

Le référentiel terrestre a pour origine un point S a la surface de la Terre
de latitude A et ses axes
Ox suivant un méridien dans la direction Nord-Sud
Oy suivant un paralléle dans la direction Ouest-Est
Oz suivant la verticale ascendante du lieu
tournent autour de ’axe péle Sud-pole Nord. On supposera

e

—
w Rterrestre! %géocentrique - Cte

ce qui revient a considérer que le référentiel terrestre est en rotation
uniforme autour d’un axe fixe du référentiel géocentrique que 'on considérera
galiléen ; le référentiel terrestre n’est donc pas galiléen.

contact: 95 55 64 10 116/150 AMAMI MOHAMED
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FIGURE 8.1 — coordonnées géographiques

wo 8.2.2 poids d’un corps

le poids est défini expérimentalement comme la force opposée a celle
qui maintient le corps en équilibre dans le référentiel terrestre.

8.2.3 RFD dans le référentiel terrestre

Appliquons le PFD dans le référentiel terrestre a un point matériel M
de masse m soumis en plus de I'attraction terrestre a une résultante des
forces f

—_—

ma, (M)=mGr(M)+mG M)+ f +F o+ F;,
ma (M)=mGr(M)+mG M)+ f —mTe—2mQ AT (M)

— > >

a I'équilibre dans le référentiel terrestre v , = T)), a,=0,a.=0 dou
mGr(M)+mG, M)+ f —mde=0

le poids est
P=—f=mGr(M)+mG,M)-mdae

or P = m'g ou g est le champ de pesanteur donc
Z(M)=Gr(M)+Go(M)-TGe

c’est la relation qui relie le champ de pesanteur au champ de gravitation
w5 et 'inertie

contact: 95 55 64 10 117/150 AMAMI MOHAMED
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finalement la RFD dans le référentiel terrestre s’écrit

ma (M)=P + f —2mQ AV (M) (8.1)

Le poids prend donc en compte une partie du caractere non galiléen
du référentiel terrestre .Lorsque l'on considérait le référentiel terrestre
galiléen, on négligeait la force d’inertie de Coriolis mais on prenait quand

w0 mMéme en compte le force d’inertie d’entrainement par l'intermédiaire du
poids

8.2.4 champ de pesanteur terrestre
de ’équation
g(M) = Gr(M)+Go(M)-d e(M)

avec a (M) est Paccélération d’entrainement par rapport au référentiel de
copernic
a.(M)=d(T)-Q°’HM

si onsuppose que la terre est un point matériel dans le référentiel de
copernic elle soumis a la force de gravitation des autres astres

M7 G (T)=MrGo(T)=> G (T) = Go(T)

donc _ .
a.M)=G,(T)-Q*HM

est par conséquent

—

ZM) = G (M) + G o(M)— G o(T) + Q2HM

G = Go(M) +Q°HM + GoM) - Go(T)
terme p;gponderant terme d;g marees

si on néglige le terme des marées
Z(M) = Gp(M)+Q*HM

si on suppose que la terre est sphérique alors

- GMyp_,
r
g(M)=-"""L7¢,+Q*HM

r2

avec HM = rsin® et HM = rsin0(sinfe , + cos0 e o)
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{ gr= —Cg%T +Q?%rsin®0
go =0%rsinfcosO

{ gr=—-24 + Q% cos® A
go=0%rsinAcos
8.2.5 effet de la force de coriolis

105 Soit un point materiel M de masse m en chute libre dans R non galiléen.
Par application du P.F.D, et sachant que, pour une chute libre, dans un
référentiel galiléen, nous avons :

ma,(M)=P —2mQ AT (M)

f

les conditions initiales sont at=0onaz=~h et v .(0) = 0

X =2QysinA
y =-2Qxsin A —2Qzcos A
Z=—-g+2QycosA
on a
y =—-2Q0zcos A

y = —-2QzcosA

or
Z=—g+2QycosA=—-g
gt?
2

Z =

donc
y=Qgt?cos
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en intégrant

ort:\/% donc

1
y = gﬂgtS cosA>0VA

1 2h
y==Qg(=)*2cos A
3 7 8
Expérience de Reich Q =7,310"°rads™,h = 158m,1 =51% donc y = 2,7cm
1400 on vérifie que y reste effectivement négligeable devant gt ce qui justifie

Papproximation
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Chapitre 9

mouvement des particules chargées
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on va faire ’étude du mouvement d’'une particule chargée de charge q
. , 5 . — L . - . .
w0 animée d'une vitesse v est placé soit dans un champ E uniforme soit dans
—
un champ magnétique B uniforme et indépendant du temps

9.1 force de Lorentz

9.1.1 définition

Iétude se fait dans un référenteil galiléen
dp —
- _ Fext
ar &
la force de Lorentz est défini par :
F=qE+7T AB)
on néglige le poids devant la force de Lorentz

121
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ws 9.1.2 puissance de la force de Lorentz

#=F.0=qE.T+qUAB.T
P = qf.?
la force magnétique ne travaille pas

9.2 particule dans le champ électrique

9.2.1 équation du mouvement

soit un champ E suivant e,
dv I
m—=ma =qFE
dt e

— —
la particule rentre dans la région ou régne E en 7o = 0

U COS A
—_— .
Uo UpS1IN g
0
Iéqution du mouvemnt s’écrit
E
5= 9E
m
y=0
z2=0

en intégrant une premiere fois

. gEt
%=1 +vgcosag
Yy =UvgSsinag

2=0
wo puis une deuxieme fois
Et?
= ‘JQ—m + vt cos ap
y =vptsinay
z=0

en éliminant le temps on trouve ’équation de la trajectoire

E2
.= qLy +y

2muisin®q, tanag

c’est une parabole passant par le point O
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9.2.2 cas ou la vitesse initiale est paralelle au champ électrique

a0:O

_ th2
~ 2m

y=0
z=0

+vot

9.2.3 casoulavitesse initiale est perpendiculaire au champ électrique

-,z
(X()—+2

_ gEf®
~ om
y=0
z=0

1a3s si la zone d’action du champ est comprise 0 <y <L

a la sortie

d’ou

__ qEL?
Xs = 9muv?
0

ys=L
Xs EL
tan0 =-—= 1 5
Ys muv,

9.3 particule dans le champ magnétique

9.3.1 équation du mouvement

. . . g
multiplions scalairement par v

—

dv _,
m—.v =0=> FE_ =cste

dt

un champ magnétique ne modifie pas I’énergie cinétique de la
pal')ticule mais il change sa trajectoire

si B=Be, alors

q .
—=—2"AUvD
dt m
— =W U
dt ¢
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—

—> B B ) .
avec w, = —% = w. = -~ est appelé pulsation cyclotron

x:wcy
y=-—wXx
2=0

on a des équations couplées

Z2=0>2=vgcosay=>z =vglcosay

d’'ou y = —w.x et & + w?x =0 et x = A cos(w.t + @)
les conditions initiales sont x(0) = 0 et & = vosinay = ¢ = JetA =
donc
vo sinag

X === sin(w.t)

__Ugsinag
wo

y = —vpsinagsin(w.t) = y = —“(’sai)%(l —cos(w,))
pour z on a z = vyl Ccos &y

le mouvemnt est un mouvemnt hélicoidal sa projection dans le plan est
un cercle

9.3.2 trajectoire

x2+(y+R)?=R?

avec R = vg sinag — mugsinag —_PL
we qB qB

N
le mouvement est circulaire uniforme dans le plan normal a B et un
—
mouvement rectiligne uniforme suivant B donc c’est un mouvement hélicoidal

de pas
muvgpCOS g Py
=2r

h=2
g qB qB
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Lrercice 1 : cvelotiren de Lmvrence.

Le prauuer eyalolron ful construil zu 1932 par Luwrsues & Berkeley (Cultfonie), Lapxared avail vnrayon de 14 a el conmnunnjuall &
des protons uns= énergie cnétique de 1.2 MeV . La différence de potenti2l était de 4000 V' an moment du passage du faisceauentre les
dés.

Quelles etatent : - La viteszse maxinum des protons 7 - La rension accélératrice qu’il avrait fallu utiliser pour leur communuquer cette
vitesse 7 -La fréquence du chamyp accelarateur 7 - Le nombre de tours décrits per les protons 7 - Lz chamyp magnétigque 7

Données : clarge élementaire : e= 16107 C ;masse d'vnproton : m=167.10"" ke..

Exarcice 2 : mesure dela charge massique de [ 'électron. expériznce de J J Thomsor (18971,
»  Ounréalise la déviation d'un faiscean d'électrons & 1'aide d'vn champ électrique E . nniferme et indépendact du teraps. et on
weswre la dévialion ¥ du spet sue écran (vorr lu zuwe).

»  On stably alors. dans larégion o ragne le champ E . un champ magnétique B . uniforme et indépendent du temps.

perpendicvlare 3 E  On-dglz lavalenr de B de manidte 1 ce que le spot soit ramené en H.

a
KT AHY A T A

L |

Elablir I' ezpression de Ia charge 1assique e1n de I'elec ronen louction des grandewrs mieryeuanl dans Uexpenence.
Les masurss les plus recentes rzalisees a partir de parfecionnaments de cenie mathode on par des methodes differentes fonrnissent la
valewr: e/m=1.758810" Ckg".

Evercice 3 : clhams élecirique ei magnétigice ortitog onauy.

Dans le référartial (R) dehase(1.j.% ). vme particule M.

de masse w1 e decharge . setowvealadate (-0 eu O,

animée d nne vitesse nulle, dans ane région o regnent les

champs uniformes et independan’s du femps :

E=E etB=BLk.

1. Efadierlemouvement de M.

2. Calculer la vitesse moyenne dela particule suivant O,
—_—

appelée vitesse dedsrive Vo

3. Iuterpréter la trajectoire dens Oxvz en éermvant la relation

fendementale de la dynanique du poin: matérel dans le

référennel (R} er translation recrilignz et uniforme de vitesse

— ity
vp parrapportd (R).

Exereice 4 : champs élecique el magnérigue paralléles.
Dans le référertiz] (R) debase(1.j.k ).une particule M .de masse m e decharge q.setrouve s ladate t=0 en O animée d’one

—_ L ~
vitesse Vo snivant Oy, dansune région o régnent les champs uniforines et ind2pendants dutzmps E et B tons devx dirigés
suivant Oz .

L. Etablir [es équanons differenticlles du monvement de la particule chargée
2. Aladistance 1 dupomat O etperpendiculairemznta Oy, onplace we plague P Y a=-il toujours un point d'impact dz la particule
sur laplaque P 7



Lxercice § :speciographe dz Dairbriage.
Dans un tel spectrograplie. les ions (supposés ici positifs) —
sortant 4 vn loniseur o ils ont été préalablement accélarés Do

sous une tension de valsur absolue U traversent d abord un -

filtre devwitzsse. pantrent alors dars un champ magrétique

i
e fillre devitesse |I|
|

fransversal wmiforme =t indépendant dutemps B=B e: .

puis déarivert nn deni -cercle et viennant impressionner la plague phntographipie — | .
plaque phntcgraphique. La fente F étant supposés trés fine.

Sétgnuipner la‘d;:tani seéparant les traces 1'ecpt})lignes associees /LELV |;__.1-
a deux Liofopes N oFt; /
Calculer 1a distance séparant les isctopes * K™ et “K* surla 3 * @

plaque. Domnées : B—0.1 T : U—10kV, deux isctopes—="

Conduction lectriguea.

Lxercics 0 o modéle e (o conduction eectrigue.
On considére un conductenr électrique eylindiique d'axe Oz dontles charges mobiles sont des Slectrons anumés d'une xitesse v
sons 1" actiond nn champ électrique imitnrme et indérendant cd remps F enlinéaire 2t de méme s2ns qpie Oz _ que on applioqe &

g : < i ; i )
partr de I'tnstant t =10 . Les élactrone sont conmie d’autre part 3 une force de « frottements» - ——V . T etant une colciante
phiysique et m lamasse de I'électran
1. Donuner lasignificetion physique de 1z force de froftement ainsi que la dimension de 1.
2. La vilesse élanl colineane 4 Oz exprimer soninodule v e loncuon du lemps 1. En dédurre que v lend vers une valaur hinle vy
quidépend de e. m. T et de E (E ¢€mant le module duchamp E
50 AN E= 10007 v ; t=2810" sl . Calenler le temps an bout duquel v est voisia de vy aumillieme prés, Qu'en deduiser-
vous sur I'élablissemen du régime permaneiy 7
4. Le nombre d"électrons mabiles par tnité de volume =5t n. Loscue le régime permanent est établi. montrer que le vecteur dznsité de
courant | peut se mettre sous la forme : j=co E  Calculer o Rttéralement en fonctionde o, 2. 7 ef mi. pnis mumeériquement en

prenant n=3.510""n" (masse de I'électron m=9,1.10% kg )

Lxereice 7 : offet Hall.

Soitun cong ruban coaductenr metellicque d epaisseur e . de largsw 1. parcouru par un couraat contuiu 1 et plece dans wn champ
magnétique tniforms et indépendant dutemps B . normal an plan du ruban.

1. Montrer il existe une d.d.p. U enfre les bords du ruban zt donc un champélectrique E (effet Hall).

2. Uneplaqiete de cuivie d*épaisseur e = 0.1 mm . de section e 1 esttraversde par un courant d*inrensité 1= 10 A . Le champ
magnétique perpendiculaire a la plaquette vaur 1 T . On mesure une tension de Hall de 5.5.10°V . Zn deduire le nombrz d'élecrons de
conduction par unité de volume, compater ¢e nombre au nombre d'atomes par urité de volume Or donne lamasse stomique cu cuivrs
M=63 g.mo’’ etsadensité d=Y (charze élémentairz q=1.6.10"C)

Exercics § :forces de Laplace

Un appareil de mesnre. appelé balarce de Cotfon. comporte un cadse plat. isolant
supportant urcucuit abed - ad et be sont des arcs de cercle d: centre O Le
fléau delabelance O;C O, est mobile sutour d'un coutean O . In O, un platean
permet d’équilibrer la balanee. En 1 absence de courant. les points 1b 0, sont alignés d
sur une droilz horizontale Un chainp magnétique B uniflornne et indépendant da
temps, rormal au plan de la figure. qui contient ab . rgit dans la zane indiquée, il est
supposé négligeable eillenrs.

. Le ercun etant traverse par un courant [ . ¢tudier les conditions d™equilibre de la

balance et lapossibili-é de mesurer "intensité B du champ magnétique. On donue
ab=1: 00,=d: R estlz distancede 0 an milieudz ab.

2 Quellemisze m fant-il placardans le platean porr éqnilibrer labalinez quand
B=03T:T=I0A:[=15cm:; d=R=23cm ? (onprendra g=1) m.s'g]

3. En supposant que la senstbilit? de labalance est Am=1 cg . troaver I'mcertitude
qui résulte de ce fait sar la mesure de B.

On négligera le poids du cadre.



Chapitre 10

Oscillateur harmonique - Régime
libre et forcé

1455
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L'importance de l'oscillateur harmonique a un degré de liberté en physique
o justifie qu’on lui consacre un chapitre.
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10.1 Oscillateur harmonique

On appelle oscillateur harmonique tout systéme a un degré
de liberté dont I’évolution au cours du temps (en I'absence
d’amortissement et d’excitation) est régi par l'équation
différentielle suivante :

quelle que soit la nature physique de la variable x.

L'oscillateur harmonique évolue dans un puit de potentiel de type parabolique :
soit 1

E, (x)=E,0)+ 5’”‘2
soit 1

E,(x)=E,(0)+ 5’”2

au voisinage d’'une position d’équilibre stable (voir cours précédent).

L'oscillateur harmonique est soumis a une force de rappel proportionnelle
ax:
dE,

F=
dx

—kx

10.2 Oscillations libres

10.2.1 Pulsation propre - Isochronisme des oscillations

x(t) = x,, cos(wot + @)
2(t) = —xpwosin(wot + @) = v(t)

X, et @ sont déterminés par les conditions initiales.
S1 x(0) = xg et v(0) = vy alors

2 Vo ?
wWo
Vo
tangp = —
WoXo

. /2 . a4, .. ...
ws La période Ty = — est indépendante des conditions initiales; c’est une
w

0
propriété importante de 'oscillateur harmonique appelée isochronisme des
oscillations.
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10.2.2 Etude énergétique

1 1 1
E,=E.+E,= meiwg sin*(wot + @) + Ekxi cos*(wot + @) = §kx;2n

Calculons la valeur moyenne de £,

1 (7 kx? kx?
(B p) = Tfo E,(t)dt = 7(cos2(wot+(p)) = e
de méme
(E.) - kx%l
‘T4

Pendant le mouvement, il y a équipartition, en moyenne, des
formes cinétique et potentielle de I'énergie.

E,
(Ep) = <Ec>:7

10.3 Oscillations libres amorties

10.3.1 Temps de relaxation - Facteur de qualité

Avec amortissement, ’équation différentielle devient
mi=—-kx—hx
que 'on met sous la forme

i+2ax+wix=0

k

avec 2a = — et wg = —, ou encore
m m

L X
X+—+wyx=0
T
ou 7 est une constante ayant la dimension d’'un temps qui est appelée
temps de relaxation de l'oscillateur, w, étant sa pulsation propre.
Pour décrire 'oscillateur amorti, on peut préférer au couple (w,7) le couple
(w9,]), @ étant un parametre sans dimension appelé facteur de qualité
défini par
T Wy _ mauy

= =9—=—=
Q= wor nTo 2a h
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Une solution en exp(rt) existe si
r?+2ar+wi=0
Suivant le signe du discriminant réduit, plusieurs régimes sont possibles

A =a® -0}

10.3.2 Régime pseudo-périodique
1
Si les frottements sont faibles alors a < wg, @ > 3 et A'<0

x(t) = e (A cos Qt + Bsin Qt)

en introduisant la pseudo-pulsation Q telle que Q% = w3 —a? (A" = -Q?% =
(Q)l et r=—a+iQ).

x=—ae “(AcosQt+BsinQt) +e “Q(-AsinQt + B cos Qi)

{ x(0)=A =x
x(0)=—aA+QB =vg

vo+axy .
x(t) = e *(xpcos Qt + % sin{2t)

FIGURE 10.1 — pseudo périodique

Une telle évolution de retour vers un état permanent est qualifiée de
relaxation ; ce retour se fait au bout de quelques .
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2n T T
T=—-= 0 = 0 est la pseudo-période.

T

La détermination expérimentale de 6 = ln(

x(2)

x(t+T)
logarithmique permet de calculer le facteur de qualité

) appelé décrément

woT /4

o0=aT = =
2Q) 1
Q2__

4

10.3.3 Régime apériodique
1
Si les frottements sont importants alors a > wq, @ < 3 et A'>0

x(t) = e (A coshQ't + Bsinh Q't)
avec Q% =a?-wd (r=-a+Q).
x=—ae “(AcoshQ't +BsinhQ't) +e “Q'(AsinhQ't + BcoshQ't)

x(0)=A =x
x(0)=—-aA+Q'B=uvy

+
x(t) =e *(xocoshQ't + ngfxxo sinh Q't)

0.5

0] \_/2,/—/—3/5 8 10 12 14
] 1

FIGURE 10.2 — apéridique
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10.3.4 Régime critique
1
Sia:wo,QZEetA’:O
x(t) =e ““(At+B)

(r=-a).
x=—-ae “(At+B)+e ¥A
x(0) =B =x
x(0)=—-aB+A =vy

x(t) = e *((vy + axo)t + xo)

1.47

1.2

0.5

0.5

0.4

0.21

=
=
[mp
[
4 4
=
—_
o
A
=

FIGURE 10.3 — critique

Le régime critique n’est jamais réalisé physiquement exactement.
10.3.5 Etude énergétique

dE,,
= P = —hv? <0
« 10.4 Oscillateur harmonique amorti par frottement visqueux

et soumis a une excitation sinusoidale

C’est la suite du cours « Oscillateur harmonique - Régime libre ».
On se limitera a une excitation sinusoidale.
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1=
!

[l

FIGURE 10.4 — bilan de forces

Nous retrouvons les forces du régime libre (force de rappel, amortissement)
qui constituent la partie homogene de '’équation différentielle plus la force
excitatrice qui constitue le second membre :

mi =—kx—hx+ Fycoswt

. . 2 FO
X+2ax +wyx = —coswt
m

h 9 k
s avec 2a = — et Wy = —
m m

10.5 Régime transitoire

La solution est la somme :

x=x™ +xP

x™, solution homogene, est solution de
i+2ax+wix=0

La solution de cette équation différentielle tend vers 0 au bout de quelques

1

T= . (voir cours « Oscillateur harmonique - Régime libre »).
a

%P, solution particuliére, est de la forme

x'P) = X, cos(wt + ¢)
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La solution particuliere oscille avec la méme pulsation que
P’excitation.

(h

On parle de régime transitoire tant que x' n’est pas négligeable.

10.6 Régime sinusoidal forcé - Utilisation des complexes

On parle de régime sinusoidal forcé lorsque x'» devient négligeable

x =1 4 xP) ~ 5P

On travaille alors avec les complexes
x=Xpexpjlwt+¢)=X expjot

avec X =X, expj¢

x est solution de
iy . o9 Fo .
X +2ax +wyx = —exp jwl
m
qui devient
2 : 2 Fy
(0" +2ajw+wy)X, =—

Fy
_ m
= — :
wg— w2+ j2aw

—m

= 10.7 Résonance en élongation

L'amplitude X, est égale au module de X
Fy

Xn=1X,I|= AL
\/(w(z) —w?)2 +4a2w?

que 'on peut aussi écrire en introduisant le facteur de qualité @ et le
w

rapport — =x
wo

2
\/(1—x2)2+%
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kXm/FO
A

Y
X

Q=0,2 Q=05
1

FIGURE 10.5 — réponse en amplitude

1
Il y a résonance en élongation seulement si @ > % (voir le

cours d’électrocinétique «Régime sinusoidal forcé» ).

Le déphasage ¢ est égale a l'argument de X

2a0 X

= —arctan———
2 — w? Q(1—x?)

@ =argX = —arctan
w

10.8 Résonance en vitesse

dx
V=—
dt
dx . . . .
V== Jex= JwX, expjwt=V, expjwt
Fy
m

V =joX =jo
—m = JOEm = Wi — w2+ j2aw

L'amplitude V,, est égale au modulede V
Fy

Vu=IV, =0 n
\/(a)g —w2)? +4a2w?

contact: 95 55 64 10 135/150 AMAMI MOHAMED



COURS MPSI 11:15/20 aoat 2010

que 'on peut aussi écrire en introduisant le facteur de qualité @ et le
w
rapport — =x

Wo
Fy
V= h
2
1+@Q?2 (x — —)
X
hVm/FO
A

|

1 1---k-
I
l
|
: Q=0,2
I
l
|
: Q=0,5
I
. Q=5
|

T : >
1 X
FIGURE 10.6 — réponse en vitesse
1515 Il y a toujours résonance en vitesse.

Le déphasage ¢, est égale a 'argumentde V

2aw /4

:—+(p
wp—w? 2

/4
p,=argV = 3" arctan

10.9 oscillateur non linéaire

10.9.1 équation pendulaire

26'2

Em:Ec+Ep:m +mgl(1—cosfO)=cste

I’équation du systeme est

9+§sin9:0

si £, <2mgl = 0,, < 7 on peut linéariser cette équation sinf = 0 est la
solution s’écrit
0 = 0y sin(wyt)
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avec wg = \/% et T = 271\/%

10.9.2 role des harmoniques

sisinf =0 — % Iéquation différentielle devient

2
. w
6+w%6—€09320

w0 cest une équation non linéaire voyons l'influence du terme non linéaire
sur la solution
si dans le terme 62 on remplace 6 par une solution sinusoidale de pulsation
w

3 1
sin®(wt) = 1 sin(wt) — 1 sin(3wt)

on voit apparaitre un terme sinusoidale de fréquence 3w d’ou I'idée de
chercher des solutions de la forme

0 = 0y sin(wypt) + Zﬁ'i@o sin(3n;wot)

on va se limiter dans notre cas a un seul terme
0 = 0¢sin(wot) + €6 sin(3wyt)

avec | 0y |<< 7 et | € |<< 1 on introduit cette solution dans I’équation différentielle
non linéaire et on garde que les termes en €

93
—wilsin(wt) + Ye sin(3wt)] + w3h[sin(wt) + e sin(3wt)] - w%EO sin®(wt) = 0

on développe sin®(wt) et on rassemble les termes en sin(wt) ensemble et
les termes en sin(3wt) ensemble on obtient

2 2

2 - w(z,go] +sin(3wt)[e(wi — 9w?) + v

sin(wt)[wi — 0

'

24

comme ces deux fonctions sont othogonaux le premier terme donne
92

2 2 0
= ]_——
w” = wy( 8)

soit
g
~ 1—-—
W = wo( 16)
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05
T~Ty(1+—
o 16)

le second terme donne

05
192

la non linéarité augmente la période T
la période dépend de ’amplitude initiale
il y a apparution des harmoniques
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Pourquoi le ciel est-il bleu ?

La couleur bleue du ciel a longtemps constitué une source d’interrogation. Dans ce probléme, on 'interpréte
1s2omme étant due a la diffusion sélective des ondes issues du Soleil par les atomes présents dans l’atmosphére.

On adopte le modéle de THOMSON de ’atome, dans lequel le noyau est modélisé par une charge ponctuelle
placée en O et I’électron situé en M, de masse m et de charge —e, est lié élastiquement au noyau par une force

du type
T = —kOM

ol k s’interpréte comme une constante de raideur.

0 T M
T @ <K== >
noyau électron

On suppose que le noyau placé en O est fixe dans le référentiel d’étude R, supposé galiléen.

Dans ce modéle, 1'électron est de plus soumis a une force de frottement du type

T =-nv

oll h est une constante positive et o la vitesse instantanée de 1'électron.

On considére une radiation monochromatique issue du Soleil, produisant au niveau de I’atome un champ
électrique

E = Eq cos (wt) Wy
On rappelle que ’électron est alors soumis & une force électrique du type ?(, = (—e)ﬁ.

Le poids de I’électron et la force d’origine magnétique sont négligées devant les autres forces. On suppose
que le mouvement de 1’électron est unidimensionnel suivant I’axe (Ox) et on pose x(t) son abscisse mesurée par
rapport au noyau.

Données : m=9,1.10"3" kg, e=1,6.10""° C, k=100 Nm~!, h = 10720 kg.s~!

I. Montrer que I’abscisse x de 1’électron vérifie une équation différentielle de la forme

i+ %x + wola(t) = F(t)

ol wy, Q et F(t) sont & exprimer en fonction des données.

Calculer wyg et Q.

On suppose que z(t) s’écrit sous la forme z(t) = X cos (wt + ¢).

I1. Exprimer 'amplitude X des oscillations de 1’électron en fonction de wy, Q, e, Eg et m.

ITI. Le rayonnement visible provenant du Soleil est compris dans la gamme de longueurs d’onde allant de
Ap =400 nm  couleur bleue & A, = 800 nm couleur rouge. Calculer les pulsation wy, et w, correspondant
aux radiations respectivement bleue et rouge. Donnée : ¢ = 3.10% m.s~! célérité de la lumiére.

——
IV. Montrer que le vecteur position OM de 1’électron s’écrit approximativement

— —e
OM(t) ~ WEO cos (wt) Wy

V. Sachant que I’électron diffuse un rayonnement dont la puissance P est proportionnelle a la valeur moyenne

. . . . Py
du carré de son accélération, exprimer en fonction des longueurs d’onde )\, et A, le rapport 77_( des
-
puissances diffusées dans le bleu et le rouge. Fa;]réo’gapplication numérique et conclure.



Etude expérimentale d’oscillations mécaniques

On réalise expérimentalement le dispositif suivant : un objet de masse m est attaché a un ressort de constante
de raideur k et de longueur & vide £y, et posé sur un rail horizontal. Un dispositif permet de relever la position M
de ’'objet au cours du temps.

curseur de position M \

rail &
/coussin d’air

»
»

60 l’(t)

On note z(t) le déplacement algébrique de M par rapport a ’équilibre.
Le référentiel terrestre est le référentiel d’étude, il est supposé galiléen.

Données : m=100¢g, k=10 Nm~!, g = 9,81 m.s2.

I. Oscillations idéales (sans frottement)

La masse est posée sur un rail & coussin d’air horizontal. On suppose donc qu’il n’y a pas de frottement
entre le rail et I'objet (les frottements avec I’air étant négligés).

A Paide du dispositif expérimental et d’un tableur, on trace la courbe n° 1 suivante :

Oscillations z(t) — courbe n° 1

Xencm
o
"N

1 graduation = 50 ms

I.1 Quelles ont été les conditions initiales 7 Mesurer la période Teyp, du mouvement.

1.2 Déterminer 'équation différentielle du second ordre vérifiée par z(t). Identifier la pulsation propre wy
du systéme en fonction des données.

1.3 Exprimer puis calculer la période propre Tj.

1.4 Exprimer puis calculer I’énergie mécanique &,, de 'oscillateur, ’énergie potentielle de pesanteur étant
prise égale & zéro.

II. Oscillations amorties

L’objet de masse m est toujours posé sur le rail & coussin d’air. On fixe une voile sur I’objet. On obtient
un enregistrement correspondant a la courbe n® 2 suivante :

Oscillationiiéjﬁ) — courbe n° 2



IT.1
I1.2

I1.3

I1.4

I1.5

I1.6

I1.7
I1.8

§O 1 } ?:'m'::::'.::::
.5 - ,,7_i =S S

-10 |
-15

1 graduation = 50 ms

Que peut-on dire de la pseudo-période T ? Calculer le décrément logarithmique 9.

Evaluer numériquement I'énergie qui a été dissipée au cours de la premiére oscillation.

On modélise la force due a la voile par une force de frottement fluide du type

F=-nv

avec h une constante positive.
Etablir ’équation différentielle vérifiée par z, en la mettant sous la forme
F4+28wod +wolr =0

& et wy étant & exprimer en fonction des données. Quelle est I'inégalité vérifiée par £ dans le cas
présent 7

Déterminer la forme générale de la solution z(t), en exprimant la pseudo-pulsation € en fonction de
wo et &.

Démontrer la relation
6= fwo T

En déduire la valeur numérique de la constante £, puis la valeur du coefficient de frottement h.

On veut évaluer le coefficient de frottement A en utilisant le travail de la force de frottement. On
suppose que pendant la premiére pseudo-période, on a

x(t) ~ Xo cos (wot)

Exprimer alors le travail Wy de la force de frottement entre les datest =0 et t = T.

En utilisant le résultat de la question II.2, retrouver la valeur de h.
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Etude du pendule simple rigide

On considére une masse m, assimilée & un point matériel M, accorchée a une tige rigide 7 de masse négligeable
par rapport a celle de M et de longueur ¢. La tige peut tourner sans frottement autour du point fixe O, tout en
restant contenue dans un plan vertical fixe.

M

La position de la masse m est repérée par ’angle 6 formé par la tige avec la verticale descendante. Le champ
de pesanteur est ? Le référentiel d’étude est supposé galiléen.

Données : g=9,8m.s 2, m=470g, /=1 m.

I. Mouvement sans frottement

On suppose que les frottements sont négligeables. A I'instant ¢ = 0, on écarte la tige d'un angle 6 et on
la lache sans vitesse.

1.1 Montrer que I’équation différentielle vérifiée par 0 s’écrit
6+ % sinf =0

1.2 Quelle est 'expression de la période T des oscillations de faible amplitude 7 Calculer T).

1.3 Exprimer I’énergie mécanique &, de la masse m en fonction de m, ¢, g, 6 et 6. On fixera I'énergie
potentielle de pesanteur nulle & l'altitude du point O.

1.4 Justifier que I’énergie mécanique se conserve au cours du temps. En déduire l'expression de 62 en
fonction de 6, 6y, g et /.

1.5 Montrer que la période T des oscillations s’écrit

TO‘/+&) do
T =
Vor —_p, Vcost —cosby

A partir de la relation précédente, on peut tracer le graphe donnant la période T des oscillations du
pendule en fonction de leur amplitude 6y, ce graphe n°® 1 est représenté en annexe.

1.6 Commenter cette courbe, en dix lignes maximum.

I1I. Oscillations amorties

On tient compte de 'amortissement dit aux forces de frottement exercées par I’air ambiant sur la masse

m. Les forces de frottement sont modélisées par une force = —047, oll o est une constante positive
et U le vecteur vitesse instantané de la masse m. On constate que 'amplitude des oscillations diminue
lentement au cours du temps.

I1.1 Par dérivation de lintégrale premiére du mouvement, montrer que ’équation différentielle vérifiée
par 6, pour des oscillations de faible amplitude, se met alors sous la forme

. 142.
0F=0+w?20=0
T

et donner 'expression de 7 et wy en fonction de m, a et g.



I1.2 A quelle condition sur 7 la masse m oscille-t-elle ? Exprimer alors la pseudo-pulsation w en fonction
de wo et 7.

La solution de I’équation différentielle vérifiée par 6 s’écrit alors

6(t) = Aexp (—;) cos (wt + )

ou A et ¢ représente les constantes d’intégration, qu’on ne cherchera pas & exprimer.

On définit le décrément logarithmique 0 par la relation

=» (5em)

ol T est la pseudo-période des oscillations.

I1.3 Montrer que le décrément ¢ s’écrit de maniére trés simple en fonction de T et 7.

La courbe représentative de 0(t) est dessinée en annexe sur le graphe n° 2.

I1.4 A partir de lectures graphiques a préciser, calculer numériquement

le décrément logarithmique ¢,
— la pseudo-période T,
la constante T,
— la constante a.
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Exercice 1 Oscillateur sur plan incliné

1. Oscillations autour d’une position d’équilibre
Un point matérie] M (masse m) est attaché a deux ressorts identiques (raideur k, longueur
Iy au repos) dont les extrémités sont fixés au point Oy et A (O1A = 2l) d’un plan incliné
d’angle 8. Le point M glisse sans frottement le long du plan incliné d’axe Oqx;.

a) Déterminer 'abcisse z1. = O1M, du point matériel & I’équilibre.

b) On place l'origine O en M., et 'on pose : x; — &, = x, x étant 'abcisse de M par
rapport a I’équilibre. Déterminer I'équation différentielle du second ordre satisfaite par
z(t) (on fera intervenir une pulsation propre wg) puis résoudre cette équation sachant
qu’au communique au point matériel initialement a 1’équilibre une vitesse v = 111,

2. Oscillateur harmonique amorti
On ne néglige plus le frottement ﬂulde, exercé sur le point matériel M élastiquement lié, qui

se traduit par une force E; =—av (> 0).
a) Montrer que I’équation du mouvement se met sous la forme : & — T +wix =0, z étant
I’abcisse de M par rapport a ’équilibre, et (Q un facteur que 1’on précisera.
b) On considére les mémes conditions initiales qu’en 1.b). Dans le cas d’un faible amortis-
sement caractérisé par () > 1, déterminer I’expression de x(t).
) Quelle est alors la relation entre le facteur @ et le décrément logarithmique 6 7
d} On pose X = “"”x et u = T , Ty étant la péricde propre du mouvement. 'I'racer ’allure

du graphe de )i (u] lorsque @ = 10, pour 0 < u < 5. Retrouver graphiquement la valeur
de &

Exercice 3 Oscillateur harmonique amorti

AL

Un point matériel M (masse m), attaché & un ressort horizontal (raideur .
k, longueur lp au repos), est suspendu a un fil inextensible de longueur L. On L
considére des petits mouvements quasi horizontaux du point M, repéré par son lo )
abcisse = telle que = < L. En outre le point matériel M, de vitesse v = visy, est 4 ANAA X
soumis & ’action d'une force de frottement fluide ﬁ =—av (a>0) ERARA \g_x.. }

1. Montrer que I'4quation différentielle du mouvement de M peut se mettre
sous la forme suivante :# + 2\wod + wiz = 0. Identifier les paramétres X,
wp eb préciser la dimension de A

2. La trajectoire de phase de cet oscillateur est représentée ci-contre. On note
Py le point initial de phase (a t = 0) et OFy = z. Quelle est la nature du
régime de variation de x=(¢) 7

3. Déterminer l'expression de z(t), en tenant compte des conditions initiales.

4. Trouver la valeur du parameétre A & partir de la trajectoire de phase de la
figure ci-contre en comparant 2 = OF, et 23 = OP;.
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PHYSIQUE |

De l'oscillateur harmonique

Le probleme analyse une expérience classique de travaux pratiques destinée a
mettre en évidence un phénomeéne de résonance en mécanique. On considére un
ressort vertical a spires non jointives dans son domaine de linéarité. 1l est carac-
térisé par une masse linéique |, une constante de raideur &, et un corps M, de
masse m, est accroché a son extrémité inférieure. L'étude mécanique est faite
dans le référentiel ( R) du laboratoire supposé galiléen et les déplacements envi-
sagés sont verticaux. On utilise les notations suivantes :

) - * P * + * L]
* 2,, vecteur unitaire définissant la direction de I'axe X x et le sens de la ver-
ticale descendante,

. § = g?eX, champ de pesanteur uniforme,
§ 2 _ k
0y = -
Partie I - Oscillations sans frottement

ILA - Oscillations libres (on prend p = 0). Lextrémité supérieure du ressort
est fixe.

[LA.1)  Faire un bilan des forces appliquées a M.

[LA.2)  Déterminer I'équation différentielle (E,) vérifiée par x, déplacement
de M par rapport a la position d'équilibre, et sa solution pour les conditions ini-
tiales suivantes : x(0) = x,, x(0) = 0.

[LA.3) Proposer deux méthodes indépendantes permettant d'accéder a la
valeur de k.

I.A.4) Définir les deux énergies potentielles a considérer, en fonction de &k, m,
g et x en prenant comme référence la position d'équilibre x = 0.

I1.A.5) En déduire I'énergie potentielle totale E p» €N fonction de & et de x, et
I'énergie mécanique E en prenant les conditions initiales du I.A.2.

[LA.6) Tracer sur un méme diagramme les courbes représentant les varia-
tions de £, etde £ en fonction de x et montrer comment on peuty lire la valeur
de I'énergie cinétique E£,.

Concotirs Centrale-Supélec 2001 1/7



PHYSIQUE | Filiere TSI

Filiere TSI

LA'7)  Montrer qu'en valeur moyenne il y a équipartition de 1'énergie entre
I'énergie cinétique et 'énergie potentielle.
I.B - Oscillations forcées {on prend . = 0)

Grace a un systeme bielle-manivelle on impose a l'extrémité supérieure du res-
sort le déplacement X( H2, = acosmtz,, a et @ étant des constantes.

1.B.1) Déterminer I'équation différentielle ( £,) du mouvement de M et mon-
trer que l'existence de la sollicitation extérieure revient a introduire dans le
bilan établi au I.A.2 un terme supplémentaire £, , que I'on exprimera en fonc-
tionde & etde X.

1.B.2) On s'intéresse au cas ® # ©, .

a) Donner la solution de (F,) avec les conditions initiales x(0) = 0, %(0) = 0.
Mettre le résultat sous la forme du produit de deux fonctions trigonométriques
dont on exprimera les pulsations o, et ®,, (®;>®,) en fonction de ® et de o, .

b) Tracer l'allure de la courbe représentant les variations de x en fonction du
temps ¢ pour ® = 1,2 ®,, définir et déterminer la période des battements en
fonction de o, .

¢} Proposer une expérience de battements en optique (8 lignes maximum) en
précisant son intérét pratique.

d) Exprimer la variation d'énergie mécanique par unité de temps % L'énergie
se conserve-t-elle 7 Augmente-t-elle 7 Diminue-t-elle ? Varie-t-elle en moyenne ?
1.B.3) On s'intéresse au cas ® = @, .

a) Déterminer la solution de (F,) avec les conditions initiales x(0) =0,
X(0) = 0 par passage a la limite ® - @, de la solution obtenue au 1.B.2-a).

b) Tracer la courbe représentant les variations de x en fonction du temps ¢.
Donner I'équation des deux demi-droites enveloppes de la courbe.

¢} Quel est le phénomene mis ainsi en évidence ? Qu'est-ce qui en limite I'acuité
dans la réalité ? Donner un exemple d'un tel phénomene dans les domaines de
l'acoustique, de I'électrocinétique, de l'optique.

d) Déterminer E(¢) et sa variation par unité de temps sur l'intervalle [¢ ¢+ 7]
tel que sinw,t =1 et T, = 2n/®,. Conclure quant a la signification énergétique
du phénomene.
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Partie II - Oscillations forcées avec amortissement fluide

Grace a un q)ispositif approprié (partie IV) on soumet M a une force de frotte-
ment fluide Fr dela forme Fr = —A¥, A étant une constante positive et ¥ repré-
sentant la vitesse de A. On impose toujours le déplacement X(¢) = acoso¢ a
l'extrémité supérieure du ressort. On note

ITI(DO

h
le facteur de qualité et on prend toujours pu = 0.
II.A - Déterminer l'équation différentielle (£;) du mouvement de M.

IL.B - On s'intéresse a la solution en régime forcé. Quel est, en fonction de o, et
Q, l'ordre de grandeur du temps t© nécessaire pour considérer seulement cette
solution ?

I1.C - Montrer que lI'amplitude A du déplacement de M s‘exprime sous la
forme :

a

O M
1-= |+
2 2
M @y

I1.D - Donner une interprétation physique du mouvement de M aux hautes et
basses fréquences.

A=

II.E - Montrer que, si Q est supérieur a une valeur minimale Q, . a déter-
miner, A prend une valeur maximale pour une pulsation o, a exprimer en fonc-
tionde o, et Q.

II.F - Déterminer l'expression V' de I'amplitude de la vitesse de M en fonction
de a, o, o, et Q.
I1.G - Donner une interprétation physique de la variation de ¥V aux hautes et
basses fréquences.

II.H - Montrer que V prend une valeur maximale pour une pulsation indépen-
dante de Q.

ILI - Grace a un capteur de position de M, on mesure une tension V,, propor-
tionnelle a I'amplitude A. A partir des valeurs expérimentales suivantes tracer
les courbes représentant les variations de V,(mV) et de f- V, (V- Hz) en fonc-
tion de la fréquence f(mHz).

Fchelles: 1V <2 cm, V-5 esl em, 1Hz¢>4 cm.
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VPJ?M 1844 |1844 |1844 |1844 (1906 [2063 |2281 |2500 |2906

f 156,3 |213,9 |287.8 (4124 |615,4 [869,6 |1026 |1250 (1429
f-v,, (0228 (0,394 (0,531 (0,760 (1,173 (1,794 (2,340 (3,125 (4,153
Ypp 3438 4094 4531 |4938 |5750 |5906 |3531 |4188 |3281

f 1613 1786 [1887 (1923 |2128 |[2198 2299 |2500 (2597
£-V,, 0045 |7.312 |8,550 (9,496 |12,24 (12,98 [12,71 |10,47 |8,521
Yep 3250 2813 |2344 (1812 (1469 |1094 [1062

f 2632 |2778 |2857 (3077 (3361 |3636 |[3704

f-V,, [8554 (7,814 (6,697 |5575 (4,937 |3978 [3,934

I1.J - Alévolution de quelle grandeur physique accede-t-on en tracant la courbe
représentant les variations de 7V, en fonction de £7?

IL.K - Définir la bande passante Af. Déterminer graphiquement Af et la fré-
quence propre f, associées a la fonction de transfert /,: f— f- V__ . En déduire
le facteur de qualité Q. Comparer ces valeurs aux résultats donnés par un logi-
ciel de modélisation : V,p(0) = 181159 mV, f, = 2228+ 12 mHz,
Q = 3,183+ 0, 140. Que penser du modele proposé pour interpréter I'expérience ?
Sachant que m = 0,275 kg, calculer A.

II.L - Déterminer le schéma électrique équivalent, c'est-a-dire décrit par une
équation différentielle du méme type que ( E;), association d'une résistance R,
d'une inductance L, d'une capacité C, alimentée par une source de courant
idéale Icoswt. Dresser un tableau d'analogies électromécaniques.
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