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Avant-propos

La nature regorge d’illustrations de phénoménes non linéaires ouvrant la
porte & une complexité que la science du xx© siécle n’a fait qu’entrouvrir et
que le xx1© siécle se doit d’explorer. A partir d’exemples simples et communs
puisés dans différentes disciplines (mécanique, hydrodynamique, chimie, dy-
namique de populations, etc.), cet ouvrage introduit le langage et les notions
propres aux sciences non linéaires permettant d’analyser, de comprendre et
de décrire tous ces phénomeénes en adoptant progressivement une approche
formelle & portée universelle. La théorie du chaos est abordée simplement avec
une perspective statistique pour comparer et discriminer les phénoménes chao-
tiques des phénoménes aléatoires. La théorie des catastrophes est exposée avec
le méme souci de simplicité ; les sept catastrophes élémentaires sont extraites
de maniére qualitative avec un minium de formalisme mathématique. Une des
forces de cette théorie est en effet la faculté d’établir une classification des
catastrophes sans avoir besoin de connaitre le type d’équations décrivant le
systéme ; celles-ci peuvent étre arbitrairement complexes, ou méme impossibles
& écrire. La théorie de la morphogenése (émergence des formes) est introduite
également & partir d’exemples visualisables aisément, telle la convection ou
les systémes de réaction-diffusion chimique, la relation entre la morphogenése
chimique et celle des étres vivants, comme le pelage de certains animaux, est
alors évoquée. L’étude de V'instabilité des structures spatiales & une et deux
dimensions est traitée ainsi que le changement d’états du systéme le faisant
évoluer de solutions stables & des solutions instables ou métastables, et in-
versement, avec un souci pédagogique poussé. Le dilemme de la sélection d’une
vitesse unique d’invasion (parmi un ensemble infini de solutions) d’une solution
instable par une solution stable est présenté et résolu a I’aide de considérations
élémentaires. Ainsi, ces phénoménes dits complexes sont abordés simplement
dans cet ouvrage par des exemples concrets dont 'analyse et la compréhension
permettent d’en extraire toute la substance universelle a ’aide d’un formalisme
mathématique accessible. De par sa relative simplicité, la majeure partie de cet,
ouvrage est, accessible aux éléves de classes préparatoires, aux étudiants de li-
cence (L1, 1.2, L3), et trés adaptée aux étudiants de maitrise (M1, M2) et en
doctorat, aux ingénieurs. Il s’adresse également a tout ingénieur, tout chercheur
et tout enseignant-chercheur souhaitant étre au fait des connaissances actuelles
en sciences non linéaires.
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Chapitre 1

Présentation des grandes
lignes

Le xx1° siécle voit avec son avénement I’émergence d’un nouveau champ de
recherche : celui des phénoménes non linéaires. Loin d’étre un effet de mode, la
non-linéarité est, bien au contraire, une problématique défiant la communauté
scientifique dans son ensemble puisqu’elle est au coeur aujourd’hui de toutes les
disciplines : la physique, la chimie, les mathématiques, la biologie, la géologie,
I’économie, les sciences sociales, etc.

La théorie des phénomeénes linéaires avec son principe de superposition’
permet de décrire de nombreux phénomeénes naturels, tels le mouvement des
planétes, la propagation des ondes électromagnétiques... Toutefois, le principe
de superposition ne s’applique pas dans la majorité des phénoménes rencontrés
dans la nature et dans la vie courante, et ce & cause de la prédominance des
effets non linéaires. Par exemple, la dynamique des mondes économique et
financier observée a travers I’évolution du cours de la Bourse est une incarnation
typique et quotidienne de ces comportements non linéaires. En effet, ’état de
la Bourse dépend de ’ensemble de décisions effectuées par les agents boursiers ;
or, chaque agent boursier fonde sa décision d’acheter ou de vendre des titres sur
un ensemble de facteurs, telles la situation économique globale du moment, les
rumeurs courant sur la santé financiére de tel ou tel autre groupe d’actionnaires,
ou encore 'anticipation personnelle qu’il effectue sur la décision a venir des
autres agents... Ainsi, agent boursier n’agit pas du tout comme s’il était seul :
le principe de superposition atteint ses limites pour laisser place & un formidable
probléme d’interaction et d’interdépendance entre phénomeénes.

Les manifestations de la non-linéarité, que recouvre en partie la notion de
complexité, sont innombrables. Par exemple : la présence d’oscillations tem-

1Le principe de superposition présuppose que deux effets coexistants n’interférent pas I’'un
avec autre ; chacun agit comme s’il était seul. La résultante des effets est alors égale a la
somme des deux effets.
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porelles des phénoménes (solutions oscillantes) ; apparition d’états chaotiques
caractérisés par l'incapacité de prédire précisément 1’évolution du systéme,
méme si le systéme est parfaitement déterministe et ne comporte en principe
aucun effet aléatoire ; la naissance de structures spatiales désordonnées ou bien
ordonnées (morphogenése), & I'instar des bandes ou des taches sur le pelage de
certains animaux comme le zébre ou le 1éopard.

Le point remarquable, et probablement un des plus fascinants pour le scien-
tifique qui étudie ces phénoménes, réside dans le fait que cette complexité peut
se manifester méme au sein de systémes relativement simples. La physique et
la chimie — pour ne citer que ces deux domaines scientifiques — regorgent de
systémes assez simples, dans le sens ol leur mise en équations est relativement
élémentaire ; ces systémes révélent néanmoins une complexité insoupgonnée pré-
cisément grace aux effets non linéaires qu’ils recélent intrinséquement. L’étude
de la complexité de ces systémes permet de défricher ce nouveau territoire en
établissant quelques enseignements utiles a ’étude ultérieure de systémes plus
complexes.

Le probleme de I’état et de I’évolution du cours de la Bourse évoqué plus
haut est par lui-méme un probléme complexe et il est difficilement réductible
en un systéme d’équations; ainsi, extraire une complexité d’un systéme déja
complexe au départ peut ne pas étre discriminant. Mais il faut souligner que le
domaine des phénoménes non linéaires développe, pour I’étude des sytémes trop
complexes, des approches alternatives a la mise en équations, telle la théorie
des catastrophes (voir les trois derniéres sections du chapitre 3 et le chapitre 4)
qui permet, d’énoncer des conclusions générales sur le comportement et 1’état
de ces systémes.

Sans que le terme non linéaire y soit explicitement associé, il est pourtant
un phénoméne non linéaire que nous connaissons tous : les réactions chimiques.
Ici, le terme « réaction » porte déja en lui-méme la notion d’« interaction »,
« d’effets non additifs » et donc de « phénomeénes non linéaires ». Considérons, a
titre d’exemple, le cas de deux substances désignées par S et Sp qui réagissent
pour donner naissance a une substance S¢, réaction symbolisée par I’équation
suivante :

Sa+ S — Sc . (1.1)

La vitesse de réaction de production de la substance S¢ dépend dans les
cas simples du produit des deux concentrations, A x B des substances S, Sp.
Ainsi, par exemple, si les concentrations A et B sont modifiées par des quantités
JA et §B, la vitesse de réaction devient proportionnelle & (A + 0A)(B + §B).
La variation de la vitesse est donnée par (A + 0A)(B + 0B) — AB = AdB +
BOA + §A6B, et non par 6A + dB, comme pourrait le dicter le principe de
superposition.

A la fois dans le monde inerte et dans le monde vivant, les réactions chim-
iques offrent un terrain trés riche donnant lieu & des comportements fascinants.
Elles président & de nombreuses régulations et évolutions biologiques. Nous ver-
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rons plusieurs conséquences issues de réactions chimiques, avec des dynamiques
riches (voir chapitres 5 et 9).

Les modéles de type « réaction » ne se limitent pas uniquement aux espéces
chimiques, mais peuvent avoir une portée bien plus grande. Ainsi, les problémes
de dynamique de populations, comme la dynamique de proie-prédateur (section
5.2), en biologie ou en sciences sociales et économiques... peuvent étre décrits
par ce type de modéle. Il est donc probable que ces systémes obéissent & des
comportements similaires, méme si a priori aucun lien de parenté n’apparait
clairement entre ces systémes.

Un systéme non linéaire est en général décrit par un systéme d’équations
couplées, telles les équations différentielles et les équations aux dérivées par-
tielles. La présence de termes non linéaires (tels les produits de dérivées par-
tielles ou totales d’ordre m, n = 1,2,...) induit, pour un méme systéme et
pour les mémes valeurs de paramétres, 'existence d’un grand nombre, voire
d’un nombre infini, de solutions possibles. Cela contraste fonciérement avec les
systémes linéaires pour lesquels la solution est unique?. Ainsi, un systéme non
linéaire « choisit » une certaine solution parmi les multiples solutions possibles ;
une question se pose alors naturellement : existe-t-il un principe, un critére,
une loi qui permette au systéme de choisir une solution ? C’est le dilemme de la
sélection de solution, propre aux systémes hors équilibre thermodynamique? :
A la différence des systémes a 1’équilibre pour lesquels le second principe de la
thermodynamique* constitue un principe de sélection de solution, les systémes
ouverts, qui sont donc hors équilibre, n’en disposent pas. C’est donc 1a une car-
actéristique nouvelle : ’absence de principe de type thermodynamique ouvre
la voie & la complexité des systémes hors équilibre.

Par ailleurs, méme si le systéme non linéaire « choisit » initialement une
solution parmi ’ensemble des solutions possibles, il n’est pas dit que cette solu-
tion soit réalisable pour toutes les valeurs des paramétres de controle®. En effet,
lorsque les paramétres varient, le systéme peut « sauter » brusquement d’une
solution vers une autre, par exemple d’une solution statique vers une solution
qui oscille dans le temps. La nouvelle solution est qualitativement différente de
I’ancienne. Ce changement de comportement peut arriver soudainement, c’est-

20n écarte ici les situations dégénérées (en principe non physiques) telles le systéme
linéaire de la forme =z 4+ y = 1 et 2z 4+ 2y = 2, qui admet une infinité de solutions, car les
deux équations ne sont pas indépendantes (systéme dégénéré). En termes plus formels, une
solution d’un systéme linéaire est unique si le systéme satisfait au théoréme de 1’alternative
de Fredholm (voir chapitre 6 pour une telle notion).

3Un systéme hors équilibre thermodynamique est un systéme ouvert qui échange de 1’én-
ergie et de la matiére avec 'extérieur. Cette notion est souvent associée a des exemples
physiques et chimiques, mais elle est plus générale ; ainsi, un systéme économique ou social,
est en constante évolution et peut étre vu comme un systéme ouvert hors équilibre.

4T.e second principe de la thermodynamique, également dénommé seconde loi de la ther-
modynamique, décrit Dirréversibilité de 1’évolution des systémes isolés notamment aprés un
échange de chaleur. Ce principe stipule que toute évolution spontanée d’un systéme isolé
s’effectue avec une création d’entropie.

5Un paramétre est dit de controle lorsque c’est une quantité sur laquelle peut agir un
expérimentateur.
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a-dire sans élément précurseur d’avertissement, lorsqu’un parameétre atteint
une valeur critique. Par exemple, une zone climatique relativement stable peut,
suite a une dépression atmosphérique, vivre une grande tempéte. Ce change-
ment qualitatif est appelé bifurcation. En général, une bifurcation survient soit
parce que I’ancienne solution (dans 'exemple hydrodynamique ci-dessus, un
« temps calme ») est devenue instable, soit que tout simplement la solution
d’équilibre cesse d’exister (exemple mécanique : une poutre atteint la limite de
rupture il n’y a plus de solution d’équilibre possible ce qui peut entrainer
Peffondrement de la structure). Dans cet ouvrage, nous explorons la richesse
des divers scénarios possibles de bifurcations (voir chapitres 2, 5 et 6, 3).

En observant le comportement, de nombreux systémes naturels, en biologie
notamment, le mathématicien René Thom® a suggéré de nommer catastrophe le
changement qualitatif de comportement d’un systéme. Il batit dans les années
1970 une nouvelle approche de 'analyse des systémes fondée sur la représen-
tation des solutions qualitativement différentes dans ’espace des paramétres
de contréle (voir référence [75]). Représentées dans un espace & deux dimen-
sions pour un systéme disposant de deux paramétres de controle, les solutions
qualitativement différentes définissent différentes régions bordées par des lignes
représentant des frontiéres (comme sur une carte géographique ou les lignes
séparent les pays). L’ensemble des lignes frontiéres forme une certaine figure
géométrique, par exemple un papillon (voir figure 1.1, dite aussi portrait de la
catastrophe). Dans cet espace, la traversée d’une ligne correspond & un change-
ment qualitatif de solution; ces frontiéres sont dites lignes de catastrophes.
Chaque type de catastrophe correspond & un portrait unique, ou empreinte
unique de cette figure géométrique dans 'espace de paramétres de controle. En
connaissant le nombre de paramétres de controle indépendants au sein d’un
systéme, il est donc possible de déterminer & I’avance le nombre et la nature
de catastrophes possibles sans avoir besoin de connaitre les équations d’évolu-
tion qui régissent le systéme ; en particulier, cet énoncé reste vrai méme si ces
équations sont impossibles & imaginer.

Relativement au nombre de paramétres de controle du systéme (et non en
fonction de ses degrés de liberté), nous verrons qu’il existe sept catastrophes élé-
mentaires distinctes. Nous les décrirons dans cet ouvrage selon une perspective
relativement élémentaire et intuitive (voir chapitre 4).

L’étude des phénoménes non linéaires comporte un volet spécifique et im-
portant consacré a I’étude des solutions permanentes (i.e solutions dont la durée
de vie est suffisamment grande, voire infinie), ce qui intégre également les solu-
tions oscillantes dans le temps et les solutions chaotiques. Ainsi, le soleil se léve
et se couche réguliérement, et méme si la durée du jour et de la nuit change au
cours des saisons, le mouvement a un caractére permanent puisqu’il se répéte
chaque année. Méme un signal chaotique se répéte dans un certain sens, pas au
sens de la valeur du signal, mais dans un sens un peu plus abstrait (disons pour

6René Frédéric Thom (1923-2002), mathématicien frangais, connu pour avoir développé
la théorie des catastrophes en 1968, a recu pour ses travaux sur la topologie différentielle
(théorie de cobordisme) la médaille Fields en 1958.
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Figure 1.1  Une figure géométrique de type « papillon » délimitant les régions cor-
respondant aux différents types (71 — T5) de solutions. u et v sont les paramétres de
controle.

le moment au sens statistique) que nous aurons 'occasion d’évoquer briéve-
ment (voir chapitre 8). En bref, tout ce qui n’est pas un phénoméne transitoire
(i.e. qui dure un petit laps de temps par rapport aux temps caractéristiques du
systéme) sera appelé permanent, quelle que soit la complexité du mouvement.
Parmi ’ensemble des solutions possibles, seules les solutions stables ont une
chance de survivre, mais cela n’exclut pas la possibilité d’observer, temporaire-
ment, les solutions instables”. Un exemple de situation instable mais qui peut
durer un certain temps : une balle posée au sommet d’une bosse (figure 1.2);
cette situation peut en effet perdurer jusqu’a ce que, suite & une petite pertur-
bation, la balle ne dégringole. Ainsi une solution est dite instable lorsqu’elle est
sensible aux perturbations méme trés faibles; I’état final peut alors étre fon-
ciérement différent de celui avant perturbation. Le systéme est dit linéairement
instable®. Par opposition aux solutions instables, les solutions stables restent
indifférentes & une perturbation intrinséque (disons une fluctuation non con-
trolée) ou extérieure (petite perturbation causée par un agent externe), en ce
sens qu’apres réaction a la perturbation, le systéme retrouve ’état initial avant
la perturbation (c’est le cas d’une balle posée au fond d’une vallée).
Lorsqu’un systéme résiste aux faibles perturbations mais se soumet a des
perturbations plus fortes, le systéme est alors dit linéairement stable (i.e. stable
vis-a-vis d’une petite perturbation; image du haut sur la figure 1.2), mais il

"1’étude des solutions instables peut méme parfois étre trés intéressante voire essentielle
dans certains contextes, comme par exemple, celui du chaos pour accéder & une compréhension
fine des phénomeénes.

8Le terme « linéaire » qualifie ici un procédé d’analyse quant a l’étude de la stabilité
d’une solution : la perturbation est suffisamment faible pour que les équations non linéaires
associées au systéme puissent étre linéarisées autour de la solution étudiée.
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(1)

— (2)
(1)

(2)

Figure 1.2 En haut, une balle au point (1) n’a aucune chance de se trouver au
point (2) suite a des fluctuations naturelles. On dit que la position de la balle est
linéairement stable. Pour passer de la position (1) & (2) une perturbation extérieure
assez forte est nécessaire. Dans ca cas la position (1) est nonlinéairement instable. En
bas la balle se trouve en position instable. Dans ce cas une faible fluctuation suffit a
la faire transiter de (1) vers (2). On dit que la position (1) est linéairement instable.

est également dit non-linéairement instable (ce qui signifie que la perturbation
minimale pour la perte de stabilité doit avoir un seuil en amplitude; il faut
donner un grand coup de pied pour déloger une balle, qui se trouve au fond
d’une vallée, vers une vallée voisine).

L’étude des phénoménes non linéaires s’incarne différemment selon le cadre
adopté ; ainsi, outre I’étude des catastrophes, définies comme les figures géométriques
que tracent les frontiéres des solutions qualitativement différentes représentées
dans espace des paramétres de controle (voir la figure 1.1), 'analyse des bi-
furcations, définies par I’évolution d’une variable associée a la dynamique du
systéme (par exemple la position d’équilibre d’une masse dans un probléme de
mécanique) en fonction d’un des paramétres de controle du systéme (voir la fig-
ure 1.3, dite diagramme de bifurcation). Les deux représentations, catastrophe
et bifurcation, ne sont bien siir pas sans lien, puisque toutes deux décrivent une
méme réalité ; elles ont notamment en commun la recherche de comportements
universels indépendamment de la spécificité du modéle étudié (systéme chim-
ique, biologique, économique...). Ainsi, a I'image du nombre limité de catas-
trophes que peut adopter un systéme & un nombre donné de paramétres de
controle, la théorie des bifurcations recherche le nombre de diagrammes qualita-
tivement différents associés au systéme ; ce nombre est nécessairement limité et
précisément défini car il est dépendant des symétries du systéme et du nombre
de parameétres. Si les deux descriptions — théorie des catastrophes et théorie des
bifurcations — contiennent les mémes éléments d’information bien qu’exprimés
difféeremment, la théorie des catastrophes est particuliérement adaptée a I’étude
de la stabilité structurelle des modéles adoptés pour décrire un systéme. En ef-
fet, la théorie des catastrophes ne retient que les formes de catastrophes qui
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Ol

paramétre de controle

Figure 1.3 — Un diagramme de bifurcation, représentant une quantité ) typique du
systéme non linéaire étudié en fonction d'un paramétre de controle. La ligne brisée
représente une branche instable, tandis que la ligne continue se référe & une branche
stable.

résistent & un changement faible du modéle. Par exemple, supposons que nous
adoptions un modéle mathématique a partir d’hypotheéses effectuées a priori.
Lorsqu’en étudiant la robustesse du modéle en lui infligeant un effet mineur,
le diagramme de bifurcation change de maniére qualitative, nous sommes alors
confrontés & un modéle dit structurellement instable : ce modéle ne peut donc
étre retenu comme un modéle adapté & la description du systéme.

Il convient de préciser que la théorie des catastrophes suppose que la dy-
namique des systémes dérive d’un potentiel. Plus précisément, en appellant x(t)
une variable dynamique (par exemple, la position en mécanique en fonction du
temps t), la dynamique est dite potentielle si nous pouvons écrire 1’équation
d’évolution suivante :

de _ dV(x) (12)

at dx ’
ou V(z) est le potentiel. Nous verrons au cours de cet ouvrage que, dans bien
des cas, la dynamique d’un systéme hors équilibre peut se ramener & une telle
description. Dans le cas contraire, la portée de la théorie des bifurcations est
plus grande, car elle peut permettre de décrire la forme des équations sur la base
des symétries dont jouissent les systémes sans faire référence & un potentiel.

Nous avons évoqué précédemment ’aspect important et étonnant de I'u-
niversalité d’une approche, caractérisée par sa capacité & pouvoir classer et
énumérer les différents types de modes (bifurcations et catastrophes), sans
faire référence a un modéle spécifique. Il convient d’insister & ce point qu’en se
référant & la notion d’universalité, il n’entre pas dans nos intentions de min-
imiser 'importance de I’étude de phénomeénes spécifiques. Au contraire, cette
tache est impérative pour obtenir une information quantitative, par exemple
pour déterminer le moment auquel une bifurcation va se produire dans une
expérience donnée, soit pour I’éviter, soit en tirer profit, soit encore pour sim-
plement I’étudier et la répertorier en tant que telle. En outre, lors de I'étude
d’un systéme particulier, une contradiction entre la théorie et ’expérience peut,
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étre indicatrice d’une déficience dans le modele utilisé, et donc une telle dé-
marche joue un role essentiel dans ’établissement des équations d’évolution,
dans l'identification de la pertinence de telle ou telle autre hypothése pour le
phénoméne observé, etc. L’universalité, quant & elle — en plus d’une certaine
satisfaction intellectuelle — permet d’éviter des résultats erronés, car toute bifur-
cation doit appartenir & une grande classe bien définie. En somme, pour assurer
un progres scientifique solide, les deux approches, & savoir I’étude précise d’un
systéme et la classification des catastrophes et des bifurcations possibles, sont
nécessaires. Lorsqu’une mise en équations d’un systéme spéifique s’avére im-
possible & formuler, la classification universelle permet de dégager les grandes
lignes de comportement sans, pour autant, étre capable de dire quand telle ou
telle catastrophe risque de se produire.

Nous commencerons par étudier des exemples simples avant d’aborder des
aspects un peu plus formels (les notions mathématiques resteront néanmoins
élémentaires). Les questions sont abordées avec une difficulté croissante ; des
exemples et des problémes résolus sont proposés réguliérement pour compléter,
illustrer et alimenter les propos généraux. Les exemples servent, en outre, a in-
troduire de maniére progressive les notions et langage des sciences non linéaires.
Ces notions vont, peu & peu, revétir un statut plus général.

Nous discutons d’abord des solutions stationnaires, avant d’aborder celles
qui oscillent dans le temps. Ces solutions peuvent perdre leur stabilité en faveur
de solutions plus complexes, telles les solutions apériodiques d’apparence erra-
tique (ou chaotique) ; nous ne développerons pas en profondeur cette classe de
solutions chaotiques car de nombreux ouvrages sur le chaos traitent de ce sujet
(voir en particulier [9, 59, 55, 70]). Nous avons ainsi préféré parcourir assez
rapidement ce théme, en présentant seulement les notions essentielles.

L’évolution purement temporelle n’est cependant pas la seule partie impor-
tante dans ’étude des phénoménes non linéaires. Les systémes rencontrés dans
la nature ont souvent une dimension spatiale, ce qui leur confére une autre
richesse. Il s’agit du probléme fascinant de la naissance des formes dans la
nature, ou encore de la morphogenése. La nature nous offre d’innombrables ex-
emples d’organisation spatiale, dans divers domaines allant de la matiére inerte
a la matiére vivante, en passant par les sciences sociales et économiques. L’or-
dre spatial est facilement perceptible & I’ceil nu. Les exemples abondent autour
de nous (voir référence [5] pour une série trés variée d’exemples et d’images) ;
qui d’entre nous n’a pas admiré la forme attrayante et plus ou moins réguliére
des nuages dits cumulonimbus (voir figure 9.1 au chapitre 9), ou encore celle
des rides sur le sable dans le désert ou au bord de la mer lors de la marée de-
scendante, structures qui s’ordonnent sur de longues distances (voir figure 1.4).
En y réfléchissant un peu, cet ordre parait assez troublant lorsque nous identi-
fions que ’élément & origine des rides dans le désert, le vent, est dans un état
désordonné (vent turbulent). Un systéme naturellement ordonné ne doit pas,
pour autant, faire oublier qu’il peut basculer dans un état désordonné, dans un
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Figure 1.4 Rides éoliennes. Sand dunes©Greg Pickens #631279 Fotolia

chaos spatio-temporel®. L’hydrodynamique (dite aussi mécanique des fluides)
est un autre champ qui révéle une abondance d’états ordonnés (voir le livre trés
accessible au grand public par Guyon et al. [30]). Ainsi, la surface libre d’un
liquide chauffé a sa base, développe une structure ordonnée connue sous le nom
de cellules de Bénard-Marangoni (voir figure 1.5). De méme, en géophysique,
les colonnes de basalte s’organisent spontanément lors de la cristallisation de
la lave (voir chapitre 13).

L’exemple d’organisation spatiale le plus célébre est probablement celui de
la réaction-diffusion chimique initialement étudiée sur le plan théorique en 1952
par le mathématicien anglais Alan Turing (1912-1954) (voir référence [77]). Il a
montré qu’au sein d’un systéme ot siégent deux substances chimiques, I’'une ac-
tivatrice (qui assure son auto-croissance), notée S4, et 'autre inhibitrice, notée
Sp (qui modére la croissance de son antagoniste A), une solution homogene,
pour laquelle les deux espéces sont parfaitement mélangées, peut devenir insta-
ble au profit de la naissance de ’ordre spatial. Une telle instabilité se produit
lorsque la substance Sp diffuse suffisamment rapidement par rapport a la sub-
stance S4. L’ordre spatial peut naitre sous forme de bandes, hexagones (nids

9Le chaos spatio-temporel est associé & un désordre dans l’espace et une perte de la
mémoire dans le temps.
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Figure 1.5 Une structure organisée de type Bénard-Marangoni sur une surface libre
obtenue en chauffant le liquide par le bas. Cette structure est induite par la tension de
surface, laquelle est sensible a la température. Cette expérience peut étre reproduite
chez soi. Il suffit de chauffer de I'huilde de cuisine dans une poéle. On parséme ensuite
I’huile d’une poignée de poudre d’aluminium. La poudre sert juste a visualiser les
cellules de convection. Le liquide monte au centre des cellules (comme une fontaine) et
descend au niveau des bords des cellules, mais ce mouvement de fluide garde intacte
la structure hexagonale des cellules de convection. Sechseckige Strémungszellen in
erhitztem O1 / ©M.G. Velarde
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Figure 1.6  Une structure organisée de type Marangoni-Bénard a la surface de la

terre. I s’agit de colonnes de basalte. Zeitlos schone pflasterung (©Michael Stiining
#876669 Fotolia

d’abeilles), etc. Le milieu présente une alternance entre les régions fortement
concentrées en Sy et les régions riches en Sp (voir chapitre 9 pour des figures
expérimentales). Alan Turing a en outre suggéré qu’un tel ordre, et toute struc-
ture spatiale organisée en général, pouvait apporter une certaine compréhension
4 la morphogenése des étres vivants. La résolution sur ordinateur d’équations
simples de type réaction-diffusion d’un systéme & deux substances peut engen-
drer des motifs qui ressemblent étrangement & ceux rencontrés dans la nature
(comme les coquillages [11]).

Au regard des concepts modernes de la biologie du développement, la quan-
tité d’informations contenues au sein d’un étre vivant est trop importante pour
qu’elle soit entiérement codée dans le génome. Des processus purement phéno-
typiques, sans lien apparent avec la génétique, pourraient contribuer de maniére
importante & la naissance des formes dans la nature. Méme si I'implication réelle
d’un mécanisme de type Turing reste & démontrer, plusieurs progrés récents
semblent confirmer, dans certains cas, I'idée de Turing quand & son impact sur
le vivant. Nous discuterons ces aspects au chapitre 9.

Une propriété commune aux systémes non linéaires évoqués ci-dessus (et a

bien d’autres!) tient en leur faculté & donner spontanément naissance a une
structure ordonnée dans I’espace dés lors qu’un paramétre de controle dépasse
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une valeur critique.

La naissance de l'ordre & partir d’'un état initialement homogéne constitue
souvent un préalable commun. Cette bifurcation résulte génériquement soit de
la perte de stabilité de la solution homogéne ou de la cessation d’existence de la
solution précédente. La plupart des systémes dont il est question ici sont dans
un état dit hors équilibre ; un apport constant d’énergie (ou son analogue) est
fourni aux systémes (I’énergie du vent sur le sable, 'apport de réactifs pour
les réactions chimiques, les nutriments en biologie etc.). Le passage de ’état
homogeéne vers I’état ordonné est appelé bifurcation primaire; car, en fait, de
nouvelles bifurcations peuvent survenir pour modifier I’état ordonné lorsque
le systéme continue & recevoir de I’énergie. L’étape ultime de 1’évolution est
le chaos spatio-temporel. On effectuera un survol rapide de cette question au
chapitre 12.

Les bifurcations s’accompagnent souvent de la perte de symétries; nous
sommes alors confrontés aux brisures de symétries.

Ainsi, avant que les rides ne sculptent le sable, le lit de sable est plat, et
les topographies en deux points quelconques du lit ne pouvent étre distinguées.
Lorsque les rides se forment, les topographies entre la créte de la ride et le fond
de celle-ci se distinguent nettement. Il faut parcourir maintenant une distance
égale a la répétition du motif (la longueur d’onde associées aux rides) pour
retrouver le méme paysage (la créte par exemple). Nous sommes en présence
d’une brisure de la symétrie continue de translation ; la symétrie, apreés la for-
mation de rides, est devenue discréte, c’est-a-dire qu’il faut se déplacer d’un
nombre entier de longueurs d’onde pour retrouver la méme topographie.

Au voisinage d’un point de bifurcation de I'ordre spatial, tous les systémes
sont décrits par une équation universelle dite équation d’amplitude. Lorsque
les systémes sont trés loin de 1’équilibre thermodynamique (en injectant par
exemple davantage d’énergie), I’état ordonné peut a son tour devenir instable ;
il subit alors une nouvelle bifurcation dite secondaire. Chaque nouvelle bifur-
cation fait, en général, perdre des symétries. L’aboutissement ultime de chaque
systéme est le désordre spatial et temporel, soit le chaos spatio-temporel (ou
turbulence) : le systéme perd alors toute corrélation spatiale et temporelle.

Un physicien peut étre tenté de dresser un paralléle entre les bifurcations
primaires (naissance de l'ordre) et la théorie de transition de phases (exem-
ple : transition liquide-solide en dessous d’une certaine température). Cette
analogie est légitime lorsque le systéme est étudié au voisinage du seuil de I'in-
stabilité, et que celle-ci est stationnaire (pas d’oscillation dans le temps). Cette
analogie atteint vite ses limites, et les processus hors équilibre s’avancent au
premier plan, conférant ainsi aux systémes étudiés une nouvelle profondeur. La
dynamique devient alors complexe, sans commune mesure avec une transition
de phase. Le caractére hors équilibre prend toute son amplitude conduisant les
systémes vers une grande variété de comportements dynamiques, interdite par
la thermodynamique des systémes globalement & 1’équilibre (voir chapitre 12).
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Les systémes globalement & I’équilibre!? sont régis par des principes généraux
bien établis : caractérisés, par exemple, par un minimum d’énergie, ou par un
maximum d’entropie, selon la configuration précise counsidérée (par exemple
en thermodynamique, des processus & température ou pression constante sont
évoqués, etc.). Ces principes conduisent & des modéles dit variationnels'!. Les
systémes hors équilibre sont non variationnels, en vertu du fait que leur état,
ou leur dynamique, ne s’obtient pas & partir de la recherche d’un extremum,
comme le minimum de I’énergie. A I'heure actuelle, nous ne disposons pas en-
core de critére, comme pour les systémes thermodynamiques (ou globalement
a léquilibre), qui puisse nous dicter comment, et par quel principe, deux (ou
une infinité de) solutions possibles peuvent étre discriminées. Pourquoi la na-
ture « préfére »-t-elle une forme par rapport & une autre 7 Existe-t-il un critére
de sélection 7 Le caractére non variationnel offre un large panel de comporte-
ments dynamiques, et nous sommes souvent inaptes a prédire la solution qui va
étre en fin de compte adoptée. Une autre caractéristique des systémes étudiés
dans cet ouvrage tient a 'aspect dissipatif : par exemple, les réactifs chimiques
se combinent et se consument, ’énergie est consommée par les systémes, ou
par les organismes. Il s’agit de processus hors équilibre dissipatifs. Ces proces-
sus sont également irréversibles. Par exemple, en parcourant a vélo un certain
chemin, le contact de la roue avec le sol induit des frottements qui dissipent
de I’énergie. En effectuant le chemin inverse, ’énergie dissipée précédemment
n’est pas récupérée : le phénoméne est irréversible. Les processus hors équilibre,
dissipatifs et irréversibles dominent la réalité des processus naturels.

Les trois premiers chapitres suivants sont essentiels & la compréhension de
I’ensemble de "'ouvrage. Ils introduisent la terminologie et les concepts de base.
Ces trois chapitres sont accessibles aux étudiants de 1¢" cycle, et probablement
aussi & certains lycéens des classes scientifiques. Le niveau des mathématiques
invoquées est en effet trés élémentaire (fonction d’une variable, dérivation, tracé
d’une fonction, et équations différentielles du premier et second ordre). La diffi-
culté des problémes abordés augmente progressivement au cours de la lecture de
I’ouvrage. Nous estimons que la plupart de ces autres chapitres sont a la portée
des étudiants de Master (sans étre exhaustif) de physique, chimie, mathéma-
tiques, biomathématiques, biophysique, mécaniques, géophysique, et sciences
économiques et sociales. Cet ouvrage s’adresse également aux chercheurs con-
firmés qui souhaitent s’initier & ce fabuleux champ d’expérience et de découverte
que constituent les sciences non linéaires.

L0En physique, il peut s’agir d’équilibre thermodynamique, mais la notion hors équilibre
est plus générale, comme nous ’avons précisé auparavant.

HCette dénomination fait référence au fait que I’état sélectionné correspond au minimum
(ou maximum) d’une certaine quantité, comme I’énergie. L’extremum est obtenu en annulant
la dérivée (ou la variation) de la fonction « énergie » (ou d’une fonctionnelle, fonction d’une
fonction).



Chapitre 2

Introduction élémentaire aux
bifurcations & une dimension

La théorie des bifurcations recouvre I’étude des changements qualitatifs de
solutions d’un systéme non linéaire en fonction de ses paramétres de controle.
Un changement de solution est dit qualitatif lorsque pour une valeur critique
d’un paramétre de controle, le systéme passe brutalement d’un type de solution
A un autre type de solution, par exemple d’une solution statique & une solution
oscillante.

Ce chapitre et le suivant abordent la théorie des bifurcations au travers
d’exemples élémentaires de la mécanique du point pour introduire le cadre
conceptuel et le vocabulaire propres aux sciences non linéaires tout en bénéfi-
ciant de visualisations simples et intuitives des mécanismes a I'ceuvre, ce qui
permet d’aborder par la suite des situations plus complexes.

2.1 Un exemple mécanique simple

2.1.1 Energie potentielle et position d’équilibre

Notre premiére étude porte sur un systéme simple de mécanique constitué
d’une masse suspendue a un ressort de raideur k et de longueur au repos ¢ ;
le ressort est fixé en un point A et la masse en forme d’anneau coulisse le long
d’une tige horizontale (voir figure 2.1).

On écarte la masse le long de cet axe horizontal d’une distance z du point
origine O (z = 0) situé a 'aplomb du point A, puis on la relache. En admet-
tant que le mouvement ne soit pas dépourvu de frottements, le systéme évolue
naturellement vers une position d’équilibre; quelle est-elle ? Instinctivement,
on serait tenté de dire que la masse M regagne sa position initiale au point O.
Mais cette solution en O n’est qu’une solution particuliére et en toute général-
ité, plusieurs solutions d’équilibre du systéme coexistent. La solution adoptée
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o)

o X
Figure 2.1 — Vue schématique du systéme. La longueur au repos du ressort est {o
(non représentée sur la figure). £o peut étre aussi bien plus petite que . (ressort étiré

quand il est a la verticale) que plus grande que £, (ressort comprimé quand il est a
la verticale).

par le systéme dépend en fait du parameétre de controle ¢, et plus particuliére-
ment de la valeur de /. comparée a celle de la longueur au repos £y du ressort.
Ainsi, ce probléme de mécanique, apparemment aussi simple qu’un oscillateur
harmonique standard, révéle une richesse sous-jacente de solutions dans laque-
lle nous allons découvrir une des bifurcations les plus courantes : la bifurcation
fourche, représentation de 'une des premiéres catastrophes dans la théorie du
méme nom élaborée dans les années 1970 par le célébre mathématicien René
Thom. Cette non-unicité des solutions des systémes non linéaires est une des
caractéristiques discriminantes des systémes linéaires pour lesquels un principe
d’unicité des solutions s’applique toujours.

Afin d’étudier quantitativement les solutions du systéme, nous allons évaluer
son énergie potentielle notée E,(x) dont la valeur dépend de la raideur du
ressort et également de son allongement A¢ = ¢ — ¢y ou £ est la longueur
instantanée du ressort, soit F, = kA2 /2 (voir figure 2.1). A partir du théoréme
de Pythagore, la position = de la masse le long de la tige le degré de liberté
qui nous intéresse est reliée aux longueurs £, et ¢ par £ = /22 + (2. L’énergie
potentielle s’écrit alors comme :

E,(z) = %k[\/xQ T4 (2.1)

Pour x petit, nous pouvons procéder & un développement de Taylor au
second ordre afin d’obtenir une expression approchée de 1’énergie potentielle :

bo—1Ly
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ott C = k(l. —£y)?/2 est une constante de peu d’intérét ; elle sera donc ignorée
par la suite.

L’expression ci-dessus de I’énergie potentielle I, est similaire dans la forme
a 'expression de ’énergie potentielle d’'un ressort classique. Pourtant, la réalité
physique sous-jacente du systéme étudié ici (voir figure 2.1) est fondamentale-
ment différente : la position x = 0 n’est ainsi pas toujours la solution stable.
En effet, en fixant & notre guise la distance £. telle que (¢, > /y), le préfacteur
(bc — by) de x? est positif et E,(r) a un minimum en x = 0 définissant une
position stable!. Dans le cas contraire (¢, < (), E, posséde un maximum en
x = 0, correspondant & une position instable?. L’égalité ¢, = £, correspond
donc & la condition critique de perte de stabilité de la solution x = 0 (voir
figure 2.2).

Lorsque la solution du systéme x = 0 est instable (E,(z = 0) a une valeur
maximale), la masse s’éloigne de cette position. Or, lorsque ’écart = de la
masse devient trop important, I’approximation a ’ordre 2 de I’énergie poten-
tielle (équation 2.2) cesse d’étre valide. Il est alors nécessaire de développer a
Vordre suivant 1’énergie potentielle E,(z) (équation 2.1) :

- k EC—EO 2 .1‘4

En se placant prés du seuil de I'instabilité ¢, ~ ¢y, nous obtenons :

k[e.—1¢ x?
ot nous avons remplacé £, par o dans le coefficient de z%. La nouvelle contri-
bution de I’énergie potentielle en z* est toujours positive.

On vérifie facilement que si la longueur imposée entre les deux extrémités
du ressort a la verticale /. est inférieure & la longueur au repos du ressort
(e < Lo, x = 0 instable), I'énergie potentielle E,(x) a un maximum local en
x = 0, et posséde deux minimas de part et d’autre de z = 0 (voir figure 2.2).
Il s’ensuit donc que la masse, en quittant la position initiale instable z = 0,
se logera & la position = qui correspond & l'un des deux minimas de E,(x).
En principe, la masse a autant de chance d’aller vers I'un ou 'autre des deux
minimas (z positif ou x négatif) ; cependant, dans les systémes réels, il existe
toujours une petite imperfection qui favorise 'une des deux directions.

En fait, la forme générale de ’énergie potentielle (équation 2.1) est simple
et peut étre analysée sans avoir recours au développement limité. On peut
facilement vérifier que cette forme générale a le méme comportement que celui
obtenu par développement limité (équation 2.4) a 'ordre 4. Le développement

Par analogie, une balle dans le fond d’une vallée reste “coincée” dans cette position
grace a la gravité (puits de potentiel gravitationnel), méme en la soumettant a une petite
perturbation ; elle occupe ainsi au fond de la vallée une position stable.

2Par analogie, une balle au sommet d’une bosse est en position instable, puisqu’elle aban-
donne cette position a la moindre perturbation, méme faible.
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Figure 2.2 Comportement qualitatif de I’énergie potentielle.

limité n’a donc rien enlevé a la structure générale du probléme. Retenons dés a
présent que c’est le comportement qualitatif au voisinage du point critique (ici
L. ~ ly et x ~ 0) qui nous importe dans la théorie générale des bifurcations
et des catastrophes. On se référera donc par la suite & I’énergie développée
(équation 2.4).

2.1.2 Une explication intuitive de I’existence
d’une bifurcation

Sans avoir recours au calcul, il est intéressant de comprendre intuitivement
Porigine de la perte de stabilité de la position verticale. Lorsque la longueur
imposée entre les deux extrémités du ressort a la verticale £, est supérieure &
la longueur au repos du ressort (¢, > £y, voir figure 2.1), le ressort est étiré
par rapport a sa longueur au repos. Tout écart x par rapport a la position
d’équilibre initiale x = 0 est pénalisé, puisqu’il entraine davantage d’étirement
et donc un cout plus élevé en énergie potentielle. Dans ce cas de figure, la
position d’équilibre x = 0 est donc bien un équilibre stable.

En revanche, lorsque la longueur imposée entre les deux extrémités du
ressort & la verticale /.. est inférieure a la longueur au repos du ressort (¢, < ¢p),
le ressort est comprimé quand la masse est en z = 0. Tout écart par rapport
a la verticale contribue au relachement du ressort, et donc a une réduction de
I’énergie potentielle. La nouvelle position d’équilibre stable est atteinte lorsque
la compression initiale du ressort est optimalement relachée, c’est-a-dire lorsque
la masse se situe sur I'une des deux positions qui minimise I’énergie potentielle
E,(z) (voir figure 2.2).
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2.1.3 Analyse de la bifurcation

Ainsi, le systéme étudié dans ce chapitre (voir figure 2.1) devient instable
en r = 0 lorsque la longueur imposée entre les deux extrémités du ressort a la
verticale £, est inférieure & la longueur au repos du ressort £, < ¢y. Déterminons
la nouvelle position d’équilibre au voisinage du seuil d’instabilité? i.e. £, ~ €.
Une fois le seuil ¢, = £, atteint, la masse s’écarte de la position verticale x = 0
et les effets non linéaires d’ordre supérieur en z# interviennent et assurent une
saturation.

La détermination des solutions d’équilibre s’obtient & partir de la condition
dE,/dx = 0 définissant les extremas de I’énergie potentielle et le caractére de
leur stabilité en fonction de la forme de ’énergie potentielle ; lorsque (i) £, > £o,
la solution z = 0 est stable, et lorsque (ii) ¢, < {y, * = 0 est instable (voir
figure 2.2). Le développement limité en z# de I’énergie potentielle (équation 2.4)
conduit aux solutions d’équilibre suivantes (I'indice zéro ci-dessous se référe a
une solution d’équilibre) :

(60 - 66)
L. '

La premiére solution xy = 0 existe toujours, tandis que ’existence de la
seconde est soumise & la satisfaction de la condition ¢, < {y. Lorsque la
solution zp = 0 perd sa stabilité ({, < {p), une nouvelle solution double
xo = +lo/2(lo — L.) /L. prend le relais. On dit qu’il y a bifurcation de la
solution stationnaire g = 0 vers une paire de solutions stationnaires xy =
+lo+/2(Ly — £.)/L.. En tracant 1’évolution de la valeur de zq en fonction de la
longueur du ressort & la verticale /., jouant ici le réle d’'un paramétre de con-
trole, nous obtenons un diagramme dit de bifurcation (voir figure 2.4) qui n’est
autre que le portrait des solutions stationnaires (équation (2.5)). La courbe
brisée sur la figure 2.4 représente une branche instable tandis que la courbe
en trait continu correspond & une branche stable. Cette convention est usuelle
dans la théorie des bifurcations. Il est utile de mentionner que la bifurcation
en question, nommeée bifurcation fourche en raison de sa forme dans ce dia-
gramme, est quelquefois qualifiee de bifurcation sur-critique (voir paragraphe
3.2) ; elle appartient par ailleurs a la famille des catastrophes « cusp » qui seront
développées dans le chapitre 4 de cet ouvrage.

o = 0 et o = :tgo 2 (25)

2.1.4 Universalité au voisinage d’un point de bifurcation

Dans I'étude des systémes non linéaires, la recherche des points de bifur-
cations et des développements limités dans leur voisinage constitue souvent la

3Meéme si le systéme étudié dans ce chapitre se préte entiérement & un calcul analy-
tique, la plupart des systémes non linéaires y échappent. Il est alors nécessaire d’adopter des
développements limités pour analyser le systéme. Par ailleurs, se placer au voisinage du seuil
d’instabilité, outre le fait qu’il justifie les développements de Taylor des fonctions liées au
systéme, confére au probléme un caractére universel, indépendant de la nature du systéme
et donc des mécanismes spécifiques qui le régissent.
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Figure 2.3 Une vue schématique des positions d’équilibre.

premiére étape importante.

Méme dans le systéme étudié dans ce chapitre, pour lequel 1’énergie po-
tentielle E,(x) (équation 2.1) est, dans ce cas de figure, tellement simple que
le probléme peut se résoudre directement sans avoir recours au développe-
ment limité, il est apparu que le comportement qualitatif obtenu a ’aide d’un
développement limité de 'énergie potentielle E,(x) (équation 2.4) a l'ordre z*
(voir figure 2.2) est similaire & celui obtenu & partir de 1’analyse de la fonction
compléte (équation 2.1).

Cette similarité des comportements qualitatifs de I’énergie potentielle exacte
et dans sa forme approchée traduit le fait que le changement qualitatif des
solutions ne se produit que prés de la solution x = 0, lorsque la longueur du
ressort & la verticale est du méme ordre que la longueur au repos du ressort (£, ~
lp). Ainsi, I’étude du comportement de 1’énergie potentielle autour du point
x = 0 revét un intérét particulier ; et méme plus généralement, la démarche qui
consiste & analyser les équations au voisinage de points remarquables permet
d’extraire des comportements qualitatifs génériques et d’atteindre ainsi une
forme d’universalité autour de ces points de bifurcation.

La démarche qui consiste a analyser les équations au voisinage de points re-
marquables permet d’extraire des comportements qualitatifs génériques. Cette
tache est entreprise en introduisant un petit paramétre qui mesurera la distance
par rapport au seuil de la bifurcation.

Reprenons notre exemple mécanique de ce chapitre pour illustrer I'impor-
tance de ces points de bifurcation et de leur voisinage en introduisant un petit
parameétre € relié a la distance au seuil de bifurcation de la maniére suivante :

e — Lo
le

L’expression de l'énergie potentielle a Pordre 4 (2.4) peut étre réécrite
comme suit, :

(2.6)

€ =

4
E,= g [—ex2 + x} . (2.7
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Etant donné que z2 est multiplié par e, le terme en z*, qui est a priori
plus faible si = est petit, devient du méme ordre de grandeur que le terme
quadratique. En effet, d’aprés ’expression des solutions stationnaires lorsque
la longueur du ressort a la verticale est inférieure a la longueur au repos du
ressort (équation 2.5), on obtient que zp ~ /€; ainsi, les deux termes retenus
dans I’expression de I’énergie potentielle ci-dessus (équation 2.7) sont tous deux

du méme ordre €2.

L’expression de 1’énergie potentielle en fonction du parameétre mesurant la
distance au seuil de bifurcation (équation 2.7) constitue une forme générique de
tout systéme au sein duquel une solution d’équilibre perd sa stabilité au profit
d’une autre solution d’équilibre. Notons que d’autres formes génériques de bi-
furcations vont étre introduites au fur et & mesure. On parlera plus générale-
ment de solution stationnaire au lieu d’équilibre, pour mettre I’accent sur le fait,
que les systémes de ce type ne sont pas tous décrits par une énergie mécanique.
Ainsi, la variable x, qui désigne ici une position en mécanique, peut représen-
ter d’autres quantités physiques dans d’autres systémes. Dans les systémes de
réaction-diffusion chimiques, x se référe & I’amplitude d’une concentration d’une
espéce, ou dans d’autres systémes, = est associé & la vitesse d’un fluide en con-
vection, etc. Le systéme change, les mécanismes physiques également, mais la
forme de I’équation d’évolution au voisinage du point de bifurcation, également
nommeée équation d’amplitude (voir paragraphe 2.3.4), reste identique : c’est
cette généricité des équations d’amplitude qui définit 'universalité au voisinage
des points de bifurcation.

2.2 Analogie entre une bifurcation fourche
et une transition de phase du deuxiéme ordre

L’expression de ’énergie potentielle (équation 2.7) en fonction du paramétre e
(distance au seuil de bifurcation) est en fait similaire & une énergie libre de type
Landau associée a une transition de phase du second ordre. La transition fer-
romagnétique est un exemple classique d’une transition de second ordre. De
nombreux corps solides sont potentiellement magnétiques : ils possédent en
général une aimantation nulle & haute température, mais celle-ci acquiert une
valeur finie en dessous d’une certaine température. Ces corps ont la propriété
d’avoir en leur sein de petits « aimants » (ou moments magnétiques) portés par
les atomes. A haute température, ’agitation thermique induit un désordre des
moments magnétiques, ce qui résulte en une aimantation globale nulle. A basse
température, 'interaction entre ces petits aimants devient forte vis-a-vis de
I’agitation thermique. Les aimants s’alignent alors dans une méme direction,
alignement qui confére au systéme une aimantation macroscopique. Il s’agit
d’une transition de phase appelée « ferromagnétique ». L’aimantation M, le
"paramétre d’ordre" de la transition, est nulle & haute température (M = 0)
et non nulle & basse température (M # 0). Le terme « paramétre d’ordre » se
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référe 4 I'alignement ordonné des moments magnétiques. La transition? entre
la phase haute température (phase désordonnée) et la phase basse température
(phase ordonnée) s’effectue a une température critique T' = T,.. Pour T' < T, (et
T assez proche de T.), 'aimantation M ~ ++/T. — T. Ainsi, la variable z dans
le probléme mécanique joue le role du paramétre d’ordre M. Le paramétre € est,
I’analogue de T' — T,. L’énergie de Landau associée a la transition est donnée
par B ~ eM? 4+ M*.

2.3 Considérations dynamiques

Jusqu’a présent nous n’avons considéré que les états stationnaires des sys-
témes dynamiques. Cependant, les systémes évoluent dans le temps et, méme
si un état stationnaire final est atteint, ’évolution vers cet état a requis un
certain temps qui dépend des différents mécanismes mis en jeu (par exemple
la friction en mécanique, la viscosité en hydrodynamique, etc.). En outre, au-
deld du comportement stationnaire, les systémes dynamiques présentent par-
fois des oscillations permanentes plus ou moins complexes, débouchant méme
éventuellement sur des comportements chaotiques.

La simplicité du systéme étudié dans ce chapitre nous permet d’introduire
aisément les notions associées a ’aspect temporel des systémes dynamiques et
donc & leur évolution dynamique.

L’équation dynamique du systéme de ressort étudiée dans ce chapitre est
obtenue & partir de la loi de Newton :

OEp(x)
Ox

ol m et p représentent respectivement la masse suspendue au ressort et le
coefficient de frottement associé au mouvement de coulissage de la masse le long
de la tige horizontale. Le dernier terme 8%50) de I'équation ci-dessus (équation
2.8) n'est autre que la force F' qui dérive du potentiel anharmonique® E,(z),
F = —0E,(x)/0x. Les états stationnaires que nous avons étudiés sont plus
généralement appelés des points fixes de la dynamique. Ces points fixes sont
obtenus & partir des équations dynamiques (équation 2.8) en posant & = 0,
& =0, ce qui implique que 0E,/0x = 0.

A partir de l'expression de 1’énergie potentielle a I'ordre 4 en fonction du
parameétre e (équation 2.7), on obtient les points fixes suivants :

mi + px + =0, (2.8)

o = 0 o = :Ego\/i (29)

4Ce résultat est issu de la théorie de T.andau. T.a théorie de T.andau résulte d’une approx-
imation dite de champ moyen, ol chaque « aimant » est supposé ne voir que la moyenne des
autres aimants. Cette approximation néglige ainsi les corrélations entre les fluctuations de
ces aimants, ce qui est justifié dans un certain nombre de systémes, mais devient invalide
dans les systémes ou les corrélations sont prépondérantes.

5La forme quadratique (polynéme homogéne de degré 2) de I’énergie est souvent appelée
un potentiel harmonique. Dans notre cas, Ep(x) n’est pas quadratique en z, ainsi ce potentiel
est dit anharmonique.
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qui ne sont rien d’autre que ceux déja déterminés dans ce chapitre (équation
2.5).

2.3.1 Analyse de stabilité linéaire

Une fois déterminés les points fixes de la dynamique, autrement dit les états
stationnaires du systéme, I’étape suivante consiste & étudier leur stabilité. Est-
ce que le systéme soumis a de petites perturbations z1(¢) revient a son état
initial stationnaire x(, ou bien s’en éloigne-t-il ? Pour répondre a cette question,
superposons a l’état stationnaire 2y une perturbation x1(t) :

x(t) = xo + 21 (¢), (2.10)

et déterminons I’évolution de la perturbation z1(t) au cours du temps. Si 1 (¢)
décroit au cours du temps ¢, I’état stationnaire z( est dit stable, et si, au
contraire, 1 (t) croit au cours du temps ¢, I’état stationnaire xo est dit instable.

Nous allons, de plus, supposer que la perturbation x1 (t) est trés faible devant
xo (21(t) < x0), pour procéder & une linéarisation des équations (équation 2.8)
de la dynamique du systéme a ressort étudié et limiter a priorile développement
de Taylor du terme dérivant du potentiel 0E,(x)/0x au premier ordre en ;.
Nous obtenons alors I’approximation suivante pour ’équation linéarisée de la
dynamique :

miy + pty + l’lEII;(:L‘o) =0, (2.11)

ou EYf(xz0) = (0°Ep/02°) 2=y, (par la suite nous allons omettre I'argument de
E,, tant que cette abréviation n’est pas source d’ambiguité). L’hypothése de
linéarité des équations au premier ordre limite ainsi cette étude de stabilité a
celle de la stabilité linéaire.

Pour résoudre 1’équation linéarisée au premier ordre de la dynamique du
systéme a ressort (équation 2.11), cherchons maintenant des solutions z1(¢) de
la forme x1(t) ~ e“t, pour obtenir une équation du second degré en w, soit :

mw? 4+ pw + E) = 0. (2.12)

On admettra que le discriminant p? — 4mE1’,’ de cette équation est positif,
condition satisfaite lorsque le coefficient de frottement p est assez fortS.
Les solutions de I’équation 2.12 sont alors données par :

1
wy =5 {—,u + /2 - 4mEz’,’] (2.13)

et la solution de I’équation linéarisée de la dynamique (équation 2.11) s’écrit
ainsi en toute généralité :

x1(t) = ae®t’ + be¥?!, (2.14)

6Cette hypothése a pour but d’éviter les solutions donnant lieu & des oscillations tem-
porelles sans importance pour nos objectifs.
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ol a et b sont des constantes d’intégration.

L’évolution de la perturbation x4 (¢) au cours du temps dépend ainsi du signe
de I’argument wy des exponentielles. Or, le signe de I'argument ws est toujours
négatif (voir équation 2.13), ce qui donne lieu & une décroissance exponentielle ;
la stabilité linéaire du systéme en zy dépend ainsi exclusivement de la valeur
de 'argument w; et donc, en derniére instance, du signe de la dérivée seconde
de I'énergie potentielle E} en o (autrement dit, de la courbure de I'énergie
potentielle en x). Deux alternatives sont alors a considérer :

(i) soit £ > 0 et donc wy < 0 : x1(t) décroit exponentiellement au cours
du temps et x( est donc une solution stable;

= (ii) soit £ < 0 et donc wy > 0 : x1(t) croit exponentiellement comme

e“1t au cours du temps et la solution zy est donc instable.

Les résultats ci-dessus, issus de l'analyse dynamique du systéme, corro-
borent ainsi parfaitement les résultats fondés sur 'analyse précédente de la
concavité de E, (voir section 2.1.1). Ainsi, lorsque la formulation d’un prob-
léme en termes d’une énergie est impossible, un recours & ’analyse de stabilité
linéaire du systéme dynamique s’impose.

2.3.2 Ralentissement critique

L’évolution au cours du temps de la perturbation appliquée au systéme
dynamique & ressort étudié dans ce chapitre dépend en derniére instance de la
dérivée seconde de I’énergie potentielle (équation 2.13) en zg ; en dérivant deux
fois par rapport & x ’énergie potentielle exprimée en fonction de la distance €
au seuil de la bifurcation (équation 2.7), nous obtenons :

k 2
By =3 [—2e+ 3%] (2.15)

soit, pour la solution stationnaire en o =0 :
B, = —ke. (2.16)

En reportant 'expression ci-dessus de la dérivée seconde de ’énergie poten-
tielle en 2o = 0 dans les arguments w; (équation 2.13) des termes exponentiels
de la perturbation x1 (¢), et en se plagant toujours dans des conditions de frotte-
ment fort (u? + 4mke > 0), nous obtenons wy = p/2m {—1 +1+ 4mke/u2}.
Au voisinage de la condition critique de la bifurcation fourche (e — 0), nous
pouvons effectuer un développement de Taylor au premier ordre en e pour
obtenir I'expression suivante des arguments w :

k
w1~ —€ et wor e (2.17)
m

L’argument wo est une constante négative, indiquant que le terme e®2!

décroit exponentiellement au cours du temps; le temps caractéristique de la
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décroissance associé a ce terme de la perturbation est de ordre de |1/ws| =
m/ .

L’argument w; est, quant & lui, proportionnel & la distance algébrique € au
seuil de la bifurcation ; il est donc également négatif (décroissance exponentielle
du terme e“1? ), lorsque € est négatif (e = —ZCZ%, la longueur /. du ressort est
supérieure & sa longueur au repos £). ‘

En revanche, lorsque la longueur du ressort est inférieure & sa longueur au
repos £, < £y, argument wy est positif, et la perturbation subit une croissance
exponentielle ; le temps de croissance de la perturbation e“! est alors de 'ordre
de 1/wy; ~ 1/€; ce temps caractéristique devient donc de plus en plus lent
lorsque le systéme approche de la condition critique de la bifurcation (¢ — 0).
Ce phénoméne définit le ralentissement critique : au voisinage de la bifurcation
fourche, la dynamique du systéme « ralentit » : elle devient d’autant plus lente
que le systéme s’approche du seuil critique.

2.3.3 Elimination adiabatique des modes rapides —
réduction du nombre de degrés de liberté

L’étude de la dynamique du systéme au voisinage des points fixes nous a
permis d’une part, de déterminer la stabilité de ces états stationnaires et d’autre
part, d’identifier les différents modes de réponse du systéme & des petites pertur-
bations. Ainsi, le mode wy correspond & un mode stable et rapide (décroissance
exponentielle de la perturbation) alors que le mode w; (avec € > 0) correspond
A4 un mode instable dont la croissance exponentielle subit un ralentissement
critique au voisinage du point critique.

Ainsi, au cours du temps, le mode stable, dont I’évolution est rapide, s’é-
vanouit, tandis que le mode lent persiste : la dynamique est donc gouvernée,
au voisinage du point critique, par les modes lents. Cette situation est souvent
rencontrée dans 1’étude des systémes dynamiques, ce qui facilite grandement
leur analyse. En effet, méme lorsque les systémes étudiés comportent un nom-
bre élevé de modes (ou de degrés de liberté), seuls les quelques modes lents
persistent au voisinage de la bifurcation ; les autres modes rapides sont ainsi
adiabatiquement 7 asservis aux modes lents. Un nombre restreint de degrés
de liberté décrit la dynamique effective. L’élimination des modes rapides au
profit des modes lent, est dénommeée élimination adiabatique; les modes rapides
s’adaptent « adiabatiquement » a la dynamique des modes lents.

"Le terme adiabatique, utilisé en thermodynamique, est issu du terme grec adiabatos,
qui signifie infranchissable. Un systéme subit une transformation adiabatique lorsque, au
cours de cette transformation, il est thermiquement isolé du milieu extérieur. Il peut ainsi
échanger de I’énergie mécanique avec I’extérieur mais tout échange de chaleur est proscrit
(parois isolantes dites adiabatiques). Lorsque les parois sont conductrices de chaleur, une
transformation peut encore étre considérée comme adiabatique si elle s’effectue trés rapide-
ment, c’est-a-dire lorsqu’aucun échange de chaleur n’a eu le temps de se réaliser au cours
de la transformation considérée. C’est dans cet esprit qu’il est fait usage ici de la notion
d’adiabaticité : le mode associé a wo s’adapte trés rapidement (on dit adiabatiquement) au
mode lent.
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Figure 2.4 Un diagramme de bifurcation fourche. Les lignes continues correspondent
aux branches stables, et les lignes discontinues aux branches instables.

En procédant a une élimination adiabatique de la dynamique du systéme
étudié, nous obtenons & partir de la forme générale de ’évolution de la pertur-
bation x4 (t) (équation 2.14) dans laquelle nous conservons uniquement le mode
croissant lentement (I’autre mode s’amortit rapidement) :

z1(t) ~ aev?t = geF/Met, (2.18)

Remarquons que t apparait uniquement en produit avec la distance al-
gébrique € au seuil de la bifurcation. Il est d’usage d’introduire une nouvelle
variable T', dénommeée variable lente et définie comme :

T = et (2.19)
avec pour dérivée temporelle :
d d
— =€—. 2.20
at ~ “dT (2.20)

Ainsi, la perturbation x4 (t) évolue sur une échelle temporelle de I'ordre de
1/e, tandis qu’en termes de la nouvelle variable T, la perturbation évolue sur
une échelle d’ordre unité.

Bien au-dela d’un banal changement de variable, l'introduction des variables
lentes est en fait cruciale pour simplifier I’analyse des systémes dynamiques
soumis & des mécanismes d’évolution se réalisant sur des échelles de temps
trés différentes. Cela permet ainsi d’établir une classification systématique des
évolutions lentes et rapides (ou dominantes et sous-dominantes) et de procéder
ainsi & des analyses dites en échelles multiples.

En introduisant cette nouvelle variable T dans 1’équation 2.18, I’évolution
de la perturbation au cours du temps s’écrit comme :

21(T) = aelk/WT, (2.21)
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cette expression illustre ainsi que la perturbation z; ne dépend pas séparé-
ment du temps ¢ et de la distance au seuil critique € mais uniquement de leur
produit 7.

Rappelons ici que les expressions de la perturbation x1(¢) (équations 2.14 et
2.21) ne sont solutions de 1’équation dynamique que dans une approximation
linéaire (équation 2.11). Dans le régime linéaire, la constante a ne peut étre
déterminée : une multiplication de a par une constante arbitraire est également
solution de ’équation 2.21. De plus, pour € > 0, la solution croit exponen-
tiellement dans le temps, et I’approximation linéaire atteint ses limites pour
des temps relativement longs : x; devient tellement grand qu’il ne sera plus
légitime d’ignorer les termes non linéaires de I’équation générique de la dy-
namique (équation 2.8). Néanmoins, la solution linéaire constitue une bonne
approximation pour les temps courts ; les effets non linéaires auront ainsi pour
unique role de déterminer 1'amplitude a(T).

2.3.4 Equation d’amplitude

Nous nous proposons de chercher maintenant une solution de I’équation de
la dynamique non linéarisée du systéme (équation 2.8), tout en se restreignant
a I’étude des solutions au voisinage de la condition critique € = 0. En effet,
la stratégie générale consiste toujours & développer les équations de départ en
puissance d’'un petit paramétre (ici €) et de déduire ordre par ordre les contri-
butions. Souvent, une bonne approximation suppose une solution en série d’une
certaine puissance positive du petit paramétre e. Etant donné que I’amplitude
de la solution stationnaire (équation 2.9) se comporte comme €'/2, il est naturel
de chercher une solution de ’équation non linéaire compléte de la dynamique
(équation 2.8) en séries de €'/2, soit

z(t) = €2 Ag(T) + €A (T) + ... (2.22)

ou les fonctions Ag(T), A1(T), ... doivent étre déterminées comme solution de
léquation générale de la dynamique (équation 2.8).

Compte tenu de la dérivée temporelle de x en fonction de la variable lente T
(équation 2.20), la contribution de la dérivée seconde de x, proportionnelle &
/2 (& = €/2dx/dT), est négligeable dans 1’équation générale de la dynamique
(équation 2.8) par rapport & la contribution de la dérivée premiére de x sim-
plement proportionnelle a €3/ (i = €3/2dx/dT). Par ailleurs, 'ordre dominant
de I’énergie potentielle I, est donné par I’expression de I'énergie potentielle en
fonction du paramétre de seuil e développée & I'ordre z* (équation 2.7).

En injectant le développement en série de €'/2 (équation 2.22) dans I'équa-
tion générale de la dynamique (équation non linéaire) (équation 2.8), nous
obtenons & P'ordre €3/2 I’équation d’amplitude suivante :

dAy  k koo
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Cette équation d’amplitude ne contient plus le petit paramétre e; ce qui
démontre la cohérence (ou l'uniformité) du développement de la solution en
série du parameétre e'/2,

Par ailleurs, la forme de cette équation d’amplitude, également dénommeée
forme normale d’une bifurcation fourche, ne dépend pas de la forme initiale de
E,, pourvu qu’elle soit paire par rapport & x.

Notons, en outre, que le probléme initial formulé & ’aide de 1’équation
générale de la dynamique (2.8) dispose de deux degrés de liberté (équation
différentielle du second ordre & coefficients constants), tandis que 1’équation
d’amplitude est du premier ordre. Nous avons ainsi réduit le nombre de degrés
de liberté de deux variables & une seule, grace a ’élimination adiabatique fondée
ici sur I'élimination de la dérivée temporelle seconde & d’ordre inférieur a celui
de la dérivée temporelle premiére .

Par ailleurs, en éliminant le terme non linéaire — %

202
plitude (équation 2.23), nous obtenons une solution Ay (7T") donnée par Ay(T) =
ae®/MT (ou a est un facteur d’intégration), ce qui est trés exactement la solu-
tion du probléme linéaire (équation 2.18) obtenue lorsque seul le mode lent est
conservé. L'action du terme non linéaire dans I’équation d’amplitude (équation
2.23) a pour effet de s’opposer a la croissance de 'amplitude Ay (t) au cours du
temps (signe négatif) et conduit, a terme, & une saturation de la solution®.

A} de I'équation d’am-

2.3.5 Forme canonique de I’équation d’amplitude

L’universalité de I’équation d’amplitude (équation 2.23) prend tout son sens
en procédant & de nouveaux changements de variable. En posant Ag = Aly\/2
et 7 = kT'/u, nous obtenons une nouvelle forme de 'équation d’amplitude, dite
canonique :

dA 3
pr A—A (2.24)
car indépendante de tous les paramétres physiques du systéme étudié.
Cette équation d’amplitude dérive d'un potentiel V(A) = —A?/2 + A%/4,
ce qui permet de reformuler ’équation canonique d’amplitude (équation 2.24)
comme :
dA  0V(A)
dr 0A
Dans le jeu des écritures multiples et pour faire apparaitre explicitement le
petit paramétre important € de la distance au seuil critique d’instabilité, sub-
stituons A par A/\/€ et T par Te. Nous obtenons ainsi une nouvelle expression

(2.25)

8Le fait que le premier terme non linéaire agisse contre I'amplification linéaire n’est pas
une régle générale. Tl peut arriver que ce soit le terme suivant (ou un autre terme d’ordre
plus élevé) de I'équation d’amplitude comme A% qui conduise a la saturation non linéaire.
Dans certains modéles, les termes non linéaires agissent dans le méme sens que le terme
linéaire. Ces modéles sont souvent amenés a créer des singularités en temps fini.
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du potentiel V(A4) = —eA?/2 + A*/4 et une forme alternative de I’équation
d’amplitude :

dA

dr

Cette forme de I’équation d’amplitude contient le paramétre de controle e
sous forme adimensionnée et permet ainsi de se référer directement & la distance
au seuil de l'instabilité.

Par ailleurs, nous pouvons reformuler les états stationnaires de la dynamique
(équation 2.9) par les trois solutions suivantes A = 0 et A = ++/¢, tandis que la
solution dépendante du temps obtenue dans le régime linéaire (équation 2.18)
prend la forme A = ae”.

Ainsi, la nouvelle solution stationnaire vers laquelle bifurque le systéme
a partir de A = 0 varie comme +/¢, tandis que le temps caractéristique de
la solution dépendante du temps varie comme e~!'. En outre, nous pouvons
directement conclure de ces expressions que A = 0 est stable pour ¢ < 0 et
instable pour € > 0 : la perte de stabilité est accompagnée par la naissance de
deux solutions, A = +./¢, sous forme d’une bifurcation fourche.

2.3.6 Attracteurs de la dynamique

L’équation d’amplitude (équation 2.24), bien que non linéaire, posséde une
solution exacte. Cette solution est obtenue en remarquant que 1’équation canon-
ique d’amplitude (équation 2.24) peut étre réécrite comme :

dA dA 1 dA 1 dA
Tt =g - = dr. 2.2
AT—A% ~ A4 T2a-a4) 20+a4 7 (2.27)
Cette équation s’intégre immédiatement pour fournir :
A A;
(2.28)

Ji-a o -’

ou A; est une constante d’intégration correspondant & I’amplitude initiale
(a7=0).

Cette solution est représentée sur la figure 2.5 pour illustrer le comporte-
ment temporel transitoire avant d’atteindre ’état final stationnaire A = +1 ou
A = —1. L’état final dépend de la condition initiale : si celle-ci est positive la
solution finale est A = 1, et tend vers A = —1 dans le cas contraire (voir figure
2.5).

Les deux solutions A =1 et A = —1 constituent deux attracteurs possibles
de la dynamique. Le premier attracteur posséde l'intervalle [0, co] comme bassin
d’attraction, défini comme I’ensemble des conditions initiales aboutissant & la
solution A = 1, tandis que le bassin du deuxiéme attracteur est donné par
lintervalle [—oc0, 0] des conditions initiales.

Notons enfin que les deux solutions A = %1 sont équivalentes, équivalence
qui refléete simplement la symétrie A — — A de I’équation canonique d’évolution
(équation 2.24).
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Figure 2.5 L’amplitude en fonction du temps pour différentes conditions initiales.
Les lignes horizontales en trait fin correspondent aux point fixes £1.

2.3.7 Fonction de Lyapunov

L’équation d’amplitude (équation 2.25) dérivant du potentiel V(A) a une
propriété particuliére. En effet, on peut écrire :

OV(A) AV IA [avr 0. (2.20)

ar  9Aar  |0A

En d’autres termes, le potentiel V' (A) est une fonction monotone et décrois-
sante au cours du temps, jusqu’a ce que le nouvel état stationnaire soit, atteint
(soit OV (A)/OT = 0, soit encore 0A/IJt = 0). Le potentiel V(A) est appelé
fonction de Lyapunowv.

Ceci n’est pas sans rappeler les propriétés d’évolution monotone des sys-
témes globalement & 1’équilibre thermodynamique, propriétés qui ne sont en
général pas respectées pour des systémes hors équilibre.

2.3.8 Brisure de symétries

Les bifurcations sont souvent accompagnées de brisures de symétries.

Le systéme étudié a une position d’équilibre A = 0 qui devient instable
quand /. < £y et le force a évoluer vers un des deux autres états stationnaires
possibles : A ~ £/ly — l. ~ /€.

Ainsi, d’un point de vue intuitif, avant la bifurcation, lorsque le systéme
est dans I’état stationnaire A = 0, cette solution « centrale » ne privilégie en
rien la droite de la gauche. Aprés bifurcation, la masse a évolué vers un état
stationnaire situé soit a droite ou soit a gauche de la solution stationnaire
initiale A = 0. La symétrie de départ a été ainsi réduite : il y a eu brisure de
symétrie.

Du point de vue mathématique, I’équation dynamique formulée au voisinage
de la bifurcation sous une forme canonique (2.24) posséde la symétrie A — — A,
et il en est de méme de la solution A = 0, mais pas de chacune des deux solutions
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obtenues aprés la bifurcation, A = /e et A = —,/e. Chaque solution prise &
part n’est pas invariante par I'opération A — —A. Sous cet angle, il s’agit bien
d’une brisure de symeétrie.

Néanmoins, notons bien que ensemble de toutes les solutions { A = /e, A =
—+/€} est invariant sous lopération de symétrie A — —A (les deux solutions
sont ainsi permutées, et par conséquent I’ensemble des solutions est préservé).
Autrement dit, en considérant I’ensemble des solutions, I'invariance est préservée,
ce qui est une conséquence de I'invariance par symétrie de I’équation canonique
d’amplitude (équation 2.24).

2.4 Systémes dynamiques et importance
de la bifurcation fourche

Dans ce chapitre, nous avons étudié la bifurcation fourche & I'aide d’un ex-
emple mécanique simple, mais pourtant essentiel a la compréhension de nom-
breux autres systémes dynamiques observés par exemple en Chimie (réaction
et diffusion de concentrations des éléments chimiques), en Physique (champ de
vitesse dans des systémes hydrodynamiques tels que les rouleaux convectifs de
Bénard), ou encore plus généralement dans tous les systémes naturels ou se
pose le probléme de la morphogenése (émergence d’un ordre spatial).

Au-dela de ces exemples concrets, tout systéme subissant une instabilité
stationnaire & une dimension pour laquelle le systéme perturbé part d’une
solution stationnaire (indépendante du temps) pour évoluer vers une autre solu-
tion stationnaire , on peut montrer que ’amplitude du champ (ou des champs)
représentant la dynamique obéit & une équation du méme type que I’équation
canonique (2.24) caractéristique de la bifurcation fourche, appartenant a la
famille de catastrophe cusp.



Chapitre 3

Les autres bifurcations
génériques

Le chapitre précédent traite exclusivement de la bifurcation fourche, car-
actéristique des systémes dynamiques soumis & une instabilité stationnaire!.
Nous nous proposons maintenant d’introduire les autres types de bifurcations,
usuellement observés dans les systémes non linéaires.

3.1 Bifurcation imparfaite; brisure extrinséque
de symétrie

Tout d’abord, rappelons briévement le dispositif mécanique étudié au chapitre
précédent : une masse en forme d’anneau est suspendue verticalement & un
ressort de raideur k et de longueur initiale £., qui peut étre inférieure ou
supérieure a sa longueur au repos { ; cette masse est écartée d’une quantité x
le long d’une tige horizontale (voir figure 2.1). Soulignons ici que ’équation
d’amplitude (voir équation 2.24), associée a I’évolution dynamique de ce sys-
téme mécanique, est invariante lors du changement de variable A — — A ; ainsi,
pour toute solution A de I’équation d’amplitude, — A est également solution.

Cette propriété de symétrie des solutions résulte de existence supposée
d’une symétrie parfaite droite/gauche du systéme mécanique ; nous avons ef-
fectivement considéré que le coté droit du systéme a ressort était parfaitement
équivalent & son coté gauche (voir figure 2.1). Or, les systémes réels possédent
toujours un degré d’imperfection induisant une légére asymétrie. L’effet de cette
asymeétrie s’illustre concrétement de la fagon suivante : en réitérant un grand
nombre de fois ’expérience qui consiste & écarter la masse du systéme a ressort
de sa position initiale x = 0 le long de I’axe horizontal, et en comptabilisant

Pour rappel, une instabilité est dite stationnaire lorsque les états du systéme, avant et
aprés D’instabilité, sont indépendants du temps.
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Figure 3.1 — Schéma de principe en présence d’un biais représenté par la force f

les nombres de fois a laquelle la masse finit sa course & droite et & gauche de sa
position initiale, nous pourrions constater qu’il est trés rare d’obtenir un nom-
bre identique de solutions finales « droite » et « gauche » sur ’ensemble des
essais. Ainsi, il existe toujours un biais, méme trés faible, au sein du systéme
qui tendra a favoriser au final 'une des deux solutions d’équilibre. Ce biais peut
étre représenté, au sein du systéme mécanique a ressort développé jusqu’alors,
par 'adjonction d’une force notée f s’appliquant & la masse du systéme, avec
f > 0, lorsque la force s’oriente du coté des x positifs (voir figure 3.1); cette
configuration tend & favoriser les solutions « droite » du systéme.

Pour décrire la dynamique du systéme « imparfait », I’équation d’évolution
doit ainsi intégrer la force f. Elle s’écrit donc sous la forme ma+ ui +90E,/dx—
f =0, avec m la masse coulissante, p le coefficient de friction et E, I’énergie
potentielle du systéme. En définissant I’énergie potentielle du systéme « impar-
fait » Ep comme la somme de I’énergie potentielle £, du systéme « parfait » et
du travail — fz de la force f (E, = E,— fx), cette équation d’évolution retrouve
une forme généralisée similaire a celle qui a été obtenue pour le systéme par-
fait : ma 4+ pt + 8Ep/8x = 0 (voir équation 2.8). De plus, en développant a
Pordre 4 I’énergie potentielle, nous obtenons :

~ k x?
E,=>|—ex®’+ | — fx, 3.1
a comparer a 'expression de I’énergie potentielle obtenue pour le systéme « par-
fait » (équation 2.7), ou ¢ la distance au seuil de bifurcation est définie, comme
dans le chapitre précédent, par : e = — (4. — £g) /4.

En reprenant, pas & pas, la démarche développée au chapitre précédent



3. Les autres bifurcations génériques 35

(recherche de points fixes, analyse de la stabilité linéaire autour des points fixes,
changements de variables et recherche des solutions développées en série de
€ de l'’équation non linéaire compléte pour obtenir ’équation d’amplitude
du systéme parfait, équation 2.26), nous obtenons 1’équation d’amplitude du
systéme « imparfait » suivante :

%ZEA—A?’—&-Z/ (3.2)
dr
ott 7 = k(et) /v et v = f/(L.k), avec f = f/e3/2.

Notons que, pour obtenir ce résultat, nous avons implicitement supposé que
la force f était suffisamment significative pour intervenir & 'ordre dominant
dans I’évolution dynamique du systéme, ce qui impose que f soit de 'ordre
de? €3/2. Cette hypothése f ~ €3/2, d’une part, justifie la cohérence de 1’arrét
du développement de I’énergie potentielle du systéme « imparfait » & U'ordre 4
(équation 3.1), puisque tous les termes considérés sont ainsi du méme ordre,
et, d’autre part, assure que le nouveau terme v, di a 'imperfection du sys-
téme, intervient dans ’équation d’amplitude (équation 3.1) au méme ordre
en € comparativement aux autres termes>. Il existe un potentiel V(A) tel que
dA/dr = —0V/DA, duquel dérive équation d’amplitude A du systéme réel
(équation 3.5), nous obtenons I’expression suivante :

€A% At

Cette formulation permet l’identification des états d’équilibre du systéme
en recherchant les exztrema P du potentiel V' satisfaisant a 1’équation cubique
suivante :

%
0A
pour laquelle un maximum du potentiel V' correspond & un état d’équilibre
instable, tandis qu'un minimum du potentiel V' représente un état d’équilibre
stable. De fagon générale, une équation cubique posséde deux types de solution :
soit les 3 racines sont des nombres réels, soit une seule racine est un nombre réel
et les deux autres sont des nombres complexes ; i.e. avec une partie imaginaire
non nulle.

Sans résoudre explicitement cette équation cubique, adoptons un raison-
nement simple fondé sur des arguments physiques et sur I’analyse des propriétés
et du comportement asymptotique de la courbe des extrema P(A) en fonction

P(A)=eA— A3 +v=— =0, (3.4)

2Pour obtenir ce résultat, nous rappelons ici que la solution z(t) au voisinage du seuil
de bifurcation (e = 0) est recherchée sous la forme d’une série d’une puissance en el/2 ) voir
équation 2.22.

3Dans I’hypothése oil I’ordre de la force f est inférieur a €3/2, le terme d’imperfection v
apparait naturellement & un ordre plus élevé dans le développement de Taylor de I’énergie
potentielle ; mais nous verrons, par la suite, que le comportement qualitatif des solutions du
systéme « imparfait » ne dépend pas, en fin de compte, de I’amplitude du terme d’imperfection
V.
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de amplitude A. Tout d’abord, notons qu’a partir de I'expression des ex-
trema P (équation 3.4) et pour une amplitude nulle (A = 0), nous obtenons une
valeur de 'extremum égale au terme d’imperfection du systéme v (P(0) = v);
cette valeur P(0) est de plus positive puisque v est directement proportionnel
a la force f orientée vers les = positifs. Regardons maintenant le comportement
des extrema P(A) au voisinage de ce point A = 0. Toujours en référence a
I’équation 3.4 ci-dessus, nous obtenons, pour une amplitude A petite, une ex-
pression approchée des extrema dominée par le terme de plus faible puissance
en A, soit P(A) ~ eA; la dérivée de P(A) en ce point est donc de l'ordre de e,
ce qui implique que P(A) est une fonction croissante au voisinage de ce point
pour € > 0 et une fonction décroissante lorsque € < 0. Enfin, le comportement
asymptotique de P(A) vers les grandes amplitudes est indiqué par 1’expression
approchée des extrema dominée par le terme de plus forte puissance en A, soit
telle que P(A) ~ —A3, qui tend vers —co pour A — +oo et vers +0o pour
A — —oc.

L’objectif étant de dénombrer et d’identifier les extrema du potentiel V' (A)
du systéme, poursuivons notre analyse en distinguant deux cas, selon le signe
du parameétre e = — (. — £y) /4.

(i) € < 0, soit la longueur du ressort a la verticale est supérieure a
la longueur du ressort au repos (£. > f3). Compte tenu de 1’équation
3.4, P(A) est alors une fonction toujours décroissante, puisque la dérivée
de P par rapport a A est toujours négative (dP/dA = ¢ — 3A%? < 0).
Compte tenu des éléments évoqués ci-avant sur le comportement général
de la courbe P(A), il en découle que I'équation P = 0 posséde une seule
solution réelle pour les A > 0 (voir figure 3.2).

— (ii) € > 0, soit la longueur du ressort a la verticale est inférieure a la

longueur du ressort au repos (£. < {y). Dans ce cas, la dérivée des ex-
trema, donnée par dP/dA = ¢ — 3A2, s’annule en deux points de part et
d’autre de l'origine A = 0, précisément en A = :I:\/e/73, ce qui ce traduit
par la présence d’un minimum local pour P(A) en A = —\/e/_?) et un
maximum local pour P(A) en A = +,/¢/3 (voir figure 3.3).
(ii.1) A > 0. Compte tenu des éléments obtenus sur le comportement
général de la courbe P(A), il découle de la présence du maximum local
que I’équation P = 0 posséde une seule solution réelle pour les amplitudes
positives A > 0, et ceci quelle que soit la hauteur du maximum local.

— (ii.2) A < 0. Par contre, pour les amplitudes négatives A < 0, I’équation
P = 0 peut avoir zéro ou deux solutions, selon la profondeur du minimum
local. En effet, si la valeur du minimum local est positive, la courbe P(A)
ne coupe pas l'axe d’origine des amplitudes, et donc P(A) ne s’annule
pas (voir figure 3.3a). En revanche, si la valeur du minimum local est
négative, la courbe P(A) coupe en deux points 'axe des amplitudes, ce
qui correspond aux deux solutions possibles pour annuler P. Le seuil
critique de passage d’'un type de solution a 'autre se produit lorsque le
minimum local, caractérisé par une dérivée nulle, s’annule lui aussi en ce
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Figure 3.2 Comportement typique de la fonction P pour € < 0.

D
D

Figure 3.3 Comportement typique de la fonction P pour € > 0.

point : P(—y/€/3) = 0; ces conditions définissent une valeur critique du
paramétre ¢, notée €* telle que ¢* = (3v/3v/2)%/3.

Ainsi, cette analyse conduit & définir une nouvelle valeur €* du paramétre e,
pour déterminer la forme du potentiel du systéme, ce qui permet de projeter
les différents cas de figure obtenus ci-avant uniquement selon la valeur de ce
paramétre (voir figure 3.3) :

—e<et

V n’a qu’un seul extremum (P = dV/dA = 0 posséde une solution
unique). Notons que, pour des grandes amplitudes, le potentiel est in-
dépendant de la valeur et du signe de € puisqu’il est alors dominé par le
terme de plus haute puissance en amplitude, soit V' ~ —1—%4 (voir équa-
tion 3.3). Donc, lorsque les amplitudes tendent vers l'infini (A — +o00),
le potentiel tend toujours vers l'infini positif (V' — +00) : extremum du
potentiel est donc en fait un minimum, d’abscisse Ay (voir figure 3.4).
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—€e> €
Le potentiel V' a trois extrema (voir figure 3.4), en trois points notés Ay
(Ao > 0) correspondant & un minimum, A_ et A, (avec A_ < Ay < 0);
A_ correspond & un minimum de V, et donc & une solution stable, alors
que Ay correspond & un maximum, et donc a une solution instable.
—e=¢"
Le potentiel V' a deux extrema, un minimum en Ag et un autre extremum
en A, = A_, correspondant a la fusion des deux extrema du potentiel en
un point d’inflexion (voir figure 3.4).

Nous pouvons maintenant dresser le portrait des solutions d’équilibre, dénommé

également diagramme de bifurcation, et représenter I’évolution en fonction du
parameétre € des amplitudes Ay et A_, d’équilibre stable (représentées en trait
continu sur la figure 3.5) ainsi que A, d’équilibre instable (représentée en
ligne brisée sur la figure 3.5). Ce portrait des solutions d’équilibre illustre la
différence de comportement pour des amplitudes positives par rapport a des
amplitudes négatives : les deux solutions A > 0 et A < 0 ne sont pas équiv-
alentes, le systéme est caractérisé par une brisure extrinséque de la symétrie
A — —A : cette bifurcation fourche est alors dite imparfaite.

Notons enfin que la présence d’une force positive (f > 0, i.e. force orientée
vers I’axe des amplitudes des x positives) favorise pour le systéme la solution
d’équilibre A, ; en optant pour une force négative (f < 0, i.e. force orientée
vers 'axe des amplitudes des  négatives), le diagramme de bifurcation est
obtenu par un simple changement de variable de 'amplitude, de A en —A (voir
figure 3.6).

3.1.1 Un avant-gott de la théorie des catastrophes

Insistons sur le fait que, dans les systémes réels, la symétrie A — —A est
un idéal jamais atteint. Il est important de remarquer aussi que, quelle que
soit I’amplitude du terme d’imperfection v, méme arbitrairement petite, la
bifurcation fourche a subi un changement qualitatif important (comparer les
figures 2.4 et 3.5). La bifurcation fourche est donc trés sensible & une pertur-
bation extérieure. En quelque sorte, la bifurcation fourche peut étre considérée
comme une représentation « fragile » du modéle ; elle n’est en effet pas robuste,
puisqu’une infime perturbation du modéle implique un changement qualitatif
important. Nous approchons ainsi la notion de stabilité structurelle dévelop-
pée dans le cadre de la théorie des catastrophes. La bifurcation fourche est
ainsi dite structurellement instable : sa forme ne résiste pas aux perturbations,
méme infimes, du « modéle ». En revanche, il s’avére que la bifurcation im-
parfaite est structurellement stable au sens des catastrophes. Cette bifurcation
fourche, aussi bien parfaite qu’imparfaite, appartient & la premiére famille des
sept catastrophes élémentaires, dite « catastrophe cusp » (ou fronce). Ces con-
sidérations sont développées plus en détail dans le prochain chapitre.

Exercice : montrer que A ~ /3 pour e petit. Préciser la validité de cette
relation, c’est-a-dire 'amplitude de € pour que cette relation soit valable.
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Figure 3.4 — Le comportement typique de V' (A) pour différentes valeurs de e.

-

Figure 3.5 Le diagramme d’une bifurcation imparfaite.

—

Figure 3.6 Le diagramme d’une bifurcation imparfaite aprés changement du signe
de I'imperfection.
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3.2 Bifurcation sous-critique et multistabilité

Revenons dans cette section & des modéles de systémes respectant parfaite-
ment la symétrie droite-gauche? (équivalence entre A et —A dans 1'équation
d’amplitude), pour ne considérer dans I’équation d’amplitude que des termes
en puissance impaire de 'amplitude A.

Pour une bifurcation fourche, le signe du terme linéaire de ’équation d’am-
plitude (terme en A de I’équation d’amplitude 2.26) est donné par la distance
au seuil d’instabilité € : en dessous du seuil de bifurcation, le signe de € est
négatif, et au-dessus du seuil de bifurcation, le signe de € est positif. Le change-
ment de signe du paramétre € marque la frontiére de l'instabilité de la solution
d’équilibre, ici la solution & amplitude nulle (A = 0). Ces résultats sont issus,
en toute généralité, de ’étude de la stabilité linéaire du systéme : en dessous
du seuil, la solution A = 0 est stable; au-dessus du seuil, la solution A = 0
est instable et le systéme évolue vers un nouvel état dont le statut (obtention
d’un nouvel état stationnaire ou non) est déterminé par la saturation ou la
croissance des termes non linéaires de I’équation d’amplitude.

Pour le systéme mécanique traité au chapitre précédent, le coefficient du
terme non linéaire (terme en A2) de 'équation d’amplitude (2.26) est négatif :
ce qui implique une saturation, dite non linéaire, de 'instabilité pour atteindre
un nouvel état stationnaire.

D’autres systémes sont au contraire caractérisés par un coefficient positif
du terme cubique de 1’équation d’amplitude (voir, par exemple, le probléme
3.9.2 ci-aprés) ; or, au-dela du seuil de bifurcation (¢ > 0), un terme cubique
positif (+4% > 0) dans I’équation d’amplitude implique une amplification dite
non linéaire de 'instabilité : Pamplitude A croit ainsi indéfiniment (absence de
saturation non linéaire). Notons que l’équation d’amplitude cubique associée
(dA/dt = €A+ A3) posséde comme points fixes A = 0 et A = +/—¢; les deux
derniéres solutions n’existent que pour e < 0. Il est simple de voir® que 4 =0
est stable pour ¢ < 0 et instable pour ¢ > 0, tandis que A = £1/—¢ est toujours
instable pour les systémes caractérisés par un coefficient positif du terme cu-
bique (voir le diagramme de bifurcation représenté figure 3.7). Il n’existe ainsi
aucune branche stable correspondant & une amplitude A # 0; ainsi, & 'ordre
cubique, le systéme ne trouve pas de nouvel état stationnaire. Pour étudier
I’évolution du systéme, il est alors nécessaire d’analyser le probléme & un ordre
supérieur et donc de poursuivre le développement non linéaire en puissance
de 'amplitude A aux ordres suivants pour espérer trouver des termes d’ordre
supérieur agissant contre I'amplification linéaire et cubique®.

4Meéme si la bifurcation parfaite est structurellement instable, considérons, en premiére
instance et par souci de simplicité, les modéles dits parfaits, quitte & introduire par la suite
le terme d’imperfection, a I’exemple de la section précédente.

511 suffit d’analyser le potentiel associé, V(A) = —eA?/2 — A*/4; rappelons que le max-
imum (respectivement, minimum) du potentiel V(A) correspond & un état instable (respec-
tivement, stable).

6De nombreux systémes dynamiques sont en effet caractérisés par existence de termes non
linéaires (A3, A%, ...) dans I’équation d’amplitude qui ralentissent la croissance exponentielle
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Puisque le systéme est supposé parfait (équivalence entre A et —A), le terme
non linéaire d’ordre supérieur (i.e. suivant le terme cubique) dans I’équation
d’amplitude est d’ordre cing (en A%) ; supposons de plus qu'il agisse dans le sens
d’un ralentissement de la croissance de I'instabilité (saturation non linéaire, voir
I'exemple du systéme mécanique parfait développé dans la sous-section 3.9.27),
le terme non linéaire d’ordre 5 est négatif et I’équation d’amplitude s’écrit

comme® A o
= eA4 A - A= 3.5
a4 dA (8:5)
Une fois l'intégration effectuée, nous obtenons le potentiel V(A) suivant :
eA? At AS
VA= — — — + — 3.6
() =-S5 -+ 5 (36)
Les solutions stationnaires du systéme correspondent aux extremas du po-
tentiel V. La solution d’amplitude nulle Ay = 0 existe toujours, les autres
points fixes satisfont a 1’équation :
A — A2 — =0 (3.7)
ayant pour solution :
1+v1+4
A2 = <. (3.8)

Comme le carré de amplitude (A2%) est réel, le paramétre e doit vérifier
la condition suivante : € > —1/4. De plus, la condition A2 > 0 impose que
la solution avec le signe — devant la racine ne peut exister que pour ¢ < 0.
Puisqu’une équation d’ordre cinq posséde toujours une, trois, ou cinq solutions
réelles, nous obtenons les solutions stationnaires de ’équation d’amplitude et
leurs domaines d’existence :

(E<*i7 A():O
1/2
~loe<0, Ag=0, Alizi(l—iv,j*‘“) 7
12 (3.9)
_ 14++/1+4e
etAgi—j:(7VQ> ,

1/2
€0, Ag=0, Ay =i (1HJEE)T

des instabilités. Il existe cependant plusieurs modéles de systémes pour lesquels tous les
termes non linéaires conduisent 4 une amplification de I’instabilité et non pas pas a leur
saturation [37]; ces modéles sont alors symptomatiques d’une singularité en temps fini.
"Texercice proposé dans la sous-section 3.9.3 vous invite & étudier le méme systéme mé-
canique en introduisant un terme d’imperfection.
8En toute généralité nous aurions pu écrire % = €1 A+ e2A3 — e3A%. En divisant par e3

d
les deux membres de 1’équation, nous obtenons : 5—:‘, = E—;A + %A‘s — A% avec 7/ = Te3.
En définissant A = A’(e2/e3)1/2, nous pouvons écrire finalement jj“,‘, = A+ A8 — A5,
avec € = 2—;(2—?)_2, et 7/ = T’(Z—i)z. En d’autres termes, nous pouvons restreindre 1’étude

a un paramétre unique (pourvu que les signes de ez et €3 soient fixés, comme nous I’avons
SUpposé).
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Figure 3.7 — Le diagramme de bifurcation d’une bifurcation fourche inversée. Notons
qu’en comparaison avec la situation de la figure 2.4, les branches qui émergent de la
solution A = 0 sont instables. On se référe parfois a cette bifurcation comme le dual
de celle représentée sur la figure 2.4.

Pour € = —1/4, les solutions sont doubles Ay = As.

Le comportement du potentiel V(A) en fonction de amplitude A donné
par I’équation 3.6 dépend des différentes plages de valeur du paramétre e (voir
figure 3.8) ; la stabilité des solutions peut étre déduite de la nature des extrema
du potentiel V(A) (des minimas pour des solutions stables et des maxima pour
des solutions instables, voir figure 3.8); cela permet de tracer le diagramme
de bifurcation en fonction du paramétre e (voir figure 3.9, pour visualiser les
branches stables en trait continu et les branches instables en trait discontinu).
Ce diagramme de bifurcation représente un exemple de la famille de « catas-
trophe papillon », dite bifurcation sous-critique, caractéristique de l'existence
de deux nouvelles solutions stables, Aoy et Ao alors que le paramétre € est
encore négatif (e < 0), donc avant la perte de stabilité de la solution d’am-
plitude nulle (A = 0), qui survient lorsque le paramére e s’annule (¢ = 0). Le
diagramme de bifurcation (voir figure 3.9) indique ainsi que le systéme peut,
en principe, « sauter » de la solution A = 0, stable pour e < 0, a la solution
A5 et ceci méme avant d’atteindre la valeur critique € = 0, c’est-a-dire avant
que la solution A = 0 devienne instable (¢ > 0). Ainsi, la bifurcation fourche
est parfois qualifiée de bifurcation sur-critique pour illustrer la naissance des
branches de solutions d’amplitude non nulle (A # 0) pour des valeurs positives
du parameétre ¢, donc au-deld de la valeur critique e = 0 du paramétre e.

INotons que A, = —As_; ainsi, ces deux solutions sont équivalentes et pour ne pas
avoir a les distinguer, nous ferons globalement référence a ces solutions en les notant As.
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Figure 3.8 — Allure du potentiel pour une bifurcation sous-critique pour différentes
valeurs de e. La valeur ¢ = —3/16 correspond a la situation ou les deux solutions, Ao
et As, ont la méme stabilité (voir texte).
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Figure 3.9 Le diagramme d’une bifurcation sous-critique.
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Etudions maintenant I’évolution des solutions stationnaires du systéme en
fonction du paramétre € et voyons si le sens de variation de ce paramétre in-
flue. Partons d’une valeur initiale du paramétre tel que : —1/4 < € < —3/16.
Dans cette plage de valeurs, la solution d’amplitude nulle A = 0 est plus sta-
ble, i.e. son potentiel est plus profond, que la solution d’amplitude A = A,.
Or, la situation s’inverse pour la plage de valeurs définie par —3/16 < € < 0,
puisque le potentiel V(A3) est maintenant plus profond que V(0) (voir figure
3.8). Lorsque la valeur du paramétre € augmente et atteint puis excéde —3/16,
le systéme transite de la solution A = 0 stable vers la solution A = Ay de
plus grande stabilité. Or, imaginons une balle logée initialement en A = 0 et
augmentons la valeur du paramétre jusqu’a la valeur —3/16, celle-ci en fait ne
quittera pas spontanément la position A = 0, qui correspond & un minimum re-
latif, pour aller vers As, correspondant au minimum absolu, méme en présence
de petites fluctuations naturelles, telles que, par exemple, celles suscitées par
un petit souffle de vent. Il est en effet trés probable que la balle reste en A = 0,
jusqu’a ce que le potentiel en A = 0 devienne un maximum, ce qui se réalise
lorsque le paramétre € devient positif; alors, en effet pour ces valeurs, la solu-
tion en A = 0 devient instable, et la balle tombe vers 'un des deux minimas
du potentiel en A = Ay ou Ay ou elle demeure pour toute valeur de € > 0.
Maintenant, & partir d’'une valeur positive du parameétre €, diminuons progres-
sivement sa valeur pour étudier 1’évolution des solutions stationnaires ; la balle
reste en A = Ay jusqu’a ce que le paramétre e atteigne la valeur —3/16, valeur
au-dela de laquelle la balle retombe en A = 0; ainsi, lors de la diminution du
parameétre ¢, le changement de solutions de A = Ay vers A = 0 se produit pour
e = —3/16 alors que, pour 'expérience précédente correspondant a ’augmenta-
tion du paramétre € & partir d’une valeur négative, le changement de solutions
(de A =0 vers A = Ay) s’était réalisé pour € = 0. L’évolution des solutions en
fonction du paramétre € n’est ainsi pas réversible.

Par ailleurs, la coexistence de plusieurs solutions stables A = Ay et A =0
pour des valeurs du parameétre telles que —1/4 < € < 0 (voir figure 3.8), définit
pour le paramétre € un domaine de métastabilité. La solution dont le potentiel
est le plus profond est dite stable, tandis que celle correspondant & l'autre
minimum est dite métastable. Lorsque —1/4 < e < —3/16, la solution A = 0 est
stable et Ay est métastable; la qualification s’inverse dans l'intervalle —3/16 <
€ < 0, puisque la solution A = 0 devient métastable alors que la solution A,
devient stable. Lorsque les deux solutions ont la méme profondeur de potentiel,
elles sont qualifies de bistables. Insistons sur le fait que par stabilité nous
entendons stabilité linéaire, c’est-a-dire que les solutions sont stables en regard
de petites perturbations. En effet, en présence d’une perturbation assez forte
telle un coup de pied dans la balle pour poursuivre I’analogie précédente, la balle
peut étre aisément délogée de I’état métastable vers I’état stable. Pour effectuer
lopération l'inverse, c’est-a-dire projeter la balle de 1’état stable vers ’état
métastable, il est en revanche nécessaire de fournir une plus grande énergie,
c’est-a-dire un coup de pied beaucoup plus fort (faites I’expérience de pensée
en se référant a la figure 3.8). L’état stable est ainsi plus résistant que ’état
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métastable.
Déterminons & présent la condition de bistabilité des deux solutions A = 0
et A = As; les deux solutions ont donc la méme stabilité si :

V(A= Ay) = V(A=A =0). (3.10)

Compte tenu de Pexpression du potentiel (voir équation 3.6), le potentiel
en Ap s’annule de méme donc que le potentiel en A = Ay (V(0) = 0=V (Az)),
ce qui permet d’exprimer le terme d’ordre 4 A3 en fonction des termes d’ordre
inférieur (A3 = 3¢ + 3/2A3) et en reprenant la contrainte de solutions station-
naires (voir équation 3.7), nous obtenons la condition de bistabilité suivante :

A3 = —4e > 0. (3.11)

En utilisant I'expression des solutions stationnaires As du systéme en fonc-
tion du paramétre e (voir équation 3.9), nous obtenons que les solutions Ag et
As sont bistables pour une valeur critique du parameétre e, notée ici ¢ = —3/16.
Pour le domaine —1/4 < e < ¢, la solution Ay est stable et la solution As
est métastable ; la conclusion s’inverse pour le domaine de paramétre tel que
¢ < € < 0. Nous allons développer dans la sous-section suivante 3.9.1, 'in-
terprétation géométrique sous-tendue par la droite € = € tracée dans le dia-
gramme de bifurcation et dénommée « plateau de Maxwell » (voir figure 3.29),
par analogie avec la construction effectuée par le scientifique écossais James
Clerk Maxwell (1831-1879) dans le cas de certaines transitions de phase (telle
la transition liquide-gaz, par exemple).

3.2.1 Meétastabilité et role des fluctuations

Les transitions de phase d’un systéme thermodynamique (fusion, ébulli-
tion, sublimation), dites transitions du premier ordre, sont ’analogue de bi-
furcations sous-critiques : ’existence de fluctuations thermiques ou la présence
d’impuretés au sein de la matiére sont les facteurs déclenchant la transition de
phase; sans ces éléments perturbateurs, le systéme aurait quelque difficulté a
transiter spontanément d’un état métastable vers un état stable.

Par exemple, une eau liquide pure placée dans un congélateur porté a une
température de plusieurs degrés en dessous de 0 ° C se transforme difficilement
en glace'®. En d’autres termes, dans des conditions idéales de pureté et sans
aucune fluctuation d’aucune sorte, I’eau liquide exposée a des températures
négatives (en deca du 0 ° C) reste & ’état liquide méme si le potentiel ther-
modynamique!! de la glace d’eau est inférieur au potentiel thermodynamique

10Mais, méme le trés faible degré d’impureté admis dans ’eau potable suffit a former des
glacons dans le bac a glagons d’un réfrigérateur !

7] existe différents potentiels thermodynamiques, telles 1’énergie interne, I’énergie libre,
I’enthalpie ou ’enthalpie libre de Gibbs; ils ont pour dimension celle d’une énergie et sont
analogues a I’énergie potentielle en mécanique puisqu’ils représentent 1’énergie potentielle du
systéme et sont minimaux a 1’équilibre.
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de P’eau liquide ; le systéme thermodynamique demeure ainsi dans un état mé-
tastable. Or, et c’est 14 une différence fondamentale avec les systémes mé-
caniques macroscopiques, les fluctuations en thermodynamique jouent un roéle
central dans le probléme de transitions de phase, puisqu’elles mettent en jeu
des phénomeénes opérant a I’échelle atomique ou moléculaire, par le biais de
mouvements collectifs microscopiques'?. A ces échelles microscopiques, toutes
fluctuations, en particulier les fluctuations thermiques, jouent nécessairement
un role majeur. Ce scénario valable en thermodynamique différe fonciérement
de celui qui se joue pour les bifurcations macroscopiques analysées dans cet ou-
vrage. Par exemple, au sein du systéme a ressort étudié au début du chapitre 2,
les fluctuations microscopiques, thermiques par exemple, ne jouent aucun role
dans le processus de transition ou de bifurcation d’un état vers un autre.
Dans le méme esprit, considérons une balle posée au fond d’un puits de po-
tentiel assez profond situé & proximité de dépressions plus profondes. La balle,
soumise aux seules fluctuations naturelles (les fluctuations thermiques, le vent,
une porte qui claque, etc.), n’a aucune chance de se trouver subitement dans le
puits voisin, méme si celui-ci est plus profond (voir figure 3.10). Afin d’induire
une transition de 1’état métastable vers I’état stable, il est nécessaire d’intro-
duire une fluctuation importante, telle que dans ’exemple donné ci-dessus un
coup de pied assez fort, mouvement qui sort du cadre des fluctuations naturelles
faibles. Ainsi, en I'absence d’une telle perturbation extérieure d’amplitude assez
grande, le systéme a peu de chance de transiter d'un état métastable vers I’état
stable. Il faut attendre que ’état métastable devienne instable le minimum
du potentiel devient alors un maximum pour assister & la trajectoire de la
balle vers le puits voisin (voir figure 3.10).

3.2.2 Cycle d’hystérésis

Revenons a présent sur ’aspect irréversible de I’évolution des solutions sta-
tionnaires en fonction du paramétre € évoqué dans le cas de la bifurcation
sous-critique (voir paragraphe 3.2). Intéressons-nous au domaine des ampli-
tudes positives et du paramétre e négatif dans le diagramme de bifurcation
(voir figure 3.9) pour étudier I’évolution'® des solutions (voir la figure 3.11).

A partir de la solution d’amplitude nulle (4y9 = 0) lorsque ¢ = —1/4 au
point A, 'augmentation du paramétre € ne change rien a la solution adoptée par
le systéme jusqu’a ce que € s’annule au point B, point & partir duquel le systéme
évolue de la solution Ag vers la solution A pour atteindre le point B’ ; I’évolu-
tion du systéme a donc suivi le chemin ABB’ dans le diagramme de bifurcation
(voir figure 3.11). Inversement,  partir du point B’, diminuons le paramétre € ;
le systéme demeure dans la solution A5 jusqu’a ce que le paramétre € atteigne
la valeur —1/4, point critique en C ot la solution As cesse d’exister. En deca
de cette valeur, le systéme n’a d’autre choix que de « sauter » de la branche A,

12Un mouvement Brownien affecte un grain de pollen, ou une molécule, mais pas une balle
de tennis plongée dans I'eau.
3Nous excluons dans ce qui suit Pexistence de perturbations fortes.
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Figure 3.10 — Au-dessus, une balle macroscopique au point (1) n’a aucune chance
de se trouver au point (2) suite a des fluctuations naturelles. Pour réaliser une telle
transition, une perturbation extérieure assez forte est nécessaire. En faisant varier un
paramétre de controle, le paysage du potentiel peut transformer le puits en (1) en un
sommet (figure en dessous), et la balle se trouve alors en position instable. Dans ce
cas, une faible fluctuation suffit & la faire transiter de (1) vers (2).

vers la branche Ay = 0 pour retomber en A. Le systéme a donc évolué selon le
chemin de retour B’C' A, différent du chemin aller ABB’ dans le diagramme de
bifurcation (figure 3.11). Il existe donc une asymétrie entre les chemins aller et
retour illustrant 1’évolution du systéme qui décrit ainsi un cycle (ou une boucle),
appelé cycle d’hystérésis, ou d’hystérése'® dans le diagramme de bifurcation.

3.3 Bifurcation transcritique

Certains systémes non linéaires sont caractérisés, indépendamment d’une
brisure de symétrie extrinséque telle qu’évoquée jusqu’alors, par une absence
de symétrie « droite/gauche » ; I’équation d’évolution n’est donc pas invariante
lors du changement de variable A — —A. En conséquence, une non-linéarité
quadratique (terme en A?) s’introduit dans I’équation d’évolution de I’ampli-
tude A. Si le terme quadratique suffit & saturer la croissance linéaire (c’est-a-
dire, §’il est précédé d'un signe négatif), le développement quadratique suffit.
L’équation d’amplitude s’écrit alors comme :

A
‘;—T =eA — A% (3.12)

147] convient de mentionner que le cycle d’hystérésis est également observé dans certaines
transitions de phase de systémes thermodynamiques, en dépit de P'action des fluctuations
microscopiques, par exemple thermiques, qui n’arrivent pas toujours & vaincre facilement la
barriére de métastabilité. Tl n’en reste pas moins vrai alors que I’intervalle en € (i.e. ’extension
de la boucle) de I’hystérésis d’un systéme thermodynamique subissant une transition de phase
est souvent plus réduit que celui des systémes macroscopiques étudiés ici, pour lesquels le
domaine de I’hystérésis recouvre pratiquement celui de métastabilité.
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Figure 3.11 Diagramme de bifurcation montrant le cycle d’hystérésis.

Cette équation posséde deux points fixes A = 0 et A = € qui existent sans
aucune restriction paramétrique. Le premier point fixe A = 0 est stable pour
€ < 0 et instable pour ¢ > 0. La condition de stabilité du second point fixe
A = € est inversée par rapport & celle du premier point fixe (A = € est instable
pour € < 0 et stable pour € > 0, voir diagramme de bifurcation, figure 3.12).
Si, en revanche, le terme quadratique ne peut pas assurer la saturation
non linéaire de l'instabilité (c’est-a-dire, s'il est précédé d’un signe positif), le
terme d’ordre supérieur en A3 dans le développement de Taylor de I’équation
d’évolution doit étre pris en compte dans I’équation d’évolution. [.’équation

d’amplitude a ainsi la forme suivante'® :

aa =eA+ A% - A3 (3.13)

dr
Sans redéployer explicitement toutes les étapes de calcul déja traitées en dé-
tail dans les exemples de bifurcation précédents, nous obtenons finalement que
l’équation d’évolution (équation 3.13) a un point fixe Ag = 0 pour € < —1/4,
et trois points fixes pour € > —1/4, donnés par Ag =0 et Ay = [1++/1 + 4e]/2
(voir diagramme de bifurcation, figure 3.13). Nous sommes en présence d’une

15Remarquons qu’en présence du terme cubique, le signe de A2 devient sans intérét. En
effet, par substitution A — —A dans I’équation d’amplitude et en multipliant 1’équation
résultante par —1, seul le signe devant A2 change, les autres restent intacts suite a ces deux
opérations.
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A

Figure 3.12 — Diagramme de bifurcation transcritique obtenue a partir d’'une équation
d’amplitude quadratique.

bifurcation transcritique caractérisée par I’existence de part et d’autre du point
de bifurcation de deux branches de solutions (4 = 0) et (A # 0). A I'instar des
bifurcations fourche et imparfaite, cette bifurcation transcritique appartient
également & la famille des catastrophes de type « fronce » (cusp catastrophe
en langue anglo-saxonne). La stabilité des points fixes peut étre facilement dé-
duite a partir du potentiel V(A) associé a I’équation d’amplitude (équation
3.13, puisque dA/dT = —0V/0A).

3.3.1 Stabilité linéaire des points fixes

Jusqu’alors, nous avons étudié des systémes dont 1’équation d’évolution
dérivait, d’un potentiel (dA/dr = —0V/0A). Nous avions notamment utilisé
cette propriété pour étudier la stabilité linéaire de la bifurcation fourche (voir
chapitre 2). Mais en toute généralité, les équations d’évolution non linéaires
ne découlent pas nécessairement d’un potentiel ; I’étude de la stabilité linéaire
des solutions stationnaires doit alors reposer sur une démarche alternative,
que nous allons développer ici dans le cas de la bifurcation transcritique dont
I’équation d’évolution est développée a l'ordre 3. A cet effet, on part d’une
solution stationnaire (point fixe de la dynamique) Ag, & laquelle on superpose
une perturbation A; :

A= Ag + Ai(t), (3.14)

ou A (t) est supposé suffisamment petite par rapport & Ag. Ap est stable si 43
décroit au cours du temps, et instable dans le cas contraire. Reportons la solu-
tion stationnaire perturbée (éuqation 3.14) dans ’équation cubique d’évolution
de la bifurcation transcritique (équation 3.13), pour obtenir :

Al s E(Ao + Al) + (A() + A1)2 — (A() + A1)3. (315)
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A
A+

Figure 3.13 — Diagramme de bifurcation transcritique obtenue a partir d’'une équation
d’amplitude cubique.

L’étude de stabilité linéaire consiste & développer I’équation en ne retenant que
les termes linéaires en A; (les termes d’ordre supérieur en A%, A3 sont négligés).
Nous obtenons

Al =€eAy +2A0A1 — 3A%A1, (316)

ou nous avons utilisé la condition que la solution Ay satisfait a la condition de
stationnarité dA/dr = eAg + A3 — A3 = 0. Considérons séparément la stabil-
ité de chacun des points fixes. Pour Ay = 0, ’équation linéarisée d’évolution
temporelle de la perturbation (équation 3.16) s’écrit simplement : A; = €A ;
la solution est simplement donnée par A; = ae (a est un facteur d’intégra-
tion). Ainsi, pour € > 0, la perturbation A; croit exponentiellement au cours du
temps et la solution stationnaire Ay est instable; pour € < 0, la perturbation
Aq décroit exponentiellement au cours du temps et la solution Ay est stable.
Considérons maintenant les deux autres points fixes. En utilisant une sec-
onde fois la condition de stationnarité de la solution Ag, I’équation linéarisée
d’évolution de la perturbation (équation 3.16) peut étre réécrite comme

La stabilité de la solution Ay dépend du signe du facteur du terme en A; (soit
—(2e 4+ Ap)). Pour la solution Ag = A4, nous avons —(2e + Ay) = —[1 + 4e +
V1 + 4e]/2 < 0. Tl résulte de I’équation d’évolution de la perturbation (équation
3.17) que la solution A, est toujours stable. Pour la solution A9 = A_, nous
avons —(2e+A_) = [—(1+4e)++/1 + 4e] /2. Cette quantité est positive (solution
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instable) pour —1/4 < e < 0 et négative (solution stable) pour ¢ > 0 (voir
les différentes branches stationnaires dans le diagramme de bifurcation, figure
3.13).

3.4 Bifurcation col-nceud

Nous allons dans ce paragraphe étudier un autre type de bifurcation dit
« col-noeud » a l'aide d’un exemple de systéme mécanique simple : le pendule.

3.4.1 Rappel du pendule simple

Rappelons d’abord le probléme classique du pendule simple : une masse m
est suspendue par un fil de longueur [ attaché en un point 0 (voir figure 3.14).
I’équation d’évolution de la masse résulte du théoréme du moment cinétique,
ou, de maniére équivalente, de la loi fondamentale de la dynamique. Soit I le
moment d’inertie, et 6 ’angle que fait 'axe du pendule avec la verticale, le
théoréme du moment cinétique s’exprime de la maniére suivante :

16 = J, (3.18)

ou J est le moment des forces. En représentation vectorielle, le moment des
forces s’exprime comme le produit vectoriel du vecteur position r, ayant ici
comme origine le point de suspension O et de la somme des forces f appliquées
a la masse (j: 7 X ﬁ) Dans le cas du pendule simple, la seule force appliquée
a la masse est son poids F= p=mg, ou ¢ est le vecteur gravité. Par ailleurs,
le moment d’inertie est donné par le produit de la masse m et du carré de la
longueur du fil [ (I = mf?), et compte tenu du fait que la gravité g se trouve
dans le plan du mouvement, le moment des forces J est donné par I’expression
suivante J = —mg{sin(f). L’équation du mouvement prend alors la forme :

b+ %Sin(&) = 0. (3.19)

Cette équation peut étre également obtenue en utilisant la forme originelle de la
loi de Newton, la loi fondamentale de la dynamique, le produit de la masse par
I’accélération est égale a la somme des forces. Il suffit alors de projeter cette loi
le long de la tangente a la trajectoire (la masse décrit une portion de cercle alors
qu’il oscille autour du point de suspension) ; en égalant la projection du poids
mgsin(f) a 'accélération mlf, nous obtenons bien la méme équation'®. Les
points fixes vérifient sin(fy) = 0 (dans cet ouvrage, I'indice ’0’ est utilisé pour

161 ’¢quation du mouvement peut étre également obtenue plus simplement en utilisant

la condition de la conservation de I’énergie. L’énergie totale est composée de la somme de
I'énergie cinétique E. = m(£0)2/2 et de I'énergie potentielle gravitationnelle E, = mgf[l —
cos(0)], ou on a pris le zéro de E, quand la masse est dans la position § = 0. En ’absence

d(Ec+Ep)
dt

de frottement, ’énergie totale est conservée au cours du temps, soit = 0, ce qui

conduit a ’équation du mouvement 3.19.
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@)

Figure 3.14 — Schéma du systéme pendulaire.

se référer au point fixe). Deux solutions sont possibles : 6y = 0 et 6y = 7. Le
premier point fixe correspond & la situation ou la masse est en bas, tandis que le
second se rapporte a la position ot la masse pointe vers le haut. Intuitivement,
le premier point fixe est stable, tandis que le second est instable. La dynamique
d’un tel systéme est triviale en présence de dissipation : quel que soit 1’état
initial, ’état final est le point fixe 6y = 0.

3.4.2 Pendule simple en présence d’une nouvelle force
extérieure

Nous rajoutons maintenant a ce pendule une force fadditionnelle s’appli-
quant sur la masse (la force totale est maintenant F=p+ f) Cette force est
d’amplitude donnée (constante) ; elle est de plus dirigée le long de la trajectoire
décrite par la masse, c’est-a-dire, tangente au cercle décrit par la masse (voir
figure 3.15); le moment de cette force est donc donné par f¢. Incluons par
ailleurs, une force de frottement de coefficient noté 2)\. Ce modéle de systéme
peut étre concrétement réalisé par un pendule auquel un petit moteur fournit
un couple égal & f£ au niveau du point de suspension O. En prenant en compte
ces nouveaux termes, I'équation du pendule devient :

0+ 2X0 + %sin(&) — % =0. (3.20)
Une telle équation peut se déduire également de la loi de Newton. En effectuant

le changement de variable suivant ¢ — ¢\/Z, et en posant u = A(¢/g)'/? et
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Figure 3.15 — Le pendule en présence d’'une force ffournissant un couple.

v = f/(mg), 'équation d’évolution'” prend la forme :
0 + 200 + sin(f) — v = 0. (3.21)

Les points fixes de I’équation d’évolution ainsi obtenue vérifient la relation
sin(fp) = v < 1. Les valeurs de 6y sont données par :

0o = arcsin(v) =Q, 6y =7 — Q. (3.22)

Une vue schématique des solutions est représentée sur la figure 3.16. Le cas
particulier ou ¥ = 0 correspond au pendule simple, et les deux solutions sont
données par 6y = 0 et 0y = 7. Le cas extréme est celui o1 v = 1 : les deux
solutions se confondent en 0y = 7/2. Puisque 0 < v < 1, étude peut étre
restreinte au domaine 0 < Q < 7/2.

3.4.3 Stabilité linéaire

étudions & présent la stabilité linéaire des points fixes. A cet effet, ajoutons
a I’état stationnaire 6y, une petite perturbation 6, (8 = 6y+61(t)), et reportons
cette expression de 6 dans I’équation d’évolution du pendule (équation 3.21),
en ne conservant que les termes linéaires en ;. En cherchant une solution de
forme exponentielle #; ~ e“?, nous obtenons 1’équation suivante :

w? + 2pw + cos(Q) = 0. (3.23)

7"Notons que I'opération # — —6 équivaut & un changement de signe devant v. C’est
pourquoi il suffit de considérer le cas v > 0, celui ot v < 0 s’en déduit en changeant 6 en -6
dans les résultats finaux.
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Figure 3.16 — Courbe de points fixes (courbe de bifurcation) du pendule en présence

de la force f

Le signe « 4+ » correspond au cas o1 6y = (2, et le signe « » au cas ot 0y = 7—(.
Les valeurs propres associées au premier point fixe sont données par

wi = —p /% —cos(Q). (3.24)

Si la friction est assez forte!'® de telle sorte que pu? > cos(€2), nous trouvons
wi =~ —cos(Q)/(2p?) < 0 et w_ ~ —2u < 0. Autrement dit, les deux valeurs
propres sont négatives, impliquant une décroissance exponentielle de 67 en fonc-
tion du temps; ce point fixe est stable.

Un calcul similaire pour l'autre point fixe 8y = © — Q conduit & wy =
cos(Q)/(2p?) > 0, et w_ = —2u < 0. Puisque wy > 0, §; croit exponentielle-
ment avec le temps ¢ ; ce point fixe est instable. En comparant les diagrammes de
bifurcation de ce systéme (voir figure 3.16) avec celui de la bifurcation fourche
(voir figure 2.4); nous pouvons convenir d’une nette différence.

Pour la bifurcation fourche, les deux branches sont stables, bifurquant toutes
les deux de I'état Ay = 0 lorsqu’il devient instable pour € > 0. Pour cette nou-
velle bifurcation, 'une des deux branches de solutions est stable et I'autre est
instable, et elles cessent toutes les deux d’exister pour v > 1 : les deux branches
(stable et instable) s’annihilent lorsque v = 1. Il s’agit 14 d’'un comportement
qualitativement nouveau. Cette bifurcation est connue sous le nom de bifurca-
tion col-neud. Cette bifurcation fait partie de la famille « pli » des catastrophes.

18Cette hypothése n’affecte pas la généralité des résultats, mais simplifie quelque peu I’al-
gébre.
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3.4.4 Forme universelle de la bifurcation col-nceud

Au voisinage d’un point critique, la bifurcation acquiert un caractére uni-
versel. C’est pourquoi nous souhaitons analyser les équations dans ce voisinage.

Par convention, il est souvent indiqué d’effectuer un changement de variable
préalable dont le but est simplement de ramener le point critique a la valeur
usuelle de référence 6y = 0 (et non 7/2), pour se conformer a 'usage courant
qui prévaut dans les sciences non linéaires. Nous posons donc § = 7/2 4 1, et
l’équation d’évolution du pendule (équation 3.21) devient :

2u1) + cos(yp) — v =0, (3.25)

ou nous avons anticipé que, proche du point critique, 1/) devient petit'® par
rapport & 1. En outre, I’angle v est, petit prés du point de bifurcation, ce qui
autorise un développement limité de I’équation du pendule (équation 3.25).A

I’ordre dominant, nous obtenons I’équation d’évolution :

=97 e, (3.26)

ott € = 2(1—v) > 0%°. L’équation d’évolution 3.26 représente la forme générique
d’une bifurcation col-nceud ; c¢’est I’équation d’amplitude.

Les deux points fixes sont ¢ = +,/€ et existent pour ¢ > 0. On peut
facilement vérifier que /€ est instable, tandis que —/€ est stable. 11 suffit de
réécrire ’équation sous forme potentielle :

3
_dv Vi=ep— o (3.27)

Pour € > 0, le potentiel V(¢) posséde un minimum (solution stable), et
un maximum (solution instable) (voir figure 3.17); pour € = 0 le minimum
s’annihile avec le maximum pour donner lieu & un point d’inflexion horizontal.
Pour € < 0, V ne posséde aucun extremum indiquant la cessation d’existence
de point fixe. Ces considérations retraduisent dans un autre langage les mémes
résultats obtenus dans le paragraphe précédent.

3.4.5 Origine de la dénomination col-nceud

Pour ¢ > 0, nous avons vu ci-dessus que le potentiel V() de la bifurcation
col-nceud posséde un minimum (voir figure 3.17) ; pour ce domaine de valeurs
du parameére ¢, le systéme dispose ainsi d’une solution stationnaire stable, vers
lequel il tend au cours du temps ¢ (t — o0), quelles que soient les conditions ini-
tiales du systéme. Ainsi, une reformulation imagée consiste a4 énoncer que cette
solution stationnaire « attire » toutes les trajectoires d’oil, dans ce contexte, la
dénomination « noeud » pour le minimum du potentiel V' (1).

19Voir le raisonnement justifiant cette approximation dans le chapitre 2, lorsque 1’élimina-
tion adiabatique a été traitée.
20Rappelons que la bifurcation correspond a4 v = 1 et donc € est petit dans ce voisinage.



56 Dynamiques complexes et morphogenése

AN

\./£>0 E<0 V;

SV

Figure 3.17 Evolution du potentiel pour une bifurcation col-nceud.

Dans cette méme plage de paramétre (e > 0) et lorsque le systéme est dans
une configuration correspondant au maximum du potentiel (voir figure 3.17),
la solution stationnaire correspondante est instable, et toute condition initiale
proche de ce point projette le systéme dans le puits de potentiel voisin pour
une convergence vers ’état stable. L’'usage du terme « col » s’associe en fait &
la présence implicite d’un point selle du potentiel, point selle caractérisé par
la présence d’un maximum dans la direction ¢ de l'espace de phase et d’un
minimum dans I’autre direction a laquelle nous accédons explicitement lorsque
nous étudions la stabilité du systéme au second ordre.

En effet dans cette étude, en nous limitant & 1’étude temporelle linéaire
(étude au premier ordre), nous nous sommes focalisés sur la variable dynamique
donnant lieu & une bifurcation. La variable ¢ définit ainsi le premier degré
de liberté du systéme et décrit un espace des phases & une dimension. Mais
cette limitation au premier ordre occulte la présence du mode toujours stable?!
obtenu en poursuivant I’étude de la stabilité au seconde ordre. En conservant la
dérivée temporelle seconde dans le probléme (étude au second ordre), le mode
stable apparait explicitement et introduit la seconde variable dynamique du
systéme (espace des phases de dimension 2); comme le systéme est toujours
stable vis-a-vis de cette variable, le potentiel est toujours minimal vis-a-vis de
cette variable.

Etudions maintenant explicitement, 1’évolution temporelle du systéme en
incluant les deux variables dynamiques. Développée a ’ordre le plus bas, I’équa-
tion d’évolution du mode stable, noté 1, est du type : z/}s = —1)g, correspondant,
a une solution de relaxation (exponentielle décroissante au cours de temps).
Nous pouvons ainsi étendre I’étude de la dynamique a deux degrés de liberté,

21Voir la discussion sur la notion d’élimination adiabatique de modes stables dans le para-
graphe 2.3.3.
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pour obtenir le systéme & deux équations suivant :

¢s = _¢s
v =y —e (3.28)
En introduisant le vecteur d’amplitude A = (1s,v), I’équation d’évolution

du systéme s’écrit sous une forme condensée (amplitude vecteur dérivant d’un
potentiel scalaire) :

A = —VV (s, 1) (3.29)

avec le potentiel défini comme :

2

Vzg—&-ezb—w—. (3.30)
2 3

L’opérateur gradient V a pour composantes dy, et 0. L’analyse du potentiel V'

montre que lorsque le paramétre tend vers 0 (e — 0), il existe un minimum dans

les deux directions (i et 1) autour du point fixe stable, et un point col (ou

selle) autour du point fixe instable. Lorsque € = 0, les deux points, col et noeud,

fusionnent.

Image simple de la bifurcation col-nceud du pendule forcé

Sans avoir recours aux équations, nous nous proposons maintenant d’anal-
yser la stabilité et l’instabilité des points fixes de la dynamique du pendule
forcé en se fondant sur un raisonnement de type géométrique.

La dynamique du systéme atteint un point fixe lorsque les deux forces en
présence s’équilibrent 'une 'autre ; ¢’est-a-dire, lorsque la projection du poids
p = mg le long de la trajectoire et la force constante f, par définition tangente
au mouvement, sont d’égale amplitude mais de signe contraire (soit, p; = —f,
avec p; la projection du poids p). Cette situation se réalise pour deux points
d’équilibre, 'un stable et 'autre instable (voir figure 3.18); le premier point
fixe est défini par l'angle du pendule avec I'axe vertical § = 6y et le second
par Pangle § = m — 6. En déplagant la masse en 6 au-dela de la valeur 6,
(voir figure de droite 3.19), la projection du poids p; excéde la force f fixée
(Ipt] > |f]); ce qui suscite un effet de rappel de la masse vers sa position
d’équilibre initiale stable 6y. Nous obtenons la méme solution d’équilibre stable
en Oy, lorsque la masse est déplacée en 6 < 0y (voir figure 3.20); dans ce cas
de figure, la force f emporte sur la projection du poids (|f| > |p:|) et exerce
ainsi une force de rappel vers la position initiale d’équilibre stable 6.

Le second point fixe, situé en § = m — 6, est instable : une déviation vers
le haut de la masse en 0 = ¢’ (voir figure 3.21), conduit cette fois-ci & une
plus faible valeur du poids projeté p; (|f| > |pt) : la force f excéde toujours
en module le poids projeté, ce qui a pour conséquence d’éloigner toujours plus
loin la masse de sa position initiale. La masse effectue une trajectoire dans le
sens contraire des aiguilles d’une montre et rejoint la position stable (aprés
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mg sin(6o) £

Figure 3.18 — Schéma montrant deux positions d’équilibre possibles, t est le vecteur
unité tangent a la trajectoire.

dissipation de son énergie par friction??). Une déviation de la masse vers le bas
en 6" inverse la situation : le poids projeté p; excéde la force £ (|p¢| > |f]), et
entraine la masse dans un mouvement allant dans le sens des aiguilles d’une
montre vers le point d’équilibre stable (voir figure 3.22).

3.4.6 Mouvement de bascule ou de tumbling

Lorsque le module du poids est égal a celui de la force f, le parameétre
v = f/mg est égal a l'unité (v = 1 et f = mg); les deux solutions, stable
et instable, coincident ; la dynamique du systéme converge en un point fixe
tel que § = 7/2. Si la force f augmente, alors le parameétre v excéde 'unité
(v > 1); les deux points fixes cessent d’exister, le systéme n’a plus aucune
solution d’équilibre possible. La force fl’emporte maintenant devant le poids,
et fera tourner en permanence la masse m dans le sens contraire des aiguilles
d’une montre. Ce mouvement est appelé mouvement de bascule ou tumbling en
anglais.

Nous pouvons résoudre exactement I’équation d’évolution du pendule au
voisinage du point critique (équation 3.26) pour obtenir la solution :

22Gans friction aucune et en vertu du principe d’inertie, le mouvement continuerait per-
pétuellement.



3. Les autres bifurcations génériques 59

Igt=mg sin(6o) £ FTf=mg sin(6's) t

Figure 3.19 Schéma montrant la stabilité du point fixe. Si la masse remonte, ’angle
0o devient 0} (& droite), le poids rappelle la masse vers la position initiale.

f

Pi=mg sin(6) t Pi=mg sin(6%) T

Figure 3.20 — Schéma montrant la stabilité du point fixe. Si angle initial §p diminue
et devient 6, la force f rappelle la masse vers la position initiale.
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Figure 3.21  Schéma montrant l'instabilité du point fixe. Si la masse remonte (6o
devient 0(), la force f 'emporte, et la masse s’éloigne. Elle fera le tour dans le sens
inverse des aiguilles d’'une montre.

Figure 3.22 — Schéma montrant Uinstabilité du point fixe. Si la masse descend (6o
devient ), le poids 'emporte, et la masse s’éloigne en descendant dans le sens des
aiguilles d’une montre.
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Figure 3.23 Comportement de I'angle 0(¢) dans le régime tumbling.

¥ (t) = —v/etanh [Ve(t + C;)] (3.31)

lution tend a linfini (¢ — 0o) vers la solution stable ) = — /€. Cette équation,
valide au voisinage du point critique, ne permet pas de mettre en évidence le
mouvement de bascule. Il nous faut recourir a I’équation compléte non dévelop-
pée (équation 3.21). En supposant que le terme de friction est suffisamment
important pour s’affranchir de l'inertie du systéme, nous pouvons négliger la
dérivée seconde temporelle de la variable angulaire (7,D — 0). Aprés avoir
effectué un changement de variable ¢ pour s’affranchir d’un facteur constant
24, nous obtenons une équation d’évolution du pendule :

0 +sin(f) —v=0. (3.32)

La solution de cette équation :

tan [1/26V02 —1+1/2C; V12— 1] V12 —1-1

14

0 (t) = —2 arctan (

(3.33)
correspond & un mouvement certes périodique mais qui est loin de ressembler
au mouvement sinuosidal du pendule simple (voir figure 3.23).
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3.4.7 Digressions vers la biologie

Bascule du globule rouge Le modéle mécanique simple du pendule forcé est,
par ailleurs, tout a fait pertinent pour décrire également certains comporte-
ments dynamiques en biologie, notamment celui des globules rouges, les com-
posants cellulaires majoritaires de notre sang. Lors de la circulation du sang au
sein d’un vaisseau sanguin (artére, veine...?%), les globules rouges sont soumis
a un écoulement de cisaillement. En effet, la vitesse de 1’écoulement varie, &
I’échelle du globule, quasi-linéairement avec la distance & la paroi du vaisseau
sanguin. Ainsi, les deux extrémités d’un globule rouge sont soumises & des
vitesses d’amplitude différente ce qui induit 'existence d’un couple hydrody-
namique tendant a le faire tourner, ou basculer?*, sur lui-méme. Ainsi I'énergie
de I'écoulement est en partie transmise aux globules, ce qui va & ’encontre de
la circulation du globule avec le flot. Or, ces derniers évitent le basculement
s’ils transmettent cette énergie a la membrane liquide qui les entourent et qui
a la propriété de pouvoir coulisser comme un chenille de char (ou une chaine
de vélo). Un globule échappe ainsi au retournement sur lui-méme, s’il arrive
a transférer suffisamment d’énergie & sa membrane. Dans cette hypothése, le
globule s’oriente dans le flot en gardant un angle fixe (un point fixe) comme
dans le cas du pendule forcé & I’équilibre ; ce résultat découle de I’équilibre entre
le flot qui tend & le faire tourner et le mouvement de chenille de la membrane
qui s’y oppose.

Cependant, le mouvement de chenille de la membrane entraine avec lui
le liquide interne du globule rouge, I’hémoglobine, dont la fonction est de fixer
I'oxygene. Si la viscosité interne du globule augmente, comme cela se produit in
vivo pour les personnes atteintes d’une pathologie connue sous le nom d’anémie
falciforme par exemple, le mouvement de chenille de la membrane tend & se
réduire, car la membrane du globule doit entrainer un liquide interne devenu
trop visqueux. Il existe une viscosité interne critique au-dela de laquelle le
mouvement de la membrane de type chenille de char devient trop cotiteux sur
le plan énergétique, et le globule exécute alors un mouvement de bascule en
bloc.

Des expériences menées en laboratoire permettent de visualiser le comporte-
ment dynamique de tels objets (voir figure 3.24) et de montrer en effet que
I’angle d’orientation adoptée par les globules est similaire & celui adopté par le
pendule forcé (figure 3.23; voir la référence [49].)

Ainsi, dans des conditions standard biologiques, et méme si les mécanismes
biophysiques mis en jeu dans I’évolution d’un globule sont plus complexes que
la mécanique d’un pendule, la dynamique du globule rouge obéit a la méme
équation d’évolution d’un pendule forcé (équation 3.21 ; pour un développement

23Dans les gros vaisseaux I’écoulement est assez agité — dit non laminaire — Dans les petites
veines les écoulements sont laminaires et la notion de cisaillement simple est facile & imaginer.

24T.a bascule du globule est davantage favorisée si celui-ci est moins gonflée qu’un globule
normal. En effet, un globule moins gonflé s’allonge davantage sous l'effet du cisaillement,
ce qui entraine un couple de force plus important et donc une disposition plus grande au
retournement.
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Figure 3.24 Photos montrant le comportement a différents instants successifs d’un
systéme de deux globules modéles (deux liposomes géants fabriqués au laboratoire)
effectuant chacun un mouvement de tumbling. Un globule rouge présente le méme
type de mouvement. Image extraite de la référence [49]

plus détaillé, voir la référence [66].).

3.5 Définition d’une bifurcation

Quelle est la définition d’une bifurcation ? Sur un plan historique, ce terme
est certainement ancien et, dans un sens commun, signifie une croisée de chemins
et donc un changement de trajectoire par rapport a la trajectoire initiale. Sur
un plan mathématique, le scientifique frangais Henri Poincaré (1854-1912) a, le
premier semble-t-il, caractérisé les propriétés d’une bifurcation. Dans ce con-
texte, le terme « bifurcation » se référe & un changement qualitatif du comporte-
ment d’un systéme; ce changement qualitatif, par définition, doit modifier le
nombre et la nature, stable ou instable, de solutions suite & une variation d’un
paramétre, noté € dans les exemples rencontrés ici. Au point de bifurcation,
les branches de solutions s’annihilent, naissent, perdent leur stabilité ou au
contraire la gagnent.

Insistons sur le fait que tous les changements de comportement d’un systéme
ne fournissent pas nécessairement des points de bifurcation, le changement doit
étre « qualitatif » au sens défini plus haut pour introduire des bifurcations
de solutions. Illustrons maintenant, par un exemple, un systéme soumis & un
changement « non qualitatif » du comportement de ses solutions et pour lequel
I’existence d’un point fixe n’introduit pas un point de bifurcation. Le systéme
satisfaisant & 1’équation d’évolution :

A=e—4A° (3.34)

présente un tel exemple, bien que sa forme paraisse symptomatique d’une bi-
furcation. A premiére vue, I'équation d’évolution du systéme (équation 3.34)
présente, en effet, de fortes similarités, avec les équations d’évolution de la
bifurcation imparfaite (voir équation 3.34 et de la bifurcation col-nceud (voir
équation 3.26). Or, si I’équation d’évolution 3.34 présente bel et bien un point
fixe, la solution Ay = €'/%, une rapide analyse permet de mettre en évidence
que ce point fixe est unique, et qu’il existe toujours! Ainsi, la variation du
parameétre € ne change ni le nombre de solutions ni la stabilité et donc ne
modifie pas le changement qualitatif du comportement du systéme (voir figure
3.25) : ce systéme ne présente pas de bifurcation.
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Figure 3.25 — Branche de point fixe de équation (3.34).

A Tlaide de cet exemple, nous percevons que le sens de « changement quali-
tatif de solutions » que recouvre le terme « bifurcation » est en fait trés précis.
Un cadre formel de la théorie des bifurcations a d’ailleurs été développé : la
théorie des catastrophes (voir section suivante).

3.6 Théorie des catastrophes et stabilité
structurelle

En 1972, le mathématicien frangais René Fréderic Thom (1923-2002), fonda-
teur de la théorie des catastrophes, publie un ouvrage destiné au grand public
averti. Ce traité, intitulé Stabilité structurelle et morphogenése. Essai d’une
théorie générale des modeéles (voir référence [75]), est devenu désormais un clas-
sique des bibliothéques notamment scientifiques; il présente, de maniére trés
intuitive, un cadre mathématique permettant d’associer a toute apparence mor-
phologique, un systéme dynamique qui ’engendre. Le théoréme fondamental de
cette théorie énonce 'existence de sept catastrophes élémentaires; & chacune
d’elle est associé un ensemble de catastrophes, représenté morphologiquement
par une surface. Ainsi, les formes « naturelles » peuvent étre en général re-
constituées par combinaison de ces catastrophes élémentaires; la théorie des
catastrophes constitue ainsi la premiére tentative pour formaliser, dans le do-
maine de la topologie différentielle, les problémes de stabilité structurelle de
toute morphologie; elle a pour but de construire le modéle dynamique con-
tinu le plus simple pouvant engendrer une morphologie ou un ensemble de
phénoménes discontinus.

Lors de I’élaboration d’un modéle scientifique, si la stabilité structurelle
du modéle est implicitement un élément naturellement important de 1’étude,
il est bien rare d’y penser dans un cadre mathématique précis pour évaluer
quantitativement cette notion. Les modéles proposés par les scientifiques ont
pour objectif de reproduire un aspect des systémes réels en négligeant certains
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effets supposés ne pas étre pertinents dans le cadre d’une étude de phénoménes
spécifiques. La complexité de la réalité est ainsi réduite afin de pouvoir décrire
les phénomeénes étudiés a ’aide d’un nombre réduit de paramétres. Toute la
légétimité de cette approche repose sur I’hypothése que les effets négligés ne
portent pas préjudices aux conclusions qualitatives du modéle.

Ainsi, dans un contexte théorique, si notre objectif est d’étudier le mou-
vement d’une planéte, la Terre par exemple, nous pouvons raisonnablement
en premiére approximation considérer le probléme a deux corps, la Terre et
le Soleil, en négligeant la présence de tous les autres corps du systéme solaire
pour obtenir une trajectoire elliptique de la Terre autour du Soleil. La prise
en compte de l'interaction de la Terre avec un autre corps du systéme solaire
modifie éventuellement & court terme (échelle géologique) la trajectoire de la
Terre sur un plan quantitatif, mais pas sur un plan qualitatif : le modéle est
alors qualifié de structurellement stable.

La stabilité structurelle des modéles est une exigence analogue a celle qui
est requise lors d’'une expérimentation : I'expérimentateur s’attend & obtenir
des résultats similaires lorsque les conditions expérimentales sont a peu preés
semblables. Sans cette stabilité des résultats expérimentaux, aucune étude ex-
périmentale ne pourrait étre significative.

3.6.1 Quelle différence entre stabilité structurelle
et stabilité dynamique ?

L’étude de la stabilité structurelle d’'un modéle est d’une nature fondamen-
talement différente de I’étude de la stabilité dynamique (stabilité temporelle)
des solutions d’un systéme.

Le premier cas porte sur I’étude de la stabilité du modéle en lui-méme et
consiste & répondre & la question suivante : est-ce qu’une modification légére
des ingrédients du modéle conserve les mémes résultats qualitatifs, c’est-a-dire
est-ce que le modéle modifié posséde les mémes types de solutions (si elles
existent) ? Dans Paffirmative, le modéle est dit structurellement stable.

Le second cas consiste & déterminer I'influence d’une petite perturbation sur
la stabilité d’une solution du modéle. Si la solution se maintient au cours du
temps, la perturbation décroit dans le temps, et la solution est dite linéairement
stable. En revanche, si la solution s’éloigne de ’état initial non perturbé, la
perturbation croit avec le temps et la solution est instable.

3.6.2 Stabilité structurelle et subjectivité

En sciences non linéaires, ’étude d’un systéme s’illustre a 1’aide d’un dia-
gramme de bifurcation représentant les solutions A d’une équation d’amplitude
d’un systéme dynamique en fonction d’un paramétre e (voir par exemple le di-
agramme de la bifurcation fourche représentée sur la figure 2.4). L’étude de
la stabilité structurelle d’une bifurcation consiste a évaluer les conséquences
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(a) (b) (c)

Figure 3.26 (a) Bifurcation fourche. (b) Bifurcation imparfaite. (c) Représentation
schématique de résultats expérimentaux entachés d’incertitude.

d’une perturbation infinitésimale du modéle, donc une perturbation de 1’équa-
tion d’amplitude, sur la forme du diagramme de bifurcation. Ainsi, lorsque nous
étudions la bifurcation imparfaite dans la section 3.1, nous testons la stabilité
structurelle de la bifurcation fourche. En effet, la bifurcation imparfaite, voir
diagramme de bifurcation 3.5, représente ’ensemble des solutions de I’équation
d’amplitude (équation 3.5) issue de l'introduction d’un terme d’imperfection v
(avec v arbitrairement petit) dans ’équation d’amplitude de la bifurcation
fourche (équation 2.26). Or, les diagrammes des bifurcations fourche et impar-
faite (figures 2.4 et 3.5) sont qualitativement différents. Le modéle du systéme
dynamique (ici, un ressort) conduisant a la bifurcation fourche est structurelle-
ment instable. Sur le plan mathématique, cette assertion ne fait aucun doute,
car le changement qualitatif est décrit de maniére précise.

Si la notion de stabilité structurelle est parfaitement définie et non ambigué
dans un plan mathématique formel, elle appelle certaines remarques lorsqu’elle
est évoquée dans une approche de type expérimental. Par exemple, le dia-
gramme de bifurcation d’un modéle expérimental (voir figure 3.26¢) est typ-
ique d’une expérience réelle inévitablement entachée d’erreurs de mesure ou de
faibles biais. Les modéles théoriques de bifurcation fourche ou de bifurcation
imparfaite (voir figures 3.26a et 3.26b) seraient a priori de bons candidats pour
représenter le résultat expérimental, sans que nous disposions pour autant de
critéres pour départager les deux modéles. Ainsi, le choix d'un modéle pour
décrire la bifurcation obtenue expérimentalement parait quelque peu subjectif.
Cette indétermination obtenue dans un contexte expérimental est irréductible
a la démarche expérimentale ; elle ne doit pas pour autant occulter la nécessité
d’une classification rigoureuse des bifurcations et c’est cette classification qui
est obtenue dans le cadre approprié de la théorie des catastrophes.

3.7 En quoi consiste la théorie des catastrophes ?

Avant d’aborder plus en détail cette notion au chapitre suivant, nous allons
d’abord l'introduire briévement, puis l'illustrer & ’aide d’'un exemple qui nous
est déja familier.A la différence de I'étude des bifurcations en termes d’évolution
des solutions représentées dans un diagramme de bifurcation (voir par exem-
ple, la bifurcation imparfaite dans le diagramme de bifurcation 3.5 représentant
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I’évolution de la variable interne d’amplitude A en fonction du paramétre ex-
terne de controle €), la théorie des catastrophes étudie le changement qualitatif
de comportement des solutions dans le seul espace des paramétres de controle.
La théorie des catastrophes s’appuie sur la notion de stabilité structurelle pour
déterminer les formes génériques des différents types de changement de com-
portement.

Il faut préciser, cependant, que cette théorie utilise un postulat de base
qui peut paraitre, & premiére vue, restrictif : elle suppose que la dynamique
du systéme est de nature potentielle, autrement dit, que I’évolution temporelle
de la variable étudiée dérive d’'un potentiel; cette condition se formule par
une équation d’évolution spécifique de type : A = —9V(A)/dA, ou V est le
potentiel. Cette condition est en fait moins restrictive qu’il n’y parait; car,
méme si la dynamique d’un systéme ne dérive pas complétement d’un potentiel,
il est possible que la variable qui présente le plus d’intérét dans la description
du systéme, souscrive pour sa part a une dynamique qui dérive d’un potentiel.
Nous allons en découvrir plusieurs exemples dans les pages qui suivent.

3.7.1 [Illustration de la théorie des catastrophes

Tllustrons maintenant avec 'approche de la théorie des catastrophes un
exemple déja traité précédemment a l'aide du diagramme de bifurcation.

Nous avons vu dans I’étude de la bifurcation de la section 2.3.5, que ’équa-
tion d’évolution associée (équation 2.26) dérive d’un potentiel V = —eA?/2 +
A%*/4. En effectuant des changements de variables adéquats pour s’affranchir
des facteurs constants (A — /24 et € — —¢), nous pouvons réécrire ce poten-
tiel sous la forme conventionnelle de la théorie des catastrophes comme :

V(A) = eA? + A% (3.35)

Adoptons, par la suite, les notations suivantes OV/0A = V' et 0V /0A? =
V"”. Les points fixes de la dynamique sont par définition obtenus lorsque la
solution n’évolue plus dans le temps ; lorsque I’équation d’amplitude dérive d’'un
potentiel, les points fixes correspondent aux maxima du potentiel V(A), soit
lorsque V'’ = 0. A partir de I’équation d’amplitude précédente (équation 3.35),
nous obtenons les solutions stationnaires suivantes : Ay = 0 et AL = +1/¢/2 si
€ > 0; lorsque le paramétre € est nul, les trois points fixes de la dynamique sont
identiques, il y a donc dégénérescence des solutions (A = 0 est une solution
triple). Un point fixe de la dynamique définit de plus un point de bifurcation,
lorsque le potentiel change de concavité, donc lorsque la dérivée seconde du
potentiel V" = A change de signe, ce qui se produit lorsque A s’annule, soit
lorsque : V" = A = 1242 + 2¢ = 1242 + 2¢ = 0.

Ajoutons maintenant a ce potentiel (équation 3.35) le terme v A, avec v le
paramétre d’imperfection :

V =vA+eA®+ AL (3.36)
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Les points fixes satisfont donc & la condition suivante :
V' =v+24e+4A% = 0. (3.37)

Ce potentiel (équation 3.36), introduit lors de ’étude de la bifurcation im-
parfaite (voir chapitre 3), est manifestement trés semblable au potentiel de la
bifurcation fourche (équation 3.35); d’autant plus semblable d’ailleurs, que le
paramétre d’imperfection v est petit. Et pourtant, comme il a été déja souligné,
ces deux potentiels sont qualitativement différents (voir figure 3.27, la représen-
tation graphique de ces deux potentiels). Au point critique (V' = 0), nous pou-
vons en effet visualiser sur la figure 3.27 que, d’une facon générale, la concavité
du potentiel modifie (V") ne s’annule pas, au contraire de celle du potentiel
initial. Le potentiel modifié, incluant donc le terme d’imperfection vA (avec
v # 0), est donc plus robuste, car il ne subit pas de changement qualitatif suite
A une petite perturbation; en effet, la concavité du potentiel modifié¢ définie
par

V" = A =2+ 1242 (3.38)

ne s’annule pas nécessairement lorsque le paramétre e s’annule (e = 0).

Ainsi, en admettant que nous soyons confronté & un potentiel V(A) (par
exemple, le potentiel 3.35) dont la dérivée seconde s’annule ( A = 0) en un point
fixe donné V’/ = 0, nous pouvons toujours rendre ce potentiel arbitrairement
robuste, ¢’est-a-dire trouver des fonctions arbitrairement proches de ce potentiel
(i.e. voir le potentiel modifié décrit par I’équation 3.36 dans ’exemple ci-avant)
et tel que pourtant, la valeur de la dérivée seconde du potentiel soit non nulle
(A # 0 pour ¢ = 0) au point fixe V' = 0. Autrement dit, & un potentiel
«fragile» V(A) (par exemple, le potentiel 3.35) dont la dérivée seconde s’annule
( A = 0) en un point fixe donné V’ = 0, nous pouvons toujours lui associer
un potentiel robuste (i.e., le potentiel modifié¢ équation 3.36 dans 'exemple ci-
avant) en lui adjoignant un terme arbitraitement petit (terme d’imperfection
v A dans I’exemple ci-avant).

Mais, et c’est le point crucial de cette étude, méme si ce potentiel sem-
ble robuste (par définition d’un potentiel robuste : A # 0 pour ¢ = 0), il
n’est pas infaillible pour autant! Il existe toujours un jeu de paramétres (ici
€ et v), pour lequel les deux conditions V" = 0 et V' = 0 sont satisfaites?®.
L’une des deux équations détermine la valeur du point fixe V/ = 0, et l'autre
équation V' = 0 fixe une relation entre les paramétres € et v. Cette relation
définit une frontiére, ici une ligne, délimitant deux domaines dans I’espace des
paramétres (e,r). Dans chacun des domaines, les solutions sont qualitative-
ment différentes ; la traversée de cette frontiére correspond a une catastrophe.
Autrement dit, traverser cette frontiére équivaut a changer brusquement le
nombre ou la nature des solutions. A chaque catastrophe est donc associée une
figure géométrique associée aux frontiéres délimitant les différents domaines de

25Notons que plus le probléme inclut de paramétres, et plus il est facile d’obtenir un tel jeu
de paramétres. Notons tout de méme que le nombre de paramétres de controle peut toujours
étre réduit en adoptant un adimensionnement approprié des équations du probléme.
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\ /
VAV AN/

Figure 3.27 (a) Potentiel V = ¢A? + A*. (b) Potentiel V = vA +eA? + A*. Icion a
pris e < 0 et ¥ > 0. Au voisinage de A = 0, les deux potentiels sont qualitativement
différents.

v v

I’espace des paramétres; cette figure géométrique définit la « signature », ou
« portait », de la catastrophe.

Le portrait d’une catastrophe dans ’espace des paramétres fixe donc les
frontiéres délimitant les régions de changement qualitatif des solutions d’un
modéle de systéme. Or, et c’est le second point important de cette étude, le
« nombre de paramétres de controle indépendants » (variables externes) pour
un systéme donné détermine in fine le nombre de catastrophes possibles; et
ce résultat est indépendant du nombre de variables internes (degrés de liberté
du sytéme), lequel peut méme étre infini. Par exemple, lorsque le nombre de
parameétres de controle indépendants d’un systéme est inférieur ou égal & qua-
tre, seules sept catastrophes distinctes peuvent se produire : il s’agit des sept
catastrophes élémentaires; au-deld de 4 paramétres de controéle, le probléme
se complexifie et son traitement se situe en dehors du cadre de cet ouvrage.
A Pinverse, lexistence d’un seul paramétre de contréle peut étre a Porigine
d’une série riche en catastrophes; par exemple, I’étude des écoulements flu-
ides permet d’introduire le nombre adimensionnel de Reynolds, représentant
le rapport entre les forces d’inertie et les forces visqueuses ; ce seul paramétre
permet pourtant de caractériser la nature du régime dans lequel cet écoulement
se situe : soit laminaire, transitoire ou turbulent.

Précisons maintenant la forme mathématique de la frontiére de la catastro-
phe associée, par exemple, au potentiel modifié (équation 3.36) traité précéde-
ment. Les deux conditions V' = 0 (équation 3.37) et V" = 0 (équation 3.37)
permettent d’obtenir la relation suivante :

A =8¢ 4277 = 0. (3.39)

L’équation cubique 3.37 posséde une ou trois solutions réelles en fonction
du signe de la concavité du potentiel V7 = A. Si la concavité est négative
(A < 0), il existe trois solutions réelles; en revanche, il n’existe qu’'une seule
solution réelle, si la concavité est positive (A > 0), alors que lorsque la concavité
s’annule (A = 0), deux parmi les trois solutions se confondent?%. La condition

26 Dans le cas particulier oil les deux paramétres de controle sont nuls € = v = 0, la solution
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Figure 3.28 La catastrophe cusp et la forme du potentiel dans chacune des régions.

de concavité nulle A = 0 définit la frontiére de la catastrophe dans ’espace
des parameétres (voir figure 3.28) ; cette frontiére délimite différents domaines
associés a des formes différentes du potentiel.

Cette ligne de catastrophe, tracée dans 'espace des paramétres (voir fig-
ure 3.28) et associée au potentiel modifié (équation 3.36), présente un point
remarquable : un point de rebroussement (point anguleux) en (v =0 ,e = 0)
et dénommé cusp en anglais. C’est pourquoi cette catastrophe porte le nom de
catastrophe cusp (soit catastrophe fronce), terminologie anglo-saxonne utilisée
méme dans un contexte francophone (notamment dans cet ouvrage). Le por-
trait de la catastrophe cusp délimite deux zones (voir figure 3.28) ; la premiére
située au-dessus de la ligne tracant la frontiére de cette catastrophe, le poten-
tiel V' posséde un extremum (un minimum), et & 'intérieur il en posséde 3 (2
minima, et un maximum). Au point cusp (v = 0 et € = 0), les 3 extremas
du potentiel se confondent. En effet, en ce point, le potentiel est de la forme :
V = A* (voir équation 3.36), la solution d’amplitude nulle A = 0 est donc
triplement dégénérée puisque la dérivée du potentiel est simplement V/ = 4A43.
Nous pouvons noter que, de plus, le potentiel définit un point d’inflexion pour

devient triplement dégénérée.
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la solution A = 0 (V" = 1242 = 0) et que la dérivée troisiéme est également
nulle en ce point V"’ = 24A = 0. Autrement dit, ¢’est au niveau du point cusp,
que le potentiel est le plus « fragile », donc le plus structurellement instable.
Ainsi, retenons que les catastrophes dans I'espace des paramétres définissent
précisément les lieux ou le potentiel perd sa stabilité structurelle. La catastro-
phe cusp est susceptible d’intervenir dans de nombreux modéles de systémes
non linéaires. En effet, quel que que soit le potentiel associé, le modéle est po-
tentiellement candidat & la catastrophe de type cusp, dés que celui-ci dispose
d’au moins deux paramétres de controle.

3.8 Stabilité structurelle avec un nombre infini
d’exceptions : les lieux des catastrophes!

En achevant la lecture de ce chapitre, nous pourrions avoir le sentiment
d’étre parvenu a un certain paradoxe. En effet, nous étions précédemment par-
venus a la conclusion que la description pertinente d’un phénoméne repose sur
la nécessité d’élaborer un modéle structurellement stable. Pour un phénoméne

s’incarne par l'exigence d’un potentiel échappant aux changements de cour-
bure (V" # 0)27.

Or, dans la section précédente, nous avons vu qu’il est, en fait, impossible
d’échapper a de telles situations (i.e. d’éviter V' = 0), dés lors que le modeéle in-
troduit des paramétres de controle, puisque nous avons établi que leur existence
permet éventuellement d’annuler les dérivées premiére et seconde du potentiel
par un jeu de valeurs particuliéres ; le seul fait que des paramétres de controle
interviennent induit donc des situations de perte de stabilité structurelle du
potentiel. Cette conclusion tendrait donc & conclure — un peu hativement —
qu’il n’existe ainsi aucun modéle pertinent pour des phénomeénes non linéaires.

Pour s’abstraire de ce paradoxe apparent, il suffit de nuancer le propos
pour un modéle non linéaire, en renoncgant a l'exigence d’une stabilité struc-
turelle au sens absolu. Ainsi le modéle du potentiel modifié (équation 3.36) est
structurellement stable sauf pour les points situés le long de la ligne tragant la
catastrophe cusp (voir figure 3.28) ; le modéle est ainsi « presque » structurelle-
ment stable. La qualification « presque stable » pour un modéle non linéaire
signifie dans ce contexte « avec éventuellement un nombre infini d’exceptions »,
qui se répartissent justement au niveau des points (ou des courbes ou des sur-
faces) de catastrophe, lieux caractérisés par une courbure nulle du potentiel
V" = 0. Autrement dit, nous admettons qu’il peut exister un nombre infini
d’exceptions au regard de la stabilité structurelle d’'un modéle sans compléte-
ment remettre en question la stabilité structurelle du modéle?®. La présence de

27Rappelons que lorsque la dérivée seconde du potentiel s’annule (V' = 0), le modéle
n’est pas structurellement stable puisque toute fonction arbitrairement proche du potentiel
V induit un comportement qualitatif différent des solutions.

28Pour se sensibiliser a la portée du terme « presque », procédons a une analogie et con-



72 Dynamiques complexes et morphogenése

catastrophes est en fait indissociable des systémes décrits par des équations non
linéaires comportant des paramétres de controle. Une stratégie pour tenter d’y
échapper, et de garantir ainsi au mieux la stabilité structurelle du modéle, est
de réduire les domaines de variation des paramétres, autant que possible. Mais
naturellement, une pauvre connaissance du systéme, et méme une absence de
modeéle quantitatif (comme, par exemple, la plupart des systémes biologiques)
sont, autant de difficultés qui rendent la stratégie difficile & adopter !

Il n’en reste pas moins que l'irruption de changements brusques, dans le
contexte de modéles décrits par un potentiel ne présentant e priori aucun
accident (voir équations 3.35 et 3.36 qui décrivent un potentiel sous la forme
d’une fonction analytique, ici un polynéme, donc sans singularité), demeure
un phénoméne remarquable, voire mystérieux pour celui ou celle qui ’aborde
pour la premiére fois. Ces changement brusques de comportements obtenus
par la variation des parameétres ont lieu a travers la ligne (ou surface) des
catastrophes. Ayant étudié 'exemple de la catastrophe cusp en détail, nous
sommes maintenant en mesure de présenter une classification systématique des
catastrophes élémentaires : c’est I’objet du prochain chapitre.

3.9 Problémes

3.9.1 Probléme : le plateau de Maxwell

Montrer que la ligne € = ¢* dans le diagramme de bifurcation (voir figure 3.29)
correspond au Plateau de Maxwell connu dans les problémes de transition de phases.

Solution : La coexistence des solutions stables et métastables (solutions bistables)
correspond a V(Az2) = V(Ao), ou Ao et Az représentent les amplitudes des deux
solutions stable et métastable en coexistence. Nous pouvons également réécrire cette
égalité comme V(A2) —V(Ao) = 0 et 'interpréter comme le résultat d’une intégration
de la différentielle totale du potentiel dV entre les deux états 0 et 2 correspondant
aux solutions stationnaires Ao et A2, soit :

(2)
/ Qv =0, (3.40)
(0)

Compte tenu de son développement (voir équation 3.6), le potentiel V' (A, ¢€) est
une fonction de deux variables. Nous pouvons ainsi exprimer la différentielle du po-
tentiel dV en fonction de ses dérivées partielles, soit : dV = (OV/0A)dA+ (0V/0¢)de.
Comme dV est une différentielle totale, nous pouvons choisir le chemin d’intégration ;
nous optons ici pour le chemin décomposé en quatre trongons (a,b), (b, c), (c,d) et
(d,e), tous situés sur la courbe des points fixes (voir figure 3.29), le long de laquelle,

sidérons les points du plan (O, x, y). Ils sont en nombre infini; de méme que I'axe Ox
contient un nombre infini de points; mais le rapport entre le nombre de points sur ’axe et
ceux du plan est trés petit ! Admettons qu’une variable, par exemple la température, associée
a chaque point du plan soit égale & 100 degrés Celsius a ’exception des points situés le long
de I'axe (Ox) ou la température est nulle, nous pourrions énoncer que le plan est globalement
« chaud », sans se tromper vraiment. Le seul axe horizontal, méme comprenant une infinité
de points n’est pas représentatif de ’état du plan (O, z, y).
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a
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Figure 3.29 Construction de Maxwell : la droite ¢ = €* coupe la courbe des ampli-
tudes des solutions stationnaires en deux régions ayant la méme aire (I’aire hachurée
verticalement est égale & I’aire hachurée horizontalement).

par définition, la dérivée partielle du potentiel par rapport a amplitude est nulle
(0V/OA = 0). Par ailleurs, le potentiel est linéaire en ¢, compte tenu de son expres-
sion (voir équation 3.6), la dérivée partielle du potentielle par rapport a e est égale
a Pamplitude A (0V/9e = A). En outre, le long du trongon (a,b), Pamplitude A est
partout nulle (A = 0). Ces résultats nous conduisent a décomposer 'intégrale de la
différentielle du potentiel (voir équation 3.40) pour obtenir la relation suivante :

c d e
—/ Ade :/ Ade—|—/ Ade (3.41)
b c d

qui correspond, pour le terme situé & gauche de 1’égalité, a ’aire délimitée par la
droite € = €, 'axe des amplitudes nulles et la courbe de amplitude A; (aire hachuré
verticalement sur la figure 3.29) et, pour le terme situé a droite de I’égalité, a Daire
délimitée par la courbe d’amplitude A; et la droite ¢ = €' (aire hachurée sur la figure
3.29). Nous retrouvons ici la régle de construction de J. C. Maxwell, connue pour les
problémes de transition de phases (exemple : transition liquide-gaz).

3.9.2 Probléme : exemple d’une bifurcation sous-critique

Nous allons maintenant décrire un exemple de systéme mécanique a I'origine d’une
bifurcation sous-critique®® ; considérons une masse solidaire d’une articulation & l'in-
terface de deux ressorts identiques horizontaux fixés aux extrémités externes; ’ar-
ticulation entre les deux ressorts autorise la masse a se déplacer verticalement (voir
figure 3.30) ; soit k la constante de raideur, ¢y la longueur au repos des ressorts, £ la
longueur imposée des ressorts a ’horizontal (la situation £ > £y correspond & un étire-
ment des ressorts, la situation ¢ < fo correspond a une compression des ressorts) et
¢ est la longueur des ressorts dans une configuration quelconque du systéme lorsque

29 Je remercie ici chaleureusement Olivier Pierre-T.ouis pour la suggestion de ce systéme
dont ’exemplarité est remarquable.
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Figure 3.30 — Schéma du systéme considéré. (a) Ressort au repos. (b) Ressort étiré
imposant & la masse de rester sur la ligne horizontale. (c) Ressort comprimé, et la
masse peut s’écarter de ’horizontale relachant ainsi une partie de la compression.

la position de la masse se démarque de 'axe horizontal (¢’ = ¢, lorsque la masse est
située sur I’axe horizontal). L’énergie potentielle du systéme est donnée par la somme
de I'énergie potentielle élastique des deux ressorts (2k/2(¢' — £o)?) et de I'énergie de
courbure de 'articulation entre les deux ressorts (K sin®(0)/2, ot K représente ** est
la rigidité de courbure de 'articulation et 6 I'angle entre I’axe horizontal et I'axe des
ressorts dans une configuration quelconque (voir figure 3.30) ; cette énergie est nulle
en 6 = 0. L’énergie totale Er du systéme s’écrit donc :

K
ET:Eﬁm%m+kwhw@? (3.42)
maximale en 0 = 7/2.
En posant z = d/{, ot d est la distance par rapport a I’axe horizontal (voir figure
3.30), I'énergie totale s’exprime comme :

K ZE2 2
— 2 _
Er = 15 22 + k[g\/ 1+x 4()] . (343)

Etudions maintenant cette fonction au voisinage de la bifurcation : en anticipant que
x = 0 est un point fixe du systéme, effectuons un développement de Taylor autour de
ce point z = 0. En développant cette énergie totale & I'ordre 4, nous obtenons :

fE2 fLA
Er = [K + 2k£(£ — 60)17 =+ [kffo — 2K]I (3.44)

ofl nous avons omis la constante k(¢ — £)?, indépendante de x puisque £ et £o sont
deux paramétres du systéme. En z = 0, le signe de la courbure de I’énergie totale est
donné par d*Er/dx® = K + 2k0(€ — £o) = 2k[K/2k + £( — £o)] = 2kA, avec

K
2k

30N.B. Attention a la dimension de la constante de rigidité K : [K] = L2.M.T~2 différente
de celle de la constante de raideur k, [k] = M.T~2.

A=a+ 0 -0, a= (3.45)
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ol le paramétre o mesure le rapport entre énergie de courbure et énergie de raideur
du ressort.

Si le facteur A est positif, ’énergie totale E1 posséde un minium en z = 0, ce qui
correspond & un point fixe stable. Ce point fixe devient instable pour A négatif. La
condition A = 0 est satisfaite pour une valeur critique /. de la longueur horizontale [

du ressort telle que :
bo + /02 —4
0, = % (3.46)

Il existe une deuxiéme valeur critique /. : £, = [lo — /0% — 4a]/2 < Le.

Supposons dans un premier temps que le ressort soit étiré (¢ > {y) et étu-
dions I’évolution de l’énergie totale Er du systéme en fonction de la décroissance
du paramétre ¢ jusqu'a ce que ce paramétre atteigne la valeur critique ¢ = ¢. corre-
spondant au premier changement de courbure de I’énergie.

Pour assurer que la longueur ¢. demeure une quantité réelle, il est nécessaire
d’imposer la condition suivante : a < (2 /4, ce qui signifie physiquement que le coiit
en énergie de courbure ne doit pas étre trop important pour que le point fixe x = 0
puisse, de fait, devenir instable ; cette condition se comprend intuitivement : si le cofit
en énergie de flexion est trop important, la masse ne dévie pas de I’horizontale.

La courbure de D'énergie est négative, A < 0, lorsque la longueur du ressort
projetée a I’horizontale ¢ est inférieure & la valeur critique £. (¢ < £.); dans ce cas,
Pénergie change de courbure (le minimum devient le maximum) : la masse dévie de
I’horizontale. Pour déterminer la nouvelle position d’équilibre de la masse, il faut
étudier Peffet du terme en x'. Au voisinage du point critique (£ ~ £.), le coefficient
noté Cy du terme en z* est donné par :

k(3
Cy = 70[1 ++V1—-a-2a, (3.47)
avec a = 4a/l3. L'étude du signe du coefficient C, définit différents domaines pour
le paramétre @ tels que :

C4>0,
C4<0,

— sl

<a<
<a<

} . (3.48)

wlw O©

Lorsque le coefficient Cy est positif, le terme en z*, obtenu lors du développement
de Taylor de I'énergie totale au voisinage de la bifurcation x = 0 (voir équation 3.44),
conduit a la saturation de l'instabilité : la masse évolue vers une nouvelle position
d’équilibre, ce qui définit le cas d’une bifurcation fourche (ou sur-critique). Notons
qu’il existe une valeur de & qui annule le coefficient Cs (& = 3/4) ; ce point particulier
est parfois appelé point de Lifschitz.

Lorsque le coefficient C est négatif, le terme en z* renforce I'instabilité, ce qui
définit une situation d’une bifurcation sous-critique. Pour déterminer le statut du
systéme, il est alors nécessaire de poursuivre le développement de I'énergie totale Er
4 Pordre suivant, c’est-a-dire & 'ordre 6, pour obtenir le coefficient Cs du terme en
x%. En se placant a proximité du paramétre critique £ ~ £., nous obtenons :
kg 1+V1-a

2 )

Cs 3

2a (3.49)

ol / a été remplacé par /.. L’analyse du signe du coefficient C's permet d’établir :
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Figure 3.31 — L’énergie totale (Eq. 3.43) en fonction de x pour différentes valeurs de
£—£. (qui est proportionnelle & €, mesurant I'écart par rapport au seuil de U'instabilité
linéaire). De gauche a droite, on a choisi les valeurs suivantes pour £ —£. : 0,5; 0,055 ;
0,05; 0,045; 0,04; -0,02. On a fixé £p =1, et @ = 0, 95.
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{CG<0, O<0‘z<%} (3.50)

Cs>0, H<a<l

Ainsi, les conditions sur le parameétre & induisant un coefficient Cy négatif garantissent
en revanche un coefficient Cg positif (Cs < 0 et Cgs > 0), ainsi 'effet du terme en
z® soppose aux effets des termes en 22 et en z! pour assurer une saturation de
I'instabilité (voir la figure 3.31 illustrant l'allure de Pénergie potentielle du systéme
contraint a une bifurcation sous-critique (c’est-a-dire que Cs < 0) pour différentes
valeurs de /).

En poursuivant la diminution du parameétre ¢, on finit par croiser la valeur critique
0..; la quantité A change alors de signe, et la solution en x = 0 redevient stable.
Physiquement, ce résultat s’interpréte de la fagon suivante : lorsque ¢ devient petit,
et pour un méme écart vertical fixé de la masse par rapport a x = 0, I’angle de
flexion correspondant est plus grand; il faut donc dépenser davantage d’énergie pour
mouvoir la masse hors de Paxe horizontal. Eventuellement, lorsque ¢ devient trop
petit, le cotit en énergie de flexion devient trop excessif et la masse reste sur 'axe
horizontal (stabilité de = = 0).

3.9.3 Probléme : bifurcation sous-critique imparfaite

Considérons I’équation d’amplitude suivante qui introduit un terme d’imperfec-
tion v qui brise la symétrie droite/gauche du systéme :

dA

e —eA+ A — A+ (3.51)

Discutez la forme du diagramme de bifurcation en fonction du paramétre e. Considérez
les deux signes possibles du terme d’imperfection v > 0 et v < 0 (voir la figure 3.32,
qui comporte des résultats partiels afin de guider I'analyse).

3.9.4 Probléme : Euler et le film de savon

Considérons un film de savon tendu par deux anneaux (voir figure 3.33). Nous nous
proposons, dans cette section, d’obtenir la forme d’équilibre adoptée par le film de
savon. Cette derniére est contrainte par la présence des deux anneaux aux extrémiteés
et se déploie tout en minimisant I’énergie de surface F' = [~vdS, oit v est la densité
d’énergie de surface (énergie par unité de surface) et dS est la surface élémentaire.
En supposant que la densité d’énergie de surface est constante, nous obtenons une
expression pour ’énergie F' :

F= y/dS. (3.52)

Minimiser I'énergie de surface F revient ainsi & minimiser I'aire S = [ dS du film de
savon.

Or, laire de la surface élémentaire dS (en hachuré sur la figure 3.33) est donnée
par dS = 2nrds, dans le systéme de coordonnées curvilignes, oit r est le rayon du
cercle a la hauteur z et ds est I'abscisse curviligne telle qu'indiquée sur la figure
3.33; en adoptant le systéme de coordonnées cylindriques, nous pouvons également
exprimer 'aire dS comme : dS = 27rv/dr? + dz?, avec dz la hauteur élémentaire.
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Figure 3.32 — Diagramme de la bifurcation sous-critique imparfaite pour un signe
donné de v (a determiner).

L’aire totale est donc donnée par une intégrale :

h h
S = /dS’ = 271'/ ry/r?+1dz = / flr,r"dz, (3.53)
h —h

oll nous avons opté pour une notation allégée, en posant r’ = dr/dz et f(r,r') =
2mry/r'2 4+ 1. Ainsi, minimiser la surface du film de savon S revient a rechercher les
fonctions 7(z) qui définissent les extrema de la surface S.

L’aire du film de savon S est une fonctionnelle, puiqu’elle est fonction de la fonc-
tion 7(z). La recherche d’'un minimum de Paire S, ou plus généralement de I’énergie
de surface F', est un probléme analogue a la recherche du minimum de 'action en
mécanique lagrangienne 3'.

D’une facon générale, la condition d’obtention d’un extremum de I'énergie F' =
J f(r,r', 2)dz, pour une fonctionnelle quelconque f(r,7’, z), se formule selon I'équation
dite d’Euler-Lagrange®? :

31Le lagrangien L = T — V d’un systéme dynamique, ott T est I’énergie cinétique du
systéme et V' son énergie potentielle, est une fonction des variables dynamiques ; il permet de
décrire de maniére concise les équations du mouvement du systéme (mécanique lagrangienne)
A partir de la condition de moindre action, ’action étant une fonctionnelle définie comme
I’intégrale du lagrangien sur ’ensemble des variables. Son nom vient du scientifique italien
Joseph Louis Lagrange (1736-1813), qui a établi les principes du procédé.

32(Cette note mathématique décrit les principales étapes pour obtenir I’équation d’Euler-
Lagrange a partir de la recherche d’un extremum d’une fonctionnelle (probléme variationnel).

Soit I = [ F(z,y(z),y (x)), une fonctionnelle de la fonction y(x), avec y'(z) = dy/dx.
Recherchons I'extremum de la fonctionnelle I, autrement dit, recherchons la fonction y(x)
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Al

Figure 3.33 Schéma de principe : un film de savon est coincé entre deux anneaux

de rayon R.
of d of
= ——=—==0. 3.54
or dzor' ( )
La fonction f est une fonction de deux variables indépendantes entre elles 7,7’ ;

par exemple, si (z) = 22, 7/ est indépendant de r, puisque r’ = dr/dz = 2z. Par

ailleurs, si la fonction f est une composition linéaire des deux variables f = ar + br’,
avec a et b deux paramétres quelconques, annuler f quel que soit z, impose que les
deux parameétres sont nuls a = b = 0, confirmant en ceci que les variables r et 7’ sont
bien deux quantités indépendantes.

Comme la fonction f ne dépend pas explicitement de la variable z dans notre
exemple, nous pouvons réécrire I’équation d’Euler-Lagrange®® (équation 3.54) comme

qui rend extremum la fonctionnelle I, avec des conditions aux limites fixées au bord du
domaine de définition de la fonction y(z).

La variation de I vis-a-vis d’une variation de la fonction y(z), s’écrit 61 = [ dz[(OF/dy)dy+
(0F/0y")dy'], avec 8y’ = 6(dy/dx). Attention & ne pas confondre 'action de la différentielle
d/dx par rapport & la variable z et I’action de §, laquelle se référe a la variation par rapport
a la fonction y(z) (i.e. d/d(y(x)). Sous I'action de §, = est simplement un paramétre fixe de
la courbe. Nous pouvons donc intervertir les deux opérations, et écrire ddy/dz = d(dy)/dx.

Reportons cela dans D’expression de I, et intégrons par parties, pour obtenir 6/ =
J dz[0F /0y — (d/dz)(OF/dy’)]dy, ot nous avons utilisé la condition : y = 0 au bord de
Iintervalle de l’intégration puisque nous avons supposé que y(z) était fixée aux bords du
domaine.

TLa recherche de D’extremum de I revient a annuler la variation premiére 61 pour une
variation dy petite mais arbitraire. Il s’ensuit que la fonction y(z) vérifie I’équation suivante :
[0F /0y—(d/dx)(0F/dy’)] = 0, équation variationnelle dénommeée équation d’Euler-Lagrange,
ou encore équation d’Euler, du nom du scientifique suisse Leonhard Euler (1707-1783). Dans
cette équation d’Euler, la quantité de gauche est appelée dérivée d’Euler-Lagrange, ou dérivée
fonctionnelle, ou encore dérivée de Fréchet, du nom du mathématicien frangais Maurice René
Fréchet (1873-1978). Tl est d’usage d’utiliser pour cette dérivée la notation symbolique §1/dy.

33Puisque f ne dépend pas explicitement de z (f = f(r,7’)), la différentielle de f s’écrit
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suit :

- r'% =0, (3.55)

ot C est une constante d’intégration. En utilisant explicitement I'expression de la
fonction f(r,r’) (voir équation 3.53, f = 27ry/1 + r2), nous obtenons :

r=av1+r? (3.56)

ot on a posé a = C/(2r). Puisque ' = dr/dz, nous avons :
dr
V-1

ol nous reconnaissons la dérivée de la fonction cosinus hyperbolique. Ce qui per-
met d’obtenir finalement l'expression de la fonction r(z) pour laquelle l'aire S est
extremum :

= dz, (3.57)

r= acosh(zT_b), (3.58)
oll b est une constante d’intégration et a une constante définie par : a = 2w C. Cette
équation décrit la forme, dite caténaire, en forme de cosinus hyperbolique que prend
un fil suspendu par ses extrémités et soumis & son propre poids. La forme de la surface
obtenue par révolution de cette courbe caténaire r(z) autour de 'axe de Oz est dite
cathénoide (voir la forme shématique représentée sur la figure 3.33).

En choisissant 'origine du systéme de coordonnées au centre de la cathénoide se
déployant entre z = —h et z = h, nous nous affranchissons de la constante b (b = 0).
Par ailleurs, la constante a est potentiellement déterminée a partir de I’équation de
la caténaire (équation 3.58) en satisfaisant la condition limite fixée par 'anneau situé
aux deux extrémités du film de savon : le rayon r du film & la hauteur h est égale au
rayon R de Panneau. En utilisant cette condition limite (soit 7(z = h) = R) que nous
injectons dans l’équation de la caténaire (équation 3.58), nous obtenons la relation
suivante :

% = cosh(%) . (3.59)

Mais, une telle équation en a n’a pas toujours de solution. Pour une hauteur A donnée,
la solution a l’équation 3.59 n’existe qu’a la condition que le rayon R des anneaux
soit compris dans un intervalle spécifique de valeurs. Ainsi, la variation du parameétre
R controéle 'existence d’une solution ou bien 'inexistence de solution. Ceci n’est pas
sans nous rappeller le scénario de la bifurcation col-nceud.

En effectuant le changement de variable a — 1/)\, nous obtenons a partir de la
relation précédente (équation 3.59), I’équation suivante :

AR = cosh(h)). (3.60)

dont la solution n’existe que lorsque la droite D(A) = RA de pente égale & R et la
fonction hyperbolique g(A) = cosh(h\) s’intersectent (voir la figure 3.34, pour une
résolution graphique). Qualitativement, il ne fait aucun doute que les deux courbes

comme : df = %dr—i— %dr’, de telle sorte que df /dz = %r’ + %r”. Multiplions I’équation
d’Euler-Lagrange (équation 3.54) par 7/, et utilisons 1’expression ci-dessus de df /dz, pour
aboutir & I’équation suivante : d/dz[f — r’%} = 0. Une simple intégration de cette équation
donne I’équation simplifiée d’Euler-Lagrange au cas ou la fonctionnelle f est indépendante
de z: f — r’% = C, avec C une constante.
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;}Ch(zh) ACh(ih)
/AR
AR ‘ i
x A A h
R<Rc R<Rc
(a) (b)

Figure 3.34 — Résolution qualitative de I'équation AR = cosh(h\). (a) Cas ou R est
assez petit et il n’y a pas d’intersection. (b) Cas ou R est assez grand. Il existe deux
intersections, typiques de la bifurcation col-nceud.

ne peuvent se croiser lorsque R est trop petit (voir figure 3.34a). Lorsque R croit, il
apparait une valeur critique, R., ot R\ devient tangent & la fonction hyperbolique
cosh(hA); notons A, Pabscisse du point tangent. Lorsque le rayon R est supérieur
au rayon critique (R > R.), nous obtenons deux points d’intersection et donc deux
solutions (voir figure 3.34b) ; notons leurs abscisses A_ et Ay. Lorsque le rayon R
est inférieur au rayon critique (R < R.), les deux courbes ne s’intersectent pas, et le
nombre de solutions passe ainsi brusquement de deux & zéro solutions.

Le point critique de coordonnées (Re,Ac) est défini par deux conditions analy-
tiques, la premiére traduit la nécessité d’'une intersection entre la droite R\ et la
fonction hyperbolique cosh(h), soit :

ReAe = cosh(hAe). (3.61)

La seconde condition analytique est associée au fait qu’en ce point critique,
la droite RX est de plus exactement tangente a la courbe hyperbolique cosh(h)),
autrement dit, la dérivée de la droite dRA\/d\ = R est égale A la dérivée de la fonction
hyperbolique d cosh(h\)/dX\ = hsinh(hA], d’ot :

R = hsinh(h\.) . (3.62)

Effectuons un développement de Taylor au voisinage du point critique, au point de
coordonnées (R — R., A — \.), pour obtenir a partir de ’équation (3.60) I’expression :

_ h’R.

R—-R. 5

(A =A% (3.63)
Cette équation n’a aucune solution, lorsque le rayon de 'anneau R est inférieur au
rayon critique R. (R < R.). En revanche, lorsque le rayon de I'anneau R est supérieur
au rayon critique R. (R > R.), nous obtenons deux solutions :

V2 [R—-R. 1 1
S T . OV L .64
A=A ih o it (3.64)

En R = R., les deux solutions se confondent. Nous pouvons d’ores et déja pressentir
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Figure 3.35 La forme des deux solutions d’Euler. La forme de gauche (forme stable)
a une plus faible aire que celle de droite (forme instable). Iei R = 1,9, X ~ 0,636 (a
gauche) et \ ~ 2,023 (& droite).

qu'une des deux solutions est stable et I’autre est instable>*. Pour s’en convaincre,
procédons & une étude détaillée de la stabilité des solutions.

Pour étudier la stabilité des solutions et donc évaluer la valeur de I’énergie extré-
male Fo, reprenons les expressions de I'énergie F' (équation 3.52) et de laire totale S
du film de savon (équation 3.53) dans laquelle nous avons explicitement introduit la
fonction cathénaire r(z) qui minimise I’énergie (équation 3.58), soit :

sinh(2X) 1} 7 (3.65)

2
Fo = 2nvh [ e + 3
ou la variable a est normalisée par rapport a la hauteur h pour définir les variables a
et X (@=a/het \=Ah=h/a=1/a).
A partir des deux conditions satisfaites au point critique (R., Ac) (voir équations
3.61 et 3.62), nous obtenons 'expression de la variable A. évaluée au point critique :

e tanh(Ae) = 1. (3.66)

En résolvant cette équation numériquement, nous obtenons A\, ~ 1,199 en repor-
tant cette valeur dans l'expression analytique traduisant la condition de ’existence
d’un point tangent au point critique (équation 3.62), nous obtenons la valeur du rayon
critique normalisé R. : R. = R/h ~ sinh(1, 199) ~ 1, 507.

Les solutions n’existent que lorsque le rayon R est supérieur ou égal a cette valeur
critique (voir équation 3.64). Ainsi, pour R ~ 1,6, nous obtenons a partir de la
condition d’existence d’une solution (équation 3.60), deux valeurs pour la variable X :
X1 ~ 1,577 et X2 ~ 0,887. Reportons ces valeurs dans I’expression de I’énergie au
point extremum (équation 3.65), nous obtenons

Fo(A1)
—t ~ 2
oz = 2995,

~ 2,945, (3.67)

34Fn effet, ce probléme de la recherche de la forme optimale du film de savon fait intervenir,
dans une premiére étape, des équations qui dérivent d’une énergie (d’un potentiel) et plus
précisément, dans une seconde étape, la recherche des extremas de cette énergie. Au point
critique, les deux extremas se confondent en un point unique, pour devenir un point d’inflexion
qui correspond ainsi a la « rencontre » d’un maximum, associé & une solution instable, et d’un
minimum, associé a une solution stable.
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Fo \/
A4 A A4 A &, aa 4
(a) (b)

Figure 3.36 — L’énergie relaxée en fonction de A (a) et en fonction de @ (b).

La solution d’énergie minimale, donc la solution stable, est obtenue avec la plus
petite valeur de X, soit A = Xz ; la seconde solution, obtenue pour X\ = A1, correspond
a4 une solution instable, puique Fp est maximum. Nous pouvons constater que ce
résultat correspond bien a la compréhension physique que nous pouvons avoir du
probléme : le profil stable pour le film de savon est associé a la forme d’aire minimale,
et donc a un cofit moindre en énergie de surface (voir figure 3.35, montrant les profils
stable et instable du film de savon).

Etudions qualitativement la forme de I'énergie extrémale *°, Fy (équation 3.65)
en fonction de la variable X (et @, voir figure 3.36). Le minimum de Pénergie relaxée
est obtenu au point de dégénérescence, c’est-a-dire lorsque le rayon normalisé R de
I’anneau est égal au rayon normalisé critique (R.) (R = R.) et pour la valeur critique
de la variable \ (5\ = ch)- Au point critique (¢, R = R.), I'énergie vaut : Fy. =
21y(R2 + h?)/(hAe). Pour R < R, il n’existe pas de forme minimale, donc pas de
solution pour R > R, il existe deux solutions représentées par A1 et Ao (voir figure
3.36) ; et nous avons vu que Az correspond a une plus faible énergie par rapport a \;.

Nous pouvons par ailleurs retrouver les résultats obtenus sur la stabilité des
solutions, en procédant & une analyse un peu plus formelle; il suffit pour cela de
développer au troisiéme ordre I'énergie Fy (équation (3.65) autour de la valeur cri-
tique da = a — Gc :

Fo  RZ+1 REJ,Z 25R2+1
2tvh2 A, +c‘1§ “ 3 at
ol nous avons utilisé les deux conditions satisfaites au point critique (Rc, Ac) (voir
équations 3.61 et 3.62).

Compte tenu de l'expression de 'énergie au voisinage du point critique (équation
3.68), seul le terme au troisiéme ordre en d0a permet de trancher sur la stabilité des
solutions ; et puisque le signe préfacteur du terme en §a® est négatif, le minimum
de Dénergie correspond a éa > 0 (@ > bar.). L'énergie F est asymétrique : pour
une variable a donnée telle que da > 0, la branche des solutions posséde une énergie
moindre par rapport a I’énergie en —a (voir figure 3.36).

Nous attirons I'attention sur le point suivant : nous aurions obtenu un résultat
erroné en procédant a cette méme analyse du développement de I’énergie relaxée au
troisiéme ordre au voisinage du point critique, en utilisant la variable X a la place

oa’, (3.68)

35Pour rappel, ’énergie extrémale Fy, dite énergie relaxée, est obtenue lorsque la fonction
caténaire r(z) qui minimise I’énergie (équation 3.58) est introduite dans I’expression de l’aire
totale S du film de savon (équation 3.53) intervenant dans I’expression de I’énergie (équation
3.52).
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(T)

Figure 3.37 La bifurcation sous-critique a la forme d’une bifurcation col-nceud au
voisinage du point tournant de coordonnées (¢7), A)).

de la variable a. En effet, Pasymétrie de I'énergie relaxée Fy ne se révéle qu’a lordre

suivant lorsqu’elle est développée en A : la déviation par rapport & la parabole en
termes de la variable a est notable méme pour une variation da faible; alors que,
une plus grande déviation §)\ est nécessaire pour une méme proportion d’asymétrie
de Fy. Typiquement, §A/A. ~ 30 % engendre une asymétrie de 1'énergie relaxée Fy
de l'ordre de quelques pourcents. C’est pourquoi, le choix de la variable d’analyse est
essentiel dans le choix de 'ordre du développement limité ; il est, par ailleurs, souvent
important de vérifier si I'ordre suivant affecte ou non le résultat.

Finalement, insistons sur le fait que, en principe, la forme normale de la bifurcation
col-nceud donnée par I'énergie relaxée développée au troisiéme ordre au voisinage du
point critique (équation 3.68) n’est précisément valable que prés du point critique;
néanmoins, en s’éloignant du point critique, le résultat qualitatif général est inchangé.
Pour voir cela, il suffit de tracer la solution compléte (équation 3.60), donnée par
R = cosh(\)/A. En dehors de asymétrie entre les deux branches, qui peut s’amorcer
méme assez prés du point critique, le comportement qualitatif global est inchangé,
tant du point de vue du nombre de solutions, que de leur stabilité respective.

3.9.5 Probléme : une bifurcation sous-critique posséde
une branche col-nceud

Montrer qu’au voisinage d’un point tournant 7' d’'une bifurcation sous-critique
(voir figure 3.37), I’équation d’amplitude est caractéristique d’une bifurcation col-
noeud.

Solution : Appelons A et ™) les coordonnées du point tournant (voir figure
3.37). Posons A = AT 4+ Bet e =T 4 . Développons ’équation d’amplitude
sous-critique (équation 3.5) autour du point tournant a 'ordre dominant en B et pu;
nous obtenons

B = HA(T) + E(T)A(T) + A(T)3 _ A(T)5
+B[e™ +34M2 _ 5404 4 B2[34™) — 1043, (3.69)
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Comme le point tournant appartient a la branche des points fixes, nous avons ¢'7) AT 4
AM?3 _ A5 — . Pour la valeur particuliére de € au point tournant, nous avons

™ = —1/4, ce qui fixe 'amplitude A en ce point : AT = 1/+/2 (voir équation 3.9

de la section 3.2); le préfacteur du terme linéaire en B s’annule donc, et I’équation

pour 'amplitude B autour de AT s’écrit finalement

1. I 2
—B=%--DB". 3.70
B84 (3.70)

Avec quelques redéfinitions mineures des variables, cette expression n’est autre que la
forme normale de la bifurcation col-nceud (équation 3.26).



Chapitre 4

Classification des sept
catastrophes élémentaires

Dans les chapitres précédents!, plusieurs bifurcations ont été étudiées et
nous les avons associées, mais sans développer, & une famille particuliére de
catastrophes; ainsi les bifurcations fourches aussi bien parfaites qu’impar-
faites (chapitre 2 et section 3.1) — et les bifurcations transcritiques (section
3.3) appartiennent & la famille des bifurcations cusp de type « fronce », les bi-
furcations sous-critiques a la famille « papillon » (section 3.2) et les bifurcations
col-noeud (section 3.4) & la famille « pli ». Combien de familles de catastrophes
de différente nature, existe-t-il? La réponse a cette question générale semble,
de prime abord, ne pouvoir qu’étre relative & un systéme spécifique. En fait,
et c’est ce que nous allons voir dans ce chapitre, la réponse n’est que relative
au nombre de paramétres de controle indépendants du systéme, quel qu’il soit,
et non pas au nombre de degrés de liberté? du systéme. Ainsi, si le nombre de
parameétres de controle est inférieur ou égal & quatre, il existe sept catastrophes
élémentaires. Ce résultat est important ; d’autant plus que, pour 1’énoncer, il
n’est pas nécessaire de connaitre les équations décrivant le systéme ; celles-ci
peuvent étre arbitrairement complexes, voire méme, irréductibles & une expres-
sion mathématique.

Débutons notre étude des différentes familles de catastrophe, & I'aide d’un
systéme disposant d’un seul degré de liberté — par exemple, le systéme mé-
canique a ressort étudié au chapitre 2 — correspondant a la variable dynamique
A (dans I'exemple du systéme a ressort cité, A correspond a la position de la
masse suspendue au ressort). Soit la dynamique du systéme décrite par une
équation du type :

A=F(A{p})) = —0V/oA (4.1)

Leur lecture est d’ailleurs vivement conseillée avant d’aborder ce chapitre.
2 Autrement dit, le nombre de variables dynamiques décrivant le systéme.
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ol V est le potentiel, F est une fonction analytique®. de la variable dynamique
A et de {u} lensemble de paramétres de controle. Supposons que le systéme
admette un point de bifurcation en* A = 0, point de bifurcation caractérisé,
par définition, par un changement qualitatif de la solution stationnaire® en
réponse & une variation d’'un paramétre de controle. L’hypothése d’analyticité
de la fonction F' se justifie par le choix d’écarter a priori toutes fonctions
singuliéres éventuellement sources de catastrophes indépendamment du modéle
de systéme. En adoptant une fonction F' analytique, le modéle initial ne contient,
aucune singularité apparente, et pourtant, de ce choix régulier, vont naitre des
singularités.

Pour évaluer 'existence éventuelle d’un changement qualitatif des solutions,
développons la fonction F' a 'ordre deux en A ; cette non-linéarité de I’équation
d’évolution implique la présence d’un terme cubique (en A3) pour le potentiel.

4.1 Catastrophe pli ou point tournant

En développant 1’équation dynamique du systéme (équation 4.1) a 'ordre
deux, nous obtenons : F' = e+aA+ B3A? = B(e/B+ (a/B) A+ A?), soit encore :
FpB=(¢/B+ (a/B)A+ A%).

En redéfinissant la fonction F telle que : F'/3 — F ainsi que les paramétres
eet a:e/f — eet a/f — «, nous obtenons :

F = (e+aA+ A?), (4.2)

ol les paramétres € et « sont donc les deux seuls paramétres indépendants
du probléme. Cette expression de F' est associée & une forme structurellement
stable du potentiel. En effet, superposons & la fonction F' ci-dessus (équation
4.2), un polynéme® du méme ordre en A, avec des coefficients, notés v;, arbi-
trairement petits, nous obtenons simplement :

F=ctaA+ A2 tvg+viA+veA? = (e+1p)+ (at+1v1)A+ (1+1n)A% (4.3)
Cette opération est équivalente & un changement arbitrairement petit des
coefficients, sans changer la forme qualitative du potentiel (F' = —9V/0A). Par
ailleurs, notons aussi que le terme linéaire en A dans 'expression de la fonc-
tion F' (équation 4.2) est sans importance puisqu’il peut étre éliminé moyennant

3(C’est-a-dire développable en puissance de A.

4Nous avons supposé ici que la bifurcation se produit en A = 0 pour simplifier et compacter
I’écriture des développements ultérieurs de F' en puissance de A, sans affecter pour autant les
résultats ; nous aurions pu tout aussi bien adopter I’hypothése d’une valeur quelconque finie
Ap au point de bifurcation, nous aurions alors effectué les développements limités autour de
cette valeur Ag.

5Indifferemment dénommée solution d’équilibre ou point fixe.

6Superposer 4 F un polynéme d’ordre élevé ne changerait rien au résultat, voir le para-
graphe 4.1.2.
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la translation A — A — /2. Ainsi, la forme générique a l'ordre 2 de I’équation
dynamique (équation 4.2) est donnée par :

A=e4 A (4.4)

Les points fixes de la dynamique, solutions de I’équation stationnaire A=
0 = e + A2, sont donnés par

A=+y—¢ (4.5)

lorsque le paramétre € est négatif (e < 0) ; il n’existe aucun point fixe, lorsque le
paramétre € est positif; le point € = 0 est donc un point critique marquant un
changement qualitatif des solutions (voir diagramme de bifurcation, figure 4.1).
L’équation dynamique précédente (équation 4.4) est typique de la bifurcation
col-noeud (voir section 3.4).

Ainsi, en présence d’'un paramétre unique ¢, la frontiére de la catastrophe
est un point critique (e = 0); représenter ce point critique dans ’espace des
parameétres, donc représenter I'unique point € = 0 sur 'axe du paramétre e,
est une représentation géométrique assez pauvre; et donc, il est préférable
de la représenter dans un diagramme de bifurcation ; c’est d’ailleurs la figure
géométrique tracée dans cet espace (A4, €) qui a inspiré le nom attribué a cette
catastrophe : catastrophe « pli» (également, parfois dénommeée, la catastrophe
point tournant).

4.1.1 Déploiement des singularités en des termes simples

Avant d’aller plus loin, introduisons quelques notions utiles & la classification
des catastrophes. Le premier concept est celui du « déploiement » (dit unfolding
en anglais) des singularités.

Remarquons tout d’abord que la fonction F = A? est une forme struc-
turellement instable; en effet, il suffit de lui rajouter un terme linéaire v A
pour induire un changement qualitatif des solutions en A = 0. Le potentiel”
V = A3, possédant un extremum en A = 0, présente avec l’ajout du terme
linéaire, une pente unité en A = 0. Il existe un point fixe unique A = 0, so-
lution de ' = V' = dV/dA = 0. En fait, il est plus précis de dire qu’il existe
deux points fixes A = 0, car il s’agit d’une solution double. Exprimée en termes
du potentiel V(A), cette dégénérescence signifie que non seulement la dérivée
premiére du potentiel s’annule en A = 0 (V' = 0) mais également sa dérivée
seconde (V" = 0). Le potentiel est dit « singulier »®. Rappelons que, lorsque les
dérivées premiére et seconde du potentiel sont nulles quelle que soit la valeur

"Dans ce chapitre, nous faisons abstraction des préfacteurs numériques et de leurs signes
pour se concentrer sur les ordres.

8Pour une fonction a deux ou plusieurs variables, c’est le déterminant de la matrice Hessi-
enne qui joue le role de la dérivée seconde V' ; A titre d’exemple pour deux variables, la
matrice Hessienne est la matrice dont les élément sont obtenus a partir des quatre dérivées
secondes. Une matrice dont le déterminant est nul (I’analogue de V” = 0 pour un seul
paramétre) est non inversible; la matrice est alors dite singuliére. Le point A satisfaisant a
une telle condition (déterminant de la matrice Hessienne nul) est dénommé « point singulier ».
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2 solutions pas de solution €

v>

e>0

Figure 4.1  (a) La catastrophe pli. (b) Les différentes formes du potentiel pour
différent e.

(a)

Figure 4.2 — (a)V = A3, (b) V = A% + €A, avec € < 0.
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du paramétre de controle, le potentiel est structurellement instable (voir la
sous-section 3.7.1).

Le potentiel V = A% a un point d’inflexion en A = 0 (voir figure 4.2a).
En lui rajoutant un terme linéaire de type €A (choisissons e arbitrairement
petit et négatif), nous obtenons un nouveau potentiel qualitativement différent
(voir figure 4.2b) qui posséde deux extrema : un maximum et un minimum. En
revanche, ajouter de plus un terme quadratique vA? (avec v un petit paramétre)
au potentiel V' n’induit pas de changement qualitatif des solutions. En effet, si
le potentiel a la forme

V =A% + VA% + €A, (4.6)

le terme quadratique peut étre éliminé grace au changement de variable A=
B—v/3. En termes de la nouvelle variable B, le potentiel V contient des termes
en B3, B et une constante (sans intérét). Donc, c’est bien 'addition du terme
linéaire —eA qui a révélé une structure cachée au sein du potentiel singulier
V(A) ~ A3 : nous sommes en présence dun déploiement de la singularité
A3. C’est comme si I'ajout d’une infime perturbation linéaire avait déployé la
structure (les deux extrema) cachée au sein du potentiel A3 : it is like the
unfolding of a bud to reveal a flower® disait Timothy Saunders (voir référence
[68]) dans son livre dédié a la théorie des catastrophes (comparer pour une
illustration du déploiement, les deux figures 4.2a et 4.2b). Le potentiel A% +eA
représente le déploiement universel de la singularité A3. Le mot universel se
référe au fait que pour un polynéme d’ordre 3, c’est l'expression générique
la plus concise (aprés élimination de A? & I'aide du changement de variable
introduit ci-dessus) et la plus générale.

4.1.2 Comment le nombre de paramétres indépendants
affecte-t-il la puissance de la singularité ?

En s’intéressant toujours au méme modéle d’un systéme disposant d’un
paramétre de controle unique, ajoutons au potentiel V(A) = eA+ A3 un terme
en A% ;le nouveau potentiel V(A) = eA+ A3+ A* n’affecte pas le comportement
qualitatif des solutions.

Tout d’abord, notons que les préfacteurs des termes en A3 et A* du po-
tentiel n’incluent pas de paramétre ; ceci est la conséquence de ’hypothése de
Iexistence d’un paramétre unique!®.

Avant de poursuivre, posons-nous la question de la cohérence d’ajouter
un terme en A%, a priori considéré comme un terme perturbatif, au poten-
tiel obtenu a partir de I’équation développée a ’ordre deux (équation 4.4) pour
effectuer un raisonnement autour des points fixes afin de déterminer un éventuel
changement qualitatif des solutions. En effet, au voisinage de A = 0, le terme

9C’est comme le déploiement d’un bourgeon qui nous révéle la fleur.

10Méme en émettant Phypothése que le terme en A2 a pour préfacteur une fonction quel-
conque de ¢, g(¢), le potentiel V est défini par V = eA+gA3 = g((¢/g) A+ A3). A I’aide d’une
simple redéfinition du paramétre ¢ — ¢/g et du potentiel V' — V/g, le potentiel retrouve la
méme forme initiale : V(A) = eA + A3,
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A% est petit par rapport aux autres termes ; néanmoins, au voisinage de points
fixes dont les valeurs difféerent de A = 0, son effet pourrait devenir sensible,
voire dominant. Or, les solutions de I’équation dynamique d’ordre deux (équa-
tion 4.4) sont données par les points fixes suivants : A = 4+/—¢ (pour € < 0,
voir équation 4.5). Et au voisinage de ces points fixes, les deux premiers ter-
mes du potentiel V = €A + A% + A% sont d’ordre €3/2, tandis que le terme A*
est d’ordre €2 ; il est donc négligeable devant les deux premiers termes, ce qui
justifie ’hypothése du terme en A* considéré ici comme juste perturbatif.
Par ailleurs, I’équation des points fixes du modéle perturbé vérifie

€+3A%+44% =0 ; (4.7)

la présence de A3 peut donc induire un nouveau point fixe (V' = 0), autre
que le point de catastrophe A = 4+/—¢, pour lequel V/ = 0 (point fixe) et
V" = 0 (point singulier). Mais, et c’est 1a un élément essentiel du raisonnement,
cet éventuel nouveau point fixe, vérifiant donc V/ = 0 ne peut étre un point
de catastrophe (caractérisé par les deux conditions V' = 0 et V" = 0). En
effet, & I'aide d’un seul paramétre, le potentiel V' ne peut pas étre ajusté pour
satisfaire simultanément les deux conditions V' = V” = 0 en deux points
différents. Supposons que ’emplacement du nouveau point fixe induit par la
présence de A? soit trés éloigné du point fixe A = /e proche de l'origine (A = 0)
obtenu pour la dynamique non perturbée. En développant le potentiel V' autour
de ce nouveau point fixe et a 'aide d’'un changement de variable adéquat, le
nouveau point fixe peut toujours étre ramené au voisinage de l'origine ; ainsi,
nous obtenons & nouveau un point de catastrophe au voisinage de 1’origine

comme pour le potentiel non perturbé. Nous arrivons donc & la conclusion
suivante : en disposant d’un paramétre unique, le potentiel

V= cA+ A3 (4.8)

représente la catastrophe générique.

Citons un exemple de la vie courante : I’écoulement de I’eau dans un tuyau
d’arrosage aux parois relativement rigides. Le mouvement du liquide incom-
pressible est décrit par 1'équation de Navier-Stokes!'! (voir référence [31] et
le chapitre 9 de cet ouvrage proposant la résolution d’un probléme hydrody-
namique). Le mouvement d’un tel fluide est caractérisé par un paramétre de
controle unique, appelé le nombre de Reynolds représentant le rapport des
forces d’inertie aux forces visqueuses :

RV
pn

R, (4.9)

1T, ¢quation de Navier-Stokes, dont la dénomination est issue des noms du physicien-

ingénieur frangais Claude-Louis Navier (1785-1836) et du scientifique britannique (1819-1903)
Sir Claude-Touis Stokes, s’écrit comme : 95/9t+(0.V)¥ = —V P/p-+n/pV?27, avec ¥ la vitesse
d’écoulement d’une parcelle de fluide de densité p, de pression P et de viscosité dynamique
n, V est le vecteur gradient ; en présence de forces extérieures, telles que le poids, on rajoute
au membre de droite de I’équation la contribution correspondante.
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AA

Rec Re

Figure 4.3 — A représente ’amplitude du mouvement perturbé en fonction du nombre
Reynolds, R.. Pour R. < Rec le mouvement est laminaire. Pour R. > Re. le mouve-
ment laminaire coexiste avec deux branches de solutions non laminaires, constituant
une catastrophe pli.

ou R est le rayon du tuyau (plus généralement, la taille caractéristique de la
géométrie de I'objet ou s’écoule le fluide), Vj la vitesse caractéristique de 1’é-
coulement, p la densité du liquide, et 7 le coefficient de viscosité dynamique
du fluide. Sachant que ce systéme hydrodynamique est décrit par un seul
parameétre. Il est connu que pour un nombre de Reynolds R, assez petit (con-
dition satisfaite si la vitesse d’écoulement est trés faible), il existe une solution
unique stable, écoulement dite laminaire (sans tourbillon). Au-dela d’une cer-
taine valeur critique de R, cette solution coexiste avec une paire de solutions
présentant des tourbillons (régime non laminaire), l'une est stable et autre est
instable : c’est la situation associée a la catastrophe pli (voir figure 4.3).

4.1.3 Notion de codimension

L’espace usuel est un espace physique de dimension trois; dans un sys-
téme de coordonnées cartésiennes, la surface d’une sphére de rayon R dans
cet espace s’écrit a I’aide dune seule équation de type : 22 4+ 32 + 22 = R2.
Plus généralement, la surface d’un objet de dimension trois (ici, la sphére) est
déterminée par une seule équation. Et dans le méme espace physique, un ob-
jet & une dimension (une courbe, une droite...) nécessite deux équations; en
effet une courbe peut étre vue comme l'intersection de deux surfaces, chacune
d’entre elles étant représentée par une équation. Plus généralement, le nombre
d’équations nécessaire pour représenter un objet est égal a la différence entre
la dimension de ’espace dans lequel baigne 1'objet, et la dimension de 1’ob-
jet lui-méme ; cette quantité est appelée co-dimension. Ainsi, dans un espace
a 3 dimensions, la codimension d’une surface est égale a 1 et celle d’une courbe
est de 2; dans un espace a 2 dimensions (par exemple, un plan), la codimension
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d’une courbe est de 1. Quelle que soit la dimension de I'espace considéré, seul
un objet de codimension 1 peut le diviser en deux régions distinctes; ainsi,
un espace tridimensionnel (respectivement, bidimensionnel) est fractionné en
deux parties disjointes par une surface (respectivement, par une courbe); et
une courbe est subdivisée en deux demi-courbes.

Ces précisions sur la définition de la codimension donnée, revenons a la
théorie des catastrophes et déterminons le réle de la codimension dans ce con-
texte. La premiére étape pour identifier les lieux de catastrophe consiste a
déterminer les points fixes Ay de la dynamique (points pour lesquels la dérivée
premiére du potentiel s’annule, V' = 0V/0A = F (Ao, p) = 0) ; la seconde étape
consiste a rechercher dans 'espace des paramétres, parmi les points fixes, les
points annulant également les dérivées successives (seconde, troisiéme...) du
potentiel ; nous recherchons donc les points de ’espace de paramétre p tels
V™ (Ag, ) = O"V/OA™ = 0, avec n = 2,3...; ainsi, si le potentiel est tel que
seule sa dérivée seconde peut s’annuler : V" (Ag,u) = 9*V/0A% = 0, nous
disposons d’une seule équation qui définit un objet de codimension 1 et qui
fixe la valeur d’'un paramétre de controle; c’est le cas du potentiel précédem-
ment évoqué V = €A + A3, forme générique de la catastrophe « pli », dite de
codimension 1. Lorsque le potentiel est d’ordre supérieur (i.e. il contient un
terme en A%), nous disposons de deux équations pour annuler les dérivées sec-
onde et troisieme (V" (Ag, 1) = 0?°V/0A? = 0 et V"' (Ag, ) = 93V/A3 = 0);
cela définit la catastrophe de type « fronce » (cusp) de codimension 2 (deux
paramétres de controle sont nécessaires pour satisfaire simultanément aux deux
équations ). Et nous pouvons poursuivre le raisonnement ; annuler simultané-
ment les n premiéres dérivées du potentiel revient a déterminer une catastrophe
de codimension n — 1, et il est alors nécessaire de disposer de n — 1 parameétres
indépendants. Ainsi, la codimension est un élément important de la théorie des
catastrophes, car elle représente également le nombre de paramétres de controle
nécessaire pour induire une catastrophe de type donné.

4.2 La catastrophe cusp

Supposons que le modéle dispose de deux parameétres de controle et pour-
suivons le développement du potentiel V' al’ordre 4, ou, de maniére équivalente,
a Pordre 3 pour la fonction F, soit : F = e4+aA+BA%+ A3, avec €, a et 3 trois
paramétres. La forme de la fonction F' est structurellement stable. Le terme
quadratique de F' (correspondant au terme cubique du potentiel V') peut étre
éliminé grace a la transformation A — A = A — (3/3. Ainsi, nous pouvons
réécrire la fonction F' en redéfinissant de nouveaux parameétres v et € comme :
F = v+ €A+ A3 et obtenir I'équation dynamique suivante :

A=F=v+eA+ A% (4.10)

Nous reconnaissons la forme normale de la bifurcation imparfaite étudiée au
paragraphe 3.1. En adoptant pour les deux paramétres de controle indépen-
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dants la notation u et v employée usuellement dans la théorie des catastrophes,
la forme du potentiel associé est :

V = vA 4 uA? + AL (4.11)

Du point de vue de la théorie des catastrophes, la bifurcation imparfaite ap-
partient & la catastrophe de type « fronce » (catastrophe cusp), évoquée a la
fin du chapitre précédent.

Etant donné le potentiel de la bifurcation imparfaite (voir équation 4.11),
les points fixes de la dynamique sont obtenus & partir de I’équation cubique

A=—0V/OA =0v+2uA+44° = 0. (4.12)

L’existence et le nombre de solutions de cette équation dépendent de son dis-
criminant (voir référence [1]) donné par

A = 8u® + 2702 (4.13)

Lorsque le discrimant est positif, I’équation associée aux points fixes (équa-
tion 4.12) posséde une solution réelle; lorsque le discrimant est négatif, nous
obtenons trois solutions réelles (voir référence [1]). Le nombre de solutions passe
donc brutalement de un a trois & I’annulation du discriminant ; la condition du
discriminant nul constitue ainsi I’équation de la catastrophe cusp'2. Lorsque
le discriminant est nul, deux cas de figures se présentent : (1) au moins 'un des
deux paramétres de controle est non nul (u # 0 ou v # 0), alors deux des trois
solutions sont identiques; (2) les parameétres de controle sont nuls simultané-
ment (u = v = 0), alors les trois solutions coincident (voir figure 4.4). Ce point
origine est un point de rebroussement, dessinant dans 1’espace des paramétres
une sorte de « fronce » (catastrophe cusp), qui est a origine de la dénomination
de cette catastrophe. L’équation des points fixes (équation 4.12) représente le
déploiement universel de la singularité A* (voir le paragraphe précédent 4.1.1
développant la notion de déploiement d’une singularité). Comme il s’agit d’une
double singularité caractérisée par des dérivées seconde et troisiémes nulles du
potentiel (V” =0 et V" = 0), nous disposons de deux équations pour déter-
miner la catastrophe, par conséquent la co-dimension de cette catastrophe est,
égale & 2. Par ailleurs, cette équation des points fixes (équation 4.12) permet de
fixer amplitude de la variable A(u,v) en fonction des parameétres de controle
u et v (voir figure 4.5 qui donne une représentation schématique de la surface
couverte par la variable A dans ’espace (A, u,v)). Une coupe de cette surface
avec 'axe v = wvg, ol vy est une constante, permet de reconnaitre la coupe
d’une bifurcation imparfaite, appartenant ainsi a la famille de la catastrophe
« fronce ».

2Dans le chapitre précédent, nous avions obtenu cette équation en annulant simultanément
les dérivées premiére et seconde du potentiel et en éliminant la variable A entre les deux
équations pour obtenir la relation de dépendance entre les deux paramétres de contrdle (voir
équation 3.39).
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Figure 4.4 Représentation qualitative de la catastrophe cusp.

o I u;
3) —b)

Figure 4.5 (a) Représentation qualitative du point fixe en fonction des paramétres u

et v. (b)Projection sur le plan v = constante négative, ot on reconnait le diagramme
d’une bifurcation imparfaite.
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4.3 La catastrophe queue d’aronde

En présence de trois paramétres de controle, notés (u, v, w), le potentiel V'
est développé a l'ordre 5 (soit & l'ordre 4 pour la fonction F'). Le potentiel
générique s’écrit comme :

V=A% f uAd’ +vA% +wA (4.14)

par un choix approprié d’une nouvelle variable (démarche analogue a celle adop-
tée pour la catastrophe « fronce » pour éliminer le terme en A3, voir paragraphe
4.2 ci-dessus). Les points fixes sont déterminés lorsque la dérivée premiére du
potentiel s’annule (V’ = 0) ; nous obtenons I’équation des points fixes suivante :

5A% 4+ 3uA?® + 20A +w = 0. (4.15)

Les points singuliers du potentiel V', s’ils existent, annulent la dérivée seconde
du potentiel (V" = 0); cette condition donne lieu a la relation suivante :

20A4°% 4+ 6uA + 2v = 0. (4.16)

La variable A peut étre éliminée en principe des deux équations V' = 0 et
V" = 0 (équations 4.15 et 4.16), pour obtenir une relation entre les paramétres
(u,v,w). Les expressions analytiques ainsi dérivées sont un peu compliquées,
et donc d’un usage pratique limité. C’est pourquoi nous adoptons une autre
approche pour construire, de proche en proche, la représentation de la catas-
trophe ; fixons, tout d’abord, la valeur du paramétre u et l'intervalle de varia-
tion [—a, a] (a est une donnée réelle) de la variable A ; puis, déterminons, pour
chaque valeur de A, la valeur du deuxiéme paramétre v a partir de ’équa-
tion des points singuliers (équation 4.16), puis reportons le résultat obtenu v
dans 1’équation des points fixes (équation 4.15) pour déterminer le troisiéme
parameétre w. Pour chaque valeur de u, nous obtenons ainsi un ensemble de cou-
ples (v, w) tragant dans le plan des paramétres une forme géométrique de queue
d’aronde'® (voir la figure 4.6). I’opération est répétée pour différentes valeurs
du paramétre u, et nous pouvons ainsi construire une image tridimensionnelle
de la catastrophe dans ’espace (u, v, w) (voir figure 4.6, & droite) ; pour u > 0,
le parameétre w est univalué, tandis que pour u < 0 il est multivalué. La catas-
trophe queue d’aronde est de codimension 3; en effet, la singularité A°® est
triplement dégénérée en A = 0, car les dérivées seconde, troisiéme et quatriéme
s’annulent en ce point (V" =V"” =V"" =0, en A = 0). Le déploiement uni-
versel de cette singularité requiert I'existence de trois paramétres de controle
indépendants.

Analysons & présent les extrema du potentiel V. Pour cela, considérons le
cas ol le paramétre v est nul (v = 0) et le paramétre u négatif (v < 0). La

13Le terme « aronde » désigne I’hirondelle; il est utilisé aujourd’hui surtout dans ’ex-
pression « en queue d’aronde » pour qualifier la forme d’un objet semblable & une queue
d’hirondelle, c’est-a-dire dont une extrémité est plus large que 'autre.
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Figure 4.6 — A gauche, une section de la catastrophe queue d’aronde pour u < 0 (ici
u = —10). Au centre, on a fixé u = 2. A droite, la catastrophe queue d’aronde a trois
dimensions. Il n’existe pas de point fixe dans la région supérieure, un en dessous, et
deux a l'intérieur de la queue d’aronde.

solution de I’équation des points fixes (équation 4.15) du second ordre en A2

est donnée par :
1
A% = gl-3ut V9u? — 20w (4.17)

lorsque w < 9u?/20 . Pour w > 0 (respectivement, w < 0), il existe 4 (respec-
tivement, 2) points fixes; lorsque w > 9u?/20, I'équation des points fixes n’a
pas de solution.

Ainsi, pour un modéle disposant de 3 paramétres de controle et d’un po-

tentiel développé & 'ordre 5, trois cas sont & distinguer :
(i) w—9u?/20 > 0 : I'équation des points fixes (4.17) n’a pas de solution,
le potentiel V' n’a donc aucun extremum ;

— (i) 0 < w < 9u?/20 : il existe quatre solutions données par A = +[—3u +
V9u? — 20w]1/2/\/m. Le potentiel V' posséde donc quatre points cri-
tiques, deux maxima et deux minima;

(iii) w < 0 : il existe deux solutions A = + [—3u++v/9u2 — 20w]'/2/4/10 > 0.

Le potentiel V' a donc deux extrema, un minimum et un maximum.

4.4 La catastrophe papillon

En présence de quatre paramétres de contrdle, notés (u,v,w,t) et pour un
modéle & une dimension (i.e. un seul degré de liberté, soit une variable interne
A), le potentiel V est développé a 'ordre 6 pour obtenir le déploiement universel
de la derniére catastrophe évoquée dans cet ouvrage, soit :

V= A 4 tA* fud® +vA® FwA (4.18)
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Figure 4.7 — La catastrophe papillon. A gauche : le cas u = 0 et t = —5. A droite : le
casu=0ett=0>5.

ot le terme en A® a été éliminé & I’aide d’un changement adéquat de la variable
A.

Les points fixes sont obtenus & partir de la condition V' =0 :
6A° + 4t A3 + 3uA? + 204+ w =0 (4.19)

et la frontiére de la catastrophe est obtenue en imposant V"' =0
30A* + 12t A% + 6uAd + 2v = 0. (4.20)

La démarche adoptée pour obtenir la forme de la catastrophe est identique
a celle décrite dans le paragraphe précédent. Pour une valeur fixée du couple de
paramétres (¢, u), nous faisons varier la valeur de A pour déterminer la valeur
du couple de parameétres (v, w) correspondant a la frontiére de la catastrophe ;
elle est dite « papillon » en raison de la forme obtenue pour des valeurs négatives
du parameétre t; lorsque le paramétre t est positif, nous obtenons une courbe
présentant un point de rebroussement (voir figure 4.7, sur la méme figure est
représenté le potentiel V' dans différentes régions des parameétres).

4.5 Qu’en est-il des problémes a plusieurs degrés
de liberté ?

Tout au long de cette classification des catastrophes, nous nous sommes
restreints & un seul degré de liberté : le modéle dispose d’une seule variable
notée A. Mais en genéral, les systémes réels font intervenir un grand nombre
de degrés de liberté. Par exemple, pour décrire le mouvement d’un lit de sable
sous l'effet du vent, il est nécessaire de savoir & chaque instant ce qui se passe en
chaque point du lit de sable. Les variables indispensables pour décrire une telle
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dynamique, en chaque point du lit de sable, sont au nombre de n, n étant un
parameétre trés grand (voir infini si la description du lit de sable est continue).

Qu’advient-t-il de la classification des catastrophes dans de pareilles sit-
uations, lorsque le degré de liberté est trés grand, voire infini? La réponse
peut paraitre surprenante : la classification des catastrophes est possible sans
faire aucune référence aux équations d’évolution. En fait, seul le nombre de
paramétres de controle importe. Au-deld de quatre paramétres de controle,
I’approche de la dynamique des systémes & 'aide de la théorie des catastro-
phe devient trés complexe. Mais en ne retenant que 4 paramétres de controle
indépendants, la dynamique pertinente, au sens des catastrophes, ne fait inter-
venir que deux degrés de liberté au maximum ; et dans ce cas, il n’existe que
trois formes indépendantes de potentiel ; autrement dit, seules trois catastro-
phes distinctes sont possibles. Ajoutées aux quatre catastrophes déja rencon-
trées (pli, fronce, queue d’aronde et papillon), nous dénombrons sept catastro-
phes élémentaires au total.

De fagon générale, la frontiére d'une catastrophe est donnée par l'annula-
tion de la concavité A du potentiel V' ; pour un systéme a un degré de lib-
erté A, la concavité du potentiel est égale a la dérivée seconde du potentiel
(V. = V" = d?V/dA?), pour un systéme a deux degrés de liberté A et B,
la concavité est fonction des dérivées partielles secondes du potentiel, soit :
A = (0?V/0A?) (02V/OB?) — (0°V/0ADOB)?. En notant Vaa = 9?V/0A2,
Vep = 0*V/OB? et Vap = 0°V/OAIB, nous obtenons la frontiére de la catas-
trophe par la condition suivante :

A =VyaVep —Vig =0. (4.21)

Une maniére simple d’annuler la concavité de V' est d’imposer aux trois
dérivées secondes de s’annuler simultanément; dans ce cas, le potentiel V'
est dégénéré le long des deux axes associés aux variables A et B, puisque
Vaa = Ve = 0; ces deux variables A et B sont dites essentielles au sens
des catastrophes. Si seule la condition V44 = 0 est vérifiée, seule la variable
A est dite essentielle, et nous serions confrontés a4 un probléme & une dimen-
sion, déja traité précédemment. Notons également que, pour avoir simultané-
ment les trois conditions satisfaites (Vaa = Vg = Vap = 0), trois jeux de
paramétres sont nécessaires afin d’ajuster de maniére indépendante 1’évolution
de chacune des dérivées secondes. Ainsi, avec trois (ou plus) degrés de liberté
(disons A, B et C), quatre paramétres ne suffisent pas a satisfaire 'annulation
des 6 dérivées secondes (Vaa, Veg, Voo et les trois dérivées secondes croisées).
En conséquence, quel que soit le nombre de degrés de liberté du probléme ini-
tial, lorsqu’il ne dispose que de quatre paramétres de controle, il n’existe pas de
catastrophe impliquant plus de deux variables essentielles. Avec ces remarques
préliminaires, nous sommes maintenant en mesure de présenter les trois autres
catastrophes.
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Figure 4.8 Catastrophe ombilic hyperbolique. A gauche : une section correspondant
a w = 2. A droite : représentation dans I'espace (u,v,w) de la catastrophe.

4.6 La catastrophe ombilic hyperbolique

Ainsi que nous 'avons souligné pour les systémes disposant d’un unique
degré de liberté, la non-linéarité la plus faible du potentiel V' est d’ordre cu-
bique. Par simple généralisation du cas unidimensionnel, écrivons la singularité
a deux dimensions comme A% 4+ B3. De facon analogue au probléme & une di-
mension, les termes quadratiques A? et B2 peuvent étre omis, moyennant un
changement de variables; comme le terme en AB ne peut étre simultanément
éliminé et que les termes linéaires A et B sont nécessaires comme dans le cas
unidimensionnel, la forme générique du potentiel est donc

V(A,B) = A% + B* + wAB — uA — vB. (4.22)

1l s’agit bien d’une catastrophe de co-dimension trois, compte tenu du fait qu’il
faut trois paramétres pour le déploiement universel de A% + B3. Nous avons
trois conditions : V4 = Vg = 0 et le hessien A = 0. Nous avons au total
cing inconnues : A, B, u, v et w. Les deux premiéres conditions permettent
d’éliminer A et B en fonction de (u,v,w), et la troisiéme condition fournit la
relation entre ces trois parameétres permettant de représenter la surface de cette
catastrophe dite Ombilic hyperbolique** (voir figure 4.8 pour des représentations

41.e mot ombilic signifie « cicatrice arrondie » ; un point ombilic est un point d’une surface
courbe ou toutes les sections par un plan normal ont le méme rayon de courbure. Cette
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tridimensionnelle et dans le plan (u,v)).

4.7 La catastrophe ombilic elliptique

Au paragraphe précédent, nous avons étudié le potentiel contenant la sin-
gularité cubique de type A%+ B3. En incluant maintenant des termes cubiques
croisés de type A2B ou B?A dans le potentiel, nous obtenons une nouvelle caté-
gorie de catastrophe. Le potentiel générique associé a cette nouvelle catastrophe
s’écrit comme :

V =A% — AB? + w(A? + B?) + uA + vB. (4.23)
Seul le terme en A3 est inclu dans I’expression générique du potentiel car a
l'aide des deux identités suivantes : A% = A(A? — B?) + B(AB) et B® =
—B(A%?—B?)+A(AB), le terme en B3 peut toujours étre ré-écrit en fonction des
autres combinaisons de termes (A(A% — B?) et A%+ B?) composant le potentiel.
Par ailleurs, notons que l'inclusion du terme croisé en AB? dans ’expression
du potentiel (équation 4.23), implique nécessairement la présence d’un terme
quadratique en A% ou B? (considérer pour cela les identités suivantes : (42 +
B?)+ (A% - B?) =2A% et (A2 + B?)— (A% — B?) = 2B?) ; comme il est d’usage
de privilégier une symétrie dans I’écriture du potentiel, tant que cela n’affecte
pas le comportement qualitatif des solutions, le terme quadratique retenu dans
I’expression générique du potentiel s’exprime comme la somme des deux termes
quadratiques (w(A? + B?)).

Pourquoi le potentiel contenant des termes cubiques en A% + B? (équation
4.22) n’est pas équivalent au potentiel contenant des termes cubiques croisés
en A%2B ou B?A (équation 4.23) ? Une premiére réponse simple est obtenue en
considérant le cas particulier pour lequel les trois paramétres sont nuls (u =
v = w = 0); le premier potentiel (équation 4.22, soit V = A3 + B3) posséde
un point d’inflexion en A = B = 0 (9*V/0A% = 9?V/0B? = 0) alors que le
second potentiel (équation 4.23, soit V = A3 — AB?), s'il posséde également
un point d’inflexion en A, présente un comportement parabolique en B; ce
constat suffit pour signifier un changement qualitatif des solutions en passant
d’un potentiel & I'autre. Ce changement qualitatif est par ailleurs révélé, et c’est
la seconde réponse, en constatant qu’aucun changement de variables ne permet
de passer d’une forme de potentiel & I’autre : ces potentiels ne sont donc pas
qualitativement équivalents.

En suivant la méme démarche précédemment utilisée pour la catastrophe
ombilic hyperbolique, nous obtenons la catastrophe tridimensionnelle ou en pro-
jection obtenue dans I’espace des paramétres (voir figure 4.9 ; elle est dénomimée
catastrophe ombilic elliptique et parfois surnommée <« le poil »).

catastrophe est quelquefois appelée la « vague ».
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Figure 4.9 — La catastrophe ombilic elliptique. A gauche une coupe dans le plan

(u,v), avec w = 0,5 (courbe externe) et w = 0,25 (courbe interne). A droite la
représentation a 3D.
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Figure 4.10 La catastrophe ombilic parabolique. A gauche, une projection pour

différentes valeurs de w et t. A droite, une représentation a 3D. On remarque que,
contrairement aux autres catastrophes, il n’y a pas de maniére simple de représenter
cette catastrophe en projection.
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4.8 La catastrophe ombilic parabolique

Venons-en enfin & la septiéme et derniére des catastrophes élémentaires.
Considérons un polynéme d’ordre supérieur pour le potentiel V', pour l'une
des deux variables A ou B. La présence d’une singularité en A* implique, non
seulement 'annulation de la dérivée partielle seconde du potentiel en A = 0
(Vaa(A = 0)=0), mais également I'annulation de la dérivée partielle troisiéme
en ce méme point (Vg44(A = 0)=0). Nous obtenons donc quatre conditions
a satisfaire (trois conditions portant sur les dérivées secondes et la quatriéme
portant sur la dérivée troisiéme en A), il nous faut donc considérer quatre
paramétres de controle indépendants pour obtenir le déploiement universel de
la, singularité. Notons qu’inclure de plus une singularité supplémentaire en B*
dans le potentiel reviendrait a définir une condition supplémentaire & satisfaire
(Vepp(B = 0)=0) nécessitant un cinquiéme paramétre de controle ce qui dé-
passe le nombre limité & 4 de paramétres indépendants que nous considérons
dans cet ouvrage. Nous pouvons finalement écrire la forme générique du poten-
tiel associé a la septiéme catastrophe :

V =A"4+ A’B + wA? +tB* —uA — vB, (4.24)

ot le terme cubique en A est éliminé & l'aide d'un changement de variable
adapté. Ce potentiel définit la catastrophe ombilic parabolique, parfois surnom-
mée « le champignon » (voir la figure 4.10, pour une représentation en projec-
tion et & trois dimensions dans I'espace des paramétres).

4.9 Reésumé des sept catastrophes élémentaires

Nous présentons ci-dessous un tableau des sept catastrophes élémentaires,
dans lequel les quatre parameétres de controle sont notés u, v, w et t, et A et B
désignent les variables dynamiques.

| Nom de la catastrophe | Forme du potentiel associé |
Pli A3 +uA
Fronce ou Cusp At L uA? A
Queue d’aronde A% +uAd3 +vA%2 +wA
Papillon A5 AT L uA3 A FwA
Ombilic hyperbolique A3 + B + wAB —uA —vB
Ombilic elliptique A3 — AB? + w(A? + B?) + uA +vB
Ombilic parabolique A* + A’B +wA? +tB? —uA —vB

4.10 Remarques générales

Nous avons vu que si le nombre de paramétres de contrdle est égal ou
inférieur & quatre, il existe sept catastrophes élémentaires; on peut montrer
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que lorsque ce nombre est égal & cing, il existe onze catastrophes. Au-dela de
cinq parameétres de controle, il devient trés difficile de suivre la méme démarche
pour déterminer le nombre et le type de catastrophes (voir référence [68]).

Attention & ne pas assimiler tout paramétre physique du probléme & un
parameétre de controle. Ce dernier est un paramétre adimensionnel correspon-
dant, en général, & une combinaison des paramétres physiques du systéme
étudié. Un probléme initial peut ainsi comporter un nombre de paramétres
physiques assez grand, mais ceux-ci peuvent éventuellement étre combinés en
un ensemble plus restreint de nombres sans dimension. Ainsi, par exemple,
pour des fluides incompressibles, les équations hydrodynamiques font inter-
venir quatre parameétres physiques (voir paragraphe 4.1.2). En combinant ces
quatres parameétres (soit R, le rayon caractéristique du milieu, V; la vitesse
typique d’écoulement du fluide, p, la densité du fluide et 7, la viscosité du flu-
ide), il subsiste un unique paramétre de controle sans dimension, le nombre de
Reynolds R., défini comme R, = pRVy/n.

Nous avons classé les catastrophes en se référant uniquement au nombre de
paramétres et non au nombre de degrés de liberté du systéme. En outre, et
c’est 14 un point essentiel, cette classification s’est faite sans avoir & écrire les
équations qui régissent les systémes, et sans méme savoir si ces équations sont
connues. Autrement dit, la classification est universelle. Comme le faisait remar-
quer René Thom : qu’on puisse ainsi créer une théorie de la morphogenése « in
abstracto », purement géométrique, indépendante du substrat des formes et de
la nature des forces qui les créent, voila qui pourra sembler difficile & admettre,
surtout de la part d’erpérimentateurs habitués a tailler dans le vif et contin-
uellement en lutte avec une réalité qui leur résiste... (voir référence [75]). Cette
idée se trouve déja dans le traité classique « croissance et formes » (traduction
de Pouvrage On growth and form, publié en 1917 pour la premiére fois) du
biologiste-mathématicien Sir D’Arcy Wentworth Thompson (1860-1948) (voir
référence [76]).

Réné Thom poursuit sa réflexion et s’interroge : « un point de vue aussi
général souléve une évidente objection ; si, conformément a notre postulat de
base, les seules singularités stables de toute morphogenése sont déterminées
par la seule dimension de l’espace ambiant, pourquoi tous les phénoménes de
notre monde a trois dimensions n’ont-ils pas la méme morphologie 2 Pourquoi
la forme des nuages n’est-elle pas celle des montagnes, pourquoi la forme des
cristauz n'est-elle pas celle des étres vivants ? A cela, je répondrai que notre
modeéle vise seulement a classifier les accidents locauz de la morphogenése,
qu’on appellera catastrophes élémentaires. Mais l’apparence macroscopique glob-
ale, la forme au sens usuel du terme, provient de l’aggrégation d’un grand
nombre de ces accidents locauz ; et la statistique de ces catastrophes locales, les
corrélations qui régissent leur apparition au cours d’un processus donné, sont
déterminées par la structure topologique de la dynamique interne... C’est par
la richesse topologique des dynamiques internes, leur caractére plus au moins
intégré, que s’explique finalement la diversité presque infinie des apparences
du monde extérieur, et peut-étre aussi la distinction fondamentale entre vie et



106 Dynamiques complexes et morphogenése

non-vie. »

Un postulat de base dans la classification des catastrophes soutient que la
dynamique du systéme est variationnelle ; autrement dit ’équation d’évolution
peut s’écrire sous la forme d’un gradient de potentiel V. Avec un seul degré de
liberté, il est évident que toute équation d’évolution A= F(A) peut s’écrire
comme A = —9V/9A, ou V(A) = [ F(A)dA. En dimension supérieure, ceci
n’est pas possible en général.

Nous verrons, cependant, sur des exemples concrets, que si la bifurcation
se produit de maniére stationnaire (non oscillante), I’équation d’évolution peut
encore s’écrire sous une forme potentielle, au voisinage de ce point de bifurca-
tion.

Dans le cas ot la bifurcation est oscillante (voir chapitre suivant), I’équation
d’évolution ne peut plus s’écrire sous une forme potentielle ; nous sommes con-
frontés & une catastrophe généralisée. Le probléme devient plus subtil, et nous
ne disposons pas d’une classification aussi simple. Néanmoins, en adoptant le
cadre formel des bifurcations, nous obtiendrons des éléments d’appréciation et
de description fondés sur les symétries existantes du probléme.

4.11 Problémes

4.11.1 Probléme : plus de détail sur la catastrophe om-
bilic hyperbolique

Ecrire les trois équations permettant de déterminer la catastrophe ombilic hyper-
bolique dans l'espace (u, v, w).
Solution

A partir du potentiel V(A, B) (équation 4.22), nous obtenons les équations des
points fixes OV/0A = 0V/OB = 0. L’annulation du déterminant de la matrice
Hessienne, exprimant ’annulation de la concavité du potentiel V', conduit a : A =
VaaVes — (Vag)? = 0 (voir équation 4.21). Ces conditions donnent les trois relations
suivantes :

3A + wB —u =0,
3B + wA —v =0,
36AB —w® = 0. (4.25)

Supposons que le parameétre w ne soit pas nul (w # 0). Les équations écrites
ci-dessus conduisent alors & des équations paramétriques pour les deux paramétres u
et v

3

w
—3424 Y
u R

+ wA. (4.26)

3w?

T 36242

Fixons la valeur du parameétre w, et faisons varier la variable A (par exemple entre
—2 et 2). A Tl'aide d'une calculette, nous obtenons un ensemble de couples (u, v)
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pour chaque valeur de A permettant de tracer une courbe dans le plan (u,v) (voir
figure 4.8) ; cette courbe est la projection dans le plan (u, v) de la catastrophe ombilic.
Lorsque le parameétre w est nul (w = 0), la troisiéme condition relative a Pannulation
de la concavité du potentiel V' (équations 4.25) implique que soit la variable A ou
soit la variable B s’annule. (i) Si A = 0, la premiére condition du méme systéme
(équations 4.25) implique v = 0, tandis que la deuxiéme impose que v > 0. (ii) Si
B = 0, nous obtenons v = 0 et v > 0. En conclusion, si w = 0, la courbe de la
catastrophe est I’ensemble des axes u et v. Enfin, notons que pour A petit, v est
positif, quel que soit le signe de A, puisque le premier terme en 1/A? dans la relation
parameétrique pour v (équation 4.26) domine sur le seconde terme en A, tandis que
u change de signe avec A. Il résulte de ces considérations que la courbe dans le plan
(u,v) n’est pas continue; elle est composée de morceaux disjoints.



Chapitre 5

Bifurcation de Hopf

Jusqu’a présent, nous avons étudié des bifurcations stationnaires correspon-
dant & des changements de solutions stationnaires. Ce chapitre décrit quelques
exemples de systémes non linéaires présentant des bifurcations de Hopf, du nom
de I'astronome mathématicien autrichien Eberhard Frederich Ferdinand Hopf
(1902-1983), caractéristiques d’une transition d’une solution stationnaire vers
une solution qui oscille dans le temps (solution oscillante). Nous généraliserons
ces résultats dans le chapitre suivant.

5.1 L’oscillateur de van der Pol

Rappelons, en premier lieu, le systéme linéaire associé au circuit électrique
en série composé d’'une résistance R, d’une bobine d’induction L et d’'un con-
densateur de capacité C' (dit circuit RLC, voir figure 5.1). La seconde loi de
Kirchhoff! stipule que la somme des différences de potentiel d’un circuit fermé
est nulle, nous obtenons donc la relation suivante : V;, + Vg + Vo = 0, ou
Vi = LI est la tension aux bornes de la bobine et I le courant électrique,
Vr = RI est la tension aux bornes de la résistance, et Vo = ¢/C est la ten-
sion aux bornes du condensateur et ¢ la charge électrique du condensateur.
En notant que la dérivée temporelle de la charge g est égale au courant élec-
trique I, nous obtenons, & partir de la dérivée temporelle de la loi de Kirchhoff,
I’équation suivante :

T+ri+w2I=0 (5.1)

ol nous avons posé r = R/L et wg = +/1/LC, dite la fréquence propre de
l'oscillateur. C’est le probléme classique du circuit RLC qui est un exemple

es lois de Kirchhof, du nom du physicien allemand Gustav Robert Kirchhoff (1824-
1887), se décrivent comme suit : (1) la somme des courants entrants dans un circuit est égale
a la somme des courants sortants et : (2) la somme des tensions mesurées aux bornes des
éléments d’un circuit en série est nulle.
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Figure 5.1 — Un circuit RLC classique.

de dispositif & bande-passante utilisée comme un filtre passe-bande ou coupe-
bande.

En ’absence de générateur de courant, le systéme est purement dissipatif :
quelles que soient les conditions initiales, le courant final s’annule au cours du
temps par dissipation chmique (phénoméne associé a l'effet Joule responsable
d’un dégagement de chaleur dans les conducteurs). En présence d’un généra-
teur, le mouvement peut étre entretenu : c’est le probléme de I'oscillateur forcé.
Si le générateur délivre une tension alternative (variation temporelle en sin(wt),
avec w, la pulsation telle que w = 27 f, ou f est la fréquence), le courant dans
le circuit suit le méme comportement sinusoidal en raison de la linéarité du
systéme.

Or, dans de nombreux dispositifs usuels, il existe des composants dits « non
linéaires » aux bornes desquels la tension n’est ni proportionnelle au courant,
ni & sa dérivée?. Un exemple classique est celui de la « diode tunnel »*, aux
bornes de laquelle la tension varie non-linéairement avec le courant électrique
(voir figure 5.2).

La courbe non linéaire reliant le courant a la tension aux bornes de la diode
tunnel peut étre subdivisée en une somme de petits segments de droite. Pour
un intervalle donné de courant, lorsque la pente associée & un segment est pos-
itive, le dispositif fonctionne localement comme une résistance R, c’est-a-dire
qu’il y a dissipation d’énergie par effet Joule et donc diminution de l'intensité
du courant électrique. En revanche, lorsque la pente est négative, la situation

TLes bobines de Rogowski sont des tores placés autour d’un conducteur de telle sorte que
le champs magnétique produit par le courant engendre aux bornes de la bobine une tension
proportionnelle & la dérivée du courant.

3Une diode a effet tunnel est un dipole électrique semi-conducteur, qui remplit la fonction
d’une diode qui ne laisse passer le courant que dans un seul sens dans les domaines hautes
fréquences (fréquences utilisées dans les fours a micro-ondes), avec des temps de réaction
trés courts grace a 'utilisation de D’effet tunnel désignant la propriété que posséde un objet
quantique de franchir une barriére de potentiel, franchissement impossible selon la mécanique
classique ; la diode tunnel permet notamment d’améliorer les performances des lasers.
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A

Figure 5.2 Courbe de tension-courant pour un circuit comprenant une diode tunnel.

s’emballe : tout se passe comme si le dispositif possédait localement une « anti-
résistance » (résistance négative), responsable d’une production d’énergie et
donc d’une augmentation de l'intensité du courant électrique qui ne fait que
s’amplifier jusqu’a ce que le dispositif rejoigne un domaine de pente & nou-
veau positive ; le systéme dissipe alors de ’énergie et le comportement initial
« d’anti-résistance » s’amortit jusqu’a disparaitre : nous sommes en présence
du phénomeéne de saturation non linéaire, déja évoqué précédemment (voir no-
tamment paragraphes 3.2 et 3.9.2).

Formalisons le comportement, d’une diode tunnel. En présence d’une diode
tunnel dans un circuit RLC, la dérivée temporelle de la seconde loi de Kirchhoff
nous permet d’écrire I’équation d’évolution du courant I telle que :

.1
I+ Zdvd/clt +wil =0 (5.2)

oul Vy est la tension aux bornes de la diode.

Dans un intervalle de courant caractérisé par une pente négative entre
la tension et le courant (voir figure 5.2), nous pouvons écrire : V; = —RI,
ou le paramétre R est positif afin d’expliciter le signe négatif le précédant.
Cette méme approximation est obtenue & partir du développement de Taylor
au premier ordre pour un courant faible (I < 0), avec —R = (0Vy/0I)—0.
Nous obtenons alors I’approximation suivante pour 1’équation d’évolution du
courant : [ — %f +w2I = 0. Le développement au premier ordre n’est valable que
tant que les valeurs du courant demeurent au voisinage de 0; lorsqu’elles s’en
éloignent, il faut prendre en considération les autres termes du développement
de Taylor.

Notons qu’en raison de la symétrie du probléme — changer le signe de la
tension renverse le sens du courant , la tension V; aux bornes de la diode
tunnel est une fonction impaire du courant ; ainsi, le développement de Taylor
de I’équation & un ordre supérieur est cubique. Nous obtenons :

Vy=—RI+al®, (5.3)

tel que le paramétre « est positif. En reportant cette expression dans I’équation
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d’évolution (équation 5.2), nous obtenons :
f—R(1—3%I2)j+w§I=o, (5.4)

Afin de réduire le nombre de parameétres du probléme et de définir le
seul paramétre de controle indépendant, recherchons les unités de temps et
de courant caractéristiques du probléme, soit 1/wy pour l'unité de temps et
/wo/3a pour I'unité de courant. Effectuons les changements de variable I’ =
I\/wo/3a et t' =— twp, ou I' et ¢’ sont deux variables adimensionnées. L’équa-
tion d’évolution du courant développée au troisiéme ordre (équation 5.4) s’écrit
alors comme

I'—(e=II"+T'=0. (5.5)

En reprenant les notations I et ¢ (au lieu de I’ et t' afin d’éviter de trop
multiplier les notations), nous obtenons I'équation dite de van der Pol? :

IT—(e-I)I+1,=0 (5.6)

ol € = R/wy est le paramétre de controle indépendant. Une valeur positive (re-
spectivement, négative) du paramétre de controle e correspond & une résistance
négative (respectivement, positive).

5.1.1 Discussion qualitative

Lorsque le parameétre de controle e est positif (rappelons que, par conven-
tion, € > 0 correspond & une anti-résistance R < 0), et limitons-nous au terme
linéaire de I’équation d’évolution —el (voir équation 5.6), en supposant qu’ini-
tialement le courant est trés faible; nous avons donc ’équation linéaire suiv-
ante : [ —el +1 = 0 dont la solu‘rlon temporelle est un courant oscillatoire
dont I’amplitude croit exponentiellement. Pour des temps courts, lorsque I’am-
plitude du courant I est encore faible, le terme non linéaire peut toujours étre
négligé. Mais pour des temps plus longs, cette hypothése cesse d’étre valable, et
nous devons prendre le terme non linéaire en considération (—(e — I2)I). Dans
la, phase croissante du courant I, lorsque le terme I? outrepasse le paramétre €
(voir le second terme de I’équation 5.6), le coefficient de la dérivée temporelle
du courant I devient positif; ce terme joue donc le role d’une résistance positive
ce qui entraine la décroissance de la valeur de I. Lorsque le terme I2? devient
plus faible que le paramétre €, le courant I croit & nouveau, et ainsi de suite.
Il y a donc un compromis entre le terme —el qui tend a faire croitre I et le
terme antagoniste +72/ qui donne lieu & une oscillation auto-entretenue du
courant I, dont 'amplitude est de ordre de /€ (résultat pressenti par la con-
dition de changement de signe du facteur eI — I? dans I’équation 5.6). Ainsi,

4L’équation de van der Pol, du nom de l'ingénieur-électronicien et physicien hollandais
Balthasar van der Pol (1889-1959), est donc une équation différentielle du second ordre
décrivant un oscillateur dissipatif avec un amortissement non linéaire ; ’expression usuelle
est : & —p(1—22)i+x = 0, ol 2 est la variable dynamique du systéme et p est un paramétre
scalaire décrivant I'intensité de ’amortissement non linéaire.
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nous retrouvons le comportement cité précédemment du circuit RLC doté d’une
diode tunnel, dans lequel le courant croit au cours du temps, jusqu’a attein-
dre des valeurs placées dans une région ot la résistance effective (I2 — €) est
positive.

5.1.2 Etude de la dynamique non linéaire

Dans I’équation d’évolution développée au troisiéme ordre (voir équation
5.6), la résistance effective (I2 — €) change de signe pour I = /e, ce qui indique
que le courant I reste petit, de I'ordre de y/e. Nous pouvons donc rechercher
la solution sous forme d’une série de puissance de ce paramétre /e. Lorsque
le paramétre e est suffisamment petit, la série peut, a priori, étre tronquée
4 un certain ordre : le régime de fonctionnement du dispositif est alors dit
faiblement non linéaire. Dans ce régime, la solution finale devrait faiblement
dévier de la solution oscillante obtenue en régime linéaire ; par continuité, nous
pouvons donc tenter I’hypothése que la solution en régime faiblement linéaire
est également de nature oscillante. Nous allons ainsi rechercher une solution
quasi sinusoidale dont 'amplitude, notée p, est & déterminer. Si ce choix de
solution s’avérait finalement inapproprié, nous en serions averti par la con-
frontation & une contradiction & une étape ou une autre de la résolution du
probléme. Ce type de raisonnement, fondé sur une hypothése préalable effec-
tivement validée si n’apparait aucune contradiction au cours de la résolution du
probléme, est relativement courant en physique et constitue un procédé fiable
de justification des choix que le physicien est amené & effectuer pour élaborer
un modéle. Recherchons donc la solution du courant sous la forme suivante :

I~ psin(t) . (5.7)

Notons que si loscillation est auto-entretenue, la puissance dissipée doit
étre nulle en moyenne sur une période d’oscillation. Comme 1’énergie totale E
de loscillateur® est donnée par :

B %(ﬁ + 1), (5.8)

la puissance instantanée dissipée, égale & la dérivée temporelle de 1’énergie,
s’exprime comme :

. 1 .. . .
E= 5(21[ +2I1) = (e — I*)I?, (5.9)

oll nous avons utilisé I’équation d’évolution développée au troisiéme ordre
(équation 5.6) pour obtenir la seconde égalité. La moyenne de la puissance
sur une période T est donnée par 'intégration pondérée de la puissance instan-

tanée sur cet intervalle de temps, soit : < E >= % OT Edt.

5Notons que, par analogie, nous reconnaissons dans 1’expression précédente une forme
similaire & I’énergie mécanique égale a la somme des énergies cinétique et potentielle.
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A T’aide de la solution oscillante pressentie pour le courant (équation 5.7)
nous obtenons la valeur des deux moyennes® < I? > et < 1?12 > :

. 1 : 1
<P>:?ﬁet<ﬂﬂ>:§ﬁ. (5.10)

Reportons ces résultats des moyennes dans l'expression de la puissance
moyennée (équation 5.9) et posons < E >= 0, puisque la puissance dissipée
est nulle en moyenne, pour déterminer finalement la valeur de 'amplitude p du
courant [ :

p = +2/e. (5.11)

5.1.3 Bifurcation de Hopf

L’équation d’évolution pour le courant développée au troisiéme ordre (voir
équation 5.6) a donc pour solutions? :

c<0, I=0
{ e>0 I=+2\/esin(t) } (5.12)

puisque lorsque le paramétre de controle e est négatif, la résistance effective est
positive et le courant I décroit au cours du temps jusqu’a s’annuler ; lorsque le
paramétre de controle est positif, le courant oscille au cours du temps avec une
amplitude égale a 2+/e.

Ainsi, la valeur seuil € = 0 du paramétre de controle marque la frontiére d’un
changement qualitatif de solution ; elle représente le point de bifurcation, ou la
solution stationnaire I = 0 bifurque en deux branches de solutions symétriques
qui oscillent dans le temps. En réalité toute solution en sin(t + 0) (avec 6
une phase) est également solution. Les solutions +sin(¢) ne sont que des cas
particuliers obtenus pour ¢ = 0,7. Ainsi, il existe une famille continue de
solutions paramétrées par la phase 6. Il s’agit 14 du premier exemple d'une
bifurcation dite bifurcation de Hopf, du nom du mathématicien allemand Heinz
Hopf (1894-1971).

La solution de courant nul I = 0 est stable lorsque le paramétre de controle e
est négatif (¢ < 0). En effet, la linéarisation de I’équation d’évolution développée
au troisiéme ordre (équation 5.6) méne a I'équation suivante : [ — el + I =
0, dont la solution est une fonction exponentielle de type e (multipliée par
une fonction oscillante). Le courant décroit donc vers zéro au cours du temps
lorsque le paramétre e est négatif (solution stable), mais tend (sur un plan
mathématique) vers 'infini lorsque le parameétre € est positif (solution instable) ;
la perte de stabilité de la solution I = 0 coincide avec la naissance de la solution

6Notons qu’a proprement parlé, la valeur des moyennes ainsi obtenue n’est pas totalement
exacte, puisque la période d’oscillation est modifiée par les effets non linéaires; la prise en
compte de ce déplacement non linéaire de la période revient a inclure des effets d’ordre
supérieur dans le calcul des moyennes.

"Notons que nous nous intéressons aux solutions valables pour des temps longs pour
ignorer les solutions transitoires.
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y ™

Figure 5.3 — Diagramme qualitatif de bifurcation pour I'instabilité de Hopf. On montre
les branches stables et instables. L’amplitude p du cycle limite croit comme /€. La
phase 0 croit dans le temps, du fait que I oscille. Pour insister sur cet aspect (et
surtout sur le fait que nous sommes en présence d’un probléme & deux degrés de
liberté), nous tragons dans la troisiéme direction un cycle pour indiquer que I est une
fonction périodique du temps.

oscillante (voir figure 5.3, le diagramme de bifurcation tragant le comportement
de Pamplitude p en fonction du paramétre de controle €).

5.1.4 Espace des phases et cycle limite

1l est souvent pratique de représenter la dynamique d’un systéme dans [’es-
pace des phases. En mécanique, par exemple, pour une particule ponctuelle &
une dimension, seules deux conditions initiales, la vitesse et la position, sont
nécessaires pour déterminer entiérement la trajectoire. Pour représenter 1’évo-
lution du systéme, il est possible de choisir de représenter 1’évolution de la
position z(t) et de la vitesse &(t) en fonction du temps t. Mais en éliminant
la variable temporelle t entre la position z et la vitesse &, nous obtenons une
relation directe entre la position x et la vitesse &, ce qui permet de représenter
cette relation dans le plan (x, ©), donc d’obtenir la trajectoire du systéme dans
I’espace des phases.

L’équation de Newton (de type mi — F(x,&) = 0, avec m la masse, z
la variable position et F' la force, fonction de la position x et de la vitesse
%), comme l’équation de van der Pol (voir équation 5.6), est une équation
différentielle du second ordre en temps. L’espace des phases est construit a
partir de la fonction x et de sa dérivée, . Pour un systéme dynamique décrit
par une équation différentielle d’ordre n, nous avons besoin de n conditions
initiales pour déterminer la solution. Autrement dit, la représentation de la
trajectoire dans ’espace des phases revient & tracer la trajectoire dans un espace
a n dimensions représenté par la variable x, sa premiere dérivée..., et sa néme
dérivée. Si la dynamique est donnée directement par n équations du premier
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ordre, 'espace des phases est représenté par les n variables de ce systéme a n
équations®.

Considérons loscillateur de van der Pol, et posons X =T et Y = I. L’équa-
tion d’évolution du courant développée au troisiéme ordre (équation 5.6) peut
étre réécrite en termes de deux équations du premier ordre en temps pour le

couple (X, Y) :

X=Y (5.13)
Y =(-X)Y -X. (5.14)

L’élimination de la variable temporelle ¢ entre X et Y permet d’obtenir la tra-
jectoire dans l'espace des phases (X, Y'). Pour une valeur petite du paramétre
de controle e, nous avons vu dans ce chapitre (voir équations 5.7 et 5.11) que
la, solution® du systéme de van der Pol est de la forme :

X =1=2/esin(t), (5.15)

ainsi, nous pouvons exprimer la variable Y, égale & la dérivée temporelle de la
variable X, comme :

Y =1 =2yecos(t) . (5.16)

La combinaison des deux équations précédentes pour s’abstraire de la vari-
able temporelle, permet d’écrire ’équation suivante :

P+ =X%4+Y%=4e (5.17)

C’est I’équation d’un cercle (voir figure 5.4) de rayon 24/e. Quelle que soit la
condition initiale, la trajectoire dans ’espace des phases tend toujours vers ce
cercle, lorsque le temps tend vers l'infini. Dans la pratique, le mot « infini »
signifie un temps assez grand par rapport & un temps caractéristique du sys-
téme. Pour l'oscillateur de van der Pol, il existe deux temps caractéristiques.
Le premier est associé & I'inverse de la pulsation propre, et le second au taux
de croissance de l'instabilité, qui est de 'ordre de 1/e. C’est le plus long des
deux temps qui importe. Etant donné que € est petit, le taux associé a I'insta-
bilité est le plus long des deux, et c’est bien & lui qu’il convient de se référer
quand on parle de la limite des grands temps. La dynamique est comme « at-
tirée » par cette trajectoire : nous sommes en présence dun cycle limite!® dit
attracteur ou qualifié de stable. Lorsqu’une condition initiale correspond & un
point & l'intérieur du cercle, I’amplitude X croit jusqu’a atteindre la limite du
cercle. Inversement, si la condition initiale correspond & un point a ’extérieur

8Bien entendu, toute combinaison de ces variables constitue une nouvelle variable de
I’espace des phases, qui peut, dans certains cas, s’avérer plus appropriée a la description du
systéme.

9Nous retenons ici la solution avec un signe positif; 'autre solution conduit exactement
a la méme conclusion.

10Un cycle limite est associé, en toute généralité, a une courbe fermée sur elle-méme; un
cercle constitue un cas particulier de cycle limite.
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v Y
(xo,¥0)
X ‘ X M X
(b) (c)

Figure 5.4 — (a) et (b) : ¢ > 0 donnant lieu & un cycle limite stable. Ce cycle limite
est issu de deux conditions initiales différentes représentées par (Xo, Yo). (¢) : e <0
il existe juste un point fixe stable en (0, 0).

Figure 5.5  (a) Cycle limite pour ¢ = 1 avec deux conditions initiales différentes.
Quelque soit la condition initiale (trait plein ou trait discontinu), on tend vers le
cycle limite. (b) Le comportement de X (¢) montrant une déviation nette par rapport
a une oscillation sinusoidale.

du cercle, Pamplitude = décroit jusqu’a atteindre le cercle (voir figure 5.4, pour
une représentation schématique de la trajectoire dans 1’espace des phases).

Lorsque le paramétre de controle € est négatif (¢ < 0), nous avons vu que,
quelle que soit 'amplitude initiale, les variables X et Y décroissent au cours
du temps jusqu’a atteindre le point origine (0,0). Le point origine est donc un
point fixe attracteur (ou stable).

Que se passe-t-il si € n’est pas assez petit? Dans ce cas, on doit soit (i)
effectuer un développement d’ordre plus élevé en ¢, ou (ii) avoir recours a un
calcul numérique. Les résultats numériques sont représentés sur la figure 5.5.
On voit que si € est assez grand, le courant I(t) cesse d’étre une fonction
de type sin(t). Les non-linéarités générent des harmoniques d’ordre supérieur
(sin(2t)...).
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5.2 Le modéle proie-prédateur, un exemple
de dynamique de population

Le célebre modeéle proie-prédateur de Lotka-Voltera!! (LV) (voir référence
[48, 80]), est un modéle non linéaire décrivant 'interaction entre deux espéces
biologiques, dont 1'une, la population des prédateurs, croit au détriment de
Pautre, ’espéce des proies. Le modéle (LV) est donné par le systéme d’équations
suivant :

N =a,N(1—b M)
M = —asM(1 — byN) (5.18)

ot M et N représentent respectivement le nombre de prédateurs et de proies,
a un instant donné (ce sont des variables dépendant du temps : M (t) et N(¢))
et a1, as, by, by sont des constantes positives.

En l’absence de prédateur (M = 0), la population des proies (premiére
équation du systéme ci-dessus) croit avec le temps; la constante de temps
caractéristique de cette évolution est égale a 1/a;.

Le premier terme de la premiére équation (i.e a3 N') décrit 'augmentation du
nombre de proies avec une constante de temps 1/a; en I’absence de prédateurs
(i.e. M =0); le second terme (—ayby N M) représente la chute de la population
de proies en présence de prédateurs. De la méme facon, le premier terme de la
seconde équation exprime le fait que la population de prédateurs subit un déclin
avec une constante de temps 1/as en Iabsence de proies; le deuxiéme terme
asbas N M représente la source de vie (ou de survie) des prédateurs provenant
de la présence de proies. Ce modéle, en dépit de sa simplicité, conduit & des
comportements intéressants que nous allons développer dans ce qui suit.

5.2.1 Reésultats essentiels issus du modéle
Lotka-Voltera (LV)

Le systéme d’équations du modéle proie-prédateur (LV) (voir équations
5.18) admet deux points fixes définis par les conditions de dérivée premiére
nulle M = N = 0. Le premier point fixe est le point trivial (M =N=0),etle
second point fixe, noté My and Ny, est donné par :

1 1
—, No=—. 5.19
b O by (5.19)

L’étude de stabilité linéaire s’effectue en imposant une petite pertubation

M et Ny autour du point point My et Ng, soit :

M(t) = Mo+ M(t), N(t)= No+ Ni(t). (5.20)

My =

HTe modéle de Lotka-Voltera, portant les noms du scientifique américain Alfred James
Lotka (1880-1949) et du mathématicien-physicien italien Vito Voltera (1860-1940), est un
modéle de dynamique de population mettant en jeu deux espéces de population dépendant
I'une de Pautre.
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En supposant que les perturbations M; et N sont suffisamment petites
pour que les termes non linéaires soient légitimement omis, nous ne retenons
que les contributions linéaires en M7 et N; des termes issus des équations
d’évolution (voir équation 5.18) pour obtenir :

Ny = a1 Ny — a1by Mo Ny — aiby No M
Ml = —a2M1 - (12b2NOM1N1 . (521)

Nous obtenons donc un systéme d’équations différentielles linéaires & coefhi-
cients constants ; le systéme est alors dit autonome (sous-entendu au cours du
temps). La solution générale de 1’équation précédente (équation 5.21) est de la
forme :

M (t) = Ae*t, Ni(t) = Be“* (5.22)

avec A et B des constantes et w est un parameétre, a priori un nombre complexe,
a déterminer. Lorsque le paramétre w a une partie réelle positive, le terme e“*
croit au cours temps et la solution (équation 5.22) est donc instable.

En reportant la solution générale (équation 5.22) dans le systéme d’équa-
tions du modéle (LV) (équation 5.21), nous obtenons un systéme homogéne de
deux équations algébriques et linéaires pour les constantes A et B. Pour que la
solution soit non triviale (i.e. (4, B) # (0,0)), le déterminant du systéme doit
s’annuler. Cette condition de déterminant nul définit une équation, dite rela-
tion de dispersion, reliant le paramétre w aux parameétres physiques ; appliquée
au point fixe non trivial My et Ny (équation (5.19), la relation de dispersion
s’écrit comme :

w?=—aja3 < 0. (5.23)

Puisque les constantes a; et as sont positives, le parameétre w = £i,/aras, est
un nombre imaginaire pur. La partie réelle de w étant nulle, la solution (Mg, Ny)
n’est ni stable, ni instable; elle est dite neutre : la perturbation ! ne croit ni
ne décroit au cours du temps temps, la solution oscille simplement au cours du
temps tout en gardant intacte son amplitude initiale. Au voisinage des points
fixes, nous obtenons les solutions suivantes M = My + M7 et N = Ng + Ny :

M = My + Ae?Vaet 4 ¢ c.
N = Ny + Be'Vai®! 4 cc. (5.24)

ou I'abréviation c.c. vaut pour « complexe conjugué » (M et N sont des quan-
tités réelles). En utilisant le systéme d’équations vérifié par les constantes A et
B, le rapport de ces constantes A/ B est déterminé par : A/B = +iby/(a1b1) =
:l:ZC, avec C' = bg/(albl).

Ainsi les nombres de proies IV et de prédateurs M oscillent en quadrature de
phase (i.e. ils évoluent avec un déphasage égal a m/2). Dans le régime linéaire,
les amplitudes A et B ne peuvent étre fixées (puisque les équations linéaires
sont, invariantes lorsque les nombres M et N sont multipliés par des constantes
arbitraires).
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En posant B = v (alors A = +iv(C), nous pouvons réécrire les solutions au
voisinage du point fixe (voir équation 5.24) comme :

M = My + 2Cvsin(y/ajast) ,
N = Ny + 2v cos(y/arast) . (5.25)

Nous en déduisons facilement la relation entre M et N : (M — My)?/C? + (N —
No)? = 412, Cette relation décrit 1’équation d'une ellipse (qui devient un cercle
si C' =1, et dans ce cas le rayon du cercle vaut 2v et son centre se trouve en
(Mo, No) dans le plan (M, N)).

Si ce résultat rappelle celui du systéme van der Pol (dont la solution est
oscillante), il ne s’agit pas 1a d’un cycle limite, car, ici, la trajectoire dans l’es-
pace des phases (égal au rayon du cercle, lorsque C' = 1) dépend des conditions
initiales. Ainsi, ce cycle posséde dans son voisinage un continuum de cycles
issus de conditions initiales voisines. Or, lors de ’étude du systéme de van der
Pol, nous avons vu que le cycle limite est une propriété intrinséque du systéme ;
il est déterminé par les paramétres physiques caractérisant le systéme et non
par les conditions initiales indépendantes du systéme. Alors que pour 'oscilla-
teur de van der Pol, une trajectoire issue de n’'importe quelle condition initiale
évolue vers le cycle limite (voir figure 5.5).

Il convient de préciser également que le modéle proie-prédateur de Lotka-
Voltera ne donne pas lieu a une bifurcation. Ce résultat différe de celui de
Ioscillateur van der Pol, systéme dissipatif amorti, ot la solution triviale existe
pour tout paramétre de controle € et devient instable pour des valeurs positives
de € (e > 0).

Le probléme décrit par le modeéle (V) ressemble davantage & celui d’un os-
cillateur sans frottement (systéme conservatif). Un systéme conservatif effectue
des oscillations non amorties et son amplitude dépend de la condition initiale.
A titre d’exemple, le systéme du pendule sans frottement conserve son énergie,
et Pamplitude maximale de I’angle par rapport a la verticale est égale a ’angle
initial (en lachant la masse sans vitesse initiale). Le méme type de phénomeéne
se produit pour le modeéle (LV), puisque ce modéle posséde aussi une loi de con-
servation. Pour le montrer, réécrivons le systéme d’équation initial du modéle
(LV) (équation 5.18) en faisant abstraction de la variable temporelle, soit :

M dM  aaM1-bN

. - = 5.26
N dN alN 1-— blM ( )

dont la solution est donnée par :
a1 IH(M) + ag IH(N) — blalM — a2b2N =K 5 (527)

ou K est un facteur d’intégration (analogue & une constante de mouvement,
comme ’énergie pour le pendule parfait).

En effectuant un développement limité autour du point fixe (My, Np), la
solution intégrée indépendante du temps (équation 5.27) se réduit a a b3 (M —
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Figure 5.6 A gauche, le portrait dans I’espace des phases du modéle de LV. De
I’extérieur vers 'intérieur des cycles, nous avons fixé K = —10, -9, —8, —7. Ici on a
choisi les valeurs des paramétres a1 = 2, a2 = 4, by = by = 1. A droite M(t) en
fonction du temps. N(t) présente le méme comportement qualitatif.

Mp)? + agb3(N — Np)? = Cte; c’est équation d’une ellipse, en accord avec la
théorie linéaire présentée plus haut. En représentant le portrait des trajectoires
dans ’espace de phases obtenu & partir de la solution indépendante du temps
(équation 5.27), nous constatons que le modéle (LV) admet un nombre infini
d’orbites fermées correspondant & autant de conditions initiales possibles (voir
figure 5.6). Ce comportement contraste fortement avec celui du systéme de
van der Pol pour lequel il existe une orbite unique vers laquelle tendent les
trajectoires issues de n’importe quelle condition initiale.

5.2.2 Un modéle plus réaliste de la dynamique
de populations conduisant a un cycle limite

Le modeéle de Lotka-Voltera (LV) stipule qu’en I’absence de prédateur, la
population de proies croit indéfiniment (équation 5.18 pour N, avec M = 0);
cette approximation n’est valide que pour un nombre de proies N petit. Cepen-
dant, au-dela d’une certaine taille de population, cette hypothése n’est plus
valable, ne serait-ce qu’en considération de la limitation des ressources dont
disposent les proies pour se nourrir.

Le modéle de base de (LV) a donc été amélioré pour engendrer plusieurs
modéles plus réalistes. Le plus populaire de ces modéles est le modéle dit « lo-
gistique » qui adjoint au terme linéaire de I’équation de base (équation 5.18)
un terme non linéaire, pour donner au total une contribution de régulation de
type N(1 — N/N). Ce terme est dit logistique, avec N le seuil au-dela duquel
la population décroit ; ainsi, pour N petit, tel que N < N, le terme N/N est
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négligeable devant I'unité et nous retrouvons I’équation de base du modéle (LV)
associé a un régime de croissance illimité. Au-dela de la limite N = N, le terme
(1 — N/N) change de signe et la population décroit et ainsi de suite. Le point
caractérisé par N = N est un point fixe stable de la dynamique des proies.

Il existe un second raffinement du modeéle (LV), selon lequel le terme lo-
gistique est remplacé par une contribution dont la forme est inspirée par des
observations de terrain (voir référence [32]) soit : N2(1 — N/N)/(N + c) avec ¢
une constante (pour ¢ = 0, nous retrouvons le modéle logistique). Le systéme

d’équations couplées de ce modéle proie-prédateur s’écrit alors comme :

. alNQ(l—ﬂ—)
N=— N _4yNM 5.28
N+te a101 5 ( )

MZ _CLQM(l—bQN) .

En introduisant des variables sans dimension, : N’ = NN, M’ = Mby, et
t’ = aqt, les équations prennent la forme :

-~ N?(1-N)
N==,~ —NM, (5.29)
M = —~yM(m — N) , (5.30)

oil nous avons posé n = ¢/N, m = 1/(Nbs) et v = azbaN /a; ; nous avons, par
ailleurs, gardé les mémes notations pour les variables M et N pour éviter une
prolifération inutile de notations. Le systéme d’équations 5.30 admet un point
fixe donné par :
m(l —m)
N() =m, MO = n+m 5 (531)
avec la condition m > 1 (les variables N et M sont positives).

En notant M7 et N; les déviations par rapport au point My et Ny, étudions
la stabilité linéaire autour du point fixe, en recherchant les nouvelles solutions
des équations linéarisées sous la forme : M; = Ae®! et N; = Be“!.

En introduisant ces expressions dans le systéme d’équations 5.30 couplées
précédent, nous obtenons des contraintes sur les variables A et B que nous
pouvons noter sous forme matricielle : MX = wX, ot M est une matrice 2 x 2
et X est le vecteur colonne A, B. En imposant que la matrice M —wZ =0 (Z
est la matrice identité) ait un déterminant nul (pour éviter la solution triviale
A = B = 0), nous obtenons ainsi la relation de dispersion suivante :

w—~Tw+ D=0, (5.32)

ou T est la trace de la matrice M et D son déterminant; en notant wy, en
général des nombres complexes, les deux valeurs propres de la matrice M, nous
pouvons expliciter la trace comme T = wi + w_, et le déterminant comme
D = wiw_. Afin de simplifier les calculs algébriques sans altérer les principaux
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résultats, posons v = 1 et exprimons explicitement la trace et le déterminant
de la matrice en fonction des parameétres du probléme :
_nm —2nm —m? m2(1 —m)

Comme la condition m > 1 doit étre respectée pour assurer que le nombre
de prédateurs soit bien positif (My > 0), le déterminant de la matrice est
nécessairement positif (D > 0). Par ailleurs, la trace est positive (T > 0), pour
tout paramétre n tel que
m2

1—-2m "’

Lorsque les deux quantités, le déterminant et la trace, sont positives (D > 0
et T > 0), les deux valeurs propres ont une partie réelle positive, et le point
fixe (My, Np) est instable. Inversement, si le parameétre n est tel que n < n., la
partie réelle des deux valeurs propres est négative, et le point fixe est stable.
Ainsi, la valeur du parameétre n = n. correspond au seuil critique de I’apparition
de I'instabilité et définit un point de bifurcation. Comme les deux paramétres
n et m sont reliés, il s’agit en réalité d’une ligne de bifurcation dans le plan
(n,m). Pour n = n,, la trace est nulle (7" = 0), et la relation de dispersion
(équation 5.32) se simplifie et détermine les valeurs propres par :

(5.34)

n>n.=

m2(1 —m)

n—+m

w?=-D=— =-wl<0. (5.35)
Ainsi, a la bifurcation, la partie réelle des valeurs propres est nulle, comme
nous pouvions nous y attendre, tandis que la partie imaginaire est finie : nous
sommes bien en présence d’'une bifurcation de Hopf, et le paramétre critique
n = n. correspond au point de bifurcation de Hopf. A la différence du modéle
de Lotka-Voltera, ot le paramétre w est un nombre imaginaire pur, ce modéle
amélioré fait intervenir un paramétre w complexe possédant une partie réelle
non nulle, sauf au point de bifurcation : c’est bien la caractéristique de toute
bifurcation de Hopf.

La représentation des trajectoires dans ’espace des phases discrimine deux
comportements selon le positionnement du paramétre n par rapport au point
de bifurcation. Lorsque le paramétre n est inférieur au point de bifurcation n.,
le point fixe de la dynamique (Mg, Np) est stable. Quelle que soit la condition
initiale, la trajectoire s’enroule sous forme de spirale autour du point fixe. Le
point fixe définit un « puits a spirales ». Lorsque le paramétre n est supérieur a
ne, le point fixe « repousse » la trajectoire : il devient une "source de spirales".
La spirale finira-t-elle par saturer autour d’un cycle limite 7 Deux cas se présen-
tent en général : (i) la trajectoire finit par s’enrouler autour d’un cycle limite,
comme dans le cas de loscillateur de van der Pol (voir figure 5.4), (ii) aucune
saturation n’intervient au sein du modéle, et la spirale se déroule & 'infini.

En ce qui concerne le modéle de dynamique de population développé ci-
dessus, le type de comportement des trajectoires dans l’espace des phases
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dépend des valeurs des paramétres n et m. Pour des faibles valeurs des paramétres
m et n, c’est le scénario (i) qui prévaut, tandis que le scénario (ii) se réalise pour
des paramétres n et m grands. Ces résultats découlent de I’analyse numérique
du modéle, mais il est également possible d’utiliser une démarche analytique
pour analyser les trajectoires dans I’'espace des phases (voir le prochain chapitre).

5.3 Réactions chimiques

Les réactions chimiques, omniprésentes dans la Nature et utilisées dans
de nombreux domaines d’applications (industrie pharmaceutique, géologie, bi-
ologie, etc.), ont une place essentielle en sciences non linéaires. Outre les in-
stabilités temporelles, introduisant notamment de nombreux exemples de bi-
furcations de Hopf, les réactions chimiques sont aussi souvent & l'origine de
structurations spatiales. Cette naissance de I'ordre spatial, dite morphogenése,
est un des aspects cruciaux de I’étude des phénoménes non linéaires.

Avant de développer plus avant le comportement non linéaire des réactions
chimiques, rappelons, au préalable, quelques notions indispensables & leur de-
scription.

5.3.1 La loi d’action et de masse

Considérons une réaction chimique au cours de laquelle des espéces chim-
iques, notées A;, (i = 1,....,n), interagissent pour donner naissance a d’autres
espéces notées A}, (1 =1,....,m).

Lorsque, au terme d’un temps plus ou moins long, le systéme comportant
les substances A4;, A} n’évolue plus, on dit qu’il a atteint un état d’équilibre
chimique. Cet équilibre, actualisé seulement si la réaction chimique se produit
dans les deux sens & des vitesses comparables (réaction réversible), permet de
noter la réaction chimique comme :

ou les paramétres N; et N/, dits coefficients stoechiométriques, représentent
le nombre de moles de chaque espéce A; et Al. Désignons par C; et CI, les
concentrations molaires de chaque espéce A; et Al

A P’équilibre, la loi d’action et de masse, issue de la thermodynamique,
s’exprime de la maniére suivante :

IN{ ~/N}
oM.

o M L ) 5.37
oNole (5.87)

ou K est une fonction de la température appelée constante d’équilibre. Par
exemple, la synthése de 'amoniaque est décrite par la réaction suivante

Ny + 3H, = 2NH . (5.38)
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La loi d’action de masse associée s’écrit donc comme :

2
o = (-39

ou la notation '(A)’ se référe a la concentration de l'espéce A.

5.3.2 Cinétique de réaction

Lorsque la réaction précédente est irréversible, c¢’est-a-dire lorsqu’un sens
de la réaction est privilégié par rapport & ’autre, le symbole = est remplacé
par — dans la notation de la réaction :

A la différence des réactions a ’équilibre, caractérisées par un échange per-
manent entre espéces dans les deux sens a des vitesses comparables, les réactions
irréversibles s’illustrent par des vitesses de réaction trés différentes dans un sens
et dans 'autre. Nous voyons ainsi que la cinétique chimique, c’est-a-dire 1’é-
tude de la vitesse de réaction de passage des réactifs initiaux A; aux nouveaux
produits A}, joue un role essentiel dans I'analyse des réactions chimiques.

Notons n; et n} les nombres de moles des espéces A; et A} a un instant donné.
Au cours de la réaction pendant un laps de temps dt, le nombre de moles n;
diminue d’une quantité —dn;, tandis que le nombre de moles n} s’enrichit de
dn,. La condition de conservation de la masse impose

dny dns dny  dn} — 0\ (5.41)
— T /— T T =/ laees == 7 = / — . = Pl .
Ny Ny ] N/
oll A est un paramétre dit « d’avancement de la réaction ».
En notant v;, la vitesse de réaction de déclin de espéce A;, et v}, la vitesse
de réaction de croissance de l’espéce A, ('unité des vitesses est en mole par
seconde!?), nous avons :

dn; A dnl d\

P = — :Ni77 ,: 2:N<7’... 542
v di a YT a U dt (5:42)

Ces différentes vitesses sont reliées entre elles par les relations

. / !/ /
.. R . .. T (5.43)
N, N, N, N~ N} N/

Puisque tous ces rapports sont égaux, il est donc possible de définir la vitesse
de réaction v indépendamment du choix d’une substance particuliére (ceci est

1211 est fréequent que la vitesse soit définie par rapport a la variation de la concentration
volumique et non par rapport au nombre de moles. Dans ce cas v ~ dC; /dt et par conséquent,
comme la concentration est exprimée en mole par volume, I'unité de vitesse est exprimé (en
systéme international) en Mole m=3s~1
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assez intuitif, car la réaction n’a de sens que lorsque toutes les différentes espéces
prenant part a la réaction réagissent ensemble). Nous obtenons donc la relation
suivante

~ ldny 1 dng 1dn&_id_n’2_@
Ny dt — dt’

= =...—— 5.44
Ny dt N, dt N] dt (5.44)

ot v est donc égale & la dérivée temporelle de la quantité d’avancement de la
réaction A définie plus haut.
Comume la concentration C; de la substance A; s’écrit comme C; = n;/V,
ol V est le volume ou a lieu la réaction, nous avons :
dOl o (3

S 4
dt % (5.45)

Munis de ces préliminaires, nous pouvons maintenant écrire les équations
de réactions chimiques faisant intervenir des termes non linéaires couplés pour
les concentrations C; et C.

5.3.3 Equations d’évolution non linéaires

Commencons d’abord par un exemple simple dans le but de clarifier certains
points. Considérons le cas de ’hydrogénation de I'oxyde d’azote!3. :

2NO +2H9 — No +2H50 (546)

L’expérience montre que, si la pression partielle du monoxyde d’azote NO
est fixée, en variant la pression partielle de I’hydrogéne moléculaire Hs, disons
successivement de pg, 2pg, 3po, alors la vitesse de réaction varie dans les mémes
proportions : elle varie respectivement de v, a 2v, et 3v. Autrement dit, la vitesse
de réaction augmente avec la pression partielle. Comme il existe une relation
linéaire entre la pression et la concentration (loi des gaz parfaits)'® |, ceci revient
a dire que la vitesse de réaction croit linéairement avec la concentration de
I’hydrogéne moléculaire H.

Si, au contraire, la pression partielle de '’hydrogéne moléculaire H, est main-
tenue fixe, en variant la pression partielle du monoxyde d’azote NO de la méme
maniére, nous observons que la vitesse de réaction passe par les valeurs succes-
sives de v, a 4v et 9v. Ceci implique que la vitesse de réaction croit quadra-
tiquement avec la concentration de Ns.

Ces observations nous permettent d’écrire I’expression de la vitesse de réac-
tion suivante :

v = k[Hs][NOJ* , (5.47)

13Cette réaction requiert, en I’absence de catalyseur, une forte température, de ’ordre de
800 °C

14 Ay sein d’un volume V de réaction, la concentration est souvent telle qu’on puisse con-
sidérer, avec une bonne approximation et dans bon nombre de cas, que I’équation d’état du
gaz suit la loi des gaz parfaits, soit P = nRT/V ou P est la pression, T' la température, et
R la constante des gaz parfaits.
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ol k est une constante de réaction (notons que la vitesse n’est donc pas égale
a la quantité k[Hs]?[NOJ? comme le laisserait & penser 1’équation d’équilibre
chimique). k dépend notamment de la température. Ce type de réaction est dit
complexe puisque les exposants dans ’expression de la vitesse ne sont pas égaux
au coefficient stoechiométrique pondérant ’espéce chimique dans 1’équation de
réaction. Une réaction est qualifiée de simple si :

v=kCICON ... (5.48)

ou k est la constante de réaction.

Notons également que la plupart des réactions chimiques se réalisent en
plusieurs étapes. Mais si ’étude de chaque réaction nécessitait la prise en
compte de toutes les étapes, nous ferions face a un probléme beaucoup trop
lourd pour le résoudre simplement. Heureusement, de nombreuses simplifi-
cations sont possibles; la plus importante d’entre elles est 1’élimination adi-
abatique : seules les réactions lentes importent, puique les variables rapides
sont adiabatiquement asservies aux variables lentes (i.e. elles s’adaptent rapi-
dement). Ceci n’est pas sans nous rappeler la notion d’élimination adiabatique
que nous avons évoquée au paragraphe 2.3.3 du chapitre 2 .

5.3.4 Le Bruxellateur

Nous allons dans cette partie étudier un modéle de réaction chimique simple
mais riche de comportements divers; le Bruxellateur. Cette appellation com-
munément admise, est issue du nom de la capitale belge, Bruxelles, o I’équipe
du chimiste russe naturalisé belge Ilya Viscount Prigogine (1917-2003) ayant
recu le prix Nobel de Chimie en 1977 pour ses travaux sur les structures dissi-
patives, a introduit ce modéle.

Désignons par X et Y les concentrations des deux espéces essentielles de
la réaction (les variables lentes). La réaction chimique se réalise en 4 étapes
notées de la facon suivante :

A— X, de constante de réaction k; (5.49
X — Produits, de constante de réaction ko (5.50
2X+Y — 3X, de constante de réaction k3 (5.51
B+X =Y, de constante de réaction ky (5.52

Le terme Produits dans la seconde étape ci-dessus (équation 5.52) se référe 4 un
produit intermédiaire de la réaction, sans intérét pour nous alors que les espéces
A et B sont des produits intermédiaires jouant un role essentiel dans la réaction.
I’équation d’évolution pour la variable X est simple & écrire : X est produit par
A, dont la vitesse de réaction est ki[A], ou [A] est la concentration de Iespéce
A (par la suite, nous omettrons le crochet, pour désigner les concentrations).
L’espéce X se consume ensuite avec la constante de réaction ks pour donner un
produit intermédiaire sans importance. Ceci donne une contribution —k2 X a la
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vitesse de réaction. Ensuite, dans la troiséme étape, deux moles de ’espéce X
réagit avec l’espéce Y pour produire 3X ; ceci conduit & la contribution k3 X?2Y
dans la vitesse de réaction. Enfin, I'espéce X produit Y avec une constante de
réaction k4. En conclusion, nous aboutissons & I’équation différentielle suivante
pour ’évolution de la concentration de 'espéce X (notée X) :

X =k A—kyX — k4BX + ks X?Y . (5.53)

Un raisonnement calqué sur le précédent conduit & I’équation d’évolution de la
concentration Y .
Y = kyBX — k3 X?Y . (5.54)

En posant les changements de variables suivants :

ke o ks o 3
X=/2X, V=42V, t=— .
RX Y=Y = (5.55)

nous obtenons les équations couplées d’évolution de X et de Y :

X=a-—X—-bX+X?Y,
Y =bX — X%, (5.56)

avec a et b deux paramétres définis par :

B
a= Akoks, b= kz— . (5.57)
2

Ces équations admettent un point fixe donné par
X() = a, Y() = —. (558)

L’étude de la stabilité linéaire autour de ce point fixe (voir les exemples précé-
dents d’études de stabilité linéaire), nous conduit & I’équation caractéristique

suivante :

w—wl'+D=0, (5.59)

ou la quantité w désigne les valeurs propres de la matrice de stabilité, T =
b— (1+a?) <0 est la trace de la matrice et D = a? est son déterminant.

Lorsque le paramétre b est égal & la valeur critique b. = (1 + a?), la valeur
propre w = +ia est un nombre imaginaire pur, ce qui implique un comporte-
ment oscillatoire au cours du temps pour les concentrations X et Y. Pour des
valeurs du parameétre b supérieures a la valeur critique b, la trace de la matrice
de stabilité est positive (T" > 0), et compte tenu du fait que le déterminant D de
la matrice est toujours positif, les deux valeurs propres, complexes conjuguées
I'une de l'autre, acquiérent une partie réelle positive et le point fixe perd sa
stabilité. Pour des valeurs du paramétre b inférieures & la valeur critique b.
(b < b.), les parties réelles des deux valeurs propres sont négatives, et le point
fixe est stable. La valeur critique du paramétre b = b, marque la frontiére d’une
bifurcation de Hopf.



Chapitre 6

Equation d’amplitude
universelle au voisinage
d’une bifurcation de Hopf

Dans le chapitre précédent, nous avons étudié plusieurs systémes de dif-
férents domaines introduisant une bifurcation de Hopf : électronique (circuit
RLC incluant une diode tunnel, voir paragraphe 5.1 sur l'oscillateur van der
Pol), dynamique de population (modéles proie-prédateur, voir paragraphe 5.2
pour le modéle Lotka-Voltera, le modéle logistique classique et le modéle logis-
tique raffiné), chimie (cinétique chimique, voir paragraphe 5.3 pour le modéle
Bruxellateur). Nous souhaitons & présent montrer comment se manifeste la no-
tion d’universalité de 1’évolution non linéaire au voisinage du point critique de
la bifurcation, puisque, quel que soit le systéme étudié, la forme de I’équation
d’amplitude est générique.

6.1 Dérivation de I’équation d’amplitude
complexe

Pour établir '’équation d’amplitude générique de tout systéme présentant
une bifurcation de Hopf, partons d’un modéle explicite!, par exemple de I'oscil-
lateur van der Pol; et rappelons pour ce systéme, ’équation d’évolution I-
(e — 12)f + I = 0 (voir équation 5.6), ou I est le courant et e le paramétre de
controle.

La premiére non-linéarité de 1’équation d’amplitude universelle que nous
allons établir est cubique. Nous pourrions étre tenté de croire, que cette non-
linéarité cubique est la conséquence du développement de Taylor effectué au

TA la fin de ce chapitre, nous proposons de résoudre le probléme du Bruxellateur (voir
paragraphe 6.4.2).
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troisiéme ordre pour I’équation d’évolution du courant (voir paragraphe 5.1).
Pour se convaincre qu'il n’en est rien, rajoutons a I’équation de départ (équation
5.6) un terme quadratique. Le modeéle de van der Pol ainsi modifié prend la
forme :
[—(e—)I+I1+~I*=0, (6.1)
ol v est un autre paramétre de controle, lorsque ce paramétre est nul, nous
retrouvons bien I’équation associée au modéle de van der Pol classique (équation
5.6). L’équation modifiée (équation 6.1) admet un point fixe trivial, Iy = 0.
L’étude de sa stabilité linéaire, en cherchant une solution de ’équation linéarisée
sous la forme I = 01 ~ ™! (61 est supposé petit), nous fournit la relation de
dispersion suivante :

Ww—ew+1=0. (6.2)

La solution de cette équation de dispersion est donnée par :

1
wizi[e:t Ver—4], pour € > 2,

wy = %[e:l:i\/él—eQ], pour € < 2. (6.3)

La valeur € = 0 correspond & une situation critique ; lorsque ce paramétre

est positif € > 0, le point fixe I = Iy = 0 est instable (puisque la partie réelle de

w est positive), tandis que pour des valeurs du paramétre € négatives, le point

fixe est stable (puisque la partie réelle de w est négative). Pour € ~ 0 (avec

€ > 0), w est un nombre imaginaire pur, égal & 44, ce qui est la signature d’une
bifurcation de Hopf.

6.1.1 Analyse multi-échelle

Au voisinage du seuil de la bifurcation de Hopf (e petit), développons au

premier ordre en € les valeurs propres du systéme de van der Pol modifié (voir
équation 6.3) pour obtenir :

1
w4 = ie:ti . (6.4)

Dans le régime linéaire, le courant I(t) recherché sous la forme de I ~ e“*

s’écrit comme : _
I ~ ae'tel/Dt (6.5)

ol nous avons utilisé I’expression approchée de la valeur propre w (équation
6.4) et a est une amplitude quelconque?. Comme nous nous restreignons a la
région ou la valeur du paramétre € est trés petite (e < 1), régime dit faiblement
non linéaire, 'expression de I dans le régime linéaire (équation 6.5) devrait
constituer une assez bonne approximation.

2Toute multiplication d’une équation linéaire par une constante arbitraire laisse I’équation
invariante ; par conséquent I’'amplitude du courant ne peut étre déterminée dans un régime
linéaire. Seule une analyse non linéaire du systéme contraint "amplitude.
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Dans ce régime, le courant I(t) (équation 6.5) est le produit d’une fonction
oscillante (de pulsation unité) et d’un terme qui croit exponentiellement au
cours du temps (lorsque ¢ > 0); mais, cette croissance exponentielle est lente
comme 'atteste la présence du paramétre € devant le temps ¢t dans 'argument
de la fonction exponentielle. Ainsi, le courant I(t) peut étre considéré, selon
une perspective multi-échelle?, comme une fonction de deux variables indépen-
dantes : le temps ¢ (la variable rapide) et la variable T telle que T = et (la
variable lente), soit :

I1=1(tT). (6.6)

Comme les variables ¢ et T sont traitées comme deux variables indépendantes
du courant I, les différentielles premiére et seconde de I s’expriment en fonction
des dérivées partielles :

ol ol
dl = —dt + —dT
o T ar
0?1 %I 0?1
27 _ 2 =2 AT?
d“I = 92 —dt* + 23t8Tdth + 972 dr=.
et la dérivée du courant I par rapport a la variable rapide t s’écrit ainsi comme :
ar _or o1
at ot | or

eL o, L 500
@ = oe T aer T o

6.7)

A titre d’exemple, prenons pour le courant I, une fonction f de la forme :
I(t) = f(t) = tsin(et) + (et)* + ete’ . (6.8)

La dérivée de cette fonction f par rapport au temps t s’écrit :

d_J; = sin(et) + et cos(et) + 2€°t + (€ + et)e’ . (6.9)
Maintenant, selon I’analyse multi-échelle, la fonction f(¢) est considérée comme
fonction de deux variables indépendantes ¢t et T = €t :

ft,T) =tsin(T) +T?+ Te" . (6.10)

Le calcul des dérivées partielles donnent : 9f/0t = sin(T) + Te' et Of /0T =
tcos(T) + 2T + e, de telle sorte qu’a partir de 'expression de la dérivée de f
en fonction des dérivées partielles (voir équation 6.7), nous obtenons :

a _of | of

Y _ Y Y7 . t
4= 9t T ar =sin(T) + T cos(T) + 2eT + (e + T)e" , (6.11)

3Voir le paragraphe 2.3.3 du chapitre 2, ot nous avons introduit I’approche multi-échelle,
lorsqu’interviennent des variables évoluant sur des échelles de temps trés différentes.
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expression bien identique au calcul direct de la dérivée de f (équation 6.9).

L’intérét de la perspective multi-échelle, et de la séparation associée des
variables lentes et rapides, réside dans le fait que le paramétre ¢ apparait ex-
plicitement dans les équations d’évolution, ce qui facilite le classement des
différents termes en puissance de e.

Revenons maintenant & I’oscillateur de van der Pol et I’expression du courant
dans le régime linéaire (équation 6.5); lorsque le paramétre e est négatif*
(e < 0), le courant I s’annule au bout d’un certain temps; le point fixe I = 0
est donc une solution stable. Lorsque le paramétre e s’annule, le point fixe
I = 0 devient neutre, puis instable quand ¢ > 0 au profit d’'une oscillation
d’une certaine amplitude (voir équation 5.12). Nous pouvons nous attendre a
ce que le courant I soit proportionnel & une certaine puissance positive de e.
Cette puissance ne peut pas étre plus petite que 1/2 (I ~ €*, avec o < 1/2)
sinon le terme en e serait toujours dominant devant I? dans I’équation d’évo-
lution de l'oscillateur modifiée (équation 6.1) ; ce qui annihilerait les effets non
linéaires (I’équation d’évolution reviendrait & celle d’un circuit RLC classique,
voir équation 5.1 du paragraphe 5.1). Pour développer le courant en série de
puissance, le terme de plus petite puissance possible® est donc €'/2. Le constat
précédent nous incite donc a admettre que la premiére contribution dominante
du courant est de 'ordre de la racine carrée du paramétre e, soit I(¢, T) ~ e!/2.
En toute généralité, le courant est développé plus complétement en une série
analytique en puissance de /e :

I(t,T) = 21, (t,T) + ely(t, T) 4 ¥/ 2I5(t,T)... (6.12)

La méthode consiste ensuite & reporter cette expression pour le courant (équa-
tion 6.12) et utiliser I'expression des dérivées du courant obtenues selon la
perspective multi-échelle (équation 6.7) dans I’équation d’évolution de 'oscil-
lateur van der Pol modifiée (équation 6.1) afin de déduire les contributions
successives en puissance de e.

Analyse multi-échelle : développement a I'ordre ¢!/?

A cet ordre, I’équation d’évolution de I'oscillateur van der Pol modifié (équa-
tion 6.1) s’écrit :

0L,
o2 +I=0. (6.13)
dont la solution est donnée par :
Ii(t,T) = A(T)e" + A*(T)e™ " , (6.14)

4Rappelons que lorsque le paramétre e est négatif, la résistance effective du circuit est
positive (voir équations 5.7 et 5.11 dans le paragraphe 5.1).

511 faut noter que quelquefois le choix de la puissance pour développer les termes en
série de puissance d’un paramétre reléve d’un certain art, et ne peut étre définitif qu’aprés
une inspection approfondie des résultats finaux. Cependant, pour de nombreux problémes
rencontrés en sciences non linéaires, la procédure selon laquelle le choix est effectué est bien
établie et sa maftrise s’acquiert vite avec la pratique.
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ou A, et A* son complexe conjugué, sont a priori des fonctions de la variable
lente T puisque cette fonction résulte de l'intégration de I’équation aux dérivées
partielles (équation 6.13).

Analyse multi-échelle : développement a ’ordre €

A cet ordre, I'équation d’évolution de I'oscillateur van der Pol modifié (équa-
tion 6.1) devient :

0?1,

W + IQ = —7]12 = —’Y[A262it +c.c. + (A*)Q] , (615)

ou l'abréviation c.c. vaut pour « complexe conjugué ». La solution de cette
équation est formée de la somme d’une solution de ’équation homogeéne (c’est-
a-dire I'équation sans second membre, i.e. 9°I5/0t?> + I, = 0), donnée par
B(T)e" +c.c. (B étant un facteur d’intégration au méme titre que A), et d’une
solution particuliére de I'équation compléte. Etant donné que la forme de la
solution du probléme homogéne est formellement identique & celle obtenue de
Iéquation développée a l’ordre €'/2 (voir équation 6.14), nous pouvons absorber
B dans A, grace au changement de variable : A — A + y/eB. La solution qui
présente un intérét n’est donc autre que la solution particuliére qui a la forme
(obtenue par identification au second membre de 1’équation 6.15)

L = %A262it +ce.—yAAT . (6.16)

Analyse multi-échelle : développement a I’ordre €3/2

A cet ordre, nous pouvons écrire I’équation d’évolution de P’oscillateur van
der Pol modifié (équation 6.1) comme :

921 02N, oL
L= 29 0L
oz T3 aoT ot i

on,
ot

Utilisons les résultats obtenus aux ordres qui précédent, pour réécrire le membre
de droite de cette équation sous la forme d’une somme de deux contributions :

0?1, 0A . 19 x 1072 4 3it
W—’_I?)_ 228—T—2A+ZAA (1-‘1-2—) e +G(T)e
= F(T)e" + G(T)e" (6.18)

avec F(T) = 21’% —iA+iAZA* (1 + 2%72) et G(T) est une fonction propor-
tionnelle & A3, qui s’avére sans importance & cet ordre-ci en regard du réle que
joue la fonction F(T). En effet, la solution de 1’équation développée a l'ordre
€3/2 (équation 6.18) est donnée par la somme de la solution de ’équation ho-
mogéne de type C(T)e" + c.c. et d’une solution particuliére de 1’équation com-
pléte. Or le second membre de celle-ci (i.e. F(T)e® + G(T)e3", voir équation
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6.18) contient un terme en e, dit résonant. En effet, la pulsation de ce terme,
égale a 'unité, est identique & la valeur propre de l'opérateur de l'équation
homogene. Cette situation est similaire au phénoméne de résonance d’un oscil-
lateur linéaire excité par une force de fréquence égale a sa fréquence propre; le
phénomeéne de résonance conduit a une divergence (en I’absence de frottement
et notre probléme est bien I'analogue formel d’un tel probléme) de amplitude
de l'oscillateur. Ainsi, 'unique fagon pour éviter une réponse non physique du
systéme, est d’annuler la fonction F(T), le préfacteur de e, pour en déter-
miner une certaine condition. Cette condition détermine I’équation d’évolution
recherchée que doit satisfaire la variable A(T) :

04 _ 1
or 2

1072
3

A— |A|2A[% + ]. (6.19)

Notons que la solution particuliére qui correspond & la réponse au terme
en 3 (harmonique trois) ne présente pas d’intérét ici car il ne s’agit pas d’un
terme résonant®.

Nous pouvons obtenir également cette équation d’amplitude F(T) = 0
(équation 6.19) a l'aide d’un raisonnement alternatif mais équivalent. La so-
lution particuliére de I'équation développée a 'ordre €%/? (équation 6.18) avec
G = 0 (soit, 92I3/0t? + I3 = Fe'') est donnée par (a + bt)e'’, avec b = —iF/2,
tandis que le paramétre a est indéterminé puisque tout terme ae™, quel que soit
a, satisfait automatiquement la relation (9?/9t> + 1)ae’® = 0. Nous pouvons
donc écrire la solution de I’équation comme :

o
Is = (a — %t)e” + c.c. (6.20)

La présence du terme résonant en e’ introduit une contribution linéaire en
temps, habituellement qualifiée de séculaire”, qui croit ainsi indéfiniment avec le
temps. La seule option pour éliminer ce terme séculaire est alors de contraindre
F' & s’annuler, ce qui revient a établir ’équation d’amplitude déja obtenue
précédemment (équation 6.19).

6.1.2 Condition de solubilité ou de solvabilité

L’équation d’amplitude® (équation 6.19) obtenue dans le paragraphe préceé-
dent est un cas particulier d’une condition plus générale, dite condition de

6Le calcul de la solution particuliére en réponse a cette harmonique s’avérerait nécessaire
si nous souhaitions poursuivre le développement du courant aux ordres supérieurs en e.

"Le fait que la solution particuliére contienne un terme séculaire en bte’* est une con-
séquence directe de la présence au second membre de I’équation 6.18 d’un terme en et
(ayant donc la méme pulsation que l'oscillateur linéaire). La réponse au terme e3it conduit
a une solution particuliére en €3 (sans terme séculaire), ce qui explique, une fois de plus, la
non-pertinence de I’harmonique trois dans la détermination de I’equation d’amplitude.

8Equation obtenue a partir de I’'annulation du terme résonant (i.e. F(T) = 0) de I’équation
de Doscillateur de van der Pol modifié (équation 6.18)
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solubilité ou de solvabilité, associée a la résolution d’une équation de type :

2
Lu(t) = f(t), avec L= % +1, (6.21)
ol L est un opérateur linéaire, et u(t) et f(t) deux fonctions de la variable? .
Pour déterminer la condition a laquelle la fonction f(¢) doit souscrire en
toute généralité pour que l’équation 6.21 ait une solution, multiplions tout
d’abord chaque membre de cette équation par une fonction quelconque v(t), et
intégrons-la sur une période T :

T T
/ Lu(t) v(t)dt = / FOo()dt . (6.22)
0 0

Nous reconnaissons dans ’expression précédente le produit scalaire de deux
fonctions £ u(t) et v(t), que nous pouvons noter!? :

T
/ Lu vdt =< Lu,v > (6.23)
0

et dénotons LT, 'opérateur adjoint de £, qui doit souscrire, par définition, & :
< Lu,v >=<u,LTv > (6.24)

Nous recherchons maintenant les solutions u(t) de type périodique!! de période
T et choisissons une fonction périodique v, de méme période 7T'.
L’intégration de ’équation 6.22 deux fois par partie (vis-a-vis du terme
vg—;u(t) conduit a
2 82

T T
< Lu,v >= /0 dtv(t)[% + 1u(t) = /0 u(t)[w + 1u(t) =< u, Lo >,
(6.25)

ou on a utilisé, en vertu de la périodicité de u et v, le fait que le terme tout
intégré est nul. Ainsi, par exemple, dans la premiére intégration par partie nous
obtenons un terme du type [vOu/9t|l = v(T)(Ou/0t) = —v(T)(Ou/Ot)i=o, qui
est nul en vertu de la périodicité des fonctions u et v (et de leurs dérivées).

Ainsi, en se référant & la définition de 1'opérateur adjoint (équation 6.24),
nous constatons que I'opérateur £ est égal & son opérateur conjugué L (£ =
L7T); Popérateur L est alors dit auto-adjoint (ou hermitique).

9Pour établir le lien avec I’analyse de l’oscillateur van der Pol développé en série de
puissance (voir paragraphe précédent), il suffit de poser u(t) = I3(t) et f(t) = F(T)e® (voir
équation 6.18), en posant G = 0 puisque nous avons montré que ce terme, proportionnel a
€3t était de peu d’importance dans la résolution de I’équation en regard du terme résonant
F(t) o< et).

10Cette notation du produit scalaire est usuellement adoptée dans le champs de ’algébre
linéaire ; on la retrouve également en mécanique quantique puisque I’algébre linéaire y joue
un réle central.

ILA Vinstar de la fonction I3 de Pexemple développé dans le paragraphe précédent.
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Conservons cependant par la suite la distinction entre les deux opérateurs
L et LT, pour énoncer en toute généralité (tous les opérateurs ne sont pas
nécessairement auto-adjoints!), la condition de solvabilité d’une équation de
type Lu(t) = f(t) (équation 6.21). Compte tenu de I'équation 6.22 et de la
définition de l'opérateur adjoint (équation 6.24), nous avons :

< Lu,v >=< fv>=<u,LTv> . (6.26)

Rappelons que v est une fonction quelconque de période T ; nous pouvons
donc, en particulier, la choisir comme appartenant au noyau de l'opérateur
adjoint £V ; et toute fonction v du noyau de LT vérifie, par définition, la relation
suivante :

LTv=0. (6.27)

Ainsi, compte tenu de ’équation 6.26, nous obtenons la condition de solvabilité
recherchée a laquelle doit satisfaire la fonction f :

< f,v>=0, (6.28)

pour toute fonction v, élément du noyau de opérateur adjoint £1. Autrement
dit, toute équation de la forme Lu(t) = f(t) n’a de solution que si la fonction
f(t) du membre de droite de I’équation est orthogonale au noyau de 'opéra-
teur adjoint (c’est-a-dire a toute fonction v(t) # 0 telle que LTv(t) = 0). Ce
théoréme, dit théoréeme de l'alternative de Fredholm!'?, est général et s’applique
a toute équation linéaire de la forme Lu(t) = f(t).

Illustrons ce résultat sur 'exemple présenté au début de ce paragraphe ot
lopérateur £ est défini comme £ = 88—:2 + 1 et le second membre de ’équation a
résoudre f(t) est tel que f(t) = F(T)e'. Etant donné que £ = L+ la fonction
v satisfait la relation Lv(t) = 0. Nous avons vu dans le paragraphe précédent,
que la solution générale de cette équation est donnée par v = ae' + c.c., oil a
est une constante d’intégration. Reportons cette fonction dans la condition de
Fredholm, < f,v >= 0, pour obtenir la condition suivante :

27
/ dtFe'[ae™ +a*e™ "] =0, (6.29)
0

ol nous avons utilisé le fait que v(t) a une période T' = 27. En notant que
'intégrale de la fonction 2% sur une période est nulle, nous obtenons finalement
la condition & laquelle doit satisfaire la fonction F’

2m
/ FA*dt = 2ma*F . (6.30)
0

Comme la constante d’intégration a est non nulle (a # 0), la condition de
Fredholm < f,v >= 0 impose que la fonction F' doit étre nécessairement nulle
(F = 0). Ce résultat nous améne a établir I’équation d’amplitude (équation
6.19) a laquelle souscrit 'amplitude A(¢).

2Du nom du mathématicien suédois Erik Ivar Fredholm (1866-1927) qui a établi la théorie
moderne des équations intégrales; il est & I'origine de la théorie des opérateurs.
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6.1.3 Quelques précisions utiles sur 1I’équation
d’amplitude

En ne retenant que le terme linéaire de I’équation d’amplitude (équation
6.19), la solution est donnée par A ~ e7/2 = ¢!*/2 = ¢'r o w, est la par-
tie réelle de w (voir équation 6.4). Plus généralement, tout probléme intro-
duisant une bifurcation de Hopf est décrit dans le régime linéaire par ’équation :
0A/0t = w, A. Le terme non linéaire de I’équation d’amplitude est en général,
de la forme suivante : (a+1ib)|A|?A (ot a et b sont des constantes réelles). Ainsi,
la forme générique de ’équation d’amplitude pour une bifurcation de Hopf est
donnée par ’équation suivante :

% =@, A — (a+1ib)|A]*A . (6.31)
Dans 'expression ci-dessus, nous avons redéfini le paramétre w,. issu de la partie
linéaire de I’équation en fonction du paramétre @, tel que w, = ew,, pour
souligner explicitement que pour € = 0, la partie réelle de w s’annule (o, est
une quantité d’ordre un). Le signe du terme linéaire est déterminé par celui
de € . Le signe du coefficient du terme cubique ne suit pas de regle générale
simple; il peut étre aussi bien positif que négatif, et, a 'exception de quelques
cas rares ol le signe peut étre intuité, il doit étre calculé pour chaque systéme.
Si la constante a est positive (a > 0), le terme non linéaire s’oppose a la
croissance linéaire pour aboutir & une saturation de 'amplitude. Si au contraire
la constante a est négative (a < 0), le terme non linéaire agit en faveur de la
croissance linéaire, et par conséquent, le systéme est confronté & une amplitude
divergente & linfini. Dans une telle situation, pour étudier la dynamique du
systéme, ’équation d’amplitude doit étre développée aux ordres supérieurs en
€, comme cela a déja été vu lors de la discussion sur la bifurcation sous-critique
développée dans le chapitre 3.

Le nombre de coefficients dans I’équation d’amplitude peut étre réduit grace
a un adimensionnement des variables. A cet effet, effectuons la transformation
A — A/\/@./a et T — To,, nous obtenons alors une équation & un seul
parameétre « :

g—? =A—(1+ia)APA, (6.32)
ol a=b/a.

Il est, par ailleurs, parfois utile de conserver explicitement le paramétre e
devant le terme linéaire de 1’équation finale. Pour cela, effectuons les transfor-
mations sur Pamplitude A — \/eA/\/©,/a puis sur la variable temporelle!?
T — twre, et I'équation d’évolution (équation 6.31) acquiert la forme suivante

0A
ot
13Rappelons que T est la variable temporelle « lente » et t la variable temporelle rapide,
voir paragraphe 6.1.1.

€A — (1 +ia)|APA . (6.33)
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Nous utiliserons par la suite, I’'une ou 'autre expression de I’équation d’évolu-
tion (équation 6.32 ou équation 6.33) selon les besoins ; sous la forme canonique
(équation 6.32), I’équation d’amplitude souligne le fait que les coefficients réels
sont d’ordre un, alors que la seconde forme (équation 6.33) fait apparaitre
explicitement la dépendance en e de I'amplitude et du taux de croissance de
Dinstabilité : ’amplitude se comporte ainsi comme €'/2, et le taux de croissance
come e.

6.1.4 Dérivation de I’équation d’amplitude
a partir des symétries

Ce petit paragraphe présente une explication simple justifiant la forme de
l’équation d’amplitude (équation 6.32). Notons tout d’abord que ’équation de
van der Pol (équation 6.1) est invariante sous la transformation de translation
t — t+ 6, o § est une constante réelle; I’équation d’amplitude doit préserver
cette invariance. Une telle transformation linéaire sur le temps revient a ef-
fectuer 'opération de rotation :

A — Ae'? (6.34)

sur la solution de I’équation d’amplitude (voir équation 6.14). Tout terme
linéaire de 'équation d’amplitude sera affecté du facteur e?. Pour préserver
I'invariance de I’équation d’amplitude, seuls les termes non linéaires subissant
cette méme transformation sont autorisés. Ecrivons a I'ordre cubique tous les
termes non linéaires possibles et étudions leur transformation sous I'opération
t—t+0

A% A% AAT — AAT AT o AR
A3—>A3€3i9, AQA* —>A2A*ei9, A*2A_>A*2Ae—i0

A*B _ A*36—31’9

3

Seul le terme souligné se transforme comme le terme linéaire et doit étre retenu ;
tous les autres termes ne satisfont aucunement & cette condition et sont donc
éliminés. Cet argument explique clairement 'origine de la forme de I’équation
d’amplitude non linéaire et souligne son caractére universel.

6.1.5 Propriétés de I’équation d’amplitude complexe

La premiére propriété importante de I’équation d’amplitude canonique (équa-
tion 6.32) est son caractére non variationnel ; cette équation ne peut plus en
effet s’écrire comme dérivant d’un potentiel (i.e. 0A/0t = —0V/OA*, avec
dV/dt < 0et V un « potentiel » une fonction réelle , ou fonction de Lyapunov
(sauf dans le cas particulier ot a@ = 0)). Ceci contraste avec les études menées
dans les chapitres précédents (voir en particulier I'équation 2.29 du chapitre 2
ot nous avons défini une fonction de Lyapunov associée). Ainsi, la présence
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d’une bifurcation de Hopf brise le caractére variationnel du systéme : c’est la
premiére manifestation d’un comportement hors équilibre.

En posant 'amplitude complexe A comme A = pe'?, ot p est Pamplitude
et 0 la phase, nous pouvons scinder ’équation d’amplitude (équation 6.32) en
deux équations, soit :

p=p—1p° (6.35)
et
0=ap®. (6.36)

La premiére équation posséde trois points fixes pg = 0 et p1 = £1. Le premier
point fixe est instable' tandis que les deux autres sont stables. Aprés une évo-
lution transitoire, la partie p de Pamplitude tend vers I'un des deux points fixes
stables (I’évolution vers I'un des deux points dépend des conditions initiales)
p+ = *£1. Une fois que p atteint le point fixe, la seconde équation d’ampli-
tude (équation 6.36) tend vers I’équation suivante : 6 = «, dont la solution est
donnée par

0 =0+ at (637)

ol fy est la phase initiale. Ainsi, amplitude complexe s’écrit pour des temps
assez longs, comme un cercle de rayon unité centré & l’origine, soit : A

A(t — c0) = feilorat) — gildotattm) (6.38)

les deux solutions différent d'une phase égale & m ( —1 = €'™). Dans I’espace
des phases (X,Y) (avec A = X +14Y), la trajectoire s’enroule autour du cercle
de rayon unité (voir figure 6.1). Ce cercle est le cycle limite de la dynamique,
autrement dit un attracteur de la dynamique : quelles que soient les conditions
initiales, la trajectoire tend vers ce cercle : il s’agit d’un cycle limite stable.

Utilisons maintenant la seconde forme de I’équation d’amplitude (équation
6.33) qui explicite la dépendance des termes en fonction du paramétre €. Les
équations d’amplitude en fonction de p et 6 (équations 6.35 et 6.36) s’écrivent
alors comme :

p=ep—p*,
0 =ap®. (6.39)

Les points fixes sont pg = 0 et p = ++/¢, pour € > 0. Pour € < 0, p = 0 est
l'unique point fixe, et il est stable. Pour € > 0, pg = 0 est instable et p1 = +/¢
sont des points fixes stables. Le comportement & grand temps est le cycle limite

de rayon +/e.

14Par analogie mécanique, on écrira 'équation d’amplitude pour la partie réelle de Pam-
plitude (équation 6.35) comme p = —9,V avec V = —p?/2+ p* /4. La fonction V posséde un
maximum en p = 0 (point instable) et deux minima en p = +1 (points instables).
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6.2 Cycle limite instable

Nous avons vu que ’équation d’évolution initiale (équation 6.19), obtenue
a partir de I’équation de van der Pol modifiée, posséde un coefficient cubique &
partie réelle positive ; ceci n’est pas garanti en général. Il existe de nombreuses
situations dans lesquelles ce coefficient est négatif. Le systéme constitué des
deux équations d’évolution en p et 6 (équations 6.35 et 6.36) est alors substitué
par le nouveau systéme :

p=ep+p’,
0 =ap. (6.40)

Lorsque le parameére € est positif (e > 0), il existe un seul point fixe pg = 0 et
il est instable ; lorsqu’il est négatif, le systéme posséde trois points fixes pg = 0
et p+ = ++v/—¢, mais, a la différence de la situation antérieure, le cycle limite
est instable ; le point fixe py = 0 est instable et I’amplitude croit indéfiniment :
les termes d’ordre supérieurs en puissance de A dans I’équation d’amplitude
doivent étre considérés. Ainsi, développée a un ordre supérieur (& partir, par
exemple de I’équation 6.1, ou tout autre modéle donnant lieu & une bifurcation
de Hopf), 'équation d’amplitude s’écrit :

% =eA+ (1 —ia)lAPPA - (1+iB)|A*A . (6.41)

La forme de cette équation quintique, notamment ’absence des termes d’ordre
quatre et d’ordre cing, tel le terme en A3A*2 résulte de ses propriétés de
symétrie (voir paragraphe 6.1.4). Notons que nous avons supposé que la partie
réelle du coefficient complexe d’ordre 5 (i.e. —(144/3)) est négative, pour assurer
la saturation de I'amplitude lorsque le paramétre e est négatif (e > 0). En
adoptant & nouveau pour I'amplitude complexe une décomposition de type
A = pe' les équations d’évolution pour le module p et la phase § de ’amplitude
complexe s’écrivent :

p=ep+p’—p°,
0 = ap®+ Bp*. (6.42)

La discussion des points fixes de I’équation pour p (équation 6.42) est donnée
dans les détails au chapitre 2; ainsi, pour —1/4 < ¢ < 0, il existe cing points
fixes (p = 0 et deux paires de solutions avec p # 0). Dans cet intervalle de
€, le point fixe p = 0 coexiste avec le cycle limite (voir figure 6.2). Pour € <
e* = —3/16, le point fixe est stable tandis que le cycle limite est métastable.
Pour € > €*, la conclusion s’inverse. Finalement, pour € > 0, il existe une paire
de solutions p # 0 qui correspond & un cycle limite stable, tandis que p = 0
devient instable. Dans chaque cas ou p # 0, la phase est une fonction linéaire

du temps.
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(Xo,Yo)

(a) (b)

Figure 6.1 — Vue schématique de la trajectoire dans le plan X —Y. A gauche, on part
d’une condition initiale (Xo,Yo) loin de l'origine. Au fur et & mesure que le temps
s’écoule, la trajectoire approche le cercle, et s’y installe indéfiniment. A droite, la
condition initiale est proche de l'origine, et la trajectoire part en spirale vers ’extérieur
pour épouser le cercle, cycle limite stable.

A
P

\

Figure 6.2 Diagramme de bifurcation pour 'amplitude p pour une bifurcation de
Hopf. On remarque que ce comportement est identique & celui d’une bifurcation sta-
tionnaire (Fig.3.9). La seule différence ici tient au fait que la phase croit avec le
temps.
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6.3 Précisons davantage la notion de cycle limite

Comme nous 'avions précisé dans le chapitre 5, lors de I’étude du systéme de
Lotka-Voltera, il est trés important de bien distinguer le cycle limite d’une tra-
jectoire fermée quelconque dans I’espace de phase. Pour le réaliser pleinement,
considérons un exemple simple décrit par I’équation dynamique non linéaire
suivante

f4+r+23=0. (6.43)

Cette équation posséde une solution périodique. En effet, aprés multiplication
du terme 2z dans chaque membre de ’équation 6.43, réécrivons cette équation
sous la forme :

Hli*+ 22 +2Y=0. (6.44)

Nous obtenons aprés intégration
i+ +at = H =3+ 23+ 25, (6.45)

ol H est une constante d’intégration, analogue a I’énergie totale en mécanique,
et o = x(t = 0). Cette équation (équation 6.45) peut étre représentée par une
trajectoire fermée dans Pespace des phases (&, z); a chaque condition initiale,
associée a une valeur de H spécifique, correspond une trajectoire fermée dans
le plan (&,x) (voir figure 6.3). Notons que ces orbites ne sont pas isolées;
elles forment un continuum. Autrement dit, le choix d’'un ensemble continu
de valeurs de H produit un ensemble continu de trajectoires fermées. Un cycle
limite, au contraire, est une orbite fermée qui ne posséde pas dans son voisinage
immeédiat une autre orbite fermée. Un cycle limite stable est une orbite isolée
vers laquelle tend toute trajectoire issue d’une condition initiale suffisamment
prés du cycle!®. Dans I'exemple présent, il n’existe qu'un seul cycle limite et,
par conséquent, le bassin d’attraction est constitué de ’ensemble des points du
plan.

6.4 Problémes

6.4.1 Probléme : solution dépendante du temps
de I’équation d’amplitude complexe

Résoudre le systéme d’équations (équation 6.39) issu de I’équation d’amplitude
complexe cubique.

Solution : La premiére équation d’évolution pour le module p de I'amplitude com-
plexe du systéeme 6.39 peut étre résolue en suivant la méme procédure utilisée dans le

15]] faut préciser cependant qu’il existe des situations pour lesquelles, méme si un cycle
limite stable existe, certaines conditions initiales ne conduisent pas, a grand temps, vers ce
cycle limite. On parle alors de bassin d’attraction, qui n’est autre que ’ensemble des condi-
tions initiales conduisant au cycle limite. Les autres conditions initiales, celles ne convergeant
pas vers ce cycle, ne font pas partie du bassin d’attraction.
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CRCE R

.
.
0

Figure 6.3  Le portrait des orbites obtenues a partir de (6.45), pour différentes

conditions initiales, ou pour différentes valeurs de H. De lextérieur vers l'intérieur

H =4,3,2 et 1. 1l ne s’agit pas d’'un cycle limite étant donné que Porbite n’est pas
isolée, mais posséde un continuum d’orbite dans son voisinage.

143
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paragraphe 2.3.5 du chapitre 2. Nous pouvons donc écrire pour p(t) (équation 6.42) :

-1/2
p= (2 + 2y 41 (6.46)
€ 2 €

Nous ne retenons ici que la solution positive (puisque p est le module du nombre
complexe A). p; = p(t = 0) est la valeur initiale de 'amplitude. En prenant le
rapport des deux équations du systéme 6.36 et en utilisant 'identité (p2) = 2pp, nous
obtenons ’équation suivante

00 1
Sl Sy 6.47
op?  2e—2p? ( )
qui s’intégre pour donner
0= _% In(2e — 2p°) + ¢ (6.48)

oll ¢ est une constante d’intégration. Pour € > 0, nous obtenons a partir de I’équation
6.46, le comportement suivant

p(t — 00) = /e (6.49)

quel que soit p; # 0.
A partir de I'équation 6.46, nous obtenons, a I'ordre suivant, le comportement
asymptotique (limite a grand temps)

2% ~ 2 [1— (—1+ 5)6_2“ (6.50)

Reportons ce résultat dans I’équation 6.48 pour obtenir
0(t — 00) = et + by (6.51)
de telle sorte que la solution compléte & grand temps prend la forme
A(t — 00) = /ee'(1T00) (6.52)

ol 0y est la phase initiale. C’est 1'équation d’un cercle de rayon /€ centré a lorigine.
Les fonctions X et Y (définies comme la partie réelle et imaginaire de A) oscillent de
maniére sinusoidale au cours du temps; la pulsation de ces oscillations est égale a e.

6.4.2 Probléme : dérivation de 1’équation d’amplitude
complexe pour le modéle « Bruxellateur »

Dérivez I'équation d’amplitude au voisinage du seuil de la bifurcation de Hopf
pour le modéle Bruxellateur (systéme d’équations 5.56, voir paragraphe 5.3.4).

Nous avons vu au chapitre 5, que le modéle de l'oscillateur de van der Pol introduit
une bifurcation de Hopf, et que la condition critique est donnée par b = a® + 1 (voir
paragraphe 5.3.4).

Introduisons un petit parameétre ¢ mesurant la distance au seuil de 'instabilité :

b—(1+a?
-

€

(6.53)

La solution homogeéne est stable pour € < 0 et devient instable vis-a-vis d’une solution
oscillante pour € > 0. Le taux de croissance obéit a I’équation caractéristique obtenue
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au chapitre 5 (voir équation 5.59 dans le paragraphe 5.3.4), et prend la forme suivante
pour € petit,
w=e€exia. (6.54)

Introduisons une variable lente T' et adoptons pour 'opérateur de dérivation, la sub-
stitution énoncée dans I’équation 6.7. Au préalable, réécrivons le systéme (équation
5.56) en utilisant les variables dotées d’une barre, définies par

X=Xo+X, Y=YotV (6.55)
out (Xo, Yo) représente la solution homogeéne (équation 5.58). Nous obtenons ainsi

0X X 14+ a% 42 -5

_ 2 ¢ 20 o 25
Bn +€8T_(a +2)X +a"Y 4+ 2aXY + p X"+ XY
oy oy o ae _
8t+€8T_ (a"+2e+1)X —a’Y —2aXY
2
1ra +2 g2  32p (6.56)
a

Développons X et Y en puissance de /e :
X(t,T)="*X1 + eXo+ ... (6.57)
Y(t,T) = e"/?Y1 + €Yo + ... (6.58)

Reportons ce résultat dans I’équation 6.56 pour en déduire une série d’équations a
chaque ordre en e.

Ordre ¢'/?
On obtient
0X - -
8751 =a’X, +d*Vy ,
Y, _ _
aTl =—(a®>+1)X; —a*Vy . (6.59)

Cherchons une solution de la forme e”* pour chacune des variables. En imposant un
déterminant nul, nous obtenons ¢ = +ia. Ceci n’est rien d’autre que 'expression de w
(équation 5.59) pour € = 0 (le point de bifurcation). La solution générale du systéme
d’équations est donnée par

X1 (t,T) = A(T)e™ + c.c.

Yi(t,T) = B(T)e'™ + c.c. (6.60)

oit A et B sont des facteurs d’intégration qui dépendent de la variable lente 7. Etant
donné que le déterminant du systéme (équation 6.59) est nul, les facteurs A et B sont
reliés entre eux par la relation

ia —a®

B = A=~HA. (6.61)

a2
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Ordre ¢
A cet ordre, nous avons
v 2
8;% =a’Xo +a°Yo + 20X, Y1 + 14;(1 X7 (6.62)
% 2
% = —(a®+1)X2 —a’Ys — 2aX1 V1 — 1t+a” g2 (6.63)

Substituons X; et Y7 par leurs expressions (équation 6.60), nous obtenons pour X»
et Ys, le systéme inhomogéne suivant :
% —a’Xs — a%Ys = 2a(’yA2e2it + AA™Y 4+ c.e)
1+a® 5 on .k
—|—T(A e+ AATY 4 c.e)
Y 2 - 29 2 2it .
ot + (@ +1)Xo4+a"Ye = —2a(yA%e™" + AA™Y" + c.c.)

2 .
—HTQ(A%Q“ + AA™Y +ce) . (6.64)

La solution consiste en une somme de solution sans second membre, plus une solu-
tion particuliére. Etant donné que la partie homogéne de ce systéme d’équations est
identique a celui du systéme décrit par ’équation 6.59, il a donc le méme type de so-
lution (équation 6.60). En redéfinissant les constantes d’intégration, nous absorbons
la solution homogeéne du systéme (équation 6.64) dans I'équation 6.60. Compte tenu

de la forme des seconds membres du systéme (équation 6.64); cherchons la solution
particuliére sous la forme

Xy = oA 4+ gA%* (6.65)
Ya = o/ |A]? 4+ 5/ A% . (6.66)

Reportons dans (6.64) et, par identification, nous obtenons quatre équations al-
gébriques a quatre inconnues (o, ', 3,/3). Nous obtenons alors facilement la solu-
tion :
1 2 2 *
a=0, o =TTy (6.67)
a
—(2/3)i (1 +a® +2ay
8= ( = ), (6.68)
14 a®+2a%y + 2ia + 2ia® + 4ia>y
a3 '

g =1/3 (6.69)
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Ordre /2
A cet ordre, nous avons
0X3 25 2%, X1 7
ot —CLX3—G,Y3——8T +2X,
_ _ 1+a2 _ -
+2a(X1Y2+X2Y1)+2 o X1 X+ X1Y1,
oY _ _an . o
0 @+ DX +a Vs = - 2% — 2a(X1 Vs + XoYh)
ot oT
14+a® o o oo
2 Z“ XX, - X2 (6.70)

L’usage des résultats des ordres précédents nous permet d’écrire

88—)_? —a’ X3 —a’Vs = fi(T)e"™ + g1 (T)e*™ + c.c.
G (a> +1)Xs + a’Vs = fo(T)e'™ + g2(T)e*™
It 3 3 2 g2
tee (6.71)
ol
= —g—? +2A+ [2a(8" + 20" + 778
+2ay) + 2(%“2)(5 +2a) +7" + 27] |AI”A (6.72)
et
fo= —%7 — 24— [2a(8' +2¢/ +7" B+ 2a)
+2(1+a2)(ﬂ+2a) +7" +2’y} |APA . (6.73)

Nous n’avons pas besoin d’écrire explicitement la forme des fonctions g1 et g2, car ces
derniers ne sont pas reliés aux termes résonants ou a ’évolution séculaire. Comme a
Pordre 2, seule la solution particuliére du systéme (équation 6.71) présente un intérét.
Nous la recherchons sous la forme Hie ' + Hoe3 et Gt + Goe®*t. En reportant
dans ’équation 6.71 et par identification des termes en e'**, nous arrivons a

(ia — a2)H1 — a2G1 = fl ; (6.74)
(a®> +1)H, + (ia+a*)G1 = fo . (6.75)

Le déterminant de ce systéme associé aux inconnues (Hi, G1) s’annule; ceci est clair
car lopérateur (équation 6.71) admet e’*’ comme vecteur propre de valeur propre
nulle (situation identique a celle obtenue a 'ordre 61/2). Par conséquent, le systéme ci-
dessus doit satisfaire la condition de solvabilité (ou de solubilité, ou de compatibilité)
suivante

(a®+1)fi — (ia—a®)f2=0. (6.76)
En utilisant les expressions de fi et f2, nous obtenons finalement
0A .
= = A+ (a1 +ib1)|A]PA (6.77)

oT
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avec ) .
19a® + 8a — a® 4(a® +a* —a®+2)

TS A o by = —
3a®(4 + a?) ! 3a®(4 + a?)
On peut vérifier que a1 < 0 pout tout a > 0. La bifurcation est une bifurcation

fourche super-critique.

(6.78)

a; = —



Chapitre 7

Instabilité paramétrique
et autres dynamiques non
linéaires

L’oscillateur paramétrique est un oscillateur harmonique dont les paramétres
(facteur d’amortissement, la gravitation apparente dans le cas du pendule...)
varient au cours du temps. Ces systémes introduisent des instabilités dites
paramétriques, constituant une famille générique d’instabilités. Se manifestant
comme des phénoménes de résonance, leur apparition peut étre souvent sig-
nificative d’une transition vers le chaos. Ces instabilités différent fonciérement
de la résonance classique d’un oscillateur forcé. En effet, lorsqu’un oscillateur
linéaire de pulsation propre wy est soumis & une excitation extérieure de pulsa-
tion we, la réponse du systéme est optimale pour w. = wy. Nous allons étudier
dans ce chapitre un systéme simple caractérisé par une réponse optimale lorsque
wo = we/2, o1t w, est la fréquence de I’excitation paramétrique a laquelle il est
soumis. Autrement dit, la sensibilité de 'oscillateur est maximale lorsque sa
pulsation propre est égale a la moitié de la pulsation excitatrice ; nous sommes
en présence d’une résonance sous-harmonique.

7.1 Exemple simple d’une excitation
parameétrique

Considérons un pendule dont le point de suspension effectue une oscil-
lation verticale & la pulsation w.; nous négligeons, dans ce qui suit, exis-
tence de forces de frottement. Celles-ci seront introduites plus tard dans ce
chapitre. La position instantanée du point de suspension est donnée par :
a(t) = —agp cos(w.t) (le signe moins correspond & un choix particulier, et sans
importance, de I’origine des temps) et son accélération par d = agw? cos(wet).
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La masse m suspendue au pendule est ainsi soumise, outre la gravité usuelle
go, a 'accélération a. Nous pouvons alors définir une gravité effective totale
subie par la masse donnée par

g(t) =90+ g1 cos(wet) > (71)

oll nous avons posé g; = apw?. Dans le régime a faible amplitude, 1’équation
du pendule prend la forme :

0 + w2[1 4 hcos(wet)]d =0, (7.2)

ot h est un parametre tel que h = g1/go et wop = /go/¢ est la pulsation propre
du pendule, avec £ la longueur du pendule, plus précisément la distance entre
le centre de masse et le point de suspension du pendule. Rappelons que pour
l'oscillateur forcé classique, ’équation du mouvement s’écrit comme 6+ wih =
fecos(wet), ou f. est Pamplitude de la force excitatrice; la force excitatrice
apparait ainsi au second membre de 1’équation. Alors que pour le systéme
étudié ici, I'influence de I'excitation intervient en produit avec la variable 6
dans ’équation d’évolution (équation 7.2). Tout se passe comine si le paramétre
physique, ici la gravité, caractérisant ’oscillateur dépendait du temps; c’est 1a
l'origine du terme paramétrique qualifiant le type d’excitation étudiée ici.

7.2 Instabilité sous-harmonique

L’équation d’évolution de l'oscillateur paramétrique (équation 7.2) est dite
non autonome par rapport au temps, car un de ses coefficients dépend du
temps. Lorsque I’équation différentielle d’évolution est autonome (coefficients
indépendants du temps) et linéaire, la solution est de type : e“*. Lorsque I'un
des coefficients de ’équation est une fonction périodique du temps, la solution
est de type

0(t) = f(t)e" , (7.3)

oll w est un nombre complexe dont la valeur se déduit de la solution de I’équa-
tion différentielle et f(¢) est une fonction périodique du temps, de méme péri-
ode que les coefficients de ’équation différentielle (i.e. f(t+27/w.) = f(t)). Ce
résultat découle du théoréme de Floquet-Bloch! (voir référence [57]).

En toute généralité, la fonction f(t) doit étre décomposée en série de Fourier
contenant toutes les harmoniques. Nous nous restreignons, cependant, & un
calcul perturbatif, pour lequel la prise en compte de la premiére harmonique

'Des noms du mathématicien frangais Achille Marie Gaston Floquet (1847-1920) et du
physicien suisse Félix Bloch (1905-1983), prix Nobel de physique en 1952. Le théoréme de
Bloch, parfois également dénommé Floquet-Bloch, puisqu’il a été énoncé par F. Bloch en
généralisant & 3 dimensions un résultat obtenu & une dimension par le mathématicien G. Flo-
quet, énonce, en substance, que les ondes évoluant dans un milieu périodique & 3 dimensions
ne se diffusent pas et qu’elles se propagent comme une onde plane multipliée par une fonction
périodique, de période égale & celle du milieu.
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suffit. En effet, si h = 0, la solution de ’équation d’évolution (équation 7.2) est
donnée par

0(t) = bp cos(wot + @) , (7.4)

A partir de la solution générale (équation 7.3), recherchons par continuité pour
h petit, une solution de type

o(t) = b, cos(%t +@)evt (7.5)

ol nmous avons anticipé que, dans cette situation (h petit), la pulsation de
la solution est proche de wy, c’est-a-dire w,./2 ~ wy. Autrement dit, nous sup-
posons par avance que ’instabilité est sous-harmonique, a charge de déterminer
ensuite les conditions sous lesquelles notre hypothése est valide?. Reportons
la solution générale (équation 7.5) dans ’équation d’évolution paramétrique
(équation 7.2), nous obtenons

> + w21+ heos(wet)] b cos(et + p)et = |(w? — we + w?)x
oz 0 e 2 B A
e . e h (&
X cos(w—t + @) — wew sm(w—t +¢) + ~wj cos(w—t - 9)
2 2 2 2
h 3we
+§w(2) cos( ;) t+ (;5)] et (7.6)

Remarquons que le caractére paramétrique de I'excitation engendre des har-
moniques supérieures (la troisiéme harmonique, de pulsation 3w./2). Nous
montrons au paragraphe 7.8 que 'effet d’une telle harmonique est négligeable
par rapport a ’harmonique w./2, et par conséquent, nous le négligeons par la
suite.

Développons le second membre de I’équation (équation 7.6) pour faire appa-
raitre séparément les termes en cos(4=t)e*" et sin(4st)e”’. Comme sin(%¢t) et
cos(“%+t) sont deux fonctions indépendantes, I'équation ci-dessus (équation 7.6)
n’est satisfaite que si les deux coefficients multipliant ces fonctions s’annulent
simultanément. Cette condition conduit au systéme suivant

5 wg 2 h 2 i
-2 o+ 2p] cose) — wwsin(@) =0,

4
w? h
wew cos(¢) + {wz - f + w? — §w§] sin(¢) =0 . (7.7)

Ces deux équations, linéaires en cos(¢) et sin(¢), n’ont de solution non nulle
que si le déterminant est nul, soit

2 2 B2
w* + 2w + %)wz + (Wi - %)2 - Zwé‘ =0. (7.8)

2Rien ne nous oblige 4 faire ce choix, et il est possible de procéder de maniére plus générale.
I’anticipation nous permet cependant de simplifier un peu la présentation.
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Cette équation de dispersion du systéme paramétrique est une équation du
second degré en z = w? dont la somme des racines (égale & —2(w + w?/4))
est toujours négative. En outre le discriminant de cette équation est toujours
positif. L’équation posséde donc deux racines réelles, dont I'une au moins est
négative. Une valeur négative de w? correspond & un nombre imaginaire pur
(donc le facteur e“! ne croit pas dans le temps, et la solution est stable). Par con-
séquent, 'apparition d’une instabilité doit correspondre & une valeur positive
de w?. Etant donné le signe négatif de la somme des deux racines, l'existence
d’une racine positive n’est possible que si le produit des deux racines, donné
par (wg — %‘3)2 - %21,«)8‘, est négatif. La condition d’instabilité s’écrit donc comme

We

h>2]1— (%)% (7.9)

2w0

Cette condition d’instabilité (w? > 0) correspond au premier secteur & partir de
la gauche sur la figure 7.1. Pour une amplitude d’excitation h trés faible (voire
nulle), 'instabilité se produit si wy/we >~ 1/2, c’est 'instabilité paramétrique,
ou encore l'instabilité sous-harmonique. Une excitation dont la pulsation se
situe a 'extérieur du domaine hachuré s’amortit avec le temps.

En fait, en sus de cette instabilité, il existe un nombre infini de domaines
dans le plan de la figure 7.1 ou la condition w? > 0 est vérifice. Ces domaines
sont centrés autour des points caractérisés par un rapport entier des fréquences
propres et celle associée a excitation (i.e. wg/we = n, avec n entier positif,
voir probléme 7.8). Par exemple, n = 1 correspond & une excitation ayant une
pulsation égale & la pulsation propre. Ceci rappelle la résonance habituelle d’un
oscillateur forcé.

Pourquoi a-t-on donc accordé un intérét particulier a la résonance associée
a une pulsation propre égale a la moitié de la pulsation extérieure (wo/w. =
1/2)? Bien str, le cas de figure est intéressant puisqu'il se démarque de la
situation classique de la résonance des oscillateurs forcés, mais surtout, il s’agit
de la résonance qui nécessite la plus faible amplitude d’excitation pour un
oscillateur paramétrique réaliste, c’est-a-dire si les frottements sont pris en
compte, (voir probléme 7.8). Remarquons également que la zone d’instabilité
associée a la résonance sous-harmonique est plus large que celles associées aux
autres résonances (voir figure 7.1).

7.3 Image intuitive de la résonance paramétrique

Pour différencier la résonance classique de la résonance paramétrique, reprenons
les conditions sous-tendant la résonance classique.

De facon élémentaire, les oscillateurs sont soumis & une résonance classique,
lorsque la force excitatrice (supposée harmonique; i.e. sinusoidale) change de
signe au terme d’une demi-période propre de l'oscillateur (forgage en sin(wot),
ce qui conduit & une réponse de loscillateur en sin(wpt)); autrement dit, la
période de la force excitatrice doit étre égale & la période propre de l'oscillateur.
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Figure 7.1 — Le secteur hachuré représente le domaine de I'instabilité paramétrique.
On montre sur cette figure qualitative le domaine qui correspond & la sous-
harmonique, et aux deux harmoniques wo = we et wo = 2we.

C’est ’exemple de la balancoire : si on applique une force harmonique afin de
rendre optimal le mouvement, il faut que la force appliquée change de signe au
moment oul I’angle atteint une amplitude maximale. Autrement dit, il faut que
la fréquence de la force soit égale a la fréquence propre de l'oscillateur.

La situation est bien différente pour une excitation paramétrique. Dans le
cas vu précédemment du pendule, I'excitation correspond & une modulation de
la gravité. Supposons qu'une masse soit lachée depuis 'amplitude maximale
0 = Opax & vitesse nulle (voir figure 7.2); la masse se dirige vers la position
0 = 0 sous l'effet de la force de rappel égale a la projection du poids le long de
la trajectoire. Entre 0 = 6,,,, et 6 = 0, cette force est dirigée dans le sens du
mouvement : la masse est accélérée. Dans cette phase, correspondant au quart
de la période propre, 'excitation paramétrique agit dans le méme sens que la
force de rappel. Lorsque la masse entame le deuxiéme quart de sa trajectoire,
la phase est comprise entre # = 0 et 6 = —6,,,44, la force de rappel due au poids
est maintenant dirigée en sens inverse au mouvement (voir figure 7.2), causant
ainsi une décélération de la masse. L’excitation paramétrique va avoir tendance
4 amoindrir cette décélération. En effet, ’accélération du point de suspension
intervenant dans la gravité effective change de signe au moment ot la masse
entame cette deuxiéme phase. Quand la masse atteint § = —6,,,, et entame la
3¢ phase (comprise entre § = —6,,,, et = 0), la force excitatrice contribue
a nouveau & la force de rappel (ce qui correspond & un changement de signe
de excitation). Ainsi, sur une demi-période, de 0,02 & —0,42, Uexcitation a
changé deux fois de signe. Elle a ainsi une période deux fois plus petite que la
période propre, ou une pulsation deux fois plus grande que la pulsation propre :
we = 2wq : c’est la résonance sous-harmonique.
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mg: cosWet) sim(0)

mgo sin(®) mgo sin(0)

Figure 7.2 (a) Dans le secteur 0 < 0 < 640 (partie de gauche), excitation agit dans
le méme sens que la gravité. (b) Dans le secteur —0mqe < 0 < 0 (partie de droite)
Pexcitation agit en sens opposé pour atténuer la décélération causée par le poids.
Ainsi, Pexcitation a une pulsation deux fois plus grande que la pulsation propre (le
sens de laction de 'excitation change deux fois plus souvent que celle de la projection
du poids).

7.4 Equation d’amplitude universelle
au voisinage d’une résonance sous-harmonique

Déterminons maintenant la forme universelle de I’équation d’amplitude val-
able au voisinage du seuil de l'instabilité paramétrique (cette question et celles
qui suivent dans ce chapitre sont discutées dans un language similaire dans la
référence [28]). Dans une étude non linéaire, il devient nécessaire de rétablir
I’équation compléte du pendule (i.e. sans I’approximation de petits angles,
sin(f) ~ 0). L’équation d’évolution non linéaire du pendule en présence de
frottement prend la forme :

0 4+ 20 + w2[1 4 hcos(wet)] sin(d) = 0 . (7.10)

Nous avons vu que cette équation présente une instabilité linéaire sous-harmonique.
Afin d’étudier analytiquement les effets non linéaires, placons-nous au voisinage
d’une résonance paramétrique et posons, a cet effet, § = (w?/w?) — 1/4 (no-
tons que cette définition différe quelque peu de celle qui a été adoptée dans
les paragraphes précédents, & savoir : € = w, — 2wp). Cette nouvelle notation
introduit un petit paramétre § qui mesure la distance au seuil de la résonance ;
il est utile dans les développements analytiques de reformuler § = €A, on A
est d’ordre unité et e (& ne pas confondre avec le précédent e, méme si I'un
est proportionnel & l'autre) est un petit paramétre associé a la proximité de la
résonance. Les trois paramétres en notre possession sont ainsi A caractérisant
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le frottement, h définissant 'amplitude du forcage et ¢ la distance au seuil de
I'instabilité. Nous sommes intéressés a étudier le systéme lorsque ces trois ef-
fets agissent simultanément, nous choisissons d’étudier I’évolution du systéme
lorsque les paramétres associés au frottement (i.e. A) et au forcage (i.e. h) sont
de l'ordre de €, ce qui améne a poser : A = €A et h = eH, on A et H sont
d’ordre unité. Cherchons ensuite une solution pour ¢ de la forme? :

0t) = Velbo(t, T) + €01 (t,T) + ....] (7.11)

ou T est la variable temporelle lente. Cette dissociation en variables lente et
rapide est issue de I’analyse de I’équation de dispersion obtenue en présence de
frottements (équation 7.56) ; en effet, puisque la dépendance des paramétres A
et h est en ¢, le taux de croissance de l'instabilité, noté w, posséde une partie
réelle dont la dépendance est également en € : autrement dit, 'instabilité évolue
sur une échelle de temps de Pordre de €' ; nous pouvons ainsi introduire une
variable lente T telle que T' = et. A la bifurcation, la partie imaginaire, quant
a elle, peut étre finie (cas de la bifurcation de Hopf, voir chapitre 5). C’est
pourquoi nous devons avoir, en principe, une échelle lente T et une échelle
rapide ¢. En suivant la méthode présentée au chapitre précédent (voir chapitre
6), nous pouvons écrire la différentielle
d 0 0

La suite consiste & reporter cette relation dans l’équation d’évolution non
linéaire du pendule en présence de frottement (équation 7.10), en y adjoignant
de plus 'expression des parameétres en fonction de € et la forme de la solution
0 recherchée (équation 7.11), afin de déduire les contributions successives en
puissance de €. A 'ordre zéro (i.e. en €°), nous obtenons I’équation suivante :

82
dont la solution est donnée par
Oy = A(T)e™ot 4 A*(T)e~ ™ot | (7.14)

oit A(T) est amplitude et A* son conjugué. A I'ordre 1 en €, nous obtenons
I’équation :

8290 800 2 w% 3

5i0T 2A r wiHO cos(wet) + 5 05 - (7.15)
3Cette forme résulte de la condition d’une contribution similaire en e issue des termes

linéaire (en 6) et non linéaire (en #3) issus du développement de la fonction sin(f); la con-

tribution linéaire est précédée de e, car le taux de croissance de l’instabilité est en e. L’in-

stabilité correspond & w = 0; au voisinage de I’instabilité w est petit et on peut négliger

w? devant w? dans ’équation de dispersion (équation 7.8). En comparant le terme w? au

terme (w2 — w2/4)% ~ €2, nous en déduisons que w ~ €. Au voisinage de I’instabilité et dans

L0 = -2

le régime linéaire, nous avons § = wh ~ ef. En comparant ce terme au terme cubique 63,
nous pouvons anticiper le développement de 6 en puissance de e (voir équation 7.11). Nous
pouvons vérifier a posteriori que ce choix est bien approprié.
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Utilisons le résultat suivant w. = 2w — 4wpeA + O(€?), et extrayons les ter-
mes résonants en ¢! du second membre de I’équation d’évolution développée
a lordre 1 en e (équation 7.15). Nous avons déja vu au chapitre 6 I"impor-
tance des termes résonants dans la détermination de la condition de solvabilité.
L’équation homogéne £0; = 0 a pour fonction propre e*°t. La présence de ce
terme au second membre de I'équation d’évolution (équation 7.15) (appelé aussi
terme séculaire ou résonant) impose une condition de solvabilité (voir chapitre 6
pour plus de détails). Cette condition consiste simplement & éliminer au second
membre de I’équation d’évolution (équation 7.15) les coefficients du terme e?ot.
Cette condition permet d’établir I’équation d’évolution de "amplitude A(T)

814 _ in 2 iUJOH ¥ —diwo AT

5T = AA 1 |A|*A + 1 A*e . (7.16)
En introduisant une variable B par * A = Be=?“0AT ¢quation d’amplitude
pour la variable B prend la forme autonome (i.e. dont les coefficients sont
indépendants du temps) suivante :

o5 _
oT

ol nous avons posé v = 2w, p = woH/4 et = —wo/4.

(—=A +iv)B +iB|B|*B + iuB* | (7.17)

7.4.1 Détermination de I’équation non linéaire
a partir des propriétés de symétrie

L’équation d’amplitude associée a Iinstabilité sous-harmonique (équation
7.17) aurait pu étre énoncée en considérant les symétries du probléme. En ef-
fet, 'équation d’évolution non linéaire du pendule en présence de frottement
(équation 7.10) est invariante vis-a-vis de l'opération de translation suivante :
t — t+27/w.. En considérant la solution obtenue 6y pour I'équation développée
al'ordre 0 en € (équation 7.14), cette opération de symétrie revient simplement
a effectuer dans la solution 6y exprimée en fonction de la variable B (nous rap-
pelons que A = Be~2@oAT) |a transformation B — —B. Cette transformation
d’invariance de I'amplitude B — —B, est la seule contrainte d’invariance a
imposer & ’équation d’amplitude recherchée. Il s’ensuit, qu’en plus des termes
usuels proportionnels & B, des termes conjugués du type B* sont ici également
autorisés.

Notons que lors de I’étude de I’'équation d’amplitude associée & une bifurca-
tion stationnaire ou de Hopf (voir chapitre 5), ’équation devait étre invariante
vis-a-vis de la transformation A — Ae’ o1 § est une phase arbitraire constante.
Cette contrainte n’autorisait pas la présence de A* dans I’équation finale.

L’équation d’amplitude associée a Iinstabilité sous-harmonique (équation
7.17) admet une solution triviale B = 0. Son analyse de stabilité linéaire (en

4Ceci revient a dire que nous nous placons dans le repére tournant & la pulsation we/2, &
la différence de la situation décrite par I'expression de g (voir équation 7.14), associée a une
pulsation égale a wo.
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Figure 7.3 — Dans le secteur au-dessus de la courbe, ’état B = 0 est instable. Les
lignes en pointillets se rapportent au cas sans frottement, tandis que la courbe continue
correspond au cas avec frottement.

cherchant une solution sous la forme B = X +iY), avec X, Y ~ e“ conduit a
la relation de dispersion suivante

W 200+ A% — 22 =0. (7.18)

La solution triviale est instable si w > 0, c’est-a-dire si

w>pe = VA2 +02. (7.19)

Le diagramme de stabilité obtenu dans le plan [(u,v] (voir figure 7.3) est
similaire aux résultats obtenus lors de I’étude des zones d’instabilités de la
résonance sous-harmonique (voir figures 7.1 et 7.7 ).

7.5 Instabilité non linéaire

L’équation d’amplitude associée a 'instabilité sous-harmonique (équation
7.17) posséde d’autres solutions non triviales (i.e. B # 0). Posons B = Re®,
nous obtenons pour les parties réelle et imaginaire

OtR = —AR+ pusin(20)R (7.20)

010 = v + BR* + pcos(20) . (7.21)

Ce systéme d’équations admet comme point fixe (outre Ry = 0) 6y et Ry
vérifiant A

sin(260) = m IBIRZ = —v £ /u2 — A2, (7.22)

avec i > A. Les branches de solution pour v > 0 et v < 0, tracées dans le
plan [(u,v] (voir figure 7.4), comportent une partie stable lorsque RZ > 0 (en
trait continu) et des parties instables (trait pointillé). Lorsque v < 0, la solution
Ry = 0 devient instable en u = p. = V2 + A2, et bifurque de maniére continue
vers la branche supérieure (branche située au-dessus de 1’axe des p, voir figure
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Figure 7.4 (a) Branches de solutions pour v > 0, et (b) le cas v < 0. Les traits épais
correspondent aux solutions stables. Les courbes en tirets représentent des branches
instables.

7.4) : il s’agit d’une bifurcation sur-critique. Lorsque v > 0, nous sommes en
présence d’une bifurcation sous-critique (ce type de bifurcation a été introduit
au chapitre 3) : la solution Ry = 0 peut transiter vers la branche supérieure
avant meéme que le seuil d’instabilité p = p. soit atteint. Le point v = 0 est
appelé un point tri-critique, en vertu du fait que la bifurcation est sous-critique
pour v — 0T (on approche la valeur zéro du coté positif) et est sur-critique
pour v — 07 . Le point tri-critique posséde une propriété particuliére ; en effet,
posons p = . + € et v = 0, nous voyons facilement que Ry ~ €'/ (i comparer
au résultat d'une bifurcation fourche ot Ry ~ ¢'/2).

Notons enfin que I’étude de stabilité des solutions peut étre menée en suivant,
la démarche traditionnelle usuelle, c’est-a-dire en posant 6 = 0y + 61(t) et
R = Ry + R, et en développant les deux équations d’amplitude correspondant
aux parties réelle et imaginaire de I’équation d’amplitude associée & I'instabilité
sous-harmonique (équations 7.21) & 'ordre un en R; et & l'ordre un en 6; et en
recherchant une solution de type ¢“t. Nous obtenons alors aisément I’équation
suivante

w? + 2RoAw + 48R3 (v + BR2) = 0. (7.23)

La solution est instable lorsque v — |5|R8 > 0, avec 0 < 0; cette branche de
solution se trouve en dessous du point tournant (voir figure 7.4).

7.6 Accrochage de la phase

La dynamique d’accrochage de la phase intervient également trés souvent
en science non linéaire. Préparons deux horloges a I'instant ¢ indiquant exacte-
ment la méme heure, et laissons-les tourner librement indépendamment 1’'une de
Pautre (i.e. sans couplage). En situation réelle, les horloges n’ont jamais exacte-
ment la méme fréquence ; I'existence d’une différence inévitable de fréquence,
méme infime, engendre au bout d’un temps suffisamment long un décalage de
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I’heure indiquée sur chacune des horloges. Mais, en couplant les deux horloges
(plus généralement, deux oscillateurs), méme faiblement, un phénomeéne d’ac-
crochage peut se déclencher pour aboutir & une synchronisation (i.e. les deux
oscillateurs oscillent & la méme fréquence). Nous allons illustrer ce phénoméne
sur loscillateur de van der Pol (décrivant un oscillateur dissipatif soumis a
un amortissement non linéaire) forcé par une tension extérieure de pulsation
we. Dans le chapitre décrivant l'oscillateur van der Pol (voir paragraphe 5.1
du chapitre 5), nous avions étudié un circuit RLC doté d’une diode tunnel.
I’équation d’évolution du courant I développée au troisiéme ordre est obtenue
a partir de ’équation d’évolution de l'oscillateur van der Pol développée a I’or-
dre 3 (équation 5.6) et complétée par un terme de forcage au second membre

I — (2ue — I*)I + w3l = Fcos(wet) , (7.24)

ot nous avons remplacé le coefficient de friction (égal a € dans I’équation d’évo-
lution de loscillateur de van der Pol initiale, équation 5.6) par 2ue. Cette
différence de notation est adoptée dans le but d’aider la comparaison entre ce
probléme et I'oscillateur paramétrique.

Au voisinage de ¢ ~ 0, la dynamique est lente (amortissement critique
introduit au chapitre 2) ; amplitude se comporte comme une exponentielle de
type e“t, multipliée par une partie oscillante dans le temps (i.e. en sin(t)). Nous
distinguerons la variable lente T' = € de la variable rapide t, et nous suivons la
méme démarche adoptée précédemment pour 'oscillateur paramétrique dans
ce chapitre afin d’extraire I’équation d’amplitude. Nous poserons ensuite® I =
IO + 6[1 —|—

7.6.1 Forcgage non résonant

Considérons d’abord le cas non résonant, dit encore le cas sans accrochage
(w # wp). A partir de I'équation d’évolution de I'oscillateur van der Pol forcé
(6quation 7.24), nous obtenons simplement & 1’ordre zéro (i.e. en €”) I’équation
suivante :

LIy = [% + willy = F cos(wet) (7.25)

dont la solution est donnée par

IO = A(T)euuot + C.C. + m cos(wet) . (726)
A Tordre € on obtient
oIy 0%1,
I =0Qu—I3)=—> -2 . 2

5Notons la difféerence avec 1'oscillateur de van der Pol traitée au chapitre 6, le développe-
ment de I en puissance de e commence avec Iy et non I;. Ceci est di au fait qu’ici, il existe
une solution forcée d’ordre zéro, F cos(wet), tandis que dans le cas de I’oscillateur de van der
Pol, la solution & 'ordre le plus bas est I = 0; ceci entraine également que le terme suivant
est en e.
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|Al libre forcé

Figure 7.5 — Branches de solutions en I’absence et en présence de forgage.

En utilisant la solution d’ordre zéro et en annulant le facteur devant le terme
séculaire en e’ nous obtenons la condition de solubilité, qui n’est autre que
I’équation d’amplitude recherchée

0A 1
— =(A— _|APA 2
on = €A S1APA, (7.28)
ol nous avons posé
F2
E=p— (7.29)

Aw? —wil?
Nous obtenons formellement une équation identique a celle de Ioscillateur van
der Pol en l'absence de forgage (voir équation 6.18), avec v = 0 et u = 1);
seul le seuil de l'instabilité est déplacé par le forgage. Ainsi, a cet ordre, le seul
effet du forgage est de retarder l'instabilité (voir figure 7.5). Autrement dit,
le forcage a tendance & stabiliser le systéme. Ainsi, leffet d’une perturbation
peut éventuellement avoir pour effet de stabiliser une solution instable. C’est le
cas du pendule libre inversé; la position de la masse dans sa position verticale
pointant, vers le haut est instable. Au contraire, si le pendule est soumis & une
perturbation, cette position peut devenir stable. Une expérience courante est
celle d’un baton posé verticalement au centre de notre main; au repos, cette
position est instable. Notre expérience montre que le baton peut étre stabilisé
en faisant vibrer adéquatement la main (pour une étude récente de la stabilité
du pendule inversé voir la référence [71]).

7.6.2 Forcgage résonant

Nous allons considérer maintenant le cas du for¢age résonant. Pour simplifier
I’analyse, supposons que le forcage est d’ordre € et posons f = €F', avec F' un
facteur d’ordre unité. Ce choix implique que la solution Iy (équation 7.26)) ne
contient pas le terme en F', ce qui facilite I'expression analytique sans affecter,
pour autant, la conclusion générale. Pour exprimer explicitement que le forcage
est résonant, développons la pulsation extérieure a l'ordre 1 en €, soit w, =
wo + ew1, avec wy d’ordre un. A Pordre dominant, nous obtenons & partir de
Péquation d’évolution de l'oscillateur van der Pol forcé (équation 7.24) :
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Iy = A(T)e™" + c.c. (7.30)

A P’ordre suivant, la condition d’annulation du facteur en e*°! permet d’établir
I’équation d’amplitude :
0A iF
A—fA 24— 2 gienT 7.31
T = |A] T (7.31)
A P’aide du changement de variable suivant : A = Be™'”' nous obtenons ’équa-
tion d’amplitude de loscillateur van der Pol forcé pour B :

0B . 1 iF
Reéécrivons la solution de 'oscillateur van der Pol forcé obtenue & 'ordre dom-
inant (équation 7.30) en fonction de la variable B, pour obtenir

Iy = B(T)el@otewt 4 cc = B(T)e!@)! 4 cc. (7.33)

Cette réécriture de la solution de 'oscillateur van der Pol forcé revient & étudier
la solution dans le repére tournant a la fréquence de I'excitation w,., alors que
Pécriture antérieure en fonction de la variable A (équation 7.30) exprime la
solution dans le repére tournant a la fréquence propre.

7.6.3 Forme de ’équation et symétrie

L’équation d’évolution de l'oscillateur van der Pol forcé (équation 7.24) est
invariante vis-a-vis de la transformation ¢t — t+27n/w.. Par conséquent, ’équa-
tion finale doit conserver cette invariance. A I'ordre dominant, nous avons vu
que la solution est du type : Iy = Be™<! + c.c. (équation 7.33). Or, la trans-
formation t — t + 27n/w, n’affecte pas le coefficient de B dont la dépendance
est en e™<!. Autrement dit, cette transformation sur le temps est associée a
I’opération Identité sur la variable B : B — B} il n’y a donc pas de contrainte
de symétrie quant a 1’équation d’évolution exprimée en fonction de B. Nous
pouvons donc nous permettre, par exemple, d’introduire un terme en B2. Or ce
terme peut étre éliminé & 'aide d’un changement de variable du type B — B+c,
oll ¢ est une constante a choisir de telle sorte que B? disparaisse de I’équation.
Mais a cette opération il y a un prix : ’équation d’amplitude contient un terme
constant (au meéme titre que le terme —iF/4wy dans ’équation 7.32). Nous
élaborons davantage ces considérations dans le paragraphe qui suit.

7.6.4 Accrochage d’ordre supérieur : équation générale
obtenue par les symétries

Supposons que loscillateur de van der Pol soit excité par une force de la

forme F cos(nwot/p), avec n et p entiers. En reprenant pas & pas les mémes
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étapes de calcul adoptées précédemment, nous obtenons une solution de type :
Iy = B(T)e™<t/™ 4 c.c. (7.34)

L’invariance de ’équation de départ vis-a-vis de la transformation t — t+27/w,
impose que l’équation d’amplitude exprimée en fonction de B doit étre in-
variante vis-a-vis de la transformation B — Be*<t/™ 4 ¢.c. Nous pouvons
vérifier que les termes suivants dB/dT, B,|B|?B se transforment tous de la
méme maniére, soit : (dB/dT, B, |B|?B) — (dB/dT, B, |B|?>B)e*?™/". L’invari-
ance de I’équation autorise également des termes de la forme B*"~!. En effet,
l'opération B — Be™@t/™ 4 c.c. entraine la transformation suivante B*"~!
en B*nle2ipme2ipn/n — prn=lo2ipn/n west_a-dire identique a celle des termes
(dB/dT, B,|B|*B). Ainsi, la forme générale de I'équation que doit vérifier B
est la suivante :

B = (u+iv)B — B|B|*B — aB*" (7.35)

dr
ot nous avons choisi # > 0 (comme dans le cas de Voscillateur van der Pol)
et réelS. o, relié au forgage, est choisi réel” également. Le cas de figure discuté
dans le paragraphe précédent correspond & n = 1.

Le paramétre v mesure le déplacement autour de la fréquence de résonance
(au méme titre que wy dans le cas n = 1). Nous allons nous limiter ici au cas
n = 2 par souci de simplicité, et nous posons 5 = 1.

Les parties réelle et imaginaire de I’équation d’amplitude générale en B
obtenue pour l'oscillateur de van der Pol excité par une force ayant la forme
F cos(nwot/p) (équation 7.35) donnent :

O:R = uR — R® — aRcos(20) ,
010 = v + asin(20) . (7.36)

Nous avons éliminé de ’équation associée a la phase la solution triviale R = 0
(car, dans ce cas, ’équation de la phase est automatiquement satisfaite quelle
que soit la phase!). Il existe un autre point fixe, noté 6y, donné par la relation :
sin(20y) = —v/a. Cette solution n’existe que pour |v/a| < 1. Les deux points
fixes peuvent également s’écrire comme

200 = — arcsin (K) , 209 = w + arcsin (K) . (7.37)
Q@ Q@
L’étude de la stabilité linéaire de ces points fixes ne présente aucune difficulté

(I’équation de la phase ne contient pas R), et nous obtenons que la premiére
branche est instable et la seconde est stable.

6Le fait que 3 soit réel n’est pas un résultat général, mais cette contrainte a été adoptée
ici par souci de simplicité.

"Dans ’équation d’évolution 7.32, le terme de forcage est imaginaire pur, il suffit de
changer 'origine du temps pour obtenir un forgage en sin au lieu d’un forgage en cos, et ainsi
de passer d’un cas a 'autre.
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Il reste & examiner la stabilité de la solution R = 0. L’équation de R(t) du
systéme (équation 7.40) linéarisée autour du point fixe R = 0 conduit a :

R1 = [,u — OLCOS(QG())]Rl (738)

dont la solution est donnée par Ry ~ e“! avec w = pu — acos(20p) = p +
Va2 — 12, La solution n’est stable que si les deux valeurs propres sont négatives.
La condition nécessaire pour que la valeur propre u + v a2 — v2 soit négative
impose u < 0. Pour assurer que w < 0, il faut imposer en outre que pu <
—va? — 2. Ces contraintes délimitent les domaines de stabilité; pour w = 0
(partie imaginaire nulle), la bifurcation est stationnaire; en dega de la courbe
parabolique tracée dans le plan (v, ) (voir figure 7.6), la solution est stable.
L’état R = 0 en dessous de la parabole est dit état forcé. En effet, si R = 0 (donc
A = B = 0), la solution de 1’équation d’évolution de 'oscillateur de van der
Pol forcé a Pordre zéro (équation 7.26) montre que l'oscillateur est simplement
forcé a la fréquence de la force externe w,.

Lorsque R # 0, l’état est dit « accroché » : l'oscillateur (dont la fréquence
propre est légérement décalée par rapport a la pulsation propre wp, a l'instar
de Poscillateur de van der Pol non forcé) s’accroche a la fréquence wep/n de
Pexcitation (ici, nous nous restreignons au cas n = 2). La différence de phase
entre ’excitation et celle de 'oscillateur est « verrouillée » & la valeur 6.

La recherche du point fixe pour R # 0 conduit &

R2=pu++vVa2—v?, (7.39)

avec i+ vVa? —v2 > 0. Autrement dit, cette solution existe au-dessus de la
parabole tracée dans le plan (v, 1) (voir figure 7.6) ; grace a une étude linéaire,
nous pouvons établir que cette solution (adjointe a la phase fy = m+-arcsin(%))
est stable.

Les parties réelle et imaginaire de ’équation d’amplitude générale en B
obtenue pour oscillateur de van der Pol excité par une force de type F cos(nwot/p)
(équation 7.35) donnent :

O:R = pR — R® — aRcos(20) ,
00 = v + asin(20) . (7.40)

Dans le cas ou |v/a| > 1, la variable 6, solution de I’équation d’amplitude
générale de l'oscillateur de van der Pol forcé (équation7.40), devient une fonc-
tion oscillante dans le temps (cas de figure analogue au mouvement de bascule
(tumbling) du pendule (voir paragraphe 3.4.6) ; comme R est couplé & 6, R os-
cille également dans le temps. Lorsque |v/a| < 1, une transition® survient qui
marque I’évolution de I’état « accroché » vers un état quasipériodique ; le terme
« quasi » se référe au fait que la fréquence de 'oscillateur est, intrinséquement

811 s’agit d’une bifurcation col-nceud.
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Figure 7.6  Diagramme des solutions possibles, QP : quasi périodique, AC : état
accroché, et F : état forcé

sans rapport simple (rationnel) avec celle de I’excitation (voir figure 7.6, pour
la représentation des solutions et des frontiéres des bifurcations).

Notons enfin que la dynamique quasi périodique, ainsi que la bifurcation
sous-harmonique, constituent deux des trois scénarios possibles de transition
vers le chaos (voir chapitre 8 dédié a I’étude du chaos).

7.7 Problémes

7.8 Probléme : instabilités des harmoniques supérieures .
et effet du frottement

Etudier les instabilités associées aux harmoniques wo = we et wo = 2we, et
comparer 'amplitude minimale requise pour induire ces instabilités avec 'amplitude
nécessaire au déclenchement de l'instabilité sous-harmonique.

Solution : Afin de simplifier le calcul, nous allons adopter une méthode alterna-
tive a l'analyse des instabilités que nous allons appliquer tout d’abord a l'instabil-
ité sous-harmonique pour vérifier 'identité des conclusions. Les deux méthodes sont
équivalentes tant que l'analyse est restreinte au voisinage du point d’instabilité.

Plagons-nous donc au voisinage de 'instabilité sous-harmonique, en posant

we =2wo + €, (7.41)

oil € est un petit parameétre. L’équation d’évolution paramétrique (équation 7.2) s’écrit
alors

0 + wg[l + hcos(2wo + €)t]d =0 . (7.42)

Cherchons ensuite une solution de la forme

0(t) = ao cos(wo + %)t + by sin(wo + %)t , (7.43)
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oll ap et by sont, en toute généralité, deux fonctions du temps, telles que ag, by ~ e*
(équation 7.5). Or, la bifurcation est définie par w = 0 (w est un nombre réel a la
bifurcation). Si nous souhaitons juste déterminer la courbe neutre séparant la région
stable de la région instable (3 Iinstar de la figure 7.1), il suffit de poser d’emblée
w = 0 (Palgébre se trouve ainsi grandement simplifiée). Ceci équivaut a considérer ag
et bp comme des constantes. Reportons la solution obtenue pour 6(¢) (équation 7.43)
dans I'équation d’évolution obtenue au voisinage de la bifurcation (équation 7.42)
pour obtenir

é hwia €
[—ao(ewo + Z) + ; 0} cos(wo + i)t
€ hwdbo €
+ {—bo(ewo + Z) — ] sin(wo + 5)1& =0. (7.44)

Aprés annulation des coefficients des fonctions sinusoidales, nous obtenons la relation
suivante

€= i%hwo . (7.45)

Le domaine d’instabilité est donné par
1
lel < ihwo . (7.46)

ol nous avons conservé le terme dominant en e. Notons aussi que, comme h est
supposé petit, les termes en he sont d'un ordre supérieur. Le résultat obtenu ci-avant
(équation 7.46) est analogue a celui qui a été obtenu dans l’analyse précédente de
Pinstabilité sous-harmonique (équation 7.9) dans lequel, en gardant le terme dominant
en €, nous posons w. = 2w + €. D’ailleurs, le résultat antérieur (équation 7.9) n’a de
sens qu’au voisinage de wo, et il est, par conséquent, plus judicieux de se limiter & un
développement au plus bas ordre en we — 2wo = €.

Effet des harmoniques supérieures sur la résonance sous-harmonique

L’étude des harmoniques d’ordre supérieur requiert un développement de ’équa-
tion d’évolution au voisinage de la bifurcation aux ordres suivants. Le produit h cos(2wo+
€)t et ap cos(wo+€/2)t donne lieu & des termes en cos 3(wo +€/2)t qui ont été négligés.
Par souci de cohérence, leur prise en compte nous impose également de chercher une
solution de la forme

0(t) = ao cos(wo + %)t + bo sin(wo + %)t + a cos 3(wo + %)t
+by sin 3(wo + %)t . (7.47)
L’équation d’évolution devient, en présence des harmoniques d’ordre trois :
2 2 2
€ hwga hwga
e ) P e

r 2 2 2
hwib hwib
+ —bo(ewo+€z)— w; . wg -

€
} cos(wo + Q)t +

] sin(wo + %)t +

- 2
+ hw;ao — SwSal] cos 3(wo + %)t +
[ hedb
T 8w§b1} sin 3(wo + %)t =0 (7.48)
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L’annulation de chacun des quatre coefficients conduit aux résultats recherchés : les
deux derniers termes définissent les constantes ay et b1 tels que a1 = hao/16, by =
hbo /16, et les deux premiers termes induisent la relation suivante woedhwd /2+¢* /4 —
h2w8/32 = 0. A Pordre h?, les nouvelles limites d’instabilité sont données par

hz(.U()

32
Comparée a la condition d’instabilité sous-harmonique (équation 7.46), la prise en
compte de la troisiéme harmonique dans I’étude de la résonance sous-harmonique ne
fait que changer le seuil de la bifurcation d’un terme de Pordre de k2, donc produisant
un effet sous-dominant par rapport aux termes de 'ordre de h.

€= i%hwo — (7.49)

Résonance harmonique
étudions a présent la résonance de I’harmonique principale, qui se manifeste
lorsque la fréquence extérieure est égale a la fréquence propre de l'oscillateur : we = wo,

et plagons-nous & proximité de cette résonance en posant
We =wo + € (7.50)

ot € est un petit parameétre. L’équation d’évolution paramétrique (équation 7.2) prend
alors la forme

0+ wi [l + hcos(wo+ €)t]0 =0 . (7.51)

Cherchons une solution de la forme
ao cos(wo + €)t + bo sin(wo + €)t + a1 cos 2(wo + €)t + by sin 2(wo + €)t +c1, (7.52)

oll ag, a1, bo, b1, c1 sont des constantes & déterminer. A la différence de la résonance
sous-harmonique o1 € est de 'ordre de h (équation 7.46), on va voir qu'au seuil de
I'instabilité € est maintenant de Pordre de h? (e ~ h?) ; nous devons donc prendre I’har-
monique suivante (i.e. 2w, = wp) en considération, afin de préserver la cohérence du
développement. Enfin, nous avons introduit un terme d’harmonique « zéro », puisque
le produit de la fonction hcos(wo + €)t avec ag cos(wo + €)t donne lieu, outre I’har-
monique deux, & une constante’ notée ici ¢;. Reportons la forme de solution recher-
chée (équation 7.52) dans ’équation d’évolution paramétrique développée ci-avant
(équation 7.51) pour obtenir

hwdb

2
{—2(10&10 + % + hwgcl] cos(wo + €)t + {—Qboewo + 1} sin(wo + €)t

2

wiaoh hwibo

+ [—3a1w§ + } cos2(wo + €)t + {—3b1wg + } sin 2(wo + €)t

+ {clwg + gwgao] =0 (7.53)

dont la solution détermine (en annulant les termes entre crochets dans I’équation 7.53)

les relations entre les différentes constantes : a1 = hao/6, b1 = hbo/6, c1 = —hao/2,

et les deux limites inférieure et supérieure de la zone d’instabilité sont données par
o 5h2w0 o hzu}()

CT Ty YTy

9Notons en effet que cos?(z) = [1 + cos(2z)]/2.

(7.54)
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La comparaison de ces domaines d’instabilité avec celui de l'instabilité sous-harmonique
(équation 7.46) nous indique bien que la zone d’instabilité de la résonance har-
monique est plus étroite (dépendance en h?) par rapport a celle de la résonance
sous-harmonique (dépendance en h).

Effet du frottement
Le frottement est pris en compte en ajoutant un terme 20 a I’équation d’évolution
(équation 7.2), ol A est un coefficient de frottement. Nous obtenons ’équation suivante

0+ 200 + w1 + hcos(wet)]0 =0 . (7.55)

Le théoréme de Floquet-Bloch reste applicable, et en suivant un calcul analogue & celui
mené dans le paragraphe précédent, nous obtenons la condition de déterminant nul
nécessaire qui permet d’établir la nouvelle équation de dispersion, naturellement plus
compliquée que la relation de dispersion obtenue pour l'instabilité sous-harmonique
(équation 7.8), soit :

2
wh + A0 + [% + 4N + 200 |w? 4 (W2 + 4w A\ |w

2 2
2 %P—%ﬁ+ﬁd:0. (7.56)

Pour établir ce résultat, il suffit de remarquer que dans le cas de la résonance
sous-harmonique, et en se limitant aux ordres dominants, la premiére équation du
systéme d’évolution (équation 7.44) acquiert un terme supplémentaire 2 \wobo, tandis
que la seconde équation du systéme est dotée du terme —2Awobg. L’annulation du
déterminant du systéme, pour éviter la solution triviale ap = by = 0, conduit &
léquation de dispersion recherchée (équation 7.56). La limite de stabilité est obtenue
en posant w = 0 dans I’équation de dispersion 7.56. Nous obtenons alors la relation :

h
e:i(%w—u% (7.57)
I’amplitude minimale de I'instabilité sous-harmonique du systéme avec frottement est
ainsi donnée par
4A

(7.58)
wo

Rmin =

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que 'instabilité sous-harmonique a
le seuil le plus bas comparativement & l'instabilité d’harmonique principale. Détermi-
nons, tout d’abord, le seuil de la résonance de I’harmonique principale avec frottement
en reprenant, pour la variable 6, Pexpression adoptée lors de ’étude de la résonance
harmonique sans frottement (équation 7.52). L’effet du frottement modifie le systéme
d’évolution (équation 7.53) en incluant de nouvelles contributions 2Awobo, —2Awoao,
4 wobo, 2 woap modulant les coefficients placés devant les fonctions sinus et cosinus.
I’annulation de ces coefficients détermine alors ’expression des constantes ao, bo, a1
et b1 ; la valeur de la constante c¢; est identique a celle obtenue précédemment (i.e.
Ccl = —ha0/2).

La condition de compatibilité détermine les zones d’instabilité. Afin de simplifier
la présentation des résultats, effectuons un développement limité au plus bas ordre
en h et A (en négligeant également les termes en h2\? devant h*w?). Les deux bornes
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Figure 7.7 Le secteur hachuré représente le domaine de l'instabilité paramétrique en
présence de frottement. On reporte ici également les domaines obtenus sans frottement
(les domaines coniques de la figure 7.8). On montre sur cette figure qualitative le
domaine qui correspond a la sous harmonique, et aux deux harmoniques wp = w, et
wo = 2&)6.

supérieure et inférieure en €(h) de la zone d’instabilité harmonique avec frottement
sont données par

_ h'wd — 960 _ —5h%wh + 96)2

_ wo —96AT 7.59
o UMh2wy € 24h2wo (7.59)

Les deux branches se croisent pour la valeur minimale h,,;, du seuil d’instabilité h
donnée par

Boin = 227123 (7.60)
wo
Ainsi Pamplitude minimale requise pour atteindre la résonance harmonique, h.,;,, est
en \'/2 (X est supposé petit); elle est donc supérieure a amplitude hmin obtenue
pour instabilité sous-harmpnique (équation 7.58)).

Ainsi, par rapport a ’harmonique principale, la résonance sous-harmonique re-
quiert une plus faible amplitude de perturbation. De maniére générale, 'amplitude
minimale requise pour atteindre la résonance d’ordre m (i.e. 2wy = Mmwe, avec m
entier) se comporte comme AY™. Tracées dans le plan [(wo/we), h], les zones d’insta-
bilité correspondant aux différentes harmoniques sont appelées les langues d’Arnold
(voir les domaines hachurés sur la figure 7.7).



Chapitre 8

Introduction au chaos

8.1 Un exemple typique

Nous souhaitons & présent envisager une question apparemment simple mais
riche d’enseignements. Considérons une population animale vivant sur un ter-
ritoire isolé, par exemple la population de lapins d’une ile sauvage dotée de
certaines ressources naturelles. Quelle est 1’évolution de la taille de cette pop-
ulation au cours du temps?

Dans ce paragraphe, pour répondre a cette question, nous allons tenter une
approche pas & pas pour comprendre la mathématisation du probléme. Soit y,
la taille de la population relevée a I'année n. A priori, il est naturel de penser
que plus la taille initiale est grande, plus conséquente sera la taille relevée
ultérieurement. La maniére la plus simple de rendre compte d’une telle régle
d’évolution est de tenter la loi de proportionnalité, & savoir, la taille & I’année
n + 1 est proportionnelle & celle de 'année n ; soit, la loi notée y,+1 = kyn,
ou k est un coefficient de proportionnalité supérieur a l'unité, dont la valeur
dépend de nombreux facteurs, notamment de la quantité de ressources.

Cette loi de proportionnalité implique que la taille de la population devrait
croitre indéfiniment, et méme exponentiellement, au cours des années. Or, étant
donné que les ressources ainsi que 'espace accessible & la population sont lim-
ités, la population atteint en fin de compte une taille maximale qui optimise
I’ensemble des conditions auxquelles la population est soumise ; cette taille cri-
tique gy, correspond & un équilibre naturel en quelque sorte de la population,
au-dela de laquelle cette derniére subira inéluctablement un déclin. Mais ce
déclin n’est pas inéluctable indéfiniment : en decd de cette valeur critique, la
taille de la population peut recommencer & croitre et la plus simple expres-
sion mathématique de ce phénomeéne de régulation s’exprime comme le modéle
suivant, :

Yn+1 = kyn(yc - yn) . (81)
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Cette équation est dite logistique. Pour une valeur de la population en deca
de la valeur critique, la taille de la population, y, 41, est une fonction croissante
de la taille y,,. Au-dela de la valeur critique, le nombre d’individus décroit. La
courbe associée a I’équation logistique ci-dessus (équation 8.1) représente une
parabole dont le maximum est atteint pour y, = y./2, avant de décroitre.

Malgré la simplicité déconcertante de ’équation logistique (équation 8.1),
elle recouvre cependant une richesse surprenante de comportements, qui in-
trigue celui ou celle qui découvre pour la premiére fois ce type d’équations.

Tout d’abord il est d’'usage d’effectuer le changement de variable suivant :

k=4a, xn="9Yn/Ye, (8.2)

ou a est un nombre réel positif. Avec ces nouvelles variables, ’équation logis-
tique (équation 8.1) adopte 'expression suivante :

Tpy1 = dax, (1 — ) . (8.3)

Pour éviter des nombres négatifs, n’ayant aucun sens dans notre probléme de
population, nous restreignons l'intervalle de valeurs associé & la variable x,, a
lintervalle [0, 1], ce qui signifie en derniére instance que y, appartient a I'in-
tervalle [0, y.]; autrement dit, le nombre d’individus composant la population
varie entre 0 (disparition de la population) et la taille maximale y. que la

population peut atteindre en fonction des contraintes du milieu.

8.2 Ou l'avenir d’une population dépend d’un
seul individu!

Cette section est consacrée a 1’étude spécifique de 1’évolution d’une popula-
tion au cours du temps. En tout premier lieu, il est raisonnable de considérer
les facteurs significatifs jouant de fagon élémentaire sur ’évolution de la taille
de la population. La reproduction en constitue un élément essentiel ; le temps
de gestation pour les lapins étant de 30 jours, le temps caractéristique d’étude
de I’évolution de la population est donc de I'ordre du mois. Notons zy le nom-
bre d’individus composant la population aux termes de N mois; compte-tenu
de 'expression de l'équation logistique associée a I’évolution de la taille de la
population (équation 8.3), pour obtenir la taille de la population au bout de
chaque mois, nous devons donc effectuer les itérations suivantes :
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1 = 4azo(l — x0)
To =dazy(1 — x1)
T+l = 4az, (1 — z,)
TN =dazxn_1(1 —zn_1).

(8.4)

Rappelons que pour obtenir la taille réelle de la population, il nous faut
multiplier la variable x,, par le nombre x. (voir équation 8.2).

Illustrons notre itération par un exemple. Fixons la variable critique & un
million (i.e. . = 10°) et adoptons une population initiale de taille zop = 0,3
(soit une taille réelle de 300 000 individus, aprés multiplication par z.) et
proposons-nous de calculer la taille de la population au bout de N = 400 mois.
Notre but principal est d’étudier l'effet du paramétre de controle a sur les
résultats. Il suffit pour ce faire de programmer ces opérations d’itérations sur
un petit calculateur, pour deux valeurs différentes du parameétre de controle a,
afin d’étudier, pour chacune de ces deux valeurs, la taille de la population au
bout de 400 mois en fonction de la taille initiale.

(i) Etude de la taille de la population pour une valeur du paramétre de controle
telle que a : a = 0,4;

Le calcul indique qu’au terme de N = 400 mois, nous obtenons une popu-
lation de taille égale & 374 999 individus environ.

Voyons ce qu’il advient de la population au bout de 400 mois, pour une
valeur de la population initiale légérement différente, soit x(, = 0,300 001 ; ce
qui correspond & un nombre d’individus égal a yo = 300 001, soit un individu de
plus que la valeur adoptée précédemment. Etant donné I’infime modification de
la population initiale (différence relative de 1/100 000), nous pourrions penser
que la différence de tailles obtenues au terme des 400 mois soit peu significative.
Et le calcul nous montre en effet que la taille est sensiblement identique, soit,
374 999 individus.

Si cette conclusion quantitative est conforme au bon sens commun pour la
valeur de a choisie ci-dessus, il en va tout autrement pour d’autres valeurs de
a. La variation du paramétre de controle a introduit une grande complexité.
(ii) Etude de la taille de la population pour une valeur du paramétre de controle
telle que : a = 0,91

Au terme de 400 mois, la taille de la population obtenue pour une popula-
tion initiale de de xg = 0, 3, soit en termes de la variable y, 300 000 individus,
est égale 4 317 587,6 mais pour une population initiale légérement différente a
laquelle nous ajoutons seulement un lapin, soit z(, = 0,300 001, nous obtenons
une taille de population trés différente, d’une valeur plus que doublée, soit une
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population composée de 659 491, 8 lapins. Prenons maintenant une popula-
tion dont la taille initiale comporte un lapin de moins, soit zj = 0,29999, soit
une population réelle de 299 999 lapins, nous obtenons alors une taille finale de
391 878, 3 lapins.

A partir de cet exemple, nous constatons la disparité étonnante des résultats
sur la taille de la population, malgré des variations extrémement faibles, de I’or-
dre de un cent-milliéme (1/100 000) de la population initiale. Nous découvrons
un résultat inhabituel pour le sens commun usuel : méme si 'expression math-
ématique banale 4ax(1 — z) est bien controlée, dans le sens ou elle ne comporte
aucun caractére aléatoire, le résultat final est trés sensible & une modification
insignifiante de la taille initiale de la population.

Cette loi de calcul correspond par ailleurs & une loi d’évolution de plusieurs
systémes physiques pour lesquels nous pouvons prouver avec certitude la loi
d’évolution & la différence de la dynamique de populations qui repose sur
plusieurs hypothéses plus au moins justifiées , oll n est une variable tem-
porelle. Ainsi, une incertitude, aussi infime soit-elle, portant sur les conditions
initiales du systéme, incertitudes inévitables dans les systémes réels, nous rend
inapte & déterminer précisément 1’état du systéme dans le temps; autrement,
dit, d’infimes erreurs initiales sur les variables initiales engendrent des incerti-
tudes immenses sur les variables calculées & terme, mettant & mal la notion de
prédictibilité, malgré la connaissance avec un grand degré de précision, et méme
une précision absolue dans ’exemple cité ci-dessus, de I’équation d’évolution.

La loi que nous étudions dans ce chapitre, parfaitement déterministe a la
différence d’une théorie intrinséquement probabiliste, introduit ainsi un carac-
tére de franche imprédictibilité da & la trés grande sensibilité aux conditions
initiales : il suffit d’une erreur infiniment petite sur la condition initiale pour
bouleverser le résultat final. Notons qu’en pratique, il nous est impossible dans
tout type d’expérimentation, qu’elle soit de nature mécanique, physique, chim-
ique, biologique et méme numérique (i.e. calcul sur ordinateur), de connaitre
avec une précision infinie les conditions initiales d’un systéme ; par conséquent,
cette infime ignorance de I’état initial nous condamne & l'incapacité de prédire
I’avenir. Nous touchons 14 un domaine des sciences modernes qui a bouleversé
les concepts acquis; & la différence de la mécanique traditionnelle, ot I'igno-
rance des conditions initiales avec une précision infinie n’est pas préjudiciable
au calcul de I’évolution du systéme, nous abordons un monde chaotique da aux
dynamiques trés sensibles auz conditions initiales.

8.2.1 D’un point fixe simple au chaos

Dans une premiére approche, pour cerner au mieux le comportement des
solutions issues de la loi, dite équation logistique, de type 4ax(1 — ), procé-
dons a une étude qualitative, fondée sur I’observation du phénoméne et faisons
varier progressivement le paramétre a. Partant d’une condition initiale xg,
nous obtenons le nombre z,, aprés n itérations; collectons la série de couples
(0,21), (1,22), (2,23), (N, @pt1)...(N,xN+1) et représentons la variable 2,11 en
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fonction de n pour différentes valeur de a (voir figure 8.1). Pour une valeur
du parameétre a assez petite (i.e. a < 3/4, voir ci-aprés), nous constatons que,
quelle que soit la valeur initiale x(, la solution converge toujours vers le méme
état final aprés N itérations (d’ailleurs quelques itérations suffisent pour la
convergence vers ’état final avec une précisions de moins de 1% ; typiquement
100 itérations conduisent & une précision de moins de 10~%). Au fur et & mesure
que la valeur de a augmente, nous observons une oscillation, de période égale
A l'unité, puis une oscillation de période 2, puis 4, etc. Au-dela d’une valeur
seuil de a (voir ci-dessous), nous obtenons un signal irrégulier, ot aucune des
solutions obtenues au cours des itérations ne semble se répéter ; nous pouvons
dire que la périodicité est devenue infinie (c’est-a-dire que le signal ne peut
retrouver la méme valeur au bout d’un nombre fini, mais arbitrairement grand,
d’itérations). Par ailleurs, en répétant la méme opération avec une condition
initiale zy trés légérement différente, la série des nombres x,, tout aussi ir-
réguliére, diverge rapidement de la série obtenue précédemment. Ces signaux
irréguliers sont dits chaotiques, et sont le résultat d’une grande sensibilité aux
conditions initiales.

8.3 Origine et signification de 'application
f(x) = 4ax(1l — x)

L’application f(x) = 4ax(1 — x), toute fascinante qu’elle soit sur un plan
purement mathématique, n’est pas qu’un simple jeu d’esprit, mais elle représente
aussi la dynamique de certains systémes réels.

Nous avons vu aux chapitres précédents que de nombreux phénomeénes de
la nature sont décrits par des modéles non linéaires représentés par un systéme
d’équations différentielles non linéaires, tel le modéle de Rossler du nom du
biochimiste allemand Otto E. Rdssler (1940- ) qui I’a proposé en 1976 (voir
référence [9]); il constitue maintenant un modéle prototype de phénomeénes
chaotiques continus dans le temps. Congu originellement sur une base formelle,
le modéle de Réssler a de nombreux points communs avec le modéle de Lorenz
inspiré par la physique ; ce dernier a, en effet, été introduit en 1963 par le math-
ématicien et météorologue ameéricain Edward Norton Lorenz (1917-2008) pour
décrire le mouvement simplifié des rouleaux de convection de I’atmosphére?!.

Le modéle de Rossler est décrit par un systéme d’équations différentielles
non linéaires & trois variables, soit trois degrés de liberté : X (¢), Y (¢) et Z(¢) :

X = -Y-z
Y = X+af
Z = B+XZ-~Z (8.5)

 !Le systéme d’équations associé a lattracteur de Lorenz s’écrit comme X = a(Y — X),
Y=-XZ+pBX—-Y,et Z=XY —~Z ou X est reliée a la vitesse de "atmosphére, et Y et
Z & la température (voir référence [9]) et «, 8 et v sont des paramétres de controle.
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Figure 8.1 Les différentes solutions z,41 (en partant d’'une condition initiale z)
en fonction de n. Au fur et & mesure que a augmente, on passe d’un régime de point
fixe (a = 0,4), a une oscillation de période unité, puis période double, etc. (ici on ne
montre pas les périodes 4, 8 etc.). Pour a = 1, le signal est chaotique. Pour plus de
détails sur les choix de a (et donc du type de régime), voir paragraphe 8.12.1.
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Figure 8.2 A gauche, on montre X (¢) en fonction de ¢, solution de I'Eq.(8.5). Le
comportement s’apparente a un régime chaotique. A droite, on explique le principe
qui consiste & relever les maximas n et n + 1 du signal chaotique pour obtenir le
graphe de la figure 8.3.

ou les paramétres de controle «, § et v sont des constantes réelles. Pour cer-
taines valeurs de celles-ci, par exemple o = = 0,2 ; v = 5,7, 'intégration
numérique a l’aide d’un ordinateur montre que les variables X (¢), Y (¢) et Z(¢)
ont un comportement chaotique en fonction du temps t, c’est-a-dire que les
variables passent par des maxima et des minima de fagon irréguliére ; voir le
graphe de gauche de la figure 8.2 pour une illustration de ’évolution de la
variable X . Désignons par z,, la valeur du n'®™® maximum et par ¢, Iinstant
oll ce maximum a été obtenu, et par x,41, le maximum suivant obtenu au
temps t,41 (voir le schéma de droite de la figure 8.2). Définissons maintenant
la série des couples [z, Zn,+1] pour n = 1,2 3...; pour les représenter dans
un plan (z,,x,+1) (voir figure 8.3). En premiére approximation, cette courbe
peut étre considérée comme une parabole que nous pouvons exprimer & 'aide
d’un changement de variable adéquat comme z,+1 = 4ax,(1 — z,). En fait,
I’expression mathématique de la récurrence importe peu ici, & partir du mo-
ment o, dans l'intervalle considéré, la courbe associée décrit une portion de
parabole. Ainsi, par exemple, nous pourrions considérer la loi de récurrence
Tpy1 = asin(27wz,), avec x,, € [0, 1], dans la mesure ou la fonction asin(272,,)
est de forme parabolique dans lintervalle [0, 1]%.

La représentation graphique des couples [y, z,+1] dans le plan (2, Zn41)
(voir figure 8.3) appelle deux remarques : (i) en dépit du fait que X (¢) soit
erratique, la courbe z,+1 = f(x,) ne l'est pas du tout : elle est méme éton-
namment réguliére! Nous aboutissons ainsi & un des premiers résultats fasci-
nants : derriére 'apparence du chaos, se cache éventuellement une certaine
régularité. En fait, cette régularité traduit le déterminisme de I’équation d’évo-

2Nous conseillons au lecteur de pratiquer I’exercice suivant : adopter la loi de récurrence
en Tp4+1 = asin(2wxy, ) pour refaire toutes les analyses de ce chapitre et ainsi constater que les
résultats obtenus avec cette nouvelle expression sont similaires aux résultats issus de ’analyse
de la loi en zp41 = 4azn (1l — xn).
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Figure 8.3 — On montre le maximum z,+1 en fonction de x, issu de z(¢), solution de
(8.5). Cette courbe en cloche peut étre approchée par une fonction parabolique.

lution. Mais ce déterminisme est assez fragile : une infime incertitude sur la
condition initiale conduit & un résultat complétement différent ; (ii) sans étre
rigoureusement une parabole, cette courbe a la forme qualitative d’une fonction
en cloche ; pour la décrire, la parabole est la plus simple des fonctions que nous
pouvons adopter. Un des choix possibles est la loi étudiée plus haut de type :
Tpt1 = f(zn) = daz,(1 — z,), maximale pour z = 1/2, avec z € [0,1] (ce
choix est toujours possible par un choix approprié des variables). Modifier un
des paramétres de controle du systéme de Rossler (équation 8.5), par exemple
7, change la valeur du maximum de la courbe en cloche (voir figure 8.3); le
parameétre a de la loi parabolique représente cet effet.

8.4 Quelle différence entre hasard et chaos?

S’interroger sur la similitude entre des phénomeénes aléatoires, un jeu de
hasard, telle la roulette® et des phénomeénes chaotiques est légitime tant il ap-

3 Dans la vie courante, la roulette est considérée comme un jeu de hasard. Nous pourrions
penser, & juste titre, que la roulette est un systéme dynamique complexe, a I'instar d’ailleurs
de tout systéme échappant a une modélisation relativement simple. Nous insistons ici sur
le fait que nous nous intéressons dans ce chapitre uniquement a des systémes relativement
simples en ce sens que leur mise en équations est aisée car, au sein de ces systémes, un faible
nombre de degrés de liberté est & I'ceuvre. Quand un systéme ne se préte pas a une mise en
équation simple, nous sommes souvent tentés de les décrire en s’appuyant sur une description
statistique, et nous pouvons donc regarder ces systémes comme appartenant a une catégorie



8. Introduction au chaos 177

n X1 O

~ L I I I I ~
0 100 200 300 400 500 600 - El 0 1 2
n X,

Figure 8.4 On montre un signal aléatoire z,, en fonction de n issu d'une loi de
probabilité gaussienne, et le maximum z,+1 en fonction de z,. On note la différence
importante avec le résultat de la figure 8.3 concernant le comportement de 41 en
fonction de z,,.

parait que les deux phénomeénes semblent comparables dans l'aspect irrégulier
des signaux obtenus. Mais, la réalité que ces deux phénomeénes recouvrent est
bien différente ; pour s’en convaincre, comparons les résultats issus d’un jeu de
hasard et ceux obtenus dans le cas du systéme de Rossler.

Analysons ainsi le tirage, & ’aide d’un ordinateur, de nombres aléatoires
obéissant & une loi de probabilité, par exemple gaussienne (tout autre loi, telle
la loi uniforme, conviendrait également). Chaque nombre x,, tiré au hasard
au niéme tirage est « rangé » sous forme d’un couple (n,z,). Représentons a
laide d’un graphe le nombre 1z, en fonction de n, pour tout n (voir figure
8.4); la courbe obtenue est trés irréguliére. Puis, procédons a la méme étude
réalisée précédemment pour le signal chaotique de Rossler, en relevant les max-
ima successifs du tirage aléatoire pour les représenter dans le plan (z,, p+1)
(voir figure de droite 8.4); a la différence du signal chaotique de Rossler, les
points ne sont pas distribués sur une courbe réguliére (comparer avec la figure
8.3), mais ils sont répartis dans le plan de maniére aléatoire. Ce résultat mon-
tre la différence fondamentale entre une dynamique chaotique déterministe et
une dynamique stochastique, ou aléatoire. La question qui consiste & comparer
hasard et chaos a-t-elle alors un sens 7 Si le résultat qui précéde semble répon-
dre par la négative, il existe néanmoins de profondes similarités entre les deux
phénomeénes.

La courbe en cloche réguliére issue de la dynamique chaotique du systéme de
Rossler révéle ’évolution déterministe sous-jacente : en connaissant exactement
le nombre a l'itération n, le suivant est parfaitement déterminé. Mais, nous ne
sommes pas maitres des conditions initiales : nous ne pouvons connaitre celles-ci
qu’avec une certaine précision toute relative ; et comme la dynamique chaotique,
malgré son déterminisme, est trés sensible aux conditions initiales, nous ne

statistique-probabiliste : c’est le cas de la roulette.
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pouvons connaitre avec exactitude et a priori la valeur du signal au bout d’un
certain temps. Ainsi, le manque d’information sur les conditions initiales conféere
un caractére statistique au chaos déterministe, que nous allons appréhender
avec les outils de la physique statistique par la suite dans ce chapitre.

Avant de clore ce paragraphe, il convient de rappeler le résultat selon lequel
la forme précise de la loi d’itération (par exemple f(z) = 4ax(1 — z)) n’est pas
essentielle ; seule sa forme qualitative importe, et révéle des processus d’une
certaine universalité.

8.5 Quelques commentaires sur la dynamique de
populations et courbe logistique

La fonction itérative z,+1 = 4ax, (1 — x,) est communément utilisée pour
décrire la dynamique de populations. Pour une population livrée a elle-méme
et vivant en vase clos, une premiére phase de croissance quasi exponentielle est,
constatée avant de ralentir dés que les problémes associés & la surpopulation
surviennent (manque de nourriture, combats dus & la promiscuité...) jusqu’a ce
que Deffectif de la population atteigne un seuil limite maximal. Le mathémati-
cien belge Pierre Verhulst (1804-1849) a introduit en 1838 un modéle simple,
dit modeéle logistique, expliquant ce phénomeéne. Si N(t) désigne Ueffectif de la
population & instant ¢, la fonction N obéit a I’équation

N =pN(1 - N/k), (8.6)

ot k est la valeur limite atteinte par la population (valeur maximale de N);
appelée aussi capacité biotique, et p un certain paramétre. Cette équation nous
rappelle également le modeéle de proie-prédateur de Lotka-Voltera (voir para-
graphe 5.2.2). La version discrétisée de 1’équation logistique (équation 8.6)
donne :

N[(n+ 1)A] — N [nA])

A

ot A est le pas de temps; la dérivée temporelle a été remplacée par une dif-
féerence finie (terme de gauche). En posant 4a = 1 + pA, K = k(pA + 1)/pA,
et , = N(nA)/K, nous obtenons le modeéle logistique qui nous a servi a
introduire la notion du chaos au début de ce chapitre :

=pN(nA)[1 — N(nA)/K] , (8.7)

Tpy1 = dax, (1 — ) . (8.8)

Ici il faut cependant garder présent & Iesprit que la solution de I’équation con-
tinue (équation 8.6) n’est pas chaotique : elle posséde une solution simple de la
forme N(t) = k/ [1 + (k/No — 1)e”**], avec Ny la valeur initiale a ¢ = 0, tandis
que la version discréte (équation 8.7), correspondant a la courbe logistique, en-
gendre du chaos. Si ce constat illustre, par ailleurs, un probléme délicat, celui
de la validité de la discrétisation d’une équation continue, notre propos est ici
de souligner que le systéme de Rossler (équation 8.5) est bien continu dans le
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temps et que la courbe logistique qui en est issue résulte non pas d’une dis-
crétisation du systéme mais de la relation reliant deux maxima successifs pris
a des temps discrets ; dans ce contexte, il n’y a donc pas matiére & confusion.

8.5.1 Temps continu et temps discret, application retour
et section de Poincaré

Dans le systéme de Rossler (équation 8.5), les variables X (t), Y (¢) et Z(¢)
sont, des signaux temporels réels, et t désigne le temps usuel, un temps continu.
L’indice n de la variable x,,, issue du signal temporel X (¢), correspond a un
échantillonnage du signal, et représente la position du maximum =z, ; 'indice
n se référe donc a un temps discret. L’application de la fonction f & x, donne
lieu & une expression itérative de type : zp+1 = f(x,). Ainsi, la variable f(x,)
fournit 'information sur le devenir du signal a 'instant n 4+ 1. En appliquant
successivement cette application N fois & une valeur initiale 2o, f(f(.....f(z0)),
nous obtenons la valeur du signal & 'instant N.

Fort de cette constatation, le scientifique francais Henri Poincaré (1854-
1912) propose d’aborder I’étude des signaux chaotiques en relevant les valeurs
du signal en des instants particuliers au lieu de la réaliser en chaque instant (i.e.
contintiment). Cette démarche présente plusieurs avantages : (i) la complexité
du signal chaotique X (t) est réduite au profit d’une description du phénoméne
par une fonction réguliére et simple comme la courbe en cloche f(z) (corre-
spondant & la description des maxima du signal); (ii) 'information issue de
Papplication f(x) est compléte, malgré le passage du temps continu vers un
temps discret. L’application f(z) issue de ce procédé est dénommée application
retour, ou application de Poincaré, ou encore section de Poincaré.

8.6 Approche géométrique de la section
de Poincaré

Nous avons introduit au chapitre 5 la notion d’espace de phase et la
représentation des trajectoires du systéme dynamique dans cet espace ; la dy-
namique de l'oscillateur de van der Pol est représentée dans ’espace de phase a
deux dimensions (X = I,Y = I), oi I est le courant, dans le circuit de van der
Pol; la représentation de la trajectoire dans ce plan correspond & une courbe
fermée, dit cycle limite (voir figure 5.4). Pour un espace a deux dimensions,
les sections de Poincaré correspondent a l'intersection de la trajectoire dans
I’espace des phases avec un segment de droite.

Lorsque l'espace de phase est de dimension 3, cas du systéme de Rdssler
(équation 8.5) associé aux trois variables (X,Y, Z), les sections de Poincaré
correspondent a l'intersection de la trajectoire dans ’espace de phases par une
surface.

L’étude de I’évolution de ces points d’intersection revét un intérét parti-
culier, notamment du fait de la réduction de la dimension du probléme; elle
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nous informe d’une maniére simple de la nature de la dynamique. Ainsi, pour
un cycle limite, la section correspond & un ou deux points isolés (voir figure (b)
8.5) ; si par contre le mouvement est un peu plus complexe, l'intersection avec
le plan est composée de plusieurs points isolés (voir figure (a) 8.5). En présence
d’un régime bi-périodique (soit 2T-périodique, ou T est la période), la section
est composée de deux points (respectivement quatre, lorsque la section traverse
toute I’étendue de 'attracteur), de quatre points dans le cas 4T-périodique (re-
spectivement huit, lorsque la section traverse toute I’étendue de Dattracteur)
et ainsi de suite.

En régle générale, dans le cas d’'un mouvement multi-périodique (que 'on
peut noter nT-péridiodique, ot n est un nombre entier), la section de Poincaré
rassemble un ensemble discret de points isolés. Lorsque le mouvement est plus
complexe, & l'image d'un mouvement quasi périodique? (voir figure 8.6), la
section de Poincaré est une courbe quasi continue.

8.7 Attracteurs étranges

Au cours des chapitres précédents, nous avons déja fait connaissance avec
quelques attracteurs. Il s’agissait d’attracteurs simples, chacun décrit par un
point fixe stable (dit aussi point source) et un cycle limite. Lorsque le mouve-
ment est 2T-périodique, le cycle est, dédoublé ; il est quadruplé dans le cas d’un
régime 4T-périodique, et ainsi de suite (voir figure 8.5). Ces attracteurs gar-
dent une structure relativement simple. A quoi ressemble un attracteur dans
un régime chaotique, tel le systéme de Rossler, représenté dans 'espace des
phases? A une forme quelque peu étrange (voir figure 8.7)! Les trajectoires
couvrent ici de maniére dense l'attracteur. L’attracteur étrange désigne ainsi
dans I’espace des phases la structure composée de points et d’espaces inoccupés,
induite par ’ensemble des états adoptés par le systéme dynamique au cours de
son évolution. Un ensemble différent de conditions initiales méne & une tout
autre suite de points qui pourtant, aprés un certain temps, dessine la méme
figure dans I’espace des phases. Quelles que soient les conditions initiales, le sys-
téme évolue toujours sur le méme attracteur mais il est impossible de prédire
une position précise sur I'attracteur. Notons, par ailleurs, la nature fractale et
auto-similaire de I'attracteur étrange. En effet, en observant 'attracteur a dif-
férentes échelles (zooms successifs), une structure identique se révéle a toutes
les échelles (voir figure 8.8).

8.8 Les trois scénarios de transition vers le chaos

Le mode d’évolution le plus simple d’un systéme dynamique aprés le
point fixe stationnaire est le mode périodique temporel. La variation d’un

4Un mouvement est quasi périodique lorsque sont présentes deux fréquences temporelles
et lorsque le rapport de ces fréquences est irrationnel ; voir section 8.10.
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Figure 8.5 Quelques illustrations de la section de Poincaré pour certaines trajectoires
dans V'espace de phase. (a) Un point fixe stable en (0,0) et la section (en pointillés)
sont composées de points isolés qui convergent vers le centre au cours du temps. (b)
Un cycle limite avec deux points d’intersection avec la droite en pointillés. (¢) Mouve-
ment bi-périodique, avec une section composée de quatre points (on peut également
envisager une section ne faisant apparaitre que deux points).
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e

Figure 8.6  Le cadre de gauche montre un attracteur étrange (a gauche) et sa section
de Poincaré (a droite) : sur la figure de gauche la section est schématisée par le carré
vertical. La section est complexe; elle est auto-similaire ; voir plus loin. Le cadre de
droite présente un schéma mécanique de pendule pouvant générer une dynamique
chaotique. (©)Jose Louis Subias. Avec 'aimable autorisation de I'auteur.
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A 22,875
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9,127 x

Figure 8.7 — Trajectoire dans I'espace de phase du systéme de Réssler. 2D (a gauche)
ot on représente la projection sur le plan (X,Y) 3D (a droite). Il s’agit d’un attracteur
étrange.
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c d

Figure 8.8 — Trajectoire dans l’espace de phase d’un systéme chaotique. Des
zooms successifs montrent la méme structure des trajectoires, signature d’une auto-
similarité. Image adaptée, (©Christian Ricordeau, & partir d'une image de James P.
Crutchfield.
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paramétre de controle peut conduire le systéme vers d’autres régimes plus
complexes, avant d’atteindre le chaos. Chaque transition vers le chaos suit
un chemin particulier, dit scénario ou route, vers le chaos. Quelle que soit la
nature du systéme (physique, biologique, économique...), et sans méme con-
naitre les équations qui régissent la dynamique, tout systéme évoluant vers un
état chaotique ne peut emprunter que trois scénarios distincts : (i) le scénario
de transition vers le chaos par cascades sous-harmoniques ; (ii) le scénario de
transition vers le chaos & partir d’'un mode quasi périodique, et (iii) le scénario
de transition vers le chaos a partir d’'un phénoméne d’intermittence.

8.9 Transition vers le chaos par cascade
sous-harmonique

Le premier des trois scénarios, les cascades sous-harmoniques, a été proposé
en 1978, indépendamment par le mathématicien-physicien américain Mitchell
Jay Feingebaum (voir référence [25]) et les mathématiciens francais Pierre Coul-
let et Charles Tresser (voir référence [20]). Soit un signal X périodique de
période T (i.e. X(t +T) = X(t)). Pour un tel signal, tous les maxima sont
identiques ; il n’existe donc qu’un couple unique de maxima [z, Z,+1]; ainsi,
la section de Poincaré est associée a un point unique du plan [2,, Zp41]- A
titre d’exemple, prenons un signal sinusoidal X (¢) = sin(¢) ; tous les maxima
du signal sont égaux & 1'unité et ’ensemble des couples de maxima est donné
par (z,,zn+1) = (1,1), Vn. Un signal X(¢) bi-périodique (par exemple, un
signal de type X(t) = sin(¢t) + 1,2sin(2t)), posséde deux types de maxima,
Notés Timaz1 €t Tmaxe. Dans ce cas, la représentation des couples [z, Zy41]
dans le plan est associée & deux points distincts de coordonnées (Zmaz1, Tmaz2)
et (Tmaz2, Tmaz1) ; Un mouvement 4T-périodique donnant lieu & quatre points
distincts, etc. Un mouvement chaotique correspond, par définition, & une sit-
uation ot aucune valeur d’un maximum donné ne se reproduit aux instants
ultérieurs. Tel est le cas du systéme de Rossler dans le régime chaotique, pour
lequel nous obtenons au cours du temps un trés grand nombre de maxima de
valeurs toutes distinctes; retracés dans le plan [2,,, 2,41], Pensemble des cou-
ples (zy,, x,+1) trace une courbe en cloche (voir figure 8.3). Rappelons que la
fonction logistique f(z) = 4ax(1 —x) constitue une bonne approximation d’une
courbe en cloche. Nous allons étudier en détail comment le chaos peut naitre
de cette application au paragraphe 8.12.

8.10 Transition vers le chaos par un scénario
de quasi-périodicité
Nous avons étudié dans la sous-section 8.8, le premier scénario de transi-

tion vers le chaos, celui de la cascade sous-harmonique. Le deuxiéme scénario
est le régime de quasi-périodicité, identifié en 1971 par un travail conjoint du
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Figure 8.9 A gauche, un tore idéal. A droite, un tore réel obtenu par simulation
numérique [39, 40] d’un probléme de croissance cristalline ((©American Physical So-
ciety).

scientifique frangais d’origine belge David Ruelle (1935-) et du mathématicien
hollandais Floris Takens (1935-) (référence [67]).

Prenons un systéme initialement périodique, de pulsation w;. En variant
un paramétre de controle, le systéme acquiert une nouvelle fréquence wy. Pour
une cascade sous-harmonique, le rapport ws/w; est un nombre rationnel (par
exemple, wy = w1/2); pour un régime quasi périodique, le rapport wa/wq est
un nombre irrationnel (par exemple v/5).

Si le rapport des deux fréquences est rationnel (exemple wo/wy = 3/4), au
bout d’un certain temps (un temps égal a 4 fois la plus petite période commune,
soit 12), la trajectoire dans l’espace de phase se referme sur elle méme. Par
conséquent, la trajectoire ne peut pas couvrir la région de I'espace de phase de
maniére dense.

Si en revanche le rapport est irrationnel, la trajectoire ne peut jamais se
refermer sur elleeméme et, par conséquent, la trajectoire couvre de maniére
dense l'attracteur dans ’espace de phase; le type d’attracteur dans ’espace
des phases pour un régime quasi périodique est un tore (voir figure 8.9). Qual-
itativement, ce tore représente deux types de mouvement de la trajectoire : un
mouvement effectué autour du plus petit cercle (mouvement de pulsation wy),
et un autre de pulsation wo autour du plus grand cercle (voir figure 8.9). L’at-
tracteur dans un régime quasi périodique d’un systéme physique est en général
un tore de section variable; le tore présenté a droite de la figure 8.9 mon-
tre l'attracteur dans un régime quasi périodique obtenu & partir de résultats
numeériques d’un probléme physique de croissance cristalline (voir références
[39, 40]).

étant donné le caractére dense de la trajectoire, la section de Poincaré
(voir paragraphe 8.5.1) décrit une courbe continue (ou quasi continue), laquelle
peut étre fermée sur elle-méme en choisissant de maniére adéquate la section
de Poincaré. En variant un paramétre de contréle, le tore dans ’espace des
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Figure 8.10 — On montre une section de Poincaré (simulation numérique [39] d’un
probléme de croissance cristalline). A gauche : on trace une variable dynamique (ici
la position du front de croissance) obtenue a 'instant 7+ 1 en fonction de la position
du méme front & l'instant 7. Le systéme est dans le régime quasi périodique, le scé-
nario qui précéde le chaos. La section est une courbe dense (elle paralt comme étant
continue a cette échelle) exprimant le fait que les deux fréquences temporelles ont
un rapport irrationnel (I'attracteur a trois dimensions est un tore). A droite : suite
a un changement d’'un parameétre de contréle (ici la vitesse de croissance), le tore
est détruit : le systéme quitte le régime quasi périodique et rentre dans un régime
chaotique caractérisé pat un attracteur étrange (et non plus par un tore), dont on

montre ici uniquement une section de Poincaré. (© American Physical Society.

phases peut étre détruit en faveur d’un attracteur plus complexe : la section de
Poincaré n’est plus une simple boucle continue, mais elle dessine une structure
fine et complexe de dimension fractale (voir figure 8.10).

8.11 Transition vers le chaos par intermittence

L’intermittence est le dernier des trois scénarios de transition vers le chaos
issu de la déstabilisation d’un cercle limite, plus généralement d’un attracteur.
Etudié dés 1979 par deux physiciens francais Paul Manneville et Yves Pomeau
(voir référence [78]), ce scénario décrit I’évolution d’une dynamique périodique
vers 'apparition épisodique d’une bouffée chaotique induite lors de la variation
d’un paramétre de controle. Ces bouffées chaotiques durent un certain laps
de temps avant de s’évanouir pour laisser & nouveau place & un régime péri-
odique. Les laps de temps séparant les bouffées chaotiques ne sont pas réguliers ;
elles peuvent, devenir de plus en plus fréquentes. Quand une valeur critique du
paramétre de controle est franchie, le signal devient complétement chaotique
(voir figure 8.11 pour une illustration typique d’une transition vers le chaos par
intermittence).
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Figure 8.11 — Une dynamique chaotique typique par intermittence obtenue par résolu-
tion numérique du systéme de Lorentz (voir section 8.3). On a posé o = 10, v = 8/3,
et avons varié 3. Nous avons d’abord fixé § = 165, 8 et le régime est périodique. Pour
[ = 166, 2 le régime périodique est interrompu par quelques bouffées chaotiques.
Enfin pour § = 166, 3 le régime est devenu complétement chaotique.
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8.12 Etude détaillée du chaos par cascade
sous-harmonique

Le chaos par cascades sous-harmoniques se préte plus facilement & une étude
détaillée en comparaison des deux autres scénarios de transition vers le chaos
(quasi-périodicité et intermittence). Nous allons donc présenter dans cette par-
tie les principales propriétés de ’application logistique et, en particulier, pré-
ciser les conditions d’émergence de ce type de chaos.

8.12.1 Point fixe de ’application logistique x,.1 = f(z,) =
dazr, (1 — z,)

Tout point z¥ de Papplication f(x,) qui vérifie Pégalité suivante : f(z%) =
x), avec x ., = f(x}), est appelé point fixe de Iapplication. Pour alléger
I’écriture et tant qu’aucune confusion n’est possible, omettons I'indice n dans

les expressions suivantes ; ’équation associée aux points fixes s’écrit alors :

fl@*) =a* . (8.9)

Cette équation a une interprétation géométrique simple : tout point fixe appar-
tient a l'intersection de la courbe f(x) avec la premiére bissectrice y = . Les
points fixes de I'application f(x) = 4ax(1—x) sont donc définis par ’équation :
daz*(1 — z*) = z*, dont les solutions sont données par

=0, et :z:*:l—i si a>1. (8.10)

’ 4a 4

La condition a > 1/4 assure que le point fixe est bien positif (z* > 0). En
rétablissant la notation indicée, notons qu’un point fixe équivaut & z,11 = x,
(le maximum « n » du signal X (¢) est égal au maximum « n + 1 » du signal,
quel que soit n). Autrement dit, un point fixe de I'application f correspond &
un régime périodique en termes de la variable continue t; désignons par T la
période associée.

8.12.2 Stabilité des points fixes

Un point fixe de I'application f, associé au mouvement périodique dans
un temps continu, peut étre stable ou instable. Pour s’assurer de son état de
stabilité, superposons & z* une petite perturbation dx; le point fixe x* est
stable si la valeur de dx régresse au cours du temps temps, instable sinon.

Posons

x=a"+ox (8.11)

et reportons cette expression dans I’application f(z). Puisque la perturbation
dx est petite, nous pouvons procéder & un développement de Taylor :

fx* +6z) ~ f(z*) + dzf'(z¥) , (8.12)
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ot f’ désigne la dérivée de lapplication. Nous souhaitons déterminer le statut
du point fixe £* au bout d’un temps long, ce qui revient a lui appliquer N fois
f,avec N > 1. Effectuons ces opérations par étapes successives, en appliquant
d’abord deux fois ’application f au point fixe z*. Nous obtenons :

i@ = [ )]+ oxf (@) f[f (7)) (8.13)
= f(@") + oz f' (") f' (") , (8.14)

ol nous avons exploité la propriété associée au point fixe (i.e. f(z*) = z*).
Effectuons 'opération N fois pour obtenir :

PO = fla) + oalf' ()N . (8.15)

Dans 'expression précédente, prétons attention aux notations : le symbole (N)
dans le membre de gauche f(V) est une notation abrégée associée a la loi de
composition (fV) signifie que application « f est composée N fois »). Dans
le membre de droite, la notation [f’(z*)]V est usuelle et associée a la fonction
puissance (exposant N). Remarquons que la perturbation dz est multipliée a
chaque pas de temps par la dérivée de f en 2* (i.e. f'(z*)) (qui appartient a la
premiére bissectrice) ; | f'(z*)| représente la valeur absolue de la pente au point
d’intersection de la courbe f avec la premiére bissectrice.

Si |f'(z*)| < 1, la perturbation dz se trouve & chaque pas de temps multi-
pliée par un nombre plus petit que 'unité, conduisant & la décroissance de la
perturbation : le point fixe est stable. Au contraire, si |f'(z*)| > 1, la pertur-
bation s’amplifie au cours du temps et le point fixe est instable. Ce résultat est
général et ne dépend pas de la forme explicite de 'application.

Appliquons a présent ces résultats a P'application f(x) = 4ax(1—x). Il suffit
de calculer la pente en z* pour déduire l'information sur sa stabilité. Les pentes
des deux points fixes (équation 8.10) sont données par

F(0) =4a, f'(1—1/4a) =2(1— 2a). (8.16)

étant donné que a > 1/4, la dérivé de f au point fixe 2* = 0 est supérieure
a l'unité (f/(0) > 1), et le point fixe * = 0 est toujours instable. Examinons
maintenant la stabilité de ’autre point fixe. Supposons que a < 1/2; nous avons
|2(1 — 2a)| = 2(1 — 2a). La condition d’instabilité du point fixe, 2(1 — 2a) > 1,
ne serait possible que pour a < 1/4, ce qui est en contradiction avec notre
hypothése. Il en découle que le point fixe est stable pour a < 1/2. Pour a > 1/2,
nous avons |2(1—2a)| = 2(2a—1) ; le point fixe est instable (i.e. 2(2a—1) > 1), si
a > 3/4; il est stable dans le cas contraire. Pour résumer 'étude de la stabilité
des points fixes de ’application f, nous avons :

x* =0 est toujours instable ;
3
x* =1—1/4a est stable pour a < 1
3
est instable pour a > - . (8.17)

4
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Ainsi, la valeur critique a. = 3/4 du paramétre a est associée a une perte de
stabilité du systéme. Que se passe-t-il au-deld de l'instabilité ? Pour le déter-
miner empiriquement, fixons une valeur du paramétre a supérieure a 3/4, par
exemple 0,78 et calculons numériquement les valeurs de la fonction f a l'aide
d’une calculette ; aprés un nombre suffisant d’itérations, nous obtenons une os-
cillation de la fonction f entre les deux valeurs suivantes : 0,772 et 0,547 ;
notons les respectivement z; et xo et remarquons que cette oscillation perdure
indéfiniment au cours du temps. La description de ’alternance entre ces deux
valeurs x1 et x5 se formule par les relations suivantes :

flay) =ay flas) = a7 (8.18)

Autrement dit, pour retrouver le méme point, il faut appliquer la fonction f
deux fois, soit :

flf (™)) = =" (8.19)

Les deux points 7 et x5 sont donc des points fixes de l'application f(f) (et
non de application f). En termes de temps continu, ce résultat signifie que
le signal temporel X () retrouve un méme maximum au terme d’un laps de
temps égal & deux périodes, soit au terme d’'un temps ¢ + 27". Nous sommes
donc en présence d’un régime bi-périodique de période 27" et donc de pulsation
égale & w/2, ce qui correspond & une pulsation sous-harmonique. A I’approche
de la valeur critique 3/4 du paramétre a, le point fixe * = 1 — 1/4a associé
a4 un mouvement périodique perd sa stabilité au profit de deux points fixes
stables (régime bi-périodique) : on dit que le systéme a subi une bifurcation
sous-harmonique.

Pour étudier application composée f(f(x)), posons X = f(z), soit f(X) =
4aX (1—X). L’utilisation de la régle de la dérivée composée nous permet d’écrire
la dérivée partielle comme :

of(X) of 0X

- 2 J— p—
o = oy g = 16a%(1—2X)(1 - 20) (8.20)

Cette dérivée s’annule en deux points : z = 1/2 et X = 1/2. Utilisons la
définition de la variable X en fonction de z, I'équation X = 1/2 (i.e. 22 — z +
4 = 0) posséde deux solutions

1+,/1—1/(2q)
2

Ty = (8.21)
avec x4 > 1/2 tandis que z_ < 1/2.

Le point & = 1/2 correspond au minimum de la fonction composée f(f(x)),
tandis que les points x4 correspondent aux maxima de cette application. Les
points fixes de f2 correspondent géométriquement a l'intersection de f? avec
la droite y = x. La fonction f? (voir figure 8.12, pour a = 0, 8) posséde quatre
point fixes, dont un trivial (i.e. z* = 0 = ). La pente de f? a l'origine est
supérieure & l'unité montrant en ceci instabilité du point fixe trivial x = 0.
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La stabilité des trois autres points fixes (notés x3, =5 et 3, avec zy < a2} <
x5 < %) requiert le calcul de la pente aux points d’intersection de y = f2
avec y = x. Le calcul analytique peut étre mené complétement mais il présente
I'inconvénient de conduire & des expressions fastidieuses. Aussi, limitons-nous
au calcul des pentes 4 1’aide d'une calculette. A titre d’exemple, posons a = 0, 8.
Le calcul montre que les points fixes z] et x3 sont stables, alors que z§ et x5
sont instables. Nous avons donc une alternance entre points stables et instables.
Notons qu’en effectuant les itérations sur une calculette, nous n’observons que
les deux points fixes stables, x] et x3.

8.12.3 Point d’accumulation de la cascade

En augmentant maintenant la valeur du paramétre de controle a au-dela
de la valeur seuil ay = 0,86237, les deux points fixes ] et z3 perdent leur
stabilité ; en effet, nous pouvons vérifier que la pente de f? excéde, en valeur
absolue, l'unité. En effectuant les itérations pour des valeurs du paramétre a
supérieures a la valeur seuil a4 (@ > a4), nous observons la succession de quatre
nombres différents ; appelons-les Z7, &5, 3 et T}, la notation & étant introduite
pour éviter une confusion avec les points fixes de f2. Ces points obéissent & la
relation suivante :

f@) =3, f(@3) =13, f@5)=21 f@])=21. (822)
Autrement dit, les points Z} sont les points fixes de 'application f*

fi@En =2 i=1,2,3,4, (8.23)
ol f* est une abréviation de la fonction f quatre fois composée & elle-méme :
f(f(f(f(x)))). Nous sommes en présence d’un régime quadri-périodique (voir
figure 8.12); et l'intersection de cette fonction avec la premiére bissectrice
(d’équation y = x) montre la présence de huit points fixes (dont x = 0) : quatre
de ces points sont instables (la pente au point d’intersection est supérieure a
l'unité), et les quatres autres sont stables (méme si, lors de l'itération, nous ne
voyons que les points stables).

Ce régime perdure jusqu’a la valeur seuil 0,88602 du paramétre a, notée
ag, ol nous constatons la présence d’une nouvelle bifurcation associée & un
dédoublement de la période. Ce schéma de bifurcation associé a un doublement
de la période se reproduit pour différentes valeurs seuil du paramétre a ; nous
sommes donc confrontés & une cascade sous-harmonique associée a la division
par deux de la pulsation (voir table 8.1).

Trois remarques importantes découlent des résultats de cette analyse re-
portés dans la table 8.1 : (i) le systéme perd toujours sa stabilité vis-a-vis d’un
dédoublement de période; (ii) il existe un point d’accumulation des seuils de
la cascade : la distance entre deux valeurs critiques successives a; et a;+1; du
paramétre a diminue trés rapidement (ainsi aszs — a16 < a16 — ag < a4 — as)-
Pour un nombre d’itérations tendant vers l'infini ( @ = a+), la distance entre
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Figure 8.12 On montre graphiquement les points fixes de f(x) (2 points fixes), f2(z)
(4 points fixes) et f*(z) (8 points fixes). On a choisi @ = 0,8 dans le cas de f? et
a = 0,888 dans le cas de f*. La signification géométrique du point fixe est donnée
par l'intersection avec la premiére bissectrice, montrée en pointillés.

Intervalle du paramétre de controle Nature du régime
a<ay=0,75 régime de période T' =1
as < a < ayg =0,86237 régime de période T' = 2
ag < a < ag = 0,88602 régime de période T' =4
ag < a < aig = 0,89218 régime de période T'=8
a6 < a < age = 0,8924728 régime de période T' = 16
azs < a < agg = 0,8924835 régime de période T = 32
a = s = 0,892486418... régime de période T' = oo

Table 8.1 Table récapitulative de la cascade sous-harmonique.
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deux valeurs sucessives du paramétre tend vers zéro; ce régime de période in-
finie® décrit une situation de chaos et enfin (iii) le rapport des différences entre
les valeurs de a associées & deux bifurcations successives se trouve & chaque fois
réduit d’un facteur presque constant. Une analyse poussée conduit au résultat
suivant, :
. Up — Ap—1
lim —— =4,669201609... (8.24)
n—00 Unp41 — Qn
Ce facteur d’échelle est en fait un nombre universel, indépendant du détail de
la fonction logistique f considérée. Notons que nous pouvons vérifier déja a
partir des résultats de la table 8.1 que, pour les premiéres itérations n < 32,
le facteur d’échelle est quasiment constant et proche du résultat asymptotique
(équation 8.24).

8.12.4 Diagramme de bifurcation et notion
d’autosimilarité

Représentons maintenant, dans un diagramme portant en abscisse le paramétre
de controle a, les points fixes de application logistique z,+1 = f(x,) =
4ax, (1 — ) (voir sous-section 8.12.1) obtenus au paragraphe précédent (voir
figure 8.13). Lorsque le paramétre a est inférieur a la valeur seuil as (a < ag =
3/4), lapplication f(x) dispose d’un point fixe unique (sans compter ’orig-
ine) ; la valeur de ce point fixe z*(a) est fonction de a. Lorsque la valeur du
paramétre de controle a augmente (a > a2), la branche associée au point fixe
x*(a) se scinde en deux branches distinctes : ¢’est la premiére bifurcation de dé-
doublement de période. Pour une valeur du parameétre a supérieure a la valeur
seuil a4 (a > ay4), la bifurcation se répéte pour chacune des deux branches; et
ce scénario se répéte pour chaque nouvelle valeur seuil du parameétre...

Le diagramme de bifurcation (figure 8.13) montre également le rétrécisse-
ment de la différence entre deux valeurs successives du paramétre de controle a
jusqu’au point d’accumulation défini au paragraphe précédent a = ao =
0,892486418..... A ce stade, il existe en principe un nombre infini de points
fixes (associés donc & la fonction f composée un nombre infini de fois : f°°).
La période tend alors vers I'infini, c’est-a-dire que chaque nouvelle itération
ne donne jamais le méme point. Constatons de plus qu'un zoom effectué sur
une petite région située dans cette zone redonne un diagramme similaire (voir
figure 8.13) : le diagramme de bifurcation est dit auto-similaire.

8.13 Dimension critique pour obtenir du chaos

Le chaos se caractérise donc par une trés grande sensibilité aux conditions
initiales ; cette sensibilité s’illustre par la divergence exponentielle entre deux

5Ce résultat ne peut étre déduit d’un calcul numeérique direct puisque la période est infinie ;
la démonstration théorique n’est pas retransposée ici, car elle dépasse le cadre mathématique
de cet ouvrage.
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Figure 8.13 Le diagramme de bifurcation montrant l’accumulation de la cascade
et la structure self-similaire (un zoom révéle une structure fine similaire). Ici I'axe
horizontal représente 4a et non a comme nous ’avons fait précédemment.
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trajectoires issues de conditions initiales trés proches®; le systéme perd ainsi
trés vite la mémoire de la proximité initiale des deux trajectoires.

La dissipation d’énergie du systéme a pour effet de confiner la trajectoire
associée au mouvement chaotique dans une région finie de I’espace de phase;
la trajectoire est astreinte & rester sur un attracteur, dit attracteur étrange
(voir la section 8.7). Cette condition semble a priori contradictoire avec la pre-
miére propriété caractéristique du chaos pour laquelle deuz trajectoires issues
de conditions initiales voisines divergent dans le temps.

Dans un espace a deux dimensions (un plan), I’écart exponentiel des trajec-
toires ne peut pas se produire : il s’agit 14 d’une conséquence du déterminisme
selon lequel deux trajectoires issues de deux conditions initiales différentes ne
peuvent pas se croiser. Effectuons un raisonnement par ’absurde : supposons,
dans le plan de phase, 'existence d’une trajectoire possédant un point d’inter-
section avec elle-méme et prenons pour condition initiale ce point d’intersection
(voir figure 8.14) : il est impossible de déterminer a priori & partir de ce point
P’évolution ultérieure de la trajectoire (branche droite ou gauche). L’indétermi-
nation du futur liée & 'indétermination de la trajectoire est en contradiction
avec le principe du déterminisme. Donc pour un systéme déterministe, méme
chaotique, nous ne pouvons avoir des trajectoires qui s’écartent trop les unes
des autres car cela aboutirait fatalement & leur intersection, situation interdite
pour respecter la logique du déterminisme.

En revanche, pour un systéme a trois degrés de liberté, deux trajectoires
dans un espace de phase & 3 dimensions ont toute latitude pour éviter de se
croiser ; elle peuvent donc s’écarter indéfiniment 'une de 'autre. La dimension
critique de ’espace de phase, a partir de laquelle une dynamique chaotique est,
possible, est égale trois. A titre d’exemple, le systéme de Rossler (voir équation
8.5) peut engendrer le chaos, & la différence d’un oscillateur de van der Pol
(voir équation 5.4). En effet, ’équation du second degré en temps associée au
systéme de van der Pol est équivalente a deux équations du premier ordre, ce
qui confére deux degrés de liberté au systéme et donc 'impossibilité d’avoir
un régime chaotique. Dans ce cas de figure, méme le scénario d’une bifurcation
sous-harmonique est impossible : tout régime correspondant & un dédoublement
de période est prohibé. En effet, la trajectoire dans ’espace de phases associé
a ce régime devrait effectuer deux tours avant de se refermer sur elle-méme,
et ceci n’est possible que si elle se croise avec elle-méme, situation proscrite en
raison du principe déterministe.

Un pendule simple (régi par une équation du second ordre) associé & deux
degrés de liberté est soumis aux mémes contraintes que le systéme de van
der Pol. Mais si I'un de ces oscillateurs est excité par une force extérieure
dépendante du temps, le systéme acquiert un troisiéme degré de liberté, incarné
par la variable temporelle. Pour l'illustrer, considérons le cas d’une excitation
sinusoidale, o1 'équation du pendule prend la forme §+6+sinf = A cos(wt), ot
A et w sont respectivement "amplitude et la pulsation de I'excitation extérieure.

611 convient de préciser que les trajectoires peuvent éventuellement se rapprocher au cours

du temps avant de s’écarter & nouveau.
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branche 2

branche 1

Figure 8.14 Une condition initiale telle que (xo, yo) peut appartenir a l'une ou 'autre
branche de la trajectoire. Ceci est en contradiction avec la dynamique deterministe.

Meéme si la variable temporelle n’est pas un degré de liberté au sens usuel du
terme, seul ce qui importe est le nombre d’informations indépendantes pour
déterminer de maniére unique la trajectoire. Dans ce cas, outre la connaissance
de 6 et 6 a un instant donné, nous devons disposer également de I'information
sur la valeur et le signe de la force & cet instant.

Pour montrer explicitement le role de degré de liberté que joue la variable
temporelle, posons X =t Y =60 et Z = 6 et obtenons le nouveau systéme a
trois équations déterminant 1’équation d’évolution du pendule excité, soit :

X =1
Y = Z
Z = —Z—sin(Y)— Acos(wX) (8.25)

Ainsi, pour toute équation non autonome’, la variable temps joue le role
d’un degré de liberté au meéme titre que la variable dynamique X (ou sa
dérivée).

8.14 Exposants de Lyapunov

8.14.1 Deéfinition

Nous avons vu que le chaos est synonyme de perte de mémoire des conditions
initiales du systéme au cours du temps. Soit zg et xo + dxg deux conditions
initiales voisines ; I’étude des systémes chaotiques conduit au constat suivant :
Pécart initial dzy s’amplifie en moyenne (pour n assez grand; ici n est une

“Une équation différentielle est dite autonome si la variable indépendante (ici le temps)
n’apparait pas dans I’équation, et si la relation formelle ne dépend pas de cette variable.
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variable temporelle discréte) en suivant la loi :
dxy, ~ dxoe”™ (8.26)

ou dx, représente I’écart entre deux valeurs successives au bout d’'un temps
n (i.e. aprés n itérations) et ou le paramétre v positif est appelé exposant
de Lyapunov, du nom du scientifique russe Aleksandr Mikhailovich Lyapunov
(1857-1918). Cet exposant exprime la rapidité avec laquelle se fait la sépara-
tion de deux trajectoires issues de deux conditions initiales infiniment voisines
(autrement dit, comment dz,, s’écarte de dxg). Plus I'exposant de Lyapunov v
est grand, plus rapidement la mémoire de la condition initiale du systéme est,
perdue. En réalité, il existe autant d’exposants de Lyapunov que de degrés de
liberté, car nous pouvons toujours décomposer la trajectoire en fonction des
différentes directions indépendantes de ’espace de phase; dans ce cas, nous
évaluons I’écart projeté le long d’une direction donnée.

8.14.2 Propriétés des exposants de Lyapunov

Tout d’abord, il convient de préciser que nous nous intéressons ici au chaos
des systémes dissipatifs, tel un circuit en électronique (dissipation d’Ohm) ou tel
un systéme mécanique soumis & de la friction, etc.® La présence de dissipation
a pour effet de diminuer globalement le volume initial donné dans ’espace de
phase au cours du temps. Cela ne signifie pas pour autant que les trois cotés du
volume doivent se contracter. En général, I'un des trois cotés se dilate tandis
que les deux autres se contractent d’une maniére telle que le volume initial
décroit au cours du temps; c’est 14 un point essentiel de la théorie du chaos.
Ainsi, les trajectoires peuvent diverger selon la direction de dilatation (associée
a un exposant de Lyapunov positif), et se contracter dans les deux autres, de
fagon & maintenir la dynamique autour d’un attracteur borné. On peut montrer
que le signe de la variation du volume dans ’espace de phase est donné par la
somme de tous les exposant de Lyapunov. Comme ce volume décroit du fait de
la dissipation, cette somme doit étre négative. Ainsi, au moins un des exposants
de Lyapunov doit étre négatif. La deuxiéme propriété importante des exposants
de Lyapunov impose que I'un des exposants doit étre nul, pour exprimer le fait,
que la trajectoire « reste » localisée au cours du temps sur un attracteur étrange
(ensemble-limite). Enfin au sein d’un régime chaotique, nous devons avoir au
moins un exposant positif ?, exprimant la sensibilité aux conditions initiales.

8Notons a ce niveau qu’il existe toute une branche scientifique qui porte sur le chaos non
dissipatif, dit encore chaos hamiltonien, ou chaos conservatif. Un exemple typique est celui
de ’étude de la dynamique du systéme solaire ou I’effet de la dissipation n’est pas pris en
compte, eu égard a sa faible importance.

9Mais ceci n’exclut pas 1’existence occasionnelle de deux exposants positifs, auquel cas le
systéme est dit dans un régime de super-chaos. Une telle situation ne peut se rencontrer
que dans un espace de phase de dimension égale ou supérieure & quatre, puisque, comme
nous ’avons précisé ci-avant, un des exposants doit étre nul (localisation de la trajectoire sur
un attracteur) et au moins un autre doit étre négatif (diminution du volume des trajectoires
dans ’espace des phases). Si, dans de nombreuses situations, il n’existe qu’un exposant posi-
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Figure 8.15 Illustration de la contraction des aires dans l'espace de phases pour un
systéme dissipatif. Deux trajectoires issues de deux conditions initiales A et B sont
telles que Daire entre les deux trajectoires (indiquée en couleur foncée) diminue au
cours du temps, et les deux trajectoires s’enroulent autour d’un attracteur, pris ici
comme un cycle limite par souci de simplicité.

8.15 Autosimilarité et fractales

Nous avons vu a plusieurs reprises que I'auto similarité se manifeste au sein
du chaos ; deux exemples typiques ont été présentés (voir figures 8.8 et 8.13).

La propriété d’auto similarité s’illustre par le fait que la figure géométrique
ressemble & elle-méme a toutes les échelles : un zoom d’une partie de la figure
conduit & la méme figure globale. Ce type de structures, en vogue aujourd’hui,
est connu sous le nom de fractale, dont la plus célébre est sans aucun doute
la fractale de Mandelbrot du nom du mathématicien franco-américain Benoit
Mandelbrot (1924-) (voir figure 8.16). L’auto similarité confére a ces figures
géométriques une propriété mathématique particuliére, connue sous le nom de
dimension fractale, que nous développons dans le paragraphe suivant.

Définition d’une dimension fractale

Pour les objets géométriques usuels, nous définissons traditionnellement une
dimension entiére ; ainsi, toute ligne (courbe ou droite) a pour dimension 1'u-
nité, toute surface est associée a la dimension 2, tout volume a pour dimension
3, etc. Or, la construction d’une figure géométrique satisfaisant la contrainte
d’une autosimilarité a toutes les échelles, nous incite & reconsidérer notre facon

tif unique, certains exemples ont révélé 'existence de plusieurs exposants positifs (voir par
exemple la référence [40]). On parle dans ce cas de super-chaos.
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Figure 8.16 Cette fractale, nommeée fractale de Mandelbrot est obtenue de la
maniére suivante : considérons la suite numérique suivante : uny1 = u2 + C, o n
est un entier naturel, et C' est un nombre complexe (u,, est donc complexe). Cette
suite peut étre aussi bien convergente que divergente selon la valeur de C'. L’ensemble
de Mandelbrot correspond & I'ensemble des points du plan  des parties réelles et
imaginaires de C'  correspondant aux valeurs de C pour lesquelles la suite ne diverge
pas. Ces points appartiennent aux domaines représentés en noir sur la figure. Ces
domaines sont auto-similaires.

de définir la dimension d’un objet. Considérons, pour fixer les idées, une cer-
taine figure & deux dimensions. Une fagon de définir la dimension d’un objet
géométrique représenté dans un espace a deux dimensions consiste dans un pre-
mier temps & couvrir la figure par un certain nombre de carrés, de dimension
latérale e (voir figure 8.17), puis dans un second temps, & compter le nombre de
carrés N (e) nécessaires pour couvrir entiérement la courbe ; ce nombre est bien
stir, fonction de € car il dépend de la taille des carrés. La dimension fractale D
est donc définie par I’expression suivante :

D = tim PN

e—0 In(1/€)

D’autres définitions alternatives auraient également été possibles; mais ce
choix est garant (i) d’une simplicité et (ii) de la compatibilité de la dimension
fractale avec la dimension euclidienne d’un objet non fractal. Ainsi, pour une
ligne de longueur L, le nombre de segments de taille € nécessaire au recouvre-
ment de la ligne vaut L/e, et nous obtenons une dimension unité (D = 1) a
partir de la définition de la dimension fractale (équation 8.27). Pour une sur-
face d’aire S, le nombre de carrés pour couvrir la surface vaut S/e?, et nous

. (8.27)
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Figure 8.17  On couvre une figure géométrique a l'aide de cubes (ou carré a deux
dimensions) de coté € et on note N(e) le nombre de cubes nécessaires pour couvrir
la ligne. On a choisi 3 exemples : (a) un objet composé de deux points isolés, (b)
une ligne dans le plan, et (¢) une surface enclose par une courbe fermée. Les carrés
hachurés montrent le nombre nécessaire pour couvrir chacun des objets.
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Figure 8.18 — On prend chaque c6té du triangle de longueur unité, et on le découpe
en trois, de maniére & y mettre au centre la base d’un triangle équilatéral de coté 1/3,
et ainsi de suite. Cette fractale est parfois appelée flocon de neige.

obtenons une dimension fractale de 2 (D = 2, équation 8.27).

Venons-en maintenant & ’application de cette définition pour des objets
autosimilaires, et prenons le cas de la figure géométrique dite « flocon de von
Koch », définie par le mathématicien suédois Helge von Koch (1870-1924) bien
avant l'invention du terme fractale (voir figure 8.18). Avant d’obtenir 1'im-
age trés ramifiée, nous sommes initialement partis d’un triangle équilatéral
(représenté a Pextrémité gauche de la figure 8.18) ; puis, chaque coté du trian-
gle est subdivisé en 3 segments égaux, le segment du milieu devient alors la
base d’un nouveau triangle équilatéral — donc plus petit que le triangle initial
— ayant comme coOté le tiers du triangle initial, et le procédé est répété a I’iden-
tique pour obtenir finalement une figure géométrique trés dentellée (voir figure
8.18). A la premiére itération, se substituent a chaque coté du triangle initial
de longueur 1, quatre segments de taille 1/3 (deuxiéme image de la figure 8.18).
Chacun de ces petits segments donne lieu & quatre segments de taille 1/9 et
ainsi de suite. A la m?™€ itération, la figure est composée de 4™ segments, cha-
cun de taille (1/3)™. La définition de la dimension fractale D (équation 8.27,
ot nous notons que € — 0 est équivalent & m — o0) nous donne :

D= tim P8 ) jin(3) ~ 1,26, (8.28)

m—oo ln(3)m o

La dimension de cet objet, méme d’apparence linéaire, est égale a une fraction
de l'unité ; 'adjectif qualificatif fractale que B. Mandelbrot lui attribua est issu
de la racine latine fractus, qui signifie brisé, irrégulier. Le triangle de Sierpinski
du nom du mathématicien polonais Waclaw Franciszek Sierpinski (1882-1969)
(voir figure 8.19) montre une autre fractale célébre dont la dimension vaut
environ 1.58.
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Avant de clore ce paragraphe, insistons sur le fait qu’une figure auto-similaire
n’est pas forcément fractale. En effet, prenons le cas d’un carré (voir figure 8.20)
que nous découpons en quatre carrés, eux-mémes subdivisés en 4 et répétons
Iopération un certain nombre de fois. Fixons le périmétre du carré initial &
I'unité; a la premiére itération, la longueur du coté du petit carré est égale a
(1/2)2. A T'itération m, 4™ carrés sont produits, ayant une longueur de (1/2)™
pour le plus petit des carrés. Nous obtenons, d’apreés la définition de la dimen-
sion fractale (équation 8.27), D = In(4™)/In(2™) = In(4)/In(2) = 2, dimension
égale a la dimension euclidienne.

Une interprétation plus intuitive de la dimension fractale définie par I’équa-
tion 8.27 peut étre donnée en la considérant comme le rapport des logarithmes
du nombre de parties auto-similaires et du facteur d’amplification, soit :

D— In(nombre total de parties auto-similaires)

In(facteur d’amplification) (8:29)
Tllustrons cette interprétation a ’aide du carré de la figure 8.20. La subdivision
du carré initial en N? petits carrés auto-similaires (figure 8.20) correspond a
un facteur d’amplification égal & N (en passant de quatre carrés a un carré
unique, le facteur d’amplification de chaque petit carré est égal & deux). Nous
obtenons, d’aprés la nouvelle lecture de la dimension fractale (équation 8.29),
D = In(N?)/In(N) = 2. La méme opération peut étre réalisée avec un cube,
pour trouver une dimension fractale D = 3. Que faut-il donc de plus que 'auto-
similarité pour obtenir une dimension fractale non entiére ? Regardons d’abord
ce que donne la nouvelle expression de la dimension fractale (équation 8.29)
pour le triangle de Sierpinski (voir figure 8.19). Cette figure géométrique est
obtenue est subdivisant le triangle initial en quatre triangles, dont trois sont
auto-similaires (les triangles en noir). La longueur des cotés de chaque triangle
auto-similaire est deux fois plus inférieure a celle du triangle initial. Ainsi, a
I’issue de la premiére itération, le facteur d’amplification est égal a deux pour
les trois triangles auto-similaires. La méme opération est réitérée avec ces trois
triangles, et ainsi de suite. Par conséquent, la dimension fractale vaut
In(3)

D = )~ 1,58... (8.30)
En quelque sorte, la dimension fractale contient des informations d’une part,
sur l'auto-similarité et d’autre part, sur la complexité : la figure du triangle de
Sierpinski (figure 8.19) est plus complexe que la figure auto-similaire du carré
(figure 8.20).

8.16 Crises

L’état chaotique d’un systéme peut étre donc représenté par un attracteur
composé d’'un ensemble de points dans ’espace des phases associé & une tra-
jectoire caractéristique du chaos; nous pouvons cependant repérer dans cet
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Figure 8.19  Cette fractale est due & Sierpinski en 1915 et est déja parue dans
lart italien au xmi® siecle. I est obtenu en mettant un triangle blanc au centre du

triangle noir initial. On répéte ensuite I'opération avec chacun des trois triangles noirs
périphériques, et ainsi de suite. Soit N, le nombre de triangles noirs obtenus aprés
m itérations. Nous avons N,, = 3™. On doit couvrir chaque segment de la figure.
Le coté du triangle noir a l'itération m a une longueur égale a (1/2)™. La dimension
fractale est donc donnée par In(3)/In(2) ~ 1, 58...

Figure 8.20 Une figure auto-similaire mais non fractale, voir texte.
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Figure 8.21 — On peut diviser cette figure en trois figures auto-similaires. Si on am-
plifie (ou on zoome) par un facteur deux chaque coté de ces trois figures, on obtient
la surface totale. Le rapport entre le nombre d'images auto-similaires et le facteur
d’amplification vaut donc 3/2.

attracteur des orbites périodiques instables, c’est-a-dire des courbes plus ou
moins complexes enchevétrées les unes dans les autres. En faisant varier un
parameétre de controle, 'attracteur peut changer brutalement de forme ; de tels
événements, dénommés crises, se produisent par exemple lors de la collision en-
tre un attracteur étrange et une orbite périodique instable. Trois types de crises
ont été identifiés : (i) dans le premier cas, un attracteur étrange est détruit,
(ii) dans le second cas, la taille de l'attracteur change subitement quand le
parameétre de controle atteint une certaine valeur et (iii) dans le troisiéme cas,
deux (ou plus) attracteurs fusionnent pour former un attracteur unique. La
manifestation principale d’une crise associée au changement abrupt de l'at-
tracteur s’observe également sur le signal chaotique.

Prenons, & titre d’exemple, Ioscillateur de van der Pol soumis & une ex-
citation extérieure périodique (voir section 5.1) obéissant donc a 1’équation
d’évolution suivante :

i+ p(z® —1)3 + 2 = asin(wt) , (8.31)

ou u est un paramétre positif, et a est Pamplitude de la perturbation, et w
sa pulsation. L’espace de phase d’un tel oscillateur est de dimension 3 (les
trois variables sont : ¢, x et 4 ; voir également section 8.13). Le systéme dy-
namique possédant 3 degrés de liberté, une situation chaotique est tout a fait
possible (voir section 8.13 ), comme nous pouvons le constater en examinant
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I’évolution de la variable vitesse & au cours du temps pour différentes valeurs
du paramétre a (voir figure 8.22) : les phénomeénes de crise sont associés aux
variations brusques de la dynamique chaotique.

8.17 Hasard et déterminisme

Dans ce paragraphe, nous nous proposons de discuter le lien entre hasard
et déterminisme. Avant d’aborder cette question, nous introduisons d’abord
quelques préliminaires nécessaires.

8.17.1 L’application tente

Précédemment, nous avons étudié en détail Papplication logistique (voir
section 8.12) qui nous a permis d’introduire la premiére transition vers le chaos
par cascade sous-harmonique (voir section 8.12.1). L’application tente, définie
par ’équation suivante :

1
Tpyp1 =1 — 2|z, — §| = f(zn) (8.32)

se préte mieux encore & ’analyse du concept statistique du chaos.

Comme son nom lindique, cette application a la forme d’une tente (voir
figure 8.23). On constate que lintervalle [0, 1] s’inscrit dans lui méme. On se
limite dans la suite & cet intervalle.

Pour toute valeur de z,, inférieure & 1/2 (z, < 1/2), le signe de I’expression
entre la valeur absolue est négatif et nous pouvons formuler "application tente
comme Z,4+1 = 2x,. Pour toute valeur de x,, supérieure a 1/2, (z,, > 1/2),
nous obtenons cette expression de application tente : x,41 = 2(1 — x,,).

Ainsi, en partant d’une condition initiale telle que zo < 1/2, & la premiére
itération nous obtenons 2z, (autrement dit, on assiste & un « étirement » de
xo vers 2xp). En répétant cette opération n fois, et tant que la valeur de x,
reste en dessous de 1/2, nous obtenons un étirement de l'intervalle. Au bout
d’un certain nombre d’itérations, la valeur x,, dépasse le seuil 1/2, et dans
ce cas, I'expression de ’application change. Supposons, & titre d’exemple, que
xo = 0,52; nous obtenons lors de la premiére itération z; = 2 x 0,48 = 0, 96,
puis 3 = 2% (1—0,96) = 0,08 < 1/2. Donc une valeur initiale xo supérieure a
0,5 meéne systématiquement au retour de Iapplication dans Uintervalle [0, 1/2].
En résumé, nous pouvons écrire que 1’évolution de I'application tente est décrite
par deux opérations : (i) un étirement par un facteur deux de Uintervalle [0, 1/2]
puis un repliement vers 'intervalle de départ, et ainsi de suite. Il s’agit 14 d’une
propriété générale des applications chaotiques : un étirement, qui correspond
a la divergence des trajectoires dans I'espace des phases, et un repliement qui
maintient I’attracteur borné.
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Figure 8.22 Le signal %(¢) chaotique (avec a = 0, 98765) montrant I’émergence d'une
crise pour a ~ 0,98777 caractérisée par des bouffées aigués du signal; w = 0,45 et

p=1
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Figure 8.23 — L’application tente.

8.17.2 Sensibilité de D’application tente aux conditions
initiales

Considérons ’application composée de la fonction tente f ; le graphe associé
a la fonction composée deux fois : f(f(x,)) = f*(z,) a la forme de deux
« tentes » juxtaposées I'une a coté de 'autre dans lintervalle [0, 1] (voir schéma
a gauche de la figure 8.24). De méme, le graphe de I’application composée m
fois, soit : f™(x,) = Tptm, est composé de m « tentes » s’inscrivant dans
I'intervalle [0, 1] (voir schéma & droite de la figure 8.24). Pour s’en convaincre,
il suffit de noter que si la variable x,, adopte comme valeur 0, 1/2 ou 1, nous
avons x,4+2 = 0, tandis que si la variable z,, a pour valeur 1/4 ou 3/4, nous
obtenons x,4+9 = 1. En réalisant que x,,12 est une fonction linéaire de z,, entre
ces points remarquables, le graphe de I’application tente composée une fois avec
elle-méme (i.e. f?(x,) en découle naturellement (schéma a droite de la figure
8.24). En suivant le méme raisonnement pour la fonction tente composée m — 1
fois avec elle-méme (i.e. f™(z,), nous obtenons l'allure du graphe reporté a
gauche de la figure 8.24.

Ainsi, en se fixant une condition initiale dont la valeur est connue & +2~""
prés (cet intervalle d’indétermination est trés petit, lorsque m est assez grand),
Papplication f™(x,) adopte n’importe quelle valeur au sein de l'intervalle [0, 1].
Autrement dit, la connaissance que nous avons au départ de la condition initiale
comprise dans lintervalle [zg—27"™, £o+27"™] ne permet pas de connaitre I’état
final du systéme.

Ce résultat peut également étre vérifié numériquement & ’aide d’une cal-
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Figure 8.24 L’application tente composée deux fois, f*(z,), et application tente
composée m fois, f(z,) (m assez grand).

culette, de la méme fagon que nous ’avons effectué pour ’application logis-
tiquet®.

L’application tente est en fait reliée & 'application logistique définie par
Péquation z,1 = 4az,(1 — x,) en effectuant un simple changement de vari-
able. En effet, intéressons-nous au cas ol le paramétre de controle!' a = 1;
Papplication logistique a donc pour équation : 41 = 4z, (1 — ).

Effectuons le changement de la variable x en la variable y définie par :

v =sin? (T = %[1 _ cos(my)] (8.33)
et reportons cette expression dans l’application logistique précédente pour obtenir
la relation : sin?(7wy,/2) = 1 — cos?(my,) = sin®(7y,).

Nous pouvons en déduire immédiatement la relation suivante : 7y, 41/2 =
+ 7wy, + pm ou p est un entier naturel. Comme la variable y, est telle que
yn € [0,1], lorsque la valeur de la variable y est telle que : 0 < y,, < 1/2, et
Yn+1 = 2(1 — yn), nous obtenons l'application : y,+1 = 2y, (le signe devant y,,
est positif et p = 0) ; lorsque la valeur de la variable y est telle que 1/2 <y, <1,
nous obtenons : y,4+1 = 2(1 — y,,) (le signe devant y,, est négatif et p = 1).

8.17.3 Jouer a la roulette ou au chaos?

Depuis le grand espoir d’'une mécanique rationnelle, nous avions commencé
a croire au triomphe du déterminisme. Ainsi, les adeptes du jeu de dé et de
la roulette nous auraient bien volontiers proposer de venir tester nos théories

L0Rappelons que nous avons établi de maniére générale, au paragraphe 8.12.1, qu’un point
fixe est instable si la dérivée de f & I'intersection avec la premiére bissectrice est supérieure a
I’unité en valeur absolue. Il s’ensuit que les points fixes de ’application tente sont instables.

" Rappelons que nous avons vu au paragraphe 8.12.1 que le chaos se produit dés que le
paramétre de controle a est tel que a > 0,892...
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déterministes a leur table de jeu. Mais cette foi profonde, qui relie trop rapi-
dement la mécanique newtonienne a I'idée d’une prédictibilité et d’un déter-
minisme absolus, est ébranlée par I'existence au sein méme de cette mécanique
de systémes newtoniens imprévisiblement chaotiques, méme si leur mise en
équation est relativement simple. Et il est maintenant avéré que ces systémes
chaotiques constituent, plutdt que ’exception, la vaste majorité des systémes
mécaniques.

Comme cela a déja été dit dans cet ouvrage, si nous étions capables de
déterminer avec une précision infinie 1’état initial du systéme, nous saurions
prédire I’évolution ultérieure. C’est, donc notre incapacité a atteindre ce degré
de précision sur les conditions initiales qui est a la base de notre faillite a la
prédictibilité. Nous pourrions donc attribuer ’origine du chaos & un manque
d’information. Mais il ne faut pas croire que cette information manquante est
le fait d’une ignorance théorique temporaire, ou d’une incapacité expérimentale
contextuelle, que nous serions & méme de surpasser un jour grace a la progres-
sion des sciences. Nous sommes ici confrontés & une incertitude fondamentale.

En effet, définir un état initial pour un systéme mécanique a une particule,
c’est se donner, par exemple, la position et la vitesse initiales de cette particule.
Or les valeurs de ces conditions initiales sont des nombres réels qui sont définis
par une suite infinie de chiffres, par exemple, 1/3 = 0,33333..., V3 =1,732...
Si nous voulions désigner toutes les valeurs possibles d’une condition initiale, il
faut pouvoir spécifier toutes les suites infinies de chiffres qui existent : ceci est,
hors de portée humaine.

Lorsque la dynamique n’est pas chaotique, cette impossibilité & attribuer
aux conditions initiales des valeurs infiniment précises est sans importance, car
I’état final est insensible & des incertitudes faibles sur les conditions initiales.
Dans un régime chaotique, 'incertitude s’amplifie exponentiellement. La notion
de hasard, ou d’incertitude, est ainsi encodée dans le manque d’information de
I’état initial.

Dés lors, il devient naturel de se demander s’il est quand méme possible
d’établir une description statistique du chaos, comme on pourrait le faire pour
un jeu dé.

8.17.4 Mesure invariante

Pour obtenir un premier élément de réponse a cette question, étudions un
systéme simple défini comme suit ; soit I'intervalle [0; 1] ; subdivisons cet inter-
valle en un certain nombre de sous-intervalles égaux, par exemple une centaine :
[0; 01[,[0,01; 0,02][.....[0,99; 1] et notons ces intervalles I, Is,...I190. Tirons
ensuite au hasard un nombre réel o dans [0; 1]; il appartient nécessairement
4 'un de ces sous-intervalles. Ce nombre est pris pour condition initiale d’une
application logistique ou de I’application tente (ou tout autre type d’applica-
tion connue pour engendrer le chaos) et effectuons ensuite Nitérations, avec
N assez grand, disons N = 1 000. Le résultat final x appartient a un inter-
valle I; (1 < j < 100). Recommencons cette opération un certain nombre de
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fois, disons 1 000, et construisons ’histogramme des événements, dans lequel
en abscisse figure les intervalles I; et en ordonnée le nombre de fois que ces
intervalles I; sont visités. Si IV est assez grand, nous aboutissons & une conclu-
sion trés intéressante : cet histogramme est une courbe (qu’on va voir par la
suite) robuste (en ce sens qu’elle est indépendante de N dés que N est assez
grand, supérieur a quelques centaines), au méme titre qu’une loi gaussienne en
probabilité.

Considérons maintenant I’application tente (voir équation 8.32) et découpons
lintervalle [0, 1] en N sous-intervalles égaux, notés [(m — 1)N, m/N] avec m =
1,2,...N, le long de 'axe Oz. Comme I’application tente est linéaire, aucun des
intervalles ne sera privilégié par rapport & un autre. Par conséquent, le nombre
de fois qu’un intervalle est visité approche 1/N lorsque le nombre d’itérations
devient assez grand. Ainsi, la probabilité pour qu’un intervalle soit visité est
égale 4 1/N. 1l s’agit d’'une loi de distribution uniforme. Etant donné que z
est une variable continue, il est utile d’introduire la densité de probabilité p(z)
telle que f: p(x)dzx représente le nombre de fois ou U'intervalle [a, b] est visité.
Comme nous ’avons dit plus haut, ce nombre est égal & 'intervalle lui-méme,
c’est-a-dire & b — a. Il s’ensuit que la densité p est constante :

plx) =1 (8.34)

la densité p est alors qualifiée de densité naturelle invariante. Cette densité
est uniforme, au méme titre que la densité de probabilité associée aux jeux de
hasard, tels que le lancer de dés (chaque face & la méme chance 1/6) ou la
roulette.

Revenons a nouveau a I'application logistique et notons p(x) la densité de
probabilité ; donc, le nombre de fois qu’un intervalle dz est visité est égal &
pdzx. Nous avons constaté que 'application logistique est reliée a 'application
tente par un simple changement de variables (voir équation 8.33); notons y
la variable de I’application tente et x celle de 'application logistique. Nous
avons p(x)dz = p(x(y))(dz/dy)dy. L'uniformité de la distribution en termes
de la variable y, nous impose la condition suivante : p(z(y))(dx/dy) = 1, soit
p(x(y)) = dy/dz. Utilisons le changement de variable adapté (équation 8.33)
pour exprimer y en fonction de xz. Nous obtenons ainsi dy/dz = 2/ (7 sin(ny).
Comme nous disposons également de la relation sin(ry) = 24/x(1 — ), nous
pouvons établir la loi de distribution p(x) de application logistique :

1
plx) = m . (8.35)

C’est la densité naturelle invariante du chaos engendrée par I’application logis-
tique (voir figure 8.25). Notons enfin que chaque application a sa propre densité
invariante.



8. Introduction au chaos 211

20
p 1o .
ol x \ L. .

0 0.2 04 0.6 08 1

Figure 8.25 — Densité invariante p(z) associée a la courbe logistique.

8.18 Le contrdle du chaos

L’étude des modalités et du controle du chaos a donné lieu & de nombreuses
publications scientifiques. Cet intérét est justifié par : (i) d’une part, il peut étre
intéressant, dans certains cas, de savoir I’éviter, ou bien au contraire, en tirer
partie en vue d’une application spécifique. Ainsi, dans une chambre & combus-
tion, le régime turbulent des réactifs est intéressant a susciter afin d’augmenter
Pefficacité du meélange; (ii) d’autre part, le controle des régimes chaotiques
de certains dispositifs électroniques et électromécaniques (et surtout ceux qui
peuvent potentiellement manifester des crises) est essentiel pour éviter des sit-
uations chaotiques préjudiciables & leur fonctionnement.

Le chaos est caractérisé par la présence d’un attracteur étrange dans I’espace
des phases. Lors de I’étude de la cascade sous-harmonique, nous avons souligné
qu'un point fixe de Papplication f(z) (point correspondant a un cycle limite)
peut devenir instable et donner lieu & une bifurcation en deux branches qui
correspondent & une oscillation & période double ; et cette bifurcation donne lieu
a deux autres points fixes instables (voir figure 8.12). Dans le régime chaotique,
Iattracteur étrange baigne au sein d’un nombre considérable de cycles limites
instables, ou orbites instables, denses dans ’espace des phases.

Par définition, les orbites instables sont répulsives; est-il possible de leur
conférer une qualité attractive a I’aide d’une action extérieure ? Nous avons déja
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mentionné la possibilité de stabiliser un état instable & I’aide d’une perturbation
(voir paragraphe 7.6). En effet, un baton rigide maintenu a la verticale et
reposant sur la paume de la main est instable sous 'effet de la gravité; mais
il peut étre rendu stable grace a une oscillation adéquate de la main. Ainsi,
I’orbite initialement instable peut devenir attractive sous ’effet de I'oscillation.

L’idée du controle du chaos suit & peu prés la méme philosophie. Le systéme
chaotique est perturbé par une excitation extérieure relativement faible pour
accomplir 'une des taches suivantes : (i) faire disparaitre le chaos au profil
d’un régime périodique, grace a la proximité d’orbites périodiques — dont on
sait qu’elles sont denses — initialement instables) ; (ii) éviter les régimes de crise,
lorsque le régime chaotique persiste.

Pour illustrer 'intérét du contréle du chaos, au-dela d’une problématique de
recherche toute passionnante qu’elle soit, prenons un exemple de la vie quotidi-
enne. Un bateau évoluant sur ’eau peut difficilement échapper au chaos lorsqu’il
est soumis a certaines conditions atmosphériques défavorables. Cependant, tout
commandant de navire cherche a éviter les situations de « crise » ; et pour éviter
le naufrage, puisqu’il ne peut agir sur les conditions météorologiques, il intro-
duit des perturbations adaptées pour controler la navigation de son engin.

Le controle du chaos, en tant qu’objet d’étude et de recherche, a connu
un véritable engouement depuis la fin du XX¢ siécle et plusieurs applications
intéressantes ont ainsi pu voir le jour, dans différents domaines, tels les systémes
mécaniques (référence [23]), les lasers (référence [27]); les tissus cardiaques
(véférence [26]), les réactions chimiques (référence [64]), et bien d’autres encore
dont il est impossible de faire ici une liste exhaustive.



Chapitre 9

Naissance de 'ordre spatial
unidimensionnel

9.1 Introduction

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes focalisés sur ’étude de
la dynamique temporelle de systémes ponctuels. Mais, de nombreux systémes
non linéaires possédent une extension spatiale, dont ’organisation au cours du
temps est symptomatique de leur dynamique.

Par exemple, ’atmosphére constitue un exemple courant ou I'importance
de la dimension spatiale est évidente. Pour établir des modéles météorologiques
prédictifs, nous avons en effet besoin de disposer d’informations spatiales, telles
la pression, la température, la vitesse du vent... non seulement en fonction
du temps, mais également en différents points de 'espace. Outre I'importance
de la dimension spatiale locale de I’atmosphére, force est de constater qu’a
I’échelle macroscopique, la dimension spatiale est également un élément impor-
tant pour comprendre les événements météorologiques. Par exemple, certaines
structures, tels les nuages cumulonimbus®, sont révélatrices de phénoménes
atmosphériques majeurs (tornade, tempéte) ; eux-mémes sont d’ailleurs struc-
turés en sous-structures tels les mammas? (voir figure 9.1). Quelle est 1’origine
de telles structures et quelle est la dialectique qui se joue entre 'ordre et le
désordre lors de cette morphogenése ?

INuages de trés grande extension verticale de 6 4 13 kilométres.

2Le terme scientifique consacré mamma, dont ’origine latine signifie mamelle ou mamelon,
désigne en météorologie des nuages en forme de poches de forme arrondie situées, le plus
souvent, a la base de différents types de nuages, tels les cumulonimbus, les cirrus, les altocu-
mulus...; ces structures sont également observées dans les nuages de cendres éjectés dans
I’atmosphére lors des éruptions volcaniques ou encore dans les trainées de condensation (les
« contrails » que forme un avion a la traversée de certaines couches atmosphériques). La
formation de tels nuages constitue une énigme intrigante de la dynamique des fluides atmo-
sphériques et de la physique des nuages.
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Figure 9.1 Une structure assez organisée de cumulonimbus. ©NOAA Photo Library,
NOAA Central Library ; OAR/ERL/National Severe Storms Laboratory (NSSL)

La nature nous offre une surabondance d’exemples de structures spatiales
ordonnées dans des domaines variés, telles les rides sur le sable, les bandes
et taches sur le pelage des animaux, des figures de sédimentation en géologie,
l'organisation de microtubules (voir chapitre 14, section 14.5)% dans les cellules
biologiques, etc.

Un aspect fascinant de la morphogenése réside dans I’émergence spontanée
d’une organisation spatiale ordonnée de systémes portés hors équilibre. Cet or-
dre surgit, en général, lorsque I’écart par rapport a I’équilibre thermodynamique
(disons, pour simplifier, que cet écart est fonction de la quantité d’énergie in-
jectée dans le systéme) atteint une certaine valeur critique. Le passage de 1’état
initial sans structure, appelé état homogeéne, vers I’état ordonné correspond en
fait & la présence d’une bifurcation.

Pour aborder I’étude de la morphogenése, nous allons tout d’abord évoquer
divers exemples, puis proposer des interprétations qualitatives, ensuite nous
développerons des calculs explicites pour établir les conditions nécessaires a
I’établissement spontané d’un ordre et enfin nous nous affranchirons des ex-
emples contextuels pour énoncer, autant que faire se peut, des conditions uni-
verselles a la la structuration spatiale.

3Les microtubles sont de longues molécules présentes au sein du cytoplasme des cellules bi-
ologiques. Ces molécules jouent un réle prépondérant dans le processus de division cellulaire ;
dans certaines conditions, ces molécules s’organisent sous forme d’astres.
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Commencons dés maintenant par ’étude d’un exemple célébre : I'instabilité
de Turing, du nom du célébre mathématicien britannique, Alan Mathison Tur-
ing (1912-1954) qui est l'origine de la création du premier ordinateur universel
programmable et du domaine de lintelligence artificielle. A la fin de sa vie,
il s’est intéressé également & 1’étude de modéles de morphogenése au sein du
vivant (les structures de Turing).

9.2 Le systéme de Turing

Meélangeons deux, ou plusieurs, substances chimiques, toutes solubles dans
la solution; ces substances réagissent les unes avec les autres pour donner
d’autres produits. Il est souvent constaté que les substances initiales et leurs
produits se mélangent au cours du temps de maniére homogéne au sein de
I’enceinte ou la réaction a lieu, & 'image du sirop dans I'eau qui diffuse pour
colorer de maniére homogeéne le verre d’eau. Or, une telle solution homogéne
n’est pas toujours stable ; sous certaines conditions, la distribution des espéces
chimiques devient non homogeéne, et évolue vers une structuration spatiale,
parfois tres éloignée de ’homogénéité. Cette morphogenése chimique est sans
doute 'exemple le plus célébre des phénoménes conduisant a la naissance de
formes dans la nature. En 1952, deux ans donc avant sa mort provoquée par
un empoisonnement (dont on ne sut jamais s’il fut suicide, crime ou accident),
Alan Turing publia un article qui fait encore date : « Les bases chimiques de
la morphogenése »*. Au-dela des aspects mathématiques relativement simples
décrivant le fonctionnement de instabilité & ’origine de cette morphogenése
chimique, Alan Turing évoque notamment 'impact que pourrait avoir, plus
généralement, cette instabilité sur la morphogenése dans la nature, et en par-
ticulier chez les étres vivants.

La touche géniale du travail réalisé par Alan Turing réside dans sa sim-
plicité déconcertante, qui débouche, cependant, sur une conclusion générale
d’une importance universelle. Pour simplifier les choses, le résultat d’Alan Tur-
ing se résume comme suit : soit un réactif chimique u activateur (i.e. assurant
sa propre croissance) et un second réactif v inhibiteur (i.e. s’opposant a la
croissance de D’activateur) plongés tous deux dans une enceinte. Sans avoir &
préciser les détails de la réaction, si le réactif v diffuse suffisamment rapide-
ment par rapport a la substance u, le mélange homogéne des deux substances
devient, instable, et laisse place spontanément & une structuration spatiale ; cet,
ordre peut apparaitre, en particulier, sous forme de bandes alternées, comme
les bandes alternativement blanches et noires que forment le pelage d’un zébre,
mais d’autres types d’ordre, tels les nids d’abeilles par exemple, sont également
possibles. Il est & noter que toute la généralité du modéle de Turing est une
indication que la naissance de ’ordre chimique est un phénomeéne robuste et
inévitable, ce qui assure la généricité du modéle. Il a pourtant fallu attendre

4Référence bibliographique compléte de article : Turing, AM., 1952, The chemical basis
of morphogenesis, Phil. Trans. R. Soc. London B 237, 37-72.
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environ 40 ans aprés la publication de article d’Alan Turing pour que 'ex-
périence en laboratoire confirme la prédiction d’Alan Turing (voir références
[15, 60, 12]).

Le modéle de Turing correspond & une réaction chimique auto-catalytique,
modéle totalement indépendant du détail de la réaction proprement dite. Le
modéle de Turing met en jeu deux phénomeénes : (i) un phénomene réactif issu
de l'interaction chimique entre les substances en présence et (ii) un phénomeéne
diffusif des substances chimiques au sein de la solution. I.’équation d’évolution
décrivant le changement de la concentration des substances s’écrit ainsi comme :

Oru = f(u,v) + DyOpzu (9.1)
o = g(v,u) + D,0p2v

ot u(x,t) (respectivement v(z,t)), dépendant de la variable d’espace x et du
temps ¢, dénote la concentration du réactif u (respectivement v), dwu et Opv
désignent ainsi la variation au cours du temps de chacune des concentrations
des espéces en un point donné, f(u,v) (respectivement g(v,u)) est la fonction
décrivant la réaction chimique de la substance u (respectivement v) avec la
substance v (respectivement u) pour produire des dérivés, et enfin D, et D,
sont les coefficients de diffusion respectivement pour les substances u et v. Le
processus précis avec lequel la réaction se fait, ou la forme précise de I’équation
de réaction, n’importe pas.

Le sens commun tendrait a penser, a priori, qu’en présence d’une disrtibu-
tion hétérogéne locale des substances, le phénoméne diffusif aura tendance a
homogénéiser le tout, a I'image de la diffusion d’une goutte de sirop dans un
verre d’eau. Or, et c’est toute 'étrangeté du phénoméne, la diffusion mutuelle
des deux substances peut au contraire favoriser, dans certaines conditions, la
ségrégation et donc l'instabilité de ’état homogéne.

9.2.1 Image qualitative de I’instabilité de Turing

Pour percevoir qualitativement la dynamique de l’'instabilité énoncée par
A. Turing, partons d’une solution homogéne, et considérons la présence d’une
infime fluctuation au sein du systéme®. Supposons que, suite & une telle fluctu-
ation, l'activateur se trouve étre en léger excés en un point donné (voir figure
9.2). Puisque ’activateur u assure sa propre production, un excés de l'activateur
produit toujours plus d’activateurs; mais il ne faut pas oublier qu’il produit
simultanément son antagoniste v; ainsi, la présence d’un excés d’activateur
donne également lieu & une production accrue de I'inhibiteur. En principe, les
deux substances vont avoir tendance & s’homogénéiser en suivant la loi stan-
dard de la diffusion. Or, c’est la toute l'originalité du modele de Turing que
d’avoir souligné ce point : si 'inhibiteur diffuse suffisamment rapidement, plus
rapidement donc que l'activateur, I'inhibiteur se dilue plus vite dans la solution

5Notons que de telles flucations sont inévitables dans le monde réel.
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Figure 9.2 — En ligne continue : I'activateur assure sa propre croissance, et produit
Pinhibiteur (ligne brisée). Si ce dernier diffuse plus rapidement, son pic de concentra-
tion s’étale plus vite, permettant ainsi a ’activateur de continuer a croitre localement.
C’est le principe de base de I'instabilité de Turing. Un autre pic peut naitre, n’importe
oll en principe, mais de maniére préférentielle dans le voisinage du premier, & cause
des fluctuations qui tendent a le favoriser. Or, le second pic de Pactivateur (en grands
tirets séparés par des points) a des chances de croitre a condition qu’il se trouve
au-deld de la portée de 'excés de v créé par le premier pic, typiquement au-dela de
Pordre de la longueur de diffusion de v, [,. De méme, les molécules u en provenance
du premier pic réagissent aprés une distance de ’ordre [,,. La longueur d’onde typique
de la structure de Turing est de l’ordre de \/m . Les fléches unilatérales schématisent
la diffusion.

que 'activateur, et donc la concentration de I'inhibiteur étant plus faible que
celle de I’activateur, nous sommes confrontés & une réaction en chaine perme-
ttant ainsi & 'activateur de croitre localement sans étre géné par la présence
de v(voir figure 9.2). Un pic d’activateur se produit ainsi, pic qui finit par
saturer lorsque s’établit un équilibre entre la diffusion de D’activateur et son
auto-croissance.

11 est possible que plusieurs pics d’activateur déconnectés les uns des autres
se développent simultanément au sein de la substance. Il y a d’ailleurs, en
principe, plus de chance de voir un autre pic se développer au voisinage du pre-
mier pic; en effet, I'inhomogénéité au voisinage du premier pic favorise la nais-
sance d’autres pics a proximité. Notons cependant que chaque substance chim-
ique posséde un certain temps de vie ; elle diffuse jusqu’a disparaitre lorsqu’elle
rencontre la substance avec laquelle elle interagit.

Dénotons 7, et 7, les durées de vie des deux substances et [, ~ /D,7, et
Iy, ~ /Dy, leurs longueurs de diffusion®. Pour avoir une chance de voir naitre
un nouveau pic dans le voisinage du précédent, il faut en étre éloigné d’une
distance de l'ordre de [,, au moins : les molécules u, en exceés au voisinage du
premier pic, nécessitent une distance de ’ordre [,, pour réagir. En méme temps
I’inhibiteur, qui diffuse plus vite, se trouve étre assez abondant par rapport a
I’activateur, en dehors du premier pic : il ne faut donc pas étre trop prés du
premier pic. La longueur d’onde spatiale doit donc faire intervenir un compro-
mis entre les deux longueurs [, et [, ; la longueur d’onde caractéristique idoine
est en fait donnée par la moyenne géométrique des deux longueurs, A ~ /1,1,

6La longueur de diffusion est par définition la longueur moyenne parcourue par une
molécule avant de disparaitre suite a une réaction chimique.
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(voir ci-apres).

9.3 Analyse de stabilité linéaire du systéme
de Turing

L’état stationnaire et homogéne du systéme de Turing noté (ug,vg) obéit
aux conditions suivantes : f(ug,v9) = 0 et g(ug,v9) = 0 (voir équation 9.2).
On suppose que cette solution homogéne existe, et nous verrons par la suite
plusieurs exemples concrets qui le confirment. Afin d’étudier la stabilité linéaire
de ce systéme, recherchons une solution de la forme u = ug + ui(x,t) et v =
vo+v1(x,t) et reportons ces expressions dans I’équation d’évolution du systéme
(équation 9.2).

En effectuant un développement de Taylor des fonctions non linéaires f et
g autour de I’état homogéne (ug,vg) a l'ordre un (en u; et v1), nous obtenons
deux équations linéaires pour le couple (u1,v1). Cherchons alors une solution
de la forme” (u1,v1) = (4, B)e!®«t ot q est le vecteur d’onde et w dénote
le taux d’atténuation (respectivement le taux de croissance) de l'instabilité,
caractérisé par Re(w) < 0 (respectivement, Re(w) > 0) ; nous obtenons :

wA = (fu - Duq2)A + va
wB = guA + (gv - qu2)B (93)

ol nous avons posé

f’LL = [8f/8u](ut),vo)7 f’U = [8]0/87]](,“10)1)0),
) Gu = [ag/au](w,vo)’ Gv = [ag/av](uo,vo) (9.4)

Le systéme ci-dessus (9.3) étant linéaire et homogéne, la solution est non
triviale si et seulement si le déterminant est nul. Cette condition nous fournit la
relation de dispersion qui relie le vecteur d’onde ¢ au taux (taux de croissance
ou d’atténuation) w de l'instabilité :

wWw—Sw+P=0 (9.5)
avec

S = fu + 9o — (Du + Dv)q2 ’ P = fugv - fvgu - (Dugv + vau)q2 + Duqu4

(9.6)
le facteur S correspond & la somme des deux valeurs propres w; et wy de
l’équation de dispersion (équation 9.5) (S est la trace de la matrice de stabilité)
et le facteur P est égal au produit des valeurs propres, P = wiws.

7Tant que nous nous limitons a I’étude linéaire, les différents modes de Fourier e?d@+wt
ne se couplent pas, et par conséquent il est légitime de ne considérer qu’un seul mode.
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Figure 9.3 — Illustration générale de I’évolution de w(q) dans les cas ou la solution
homogeéne est stable (u < pic), neutre (ou critique, g = uc), ou instable (1 > ue).

9.4 Définition d’une instabilité de Turing

Par définition, une instabilité de Turing est stationnaire et correspond a
un vecteur d’onde critique g. non nul. Nous devons donc déterminer la (ou
les) condition(s) requise(s) pour que le taux d’instabilité w s’annule (la partie
réelle s’annule ainsi que la partie imaginaire). Il est clair que si la solution
homogeéne est stable, cela signifie que toute perturbation du systéme s’atténue
(i.e. w < 0) quelle que soit la valeur du vecteur d’onde ¢ (voir figure 9.3). A la
condition critique (@ = p., ot p est un parameétre de controle du systéme), le
taux w de la perturbation s’annule pour le vecteur d’onde critique g., et reste
négatif pour toute autre valeur ; ce point est donc nécessairement le maximum
de la courbe® w(q) (voir figure 9.3). Quand le seuil de linstabilité est franchi
w devient positif non seulement en ¢ = ¢. mais également dans toute une
bande de vecteur d’onde. C’est donc le maximum de w(q) (et éventuellement
son voisinage) qui va revétir un caractére particulier dans notre étude.

Nous pouvons donc résumer notre démarche comme suit.

1. Nous devons déterminer les conditions de I'instabilité de Turing en im-
posant qu’elle soit caractérisée par une valeur propre w réelle’, a la
différence de nombreuses instabilités, telle, par exemple, 'instabilité de
Hopf, associée & une transition d’une solution initiale stationnaire vers
une solution finale oscillante dans le temps (voir chapitre 5).

2. Nous nous intéressons, de plus, & une instabilité produisant un ordre
spatial, caractérisé donc par une longueur d’onde critique A. finie; ce qui
implique que le vecteur d’onde (inversement proportionnel & la longueur

8Nous excluons ici des cas pathologiques ot le taux w(q) de I'instabilité ne serait pas
tangent horizontalement a la condition critique.

9Rappelons qu’une instabilité stationnaire est définie par ’évolution du systéme perturbé
initialement dans un état stationnaire (indépendant du temps, ici I’état homogéne) vers un
autre état stationnaire (un état d’ordre parfait, de type sinusoidal spatialement).
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d’onde, i.e. g. = 2w/\) doit étre non nul (i.e. g. # 0); autrement dit,
le taux de l'instabilité associée a un nombre d’onde nul, w(g = 0)), doit
étre négatif (i.e. w(g = 0) < 0) pour éviter le développement de cette
instabilité et garantir ainsi son amortissement dans le temps. En ¢ = 0,
nous devons donc nous assurer que les deux valeurs propres de ’équation
de dispersion sont négatives ; ce qui est le cas lorsque la somme des valeurs
propres est négative (i.e. S—w; + wy < 0) et leur produit positif (i.e.
P = wiwy > 0). A partir de I'expression des facteurs S et P et pour
g = 0 (voir équation 9.6), nous obtenons donc les conditions suivantes :

3. Par ailleurs, I’état homogéne devient instable lorsque le systéme, dont le
comportement est assujetti aux paramétres de controle, réagit en amplifi-
ant la perturbation au lieu de I'amortir. Cette situation se produit lorsque
le taux d’instabilité w négatif devient positif, autrement dit, lorsque w
s’annule. La bifurcation de Turing se réalise ainsi lorsque 'une des deux
valeurs propres du systéme passe par zéro; ce qui a le plus de chance de
se produire pour la valeur propre la moins négative (celle dont la valeur
algébrique est la plus élevée), par exemple wq, puisque pour l'autre wo, la
perturbation en e*3® 1«2t gamortit plus vite. L’annulation du taux d’in-
stabilité se produit en général lorsqu’un paramétre de controle, noté par
exemple u, atteint une valeur critique p., ce qui définit un seuil critique
qd = {c-

4. La condition de criticalité, associée a la bifurcation de Turing, est sat-
isfaite seulement lorsque le taux d’instabilité w; en fonction du vecteur
d’onde est tangent en g = ¢, (pour p = p.). En faisant juste un zoom de
w1(q) autour de la situation critique, la relation de dispersion a l'allure
présentée sur la figure 9.4.

9.4.1 Naissance de ’ordre

Notons qu’au point critique, non seulement la valeur propre du taux de
linstabilité w(g.) s’annule, mais s’annule également sa dérivée par rapport au
vecteur d’onde (voir figure 9.4). Autrement dit, au point de bifurcation, les
deux conditions suivantes sont simultanément satisfaites : (i) wi(g. = 0) et
(ii) (Ow1(q)/0q)q. = 0. La premiére condition détermine la valeur du vecteur
d’onde critique ¢, en fonction des paramétres de controle, et la seconde impose
une relation entre les paramétres de controle. Cette relation représente une
frontiére dans 'espace des paramétres délimitant une région de stabilité des
solutions d’une région d’instabilité; elle définit une ligne, une surface ou un
volume, de catastrophe (voir le chapitre consacré a la théorie des catastrophes,
chapitre 4).

Toute fonction solution du probléme de Turing linéarisé au premier ordre
est de la forme aqei‘”‘“"t, ol aq est 'amplitude associée au mode ¢; en toute
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Figure 9.4 A gauche : relation de dispersion générique montrant les trois situations
(v désigne un parameétre de controle) : (i) en dessous du seuil de l'instabilité (u < pe),
(i) au point critique (j = pc), et (iii) au-dessus du point critique (g > p.). A droite :
la méme relation trés prés du seuil (ceci correspond a un zoom au voisinage du seuil de
I'instabilité) ot la courbe de dispersion reste essentiellement centrée autour du méme
qc- 1l existe une bande de vecteur d’onde Aq correspondant & des modes instables.

généralité, la solution s’écrit ainsi comme une combinaison linéaire des différents
modes ¢, soit :

Uy = Zaqeiqm+Wt . (98)
q

Or, a la bifurcation (¢ = ¢.), le taux de Iinstabilité est nul (w = 0), tandis
que, pour tout autre valeur du vecteur d’onde (i.e. ¢ # ¢.), le taux des insta-
bilités est négatif (w < 0); ces modes s’amortissent ainsi dans le temps et le
seul mode survivant est le mode critique ¢ = ¢.. Nous pouvons ainsi écrire que
la solution stationnaire du systéme linéaire de Turing est du type :

up = Ce'" 4 c.c. (9.9)

ol c.c. signifie « complexe conjugué » et C' est I'amplitude du mode de vecteur
d’onde ¢. (amplitude dont la valeur est indéterminée dans le régime linéaire).
Cette expression porte en elle le signe de la naissance de 'ordre; car ce mode
de Fourier correspond & une solution spatialement périodique au voisinage de
la bifurcation.

9.4.2 Condition de Turing pour la naissance de ’ordre

Voyons maintenant les conditions sous lesquelles une instabilité peut se
développer dans le systéme linéaire de Turing. Nous avons vu dans le para-
graphe précédent que la bifurcation de Turing (¢ = ¢.) se réalise lorsque les
deux conditions suivantes : wi(g.) = 0 et dw1(q.)/Og = 0 sont satisfaites. Ces
deux conditions, alliées & la relation de dispersion du probléme de Turing (voir
équation 9.5), entrainent deux contraintes sur le facteur P, entrant en jeu dans
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la relation de dispersion (équation 9.5) : P = 0 et OP/0q|q=q. = 0. En util-
isant explicitement ’expression du facteur P donnée dans I’équation 9.6, nous
obtenons, aprés quelques manipulations algébriques élémentaires, les relations
suivantes :

(Dy fu + Dugv)2 — 4D Dy(fugo — fogu) =0 (9.10)
et
q2 _ vau + Dug'u
¢ 2D, D,
Comume les deux coefficients de diffusion D,, et D, sont positifs (i.e. D, >0
et D, > 0), larelation ci-dessus (équation 9.11) nous permet d’écrire la relation
entre les deux coefficients de diffusion :

(9.11)

Dy fu+ Dugy > 0. (9.12)

Les conditions portant sur les fonctions de réaction f et g (équations 9.7) et les
coefficients de diffusion (équations 9.12) représentent les conditions générales
préalables a toute naissance de ’ordre chimique.

Ces expressions peuvent se simplifier davantage, en exploitant le caractére
autocatalytique de la réaction de Turing. En effet, puisque u désigne 1’activa-
teur, la dérivée par rapport u du terme lié & la réaction de la substance u avec
la substance v doit étre positive (i.e. f,); car ce terme doit contribuer & la
croissance de u. Par exemple, en choisissant f ~ u? dans le systéme de Tur-
ing (équation 9.2), remarquons que l'activateur u assure sa propre croissance
(0 )0t ~ +u?). A contrario, I'inhibiteur v est tel que g, < 0, car ce terme doit
inhiber la croissance de u.

Il est aisé de montrer que les quatre conditions (équations 9.7 et 9.12) ne
peuvent étre simultanément satisfaites que si

fu>0, fu <0, g,>0, ¢g,<0
ou (9.13)
fu>0, fu >0, g,<0, g,<0. (9.14)

Notons bien que f,, > 0 va de pair avec g, < 0.

En combinant la premiére inégalité des conditions issues de ’analyse des ter-
mes réactifs (équation 9.7) avec les conditions issues de l'analyse de I’équation
de dispersion au point critique (équation 9.12), la naissance d’une instabilité
de Turing se produit lorsque :

D'U v
— >r>1, avec r=-T 51, (9.15)

D, fu
Cette formulation explicite formellement le résultat d’Alan Turing : lorsque
Iinhibiteur diffuse plus rapidement que l'activateur, plus précisément r fois
plus rapidement, avec r > 1, I’état homogéne devient instable au profit d’un
ordre chimique représenté par une oscillation sinusoidale de longueur d’onde
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Ae = 27/q.. Notons bien que ce résultat est trés général et ne fait référence a
aucune forme précise des fonctions de réaction f et g.

En se placant au-dessus de la bifurcation, 1’égalité obtenue au point cri-
tique pour assurer la naissance de I'ordre chimique (équation 9.10) devient une
inégalité :

(Dufu + Dugo)? — 4Dy Dy(fugo — fogu) > 0. (9.16)

Dans ce cas, et comme nous pouvons le visualiser sur la figure 9.4, le taux
d’instabilité wy s’annule en deux valeurs de vecteurs d’onde ¢ notée ¢q_, and g
données par

(vau + Dugv) + \/(vau + Dugv)2 - 4DuDv(fugv - fugu)
2D, D, '

¢t = (9.17)

La bande de vecteurs d’onde Aq = g4+ — g— correspond aux modes actifs (ou
instables, voir figure 9.4) qui croissent exponentiellement avec le temps (voir
équation 9.8).

Au voisinage et un peu au-dessus du point critique g = ¢., la tangente du
taux d’instabilité en fonction du vecteur d’onde est nulle au point critique (i.e.
Ow1/04lq..u. = 0), nous pouvons écrire (par développement limité au voisinage
du seuil) :

wi(g) = alp — pe) — Blg — ¢c)? (9.18)
ol
awl 82(4)1
a = Tu ot B = a—q2‘QC7Hc (9.19)

ol u — . mesure la distance au seuil de bifurcation.

9.5 Introduction de quelques modéles
donnant lieu aux structures de Turing

De nombreux modéles sont susceptibles de développer une instabilité de
Turing ; par exemple, en ajoutant un terme de diffusion dans le modéle de
réaction chimique, le Bruxellateur, étudié précédemment dans le chapitre con-
sacré a I'instabilité de Hopf (voir section 5.3.4 du chapitre 5), ce modéle bascule
dans la classe des modéles de réaction-diffusion décrits par le systéme de Turing
(voir équation 9.2) et devient ainsi susceptible de développer une instabilité de
Turing.

Nous allons aborder maintenant deux autres modéles de réaction chimique,
le modele dit de Schnackenberg proposé en 1979 (référence [69]) et le modéle
de Lengyel-Epstein proposé en 1991 (référence [44]) susceptibles de développer
des instabilités de Turing.
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9.5.1 Le modéle de Schnackenberg

Le modéle de réaction chimique de Schnackenberg est une simplification du
modeéle Bruxellateur (voir section 5.3.4), dont les réactions chimiques suivent
les quatre étapes suivantes :

A — X constante ki
X — Produits constante ko
2X +Y — 3X constante k3

B —Y constante k4

Comparée au modeéle Bruxellateur (équation 5.52), cette réaction différe par la
derniére étape ot la réaction B+X — Y se substitue par B — Y. Désignons par
ki (i = 1,4) les quatre constantes de réactions. En suivant la méme démarche
adoptée pour 'étude du Bruxellateur (voir section 5.3.4), nous obtenons les

équations d’évolution associées aux deux espéces chimiques X et Y :

X = k1A — kX — kyBX 4 ks X%Y 4+ DxV?X (9.24)
Y = kB — k3 X*Y + Dy VY (9.25)
ou Dx and Dy sont les constantes de diffusion des substances X et Y. Aprés
adimensionnement des équations'®, nous pouvons écrire le systéme d’évolu-
tion'' des concentrations a I’aide des fonctions de réaction chimique (f(u,v)

et g(u,v)) sous la forme du systéme d’équations générales de Turing (équation
9.2) :

ou = f(u,v) + 0%u

o = g(u,v) + ddv (9.29)

avec les fonctions de réaction et les coefficients de diffusion définis comme :

flu,v) = v(a—u+u?v), glu,v)=~0b-u?v), D,=1, D,=d. (9.30)

Ces éléments nous permettent d’établir le critére de déclenchement d’une in-
stabilité de Turing & partir des conditions générales de Turing (équations 9.14),

100n définit les nouvelles variables comme suit

Dxt 7 Dy L2K2
* = , =l d="2Y 4= , 9.26
2’ T L Dx’ 7T Dx (9:26)
a = ﬁ(@)lﬂA b= ﬁ(@)lﬂB (9.27)
Ko Ko ’ Ko Ko ’
K319 K312
= (22)2x, v=(=2H12y 9.28
GV2X v=() (9:28)

ot L est une longueur typique du motif chimique périodique de Turing.
' On conserve les mémes notations pour les variables t et x.
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en déterminant la valeur minimale du coefficient de diffusion'? D, de I'inhibi-
teur v, soit : D, = d > 34 21/2 ~ 6. Ainsi, pour le modéle de Schnackenberg, il
est nécessaire que U'inhibiteur diffuse au moins 6 fois plus que 'activateur pour
atteindre la condition d’instabilité de Turing.

9.5.2 Le modéle de Lengyel-Epstein

Le modeéle de Lengyel-Epstein (référence [44]) a été proposé en 1991 pour
caractériser les résultats d’une expérimentation menée en 1990 et montrant
pour la premiére fois des structures de Turing, une quarantaine d’années donc,
aprés les travaux réalisés par Alan Turing. Fondé sur des phénoménes couplés de
réaction-diffusion, le modéle de Lengyel-Epstein propose le systéme d’équations
suivant pour décrire 1’évolution des concentrations :

uv

ut:a—u—4m+DuV2u7
uv 2

ol a et b sont des paramétres de controle.

Nous reconnaissons ainsi, dans le systéme ci-dessus (équation 9.31), l'ex-
pression générale d’un systéme de Turing (équation 9.2) avec les fonctions de
réaction suivantes :

uv
fu,v) =a—u—4m )
uv

ce qui nous permet d’une part, d’obtenir 'expression de 1’état stationnaire
et homogéne (ug,v9) du systéme de Turing, obtenu lorsque les fonctions de
réaction en ces points s’annulent (i.e. f(ug,v9) =0 et g(ug,vy) = 0), soit :

2

a a
up=-, vo=1+— 9.33
3 55 (9.33)
12La solution stationnaire et homogéne de 9.29 obéit a f(u,v) = g(u,v) = 0, ce qui

conduit & ug = a + b et vo = b/(a + b)2. Les dérivées de f et g en ce point sont données par
fu=70b—-a)/(b+ a) et gu = —2vb/(b + a). La premiére condition 9.7 impose f, + go =
b—a— (a+0b)® <0, tandis que la seconde est automatiquement satisfaite en vertu du fait
que fugo — fogu = ¥2(a + b)%2 > 0. La condition de Turing 9.15 impose d(b — a) — (a +
)3 > 0. En additionnant le membre de gauche avec celui de I’inégalité présentée ci-dessus
(=b+ a4+ (a+b)3 > 0) on obtient (d — 1)(b — a) > 0. Compte tenu de la relation b —a > 0
(provenant de f, > 0; résultant du fait que w est activateur; voir 9.14), on obtient d > 1 :
I’inhibiteur doit diffuser plus vite que I’activateur pour assurer la condition d’instabilité. Une
telle condition est nécessaire mais pas suffisante. La bifurcation requiert en outre (voir 9.16)
[d(®—a) — (a+b)3])? > 4d(a + b)* (obtenu de 9.16 aprés quelques manipulations algébriques
élémentaires). Cette condition se réécrit, aprés avoir pris la racine carrée des deux membres
de part et d’autre du signe inégal, a2 — 2662 — 33 > 0,00 a=b—a;3 =a+b;& = Vd.
Compte tenu des relations établies ci-dessus, on peut montrer que la plus petite valeur de d
nécessaire 4 I’instabilité de Turing est donnée par d = D, = 3 4+ 2v/2 ~ 6.
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et d’autre part, d’évaluer les dérivées des fonctions de réaction par rapport aux
concentrations u et v des réactifs, soit :

p_321% 2
u 25 + CL2 bl v 25 + CL2 bl
2ba’ 5ba
u p— 7, v = — 3 9-34
Ju= 951 az 7 25 + a2 (9.34)

pour notamment vérifier que celles-ci puissent répondre aux conditions générales
de Turing (équation 9.14). En outre, I'analyse des conditions de développe-
ment de 'instabilité de Turing au voisinage du point critique nous avait permis
d’établir le critére de déclenchement de l'instabilité sous forme d’une inégalité
constituée d'une combinaison des dérivées des fonctions de réaction et des co-
efficients de diffusion (équation 9.16); dans le cadre spécifique du modéle de
Lengyel-Epstein, cette inégalité est satisfaite lorsque le paramétre de controle
b est inférieur & une certaine valeur critique b, telle que :

D
o= —2 (125 + 13a® — 4a+/10(2 2)) . )
b<b 5Dua( 5+ 13a a+/10(25 + a?)) (9.35)

Il est en effet usuel d’agir sur les paramétres de controle plutdt que sur les
constantes de diffusion, mais cela revient fondamentalement au méme ; en effet,
comme la valeur critique du parameétre b est proportionnelle au rapport des co-
efficients de diffusion (équation 9.35), fixer la valeur de b, revient a contraindre
D,/D,.

A partir de son expression générale (équation 9.5), la relation de dispersion'
associée au modéle de Lengyel-Epstein est donnée par :

| e
b=bc¢,q=qc 2 aq2 b=b¢,q=qc

Notons que 'expression obtenue ci-dessus a la méme forme que 1’équation
9.19; c’est un résultat général qui ne dépend pas du détail du systéme étudié.

3

w = (b—b) [8(;;)1

(9.36)

9.6 Quelles conditions pour obtenir
un inhibiteur qui diffuse suffisamment
rapidement par rapport a 'activateur ?

Il est important de signaler que les réactifs mis en jeu dans les systémes de
Turing sont des molécules de taille comparable. Il s’ensuit que leurs coefficients
de diffusion sont similaires et ne différent au plus que d’un facteur 2 ou 3, et trés
rarement, voire jamais d’'un facteur 6, ou plus, comme le requiert notamment
le modéle du Bruxellateur, par exemple. Ce fut précisément 1’obstacle majeur

13Développée a lordre le plus bas au voisinage du point de bifurcation.
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qui compromit toute observation expérimentale de stuctures de Turing en lab-
oratoire jusqu'en 1990 (référence [15]) alors que la prédiction d’Alan Turing fut
pourtant proposée dés 1952 (référence [77]).

Avant d’exposer les raisons a 'origine du premier succés expérimental de
I’observation de l’instabilité de Turing, rappelons quelques réalités de la dy-
namique chimique.

Les réactions autocatalytiques, comme toute réaction chimique, impliquent
en fait de nombreuses étapes successives, et non pas seulement quelques deux
ou trois étapes, comme peuvent le laisser supposer les modéles développés ci-
dessus. Mais, fort heureusement, parmi ’ensemble des substances chimiques
mises en jeu, seules quelques-unes sont, pertinentes du fait de leur dynamique
lente. Rappelons, en effet, que les variables lentes dominent la dynamique du
systéme, tandis que les variables rapides leur sont adiabatiquement asservies
(voir le chapitre 2). Ainsi, en analysant un modéle fondé sur une réaction a
deux ou trois variables, il faut garder présent a ’esprit qu’il s’agit du probléme
effectif résultant de I’élimination adiabatique des variables rapides au profit des
variables lentes'?.

Un exemple célébre de réaction chimique ayant donné lieu pour la pre-
miére fois & Iobservation d’une instabilité de Turing est la réaction Chlorite-
Todure-Acide Malonique, plus connue par son abbréviation CIMA!S (référence
[15]). Une des principales difficultés de la réaction émanait de la présence d’'un
phénomeéne de convection naturelle, qui se superposait a la diffusion; ce qui
perturbait fortement I’analyse. En particulier, les courants de convection ont
tendance & homogénéiser le mélange et peuvent ainsi masquer les motifs de
Turing. Pour éviter un tel effet, la réaction a été congue (référence [15]) dans
un réacteur contenant un gel (saturé en eau) ; le gel bloque de maniére efficace
les mouvements de convection, et les réactifs ne sont finalement transportés que
par diffusion. Pour distinguer les régions riches en activateur des régions riches

M Concrétement, cette élimination adiabatique s’obtient par I’annulation de la dérivée tem-
porelle de la concentration des variables rapides. Ainsi, supposons que le probléme soit a trois
variable, soit deux variables lentes u, v et une variable rapide w. I.’annulation de la dérivée
temporelle de la variable rapide (i.e. Ow/dt = 0) permet d’exprimer w en fonction des deux
autres variables u et v. En reportant le résultat dans les équations des variables lentes, nous
obtenons un systéme couplé faisant intervenir seulement les variables u et v. Les coefficients
du systéme en u et v contiennent ainsi une information « cachée » sur w.

15T.a réaction CIMA dérive de la réaction chlorite-iodure. Cette réaction est souvent dé-
composée en deux grandes étapes données par les équations suivantes :

CIOy +4I7 +4H" =21, + Cl™ 4+ 2H20,
5ClOS + 2I2 + 2H20 = 5C1~ + 4105 +4H™" .
Globalement, cette réaction correspond a ’oxydation de I’iodure en iodate par le chlorite :
3ClO, +2I7 =2105 +3CL™ . (9.37)

Des études cinétiques (référence [41, 50]) ont montré que la premiére étape est autocatalytique
en I (espéce intermédiaire de la réaction) et inhibée par I~ (réactif de départ). Des mesures
expérimentales diverses ont conduit finalement a écrire les équations de réaction en termes
de deux variables uniquement (pour plus de détail, voir la référence [44]).
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Figure 9.5 — Un motif chimique typique observé expérimentalement [15]. On observe
les motifs en bande (a droite) et en nids d’abeilles, ou hexagones (a gauche). Les
structures bi-dimensionnelles seront discutées au chapitre 13. Les structures en bandes
ne sont pas parfaitement périodiques : elle présentent quelques défauts sur cette figure.
Avec 'aimable autorisation de Patrick De Kepper.

en inhibiteur, il est nécessaire d’introduire un indicateur coloré, le produit de
contraste, susceptible de se fixer sur une des deux substances. L’indicateur
choisi, une molécule de grande taille et de masse non négligeable, forme un
certain complexe chimique en réagissant avec l'activateur; le mouvement de
diffusion de l'activateur, piégé dans le complexe, est ainsi freiné. Ceci corre-
spond & une réduction efficace de la diffusion de ’activateur. L’inhibiteur est
ainsi suffisamment plus mobile que Pactivateur, et la condition de Turing est
satisfaite. L’ajout de cet indicateur avec de telles propriétés a été l'ingrédient
essentiel qui a conduit & la mise en évidence des structures de Turing pour la
premiére fois par une équipe francaise située & Pessac, dans la région de Bor-
deaux (référence [15], voir figure 9.5). Cette premiére observation fut suivie de
prés par une découverte du méme type par une équipe américaine (référence

[60]).

9.7 Au-dela de l'instabilité linéaire de Turing

Au cours de ce chapitre, nous avons donc vu que, sous certaines condi-
tions générales, une solution homogeéne (i.e. un mélange homogéne des deux
espéces chimiques) peut devenir instable pour évoluer spontanément vers un
état structuré (ou ordre spontané) associé & une longueur d’onde caractéris-
tique. L’analyse de stabilité linéaire est la premiére étape dans toute étude de
stabilité.
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Mais, une fois les conditions d’instabilité déterminées & I'aide d’une étude
linéaire du systéme, il est, essentiel de traiter ’évolution non linéaire. En effet,
létude linéaire nous indique que la perturbation initialement infinitésimale'®
croit exponentiellement dans le temps. Ceci signifie que la perturbation finit
par acquérir une amplitude importante au cours du temps, de telle sorte que
I’hypothése linéaire s’invalide ; les termes non linéaires doivent donc étre pris
en considération.

Deux types d’étude de systéme non linéaire, éventuellement complémen-
taires, peuvent étre envisagés : (i) le premier type d’étude (déja rencontré
précédemment dans cet ouvrage, voir chapitre 6) consiste & procéder 4 une anal-
yse du systéme dans un régime faiblement non linéaire. Cette démarche consiste
a effectuer un développement limité au voisinage du seuil de l'instabilité; (ii)
le second type d’étude consiste a intégrer directement le systéme complet des
équations aux dérivées partielles, par exemple les systémes associés au modéle
de Schanckenberg (équation 9.29) et au modéle de Lengyel-Epstein (équation
9.31), ou bien d’autres variantes alternatives. Comme nous ne disposons pas, en
général, d’une solution analytique pour les équations non linéaires, nous avons
recours & des méthodes numériques. L’étude analytique valable au voisinage du
seuil de I'instabilité sera présentée au prochain chapitre.

9.8 Diverses formes de I’instabilité de Turing
rencontrées dans la nature

Un aspect fascinant du modeéle de Turing est sa capacité a engendrer di-
verses formes semblables & celles qui sont observées dans la nature, recouvrant,
des structures relativement simples, comme les structures en bandes ou celles en
nids d’abeilles (voir figure 9.5), & des structures plus complexes des plus fasci-
nantes, tels (i) les motifs des coquillages (voir les coquillages de la référence
[11]; ces motifs sont obtenus en combinant des équations de type Turing avec
d’autres types d’équations chimiques); (ii) les motifs de poissons tropicaux
(voir référence [4]); (iii) les motifs de pelage de plusieurs animaux, comme
le léopard, ou le jaguar (voir figure 9.6) etc. Ces différentes structures sont
obtenues & partir d’'un modéle de Turing en modifiant, dans les cas les plus
simples, les paramétres de controle; il est possible également d’adopter pour
le substrat des géométries plus élaborées, comme par exemple, une géométrie
courbe. Le modéle de Turing qui engendre les structures associées aux motifs
de coquillage [11] ou au pelage de certains animaux (voir figure 9.6) a été ré-
solu numériquement par des méthodes devenues maintenant classiques dans les
cours élémentaires de simulation numérique.

Au voisinage du seuil de 'instabilité, toutes les structures ordonnées, les
bandes, les nids d’abeilles, les carrés, (...) sont possibles. En s’éloignant du seuil

161 ’hypothése d’amplitude faible de la perturbation est nécessaire pour rendre légitime la
linéarisation des équations.
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Figure 9.6 Des motifs chimiques de léopard et de jaguar reproduits par des variantes

du modéle de Turing. Les figures du haut sont réelles et celles du bas obtenues par
simulation numérique. Le pelage du léopard (en haut a gauche, image réelle) et celui
du jaguar (en haut a droite, image réelle) présentent des motifs en spot a ’age jeune
(du méme type que les formes en nids d’abeilles). Un modéle de type Turing reproduit
les motifs (différents) a I’age adulte; en rosette du lépoard (en bas a gauche), et en
polygones pour le jaguar (en bas a droite). Voir référence [46]. ©American Physical
Society.

de l'instabilité, les structures peuvent devenir plus complexes; I'ordre parfait
laisse la place & une cohabitation entre ordre et désordre (ou défauts). Un jeu
de paramétres et de conditions initiales adéquates ont permis de reproduire des
images comme celles portées sur la figure 9.6 (voir référence [46]). De maniére
générale, & partir d’un systéme de Turing, des jeux de paramétres plus ou
moins complexes sont & méme d’engendrer les différentes structures reproduites
dans la figures 9.6, et bien au-dela, comme les motifs sur des coquillages, ou
des poissons tropicaux. Pour plus de détails, nous suggérons de poursuivre la
lecture par des ouvrages devenus des références incontournables du domaine
(références [56, 51, 52]).
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9.9 Quel est 'impact des structures de Turing
sur la morphogenése dans la nature ?

L’observation des multiples formes de la nature induit naturellement une
question fondamentale quant & leur origine : les formes de la nature seraient-
elles prescrites dans la génétique, ou bien existe-t-il des mécanismes relative-
ment simples pour expliquer la diversité des formes ? Une question d’importance
capitale en biologie est celle relevant de ’embryogenése, et plus particuliére-
ment de la différenciation cellulaire. Une cellule, par exemple humaine, issue
d’une fécondation donne lieu, par division cellulaire, & deux cellules identiques,
qui se divisent a leur tour comme la cellule mére, et ainsi de suite. Comment
cette duplication finit-t-elle par produire, au bout d’une certaine taille de 'agré-
gat cellulaire, une morphogenése complexe avec une diversité d’organes (foie,
poumons, coeur...) assurant des fonctions bien distinctes ? Pour ce type de mor-
phogenése avec différenciation cellulaire, Alan Turing a alors imaginé le scénario
suivant : I'agrégat cellulaire, formé initialement de cellules identiques, produit
des substances chimiques, les « morphogénes », qui, par un jeu de réaction
et diffusion a I'image des réactions auto-catalytiques, engendre une alternance
de composition chimique a la surface de I’agrégat (ordre chimique). Comme,
d’un point a 'autre de 'agrégat, les cellules ne disposent pas du méme en-
vironnement chimique, elles pourraient se comporter ainsi différemment : par
exemple, certaines cellules pourraient activer un géne et d’autres, non; et, de
cette fagon, les cellules pourraient étre & méme de se différencier. Notons que, en
dépit de 'apparente simplicité du modéle de Turing, des structures chimiques
complexes peuvent émerger!”.

Les théories actuelles de la biologie du développement ® stipulent que la
quantité d’informations nécessaire a la description d’un étre vivant est trop
importante pour qu’elle soit toute encodée dans le génome. Cela favorise I'idée
selon laquelle une partie importante de l'information serait relayée par des
processus chimiques de type Turing. Le génome jouerait alors le role d’un « ex-
périmentateur trés doué » capable de réparer, en fonction de sa structure spé-
cifique, les déficiences ou les excés de concentration qui peuvent étre cruciales
au développement ; ce qui distinguerait au final les individus les uns des autres.
Au-dela de cette tache — vitale — assurée par le génome, ce serait des processus
chimiques de base qui se chargeraient en grande partie de la morphogenése.
Bien entendu, il y aurait une intime interaction entre les morphogénes, et le
génome, puisque, comme dit plus haut, la détection d’une substance en quantité
suffisante par une cellule peut activer des génes et influer ainsi la dynamique
chimique responsable de ’émergence de formes...

Il reste cependant beaucoup & faire sur le plan expérimental avant de pouvoir
affirmer qu’un tel scénario est effectivement & I’ceuvre dans la nature. La notion

flS

17A ce propos, nous invitons le lecteur a consulter la partie du texte de René Thom figurant
dans le paragraphe 4.10 du chapitre 4.

18La biologie du développement s’intéresse a I’évolution de I’organisme dés la conception
et notamment a la formation d’un embryon.
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de morphogéne commence, cependant, a faire son chemin; et une équipe de
scientifiques en 2001 a méme annoncé l'identification pour la premiére fois
de tels morphogénes au sein d’un poisson tropical, le poisson zébre (référence
[18]); il n’est cependant pas encore bien clair comment les cellules interprétent
les gradients de morphogénes afin d’activer des génes.

Pour conclure ce paragraphe, retenons les points suivants : (i) les modéles
de Turing, quoique simples, sont capables de produire une grande variété de
motifs, dont certains ressemblent & ceux observés dans certains organismes ;
(ii) méme si la ressemblance entre les motifs observés par exemple sur la peau
de certains animaux et les solutions issues des modéles de réaction-diffusion
est flagrante, une simple comparaison ne prouve pas que de tels mécanismes
sont & I'ceuvre : deux processus différents peuvent aboutir au méme résultat,
(iii) ’hypothése de 'existence de morphogéne semble se confirmer, mais, a ce
jour, le scénario fondé sur des processus de réaction-diffusion pour expliquer
la naissance des motifs reste un scénario non prouvé. Dans cette ére de post-
génomique et de la protéomique'?, les prochaines décennies devraient étre riches
de découvertes fondées notamment sur la compréhension de la nature des liens
entre la présence de certaines protéines, leurs interactions mutuelles, leur inter-
action avec des cellules et tissus. Ces connaissances permettront certainement
de mieux comprendre la morphogenése dans le monde vivant.

9.10 Convection de Rayleigh-Bénard

La convection de Rayleigh-Bénard, des noms du physicien anglais le baron
John William Strutt Rayleigh (1842-1919) et du physicien frangais Henri Bé-
nard (1874-1939), est un phénoméne qui a sans doute été le plus étudié dans
le contexte de la naissance de lordre. Les raisons sont multiples : (i) tout
d’abord, 'expérience est relativement simple & réaliser; (ii) elle est peu coti-
teuse; et (iii) les équations de I’hydrodynamique et de conduction thermique
nécessaires a son étude sont bien établies®®, ce qui permet une étude quantita-
tive du phénoméne. La convection dite de Rayleigh-Bénard se manifeste dans
tous les environnements naturels qui peuvent étre modélisés par une couche de
fluide placée entre deux parois rigides portées & des températures différentes,
le tout étant soumis & un champ de gravité paralléle au gradient thermique. La

19 Aprés I’ére du décodage du génome, nous ouvrons ’ére de la post-génomique, et de la
protéomique. La protéomique est une science récente qui étudie des ensembles de protéines,
leur role, leur structure, leur localisation, leurs interactions... Ainsi, la présence, ou I’absence,
d’une protéine peut étre signe d’anomalie de type séquentiel au sein du génome et révéler
ainsi des maladies latentes, par exemple. a ’heure actuelle, bien que ’ensemble des protéines
encodées par des génes soit loin d’avoir été analysé, la protéomique apparait comme une voie
de recherche prometteuse.

201,a loi de la conduction de la chaleur, la loi de Fourier, a été établie par un mathématicien-
physicien francais, Jean-Baptiste Joseph Fourier (1768-1830). Les équations de la dynamique
des fluides (hydrodynamique), dites équations Navier-Stokes, ont été établies entre la fin du
XVIlle et le début du XIXe siécle par le physicien-ingénieur frangais Claude-Louis Navier
(1785-1836), et par le mathématicien irlandais George Gabriel Stokes (1819-1903).
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comparaison qualitative et quantitative entre théorie et expérience a souvent
été trés satisfaisante. Comme il s’agit d’un exemple central dans le monde de
la morphogenése, il nous a semblé important de présenter les grandes étapes
du modéle et les résultats essentiels.

De fagon générale, la convection est un processus majeur de transport de
I’énergie, induit par la présence d’un gradient thermique. Elle peut se déclencher
a chaque fois qu’un fluide est soumis & un gradient thermique parallélement &
la force de gravité. C’est un phénoméne majeur omniprésent dans la nature
et dans la vie courante. Nous l'observons & chaque fois que nous mettons a
chauffer une casserole d’eau ; en effet dans une premiére étape, (i) ’eau chauffe
mais reste immobile. L’eau se contente de conduire la chaleur; c’est 1’état,
dit de conduction, mais dans une seconde étape; (ii) les différentes parties
du fluide se mettent en mouvement : c’est ’état de convection. En observant
I’eau de maniére attentive, par exemple en suivant la trajectoire d’une petite
poussiére, nous pouvons méme remarquer que les parties du fluide décrivent des
mouvements circulaires. Etudiée de maniére précise en laboratoire, c’est-a-dire
en controlant les conditions de température, de pression, etc, la convection se
manifeste comme un ordre spontané.

A une tout autre échelle, la Terre expérimente en son sein un phénomeéne
de convection di & laccroissement de la température avec la profondeur. &
I’échelle géologique, ce phénoméne de convection a une importance cruciale
puisqu’il conditionne le renouvellement de la partie superficielle de la Terre, la
lithosphére d’une centaine de kilométres d’épaisseur?!.

Les mouvements de convection sont également abondants dans I’atmosphére,
a cause des gradients entre le sol a la base de 'atmosphére, chauffé par le soleil,
et la haute amosphére plus fraiche. Ce gradient de température peut engendrer
des phénoménes de convection. Lorsque 'air en ascendance contient suffisam-
ment de vapeur d’eau, celle-ci, en se condensant, libére de la chaleur (appelée
chaleur latente), ce qui augmente le contraste thermique et donc la poussée
convective. Si I’énergie impliquée dans cette conversion est assez importante,
elle peut se traduire par de forts coups de vent, des tornades, de la gréle, et de
la foudre.

Rectifions enfin une erreur courante dans certains traités portant sur la
convection : il est souvent dit que la structure composée d’éléments hexagonaux
« nids d’abeille » (voir figure 1.5) se référe aux cellules de Rayleigh-Bénard ; il
n’en est rien. Il s’agit ici d’'un autre phénoméne appelé convection de Bénard-
Marangoni??.

21Selon le modéle de la tectonique des plaques, appelé également dérive des continents, la
lithosphére est composée de plaques rigides se déplacant au cours du temps, a la surface de
la Terre ; ce mouvement en surface résulterait de la présence de convection dans les parties
internes de la Terre. Ainsi, plus de 90 % de I’énergie interne de la Terre serait évacuéé par la
convection & grands rouleaux, moteur de la tectonique des plaques. L.e premier modéle de la
tectonique des plaques fut proposé par ’astronome et le climatologue allemand Alfred We-
gener (1880-1930) a partir de considérations cartographiques, structurales, paléontologiques
et paléoclimatiques.

22Ce type de convection est due & la tension de surface. En effet, en chauffant la base
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L’étude de la convection de Rayleigh-Bénard (RB) en laboratoire est réal-
isée en analysant les mouvements au sein d’une couche de fluide placée entre
deux plaques rigides, le tout étant soumis & la gravité terrestre (voir figure
9.7). La plaque inférieure est chauffée et la différence de température, avec la
plaque supérieure maintenue a la température 7', est positive (i.e. AT > 0). En
désignant par d '’espacement entre les deux plaques, le gradient de température
0T /Jz est donné (en l'absence de convection, i.e. dans le régime de conduction
thermique pur) par AT/d. Si celui-ci est assez faible, le fluide reste au repos,
tandis que la chaleur diffuse du bas vers le haut : c’est le régime purement dif-
fusif (ou conductif). Il existe cependant une expansion thermique des couches
basses plus chaudes ; cette expansion thermique, ou dilatation thermique, décrit
Paugmentation de volume pour une méme quantité de matiére (associée donc
a une diminution de la densité du fluide), engendrée par l'augmentation de
température. Le fluide plus chaud donc moins dense a tendance & monter par
un effet di & la poussée d’Archimede 23 F4 (une force) telle que :

Fy=VApg (9.38)

ou Ap est la différence de densité du fluide liée & I'expansion thermique et g
I’accélération de la gravité, et V' le volume d’un petit élément, du fluide.

Or si le gradient de température AT /d est trop faible, cela ne suffit pas a
induire une ascension du fluide chaud. En effet, les effets de viscosité du fluide
s’opposent par friction & tout mouvement du fluide. En augmentant la tem-
pérature et donc le gradient de température, la poussée d’Archiméde finit par

d’un fluide en couche mince alors que la surface supérieure est libre de se déformer (dans
le cas du modéle de convection de Rayleigh-Bénard, le fluide est placé entre deux plaques
rigides), la tension de surface se modifie localement du fait de la présence d’inhomogénéités
de température. Le gradient de tension de surface suscite une force motrice qui doit étre com-
pensée par des écoulements dans le fluide sous-jacent, donnant lieu in fine a des mouvement
réguliers visibles & la surface du liquide formant des cellules hexagonales : c’est la convection
de Bénard-Marangoni, du nom du méme physicien francais Henri Bénard et du physicien
italien Carlo Marangoni (1840-1925).

23La poussée d’Archiméde, du nom du savant grec Archiméde de Syracuse (287 av. J.-C.-
212 av. J.-C) qui, le premier, étudia ce phénoméne dans son Traité des corps flottants, est
la force particuliére que subit un corps plongé dans un fluide lorsque ce systéme est dans un
champ de gravitation. Cette force provient de ’augmentation de la pression du fluide avec
la profondeur. Soit un corps rigide de densité p; et volume V' ; sa masse m est donc telle
que : m; = p1V et son poids est donné par : p1 = p1Vg. En immergeant ce corps au
sein d’un fluide de densité pa, le corps immergé « prend la place » d’un élément fluide de
méme volume mais d’un poids différent po2 = p2V g’ ; comme cet élément fluide était en
équilibre, cela signifiait que le fluide environnant exercait une force égale et opposée a ce
poids. Ainsi, le corps immergé est soumis a la force résultante, dite force d’Archiméde, soit :
P1— P2 = (p1 — p2)Vg. Ainsi, si le corps est plus dense que le fluide (i.e. p1 > p2), le
corps subit une poussée vers le bas; c’est le cas d’une boule de pétanque dans une baignoire ;
au contraire, si le corps est moins dense (i.e. p1 < p2), comme une balle de tennis par
exemple, il remonte. Ces deux exemples illustrent la notion de poussée d’Archiméde. Une
définition courante de la force d’Archiméde consiste a dire qu’elle est proportionnelle a la
masse « déplacée » Am = V(p1 — p2) = VAp, avec Ap = p1 — p2. Pour un fluide chauffé,
la poussée d’Archiméde est donc proportionnelle & la différence de masse entre le volume
sphérique du fluide chauffé, p;V, et celle du méme volume avant chauffage, soit p2V, soit
Fy =V Apg.
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Figure 9.7 — Vue schématique de la cellule de Rayleigh-Bénard.

vaincre la viscosité : le fluide se met alors en mouvement : c’est le régime con-
vectif. Nous allons voir que la convection correspond & une bifurcation associée
a la perte de stabilité du régime diffusif.

9.10.1 Argument heuristique pour la détermination du
seuil de la convection de Rayleigh-Bénard

Dans cette section, nous adoptons une démarche résolument heuristique®*
pour intuiter les contraintes physiques nécessaires au déclenchement de 1'in-
stabilité convective de Rayleigh-Bénard (voir figure 9.7 décrivant le dispositif
expérimental et les notations). Bien qu’elles requiérent une intuition physique
aiguisée, remarquons que de telles démarches sont essentielles au physicien dans
la mesure ou elles permettent a ’aide de calculs simplifiés d’établir des résul-
tats, certes simplifiés mais riches d’enseignement sur le plan de la compréhen-
sion physique ce qui permet ainsi d’établir un cadre théorique pour les calculs,
plus précis mais aussi souvent beaucoup plus complexes sur un plan mathéma-
tique. Notons que bien qu’identifiée au début du XX¢ siécle, la convection de
Rayleigh-Bénard est encore trés souvent étudiée expérimentalement pour ob-
server le déclenchement de la convection et le développement de la turbulence
en fonction de divers paramétres physiques.

Basiquement, la convection de Rayleigh-Bénard résulte donc de la compéti-
tion entre deux forces : la force d’Archiméde induite par 'expansion thermique
et les forces visqueuses de friction au sein du fluide. Méme si a priori 'expansion
thermique d’un fluide est relativement faible (elle est associée au mieux a un
changement relatif de densité de I'ordre de Ap/p = 107%), cela suffit cependant
a la poussée d’Archiméde pour vaincre les forces visqueuses; le fluide chauffé
monte alors vers la surface alors que le fluide plus froid descend vers le bas :
c’est la mise en place de la convection. Le coefficient de dilatation thermique
« est défini comme le taux de variation relatif de la densité par rapport a la
température, soit :

a=—(1/p)op/OT . (9.39)

Le signe négatif indique qu’une augmentation de la température induit une
diminution de densité. Comme nous savons que la densité du fluide consid-

24i.e. exploratoire. heuristique est un adjectif signifiant « qui sert a la découverte », notam-

ment dans le champ de la recherche scientifique ; exemple : méthode heuristique.
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T+AT

Figure 9.8 A cause de I'expansion thermique, un élément de fluide (cercle continu),
de par le fait que sa densité est plus faible, monte dans la cellule (cercle brisé). A cette
montée s’oppose la viscosité. La convection a lieu quand le premier effet Pemporte.

éré varie peu (d'un ordre 10™* en valeur relative), nous pouvons effectuer un
développement de Taylor de la densité p au premier ordre au voisinage de 1’état
initial caractérisé par une densité de py avant que le fluide ne soit soumis & un
gradient de température, soit p = po + (9p/OT)0T ou 6T est la variation lo-
cale de la température. Compte tenu de 'expression du coefficient d’expansion
thermique (équation 9.39), nous pouvons ainsi écrire le développement limité
de la densité en fonction de ce dernier, soit, :

p=po(l—adT). (9.40)

Notons maintenant dz ’ascension verticale d’'un élément de fluide de forme
sphérique de rayon R (voir figure 9.8) et v sa vitesse de montée. La variation
de la température en fonction de 'altitude est donnée au premier ordre par :

0T = 620T/9z . (9.41)

Pendant un laps de temps dt caractéristique du probléme, la position de
I’élément fluide varie de 0z = vdt vers les régions de plus basse température et
le gradient de température est de 'ordre de AT/d; 'élément fluide est donc
exposé a une variation de température de 'ordre de :

T = vét% (9.42)

en supposant que cet élément de fluide n’a pas eu le temps d’échanger de
la, chaleur avec son environnement lors de sa montée?®. L’absence d’échange
d’énergie localement n’est possible que si le temps de montée reste faible par
rapport au temps de diffusion 74;7¢, qui est donc le temps caractéristique de
mise en équilibre thermique et donc le temps caractéristique du probléme, soit,

25Dans le cas contraire, donc si I’élément fluide échange de 1'énergie par diffusion avec son
environnement, la mise en équilibre thermique locale inhibe tout mouvement convectif.
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Le temps de diffusion®® est de I’ordre de
Tdif f ~ R2/I$ , (9.44)

ol « est la diffusivité thermique du fluide. Comme le temps caractéristique est
celui de la diffusion thermique, compte tenu de 1’analyse précédente (équations
9.43 et 9.44), nous pouvons ainsi réécrire la variation de température (équation
9.42) subie par ’élément fluide comme :

R? AT
0T ~v—— . 9.45
4 (9.45)
Par ailleurs, compte tenu de I'expression de la force d’Archiméde par unité
de volume donnée dans ’équation 9.38, un élément fluide sphérique de rayon
R, donc de volume V = 47R3/3, est soumis & une poussée d’Archimeéde Fy
telle que :

4
Fy=6pVg= §7TR36pg , (9.46)

ou la différence de densité dp peut s’exprimer comme dp = adT pog (voir équa-
tion 9.40), nous obtenons ainsi I'expression de la force d’Archiméde :

4
Fy = §7TR3a5Tpog . (9.47)

En substituant la variation de température 67" de I’équation ci-dessus (équation
9.47) par son expression approchée (équation 9.45), nous obtenons 'expression
suivante pour la force d’Archimeéde :

4 R°aATpogv
= g

F
4 3 Kkd

(9.48)
Par ailleurs, notons qu’a tout mouvement réalisé au sein d’un fluide s’oppose
une résistance, comme nous I’indique notre expérience de cycliste ou de nageur.
Les mouvements relatifs d’un corps immergé dans un fluide par rapport & son
environnement proche engendrent en effet des forces visqueuses de friction.
Ainsi, I’élément fluide de volume V ne peut effectivement s’élever que lorsque
la force d’Archiméde exceéde les forces de friction auxquelles il est soumis.
Tout mouvement au sein du fluide engendre des mouvements relatifs de
couches de fluide les unes par rapport aux autres responsables de forces de
friction. Pour un objet solide de forme sphérique, en mouvement avec la vitesse

26Ce temps est 4 comparer au temps de montée de 1’ordre de Tmont ~ R/v. La condition
d’échange de chaleur faible est satisfaite si Tmont << Tdif fs soit si R >> k/v. Dans des
situations usuelles, v est de I’ordre de 1 cm/s, et x ~ 1072 cm?. Nous verrons que le rayon
R ~ d, et la condition ci-dessus revient a une contrainte sur la distance d entre les deux
plaques qui doit étre trés supérieure 4 10~2 c¢cm. Dans la plupart des études expérimentales
de la convection de Rayleigh-Bénard, cette condition est satisfaite.
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relative v par rapport au fluide au repos, la force de friction visqueuse Fg est
donnée par une loi classique dite de Stokes?” :

Fs =6mRnv , (9.49)

ol 7 est la viscosité dynamique du fluide. Pour un élément fluide au sein d’un
méme fluide, le calcul de la force de friction qu’il subit est un peu plus compliqué
mais nous admettrons qu’il garde la méme dépendance fonctionnelle?® vis-a-
vis des paramétres physique R, n... Et nous considérerons donc dans notre
approche qualitative que la force de friction Fg (équation 9.49) constitue une
bonne approximation de la friction ressentie par 1’élément fluide.

Le déclenchement de la convection s’amorce lorsque la force d’Archimeéde
I’emporte sur la force de Stokes, soit F4 > Fg; en utilisant les expressions
obtenues ci-dessus pour ces deux forces (équations 9.48 et 9.49), nous obtenons
le critére suivant :

4
AR apogAT >

d 1 (9.50)

ot A est un nombre sans dimension ; il est égal & 2/9 en adoptant de facto les ex-
pressions approchées des deux forces en présence (équations 9.48 et 9.49) ; mais
rappelons-nous que ces expressions ne sont que des évaluations qualitatives.
Notamment, le facteur 67 intervenant dans la force de friction n’est valable
que pour un corps sphérique rigide, il est différent dans le cas fluide. Et, par
ailleurs, la substitution du temps t intervenant dans la force d’Archiméde,
par le temps de diffusion thermique, est 14 encore une approximation. Ainsi,
le nombre sans dimension A est a priori de 'ordre de I'unité ou d’une décade,
ou une fraction de décade (si notre argument est censé¢), mais sa détermination
exacte nécessite un calcul précis, comme nous le verrons par la suite.

Notons enfin que expression de la force d’Archiméde F4 (équation 9.48)
montre que son intensité croit avec le rayon de I’élément fluide. Ce sont donc
des éléments de fluide de grande taille qui contribuent & la mise en mouvement
du fluide (i.e. mouvement convectif). Dans le dispositif de Rayleigh-Bénard, la
plus grande taille possible du rayon R de notre élément fluide est de l'ordre
de R = d/2, ou rappelons-le, d est 'épaisseur de la couche fluide coincée entre
les deux plaques. En posant R = d/2 dans le critére du déclenchement de
la convection (équation 9.50), nous arrivons au critére de Papparition de la
convection de Rayleigh-Bénard, soit :

aATgd? 16

b1
VK A’ (9-51)

27Du nom du méme scientifique britannique (1819-1903) Sir Claude-Louis Stokes, a I'origine
des équations Navier-Stokes desquelles est dérivée cette loi aprés quelques étapes de cacul
élaborées (voir référence [31]).

283 I’aide d’une analyse dimensionnelle, il est possible de montrer que la force de résistance
visqueuse sur un corps de forme quelconque de taille caractéristique R (évaluée par exemple
comme la racine cubique du volume du corps) est proportionnelle & Rnov, la seule inconnue
étant le nombre sans dimension qui se trouve en préfacteur.
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ou le coefficient v est la viscosité cinématique du fluide, reliée & la viscosité
dynamique 7 par v = n/po. Les deux membres de cette inéquation sont des
quantités sans dimension. Posons :

aATgd3
VK

R,

, (9.52)

ce qui définit le le nombre de Rayleigh, un nombre sans dimension bien connu
de I’hydrodynamique pour caractériser la convection au sein d’un fluide. Ce
nombre de Rayleigh R, dépend des paramétres géométriques du probléme (telle
Pépaisseur de la couche de fluide) et des paramétres physiques caractérisant le
fluide (telle la viscosité v, la diffusivité thermique & et le coeeficient de dilatation
thermique «). Le déclenchement de la convection (équation 9.51) se réécrit alors
comme

R, > R, , (9.53)

ol nous avons posé R,. = 16/A, qui représente le nombre de Rayleigh critique
pour déclencher la convection. Compte tenu de la dépendance fonctionnelle
du nombre de Rayleigh R, vis-a-vis des parameétres physiques (équation 9.52),
la convection se déclenche d’autant plus aisément (équation 9.53) lorsque la
différence de température AT est grande et la viscosité v du fluide est faible.

Le résultat sur le critére de déclenchement de la convection (équation 9.53),
bien qu’issu de considérations heuristiques, reproduit ’essentiel du calcul précis,
développé plus bas. Notons, dés a présent, que la seule information nouvelle que
procure ce calcul précis (parfois trés laborieux 2° dans certaines géométries) est
la valeur précise du nombre critique de Rayleigh R,.. Nous verrons que cette
valeur exacte est R,. = 1708, ce qui donne une valeur de A ~ 0,01.

9.11 Relation de dispersion
pour la convection Rayleigh-Bénard

Mathématiquement, ’analyse de la stabilité linéaire du systéme convectif
de Rayleigh-Bénard ne pose aucun probléme. La température obéit & ’équation
d’advection®°-diffusion suivante :

or -
5t O.VT = kV*T , (9.54)

ou t est le temps et ¥ le champ de vitesse du fluide. Le membre de gauche
%—? + 0.VT de I'équation 9.54 ci-dessus, s’écrit aussi comme une dérivée totale

29Nous apprécions de ce fait le raisonnement qualitatif, lequel, certes, demande une in-
tuition physique, mais permet de tirer des conclusions générales d’une grande utilité. Par
exemple, le fait que le nombre de Rayleigh, donc le seuil de I’instabilité, soit proportionnel
au volume V associé a I’épaisseur de la couche de fluide d (i.e. Rq o< d3) est un résultat loin
d’étre évident a priori.

30Qutre la diffusion (ou conduction), la chaleur se transporte avec 1’écoulement hydrody-
namique, on parle alors de transport de la chaleur par « advection ».
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dT/dt, on d/dt est la dérivée matérielle (dénommeée aussi dérivée particulaire
ou dérivée lagrangienne) « ressentie » par une particule en mouvement. La de-
scription lagrangienne adopte donc un référentiel en mouvement avec le fluide;;
elle consiste & formuler I’évolution des propriétés d’une particule fluide suivie
dans son mouvement. Au contraire, dans le cadre de la description eulérienne, le
référentiel adopté est fixe, et ’évolution du fluide est décrit en un point fixe de
Pespace. La dérivée partielle (ou dérivée temporelle locale) % représente ainsi
la dérivée dans la description eulérienne, c’est-a-dire la dérivée dite eulérienne
« vue » par un observateur en un point fixe.

Développons davantage la physique associée a ces différentes formulations
lagrangienne et eulérienne. La température d’'un point fluide varie en fonc-
tion du temps, mais en méme temps, ce point fluide est transporté par le
flot hydrodynamique, & 'image d’une poussiére déposée a la surface de l'eau.
Autrement dit, la température T'(7,¢) d’un point fluide en un temps ¢ devient
T(7 4 vdt,t+ dt) en un instant ¢+ ¢, car, pendant le laps de temps 6t le point
fluide en question s’est déplacé de ¥5t. La variation totale de la température T
a la limite 6t — 0 est donnée par : dT'/dt = [T(F + 06t t + ot) — T(¥,t)] /ot =
oT /ot + T.VT. Le terme #.VT est le terme d’advection. La dénomination
« dérivée matérielle » est issue du fait que I’évolution du point fluide est suivie
au cours de son mouvement, & "image du suivi de la dynamique d’un point
matériel en mécanique du point. Le champ de vitesse ¥ obéit a ’équation de
Navier-Stokes?! (référence [31]) :

9% | 55 = V2 — lﬁp+§'7 (9.55)
ot p
ot v = n/p est la viscosité cinématique, 7 la viscosité dynamique, p (respec-
tivement) p la densité (respectivement, la pression) du fluide et g le champ de
gravité.

Le terme de gauche de I'équation de Navier-Stokes ci-dessus (équation 9.55)
décrit I'accélération du point fluide; il peut également s’exprimer & ’aide de
la dérivée matérielle di//dt. Tandis que le terme de droite est égal & la somme
des forces par unité de volume agissant sur I’élément fluide, il est composé des
forces de pression (—Vp), toujours présentes méme pour un fluide au repos, des
forces de friction®? suscitées par la présence d'un champ de vitesse inhomogeéne
(V2¥) et enfin d'une force gravitationnelle par unité de volume §. Les deux
équations 9.55 et 9.54 posent les équations dynamiques associés au phénoméne
dit de la thermoconvection.

Comme nous allons le démontrer dans ce paragraphe, la solution purement
diffusive stationnaire (régime de diffusion, dit aussi régime conductif) peut de-
venir instable. La solution diffusive est caractérisée (i) par un fluide au repos

aT

(i.e. %f et ¥ = 0) et (ii) par un profil de température stationnaire (i.e. 5y = 0).

Comme les deux plaques délimitant le domaine fluide (voir figure 9.7) sont

31Nous avons déja évoqué cette équation dans la sous-section 4.1.2 du chapitre 4.
32Tout mouvement de vitesse inhomogéne implique des mouvements relatifs des couches
fluides les unes par rapport aux autres; il en résulte ainsi des forces de friction.
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supposées d’extension latérale infinie (par « infinie », nous entendons une ex-
tension trés grande par rapport a ’espacement entre les plaques) : le systéme
doit donc souscrire & la condition d’invariance de translation le long de ’axe
horizontal Oz ; la température T et la pression p ne dépendent ainsi que de
la seule variable d’espace verticale z. A partir de I’équation de transport de
la chaleur (équation 9.54) et de I’équation Navier-Stokes (équation 9.55), nous
obtenons le systéme suivant : d>Ty(z)/dz? = 0 et Opo/dz + pog = 0, ot I'indice
« 0» se référe a la solution stationnaire. Par intégration, nous obtenons le profil
de température : Ty = a+bz, o1 a et b sont deux constantes d’intégration, dont
les valeurs sont contraintes par les conditions aux limites : To(z = 0) = T et
To(z = d) = T;. Nous obtenons ainsi le profil de température suivant :

ou AT est la différence de température entre les deux plaques (i.e. AT =
T, —T%). Le profil de pression associé & la solution stationnaire diffusive prend
donc la forme :

Po = ¢ — pogz (9.57)

ou ¢ est une constante arbitraire, car la pression est toujours définie par rapport
a une référence®?. La densité pg est en principe déterminée & partir de la pression
et de la température par une équation d’état thermodynamique®*. Méme en
présence d’'un écoulement hydrodynamique, ou en présence d’'un gradient de
température, la mécanique des milieux continus, comme la thermoconvection
que nous étudions ici, repose sur ’hypothése de 1’équilibre thermodynamique
local. Ceci veut dire que pour un petit élément fluide, nous utilisons localement
les principes de la thermodynamique, tels le premier et second principes®.

33Notons que seule la différence de pression intervient dans les équations de la dynamique
et non la pression en soi, & I’instar de la mécanique du point dont la dynamique dépend de
la différence de potentiel et non du potentiel lui-méme.

34Une équation d’état d’un systéme a I’équilibre thermodynamique est une relation entre
différents paramétres physiques, les variables d’état, qui déterminent ainsi son état. Pour un
fluide & une seule composante, cette équation d’état relie la densité, la température et la
pression. A partir de I’équation d’état caractéristique d’un systéme physique, il est possible
de déterminer la totalité des quantités thermodynamiques décrivant ce systéme et par suite
de prédire ses propriétés.

35T,e premier principe de la thermodynamique énonce la loi de conservation de I’énergie
interne du systéme thermodynamique considéré ; I’énergie interne est une fonction ou variable
d’état notée U, définie comme la somme de toutes les énergies cinétiques et d’interaction
des constituants microscopiques du systéme. Au cours d’une transformation quelconque du
systéme, la variation de ’énergie interne dU est égale a I’énergie échangée par le systéme
avec le reste de l'univers, sous forme de chaleur Q@ (la chaleur est associée a I’agitation
microscopique des éléments du systéme ; 6Q) est ’énergie échangée par le systéme sous forme
de conduction, convection et rayonnement), et sous forme de travail §W (i.e. toute énergie,
autre que calorifique, échangée entre le systéme et le reste de 'univers) ; ce premier principe
stipule donc que dU = §W +4Q. Il permet ainsi d’établir un bilan énergétique mais ne permet
pas de prédire le sens de I’évolution des systémes. C’est le role du second principe, dit principe
d’évolution. Il introduit une nouvelle fonction d’état, dite entropie notée S, qui décrit le
comportement des systémes par la maximalisation de leur entropie (I’entropie S est maximale
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9.11.1 Analyse de stabilité linéaire

La non-linéarité des équations de thermoconvection (équations 9.54 et 9.55)
résulte de la présence des deux termes d’advection : oNT (dans I’équation de
transport de la chaleur, équation 9.54) et AV (dans I’équation de Navier-
Stokes, équation 9.55) ; la solution du probléme de thermoconvection dans son
ensemble ne peut donc étre obtenue que numériquement. Cependant, en se
penchant sur I'étude de stabilité linéaire de la solution diffusive obtenue ci-
avant (équations 9.56 et 9.57 ), un calcul analytique est possible. Perturbons
donc légérement le systéme dans son état purement diffusif stationnaire, de telle
sorte que nous pouvons procéder au développement limité au premier ordre de
la température :

T(F, t) = TQ(Z) + €T (F, t) (9.58)
et de maniére analogue, du champ de vitesse ¥/, de la pression p et de la densité
p.

Reportons ensuite ces expressions dans les équations de thermoconvection
(équations 9.54 et 9.55), en ne retenant que les termes linéaires en ¢, ce qui
définit précisément le propre de toute étude de stabilité linéaire.

A partir de I’équation de transport de la chaleur (équation 9.54) et du profil
de température associée a la solution purement diffusive (équation 9.56), nous
obtenons I’équation perturbée de transport de la chaleur :

oTy AT 9

— +v,1.—— = kVT; 9.59

8t z1 d 1 ( )
En tenant compte du profil de pression de la solution purement diffusive (équa-
tion 9.57) et du développement limité au premier ordre de la densité (équation
9.40, permettant ainsi d’écrire p; = —poadT = —epoaTd?), la projection de la
composante de 'équation de Navier-Stokes (équation 9.55) sur I’axe vertical
Oz, s’écrit comme :

vzt 2 p1dpo 1 90p
=y,  PLOP0 P 9.60
ot v vl+p(2)82 po Oz (9.60)
2 1 8])1
— V%0 + agT, — — 2L (9.61)
po 0z

si le systéme est a l’équilibre). Le physicien autrichien Ludwig Eduard Boltzmann (1844-
1906), considéré comme le pére de la physique statistique, a défini ’entropie par le logarithme
du nombre d’états microscopiques €2 caractéristiques de I’équilibre pour un systéme isolé (S =
kin€, o k est la constante de Boltzmann). Le second principe établit ainsi Iirréversibilité de
certains phénoménes physiques, en particulier lors des échanges thermiques, en énoncant que
I’entropie S d’un systéme tendant vers son équilibre ne peut que croitre AS > 0. Au cours
d’une transformation quelconque d’un systéme isolé, la variation d’entropie ne peut donc étre
que positive ou nulle. Si la variation d’entropie est nulle, il s’agit alors d’une transformation
réversible. Si elle est strictement positive, il s’agit d’une transformation irréversible (toute
transformation associée a une variation d’entropie négative est impossible). On peut montrer
que la(sg)nction S s’exprime en fonction de la quantité de chaleur échangée par le systéme
as = .
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Supposons maintenant, que les champs de température 7', de pression p et
de vitesse v ne dépendent que des deux variables d’espace z et = et soient
indépendants de la variable y. Autrement dit, étudions seulement la naissance
de Pordre selon ’axe 0x (ordre unidimensionnel) ; nous verrons au chapitre 13
les conséquences d’une approche bidimensionnelle.

La projection de ’équation de Navier-Stokes (équation 9.55) sur ’axe des
Oz s’écrit comme ;

1 Op1

= I/V2’Uw — g% . (962)

avx 1
ot

Pour décrire le systéme perturbé, nous disposons jusqu’a présent de trois
équations : I’équation de transport de la chaleur (équation 9.59) et les deux
projections de I’équation de Navier-Stokes le long des axes Oz et Ox (équations
9.61) et (9.62), mais nous avons quatre inconnues : v, v1, 11, p1. L’équation
supplémentaire que nous devons inclure pour boucler la résolution du systéme
est la loi de conservation de la matiére (dite aussi équation de continuité) :
dp/dt + V.(p¥) = 0, soit encore % +0Vp+ V.0 = % + V.7 = 0. Pour un
fluide incompressible®, nous avons dp/dt = 0, et I'équation de conservation de

la masse s’écrit simplement, :

Vi=0. (9.63)

Pour le systéme perturbé au premier ordre, nous obtenons ainsi I’équation qui
compléte les équations de la thermoconvection. Ce qui s’écrit ici

81}1,0 8vlz
ox 0z

=0. (9.64)

Pour décrire ’évolution du systéme perturbé, nous avons obtenu un ensem-
ble de quatre équations différentielles linéaires (équations de transport de la
chaleur et de Navier-Stockes : équations 9.59,9.61-9.62 et 1’équation de con-
tinuité : équation 9.64) et autonomes®” par rapport aux variables ¢ et x. La
solution a donc la forme e/* %t on ¢ est le vecteur d’onde et w le taux de
croissance ou d’atténuation (a priori complexe) de instabilité, tandis que ¢
est réel, sinon nous serions exposés & 'obtention de solutions divergentes spa-
tialement, ce qui est contradictoire avec la recherche d’un ordre spatial associé

36Par fluide incompressible, nous ne voulons pas dire que p est systématiquement constant
partout, mais plutét qu’en suivant un élément de fluide dans son mouvement, la densité de
I’élément fluide reste constante, dp/dt = 8,0/875—&-17.6;7 = 0. Cette hypothése est valable pour
tous les liquides, sauf si la vitesse de ’écoulement est proche de celle du son. En particulier,
on sait que les ondes sonores correspondent a une contraction/dilatation des couches fluides,
et bien entendu le son ne pourrait se propager sans compression/dilatation du liquide. 11
faut noter que pour la majorité des problémes hydrodynamiques des liquides, les effets de
compressibilité sont quasiment négligeables eu égard aux vitesses faibles mises en jeu (vitesse
faible par rapport a celle du son).

3TRappelons qu’une équation dite autonome par rapport i une variable (temps, espace)
signifie que les coefficients intervenant dans 1’équation sont indépendants de la variable en
question.
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donc a des échelles de longueur finie*® ; nous avons donc des solutions pour la
perturbation en température de type :

Ty = f(2)e" T 1 c.c. (9.65)

ou c.c. signifie complexe conjugué et des expressions similaires pour les autres
quantités (vi,, vy1 et p1). Il est utile d’éliminer vy, et p; des équations pour se
focaliser sur les variables T et v,; uniquement. A cet effet, exprimons v, en
fonction de vy, a partir de ’équation de continuité d’un fluide incompressible
(équation 9.64) :

8vlz

(9.66)

Ule = _iqaz

et insérons cette expression dans ’équation de Navier-Stokes projetée sur ’axe
Oz (équation 9.62) pour obtenir :

_ 00 O] v
P= e [uV 8J 5 (9.67)

et reportons 'expression de la perturbation en pression p; fonction de vy, dans
I’équation de Navier-Stokes projetée sur 'axe des Oz (équation 9.61), pour
trouver finalement une équation dépendant uniquement des variables T} et v,
soit :

w(q® — D1, — ag®T) +v(D? — ¢*)*v12 =0 (9.68)

tandis que I’équation perturbée de transport de la chaleur (équation 9.59) s’écrit
comme

AT
wTy — k[D?* — )T} — =0 (9.69)
ol, pour alléger I’écriture des deux derniéres équations 9.68 et 9.69, nous avons
posé
d
=—. 9.70
dz ( )
N’oublions pas que l’objectif de I’étude de stabilité linéaire est d’établir
la relation de dispersion reliant le taux d’instabilité w au nombre d’onde ¢ a
l'aide de parameétres de controle. Mais, au préalable, nous devons préciser les

conditions aux limites des variables perturbées. C’est la tache & laquelle se
consacre la section suivante.

Conditions aux limites

Intéressons-nous dans un premier temps a la température. La température
du systéeme, T' = Ty + €17 doit souscrire aux deux conditions aux limites im-
posées : T(z=0) =T | et T(z = d) =T 1. Puisque la température a I’équilibre

38Nous verrons cependant dans un chapitre ultérieur qu’il peut s’avérer utile, sur un plan
purement mathématique, de traiter formellement le vecteur d’onde ¢ comme une quantité
complexe.
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Ty satisfait déja ces conditions, nous devons donc imposer que les perturbations
en température a la base et au sommet du fluide soient nulles, soit :

Ti(z=0)=0, Ti(z=d) =0. (9.71)

La condition aux limites sur la vitesse mérite davantage d’attention. I’équa-
tion 9.68, obtenue au terme de la substitution des variables vy, et p; dans
I’équation de Navier-Stokes projetée le long des axes Oz, est du quatriéme
ordre, comme nous le constatons avec la présence de lopérateur D?*, ce qui
requiert de disposer de quatre conditions aux limites pour la résoudre.

A premiére vue, les deux plaques rigides entre lesquelles est confiné le flu-
ide imposent que le champ de vitesse ¥ du fluide soit nul sur ’ensemble des
interfaces fluide-plaque?. Mais ces conditions aux limites restreignent les pos-
sibilités de calcul analytique. En effet, les calculs dans ce cas ne peuvent pas
étre menés analytiquement jusqu’au bout (une solution numérique s’impose).
Alors, pour le bénéfice d’une étude analytique compléte, nous supposerons que
les surfaces délimitant le fluide sont libres*?. On verra que le résultat principal
de T'étude est la détermination de la valeur du nombre de Rayleigh critique.
En d’autres termes, changer les conditions aux limites entraine seulement une
valeur différente du nombre de Rayleigh critique, mais n’affecte pas les aspects
physiques qualitatifs.

A l'instar d’une surface rigide, une surface plane implique que la composante
verticale de la vitesse s’annule en z = 0 et en z = d, soit

v1:(2=0)=0, wvi.(2=d)=0. (9.72)

L’hypothése d’une surface libre vis-a-vis des contraintes*' impose, par défini-

398i ’annulation de la composante de la vitesse normale 4 la plaque est évidente (le fluide
ne traverse pas la plaque!), 'annulation de la composante tangentielle I’est moins. En effet,
il est possible d’imaginer des situations dans lesquelles le fluide « glisse » sur les parois. Cette
situation se réalise méme, lors de I’étude des écoulement trés confinés (ce qui n’est pas le cas
ici).

40Une telle situation est bien sfr difficile 4 imaginer dans la pratique ; disons qu’il s’agit
13 d’une situation idéale que nous admettons pour le moment. Emettre une telle hypothése
souléve un autre probléme : une surface libre peut, en toute rigueur, subir une déviation
par rapport a la forme plane (en présence de convection, une surface libre se déforme et ne
reste pas a priori plane); il faudrait ainsi, pour rendre compte de ce phénoméne, introduire
une nouvelle variable. Nous ferons ’hypothése, cependant, que la surface libre reste plane.
Nous verrons que, comme la longueur d’onde de I'instabilité est de ’ordre de la distance d,
tant que la valeur de d est trés supérieure au millimétre (ce qui est le cas dans la majorité
des expériences), I'influence de la déformation de la surface libre reste de facto relativement
faible.

41UUne maniére de s’approcher expérimentalement de cette situation est d’adopter pour le
fluide une huile prise en sandwich entre du mercure et de I’hélium gazeux (voir référence
[29]). Comme T’huile posséde une grande viscosité par rapport au mercure et a I’hélium,
il est possible de montrer que la surface de 1’huile peut se comporter comme une surface
sans contrainte. La fluctuation de la température 71 & I'interface huile/mercure est en effet
quasiment nulle grace a la forte conduction de la chaleur par le mercure, tandis que la faible
conduction de la chaleur associée a 1’hélium impose un flux de chaleur quasiment nul a
Pinterface huile/hélium. Tl s’agit pour la température de conditions aux limites mixtes.
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tion, I’annulation de force*? pour toutes les interfaces z = 0 et en z = d.

Les forces de friction fluides engendrent deux contraintes hydrodynamiques
tangentielles respectivement proportionnelles & : ndv;,/0x et ndvi, /0z qui
doivent donc s’annuler sur les deux surfaces. Puisque la composante de la vitesse
normale aux surfaces est nulle (i.e. v1, = 0), le premier terme s’annule d’em-
blée?? ; et en utilisant I’équation 9.66, nous obtenons la seconde condition :

D?v1,].—0 =0 et D*vi.|.—q=0. (9.73)

Ayant écrit les six conditions aux limites (équations 9.71, 9.72 et 9.73 )
associées aux équations différentielles d’évolution du systéme (équations 9.68 et
9.69), nous sommes en mesure d’écrire la dépendance sinusoidale** des solutions
pour les perturbations en fonction de z de la vitesse normale vy, et de la
température 77, nous mettons de c6té pour 'instant la dépendance en x dont
on a vu quelle est en ¥ :

v1z(2) = 44 sin(w%) et Ti(z) = By Sin(wg) (9.74)

ou A; et B; sont deux constantes d’intégration. Ces solutions vérifient bien les
conditions aux limites (équations 9.71, 9.72 et 9.73). Reste & voir maintenant
sous quelle condition ces solutions vérifient les équations différentielles au sein
du fluide. A partir des équations 9.68 et 9.69, nous obtenons deux équations
algébriques linéaires et homogénes, dont la solution est non triviale si et seule-
ment si le déterminant s’annule. Il résulte de cette condition une relation de
dispersion w satisfaisant ’équation :

W= Sw+P=0 (9.75)
ou
3 Raq2
S=-N(v+r), P=viA;— 7 ) (9.76)
avec
oy T

Cette relation de dispersion est formellement identique a celle obtenue pour le
systéme de Turing (équation 9.5).

42Par définition, la force est une contrainte par unité de surface.

43Comme v1, = 0 le long de Oz, il est donc constant par rapport a la variable x en tout
point de la surface. Par conséquent la dérivée de vy, par rapport a x s’annule automatique-
ment a la surface.

44En realite, il est facile de reconnaitre que toute fonction sin(nz/d), avec n entier, est
également une solution des équations. A titre d’exercice, montrez qu’une telle dépendance
conduit & une plus grande valeur critique du gradient thermique AT/d (soit encore & un
nombre de Rayleigh critique) pour que la convection ait lieu. Comme nous nous intéressons
a la valeur minimale du gradient thermique donnant lieu a la convection, les valeurs de n > 1
ne seront pas prises en considération ici.
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Il est aisé de vérifier que le discriminant de la relation de dispersion précé-
dente de l'instabilité de Rayleigh-Bénard (équation 9.75) est toujours posi-
tif, indiquant que les deux solutions pour le taux d’instabilité w sont réelles;
désignons ces deux solutions par w; et wo (avec wy > ws). Selon la définition de
S égale a la somme des deux valeurs propres, nous avons S = w; +wy < 0; ce
qui signifie qu’une au moins des deux racines est négative. Seule la plus grande

en valeur algébrique des deux racines présente un intérét ; car, comme nous
le signalons dans la section consacrée & I’étude de stabilité linéaire du systéme
de Turing (section 9.3), celle-ci est la premiére susceptible de devenir posi-
tive, ce qui constitue la signature d’une instabilité. Le produit des deux racines
P = wiws s’annule lorsque :
Raq® _

3
A= =g =0 (9.78)

Cette condition peut étre réécrite sous la forme :

2 [1+ (dg/m)%°
(dg/m)?

ot Ru.(q) désigne la valeur critique du nombre de Rayleigh pour laquelle la
premiére racine s’annule (i.e. w; = 0). Le nombre de Rayleigh critique R.(q)
est appelé la courbe neutre de stabilité (voir figure 9.9). Cette courbe posséde
un minimum en g,

R, = Rac(Q) =7 (979)

w= 175 (9.80)

En ¢ = q., la valeur numérique du nombre de Rayleigh critique est donnée par :

R, — 2774

~ 657,5 (9.81)

C’est la valeur minimale du nombre de Rayleigh R,, correspondant donc & la
plus petite valeur du gradient thermique, pour laquelle la convection survient
(voir équation 9.52). Pour cette valeur, naissent spontanément des champs de
vitesse et de température périodiques avec une périodicité spatiale telle que :
A = 2v/2d. Ainsi, pour que le systéme soit convectif (respectivement, con-
ductif), donc instable (respectivement, stable), avec w; > 0 (respectivement,
wi < 0), il suffit que le nombre de Rayleigh soit supérieur (respectivement
inférieur) au nombre de Rayleigh critique minimal, soit : R, > R, (respective-
ment, R, < Ra.).

Discutons maintenant des ordres de grandeur des gradients thermiques
nécessaires & la naissance de 'instabilité convective. Considérons pour cela le
cas d’un systéme de Rayleigh-Bénard caractérisé par une épaisseur d = 1072 m
d’une huile silicone de viscosité v ~ 107% m?2.s7!, de diffusivité thermique
k=~ 1077 m2.s~! et de coefficient de dilatation thermique o ~ 1073 K~1. A
partir de la définition du nombre de Rayleigh R, (équation 9.52) et de sa valeur
critique (équation 9.81), on déduit que la différence de température minimale
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Figure 9.9  Courbe neutre de la convection de Rayleigh-Bénard oii on trace R, en
fonction de Q = qd/m.

(pour d ~ 1 em) requise pour le déclenchement de l'instabilité convective est
AT ~1,7TK.

Dans le cas de surfaces rigides délimitant le fluide, les vitesses s’annulent
sur les parois. Dans ce cas, le calcul devient un tout petit peu plus compliqué
(référence [16]), mais les comportements qualitatifs restent identiques (méme
comportement du nombre de Rayleigh critique R,(q) ; voir figure 9.9). Cepen-
dant, la valeur numérique du nombre de Rayleight critique vaut dans ce cas
Rgc ~ 1707 (référence [16]). Cette valeur est environ trois fois plus grande que
celle obtenue dans le cas de surfaces libres. La raison physique expliquant un
seuil plus élevé est simple : en présence de parois rigides, le frottement du fluide
contre la paroi dissipe davantage d’énergie. Il faut injecter plus de puissance,
donc un plus grand gradient thermique, pour que la convection puisse démarrer.

9.11.2 Rouleaux de convection

Au seuil de l'instabilité et pour ¢ = ¢., la solution du champ de vitesse
(en faisant apparaitre la dépendance en x par rapport & la solution 9.74) est
donnée par

V21 = Be sin(gez) cos(qex), vz1 = By cos(gez) cos(qex) (9.82)
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Figure 9.10 — Vue schématique de la structure en rouleaux du champ de vitesse.

Les vitesses verticale et horizontale sont des fonctions périodiques de z. Posons
Vg1 = da/dt et v,1 = dz/dt, et formons le rapport entre les deux expressions,
nous obtenons l’équation différentielle suivante : dz/dx = sin(g.z)/ cos(q.z),
dont la solution est un cercle de rayon B;. Comme, en outre, la période est
donnée par \. = 2v/2d, les lignes de courant (trajectoires z(x)) sont des cercles
(voir figure 9.10).

Par ailleurs, comme nous nous intéressons au cas ou la vitesse v, = 0
(invariance des lignes de courant le long de Oy), le champ de vitesse peut
étre vu comme des rouleaux de convection, ce sont les rouleaux de Bénard,
observés expérimentalement. Nous verrons dans un chapitre ultérieur (chapitre
13), pourquoi ces structures sont unidimensionnelles (avec v, = 0) et non des
structures bidimensionnelles

Notons encore une fois, que "'amplitude B est indéterminée dans le régime
linéaire. Une analyse non linéaire est nécessaire pour en fixer la valeur (voir le
chapitre suivant).

La forme générique de la relation de dispersion prés du point critique

Au seuil de linstabilité, la valeur du taux d’instabilité wq (noté par la suite,
simplement w) est nulle. Il est possible de vérifier que dw/9q = w'(q) = 0.
Au voisinage du point critique, la relation de dispersion prend la méme forme
que celle obtenue pour le systéme de Turing (équation 9.5). En différenciant
I’équation de dispersion de I'instabilité de Rayleigh-Bénard (équation 9.75) par
rapport a ¢ et en posant w = 0 au point critique, nous trouvons dw(q)/dqlq. = 0.
Ainsi au point critique, le taux d’instabilité w doit satisfaire aux deux condi-
tions :

w(ge) =0, =0. (9.83)

a_q‘qc
Le taux d’instabilité w, fonction de ¢ et R,, est donc tangent & I’axe des ¢
en ¢ = ¢.. Ces deux conditions déterminent a la fois le nombre de Rayleigh
critique (équation 9.81) et le vecteur d’onde critique ¢. (équation 9.80). En
utilisant ces deux conditions, nous retrouvons des résultats identiques a ceux
que nous avons obtenus dans la section précédente sur 'instabilité de Turing
(voir notamment figure 9.4). Un développement de Taylor au second ordre du
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taux d’instabilité w conduit & écrire :

2

Ow Ow 507w
- — - (9.84
(4-0 55 - (0.8)

w((b Ra) = W(QCa Rac) + (q - QC)_ + (Ra - Rac)ﬁ

dq *

1
2
Les dérivées sont évaluées au point critique (g., Rqc). En ce point, les premier
et second termes du taux d’instabilité ci-dessus (équation 9.84) s’annulent en
vertu des conditions sur le taux d’instabilité au point critique (équation 9.83).

Dérivons I'équation de dispersion (équation 9.75) une fois par rapport au
nombre de Rayleigh R, et deux fois par rapport au nombre d’onde q et évaluons
les résultats au point critique. L’expression approchée du taux d’instabilité
(équation 9.84) devient

VK

v+k (37 Ry — R 9
= {§ETM—2(Q—%) } : (9.85)

Le premier terme € = (v + x)3/272/d*(Ry — Rae)/(Racvk) mesure la distance
par rapport au seuil de Uinstabilité. Le second terme nous informe de 'exis-
tence d’une plage de vecteurs d’ondes de l'ordre de |g — g.| pour lequel le taux
d’instabilité w > 0 est positif, correspondant donc aux modes actifs (modes
instables).

Génériquement, la relation de dispersion rencontrée pour toute instabilité
d’un état de base homogéne vers un état ordonné, ayant g. comme vecteur
d’onde critique, prend la forme :

w=e+u"(q¢—q)%/2, (9.86)

ot w” = 9%*w/dq? est la concavité (de signe négatif) du taux d’instabilité w,
et € est un petit paramétre mesurant la distance au seuil de I’instabilité. La
relation de dispersion de I'instabiilté de Rayleigh-Bénard a donc la méme allure
que l'instabilté de Turing, équation 9.19 (avec la substitution p — € et y. = 0).

Quand le seuil de I'instabilité est dépassé, le taux d’instabilité devient un
taux de croissance (i.e. w > 0) pour toute une bande de vecteurs d’onde. L’anal-
yse linéaire nous enseigne que les perturbations croissent exponentiellement en
fonction du temps. La perturbation, supposée initialement faible, va atteindre
donc une amplitude suffisamment grande, et les termes non linéaires ne peuvent
plus étre négligés ; leur étude constitue le contenu du prochain chapitre.



Chapitre 10

Universalité au voisinage
du seuil de la naissance

de 'ordre

Nous avons étudié au chapitre précédent des instabilités de Turing et de
Rayleigh-Bénard se déclenchant lorsqu’un paramétre de controle atteint une
valeur critique; 1’état du systéme le long de l’axe horizontal Oz perd son
homogénéité initiale au profit d’une structuration spatiale, autrement dit, de
I’établissement, d’un ordre spatial : il y a brisure de symétrie. La symétrie con-
tinue de translation le long de 'axe Ox est en effet rompue en faveur dune
symeétrie discréte plus faible ; cette symétrie discréte est caractérisée par le fait
que le systéme retrouve un méme état aprés avoir parcouru une distance égale
4 un nombre entier de fois la période spatiale.

Rappelons brievement la démarche adoptée précédemment pour mettre en
évidence la naissance d’un ordre spatial. En partant d’un état homogéne le long
de I'axe Oz, la procédure a consisté & chercher I’évolution d’une perturbation
autour de I’état homogéne sous la forme :

elartwt (10.1)

ol ¢ est le vecteur d’onde de la perturbation et w le taux d’amplification ou
d’atténuation de la perturbation. Nous appellerons par la suite w le taux de
croissance quel que soit son signe (un taux de croissance négatif est synonyme de
stabilité). Les chapitres précédents présentent des exemples pour lesquels w est
réel'. Lorsque w < 0 pour tout vecteur d’onde g, la perturbation (équation 10.1)
décroit dans le temps, et ’état homogeéne est linéairement stable. A contrario,
lorsque w > 0, au moins pour une valeur du vecteur d’onde ¢, la perturbation
croit exponentiellement et 1’état homogéne est instable.

1T.e cas ol w est complexe est traité au chapitre 12.



252 Dynamiques complexes et morphogenése

Au voisinage du seuil de 'instabilité, la forme de la relation de dispersion
w(q) adopte la forme générique étudiée précédemment (voir équation 9.86);
la relation de dispersion associée au systéme (voir la figure 9.4 associée a la
relation de dispersion de 'instabilité de Turing) met en jeu la valeur critique fi.
du parameétre de controle p, ot u est, par exemple, le nombre de Rayleigh (voir
équation 9.52) du systéme convectif étudié au chapitre précédent (convection
de Rayleigh-Bénard).

Pour p < pe, le taux de croissance est négatif (w < 0); la perturbation
s’atténue donc au cours du temps. Pour u > p,, il existe un intervalle de
valeurs Aq de vecteur d’onde ¢ (voir figure 9.4), dite bande active, pour lequel
le taux de croissance est positif (w > 0); dans ce cas, la perturbation croit
alors exponentiellement. La perturbation, supposée initialement petite, cesse
de I’étre et les effets non linéaires deviennent prépondérants.

Lorsque p = p., le systéme est dans une situation critique pour laquelle
le taux de croissance est nul. Le vecteur d’onde ¢ associé est précisément égal
a la valeur critique g.. Le taux de croissance est négatif (w < 0) pour toutes
les autres valeurs du vecteur d’onde. Au seuil de I'instabilité, la perturbation
engendre un ordre spatial caractérisé par une longueur d’onde A telle que :
A~ A\ =27/q..

Dans le chapitre précédent, nous avons envisagé deux systémes caractérisés
par des équations d’évolution non linéaires : un probléme de nature chimique,
la réaction autocatalytique de Turing et un probléme de nature physique, la
convection de Rayleigh-Bénard. La nature non linéaire de ces problémes im-
plique que nous ne disposons pas de solution analytique compléte et le recours
au calcul numérique sur machine est nécessaire & la résolution de ces équa-
tions. En revanche, toute étude analytique n’est pas exclue; en particulier,
celle que nous pouvons réaliser & proximité du seuil de l'instabilité en adop-
tant un développement en loi de puissance d’un petit paramétre représentant
la distance au seuil de I'instabilité est particuliérement judicieuse. En effet, si
le probléme non linéaire considéré dispose de nombreux paramétres, ’analyse
numérique s’avére la plupart du temps fastidieuse car elle requiert pour chaque
paramétre un traitement détaillé pour en étudier les effets. Or, 'analyse analy-
tique avec une vision synthétique bien que simplifiée offre un terrain favorable
a la maitrise des idées qualitatives sous-jacentes au comportement du systéme ;
elle permet en outre de guider les analyses numériques et les explorations ex-
périmentales, plutot que de réaliser une analyse systématique parfois inutile. En
s’intéressant tout particuliérement au voisinage de la bifurcation, il est possible
de mettre en évidence analytiquement le caractére universel de la dynamique.

10.1 Equation d’amplitude universelle
Bien que chaque modéle de systémes non linéaires dispose d’une spécificité

propre, ’ensemble de ces modéles est décrit par une méme équation dite uni-
verselle. Cette équation est appelée équation d’amplitude, dénomination qui
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paraitra plus claire par la suite. Ainsi pour dériver ’équation d’amplitude, nous
pourrions au choix étudier le systéme de Turing ou la convection de Rayleigh-
Bénard, mais nous allons opter pour un autre systéme qui a le mérite de con-
duire & des calculs algébriques allégés. Notre but ici étant d’exposer le principe
de I'analyse et non les détails algébriques qui peuvent étre plus au moins com-
pliqués selon les systémes. En vertu de I'universalité de la problématique, nous
n’affecterons pas la généralité du résultat en adoptant pourtant un point de
départ simplifié.

Adoptons donc un systéme relativement simple, associé a I’équation modéle
non linéaire suivante :

2
g—f =[le—(1+ %)2]¢+a¢2 —¢? (10.2)

ou ¢ est une fonction scalaire de deux variables z et ¢ décrivant I’évolution du
systéme dynamique non linéaire (par exemple, une composante de la vitesse
en convection, etc.) et « et e sont deux paramétres du systéme. La forme de
cette équation nous montre qu’elle présente deux non-linéarités, I'une quadra-
tique et I'autre cubique? ; sans le terme quadratique, cette équation est connue
sous le nom de Swift-Hohenberg® (SH) (voir référence [21]). Etudions dans une
premiére étape la solution homogéne de I’équation 10.2 et sa stabilité.

Solution homogéne

L’équation de Swift-Hohenberg (SH) a été initialement introduite comme
un modéle simple de la convection de Rayleigh-Bénard, pour laquelle € =
(R — R.)/R est le nombre de Rayleigh relatif, R le nombre de Rayleigh et
R, le nombre de Rayleigh critique associé & la mise en mouvement du fluide.
L’équation précédente 10.2 admet la solution homogéne ¢ = 0 (une vitesse
nulle dans le probléme de convection).

Stabilité linéaire

La premiére étape de 1’étude d’un systéme dynamique consiste & étudier
la stabilité de la solution homogéne. A cet effet, superposons a la solution ho-
mogeéne une perturbation de la forme ¢ = vy (x,t) (v est un petit parameétre).
En reportant dans ’équation dépendant du temps (équation 10.2) et en ne
gardant que les termes du 1¢" ordre en v, nous obtenons I’équation suivante :

dp1 0?
5 = [e— (14 @)2](251 . (10.3)

?Notons, dés a présent, que le choix d’une fonction non linéaire arbitraire conduit 4 une
méme conclusion au regard de la forme finale de ’équation d’évolution ; en effet, cette équation
peut étre modifiée & volonté, par exemple nous pouvons rajouter des dérivées d’ordre supérieur
ou des puissances plus élevées de la fonction ¢ sans affecter la forme de ’équation d’amplitude
que nous allons dériver.

3Du nom des deux physiciens américains, Jack B. Swift et Pierre C. Hohenberg qui la
dérivérent en 1977 pour modéliser la formation de structures dans un fluide soumis & une
convection thermique.
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WA Aq

Figure 10.1 Relation de dispersion pour trois valeurs de € : €1 < 0 (stable), e2 =0
(critique) et ez > 0 (instable).

Grace a la linéarité et au caractére autonome de I’équation (i.e., les coeffi-
cients dans ’équation sont indépendants du temps), recherchons une solution

sous la forme e4*T«! pour obtenir la relation de dispersion suivante :

w=re—(¢*-1)%. (10.4)

Le taux de croissance w de la perturbation est donc négatif pour toute valeur
négative du paramétre de Rayleigh relatif (¢). Lorsque le nombre de Rayleigh R
est égal au nombre de Rayleigh critique R, le paramétre € est nul, et la courbe
w(q) est tangente a axe des abscisses ¢ pour un vecteur d’onde critique g. = 1;
une valeur nulle du paramétre (¢ = 0) représente la condition critique pour
I'instabilité. Dés que ce paramétre est positif (¢ > 0), les modes & 'intérieur
de la bande active Agq croissent exponentiellement dans le temps, et I’analyse
linéaire n’est plus valable. Loin du seuil de l'instabilité, les effets non linéaires
ne permettent généralement pas d’obtenir une solution analytique; un calcul
numérique s’impose. Cependant, prés du seuil de 'instabilité, I'’étude analytique
est possible et c’est ce que nous nous proposons d’effectuer maintenant.

10.1.1 Introduction des échelles multiples

Pour des valeurs petites de €, la bande des vecteurs d’ondes des modes
instables (obtenue en résolvant w = 0 = € — (¢ — 1)?) est petite également.
Les deux vecteurs d’ondes ¢ et g2 (voir figure 10.1) solutions de cette équation

sont donnés par g2 = \/1++e~1+/e/2 et g1 = /1 — /e ~1—/¢/2. Ceci
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entraine que la bande active est telle que :

Ag=qa—q1~e. (10.5)

Ceci veut dire que la bande de vecteurs d’ondes des modes instables est, étroite.
Dans le régime linéaire, toute fonction en 9% est solution, et le vecteur d’onde
est un nombre réel quelconque. La solution la plus générale est obtenue par
superposition de tous les modes, soit :

)= ag(t)e'™ ~ Y ay(t)e'"" (10.6)
q Ag

ol a4(t) est amplitude du mode de Fourier fonction du temps ¢ (dans le régime
linéaire elle est en e“!, mais nous gardons pour le moment a, comme notation,
car notre objectif est I'extension du résultat au régime non-linéaire). Le premier
terme correspondant & une somme portant sur tous les vecteurs d’ondes. Le
second terme se limite & la somme sur les vecteurs d’ondes appartenant a la
bande instable Agq; en effet, seuls les vecteurs d’ondes a l'intérieur de la bande
instable Aq sont actifs, c’est-a-dire instables, alors que les modes en dehors de
cette bande relaxent dans le temps vers une solution homogéne. C’est pourquoi,
il est justifié de restreindre ce terme & la somme portant seulement sur ces
nombres d’ondes.

Réécrivons la fonction ¢y (z,t) (équation de la perturbation 10.6) en intro-
duisant le vecteur d’onde critique ¢ :

¢1(x,t) —e’quZa Yella—ae)r (10.7)

Etant donné que ¢ — ¢. ~ Aq ~ /e << 1, on peut dire que ¢; décrit
un paquet d’ondes trés piqué et centré sur le vecteur d’onde critique ¢. dans
l’espace de Fourier (dans le cas extréme ou € — 0, nous avons méme une
fonction de Dirac §(¢ — q.)). Utilisons le fait que la transformée de Fourier
d’une fonction trés étroite dans ’espace de Fourier est une fonction trés étalée
dans l’espace réel (a titre d’exemple la transformée de Fourier de la fonction
de Dirac d(q — ¢.) est une constante) et posons :

Za )eila—ae)r (10.8)

Comme g — q. ~ /€ est petit, Pamplitude complexe A varie sur une échelle
spatiale de 'ordre de 1/1/e. En effet, en effectuant le changement de variable
suivant : Q = (¢ — q.)/+/€, la variable Q est de I'ordre de 'unité et Pamplitude

A(z,t) est du type :
)= ag(t)e Ve, (10.9)
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Cette formulation nous permet de mettre en évidence que 'amplitude A est,
en fait, fonction du produit v/ex et non de la seule variable z. Nous pouvons
donc réécrire la solution ¢ (z,t) comme :

¢1(z,t) = A(Vex,t)e'" + c.c. (10.10)

ou c.c. est acronyme de « complexe conjugué ». Par ailleurs au voisinage du
seuil de l'instabilité (¢ ~ 1), d’aprés la relation de dispersion (équation 10.4),
le taux de croissance w de l'instabilité est de l'ordre € (i.e. w ~ ¢). Ainsi en
posant Q = w/e (avec 2 d’ordre 1), la dépendance temporelle de la perturbation
e“t s’exprime comme e associée donc & un temps caractéristique d’évolution
de 1/e : la dynamique est lente au voisinage de Uinstabilité (voir la notion
de dynamique lente et de ralentissement critique dans la section 2.3.2). La
perturbation ¢; est donc composée d'une oscillation spatiale rapide (e!%%) et
d’une amplitude lentement variable dans I’espace et dans le temps A(\/ex, €t).
Pour bien mettre en évidence le fait que A varie lentement, il est d’usage
d’introduire les variables lentes X et T (voir section 2.3.3) définies ici par :

X =Vex, T=ct. (10.11)

L’amplitude A n’est fonction que de ces deux variables lentes A(X,T), alors
que la fonction ¢ de ’'équation SH initiale dépend des trois variables ¢(x, X, T).
Nous venons d’introduire la notion d’échelles multiples évoquée notamment au
début de 'ouvrage (section 2.3.3). Si l'aspect temporel des échelles multiples
a été abordé a de nombreuses reprises dans cet ouvrage, c’est la premiére fois
que nous abordons ’aspect spatial des échelles multiples spatiales avec 1’intro-
duction de la variable spatiale lente X.

Afin d’exploiter pleinement 'introduction des échelles multiples, nous allons
traiter les trois variables x, X, T comme si elles étaient indépendantes. Par
conséquent, nous devons modifier les opérateurs de dérivation pour se conformer
a ce choix :

0 0 0
5~ 52 + ﬁa—X (10.12)
0 0

Reportons ces transformations dans 1’équation SH (équation 10.2), pour obtenir

9% _
‘or =

02 02 02 \* s s
6—(1+@+2\/28$—X+68X2) o+ ap® — P° . (10.14)

Notons que l'introduction des échelles multiples dans I’analyse du systéme a
I’avantage d’expliciter la dépendance des fonctions en fonction du parameétre e,
ce qui facilite le calcul perturbatif en puissance de ce petit paramétre puisque
le comptage des puissances de € est de ce fait automatique.
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10.1.2 Dérivation de 1’équation d’amplitude

La stratégie consiste maintenant & développer la fonction ¢ en puissance
du petit paramétre € pour déduire des solutions d’ordre élevé. Comme la plus
petite puissance qui apparait dans I’équation d’évolution du systéme (équation
10.14) est d’ordre /e, il est naturel de penser que la fonction ¢ puisse s’écrire
sous la forme suivante :

o, X, T) = \/eb1 + edo + €% pg + ... (10.15)

Reportons cette expression dans ’équation d’évolution du systéme (équation
10.14) pour déduire les contributions ordre par ordre.

Ordre +/c

Reéduit a cet ordre en /€, 'équation d’évolution du systéme (équation 10.14)

s’écrit comme : 5

(1+ %)2% =Lp1 =0 (10.16)

ol nous avons introduit V'opérateur L = (1 + 8‘9—;)2. C’est une équation aux
dérivées partielles puisque la fonction ¢; dépend des trois variables x, X, T (i.e.
¢1 = ¢1(x, X, T)); en toute généralité, les constantes d’intégration dépendent
donc des variables X et T. La solution acceptable? est de type :

1 = AX,T)e"™ + c.c. (10.17)

Cette solution n’est rien d’autre que la solution linéaire stationnaire du systéme.
Ordre €

A cet ordre, nous obtenons :

9 9% . 02
Lpo = ap; —4(1 + =
¢2 91 ( 3332) oxX
ou A* désigne le complexe conjugué de A. La solution obtenue & partir de
I’équation 10.18 est constituée de la somme de la solution de ’équation sans
second membre (soit B(X,T)e'® + c.c.) et d'une solution particuliére de I'équa-
tion compléte. La solution générale s’écrit ainsi sous la forme

b1 = a(A%e*T 4 AA* +c.c.) (10.18)

2
¢2 = B(X,T)e™ + a%ezm + AA* + c.c. (10.19)

4Par acceptable, nous entendons une solution qui se comporte convenablement & ’infini
(i.e. pour = > 1), autrement dit, une solution qui ne diverge pas a Dinfini. Car en toute
généralité, la solution compléte est composée des deux solutions individuelles e** et ze™®,
soit ¢1 = A(X,T)e’® 4+ D(X,T)xe'™ + c.c., mais comme la solution ne doit pas diverger a
I'infini, nous devons éliminer la seconde contribution en imposant D = 0.
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Notons donc que la réponse du systéme a cet ordre engendre la seconde har-
monique e**. A cet ordre, les coefficients A et B ne sont pas déterminés; le

résultat principal est obtenu & ’ordre suivant.
Ordre ¢3/2

L’équation du systéme a cet ordre s’écrit comme :

84¢1 91 9% g
Los = 1 — 23X2 _8—T_4(1+3 2)8 8X+2a¢1¢2_¢3 (10.20)
qui peut étre réécrite comme :
Lés = [A+4Axx —Ar—(3— %a)AZA*]e” +F(X,T)e* + G(X, T)e*" +c.c.

(10.21)
ou F et G sont des fonctions dépendant des coefficients A et B qu’il n’est pas be-
soin de préciser pour des raisons qui vont devenir claire ci-dessous ; afin d’alléger
I’écriture de cette équation, nous avons symbolisé les dérivées par une notation

T . 9A
indicielle (i.e. 5%

= Ap et % = Axx). L’équation d’évolution du systéme a
lordre €/? (équation 10.21) est inhomogeéne® : la solution compléte est com-
posée d’une solution de I'équation sans second membre (E(X,T)e’ +c.c.) plus
une solution particuliére de 1’équation avec second membre. Or, et c’est 1a le
point principal, le second membre de ’équation contient une fonction e*® qui est
résonanted, c’est-a-dire que la fonction e est une fonction propre de I'opéra-
teur L, de valeur propre associée nulle. La réponse du systéme a cette fonction
diverge, & 'image de la divergence de la solution associée & un oscillateur har-
monique, sans frottement, excité par une force ayant la fréquence propre de
Poscillateur. La seule issue pour assurer un comportement acceptable (i.e. non
divergent) est donc d’annuler le facteur précédant la fonction e** dans 'équa-
tion d’évolution 10.21. 11 s’agit d’une condition de solvabilité. Cette condition
est du méme type que celle introduite lors de I’étude de I’équation d’amplitude
temporelle au voisinage d’une bifurcation de Hopf (chapitre 6). Notons que
nous aurions pu également évoquer le théoréme de ’alternative de Fredholm
(voir la section 6.1.1) pour aboutir au méme résultat.

La nécessité d’annuler la contribution divergente de la fonction e** revient
a annuler le facteur [A + 4Axx — Ap — (3 — $a)A%A*] le précédant dans
I’équation 10.21, et nous permet d’obtenir ’équation d’amplitude recherchée :

Ar = A+4Axx — (3 — @ a)|APPA . (10.22)

5Rappelons qu'une équation est dite homogéne lorsqu’elle n’a pas de second membre (i.e.
L¢ = 0) et inhomogeéne sinon (i.e. I’équation comporte un second membre Lp(z, X,T) =
F(X,T)).

6La notion de résonance spatiale se présente, sur le plan mathématique, comme la réso-
nance temporelle que nous avons déja rencontrée aux chapitres précédents, voir notamment le
chapitre dédié a I’étude de I’équation d’amplitude universelle au voisinage d’une bifurcation
de Hopf (chapitre 6), la section consacrée a son analyse multi-échelle 6.1.1.
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Cette équation est connue sous les noms d’équation d’amplitude, d’équation de
Landau-Ginzburg ou encore d’équation de Newell-Whitehead-Segel”, les deux
derniéres dénominations sont issues du nom des scientifiques qui 'ont dérivée
dans des contextes différents. Notons que, puisque les fonctions F' et G ne sont
pas facteurs de la fonction €@, aucune contrainte n’est donc & imposer & leur
égard ; c’est pourquoi leur forme est sans intérét pour notre calcul®.

10.2 Quelques propriétés de I’équation
d’amplitude

Nous allons étudier dans cette section certaines propriétés générales de
I’équation d’amplitude.

10.2.1 La forme de I’équation d’amplitude obtenue
a partir des symétries

Soulignons que le point principal de cette étude réside dans I’universalité de
la forme de I’équation d’amplitude au voisinage du seuil. Peu importe I’équation
de départ (ici ’équation 10.2), I’équation d’amplitude adoptera toujours cette
forme & condition que le systéme (dans notre cas, associé ici a I’équation 10.2)
jouisse de l'invariance par translation et par inversion. La forme de I’équation
d’amplitude (équation 10.22) jouit bien de la symétrie X — —X correspondant
A une invariance par inversion, propriété qui résulte de la méme invariance
associée a 'équation de départ (équation 10.2). L’équation de départ est de
plus invariante par une translation de la variable z.

En effet, rappelons que I'amplitude A multiplie dans la solution générale
I’harmonique e et A? la seconde harmonique e?*) etc.(voir par exemple
léquation 10.19). Ceci signifie qu’en effectuant 'opération © — x + xg, c’est-
a-dire, en modifiant 'origine de ’axe Oz, en la portant au point arbitraire
g, ceci revient & effectuer, au sein de la solution générale, les opérations
Ae' — Aeimtro) — Aeivoeir  Autrement dit, Popération revient a faire le
changement sur "amplitude A

A — Ae'™o (10.23)

Si l'on effectue une telle opération sur I’équation d’amplitude (équation 10.22),
celle-ci reste invariante. Cependant, si cette équation contenait des termes
quadratiques, comme A? ou |AJ?, ’équation ne serait plus invariante par un
changement de type A — Ae™@0. C’est pourquoi il n’y a pas de terme quadra-
tique, ni de terme en puissance de 3 (i.e. A3, A*3 ) dans cette équation d’am-
plitude.

7Cette équation a été dérivée en étudiant un probléme de la convection de Rayleigh-Bénard
(voir référence [21]).

8Ceci reste valable tant que nous restreignons notre analyse au plus bas ordre de I’équation
d’amplitude.
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10.2.2 Les coefficients sont réels : conséquence
de la symétrie d’inversion

Ecrivons ’équation d’amplitude (équation 10.22) sous sa forme la plus
générale :
Ar = a1 A+ asAxx + 043|A|2A , (10.24)

ot ay (¢ = 1,2,3) sout des coefficients a priori complexes. En effectuant la
symétrie d’inversion x — —xz, nous effectuons donc la transformation A — A*
dans l'expression du champ ¢ qui décrit la dynamique (notamment ¢, ¢
issus des équations 10.10 et 10.19). Il en résulte que les équations d’amplitude
associées & A et a A* sont équivalentes. Prenons alors le complexe conjugué de
léquation d’amplitude générique (équation 10.24), et imposons ’équivalence
entre les deux équations; nous obtenons ay = apx (¢ = 1,2,3). Autrement
dit, les coefficients oy sont tous réels. Nous verrons que ceci cesse d’étre vrai
en présence d’une bifurcation de Hopf, méme si I’équation de départ posséde
la symétrie d’inversion. Dans ce cas, méme si 1’équation jouit elle-méme de
la symétrie d’inversion, la solution de I’équation ne dispose pas de la méme
propriété. Insistons sur le fait que c’est la solution qui porte en elle les brisures
de symétrie et non ’équation d’évolution de départ ! C’est pourquoi I’expression
« brisure spontanée de symétrie » pour qualifier I’évolution du systéme est
utilisée.

10.2.3 Forme canonique et autres formes équivalentes
de I’équation d’amplitude

En effectuant un changement de variables adéquat, ’équation d’amplitude
peut toujours étre réduite a une forme canonique ou tous les coefficients sont
égaux a 'unité. En effet, posons ’équation sous la forme

Ar = aA+bAxx —C|A|A (10.25)

ou a, b, ¢ sont des constantes réelles et effectuons les transformations de vari-
ables suivantes : A — A/c/a, X — X+/a/bet T — aT ;1'équation d’amplitude
prend alors la forme canonique suivante :

Ap = A+ Axx — |A]PA . (10.26)

Il est parfois utile que le petit paramétre ¢ apparaisse explicitement dans
I’équation d’amplitude. L’amplitude A, telle qu’elle a été introduite précédem-
ment est d’ordre unité, puisque nous avons introduit e explicitement dans le
développement de la fonction ¢ (voir équation 10.15); amplitude physique
est donc d’ordre y/e. Ceci suggere le changement de variable A= Ay/e on A
est I’amplitude physique. En utilisant les variables rapides reliées aux variables
lentes par X = x+/e et T = et, 'équation d’amplitude précédente (équation
10.26) prend la forme

A=A+ Ay, — |APA. (10.27)
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stable

stable instable

i

stable

Figure 10.2  Solution d’équilibre. La partie en pointillés correspond & une solution
instable.

Nous allons par la suite omettre le « tilda ». Intéressons-nous au cas ou ’am-
plitude est homogéne. Dans ce cas la phase est constante, et peut étre prise
égale & zéro. En effet, en posant A = pe'?’, otl p est Pamplitude et 1 la phase,
nous obtenons & partir de I’équation d’amplitude précédente (équation 10.27) :
dip/dt = 0. L’équation d’amplitude 10.27 admet comme solutions d’équilibre
(ou points fixes)

Ag =0, Ag==+e. (10.28)

La premiére solution existe toujours, tandis que la seconde n’existe que pour
des valeurs du paramétre e strictement positives (i.e. ¢ > 0). Le diagramme
de "amplitude A en fonction du paramétre e (voir figure 10.2) représente les
solutions d’équilibre (ou points fixes) ot nous montrons la présence d’une bi-
furcation fourche®.

10.2.4 Dynamique variationnelle de I’équation d’ampli-
tude

Dans le cas o A est indépendant de z, I’équation 10.27 peut s’écrire comme
0 { A? A4] oV

“oa |2 = o4

A:
t 2 "4

(10.29)

9Flle est dite également bifurcation directe — par opposition a une bifurcation inversée
réservée a la bifurcation sous-critique; cette bifurcation est analogue a une transition du
second ordre. Toutes ces notions ont été déja introduites auparavant (en particulier dans les
chapitres 2 et 3).
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AV(A)
e<0

>0

>y

Figure 10.3 — Le potentiel V(A) en fonction de A. Pour € > 0, la solution A = 0
devient instable.

ol nous rappelons ici que I'amplitude physique A est de type réel'°.

Cette équation est ’analogue en mécanique d’une équation d’une partic-
ule avec frottement mais sans masse se déplacant dans le potentiel V(A) =
—eA?/2+A*/4 (voir I'allure du potentiel dans la figure 10.3). Pour des paramétres
e négatifs (¢ < 0), le potentiel V' a un seul minimum en A = 0; par analogie
avec la mécanique, la solution Ay = 0 est stable (toutes ces notions ont été
développées dans les deux chapitres 2 et 3). Pour € > 0, le minimum du po-
tentiel en A = 0 devient un maximum, alors que deux minima apparaissent
en A = Ag = +/e. La solution Ag = 0 perd sa stabilité au profit des deux
solutions A = Ay = +4/¢; la solution A = Ag = 0 a bifurqué vers une nou-
velle solution stable. Les courbes continues sur la figure 10.2 représentent, les
branches stables, alors que les courbes en pointillés se référent aux branches
instables!?.

Avant de clore ce paragraphe, il est important de noter que dans le cas
général ou l'amplitude est inhomogéne, ’équation d’amplitude 10.27 dérive
d’une fonctionnelle'? V[A] en ce sens que :

2 4 2
L (T ey [—e% . (10.30)

ODans le cas oit A est indépendant de x, on peut facilement voir a partir de I’équation
10.26, en posant A = pe¥ (ol p est une amplitude et i une phase), que ¥ obéit a ¥ = 0.
La phase est donc constante et peut étre prise égale a zéro.

1 Ce comportement est similaire & celui rencontré pour les transitions de phase du second
ordre au sens de Landau, ou la solution haute température, caractérisée par un parameétre
d’ordre nul, se déstabilise au profit d’un état avec un paramétre d’ordre qui se comporte
comme +/(Te —T)/Te, ou T est la température critique; €, dans le cas traité ici, joue le
meéme role que (T — T¢)/Te.

12Ge référer au probléme 3.9.4 pour la notion de dérivée fonctionnelle.
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ot §/5A* désigne la dérivée fonctionnelle par rapport & A* (le complexe con-
jugué de A); cette dérivée fonctionnelle s’exprime a I’aide des dérivées partielle
et totale comme :

5 o d 9
L0 4
SA* T 9A*  dz 0A:

qui constitue l'expression habituelle de la dérivée d’Euler-Lagrange rencon-
trée en mécanique dans le cadre du principe de moindre action (voir équation
3.54). Dans le cas ou 'amplitude est homogeéne, nous retrouvons - comme ana-
logue mécanique — que I’évolution de "amplitude dérive d’un potentiel (équation
10.29). La quantité V[A] est connue sous le nom de fonctionnelle de Lyapunov
et posséde la propriété suivante :

(10.31)

OVIA]_ OV oAt oV

o oA o oA
ot 'on a utilisé le fait que A* obéit a I’équation 0A* /0t = —0V[A]/JA. La

fonctionnelle V[A] décroit de fagon monotone dans le temps jusqu’a atteindre

une valeur stationnaire!®.

<0, (10.32)

10.3 Instabilité d’Eckhaus

Dans les situations réelles, 'amplitude A est en toute généralité une fonc-
tion de I'espace'. Car il existe toujours des imperfections et des conditions
aux limites (par exemple des parois), qui conduisent & des modulations de
I’ordre et donc & une dépendance de I’amplitude en fonction des variables d’es-
pace. En fait, nous allons voir que I'ordre peut méme devenir instable vis-a-vis
d’une modulation. Il est donc important de considérer ’aspect inhomogéne du
probléme. Considérons la forme canonique de I’équation d’amplitude (équation
10.26). Cette équation admet une solution stationnaire :

Ag(X) = 4/1 — @e'™X | g < 1 (10.33)

ou qo est un nombre réel de module plus petit que 1'unité, mais arbitraire. En
considérant la variable d’origine x, écrivons la solution linéaire de I’équation de
SH (équation 10.10) comme :

&1 = VeA(X,T)e™ + c.c. = Very/1 — q2e'®® +c.c., avec q=1+/eq .
0
(10.34)

131e probléme de la dynamique au voisinage du seuil est similaire au probléme d’approche
de ’équilibre thermodynamique ot A serait la variable thermodynamique et V[A] un potentiel
approprié par exemple, une énergie libre dans le cas d’une évolution a volume et température
constants.

L orsque Pamplitude A est réduite & une constante, nous sommes en présence d’un ordre
parfait qui existe peu dans la Nature.
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Les effets non linéaires déplacent la fréquence d’oscillation spatiale 1 en g =
1+ go+/e. La condition |go| < 1 devient

e>(qg—1)%. (10.35)

Rappelons que nous avons considéré la forme canonique de I'équation d’am-
plitude (équation 10.26). Si nous avions considéré I’équation 10.22 obtenue
directement, de I’équation de Swift-Hohenberg (équation 10.2), 'amplitude de
la solution périodique stationnaire serait égale & /1 — 4q8/\/3 — 38a/9, et non
a y/1—¢2. 1l sensuit (en gardant les mémes notations que dans I'étude de la
forme canonique) que la solution stationnaire n’existe que si ¢2 < 1/4, et la
condition 10.35 devient

e>4(qg—1)2. (10.36)

La relation de dispersion issue de I’équation de Swift-Hohenberg (équation 10.4)
nous montre que la solution triviale ¢ = 0 est instable (i.e. w > 0) si € >
(¢*> — 1), ou encore (puisque ¢ est proche de I'unité en vertu du fait que € est
petit) si e > 4(¢ — 1)2. Ainsi, la condition d’existence d'un état stationnaire
(inégalité 10.36) coincide donc avec la région d’instabilité linéaire de la solution
¢ = 0. Nous continuerons par la suite notre analyse sur I’équation d’amplitude
canonique (équation 10.26) en se souvenant que dans cette forme la condition
de stabilité de I’état ¢ = 0 correspond a € > (¢ — 1)%, et non a € > 4(q — 1)%.

Ces états stationnaires périodiques en x définis ci-dessus ne sont pas tous
stables. Une partie d’entre eux est instable vis-a-vis d’'une modulation de la
phase (ou, de maniére équivalente, modulation de la longueur d’onde), comme
on va le voir. En introduisant explicitement les parties réelle et imaginaire de
I'amplitude A, soit :

A= pe'? (10.37)

ol p est une variable réelle associée & l'intensité de I’amplitude réelle et v la
variable associée a la phase, I’équation d’amplitude canonique (équation 10.26)
se subdivise en deux équations correspondant aux parties réelle et imaginaire
de I'équation d’amplitude, soit :

pr=1—-v%)p—p*+pxx,
2
v =Yxx + ;dlxpx - (10.38)

La stabilité linéaire de la solution stationnaire (équation 10.34) est traitée en

posant :
p=\/1—a+pi, ¥=qz+ii. (10.39)

En ne retenant que les termes linéaires de 1’équation d’amplitude 10.38,
nous obtenons un systéme linéaire et homogene pour les variables p; et ¥1. La
recherche des solutions sous la forme (p1,v1) = (a,b)e’@*+7t ot a et b sont
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deux constantes arbitraires, nous permet d’établir le systéme de deux équations
a deux inconnues (a,b) :

[0+ 205 + Q%]a + 2ipogoQb = 0, (10.40)
N
—%OQH [0+ Qb = 0. (10.41)
0

L’annulation du déterminant nous fournit la relation de dispersion, dont la
solution est donnée par :

oL =q—Q°+ \/(«15 —1)2 +4¢3Q2 . (10.42)

o_ est toujours négatif. En revanche, la branche o, peut devenir positive.
On peut facilement vérifier que c’est le cas si ¢g¢ > 1/3 (voir également le
prochain paragraphe), c’est-a-dire que la solution stationnaire, existant pour
des paramétres |qo| < 1, devient instable dés lors que |go| > 1/v/3. D’aprés la
relation entre g et qo (voir équation 10.34), cette instabilité, dite « instabilité
d’Eckhaus », se déclenche pour des valeurs du paramétre € telles que :

e<(qg—1)%/3. (10.43)

L’existence de cette instabilité réduit la bande initiale des états possibles (i.e.
lg — 1| < /€, équation 10.35) en une bande plus étroite définie par |¢ — 1] <

VeI V3.

10.3.1 L’instabilité d’Eckhaus : une instabilité de la phase

Afin d’identifier la nature précise de cette instabilité, procédons & ’analyse
des vecteurs propres associés aux valeurs propres o4. La branche oy devient
d’abord positive pour des valeurs du paramétre @) assez petites (donc pour de
grandes longueurs d’onde). En effet, en réécrivant 'expression de oy comme :

3q5 —1-Q%/2
P+ Q%+ /(g5 — 1)% + 490Q?
nous constatons que le signe de o est déterminé par le numérateur ; dés lors

que la condition ¢ > 1/3 est réalisée, la branche o devient positive, ce qui se
produit tout d’abord pour des petites valeurs'® de Q.

oy =2Q* (10.44)

15Ceci est une conséquence de la symétrie par translation spatiale : si ¢(x) est solution,
il en est de méme de ¢(z + o), ol xo est une translation arbitraire, correspondant a un
déplacement de la phase de qzg : ce mode revient & déplacer en bloc la structure périodique.
Comme il s’agit d’une solution équivalente a la solution de départ, nous pouvons voir que
ce mode de déplacement en bloc a un temps de vie infini, ou, plus précisément, un temps
de relaxation infini vers le mode initial. Souvent appelé mode de Goldstone, c’est un mode
lent qui dicte la dynamique du systéme. En effet, en effectuant une modulation du mode de
déplacement global, ce sont bien les modes les plus lents qui sont, par continuité, les plus
proches du mode de déplacement homogeéne ; ces modes sont associés aux grandes longueurs
d’onde, soit des petites valeurs de Q.
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Pour des petites valeurs de @, nous trouvons aisément que :

3¢2 -1
oL~ %72@2, o~ —2p% (10.45)
I —q5

Reportons chacune de ces expressions dans I'une des deux équations'® du sys-
téme linéaire 10.41, pour obtenir les conditions suivantes :

- « _ inh

-~ <1, —~2%>1 (10.46)
b po b Qqo

ol nous avons utilisé le fait que @ est petit. La premiére inégalité, associée
au mode instable de valeur propre o4, indique que les constantes a et b sont
telles que la valeur de a doit étre trés inférieure a celle de b (i.e. a < b); par
conséquent, la dynamique est dominée par celle de la phase!”. La deuxiéme
inégalité se rapporte au mode stable de type amplitude associé & o_. En con-
clusion, ’amplitude relaxe vite dans le temps (mode stable), et le mode instable
-dit parfois mode dangereux- est le mode associé & la phase. En d’autres termes,
I’amplitude peut étre considérée comme adiabatiquement asservie & la phase.
Ceci revient a poser ¥ = 0. En outre, on néglige pxx (voir juste apreés), ce
qui conduit, en utilisant 10.38, & pg ~ V1 — K2 ou K = x est le vecteur
d’onde local. Par itération, on peut voir que pxx ~ ¥xxx produit une dérivée
d’ordre supérieure en 1 par rapport a celle qui sera présente dans I’équation
de la diffusion de la phase dérivée ci-aprés. Par conséquent, ce terme peut étre
légitimement éliminé.

Une maniére qualitative et instructive de présenter ce résultat est la suiv-
ante. La premiére équation d’amplitude du systéme 10.38 est assez "raide", en
ce sens qu'une petite perturbation relaxe immeédiatement vers l'intensité pgy (la
partie linéaire du second membre indique une relaxation exponentielle). Dans
le second membre de cette équation, le terme §%/9X? signifie seulement que
la perturbation se propageant par diffusion ne pourra pas modifier rapidement
I’amplitude en un point donné. Il s’ensuit que, d’un point & I'autre, nous pou-
vons supposer que p reste sensiblement constant, et n’est seulement fonction
que du vecteur d’onde local. Cette équation nous dit donc que I’amplitude est
A peu prés donnée par sa valeur « adiabatique »

p~+/1-K?2 (10.47)

ol K = 1, est le vecteur d’onde local. La substitution de cette expression dans
la seconde équation du systéme 10.38 déterminant I’évolution de la variable ¢
nous donne :

1-3K?

wT = DwXX7 D = W . (10.48)

16 Lesquelles sont équivalentes en vertu du fait que le déterminant du systéme 10.41 est
nul.

17Rappelons que a et b sont respectivement les amplitudes de perturbation de ’amplitude
p et de la phase 1), voir équation 10.37.
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Etats instables

Courbe d'Eckhauzs
(9-1)

E=——

-1
3

Courbe neutre
2
€=(g-1)

Figure 10.4 On montre la courbe neutre et la courbe délimitant 'instabilité d’Eck-
haus.

C’est typiquement une équation associée a la diffusion de la phase. Elle exprime
le fait que toute perturbation de la longueur d’onde locale conduit & un réa-
justement du systéme par un processus de diffusion de la phase. Un coefficient
de diffusion négatif exprime une instabilité. En se souvenant qu’au plus bas or-
dre, le vecteur d’onde local est relié au vecteur d’onde total ¢ par ¢ ~ 1+ K+/e
(dans ce cas K ~ qp), le dénominateur est positif lorsque 1 > K2 ~ (¢ — 1)%/e,
ce qui est la condition d’existence des états stationnaires. Le numérateur est né-
gatif lorsque 3¢ < (¢ — 1)2. Nous retrouvons ainsi le méme critére présenté plus
haut : nous sommes en présence de l’instabilité d’Eckhaus (voir figure 10.4).

10.4 Instabilité d’Eckhaus : mort et création
de cellules

Soit un systéme composé d’un ensemble de cellules (disons sous formes
d’arches, rides, etc.) disposées réguliérement et représentant le motif périodique.
En forgant le systéme dans la bande instable (par exemple, en lui associant une
longueur d’onde trop petite), le systéme va éliminer une cellule (ou plusieurs
cellules) pour augmenter sa longueur d’onde et faire « rentrer » la structure
dans une bande stable (voir figure 10.5). Aprés élimination locale de la longueur
d’onde, celle-ci se réajuste par un processus de diffusion de la phase. A 'opposé,
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|

Figure 10.5 Les barres représentent par exemple la position du maximum de la

structure périodique, et le temps s’écoule du bas vers le haut. A gauche : en partant
d’une solution périodique a 6 cellules, mais instable, car ayant une longueur d’onde
trop petite. Le systéme élimine des cellules pour augmenter sa longueur d’onde. Aprés
élimination, le réajustement de la longueur d’onde se fait par diffusion de la phase.
A droite : on part d’une solution a 4 cellules, instable, car ayant une longueur d’onde
trop grande. Le systéme crée des cellules pour diminuer sa longueur d’onde.

en forcant le systéme en lui imposant une longueur d’onde trop grande, le
systéme crée par division d’une (ou plusieurs) cellule(s), d’autres cellules (voir
figure 10.5), ce qui réduit la longueur d’onde de telle sorte que la structure
finale périodique présente une longueur d’onde incluse dans la bande stable.

10.5 Quelques remarques sur les instabilités
des structures unidimensionnelles

L’étude menée précédemment est fondée sur les hypothéses suivantes : (i)
nous nous sommes limités au cas unidimensionnel, (ii) nous avons considéré
que l'instabilité primaire (celle donnant lieu & 'ordre) est une instabilité non
oscillante dans le temps et (iii) nous nous sommes placés suffisamment prés
du seuil de I'instabilité primaire. En levant une ou plusieurs de ces hypothéses,
nous sommes confrontés a une plus grande richesse de comportements, telle que
I'instabilité « zig-zag » qui survient dans I’étude de la stabilité bidimensionnelle
(voir chapitre 13). Par ailleurs, autoriser un écart assez important par rapport
au seuil de Iinstabilité ouvre la voie & de nouvelles instabilités, telle la brisure
de parité (les structures perdent spontanément la symetrie x — —z). Il s’agit
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la d’un champ vaste concernant les instabilités secondaires (celle d’Eckhaus en
est une), mais que nous n’aborderons pas dans cet ouvrage.



Chapitre 11

Fronts entre domaines
et 1mmvasion d’un état
par un autre

Nous avons vu dans le chapitre précédent que la naissance de ’ordre spa-
tial résulte de la perte de stabilité de la solution homogéne correspondant &
une solution sans ordre particulier, donc sans motif spatial. Une fois le seuil
d’instabilité atteint, la solution avec un motif spatial correspondant & un ordre
spatial prédomine. Mais la maniére avec laquelle ’ordre spatial intervient n’est
a priori pas évidente. Par exemple, ’ordre peut simultanément apparaitre en
tout point du systéme. Il s’agit 14 d’une situation idéale, car les imperfections
au sein d’un systéme réel suscitent I’émergence d’un motif ordonné en un point
particulier de I’espace pour finir par envahir peu a peu tout le systéme. A titre
d’exemple, considérons le cas de la convection de Rayleigh-Bénard (section
9.10). Nous avons vu que la naissance des rouleaux de Bénard a lieu lorsque la
différence de température entre les deux plaques situées en dessous et au-dessus
du fluide atteint une valeur critique : en deca de la valeur critique, la solution
conductive prédomine pour laisser la place & la solution convective. Mais com-
ment passe-t-on de la solution conductive & la solution convective? Du fait
des imperfections naturelles du matériau constituant les plaques, la différence
de température entre les deux plaques peut varier d’un point de la plaque a
I’autre ; c’est ainsi que s’instaurent un ou deux rouleaux localisés qui s’établis-
sent progressivement sur ’ensemble du fluide. Ce déclenchement de 'instabilité
peut également étre provoqué en créant artificiellement une perturbation local-
isée (par exemple, chauffage local). Dans tous les cas, il est dit que la solution
sans rouleaux (solution conductive) est envahie par la solution avec rouleaux
(solution convective).

Au voisinage de l'instabilité, correspondant & la naissance de 'ordre, les
systémes sont décrits par une équation universelle, dite équation d’amplitude,
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Figure 11.1 — On crée une perturbation initiale localisée et on choisit € > 0 de telle
sorte que la solution A = 0 est instable. Le fait que la solution A = 0 soit insta-
ble fait que la perturbation localisée envahit le systéme avec une certaine vitesse v

a déterminer par la suite , et laisse derriére elle une structure avec une ampli-
tude quasi constante égale a /e (trait en pointillés sur la figure du bas). On montre
également sur cette figure schématiquement la structure périodique sous-jacente qui
n’est pas contenue dans ’équation 11.1, laquelle décrit juste 'enveloppe. Le champ
iqw

total se compose du produit de l'enveloppe A par une fonction oscillante €*?® (voir

chapitre 10).

équation que nous rappelons ici (voir équation 10.27 du chapitre précédent) :
Ay = €A — |APA+ Ay, . (11.1)

Il est clair que cette équation admet les solutions homogénes et stationnaires
suivantes A = 0 et A = ++/e. La solution A = 0 correspond a la solution
sans motif spatial, tandis que les solutions A = 4+/e se référent a des solutions
ordonnées ; 'amplitude A représente I'amplitude de la solution ordonnée. Nous
avons, en outre, déja vu que l'ordre a lieu si le paramétre € est positif (i.e. € > 0,
voir figure 10.2 dans le chapitre précédent). La valeur critique du paramétre
€ = 0 correspond au seuil de la bifurcation de I’état homogéne (sans motif) vers
I’état ordonné. Placons-nous dans des conditions d’une solution d’ordre associée
a € > 0 et partons d'une condition initiale définie par une fonction localisée
dans 'espace, telle une Gaussienne ou une fonction de Dirac (voir figure 11.1),
d’amplitude non nulle (i.e. Ag(z) # 0). Puisque € > 0, la solution A = 0 est
instable tandis que A # 0 est stable. La simulation numérique de I’équation
11.1 révele que la solution initiale Ay (z) envahit le systéme en laissant derriére
elle une amplitude A = +4/¢; le choix final de +1 ou —1 dépend de la condition
initiale. Comme 'amplitude (ou enveloppe) A est celle de 1’état ordonné, nous
sommes en présence d’un probléme d’invasion de la solution instable, A = 0,
par la solution stable ++/¢ (voir figure 11.1). Rappelons que 'amplitude A
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correspond juste & I’enveloppe du motif périodique, le champ total se compose
du produit de I'enveloppe A par une fonction oscillante ¢'® (voir chapitre 10).

Dans ce chapitre, nous allons expliciter la différence fondamentale existant
entre le probléme d’invasion d’une solution instable par une solution stable
et celui de l'invasion d’une solution métastable par un état stable (voir no-
tamment le chapitre 3 dans lequel est décrit un tel exemple de passage d’un
état métastable & un état stable). Le critére physique essentiel & la discrimina-
tion des deux situations est lié & la vitesse d’invasion d’un état par un autre.
Dans le second cas, celui de I'invasion de ’état métastable par un état stable,
cette vitesse d’invasion est bien définie alors que, dans le premier cas, I’invasion
d’une solution instable par une solution stable, il existe a priori une infinité de
solutions pour le choix de la vitesse d’invasion.

11.1 Invasion d’une solution métastable
par une solution stable

Etudions d’abord un cas classique, souvent rencontré dans les problémes de
transition de phase du premier ordre, celui de la coexistence de deux solutions
de méme stabilité. Lors de la variation d’un paramétre de controle, une des
solutions peut devenir plus stable que 'autre, cette derniére acquérant de ce fait
le statut d’état métastable. La solution stable envahira la solution métastable
avec une vitesse bien définie, comme on va le voir. Introduisons tout d’abord
quelques notions préliminaires.

11.1.1 Notion de front

Débutons cette étude par le cas d’un systéme caractérisé par 1’équation
d’amplitude générique (équation 11.1), avec A une amplitude réelle. En intro-
duisant le potentiel V' (voir figure 10.3) tel que :

V=—-e—+— 11.2
et (11.2)

I’équation d’amplitude 11.1 peut donc étre réécrite comme :

A=Ay — a‘g—ff) . (11.3)
Lorsque € est positif, la solution A = 0 est instable, tandis que A = +/€ est
une solution stable. Penchons-nous sur les deux solutions stables A = +./e
et associons, par exemple, la solution négative A = —y/e & des variables x
négatives et la solution positive & des variables x positives. Comme les deux
solutions sont équivalentes, on s’attend intuitivement & ce que la coexistence des
deux solutions soit possible et donc, il est fort probable que ces deux solutions

puissent étre connectées en x = 0. Prouvons-le.
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Figure 11.2 — Solution a front obtenu de (11.5) pour € = 1.

La version stationnaire (i.e. 4; = 0) de I’équation d’amplitude (équation
11.3) est du type :

Ape +€A— A3 =0. (11.4)

Cette équation admet la solution suivante :

Az) = ﬁtanh[x\/g] : (11.5)

Pour s’en convaincre, il suffit de reporter cette expression de 'amplitude A(z)
dans I’équation d’amplitude stationnaire 11.4.

En conséquence de la symétrie de I’équation d’amplitude stationnaire vis-
a-vis de l'opération d’inversion A — —A, la solution —A(x) est également
solution de I’équation 11.4.

Notons que la solution stationnaire A(x) (équation 11.5) vérifie la condition :
A(x — +00) — ++/€ (voir figure 11.6). Ainsi, cette solution connecte bien en
x = 0 les deux solutions ++/€ de I’équation d’amplitude homogéne eA— A% = 0.
Cette solution stationnaire (équation 11.5) représente un front (ou un kink en
anglais)! (voir figure 11.6).

LCette solution est parfois appelée défaut topologique. En effet, ce front ne peut pas étre
éliminé facilement, car toute translation du front vers la gauche ou la droite, est également
solution du systéme. Plus généralement, on peut montrer que la solution générale est donnée
par A(z) = y/etanh[(z — xo)\/g}, avec o une constante arbitraire. Ce résultat découle de

I’invariance de I’équation d’amplitude 11.3 par translation.
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11.1.2 Analogie avec la mécanique de Newton

Le comportement de la solution stationnaire 11.5 peut étre qualitativement
percue a l'aide d’une analogie avec un systéme mécanique. Libre & nous d’imag-
iner que x, variable réelle, représente une variable de type « temps ». L’ampli-
tude A devient donc une fonction de la variable temporelle z, et peut étre
vue comme une position en mécanique (ou un angle, ou un degré de liberté
quelconque). Dans ce cadre, I’équation d’amplitude (équation 11.3) exprimée
en fonction du potentiel V' revét un caractére analogue & celui d’une équation
de Newton oul le terme A,, est alors associé a ’accélération, et I’expression
F(A) = 8‘(;%) = —eA+ A? est assimilée a la « force » (notons que la masse de
la particule correspondant au coefficient de A,, est alors égale a I'unité).
I’équation d’amplitude stationnaire 11.4 s’écrit donc comme :

2 4
Apy = F(A) = —cA+ A3 = 3[A_A] 9

avec A2 A4
—e_ 1 = _ 11.
W=e 5 1 \%4 (11.7)

ou W est le potentiel dont dérive la force, responsable du déplacement de la
particule (voir figure 11.3, représentant le potentiel W pour € > 0, le seul cas qui
nous intéresse ici). Notons que le potentiel W dénommons-le potentiel fictif,
puisqu’il représente le potentiel dans une analogie mécanique est ’opposé
du potentiel V', le potentiel physique. Le potentiel W posséde deux maxima,
donc deux points fixes, localisés en A = +./¢; ces points fixes sont stables
dans la version physique, mais instables dans la présente analogie mécanique.
Par analogie avec la mécanique? des systémes conservatifs, caractérisés par
I’absence de terme de type A, dans I’équation d’amplitude, nous obtenons la
condition suivante :

%ﬁ+W=E (11.8)

définissant une loi de conservation ; celle-ci représente la loi de conservation de
I’énergie totale d’un systéme mécanique conservatif, pour lequel la somme des
énergies cinétique et potentielle doit rester une constante, notée E, au cours
du temps z.

Dans le cadre de cette analogie mécanique, la connexion entre les deux so-
lutions stationnaires #+/¢ (ou la solution & front définie par I'équation 11.5)
exprime le passage de la particule & instant z = —oo de la position A = —/e
(sommet gauche du potentiel de la figure 11.3) a la position A = /e (sommet
droit du potentiel de la figure 11.3) & I'instant = co. En effet, prenons un sys-
téme mécanique ne comportant aucun frottement ; cette situation correspond a
une équation d’amplitude ne comportant pas de terme de type A, ( i.e dérivée

211 suffit de multiplier I’équation d’amplitude (équation 11.4) par A, et réaliser ensuite
que nous pouvons écrire 9z[A2/2+ W (A)] = 0, ce qui signifie que le terme entre crochets est
une constante du mouvement ; cette constante est notée E.
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Figure 11.3 — Si E = ¢/4, cela signifie que la particule est lachée a linstant initial
de la position A = —\/€ et atteint A = /e en un temps trés grand (c’est-a-dire elle
est lachée d’un des sommets et arrivera a Pautre sommet). C’est la solution & un
seul front. Si 62/4 < E < 0, cela signifie que la particule est lachée d’une position se
trouvant en dessous des deux extrema. Dans ce cas la particule (sans frottement dans
lanalogie mécanique) oscille indéfiniment entre les deux positions. Il s’agit donc de

la solution & un nombre infini de fronts.

premiére en temps dans ’analogie mécanique). Imaginons maintenant que nous
lachons la particule du sommet gauche du potentiel (voir figure 11.3) ; une per-
turbation, méme infime, méne a la chute de la particule au fond du potentiel?,
donc vers la droite du potentiel tracé dans la figure 11.3. Mais en 'absence
totale de frottement, la particule ne s’arréte pas au fond du potentiel : elle con-
tinue sa course vers la droite du potentiel tracé dans la figure 11.3 et, du fait de
la conservation de 1’énergie, finit sa course exactement au sommet de droite du
potentiel, c’est-a-dire & la méme hauteur de potentiel que la position initiale de
départ. Cette solution décrit qualitativement la solution a front formulée dans
I’équation 11.5.

Le temps que met la particule pour passer d'un sommet & I’autre du poten-
tiel tend vers l'infini. En effet, comme au sommet du potentiel, la vitesse de la
particule tend vers une vitesse nulle, il faut un temps infini pour y arriver?. En
somme, la particule passe de la position —/€ & la position /€ dans un intervalle
de temps infini, soit [—oo, c0].

Fixer la constante du mouvement F & une valeur inférieure & celle du som-
met du potentiel (i.e. E < €2/4), revient a lacher la particule d’une hauteur
quelconque entre le minimum et le maximum du potentiel (voir figure 11.3).

3La particule peut éventuellement partir vers la gauche, mais dans ce cas c’est une solution
qui diverge, car la particule ne s’arréte jamais; ce type de comportement est écarté de la
discussion.

4Te « temps » de passage d’un sommet a l'autre est donné par la relation A = fjﬁz dx =

f_\(é/g dAJAg ~ [dA/[(A — Ve)(A + Ve)], oul la constante E est fixée & E = €2/4, corre-
spondant au sommet du potentiel V. Pour obtenir ce résultat, nous avons utilisé la loi de
conservation (équation 11.8) pour extraire ’expression de Ag. Ainsi, nous pouvons constater
que la durée \ diverge logarithmiquement au voisinage de chacun des deux sommets.
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Comme le frottement est nul, la particule exécute un nombre infini d’oscilla-
tions au sein du potentiel. Il doit donc exister une famille continue de solutions
périodiques, c’est-a-dire une solution & un nombre quelconque de fronts, pour
toutes les valeurs de la constante du mouvement positive et inférieure & la
valeur maximale du potentiel (i.e. 0 < E < €2/4). Nous verrons par la suite
que la solution & fronts multiples est instable ; seule une solution & front unique
peut étre stable.

Lorsque le systéme décrit correspond & une particule lachée au somment
du potentiel (i.e. E = €2/4), les deux solutions +./e coexistent. En impri-
mant, au potentiel V(A), une dissymétrie pour placer les deux minima du
potentiel physique a des hauteurs différentes, 'une des deux solutions devient
métastable (voir section 3.2 introduisant la notion de métastabilité), et une
solution & front fixe ne peut plus exister. Souvenons-nous que, dans I'analogie
mécanique, les minima du potentiel physique V' sont les maxima du potentiel
fictif W d’ou dérive la force mécanique. Par analogie mécanique (voir figure
11.4), nous voyons aisément qu’en lachant la particule du petit sommet, la par-
ticule descend le long du potentiel mais, du fait de la conservation de I’énergie®
n’arrive jamais & remonter de 'autre coté jusqu’a atteindre le grand sommet.
Il en résulte que les deux solutions 4+/€ ne peuvent coexister.

Notons, avant de le montrer dans la suite du chapitre, que les solutions &
front sont énergétiquement cotiteuses : ’évolution du systéme méne a 1’élimi-
nation des fronts pour aller vers une solution homogeéne finale, soit la solution
positive /€ ou la solution négative —+/e.

11.1.3 Deétermination de la vitesse d’invasion
d’une solution métastable par une solution stable

Remarquons, de fagon préliminaire, qu’il est naturel que la solution sta-
ble envahie la solution métastable ; ceci revient, dans ’analogie mécanique, a
lacher la particule du plus haut sommet (figure 11.4) vers le plus bas sommet.
Appelons v la vitesse d’invasion, que nous prenons constante, donc indépen-
dante du temps, et positive, et cherchons une solution sous la forme A(x — vt).
L’équation d’amplitude (équation 11.3) s’écrit alors comme :

ov
Ape +vA, — — =0. 11.9
En vertu de ’analogie mécanique, ot la variable x représente le temps, I’équa-
tion ci-dessus est analogue & une équation mécanique comportant un terme de
frottement. La valeur du coefficient de frottement v est a priori inconnue ; elle
reste & déterminer. Il est assez intuitif de se rendre compte que cette vitesse est,

5Bien entendu, la particule s’arréte 4 la méme hauteur de potentiel que le sommet le moins
haut, et peut retourner vers la position initiale. Si la particule stoppe 14 son chemin, nous
sommes en présence d’une solution a deux fronts (figure 11.4). Elle peut refaire également un
nombre arbitraire d’aller et retour et, dans ce cas, la solution est & multifronts. Nous n’allons
cependant pas nous étendre davantage sur cette question ici.
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Figure 11.4 — A gauche : la particule (en noir) lachée sans vitesse du sommet gauche

remonte et s’arréte a la méme hauteur si v = 0 (i.e. pas de frottement); particule
en gris. Ainsi, les deux points fixes stables (les sommets; rappelons que les minima
du potentiel physique V' correspondent aux maxima du potentiel fictif W) A; et
As ne peuvent coexister ; il y a donc invasion de la solution métastable (A1) par la
solution stable (As). A droite : on lache la particule de As. Celle-ci ne peut arréter
sa course en A; que si le frottement v est ajusté de maniére & ce que la réserve en
énergie potentielle de la particule W (A2) — W (A1) soit exactement compensée par la
dissipation par frottement. La vitesse d’invasion v (correspondant au frottement) est
donc unique.

unique. En effet, une particule partant sans vitesse du sommet droit du poten-
tiel (se trouvant en A = As) ne peut atteindre le sommet gauche du potentiel
(qui se trouve en A = A;) (voir figure 11.4) que si la valeur du frottement v
est telle que la différence d’énergie potentielle W (Az) — W (A1) est exactement
égale a I'énergie dissipée par frottement. Multiplions 1’équation d’amplitude
stationnaire avec frottement (équation 11.9) par A, et intégrons de z = —oo
A x = oo cette équation, pour obtenir facilement I’expression de cette vitesse
d’invasion, 'analogue mécanique du coefficient de frottement :

V(A - V(4

2) 11.10
f_oo A2dx ( )

Le numérateur représente le moteur de la dynamique; il décrit la réserve
d’énergie potentielle; le dénominateur de v représente 1’énergie dissipée. La
vitesse s’annule lorsque les deux extremums du potentiel sont & la méme hau-
teur, c’est-a-dire lorsque les deux solutions ont la méme stabilité. C’est le prob-
léeme de coexistence des solutions, soit de bistabilité. Un 1éger biais du potentiel
(imperfection) conduit & l'invasion de la solution métastable par la solution
stable avec une vitesse bien déterminée. Le probléme proposé (section 11.5.1)
explicite davantage le calcul de la vitesse d’invasion d’une solution métastable
par une solution stable.
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11.2 Invasion de la solution instable par une
solution stable

Nous allons aborder ici la notion d’invasion d’une solution instable par
un état stable en adoptant comme équation modéle I'équation d’amplitude
(équation 11.3). Comme nous I'avons souligné a plusieurs reprises au cours de
ce chapitre, pour un systéme caractérisé par un paramétre e positif (¢ > 0)
et en partant d’une solution localisée (voir figure 11.1), la perturbation s’étale
pour envahir tout le systéme. Nous souhaitons a présent analyser plus en détail
linvasion de la solution instable A = 0 par la solution stable A = /e, et
déterminer la vitesse d’invasion v. Insistons sur le fait que ce probléme est
conceptuellement trés différent de celui de ’invasion d’une solution métastable
par une solution stable.

Supposons que 'invasion se fasse & vitesse constante v ; dans ce cas, il existe
deux solutions de I’équation d’amplitude, soit la solution A(z,t) = A(x — vit)
correspondant a I'invasion dans un sens et A(z+vt), correspondant a 'invasion
dans l'autre sens. Choisissons pour poursuivre, la premiére solution A(z,t) =
A(x —wt), alors nous avons la relation suivante entre les deux dérivées partielles
de I'amplitude : Ay = —vA,. En adoptant toujours une amplitude A réelle,
I’équation d’amplitude 10.26 s’écrit comme

0 A? A4

oAl e ~ 4l
En poursuivant I’analogie mécanique, cette équation d’amplitude (équation
11.11) est analogue a celle d’une particule de position A évoluant au cours
du temps x. Ce systéme mécanique est caractérisé par une « masse » de la par-
ticule fictive, correspondant au coefficient du terme en A, égale a I'unité, par
la présence de frottements avec un terme en A, et un coefficient de frottement
égal & la vitesse d’invasion v. Cette « particule » se déplace dans un potentiel
anharmonique® W :

Ape +vA, = —eA+ A% = (11.11)

Az A*
W = = _V. 11.12
¢ 2 4 ( )

Notons que ce potentiel (voir figure 11.5) est 'opposé du potentiel de la fig-
ure 10.3.

Etudier 'invasion revient, 4 I'aide de cette analogie mécanique, & déterminer
la position de la particule & l'instant ¢ = oo en la lachant de la position initiale
A = /e Alinstant t = —oo. Puisque le frottement est non nul, la particule finit

SRappelons que la forme quadratique du potentiel définit un potentiel harmonique;
autrement dit, I’harmonicité est associé a un potentiel en forme de parabole. Dans de nom-
breuses applications de la physique, ’approximation d’harmonicité du potentiel est justifiée
pour étudier I’évolution d’un systéme; le concept de base de l'oscilateur harmonique joue
ainsi un role fondamental en physique. Cependant, cette hypothése d’harmonicité cesse d’étre
valide, dés lors que Pamplitude de la solution oscillante devient trop élevée. Pour étudier les
écarts a I’harmonicité d’un systéme réel, il est nécessaire de recourir aux ordres supérieurs
du potentiel, dit alors potentiel anharmonique.
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Figure 11.5 La particule est lachée a I'instant initial de la position A = /e et doit
atteindre la position A = 0 aprés un certain temps. Comme la particule subit un
frottement, elle finira toujours par s’arréter au fond du puits du potentiel, et ce quelle
que soit la valeur (non nulle) du frottement v. Si le frottement est assez faible, elle
effectuera quelques oscillations dans le puits du potentiel avant de s’arréter (on parle
alors de mouvement sous-amorti). Si au contraire le frottement est fort, elle s’arrétera
au fond du puits sans oscillation (on parle alors de mouvement sur-amorti).

toujours par s’arréter en A = 0, soit aprés avoir oscillée autour de A = 0, ou
sans oscillation, selon que le frottement v est faible ou fort (voir figure 11.6).
Autrement dit, quelle que soit la valeur du frottement v, la particule atteint
toujours le fond du potentiel et les deux solutions A = /e et A = 0 peuvent
toujours étre connectées; le probléme admet donc une infinité de solutions!
Autrement dit, il existe une famille continue de solutions : c’est le dilemme de
la sélection de la vitesse.

Insistons une fois de plus sur la différence conceptuelle entre le probléme de
I'invasion d’une solution instable par une solution stable et celui de ’invasion
d’une solution métastable par une solution stable (étudiée dans le paragraphe
précédent). En effet, dans la seconde situation associée & un potentiel visualisé
sur la figure 11.4, nous devons connecter la solution stable A = A; a la solution
métastable A = As. En partant du sommet du potentiel en A = A; (& gauche
de la figure 11.4), et pour arriver a la position A = A, il est nécessaire que le
coefficient de « frottement » ait une valeur bien précise : s’il est trop petit, la
particule se déplace au-deld de A = As et, dans le cas contraire, la particule
ne peut atteindre A = A,. La solution est donc unique. En particulier, si les
deux solutions A; et As ont la méme stabilité (méme hauteur du potentiel),
le coefficient de « frottement » doit étre nul (i.e. v = 0), pour que la particule
issue d’un des deux sommets du potentiel parvienne au second sommet : c’est
le probléme de bistabilité correspondant, dans le langage des transitions de
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Figure 11.6  La solution stationnaire pour différentes valeurs de la vitesse.

phases (comme, par exemple, la transition de 1’état liquide vers 1’état solide),
a la coexistence de deux « phases » & 1’équilibre (dans I'image de la transition
de phase I’état liquide peut coexister avec 1’état solide si la température est,
maintenue a la température de fusion).

11.3 L’approximation du front précurseur

Nous souhaitons & présent résoudre le probléme de la sélection de la vitesse
d’invasion & partir d’une infinité de solutions possibles. Nous allons procéder
par étapes. Remarquons tout d’abord que si le front envahit I'état A = 0
(voir figure 11.1), Pamplitude de 'enveloppe A devant le front est assez petite,
et il peut s’avérer légitime d’effectuer des approximations dans ce voisinage.
Dans cette approche, c’est ’avant du front qui fixe la vitesse d’invasion, c’est,
pourquoi il est dit front « précurseur » et I’approximation qui lui est associée est,
dite approzimation du front précurseur. La démarche exploitant ’idée du front
précurseur (leading edge en anglais) consiste a se placer trés prés de 'avant du
front d’invasion ol nous pouvons toujours considérer que la solution est d’am-
plitude A faible. Dans ce cas, les termes non linéaires de 1’équation d’amplitude
11.11 peuvent étre a priori négligés, et nous obtenons une équation d’amplitude
linéaire :

Ape +VA, +eA=0. (11.13)

La solution générale de cette équation est de la forme A(z) = Zj aje” %%, on
a; est une amplitude et g; est une constante & déterminer. Reportons dans
I’équation 11.13, nous obtenons aisément

1
Q2 = 50 F Vot =7, (11.14)
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Figure 11.7 La courbe ¢(v). La ligne en dessous de v = v™ est une branche corre-
spondant & des valeurs de ¢ complexe. On va montrer par la suite que cette branche
est instable. La branche g2 correspond a un front qui s’évanouit plus vite que celui
correspondant a la branche ¢; (voir texte). On va montrer que la dynamique du front
est déterminée par la branche ¢1. Ici on a posé € = 1.

ol v* = 2y/e. Dans l'analogie mécanique, cette valeur particuliére v* est le
coefficient de frottement critique marquant la frontiére entre une solution sur-
amortie (amortissement sur-critique) et une solution sous-amortie (amortisse-
ment sous-critique). Pour des valeurs inférieures du coefficient de frottement
(i.e. v < v*), la valeur de ¢ devient complexe, ce qui signifie que la solution
oscille dans D’espace (voir la figure 11.7 représentant les deux branches ¢ en
fonction de v). Dans le cas contraire, le front est sur-amorti. Bien entendu,
toute valeur du coefficient v est a priori acceptable : nous disposons donc
d’un continuum de solutions. Le probléme de la sélection de la vitesse d’inva-
sion se pose donc naturellement : quelle solution sera choisie parmi l'infinité de
solutions possibles ?

Concentrons-nous tout d’abord sur les cas correspondant & des valeurs du
paramétre v supérieures a la valeur critique v* (i.e. v > v*, voir figure 11.7).
La branche supérieure (appelée branche « g2 » sur la figure 11.7) de la solution
correspond & des vecteurs d’ondes plus grands que ceux de la branche inférieure
(branche « g1 »). Compte tenu de la forme exponentielle de la solution du front
précurseur, un front associé a la branche supérieure s’évanouit plus vite qu’un
front associé & la branche inférieure. Par conséquent le front précurseur est
fixé par la branche « g1 ». Nous allons donc analyser le comportement du front
associé a la branche « ¢g; », pour montrer que le systéme sélectionne la plus
petite valeur de ¢ sur cette branche. En effet, choisissons deux solutions de la
branche inférieure, respectivement désignées par (A) et (B) (voir figure 11.7);
ces solutions sont choisies telles que le vecteur d’onde de la solution (A) soit
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Figure 11.8 En traits continus le front « A »; c’est celui qui va le moins vite. En
pointillés, le front « B » le plus rapide, mais il ne peut survivre, car le point d’inter-
section remonte vers le haut, et le front le plus lent « A » détermine la dynamique
d’invasion.

plus grand que celui qui est associé a la solution (B) (i.e. le front (B) est plus
étalé que le front (A)); par ailleurs, la vitesse du front (B) est supérieure &
celle du front (A) (voir figure 11.7 et les fleches portées dans la figure 11.8).
En tracant la position de chacun des fronts successivement dans le temps, nous
constatons que l'intersection des deux fronts remonte au cours du temps (voir
figure 11.8) vers le haut et le front (A) détermine la vitesse globale des deux
fronts ! C’est donc le phénomeéne le plus lent qui limite la dynamique. Si on fait
abstraction de la branche correspondant & v < v* sur la figure 11.7, on peut
conclure que le front précurseur correspond & la plus petite valeur de ¢, & savoir
q*. Reste a savoir pourquoi le systéme ne sélectionne pas une valeur de v < v*
(correspondant & ¢ complexe). C’est & cette question que nous allons répondre
dans la prochaine section.

Au préalable nous souhaitons faire une petite digression au sujet de la pré-
dominance des fronts les plus lents. Ce probléme est similaire a celui de la
croissance d’un cristal facetté, pour lequel seule la facette la plus lente survit
(voir figure 11.9). La facette la plus rapide disparait au cours du temps : la
dynamique et la forme du cristal sont donc déterminées par les facettes les plus
lentes. Nous aboutissons donc & la conclusion que le front doit choisir la vitesse
la plus faible possible et supposons que cette vitesse est celle qui est associée
au parameétre critique v*. Reste & savoir maintenant pourquoi la solution de
vitesse plus faible que v* ne peut étre réalisée. Pour cela, nous allons présenter
un argument général de stabilité.

11.3.1 Instabilité de la solution correspondant a v < v*

Reprenons 'équation d’amplitude 11.11, et notons la solution stationnaire
a vitesse constante Ag(z — vt). Cherchons ensuite une solution de la forme
A(z,t) = Ao(x — vt) + n(x,t) en linéarisant ’équation 11.11 par rapport a 7
pour procéder & une étude de stabilité linéaire : donc seuls les termes d’ordre 1
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Figure 11.9 — Un cristal facetté croit par avancement des facettes. Comme il est
visible sur la figure qui montre les positions des facettes a deux instants différents
(les grandeurs des vitesses des facettes sont indiquées par des fleches) c’est la facette
qui va le plus vite qui disparait au profit de la facette la plus lente.
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en 7 sont conservés. Nous obtenons :
Nt = Mo + V1 + € — 3A30 . (11.15)
Posons la perturbation 7 sous la forme suivante” :

n= @)t/ (11.16)

wt —vz/2

ou ¢(x) est 'amplitude de la perturbation et les termes e~ “* et e
respondent & des modulations respectivement, temporelle et spatiale. En in-
troduisant cette expression dans ’équation d’amplitude linéarisée (équation
11.15), nous obtenons 1’équation portant sur ’amplitude de la perturbation

()

Cor-

(92
(.4)1/) = [—W + U(Z)]d) (].]..17)
avec 9
v 2

L’équation sur 'amplitude ¢ de la perturbation (équation 11.17) s’appar-
ente a I’équation de Schréodinger ou w joue le role d’une énergie et U celui de
potentiel. Le principal intérét de ’équation de Schrédinger indépendante du
temps est 'identification des états propres ¢ et des valeurs propres w du sys-
téme. La résolution compléte de ’équation aux valeurs propres peut, en toute
généralité, requérir des opérations mathématiques relativement élaborées, mais
ici, nous nous contenterons d’arguments généraux. Il est clair que I’équation
d’amplitude linéarisée au premier ordre (équation 11.15) admet comme solu-
tion neutre (ou stationnaire, i.e. 7, = 0, ce qui revient & une solution pour
laquelle w = 0) la fonction

ne(z) = %x@ = Ao - (11.19)

En effet, repartons de I’équation d’amplitude stationnaire (équation 11.4 )
Appr +0Ags +€Ag — A3 =0 (11.20)
pour la différencier par rapport & = et obtenir ainsi ’équation suivante :
(Aos)wx + v(Aoz)z + €Aoz — 3A3A0, = 0. (11.21)

En posant ng(x) = Ao, nous constatons que la forme de cette équation est
identique & celle a laquelle obéit la perturbation n (équation 11.15), avec la
recherche d’une solution stationnaire, soit 7, = 0, soit encore w = 0; ce qui
nous permet de confirmer la solution neutre formulée dans ’équation 11.19.

"Notons que nous avons choisi —w comme taux de croissance et non w, comme on 1’a
toujours fait. Ce choix est dicté par 'utilisation par la suite d’une analogie avec I’équation
de Schrédinger.
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Cette solution, parfois appelée le mode de Goldstone, est une conséquence de
I'invariance par translation®. Le mode de Goldstone est solution de I’équation
de Schrédinger avec la valeur propre w = 0. En d’autres termes, I’équation
d’amplitude linéarisée (équation 11.17) admet comme mode propre v et valeur
propre w associée :

VYo =% Ap,, w=0. (11.22)

1l s’agit 1a d’une fonction propre parmi d’autres. S’agit-il de I’état fondamental,
d’un état excité? Les propriétés de I’équation de Schrodinger nous enseignent
que les états fondamental et excités d’un systéme quantique sont classés en
fonction du nombre de noeuds de la fonction d’onde : ’état fondamental n’a pas
de noeud, le premier état excité (s’il en existe) en a un, et ainsi de suite. Pour
se souvenir de ce résultat, il suffit de se rappeler que pour une particule libre
(respectivement, une corde vibrante), I’énergie (respectivement, la pulsation)
se comporte comme E,, ~ n?7?/L? et la fonction d’onde qui lui est associée
prend la forme v (z) ~ sin(znm/L), ot n est un nombre entier représentant la
quantification et L est la taille de la boite (respectivement, la longueur de la
corde). Pour n = 0, la fonction d’onde n’a pas de nceud, pour n = 1 elle en
a un, etc. Physiquement, il est clair que le fait d’avoir de nombreux nceuds,
équivaut a tordre d’avantage la corde, ce qui est plus cotiteux énergétiquement.

Comme il a été souligné plus haut, le cas ou la vitesse d’invasion est in-
férieure a la vitesse critique v < v* (voir équation 11.14) est le cas correspon-
dant & un faible frottement dans ’analogie mécanique ; dans ce cas, la fonction
Ap présente des oscillations (voir figure 11.6), alors que pour des gammes de
valeurs supérieures a la valeur critique (i.e. v > v*), la fonction Ag est sur-
amortie. Il en résulte donc que, dans le premier cas (v < v*), la fonction d’onde
e posséde des noeuds? : elle ne peut pas donc représenter I’état fondamental
du systéme. Par conséquent, puisque la fonction propre g correspond & une
énergie propre nulle (i.e. w = 0), nous pouvons affirmer que ’état fondamental
a une énergie nécessairement plus faible, donc négative (i.e. w < 0). Or, compte
tenu de la forme de la perturbation (équation 11.16), une énergie w négative
conduit & une croissance temporelle exponentielle de la perturbation. Nous en
concluons donc que toute solution est instable pour ce domaine de variation
de la vitesse d’invasion (i.e. v < v*) et ne peut donc étre solution stationnaire
viable au cours de la dynamique du systéme.

En conclusion nous venons de voir que tout front se déplacant a une vitesse
inférieure & v* est instable, ceci exclut la branche en trait fin sur la figure 11.7.
Nous avons vu également que le front correspondant a la branche supérieure
de la figure 11.7 (branche « g2 ») s’évanouit vite et donc le front est dominé
par la branche inférieure (branche « ¢; »). Enfin, nous avons vu que pour cette
derniére branche on a intérét d’avoir la plus petite vitesse possible (se rapporter

8Fn effet, si Ao(x — vt) est solution, il en est de méme de Ag(xz — vt + x0) ol o est
un déplacement arbitraire du front. Si zg est petit, nous pouvons écrire Ag(z — vt + xg) =
Ao(z — vt) + x0Aoz. Donc le mode Ap, est bien associé & un déplacement infinitésimal du
front.

91.’0scillation engendre nécessairement un passage de la fonction par zéro.
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a la figure 11.8). Le seul choix possible est donc une invasion a v = v*. Des
études numériques ainsi qu’une analyse mathématique poussée conduisent a la
méme conclusion (voir [79]).

11.3.2 Stabilité marginale

Lorsque la vitesse d’invasion est exactement égale & la valeur critique (i.e.
v = v%), la variable ¢ devient réelle et, dans ce cas, nous pouvons affirmer
que cette situation décrit I’état fondamental de I’équation linéarisée et posséde
comme valeur propre w = 0. Autrement dit, ce critére de sélection nous indique
que la solution choisie est marginale (ou neutre) : en se déplagant avec le front a
la vitesse v = v*, la perturbation se déplace par invasion aussi vite qu’elle croit
localement. En se déplacant plus vite que cette vitesse, la perturbation décroit,
alors qu’elle croit localement dans le cas contraire. Le critére de stabilité dépend
donc du repére choisi : la perturbation est dite de nature convective, par oppo-
sition & une instabilité absolue, indépendante du repére choisi pour la décrire.
Il est souvent dit dans la littérature que c’est le critére de stabilité marginale
qui determine la selection de la vitesse d’invasion, comme nous venons de le
voir. Dans certains cas une analyse plus approfondie devient nécessaire, c’est
le cas en particulier ou 'approximation du front précurseur devient illégitime

[79]10.

Enfin, rappelons-nous que nous avons briévement évoqué, par analogie avec
la mécanique, le fait que I’équation d’amplitude admet des solutions & fronts
multiples, dit multi-kinks, en anglais (voir section 11.1.2). Nous pouvons déduire
des précédentes considérations que ces solutions sont instables. En effet, dans
la terminologie de I’équation de Schédinger, une fonction d’onde est propor-
tionnelle & la dérivée de la solution A de ’équation d’amplitude (voir équation
11.22). Dans le cas d’une solution a fronts multiples, la dérivée de A passe par
zéro ; elle posséde donc des nceuds. Nous venons de voir que toute solution avec
nceuds a au moins une valeur propre négative (w < 0) : il s’agit donc d’une
solution instable (rappelons que nous avons choisi la dépendance temporelle en
e~%t; voir équation 11.16). Seule une solution a front unique monotone peut
étre stable.

10Ceci peut se produire quand la bifurcation est sous-critique, et il peut s’avérer indis-
pensable de prendre en considération les termes non linéaires au voisinage de la région de
transition entre les deux états entrant en jeu dans le processus d’invasion. On parlera dans
ce cas de front « poussé » (car les termes non linéaires derriére le front envahisseur sont
déterminants ; le front est « poussé » depuis la région se trouvant derriére lui), par opposition
au front « tiré » (front précurseur) traité dans ce chapitre. En effet, dans ce cas, une analyse
linéaire est suffisante afin de déterminer la vitesse d’invasion ; c’est ce ce qui se passe dans la
région se trouvant en amont du front qui determine la vitesse d’invasion ; le front se trouve
ainsi « tiré » par I’avant.
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11.4 Conclusion

Nous avons décrit dans ce chapitre les cas de figure associés a l'invasion
d’une solution par une autre lors de la résolution de I’équation d’amplitude
d’un systéme physique. Ce probléme d’invasion est assez général, car il est rare
que la solution s’installe instantanément partout dans le systéme. En général,
la solution prend naissance localement dans I’espace et envahit peu a peu le sys-
téme. La nouvelle solution dite « envahissante » prend le dessus lorsqu’elle de-
vient plus stable que la solution précédente soit que cette derniére soit devenue
meétastable ou bien instable. Dans ce type de problémes, se pose naturellement,
la question de la détermination de la vitesse d’invasion. Pour résoudre cette
question, nous nous sommes limités aux systémes unidimensionnels décrits par
une équation d’amplitude. Nous avons d’abord introduit la notion de front sé-
parant les deux solutions. Nous avons étudié ensuite I'invasion d’une solution
meétastable par une solution stable, et celui de I'invasion d’une solution instable
par une solution stable. Nous avons vu que le premier cas est assez classique et
fournit naturellement une solution unique pour la vitesse d’invasion. Le second
probléme est loin d’étre classique et nous a confrontés au dilemme suivant : il
existe a priori une infinité de vitesses d’invasion possibles. En combinant une
étude de stabilité linéaire et des arguments heuristiques, nous avons montré que
le systéme choisit une solution unique parmi un continuum de solutions, soit
v* la vitesse critique discriminant un ensemble de solutions instables associées
a des vitesses d’invasion inférieures & v* d’un ensemble de solutions stables
associées a des vitesses d’invasion supérieures a v*. Le choix de la solution par
le systéme semble étre dicté par un principe de stabilité marginale : le systéme
choisit précisément la solution associée a la vitesse correspondant & la frontiére
entre stabilité et instabilité, solution dite a la stabilité marginale.

Insistons sur le fait que ce principe de stabilité marginale ne résulte pas
d’une démonstration rigoureuse au sens mathématique. En effet, nous avons
juste prouvé que les solutions de vitesse d’invasion inférieure & v* sont insta-
bles et pour s’assurer que le systéme choisit bien la vitesse v* parmi toute une
famille stable de solutions (correspondant a v > v*), nous avons fait appel au
bon sens physique. Et, ce sens physique semble bien confirmé par les simula-
tions sur ordinateur ; elles montrent en effet que la solution sélectionnée par le
systéme est bel et bien celle qui correspond & v*. Une preuve mathématique
rigoureuse a été présentée par deux mathématiciens américains D.G. Aronson
et H.F Weinberger en 1978 (voir référence [3]). A partir de I'équation d’ampli-
tude universelle rappelée au début de ce chapitre (voir équation 11.1) et pour
une classe de perturbations initiales localisées (voir la figure 11.1), ces auteurs
ont montré I’émergence d’un front de solutions qui peu & peu s’établit pour en-
vahir finalement tout le systéme précisément a la vitesse de stabilité marginale
v*; cette preuve est mathématiquement trop élaborée pour figurer dans cet
ouvrage.

Notons que notre approche dans ce chapitre s’est fondée sur des approxima-
tions linéaires autour du front précurseur. Ces approximations sont pleinement
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justifiées lorsque la bifurcation est sur-critique (bifurcation fourche) ; car 'am-
plitude croit alors de maniére continue d’une solution d’amplitude nulle (i.e.
A = 0) & une solution d’amplitude non nulle (i.e. A # 0). La vitesse du front
est donc déterminée par la dynamique de I’aval du front, le front est alors dit
« tiré » (sous-entendu par ce qui se passe en avant du front). Si la bifurcation
est sous-critique, la situation s’avére plus complexe, en particulier, lorsque la
vitesse d’invasion dépend de mécanismes non linéaires. Dans ce cas, la vitesse
d’invasion est déterminée par la dynamique de I’amont du front (’amplitude
y est plus grande; la prédominance de cette région est d’autant plus grande
que les effets non linéaires sont importants). Le front est alors dit « poussé »
(sous-entendu par ce qui se passe & I’arriére du front). Pour poursuivre en pro-
fondeur, nous invitons le lecteur & consulter une revue plus compléte du sujet
(voir référence [79]).

11.5 Problémes

11.5.1 Probléme : détermination explicite de la vitesse
d’invasion d’une solution métastable
par une solution stable

Considérons la situation ol le potentiel posséde un biais, soit & titre d’exemple,
par rapport au potentiel étudié précédemment un terme additionnel 1/%3 avec v positif
et suffisamment petit (i.e. v > 0 et v < 1); le potentiel s’écrit donc comme :

V="t v (11.23)

Pour v = 0, il y a coexistence des deux solutions stables A = +1, ol nous avons posé
e = 1 par rapport au potentiel étudié auparavant (équation 11.2), et la vitesse d’inva-
sion v est nulle. Une valeur non nulle de v crée une asymeétrie du potentiel, a I'image
du potentiel porté sur la figure 11.4; cette asymétrie induit la présence d’une vitesse
d’invasion non nulle, la solution stationnaire (équation 11.5) n’est donc plus valable.
Cependant, si v est suffisamment petit, la nouvelle solution ne devrait pas trop s’en
éloigner : elle devrait donc étre composée de la solution stationnaire (équation 11.5) et
d’un terme perturbatif v A(x), avec A la perturbation (i.e A(z) = Ao(z)+vA(z)). Ceci
se confirme par ailleurs, en notant que le numérateur de la vitesse d’invasion (équa-
tion 11.10) s’annule pour v = 0 (la réserve d’énergie potentielle est nulle puisque les
valeurs des deux extremums sont égaux); ce qui suggére que le premier terme du
potentiel doit étre de I'ordre 1 en v. A lordre le plus bas, nous pouvons donc rem-
placer dans le dénominateur de la vitesse d’invasion (équation 11.10), Pamplitude A
par la solution stationnaire Ag. Ce qui nous permet de réécrire la vitesse d’invasion
(équation 11.10) comme :

~ V(Aoi) 2V(A1) ~ 002’//5’ - 7 (11.24)
o A3 dx Jo AR de 2
o nous avons fait 'approximation au numérateur que V(Az) ~ V(Az) = V(1) =
v/3, et V(A1) ~ V(Ap1) = V(—1) = —v/3. Comme [0V/A]a=ay, = [OV/Ala=a,, =
0, cette approximation est valable a ordre v/2.




Chapitre 12

Ordre et désordre spatial
et temporel au voisinage
d’une bifurcation de Hopf

Dans le chapitre consacré a I’étude de la naissance de I'ordre spatial (chapitre
10), nous nous sommes penchés sur le systéme généralisé issu du systéme de
Swift-Hohenberg (équation 10.2) pour en dériver I’équation d’amplitude et
montrer son universalité au voisinage d’un point de bifurcation stationnaire
(équation 10.24).

Nous allons, dans ce chapitre, considérer des bifurcations spatiales de nature
différente (bifurcation oscillante ou bifurcation de Hopf), pour en étudier les
différentes conséquences sur I’évolution du systéme ; nous verrons que le systéme
peut, de ce fait, aussi bien évoluer vers un état ordonné qu’étre soumis au chaos
spatio-temporel. Quel sera 'impact sur ’équation d’amplitude de I'intégration
de bifurcations non stationnaires ?

Nous avons vu dans le chapitre consacré a I’étude des bifurcations tem-
porelles de Hopf (chapitre 6) que I’équation d’amplitude associée est formelle-
ment identique a celle du cas stationnaire, & ceci prés que les coefficients devien-
nent complexes (i.e. ont une partie imaginaire non nulle). Ainsi, nous pouvons a
priori supposer que I’équation d’amplitude aura donc la méme forme que celle
qui a été dérivée dans le cas d’une bifurcation stationnaire (équation 10.24)
mais elle devrait disposer de coefficients complexes.

Pour dériver I’équation d’amplitude dans le cas d’une bifurcation de Hopf,
il nous faut suivre la méme démarche que celle qui a été adoptée lors de 1’é-
tude de la bifurcation stationnaire menée dans le chapitre 10 : en partant du
modéle donné, nous devons le développer en puissance du petit paramétre e,
mesurant ’écart au seuil de I'instabilité, pour déduire I’équation d’amplitude
recherchée. Pour autant, cette dérivation ne sera pas proposée explicitement
dans ses moindres détails ; compte tenu des multiples exemples traités tout au
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long de cet ouvrage, nous supposerons que le lecteur est & méme de combiner
les différentes connaissances acquises afin de dériver I'équation d’amplitude
en question. Aussi, nous nous limiterons a énoncer le résultat, en le motivant
par des considérations de symétrie, et porterons plutdot notre attention sur les
conséquences issues de cette équation; nous considérons de plus le cas unidi-
mensionnel, uniquement.

12.1 Equation d’amplitude a coefficients
complexes

Nous allons dans ce paragraphe montrer que des considérations de symétrie
justifient & elles seules ’expression de 1’équation d’amplitude au voisinage d'une
bifurcation de Hopf, comme identique & celle d’une bifurcation stationnaire
(équation 6), la seule différence étant que les coefficients sont complexes. En
effet, nous avons vu dans la section 10.2.2 du chapitre 10 que le caractére
réel des coefficients est une conséquence de la symétrie par inversion x —
—x, laquelle est préservée pour une bifurcation stationnaire. Cette symétrie
d’inversion revient en effet, dans le cas d’une bifurcation stationnaire, & changer
A en son complexe conjugué A* (A — A*), ce qui impose aux coefficients de
Péquation leur nature de nombre réel (voir section 10.2.2).

12.1.1 Quelques préliminaires

Rappelons que, dans un régime linéaire, le mode de Fourier associé & une
perturbation est une onde plane de type ¢’**“! o1 ¢ est le vecteur d’onde et
w le taux de croissance de la perturbation. Pour une bifurcation de Hopf! w
est complexe et s’écrit sous la forme w = w, + iw;, oll w, et w; représentent les
parties réelle et imaginaire de w. L’instabilité est caractérisée par une partie
réelle de w positive (w, > 0). Au voisinage d’une bifurcation, le taux réel w, de
croissance de l'instabilité (voir équation 9.86) s’écrit sous la forme :

(L] _ QC>2

o (12.1)

wr =€+ w!
ol € mesure l’écart au seuil de l'instabilité, ¢. est le vecteur d’onde & la bifurca-
tion et w! est la dérivée seconde évaluée au point de bifurcation (i.e. ¢ = g, et
e = 0) ; rappelons que cette expression provient d’un développement de Taylor
au voisinage de la bifurcation (donc au voisinage de ¢ = ¢, lorsque € = 0, voir
section 9.11.2). L’annulation de la dérivée premiére du taux de croissance de

INotons que dans certains ouvrages, la dénomination « bifurcation de Hopf » désigne les
seuls cas physiques caractérisés par un vecteur d’onde ¢ nul ; cette définition n’est cependant
pas communément adoptée (pour une revue, voir par exemple, la référence [2]). Dans cet
ouvrage, une bifurcation sera dite bifurcation de Hopf lorsque w de la perturbation posséde
une partie imaginaire non nulle & la bifurcation (bifurcation oscillante dans le temps).
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linstabilité w, au point de bifurcation (équation 12.1) indique que la partie
réelle du taux de croissance w, est maximal en ce point (voir section 9.11.2).

Par ailleurs, nous pouvons également effectuer un développement de Taylor
de la partie imaginaire w; du taux de croissance au voisinage du point de
bifurcation, soit :

2
w; = wip + (¢ — gc)w; + wg'w + .. (12.2)
ol wip = wi(q = ¢e, € = 0) et W}, w! sont respectivement les dérivées premiére et
seconde du taux de croissance évaluées a la bifurcation ; soulignons le fait que
la dérivée premiére de la partie imaginaire du taux de croissance w} ne s’annule
pas a la bifurcation, contrairement a w..

Enfin, notons que, pour un probléme donné, le nombre de variables dy-
namiques réellement indépendantes les unes des autres peut étre supérieur a
un (voir chapitre 9) ; mais, selon ’hypothése usuelle adoptée au point de bifur-
cation (¢ = g. et e = 0), nous supposons que le taux de croissance ne s’annule
que pour une seule 2 valeur propre w. Cette valeur propre devient positive pour
un ensemble de vecteurs d’onde centré autour de ¢, pour € > 0 (voir chapitre
9 et 10). Le mode propre h, associé a la valeur propre w s’exprime comme une
superposition linéaire des différentes variables dynamiques mises en jeu dans
le systéme d’équations caractérisant I’évolution. Le mode propre de Fourier h,
obéit dans le régime linéaire & une équation de type :

oh
aTq = why . (12.3)

La solution de cette équation 12.3 est donnée par h,(t) = hgy(0)e®?.

Pour un systéme étendu dans la direction oz (i.e. systéme infini)? il n’existe
aucune restriction sur ¢, et par conséquent toute solution avec ¢ arbitraire est,
solution. Par conséquent, la solution générale de h(x,t) est une superposition
linéaire de tous les modes de Fourier (voir chapitre 10), soit :

h(z,t) = Z hy(t)e'1® = eite® Z he(0)eid=9)T ¢ c.
a

a
= elde” Z ho(t)e'?X + c.c. (12.4)
Q

ou nous avons effectué le changement de variable suivant : Q = (¢ — ¢.)/ Ve,
et avons introduit la variable spatiale, dites lente : X = xy/e (voir chapitre
10). Nous souhaitons a présent préciser la dépendance de hg(t) vis-a-vis des
variables lentes et rapides. A cet effet, nous raisonnons par continuité avec
le régime linéaire (notre étude se concentre a la proximité de la bifurcation

2Nous parlons quelquefois de bifurcation de co-dimension un.

3Tout systéme réel est fini. L’hypothése d’une extension infinie revient a dire en pratique
que nous supposons que la longueur est petite par rapport a 'extension du systéme dans la
direction ox.
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et par conséquent le régime linéaire suffit afin de tirer des renseignement sur
ces variables). En effet, dans le régime linéaire et en se référant aux équations
12.1 et 12.2, nous pouvons écrire la dépendance temporelle de la perturbation
comme :

hy(t) ~ oWt — pliwiotetw” (g—qc)*t/2+(q—ge)wi]t

— ewiot o[1+w" Q% /2+iw[Q/VeT (12.5)

Lorsque la bifurcation est stationnaire, w est réel (i.e. w; = 0) ; la dynamique
temporelle n’est fonction que de la variable lente T'. Dans le cas plus général
décrit par ’équation d’évolution 12.5, la dynamique dépend de plusieurs vari-
ables temporelles, soit la variable rapide ¢ et les variables lentes et et t/e. Ainsi,
I’expression de 'amplitude lentement variable de l'onde est, en toute rigueur,
de type aq(te, t1/€) ; nous sommes ainsi naturellement invités a introduire deux
échelles de temps distinctes T et 7, tels que T' = et et 7 = \/et, a I'instar de tout
probléme évoluant selon des échelles multiples (voir chapitre 10). L’opérateur
de différenciation partielle s’exprime alors comme :

%a%—ke%—kﬁ%. (12.6)

Nous pouvons noter que cet opérateur est composé de trois termes associés
aux trois échelles de temps du probléme alors que son analogue introduit dans
la bifurcation stationnaire ne dépend que d’une seule variable temporelle lente
(équation 10.13). Pour éviter de se lancer dans une analyse & échelles multiples &
trois variables temporelles (d’autant plus que notre objectif est de déterminer in
fine 'équation d’amplitude a l’aide de considérations de symétrie uniquement),
nous adoptons une hypothése simplificatrice un peu arbitraire a ce stade : la
dérivée de la partie imaginaire du taux de croissance (i.e w}) est de l'ordre de
V€; ainsi le développement de I’équation 12.5 ne fait intervenir que la variable
temporelle lente T'. Posons alors w] = &} /+/€ et considérons que @} est d’ordre
unité.

Le champ physique h(x,t) est ainsi composé de deux termes associés d’une
part & une variation rapide (associée a la variable t) et d’autre part, a une
variation lente (associée a la variable T') ; dans le régime faiblement non linéaire
(et par continuité avec 'analyse linéaire, voir équation 12.4), la variable rapide
est de type €™t alors que la dépendance temporelle de la variable lente est
encodée dans "amplitude de I’onde (ou son enveloppe?), soit :

h(w,t) = eldemtwiot Z aq(T)e' 9 + c.c. (12.7)
Q

42 la bifurcation, nous avons : w; = w;p. Au voisinage de la bifurcation, lorsque e est petit,
w; comporte des termes correctifs d’ordre e¢; mais de telles corrections sont déja prises en
compte dans I'expression de Iamplitude non linéaire ag(T). C’est pourquoi il est légitime
de ne garder qu’explicitement la dépendance par rapport a la variable rapide en e*iot dans
I’expression du champ physique h(z,t).
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ot nous avons posé hq(t) = e“tag(T), ce qui revient a séparer clairement
les deux types de dépendance en fonction de t et T, les variables rapide et
lente. Dans le cas linéaire, ag(T') est une fonction donnée par I'équation 12.5
(ie.ag(T) = e[l‘*“"”QQ/z”‘:’gQ}T) ; notons bien que cette expression cesse d’étre
valide dans le régime non linéaire, et ag(7") vérifiera une équation non linéaire
(de type équation d’amplitude déja rencontrée & maintes reprises).

En adoptant un raisonnement similaire & celui qui a été développé dans le
chapitre consacré a I'universalité de I'ordre spatial (voir chapitre 10), réécrivons
le champ physique h(z,t) (équation 12.7) comme :

h(x,t) = el Tiwiol A(X T 4 e~ em=wiot A*(X T)) (12.8)

ot nous avons posé A(X,T) = ZQ ag(T)e'@X ; 1a somme, qui porte en principe
sur tous les vecteurs d’ondes réels, peut étre restreinte & la bande des vecteurs
d’onde associée aux modes instables (voir chapitre 10).

En prenant la transformée de Fourier de I’équation du mode propre hy du
régime linéaire (équation 12.3) par rapport & la variable @, et en utilisant la
relation w = w, + w;, ol w, et w; sont donnés par les équations 12.1 et 12.1),
nous obtenons I’équation d’amplitude linéaire suivante :

1
AT =A —+ @;AX —+ 5(&};’ —+ iwé’)AXX . (129)

Nous avons adopté les variables lentes et les abréviations suivantes : Ay =
OA/OT, Ax = 0A/OX et Axx = 0*A/0X?. La comparaison de ce résultat
avec celui d'une bifurcation stationnaire (chapitre 10) nous souligne deux dif-
férences : (i) le coefficient devant la dérivée seconde Ax x est complexe et (ii)
I’équation comporte un nouveau terme @;Ax.

Avant d’écrire I’équation d’amplitude non linéaire a partir des considérations
de symétrie, soulignons enfin que le champ h de l'onde (équation 12.8) est
composé du produit d’une oscillation rapide e?4=F+wiot ot d’une enveloppe lente
A(X,T); a la différence de la bifurcation stationnaire, 'oscillation rapide se
réalise sous la forme d’une onde plane se propageant & la vitesse de phase
w;0/qe. Nous devons distinguer entre deux types d’onde : une onde gauche
d’amplitude A et une onde droite® d’amplitude B = A*; I’onde se propage a
la vitesse de groupe @;.

12.1.2 Dérivation de I’équation d’amplitude
a partir des symétries
Contrairement a la bifurcation stationnaire (i.e. bifurcation associée a un

taux de croissance réel, w;, = 0), opération d’inversion = en —z pour une
bifurcation de Hopf n’est pas équivalente au changement de I'amplitude A

5 En toute rigueur, Pamplitude B de ’onde droite pourrait ne pas étre le conjugué de
I’amplitude gauche (i.e. B # A*), ce qui pourrait introduire de nouveaux termes d’interaction
entre les deux ondes. Par souci de simplicité, nous allons nous restreindre au cas ou B = A*.
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en son conjugué A* (le champ h(x,t), équation 12.8, n’est pas invariant sous
cette opération). Or, c’est bien cette propriété que nous avions invoquée dans
la section 10.2.2, pour montrer que les coefficients de I’équation d’amplitude
devaient étre réels. Nous ne pouvons plus imposer une telle restriction dans le
cas présent, et par conséquent les coefficients sont génériquement complexes
(i.e. leurs parties imaginaires sont non nulles).

Mais par ailleurs, dans le cas d’une bifurcation de Hopf, nous sommes con-
frontés a une onde se propageant dans une certaine direction (disons dans la
direction X croissant) a la vitesse de groupe w}; la forme de I’équation d’am-
plitude doit donc demeurer identique lorsque l'opération d’inversion X en —X
s’applique simultanément & la coordonnée d’espace X et a la vitesse de groupe
de l'onde (le changement de signe de l'axe oz et de celui de la vitesse de 'onde
maintient la configuration physique équivalente) ; ce qui implique qu’un terme
du type vAx avec v un coefficient réel proportionnel a la vitesse de groupe ne
peut étre exclu de I'équation d’amplitude puisqu’il souscrit a cette exigence.

Nous pouvons donc écrire I’équation d’amplitude a priori comme :
Ap = (14ia)A — (1 +if)|APA+~vAx + (1 +ia)Axx (12.10)

ol a, o 3 et ~y sont des constantes réellesS.

Nous reconnaissons ici la partie linéaire 12.9 a I’exception du premier terme
de droite qui ne contient pas un terme du type ¢aA. On va voir dans la prochaine
section que ce terme peut étre absorbé par un simple changement de variable,
une opération qui est déja présente dans I’analyse linéaire, comme on le recon-
naitra au prochain paragraphe.

Nous avons supposé également que la bifurcation est sur-critique en affec-
tant la partie réelle du coefficient cubique d’un signe négatif (saturation non
linéaire). Dans cette équation 12.10, les variables T et X, telles que T = et
et X = y/ex, représentent les variables lentes du systéme (rappelons que A
est 'enveloppe de la modulation rapide) ; voir par exemple le paragraphe con-
sacré a I’équation d’amplitude universelle développée dans la section 10.1 du
chapitre 10. Nous avons vu dans ce méme chapitre (chapitre 10), que la forme
de I’équation d’amplitude résulte de propriétés de symétrie par translation dans
I’espace, symétrie légitime également dans le cas traité ici d’une bifurcation de
Hopf.

Enfin, le terme yA x peut étre facilement éliminé de ’équation 12.10 moyen-
nant une opération de type translation galiléenne. En effet, posons X' =
X + 7T, et T" = T. L’amplitude devient maintenant une fonction de X’ et
de T’. On doit donc effectuer les opérations de dérivation en termes de ces

6Nous aurions pu pensé que le coefficient devant Ax soit également complexe, a 'instar
des autres coefficients de 1’équation ; mais, ceci violerait la symétrie de parité du systéme
qui impose la conservation de la forme de I’équation d’amplitude sous 'opération d’inversion
z — —x et w; — —w]. Une autre considération pour justifier 'absence d’un terme en iAx
repose sur ’analyse linéaire développée dans la section précédente ot nous avons établi que
le coefficient pondérant le terme Ax est réel (il est donné par la vitesse de groupe).
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nouvelles variables, soit :

o _900or, 99X_0 . 0 (12.11)
aT — o1 oT " ox' or _ or' ' 'ax’ '
« o oo o ox' 0
aX " 9T oxX Tax ax ~ ax' - (12.12)

Notons que les dérivées spatiales secondes, comme les dérivées premiéres, ont

Ixz = %). Le report de ces opérations de dérivation
dans ’équation d’amplitude (équation 12.10) nous indique que ce changement
de variable nous permet d’éliminer le terme vAx.

Il est possible de simplifier 'expression de ’équation de I'amplitude com-
plexe (équation 12.10). Nous pouvons toujours éliminer le terme en ia de I’équa-
tion d’amplitude 12.10, puisqu’il suffit d’effectuer la transformation A — Ae’?,
opération qui revient & se placer dans le repére tournant du plan complexe
(R(A), 3(A)). Ainsi, nous obtenons aisément 1’équation d’amplitude complexe
suivante :

. . 2
une forme identique (-2

A=A~ (1+iB)|APA+ (1 +ia)As. (12.13)

ol, bien qu’ayant adopté la notation en petite casse, les variables ¢ et x sont
bien les variables lentes. Nous rappellerons le caractére lent de ces variables, si
besoin est. Remarquons que dans ’analyse linéaire au début de ce chapitre,
nous avions factorisé le terme ™! dans le champ représentant la perturbation
(équation 12.5) ; c’est pourquoi I’équation d’amplitude linéaire de la perturba-
tion (équation 12.9) ne comporte pas de terme en iw;oA (soit un analogue
du terme iaA de 1’équation d’amplitude 12.13); en d’autres termes, ce choix
revenait & se placer d’emblée dans le repére tournant.

12.2 Dynamique non variationnelle

Une propriété importante de ’équation 12.13 est son caractére non varia-
tionnel : elle ne peut pas s’écrire sous la forme d’un gradient d’une fonction de
Lyapunov (i.e. d’'un potentiel). Notons cependant que I’équation peut toujours
s’écrire sous forme d'une dérivée fonctionnelle?, soit :

1%
A= ——— 12.14
T sA (12.14)
ol nous définissons la fonctionnelle V' comme :
Al? Al Az l?
V= / [ AR as ﬁ)‘ | (1+m)% . (12.15)

"Voir le probléme d’Euler résolu dans la section 3.9.4 pour la notion de dérivée fonction-
nelle et la section 10.2.4 pour une discussion de la nature variationnelle de la dynamique de
I’équation d’amplitude.
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Si Iécriture de I’équation d’amplitude complexe 12.14 nous rappelle celle d'une
dynamique variationnelle, nous devons cependant nous garder de la confusion.
Puisque, eu égard au caractére complexe de la fonction V' caractéristique d’une
bifurcation de Hopf, la condition 0V/0t < 0 ne peut pas étre satisfaite, con-
trairement & ce qui se produit dans le cas d’une bifurcation stationnaire associée
ainsi & une dynamique variationnelle.

Nous pouvons écrire

OVIA] 6V 9A* SV 5V

ot 6A* Ot SA* A (12.16)

ol nous avons utilisé le fait que 'amplitude conjuguée A* obéit a I'équation
d’évolution 0A* /0t = —§V[A]/JA.

Dans le cas d’une bifurcation stationnaire (voir la sous-section 10.2.4), la
fonction V' est une fonction réelle, et nous pouvons écrire (§V/0A*)(0V/5A) =
|6V/6A|?, et par conséquent nous en déduisons la décroissance monotone de la
fonction V' au cours du temps (i.e. 9V/0t < 0). Lorsque la fonction V' est une
fonction complexe, cette condition de décroissance monotone ne peut plus étre
assurée : nous avons ainsi perdu le caractére variationnel de la dynamique. C’est
14 une propriété fondamentale des phénomeénes hors équilibre® : I'évolution n’est
pas monotone et la dynamique du systéme est trés riche.

12.3 Quelques propriétés de I’équation
d’amplitude complexe

12.3.1 Ondes planes et stabilité

L’équation d’amplitude aux coefficients complexes (équation 12.13) posséde
une solution simple sous forme d’onde plane, soit :

Ay = Rpe'itia (12.17)

Reportons cette expression de 'amplitude dans I’équation d’amplitude 12.13
pour obtenir :

Rl=1-¢, w=-B-(a—p) (12.18)

ol ¢ est contraint de vérifier la condition : |g| < 1.

8Notons que bien que les problémes donnant lieu a une bifurcation stationnaire soient
fondamentalement liés & des états hors équilibre (comme la convection de Rayleigh-Bénard),
I’équation d’amplitude acquiert un caractére variationnel. Ceci est vrai tant que 'analyse
s’effectue au voisinage de la bifurcation. En s’en éloignant, cette propriété cesse d’étre véri-
fiée. Ainsi, en poursuivant ’exposition du fluide & la chaleur dans le cas de la convection
de Rayleigh-Bénard, les rouleaux ordonnés de convection peuvent étre détruits pour laisser
éventuellement place a un régime chaotique (ou turbulent), lequel ne peut évidemment pas
souscrire a un principe variationnel du fait de son caractére erratique, fonciérement différent
d’un comportement monotone.
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Avant d’étudier la stabilité de cette solution, décomposons tout d’abord
I’équation d’amplitude complexe 12.13 en ses deux parties, réelle et imaginaire.
Pour cela, posons 'amplitude A telle que :

A = R(z,t)e?®? (12.19)

ou 6 est la phase de 'onde et reportons 'expression de cette derniére dans
I’équation d’amplitude 12.13, Nous obtenons aisément le systéme des deux
équations suivantes :

Ri = R+ Ry, — RO? — (RO, +20,R,) — R®,
RO, = RO, +20.R,+ (R, — RO2) — BR? . (12.20)

Nous pouvons facilement vérifier que le couple de solutions (R, ) avec
R=Ry=1-¢2et 6y = qr + wt est bien solution stationnaire de ce systéme
d’équations, en accord avec la solution en onde plane (voir les conditions 12.18),
w=—fF—(a—pB)g*).

Etudions maintenant la stabilité de I’onde plane en perturbant le systéme a
I’équilibre et en adjoignant aux solutions précédentes de petites perturbations
a Pamplitude (p(z,t)) et a la phase de 'onde (¢(z,t)), soit :

R =Ry + p(x,t); 0=060y+(x,t). (12.21)

Si ces perturbations décroissent avec le temps, la solution en onde plane Ag est
stable; elle est instable dans le cas contraire. Reportons l'expression de la solu-
tion perturbée (équation 12.21) dans le systéme des deux équations d’évolution
(équation 12.20) et pour procéder a I’étude de stabilité linéaire du systéme,
intéressons-nous uniquement aux termes linéaires en p et . Nous obtenons
ainsi le systéme suivant :

Pt = _QRSP + pre — Ro(Qze + 2q02) — 2aqps (12.22)
Roty prs + Rotbus + 2q(pr — aRotp,) — 26R3pa . (12.23)

Comme le systéme est autonome par rapport a x et t (c’est-a-dire que les
coefficients de ’équation sont indépendants des variables z et t), recherchons
les solutions p et 1 sous la forme suivante : p = Ae’@*Ft et o) = Be!@*+ot o
A et B sont des constantes a priori complexes, Q est le vecteur d’onde de la
perturbation et o est le taux éventuellement complexe de I'instabilité (taux de
croissance ou d’atténuation). Reportons ces solutions dans le systéme ci-dessus
pour obtenir un systéme homogéne d’équations algébriques en A et B dont la
solution est non triviale lorsque son déterminant est nul. Ceci résulte en une
équation caractéristique du second degré en o dont les solutions sont données
par :

op = —R}— Q* — 2iaqQ £ \/ R} + 02Q* — 20Q26R3 + 442Q? + 4iqQBR3
(12.24)
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Si la partie réelle du taux o_ de l'instabilité est toujours négative, la partie
réelle du taux o peut éventuellement devenir positive, ce qui est la signature
du développement possible d’une instabilité.

Remarquons également que lorsque le vecteur d’onde @ de la perturbation
est nul (i.e. @ = 0), le taux o4 de la perturbation est nul alors que le taux o_
est négatif (atténuation de l'instabilité). Le mode pour lequel le vecteur d’onde
de la perturbation est nul définit donc un mode neutre (i.e. mode associé a
une valeur propre nulle) caractéristique d’une perturbation qui ne croit ni ne
décroit. Le mode @ = 0 correspond a une translation homogeéne le long de I’axe
Ox vis-a-vis de 'amplitude A. Cependant, étant donné que le champ total
de la perturbation est composé d’une oscillation rapide et d’une enveloppe A
(équation 12.8), le mode @ = 0 correspond donc & une translation « en bloc »
de 'onde le long de I'axe Oz ; ce mode @ = 0 refléte 'aspect arbitraire du choix
de l'origine de 'axe Ox. Ce type de mode définit, comme nous 'avions évoqué
dans la section consacrée a I'instabilité d’Eckhaus (voir section 10.3) un mode
de Goldstone. Cette invariance par translation le long de I'axe Oz signifie que
I’évolution du systéme et donc la physique qui le régit ne dépend pas du
choix du référentiel de 'observateur.

12.3.2 Instabilité de Benjamin-Feir

Le taux d’instabilité o est donc nul lorsque le vecteur d’onde @ est nul;
mais il peut devenir positif : il est donc possible qu'une instabilité puisse se
développer pour des petits nombres d’onde @, & I'image de l'instabilité d’Eck-
haus (voir section 10.3). Pour étudier cette possibilité, développons le taux
d’instabilité o, pour des petits nombres d’onde @ pour obtenir :

2032
7= 2ila-puQ -1 +os- OGP 0@y a2
Le premier terme est imaginaire et n’affecte pas la stabilité du systéme; le
second terme, du second ordre en @Q (i.e. en Q?), peut, quant & lui, devenir
positif, signant ainsi le développement d’une instabilité. Ainsi, nous distinguons
deux cas :

— (i) La solution en onde plane est stable vis-a-vis des modulations lorsque

le coefficient de Q2 est négatif, ce qui correspond au cas suivant :

2% +1
R}

14+ af —2q >0. (12.26)

Autrement dit, puisque Ry = 1 — ¢? (voir les conditions 12.18), les ondes
dont les vecteurs d’onde ¢ vérifient 'inégalité suivante :

9 1+ ap

<3 Taf P (12.27)

sont stables.
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(ii) A contrario, la solution en onde plane devient instable vis-a-vis des
modulations lorsque le coefficient de Q? devient positif donc lorsque le
vecteur d’onde ¢ des ondes planes satisfait a I'inégalité suivante :

2 1+O{ﬂ

q

C’est la généralisation du résultat obtenu pour linstabilité d’Eckhaus
(voir section 10.3). En effet, lorsque les constantes a et [ sont nulles
(ie. @« = B = 0), la condition d’instabilité correspond a |¢| > 1/v/3, ce
qui n’est rien d’autre que le critére d’Eckhaus. Notons finalement que si
Pinégalité suivante, dite critére de Benjamin-Feir [8] est vérifice

1+a8<0, (12.29)

toute la bande est instable, y compris pour le nombre d’onde ¢ nul :
il n’existe ainsi aucune solution d’onde stable. Au domaine instable de
Benjamin-Feir, est associée une dynamique complexe, dont nous donnons
ci-aprés un apercu rapide.

12.4 TIllustration de la dynamique pour certains
cas typiques : analyse numérique

Nous allons passer en revue quelques propriétés de ’équation d’amplitude
obtenues & I'aide d’une solution numérique.

12.4.1 Ondes planes

Reprenons 'équation d’amplitude complexe (équation 12.13) et attribuons
des valeurs spécifiques aux constantes réelles « et 3, soit @« = 1 et § = 2, pour
en étudier sa dynamique (voir figure 12.1). Dans ce cas, le critére d’instabilité de
Benjamin-Feir (équation 12.29) n’est pas vérifié puisque nous avons 1 + af =
3 > 0. Le critére de stabilité du systéme (équation 12.27) définit une bande
de vecteur d’onde correspondant & des ondes planes stables tel que le nombre
d’onde ¢ vérifie : —/3/13 < ¢ < 4/3/13. La dynamique représentée dans la
figure 12.1 montre I’évolution de 'amplitude A, plus spécifiquement de son
module |A]|, et de sa partie réelle le plan spatio-temporel (z,t); ce type de
représentation est parfois nommé portrait spatio-temporel.

En partant d’une condition initiale bruitée, ou aléatoire, nous observons
que le module de A finit par s’homogénéiser au cours du temps et partout dans
Pespace (graphe de gauche de la figure 12.1). Quant & la partie réelle et imag-
inaire (celle-ci est non représentée sur la figure) de 'amplitude pertubatrice,
la perturbation initiale (bas des graphes de droite de la figure 12.1) disparait
au profit d’'une modulation périodique montrant le caractére plan de I'onde.
Notons que la longueur d’onde associée met plus de temps a atteindre un état
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Figure 12.1 Portrait spatio-temporel : I’axe horizontal représente la position, 'axe
vertical le temps et la couleur (le gris foncé correspond au maximum et le gris clair
au minimum) représente soit le module de A (figure de gauche) ou sa partie réelle -la
phase- (figure de droite) avec des conditions initiales aléatoires. Ici on a pris o = 1,
(B = 2. Le systéme se trouve dans la région stable de Benjamin-Feir, et I’état final est
une onde plane.

permanent que le module |A| de 'amplitude : on dit que la dynamique de Pam-
plitude, donnée par |A|, est rapide par rapport a celle de la longueur d’onde. La
dynamique est donc limitée par celle de la phase; c’est pourquoi I'instabilité
de Benjamin-Feir, comme celle d’Eckhaus, est une instabilité de phase. L’é-
tude de la dynamique a temps plus long, révéle que le vecteur d’onde finit par
devenir homogéne dans ’espace, et les bandes deviennent droites et paralléles
entre elles (avec un angle d’inclinaison par rapport a ’horizontale donné par la
vitesse de phase ¢/w de l'onde).

Modifions maintenant la condition initiale en adoptant pour perturbation
initiale une onde plane ayant un vecteur d’onde ¢ dans la bande instable de
Benjamin-Feir (soit |¢| > 4/3/13|), tout en conservant les mémes valeurs des
parameétres « et [ (soit a = 1 et § = 2). Quelle est la dynamique associée a un
tel systéme? En fait, le systéme tend & diminuer le nombre d’onde ¢ (donc &
augmenter la longueur d’onde) de fagon a ce qu’il évolue vers la bande stable
de Benjamin-Feir (|g| < /3/13) : il y a élimination de bandes, et réajustement
de la longueur d’onde vers un état final manifestant une onde plane.

12.4.2 Turbulence de phase et turbulence médiée
par des défauts topologiques

Nous allons maintenant étudier le cas ou 1 + a8 < 0 (correspondant au
critére d’instabilité de Benjamin-Feir ; i.e. ot toute la bande de vecteurs d’ondes
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Jurbulence: de défauts Turbulence de phase =+ 1BF
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Figure 12.2 Diagramme de phase de ’équation d’amplitude complexe. La ligne notée
BF est la limite de Benjamin-Feir, en dessous de laquelle existent des ondes planes qui
sont linéairement stables (pas de chaos). Coexistent avec ces ondes d’autres solutions,
dites structures cohérentes (voir texte). Au-dessus de la ligne BF, la dynamique est
complexe. La région notée « bichaos » est une région de coexistence de turbulence de
phase et de turbulence initiée par des défauts (voir texte). La manifestation de I'une
ou 'autre turbulence dépend des conditions initiales.

q correspondant aux ondes planes est instable). Dans ce cas, la dynamique
devient trés riche, car le systéme n’a plus la possibilité d’évoluer vers une onde
plane. En fonction des valeurs des paramétres « et (3, deux grandes classes
de comportements dynamiques peuvent étre distinguées : (i) la turbulence de
phase ou celle médiée par les défauts (voir référence [72]) et (ii) l'intermittence
spatio-temporelle (voir référence [17]).

Dans ce paragraphe, notre objectif est de sensibiliser le lecteur & la grande
variété de comportements engendrés par une équation d’amplitude dont 1’ap-
parence relativement simple ne doit pas faire oublier qu’elle est générique des
systémes non linéaires. Si I’analyse précise de ces dynamiques sort du cadre
de cet ouvrage, nous présentons néanmoins ci-aprés quelques commentaires et
illustrations.

Etudions le diagramme de phase de I’équation d’amplitude complexe (voir
figure 12.2) dans le plan (¢, 3). Le critére de Benjamin-Feir définit une frontiére
dans ce plan d’équation 1+ «f = 0. Au-dessus de cette frontiere o > —1/43,
toute la bande correspondant aux ondes planes est instable. En dessous de cette



304 Dynamiques complexes et morphogenése

—25 0 25 50

Figure 12.3  Portrait spatio-temporel dans le cas d’une turbulence initiée par les
défauts. La figure de gauche représente |A|; et celle de droite |A| en fonction de x
dans un régime permanent. « = 2, § = —2.

frontiére, I'existence d’ondes planes est possible, mais elles coexistent avec des
solutions plus complexes, dites structures cohérentes définies ci-aprés (voir la
sous-section 12.4.4). Dans la région a > —1/f, deux types de dynamiques sont
possibles (voir figure 12.2).
— (i) La turbulence initiée par les défauts : dans ce cas, la dynamique est
telle que le module d’amplitude est nul (i.e |[A] = 0) le long de 'axe
Oz, en des points nommés défauts; la phase de la perturbation est donc
arbitraire en ces points. Ainsi, en traversant ces points, la phase peut
varier par un multiple de 27/L ou L est la taille latérale du systéme (voir
le portrait spatio-temporel de cette instabilité et la configuration de |A]
dans le régime permanent, figure 12.3).
(ii) La turbulence de phase. Dans ce cas, le module |A| de 'amplitude ne
s’approche pas de la valeur zéro et la phase totale est conservée; ce type
de dynamique a lieu prés de la frontiére de Benjamin-Feir de I'instabilité
du méme nom (voir figure 12.2). Dans ce voisinage, la variable la plus
pertinente est la phase de la structure, tandis que son amplitude lui est
asservie (voir le portrait spatio-temporel, de cette instabilité et la config-
uration du module |A| de 'amplitude dans le régime permanent, figure
12.4) ; on peut alors montrer que la dynamique de la phase 0 est décrite
par une équation célébre, celle de Kuramoto-Sivashinsky (voir probléme
12.5.1)%.

91.’équation de Kuramoto-Sivashinsky est de la forme suivante : 6;+V40+V20+|V6|? /2 =
0, ot V* est opérateur bi-harmonique, V? est 'opérateur laplacien et V est 'opérateur gra-
dient. L’équation unidimensionnelle de Kuramoto-Sivashinsky fut introduite par le physicien
japonais Yoshiki Kuramoto de 'université de Kyoto lors de I’étude de la turbulence de phase
dans un systéme de réaction-diffusion (réaction dite de Belousov-Zhabotinsky, voir référence
[42] ; le physicien israélien Gregory Sivashinsky la dériva indépendamment dans le contexte
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Figure 12.4  Portrait spatio-temporel (a4 gauche), et module de A (droite) dans le
cas de la turbulence de phase. « =2, f = —1.

12.4.3 Intermittence spatio-temporelle

Dans le régime d’onde plane stable, associé & la région située en decga de la
frontiére de Benjamin-Feir dans le diagramme de phase (figure 12.2), la plupart
des conditions initiales font évoluer le systéme vers des solutions de type onde
plane. Cependant, lorsque les conditions initiales sont localisées et de grande
amplitude, le systéme évolue vers un autre type de solution appelé intermit-
tence spatio-temporelle (voir figure 12.5). A I"image des conditions initiales, ces
structures d’intermittence spatio-temporelle sont caractérisées par des modes
localisés (vastes régions sombres du portait spatio-temporel de la figure 12.5),
comme des trous assez profonds, et elles évoluent de maniére complexe tout en
délimitant des régions de différentes amplitudes. Les modes localisés visualisés
par les zones sombres en forme de parapluie semi-ouvert (figure 12.5) « inter-
rompent » le mouvement raffiné et complexe (a couleur plus claire sur la figure
12.5), d’oul le terme « intermittent » attribué au type de solution.

12.4.4 Les trous de Bekki-Nozaki

En sus des ondes planes associées a la région stable de Benjamin-Feir, des
variétés alternatives de solutions sont possibles. Les plus connues sont les so-
lutions appelées trou de Bekki-Nozaki (voir référence [7]). Ces solutions corre-
spondent & des « trous » profonds de la valeur de ’amplitude (voir figure 12.6).
1l s’agit de solutions qui appartiennent & une plus grande famille de solutions
dites structures cohérentes. Ces solutions consistent en des profils fixes dans
I’espace qui peuvent varier par propagation ou oscillation ; d’autres structures

des instabilités thermo-diffusives (voir référence [74]). L’équation de Kuramoto-Sivashinsky
est notamment utilisée pour I’étude des connections entre les échelles microscopique et macro-
scopique opérant dans de nombreux phénomeénes physiques.
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Figure 12.5  Portrait spatiotemporel (4 gauche), et module de A en fonction de x
(droite) dans le cas d’une intermittence spatio-temporelle. a =0, § = —3.

cohérentes incluent les puits, sources et fronts (pour une revue détaillée, voir
la référence [79]).

12.5 Problémes

12.5.1 Probléme : équation de Kuramoto-Sivashinsky au
voisinage de l’instabilité de Benjamin-Feir

Montrer qu’au voisinage de 'instabilité de Benjamin-Feir, la phase obéit a I’équa-
tion de Kuramoto-Sivashinsky. Solution : la condition de Benjamin-Feir est donnée
par le critére 12.27. Au voisinage de l'instabilité, la quantité 1 + o8 est proche de
zéro. Introduisons un petit paramétre € tel que :

»

€ =14ap, donc = 1 +<. (12.30)
a o«

Pour simplifier 'analyse, limitons-nous au cas ol le nombre d’onde est nul (i.e. ¢ =
0)'°. Rappelons que d’aprés la condition associée au développement des instabilités
(équation 12.28) et lorsque la condition de Benjamin-Feir est satisfaite, alors toute la
bande de vecteurs d’ondes ¢ correspondant a ’existence d’ondes planes est instable, y
compris le mode correspondant & un nombre d’onde nul (¢ = 0). Par ailleurs, comme
la bande des vecteurs d’ondes @ correspondant aux modes instables (voir équation
12.25) est d’ordre AQ ~ /1 + afB ~ €, nous en déduisons que le taux de croissance'
de I'instabilité est de I'ordre o ~ €' (a partir de I'équation 12.25). Introduisons alors

0Dans les autres cas (i.e. ¢ # 0), I'analyse peut étre faite mais 1’équation résultante est
un peu plus sophistiquée (voir références [33, 43]).

' Notons que puisque la bande des modes instables est limitée par Q = 0, nous pouvons
écrire avec une bonne approximation que @ =~ e.
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Figure 12.6  Portrait spatio-temporel (4 gauche), et module de A (a droite). Dans
ce cas amplitude reste assez constante, mais manifeste des trous profonds, trous
appelés de Bekki-Nozaki. Ici a =0, 8 =1, 5.

les deux variables lentes X et T telles que :
X=ex, T=¢". (12.31)

Par ailleurs, nous savons que la phase de 'onde est donnée par 6y = qr + wt et que
w=—8—(a— B)¢* (voir paragraphe 12.3.1). Pour ¢ = 0, nous avons w = —(, et la
phase vaut 6y = —ft.

Rappelons que notre objectif est ici de décrire la modulation spatio-temporelle
de la structure; ainsi, le vecteur d’onde acquiert un caractére local. Notons la phase
totale par @ et posons le développement suivant :

0= —pBt+ EY(X,T) , (12.32)

ol la phase lente ¥ ne dépend que de X et T. Ce choix est motivé par le fait que le
vecteur d’onde local est donné par Q(X,T) = 00/0z = ¢ '90/0X = €0 /0X ~ O(e).
Ainsi, le vecteur d’onde de la structure modulée est d’ordre €, en accord avec le fait
que le nombre d’onde est tel que Q) >~ € au sein de la bande instable. De méme que la
phase, 'amplitude devient maintenant une enveloppe qui varie sur les échelles de la
modulation en X et en 7. Posons donc

R=R(X,T). (12.33)

En termes des nouvelles variables 6 et R, et sans approximation a ce stade, le systéme
12.20 prend la forme suivante :

¢'Rr = R+ € [Rxx — Ry — ae’(Ryxx + 2¥x Rx)] — R®
1 2

(= + )R+ SRpr
« «

= € [€(RyYxx +2¢¥xRx) + a(Rxx — € RY%)]

+(+ §)R3 (12.34)
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L’idée consiste maintenant a rechercher une solution en puissance du petit paramétre
€. Etant donné que la puissance de € est paire dans le systéme d’équations 12.34,
essayons une solution en série de puissance sous la forme suivante :

R = Ro+€Ry+ e Ri+eRo+ ... (12.35)
R P00 4 €2 + e*ehy + €96 + ... (12.36)

Reportons cette solution dans le systéme 12.34 et identifions les ordres en e.

A Vordre €°, les deux équations du systéme 12.34 indiquent que : Ro(1— R(z)) =0,
soit Rp = 0 et Rp = 1. C’est le second choix qui nous intéresse.

A Pordre €, nous obtenons la condition Ra(1 — 3R) = 0, ce qui entraine que
Ry =0.

A Dordre €*, nous obtenons de la premiére équation du systéme 12.34, Péquation
suivante : 1

Re = —%woxxxx - 51/132( - %1/’2XX . (12.37)

Reportons dans la seconde équation de ce méme systéme pour trouver sans détour,
puisque le terme en s s’élimine automatiquement :

Yor = —hoxx — %(1 + oM hoxxxx — (a+a HYix . (12.38)

Cette équation est connue sous le nom d’équation de Kuramoto-Sivashinsky. Elle
a été dérivée dans de nombreux contextes hors équilibre (voir référence [54], pour
une revue). Cette équation est connue pour engendrer du chaos spatio-temporel;
cet état est parfois nommé chaos de phase, dénomination qui puise son origine de
I’équation d’amplitude complexe traitée dans ce chapitre, puisque c’est la phase qui
est la variable appropriée dans ce régime.



Chapitre 13

Structures bidimensionnelles

Nous nous sommes limités jusqu’a présent, aux structures unidimension-
nelles et nous avons vu que ’ordre peut exister sous forme de bandes. La dy-
namique au voisinage du seuil d’instabilité est décrite par une équation d’am-
plitude universelle présentée dans le chapitre consacré a I’émergence d’un ordre
spatial unidimensionnel dans les systémes hors équilibre (voir chapitre 9). Dans
ce dernier chapitre, nous allons maintenant aborder les structures spatiales' a
deux dimensions & travers ’étude de leur dynamique et 1’émergence de 1’or-
dre spatial bidimensionnel. Nous nous limiterons ici uniquement au cas des
instabilités associées a des bifurcations stationnaires, c’est-a-dire que 1’état du
systéme transite d’un état stationnaire vers un autre état stationnaire. Nous
n’aborderons donc pas le cas de la bifurcation de Hopf correspondant & des tran-
sitions de solutions stationnaires vers des solutions oscillantes décrites dans les
chapitres 5, 6 et 12.

13.1 Ordre a deux dimensions

L’étude de la stabilité linéaire d’'une solution homogéne et stationnaire con-
stitue une étape importante dans I’étude des phénomeénes non linéaires comme
nous l’avons montré tout au long de cet ouvrage. Dans le cas d’un systéme a
une dimension, nous avons notamment établi que la forme de la perturbation
au voisinage d’une solution homogéne et stationnaire est une onde plane de
type : e ou g désigne le vecteur d’onde et w le taux de croissance (voir
équation 12.17); lorsque la partie réelle du taux d’instabilité est positive (i.e.
R(w) > 0), nous sommes confrontés a une instabilité qui ne s’amortit pas au
cours du temps (w est alors un taux de croissance) : le systéme est ainsi instable
(voir chapitre 9). L’étude de la stabilité linéaire d’un systéme permet d’obtenir

INotons ici que nous pouvons rencontrer dans la littérature scientifique le terme anglo-
saxon patterns, signifiant motifs ou « patrons », pour désigner les structures spatiales associées
aux systémes non linéaires.
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un résultat important : la relation de dispersion qui relie le taux d’instabilité w
au vecteur d’onde ¢ de la perturbation ; nous disposons donc d’une relation de
type w(q).

Dans le cas bidimensionnel, le vecteur d’onde posséde deux composantes
¢z et g, dans les directions z et y du plan. Si le plan (O, z,y) ne présente
aucune direction privilégiée, nous pouvons nous attendre a ce que la relation
de dispersion ne dépende pas de ¢, et de ¢, indépendamment 1'un de 'autre,
mais uniquement du module du nombre d’onde |q| du vecteur d’onde §. A
titre d’exemple, prenons comme équation modéle non linéaire la version & deux
dimensions (i.e. 2D), de surcroit isotrope (i.e. pas de direction privilégiée dans
Pespace) de l'équation d’amplitude de Swift-Hohenberg (équation 10.2) dans
laquelle nous remplacons la dérivée seconde par rapport a x par le laplacien V2
a deux dimensions (i.e. V2 = 0,5 + Oyy), pour obtenir 'équation d’amplitude
bidimensionnelle de Swift-Hohenberg :

o¢

ot
La solution ¢ = 0 est une solution triviale de I’équation bidimensionnelle de
Swift-Hohenberg (équation 13.1). Afin d’étudier la stabilité linéaire de cette
solution, nous lui superposons une petite perturbation ¢; et cherchons une
solution sous la forme :

= e~ (1+ V%)) + ad® — ¢ (13.1)

b1 = pe@tTi=rtiay = ewttidr (13.2)

ol v est un petit parameétre et 7 = (x, y) est le vecteur position. Reportons cette
solution dans I’équation précédente 13.1 pour obtenir la relation de dispersion
suivante :

w=¢e—(¢> —1)?, (13.3)

ol nous avons posé g = |q] et négligé les termes non linéaires en v.

a la condition critique, lorsque € = 0, le mode d’instabilité associé au vecteur
d’onde critique (i.e. ¢ = ¢. = 1) est neutre : son taux de croissance w est nul;
les autres modes associés aux autres vecteurs d’onde (i.e. ¢ # ¢.) sont stables :
leur taux de croissance w est négatif. La condition critique est donc caractérisée
par le seul couple (e, q.) = (0,1). Lorsque € > 0, il existe dans le plan d’onde
(¢z, qy) un anneau de modes instables d’épaisseur notée |g; —g—|. Si € est suff-
isamment petit, nous pouvons écrire gy —q_| = Aq ~ \/€/2 (voir figure 13.2) :
nous sommes donc en présence d’une amplification exponentielle de I'instabil-
ité et nous ne pouvons plus faire abstraction des termes non linéaires. Afin
de déterminer I’équation d’amplitude & deux dimensions, nous vous invitons &
suivre la méme démarche qu’au chapitre dédié a la naissance d’un ordre spa-
tial unidimensionnel (voir chapitre 9); nous donnerons ci-aprés le résultat et
pour les détails du calcul, nous renvoyons le lecteur au probléme traité dans
ce chapitre de I'équation d’amplitude bidimensionnelle pour deux symétries
différentes (voir section 13.6.1).
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13.1.1 Les différents types d’ordre spatial
a deux dimensions

a la différence du probléme unidimensionnel pour lequel un seul type d’ordre
intervient, soit une solution périodique dans la direction Oz, il existe dans les
problémes bidimensionnels différents types d’ordre spatial. Les types d’ordre
les plus usuels sont : (i) les bandes (ce qui équivaut a des rouleaux dans le cas
de la convection de Rayleigh-Bénard) ; (ii) 'ordre a symétrie carrée (ot réseau
carré) ; (iii) l'ordre a symétrie hexagonale. Nous nous proposons d’énumérer
ci-apres les différents types d’ordres & partir de considérations générales.

L’existence d’un ordre signifie qu’il y a une invariance du motif en se dé-
placant par translation d’une certaine distance. La distance minimale requise
pour retrouver le méme motif n’est autre que la longueur d’onde du motif. Cette
condition d’invariance par translation du motif restreint, en fait, le nombre de
solutions ordonnées possibles. Plus précisément, il n’existe que cinq types de
réseaux distincts. Ces réseaux différent les uns des autres par leurs symétries.
Passons a présent a la démonstration de ce résultat et désignons par A la plus
petite période possible du réseau. Prenons deux points A et B situés aux nceuds
du réseau et distants d’une longueur A (voir figure 13.1). Effectuons maintenant
une rotation d’un angle aw = 27 /n, avec n entier, de maniére a ramener le point
Aen A" et B en B’ (voir figure 13.1). Si le réseau a une symétrie d’ordre
n, c’est-a-dire s’il jouit de I'invariance par rotation d’un angle a et ses mul-
tiples entiers, les nouveaux points ainsi obtenus, A’ et B’, doivent appartenir
aux noeuds du réseau. Cette condition n’est satisfaite que si ces deux points
sont distants de p\ ou p est un entier. La distance entre A’ et B’, soit p), est
également donnée par la relation géométrique suivante :

pA = A+ 2Asin(a — 1/2) = A — 2X cos(a) . (13.4)

Ce résultat, facilement déduit de la figure 13.1, impose la relation suivante :
cosa = (1—p)/2; et puisque la valeur absolue de la fonction cosinus est toujours
inférieure ou égale a l'unité (i.e. |cos(a)] < 1), le nombre entier p ne peut
prendre que les valeurs suivantes : 3, 2, 1 ou 0. Ces valeurs correspondent a
des rotations d’angle o = 27 /n, ou n = 2,3,4, et 6. Ces centres de rotations
d’ordre n, dits encore axes d’ordre n, sont les seules rotations compatibles
avec l'invariance par translation. Une des conséquences pratiques de ce résultat
mathématique consiste & noter 'impossibilité de paver contintiment un sol plat
a l'aide d’un carrelage dont la piéce élémentaire posséde 5 ou 7 cotés.

En revanche, le pavage continu d’un plan avec des piéces élémentaires dis-
posant de 6, 4, 3 ou 2 cOtés est tout a fait envisageable; un axe d’ordre 6
correspond & une piéce élémentaire & 6 cotés soit a une symétrie hexagonale,
Pordre 4 & une symétrie carrée, 'ordre 3 & une symétrie triangulaire, ’ordre 2
4 une symeétrie rectangulaire, et finalement 1’ordre 1 & une symeétrie oblique :
c’est la moins symétrique des structures ordonnées. Ces symeétries définissent
5 types différents de réseaux (voir figure 13.4). La figure 13.4 représente des
exemples de motifs périodiques. Les réseaux ordonnés sont souvent nommés
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Figure 13.1 Les points A et B sont aux nceuds du réseau. Les points A’ et B’ sont
obtenus par rotation par un angle « et appartiennent également aux nceuds du réseau,
en vertu du fait que le systéme est supposé étre invariant vis-a-vis d'une rotation d’un
angle a = 27/n.

q
1; Bandes
a4
9 Carrés
Hexagones

Figure 13.2 — Tous les modes dont le vecteur d’onde se trouve dans I’anneau (a gauche)
en traits épais sont linéairement instables. On peut représenter toute solution comme
combinaison linéaire de modes ayant des vecteurs d’ondes dans la bande instable (a
lintérieur de I’anneau). La ligne brisée correspond au cercle critique de rayon g.. A
droite, on présente trois combinaisons possibles de vecteurs d’ondes donnant lieu a
des structures ordonnées. Il s’agit de la structure en bandes (en réalité cette structure
correspond & une solution unidimensionnelle, mais on peut étudier sa stabilité vis-a-vis
des perturbations dans le plan ; voir plus loin), et les structures carrée et hexagonale.
D’autres structures ordonnées sont possibles (voir texte).
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Les réseaux de Bravais a deux dimensions

oblique
b a=b,p=90°
a
rectangulaire
a=b,p=90°
D @

carré rectangulaire centré hexagonal
a=b,p=90° a=b,p=90° a=b,p=120°

a'=b',p'#90°,120°

Figure 13.3  On présente les cing types de réseaux possibles a deux dimensions.

réseaux de Bravais?. Dans cet ouvrage, nous n’allons pas traiter de toutes les
symétries, mais nous allons plutdt nous focaliser sur les deux structures bidi-
mensionnelles® les plus courantes : les réseaux hexagonaux, structures les plus
abondantes dans la nature, et les réseaux carrés.

Au préalable, et dans la section suivante, nous nous proposons de fournir
une explication simple & la surabondance des structures hexagonales dans la
nature.

13.2 Raison de ’abondance des structures
hexagonales dans la nature

Les motifs hexagonaux, également qualifiés de nids d’abeilles, sont abon-
damment observés dans notre environnement naturel. Pour ne citer que quelques
exemples, les motifs hexagonaux structurent (i) les figures de sédimentation
(voir figure 13.5) (ii) la surface de différents sols exposés aux pluies et aprés

2Du nom du physicien frangais Auguste Bravais (1811-1863), connu notamment pour ses
travaux en cristallographie.

3Notons bien que les structures en bandes, trés courantes également, font partie des struc-
tures unidimensionnelles!
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\\\\\\
\\\\\\

Figure 13.4 — On présente des exemples de motifs périodiques : carré, rectangulaire,
rectangulaire centré, hexagonal et oblique.
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évaporation (il s’agit de fractures liées & des contraintes thermiques), (iii) la
surface d’un liquide chauffée par la base (voir figure 1.5), etc. L’abondance
de ce motif n’est pas due au hasard, mais elle résulte de conséquences issues
d’un mécanisme non linéaire naturel que nous pouvons appréhender & partir
de considérations générales?.

13.2.1 émergence des structures hexagonales :
non-linéarité quadratique et phénoméne
de résonance

Comme nous 'avons déja vu a différentes reprises au cours de cet ouvrage,
les modes propres du régime linéaire sont les modes de Fourier issus d’une
décomposition en série de Fourier contenant toutes les harmoniques.

Si ces modes ne se couplent pas dans le régime linéaire, il n’en va pas
de méme en présence de non-linéarités. Supposons qu’un mode de Fourier
se développe & la naissance d’une instabilité. écrivons-le alors sous la forme
A1€'0" Une fois I'instabilité amorcée, les termes non linéaires ne peuvent plus
étre ignorés et la premiére non-linéarité naturelle est quadratique ; le mode ini-
tial® Aje@-" finit par se coupler & d’autres modes. Pour un ordre carré, par
exemple, la solution de base dans le régime linéaire s’écrit A e'T " + Aye'® ™
avec ¢» orthogonal & ¢ (les deux vecteurs d’onde ont la méme norme). Pour
un ordre hexagonal, la solution est de la forme A;e'® " + Aye'® " 4 Agei@s-™
avec 1 + @2 + g3 = 0, etc.

De maniére générale tout mode tel que A, e’ " (avec n entier et || = q.)
est une solution possible. La formation d’un ordre consiste en une combinaison
particuliére de ces modes de base (comme indiqué plus haut pour le cas carré et
hexagonal). Dans le régime initial quasi linéaire et en toute généralité, la solu-
tion est une superposition de modes de base (par exemple, deux modes pour les
carrés, trois pour le les hexagones), et de leurs harmoniques supérieures ayant
des vecteurs d’ondes de norme 2q., 3¢..... Au voisinage du seuil de I'instabilité,
seul le mode principal de vecteur ayant comme norme g¢. est instable, tandis
que les modes d’ordres supérieurs sont stables.

Les modes qui se couplent au mode initial A;e?@1 " sont ceux dont le vecteur
d’onde est quasi égal & celui du mode initial q; : la proximité des modes as-
sure un couplage dominant : c’est la résonance. Etant donné que la premiére
non-linéarité envisageable dans un systéme non-linéaire est quadratique, les
différents modes de Fourier interviennent en produit deux a deux (chaque pro-
duit de mode correspond & ’addition des deux vecteurs d’ondes ; par exemple,
le couplage entre les modes numérotés « 2 » et « 3 » donne le mode suivant :
A€’ BT Age'® T = Ay Age?(@2193) 7 notons que le produit de deux modes com-
plexes conjugués peut également apparaitre dans un développement non linéaire

4L’argument qui suit ne repose donc pas sur un principe ou un dogme, comme celui d’une
compacité maximale, mais il s’appuie sur la dynamique d’un mécanisme non linéaire naturel.

5Au seuil de Iinstabilité, le module du nombre d’onde ¢ (i.e. |§1|) se trouve sur un cercle
de rayon g, voir figure 13.2.
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Figure 13.5 Motifs hexagonaux rencontrés dans la nature. En haut : des colonnes
de basalte (Giant’s Causeway ©forcdan #28975739 Fotolia). En bas : Sol d’argile
craquelé (Deadvlei-Namibie (©Sahara Nature #3863433-Fotolia)




13. Structures bidimensionnelles 317

et investiguons toutes les combinaisons quadratiques constituées en présence de
3 modes arbitraires (la prise en compte de 3 modes généraux arbitraires inclue
en particulier les 5 types d’ordre possibles & deux dimensions), soit :

(i) A3, (ii) A3, A3, (iii) A1As, (iv) A1 As, (v) A2As,

(vi) A% Ay, (vii) A% As, (vidi) AbAs (13.5)
ainsi que leurs complexes conjugués

(i) A*2, (i) A*2, (iii) A2, (iv) A" A3, (0) A" A3,

(Ui) A*2A§7 (’UZZ) AlA*27 (’UZ’LZ) A1A§7 AQA*?, (136)

Concentrons-nous maintenant sur ces combinaisons quadratiques (équation 13.5) ;
elles sont associées aux vecteurs d’ondes suivants :

(i) 241, (i1) 242, (iii) 243, (iv) @1 + g2, (v) G1 + g3,
(vi) G2 + G, (vit)—q1 + @3, (vidi) —G2 + G5 - (13.7)

La condition de résonance impose & chacune des combinaisons d’étre égale
a ¢1. La premiére n’est a ’évidence pas possible, la seconde et la troisiéme
impliquent que ¢} soit colinéaire & ¢ et g3, ce qui correspond, d’une part, & un
ordre unidimensionnel, et d’autre part cette condition implique que le module
q1 soit égal au double de g2 ou de g3. Or au voisinage de la bifurcation, les
trois vecteurs d’ondes ont un module ~ g., et I’'un ne peut étre le double de
Pautre. Pour les mémes raisons que pour les combinaisons (7),(i7), et (#ii), les
combinaisons (iv), (v), (vii) sont également & écarter. Il ne reste plus que (vi)
et (viit) qui imposent Q2 + 4z — q1 = 0 et ¢1 + G2 — g3 = 0. Ces relations sont
représentées géométriquement, sur la figure 13.6. Méme si ces deux combinaisons
s’apparentent & une structure triangulaire, une rotation par un angle d’ordre
n=1,2,3,4,6 (les seuls angles autorisés pour un ordre bidimensionnel) ne fait
coincider en aucun cas la base des vecteurs générée par rotation avec la base
initiale (voir figure 13.6).

Examinons maintenant les combinaisons 13.6 qui conduisent aux combi-
naisons suivantes pour les vecteurs d’ondes

(1) —2q1, (7)) —2q2, (ii1) — 23, (iv) — (q1 + @), (v) — (¢1 + G3)

(vi) — (@2 + G3), (vii)g1 — G5, (viii) G — G5 (13.8)
En imposant & chacune des expressions d’étre égale & 1 nous pouvons écarter
toutes les combinaisons (pour les mémes raisons que celles rencontrées plus

haut) a I’exception de (iv) dont la condition de résonance implique la relation
suivante — (g2 + ¢3) = {1, ou encore

G+@e+ai=0. (13.9)

Comme au seuil d’instabilité et dans son voisinage, les trois vecteurs d’ondes
ont le méme module, ces vecteurs font un angle de 27/3 entre eux; ils con-
stituent ainsi une base hexagonale (voir figure 13.2). Autrement dit, la seule
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Figure 13.6  On présente les vecteurs d’ondes (rapportés a la méme origine) qui
satisfont ¢> + @3 —¢1 = 0 et ¢1 + @ — @3 = 0 (les deux schémas de gauche). Aucune
rotation par un angle d’ordre n = 2,3,4,6 ne peut faire coincider la base avec elle-
méme. Ces combinaisons ne sont donc pas permises. Le troisiéme schéma illustre
l'ordre carré. Une non-linéarité quadratique conduit a additionner les deux vecteurs
d’ondes. Leur somme ne peut coincider avec 'un des deux vecteurs de base (ou leurs
opposés, ce qui correspond au complexe conjugué en termes de I'amplitude A). A
droite on représente la configuration permise ot la somme de deux vecteurs est égale
a lopposé du troisieme. Ceci veut dire que 'amplitude d’'un mode (disons A1) se
couple au complexe conjugué du produit des deux autres.

non-linéarité qui se couple a 'ordre dominant a la dynamique de A; est
ASAS . (13.10)

On peut égalemnt vérifier géométriquement que seul 'ordre hexagonal peut sat-
isfaire une résonance a I’ordre quadratique. Par exemple, en choisissant un axe
d’ordre carré (symeétrie carrée), aucune combinaison de deux vecteurs d’ondes
ne conduit a la résonance a 'ordre quadratique (voir figure 13.6).

13.2.2 Inhibition des structures hexagonales : cas
de la convection de Rayleigh-Bénard

A cette régle générale de la prédominance des structures hexagonales dans la
nature, il existe des exceptions. En effet, en raison de symétries particuliéres du
systéme, il est possible que les termes de non-linéarité quadratique ne soient pas
autorisés ; et par conséquent le raisonnement fondé sur I’hypothése de la domi-
nance de la non-linéarité quadratique (voir section 13.2.1) menant a I'émergence
de structures hexagonales ne peut pas étre suivi. Un exemple célébre de cette
catégorie de systémes est la convection de Rayleigh-Bénard, que nous avons
étudiée dans le chapitre consacré & I'émergence de l'ordre spatial unidimen-
sionel (voir chapitre 9). Cette affirmation n’est a priori pas évidente, étant
donné que les équations de la thermo-convection contiennent des non-linéarités
quadratiques, tel le terme en ©.V¥ (voir équation 9.55). Mais une symétrie
cachée dans les équations interdit en fait I’apparition des hexagones. Pour le
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prouver, ré-écrivons les équations de la thermo-convection sous la forme suiv-
ante :

T .
%t +O.VT = kV2T

et 05 - L - o
p[a +0.Vv] =vV0 — Vp+pg, V.0=0

ou v = n/p est la viscosité cinématique, 7 est la viscosité dynamique, et p est la
densité. La majorité des fluides sont dits « fluides de Boussinesq », du nom du
mathématicien et physicien frangais, Joseph Valentin Boussinesq (1842-1929).
Dans cette approximation, il est admis que la densité du fluide ne varie que suite
4 un changement de température, et non, par exemple, du fait d’une variation
de pression (le fluide est incompressible). Ainsi, la variation de la densité n’est
prise en compte que dans le terme de gravité et elle est supposée constante
dans les autres termes. Ainsi, prenons partout p = pg, sauf devant le terme en
g ol nous posons p = po(l — a(T —T |)), out « est le coefficient d’expansion
thermique (voir chapitre 9), et T' | est la température de la plaque inférieure.
Posons § = T — Ty(z), ou Tp(z) est la température de 1’état conductif pur, et
ré-écrivons les équations ci-dessus sous la forme :

et 05 - L ) .
po[a + 0.V = vVG — Vp + pogz0, V.i=0,

ot nous rappelons le lien entre les viscosités cinématique et dynamique : v = n/p
et Z est le vecteur unitaire dirigé le long de I’axe vertical Oz. Rappelons que la
cellule de Rayleigh-Bénard est comprise entre z = 0 (plaque inférieure) et z = d
(plaque supérieure). Notons que 6 (tel qu’il a été défini ci-dessus) satisfait a
la condition aux limites 0(z,y,z = 0,t) = 0(x,y,z = d,t) = 0, et étant donné
que les deux surfaces sont identiques, les conditions aux limites sur la vitesse
sont équivalentes sur les deux plaques. Chaque quantité (température, vitesse et
pression) entrant en jeu dans les équations ci-dessus est, en général, une fonction
du temps ¢ et des trois variables d’espace (z,y, z). Il est facile de voir que le
systéme d’équations de la thermo-convection ci-dessus (adjoint aux conditions
aux limites) est invariant vis-a-vis de l’opération de symétrie suivante :

[Uw7vy702797p](t7x7y7z) - [/Uanvyy _UZ797P](t7557y7d - Z) ’ (1311)

ou v, est la composante du vecteur vitesse v sur I'axe Oz, etc. Or, une telle
symétrie n’est rien d’autre que la symétrie qui consiste & interchanger le haut
avec le bas (symeétrie « haut-bas »). Ainsi, dans approximation de Boussinesq,
les équations de la thermo-convection jouissent de cette symétrie, ce qui inhibe
la naissance des hexagones. En effet, ceux-ci sont exprimés sous forme d’une
non-linéarité quadratique dans ’équation d’amplitude (voir section suivante),
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ce qui brise la symétrie haut-bas; car en changeant dans I’équation d’amplitude
A par —A, I’équation est modifiée (i.e. elle n’est pas invariante sous cette opéra-
tion d’inversion). Dans les cas ot I’approximation de Boussinesq cesse d’étre
valable, les structures hexagonales redeviennent possibles.

13.3 Forme générale de I’équation d’amplitude
4 deux dimensions spatiales

13.3.1 Symeétrie hexagonale

Dans cette section, nous dérivons I’équation d’amplitude & partir de consid-
érations de symétrie ; la dérivation directe de cette équation a partir de I’équa-
tion modéle de Swift-Hohenberg & deux dimensions (équation 13.1) est proposée
en tant que probléme résolu dans une section ultérieure (section 13.6.1).

Commencons par considérer la symétrie hexagonale. Il est d'usage d’intro-
duire trois vecteurs unitaires de base, soit @, da, et ds formant un angle 27/3
deux a deux. Notons ¢, le module du vecteur d’onde critique et ¢1, G2, et ¢s,
les trois vecteurs d’ondes orientés le long des vecteurs de base d1, dso, et ds tels
que |gi| = g. (voir figure 13.2); les trois vecteurs d’ondes vérifient la relation
suivante (voir 13.9) :

@i +q@+q=0. (13.12)

Soit A; (¢ = 1,2,3) Pamplitude de la perturbation associée a la direction 1,
le champ physique ¢ (position du front instantané, concentration, vitesse...)
décrivant le systéme étudié s’écrit comme :

3
G(r) =Y Ape'dn T4 AnemianT (13.13)

n=1

ce qui décrit bien une structure hexagonale, & condition de fixer une méme
valeur d’amplitude dans les trois directions (i.e. A} = Ay = Az = A); le
champ ¢ peut alors étre écrit sous la forme suivante :

@(r) = 2A[cos(q.T) + cos %(x —y) + cos %(x +v)] - (13.14)

Mais par la suite, et pour conserver une portée générale a notre propos, nous
nous placerons dans le cas général ou les valeurs des amplitudes A; sont dif-
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férentes®. A 1'ordre cubique’, ’équation d’amplitude a la forme suivante :
Ay = €Ay — [|AL)? + v(|Az)? + |A3|?)] AL + v AL A3 (13.15)
Ay = €Ay — [| A2 + v(|A3|* 4 |A1?)] Ay + yAL A (13.16)
As €Az — [|A3‘2 + I/(‘A1|2 + |A2|2)]A3 + ’YATAS (13.17)

ou € est un petit paramétre, v un paramétre que nous prenons arbitrairement,
positif® et v un paramétre qui peut étre positif ou négatif. On verra par la suite
(section 13.4.3) que les structures carrées n’existent que si v +1 > 0. Comme
notre but sera de comparer les stabilités des structures en bandes, celles en
hexagones, et celles en carrée, nous allons adopter le choix ¥ + 1 > 0. Enfin le
signe négatif devant les termes cubiques est 14 pour garantir une saturation non
linéaire de l'instabilité & l’ordre cubique®. Lorsque le paramétre € est négatif,
la solution homogéne d’amplitude nulle (i.e. A = 0) est linéairement stable;
elle perd sa stabilité lorsque le paramétre e devient positif. L’invariance par
rotation d’un angle égal & 27/3 impose que les trois équations se déduisent les
unes des autres par permutation circulaire.

Dans le chapitre consacré a I'universalité au seuil de la naissance de 'ordre
(chapitre 10), nous avons obtenu la forme de ’équation d’amplitude unidimen-
sionnelle & partir de considérations sur les symétries du systéme (voir sous-
section 10.2.1). En annulant les deux amplitudes A; et Az (i.e. Ay = A3 =0),
I’équation d’amplitude de Ay (équation (13.15) devient identique & ’équation
d’amplitude & une dimension la plus générale (équation 10.24) obtenue dans
la sous-section 10.2.2. Notons au passage que le terme quadratique disparait a
une dimension. Sa présence découle donc bien de la bidimensionnalité du prob-
léme. L’invariance par translation (ou plus précisément l'invariance vis-a-vis du
choix de lorigine) exige que les équations demeurent identiques, en effectuant
Popération : r — r 4 rp, Ol ro est une constante arbitraire. Une telle opération
revient & opérer sur I’amplitude, le changement de variable suivant :

A, — A,eldnTo (13.18)

Cette condition d’invariance doit étre satisfaite pour tous les termes dans les
trois équations (équations 13.15, 13.16 et 13.17). Considérons, a titre d’exem-
ple, équation d’amplitude portant sur 'amplitude A; (équation 13.15). L’in-
variance de 1’équation par translation (condition 13.18) est explicite pour le
terme linéaire et les termes cubiques. En effet, chacun de ces termes est affecté

6Le probléme 13.6.1 montre que la dérivation de I’équation d’amplitude n’a aucun besoin
d’émettre d’hypothése sur 1’égalité des trois amplitudes. C’est pourquoi nous préférons tra-
vailler dans un cadre le plus général possible. Ceci nous permettra, par exemple, d’étudier la
stabilité de structures ordonnées en perturbant les amplitudes de maniére différente dans les
trois directions.

7Voir le probléme 13.6.1.

8Changer le signe de « revient & changer A en —A, et par conséquent, les résultats se
déduisent a I’identique.

9Rappelons ici que le signe du terme cubique n’est pas systématiquement négatif, voir le
probléme 3.9.2 dans le chapitre 3.2.
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d’un facteur e*?-7 suite & I'opération de translation. Ici, dans le cas bidimen-
sionnel, I’élément nouveau est la présence d’un terme quadratique alors qu’ils
étaient interdits dans le probléme & une dimension (voir paragraphe 10.2.1).
Sous 'opération de translation, ce terme quadratique se transforme comme :

A3 AL — A5 Ae (@HE)To = A% A% To (13.19)

ou nous avons argué de la relation 13.12 liant les trois vecteurs d’ondes. Autrement
dit, ce terme cubique se transforme comme un terme linéaire (ou cubique)
et par conséquent la symétrie du probléme l'autorise. Nous pouvons vérifier
qu’a 'ordre cubique en amplitude, seuls les termes intervenant dans I'équation
d’amplitude (équation 13.15) sont autorisés par des arguments de symétrie. Ce
raisonnement s’applique a ’évidence aux deux autres équations d’amplitude
(équations 13.16 et 13.17).

Il convient de préciser que le terme quadratique dans I’équation d’ampli-
tude brise la symétrie A,, — —A,,. Autrement dit, les hexagones induisent une
brisure de symétrie « haut-bas». Or, dans la pratique, nous pouvons rencontrer
des systémes pour lesquels le modéle de départ jouit de la symétrie par inver-
sion du champ; i.e. 'équation est invariante vis-a-vis de 'opération ¢ — —¢.
C’est le cas, par exemple, de I’équation bidimensionnelle de Swift-Hohenberg
(équation 13.1), lorsque le parameétre « est nul (i.e. &« = 0). Dans ce cas, méme
si les symétries de ’équation d’amplitude autorisent la présence d’un terme
quadratique, la symétrie de ’équation de départ écarte ce type de terme : le
coefficient du terme quadratique dans I’équation d’amplitude s’annule (voir
probléme 13.6.1). Notons finalement que si la bifurcation de 1’état homogéne
(¢ = 0) vers I’état modulé est stationnaire, les coefficients €, v et v sont réels
(voir paragraphe 10.2.2).

13.3.2 Symeétrie carrée

Pour la symétrie carrée, le champ physique ¢ prend la forme
2
G() =D Ape'T T 4 Anei0nT (13.20)
n=1

ou A; est 'amplitude dans la direction i avec i = 1,2, les deux directions de la
structure carrée ; notons que les deux vecteurs d’ondes ¢}, ¢>, perpendiculaires
entre eux, sont de méme norme et égale a ¢. (voir figure 13.2).

Les équations d’amplitude de la structure carrée sont obtenues & partir des
équations générales (équations 13.15-13.17) en posant formellement A = 0 (ce
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qui entraine v = 0)'°. Nous obtenons :

Ay = €Al —[|AL]? +v]As M)A, (13.21)
Ay = €Ay —[|As)? +v|ALHA, . (13.22)

Comme dans le paragraphe précédent, les régles d’invariance par symétrie, soit
Pinvariance par rotation d’un angle de 27 /4 (donc 7/2) et linvariance par
translation, fixent la forme des équations. Nous pouvons vérifier qu’en fixant
I’'une des deux amplitudes & zéro, nous retrouvons 1’équation unidimensionnelle,
dite I’équation des bandes, ou parfois I’équation des rouleaux, en référence aux
rouleaux de Bénard (voir partie 9.11.2 consacrée a la convection de Rayleigh-
Bénard).

13.4 Stabilité des structures en bandes, carrées
et hexagonales

Avant de traiter la stabilité de chacune des solutions, nous avons besoin
de préciser quelques propriétés qui seront utiles par la suite. Tout d’abord
notons que les équations générales (équations 13.15, 13.16 et 13.17) contiennent
les carrés (voir section 13.3.2) et les bandes (comme on va le voir dans ce
paragraphe) comme cas particulier. Commencons par le cas le plus simple,
celui des motifs sous forme de bandes. Dans ce cas, les systémes d’équations
d’amplitude associés (équations 13.15, 13.16 et 13.17, en posant As = Az = 0,
ou les équations 13.21 et 13.22, en posant As = 0) se réduisent & une équation
unidimensionnelle de type :

Ay = €A — A2 A4, (13.23)

ou A; est la seule amplitude non nulle. Nous pouvons facilement vérifier que la
phase de Pamplitude complexe Ay, en posant A;(t) = R (t)e’?® | est constante
(i.e. 6 = 0), et, compte tenu de 'invariance par translation, cette phase est
arbitraire, et peut donc étre prise égale a zéro : 'amplitude A; est donc réelle.
L’équation d’amplitude associée & Ay posséde deux points fixes : A; = 0 et
A1 £ /e, avec € > 0. Le champ associé a cette solution en bandes est donné
par :

b= Ay (t)e" " + c.c. (13.24)

ou c.c. vaut pour complexe conjugué. A la différence du cas purement unidimen-
sionnel (bande unidimensionnelle dans un espace & une dimension), I’espace est

107] convient de préciser que les coefficients de ’équation d’amplitude des structures carrées
ne se déduisent pas de celles des structures hexagonales (par exemple en posant A3 = 0).
TLa détermination des coefficients doit se faire cas par cas. Nous recommandons de suivre la
méme démarche que celle présentée dans la partie 13.5 pour les hexagones, et de ’adopter
au cas d’une symétrie carrée. Nous allons ici garder cependant les mémes notations pour les
coefficients afin d’éviter de multiplier les notations.
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Figure 13.7 Diagramme de bifurcation des structures hexagonales et des structures
en bandes et leur stabilité. Sur ’axe vertical on porte 'amplitude de la solution
hexagonale et on la note H. L’axe B se référe a Pamplitude des bandes. Les branches
des hexagones, bandes et branches mixtes sont désignées par les symboles « H», « B »
et « M ». Les hexagones « H » sont stables dans la bande e. < € < eq, et instables
pour € > ep. Les bandes « B » sont instables dans l'intervalle ¢ < ep et stables au-
dela. La branche mixte « M » est toujours instable. Elle croise la branche « H » au
point de l'instabilité de la branche « H ».
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ici bidimensionnel et, par conséquent, les bandes sont susceptibles d’étre pertur-
bées dans les deux directions d’espace. Rappelons d’abord que les motifs sous
forme de bandes constituent un cas particulier des motifs hexagonaux!'. La so-
lution stationnaire en bandes est donc donnée par Ry = +/€ et Ry = R3 = 0.

Réécrivons les équations d’amplitude (équations 13.15, 13.16 et 13.17) en
posant A, (t) = R, (t)e’’»(®) pour obtenir :

Ri = €R; —[R?+v(R:+ R2)]R, + yR2Rs3 , (13.25)
Rlél = —vR2R3 sin(&l + 05 + 93) . (13.26)

Les quatre autres équations, associées aux deux amplitudes et aux deux phases,
se déduisent de ces deux équations par permutation circulaire. En effectuant le
changement de variable suivant ) = (61 + 02 4 03) et en utilisant les équations
d’amplitude associées aux R,, (équation 13.26, ainsi que les équations analogues
vérifiées par 0 et 03), nous obtenons I'équation d’amplitude suivante :

Y = —Psin(v) (13.27)
avec la quantité P telle que :

R2R3 R3R1 R1 R2
P = 0 13.28
NWor YR, YR |7 ( )

oll v est un paramétre dont le signe est arbitrairement choisi positif 2. L’équa-
tion de la phase (équation 13.27) posséde les points fixes suivants : ¥y = 0
et g = w. En posant ¢ = o + 11(t), ot 11(t) est une perturbation, et en
linéarisant I’équation par rapport a 11, nous obtenons

Y1 = —P cos(o)1 (13.29)

Cherchons une solution pour la perturbation 11 de type e°!; & partir de I’équa-
tion d’évolution de la perturbation ; (équation 13.29), le taux de croissance
(ou d’atténuation) de la perturbation est déterminé par o = —P cos(¢y).
Lorsque la solution stationnaire est le point fixe 1)y = 0, le systéme est sta-
ble, puisque o est négatif (P > 0, voir équation 13.29); en revanche, lorsque
I’état vy est le point fixe égal & 7w, o est positif. Par conséquent, seuls les états
tels que 19 = 0 peuvent étre stables; adoptons cette valeur pour la phase.
Notons que si nous avions choisi 7 < 0, nous aurions, pour solution stable, la
solution 1 = 7, et c’est cette valeur de phase que nous aurions choisie pour
le reste du raisonnement mené ci-aprés pour aboutir aux mémes conclusions
générales.

HT.es bandes sont également un cas particulier des motifs de symétrie d’ordre 2, soit des
motifs carrés.

I2Rappelons que le signe de ~ s’inverse lors de 1’opération A, — —A, appliquée aux
équations de départ (équations 13.15, 13.16 et 13.17). Ainsi le choix du signe positif ne
restreint pas la généralité des résultats.
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13.4.1 Stabilité des bandes

Intéressons-nous maintenant au probléme spécifique de la stabilité des ban-
des ; pour cela, partons de la solution initiale :

Ri=R), Ry=0, R3=0, (13.30)

ot RY est la solution stationnaire 4++/¢, et perturbons-la par de petites quantités
91(t), 02(t) et d3(t), et cherchons la solution sous la forme suivante :

Ry =RY+61(t), Ry=202(t), Rz=03(t). (13.31)

Reportons ce systéme perturbé (équation 13.31) dans 'équation d’ampli-
tude en R; (équation 13.25) et dans les équations d’amplitude en Ry et Rs
obtenues par permutation circulaire a partir de I’équation en R; (équation
13.25) et linéarisons le résultat par rapport aux petites perturbations d;. Nous
obtenons ainsi le systéme suivant :

b, = —2e0;, (13.32)
by = €8y — vedy + y\/eds | (13.33)
by = eb3 — veds +y\/eds . (13.34)

Nous supposons € > 0 afin d’assurer 'existence de solutions en bandes (car
R} = +./€). Recherchons une solution du type : §; = a;e°’. La premiére équa-
tion indique que le mode J; est stable. L’annulation du déterminant issu des
deux autres équations nous fournit le critére suivant :

(0 —e+ve) =7>0. (13.35)

Dans I’étude de stabilité linéaire, c’est la plus grande valeur algébrique des deux
valeurs propres qui fixe I'issue de la dynamique. Celle-ci est donnée par :

oc=¢(l—v)+y/e. (13.36)

Ainsi, lorsque v < 1, les bandes sont toujours instables. Dans le cas contraire,
v > 1, les bandes ne sont stables que lorsque la relation suivante est vérifiée :

€> e = (13.37)

=P

Quelques remarques sur la stabilité des bandes

Pour étudier la stabilité des bandes, nous pouvions alternativement partir
des équations correspondant a la symeétrie carrée (équations 13.21 et 13.22) ala
place des équations issues de la symétrie hexagonale. En adoptant ce point de
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départ, nous obtenons pour les équations d’amplitude en R; et Rs, le systéme
suivant :

Ry = €Ry —|[R?+vR3R, , (13.38)
Ry = eRy—[R2+VRIR, . (13.39)

La solution stationnaire est identique & celle obtenue plus haut. L’étude de
stabilité aboutit & la méme équation en dy, tandis que celle vérifiée par do obéit
a Péquation suivante : §y = €(1 — v)d2 et nous obtenons pour le paramétre o
la condition suivante : ¢ = €(1 — v). Ainsi, lorsque v < 1, nous obtenons le
méme résultat issu du point de départ d’une symétrie hexagonale, & savoir : les
bandes sont toujours instables. En revanche, lorsque v > 1, nous n’obtenons
aucune condition a la stabilité des bandes : les bandes sont toujours stables.

Ainsi, en partant des équations correspondant & la structure carrée, nous
obtenons que les bandes sont stables, lorsque v > 1 et quelle que soit la valeur
du paramétre €, tandis qu’en partant des équations des structures hexagonales,
nous avons montré que les bandes ne sont stables qu’a la condition suivante :
€ > ¢, (condition 13.37).

Comment concilier ces deux résultats en apparence conflictuels ? En fait, la
différence de conditions pour v > 1 provient de la présence du terme quadra-
tique en ~ dans le cas hexagonal. Rappelons tout d’abord qu’une solution est
dite stable si elle conserve sa stabilité en regard de tout type de perturbation
permise par les symétries.

Or, si les équations de départ, telle I’équation de Swift-Hohenberg modi-
fiée (équation 13.1), ne jouissent pas de la symétrie haut/bas (i.e. opération de
symétrie associée : 1) — —1)), la présence du terme quadratique (proportionnel
a 7) dans les équations d’amplitude devient possible; par conséquent, les per-
turbations de ce type sont bien autorisées. Ainsi, la présence de non-linéarités
quadratiques restreint le domaine de stabilité en limitant les valeurs que peut
adopter le paramétre e (équation 13.37). Lorsque, en revanche, les équations
de départ possédent la symétrie haut/bas (i.e. v — —), le terme quadratique
en v est absent et les bandes sont stables quelle que soit la valeur de e (lorsque
v > 1). Reste a étudier la stabilité des structures de différentes symétries pour
déterminer la cohérence entre ces deux résultats, étude a laquelle nous allons
procéder dans les deux sous-sections suivantes consacrées a la stabilité des
structures hexagonales et carrées ; nous comparerons alors les résultats obtenus
avec la stabilité des structures en bandes.

13.4.2 Stabilité des hexagones

Une solution stationnaire hexagonale correspond a des variables R; de méme
valeur, égales donc a Ry (soit R; = Ry, i = 1,2,3). A partir de I’équation
d’amplitude en R; (équation 13.25), nous obtenons ’équation stationnaire a
laquelle satisfait Ry, soit :

€Ro+yR2 — R3(1+2v) =0. (13.40)
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Il existe ainsi trois points fixes :

v2 +4e(1+v)
Ro=0, ;Rox =7+ (5~ - 13.41
0 ; AW+ Y 2(1 +V) ( )

Les solutions Ry+ imposent que le terme sous la racine soit positif ; étant donné
que v > —1 (comme nous ’avons supposé au paragraphe 13.3.1 afin d’assurer
Pexistence des structures carrées), le paramétre € est alors contraint de respecter
un domaine de variation suivant :

2

E> ———— =€ . 13.42

4(1+v) © ( )

Nous constatons donc que les deux solutions Ryi existent pour des valeurs
négatives du paramétre € (i.e. € < 0), c’est-a-dire avant d’atteindre la condition
d’instabilité linéaire de la solution nulle Ry = 0, laquelle est atteinte lorsque €
est nul. Nous sommes donc en présence d’une bifurcation sous-critique (analysée
au paragraphe 3.2; il s’agit méme d’une bifurcation transcritique, voir para-

graphe 3.3).
écrivons ’équation vérifiee par Ry en version dynamique, c’est-a-dire en
posant que la solution stationnaire Ry dépend du temps (soit Ry = Rs =

Rs; = Ro(t))); a partir de I’équation d’amplitude en R; (équation 13.25), nous
obtenons I’équation suivante :

Ry  =eRo+~vRo2— (1+2v)R3
d Ry R} R} v
= |2 420 14 w) 0 = (1343
oRy |2 V3 TUFY om, 1349

o V=V(Ry) = —efle — '7%8 +(1+ 2V)RTé est un potentiel (voir figure 13.8),
d’ou le diagramme des solutions stationnaires peut étre déduit (voir figure 13.9).

En superposant une perturbation §; a la solution stationnaire et en effec-
tuant une linéarisation des équations d’amplitude en R; (équation 13.25 et les
équations associées a Ry et Rj3, déduites de I’équation 13.25 par permutation
circulaire), nous obtenons

61 = (e — 3R2 — 20R2)6, — (YRo — 2vR2)(82 + 63) . (13.44)

Les équations pour 2 et d3 se déduisent de I’équation 13.44 par permutation
circulaire.

Réécrivons ce systéme en calculant la différence deux & deux des équations
associées aux ¢; ; nous obtenons pour la premiére équation associée a §; — g :

(O' — /\1)(51 — 52) — /\2(51 — 52) = 0 y (1345)

olt A\; et Ay sont deux parametres tels que : A = (e — 3R%2 — 2vR3) et A\ =
—(yRo — 2VR(2)). Les deux autres équations sont obtenues par permutation cir-
culaire de ’équation 13.45. En annulant le déterminant de ce nouveau systéme
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v % N v
E<Ec E=¢E E<Ec
Ro Ro Ro R Ry
\' \' Y,
€= g* £> €*
Ro+ Ro+ /
Ro-  Ro+ Ro Ro- Ro Ro

Figure 13.8 Le potentiel V(Ry) pour différentes valeurs de €. € = €* correspond a la
bistabilité, et la ligne € = €* correspond au plateau de Maxwell (voir probléme 3.9.1)
entre Rp =0 et Ryp = R+.

Ro-

\Ro-
€ |0 3

Figure 13.9 Le diagramme de bifurcation pour les hexagones. Les lignes brisées
représentent les branches instables.
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d’équations, nous obtenons la valeur propre dégénérée :
0=\ =e—3R:-2vR2. (13.46)

En utilisant I’équation vérifiée par Ry (équation 13.40), nous pouvons réécrire

cette équation comme

2¢(v — 1) Ro(2+v)y
1420 1420

(13.47)

ag =

Le signe de o est celui de Pexpression suivante : e(v —1)(1+ 2v) — Ro(2+v)7.
Rappelons que la solution Ry_ est toujours instable et en remplacant la solution
Ry par la solution Ry, nous obtenons que o est positif si la condition suivante

est vérifiée :

V(2+v)
(1—-v)?

Autrement dit, les hexagones sont instables loin du seuil de leur naissance (voir
la figure 13.7 qui illustre le diagramme de bifurcation et de stabilité). Nous
pouvons vérifier qu’il existe également une solution stationnaire dite mixte
(voir référence [19]), caractérisée par des R; tels que : Ry = Ry = Ry =
[(e=U?)/(14v)]Y/?, et R3 = U = ~/(n—1). L’étude de stabilité de cette solution
montre qu’elle est toujours instable. Notons que, pour € = €y, la valeur de Ry
est égale & U, et par conséquent la branche mixte croise la branche hexagonale
précisément 1a ou la stabilité des hexagones se modifie (voir figure 13.7).

€> € = (13.48)

13.4.3 Stabilité des structures carrées

Pour étudier les structures carrées, reprenons le systéme des équations 13.38
et 13.39. Il existe une solution stationnaire R} = RY = Ry = £+/¢/(1 +v).
Pour € > 0, nous devons imposer v > —1. Posons R; = Ry +6; (i = 1,2) et, en
linéarisant le systéme composé des équations 13.38 et 13.39, nous obtenons le
systéme suivant :

51 = —2651 — 2I/R352 y
52 = —2652 — 2I/R351 .

En cherchant la solution sous la forme exponentielle suivante : §; ~ ¢! et en
annulant le déterminant, nous obtenons deux valeurs propres :

_ 2e(1—-v)

= = —2e¢. 13.49
o1 = =2 (13.49)

Etant donné que v > —1, la valeur propre o, est positive (cas d’instabilité),
lorsque le paramétre v est supérieur a 'unité (i.e. v > 1). Rappelons que le
parameétre e est nécessairement positif, condition nécessaire pour que les points
fixes ne soient pas réduits a la solution triviale Ry = 0. Donc, les structures
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carrées sont instables lorsque v > 1 et elles sont stables pour le paramétre nu
de module inférieur a l'unité (ie. =1 < v < 1).

En résumé, en admettant que la symétrie hexogonale soit exclue des so-
lutions possibles du fait des symétries associées & ’équation de départ, nous
devons donc comparer les solutions carrées a celles des structures en bandes.
Compte tenu des résultats de stabilité, nous obtenons la conclusion suivante :

les structures carrées existent lorsque v > —1 et elles sont stables dans
Iintervalle —1 < v < 1;
les bandes existent toujours et elles sont stables lorsque v > 1.

Notons enfin que lorsque les symétries permettent des termes quadratiques,
les structures hexagonales deviennent possibles. Nous devons alors comparer
leur stabilité relative en regard des structures carrées. Comme les hexagones
sont, issus d’une non-linéarité plus faible, nous pouvons nous attendre a ce
qu’elles dominent, en général, sur les autres structures. Néanmoins, il est pos-
sible d’imaginer des situations dans lesquelles les structures carrées (ou rectan-
gulaires, etc.) deviennent compétitives par rapport aux structures hexagonales
et peuvent coexister; cette question importante de la compétition entre les
structures de symétries différentes sort du cadre de cet ouvrage, le but essentiel
recherché ici étant de montrer les grandes richesse et variété de solutions en

matiére de dynamique de systémes non linéaires'3.

13.5 Equation d’amplitude de structures
bidimensionnelles & symétrie hexagonale

L’étude de 'ordre hexagonal nous meéne & nous restreindre aux modes de
Fourier ¢;, avec ¢ = 1,2, 3 vérifiant la relation suivante i + ¢> + ¢35 = 0 (voir fig-
ure 13.2), menant a la solution suivante pour la perturbation ¢; (voir équation
13.13) :

3
$1(F,T) = Ap(T)e 7 + A, (T)e ™" (13.50)
n=1

écrivons maintenant ’équation 13.54 a 'ordre € :
(1+VH2p=0. (13.51)

Cette équation est identique & celle qui a été obtenue a ordre €'/2 pour ¢,
(équation 13.56) et par conséquent, ¢, est de la méme forme que ¢; (équation
13.58) avec pour amplitude des quantités notées B, (T)). Le champ ¢, a cet
ordre, est donc donné par : ¢ = 61/2(;51 + €pa.

Compte tenu des solutions ¢, et ¢2, I’équation satisfaite par ¢ obéit a la
méme équation associée a ¢1 (équation 13.56) et ¢ (équation 13.51) et donc

1311 convient de préciser que les coefficients de I’équation d’amplitude des structures carrées
ne se déduisent pas de celles des structures hexagonales (par exemple en posant Az = 0). La
détermination des coefficients doit se faire cas par cas.
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la solution pour le champ ¢ est de méme type que ¢ (équation 13.58), en
substituant A, par A, +/€B, = A, ; nous verrons plus loin que nous n’avons
pas besoin, en fait, de la fonction B,,.

écrivons maintenant I’équation 13.54 & Pordre €3/2 pour obtenir :

(1+V?)%¢p3 = _% + ¢ +agt — ¢ . (13.52)
La solution est composée d’une solution sans second membre (équation 13.58)
plus une solution particuliére. Rappelons que seuls les termes résonants, dits
également séculaires, du second membre de 1’équation 13.52 nous importent
(voir chapitre 10). Ces termes résonnants sont solutions de ’équation (1 +
V?2)2¢ = 0. Cette équation a pour solution la fonction suivante : e~9" (avec
n = 1,2,3). Considérons d’abord les termes en e~ 7 issus du second membre
de I'équation 13.52). En se restreignant aux termes linéaires de ’équation 13.52,
soit —0¢ /0T +¢1, nous obtenons des termes de type [—% +A1]e' 7. Le terme
cubique ¢$ produit des termes du type A3 A} A e"-T ainsi que des termes sous la
forme Ay A5 A, el ot As A5 A, et (rappelons-nous la condition de symétrie
hexagonale ¢1 + @2 + @3 = 0). Le terme quadratique produit des termes du type
AjAje' T,

L’équation 13.52 a des solutions a la condition d’éviter les termes résonnants
du second membre de ’équation (voir chapitre 10); ceci impose I'annulation
du coefficient de €' au second membre de 13.52. Cette condition résulte en
une équation non linéaire, qui n’est autre que ’équation d’évolution recherchée

dA
871 = Ay +2aA5 A5 — 3|AL]> — 6(|Aaf? + |As[P) Ay (13.53)

Les amplitudes A, et Az, obtenues en éliminant les termes résonnants en €%
et e'®7 obéissent a des équations similaires obtenues par permutation circu-
laire de I’équation 13.53.

Ainsi, nous constatons le terme quadratique A5A% de I'équation 13.53 est
induit par le terme en « de I'’équation 13.52. Ceci différe fonciérement du cas
unidimensionnel (voir chapitre 10) ot le terme quadratique était sans impor-
tance pour la forme de I’équation d’amplitude.

13.6 Problémes

13.6.1 Probléme : dérivation formelle
de I’équation d’amplitude

Nous nous proposons ici de dériver I’équation d’amplitude associée a des structures
bidimensionnelles & symétries hexagonale ou carrée, en adoptant pour modéle de
départ 'équation de Swift-Hohenberg bidimensionnelle (équation 13.1).

A Dinstar du procédé adopté dans le chapitre dédié a I’équation d’amplitude uni-
verselle (voir chapitre 10), nous pouvons introduire les variables lentes associées au
probléme. En toute généralité (i.e. en considérant ’ensemble des modes instables),
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I’amplitude A, est une fonction des variables lentes spatiales X, Y et de la variable
temporelle lente T (i.e. A, (T, X,Y)). Le résultat final fait alors intervenir une équa-
tion d’amplitude contenant des dérivées de A,, par rapport & X et Y et T. Mais afin
d’alléger les calculs, nous nous intéresserons au seul mode associé au vecteur d’onde
qc et non a toute la bande Agq instable; 'amplitude A,, ne sera donc fonction que
du temps, donc de la variable temporelle lente T' = €t, et non de I'espace. Cette hy-
pothése, selon laquelle seul le mode a vecteur d’onde ¢. est pris en compte, revient
A ne considérer que les situations caractérisées par une amplitude dont ’enveloppe
Ay, est homogéne dans l'espace. L’extension au cas inhomogeéne se fait selon le méme
principe développé dans le probléme unidimensionnel (voir chapitre 10).

L’équation de Swift-Hohenberg bidimensionnelle (équation 13.1) s’écrit alors de
la fagon suivante :

96 _
Ea_T_

01l nous avons posé a = @/ et @ est d’ordre un ; cette hypothése qui définit la méth-
ode de dérivation de 'équation d’amplitude (méthode fondée sur le développement en
puissance d’un petit parameétre) est commentée en fin de la sous-section 13.5 et une
alternative (développement en harmoniques) est alors proposée dans la sous-section
13.6.2.

Poursuivons a I'identique la démarche adoptée dans le chapitre 10 en développant
le champ ¢ en puissance du petit parameétre /e, soit :

(@, T) = *p1 + €pa + €23 + ... (13.55)

[e— (1+ V*)*)¢ + Veag® — ¢° (13.54)

pour obtenir & partir de I’équation 13.54 & l'ordre 61/2, I’équation suivante :
1+ V¢ =0 (13.56)
dont la solution est donnée par :
¢1 = A(T)e" + c.c. (13.57)

ol c.c. vaut pour complexe conjugé et |q] = ¢ = 1.

Or, comme nous 'avons vu dans le paragraphe 13.1 consacré a lordre spatial
bidimensionnel dans un plan isotrope, tout vecteur d’onde ¢ dans le plan, de module
unité ici, est une solution valable pour la perturbation ¢1. En vertu de la linéarité de
Péquation satisfaite par la perturbation ¢1 (éqation 13.56), nous obtenons la solution
générale : ¢ = Z(TAq(T)eiq'F+ c.c..

Or chaque mode de Fourier élémentaire en e ne représente pas nécessairement
un état spatialement ordonné & deux dimensions. Un état ordonné ne doit faire ap-
paraitre que certaines orientations des vecteurs d’ondes (symétrie carrée, hexagonale,
etc., voir paragraphe 13.3.1).

iq. T

13.6.2 Probléme : dérivation de I’équation d’amplitude
a partir de considérations des harmoniques

a titre d’exercice, nous pouvons refaire le calcul sans supposer que « est pe-
tit. L’idée consiste juste & développer la solution générale en séries de Fourier et de
regrouper les termes résonnants entre eux. Ensuite on élimine adiabatiquement les
harmoniques d’ordre supérieur.
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Le développement en séries de Fourier sur une base hexagonale fournit :

3
§ lCIn T

+Cn(t) u?n & + D( ) i(q1-+32)7

—&-E(t)ei —q2).7 + F(t ) i(qa+q3).7

+G(t)e" B B)T

+H (1) DHDB)T (1) M B)T e (13.58)

Ceci correspond aux premiers termes issus du développement de Fourier sur la base
hexagonale. La seconde harmonique, issue des termes 22:1 A (T)e' ™ 4 CpetdnT,
fournit le double du vecteur d’onde ¢, (terme C)), mais également des termes dont les
vecteurs d’ondes sont ¢i + ¢ (plus permutation circulaire), qui sont représentés par
les termes D, E, F, G, H, J. Ensuite, remplagons cette expression dans I’équation 13.1
et identifions terme a terme les mémes modes de Fourier. Considérons, par exemple,
le cas du mode A;. Nous obtenons dans ce cas :
0A, . g .
Tl €A1 + 2aA5 A5 + termes cubiques en A, + etc, (13.59)

ol l'expression etc désigne dans l’équation ci-dessus, les termes d’ordre supérieur,
contenant les autres amplitudes C, D, .... En écrivant des équations similaires pour
ces amplitudes, et en utilisant 'approximation adiabatique (c’est-a-dire en posant la
dérivée temporelle des harmoniques supérieures égale a zéro), nous pouvons exprimer
les amplitudes des harmoniques supérieures en fonction des A, ; ces derniéres sont
alors « injectées » dans ’équation 13.59, afin extraire I’équation associée a I'amplitude
Ai (les équations associées & Az et Az se déduisent par permutation circulaire).

Dans cette démarche, ce n’est plus un développement en puissance d’un petit
paramétre qui est important, mais c¢’est plutot 'ordre de ’harmonique qui importe.
Les deux méthodes (développement en puissance du petit parameétre, et développe-
ment en harmonique) coincident. Nous avions pris le soin d’affecter le terme ¢* par
un petit paramétre dans le but de rendre le développement cohérent dés le départ
(apparition des termes quadratiques au méme niveau que les termes cubiques), et par
la-méme de rendre plus concise la dérivation de I’équation d’amplitude.



Chapitre 14

Conclusion

Ce dernier chapitre résume briévement le contenu de cet ouvrage et rappelle
I’esprit qui a animé cette entreprise & laquelle je me suis consacré durant tout,
le temps nécessaire & son élaboration.

Cet ouvrage offre ainsi une introduction qualitative et quantitative aux sci-
ences non linéaires en partant d’exemples simples et concrets — tels le cas d’un
ressort, celui du pendule, etc. — se prétant bien & une image intuitive pour pro-
gressivement définir le langage et les concepts de base des sciences non linéaires.
Nous avons ainsi présenté les principaux types de bifurcations que nous avons
ensuite recoupés avec les sept catégories de catastrophes élémentaires. Ces sept
catastrophes décrivent I’ensemble des cas de figures rencontrés pour tout sys-
téme ne disposant pas de plus de quatre paramétres de controle indépendants’.
Nous avons mis en lumiére le caractére universel de la classification des bifurca-
tions et celle des catastrophes, c¢’est-a-dire que ces classifications ne dépendent,
que du nombre de paramétres sans dimension ; ils ne dépendent ni du nombre de
degrés de liberté ni de la spécificité du modéle considéré. Nous avons ensuite
briévement évoqué le phénoméne du chaos pour notamment le comparer au
hasard ; puis nous avons décrit le chaos déterministe dans un cadre statistique.
La premiére partie de 'ouvrage a été consacrée a l’aspect purement temporel
de la dynamique des systémes.

Dans la seconde partie de cet ouvrage, nous nous sommes penchés sur la
morphogenése (ou naissance des formes), tout d’abord en abordant cette thé-
matique & partir d’exemples (systémes de Turing et convection de Rayleigh-
Bénard), avant d’extraire 'universalité de la problématique. Nous avons montré
en particulier que la dynamique est décrite au voisinage du seuil de I'instabil-
ité par une équation d’amplitude universelle; la résolution de cette équation
nous a permis d’analyser la nature des solutions ainsi que leurs stabilités. Nous
avons ensuite étudié 'instabilité d’Eckhaus quit peut étre qualifiée d’instabilité
secondaire, par comparaison & 'instabilité primaire qui se référe a 'instabilité

INotons bien la nature adimensionnelle de ces paramétres ; le systéme peut en fait disposer
d’un nombre supérieur de paramétres dimensionnés libres.
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associée au passage de I’état homogéne & un état ordonné. Nous avons ensuite
introduit la notion d’invasion d’une solution instable par une solution stable,
et nous avons insisté sur la différence fondamentale existante entre ce probléme
et celui, plus classique, de I'invasion d’une solution métastable par une solu-
tion instable. En effet, le choix de la vitesse d’invasion dans ce dernier cas de
figure se réduit & une seule possibilité, tandis que le premier probléme nous a
confronté & un grand dilemme, celui de l'existence a priori d’une infinité de
solutions possibles. Nous avons ensuite montré, en se référant & plusieurs con-
cepts, comment sélectionner une vitesse unique parmi une infinité de solutions.

Nous nous sommes d’abord restreints au cas d’une bifurcation stationnaire,
pour lequel la dynamique est relativement simple. Nous avons ensuite abordé le
probléme de la dynamique spatiale et temporelle dans le cas d’une bifurcation
de Hopf (bifurcation oscillante dans le temps). A la différence de la dynamique
associée & une bifurcation stationnaire, la dynamique en présence d’une bifur-
cation de Hopf perd son caractére variationnel?. C’est 13 un des points les plus
essentiels des systémes hors équilibre. Cette perte du caractére variationnel
conduit & une dynamique riche allant de ’ordre au chaos spatio-temporel. De
plus, le chaos spatio-temporel est complexe en soi : il peut s’agir d’un chaos de
phase, d'un chaos médié par des défauts, etc. Le traitement du probléme unidi-
mensionnel a permis d’entrevoir une grande complexité spatiale et temporelle
que recélent les systémes hors équilibre.

Les différents exemples décrits ci-dessus se sont limités aux structures uni-
dimenionnelles. Le dernier chapitre a présenté des problémes bidimensionnels
introduisant la notion de « structures » ou « patrons » a deux dimensions. Nous
nous sommes limités & I’étude d’une bifurcation stationnaire, afin d’introduire
des notions essentielles.

Cet ouvrage est, en quelque sorte, un sésame d’entrée aux sciences non
linéaires a la portée de tous ou presque, des étudiants de premiére année, aux
enseignants-chercheurs et chercheurs. Cependant, les sciences non linéaires rece-
lent tant de richesses que de nombreuses autres questions un peu plus subtiles
mériteraient d’étre développées davantage. Nous en dressons ci-aprés une liste
principale, mais pas entiérement exhaustive.

14.1 Instabilités secondaires

Nous avons considéré dans le présent ouvrage, un seul type d’instabilité
secondaire, U'instabilité d’Eckhaus (similaire a linstabilité de Benjamin-Feir
rencontrée lors de I’étude de la bifurcation de Hopf). C’est en fait 'unique in-
stabilité secondaire apparaissant dans les systémes présentant une bifurcation

2(’est-a-dire que ’équation d’évolution ne dérive plus d’un potentiel ; il faut noter que le
caractére variationnel dans le cas d’une bifurcation stationnaire reste vrai tant que I’étude se
réalise au voisinage du seuil de I'instabilité. En s’éloignant du seuil d’instabilité, le caractére
variationnel est brisé, ce qui conduit & une grande richesse de comportements ; voir également
notre bréve discussion en section 14.1.
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stationnaire, lorsqu’ils sont étudiés au voisinage du seuil de 'instabilité pri-
maire. En s’écartant du voisinage immédiat du seuil de l'instabilité primaire,
outre ’harmonique principale, des instabilités associées aux autres modes de
Fourier peuvent étre activées et se développer. Si, par exemple, la seconde
harmonique devient instable & son tour, d’autres instabilités secondaires sont
observées. La plus connue est l'instabilité suscitant la brisure spontanée de la
parité : les motifs spatiaux unidimensionnels perdent leur symétrie miroir ou
leur centro-symeétrie ; par exemple un rouleau convectif de Bénard, dont la sec-
tion est circulaire, perd précisément cette symétrie circulaire. Cette instabilité a
été mise en évidence expérimentalement en 1988 lors de I’étude de la dynamique
d'un front de croissance entre deux phases® (voir référence [73]) pour I'étude
expérimentale et les références [61, 45, 36, 54] pour les analyses théoriques).
Des expériences ultérieures réalisées sur différents systémes ont révélé le méme
type de phénomeénes (voir références [24, 65, 14]). Une des conséquences de
cette brisure de symétrie est ’observation d’une dérive latérale de la structure
a vitesse constante (par exemple, les rouleaux de Bénard dériveraient horizon-
talement).

D’autres instabilités secondaires peuvent également se développer tel le
mode de vacillation-respiration dans lequel deux arches consécutives (s’il s’agit
d’un front de forme modulée entre deux phases) oscillent dans le temps en
opposition de phase (ou la largeur de deux bandes successives dans un motif
chimique oscilleraient en opposition de phase).

En se basant sur les propriétés de symétrie, dix instabilités secondaires
génériques peuvent étre dénombrées (voir référence [62]) : I'instabilité d’Eck-
haus, l'instabilité associée a la brisure de parité, et le mode de vacillation-
respiration constituent les trois exemples les plus courants de ces instabilités
génériques. En s’éloignant davantage du seuil d’instabilité primaire, d’autres
harmoniques deviennent instables et la dynamique devient de plus en plus
complexe, jusqu’a déboucher, par exemple, sur une dynamique caractéristique
du chaos spatio-temporel.

14.2 Structures & deux dimensions et bifurcation
de Hopf

Nous nous sommes limités dans cet ouvrage au cas de motifs bidimensionnels
issus d’une bifurcation stationnaire. Si nous nous penchons maintenant sur des
bifurcations de type Hopf, la dynamique devient trés complexe. En particulier,
nous retrouvons l'instabilité de Benjamin-Feir (rencontrée a une dimension) et

3T.e front d’instabilité, initialement plan, croit dans la direction Oz. Tl subit une instabilité
primaire, pour une vitesse critique de croissance, se caractérisant par une modulation spatiale
unidimensionnnelle périodique le long de I’axe Oz, jouissant de la symétrie z — —x. Au-dela
d’un second seuil en vitesse de croissance, la modulation du front perd la symétrie r — —z
il s’agit de la brisure de parité et la structure dérive & vitesse constante le long de ’axe
Oz, soit dans la direction orthogonale & la croissance.
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le chaos spatio-temporel. En outre, plusieurs nouvelles manifestations typiques
des motifs & deux dimensions sont révélées, tels la naissance de spirales, le chaos
spatio-temporel médié par les spirales, les sources et les puits d’ondes, etc. (voir
référence [2] pour une revue sur ces questions).

14.3 Systémes non réductibles a une équation
d’amplitude

Nous avons insisté dans cet ouvrage sur le fait que, prés des seuils des
instabilités, la dynamique est réduite & une équation d’amplitude universelle
a coefficients réels ou complexes; rappelons que cette équation d’amplitude
représente 'enveloppe d’une oscillation rapide du mode de Fourier principal
(voir chapitre 10). Cette réduction de la dynamique en une équation n’est
possible que sous ’hypothése que seule 'harmonique principale est instable et
que toutes les harmoniques d’ordre supérieur sont stables. En fait, de nombreux
systémes ne souscrivent pas & ce cas de figure, méme étudiés trés prés du seuil de
I'instabilité, tels les systémes dans lesquels le vecteur d’onde critique est petit,
de l'ordre du paramétre € & une certaine puissance, ol € désigne la distance au
seuil d’instabilité. écrivons & titre d’exemple le type de relation de dispersion
associée a de tels cas :

w=e¢* —¢* (14.1)

ol w est la pulsation du mode d’instabilité et ¢ le vecteur d’onde. Le maximum
de w, définissant le mode le plus instable, est obtenu pour un vecteur d’onde
q = \/j ~ /€, et la bande des vecteurs d’ondes correspondant aux modes
instables, c’est-a-dire qui ont un taux de croissance w positif, est de 'ordre de
Aq ~ /€ (plus précisément cette bande s’étend de ¢ = 0 & ¢ = /e).

Pour tout vecteur d’onde ¢ suffisamment petit, disons pour fixer les idées
de l'ordre de 1/€/100, nous avons une instabilité (i.e. w > 0), non seulement
pour le mode principal de Fourier mais également pour tous ses multiples (i.e.
ng, avec n < 100). Nous sommes donc confrontés a une situation dans laquelle,
méme prés du seuil d’instabilité (puisque nous supposons € petit), le nombre
de modes instables peut étre trés grand, et la réduction en une équation d’am-
plitude n’est alors plus possible. Cependant, nous pouvons tirer profit du fait
que les vecteurs d’ondes correspondant aux modes instables soient petits? afin
de réduire les équations du modéle en une équation plus simple, mais il ne
s’agira plus d’équation de type amplitude. En effet, nous pouvons effectuer un

4Par un vecteur d’onde ¢ petit, nous entendons que la longueur d’onde des modes d’in-
stabilité est grande par rapport aux échelles physiques de longueur. Cette limite est souvent
qualifiée de limite « hydrodynamique » par analogie avec la description continue de I’écoule-
ment d’un fluide sans avoir & considérer la nature intrinséquement discréte de la matiére
constituant le fluide; cette description se justifie lorsque les modes de I’écoulement ont une
longueur caractéristique grande par rapport a la distance entre atomes ou au libre parcours
moyen. Par extension et en toute généralité, quelle que soit la nature du systéme physique con-
sidéré, lorsque les tailles typiques considérées sont grandes par rapport a I’échelle de longueur
physique intrinséque pertinente, le systéme peut étre décrit dans la limite hydrodynamique.
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développement en puissance du paramétre € dans lequel les variables décrivant
la dynamique du systéme, telles la vitesse en hydrodynamique ou la concentra-
tion chimique, etc., varient lentement ; précisons qu’il s’agit dans ce contexte
de la variable tout entiére et non de I’enveloppe de 1’oscillation rapide e’4* in-
troduite lors de la dérivation de ’équation d’amplitude; voir chapitre 10). En
général, ce type de développement permet de réduire les équations de départ,
qui sont en général non locales (la dynamique en un point dépend de celle de
points lointains) et fortement non linéaires, & des équations non linéaires aux
dérivées partielles (donc locales) et faiblement non linéaires. Un exemple typ-
ique est celui de I’équation de Kuramoto-Sivashinsky, évoquée dans la section
12.5.1 du chapitre 12, qui peut étre formulée comme :

Ut = —Ugzy — Uggzx T Ui y (142)

ou u(m,t) est une variable dynamique pouvant représenter une concentration
chimique, un front entre deux phases dans un probléme de la croissance, etc.
(voir référence [54] pour une revue sur 'équation de Kuramoto-Sivashinsky) ;
il s’agit 1a d’un exemple parmi beaucoup d’autres. & la différence de I’équation
d’amplitude, unique pour tous les systémes, les équations génériques des sys-
témes étudiés loin du seuil d’instabilité primaire sont plus variées. Une liste des
équations d’évolution peut étre dressée de maniére relativement systématique
en se fondant sur les propriétés de symétrie et sur les lois de conservation du
systéme (voir référence [22]). Notons cependant que, dans certains cas, les équa-
tions ne peuvent pas se réduire a des équations faiblement non linéaires, & la
différence de ’équation de Kuramoto-Sivashinsky (équation 14.2) qui présente
une non linéarité faible quadratique. Ce champ de recherche est actuellement
en pleine activité (pour une revue récente voir référence [53]).

Finalement, pour certains problémes, la réduction de la dynamique du sys-
téme en une équation locale, autrement dit une équation aux dérivées par-
tielles, telle I'équation de Kuramoto-Sivashinsky (équation 14.2), n’est méme
plus possible ; la dynamique non locale persiste alors méme que la limite hydro-
dynamique est vérifiée (i.e. les vecteurs d’ondes des modes actifs sont petits,
voir référence [38]).

14.4 Mirissement des structures hors équilibre

Lors de I'étude de 1a morphogenése, nous avons étudié I’émergence de struc-
tures périodiques ordonnées caractérisées par des motifs spatiaux réguliérement
répartis (voir chapitres 9 et 10), et la naissance de quelques structures non or-
données, tel le chaos spatio-temporel (voir chapitre 12). Il faut noter que, dans
les structures non ordonnées étudiées, il existe néanmoins une modulation spa-
tiale des solutions, une modulation certes complexe mais qui maintient tout
de méme une certaine longueur caractéristique au cours du temps (voir par
exemple figure 12.3).
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Cet exemple est fonciérement différent d’une autre catégorie de systémes
qui ne maintient aucune longueur caractéristique au cours du temps. Dans ces
systémes, un motif émerge initialement avec une certaine longueur d’onde (ou
échelle caractéristique), avant de céder la place & un processus de marissement :
la taille latérale caractéristique des motifs croit au cours du temps. Cette crois-
sance évolue, en général, de maniére algébrique dans le temps (i.e. A ~ %,
ol « est appelé exposant de mirissement). Si la notion de murissement est
assez classique pour les systémes a 1’équilibre global (par exemple, la décom-
position spinodale®, voir référence [13]), la situation des systémes ouverts (ou
hors équilibre) présente un grand défi, et constitue actuellement un probléme
de recherche trés actif. Parmi les premiers résultats prometteurs, des critéres
qui permettent de savoir si une équation non linéaire donne lieu ou non & un
mirissement sans avoir & résoudre les équations dans le temps, ont été établis
(voir référence [63], voir également pour une revue la référence [53]). Mais, nous
ne disposons pas encore, loin s’en faut, d’une classification universelle.

14.5 Branches et formes variées en matiére
inerte et vivante

La morphogenése est un domaine d’études extrémement riche et varié. Nous
nous sommes volontairement limités dans cet ouvrage & la naissance de struc-
tures périodiques étendues dans l'espace (par exemple, les motifs chimiques
rencontrés au chapitre 9, & I'image des rides sur le sable), sans couvrir la nais-
sance des formes au sens le plus général. Cette premiére étape constitue tant
par la simplicité de I’étude physique que par ’approche logique avant de parler
de formes au sens plus large, une introduction a la naissance de formes variées
plus au moins complexes existant dans la nature. L’exemple le plus célébre est,
celui des cristaux de neige (voir figure 14.1). Sur le plan conceptuel, le prob-
léme des cristaux de neige est proche de celui du doigt de Saffmann-Taylor®
(voir figure 14.1) et du modeéle d’agrégation particule-amas le plus important,
le modeéle de croissance limitée par la diffusion” (selon la terminologie anglo-

5Prenons un alliage binaire dans 1’état solide, et supposons que les deux substances chim-
iques A et B le composant soient miscibles a la température considérée. Cependant, la plupart
des alliages miscibles & une certaine température, cessent de I’étre en deca d’une certaine tem-
pérature critique 7. En diminuant brusquement la température en dessous de T, (i.e. trempe
rapide, selon I'expression consacrée), ’alliage miscible devient instable et entame une sépa-
ration de phases, sous forme de taches irréguliéres parfois riches en A et parfois riches en
B : c’est la décomposition spinodale. Au cours du temps, chaque tache croit au détriment
de taches plus petites, c’est le phénoméne dit de mirissement, jusqu’a atteindre en principe
deux domaines macroscopiques, I’'un riche en A et ’autre riche en B; la croissance en taille
évolue selon la loi temporelle ¢1/3.

6Structure en forme de doigt comme son nom I’indique et qui émerge lorsqu’une instabilité,
dite de Saffmann-Taylor, se développe a ’interface de deux fluides immiscibles de viscosités
différentes.

7Ce modéle décrit le la croissance branchée d’un amas de particules initialement diffusées
aléatoirement avant de se coller & 'amas dés lors qu’elles entrent en contact avec lui.
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saxonne, le modéle DLA, pour Diffusion Limited Aggregation, voir figure 14.1,
introduit par Witten et Sander en 1981 (voir référence [81]).

Ce type de structures branchées se retrouve dans d’autres domaines plus
complexes, telle 'organisation spatiale de colonies de bactéries (voir figure 14.2,
et la référence [5]), ou dans le probléme d’angiogenéses (formation de réseaux de
vaisseaux sanguins), pour ne citer que ces exemples (pour une revue exhaustive
des exemples, voir référence [5]). Le probléme des cristaux de neige, celui du
doigt de Saffmann-Taylor, celui du modéle de Witten et Sander sont maintenant
bien compris tant sur le plan théorique qu’expérimental, mais leur présentation
dans cet ouvrage aurait requis 'introduction de plusieurs notions avancées qui
vont au-dela du principe que nous nous sommes fixés dans ce premier essai, se
destinant & une introduction simple aux sciences non linéaires.

Si I'importance des sciences non linéaires s’illustre dans tous les domaines
de sciences, la biologie semble nous offrir un éventail des plus fascinants pour
étudier la morphogenése, bien au-deld des formes de Turing abordées dans cet
ouvrage.

Citons par exemple un probléme récemment résolu — en 2009 — jettant
le jour sur l'origine asymétrique — en forme de pantoufle — de la morpholo-
gie des globules rouges circulant dans les capillaires sanguins (méme dans un
écoulement symeétrique) alors qu’ils ont une forme parfaitement symétrique
(en forme biconcave) au repos. Il s’avére que l’adoption de cette morpholo-
gie asymétrique résulte d’une instabilité : la forme symétrique devient instable
lorsqu’un parameétre de controle atteint une valeur critique (référence [35], en
suivant une catastrophe de type « cusp » ou fronce, voir chapitre 4). Il apparait
que la morphologie symétrique en forme de parachute des globules rouges est
instable alors que la forme asymétrique de type pantoufle des globules rouges
reste stable au cours de I’écoulement du sang. Or le sang est un fluide complexe,
c’est-a-dire qu’il ne s’écoule pas comme 'eau claire dans le lit d’un ruisseau, il
y a des multitudes de perturbations qui apparaissent lors de I’écoulement du
sang dans les vaisseaux sanguins. Ce sont précisément ces petites perturbations
dans le flux sanguin qui fagonnent les hématies en forme de pantoufle. De plus,
I’hémoglobine, qui est responsable du transport de 'oxygéne, est au repos par
rapport & la membrane du globule lorsque les globules rouges ont la forme en
parachute alors que les globules rouges en pantoufle (ou asymétriques) stimu-
lent une circulation interne de I’hémoglobine et donc I'oxygénation des cellules
et des tissus. Le modéle développé par les chercheurs a ainsi permis de connaitre
comment les hématies adoptent une forme asymétrique, plutot que symétrique,
dans les petits vaisseaux et surtout d’identifier la nature du gain dont elles
bénéficient (minimisation des instabilités).

Citons un autre exemple en biologie de 'importance de la morphogenése
au sein du systéme immunitaire. Les globules blancs (ou leucocytes) utilisent
un processus de polymérisation de ’actine, une protéine du cytoplasme. Des
études simplifiées en laboratoire (voir références [82, 47, 10]) et des analyses
théoriques (voir référence [34]) ont montré récemment qu’une couche d’actine
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Figure 14.1 En haut (a gauche), on représente un cristal de neige (Real snowflake
©Yaroslav Gnatuk #507798 Fotolia) et une structure branchée obtenue par crois-
sance limitée par diffusion. En haut (a droite), on représente une structure branchée
de type DLA obtenue sur ordinateur de la maniére suivante : on place au centre d’'un
réseau carré un point mateériel représentant un « atome ». On choisit un site au hasard
sur la périphérie de la surface carrée considérée. On matérialise le site périphérique
sélectionné par un point matériel qui diffuse (plus précisément qui effectue une marche
aléatoire avec la méme probabilité dans les 4 directions proches voisines). Quand ce
diffuseur se trouve étre un proche voisin du centre, on I'immobilise. On recommence
I'opération et a chaque fois que le nouvel atome diffusant devient proche voisin d’un
atome déja immobilisé (faisant partie de l'agrégat déja formé), on 'immobilise a son
tour, et ainsi de suite. Quand cette opération est refaite un certain nombre de fois, on
obtient 'image d'un agrégat macroscopique branché. Une des propriétés remarquables
de la structure DLA est sa dimension fractale : la masse m contenue a I'intérieur d’'un
cercle de rayon R centré sur la structure croit avec le rayon R comme m ~ RPF ot Dp
est la dimension fractale qui vaut environ 1.7. Les trois images en bas, représentent
I’évolution au cours du temps d’'un doigt de Saffmann-Taylor. Celui-ci est obtenu en
poussant un fluide visqueux, comme 'huile, par un fluide moins visqueux, comme ’air,
dans une cellule parallélipédique dont on voit ici la section composée de la largeur et
de la longueur. L’épaisseur dans la direction perpendiculaire est petite par rapport
aux deux autres dimensions (on parle souvent de cellule Hele-Shaw). Aprés un stade
transitoire (figure de gauche et du milieu), le doigt finit par atteindre un état station-
naire (figure de droite) et occupe la moitiée du canal. (Avec 'aimable autorisation de
Marc Rabaud).
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Figure 14.2 — Une population de bactéries (connue sous le nom Bacillus subtilus)
s’organisent en se multipliant en des formes branchées dont certaines ressemblent aux
structures DLA.

polymérisée formée sur une petite bille sphérique artificielle® subit une brisure
spontanée de symétrie.

En effet, initialement, I’épaisseur de la couche d’actine sur la bille (épaisseur
de l'ordre d’une fraction de micrométre) adopte une symétrie sphérique. Au-
deld d’une certaine épaisseur critique, la couche d’actine perd spontanément
sa symétrie sphérique : il y a brisure de symétrie, ce qui induit la polarisation
de la cellule. Notons que dans ce cas, la polarisation, initiée par la présence
d’un pathogéne pour les cellules du systéme immunitaire”, est probablement
une propriété intrinséque résultant du développement d’une instabilité. Quoi
qu’il en soit, suite & cette brisure spontanée de la symétrie du systéme, cette
polarisation de la cellule qu’elle acquiert suite & un processus de polymérisation
semble permettre d’indiquer a la cellule le sens du mouvement.

Citons également, un autre exemple de biologie issu du probléme de la di-
vision cellulaire (ou mitose) : lors de la division cellulaire, certaines macro-
molécules — dites microtubules — du cytoplasme, s’organisent spatialement sous
forme d’astres (voir figure 14.3).

Ces quelques exemples montrent I’omniprésence d’instabilités et de brisures
de symétrie dans le monde du vivant ; ’apport des sciences non linéaires dans
ce domaine permet un véritable essor dans la compréhension des phénoménes.

8T.a bille, censée modéliser une cellule, est plongée dans une solution aqueuse contenant des
molécules d’actine. Cette bille est couverte d’une enzyme qui permet aux molécules d’actine
de la solution de polymeériser sous forme d’un réseau branché.

9Notons que, dans d’autres cas en biologie, certaines cellules brisent spontanément leur
symétrie sans que la présence d’un agent extérieur soit nécessaire.
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Figure 14.3 Lors de la division cellulaire, les macromolécules s’organisent spatiale-

ment sous forme d’astres. Le méme type d’organisation est reproduit dans des sys-
témes plus simples (une solution de microtubules et des moteurs moléculaires), ce qui
peut étre indicateur de la persistence de 'instabilité d’une structure homogéne. Le
systéme modéle présenté sur cette figure est le suivant : initialement on prépare un
meélange homogéne de protéines chauffé a 37° C. Il en résulte une structure en motifs
aprés 7 minutes. Les échantillons différent juste par la concentration d’une protéine
(appelée kinesin) : (a) un réseau a vortex obtenu a concentration ~ 25 pug/ml de ki-
nesin ; (b) un réseau irrégulier d’astres obtenu a ~ 37,5 ug/ml de kinesin ; (c) un état
de microtubules formant des réseaux de filaments obtenu pour ~ 50 pg/ml de kinesin
(présenté également en zoom); (d) un réseau de vortex, ayant une autre structure
obtenue pour une faible concentration de kinesin (< 15 pug/ml). D’aprés la référence
[58]. ©Nature Publishing Groups.
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14.6 Vers une science des systémes complexes

Indépendamment des sciences de la matiére et du vivant, notons que ces
mémes comportements non linéaires sont observés dans les sciences sociales
et économiques, et plus généralement dans tout systéme de réseaux au sens
large du terme'®, tels le réseau composé par les cellules nerveuses de notre
cerveau, la colonie de fourmis ou le réseau composé des agents qui peuplent
un marché économique (voir référence [6]). Ces réseaux constituent une manne
pour étudier ’ensemble des phénomeénes caractéristiques des sciences non linéaires,
tels lirruption de catastrophes élémentaires (accidents locaux), les processus
d’auto-organisation et ’émergence de propriétés globales ou de structures co-
hérentes quand un paramétre de controle atteint une valeur critique (voir
référence [6]).

Une des carastéristiques notables de ces systémes est, la présence de plusieurs
comportements en compétition, certains sont simples, d’autres chaotiques (dé-
sordonnés). Ce type de systémes se situe souvent a la frontiére de comporte-
ments en compétition, ce qui induit une alternance entre la dynamique menant a
une évolution et une structuration simples et ordonnées soit, chaotiques et donc
désordonnées ; plusieurs échelles temporelles et spatiales apparaissent dans ces
systémes, donnant ainsi lieu & une hiérarchie de structures.

La difficulté majeure a laquelle se heurtent les systémes sous forme de
réseaux provient du défi que présente leur mise en équations. Et ¢’est pourquoi,
en toute généralité, ces systémes sont souvent abordés a partir de simulations
numériques en se donnant un ensemble de régles d’interactions entre les élé-
ments du réseau et de régles de rétroaction, etc. Cependant la description des
systémes complexes, au moins en partie, peut s’effectuer & ’aide des sciences
non linéaires évoquées dans cet ouvrage; il est en effet fort probable que les
principes de base des catastrophes se produisant dans les réseaux soient simi-
laires aux principes des catastrophes élémentaires traitées ici, mais l’apparence
macroscopique globale peut s’avérer cependant bien plus complexe.

Ainsi, le cadre conceptuel des instabilités, des catastrophes, des bifurca-
tions élémentaires fondant une partie des sciences non linéaires peut servir la
description des systémes complexes ; la complexité de ces systémes diversité
des apparences globales extérieures, richesse des comportements — proviendrait

107] n’existe pas de consensus au sujet de la signification de la dénomination « systémes
complexes ». Ici nous adoptons une définition relativement basique qui consiste a dire qu’un
systéme est complexe dés lors qu’il est difficile, voire impossible, a décrire sous forme d’équa-
tions simples, ce qui est le cas de systémes comportant des régles complexes d’interaction
entre entités formant le réseau (réseau de protéines au sein d’une cellule, réseaux d’agents
financiers, etc.). Bien siir, nous nous gardons d’exclure la possibilité qu’un jour la descrip-
tion de ces systémes puisse se préter & une formulation mathématique relativement simple.
Ainsi, par exemple, historiquement un liquide macroscopique vu sous ’angle microscopique
a posé un grand défi : il est composé d’'un grand nombre de molécules, de ’ordre du nombre
d’Avogadro, soit 1023 particules, qui interagissent les unes avec les autres, qui rentrent en
collision, etc. Sous cet angle, la description d’un fluide ordinaire (tel I’eau) tel que celui que
nous obtenons maintenant via les équations de Navier-Stokes, aurait pu nous paraitre hors
de portée d’une modélisation simple.



346 Dynamiques complexes et morphogenése

alors de la nature statistique des catastrophes locales (corrélations) pouvant
survenir dans le systéme au cours de processus donnés. Mais la théorie fon-
damentale permettant de formaliser ces idées dans un cadre accessible reste a
batir.
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