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��������" ���� �� �$��&��� ����" � ������
��	%�	�� 	�� ������ �������
����  	� ��(����� �	�� ��� ��	� ����
������

-� ����" � ����� ������� �� �������� ��������� '� 	����� ���* ��� �����
�� ��	� ���� ���$��� ���� �(��� ��
�	�� �	 ��(��������� ������ /� ��	�
��
������ (���)��  	� 
���� ����� ������� � � ���� 
�����������  	� 
�	�
�����	 ��� ��(��������� ����� '� 	����� ��2* � ������ 2� �� ��(���������

���� �������	
 ��	 ����	 ��� �	 ��� ���	 �����	 �	��	 �������	� ��� �	��	 ��������
����	 � �� ������� ������ 	 ���	���	� ������������	��
 ���	 	� �� ����	����� � ��	 �	���	
�	���������� � 	��	 �����	 ����� �� ��� 	 �� �����	 ��	 �������� �����	�

���� �������	
 ��	 ����	 �� ����	� ���	 ����	 	�� 	� �������� �������	
 ���� ��	��	 ����!
���	 �	��	 �������� � �� �����	 �	����������
 ���	 �����	�
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������ ��� 	 
���������� ���������� �� ��������� �����������

������ ��� ��� ���� ������ � �� ���
�
�� �������� �
 ��������� �������� ��� �
������� 	
� ���� �� ����������� 	
�������� �
 ��������� �
 ����� ����	
�  ��
�c � �0 �� x � 0! 	
� ��
� ������� ���� �� ������� �������� ��� ���
�������
�� ��� ������������ "� �� �������� ��� ��� �� �
��� � ��������� ����������
 �	
����� #�$!�

����� ��� ���	
��
�� 
��

�� �� 	���
�����

����� �
�����
��

%��� ����� ���
�� �
 ��
�& �� ��� ����������� �� ��������� ���
���������
��������� �� �� ����� �� ��������� �� �� �������� ��������� '���	
� �� ����
�
�
������� ����� ��� ��
� ���������� �
 ������� � �� �������� �c ��� �
�����
�� �
�� ����
�
� �
 ����� �
 �������  �c > �0& ���� (�
�� #��!& �� ������� ��� �����
��� ������� � �� ����
�
� �
 ������ )�
� ���� x ��� ������� � �� ��������
���	
������ �������� x = 0 ��� ��������& �
��	
��� �����*�� ��������� �����������
�� ��� 
� �+� ��
� ����� �� ������� ������������ ���� � �� �� (�
��& ��
�������� ���	
������ x = 0 ��� ��� ���� 
� �	
������ �������

,� �������& ����	
� �� ����
�
� ������� ����� ��� ��
� ���������� �

������� � �� �������� �c ��� �������
�� � �� ����
�
� �
 ����� �
 �������  �c < �0!&
�� ������� ��� ������� 	
��� �� ����� ��� �� x = 0� )�
� ���� ��� �������
� �� �������� ������
� �
 ���-������ �
 �������& �� ��� � 
�� ���
���� ��
��������� ������������ '� ��
����� �������� ���	
������ ������ ��� �������� ����	
�
�� ���������� �������� �
 ������� ��� ������������ ���-���& ����.�.���� ����	
�
�� ����� �� ���
� �
� ��
�� ��� ��
� ��������� 	
� �������� ��������� �����������
Ep(x)  ���� (�
�� #�#!�



�� ������	
���� ���������� �	� ���	�
������ � 	�� ��������� ��

����� ����	
� �� �� ����������

������ � ������� ��	��� ���� 
� 
������� �����  !	�� ���" ������� �������
�� x = 0 ���#	� � ��!	�	� ������� ����� �� ��	� ���������� �	 ������� � �
�����
�� �c ��� �������	�� � � ��!	�	� �	 ����� �	 ������� �c < �0� $����������
� ��	��� �������� �%�#	����� �	 �������!� �	 ��	� �%����������� ���� �c � �0�
&�� ���� � ��	� �c = �0 �������� � ����� �%�
���� �� � �������� �����
�� x = 0
�� �� �'��� ��� �������� �%����� �	�����	� �� x4 ������������� �� ���	���� 	��
���	�������

(� ������������� ��� ��	����� �%�#	����� �%������� � ������ �� � 
��������
dEp/dx = 0 �� ������� �� �������� �� %����!�� ��������� �� � 
���
���� ��
�	� �������� �� ���
���� �� � ����� �� %����!�� ��������� ) ���#	� ��" �c > �0�
� ��	���� x = 0 ��� ������ �� ���#	� ���" �c < �0� x = 0 ��� ������� �����
 !	�� ���"� (� ������������ ����� �� x4 �� %����!�� ��������� ��#	����� ��*"

���	�� �	� ��	����� �%�#	����� �	������� �%����
� +��� 
�,�����	� �� ������ �
	�� ��	���� �%�#	�����" -

x0 = 0 �� x0 = ±�0

√
2
(�0 − �c)

�c
. ���."

(� �������� ��	���� x0 = 0 ������ ��	/�	��� ������ #	� %�������
� �� �
��
���� ��� ��	���� � � �������
���� �� � 
�������� �c < �0� (���#	� �
��	���� x0 = 0 ���� �� �������� ��c < �0"� 	�� ��	��� ��	���� ��	��
x0 = ±�0

√
2(�0 − �c)/�c ����� � ������ 0� ��� #	%� � � ���	�
����� �� �

��	���� ������������ x0 = 0 ���� 	�� ����� �� ��	����� ������������� x0 =
±�0

√
2(�0 − �c)/�c� 1� ���2��� %���	���� �� � ���	� �� x0 �� ���
���� �� �

��!	�	� �	 ������� � � �����
�� �c� /�	��� �
� � �3� �%	� ��������� �� 
��,
��3�� ��	� �������� 	� ���!����� ��� �� ���	�
����� �����  !	�� ��*" #	� �%���
�	��� #	� � �������� ��� ��	����� ������������� ��#	����� ���.""� (� 
�	���
������ �	� �  !	�� ��* ���������� 	�� ����
�� ������� ������ #	� � 
�	���
�� ����� 
�����	 
��������� � 	�� ����
�� ������ 4���� 
��������� ��� 	�	��
���� � ������� ��� ���	�
������� � ��� 	��� �� ���������� #	� � ���	�
�����
�� #	������� ������ ���	�
����� ��	�
�� �� ������ �� �� ����� ���� 
� ���,
!������ ��� #	�#	����� #	�� �� �� ���������	
 ����������� ����� ����!�����
5��" ) �� ���������� ��� ���	�� � � ����� ��� 
����������� 6 ���� 7 #	� ������
���������� ���� � 
������� * �� 
�� �	���!��

����� ������
����� �� ���
����� ���� ����� �� ����������

$��� %��	�� ��� �������� ��� ��������� � ��
���
�� ��� ������ �� ���	�,

������ �� ��� ������������� ������ ���� �	� �������!� 
������	� ��	���� �

����� �� �� ���	
�� �	��� ��� �� �����	�� �� ���	� ��	�
�����	 � �� ������ ������

	����� �� ������	 �� ���	
��� ��� ��������� � ��������	� �� ��	 ����� ���������� ����	�� ��

�����������	� ����	�� ���� �������� �� ���	
��� ��� ��������� �� ������ �� ��������� � �����

����	�����	�� ��	�� ��  ��	 ����� !��	�"� ��� �����������	� � #����� ��  ���	���� ����� ��

���	
��� ��� 
�� �� �����
�� �� �����	
�� ���������� ��������	 � �� ��	��� � ���	
��

�	 ��� �� ���������� �����"���� ��� �� ��������	�
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 ��� �� ����������� ��� ��������� ������������

�������� ����� �����������
���� ���� �� ������� ��
��� ���� � �������� ��
� ��	
�� ��������� ���

��������� Ep(x) ��	
����� �� ! ���� ���� � �� �� "�
��� ��������� ������ 	
�
�� ���#���� ��
� �� ����
��� ���������� ���� �$��� ���
�� �
 ��$�������
���� ������� �� ��� �����
 	
� �� ����������� 	
�������% �#���
 & ������ ��
�
��$���������� ������ �� ��������� ����������� Ep(x) ��	
����� ��'! & ������� x4

�$��� "�
�� ���! ��� ��������� & ��
� �#���
 & ������ �� ��������� �� �� %������
������� ��	
����� �� !�

(���� ���������� ��� ������������ 	
�������%� �� ��������� ����������� �����
�� ���� �� %���� �������� ����
�� �� %��� 	
� �� ��������� 	
�������% ���
���
����� �� �� ����
�� 	
� ���� �� �� ���
���� x = 0� ����	
� �� ����
�
� �

������� & �� $������� ��� �
 ���� ����� 	
� �� ����
�
� �
 ����� �
 ������� ��c �
�0!� )����� ����
�� �
 ����������� �� ��������� ����������� �
��
� �
 �����
x = 0 ��$�� 
� ������� �����
���� * �� ���� ��
� ������������� �� ������� 	
�
������� & �������� ��� �	
������ �
 $�������� �� ������ �����	
�#��� ������
���������� ��� ������������ 	
�������%� ������	
�� �� ����������� ����� 
��
%���� ��
��$�������� �
��
� �� �� ������ �� #�%
�������

+� ������� 	
� ������� & �������� ��� �	
������ �
 $�������� �� ������ ���
���	
�#��� ������ ���������� ��� ������������ 	
�������%� ������	
��� (����
�,�� ��� ���������� �� ������
����� 
� ����� ��������� 	
� ���
���� �� �������
��� ������� �
 ��
�� �� �� #�%
�������

-�������� ����� ������� �����	
� �� � ������� ��
� ���
����� ��������
���� �� �� ������ �� #�%
������ �� �� ��
� $�������� �� ������
����� 
� �����
��������� ε ����� & �� ������� �
 ��
�� �� #�%
������ �� �� ������� �
�$���� .

ε = −�c − �0

�c
. ���/!

+����������� �� ��������� ����������� & ������� ' ���'! ��
� ���� �������
���� �
�� .

Ep =
k

2

[
−εx2 +

x4

4�2
0

]
. ���0!



�� ������	
���� ���������� �	� ���	�
������ � 	�� ��������� ��

����� ����� �	� x2 ��� �	����� ��� ε� � ����� �� x4� �	� ��� � ������

�	� ����� �� x ��� ������ ������� �	 ���� ����� �� ������	� �	� � �����
�	�������	�� �� ����� � ���!�  ���������� ��� ��	����� ������������� ����	�
� ���	�	� �	 ������� � � �����
�� ��� �������	�� � � ���	�	� �	 ����� �	
������� "��	����� ��#$� �� ������� �	� x0 ∼

√
ε % ������ �� ��	� ������ �����	�

����  ���������� ��  ������� ��������� 
�&����	� "��	����� ��'$ ���� ��	� ��	�
�	 ���� ����� ε2�

( ���������� ��  ������� ��������� �� ���
���� �	 �����!��� ���	���� �
������
� �	 ��	� �� ���	�
����� "��	����� ��'$ 
������	� 	�� ����� �������	� ��
��	� �)��!�� �	 ���� �	�	� 	�� ��	���� � ��	����� ���� �� �������� �	 ���*�
� 	�� �	��� ��	���� � ��	������ +����� �	� � �	���� ������ �������	�� �� ��&
�	�
������ ���� ���� ������	���� �	 �	� �� � ���	��� ,� ������ �	� �������&
���� �� ����	��
 �	�	��

���� �	 ��	 � ��	������ ��	� ������  �

��� �	� � ����
�	� �� �)��!��� �� 
� �)�� �� ���� ��� ��	� ��
���� ��� 	�� ������� ��
����	��
-����� � ������� x� �	� ������� �
� 	�� �������� �� ��
����	�� ��	� ��������&
��� � �	���� �	������� �.)���	�� ���� � �	���� �)��!���� /��� �� �)��!��� ��
���
����&���	���� 
.����	��� x �� ���!�� �  �����	�� � 	�� 
��
��������� � 	��
���!
�� �	 ���� � �	���� �)��!���� x ��� ����
�� � � ������� � 	� 0	��� �� 
��&
��
����� ��
� (� �)��!�� 
.����� �� ��
������� �.)���	�� ��������� ���� �
����� ��  ��	����� � ���	���� �	 ��������� �	 ����� �� ���	�
������ ��������
������ ��	����� � �����	�� "���� ��������.� ��1�2$� ����� �������	� 3 
 ���

���� ������
��� ��� ��	������ � �����	�� �	� ��*���  	���������� �	 ���������
��� ������ �� ���	�
������

��� ������	
 
���
 �
 �	�����	�� �����



� �
 �����	�	�� �
 ����
 � �
�	��
 ����


( ���������� ��  ������� ��������� "��	����� ��'$ �� ���
���� �	 �����!��� ε
"������
� �	 ��	� �� ���	�
�����$ ��� �� ���� �������� � 	�� ������� ���� �� �)��
(����	 ����
��� � 	�� ���������� �� �.��� �	 ��
��� ������ (� ���������� ���&
����������	� ��� 	� ������ 
�����	� � 	�� ���������� �� ��
��� ������ /�
������	� 
���� ������ ���� ������������� ��������	�� 3 �� ����!���� ��
������ 	�� ����������� �	� � .�	�� ��������	��� ���� 
��&
� �
�	���� 	��
���	� *��� �� �����	� � 	�� 
������� ��������	��� 4�� 
���� ��� � ���������
� ����� �� �	� ���� �� ������ 5 ������� 6 "�	 ������� ��������	��$ ������ ���
�� ������� 7 .�	�� ��������	���  ��������� �.�����	� ���	�� 	� �������� ���
������� ��������	��� 
� �	� ���	�� �� 	�� ����������� ����� �	�� 7 �����
��������	���  ������
���� ����� 
�� ������ ������� ������� ����� ���&�&��� ��
 ��������� �.�����	�� (�� ������� � ������� ���� ���� 	�� ���� ����
�����
��������� �	� 
���!�� �	 �)��!�� 	�� ����������� ��
���
����	�� � � ����
� 	�� ���������� �� �.��� ������ 5 �������������	� 6� ( ����������� M � �
8�����!��� � �����8 �� � ����������� ��� �	� � .�	�� ��������	�� "M = 0$
�� ��� �	� � ����� ��������	�� "M �= 0$� (� ����� 5 �����!��� � ����� 6 ��
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��	
 � 	�
 �
������	�
 ������	
 T = Tc� !	� T < Tc �
�
T ���
" ����
 �
 Tc�# ������������ M ∼ ±√Tc − T � $����# �� %������
 x ����
�
 ������
 �������	
 &	
 �
 �'�
 �	 ��������
 �����
 M � �
 ��������
 ε 
��
�������	
 �
 T − Tc� ����
���
 �
 �����	 ������
 � �� ��������� 
�� ����

��� E ∼ εM2 + M4�

��� �����	
������ 	���������

(	��	�� ����
�� �	� ���%�� �������� �	
 �
� ����� ����������
� �
� ���)
���
� �������	
�� *
�
�����# �
� ������
� �%�	
�� ���� �
 �
��� 
�# �+�

�� 	� ���� ����������
 ,��� 
�� ���
���# ���%�	��� %
�� �
� ���� � �
�	�� 	�
�
����� �
��� �	� ���
�� �
� �� ��
��� ��������
� ��� 
� &
	 ���� 
�
���

�� ������� 
� �������	
# �� %������� 
� �����������	
# 
����� -� 	��
# �	)
�
�� �	 �����
�
�� ����������
# �
� ������
� �������	
� ����
��
�� ���)
��� �
� ���������� �
����
��
� ��	� 	 ���� ����
�
�# ���	����� �+�

�%
��	
��
�
�� �	� �
� �����
�
��� ������	
��

�� ���������� �	 ������
 ��	��� ���� �
 �������
 �	� �
��
� �������	��

�����
�� �
� ����� ������
� � �����
�� �
���
� �
� ������
� �������	
� 
�
��� � �
	� �%�	��� �������	
�

����	���� �������	
 �	 ������
 �
 �
���� ��	���
 ���� �
 �������
 
��
��
�	
 � ������ �
 �� �� �
 .
/�� 0

mẍ + μẋ +
∂Ep(x)

∂x
= 0 , ���1�

2 m 
� μ �
����
��
�� �
��
���%
�
�� �� ����
 �	��
��	
 �	 �
���� 
� �

�
3��
�� �
 ����
�
�� ������ �	 �	%
�
�� �
 �	������
 �
 �� ����
 �
 ���
�
 �� ���
 ���"����
� �
 �
���
� �
��
 ∂Ep(x)

∂x �
 ����	���� ��)�
��	� ���	����
��1� ��
�� �	��
 �	
 �� ���
 F �	� ����%
 �	 ��
���
� ���������	
� Ep(x)#
F = −∂Ep(x)/∂x� �
� ����� ����������
� �	
 �	� �%�� ��	���� ��� ��	�
�������
�
�� ���
��� �
� ����� ,�
� �
 �� �������	
� *
� ����� ,�
� ���
��
�	� � ������ �
� ��	����� �������	
� ���	���� ��1� 
� ����� ẋ = 0#
ẍ = 0# �
 �	� ������	
 �	
 ∂Ep/∂x = 0�

4 ������ �
 ��
���
���� �
 ����
���
 ��
���
��
 � �����
 5 
� ������ �	
��������
 ε ���	���� ��6�# � ���
�� �
� ����� ,�
� �	�%���� 0

x0 = 0 x0 = ±�0

√
2ε ���7�

��� ������	� ��� 
��� �� �	 ����
� �� �	��	�� �	 ����
� �� �	��	� ������� ����� 	�����

�	�
� �
�� �� ��	�� ����� � ��	��� � 	
�	�� � ��� ������ �� �
� ��� �	 ������ ���
	����� 	
�	���� ����� 	����
�	�
� ����
�� 	
��
 ��� �����	�
�� ����� ��� �����	�
�� ��
��� 	
�	���� �� ��
 ���  ���
!� �	�� �� ����	
� ��"�� �� ����#���� �	
� ���
��� 
��	�
��
�	�� ��� ����#��� � ��� �����	�
�� ��� ��������	�����

��	 $��� ��	��	�
��� %����&�� ���#�� �� ����� '( �� �������
� ��� ������ 	������
�� �����
�� �	���
���� )	�� ���� �	�� Ep(x) ����� �	� ��	��	�
��� �� x� 	
��
 �� �����
��
��� �
� 	��	���
����



�� ������	
���� ���������� �	� ���	�
������ � 	�� ��������� ��

��� �� ���� 	��� 
����	� ��� ��� 
��� 
���	����� 
��� � �����	� ���������
�����

����� ����	
� �� 
������ ��������

��� ���� 
���	����� ��� ������ ���� 
� �� 
��������� ���	����� 
�� ��� �����
����������	�� 
� ���� ��� ������� ���!���� ������� � ���
��	 ���	 ���"������ #��$
� ��� �� ���� �� ������ � 
� ������� ��	��	"������ x1(t) 	�!���� � ��� ����
������� ����������	� x0� �� "��� ���� ����%��$�$�� & '��	 	����
	� � ���� ���������
����	������ � ������ ����������	� x0 ��� ��	��	"����� x1(t) (

x(t) = x0 + x1(t), ���)*�

�� 
���	������ ���!������� 
� �� ��	��	"����� x1(t) �� ��	� 
� ������ +� x1(t)

�	�,� �� ��	� 
� ����� t� ������ ����������	� x0 ��� 
�� ���"��� �� ��� ��
���	��	�� x1(t) 	�,� �� ��	� 
� ����� t� ������ ����������	� x0 ��� 
�� �����"���

-��� ������� 
� ����� �������	 ��� �� ��	��	"����� x1(t) ��� �	 � ���"�� 
�!���
x0 �x1(t) � x0�� ���	 �	��
�	 � ��� �����	������� 
�� ��������� ��������� ��.�

� �� 
�������� 
� ���� �� � 	����	� ���
�� �� ������	 � ������ �� 
�!����������

� /����	 
� ��	�� 
�	�!��� 
� ��������� ∂Ep(x)/∂x �� �	����	 �	
	� �� x1�
-��� �"������ ���	� �����	��������� ���!���� ���	 ���������� �����	���� 
� ��

�������� (

mẍ1 + μẋ1 + x1E
′′
p (x0) = 0 , ���))�

�0 E′′
p (x0) ≡ (∂2Ep/∂x2)x=x0

���	 �� ����� ���� ������ �����	� ���	%����� 
�
Ep� ���� ��� ���� �"	�!������ ����� ��� ���	� 
���"�%�1���� 2������� �� 
�
�����	��� 
�� ��������� �� �	����	 �	
	� ������ ����� ���� ���
� 
� ���"����� �
���� 
� �� �����	��
 	��
�����

'��	 	����
	� ���������� �����	���� �� �	����	 �	
	� 
� �� 
�������� 
�
���� �� � 	����	� ��������� ��))�� ��	���� ���������� 
�� ��������� x1(t) 
�
�� ��	�� x1(t) ∼ eωt� ���	 �"����	 ��� �������� 
� ����
 
�%	� �� ω� ���� (

mω2 + μω + E′′
p = 0 . ���)��

3� �
����	� ��� �� 
��	������� μ2 − 4mE′′
p 
� ���� �������� ��� ��������

��
����� ���������� ��	���� �� ��4���� 
� �	�������� μ ��� ����5 ��	���
2�� ��������� 
� ���������� ��)� ���� ���	� 
������ ��	 (

ω1

2
=

1

2m

[
−μ±

√
μ2 − 4mE′′

p

]
���)6�

�� �� �������� 
� ���������� �����	���� 
� �� 
�������� ��������� ��))� ���	��
����� �� ����� %���	����� (

x1(t) = aeω1t + beω2t, ���)7�

������ �������	� 
 ���� �� �������� ��	 	�������	 ����
�� ���� � ��	 �	����
����	 ����

�������	 	
�	 ������
��� ���� ��	 �������	�



�� ������	
�� �������� �� ������������

�� a �� b ���� ��� ��������� ��������������
������
���� �� �� ����
������� x1(t) �
 �
�� �
 ����� ������ ����� �
 �����

�� �����
���� ω1

2
��� ��������������� �� �� ����� �� �����
���� ω2 ��� ��
!�
��

������" #���� �	
����� ��$%& � 	
� ����� ���
 ' 
�� ���������� ������������� (
�� ��������� �������� �
 ������� �� x0 ������ ����� ���
�������� �� �� ����
�
�� �����
���� ω1 �� ��� �� �������� ������� �
 ����� �� �� ������� ������
�� ��������� ����������� E′′

p �� x0 #�
������� ��� �� �� �
��
�� �� ���������
����������� �� x0&� ��
� ������������ ���� ����� ' ��������� )

* #�& ���� E′′
p > 0 �� ��� ω1 < 0 ) x1(t) ����+� ����������������� �
 �
��

�
 ����� �� x0 ��� ��� 
�� ���
���� ������ (
* #��& ���� E′′

p < 0 �� ��� ω1 > 0 ) x1(t) ��+� ����������������� ����
eω1t �
 �
�� �
 ����� �� �� ���
���� x0 ��� ��� ���������

��� ���
����� �,����
� ���
� �� ��������� ������	
� �
 ������� ����,
������ ����� ���"�������� ��� ���
����� "����� �
� ��������� ��������� �� ��
������� �� Ep #���� ������ ��$�$&� -���� ����	
� �� "���
������ ��
� ����,
���� �� ������ ��
�� ������� ��� ���������� 
� ���
�� ' ��������� �� ���������
�������� �
 ������� ������	
� ���������

����� �����	
������	 �
	
���

������
���� �
 �
�� �
 ����� �� �� ����
������� �����	
�� �
 �������
������	
� ' ������� ��
��� ���� � ������� ������ �� �������� ������� �� ��
������� ������ �� ��������� ����������� #�	
����� ��$%& �� x0 ( �� �������� ��
�
"��� ��� ������� ' x ��������� ����������� �������� �� "������ �� �� ������� ε
�
 ��
�� �� �� ��"
������ #�	
����� ��.& ��
� �������� )

E′′
p =

k

2

[
−2ε + 3

x2
0

l2c

]
#��$/&

���� ��
� �� ���
���� ������������ �� x0 = 0 )

E′′
p = −kε. #��$0&

1� ��������� ������������ �,����
� �� �� ������� ������ �� ��������� �����,
������ �� x0 = 0 ���� ��� ���
����� w1

2
#�	
����� ��$%& ��� ������ ������������

�� �� ����
������� x1(t) �� �� �� ���2��� ��
!�
�� ���� ��� ��������� �� "�����,

���� "��� #μ2 + 4mkε > 0& ��
� �������� w1

2
= μ/2m

[
−1±

√
1 + 4mkε/μ2

]
�

-
 ��������� �� �� �������� ����	
� �� �� ��"
������ "�
��� #ε → 0& ��
�
��
���� �3��
�� 
� ������������� �� 4����� �
 ������� ����� �� ε ��
�
������� ������������ �
������ ��� ���
����� w1

2
)

ω1 � k

μ
ε �� ω2 � − μ

m
. #��$.&

�����
���� ω2 ��� 
�� �������� �������� ����	
��� 	
� �� ����� eω2t

����+� ����������������� �
 �
�� �
 ����� ( �� ����� ����������	
� �� ��



�� ������	
���� ���������� �	� ���	�
������ � 	�� ��������� ��

��
�������
� ����
�� � 
� ����� �� � ����	������� ��� �� ������ �� |1/ω2| =
m/μ�

�����	���� ω1 ���� �	��� � 	�� ������������ � � ������
� �������	� ε �	
��	� �� � ���	�
����� � � ��� ���
 �������� ������� ���
�������
� �����������
�	 ����� eω1t �� ����	� ε ��� ������� �ε = − �c−�0

�c
� � ���	�	� �c �	 ������� ���

�	�����	�� � �� ���	�	� �	 ����� �0��

 � ��!��
"�� ����	� � ���	�	� �	 ������� ��� �������	�� � �� ���	�	� �	
����� �c < �0� ����	���� ω1 ��� �������� �� � ����	������� �	��� 	�� 
�������
�
����������� � � ����� �� 
�������
� �� � ����	������� eω1t ��� ���� �� ������
�� 1/ω1 ∼ 1/ε � 
� ����� 
���
��������	� ��!���� ���
 �� �	� �� �	� ���
����	� � �#��$�� �����
"� �� � 
�������� 
�����	� �� � ���	�
����� �ε → 0��
%� �"����$�� ��&��� � ������������� 
�����	� ' �	 !�������� �� � ���	�
�����
��	�
"�� � �#�����	� �	 �#��$�� ( ������� ) ' �� ��!���� ���	���� �	� ����
�	� � �#��$�� �������
"� �	 ��	� 
�����	��

����� ������	
��� 	��		
���� ��� ����� �	����� �
�����
��� �� ����� �� ������ �� ����
�

����	�� �� � �#�����	� �	 �#��$�� �	 !�������� ��� ������ &��� ��	� �
������ ��	�� ����� �� ���������� � �������� �� 
�� ����� ������������� �� ���	���
����� ��������&�� �� ��*������ ����� �� ������� �	 �#��$�� � ��� ������� ����	�+
�������� ,����� � ���� ω2 
��������� � 	� ���� ����� �� ������ ���
�������
�
����������� �� � ����	�������� ���� �	� � ���� ω1 ��!�
 ε > 0� 
���������
� 	� ���� ������� ���� � 
�������
� ����������� �	��� 	� �������������

�����	� �	 !�������� �	 ����� 
�����	��

,����� �	 
�	�� �	 ������ � ���� ������ ���� ��!�	���� ��� ������� ���+
!���	��� ������ �	� � ���� ��� �������� ' � �#�����	� ��� ���
 ��	!������
�	 !�������� �	 ����� 
�����	�� ��� �� ����� ����� %���� ���	����� ��� ��	!���
���
������ ���� ���	�� ��� �#��$��� �#�����	��� 
� �	� ��
���� ����������
�	� ���#���  � �*��� �-�� ����	� �� �#��$��� ��	���� 
��������� 	� ���+
��� ��!� �� ����� ��	 �� ������ �� �������� ��	� �� �	��	�� ����� ����
���������� �	 !�������� �� � ���	�
����� � �� �	���� ����� ������� ���� �����
�����������	�
� � �����!�� �	� ����� ����� .� ������ ��������� �� ������
�� ������ ��
��� � �#�����	� �*�
��!�� ������������ ��� ����� ������� �	
���&� ��� ����� ��� ��� �������� ���	�
���
 ����������� � �� ����� �������
���������� ( ���������	����� ) � � �#�����	� ��� ����� �����

��� ����� ����	���
��� ������ �� ������������
��� ��� ���� �� ����� ���� ����������

�� ������� ������������	�� �� ������� ��	�� ��� �������������� ����	���
�� ���
��� ��
����� �� ����� ��������������� � ��� ������
������ ���� �� ����� ���������� � ���� �����
�������� �� �������� ������
�� ���� ���������� ���� ���� ������� �� ������ ��� ��������
 ������ �������� ����� ����	���
���!� ����
�� �� ������ ���� ������������ �� ������� ���
�������������� ���� ������ "��� ���������� ����� ����	���
�� �� �� ���#����� ���� ������$
����� �����$%$���� ���
������� ������� �� ������ ��� �� � ����� �� �� ������� �� �����
�� � �������������� ����������� &���� ���� ��� ������ 
��� ��� ���� ����� ��� �� � ������
������	������� ' � ���� ������� % ω2 �������� ���� ����������  �� ��� ����	���
������! ��
���� ����



�� ������	
�� �������� �� ������������

�

������
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������
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��	���
�����������	

�

������ ��	 
 �� �������� � ����������� �������� ��� ������ ��������� ������������

��� �������� �������� �� ��� ������ ����������� ��� �������� ����������

�� �������� � 
�� ����������� ��������	
� �� �� ������	
� �
 �������
��
���� ��
� �������� � ������ �� �� ����� �������� �� ������
���� �� �� ����
� 
������ x1(t) !�	
����� �"#$% ���� ��	
���� ��
� ��������� 
��	
����� �� ����
�������� ��������� !���
��� ���� ��������� ����������% &

x1(t) � aeω2t = ae(k/μ)εt. !�"#'%

(����	
��� 	
� t ������)� 
��	
����� �� ����
�� ��� �� ������� �� 
�����	
� ε �
 ��
�� �� �� ���
������" *� ��� ��
���� ��������
��� 
�� ��
�����
�������� T � �������� �������� ����� �� ��+��� ���� &

T = εt !�"#,%

��� ��
� ������� ���������� &

d

dt
= ε

d

dT
. !�"�-%

.����� �� ����
������� x1(t) ����
� �
� 
�� ������ ���������� �� ������� ��
1/ε� ������ 	
��� ������ �� �� ��
����� �������� T � �� ����
������� ����
� �
�

�� ������ ������� 
����"

/��� �
 ���� ��
� ����� ��������� �� ��������� ��������
���� ��� ���������
������ ��� �� ���� �
���� ��
� ������+�� ��������� ��� �������� ������	
��
��
��� � ��� ��������� ������
���� �� ��������� �
� ��� ������� �� �����
���� ��0�������" 1��� ������ ����� ��������� 
�� �����+����� ���������	
� ���
����
����� ������ �� ������� !�
 ���������� �� ��
� ����������% �� �� �������
����� � ��� �������� ����� �� ������� �
�������"

�� ������
����� ���� ��
����� �������� T ���� ���	
����� �"#'� ������
����
�� �� ����
������� �
 �
�� �
 ����� ������ ���� &

x1(T ) = ae(k/μ)T , !�"�#%



�� ������	
���� ���������� �	� ���	�
������ � 	�� ��������� ��


���� ���������� �	���� ����� �	� � ����	������� x1 �� ������ ��� �������
���� �	 ����� t �� �� � ������
� �	 ��	� 
�����	� ε ���� 	���	����� �� �	�
����	�� T �

�������� �
� �	� �� ����������� �� � ����	������� x1(t) ���	������ ���� ��
����� �� ���� ��	����� �� ���	����� � �����	� �	� ���� 	�� �������������
������� ���	����� ������ !��� � ��"��� �������# � 
�������� a �� ��	� $���
���������� % 	�� �	����
����� �� a ��� 	�� 
�������� ���������� ��� �"������
��	���� �� ���	����� ����� !� �	�# ��	� ε > 0# � ��	���� 
��&� ��������
�������� ���� � �����# �� �������������� ������� ������� ��� ������ ��	�
��� ����� �����'����� ��"� % x1 ��'���� ������� "���� �	�� �� ���� �	�
�"����� ���"����� �� ������ ��� �������� �� ���	����� "������	� �� � � �
�����	� ���	����� ��(�� )��������# � ��	���� ������� 
������	� 	�� �����
������������� ��	� �� ����� 
�	��� * �� �+��� ��� �������� �	���� ����� ��	�
	���	� �,� �� ���������� ������	�� a(T )�

����� ����	
�� �����
	��

)�	� ��	� ��������� �� 
-��
-�� ���������� 	�� ��	���� �� ���	����� ��
� � �����	� ��� ��������� �	 � ��.�� ���	����� ��(�# ��	� �� �� �������"����
� ���	�� ��� ��	����� �	 '������"� �� � 
�������� 
�����	� ε = 0� /� �+��#
� ������"�� "������ 
������� ��	0�	�� � ��'������ �� ��	������ �� ������ ��
�	�����
� ��	� ����� �����.��� ��
� ε� �� �� ���	��� ����� ��� ����� �� 
������
�	������ 1�	'���# 	�� ����� ������������� �	����� 	�� ��	���� �� ����� ��	��

������� �	�����
� ������'� �	 ����� �����.��� ε� 2���� ����� �	� ������	��
�� � ��	���� ������������ ���	����� ��3� �� 
������� 
���� ε1/2# � ��� ���	��
�� 
-��
-�� 	�� ��	���� �� ���	����� ��� ������� 
���.�� �� � � �����	�
���	����� ��(� �� ������ �� ε1/2# ���� %

x(t) = ε1/2A0(T ) + εA1(T ) + ... ������

�4 �� ���
����� A0(T )# A1(T )# ��� ���'��� $��� ����������� 
���� ��	���� ��
���	����� "������ �� � � �����	� ���	����� ��(��

5����� ���	 �� � ����'�� �������� �� x �� ���
���� �� � '������ ���� T
���	����� ���6�# � 
������	���� �� � ����'�� ��
���� �� x# ������������� �
ε5/2 �ẍ = ε5/2dx/dT �# ��� ��"�"���� ���� ���	����� "������ �� � � �����	�
���	����� ��(� ��� ������� � � 
������	���� �� � ����'�� �����.�� �� x ����
������ ������������� � ε3/2 �ẋ = ε3/2dx/dT �� 7�� ���	��# ������ ��������
�� �����"�� ��������� Ep ��� ����� ��� ����������� �� �����"�� ��������� ��
���
���� �	 �����.��� �� ��	� ε ��'������ � ������ x4 ���	����� �����

/� ��0�
���� � ��'��������� �� ����� �� ε1/2 ���	����� ����� ���� ���	��
���� "������ �� � � �����	� ���	����� ��� �������� ���	����� ��(�# ��	�
�������� � ������ ε3/2 ��������� 	
������	� �	�'���� %

dA0

dT
=

k

μ
A0 − k

2μ�2
c

A3
0. ����8�



�� ������	
�� �������� �� ������������

����� �	
����� ��������
�� �� ������� ��
� �� ����� ��������� ε � � 	
�
�������� �� ������� ��
 ��
���������� �
 ������������� �� �� ���
���� ��
����� �
 ��������� ε1/2 

!�� �����
��" �� ����� �� ���� �	
����� ��������
��" ��������� ��������
����� ������� ��
�� #��
������ ��
���" �� ������ ��� �� �� ����� �������� ��
Ep" ��
��
 	
����� ���� ����� ��� ������� $ x 

%�����" �� �
���" 	
� �� ���#���� ������� ����
�� $ ������ �� ���	
�����
�������� �� �� ������	
� �� �� ������� �� ��
� ������ �� ��#���� ��	
�����
��&���������� �
 ����� ����� $ ��'����� ���������" ������ 	
� ���	
�����
��������
�� ��� �
 ������� ����� %�
� ����� ����� ���
�� �� ���#�� �� ������
�� ��#���� �� ��
� �����#��� $ 
�� ��
��" ��(� $ ������������� ����#���	
� ������
�� �
� ������������� �� �� ������� ���������� ������ ẍ ������� �������
� $ ��
�
�� �� ������� ���������� �������� ẋ 

!�� �����
��" �� ��������� �� ����� ��� �������� − k
2μ�2c

A3
0 �� ���	
����� ����)

����
�� ��	
����� � �*�" ��
� �#������ 
�� ���
���� A0(T ) ������ ��� A0(T ) =
ae(k/μ)T ��+ a ��� 
� ����
� ��������������" � 	
� ��� ���� ��������� �� ���
)
���� �
 ���#���� �������� ��	
����� � ,�� �#���
� ����	
� ��
� �� ���� ���� ���
������� -������ �
 ����� ��� �������� ���� ���	
����� ��������
�� ��	
�����
� �*� � ��
� �&�� �� ��������� $ �� �������� �� ��������
�� A0(t) �
 �
�� �

����� ������ �������� �� ���
��" $ �����" $ 
�� ���
������ �� �� ���
����� 

����� ����	 
������	 �	 ��������� ���������	

-�
����������� �� ���	
����� ��������
�� ��	
����� � �*� ����� ��
� ��� ����
�� �������� $ �� ��
���
� ���������� �� �����#�� .� ������ A0 = A�0

√
2

�� τ = kT/μ" ��
� �#������ 
�� ��
����� ����� �� ���	
����� ��������
��" ����
	����
��� /

dA

dτ
= A−A3 �� �0�

�� ������������ �� ��
� ��� ���������� �����	
�� �
 ������� ��
��� 
����� �	
����� ��������
�� ������ ��
� ��������� V (A) = −A2/2 + A4/4"

� 	
� ������ �� ������
��� ���	
����� �����	
� ��������
�� ��	
����� � �0�
���� /

dA

dτ
= −∂V (A)

∂A
. �� �1�

���� �� 2�
 ��� ����
��� �
������� �� ��
� ����� ������3��� ������������ ��
����� ��������� ��������� ε �� �� ������� �
 ��
�� ����	
� �������#�����" �
#)
����
��� A ��� A/

√
ε �� τ ��� τε %�
� �#������ ����� 
�� ��
����� ����������

��� ���� ��� 	� 
������ ����� � 	������ ������ ����� 	���
	������� 	������ ���� 
��
�� ���	� �����	�� �	 
��� ������� ��� �� ���� 	� ����� ������ ��� � ����� ����� �������

	�� �	���� �� 	�������� ����
	����� � ����� A5 � ��� ������� � 	� ��������� � 	�������
��� ������� ����	��� 	�� ������ � 	������� ������� ��� 	� � �� ��� ��� 	� �����
	������� !�� ����	�� ��� ������ ����� � ����� ��� ����	������ � ���
� ���



�� ������	
���� ���������� �	� ���	�
������ � 	�� ��������� ��

�	 �������� V (A) = −εA2/2 + A4/4 �� 	�� ����� ���������� �� ���	�����
�������	�� �

dA

dτ
= εA−A3. ������

����� ����� �� ���	����� �������	�� 
������� � ����� ��� �� 
����!� ε
��	� ����� ������������� �� ������ ����� �� �� ������� ����
������ � � ������
�
�	 ��	� �� ������������

"�� ���	��# ��	� ��	���� ������	�� �� ����� ������������� �� � �$�����	�
���	����� ���� ��� �� ����� ��	����� �	������� A = 0 �� A = ±√ε# ������ �	� �
��	���� ���������� �	 ����� �����	� ���� � ��%��� ������� ���	����� ��&'�
����� � ����� A = aeετ �

(����# � ��	��� ��	���� ������������ ���� ��	�� ���	��	� � �$�� ��
� ������ �� A = 0 ����� 
����

√
ε# ������ �	� � ����� 
���
��������	� ��

� ��	���� ���������� �	 ����� ����� 
���� ε−1� )� �	���# ��	� ��	����
����
������ 
��
	�� �� 
�� ����������� �	� A = 0 ��� ����� ��	� ε < 0 ��
������� ��	� ε > 0 � � ����� �� �������� ��� �

����%��� ��� � �������
� ��
��	� ��	�����# A = ±√ε# ��	� ����� ��	�� ���	�
����� ��	�
*��

����� �����	�
��� 
 �� �������


+���	����� �������	�� ���	����� ���,�# ���� �	� ��� �������# ���� �� 	��
��	���� ���
��� ����� ��	���� ��� �����	� �� ������	��� �	� ���	����� 
����-
��	� �������	�� ���	����� ���,� ��	� .��� ���
���� 
���� �

dA

A(1 −A2)
=

dA

A
+

1

2

dA

(1−A)
− 1

2

dA

(1 + A)
= dτ. ����/�

����� ��	����� ����� %�� ������������� ��	� ��	���� �

A√
|1−A2| =

Ai√
|1−A2

i |
eτ ����'�

�0 Ai ��� 	�� 
�������� ������%������ 
������������ � ������	�� �������
�� τ = 0��

����� ��	���� ��� ����������� �	� � 1%	�� ��2 ��	� �	����� � 
�������-
���� ������� ����������� ����� ����������� ����� 1�� ������������ A = +1 �	
A = −1� +����� 1�� ������ �� � 
�������� ������� � �� 
��-
� ��� �������� �
��	���� 1��� ��� A = 1# �� ���� ���� A = −1 ���� � 
�� 
�������� ����� 1%	��
��2��

+�� ��	� ��	����� A = 1 �� A = −1 
������	��� ��	� ����������� ��������
�� � �$�����	�� +� ������� �����
��	� ���� �� ��������� [0,∞] 
���� ������
�������
����# ��1�� 
���� �������� ��� 
��������� �������� ���	������� � �
��	���� A = 1# ������ �	� � ������ �	 ��	�� �� �����
��	� ��� ����� ���
��������� [−∞, 0] ��� 
��������� ���������

3����� ��1� �	� �� ��	� ��	����� A = ±1 ���� ��	��������# ��	�����
�
�	� ��4 �� ��������� � �$������ A → −A �� ���	����� 
������	� �����	����
���	����� ���,��
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 ���������� �� �������� �� ����� ���� ���������� ���������� ���������

��� ������ ����������� �� ���� �� ������������� �� ����� ���� ±1�

����� ����	
�� �� �������

���	
����� ��������
�� ��	
����� ����� ���� ��� �
 ��������� V (A) � 
��
��������� �����
������ !� �"��# �� ��
� ����� $

∂V (A)

∂τ
=

∂V

∂A

∂A

∂τ
= −
[
∂V

∂A

]2
≤ 0. ����%�

!� ���
���� ������# �� ��������� V (A) ��� 
�� &������ �������� �� ������'
����� �
 �
�� �
 �����# (
�	
�) � 	
� �� ��
 �� ���� ������������ ���� �������
����� ∂V (A)/∂τ = 0# ���� ����� ∂A/∂t = 0�� �� ��������� V (A) ��� ������
�������� �� 	
������

*�� ����� ��� ���� �������� ��� ���������� ��� ��
���� �������� ��� ���'
����� ���+������� ) ���	
���+�� ������������	
�# ���������� 	
� �� ���� ��
������� ��� ��������� ��
� ��� �������� ���� �	
���+���

����� ��
���� �� ����	�
��

��� +�&
������� ���� ��
 ��� ���������� �� ������� �� �
��������
�� ������� ��
��� � 
�� �������� ���	
���+�� A = 0 	
� �� ���� �����+��

	
��� �c < �0 �� �� &��� ) � ��
��  ��� 
� ��� ��
� �
���� ����� �������������
�����+��� $ A ∼ ±√�0 − �c ∼ ±

√
ε�

,����# ��
� ����� ��  
� ���
���&# � ��� �� +�&
������# ����	
� �� �������
��� ���� ������ ������������ A = 0# ���� ���
���� - ������� . �� ��� ������ ��
���� �� ������ �� �� ��
��� ,���� +�&
������# �� ����� � � ��
�  ��� 
� ����
������������ ���
� ���� ) ������ �
 ���� ) ��
�� �� �� ���
���� ������������
�������� A = 0� �� �������� �� ������ � ��� ����� ���
��� $ �� � � �
 ������ ��

�
�������

�
 ����� ��  
� ���������	
�# ���	
����� ������	
� &���
��� �
  ��������
�� �� +�&
������ ��
� 
�� &���� �����	
� ����/� ������� �� �������� A → −A#
�� �� �� ��� �� �0�� �� �� ���
���� A = 0# ���� ��� �� ��
�� ��� ��
� ���
�����



�� ������	
���� ���������� �	� ���	�
������ � 	�� ��������� ��

�����	�� ����� � ���	�
������ A =
√

ε �� A = −√ε� ����	� ��	���� ����� �
���� ����� ��� ���������� ��� ���������� A → −A�  �	� 
�� ��!�� � ���!�� ����
��	�� ����	�� �� �"�������

#��������� ������ ���� �	� �������� �� ��	��� �� ��	����� {A =
√

ε, A =
−√ε} ��� ��������� ��	� ���������� �� �"������ A → −A $�� ��	� ��	�����
���� ����� ����	����� �� ��� 
�����	��� �������� ��� ��	����� ��� ��������%�
&	������� ���� �� 
���������� �������� ��� ��	������ ���������
� ��� ����������

� �	� ��� 	�� 
�����	��
� �� ���������
� ��� �"������ �� ���	����� 
������	�
�������	�� $��	����� ���'%�

��� �����	
� ���	���
� 
� �	������


�
 � ���������� ������


(��� 
� 
�������� ��	� ����� ��	��� � ���	�
����� ��	�
�� � ����� ��	� ��)
���� ��
����	� ������ ���� ��	����� �������� � � 
������������ �� ���)
���	� �	���� �"������ �"�����	�� �������� ��� ������ �� ������ $���
����
�� ��*	���� �� 
��
���������� ��� ������� 
�����	��%� �� +�"���	� $
���� ��
������� ���� ��� �"������ �"����"�����	�� ��� �	� �� ��	��	� 
����
���� ��
,�����%� �	 ��
��� �	� !���������� ���� ��	� �� �"������ ���	��� �- ��
���� � ������� �� � ������!����� $����!��
� ��	� ����� ������%�

&	)��� �� 
�� ������� 
��
����� ��	� �"����� �	������� 	�� ����������
������������ � 	�� ��������� . ��	� ��	�� � �"����� ����	��� ���� ��	��
��	���� ������������ $������������ �	 �����% ��	� ���	�� ���� 	�� �	��� ��	)
���� ������������ .� �� ��	� ������� �	� ������	�� �	 
���� $�	 ��� 
�����%
������������ � �"�����	� ����� � 	�� ��	����� �	 �/�� �"�� �	� ���	�����

������	� $���'% 
���
��������	� �� � ���	�
����� ��	�
��� ����������� � �
����� �� 
���������� �����
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���� �	���� ������������ �� �� ����	������ ���	���� ��	�
���
	������� ��� �������� ���������� ������ � ��� ����������
 ����������	���
���� ���� �	������� ���������� �����	����	� ��� ���	�� ����� �� ����	��������
����������� ����	�
� ���� ��� �������� ��� ���
��	���

��� �����	
��� ���
��
��� � ������� ����������

�� ��������

���� �����	�� 	�������� �	�������� �� ���������� �
������� 
����
 �� ������	�
�	
�
����  ��� ����� �� ��	�� �������� ��� ��������� ��	���������� � ��
	����	� �� 	�����	 k �� �� ���!���	 �������� �c� ��� ���� "�	� ���
	���	� ��
���
	���	� � �� ���!���	 �� 	���� �0 # ����� ����� ��� 
��	�
� ����� �������
 x
�� ���! ����� ��!� ��	�$������ %���	 &!�	� '�()� *����!���� ��� ��� ��
�������
����������� %���	 
������� '�'+)� ������
� � ��
�������� ��������� �� �� ����
���� �
�������� ��� ����	����� ��	� �� ����!����� �� ��	����� A→ −A # ������
���	 ����� �������� A �� ��
������� ������������ −A ��� 
!������� ���������

,���� �	��	�
�
 �� ���
�	�� ��� ��������� 	
����� �� ���������� ������
�
����� ���
�	�� ��	����� �	����-!����� �� ������� �
������� # ���� ����� ���
����������� ������
	
 ��� �� �.�
 �	��� �� ������� � 	����	� 
���� ��	���������

��������� � ��� �.�
 !����� %���	 &!�	� '�()� /	� ��� �������� 	
��� ���������
���0��	� �� ��!	
 ������	������� ��������� ��� �
!�	� ����
�	��� ���1�� �� �����
����
�	�� ��������	� ����	������� �� �� ��2�� ��������  �� 	
��
	��� �� !	���
����	� �� ���� ����
	����� ��� �������� � 
��	��	 �� ����� �� ������� � 	����	�
�� �� �������� �������� x = 0 �� ���! �� ���� ��	�$������ �� �� ��������������
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 ����� �� �������� �� �������� ���� ����� ���������� ��� �� ����� �f �

��� ������� �� ���� � ��	
���� �� ����� ���� �� �
��� � ������ �� � ��
�� �� ��
�������� ��������� ��
� ��
������ �������� 	
��� ��� ���� ���� ��������� 
� ����
��� ������	
� �� ���
����� ������ � ������  �� � ��
��  �
� ���������� ���
������! "����� �� ������ ��
#�
�� 
� ������ �$�� ���� ������� �
 ���� �
 �������
	
� ������ � ��%������ �
 ���� ��
�� ��� ��
� ���
����� ��&	
������! '� ����� ��
�
$��� ����&����&� �
 ���� �
 ������� �&���	
� � ������� �&%�����& #
�	
�������
��� ����#������ ��
�� ���� ���&� f �������	
��� � �� ����� �
 �������� �%�
f > 0� ����	
� �� ���� ��������� �
 (�& ��� x �������� )%��� ��
�� �!*+ , ����
����
������ ���� � ��%������ ��� ���
����� � ������  �
 �������!

-�
� �&���� �� ������	
� �
 ������� � ���������  � ��&	
����� ��&%��
����
���� ����� ���&���� �� ���� f ! .��� ��&��� ��� ��
� �� ����� mẍ+μẋ+∂Ep/∂x−
f = 0� �%� m �� ����� �
��������� μ �� ��/���� �� ������� �� Ep ��&������
����������� �
 �������! .� �&�������� ��&������ ����������� �
 ������� � ������
����  Ẽp ���� �� ����� �� ��&������ ����������� Ep �
 ������� � �������  ��

�
 ���%���−fx �� �� ���� f )Ẽp = Ep−fx+� ���� &	
����� ��&%��
���� �����
%�

�� ����� �&�&�����&� ��������� � ���� 	
� � &�& �����
� ��
� �� ������� ����
���� 0 mẍ + μẋ + ∂Ẽp/∂x = 0 )%��� &	
����� 1!2+! �� ��
�� �� �&%�������� �
������� � ��&������ ������������ ��
� �������� 0

Ẽp =
k

2

[
−εx2 +

x4

4�2
c

]
− fx, )�!*+

� ������� � ������������ �� ��&������ ����������� �����
� ��
� �� ������� � ����
����  )&	
����� 1!3+� �4 ε �� ������� �
 ��
�� �� ���
������ ��� �&����� ����
���� �� ������� ��&&����� ��� 0 ε = −(�c − �0)/�c!

.� ���������� ��� � ���� �� �&����� �&%�����&� �
 ������� ��&&����
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�	���	�� �� ������ ����� ������� �� �� ���
����� ������	� �����	 ��� ������ �����
���������� �� ��	��
��� �� 	���	�� ��� ��������� � ����������� �� ��	�� ��
ε � �� � �������� ��� ������	� ����!�� ���	 �
����	 � �������� � ���������
�� ����!�� ��	����� �������� "�"#$� ���� �
������ � �������� � ��������� ��
����!�� % ����	���� & �������� '

dA

dτ
= εA−A3 + ν ���"$

�( τ = k(εt)/ν �� ν = f̄ /(�ck)� ��� f̄ = f/ε3/2�
)����� ���� ���	 �
����	 � 	�������� ���� ����� ������������ ������� ���

�� ��	� f ����� ��*������� ����������� ���	 ����	����	 + � �	�	� ��������
���� � ��������� ��������� �� ����!��� � ��� ������ ��� f ���� �� � �	�	�
��� ε3/2� ,���� ������!�� f ∼ ε3/2� � ��� ��	�� -������ �� ���	��� �� � �		.�
�� ������������� �� � ���	��� ����������� �� ����!�� % ����	���� & + � �	�	� /
��������� ��0$� ������� ���� ��� ��	��� ������	�� ���� ����� �� �.�� �	�	��
��� � ���	� ��	�� ����	� ��� �� ������� ��	�� ν� �1 + � ����	������ �� ���2
�!��� ����	����� ���� � �������� � ��������� ��������� ��0$ �� �.�� �	�	�
�� ε ����	��������� ��� ���	�� ��	����� 3� ������ �� ��������� V (A) ��� ���
dA/dτ = −∂V/∂A� ������ ��	��� � �������� � ��������� A �� ����!�� 	���
��������� ���$� ���� �
������ � ���	������ �������� '

V (A) = − εA2

2
+

A4

4
− νA. ����$

,���� ��	�������� ��	��� � ������������ ��� ����� � ������
	� �� ����!��
�� 	���	���� ��� ������� P �� ��������� V ������������ + � �������� �
����
�������� '

P (A) ≡ εA−A3 + ν = −∂V

∂A
= 0, ���/$

���	 �������� �� ������� �� ��������� V �		������ + �� ���� � ������
	�
�����
��� ������ �� �� ������� �� ��������� V 	��	������ �� ���� � ������
	�
���
��� 4� ��5�� ����	���� ��� �������� �
���� ����!�� ���� ����� �� �������� '
���� ��� � 	����� ���� ��� ���
	�� 	����� ���� ��� ����� 	���� ��� �� ���
	� 	���
�� ��� ���� ���	�� ���� ��� ���
	�� �������� 6 ���� ��� ��� ��	��� ��������	�
��� ������

7��� 	�����	� ������������ ���� �������� �
����� �������� �� 	�����2
������ ������ ����� ��	 ��� �	������� ��������� �� ��	 � ������� ��� �	��	�����
�� �� ����	������ ������������ �� �� ��	
� ��� ���	��� P (A) �� �������

����� �����	� 
� �������� ���� �������� 	
	 ��� � ����	�� x(t) �� ��	�	���� �� ���	
�� �	���
��	�� �ε = 0� ��� ��
���
��� ���� � ����� ����� ���	� ����� ��	����
� �� ε1/2� ��	�
�����	�� �����

����� ���������� � ������ �� � ���
� f ��� 	����	��� ! ε3/2� � ����� ��	������
�	�� ν
������"� ����������� ! �� ����� ��� ���� ���� � ������������ �� #���� �� ������	�
������	�� $ ��	� ���� �������� ��� � ��	��� ��� � 
����������� ���	���	� ��� ����	��� ��
������� % 	������	� & �� ������ ���� �� '� �� 
������ �� ����	���� �� ����� ��	������
�	��
ν�
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�� ��������
�� A� ��
� �������� ������ 	
�� ������ �� ������������ ��� ���
����� P � 	
����� ��!" �� ��
� 
�� ������
�� �
��� �A = 0"� ��
� �������� 
��
#���
� �� ��������
�  ���� �
 ����� �������$����� �
 ������� ν �P (0) = ν" %
���� #���
� P (0) ��� �� ��
� ������#� �
��	
� ν ��� ���������� �������������
� �� $��� f ������ � #��� ��� x ������$�� &�������� ���������� �� �����������
��� ������� P (A) �
 #�������� �� � ����� A = 0� ��
'�
�� �� � $ ���� �
�� 	
����� ��! ������
�� ��
� ��������� ��
� 
�� ������
�� A ������� 
�� ���
�������� ������ � ��� ������� ����� � ��� �� ����� �� ��
� $����� �
������
�� A� ���� P (A) ∼ εA % �� � ��# � �� P (A) �� � ����� ��� ��� �� ������� �� ε�
� 	
� �����	
� 	
� P (A) ��� 
�� $������ ��������� �
 #�������� �� � �����
��
� ε > 0 �� 
�� $������ � ��������� ����	
� ε < 0� (�)�� �� �����������
���������	
� �� P (A) #��� ��� ������� ������
��� ��� ����	
 ��� ������������
������ � ��� ������� ����� � ��� �� ����� �� ��
� $���� �
������ �� A� ����
����� 	
� P (A) ∼ −A3� 	
� ���� #��� −∞ ��
� A → +∞ �� #��� +∞ ��
�
A→ −∞�

*���'���$  ���� �� � ������� �� ��������)�� ��� ������� �
 ��������� V (A)
�
 �������� ��
��
�#��� ����� ������� �� �������
��� ��
� ��� ����� �� �����
�
 ��������� ε = −(�c − �0)/�c�

+ ��" ε < 0� ���� �� ����
�
� �
 ������� � �� #������� ��� �
� ���
�� �
�� ����
�
� �
 ������� �
 ����� ��c > �0"� ,����� ���
 �� �� 	
�����
��!� P (A) ��� ����� 
�� $������ ��
'�
�� � ���������� �
��	
� �� � ��# �
�� P ��� ������� � A ��� ��
'�
�� � ����#� �dP/dA = ε − 3A2 < 0"�
,����� ���
 ���  � �����  #�	
 � ���#��� �
� �� ����������� � � ���
�� �� �
��� P (A)� �� �� � �
�� 	
� �� 	
����� P = 0 ������� 
�� ��
��
���
���� � ���� ��
� ��� A > 0 �#��� )�
�� ��-"�

+ ���" ε > 0� ���� �� ����
�
� �
 ������� � �� #������� ��� ��$ ���
�� � ��
����
�
� �
 ������� �
 ����� ��c < �0"� ���� � ��� �� � ��# � ��� ���
������ ���� � ��� dP/dA = ε− 3A2� �����
�� �� ��
� ������ �� ���� ��
���
��� �� ��������� A = 0� �� �� ���� �� A = ±

√
ε/3� � 	
� � ����
��

��� �� �� ���� ��
� �����
� ���� ��
� P (A) �� A = −√ε/3 �� 
�

�����
� ���� ��
� P (A) �� A = +
√

ε/3 �#��� )�
�� ���"�
+ ����." A > 0. ,����� ���
 ���  � ����� �����
� �
� �� �����������

� � ��� �� �� �
��� P (A)� �� � �
�� �� �� �� ���� �
 �����
� ����
	
� �� 	
����� P = 0 ������� 
�� ��
�� ���
���� � ���� ��
� ��� ������
���
������#�� A > 0� �� �� 	
���� 	
� ���� �� ��
��
� �
 �����
� �����

+ ����-" A < 0. /�� ������ ��
� ��� ������
��� � ����#�� A < 0� �� 	
�����
P = 0 ��
� �#��� 0 �� �
 ��
� ���
������ ����� �� ���$����
� �
 �����
�
����� (� �1��� �� �� #���
� �
 �����
� ���� ��� ������#�� �� �
��� P (A)
�� �
�� ��� ����� ��������� ��� ������
���� �� ��� P (A) �� �����
��
��� �#��� )�
�� ����"� (� ��#����� �� �� #���
� �
 �����
� ���� ���
� ����#�� �� �
��� P (A) �
�� �� ��
� ������ ����� ��� ������
���� �
	
� ��������� �
� ��
� ���
����� ��������� ��
� ���
��� P � *� ��
��
����	
� �� ������� ��
� ���� �� ���
���� � ���
��� �� ����
�� ����	
� ��
�����
� ����� ���� ��� ��� 
�� � ��# � �
���� �����
�� �
� �
��� �� �
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�

������ ��	 
 ���������� ������� �� �� �������� P ���� ε < 0�
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�� ��

� �

������ ��� 	 
���������� ������ �� �� �������� P ��� ε > 0�

����� � P (−√ε/3) = 0 � �	
 ���������
 ����

	�� ��	 ���	�� �������	 ��

��������	 ε� ����	 ε∗ �	��	 ��	 ε∗ = (3
√

3ν/2)2/3.
���
�� �	��	 �����
	 ������� � ����� ��	 ����	��	 ���	�� ε∗ �� ��������	 ε�

���� ���	����	� �� ����	 �� ���	���	� �� 
�
���	� �	 ��� �	��	� �	 ����	�	�
�	
 �����	��
 ��
 �	 ���	 ���	��
 �������� �����	�	�� 
	��� �� ���	�� �	 �	
��������	  ���� ���	 !"!# �

$ ε < ε∗

V �%� ��%�� 
	�� 	&��	���  P = dV/dA = 0 ��

��	 ��	 
�������
�����	#" '����
 ��	� ���� �	
 �����	
 ��������	
� �	 ���	���	� 	
� ���
���	����� �	 �� ���	�� 	� �� 
���	 �	 ε ���
��%�� 	
� ����
 ������ ��� �	

�	��	 �	 ���
 (���	 ���

���	 	� ��������	� 
��� V ∼ +A4

4  ���� �����
���� !"!#" )���� ���
��	 �	
 ��������	
 �	��	�� �	�
 �%����  A → ±∞#�
�	 ���	���	� �	�� �������
 �	�
 �%���� ��
����  V → +∞# � �%	&��	��� ��
���	���	� 	
� ���� 	� ���� �� �������� �%��
��

	 A0  ���� ���	 !"*#"



�� ������	
�� �������� �� ������������

� ε > ε∗

�� ��������� V � ����� ������� ����� ��
�� ����� �� ����� ������ ��� � A0

�A0 > 0� ��������!��� " 
� �����
�� A− �� A+ ���� A− < A+ < 0� #
A− ��������! " 
� �����
� !� V � �� !�� " 
�� ���
���� ���$��� �����
	
� A+ ��������! " 
� �����
�� �� !�� " 
�� ���
���� �����$���

� ε = ε∗

�� ��������� V � !�
� �������� 
� �����
� �� A0 �� 
� �
��� ������
�
�� A+ = A−� ��������!��� " �� %
���� !�� !�
� ������� !
 ��������� ��

� ����� !&��'����� ����� ��
�� �����

(�
� ��
���� ���������� !������ �� �������� !�� ���
����� !& 	
���$��� ! ���� 
 �������� !�������� !� $�%
������� �� ���� ������ �& ���
���� �� %������ !

��������� ε !�� ������
!�� A0 �� A−� !& 	
���$�� ���$�� ����� ���� �� �� �����
�����
 �
� �� ��
�� ��)� ����� 	
� A+� !& 	
���$�� �����$�� ����� ���� � ��
����� $��� � �
� �� ��
�� ��)�� *� �������� !�� ���
����� !& 	
���$�� ���
���� ��
!�+ ���� !� ����������� ��
� !�� ������
!�� ��������� ��� ������� " !��
������
!�� � ������� , ��� !�
� ���
����� A > 0 �� A < 0 �� ���� ���  	
��-
�������� �� ������� ��� ���� ��� ��� 
�� $���
�� ��������	
� !� �� ��� ����
A→ −A , ���� $�%
������ %�
��� ��� ����� !��� �����������

(����� ���� 	
� �� �� ���� !&
�� %��� �������� �f > 0� ���� %��� ������ �
���� �&��� !�� ������
!�� � !�� x � ���������� %������� ��
� �� ������� �� ���
����
!& 	
���$�� A+ # �� ������ ��
� 
�� %��� � ������ �f < 0� ���� %��� ������ �
���� �&��� !�� ������
!�� � !�� x � � ��������� �� !�������� !� $�%
������ ���
�$���
 ��� 
� ������ ��������� !� �����$�� !� �&������
!�� !� A �� −A �����
��
�� ��.��

����� �� �����	
��� � �� ������� �� ������������

/�������� �
� �� %��� 	
�� !��� ��� �������� � ���� �� ��� ���� A → −A ���

� �! �� 0����� �������� /� ��� ��������� !� �����	
�� �
��� 	
�� 	
���� 	
�
���� �&������
!� !
 ����� !&�����%����� ν� �1�� ��$����������� ������� ��
$�%
������ %�
��� � �
$� 
� ��������� 	
�������% ��������� �������� ���
��
��� 2�� �� ��)�� �� $�%
������ %�
��� ��� !�� ���� �����$�� " 
�� ����
�-
$����� ��� ���
��� 3� 	
��	
� ������ �� $�%
������ %�
��� ��
� 1��� ����! � �
���� 
�� ���� ��������� 4 %������ 5 !
 ��!��� # ���� �&��� �� �+�� ��� ��$
����
�
��	
&
�� ����� ����
�$����� !
 ��!��� �����	
� 
� ��������� 	
�������%
���������� (�
� ��������� ����� �� ������ !� ���$���� ���
�
����� ! �����-
� � !��� �� �!�� !� �� �� ���� !�� ������������ �� $�%
������ %�
��� ���
����� !��� ���
�
��������� �����$�� , �� %���� �� � ����� ��� �
� ����
�$�������
�1�� ������� !
 4 ��!��� 5� 3� �������� �� �&����� 	
� �� $�%
������ ��-
���%���� ��� ���
�
��������� ���$�� �
 ���� !�� ������������ *���� $�%
������
%�
���� �
��� $��� ���%���� 	
&�����%����� ���������� " �� �������� %������ !��
���� �����������  � ���������� !��� 4 ���������� 	
�� 5 ��
 %������ *�� ��-
��! ������� ���� ! ������ �� ��
� �� ! ���� !��� �� ������� ��������

3����� , ������� 	
� A ∼ ν1/3 ��
� ε ������ 6� ���� �� ����!�� !� ����
��������� &���-"-!��� �&������
!� !� ε ��
� 	
� ���� �������� ���� ����$���
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�� ������	
�� �������� �� ������������

��� �����	
��� �����	������� �� �������
������

�������� ���� ���� ������ � ��� ������� �� �������� ��������� ���������
���� �� �������� ���������
��� ��	
������� ����� A �� −A ���� ���	
�����
��������
�� ! ��
� �� ��������� ���� ���	
����� ��������
�� 	
� ��� ������
�� �
������ ������� �� ��������
�� A"

#�
� 
�� $��
������ ��
���! �� ����� �
 ����� �������� �� ���	
����� �����
����
�� ������ �� A �� ���	
����� ��������
�� %"%& ��� ����� ��� �� �������
�
 ��
�� �������$����� ε ' �� �����
� �
 ��
�� �� $��
������! �� ����� �� ε ���
�������! �� �
�����
� �
 ��
�� �� $��
������! �� ����� �� ε ��� �������" (� ������
���� �� ����� �
 ��������� ε ���	
� �� ��������� �� �������$����� �� �� ���
����
���	
���$��! �� �� ���
���� � ������
�� �
��� �A = 0 " )�� ���
����� ���� ���
�!
�� ��
�� ����������! �� ����
�� �� �� ���$����� �������� �
 ������� ' �� �����
�
�
 ��
��! �� ���
���� A = 0 ��� ���$�� * �
�����
� �
 ��
��! �� ���
���� A = 0
��� �����$�� �� �� ������� ����
� ���� 
� ��
��� ���� ���� �� ����
� ��$�������
��
� ��
��� ���� ������������ �
 ��� ��� ��������� ��� �� ���
������ �
 ��
�������� ��� ������ ��� ��������� �� ���	
����� ��������
��"

#�
� �� ������� �����	
� ������ �
 ������� ��������! �� ��+���� �

����� ��� �������� ������ �� A3 �� ���	
����� ��������
�� �%"%& ��� ������� '
� 	
� �����	
� 
�� ���
������! ���� ��� ��������! �� �������$����� ��
� ���������

� ��
��� ���� ������������"

���
���� �������� ���� �
 �������� ���������� ��� 
� ��+���� �������
�
 ����� 
$�	
� �� ���	
����� ��������
�� �����! ��� �������! �� ���$����
,"-"% ������� * ��! �
����� �
 ��
�� �� $��
������ �ε > 0 ! 
� ����� 
$�	
�
������� �+A3 > 0 ���� ���	
����� ��������
�� �����	
� 
�� �����.����� ����
��� �������� �� �������$����� ' ��������
�� A ��/� ����� ����.������ ��$���� ��
���
������ ��� �������� " 0����� 	
� ���	
����� ��������
�� 
$�	
� �������
�dA/dτ = εA + A3 ������� ���� ������ .��� A = 0 �� A = ±√−ε * ��� ��
�
��������� ���
����� ���������� 	
� ��
� ε < 0" 1� ��� ������ �� ����� 	
� A = 0
��� ���$�� ��
� ε < 0 �� �����$�� ��
� ε > 0! ������ 	
� A = ±√−ε ��� ��
2�
��
�����$�� ��
� ��� �������� ���������� ��� 
� ��+���� ������� �
 ����� 
�
$�	
� ����� �� ��������� �� $��
������ ���������� .�
�� ,"3 " 1� �������� �����
�

�� $����� ���$�� ������������ � 
�� ������
�� A �= 0 * �����! � �������

$�	
�! �� ������� �� ���
�� ��� �� ��
��� ���� ������������" #�
� ��
����
������
���� �
 �������! �� ��� ����� ��������� ���������� �� ���$���� � 
� �����
�
�����
� �� ��� �� ��
��
���� �� ������������� ��� �������� �� �
������
�� ��������
�� A �
� ������ �
������ ��
� ������� ���
��� ��� ������ �������
�
�����
� �������� ����� �������.����� �������� �� 
$�	
��"

����� �� �� 	�
������� ���
���� ��� ��������������� �����	��� ����������� �� ��������
������� �� ��� ���� �� ���������� ��� ������� ���� ���
����� ������ � ���������� ��� �� �����
�� ����� �������
������ � ��������� �� �� ������ ����������

��� ���� ���������� �� ��������� ������� V (A) = −εA2/2 − A4/4 � ��������� ��� �� ����
����  �������!������ �������" �� ��������� V (A) ��������� � �� ���� �����	��  ������
��!������ ���	��"�

�#� ���	���� �������� ���������� ���� �� �$�� ���������� ��� ���������� �� ������ ���
���������  A3� A5� ���" ���� ���������� ����������� ��� ������������ �� �������� �������������



�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

������� �� ������� ��� ������� ��	���� ����������� ���	� A �� −A�� �� ��	��
��� ������	� � �	�	� ����	���	 ����� ������� �� ��	�� �
����� ���� � ��������
� ��������� ��� � �	�	� ��� ��� A5� ! ��������� �� ���� �� �� ������ ���� �� ����
� �� 	������������� �� �� 	������� �� � �����
����� �����	����� ��� ������	�� ���	
� �"����� �� ������� �������� ��	���� ��������� ���� �� ����#������ ��$�%���
�� ��	�� ��� ������	� � �	�	� & ��� ������� �� � �������� � ��������� � �	��
�����

dA

dτ
= εA + A3 −A5 = −dV

dA
. ���&�

'�� ���� � �����	����� �(������ ���� �
������ �� ��������� V (A) ������� )

V (A) = − εA2

2
− A4

4
+

A6

6
. ���*�

��� ��������� ����������	�� �� ������� �		��������� ��" �"�	���� �� ��#
������� V � �� �������� � ��������� ����� A0 = 0 �"���� ���+��	�� ��� ���	��
������ ,"�� ��������� - � �������� )

A4 −A2 − ε = 0 ���.�

����� ���	 �������� )

A2 =
1±√1 + 4ε

2
. ���/�

0���� �� �		� �� � ��������� �A2� ��� 	���� �� ��	����	� ε ���� ��	�,�	
�� �������� �������� ) ε > −1/4� 1� ����� �� �������� A2 > 0 ������ ���
�� �������� ��� �� ����� − ������ �� 	���� �� ���� �"����	 ��� ���	 ε < 0�
������ ��� �������� � �	�	� ��� ������� ���+��	� ���� �	���� �� ��� ���������
	������� ���� �
������ ��� ��������� ����������	�� �� � �������� � ��������� ��
���	� �������� � �"������ )⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

ε < − 1
4 , A0 = 0

− 1
4 < ε < 0, A0 = 0, A1± = ±

(
1−√

1+4ε
2

)1/2

,

�� A2± = ±
(

1+
√

1+4ε
2

)1/2

,

ε > 0, A0 = 0, A2± = ±
(

1+
√

1+4ε
2

)1/2

.

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

���$�

��� �������	��
�� �	 ����� ��������� �	������� ����	�� �� �������� ���� 	�����	� ���� 	��
������ ��� 	��
����� ���������� � ��� ���	�������� �� 	��������	��
 �� ��� ��� ��� � 	���
���������� ���� � ��� ����	�� ���� �	��� �������������� ����� ���������	
 �� 	��� ����

���������� ������
 ���� 	� ���� ������� ��!�� "��� ��"��� � 
������ 	� �#�� ������� �
 
������� �� ������������ �� ����� �������$�������

�%� ����� &
�
��	��
 ���� ������� �� 
����� dA
dτ

= ε1A + ε2A3 − ε3A5� %� ��"����� ��� ε3

	�� ��� ������� �� 	�
�������' ���� �������� ( dA
dτ ′

= ε1
ε3

A + ε2
ε3

A3 − A5' �"�� τ ′ = τε3�

%� �
�������� A = A′(ε2/ε3)1/2' ���� ���"��� 
����� ���	����� dA
dτ ′′

= εA′ + A′3 − A′5'
�"�� ε = ε1

ε3
( ε2

ε3
)−2' �� τ ′′ = τ ′( ε2

ε3
)2� %� �������� ������' ���� ���"��� ����������� 	�
����

� �� ��������� ������ )����"� ��� 	�� ��&��� �� ε2 �� ε3 ������ �
�' ����� ���� 	��"���
������
*�
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 �� ������� �� ���������� ����� ���������� ������� ��������� ������

����� ��������� ��� � �������� �� � ����� �� ! ��� ������� ��� �������� �� �

�������� A = 0 ���� ��������� "� �� ���#�� ������ $ ����� ���������� ����� �� ���

�� ����� ����������� ��� � ����� �� �

��
� ε = −1/4� ��� ���
����� ���� ��
���� A1 = A2�

�� ����������� �
 ��������� V (A) �� ������� �� ��������
�� A �����
��� ���	
�����  �! ������ ��� ��"������� ������ �� #���
� �
 ��������� ε $#���
%�
��  �&' ( �� ��������� ��� ���
����� ��
� )��� ���
��� �� �� ���
�� ��� �������
�
 ��������� V (A) $��� ������� ��
� ��� ���
����� ������� �� ��� ������ ��
�
��� ���
����� ���������� #��� %�
��  �&' ( ��� ������ �� ����� �� ���������
�� ���
������ �� ������� �
 ��������� ε $#��� %�
��  �*� ��
� #��
������ ���
������� ������� �� ����� �����
 �� ��� ������� ��������� �� ����� ��������
'�
+� ��������� �� ���
������ ���������� 
� ������� �� �� ������� �� , ����-
������ �������� .� ���� ���������	
 �	����������� ����������	
� �� ����������
�� ��
� ��
#����� ���
����� �������� A2+ �� A2−� ����� 	
� �� ��������� ε ���
����� ������� $ε < 0'� ��� �#��� �� ����� �� ��������� �� �� ���
���� ����-
����
�� �
��� $A = 0'� 	
� �
�#���� ����	
� �� �������� ε �����
�� $ε = 0'� ��
��������� �� ���
������ $#��� %�
��  �*' ����	
� ����� 	
� �� ������� ��
��
�� �������� , ��
��� . �� �� ���
���� A = 0� ������ ��
� ε < 0� / �� ���
����
A2

� �� �� �)�� �#��� ����������� �� #���
� ����	
� ε = 0� ����-/-���� �#���
	
� �� ���
���� A = 0 ��#����� �������� $ε > 0'� 0����� �� ���
������ ��
���
��� ������� 	
���%�� �� ���
������ �
�-����	
� ��
� ���
����� �� �������� ���
������� �� ���
����� ��������
�� ��� �
��� $A �= 0' ��
� ��� #���
�� ������#��
�
 ��������� ε� ��� �
-���/ �� �� #���
� ����	
� ε = 0 �
 ��������� ε�

������� ��� A2+ = −A2− 	 
����� �� ���� ��������� ���� �����
������ �� ���� �� �
�


���� � ��� ����������� ���� ������ ����
������ �������� � �� ��������� �� ��� ���
�� A2�
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 ε 
� ���� �� �
 �
�� �
 �������� �
 �
 ��������
 ���
�	
� ������ ��	�
 ���
	� �������
 �	 ��������
 �
� �	
  −1/4 < ε < −3/16�
���� �
��
 ����
 �
 ���
	��! �� ��	��� ��������	�
 �	��
 A = 0 
�� ��	� ����
"�
! ��
� �� ��
���
� 
�� ��	� �����! �	
 �� ��	��� ��������	�
 A = A2�
#�! �� ���	���� �����
��
 �	� �� ����
 �
 ���
	�� ��$��
 ��� −3/16 < ε < 0!
�	���	
 �
 ��
���
� V (A2) 
�� �����
���� ��	� ����� �	
 V (0) %��� $�	�

&�'(� )���	
 �� ���
	� �	 ��������
 ε �	��
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 −3/16!
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 �������
 �
 �� ��	��� A = 0 ���"�
 �
�� �� ��	��� A = A2 �

��	� �����
 ���"������ #�! �������� 	�
 "���
 ���
 �������
�
�� 
� A = 0 
�
�	��
���� �� ���
	� �	 ��������
 *	��	�+ �� ���
	� −3/16! �
��
��� 
� ���� �

�	���
�� ��� ��������
�� �� ������ A = 0! �	� ���
���� + 	� �����	� �
�
�����! �	� ���
� �
�� A2! ���
������� �	 �����	� �"��	! �,�
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 	� �����	�! �
 �	� �
 ������
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 ε �
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/
� �	� �
� ���
	��! �� ��	�
��� 
� A = 0 �
��
�� �����"�
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� �� "���
 ��"
 �
�� ��	� �
� �
	� �������
�	 ��
���
� 
� A = A2+ 	 A2− 1 
��
 �
�
	�
 �	� �	�
 ���
	� �
 ε > 0�
2����
����! + ������ ��	�
 ���
	� ������
 �	 ��������
 ε! �����	�� ����
��
���
�
�� �� ���
	� �	� ��	��
� �����	��� �
� ��	���� ����������
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 �� ���
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��
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� A = 0 0 �����! ��� �
 �� �����	��� �	
��������
 ε! �
 �����
�
�� �
 ��	���� �
 A = A2 �
�� A = 0 �
 ���	�� �	�
ε = −3/16 ���� �	
! �	� ��
�����
��
 ������
��
 ���
������� + ���	��
����
��� �	 ��������
 ε + ������ ��	�
 ���
	� �������
! �
 �����
�
�� �
 ��	����
%�
 A = 0 �
�� A = A2( ������� ������� �	� ε = 0� )����	��� �
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�
������ �	 ��������
 ε ��
�� ����� ��� ���
���"�
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	��! �� �
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 �
 ��	��
	�� ��	���� ���"�
� A = A2 
� A = 0
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� ���
	�� �	 ��������
 �
��
� �	
 −1/4 < ε < 0 %��� $�	�
 &�'(! ��$���
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���
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 −3/16 <
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 �� ��	��� A2
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�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

�������
���
����	������ � �	����� �� �������� �� 
����
����� ��� ���� ��������� A = 0

�� A = A2 � ��� ���� ��������� ��� ��� �� ���� ���
����� �� �

V (A = A2) = V (A = A0 = 0). ��� !"

#����� ���� �� �$���	������ �� ��������� �%��	 �������� ��&"' �� ���������
�� A0 �$������ �� ���� ��� ��� �� ��������� �� A = A2 �V (0) = 0 = V (A2)"'
� ��� ��	��� �$���	���	 �� ��	�� �$�	�	� � A4

2 �� ������� ��� ��	��� �$�	�	�
����	���	 �A4

2 = 3ε + 3/2A2
2" �� �� 	��	����� �� ���	����� �� ��������� �������(

���	�� �%��	 �������� ��)"' ���� �
������ �� �������� �� 
����
����� ���%���� �

A2
2 = −4ε > 0. ���  "

*� ��������� �$���	������ ��� ��������� ����������	�� A2 �� �+��,�� �� ���(
���� �� ��	��,�	� ε �%��	 �������� ��-"' ���� �
������ ��� ��� ��������� A0 ��
A2 ���� 
����
��� ���	 ��� %����	 	������ �� ��	��,�	� ε' ����� �� ε′ = −3/16�
.��	 �� ������� −1/4 < ε < ε′' �� �������� A0 ��� ���
�� �� �� �������� A2

��� �������
�� � �� �������� �$��%�	�� ���	 �� ������� �� ��	��,�	� ��� ���
ε′ < ε < 0� /��� ������ ��%������	 ���� �� ����(������ ���%���� ��-� ' �$��(
��	�	������� ������	���� ����(������ ��	 �� �	���� ε = ε′ �	��� ���� �� ���(
�	���� �� 
���	����� �� �������� 0 ������� �� 1��2��� 3 �%��	 4��	� ��5-"'
��	 �������� �%� �� ����	����� �6����� ��	 �� ������4��� ������� 7����
#��	8 1��2��� � 9� ( 9)-" ���� �� �� �� �	������ �	��������� �� �:��� ������
�� �	�������� �������(��;' ��	 �������"�

����� ����	��
����� � ��� �	 ����������	

��� �	��������� �� �:��� �$�� �+��,�� �:�	���+������� �������' �
����(
����' ��
��������"' ����� �	��������� �� �	����	 �	�	�' ���� �$�������� �� 
�(
��	������ ����(	������� � �$�������� �� <��������� �:�	������ �� �� �	�����
�$����	���� �� ���� �� �� ����,	� ���� ��� �����	� �����:��� �� �	�������� ��
�:��� � ���� �� �������� ��	��	
����	�' �� �+��,�� ��	��� ������� ��=���� �
�	������	 ������������ �$�� ���� �������
�� %�	� �� ���� ���
���

.�	 �������' ��� ��� ������� ��	� ����� ���� �� ���������	 ��	�� � ���
�����	���	� �� �������	� ���	�� �� ������� �� 0 ◦ # �� �	�����	�� ��=�������
�� ������� *� �$���	�� ��	���' ���� ��� ��������� ������� �� ��	��� �� ����
����� <�������� �$����� ��	��' �$��� ������� ������� � ��� �����	���	��
������%�� ��� ��>� �� 0 ◦ #" 	���� � �$���� ������� ���� �� �� ��������� �:�	(
���+��������� �� �� ���� �$��� ��� ����	���	 �� ��������� �:�	���+�������

������� ���� 	� 
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� ������ ���������� ��#����� �������� + �� �����
�
�
 ��������� ��#���� ����� 
� �����
� + ��
� ��������  �� ���%������ �� ��
����� #��� �� �
��� #����� /#��� 1�
�� 2�340�

����� ����� 	
���������

7�#�����  ������� �
� ������� ����#������� �� ���#��
���� ��� ���
����� ����
���������� �� "������ �
 ��������� ε �#�	
� ���� �� �� �� �� ��"
������
��
������	
� /#��� ���������� 2�*0� 6�������������
� �
 ������� ��� ������
�
��� ������#�� �� �
 ��������� ε ������" ���� �� ��������� �� ��"
������
/#��� 1�
�� 2�80 ��
� ��
���� ���#��
������ ��� ���
����� /#��� �� 1�
�� 2�330�

' ������ �� �� ���
���� ��������
�� �
��� /A0 = 00 ����	
� ε = −1/4 �

����� A� ���
���������� �
 ��������� ε �� ����� ����  �� ���
���� ������� ���
�� ������� %
�	
� � 	
� ε �����
�� �
 ����� B� �����  ������ �
	
�� �� �������
�#��
� �� �� ���
���� A0 #��� �� ���
���� A2 ��
� ��������� �� ����� B′ � ���#��
�
���� �
 ������� � ��� �
�#� �� ����� ABB′ ���� �� ��������� �� ��"
������
/#��� 1�
�� 2�330� 6�#���������  ������ �
 ����� B′� �����
��� �� ��������� ε �
�� ������� ����
�� ���� �� ���
���� A2 %
�	
� � 	
� �� ��������� ε ��������
�� #���
� −1/4� ����� ����	
� �� C �9 �� ���
���� A2 ���� ���������� :� ��; 
�� ���� #���
�� �� ������� ��� ���
��� ���� 	
� �� < ��
��� = �� �� ������ A2

���� ��������� 	
������ ����� �� �
�� �� ������� �� ��� ��������� ��� �� ��� ����

�� ������ ������� ��� �����
������ �������� ��� �� ��� ���� ����������� �� ��
��
������ ��
����



�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

���

���

���

���

������ ��	
 � ��������� ��� ����� ������������� �� ����� (1) ��� ������ ������

�� �� ������� �� ����� (2) ����� � ��� ����������� �����������  ��� �!������ ��� �����

����������� ��� ������������ �"�!������ ����# $���� ��� �!��������� %� $������ ������ ��

�����&��� �� �����'��� �� ��(���� �� ��������� ���� �����$����� �� ����� �� (1) �� ��

������ )*���� �� �������+� �� �� ����� �� ������ ����� �� �������� ��������� ,��� ��

���� ��� $����� ���������� ��-� � �� $���� ��������� �� (1) ���� (2)�

��	� �� 
	���� A0 = 0 ���	 	����
�	 �� A� �� ������� � ��� ������ ����� ��
����� �� 	����	 B′CA� ����	��� �� ����� ����	 ABB′ ���� �� ����	���� ��

���	����� � ��	� ��!!"� #� �$���� ��� ��� ������	�� ���	� ��� ������ ����	 ��
	����	 ������	��� �%��������� �� ������� ��� ��	�� ����� �� ��� ��� ��� 
����"�
������ ����� �����	
�
��� �� �����	
������ ���� �� ����	�

� �� ���	�������

��� ������	
��� 
�	����
����

��	����� �����
�� ��� ������	�� ���� ��	����	����� ���������

��� ����
�	��	� �� ��
��	�� ���	������ ����� �������� �������	�� ��	 �� �������
�� ��
��	�� � �	����������  ! ��������� ���������� ����� ���� ��� ����	�����
��	� � ������
��� �� ��	����� A → −A� "� ����������� �� ���#�����	���
���	����� $��	
� �� A2% �����	���� ���� ��������� ���������� �� ���
���#
��� A� &� �� ��	
� ���	����� �'� ( ���	�	 �� �	�������� ������	� $�����#(#
��	�� ���� ��� �	����� ��� ����� �������%� �� ���������
��� ���	����� �'��
)�������� ���
������ ����	�� ���	� ��

� *

dA

dτ
= εA−A2. $+�,-%

���� �������	 
� ���	������ �� �� ����� 
����	������ ��	 ��������	 ������� 
��� ���	�����
	�����	���� 
� ����� 
� ���	���� 	�����
��������� �� 
���	 
� ����	��� 
�� ���	��	����
�������������� ��� ������� 	��������� �� ���������	 ��� 	������� � ������� ���������	 ��
�������� 
� ��	��	�����	�� �� ���� ���	� ��� ����� ���� ����� �� ����	������� �� ε  ���� ����	������

� �� ������! 
� �����	������ 
��� ���	��� 	�����
������� ��������	 ��� 	�����	��� 
� �����
��	 ������	 ���� ��
��	 �� ����� 
�� ���	���� ������������� �	�
��� ���� ���� ������� ��

������ 
� �����	������ �������� ���	������	 ����� 
� ��	��	�����	��



�� ������	
�� �������� �� ������������
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�

�
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�

�

������ ��		 
 ������� �� ����������� ������� �� ����� �������������

����� �	
����� ������� ��
� ������ ���� A = 0 �� A = ε 	
� �������� ����
�

�� ���������� ���������	
�� �� ������� ����� ��� A = 0 ��� ������ ��
�
ε < 0 �� �������� ��
� ε > 0� �� �������� �� ��������� �
 ����� ����� ���
A = ε ��� �������� ��� ������� � ���� �
 ������� ����� ���  A = ε ��� ��������
��
� ε < 0 �� ������ ��
� ε > 0! ���� ��������� �� ��"
������! ��
�� #�$%&�

'�! �� �������! �� ����� 	
������	
� �� ��
� ��� ���
��� �� ���
������
��� �������� �� �(�����������  (���)�)����! �(�� ��� ������ �(
� ����� ������"&! ��
����� �(����� �
�����
� �� A3 ���� �� ������������� �� *����� �� �(�	
�����
�(����
���� ���� +��� ���� �� ����� ���� �(�	
����� �(����
����� �(�	
�����
�(������
�� � ����� �� "���� �
�������� ,

dA

dτ
= εA + A2 −A3.  #�$#&

'��� ���������� ������������ ��
��� ��� ������ �� ��
� ��-� �������� �� ��)
���� ���� ��� �������� �� ��"
������ ���������! ��
� �������� ��������� 	
�
�(�	
����� �(����
����  �	
����� #�$#& � 
� ����� ��� A0 = 0 ��
� ε < −1/4!
�� ����� ������ ���� ��
� ε > −1/4! ������ ��� A0 = 0 �� A± = [1±√1 + 4ε]/2
 ���� ��������� �� ��"
������! ��
�� #�$#&� .�
� ������ �� ������� �(
��

����������	
 ����	 ��
�	�� �� ����� �������� �� 
��	� �� A2 �����	� 
�	
 �	����� �	

����� ��� 
��
�������	 A → −A ��	
 ��������	 ����������� �� �	 ���������	� ��������	

�
����	�� ��� −1� 
��� �� 
��	� ����	� A2 ���	��� ��
 �����
 ��
��	� �	����
 
���� � ��
 ����

�������	
�



�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

�

������ ��	
 � ������� �� ���������� ������������ ������� � ����� ����� �������

���������� ����������

���������	
 ���
�������� �	���	���� ��	 ���������� �� ��	� �� �����	� �� �����
�� 
���	����� �� ���� 
	����� �� ��������� �A = 0� �� �A �= 0�� � �������	 ���

���	������ ���	�� �� ����	������ ���� 
���	����� �	���	������ ����	�����
���������  �� ������� ��� �����	����� �� �!�� " �	��� # ����� �������	��

�� ������ �����$��������� �� ���
����� ��� ������ %��� ���� &�	� ��������� ��$
�����  ��	��	 �� ��������� V (A) ������  ���������� ����������� ���������
��'�� ������� dA/dτ = −∂V/∂A��

����� �����	��
 	��
��� �� ������ ���

(��������	�� ���� �)��� ������ ��� �!��*��� ���� ���������� ���)�������
��	�)��� ���� ��������� �dA/dτ = −∂V/∂A�� +��� �)���� ��������� �������
���� �	��	���� ���	 ������	 �� ���
����� ������	� �� �� 
���	����� ���	�� �)��	
�����	� ,�� -��� �� ����� ����	������ ��� ��������� ���)������� ��� ������	��
�� �������� ��� �������	����� ���� ��������� . ������� �� �� ���
����� ������	�
��� ��������� ����������	�� ���� ���	� 	�����	 ��	 ��� ����	�� ����	����)��
��� ���� ������ ��)������	 �� ���� �� �� �� �� 
���	����� �	���	������ ����
���������� ���)������� ��� ��)�������  ���	�	� �� � �� �/��� �� ��	� �����
�������� ����������	� ������ %�� �� �� �!�������� A0�  �������� �� ����	����
��� ��	��	
����� A1 0

A = A0 + A1(t), ���'��

�1 A1(t) ��� ������� ��2������� ������ ��	 	����	�  A0� A0 ��� ���
�� �� A1

��	�3� �� ��	� �� ������ �� �����
�� ���� �� �� ���	��	�� 4���	���� �� ����$
���� ����������	� ��	��	
�� ��������� ��'�� ���� ���������� �
���� ���)�������
�� �� 
���	����� �	���	������ ��������� ��'��� ���	 �
����	 0

Ȧ1 = ε(A0 + A1) + (A0 + A1)
2 − (A0 + A1)

3. ���'5�



�� ������	
�� �������� �� ������������

�
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�
��
�

������ ��	� 
 ������� �� ����������� ������������� ������� � ������ ����� ��������

���������� ��������

����
�� �� ��������� �������� ������� � ���������� ���	
����� �� �� �������� 	
�
��� ������ ��������� �� A1 ���� ������ ������� �
�����
� �� A2

1� A3
1 ���� �������� !

"�
� ��������
Ȧ1 = εA1 + 2A0A1 − 3A2

0A1, �#!$% 

�& ��
� ����� 
������ �� �������� 	
� �� ���
���� A0 �����'��� � �� �������� ��
������������� dA/dτ = εA0 + A2

0 − A3
0 = 0! (���������� ���������� �� ������)

��� �� ��
� ��� ������ *���! +�
� A0 = 0� ���	
����� ���������� ������
����
���������� �� �� ����
������� ��	
����� #!$% ������ ���������� , Ȧ1 = εA1 -
�� ���
���� ��� ���������� ������ ��� A1 = aeεt �a ��� 
� '���
� ���������)
���� ! .����� ��
� ε > 0� �� ����
������� A1 ��/� ����������������� �
 �
�� �

����� �� �� ���
���� ������������ A0 ��� �������� - ��
� ε < 0� �� ����
�������
A1 ����/� ����������������� �
 �
�� �
 ����� �� �� ���
���� A0 ��� ������!

(���������� ���������� ��� ��
� �
���� ������ *���! 0� 
�������� 
�� ��)
���� '��� �� �������� �� ������������� �� �� ���
���� A0� ���	
����� ����������
������
���� �� �� ����
������� ��	
����� #!$% ��
� 1��� ������� ����

Ȧ1 = −(2ε + A0)A1. �#!$2 

�� ��������� �� �� ���
���� A0 ������ �
 ����� �
 '���
� �
 ����� �� A1 �����
−(2ε + A0) ! +�
� �� ���
���� A0 = A+� ��
� ����� −(2ε + A+) = −[1 + 4ε +√

1 + 4ε]/2 < 0! 3� ���
��� �� ���	
����� ������
���� �� �� ����
������� ��	
�����
#!$2 	
� �� ���
���� A+ ��� ��
4�
�� ������! +�
� �� ���
���� A0 = A−� ��
�
�����−(2ε+A−) = [−(1+4ε)+

√
1 + 4ε]/2! (���� 	
������ ��� �������� ����
����



�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

�����
��� ���	 −1/4 < ε < 0 �� �������� ��������� ���
��� ���	 ε > 0 ����	
��� ����	����� 
	����� ����������	�� ���� �� ����	���� �� 
���	������ ���	�
������

��� �����	
��� 	������

 ��� ������ ���� � ��	��	���� ������	 �� ���	� �!�� �� 
���	����� ���
" ��#����� $ % �&���� �&�� �'����� �� �!��(�� �������� ������ ) �� ��������

����� �����	 
� ���
�	� ���	�

*�������� �&�
�	� �� �	�
�(�� �������� �� ������� ������ ) ��� ����� m
��� ��������� ��	 �� �� �� �������	 l ������ �� �� ����� 0 ����	 ���	� ���+��
�&�������� �&��������� �� �� ����� 	������ �� ����	(�� �� ������ ���������
��� �� ����(	� ������������ �� �� ��� ������������ �� �� �!�������� ,��� I ��
������ �&���	���� �� θ �&����� ��� ���� �&�'� �� ������� ��� �� ��	������ ��
����	(�� �� ������ �������� �&�'�	��� �� �� ����(	� �������� )

Iθ̈ = J, ����-�

�. J ��� �� ������ ��� ��	��� /� 	��	���������� ����	������ �� ������ ���
��	�� �&�'�	��� ���� �� �	����� ����	��� �� �����	 �������� r� �!��� ��
���� �	����� �� ����� �� ���������� O �� �� �� ����� ��� ��	�� �f ����������
% �� ����� � �J = �r× �F �� 0��� �� �� �� ������� ������� �� ����� ��	� ���������

% �� ����� ��� ��� ����� �F = �p1�g� �. �g ��� �� �����	 �	������ 2�	 ������	��
�� ������ �&���	��� ��� ����� ��	 �� �	����� �� �� ����� m �� �� �		� �� ��
�������	 �� �� l �I = m�2�� �� ����� ���� �� ���� ��� �� �	����� g �� �	����
���� �� ���� �� ���������� �� ������ ��� ��	�� J ��� ����� ��	 �&�'�	������
�������� J = −mg� sin(θ)� �&�������� �� ��������� �	��� ���	� �� ��	�� )

θ̈ +
g

�
sin(θ) = 0. ����3�

4���� �������� ���� 5�	� ��������� �
����� �� ��������� �� ��	�� �	�������� �� ��
��� ��  �6���� �� ��� ������������ �� �� �!�������� �� �	����� �� �� ����� ��	
�&����	����� ��� ����� % �� ����� ��� ��	��� 7� ��8� ���	� �� �	�9���	 ���� ���
�� ���� �� �� �������� % �� �	�9����	� ��� ����� ��	�� ��� ��	���� �� �	�� ���	�
��&�� ������ �����	 �� ����� �� ����������� : �� ������� �� �	�9����� �� �����
mg sin(θ) % �&����	����� mlθ̈� ���� �
������ 
��� �� �5�� ����������� ���
������ �'�� ��	����� sin(θ0) = 0 ����� �� ���	���� �&����� &;& ��� ������� ���	

����������	
 �� �	����
� ���� ���� �������
� 	���
�� ���� ��������
� �
 �������
�

�� �	
����	
 �� �� �	
������	
 �� ���
������ ���
����� �	���� ��� �	��	��� �� �� �	��� ��

���
����� ��
������ Ec = m(�θ̇)2/2 �� �� ���
����� �	��
������ ��������	

���� Ep = mg�[1 −
cos(θ)]� 	� 	
 � ���� �� ���	 �� Ep ���
� �� ����� ��� ��
� �� �	����	
 θ = 0� �
 ������
��

�� ��	�����
�� ���
����� �	���� ��� �	
����� �� �	��� �� ������ �	��
d(Ec+Ep)

dt
= 0� �� ���

�	
���� � ��������	
 �� �	����
� ��� �



�� ������	
�� �������� �� ������������

�

��

������ ��	
 � ����� �� ������� �����������

�� ������� �
 ����� ����� ��
� ���
����� ���� ��������� � θ0 = 0 �� θ0 = π� ��
������� ����� ��� ���������  �� ���
����� �! �� ����� ��� �� ���" ������ 	
� ��
����� �� ��������  �� �������� �! �� ����� ������ #��� �� ��
�� $��
���#�����"
�� ������� ����� ��� ��� ������" ������ 	
� �� ����� ��� ��������� �� ������	
�
�%
� ��� ������� ��� ���#���� �� ������� �� ����������� � 	
�� 	
� ���� �%����
�������" �%���� ���� ��� �� ����� ��� θ0 = 0�

����� ����	
� ���
� �� �������� ��	�� ��	��

� �����

�������	��

&�
� ��'�
���� ����������  � ����
�� 
�� ���� �f ������������� �%�����(
	
��� �
� �� ����� )�� ���� ������ ��� ���������� �F = �p + �f�� *���� ���� ���
�%������
�� ������ )��������� + ���� ��� �� ��
� ������� �� ���� �� �� ���'������
������ ��� �� �����" %���( (����" �������� �
 ���� ����� ��� �� ����� )#���
��
�� ,�-�� + �� ������ �� ���� ���� ��� ��� ����� ��� f�� $��
��� ���
�����
��" 
�� ���� �� ���������� �� ��.���� ���� 2λ� *� ������ �� �������
��
� /��� ���������� ������� ��� 
� ����
�� �
	
�� 
� ����� ����
� ��
����

� �
��� ����  f� �
 ��#��
 �
 ����� �� �
�������� O� 0� ������� �� �����
�� ��
#��
� ������" �%�	
����� �
 ����
�� ��#���� �

θ̈ + 2λθ̇ +
g

�
sin(θ)− f

m�
= 0. ),��1�

2�� ����� �	
����� ��
� �� ���
��� ��������� �� �� ��� �� &�3���� 0� �4��
���
�� ��������� �� #������� �
�#��� t → t

√
g
� " �� �� ������ μ = λ(�/g)1/2 ��



�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

�

��

������ ��	
 � �� ������ �� ������� ����� ����� �f ����������� �� ������

ν = f/(mg)� ���������� ������������� �	��� �� ��	�� �

θ̈ + 2μθ̇ + sin(θ)− ν = 0. ������

��� ������  !�� �� ���������� ����������� ����� �
����� ��	� ��� �� 	�������
sin(θ0) = ν < 1� ��� �����	� �� θ0 ���� ������� ��	 �

θ0 = arcsin(ν) ≡ Ω, θ0 = π − Ω. ������

"�� ��� �#�������� ��� ��������� ��� 	��	������� ��	 ��  ��	� ���$� �� ��
��	������	 �% ν = 0 �		������ �� ������� ������� �� ��� ���! ��������� ����
������� ��	 θ0 = 0 �� θ0 = π� �� �� �!�	&�� ��� ���� �% ν = 1 � ��� ���!
��������� �� ��������� �� θ0 = π/2� '������ 0 < ν < 1� ������� ���� &�	�
	���	����� �� ������� 0 < Ω < π/2�

����� �����	��
 	��
���

�������� ( �	����� �� ���
����� ������	� ��� ������  !��� ) �� �*��� �+������
( ������ ����������	� θ0� ��� ������ ��	��	
����� θ1 �θ = θ0+θ1(t)�� �� 	���	����
���� �!�	������ �� θ ���� ���������� ����������� �� ������� ��������� ������
�� �� ����	���� ��� ��� ��	��� ������	�� �� θ1� ,� #�	#��� ��� �������� ��
��	�� �!����������� θ1 ∼ eωt� ���� �
������ ���������� �������� �

ω2 + 2μω ± cos(Ω) = 0. ������

�������� ��� 	
�������� θ → −θ �������� � �� ���������� �� ����� ������ ν� �
���

������� �	 ���� �� �������� 	� ��� ν > 0� ��	�� �� ν < 0 �
�� ������ �� ��������� θ �� �θ
���� 	�� ���	���� ������



�� ������	
�� �������� �� ������������

������ ��	
 � ����� �� ����� ���� ������ �� ����������� �� ������� �� ��������

�� �� ���� �f �

�� ����� �+ � ��������� �
 �� �� θ0 = Ω� �� �� ����� � � � �
 �� �� θ0 = π−Ω�
��� ����
�� ������� ����� �� �
 ������� ����� !�� ���� ���� �� ���

ω± = −μ±
√

μ2 − cos(Ω). "#�$�%

&� �� '������ ��� ����( '������� �� ����� ����� 	
� μ2 � cos(Ω)� ��
� ���
����
ω+ � − cos(Ω)/(2μ2) < 0 �� ω− � −2μ < 0� )
������� ���� ��� ��
� ����
��
������� ���� � �������� �����	
��� 
�� � �������� ������������� �� θ1 �� '��*
���� �
 ����� + � ����� !�� ��� ���,���

-� ��
� ��������� ��
� �.�
��� ����� !�� θ0 = π − Ω ���
�� / ω+ =
cos(Ω)/(2μ2) > 0� �� ω− = −2μ < 0� 0
��	
� ω+ > 0� θ1 ��1� �������������*
���� ��� �� ����� t + � ����� !�� ��� �����,��� 2� �������� ��� ���������� ��
,�'
������ �� � ������� "���� !�
�� #�34% ��� ��
� �� �� ,�'
������ '�
���
"���� !�
�� $��%� ��
� ��
���� ������� �.
�� ����� ��5 �����

0�
� �� ,�'
������ '�
���� ��� ��
� ,������ ���� ���,���� ,�'
�	
��� ��
���
��� ��
� �� �. ��� A0 = 0 ����	
.�� ������� �����,�� ��
� ε > 0� 0�
� ���� ��
*
����� ,�'
������� �.
�� ��� ��
� ,������ �� ���
����� ��� ���,�� �� �.�
��� ���
�����,��� �� ����� ������ ��
��� ��� ��
� �.������� ��
� ν > 1 6 ��� ��
� ,������
"���,�� �� �����,��% �.���������� ����	
� ν = 1� 7� �.���� �/ �.
� �����������
	
������������� ��
���
� 8���� ,�'
������ ��� ���
� ��
� �� ��� �� ,�'
��*
���� ��������� 8���� ,�'
������ '��� ������ �� �� '������ � ��� � ��� ������������

������� �������	� 
������ ��	 �� ��
������� ��	 ��	�����	� ���	 	������� ������� ��� �����

������



�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

����� ����� 	
�������� �� �� ���	������
 ����
�	�

�� ��������� ���� ����� 	������� �� 
���	����� �����	� �� �	���	� ����
��	���� ����� ���	���� ���� ���������� �������	 ��� ��������� ���� � ����������

 �	 ���������� �� ��� ������� ������� ���!����	 �� �����"��� �� ��	��
��
�	����
�� ���� �� 
�� ��� ��"���"��� �� 	�"���	 �� ����� 	������ # �� �����	
������� �� 	���	��� θ0 = 0 $�� ��� π/2%� ���	 �� ����	"�	 # ������� ��	���
��� �	����� ���� ��� ������ ��� ������	��� &��� ������ ��� θ = π/2 + ψ� ��
���������� ����������� �� ������� $�������� ��'(% ������� )

2μψ̇ + cos(ψ)− ν = 0, $��'�%

�* ���� ����� ������� ���� �	��� �� ����� 	������� ψ̈ ������� ������� ��	
	����	� # ψ̇� +� ���	�� ������� ψ ��� ����� �	�� �� ����� �� 
���	������ � ���
����	��� �� ���������"��� ��"��� �� ���������� �� ������� $�������� ��'�%�,
���	�	� ��"������ ���� �
������ ���������� ����������� )

ψ̇ = ψ2 − ε, $��'-%

�* ε = 2(1−ν) > 0��� ���������� ����������� ��'- 	��	������ �� ��	"� ����	����
����� 
���	����� ����.�� / ���� ���������� ���"��������

��� ���0 ������ 10�� ���� ψ = ±√ε �� �0������ ���	 ε > 0� 2� ����
�����"��� ��	�1�	 ���

√
ε ��� �����
��� ������ ��� −√ε ��� ���
��� 3� ��4� ��

	��	�	� ���������� ���� ��	"� ����������� )

ψ̇ = −dV

dψ
, V = εψ − ψ3

3
. $��'5%

 ��	 ε > 0� �� ��������� V (ψ) ������� �� "���"�" $�������� ���
��%� ��
�� "�0�"�" $�������� �����
��% $���	 1��	� ��(5% / ���	 ε = 0 �� "���"�"
���������� ��� �� "�0�"�" ���	 �����	 ���� # �� ����� ����6�0��� ��	�7������
 ��	 ε < 0� V �� ������� ���� �0�	�"�" ��������� �� �������� ���0������
�� ����� 10�� ��� ������	������ 	��	�������� ���� �� ���	� ������� ��� "8"��
	�������� �
����� ���� �� ��	��	���� �	�������

����� �����
� �� �� ��
���
����
 ����
�	�

 ��	 ε > 0� ���� ����� �� �������� ��� �� ��������� V (ψ) �� �� 
���	�����
����.�� ������� �� "���"�" $���	 1��	� ��(5% / ���	 � ��"���� �� �����	�
�� ��	�"�	� ε� �� �����"� ������� ����� ����� �������� ����������	� ���
��� ��	�
������ �� ���� �� ��	� �� ��"�� t $t →∞%� ������� ��� ������ ��� ��������� ����
������ �� �����"�� ������ ��� 	���	"������� �"���� ������� # �����	 ��� ����
�������� ����������	� 9 ����	� : ������ ��� �	�;����	�� ���*� ���� � ����0��� ��
����"������� 9 �.�� : ���	 �� "���"�" �� ��������� V (ψ)�

������ �� �����		�
�	� ������	� ����� �������
����	 ��	� �� �������� �� ������ �����
�	��

���	 ���������� � ��� ��������
���������	� �� �� ���������	 ��������	� � ν = 1 �� ��	� ε ��� ����� ��	� �� �����	� ��



�� ������	
�� �������� �� ������������

� �

������ ��	
 � �������� �� ��������� ���� ��� ����������� ���������

���� ���� ���� ����� �� ��������� �ε > 0� �� ����	
� �� ������� ��� ����

�� ����
������ ������������ �
 �����
� �
 ��������� ����� ��
�� ��� �!
�� ���
���� ������������ ������������� ��� �����"��! �� ��
�� �������� ��������
����� �� � ����� ���#���� �� ������� ���� �� �
��� �� ��������� ������ ��
�

�� ��������� ���� �$%��� ���"��� &$
���� �
 ����� ' �� ( �$������ �� )��� *
�� ��%���� �������� �$
� ����� ����� �
 ���������! ����� ����� ����%���% ���
�� ��%���� �$
� �����
� ���� �� �������� ψ �� �$����� �� ����� �� �$
�
�����
� ���� �$�
��� �������� * ��	
���� ��
� �%���� ������������ ����	
�
��
� %�
����� �� ���"����% �
 ������� �
 ����� ������

+� �,�� ���� ���� %�
��! �� ��
� �������� * �$%�
�� ���������� ���%����
�%�
�� �
 ������� ������! ��
� ��
� ������ )�����%� �
� �� �����"�� ������	
� ψ
������� ���
 * 
�� "�)
������� &� �����"�� ψ �%���� ����� �� ������� ����%
�� ��"���% �
 ������� �� �%��� 
� ����� ��� ������ * 
�� ���������� -���
���� ���������� �
 ������� ����� �
��� �� ��%���� �
 ���� ��
#�
�� ���"����

�"���
 �� ��
��
����� �$%�
�� �� �� ���"����% �
 ������ ������ +� ��������� ��
�%���%� ���������� ������ ���� �� ���"���� �%�
�� �
 ����� ������! �� ����
���"�� ������.� ������������ �� ������
�� �� ������ �����"�� ������	
� �

������� ������ ��� ������ �� ��������� /� 0 ���� �� ������� ��� ��
#�
��
���"�� ���1*1��� �� ���� �����"��! �� ��������� ��� ��
#�
�� ������� ���1*1��� ��
���� �����"���

2�
����� ���������� ������������! �$%���
���� ���������� �
 ������� ��
���
��� ��� ��
� �����"��� ������	
��� �%������%� * �$����� �� ��
� "��! �$%	
�1
���� �$%���
���� �
 ���� ���"��! ���% ψs! ��� �
 ���� 3 ψ̇s = −ψs! ������������
* 
�� ���
���� �� ���������� �������������� �%��������� �
 �
�� �� �������
4�
� ��
���� ����� %������ �$%�
�� �� �� ������	
� * ��
� ����%� �� ��"���%!

������ �� ���	
����� �
� �� ������ ������������ ���������
� �� ����� ������� ���� �� �����

������ ������



�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

���	 �
����	 �� ������� � ���� ��������� ������� �

ψ̇s = −ψs

ψ̇ = ψ2 − ε. ��� !"

#� ���	�������� �� �����	 �$��������� A = (ψs, ψ)% �$�������� �$���������
�� ������� �$�	�� ���� ��� ��	�� �������� ���������� �����	 ��	����� �$��
��������� �����	�" �

Ȧ = −∇V (ψs, ψ) ��� &"

��� �� ��������� ��'�� ���� �

V =
ψ2

s

2
+ εψ − ψ3

3
. ����("

�$���	����	 �	������∇ � ���	 ���������� ∂ψs
�� ∂ψ� �$������� �� ��������� V

����	� ��� ��	���� �� ��	����	� ���� ��	� 0 �ε → 0"% �� ������ �� ������� ����
��� ���� ��	������ �ψ �� ψs" �����	 �� ����� '�� ���
��% �� �� ����� �� ���
�����" �����	 �� ����� '�� �����
��� ��	���� ε = 0% ��� ���� ������% �� �� �)��%
�����������

����� ����	� 
� 	� ���������� ��	���
 
 ���
	� �����

*��� ����	 	���	� ��� ���������% ���� ���� �	������� ���������� �$����+
���	 �� ���
����� �� �$�����
����� ��� ������ '��� �� �� ��������� �� �������
��	� �� �� ������� ��	 �� 	����������� �� ���� ������	�����

�� ��������� �� ������� ������� �� ����� '�� ��	���� ��� ���� ��	�� ��
�	����� �$������
	��� �$��� �$���	� , $���+�+��	�% ��	���� �� �	�-����� �� �����
p = mg �� ���� �� �� �	�-����	� �� �� ��	� �������� f % ��	 ��'������ ��������
�� ���������% ���� �$����� ��������� ���� �� ����� ���	��	� �����% pt = −f %
��� pt �� �	�-����� �� ����� �"� .���� ��������� �� 	������ ���	 ���� ������
�$������
	�% �$�� ���
�� �� �$���	� �����
�� ����	 '��	� ��/!" , �� �	����	 �����
'�� ��� ��'�� ��	 �$����� �� ������� ��� �$��� ��	���� θ = θ0 �� �� �����
��	 �$����� θ = π − θ0� #� �����0��� �� ����� �� θ′0 ��+���� �� �� �����	 θ0

����	 '��	� �� �	���� ��/&"% �� �	�-����� �� ����� pt ����� �� ��	� f '���
�|pt| > |f |" , � ��� ������ �� �1�� �� 	����� �� �� ����� ��	� �� ��������
�$������
	� �������� ���
�� θ0� 2��� �
������ �� �3�� �������� �$������
	� ���
��
�� θ0% ��	���� �� ����� ��� ������� �� θ′0 < θ0 ����	 '��	� �� (" , ���� � ��
�� '��	�% �� ��	� f �$����	�� ��	 �� �	�-����� �� ����� �|f | > |pt|" �� ���	�
����� ��� ��	� �� 	����� ��	� �� �������� �������� �$������
	� ���
�� θ0�

�� ����� ����� '��% ����� �� θ = π − θ0% ��� �����
�� � ��� ��������� ��	�
�� 4��� �� �� ����� �� θ = θ′ ����	 '��	� �� /"% ������ ���� ����+� � ���
���� ���
�� �����	 �� ����� �	�-��� pt �|f | > |pt" � �� ��	� f ����� ���-��	�
�� ������ �� ����� �	�-���% � ��� � ���	 ��������� �$�������	 ���-��	� ����
���� �� ����� �� �� �������� ��������� �� ����� �1���� ��� �	�-����	� ���� ��
���� ���	��	� ��� ��������� �$��� ����	� �� 	�-���� �� �������� ���
�� ���	��
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 � ����� �������� ���� ��������� ����������� ���������� � ��� �� ������

����� ������� � �� ��� �������

����������� �� ��� ������� ��� ����������� ��� ��������� �� �� ����� ���� �� ���
�� θ′′ ������� �� ���
����� � �� ����� ��� ��� pt ����� �� ���� f !|pt| > |f |�" ��
�����#�� �� ����� ���� 
� ��
������ ������ ���� �� ���� ��� ���
����� �$
��
������ ���� �� ����� �$�	
������ ������ !���� %�
�� &�''��

����� ����	
	�� 	 ������	 �� 	 ��������

(���	
� �� ���
�� �
 ����� ��� ���� ) ��
� �� �� ���� f " �� ���������
ν = f/mg ��� ���� ) �$
���� !ν = 1 �� f = mg� * ��� ��
� ���
�����" ������
�� ��������" �+������ * �� ������	
� �
 ������� ������� �� 
� ����� %��
��� 	
� θ = π/2� ,� �� ���� f �
������" ����� �� ��������� ν ����� �$
����
!ν > 1� * ��� ��
� ������ %��� ������ �$�������" �� ������� �$� ��
� �

��

���
���� �$�	
������ ��������� (� ���� �f �$������� ���������� ������ �� �����"
�� ���� ��
���� �� ��������� �� ����� m ���� �� ���� �������� ��� ���
�����
�$
�� ������� -� ��
������ ��� ������ ��������� �� 	
���� �
 ���	��� ��
��������

.�
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����� &�'/� ��
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 � ����� �������� �� ��������� �� ����� ���� �� �� ����� �������� �������

θ0 ������� θ′
0 � ������!� �� ����� �������� �� ����� ���� �� �������� ���������

������ ��"# � ����� �������� �� ��������� �� ����� ���� �� ������� ������� θ0 �������

�� ������� θ′
0� �� $��� f �������� �� ����� ���� �� �������� ���������
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0�� 	
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��� ������� !θ0

������� θ′
0�� 	� ����� 	�������� �� 	
 �
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�� �
�� 	� ���� ���


����		�� ����� ������



�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

0 10 20 30 40

t
-1

-0,5

0

0,5

1
φ/

π

������ ��	� 
 ���������� �� ������� θ(t) ���� �� ����� ��������	

ψ (t) = −√ε tanh
[√

ε(t + C1 )
]

������

�� C1 ��� ��� �������� �������	����� ���� ��	 �� �������� ��������� ����� ���
������ ����  ������� �t →∞� !�	� �� �������� ���
�� ψ = −√ε� ����� ��������"
!����� �� !�������� �� ����� 	������" �� ��	#�� ��� �� #���	� �� �!����� ��
#��!�#��� �� 
������ $� ���� ���� 	���	�	  ���������� �#��%�� ��� ��!�����
��� ��������� ��&��� '� ��������� ��� �� ��	#� �� �	����� ��� ��(��##���
�#��	���� ���	 ���)	��*�	 �� �����	��� �� �+��%#�" ���� ���!��� �������	 ��
��	�!�� ������ ��#��	���� �� �� !�	��
�� �������	� ψ �ψ̈ → 0�� ,�	%� �!��	
�)���� �� *����#��� �� !�	��
�� t ���	 ���)	��*�	 ���� �����	 �������
2μ" ���� �
������ ��� �������� ���!������� �� ������� -

θ̇ + sin(θ)− ν = 0 . ����&�

�� �������� �� ���� �������� -

θ (t) = −2 arctan

(
tan
[
1/2 t

√
ν2 − 1 + 1/2 C1

√
ν2 − 1

]√
ν2 − 1− 1

ν

)
.

������
�		������  �� #��!�#��� �	��� ��	������� #��� ��� ��� ���� �� 	����#
��	
�� #��!�#��� ������.��� �� ������� ��#��� �!��	 ���	� ��&���
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� "������
 ����
�� #������� "����   ��$� ��� ����
��� ��
��� ���� ��
���
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� ��
������ �� ����������� %� �&��� �� "������ �� �!��
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��� 	
���������������� �"� �� ������� � �� ����� �
 "������

����
�� '����� ��� ��
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� ����
�� ��
�� ���� ��
����� � ���
"������� �!������
�� ��&������ � 	
� ���
�� �!�������� �!
� �
��� ��������
����	
� ������� � �� ����� ��
����� �
 ���
������ �
� �
���(�� '���� �!�������
�� �!��
������ ��� �� ������ ��������� �
� ����
���� � 	
� "� � �!������� ��
�� ��
������ �
 ����
�� �"� �� )�� *�� �� �������� �"����� �� ���
������
�!��� ������������ ���� ������� � �� �������� ��	
��� 	
� ��� ����
���� �� 	
�
� �� ��������� �� ��
"��� �
������ ���� 
� ������� �� ��� #�
 
�� ��+��
�� "���$ ,� ����
�� ������ ����� �
 ����
������� �
� �
���(��� �!�� ����"�
� ���������� �
-������� �!������� � �� �������� ���� ���� ���������� ��
����
�� �!������� ���� �� )�� �� ������� 
� ����� .�� #
� ����� .��$ ����
���� �� �� �
 ����
�� ���� � �!�	
������ / � ���
���� ���
�� �� �!�	
������ �����
�� )�� 	
� ���� � �� ����� ��
���� �� �� ��
"����� �� ������� �� �� ��������
	
� �!� ������ 

0��������� �� ��
"����� �� ������� �� �� �������� �����+�� �"� �
�
�� ��	
��� ������� �
 ����
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��� �!������������ ���� �� ������� ��� �� .���
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���� "��	
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� �
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�
�� ���� ��������	
�� �� �� ����
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� ��
"����� �� ���
�� ��
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��� ���������� ������ �� ����������� ���������� �� "��
������ �� ��������
���� ������	
� �� ���� ������ #"��� .�
�� 4 �5$ �� �� ������� �� �&�� 	
�
�!����� �!����������� ������� ��� ��� ����
��� ��� ��������� � ��
� ������ ��� ��
����
�� ���� #.�
�� 4 �4 / "��� �� �������� 6578 $

'����� ���� ��� ��������� �������� �������	
��� �� �(�� �� ��� ���������
��������	
�� ��� �� ��
 ���� �!�"��
���� �!
� ����
�� ���� ��
� �������� 	
�
�� �����	
� �!
� ����
��� �� ������	
� �
 ����
�� ��
�� ����� � �� �(��
�	
����� �!�"��
���� �!
� ����
�� ���� #�	
����� 4 �9 / ��
� 
� ��"����������

������ ��� ��	� 
������� ����	������� ��� ����� ����� � ��� �	� ��������� �� ���� ��� �������


����� ��� ��	�������� �	�� ���������� �� �� �	��	� �� ������������ ������ ��� ������ � ���������
���� ������� �� ��	���� ��� ��
������ ��
	����� �� �������� ��� �	��� �	��� ����� ��	����

�	����� �� � ��! �� ��	���� �	��� �	��� �����	��� ��
������ �	�� ��� �� �� ������������!

�� ��� �����"�� �� �	���� �� �	��� ���� ���	����� �� �	�� ��� ����	����	� ���� ������ ��
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������ ��	
 � ����� �������� �� ������������ � ��������� �������� ���������� ����

������� �� ���� ��� ���� ������� !���� ��������� ������ �� ��"��� �� �� ��������#

��������� ����� �� ���$����� �� ��������� %� ��� ��� ����� �������� �� �&��

���� �� ���$������ '���� �������� �� �� ��������� (
)*

���� ��������� ���	 �� 	���	��� �������

��� �����	�
� ���� ������	�
�

������ ��� �� ��������� ����� 
���	����� �  �	 �� ���� !����	����� � ��	"�
��� �	�����"��� ����� ��� ���� �� ���� �""��� ������� ��� 	����� �� !�"���
�� ��� �� !����"��� �� �	�#����	� ��	 	����	� $ �� �	�#����	� ���������  �	
�� ���� "��!�"������� �� ���������� �	��%��� &��	� '����	� ()*+,-).)/� �� ��
�	�"��	 ��"
��-�-��� �	���	��� ��� �	��	����� ����� 
���	������ 0��� � ��-
��1��� �� ��	"� 2 
���	����� 3 �� 	��4	� $ �� !����"��� ���������� �� �"��	��-
"��� ���� �5��4"� 6 � !����"��� ����������� ��	 ���������� ���� "�����	 ��
��"
	� �� �� ����	�� ���
�� �� �����
��� �� ��������� ����� $ ��� ��	������ ����
��	�"4�	�� ���� ε ���� ��� �1�"���� 	�����	�� ��� 7� ����� �� 
���	������
��� 
	��!�� �� ��������� ������!������ ��������� ��	���� ���	 ���
����� �� ��
���	��	� �� ��������

8�������� ��	 �� ���� ��� ���� ��� !����"���� �� �"��	��"��� ���� �5��4"�
�� ���	������� ��� �������	�"��� ��� ������ �� 
���	������ �� !����"��� ����
9�	� 2 ���������� 3 �� ���� ����� ���� !��� ���	 ���	����	� ��� 
���	������
�� ���������� 8�����	��� "���������� ��	 �� �1�"���� �� �5��4"� ���"�� $ ��
!����"��� 2 ��� ���������� 3 �� �"��	��"��� �� ��� ��������� �� ���	 ������
���1������ ���� ����� �1� �����	����� ��� �� ����� �� 
���	������ �� �5��4"�
������������ $ ���������� ����������� :

Ȧ = ε−A5 (���,�

�	������ �� ��� �1�"���� 
��� ��� �� ��	"� ��	����� �5"���"������ ����� 
�-
��	������ ; �	�"�4	� ���� ���������� ����������� �� �5��4"� (�������� ���,�
�	������� �� �<��� �� ��	��� ��"���	����� ��� ��� ��������� ����������� �� ��

���	����� �"��	����� (���	 �������� ���, �� �� �� 
���	����� ��-�=�� (���	
�������� ��/��� >	� �� ���������� ����������� ���, �	������ 
�� �� 
��� �� �����
�1�� �� �������� A0 = ε1/5� ��� 	����� ����5�� ��	"�� �� "���	� �� �������
��� � ����� �1� ��� ������� �� ����� �1���� ���#��	� ? 7����� �� ��	������ ��
��	�"4�	� ε �� !���� �� �� ��"
	� �� ��������� �� �� ���
����� �� ��� ��
"����� ��� �� !����"��� ���������� �� �"��	��"��� �� �5��4"� (���	 ���	�
��/+� : � �5��4"� �� �	������ ��� �� 
���	������
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'� ()*+� �� ����!������� ����,��� -��! .�!���� /��� %()+0�+11+&� ������
��
� �� �� ��!���� ��� ������������ �
 ��� 
� �
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�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

����� �������� �� ��� ��	� ��	������� ���� �� ��	� ����� ����� �� ����������
���������� �� ��������� �� �� 	������ ��� ����� 	������ ��� �� ��� ��	 ��	�	�
��� ���������� ������� ! ������ ���� ���
	� 	����� �� ��	����	��� "���� ��
���������� �� ���� ���	��� 	����� ��	 ���#������� ��� ��� ����� �������� ��
��	���� ��� �	�$����� ��� ��������� ��������� �� �� �������

%����& ���� �� ������� ����	����& �� ���	� �
$���� ��� ��������	 �� ���'
 ����� ����� �������& �� "�		� ��	 �������& ���� ��� ��� 	�������
������
�� �	����	� ���	��������� ������	�	 �� �	�
���� ! ���� �	��& �� "�		� ��
�� (�����& �� ���������� �� �	����� �� ���� ��� ���	�� �	�� �� �#����� �����	�
���	 �
����	 ��� �	�$����	� ���������� �� �� "�		� �����	 �� (������ �� �	���
�� ����� �� ������	����� �� �� "�		� � � �� ���	� �	�� �� �#����� �����	�
������ � ������������ ! ��	� ��	�� )������ ����������* �� �	�$����	� �� ��
"�		� ��	 �� ���� �����������& ���� ��� ��	 �� ���� ���������� + �� ������ ���
���	� ������� �� ��������������	� ��
����

�� ���
����� ��	���	���� ��� ������� ��� ��� ������� �������� ! ���� ���
��� 	������ ��	� ����� ����	���������� + ������	���������	 �������� ! �
����	
��� 	�������� �������	�� ��	���� ��� ��������� ����	��������� ���� ! ��� �	��
���
��
���� (��� ���� ���
����� ��� 	�������� ����	��������& ����� ����� ��'
��	�������� �� ���		��� ��	� ��������� ��

����� ������ 	
������ ���� ����
�
�� ����������

�� ����
�
�� 	����
��� �

������� �� �� ���
����� ��	���	���� ���� ������ ��� ����� ����	� ��������'
�������� ����	���� �� ������� �� �� ���
����� �#������� )���
����� �����	����*
��� ��������� ���� �#������

�� �	����	 �� ��	�� ��	 ������� �� �� ���
����� �� ������ �� ���'���� ��
������� ! 	�����	� ! �� �������� ��� ���� + ���'� ������ ���������� ����	�
��� ���	������� �� ������ ����	 � ��� ����� 	�������� �����������& ����'!'��	�
���'� ��� �� ������ ������ ������� ��� ����� �#��� �� ��������� )�� �����
��������* , -��� ���.	���� �& �� ������ ��� ��� ��	���	�������� ���
���

�� ����� �� ������� ! ����	����	 ����/���� ����� ������ ��	��	
����� ��	
�� ���
����� ����� �������� �� ������� (� �� �������� �� ��������� �� ��	� ��
�����& �� ��	��	
����� ��	�0� ���� �� �����& �� �� �������� ��� ���� ������	�����
���
��� 1� 	� ����& �� �� �������� ��������� �� ������ ������� ��� ��	��	
�& ��
��	��	
����� 	�0� � � �� ����� �� �� �������� ��� �����
���

����� ����
�
�� ���������� �� �������
�
��

1� ������ ��� ������	��& ������� ���� �#����� ��������	� ! ������ ���� ���'
�	���� �� 
���	����� 	��	�������� ��� ��������� A ����� �������� �����������
���� �#����� �#������� �� ������� ���� ��	����	� ε ) ��	 ��	 ������� �� ��'
��	���� �� �� 
���	����� ���	�� 	��	������� ��	 �� ���	� 2�3*� ������� ��
�� ���
����� ��	���	���� ����� 
���	����� ������� ! � ����	 ��� ����������
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����������� �� �� ��	��
�� ����	�� ����������� A �� ������� �� ��	����	� ���
��	�� �� ���	��� ε� �� �!��	�� ��� �����	��!�� ������ �� !�������� ����������
�� ����	������ ��� ��������� ���� �� ���� ����� ��� ��	����	�� �� ���	����
�� �!��	�� ��� �����	��!�� �������� ��	 �� ������ �� ���
����� ��	���	���� ���	
����	����	 ��� ��	��� ����	����� ��� ��"�	���� �#��� �� !�������� �� ���
��	�������

$� ���� �	����	 �������� ��� ���� �!��	�� ������� �� �������� �� 
���
��� ���� ��	�%�	� & �	����	� ��� 	���	���� ' ���� ������� ��� �� �#�������
�� �#����� ��� �� ����	� ����������� ���	����� ��� ��� ����������� �����	����
�� �� ��	��
�� ������� ��	��� ���� ��������� ( ���� �������� �� ��	���� ��	
��� �������� ����������� ����)��� �� �#�� ' Ȧ = −∂V (A)/∂A �* V ��� ��
���������� +���� �������� ��� �� ���� ����� 	���	����� ����� ��# ��	�%� ( �	 
�,�� �� �� �#������� ���� �#����� �� ��	��� ��� ����������� ���� ��������� 
�� ��� �����
�� ��� �� ��	��
�� ��� �	������ �� ���� ������	,� ���� �� ���	������
�� �#����� ����	��� ���	 �� ��	� & ��� �#������� ��� ��	��� ���� ����������
-��� ������ �� �����	�	 �������	� �������� ���� ��� ����� ��� ��������

����� �����	
�	�� �� �� 	��
�� ��� ��	��	
����

$�����	��� ���������� ��� �����	�!� �� �� �!��	�� ��� �����	��!�� ��
������� ��.& �	���� �	��������� & ������ �� ����	���� �� 
���	������

-��� ����� �� ���� ������� �� �� 
���	����� �� �� ������ /���0 ��� �������
���� ����������� ������� 1�������� /�/�� ��	��� ���� ��������� V = −εA2/2 +
A4/4� 2� �"������ ��� !��������� �� ��	��
��� �������� ���	 ���"	��!�	
��� �����	� �������� 1A → √

2A �� ε → −ε� ���� ������� 	��	�	� � ������
���� ���� �� ��	�� �������������� �� �� �!��	�� ��� �����	��!�� ���� '

V (A) = εA2 + A4. 1���0�

3������� ��	 �� ����� ��� ��������� ��������� ∂V/∂A ≡ V ′ �� ∂2V/∂A2 ≡
V ′′� ��� ������ )��� �� �� �#������� ���� ��	 ��)������ �
����� ��	���� ��
�������� �������� ���� ���� �� ����� ( ��	���� ���������� ����������� ��	��� ����
��������� ��� ������ )��� �		��������� ��� ������ �� ��������� V (A) ����
��	���� V ′ = 0� 4 ��	��	 �� ���������� ����������� �	������� 1�������� ���0� 
���� �
������ ��� ��������� ����������	�� ��������� ' A0 = 0 �� A± = ±√ε/2 ��
ε > 0 ( ��	���� �� ��	����	� ε ��� ��� ��� �	��� ������ )��� �� �� �#������� ����
���������� �� # � ��� ������	����� ��� ��������� 1A = 0 ��� ��� ��������
�	������ 5� ����� )�� �� �� �#������� ��)��� �� ���� �� ����� �� 
���	����� 
��	���� �� ��������� !���� �� ������� ��� ��	���� �� ��	���� ������ ��
��������� V ′′ = Δ !���� �� ����� � ��� �� �	����� ��	���� Δ �������� ����
��	���� ' V ′′ = Δ = 12A2 + 2ε = 12A2 + 2ε = 0�

3.������ ���������� & � ��������� 1�������� ���0� �� ��	�� νA ��� ν ��
��	����	� ������	������ '

V = νA + εA2 + A4. 1�����
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��� ������ ���� ��������� ��� � �� �������� �
������ �

V ′ = ν + 2Aε + 4A3 = 0. �� �!"

#� ��������� �$	
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��� �$	
����� � �)" * �&�
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��% 	
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��������� �&����������� ν ��� ����� +� ��
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�� ��
� ���������� ���� 	
������������� ��-$����� ����� ��
�� � .!% �� ����$���(
������ ������	
� �� �� ��
� ����������" /
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� (V ′ = 0)% ��
� ��
(
���� �� �-�� ���
������ �
� �� ��
�� � .! 	
�% �&
�� ��0�� �$�$����% �� ������$
�
 ��������� �����$ �V ′′" �� �&���
�� ���% �
 �������� �� ���� �
 ���������
������� �� ��������� �����$% ���
��� ��� �� ����� �&����������� νA ����
ν �= 0"% ��� ��� ��
� ��'
���% �� �� �� �
'�� ��� �� ��������� 	
�������� �
���
� 
�� ������ ����
�'����� * �� �-��% �� ������$ �
 ��������� �����$ �$����
���

V ′′ = Δ = 2ε + 12A2 �� ��"

�� �&���
�� ��� �$����������� ����	
� �� ��������� ε �&���
�� �ε = 0" 
/����% �� ��������� 	
� ��
� ������ �������$ � 
� ��������� V (A) ����

�������% �� ��������� � �)" ���� �� �$���$� ������ �&���
�� � Δ = 0" �� 
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� ��
���� ��
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�� ������ � ��������� ��'�����������
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���% &���(�(���� ���
��� ��� �������� ��'����������� ������ �� � ���������
�� � ���� �� ��������� �����$ �$��� ��� �&$	
����� � �� ���� �&������� �(�����"
�� ��� 	
� ��
�����% �� ����
� �� �� �$���$� ������ �
 ��������� ���� ��� �
���
�Δ �= 0 ��
� ε = 0" �
 ����� ��� V ′ = 0 /
������� ���% � 
� ���������
1 ������� 2 V (A) ���� �������% �� ��������� � �)" ���� �� �$���$� ������ �&���
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� ����� ��� ����$ V ′ = 0% ��
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������ �$������� �� ����
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�� �����% �$�������� ��
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 � �� ��������� V = εA2 + A4� ��� ��������� V = νA + εA2 + A4� ��� �� 

���� ε < 0 �� ν > 0� �� �������� �� A = 0� ��� ���� ���������� ���� �������������

�� !������

������� ��� ��	����	�� � ���� ���	� ������	���� ������ �� � �������	� �� ��
� ��	���� �� �� �� �����	�� ��

�� ��	�	��� ����� �����	�� � ���� ������� ��� ��	����	�� �!� ��� ���
�	�����	�� ���������� ��� 	������ ��  �������� ���������� ��� ��������� ����
������ �� �"������ #	� �� ���� �� ����� ����� ����	���� �� ���� ������ ��
� ���
	� �� ��	����	�� �� ���	$�� ������������ � %&�	��
��� �!��	���' ���	
�� �"����� ����� ����	���� �� ��� �� ���
	� �� �����	�� �� �����
��� � ��
� 	������� ��� ����������� �� ���
	� �� &�	��
��� ����	��� %���	�� �� ��
�	��
�� �"����'� ������ ���� �(�� (�	� ������ )�	 �!������ ��	���� �� ���
	� ��
��	����	�� �� ���	$�� ������������ ���� �"����� ��� ����	���	 �* ���� + ���,
�	�� ������ ���� �����	�� �� ��������� ���&��� �� �	����	� - �� ������ ��� ����

�	�	��
����� �����	�
�� � ��,���+ �� . ��	����	�� �� ���	$��� �� �	�
����
�� �����!��� �� ��� �	�������� �� ����� �� �� �	� �� ��	� �� �� ��&	����
/ ����&�	��� ���!������ ���� ���� ��	����	� �� ���	$�� ���� (�	� + ���	�����
����� ��	�� 	� � �� �����	�� �� � ��	 �!������ ������� ��� ���������� 0�,
���� ��	��� �����	����	� �� ���
	� ������������� �� 1�"������ 	��	��������
�� 	����	� ���	� ��� ��	�� �����	��� �� ��� ��	�� &��������� � � ���� ��	����	�
��	��� ���	���� �� �	���	���	 �� ����	� �� 	����� ���� ������ �� ���������
�� ����� - ���� �������	�� �	�������	� �� ��	
������

)	������ ���������� �� ��	�� ��� �������� �� �� �	�����	� �� �� �����	�,
� � �������� ��	 �!������ �� ��������� ������ %�������� ����' �	���� �	����,
����� ��� ���! ��������� V ′ = 0 %�������� ���2' �� V ′′ = 0 %�������� ���2'
��	������� ���
����	 �� 	������� ���&���� -

Δ ≡ 8ε3 + 27ν2 = 0. %����'

���������� �
���� ���2 ������� ��� �� �	��� ��������� 	������ �� �������
�� ����� �� �� ���&��� �� ��������� V ′′ = Δ� 3� �� ���&��� ��� ������&�
%Δ ≤ 0'� �� �!���� �	��� ��������� 	������ � �� 	�&�� �� �� ���!���� ������ �����
�������� 	������ �� �� ���&��� ��� ������&� %Δ > 0'� ���	� ��� ��	���� �� ���&���
�������� %Δ = 0'� ���! ��	�� ��� �	��� ��������� �� ������������ �� ��������

������ �� ��� ��	
������	 � ��� ���� ��	���
	�� �� ��
	��� ��
 ���� ε = ν = 0� �� ���
��
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 � � ��������� ���� �� � ����� �� ��������� ��� ������ ��� ��������

�� ������� �
��� Δ = 0 ������ �� ��������� �� �� ���������� ���� �������
��� ���������� ����� ��
�� �� !" # ���� ��������� �������� ��$������ ��������
������� % ��� ������ ��$������� �
 ����������

&���� ����� �� ����������' ����� ���� ������� ��� ���������� ����� ��(

�� �� !" �� ������� �
 ��������� ������ ��	
����� ���)"' �������� 
� �����
�����	
�*�� + 
� ����� �� ��*��
������� ������ ���
��
�" �� (ν = 0 , ε = 0)
�� ������� ���� �� �������� &���� ��
�	
�� ���� ���������� ����� �� ��� ��
���������� ���� ����� ���������� �����"' ������������ �����(������� 
�������
�,�� ���� 
� ������� ���������� ���������� ���� �� �
�����"� -� ���(
����� �� �� ���������� ���� �������� ��
� .���� ����� ��
�� �� !" # �� ��������
���
�� �
(����
� �� �� ����� ���/��� �� ��������� �� ���� ����������' �� �����(
���� V ������� 
� ������
� �
� �����
�"' �� % ���������
� �� �� ������� � � 
������' �� 
� �����
�"� 0
 ����� ���� �ν = 0 �� ε = 0"' ��� � ��������
�
 ��������� �� ���������� 1� �$��' �� � �����' �� ��������� ��� �� �� ����� +
V = A4 ����� �	
����� ���)"' �� ���
���� ��������
�� �
��� A = 0 ��� ���
���������� ��������� �
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�� �������� A = 0 �V ′′ = 12A2 = 0� �� ��� �� ��	���� �	������� ��� ���������
����� �� � ����� V ′′′ = 24A = 0� ���	����� ���� ���� �� ������ �� ����� �����
��� �� ��������� ��� �� ����  �	����� !� ��� �� ���� ��	���	�������� �����
���
������ 	������� ��� ��� �����	��"�� ���� ������� ��� ��	����	�� ��#�������
�	�������� ��� ����$ �% �� ��������� ��	� �� ���
����� ��	���	����� �� �����	�&
�"� ���� ��� �������
�� ������	����	 ���� �� ���
	��$ ������� �� �'������
��� ������	��� (� �)��� ���� ��� ��� ���� �� ��������� ������� �� ������ ��� ��&
������������� ������� * �� �����	��"� �� �'�� ����� ��� ��� ����&� �������
���� ����� ���$ ��	����	�� �� ���	+���

��� �����	��
 �������		� ���� � ������ �����

������������ � 	�� 	��� ��� ������������ �

(� �"����� �� ����	� �� � "����	�� ���� ���		���� ����	 �� ���������
��,�	� ��	���� * �� �	���� ��	���$�� (� �)��� ���� ������ �	��������� ��	&
����� * �� �������� ��� �� ���	������ ��	������� ���� �"������� 	����� ��	
�� �������� �����
�	�	 �� ������ ��	���	�������� ���
��� -��	 �� �"�������
��� ���� ,�	� �
�	�� ��	 �� ������ ��	����� ���� ���������� ���� ��������
�����	�� ��	 ���$����� ���� ��������� �"������ ��$ "��������� �� ��	&

�	� �V ′′ �= 0����

.	� ���� �� ������ �	�������� ���� ����� �� ����� ���� �� ����� �������
��
���"����	 * �� ������ ���������� ����� �������	 V ′′ = 0�� ��� ��	� ��� �� ������ ��&
�	����� ��� ��	����	�� �� ���	+��� ������� ���� ����� ���
�� ��� ���	 �$������
��	��� �������������� ��������	 ��� ��	����� �	����	� �� ������ �� ���������
��	 �� /�� �� �����	� ��	������	�� 0 �� ���� ���� ��� ��� ��	����	�� �� ���	+��
����	�������� ������ ��� ��� ���������� �� ��	�� �� ���
����� ��	���	���� ��
���������� 1���� �������� ����	��� ��� * ����	� 2 �� ��� "3�������� 2
����� ���$���� ����� ���� ������ ��	������ ���	 ��� �"�������� ��� ������	���

-��	 ���
��	��	� �� � ��	���$� ����	���� �� ��4� �� �����	 �� �	����
���	 �� ������ ��� ������	�� �� 	����5��� * ���$����� ����� ���
����� ��	�&
��	���� �� ���� �
����� ����� �� ������ �� ��������� ����#� ��������� ���6� ���
��	���	�������� ���
�� ���� ���	 ��� ������ ������ �� ���� �� �� ����� �	�5��� ��
�����	��"� ���� ����	 #��	� ��78� 0 �� ������ ��� �����  �	����� ! ��	���	����&
���� ���
��� �� �����#�����  �	����� ���
�� ! ���	 �� ������ ��� ������	�
�����#� ���� � ����$��  ��� �������������� �� ���
	� ��#�� ���$������� !�
��� �� 	���	������� /�������� �� ������ ��� ������ ��� ��� ��	
�� �� ��� ��	&
����� �� �����	��"�� ����$ �	���	���� ��	 ��� ��	
�	� ����� �� ���������
V ′′ = 0� ���	����� ���� ���� ��������� ����� ���� �$����	 �� ���
	� ��#��
���$������� �� 	���	� �� �� ���
����� ��	���	���� ���� ������ ���� �������&
���� 	�����	� �� �������� �� ���
����� ��	���	���� �� ��������� �� �	����� ��

����������� 	
� ����	
� �� ����� ������� �
 ��������� �����
�� �V ′′ = 0�� �� ������
����� ��� ���
��
��������� ������ �
��	
� ��
�� �������� �������������� ������ �
 ���������
V ���
�� 
� ������������ 	
�������� ������� ��� ���
������

����
� �� ������������ � �� ����� �
 ����� � ����	
�  � �������� � 
�� �����!�� �� ���"



�� ������	
�� �������� �� ������������

����������� ��� �� ���� ������������ ��� �������� ������ ��� ��� �	
������ ���
��������� ��������� ��� ���������� �� �������� ��� ��������� ��
� ������ ���
�������� �� �� �������� ����� �
 ���
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� �����
����� �� ���������� ��
�	
��� ���� ��
������� �� ������� ������ ��� 
� ��������� �� ���������� � ������ �

�
������ # ��� �	
������ )�)* �� )�)+ 	
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�� ������� �������	
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� �� �������� ����� ,�� ��������� ��
�	
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�
��� ��  �������� ��� ���������� ��� ���
 & ��� ��� �� ����� #�
 �
����$ ���
������������ -���� ��
��� ��������� �� �� ���������� ���� �� ������� ��
�
������ ���������� �� ���
�� �� ��������� 
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�������� � !
 ����������� �� ��	������ ��
�	�� �� �"�
��
�	�� ���	������ ����
�	���
��������� # V (A2) = V (A0)$ �% A0 �� A2 ����"������� 	�� 
��	����� �� ���
��	������ ��
�	� �� �"�
��
�	� �� ������������ &��� ������� "�
	����� �""����� �����
"�
	��" ����� V (A2)−V (A0) = 0 �� 	'�������"��� ����� 	� �"��	�
� '��� ���"��
����
� 	
 �("������		� ���
	� � ��������	 dV ����� 	�� ��� "�
�� 0 �� 2 ���������
��

�� ��	������ ��
�����
���� A0 �� A2$ ���� )

Z (2)

(0)

dV = 0. ���*+�

,����� ���� � ��� "��	�������� ����� "��
���� ��-�$ 	� ��������	 V (A, ε) ���
��� �������� � ��� �
��
�	��� &��� ������� 
���� �������� 	
 �("������		� � ��.
������	 dV �� �������� � ��� "���"�� �
����		��$ ���� ) dV = (∂V/∂A)dA+(∂V/∂ε)dε�
,���� dV ��� ��� �("������		� ���
	�$ ���� ������� � ����� 	� � ���� '���"��
���� /
���� ������ ��� ���� 	� � ���� "������" �� ��
��� ����0��� (a, b)$ (b, c)$ (c, d) ��
(d, e)$ ���� ����"� ��� 	
 ������ �� ������ ���� ����� ����� �����$ 	� 	��� � 	
���		�$

�������� �	� 
����� �� 
�� (O, x, y)� ��� ���� 	� �����	 ����� � �	 ���	 ��	 ���	 Ox
�����	�� �� �����	 ����� �	 
����� � ��� �	 �

��� 	���	 �	 �����	 �	 
����� ��� ���	 	�
�	�� �� 
�� 	�� ���� 
	��� � ���	����� �����	 �����	� 
� 	�	�
�	 � �	�
�����	� ������	
� ����	 
���� �� 
�� ���� � �	 � 100 �	 ��� !	����� � ��	��	
���� �	� 
����� ������ �	 ��� 
�	 ���	 "#�$ �% � �	�
�����	 	�� ����	� ���� 
�������� �����	� ��	 �	 
�� 	��  ����	�	��
& ���� '� ��� �	 ����
	� ����	��� (	 �	�� �	 ����)����� ���	 ���
�	��� ��	 �������
�	 
����� ��	�� 
� �	
���	����* �	 ����� �� 
�� (O, x, y)�
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������ ��	
 � ���������� �� ������� � �� ����� ε = ε∗ ���� �� ����� ��� ������

����� ��� ������� ������������ �� ���� ������ ����� �� ���� ����  �!���� "��"����

#������������ ��� ����� $ �!���� "��"���� "��%���������&�

��� ��'�����( �� ����#�� ��������� �� �������� ��� ������ $ �!��������� ��� �����
 ∂V/∂A = 0&� )�� ��������( �� �������� ��� �������� �� ε( ����� ���� �� �� �������
���  #�� �*����� ��+&( �� ����#�� ��������� �� ���������� ��� ������ $ ε ��� �����
$ �!��������� A  ∂V/∂ε = A&� ,� ����( �� ��� �� ���-� (a, b)( �!��������� A ���
������ �����  A = 0&� ��� ��������� ��� ��������� $ �������� �!��������� �� ��
��.���������� �� ��������  #�� �*����� ��/0& ��� ������ �� ������� ���#���� �

−
Z c

b

Adε =

Z d

c

Adε +

Z e

d

Adε  ��/1&

*�� ��������( ��� �� ����� ����� $ ����"� �� �!�������( $ �!���� ��������� ��� ��
����� ε = ε∗( �!��� ��� ���������� ������ �� �� ����� �� �!��������� A1  ���� "��"���
#������������ ��� �� '���� ��	
& ��( ��� �� ����� ����� $ ����� �� �!�������( $ �!����
��������� ��� �� ����� �!��������� A1 �� �� ����� ε = ε′  ���� "��"���� ��� �� '����
��	
&� 2�� �����#�� ��� �� �3��� �� ���������� �� 4� �� �������( ����� ��� ���
����3��� �� ��������� �� �"����  ������� � ��������� ��*�������%&�

����� ����	
��  �����	� ����� ����������� �������������

2�� ����� ���������� ������� �� ������� �� ����3�� ������*�� $ �!������ �!���
��5������� ���������*���� 6 ��������� ��� ����� �������� �!��� ����������� $ �!���
���5��� �� ���� ������� ������*��� "��%����� '��� ��� ���������� �������� 6 �!���
��������� ����� ��� ���� ������� ������� �� ����� $ �� �������� #������������  #��
'���� ���0& 6 ��� k �� �������� �� �������( �0 �� ������� �� ���� ��� �������( � ��
������� ������ ��� ������� $ �!"��%����  �� �������� � > �0 �������� $ �� ������
���� ��� �������( �� �������� � < �0 �������� $ ��� ��������� ��� �������& ��
�′ ��� �� ������� ��� ������� ���� ��� ��'������� *�����*�� �� ����3�� ���*��

���� �������� ��� ���	�
��
����� �	����� ���������
�� ��
� 	� �
������� �� �� ������

��� 	������	���� �� ������
��	��
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������ ���	 
 ����� �� ������� ���������� ��� ������� �� ������ ��� ������� �����
�������� � �� ����� �� ������ ��� �� ����� ����������� ��� ������� �������� �� ��
����� ���� �!������� �� �!���������� ���"���� ����� ��� ������ �� �� ������������

�� �������� �� �� ����� �� �����#�� �� �!�$� ��������� ��′ = � ����#�� �� ����� ���
������ ��� �!�$� ����������� %!������� ����������� �� ������� ��� ������ ��� �� �����
�� �!������� ����������� ������#�� ��� ���$ �������� �2k/2(�′ − �0)

2� �� �� �!������� ��
�������� �� �!������������ ����� ��� ���$ �������� �K sin2(θ)/2 �& K ���������� �� ���
�� �������� �� �������� �� �!������������ �� θ �!����� ����� �!�$� ��������� �� �!�$� ���
�������� ���� ��� ���'�������� #������#�� �(��� '���� ���	� ) ����� ������� ��� �����
�� θ = 0� %!������� ������ ET �� ������� �!����� ���� *

ET =
K

2
sin2(θ) + k(�′ − �0)

2. ���+,�

��$����� �� θ = π/2�
-� ������ x = d/� �& d ��� �� �������� ��� ������� � �!�$� ��������� �(��� '����

���	� �!������� ������ �!�$����� ����� *

ET =
K

2

x2

1 + x2
+ k[�

p
1 + x2 − �0]

2 . ���+��

.������� ���������� ����� /������� �� (�������� �� �� ��/�������� * �� ���������� #��
x = 0 ��� �� ����� '$� �� ������� �0������� �� ��(���������� �� 1����� ������ ��
�� ����� x = 0� -� ��(�������� ����� ������� ������ � �!����� + ���� �������� *

ET = [K + 2k�(�− �0)]
x2

2
+ [k��0 − 2K]

x4

4
���++�

�& ���� �(��� ���� �� ��������� k(� − �0)
2 ������������ �� x ����#�� � �� �0 ����

���$ ���������� �� �������� -� x = 0 �� ����� �� �� �������� �� �!������� ������ ���
����� ��� d2ET /dx2 = K + 2k�(�− �0) = 2k[K/2k + �(�− �0)] = 2kΔ �(��

Δ = α + �2 − ��0, α =
K

2k
���+2�

������ �������	� 
 �� ������	� � �� �	������� � ������� K � [K] = L2.M.T−2 ���������

�� 	�

� �� 
� 	������� �� ������� k� [k] = M.T−2�
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�� �� �����	
�� α ������ �� ������
 �
�� ������ �� �������� �
 ������ �� �������
�� ������
�

�� �� ���
��� Δ ��
 ����
��� �������� 
�
��� ET ����	�� � ����� � x = 0� �� ���
��������� � � ���
 ��� �
����� �� ���
 ��� �����
 ��
���� ���� Δ ���
��� ��
����
�� Δ = 0 ��
 ��
�����
� ���� �� ������ ���
���� lc �� �� �������  ���!�
��� l
�� ������
 
���� ��� "

�c =
�0 +

p
�20 − 4α

2
. #$�%&'

(� ����
� �� �����	�� ������ ���
���� �′c " �′c = [�0 −
p

�20 − 4α]/2 < �c�

�������� ��� � ������� 
���� ��� �� ������
 ���
 �
��� #� > �0' �
 �
�)
���� �������
�� �� �������� 
�
��� ET �� �*�
	�� � ���
�� �� �� �����������
�� �����	
�� � +������ �� ��� �� �����	
�� �

���� �� ������ ���
���� � = �c �����)
�����
 �� ������� � �����
 �� �������� �� ���������

,��� ������� ��� �� ������� �c ������� �� ���
�
� ������� �� ��
 ���������
��������� �� ����
�� �����
� " α < �20/4� �� ��� ������ � *�������
 ��� �� ��-

� ������ �� �������� � ���
 ��� .
�� 
��� �����
�
 ���� ��� �� ���
 ��� x = 0
������� �� ���
� ������ ��
���� / ��

� ����
�� �� ������� �
��
�����
 " �� �� ��-

� ������ �� 0���� ��
 
��� �����
�
� �� ����� � ����� ��� �� �� ���!�
����

�� �������� �� �������� ��
 ���
���� Δ < 0� ������� �� ������� �� ������

���+�
�� � �� ���!�
��� � ��
 ��������� � �� ������ ���
���� �c #� < �c' / ��� �� ����
�������� � ��� �� �������� #�� ������ �����
 �� �������' " �� ����� ����� ��
�� ���!�
���� ,��� ��
������ �� ������� ����
�� ����������� �� �� ������ �� ���

�
����� ���1�
 �� 
���� � x4� 2� �������� �� ���
 ���
���� #� � �c'� �� ���3���

�
� C4 �� 
���� � x4 ��
 ��� ��� "

C4 =
k�20
2

[1 +
√

1− ᾱ− 2ᾱ], #$�%4'

���� ᾱ ≡ 4α/�20� ���
��� �� ���� �� ���3���
 C4 ����
 ��1���
� ������� ����
�� �����	
�� ᾱ 
��� ��� "

j
C4 > 0, 0 < ᾱ < 3

4

C4 < 0, 3
4

< ᾱ < 1

ff
. #$�%5'

������� �� ���3���
 C4 ��
 ����
��� �� 
���� � x4� ��
�� ���� �� �����������

�� 6�*��� �� �������� 
�
��� �� �������� �� �� �������
�� x = 0 #���� ����
�� $�%%'�
�����
 � �� ��
���
�� �� ����
�����
� " �� ����� ������ ���� �� ������� ����
��
������������ �� ��� ����
 �� ��� ���� �������
�� ����� � #�� ���)���
����'� 7�
��
����� ����
� �� ������ �� ᾱ ��� ���� �� ���3���
 C4 #ᾱ = 3/4' / �� ���
 ���
�������
��
 ������� ������ ����� �� ��	
�����

������� �� ���3���
 C4 ��
 ���
��� �� 
���� � x4 ������� ����
�����
�� �� ���
����
 �� ��
��
�� ���� �������
�� ����)���
����� ,��� ��
������ �� �
�
�
 ��
�*�
	��� �� ��
 ����� ��������� �� ���������� �� �����������
 �� �������� 
�
��� ET

� ������� �����
� ����
)�)���� � ������� &� ���� ��
��� �� ���3���
 C6 �� 
���� �
x6� 8 �� ���9�
 � �������
� �� �����	
�� ���
���� � � �c� ��� ��
��� "

C6 =
k�20
8

»
2ᾱ− 1 +

√
1− ᾱ

2

–
, #$�%:'

�� � � �
� �������� ��� �c� �����*�� �� ���� �� ���3���
 C6 �����
 ���
����� "
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������ ���	 
 �������� ������ ���� ����� �� �������� �� x ���� ��������� ������� ��

�−�c ���� ��� ��������������� � ε !������� ������ ��� ������� �� ����� �� �������"����

��������� #� ����$� � ������ �� � �$���� ��� ������� ��������� ���� �− �c % & ' ( & &'' (

& &' ( & &�' ( & &� ( )& &*� +� � ,- �0 = 1 �� ᾱ = 0, 95�



�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

j
C6 < 0, 0 < ᾱ < 7

16

C6 > 0, 7
16

< ᾱ < 1

ff
. ������

��	
�� �
 ��	�����	
 
�� � �������� ᾱ �	���
�	� �	 �����	� C4 	������ ����	��

	�
	 ���	�� �	 �����	� C6 ��
���� �C4 < 0 � C6 > 0�� ��	
� ���� �� ��� 	
x6 
�����
 �� ��
 �
 ���
 	 x2 � 	 x4 ���� �

��� �	 
��������	 �
���	
��!����� ����� �� "��� ���# ����
���	� ������� � ���	��� ���	���� �� 
$
���
��	����	� % �	 !���������	 
��
&�����'� ���
�&%&��� '� C4 < 0� ���� �����	�

�����
 � ���

(	 ����
����	� �� ����	����	 �� �������� �� �	 "	�� ��� ����
� �� ����� �����'�
�′c ) �� '��	���� Δ ���	� ����
 � 
��	� � �� 
������	 	 x = 0 ����	� 
��!��
*�$
�'��	�� � ��
����� 
��	������ � �� ��+�	 
����	� , ���
'� � ���	� �����
� ���� �	 �-� ����� ������� " � � �� ��

 ��� ������� % x = 0� ���	�� �
. ��	 ����
��	��	� 
� ���
 ���	� ) �� ���� ��	� ���	
� ����	��� ���	��� ����
������� �� ��

 ���
 � ���  ����/�	���� 0�	�����	�� ���
'� � ���	� ����
����� � ��1� 	 �	��� � . ��	 ���	� ����  �

�� � �� ��

 �
� 
�� ��� 
����/�	��� �
��!����� � x = 0��

����� �����	
� � ��������� ����������� 
�������

2�	
�����	
 ���'�����	 ���������� 
����	� '�� �	������� �	 ��� ��������&
���	 ν '�� !��
 �� 
$����� �����3����� �� 
$
��� ,

dA

dτ
= εA + A3 −A5 + ν. ����#�

4�
���/ �� ���� �� �������� � !���������	 	 ��	����	 �� �������� ε� 2�	
����/
�
 �� 
��	
 ��

�!�
 �� ��� �����������	 ν > 0 � ν < 0 ����� �� "��� ���5�
'�� ������� �
 ��
�����
 ������
 �"	 � ����� ���	��$
��

����� �����	
� � ����� �� �� ��
 �� �����

2�	
�����	
 �	 "�� � 
���	 �	�� ��� �� �		�� ����� "��� ������ 6��
 	��

�����
�	
� ��	
 ��� 
����	� ���!�	�� �� ���� ���'����!� ������ ��� � "�� �

���	� 2�� ��	��� 
� ��	����	� ��� �� ���
	� �
 �� �		�� ��  �������

� 
 ������ ���� 	 ��	���
�	� ���	��� � 
����� F =

R
γdS� �7 γ 
� �� �	
���

���	��� � 
����� ��	��� ��� �	��� � 
������ � dS 
� �� 
����� ����	�����
(	 
����
�	� '� �� �	
��� ���	��� � 
����� 
� ��	
��	�� 	��
 �!�	�	
 �	
 ��

��	 ���� ���	��� F ,

F = γ

Z
dS. ����5�

8�	���
� ���	��� � 
����� F ���	� ��	
� % ��	���
� ����� S =
R

dS �� "�� �

���	�

9�� ����� � �� 
����� ����	���� dS �	 ������� 
�� �� "��� ����� 
� ��		�
��� dS = 2πrds� ��	
 � 
$
��� � ������		�
 ��������	
� �7 r 
� � ��$�	 ��
���� % �� ������ z � ds 
� ���!
��

 ��������	 ��� '���	��'�� 
�� �� "���
���� ) 	 ������	� � 
$
��� � ������		�
 �$��	���'�
� 	��
 �����	
 �����	�
 ����� ����� dS ���� , dS = 2πr

√
dr2 + dz2� ��� dz �� ������ ����	�����



�� ������	
�� �������� �� ������������

�

������ ���	 
 ������� �� �� ����������� ������������� ��������� ���� �� �����

����� �� ν �� �����������

������ ������ ��� ���� ������ ��� ��� ���������  

S =

Z
dS = 2π

Z h

h

r
p

r′2 + 1 dz ≡
Z h

−h

f(r, r′)dz, ���!��

�" ���� �#��� ���� ���� ��� �������� �������$ �� ������ r′ = dr/dz �� f(r, r′) =
2πr

√
r′2 + 1� %����$ ������� �� ������� �� &� �� ��#�� S ��#���� � ���'���'�� ���

��������� r(z) ��� ��&������� ��� �(���� �� �� ������� S�

������ �� &� �� ��#�� S ��� ��� �������������$ ���������� ��� �������� �� �� �����
���� r(z)� �� ���'���'� ���� ���� �� ������ S$ �� ���� ����������� �� ���������
�� ������� F $ ��� �� �����)� �������� � �� ���'���'� �� ���� �� �������� ��
�������� ������������ ���

����� ��*�� ��������$ �� ��������� ����������� ���� �(���� �� ��������� F =R
f(r, r′, z)dz$ ���� ��� ������������� ���������� f(r, r′, z)$ �� ������ ����� ����������

���� ��+���������������  

���� ���������� L = T − V 	
�� ������ 	�������� �� T ��� �
������� ��������� 	�
������ �� V ��� ������� ������������ ��� ��� �������� 	�� ��������� 	�������� � �� ������ 	�
	������ 	� ������� ������� ��� ��������� 	� ��������� 	� ������ ���������� �������������
� ������ 	� �� ���	����� 	� ����	�� ������� �
������ ����� ��� ������������� 	����� �����
�
��������� 	� ���������� ��� �
�������� 	�� ��������� !�� ��� ����� 	� ����������� �������
"����# ����� �������� �$%&'($)$&�� ��� � ������ ��� ��������� 	� �����	� 

��*���� ���� ���#�������� 	����� ��� ����������� ������ ���� ������� �
�������� 	
+����(
�������� � ������ 	� �� ���#���#� 	
�� �,������ 	
��� ������������� ��������� ������������� 

!��� I =
R

F (x, y(x), y′(x))� ��� ������������� 	� �� �������� y(x)� ���� y′(x) ≡ dy/dx 
-��#���#��� �
�,������ 	� �� ������������� I� ��������� 	��� ���#���#��� �� �������� y(x)



�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

������ ���� 	 
���� �� �������� � �� ��� �� ����� ��� ����� ����� ���� �������

�� ����� R�

∂f

∂r
− d

dz

∂f

∂r′
= 0. ������

 � !������� f ��� ��� !������� �� ���� �����"��� ������������ ����� ����� r, r′ #
��� �������$ �� r(z) = z2$ r′ ��� ���������� �� r$ ����%�� r′ = dr/dz = 2z� &��
��������$ �� �� !������� f ��� ��� ����������� ������� ��� ���� �����"��� f = ar + br′$
���� a �� b ���� �����'���� %������%���$ ������� f %��� %�� ���� z$ ������ %�� ���
���� �����'���� ���� ���� a = b = 0$ ��������� �� ���� %�� ��� �����"��� r �� r′ ����
"��� ���� %������� �������������

(���� �� !������� f �� ����� ��� ������������� �� �� �����"�� z ���� �����
�������$ ���� ������� ������ �)%������ �)*����+ ��������� �%������ ����� �����

��� ���� ��	��
�
 �� ���	�������� I� ���� ��� �����	���� ��� ��
�	�� ����� �� ���� ��
��
���� �� �����	��� �� �� ���	��� y(x)�

�� �����	��� �� I ��������� ����� �����	��� �� �� ���	��� y(x)� ������	 δI =
R

dx[(∂F/∂y)δy+
(∂F/∂y′)δy′]� ���� δy′ = δ(dy/dx)� �		��	��� � �� ��� �������� ����	��� �� �� �������	�����
d/dx ��� ������	 � �� �������� x �	 ����	��� �� δ� �������� �� ����� � �� �����	��� ��� ������	
� �� ���	��� y(x) ����� � ��!��""� #��� ����	��� �� δ� x ��	 ��
���
��	 �� ����
�	�� ��� ��
�� ������� $��� ������� ���� ��	�����	�� ��� ���� �����	����� �	 ������ δdy/dx = d(δy)/dx�

%����	��� ���� ���� ������������ �� δI� �	 ��	�&���� ��� ���	���� ���� ��	���� δI =R
dx[∂F/∂y − (d/dx)(∂F/∂y′)]δy� �' ���� ����� �	����� �� �����	��� ( δy = 0 �� ���� ��

����	������� �� ����	�&��	��� ������� ���� ����� ������� ��� y(x) �	��	 ���� ��� ����� ��
��
�����

�� ���)���)� �� ����	��
�
 �� I ������	 � ������� �� �����	��� ���
���� δI ���� ���
�����	��� δy ��	�	� 
��� ����	������ *� �������	 ��� �� ���	��� y(x) ������ ������	��� ������	� (
[∂F/∂y−(d/dx)(∂F/∂y′)] = 0� ����	��� �����	�������� ����

�� ����	��� ��+�������&���&��
�� ������ ����	��� ��+����� �� ��
 �� �����	����� ������ ����)��� +���� �,-.-�,-/0"� 1���
��		� ����	��� ��+����� �� ����	�	� �� &���)� ��	 ������� ������� ��+�������&���&�� �� �������
���	��������� �� ������ ������� �� 2���)�	� �� ��
 �� 
�	)�
�	����� ���3��� 4������ %���
2���)�	 �,/-0�,5-/"� *� ��	 �����&� ���	������ ���� ��		� ������� �� ��	�	��� �!
������� δI/δy�

��6������ f �� ������ ��� �������	�
��	 �� z �f = f(r, r′)"� �� �������	����� �� f ������	



�� ������	
�� �������� �� ������������

���� �

f − r′
∂f

∂r′
= C, ���		


�� C �� �� �������� �������������� �� ��������� ���������� ���������� � ��
�������� f(r, r′) ����� �������� ��	�� f = 2πr

√
1 + r′2
� ���� ������� �

r = a
p

1 + r′2, ���	 


�� �� � ���� a = C/(2π). !����� r′ = dr/dz� ���� ����� �

drq
r2

a2 − 1
= dz, ���	"


�� ���� ������������ �� ������ � �� �������� ������� #$��������� % ��� ��&
�� �������� '������ ���������� � �� �������� r(z) ���� ������ ����� S ��
������ �

r = a cosh(
z − b

a
), ���	(


�� b �� �� �������� ������������� � a �� �������� ��'�� ��� � a = 2πC� %��
�������� ������ �� ����� ��� ��������� � ���� � ������� #$�������� �� ����
�� '� ������� ��� �� ��������� � ������ ) ��� ����� ������ *� ���� � �� ������
����� ��� ���������� � ��� ����� �������� r(z) ������ � ���� � Oz �� ���
���#���+� ����� �� ���� �#������� �������� ��� �� '��� ����
�

�� �#��������� �������� �� �$��,� � ���������� �� ���� � �� ���#���+� �
�����$��� ��� z = −h � z = h� ���� ���� �-����#������ � �� �������� b �b = 0
�
!�� �������� �� �������� a �� ����������� �������� ) ������ � ���������� �
�� �������� ��������� ��	(
 � ������������ �� ��������� ����� '�� ��� ������� �����
��� ��� ��������� �� '�� � ����� � � ��$�� r �� '�� ) �� #����� h �� ���� ��
��$�� R � �������� �� ��������� ��� ��������� ����� ����� r(z = h) = R
 �� ����
��.����� ���� ���������� � �� �������� ��������� ��	(
� ���� ������� �� �������
������� �

R

a
= cosh(

h

a
) . ���	/


0���� �� ��� �������� � a ��� ��� ���.���� � ��������� !��� �� #����� h ������
�� �������� ) ���������� ��	/ ������ ���) �� ��������� �� � ��$�� R �� ������
���� ������� ���� �� �������� �����'�� � ������� 1����� �� ��������� �� �����,��
R �����2� �������� ���� �������� �� ��� ���������� � ��������� %�� ���� ���
���� ���� ������� � �������� � �� ����������� ���&�3���

�� -������ � �#������ � ������� a → 1/λ� ���� ������� ) ������ � ��
������� �������� ��������� ��	/
� ���������� ������� �

λR = cosh(hλ). ��� 4


���� �� �������� ������ �� ������ �� ����� D(λ) = Rλ � ��� ���� ) R � ��
�������� #$�������� g(λ) = cosh(hλ) ����������� ����� �� '��� ���5� ���� ��
���������� ����#���
� 6������������� �� � ���� ����� ���� �� �� ��� ������

����� � df = ∂f
∂r

dr+ ∂f
∂r′

dr′� �� ��		� 
���� �� df/dz = ∂f
∂r

r′ + ∂f
∂r′

r′′� �	���	���
 	��������
���	����������� �������� ����� ��� r′� �� ��	�
��
 	������

��� �����


 �� df/dz� ���

� ���� ! 	�������� 
�"���� � d/dz[f − r′ ∂f
∂r′

] = 0� #�� 
���	� ����������� �� ����� �������
����� 	�������� 
���	�$�� ���	����������� � ��
 �% 	� &���������		� f �
� ������������
�� z � f − r′ ∂f

∂r′
= C� �"�� C �� ���
������



�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

������ ���	 
 ��������� ����������� �� ���������� λR = cosh(hλ)� ��� �� �� R ��

��� ����� �� �� ��� � �� �������������� ��� �� �� R �� ��� ������  � �!��� ���!

�����������" ������� �� �� ��#�������� ���$�%���

�� ������� � ������ ������ R �� ���� ����� ����� &���� ���	��� '����� R ���(�" ��
������(� ��� ������ ��������" Rc" �� Rλ ������� ������� ) �� #������� *�����������
cosh(hλ) + ����� λc" ������� �� ����� �������� '����� �� ����� R �� ��������
�� ����� �������� �R > Rc�" ��� ������� ���! ����� ������������� �� ���� ���!
������� ����� &���� ���	�� + ����� ���� ����� λ− �� λ+� '����� �� ����� R
�� ��#������ �� ����� �������� �R < Rc�" �� ���! ������ �� ������������ ��" �� ��
��,��� �� ������� ��� ���� ������,��� �� ���! ) ���� ��������

'� ����� �������� �� ���������� �Rc, λc� �� ��&�� ��� ���! ��������� �����$
�����" �� ���,�-�� ������� �� ������� ����� ����������� ����� �� ������ Rλ �� ��
#������� *����������� cosh(hλ)" ��� .

Rcλc = cosh(hλc). ���/0�

'� ������ ��������� ���������� �� ������ �� #��� ����� �� ����� ��������"
�� ������ Rλ �� �� ��� �!����,��� �������� ) �� ������ *����������� cosh(hλ)"
�����,��� ���" �� ������� �� �� ������ dRλ/dλ = R �� ����� ) �� ������� �� �� #�������
*����������� d cosh(hλ)/dλ = h sinh(hλ]" ���� .

Rc = h sinh(hλc) . ���/1�

23������ �� ���������,��� �� 4����� �� �������� �� ����� ��������" �� ����� ��
���������� (R−Rc, λ−λc)" ���� ������� ) ������ �� ���������� ���/5� ���!������ .

R−Rc =
h2Rc

2
(λ− λc)

2. ���/��

����� �������� ��� ������ �������" ������ �� ����� �� �������� R �� ��#������ ��
����� �������� Rc �R < Rc�� 2� ������*�" ������ �� ����� �� �������� R �� ��������
�� ����� �������� Rc �R > Rc�" ��� ������� ���! ������� .

λ− λc = ±
√

2

h

r
R−Rc

Rc
=

1

a
− 1

ac
. ���/	�

2� R = Rc" �� ���! ������� � ���#������� 6�� ������ ����� �� ��7) ��������
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 �� ���� ��� ���� ��������� �������� �� ���� �� ������ ����� �������
� ��� ���� ����� ���� ��� ����� �� ������ ����� ���������� ��� R̄ = 1, 9 λ̄ � 0, 636 �!
������� �� λ̄ � 2, 023 �! ��������

������ ��� ���� ��������� ��� ������ �� ������� ��� ����������� "��� ���� ���#������ 
����$���� ! ��� $���� �$�����$� �� �� ��������$ ��� ����������

"��� $������ �� ��������$ ��� ��������� �� ���� $#����� �� #����� �� ��$������ ����$%
���� F0 ��������� ��� ����������� �� ��$������ F �$������� ��	&� �� �� ������ ������ S
�� '�� �� ��#�� �$������� ��	�� ���� �������� ���� �#��� ������������� ��������� ��
������� ����$����� r(z) ��� �������� ��$������ �$������� ��	(� ���� )

F0 = 2πγh2

»
sinh(2λ̄)

2λ̄2
+

1

λ̄

–
, ���*	�

�+ �� #������� a ��� ��������$� ��� ������� ! �� ������� � ���� �$'��� ��� #�������� ā
�� λ̄ �ā = a/h �� λ̄ = λh = h/a = 1/ā��

, ������ ��� ���� ���������� ���������� �� ����� �������� �Rc, λc� �#��� $��������
��*- �� ��*&� ���� �������� ������������ �� �� #������� λ̄c $#���$� �� ����� �������� )

λ̄c tanh(λ̄c) = 1. ���**�

�� �$���#��� ����� $������� ���$��������� ���� �������� λc � 1, 199 . �� �����%
���� ����� #����� ���� ������������ ����/����� ���������� �� ��������� �� �����������
���� ����� ������� �� ����� �������� �$������� ��*&� ���� �������� �� #����� �� ��/��
�������� ��������$ R̄c ) R̄c = R/h � sinh(1, 199) � 1, 507�

��� ��������� ���������� ��� ������� �� ��/�� R ��� ���$����� �� $��� ! ����� #�����
�������� �#��� $������� ��*0�� 1���� ���� R � 1, 6 ���� �������� ! ������ �� ��
��������� ����������� ����� �������� �$������� ��*2� ���� #������ ���� �� #������� λ̄ )
λ̄1 � 1, 577 �� λ̄2 � 0, 887� 3�������� ��� #������ ���� ������������ �� ��$������ ��
����� �������� �$������� ��*	� ���� ��������

F0(λ̄1)

2πγh2
� 2, 985,

F0(λ̄2)

2πγh2
� 2, 945, ���*4�

���� ����� �� �	
���� �� �� 	����	��� �� �� �
	�� 
������� �� ��� �� ���
� ���� ����	����	�
���� ��� �	���	� ������ ��� ������
�� ��� ��	����� ����� ���	��� ����� �
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�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

������ ���	 
 �������� ������ �� �������� �� λ̄ ��� �� �� �������� �� ā ����

�� �������� �������� ��������� ���� �� �������� ������� ��� ������� ���� �� ����
������ ������ �� λ̄� ���� λ̄ = λ̄2 � �� ������� ��������� ������� ���� λ̄ = λ̄1� ����������
 ��� �������� ��������� ���!�� F0 ��� �������� "��� ������� ��������� !�� ��
������� ���������� ����  �� �����#������ �#$��!�� !�� ���� ������� ����� ��
�����%�� & �� ���'� ������ ���� �� '�� �� ����� ��� ������  �� ����� ������ ���������
�� ����  �� ��(� ������� �� ������ �� ������� ����� '���� ���)� �������� ��� ���'��
������ �� �������� �� '�� �� �������

*������� !�������������� �� ����� �� �������� �������� ��� F0 �!������ ��	)�
�� �������� �� �� �������� λ̄ ��� ā� ���� '���� ���	�� �� ������� �� �������� ������
��� ������ �� ����� �� ������������ �����+ +���� ����!�� �� ��$�� �������� R̄ ��
�������� ��� ��� �� ��$�� �������� �����!�� �R̄c� �R̄ = R̄c� �� ���� �� ������ �����!��
�� �� �������� λ̄ �λ̄ = λ̄c�� ,� ����� �����!�� �λc, R = Rc�� �������� ���� & F0c =
2πγ(R2

c + h2)/(hλc)� -��� R < Rc, �� �������� ��� �� ����� ��������� ���� ��� ��
�������� ���� R > Rc� �� ������ ���� ��������� ���������� ��� λ1 �� λ2 ����� '����
���	� � �� ���� ����� �� !�� λ2 ����������  ��� ���� ������ ������ ��� �������  λ1�

"��� ������� ��� �������� ��������� ��� �������� ������� ��� �� �������� ���
���������� �� ��������  ��� ����$�� �� ��� ���� �������� � �� ��.� ���� ���� ��
��������� �� ������%�� ����� �������� F0 �!������ ���	)� ������ �� �� ������ ���+
��!�� δā = ā− āc &

F0

2πγh2
=

R̄2
c + 1

λ̄c

+
R̄2

c

ā3
c

δā2 − 2

3

5R̄2
c + 1

ā4
c

δā3, ���	/�

�0 ���� ����� ������ ��� ���� ���������� ����������� �� ����� �����!�� �Rc, λc� �����
!������� ��	1 �� ��	2��

3����� ���� �� ������������ �� �������� �� ��������� �� ����� �����!�� �!������
��	/�� ���� �� ����� �� ������%�� ����� �� δā ������ �� �����#�� ��� �� �������� ���
��������� � �� ����!�� �� ����� ��������� �� ����� �� δā3 ��� ������� �� �������
�� �������� ����������  δā > 0 �ā > barc�� �������� F ��� ��$����!�� & ����
��� �������� ā ����� ����� !�� δā > 0� �� �����#� ��� ��������� ����%�� ��� ������
������� ��� �������  �������� �� −ā ����� '���� ���	��

"��� �������� ����������� ��� �� ����� ������� & ���� ������� ������ �� �������
����� �� ��������  ����� �4�� ����$�� �� ������������ �� �������� ������ ��
������%�� ����� �� ��������� �� ����� �����!��� �� ��������� �� �������� λ̄  �� �����

������ ������	 �
������ ��������� F0	 ���� ������ �������	 ��� ������� ������� �� ��������
��������� r(z) ��� �������� �
������ ��������� ����� ��� ���������� ���� �
���������� �� �
����
������ S �� ��� �� ����� ��������� ����� ����������� ���� �
���������� �� �
������ ���������
��� ��



�� ������	
�� �������� �� ������������

��

�

���

��
���

������ ���	 
 �� ���������� ������������� � �� ����� ����� ���������� �������� ��

��������� �� ����� �������� �� ����������� (ε(T ), A(T )��

�� �� ������� ā� �� � ��! ����"������ �� ��������� ����#�� F0 �� �� ���$�� ���% �������
������� ����������� ��� ���������� �� λ̄ & �� ��������� ��� ������� % �� ������� ��
������ �� �� ������� ā ��� ������ �'�� ���� ��� ��������� δā ����� ( ����� ���!
��� ���� ������ ��������� δλ̄ ��� ���������� ���� ��� �'�� ���������� ����"������
�� F0� )"���������! δλ̄/λ̄c ∼ 30 % �������� ��� ��"������ �� ��������� ����#�� F0

�� ������� �� �������� ���������� *���� ��������! �� �+��# �� �� ������� ������"�� ���
��������� ���� �� �+��# �� ������� �� ������������� ������ ( �� ���! ��� ��������! �������
��������� �� ����,�� �� ������� ������� � ���� �� ��� �� ���������

����������! ��������� ��� �� ���� ���! �� ��������! �� ����� ������� �� �� ����������
�������� ������ ��� ��������� ����#�� ���������� �� ������$�� ����� �� ��������� ��
����� �������� -�������� ��./� ����� ����������� ������ ��� ��$� �� ����� �������� (
���������! �� ����������� �� ����� ��������! �� �������� ���������� ������� ��� ���+�����
0��� ���� ����! �� ��1� �� ������ �� �������� �����$�� -�������� ��.2�! ������ ���
R̄ = cosh(λ̄)/λ� �� ��+��� �� ����"������ ����� ��� ���# ����+��! ��� ���� ���������
�'�� ����3 ��$� �� ����� ��������! �� ������������ ���������� ����� ��� ���+����!
���� �� ����� �� ��� �� ����� �� ���������! ��� �� ���� �������� �����������

����� ����	
��  ��� ����������� ������������� ����
��

��� ������� ��	�����

4������ ����� ��������� ���� ����� �������� T ����� ���������� �������������
-���� ,���� ���	�! ���������� ����������� ��� ��������������� ����� ���������� ����
�����

�������� � 5������� A(T ) �� ε(T ) ��� ����������� �� ����� �������� -���� ,����
���	�� 0����� A = A(T ) + B �� ε = ε(T ) + μ� 6���������� ���������� �����������
������������� -�������� ��7� ������ �� ����� �������� % ������� �������� �� B �� μ (
���� �������

Ḃ = μA(T ) + ε(T )A(T ) + A(T )3 −A(T )5

+B[ε(T ) + 3A(T )2 − 5A(T )4] + B2[3A(T ) − 10A(T )3]. -��.8�



�� ��� ���	�� 
���	������ ����	����� ��

����� �� ����	 	�
����	 �����	���	  �� ������� ��� ����	� ����� ��
� ����� ε(T )A(T )+
A(T )3 − A(T )5 = 0� ��
� �� ����
� ���	��
����� �� ε �
 ����	 	�
����	� ��
� �����
ε(T ) = −1/4� �� �
� ��� �������	
�� A �� �� ����	 � A(T ) = 1/

√
2 ����� ��
�	��� �� 

�� �� ���	��� ��!" # �� ���$��	�
� �
 	���� �������� �� B �����
�� ����� �	 ����
�	���
��
� �������	
�� B �
	�
� �� AT ������	 ��������	

1√
2
Ḃ =

μ

2
−B2. ���%&"
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������� ����� ���� ��� �
)������ ���
���� �� ��������	��� � ���
�� ����
�#����� �
�	����� ���� ���� ��-� �� �
���� � 	�� �*��	��� �� �#����� ��
���
��� � ������� ���
 �� ���	
��� � � ������	������ � �� ���
���� �#���
���
A ����� ���*��	�� �� �#����� � ������� �
�� A ������	��� � �� 	��
�
�� �� ��
����� ���	����� �� �������" 4�
� �� �#���
��� �� �#����� ���
�� 	�� ���
����
�� �� �#	� 5

Ȧ = F (A, {μ}) = −∂V/∂A �' !"
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 {μ} ��
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� �
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 	� ���� �
 ���	������ 
�� A = 0� ���� �
 ���	������ ������ ��� �
��� � !������ ��� 	� �����
�
�� �	�������� �
 �� ��	��� ����������
� 
�
� ���
 " 	�
 �������� ��	� ��������
 �
 ������
� #��������
 ������������ 
�
 �� ������ F �
 $	���!
 ��� �
 ���� �� ����
� � ������ �	�
� �������
����	����
�  �
��	
��
�
�� �	��
� �
 ���������
� ��� �
�����
�� �	 ����

�
 ������
� %� ������� 	�
 ������ F ��������	
� �
 ����
 ������� �
 ����
��
�	�	�
 ����	����� �����
��
� 
� �	������ �
 �
 ���� � �	��
�� ��� ��&��
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'	�  ���	
� ��
����
��
  �
��	
��
 ��	� �����
�
�� �	�������� �
� ��	�����
� �
����� �� ������ F " �����
 �
	� 
� A ( �
��
 ��)��� ���� �
 �� �	����
�� ��	��� ������	
 �� �� �
��
 ��	� �
��
 �	���	
 *
� A3+ �	� �
 ��
���
��

��� �������	
�� 
� 	� 
	��� �	������

%� � �
������ �� �	���� �������	
 �	 ������
 * �	���� ,�-+ " �����

�
	�� �	� ��
��� . F = ε+αA+βA2 = β(ε/β +(α/β)A+A2)� ��� 
���
 .
Fβ = (ε/β + (α/β)A + A2)�

%� �
� !������� �� ������ F �
��
 �	
 . F/β → F ����� �	
 �
� ��������
�
ε 
� α . ε/β → ε 
� α/β → α� �	� ��
��� .

F = (ε + αA + A2), *,�/+

� �
� ��������
� ε 
� α ��� ��� �
� �
	� �
	�� ��������
� ��� �
������
�	 ������
� 0
��
 
���
���� �
 F 
�� ����� 
 " 	�
 ���
 ���	��	�
��
�
��
�����
 �	 ��
���
�� %� 
1
�� �	�
����� " �� ������ F ��)�
��	� * �	����
,�/+� 	� ������
� �	 �2�
 ���
 
� A� ��
� �
� �
3��
���� �� � νi� ����)
�����
�
�� �
����� �	� ��
��� �����
�
�� .

F = ε+αA+A2 + ν0 + ν1A+ ν2A
2 = (ε+ ν0)+ (α+ ν1)A+(1+ ν2)A

2. *,�4+

0
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��  �	����
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�
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 �	 ��
���
� *F = −∂V/∂A+� '��
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��� F * �	���� ,�/+ 
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	� 2��
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����������	
� ���������� �� ��	������ �� A�
����� ����� ������� 	�	 ��� � �	��
���	�� �� �
���	� �� A = 0 ���
 �	��	��
 �� ��������
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������
��� A→ A−α/2� ������ �� ����� ��������� � ������ � � ������
���
��������  ����
��� ���! ��
 ����� ��� "

Ȧ = ε + A2  ���!

#�� ����
� �$�� � �� ��������� ����
���� � ������
��� �
�
�������� Ȧ =
0 = ε + A2� ���
 ����� ���

A = ±√−ε �����

���	
�� �� �������� ε �	� ������� �ε < 0� � �� �����	�� ����� ���� ���� ���	
�� ��
�������� ε �	� �	���� � �� ���� ε = 0 �	� ���� �� ���� �����
�� ���
���� ��
���������� 
��������� ��	 	�������	 ����� ��������� ��  ����������� ����� ��!��
"��
������ �#����
�� ��������� ��
������ ���� �	� �#�
�� �� ��  ����������
���$�%�� ����� 	������ &����

'��	�� �� ��	���� ���� �������� ���
�� ε� �� ��������� �� �� ����	�����
�	� �� ���� �����
�� �ε = 0� � ����	����� �� ���� �����
�� ���	 ���	��� ��	
��������	� ���� ����	����� �����
�� ���� ε = 0 	�� ����� �� �������� ε�
�	� ��� ����	�������� ��������
�� �		�( ����� � �� ����� �� �	� ������ ��
�� �� ����	����� ���	 �� ��������� ��  ���������� � ���	� ���������	 �� �����
��������
�� ������ ���	 ��� �	��� �A, ε� 
�� � ��	��� �� ��� ����� �� ) �����
����	����� * ����	����� + �� , ����������� �����	 ��������� �� ����	�����
����� ����������

����� �����	
�
� �
� �	������	�� 
� �
� 
��
� �	���
�

'���� ������� ��	 ����� ��������	��	 
���
��	 ������	 �����	 ) �� ���		��������
��	 ����	�����	� "� ������ ������ �	� ����� �� + ���������� , ���� ��	�
����
�� ������	� ��	 	����������	�

-����
���	 ���� ��� ��� 
�� �� �������� F = A2 �	� ��� ����� 	����$
����������� ��	�� �� � �� �.��� �� 	�/� �� ��� ��0����� �� ����� �������� νA
��� ������� �� ���������� 
��������� ��	 	�������	 �� A = 0� "� ���������

V = A3� �		����� �� �������� �� A = 0� ��	���� ���� ���0��� �� �����
��������� ��� ���� ����� �� A = 0� 1� ���	�� �� ���� ��� ���
�� A = 0� 	�$
������ �� F = V ′ = dV/dA = 0� 2� ����� �� �	� ��	 ����	 �� ���� 
���� ���	��
���� ����	 ���	 A = 0� ��� �� 	����� ����� 	������� ��� ��� 2������ �� �����	
�� �������� V (A)� ����� ��������	����� 	������ 
�� ��� 	�������� �� �������
������� �� �������� 	������� �� A = 0 �V ′ = 0� ���	 ��������� 	� �������
	������ �V ′′ = 0�� "� �������� �	� ��� + 	�������� ,�� -�����	 
��� ���	
�� ��	
�������	 ������� �� 	������ �� �������� 	��� �����	 
����� 
�� 	��� �� ������

����� �� ����	
��� ��� ��	��� ���
���
	� ��� ������
���� �����	���� �
 �� ����� �	����
��� �� �����
��� ��� ��� ������

���� ��� ���
	� � ���� � ����	���� ���	������ ����
 �� ��
���	���
 �� �� ��
�	�� ����	�
���� ��	 ��� �� � �� �� �� ���	��� ������ V ′′ ! � 
	
�� ��������� ��� ���� ���	������ ��
��
�	�� ����	���� ��
 �� ��
�	�� ��
 ��� ������
 ��
 �
���� � ���
	� ��� ���
�� ���	����
�������� "�� ��
�	�� ��
 �� ��
���	���
 ��
 ��� #��������� �� V ′′ = 0 ��� �� ����
�����$
��% ��
 �� 	�����	��� ! �� ��
�	�� ��
 ���� �	
� �	����	$��� &� �	�
 A ��
	���	���
 �
��� 
���� ���	
	� #��
���	���
 �� �� ��
�	�� ����	���� ���% ��
 ������ ' �	�
 �	����	�� (�
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 �� �� ����������� ���� �� ��� ���������� ������ �� ��������� ����

�������� ε�

������ ��� 
 ��V = A3� �� V = A3 + εA� ���� ε < 0�
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!� ��
��
��� V = A3 � �� ����
 "��#�$��� �� A = 0 ����� �%��� ��&� �
'� ��� ��(��
��
 �� 
���� �������� � 
)�� εA �	���������� ε ����
��������

��
�
 �
 ��%�
�* � ���� ��
����� �� ������� ��
��
��� +����
�
������
 �,����

����� �%��� ��&� +�� ������ ��$ �$
���� - �� ��$���� �
 �� �������� '�
�����	��� �(��
�� � ���� �� 
���� +����
�+�� νA2 ����	 ν �� ��
�
 ������
�� 
�� ��
��
��� V �"����
 ��� � 	���%����
 +����
�
�* �� ����
����� '� �,�
� ��
�� ��
��
��� � �� *����

V = A3 + νA2 + εA, ���. 

�� 
���� +����
�+�� ���
 /
�� ������� %�0	� �� 	���%����
 � �������� Ã =
B−ν/3� '� 
����� � �� �������� �������� B� �� ��
��
��� V 	��
���
 �� 
�����
�� B3� B �
 ��� 	���
��
� ����� ��
��/
 � 1��	� 	"��
 ���� �"��
��� � 
����
�������� −εA +�� � ������ ��� �
��	
��� 	�	��� �� ���� � ��
��
��� ���%�����
V (A) ∼ A3 - ���� ������ �� ������	� "�� ���������	
 �� �� ��	�����
�

A3� �"��
 	���� �� �"�(��
 "��� ����� ���
����
��� �������� ����
 ����)� ��
�
��	
��� ���� ��$ �$
���� 	�	��� �� ���� � ��
��
��� A3 - �
 �� ���� 
��

�	�����	 �� � ��� 
� ������ � ������ ����
 2���
�) 3������ ����� ��*����	�
4.56 ��� ��� ����� ��� 7 �� 
������ �� 	�
��
������ �	������� ���� ���
�����
��
��� � ���������
� ��� ��$ �%���� ��&� �
 ��&� � !� ��
��
��� A3 + εA
��������
� �� ���������	
 �	������� � �� ���%�����
� A3� !� ��
 ��������� ��
��*��� �� *��
 +�� ���� �� ���)���� "���� �� 	"��
 �"�$�������� %�����+��
�� ���� 	��	��� ������ �������
��� � A2 7 �"��� � 	���%����
 � ��������
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��� �������
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������
�� � 	��
���� ���+��� �(��
��� �� ��
��
��� V (A) = εA+A3 �� 
����
�� A4 8 �� ������� ��
��
��� V (A) = εA+A3+A4 �"�,�	
� ��� �� 	�����
����

+����
�
�* �� ����
�����

2��
 "����� ��
��� +�� ��� ���*�	
���� �� 
����� �� A3 �
 A4 � ���

��
��� �"��	����
 ��� � ������
�� 8 	�	� ��
 �� 	����+���	� � �"�)��
���� �
�"�$��
��	� "�� ������
�� ���+�����

9���
 � ����������� ����������� �� +���
��� � �� 	������	� "�(��
��
�� 
���� �� A4� � ������ 	������� 	���� �� 
���� ���
����
�*� �� ��
���

��� ��
��� 7 ���
�� � �"�+��
��� ��������� 7 �"���� ��$ ��+��
��� ��� ����
�,�	
��� �� �����������
 ��
��� �� ����
� �$�� ��� � �
������� �� ����
���
	���%����
 +����
�
�* �� ����
����� '� �,�
� �� �������%� � A = 0� �� 
����

������ ����� 	� 
��	������ 
��� �������� �� ���� ����	� 	� �����
������ �� �������� 	���������� ��� 	� ����� �� A3 � ���� ���������� ��� ������� ���	�

������ 
� ε� g(ε)� 	� �������	 V ��� 
� � ��� V = εA+gA3 = g((ε/g)A+A3)� ! 	��
� 
����
���	� ��
� ���� 
� ��������� ε → ε/g �� 
� �������	 V → V/g� 	� �������	 �������� 	�
���� ����� ���	� " V (A) = εA + A3�
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A4 ��� ����� ��� ������� �
� �
���� ������ � ���������� �
 ��������� �� ������
���� ���� ��� ����
�� �������� �� A = 0� ��� ���� ��
����� ������� ���������
����� ���������  �� ��� ���
����� �� �!�	
����� ������	
� �!����� ��
� "�	
�#
���� $�$% ���� ������� ��� ��� ������ ���� �
������ & A = ±√−ε "��
� ε < 0�
���� �	
����� $�'%� (� �
 ��������� �� �� ������ ����� ��� ��
� �������� ���#
��� �
 ��������� V = εA + A3 + A4 ���� �!����� ε3/2� ������ 	
� �� ����� A4

��� �!����� ε2 � �� ��� ��� ����������� ������ ��� ��
� �������� ������� � 	
�
)
����� �!��������� �
 ����� �� A4 �������� �� ���� )
��� ����
�����*�
+�� �����
��� �!�	
����� ��� ������ ���� �
 ������ ����
��� ������

ε + 3A2 + 4A3 = 0 ; "$�,%

�� ������� �� A3 ��
� ��� ���
��� 
� ��
���
 ����� ��� "V ′ = 0%� �
���
	
� �� ����� �� ���������� A = ±√−ε� ��
� ��	
�� V ′ = 0 "����� ���% ��
V ′′ = 0 "����� ����
����%� -���� �� !��� �. 
� ������� ��������� �
 �������������
�� �����
�� ��
���
 ����� ���� �������� ��� V ′ = 0 �� ��
� /��� 
� �����
�� ���������� "��������� ��� ��� ��
� ��������� V ′ = 0 �� V ′′ = 0%� (�
����� . �!���� �!
� ��
� ���������� �� ��������� V �� ��
� ��� /��� �)
��� ��
�
�����*���� ���
��������� ��� ��
� ��������� V ′ = V ′′ = 0 �� ��
� ������
���������� 0
������� 	
� �!���������� �
 ��
���
 ����� ��� ���
�� ��� ��
������� �� A3 ���� ���� ������� �
 ����� ��� A =

√
ε ����� �� �!������� "A = 0%

�����
 ��
� �� ������	
� ��� ����
����� (� ����������� �� ��������� V �
��
�
�� � ��
���
 ����� ��� �� . �!���� �!
� ��������� �� �������� ���	
��� ��
��
���
 ����� ��� ��
� ��
)�
�� /��� ������ �
 ��������� �� �!������� � ������
��
� �������� . ��
���
 
� ����� �� ���������� �
 ��������� �� �!�������
���� ��
� �� ��������� ��� ����
���� 1�
� �������� ��� . �� ���
����
�
������ & �� ��������� �!
� ��������� 
��	
�� �� ���������

V = εA + A3 "$�2%

���������� �� ���������� ������	
��
3����� 
� ������� �� �� ��� �
����� & �!��
������ �� �!��
 ���� 
� �
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�� ������� � �� �� �
����� ��������� �� �����
���� �!
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����	
�%� 4� ��
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� ��� :
��� ��� ��������� ��� 
� ��������� ��
����;�� 
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�� ������ �� ������ �� <������� ������������ �� ������� ���
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�
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Re =
RV0

ρη
"$��%

����������	
 �� ��������	���� �	
� �� ��
	��
���	
 ��� ����� ��� 
	�� �� ��������
�
�
��
���� ���
���� ��������	��� ����� � !"#� "$%& �� �� ����
��'��� (����

���� � " )� )*$&
��� ��������	��� ��	���� ������� �	��� + ∂
v/∂t+(
v.∇)
v = −∇P/ρ+η/ρ∇2
v� ���� 
v �� �������
����	�����
� ���
� �������� �� ,���� �� ��
���� ρ� �� ������	
 P �� �� ����	���� ��
������
η� ∇ ��� �� ������� ������
� - �
 �����
�� �� �	���� �.���������� ������ ��� �� �	���� 	
 ��/	���
�� ���(�� �� ��	��� �� ��������	
 �� �	
���(���	
 �	�����	
��
��0
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������ ��	 
 A ��������� ����������� �� ��������� �������� �� �������� �� ������

�������� Re� ���� Re < Rec �� ��������� �� ���������� ���� Re > Rec �� ������

���� ��������� ������� ���� ���� ����� � �� ������� ��� ���������� ����������

��� �������� � ����

�� R ��
 �� ����� � 
���� ����� �����������
� �� 
����� 	���	
����
���� � ��
�����
��� � ������
 �� ���	���� ��  ���!� V0 �� "�
���� 	���	
����
���� � ���#
	�������
� ρ �� ����
� � ������� �
 η �� 	��$	���
 � "��	���
� ��������
�  ���� %�	���
 ��� 	� ���
&�� ������������ ��
 �	��
 ��� �� ����
�����&
��� '� ��
 	���� ��� ���� �� ������ � (������ Re ����) ��
�
 �	��#
�
��� ��
��*��
� �� �� "�
���� ��	�������
 ��
 
�&� *�����!� �� �+��
� ��� ����
���
������ �
����� �	�������
 �
� ��������� ����� 
���������!� ,�#��- ���� 	��#

���� "����� 	��
���� � Re� 	�

� ����
��� 	��+��
� �"�	 ��� ����� � ����
����
������
��
 �� 
���������� ������� ��� ���������!� ����� ��
 �
���� �
 ����
�� ��

���
���� . 	���
 �� ��
��
��� ����	��� - �� 	�
��
����� ��� �"��� ����� ���!�

����� �����	 
� ��
��	���	

/�����	� ����� ��
 �� ����	� �������� � �������� 
���� 0 ��� �� ���#

&�� � 	��������� 	��
��������� �� ���*�	� ���� ���&�� � ����� R ���
	�
 ����	� ���	��
 - ����� ���� ����� ����
��� � 
��� . x2 + y2 + z2 = R2�
1��� �����������
� �� ���*�	� ��� ����
 � �������� 
���� ��	�� �� ���&��! ��
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 - ��� �������� ���� 	������ ��� ���
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���� 0 ��
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 ���� - �� �4����	� ��
��
�� �������� � ������	� ��� ������ ������ ������
� �
 �� �������� � ����#
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 ���#�3�� 0 	�

� ����
�
� ��
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 ����� - 1 �
 	���� ���� 	�����
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 � 2 0 ��� �� ����	� - 2 ��������� ���� �+������ �� ����!� �� 	���������
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��� ��� �� 1� �
���� 	
� ���� �� ��������� �� ������� ��������� ��
�

� ����� �� ���������� 1 ��
� �� ������� �� ��
� ������� ���������  ������

� ����� ��������������� !�������������� ��������������" ��� #�������� ��
��
� ������� ���������� ��� 
�� �
�#�� !�������������� ��� 
�� �
���"  ��

�� �
��� ��� �
�������� �� ��
� ����$�
�����

%�� ��������� �
� �� ��&������ �� �� ���������� ������� �������� ' ��
������� ��� ����������� �� ����������� �� �(�� �� �� ���������� ���� � ��$
������ )� �������� ����� ��
� ������&�� ��� ���
� �� ���������� ������� '
���������� ��� ������ &��� A0 �� �� ������	
� !������ ��
� ���	
��� �� �������
�������� �
 ��������� �����
��� V ′ = ∂V/∂A = F (A0, μ) = 0"  �� ������ �����
������� ' �������� ���� ������� ��� ����������� ����� ��� ������ &���� ���
������ ���
���� ��������� ��� �������� �
������� !������� ������������" �

���������  ��
� ��������� ��� ��� ������ �� ������� �� ��������� μ ����
V n(A0, μ) = ∂nV/∂An = 0� ��� n = 2, 3...  ������ �� �� ��������� ��� ��� 	
�
��
�� �� ������� ������ ��
� �����
��� * V ′′(A0, μ) = ∂2V/∂A2 = 0� ��
�
��������� ��
�� ��
�� �	
����� 	
� ��&��� 
� ����� �� ���������� + �� 	
�
&�� �� ����
� ��
� ��������� �� ����(��  ���� �� �� �
 ��������� �������$
���� ���	
� V = εA + A3� #���� ������	
� �� �� ���������� , ��� -� ���� ��
���������� +� )���	
� �� ��������� ��� ������� �
�����
� !���� �� ������� 
�
����� �� A4"� ��
� ��������� �� ��
� �	
������ ��
� ���
��� ��� �������� ��$
���� �� ��������� !V ′′(A0, μ) = ∂2V/∂A2 = 0 �� V ′′′(A0, μ) = ∂3V/∂A3 = 0"  
��� ��&��� �� ���������� �� ���� , #���� - !����" �� ���������� . !��
�
���������� �� ����(�� ���� ���������� ��
� �����#���� ���
��������� �
� ��
�
�	
������ "� /� ��
� ��
���� ��
��
���� �� ������������  ���
��� ���
�����$
���� ��� n ��������� �������� �
 ��������� ������� ' ���������� 
�� ����������
�� ���������� n− 1� �� �� ��� ����� ��������� �� �������� �� n− 1 ����������
������������� 0����� �� ���������� ��� 
� ������� ��������� �� �� ������� ���
������������ �� ���� ���������� ��������� �� ������ �� ���������� �� ����(��
��������� ��
� ���
��� 
�� ���������� �� ���� ������

��� �� ������	
�� ����

1
������� 	
� �� ������ ������� �� ��
� ���������� �� ����(�� �� ��
�$
�
����� �� ������������� �
 ��������� V ' ������� �� �
� �� ������� �	
���������
' ������� 3 ��
� �� #������ F � ���� * F = ε+αA+βA2 +A3� ��� ε� α �� β �����
����������� )� #���� �� �� #������ F ��� ���
�
��������� ������� )� �����
	
������	
� �� F !������������ �
 ����� 
��	
� �
 ��������� V " ��
� 2���
������� ��3� ' �� �����#�������� A → A = A − β/3� 0����� ��
� ��
����
������� �� #������ F �� ����&������� �� ��
���
� ���������� ν �� ε ���� *
F = ν + εA + A3 �� ������� ���	
����� ������	
� �
������ *

Ȧ = F = ν + εA + A3. !��+4"

5�
� ������������ �� #���� ������� �� �� ��#
������ �����#���� ��
���� �

���������� 6�+� /� �������� ��
� ��� ��
� ���������� �� ����(�� �������$
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��
� �� ��
�
��� u �
 v �������� ����������
 ��� �� 
������ �� 	�
��
�������
�� ����� � ��
��
��� ����	�� ��
 �

V = vA + uA2 + A4. ������

�� ����
 � ��� � �� 
������ �� 	�
��
������� ��  ����	�
��� ��������
� ��!
���
���
 " �� 	�
��
����� � 
��� # ����	� $ �	�
��
����� ������ ���%��� " ��
�� � 	����
�� ���	���
�

&
��
 ���� �� ��
��
��� � ��  ����	�
��� ��������
� ����� �%��
��� ������
��� ����
� �'�� � �� �����%�� ���
 � 
���� " ���
�� � �(�%��
��� 	� �%��

Ȧ = −∂V/∂A = v + 2uA + 4A3 = 0. ����)�

*(�'��
��	� �
 �� ��� �� � ����
���� � 	�

� �%��
��� ������
 � ��� ��!
	�������
 ����� �������	� +�,� ���� ���

Δ = 8u3 + 27v2. ����-�

*���%�� �� ��	�����
 ��
 ����
��� �(�%��
��� ����	��� ��' ����
� �'�� ��%��!

��� ���)� ����.� ��� ����
��� ������ / ����%�� �� ��	�����
 ��
 ��0�
��� ����
� 
����� 
���� ����
���� ������� ����� �������	� +�,�� *� ��� �� � ����
���� �����
��	  ��
������
 � �� " 
���� " �(������
��� � ��	�������
 / �� 	���
��� �
��	�������
 ��� 	���
�
�� ����� �(�%��
��� � �� 	�
��
����� ����

��� *���%��
�� ��	�������
 ��
 ���� ��' 	�� � �0���� �� ������
��
 � ��� �� ����� �(�� ��
��' �����.
��� � 	��
�1�� ��
 ��� ��� �u �= 0 �� v �= 0�� ����� ��' �� 
����
����
���� ���
 ���
�%��� / �)� ��� �����.
��� � 	��
�1�� ���
 ���� �����
���!
���
 �u = v = 0�� ����� ��� 
���� ����
���� 	���	���
 ����� �0��� ����� �� ����

���0��� ��
 �� ����
 � �� ���������
� �������
 ��� �(����	� �� �����.
���
��� ���
� � # ����	� $ �	�
��
����� ������ %�� ��
 " �(���0��� � �� �������
���
� 	�

� 	�
��
������ *(�%��
��� �� ����
� �'�� ��%��
��� ���)� ��������
� ��
���������
 ��������� � �� ���0�����
� A4 ����� �� ����0����� ���	���
 �����
���������
 �� ��
��� � ���������
 (��� ���0�����
��� ����� �� �(�0�
 (���
�� �� ���0�����
� 	���	
������ ��� �� ������� ��	��� �
 
�����.��� ������ �
��
��
��� �V ′′ = 0 �
 V ′′′ = 0�� ���� �������� � ��' �%��
���� ���� �
��!
����� �� 	�
��
������ ��� 	����%���
 �� 	�!�������� � 	�

� 	�
��
����� ��

�0��� " )� 2�� ��������� 	�

� �%��
��� �� ����
� �'�� ��%��
��� ���)� �����
 �
�'�� �(�����
�� � �� ����� �� A(u, v) �� ���	
��� �� �����.
��� � 	��
�1��
u �
 v ����� �0��� ��� %�� ���� ��� ��������
�
��� �	����
�%�� � �� �����	�
	�����
� ��� �� ����� �� A ��� �(����	� (A, u, v)�� 3�� 	���� � 	�

� �����	�
���	 �(�'� v = v0� �4 v0 ��
 ��� 	���
��
�� �����
 � ��	����5
�� �� 	����
(���  ����	�
��� ��������
�� �����
����
 ����� " �� ������� � �� 	�
��
�����
# ����	� $�

������ �� ���	
��� 	������� ���� ��
��� ������ ����� ����
�� �� �������� �
����������
��� ��
��� 	���
��� �� ������� �� 	�����
�� �� �� �
�
���� �� ���
���� A ����� ��� ����
����
��� 	��� �����
� �� �����
�� �� �	������� ����� ��� ���� 	��������� �� �������� ���
�
����
�� ������
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������ ��� 	 
������������ ����������� �� �� ���������� �����

������ ��� 	 ��� 
������������ ����������� �� ����� ��� �� �������� �� ��������� u

�� v� � �!��"������ �� �� ���� v = �������� ��������# �$ �� �������%� �� ���������

�&���  ���������� �����������



�� �������	�
��� �� ���
 	�
��
������ ������
����� ��

��� �� ������	
�� ��� ���	
��

�� ������	� � 
���� ������
��� � 	��
����� ��
�� (u, v, w)� �� ��
��
��� V
��
 �������� � ������ � ����
 � ������ � ���� ��  ��	
��� F !� "� ��
��
���
#�����$�� ���	��
 	���� %

V = A5 + uA3 + vA2 + wA ���&�!

��� �� 	���' ��������� ���� �������� �����(�� �����	�� �����#�� � 	���� ���)

�� ���� �� 	�
��
����� *  ���	� + ���� �������� �� 
���� �� A3� ���� ����#�����
��, 	�)�����!� "�� ����
� �'�� ���
 �
������� ����$�� �� ������ �������� �
��
��
��� �������� �V ′ = 0! - ���� �(
����� ���$��
��� �� ����
� �'�� ������
� %

5A4 + 3uA2 + 2vA + w = 0. ���&�!

"�� ����
� ���#������ � ��
��
��� V � ����� �'��
��
� �������
 �� ������ ��	���
� ��
��
��� �V ′′ = 0! - 	�

� 	���
��� ���� ���� � �� ����
��� ������
� %

20A3 + 6uA + 2v = 0. ���&.!

"� �����(�� A ���
 /
�� �������� �� ����	��� �� ��' �$��
���� V ′ = 0 �

V ′′ = 0 ��$��
���� ��&� �
 ��&.!� ���� �(
���� ��� ����
��� ��
�� ��� ������
���
(u, v, w)� "�� �'��������� ����0
�$��� ����� ������� ���
 �� ��� 	�����$�����
�
 ��	 ��� ���#� ���
�$�� ����
�� ����
 ����$��� ���� ���
��� ��� ��
��
�����	�� ���� 	���
������ � ���	�� �� ���	��� �� ��������
�
��� � �� 	�
��)

����� - �'���� 
��
 ��(��� �� ������ � ������
�� u �
 ����
������� � �����)

��� [−a, a] �a ��
 ��� ����� ������! � �� �����(�� A - ����� �
��������� ����
	��$�� ������ � A� �� ������ � ��'���� ������
�� v � ���
�� � ���$��)

��� �� ����
� ���#������ ��$��
��� ��&.!� ���� �����
��� �� �����
�
 �(
��� v
��� ���$��
��� �� ����
� �'�� ��$��
��� ��&�! ���� �
������� �� 
��������
������
�� w� 1��� 	��$�� ������ � u� ���� �(
����� ����� �� �����(�� � 	��)
���� (v, w) 
��2��
 ��� �� ���� �� ������
��� ���  ���� #����
��$�� � �����

�����	���� ����� �� �#��� ��.!� "������
��� ��
 ����
�� ���� �3����
�� �������
� ������
�� u� �
 ���� ������� ����� 	���
����� ��� ���#� 
���������������
� �� 	�
��
����� ��� ������	� (u, v, w) ����� �#��� ��.� � ���
�! - ���� u > 0�
�� ������
�� w ��
 ��������� 
���� $�� ���� u < 0 �� ��
 ���
������� "� 	�
��)

����� $���� ������ ��
 � 	��������� 4 - �� �3�
� �� ���#�����
� A5 ��


��������
 �#������ �� A = 0� 	�� ��� ������� ��	���� 
�������� �
 $��
�����
���������
 �� 	� ����
 �V ′′ = V ′′′ = V ′′′′ = 0� �� A = 0!� "� ���������
 ���)
������ � 	�

� ���#�����
� ��$����
 ���'��
��	� � 
���� ������
��� � 	��
����
��������
��

5���0���� � ������
 ��� �'
���� � ��
��
��� V � 1��� 	���� 	��������� ��
	�� �6 �� ������
�� v ��
 ��� �v = 0! �
 �� ������
�� u ��#�
� �u < 0!� "�

���� ����� � ���	
� � 
���	� ������	
���� � �� �� ������ ������
���� ������ 
�	 �����

�����	 � �	 ����� 
����	
� � ���� �������� �� ����� 
��	 ����� �������� � �	� �����


�����	
����� �������
��� 
�	� �	� ��������� �� ��� ����� ��� ������� 
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������ ��	 
 � ������ ��� ������ �� �� ���������� ����� �������� ���� u < 0 ���
u = −10�� �� ������ �� � ��� u = 2� � ������� �� ���������� ����� �������� � �����
�� �������� !� �������� ��� �� ����� ��� ���� �� ������ ����������� �� �� �������� ��
���� � ����������� �� �� ����� ���������

���
���� �� ���	
����� ��� ������ ���� ��	
����� ���� �
 ����� ����� �� A2!
��� ������ ��� "

A2 =
1

10
[−3u±

√
9u2 − 20w] ����# 

����	
� w < 9u2/20 � $�
� w > 0 ��������%�����! w < 0 ! �� ������ 4 ������&
��%�����! ' ������ ���� ( ����	
� w > 9u2/20! ���	
����� ��� ������ ���� ���
��� �� ���
�����

)����! ��
� 
� ������ ��������� �� 3 ���������� �� ����*�� �� ��
� ��&
������� ��%������ + ������� �! ����� �� ���� + �������
�� "

, �� w− 9u2/20 > 0 " ���	
����� ��� ������ ���� ����# ��� ��� �� ���
����!
�� ��������� V ��� ��� �

� ������
� (

, ��� 0 < w < 9u2/20 " �� ������ 	
���� ���
����� ������� ��� A = ±[−3u±√
9u2 − 20w]1/2/

√
10� -� ��������� V ������� ��� 	
���� ������ ��&

��	
��! ��
� ������ �� ��
� ������ (
, ���� w < 0 " �� ������ ��
� ���
����� A = ± [−3u+

√
9u2 − 20w]1/2/

√
10 > 0�

-� ��������� V � ��� ��
� �������! 
� �����
� �� 
� �����
��

��� �� �������	
�� 
�
��	�

.� ������� �� 	
���� ���������� �� ����*��! ����� (u, v, w, t) �� ��
� 
�
������ + 
�� ��������� ����� 
� ��
� ����� �� ��/����! ���� 
�� %����/�� �������
A ! �� ��������� V ��� ��%������ + ������� 0 ��
� �/����� �� ����������� 
��%�����
�� �� �������� ���������� �%�	
�� ���� �� �
%����! ���� "

V = A6 + tA4 + uA3 + vA2 + wA ����� 



�� �������	�
��� �� ���
 	�
��
������ ������
����� ��

������ ��	 
 �� ���������� ��������� � ����� � �� �� u = 0 �� t = −5� � ������ � ��
�� u = 0 �� t = 5�

�� �� 
���� �� A5 � �
� ������� � ����� ��� 	��������
 �����
 � �� ��������
A�

��� ����
� ���� ���
 ��
���� � ���
�� � �� 	���
��� V ′ = 0 �

6A5 + 4tA3 + 3uA2 + 2vA + w = 0  ��!�"

�
 �� #���
�$�� � �� 	�
��
����� ��
 ��
���� �� �������
 V ′′ = 0 �

30A4 + 12tA2 + 6uA + 2v = 0.  ��%&"

�� ����	�� ���
�� ���� ��
���� �� #���� � �� 	�
��
����� ��
 ���
����
� 	���� �	��
� ��� �� ���������� ���	���
� '��� ��� ������ ���� � 	����� �
�����$
��� (t, u)( ���� #������ ������ �� ������ � A ���� �
������� �� ������
� 	����� � �����$
��� (v, w) 	����������
 � �� #���
�$�� � �� 	�
��
����� )
���� ��
 �
� * �������� + �� ������ � �� #���� ��
���� ���� �� ������� ����
����
� �����$
�� t ) ������� �� �����$
�� t ��
 ����
�#( ���� ��
����� ��� 	�����
������
��
 �� ����
 � ������������
  ���� ����� ��,( ��� �� �-�� ����� ��

��������
� �� ��
��
��� V ��� �.����
�� ������� �� �����$
���"�

��� ����� �	
�� ��	 �������	 � ��	����	 �����	

�� ����
� �

/��
 �� ���� � 	�

� 	������	�
��� �� 	�
��
������( ���� ���� ������
���
����
� � �� ���� ���� � �����
� � �� ��$�� ������ ���� ����� ��������
��
�� A� 0��� �� �������( ��� �1�
$��� ����� #��
 ��
������� �� ���� ������
� ����� � �����
�� '�� �������( ���� �	���� �� ��������
 ��� ��
 � �����
���� ���.�
 � ���
( �� ��
 ��	������� � ������ � 	����� ���
��
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����



��� ������	
�� �������� �� ������������

������	
�� �� ��	
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 ������ �� n� n ����� 
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 ��� �� ����� ��� �����
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!�������"�"�� �� �� ����������� ��� ����������� ���� �� ��������� ���"

������� ����	
� �� ����� �� ������� ��� ���� ������ ����� ����� # $� �������
��
� ����%��� �
��������� & �� ����������� ��� ����������� ��� �������� ����
'���� �

�� ��'����� �
� �	
������ �!����
����� (� '���� ��
� �� ������ ��
���������� �� ����)�� �������� *
"���+ �� 	
���� ���������� �� ����)���
�!������� �� �� ������	
� ��� �������� + �!���� �� �� ������� ��� �������"
��� ������� ���� �������� ,��� �� �� �������� 	
� - ���������� �� ����)��
������������� �� ������	
� ����������� �
 ���� ��� ������������ �� '��� �����"
����� 	
� ��
� ������ �� ������� �
 �����
� . �� ���� � ��� �� �!������ 	
�
����� '����� ������������� �� ��������� . �
������� ���� ��
��� ����� �������"
���� ��������� ���� ���������� */�
���� �
� 	
���� ����������� ��/+ �����"
����� ����� '����� 	
�
� �!������ �� ���������� ��
� ���������� ���� �������"
���� ������������ �
 ������

�� '�0�� ��������� �� '�������� �!
�� ���������� ��� ������ ��� �!���
��"
���� �� �� ������� Δ �
 ��������� V . ��
� 
� ������� + 
� ����� �� ���"
���� A� �� ������� �
 ��������� ��� ����� + �� ������� ������ �
 ���������
�V = V ′′ = d2V/dA2�� ��
� 
� ������� + ��
� ������ �� ������� A �� B�
�� ������� ��� '������ ��� �������� ���������� ������� �
 ���������� ���� &
Δ = (∂2V/∂A2) (∂2V/∂B2) − (∂2V/∂A∂B)2� (� ������ VAA = ∂2V/∂A2�
VBB = ∂2V/∂B2 �� VAB = ∂2V/∂A∂B� ��
� �������� �� '�������� �� �� ����"
������ ��� �� �������� �
������ &

Δ = VAAVBB − V 2
AB = 0. �-�1��

2�� ������� ������ �!���
��� �� ������� �� V ��� �!������� �
� �����
�������� ������� �� �!���
��� ���
��������� . ���� � ��� �� ��������� V
��� �������� �� ���� ��� ��
� ���� ������� �
� ��������� A �� B� �
��	
�
VAA = VBB = 0 . �� ��
� ��������� A �� B ���� ����� ������������ �
 ����
��� ������������ 3� ��
�� �� �������� VAA = 0 ��� �������� ��
�� �� ��������
A ��� ���� ������������ �� ��
� ������� ��'������ + 
� �������� + 
�� �����"
����� ��/+ ������ ������������ 4����� ��������� 	
�� ��
� ����� ���
�����"
���� ��� ����� ��������� �����'����� �VAA = VBB = VAB = 0�� ����� /�
� ��
���������� ���� ���������� ��� �!�/
���� �� ������� ������������ �!����
����
�� ��
�� ��� �������� �������� *����� ��� ����� ��
 ��
�� ������ �� �������
������� A� B �� C�� 	
���� ���������� �� �
5���� ��� + �����'���� �!���
������
��� 6 �������� ������� �VAA� VBB� VCC �� ��� ����� �������� ������� ���������
(� ����	
���� 	
�� 	
� ���� �� ������ �� ������ �� ������� �
 �������� ���"
����� ����	
!�� �� ������� 	
� �� 	
���� ���������� �� ����)��� �� �!������ ��� ��
���������� �����	
��� ��
� �� ��
� ��������� ������������� *�� �� �����	
��
�������������� ��
� ������ ���������� �� ���
�� �� ��������� ��� ����� �
����
������������
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 ��������� ������� ������������� � ������ � ��� ������ ������������
� w = 2� � ����� � ������������ ���� �������� (u, v, w) �� �� ����������

��� �� ������	
�� 
������ ���	�
����

����� ��� ���� ������� �������� ���� ��� ���
���� �������
 ��� ������
���� � �����
�� �� ��� �������
� �� ���� !����� � ��
��
��� V ��
 ����� 	� 
������ "�� ������ ����������
��� � 	�� ��������������� �	������ �� ���������
�
# ��$ ��������� 	���� A3 + B3� %� !�&�� �������� �� �������� # ��� � 
�������� ��� 
����� �����
����� A2 �
 B2 ������
 '
�� ����� ��������
 ��
	��������
 � ��������� ( 	���� �� 
���� �� AB �� ���
 '
�� �����
������

������� �
 ��� ��� 
����� ��������� A �
 B ���
 ��	�������� 	���� ��� �� 	��
��������������� �� !���� ��������� � ��
��
��� ��
 ��	

V (A, B) = A3 + B3 + wAB − uA− vB. )��**+

,� �����
 ���� ���� 	�
��
����� � 	� �������� 
����� 	���
� 
��� � !��
 �����
!��
 
���� ������
��� ���� �� ���������
 ��������� � A3 + B3� -��� �����

���� 	���
���� . VA = VB = 0 �
 �� ������� Δ = 0� -��� ����� �� 
�
��
	��� ��	������ . A� B� u� v �
 w� /�� ��$ ��������� 	���
���� �����

��

��������� A �
 B �� !��	
��� � (u, v, w)� �
 �� 
�������� 	���
��� !�����
 ��
����
��� ��
�� 	�� 
���� ������
��� �����

��
 � ��������
�� �� ���!�	� � 	�

�
	�
��
����� �
� ������� ��	
������
�� )���� ����� ��0 ���� �� ��������
�
����

���� ��� ������	 
����� � 	�	����	� �������� � � �� ����� ������	 �
� �� ����� ����� 
����	�
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��� �����	
�� �������� �� �����������

��	�	���	������� �� ��� �� ���� (u, v)��

��� �� ������	
�� 
������ ��������

�� ���������� ���������� ��� ���� ����	� �� ������	�� ��������� �� 	��
�����	�� �� 	
�� �� ���� A3 +B3� !� 	������� ��	������� �� ����� �� 	
��
���	� �� ���� A2B �� B2A ��� �� ������	��� ��� � ����� ��� �������� �����
���	� �� ����������� "� ������	�� �����	
�� ���	� # ����� �������� ����������
$���	� ����� %

V = A3 −AB2 + w(A2 + B2) + uA + vB. &'��(�

)��� �� ����� �� A3 �� 	���� ��� �$�����	�� �����	
�� �� ������	�� ��� #
�$�	�� �� ���� 	����	�� �	����� % A3 = A(A2 − B2) + B(AB) �� B3 =
−B(A2−B2)+A(AB)� �� ����� �� B3 ���� ���*��� +��� ������	� �� ,����	�� ��
����� ��� 	��	�� �� ����� &A(A2−B2) �� A2+B2� �������� �� ������	���
-�� �	������ ����� 
�� �$	����	�� �� ����� ���	� �� AB2 ��� �$�����	��
�� ������	�� &�
���	�� '��(�� 	���	
�� �����	������ �� ������� �$�� �����

������	
�� �� A2 �� B2 &���	����� ���� ���� �� 	����	�� �	����� % (A2 +
B2)+(A2−B2) = 2A2 �� (A2 +B2)−(A2−B2) = 2B2 � . ����� 	� �� �$����
�� ��	�	���	�� ��� �����	� ��� �$���	���� �� ������	��� ���� 
�� ���� �$�/����
�� �� ������������ 
���	���	, �� ����	��� �� ����� 
������	
�� ������ ���
�$�����	�� �����	
�� �� ������	�� $����	�� ����� �� ���� �� ���� �����

������	
�� &w(A2 + B2)��

-���
��	 �� ������	�� ��������� �� ����� �� 	
�� �� A3 + B3 &�
���	��
'���� �$�� �� �
�	������ �� ������	�� ��������� �� ����� �� 	
�� ���	�
�� A2B �� B2A &�
���	�� '��(� 0 1�� ����	��� ������ 	���� �� � ����� ��
���	������ �� �� ����	���	�� ���� ��
��� �� ���	 ��������� ��� ��� &u =
v = w = 0� . �� ����	�� ������	�� &�
���	�� '���� �	� V = A3 + B3� �����
�� ��	�� �$	�2��	�� �� A = B = 0 &∂2V/∂A2 = ∂2V/∂B2 = 0� ���� 
�� ��
����� ������	�� &�
���	�� '��(� �	� V = A3 − AB2�� $	� ����� ���������
�� ��	�� �$	�2��	�� �� A� ������� �� ������������ ���� ��	
�� �� B . ��
������ �3� ���� 	��	4�� �� ���������� 
���	���	, �� ����	�� �� �����
�$�� ������	�� # �$������ 5� ���������� 
���	���	, �� ��� �	����� ������� �� �$��
�� ������ ������� �� ��������� 
�$����� ���������� �� ���	� �� �� ������
�� ���� �$��� ,���� �� ������	�� # �$����� % �� ������	�� �� ��� ���� ��

���	���	������ �
�	�������

!� �	���� �� �+�� �������� ������������ ��	�	�� ���� �� ����������
�� 	�	� ����� ��	
��� ��� � ����� �� ���������� ��	�	���	������� �� �� ����
*���	�� � ����� ��� �$����� �� ��������� &��	� 4���� '�6 . ���� �� ��������
���������� ������� �����	�
�� �� ���,�	 �������� 7 �� ��	� 8��

����������	 	�� 
�	�
�	��� ���	��	 �� � ����	 ��
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 �� ���������� ������ ����������� � ����� ��� ���� ���� �� ����
(u, v)� ��� w = 0, 5 ������ �������� �� w = 0, 25 ������ ��������� � ������ ��
��������������  !"�

������ ��#$ 
 �� ���������� ������ ������������ � ������ ��� ���%����� ����
��&������� ������� �� w �� t� � ������� ��� ��������������  !"� '� �������� ����
������������ ��� ������ ������������ �� �() � ��� �� ����*�� ������ �� �����������
���� ���������� �� ���%������
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�������� ���� � �� ���	��� �� ����	��� �� ���������� ��������	���
���	����� �� ����� �� �!����� ����	��� ���� �� ������	�� V " ���� �!���
�� ���� #��	�$�� A �� B� %� ������� �!��� 	������	�� �� A4 	���	
��" ���
�������� �!�������	�� �� �� ���	#�� ����	���� ������ �� ������	�� �� A = 0
&VAA(A = 0)'�(" ��	 ��������� �!�������	�� �� �� ���	#�� ����	���� ���		���
�� �� �)�� ��	�� &VAAA(A = 0)'�(� *�� �$����� ���� 
����� ����	�	��
� ��	+�	�� &���	 ����	�	�� ������� �� �� ���	#�� ������ �� �� 
����	���
������� �� �� ���	#�� ���		��� �� A(" 	� ��� +��� ���� ���	����� 
�����
��������� �� ����� �� 	���������� ���� �$���	� �� �����	����� ��	#���� ��
�� 	������	��� *���� 
�!	������ �� ��� ��� 	������	�� ����������	�� �� B4

��� �� ������	�� ��#	�����	� � ����	� ��� ����	�	�� ����������	�� � ��	+�	��
&VBBB(B = 0)'�( ����	���� �� �	�
�	��� ��������� �� ����� �� �� 
�	 ���
��� �� ���$�� �	�	�� � 4 �� ��������� 	���������� 
�� ��� ���	�����
��� ��� ��#����� *�� ���#�� ��������� ���	�� �� +���� �����	
�� �� ������
�	�� ���	� � �� ���	��� ���������� ,

V = A4 + A2B + wA2 + tB2 − uA− vB, &��-�(

�. �� ����� ��$	
�� �� A3 �� ��	�	�� � �!�	�� �!�� ���������� �� #��	�$��
������� �� ������	�� ����	� �� ���������� ��$	�	� ����$��	
��" ���+�	 ������
��� / �� �����	���� 0 &#�	� �� ����� ����" ���� ��� ����������	�� �� ���1���
�	�� �� � ���	 �	���	�� ��� �!����� �� ���������(�

��� ������ �� ��� ������	
��� ��������	�

*�� �������� �	����� �� ��$���� �� ��� ���������� ��������	��"
��� ��
��� �� 
����� ��������� �� ����� �� ��� ���� u" v" w �� t" �� A �� B
��	����� �� #��	�$�� �����	
���

*�� �� �� ���������� 2���� �� ������	�� ���	�

3�	 A3 + uA
2����� �� ���� A4 + uA2 + vA
4���� �!������ A5 + uA3 + vA2 + wA

3��	���� A6 + tA4 + uA3 + vA2 + wA
5�$	�	� �����$��	
�� A3 + B3 + wAB − uA− vB
5�$	�	� ���	��	
�� A3 −AB2 + w(A2 + B2) + uA + vB

5�$	�	� ����$��	
�� A4 + A2B + wA2 + tB2 − uA− vB

���� ���	��� ����	���

*�� �#�� #� 
�� 	 �� ���$�� �� ��������� �� ����� �� �� ���� ��
	�+��	��� � 
�����" 	� ��	�� ��� ���������� ��������	�� 6 �� ���� �������
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��
��� � �� ��� ��������� 
��
 �����!
�� ��&����� � �����!�� � ��
�����!
�� � 	��
�"��� �� ������ ��
 �� �����!
�� ������������ 	�������� 
��
� �� �������� � ��� 	���������� �� �����!
��� ��&������ � �&�
!��
�
���� .� �����!�� ���
��� ���
 ����� 	�����
�� �� ������ � �����!
���
��&������ ����� ����� ���� 	��� 	� ���#��
 �#��
��������
 %
�� 	������� ��
�� �������� ���� ���
����
 � ������� ���� ��������� ������ ��� ��������
���� �� /���� ��	������������� ��� ����
���� �&��&�������� (��
 ��
�� 
#���� ���
�� �����!
��� ��&������ '#��� ���������� ����0-� 1� 	�������
 	��
���
��� �����!
��� '���
 R� �� ��&�� 	���	
����
���� � ������� V0 �� #�
����

&����� 2�	�������
 � /���� ρ� �� ����
� � /��� �
 η� �� #��	���
� � /� 
��-� �� ������
� �� ������ �����!
�� � 	��
�"�� ���� ��������� �� ������ �
3�&���� Re� ���� 	���� Re = ρRV0/η�

4��� �#��� 	����� ��� 	�
��
������ �� �� ��(����
 ���������
 �� ������ �
�����!
��� �
 ��� �� ������ � ����� � �����
� � �&�
!��� 1� ��
��� �

	2��
 �� �� ����
 �����
���� 	�

� 	������	�
��� �2��
 (��
� ���� �#��� � �	���� ���
����
���� ��� ��������
 ��� �&�
!���� �
 ���� �%�� ��#��� �� 	�� ����
���� ���

	������� ��
�����
 �
� �� 	������	�
��� ��
 ���#�������� ����� �� (�����
 ����� 
���� 3��� 5��� 6 ����� �����	 
���� ��	� ��	 �����	 �	 �
 �������	���	 � ��

����
��� �� ���	�	�� ��������	� ����	��
��	 �� ������
� �	� ����	� 	� �	
�
 �
���	 �	� ����	� ��� �	� ��	��� ����� ��� �����
 �	���	� ������	 � 
��	���	�
������� �	 �
 �
�� ��	�����	��
�	��� �
����� � �
���	� �
�� �	 ��� 	� �������
�	��	�	�� 	� ����	 
�	� ��	 �
��� ��� �	�� �����	��� '#��� ��(����	� )7�,-� ��

�
��� �� 
���#� �8� ��� �� 
���
� 	�������� 9 	�������	� �
 (����� : '
���	
���
� �2��#����  � ���!�� 
�� ����� ������ �� �;�7 ���� �� �����!�� (���- �
��������
� ��
����
�	��� <�� =2��	& >��
?��
� 5������� '�+*� �;�+- '#���
��(����	� )7*,-�

3��� 5��� �������
 �� ��/����� �
 �2��
������ 6 9 �� ����� �	 ��	 
����
���
� ������	 ��	 ���	��	 ��"	����� # ��� ��������	�� � ����	 ������
� �	
�
�	� �	� �	��	� ������
���� ��
��	� �	 ����	 �������	���	 ���� ��	����	�
�
� �
 �	��	 ���	����� �	 ��	��
�	 
���
��� �������� ���� �	� �������	� �	
����	 ����	 � ����� ���	������ ��������� �
� �
 �$�	 ����������	 % &�������
�
 ����	 �	� ��
�	� ��	���	��	 �
� �	��	 �	� ����
��	�� �������� �
 ����	 �	�
�����
�� ��	���	��	 �
� �	��	 �	� $��	� ���
��� % ' �	�
� "	 ������
� ��	 ����	
�����	 ���	 �	��	�	�� � ��
���(	� �	� 
����	��� ���
�� �	 �
 �������	���	�
����� 
��	��	�
 �
�
������	� ��	��
��	�� )
�� ��
��
�	��	 �
����������	 �����

�	� �
 ����	 
� �	�� ���	� �� �	��	� �����	�� �	 ��
����
���� ���� ��
��
�����	 �	 �	� 
����	��� ���
�� # 	� �
 ��
�������	 �	 �	� �
�
������	� ���
�	�� �	�
�����
����� ��� �����	�� �	�� 
��
������ 
� ����� ���� ����	���� ����� ����
��	����	� �
� �
 ��������	 ����������	 �	 �
 �*�
����	 ���	��	��� +�	�� �
�
�
 ����	��	 ����������	 �	� �*�
����	� ���	��	�� �	�� �
�
����	 ���� 
� �����
������ ��	 ��	������	 (�
�	�	�� �
 ���	���� ��	���	 ��(��	 �	� 
��
�	��	�
�� ����	 	����	��� 	� �	���$��	 
���� �
 ����������� ����
�	��
�	 	���	 ��	 	�



��� �����	
�� �������� �� �����������

�������� �
�� ������� �� ��� ��� �� ���	����	�� �� ���������� ���	��� 
�� ��

�����	
�� �� ����� �� ���	��	������� � ��������� �	� �� 
���	�� �� �����	��
���� � ��	�� �� �� !���� ���� ����	��� �� ������	�� V " #��� �� ��� ���� ��
�	���� $ 	� ��  �	���� 
�� �����  
���	�� �� �����	�� Ȧ = F (A) ���� � ��	��
����� Ȧ = −∂V/∂A$ �% V (A) =

∫
F (A)dA" &� �	���	�� �� �	����$ ���	

���� �� ��	��� �� � � ���"
'�� ������$ ���������$ �� �� ������� �������$ 
�� 	 �� �	!�����	��

� �����	� �� ���	��� ���	����	�� (��� ��	������)$ �� 
���	�� �� �����	�� ����
������ � ��	�� �� ��� !���� ������	����$ �� ��		���� �� �� ��	�� �� �	!����*
�	��"

��� �� �� �% �� �	!�����	�� �� ��	������ (��	� ����	��� �	����)$ �� 
���	��
�� �����	�� �� ���� ��� � ��	�� �� ��� !���� ������	���� � ��� ���� ���*
!����  + ��� �	
	�
���� �����	�����" ,� �������� ���	��� ��� ���	�$ �� ���
�� �	���� �� ����� ���	����	�� ��	 	����" ' ����	�$ �� �������� ��
����� !����� �� �	!�����	��$ ��� ���	������ ��  � ���� ������ �	��	�� ��
�� ����	��	�� !���  �� �� �� ��	� ��	����� �� ��������"

���� �����	
��

������ �����	
� � ��� �� ������ ��� �� ���������� �
�

����� �����������

������ ��� ��	�� 
����	�� ��������� �� �
�������� � �����	��� 	������ ������
�	����� ��� ������� (u, v, w)�
��������

� ����� �� �	������� V (A, B) �
����	� ������ �	�� 	����	�� ��� 
����	�� ���
�	���� ���� ∂V/∂A = ∂V/∂B = 0�  �������	� �� �
�������� �� � ������
!��������� �������� ��������	� �� � �	��"��
 �� �	������� V � �	����� # $ Δ =
VAAVBB− (VAB)2 = 0 �"	�� 
����	� ���%�� &�� �	�����	�� �	����� ��� ��	�� �����	��
���"���� $

3A2 + wB − u = 0,

3B2 + wA− v = 0,

36AB − w2 = 0. ����'�

(���	�	�� ��� �� ���)��� w �� �	�� �� ��� �w �= 0��  �� 
����	�� 
������
��������� �	�������� �	�� # ��� 
����	�� ���
������� �	�� ��� ���� ���)���� u
�� v

u = 3A2 +
w3

36A
,

v =
3w4

362A2
+ wA. ����*�

+��	�� � "���� �� ���)��� w� �� ,��	�� "���� � "����� A ��� ������� �����
−2 �� 2�� � ����� ����� ���������� �	�� 	����	�� �� �������� �� �	����� �u� v�
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����� ���

���� �����	 
��	�� �	 A �	�	����� �	 ����	� ��	 �����	 ���� �	 ���� (u, v) �
���

����	 ���� � �	��	 �����	 	�� �� ����	����� ���� �	 ���� (u, v) �	 �� ����������	 �������

������	 �	 �������	 w 	�� ��� �w = 0�� �� �������	 ��������� �	����
	 � � ����������

�	 �� �����
��! �� ���	���	� V �!�������� ��"#� ������	 ��	 ���� �� 
������	 A ��

���� �� 
������	 B � �����	� ��� $� A = 0� �� ��	���	 ��������� �� %	 �&���	

�!�������� ��"#� ������	 u = 0� ������ ��	 �� �	�'��	 ����	 ��	 v > 0� ���� $�

B = 0� ���� ���	���� v = 0 	� u > 0� (� ����������� �� w = 0� �� �����	 �	 ��

����������	 	�� � 	��	��	 �	� �'	� u 	� v� (���� ������ ��	 ���� A �	���� v 	��

������)� ��	� ��	 ���� �	 ����	 �	 A� ������	 �	 ��	�	� �	�	 	� 1/A2 ���� �� �	������

����!�����	 ���� v �!������� ��"*� ����	 ��� �	 �	����	 �	�	 	� A� ������ ��	

u �����	 �	 ����	 �
	� A� +� �!����	 �	 �	� ������!������� ��	 �� �����	 ���� �	 ����

(u, v) � 	�� ��� �������	 � 	��	 	�� �����!	 �	 ���	��' ����������
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� �	��
 ������	 ����
 �	�������
 R ����
 �����
 ����������� L 
� ���� ����
�
����
�� �
 �������	 C #��� ������� RLC ���� -���
 .�$*� /� �
����
 ��� �

0������1� ������� ��� �	 �
��� ��� ��������� �� �
������� ���� ������� �����
��� ������ �
�� 
����
�� �
�� �	 ���	��
� ����	��� � VL + VR + VC = 0� 
�
VL = Lİ ��� �	 �����
� 	�� �
���� �� �	 �
���� �� I �� �
��	�� �����������
VR = RI ��� �	 �����
� 	�� �
���� �� �	 ������	���� �� VC = q/C ��� �	 ����
��
� 	�� �
���� �� �
�����	���� �� q �	 ��	��� ���������� �� �
�����	�����
�� �
�	�� ��� �	 ������� ����
����� �� �	 ��	��� q ��� ��	�� 	� �
��	�� �����
������ I� �
�� 
����
��� � �	���� �� �	 ������� ����
����� �� �	 �
� ��  �����
�
�����	��
� ����	��� �

Ï + rİ + ω2
0I = 0 !"�#$


� �
�� 	�
�� �
�� r = R/L �� ω0 =
√

1/LC� ���� �	 ��������� ��
��� ��
��
�����	����� %���� �� ��
��&�� ��	������ �� ������� RLC ��� ��� �� �������

���� ���� �� ��	
���� �� ��� �� �����
��� �������� ������ ����	� ��	
���� ������
��� ! �� �"
	����� 
���� ���� # ��! �� ����� ��� 
��	���� ���	���� ���� �� 
�	
��� ��� "$���
% �� ����� ��� 
��	���� ��	����� �� # ��! �� ����� ��� �������� ����	"�� ��& ��	��� ���
"�"����� �'�� 
�	
��� �� �"	�� ��� �����(
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�� ���������� � �������������� 
������� ���� 
� ����� ����������� �
 �
���
������

�� � ������ �� ��������
� �� �
����! �� ������� ��� �
������ ���������� "
	
����� 	
� ������ ��� ��������� ���������! �� �
���� ���� � ���
�� �
 �
�� �

����� ��� ����������� ����	
� #��������� ������ � � �$�� %�
�� �����������
� 
� ���������� �� ����
� ���� ��� ���
��
��&� �� ������� � 
� �������
��
�! �� ��
'����� ��
� (��� ��������
 "  ��� �� �������� �� � ��������
� �����
)� �� ��������
� ����'�� 
�� ������� ���������'� #'�������� ���������� �� sin(ωt)!
�'� ω! �� �
������� ����� 	
� ω = 2πf ! �* f ��� �� ���	
���&! �� �
���� ����
�� ��
�� �
�� �� �(�� ����������� ���
��+��� �� ������ �� �� ��������� �

��������

,�! ���� �� ������
� ����������� 
�
���! �� ������ ��� ��������� ���� - ���
��������� . �
� ������ ���	
��� �� ������� � ��� �� ��������������� �
 �
����!
�� � �� ����'���� /� ������� �����	
� ��� ��
� �� �� - ����� �
���� .�! �
�
������ �� ��	
���� �� ������� '���� ���������������� �'� �� �
���� ������	
�
#'��� ��
�� 0�1&�

2� �
��� ��� �������� ������� �� �
���� � �� ������� �
� ������ �� �� �����
�
���� ��
� (��� �
���'���� �� 
�� ����� �� ������ �������� �� ������� 3�
�

� �����'���� ����� �� �
����! ����	
� �� ����� ������� � 
� ������� ��� ����
���'�! �� ���������� ��������� ��������� ���� 
�� ��������� R!  ����������
	
 �� � � ����������� � ������� ��� �$�� %�
�� �� ��� �����
���� �� � ���������
�
 �
���� ������	
�� �� ��'����! ����	
� �� ����� ��� ������'�! �� ���
�����

���� ������� �� 	�
����� ��� ��� ���� ������ ����� ���� ��������� �� ���� ���� ���
�� ������ ��
������ ������ ��� �� ������ ��
����� ��� ������ �� �� ������ ��� ������
�������������� � �� ������� �� �������

���� ����� � ��� ����� �� �� ������ ��������� ���� ���������! ��� ������ �� "������
����� ����� # ��� �� ������ ������ �� ������ ��� ���� �� ���� ���� # ���� ��� �������� �����
"��������� $"��������� �������� ���� ��� "���� � ����� �����%! ���� ��� ���� �� �������
�&� ����� 
�'�� � ����������� �� ����� ����� ����
��� �� �������� ��� ����&�� �� ��(�
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3	�� �� ��
���	��� � ����	�
 �	�	�
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Ï −R
(
1− 3

α

R
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� ��
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ω0/3α ��
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����� &'��
��� ��� ���������� �� ����� �� I ′ =

I
√

ω0/3α �� t′ =→ tω0� �( I ′ �� t′ ���� ��
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Ï ′ − (ε− I ′2)İ ′ + I ′ = 0 . �����

&� ��������� ��� ��������� I �� t ��
 ���
 �� I ′ �� t′ �$� �������� �� ����
�
�������� ��� ����������� ��
� � ������ ���	
����� ���� �� ��� ��� +��� !

Ï − (ε− I2)İ + I , = 0 ���,�

�( ε = R/ω0 ��� �� ��������� �� ����%�� ������������ -�� ����
� �������� ���*
������������ ��������� �
 ��������� �� ����%�� ε ��������� . 
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����*
��������� �� �
���� ��� ���� /�� �� 0 ��
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����� �������� �
��*
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�������� �� ��������� ε
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�
 �
���� İ ������� ������/ 0 � ����� 2�
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� �����1�� �� ���������� �� �� ����
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� �������� ����� �� ����� −εİ 	
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��� % ẍ−μ(1−x2)ẋ+x = 0� 	& x ��� �� ����'�� ��
������ �� ����(�� �� μ ��� �
 �����(���
�������� ������
� ���
��
���� �� ����	��������
� 
	
 ��
�����)



�� ������	
��� � ���� ���

���� ��
������� �� ������
����
 ��
� ����������
 � ������
RLC �
� ����
��� 
������ 	�� ������ �� ����	�
 ����
 	� ����� � 
����� ������	 	

����
�� �� �	����� ��	���� 	�� ��� ������ �� �	 �����
	��� � ��
��� (I2 − ε) ��

����
����

����� ����	 �	 
� �������	 � 
�����	

!	�� �����	
��� ������
��� ��������� 	� 
�����"�� ���� #���� ���	
���
��$%� �	 �����
	��� � ��
��� (I2− ε) �&	��� � ����� ���� I =

√
ε� �� ��� ������

��� �� ����	�
 I ���
� ��
�
� � ������ �
√

ε� '��� ������� ��� ���&���&��
�	 ����
��� ���� ����� ���� ����� � �����	��� � �� �	�	�"
��

√
ε� (������

�� �	�	�"
�� ε ��
 ��)�	����
 ��
�
� �	 ����� ���
� � ������� *
�� 
�������
+ �� ���
	�� ���� , �� ������ � ����
��������
 � ������
�� ��
 	���� �

�	�-�����
 ��� ����	���� !	�� �� ������� �	 ����
��� .�	�� ���	�
 �	�-�����

����� � �	 ����
��� ������	�
� �-
���� �� ������ ����	��� / �	� ���
����
�� ����
������� ��� 
��
�� ��&0��
&"�� ��� �	 ����
��� �� ������ �	�-�����
 ����	���
��
 ��	�����
 � �	
��� ������	�
�� '��� 	����� 	���� ���&���&�� ��� ����
���
��	�� ������1	�� ��
 ��	����
��� ��
�� ρ� ��
 + �
�������� 2� �� �&��3 �
����
��� ��	���	�
 .�	�����
 ��	��������� ���� �� ������� 	���
� �	� �	 ����
����
	
��� + ��� ���
�	��
��� + ��� �
	�� �� ��� 	�
�� � �	 ������
��� �
���-�"��� 4� 
0�� � �	���������
� ���� ��� ��� &0��
&"�� ���	�	-�� � ���

������
 �	���� �� ��	��	�	�
 	����� ���
�	��
��� 	� ����� � �	 ������
��� �
���-�"��� ��
 ���	
������
 ����	�
 �� �&0����� �
 ����
�
�� �� ������ .	-��
� ���
�.�	
��� �� �&��3 ��� �� �&0������ ��
 	���� + � ��
��� ���� ��	-����
�� ��"��� 5��&���&��� ��� �	 ����
��� � ����	�
 ���� �	 ����� ����	�
� ,

I � ρ sin(t) . #��6%

'�
��� ��� �� ��������	
��� ��
 	�
����
��
����� �	 �����	��� ������� ��

*
�� ����� �� ��0���� ��� ��� ������ �������	
���� 4���� ��������� 
�
	�� E
� ��������	
���� ��
 ����� �	� ,

E =
1

2
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�"�� � ����#���
�� �	 $�	��"�� ��� �$�
��� 	�� �����

���� 	�� �
����� %� �#�	��"��� �	� �&������ ���� ��� �	�
����� ����
����� '
��� ��������� ������ ��& ����
���� ���
�	���� �	 ��
���� �
 �	 ����
���� ���

�#����	���� ���� #
������� ��
�������
 �	 
�	(��
����� )��� ����#���
�� ��#��*
��
��� � �$�
���� �� ��
 �������� � �+����� � ����#���
�� ��#����
��� � �	
����
��� x(t) �
 � �	 ��
���� ẋ(t) �� ����
��� � 
���� t� ,	�� �� #�����	�

�	 �	��	��� 
��������� t ��
�� �	 ����
��� x �
 �	 ��
���� ẋ� ���� ��
����� ���
���	
��� ����
� ��
�� �	 ����
��� x �
 �	 ��
���� ẋ� �� "�� �����
 � ����#���
��
��

� ���	
��� 	�� �� ��	� �x� ẋ � ��� ���
���� �	 
�	(��
���� � �$�
��� 	��
�����	�� �� �+	����

-�#"�	
��� � .�/
�� �� 
$�� mẍ − F (x, ẋ) = 0� 	��� m �	 �	���� x
�	 �	��	��� ����
��� �
 F �	 ������ ����
��� � �	 ����
��� x �
 � �	 ��
����
ẋ � ����� ��#"�	
��� � �	� �� )�� ����� #"�	
��� ��0 � ��
 ��� #"�	
���
�1#���
����� � ����� ���� �� 
����� -����	�� �� �+	��� ��
 ����
���
 '
�	�
�� � �	 ����
��� x �
 � �	 #���#�� ẋ� )��� �� �$�
��� $�	��"�� #���

�	� ��� #"�	
��� �1#���
����� ����� n� ���� 	���� ������ � n ����
����
���
�	��� ���� #
������� �	 ����
���� 2�
�����
 �
� �	 ����#���
	
��� � �	

�	(��
���� 	�� �����	�� �� �+	��� ������
 ' 
�	��� �	 
�	(��
���� 	�� �� ���	��
' n ��������� ����#���
# �	� �	 �	��	��� x� �	 �������� #���#����� �
 �	 n���
#���#�� 3� �	 $�	��"�� ��
 ���#� ����
����
 �	� n #"�	
���� � �������
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������ ������� ��� ������ ��� ���������� ��� ��� n ��������� �� � ������� � n
�	
��������

����������� ����������
� �� ��� ���  ��� �� ������ X = I �� Y = İ� !��	
�"
���� ������
���� �
 �
���� ���������� �
 ��������� ����� #�	
����� $��% ��
�
&��� ������� �� ������ �� ��
� �	
������ �
 ������� ����� �� ����� ��
� ��
�
��� (X, Y ) '

Ẋ = Y #$��(%

Ẏ = (ε−X2)Y −X . #$��)%

!������������ �� �� �������� ���������� t ����� X �� Y ������ ��������� �� ���"
*������ ���� ������� ��� ������ #X � Y %�  �
� 
�� ����
� ������ �
 ���������
�� ����+�� ε� ��
� ����� �
 ���� � ������� #���� �	
������ $�, �� $���% 	
�
�� ���
����� �
 ������� �� ��� ���  �� ��� �� �� -���� '

X = I = 2
√

ε sin(t) , #$��$%

������ ��
� ��
���� �������� �� �������� Y � ����� � �� ������� ���������� �� ��
�������� X � ���� '

Y = İ = 2
√

ε cos(t) . #$���%

!� ���������� ��� ��
� �	
������ ���������� ��
� ����������� �� �� ����"
���� ����������� ������ ������� ���	
����� �
������ '

I2 + İ2 = X2 + Y 2 = 4ε #$��,%

����� ���	
����� ��
� ���� #���� .�
�� $�)% �� ����� 2
√

ε� /
���� 	
� ���� ��
�������� ��������� �� ���*������ ���� ������� ��� ������ ���� ��
*�
�� ���� �
����� ����	
� �� ����� ���� ���� ����.��� ���� �� �����	
�� �� ��� 0 ��.�� 1
�����.� 
� ����� ����2 ����� ��� ������� � 
� ����� ����������	
� �
 ���"
�����  �
� ����������
� �� ��� ���  ��� �� ������ ��
� ����� ����������	
���
!� ������� ��� ������ � ��������� �� �� �
������� ������� �� �� ����� �
 ��
�
�� �������� �� �������������� 	
� ��� �� ������� �� 1/ε� ����� �� ��
� ���� ���
��
� ����� 	
� �������� 3���� ����� 	
� ε ��� ������ �� ��
� ������ � �������"
������ ��� �� ��
� ���� ��� ��
�� �� ���� ���� � �
� 	
��� ������� �� �� ��-����
	
��� �� ����� �� �� ������ ��� ������ ������ !� ������	
� ��� ���� 0 ��"
����� 1 ��� ���� ���*������ ' ��
� ������ �� ������� ��
� ����� �������� ���
�������
� �
 	
���.� �� ������� !���	
�
�� �������� �������� ��������� � 
�
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� �
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�� X ��4� *
�	
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 �� �� �� � ε > 0 ������� ���� � �� ����� ������ ������� �� ����� ������

��� ���� �� ���� ���������� ��������� ���������� ������������ ��� (X0, Y0)� �� � ε < 0

�� ������ ����� �� �����  �� ������ �� (0, 0)�
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 �� ����� ������ ���� ε = 1 �!�� ���� ���������� ��������� �����������

"���#�� ���� �� ��������� �������� ������ ����� �� ����� ����������$ �� ���� !��� ��

����� ������� �� %� ������������ �� X(t) �������� ��� ��!������ ����� ��� �������

� ��� ����������� ������&�����

� ������� ��	����
�� x �����
 ������� 	

����� �� ������ ����� � ��� ��!� ����
��� ��������
	
��� ��"��	
���� � �	 
�	���
���� 	�� �����	�� �� �"	���#�

$������ �� �	�	�%
�� � ���
�&�� ε ��
 �� 	
�� �ε < 0#� ���� 	���� �� ����
������ ��� ���
 ��	����
�� ���
�	��� ��� �	��	'��� X �
 Y ���������
 	� �����
� 
���� ������� 	

����� �� ����
 ��� ��� (0, 0)� $� ����
 ��� ��� ��
 ��� ��
����
 �(� 	

�	�
��� ��� �
	'��#�

)�� �� �	���*
*�� �� ε ����
 �	� 	���+ ��
�
 , -	�� �� �	�� �� ��
 ���
 ��#
�.��
��� �� �����������
 ����� ���� ����� �� ε� �� ���# 	���� ������� � ��
�	���� ���������� $�� �����
	
� ���������� ���
 ��������
�� ��� �	 � ��� ����
/� ���
 ��� �� ε ��
 	���+  �	�� �� ����	�
 I(t) ����� �0
�� ��� ����
���
� 
1�� sin(t)� $�� ���*����	��
��  ��%���
 �� "	��������� ����� ���������
�sin(2t)...#�
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��� �� ���	
� ��������������� �� �����
�

�� �������� �� ����
����

�� ������ ������ �������������
� �� ��������������� ���� � ��� ��!�����
"#�$ �%&�$ ��� 
� ������ ��� �������� ���� ��� �'���������� ����� ��
� ������
�������	
��$ ���� �'
��$ �� ���
������ ��� �������
��$ ��(� �
 ��������� ��
�'�
���$ �'����� ��� ������) �� ������ ���� ��� ����� ��� �� ������� �'�	
������
�
� ��� *

Ṅ = a1N(1− b1M)

Ṁ = −a2M(1− b2N) �+)���

�, M �� N ������������ ������� ����� �� ������ �� �������
�� �� �� ������$
- 
� ������� ����� �� ���� ���  �������� ��������� �
 ����� * M(t) �� N(t)�
�� a1$ a2$ b1$ b2 ���� ��� ��������� ������ ��)

.� �'������ �� �������
� �M = 0�$ �� ���
������ ��� ������ ���������
�	
����� �
 ������� ������
�� ��(� � � �� ����� / �� �������� �� �����
����������	
� �� ���� � ��
���� ��� ����� - 1/a1)

�� ������� ����� �� �� �������� �	
����� ��)� a1N� ����� �'�
���������� �

������ �� ������ � � 
�� �������� �� ����� 1/a1 �� �'������ �� �������
��
��)�) M = 0� / �� ����� ����� (−a1b1NM) ���������� �� �
�� �� �� ���
������
�� ������ �� ������� �� �������
��) �� �� �0�� !�1��$ �� ������� ����� �� ��
������ �	
����� ������� �� !��� 	
� �� ���
������ �� �������
�� �
��� 
� �����
� � 
�� �������� �� ����� 1/a2 �� �'������ �� ������ / �� ��
����� �����
a2b2NM ���������� �� ��
�� ��  �� ��
 �� �
� ��� ��� �������
�� ��� �����
�� �� ������� �� ������) 2� ������$ �� ����� �� �� ���������$ ���
�� - ���
������������ ������������ 	
� ��
� ������ �� ������� ���� � 	
� �
��)

����� ����	
�
� ����
��	� ����� �� ����	�
��
�����	
��� ����

�� ������� �'�	
������ �
 ������ �������������
� ���� � ��� �	
������
+)��� ����� ��
� ������ 3��� ��3��� ��� ��� ��������� �� ���� �� ��������
�
��� Ṁ = Ṅ = 0) �� ������� ����� 3�� ��� �� ����� ��� ��� �M = N = 0�$ �� ��
����� ����� 3��$ ���� M0 ��� N0$ ��� ����� ��� *

M0 =
1

b1
, N0 =

1

b2
. �+)�4�

�'��
�� �� ��������� �������� �'�5��
� �� �������� 
�� ������ ����
������
M1 �� N1 �
��
� �
 ����� ����� M0 �� N0$ ���� *

M(t) = M0 + M1(t) , N(t) = N0 + N1(t) . �+)6%�

���� ������ �� ���	
������
� ���
�� ��� ���� �� ����������� 
����
�� ����� �
���
���	
 �������� �! �� �� �
�"��
��������"#������ ��
���� ���� �����
 ���$���� �!� ��� ��
������ �� �#�
����� �� �����
���� ����
�� �� %�� ���& ������� �� �����
���� ������
��
�'��� �� �'
���(



�� ������	
��� � ���� ���

�� ������	�
 ��� ��� ���
���	
���� M1 �
 N1 ���
 ����	����
 ��
�
��
���� ��� ��� 
����� ��� ����	���� �����
 ����
������
 ����� ���� �� ��
�����
��� ��� ���
����
���� ����	���� �� M1 �
 N1 �� 
����� ����� �� ���	
����
������
��� ����� ���	
��� ��� ! ���� ��
���� "

Ṅ1 = a1N1 − a1b1M0N1 − a1b1N0M1 ,

Ṁ1 = −a2M1 − a2b2N0M1N1 . ���#�!

$��� ��
����� ��� �� �%�
&�� ����	
���� �'����
������ ����	���� ( ����)
����
� ����
	�
� * �� �%�
&�� ��
 	���� �
 	�
����� �����)��
��� 	� ����� �

����!� +	 ����
��� �����	�� � �����	
��� �������
� ����	
��� ��#�! ��
 � �	
����� "

M1(t) = Aeωt, N1(t) = Beωt ���##!

	��� A �
 B �� ����
	�
�� �
 ω ��
 �� �	�	�&
��� � ������ �� ������ ������,��
( �
�������� +������ �� �	�	�&
�� ω 	 ��� �	�
�� ������ ����
���� �� 
���� eωt

���-
 	� ����� 
���� �
 �	 ����
��� ����	
��� ��##! ��
 ��� ���
	����
�� �����
	�
 �	 ����
��� �����	�� ����	
��� ��##! 	�� �� �%�
&�� ����	)


���� � ��&�� �+.! ����	
��� ��#�!� ���� ��
����� �� �%�
&�� /����&�� �
��, ���	
���� 	���������� �
 ����	���� ���� ��� ����
	�
�� A �
 B� 0��� ��� �	
����
��� ���
 ��� 
����	�� ����� (A, B) �= (0, 0)!� �� �
�����	�
 � �%�
&�� ��

��	������� 1�

� ����
��� � �
�����	�
 ��� �2��
 ��� ���	
���� �
� ���	)

��� � ���������� ����	�
 �� �	�	�&
�� ω 	�, �	�	�&
��� �/%������ * 	��������
	� ����
 2,� ��� 
����	� M0 �
 N0 ����	
��� �����!� �	 ���	
��� � ���������
������
 ����� "

ω2 = −a1a2 < 0 . ���#3!

0������ ��� ����
	�
�� a1 �
 a2 ���
 ����
����� �� �	�	�&
�� ω = ±i
√

a1a2� ��

�� ������ ��	���	��� ���� +	 �	�
�� ������ � ω �
	�
 ������ �	 ����
��� (M0, N0)
����
 �� �
	���� �� ���
	��� * ���� ��
 �
� ���
�� " �	 ���
���	
��� eωt �� ���-
 ��
�� ����-
 	� ����� � 
���� 
����� �	 ����
��� ������� ���������
 	� ����� �

���� 
��
 �� �	�	�
 ��
	�
� ��� 	����
�� ���
�	��� 4� ������	�� �� ����
�
2,��� ���� ��
����� ��� ����
���� ����	�
�� M = M0 + M1 �
 N = N0 + N1 "

M = M0 + Aei
√

a1a2t + c.c.

N = N0 + Bei
√

a1a2t + c.c. ���#5!

�6 ��	�����	
��� c.c. �	�
 ���� 7 ������,� ���8���� 9 �M �
 N ���
 �� ��	�)

�
�� �������!� �� �
����	�
 �� �%�
&�� ����	
���� ����2� �	� ��� ����
	�
�� A �

B� �� �	����
 � ��� ����
	�
�� A/B ��
 �
������ �	� " A/B = ±ib2/(a1b1) ≡
±iC� 	��� C = b2/(a1b1)�

4���� ��� ������� � ������ N �
 � ���	
���� M ��������
 �� ��	�	
��� �
�/	�� ����� ��� �������
 	��� �� ��/	�	�� ��	� ( π/2!� :	�� �� ������ ����	����
��� 	����
��� A �
 B �� ������
 ;
�� 2,��� �������� ��� ���	
���� ����	����
���
 ���	��	�
�� ������� ��� ������� M �
 N ���
 ���
������ �	� �� ����
	�
��
	���
�	����!�



��� �����	
�� �������� �� �����������

�� ����� B = ν ����� A = ±iνC�� ��� ������ �����	�� �� ����	�� ��
��		���� �� ��	�� ��� ���	� �
���	��  !�"� ����� #

M = M0 ± 2Cν sin(
√

a1a2t) ,

N = N0 + 2ν cos(
√

a1a2t) . � !� �

$�� �� ����	�� %��	������ �� �����	�� ����� M �� N # (M −M0)
2/C2 +(N−

N0)
2 = 4ν2! &���� �����	�� ����	� �'�
���	�� �'��� ���	�� �
�	 ���	��� �� ������

	 C = 1� �� ��� �� �� �� ����� �� ������ ���� 2ν �� �� ������ � ������ ��
(M0, N0) ��� �� ���� (M, N)�!

(	 �� ������� �������� ����	 �� ����� ��� ��� )�� ����� �� ����	�� ��
��	�������� 	� �� '��	� �� �* �'�� ����� �	�	��� ���� 	�	� �� ���+����	�� ��� �'�,
���� �� ���� ����� �� ����� �� ������� ���
�� C = 1� ������ �� ����	�	��
	�	�	���! -	�	� �� ����� ����� ��� �� ��		���� �� ����	���� �� �����
	� �� ����	�	�� 	�	�	��� ��		��! .�� ��� �� �'����� �� ����� �� ��� ���
)��� ��� ���� �� 
�� �� ����� �	�	�� �� ��� �����	��� 	���	��
�� �� ����� /
	� �� ������	�� ��� �� ��������� ���	
�� ��������	��� �� ����� �� ���
��� �� ����	�	�� 	�	�	��� 	����������� �� �����! -��� 
�� ���� �'��	���,
���� �� ��� ��� )��� ��� ���+����	�� 	�� �� �'	������ 
����� ����	�	�� 	�	�	���
������ ��� �� ����� �	�	�� ���	� �����  ! �!

0� ����	��� �� ����	�� ��������� 
�� �� ������ ���	�,��������� �� 1��2�,
3������ �� ����� �� �	�� * ��� 4	%�����	��! &� ������� �	5��� �� ����	 ��
�'��	������� ��� ��� )��� ����� �		���	% �����	� �6 �� ����	�� ��	�	��� ��	��
���� ���� ��������� �� �����7�� ε �� ���	��� 	���4�� ���� �� ������ ��	�	��
�� ε �ε > 0�!

1� ���4���� ����	� ��� �� ������ �13� ����4�� ��������� * ����	 �'�� �,
�	������� �� %��������� ������ ��������	%�! 8� ����� ��������	% �5�����
�� ��	����	�� ��� �����	� �� �� ����	���� ������ �� �� ����	�	�� 	�	�	���!
9 �	��� �'�������� �� ����� �� ������� �� %��������� ������� �� �����	��
�� �'����	���� ���	���� �� �'����� ��� ������� * �� ����	���� �� ����� * �'�����
	�	�	�� ��� �:����� �� ��� �� �	��� 	�	�	����! 1� �;�� ���� �� ���������
� �����	� ���� �� ������ �13�� ��	
�� �� ������ ����� ��	 ��� ��	 �� ���,
�����	��! )��� �� �������� �����	��� �� ����� �'�
���	�� 	�	�	�� �� ������
�13� ��
���	��  !�<� �� %�	��� �4�����	�� �� �� ���	�4�� ����������� �	� #

Ṁ

Ṅ
=

dM

dN
= −a2M

a1N

1− b2N

1− b1M
� !�=�

���� �� ����	�� �� ������ ��� #

a1 ln(M) + a2 ln(N)− b1a1M − a2b2N = K , � !�>�

�6 K �� �� %������ �'	�������	�� ��������� * ��� �������� �� ����������
����� �'�����	� ���� �� ������� ���%�	��!

�� �5������� �� ������������� �	�	�� ������ �� ��	�� ��� (M0, N0)� ��
����	�� 	������� 	����������� �� ���� ��
���	��  !�>� � ����	� * a1b

2
1(M −



�� ������	
��� � ���� ���

������ ��	 
 � ������ �� �������� ���� ������� ��� ������ �� ������ �� ��� ��
����������� ���� ����������� ���  ���� ���� ����� !�� K = −10,−9,−8,−7� "� �� �
����� ��� ������� ��� ���������� a1 = 2� a2 = 4� b1 = b2 = 1� � ������ M(t) ��
#������ �� ������ N(t) �������� �� �$�� ����������� %��������#�

M0)
2 + a2b

2
2(N −N0)

2 = Cte � ����
 �����	
��� ���� �������� �� 	���� 	��� �	

������ ����	��� ������
�� ���� �	�
� �� ��������
	�
 �� ���
�	�
 �� 
�	���
�����
	�� �����	�� � ��	��� ��
��� � �	�
�� � �	 ����
��� ������	�
� � 
� ��
!���	
��� ���"#� ���� ����
	
��� ��� ��  �$�� !%&# 	 �
 �� �� ��� ��'��
�����
�� ��� ��� ���������	�
 � 	�
	�
 � ����
���� ���
�	��� ��������� !����
'(��� ��)#� *� �� ���
� ��
 ���
�	�
� ���
� ��
 	��� ����� � �+�
$ � �
�	� �� ,�� ���� ������ �� �-��
� ��� ����
� ������ ���� �	������ 
����
 ���

�	���
����� ������ � ��� ���
� ������ ����
��� ���
�	���

����� �� ���	
� �
� ���
���� �� 
� ��������

�� ���
������ ��������� � � ���
� 
�����

%�  �$�� � %�
.	/&��
��	 !%&# �
����� ����� ��	������ � ���	
���� �	
�����	
��� � ������ ���0
 ���'�� ��
 !���	
��� ���1 ���� N � 	��� M = 0# �
��

� 	����-� 	
��� ����
 �	��� ��� ���� �� �� ��� � ������ N ��
�
� *����/
	�
� 	�/��� ���� ���
	��� 
	���� � �����	
���� ��

� �+��
�$�� ����
 ����
�	�	���� �� ���	�
/�� ����� �������	
��� � �	 �� �
	
��� �� ���������� ��

�������
 ��� ������ ���� �� ��������

%�  �$�� � �	�� � !%&# 	 ��� �
� 	 ������ ���� ��(����� ���������
 �$��� ���� ��	���
��� %� ���� �����	��� � ���  �$��� ��
 ��  �$�� �
 2 ��/
(��
���� 3 ��� 	����
 	� 
�� � ����	��� � �����	
��� � �	�� !���	
��� ���1#
�� 
�� � ��� ����	���� ���� ����� 	� 
�
	� ��� ���
����
��� � ��(��	
��� �

+�� N(1 −N/N̄)� *� 
�� � ��
 �
 ��(��
����� 	��� N̄ �� ����� 	�/��� �����
�	 �����	
��� ����0
 � 	����� ���� N ��
�
� 
�� ��� N � N̄ � �� 
�� � N/N̄ ��




��� ������	
�� �������� �� ������������

����������� ������ ��
���� �� ��
� �����
���� ���	
����� �� ���� �
 ������ ����
������  
� ������ �� �������� ��������! "
#��� �� �� ������ N = N̄ $ �� �����
(1 −N/N̄) ����� �� ����� �� �� ���
������ ����%� �� ����� �� �
���! �� �����
��������� ��� N = N̄ ��� 
� ����� &�� ������ �� �� ������	
� ��� ������!

'� ������ 
� ����� ��(������ �
 ������ ����$ ����� ��	
�� �� ����� ��#
�����	
� ��� ������� ��� 
�� ������
���� ���� �� )���� ��� �������� ��� ���
������������ �� ������� ����� ��)����� *+�,� ���� - N2(1−N/N̄)/(N + c) ��� c

�� �������� ���
� c = 0$ ��
� �����
���� �� ������ �������	
��! �� �������
���	
������ �
����� �� � ������ �����#�������
� ������ ����� ���� -

Ṅ =
a1N

2(1− N
N̄

)

N + c
− a1b1NM , �.!�/�

Ṁ = −a2M(1− b2N) .

0� ������
����� ��� ��������� ���� ���������$ - N ′ = NN̄ $ M ′ = Mb1$ ��
t′ = a1t$ ��� �	
������ �������� �� )���� -

Ṅ =
N2(1−N)

N + n
−NM , �.!�1�

Ṁ = −γM(m−N) , �.!+2�

�3 ��
� ����� ���� n = c/N̄ $ m = 1/(N̄b2) �� γ = a2b2N̄/a1 4 ��
� �����$ ���
�����
��$ ����� ��� �5��� ��������� ��
� ��� ��������� M �� N ��
� ������ 
��
�����)������� ��
���� �� ���������! �� ������� ���	
������ .!+2 ����� 
� �����
&�� ����� ��� -

N0 = m, M0 =
m(1−m)

n + m
, �.!+��

��� �� �������� m > 1 ���� ��������� N �� M ���� ����������!

0� ������ M1 �� N1 ��� ���������� ��� ������� �
 ����� M0 �� N0$ ��
�����
�� ��������� �������� �
��
� �
 ����� &��$ �� ��������� ��� ��
������ ���
�����
��� �	
������ ����������� ��
� �� )���� - M1 = Aeωt �� N1 = Beωt!

0� ������
����� �� ����������� ���� �� ������� ���	
������ .!+2 �
�����
��������$ ��
� �������� ��� ���������� �
� ��� ��������� A �� B 	
� ��
�
��
���� ����� ��
� )���� ���������� -MX = ωX$ �3M ��� 
�� ������ 2×2
�� X ��� �� ����
� ������ A, B! 0� �������� 	
� �� ������ M− ωI = 0 �I
��� �� ������ ��������� ��� 
� ����������� �
� ���
� ������ �� ���
���� ��������
A = B = 0�$ ��
� �������� ����� �� �������� �� ���������� �
������ -

ω2 − Tw + D = 0 , �.!+��

�3 T ��� �� ���� �� �� ������ M �� D ��� ����������� 4 �� ������ ω±$ ��
������� ��� ������� ��������$ ��� ��
� ����
�� ������� �� �� ������M$ ��
�
��
���� ��������� �� ���� ���� T = ω+ + ω−$ �� �� ����������� ����
D = ω+ω−! "&� �� ������&�� ��� ��
�� �������	
�� ���� ������� ��� �������
�



�� ������	
��� � ���� ���

�����
	
�� ������ γ = 1 �
 ��������� �������
����
 �	 
�	�� �
 �� �
�����	�

� �	 �	
���� �� ����
��� �� �	�	��
��� � �������� �

T =
nm− 2nm−m3

(n + m)2
, D =

m2(1 −m)

n + m
. ������

����� �	 ����
��� m > 1 ���� ���� ���	�
��� 	��� ������ ��� �� ������
�� 	�������� ���� ���� 	������ �M0 > 0�� �� ���������� �� � ����
� ���
��
���������� 	������ �D > 0�� �� �������� � ��
� ��� 	������� �T > 0�� 	���
���� 	������ n ��� ���

n > nc ≡ m2

1− 2m
. ������

������� ��� ���� ��������� �� ���������� �� � ��
�� ���� 	�������� �D > 0
�� T > 0�� ��� ���� ������ 	��	��� ��� ��� 	���� ������ 	�������� �� �� 	����
 �� (M0, N0) ��� �������� !����������� �� �� 	������ n ��� ��� ��� n < nc� �
	���� ������ ��� ���� ������ 	��	��� ��� ��"����� �� �� 	����  �� ��� ������
#����� � ����� �� 	������ n = nc 
�����	��� � ����� 
������� �� �$		������
�� �$���������� �� �� ��� �� 	���� �� �����
����� %���� ��� ���� 	�������
n �� m ���� ������� �� �$"�� �� ������ �$��� ��"�� �� �����
���� ��� �� 	��
�n, m�� ���� n = nc� � ��
� ��� ����� �T = 0�� �� � ������� �� ���	������
�������� ���&� �� ���	�� � �� ��������� ��� ������ 	��	��� 	� '

ω2 = −D = −m2(1−m)

n + m
≡ −ω2

0 < 0 . ������

#����� ( � �����
����� � 	���� ������ ��� ������ 	��	��� ��� ������ 
����
���� 	������� ���� ) �������� ����� ��� � 	���� ��"����� ���  ��� ' ����
������ ���� �� 	�����
� �$��� �����
���� �� *�	�� �� �� 	������ 
�������
n = nc 
�����	��� � 	���� �� �����
���� �� *�	�� + � ��,����
� �� ������
�� ���-./������ �0 �� 	������ ω ��� �� ������ ��"����� 	��� 
� ������
������� ��� ���������� �� 	������ ω 
��	���� 	������� ��� 	���� ������
��� ������ ��� � 	���� �� �����
���� ' 
$��� ���� � 
�
���������� �� �����
�����
���� �� *�	��

� ��	���������� ��� ��1�
������ ��� �$��	
� ��� 	2��� ���
������ ����

��	��������� ����� �� 	������������� �� 	������ n 	� �		��� � 	����
�� �����
����� ������� �� 	������ n ��� ��������� � 	���� �� �����
���� nc�
�� 	����  �� �� � �)������ (M0, N0) ��� ������ 3����� ��� ���� � 
��������
�������� � ��1�
����� �$������� ���� ����� �� �	���� ����� �� 	����  ��� ��
	����  �� �� ��� �� 4 	���� ( �	����� 5� ������� �� 	������ n ��� ��	������ (
nc� �� 	����  �� 4 ��	����� 5 � ��1�
����� ' �� ������� ��� 6����
� �� �	�����6�
� �	����  ���.�.���� 	� ������ ����� �$�� 
)
�� ������ 7 8��� 
� �� 	�����.
���� �� "����� ' ��� � ��1�
�����  ��� 	� �$�������� ����� �$�� 
)
�� �������

���� ��� �� 
� �� �$��
������� �� �� ��� ��� �����  "��� ����� ���� �
���
�������� �$���������� � ���� �� ������� �� � �	���� �� ������� ( �$�� ���

9� 
� ��� 
��
���� �� ������ �� �)������ �� 	�	������ ������		� 
�.
������� �� �)	� �� 
��	�������� ��� ��1�
������ ��� �$��	
� ��� 	2���



��� �����	
�� �������� �� �����������

������ �� ������ �� ��������� n �� m� ���� �� ��	��� ������ �� ���������
m �� n� � �� �� �����	� !	" 
�	 �������� ����	 
�� �� �����	� !		" � ����	� ����
�� ��������� n �� m ������ #� ������� ��������� �� � ������ �����	
��
�� ������� ��	 	� �� ��������� ��	��� � ��	�	�� ��� �������� ������	
��
���� ������� �� ���$����	�� ��� � ����� �� ���� !��	� �� ������	� ����	���"�

��� �����	
�� �	�	����

%� �����	�� ��	�	
��� ���	������� ��� �� &����� �� ��	�	�� ���
�� �������� ����	�� � ����	���	�� !	�����	� ����������	
��� ������	�� �	'
����	�� ����"� ��� ��� ����� ����	���� �� �	���� ��� �	���	��� (���� �� 	�'
���	�	�� ����������� 	������	��� ��������� �� �������� ������� �� �	'
������	�� �� )���� �� �����	�� ��	�	
�� ��� ��	 ������ * � ��	�	�� ��
���������	�� ���	���� #���� ��	���� �� � ����� ���	��� �	�� ������������
�� �� �� ����� ����	��� �� � ����� �� ��������� ��� �	���	���

+���� �� ���������� ��� ����� �� ������������ ��� �	���	�� �� �����	��
��	�	
��� ��������� �� ���������� 
���
�� ���	�� 	��	������� * ���� ��'
��	��	���

����� �� ��	 
���	�� � 
� �����

#��	����� ��� �����	�� ��	�	
�� �� ���� �� ��
����� �� ����� ��	�'
	
��� ����� Ai� (i = 1, ...., n)� 	������	��� ���� ������ ��	���� * � �����
����� ����� A′

i� (i = 1, ...., m)�
%��
��� �� ����� � �� ���� ��� �� ��	� ����� �� ����� ����������

�� ������� Ai� A′
i � ������ ���� �� �	� 
� 	� � ����	�� �� ���� � �
�	�	���

��	�	
��� #�� �
�	�	���� ������	� �������� 	 �� �����	�� ��	�	
�� � �����	�
��� �� ���� �� * �� �	��� ���������� !�����	�� �����	���"� ������ ��
����� �� �����	�� ��	�	
�� ����� ,

N1A1 + N2A2 + .... � N ′
1A

′
1 + N ′

2A
′
2 + .... !-�./"

�0 �� ��������� Ni �� N ′
i � �	� ���1�	��� �2��	�����	
��� �����������

�� ������ �� ���� �� ���
�� ����� Ai �� A′
i� ��	���� ��� Ci �� C′

i� ��
����������	�� ����	�� �� ���
�� ����� Ai �� A′

i�
3 � �
�	�	���� �� ��	 � ���	�� �� �� ���� 	�� �� �� �����������	
���

 ����	�� �� �� ���	��� �	����� ,

C
′N ′

1

1 C
′N ′

2

2 ....

CN1

1 CN2

2 ....
= K , !-�.4"

�0 K �� ��� �����	�� �� �� ����������� ������� ��������� �	
������� ���
�������� �� ������ �� � ����	�
�� �� ����	�� ��� �� �����	�� �	�����

N2 + 3H2 � 2NH3 . !-�.5"



�� ������	
��� � ���� ���

�	 ��� �	�
��� � �	��� 	������� ������
 ��� ����� �

(NH3)
2

(N2)(H2)3
= K , ������

�� �	 ��
	
��� ′(A)′ �� ������  �	 ������
�	
��� � �������� A�

����� ����	�
�� � ����	���

����!�� �	 ��	�
��� �������
� ��
 ����"����#��$ ����
% %��� ����!���� ����
� �	 ��	�
��� ��
 ���"���&�� �	� �	����
  ��	�
��$ �� �'�#��� � ��
 �����	��
�	� → 	�� �	 ��
	
��� � �	 ��	�
��� �

N1A1 + N2A2 + ....→ N ′
1A

′
1 + N ′

2A
′
2 + .... ���()�

* �	 �+������ �� ��	�
����  ���!����#��$ �	�	�
������� �	� �� ��,	�&� ���%
�	���
 ��
�� ������� 	�� ��� ��- ����  �� "�
����� ����	�	#���$ ��� ��	�
����
����"����#��� �������
���
 �	� �� "�
����� � ��	�
��� 
��� �+����
�� 	�� �� ����
�
 	�� ��	�
��� .��� "�'��� 	���� !�� �	 ����
�!�� �,���!��$ ����
% %��� ���%

�� � �	 "�
���� � ��	�
��� � �	��	&� �� ��	�
��� ���
�	�- Ai 	�- ���"�	�-
�����
� A′

i$ /��� �� �0�� �����
��� 	�� ��	�	�'�� �� ��	�
���� �,���!����
.�
��� ni �
 n′

i ��� ���#��� � ����� �� ������� Ai �
 A′
i  �� ���
	�
 �����

1� ����� � �	 ��	�
��� ���	�
 �� �	�� � 
���� dt$ �� ���#�� � ����� ni

������ ���� !�	�
�
� −dni$ 
	��� !�� �� ���#�� � ����� n′
i �������,�
 �

dn′
i� �	 ����
��� � ������"	
��� � �	 �	��� ������

−dn1

N1
= −dn2

N2
= ..... =

dn′
1

N ′
1

=
dn′

2

N ′
2

= .... ≡ dλ , ���(��

�� λ ��
 �� �	�	��
�� �
 2 �	"	������
 � �	 ��	�
��� 3�
4� ��
	�
 vi$ �	 "�
���� � ��	�
��� � ����� � �������� Ai$ �
 v′i$ �	 "�
����

� ��	�
��� � ������	��� � �������� A′
i ������
� �� "�
����� ��
 �� ���� �	�

���������$ ���� 	"��� �

vi = −dni

dt
= Ni

dλ

dt
, v′i =

dn′
i

dt
= N ′

i

dλ

dt
, ... ���(��

5�� �+����
�� "�
����� ���
 ������� ��
�� ����� �	� ��� ���	
����

v1

N1
=

v2

N2
= .... =

vi

Ni
= .... =

v′1
N ′

1

=
v′2
N ′

2

= ... =
v′i
N ′

i

= ... ���(��

6���!�� 
��� ��� �	����
� ���
 �&	�-$ �� ��
 ��� �����#�� � �7��� �	 "�
����
� ��	�
��� v ������	����
 � �,��- ���� ��#�
	��� �	�
�������� ����� ��


���� ��� ���	
��� 	
� �� ������ ���� ������ ��� ������� � �� �������� �� �� �������������
��
��	
� �� ��� ��� ������� �
 ������ �� ������ ���� �� ��� v ∼ dCi/dt �� ��� �����	
����
����� �� ������������� ��� �������� �� ���� ��� ��
��� ��
���� �� ������ ��� ������� ���
������� �������������� �� Mole m−3s−1
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�� �������� �� �����������

��� 	���	�	�� ��� �� �����	�� ��� �� �� 
�� ���
�� ����� �� �	������� �����
������� ���� � �� �����	�� ����	��� ���� ��!" #�� � ����� ���� �� �����	��
�	$����

v = − 1

N1

dn1

dt
= − 1

N2

dn2

dt
= ...

1

N ′
1

dn′
1

dt
=

1

N ′
2

dn′
2

dt
=

dλ

dt
, %&"''!

�( v �� ���� ����� � �� ���	$�� ���������� �� �� 
����	�� ���$�������� �� ��
�����	�� λ ��)�	� ��� ����"

*���� �� ����������	�� Ci �� �� � ����� Ai ����	� ����� Ci = ni/V �
�( V �� �� $����� �( � �	�� �� �����	��� ��� �$�� +

dCi

dt
= −vi

V
. %&"'&!

,��	 �� �� ����	�	��	��� ��� ���$�� ��	������� ���	�� �� �
���	��
�� �����	�� ��	�	
�� ��	��� 	����$��	� �� ����� ��� �	���	�� ������ ����
�� ����������	�� Ci �� C′

i"

����� �����	
�� ���
���	
� �
� �	���	���

*�����-�� ��� ��� ��� �� ������� 	���� ��� ��  �� �� ����	)�� �����	�
��	��" *��	����� �� �� �� ������������	�� �� ������� ���������" +

2NO + 2H2 → N2 + 2H2O %&"'�!

.������	���� ������ 
��� 	 �� ���	�� ����	���� �� �������� ������� NO
�� )���� �� $��	��� �� ���	�� ����	���� �� ����������� ��������	�� H2� �	��
����	$����� �� p0� 2p0� 3p0� ���� �� $	��� �� �����	�� $��	� ��� �� �/��
�������	�� + ���� $��	� ������	$����� �� v� � 2v� �� 3v" 0�������� �	�� �� $	���
�� �����	�� �������� �$�� �� ���	�� ����	����" *���� 	� ��	�� ��� �����	��
�	���	�� ����� �� ���	�� �� �� ����������	�� %��	 �� ��� �����	�!�� � ���	 ��$	���
� �	�� 
�� �� $	��� �� �����	�� ���1� �	���	������ �$�� �� ����������	�� ��
����������� ��������	�� H2"

2	� �� ������	��� �� ���	�� ����	���� �� ����������� ��������	��H2 �� ��	�3
����� )��� �� $��	��� �� ���	�� ����	���� �� �������� ������� NO �� �� �/��
���	���� ��� � ��$�� 
�� �� $	��� �� �����	�� ��� ��� �� $����� ����3
	$� �� v� � 4v �� 9v" *��	 	���	
�� 
�� �� $	��� �� �����	�� ���	� 
�����3
�	
������ �$�� �� ����������	�� �� N2"

*� � ��$��	�� ��� ���������� �����	�� �������	�� �� �� $	��� �� ����3
�	�� �	$���� +

v = k[H2][NO]2 , %&"'4!

������� ������	
 �������� �
 ������
�� �� ���������� �
� �	��� ����������� �� ��	���� ��

800 ��
���� ���
 ���
 �	���� V �� ������	
 �� �	
��
�����	
 ��� �	���
� ����� ���	
 ������ �	
�

������� ���� �
� �	

� ����	������	
 �� ��
� �	
 
	���� �� ��� ��� ��������	
 ������ ��

��� ���� �� �	� ��� ��� �������� �	�� P = nRT/V 	� P ��� �� ������	
 T �� ����������� ��

R �� �	
���
�� ��� ��� ���������



�� ������	
��� � ���� ���

�� k ��
 ��� ����
	�
� � ��	�
��� ���
��� ��� �	 ��
���� ����
 ��� �	� ��	��
� �	 ��	�
�
� k[H2]

2[NO]2 ����� �� �	�����	�
 � ������ �����	
��� ����������
� ������!� k ���� ��
	����
 � �	 
�����	
���� "� 
#�� � ��	�
��� ��
 �

������$� ������� ��� �$���	�
� 	�� ���$�������� � �	 ��
���� �� ���
 �	� ��	�$
	� ���%����
 �
&� ����
����� �����	�
 �����'�� � ������ 	�� �����	
��� �
��	�
���� (�� ��	�
��� ��
 ��	��)�� � ������ �� *

v = kCN1

1 CN2

2 ..... ���+,!

�� k ��
 �	 ����
	�
� � ��	�
����
-�
��� ��	�����
 ��� �	 ����	�
 �� ��	�
���� � ������� �� ��	�����
 ��

��������� �
	���� .	�� �� ���
�� � � 	��� ��	�
��� �������
	�
 �	 ����� ��
����
� � 
��
�� ��� �
	���/ ���� ������� �	�� � �� �����'�� ��	����� 
���
���� ���� �� ������� ���������
� �����������
/ � ���������� ������)0
�	
���� ���
 ��������� 1 �	 ���� �����
	�
� ���
�� ����� ��
 ��������	
��� 	�0
	�	
���� * ������ ��� ��	�
���� ���
�� �����
��
/ ������ ��� �	��	���� �	����
���
 	�	�	
�������
 	�������� 	�$ �	��	���� ���
�� ����� ����� ��		�
��
 �	��0
����
!� "��� ����
 �	� �	�� ���� �	������ �	 ��
��� �������	
��� 	�	�	
����
��� ���� 	���� ������� 	� �	�	��	� � ��2�2 � � 	��
�� � �

����� �� ��	
�����	�

-��� 	����� 	�� ��

� �	�
�� �
���� �� ��'�� � ��	�
��� � ������ ������
�	�� ��� � � ������
����
� ����� 1 �� ���$���	
���� "�

� 	�����	
��� ���0
�������
 	����/ ��
 ����� � ��� � �	 �	��
	�� �����/ ���$�����/ �� ��������
� � ����
� ����� 3 �	
��	���� ����� 3 4�#	 5������
 6�������� ��7��0�882! 	#	�

��9� �� ���$ -���� � " ���� �� �7�� ���� ��� 
�	�	�$ ��� ��� �
���
���� ����0
�	
����/ 	 ��
����
 �� ��'���

:�������� �	� X �
 Y ��� ������
�	
���� �� ��$ ���'��� �����
������ �
�	 ��	�
��� ���� �	��	���� ���
��!� ;	 ��	�
��� � ������ �� ��	���� �� + �
	���
��
��� � �	 �	9�� ����	�
� *

A→ X, � ����
	�
� � ��	�
��� k1 ���+7!

X → Produits, � ����
	�
� � ��	�
��� k2 ����8!

2X + Y → 3X, � ����
	�
� � ��	�
��� k3 �����!

B + X → Y, � ����
	�
� � ��	�
��� k4 �����!

;� 
���� �������� 	�� �	 ������ �
	�� ��0����� ����	
��� ����! �� ���'�� � ��
�����
 ��
�����	��� � �	 ��	�
���/ �	�� ��
��<
 ���� ���� 	���� ��� ��� ���'���
A �
 B ���
 �� �����
� ��
�����	���� =��	�
 �� �>�� �����
��� 	�� �	 ��	�
����
;����	
��� ������
��� ���� �	 �	��	��� X ��
 ������ � ������ * X ��
 �����
 �	�
A/ ��
 �	 ��
���� � ��	�
��� ��
 k1[A]/ �� [A] ��
 �	 ������
�	
��� � �����'��
A ��	� �	 ���
�/ ���� ���

���� �� ���� �
/ ���� ������� ��� ������
�	
����!�
;����'�� X �� ������� �����
� 	��� �	 ����
	�
� � ��	�
��� k2 ���� ����� ��
�����
 ��
�����	��� �	�� �����
	���� "��� ���� ��� ���
����
��� −k2X � �	



��� �����	
�� �������� �� �����������

�	��� �� �����	��� ���	��� ��� �� ���	��� ������ ���� ���� �� ������� X
����	� ���� ������� Y ���� �����	�� 3X � ���	 �����	�  �� �����	!��	�� k3X

2Y
��� �� �	��� �� �����	��� ��"�� ������� X �����	� Y ���� ��� �������� ��
�����	�� k4� �� ������	��� ��� �!���	��  ���
���	�� �	#�����	���� �	�����
���� ��������	�� �� �� ����������	�� �� ������� X $����� X% &

Ẋ = k1A− k2X − k4BX + k3X
2Y . $'�'(%

)� ��	�������� ���
�� �� �� ��������� �����	�  ���
���	�� ��������	�� �� ��
����������	�� Y

Ẏ = k4BX − k3X
2Y . $'�'*%

�� ����� �� ���������� �� ���	�!�� �	���� &

X =

√
k2

k3
X̄, Y =

√
k2

k3
Ȳ , t =

t̄

k2
, $'�''%

��� �!����� �� �
���	�� ������� ��������	�� �� X �� �� Y &

Ẋ = a−X − bX + X2Y ,

Ẏ = bX −X2Y , $'�'+%

���� a �� b ���� ��������� ��"�	 ��� &

a = A
√

k2k3, b =
k4B

k2
. $'�',%

-� �
���	�� ��������� �� ��	�� "�� ����� ���

X0 = a, Y0 =
b

a
. $'�'�%

.������ �� �� ��!	�	�� �	���	�� ������ �� �� ��	�� "�� $��	� �� ������� �����/
���� ������� �� ��!	�	�� �	���	��%� ��� �����	�  ���
���	�� ��������	�	
��
�	����� &

ω2 − ωT + D = 0 , $'�'0%

�1 �� 
����	�� ω ��	��� �� ������ ������ �� �� ����	�� �� ��!	�	��� T =
b− (1 + a2) < 0 �� �� ����� �� �� ����	�� �� D = a2 �� �� ������	�����

.��
�� �� ��������� b �� ����  �� ������ ��	�	
�� bc = (1 + a2)� �� ������
������ ω = ±ia �� �� ���!�� 	���	��	�� ���� �� 
�	 	���	
�� �� ��������/
���� ��	�����	�� �� ���� �� ���� ���� �� ����������	�� X �� Y � 2��� ��
������ �� ��������� b ����	����  �� ������ ��	�	
�� bc� �� ����� �� �� ����	��
�� ��!	�	�� �� ��	�	�� $T > 0%� �� ������ ���� �� 3�	� 
�� �� ������	���� D ��
�� ����	�� �� ���4��� ��	�	3� �� ���� ������ ������� �������� ���4�����
����� �� �������� ��
�	����� ��� ����	� ������ ��	�	�� �� �� ��	�� "�� ���� �
��!	�	��� 2��� �� ������ �� ��������� b 	�3��	����  �� ������ ��	�	
�� bc

$b < bc%� �� ����	� ������ �� ���� ������ ������ ��� �����	��� �� �� ��	��
"�� �� ��!��� .� ������ ��	�	
�� �� ��������� b = bc ���
�� �� 3����	��� �����
!	3�����	�� �� 5��3�
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��� ������� ��
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������� ��� ���
"��#� �����
��� �� 	�	����
�� �������� 	��
��	�������� ��
� 	������	�� ��$
	��� �� ������ %��&��'������� �� ������ ���
��
��� �����
��� �� �� ������ ���
��
�
��� ��(�#� ��
�
� ��
��
��� ��
�
���� ��
� 	������	�� ��) 	��� �� ������
*��+��������#� ,��� �����
���� - 	����� ������� ������� �� ���
����� �� ���
�
�� �!��
������
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��
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�
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��� � �����	
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"��� ����
� �!����
�� �!��	�
���� ���
��� �� ���� ������� 	��������
��� �
������
�� �� ��	�� 	������ �!�� ������ �+	�
�
���� 	�� �+��	�� �� �!���
��
������ ��� ��� "�� . �� ��		����� 	��� �� �������� �!����
�� �!�����
�� Ï −
(ε − I2)İ + I = 0 ���
� ����
�� ��/#� �0 I ��� �� ������� �� ε �� 	�������� ��
�����1���

%� 	���
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� �� �!����
�� �!��	�
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��� �����	
�� �������� �� �����������

���		��� ����� ���� ���
���	�� ��������	�� �� ������� ���	� ���������� �����
 ��� � �����	���� 
��	� ���� �� �	��! ��"����� # ���
���	�� �� ������ ��
���	��
��$� �� ����� 
������	
��� %� ������ �� ��� ���  �� �	�	 ���	&� ����� ��
'���� (

Ï − (ε− I2)İ + I + γI2 = 0 , �$���

�) γ �� �� ����� ��������� �� �����*��! ���
�� �� ��������� �� ���! ���
��������� +	�� ���
���	�� ���	�� �� ������ �� ��� ���  �� ���	
�� ��
���	��
��$�� %��
���	�� ���	&�� ��
���	�� $��� ����� �� ��	�� &�� ��	�	��! I0 = 0�
%������ �� � ��+	�	�� �	���	��! �� ��������� ��� ����	�� �� ���
���	�� �	����	��
�� �� '���� I = δI ∼ eiωt �δI �� ����� ���	��! ��� '����	� �� �����	�� ��
�	���	�� �	����� (

ω2 − εω + 1 = 0 . �$�,�

%� ����	�� �� ����� �
���	�� �� �	���	�� �� ������ ��� (

ω± =
1

2
[ε±
√

ε2 − 4], ���� ε > 2 ,

ω± =
1

2
[ε± i

√
4− ε2], ���� ε < 2 . �$���

%� ������ ε = 0 ��������� # ��� 	����	�� ��	�	
�� - ���
�� �� ���������
�� ��	�	' ε > 0! �� ��	�� &�� I = I0 = 0 �� 	���+�� ���	
�� �� ����	� ������ ��
ω �� ��	�	���! ����	 
�� ���� �� ������ �� ��������� ε �����	��! �� ��	��
&�� �� ��+�� ���	
�� �� ����	� ������ �� ω �� �����	����  ��� ε � 0 �����
ε > 0�! ω �� �� ���+�� 	���	��	�� ���! ���� # ±i! �� 
�	 �� �� 	������� �����
+	'�����	�� �� .��'�

����� �����	
 ��������
��


/� ��		���� �� ��	� �� �� +	'�����	�� �� .��' �ε ���	��! ���������� ��
����	�� ����� �� ε �� ������ ������ �� ����� �� ��� ���  �� ���	&� ���	�
�
���	�� $��� ���� �+���	� (

ω± =
1

2
ε± i . �$�0�

��� �� ���	�� �	���	��! �� ������� I(t) ��������� �� �� '���� �� I ∼ eωt

����	� ����� (
I � aeite(ε/2)t , �$���

�) ��� ���� ��	�	� �������	�� ��������� �� �� ������ ������ ω ��
���	��
$�0� �� a �� ��� ����	���� 
������
���� 1���� ��� ��� �����	���� # ��
���	�� �) �� ������ �� ��������� ε �� ��� ���	�� �ε � 1�! ������ ��� 	
�������

� ���
���! �������	�� �� I ��� �� ���	�� �	���	�� ��
���	�� $��� �����	�
����	���� ��� ��2 +���� ������	���	���

������ �����	��
����� ���� �������� �������� 	�� ��� 
�������� ���������� ������ ����������

���������� � 	�� 
��������� ����	����� � 
������ �� 	��� ���� ��������� ��� �� ������

��������� ����� ��� ������� ��� �������� � ������� 
�������� ����	������



�� ������	
 ���������� �	�� �
� ���������	
 �� �	�� ���

��
� �� ������ �� �	���
� I(t) �������	
 ���� ��� �� ��	���� ���
� �	
���	

	������
�� ��� �������	
 �
���� �� ���
 ���� ��� ��	 � �!�	
�
�������
� ��
�	��� �� ���� ��	����� ε > 0� " ���� ����� ��	����
�� �!�	
�
������ ��� ��
��
�	� ��������� �� �����
�� �� ����#��� ε ��$�
� �� ���� t ��
� �������
�
�� �� �	
���	
 �!�	
�
������� %�
��� �� �	���
� I(t) ���� &��� �	
������� ���	

�
� ���������$� ����'��(������ �	� �
� �	
���	
 �� ���! $�������� �
����
'
��
��� ) �� ���� t ��� $������� ������� �� �� $������� T ����� ��� T = εt ���
$������� ��
���� �	�� )

I = I(t, T ) . �����

*	� ��� $�������� t �� T �	
� �������� �	� ���! $�������� �
����
��
���
�� �	���
� I� ��� ��+���
������� ����#�� �� ���	
�� �� I ���!����
� �
 �	
���	

��� ����$��� ���������� )

dI =
∂I

∂t
dt +

∂I

∂T
dT

d2I =
∂2I

∂t2
dt2 + 2

∂2I

∂t∂T
dtdT +

∂2I

∂T 2
dT 2 .

�� �� ����$�� �� �	���
� I ��� ����	�� , �� $������� ������ t ������� ��
�� �	� )

dI

dt
=

∂I

∂t
+ ε

∂I

∂T
d2I

dt2
=

∂2I

∂t2
+ 2ε

∂2I

∂t∂T
+ ε2

∂2I

∂T 2
. ���-�

. ����� ���!����� ���
	
� �	�� �� �	���
� I� �
� �	
���	
 f �� �� �	�� )

I(t) = f(t) = t sin(εt) + (εt)2 + εtet . ���/�

0� ����$�� �� ����� �	
���	
 f ��� ����	�� �� ���� t ������� )

df

dt
= sin(εt) + εt cos(εt) + 2ε2t + (ε + εt)et . ���1�

2��
��
�
�� ���	
 ���
��3�� ����'��(����� �� �	
���	
 f(t) ��� �	
������� �	�
�	
���	
 �� ���! $�������� �
����
��
��� t �� T = εt )

f(t, T ) = t sin(T ) + T 2 + Tet . ����4�

0� ������ ��� ����$��� ���������� �	

�
� ) ∂f/∂t = sin(T ) + Tet �� ∂f/∂T =
t cos(T ) + 2T + et� �� ����� �	��� ���, ������ �� ���!������	
 �� �� ����$�� �� f
�
 �	
���	
 ��� ����$��� ���������� �$	�� ������	
 ��-�� 
	�� 	���
	
� )

df

dt
=

∂f

∂t
+ ε

∂f

∂T
= sin(T ) + T cos(T ) + 2εT + (ε + T )et , ������

����� �� ����	���
� ��� �� �
������ �� �� ���� ����� ��������� ��������
� ��������
�����

�������������������� ��� ��������� �������� ��� ��� ��
����� �� ����� ���� �����������



��� �����	
�� �������� �� �����������

�����	�� �	�� 	����	
�� �� ������ �	���� �� �� ���	��� �� f ��
���	�� ��� �
!"	����#� �� �� �������	�� ����	$�������% �� �� �� ������	�� ���	�� ��

���	���� ����� �� ���	��% ��	�� ��� �� &�	� 
�� �� ��������� ε ������'� ��$
��	�	������ ��� �� �
���	�� �"������	��% �� 
�	 &��	�	�� �� �������� ��
�	(����� ����� �� ��	���� �� ε�

)������ ��	������� * �"��	������� �� ��� ��� +�� �� �"�����	�� �� �������
��� �� ���	�� �	���	�� ��
���	�� ��, - ���
�� �� ��������� ε �� �����	&�

�ε < 0 % �� ������� I "������ �� ���� �"�� �����	� ���� - �� ��	�� .�� I = 0
�� ���� ��� ����	�� ������ !��
�� �� ��������� ε "������% �� ��	�� .��
I = 0 ���	��� ������% ��	 	������ 
���� ε > 0 �� ���.� �"��� ��	����	��
�"��� �����	�� ����	���� ���	� �
���	�� ,��� � /�� ������ ��� �������� *
�� 
�� �� ������� I �	� �������	����� * ��� �����	�� ��	���� ��	�	�� �� ε�
0���� ��	���� �� ���� �� #��� ��� ���	�� 
�� 1/2 �I ∼ εα% ���� α < 1/2)
	��� �� ����� �� ε ���	� ���1��� ���	���� ������ I2 ��� �"�
���	�� �"���$
���	�� �� �"��	������� ���	.�� ��
���	�� ��� - �� 
�	 ���	�	����	� �� �(�� ���
�	���	�� ��"�
���	�� �"������	�� ���	�����	� * ����� �"�� �	���	� RLC ���	
��%
��	� �
���	�� ,�� �� ���������� ,�� � +��� ���������� �� ������� �� ��	� ��
��	����% �� ����� �� ��� ���	�� ��	���� ��	���� �� ���� ε1/2� !� ������
��������� ��� 	��	�� ���� * �������� 
�� �� ����	��� �����	���	�� ���	�����
�� ������� �� �� �"����� �� �� ���	�� ������ �� ��������� ε% �	� I(t, T ) ∼ ε1/2�
2� ����� �������	��% �� ������� �� ��������� ��� ������������ �� ��� ��	�
������	
�� �� ��	���� ��

√
ε 3

I(t, T ) = ε1/2I1(t, T ) + εI2(t, T ) + ε3/2I3(t, T )... ����� 

!� ������� ���	�� ���	�� * �������� ����� �����	�� ���� �� ������� ��
��$
�	�� ���� �� ��	�	�� �"�����	�� �� ���	��� �� ������� ������� ���� ��
�������	�� ����	$������� ��
���	�� ��4 ��� �"�
���	�� �"������	�� �� �"��	�$
������ ��� ��� +�� ���	.�� ��
���	�� ��� �.� �� ����	�� �� �����	���	��
����	�� �� ��	���� �� ε�

������� �	�
�������� � �����������
 � ������� ε1/2

5 ��� �����% �"�
���	�� �"������	�� �� �"��	������� ��� ��� +�� ���	.� ��
��$
�	�� ��� "���	� 3

∂2I1

∂t2
+ I1 = 0 . ����� 

���� �� ����	�� �� ������ ��� 3

I1(t, T ) = A(T )eit + A∗(T )e−it , ����6 

���������� 	
� ����	
� �� �������� ε ��� �������� �� ���������� �������� �
 ����
�� ���
�������� ����� �	
������ ��� �� ���� ���� �� ���������� �����

��� ��
� ����� 	
� 	
��	
����� �� ���� �� �� �
������� ��
� ���������� ��� ������ ��
����� �� �
������� �!
� �������� ����� �!
� ������� ���� �� �� ��
� "��� ��#����� 	
!����

�� ���������� ����������� ��� ���
����� #��
 � $��������� ��
� �� ���%��
 ���%����
���������� �� �������� ��� ���������� �� ������
�� ����� ��	
���� �� ���� ��� �����
� ��� %���
���%��� �� �� ��&����� �!��	
���� ���� ���� �� �����	
��



�� ������	
 ���������� �	�� �
� ���������	
 �� �	�� ���

	� A� �� A∗ �	
 �	����� �	
������ �	
� � ������ ��� �	
���	
� �� �� ��������
��
�� T ������� ����� �	
���	
 ������� �� ���
�������	
 �� ��������	
 ��� ��������
����������  ������	
 ����!�

������� �	�
�������� � �����������
 � ������� ε

" ��� 	����� ��������	
 ����	����	
 �� ��	���������� ��
 ��� #	� 	��$�  ����%
��	
 ���! �����
� &

∂2I2

∂t2
+ I2 = −γI2

1 = −γ[A2e2it + c.c. + (A∗)2] ,  ���'!

	� �����������	
 c.c. ���� �	�� ( �	����� �	
����� )� *� �	����	
 �� �����
������	
 ��� �	��� �� �� �	� ���
� �	����	
 �� ��������	
 +		�,
�  �����%
-%���� ��������	
 ��
� ���	
� ����� ���� ∂2I2/∂t2 + I2 = 0!� �	

�� ���
B(T )eit + c.c.  B ���
� �
 ������� ���
�������	
 �� .� ����� ��� A!� �� ���
�
�	����	
 ���������,�� �� ��������	
 �	��,��� ���
� �	

� ��� �� �	�� �� ��
�	����	
 �� ��	��,� +		�,
� ��� �	������
� ���
����� - ����� 	���
�� ��
��������	
 �����	���� - ��	���� ε1/2  �	�� ������	
 ���/!� 
	�� �	��	
� ���	����
B ��
� A� ��0�� �� �+�
���
� �� �������� & A → A +

√
εB� *� �	����	
 ���

�����
�� �
 �
���.� 
���� �	
� ����� ��� �� �	����	
 ���������,�� ��� � �� �	��
 	���
�� ��� ���
��$����	
 �� ���	
� ���� �� ��������	
 ���'!

I2 =
γ

3
A2e2it + c.c.− γAA∗ .  ����!

������� �	�
�������� � �����������
 � ������� ε3/2

" ��� 	����� 
	�� �	��	
� ������ ��������	
 ����	����	
 �� ��	���������� ��

��� #	� 	��$�  ������	
 ���! �	� &

∂2I3

∂t2
+ I3 = −2

∂2I1

∂t∂T
+

∂I1

∂t
+ I2

1

∂I1

∂t
+ 2γI1I2  ���1!

2�����	
� ��� ��������� 	���
�� ��� 	����� ��� ����,��
�� �	�� �������� �� ����
�� ��	��� �� ����� ������	
 �	�� �� �	�� ���
� �	� �� ���� �	
�������	
� &

∂2I3

∂t2
+ I3 =

[
2i

∂A

∂T
− iA + iA2A∗(1 + i

10γ2

3
)

]
eit + G(T )e3it

≡ F (T )eit + G(T )e3it  ���3!

���� F (T ) = 2i∂A
∂T − iA + iA2A∗(1 + i 10γ2

3 ) �� G(T ) ��� �
� �	
���	
 ��	�	�%
��	

���� - A3� ��� ����,�� ��
� ��	���
�� - ��� 	����%�� �
 ������ �� �4�� ���
�	�� �� �	
���	
 F (T )� 5
 �6��� �� �	����	
 �� ��������	
 �����	���� - ��	����
ε3/2  ������	
 ���3! ��� �	

�� ��� �� �	� �� �� �	����	
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�� ����� ���)���� �� )	�� �"�������� &����� �"�� ��� ���)����� �� �"����	����
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�	#������ 0� �%
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���	�� � #����� � ! �"����� ε3/2 ( 
���	�� ����� �#��
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�� �� ��������� a �� 	�� ����	� ��	
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Lu(t) = f(t), ���� L ≡ ∂2

∂t2
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	# L ��� �
 	�������� ��
������ �� u(t) �� f(t) ���$ �	
���	
� �� �� ��������� t�
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�� �� �	
����	
 � �������� �� �	
���	
 f(t) �	�� �	������� �
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������� �	�� ��� ��������	
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� �	����	
� �������	
� �	��
����	�� �'���� ���� �� ����� ������	
 ��� �
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��� v(t)� ��
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��&�	
�(�� ��� �
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Lu(t) v(t)dt =
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f(t)v(t)dt .  ��!!"
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	�	
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< Lu, v >=< u,L+v >  ��!,"
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v ∂2
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���� �
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0
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∂2

∂t2
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u(t)[
∂2

∂t2
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� ��� ��	�������� L ��� �&�� � �	
 	�������� �	
*�&�� L+  L =
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e3it� ���
� �� ��� ��
��������� ���� 	� ����	��
�� �� 	������
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���	�� ��
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���	�� �$%% �� �� ��
��&�	�	�� �� �#��������� ����	�� ��
���	�� �$%'!� ��� ���� (

< Lu, v >=< f, v >=< u,L+v > . ��$%�!

)������� 
�� v �� ��� *����	�� 
������
�� �� ���	��� T + ��� ������
����� �� ����	���	��� �� ���		� ����� ����������� �� ����� �� �#���������
����	�� L+ + �� ����� *����	�� v �� ����� �� L+ ���	&�� ��� ��&�	�	��� �� �����	��
�	����� (

L+v = 0 . ��$%,!

-	�	� ������ ���� �� �#�
���	�� �$%�� ��� �"����� �� ����	�	�� �� ����"	�	��
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����� ��	� ��	*�	�� �� *����	�� f (

< f, v >= 0, ��$%/!

���� ����� *����	�� v� ������� �� ����� �� �#��������� ����	�� L+$ -��������
�	�� ����� �
���	�� �� �� *���� Lu(t) = f(t) �#� �� ����	�� 
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f(t) �� ���"�� �� ���	�� �� �#�
���	�� �� ����������� �� ����� �� �#������
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∂t2 +1 �� �� ����� ���"�� �� �#�
���	�� .
������� f(t) �� ��� 
�� f(t) ≡ F (T )eit$ 2���� ����� 
�� L = L+� �� *����	��
v ��	*�	� �� �����	�� Lv(t) = 0$ 3�� ���� �� ��� �� ���������� ����������

�� �� ����	�� �������� �� ����� �
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0
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�1 ��� ���� ��	�	� �� *�	� 
�� v(t) � ��� ���	��� T = 2π$ 6� ������ 
��
�#	�������� �� �� *����	�� e2it �� ��� ���	��� �� ������ ��� �"����� &��������
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����� ��	� ��	*�	�� �� *����	�� F∫ 2π
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FA∗dt = 2πa∗F . ��$�7!
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4������� < f, v >= 0 	���� 
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� T ��� �� ������� ��������� � ����� � �� t �� ������� ��������� ������

��� �������� ������
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� ��	 �� ����� ���
� �� �����	� ���	�����
 �� ���������
 ��������
���
 ��������
 ���� �� �������
 ����� ����
 ��� �����
� � ���� �� ��	�� ��
�
����
��������
 ����� ���������
 ����������� ����� 
� �� ���� ��� ��� ���!���
�� 	����
��
� ���	�	� �
 ���	� ��� �� ����
�� ��	�� ��������
 ����� ���� ����	�"�	�
�����������
� �� ����
��
�� �
 ε �� ����������� �� �� ���� �� �	�����
�� ��
���
��������� # ����������� �� �����	�� ��
�� ����� ε1/2 �� �� ���� �� �	�����
��
����� ε�

����� ����	
��� �� �����
��� ��
��������

� �
���� ��� ���������

$� ����� ��	� 	��%� �	���
�� �
� ����������
 ������ &����'�
� �� ��	�� ��
���������
 ����������� ��������
 ������ ����
� ���� �����	� ��� ���������
 ��
��
 ��	 (�� ��������
 ��)� ��� �
��	��
�� ���� �� �	�
���	�����
 �� �	�
������

t → t + θ �* θ ��� �
� ��
���
�� 	����� � ���������
 ����������� ���� �	���	��	
����� �
��	��
��� +
� ����� �	�
���	�����
 ��
���	� ��	 �� ����� 	����
� , ���
������	 �����	����
 �� 	������
 #

A→ Aeiθ ����-�

��	 �� �������
 �� ���������
 ����������� ����	 �������
 ��)-�� .��� ��	��
��
���	� �� ���������
 ����������� ��	� �/���� �� ������	 eiθ� (��	 �	���	��	
���
��	��
�� �� ���������
 ����������� ����� ��� ��	��� 
�
 ��
���	�� �������
�
����� �0�� �	�
���	�����
 ��
� ����	����� 1�	���
� , ���	�	� ������� ���� ���
��	��� 
�
 ��
���	�� ��������� �� ������
� ���	 �	�
���	�����
 ���� �����	����

t→ t + θ

A2 → A2e2iθ, AA∗ → AA∗ , A∗2 → A∗2e−2iθ

A3 → A3e3iθ, A2A∗ → A2A∗eiθ, A∗2A → A∗2Ae−iθ,

A∗3 → A∗3e−3iθ .

2��� �� ��	�� ����� 
� �� �	�
���	�� ����� �� ��	�� ��
���	� �� ���� 0�	� 	���
� �
���� ��� ���	�� ��	��� 
� �������
� ����
���
� , ����� ��
�����
 �� ��
� ��
�
�����
��� $�� �	 ���
� �������� ����	���
� ���	� �
� �� �� ��	�� �� ���������

����������� 
�
 ��
���	� �� ����� 
� ��
 ��	���3	� �
���	����

����� ���������� �� �����
��� ��
�������� ��������

4� �	���3	� �	��	���� ����	��
�� �� ���������
 ����������� ��
�
���� ������
���
 ����� ��� ��
 ��	���3	� 
�
 ��	�����

�� � ����� �������
 
� ���� ���� �

�/�� ����	�	� ����� ��	���
� ���
 ����
���� ����� ∂A/∂t = −∂V/∂A∗ ����
dV/dt ≤ 0 �� V �
 5 ����
���� 6 7�
� ��
����
 	�����7 �� ��
����
 �� 48���
��
����� ��
� �� ��� ��	�������	 �* α = 0��� $��� ��
�	���� ���� ��� ������ ��
���
��
� ��� �%����	�� �	�����
�� ����	 �
 ��	�������	 ���������
 ���9 �� �%����	� �
�* 
��� ���
� ��'
� �
� ��
����
 �� 48���
�� ���������� :�
�� �� �	���
��
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 �	��
� ���������� �	���!� A �	� A = ρeiθ" 	# ρ ��� ����������
�� θ �� �����" 
	�� �	��	
� ���
��� ��������	
 ���������� $������	
 ���%& �

���! ������	
�" �	�� �

ρ̇ = ρ− ρ3 $���'&

��

θ̇ = αρ2 . $����&

(� ������� ������	
 �	����� ��	�� �	�
�� )!�� ρ0 = 0 �� ρ± = ±1� (� ������
�	�
� )!� ��� �
�������� ��
��� ��� ��� ���! ������ �	
� �������� *���� �
� ��	+
����	
 ���
���	���" �� ������ ρ �� ���������� ��
� ���� ���
 ��� ���! �	�
�� )!��
������� $����	����	
 ���� ���
 ��� ���! �	�
�� ����
� ��� �	
����	
� �
�������&
ρ± = ±1� ,
� �	�� ��� ρ �����
� �� �	�
� )!�" �� ���	
�� ������	
 ������+
���� $������	
 ����& ��
� ���� ��������	
 �����
�� � θ̇ = α" �	
� �� �	����	
 ���
�	

�� ���

θ = θ0 + αt $���-&

	# θ0 ��� �� ����� �
������� *�
��" ���������� �	���!� ������� �	�� ��� ����
����. �	
/�" �	� �
 ������ �� ���	
 �
��� ��
��� 0 ��	��/�
�" �	�� � A

A(t →∞) = ±ei(θ0+αt) = ei(θ0+αt±π) $���1&

��� ���! �	����	
� ��2���
� ���
� ����� �/��� 0 π $ −1 = eiπ&� 3�
� ��������
��� ������ (X, Y ) $���� A = X + iY &" �� ���4���	��� ���
�	��� ���	�� �� ������
�� ���	
 �
��� $�	�� )/��� ���&� 5� ������ ��� �� ����� ����� �� �� ��
�����"
������
� ��� �
 ���������� �� �� ��
����� � ������� ��� �	��
� ��� �	
����	
�
�
�������" �� ���4���	��� ��
� ���� �� ������ � �� ���/�� ���
 ����� ����� �������

,�����	
� ��
��
�
� �� ���	
�� �	�� �� ��������	
 ���������� $������	

����& ��� �!������� �� ����
��
�� ��� ����� �
 �	
���	
 �� �������� ε� (��
������	
� ���������� �
 �	
���	
 �� ρ �� θ $������	
� ���' �� ����& ��������
�
��	�� �	� �

ρ̇ = ερ− ρ3 ,

θ̇ = αρ2 . $����&

(�� �	�
�� )!�� �	
� ρ0 = 0 �� ρ± = ±√ε" �	�� ε > 0� 6	�� ε < 0" ρ = 0 ���
���
���� �	�
� )!�" �� �� ��� ������� 6	�� ε > 0" ρ0 = 0 ��� �
������ �� ρ± = ±√ε
�	
� ��� �	�
�� )!�� �������� (� �	�	����
� 0 /��
� ���� ��� �� ����� �����
�� ���	


√
ε�

����� �������	 
������	� �� ������ ��������� ���
������	 ���� �� �����	 ��	��	 �	 ���
�
������	 �������� ����� ��

	 ρ̇ = −∂ρV ��	� V = −ρ2/2+ ρ4/4� �� �������� V ������	 ��

� �
�
 	� ρ = 0 ������ �����!�	� 	� �	� 
���
� 	� ρ = ±1 ������� �����!�	���
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�� �������� �� �����������

��� ����� �	
	�� 	������

��� ���� �� 
�� ���
���	�� ��������	�� 	�	�	��� ��
���	�� ��� !" �#�����
$ ����	� �� ���
���	�� �� ��� ��� %�� ���	&��" ����� �� ���'�	��� ��#	
�� $
����	� ������ ��	�	�� ( ���	 ���� �� ������	 �� �������� )� ��	�� �� ���#����
	����	�� ��� ��
����� �� ���'�	��� �� �����	*� +� ����� ����	��� ��
���� �
���	�� ��������	�� �� ρ �� θ ��
���	�� ��,- �� ��,�! �� ���� �#�	���
��� �� ������� ����� .

ρ̇ = ερ + ρ3 ,

θ̇ = αρ2 . �����!

+��
�� �� �������� ε �� ��	�	* �ε > 0!" 	� ��	�� �� ��� ��	�� &�� ρ0 = 0 ��
	� �� 	���#�� ( ���
��	� �� �����	*" �� ����� ����� ���	 ��	�� &�� ρ0 = 0
�� ρ± = ±√−ε" ��	" $ �� �	/������ �� �� 	����	�� �����	����" �� ����� �	�	��
�� 	���#�� ( �� ��	�� &�� ρ0 = 0 �� 	���#�� �� ������	���� ���0� 	���&�	���� .
�� ����� ������� ����	��� �� ��	���� �� A ��� ���
���	�� ������	����
��	���� 1��� ���	����� 2	�	" ���������� $ �� ����� ����	��� �$ ����	�" ���
������� �� ���
���	�� ���" �� ���� ����� ������ ������� �	�� $ ��� #	*�����	��
�� 3��*!" ���
���	�� ������	���� ����	� .

∂A

∂T
= εA + (1− iα)|A|2A− (1 + iβ)|A|4A . �����!

+� *���� �� ����� �
���	�� 
�	��	
��" ��������� ���#���� �� ����� �������

����� �� ������� �	�
" ��� �� ����� �� A3A∗2" ������ �� � �����	��� ��
�����	� ���	� ���������� �����!� ����� 
�� ��� ���� ����� 
�� �� ����	�
������ �� ���'�	��� �������� ������� - �	��� −(1+iβ)! �� �����	��" ���� �����
�� ������	�� �� ������	���� ���
�� �� ��������� ε �� �����	* �ε > 0!� 4�
�������� $ ������� ���� ������	���� �������� ��� �������	�	�� �� ����
A = ρeiθ" �� �
���	�� ��������	�� ���� �� ������ ρ �� �� ���� θ �� ������	����
�������� ����	���� .

ρ̇ = ερ + ρ3 − ρ5 ,

θ̇ = αρ2 + βρ4 . ����5!

+� �	��	�� �� ��	�� &�� �� ���
���	�� ���� ρ ��
���	�� ���5! �� ������
��� �� ����	� �� ����	��� 5 ( �	�	" ���� −1/4 < ε < 0" 	� ��	�� �	�
 ��	��
&�� �ρ = 0 �� ���� ��	�� �� ����	�� ���� ρ �= 0!� ��� ��� 	��������� ��
ε" �� ��	�� &�� ρ = 0 ����	�� ���� �� ����� �	�	�� ���	� &���� ��5!� %��� ε <
ε∗ = −3/16" �� ��	�� &�� �� ��#�� ����	 
�� �� ����� �	�	�� �� ������#���
%��� ε > ε∗" �� ������	�� �	������ 6	��������" ���� ε > 0" 	� ��	�� ��� ��	��
�� ����	�� ρ �= 0 
�	 ��������� $ �� ����� �	�	�� ��#��" ����	 
�� ρ = 0
���	��� 	���#��� ��� ���
�� �� �7 ρ �= 0" �� ���� �� ��� *����	�� �	���	��
�� �����
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������ ��	 
 ��� ���������� �� �� ���������� ���� �� ���� X−Y � � ������ �� ����
����� �������� �������� (X0, Y0) ���� �� ���������� �� ��� �� � ������ ��� �� �����
�������� �� ���������� ������� �� ����� �� �� �������� ����!������� � ������� ��
�������� �������� ��� ����� �� ���������� �� �� ���������� ���� �� ������� "��� ���#�������
���� ������� �� �����  �� ������ ���$���

������ ��% 
 &�������� �� $��������� ���� ����������� ρ ���� ��� $��������� ��
'���� (� �������� ��� � ����������� ��� ��������� � ���� ����� $��������� ���)
��������� *����+�,-� .� ����� ��/����� �� ����� �� ���� ��� �� ����� ��0� �"� ��
������
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��� �����	
�	 ������ � �
��
� �� ����� ������

����� ��� ����	�� ����	� ��� �� ����	��� �� ��� �� ������� �� ����� ��
��� �!"������� 	� �� ��� 	�������� �� #	�� �	�	����� �� ����� �	�	�� ����� ���!
$����	�� %����� 
������
�� ��� ������� �� ����& '��� �� ����	�� ���	�������
���	����� �� ������� 	���� ����	� ��� ���
���	�� �����	
�� ��� �	���	��
�	�����

ẍ + x + 2x3 = 0 . ()&�*+

����� �
���	�� ����� ��� ����	�� ���	��	
��& ,� �-��� ���� ����	��	���	��
�� ����� 2ẋ ��� ���
�� ���#�� �� ���
���	�� )&�*� �����	��� ����� �
���	��
�� �� %���� .

∂t[ẋ
2 + x2 + x4] = 0 . ()&��+

/�� �#����� ���� 	�������	��

ẋ2 + x2 + x4 = H = ẋ2
0 + x2

0 + x4
0 , ()&��+

�0 H �� ��� �������� ��	�������	��� �������� 1 �������	� ������ �� �����	
���
�� x0 = x(t = 0)& ����� �
���	�� (�
���	�� )&��+ ���� 2��� ���������� ��� ���
���$����	�� %����� ��� ������� �� ���� (ẋ, x) 3 1 ���
�� ����	�	�� 	�	�	����
���	�� 1 ��� ������ �� H ���	4
��� ��������� ��� ���$����	�� %����� ���
�� ���� (ẋ, x) (��	� 4���� )&*+& /���� 
�� �� ��#	�� �� ��� �� 	���� 3
���� %������ �� ����	����& 5�������� �	�� �� ���	� ���� ����#�� ����	��
�� ������ �� H �����	� �� ����#�� ����	�� �� ���$����	�� %�����& 6� �����
�	�	��� �� ������	��� �� ��� ��#	�� %����� 
�	 �� ����� �� ��� �� ��		����
	����	�� ��� ����� ��#	�� %�����& 6� ����� �	�	�� ��#�� �� ��� ��#	�� 	����
��� ��
����� ���� ����� ���$����	�� 	�� ����� ����	�	�� 	�	�	��� �7������
��� �� �������& ��� ��������� ������� 	� ����	�� 
���� ��� ����� �	�	�� ���
��� ����
����� �� #�	� ���������	�� �� ����	��� �� ������#�� �� ��	�� ��
����&
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�������� � �� ������� �������� �����	����� ���� 	� ���	� ρ �� 	���	����� �� 
�	��� �� �
���� ���� ���� !��� ����	�� �� ������� 	� !� ��������� ���	���� ���� 	�
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 �� ������� ��� ������ ������� � ������ �� ������� ��� ����������

�������� ���������� � ��� ���������� ������� �� H � �� � �!������� ���� � ���������

H = 4, 3, 2 �� "� #� �� � ���� ��� � �� �$��� ��%��� ����� ���� &�� � ����� � ��� ���

������ %��� ���'�� �� �������% � ����� ���� �� ���������
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���������� ��	�
 �� ������� �� ���� ������� ��� ����� ���� ρ(t) ��������� ����� �

ρ =

»
(−1

ε
+

1

ρ2
i

)e−2εt +
1

ε

–−1/2

������

���� �� �������� �� ��� �� �������� �������� �������� ρ ��� �� ������ �� ������
������� A�� ρi = ρ(t = 0) ��� �� ������ �������� �� � ���������� !� ������� ��
������� ��� ���� ��������� �� �"��#�� ��	� �� �� ��������� � �������� ˙(ρ2) = 2ρρ̇$ ����
�������� � �������� ��������

∂θ

∂ρ2
=

1

2ε − 2ρ2
����%�

��� � ���#��� ���� ������

θ = −1

2
ln(2ε− 2ρ2) + c ����&�

�' c ��� ��� �������� � ������������ (��� ε > 0$ ���� �������� ) ������ �� � ��������
����$ �� ����������� �������

ρ(t→∞) =
√

ε ����*�

���� ��� ���� ρi �= 0�
+ ������ �� � �������� ����$ ���� ��������$ ) � ����� �������$ �� �����������

��"��������� ������� ) ����� ������

2ρ2 � 2ε

»
1− (−1 +

ε

ρi
)e−2εt

–
���
,�

-�������� � �������� ���� � �������� ���& ���� �������

θ(t →∞) = εt + θ0 ���
.�

�� ����� ����� ��� �� �������� ����#�� ) ����� ����� ����� �� /����

A(t→∞) =
√

εei(εt+θ0) ���
��

�' θ0 ��� �� ����� ��������� 0 ��� � �������� � �� ���� �� ��"��
√

ε ����� ) � ��������
1�� /������� X �� Y ���2���� ���� �� ������ ������ �� ���������� �� A� �������� ��
����#�� ������3���� �� ���� �� ����� 4 �� ��������� �� �� ����������� ��� ����� ) ε�

����� ����	
��  ���������� �� 	��������� �����	�����

����	��� ���� 	� ���
	� � �����		����� �

5�����6 � �������� � ��������� �� ��������� �� ����� �� �� ��/������� �� 7��/
���� �� ���#�� 8����������� ��"��#�� � ��������� 
�
�$ ���� ���������� 
�	����

���� ����� �� �� ������� 
$ ��� �� ���#�� �� � ���������� �� ��� ��� (�� ���������
��� ��/������� �� 7��/$ �� ��� �� �������� ������� ��� ������ ��� b = a2 + 1 �����
���������� 
�	����

9����������� �� ����� �����#��� ε �������� �� ������� �� ����� �� � ����������� �

ε ≡ b− (1 + a2)

2
. ���
	�

1� �������� �����#�� ��� ������ ���� ε < 0 �� ������� �������� ���:):��� � ��� ��������
��������� ���� ε > 0� 1� ���� �� �������� ����� ) � �������� ������������� �������



�� ������	
 ���������� �	�� �
� ���������	
 �� �	�� ���

�� �������	 
 ���� ������� 
�
� ���� �	 ���������	 
������ 	� ��	�� �� ���	 �������	
��� ε �	����

ω = ε± ia . ���
��

���������� ��	 �������	 �	��	 T 	� ������ ��� � �����	�� �	 ���������� �� ���!
�������� �����	 ���� � ������� ��"� #� ��������	� ��������� �	 �$��%�	 ��������

�
�� 	� ��������� �	� �������	� ���	� � ��	 ����	� ��&��	� ���

X = X0 + X̄, Y = Y0 + Ȳ ���

�

' (X0, Y0) �	����	��	 �� ������ ���%�	 �������� 
�
(�� )�� ��	��� �����

∂X̄

∂t
+ ε

∂X̄

∂T
= (a2 + 2ε)X̄ + a2Ȳ + 2aX̄Ȳ +

1 + a2 + 2ε

a
X̄2 + X̄2Ȳ

∂Ȳ

∂t
+ ε

∂Ȳ

∂T
= −(a2 + 2ε + 1)X̄ − a2Ȳ − 2aX̄Ȳ

−1 + a2 + 2ε

a
X̄2 − X̄2Ȳ ���
��

*��	����� X̄ 	� Ȳ 	� ��������	 �	
√

ε +

X̄(t, T ) = ε1/2X̄1 + εX̄2 + .... ���
"�

Ȳ (t, T ) = ε1/2Ȳ1 + εȲ2 + .... ���
(�

,	����� �	 �������� ���� � ������� ��
� ��� 	� ������	 ��	 ����	 � �������� -
�����	 ���	 	� ε�

����� ε1/2

.� ���	��

∂X̄1

∂t
= a2X̄1 + a2Ȳ1 ,

∂Ȳ1

∂t
= −(a2 + 1)X̄1 − a2Ȳ1 . ���
��

/�	����� ��	 ������ �	 �� ���	 eσt ��� ������	 �	� �������	�� 0� ������� ��
���	������� ���� ��� ��	��� σ = ±ia� /	�� � 	�� ��	� � ����	 ��	 � 	1��	���� �	 ω
�������� 
�
�� ��� ε = 0 ��	 ���� �	 ������������ 2� ������ �������	 �� �$��%�	
� �������� 	�� ����	 ���

X̄1(t, T ) = A(T )eiat + c.c.

Ȳ1(t, T ) = B(T )eiat + c.c. ����3�

' A 	� B ��� �	� ����	��� � ���������� ��� ���	��	�� �	 �� �������	 �	��	 T � 4����
���� ��	 �	 ���	������� �� �$��%�	 �������� ��
�� 	�� ���� �	� ����	��� A 	� B ���
�	���� 	���	 	�1 ��� �� �	�����

B =
ia− a2

a2
A ≡ γA . ����5�



��� �����	
�� �������� �� �����������

����� ε
� ��� ������ 	�
� ��	�

∂X̄2

∂t
= a2X̄2 + a2Ȳ2 + 2aX̄1Ȳ1 +

1 + a2

a
X̄2

1 ������

∂Ȳ2

∂t
= −(a2 + 1)X̄2 − a2Ȳ2 − 2aX̄1Ȳ1 − 1 + a2

a
X̄2

1 ������

�
�����
�	� X1 �� Y1 ��� ��
�� ���������	� ���
����	 ������ 	�
� ����	�	� ��
� X2

�� Y2� �� ������� �	 ���!�	� �
��	� "

∂X̄2

∂t
− a2X̄2 − a2Ȳ2 = 2a(γA2e2it + AA∗γ∗ + c.c.)

+
1 + a2

a
(A2e2it + AA∗γ∗ + c.c.) ,

∂Ȳ2

∂t
+ (a2 + 1)X̄2 + a2Ȳ2 = −2a(γA2e2it + AA∗γ∗ + c.c.)

−1 + a2

a
(A2e2it + AA∗γ∗ + c.c.) . ����#�

$� ���
���	 ��	����� �	 
	� ����� �� ���
���	 ��	� ����	� ������� ��
� 
	� ���
%
���	 ������
������ &��	� ��		� �
� �� ������  ���!�	� �� �� ������� �'��
����	� ���
���	���
� ( ���
� �
 ������� ������ ��� �'��
����	 ��)*� �� � ��	� �� �+�� ���� �� ��%
�
���	 ���
����	 ������ ,	 ����-	����	� ��� ��	���	��� �'�	��!�����	� 	�
� �������	�
�� ���
���	  ���!�	� �
 ������� ���
����	 ���#� ��	� �'��
����	 ����� .����� ��	

�� �� /���� ��� ����	�� ������� �
 ������� ���
����	 ���#�� � ��� �	� �� ���
���	
������
����� ��
� �� /����

X2 = α|A|2 + βA2e2iat , ����)�

Y2 = α′|A|2 + β′A2e2iat . ������

0������	� ��	� ����#� ��� ��� ���	��-�����	� 	�
� ����	�	� �
���� ��
����	� ��%
!�����
�� ( �
���� �	��		
�� (α, α′, β, β′)� 1�
� ����	�	� ����� /�������	� �� ���
%
���	 "

α = 0, α′ = −1 + a2 + a2(γ + γ∗)

a3
, ����2�

β =
−(2/3) i

`
1 + a2 + 2 a2γ

´
a2

, ����3�

β′ = 1/3
1 + a2 + 2 a2γ + 2 ia + 2 ia3 + 4 ia3γ

a3
. ����*�



�� ������	
 ���������� �	�� �
� ���������	
 �� �	�� ���

����� ε3/2

� ��� ������ 	�
� ��	�

∂X̄3

∂t
− a2X̄3 − a2Ȳ3 = −∂X̄1

∂T
+ 2X̄1

+2a(X̄1Ȳ2 + X̄2Ȳ1) + 2
1 + a2

a
X̄1X̄2 + X̄2

1 Ȳ1 ,

∂Ȳ3

∂t
+ (a2 + 1)X̄3 + a2Ȳ3 = −∂Ȳ1

∂T
− 2X̄1 − 2a(X̄1Ȳ2 + X̄2Ȳ1)

−2
1 + a2

a
X̄1X̄2 − X̄2

1 Ȳ1 . ������

��
���� ��� ���
����� ��� ������ �������	�� 	�
� ������ ��������

∂X̄3

∂t
− a2X̄3 − a2Ȳ3 = f1(T )eiat + g1(T )e3iat + c.c.

∂Ȳ3

∂t
+ (a2 + 1)X̄3 + a2Ȳ3 = f2(T )eiat + g2(T )e3iat

+c.c. ������

��

f1 = −∂A

∂T
+ 2A +

ˆ
2a(β′ + 2α′ + γ∗β

+2αγ) +
2(1 + a2)

a
(β + 2α) + γ∗ + 2γ

–
|A|2A ������

��

f2 = −∂A

∂T
γ − 2A− ˆ

2a(β′ + 2α′ + γ∗β + 2αγ)

+
2(1 + a2)

a
(β + 2α) + γ∗ + 2γ

–
|A|2A . ������

 �
� 	���	� ��� !����	 �������� �"���������	� �� #���� ��� #�	����	� g1 �� g2� ��� ���
���	���� 	� ��	� ��� ������ �
" ������ ����	�	�� �
 $ �����
���	 ���
������ %���� $
������� �� ��
�� �� ���
���	 ������
��&�� �
 �'��&�� ��(
����	 ����� �����	�� 
	 �	���)��
 �
� �� ���*���*�	� ��
� �� #���� H1e

iat + H2e
3iat �� G1e

iat +G2e
3iat� +	 �������	�

��	� ���(
����	 ���� �� ��� ���	��,�����	 ��� ������ �	 eiat� 	�
� �����	� $

(ia− a2)H1 − a2G1 = f1 , ����-�

(a2 + 1)H1 + (ia + a2)G1 = f2 . ����.�

�� �������	�	� �� �� �'��&�� ������� �
" �	��		
�� (H1, G1) ���		
�� / ���� ��� �����
��� ���������
� ��(
����	 ����� ����� eiat ����� ����
� ������ �� ���
� ������
	
��� ����
����	 ���	��(
� $ ����� �!��	
� $ ������� ε1/2�� 0�� ��	��(
�	�� �� �'��&�� ��1
����
� ���� �����#���� �� ��	�����	 �� ����!����� ��
 �� ���
!������ �
 �� �������!������
�
��	��

(a2 + 1)f1 − (ia− a2)f2 = 0 . ������

+	 
������	� ��� �"�������	� �� f1 �� f2� 	�
� �!��	�	� ,	�����	�

∂A

∂T
= A + (a1 + ib1)|A|2A ������



��� �����	
�� �������� �� �����������

����

a1 = −19a3 + 8a − a5

3a3(4 + a2)
, b1 = −4(a6 + a4 − a2 + 2)

3a3(4 + a2)
. ����	


�� ��� ������� ��� a1 < 0 ��� ���� a > 0� �� ����������� ��� ��� �����������

������� ��������������



�������� 	

����������	 
����	�����

�� ������ ��������� ���

���	�����

���������	
�� �����	����
 
�	 �� �������	
�� ���������
 ���	 �
� �����	�
�
����	
�� ������	���
�
�	� �� �����	�	��� ���
�	
 ���� �
 ��� �� 
����
����
����
�	 �� ����� �� 	
��� �
� ���	��
� ��	������
�	 �
� ���	�����	�� ��	
�
�����	����
�� ����	�	���	 ��
 ������
 ��������
 �����	�����	��� �
 �����
�	��	
����
 �
� �������
� �
 ��������
� �
�� ����	��� 
�	  	�
 ����
�	 ���!
��"��	��
 ����
 	�����	��� �
�� �
 ������ �
� ���	�����	�� ��#��
�	 �������
�
�	
�
 �� ��������
 ��������
 ���� �������	
�� ������ $� 
#
	� ��������� �������	
��
�������
 �
 ����	��� ���
 ω0 
�	 ������ % ��
 
&��	�	��� 
&	���
��
 �
 ����!
	��� ωe� �� �����
 �� ���	��
 
�	 �	����
 ��� ωe = ω0� '��� ������ �	���
�
���� �
 ����	�
 �� ���	��
 ����
 �����	����� �� ��
 �����
 �	����
 ������

ω0 = ωe/2� �( ωe 
�	 �� �����
��
 �
 ������������ 	�
����
��� % ����
��
 �� 
�	
������� )�	�
�
�	 ��	� �� �
�������	� �
 ���������	
�� 
�	 ��&����
 ������
 ��
����	��� ���
 
�	 ����
 % �� ���	�� �
 �� ����	��� 
&��	�	���
 * ���� ����
�

� ���
��
 ����
 
�������� �������
�������

��� �����	� 
���	� ���� ����������

������������

����������� �� 
����
 ���	 �
 ���	 �
 ���
����� 
#
�	�
 ��
 �����!
��	��� �
�	����
 % �� ����	��� ωe * ���� ������
���� ���� �
 ��� ���	� ��
&��!
	
��
 �
 ����
� �
 ���		
�
�	� �
��
�!�� �
���	 ��	�����	
� ��� 	��� ���� �

����	�
� �� ���	��� ���	��	���
 �� ���	 �
 ���
����� 
�	 �����
 �� +
a(t) = −a0 cos(ωet) ��
 ����
 ����� ����
���� % �� ����& ��	�����
�� 
	 ����
����	���
� �
 ��������
 �
� 	
��� 
	 ��� ��������	��� �� ä = a0ω

2
e cos(ωet)�



��� �����	
�� �������� �� �����������

�� ��� m ������� �� ������� �� �	�	 ���	�� ����� �� ����	�� ������
g0� � �����������	�� ä�  �� ������ ���� ��!�	� ��� ����	�� �"���	�� ������
�#	� ��� �� ��� ������ ���

g(t) = g0 + g1 cos(ωet) , $%��&

�' ��� ���� ��� g1 = a0ω
2
e � ��� �� ���	�� � (�	#�� ����	����� ���
���	��

�� ������� ����� �� (���� )

θ̈ + ω2
0 [1 + h cos(ωet)]θ = 0 , $%�*&

�' h �� �� ��������� ��� 
�� h = g1/g0 �� ω0 =
√

g0/� �� �� �����	�� ������
�� �������� ���� � �� �������� �� �������� ��� ����	����� �� �	����� �����
�� ������ �� ��� �� �� ��	�� �� ����	�� �� �������� +������� 
�� ����
����	������� (���� ���	
��� ���
���	�� �� ��������� ����	� ����� θ̈ + ω2

0θ =
fe cos(ωet)� �' fe �� ������	���� �� �� (���� ���	����	�� , �� (���� ���	����	��
������-� �	�	 �� ����� ���#�� �� ���
���	��� .��� 
�� ���� �� �����
����	� 	�	� ��	�/����� �� �����	���	�� 	�����	��� �� �����	� ���� �� ���	�#�� θ
��� ���
���	�� ��������	�� $�
���	�� %�*&� 0��� � ��� ����� 	 �� ���������
���	
��� 	�	 �� ����	��� ��������	��� ����	������� �������	� �� ���� , ���� ��
����	�	�� �� ����� ����������	
 
���	!��� �� ���� �����	���	�� ����	�� 	�	�

��� �����	
�
�� ���������
���

���
���	�� ��������	�� �� ����	������� ��������	
�� $�
���	�� %�*& �� �	��
��� �������� ��� ������� �� ����� ��� �� �� � ���1�	��� ������ ��
����� ���
�� ���
���	�� �	"�����	���� ��������	�� �� �������� $���1�	���
	���������� �� ����& �� �	���	��� �� ����	�� �� �� ���� ) eωt� ���
�� ����
�� ���1�	��� �� ���
���	�� �� ��� (����	�� ���	��	
�� �� ����� �� ����	��
�� �� ����

θ(t) = f(t)eωt , $%�2&

�' ω �� �� ���#�� �������� ���� �� ������ � ����	� �� �� ����	�� �� ���
��3
�	�� �	"�����	���� �� f(t) �� ��� (����	�� ���	��	
�� �� ����� �� �4�� ���	3
��� 
�� �� ���1�	��� �� ���
���	�� �	"�����	���� $	��� f(t+2π/ωe) = f(t)&� 5�
������� ������� �� �������� �� 6��
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 �	�� �� ���� "������� 0 ' ��������
�� �� �2����
 "	� �
 ��/����� �� "��"	.��
 ����� ��� ���� "�	�� ���
"��� "	� ��� ����
��
"�������( �� "����� �.	�� 0 ����� �� ����+



�� ������	
	�� ������	��� �� ����� 	�����	
	��� ���
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θ(t) = θ0 cos(ω0t + φ) , �����
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� ������	�� ��"�� �#$�#$��� �� #���	��	�� ���
h ���	�� ��� ��
��	�� �� �%��

θ(t) = θ0 cos(
ωe

2
t + φ)eωt , �����

�& ���� ����� ���	#	�� ���� ���� #���� �	����	�� �h ���	��� 
� ��
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� ��
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∂t2
+ ω2

0 [1 + h cos(ωet)]
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ωe

2
t + φ)eωt =
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(ω2
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ω2

e

4
+ ω2)×

× cos(
ωe

2
t + φ)− ωeω sin(

ωe

2
t + φ) +

h

2
ω2

0 cos(
ωe

2
t− φ)

+
h

2
ω2

0 cos(
3ωe

2
t + φ)
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2 t)eωt �� sin(ωe

2 t)eωt� 3���� sin(ωe
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cos(ωe

2 t) ���� ���- 1��#�	��� 	������������� 
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2
ω2
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]
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0 + ω2
e/4)�

�� ������� �����	�� !� ����� �� �	��	�	���� �� ����� �
���	�� �� �������
��	�	" #$�
���	�� ����� ���� ���� ���	�� ������% ���� �$��� �� ��	� ��
�����	�� &�� ������ �����	�� �� ω2 ��������� � �� ���'�� 	���	��	�� ���
����� �� "������ eωt �� ���(� �� ��� �� ����% �� �� ����	�� �� ��'��� )�� ���*
�
����% �$�����	�	�� �$��� 	���'	�	�� ��	� ����������� � ��� ������ ��	�	��
�� ω2 +���� ����� �� 	��� �����	" �� �� ���� �� ���� ���	��% �$��	�����
�$��� ���	�� ��	�	�� �$�� ��	'�� 
�� 	 �� �����	� �� ���� ���	��% �����

��� (ω2
0− ω2

e

4 )2− h2

4 ω4
0 % �� �����	" #� ����	�	�� �$	���'	�	�� $���	� ���� �����

h > 2|1− (
ωe

2ω0
)2| . �, -�

����� ����	�	�� �$	���'	�	�� �ω2 > 0� ��������� �� ����	�� ������ � ����	� ��
�� ������ �� �� .���� , � )��� ��� ����	���� �$���	���	�� h ��� "�	'�� ���	��
������% �$	���'	�	�� � �����	� 	 ω0/ωe � 1/2% �$�� �$	���'	�	�� ��������	
��%
�� ������ �$	���'	�	�� ��*������	
�� &�� ���	���	�� ���� �� �����	�� �
	��� � �$�����	��� �� ����	�� ������� $�����	� ���� �� ���� 

!� "�	�% �� � �� ����� 	���'	�	��% 	� ��	�� �� ���'�� 	�.�	 �� ����	��
��� �� ���� �� �� .���� , � �/ �� ����	�	�� ω2 > 0 �� ���	.�� �� ����	��
��� ������ ������ �� ��	�� ��������	� ��� �� ������� ���	�� �� "��
�����
������ �� ����� ���	�� � �$���	���	�� �	 � ω0/ωe = n% ���� n ���	�� ��	�	"%
��	� ���'���� , 0� )�� �������% n = 1 ��������� � ��� ���	���	�� ����� ���
�����	�� ����� � �� �����	�� ������ ���	 �������� �� �������� ��'	������ �$��
��	������� "���� 
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��	 �*�*�� ���� ������� �� 	����1� ����	���	�� � �� �������� ���	��
� ��� �����	�� ������ ����� � �� ��	�	� �� �� �����	�� �����	���� �ω0/ωe =
1/2� 2 3	�� 4�% �� �� �� .���� �� 	�������� ��	
�$	� � �����
�� �� ��
	����	�� ���	
�� �� �� �������� �� ��	������� "����% ��	 ������% 	� $��	�
�� �� �������� 
�	 ����	�� �� ��� "�	'�� ����	���� �$���	���	�� ���� ��
��	������� ��������	
�� ����	��% �$��*�*�	�� 	 �� "��������� ��� ��	 ��
������% ���	� ���'���� , 0� 5����
��� ��������� 
�� �� 6��� �$	���'	�	��
���	�� � �� �������� ��*������	
�� �� ��� ����� 
�� ����� ���	�� ���
����� �������� ���	� .���� , �� 
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�� 9 	 � 	���:����� ������ ��
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�� 
�	 �����	� � ��� ������ �� �$��	������� �� sin(ω0t)� 9 ��������� �	�% ��
���	��� �� �� "���� ���	����	�� ��	� 1��� ����� � �� ���	��� ������ �� �$��	������� 
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θ = θmax � ������� ��		� 
���� ���� ���� � 	� ����� �� ������ ���� 	� ��������
θ = 0 ���� 	����� �� 	� ����� �� �����	 ���	� � 	� ���������� �� ����� 	� 	��� ��
	� ������������ ����� θ = θmax �� θ = 0� ����� ����� ��� ������� ���� 	� ���� ��
���������  	� ����� ��� ����	����� !��� ����� �"���� ������������� �� #����
�� 	� ������� ������� 	��$�������� ���������#�� ���� ���� 	� �%�� ���� #�� 	�
����� �� �����	� &���#�� 	� ����� ������ 	� ���$�'�� #���� �� �� ������������
	� �"��� ��� �������� ����� θ = 0 �� θ = −θmax� 	� ����� �� �����	 ��� �� �����
��� ���������� ������� �� ���� ������� �� ��������� 
���� ���� ����� �������
����� ��� ����	������� �� 	� ������ &��$�������� ���������#�� �� ����� ��������
� ��������� ����� ����	�������� �� ����� 	�����	������� �� ����� �� ����������
����������� ���� 	� ������� �������� �"���� �� ����� �� ������ �( 	� �����
������ ����� ���$�'�� �"���� )���� 	� ����� ������� θ = −θmax �� ������ 	�
*e �"��� 
�������� ����� θ = −θmax �� θ = 0�� 	� ����� �$��������� ������+��
� ������� � 	� ����� �� �����	 
�� #�� ���������� � �� �"�������� �� �����
�� 	��$���������� ,����� ��� ��� ����-�������� �� θmax � −θmax� 	��$�������� �
�"���� ���$ ���� �� ������ �		� � ����� ��� ������� ���$ ���� �	�� ������ #�� 	�
������� ������� �� ��� ��	������ ���$ ���� �	�� ������ #�� 	� ��	������ ������  
ωe = 2ω0  ����� 	� ��������� ����-"������#���
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�	 �	���� ��� �� ����	��� ��� �	����� ��� �� �������� 	�	��	�� ��� ��
���������  !"#$% ��� ��� ����� ��� �	���	��& 	� ���	��� �����	�� �� ������	�
���
���	�� �������� �� ������� �	%�% �� ��������	���	�� �� ���	� �����&
sin(θ) � θ$% '��
���	�� ��������	�� ��� �	���	�� �� ������� �� ������� ��
���������� ����� �� ����� (

θ̈ + 2λθ̇ + ω2
0 [1 + h cos(ωet)] sin(θ) = 0 . �)%�*$
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������ �� �.�� ��� �	���	��& ���/������ �� ��		����
����� �������� ��������	
�� �� ����& 0 ��� �.��& δ = (ω2

0/ω2
e) − 1/4 ����
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�� ����� ��-�	�	�� �	.��� 
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�� ��� �� ����� 
�	 � ��� ������� ���
�� ���������� ���������& 0 ���	� ( ε = ωe − 2ω0$% 1���� �������� �����	��
	������	� �� ���	� ��������� δ 
�	 ����� �� �	����� �� ��	� �� �� �������� 2
	� �� ��	�� ��� �� ������������� ������	
�� �� ���������� δ = εΔ& �3 Δ
�� ������� ��	�� �� ε �0 �� �� ��������� ���� �� ��������� ε& �4�� 	 ����
�� �������	����� 0 �������$ �� �� ���	� ��������� ���	� 0 �� ����	�	�� �� ��
��������% '� ���	 ��������� �� ����� ���	�� ��� �	�	 λ ��������	���
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��

� ���� 
� ���������� ��� ���
����� �� ε & �������� �	�� 
�	�����	
	�� �#�
��
�� ��� ��"�

� �� ����� �� 
���� �� ε−1 * ���� ���#��� �	��	 	�����	� ���
#�	��
� 
���� T ��

� ��� T = εt� - 
� �	�����	��� 
� ���	� 	���	��	�� �����
� �

�� ���� .�� ��	� $��� �� 
� �	�����	�� �� /���� #�	 �"��	�� �%� (����
������	 ���� ��#��� �#�	� �� �	��	��� ��� ��"�

� 
���� T �� ��� ��"�

�
��	�� t� 0� ��	#��� 
� ���"��� �������� �� �"��	�� �������� $#�	 �"��	��
)%� ���� ���#��� ��	� 
� �	+����	�

�

d

dt
→ ∂

∂t
+ ε

∂

∂T
. $���1%

2� ��	�� ����	��� � ����� ����� �
��	�� ���� 
������	�� ���#�
��	�� ���

	���	� �� �����
� �� ������� �� ��������� $�����	�� ���3%� �� � ��4�	�����
�� �
�� 
��,����	�� ��� ���� ��� �� �����	�� �� ε �� 
� ���� �� 
� ��
��	��
θ ��"��"�� $�����	�� ����%� ��� �� ����	� 
�� ����	���	��� �������	#�� ��
��	������ �� ε� - 
���� 5�� $	��� �� ε0%� ���� �������� 
������	�� ��	#���� &

Lθ0 ≡
[

∂2

∂t2
+ ω2

0

]
θ0 = 0 , $���6%

���� 
� ��
��	�� ��� ������ ��

θ0 = A(T )eiω0t + A∗(T )e−iω0t , $���7%

�' A(T ) ��� 
����
	���� �� A∗ ��� ���4����� - 
���� � �� ε� ���� ��������

������	�� &

Lθ1 = −2
∂2θ0

∂t∂T
− 2Λ

∂θ0

∂t
− ω2

0Hθ0 cos(ωet) +
ω2

0

6
θ3
0 . $����%

������ ����� ��	
��� �� � ��������� ��
�� �������
���� 	������� �� ε �		
� ��	 �����	
������� ��� θ� �� ��� ������� ��� θ3� �		
	 �
 ������������� �� � �������� sin(θ) � � ����
����
���� ������� �	� �������� �� ε� �� �� �
� �� ����		��� �� ����	������� �	� �� ε� �����
	������� �����	���� � ω = 0 � 
 ���	���� �� ����	������� ω �	� ����� �� �� ��
� ��������
ω4 ����� ω2 ��	 ����
���� �� ��	���	��� ���
����  �!�� "� ������� �� ����� ω2 

����� (ω2

0 − ω2
e/4)2 ∼ ε2� ��
	 �� ���
�	��	 �
� ω ∼ ε� #
 ���	���� �� ����	������� �� ��	

�� ������ �������� ��
	 ���	 θ̇ = ωθ ∼ εθ� "� ������� �� ����� 
 ����� �
���
� θ3�
��
	 ��
���	 �������� �� ������������� �� θ �� �
�		��� �� ε ����� ��
����  �$$�� %�
	
��
���	 ����&�� � ���������� �
� �� �'��� �	� ���� ���������



��� �����	
�� �������� �� �����������

��	�	�� �� ������� �	���� ωe = 2ω0 − 4ω0εΔ + O(ε2)� �� �������� �� ����
�� ������� �� eiω0t �� ����� ������ �� ���
���	�� ��������	�� ����������
 ������� � �� ε !�
���	�� "#��$# %�� ���� ��& �� �� ����	��� � ��	�����
����� �� ����� ������� ��� �� ������	���	�� �� �� ����	�	�� �� �����	�	��#
'��
���	�� �������� Lθ1 = 0 � ���� (����	�� ������ eiω0t# '� ������� �� ��
����� �� ����� ������ �� ���
���	�� ��������	�� !�
���	�� "#��$ !������ ��	
����� �����	�� �� �������$ 	���� ��� ����	�	�� �� �����	�	�� !��	� ����	��� �
���� ��� �� ����	�$# )���� ����	�	�� ���	�� 	��������  ��	�	��� �� �����
������ �� ���
���	�� ��������	�� !�
���	�� "#��$ �� ���*�	��� �� ����� eiω0t#
)���� ����	�	�� ������ �������	� ���
���	�� ��������	�� �� ������	���� A(T )

∂A

∂T
= −ΛA− iω0

4
|A|2A +

iω0H

4
A∗e−4iω0ΔT . !"#��$

+� 	������	��� ��� ���	���� B ��� � A = Be−2iω0ΔT � ���
���	�� ������	����
���� �� ���	���� B ����� �� (���� �������� !	#�# ���� �� ���*�	��� ���
	���������� �� ����$ �	����� ,

∂B

∂T
= (−Λ + iν)B + iβ|B|2B + iμB∗ , !"#�"$

�- ��� ���� ��� ν = 2ω0Δ� μ = ω0H/4 �� β = −ω0/4#

����� ����	
������ �� ��������� ��� �����	�

� �	��	 ��� �	��	����� �� ��
��	��

'��
���	�� ������	���� ���	��  ��	����	�	�� ���������	
�� !�
���	��
"#�"$ ����	� �� .��� ������� �� ���	������ �� �����	� �� ��������# +� �(�
(��� ���
���	�� ��������	�� ��� �	���	�� �� ������� �� ������� �� (���������
!�
���	�� "#�/$ �� 	����	���� �	� ��	 �� ��������	�� �� �������	�� �	����� ,
t→ t+2π/ωe# +� ���	������ �� ����	�� ������� θ0 ���� ���
���	�� ����������
 ������� / �� ε !�
���	�� "#�0$� ����� ������	�� �� �����	� ���	��� 	��������
 �1������ ��� �� ����	�� θ0 ����	��� �� (����	�� �� �� ���	���� B !��� ����
����� 
�� A = Be−2iω0ΔT $ �� ����(�����	�� B → −B# )���� ����(�����	��
��	����	���� �� ������	���� B → −B� �� �� ���� ������	��� ��	����	����  
	�����  ���
���	�� ������	���� ����������# 2� ����	�� 
���� ��� �� �����
���� �������	�����  B� �� ����� ���&���� �� ���� B∗ ��� 	�	 ���������
�����	�#

%���� 
�� ��� �� ������� �� ���
���	�� ������	���� ���	��  ��� �	(�����
�	�� ���	����	�� �� �� 3��( !��	� ����	��� �$� ���
���	�� ����	� .��� 	����	����
�	� ��	 �� �� ����(�����	��A→ Aeiθ� �- θ �� ��� ���� ���	���	�� ��������#
)���� ������	��� �������	�	� �� �� ������� �� A∗ ��� ���
���	�� 4����#

'��
���	�� ������	���� ���	��  ��	����	�	�� ���������	
�� !�
���	��
"#�"$ ����� ��� ����	�� ��	�	��� B = 0# 5�� ������ �� ���	�	�� �	���	�� !��

����� ������� 	 
��� ��� ��� ��� ������ 
��� �� ������ ������� 	 �� �������� ωe/2� 	
�� 
�������� 
� �� �������� 
������ ��� ����������� 
� θ0 ���� ������� ������ ������� 	 ���
�������� ����� 	 ω0�



�� ������	
	�� ������	��� �� ����� 	�����	
	��� ���

������ ��	 
 ��� �� ������� ��������� �� �� ������� ������ B = 0 ��� �������� ���

����� � ���������� �� ��������� �� ��� ��� ���������� ����� ��� �� ������ ������

��������� �� ��� ���� ����������

�������� ��� ��
��	�� ���� 
� ���� B = X + iY �� ���� X, Y ∼ eωt �����	� �

� �
��	�� �� �	����	�� ��	�����

ω2 + 2Λω + Λ2 − μ2 + ν2 = 0 . ������

�� ��
��	�� �	�	�
� ��� 	�����
� �	 ω > 0� � ���!�!�	� �	

μ > μc =
√

Λ2 + ν2 . ����"�

�� �	�#���� �� ����	
	�� ������ ���� 
� �
�� [(μ, ν] ���	 $#�� ��%� ���
�	�	
�	� ��& ���
���� ������� 
�� �� 
 ����� ��� '���� � 	�����	
	��� �� 
�
�������� ����!�����	��� ���	 $#��� ��� �� ��� ��

��� �����	
�
�� �� �
���
��

� �����	�� � ���
	���� �����	�� � 
 	�����	
	�� ����!�����	��� ������	��
����� ����(�� � ����� ��
��	��� ��� �	�	�
�� �	��� B �= 0�� )����� B = Reiθ�
���� �������� ��� 
�� ���	�� ��

� �� 	��#	��	�

∂tR = −ΛR + μ sin(2θ)R , ���*+�

∂tθ = ν + βR2 + μ cos(2θ) . ���*��

,� �-��(�� � �����	��� ����� ����� ��	�� $&� ����� R0 = 0� θ0 �� R0

��	$���

sin(2θ0) =
Λ

μ
, |β|R2

0 = −ν ±
√

μ2 − Λ2 , ���**�

���� μ > Λ� ��� ������� �� ��
��	�� ��� ν > 0 �� ν < 0� ������ ���� 
�
�
�� [(μ, ν] ���	 $#�� ��.�� ��������� ��� ���	� ����
� 
����� R2

0 > 0 ���
��	� ����	��� �� ��� ���	�� 	�����
�� ���	� ��	��	

��� ������ ν < 0� 
� ��
��	��
R0 = 0 ���	��� 	�����
� �� μ = μc =

√
ν2 + Λ2� �� �	����� �� ���	(� ����	���

��� 
� ������ ����	��� ������� �	���� ��!������ �� 
 �&� ��� μ� ��	 $#��



��� �����	
�� �������� �� �����������

μ

μc

|β|R0

2

ν

Λ

(a)

μμc

ν

Λ

(b)

|β|R0

2

������ ��	 
 �� �������� �� ��������� ���� ν > 0� �� �� �� ��� ν < 0� ��� ������ �����

������������� ��� ��������� �������� ��� ������� �� ������ ������������ ��� ��������

����������

���� � 	� ���	� ����� �	 �����	�� ��!��	�	
��� "��
�� ν > 0# ��� ���� ��
��$���� ����� �	 �����	�� ��!��	�	
�� %�� ���� �� �	 �����	�� � $�$ 	������	�
�� ����	��� &� � �� ����	�� R0 = 0 ���� ����	��� '�� �� ������� ��$�	����
�'��� �(�� 
�� �� ��	� ��	����	�	�$ μ = μc �	� ����	��� "� ��	�� ν = 0 ��
�����$ �� ��	�� ��	!��	�	
��# �� '���� ��  �	� 
�� �� �	 �����	�� �� ��!��	�	
��
���� ν → 0+ %�� �������� �� '����� )$�� �� �*�$ ��	�	 � �� �� ��!��	�	
��
���� ν → 0−� "� ��	�� ��	!��	�	
�� ����� ��� �����	$�$ ����	���	��� + �� �,��#
���� μ = μc + ε �� ν = 0# ��� '����  ��	������ 
�� R0 ∼ ε1/4 %- ��������
�� �$����� ����� �	 �����	��  ������ �. R0 ∼ ε1/2��

/���� ��0� 
�� ��$���� �� ���	�	�$ �� ����	�� ���� (��� ���$� �� �	'���
�� �$������ ����	�	������� ������# ����!-!�	�� �� ����� θ = θ0 + θ1(t) ��
R = R0 +R1# �� �� �$'�������� �� ���� $
���	�� ������	���� ������������
��� ����	� �$���� �� 	���	��	�� �� ��$
���	�� ������	���� ���	$� - ��	����	�	�$
��!������	
�� %$
���	�� ��1�� - ������� �� �� R1 �� - ������� �� �� θ1 �� ��
����������� ��� ����	�� �� ���� eωt� /�� ������� ���� �	$���� ��$
���	��
�	'����

ω2 + 2R0Λω + 4βR2
0(ν + βR2

0) = 0 . %��1&�

"� ����	�� �� 	������ ���
�� ν − |β|R2
0 > 0# �'�� β < 0 + ����� ������� ��

����	�� � ����'� �� ���� �� ��	�� �������� %'�	� 0���� �����

��� �������	
� �� 	 ��	��

"� �����	
�� ������������ �� �� ���� 	����'	��� $�������� ��� ��'���
�� �	���� ��� �	�$�	��� 2�$����� ���� ������� - ��	����� t 	��	
���� ������!
���� �� �(�� �����# �� ��	��!�� ������� �	������� 	��$���������� ����� ��
������� %	��� �� ���������� 3� 	����	�� �$����# �� ������� ����� 4���	 ������!
���� �� �(��  �$
����� + ����	����� ����� �	,$����� 	�$'	����� ��  �$
�����#
�(�� 	�0��# �������� �� ���� ���� ���� �5������ ���� �� �$������ ��



�� ������	
	�� ������	��� �� ����� 	�����	
	��� ���


����� 	��	���� �� ������� ��� ��
����� ��	�� �� ����
��� 
�� ���� ��
����
��
�� �����
������ ���� ���	

������� � �� !�	�
������ �� ������"�� ����#
������� ���� �� ���
����� ��� �����	 $ ��� �%�����	���	�� �	��� 
�� ����
���	

����� ���	

��� $ 
� � �� !��������� &��� �

��� 	

���� �� ������"��
�� 
����	

���� �� '�� �� (�
 ����	'��� �� ���	

���� �	��	���	! ����	� $
�� ����	������� ��� 
	���	�� !��� �� ��� ����	�� ����	��� �� ��
���	��
ωe� )��� 
� ����	�� ���	'��� 
����	

���� '�� �� (�
 �'�	 �������� ���
�� ����	�� ��� ���� �'	��� ����	� �� �	��	� RLC ���� ����� �	��� �����
�
*������	�� ���'�
��	�� �� ������ I ��'�
����� �� ��	�	"�� ��� ��� �������
$ ���	 �� 
������	�� ���'�
��	�� �� 
����	

���� '�� �� (�
 ��'�
����� $ 
��#
�� + ������	�� ��,� �� ����
���� �� �� ���� �� !�-��� �� ������ �����

Ï − (2με− I2)İ + ω2
0I = F cos(ωet) , ���./�

�0 ���� �'��� ���
��� 
� ���1�	��� �� !	��	�� ����
 $ ε ���� 
������	�� ���'�#

��	�� �� 
����	

���� �� '�� �� (�
 	�	�	�
�� �����	�� ��,� �� 2με� 2����
�	3����� �� �����	�� ��� ������� ���� 
� ��� ���	�� 
� ������	��� ���� ��
���
"�� �� 
����	

���� ������	����

4� '�	�	���� �� ε � 0� 
� �%���	��� ��� 
���� �����	������� �	�	���
	�����	� �� ����	�� .� 5 
����
	���� �� ������� ����� ��� ��������	�

� ��
�%�� eεt� ��
�	�
	�� �� ��� ���	� ���	

���� ���� 
� ����� �	��� �� sin(t)�� &���
�	��	������� 
� '�	��
� 
���� T = ε �� 
� '�	��
� ��	�� t� �� ���� ��	'��� 
�
� �� ������� ������� ����������� ��� 
����	

���� ������	��� ����
�� ����	�� �6� ������	� 
������	�� �����
	����� &��� ������� ����	��� I =
I0 + εI1 + ...�

����� ����	
� ��� ����	��

2���	����� ������ 
� ��� ��� �������� �	� ����� 
� ��� ���� ���������
�ω �= ω0�� 7 ���	 �� 
������	�� ���'�
��	�� �� 
����	

���� '�� �� (�
 !���
������	�� ��./�� ���� �������� �	��
����� $ 
���� 8�� �	��� �� ε0� 
������	��
��	'���� 9

LI0 ≡ [
∂

∂t2
+ ω2

0 ]I0 = F cos(ωet) ���.��

���� 
� ��
��	�� ��� ������ ��

I0 = A(T )eiω0t + c.c. +
F

ω2
0 − ω2

e

cos(ωet) . ���.,�

7 
���� ε �� ���	���

LI1 = (2μ− I2
0 )

∂I0

∂t
− 2

∂2I0

∂t∂T
. ���.��

������� �� �	
���� ��� �����	������ � ��� �� ��� ���	�� �� ����	�� �� � ��������

��� � I � ��	����� � ε ������ ��� I0 � ��� I1� ��	 �� �� �� ��	� ���	�	� 	� �	��

�� �����	�� ����� ������ ����� F cos(ωet)� ����	� �� ���� � ��� � �����	������ � ��� ��
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��� +�� �� ��� ���� �� ���,��� !��	� �
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��� �� ��	� �� ��	��� 	�	�� �� ������� ��� �� ���,���# .	�	� * ��� ������ �� ���
�/�� �� ���,��� �� �� �������� ��	��� 	�	�� !��	� 0���� "#1&# .�������� �	��
�� ���,��� � �������� * �� 	�	�� �� �����# .	�	� ���/�� ����� ������ ��	��
���� �������������� ���	� ���� �/�� �� �� 	�	�� ��� ����	�� 	��� ��# 2��� ��
�� �� ������� �	 �� 	����� - �� ��	�	�� �� �� ��� ��� � ��	�	�� ����	����
��	����� ��� �� ���� �� 	��� ��# .� ������	��� 	 �� ������� �� ���	 * ���
������ ��	��� ����� ��	�	�� ���� �����	� �� ��# 3�� �����	���� �������� ��
����� ����  4��� ��� ����	�������� �� ������ �� ����� ��	� - �� ����� �����
��	�	�� �� 	��� ��# )���� �����	���� ������ 
�� ��  4��� ���� 5��� �� 	�	�
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����� ����	
� ����	��
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�� �� ���,���
�� �������� ���������� �� �����	�� �����	���� * ������� � �� ε� �	� ωe =
ω0 + εω1� ���� ω1 ������� ��# 8 ������� ���	����� ��� � ����� * ����	� ��
���
���	�� ��������	�� �� ����	������� ��� ��� +�� ����� !�
���	�� "#$9& :
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�� ' ����� �� �����
(dB/dT, B, |B|2B)� /	�	� �� (���� �������� �� �$�
���	�� 
�� ��	� %��	+�� B
�� �� �	%���� �

dB

dT
= (μ + iν)B − β|B|2B − αB∗n−1 , ��� 0"
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∂tR = μR−R3 − αR cos(2θ) ,

∂tθ = ν + α sin(2θ) . ��� �"
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!������ ��� ������������ ��������� ��" ���������� ω0 = ωe �� ω0 = 2ωe� ��
������� �#�������� ������ ������� ���� ������� ��� ������������ �$�� �#��������
���������� �� ������������ �� �#����������� ����%����������

�������� � �&� �� �����&�� �� ������� ���� ������ ������� ��� ������ �������%
��$� ' �#����(�� ��� ������������ ��� ���� ������ ��������� ���� �#����� ' �#��������%
��� ����%��������� ���� $���&�� �#�������� ��� ������������ )�� ���" ������� ����
����$������� ���� ��� �#����(�� ��� ���������� �� $�������� �� ����� �#������������

���*���%���� ���� �� $�������� �� �#����������� ����%���������� �� ������

ωe = 2ω0 + ε , +��,-.

�/ ε ��� �� ����� ����0���� )#�������� �#�$������� ����������� +�������� ��1. �#�����
�����

θ̈ + ω2
0 [1 + h cos(2ω0 + ε)t]θ = 0 . +��,1.

��������� ������� ��� �������� �� ��  ���

θ(t) = a0 cos(ω0 +
ε

2
)t + b0 sin(ω0 +

ε

2
)t , +��,2.



�� ������	
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�� a0 �� b0 ����� �� ����� 	
�
����
� ���� ��������� �� ������ ���� ��� a0, b0 ∼ eωt

�
������� ����� ��� � ����������� ��� �
���� ��� ω = 0 �ω ��� �� ������ �
� � �
������������� �� ���� ��� ������ !���� �
�������� � ������ ������ �
������ � �
	���
����� �� � �
	��� ������� �� "������ �� � �	��� ��#�� � ��$� �� ����� �"���
�
ω = 0 �"�	%��� �� ����&� ����� 	��������� ������
��� '��� 
���&��� � ������
��� a0

�� b0 ����� ��� ����������� (�������� � ������� ������� ���� θ(t) �
������� ��)*�
���� "
������� �"
&������ ������� �� &������	� �� � ����������� �
������� ��)+�
���� ������� »

−a0(εω0 +
ε2

4
) +

hω2
0a0

2

–
cos(ω0 +

ε

2
)t

+

»
−b0(εω0 +

ε2

4
)− hω2

0b0

2

–
sin(ω0 +

ε

2
)t = 0 . ���))�

,��%� ��������� ��� ���$������ ��� ��������� ������-����� ���� �������� � �������
���&����

ε = ±1

2
hω0 . ���)��

.� ������� �"���������
 ��� ����
 ���

|ε| < 1

2
hω0 . ���)/�

�� ���� �&��� ������&
 � ����� �������� �� ε� 0����� ����� ���� ����� h ���
������
 ������ �� ������ �� hε ���� �"�� ����� ���
������ .� �
����� ������ ��1�&���
�
������� ��)/� ��� ����	�� � ���� ��� � 
�
 ������ ���� "���2�� ��
�
����� ��
"���������
 ����1 ��������� �
������� ��3� ���� ����� �� 	������ � ����� ��������
�� ε� ���� ������ ωe = 2ω0 + ε� 4"������� � �
����� ���
����� �
������� ��3� �"� ��
���� ��"�� &������	� �� ω0� �� � ���� ��� ����
������ ��� !�������� �� �� ������ � ��
�
&��������� �� ��� ��� ����� �� ωe − 2ω0 ≡ ε�

���� ��� ��	
������ ����	��	�� ��	 �� 	�������� �������	
�����

."
���� ���  ���������� �"����� ���
����� �������� �� �
&��������� �� "
���1
���� �"
&������ �� &������	� �� � ����������� ��� ������ ���&����� .� ������� h cos(2ω0+
ε)t �� a0 cos(ω0+ε/2)t ����� ��� � ��� ������ �� cos 3(ω0 +ε/2)t ��� ��� 
�
 �
	�	
��
5�� ����� �� �� 
������ ��� ����� �� ������ ���� ������ 
	������ �� � ��� �� ���
������� �� � �����

θ(t) = a0 cos(ω0 +
ε

2
)t + b0 sin(ω0 +

ε

2
)t + a1 cos 3(ω0 +

ε

2
)t

+b1 sin 3(ω0 +
ε

2
)t . ���)��

."
������� �"
&������ ��&����� �� ��
����� ���  ���������� �"����� ����� 6»
−a0(εω0 +

ε2

4
) +

hω2
0a0

2
+

hω2
0a1

2

–
cos(ω0 +

ε

2
)t +

+

»
−b0(εω0 +

ε2

4
)− hω2

0b0

2
+

hω2
0b1

2

–
sin(ω0 +

ε

2
)t +

+

»
hω2

0a0

2
− 8ω2

0a1

–
cos 3(ω0 +

ε

2
)t +

+

»
hω2

0b0

2
− 8ω2

0b1

–
sin 3(ω0 +

ε

2
)t = 0 ���)7�
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��� ��� ��������� �������� � ���

��� 
������� ������ 
��������� ��� �	�������� a1 �� b1 ���� ��� a1 = ha0/16� b1 =
hb0/16� �� ��� 
��� �������� ������ ��
������ �� ������	� �������� ω0ε±hω2

0/2+ε2/4−
h2ω2

0/32 = 0� � ��	�
�� h2� ��� �	������� ������� 
������������ �	�� 
	����� ���

ε = ±1

2
hω0 − h2ω0

32
. ���� !

"	������ # �� �	�
���	� 
������������ �	��$���	����� �������	� ���%!� �� ����� ��
�	���� 
� �� ��	���&�� ���	����� 
��� �����
� 
� �� ���	����� �	��$���	����� ��
'��� ��� ���(�� �� ����� 
� �� ��'������	� 
��� ����� 
� ��	�
�� 
� h2� 
	�� ��	
������
�� �)�� �	��$
	������ ��� ����	�� ��� ������ 
� ��	�
�� 
� h�

��������� 	�
������

���
�	�� # ������� �� ���	����� 
� �����	����� ����������� ��� �� ����'����
�	����� �� '�������� ���������� ��� �(��� # �� '�������� ��	��� 
� ��	���������� � ωe = ω0�
�� ���*	��$�	�� # ��	������ 
� ����� ���	����� �� �	����

ωe = ω0 + ε ���+,!

	- ε ��� �� ����� �����&���� ��������	� 
���	����	� ������������ �������	� ��.! ����

��	�� �� '	���

θ̈ + ω2
0 [1 + h cos(ω0 + ε)t]θ = 0 . ���+/!

"���	�� ��� �	����	� 
� �� '	���

a0 cos(ω0 + ε)t + b0 sin(ω0 + ε)t + a1 cos 2(ω0 + ε)t + b1 sin 2(ω0 + ε)t + c1 , ���+.!

	- a0, a1, b0, b1, c1 �	�� 
�� �	�������� # 
���������� � �� 
�)������ 
� �� ���	�����
�	��$���	����� 	- ε ��� 
� ��	�
�� 
� h �������	� ���%!� 	� �� �	�� ����� ����� 
�
������������� ε ��� ���������� 
� ��	�
�� 
� h2 �ε � h2! 0 �	�� 
��	�� 
	�� ����
�� ����$
�	����� �������� ����� 2ωe = ω0! �� �	���
�����	�� ��� 
� ��������� �� �	������ 
�

����	�������� 1���� �	�� ��	�� ����	
��� �� ����� 
����	����� 2 3��	 4� �������
�� ��	
��� 
� �� '	����	� h cos(ω0 + ε)t ���� a0 cos(ω0 + ε)t 
	��� ����� 	���� ����$
�	����� 
���� # ��� �	�������� �	��� ��� c1� 5��	��	�� �� '	��� 
� �	����	� �����$
��� �������	� ��+.! 
��� ��������	� 
���	����	� ������������ 
����	���� ��$�����
�������	� ��+/! �	�� 	������

»
−2a0εω0 +

hω2
0a1

2
+ hω2

0c1

–
cos(ω0 + ε)t +

»
−2b0εω0 +

hω2
0b1

2

–
sin(ω0 + ε)t

+

»
−3a1ω

2
0 +

ω2
0a0h

2

–
cos 2(ω0 + ε)t +

»
−3b1ω

2
0 +

hω2
0b0

2

–
sin 2(ω0 + ε)t

+

»
c1ω

2
0 +

h

2
ω2

0a0

–
= 0 ���+6!


	�� �� �	����	� 
�������� ��� �������� ��� ������ ����� ��	���� 
��� ��������	� ��+6!
��� ������	�� ����� ��� 
�)������� �	�������� � a1 = ha0/6� b1 = hb0/6� c1 = −ha0/2�
�� ��� 
��� ������� ��'������� �� ���������� 
� �� 3	�� 
������������ �	�� 
	����� ���

ε− = −5h2ω0

24
, ε+ =

h2ω0

24
. ������

������� �� ���� �	� cos2(x) = [1 + cos(2x)]/2
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θ̈ + 2λθ̇ + ω2
0 [1 + h cos(ωet)]θ = 0 . ���&&�
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ω4 + 4λω3 + [
ω2

e

2
+ 4λ2 + 2ω2

0 ]ω
2 + [ω2

eλ + 4ω2
0λ]ω

+[ω2
0 − ω2

e

4
]2 − h2

4
ω4

0 + λ2ω2
e = 0 . ���&��
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����� 2λω0b0" ��
��	
��� �� 	���
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2
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	�������� 	��	������
���� �� 	/	�'�� ���� ��������
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hmin =
4λ
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�������� �� �������� �� ������ ��� �������� ��� �������� ������ ���� �������

���� �������� �������� �� �� ����� ����� �� ����� ��� ��� ����� ������� � ��

������� ��� ���������� ! �� ���� ����������" � ��# ���# ����������� ω0 = ωe �

ω0 = 2ωe�

���������� � ���������� �� ε(h) �� �� $��� ����������� ���������� � �� �������
��� ������� ���

ε+ =
h4ω2

0 − 96λ2

24h2ω0
, ε− =

−5h4ω2
0 + 96λ2

24h2ω0
. ���%&�


�� ���# �������� �� ������� ���� ��  ����� �������� h′
min �� ����� ����������� h

������ ���

h′
min = 2(2)1/4[

λ

ω0
]
1

2 . ���'(�

)���� ���������� �������� ������� ���� ������� �� ��������� ����������" h′
min ��

�� λ1/2 �λ �� ������� ���� * ���� �� ���� ���������� ! ���������� hmin ������
���� ����������� ����+���������� �������� ��%����

)����" ��� ������ ! ������������ ����������" �� ��������� ����+���������� ��+

����� ��� ���� ������ �������� �� ����������� ,� ����-�� ��������" ����������

�������� ������� ���� ������� �� ��������� ������� m ����� 2ω0 = mωe" � �� m

������ �� ������� ����� λ1/m� .��/��� ���� �� ���� [(ω0/ωe), h]" ��� $���� ������+
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 ����	� �	������� �	� �������	 ���������	� ������ ����
����� ���	����	���	��� ��	�����	� �	� ���������	 �	����� ����	� ��� �	 ����
������� ����� ��� ������� �� ���������	 �� ����	� ���	� ��� ������� ���� ��
������	�� ���������� 	���������� ������ ��� ���������	 �� �� ������ �� ����� ����
������	 �� ����� �� ����� �

��	� �� ����������� ���� ���	��� 
 ����� �������	� 	��� ����	� ��	��� �	�
�������� ��� 
 ��� ���� ������	��� �� �������������	 �� ��� �!��� "��� yn

�� ������ �� �� ���������	 ������ 
 ���		� n� � ������� �� ��� 	������ �� ��	���
��� ���� �� ������ �	������ ��� ���	��� ���� ��	����	�� ���� �� ������ ������
�����������	�� #� ��	�!�� �� ���� ������ �� ��	��� ������ ���	� ����� �!���
���������	 ��� �� ��	��� �� ��� �� ���������		����� 
 ������� �� ������ 
 ���		�
n + 1 ��� ���������		���� 
 ����� �� ���		� n $ ����� �� ��� 	��� yn+1 = kyn�
�% k ��� �	 ���&���	� �� ���������		���� �������� 
 ���	��� ��	� �� ������
���	� �� 	�� ���� '�������� 	������	� �� �� ���	��� �� �����������

����� ��� �� ���������		���� �������� ��� �� ������ �� �� ���������	 �������
������� �	�(	���	�� �� �)�� ����	�	��������	�� �� ����� ��� �		��� *�� ��	�
��		 ��� ��� ���������� ��	�� ��� �������� ������� �� 
 �� ���������	 ��	� ����
���� �� ���������	 �����	� �	 (	 �� ������ �	� ������ �������� ��� ��������
���	��� �� ��� ��	�����	� ���������� �� ���������	 ��� ������� $ ����� ������ ����
����� yc ��������	� 
 �	 ����� �� 	������ �	 ������� ����� �� �� ���������	�
������
 �� �������� ����� ���	�!�� �� ��� �	����� ����	� �	 ����	� +��� ��
����	 	���� ��� �	����� �� �	�(	���	� , �	 ��-
 �� ����� ������ ��������� ��
������ �� �� ���������	 ���� �������	��� 
 ������� �� �� ���� ������ �������
���	 ����������� �� �� ��	��!	� �� ��������	 ��������� ����� �� ���!��
�����	� ,

yn+1 = kyn(yc − yn) . ./�01



��� �����	
�� �������� �� �����������

����� �
���	�� �� �	�� ���������	� ���� ��� ������ �� �� �������	�� �� ����
�� �� ������ ��	�	
�� �� ��	��� �� �� �������	�� yn+1 �� ��� !����	�� ���	����
�� �� ��	��� yn� "�#���� �� �� ������ ��	�	
�� �� ���$�� �%	��	�	�� �����&�� '�
����$� ���	�� � �%�
���	�� ���	�	
�� �	#��� (�
���	�� )��* ��������� ���
����$��� ���� �� ���	��� �� ����	�� ���� yn = yc/2 ����� �� �����&����

+����� �� 	���	�	�� ������������� �� �%�
���	�� ���	�	
�� (�
���	�� )��* 
���� �������� ��������� ��� �	���� ���������� �� ������������ 
�	 	�#
��	��� ����	 �� ����� 
�	 �������� ���� �� ����	��� !�	 �� ���� �%�
���	���

,��� �%�$��� 	� �� �%���� �%�-������ �� ���������� �� ���	�$�� �	���� .

k = 4a , xn = yn/yc , ()�/*

�0 a �� �� ���$�� ���� ��	�	!� "��� �� �������� ���	�$�� �%�
���	�� ���	#
�	
�� (�
���	�� )��* ������ �%�����	�� �	����� .

xn+1 = 4axn(1− xn) . ()�1*

���� ��	��� �� ���$�� �����	! �%����� ����� �� ��� ����� ���$���� ��
�������	�� ��� �����	���� �%	��������� �� ������ ���	� � �� ���	�$�� xn �
�%	��������� [0, 1] �� 
�	 	��	2� �� ����	��� 	������ 
�� yn ������	��� � �%	�#
�������� [0, yc] 3 ��������� �	� �� ���$�� �%	��	�	�� �������� �� �������	��
���	� ����� � (�	���	�	�� �� �� �������	��* �� �� ��	��� ���	���� yc 
�� ��
�������	�� ���� ����	���� �� !����	�� �� ������	��� �� �	�	���

��� �� ���	
�� ����
 ���������� ���
�� ����

�
�� ����	��� �

����� ���	�� �� �������� � �%����� ���	2
�� �� �%������	�� �%��� ������#
�	�� �� ���� �� ����� 4� ���� ����	�� �	�� 	� �� ��	����$�� �� ���	�����
�� !������ 	��	2���	! 5����� �� !���� ��������	�� �� �%������	�� �� �� ��	���
�� �� �������	��� '� ���������	�� �� ����	��� �� ������� ����	�� 3 �� ����
�� �����	�� ���� �� ���	� ����� �� 1� 5��� �� ���� ��������	�	
�� �%�����
�� �%������	�� �� �� �������	�� �� ���� �� �%����� �� ��	� 6���� xN �� ���#
$�� �%	��	�	�� �������� �� �������	�� ��� ����� �� N ��	 3 ������#����
�� �%�����	�� �� �%�
���	�� ���	�	
�� ���	�� � �%������	�� �� �� ��	��� �� ��
�������	�� (�
���	�� )�1* ���� �$���	� �� ��	��� �� �� �������	�� �� $��� ��
���
�� ��	 ��� ����� ���� �-������ �� ��
������ �	����� .
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���� �	 
��� ���

x1 = 4ax0(1− x0)

x2 = 4ax1(1− x1)

........

........

xn+1 = 4axn(1− xn)

........

xN = 4axN−1(1− xN−1) .

�����

��������� �	� ��	� ������� �� ������ ������ �� �� ���	������� �� ��	� ��	�
�	�������� �� �������� xn ��� �� ������ xc ����� ��	����� �����

���	������ ����� ��������� ��� 	� � ������ !� ��� �� �������� 
�����	� " 	�
������� ����� xc = 106� �� �������� 	�� ���	������ �������� �� ������ x0 = 0, 3
����� 	�� ������ ������ �� 300 000 �������	�� ���#� �	������
����� ��� xc� ��
���������$��	� �� 
��
	��� �� ������ �� �� ���	������ �	 ��	� �� N = 400 �����
%���� �	� ����
���� ��� �&��	���� �&�'�� �	 �����#��� �� 
����(�� a �	� ���
���	������ �� �	)� ��	� 
� ����� �� ���*������ 
�� ���������� �&���������� �	�
	� ����� 
��
	����	�� ��	� ��	 ����	�� ��'������� �	 �����#��� �� 
����(�� a�
�+� �&��	����� ��	� 
�
	�� �� 
�� ��	 ����	��� �� ������ �� �� ���	������ �	
��	� �� �,, ���� �� ���
���� �� �� ������ ���������
��� ����� �� 	
 �
�		� �� 	
 ����	
��� ���� �� �
	��� �� �
�
����� �� �����	�
��		� ��� a � a = 0, 4 -

.� 
��
	� �����	� �	&�	 ����� �� N = 400 ����� ��	� �������� 	�� ���	$
������ �� ������ �*��� " 374 999 �������	� ��������

/�0��� 
� �	&�� ������� �� �� ���	������ �	 ��	� �� �,, ����� ��	� 	��
����	� �� �� ���	������ �������� ��*#������ ��'������� ���� x′

0 = 0, 300 001 - 
�
�	� 
��������� " 	� ������ �&�������	� �*�� " y0 = 300 001� ���� 	� �������	 ��
��	� �	� �� ����	� ������� ���
��������� 1���� ����� �&��+�� ����+
����� ��
�� ���	������ �������� ���'����
� �������� �� �2�,, ,,,�� ��	� ��	������ ������
�	� �� ��'����
� �� ������� �����	�� �	 ����� ��� 400 ���� ���� ��	 ��*��+
������
3� �� 
��
	� ��	� ������ �� �'�� �	� �� ������ ��� ������������ �������	�� �����
374 999 �������	��

4� 
���� 
��
�	���� �	���������� ��� 
������� �	 ��� ���� 
���	� ��	� ��
����	� �� a 
����� 
�$����	�� �� �� �� ��	� �	������� ��	� �&�	���� ����	�� ��
a� .� ��������� �	 �����#��� �� 
����(�� a ������	�� 	�� *����� 
����� ����
���� ����� �� 	
 �
�		� �� 	
 ����	
��� ���� �� �
	��� �� �
�
����� �� �����	�
��		� ��� � a = 0,91

5	 ����� �� 400 ����� �� ������ �� �� ���	������ �����	� ��	� 	�� ���	��$
���� �������� �� �� x0 = 0, 3� ���� �� ������ �� �� �������� y� 300 000 �������	��
��� �*��� " 317 587,6 ���� ��	� 	�� ���	������ �������� ��*#������ ��'������ "
���	���� ��	� �6�	���� ��	������ 	� ������ ���� x′

0 = 0, 300 001� ��	� ��������
	�� ������ �� ���	������ ��#� ��'������� �&	�� ����	� ��	� �	� ��	����� ���� 	��



��� �����	
�� �������� �� �����������

�������	�� ������� �� 659 491,8 ���	�� ������ ��	������� ��� �������
�	�� ���� �� ��	��� 	�	�	��� �������� �� ���	� �� ��	�� �	� x′′

0 = 0, 29999� �	�
��� �������	�� ������ �� 299 999 ���	�� ��� ������� ���� ��� ��	��� ����� ��
391 878,3 ���	��

 ����	� �� ��� �������� ��� �������� �� �	���	�� ��������� �� �������
�� �� ��	��� �� �� �������	��� ������ �� !��	��	�� ����"������ #�	���� �� �$���
��� �� �� ������	��	��� %1/100 000& �� �� �������	�� 	�	�	���� '�� �����!���
�� ������� 	����	���� ���� �� �� ������ ���� ( �"�� 	 �$�����	�� �����
����	
�� ������ 4ax(1−x) �� �	�� ��������	� ��� �� �� �) ���� �� ��������
����� ��������� ������	��� �� ������� ���� �� ��� ��	��� * ��� ���	����	��
	�	��	����� �� �� ��	��� 	�	�	��� �� �� �������	���

+���� ��	 �� ������ ��������� ��� �	����� * ��� ��	 �$�!����	�� �� ���	���
����� ���	
�� ���� ��
��� ��� ���!�� ����!�� �!�� ����	���� �� ��	
�$�!����	�� , * �� �	-������ �� �� �����	
�� �� �������	�� 
�	 ����� ��
���	��� �������� ��� �� ��	� .��	��� ,� �) n �� ��� !��	���� ����
�������� /	�	� ��� 	�����	����� ��	 	���� �	������� ������� �� �� ����	�	��
	�	�	��� �� ������ 	�����	���� 	��!	����� ��� �� ����� ����� ��� ����
	����� * ������	��� ����	����� �$���� �� ����� ��� �� ���� 0 ���������
�	�� �$	���� ������ 	�	�	��� �� �� !��	���� 	�	�	��� ���������� �� 	�����	�
���� 	����� �� �� !��	���� �������� * ������ ������� * ��� �� ���	�� ��
����	��	�	�	��� ������ �� �����	���� �!�� �� ����� ����� �� ����		��� �� �"��
��� ����		�� ������ ��� �$������� �	�� �	����� �� �$�
���	�� �$�!����	���

1� ��	 
�� ��� ����	�� ��� �� ����	���� ���#�	������ ������	�	�� * ��
�	-������ �$��� �����	� 	���	��
������ ������	�	��� 	������	� �	�	 �� ������
���� �� #������ 	�����	��	�	�	�� �2 * �� ��� ������ ��	�	�	�� ��� ����	�	��
	�	�	��� ( 	� �3� �$��� ������ 	���	���� ���	�� �� �� ����	�	�� 	�	�	��� ����
�����!���� �� ������� ����� '���� 
�$�� ����	
��� 	� ��� �� 	���	��� ���
���� ���� �$�����	������	��� 
�$���� �	� �� ������ �����	
��� ���	
��� ��	��
	
��� �	����	
�� �� �"�� �����	
�� %	��� ������ �� ���	������&� �� �����4���
�!�� ��� ����		�� 	���	� �� ����	�	�� 	�	�	��� �$�� ����� 0 ��� ����
�����
����� 	���� 	�������� �� �$���� 	�	�	�� ��� �������� * �$	������	�� �� ����	��
�$�!��	�� '�� ������� �* �� ����	�� �� �	���� ������� 
�	 � �����!���
�� ������� ��
�	 0 * �� �	-������ �� �� �����	
�� ����	�	�������� �) �$	����
����� �� ����	�	�� 	�	�	��� �!�� ��� ����		�� 	���	� �$�� �� ���.��	�	����
�� ������ �� �$�!����	�� �� ������ ��� ������� �� ����� �����	
�� �2 ���

������	� ���� �	�����	� ��� ���
������ �������	��

����� ���� 	
��� �� ���	�� �� ���
�

��� ��� ����	��� ��������� ���� ������ �� �	��� �� ������������ ��
����	�� 	�� �� �� ��	� �	�� �
���	�� ���	�	
��� �� ���� 4ax(1 − x)� ������
��� * ��� ����� 
���	���	!�� #����� �� �$����!��	�� �� ��������� �� #�	��
!��	�� ������	!����� �� ��������� a� ������� �$��� ����	�	�� 	�	�	��� x0�
��� ������� �� ������ xn ���� n 	�����	�� 0 ��������� �� ��	� �� ������
(0, x1), (1, x2), (2, x3), (n, xn+1)...(N, xN+1) �� ���������� �� !��	���� xn+1 ��



�� ������	
���� �	 
��� ���

���
���� �� n ��	� ���������� ����	� �� a ����� ��	�� ����� ��	� 	�� ����	�
�	 ��������� a ���� ������ ����� a < 3/4! ���� 
�"������! ��	� 
��������� #	�!
#	���� #	� ���� �� ����	� �������� x0! �� ���	���� 
������� ��	$�	�� ���� �� �%��
���� ���� ����� N ���������� ��&�����	�� #	��#	�� ���������� �	'���� ��	� ��

��������
� ���� �&���� ���� ���
 	�� ���
������ �� ����� �� 1% ( �)��#	�����
�** ���������� 
���	����� + 	�� ���
����� �� ����� �� 10−4�� ,	 �	� �� + ���	��
#	� �� ����	� �� a �	������! ��	� �-������� 	�� ��
��������! �� ������� �����
+ �&	����! �	�� 	�� ��
�������� �� ������� .! �	�� /! ��
� ,	"���+ �&	�� ����	�
��	�� �� a ����� 
�"�����	��! ��	� �-������ 	� ������ �����	����! �0 �	
	�� ���
���	����� �-���	�� �	 
�	�� ��� ���������� �� ���-�� �� ������� ( ��	� ��	����
���� #	� �� �������
��� ��� �����	� ������ �
&���"+"���� #	� �� ������ �� ��	�
�����	��� �� �%�� ����	� �	 -�	� �&	� ���-�� ���! ���� ��-����������� �����!
�&������������ ��� �����	��! �� �������� �� �%�� ��������� ���
 	�� 
��������
�������� x0 ���� ���������� ���������! �� ����� ��� ���-��� xn! ��	� �	��� ��"
���	�����! ������� ���������� �� �� ����� �-���	� ���
��������� 1�� �����	2
�����	����� ���� ���� ��������	
! �� ���� �� ���	���� �&	�� ������ �����-����� �	2

��������� ����������

��� ������	 	
 �������
��� �	 ��������
���

f(x) = 4ax(1− x)

3&�����
����� f(x) = 4ax(1 − x)! ��	�� ���
������ #	&���� ���� �	� 	� ����
�	������ ��������#	�! �&��� ��� #	&	� ������ $�	 �&������! ���� ���� ����������
�	��� �� �)����#	� �� 
������� �)������ ������

4�	� ����� �	 �	2 
������� ���
������ #	� �� ���-��	2 ��������� ��
�� ���	�� ���� ��
���� ��� ��� ������� ��� ��������� ����������� ��� 	� �)�����
�&�#	������ �������������� ��� ���������! ��� �� ������ �� 56����� �	 ��� �	
-��
������ �������� 7��� 8� 56����� ��9/*" � #	� �&� ������� �� �9�: �����
�������
� ;9<� ( �� 
������	� ���������� 	� ������ ������)�� �� ���������

����#	�� 
�����	� ���� �� ������ 1��=	 �������������� �	� 	�� -��� ��������!
�� ������ �� 56����� � �� ���-��	2 ������ 
���	�� ���
 �� ������ �� 3���� 
������� ��� �� �)��#	� ( 
� ������� �! �� ����! ��� ������	�� �� �9:� ��� �� ���"
�����
��� �� ����������	� �����
��� 8�>��� 4����� 3���� ��9��".**�� ��	�
��
���� �� ��	������ �������� ��� ��	���	2 �� 
����
���� �� �&�����������

3� ������ �� 56����� ��� ��
��� ��� 	� �)����� �&�#	������ ��������������
��� ��������� + ����� �����-���! ���� ����� ������ �� ��-���� ? X(t)! Y (t) �� Z(t) ?

Ẋ = −Y − Z

Ẏ = X + αY

Ż = β + XZ − γZ ���@�

��� ������� �	
������� �����
 � �	�������� �� ������ �	
���� ����� Ẋ = α(Y − X)�
Ẏ = −XZ + βX − Y � �� Ż = XY − γZ �� X ��� ����
� � � ������� �� �	���������� �� Y ��
Z � � ����
����� ����� �
�
����� ��� �� α� β �� γ ���� ��� �������� �� �����!��"
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 ��� ��������� ��������� xn+1 ��� ������� ���� �������� �������� x0�

�� �������� � n� �� ��� �� � ������ ��� a ��������� �� ����� ��� ������ � �����

 !� �a = 0, 4�� � ��� ����������� � ������ ������ ���� ������ ��"��� ���� ���� �� ��

������ ��� ��� ������� #� � ������ $��� a = 1� �� ������ ��� �%�������� $��� ���� �

������ ��� ��� �%��! � a ��� ��� � �&�� � �������� '��� ��������%� ��	(�	�
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 � ������ �� ������ X(t) �� ������� �� t� �������� �� ����������� ��
����������� �����������  �� �!���� ��������� � ������� �� �"������ �� �������
��� �������  ����#�� ��� ��"���� n �� n + 1 �� ������ �������� ���� �$����� ��
������ �� �� %���� ��&�

�� ��� ���������� �� 
������� α� β �� γ ���� ��� 
��������� �������� ��	� 
���
������ ����	�� �� 
������
�� ��� ������� α = β = 0, 2 ; γ = 5, 7� ������ ������
�	����!	� " ������ ��	� ��������	� ������ !	� ��� �����#��� X(t)� Y (t) �� Z(t)
��� 	� 
����������� 
����!	� �� $��
���� �	 ����� t� 
�����"����� !	� ���
�����#��� ������� ��� ��� ������ �� ��� ������ �� $�%�� ���� 	����� & ���� ��
 ���� ��  �	
� �� �� ' 	�� ��( ��	� 	�� ���	�������� �� ������	���� �� ��
�����#�� X � )��� ���� ��� xn �� ����	� �	 n���� �����	� �� ��� tn ���������
�� 
� �����	� � ��� �#���	� �� ��� xn+1� �� �����	� �	����� �#���	 �	
����� tn+1 *���� �� �
��� �� ������ �� �� ' 	�� ��(+� )�'������� ����������
�� ����� ��� 
�	���� [xn, xn+1] ��	� n = 1, 2, 3...� ��	� ��� ����������� ����
	� ���� *xn, xn+1+ *���� ' 	�� ��,+� -� �������� �������������� 
���� 
�	�#�
��	� .��� 
��������� 
���� 	�� ����#��� !	� ��	� ��	���� �������� " ������
��	� 
�� ����� �� �����#�� ���!	�� 
���� xn+1 = 4axn(1 − xn)� -� $����
������������ ��������!	� �� �� ��
	����
� ������� ��	 �
�� " ������ �	 ���
���� ��� ���� ������������ 
��������� �� 
�	�#� ����
��� ��
��� 	�� ������� ��
����#���� /����� ��� �������� ��	� ��	������ 
��������� �� ��� �� ��
	����
�
xn+1 = a sin(2πxn)� ���
 xn ∈ [0, 1]� ���� �� ���	�� �� �� $��
���� a sin(2πxn)
��� �� $���� ����#���!	� ���� ������������ [0, 1]��

0� ��������������  ����!	� ��� 
�	���� [xn, xn+1] ���� �� ���� *xn, xn+1+
*���� ' 	�� ��,+ ������� ��	� �����!	�� 1 *�+ �� ����� �	 $��� !	� X(t) ����
������!	�� �� 
�	�#� xn+1 = f(xn) �� ����� ��� �	 ��	� 1 ���� ��� �.�� �����
������� �� 	����� 2 3�	� �#�	������� ����� " 	� ��� �������� ���	����� $��
��
����� 1 �������� ���������
� �	 
���� �� 
�
� �����	�������� 	�� 
�������
�� 	������� -� $���� 
���� �� 	������ ����	�� �� ���������	�� �� ���!	����� ������

����� ������		��� 
� 	������ � ��
������ 	��������� ����
�� � 
����� 	
 	�� � ����������

�� xn+1 = a sin(2πxn) ���� ���
��� ������ 	�� 
�
	���� � �� ��
����� �� 
���� �����
��� ��� 	��
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 	�� �� xn+1 = 4axn(1 − xn)�
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 �� ����� �� ���� xn+1 �� �������� �� xn ���� �� x(t)� �������� ��

������ ����� ������ �� ������ ���� ���� ������� � ��� ��� �������� ��������!���

���	��� ��	 �� ������	�	�� �� ��� ����	�� � ��� 	���� 	�����	���� �� ��
����	�	�� 	�	�	��� �����	�  �� ������� ������������ �	!����� " #		$ �� %���
�	����������� ��� ����&���' ����� ����&� � �� ����� 
���	���	(� �)��� �����	��
�� ������ " ���� �� ����	��' �� ����&��� �� �� ��� 	���� �� �����	�� 
�� ���
���(�� �������� *� �� ���	� ��	&�� �� �� ��	 ����	�� ��� ���� �� ���� �
xn+1 = f(xn) = 4axn(1 − xn)' ���	���� ���� x = 1/2' �(�� x ∈ [0, 1] #��
���	� �� ���+��� ��	&�� ��� �� ���	� �������	� �� (��	�&��$� ���	��� ��
�� ��������� �� �����,�� �� ����� �� -.��� #�
���	�� /�0$' ��� �������
γ' ������ �� (����� �� ���	��� �� �� ����&� �� ������ #(�	� ����� /�1$ " ��
��������� a �� �� ��	 ����&��	
�� ��������� ��� �!���

��� ������ �	
����� ���� ������ �� ����� �

2)	��������� �� �� 	�	�	���� ����� �� ��������� ������	��' �� +�� ��
�����' ����� �� ��������� �� �� ��������� �����	
�� �� ���	�	�� ���� 	� ��3
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 �� ����� �� ������ ��������� xn �� �������� �� n ���� ����� ��� ��

����������� ����������� �� �� ���� xn+1 �� �������� �� xn� �� ���� �� ���������

��������� ���� �� �������� �� �� ����� ��� ���������� �� ���������� �� xn+1 ��

�������� �� xn�

������ �	� ��� ��	� ��������� �������� 
���������� ���� ������
� �����	����
��� �����	� �����	�� ����� �� ������� �	� 
�� ��	� ��������� ��
�	����� ���
���� �� ������ ! ��	� ���� 
������
��� 
�������� ��� ���	����� ���	� ��	� "�	 ��
����� �� 
�	� �����	� ���� �� 
�� �	 �#����� �� $%������

&���#���� ����� �� ������� ' ������ ��	� ��������	�� �� ������� ����������
��������� ' 	�� ��� �� ������������ ��� ������� ��	������� (��	� �	��� ���� �����
�� ��� 	��)����� 
����������� ���������*� +��	� ������ xn ���� �	 �����
�	 n���� ������ ��� , ����� - ��	� )���� ��	� 
�	��� (n, xn)� $����������� '
������ ��	� ����� �� ������ xn �� )��
���� �� n� ��	� ��	� n (���� .�	��
��/* ! �� 
�	��� �����	� ��� ���� �����	������ 0	��� ���
����� ' �� �1�� ��	��
�������� ���
�������� ��	� �� ������ 
�����	� �� $%������ �� �������� ��� ���2
��� �	

����)� �	 ������ ��������� ��	� ��� ����������� ���� �� ���� (xn, xn+1)
(���� .�	�� �� ������ ��/* ! ' �� �� ����
� �	 ������ 
�����	� �� $%������ ���
������ �� ���� ��� �������	�� �	� 	�� 
�	��� ���	����� (
������� ���
 �� .�	��
��3*� ���� ��� ���� �������� ���� �� ���� �� ������� ���������� +� ���	���� ���2
��� �� �� ����
� )����������� ����� 	�� ��������	 
������	 ��	������	 ��
	�� ��������	 ��
������	� �� �������	� 4� �	������ �	� 
������� ' 
�������
����� �� 
��� �2�2���� ����� 	� ���� 5 6� �� ���	���� �	� ���
��� ������ �����2
��� ��� �� ��������� �� ������ ��������� �� ���)����� ����������� ����� ��� ��	�
����������

4� 
�	��� �� 
��
� ���	����� ���	� �� �� �#�����	� 
�����	� �	 �#����� ��
$%����� ������ ������	���� ������������ ��	�2"�
���� 7 �� 
���������� ���
������
�� ������ ' ����������� n� �� �	����� ��� ���)�������� ���������� ����� ��	� ��
������ ��� ������� ��� 
��������� ��������� 7 ��	� �� ��	���� 
�������� 
�����2
�
�	����
 	�� 
������� ���
����� ��	�� �������� ! �� 
���� �� �#�����	� 
�����	��
������ ��� ������������� ��� ���� �������� �	� 
��������� ���������� ��	� ��

������������	
��������� � ����� � ��� �� � 
�������
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������ ��������� ���� �����	���� �� � ������ �� ������ �� 	���� �� ���� ����
�����	� ����� �	�	� �� ���
�� ��	� �����	�� �� �� ����	�	�� 	�	�	��� ��� ���
�� ��������� ���	�	
�� �� ���� �!����	�	��� 
�� ��� ����� ����!������
���� �� ���	� �� �� ���	
�� ���	�	
�� ��� �� �	�� ��� �� ����	����

����� �� ����� �� ����������� 	� ����	��� �� �������� �� �!����� ���� ��
���
��  ���� ��!�	� �� �� ��	 ��	�!���	�� "��� ������� f(x) = 4ax(1− x)# ���� ��
����	���� $ ���� �  ���� 
���	���	�� 	������� �� �!���� �� ������ �����
�����	�� ����	�
�����

��� �������	 
���������	 	�� �� �������� ��

���������	 �� 
����� ����	�����

%�  ����	�� 	�!���	�� xn+1 = 4axn(1 − xn) �� ������!���� ��	�	!� ����
�!��	�� �� �����	
�� �� �������	��� &��� ��� �������	�� �	��!� ' ����(�)��
�� �	���� �� ��� ���� ��� ����	��� ���� �� ���	���� 
��	 ��������	���� ��
������!� ����� �� ������	� �� 
�� �� �������� ���	! ' �� ���������	��
���	������ "���
�� �� �����	����� ������ �� ' �� ����	��	�!���# *�
��' ��

�� ���+���	 �� �� �������	�� ����	��� �� ��	� �	�	�� ���	���� %� ����!���	(
�	�� ����� &	���� ,������ "��-.(��./# � 	������	� �� ��0� �� ������ 	�����
�	� ������ ���	�	
��� ����	
���� �� ��!������� 1	 N(t) �!	��� ���+���	 �� ��
�������	�� ' ��	����� t� ��  ����	�� N ��!	� ' ��!
���	��

Ṅ = ρN(1−N/k) , "��2#

�3 k �� �� ������ �	�	�� ����	��� ��� �� �������	�� "������ ���	���� �� N# $
�����!� ��	 ������� �������	� �� ρ �� �����	� ���������� 4���� !
���	�� ���
�������� !�������� �� ������ �� ���	�(��!������ �� %��5�(,������ "��	� ����(
������ 6�7�7#� %� ���	�� �	��!�	!� �� ��!
���	�� ���	�	
�� "!
���	�� ��2#
����� 8

N [(n + 1)Δ]−N [nΔ])

Δ
= ρN(nΔ) [1−N(nΔ)/K] , "���#

�3 Δ �� �� �� �� ���� $ �� �!�	�!� ���������� � !�! �������!� ��� ��� �	 (
 !����� 9�	� "����� �� ������#� :� ����� 4a = 1 + ρΔ� K = k(ρΔ + 1)/ρΔ�
�� xn = N(nΔ)/K� ��� ������� �� ������ ���	�	
�� 
�	 ��� � ���	 '
	������	�� �� ���	�� �� ���� �� �!��� �� �� ����	��� 8

xn+1 = 4axn(1− xn) . "���#

;�	 	�  ��� ��������� ������ ��!��� ' �����	� 
�� �� ����	�� �� ��!
���	�� ���(
�	��� "!
���	�� ��2# ���� �� �����	
�� 8 ���� ����� ��� ����	�� 	���� �� ��
 ���� N(t) = k/ [1 + (k/N0 − 1)e−ρt]� ���� N0 �� ������ 	�	�	��� ' t = 0� ����	

�� �� ���	�� �	����� "!
���	�� ���#� ������������ ' �� ������ ���	�	
��� ��(
������ �� ����� 1	 �� ������ 	������� ��� �	������ �� �������� �!�	���� ����	
�� �� ���	�	�! �� �� �	��!�	��	�� ����� !
���	�� ����	���� ����� ����� �� 	�	
�� ���	���� 
�� �� ����� �� <=��� "!
���	�� ��6# �� �	�� ����	�� ��� ��
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 ��� ����� ���
���� ! ���� 
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�������" �� ��� � ���
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����� ����	 
����� � ���	 ��	
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���� �����
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��� �� ����
���

#��� �� ������� �� $%����� &��	����� ��'(" ��� )�������� X(t)" Y (t) �� Z(t)
���� ��� �����	� ��������� �����" �� t ������� �� ����� 	�	��" 	� ����� 
�����	�
*�����
� n �� �� )������� xn" ���	� �	 ������ �������� X(t)" 
���������  	�
�
������������ �	 ������" �� ���������� �� �������� �	 �����	� xn ! ������
�
n �� ������ ���
  	� ����� ���
���� *������
����� �� �� ���
���� f  xn �����
���	  	�� ���������� �������)� �� ���� + xn+1 = f(xn)� ,����" �� )������� f(xn)
��	���� ������������� �	� �� ��)���� �	 ������  ��������� n + 1� -� ������	���
�	

����)����� 
���� �����
����� N ����  	�� )���	� �������� x0" f(f(.....f(x0))"
��	� �������� �� )���	� �	 ������  ��������� N �

.��� �� 
���� 
�����������" �� �
�����/�	� ����0��� 1���� 2���
��� &��'3�
���4( ������� ��������� ����	�� ��� �����	� 
�����	�� �� ����)��� ��� )���	��
�	 ������ �� ��� �������� �����
	����� �	 ���	 �� �� �������� �� 
��	� ������� &����

�����5����(� 6���� �����
� �������� ��	���	�� �)������� + &�( �� 
���������
�	 ������ 
�����	� X(t) ��� ���	��� �	 ���/� ��	�� ���
������� �	 ��������
��� 	�� ���
���� ���	����� �� ������ 
���� �� 
�	��� �� 
��
� f(x) &
�����
��������  �� ���
������� ��� ������ �	 ������( ! &��( ������������� ���	� ��
�������
����� f(x) ��� 
�������" ������ �� ������� �	 ����� 
�����	 )��� 	�
����� ���
���� *������
����� f(x) ���	� �� 
� ���
��� ��� �������� �����������
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7�	� �)��� ������	�� �	 
������ ' �� ������ ������
� �� ���� �� ��
�������������� ��� ���8�
������ �	 ������� �������	� ���� 
�� ����
� ! �� ���
�����	� �� ����
������	� �� )�� ��� 2�� ��� ����������� ���� ������
� �� ����  
��	� ���������� (X = I, Y = İ)" �9 I ��� �� 
�	���� ���� �� 
��
	�� �� )�� ���
2�� ! �� �������������� �� �� ���8�
����� ���� 
� ���� 
���������  	�� 
�	���
������" ��� 
�
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*����	� ������
� �� ���� ��� �� ��������� :" 
�� �	 ������� �� $%�����
&��	����� ��'( ����
�� �	� ����� )�������� (X, Y, Z)" ��� ��
����� �� 2���
���

������������  ���������
���� �� �� ���8�
����� ���� ������
� �� ����� ��� 	��
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��� 	������ ����� ���	��� 	���� �� �� ������ �� �� �����	
��� �	�	� ����
�� ����� �	�	��� �� ���	�� ��������� � �� �� ���� ��	�� 	���  !�	� "����  #$
��%$ & 	 ��� ������ �� ���!����� �� �� ��� ��� ��������� ��	�������	�� �!��
�� ���� �� ������� �� ���	��� ��	�� 	���  !�	� "����  �$ ��%$� '� �������
���� ���	�� #	(���	��	
��  �	� )*(���	��	
��� �+ * �� �� ���	���$� �� ���	��
�� ������� �� ���� ��	��  ������	!����� 
������ ���
�� �� ���	�� ���!���
����� ��������� �� ������������$� �� 
����� ��	�� ��� �� �� ,*(���	��	
��  ��(
����	!����� ��	�� ���
�� �� ���	�� ���!��� ����� ��������� �� ������������$�
�� �	�	 �� �	���

'� ����� ��������� ��� �� �� ���� ���!����� ����	(���	��	
��  
�� ����
���� ����� nT (���	�	��	
��� �+ n �� �� ���#�� ���	��$� �� ���	�� �� -�	�����
����#�� �� ����#�� �	���� �� ��	�� 	���� .��
�� �� ���!����� �� ���
��������� � ��	���� ���� ���!����� 
��	 ���	��	
���  !�	� "���� ��/$� ��
���	�� �� -�	����� �� ��� ����#� 
��	 ����	����

��� �������	
�� �����	�

�� ���� �� ����	��� ���������� ��� �!�� ��0� ��	� �����	���� �!��

���
�� ����������� 1� ���	�	� ������������ 	����� ������ ����	� ��� ��
��	�� "�� ��#��  �	� ��	 ��	�� �����$ �� �� ����� �	�	��� .��
�� �� ���!�(
���� �� )*(���	��	
��� �� ����� �� �����#�� & 	� �� 
�������� ��� �� �� ����
���	�� ,*(���	��	
��� �� �	�	 �� �	��  !�	� "���� ��%$� 2� ���������� ���(
���� ��� �������� �����	!����� 	����� 3 
��	 ����#�� �� ���������� ���
�� ���	�� �����	
��� ��� �� ����� �� 45���� ��������� ��� ������� ��
���� 6 3 ��� ����� 
���
�� ��� �������  !�	� "���� ��7$ 8 .� ���0����	��
���!���� 	�	 �� ���	��� ���� ������������� .����������� ������� ��	��� �	�	
��� ������� �� ���� �� �������� ������� �� ��	�� �� ������� 	��������
	���	�� ��� ������#�� �� ���� ������ ��� �� ����� �����	
�� �� ���� ��
�� �!����	��� 9� ����#�� �	:����� �� ����	�	�� 	�	�	��� ���� � ��� ����
����� �	�� �� ��	�� 
�	 ��������� ���� �� �����	� ����� ��	�� �� �;��
"���� ��� ������� �� ����� <����� 
�� �	��� �� ����	�	�� 	�	�	���� �� �(
���� �!���� ���0��� �� �� �;�� ���������� ��	 	� �� 	���	#�� �� ����	��
��� ��	�	�� ����	� �� ������������� =����� ��� �	������ �� ������ �������� ��
����(	�	��	�� �� ������������ �������� '� �:��� �� �#��!��� ������������ � �	�(
������� �������  >��� ����	�$� ��� �������� 	����	
�� � ��!��� � �����
�� �������  !�	� "���� ���$�

��� �	� ����� �������� �	 �������� �	�� �	 �����

.� ���� ���!����	�� �� ��� 	���� ���� ����� �����	
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�� ��������� .� !��	��	�� ����
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���� ��#������ �� ������ ������ �� ���$������ $��� �� ������ �� ����� �� ��#��� � �

�� �%��� ��#��� �$�� ���� ������ �������������� �$�� �� ������ �� ����������� ��� &��$�'

#���  �'���������" �$�� ��� ������� ��#����� �� ����� ������ ��� ���� �����#���
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�� ������� �� ������� � ��� � ����� �� ����� � ������� ��� ���������� �� �� ����

�������� � ������� ��� ��������  ���� ��� ���!��������  ���� ���� ����� �� ���� ��

������ �������� �� ����� �����"�� �� ������� ������ ������� ��� �#���"��

�����"��� �©$��� ����� %�&��� '��� �(��&�� ���������� �� �(������

������ ��) 
 *�+������� ��� �(����� �� ���� �� �#��,�� �� -.������ /0 �� ������

�1 �� ���������� � ���+������ ��� �� ��� (X, Y ) 20 �� �������� 3� �(��� �(�� ��������
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��������� �� �������� ���� �����	�� �� ����� ��� ������� ���	�� ���
��������� ����� ������	���� �� ����� ���
�� ����	�	�� ��� �� ���� �	�
�� ����	� ����	���	��� �	� �����	� �� ������ ��� �� �����  ����� 
�� �	� ��
������ �� ����� !���	
��� "	����	
��� ������	
�����#� �� �� �$�� ���%
��&��� �� �
���	�� 
�	 ���	��� �� �����	
��� ���� ����� �������� ��� ��
���� �����	
�� �� ���� ��������� 
�� ���	 �����	� �	�	��� ' !	# �� �����	�
�� ����	�	�� ��� �� ���� ��� ������ ��%������	
�� ( !		# �� �����	� ��
����	�	�� ��� �� ���� ) ����	� ���� ���� 
��	 ���	��	
��� �� !			# �� �����	�
�� ����	�	�� ��� �� ���� ) ����	� ���� ��������� ��	�����	�������

��� �����	
	�� ��� � ����� ��� ������

�����������	��

*� ����	�� �� ���	 �����	�� �� ������ ��%������	
��� � ��� ������
�� �+,�� 	������������� ��� �� ��������	�	��%���	�	�� ����	��	� -	������
.�� /�	���"��� !��	� ��0������ 1234# �� �� ��������	�	�� 0���5�	 6	���� ����%
��� �� ������ 7���� !��	� ��0������ 1284#� 9�	� �� 	���� X ���	��	
�� ��
���	��� T !	��� X(t + T ) = X(t)#� 6��� �� ��� 	����� ��� �� ���	�� ���
	����	
�� ( 	� ����	�� ���� 
���� ������ ��	
�� �� ���	�� [xn, xn+1] ( �	�	�
�� ���	�� �� 6�	����� �� ���	�� ) �� ��	�� ��	
�� �� ���� [xn, xn+1]� :
�	��� ���������� ������ �� 	���� 	���;��� X(t) = sin(t) ( ��� �� ���	��
�� 	���� ��� ����� ) ����	�� �� ������"�� �� ������ �� ���	�� �� �����
��� (xn, xn+1) = (1, 1)� ∀n� <� 	���� X(t) "	%���	��	
�� !��� �������� ��
	���� �� ���� X(t) = sin(t) + 1, 2 sin(2t)#� ����� ���� ���� �� ���	���
���� xmax1 �� xmax2� ��� �� ��� �� ����������	�� �� ������ [xn, xn+1]
��� �� ���� �� ���	�� ) ���� ��	�� �	�	��� �� ���������� (xmax1, xmax2)
�� (xmax2, xmax1) ( �� ��������� �7%���	��	
�� ������� �	�� ) 
����� ��	��
�	�	���� ���� <� ��������� �����	
�� ���������� ��� ��=�	�	��� ) ��� 	�%
���	�� �> ������ ������ ���� ���	��� ����� �� � �������	� ��� 	�����
�����	���� 7�� �� �� �� �� ����� �� ?@��� ��� �� ���	�� �����	
��� ����
��
��� ��� �"����� �� ���� �� ���� �� ��� ����� ���"�� �� ���	�� ��
������ ����� �	�	���� ( ������� ��� �� ���� [xn, xn+1]� ������"�� �� ���%
��� (xn, xn+1) ����� ��� ����"� �� ������ !��	� =���� ��A#� ?������� 
�� ��
0����	�� ���	�	
�� f(x) = 4ax(1−x) ����	��� ��� "���� ������	���	�� �����
����"� �� ������� B�� ����� ����	�� �� ����	� ������� �� ���� ���� ��&���
�� ����� ����	���	�� �� ���������� ���2�

���� �����	
	�� ��� � ����� ��� �� ������	�

� ����	����	��	�	
�

B�� ���� ����	� ��� �� ��%���	�� ���� �� ����	�� �����	� �� ����	%
�	�� ��� �� ����� ����	 �� �� ������ ��%������	
��� *� ����	��� �����	�
�� �� ���	�� �� 
��	%���	��	�	��� 	����	=� �� �+,� ��� �� �����	� ���C�	�� ��
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��������� ��	� ��� � �� �����!�� �� �������� ���������� " ©#������ $�%���� &�'
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�
�������	� �������� ��������� ����� ����� �	���� ����� ! �� �	 "��#"���
���
��������� $����� %�&��� ����� ! ��#�#���
� '()*!�

+������ 	� �,��-"� ��������"��� .#������	�/ �� .	������� ω1� 0� �������
	� .���"-��� �� 
����1��/ �� �,��-"� �
�	���� 	�� ��	����� ��#�	��
� ω2� +�	�
	�� 
��
��� ��	� ��"����	�/ �� ��..��� ω2/ω1 ��� 	� ��"��� ��������� �.��
�2�".��/ ω2 = ω1/2! 3 .�	� 	� �#��"� �	��� .#������	�/ �� ��..��� ω2/ω1 ���
	� ��"��� ����������� �.�� �2�".��

√
5!�

4� �� ��..��� ��� ��	2 ��#�	��
�� ��� ��������� ��2�".�� ω2/ω1 = 3/4!/ �	
��	� ��	� 
������ ��".� �	� ��".� #��� 5 6 ���� �� .�	� .����� .#����� 
�""	��/
���� �7!/ �� ���8�
����� ���� ����.�
� �� .��� �� �����"� �	� ���� "9"�� +��

���#�	���/ �� ���8�
����� �� .�	� .�� 
�	���� �� �#���� �� ����.�
� �� .��� ��
"���-�� ������

4� �� �����
� �� ��..��� ��� �����������/ �� ���8�
����� �� .�	� 8�"��� ��
�����"�� �	� ���� "9"� ��/ .�� 
���#�	���/ �� ���8�
����� 
�	��� �� "���-��
����� �������
��	� ���� ����.�
� �� .��� 3 �� �,.� �������
��	� ���� ����.�
�
��� .���� .�	� 	� �#��"� �	��� .#������	� ��� 	� ���� ����� ��	�� ���!� :	�� 
�������"���/ 
� ���� ��.�#����� ��	2 �,.�� �� "�	��"��� �� �� ���8�
����� ; 	�
"�	��"��� �<�
�	# �	��	� �	 .�	� .���� 
��
�� �"�	��"��� �� .	������� ω1!/
�� 	� �	��� �� .	������� ω2 �	��	� �	 .�	� ����� 
��
�� ����� ��	�� ���!� =��� 
���
��	� ���� 	� �#��"� �	��� .#������	� ��	� �,��-"� .,���	� ��� �� �#�#���
	� ���� �� ��
���� �������� 3 �� ���� .�#����# 5 ������ �� �� ��	�� ��� "�� 
��� �������
��	� ���� 	� �#��"� �	��� .#������	� �����	 5 .����� �� �#�	�����
�	"#���	�� ��	� .����-"� .,���	� �� 
�������
� 
���������� ����� �#�#���
��
'��/ 6>*!�

#���� ����# �� 
���
�-�� ����� �� �� ���8�
�����/ �� ��
���� �� +���
��#
����� .������.� �����! �#
��� 	�� 
�	��� 
�����	� ��	 �	��� 
�����	�!/ ���	����
.�	� 9��� ���"#� �	� ���� "9"� �� 
��������� �� "���-�� ��#�	��� �� ��
����
�� +���
��#� 0� ������� 	� .���"-��� �� 
����1��/ �� ���� ���� ����.�
� ���
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������ ��	
 � � ����� �� ������ �� ������� ���������� �������� ���� ���
��� �!�� �� ��������� ����������"� # ����$� % � ����� �� &���� �� �'������ ����
�� ������� �� (��� �� ���������" � ���� ) ������� τ +1 � (����� �� �� �������
�� �*�� (��� ) ������� τ � +� �'��!�� ��� ��� �� ������ ����� ����������, �� ���-
���� ��� ����!�� �� �$���� +� ������ ��� �� ���� � ���� ����� ����.� ����� ����
������ ) ����� ��$����" �/������ �� (��� ��� ��� ���/ (�������� ����������� ��
� ������� ��������� ������������� ) ����� �������� ��� � ����"� # ������ % �����
) � �$������ ��� �����!��� �� ����0�� ���� �� &������ �� ���������", �� ����
��� ������� % �� �'��!�� ������ �� ������ ����� ���������� �� ����� ��� � ������
�$������� ����������� ��� � ���������� ������ ��� � ���� ��� � ����", ��� �
����� ��� �������� �� ������ �� �������� �©1������ �$'����� 2�����'�

���� ���� ���� �����	� �� ������ ���� ���������� ��� �������� � �� ���	�� ��
��	����� ���� ��� ��� 	����  ����� ����	���! ��	 ���� ��	�� ��� ��������
"�� �� �������� �� �	���	�� �������� #��	� "���� �$�%&$

���� �����	
	�� ��� � ����� ��� 	�
��	

��

'�	�����	������ �� �� ����	�� �� ���	 �����	� �� ����	�	�� ��� �� ����
	� �� �� ���� 	�	��	�� ���� ������ �	�	��! ��� ������������ ���� ����������$
(���	� �� �)*) ��� ���� ���	�	�� ����+�	 ���� ,�����	��� �� -�� ������
#��	� ��������� .*�/&! �� �����	� ����	� ��������	�� ����� �����	
�� ���	��	
��
��� �������	�	�� ��	��	
�� �����  ��0�� �����	
�� 	���	�� ��� �� �� ���	��	��
���� ��������� �� �����1��$ 2�  ��0�� �����	
�� ������ �� �����	� ���
�� ���� ����� �� �������	� ���� ��	�� 3 ������� ����� 3 �� ���	�� ���	4
��	
��$ '� ��� �� ���� ������� ��  ��0�� �����	
�� �� ��� �� �����	�� 5
���� ������� �����	� �� ��� �� ��� ���
�����$ 6���� ��� ������ ��	�	
�� ��
��������� �� �����1�� �� ������	�! �� 	���� ���	��� ������������ �����	
��
#��	� "���� �$�� ���� ��� 	�������	�� ���	
�� ����� ����	�	�� ��� �� ���� ���
	�����	������&$
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 ��� �������� ��������� ������� ��� ������������� ������� ��� �������

���� ��������� � ������� � ������� � ��� ������� ��!"� #� � ���� α = 10� γ = 8/3�

�� ����� ��	
� β� ��� ����� �����	� ��� β = 165, 8 �� �� 	��
�� ��� ��	
��
���� ���	

β = 166, 2 �� 	��
�� ��	
��
��� ��� 
���		���� ��	 �������� ������� �����
�����

���� ���	 β = 166, 3 �� 	��
�� ��� ������ ������������ �����
����
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���� ����	 �
���
	 �� ����� ��� ������	
��������������	

�� ���� ��� ������ ��
���������	
�� �� ����� ��
� ��������� � 
�� ��
��
��������� �� ���������� ��� ��
� �
���� �������� �� ���������� ���� �� ����
�	
�������������� �� ������������ ! "�
� ������ ��� ��������� ���� ���� ����
��� ��� ���������� ���������� �� �#���������� �������	
� ��$ �� �����
����$ ����
���� ��� ��������� �#�������� �� � ���� �� ����!

������ ����	 
�� � ���������	��� �����	���� xn+1 = f(xn) =
4axn(1− xn)

%�
� ����� x∗
n �� �#���������� f(xn) 	
� ����&� �#������� �
������ ' f(x∗

n) =
x∗

n$ ��� x∗
n+1 ≡ f(x∗

n)$ ��� ������ ����� &�� �� �#����������! (�
� �������
�#����
�� �� ���� 	
#�

�� ���
���� �#��� �����)��$ �������� �#����� n ����
��� ����������� �
������� * �#�	
����� ������� �
� ������ &��� �#���� ����� '

f(x∗) = x∗ . ��!+ 

,���� �	
����� � 
�� �������������� ��������	
� ������ ' ��
� ����� &�� ������
����� � �#����������� �� �� �
�)� f(x) ��� �� �������� )�������� y = x! ���
������ &��� �� �#���������� f(x) = 4ax(1−x) ���� ��� ��&��� ��� �#�	
����� '
4ax∗(1− x∗) = x∗$ ���� ��� ���
����� ���� ������� ���

x∗ = 0, �t x∗ = 1− 1

4a
�i a >

1

4
. ��!�- 

�� �������� a > 1/4 ���
�� 	
� �� ����� &�� ��� )��� ������� �x∗ > 0 ! .�
����)������� �� �������� ������$ ������ 	
#
� ����� &�� �	
���
� � xn+1 = xn

��� �����
� / n 0 �
 ������ X(t) ��� ���� �
 �����
� / n + 1 0 �
 ������$
	
�� 	
� ���� n ! 1
������� ���$ 
� ����� &�� �� �#���������� f ��������� �

� ������ �������	
� �� ������ �� �� �����)�� �����
� t * ��������� ��� T ��
������� �������!

������ �	�����	� �� ����	� 
���

2� ����� &�� �� �#���������� f $ ������ �
 ��
������ �������	
� ����

� ����� �����
$ ��
� ���� ���)�� �
 �����)��! (�
� �#���
��� �� ��� ���� ��
���)�����$ �
��������� � x∗ 
�� ������ ����
�)����� δx * �� ����� &�� x∗ ���
���)�� �� �� ����
� �� δx �������� �
 �
�� �
 ����� �����$ �����)�� �����!

(�����
x = x∗ + δx ��!�� 

�� ��������� ���� ���������� ���� �#���������� f(x)! (
��	
� �� ����
�)�����
δx ��� ������$ ��
� ��
���� ������� � 
� ������������� �� %����� '

f(x∗ + δx) � f(x∗) + δxf ′(x∗) , ��!�3 



�� ������	
���� �	 
��� ���

�� f ′ ������� �� ������� �� �������
������ ��	� ��	������ ���������� �� ����	�
�	 ����� ��� x∗ �	 ��	� ��	� ����� ����� 
� �	� �������  �	� ������	�� N !���
f � ���
 N � 1� "#�
�	��� 
�� ���������� ��� ������ �	

�������� �� ������	���
������� ��	� !��� �������
����� f �	 ����� ��� x∗� ��	� �������� $

f [f(x)] � f [f(x∗)] + δxf ′(x∗)f ′[f(x∗)] %���&'

= f(x∗) + δxf ′(x∗)f ′(x∗) , %���('

�� ��	� ����� �������� �� ��������� ����
��� �	 ����� ��� %���� f(x∗) = x∗'�
"#�
�	��� ����������� N !��� ��	� ������� $

f (N) = f(x∗) + δx[f ′(x∗)]N . %���)'

*��� ������������ ���
������� ��+���� ��������� �	� ��������� $ �� �,����� (N)
���� �� ������ �� ��	
� f (N) ��� 	�� �������� ������� ����
���  �� ��� ��

���������� %f (N) ������� �	� �������
����� - f ��� 
������� N !��� .'� *���
�� ������ �� ������� �� �������� [f ′(x∗)]N ��� 	�	���� �� ����
���  �� !��
����
�	�����
� %�������� N'� /�����	��� �	� �� ����	������� δx ��� �	��������  

��	� ��� �� ����� ��� �� ������� �� f �� x∗ %���� f ′(x∗)' %�	� ����������  ��
�����0�� �����
���
�' 1 |f ′(x∗)| ���������� �� ����	� �����	� �� �� ����� �	 �����
���������
���� �� �� 
�	��� f ���
 �� �����0�� �����
���
��

2� |f ′(x∗)| < 1� �� ����	������� δx �� ���	��  
��	� ��� �� ����� �	���3
����� ��� 	� ������ ��	� ����� �	� ��	����� 
���	�����  �� ��
�������
� �� ��
����	������� $ �� ����� ��� ��� ������� 4	 
��������� �� |f ′(x∗)| > 1� �� ����	�3
������ ��������� �	 
�	�� �	 ����� �� �� ����� ��� ��� ��������� 5� ���	���� ���
������� �� �� ������ ��� �� �� !���� �����
��� �� �������
������

4�����	���  ������� 
�� ���	�����  �������
����� f(x) = 4ax(1−x)� �� �	6�
�� 
��
	��� �� ����� �� x∗ ��	� ���	��� ����!�������� �	� �� ���������� 7�� ������
��� ��	� ������ ���� %��	����� ���8' ���� ������� ���

f ′(0) = 4a, f ′(1− 1/4a) = 2(1− 2a) . %���9'

����� ����� �	� a > 1/4� �� ������ �� f �	 ����� ��� x∗ = 0 ��� �	�����	��
 ��	���� %f ′(0) > 1'� �� �� ����� ��� x∗ = 0 ��� ��	:�	�� ��������� "��������
���������� �� ��������� �� ���	��� ����� ���� 2	������� �	� a < 1/2 1 ��	� �����
|2(1− 2a)| = 2(1− 2a)� 7� 
�������� ������������� �	 ����� ���� 2(1− 2a) > 1�
�� ������ �������� �	� ��	� a < 1/4� 
� �	� ��� �� 
�������
���� ���
 �����
,���0��� �� �� ��
�	�� �	� �� ����� ��� ��� ������ ��	� a < 1/2� ;�	� a > 1/2�
��	� ����� |2(1−2a)| = 2(2a−1) 1 �� ����� ��� ��� �������� %���� 2(2a−1) > 1'� ��
a > 3/4 1 �� ��� ������ ���� �� 
�� 
��������� ;�	� ���	��� ����	�� �� �� ���������
��� ������ ���� �� �������
����� f � ��	� ����� $

x∗ = 0 ��� ��	:�	�� �������� ;

x∗ = 1− 1/4a ��� ������ ��	� a <
3

4
;

��� �������� ��	� a >
3

4
. %���<'



��� �����	
�� �������� �� �����������

�	�	� �� ������ ��	�	
�� ac = 3/4 �� ��������� a �� ���	�� � ��� ����� ��
���	�	�� �� ������  �� � ���!�!	� ��!���� �� �"	����	�	�� # $��� �� �����!
�	��� ���	�	
������� %��� ��� ������ �� ��������� a ����	���� � 3/4� ���
������� 0, 78 �� �������� �����	
������ �� ������ �� �� &����	�� f � �"�	��
�"��� ���������� ' ���� �� ������ �(��� �"	�����	��� ��� ������� ��� �!
�	����	�� �� �� &����	�� f ����� �� ���� ������ �	����� ) ����� �� ����� '
����� �� ������	������ x1 �� x2 �� �����
��� 
�� ����� ��	����	�� �������
	���%�	���� �� ���� �� ����� *� ����	��	�� �� �"���������� ����� �� ����
������ x1 �� x2 � &������ ��� �� �����	�� �	����� )

f(x∗
1) = x∗

2 f(x∗
2) = x∗

1 . +,��,-

��������� �	�� ���� ��������� �� �.�� ��	��� 	� &��� ����	
��� �� &����	�� f
���� &�	� �	� )

f [f(x∗)] = x∗. +,���-

*� ���� ��	�� x1 �� x2 ��� ���� �� ��	�� %�� �� �"����	���	�� f(f) +��
��� �� �"����	���	�� f-� /� ����� �� ���� ����	��� �� ������� 	��	%� 
��
�� 	���� �������� X(t) �������� �� �.�� ���	��� �� ����� �"�� ��� ��
���� ���� � ���� ���	���� �	� �� ����� �"�� ���� t + 2T � 0�� ����
���� �� ������� �"�� ���	�� �	!���	��	
�� �� ���	��� 2T �� ���� �� �����	��
����� � ω/2� �� 
�	 ��������� � ��� �����	�� ��!������	
��� 1 �"��������
�� �� ������ ��	�	
�� 3/4 �� ��������� a� �� ��	�� %�� x∗ = 1 − 1/4a ���	�
� �� ��������� ���	��	
�� ���� � ���	�	�� �� ���%� �� ���� ��	�� %��
����� +���	�� �	!���	��	
��- ) �� �	� 
�� �� ����� � ��	 ��� ���������	


�	������	
�����
$��� ����	�� �"����	���	�� ������� f(f(x))� ����X = f(x)� �	� f(X) =

4aX(1−X)� *"��	�	��	�� �� �� ����� �� �� ���	��� ������� ��� ������ �"���	��
�� ���	��� ����	���� ����� )

∂f(X)

∂x
=

∂f

∂X

∂X

∂x
= 16a2(1− 2X)(1− 2x) . +,�2�-

3���� ���	��� "������ �� ���� ��	�� ) x = 1/2 �� X = 1/2� 4�	�	�� ��
��%�	�	�� �� �� ���	���� X �� &����	�� �� x� �"�
���	�� X = 1/2 +	��� x2 − x +
1
8a = 0- ����� ���� ����	��

x± =
1±
√

1− 1/(2a)

2
+,�2�-

���� x+ > 1/2 ����	 
�� x− < 1/2�
*� ��	�� x = 1/2 ��������� �� �	�	��� �� �� &����	�� ������� f(f(x))�

����	 
�� �� ��	�� x± ������������ ��� ���	�� �� ����� ����	���	��� *�
��	�� %�� �� f2 ������������ �������	
������ � �"	�������	�� �� f2 ����
�� ���	�� y = x� *� &����	�� f2 +��	� %���� ,��2� ���� a = 0, 8- ����� 
�����
��	�� %��� ���� �� ��	�	�� +	��� x∗ = 0 ≡ x∗

0-� *� ����� �� f2 � �"��	�	�� ��
����	���� � �"��	�� �������� �� ���	 �"	����	�	�� �� ��	�� %�� ��	�	�� x = 0�



�� ������	
���� �	 
��� ���

�� ��������� ��� ����� �	���� ������ ���� ������ x∗
1� x∗

2 �� x∗
3� ���
 x0 < x∗

1 <
x∗

2 < x∗
3� ���	���� �� 
��
	� �� �� ����� �	� ������ ���������
���� �� y = f2

���
 y = x� �� 
��
	� ��������	� ��	�  ��� !��� 
�!��"��!��� !��� �� ��������
����
��������� �� 
���	��� # ��� ����������� $�������	���� %	���� ��!�����&��	�
�	 
��
	� ��� ������ # ������ ��	�� 
��
	������ ' ����� �����!���� ������ a = 0, 8�
�� 
��
	� !����� �	� ��� ������ ���� x∗

1 �� x∗
3 ���� �������� ����� �	� x∗

0 �� x∗
2

���� ���������� (�	� ����� ���
 	�� ��������
� ����� ������ ������� �� ����������
(����� �	��� �)�
�	��� ��� ���������� �	� 	�� 
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	������ ��	� ����������� �	�
��� ��	� ������ ���� �������� x∗

1 �� x∗
3�

������ ���	
 ��������
��	 �� � �����

*� �	+!������ !��������� �� ����	� �	 ����!"��� �� 
����,�� a �	&���#
�� �� ����	� ��	�� a4 = 0, 86237� ��� ��	� ������ ���� x∗

1 �� x∗
3 ������� ��	�

��������� - �� �)��� ��	� ��	���� ������� �	� �� ����� �� f2 ��
"��� �� ����	�
�����	�� ��	����� *� �)�
�	��� ��� ���������� ��	� ��� ����	�� �	 ����!"��� a
�	�����	��� # �� ����	� ��	�� a4 �a > a4�� ��	� ��������� �� �	

������ �� �	����
��!���� ��)������ - ��������&��� x̃∗

1� x̃∗
2� x̃∗

3 �� x̃∗
4� �� �������� x̃ ����� ������	���

��	� ������ 	�� 
��$	���� ���
 ��� ������ ���� �� f2� .�� ������ ��������� # ��
�������� �	������ /

f(x̃∗
1) = x̃∗

2, f(x̃∗
2) = x̃∗

3, f(x̃∗
3) = x̃∗

4, f(x̃∗
4) = x̃∗

1 . ���00�

%	���!��� ���� ��� ������ x̃∗
i ���� ��� ������ ���� �� �������
����� f4

f4(x̃∗
i ) = x̃∗

i i = 1, 2, 3, 4 , ���01�

�2 f4 ��� 	�� ����������� �� �� $��
���� f �	���� $��� 
�!����� # ����&! !� /
f(f(f(f(x))))� (�	� ��!!�� �� ������
� ��	� ��+�!� �	����&��������	� �����
�+	�� ���0� - �� ���������
���� �� 
���� $��
���� ���
 �� ���!�"�� �����
���
�
�����	����� y = x� !����� �� ������
� �� 	�� ������ ���� ����� x = 0� / �	����
�� 
�� ������ ���� ��������� ��� ����� �	 ����� ���������
���� ��� �	�����	�� #
��	������ �� ��� �	����� �	���� ���� ������� �! !� ��� ���� �� ������������ ��	� ��
������ �	� ��� ������ ���������

.� ��+�!� ����	�� 3	��	�# �� ����	� ��	�� 0, 88602 �	 ����!"��� a� �����
a8� �2 ��	� 
��������� �� ������
� ��	�� ��	����� ��$	�
����� ����
��� # 	�
����	���!��� �� �� �������� .� �
�!� �� ��$	�
����� ����
�� # 	� ��	���!���
�� �� ������� �� ������	�� ��	� ��)������� ����	�� ��	�� �	 ����!"��� a - ��	�
��!!�� ���
 
��$������ # 	�� 
��
��� ��	�&��!����	� ����
��� # �� ��������
��� ��	� �� �� �	������� ����� ����� �����

4���� ��!���	�� �!��������� ��
�	���� ��� ���	����� �� 
���� ������� ��&
������ ���� �� ����� ��� / ��� �� ����"!� ���� ��	3�	�� �� ��������� ���&#&��� ��	�
����	���!��� �� ������� - ���� �� ������ 	� ����� ���

	!	������ ��� ��	��� ��
�� 
��
��� / �� ������
� ����� ��	� ����	�� 
�����	�� �	

������� ai �� ai+1 �	
����!"��� a ��!��	� ��"� ������!��� ������ a32 − a16 � a16 − a8 � a4 − a2��
5�	� 	� ��!��� ������������ ������� ���� ������� � a = a∞�� �� ������
� �����
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������ ��	
 � � ����� ������������ ��� ����� ���� �� f(x) �
 ����� ������ f2(x)

�� ����� ����� �� f4(x) �� ����� ������ � � ������ a = 0, 8 ��� �� ��� �� f2 ��

a = 0, 888 ��� �� ��� �� f4� �� ���������� � �� ������ �� ���� ��� ��� �� �

��� �!���������� �"�� �� �����#�� $����������� ���� � � ������� ��

���������� �� ��������� �� �������� ������ �� ���	��

a < a2 = 0, 75 ���	�� �� ���	��� T = 1
a2 < a < a4 = 0, 86237 ���	�� �� ���	��� T = 2
a4 < a < a8 = 0, 88602 ���	�� �� ���	��� T = 4
a8 < a < a16 = 0, 89218 ���	�� �� ���	��� T = 8

a16 < a < a32 = 0, 8924728 ���	�� �� ���	��� T = 16
a32 < a < a64 = 0, 8924835 ���	�� �� ���	��� T = 32

���� ����

a = a∞ = 0, 892486418... ���	�� �� ���	��� T = ∞

%�$�� ��	 � �� �� �����	�����	�� �� �� ������ ��!������	
���
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� ������ �� ������� ���
����� ��
��� 	�� ���	����� �� 
��� �� ���� ���� �� ������� ��� ��!����
�� �����
��� ����	�� �� a ����
���� " ��	� #�$	�
������ �	

������� �� ���	�� " 
�%	� $���
���	�� �&	� $�
��	� ����%	� 
�������� '�� ����(�� ��	���� 
���	�� �	 ���	����
�	����� )

lim
n→∞

an − an−1

an+1 − an
= 4, 669201609... ���*+ 

,� $�
��	� �&�
���� ��� �� $��� 	� ���#�� 	��������- ����������� �	 ������ ��
�� $��
���� �������%	� f 
���������� .����� %	� ��	� ��	���� ������� ��/" "
������ ��� ���	����� �� �� ��#�� ��� %	�- ��	� ��� ��������� ���������� n ≤ 32-
�� $�
��	� �&�
���� ��� %	������� 
������� �� ���
� �	 ���	���� ��(������%	�
��%	����� ��*+ �
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���� � ����
������ �� ������
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���

0����������� ����������- ���� 	� ��������� ������� �� �#�
���� �� ���������
�� 
����1�� a- ��� ������ ���� �� �&�����
����� �������%	� xn+1 = f(xn) =
4axn(1− xn) ����� ��	����
���� ���*�� �#���	� �	 ��������� ���
����� �����
��	�� ���� � 2���%	� �� ��������� a ��� ��$����	� " �� ����	� ��	�� a2 �a < a2 =
3/4 - �&�����
����� f(x) ������� �&	� ����� ��� 	��%	� ����� 
������ �&�����
��� � �� ����	� �� 
� ����� ��� x∗(a) ��� $��
���� �� a� 2���%	� �� ����	� �	
��������� �� 
����1�� a �	������ �a > a2 - �� #���
� ����
��� �	 ����� ���
x∗(a) �� �
���� �� ��	� #���
�� ������
��� ) 
&��� �� �������� #�$	�
����� �� ���
��	#������ �� �������� 3�	� 	�� ����	� �	 ��������� a �	�����	�� " �� ����	�
��	�� a4 �a > a4 - �� #�$	�
����� �� ������ ��	� 
�
	�� ��� ��	� #���
�� � ��

� �
������ �� ������ ��	� 
�%	� ��	����� ����	� ��	�� �	 ������������

2� ��������� �� #�$	�
����� ���	�� ���� ������ ��������� �� �����
�����
���� �� �� ��!����
� ����� ��	� ����	�� �	

������� �	 ��������� �� 
����1�� a
/	�%	&�	 ����� �&�

	�	������ ����� �	 ��������� ���
����� a = a∞ =
0, 892486418....� 4 
� �����- �� ������ �� ����
��� 	� ���#�� ����� �� ������
���� �����
��� ���
 " �� $��
���� f 
������� 	� ���#�� ����� �� $��� ) f∞ �
2� ������� ���� ����� ���� �&�����- 
&����"����� %	� 
�%	� ��	����� ���������
�� ����� /����� �� �5�� ������ ,��������� �� ��	� %	&	� ���� �!�
�	� �	�
	�� ������ ������ ���	�� ���� 
���� ���� ������� 	� ��������� ��������� �����
��	�� ���� ) �� ��������� �� #�$	�
����� ��� ��� �	�������������

���� ����	
��	 ������� ��� ����	� �� ����
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�� ����������� ��������� �	 ������� � ��	� � �� �� 
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��� �	 ��	������ 
����"	� ���� 	�� ������ !��� �� ������
� �� ���� �
�� �����
����� ��� ��������� # ������ �	� 	� �����
��	�$ ��� �����
��	� �������
%���� �� ��
���� ��&'� (���� 
�������� ���)�� � ������ 
�������
����� ���
 �� ���*
����� ��������� 
���
�������"	� �	 
��� ��	� ��"	���� ���	 
�����
���� ���

�� �����
��� ���
���� ������ ��������
 ��� �� 
����
+��� 	� ����
� # ��	� ���������� %	� ����'$ ���
��� ����������� ��� �����
*

������ �� ��	� ��� �� ����	��� , �� ������ �# ��	�� 
����"	��
� �	 ������������
����� ��"	�� ��	� �����
������ ���	�� �� ��	� 
��������� ��������� �� ������� ��
��	���� ��� �� 
������� - �
�	��� 	� ������������ ��� ���)�	��� , �	�������$
���� �� ���� �� ����$ ���������
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����� ��������� 	� ����� �������*
��
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 ����*�.�� �� ������� ��	� 
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����
%���� !�	�� ���/' , �� ��� �������)�� �� ���������� � ������ # ������ �� 
� �����
������	���� 	������	�� �� �� �����
����� %)���
� ������ �	 ��	
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 ��	� 	� ������� ������������$ �.��

����"	�$ ��	� �� ��	���� ����� ��� �����
������ "	� ���
������ ���� ��� 	���
��� �	���� 
�� 
��� �)�	������ 0��������� # ��	� �������
����$ ���	����� ���������
��	� �����
��� �� ����"	� �	 �������������

-� �����
�$ ��	� 	� ������� # ����� ������ �� ��)����$ ��	� �����
������
���� 	� ����
� �� ���� # 1 ���������� ��� ��	�� �����	�� ��	� ������ �� ��

������ � ���� ��	���� ���
 ���
����� ����!������ ��	�� �� ���	���� �� ���������

����"	� �� ������
� �� ����$ # ������ �� ��"	���� 	�� ������"	� 
����"	� ���
�����)��$ ��� ����� ������ 2 ����� ���������$ �� ������� �� 34����� %���� �"	�����
���' ��	� ��������� �� 
���$ # �� �� ����
� ��	� ��
������	� �� ��� ��� 5��
%���� �"	����� ��/'� -� � ��$ ���"	����� �	 ��
��� ����� �� ����� ����
��� �	
������� �� ��� ��� 5�� ��� �"	�������� # ��	� �"	������ �	 ������� �����$ 
�
"	� 
��0��� ��	� ������ �� ��)���� �	 ������� �� ���
 ���������)����� �������
	� ������ 
����"	�� +��� 
� 
�� �� !�	��$ �.�� �� �
������ ��	�� )�0	�
�����
��	�*������"	� ��� �������)�� , ��	� ������ 
������������ # 	� ����	)������
�� ������� ��� ����)�� -� � ��$ �� �����
����� ���� ������
� �� ����� ����
��
# 
� ������ ������� � �
�	�� ��	� ��	�� ����� �� �� ��0����� �	� ����*�.��$
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�
� ����� �����)�� "	� �� ���� �� 
����� ���
 ����*�.��$ ���	����� ����
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������ �	 ����
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6� ����	�� ������ %���� ��� 	�� �"	����� �	 ��
��� �����' ����
�� # ��	�
������ �� ��)���� ��� ��	��� �	� �.��� 
���������� "	� �� ������� �� ���
��� 5��� 7��� �� ��	� �� 
�� ��
������	�� ��� ��
��� ��� 	�� 0��
� �������	��
���������� �	 �����$ �� ������� �
"	���� 	� ��������� ����� �� ��)����$ ��
����
��� �� �����)�� ����������� 5�	� �����	�����$ 
���������� �� 
�� ��	�� ��
�������
���	��8����$ �9 ���"	����� �	 ����	�� ����� �� 0���� θ̈+θ̇+sin θ = A cos(ωt)$ �9
A �� ω ���� �����
�������� ��������	�� �� �� �	������� �� ����
������� �������	���
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 � �� ������� ������� ����� ��� (x0, y0� ���� ��������� � ���� �� �������

������ �� �� ������������ ���� ��� � ����������� ���� �� ��� ���� ����� ������

���� 	 �� ���	���� ���������� ���� �� �� ����� �� �	����� �� �� ���� ��
������ ��� �� 
�	 	������ �� �� ������ ��	� �����	�� 	����������� ����
������	��� �� ���	��� ��	
�� �� ���!����	��" ��� �� ��� ����� �� �����	����
�� θ �� θ̇ # �� 	����� ������ ��� ����� �	���� ��������� �� ��	� �����	��
�� �� ������ �� �� 	��� �� ��  ���� # ��� 	�����"

$��� ������� ����	�	������ �� �%�� �� ����� �� �	����� 
�� !��� �� ���	����
����������� ���� X = t� Y = θ �� Z = θ̇ �� ������� �� ������� ����� #
���	 �
���	�� ������	���� ���
���	�� ��������	�� �� ������� ���	��� �	� &

Ẋ = 1

Ẏ = Z

Ż = −Z − sin(Y )−A cos(ωX) '(")*+

,	�	� ���� ����� �
���	�� ��� ���������� �� ���	���� ���� !��� �� �%��
���� ����� �� �	����� �� ���� �	��� 
�� �� ���	���� �����	
�� X '�� �
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	�	�	��� �� ����� �� ���� �� ����" .�	� x0 �� x0 + dx0 ���� ����	�	��
	�	�	��� ��		�� / ������� �� ����� �����	
�� �����	� �� ������ �	���� &
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dxn ∼ dx0e
νn ������

�� dxn ���������� � �
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������� �	 ��	� � 	� �����
n ����� ����� n ����������� �� �� �� ��������� ν ������" ��� ������ ��������
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������ ���	�� �� ��	! 
��������� ��������� ��$������ ��������
��	������� ���# 
������ dxn � �
���� �� dx0�� /�	� � �!������ �� )*��	��� ν
��� 0����# ��	� ���������� �� ������� �� �� 
�������� �������� �	 �*����� ���
����	�� 1� �������# �� �!���� �	���� � �!������� �� )*��	��� %	� �� ��0��� ��
�������# 
�� ��	� ��	���� ��	.�	�� ��
������� �� ���.�
����� �� "��
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��2������� ����
����� ������������� �� � ����
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���� %	� ��	� ��	� ����������� �
� �	 
���
��� �*������ ���������"�# ��� 	� 
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	�� �� ���
�����%	� ������������ � 5�� �	 ���
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���%	� ��	��� 6 �� �� "��
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�	�� �	 ������ -��� �� ��0��$� ��� ��	� �	���� %	� ��� ����� 
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�����
���� 1� 0������# � 	� ��� ����� 
7��� �� ������ ������
%	� ��� ��	! �	���� �� 
�����
���� � 	�� ������� ����� %	� �� ���	�� �������
��
��8� �	 
�	�� �	 ����� 3 
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�� )*��	��� ���� :��� ��0���"� )� ��	!���� ��������� ���������� ��� �!�������
�� )*��	��� ������ %	� � 	� ��� �!������� ���� :��� �	�# ��	� �!������ �� "���
%	� �� ���.�
����� ; ����� < ��
������ �	 
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 � ���������� �� � ����������� ��� ����� ���� ������� �� ������ ���� ��
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��� ���� �� � ���	��� ����	� 
�� ������ 	�	���	�� � ���	���� �� �	�
�� ���� � ���� ������� ���	
�� ��� ��� �������  ��	� !���� �"� �� �"�#$"

%� �����	��� ������ 	�	���	�� �	������ ��� �� ��	� 
�� �� !���� �������	
��
����&�� � ����'�(�� � ����� �� ������� ) �� *��� ����� ����	� �� �� !����
�����	� � �� �(�� !���� ���&���" +� ���� �� ��������, �� ����� ��-�������	,
�� ����� �� �� ��� �� ��������, ���� �� ��� ����&�� �� �� ����� �����
�� �������� �� .�����&��� �� ��� �� ��������	�	�� ������'����	��	� /���0�
.�����&���  ��12'$  ��	� !���� �"�3$" %����� 	�	���	�� ������� � �� !����
�������	
�� ��� �����	��� ��������	
�� ����	���	���, ������ �� �� ��� ��
�	���	�� ��������, 
�� ��� ���������� ��� �� ���������� �	����"

��������� �	
�� �������� ��������

4��� �� �&-�� �������	
�� ����, ��� ��!�	�� ����	�	����������� ���
�	���	�� ���	��� � �	�	, ����� �	���  ����&� �� ���	��$ � ���� �	���	�� ���'
�	��, ����� ������ �� ���	�� � �� �	���	�� 1, ���� ������ � ���� �	���	��
#, ���" 5�, �� ��������	�� ����� !���� �������	
�� ��	��	��� �� ������	���
����� ����	�	���	�� � ����� �� �������, ��� 	��	�� � �����	����� ����� ��6��
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������� ������� � ����������� �� ���� ��������� ������� � un+1 = u2
n + C� �� n

�� �� ����� ������� � C �� �� ������ ��� ��!� "un �� ���� ��� ��!�#� ���

����  �� $�� ����� ���� ���������� ��� ��������� ����� �� ������ �� C� %&��������

�� ��������� ������ ��� ' �&�������� ���  ���� ��  ��� � ���  ����� ������� �

����������� �� C � ������ ����� ��! ������� �� C  ��� ���������� �� ���� �� �������

 ��� ���  ���� �  �������� ��! �������� �� ������� �� ���� ��� �� (����� ���

�������� ��� ���)�����������

�� ������ �� ��������� ��	� ������ ������������ ��	� ���� ��� ������ 	�� 
���
����� ��	�� � ��	� �����������  �� !�"�� �� ������ �� ��������� ��	� �����
��������#	� ���������� ���� 	� ����
� � ��	� ���������� 
������� ���� 	� ����
���� ����� � 
�	$��� �� ��	�� ��� 	� 
������ ������ �� 
������ �� ���������
�������� ε %$��� ��	�� ���&'� �	�� ���� 	� ��
��� ������ � 
������ �� ������ ��

����� N(ε) ��
�������� ��	� 
�	$��� ����(������ �� 
�	��� ) 
� ������ ��� ����
�*�� !��
���� �� ε 
�� �� ������ �� �� ������ ��� 
������ +� ��������� !��
���� D
��� ���
 ������ ��� ������������ �	�$���� ,

D = lim
ε→0

ln[N(ε)]

ln(1/ε)
. %��-&'

.��	���� ���������� ���������$�� �	������ ��������� ��� ��������� ) ���� 
�

��� ��� ������ %�' ��	�� ������
��� �� %��' �� �� 
������������ �� �� ���������
!��
���� �$�
 �� ��������� �	
�������� ��	� ����� ��� !��
���� /����� ��	� 	��
����� �� ����	�	� L� �� ������ �� �������� �� ������ ε ��
������� �	 ��
�	$���
���� �� �� ����� $�	� L/ε� �� ��	� �������� 	�� ��������� 	���� %D = 1' �
������ �� �� ��������� �� �� ��������� !��
���� %�#	����� ��-&'� 0�	� 	�� �	��
!�
� ������ S� �� ������ �� 
����� ��	� 
�	$��� �� �	�!�
� $�	� S/ε2� �� ��	�
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�� ������ �� ������� � � ������ �� ������ �� ���� ���� �������� ����������� �� ���� 1/3�

�� ����� �� ������  ���� !������� ��� ��!��� ����� ����� �� �����	

�������� 	�� ��������� ���
���� �� � �D = 2� ��	����� ������
��������� ���������� � � �!!��
����� �� 
���� ��"������ !�	� ��� ��#���

�	������������� �� !������ �� 
�� �� �� "$	�� $��������	� ���� % &�
�� �� '��
(�
 )� ��"��� !�� �� ��������
��� �	����� *��$� '�� (�
 �������+�,� ����
�'��� � ��'������ �	 ����� ���
���� �'��� "$	�� ������ -'��� � ������� � ���
�$� ��.� ����"��� ��	� ������ ������������ !����� � 	� �����$�� ��	��������
���!������� � � �/������� $�	
� �� �� "$	�� ����� 0 !	��� 
��	� 
1�� �	 ������
$�� ��� �	���'��� �� 2 ��$����� �$�	/� �� ��$���� �	 �����	 ��'���� ����� ��
���� � 	� ��	'��	 �����$�� ��	�������� 3 ���
 !�	� !���� �	� �� �����$�� �������
3 �4��� 
���� 
1�� �� ����� �	 �����$�� �������� �� �� !��
��� ��� ��!��� � � �����
���	� !�	� ������� "�������� 	�� "$	�� $��������	� ��.� ��������� �'��� "$	��
������ 5 �� !����.�� ���������� �� �	�����	��� � 
��	� 
1�� �	 �����$�� �������
�� ���$	�	� 1� �	���� ��$����� �� ������ 1/3 ���	/�.�� ���$� �� �� "$	�� ������
6�
	� �� 
�� !����� ��$����� ����� ���	 � �	���� ��$����� �� ������ 1/9 ��
����� �� �	���� 5 �� mime ���������� �� "$	�� ��� 
��!���� �� 4m ��$������ 
��

	� �� ������ (1/3)m� 7� ��"������ �� �� ��������� ���
���� D ���	����� �����
�8 ��	� ������ �	� ε → 0 ��� ��	�'����� � m →∞� ��	� ����� 9

D = lim
m→∞

ln(4m)

ln(3)m
= ln(4)/ln(3) � 1, 26... ������

7� ��������� �� 
�� ��#��� �:�� � �!!����
� ��������� ��� �$��� � 	�� ���
����
�� � 	���� 0 � ��#�
��� �	���"
���� �������� �	� ;� <��������� �	� ������	� ��� ���	
�� �� ��
��� ������ ������	� �	� ��$��"� ������ ����$	����� 7� �����$�� �� =���!���>�
�	 ��� �	 ��������
��� !������� ?�
��@ A���
��B�> =���!���>� �������+C+�
�'��� "$	�� ���+� ������ 	�� �	��� ���
���� 
��.��� ���� �� ��������� '�	�
��'���� 1.58�
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���&��� �
'������� �� ( �� ��������
����������� 
� ������ ���'�� �� ���� )����� �� ��������� �
 ���� ������� *
��
���� + * �� �������� ���������� �� ����
�
� �
 ,�� �
 ����� ���� ��� ����� *
(1/2)2 - ����������� m� 4m ����� ���� ����
���� ����� 
�� ����
�
� �� (1/2)m

��
� �� ��
� ����� ��� ����� .�
� �'������� ������� �� ��������� �� �� ������
���� ������� #�	
����� $ �/%� D = ln(4m)/ln(2m) = ln(4)/ln(2) = 2� ���������
����� * �� ��������� �
�������� 
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���� $ �/ ��
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D =
ln(���'�� ����� �� ������� �
�������������)

ln#����
� �������������%
#$ �2%

3��
������ ���� �������������� * ������ �
 ���� �� �� ��
�� $ �� 4� �
'��������
�
 ���� ������� �� N2 ������ ����� �
������������� #��
�� $ ��% ��������� *

� ����
� ������������� ���� * N #�� ������� �� 	
���� ����� * 
� ����

��	
�� �� ����
� ������������� �� ��	
� ����� ���� ��� ���� * ��
�% .�
�
�'������� ������� �� ��
����� ���
�� �� �� ��������� ������� #�	
����� $ �2%�
D = ln(N2)/ln(N) = 2 4� �&�� ��������� ��
� &��� �������� ��� 
� 
'��
��
� ���
��� 
�� ��������� ������� D = 3 5
� ��
���� ��� �� ��
� 	
� ���
���
���������� ��
� �'����� 
�� ��������� ������� ��� ������� 6 7�������� ���'���
� 	
� ����� �� ��
����� ���������� �� �� ��������� ������� #�	
����� $ �2%
��
� �� �������� �� 8�������9� #���� ��
�� $ :2% ;���� ��
�� ��������	
� ���
�'���
� ��� �
'�������� �� �������� ������� �� 	
���� ���������� ���� ����� ����
�
������������� #��� ��������� �� ����% 4� ����
�
� ��� ,��� �� ��	
� ��������
�
������������ ��� ��
� ���� ��
� �������
�� * ���� �
 �������� ������� ������ *
�����
� �� �� �������� ���������� �� ����
� ������������� ��� ���� * ��
� ��
�
��� ����� ��������� �
������������� 4� �&�� ��������� ��� �������� ��� �� �����
���������� �� ����� �� �
��� <�� ����	
���� �� ��������� ������� ��
�

D =
ln(3)

ln(2)
= 1, 58... #$ =�%
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� ������� 	
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 ����
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� ��
� ������� ��
� &��� ��� ���������� ��� 
� �������
�
������ ��
� �����'�� �� ������ ���� ������� ��� ������ ������ * 
�� ����
>������ ����������	
� �
 ���� + ��
� ��
���� �������� ������� ���� ��
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 � ��� ������� �� ��� � ���������� �� 	
	� � �� ���� ����� ����

���� ������ �� ����
� ������� �� �� � ��� �� !��� �� �������  ���� �� ����� ��

������� ���� ������� "� ����� ������ ���������� �#�� �$���� ��� ���� �������� �����

�����$���%���& � ����� �� ����� ��� Nm �� ��! �� �� �������� ����� � ���� �����

m ��������� '��� �#��� Nm = 3m� "� ��� ���#��� �$�%�� ���!�� �� �� (�����

)� �*� �� ������� ���� � ��������� m � ��� �������� ����� � (1/2)m� )� ��!������

������� �� ���� ������ ��� ln(3)/ln(2) � 1, 58..�

������ ��+, � -�� (���� ���.��!������ !��� ��� �������& #��� �/��
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������ ��	
 � � ���� ������� ����� ����� � ����� ������ ���������������� �� � ���

����� ��� � ������ ��� � ������� ���� � �!�� �"�# �� ��� ����� ������$ � �%����

�� ������� ������� &� ������� ���� �� ��%�� �'������ ��������������� �� �� �������

�'����������� ���� ��� 3/2�

���������� �� ���	�� ���	��	
�� 	������� ��������	�� �� ������ ��� ��
��	� �������� ������ ���� �� ��� ��� �� �����! "� #�	��� ���	�� ��
��������� �� �����$��� ������������ ���� ������� ����������� �� #���� % �� ���
���������� ������� ��	�� � �����	��� ��� ������� ��� �� �� ����		�� ���
��� �� ���������� ������� �� ��� ���	�� ���	��	
�� 	������! &��	 ���� �� ��	�
��� ��� 	����	'� ( )	* ��� �� ����	�� ��� �� ���������� ������� �� �����	��
)		* ��� �� ����� ��� �� ��	��� �� ������������ ������ ��	������ 
���� ��
��������� �� �����$�� ����	�� ��� �����	�� ������ �� )			* ��� �� ���		��� ���
���� )�� ���* ���������� #�	������ ���� #����� �� ���������� ��	
��! +�
���	#����	�� ��	��	���� ����� ��	� ���	�� �� ���������� ������ �� �����
�������� ������� ��������� �� �� 	���� �����	
��!

,������ � �	��� ���������� ����	������� �� ��� ��� ,�� ���	 � ��� ���
�	���	�� �����	���� ���	��	
�� )��	� ���	�� -!.* ���	��� ���� � ���
���	��
��������	�� �	����� (

ẍ + μ(x2 − 1)ẋ + x = a sin(ωt) , )/!0.*

�1 μ �� �� ��������� ��	�	#� �� a �� ������	���� �� �� ���������	��� �� ω
� �����	��! +������ �� ���� ���� ��� ��	������� �� �� �	���	�� 0 )��
���	 ���	���� ��� ( t� x �� ẋ % ��	� ��������� ���	�� /!.0*! +� ����� ���
���	
�� ������� 0 ����� �� �	������ ��� 	����	�� �����	
�� �� ���� � #�	�
��	��� )��	� ���	�� /!.0 *� ����� ��� ������ �� �������� �� ����	����
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�	�� �	 ����� ��	� ���������� ����	��
�	 ��������� a ����� ��	�� �����  ��� ��������� �� 
���� ���� ����
��� �	!
���������� ��	�"	�� �� �� �#����"	� 
����"	��

���� �����	 
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�����


$��� 
� ���������% ��	� ��	� ��������� �� ���
	��� �� ���� ����� �����
�� ������������� &���� ��������� 
���� "	������% ��	� ������	����� �������
"	��"	�� ������������� ��
���������

������ �����	
���
� �����

'��
��������% ��	� ����� ��	��� �� ������ �������
����� �������"	� �����
��
���� ��(�� "	� ��	� � ������ ��������	��� �� �������� ���������� ���� �� 
���
��� 
��
��� ��	�)������"	� ����� ��
���� ��(��(�� *������
����� �����% ������
��� ���"	����� �	������  

xn+1 = 1− 2|xn − 1

2
| ≡ f(xn) ���+��

�� ��,�� ���	! ��
��� - ������#�� �	 
��
��� ��������"	� �	 
����

.���� ��� ��� ������"	�% 
���� �����
����� � �� /���� ��	�� ����� �����
��	�� ���+�� 0� 
������� "	� ������������ [0, 1] �����
��� ���� �	� �,��� 0� ��
������ ���� �� �	��� - 
�� �����������

'�	� ��	�� ����	� �� xn ��/����	�� - (1� �xn < 1/2�% �� ����� �� ���!��������
����� �� ����	� �����	� ��� ������/ �� ��	� ��	���� /���	��� �������
����� �����

���� xn+1 = 2xn� '�	� ��	�� ����	� �� xn �	�����	�� - (1�% �xn > 1/2�%
��	� �������� 
���� �!�������� �� �������
����� �����  xn+1 = 2(1− xn)�

&����% �� ������� ��	�� 
�������� �������� ����� "	� x0 < 1/2% - �� ��������
��������� ��	� �������� 2x0 ��	������� ���% �� ������� - 	� 2 ��������� 3 ��
x0 ���� 2x0�� 4� �������� 
���� ��������� n /���% �� ���� "	� �� ����	� �� xn

����� �� �����	� �� 1/2% ��	� �������� 	� ��������� �� ������������� &	 ��	�
��	� 
������ ������ ������������% �� ����	� xn ������� �� ��	�� 1/2% �� ����

� 
��% ���!�������� �� �������
����� 
����� 5	�������% - ����� ���!�����% "	�
x0 = 0, 52 6 ��	� �������� ���� �� �� �������� ��������� x1 = 2 × 0, 48 = 0, 96%
�	�� x2 = 2× (1−0, 96) = 0, 08 < 1/2� $��
 	�� ����	� �������� x0 �	�����	�� -
0, 5 ���� �#�������"	����� �	 ����	� �� �������
����� ���� ������������ [0, 1/2]�
4� ���	��% ��	� ��	���� �
���� "	� ������	���� �� �������
����� ����� ��� ��
����
��� ��	! ����������  ��� 	� ��������� ��� 	� /�
��	� ��	! �� ������������ [0, 1/2]
�	�� 	� ���������� ���� ������������ �� ������% �� ����� �� �	���� �� ������ �- ��	��
��������� �������� ��� �����
������ 
����"	��  	� ���������% "	� 
���������
- �� ��������
� ��� ���7�
������ ���� ������
� ��� �����% �� 	� ���������� "	�
��������� �������
��	� ������
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������ ��		 
 �� ����� ẋ(t) ��������	 
��	� a = 0, 98765� ������� ���	��	��	 ����	

����	 ���� a � 0, 98777 �����������	 ��� �	� �����	� ������ �� ������ � ω = 0, 45 	�

μ = 1�
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���	

����������� �������
����� 
������� �� �� ���
���� ����� f � �� ����� ����
��
� �� ���
���� 
������� ��	� ���� � f(f(xn)) ≡ f2(xn) � �� ����� �� ��	�
� ������  !	��������� ��	�� � 
"�� �� ���	��� ���� �������#���� [0, 1] $#��� �
���
� ��	
� �� �� %�	�� ���&'� (� �)��* �� ����� �� �������
����� 
������� m
����* ���� � fm(xn) = xn+m* ��� 
������ �� m � ������  �����
��#��� ����
�������#���� [0, 1] $#��� �
��� � ������ �� �� %�	�� ���&'� +�	� ���� 
��#���
��*
�� �	,� �� ����� -	� �� �� #����.�� xn ������ 
���� #���	� 0* 1/2 �	 1* ��	�
�#��� xn+2 = 0* ������ -	� �� �� #����.�� xn � ��	� #���	� 1/4 �	 3/4* ��	�
�.������ xn+2 = 1� /� ��������� -	� xn+2 ��� 	�� ���
���� �������� �� xn �����

�� ������ �����-	�.���* �� ����� �� �������
����� ����� 
������� 	�� ���� �#�

����0�)�� $���� f2(xn' �� ��
�	�� ���	��������� $�
��� � ������ �� �� %�	��
���&'� /� �	�#��� �� �)�� ������������ ��	� �� ���
���� ����� 
������� m−1
���� �#�
 ����0�)�� $���� fm(xn'* ��	� �.������ �����	�� �	 ����� ������� �
��	
� �� �� %�	�� ���&�

1����* �� �� %���� 	�� 
�������� �������� ���� �� #���	� ��� 
���	� � ±2−m

��2� $
�� �����#���� ����������������� ��� ��2� �����* ����-	� m ��� ����3 �����'*
�������
����� fm(xn) ������ ��������� -	���� #���	� �	 ���� �� �������#���� [0, 1]�
1	������� ���* �� 
���������
� -	� ��	� �#��� �	 ������ �� �� 
�������� ��������

������� ���� �������#���� [x0−2−m, x0+2−m] �� ������ ��� �� 
����4��� ������
%��� �	 �5��2���

�� ���	���� ��	� ��������� )��� #���%� �	����-	����� � ������ ��	�� 
��0
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 � ������������ ����� �������� ���� ����� f2(xn)� �� ������������ �����

�������� m ����� fm(xn) �m ����� �������

�������� �� �� ���� ����� 
�� ��� ������ ������ ���� ������	���	�� ���	!
�	
����"

#�����	���	�� ����� �� �� ��	� ���	 � $ ������	���	�� ���	�	
�� � %�	� ���
�� 
���	�� xn+1 = 4axn(1 − xn) �� ��������� �� 	���� ���������� �� ���	!
�&��" '� ����� 	�� ����!��� �� �� �( �� ��������� �� �����)���� a = 1 *
������	���	�� ���	�	
�� � ���� ����  
���	�� + xn+1 = 4xn(1 − xn)"

'������� �� ���������� �� �� ���	�&�� x �� �� ���	�&�� y � %�	� ��� +

x = sin2
(πy

2

)
=

1

2
[1− cos(πy)] ,�"--.

�� �������� ����� �����	�� ��� ������	���	�� ���	�	
�� �� � ����� ���� �&���	�
�� �����	�� + sin2(πyn/2) = 1− cos2(πyn) = sin2(πyn)"

/�� ������ �� � ��	�� 	�� �	������� �� �����	�� �	����� + πyn+1/2 =
± πyn + pπ �( p �� �� ���	�� �������" 0���� �� ���	�&�� yn �� ����� 
��
yn ∈ [0, 1]� ���
�� �� ������ �� �� ���	�&�� y �� ����� 
�� + 0 ≤ yn < 1/2� ��
yn+1 = 2(1− yn)� ��� �&����� ������	���	�� + yn+1 = 2yn ,�� 	��� ������ yn

�� ��	�	� �� p = 0. * ���
�� �� ������ �� �� ���	�&�� y �� ����� 
�� 1/2 ≤ yn ≤ 1�
��� �&����� + yn+1 = 2(1− yn) ,�� 	��� ������ yn �� � ���	� �� p = 1."
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�������� �� ����!�� a �� �� 	
� a > 0, 892...
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��	����� ��� ������%����� ������� &� �� ��� ���������� �%��� �	� 
�� �#��$���

�����	�� 
������	���� ��	�'� �	� � �!
������� �� %���� �������� ��� �#��$���
��
����	���

(���� 
��� � ���� ��� ��� ���� 
�� �	%��)�� �� ��	� ������ 
������� ��
���������� �%�
 	�� ���
����� ��*��� � ���� ������� �	 �#��$��� ��	� ��	�����
������� � �%��	���� 	������	��� ( ��� ���
 ����� ��
���
��� � ��������� 
� ��)��
�� ���
����� �	� ��� 
��������� ��������� �	� ��� � �� ���� �� ����� �������� � ��
�����
��������� +�	� ��	������ ���
 ������	�� � ���)��� �	 
��� � 	� ����	�
� ������������ ���� �� �� ��	� ��� 
����� �	� 
���� ����������� ����	���� ���
�� ���� � 	�� �)�����
� ������	� ����������� �	 � 	�� ��
���
��� �!�����������

����!�	����� �	� ��	� ������� � �"�� �� �	������� 	� ��	� )�,
� � �� ���)����
���� ��� �
���
��� +�	� ������ �
� 
��������� � 	�� ��
�����	�� �������������

&� �-��� ��*��� 	� ���� ������� ��	� 	� �#��$�� ��
����	� � 	�� �����
	���

 ��� �� ������� ��� �!������ �� �������� �� �� %������ ��������� �� 
���� �����
	���
.� ��� %���	�� �� 
�� 
��������� ��������� ���� ��� ������� ����� �	� ���� ��*���
��� 	�� �	��� ��*��� �� 
�-���� ��� �!������ 1/3 = 0, 33333...�

√
3 = 1, 732...

/� ��	� %�	����� ����)��� ��	��� ��� %���	�� ��������� � 	�� 
�������� ��������� ��
��	� ��	%��� ���
�*�� ��	��� ��� �	���� ��*���� �� 
�-��� �	� �!������ 0 
�
� ���
��� �� ������ 	������

1����	� �� �#�����	� � ��� ��� 
�����	�� 
���� ������������� � ������	��
�	! 
��������� ��������� ��� %���	�� ��*������ ���
���� ��� ���� ��������
�� 
��
� ���� *��� ��� ���������� � ��� ��
�����	��� ������� �	� ��� 
��������� ����������
2��� 	� ��)��� 
�����	�� � ��
�����	�� � �����*� �!���������������� 1� ������
�� ������ �	 � ��
�����	��� ��� ����� ��
���� ���� �� ����	� � ����������� ��
� ���� ��������

2$� ����� �� ��%���� ���	��� �� �� �������� � �� ��� �	��� �"�� ��������
� ������� 	�� ���
������� ���������	� �	 
���� 
���� �� ��	����� �� ����� ��	�
	� ��	 ���

������ ���	
� ���
�����

3�	� ������� 	� ������� ������� �� ������� � 
���� �	������� ��	����� 	�
�#��$�� ������ ��*�� 
���� �	�� 4 ���� � �����%���� [0; 1] 4 �	���%����� 
�� ������
%���� �� 	� 
������ ������ �� ��	�������%����� �)�	!� ��� �!����� 	�� 
������� 0
[0; 01[, [0, 01; 0, 02[.....[0, 99; 1] �� ������ 
�� �����%����� I1, I2, ...I100� 5�����
���	��� �	 ����� 	� ������ ���� x0 ���� [0; 1] 4 �� ���������� ��
�����������
� � 	� �� 
�� ��	�������%������ (� ������ ��� ���� ��	� 
�������� �������� � 	��
�����
����� ��)�����	� �	 �� � �����
����� ����� 6�	 ��	� �	��� �#�� � �����
��
���� 
���	� ��	� ��)������ �� 
���7 �� �-�
�	��� ���	��� N ����������� �%�

N ����8 )����� ������ N = 1 000� 1� ���	���� *��� xN ���������� � 	� ������
%���� Ij 61 < j < 1007� 9�
�����:��� 
���� ��������� 	� 
������ ������ ��



��� �����	
�� �������� �� �����������

��	� �	�� 1 000� �� ������	�� ���	�������� �� ���������� ��� ��
���
�� ���	� ����� �� 	��������� Ij �� �� �������� �� ������ �� ��	 
�� ��
	��������� Ij ��� �		�� !	 N �� ��" ������ ��� �����	�� # ��� ������$
	�� ��� 	��������� % ��� �	�������� �� ��� ������ &
���� �� ��	� ��� ��
�	��' ������ &�� �� �� 
������ �� 	����������� �� N �� 
�� N �� ��"
������ ����	��� # 
���
�� �����	��'� �� �(�� �	��� 
����� ��	 ���	���� ��
������	�	�� 

)��	����� ��	������� ������	���	�� ����� &��	� �
���	�� * +�' �� ��������
��	��������� [0, 1] �� N ��$	��������� ������ ���� [(m− 1)N, m/N ] ���� m =
1, 2, ...N � �� ���� �� ����� Ox )���� ������	���	�� ����� �� �	���	��� ����� ��
	��������� �� ��� ��	�	���	� ��� ������� # �� ����� ,�� ����
����� �� ������
�� ��	 
���� 	��������� �� �		�� �������� 1/N � ���
�� �� ������ ��	�����	��
���	��� ��" ����� -	�	� �� ������	�	�� ���� 
���� 	��������� �	� �		�� ��
����� # 1/N  .� ���	� ����� ��	 �� �	��	���	�� ��	����� /���� ����� 
�� x
�� ��� ���	���� ����	���� 	� �� ��	�� ��	������	�� �� ���	�� �� ������	�	�� ρ(x)

����� 
��
∫ b

a
ρ(x)dx ��������� �� ������ �� ��	 �0 ��	��������� [a, b] �� �		�� 

)���� ��� ������ �	� ��� ����� �� ������ �� ���� # ��	��������� ��	$�(���
����$#$�	�� # b− a .� ����	� 
�� �� ���	�� ρ �� �������� %

ρ(x) = 1 &* +1'

�� ���	�� ρ �� ���� 
���	��� �� ������� ���	
���� ����
����� )���� ���	��
�� ��	������ �� �(�� �	��� 
�� �� ���	�� �� ������	�	�� ���	�� ��� 2��� ��
������ ��� 
�� �� ������ �� �� &���
�� ���� # �� �(�� ������ 1/6' �� ��
�������� 

3������ # ������� # ������	���	�� ���	�	
�� �� ����� ρ(x) �� ���	�� ��
������	�	�� 4 ����� �� ������ �� ��	 
���� 	��������� dx �� �		�� �� ���� #
ρdx 5�� ���� ������� 
�� ������	���	�� ���	�	
�� �� ���	�� # ������	���	��
����� ��� �� 	���� ���������� �� ���	���� &��	� �
���	�� * ++' 4 ����� y
�� ���	���� �� ������	���	�� ����� �� x ����� �� ������	���	�� ���	�	
�� 5��
���� ρ(x)dx = ρ(x(y))(dx/dy)dy 6���	����	�� �� �� �	��	���	�� �� �����
�� �� ���	���� y� ��� 	���� �� ����	�	�� �	����� % ρ(x(y))(dx/dy) = 1� �	�
ρ(x(y)) = dy/dx 7�	�	�� �� ���������� �� ���	���� ������ &�
���	�� * ++'
���� ����	��� y �� �����	�� �� x 5�� ������� �	�	 dy/dx = 2/(π sin(πy) 
)���� ��� �	���� ��������� �� �� �����	�� sin(πy) = 2

√
x(1 − x)� ���

������ �����	� �� ��	 �� �	��	���	�� ρ(x) �� ������	���	�� ���	�	
�� %

ρ(x) =
1

π
√

x(1− x)
. &* +8'

)��� �� ���	�� ��������� 	����	���� �� ���� ��������� ��� ������	���	�� ���	$
�	
�� &��	� ����� * �8' 5���� ���� 
�� ���
�� ����	���	�� � � ������ ���	��
	����	���� 
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����	�� ��� ��������� �� �	 
������� �	 
��� � ����� ���	 � �� ������	���
�	���
������ �
�������	��� ��� ������� ��� �	����� ���  !�" ��	�� ����# �� ��	� ����
�����������# ���� 
������� 
��# �� ��$��� ���$����# �	 ���� �	 
��������# �� �����
������ �� $	� ��	�� �����
����� ���
���	�� %����# ���� 	�� 
����� � 
���	�&
����# �� ��'��� �	��	���� ��� ���
��(� ��� ����������� � �	�
���� ��� ���	'������
���)
�
��� �	 �����'� * !��" ���	��� ����# �� 
������� ��� ��'���� 
�����	��
�� 
������� ���������(� ���
������	�� �� ���
�����
����	�� !�� �	���	� 
�	+ �	�
��	$��� ��������������� ����(����� ��� 
�����" ��� ��������� ��	� �$���� ��� ���&
	������ 
�����	�� ����	��
������ � ��	� (��
�����������

�� 
��� ��� 
���
������ ��� �� ������
� ��	� �����
��	� �����'� ���� ������
�
��� ������ ���� �� ����	�� �� �� 
��
��� ��	�&�������	�# ��	� �$��� ��	��'��
�	�	� ����� �+� �� �������
����� f(x) !����� 
������������ � 	� 
,
�� ������"
��	� ��$���� �������� �� ������ ���	 � 	�� ��(	�
����� �� ��	+ ����
�� �	�

������������ � 	�� ��
�������� � ������� ��	��� * �� 
���� ��(	�
����� ����� ���	
� ��	+ �	���� ������ �+�� ��������� !$��� �'	�� ����"� -��� �� ��'��� 
�����	�#
�������
��	� �����'� ���'�� �	 ���� ��	� ������ 
����������� �� 
,
��� �������
���������# �	 ������� ���������# ������ ���� ������
� ��� ������

.�� ���������# ��� ������� ��������� ���� ���	���$�� * ���&�� �������� �� ��	�

��(���� 	�� �	����� �����
��$� � ������ ��	�� �
���� �+�����	�� / 0�	� �$��� ����
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��������� �� ����������� �� ���������� 
� ���� �������� � ������ ��
�� ����
�������
����� ���������� �� !� "� �#��$ 
� �%��� ������ �������
 � �� �������� ��
�������� �
� �� ��
�� �� �� ���� ��� �������� ��
� ���#�� �� �� ������� & ����
�� ��
� '��� ����
 ������ ��%� � 
�� ���������� ���	
��� �� �� ����� (����$
�������� ������������ �������� ��
� ������� ��������� ��
� ���#�� �� �������������

)����� �
 ����*�� �
 ���� �
�� � ��
 ���� �� �'�� ������������ )� �������
�����	
� ��� ����
��� ��� 
�� ��������� �������
�� ������������ +����� ��
�
������� ��
�� ��� �%��� �
������� , ��! +���� �������-��� �� ���� �
 ���.�
��
� ������ �������	
�$ ��%� � �� ��������� ��������� �������	
�� / ���� ��
���� 	
������ ���� ������ / ������������ ���������! & ���! ������ ��� ������� �� ����$
����	
� �� ������ �����	
� ���������

0�
� ���
����� �������'� �
 ����*�� �
 ����$ �
1���� ��
�� ����������	
� ��
������� ��
�� ������������ 	
����� ����$ ������� 
� ������� �� �� ��� 	
�����1
����� 2� �����
 ����
��� �
� ����
 ��
� ��3������� ������� �
 ���� ����	
���
��� ��
��� � �������� ��������� ����������	
�� ��+���������� 4��������$ ��
�
��������� �� ������ ����� � ������ ��� ���
������ �� 5 ���� 6 & �� ��
� ������
�� ��
+����$ �
��	
��� �� ��
� ���� �
� ��� ��������� �����������	
��$ �� �����1
�
�� ��� ����
�������� �������� ��
� ����*��� �� ���������� �� ��� ������

)� ����*�� �
 ����$ �� ���� 	
���7�� ����
�� �� �� �������$ � ���
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 88e ����� �� ��
���
�� �����������
������������� ��� ����� �
 ���� �� 7�
�$ ���� ��#������ ��������$ ���� ��� ��������
�����	
�� ���+����� 9�:;!$ ��� ������ ���+����� 9��;! & ��� ����
� �����	
��
���+����� 9� ;!$ ��� �������� ����	
�� ���+����� 9 <;!$ �� ���� ���
���� �����
���� �� ��� ���������� �� +���� �� 
�� ����� ����
������
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���� ��� ���	
���� 	�������� ���� ���� ������ �����
�� ��� ������ ��
�� �����
��� ���	������ �� �������� 	��������� ��
�� �� �������� ��������
��� �
��
��� 	�������� ��� ������
�� �	��
���� ���� �������
���
�� �� ����� ��
���	� ��� ���	�����
��� �� ���� �����
����

��� ����	��� �������	���� �����
��� �� ����	�� ������� �� ��
�	�������
�� �� �
����
�� �	��
��� ��� �
������ ���� ����
� ��� ������� ��������
����
	��
��
��� ���� ����� �� � �� ����
� �� �
�	���� ��
�������
��� �	��
����� ������
�� 	����
��� �� ���	������� �� �
����� �� ������� ��� ��������� �� �����
��
�� ���	�� ��
� �������� �� �
 ����� 	�
��� �� ����	���� !���� ��
�	�������
�� �� �
����
�� �	��
��� ������ �� �������	����� ����� ��� �� ��������� ���"
�������� ��������	
���� �� �
����
�� �	��
��� ��� �������� �� ����� 
�	��#
���� 	��� ���	������ ��� �������� ��������
����� ��� ����	��� �����
���
����������� ���� ��� ������ �������
������ ���� ������
��� �� 	��������
�����	��
���� ��$���� %�������� ���	&��' ( ���#�&��� ���� ���
������ �����#
���� �� ����#���������� ���� ��� ������� %��
� )���� *�+'� ,����� ��� ����
�
��
�� ������ ���������� �� ������ ��� �� �
�����
��� ��
 �� $��� ����� ������� �� ��
������� ���� �� ����� ���	�������� -

������� �� �	
� �	���� �������� ��	����� �� � � �� ����
�	���
��� ��	�� ��������� ������	� ������ ���� ���	��� ����� ����� ������� �� ��������

������ �� �����	����� ��� ������ �� ��	�� ��  ��!�� �� ��	�� �		���� ������� ��  ���
�������� � �� "��� �� �#�	���� �$ �� �� ������� ���� ��� ��������"��� ��� �		��� ��� ������%
�������� & ��� ��	����	�� ���� ��������� �"��	���� ���� ��� ������ �� ����	�� �'����� ����
������� !
	� ��	� ��� �	� ���� ���������� �� ����	� ���� ��� �	�(���� �� ����������� )���
* ����	��� + ��� ��	�� �� ���� � �� �	���	��� �� ��	����� ����!�� ����� !�	����,� ��
��	����� �� ���� ������ �������� ��� ����� ��	����� �� �� �$������ ��� -���� ����%
� !�	���� �� �� ��  !$���� ��� �������
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 ��� �������� ��� �������� �� ������������ �©���� ����� ��������
����  ������ ������� ! ��"#$"�#�������� %�&��� %���� ���������� '�%%�(

�� ������ ��� ���� ��� ����������� ��������� �� �������� ���	���
�������� ��� �� ����	�� ���	�� ����� �� �	�� �� �� ����� �� �����
�� ����� �� �� ������ �� ��	����� ��  ���� �� ��	������	�� �� ������	��
�������	��	�� �� �	��������� !��	� ����	��� ��� ���	�� ��"#$� ��� �� �������
�	����	
��� ���"

%� ����� &��	���� �� �� ����������� ��	�� ��� ����������� ��������
����� �����	��	�� ���	��� �������� �� ����� ����� ��� �
�	�	���" '�� ��(
��� ���	�� �� �������� ���
�� ������� ��� ������� ) ���
�	�	��� �����������	
��
!�	��� ���� 	���	 ��� 
�� ��� ����� �� &����	�� �� �� 
����	�� �������	� 	�(
*����� ��� �� �����$ ����	�� ��� �����	�� ������ ��	�	
��" �� ����� �� ������
	�	�	�� �� ��������� ������ ���� ��������� ��� ������ ������� ��������� ��
&�	� ) �� ������� ����� �	&�����	��"

+��� ������� ������� �� �� ������������ ��� ����� ���� ������� ���
���
�	��� �������� ��	 ������� �� 	����������	�� 
���	���	��� ���	�� ���
������������ �� ������ ����	�	�� ���� �����	� �� ����	�	�� �����	�� )
�������	����� ������� ���� ����� �� �� � ��� ��� �������	��� �� ��(
����� ���������� ���� �������� ������ 
�� &�	�� � ����� �� ����	�	�� ��	(
������� ) �� �� ���������	�� ���	���"
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	 �����	����	��	 ����)��	��	� * �� )� 
	 �� (�	�
�� ��	�� �����	��� ����	�	�� + �����
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	 ��� �	���	 �� �	�� 
�
(�(��� %�	� ��������	� 
	 ������'�

��� �� ����	
� �� �����

#�����	�� 
	��� � �����	���� ��������	� � ���!�	�� ���	� �����	� 
���
�� ������ , �	� ��������	� �������	�� �	� ��	� �(	� �	� ����	� ��� 
��	�

�����	� ��
����� -� 	�� ��(	�� ������� !�	 �	� ��������	� �������	� 	� �	���
��
���� �	 ������	�� �� ���� 
� �	��� 
	 ������	  ����	 �� �	�� 
	
��	��	���	 . �� ������� � ��	�� + ������	 
� ���� 
��� ��	�� !�� 
�/��	 ���
���	� 
	 ������	  ����	 �	 (	��	 
�	��� 0�� ��	 �	��	 ������  ����	
��	�� ��� ��1��� �����	 , ��� �	�����	� ��
������ �� 
���������� 
	� 	����	�
� ���!�	� 
	(�	�� ��  ����	� 	� �(��	 (	�� ��	 ������������ �������	�
���2�� ���� ������	 
	 �� ��������� �	��	 ��� �	���	 � ���!�	 	�� ����

��	 ��	�	���	 �	 ���� ������	 
	� � �����	� ��
������ + �� ��������	 
	
2��	� 
��� �� �����	� 3� ����� 
	�� ��� 
�� �(��� �� ��� ��(!��	 ���
�� 	������	�	�� %
�� � �	 ��� 1����� ���� 2�� �����
	� ����	 � ����
	��'�
"��� ������ ������ �� ������	 !�� 2��� 	���	 
��	 � 4 5	� ���	� � ���!�	� 
	
�� ��� �	���	 6�� "�$
	�+ 
	� ���	��� ��� �����!�	� �	����(	�	�� �����	�

����(��� �	 2������	�	�� 
	 ������������� + �������	 
	 �	��	 ��� �	���	
� ���!�	� "��� ������ �(!�	 �����	�� �������� !�	 ������� �(��� ����
�������	�	��� �	��	 ����������� ��� �� ��� �	���	 
��� �� �����	� 	� 	� ���$
������	� � 	7 �	� 8��	� (�(�����
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���	 ��������	 ���(	��	��	� 9�� ������)	� �	� � �	�� �	 �������� 
�"��� ���$
��� �	 �����	 ���	 ���� � ��� �� ������2 � ���!�	 u ����(��	�� %��	� ��������
�� ����	 ��������	' 	� �� �	��
 ������2 v �� ����	�� %��	� �������� + ��
��������	 
	 ������(��	��' ������ ��� 
	�� 
��� ��	 	��	���	� :��� �(�� +
������	� �	� 
������ 
	 �� �������� �� �	 ������2 v 
�/��	 ��;����	�� ����
	$
�	�� ��� ������ + �� ��������	 u� �	 ������	  ����	 
	� 
	�� ��������	�

	(�	�� �������	� 	� �����	 ����	 ��������	�� + ��	 ������������ �������	 , �	�
�
�	 �	�� ������<��	� 	� ���������	�� ��� 2��	 
	 ���
	� ���	���	�� ���	
�	� ���
	� ���	�����(	�	�� ����� 	� 	� ���	� !�	 2��	�� �	 �	���	 
��� 7���	�
���� 
�����	� �=�	� 
��
�	� �	�� �	� ��
� 
���	���	� ��� 	�	���	� ��� ����	�	��
������	�� -� 	�� + ��	� !�	 ���	 �� ���������� 
� �
��	 
	 ������ 	�� ��	
��
������ !�	 �� ��������	 
	 ���
�	 � ���!�	 	�� �� � �����	 �����	 	�
���(�����	� �	 !�� �����	 �� ���������� 
� �
��	� -� � ������� 2���� ���	�
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��� �����	
�� �������� �� �����������

���	��� �� �� ���� �� ����	���	�� �� �����	��� ������ ���	�� ���� 
�� ���� 
�!�	���� �� ��������	�� ���"��� �� ��!�	��	�� ������ ���	�� #��	� �!$!�����
%�&' ��' ��()*

+� ������ �� ���	�� ��������� , ��� �!���	�� ��	�	
�� ���� �������	
��'
������ ���������� 	��!������� �� �!��	� �� �� �!���	�� ���������� �	��* +�
������ �� ���	�� ��� �� -�� ���� ��!������ . #	) �� ��!������ �!���	$ 	�
�� ��	�������	�� ��	�	
�� ����� �� ������� �� ��!���� �� #		) �� ��!������
�	/�	$ �� ������� ��	�	
�� �� �	� �� �� ����	��* +�!
���	�� ��!�����	��
�!��	���� �� ���������� �� �� ����������	�� �� ������� �!��	� �	�	 ����� .

∂tu = f(u, v) + Du∂x2u #0*�)

∂tv = g(v, u) + Dv∂x2v #0*�)

�1 u(x, t) #������	������ v(x, t))' �!������� �� �� ���	���� ������� x �� ��
���� t' �!���� �� ����������	�� �� �!���	$ u #������	������ v)' ∂tu �� ∂tv
�!	����� �	�	 �� ���	��	�� �� ���� �� ���� �� ������� �� ����������	��
�� ����� �� �� ��	�� ����!' f(u, v) #������	������ g(v, u)) �� �� $����	��
�!��	���� �� �!���	�� ��	�	
�� �� �� ������� u #������	������ v) ���� ��
������� v #������	������ u) ���� �����	�� �� �!�	�!' �� ��"� Du �� Dv

��� �� ���2�	��� �� �	/�	�� ������	������ ���� �� ������� u �� v* +�
������ ��!�	 ���� ��
��� �� �!���	�� � $�	�' �� �� $���� ��!�	� �� ��!
���	��
�� �!���	��' ��	������ ��*

+� �� ������ ������	� , �����' � ������' 
���� ��!���� ����� �	��	�� 
�	�� �!�!������ ������ �� �������' �� ��!������ �	/�	$ ���� �������� ,
�����!�!	�� �� ����' , ��	���� �� �� �	/�	�� ����� ������ �� 	��� ��� ��
����� �����* 3�' �� ���� ����� ��!�������! �� ��!������' �� �	/�	�� ��������
�� ���� ������� ���� �� ������	�� $����	��' ��� �����	�� ����	�	��' ��
!��!���	�� �� ���� ��	����	�	�! �� ��!��� ��������*

����� ����	 
�������	 �	 ���������� �	 �����

4��� �������	� 
���	���	������ �� �����	
�� �� ��	����	�	�! !����!� ���
�* ���	��' ������ ����� ����	�� ��������' �� ���	�!��� �� ��!���� �����
	�"�� 5������	�� �� �	� �� ������* 6������ 
��' �	�� , ��� ����� 5���� 
��	��' �����	������ � ������ 7��� �� �!��� ���� �� �� ��	�� ����! #��	� "����
0*�)* 4�	
�� �����	������ u ���� � ������ �������	��' �� ���� �� �����	������
�����	� ���-��� ��� �����	������ 8 ��	 	� �� $��� �� ����	�� 
��	� �����	�
	������!���� �� �������	�� v 8 �	�	' �� ��!���� ���� ���� �����	������
����� !�������� �	�� , ��� �������	�� ������ �� ��	��	�	����* 9� ��	��	��' ��
���� ������� ���� ���	� �������� , ������!�!	�� �� �	���� �� ��	 ��� 
���� �� �� �	/�	��* 3�' ���� �, ����� ����	�	���	�! �� ������ �� ���	�� 
��
�����	� ���	��! �� ��	�� . 	 ��	��	�	���� �	/�� �2������ ���	������' ���
���	������ ���� 
�� �����	������' ��	��	�	���� � �	��� ��� �	�� ��� �� ����	��
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 �� ���� �������� � ����������� ������ �� ������ ����������� �� �������

����������� ����� �������� �� �� ������� ������ ��� ������ ���� ��� ��� �� ���������!

���� ������ ��� ����� ��� ������ ����� " ����������� �� ��������� " ���#��� ���� ����

$���� � �������� �� ���� �� ����������� �� %������ &� ����� ��� ���� ��#���� ��� �����

�' �� ���������  ��� ��  ���(�� ���)�������� ���� � ��������� �� ��� ���� " �����

��� *���������� +�� ������� " � )��������� ,�� � ������ ��� �� ����������� ��� ������

������ ������� ��� ��� ������� � ��� ������� �� ���#��� " ��������� +��� �� ������

��!��" �� � ������ �� ��-�(� �� v ���� ��� � ��� ��� ���� �.��+�� ��� ��!��" ��

������ �� � ������� �� �������� �� v� lv� /�  0 �� ��  ������ u �� ����������

�� ��� ��� ��� ���������� ���(� ��� �������� �� ������ lu� 1� ������� ������ �.��+��

�� � ��������� �� %����� ��� �� ������ ��
√

lulv� 1�� *(���� ���������� ���� �������

� ���������

��	 ���������	��� 	� 
�� �� ���	������� 
	 ���������	�� ����� ���� �����	 ��	
�	��	 
	 ���������	��� ��� ���	� �������� � ��	 ������� 	� �����	 �	��	�
����� ����� � ���������	�� 
	 �����	 ����	�	�� ����  ��	 ! �� ��� �� ����	��	

	 v"��� #!��	 ���$� %� ��� 
��������	�� �	 ��
��� ������ ��� ��� #��� ���
�����	� �����	 ��������� �� ��������	 	���	 �� 
�&���� 
	 ���������	�� 	� ��
������������	�

'� 	�� ������	 ��	 �����	��� ���� 
��������	�� 
����	���� �	� ��� 
	� ����	�
�	 
��	���	�� ����������	�� �� �	�� 
	 �� ��������	� '� ( � 
�����	���� 	�
�������	� ���� 
	 �����	 
	 ��� �� ����	 ��� �	 
��	���	� �� ������!	 
� ��	�
��	� ��� ) 	� 	&	�� ������!������ �� ������!	 
� ��	��	� ��� ������	 �� �����
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�����	� ���� � ��*������ ���� �	�	�
��� ��	 �����	 ��������	 �����
���	 ���+
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	 ��	 ) 	��	 
�&��	 ,������ 
���������	 ������	��	
�	�����	 �� ��������	 ��	� ����	��	 	��	 ���	��!���
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√

Duτu 	�
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√
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	 lu �� ���� / �	� ������	� u� 	� 	*�+� �� ������!	 
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��	��	� ���� ���	����	�� ��	 
������	 
	 ���
�	 lu ��� ���!��� 0� � �	 �	���
���������	��� ��� 
�&��	 ���� ���	� �	 ����	  ��	 ���	1 ���
��� ��� ������ �
���������	��� 	� 
	��� 
� ��	��	� ��� / �� �	 ���� 
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�
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	�* ��!�	��� lu 	� lv ) �� ��!�	�� 
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���	 ��� �� �(	��	 !��������	 
	� 
	�* ��!�	���� λ ∼ √lulv
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������ ���	����	�� �� ��������  � �����  � !��	�� ���� �u0"v0� �#�	�
��� ��� 	�	�� �	����� $ f(u0, v0) = 0 �� g(u0, v0) = 0 ���	� �
���	�� %����
&� ����� 
�� ����� ����	�� �������� ��	��" �� ��� ������ ��� �� �	��
���	��� ������� ������� 
�	 �� ���'������ ('�  ���� 	�� �� ��#	�	�� �	���	��
 � �� �����" ���������� ��� ����	��  � �� )���� u = u0 + u1(x, t) �� v =
v0+v1(x, t) �� �������� �� �����	��  �� ���
���	��  �������	��  � �����
��
���	�� %����

*� �+������� ��  ������������  � !�����  � )����	�� ��� �	���	�� f ��
g ������  � ������ �������� �u0"v0� , ���� �� �� ��� u1 �� v1�" ��� �#�����
 ��� �
���	�� �	���	�� ���� �� ������ (u1, v1)� -������� ���� ��� ����	��
 � �� )����� �u1"v1) = (A, B)eiqx+ωt" �. q �� �� �������  ��� � �� ω  �����
�� ����  ���������	�� �������	������ �� ����  � ���	�����  � ��	���#	�	��"
��������	� ��� Re(ω) < 0 �������	������" Re(ω) > 0� / ��� �#����� $

ωA = (fu −Duq2)A + fvB

ωB = guA + (gv −Dvq2)B �%�0�

�. ��� ���� ���

fu = [∂f/∂u](u0,v0), fv = [∂f/∂v](u0,v0),

, gu = [∂g/∂u](u0,v0), gv = [∂g/∂v](u0,v0) �%�1�

�� ����� �	� �� �%�0� ����� �	���	�� �� ��������" �� ����	�� �� ���
��	�	��� 	 �� �������� 	 ��  �����	���� �� ���� -���� ��� 	�	�� ��� )����	� ��
�����	��  �  	���	�� 
�	 ���	� �� �������  ��� � q �� ���� �����  � ���	����
��  ���������	��� ω  � ��	���#	�	�� $

ω2 − Sω + P = 0 �%�2�

����

S = fu + gv − (Du + Dv)q
2 , P = fugv − fvgu − (Dugv + Dvfu)q2 + DuDvq

4

�%�3�
�� )������ S �������� , �� ����  �  ��� ������ ������ ω1 �� ω2  �
���
���	��  �  	���	�� ��
���	�� %�2� �S �� �� �����  � �� ����	��  � ��#	�	���
�� �� )������ P �� ���� �� ��� �	�  � ������ ������" P = ω1ω2�

����� ��� ���	 ���	 
������	  
������ 
�������� 
�	 ��������	 ����	 �� ������� eiqx+ωt

�� 	� ����
��� ��	� �� ��� ���	������ �
 �	� 
������� �� �� ���	������ ����� 	��
 �����



�� ��������	 
	 ���
�	 ������� ���
��	�����	� ���

������ ��	 
 ����������� �������� �� ����������� �� ω(q) ��� �� �� �� �� �������

�������� �� ����� �μ < μc�� ������ ��� ��������� μ = μc�� �� ������� �μ > μc��

��� �����	�
� ���� ���	�����	� �� �����

��� 
�������� ��	 ����������� 
	 ������ 	�� ����������	 	� ���	���
 �
�� �	��	�� 
��
	 �������	 qc �� ���� ��� 
	��� 
�� 
��	����	� �� ��
�	� ��
������ �	����	�� ��� ��	 �	 ���! 
������������ ω �������	 ��� �����	
��	��	 �������	 ����� ��	 �� �����	 ���������	 � "� 	�� ����� ��	 �� �� ������
#��$�	 	�� �����	� �	�� ������	 ��	 ���	 �	��������� 
� �%��$�	 ��������	
���	� ω < 0 ��	��	 ��	 ��� �� ���	�� 
� �	��	�� 
��
	 q ���� ����	 ��& � ' ��
��
���� �������	 �μ = μc� ( μ 	�� �� �����$��	 
	 ����)�	 
� �%��$�	 � �	
���! ω 
	 �� �	��������� �������	 ��� �	 �	��	�� 
��
	 �������	 qc� 	� �	��	
������* ��� ���	 ����	 ���	�� + �	 ���� 	�� 
�� ���	�����	�	�� �	 ��!����

	 �� ����	� ω(q) ���� ����	 ��& � ,���
 �	 �	��� 
	 ������������� 	�� *����#�
ω 
	��	�� �����* �� �	��	�	�� 	� q = qc ���� ����	�	�� 
��� ���	 ��	
���
	 
	 �	��	�� 
��
	� -�	�� 
�� �	 ��!���� 
	 ω(q) �	� ��	���	��	�	��
�� �������	 ��� �� �	�.��� �� ������$�	 ���������	� 
��� ���	 ���
	�

��� ����� 
�� �����	� ���	 
�����#	 ���	 �����

�� ��� 
	��� 
��	����	� �	� ��
����� 
	 ������������� 
	 ������ 	� ��/
����� ���	��	 ��� �����������	 ��� ��	 ���	�� ����	 ω ��	��	�� � ��

�0��	��	 
	 ����	��	� ������������� �	��	� ��� 	!	���	� ������������� 
	
1�*� ������	 � ��	 ��������� 
���	 ������ �������	 ����������	 �	��
��	 ������ ����	 ��������	 
��� �	 �	��� ���� �#�����	 2 �

�� ��� ��� �����	����� 
	 ����� � ��	 ����������� ��
������ �� �
�	
�������� ����������� 
�� ��� ��	 ����	�� 
��
	 �������	 λc ���	 + �	 ���
�������	 ��	 �	 �	��	�� 
��
	 ����	��	�	�� ��������	� � �� ����	��

����� ������	� 
�
 ��� ��� �������
���� �� �� ���� ω(q) �� ��
	����
�
�� 	� ����
� ��
��	��	� ���
��	������	� � �� ��	�
�
�	 ��
�
����

������	� ����	� 
	����
�
�� ����
�		�
�� ��� ���	
� �� ��������
�	 �� ������� �������

	
�
�����	� ��	� �	 ���� ����
�		�
��  
	���	��	� �� ����! 
�
 ������ ������	�" ���� �	
����� ���� ����
�		�
��  �	 ���� ������� ��#�
�! �� ��� �
	���$��� ���
�����	�"�



��� ������	
�� �������� �� ������������

������� ���� qc = 2π/λ� ���� ���� ��� �
� ����� qc �= 0� � �
������� ����
�� ��
� �� ������������ ����� � ! 
� ������ ������ �
�� ω(q = 0)�� ����
���� � ����" ����� ω(q = 0) < 0� ��
�  #���� �� � #���������� �� ����
���������� �� �������� ����� ��� ������������� ���� �� ������ $� q = 0�
��
� ��#��� ��� ��
� ���
��� 	
� ��� ��
� #���
�� ������� �� �� 	
�����
�� ���������� ���� � ����#�� � � 	
� ��� �� �� ����	
� �� ����� ��� #���
��
������� ��� � ����#� ����� S%ω1 + ω2 < 0� �� ��
� ����
�� ������" �����
P = ω1ω2 > 0�� & ������ �� ������������ ��� "���
�� S �� P �� ��
�
q = 0 �#���  	
����� '�(�� ��
� �������� ��� ��� ��������� �
�#����� )

fu + gu < 0 , fugv − fvgu > 0 . �'�*�

+� ,�� �����
��� �� ��� �������� ��#���� �������� ����	
� �� �������� ���� ��
����������� ��� ���
-���� �
� ���������� �� ����.��� � ���� �� �����/0
��� �� ����
������� �
 ���
 �� ���������� 1���� ���
����� �� ����
�� ����	
�
�� ��
� ������������ ω � ����" ��#���� ������"� �
������� ���� ����	
� ω
�����
��� 2� ��"
������ �� 3
���� �� � ����� ����� ����	
� ��
�� ��� ��
�
#���
�� ������� �
 ������� ����� ��� 4 �� � � 	
� � �� ��
� �� ���� ��
�� ����
��� ��
� �� #���
� ������ �� ����� � ����#� ����� ���� �� #���
�
��� ���	
� ��� �� ��
�  ��# ��� ��� ������� ω1� �
��	
� ��
� ���
��� ω2� ��
����
������� �� eiqx+ω2t ��������� ��
� #���� 2����
������ �
 ��
� ����0
�������� �� ����
�� �� � � ��� ����	
�
� ��������� �� ����.��� ��� ���
������� μ� ������� 
�� #���
� ����	
� μc� � 	
� � /��� 
� ��
�� ����	
�
q = qc�

5� 2� �������� �� �������� � ����� � ! �� ��"
������ �� 3
����� ��� ���0
��"���� ��
������ ����	
� �� ��
� ������������ ω1 �� "������ �
 #���
�
������ ��� ������� �� q = qc ���
� μ = μc�� $� "������ -
��� 
� 4��� ��
ω1(q) �
��
� �� �� ���
����� ����	
�� �� �������� �� ���������� � �����
��
�� ���� � �
� �� /�
�� '�5�

����� ������	
� �� ������

6����� 	
��
 ����� ����	
�� ��� ��
������ �� #���
� ������ �
 ��
� ��
������������ ω1(qc) �����
��� ���� �����
��  �������� �� � ��# � ��� ������� �

#���
� ������ �#��� /�
�� '�5�� 7
������� ���� �
 ����� �� ��"
������� ���
��
� ��������� �
�#����� ���� ���
���� ���� �����"����� ) ��� ω1(qc = 0) ��
���� (∂ω1(q)/∂q)qc

= 0� 2� �������� �������� � ������� �� #���
� �
 #���
�
������ ����	
� qc �� "������ ��� ���������� �� ����.��� �� �� ������ ������

�� �������� ����� ��� ���������� �� ����.��� 1���� �������� ���� ����� 
��
"�������� ���� ������� ��� ���������� � �������� 
�� � ���� �� �������� ���
���
����� ��
�� � ���� ������������ � ���� � /��� 
�� ������ 
�� �
�"�� �
 
�
#��
��� �� ���������� �#��� �� ������� ����� ! �� �� ���� ��� ������������
������� 5��

3�
�� "������ ���
���� �
 �������� �� 3
���� ��� ���� �
 ������� �����
��� �� �� "���� aqe

iqx+ωt� �8 aq ��� ��������
�� ����� � �
 ���� q � �� ��
��



�� ��������	 
	 ���
�	 ������� ���
��	�����	� ���

ω

μ>μc

q

μ=μcμ<μc

qc

ω

μ>μc

q

μ=μc

μ<μc

qc

Δq

������ ��	 
 � ����� � �������� �� ���������� ��������� �������� ��� ����� ����������
�μ ������� �� ��������� �� �������� � ��� �� ������� �� ����� �� ������������� �μ < μc� 
���� �� ����� ������� �μ = μc� �� ����� ��!������ �� ����� ������� �μ > μc�� � ������ �
�� �"�� �������� ���� ���� �� ����� ��� ��������� # �� $��� �� %�������� �� ����� ��
�������������� �& �� ����� �� ���������� ����� ��������������� ������ ������ �� �"��
qc� '� �(���� ��� ����� �� %����� ������ Δq ������������ # ��� ����� ����������

����������� �� ������ ������� ����� ���	 ��	 ��������� �������	 
	� 
����	���
�
	� q� ��� �

u1 =
∑

q

aqe
iqx+ωt . �����

��� � �� �� ������� �q = qc�� �	 ���! 
	 ������������� 	�� ��� �ω = 0�� ���
��
"�	� ��� ��� ����	 #��	�� 
� #	��	�� 
��
	 ���	� q �= qc�� �	 ���! 
	� �����$
������� 	�� ������ �ω < 0� % �	� �
	� ���������	�� ����� 
��� �	 �	��� 	� �	
�	�� �
	 ���#�#��� 	�� �	 �
	 �����"�	 q = qc� ��� ��#�� ����� �����	 "�	
�� ������ ����������	 
� �&��'�	 �������	 
	 (����� 	�� 
� �&�	 �

u1 = Ceiqcx + c.c. �����

) c.c. �����*	 + ����	!	 ��,���� - 	� C 	�� ���������
	 
� �
	 
	 #	��	��

��
	 qc ��������
	 
�� �� #��	�� 	�� ��
��	�����	 
��� �	 �����	 �������	��
.	��	 	!��	���� ���	 	� 	��	 �	 ����	 
	 �� ��������	 
	 ���
�	 % ��� �	 �
	

	 /���	� ���	���
 � ��	 ������ �������	�	�� ����
�"�	 �� #������	 
	
�� �� ��������

����� ����	
	�� �� ��	�� ��� �� ��	������ �� �������

0&�� �����	���� �	� ��
����� ��� �	�"�	��	� ��	 ����������� �	�� �	

�#	���	� 
��� �	 �&��'�	 �������	 
	 (������ ��� �#�� #� 
��� �	 ����$
����1	 �����
	�� "�	 �� �� ������� 
	 (����� �q = qc� �	 ������	 ���"�	 �	�

	�! ��
����� ���#���	� � ω1(qc) = 0 	� ∂ω1(qc)/∂q = 0 ��� ����� ���	�� .	�

	�! ��
������ �����	� � �� �	����� 
	 
���	���� 
� ����'�	 
	 (����� �#��
�"����� ��2�� 	����3�	�� 
	�! ��������	� ��� �	  ���	�� P � 	������ 	� ,	� 
���
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�� �
����� �
 ����
���� ���	���� ���� � P = 0 
� ∂P/∂q|q=qc
= 0� �� 	����

����� 
�������
�
�� � 
���
���� �	 !���
	� P ����
 ���� � ��	���� ��"# �	�
$�
���# ����� �	
��	
� �����	������ ����$���	
� ����
�����
�# �
� �
������
�	�%���
� �

(Dvfu + Dugv)
2 − 4DuDv(fugv − fvgu) = 0 ���&'�


�

q2
c =

Dvfu + Dugv

2DuDv
. ���&&�

(��
 �
� �
	� �
)��
��� �
 ��*	��� Du 
� Dv ��� �����!� ���
� Du > 0

� Dv > 0�# �� �
����� ����
��	� ���	���� ��&&� �	� �
��
� � �����
 �� �
�����

���
 �
� �
	� �
)��
��� �
 ��*	��� �

Dvfu + Dugv > 0 . ���&��

+
� �������� ������ �	� �
� !������ �
 ������� f 
� g ���	����� ��,� 
� �
�
�
)��
��� �
 ��*	��� ���	����� ��&�� �
����
��
�� �
� �������� �������
�
������$�
� - �	�
 ��������
 �
 � ���
 ������	
�

(
� 
���
����� �
	%
�� �
 ������.
� ��%�����
# 
� 
�������� �
 ��������

�	����������	
 �
 �� ������� �
 /	����� �� 
*
�# �	���	
 u ������
 � ����%��
�
	�# �� ����%�
 ��� ������ u �	 �
��
 ��� - �� ������� �
 �� �	$�����
 u �%
�
�� �	$�����
 v ��� 0��
 �����%
 ���
� fu� 1 ��� �
 �
��
 ��� �����$	
� - ��
��������
 �
 u� 2�� 
�
���
# 
� ���������� f ∼ u2 ���� �
 ������
 �
 /	��
��� ���	���� ����# �
����	�� �	
 � ����%��
	� u ���	�
 �� ����
 ��������

�∂u/∂t ∼ +u2�� � ���������# � ����$��
	� v 
�� �
� �	
 gv < 0# ��� �
 �
��
 ���
����$
� �� ��������
 �
 u�

3� 
�� ���� �
 ����
� �	
 �
� �	���
 �������� ���	����� ��, 
� ��&�� �

�
	%
�� 0��
 ���	������
�� �����!���
� �	
 ��

fu > 0, fv < 0, gu > 0, gv < 0

	 ���&4�

fu > 0, fv > 0, gu < 0, gv < 0 . ���&5�

6��� $�
� �	
 fu > 0 %� �
 ���� �%
� gv < 0�
�� ��$����� �� ��
����
 ��������� �
� �������� ���	
� �
 � ������
 �
� �
��

�
� ������!� ���	���� ��,� �%
� �
� �������� ���	
� �
 � ������
 �
 � ��	����
�
 ����
���� �	 ���� ������	
 ���	���� ��&��# �� ��������
 � 	�
 �����$�����
�
 /	���� �
 ���	�� ����	
 �

Dv

Du
> r > 1, �%
� r ≡ − gv

fu
> 1 . ���&��

(
��
 !��	����� 
�������
 !��
��
�
�� �
 ���	���� � 7��� /	���� � ����	

� ����$��
	� ��*	�
 ��	� �����
�
�� �	
 � ����%��
	�# ��	� ��������
�� r !��
��	� �����
�
��# �%
� r > 1# � ���� �����
 �
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λc = 2π/qc� ���� ��	� ��	 �	 �������� 	�� ���� ������� 	� �	 ���� �����	��	 �
�����	 ���	 ������	 
	� ������� 
	 ������� f 	� g�

�� �	 ������� ���
	���� 
	 �� ����������� ��������� ��	��	 �� ���� ����
����	 ��� �����	� �� ��������	 
	 ���
�	 � �����	 !������� ��"#$ 
	%�	�� ��	
��������� &

(Dufu + Dugv)
2 − 4DuDv(fugv − fvgu) > 0 . !��"'$

(��� �	 ���� 	� ���	 ��� ��%�� �	 %�������	� ��� �� )���	 ��*� �	 ���+

������������ ω1 �������	 	� 
	�+ %��	��� 
	 %	��	��� 
��
	 q ���	 q−� ��
 q+


���	� ���

q2
± =

(Dvfu + Dugv)±
√

(Dvfu + Dugv)2 − 4DuDv(fugv − fugu)

2DuDv
. !��",$

-� ���
	 
	 %	��	��� 
��
	 Δq ≡ q+ − q− ���	���
 ��+ �
	� ������ !�
�������	�� %�� )���	 ��*$ ��� �����	�� 	+��	���	��	�	�� �%	� �	 �	��� !%��
������� ��.$�

/� %������	 	� �� �	� ���
	���� 
� ���� �������	 q = qc� �� ����	��	 
�
���+ 
������������ 	� ������ 
� %	��	�� 
��
	 	�� ����	 �� ���� �������	 !��	�
∂ω1/∂q|qc,μc

= 0$� ��� ��%�� �����	 !��� 
�%	���	�	�� ������ �� %������	

� �	���$ &

ω1(q) = α(μ− μc)− β(q − qc)
2 !��".$

0

α =
∂ω1

∂μ
|qc,μc

, β =
∂2ω1

∂q2
|qc,μc

!��"�$

0 μ− μc �	���	 �� 
������	 �� �	��� 
	 �����������

��� �����	
����� 	 �
��
� ��	���
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��
�� 	 �
����
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����� �� ��	
�� 	� �����������

�� ������ �� ������� ����	
� �� ����������� ��� 
�� ������������ �

������ ��
�������
� � ��� ������ !"#"�$% ���� ��� �������� ����	
�� �
� ���
��� 	
���� ������ �
� ����� &

A → X �������� k1 �'"�($

X → Produits �������� k2 �'"�)$

2X + Y → 3X ��������� k3 �	
���

B → Y ��������� k4 �	
��

�������� �� ������ ������������ ��������� �
���� ����� �������� ������ ��� ��
�������� ����� �� �� ��������B+X → Y �� ��������� ���B → Y 
  ���!���� ���
ki �i = 1, 4� ��� ������ ���������� �� ���������
 "� ���#��� �� �$�� ������%�
������� ���� �&����� �� ������������ �#��� ������� �

'�� ���� �������� ���
��������� �&�#������� ��������� ��� ���� ������� �%������� X �� Y (

Ẋ = k1A− k2X − k4BX + k3X
2Y + DX∇2X �	
�'�

Ẏ = k4B − k3X
2Y + DY∇2Y �	
���

�� DX ��� DY ���� ��� ���������� �� �������� ��� ���������� X �� Y 
 )����
���������������� ��� ������������ ���� ���#��� ������ �� �*����� �&�#���+
������ ��� �������������� , �&���� ��� -�������� �� �������� �%������ �f(u, v)
�� g(u, v)� ���� �� -���� �� �*����� �&��������� !�������� �� .����! ���������
	
�� (

∂tu = f(u, v) + ∂2
x2u

∂tv = g(u, v) + d∂2
x2v �	
�	�

�#�� ��� -�������� �� �������� �� ��� ���/������ �� �������� ��0��� ����� (

f(u, v) = γ(a− u + u2v), g(u, v) = γ(b− u2v), Du = 1, Dv = d . �	
1�

��� �������� ���� ���������� �&������� �� ������� �� �������%����� �&��� ��+
��������� �� .����! , ������ ��� ���������� !�������� �� .����! ���������� 	
2'��

���� ������ �	
 ���	��	
 ������	
 ����	 
���

t∗ =
DX t

L2
, 
r∗ =


r

L
, d =

DY

DX
, γ =

L2K2

DX
, ������

a =
K1

K2
(
K3

K2
)1/2A, b =

K4

K2
(
K3

K2
)1/2B, ������

u = (
K3

K2
)1/2X, v = (

K3

K2
)1/2Y , ������

�� L 	
� ��	 �����	�� ������	 �� ���� �!�����	 ���������	 �	 "������
���� ���
	�	 �	
 �#�	
 ��������
 ���� �	
 ������	
 t 	� x�
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	� 
��	������� �� ���	�� �������	 
� �	���	�� 
	 
�������� Dv 
	 ���������
�	�� v� ��� � Dv = d > 3+2

√
2 � 6� ������ ��� �	 �
��	 
	  �����!	��	�"� ��

	�� ���	�����	 #�	 ���������	�� 
����	 �� ���� $ %�� ���� #�	 ���������	�� ���
���	��
�	 �� ��
���� 
������������ 
	 &����"�

����� �� ��	
�� 	� ��������������

'	 �
��	 
	 '	�"(	��)���	�� *��%��	��	 +,,-. � ��� ����� 	� /��/ ���
����������	� �	� ��������� 
���	 	0�����	������ �	��	 	� /��1 	� �������
��� �� ��	����	 %�� 
	� ��������	� 
	 &����"� ��	 #���������	 
�����	� 
���
����� �	� ������0 �������� ��� ���� &����"� 2�
� ��� 
	� �������	� ������ 
	
��������
������� �	 �
��	 
	 '	�"(	��)���	�� ����	 �	 �(����	 
��#������
������� ��� 
�����	 ��������� 
	� ���	�������� �

ut = a− u− 4
uv

1 + u2
+ Du∇2u ,

vt = b(u− uv

1 + u2
) + Dv∇2u , *��3/.

4 a 	� b ��� 
	� ��������	� 
	 ����5�	�
��� �	��������� ������ 
��� �	 �(����	 ���
	���� *�#����� ��3/.� ��	0�

��	���� "������	 
��� �(����	 
	 &����" *�#����� ���. ��	� �	� %������ 
	
������� �������	� �

f(u, v) = a− u− 4
uv

1 + u2
,

g(u, v) = b(u− uv

1 + u2
) , *��3�.

�	 #�� ��� �	��	� 
���	 ����� 
���	��� ��	0��	���� 
	 ������ ����������	
	� ��"��	 (u0, v0) 
� �(����	 
	 &����"� ��	�� ���#�	 �	� %������ 
	
������� 	� �	� ����� �������	�� *��	� f(u0, v0) = 0 	� g(u0, v0) = 0.� ��� �

u0 =
a

5
, v0 = 1 +

a2

25
*��33.

���� �������	 ������		��
� �� �����	� �� ���� ����� � f(u, v) = g(u, v) = 0� �� ���
��	���� � u0 = a + b �� v0 = b/(a + b)2� ��� ��
����� �� f �� g �	 �� ���	� ��	� ��		��� ��

fu = γ(b − a)/(b + a) �� gu = −2γb/(b + a)� �� �
���
� ��	�����	 ��� ����� fu + gv =
b − a − (a + b)3 < 0� ��	��� ��� �� ����	�� ��� �����������	� ���������� �	 ��
�� �� ����
��� fugv − fvgu = γ2(a + b)2 > 0� �� ��	�����	 �� ��
�	� ��� ����� d(b − a) − (a +
b)3 > 0� !	 �������		�	� �� ��
� �� ������ ���� ����� �� �"�	������� �
���	��� ��#������
$−b + a + (a + b)3 > 0% �	 �����	� (d− 1)(b − a) > 0� &���� ��	� �� �� 
������	 b− a > 0
$�
���	�	� �� fu > 0 ' 
������	� �� ���� ��� u ��� ���������
 ' ���
 ���(%� �	 �����	� d > 1 )
�"�	�������
 ���� ��*���
 ���� ���� ��� �"���������
 ���
 ����
�
 �� ��	�����	 �"�	���������� +	�
����� ��	�����	 ��� 	�������
� ��� ��� ��,��	��� �� ����
�����	 
�����
� �	 ���
� $���
 ���-%
[d(b− a)− (a + b)3]2 > 4d(a + b)4 $����	� �� ���- ��
�� �������� �	��������	� �����
�����
����	���
��%� &���� ��	�����	 �� 
���
��� ��
�� ����
 �
�� �� 
���	� ��

�� ��� ���. ��
��

�� ��
� �� �"���
� �� ���	� �	����� αξ2 − 2ξβ2 − β3 > 0� �/ α = b − a; β = a + b; ξ =
√

d�
&���� ��	� ��� 
������	� �������� ��#������� �	 ���� �	�
�
 ��� �� ���� ������ �����
 �� d
	�������
� � �"�	��������� �� ��
�	� ��� ��		�� ��
 d ≡ Dv = 3 + 2

√
2 � 6�
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�� ���
��� ����� ������
�� ��� �������� ��� �������� �� ������� ��� ������� �
�
������������ u �� v ��� �������� ���� �

fu =
3a2 − 125

25 + a2
, fv = − 20a

25 + a2
,

gu =
2ba2

25 + a2
, gv = − 5ba

25 + a2
, �� !"#

��
� ��������� ����$�� 	
� �����%� �
������ �������� �
� ��������� ���������
�� &
���� ��	
����� � '"# (� �
���� ��������� ��� ��������� �� ���������%
���� �� �������)����� �� &
���� �
 ��������� �
 ����� ����	
� ��
� ����� ������
�����)��� �� ������ �� ����������� �� �������)����� ��
� ����� ��
�� ���������
������
�� ��
�� ��)������� ��� �������� ��� �������� �� ������� �� ��� �%
�*����� �� ��+
���� ��	
����� � '�# , ���� �� ���� ����$	
� �
 ������ ��
-������%(������� ���� ��������� ��� ���������� ����	
� �� ��������� �� ����.��
b ��� �������
� / 
�� ������� ����
� ����	
� bc ����� 	
� �

b < bc ≡ Dv

5Dua
(125 + 13a2 − 4a

√
10(25 + a2)) . �� !0#

1� ��� �� �+�� 
�
�� ������ �
� ��� ���������� �� ����.�� ��
�.� 	
� �
� ���
��������� �� ��+
����� ���� ��� ������� ���������������� �
 �2�� , �� �+���
���� �� ����
� ����	
� �
 ��������� b ��� ��������������� �
 ������� ��� �%
�*����� �� ��+
���� ��	
����� � !0#� $��� �� ����
� �� bc ������� / ����������
Dv/Du 

3 ������ �� ��� ���������� �������� ��	
����� � 0#� �� �������� �� ������������

������� �
 ������ �� -������%(������ ��� ������ ��� �

ω = (b− bc)

[
∂ω1

∂b

]
b=bc,q=qc

+
(q − qc)

2

2

[
∂2ω1

∂q2

]
b=bc,q=qc

. �� !�#

4����� 	
� ������������ �)���
� �%����
� � �� �2�� ����� 	
� ���	
�����
� '� , ���� 
� ���
���� ������� 	
� �� ������ ��� �
 ������ �
 ������� ��
��� 

��� ������� 	
���
�� �
�� 
�����

�� ������� �� ����� ����������

��������� ��� ����
�� � ���	������� �

1� ��� ��������� �� �������� 	
� ��� ������� ��� �� 5�
 ���� ��� �������� ��
&
���� ���� ��� ����
��� �� ������ ������)�� 1� �����
�� 	
� ��
�� ��*�����
�� ��+
���� ���� ���������� �� �� ��+����� �
 ��
� 	
� ��
� ����
� � �
 !� �� ����
��������� ����� 5����� ��
� ����
� �� �
 ��
�� ���� �� ��	
���� ���������
�� ������ �
 6�
�������
�� ��� ������� 7� �
� ���������� ���)����� ��5�
�

������������ � �	�
�
� �� ��� �� �� �������� �� ����� �� ����
�������
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������� �����	 
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	 �� 
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������	 �+�����	�
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	��
� ���� ����	�) ���	 �	��	�� �	 �����	� �����	� �	� �
'�	� 
��	����� ���

	����� -���) !�� +	��	��	�	��) ����� ��	��	���	 
	� ��������	� �+�����	�
���	� 	� �	�) �	��	� ��	���	����	� ��� �	����	��	� 
� !��� 
	 �	�� 
*������	
�	��	� .���	���) 	� 	/	�) ��	 �	� �������	� �	��	� 
���	�� �� 
*������	 
�
�*��'�	) ���
�� ��	 �	� �������	� ����
	� �	�� ��� �
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 ����� ��	����� ��������� �������� ��� ����������� �� �� ������ ��	�
������� �� �� ������������ ��� �������� ������� ���
 ��������� ��� �� ������	� ��� � ����
�������
 ��� ���� �������� ������ u
 v �� ��� ������� ����� w� ����������� �� �� ������
��	������� �� �� ������� ����� ���� ∂w/∂t = 0� ���	�� ������	�� w �� ������� ��� ����
������ �������� u �� v�  � ��������� �� �������� ���� ��� �������� ��� �������� ������
 ����
�������� �� �!���	� ������ ������ �������� �����	��� ��� �������� u �� v� ��� ���"�����
�� �!���	� �� u �� v ���������� ��� ��� ����	���� # ���$�� % ��� w�

���� ������� �&'� ����� �� �� ������� �$������������ ����� ������� ��� ������� ���
��	����� �� ���� (������ ������ ������� ��� ��� �������� �������� )

CIO−
2 + 4I− + 4H+ = 2I2 + Cl− + 2H2O ,

5ClO−
2 + 2I2 + 2H2O = 5Cl− + 4IO−

3 + 4H+ .

*������	���
 ����� ������� ���������� � ����!����� �� ������� �� ����� ��� �� �$����� )

3ClO−
2 + 2I− = 2IO−

3 + 3CL− . �+�,-�

.�� ������ �������� ���������� /01
 234� ��� 	����� ��� �� ���	��� ����� ��� ���������!����
�� I2 ������� ����	����� �� �� �������� �� �$��� ��� I− ������� �� �������� .�� 	������
�����	������� ������� ��� ������ 5����	��� � ����� ��� �������� �� ������� �� ���	��
�� ���� �������� �����	��� ����� ���� �� �����
 ��� �� ��������� /004��
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���������� ��(!������������� ������ !�������� �� �������� �)� '�� ���������� �� ���!��

�� ���� ��� ����������� �����!����� * ���� ���������� �������� !������ ��� ����� +�����
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��23,� � ��	� 
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	 �� �����	��	
7338 & �	� ����� ��� ��	��� 	� �������� 
	� �������� 
	 ���	 5����$ ��	�

�����	� ���	� 
��������� �%�����	�, & +��, �	� ����� 
	 ������ �������"
+��� �����	��	 798, & +���, �	� ����� 
	 �	��$	 
	 �����	��� ������"� ���	
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 ��� ����� �������� �� ������� �� �� ������ ���������� ��� ��� ���������

�� ����� �� ������� ��� ������ �� ���� ���� ������� �� ������ ��  �� � ������ ���

��������� ��������� �� ������ �� ������� !�� ���� " ������# ���� ������$ �� �����

�� ������ !�� ���� � ������# ���� ������$ ���������� ��� ����� �� ���� " �%&�� �����

!�� '� �(�� ��� ��� ����� �� ���� �%� ������$� )� ����� �� �(�� ������ ���������

��� ����� !��*������$ " �%&�� ������ + �� ������� �� ������� !��  �� " ������$# �� ��

���(����� ���� �� ������ !��  �� " ������$� ,��� ��������� -.	/� �©0������ 1�(�����

2�����(�

�� ��	����	�	��� �� �������� ������� �����	� ��� �������� � ������� �����	�
��	� �� �����  ��� �����	���	�� ����� ����� �� ������� !�� ������"# $� %��
�� ��������� �� �� ����	�	�� 	�	�	��� ���
���� ��� ����	 �� �������	�� ��
	���� ����� ����� ������ �� �� &���� '#( !��	� ��������� )*(+"# �� ���	���
���������  ����	� ���� ����� �� ,��	��� �� %��� �� ��������� ��� ��
��	� �������� ���  �-�� ����������� �� �	.������ �������� �������	��
��� �� &���� '#(� �� �	�� ��/��� � ����� �� ���	� �� �� ��
�	������ ��
�� ��	�� ����	����# 0��� ��� �� ����	�� ��� ������� �� �����	��� ��
������� ��� �� ������� ������ �� ��������� 	������������� �� ����	��
!��������� )1(� 12� 1�+"#
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	�* ���	� � �� ���	 
�/��#��,
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���	 ��� ��	*������ �#	�����	
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	 ������� �� �	�� 
� ���
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	����� 
	 ���
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	 Δρ/ρ = 10−4+" �	�� ��2� �	�	�
���
� �� �����	 
�/��#��,
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 � ���� �� ���������� ���������� �� ������� �� ����� ������� ���������
�� �� �� ��� ��� � ������� ��� ���� �� ��� ����� ��� � ������� �������  ������ � �����
������ �������� � !��������� " ���!������  ���� ���� �� ������� �#�� ����������

��� ���	� ��� ����� ����� 10−4 �� ������ �����	���� ��� ������ �������� ��
������������� ��  ����� �� �� ���	�� ρ �� ����	�� ����� �� ��		���� �� ������
	�	�	�� ��������	� ��� ��� ���	�� �� ρ0 ����� 
�� �� !�	�� �� �	� ���	 " ��
����	��� �� ������������ �	� ρ = ρ0 + (∂ρ/∂T )δT �# δT �� �� ���	��	�� ��$
���� �� �� �����������% &����� ���� �� �������	�� �� ���'�	��� �������	��
�����	
�� ��
���	�� (%�(�� ��� ������ �	�	 ���	�� �� ������������� �	�	��
�� �� ���	�� �� )����	�� �� �� ����	��� �	� *

ρ = ρ0(1− αδT ) . �(%+,�

-���� ��	������� δz ������	�� ����	���� ���� ������� �� !�	�� �� )����
����	
�� �� ����� R ���	� .���� (%/� �� v � �	��� �� ������% 0� ���	��	��
�� �� ����������� �� )����	�� �� �����	���� �� ������ �� ����	�� ����� ��� *

δT = δz∂T/∂z . �(%+1�

2������ �� ��� �� ���� δt ��������	�	
�� �� ���3����� �� ��	�	�� ��
��������� !�	�� ���	� �� δz = vδt ��� �� ���	�� �� ��� 3�� ����������� ��
�� ����	��� �� ����������� �� �� ������� �� ΔT/d 4 ��������� !�	�� �� ����
����� " ��� ���	��	�� �� ����������� �� ������� �� *

δT = vδt
ΔT

d
�(%+��

�� ������� 
�� ��� ������� �� !�	�� ��� �� �� �� ���� ���������� ��
�� ������� ���� �� ���	��������� ��� �� � ��������% 0��3���� ���������
�������	� ���������� ���� ��	3�� 
�� 	 �� ���� �� ������ ���� )�	3�� ���
������� �� ���� �� �	��	�� τdiff � 
�	 �� ���� �� ���� ��������	�	
�� ��
�	� �� �
�	�	3�� �����	
�� �� ���� �� ���� ��������	�	
�� �� ���3����� �	�

δt ∼ τdiff . �(%+��
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τdiff ∼ R2/κ , ������

� κ 	�� �� 
��������� ��	�����	 
�  ��
	� !��	 �	 �	��� ��������������	 	��
�	��� 
	 �� 
������ ��	�����	" ����	 �	�� 
	 ������#�	 �����
	��	 ���������
���� 	� �����" ��� ����� ����� �������	 �� �������� 
	 �	��������	 ��������
����� ��$�	 ��� ������	��  ��
	 ���	 %

δT ∼ v
R2

κ

ΔT

d
. ����&�

'�� ����	���" ����	 �	�� 
	 ��	(��	���� 
	 �� )��	 
�*�����+
	 ��� �����

	 ����	 
���	 
��� ��������� ���," �� ����	��  ��
	 ��������	 
	 ��#�
R" 
�� 
	 ����	 V = 4πR3/3" 	�� ����� - ��	 �����	 
�*�����+
	 FA

�	��	 ��	 %

FA = δρV g =
4

3
πR3δρg , ����.�

� �� 
����	��	 
	 
	����� δρ �	�� ��	(����	� ���	 δρ = αδTρ0g ���� ����/
��� ���0�" ��� $�	��� ����� ��	(��	���� 
	 �� )��	 
�*�����+
	 %

FA =
4

3
πR3αδTρ0g . ������

1� ��$�������� �� �������� 
	 �	��������	 δT 
	 ��������� ��/
	���� ��������
����� ��� �� 	(��	���� �������	 �������� ���&�" ��� $�	��� ��	(��	����
�������	 ��� �� )��	 
�*�����+
	 %

FA =
4

3
π

R5αΔTρ0gv

κd
. ����,�
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� ����� � �	���� � ��	��� � τmont ∼ R/v� �
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��� � ��
���� �
���� ��� �
����
��� �� τmont << τdiff � �	�� �� R >> κ/v� �
�� ��

����
��	�� ��������� v ��� � ��	��� � 1 cm/s� �� κ ∼ 10−2 ��2� �	�� ����	�� ��� �� �
�	�
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�� �������� �� �����������

�����	�� v ��� ������� �� ��	�� �� ����� �� ����� �� ��	��	�� �	
���� FS ��
������ ��� ��� ��	 ���	
�� �	�� �� �������  

FS = 6πRηv , !"#$"%

�& η �� �� �	��	�� �����	
�� �� ��	��# '��� �� ������� ��	�� �� �	� �(��
�)�� ��	��� �� ������ �� �� ����� �� ��	��	�� 
�(	� �*	� �� �� ��� ��� �����	
��
��	 ��� ��������� 
�(	� ����� �� �)�� ���������� �����	��������� �	+,+
�	 �� ��������� ���	
�� R� η### -� ��� ���	������� ���� ��� �����
�������� 
���	���	�� 
�� �� ����� �� ��	��	�� FS !�
���	�� "#$"% ����	��� ���
*���� ������	���	�� �� �� ��	��	�� �����	� ��� �(������� ��	��#

.� ������������� �� �� �������	�� (������ ���
�� �� ����� �(/���	����
�(������� �� �� ����� �� ������ �	� FA > FS 0 �� ��	�	��� �� �����	��
�*����� �	+��� ���� �� ���� ����� !�
���	�� "#$� �� "#$"%� ��� �*�����
�� ��	���� �	����  

Λ
R4αρ0gΔT

ηκd
≥ 1 !"#12%

�& Λ �� �� ���*�� �� �	���	�� 0 	� �� ���� , 2/9 �� �������� �� ����� �� ��+
���	�� ��������� �� ���� ����� �� ������� !�
���	�� "#$� �� "#$"% 0 ��	
��������+��� 
�� �� �����	�� �� ��� 
�� �� �������	�� 
���	���	��#
3��������� �� ������� 6π 	���������� ��� �� ����� �� ��	��	�� �(�� ����*��

�� ���� �� ���� ����	
�� �	�	��� 	� �� �	4����� ��� �� �� ��	��# -�� ���
�	������ �� �*�	���	�� �� ���� δt 	���������� ��� �� ����� �(/���	�����
��� �� ���� �� �	4�	�� �����	
��� �� �, ������ ��� ������	���	��# /	�	�
�� ���*�� �� �	���	�� Λ �� � �	
�	
 �� �(����� �� �(��	�� �� �(��� �������
�� ��� �����	�� �� ������ !	 ����� �������� �� ����%� ��	 � ������	���	��
������ ����	�� �� ������ ����	� ����� ��� �� ������ ��� �� �	��#

3���� ��5� 
�� �(�����	�� �� �� ����� �(/���	���� FA !�
���	�� "#$�%
������ 
�� �� 	����	�� ���6� ���� �� ����� �� �(������� ��	��# 7� ��� ����
�� ������� �� ��	�� �� ������ ��	��� 
�	 �����	*���� , �� �	� �� ���������
�� ��	�� !	#�# ��������� �������	�%# ��� �� �	��	�	� �� 8����	��+9������ ��
��� ������ ��	��� ��	*�� �� ����� R �� ����� ������� ��	�� �� �� �(�����
�� R = d/2� �& ��������+��� d �� �(���	��� �� �� ������ ��	�� ��	���� �����
�� ���� ���
��# -� ����� R = d/2 ��� �� ��	���� �� ������������� ��
�� �������	�� !�
���	�� "#12%� ��� ���	��� �� ��	���� �� �(�����	�	�� �� ��
�������	�� �� 8����	��+9������ �	�  

αΔTgd3

νκ
>

16

Λ
, !"#1:%

���� ��� �� ���� 	
�������� ����������� ����������� ��� �����������	 �����	�  �!���"���
��	 #�������	 $�%���������	 ��	������	 �	� �#��%#� 
���� ��� �&�'	 �������	 #��&�	 �� 
�
��
#�����#�	 �%��� �#(#���
� )��*�+

�� �!���� �!��� ����,	� �����	��������� �� �	� &�		���� �� ������� ��� �� (��
� �� �#	�	���
�
%�	����	� 	�� �� 
��&	 �� (���� ����
����� �� ������ 
���
�#��	����� R �#%���#� &�� �-��&��

���� �� ��
��� 
������ �� %����� �� 
��&	� �	� &��&�����������  Rηv� �� 	���� ��
�����
#���� �� ������ 	��	 �����	��� ��� 	� ����%� �� &�#(�
����+
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� �	 �	���	�� ν 	�� �� �������� ����������	 
� ���
	� �	���	 � �� ��������

�������	 η ��� ν ≡ η/ρ0� �	� 
	�� �	� �	� 
	 �	��	 ��������� ��� 
	�
��������� ���� 
��	����� !��� "

Ra ≡ αΔTgd3

νκ
, #��$�%

�	 ��� 
�&��� �	 �	 �� �	 
	 '���	�()� �� �� �	 ���� 
��	����  �	� ����

	 ��)�
�
�������	 ��� ����������	� �� ���	���� �� �	�� 
��� ���
	� *	
�� �	 
	 '���	�() Ra ������ ��� ����	
���� ��	�������� �� ����
	� ������
����������� �� �� ����� �� ������ �� ��� ����	
���� ��������� ������������� ��
����� ������ �� �������� ν� �� ���������� ����	���� κ �� �� ��������� �� ���������
����	���� α�� �� ���������	��� �� �� �������� ��������  �!"� �� ������� ����
�		�

Ra > Rc , � �!#�

$ ��� ���� ��� Rac = 16/Λ� ��� ���������� �� �	��� �� %������� ��������
��� ���������� �� ��������� &	��� ���� �� �� ���������� '����������
�� �	��� �� %������� Ra ���()(��� ��� ����	
���� ��������� ��������  �!*��
�� �������� �� ��������� �������� ���� ����	��� ��������  �!#� ������ ��
��������� �� ��	�������� ΔT ��� ������ �� �� �������� ν �� ����� ��� '������

�� �������� ��� �� ����
�� �� ���������	��� �� �� �������� ��������  �!#��
���� ������� �� ������������ ������������� �������� ����������� �� ������ �������
�������� ���� ���� +���� �
� ) �������� ��� �� ����� ��'�	���� ������� ���
������ �� ������ ������ ����'�� ��
� �������, �� ���� ��������� ��	������� ���
�� ������ ������� �� �	��� �������� �� %������� Rac� +�� ������ ��� �����
������ �,���� ��� Rac = 1708� �� ��� ���� ��� ������ �� Λ ∼ 0, 01�
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�

�
�� �� �
�����	
� �����	���������

-����	������	���� ��������� �� �� ��������� �������� �� ����
	� �������'
�� %�������(.����� �� ��� ����� ����
	�� �� ��	�������� ���� ) ���������
������������(������� �������� /

∂T

∂t
+ �v.�∇T = κ∇2T , � �!0�

$ t ��� �� ��	�� �� �v �� ���	� �� ������� �� ������ �� 	�	��� �� ������
∂T
∂t + �v.�∇T �� ���������  �!0 ��(������� ������� ����� �		� ��� ������� �����
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��$��� �� �
%��
�� !�� 	����	�
��"� �� 	����� � ��������� ��	 ���	������ ��������
���
��� �� ���� ����� � ��������� � �� 	����� ��� & ���	�
�� '�



��� �����	
�� �������� �� �����������

dT/dt� �� d/dt �� �� ���	��� �����	���� ��������� ��	 ���	��� ����	����	��
�� ���	��� �������	����� � �����	�  ��� ��� ����	���� �� ���������! "� ��#
��	��	�� �������	���� ������ ���� �� ��$�����	�� �� ��������� ���� �� %�	�� &
���� ���	�� ' $������� �(������	�� �� �����	��� �(��� ����	���� %�	�� �	�	�
��� �� ���������! )� ������	��� ��� �� ����� �� �� ����	��	�� �����	����� ��
��$�����	�� ������ �� *��� �� �(������	�� �� %�	�� �� ����	� �� �� ��	�� *�� ��
�(�����! "� ���	��� ����	���� ��� ���	��� ���������� ������� ∂

∂t ��������� �	�	
�� ���	��� ��� �� ����	��	�� �����	����� �(��#'#�	�� �� ���	��� �	�� �����	����
� ���  ��� �� �+�������� �� �� ��	�� *��!

���������� ��������� �� ���	
�� ���	�� ' �� �	,������ $�������	��
�������	���� �� �����	����! "� ����������� �(�� ��	�� %�	�� ���	� �� $���#
�	�� �� ����� ��	 �� �-�� ����� �� ��	�� %�	�� �� ��������� ��� ��
%�� ����������	
��� ' �(	���� �(��� ���	��� ������ ' �� ��$��� �� �(���!
)�������� �	�� �� ����������� T (�r, t) �(�� ��	�� %�	�� �� �� ���� t ���	���
T (�r + vδt, t+ δt) �� �� 	����� t+ δt� ���� ������� �� ��� �� ���� δt� �� ��	��
%�	�� �� 
���	�� (�� ������� �� �vδt! "� ���	��	�� ������ �� �� ����������� T
' �� �	�	�� δt → 0 �� ������ ��� . dT/dt = [T (�r + �vδt, t + δt) − T (�r, t)]/δt =

∂T/∂t + �v.�∇T ! "� ����� �v.�∇T �� �� ����� �(������	��! "� �����	���	��
� ���	��� �����	����  �� 	�� �� $�	� 
�� �(������	�� �� ��	�� %�	�� �� �	�	�
�� ���� �� �� ���������� ' �(	���� �� �	�	 �� �� �����	
�� �(�� ��	��
�����	�� �� �����	
�� �� ��	��! "� ����� �� �	��� �v �+�	� ' �(�
���	�� ��
/��	��#0��1��� ���$������ 2345� .

∂�v

∂t
+ �v.�∇�v = ν∇2�v − 1

ρ
�∇p + �g , �6!77�

�� ν = η/ρ �� �� �	��	�� �	�����	
��� η �� �	��	�� �����	
��� ρ ������#
�	������� p �� ���	�� �������	������� �� ���	��� �� %�	�� �� g �� ����� ��
����	��!

"� ����� �� ������ �� �(�
���	�� �� /��	��#0��1� �	#��� ��
���	�� 6!77�
����	� �(���������	�� �� ��	�� %�	�� & 	� ���� ��������� (����	��� ' �(�	�� ��
�� ���	��� �����	���� d�v/dt! 8���	 
�� �� ����� �� ���	�� �� ���� ' �� ����
�� $���� ��� ��	�� �� ������ ��	��� �� �(������� %�	��� 	� �� ������ ��
$���� �� ���	�� �−∇p�� ���9��� ������� �-�� ���� �� %�	�� �� ����� ��
$���� �� $�	��	���� ��	��� ��� �� ������� �(�� ����� �� �	��� 	���������
(∇2�v) �� ��*� �(��� $���� ����	���	������� ��� ��	�� �� ������ �g! "� ����
�
���	�� 6!77 �� 6!7� ����� �� �
���	�� �����	
�� ���	� �� ���������
�	� �� �� �������������	��!

:���� ��� ����� �� ��������� ��� �� ����������� �� ����	�� ��������
�	,�	�� ���	����	�� ����	�� �� �	,�	��� �	� ��	 ���	�� �������	$� ���� ��#
���	� 	���+��! "� ����	�� �	,�	�� �� ��������	�� �	� ��� �� %�	�� �� ����
�	!�! ∂�v

∂t �� �v = 0� �� �		� ��� �� ���*� �� ����������� ���	����	�� �	!�! ∂T
∂t = 0�!

:���� �� ���� ���
�� ���	�	���� �� ����	�� %�	�� ���	� *���� 6!;� ���

������ ����� �	
� 	����	 ���� 	������� ���� �� ����������� ����� �� ������� ��
������ ��������� �� ������� ���������� �������� ��� ���������� �������� ��� �����

������ ��� ���� ��� ������� �� ������ ! �� �� �	����� ����� ��� ����� �� ��������
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	 ����	
&��'���� Ox ( �� �	��������	 T 	� �� ��	���� p �	 
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	�� ����� !�	 
	
�� �	��	 %����)�	 
�	����	 %	������	 z� * ������ 
	 ���!����� 
	 �������� 
	
�� �&��	�� ��!����� ��+�" 	� 
	 ���!����� ��%�	��,�-	� ��!����� ��++"� ���
)�	��� �	 �$����	 ���%��� # d2T0(z)/dz2 = 0 	� ∂p0/∂z + ρ0g = 0� . ����
��	
� 0 � �	 ��/��	  �� ������ ����������	� 0�� ����������� ��� )�	��� �	 ����

	 �	��������	 # T0 = a+bz� . a 	� b ��� 
	�� �������	� 
������������ 
��
�	� %��	��� ��� ��������	� ��� �	� ��
����� ��� �����	� # T0(z = 0) = T↓ 	�
T0(z = d) = T↑� ��� )�	��� ����� �	 ���� 
	 �	��������	 ���%��� #

T0(z) = T↓ − ΔT

d
z ���+1"

. ΔT 	�� �� 
�2��	��	 
	 �	��������	 	���	 �	� 
	�� ���!�	� ���	� ΔT =
T↓−T↑"� 3	 ���� 
	 ��	���� ������  �� ������ ����������	 
�2���%	 ��	�


�� �� /��	 #

p0 = c− ρ0gz ���+4"

. c 	�� ��	 �������	 ��)������	� ��� �� ��	���� 	�� ��5��� 
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���� �� 	�����#��
������� �� ������� ���������
����� ��������� $ 	�����#�� ������� ��� ��� %������� �� �
��
�	�
����
� ����� U � ��&��� ����� 	
 ����� �� ������ 	�� ����#��� ���������� �� �������
�����
��� ��������
��� �������������� �� �������� '� ����� ����� ��
��%���
���� ���	������ ��
�������� 	
 �
��
���� �� 	�����#�� ������� dU ��� �#
	� � 	�����#�� ���
�#�� �
� 	� �������

��� 	� ����� �� 	��������� ���� %���� �� ��
	��� δQ (	
 ��
	��� ��� 
������� � 	�
#��
����
������������� ��� �	������ �� ������� $ δQ ��� 	�����#�� ���
�#�� �
� 	� ������� ���� %����
�� ����������� ���������� �� �
���������)� �� ���� %���� �� ��
�
�	 δW (���� ����� ����#���

���� ��� �
	���&���� ���
�#�� ����� 	� ������� �� 	� ����� �� 	��������) $ �� ������� ��������
�����	� ���� ��� dU = δW +δQ� *	 ������ 
���� ����
�	�� �� ��	
� ����#������ �
�� �� ������
�
� �� ������� 	� ���� �� 	����	����� ��� ��������� +���� 	� �,	� �� ������ ��������� ��� ��������
�����	������ *	 ��������� ��� �����		� %������� ����
�� ���� �������� ����� S� ��� ������ 	�
������������ ��� �������� �
� 	
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-��
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� ������ �!�������� " �v.�∇T ����� �!�	
����� ��
��������� �� �� ����
�# �	
����� ���� �� �v.�∇�v ����� �!�	
����� �� $������
%��&��# �	
����� ���� ' �� ���
���� �
 ���(���� �� �������������� ���� ���
�����(�� �� ��
� ��� )��� �(���
� 	
� �
����	
������ *��������# �� ��
������� �
� �!��
�� �� ���(����� �������� �� �� ���
���� ��+
���� �(���
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� ��� �����(��� .���
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� ��
���� ������� �
 ������������� ������ �
 ������� ����� ��
�� ��������
�� "

T (�r, t) = T0(z) + εT1(�r, t) ����0 

�� �� ������� ������
�# �
 ���� �� ������� �v# �� �� �������� p �� �� �� �������
ρ�

1�������� ���
��� �� ����������� ���� ��� �	
������ �� ��������������
��	
������ ���� �� ���� # �� �� �������� 	
� ��� ������ ��������� �� ε# � 	
�
��2��� ���������� �� ������ �� ��
�� ��
�� �� ���(����� ���������

3 ������ �� �!�	
����� �� ��������� �� �� ����
� ��	
����� ���� �� �
 ���2�
�� ��������
�� ������� 4 �� ���
���� �
������ ��+
���� ��	
����� ���, # ��
�
�(������ �!�	
����� ����
�(�� �� ��������� �� �� ����
� "

∂T1

∂t
+ vz1.

ΔT

d
= κ∇2T1 ����� 

5� ������ ����� �
 ���2� �� �������� �� �� ���
���� �
������ ��+
���� ��	
��
���� ���- �� �
 ������������� ������ �
 ������� ����� �� �� ������� ��	
�����
���6# ���������� ����� �!����� ρ1 = −ρ0αδT = −ερ0αT1 # �� ���7����� �� ��
��������� �� �!�	
����� �� $������%��&�� ��	
����� ���� �
� �!��� �������
Oz# �!���� ���� "

∂vz1

∂t
= ν∇2vz1 +

ρ1

ρ2
0

∂p0

∂z
− 1

ρ0

∂p1

∂z
, ���,6 

= ν∇2vz1 + αgT1 − 1

ρ0

∂p1

∂z
. ���,8 

�� �� ������� ��� 	 �
���������� �� ��������� ��������� ����� ����� ��������� � !""#
 $%&�' ��������� ����� �� ���� �� �� ������� ����������' � ��(�� �
�������� ��� �� ����������
� ������ �
����� ������������� Ω ��������������� �� �
�������� ��� � ������� ����� �S =
klnΩ' �) k ��� �� ��������� �� ����������� �� ������ �������� ������� ����� �
����*���������� ��
�������� ���������� ��������' �� ���������� ���� ��� �������� ���������' �� ����+��� ��
�
�������� S �
� ������� ������� *��� ��� �������� �� ��� �� ���,��� ΔS > 0� - ����
�
�� �����.�������� �������� �
� ������� �����' �� *�������� �
�������� �� ��� ���� /���
�� ������*� � ����� 0� �� *�������� �
�������� ��� ����' �� �
���� ����� �
�� �����.��������
��*�������� 0� ���� ��� ����������� ������*�' �� �
���� �
�� �����.�������� ����*������� �����
�����.�������� �������� 	 �� *�������� �
�������� ������*� ��� ������������ 1� ��� �������
�� �� .������� 0 �
�2����� �� .������� �� �� ������� �� ������ �������� ��� �� �������
dS = δQ

T
�
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∂vx1

∂t
= ν∇2vx1 − 1

ρ0

∂p1

∂x
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�����	 �	 �*��+�	 �	������� ��� 
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	 ����
�������� - ��������� 
	 �������� 
	 �� ����	�� �������� ��'� 	� �	� 
	��
��$	����� 
	 ��������� 
	 ����	�%��&	� �	 ��. 
	� ��	� Oz 	� Ox ���������
��(" 	� ���(� � ���� ��� ���� �����	 ������	� - v1x, v1z , T1, p1� #��������
�������	�����	 ��	 ��� 
	��� ������	 ��� ����	� �� �������� 
� �*��+�	
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	 ���	������ 
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	 ��������� -

∂ρ/∂t + �∇.(ρ�v) = 0� ��� 	���	 ∂ρ
∂t + �v.�∇ρ + �∇.�v = dρ

dt + �∇.�v = 0� )�� ��
/��
	 ������	�����	��� ��� ���� dρ/dt = 0� 	� ��������� 
	 ���	������ 
	
�� ����	 ������� �����	�	�� -

�∇.�v = 0 . ���(� 
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�	� ��� ��	��� ����� ��������� ���
����+�	 �	� �������� 
	 �� ��	�����	����� 0	 ��� ������� ���

∂v1x

∂x
+

∂v1z

∂z
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������� - ������� ��(� 	� �����	��� ��� ������ ��� �������	� t 	� x� #�
������ � 
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����������� �� ������ ����	�	 
	 �������������� ���
�� ��	 q
	�� ��	�� ���� ��� �	���� 	����� , ����	���� 
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������� �v1z ' vx1 �� p1$! (� ��� 
���� �)�������� v1x �� p1 ��� �	
������ ��
� ��
*������� �
� ��� ��������� T1 �� vz1 
��	
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� -
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v1x = −∂v1z

iq∂z
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� ������� �
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ρ0

q2

[
ν∇2 − ∂

∂t

]
∂v1z

∂z
� !"2$
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ωT1 − κ[D2 − q2]T1 − ΔT

d
v1z = 0 � !" $
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�� ��� ��
� ��������� �	
������  !"4 ��  !" ' ��
� �����
����

D ≡ d

dz
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�� �������� �� ���������� ������� �� ��
� �)����������� ω �
 ������ �)���� q �
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����� �
� ��
� ��������� �
� ������� ��/
������ � T (z = 0) = T ↓ �� T (z = d) = T ↑! ;
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T1(z = 0) = 0, T1(z = d) = 0 .  ��!"#

$� ��
���� ��% �����	� ��� �� ���	��	 �����	 
������&	 
����	����� $�����'
��� ��()� ��	��	 �� �	��	 
	 �� ����������� 
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	 7�1�	�&/ �������	� ���� ���3	��	 ��� �	� ���	���
�/1����	� ������������
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v1z(z = 0) = 0, v1z(z = d) = 0 .  ��!�#
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&�'��� ( �� �� ��	�	��� ��'
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D2v1z |z=0 = 0 et D2v1z|z=d = 0 . #)�*+$
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v1z(z) = A1 sin(π
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z
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Raq2

d4
) #)�*�$
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�������	�
� ����
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	 �� �	����� 
	 
���	���� ������

	��	 
	 ������������� 
	 ����	�� �!����
 "������� ���#$ 	�� ��%��� ����
��&' ��
������ ��	 �	� 
	�( ������� ��� �	 ���( 
������������ ω ��� ��	��	� )

������� �	� 
	�( ������� ��� ω1 	� ω2 "��	� ω1 > ω2$� *	�� �� 
������� 
	
S ����	 + �� ���	 
	� 
	�( ���	��� ����	�' ��� ���� S = ω1 + ω2 < 0 ) �	
��� ������	 �����	 �� ���� 
	� 
	�( �����	� 	�� �������	� *	��	 �� ���� ����
	
, 	� ���	�� ���������	 , 
	� 
	�( �����	� ����	��	 �� �����-� ) ���' ���	 ���
�	 �������� 
��� �� �	���� �������	 + �����
	 
	 ��������� �������	 
� ����.�	

	 /����� "�	���� ��0$' �	��	��� 	�� �� ��	��.�	 ����	�����	 
	 
	�	��� ����
���	' �	 ��� �������	 �� ��������	 
���	 ������������ 1	 ��
��� 
	� 
	�( �����	�
P = ω1ω2 �������	 �����	 2

Λ3
q −

Raq2

d4
= 0 . "���3$

4	��	 ��
���� �	�� -��	 �������	 ��� �� &��	 2

Ra = Rac(q) = π4 [1 + (dq/π)2]3

(dq/π)2
"����$

5 Rac(q) 
�����	 �� ���	�� �������	 
� ����	 
	 ����	�� ��� ����	��	 ��
��	��.�	 �����	 �������	 "��	� ω1 = 0$� 1	 ����	 
	 ����	�� �������	 Rac(q)
	�� ���	�� �� ����	 �	���	 
	 ��������� "��� ����	 ���$� 4	��	 ����	 ���.
	
�� ������� 	� qc

qc =
π

d
√

2
. "��36$

7� q = qc' �� ���	�� ��������	 
� ����	 
	 ����	�� �������	 	�� 
���	 ��� 2

Rac =
27π4

4
� 657, 5 "��38$

4�	�� �� ���	�� �������	 
� ����	 
	 ����	�� Ra' ���	���
��� 
�� + ��
���� �	���	 ���	�� 
� ���
�	�� � 	�����	' ��� ����	��	 �� ���	���� �����	��
"��� ������� ��#�$� 9�� �	��	 ���	��' �����	�� ��������	�� 
	� � ���� 
	
���	��	 	� 
	 �	��������	 ����
���	� ��	� ��	 ����
����� �������	 �	��	 ��	 2
λc = 2

√
2d� :����' ��� ��	 �	 ����.�	 ��� ���	���& "�	��	����	�	��' ���


����&$' 
�� �������	 "�	��	����	�	��' �����	$' ��	� ω1 > 0 "�	��	����	�	��'
ω1 < 0$' �� ��;� ��	 �	 ����	 
	 ����	�� ��� ������	�� "�	��	����	�	��
��&���	��$ �� ����	 
	 ����	�� �������	 �������' ��� 2 Ra > Rac "�	��	����	�
�	��' Ra < Rac$�

<������� �����	���� 
	� �
�	� 
	 ����
	�� 
	� ���
�	��� � 	�����	�
���	�����	� + �� ��������	 
	 ������������� ���	����	� 4���
���� ��� �	�� �	
��� 
��� ����.�	 
	 ����	�� �!����
 ����������� ��� ��	 ������	�� d = 10−2 m

���	  ���	 ������	 
	 �������� ν � 10−4 m2.s−1' 
	 
�=������� � 	�����	
κ � 10−7 m2.s−1 	� 
	 �	;��	�� 
	 
�������� � 	�����	 α � 10−3 K−1� >
������ 
	 �� 
������� 
� ����	 
	 ����	�� Ra "������� ��#�$ 	� 
	 �� ���	��
�������	 "������� ��38$' � 
�
��� ��	 �� 
�=��	��	 
	 �	��������	 �������	
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������ ��� 	 
����� ����� �� �� �������� �� �������������� �� � ����� Ra �

������ �� Q = qd/π�

����� d ∼ 1 cm� ��
�	� ���� �� ������������� �� ��	����	�	�� �������	�� ��
ΔT � 1, 7 K�

��� �� �� �� �� ��� �	�	�� ���	�	���� �� !�	��" �� �	��� ���������
�� �� ����	� ��� �� ��" �� ������ ���	��� �� ���� ���	� ��� ��� �����	
��
��� ������ #$%&�" ��	 �� ������������ 
���	���	  ������ 	����	
�� ��'��
������������ �� ������ �� (����	�� ��	�	
�� Ra(q) ) ��	� *���� +�+�� ,����-
����" �� ������ �����	
�� �� ������ �� (����	��� ��	�	
�� ���� ��� �� ��
Rac � 1707 ��� ������ #$%&�� ,���� ������ �� ���	��� ���	  �	 ��� ������ 
��
����� ������� ��� �� �� �� �� ��� �	���� .� ��	�� ���	
�� ����	
���� ��
��	� ��� ����� �� 	���� / �� ������� �� ����	 �	�	��" ��  ��������� �� !�	��
������ �� ����	 �		�� ��������� �������	�� 0�  ��� 	�1����� ��� �� ��	����"
���� �� ��� ����� ����	��� �����	
��" ���� 
�� �� �������	�� ��	� ���������

������ ����	
�� �	 ���	����

2� ��	� �� ��	����	�	�� �� ���� q = qc" �� ����	�� �� ����� �� �	���
���  �	��� ������3��� �� ���������� �� x ��� ������� 4 �� ����	�� +�5�� ��
������ ���

vz1 = Bc1 sin(qcz) cos(qcx), vx1 = B1 cos(qcz) cos(qcx) . �+����



�� ��������	 
	 ���
�	 ������� ���
��	�����	� ���

������ ��	
 � ��� ���������� �� �� �������� �� �������� �� ����� �� ������

�	� ���	��	� �	������	 	� ��������	 ��� 
	� ������� ����
���	� 
	 x� ����
vx1 = dx/dt 	� vz1 = dz/dt� 	� ����� �	 ������ 	���	 �	� 
	�� 	���	������
��� ��	��� ��������� 
� ��	���	��	 �������	 ! dz/dx = sin(qcz)/ cos(qcz)�

�� �� ������ 	�� �� �	���	 
	 ��"� B1� #��	� 	� ���	� �� ����
	 	��

���	 ��� λc = 2

√
2d� �	� ��$�	� 
	 ������ %���&	����	� z(x)' ��� 
	� �	���	�

%��� ($��	 ��)*'�

��� ����	���� ���	 ��� ��� �����	���� �� ��� + �� ���	��	 vy = 0
%���������	 
	� ��$�	� 
	 ������ �	 ��$ 
	 Oy'� �	 ����� 
	 ���	��	 �	��
,��	 �� ���	 
	� ���	��� 
	 ���	����� �	 ��� �	� ���	��� 
	 -����
�
��	���� 	������	����	�	��� ��� �	���� 
��� �� �������	 ������	�� %�������	
).'� ������ �	� ��������	� ��� ���
��	�����	��	� %��	� vy = 0' 	� �� 
	�
��������	� ��
��	�����	��	�

���� 	���	 ��	 ���� ��	 ���������
	 B1 	�� ��
��	�����	 
��� �	 ��$��	
�������	� /�	 ����"�	 �� �������	 	�� ���	�����	 ��� 	� (�	� �� ���	�� %��� �	
�������	 �������'�

�� ����� �	
	���� �� �� �������
 �� ���������
 ���� � ���
� �������

0� �	��� 
	 �������������� �� ���	�� 
� ���� 
������������ ω1 %��� ��� �� ����	�
�����	�	�� ω' 	�� ����	� 1� 	�� ������	 
	 ����(	� ��	 ∂ω/∂q ≡ ω′(q) = 0�
0� ������$	 
� ���� �������	� �� �	����� 
	 
���	���� ��	�
 �� �,�	 ���	
��	 �	��	 ��	��	 ��� �	 �"��2�	 
	 3����$ %������� ��4'� 5� 
� ��	������
��������� 
	 
���	���� 
	 ������������� 
	 6�"�	�$�7-����
 %������� ��84' ���
������ 9 q 	� 	� ����� ω = 0 �� ���� �������	� ��� ������ ∂ω(q)/∂q|qc

= 0�
0���� �� ���� �������	� �	 ���� 
������������ ω 
�� ���������	 ��� 
	�� ��
�7
���� !

ω(qc) = 0,
∂ω

∂q
|qc

= 0 . %��:.'

�	 ���� 
������������ ω� ������ 
	 q 	� Ra� 	�� 
�� ���$	�� 9 ����	 
	� q
	� q = qc� #	� 
	�� ��
����� 
��	����	�� 9 �� ��� �	 ����	 
	 6�"�	�$�
�������	 %������� ��:)' 	� �	 �	��	�� 
��
	 �������	 qc %������� ��:*'� 5�
��������� �	� 
	�� ��
������ ��� �	������ 
	� ��������� �
	�����	� 9 �	��
��	 ��� ���� ��	��� 
��� �� �	���� �����
	��	 ��� ������������� 
	 3����$
%��� �����	�� ($��	 ���'� /� 
��	���	�	�� 
	 3�"�� �� �	��
 �
�	 
�



��� �����	
�� �������� �� �����������

���� ��	����	�	�� ω �����	� � ���	�� �

ω(q, Ra) = ω(qc, Rac)+(q− qc)
∂ω

∂q
+(Ra−Rac)

∂ω

∂Ra
+

1

2
(q− qc)

2 ∂2ω

∂q2
. �� !"#

$� ���	%�� ��� �%����� �� ��	�� ��	�	
�� (qc, Rac) &� �� ��	��' �� ����	��
�� ����� ����� �� ���� ��	����	�	�� �	(��� ��
���	�� � !"# ��������� ��
%���� �� ����	�	�� �� �� ���� ��	����	�	�� �� ��	�� ��	�	
�� ��
���	�� � !)# 

���	%�� ���
���	�� �� �	���	�� ��
���	�� � *�# ��� +�	 ��� ������� ��
������ �� ,����	�� Ra �� ���� +�	 ��� ������� �� ������ ������ q �� �%�����
�� ������� �� ��	�� ��	�	
�� $������	�� ��������� �� ���� ��	����	�	��
��
���	�� � !"# ��%	���

ω =
ν + κ

νκ

{
3

2

π2

d2

Ra −Rac

Rac
− 2(q − qc)

2

}
. �� !�#

$� ����	�� ����� ε ≡ (ν + κ)3/2π2/d2(Ra −Rac)/(Racνκ) ����� �� �	�����
��� ������� �� ��	� �� ��	����	�	�� $� ����� ����� ��� 	�+���� �� ����	(
����� ����� ����� �� %������ ������ �� ������� �� |q − qc| ���� ��
��� �� ����
��	����	�	�� ω > 0 �� ��	�	+' ������������ ���� ��� ���� ���	+ �����
	������# 

-����	
������' �� �����	�� �� �	���	�� ���������� ���� ����� 	����	�	��
���� ���� �� ��� �������� %�� �� ���� �������' ����� qc ����� %������
������ ��	�	
��' ����� �� +���� �

ω = ε + ω′′(q − qc)
2/2 , �� !.#

�/ ω′′ = ∂2ω/∂q2 �� �� �����%	�� ��� 	��� �����	+# �� ���� ��	����	�	�� ω'
�� ε �� �� ���	� ��������� ������� �� �	����� �� ��	� �� ��	����	�	�� $�
�����	�� �� �	���	�� �� ��	����		��� �� ,����	��(0����� � ���� �� �1�� ������

�� ��	����	��� �� 2��	��' �
���	�� � 3� ��%�� �� ���	���	�� μ→ ε �� μc ≡ 0# 

4���� �� ��	� �� ��	����	�	�� �� �����' �� ���� ��	����	�	�� ��%	��� ��
���� �� ���	���� �	 � ω > 0# ���� ����� ��� ����� �� %������ ������ $�����(
�� �	���	�� ��� ���	��� 
�� �� ���������	�� ���	��� ��������	�������� ��
+����	�� �� ���� $� ���������	��' ������ 	�	�	������� +�	���' %� ����	����
���� ��� ����	���� �5������ ������' �� �� ����� ��� �	���	�� �� ���%���
��� 1��� ����	�� 6 ���� ����� ����	��� �� ������� �� ������	� ����	��� 
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�� ����	 �� 	� ���������
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���� ����� �	�
�� �� ����	�� �����
��	 
�� ���	�����	�� 
� ������ �	 
�
�������������
 �� 
��������	 ��������� ������	�� 
� ���	���� �		���	 ���
������ ���	���� � ���	�	 
� ���	��� �� ���� 
� ����� ��� ��	�� Ox ���
 ���
��������	� ���	���� �� ���!	 
���� �	���	���	��� ���	����" ��	�����	 
�	" 
�
���	����������	 
��� ��
�� ���	��� # �� � � ������� �� ��	
����$ %� ����	��� ����
	���� 
� 	������	��� �� ���� 
� ����� Ox ��	 �� �&�	 ������ �� '����� 
����
����	��� 
�����	� ���� '����� � ��		� ����	��� 
�����	� ��	 �����	������ ��� �� '��	
��� �� ���	��� ��	����� �� �(�� �	�	 ����� ����� �������� ��� 
��	���� �����
) �� ������ ��	��� 
� '��� �� �����
� ���	����$

��������� ���������	 �� 
������ �
��	�� �����
�����	 ���� ��		�� ��
���
���� �� ��������� 
��� ��
�� ���	���$ *� ���	��	 
��� �	�	 ������� �� ����

� ����� Ox" �� �����
��� � ������	� ) ������ �������	��� 
���� ���	����	���
��	��� 
� ���	�	 ������� ���� �� '���� #

eiqx+ωt +,-$,.

�/ q ��	 �� ���	��� 
���
� 
� �� ���	����	��� �	 ω �� 	��� 
������!��	��� ��

��		����	��� 
� �� ���	����	���$ ���� ����������� ��� �� ���	� ω �� 	��� 
�
���������� ���� ��� ���	 ��� ����� +�� 	��� 
� ���������� ����	�' ��	 �������� 
�
�	�����	�.$ %�� ����	��� �����
��	� ������	��	 
�� �������� ���� �������� ω ��	
�����$ %������ ω < 0 ���� 	��	 ���	��� 
���
� q" �� ���	����	��� +����	��� ,-$,.

����0	 
��� �� 	����" �	 ���	�	 ������� ��	 �����������	 �	����$ � ��������"
������� ω > 0" �� ����� ���� ��� ������ 
� ���	��� 
���
� q" �� ���	����	���
���0	 �������	��������	 �	 ���	�	 ������� ��	 ���	����$

��� ��� �� ω ��� ��	
���� ��� ����� �� ���
��� ���
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�
 ��������� �
 ��
�� �� �������������� �� ����� �� �� �������� �� ����������
ω(q) ������ �� ����� ������	
� ��
���� ����������� ����� �	
�����  !"#$ %
�� �������� �� ���������� ������� �
 ������� ����� �� &�
��  !' ������� ( ��
�������� �� ���������� �� ������������� �� )
����$ ��� �� *�
 �� ����
� ����	
� μc

�
 ��������� �� ����+�� μ� �, μ ���� ��� �������� �� ������ �� -������� �����
�	
�����  !��$ �
 ������� ������� ��
��� �
 ������� �������� ���������
�� -�������./�����$!

0�
� μ < μc� �� ��
� �� �������� ��� ������� �ω < 0$ % �� ����
�������
�������
� ��� �
 �
�� �
 �����! 0�
� μ > μc� �� ������ 
� ���������� ��
����
�� Δq �� ����
� ������ q ����� &�
��  !'$� ���� ����� ������ ��
� ��	
��
�� ��
� �� �������� ��� ������� �ω > 0$ % ���� � ��� �� ����
������� ��1�
����� �����������������! 2� ����
�������� �
������ ������������ ������� ����
�� ��3��� �� ��� �4��� ��� ��������� ���������� �������������!

2���	
� μ = μc� �� ������� ��� ���� 
�� ���
����� ����	
� ��
� ��	
����
�� ��
� �� �������� ��� �
�! 2� ����
� ������ q ������ ��� ���������� ����
( �� ����
� ����	
� qc! 2� ��
� �� �������� ��� ������� �ω < 0$ ��
� ��
���
��� �
���� ����
�� �
 ����
� ������! �
 ��
�� �� �������������� �� ����
�������
�������� 
� ����� ������� ��������� ��� 
�� ����
�
� ������ λ ����� 	
� 5
λ � λc = 2π/qc.

���� �� ������� ��������� ��
� ����� �������� ��
� �������� ����������
��� ��� �	
������ ������
���� ��� ��������� 5 
� �������� �� ���
�� ����	
��
�� ������� �
���������	
� �� )
���� �� 
� �������� �� ���
�� �����	
�� ��
�������� �� -�������./�����! 2� ���
�� ��� �������� �� �� ��������� ��.
���	
� 	
� ��
� �� ��������� ��� �� ���
���� �������	
� ������� �� �� ���
��
�
 ��
� �
����	
� �
� ������ ��� ��������� ( �� �����
���� �� �� �	
�.
�����! 6� �������� ��
�� ��
�� �������	
� ����� ��� ���
� % �� �����
�����
���� 	
� ��
� ��
���� �������� ( ��������� �
 ��
�� �� ������������� �� ����.
���� 
� ������������� �� ��� �� �
������ ��
� ����� ��������� ������������
�� ������� �
 ��
�� �� ������������� ��� �����
��������� *
����
��! 6� �4��� ��
�� �������� ��� �������� �������� ������� �� ������
� ����������� ���������
�
����	
� ������� �� ��
���� �
 ����� ��������
�� �� ���� ��	
���� ��
� ��	
�
��������� 
� ���������� �������� ��
� �� ��
���� ��� �4���! 7�� ��������� �����.
��	
� ��� 
�� ������ ��������	
� ���� 	
� ������&�� �4�� 
� ������� ���������
( �� ��1����� ��� ����� 	
���������� ��
�.*������ �
 ����������� �
 ������� %
���� ������ �� �
��� �� �
���� ��� �������� �
����	
�� �� ��� ������������ ��.
������������� ��
�+� 	
� �� �������� 
�� ������� ���������	
� ������� ��
����! 6�
������������� ��
� �����
��������� �
 ��������� �� �� ���
������� �� ��� ��������
�� ������ �� ������� �������	
����� �� ������� 
�������� �� �� ������	
�!
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/��� 	
� ��	
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∂φ

∂t
= [ε− (1 +

∂2

∂x2
)2]φ + αφ2 − φ3 .����/

�0 φ �
 ��� 1������ 
�����	� �� ���� ��	��'��
 x � t ���	���� ���������� ��
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!��� 2� 1�	�� ��
��� ������� ���
 ���	� ������� �	�
��� ���� ���$�����	��
� ����� ����	�$
���� � ����	� ��'����� � ���� �� ���	� 
������
��� ����� �
����� ��� ������
���� �� ��	 �� ��������������� ���� ���� ��������� ��� �! "������ ���� ���
#��	$�� ���#� �� ������� ��	��$�� �� �%�
����� �&!� �� �� �������!

�������� ��	�
���

'%�
����� �� �������������� ���� � ��� �����	��� �������� ��		�
�� 	��$�� �	#�� �� �� ��������� �� (�)�����*������ #��� ��
����� ε =
(R − Rc)/R ��� �� ��	��� �� (�)���� ������� R �� ��	��� �� (�)���� ��
Rc �� ��	��� �� (�)���� ���
�� ������ + �� 	�� �� 	����	��� �� ,���!
'%�
����� #��������� �&!� ��	�� �� ������� ��	��$�� φ = 0 ���� ������
����� ���� �� #����$	� �� ����������!

�������� �������

'� #��	$�� ���#� �� �%����� �%�� �)��$	� �)��	
�� ������� + ������
�� ������� �� �� ������� ��	��$��! - ��� �.��� ��#��#����� + �� ������� ���
	��$�� ��� #���������� �� �� ���	� φ = νφ1(x, t) �ν ��� �� #��� #���	$����!
/� ��#������ ���� �%�
����� ��#������ �� ��	#� ��
����� �&!�� �� �� ��
������� 
�� ��� ���	�� �� �er ����� �� ν� ���� �������� �%�
����� ������� 0

∂φ1

∂t
= [ε− (1 +

∂2

∂x2
)2]φ1 . ��&!1�
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�� �������� �� �����������

������ ��	� 
 ������� �� ���������� ���� ����� ������ �� ε � ε1 < 0 �������� ε2 = 0

���������� �� ε3 > 0 ���������	

����� � �� �	����	�� �� �� ��������� �������� �� ���
���	�� �	��� �� ���!"
�	��� ��� ���
���	�� ��� 	���������� �� ����# ���������� ��� ����	��
�� �� $���� eiqx+ωt ���� �%���	� �� �����	�� �� �	���	�� �	&���� '

ω = ε− (q2 − 1)2 . �()��#

*� ���� �� ���	���� ω �� �� ������%��	�� �� ���� �����	$ ���� ����� &�����
�����	&� �� ��������� �� +����	�� �����	$ �ε#� *��
�� �� ���%�� �� +����	�� R
�� ���� �� ���%�� �� +����	�� ��	�	
�� Rc �� ��������� ε �� ��� �� �� ����%�
ω(q) �� �������� � ����� �� �%�	� q ���� �� &������ ������ ��	�	
�� qc = 1 ,
��� &����� ����� �� ��������� �ε = 0# ��������� �� ����	�	�� ��	�	
�� ����
��	���%	�	��� �� 
�� �� ��������� �� ��	�	$ �ε > 0# �� ���� � ��	����	���
�� �� %���� ���	&� Δq ���	��� ��������	�������� ��� �� ���� �� ��������
�	���	�� ���� ��� &���%��� *�	� �� ��	� �� ��	���%	�	�� �� �-�� ��� �	���	��
�� ���������� ������������ �� ���%���	� ��� ����	�� ������	
�� , �� ������
�����	
�� �	����� .�������� ��� �� ��	� �� ��	���%	�	�� ������� ������	
��
�� ��	%�� �� ���� �� 
�� ��� ��� ������� ���-������ ��	��������

������ �����	
����� 	� ������ �
������

/��� �� &����� ���	�� �� ε �� %���� �� &������ ������ �� ����
	���%�� ��%����� �� ����&��� ω = 0 = ε − (q2 − 1)2# �� ���	�� ����������
*� ���� &������ ������ q1 �� q2 �&�	� 0���� ()�(# ����	�� �� ����� �
���	��

��� ����� ��� q2 =
√

1 +
√

ε � 1 +
√

ε/2 �� q1 =
√

1−√ε � 1−√ε/2� .��	
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Δq = q2 − q1 �
√

ε . ������
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 �� 	����� ������	� ��� !������ �� eiqx �
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 �� ����	� 	��� ����������� "� 
������ �� #��
 ����	��� �
 ������ #�	

�#�	#�
���� �� ��
 ��
 ����
 
�� �

φ1(x, t) =
∑

q

aq(t)e
iqx �

∑
Δq

aq(t)e
iqx , ����$�

�% aq(t) �
 ����#����� �� ���� �� &��	��	 !������ �� ��#
 t ����
 �� 	�����
������	� ���� �
 �� eωt ���
 ���
 ��	���
 #��	 �� ����� aq ����� ������ 
��	 ��	� ��'���! �
 ���(��
��� �� 	�
��� �� 	����� ���)������	��� "� #	����	
�	�� ��		�
#����� * ��� 
���� #�	�� 
�	 ��
 ��
 �����	
 ������
� "�

����� �	�� 
� ����� * �� 
���� 
�	 ��
 �����	
 ������
 �##�	���� * ��
����� ��
���� Δq + �� �,� 
���
 ��
 �����	
 ������
 * �����	���	 �� �� �����
��
���� Δq 
�� ���!
 ���
)*)��	� ��
����
 ���	
 ��� ��
 ����
 �� ��-�	
 ��
��� ����� 	���(�� ���
 �� ��#
 ��	
 ��� 
������ -����.��� ���
 #��	���� 
�� �
 '�
�/� �� 	�
	����	� �� �	�� * �� 
���� #�	�� 
������� 
�	 ��

����	�
 ������
�

0���	����
 �� !������ φ1(x, t) �������� �� �� #�	�	����� ���$� �� ��	�)
���
�� �� �����	 ������ �	����� qc �

φ1(x, t) = eiqcx
∑
Δq

aq(t)e
i(q−qc)x . ����1�

2�� ����� ��� q − qc ∼ Δq ∼ √
ε << 1 �� #�� ��	� ��� φ1 ���	�

�� #���� ������
 	.
 #���� � ���	� 
�	 �� �����	 ������ �	����� qc ���

���
#��� �� &��	��	 ����
 �� ��
 �(	3�� �% ε → 0 ���
 ����
 �3�� ���
!������ �� ��	�� δ(q − qc)�� ����
��
 �� !�� ��� �� 	��
!�	��� �� &��	��	
����� !������ 	.
 �	��� ���
 ���
#��� �� &��	��	 �
 ��� !������ 	.
 �����
���
 ���
#��� 	��� �* �	� ���(��#�� �� 	��
!�	��� �� &��	��	 �� �� !������
�� ��	�� δ(q − qc) �
 ��� ���
���� � #�
��
 �

A(x, t) ≡
∑
Δq

aq(t)e
i(q−qc)x . ����4�

����� q − qc ∼
√

ε �
 #�� ����#����� ���#��(� A ��	�� 
�	 ��� ��-����

#����� �� ���	�	� �� 1/

√
ε� 5� �,� �� �,����� �� �-������� �� ��	�����


����� � Q = (q− qc)/
√

ε �� ��	����� Q �
 �� ���	�	� �� ������ � ����#�����
A(x, t) �
 �� 6#� �

A(x, t) ≡
∑
ΔQ

aQ(t)eiQ
√

εx . ����7�
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����� ��������	�� ��� ������ �� ������ �� ��	����� 
�� ������	���� A ���
�� ��	�� �����	�� �� �����	�

√
εx �� ��� �� �� ���� ���	���� x !�� ������

���� �����	�� �� ����	�� φ1(x, t) ����� "

φ1(x, t) = A(
√

εx, t)eiqcx + c.c. #$% $%&

�' c.c. �� ���������� �� ( �������� ���)���� * +�� �	����� �� ��		���� ��
��	� �� ��	����	�	�� #q � 1&� ������ �� �����	�� �� �	���	�� #�
���	�� $% ,&�
�� ���� �� ���	���� ω �� ��	����	�	�� �� �� ������� ε #	 � ω � ε& -	�	 ��
����� Ω = ω/ε #���� Ω ������� $&� �� ���������� ���������� �� �� ���������	��
eωt �����	�� ����� eΩεt ���	�� ���� . �� ���� ��������	�	
�� ��������	��
�� 1/ε " �� �����	
�� �� ����� �� ��		���� �� ��	����	�	�� #��	� �� ���	��
�� �����	
�� ����� �� �� ������	����� ��	�	
�� ��� �� ���	�� � / �& 0�
���������	�� φ1 �� ���� ������� ����� ��	����	�� ���	��� ���	�� #eiqcx& ��
����� ����	���� ��������� ���	���� ��� ������� �� ��� �� ���� A(

√
εx, εt) 

+��� �	�� ������ �� ��	����� �� ��	� 
�� A ���	� ���������� 	� �� ������
��	������	�� �� ���	���� ����� X �� T #��	� ���	�� � / /& ��1�	� 	�	 ��� "

X =
√

εx, T = εt . #$% $$&

0�����	���� A ���� �����	�� 
�� �� �� ���� ���	���� ����� A(X, T )� ����

�� �� �����	�� φ �� ���
���	�� 23 	�	�	��� ������ �� ���	 ���	���� φ(x, X, T ) 
!�� ����� ��	������	�� �� ���	�� ��������� ����	��� ���
��� ��������� ��
����� �� ��������� #���	�� � / /& 2	 ������� �������� �� ������� ����	���
� ��� ������ . �� �������� ����	� ��� ��� �������� ���� �� ����	��� ��	

�� ��� ������� ������� ���	�� �� ������� ����	��� ���	��� ���� ��	����4
����	�� �� �� ���	���� ���	��� ����� X  

-1� �������	��� ���	������ ��	��������	�� �� ������� ����	���� ��� �����
���	��� �� ���	 ���	���� x, X, T ����� 	 ���� ���	��� 	����������� +��
����
����� ��� ����� ���	1�� �� ��������� �� ���	���	�� ���� � ���������
. �� ���	� "

∂

∂x
→ ∂

∂x
+
√

ε
∂

∂X
#$% $�&

∂

∂t
→ ε

∂

∂T
. #$% $/&

5������� �� ����������	�� ��� ���
���	�� 23 #�
���	�� $% �&� ���� �����	�

ε
∂φ

∂T
=

[
ε−
(

1 +
∂2

∂x2
+ 2
√

ε
∂2

∂xX
+ ε

∂2

∂X2

)2
]

φ + αφ2 − φ3 . #$% $,&

!���� 
�� ��	��������	�� �� ������� ����	��� ��� �������� �� ����� �
���������� ������	�	��� �� ���������� �� �����	�� �� �����	�� �� ��������� ε�
�� 
�	 ���	�	�� �� ������ ���������	� �� ��	���� �� �� ���	� ��������� ��	
��
�� �������� �� ��	���� �� ε �� �� �� ��	� �������	
�� 



��� �����	
���� �� ���
����� �� 
���� ���

������ ����	
��� �� �����
��� ��
��������

�� 
	����� ���
�
� �������� � ���������	 �� ������� φ �� ���

����
�� ��� ��	���	� ε ���	 �����	� ��
 
������
 ���	�	� ������ ����� �� ���

���� ���

���� ��� ����	�  ���
 ��������� ���������� �� 
!
��� "�������
����#$ �
 ���	�	�

√
ε% �� �
 ���	�� �� ���
�	 ��� �� ������� φ ���

� 
���	�	�


��
 �� ��	�� 
������ &

φ(x, X, T ) =
√

εφ1 + εφ2 + ε3/2φ3 + ... "�����$

'���	��
 ��� �(�	�

��� ���
 ��������� ���������� �� 
!
��� "�������
����#$ ���	 �����	� ��
 ���	�)����
 �	�	� ��	 �	�	��

�����
√

ε

'���� � �� �	�	� ��
√

ε% ��������� ���������� �� 
!
��� "������� ����#$

���	� ����� &

(1 +
∂2

∂x2
)2φ1 ≡ Lφ1 = 0 "����*$

�+ ���
 ����
 ��	���� �����	���	 L = (1 + ∂2

∂x2 )2� ���
 ��� ������� ��(
��	����
 ��	�����
 ���
��� �� ������� φ1 ������ ��
 	��
 ��	��)��
 x, X, T "����
φ1 = φ1(x, X, T )$ , �� ��� ����	����% ��
 ���
���
 ������	���� ��������
���� ��
 ��	��)��
 X � T � �� 
������ ������)��� �
 �� !�� &

φ1 = A(X, T )eix + c.c. "�����$

��� 
������ ���
 	��� ����	� ��� �� 
������ ������	� 
�������	� �� 
!
����

����� ε

- �� �	�	�% ���
 �)����
 &

Lφ2 = αφ2
1 − 4(1 +

∂2

∂x2
)

∂2

∂xX
φ1 = α(A2e2ix + AA∗ + c.c.) "����.$

�+ A∗ ��
���� �� ������(� ���/���� �� A� �� 
������ �)���� � ��	�	 ��
��������� ����. �
 ���
���� �� �� 
���� �� �� 
������ �� ��������� 
��


����� ���)	� "
�� B(X, T )eix + c.c.$ � ����� 
������ ��	������	� �� ������0
��� �������� �� 
������ ����	��� 
���	� ���
� 
��
 �� ��	��

φ2 = B(X, T )eix + α
A2

9
e2ix + AA∗ + c.c. "����1$

���� ��������	�
 ��� ��������� �� ��	���� �� �� �������� ��������	����� � 	������
����� ��� x 	 1�
 �������� ���
 �� ��	���� �� �� ������� ��� � 	������� ��� �� ����
������	���
 	� ��	���� ����	��� ��� �������� ��� ��� ��	����� ��������		�� eix �� xeix

���� φ1 = A(X, T )eix + D(X, T )xeix + c.c.
 ���� ����� 	� ��	���� �� ���� ��� �������� �
	������
 ��� ������ �	������ 	� ������� ����������� �� �������� D = 0�



��� �����	
�� �������� �� �����������

����� ���� 
�� �� ������ �� ����� � ��� ����� �������� �� ������ ����
���	
�� e2ix� � ��� ������ �� ��� �	��� A �� B �� ��� �� ������	�� ! ��
������� ��	��	��� �� �"���� � �#����� �	$����

����� ε3/2

%#�
���	�� �� ����� � ��� ����� #���	� ����� &

Lφ3 = φ1 − 4
∂4φ1

∂x2∂X2
− ∂φ1

∂T
− 4(1 +

∂2

∂x2
)

∂2φ2

∂x∂X
+ 2αφ1φ2 − φ3 '()��)*


�	 ���� +��� �����	�� ����� &

Lφ3 = [A+4AXX−AT −(3− 38

9
α)A2A∗]eix +F (X, T )e3ix +G(X, T )e2ix +c.c.

'()��(*
�, F ��G ��� �� -����	�� ��������� �� ��� �	���A �� B 
�#	� �#�� �� "��
�	� �� ����	�� ���� �� ��	�� 
�	 $��� ��$��	� ���	�� �	����� ! �.� �#�������
�#���	���� �� ����� �
���	��� ��� �$�� ��"��	� �� ���	$�� ��� ��� �����	��
	��	�	���� '	��� ∂A

∂T = AT �� ∂2A
∂X2 = AXX*� %#�
���	�� �#�$����	�� �� ����� �

�#����� ε3/2 '�
���	�� ()��(* �� 	���������� & �� ����	�� �������� �� ����
���� �#��� ����	�� �� �#�
���	�� �� ����� ���"�� 'E(X, T )eix +c.c.* ���
��� ����	�� ����	���	��� �� �#�
���	�� �$�� ����� ���"��� /�� �� �#�� �� ��
��	�� ��	��	���� �� ����� ���"�� �� �#�
���	�� ����	��� ��� -����	�� eix 
�	 ��
���������

�� �#������	�� 
�� �� -����	�� eix �� ��� -����	�� ������ �� �#������
���� L� �� $����� ������ ���	�� ������ %� ������ �� ����� � ����� -����	��
�	$����� � �#	���� �� �� �	$������� �� �� ����	�� ���	�� � �� ��	������� ����
���	
��� �� -���������� ���	�� ��� ��� -���� ����� �� -��
����� ������ ��
�#��	�������� %� ���� 	�� ���� ����� �� ������������ �������"�� '	��� ���
�	$������* �� ���� �#������� �� -������ ��������� �� -����	�� eix ��� �#�
���
�	�� �#�$����	�� ()��(� 0� #��	� �#��� ����	�	�� �� ��$�"	�	��� 1���� ����	�	��
�� �� �+�� ���� 
�� ����� 	������	�� ��� �� �#����� �� �#�
���	�� �#����	����
���������� �� $�		���� �#��� "	-�����	�� �� 2��- '����	��� 3*� ����� 
��
��� ���	�� �� ��������� �$�
��� �� �������� �� �#��������	$� �� 4�������
'$�	� �� ���	�� 3�(�(* ���� �"���	� �� �+�� ��������
%� ����	�� �#������� �� �����	"��	�� �	$������� �� �� -����	�� eix ��$	���

� ������� �� -������ [A + 4AXX − AT − (3 − 38
9 α)A2A∗] �� ��������� ���

�#�
���	�� ()��(� �� ��� ������ �#�"���	� �#�
���	�� �#����	���� ���������� &

AT = A + 4AXX − (3− 38

9
α)|A|2A . '()���*

���������� 	
�
�� �	
���� �� ��� �������� ����	
����� ��� ��� �� ������ ������ �����
Lφ = 0� � ���������� ����� ����� ���	
���� ������� 
� ������ ������ Lφ(x, X, T ) =
F (X, T )��

��� ����� �� ��������� ������� �� �������� �
� �� ���� �������	
�� ����� �� �����
����� ��������� 	
� ��
� ����� ���� ��������� �
 �������� ���������� ���� ������� ��
������� ����� � ���
�� �� ���	
���� �������
�� 
���������� �
 ��������� ��
�� ��!
������
�� "��! �������� #�� �� ������ ��������� � ��� ����$�� �
���������� #�%�%�
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 ������ 
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 ��
 ���
 ���������� 	
������	�� ���������� 	�

���	����������� �� ����	� ���������� 	� �������������	������� ��
 ����
��	���	�
 �����������
 
�� �

��
 �� ��� ��
 
���������
 ��� ���� ��	����
���
 ��
 ������
 ����	��
�  ���
 ���� !��
��� ��
 "������
 F � G �� 
��
!�
 "����	
 �� �� "������ eix� ������ ���	���� ���
 ���� # ��!�
�	 # ���	
���	� $ ���
 !��	���� ���	 "�	�� �
 
��
 ���	% !��	 ��	� ��������

���� ����	��
 ��������
 �� ���	�����

�����������

 ��
 �����
 �����	 ���
 ��� 
����� ��	����
 !	�!	���
 ����	���
 ��
��������� ����!������

������ �� ��	
� �� ��������� ���
������ �������

� ��	��	 ��� ��
��	���

&��������
 ��� �� !��� !	����!�� �� ��� ���� 	�
��� ���
 ������������� ��
�� "�	�� �� ��������� ����!����� �� ���
����� �� 
����� '�� ��!�	� ���������
�� ��!�	 (��� ��������� ����)� ��������� ����!����� ���!�	� ��*��	
 ���
"�	�� # �������� ��� �� 
+
��� (���
 ��	� ��
� �

���� ��� # ��������� ����)
*���

� �� ������	����� !�	 	��
����� � !�	 ����	
���� ,� "�	�� �� ���������
����!����� (������� �����) *��� -��� �� �� 
+��	�� X → −X ��		�
!�����
# ��� ����	����� !�	 ����	
���� !	�!	��� ��� 	�
��� �� �� �%�� ����	�����
�

����� # ��������� �� ��!�	 (������� ����)� ,�������� �� ��!�	 �
 ��
!��
 ����	���� !�	 ��� 	��
����� �� �� ��	��-�� x�

.� ���� 	�!!����
 ��� ����!����� A ����!��� ���
 �� 
������ ����	���
��/�	������� eix � A2 �� 
������ /�	������� e2ix� ���(���	 !�	 ����!��
��������� �����)� ���� 
������ ����� ������� ���!�	���� x → x + x0� ���
0
#0��	�� �� ������� ���	����� �� ����� Ox� �� �� !�	�� �� !��� �	-�	��	�
x0� ���� 	����� # ������	� �� 
��� �� �� 
������ ����	���� ��
 �!�	����

Aeix → Aei(x+x0) = Aeix0eix� 1�	���� ��� ���!�	���� 	����� # "��	� ��
�/������� 
�	 ����!����� A

A→ Aeix0 . (����2)

&� ���� ������ ��� ���� �!�	���� 
�	 ��������� ����!����� (������� �����)�
�����0�� 	�
� ����	����� ��!������ 
� ��� ������� ������� ��
 �	��

����	�����
� ����� A2 �� |A|2� ��������� �� 
�	�� !��
 ����	���� !�	 ��
�/������� �� +!� A → Aeix0 � ���
 !��	���� �� ��+ � !�
 �� �	�� ����	�0
����� �� �� �	�� �� !��

���� �� 2 (���� A3, A∗3 ) ���
 ��� ������� ����0
!������

������ ������	
 � ��� ������ �
 ������
� �
 ��	����� �� �� �	
����	
 �� �����������
���
�	�� ������
�� ���� !

����� ��"�� ������ ��
� ��� 
	�" ��"�����
	
" 
	��� �
���"� �� ���" ��" 	���� �� �#������	

�#���������!
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������ ��� �	�
����� �	� ����� � �	���������

�� �� ������� ���������	�

���	��� ���
���	�� ������	���� ��
���	�� ����� �� � !���� �� ���
�������� "

AT = α1A + α2AXX + α3|A|2A , �����# 

�$ α� �� = 1, 2, 3 ��� �� ���%�	��� � ������ ��������� &� �'������� ��
�����	� ��	����	�� x → −x( ��� �'������ ���� �� ����!�����	�� A → A∗

��� �������	�� �� ����� φ 
�	 ����	� �� �����	
�� ���������� φ1( φ2

	� �� �
���	�� ����� �� ����) � *� �� ������ 
�� �� �
���	�� ������	����
���	�� + A �� + A∗ ��� �
�	�������� ,����� ���� �� �������� ���-���� ��
���
���	�� ������	���� �����	
�� ��
���	�� ����# ( �� 	����� ���
�	�������
����� �� ���� �
���	�� . ��� �/����� α� = α�∗ �� = 1, 2, 3 � 0��������
�	�( �� ���%�	��� α� ��� ��� ����� 1�� ������ 
�� ���	 ��� ��2��� ���	
�� ������� ����� /	!�����	�� �� 3��!( �2�� 	 ���
���	�� �� ������ �����
�� �����	� ��	����	��� ��� �� ��( �2�� 	 ���
���	�� -��	� ����4�2�� ��
�� �����	� ��	����	��( �� ����	�� �� ���
���	�� �� �	��� �� �� �� �2��
�����	���� *�	��� �� �� !�	� 
�� ���� �� ����	�� 
�	 ����� �� ���� �� /�	���
�� �����	� �� ��� ���
���	�� ��������	�� �� ������ 5 6��� ����
��	 �������	��
7 /�	��� �������� �� �����	� 8 ���� 
���	9�� ��������	�� �� ����� ��
��	�	���

������ �	��� ���	����� � ����� �	���� �����������

�� �������	� ����������

&� �'������� �� ���������� �� ���	�/�� ���
���( ���
���	�� ������	����
���� ���-��� 2��� ����	�� + ��� !���� �����	
�� �$ ��� �� ���%�	��� ���
����� + ����	��� &� �'��( ���� ���
���	�� �� �� !����

AT = aA + bAXX − c|A|A �����: 

�$ a( b( c ��� �� �������� ������ �� �'������ �� ����!�����	�� �� ���	4
�/�� �	����� " A → A

√
c/a( X → X

√
a/b �� T → aT . ���
���	�� ������	����

����� ���� �� !���� �����	
�� �	����� "

AT = A + AXX − |A|2A . ������ 

*� �� ���!�	 ��	�� 
�� �� ���	� ��������� ε ������	� ����	�	������ ���
���
���	�� ������	����� ;�����	���� A( ����� 
������ � ��� 	������	�� ��������4
���� �� ������� ��	��( ��	
�� ��� ���� 	������	� ε ����	�	������ ��� ��
������������� �� �� !����	�� φ ���	� �
���	�� ����: . ������	���� ���	
��
�� ���� �������

√
ε� 6��	 ������ �� ���������� �� ���	�/�� Ã = A

√
ε �$ Ã

�� ������	���� ���	
��� &� ��	�	��� �� ���	�/�� ���	�� ���	�� ��� ���	�/��
����� ��� X = x

√
ε �� T = εt( ���
���	�� ������	���� ���������� ��
���	��

����� ����� �� !����
Ãt = εÃ + Ãxx − |Ã|2Ã . �����< 
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������ ��	
 � ������ �����������	 �� ������ �� ��������� �������� � ��� ������

��������	

���
 �����
 ��	 �� 
��� ���	� �� � ���� �� ���	�

��
����
 �� ��
 �� �����
������ �
 ����� ��� !��
 �� ��
 �� ���
� �
 ���
���" � ��� #	� �	�
�
����� $ %�	�� &� �'�" �� ��
�� A = ρeiψ" �� ρ �
 ���������� � ψ �� ���
�"
���
 �(����
 $ ��	�	 �� ���)����� ���������� �	������� *�)����� ����+, -
dψ/dt = 0� .��)����� ���������� ����+ ���� ����� 
������
 ���)����(	�
*�� ����
 /0�
,

A0 = 0, A0 = ±√ε . *����1,

.� �	��� 	� 
������ �0�
� ��2��	
" ����
 )�� �� 
������ ���0�
� )�� ���	
��
 �����	
 �� ��	�� 	� ε 
	������ ��
����
 *���� ε > 0,� .� ����	����
�� ���������� A �� 3������ �� ��	�� 	� ε *���	 /��	� ����, 	��	�
��� ��


������
 ���)����(	� *�� ����
 /0�
, �� ���
 ���	��
 �� �	�
���� ����� (��
3�	����� ���������

������ ���	
��� �	��	��������� �� ����	���� ��	
����

���

!��
 �� ��
 �� A �
 ���������� �� x, ���)����� ����+ ��� 
���	�	� �����

At = − ∂

∂A

[
−ε

A2

2
+

A4

4

]
= −∂V

∂A
*����4,

����� ��� ���� �	
������ �����
���� ������� � �
� ���������� � ��� �����
���� ��������
�������� � �
 �����
���� ������������� � ����� �����
���� ��� 
�
��	�� � ��� ��
������� ��
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��� ������	
�� �������� �� ������������

������ ��	
 � �� �������� V (A) �� �������� �� A	 ���� ε > 0� �� �������� A = 0

������� ��������	

�� ��
� ��������� �� 	
� ��������
�� �����	
� A ��� �� ���� �������
����� �	
����� ��� ��������
� �� �����	
� ��
�� �	
����� ��
�� ������


�� ��� ���������� ���� ���� ����� �� ����� ��� ���� �� ��������� V (A) =
−εA2/2+A4/4 !���� �����
�� �
 ��������� ���� �� "�
�� #$�%&� '�
� ��� ����������
ε �������� !ε < 0&( �� ��������� V � 
� ��
� �����
� �� A = 0 ) ��� ��������
��� �� �����	
�( �� ���
���� A0 = 0 ��� ���*�� !��
��� �� ������� ��� ���
����������� ���� ��� ��
� �������� � �� %&� '�
� ε > 0( �� �����
� �
 ���
������� �� A = 0 ������� 
� �����
�( ����� 	
� ��
� ������ ������������
�� A = A0 = ±√ε� +� ���
���� A0 = 0 ���� �� ���*����� �
 ���"� ��� ��
�
���
����� A = A0 = ±√ε ) �� ���
���� A = A0 = 0 � *��
�	
� ���� 
�� ��
�
����� ���
���� ���*��� +�� �
�*�� �����
�� �
� �� "�
�� #$�� ������������ ���
*������ ���*���( ����� 	
� ��� �
�*�� �� ���������� �� �������� �
� *������
�����*������

,���� �� ���� � ����������( �� ��� ��������� �� ����� 	
� ���� �� ��
������� �� ��������
�� ��� ����������( ���	
����� ��������
�� #$��- ������
��
�� �������������� V [A] �� � ���� 	
� .

At = − δ

δA∗V [A] = − δ

δA∗

∫
dx

[
−ε
|A|2
2

+
|A|4
4

+
|Ax|2

2

]
!#$�%$&

������ �� ��� �	 A ��
 ���������
 �� x� �� ���
 ���������
 ���� � ���
�� �� �����
���
������ �� �����
 A = ρeiψt ��	 ρ ��
 ��� �����
��� �
 ψ ��� ������� ��� ψ � �
 � ψt = 0�
!� ����� ��
 ���� ����
��
� �
 ���
 "
�� ����� #��� � $���

��%� ������
����
 ��
 ��������� � ����� ������
� ���� ��� 
�����
���� �� ����� �� ������
����� �� ���� �� !������ �	 �� ����
��� ���
� 
�����
���� �����
���� ��� �� �����&
��
������� ���� �� ��
� ����� �� ���'
 ���� 
�
 ���� �� �����&
�� ������� ��� �� ������
�
�����

p
(Tc − T )/Tc� �	 Tc ��
 �� 
�����
��� ���
���� ( ε� ���� �� ��� 
���
 ���� )��� ��

�"�� �*�� ��� (T − Tc)/Tc�
��+� ����� �� ��� �&�� ,�-�. ���� �� ��
��� �� ����� ����
���������



��� �����	
���� �� ���
����� �� 
���� ���

�� δ/δA∗ ��
���� �� ��	���� ������������ ��	 	����	 � A∗ ��� �������� ����
����� �� A ! ��� ��	���� ������������ 
"���	��� � �"���� ��
 ��	����
 ��	�����
� ���� ����� #

δ

δA∗ →
∂

∂A∗ −
d

dx

∂

∂A∗
x

������ 

$�� ���
��� �"���	�

��� %�&������ �� �� ��	���� �"'���	�(��	���� 	������
	�� �� ������$�� ���
 �� ���	� �� �	������ �� �����	� ����� ����	 �$�����
��)* � +��
 �� ��
 �� �"�������� �
 %����,��- ���
 	�	�����
 � ����� ����
����� ������$�� . $�� �"�������� �� �"�������� ��	��� �"�� ������� ��$�����
����/ � (� $����� V [A] �
 ������ 
��
 �� ��� �� ������������� 	� 
������

� ��

,�� �� �	��	��� 
������ #

∂V [A]

∂t
=

δV

δA∗
∂A∗

∂t
= −| δV

δA∗ |2 ≤ 0 , ������ 

�� �"�� � ����
� �� ��� $�� A∗ �&�� � �"�$����� ∂A∗/∂t = −δV [A]/δA� (�
������������ V [A] ���	�0 �� ��1�� ������� ���
 �� ���
 ��
$�"� �����	�
��� �����	 
�������	����

���� ����	
���� ������	��

+��
 ��
 
������
 	�����
- �"�������� A �
 �� ��� ����	���� ��� �����
��� �� �"�
������� 2�	 �� ���
� �����	
 ��
 ����	������
 � ��
 ��������

��� �����
 ���	 ������� ��
 ��	��
 - $�� ������
�� � ��
 ���������
 ��
�"�	�	� � ���� � ��� ���������� �� �"�������� �� ������� ��
 ��	��&��
 �"�
�
����� '� ���- ���
 �����
 ���	 $�� �"�	�	� ��� �3�� ������	 ��
�&�� ��
�����

�"��� ���������� 4� �
 ���� ����	�� �� ���
���	�	 �"�
��� ��%����,�� ��
�	�&�,��� 2��
���	��
 �� ��	�� ������$�� �� �"�$����� �"�������� ��$�����
����� � 2�� �$����� ���� ��� 
������ 
�������	� #

A0(X) =
√

1− q2
0e

iq0X , |q0| < 1 ������ 

�� q0 �
 �� ���&	� 	��� �� ������ ���
 ��� $�� �"����- ���
 �	&�	��	�� '�
���
���	�� �� ��	��&�� �"�	����� x- ��	����
 �� 
������ ������	� �� �"�$����� ��
56 ��$����� ����� ����� #

φ1 =
√

εA(X, T )eix + c.c. =
√

ε
√

1− q2
0e

iqx + c.c., ���� q = 1 +
√

εq0 .

�����* 
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� ����� ��� ��	������ �� ������	� 
���������


� ����������� ����	�
��	���� �� A ������ �� �������� ����	�
��	���� �� V [A] � ��������
��������� � ��� ���	���� �� ������ ����� 
�� �� ��� 
��� �������� � ����	� �� ��	��������

��������
��������� ���	�����
� A ��� ��
���� � �� �������� ��� ��		�� � ������� 
�� ��
��

������� ��� ������ ��� 
�� ��  ������



��� �����	
�� �������� �� �����������

�� ���� ��� �	���	�� ��������� �� ���
����� ����	����	�� ���	��� 1 �� q =
1 + q0

√
ε� �� ����	�	�� |q0| < 1 ���	���

ε > (q − 1)2 .  !"�#$%

&������� 
�� ��� ���� ���	���� �� ����� �����	
�� �� ���
���	�� ����'
��	����  �
���	�� !"���%� (	 ��� ��	�� ���	���� ���
���	�� !"��� �)�����
�	��������� �� ���
���	�� �� (*	��'+����)���  �
���	�� !"��%, ������	���� ��
�� ����	�� ���	��	
�� ���	����	�� ���	� ����� -

√
1− 4q2

0/
√

3− 38α/9, �� ���

-
√

1− q2
0 � .� ����	�  �� ������� �� �/�� �����	�� 
�� ��� ������� �� ��

����� �����	
��% 
�� �� ����	�� ���	����	�� ����	�� 
�� 	 q2
0 < 1/4, �� ��

����	�	�� !"�#$ ���	���

ε > 4(q − 1)2 .  !"�#�%

�� �����	�� �� �	���	�� 	�� �� ���
���	�� �� (*	��'+����)���  �
���	�� !"��%
��� ������ 
�� �� ����	�� ��	�	��� φ = 0 �� 	���)��  	��� ω > 0% 	 ε >
(q2 − 1)2, �� ������  ��	
�� q �� ������ �� ����	�� �� ����� �� ��	� 
�� ε ��
���	�% 	 ε > 4(q − 1)2� 0	�	, �� ����	�	�� ����	����� ���� ���� ���	����	��
 	�����	�� !"�#�% ��1��	�� ���� ���� �� ���	�� ��	���)	�	�� �	���	�� �� �� ����	��
φ = 0� 2�� ����	������ ��� �� �	�� ����� ������ �� ���
���	�� ������	����
�����	
��  �
���	�� !"���% �� � �������� 
�� ��� ����� ����� �� ����	�	��
�� ��)	�	�� �� ������ φ = 0 ��������� - ε > (q − 1)2, �� ��� - ε > 4(q − 1)2�

3� ���� ���	����	�� ���	��	
�� �� x ��4�	 �	'��� �� ��� �� ���
��)��� 5�� ����	� ������� ��� �� 	���)�� �	'-'�	 ����� �������	�� �� ��
����  ��, �� ���	��� �
�	�������, �������	�� �� �� �������� ������%, �����
�� �� �� ��	�� 6� 	������	��� ����	�	������ �� ����	� ������ �� 	���	��	�� ��
������	���� A, �	� 7

A = ρeiψ  !"�#8%

�9 ρ �� ��� ���	�)�� ������ ���	�� - ��	����	�� �� ������	���� ������ �� ψ ��
���	�)�� ���	�� - �� ����, ���
���	�� ������	���� �����	
��  �
���	�� !"���%
� �)�	�	� �� ���� �
���	�� ������������ ��� ����	� ������ �� 	���	��	��
�� ���
���	�� ������	����, �	� 7

ρT = (1 − ψ2
X)ρ− ρ3 + ρXX ,

ψT = ψXX +
2

ρ
ψXρX .  !"�#:%

�� ��)	�	�� �	���	�� �� �� ����	�� ���	����	��  �
���	�� !"�#�% �� ���	��� ��
����� 7

ρ =
√

1− q2
0 + ρ1 , ψ = q0x + ψ1 .  !"�#;%

6� �� �������� 
�� �� ����� �	���	�� �� ���
���	�� ������	���� !"�#:,
��� �)����� �� ����� �	���	�� �� ����<���� ���� �� ���	�)�� ρ1 �� ψ1� ��
��������� �� ����	�� �� �� ����� (ρ1, ψ1) = (a, b)eiQx+σt, �9 a �� b ���
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 ���� ��������
 (a, b) �

[σ + 2ρ2
0 + Q2]a + 2iρ0q0Qb = 0, �������

−2iq0Q

ρ0
a + [σ + Q2]b = 0. �������

�	
���
���� �� ��������
�� ���� ������� 
 ��
���� �� ����������� ���� 

������� ��� ������ �
� �

σ± = q2
0 −Q2 ±

√
(q2

0 − 1)2 + 4q2
0Q

2 . �������

σ− ��� �������� ���
���� �� ���
�� �� 
 !�
�� � σ+ ���� ������� ���������
"� ���� �
������� ����#�� $�� �	��� � �
� �� q2

0 > 1/3 ����� ��
����� �
���� 
�� �
�
��
� ��� �	���%&%���� $�� 
 ������� ��
�����
���� �'���
�� ����
��� �
�
�(���� |q0| < 1� ������� ����
!� �(� ��� $�� |q0| > 1/

√
3� )	
��(� 


��
���� ����� q �� q0 ����� �$�
���� ���*��� ����� ����
!����� ���� + ����
!����
�	��, 
�� -� �� ������ � ���� ��� �
���� �� �
�
�(��� ε ���� $�� �

ε < (q − 1)2/3 . �����*�

�	�'������� �� ����� ����
!���� ������ 
 !
��� �����
� ��� ��
�� �����!�� �����
|q − 1| <

√
ε� �$�
���� ���*.� �� ��� !
��� ��� ������� ��#��� �
� |q − 1| <√

ε/
√

3�

������ ����	
����
� ��������	 � ��� ��	
����
� �� � ���	�

/#� �	������#�� 
 �
���� ������� �� ����� ����
!����� ��������� & 	
�
0��
��� �������� ������� 
������� 
�' �
���� ������� σ±� �
 !�
�� � σ+ �������
�	
!��� �������� ���� ��� �
���� �� �
�
�(��� Q 
���1 ������� ����� ���� ��
��
���� �������� �	������ �� �2��� �� �������
�� 	�'�������� �� σ+ ����� �

σ+ = 2Q2 3q2
0 − 1−Q2/2

ρ2
0 + Q2 +

√
(q2

0 − 1)2 + 4q0Q2
�������

���� �����
���� $�� � ����� �� σ+ ��� ��������� �
� � �����
���� 3 �(� ���
$�� 
 ��������� q2

0 > 1/3 ��� ��
����� 
 !�
�� � σ+ ������� ��������� �� $�� ��
������� ���� �	
!��� ���� ��� ������� �
������ �� Q�

������ ��� ��� �	��
������ �� � ���
���� ��� ��������	� ������� � �� φ(x) ��� �	���	��

� �� ��� �� ���� �� φ(x + x0)� 	� x0 ��� ��� ��������	� ����������� �	�����	����� � ��

�
�������� �� � ����� �� qx0 � �� �	�� ������� � �
����� �� �	� � ��������� �
��	������

�	��� � ������ ����� �	���	� 
��������� � � �	���	� �� �
����� �	�� �	��	�� �	�� ���

�� �	�� �� �
�������� �� �	� � �� ����� �� ��� ������ 	�� ��� ��
���
����� �� �����

�� �������	� ����� ���� � �	�� �������  	����� ����
 �	�� �� !	���	��� ����� �� �	��

��� ��� ����� � ��������� �� ����"��� #� �$��� �� �$������� ��� �	�����	� �� �	�� ��

�
�������� �	��� �� �	�� ���� �� �	��� �� ��� ���� ��� �	��� ��� �	�������
� �� ���

��	���� �� �	�� �� �
�������� �	�	�"�� % ��� �	��� �	�� ���	��
� ��� ������� 	�������

��	���� �	�� ��� ������� ������ �� Q�



��� ������	
�� �������� �� ������������

��
� ��� ������� ����
�� �� Q� ��
� ���
���� �������� 	
� �

σ+ � 3q2
0 − 1

1− q2
0

Q2, σ− � −2ρ2
0, ��� !"#

$�������� ��
�� �� �� ����������� ���� �%
�� ��� ��
� �	
�������� �
 ���&
���� �������� �� !�� ��
� �'����� ��� ��������� �
������� �

a

b
� −iq0

ρ0
Q � 1,

a

b
� iρ3

0

Qq0
� 1, ��� !�#

�( ��
� ����� 
������ �� )��� 	
� Q ��� ����� *� �������� ���������� �������
�
 ���� �����'�� �� ����
� ������ σ+� ����	
� 	
� ��� ��������� a �� b ����
������ 	
� �� ����
� �� a ���� +��� ���� ��)����
�� , ���� �� b �� � a � b# - ���
����	
���� �� ������	
� ��� ������� ��� ���� �� �� ������� *� ��
�����
��������� �� �������� �
 ���� ���'�� �� ���� ������
�� ������ , σ− .� ��&
�
����� �%������
�� ������ ���� ���� �� ����� ����� ���'��#� �� �� ���� �����'��
&��� ���)��� ���� �������
�& ��� �� ���� ������ , �� ����� .� �%�
���� �������
�%������
�� ��
� +��� ��������� ���� ����'���	
����� �������� , �� ����� 
/�� ������� , ����� ψT = 0 .� �
���� �� ������� ρXX ����� 0
��� �����#� �
	
� ���
��� �� 
�������� �� 12� , ρ0 �

√
1−K2 �( K = ψX ��� �� ����
�

�%���� ���� ��� ���������� �� ��
� ���� 	
� ρXX ∼ ψXXX ����
�� 
�� �������
�%����� �
�����
�� �� ψ ��� ������� , ���� 	
� ���� �������� ���� �%�	
�����
�� �� ��3
���� �� �� ����� ������� �&����� ��� ����	
���� � ����� ��
� +���
������������ ������� 

4�� ������� 	
��������� �� �����
���� �� ��������� � ���
���� ��� �� �
��&
���� *� �������� �	
����� �%������
�� �
 ������� �� 12 ��� ����5 6�����6� ��
� ���� 	
%
�� ������ ����
�'����� ������ ������������� ���� �%��������� ρ0 ���
������ �������� �
 ����� ���'�� ����	
� 
�� ���������� �������������# ����
�� ����� ���'�� �� ���� �	
������ �� ����� ∂2/∂X2 �����7� ��
������ 	
�
�� ����
�'����� �� ���������� ��� ��3
���� �� ��
��� ��� ����7�� ����������
�%������
�� �� 
� ����� ����� 8� �%���
�� 	
�� �%
� ����� , �%�
���� ��
� ��
&
���� �
������ 	
� ρ ����� �����'������ �������� �� �%��� ��
������ )������
	
� �
 ����
� �%���� ���� /���� �	
����� ��
� ��� ��� 	
� �%������
�� ���
, ��
 ���� ������ ��� �� ����
� 9 ����'���	
� :

ρ �
√

1−K2 ��� !;#

�( K ≡ ψx ��� �� ����
� �%���� ���� *� �
'����
���� �� ���� ���������� ����
�� ������ �	
����� �
 ������� �� 12 ����������� �%����
���� �� �� �����'�� ψ
��
� ����� �

ψT = DψXX , D =
1− 3K2

1−K2
. ��� !2#

������������ ���	 
�������	�� �� ���	� �� ��	 ��� �� �
	������	 �� ���	��� ����� ��	

����
���������� ��� a �	 b ���	 ������	������	 ��� ����	���� �� ���	���	��� �� ������	���

ρ �	 �� � ���� ψ� ���� 
��	��� ���� �
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������ ��	
 � � ����� �� ������ ����� �� �� ������ ��������� ������������ ������

����	

���
 ��������� ��� ������� �

����� � �� ����
��� �� �� ���
��  ��� �!�	���
�� "�� ��� ��� ��	�	#���� �� �� �������	 ������ ������ ������ � �� 	��$
%�
���� �� 
�
&�� ��	 �� �	���

�
 �� ����
��� �� �� ���
�� �� ���'����
�� ����
��� �����" �!�	��� ��� ��
�#�����  � 
� 
������� ����� ���
 #�
 �	$
�	�( �� �����	 ������ ����� �
 	���� �� �����	 ������ ��� q ��	 q � 1+K

√
ε

)���
 �� ��
 K ∼ q0*( �� ����������	 �
 ��
��" ��	
��� 1 > K2 � (q− 1)2/ε(
�� ��� �
 �� �������� ���!�
���� ��
 ��
 
�������	�
� +� ����	���	 �
 ��$
���" ��	
��� 3ε < (q− 1)2� ,��
 	�	�����
 ���
� �� �-�� �	�&	� �	�
��� ���

��� . ���
 
����
 �� �	�
���� �� ������������	 
������� )���	 /��	� ���0*�

���� ����	
���� ������	�� � ���� �� ��	����

�� ��������

1�� �� 
�
&�� �����
� ���� ��
��#�� �� �������
 )��
��
 
��
 "�	��

���	���
( 	���
( ���* ��
��
��
 	�����&	���� � 	��	�
���� �� ���" ��	��������
 � "�	2�� �� 
�
&�� ���
 �� #���� ��
�#�� )��	 �!�����( �� ��� �

����� ���
�������	 ������ 	�� ����*( �� 
�
&�� �� �������	 ��� ������� )�� ���
���	

�������
* ���	 �������	 
� �������	 ������ � "��	� 3 	��	�	 4 �� 
	���	�
���
 ��� #���� 
�#�� )���	 /��	� ���5*� 6�	&
 ���������� ������ �� �� �������	
������( �����$�� 
� 	��%�
� ��	 �� �	���

�
 �� ����
��� �� �� ���
�� 7 ������
�(



��� �����	
�� �������� �� �����������

������ ��	
 � �� ����� ����������� ��� ������� �� ������� �� ������� �� ��
�������� ����������� �� �� ���� ������� �� �� ��� �� ����	 � ������  �� �������
����� ������� ���������� ! " �������� ��� �������� ��� �#��� ��� �������� ������
���� ������	 �� #�$�� ������� �� ������� ���� ��������� � �������� ������	 %��$
������������ �� ���&������� �� �� �������� ������ � '��� ��� ��(���� �� �� ����	
� ������  �� ���� ����� ������� ! ) �������� �������� ��� �#��� ��� �������� ������
���� ������	 �� #�$�� ���� �� ������� ���� �������� � �������� ������	

�� ������� �� ����� �� ��	 	������ ��� �������� ������ ���� ������� ��
����� ���� ��� �	�		�� ����� ��� ���	��� �������� � ������� ������� ���	�
!���� "#$% � �� 
�	 ����	� �� �������� ������ �� ����� ���� 
�� �� ��������
!���� ���	��	
�� ������� ��� �������� ������ 	����� ��� �� &���� ��&��$

���� ����	��
 ����	��
 
�� ��
 ��
�������


��
 
��������
 ��������
��������


'������ ����� ������������ �� ������ �� �� �������� �	����� ( �	 
��� ��� ���� �	�	�� �� �� ��	�	���	������ �		 ��� ���� ���	����

�� ��	���&	�	�� ��	��	�� ������ ������� �	�� ) ������� �� ��� 	���&	�	�� ���
��	������ ��� �� ���� �� �			 ��� ��� ���� ����� �*������ ���
�� ��	� �� ��	���&	�	�� ��	��	��$ +� ������ ��� �� ���	��� �� �� ���������
��� ���� ��������� ) ��� ��� ������ �	���� �� ������������� ����� 
��
��	���&	�	�� , -	�.-�� / 
�	 ���	��� ��� ������� �� �� ��&	�	�� &	�	���	�������
���	� ����	��� "0 $ 1�� �	������ �����	�� �� ����� ��- 	�������� ��� �������
�� ��	� �� ��	���&	�	�� ����� �� ��	� ) �� �������� 	���&	�	��� ����� �� &�	���
�� ���	�� ��� �������� ������� ����������� �� �����	� x → −x $ 2� ���	�
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�
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���� ����� �� ���� 	
 ������
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 	� ��������
 �
 	�����
 ���
���	 ����	�
 �
 	� 
��
 �
 �����	��� �
 	� ��	����� �������
 ����
������� �
��
 ��	����� ���� ����
 ������	�
�� ���� ���� ����� �����	� ��
 ���� 	
 �
��	
���������	��� ���
���� 	� ��	����� ��
� �� ����� �����	 ����
������� � �� ����

�����	 �������
� ���� 	� ������
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� ������ �� ����
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�� ����	�����
�� ����!��
 
�
���� ���� �� �"����
� #	 ������ 	� ����
 ��������� ����	
� ��� 	
� ��
��
������
�� �
�� ���� �"����
 ��
	 ������
�� 	���
��
��
 ���� ����� ������� 
� �� ����
������	�
� �
 	�
���
 ��� $��� �� 
������ 
� � 
� ���� 	
 �"����
� % ����

��
 
�	
� ����������� 	
 ��� �
 	� ����
����� �
 &�"	
����'����� (�
�����
)�*+,� ���� ����� �� ��
 	� ��������
 �
� ���	
�� �
 '����� � 	�
� 	�����
 	�
��-��
��
 �
 �
�������
 
���
 	
� �
� 	���
� �����
� 
� �
����� 
� ����
����
�� .���
 ���
��� ��
 ��	
�� �������
 / 
� �
0� �
 	� ��	
�� �������
� 	� ��	�����
���������
 �������
 ��� 	����
� 	� 	��
 � 	� ��	����� ����
����
� ���� ����
�
�� ���
����� �
 	� ��	����� ���������
 � 	� ��	����� ����
����
 1 2� ����
�
� ��
��
������ �����
		
� �� �������� ����������� 	
� 	���
�� 	� ��-��
��

�
 �
�������
 
���
 	
� �
� 	���
� 
�� ����
� ���� ���� �
 	� 	���
 �
	�����
 3 ��
�� ����� ��
 ���������
�� �� �� �
� ���	
�� 	���	���� ��� ������	���
�
�� ����
����
�
�� ��� 	�
��
��	
 �� .���
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�
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�
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 ������� 
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�
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���
 (�� 
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� ����-��
 	���	,� 2��� ���� 	
� ���� �	 
�� ��� ��
 	� ��	�����
���� ���	
�� (��	����� ���������
, 
�� 
�����
 �� 	� ��	����� ��
� ���	
�� 
(��	����� ����
����
,�

6� ��������
 �
 	��������	���� ����
������� � 	� ��������
 �
 	�����
� 	
�
�"����
� ���� ������� �� ��
 �������� ����
��
		
� ���
 ����	��
 ������	����



��� ������	
�� �������� �� ������������

������ ���� 	 
� ��� ��� ������������ �������� �������� �� �� ������� ε > 0 �� �����

����� ��� �� �������� A = 0 ��� ��������� �� ���� ��� �� �������� A = 0 ���� ������

��� ���� ��� �� ������������ �������� ������� �� ������� ���� ��� �������� ������� v

	 � ��������� ��� �� ����� 	 �� ������ �������� ���� ��� ��������� ���� ��� ������

���� ����� ��������� ���� �
√

ε !����� �� ��������� ��� �� "���� �� ���#� 
� ������

�������� ��� ����� "���� �������������� �� ��������� ��������� �����$������ ���

�%��� ��� �������� ���� �%������� ���� �������� ����� $���� �%���������� �� �����

����� �� ������� �� ������� �� �%��������� A ��� ��� �������� ���������� eiqx !����

�������� �&#�

�	
����� 	
� ��
� ��������� �� ����� �	
����� ����� �
 ������� ��������� �

At = εA− |A|2A + Axx . ������

 � ��� ���� 	
� ���� �	
����� ����� ��� ���
����� ��������� �� �������������
�
������� A = 0 �� A = ±√ε� !� ���
���� A = 0 ��������� " �� ���
����
���� ����# �������$ ������ 	
� ��� ���
����� A = ±√ε �� ��#����� " ��� ���
�����
��������� % �&������
�� A ���������� �&������
�� �� �� ���
���� ��������� '�
�
�����$ �� �
���$ ��(" �
 	
� �&����� � ���
 �� �� ��������� ε ��� ������# ����� ε > 0$
���� )�
�� ���� ���� �� ������� ���������� !� ����
� ����	
� �
 ���������
ε = 0 ��������� �
 ��
�� �� �� *�#
������ �� �&���� �������� ����� ����#� ����
�&���� �������� +��,���-��
� ���� ��� ��������� �&
�� ���
���� �&����� �������
" ε > 0 �� ������� �&
�� �������� �������� ��)��� ��� 
�� #������ ��������
���� �&�����$ ����� 
�� .�
������� �
 
�� #������ �� ���� ����� )�
�� �����$
�&������
�� ��� �
��� ����� A0(x) �= 0�� +
��	
� ε > 0$ �� ���
���� A = 0 ���
�����*�� ������ 	
� A �= 0 ��� ���*��� !� ���
������ �
����	
� �� �&�	
�����
���� ������ 	
� �� ���
���� �������� A0(x) ������� �� ������� �� �������� ��������
���� 
�� ������
�� A = ±√ε % �� ���� )��� �� +1 �
 −1 ������ �� �� ��������
��������� /���� �&������
�� ��
 ���������� A ��� ���� �� �&���� �������$ ��
�
������ �� ������� �&
� ���*���� �&�������� �� �� ���
���� �����*��$ A = 0$
��� �� ���
���� ���*�� ±√ε ����� )�
�� ������ 0�������� 	
� �&������
�� A
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� ���
�� 
	 ��	��	����	 A ��� ��	 ������� ��������	 eiqx ���� ������	 �� �

!��� �	 ������	� ���� ������ 	"����	� �� 
#��	��	 ���
��	����	 	"�����
	���	 �	 ���$�%�	 
������� 
���	 ������� ����$�	 ��� ��	 ������� ���$�	
	� �	�� 
	 �������� 
���	 ������� �������$�	 ��� �� ���� ���$�	 ���� ��&
����	�� �	 ������	 � 
��� �	��	� 	�� 
���� �� �	� 	"	���	 
	 �����'	 
���
���� �������$�	 � �� ���� ���$�	 � (	 ���%�	 ��)���	 	��	��	� � �� 
������&
��� 
	� 
	�" �������� 	�� �� � �� ��	��	 
������� 
��� ���� ��� �� ����	�
!��� �	 �	���
 ���� �	�� 
	 �������� 
	 ������ �������$�	 ��� �� ���� ���$�	�
�	��	 ��	��	 
������� 	�� $	� 
�*�	 ����� ��	� 
��� �	 ��	�	� ���� ��������

���	 ������� ����$�	 ��� ��	 ������� ���$�	� � 	"��	 � ������ ��	 �*��� 
	
�������� ���� �	 ���" 
	 �� ��	��	 
��������

���� ������	� 
��� �	����	� ���������

��� �� �	����	� �����
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��� 
��$��
 �� ��� �������	� ����	�� �	������� 
��� �	� ���$�%�	� 
	
�������� 
	 ����	 
� ��	�	� ��
�	� �	�� 
	 �� ��	"��	��	 
	 
	�" ��������

	 �,�	 ���$���� (��� 
	 �� ������� 
��� �����%��	 
	 �����-�	� ��	 
	�
�������� �	�� 
	�	�� ���� ���$�	 ��	 ������	� �	��	 
	��%�	 ��������� 
	 �	 ���
�	 ������ 
����� �������$�	� (� ������� ���$�	 	������ �� ������� �������$�	
��	� ��	 ��	��	 $	� 
�*�	� ����	 �� �� �	 ���� .����
����� ���� 
��$��

��	���	� ������ ��������	��

������ ������ �	 
����

!�$����� �	��	 ���
	 ��� �	 ��� 
��� �)��%�	 ���������� ��� ���������

�������
	 '������	 �������� ���� � ��	� A ��	 ������
	 ��	��	� /� ����&

����� �	 ���	��	� V ���� *'��	 ���� �	� ��	 0

V = −ε
A2

2
+

A4

4
, ����� 

��������� 
�������
	 ���� �	�� 
��� ,��	 ������	 ����	 0

At = Axx − ∂V (A)

∂A
. ����� 

(�����	 ε 	�� ������ �� ������� A = 0 	�� ����$�	� ���
� ��	 A = ±√ε 	��
��	 ������� ���$�	� 1	������&���� ��� �	� 
	�" �������� ���$�	� A = ±√ε
	� ��������� ��� 	"	���	� �� ������� ��'���	 A = −√ε � 
	� ����$�	� x
��'���	� 	� �� ������� �����	 � 
	� ����$�	� x �����	�� 2���	 �	� 
	�"
�������� ���� ������	��	�� �� �����	�
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	�" ��������
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 ������� � ����� ������ �� ������ ���� ε = 1�

�� ���	�� ���	����	�� �	��� At = 0� �� ���
���	�� ������	���� ��
���	��
  �!� �� �� ���� "

Axx + εA−A3 = 0 . �  ���

#���� �
���	�� ����� �� ����	�� �	����� "

A(x) =
√

ε tanh[x

√
ε

2
] . �  �$�

%��� ��� �����	����& 	� �'� �� �������� ����� �����	�� �� ������	���� A(x)
��� ���
���	�� ������	���� ���	����	��   ���

(� ����
����� �� �� �����	� �� ���
���	�� ������	���� ���	����	�� �	)
*)�	 �� ��������	�� ��	����	�� A → −A& �� ����	�� −A(x) �� ���������
����	�� �� ���
���	��   ���

+���� 
�� �� ����	�� ���	����	�� A(x) ��
���	��   �$� ���	,� �� ����	�	�� "
A(x → ±∞) → ±√ε ���	� ,����   �-�� .	�	& ����� ����	�� �������� /	�� ��
x = 0 �� ���� ����	�� ±√ε �� ���
���	�� ������	���� �������� εA−A3 = 0�
#���� ����	�� ���	����	�� ��
���	��   �$� ��������� �� 0���� ��� �� ���� ��
�����	�� ���	� ,����   �-��
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�����	� �������	�� ��� ����� ���	������	 �� ��	� ���� �� ������ �� �� ������� ��� �������	�

�������	 �� �������� ���� ��	�������	�� �	 
��� ��	���� ��� �� �������	 ��	����� ��� ��		��


�� A(x) =
√

ε tanh[(x − x0)
q

ε
2
]� ���� x0 �	� ��	���	�� ����������� �� �������� ������� ��

���	�����	�� �� ���������	 ����
������   �! 
�� ���	������	�
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	 �� ������� ���������	 ���� �	�� ���	 ��������	�	��
�	���	 � ���
	 
���	 ������	 ��	� �� ������	 �������	� � �	 � ���� 
����!
�	� ��	 x" ���� �	 ��	��	" �	����	��	 ��	 ���� �	 
	 ���	 # �	��� $� ������!
��
	 A 
	�	�� 
��� ��	 %������ 
	 �� ���� �	 �	����	��	 x" 	� �	�� ���	
��	 ����	 ��	 ������ 	� �������	 &�� �� ����	" �� �� 
	��� 
	 � 	���
��	������	'� (��� �	 ��
�	" ��������� 
�������
	 &������� ���)' 	*����	
	� %������ 
� ���	��	� V �	��� �� ��������	 �������	 � �	�� 
���	 �������

	 +	,��� �- �	 �	��	 Axx 	�� ����� ������ � �������������" 	� ��	*��	����

F (A) = ∂V (A)
∂A = −εA+ A3 	�� ������	 � �� # %���	 $ &������ ��	 �� ����	 
	

�� �������	 . ����	����
��� �� ��	/�	�� 
	 Axx . 	�� ����� ����	 � ������'�
��������� 
�������
	 ���������	 ���0 ������ 
��� ����	 1

Axx = F (A) = −εA + A3 = − ∂

∂A

[
ε
A2

2
− A4

4

]
= − ∂

∂A
W (A) &���2'

��	�

W = ε
A2

2
− A4

4
= −V &����'

�- W 	�� �	 ���	��	� 
��� 
���	 �� %���	" �	������ �	 
� 
�����	�	�� 
	 ��
�������	 &��� 3���	 ���)" �	����	����� �	 ���	��	� W ���� ε > 0" �	 �	�� ��� ��
���� ����	��	 �'� +����� ��	 �	 ���	��	� W . 
��������!�	 ���	��	� 3��%"
������� �	����	��	 �	 ���	��	� 
��� ��	 ������	 �������	 . 	�� ��������

� ���	��	� V " �	 ���	��	� �4����	� �	 ���	��	� W �����
	 
	�* ��*��"

��� 
	�* ����� 3*	�" �������� 	� A = ±√ε 5 �	� ����� 3*	� ���� ��� �	�

��� �� �	���� �4����	" ��� ���� �	� 
��� �� ����	��	 ������	 �������	�
6�� ������	 ��	� �� �������	� 
	� ������	� ����	����%�" ����������� ���
��� �	��	 
	 �	��	 
	 ���	 Ax 
��� ��������� 
�������
	" ���� � �	���� ��
���
��� ������	 1

1

2
A2

x + W = E &���7'


�3������ ��	 �� 
	 ����	������ 5 �	��	!� �	����	��	 �� �� 
	 ����	������ 
	
����	��	 �����	 
��� ������	 �������	 ����	����%" ���� �	��	� �� ����	 
	�
��	��	� ������	 	� ���	��	��	 
�� �	��	� ��	 ��������	" ����	 E" �� �����

� �	��� x�

(��� �	 ��
�	 
	 �	��	 ������	 �������	" �� ����	*�� 	���	 �	� 
	�* ��!
������ ���������	� ±√ε &�� �� ������� � %���� 
�3�	 ��� ��������� ����'
	*���	 �	 ������	 
	 �� �������	 � �������� x = −∞ 
	 �� ������ A = −√ε
&����	� ����4	 
� ���	��	� 
	 �� 3���	 ���)' � �� ������ A =

√
ε &����	�


��� 
� ���	��	� 
	 �� 3���	 ���)' � �������� x =∞� 8� 	9	�" ��	���� �� ���!
���	 �������	 �	 ���������� ����� %����	�	�� 5 �	��	 ������� ����	����
 �
��	 ������� 
�������
	 �	 ���������� ��� 
	 �	��	 
	 ���	 Ax& �	 
����	

��� ���� �� 	���
��
�� ������
�� ��	��
���� ������
�� ����� ��� Ax� �� ����
��� ����
��
��� ���� ������� ���
�� ∂x[A2

x/2+W (A)] = 0� �� ��
 �
��
�� ��� �� ���	� ����� �������� ���
��� ��������� �� 	����	��� � ����� ��������� ��� ����� E�
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 �� E = ε2/4� ��� ������� ��� �� �������� ��� ����� � ��������� �������

�� �� �������� A = −√ε �� ������� A =
√

ε �� �� ����� ���� ����� ����� � ���� ����

��� ����� ���� ��� ������� �� ����!��� � ������� ������"� #���� �� �������� � ��

���� $����� �� ε2/4 < E < 0� ��� ������� ��� �� �������� ��� ����� ����� �������� ��

����!��� �� ������� ��� ���% �%������ &��� � �� �� �������� ����� $��������� ����

���������� ��������" ������ ����������� ����� ��� ���% ���������� '� ������ ��� ��

�� �������� � �� ���(�� ����� �� $������

����	��� �� ���� ��� ��������	� �����	
���� ����	��� ��	������� 
�� ���
������ �� ����	���� �� ����� ������ �� ������	�� � �	� !���� ""�#� $ ��� ���%
���&��	��' �(�� 	�!��' ���� ) �� ����� �� �� ����	���� �� *��� �� ������	���'
����  �� �� ���	�� �� ������	�� ����� ��� �� !���� ""�#� +�	 �� ���&����
������ �� *���������' �� ����	���� �� ����(�� �� �� *��� �� ������	�� , ���� ���%
�	��� � �����  �� �� ���	�� �� ������	�� ����� ��� �� !���� ""�# ��' �� *�	� ��
�� ����� ��	�� �� �������	�' !�	� � ����� ���������� �� ����� �� ���	�� ��
������	��' ����%)%�	�� ) �� �(�� ������� �� ������	�� 
�� �� ��	�	�� 	�	�	��� ��
������� -���� ����	�� ����	� 
���	���	 ����� �� ����	�� ) *���� *������� ���
���
���	�� ""�.�

/� ���� 
�� ��� �� ����	���� ���� ���� ���� ����� ) ������� �� �����%
�	�� ����  �� ��	�!�	� 0� �1��' ����� �� ����� �� ������	��' ��  	��� �� ��
����	���� ����  �� ���  	��� �����' 	� *��� �� ���� 	�!�	 ���� � ���	 ���� 0�
����' �� ����	���� ��� �� �� ��	�	�� −√ε ) �� ��	�	��

√
ε ��� �� 	���� ����

�� ���� 	�!�	' �	� [−∞,∞]�
2	��� �� �������� �� ��� ����� E ) ���  ����� 	�*��	���� ) ����� �� ��%

��� �� ������	�� �	��� E < ε2/4�' �� 	��� ) ������ �� ����	���� ����� �������

������
�� ����� �� �	�	��� �� �� ���	��� �� ������	�� � �	� !���� ""�#��
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	���� λ =
R λ/2
−λ/2

dx =
R √

ε

−√
ε
dA/Ax ∼

R
dA/[(A − √ε)(A +

√
ε)]� �� 	� ������
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�	 ��	 ������� � �� �����	 ��	������	 
	 ������� ����
����	� �	�  ��	��� 
	 �� ��������	 
� ��� 	�	�� ���� 	 	� ����	��	 � ��
 ��	�� ������	 
� ���	��	� !�	� 0 < E < ε2/4"� #���  	����� ��� �� ���	
��	 �� ������� � ������ ������	� 	�� ������	 $ �	��	 ��	 ������� � ����� ����	
�	�� %��	 �����	�

&�����	 �	 �'��(�	 
���� ����	����
 � ��	 �������	 �)�*�	 �� ����	��

� ���	��	� !�	� E = ε2/4"� �	� 
	�� �������� ±√ε ��	���	��� +� ����
����� �� ���	��	� V (A)� ��	 
��'����	 ���� ����	� �	� 
	�� ���� 
�
���	��	� �*'���	 � 
	� *���	��� 
,��	��	�� ����	 
	� 
	�� �������� 
	 	��
���������	 ! �� �	���� -�� ����
����� �� ����� 
	 �����������"� 	� ��	
������� � ����� ��	 �	 �	�� ���� 	���	�� .�� 	��������� ��	� 
��� �������/	
�������	� �	� ���� 
� ���	��	� �*'���	 V ���� �	� ����� 
� ���	��	�
���� W 
��0 
�� 	 �� ����	 �������	� 1�� �����/	 �������	 ! �� �/��	
���2"� ����  �'��� ����	�� ���	� �)�*��� �� �������	 
� �	�� ����	�� �� ����
����	 
	��	�
 �	 ���/ 
� ���	��	� ���� 
� ��� 
	 �� ����	� ���� 
	 ����	�/	�

����� 	 3���� � �	����	� 
	 ������	 �4�� 3������ ���	�
�	 �	 /���
 ����	��
�� 	� ������	 ��	 �	� 
	�� �������� ±√ε �	 �	� 	�� ��	���	��

#������ � ��� 
	 �	 �����	� 
��� �� ���	 
� �*����	� ��	 �	� �������� �
����� ���� ��	�/����	�	�� ��5�	��	� 6 ��� ������ 
� �'��(�	 �(�	 � ������
����� 
	� ������ ���� ���	�  	�� ��	 ������� *���/(�	 ����	� ��� �� �������
���� 	

√
ε �� �� �������� �	
����� −√ε
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� �� �� �
����� ��
����
�

����� ����
� 	��������� ��� ��� ����
� ������

����������� �� ����� ��	���������� ����� ��� ������� ��� �� �������� ����
��� ������� �� �������� �	�������� � ���� �������� ���� �������
�� �	�������� �
������ �� ��������� �� ���� ���� ������ � 
��� !!"# ���� �� ���� ��� ������
$������� v �� ������� ����������� ��� ���� ������� ���������� ���� ���	����
����� �� ������ �� ��������� �� ��������� ��� �������� ���� �� ����� A(x− vt)
%�	������� ����������� �	������� !!&# ��	���� ����� ����� '

Axx + vAx − ∂V

∂A
= 0 . �!!(#

)� ����� �� �������
�� �	�������� �* �� �������� x ����	����� �� ������ ��	����
���� ��������� ��� �����
�� � ��� 	������� �	������� ���������� �� ����� ��
���������� %� ������ �� ���+����� �� ���������� v ��� � ������ �������� � ����
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 � ����� � �� �������� ��� ����� ����� ���� ������� �� ������ �����
������� �� �������� � �� ���� ������� �� v = 0 ����� ��� ��  ���������� ! ��������
�� ����� "����# ��� ���$ ������ %$�� ���&��� ���� ������� ! ��������� '�� ��� ������
�� ��������� ��(��'�� V ������������ ��$ ��$��� �� ��������� %�� W � A1 ��
A2 �� ������� ��$����� ! �� ( � ��� �������� �� �� �������� �������&�� �A1� ��� ��
�������� ���&�� �A2�� � ������ � �� ���� �� �������� �� A2� )����*� �� ���� �������
�� ����� �� A1 '�� �� ��  ��������� v ��� �+���� �� ����,�� � � '�� �� ������� ��
������� ����������� �� �� �������� W (A2)−W (A1) ���� �$������� �������� ��� ��
����������� ���  ���������� -� ������� ���������� v ������������� ��  ���������� ���
��� ���'���

��	
��� �� ����� ��� ����	���� ������� �� �	��� �� ����� ���	� �� ������
�	�� �� �������� �� A = A2 �� ���� ����	���� �� ����� ������ �� ������	��
�
�	 � ������ �� A = A1 ���	� !���� ""�# 
�� 	 �� ������ �� $��������� v
�� ����� 
�� �� �	�%����� �&%����	� ������	���� W (A2)−W (A1) �� ����������
%���� ' �&%����	� �		�%� ��� $���������� (���	��	�� �&%
���	�� �&����	����
���	����	�� ���� $��������� �%
���	�� ""�) ��� Ax �� 	��%���� �� x = −∞
' x = ∞ ����� %
���	��� ���� �*���	� $��	������ �&�����	�� �� ����� �	���
�&	���	��� �&�������� �%���	
�� �� ���+�	��� �� $��������� ,

v =
V (A2)− V (A1)∫∞

−∞ A2
xdx

. �""�"- 

.� ���%������ ����%���� �� ������ �� �� �����	
�� / 	� �%��	� �� �%����
�&%����	� ������	���� / �� �%���	������ �� v ����%���� �&%����	� �		�%�� .�
�	��� &������ ���
�� �� ���� �������� �� ������	�� ��� ' �� �0�� ����
����� �&���'��	�� ���
�� �� ���� ����	�� ��� �� �0�� ��*	�	�%� 1&�� �� ���*�
���� �� ����	����� �� ����	��� �	� �� *	��*	�	�%� 2� �%��� *	�	 �� ������	��
�	����$���	�� �����	� ' �&	���	�� �� �� ����	�� �%����*�� ��� �� ����	��
��*�� ���� ��� �	��� *	�� �%����	�%�� .� ���*���� �����% ����	�� ""�3�" 
����	�	�� ��������� �� ������ �� �� �	��� �&	���	�� �&��� ����	�� �%����*��
��� ��� ����	�� ��*���
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���� �����	
� �� � �
��	
� 	������ ��� ���

�
��	
� �����

���� ������ ����
	� � �� ����� 
������� 
���	 ������� ������	 ���
�� ���� �����	 	� �
������ ����	 ������� ��
��	 ��������� 
�������
	
�������� ������ ����	 ���� ������� ���� �� ! ����	��� �	���	� �� ����� 
	
�	 �"����	# ���� �� �$����	 ���������� ��� �� ��������	 ε ����% �ε > 0�
	� 	� ������� 
���	 ������� �������	 ���� & ��	 �����# �� �	��������� ������	
���� 	���"� ���� �	 �$����	� ���� ���"����� ! ����	�� ����$�	� ���� 	� 
����
�������� 
	 �� ������� ������	 A = 0 ��� �� ������� �����	 A =

√
ε# 	�


��	���	� �� ��	��	 
������� v� '������� ��� �	 %�� ��	 �	 �������	 	��
����	���	��	�	�� ���� 
(��	�� 
	 �	�� 
	 �������� 
���	 ������� ���������	
��� ��	 ������� �����	�

)�������� ��	 �������� �	 %���	 ! ��	��	 ��������	 v * 
��� �	 ���# � 	+��	

	�+ �������� 
	 ��������� 
�������
	# ��� �� ������� A(x, t) = A(x − vt)
����	����
��� ! �������� 
��� �� �	�� 	� A(x+vt)# ����	����
��� ! ��������

��� ������	 �	��� �"������� ���� ��������	# �� ��	���	 ������� A(x, t) =
A(x−vt)# ����� ���� ����� �� �	����� ������	 	���	 �	� 
	�+ 
����	� ����	��	�

	 ��������
	 , At = −vAx� -� �
������ ���.���� ��	 ������
	 A ��	��	#
��������� 
�������
	 �/��0 ������ ����	

Axx + vAx = −εA + A3 = − ∂

∂A
[ε

A2

2
− A4

4
] . �������

-� ���������� ������� 	 �������	# �	��	 ������� 
�������
	 ��������
������ 	�� ����� �	 ! �	��	 
���	 �������	 
	 ������ A �������� �� �����

� �	��� x� �	 �$����	 �������	 	�� ���������� ��� ��	 1 ����	 2 
	 �� ���3
����	 &���	# ����	����
��� �� ��	4�	�� 
� �	��	 	� Axx# � ��	 ! ������# ���
�� ����	��	 
	 %����	�	��� ��	� �� �	��	 	� Ax 	� �� ��	4�	�� 
	 %����	�	��
� �� ! �� ��	��	 
������� v� �	��	 1 �������	 2 �	 
�����	 
��� �� ���	��	�
��"�������	� 5 ,

W = ε
A2

2
− A4

4
= −V . �������

������ ��	 �	 ���	��	� ���� & ��	 ���6� 	�� �������� 
� ���	��	� 
	 �� & 3
��	 �/���

7��
	� �������� �	�	��# ! ���
	 
	 �	��	 ����� 	 �������	# ! 
��	���	�
�� ������ 
	 �� �������	 ! �������� t = ∞ 	� �� �8�"��� 
	 �� ������ ����	
A =

√
ε ! �������� t = −∞� 9����	 �	 %����	�	�� 	�� ��� ���# �� �������	 &��

���������� 	
� �� ���� 	
������	
� �
 ��������� ������ 
� ��������� ������	
� �

�
������ ���� ������������ ��� ������� � 
� ��������� �� ���� �� ��������� ���� �� ���

���
��� ������������ �� �� �����	
�� �������������� ������������ �
 ��������� ��� �
������

��
� ��
���� ��� ��
���� ��
� ����!� � �� ������� �� ���� �� ����������
� ������	
� ��
�

����� 
� �"�� ���������� �� �����	
�� #��������� ����� ������!�� ������������ ����� ��$���

 ������ �!� ���� 	
� �������
�� �� �� ���
���� ���������� �� ���� ���� ��� ��� %�
� ��
���� ���

������ � ������������ ��
� ����!� ����� �� ��� ���������� �� ����
��� �
� ������ �
�����
��

�
 ���������� ��� ����� ��������� ��������	
��
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 �� �������� ��� ������ � ��������� ������� �� �� ������� A =
√

ε �� ����

��������� �� ������� A = 0 ���� �� ������� ����� ����� �� �������� ����� ��

����������� ����  ���� ���!���� �� �����"��� �� ���� �� ���� �� ��������� �� �� #�����

#�� ���� �� $����� %��� �����& �� ���������� v� '� �� ���������� ��� ����( ������� ����

�)������� #���#��� ������������ ���� �� ���� �� �������� �$��� �� �����"��� %�� ����

����� �� ���$����� ����*������&� '� �� ��������� �� ���������� ��� ����� ���� �����"����

�� ���� �� ���� ���� ����������� %�� ���� ����� �� ���$����� ���*������&�

������� ��� �������� �� A = 0� �	� ���� ���	� ��	���� ������ �� A = 0� ��
�� ��	����	��� ���� 
�� ��  ��������� v ��  �	!�� ��  ��� "��	� #���� $$�%&�
'�������� �	�� 
����� 
�� �	� �� ������ ��  ��������� v� �� ����	���� ����	��
������� ��  ��� �� ������	�� �� �� ���� ����	�� A =

√
ε �� A = 0 �������

������� ���� ��������� ( �� ���!���� ����� ���� ��� 	�#�	�� �� ����	�� )
'�������� �	�� 	� ��	�� ���  ��	��� ����	��� �� ����	�� * ���� �� ������� ��

�� ����	
��� �� �� �
�����

+�	��� ���  �	 �� ��� �� �� �	,������ ������������ ����� �� ���!���� ��
��	���	�� ����� ����	�� 	���!�� ��� ��� ����	�� ��!�� �� ����	 �� ��	���	��
����� ����	�� ������!�� ��� ��� ����	�� ��!�� "����	�� ��� �� ����������
���������&� -� �,��� ��� �� ������ 	����	�� ���	�� . �� ������	�� �	���	�
�� �� #���� $$�/� ��� ����� ��������� �� ����	�� ��!�� A = A1 . �� ����	��
������!�� A = A2� -� ������� �� ����� �� ������	�� �� A = A1 ". ������
�� �� #���� $$�/&� �� ���� ���	��� . �� ��	�	�� A = A2� 	� �� �����	�� 
�� ��
���0�	��� �� 1  ��������� 2 �	� ��� ������ !	�� ����	� * �	� �� ���� ���	�� ��
����	���� � ������� ��3���. �� A = A2 ��� ��� �� �� ������	��� �� ����	����
�� ���� ����	���� A = A2� 4� ����	�� �� ���� ��	
��� -� ����	���	��� 	 ��
���� ����	�� A1 �� A2 ��� �� ���� ��!	�	�� "���� ������� �� ������	��&�
�� ���0�	��� �� 1  ��������� 2 ��	� ���� ��� "	��� v = 0&� ���� 
�� �� ����	����
	�� ���� �� ���� ����� �� ������	�� ����	���� �� ����� ����� * ����
�� ���!���� �� !	��!	�	�� ������������� ��� �� ������� �� ����	�	�� ��



��� ������ 	���	 
����	� ���

������ ���	 
 �� ������� ����������� ���� ��������� ������ �� �� ������

����	� �����	� ��� 	�	���	� �� �������� 
	 ������ ���
	 �	�� ������ ���
	��
� �� ��	���	��	 
	 
	�� � ����	� � � ������ �	 �
��� ����!	 
	 �� ��������

	 ����	 ������ ���
	 �	�� ��	���	� ��	� ������ ���
	 � �� �	��������	 	��
����	��	 � �� �	��������	 
	 "������

���� ������	
����	� �� ��	� ����������

#��� ��������� � ����	�� �����
�	 �	 ��� �$�	 
	 �� ���	���� 
	 �� ��	��	

������� � ����� 
���	 �%��� 
	 �������� ���� �	�� #��� ������ �����
	�
��� ����	�� &	�������� ���� 
�� ��
 ��	 � �	 "���� 	����� ������ A = 0
���� %!��	 ������ ��������
	 
	 ��	��	����	 A 
	���� �	 "���� 	�� ���	' �	��	�
	� � �	�� ������	� ��!��	 
�	(	���	� 
	� ������������ 
��� �	 �����!	�
)��� �	��	 �������	� ��	�� ������� 
� "���� �� %�	 �� ��	��	 
�������� ��	��
������� � 	�� 
� "���� � �������	�� � 	� ������������� �� �� 	�� ������	 	��

�	 ������������	 
� ���	� ���������� *� 
������	 	�������� ��
�	 
� "����
�������	�� ����
�	� �
�� 	� ��!���� ������	 � �	 ����	� ��$� ��$� 
	 ������� 
�
"���� 
������� �+ ���� ������� ���,���� ����
��	� ��	 �� ������� 	�� 
���-
����
	 A "� �	� )��� �	 ���� �	� �	��	� ��� �����	� 
	 ��������� 
�������
	
����� �	��	�� .��	 � ������ ��!�!��� 	� ���� � �	���� ��	 ������� 
�������
	
�����	 /

Axx + vAx + εA = 0 . �����0�

*� ������� !������	 
	 �	��	 ������� 	�� 
	 �� "���	 A(x) =
∑

j aje
−qjx� �+

aj 	�� ��	 ������
	 	� qj 	�� ��	 ��������	 � 
��	���	�� &	������� 
���
��������� ����0� ���� � �	���� ����	��

q1,2 =
1

2
[v ∓
√

v∗2 − v2] , �����1�
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 �� ����� q(v)� �� ����� �� ������� �� v = v∗ ��� ��� ������ �����

�������� � ��� ������� �� q �������� �� �� ������� ��� �� ����� ��� ���� ������

��� ��������� �� ������ q2 ��������� � �� ����� ��� �� ������� ���� ���� ��� ����

������������ � �� ������ q1 !���� �����"� �� �� ������� ��� �� �#������� �� �����

��� � ������ � ��� �� ������ q1� $� �� � ��� ε = 1�

�� v∗ = 2
√

ε� ���� ���������� �����	
�� ���� ����
� �����
����� v∗ ��� ��
������� �� ���������� ����	
� ���	
��� �� ��������� ����� 
�� ���
���� �
� 
������� !������������� �
� ����	
�" �� 
�� ���
���� ��
� ������� !��������� 
���� ��
� ����	
�"� #�
� ��� ����
�� �������
��� �
 ������� �� ����������
!���� v < v∗"� �� ����
� �� q ������� �������� � 	
� �����$� 	
� �� ���
����
������ ���� ������� !���� �� $�
�� %%�& ������������ ��� ��
� '������ q ��
������� �� v"� ���� �� �� ��������� �� ����� ��� �
� ������� (��� ������
�
��
�� ����
� �
 ������� v ��� � ������ �����'�� ) ��
� ��������� ���
��
� �����

� �� ���
������ *� ���'���� �� �� �������� �� �� ������� ������ 
���� �� ���� ��� ���
��������� ) 	
���� ���
���� ���� ������ ����� ����$���� ��
���
����� �����'��� +

,��������� ��
� ��
� ���'��� �
� ��� �� ������������ - ��� ����
�� �

��������� v �
�����
��� - �� ����
� ����	
� v∗ !���� v > v∗� ���� $�
�� %%�&"�
*� '����� �
�����
�� !������� '����� . q2 / �
� �� $�
�� %%�&" �� �� ���
����
��������� - ��� ����
�� ������� ��
� ������ 	
� �
� �� �� '����� �������
��
!'����� . q1 /"� ,����� ���
 �� �� ����� ������������� �� �� ���
���� �
 �����
���
���
�� 
� ����� ������ - �� '����� �
�����
�� �������
�� ��
� ���� 	
�
�
����� ������ - �� '����� �������
��� #�� ����	
��� �� ����� ���
���
� ���
$�� ��� �� '����� . q1 /� 0�
� ������ ��� �������� �� ����������� �
 �����
������ - �� '����� . q1 /� ��
� ������� 	
� �� ������� ���������� �� ��
�
������ ����
� �� q �
� ���� '������ 1� �2��� ���������� ��
� ���
����� �� ��
'����� �������
��� ������������� ��������� ��� !A" �� !B" !���� $�
�� %%�&" 3
�� ���
����� ���� ������� ������ 	
� �� ����
� ������ �� �� ���
���� !A" ����
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 �� ���� ������� �� ���� � � � � ���� ����� ��� �� �� ����� ���� ��

���������� �� ���� � � � �� ���� ���� �� ���� �� �� ��� ��������� ��� �� ����  �����!

������ ������ ���� �� "��� � �� ���� �� ���� ��� � � �  ������� ��  #�������

 ����������

���� ����
 ��	 �	�� �� 	�� ������ � �� ������� �B� ��	� �	 ����� �B� 	�� ����
����� ��	 �	 ����� �A�� � ��� ���	���� �� ��	��	 
� ����� ��� 	�� �����	��	 �
�	��	 
� ����� �A� ����  ���	 ���! 	� �	� "#�$	� �����	� 
��� ��  ���	 ������
%� ���&��� �� ������ 
	 �$���� 
	� ������ ����	���	�	�� 
��� �	 �	���� ����
���������� ��	 �'��	��	���� 
	� 
	�( ������ �	����	 �� ����� 
� �	��� ����
 ���	 ����� �	�� �	 $��� 	� �	 ����� �A� 
��	���	 �� ��	��	 ���)��	 
	� 
	�(
������ * +'	�� 
��� �	 �$����#�	 �	 ���� �	�� �� ���	 �� 
,�����	� - �� ���
�)�������� 
	 �� )����$	 ����	����
��� � v < v∗ ��� ��  ���	 ���!� �� �	��
�������	 ��	 �	 ����� �������	�� ����	����
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�� ����� ����	�� �� 	���/�� ���� �� ����	�� �� ���	��	��
�� �� �	��� ��	���	�� %	 � v < v∗( �� �� ���� ���� ;��� ����	�� ���	����	��
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 �	�������� ���	�������
 ��
 ���
 ��
 ����
 ���� ,��� 
��	����� '
�� ����� �-����� �� ( ��
� 
���� ��-#���-&
� �
����� ����	� � ����� �� �����+
����� �q = qc �� ε = 0�� ���
 
����
��
 ��� �� ��� �� ����

��� �� 
������
��� ���� ��� 
���� � ����� ������ ω� .���� ����� ������ ������� ��
����� ����
�� ��
����� �� �������
 ������ �����	 ����� �� qc ���� ε > 0 ����� �-�����
� �� �/�� 0� ���� ������ hq 

���	 ' � ����� ������ ω 
�������� ����� ���

������
����� ���	��� ��
 ��!	�����
 ������
 �#������
 ��
�
 �� 1�� ��

�� 
#
�&�� ��	������
 ����	��
�� ��	��������� 0� ���� ������ �� 2������ hq

��	�� ��
 �� �	 ��� ���	��� ' ��� 	������ �� �#�� $

∂hq

∂t
= ωhq . ������

0 
������� �� ����� 	������ ���� �
� ����	� �� hq(t) = hq(0)eωt�
���� �� 
#
�&�� 	����� ��
 � ��������� ox ����� 
#
�&�� ��*���� �� �����
��

����� ��
�������� 
�� q� �� �� ���
	����� ����� 
������� ��� q �������� �
�

�������� �� ���
	������ � 
�������  	�	��� �� h(x, t) �
� ��� 
������
�����
���	��� �� ���
 ��
 ����
 �� 2������ ����� �-����� �/�� 
��� $

h(x, t) =
∑

q

hq(t)e
iqx = eiqcx

∑
q

hq(0)ei(q−qc)x + c.c.

= eiqcx
∑
Q

hQ(t)eiQX + c.c. ����3�

�% ���
 ���
 �!����	 �� �-� ����� �� ������ 
����� $ Q = (q − qc)/
√

ε�
�� ���
 ��������� � ������ 
������ ����
 ����� $ X = x

√
ε ����� �-�����

�/�� 4��
 
��-����
 ' ��	
��� ��	��
�� � �	������� �� hQ(t) ��
+'+��
 ��

������
 �����
 �� �����
� 5 ��� �!��� ���
 ��
�����
 �� ���������	 ���
�� �	 ��� ���	��� ������ 	���� 
� ��������� ' � ��������	 �� � ����������

����� �����	� 
���
����� �� ��������	 �� ������	��	 �	�
����� ������� ���� ��� �	� ����������� ���	� ����	��	 	�	� ����	� � ��� �	 ����
��


�� 	��� �������	� 
�� �� ��	 ���� ��� ����� ��� ������� � ������	��	 �� ������� ��	� ��

������	 ox�



��� �����	
�� �������� �� �����������

�� ��� ����
���� �� ���	�� �	���	�� ��� ��� �� �	��� �� ����	������� ��
�� ���	������  � �!��" ��� �� ���	�� �	���	�� �� �� � ��#����� ��� �
���	��
$��$ �� $���" ��� ������ ���	�� �� ���������� ���������� �� �� ���������	��
����� %

hq(t) ∼ eωt = e[iωi0+ε+ω′′(q−qc)
2t/2+(q−qc)ω′

i]t

= eωi0te[1+ω′′Q2/2+iω′

iQ/
√

ε]T . &$��'�

(��
�� �� �	#�����	�� �� ���	����	��" ω �� ���� &	��� ωi = 0� ) �� �����	
��
���������� �*�� #����	�� 
�� �� �� ���	���� ����� T � ��� �� �� ��� �������
����	� ��� �*�
���	�� �*������	�� $��'" �� �����	
�� ������ �� ���	��� ���	+
���� ����������" �	� �� ���	���� ���	�� t �� �� ���	���� ����� εt �� t

√
ε� ,	�	"

�*�����	�� �� �*����	���� ��������� ���	���� �� �*���� ��" �� ����� �	�����"
�� ���� aQ(tε, t

√
ε) ) ��� ���� �	�	 ������������� 	��	�� - 	������	�� ����

������� �� ���� �	�	���� T �� τ " ��� 
�� T = εt �� τ =
√

εt" - �*	���� �� ����
�������� �������� ���� �� ������� ����	��� &��	� ����	��� $.�� (*���������
�� �	!�����	��	�� ����	���� *����	�� ���� ����� %

∂

∂t
→ ∂

∂t
+ ε

∂

∂T
+
√

ε
∂

∂τ
. &$��/�

0�� ������ ����� 
�� ��� ��������� �� ������ �� ���	 ����� ���	�
��� ���	 ������� �� ���� �� �������� ���� 
�� �� �������� 	������	� ���
�� �	#�����	�� ���	����	�� �� ������ 
�� �*��� ���� ���	���� ���������� �����
&�
���	�� $.�$1�� 2��� ��	��� �� � ������ ��� ��� ������ - ������� ����	��� -
���	 ���	���� ���������� &�*������ ��� 
�� ����� ��3���	# �� �� ������	��� ��
��� �*�
���	�� �*����	���� - �*�	�� �� ���	�����	�� �� �����	� ��	
�������"
��� ������� ��� �������� 	���	�����	�� �� ��� ���	���	�� - �� ���� % ��
���	��� �� �� ����	� 	���	��	�� �� ���� �� ���	���� &	�� ω′

i� �� �� �*����� ��√
ε ) �	�	 �� ������������� �� �*�
���	�� $��' �� #�	� 	�������	� 
�� �� ���	����

���������� ����� T � 2��� ���� ω′
i = ω̄′

i/
√

ε �� ���	����� 
�� ω̄′
i �� �*�����

��	���

(� ����� ���	
�� h(x, t) �� �	�	 ������ �� ���� ����� ���	� �*���
���� - ��� ���	��	�� ���	�� &���	�� - �� ���	���� t� �� �*����� ����" - ���
���	��	�� ����� &���	�� - �� ���	���� T � ) ��� �� ���	�� #�	������� ��� �	���	��
&�� ��� ����	��	�� ���� �*������ �	���	��" ��	� �
���	�� $����" �� ���	���� ���	��
�� �� ���� eiωi0t ���� 
�� �� ���������� ���������� �� �� ���	���� ����� ��
������� ��� �*����	���� �� �*���� &�� �� �����������" �	� %

h(x, t) = eiqcx+ωi0t
∑
Q

aQ(T )eiQX + c.c. &$��4�

�� �� �����	�
��� ���� ����� � ωi = ωi0� �� ��������� �� �� �����	�
��� ������� ε ��
 ��
�

ωi 	�����
� ��� 
����� 	����	
��� ������� ε � ���� �� 
����� 	����	
���� ���
 ���� ������ ��

	���
� ���� ������������ �� �������
��� ��� �������� aQ(T )� ����
 �������� �� ��
 ����
���

�� �� ������ ��������	�
����
 �� ��������	� ��� ������
 � �� �������� ������ �� eiωi0t ����

������������ �� 	���� �� ����� h(x, t)�



��� ����� �� �	
����� 
���� �� �������� ���

�� ���
 ���
 ��
	 hQ(t) = eωi0taQ(T )� �� ��� ������� � 
	���� ���������
��
 ���� ����
 �� �	������� �� �������� �� t �� T � ��
 ������
 ����� ��
������ ��
 �� �
 ���	���� aQ(T ) �
� ��� �������� ����	� �� � 	������ ����

!���� aQ(T ) = e[1+ω′′Q2/2+iω̄′

iQ]T " # �����
 ���� ��� ����� �����

��� ��

� � $���
����� ��
 �� �	%��� ��� ���	���� �� aQ(T ) �	��&�� ��� 	������ ��� ���	���
!�� ���� 	������ � �������� �	'� ��������	� � �����
 �����
�
"�

(� ������ �� ��
�������� 
������� � ����� ���  	�	 �	������	 ��
 ��
�)����� ���
��	 � � ������
���	 �� � ����� 
���� !���� �)����� �*"� �		������

�� �)�� �)�
���� h(x, t) !	������ ���+" ����� ,

h(x, t) = eiqcx+iωi0tA(X, T ) + e−iqcx−iωi0tA∗(X, T ) !���-"

�� ���
 ���
 ��
	 A(X, T ) =
∑

Q aQ(T )eiQX # � 
����� ��� ����� �� ��������

�� ���
 ��
 �������
 � ����
 �	��
� ���� $��� ��
������� � � ���� ��
 �������

� ���� 

���	� �� ����
 ��
����
 !���� �)����� �*"�

(� ������ � ���
����	� �� .������ �� � 	������ �� ���� ������ hq ��
�	%��� ���	��� !	������ ���/" �� ������ � � ������ Q� �� �� �����
�� �
������� ω = ωr + ωi� �� ωr �� ωi 
��� ����	
 �� ��
 	������
 ���� �� ����"�
���
 �������
 � 	������ � �������� ���	��� 
������ ,

AT = A + ω̄′
iAX +

1

2
(ω′′

r + iω′′
i )AXX . !����"

0��
 ���
 ����	 ��
 ������
 �����
 �� ��
 ��	������
 
������
 , AT =
∂A/∂T � AX = ∂A/∂X �� AXX = ∂2A/∂X2� 1 ������
�� �� �� �	
����
��� ����� � ��� ���������� 
��������� !�)����� �*" ���
 
����%�� ���� ���2
�	�����
 , !�" �� ���3����� ����� � �	���	� 
������ AXX �
� �������� �� !��"
� 	������ �������� �� ������ ����� ω̄′

iAX �
4��� � 	����� � 	������ � �������� ��� ���	��� � ����� ��
 ���
��	�����


�� 
��	����� 
����%���
 ��&� ��� �� �)�� h �� � ���� !	������ ���-" �
�
�����
	 �� ������� � ��� �
�������� ����� eiqcx+iωi0t �� � ��� ��������� �����
A(X, T ) # � � ��5	����� �� � ���������� 
���������� � �
�������� ����� 
�
�	��
� 
��
 � ����� � ��� ���� ���� 
� ����%��� � � ����

� �� �)
�
ωi0/qc� 0��
 �����
 ��
���%��� ����� ���� ����
 � ���� , ��� ���� %��)�
� �������� A �� ��� ���� ������� � �������� B = A∗ # � ���� 
� ����%� �
� ����

� �� %����� ω̄′

i�

������ �����	
��� � �����	
��� �	����
��

� �	�
�� �� ����
����

6����������� � � ���������� 
��������� !���� ���������� 

���	� � ��
��� �� ����

��� �	��� ω̄i = 0"� � ��	����� � �����
��� x �� −x ���� ���
���������� �� 7��� � �
� �
 	��������� � �)�%����� �� � �������� A

� �� ����� ��	����
 ���������� B �� ������ ������ ������� �� �� ���� �� �����	�� ��
���������� 	���� ����� B �= A∗�
 �� ��� ������� ���������� �� ������� ������ ������������
����� ��� ���� ������ �� ����� �� ����������
 ���� ����� ���� ����������� � �� �� B = A∗�



��� �����	
�� �������� �� �����������

�� �� �������� A∗ ��� ����� h(x, t)� �
���	�� ����� ���� �� 	� ��	��� ��
����� ������	��!� "�� ���� #	�� ����� �����	��� 
�� ��� � 	�� 	� �
��� $��
�� ���	�� �%����� ���� ������� 
�� �� ���&�	��� $� ���
���	�� $�����	��$�
$� �	��� '��� ����� (�� �� ��� �� ��� 	����� ��� ����� ����	��	�� $�� ��
�� ������� �� ��� ����
���� �� ���&�	��� ��� �����	
������ ��������
�	��� ���� ����	� 	���	��	�� ��� ��� �����!�

)�	 ��� �	������ $�� �� �� $���� #	*�����	�� $� +��*� ��� ���� ���,
*����� - ��� ��$� � ���������� $�� ��� �����	�� $	����	�� �$	�� $�� ��
$	����	�� X ���	���! - ��  	��� $� ������ ω′

i . �� *���� $� ���
���	�� $���,
��	��$� $�	� $��� $������� 	$���	
�� ���
�� ��������	�� $�	� ��	�� X �� −X
�����	
�� 	����������� - �� ����$����� $������ X �� - ��  	��� $� ������
$� ����$� ��� ���������� $� 	��� $� ����� ox �� $� ����	 $� ��  	��� $� ����$�
��	��	��� �� ���/�����	�� ���	
�� �
�	 ������! . �� 
�	 	���	
�� 
���� �����
$� ���� γAX � �� γ �� ���&�	��� ���� �������	����� - ��  	��� $� ������ ��
���� '��� ����� $� ���
���	�� $�����	��$� ��	
��	� ����	� - ����� ��	������

(�� ��� �� $��� ���	�� ���
���	�� $�����	��$� � ������ ����� 0

AT = (1 + ia)A− (1 + iβ)|A|2A + γAX + (1 + iα)AXX �����%!

�1 a� α β �� γ ��� $� �������� ��������

(�� �������	�� 	�	 �� ����	� �	���	�� ���� - ��������	�� $� ����	�� �����
$� $��	�� 
�	 �� ����	��� �� �� ����� $� ���� iaA� "�  �  �	� $�� �� ������	��
���	�� 
�� �� ����� ���� '��� �#��#� ��� �� 	���� ���������� $�  ��	�#���
��� ������	�� 
�	 �� $��- ������� $�� �������� �	���	��� ����� �� �� �����,
��2��� �� ������	� �����������

(�� � �� ����� ��������� 
�� �� #	*�����	�� �� ��,��	�	
�� �� �3��,
���� �� ����	� ������ $� ���&�	��� ��#	
�� $��� 	��� �����	* �������	�� ���
�	���	��!� ��� ����� �
���	�� ����%� ��  ��	�#�� T �� X � ����� 
�� T = εt
�� X =

√
εx� ����������� ��  ��	�#�� ����� $� ����� ��������� 
�� A

�� ���� ������ $� �� ��$����	�� ���	$�! .  �	� ��� ������� �� ���������� ���,
���� - ���
���	�� $�����	��$� ��	 ������ $� ������� $�� �� ���	�� �%�� $�
����	��� �%� (�� � ��  � $�� �� �'�� ����	��� �����	��� �%!� 
�� �� *����
$� ���
���	�� $�����	��$� ������ $� �����	��� $� �����	� ��� �������	�� $��
�������� �����	� ���	�	�� ��������� $�� �� �� ���	�� 	�	 $���� #	*�����	�� $�
+��*�

4�/�� �� ����� γAX ���� '��� *��	������ ��	�	�� $� ���
���	�� ����% �����,
���� ��� ������	�� $� ���� �������	�� ���	������� 4� �3��� ���� X ′ =
X + γT � �� T ′ = T � 5�����	��$� $� 	��� ��	������� ��� *����	�� $� X ′ ��
$� T ′� "� $�	� $��� �3������ �� ������	�� $� $��	 ��	�� �� ����� $� ��

����� ������� 	� 	
��� ��
 
 ��
���
�� �
���� AX ���� ���
�
�� ���	
�
� � �������
�
� ����
� ��
���
��� �
 ��������� � ����� �
�� ���
���� � �������
 �
 	����� �� ������

��� ��	��
 � ����
������� �
 � ����
 �
 ��������� ����	����
 ���� ��	������� �����
�����
x → −x 
� ω′

i → −ω′
i� ��
 ����
 ������������� 	��� ����� 
� ��!�
��
 ���� �
��
 
� iAX

�
	��
 ��� ������
 ������
 ���
�		�
 ���� � �
����� 	�����
��
 �" ���� ����� ���!� ��


 ��
���
�� 	�������� 
 �
��
 AX 
�� ��
 #� 
�� ����� 	�� � ���
��
 �
 ����	
$�



��� ����� �� �	
����� 
���� �� �������� ���

��������
 ������
� 
��� �

∂

∂T
=

∂

∂T ′
∂T ′

∂T
+

∂

∂X ′
∂X ′

∂T
=

∂

∂T ′ + γ
∂

∂X ′ �������

��
∂

∂X
=

∂

∂T ′
∂T ′

∂X
+

∂

∂X ′
∂X ′

∂X
=

∂
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At = A− (1 + iβ)|A|2A + (1 + iα)Axx �����.�
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	 �� ����� eiωi0t ��
 �� �#�� ����	
����� � �����������
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�� �� ����� �� ��������� �������� �� �� !����	�� V ��������	�	
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#	!�����	�� �� $��! �� ����	�	�� ∂V/∂t ≤ 0 �� ���� �� %��� ��	!�	�� ���&
���	������ ' �� 
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∂V [A]

∂t
=

δV

δA∗
∂A∗

∂t
= − δV

δA∗
δV

δA
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���� ��� �� ����	�� �� �����	���� �������� �� ��
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�' ��� �����	��� !����������� �� ��������� ��� �
�	�	#��� 0 ��������	�� ����
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A0 = R0e
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5������� ����� �����	�� �� ������	���� ��� ���
���	�� ������	���� ����3
���� �#���	� 0

R2
0 = 1− q2, ω = −β − (α− β)q2 )�����+
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Rt = R + Rxx −Rθ2
x − α(Rθxx + 2θxRx)−R3 ,

Rθt = Rθxx + 2θxRx + α(Rxx −Rθ2
x)− βR3 .  ����'!
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 ������
 (�������� �	��)�� ��� �� ������ �� 
�������
  R� θ! ���
R = R0 = 1 − q2 �� θ0 = qx + ωt �
� ���� 
������� 
��������� �� �� 
&
�$��
��	������
� �� ����� ��� � 
������� �� ���� ����  ���� ��
 ���������
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ω = −β − (α− β)q2!�
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R = R0 + ρ(x, t); θ = θ0 + ψ(x, t) .  �����!
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ρt = −2R2
0ρ + ρxx −R0(αψxx + 2qψx)− 2αqρx ,  �����!

R0ψt = αρxx + R0ψxx + 2q(ρx − αR0ψx)− 2βR2
0ρα .  �����!

2���� �� 
&
�$�� �
� ������� �� ������ , x �� t  ���
�1,1���� ��� ��

���3�����
 �� ��	������ 
��� ���	������
 ��
 ������
 x �� t!� ���#���#��

��
 
�������
 ρ �� ψ 
��
 � (���� 
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σ± = −R2
0 −Q2 − 2iαqQ±

√
R4

0 + α2Q4 − 2αQ2βR2
0 + 4q2Q2 + 4iqQβR2
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�� �� ����
������� ��� ������ ��
�� ���������� ������ �� ��
�� ��������� A
!�	
����� *+�,"� �� ���� Q = 0 ��������� ��� & 
�� ����������� - �� ��� .
�� ������ �� ���� �� ����� Ox / � ���� Q = 0 ��0��� ������� ���������� �
 ����
�� ��������� �� ����� Ox� )� ���� �� ���� ��%���� ���� ��
� �������� ���	
�
���� �� ������ ������� & ������������� ��12��
� !���� ������ *���" 
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$� ��
� ������������� σ+ ��� ��� �
� ����	
� �� ����
� ������ Q ��� �
� /
���� �� ��
� ������� ������# 5 �� ��� ��� �������� 	
�
�� ����������� �
���� ��
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� ������� 5

σ+ = −2i(α− β)qQ − [1 + αβ − 2q2(β2 + 1)

R2
0

]Q2 + O(Q3) !*+�+7"
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1 + αβ − 2q2 β2 + 1
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0
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�	��,������� �� 
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������ |A|� �� �� 
 ����� �	���� �� ��� 
������������� (x, t) ; �� �3�� ��
����	
������� �
� �� ��
 ����	 	������� 
	�������	�����
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������ ��	� 
 ������ ������������� � ����� ��������� ��������� �� �������� �����

������� �� ���� � �� ������� ��� ���� ����� ��������� �� ������� � �� ���� �����

�� �������! ��������� ��� �� �� ���  � A �"����  � ������! �� �� ����� ������ ���

������ �"����  �  ����! ����  �� ��� ����� �������� ���������	 #�� �� � ���� α = 1�

β = 2	 $� �%�&�� �� �����  ��� �� ������ ��'��  � (��)���������� � ���� "��� ��

��� �� � �����	

��������� 
�� �� ������ |A| �� ������	���� � �� �	� 
�� �� �����	
�� �� �����
��	����� ������ ��� |A|� �� ���	�� ��� ������� � ����� �� �� �������� �������  �
�����	
�� �� ���� �	�	��� ��� ����� �� �� ���� ! ���� ����
��	 ��	���"	�	��
�� #��$��	��%�	�� ����� ����� ��&�'���� �� ��� 	���"	�	�� �� �����  ���
���� �� �� �����	
�� � ���� ��� ����� ��(��� 
�� �� (������ ������ )�	� ���
��(��	� �������� ��� �������� �� �� "���� ��(	������ ���	�� �� ���������
����� ���� *�(�� �� ����� ��	���	��	�� ��� ������� � �����	+������ ����� ��� ��
(	��� �� ���� q/ω �� ������,�

-��	)�� ��	������� �� ����	�	�� 	�	�	��� �� �������� ���� ������"��	��
	�	�	��� ��� ���� ����� ����� �� (������ ������ q ��� �� "���� 	���"�� ��
#��$��	��%�	� *�	� |q| >

√
3/13|,� ���� �� �����(��� �� �.�� (����� ��

��������� α �� β *�	� α = 1 �� β = 2,� /����� �� �� �����	
�� ���	�� � ��
��� ����� 0 &� 1�	�� �� ����� ���� � �	�	���� �� ���"�� ������ q *���� �
��������� �� �������� ������, �� 1�2�� � �� 
��	� �(���� (�� �� "���� ��"��
�� #��$��	��%�	� *|q| <

√
3/13, � 	� � � ��	�	���	�� �� "����� �� ���$�������

�� �� �������� ������ (�� �� ���� )��� ���	1����� ��� ���� ������

������ �����	
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3�� ����� ��	������� ����	�� �� �� �4 1 + αβ < 0 *������������ ��
��	���� ��	���"	�	�� �� #��$��	��%�	� ! 	��� �4 ����� �� "���� �� (������ ������
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������ ��	� 
 ������� �� ����� �� ���������� ���������� �������	 �� ����� �����

�� ��� �� ����� �� ������������� �� ������� �� �������� �������� ��� ����� ������ ���

���� ����������� ��� ��� !��� �� �����"	 #��������� �$�� ��� ����� �������� ����������

����� ���������� ���������� !$��� �����"	 %�������� �� �� ����� BF � �� �&������ ���

�������	 �� ������ ����� '  ������ ( ��� ��� ������ �� ����������� �� ��� ������ ��

����� �� �� ��� ������ ������� ��� ��� ��)���� !$��� �����"	 �� ���)�������� �� �����

�� ������� ��� ������ ������ ��� ���������� ���������	

q �����
������ �� ����
 ����
 �
� ��
������ ��
 �� �
� � ��������
������� ���
 ������ �� �� 
�
���� �  ���
 � ��

������	 � 	������ ���
 ��� ����
����� !� "������� ��
 �����
 ��
 �������
 α �� β� ���� #����
 ��

�

�� ������������
 ��������
 ������� $��� ��
���#�	�
 % &�� � ���������� ��
��
� �� ����� �	��	� �� ��
 �	"��
 &���� �	"	����� '(�)� �� &��� � �������������

����*���������� &���� �	"	����� '�()��

��
 �� ��#����� ����� ��+����" �
� �� 
��
�����
�� �� ������� , � #����
���	�	 �� ������������
 ��#����	
 �� ��� 	������ � �������� ���� � �*
������ ����������� 
����� �� ���� �
 "��� ������� �� ���� �
� #	�	����� ��


�
����
 ��� ���	���
� -� � ���
� ��	��
� �� ��
 ��������
 
��� �� ����
�� ��� ����#�� ���
 ��	
�����
 �	�����
 ��*���
 �������
 ����������
 ��
����
������
�

.������
 �� ��#���� �� ��
� �� � 	������ � �������� �������� &����
/#��� ����� ��
 �� ��� &α, β�� 0� ������� �� 1��+���*2��� �	/��� ��� "��������
��
 �� ��� � 	������ 1 + αβ = 0� 3�*��

�
 �� ����� "�������� α > −1/β�
����� � ���� �����
������ �� ����
 ����
 �
� ��
����� !� ��

��
 �� �����
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������ ��	
 � ������� ������������� ���� �� ��� ����� ���������� ������� ��� ���

�������	 �� ����� �� ������ ���������� |A|� �� ����� �� ����� |A| �� ������ �� x

���� �� ������ ���������	 α = 2� β = −2	

�����	���� ����	����� ������ ����� �� ��	���� ��	 ���� ����	���� ���� ��
����	�� ��� ��������� �	�� �������� ��������� ����	� �	 ���� !��	� ��
�� ���	�� "#$�$�%$ ��� �� ���	�� α > −1/β� ���� ���� �� �����	
�� ���
��	��� !��	� ����� "#$#%$

& !	% �� �������	
� �	����� �� ��� ������� ' ��� �� ��� �� �����	
�� ��
����� 
�� �� ������ ������	���� �� ��� !	$� |A| = 0% �� ���� �� �����
Ox� �� �� ��	�� ����� ������� ( �� ���� �� �� ���������	�� �� ����
���	���	�� �� �� ��	��$ )	�	� �� ��������� �� ��	��� �� ���� ����
���	�� ��� �� ����	��� �� 2π/L �* L �� �� ��	��� �������� �� ����� !��	�
�� ������	� ���	� �������� �� ����� 	����	�	�� �� �� ���������	�� �� |A|
��� �� ���	�� ���������� ����� "#$�%$

& !		% �� �������	
� �� ����$ ��� �� ��� �� ������ |A| �� ������	���� ��
��������� �� �� �� ������ +��� �� �� ���� ������ �� �������� ( �� ����
�� �����	
�� � �	�� ��� �� �� �����	��� �� ,��-��	� .�	� �� ��	����	�	��
�� �/�� ��� !��	� ����� "#$#%$ ��� �� ��		����� �� ���	���� �� ���
����	����� �� �� ���� �� �� ��������� ����	 
�� �� ����	���� ��	 ��
����	� !��	� �� ������	� ���	� ��������� �� ����� 	����	�	�� �� �� ����� 
����	�� �� ������ |A| �� ������	���� ��� �� ���	�� ���������� �����
"#$�% ( �� ���� ���� ������� 
�� �� �����	
�� �� �� ���� θ �� ����	��
��� ��� �
���	�� �������� ����� �� 0������� 1	���	�2� !��	� ��������
"#$3$"%�$

���������	
 �� ����	�	��������
��� ��� �� �� �	��� �����
�� � θt+∇4θ+∇2θ+|∇θ|2/2 =
0� 	� ∇4 ��� ��	�������� �������	
����� ∇2 ��� ��	�������� ��������
 �� ∇ ��� ��	�������� ����
���
� ��������	
 �
�����
��	

���� �� ����	�	��������
��� ��� �
��	����� ��� �� ��������

!��	
��� "	����� ����	�	 �� ���
�������� �� �	�	 �	�� �� ������� �� �� �������
�� �� �����
��
� �
 ����#�� �� ������	
���$���	
 %������	
 ���� �� &��	��	��'���	��
���� �	�� ������
��
()*+ , �� ��������
 ��������
 -���	�� �������
��� �� ������ �
����
�����
� ��
� �� �	
��.��



��� ����� �� �	
����� 
���� �� �������� ���

������ ��	
 � ������� ������������� �� �������� �� ����� �� A ������� ���� ��

��� �� �� ���������� �� �����	 α = 2� β = −1	

������ ���	
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��
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���	 � � �	���� 
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������ ��	
 � ������� ������������ �� �������� �� ����� �� A �� ������ �� x

������� ���� �� ��� ����� ������������� ���������������	 α = 0� β = −3	

��������� 	������� �� ��	�� ����� �� ����� ����� ��� ����� ����	����� ��	�
�� ��������� �� !"#

���� ����	
��

������ ����	
��  �������� �� �������������������� ��

��������� �� 	��������	��� ��  ��!�����"���

������  ���� !������� �� �������"����# �� $��%���������� �� ����� "#�� � ��# ���
��� �� &������'�!������()	 '����� * �� ������� �� $��%��������� ��� ���#�
��� �� ����+�� ��	�,	 -� !������� �� �������"����#� ��  ������# 1 + αβ ��� ����� ��
.#�	 /��������� �� ����� �����+��� ε ���  �� *

ε2 = 1 + αβ, ��� β =
1

α
+

ε2

α
. �������

�	
� ������� ���������� ���	����	
� �
 ��� 	� �� �	���� ��	��� ��� �
� ���� q =
0���� ������	�� �
� ����� � �� �	���	� ���	�!� �
 �!"��	������� ��� �������!�
�!�
��	� ����#� �� �	���
� �� �	���	� �� $��%����&�� ��� ����'���� ��	�� �	
�� ��
����� �� "����
�� ��	���� q �	�����	����� ( ���)������ ��	���� ������ ��� �������� �
�	���� �� �	�� �	�����	����� ( 
� �	���� ��	��� �
� �q = 0�� ��� ����
��� �	���
�� ����� ��� "����
�� ��	���� Q �	�����	����� �
) �	��� �������� �"	� !�
��	�
����*� ��� ��	���� ΔQ ∼ √1 + αβ ∼ ε� �	
� �� �!�
�	�� �
� �� ��
) �� ��	��������

�� ���������! ��� �� ��	���� σ+ ∼ ε4 �( ����� �� ��!�
��	� ����*�� +���	�
�	�� ��	��

������ ��� ���	�� 
�� ��� q �= 0�� ��������� ���� ��	� ����� ���� ���������� 	��������� ���
�� ��� ���� ������������ ����	 	���	��
�� ���� ����

�������� ��� ������� ��  ��!� !�� ��!�� ����� ��� ��� ������� ��	 Q = 0� ���� �������
�
	�	� ���
 ���  ���� ���	�"������� ��� Q � ε
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������ ��	
 � ������� ������������� �� �������� �� ����� �� A �� ������	 ����

�� ��� ����������� ����� ����� ��������� ���� ���� ���� ��� ���� �� ���� ����

�����!� �� "�##��$��#�	 %�� α = 0� β = 1, 5	

��� ���& '����(��� ������ X �� T ������ )�� *

X = εx, T = ε4t . ���	+��

��� ��������� ��� ��'�� )�� �� ����� �� ����� ��� ���!� ��� θ0 = qx + ωt �� )��
ω = −β − (α− β)q2 �'�� ���������� ��	+	��	 ��� q = 0� ��� �'�� ω = −β� �� ��
����� '��� θ0 = −βt	

,������� )�� ���� (-���� ��� ��� �� �!����� �� �������� ���������������
�� �� ��������� . ������ �� '������ ����� ��)����� �� ������/�� ����	 $��� �� �����
����� ��� θ �� ���� �� �!'��������� ���'��� *

θ = −βt + ε2ψ(X, T ) , ���	+��

0 �� ����� ����� ψ �� �!���� )�� �� X �� T 	 1� ���& ��� ���'! ��� ��  ��� )�� ��
'������ ����� ���� ��� ���! ��� Q(X, T ) = ∂θ/∂x = ε−1∂θ/∂X = ε∂ψ/∂X ∼ O(ε)	
2����� �� '������ ����� �� �� ��������� ����!� ��� ������ ε� �� ����� �'�� ��  ���
)�� �� ��(�� ����� ��� ��� )�� Q � ε �� ���� �� �� (���� �����(��	 �� �3�� )�� ��
������ ����������� ��'���� ���������� ��� ��'����� )�� '���� ��� ��� !������� �� ��
�������� �� X �� �� T 	 ���� ���

R = R(X, T ) . ���	++�

4� ������ ��� ��'����� '����(��� θ �� R� �� ���� ����&������ � �� ������ �� �5��/��
��	�6 ����� ��  ��� ���'���� *

ε4RT = R + ε2
ˆ
RXX −Rψ2

X − αε2(RψXX + 2ψXRX)
˜−R3

(
1

α
+

ε2

α
)R + ε6RψT

= ε2
ˆ
ε2(RψXX + 2ψXRX) + α(RXX − ε4Rψ2

X)
˜

+(
1

α
+

ε2

α
)R3 ���	+7�
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R = R0 + ε2R2 + ε4R4 + ε6R6 + .... !����"#

R = ψ00 + ε2ψ2 + ε4ψ4 + ε6ψ6 + .... !����$#
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���� ����� �� ���	��&�	
 ��
 �����
 �	 ε�
' ������� ε0� ��
 ���( ������	
 �� 
�
���� ����� �	�����	� ���  R0(1−R2

0) = 0�

��� R0 = 0 �� R0 = 1� )��
� �� 
���	� ����( ��� 	��
 �	����

��

' ������� ε2� 	��
 �*��	�	
 � ��	�����	 R2(1 − 3R2
0) = 0� �� ��� �	��+	� ���

R2 = 0�
' ������� ε4� 	��
 �*��	�	
 �� � �������� ������	 �� 
�
���� ������ ��������	


���	��  

R6 = −α

4
ψ0XXXX − 1

2
ψ2

0X − α

2
ψ2XX . !����,#
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 �������
���
��� �� ����� �	 ψ2 
������	� �����������	�  

ψ0T = −ψ0XX − 1

2
(1 + α2)ψ0XXXX − (α + α−1)ψ2

0X . !����.#
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 �� 	�� ��������	 �� /������01��
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2�� 3���
 ��� ������� �	
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 ���
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�� ��	�	���� ����� ����
	�� ����� �� �
 �
�
	����	�� ��
 ��� ���� ����� ��

��� * eωt+iqx �+ q ���	��� �� ���
��� ������ �
 ω �� 
��� �� ���	������ !��	�
���
	�� ()�(,# - ������ �� ���
	� ������ �� 
��� ��	��
��	�	
� ��
 ���	
	�� !	���
�(ω) > 0#� ���� ������ �������
�� � ��� 	��
��	�	
� �	 �� ������
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�� ������� 	�������� � �� �����	�� �� �	���	�� 
�	 ���	� �� ���� ��	����	�	�� ω
�� ������� ������ q �� �� ���������	�� � ��� �	���� ���� ����� �����	�� ��
���� ω(q)�

��� �� �� �	�	���	����� �� ������� ������ ����� ���� ���������
qx �� qy ��� �� �	����	�� x �� y �� ����� !	 �� ���� (O, x, y) �� �������
������ �	����	�� ��	�	���	�� ��� ������ ��� �������� " �� 
�� �� �����	��
�� �	���	�� �� ������� �� �� qx �� �� qy 	������������� ���� �� ������� 
��	 ��	
������ �� ������ �� ������ ������ |q| �� ������� ������ �q� #
�	��� ��������� ������ ����� �
���	�� ������ ��� �	���	�� �� ���	�� " ����
�	���	�� $	��� %�& �� �����'� 	������ $	��� �� �� �	����	�� ��	�	���	�� ���
�������& �� ���
���	�� ������	���� �� !(	)�*+�������� $�
���	�� ���%& ���
��
����� ��� ������,�� �� ���	��� ������ ��� ������� " x ��� �� ������	�� ∇2

" ���� �	���	�� $	��� ∇2 = ∂xx + ∂yy& ���� �����	� ���
���	�� ������	����
�	�	���	������� �� !(	)�*+�������� �

∂φ

∂t
= [ε− (1 +∇2)2]φ + αφ2 − φ3 . $����&

-� ����	�� φ = 0 �� ��� ����	�� ��	�	��� �� ���
���	�� �	�	���	������� ��
!(	)�*+�������� $�
���	�� ����&� ./� ������	�� �� ���	�	�� �	���	�� �� �����
����	�� ��� ��	 �������� ��� ���	�� ���������	�� φ1 �� �������� ���
����	�� �� �� )���� �

φ1 = νeωt+iqxx+iqyy ≡ νeωt+i�q.�r , $���%&

�0 ν �� �� ���	� ��������� �� �r = (x, y) �� �� ������� ��	�	��� 1������� �����
����	�� ��� ���
���	�� ���������� ���� ���� �����	� �� �����	�� �� �	���	��
�	����� �

ω = ε− (q2 − 1)2 , $����&

�0 ��� ���� ��� q = |�q| �� ����	�� �� ����� ��� �	���	�� �� ν�
" �� ����	�	�� ��	�	
�� ���
�� ε = 0 �� ���� ��	����	�	�� ���	� �� �������

������ ��	�	
�� $	��� q ≡ qc = 1& �� ������ � �� ���� �� ���	���� ω �� ��� �
�� ����� ���� ���	� ��� ����� ������� ������ $	��� q �= qc& ��� ����� �
���� ���� �� ���	���� ω �� �����	)� -� ����	�	�� ��	�	
�� �� ���� ��������	��
��� �� ��� ������ (εc, qc) = (0, 1)� -��
�� ε > 0 	� ��	�� ��� �� ���� ������
(qx, qy) �� ������ �� ���� 	������ �����	��� ����� |q+− q−|� !	 ε �� �2*
	������ ���	� ��� ������ ���	�� |q+− q−| ≡ Δq � √ε/2 $��	� /���� ���%& �
��� ���� ���� �� ������� ����� ����	/���	�� ��������	���� �� ��	����	�*
	�� �� ��� �� ������ ��� )�	�� �������	�� �� ����� ��� �	���	��� ./�
�� ������	��� ���
���	�� ������	���� " ���� �	���	�� ��� ��� 	��	��� "
�	��� �� �3�� �������� 
���� ����	��� ���	� " �� ��	���� ���� ����� ��*
�	�� ��	�	���	����� $��	� ����	��� 4& � ��� �������� �	*���� �� ������� ��
���� �� ����	� �� ������ ��� �������� �� ������� �� �������� ���	�� ���
�� ����	��� �� ���
���	�� ������	���� �	�	���	������� ���� ���� �����	�
�	2������ $��	� ���	�� ���5��&�
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����
 ���	 ���#�	�� λ  ���� *#��	 ����!� 1�	�����
 �����	����
��	 �������� ��� ��#�	 α = 2π/n� ��	� n 	���	�� 	 ������	 � ���	�	� �	 �����
A 	� A′ 	� B 	� B′  ���� *#��	 ����!� �� �	 ��
	�� � ��	 
������	 ����	
n� ��	
�%�%��	 
��� 2���� 	 �����������	 ��� �������� ��� ��#�	 α 	� 
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������	 �

pλ = λ + 2λ sin(α− π/2) = λ− 2λ cos(α) .  ���3!

.	 ��
������ +����	�	�� ���� 	 �� *#��	 ����� ����
	 �� �	������ 
������	 �
cosα = (1−p)/2 ' 	� ���
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���	 	 �� +������� ��
���
 	
� ���2���
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 ���#�	 α = 2π/n� �( n = 2, 3, 4, 	� 6� .	
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 ��� ����� A �� B ���� ��� ����� �� ������	 ��� ����� A′ �� B′ ����
������� �� �������� �� �� ����� α �� ����������� ��������� ��� ����� �� �������
�� ����� �� ���� ��� �� ������� ��� ����� ���� ��������� ��� ! ��� �"��� �������� �"��
����� α = 2π/n	

������ ��	# 
 $��� ��� ����� ���� �� ��%���� �"���� �� ������ ���� �"������ &! ���%'�(
�� ������ ���� ���� ������������ ���������	 )� ��� ���������� ����� �������� %����
%���������� �������� �� ����� ����� ��� ��%����� �"����� ���� �� ����� �������� &!
�"��������� �� �"������(	 �� ����� ������ %�������� �� %��%�� %������� �� ����� qc	 *
������� �� ������� ����� %����������� �������� �� ��%����� �"����� ������� ���� !
��� ����%����� ���������	 +� �"���� �� �� ����%���� �� ������ &�� ������� %���� ����%����
%�������� ! ��� �������� ������������������ ���� �� ��� ������� �� ��������� ��� ! ���
��� ������������ ���� �� ��� , ���� ��� ����(� �� ��� ����%����� %����� �� '���������	
-"������ ����%����� ��������� ���� �������� &���� �����(	
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#���	 ���
 ������
 �$� �� � � ��	��	
 �	���
	
 �� ����
 	 �	� ������	�
�	
 ��	
 �����	
 � �����	 �������	 
��� �	
 ��	
 	 %����	� �

�
 ���	
������
����� 	� 
���	 	 %����	� ����	���� ����	
 �	
 ���������	
�

�� �	
 ��	
 �	 
	 �����	�� ��
 ��
 �	 �����	 �������	� �� ��	� �� ��

	 �&�	 	� ���
	��	 	 ���'���������
� �����
��
 ����� ��	 	 %����	�

	 ��	����	 � �� ���

���	 ���	 ��
��������� �������
'�	 ����
 
��
 �� ����	
A1e

i�q1.�r� (�	 ���
 ����
�������� ������	� �	
 �	��	
 ��� �������	
 �	 �	��	�� ���

&��	 ������
 	� �� ��	��)�	 ���'��������� �����	��	 	
� ���������	 * �	 ��	 ���'
����� A1e

i�q1.�r !��� ��� 
	 �����	� � �����	
 ��	
� +��� �� ���	 ������ ���
	,	���	� �� 
������� 	 ��
	 ��
 �	 �����	 �������	 
������ A1e

i�q1.�r + A2e
i�q2.�r

��	� �q2 ���������� � �q1 ��	
 	�, �	��	��
 ���	 ��� �� �&�	 ����	�� +���
�� ���	 �	,������� �� 
������� 	
� 	 �� ����	 A1e

i�q1.�r + A2e
i�q2.�r + A3e

i�q3.�r

��	� �q1 + �q2 + �q3 = 0� 	���
-	 ����)�	 �������	 ���� ��	 �	� ��	 Anei�qn.�r ���	� n 	���	� 	� |�qn| = qc�

	
� ��	 
������� ��

���	� "� ��������� ��� ���	 ���
�
�	 	� ��	 ��������
��
���������)�	 	 �	
 ��	
 	 ��
	 �����	 ������ ���
 ���� ���� �	 ��
 ����� 	�
�	,�������� -��
 �	 �����	 ������� ���
� �������	 	� 	� ����	 ����������� �� 
���'
���� 	
� ��	 
��	���
����� 	 ��	
 	 ��
	 ���� 	,	���	� 	�, ��	
 ���� �	

�����
� ����
 ���� �	 �	
 �	,����	
�� 	� 	 �	��
 ���������	
 
�����	��	
 �.���
	
 �	��	��
 ���	
 	 ����	 2qc, 3qc...� /� ���
����	 � 
	��� 	 ����
���������

	�� �	 ��	 ��������� 	 �	��	�� �.��� ����	 ����	 qc 	
� ��
����	� ����

��	 �	
 ��	
 ����	
 
�����	��
 
��� 
����	
�

"	
 ��	
 ��� 
	 �����	�� �� ��	 ������� A1e
iq1.r 
��� �	�, ��� �	 �	��	��

���	 	
� ���
� ���� � �	��� � ��	 ������� q1 0 �� ���,����� 	
 ��	
 �
'

��	 �� �������	 ������� 0 ��	
� �� ��
�����	� 1���� ���� ��	 �� ��	��)�	
���'��������� 	���
��	���	 ��
 �� 
.
�)�	 ���'�������	 	
� ���������	� �	

� ��	��
 ��	
 	 %����	� ���	���	��	�� 	� ������ 	�, � 	�, ������	 ���'
��� 	 ��	 ����	
��� � �������� 	
 	�, �	��	��
 ���	
 * ��� 	,	���	�
�	 �������	 	���	 �	
 ��	
 ��������
 2 3 4 	� 2 � 4 ���	 �	 ��	 
������ 0
A2e

i�q2.�rA3e
i�q3.�r = A2A3e

i(�q2+q3).�r * �����
 ��	 �	 ������ 	 	�, ��	
 ���'
��	,	
 ���$����
 �	�� ����	�	�� ������5��	 ��
 �� ��	����	�	�� ��� �������	

���������	
 ��� ��
 	� ����� ��	� �� �� �	 ���	���� �� �	 ������ ����� ����� ���	�
�������
� ��������� ��� �� ������� �� �� ��	������ ���	 ����	��� 	�	 ��	����� 	�
�����

��� ���� �� ���	
�����
�� �� ������ �� 	����� ���	�� q1����� |
q1|� � 
����� �� �	 ������
�� ����	 qc� ���� ����� ��� �
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�� �������� �� �����������

������ ��	
 � ����� ��������� ��������� ���� �� ������	 �� ���� � ��� ������

�� ������� �������� ����� �! �©������ "#$%&
&�%������'	 �� ��� � (� ��������
���)���� �*���+����,�-���� �©(����� ,����� "�$.�/��������'
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	� ���	
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 ����	
 �	
 ��������
��
 ���������	
 ���
�����	
 	� ���
	��	 	
� ��	
 ���������	
 ��� ���
	 	� �����	 	 � ��	
 �������� ���������	
 �����	
	� ���������	� �	
 � ���	
 ����	 ��

���	
 � 	�� ��	�
���
� 
��� !

(i) A2
1, (ii) A2

2, A
2
3, (iii) A1A2, (iv) A1A3, (v) A2A3,

(vi) A∗
1A2, (vii) A∗

1A3, (viii) A∗
2A3 ������

���
� ��	 �	��
 �����	�	
 ���"����


(i) A∗2
1, (ii) A∗2

2, (iii) A∗2
3, (iv) A∗

1A
∗
2, (v) A∗

1A
∗
3,

(vi) A∗
2A

∗
3, (vii) A1A

∗
2, (viii) A1A

∗
3, A2A

∗
3 ����#�

$���	�����
%���
 �����	���� 
�� �	
 ��������
��
 ���������	
 ��������� ����� &
	��	
 
��� �

����	
 ��� �	��	��
 ���	
 
������
 !

(i) 2�q1, (ii) 2�q2, (iii) 2�q3, (iv) �q1 + q2, (v) �q1 + q3,

(vi) �q2 + �q3, (vii)−�q1 + �q3, (viii) −�q2 + �q3 . ������

'� �������� 	 ��
�����	 ����
	 � �(����	 	
 ��������
��
 �)��	 ����	
� �q1� '� ��	��*�	 ��	
� � �����	��	 ��
 ��

���	 �� 
	���	 	� �� ����
�*�	
�������	�� ��	 �q1 
��� ���������	 � �q2 	� �q3 �	 ��� ����	
��� ���	 ���� � ��
���	 �����	�
����	� 	� �����	 ���� �	��	 �������� �������	 ��	 �	 ����	
q1 
��� ���� �� ����	 	 q2 �� 	 q3� +� �� ���
����	 	 �� ��,�������� �	

����
 �	��	��
 ���	
 ��� �� ����	 � qc 	� ���� �	 �	�� )��	 �	 ����	 	
������	� -��� �	
 �)�	
 ���
��
 ��	 ���� �	
 ��������
��
 (i) (ii) 	� (iii) �	

��������
��
 (iv) (v) (vii) 
��� ����	�	�� � �����	�� .� �	 �	
�	 ���
 ��	 (vi)
	� (viii) ��� ����
	�� q̃2 + q̃3 − q̃1 = 0 	� �q1 + �q2 − �q3 = 0� $	
 �	������
 
���
�	���
	���	
 ����������	�	�� 
�� �� /���	 ���#� 0)�	 
� �	
 	�� ��������
��


������	��	�� � ��	 
�������	 �����������	 ��	 �������� ��� �� ����	 ����	
n = 1, 2, 3, 4, 6 ��	
 
	��
 ����	
 ������
�
 ���� �� ���	 ����	�
����	�� �	 ,���
��1���	� 	� ����� ��
 �� ��
	 	
 �	��	��
 ������	 ��� �������� ��	� �� ��
	
�������	 ����� /���	 ���#��

2�������
 �����	���� �	
 ��������
��
 ���# ��� �����
	�� ��� �����%
���
��
 
������	
 ���� �	
 �	��	��
 ���	


(i) − 2�q1, (ii) − 2�q2, (iii) − 2�q3, (iv) − (�q1 + �q2), (v) − (�q1 + �q3)

(vi) − (�q2 + �q3), (vii)�q1 − �q3, (viii) �q2 − �q3 . ����3�

2� ����
��� � �(����	 	
 	���	

���
 �)��	 ����	 � �q1 ���
 ������
 �����	�
����	
 �	
 ��������
��
 ����� �	
 �)�	
 ���
��
 ��	 �	��	
 �	�������	
 ���

(���� � ��	��	����� 	 (iv) ��� �� �������� 	 ��
�����	 �������	 �� �	������

������	 −(�q2 + �q3) = �q1 �� 	����	

�q1 + �q2 + �q3 = 0 . ����4�

$���	 �� 
	��� ���
�������� 	� ��
 
�� ���
����	 �	
 ����
 �	��	��
 ���	

��� �	 �)�	 ����	 �	
 �	��	��
 ,��� �� ����	 	 2π/3 	���	 	�� & ��
 ���%

����	�� ���
� ��	 ��
	 (	�������	 ����� /���	 ���5�� 6���	�	�� �� �� 
	��	



��� �����	
�� �������� �� �����������

��

�� ���

��

��

��� ����

���� ����

��

��

����

����

����

��

�� ���

��

��
� �
� �
�

������ ��	
 � � ������� ��� �������� ������ ���������� � �� ���� ������� ���
�������� �q2 + �q3 − �q1 = 0 �� �q1 + �q2 − �q3 = 0 ���� ��� ��!���� �� ����!��	 "����
������� ��� � ���� ������� n = 2, 3, 4, 6 � ���� ����� ��#����� �� $��� ���� ����%
����	 &�� ���$������ � ��� ��� ��� ��������	 '� ������(�� ��!��� ��������
������� �����	 )� �%�������� ����������� ������ � ��������� ��� ��� ��������
������	 '��� ����� � ���� ��#����� ���� ��� ��� ��� �������� �� $��� ��� �����
�������* �� ��� ��������� �� ������ � ��+���� � ������ �� ����������� A�	 ,
������ � ��������� �� ��-������� ������� �. �� ����� �� ��� �������� ��� �����
� �������� �� ������(��	 &��� ���� ���� ��� ����������� ��� ���� ������ A1� ��
������ �� ������ � ��+���� �� ������� ��� ��� ������	

�����	����	�� 
�	 � ������ � ������� ���	���� � �� �����	
�� �� A1 ��

A∗
2A

∗
3 . ������ 

!� ���� �������� "��	#�� �������	
������ 
�� ��� ������� ��������� ���� ���
	$�	�� ��� �������� � ������� 
������	
��� %�� �������& �� ���		��� �� ���
������� ����� ������	� ������ & ������ ���'	��	�� �� ���� "������ ������
�� �����	� � �� �������� � ������� 
������	
�� �"�	� #���� ���( �

������ ����	�
��� �� �
���
��� ��������� � ���

� �� �����
��� � ��������������

� ����� ����� �������� �� �� ������	����� �� �������� ���������� ��� ��
������& 	� ��	�� �� ������	��� )� �*��& �� ��	�� �� �����	� ����	���	��� ��
�����& 	� �� ��	'�� 
�� �� ����� �� �����	����	�� 
������	
�� �� �	��� ��
�����	� + �� ��� ����
���� �� ��	�������� $���� �� ���������� �� �� ���	�
����� �� �� �����	����	�� 
������	
�� �"�	� ���	�� ���,�� ������ � �����������
�� �������� ���������� �� ���� �� -��� �	"	� .� ������� ����'�� �� �����
�������	� �� ����� �� �� ���"���	�� �� /����	���0�����& 
�� ��� �"��
����	�� ��� �� ����	��� ������� � ����������� �� ������� ���	�� ��	�	����
	���� �"�	� ����	��� 1 � 2���� �3����	�� ���� � ������ �� �"	�����& �����
����� 
�� �� �
���	�� �� �� ����������"���	�� ����	������ �� �����	����	��

������	
��& ��� �� ����� �� �v.∇�v �"�	� �
���	�� 1�44 � 5�	 ��� �����	�
������ ��� �� �
���	�� 	�����	� �� $�	� �������	�	�� �� ��������� %��� ��
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���	 �

∂T

∂t
+ �v.�∇T = κ∇2T

	�

ρ[
∂�v

∂t
+ �v.�∇v] = ν∇2�v − �∇p + ρ�g, �∇.�v = 0

�� ν = η/ρ 	
� �� ��
��
��� ����������	� η 	
� �� ��
��
��� �������	� 	� ρ 	
� ��
	�
���� �� �� ����� 	
 !��	
 
��� ��
 " !��	
 	 #��

��	
� $� � ��� �
�����������	� 	� ���
���	� ����%��
� &�
	�� '��	���� #��

��	
� (�)*+���+�,�
-��
 �	��	 �����.�������� �� 	
� ���
 ��	 �� 	�
��� � !��	 �	 ����	 ��	 
���	
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 θ = T − T0(z)� �� T0(z) 	
� �� �	��������	 	 �1���� �������� ���� 	�
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∂θ

∂t
+ �v.�∇θ = κ∇2θ

	�

ρ0[
∂�v

∂t
+ �v.�∇�v] = ν∇2�v − �∇p + ρ0gẑθ, �∇.�v = 0 ,
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���
 ����������	 	� �������	 � ν = η/ρ
	� ẑ 	
� �	 �	��	�� �������	 ���0� �	 ���0 	 �1�.	 �	������ Oz� 5���	���
 ��	 ��
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� ������
	 	���	 z = 0 (�����	 ������	��	, 	� z = d
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 ��	 θ (�	� ��1�� � ��� �7�� ���	

�
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���� /
�� �������� ��. �����	
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�� vx 	
� �� �����
���	 � �	��	�� ���	

	 �v 
�� �1�.	 Ox� 	��� ;�� ��	 �	��	

������	 �1	
� ��	� 1����	 ��	 �� 
������	 ��� ���
�
�	 / ���	�����0	� �	 ����
��	� �	 ��
 (
������	 " �������
 $,� 2��
�� ��
 �1�����.������� 	 #��

��	
��
�	
 ��������
 	 �� ��	��������	�����  ���

	�� 	 �	��	 
������	� �	 ��� �����	
�� ���

���	 	
 �	.�0��	
� <� 	=	�� �	�.��� 
��� 	.�����
 
��
 ����	 1��	
������������� ���������	 ��
 �1�������� 1�������	 (���� 
	����� 
������	,�



��� �����	
�� �������� �� �����������

�� 
�	 ��	� �� �����	� ������� � ��� �� ��������� ��� ���
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A ��� −A� ���
���	�� �� ���	���  	!�! ���� ���� �� 	�"��	���� �� ����� ������
�	�� ��	�"��	��#! ��� �� �� �$ ��������	���	�� �� %��	��
 ��� ��&���
"������� �� �������� ���������� ����"	������ ��	���!
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��� ����� ���	��� ��� ���	"�� ���
���	�� ������	���� ' ����	� �� ���	��
����	�� �� �����	� � �� ���	"��	�� �	����� �� ����� �
���	�� ' ����	� �� ���
���
�	�� ������ �� ()	*��+�������� ' ���� �	���	��  �
���	�� ,�!,# �� �������
�� ���� 
�� �������� ����� ��� ��� ���	�� �����	����  ���	�� ,�!-!,#!

.�����/�� ��� ���	����� �� �����	� ����������! 0� �� ������ ��	�����
��	�� ���	 "������ ��	��	�� �� ���� �	� �a1� �a2� �� �a3 *������ �� ����� 2π/3
���� ' ����! 1���� qc �� ������ �� "������ ������ ��	�	
�� �� �q1� �q2� �� �q3�
�� ���	 "������ ������ ��	���� �� ���� �� "������ �� ��� �a1� �a2� �� �a3 ���

�� |�qi| = qc  "�	� ����� ,�!�# � �� ���	 "������ ������ "��	���� �� �����	��
�	"����  "�	� ,�!2# 3

�q1 + �q2 + �q3 = 0 .  ,�!,�#

(�	� Ai  i = 1, 2, 3# ������	���� �� �� ���������	�� ���	�� ' �� �	����	�� i�
�� ����� ���	
�� φ  ��	�	�� �� *���� 	��������� ����������	��� "	���!!!#
����	"��� �� ����� ����	� ����	� ����� 3

φ(r) =

3∑
n=1

Anei�qn.�r + A∗
ne−i�qn.�r  ,�!,�#

�� 
�	 ����	� �	�� ��� �������� ����������� ' ����	�	�� �� ���� ��� �&��
"����� ������	���� ��� �� ���	 �	����	��  	!�! A1 = A2 = A3 = A# � ��
����� φ ���� ���� &��� ���	� �� �� *���� �	"���� 3

φ(r) = 2A[cos(qcx) + cos
qc√
3
(x− y) + cos

qc√
3
(x + y)] .  ,�!,4#

5�	 ��� �� �	��� �� ���� �����"�� ��� ������ �������� ' ����� ������ ���
��� �������� ��� �� �� ������� �$ �� "����� �� ����	���� Ai ��� �	*�
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Ȧ1 = εA1 − [|A1|2 + ν(|A2|2 + |A3|2)]A1 + γA∗
2A

∗
3 �������

Ȧ2 = εA2 − [|A2|2 + ν(|A3|2 + |A1|2)]A2 + γA∗
3A

∗
1 ����� �

Ȧ3 = εA3 − [|A3|2 + ν(|A1|2 + |A2|2)]A3 + γA∗
1A

∗
2 �����!�
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 A1 	� A2 ���	� A2 = A3 = 0��
���������� ��������	 	 A1 ��������� ������� 	��	�� �	�����	 - ����������
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An → Anei�qn.�r0 . �����8�
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ne−i�qn.�r "#���$%
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Ȧ1 = εA1 − [|A1|2 + ν|A2|2]A1 , ������

Ȧ2 = εA2 − [|A2|2 + ν|A1|2]A2 . ������

����� ��	� �� ���������� �������	�� ��� ������ ���	�����	�� ��� � ������� ����
���	�����	�� ��� �������	 ���	 �	��� �� 2π/4 ���	� π/2� �� ���	�����	�� ���
���	������	� !"�	� �� #���� ��� �$�����	�� ���� �����	� ����!�� $���	 !"�	�
���	� ��� ���" ���������� % &���� 	��� ��������	� ���$�����	 �	�����	���		�����
���� ���$�����	 ��� ��	���� �� ���#��� ���$�����	 ��� �������"� �	 ��#���	�� ��"
�������" �� '�	��� ����� ������ (����� ��	������ % �� ��	������	 �� )� �����*
'�	�����

���� ����	
	�� �� ��������� � ������ ������

� �������
�

+��	� �� ������� �� ��������� �� �����	� ��� �������	�� 	��� ���	� �����	
�� �������� $���$��� ���������� $�� ����	� ������ ��� �� ������ ,��� �������
	���	� $�� ��� �$�����	� ��	������ ��$�����	� ���-� ���. �� ���/� ��	���		�	�
��� ������ ����� ������	 ����� �� ��� ��	��� ������ �	 �� �� ���� ��	� ��
����������� ����� ��� ������������ �����	0�	� ��� �� ��� �� ���� �������
����� ��� ����#� ���� #���� �� ��	���� 1�	� �� ���� ��� � ������ ���$�����	�
����������� �������� ��$�����	� ���-� ���. �� ���/� �	 ����	� A2 = A3 = 0�
�� ��� �$�����	� ���� �� ����� �	 ����	� A2 = 0� �� �������	� % �	� �$�����	
�	�����	���		���� �� � �� 


Ȧ1 = εA1 − |A1|2A1 �����

�2 A1 ��� �� ����� ��������� 	�	 	����� ���� �����	� #�������	� ����!�� $�� ��
����� �� ����������� ������"� A1� �	 ����	� A1(t) = R1(t)e

iθ(t)� ��� ��	���	��
����� θ̇ = 0�� ��� ������ ��	� �� ���	�����	�� ��� ���	������	� ����� ����� ���
����������� �� ���� ��	� 3��� ����� ����� % &��� 
 ����������� A1 ��� ��	� �������
4��$�����	 ����������� �������� % A1 ������� ���" ���	�� !"�� 
 A1 = 0 ��
A1 ±

√
ε� ���� ε > 0� 4� ����� ������� % ����� �������	 �	 ��	��� ��� ��		�

��� 

φ = A1(t)e

iqcx + c.c. ����5�

�2 c.c. ���� ���� ������"� ��	6����� 7 �� ��8���	�� �� ��� ������	� �	�����	*
���		�� ���	�� �	�����	���		���� ��	� �	 ������ % �	� ����	���	�� �������� ���

���� �������	 
� ������� ��� ��� ��������	� 
� �����	��� 
������	�
� 
�� �	���	���� ������
�� �� 

�����	 ��� 
� ������ 
�� �	���	���� ����������� ���� ������� �� �����	 A3 = 0��
�� 
	������	��� 
�� ��������	� 
��	 �� ����� ��� ��� ���� ���� ��������
��� 
� ������ ��
���� 
������ ��� ����� �����	� 
��� �� ���	�� � �! ���� ��� ���������" �	 
� ���
��	��
�� ��� 
���� �#�	��� ������ ���� ������ ��� ���
�� �����
��	 ��� ����� ��	�	���� ���� ���
��������	� �$� 
���	�� 
� ���	������ ��� ��	�	�����



��� �����	
�� �������� �� �����������

������ ��	
 � ������� �� ���������� ��� ���������� ��������� �� ��� ����������

�� ����� �� ���� ��������	 ��� ���� ������� �� ����� ���������� �� � ��������

�������� �� �� � ���� H 	 ���� B �� ��� �� ! ���������� ��� �����	 ��� �������

��� ��������" ����� �� ������� ������ ���� ��������� �� ��� �#������ $ % &" $ ' &

�� $ ( &	 ��� �������� $ % & ���� ������ ��� � ���� εe < ε < εH " �� ��������

���� ε > εH 	 ��� ����� $ ' & ���� �������� ��� ����������� ε < εB �� ������ �)

���!	 � ������ ����� $ ( & ��� ���*���� �������	 +��� ������ � ������ $ % & �

����� �� ������������ �� � ������ $ % &	
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 ����� ��	 �	
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��

����	 	 ���	
 ���
����	�� �� ��
 ���������	� 	
 �����
 �	�� �������� !� 
��
������ 
����������	 	� ���	
 	
� ��� ����	 ��� R1 = ±√ε 	� R2 = R3 = 0�

������"��
 �	
 ��������
 ��������	 #��������
 ������ ����$ 	� ����%& 	�
��
��� An(t) = Rn(t)eiθn(t)� ���� ���	��� '

Ṙ1 = εR1 − [R2
1 + ν(R2

2 + R2
3)]R1 + γR2R3 , #�����&

R1θ̇1 = −γR2R3 sin(θ1 + θ2 + θ3) . #����$&

!	
 �����	 ����	
 ��������
� �

����	
 ��� 	�� �������	
 	� ��� 	�� ���
	
�

	 ���
	�� 	 �	
 	�� ��������
 ��� �	��������� ���������	� (� 	)	������ �	
���� 	�	�� 	 "������	 
��"��� ψ = (θ1 + θ2 + θ3) 	� 	� �����
��� �	
 ��������

��������	 �

����	
 ��� Rn #�������� ����$� ���
� ��	 �	
 ��������
 ����� �	

"���*�	
 ��� θ2 	� θ3&� ���
 ���	���
 ���������� ��������	 
��"���	 '

ψ̇ = −P sin(ψ) #����%&

�"	� �� �������� P �	��	 ��	 '

P = γ

[
R2R3

R1
+

R3R1

R2
+

R1R2

R3

]
> 0 #����+&

�, γ 	
� �� �����-��	 ��� �	 
� �	 	
� ���������	�	�� ����
� ��
���� ��� !������
���� 	 �� ���
	 #�������� ����%& ��

-	 �	
 �����
 *�	
 
��"���
 ' ψ0 = 0
	� ψ0 = π� (� ��
��� ψ = ψ0 + ψ1(t)� �, ψ1(t) 	
� ��	 �	����������� 	� 	�
�������
��� ���������� ��� ������� . ψ1� ���
 ���	���


ψ̇1 = −P cos(ψ0)ψ1 . #����/&

0�	�����
 ��	 
������� ���� �� �	���������� ψ1 	 �1�	 eσt 2 . ������ 	 �������
���� ��"������� 	 �� �	���������� ψ1 #�������� ����/&� �	 ���� 	 ����

���	
#�� ������������& 	 �� �	���������� 	
� ��	����� ��� σ = −P cos(ψ0)�
!��
��	 �� 
������� 
����������	 	
� �	 ����� *�	 ψ0 = 0� �	 
1
�-�	 	
� 
���
��	� ���
��	 σ 	
� �� ���� #P > 0� "��� �������� ����/& 2 	� �	"����	� ���
��	
������ ψ0 	
� �	 ����� *�	 � �� . π� σ 	
� ��
����� 3�� ���
���	��� 
	��
 �	
 ����

�	�
 ��	 ψ0 = 0 �	�"	�� ���	 
����	
 2 ������
 �	��	 "��	�� ���� �� ���
	�
4����
 ��	 
� ���
 �"���
 ����
� γ < 0� ���
 ������
� ���� 
������� 
����	� ��

������� ψ = π� 	� ��	
� �	��	 "��	�� 	 ���
	 ��	 ���
 ������
 ����
�	 ����
�	 �	
�	 � ���
���	�	�� �	�� ������-
 ���� ������� ��� ���	
 ������
���

 ������	
�

����� ������ ���	 
������	 �� ��� ���	������� ��� �	��� �� ��
	��� ������� �� ���	 ���
�	��� ����
��

����������� ��� �� ����� �� γ ��������� ���� �� ����
��	��� An → −An �������
� ���

���	���� �� �
���	 �
���	���� ���� � ����! �	 ����"#� $���� �� �%��� �� ����� ����	�� ��
���	����	 ��� �� �
�
����	
 ��� �
���	�	��



��� �����	
�� �������� �� �����������

������ ����	
	�� �� �����

������������ ��	������� �� �������� ���	�
�� �� �� ���	�	�� �� ����
�� � ���� ����� ������ �� �� ����	�� 	�	�	���  

R1 = R0
1, R2 = 0, R3 = 0 , !"�#�$%

�& R0
1 �� �� ����	�� ���	����	��±√ε� �� ������������ ��� �� ���	�� 
����	��

δ1(t)� δ2(t) �� δ3(t)� �� �������� �� ����	�� �� �� '���� �	(����  

R1 = R0
1 + δ1(t), R2 = δ2(t), R3 = δ3(t) . !"�#�"%

)������� �� ����� �������� !�
���	�� "�#�"% ��� �*�
���	�� �*����	�
���� �� R1 !�
���	�� "�#�+% �� ��� �� �
���	�� �*����	���� �� R2 �� R3

������� ��� ��������	�� �	�����	�� , ����	� �� �*�
���	�� �� R1 !�
���	��
"�#�+% �� �	����	�� �� ������� ��� ������� ��� ���	�� ���������	�� δi# -��
������� �	�	 �� ����� �	(���  

δ̇1 = −2εδ1 , !"�#��%

δ̇2 = εδ2 − νεδ2 + γ
√

εδ3 , !"�#��%

δ̇3 = εδ3 − νεδ3 + γ
√

εδ2 . !"�#�.%

-�� ������ ε > 0 ��� �*����� �*��	����� �� ����	�� �� ����� !���
R0

1 = ±√ε%# )��������� ��� ����	�� �� ����  δi = aie
σt# /� ����	��� �
���

�	�� 	��	
�� 
�� �� ���� δ1 �� �����# /*�������	�� �� ������	���� 	� ��
���� ����� �
���	�� ��� '����	� �� ��	���� �	(���  

(σ − ε + νε)2 = γε > 0 . !"�#�+%

��� �*����� �� ���	�	�� �	���	��� �*�� �� ��� ������ (����� ������	
�� �� ����
(����� ������ 
�	 ��� �*	�� �� �� �����	
��# 0������	 �� ������ ���  

σ = ε(1− ν) + γ
√

ε . !"�#��%

1	�	� ���
�� ν < 1� �� ����� ��� ���2��� 	������# ��� �� �� ������	���
ν > 1� �� ����� �� ��� ����� 
�� ���
�� �� �����	�� �	(���� �� (��	���  

ε > εb ≡ γ2

(ν − 1)2
!"�#�3%

�������� ���	����� ��� �	 �
	����
 ��� �	����

4��� ����	�� �� ���	�	�� �� ������ ��� ���(	�� ��������	(����� ����	�
�� �
���	�� ������������ , �� �����	� ������ !�
���	�� "�#�" �� "�#��% , ��
����� �� �
���	�� 	�� �� �� �����	� ����������# 5� �������� �� ��	�� ��



��� ��������	
 ����	�
����	��	
 ���

������ ���
 ���	���
 ���� �	
 ��������
 ��������	 	� R1 	� R2� �	 
�
���	

������ �

Ṙ1 = εR1 − [R2
1 + νR2

2]R1 , ������ 

Ṙ2 = εR2 − [R2
2 + νR2

1]R1 . �����! 

"� 
������� 
����������	 	
� �	�����	 # �	��	 ���	��	 ���
 $���� "����	 	

�������� ������� # �� �%�	 �������� 	� δ1� ����
 ��	 �	��	 ����&�	 ��� δ2 �����
# ���������� 
������	 � δ̇2 = ε(1 − ν)δ2 	� ���
 ���	���
 ���� �	 ��������	 σ
�� �������� 
������	 � σ = ε(1 − ν)� '��
�� ���
��	 ν < 1� ���
 ���	���
 �	
�%�	 ��
����� �

� � ����� 	 ����� ���	 
������	 $	(�)����	� # 
����� � �	

���	
 
��� ���*���
 ��
����	
� +� �	����$	� ���
��	 ν > 1� ���
 �����	���

�����	 �������� # �� 
�������� 	
 ���	
 � �	
 ���	
 
��� ���*���
 
����	
�

'��
�� 	� ������� 	
 ��������
 ����	
������ # �� 
�������	 �����	� ���

���	���
 ��	 �	
 ���	
 
��� 
����	
� ���
��	 ν > 1 	� ��	��	 ��	 
��� �� ���	��
� ��������	 ε� ����
 ���	� ������� 	
 ��������
 	
 
�������	
 $	(�)����	
�
���
 ����
 ������ ��	 �	
 ���	
 �	 
��� 
����	
 ���# �� �������� 
������	 �
ε > εb ��������� ����� �

,���	�� �������	� �	
 	�( ��
�����
 	� �����	��	 ���-����	�
 . +� /���� ��
�0��	��	 	 ��������
 ���� ν > 1 �����	�� 	 �� ���
	��	 � �	��	 �����1
����	 	� γ ��
 �	 ��
 $	(�)����� 2���	���
 ���� ����� �����	 
������� 	
�
��	 
����	 
� 	��	 ���
	��	 
� 
�������� 	� �	)�� 	 ���� ���	 	 �	����������
�	���
	 ��� �	
 
������	
�

3�� 
� �	
 ��������
 	 ������ �	��	 ���������� 	 �4�/�15�$	��	�) ���1
&�	 ��������� ���� � �	 *���

	�� ��
 	 �� 
������	 $���6��
 ���	� ��������� 	

������	 �

����	 � ψ → −ψ � �� ���
	��	 � �	��	 ���������	 ������������	�
# γ ��
 �	
 ��������
 ��������	 	��	�� ��

���	 7 ��� ���
���	��� �	
 �	�1
���������
 	 �	 ���	 
��� ��	� ������
�	
� '��
�� �� ���
	��	 	 ���1���������

���������	
 �	
��	��� �	 �����	 	 
�������� 	� �������� �	
 ���	��
 ��	 �	��
����	� �	 ��������	 ε ��������� ����� � "��
��	� 	� �	����$	� �	
 ��������

	 ����� ��

�	�� �� 
������	 $���6��
 ���	� ψ → −ψ � �	 �	��	 ���������	
	� γ 	
� ��
	�� 	� �	
 ���	
 
��� 
����	
 ��	��	 ��	 
��� �� ���	�� 	 ε ����
��	
ν > 1 � 2	
�	 # ����	� �� 
�������� 	
 
�������	
 	 �0��	��	
 
������	
 ����
��	����	� �� ��$��	��	 	���	 �	
 	�( ��
�����
� ���	 # ����	��	 ���
 �����

�����	� ��
 �	
 	�( 
��
1
	�����
 
������	
 ���
����	
 # �� 
�������� 	


�������	
 $	(�)����	
 	� �����	
 7 ���
 ������	���
 ����
 �	
 ��
�����
 ���	��

��	� �� 
�������� 	
 
�������	
 	� ���	
�

������ ���	
�
�� �� ���������

8�	 
������� 
����������	 $	(�)����	 ����	
��� # 	
 �������	
 Ri 	 �%�	
���	��� �)��	
 ��� # R0 �
��� Ri = R0� i = 1, 2, 3 � 9 ������ 	 ����������
��������	 	� R1 ��������� ����: � ���
 ���	���
 ���������� 
����������	 #
����	��	 
���
/��� R0� 
��� �

εR0 + γR2
0 −R3

0(1 + 2ν) = 0 . ����;< 



��� �����	
�� �������� �� �����������

�� ��	�� �	�	 ���	 ��	�� ��� �

R0 = 0, ; R0± = γ ±
√

γ2 + 4ε(1 + ν)

2(1 + ν)
. �������

 � ����	�� R0± 	������ 
�� �� ����� �� �� ���	�� �	� ��	�	! " #���� $���#

�� ν > −1 ������ ��� �%�&�� ����# �� ���������� ������ ��� $%�����
�%��	����� $� �������� ����#��' �� ��������� ε �� ���� ������	�� $� ��������
�� $���	�� $� &��	��	�� �	&��� �

ε > − γ2

4(1 + ν)
≡ εe . �������

(�� �������� $��� 
�� �� $��� ����	�� R0± ��	���� ���� $� &�����
�#���	&� $� ��������� ε �	��� ε < 0�' �%��)*)$	�� �&��� $%����	�$�� �� ���$	�	��
$%	���+	�	�# �	�#�	�� $� �� ����	�� ����� R0 = 0' ��
����� �� ����	��� ���
�� ε
�� ���� (�� ���� $��� �� ��#���� $%��� +	!�����	�� ��)��	�	
�� ������#�
�� ���������� ��� " 	� %��	� �,�� $%��� +	!�����	�� ������	�	
��' &�	� ����)
������ �����

#��	&�� �%#
���	�� &#�	�#� ��� R0 �� &��	�� $����	
��' �%��)*)$	�� ��
����� 
�� �� ����	�� ���	����	�� R0 $#���$ $� ���� ��	� R1 = R2 =
R3 = R0(t)�� " * ����	� $� �%#
���	�� $%����	��$� �� R1 �#
���	�� ����-�' ���
�+����� �%#
���	�� �	&���� �

Ṙ0 = εR0 + γR02− (1 + 2ν)R3
0

= − ∂

∂R0

[
−ε

R0

2
− γ

R3
0

3
+ (1 + 2ν)

R4
0

4

]
≡ − ∂V

∂R0
�������

�. V = V (R0) = −εR0

2 − γ
R3

0

3 + (1 + 2ν)
R4

0

4 �� �� ������	�� �&�	� ����� �����'
$%�. �� $	������� $� ����	�� ���	����	�� ���� ,��� $#$�	� �&�	� ����� ���/��

0� ��������� ��� ������+��	�� δi * �� ����	�� ���	����	�� �� �� �1��)
����� ��� �	�#��	��	�� $� #
���	�� $%����	��$� �� Ri �#
���	�� ����- �� ��
#
���	�� ���	#� * R2 �� R3' $#$�	�� $� �%#
���	�� ����- ��� ��������	��
�	�����	���' ��� �+�����

δ̇1 = (ε− 3R2
0 − 2νR2

0)δ1 − (γR0 − 2νR2
0)(δ2 + δ3) . �������

 � #
���	�� ���� δ2 �� δ3 � $#$�	��� $� �%#
���	�� ����� ��� ��������	��
�	�����	���

2##��	&�� �� ����� �� ��������� �� $	1#����� $��� * $��� $� #
���	��
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 � �� �������� V (R0) ��� ���������� ������� �� ε	 ε = ε∗ ��������� � ��

������������ �� �� ����� ε = ε∗ ��������� �� ������ �� ������� ����� ���� !� �	"	�#

����� R0 = 0 �� R0 = R+	
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σ = λ1 = ε− 3R2
0 − 2νR2

0 . ��� !"#

$� 
�������� ���	
����� ����%�� ��� R0 ��	
����� �� !�#� ��
� ��
���� �������
���� �	
����� ����

σ =
2ε(ν − 1)

1 + 2ν
− 2

R0(2 + ν)γ

1 + 2ν
. ��� !&#

'� ����� �� σ ��� ��
� �� ������������ �
������ � ε(ν − 1)(1 + 2ν)−R0(2 + ν)γ 
(�������� 	
� �� ���
���� R0− ��� ��
)�
�� �������� �� �� ������*��� �� ���
����
R0 ��� �� ���
���� R0+� ��
� �������� 	
� σ ��� ������+ �� �� �������� �
������
��� ����%�� �

ε > εH =
γ2(2 + ν)

(1− ν)2
. ��� !,#
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������� ���� ��� ��������� ���� ��������� ���� �
 ��
�� �� ��
� �������� �����
�� %�
�� �� & 	
� ���
���� �� ��������� �� ��+
������ �� �� ���������# .�
�
��
���� ����%�� 	
��� ������ ��������� 
�� ���
���� ������������ ���� �����
����� ��+����� /�01#� ���������� ��� ��� Ri ���� 	
� � R1 = R2 = R0 =
[(ε−U2)/(1+ν)]1/2� �� R3 = U = γ/(n−1) '���
�� �� ��������� �� ���� ���
����
������ 	
����� ��� ��
)�
�� �������� .����� 	
�� ��
� ε = εH � �� ����
� �� R0

��� ����� 2 U � �� ��� ����	
��� �� ������ ����� ����� �� ������ ����������
���������� �2 �3 �� ��������� ��� ��������� �� ����%� ����� %�
�� �� &# 

������ ����	
	�� �� ��������� ������

4�
� ��
���� ��� ���
�
��� ������� ��������� �� ������� ��� �	
������ �� �,
�� �� �0 5� ������ 
�� ���
���� ������������ R0

1 = R0
2 = R0 = ±√ε/(1 + ν) 

4�
� ε > 0� ��
� ������ ������� ν > −1 4����� Ri = R0 + δi �i = 1, 2# ��� ��
����������� �� ������� ������ ��� �	
������ �� �, �� �� �0� ��
� �������� ��
������� �
����� �

δ̇1 = −2εδ1 − 2νR2
0δ2 ,

δ̇2 = −2εδ2 − 2νR2
0δ1 .

$� ������� �� ���
���� ��
� �� +���� ������������� �
������ � δi ∼ eσt �� ��
���
���� �� ������������ ��
� �������� ��
� ����
�� ������� �

σ1 =
2ε(1− ν)

1 + ν
, σ2 = −2ε . ��� !0#

6���� ����� 	
� ν > −1� �� ����
� ������ σ1 ��� �������� ��� �������������#�
����	
� �� ��������� ν ��� �
�����
� 2 ��
���� �� � ν > 1# (�������� 	
� ��
��������� ε ��� ������������� ������+� �������� ��������� ��
� 	
� ��� ������
%��� �� ������ ��� ���
��� 2 �� ���
���� �������� R0 = 0 ���� ��� ���
�
���
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-����	� �qi� �#	� i = 1, 2, 3 #���*��� �� �	������ 
��#���	 �q1 +�q2 +�q3 = 0 �#��� *!"
��	 ���.�� �	���� � �� 
������� 
��#���	 ���� �� �	���������� φ1 �#��� ��������
������ %

φ1(�r, T ) =

3∑
n=1

An(T )e−�qn.�r + An(T )e−i�qn.�r . ����/0�

����#��
 �����	���� ���������� ���/1 � �����	 ε %

(1 +∇2)2φ2 = 0 . ����/��

$	��	 �������� 	
� �	�����	 � �	��	 ��� � ��� ���	��	 � �����	 ε1/2 ���� φ1

��������� ���/2� 	� ��� ���
���	��� φ2 	
� 	 �� �3�	 ����	 ��	 φ1 ���������
���/4� �#	� ���� �������	 	
 ��������
 ����	
 Bn(T ))� ,	 ����� φ� � �	�
���	� 	
� ��� ���� ��� % φ = ε1/2φ1 + εφ2�

$����	 �	�� 	
 
�������
 φ1 	� φ2� ���������� 
���
����	 ��� φ ����� � ��
�3�	 �������� �

����	 � φ1 ��������� ���/2� 	� φ2 ��������� ���/�� 	� ���

���� �������	 
� ������� ��� ��� ��������	� 
� �����	��� 
������	�
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�����	 ��� 
� ������ 
�� �	���	���� ����������� ���� ������� �� �����	 A3 = 0�� ��

	������	��� 
�� ��������	� 
��	 �� ����� ��� ��� ����
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�� ���
���� ��
� �� ���� φ ��� �� ���� ���� 	
� φ1 ��	
����� ������ ��
�
!����
��� An ��� An +

√
εBn ≡ Ãn " ��
� #������ ��
� ���� 	
� ��
� �$�#���

��� !����� �� %��� �� �� %������ Bn�
���#��� ���������� �$�	
����� ����& ' �$����� ε3/2 ��
� �!����� (

(1 +∇2)2φ3 = − ∂φ

∂T
+ φ1 + ᾱφ2

1 − φ3
1 . �������

)� ���
���� ��� ������� �$
�� ���
���� ���� ����� ���!�� ��	
����� ������
��
� 
�� ���
���� �����
������ *�������� 	
� ��
�� ��� ������ ��������� ����
��������� ��
������ �
 ����� ���!�� �� �$�	
����� ����� ��
� ���������
�#��� ������� �+�� ,�� ������ ���������� ���� ���
����� �� �$�	
����� (1 +
∇2)2φ = 0� ,���� �	
����� � ��
� ���
���� �� %������ �
�#���� ( e−i�qn.�r ��#�
n = 1, 2, 3)� ,���������� �$�!��� ��� ������ �� e−i�q1.�r ���
� �
 ����� ���!��
�� �$�	
����� ������� -� �� ������������ �
� ������ ��������� �� �$�	
����� ����� 
���� −∂φ/∂T+φ1 ��
� �!������ ��� ������ �� ���� [−∂A1

∂T +A1]e
i�q1.�r� )� �����


!�	
� φ3
1 ����
�� ��� ������ �
 ���� A1A

∗
1A1e

i�q1.�r ����� 	
� ��� ������ ��
� ��
%���� A2A

∗
2A1e

i�q1.�r �� A3A
∗
3A1e

i�q1.�r ����������.��
� �� �������� �� ��������
���������� �q1 +�q2 +�q3 = 0�� )� ����� 	
������	
� ����
�� ��� ������ �
 ����
A∗

2A
∗
3e

i�q1.�r�
)$�	
����� ����� � ��� ���
����� ' �� �������� �$�#���� ��� ������ ����������

�
 ����� ���!�� �� �$�	
����� �#��� ������� �+� " �� ������ �$���
������
�
 ��/���� �� ei�q1.�r �
 ����� ���!�� �� ������ ,���� �������� ���
��� ��

�� �	
����� ��� �������� 	
� �$��� �
��� 	
� �$�	
����� �$�#��
���� ��������

∂A1

∂T
= A1 + 2ᾱA∗

2A
∗
3 − 3|A1|2 − 6(|A2|2 + |A3|2)A1 . �������

)�� ������
��� A2 �� A3 �!���
�� �� ��������� ��� ������ ���������� �� ei�q2.�r

�� ei�q3.�r �!������� ' ��� �	
������ ���������� �!���
�� ��� ����
������ ��
.
����� �� �$�	
����� ������

0���� ��
� ��������� �� ����� 	
������	
� A∗
2A

∗
3 �� �$�	
����� ����� ���

���
�� ��� �� ����� �� α �� �$�	
����� ������ ,�� ��1��� %���������� �
 ��

�������������� �#��� ������� �+� �2 �� ����� 	
������	
� ����� ���� �����.
���� ��
� �� %���� �� �$�	
����� �$������
���
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� ��� � ����
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 An �
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�� 	��� ������� ��
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 ��������� &+�&� ������� ����� 	

�� �,�� �������
 -

ε
∂φ

∂T
= [ε− (1 +∇2)2]φ +

√
εᾱφ2 − φ3 , �&+�./�

�0 ���� ����� ���� α = ᾱ
√

ε 
� ᾱ 
�� 	���	�
 �� � �
��
 !"���!#�
 ��� 	����� �� ���!�
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 �!��� φ 
� ��������
 	� �
��� �����#��


√
ε� ���� -

φ(x, T ) = ε1/2φ1 + εφ2 + ε3/2φ3 + .... �&+�..�

���� ���
��� � ������ 	
 ���������� &+�./ � ����	�
 ε1/2� ���������� �������
 -

(1 +∇2)2φ1 = 0 �&+�.1�

	��� �� �������� 
�� 	����
 ��� -

φ1 = A(T )e�q.�r + c.c. �&+�.4�

�0 c.c. ���� ���� �����
$
 ���5��� 
� |�q| = qc = 1�
6�� ����
 ���� ������� �� 	��� �
 ��������!
 &+�& �������� � ����	�
 �������
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���������� φ1� 7� �
��� 	
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���������� ��������
 ��� �� �
���������� φ1 �������� &+�.1�� ���� ���
���� �� ��������
�������
 - φ1 =

P
�q A�q(T )ei�q.�r + c.c.�
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����� ��*���� ��� ��+�����	 �� ��� �� �������� �� ���������� ��� ��������� (������

�� �,�� -./ �(����� ��� ���������� �� �� *���0�� ��� ���� 1 �� ����� �� ������ �2��

������ ����� �� ����� *������� ������������ �� 3 ���*� 4	 5� ������ �� ���� �� �����

��� �� ��������� �� �� ���6��� ������ ����������	 5� *���������� �� ���� ��������7��

����������� ��� �� ����� *������� 7�� ��+��� ����� �������*��� 7�� �+����� ��� *����

��������� � �� �� *8*� ���(�(����� ���� ��� � ���������� ������  ��������	 9���� ��

��+����� �� ���� � 8��� �� �����  ����� �� ������� �� �2�**�(�����	 5� ����**����

�2��������� �� � ��7�� 6��� 7�� �� ��� �� ���*� ��+����� �� ���� �����  ����� �2��

���*� ��:� �**�(����� �6������ ������ �� �2������� ��:� 6��*��� �� �2�**�(����� � ���

����� �� ����� �� �����	 9���� ����� ��������� ��� ��6���� �� ������� ��*(�� �� 6���� ��

�(����� �2�*��� �2�� ������� *���������7�� (�����	 ;�� ��� ���������� ��*��7��(���

�� �� ��������� -./ ��� �� ��*������ 6������� 1 �� *���� m �������� � �2��������� �2��

������ �� ��,�� R ������ ��� �� ��������� ���<� � �� �� ��,�� R ��**� m ∼ RDF �= DF

��� �� ��*������ 6������� 7��  ��� �� ���� 1.7	 .�� ����� �*���� �� (��� ������������

�2� ������� �� ����� �� ��*�� �2�� ����� �� >�+*���)?�,���	 @����)�� ��� �(���� ��

�������� �� �����  ��7���A� ��**� �2����� ��� �� ����� *����  ��7���A� ��**� �2����

���� ��� ������� �������������7�� ���� ��  ��� ��� �� ������� ��*����� �� �� ������� ��

�� �� ��������	 .2��������� ���� �� ��������� ��������������� ��� ������ ��� �������

��A ���A ������ ��*������� ��� ����� ��� ��� �� ������� B���)>���	 /��0� �� �����

����������� �C���� �� ����� �� �� *������� �� ����� C��� ��� ��������� �� ���� �������)

����� �C���� �� ������� �� ������ �� *������ �� �����	 �/ �� �2��*�(�� ������������ ��

D��� ��(����	
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������ ��	
 � ��� �� �� ������� ����������� ��� ������������ ����������� ���������

���� ��� ���� ��������	 �� ���� ���� ������������ ��� �������� ���� ��� ����

����� ���� �������  ��� ������ �� ������!���� �� ��� ������ �����������"� �� #��

���� ���� ���������� �� �� ����������� �� �������!����� ����� ��������� $�����	 ��

������� ����� �������� ��� ����� %���� ��� �� ������� & ������������ � ������� ��

������� $����� �� �������� �$��'� ( 37)*	 +� �� ������� ��� ��������� �� �����

����� , �������	 ��� ��$�������� ��'����� -���� ��� �� ����������� ����� �������

 ������� .������" &  �" �� ������ ( ����/ !���� ( ����������� ∼ 25 μg/ml �� .��

����� 0  !" �� ������ ���������� �������� !���� ( ∼ 37, 5 μg/ml �� .������ 0  �" �� ����

�� ������!���� ������ ��� ������/ �� %������� !���� ��� ∼ 50 μg/ml �� .������

 �������� ��������� �� 1�" 0  �" �� ������ �� ����/� ����� ��� ����� ���������

!����� ��� ��� ���!�� ����������� �� .������ (< 15 μg/ml)	 2������ �� ���������

3456	 �©7����� 8�!���$��� 9����	
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��� ���� ����� ������ �� �������� �� ������� �� ������
��)������� ���	 1023 
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