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Avant-propos

Le but de ce livre est de fournir les principales clés pour étudier le comportement d’un
systeme dynamique, c’est-a-dire d’un ensemble mécanique, physique, économique,
environnemental ou autre dont on connait la loi d’évolution.

On s’intéresse principalement aux questions qualitatives : un systeme évolue-t-
il vers un cycle-limite ? vers un équilibre ? vers un autre destin ? Ce livre fournit
les outils méthodologiques qui permettent d’aborder ces questions. La recherche de
solutions analytiques n’est pas un but en soi, mais celles-ci sont exploitées quand elles
sont accessibles : c’est le cas des systéemes lineaires, dont on montre I’importance.
On établit ensuite une classification des comportements a long terme d’un systeme.
Ainsi est mis en évidence le cas complexe du chaos, qui donne lieu depuis plusieurs
décennies a d’actives recherches.

Le cadre est celui des systemes autonomes, c’est-a-dire non commandes. Aussi,
le champ couvert est-il frontalier mais distinct de celui de la commande des systemes.

Ce livre traite des systemes a temps discret et des systémes a temps continu ;
nombre de méthodologies mises en ceuvre au bénéfice des premiers sont directement
transposables aux seconds.

Le tres bon accueil réservé a I’édition initiale m’a conduit a garder la struc-
ture génerale. Cette deuxieme édition :

 accorde une plus large place aux systemes a temps discret ;

* voit I’approfondissement de certains thémes, dont la suite logistique qui constitue
une introduction de choix au chaos en temps discret ;

« comporte un plus grand nombre d’exercices et problemes : le choix d’une correc-
tion détaillée de chacun d’entre eux est maintenu.

J'invite le lecteur qui aurait des questions ou remarques liées au sujet de ce livre
a m’enfaire partpar mail a |I’adresse :jeanlouispac@yahoo.fr

Jean-Louis Pac

VII
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genéralités
SUR LES SYSTEMES
DIFFERENTIELS

1.1 Introduction

Un systéme dynamique est un ensemble mécanique, physique, économique, envi-
ronnemental ou de tout autre domaine dont I’état (ensemble de grandeurs suffisant a
qualifier le systéeme) évolue en fonction du temps. L’étude de I’évolution d’un sys-
téme nécessite donc la connaissance :

» de son état initial, c’est-a-dire son état a I’instant to ;
» de sa loi d’évolution.
Un systéme peut étre :

e a temps continu : ce livre accorde une part importante a ce cas, qui est le plus
fréquent ;

e atemps discret :les systémes a temps discret font I’objet des chapitres 10 et 12. Il
faut noter que toute simulation numérique d’un systéeme a temps continu implique
une discrétisation du temps.

Il peut également étre :

e autonome, si sa loi d’évolution ne dépend pas du temps (la loi est alors dite sta-
tionnaire) ;

* non autonome ; sa loi d’évolution dépend alors du temps.

e Un premier exemple : I’oscillateur harmonique est un exemple de systéme auto-
nome a temps continu.

Le déplacement horizontal ~ d’une masse fixée a I’extrémité d’un ressort est régi

par I’équation différentielle : —* = 0, ou oi dépend des parametres du pro-
bléme. Cet exemple simple est instructif car il permet déja de cerner ce qu’on va
appeler état et qu’on notera jc

Nous allons mettre en effet la loi d’évolution du systeme sous la forme :

dx
/\

I)Ho” e

Cette forme est suffisamment générale pour englober un grand nombre de systemes
“@ que I’ingénieur, le physicien ou I’économiste aura a étudier.
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Chapitre 1 < Généralités sur les systemes différentiels

L’équation de I’oscillateur harmonique est d’ordre 2; elle n’est donc pas sous la
forme souhaitée. On I’amene a cette forme en remplacant * g R par x GR”?, ce qui la
réduit de I’ordre 2 a vordre 1. La transformation est la suivante : on pose

xity = (O
m
ou ” désigne la dérivée de ™ par rapport au temps.

On obtient ainsi effectivement I’équation de I’oscillateur sous la forme de I’équa-
tion différentielle vectorielle d~ordre 1 :

On a diminué I’ordre au prix de I’augmentation de la dimension {x GR", alors que "
appartenait a R).

Plus généralement, on passera de (dimension 1, ordre n) a (dimension n, ordre 1)
en écrivant I’équation différentielle :

da-f

dtr TOY Tl g e A

OB la forme d’une équation différentielle vectorielle x = /(x), ou X est le vecteur de
R” suivant :

12 d~/dt
X =
NN dr-Ande -
A I A
En effet, on a :
il * "0 10 ... 0" 0
X2 001...0
X = ° = * * * "’ * u +
An-\ 000 ... 1 ~py 0
K - ,000...0, < ) <o(Xi, X2, Xn)j

A I’image des exemples précédents, I’espace des états est dans de nombreux cas un
domaine O de I’espace R". On I’appelle aussi espace des phases, terminologie intro-
duite par Poincaré. Nous rappelons qu’un domaine est un ouvert connexe, c’est-a-dire
compose «d’un seul morceau ». La pertinence de cette hypothése est justifiée par le
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1.1. Introduction

fait que si  comportait plusieurs composantes connexes (plusieurs « morceaux »),
le systeme se décomposerait en autant de sous-systemes n’interagissant pas, donc
analysables individuellement.

Mais  peut ne pas suffire pour modéliser certains systemes pourtant trés simples
(a I’image du pendule) qui par exemple mettent enjeu des angles, donc des éléments
de R12nZ (ou R/Z). Cette situation est illustrée par I’exemple ci-apres.

e Un deuxiéme exemple de systéme autonome : le pendule
simple a tige rigide

L’état d’un tel pendule est composeé de sa position angulaire et de sa vitesse angulaire.
Son espace d’état est donc :

e M2 si on traduit la position angulaire par un réel. Ce choix, qui revient a « compter
les tours », s’imposerait dans le cas du repérage angulaire d’un pendule de torsion.

* le produit d’un cercle par la droite réelle, donc un cylindre, si on traduit la position
angulaire par un réel a tkn pres.

Dans le cas d’une dimension n quelconque, on parle de variété, entité géométrique
localement assimilable a une portion de  comme le précise |I’annexe 2, paragraphe
« variétés ». Tout systeme mécanique dont un élément est mobile autour d’un axe
ou d’un point répond a la méme logique ; la robotique peut fournir des exemples
complexes.

« Systémes non-autonomes

On peut encore utiliser le procedé d’extension d’état pour transformer un systeme
non-autonome en systeme autonome. En effet, la non-autonomie se traduit par une
équation de la forme x = f{x, /). Il suffit dés lors d’ajouter I’état xn+[ — /, ce qui
réhabilite la forme x = f(x), avec cette fois jc e RV™ et I’équation supplémentaire
Xn+1—1.

Exemple

Soit le systeme non-autonome (donc de loi non-stationnaire) ~=

fi] 010" 'x,’
Avec X= = X ,ona:I= - ba0 X T N9
Ul hJ 000\ | 1

On a donc transformé le systéme initial non-autonome d’ordre 2 en un
systeme autonome d’ordre 1 sur R\ de la forme x = f{x).

Généralisons encore : ce qui a été fait pour les équations différentielles s’applique
© auxsystémes différentiels, autonomes ou non. On se reportera a I’exercice 1.1.

o
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Chapitre 1 « Généralités sur les systemes différentiels

Interm éde historique : Poincaré, un grand précurseur

Henri Poincaré (mathématicien, physicien etphilosophefrancais, 1854-1912), un des
plus grands scientifiques de tous les temps, a éclairé de son génie lafin du XIX” siecle.
Comme pour d’autres grands mathématiciens, la mécanique céleste a été Pune des
motivations de ses travaux et Va conduit a modéliser les systemes différentiels au-
tour de la notion d’« espace des phases », que nous appelons aujourd’hui espace des
états... et que nous retrouvons tout au long de ces pages. L 'usage a garde partielle-
ment cette dénomination initiale dans I’expression de «portrait de phases ».

Poincaré afait un certain nombre de découvertesfondamentales, certaines tres en
avance sur son temps. Leur ampleur et leur variété justifieront un nouvel interméde
historiqgue dans ce document. A suivre donc...

Exercice 1.1 Mise de systemes différentiels sous la forme x = f(x)

U = au-\-b U-\-ci)-\-dv

V- ei) f V+gu + hu

sous la forme d’un systeme linéaire i = A .;r, ou x est un vecteur de dimension
n convenable et A une matrice carrée nxn.

1. Mettre le systéeme différentiel :

- ail + bu +cv +dv + a(t)

v=oei)+fv +gu + hU+R(t)

(non autonome) sous la forme d’un systéme autonome x = f(x), ou .vest un
vecteur de dimension convenable.

il = uv —SinuU cosV = h(u, v)

v=uu 2uv +wW"v+er=k(u, u V)

sous la forme d’un systeme x = g(x), ou jc est un vecteur de dimension
convenable.

2. Mettre le systeme différentiel :

3. Mettre le systeme différentiel :

Hypothéses pour la suite : nous allons étudier le systéme différentiel s suivant :

I =f{x) ")
dans lequel / est une fonction de classe C* définie sur un domaine 12 ¢ et
a valeurs dans Nous relacherons assez souvent cette hypothése en supposant

/ seulement localement lipschitzienne, pour des raisons qui apparaitront au para-
graphe 1.2.1.

L’application x G 12 i* f(x) e R" représente un champ de vecteurs (c’est le
«champ des vitesses » du vecteur d’état x), expression qu’on pourra substituer au mot
systéeme. On adoptera quelques variantes dans le vocabulaire en nommant I’équation
ci-dessus, indifféremment :
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1.1. Introduction

e équation d’évolution du systeme (sous-entendu ; équation vectorielle régissant
revolution d’un systeme physique, mécanique, économique, etc.) ;

* équation du systeme ;

» systéme (sous-entendu : systeme d’équations différentielles scalaires).
On appelle :

* trajectoire une solution du systeme différentiel ;

» orbite du systéme dynamique la courbe de  image de I’ensemble des temps par
une trajectoire.

De facon imagee : alors que la trajectoire est une courbe graduée en r, I’orbite est une
courbe non graduée.

On utilise souvent une notion intermeédiaire en pourvoyant une orbite de fleche(s)
indiquant le sens croissant du temps. Un ensemble d’orbites fléchées est appelé por-
trait de phases : voir la figure 1.1.

Figure 1.1- Trois portraits de phases.

La pratique montre une certaine souplesse dans la terminologie : dans de nombreux
documents, orbite et trajectoire sont synonymes. Dans tous les cas, il convient de bien
noter le sens des termes.
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Chapitre 1 = Généralités sur les systemes différentiels

Exercice 1.2 Des portraits de phases
Tracer les portraits de phases des systémes suivants, dont |’état est défini sur ¢

1. Croissance d*unepopulation :en environnement infini, une population jccroit
seloni = Q'*oua>0 (croissance malthusienne).

Si I’environnement est fini (aire, ressources, ...), la population jc ne peut pas
dépasser une certaine valeur. Moyennant un choix convenable des unités, elle
satisfait I’équation logistique proposée par I’économiste Francois Verhulst

i = x(I —x), avec cl =]0, 1. On tracera le portrait de phases de I’équation
logistique sans la résoudre analytiqguement, avec il = R (noter que seul O = R+
a une interprétation démographique).

2. Un systéme unidimensionnel :

x = x{x- D)(x-2)(x- 3)(f- 4) avec O = R.

3. Deux systémes bidimensionnels [avec z = |?[] :
yi

(a) Zz=1 j Z avec O = R”
(b) Z=1Q O=R"

4. Un systéme 2-D I).(p<.-p>)

(représentation dans R”, en coordonnées polaires).

Exercice 1.3 Toute orbite est connexe

Soit s un systeme dynamique x = /(x), avec / localement lipschitzienne sur H,
domaine de R”. Montrer que toute orbite est connexe.

Exercice 1.4 Un systeme unidimensionnel a-t-il des orbites périodiques ?

On rappelle que les deux seules variétés connexes de dimension 1 sont R et le cercle
(ou tore T').

Soit s un systeme dynamique x = /(x) sur il, variété de dimension 1 On suppose /
continue.

1. Pour il = R, montrer que S ne posseéde aucune solution périodique non triviale
(c’est-a-dire non constante).

2. Pour O =r ', montrer que s peut posséder une solution périodique non triviale.
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1.2. Théoreme de Cauchy-Lipschitz

1.2 T héoréme DE Cauchy-Lipschitz

1.2.1 Le théoréeme

Le théoreme de Cauchy (ou de Cauchy-Lipschitz) indique que pour toute solution
initiale xg e Q le systeme différentiel x = f{x) a une solution unique.
Il fait I’objet de I’annexe 3 et s’exprime ainsi :

Théoréme de Cauchy-Lipschitz

Soit (E) Véquation différentielle x = f(x), ou f est unefonction localement lip-
schitzienne sur un domaine Q de R” et & valeurs dans R

Alors, pour tout xq g il existe une solution maximale unique de (E) satisfaisant

x(0) = XQ

» Notons que I’hypothese (que nous ferons souvent) que f est de classe  est plus
exigeante que celle du théoreme de Cauchy, car :
/ de classe C- => [/ localement lipschitzienne (voir I’exercice 1.5).

* Qu’est-ce qu’une solution maximale ? Pour chaque condition initiale xqg, on peut
choisir un intervalle de temps ouvert J(xq) maximal au sens de I’inclusion, donc
hors duquel la solution x(r) sort de H ou n’est pas définie. On peut appeler /(xq)
plage temporelle de xq. La solution x(t) correspondante est elle-méme dite maxi-
male. Dans de nombreux cas, / = R ou R+.

* On dit que deux trajectoires x\ et X2 se coupent s’il existe un temps r tel que
X|(r) = X(r). Mais dans ce cas-la, le caractére autonome du systéme permet dans
le théoréme de Cauchy de remplacer x(0) = 0 par x(r) = 0, ce qui montre que deux
trajectoires qui se coupent sont identiques. L’exercice 1.6 montre que ce résultat
est faux si / n’est pas localement lipschitzienne.

* Pour les systemes linéaires, / étant alors un endomorphisme de R”, on al2 = R"
Les solutions éetant des exponentielles matricielles (chapitres suivants), on a: Vxq g
R”, 7(x0) = R. Pour des systémes non-linéaires, des contre-exemples simples (on
en donne un ci-apres) montrent que J(xo) peut étre distinct de R.

* On peut exprimer le théoreme de Cauchy d’une fagon différente en disant qu’a un
présent donné correspondent un passé unique et un avenir unique, ce qui définit le
déterminisme. On se reportera a I’annexe 3.

Interméde historique : Cauchy, un mathématicien prolifique

Augustin Cauchy, mathématicien francais (1789-1857), a apporté une contribution

fondamentale a tous les secteurs des mathématiques de son temps. Nous lui devons la



Chapitre 1 « Généralités sur les systemes différentiels

premiére définition rigoureuse de la continuité (quel que soit s, il existe g tel que...},
de rintégrale définie : les sommes dites de Riemann auraient pu porter son nom.
La théorie des fonctions holomorphes lui doit ses fondements. Quant aux systemes
différentiels, Vimportante notion de déterminisme est étroitement associée au théo-
reme de Cauchy - Lipschitz, dont laformulation initiale date de 1820. Toujours dans
le domaine des sytéemes dynamiques, Cauchy a apporté sa contribution a la théorie
des perturbations, donc a I’analyse d’un probléme phare pour les mathématiciens et
astronomes depuis le XVII™ siecle : la stabilité du systéeme solaire.

Un exemple de 7(x0) borné : le systeme non-linéaire suivant : x —\ + fournit
un exemple trés simple (la dimension de I’espace d’états est « = 1) d’intervalle J{xct)
borné. On a en effet :

dx dx

-t-wQet siro=0 -«
1-h J)Q 1Hx

arctan X- arctanxq = t. D’o0 : x = tan(r arctan xq). Il apparait ainsi que :
/(-"0) =] - N2 - arctan xo, A2 - arctan xol.

Par exemple, /(0) =] - ;r/2, ;r/2[ et 3{-\) =] - A4, 3;r/4[ (ce qui correspond a
arctan xo = Le caractére borné de J provient ici de la nature de la fonction
x(t) : il s’agit d’une fonction tangente, prenant toute valeur réelle lorsque la variable
décrit un intervalle ouvert de longueur n. A la borne supérieure de 7, le module de
Xtend vers I’infini : on dit que la solution explose, ou qu’elle connait une mort
explosive.

Mort
explosive

0

rs]

)
o)

Figure 1.2- Un systéme monodimensionnel explosif.

oy

On peut aussi qualifier le comportement du systeme lorsque t A

naissance implosive.
On peut généraliser I’emploi des deux adjectifs par les définitions suivantes, dans
lesquelles a e Ci, les temps r- initial et tf final, étantfinis :

* il y a naissance implosive si lim™™+ ||x(0ll =

)



OB Cur gy
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* il y a mort explosive si lim™- |[jd0ll = +"0 ;
* il y a naissance explosive si Iim.".JIr W{t) - «| = 0et IirrYW‘Jir Wx(H)\ = +00 ;
il y amort implosive si lim™- \x{t) - a\ = 0 et lim™- |i(Oll = +"-
On trouvera un exemple bidimensionnel de ces deux derniers cas en exercice 8.1,
placé au chapitre 8 car on se situe alors hors de R™.

Le paragraphe 1.2.3 traitera a contrario d’un systéme, linéaire de surcroit (I’oscil-
lateur harmonique), qui, lorsque t croit de -00 a +o00, prend des valeurs appartenant a
un ensemble borné.

Probléme 1.1 Un critére de mort explosive

Aucun systéme x - f{x) linéaire (donc avec f polyndme homogéne de degré J)
n’explose, mais le systeme unidimensionnel x = x a une mort explosive. Le but de
I’exercice est de mieux dessiner les limites entre ces deux types de comportement.
Tous les systéemes évoqués dans |’exercice sont localement lipschitziens.

1. On considere le systeme x = ,oujcGO=R*eta6R.
(@ Donner pour o 1 (le cas a = 1 correspondant au cas classique d’un
systéeme linéaire) I’expression analytique de la solution x(t) obtenue pour
40) = Xa.
(b) Montrer que pour a > 1,1e systéme connait une mort explosive a un instant
tf(xo) qu’on exprimera en fonction de xq et a.

2. On considére le systeme x = xiXwx'f ,oux G O =] 1, +oo[ &ij3 e
Discuter I’existence d’une mort explosive en fonction des valeurs dep.

3. Gardant O =] 1, +oo[, on considere maintenant le systtme X = x"{\nxf ou
a oxp sont des réels quelconques.

(@) Pour xo e n, identifier orb~(xo) (partie d’orbite correspondant a i > 0).
(b) Genéraliser au nouveau systeme considéré les résultats des questions preé-
cedentes.

(c) Proposer une application a des systémes d’ordre n quelconque.

Une conséguence importante du théoréme de Cauchy-Lipschitz

Deux orbites distinctes sont disjointes (ne se coupent pas), ce qu’on énonce parfois

« deux trajectoires ne se coupent jamais ». En effet, si deux orbites ont un point com-

mun, on les reconstitue grace au théoreme de Cauchy de facon unique a partir de

ce point. Ceci n’exclut pas un schéma de trajectoires du type suivant, qu’il convient
% simplement d’interpréter correctement.
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Ce schéma ne représente pas deux fragments de trajectoires qui se
coupent en E, mais cinqfragments de trajectoires : C\, C2, C3, C4
et E. Ce dernier est ce que nous appellerons un équilibre (f est nulle
en ce point) et constitue a lui seul une trajectoire.

C\ (resp. C2) peutfaire partie de la méme orbite que C3 (resp. C4)
si ces deuxfragments se raccordent.

Le nombre d ‘orbites représentées est en tout état de cause supérieur
az.

Exercice 1.5 Classe C™ et Lipschitz

Montrer qu’une fonction / de classe sur un ouvert de Ry est localement
lipschitzienne.

1.2.2 Compléments sur les espaces de t,de x et de x

Espace de t : nous avons vu que pour un état initial donné xq, il existe une plage
temporelle J{xq) de définition du temps, intervalle ouvert contenant 0. Mais on peut
aussi imposer une condition du type x{t{)) = xg avec 1o * 0. Nous noterons alors

“/9) pl~ge temporelle. Dans ce cas 13, 1’ « état initial » au sens strict jc(0) peut
ne pas exister. Par exemple, pour le systeme x = \ + x™ la condition x(2) = 0 conduit
aJ(tQ, xo0) = J(2, 0) =12 - njl, 2+ ;r/2[, qui ne contient pas le temps nul : on a donc
une naissance a un instant strictement positif, et I’on peut sans difficulté imaginer un
exemple exhibant une mort a un instant strictement néegatif.

Espace de x : nous avons déja remarqué que dans le cas du pendule simple, jc va-
riable angulaire, n’appartient pas a R mais a I’ensemble des réels définis modulo In :
cet ensemble a la topologie du cercle et non celle de la droite : c’est une variéte diffé-
rentielle de dimension 1et non un ouvert de R. Pour toute modélisation a n variables
d’état dont au moins I’une est un angle, 12 sera une variété de dimension n et non un
ouvert de w\ Nous en verrons quelques exemples au chapitre 8. Notons qu’une li-
berté courante de langage peut amener a désigner comme « vecteur d’état » le /i-uplet
définissant I’état.

Espace dei: : Sijcg R'\ ON aaussi x ew~. Mais si ce n’est pas le cas, par exemple si
est (ou contient) un angle, il reste possible de définir une dérivée jc ¢ R"* moyennant
un formalisme adéquat, que nous évoquerons en annexe 2.

Dans le cas ol 12 ¢ R~ une autre question se pose : de quelle structure doit-on
munir R*? Au sens strict, R™ est un espace vectoriel. Mais dans de nombreux cas
(exemple : x = \ sur Q = R), aucun point de D n’a un statut privilégié et la struc-
ture d’espace affine est plus naturelle. Bien souvent encore, essentiellement quand
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1.2. Théoreme de Cauchy-Lipschitz

on traite de questions de nature topologique (continuité, limite), la structure d’espace
topologique suffit. A I’opposé de cette logique, on peut légitimement munir il d’une
structure euclidienne. Par exemple, dans le cas de I’oscillateur harmonique (premier
exemple du § 1.2.3), il existe une structure euclidienne de I’espace des états pour
laquelle les orbites sont des cercles, ce qui offre I’avantage de renforcer la compré-
hension du systeme en exploitant notre intuition géométrique.

1.2.3 Deux exemples
1) Un exemple linéaire : I’oscillateur harmonique

Nous avons déja introduit au paragraphe 1.1 I’oscillateur harmonique, dont I’équation
est :
01
x{t) = 0 x{t)

Pour = 1, cette équation traduit I’orthogonalité des vecteurs v et i dans le plan
de phases. Ceci implique que les trajectoires sont des cercles de centre 0. Le retour
aun quelconque se traduit pour les trajectoires par une affinité, qui transformera
donc les cercles en ellipses. Le point O, qui constitue en lui-méme une orbite, est ici
appelé centre ou point elliptique, ainsi qu’on le verra plus loin lors de I’étude des
équilibres.

Retenons donc que pour I’oscillateur harmonique, les trajectoires dans I’espace
d’état sont des ellipses de centre 0, toutes décrites avec la méme période iTijco.

Figure 1.4- Oscillateur harmonique.

Portrait de phases de I'oscillateur harmonique : I'abscisse représente la position q de
la masse oscillante, I'ordonnée sa vitesse q (que nous avions nommeées et ~Nau para-
graphe 1.1).

11
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2) Un exemple non-linéaire : le pendule simple

Un pendule simple non amorti repéré par |’angle 6 d’écart de sa tige (rigide) par
rapport a la verticale descendante, a une énergie totale constante. Ceci se traduit, T
représentant |’énergie cinétique et v I’énergie potentielle, par :

1/2 mv'2+m-g—z—=|/92'mu2 + mlg{\ - COS0) - Cte
T Vv

(m étant la masse, v sa vitesse, / la longueur de la tige
de masse nulle), soit encore :

\I2ZmI~ 6~ - mlg cos 0 = Cte,
d’ou par dérivation par rapport au temps :

mf. O. 6+ mlgsinO 0 = 0.

Cette équation se simplifie et devient : 6 = -{gli) sin 6, soit encore 0= - sinO en
unités convenables. Ici aussi, I’espace des états est de dimension 2.
M j X2

, on obtient X - f{x) =

Avec ;r = r .
A9 = Sln X\

Remarque

Dans le cas ou les forces appliquées a une masse ponctuelle dérivent d’un potentiel,
I'équation fondamentale de la dynamique est du type :

§ --VW

avec g eR (cas de I'oscillateur harmonique ou du pendule simple), ou g e R* ou R" (cas
d’une masse ponctuelle dans un champ de gravitation, ou d’une charge électrique
dans un champ électrique, ou plus généralement q e R”). La procédure d’extension
d’états vue au paragraphe 11 conduit alors a ajouter au vecteur q e R" le vecteur
vitesse (1 € R", pour former un vecteur d’état {q, q) e RV

Le systéme est dit conservatif, ce terme signifiant la conservation au cours du
temps de I’énergie totale, ou hamiltonien. Nous donnerons plus loin une interpréta-
tion supplémentaire de I’adjectif « conservatif ». Le champ des vecteurs d’état est dit
hamiltonien, notion sur laquelle nous reviendrons au chapitre 6.

 Pour I’oscillateur harmonique, I’équation déja vue :

/2 - 19 I, M2

d A - ..2 ;. . d™g _ ; o
il -0)“q s écritaussi — " =-VvVv{q) avec V{q) = -
I

A

d
* Pour le pendule simple également, on a bien une équation du type 1, -VV (")
avec N " et, moyennant un choix approprié des unités physiques, V{q) - ~ cosq.
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1.2. Théoréme de Cauchy-Lipschitz

1.2.4 Excursion momentanée loin de Lipschitz

Le caractere localement lipschitzien de / est la « ligne jaune » au-delda de laquelle
on peut perdre I'unicité de la solution, et ou tout devient donc plus complexe. C’est
donc I’'hypothése minimale que |I’on fait généralement dans |I’étude des systéemes. On
fait méme trés souvent I’hypothése que / est de classe {k > 1), qui implique
le caractere localement lipschitzien de / (voir exercice 1.5) et permet d’établir de

nouveaux résultats impliquant les dérivées.

Exercice 1.6 Des trajectoires sécantes
On considére le systeme x =2 VW, avec .r GrR et/ GR.

Montrer que ce systeme admet une infinité de solutions telles que :
jio = v0) = 0

En d’autres termes, il existe une infinité de trajectoires qui se coupent au point
(t, x) = (0, 0).

Exercice 1.7 L'unicité de la trajectoire n’exige pas Lipschitz

Le théoreme de Cauchy nous indique que si le systeme x = f(x) est tel que / soit

localement lipschitzienne, tout couple (t, X) appartient a une trajectoire unique.

Le but de I’exercice est de montrer par un exemple simple que la condition imposée
a/ n’est pas nécessaire pour assurer l'unicité de I’orbite contenant x. Soit le systeme

X:\_|-Ir"(x), ou x g R.
1 vérifier que / n’est pas lipschitzienne.

2. Montrer que tout couple (t, X) G R™ appartient a une trajectoire unique définie
pour tout temps réel.

L’exercice suivant met a jour un curieux phénoméne : une simple roue peut ef-
fectuer un nombre entier de tours, puis s’arréter pour une durée arbitraire, repartir
pour une nouvelle série de tours, s’arréter a nouveau, et poursuivre indéfiniment cette
étrange errance. Malgré son apparent libre arbitre, ce systeme mécanique respecte

rigoureusement son équation d’évolution.

r
Probleme 1.2 Quand Lipschitz n’est pas 13, les trajectoires dansent

Dans le plan R”, on considere un axe horizontal Ox et un axe vertical descendant Oy.
Un cercle matériel F sans masse de rayon 1 et de centre | roule sans glisser sur
la droite Ox, a laquelle il est tangent en J. Il ne peut se déplacer (ce que certains

% mécanismes sans frottement permettent) que vers la droite (les « x» croissants).

13
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Ce cercle, soumis a la liaison indiquée, est a I’instant initial / = 0 tangent a OX
en O. Il porte sur sa circonférence une masse ponctuelle unité située en M qui lui
est solidaire ; 1/ = O a/ = 0. Le dispositif est placé dans un champ gravitationnel

~g = 17, donc dirigé vers le bas.

La position de ' (donc de M) est définie par I’angle B = (1J, IM) e R, repéré
positivement lorsque J est sur la demi-droite Ox. Le couple (e(t), Oft)) détermine
[’état & I’instant t.

1. Exprimer en fonction de ~ et Ola position OM et la vitesse V de M.
2. On se place désormais dans le cas ou (B, B) = (0, 0) pour i = 0.

Montrer que la constance de I’énergie totale (énergie cinétique + énergie poten-
tielle) entraine O= 1pour B ® 2kn (k e Z).

3. Montrer que |’état du systeme ainsi réduit a la dimension 1peut étre représenté
soit par B seul, soit par x seul.

4. Ecrire I’équation du systéme sous la forme x = f(x). Montrer que / est conti-

nue, mais non localement lipschitzienne.

5. Identifier les équilibres et leur nature. Tracer un portrait de phases, et montrer
gu’il existe une infinité de trajectoires telles que x(0) = 0.
Quelle est la nature des orbites de M dans le plan Oxy ?

1.3 Symétries ORBITALES

L’identification des symétries du systéeme x = f(x) (ot x G H ¢ R") en facilite
I’analyse. La symétrie peut concerner seulement les orbites, mais aussi la fagon dont

elles sont décrites, comme on le précise ci-apres.
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1.3. Symétries orbitales

Appelons A un sous-espace affine de W\ dont la dimension est comprise entre 0 (A
est alors un point) et « - 1 (A estalors un hyperplan), et désignons par iTle symétrique

de a par rapport a A. Nous adoptons cette convention, que a soit un point, une partie
de n ou un vecteur de R'»

Figure 1.7-Symétries orbitales.

a) flot symétrique b) flot antisymétrique.

Supposons que il soit symétrique par rapport a A (c’est-a-dire il = il) et que
I’ensemble des éléments de contact (les directions de f{x)) des orbites soit symétrique
par rapport a A, en d’autres termes que f(”~ | f(X) ; nous écartons, au prix d’une
éventuelle restriction de il, le cas des équilibres. Alors, pour tout .vdans il, Vorbite
du symétrique est le symétrique de Vorbite : OrhCx) = Orb(x).

On dira qu’il y a Symetrie orbitale. Les symétries orbitales peuvent étre classées
selon trois cas :

« Premier cas : symétrie du flot : vx g il, /(~ = f(x). Il y a alors conjugaison des
trajectoires par symétrie, au sens suivant : (p(x, t) = cp(x, t) pour tout t appartenant
a la plage temporelle de x (figure 1.7a). Les descendants du symétrique sont les sy-
métriques des descendants. On a la méme assertion pour les ascendants (les notions
de descendant et d’ascendant, dont le sens intuitif nous suffit ici, seront définies plus
tard).

Exemple

SSiA=0eR” on a -X. Donc, pour tout systeme linéaire, f(x) = f(-x) = -f{x)
f(x) : tout systéme linéaire présente donc une symétrie orbitale par rapport
I'origine, avec symétrie du flot.

Q- I

15
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- Deuxieme cas : antisymeétrie du flot : vx g /(N = Il'y a alors « and
conjugaison » des trajectoires par symétrie, au sens suivant : (pGx, t) = (f)(x, -t) pour t
et -t appartenant a la plage temporelle de x (figure 1.7b). Les descendants du symé-

trigue sont les symétriques des ascendants et réciproquement.
On peut aussi dire que, si (preprésente le flot du systeme miroir (/(x) = -f{x)),

on a symétrie des flots : ¢pCx, t) = 0(;c, -t) = (p{x, ©)

Exemples

1. f(x) = Wpour il =R : il y a antisymétrie du flot entre R-et R_pour A={()}

2. dans le cas de I'oscillateur harmonique (Q=RY), il y a antisymétrie du flot pour
}ou’ge_orbite circulaire dans la symétrie par rapport a toute droite A passant par
‘origine.

» Troisiéeme cas : autres situations : il peut naturellement y avoir symétrie orbitale

sans conjugaison ni anticonjugaison du flot.

Exemple

SOit x =jc+ xr1en( (0u jecr); r: LRI sONt des orbites symétriques par rapport au
point A=Q Mais la conjugaison de trajectoire, qui existe, n'est pas une symetrie :
en raison du terme en )&\ le mouverment centrifuge est plus accentué sur R+ ou il
y a mort explosive (voir le probleme 1.1) contrairement a ce qui Se passe sur R ..

16
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Flot 2

ET CONJUGAISON
EN TEMPS CONTINU

2.1 Flot d’un systéme dynamique

Le flot d’un systéme dynamique est I’application qui a un état initial jeg fait corres-
pondre |’état atteint a Tintant t, ou t peut étre positif ou négatif. Cette notion, qui
va étre précisée ci-apres, privilégie donc le point de vue « évolution a partir d’une
condition initiale ». Notons que la simple expression « I’état a I’instant t» suppose
que cet état est bien défini. Le théoreme de Cauchy I’affirme moyennant I’hypothése
que le systéeme est localement lipschitzien, hypothése que naturellement nous faisons

ici.

2.1.1 Définition du flot d’un champ de vecteurs

On note jco) I’état a I’instant t du systeme d’état initial xq

X (t) = (0)(f, Xa)

Y

Figure 2.1- Représentation du flot.

(N, xqg) est donc I’application qui a tout état initial xq fait correspondre son de-
venir ou son passé a l’instant t. La famille d’applications (t, jc) i-> 0O(L .r) parfois
notée {0 )tER est le flot du systéme. Comme le systéme est autonome, c’est-a-dire
stationnaire, le schéma suivant équivaut au précédent pour tout yréel :

Xg=X(s)

Figure 2.2- lllustration de la stationnarité.

Remarques et résultats

1 Qf, x) made sens que pour te J{& ce qui implique I'appartenance du cougle {t, X)
a un domaine spatio-temporel D de RxQ. Onawu Parexemple au paragraphe 1.2.1
- que pour le systeme x = \ + x*, \a plage temporelle J{x) est bornée inférieurement

&  (naissance implosive) et supérieurement (mort explosive).

17
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En pratique, J(x) est le plus grand intervalle permettant a. (r, x) :
e soit de rester dans

soit tout simplement d'étre défini.
Dans tous les cas, on veillera a I'appartenance de (f, xf a son domaine de définition,
gw est souvent RxR" (temps illimite dans le passe et le futur), RR" (temps illimite
@ R)Ie futur), ou RFx  (temps illimité dans le futur et x confiné a un domaine
2 La notation x(ty sous-entend .o ) = jog Cest donc un raccourci pour désigner
®{t, x0) | X =f{x) S écrit donc aussi :%[x(r, xa)] = /[x(r, x0)]
<>Ux0) <$tig

En d'autres termes, %(/, x0) =1[0(t, x0)],
En notation abrégee : ?
3. Lastationnarité du systeme se traduit par la transitivité du flot.

Lh simple examen du schéma conduit a I'expression de la transitivité :
s+t x) = (pfs, )]

Attention : selon le contexte, la notation x représentera soit un état, soit une
fonction du temps.

4. On appellera ascendant de x tout point (¢ x) de N correspondant a r <., et
descendant de x tout point <§; x) de Q correspondant a r>. .
2.1.2 Continuité du flot

La régularité du flot du systéeme x = f(x) défini sur le domaine 12 ¢ est liée a
la régularité de /. On trouvera la démonstration du premier résultat ci-aprés dans les

ouvrages consacrés aux équations différentielles.

Caractere localement lipschitzien du flot

Si/ estlocalement lipschitzienne sur I’'ouvert O ¢ R”, alors :

 le domaine de définition du flot () du systeme x = f{x) est un ouvert D de

R XO0;
e l|’application (i, x) e X) e Q. est localement lipschitzienne ;
o side plus/ estde classe le flot d)est lui-méme de classe CA.

18
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2.1. Flot d’un systéeme dynamique

Si / est lipschitzienne sur 12, ce résultat se précise par une inégalité qui montre le

caractere au plus exponentiel de la divergence de deux trajectoires au cours du temps.

Inégalité de Gronwall

Si/ estlipschitzienne de rapport Asur le domaine il de R", alors pour tous jog A »
et ijQ G12, on a en tout instant r> 0 : \\(p(t, «a) - ~o)ll A Tko ~ ol .

Dans I’inégalité, il est nécessaire que x0) et 0(r, ijg) aient un sens. Donc, «en
tout instant > 0 » signifie e J = J{xo0) Pi J(yo) n R+.

Pour montrer I’'inégalité de Gronwall, rappelons que pour toute fonction vectorielle
dérivable, la dérivée du module est majorée par le module de la dérivée. Appliquons
cette remarque a la fonction r G 7 i-> 1{t) = (p{t, .0) ~ qui représente I’éloi-
gnement a I’instant + des trajectoires issues respectivement de jeg et yo. Il vient :

glin(olr < Xq) - = {t, ilo) == \f[4>(t< -i0)] - /[O(i, i/o)ll

ot
< A\(p(t, xo) - i/o)ll car / est /l-lipschitzienne
D ’ou éé DI - M) < 0. Aprés multiplication des deux membres par e on
t
d ... e . - i/

obtient e d_t”/(O“ - Ae "™Wj|/@©OI ~ 0, c’est-a-dire vl 1A <0

La fonction 1 1" étant donc décroissante, on a < é'®|/(0)||, d’ou
/(0N < 1102110 Comme /(0) = ||xo - "olL ou reconnaft dans ce dernier résultat

I’inégalité de Gronwall. C.Q.F.D.

e a tfixé : (xo, "0) ™~ 10(L -"0) ~ O(L 70)l ~ G]J|xo - iyoll- H y a donc continuité
spatiale du flot par rapport aux conditions initiales : si jco ot yo sont proches, leurs
images jo(0 = (I>(xo, t) et y{t) = (p{yo, 0 lo sont aussi. L’application est méme
lipschitzienne de rapport C, mais ceci a t fixé. La constante de Lipschitz C =

croit exponentiellement avec le temps. On a malgré tout une majoration de la
sensibilité d’une trajectoire aux conditions initiales.

« a xofixé :on sait depuis le paragraphe 2.1.1 que t i-> x(t) = cp(t, xq) G O a pour
dij)

dérivée E =/ 00 etestdonc localement lipschitzienne, afortiori continue. On
t

se reportera aussi a l’alinéa « compacité des segments d’orbite » placé aprées les

remarques.

19
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Remarques

1 S /estdeclasse C et s U\//" (norme_euclidienne de I'endomorphisme vi) est
bornée sur Q par A alors / est lipschitzienne de rapport A sur Q et I'inégalité

¢ :3mlini IP
2. On peut remarguer que pour f(x) ~ Axe R, avec £>,, on a Fexpression explicite
du flot ;o (r, X0 =>0 s, X0 - fit, V) =(q- yoe\ d'oU W, xq) - fit, Yo\ =

0
lko-i/olk* " I'inégalité de Gronwall devient ure egalité.

3 Dars l'exemple x = 1+x*étudié au paragraphe 1.2.1, / est localement lipschit-
zienne sur Q =R mais n'y est pas lipschitzienne. Aussi, at-on dans ce cas ex-
plosion de la solution & un horizon temporel fini : il Ny a pas de majoration ex-
ponentielle de wit, xo)-f(t, yo\ et I'inégalité de Grormall e s'applique Eas Hie
s'applique en revanche si on choisit pour Q un intervalle ouvert bormé de

4. Le mathématicien suédois Grormall a démontré en 1919 un lemme généralisant la
présente inégalité. Lui-méme orthographiait son nom sans tréma ses publi-
cations, usage gque nous respectons dans ce livre.

Connexité des orbites

Notations : pour tout point x de Q, on notera Orb{x) I’orbite de j: c’est-a-dire I’en-
semble X) \'t £ /(Ji)}, c’est-a-dire encore la réunion des ascendants et des des-
cendants de X

La plage temporelle J{x) de x est un intervalle de R et est donc connexe. Orb{x)
est I’image du connexe J{x) par le flot, qui est continu. Donc Orb(x) est connexe. On
notera donc que toute orbite est connexe.

Compacité des segments d’orbite

On notera Orb~(x) et Orb”{x) respectivement les parties passée (les ascendants de X)
et future (les descendants de x) de I’orbite, soit : Orb~{x) = X) ;te J(xX) n R_}
et Orb”(x) = {(fit, x) \te J{x) n R+}. Ainsi, Orb~{x) n Orb”{x) contient au moins
le point 0(0, X) = X

On appellera segment d’orbite I’ensemble des points de Orb(x) correspondant a
te [a, b], oua Qb sontdeux éléments de J(X). Comme [a, b] est compactetcomme
le flot est continu, un segment d’orbite, image continue d’un compact, est compact.
On retiendra que tout segment orbite est compact.

Si la trajectoire t i-> x{t) est T-périodique (on dira alors aussi que son orbite est
périodique), Orb(x) est I’'image continue de [0, T] et estdonc compact : toute orbite
périodique est compacte.

2.1.3 Flot d’un systéme linéaire

Lorsque le champ de vecteurs fix) dépend linéairement de I’état X, il définit un SyS-
téme dynamique linéaire. Le caractére linéaire du systéme se traduit par fix) = A x,
A étant la matrice du systeme linéaire.
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2.2. Conjugaison des systémes dynamiques

Le flot est explicite : il met enjeu une exponentielle de matrice :
x{t) = d’ol 0(/, X) = eMX

Ceci explique le role central de la matrice A dans I’étude a venir de la Stabilité des
systemes linéaires.

Trois rappels : comme désormais nous rencontrerons souvent des exponentielles
de matrices, il est utile de rappeler trois résultats :

e |’exponentielle d’une matrice réelle ou complexe s’obtient comme somme de la

méme série formelle que pour un scalaire, et converge toujours.

. est faux en général, mais vrai si A et 5 commutent. Voir I’exercice

2.1

—A A
dt

Exercice 2.1 Exponentielle de matrice

On considére les matrices A = et5 = |»

Vérifier que en.eN et sont trois matrices distinctes.

Revisitons dans le cas d’un systéme linéaire les trois remarques et résultats du

paragraphe 2.1.1
1 tappartient & R (on peut choisir t aussi loin que I’on désire dans le passé ou
[’avenir) ou a R+ si on s’intéresse seulement a l’avenir, et jc G W\
2. L équation " (/, x) = f[p(t, x)] se vérifie aisément :
t

1 membre = A X
2® membre = A g, x) = A eMx

3. La transitivité (s +t, x) = 1, {5, x)] se vérifie facilement aussi :

membre = X
2 membre = {3, x) = X —
2.2 Conjugaison des systémes dynamiques

2.2.1 Geénéralités sur la conjugaison

Nous rappelons qu’en |I’absence d’hypothéses contraires explicites, on suppose loca-
lement lipschitziens les systemes considérés. Cette hypothése assure I’existence des
flots.
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Soient 5 1 et S'2 deux systémes dynamiques définis sur les domaines respectifs 12]
etT12de w.

0/
I g2 v

) (So)

V(x)

Figure 2.4- Schéma de la conjugaison.

i/ étant un homéomorphisme (bijection bicontinue) de sur 122, et t un instant
appartenant a I’intersection J{x) des plages temporelles de x et de on définit
ainsi la conjugaison :

S lest cONjugué a 52 par i/ MiCg 12i, Wrg J{x), 0 2 <AW = O[0i(™ x)]

En notation abrégée :02 ° ° 0i- Cette égalité doit étre vérifiée :
- pour tout X appartenant a 12i ;

- pour tout t (une fois x choisi) appartenant a J(x), ce qui implique que les états
01(r, x) et 02[i, 0(x)] sontbien définis (et appartiennent donc respectivement a Hi
et ~2)-

On dit aussi que 5 1et 52 sont topologiquement conjugués par 0.

Si 51et 52 sont définis par x = f\(x) ci x = f2(x), on dit encore que les champs

/1 et /2 sont conjugués.

Si 0 estun difféeomorphisme de classe k (c’est-a-dire : 0 et 0“’ continGment diffé-

rentiables), on dit que 5 1et 52 sont conjugués de classe k par 0.

Remarques

1. Homeéomorphisme et flots commutent au sens suivant : o - o

2. On peut exprimer la conjugaison ainsi, remarquant que le flot traduit la «généa-
logie » des états :

descendant du transformé = transformé du descendant
et
ascendant du transformé = transformé de lI’ascendant

Considérons maintenant deux systémes 5i et 52 conjugués de classe 1
Dérivons par rapport au temps les deux membres de la relation de conjugaison
0 2 ow] =o[ol(™ en utilisant dcpldtit, x) = /[0(r, x)] (§2.1.1).
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2.2. Conjugaison des systemes dynamiques

membre : <AWI = /2102(™ <AW)]

qui, pourr =0, vaut/2[02(0, i//(x))] = /2[<AW]
2~ membre : appelons V(/r la différentielle (dérivée spatiale) de ijj
(matrice n xn dont I'élément (/, j) est dipildxj).

La dérivée du 2membre par rapport au temps est :

d . \
—@MOi(r, x)1 = Vill 4 (t, x)
ot dt
qui, pour t = 0, vaut Vip [/i(0i(O, x))] = Vill[fi(x)I
Egalant les deux, on a donc : f2[ip(x)] = Vif/ [/i(x)].
Le lecteur pourra établir la réciproque :

- tout d’abord en dérivant I’hypothése f2[(I/(x)] = Vil/[f\(x)] par rapport au temps ;

- puis en vérifiant que les conditions d’une conjugaison sont bien remplies.

Par conséquent :

51et 5%2 conjugués de classe 1 Vx eQ.\, /2 [(I"(X)] = Vip [/i(j9)]
Résumons les deux caractérisations de la conjugaison :

51et52conjugués de classe 0 &> 02 ° NN
S\et52 conjugués de classe 1 <=> /2 00 = VO o/]j

Remarques

1. Laconjugaison ne conserve pas la linéarité, ou peut au contraire I'introduire (ce
I revient au méme en raison de la _s%/metrle ce la définition).
en verra des exemples dans la suite.

2. Le calcul de dérivation de E(A[G(A N ci-avant se suffit a lui-méme. En voici toute-

fois un développement en ecriture matricielle, En notant itk G« et /u les A-iémes
composantes respectives de i/, o i et /., la dérivée cherchée a pour /-iéme compo-
sante :

—IiA/[0i(r, X)] = =------ — (X)) +... + - (t, X
utI [0i(r )] OXIl ut (r ) ox,, ut ( )
/11 m‘q LI[01(i.-]
Pour t =0, OL(r, x) = x. D’ou ¢(0/(x) =~f\\{x) ... ¥
ot iXi axf,
(doi

g dx\ dx,, ~f\I(x) A
Onadonc: —— =
df/, d/, fnnx) >

A dx\ dx,,
qui est le vecteur (Vo 0/,)(x)
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Exercice 2.2 Conjugaison centrifuge - centripéete

Soit le systeme S \d’équation d’évolution x = X (trajectoires centrifuges),
avec X G = R*. (On notera que Cl, ouvert non connexe, n’est pas un domaine)

1. Vérifier que le théoreme de Cauchy-Lipschitz s’applique.
Soit wo G 12i. Expliciter par les moyens élémentaires classiques la solution

satisfaisant x(0) = xq, et déterminer sa plage temporelle /(xq).

2. Recenser les orbites du systeme S \.Que devient ce recensement pour le systéeme
Z de méme équation, mais étendu a x GR ?

3. Soit52 le systeme d’équation d’évolution X = -Xx (trajectoires centripetes), avec
xeCl2 = R*.

(a) Exprimer les flots 0i(/, x) et 02(™ -

(b) Soitii/I’application x & i» ip(X) = - 6 122-

Sachant que 12i = 122, vérifier que ipojj I'identité de T2i (et Q2), et que
(pest un homéomorphisme.

(c) Montrer que 5 1et52 sont conjugués par ip.

4. Généralisation a IE" — {0} : on définit toujours S\ par x - X sur et 52 par
X = -X sur 112, avec désormais ili = 12 = - {0}
(a) Exprimer les flots J)\(t, x) et (p2(t, x).
(b) Soitipl’application x G i-> ip(x) = —X- G Cl2.
Sachant que H] = CI2, vérifier que ipoip I'identité de il] (et 122), et que

ipest un homéomorphisme.

(c) Montrer que 5 1et52 sontconjugués par ip.

2.2.2 Conjugaison des systemes linéaires semblables

Le systéme régi par x = /(x) est linéaire si et seulement si, on 1’a vu précédemment,
il estde la forme x = A x, ou A est une matrice nxn.

Deux systémes linéaires x = Axety = By de méme dimension n sont sSemblables
si les matrices A et B sont semblables, c’est-a-dire si elles représentent le méme
endomorphisme dans deux bases (éventuellement identiques) de la matrice de
changement de base étant P, avec P = P“*AP,

(Rappelons que la relation de similitude «A est semblable a B »
est une relation d’'équivalence)
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Soient donc deux systémes linéaires S\ et 52 de matrices respectives A et B.
(B =P~'AP)

Considérons alors I’homéomorphisme de R" sur lui-méme x € R" n» ji/(x) = P~"X.

Vérifions la condition établie au paragraphe précédent :Vijio/| =/2 0 A

™ membre :Vijjo/l = olj, car a > = P~" x est linéaire
=P-"MA

2" membre /2 °<A = Boip
= BP-~

OnaP~"A =BP~"carB =P~"AP.
Par conséquent, la condition de conjugaison est satisfaite. Donc :

Si A et B, matrices d’évolution des systémes linéaires 5 1et 22, sont semblables
avec B = P~"A P, alors S \et 52 sont conjugués par I’homéomorphisme ip=P“"'.

Remarques

1. Laconjugaison de systemes linéaires par similarité est de classe infinie.

2. La similitude de A et 5 est une condition suffisante de conjulgaison des deux sys-
temes. Nous avons wu_(exercice 2.2) et confirmerons plus loin qu'elle n'est pas
necessaire : deux systemes lineaires non semblables peuvent étre conjugués. En
fait,_ la conjugaison est une notion tres souple et les orbites de deux systemes
conjugues peuvent étre d'aspects tres difféerents.

2.2.3 Transformation d’un systeme par difféomorphisme

Considérons le systeme x = f(x) avec x G il, domaine de W\ et/ localement lip-
schitzienne.
Une bijection ip suffisamment réguliere de Ci sur ip{Q), domaine de permet

de définir un nouveau systéme, transformé du systeme initial (figure 2.5). Plus pré-
cisément, on suppose que ip est un difféomorphisme de classe c’est-a-dire une
bijection qui, de méme que sa réciproque ip~\ est contindment différentiable.

Vip Of Oip~ c’est-a-dire :
V4/{x) (f(x)), ou X =

Posons g
Vil € ci{y)

Alors, le champ g, appelé image directe du champ / par ip, est lui-méme de
classe sur le domaine ip{0), donc localement lipschitzien.

Comme ( = \}{JO/O pIX\Cﬂ 'é.gOp: \Iipo/, ce qui, nous l’avons vu au
paragraphe 2.2.1, caractérise le fait que les systémes d’états respectifs jcet ~ définis
par les équations d’évolution x = f(x) ot ij = g{y) sont conjugués de classe 1 par ip.
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Donc, sir I-» x(t) est une trajectoire du systéme initial, t i-» y{t) = (i// o x){t) est une
trajectoire du systeme y = g(y).

On peut s’exprimer différemment, en se rapprochant du vocabulaire des physi-
ciens ou des mécaniciens, en disant que le difféomorphisme ijj est un changement
de paramétrage, expression dans laquelle on désigne par parameétres les grandeurs
constitutives de I’état. Ainsi, d’aprés ce qui précéde, on associe a tout changement de
paramétrage une conjugaison, ce qui s’accorde avec I’intuition. Nous retiendrons :

Changement de paramétrage (par difféfomorphisme)

Soit le systeme x = f{x) localement lipschitzien sur jr E O domaine de et if/ un
difféomorphisme de 12 sur Alors, le systéeme y = g(y) défini sur par
g= Oof O est conjugué de classe 1 par iffdu systéeme x = f(x).

Avant d’en traiter un exemple, un rappel pratique est utile. Le résultat s’établit sans
difhculté en utilisant la série de I’exponentielle d’une matrice :

i A - cos/? - sinZ?
Si = , alors ~ .
J sinb cosb

Exemple du champ hélicoidal

Nota : par souci de lisibilité, on représentera dans ce paragraphe les vecteurs en
, Jeu indifféremment par des vecteurs-lignes ou des vecteurs-colonnes.

On considere le champ hélicoidal dans dans lequel tout état « spirale » autour
de I’axe vertical a vitesse angulaire constante et vitesse verticale constante : c’est par
exemple le champ de vitesse du solide défini par le rotor principal d’un hélicoptére
en ascension verticale uniforme, si on assimile dans ce cas trés particulier le rotor a
un solide indéformable (ce qui n’est plus le cas en translation horizontale).
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C’est aussi le champ de vitesse du solide « tire-bouchon » obtenu lorsque, bouteille
et bouchon restant fixes, on retire le tire-bouchon en le dévissant vers le haut.

Nota : nous restreignons convenablement le domaine 12 d’appartenance de
(x, ij, z) pour éviter tout probleme de détermination de 6 et pour que le passage en
coordonnées cylindriques (voir le flot n° 2) soit bijectif et régulier (difFéomorphisme).

Flot n° 1
L’équation d’évolution de I’état (x, y, z) est :
-1/
y X

K1i>
A

Non-additif a cause de I’équation z= 1, ce systéeme n’est donc pas linéaire.

/-) fix. y. 2)

~ X

Figure 2.6- Une trajectoire hélicoidale.

Le systéeme Si s’intégre analytiguement :

40 \ ™ AIX)) cost - sinrW Ao
y(t) / | i/o sinT  cos t]\yo
X0 cos g
Posant | ™1 = 7201 . lavec ro e R+ et N~ il vient, compte tenu du
\yo | \SINg |

fait que z s’intégre en z(t) = zo + t :

~ro cos(/ 4 OCo) »
0](|_ A4 vo, /b) = ro sin(r -HOo)

Zo + 1

e ("0O» yoj "0) N flOj "o) est un déplacement de R”, produit (commutatif)
d’une translation de vecteur (0, 0, t) et d’une rotation d’angle tautour de Oz.

8 e Les orbites sont portées par des hélices circulaires de pas 2n et d’axe Oz.
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Flot n° 2

fx) x) (n R A
Grace au choix de H, I'application y by = 6 arctan {yjx) est un difFéo-
u w v, .

morphisme de Q dans une partie de

L’équation (r, U, z) = 0, z) du systeme, noté S2 avec nos nouvelles coor-
données (cylindriques), peut alors s’obtenir grdce a la relation de conjugaison des
systemes 5'i et 22 : Vir[li(x)] = De sa résolution, qui fait I’objet de
I’exercice 2.3, on déduit que /2 est constant :

/\O/\
fi{r, 0, 2) = 1 ,ce qui correspond au flot

vl/

Exercice 2.3 Détermination d'un flot conjugué

Le systeme hélicoidal S\ a pour équation d’évolution (jc, i), z) = {-y, X, 1), noté
ici I\{x, y, 2). L’application {x, y, z) ™~ j/(X, y, z) = (r, 6, 2) précédemment défi-
nie est un difféomorphisme de classe car on a choisi pour cela le domaine

d’appartenance de (x, VY, 2).
1. Exprimer la matrice Vi// en fonction de (r, 6, 2)-

2. Notant (r, U, z) = fiir, 0, z) I’équation d’évolution du systéme (alors noté S2)
en coordonnées cyclindriques, déterminer /2 a partir de la condition de conju-
gaison Vi//\I\(X)] = /2[<AW1 (voir § 2.2.1).

3. Intégrer 1’équation obtenu et donner |’expression analytiqgue du flot

(piit, ro, Oq, zO) du systéme 52.

M ais on pouvait dans cet exemple particulier opérer plus simplement, car I’analyse
cinématique nous fournit immédiatement I’évolution de I’état (r, 6, z) :en effet, rest
constant et ~ et z ont chacun 1 pour dérivée par rapport au temps.

m
D’o0 le champ associé au flot ci-dessus : /2(r, 6, z) = 1 On retrouve bien le
vl/
champ constant, donc non-linéaire, déja évoqué. On notera que la notion « champ
constant » n’est pas conservée par conjugaison.
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Flot n° 3
A partir du paramétrage cylindrique, on peut définir un 3* paramétrage encore plus
i) o
simple : o u=0-2z.0naalors: il = 0
a, < z Z, w
Le flot est

On aredressé le champ initial en le conjuguant a un champ non seulement constant
mais égal au vecteur unitaire associé a I’'un des axes de coordonnées. Ce résultat se
généralise : on peut toujours, hors d’un équilibre, conjuguer un systéme de dimen-
sion n au systeme i = (0,..., 0, 1). Ce résultat général constitue le théoréme du
redressement, qui fait I’objet du § 2.3.1.

Flot n° 4

A partir du 3" paramétrage, on peut définir un paramétrage donnant I’équation
d’évolution linéaire la plus simple possible.

Soit V= (donc, v6 R*) et gardons les parameétres r et u.
Alors, V= ze”™ - VQivit) = vg

(ry 000 (n\

Onaalors: il = O00 u :cenouveau systéme est linéaire.
001,
Cette propriété n’est que locale car = 0 (qui conduirait a un équilibre alors

que le systéme initial en est dépourvu) est a écarter, uétant une exponentielle.

CAQ
Le flot est (pa(t, ... lQ, Vq) - o Wo : nous retrouverons souvent

cette derniere forme, commune a tous les systemes ineaires.
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2.3 Quelques propriétés générales du flot

2.3.1 Théoreme du redressement

Nous ne détaillerons pas la démonstration de ce théoréme qui utilise le théoréme des
fonctions implicites. Il s’énonce ainsi :

Théoréeme du redressement

Soit un systéeme x = f(x) défini pour x e Q, domaine de Si/ GC'(i2 etsi
f(x\) ™ 0, alors dans un voisinage de x\, le champ / est localement conjugué de
classe 1a un champ constant.

On peut choisir comme champ constant le champ :
o= (x\, X2,'* , Xn) 1~ f{x) = (0, 0, «»+«, 0, 1) G R". Nous avons rencontré ce
champ dans le flot n° 3 illustrant, pour n = 3 le champ hélicoidal (§ 2.2.3).

Ce théoreme signifie que « tous les points réguliers se valent », au sens suivant :

« Un point régulier est un point en lequel la fonction d’évolution (/ ou analogue)
est non-nulle, en opposition avec un équilibre, en lequel / = 0. Nous reviendrons
sur ces notions importantes en début du chapitre 3.

e Si Xet ” sont des points réguliers d’un méme systéme ou de deux systémes de

méme dimension, il existe une conjugaison dans laquelle x et y sont homologues.

Cela signifie aussi que, tout au moins localement, une éventuelle richesse de com-
portement du flot ne saurait étre espérée qu’au voisinage des équilibres. Et c’est bien
ce que montre la suite de cet ouvrage : non seulement le flot au voisinage d’un équi-
libre peut avoir des physionomies trés diverses, mais il est impossible d’en faire un
recensement exhaustif. Dans ce livre, nous ne saurons classer les équilibres que si
ceux-ci ont la propriété particuliere d’étre hyperboliques, notion qui sera définie en
temps utile.

2.3.2 Flot d’un systeme dynamique sur une variété
invariante

Une variété de dimension p, notion brievement évoquée déja au paragraphe 1.2.2, est
un ensemble homéomorphe par morceaux a une boule de R™, La définition rigoureuse
impose des conditions de régularité aux raccords (intersections de morceaux) comme
on le précise en annexe 2.
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Exemples

1. Uh cercle est ure variété de dimension 1 : deux morceaux {on dira «cartes »)
suffisent a le recouvrir.

2. Une sphere est une variété de dimension 2 ; deux cartes suffisent aussi.

3. Lh tore est une variété de dimension 2; la génération d'un tore par un rec-
tangle deux fois retourné sur lui-méme donne I'idée d'un recouvrement par
4 cartes (les 4 rectangles séparés par les médianes du rectangle initial, élar-
gis pour se recouvrir). On en trouvera le détail en annexe 2, paragraphe
«variétés ».

e« Un ensemble A, partie de est invariant par le flot si pour tout x e A et tout
t e J(x), on a O(r, x) GA. En d’autres termes : tous ascendants et descendants de X
appartiennent @aA. On pourra dire aussi, plus simplement, que A est invariant. Si on
se limite ar > 0, on dit que A est positivement invariant (sous-entendu : par le flot) :
tous descendants de jcsont dans A.

Si I’ensemble A est une variété, on peut restreindre I’étude du systéeme dynamique
de flot 0 a y}. Et, si ladimension de A est inférieure a n, on dispose d’un sous-systéme

plus simple que le systeme initial.

Deux remarques au sujet des variétés invariantes :

- une orbite est en général une variété de dimension 1linvariante par le flot; I’excep-
tion des « tores irrationnels » sera évoquée dans la question 4 du probléme 8.1 et
au § 11.3.1 ;

- sile systeme est régi par un champ hamiltonien, les variétés iso-hamiltonien sont
invariantes par le flot. On se reportera a la notion de systéme conservatif : classique

en mécanique, cette notion sera a nouveau évoquée au § 6.2.2.

Le flot hélicoidal étudié en section précédente fournit quelques exemples simples de
variétés invariantes de dimension 1 (hélices circulaires) ou 2 (cylindres de révolution,
nappes hélicoidales évoquant des « vis d’Archiméde », etc.).

2.3.3 Flot des systemes conservatifs et dissipatifs

Il est instructif d’analyser I’évolution d’un volume de I’espace d’état. Soit donc K
un compact de de mesure V dans MI\ On établit le théoréme suivant, dont on peut
donner cette approche intuitive que nous enseigne l’aérodynamique : la divergence
du champ de vitesses d’un écoulement fluide est la dérivée logarithmique par rapport
au temps du volume massique. Une divergence positive traduit une dilatation, une

~

© divergence négative une contraction (voir la remarque 4 ci-aprés).
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Théoreme de la divergence

Soit X = f{x) un systéme de classe C\ et V(t) le volume dans R" du transformé
d'un compact K par leflot du systéme.

Alors, Y(Or=o = Divfdx
J K

L’établissement de ce théoréme classique requiert seulement I’utilisation d’un dé-

veloppement limité et d’un changement de variables pour I’intégration dans R”.

Remarques

1.

Le théoreme traduit ure intégration sur un volume fini de 'égalité «divergence -
dilatation volumique ».

x e Ko devient a linstant « le point it x). Donc, v est le volume du compact
A= )él@ o (I, x). On peut noter de fagon imagée K, =((t, Ko).

3. S ladivergence est constante de valeur D, alors :

V =jj*Ddx = D j~dx = D.vV, On a =D, ce que l'on rapprochera de la re-

dt
marque : , qui en constitue la version ponctuelle : K d“t'“) =Div/ , égquation dans
laquelle uest le volume massique, inverse de la masse volumique.

Les termes «dlilatation » et «contraction » utilisés ci-dessus se rapportent a une
mesure dans R', mais non a des longueurs : car une dilatation (ou contraction)

nulle au sens volumigue, c'est-a-dire une divergence nulle, peut s'accompagner
d ure dilatation linéaire dans une direction et une contraction dans une auitre.

Un systéme qui conserve les volumes (donc pour lequel Div/ = 0) est dit CONSer-

vatif. Nous avons donné un sens différent & ce qualificatif au § 1.2.3. Nous verrons

plus loin en quoi les deux sens se rejoignent.

Siy < 0, le systtme est dit dissipatif. Nous évoquerons dans un autre chapitre

le fait qu’un systeme physique dans lequel existent des frottements voit son énergie
mécanique diminuer et correspond alors a Div/ < 0.
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Equilibres 3

3.1 Introduction

Soitun systéme x = f(x), avec/ localement lipschitzienne de E = dans lui-méme.

Définitions
xq est un équilibre si et seulement si f(xo) = 0.

X\ est un point régulier s’il n’est pas un équilibre, c’est-a-dire si et seulement si
f(x0 @ 0.

Un équilibre est encore appelé point fixe, ou point d’équilibre, ou point station-
naire, parfois point critique.

Si Xgest un équilibre, x{t) = xg pour tout/ > 0 est une solution du systéme, ce qui
justifie les adjectifs « fixe » et « stationnaire ».

Dans le cas d’un systéme linéaire f(x) = AX, l’ensemble des équilibres
/ “'(0) = KerA est un sous-espace vectoriel de R” ; il contient toujours le point 0.

Remarquons que la seule analyse physique du pendule pesant montre (méme avant
d’écrire les équations du systéme) qu’il constitue un systeme non-linéaire car il pos-
sede plusieurs équilibres isolés.

Il résulte du théoréme de Cauchy-Lipschitz que tout équilibre jco estune orbite. Et
nulle orbite autre que {0} ne contient ce point. Si tel n’était pas le cas, on pourrait
atteindre ou quitter xg en un temps fini. On retiendra que, pour un systeme localement
lipschitzien :

on ne peut ni atteindre ni quitter un équilibre en un tempsfini.

Les équilibres sont donc a la fois des citadelles imprenables et des prisons d’ou I’on
ne s’évade pas. Mais cette constatation reste liée au caractére localement lipschitzien

de /. Si on abandonne cette hypothése, tout devient possible comme I’ont montré
I’exercice 1.6 et le probleme 1.2.

3.2 Stabilité des équilibres  exemple
ET DEFINITIONS

3.2.1 Exemple du pendule et définitions

L’exemple suivant est celui d’un systeme non-linéaire simple, qui sera analysé de

maniére plus détaillée dans un chapitre ultérieur. Les définitions qu’on va donner

0@ sont générales : elles se rapportent a tous les systémes, linéaires ou non.
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Soit un pendule pesant, modélisé par un point matériel rattaché au point de sus-
pension par une tige rigide sans masse : le point matériel peut donc occuper toute
position, basse ou haute. Son état est représenté par un vecteur de regroupant sa
position angulaire et sa vitesse angulaire. Le pendule est amorti ou non.

La définition d’un équilibre permet déja d’identifier pour le systeme « pendule »
deux équilibres, ceci en présence (y > 0) ou non (y = 0) d’un amortissement y :
I’équilibre bas (figures 3.1 gauche et centrale) et I’équilibre haut (figure 3.1 droite).

7=0 Y>0 Y&O
écart arbitraire écart tendant impossibilité de respecter
respecté Vr> 0 (*) vers 0 a long terme (*) Vr> 0 un écart arbitraire
Ao STABLE Ao ATTRACTIF Ao INSTABLE

Figure 3.1- illustration de trois définitions.

Dans les commentaires de la figure 3.1 :
» xo0 désigne I’équilibre figuré ;
e le terme écart désigne I’écart a 1’équilibre (donc |.r - xqH);
e le symbole (*) signifie « moyennant un choix convenable de I’écart initial ».

Ces trois exemples constituent un bon support intuitif pour les définitions suivantes.
To étant un équilibre de S :

79 stable Vé: > 0 B7> 0, ||x - Toll <77 Vr GR+, |0(r, x) - Toll <'s
xQ attractif <= 377> 0, |lt - Toll < W~ lim 0(r, t) = To
0

répulsif  » 371> 0, ||t - Toll <rj li it, t) = T
To rep » ] lle - Toll <rj — lim (pit, ¢) = To
To asymptotiguement stable <=~ To stable et attractif
To instable <= To non stable
Remarques

1. 3 la plage temporelle de x est limitée, on remplacera les symboles e@et -o0 dans
!’encI:ad_re ci-dessus par les temps respectifs tf de mort explosive et 1, de naissance
implosive.

2. Lastabilité (simple ou asymptotique) et en jeu tous les temps futurs, alors que
I'attractivité ne met enjeu que le long terme. Ceci éclaire la remarque suivante.



@206‘—?:?@'

s

<@ o

®

3.2. Stabilité des équilibres : exemple et définitions

3. Lastabilite asymptotique entraine la stabilité par définition.
En revanche, la seule propriété d'attractivite :
« entraine la stabilité asymptotique si s est linéaire;
e IMBIS ne I'entraine pas Si s est non-linéaire. Nous en donnerons un premier
exemple au § 3.2.3.

4. Dars certains documents, I'équilibre que nous venons de definir comme attractif
est appelé asymptotiquement stable et n'est donc pas nécessairement stable. On
veillera donc aux définitions adoptées.

5 Le caractere repulsif (resp. attractif) de I'équilibre 0 pour le systeme x = 1(x)
equivaut a son caractere attractif (resp. répulsif) pour le systeme x = deja
évogue au 8§ 1.3 sous le nom de systéeme miroir.

6. Unh équilibre stable et non asymptotiquement stable est aussi dit équilibre indiffé-
rent, OU encore simplement stable.

7. On utilise souvent les préfixes o et a pour désigner le comportement de I'état
lorsque  tend respectivement Vers oo €t -oo. _
Ainsi, ce gue nous appelons équilibre asymptotiquement stable est parfois ap-

lé équilibre asymptotiquement i~-stable. De méme, nous désignerons par o;(x)
"ensemble-limite de x, notion définie au § 7.1).

3.2.2 Classification élémentaire des equilibres

La classification élémentaire des équilibres selon les qualificatifs qu’on vient de dé-
finir répond au diagramme suivant, dans lequel quelques exemples sont donnés en
italique.

] Equilibres asymptotiquement ]
Equilibres stables stables Equilibres attractifs

Equilibre haut Equilibres instables
du pendule

La suite montrera qu’'on peut, moyennant des hypothéses convenables, affiner la
classification en considérant le systéme linéarisé autour d’un équilibre, systeme dont
Vindice (défini au paragraphe 4.2.3) est une propriété importante.

3.2.3 Attractivité, stabilité et répulsivité : quels rapports?

o Attractivité et stabilité : nous verrons au chapitre suivant, ce qui d’ailleurs est
assez intuitif, qu’un équilibre attractif a d’un systéme linéaire est stable. Mais en
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est-il ainsi pour un systéme quelconque ? Nous savons déja que sur il = R, la
réponse est positive. En effet, toute orbite étant un intervalle, |’attractivité est re-
présentée localement par un portrait de phases du type suivant, qui traduit la stabilité :

a
Mais a partir de la dimension 2, la réponse devient négative. Sur il = R?,
nous pouvons I’illustrer par ... des points d’interrogation, ceci en référence a la forme

de certaines des orbites.

La figure 3.2 montre a cette fin un portrait de phases d’un systéme plan comportant
un équilibre attractif instable, le point A. Parmi les modélisations possibles d’un tel
systéme, on peut proposer celle-ci :

e le cercle unité F ainsi que tous cercles qui lui sont tangents intérieurement en A
(voir figure), une fois privés de A, sont des orbites ;

e a l’extérieur de T, les trajectoires proviennent de I’'infini dans la direction asymp-
totique de OX, contournent le cercle F dans le sens direct, enfin tendent vers A
tangentiellement a AX ;

e lademi-droite ouverte AX est une orbite ;

e« en tout point M du plan, le module de la vitesse est égal a la distance ||[AM|| du
point & A. Ce dernier est donc un équilibre ;

* les sens de parcours des orbites sont indiqués sur la figure 3.2.

A I’extérieur du disque unité, les orbites ont I’allure de points d’interrogation. Le
portrait de phases montre que I’équilibre attractifinstable.
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3.2. Stabilité des équilibres : exemple et définitions

e Attractivité et répulsivité

Par définition, stabilité et instabilité s’excluent. En revanche, malgré I'antinomie des

deux adjectifs « attractif » et « répulsif », les deux notions ne sont pas exclusives :

un méme équilibre peut étre attractifet répulsif, ce qui est le cas dans I'exemple 4
ci-aprés. En fait les quatre cas imaginables sont possibles.

Exemples

1. Soitn=R et X= X;I'équilibre On'est ni attractif ni répulsif ;

2 Soitil=R et x=-x; I'équilibre Oest attractif mais Nest pas répulsif ;

3 Soitil=R et X= x; I'équilibre Oest répulsif MaiS Nest pas attractif ;

4. Dars le chapitre «flots hors de R’ » on évoquera le mouvement du pendule a
vitesse haute nulle. Le flot correspondant posséde un équilibre unique (équi-

libre haut), qui est attractif et répulsif. Dans cet exemple, le flot est de di-
mension 1 nmais on évolue sur un cercle, donc hors de R

On notera que, contrairement aux notions de stabilité et d’instabilité qui sont lo-
cales, celles d’attractivité et de répulsivité sontglobales ;elles dépendent de la confi-
guration générale du flot. L’exemple de la figure 3.2 le montre :si en effet on restreint
le flot au disque ouvert Q de centre A et de rayon 1, certaines trajectoires quittent O
et n’ont plus la possibilité de rallier A. Le caractére attractif de A ne survit donc pas
a une restriction du flot au voisinage O de A choisi.

3.2.4 Ensemble 6 des équilibres

Soit le systeme x = f(x) avec jt GO c R" et/ continue. L’ensemble des équilibres
est & = / “*(0)- Pour le systéme linéaire f{x) = A x, 8 est le noyau de A, donc un
sous-espace vectoriel de W\ Dans ce cas, 0 est le seul équilibre si et seulement si A
est injectif.

Revenons au cas général. Comme / est continue, (0) étant fermé, 8 estfermé.

La question réciproque « un ensemble fermé quelconque est-il I’'ensemble des
équilibres d’un certain systeme ? » trouve sa réponse, affirmative, dans I’exercice 3.1.
On y montre que l'un au moins des systémes répondant a la question est 1-
lispchitzien. On y établit en outre d’autres propriétés de 8.

Exercice 3.1 Tout fermé peut étre un ensemble des équilibres

1. Surun ensemble E muni d’une distance d, on définit ainsi la distance d’un point
X e E'K une partie quelconque X de E :
Xe E d{x, X) = infd(x, z) (voir annexe 2)
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Montrer que, quelle que soit la partie X de E, I’application x e E d(x, X) e
R+ est lipschitzienne de rapport 1.

Montrer que tout ensemble X fermé de est I’ensemble des équilibres d’un
systeme lipschitzien.

. Montrer que tout point d’accumulation d’un ensemble des équilibres S est un

équilibre simplement stable.

. Montrer par des exemples qu’un pointisolé de S peut étre un équilibre simple-

ment stable ou asymptotiquement stable.

Physionomie des équilibres simplement stables

Au voisinage d’un équilibre simplement stable, les portraits de phases peuvent étre

trés variés. Le but de ce paragraphe est simplement d’ébaucher une « galerie des

portraits » qui permet de mieux saisir la nature des équilibres stables non attractifs.

Exemples

L.

Pour le systeme jc=0dans R’, tout point est simplement stable. I y a immobi-
lité de tous les points.

Nous avons déja rencontré dans R le systeme & - ?"0 I qui représente

par exemple I'oscillateur harmonique. Léquilibre O est entouré d orbites circu-
laires.
Le systéme unidimensionnel c=f(x) = sin—- avec /(Q =0 possede une in

finité d'équilibres instables. Léquilibre O est a la fois simplement stable et
centrifuge, comme on le précise dans I'exercice 3.2

Le systeme plan jc - '%8 JCcorrespond au cas-type ' 3 que nous verrons au
§ 5.2. Lensemble des équilibres est une droite, tout point du plan rallie cette
droite.

= SN POUrP o, SINONe 0 oot équiilibre est Fori-

Pour le systeme plan P
gine O Il est entouré d’'une infinité de cycles concentriques, alternativement
stables et instables (les cycles sont les trajectoires périodiques : ils seront évo-
qués au § 7.2).

. Dans R, tout fermé peut étre I'ensemble £ des équilibres d'un systéme : I'exer-

cice 31 montre que les points d’accumulation de £ sont necessairement des
équilibres simplement stables (voir les exemples 3 et 4 ci-avant).

On peut construire toutes sortes d'exemples originaux complétant les précé-
dents. L imagination au pouvoir!
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3.2. Stabilité des équilibres : exemple et définitions

Exercice 3.2 Un équilibre centrifuge mais stable

1

On considere le systéeme unidimensionnel x = f{x) = sin® - pour x ~ 0, et
/(0) =0.
1 Montrer que I’équilibre O est stable et centrifuge, c’est-a-dire : pour presque

tout XG R*, f(x) est strictement du signe de x (en d’autres termes, presque tout
X s’éloigne de 0).

2. Quelle généralisation peut-on envisager ?

3.2.5 Conservation des équilibres par conjugaison

Soient 571 et *2 deux systéemes de dimension n conjugués par I’homéomorphisme
®, et a un équilibre du systéme 5*]. Si I’on appelle ¢\ et ®2 les flots respectifs des
systemes S \et "2, on a par définition de la conjugaison :

Vr GrR, ¢2n, p@a)] = /[pl, a)]. Mais, a étant un équilibre, on a :

V/ Gr, 01(r, @) = fl. Par conséquent, Vr Gr, 02[/, 0(fl)] = d(a). Donc, 0 (a) est un
équilibre de S2- Ceci montre que Thoméomorphisme ¢ de conjugaison transforme
tout équilibre de 5 1en équilibre de 82- En langage abrégé « la conjugaison conserve
les équilibres ».

Il résulte de la symétrie de la relation de conjugaison qu’un point régulier (c’est-
a-dire qui n’est pas un équilibre) ne peut étre conjugué qu’a un point régulier. En
résumé et toujours en langage abrégé :

la conjugaison conserve les équilibres et les points réguliers.

L’exercice qui suit permet d’affiner ce résultat,

r
Exercice 3.3 Conservation de la nature d'un point par conjugaison

Soient deux systemes S\ et 52, définis respectivement sur et M2, et conjugués
par Thoméomorphisme . Montrer que pour tout a G 12i, le point a et son image
O(a) g Q2 sont de méme nature :

- soit tous deux réguliers ;

- soit tous deux équilibres simplement stables ;

- soit tous deux équilibres attractifs ;

- soit tous deux équilibres répulsifs ;

- soit tous deux équilibres asymptotiquement stables ;

- soit tous deux équilibres instables.
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3.3 Autres notions

3.3.1 Stabilité d’'un ensemble

Un ensemble A invariant par le flot est Stable si et seulement si pour tout voisinage
U de W, il existe un voisinage V de A tel que Vr > 0, 0(r, V) ¢ U. On dit encore
que I’ensemble est Stable au sens de Liapounov. On constate qu’un singleton stable
au sens défini ici est un équilibre stable au sens antérieurement défini, ce qui justifie

I’emploi du méme adjectif.

Remarque sur le vocabulaire

En mathématiques, on rencontre I'adjectif stable dans un autre sens : on dit d’'une
facon genérale que X est stable par g Si g(¥) ¢ X o .

Cette notion s'apparente a ce que nous appelons linvariance (prendre a cet effet
of¥ = @t>Q X)) mais differe de la stabilité au sens de Liapounov.

3.3.2 Bassin d’attraction

L’équilibre asymptotiquement stable 0 du systéme x = -x défini dans attire tout
point X G R.". Précisément : Vx e lim x), {0} = 0, ou d[(p(t, x), {0}

t—>o00

représente la distance de 0(/, x) a I’ensemble {0} Nous généralisons ainsi cette défi-
nition : nous dirons que I’ensemble A ¢ O attire I’ensemble 5 ¢ O si et seulement
si les descendants de tout point de B se rapprochent & une distance arbitrairement
faible de A, donc si Vx e B, Ilim d[(p(t, x), A] = 0.Si I’ensemble A attire I’'un de ses

t—¥00

voisinages, il est dit attractif.
On appelle bassin d’attraction de A et on note Att(A) I’ensemble des points attirés
par A, c’est-a-dire le plus grand ensemble attiré par A. Nous retrouverons cette notion

au 8 7.2.1 dans le cas ou A est une orbite périodique.

Exemples et remarques

1. Pour tout systeme et tout équilibre g le bassin d'attraction de »o est nor+
vide car il comprend trivialement >0; ceci vaut méme pour un équilibre répulsif
et/ou instable.

2. Le bassin d'attraction d'un équilibre attractif est un voisinage de ce point :
en effet, il contient le voisinage w évoqué dans la définition des équilibres
attractifs.

3 Dars Q =R, le bassin d'attraction de I'equilibre O, seul équilibre du systeme
x =-x est Q lui-méme.

4. Sur n =R le bassin d'attraction de I'équilibre O seul équilibre du systéme
X=X} est 'ensemble R_; on notera que O est instable et n'est pas attractif. Lh
équilibre non attractif o peut donc posséder un bassin d'attraction contenant
d'autres points que lui-mémre.
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3.3. Autres notions

Exercice 3.4 Un équilibre instable peut-il attirer tout il ?

Dans un syst¢éme dynamique x = f(x) suril, avec / continue, un équilibre instable
peut-il attirer il entier :

1 Pouril =R?

2. Pouril = RA?

41
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Stabilité des 4
SYSTEMES LINEAIRES

4.1 réduction des endomorphismes

Nous avons déja vu que les trajectoires du systeme linéaire
X = Ax sont explicites :x(t) = ¢™xq.

Les propriétés de x(t), notamment son comportement quand / —> 00, qui caractérise
la stabilité du systéeme, dépendent étroitement de Or, si les propriétés de I’expo-
nentielle d’une matrice quelconque restent difficiles a appréhender, elles s’identifient
en revanche trés clairement si on se place dans une base convenable de E -
dans laquelle la matrice est mise sous forme alors dite réduite. Ainsi, la forme de A
(nous utilisons le méme symbole pour I’endomorphisme et sa matrice) devient bloc-
diagonale. On I’appelle forme réduite de Jordan.

« Les blocs sont de dimension 1ou 2 si A est sSemi-simple, c’est-a-dire s’il est dia-
gonalisable sur C.

* Dans le cas contraire, la dimension du plus grand bloc est au moins égale a 2.

Pour fixer les idées et pour montrer que certains endomorphismes trés simples ne
sont pourtant pas semi-simples, donnons un schéma sommaire des différents types
d’endomorphismes, avec un exemple A pour chacun d’entre eux :

A= \eP1

VeP aztib
A=]q 3v p-let3

Dans ce schéma, |q /\] représente la « transformation du relieur » : on pensera a

un livre dont la tranche, initialement rectangulaire, devient un parallélogramme aprés
translation de sa couverture, les pages ayant glissé les unes sur les autres.

Il posséde la seule valeur propre A = 1. Le sous-espace propre correspondant est
seulement de dimension 1. La matrice n’est donc pas diagonalisable dans R, mais ne
I’est pas non plus dans C.

La réduite de Jordan, évoquée ci-dessus, fait I’objet de I’annexe 4. Cette forme

_est adaptée a la prédiction du comportement du flot. Elle permet en particulier de
%) connaftre la nature de I’équilibre 0.
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A A
-
1 ~ 0 1 -
Figure 4.1 - La transformation du relieur.

4.2 Flot et stabilité des systémes linéaires

Dans ce paragraphe, on utilise le fait que tout endomorphisme s’exprime, dans une
base convenable, par une matrice réelle sous forme réduite de Jordan. est muni de
la structure euclidienne pour laquelle cette base est orthonormée. Ce choix justifie les
remarques géomeétriques faites dans ce paragraphe. On y évoque en effet des cercles
et des spirales logarithmiques, qui sont des notions euclidiennes.

4.2.1 Flot d’un systeme linéaire semi-simple

A 0
Dans une base convenable, A = AK
Ak+1
0 A
avec A; = 1M
W 7N

Rappelons que E = R” (avec n = 29 - k > () QSi la somme directe de ¢ sous-
espaces vectoriels invariants par A \E = E\®Ei ® ® Eq.

Les Ei étant invariants par A, I’étude du flot se raméne a Vétude duflot sur chacun
des Ei, donc sur des sous-espaces vectoriels de dimension 1 (associés a d/) ou 2
(associés a Aj), ainsi qu’en atteste la forme du flot :

t 0
M
x{t) = (p(t, x0) = eMXQ = Ak f *xQ
0 enc/t
R ljut -OJt] cos (jut - smu)t\ o ) ,
O nae™ = exp \ . \, Uci uj étant bien sur reels.
M)t fit \'sm OJt cos ut
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4.2. Flot et stabilité des systemes linéaires

Notant R{cx)t) cette derniere matrice qui représente une rotation plane d’angle cot,
on a R{0Jt).

Le flot s’exprime donc au moyen d’une matrice diagonale par blocs, les blocs étant
de dimension 1ou 2 :

diag 0 N
x(t) = 0(r, x0) = ] R

diag [e™ R(UIDN
Cette forme montre qu’au sein de chaque sous-espace E, la stabilité de I’équilibre 0
est conditionnée par le signe de Aou de ji correspondant a E/, en d’autres termes par

le signe de la partie réelle de la valeur propre.

Lorsque t tend vers I’infini, tend vers 0 si d < O, reste égal & 1sid = 0, et
tend vers I’infini sid > 0. Comme la méme constatation vaut pour yy, il est naturel de

définir ainsi les sous-espaces Es, Ec et EM :

1) E~r=sous-espace Stable de A somme directe des sous- 1) négative
2) Ec=sous-espace central de A = ‘espaces E/ associés a des v.p. 2) nulle
3) Ei<=sous-espace instable de A de partie réelle : 3) positive

Les indices s, c et u désignent les adjectifs anglais « stable », « central » et « uns-
table ». Ces définitions s’appliquent aussi a un systéme linéaire quelconque comme
on le verra au paragraphe 4.2.2.

On a naturellement \E = Es ® Ec ® Eu.

Trajectoires dans les sous-espaces invariants

Les sous-espaces vectoriels invariants par A les plus simples sont de dimension 1
ou 2, ce qui permet de décrire trés aisément les trajectoires correspondantes.

» Trajectoires dans E/ ¢ Es
a) d <0 dimE/=1 n

Vxo, x{t) = Vo :tend vers 0 quand t 00

b) w< 0 dim E/ = 2

Figure 4.2- spirale logarithmique convergente.

Vxo, x{t) - .R@@JIY) xq :tend vers 0 quand r - > o0
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Dans les 2 cas, le systeme réduit a Ei est asymptotiquement stable. L’expres-
sion de x{t) montre que I’argument O do, x est une fonction affine du temps et
son module p une fonction exponentielle du temps.

Les orbites sont donc des spirales logarithmiques...
Trajectoires dans E, ¢ Ec

. X i il
a) A=0 dimE, = 1 0 tout X immobile

Vxo, X{t) = xo :il y aimmobilité de x

b) w=0 dim Ej = 2

Figure 4.3- Orbites circulaires.

Vijcqg, Je(r) = R((jut)xo :rotation uniforme autour de 0.

Dans les 2 cas, le systeme réduit a E/ est stable.

(mais pas asymptotiquement stable). Les orbites sont des cercles.

- Trajectoires dans E/ ¢ E,

a) 1> 0 dim E/ = 1

Vxo, x{t) = X0 :tend vers oo quand t 00

b) w> 0 dim Ey = 2

Figure 4.4- Spirale logarithmique divergente.

V.To, WO\ = ™ IIRiudt) xoll = e™ ||vol|| tend vers +00 avec t

Dans les 2 cas, le systéme réduit a E/ est instable.

Les orbites sont des spirales logarithmiques.
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4.2. Flot et stabilité des systéemes linéaires

4.2.2 Flot d'un systeme linéaire quelconque

N 0
Jk
Dans une base convenable, A =
Kk+1
0 Kr,
‘Al 1 Al /

avec 7/ = et Ki -

m 1 m |
les matrices 2 x 2 /1/ et/ étant Ai = _ | Loeth= (1?1)

\adJi fiil \0

Ces matrices peuventcomme dans le §4.2.1 se réduire respectivement a ladimension
1 X1 (scalaire 4) et 2 x 2 (matrice A). La matrice A ressortit au cas général non semi-
simple si I’'un au moins de ses q blocs possede effectivement une surdiagonale de 1
ou de /.

Comme dans le cas semi-simple, on a 0 22 0 ***0 Eq, ou Ej est le
sous-espace stable associé a Xj ou a jij = icoj. Les E, étant invariants par A, I’étude
du flot se ramene ici aussi a I’étude duflotsur chacun des Et :

i\t 0

ok f
x{t) = (pf{t, Xo) = = Mk4] t XQ

Nous allons examiner les deux types d’exponentielles apparaissant dans I’expression
du flot, en utilisant le fait que si » et C commutent :

0 / = =4/ HAN ou est nilpotente d’ordre p - dim 7.
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t |
Donc, . 1+NTI+---+N"~- __________ _

= Pp-\{Nt), matrice
polynomiale de degré {p - leni
La forme . Pp-\{Nt) atteste, comme dans le cas des systémes
semi-simples, I'importance du signe de A.
Le polynome formel Pk{x) est 1 f£xV I !+ *ee+ :AIK\
(A 1 n

/0
0 K = ="l + diag + N

I
A

N, nilpotente d’ordre p = j dim K, est constituée de zéros a |’exception de la
deuxiéme surdiagonale, constituée de 1. Notant toujours R{uJt) la matrice de la ro-
tation plane d’angle 0Jt, on a :

NK, N AL A (diag[/?(wi]) X PL-i(AN),
car les trois termes matriciels de I’expression de K commutent deux a deux.

Le comportement de dépend du signe de p.
Le flot du systéeme complet est le suivant :

‘diag[e™/ ’p-i(AfO] 0
x{t) = ((t Xo) = Xo
" 0 diag e~.diag[R(M)].Pp-im\)
Les espaces Es, Ec et BN se définissent comme dans le cas des systémes semi-simples
(8§ 4.2.1), et on a toujours E = 0 0

Pour percevoir de maniere plus concréte la formule donnant le flot du systéme
complet, on pourra se reporter a I’exercice 4.1.

r —
Exercice 4./ Flot explicite sur un sous-espace invariant

1. Le flot d’un systéme linéaire quelconque dans un sous-espace Ei de dimension
P associé a une valeur propre réelle Ao est (§ 4.2.2, cas \Y]) :

xq) = X0, avec :

Nt —Mt At N
1 (p-1)!

Expliciter matriciellement le flot sur E/.
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2. Le flot d’un systeme linéaire quelconque dans un sous-espace Ej de dimension
2p associé a deux valeurs propres complexes conjuguées p + icoest :

(A 1 ~

(8 4.2.2, cas xq) = xq, avec K =

Expliciter matriciellement le flot sur Ej.

L’écrire in extenso pour (/i, fu, p) = (-2, 5, 3)

Trajectoires dans les sous-espaces invariants

Les sous-ensembles invariants par A sont de dimension p ou 2p, p ayant été précé-
demment défini. Relativement a la stabilité, le comportement de x(r) est de méme
nature que dans le cas semi-simple, sauf dans le sous-espace central, dans lequel
I’équilibre 0 peut étre stable ou instable, selon la valeur de p.

» Trajectoires dansei C Eg

a) d <0 dimE, =p
Vx(), x(t) = e™"Pp-\(Nt). xqg : tend vers 0 quand t 00
h) p <0 dim ElI = 2p
Vx(), x(r) = e dmg[R(cut)].Pp-i(Nt). xq : tend vers 0 quand t 00
Dans les 2 cas, le systéme réduit a Ej est asymptotiguement stable.
Trajectoires dansei ¢ Ec
a) d =0 dim Ei - p
Vxo, x(0 = Pp-\{Nt). Xqg. Quand t 00
e ||x(O0]| reste borné si /? = 1
o x| ~ -10si 7> 1
h) p =0 dim Ei = 2p
Vxo, x(t) =d\ag[R(0uJt)].Pp-i(Nt). xq. Quand t 00
e ||x(/)|| reste borné si /7 = 1;

e |x(OII' A +00si /7> 1
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Dans les 2 cas, le systéme réduit a E, est :
- stable (mais pas asymptotiquement stable) si /2 = 1;
- instable 0 P > 1
» Trajectoires dans E, ¢ E,,
a) d >0 dim E, = p
Vid), x{t) = Pp-\{Nt). xo : tend vers x00 en module quand 1 00
h) P >0 dim E/ = 2p
Vx(), x{t) = .dvaglIR(itt)]. Pp-i{Nt). xq * IkCOIIl ~ avec t

Dans les 2 cas, le systéme réduit a E/ est instable.

4.2.3 Théoreme général de stabilité des systemes linéaires

Les résultats précédemment établis s’expriment par le théoréme général suivant :

Théoréme général de stabilité des systemes linéaires a temps continu

A étant un endomorphisme quelconque réel de R”, la restriction du systéme li-
néaire X = A . X a son sous-espace :
- stable Es est e asymptotiquement stable
- central Ec est e simplement stable si elle est semi-simple
* instable si elle n'estpas semi-simple
- instable Eu est * instable

Remarques

1. Pour un systeme lingaire, attractif implique stable donc aussi asymptotiquement
stable, mais nous avons deja signalé que cette implication n’est pas valide pour
un systeme non-linéaire.

2 Le théoreme précédent reste valable si on remplace  (resp. By EY par un sous-
espace vectoriel de Es (resp. de B~ EJ invariant par A

3. Dars Es, la convergence de I'état vers O est exponentielle.

4. Dans Ec, deux cas_géneriques sont possibles. Dans tout sous-espace F de Ec de
dimension p associe a une valeur propre réelle 2 =0 (ou de dimension 2p associé
a des valeurs propres complexes =ivj) stable par A :

@ S la restriction de Aa F est semi-simple, c'est-a-dire 5 /2=1:
I'état x{t) est immobile {A=0 ou en rotation périodique {p = 0.
Ily a stabilité simple de O;
) S en revanche p> \, |jld@ll croit comme Cr¥" (voir I'exemple ci-apres).
L'équilibre O est instable.
5 Dars F,, ||| diverge de fagon exponentielle.
Lequilibre Oest instable.

6. S B mest pas vide, A est instable, mais la reciproque est fausse car I'instabilite
peut provenir du sous-espace central Ec, dans le cas ou la restriction de Aa &
n'est pas semi-simple.
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Un exemple
010" o _

Le systeme x =00 1 .IC est déja mis sous forme canonique.
000

A se compose d'un bloc de jordan unique correspondant a A=0ei p=3.
Onak =Ru=0fE=EK =
Le systeme s’ écrit aussi :

I- 2
2 =3
+3-0

et s'intégre immeédiaterment en :
X|(t) = ~af'+ ht+ ¢
X2(t) - at+ h
X - a

Pour tout réel a, le plan X =a est invariant par le flot.

Dans tout plan X3 - a0 :X2 = at+ b oi x\ = - h ¢ -——-- . Les trajectoires
2a  \ 2al

sont des paraboles d’axe O xi, parcourues avec I’accélération constante de mesure \Va

suivant Ox\ ; il s’agit donc d’un mouvement uniformément accéléré.

Dans le plan x» = 0 : X2 = betx\ =bt +c = X2t + c. Les trajectoires sont les

droites paralleles a Oxi, parcourues a vitesse constante de mesure b suivant Ox\ ; il

s’agit donc d’un mouvement uniforme. Le champ x = f(x) ala méme forme que le

champ des vitesses d’un écoulement plan « cisaillé ». L’ensemble des équilibres est

la droite Ox\. On vérifie sans peine que ces équilibres sont instables.

Une notion importante est celle d’hyperbolicité :

A est dit hyperbolique si et seulement si Ec = (). En d’autres termes, A est hy-
perbolique si et seulement si les parties réelles de ses valeurs propres sont toutes
différentes de zéro.

Si de plus Eu = (f, donc si E se réduit a le systéme est hyperbolique stable.
Symétriquement, si E se réduit a Eu, le systéme est hyperbolique instable.

Définition
On appelle indice d’un endomorphisme A le triplet :

indice(A) = (dimE”, dim£c, dimEu), qu’on notera (n~, n™,

On a naturellement dim E = dim Es + dim Ec + dim Eu
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4.3 Stabilité structurelle et conjugaison

4.3.1 Stabilité structurelle d’'un systeme hyperbolique

Nous allons dans ce paragraphe démontrer que si A est hyperbolique, toute matrice
I’approchant assez prés (voir la remarque len fin de paragraphe) est aussi hyperbo-
ligue, etde méme indice.

Soit ydo un endomorphisme hyperbolique de d’indice (n—, 0, n™). Son poly-
néme caractéristique Po(z) admet donc :

®* n~ racines a partie réelle négative ;
. racines a partie réelle positive, avec n~ +rP =n
{n~ et tiennent compte des ordres de multiplicité)

Soit r~ un contour simple de longueur finie inclus dans le demi-plan {z G
C ; Re{z) < 0}, délimitant un domaine A" contenant les valeurs propres de Ag a
partie réelle négative. Ce peut étre, comme dans la figure 4.5, un rectangle parcouru
dans le sens positif et de c6tés paralléles aux axes.

Figure 4.5- Valeurs propres de 4o-

Pour un endomorphisme A quelconque, on notera \pa] = ("G >e¢*>("n-\) le
vecteur des coefficients du polynéme P caractéristique de A ; = 1 est fixé.

Soitune boule ouverte Bg= B([Pao]jr > 0) de R” telle que [pa] "Bg, "z ~f~,
ao+ a\z + ...+ ~ 0.

P'(2) a\ + 2a2z+... + nz" _
L’application ([pal, z) ~ - o est continue
P(z) UQ+ a\z + ...+ an-\z"~"™ + z"

sur le compact s 4 x P~ car le dénominateur, continu, ne s’y annule pas.

Or, I’application A i-*» f(A) = [pa] de R™ dans R” est continue car les com-
posantes de \Pa] sont des fonctions polynomiales de degré n des coefficients de A.
Donc, / “’(5() est un voisinage de Aq : il contient une boule ouverte de R” centrée

en Aq, qui est un voisinage connexe V~ de Ag.

Bonc, Lapplication A i~ | - dz est continue dans V
Ir- M2)
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4.3. Stabilité structurelle et conjugaison

_ _est continue sur V. connexe
. P'iz) - i .
A g ()= dz ~ est a valeurs dans N
- P@) [vaut n~ pour A = Aq (voir annexe 5)

donc est égal sur V a la constante n

En considérant le demi-plan Re(z) > 0, on définit de facon analogue

et Alors :
Priz) est continue sur connexe
— iz
AN gMA) s dz \ est a valeurs dans N
27 I+ Piz) .
vaut rF pour A = Ao(voir annexe 5)
donc est égal sur a la constante n
Comme n~+n =n, on a «fait le plein » des valeurs propres dans A" UA :en

d’autres termes, en prenant A suffisamment proche de Ao, on ne fait pas apparaftre
de racine de P en dehors de A“ UA“ Donc, dans le voisinage V(Ao) = v* 0

I’indice de A reste égal a (n~, 0, n'"). On retiendra qu’il y apermanence de Pindice
dans le cas d’un endomorphisme hyperbolique. Autrement dit, le caractére hyperbo-

lique résiste a une petite perturbation, et cette derniére n’affecte pas I’indice. Cette
propriété s’énonce ainsi :

Persistance du caractere hyperbolique

Si Ao est un endomorphisme hyperbolique de E, alors il existe £ > 0 tel que si
[[A - Aoll < alors A est hyperbolique de méme indice que Aq.

Remarques

1 Dans le raisonnement précédent, on n'a pas précisé la norme |||| choisie dans
'espace  des endomorphismes. Cela n'a pas d importance car toutes les normes

d’un espace de dimension finie sont équivalentes. Le nombre s évoqué dans le
réesultat est le plus petit des rayons de v~ et

I résulte de la proi)riété etablie qu’un endomorphisme hyperbolique stable (res-
bé\{ement instable) reste stable (respectivement instable) apres une petite per-
urbation.

s 3. 3 en revanche on perturbe un systeme non-hyperbolique, son indice N'est pas

oo

nécessairement pérenne : une valeur propre située sur l'axe_imeginaire (caracté-
ristique de la non-hyperbolicité) peut en effet quitter ce dernier sous leffet d'une
perturbation d’ampleur arbitrairement faible.

Nous établirons au chapitre 9, a I'occasion de I'étude des bifurcations, un théo-
Ir_eme_ de stabilité structurelle locale étendant le résultat au cas des systermes non-
ineaires.
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4.3.2 Conjugaison de systémes hyperboligues

Nous venons d’énoncer la propriété de persistance du caractére hyperbolique d’un
systéme linéaire. Celle-ci peut s’exprimer de fagcon concise : Vindice d™un endo-
morphisme hyperbolique est robuste (sous-entendu par rapport a une variation des
parameétres définissant A, par exemple les éléments de la matrice A).

Nous allons montrer ce résultat plus précis qui met en jeu la conjugaison des sys-
témes :

Un systeme dynamique linéaire semi-simple x = A.x (x e MY asymptotiquement
stable est topologiquement conjugué au systeme x = -X.

Pour cela, plagons-nous dans un premier temps dans l’un des sous-espaces
E \ , , Eq invariants par A évoqués au § 4.2.1. Ces espaces sont de dimension 1
(correspondant a une valeur propre réelle A) ou 2 (correspondant & deux racines com -
plexes conjuguées).

« Cas d’un systeme de dimension 1 : soit y I’état. Son équation d’évolution est

ij = Ay, avec d < 0. Ce systéme est conjugué au systéme d’équation x = -X.
-~ si TN O
IX| SI X O
En effet, si V> O, ij = -AX~"~~ x = -Ax~""~A" (-X) = ®x~",
Si X< 0 ij- -A W
On retrouve bien dans tous les cas ¥ = Ay, @ qui montre que ip, bicontinu, réalise
une conjugaison topologique.

« Cas d’un systéeme de dimension 2 : dans un repére convenable de R,

[’état y = j vérifie j“ ANpmo e stabilité asymptotique impliquant

P <0. Les orbites sont des spirales logarithmiques :les coordonnées polaires (p, 0)
permettent d’exprimer plus simplement les flots (p\ et 02, respectivement du sys-
téme = -JC (jc € R™) et du présent systéme. En effet, on a pour les deux systémes
une décroissance exponentielle du module. L’argument de x reste constant, celui
de y est fonction affine du temps. Par conséquent :

01[L (p, 0)] = {pe~\ 6)
021L (p, M)] = ipe™\ e + cot)

Nous allons conjuguer ces deux systémes :

- enopérant sur le module comme nous avons fait pour .rdans le cas d’un systéme
de dimension 1;
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- en prenant en compte la croissance affine de I’argument ~ de N en fonction du
temps.

Ces deux exigences se traduisent par I’hnoméomorphisme suivant de conjugaison :

0) = (p~", 0-uj Inp)

Par définition, ip est une conjugaison si et seulementsi o00i = (@@2O0ip:

(ipo(pi)[t, ip, 9)] =ip{pe~\ 6)

ip~"e™\ 0-0j\n(pe-"))

= ip~" 6 - 0)\np + 0jt)

(02 Gip)[t, (p, 6)] = (p2[t, Ip(p, 6)]

= 02f~ (P 0-uj\np)]
= (" 0 - uj\np + ojt)

On a0 001 =02°0, ce qui prouve que 0 est bien une conjugaison.

Cas géneral : ce qui précéde est valable dans chacun des sous-espaces associés
aux valeurs propres de I’endomorphisme. Cela implique la proposition énoncée en
début de paragraphe.

Remarques

1. Aure gonjlugaison topologique pres, il existe un seul systeme dynamique linéaire
semi-simple asymptotiquerment stable de dimension n. On peut donc choisir le
plus simple d’entre eux, qui est le systeme x = -x.

2 Onaw qu'un systéme de dimension 2 asymptotiquement stable offre une certaine
varieté de portraits de phases. Les trajectoires peuvent en effet, en dehors bien
str de I'équilibre qui définit lui-méme une trajectoire, étre par exemple toutes
des droites, ou toutes des demi-paraboles, ou toutes des spirales centripetes.
Les systemes correspondants sont néanmoins conjugues, ce qui traduit la grande
souplesse de la conjugaison topologique, qui ne connait N longueurs i angles,
mais simplement la notion de voisinage.

Au prix d’une démonstration plus complexe pour laquelle nous renvoyons a des

ouvrages spécialisés, le résultat ci-avant se généralise doublement :

e au cas de systémes linéaires pour lesquels A n’est pas diagonalisable dans C, c’est-

a-dire qui ne sont pas semi-simples ;

e au cas oU les systeme ne sont plus nécessairement stables, mais restent hyperbo-
liques.
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On obtient alors le résultat plus général :

Deux systémes dynamiques linéaires associés a des endomorphismes hyperbo-
ligues de méme indice sont topologiguement conjugués.

A titre d’illustration, on pourra se reporter aux tableaux | et Il (§ 5.2) : les quatre
cas 1, 6, 8 et 12 correspondent a des systémes semi-simples asymptotiquement
stables, de méme indice (2, 0, 0). Il y a conjugaison, bien que les orbites de ces

systémes aient des propriétés métriques (et méme affines) tres différentes.

4.3.3 Cas des systéemes non-hyperboliques

Dans le cas de systémes non-hyperboliques, méme d’indices identiques, il n’y a plus
nécessairement conjugaison. A titre d’exemple, reprenons le tableau Il : les trois cas
10, 11 et 14 correspondent au méme indice (0, 2, 0) :

- dans le cas 10, tout point est un équilibre simplement stable ;
- dans le cas 11, I’ensemble des équilibres (instables) est une droite ;
- dans le cas 14, 0 est le seul équilibre, qui est simplement stable.

Il n’y a donc pas conservation des équilibres, ce qui impliqgue qu’aucun de ces
trois systémes n’est conjugué a aucun des deux autres. Notons gqu’une conjugaison
conserve non seulement les équilibres mais aussi leur nature, ce qu’a montré I’exer-
cice 3.3.

4.4 Trajectoires génératrices
d’un systéme linaire
On remarque aisément, ce qu’illustrent déja clairement les portraits de phases en

dimension 2, que la transformée de toute orbite par homothétie de centre O et de
rapport arbitraire 4 G R est aussi une orbite ;si 4 = 0, on obtient I’équilibre 0 en tant

gu’orbite.
Mais il y a plus : pour presque tout point a e (c’est-a-dire hors d’un ensemble
de mesure nulle) et tout point b de Orb{b) est I’'Thnomologue de Orb{a) dans une

application linéaire transformant a en b. Il en résulte qu’au sein d’une méme orbite
deux points sont indiscernables également « a une application linéaire prés » ; le sens
précis de cette assertion est donné plus loin.

Plus intéressant encore : I’application linéaire iff transformant Orb{a) en Orb{b)
respecte leflot, au sens ou nous I’avons défini a propos de la conjugaison :
St GR, (i/00)(i, a) = (p[t, il/{d)\ = O(/, b), c’est-a-dire : le descendant du transformé
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4.4. Trajectoires génératrices d’un systéme linaire

est le transformé du descendant (méme chose pour les ascendants). Dans le cas ou ij/
est bijective, c’est la restriction d’une conjugaison a une orbite.

Ce résultat concerne les trajectoires ; il est donc plus fort que le précédent, qui
concernait les orbites. Nous allons le montrer aprés quelques rappels.

Soit X = Ax un systéme linéaire sur E = W™ Dans une base convenable, A est sous
forme réduite de Jordan : elle est donc bloc-diagonale. Cette structure est liée a la
décomposition de E comme somme directe de q sous-espaces : E ®# E\® eee ® Ec
Chaque espace E, est invariant par le flot et attaché a une valeur propre réelle ou a
un couple de valeurs propres complexes conjuguées, comme le précise I’annexe 4.
Compte tenu de I’invariance des E/, I’étude du flot se rameéne a I’étude du flot sur
chacun des Ei.

4.4.1 Une trajectoire génératrice dans associé a 1€R

Nous avons vu au 8§ 4.2.2 (cas [~) que I’équation du systéme réduit & £, est :

x = Jx, Jétant la matrice p x p suivante, avec p > \:

U 1 on
J = ;on adonc le flot : VI? GE/, (p{t, b) = €™, avec :
0
1t fijl
(p -\
tP-2
01 1
e" = = g (P - 2)
00 1
0
r/tij
) Pi
Considérons alors a = et un point quelconque b de avec b =
0
%+ 132t+Pi \ +

p2 +Pit + ...+pptP-~Kp-I)\
Alors, (At b) = eNMb = e

1 Ppt
Pp
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i A~
(p-\y. Pp-2 «.. S
P2
(7-2)! Pp Pp-\ .. /22
Comme (pit, a) = ,on a (pit, b) = Pp .« P3 (pit, a)
mmPp-
13 \ PP
ifrib)

Dans tout Ej associé ad GR :
pour tout b e Ei, (p(t, b) = if/(b). (p{t, &)

c’est-a-dire

ou {pib) représente un endomorphisme de R™ Ceci autorise a appeler point généra-
teur le point a et trajectoire géenératrice la trajectoire t  (pit, a).

Sidim Ei = \ip = \), y est semi-simple et ipib) est I’'nomothétie de rapport b\.

4.4.2 Une trajectoire génératrice dans E/ associé kiitxio)"

Dans le cas présent, nous avons vu au 8§ 4.2.2 (cas [27) que I’équation du systéme
réduit a Ej estx = K x, K étant la matrice 2px2p suivante, avec p > \ :

< 20L Osodl

wQq

o

AP U 0 0 Oj
@ PO 1 0 O
P -(x)
@ P
P -0j 1 0
o p 0 1
0 O P -Ci
0o 0 @ P
T I 7 AT 0- 1, iCOSOjt =C R
Le not est, pour tout b e E; : O(r, b) = e b. 8i Ton pose < . r, ,on obtient
[sma)t =S

la formule suivante, déja établie dans un cas particulier en exercice 4.1 :
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C-s Ct-st ¢ (/?1)! (/?1)!
s est Ct e ®
(17-1)! (J7-1)
0 0 C -S
0 o5 ¢
Kt —gut
cC-5 Ct st
«5 C st Ct
0 0 ¢ -s
«0 0 s c
<Cti’-'I(p- 1N
Sf-'Kp - )
0 Cf-"Kp-iy.
s tP-"ip - 2)!
Alors, pour a = g, nous avons a) = ;
1 Ct
lo. St
c
5

di
@
soith =% un point quelconque de Ei =

Jc- 5+CC/-go "™+ »
C]5 +£/|C +c25/ +.2Ct-h
Q@C - @S +
(p(t, b) = ernb = @S + fee +

; il vient 1’égalité

tPA
PO~ e p-IN
+ 5 . ky + dpC >
ip-\y. (P4
et @S )
tP-2 tP-2
/\ ” \ p - 2 y

P\ C-dp\S + CpCt- doS't
C + cPSt+dpCt
¢C &S
CpS +dpC

-p—Is dp-
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Compte tenu de I’expression de (p{t, @) on constate que :

(Cp dp Cp-\ -dp-\ e cmm c\

dp Cp dp-1 cCp-\ ome ecs di

0 0 Ccp dp  eee oo = C2
0 0 ap Cp - e d2
<Pt b) =
G
0 dr
/b

. Dans tout Ei associé k/j *ico
c’est-a-dire : .
pour tout b e Ei,

ou ip{b) représente un endomorphisme de RV Dans le cas présent aussi, nous iden-
tifions t i-> (p{t, @) comme trajectoire génératrice et a comme point générateur aux

sens définis au § 4.4.1.

Sidim Ei =2 (p =\), A'est semi-simple et i//{b) est une similitude plane.

b) = iji{b) . 0(r, a)

C\

-d2

c2

dp
cnh)

e, a)

4.4.3 Une trajectoire génératrice dans E =R"
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Nous venons d’établir (/) b) = i//(b). a), valide au sein de tout sous-espace E/
invariant par le flot et associé a une valeur propre d E R ou a un couple de valeurs
propres pxiuj e C. Dans I’expression du flot au sein de E/, nous avons omis I’indice /
pour alléger I’écriture. Réhabilitons cet indice en appelant :

L]

Qi le point de E/ antérieurement appelé a ;
bi le point arbitraire de E, antérieurement appelé b ;

0/ le flot réduit au sous-espace invariant E, ;

I’endomorphisme de E- associé comme on |I’a vu a bi.

Alors, nous pouvons regrouper les résultats précédents dans I’énoncé :

Vi G{1,. .., ~bi G E/, (pi{t, bi) = ipiibi). (piit, ai). M atriciellement :
((plit, ¢20j  (iI7\{b\) O « 0 ~ r0i(r, ai)\
(plit, b2) 0 ipKb2) 0 (p2{t, 02)
bg/ . 0 - ~q{bq), ~Q)j
(p{t, b) 0() (pt a)
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4.4. Trajectoires génératrices d’un systéme linaire

Dans cette égalité :
* aiestl’é¢lémentde E, dont, dans notre base (base de Jordan), toutes les coordonnées
sont nulles, sauf :
- la derniére, égale a 1, dans le cas ou E/ est associé ad/ GR ;
- I’avant-derniére, égale a 1, dans le cas ol E, est associé ajjj + iwi GcC.
e Tout (fi est un vecteur de dimension dim E, ;
e Tout il/i est une matrice de dimension dim E/X dim Ej ;
'bin

e a= .eib = ° estun point quelconque de R™.

L’égalité formelle O(r, b) = . (pit, a) déja rencontrée dans chaque E,- est donc
aussi valable pour toutpoint b de E.

En résumé, on a le résultat suivant, a étant le point défini ci-avant :

Tout systéme linéaire posséde une trajectoire génératrice

Soit X = Axun systéme linéaire sur E = R", de flot O(t, *).
Alors, pour tout GE, il existe un endomorphisme i/A4b) de R" tel que :

Vi € IR, (/> b) = i/f(b) .(I>(t,a)

Le systéme ne posseéde donc qu”™une trajectoire a des endomorphismes prés. La
trajectoire t (pit, b) est en effet, au sens précis de |’égalité établie, image de la tra-
jectoire 11~ (pf{t, a) par I’endomorphisme ipib). On reconnait en aun point générateur
etenr (p{t, @) une trajectoire génératrice du systeme.

La méme remarque vaut pour les orbites, et on pourra appeler orbite génératrice

I'orbite Orb(a). Donc, a des endomorphismes pres, le systtme ne possede qu”™une
orbite. En particulier, si G Orb(a), I’orbite Orb(b) = Orb{a) est autosimilaire par

un endomorphisme transformant a en b.

4.4.4 Presque toute trajectoire est génératrice
Pour tout point a de E/, nous avons 'it, (p{t, a) = ip{a)(p(t, a).

« Si E/ est associé a une valeur propre réelle A, nous avons :

. Q[

P . =

if/ia) = , les ai étant les composantes de a.
e (ip-1
Oy J
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Comme det [i[/{a) = , la matrice [i/{a) est inversible hors de I’hyperplan ap =
0. Alors, pour tout r, a) = (n{t, Cr), d’ou b) = ip{b) (pit, Cr), ce
qui montre que a est générateur. Retenons que presque tout point de £/ est générateur
pour le systéme réduit & E/, et que presque toute trajectoire dans E/ est génératrice ;
« presque toute trajectoire » signifie « pour presque toute condition initiale x(0) de la
trajectoire ».

« Si E/ est associé a deux valeurs propres complexes p £ i0oj, nous avons :

(yP yp-\ 0P\ eee o Y
S yp 0PN yp\ eee 71
0 0 yp -0p 1 eee72 42
0 O ') yP e ... 2 12
ill(a) =

yP ~AP
0 0 op yP

ol (71, 6\, 72, U2, +e+ ,7p, Op) sont les composantes de a.

Comme det i//(@) = [(7TM)" + (SpYY, la matrice ip(a) est inversible hors du sous-
espace jp = O6p = 0O de dimension p - 2. Alors, pour tout t, on a par le méme
calcul formel que précédemment (p(t, b) = il/(b)ip{fa)~" a), ce qui montre que
a est générateur dans E/. L’endomorphisme en jeu est i//(b)il/{a)~" et peut étre noté
(i/(a, b). Retenons que presque tout point de E/ est générateur, donc que presque toute
trajectoire dans E, est génératrice, toujours pour le systéme réduit a E/.

La généralisation de ce qui précede & E entier se fait sans difficulté comme s’est
faite au § 4.4.3 I’identification de O(r, a) comme trajectoire génératrice. Le point a
était alors un point particulier de E, mais nous savons désormais que presque tout
point a dt E (c’est-a-dire pour a appartenant a E privé d’un ensemble de mesure
nulle) peutjouer le méme réle. Nous pouvons donc énoncer :

Dans tout systeme linéaire, presque toute trajectoire est génératrice
Pour presque tout a de E et pour tout point b de E, il existe un endomorphisme

b) tel que Vi G IR, b) = {i{/{a, b) . <p{t, a).

i'j{d) et if/{b) étant les matrices explicitées ci-avant pour un point a quelconque, on a
4f{a, b) = ij/{b)
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4.4. Trajectoires génératrices d’un systeme linaire

Remarques

1. Nexiste naturellement des trajectoires non-génératrices, ne serait-ce que la trajec-
toire nulle : #~QQ 1 =Q

2. Dars le résultat etabli, il n'y a aucune restriction sur h, qui peut étre un point non-
genelrgteur comme le sont g et dans l'illustration ci-apres; h peut aussi étre un
equilibre.

3 Deux orbites quelconques peuvent ne pas étre transformées I'une de l'autre par
un endomorphisme. Par exemple, dans ['illustration qui suit, il y a des orbites
circulaires et des orbites rectilignes, mutuellement inaccessibles par application
lingaire. Ces orbites ne sont pas géneratrices.

4. 1 Ny a pas symetrie : la trajectoire T\ peut générer T. sans que Ti puisse générer
T] (considérer la trajectoire nulle). Ceci vaut aussi pour les orbites.

5 Pourt=Q O/ h = ijAa h).(p(t,a) entraine h = ifi(a b)a. On a donc Qf, 0@, h).a) =
O(/, b).(iHt.a). En écriture abrégee :000 = 0 00;0n reconnait formellerment ure
conjugaison, mais celle-ci se limite aux deux trajectoires concernées, c’est-a-dire
a deux systemes monodimensionnels.

6. Naturellement, I'existence des trajectoires génératrices au sens ou nous les avons
definies ne se généralise pas aux systemes non-linéaires.

(0-1 O
[llustration : soit sur E = le systemex= 1 0 O
,0 0 -01n

La figure 4.6 (sur laquelle les coordonnées sont désignées par X, yet z) en montre

trois orbites :

- une hélice tracée a partirde c\ = (1, 0, 1);

- un cercle tracé a partir de C2= (1, 0, 0);

- un segment rectiligne tracé a partir de c3= (0, 0, 1).

Il apparait que la premiere génére la seconde par projection verticale (qui est I’en-
domorphisme <”(ci, C2)), et la troisiéme par projection horizontale sur I’axe vertical
(qui est I’endomorphisme i//{ci, C3)). Une validation analytique est proposée en exer-

cice 4.2.

Figure 4.6- Trois orbites dont une génératrice.
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Exercice 4.2 Deux exemples d’endomorphismes b)

On considére le systtme X = AX avec X € E = M? correspondant a I’illustration

précédente (figure 4.6).

1. Préciser la décomposition E = 0 £2;donner les valeurs propres complexes
associées h E\ et la valeur propre réelle associée a E2.

2. Expliciter le flot x(t) = vq). L appliquer a vg = ci, q et C3.

3. Expliciter les endomorphismes i//(c\, c'2) et i//(c\, Cs).

64
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Propriétés 5
ELEMENTAIRES EN
DIMENSIONS 1 ET 2

51 Propriétés de base des systémes
DE dimension 1

Les systemes de dimension 1 sont naturellement les plus simples, ce qui explique la
brieveté de ce paragraphe. Nous avons déja montré en exercice 1.4 qu’un systéme

monodimensionnel :
* ne peut pas avoir d’orbite périodique si T2est un intervalle réel ;

* peut en revanche en posséder si Cl est un cercle, encore nomm¢é tore 7* de dimen-

sion lou sphére S' de dimension 1.

L’exercice suivant revient sur le cas d’un systeme défini sur R, et en établit quelques
autres propriétés de base.

Exercice 5.1 Trajectoires, orbites et plages temporelles d’un flot sur R

Soit X = f(x) un systéme défini sur = R, avec / localement lipschitzienne.

1 Montrer que I’orbite de tout x régulier est le plus grand intervalle contenant x

et constitué de points réguliers.

2. X étant un point régulier de plage temporelle J(x), montrer que la trajectoire
t G J{x) 1* (p{t, x) est strictement monotone.

3. (a) Montrer que Vx GR, si Orb{x) est bornée, alors /(x) = R.

(b) Que devient ce résultat si Orb(x) n’est pas bornée ?

65
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5.2 Portraits de phases d’un systéme

LINEAIRE DE DIMENSION 2

Les systémes dynamiques offrent une variété infinie de comportements. Mais il estre-

marquable que I’examen du cas a priori élémentaire des systémes linéaires d’ordre 2

fournisse déja une large variété de trajectoires. Cet examen, déja intéressant en soi,

est aussi un préliminaire pour I’étude de systémes non-linéaires plus sophistiqués.

Les tableaux suivants présentent les portraits de phases du systéme linéaire z = A. z

ou Ze

V4 étant une matrice réelle de dimension 2 x 2 de valeurs propres A (dans

R) ouP xiuj (dans C), avec &> 0. On appellera xet ples composantes du vecteur z.

On obtient 14 cas correspondant a des valeurs propres réelles dans les cas 1a 11,

complexes dans les cas 12 a 14:

1

10.

11.

12.

13.

14.

A <A<o0
0< /il <A2
A </i2=0
0=/l <A
Al <0< A2
/il =/i12<0
A\ =A2>0
Al = /i2< 0
0< /il =1/i2
lil =/i2=0
lil =17i2=0
w<0

w> 0

w=20

avec A

avec A

avec A

avec A

avec A

avec A

semi-simple

semi-simple

non semi-simple

non semi-simple

semi-simple

non semi-simple

nceud attractif ou puits

nceud répulsif ou source

col ou point-selle
nceud attractif

nceud répulsif

nceud attractif impropre

nceud répulsif impropre

foyer attractif
foyer répulsif

centre ou point elliptique
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5.2. Portraits de phases d’un systéme linéaire de dimension 2

Exemples de portraits de phases en dimension 2 - cas 1a 6

Ces exemples font I’objet des deux tableaux | (présent tableau) et Il (tableau de la
page suivante).

A exemple de matrice correspondant au cas
(a, b, ¢ indice de I’endomorphisme A

ST stable

AST asymptotiquement stable

INST instable

La matrice A est semi-simple dans tous les cas sauf dans les cas 8, 9 et 11.
Ces trois cas figurent dans le tableau Il (page suivante).

Tableau |
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Exemples de portraits de phases en dimension 2 : cas 7 a 14

La légende figure en tableau I, page précédente.

Al =a2>0
0, 0, 2) nceud INST
i0O Al =A =0
= .
- (5: n
immobilité

de tout point

(2,0, 0) neeud AST

rer] Al=A2=0

e )

0,2,0) tout (x,y) ST1 (0, 2 0) tout (x, 0) INST

pU! />0

- (i

©, 0, 2) INST

68

[ni ,.=0
-1
0
0, 2, 0) centre ST
Tableau I

0 Al=MA>0

\0 1

0,0, 2 neeud INST

Im2~ fi<0

(2, 0, 0) foyer AST

Complément au cas

Equation des trajectoires
avber Al = 2= —1:

X= K}’/\O + In|yo|}
-y Kyl

(voir aussi exercice 5.3)
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5.3. Courbure d’'une trajectoire plane

5.3 Courbure d’une trajectoire plane

Lorsqu’on progresse avec tle long d’une trajectoire, celle-ci s’incurve vers la gauche
ou vers la droite : on parlera, dans le plan euclidien orienté, d’une courbure respecti-
vement positive ou négative. Cette notion de signe d’une courbure n’a plus de sens -

tout comme celle d’angle orienté - en dimension supérieure a deux.

Supposons le systtme S de classe C”. Prenant le temps t comme parameétre de

la trajectoire considérée comme courbe orientée, rappelons ce résultat de géométrie

A , ) xij —y X
euclidienne :la courbure au point régulier z = {x, y) e Cl est : y{z) - —

Notons que la formule est valable pour tout paramétrage, temporel ou autre.

Z A Z

Cette formule a une expression plus synthétique : y{z) = N Comme z est la
UF

dérivée particulaire de ¢, on a z = Veé./ : cette formule est de forme analogue a

F = VF.f pour une fonction scalaire F (voir § 6.3.1) et s’établit de la méme facon.

Aussi peut-on écrire, avec des notations différentes :

Il est entendu que les valeurs du champ f et de Vendomorphisme V f sont celles
au point z, et que Vf.f représente Vaction de Vopérateur Vf sur le vecteur /.

Remarques

1. Dans laformule encadrée précedente, en tout point regulier, le denominateur est
non-nul et le numérateur a une valeur finie. Ceci signifie que le rayon de courbure,
inverse de la courbure, ne peut pas étre nul. ll peut en revanche étre infini.

2 Le long d'ure trajectoire, le rayon de courbure peut toutefois tendre vers O quand
t oo, COMMe par exemple dans lecas 12 dus 52

Cas d’un systeme linéaire

Dans le cas ot S est linéaire, on a Cl = et /(Z) =Az

Alors, V /= AetV/./(z) = A.Az= Az
On adonc I’expression du rayon de courbure :

/¢7 b\
Avec A = (™| un calcul sans difficulté nous fournit I’expression de la courbure

it g = ] B (ad - bc)[cx™ + (d - a) xy - by™-]
aupoIntz = 06y Y@ = hbyY h(ex hdyfviia

69



OB O

41

Cory er

Chapitre 5 ¢ Propriétés élémentaires en dimensions 1let 2

70

Points de courbure nulle

Par raccourci de langage, appelons « points de courbure nulle » les points en lesquels
la trajectoire concernée est de courbure nulle. Ces points sont en général les points
d’inflexion, en lesquels I’orbite traverse sa tangente, et plus exceptionnellement les
« méplats » (exemple :le point (0, 0) de la courbe d’équation y = x”) au voisinage
desquels I’orbite reste du méme coté de la tangente. ldentifier les points de courbure
nulle revient simplement a annuler/ A(V /./).

Cas des systemes linéaires

Pour un systéme linéaire, on a I’équivalence :
riz) = 0 [/ Acvinl., ., =0 (Az) A (A™Z) = 0

Ceci signifie que A”z et Az sont colinéaires, donc que Az est vecteur propre de A ;
n’oublions pas que, z étant régulier, on Az ™ 0.

Soitzo un pointrégulier de courbure nulle. Posons u = Azg. Comme zo est régulier,
onaw” 0. De plus. Aua u=0=» Bd 6 R tel que Au = Au. Si z(0) = zo, |’état a
I’instant r GR est donné par I’expression du flot :

(pit, Zo) = en™zo
=[/+ M A n + eee]Z0 (lu convergence de la série est toujours
assurée)

=Z0+tu+ NAu + NANUHI-1=20 +tu+ NAU+H N U+ ane

Sid = 0, AW = 0 et (p(t, zo) = zq + tu :le flot représente un mouvement rectiligne
uniforme. On est dans le cas du paragraphe 5.2. L’orbite est rectiligne.

u 2 J[ia3
Sid 0, alors (p{t, Zo) = Zo+ T , c’est-a-dire :

d 2! 3!

(piU Zo) = Zo + Z(C’V‘— 1). Ce sont par exemple les cas 6 ou du paragraphe 5.2 si

AzoHzo, ou dans le cas contraire. L’orbite est encore rectiligne, mais parcourue
a vitesse exponentielle.

Nous venons de montrer que :

Pour tout systeme linéaire de dimension 2, seules les orbites rectilignes possedent
des points de courbure nulle, ce qui est alors le cas de tous leurs points. Elles sont

décrites a vitesse constante ou exponentielle.
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5.4. Critére de Bendixson

Remarques

1. Comme tout point d'inflexion est de courbure nulle, on peut dans I'énoncé pre-
cédent remplacer «points de courbure nulle » par «points d'inflexion » L’énonce
est alors moins géneral.

2. Certains auteurs définissent un point d'inflexion comme un point de courbure
nulle ; la courbe peut alors ne pas traverser sa tangente, comme la courbe d'équa-
tiony= évoquee plus haut a son point (Q O.

3. Endehors des cas génériques y = (point d'inflexion classique) ety =  (meplat
d’une fonction convexe), on peut imaginer d’autres physionomies geometrigues :
par exemple, la courbe y = xsint avec O = Otraverse ure infinité de fois sa
tangente en O,

Probléme 5./ Points d’inflexion des orbites

. e i
On considere le systtme non-linéaire :\ \ = (xz +vy - JjHO\N M- ”f, ou yu est un
\y/ \y) X
parameétre réel. On notera z = 6tat du systeme, f{z) la fonction z

1 En considérant la composante radiale (colinéaire a z) de z, montrer qu’il y a un
cercle invariant par le flot siyu> 0, et que (0, 0) est le seul équilibre pour tout yu.

2. En prenant en compte le caractere centripéte ou centrifuge du flot, toujours a
partir de sa composante radiale, esquisser I’allure des orbites pour y = -1 puis
pour jj = \.

3. Déterminer I’ensemble des points d’inflexion des orbites.

5.4 Critére de Bendixson

On rappelle qu’un ensemble simplement connexe est un ensemble connexe sur le-
quel toute courbe fermée peut étre réduite a un point par déformation continue.
Par exemple, R ainsi que tous ses pavés sont simplement connexes, alors que
r2 = r2- (0,0) ne I’est pas. En effet, le cercle x* - x» = 1 ne peut étre réduit
a un point, car (0, 0) fait obstacle & cette opération.

Soit le systtme S :x = /(x), o0 x = (xi, X2) G R" et soit/ de classe C' dans
un domaine simplement connexe O de R”. Si F est un circuit (chemin fermé) de Q
sans point double et A son intérieur, le théoreme de Green exprime I’égalité entre
I’intégrale sur A de la divergence de / et le flux de / a travers F, c’est-a-dire :

i f Divfdxi dx2= (p f Adx
JJa Jr
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Si maintenant F est un cycle du systéeme, comme / lui esten tout point tangent, le flux
(terme de droite) est nul. Or, si Div / est strictement de méme signe presque partout
dans O, il en est de méme du terme de gauche. Comme ces deux constatations sont
contradictoires, on peut énoncer le résultat suivant :

Critere de Bendixson

Si / est de classe dans le domaine plan simplement connexe O et si Div/ y
est presque partout strictement de méme signe, alors le systéme x = f{X) n’admet
aucun cycle dans O.

Remarques

1. Ce résultat est invalide des la dimension 3. Par exemple, pour le systeme lingaire
-1 0~
¢=f(z) = \ 00 Zdans @ =R/ on aen tout point Div/ =1 Cependant, il y a urne
lo 0 ij
infinité de cycles qui sont les cercles de centre O dans le plan de cote nulle.
2. Le résultat est invalide aussi si le domaine plan est connexe sans étre simplement
connexe. Lexemple du systerme X +{p~+/ - Drl montre que dans une

couronne (qui est un ouvert connexe, donc un domeine) convenable la divergence
est en tout point positive et il y a néanmoins un cycle dans la couronne. Le déve-
loppement de cet exemple fait I'objet de I'exercice suivant.

Exercice 5.2 Bendixson : nécessité de la simple connexité

L’exercice montre la nécessité de I’hypothése « simplement connexe » pour I’appli-
cation du critére de Bendixson.

On considére le systeme = f(x, y) avec :

f(x, y)=r+y - D|J + défini sur RA*.

1 calculer Div/. Vérifier que Div/ > 0 dans I’anti-disque X + y* > 1/2.

2. Soit D la couronne ouverte limitée par les cercles de centre 0 et de rayons res-
pectifs 3/4 et 2. Montrer qu’en tout point de D on a Div/ > 1/4, et que D
contient un cycle (orbite périodique).

Nota : ce cycle a déja été déterminé au probléeme 5.1.



5.5. Evolution d’un portrait de phases

5.5 EVOLUTION d’un portrait de phases

Lorsqu’un systéme dynamique dépend d’un parameétre, il est intéressant d’observer
comment son portrait de phases évolue en fonction du paramétre. L’exemple qui suit
est simple, car il s’agit d’un systéme linéaire de dimension 2. Il est toutefois instructif
car il montre comment un portrait de phases peut évoluer qualitativement au franchis-
sement d’une certaine valeur du paramétre :on parle alors de bifurcation, notion qui
fera I'objet du chapitre 9. Nous constaterons naturellement que certaines propriétés
géométriques peuvent évoluer hors de toute bifurcation.

Ix\
Soit S le systeme dynamique d’équation d’évolution : z = A.z avec Z=

vl
On prend , 00 Jest un parameétre réel.

Notons que si I’on considére le systéme (noté AS) d’équation z = (AA).z avec A e
R*, les trajectoires (en tant que solutions de I’équation d’évolution) sont modifiées,
mais pas les orbites (en tant que sous-ensembles de R”) :la « vitesse » de passage z en
un point donné est multipliée par A. Pour /1 < 0, les systémes S et AS peuvent ne pas
étre conjugués. Néanmoins, ils possédent les mémes portraits orbitaux (ensembles
des orbites) et sont dits pour cela orbitalement équivalents.

Nous allons observer I’évolution du portrait de phases lorsque ji parcourt R.

Pour I3 < O, c’est-a-dire pour les six premiers des sept cas évoqués ci-apres, nous

/—1 —

. 9
posons jj = -y ,avecy > 0. Dans ce cas, /1 =1 "

Les deux valeurs propres sont :
A\ = - \ -V | toujours négative.
La droite propre D\ correspondante est X — vy \

N2= -1 +V ,dont le signe dépend de vy.

La droite propre D2 correspondante est JT = —vy.

Ccas :/l < —1 :dans ce cas, y > 1. Alors, les deux valeurs propres sont de signes
opposés. Le systéme est hyperbolique et on se trouve dans le cas n° du § 5.2.
L’indice du systeme est (1,0,1).

En dehors des droites D\ et D2, les orbites sont d’allure hyperbolique et admettent
D] etD2comme asymptotes. Néanmoins, ce ne sont pas des arcs d’hyperboles car les
deux valeurs propres sont différentes. Comme |-l-y | > |-1+y], toute trajectoire (hors
asymptotes) se rapproche de D2 plus vite qu’elle ne s’éloigne de D\. Ce phénoméne

n
est d’autant plus marqué que le rapport est grand. Ainsi, dans une représentation
A2

graphique, la distance entre deux orbites de méme asymptote portée par D2 peut-

@ elle couramment devenir inférieure a I’épaisseur du tracé : les orbites semblent alors
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se confondre entre elles et avec D2 pour W suffisamment grand. Ce phénoméne de
confusion d’orbites est courant dans les portraits de phases et mérite d’étre signalé
car il est porteur de sens. Dans le cas présent, il signifie que la valeur propre négative
a une valeur absolue plus grande que la valeur propre positive.

Figure 5.1 - Portrait de phases pour / =-1,44.

La figure est tracée pour u = -1,44, soit pour v = 1,2, ce qui conduit a un rapport
M/zizl =11: cette valeur importante explique le caractére net de la confusion d’orbites.

Remarques

1. En toute rigueur, le rapprochement d'orbites existe aussi, dans notre exemple,
pour M suffisamment grand, au voisinage de O puisque toutes les orbites ad-
mettent cette droite comme asymptote : mais les dimensions de la figure 51 ne
sont pas assez importantes pour le mettre en évidence.

2. Pour le systeme z = orbites sont des hyperboles équilatéres; le

rapprochement d'orbites est équivalent sur les quatre demi-droites, concernées,
rrbegs gggiaralement pas suffi pour aboutir a une confusion d'orbites vraiment
observable.

2©cas:/i = -1 :alors,y = 1,et> =] J jj. Les valeurs propres sont A\ = -2 et

A2 = 0. Le systétme n’est plus hyperbolique. Son indice est (1,1, 0). L’ensemble S
des équilibres est la deuxiéme bissectrice x + y = 0. Tous les équilibres sont stables,
mais ne sont pas attractifs. Hors équilibres, les orbites sont les demi-droites ouvertes
de pente 1llimitées par 8.

Le systéme n’est plus conjugué au systéme obtenu pourji. < -1. Ily a bifurcation.
L’examen des figures 5.1 et 5.2 montre comment on passe du premier au deuxiéme
cas. Lorsque yucroit vers -1, les trajectoires se rapprochent de D2, pour venir s’y
arréter (en un point précis mais en un temps infini) lorsque yw = - 1, valeur pour
laguelle D2 devient I’ensemble des équilibres 8.
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5.5. Evolution d’un portrait de phases

Figure 5.2 - Portrait de phases pour /=-1

3rncas: —1< ~ < —4/9:alors, les valeurs propres -1 +y sont toutes deux négatives.
Le systeme redevient hyperbolique, mais d’indice (2, 0, 0). Il est donc asymptoti-
quement stable et n’est conjugué a aucun des systémes correspondant aux cas let 2.
Les orbites sont portées par des courbes d’allure parabolique. On a 1/3 < y < 1,
et le rapport A\IA2 est strictement supérieur a 2. La courbure d’une orbite, quel que
soit le point initial zo ™ 0, tend vers 0 lorsque t ™~ o0o0. Il en résulte que les orbites
s’« écrasent » sur la droite D2 d’équation x = -y vy, qui est le sous-espace propre

associé a/12= -1 + y. 1l y aanouveau phénomeéne de confusion d”™orbites.

Figure 5.3 - Portrait de phases pour ™ =-4/9.

La figure est tracée pour jj = -4/9, soit pour v =2/3, ce qui conduit a un rapport \A\IA2\ =5,
valeur importante qui explique la netteté du phénoméne de confusion d'orbites; ce phé-
nomene est moins radical toutefois que celui de la figure 5.1.

Contrairement au premier cas, la confusion d’orbites ne se fait pas au voisinage
d’une asymptote, mais au voisinage d’une tangente commune a I’équilibre : il s’agit
de D2 dans les deux cas. A la traversée de la valeur jj = -1, il y a bifurcation

Q@ initialement col, I’équilibre devient un nceud.
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4r cas 1 ji = -1/9 :alors, y = et y4 = | \] Les valeurs propres sont

A\ = -4/3 et A2 = -2/3. Les sous-espaces propres de dimension 1 sont les droites
D\ et D2. Comme A\IA2 = 2, la courbure d’une orbite (hors D\ et D2) tend vers une
valeur finie non nulle. Dans le cone MW\ < Vy\, la courbure des trajectoires (voir le
§ 5.3) est positive. Elle est négative dans le cone W\ > Wy\.

Figure 5.4- Portrait de phases pour fi =-1/9.

Ce cas est le seul pour lequel la courbure d’une orbite (hors D] et Dz) tend vers une valeur
finie non-nulle quand I'état tend vers 0.

5®cas : —1/9 < < 0 :alors, 0 < v < 1/3. Quand la valeur de ji augmente, les droites
D\ et D2 se resserrent sur |’axe des ordonnées, restreignant ainsi |I’espace dévolu aux
trajectoires a courbure positive. Le rapport A\IX2 appartient a ]1, 2\ :il en résulte que
la courbure d’une trajectoire (hors D\ et D2) tend vers 00 quand t ~ 00.

Le portrait de phases présente de grandes similitudes avec celui du 4® cas. Les
deux trajectoires « presque verticales » sont en fait de courbure positive.

Figure 5.5 - Portrait de phases pour -1/9 </i <0.

e Figure 5.5 de gauche : la tendance de la courbure des orbites vers I’infini a

I’approche de O est une différence géométrique majeure... mais n’apparait pas de
facon frappante a I’échelle de la figure.
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5.5. Evolution d'un portrait de phases

 Figure 5.5 de droite : le méme portrait de phases est agrandi et legérement dilaté
en abscisse : la courbure infinie (rayon de courbure nul) se percoit mieux, sachant
que toutes les orbites hors D\ sont tangentes a D2. Ce dernier fait est masqué par la
nullité des rayons de courbure en 0. Le portrait peut ainsi évoquer a tort un faisceau
de courbes dont les tangentes en O sont distinctes. Ce phénomene qu’on pourrait
nommer répulsion d’orbites est I’opposé du phénomene de confusion d’orbites.

8®cas :// = 0 :alors, y = 0et.4 = | | possede la valeur propre double -1 et

n’est plus semi-simple. Les droites D\ et D2 se sont refermées sur |’axe des ordon-
nées, avec lequel elles sont confondues. La zone a courbure positive a disparu.

Hors D\ = D2, la courbure d’une trajectoire tend vers -ex? quand r — 00. Le
systeme n’estpas semi-simple, comme le montre I’exercice 5.3.

Exercice 5.3 Equations d’orbites

1. Montrer que le systtme z = Az avec A = | J n’est pas semi-simple, et
vérifier que y = x \nx(x e R*) est I’équation d’une orbite.

2. En déduire que toute orbite non rectiligne est homothétique de I’orbite y =
X In X (x GR*).

Figure 5.6- Portrait de phases pour il = o.

Les orbites non rectilignes sont homothétiques de I'orbite ¥ =x Inx (x > 0).
On peut d’ailleurs a partir des équations retrouver le comportement de la courbure, dont

I'expression classique est 1 +r|22)3/2_
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7" cas :/l > 0 ;dans ce nouveau cas, hous posons jd = avec v > 0.

Les valeurs propres de A sont désormais complexes : A = -1 + /y. En repére

orthonormé, les orbites sont des spirales logarithmiques.

Figure 5.7- Portrait de phases pour A >0,

La figure est classique. Deux orbites autres que (0} sont homologues par une rotation.

Remarques

L.
2.

Dans les cas 3 a 7, les systemes ont le méme indice (2, 0, 0). lls sont conjugués.

Comme nous I'avons souligne, certaines caractéristiques des flots s’observent ai-
sement sur les portraits de phases, d’autres sont plus délicats a observer : leur
mise en évidence peut exiger un «zoom .

Les divers cas ci-avant se rattachent aux 14 cas décrits au § 5.2 :
(@ 1 casci-avant:cas du §5.2;

(b) 2® cas ci-avant :cas du §5.2;
(© 3)) 4® et 8®cas ci-avant :cas du 8 5.2;
(d) 8® cas ci-avant :cas du §5.2;
(&) ™ casci-avant :cas |2 |du § 5.2.



@y & € IOofH"=C

a

©

Propriétés 6
LOCALES DU FLOT

6.1 Introduction

Au cours des chapitres précédents, nous avons donné quelques résultats sur les sys-
témes non-linéaires, et traité exhaustivement et analytiguement la stabilité des sys-
temes linéaires.

Nous allons dans ce chapitre approfondir notre analyse des systémes quelconques.
Nous ne rechercherons pas des solutions analytiques, mais recueillerons le fruit du
travail fait sur les systéemes linéaires. Car les systemes non-linéaires conservent cer-
taines propriétés des systemes linéaires par I’intermédiaire de la linéarisation, tou-
jours possible pour des systémes de classe C' et fructueuse au voisinage de ce que
nous appellerons les équilibres hyperboliques.

6.2 Généralités et exemples

6.2.1 Hamiltonien

En premier lieu, quelques rappels peuvent étre utiles. L’analyse d’un systéme mé-
canique a n degrés de liberté évoluant sansfrottement peut étre conduite en faisant
intervenir :

* n coordonnées généralisées qi, fonctions de distances et angles qui définissent la
configuration et la position du systeme ;

 lelagrangien du systéme, fonction L{qj, qi, t) des qi, de leurs dérivées temporelles
di et du temps. Le lagrangien est égal a 7 - V, differenee entre I’énergie einctique
et I’énergie potentielle.

La mise en équation du systeme fait apparaitre le lagrangien et se traduit par les

s dIldL\ dL _ _
équations d’Euler-Lagrange : — —. - —. = 0, qui sont d’ordre deux (interven-
ir\ogil oqi

don des dérivées secondes des qi par rapport au temps). Cette approche s’appelle la
mécanique lagrangienne.

Mais il y a une autre approche, la mécanique hamiltonienne, qui offre I’avantage de
s’exprimer par un systeme du premier ordre. Elle met en jeu, outre les coordonnées
géneralisées qi :

 les moments conjugues définis par pi = §|:| et homogeénes a des quantités de mou-

vement. En formulation hamiltonienne (alinéas suivants), c’est le couple (*/, pi)
qui intervient.
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* rhamiltonien t) = I\<@\ Pk ~ L(gh dji, t), qui est aussi I’énergie totale

r +y du systeme, somme de I’énergie cinétique et de I’énergie potentielle si L ne
dépend pas du temps.

Une fois exprimé I’hamiltonien, les équations d’évolution du systéeme, dites équa-
tions canoniques d’Hamilton, prennent la forme particulierement simple suivante :

Cette approche s’adapte aux cas de la mécanique classique et de la mécanique quan-
tigue. On notera que la troisieme équation s’obtient immédiatement en dérivant par
rapport au temps I’expression de H.

6.2.2 Flot hamiltonien
Constance de I'hamiltonien

Gardant les hypotheses et notations précédentes, on a :

E  dH dai i N NN N
_ q dH_ dpi H-g-':'-et, compte tenu de lencadre precedent :
dt dqgi dt A dpi dt dt
A dgi dpi A dpi \ dgH dt dt
=0)

Dans le cas ou le lagrangien est fonction des seules coordonnées généralisées, on a

dL . dH . . :
— =0, d’ou = 0, ce qui signifie que dans ce cas rhamiltomen est constant

sur toute trajectoire. En d’autres termes, il y a conservation de I’énergie totale du
systéme. Pour cette raison, le systéeme est dit conservatif comme nous I’avons déja
indiqué au paragraphe 1.2.3. Nous allons retrouver un peu plus loin une autre justifi-
cation de ce qualificatif, rencontré aussi au § 2.3.3.

Cas d’un champ dérivant d’un potentiel

Au paragraphe 1.2.3, nous avons évoqué deux exemples (oscillateur harmonique et

pendule simple) de systeme mécanique évoluant sans frottements dans un champ de
TR . dh A .
forces, et avons écrit a cette occasion T = -W (q) ; cette équation signifie que le

champ de forces dérive d’un potentiel. Bans ce cas, le systeme possede une énergie
totale constante : nous savons qu’il s’agit de son hamiltonien.
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6.2. Généralités et exemples

Reprenons cette approche dans le cas général.
Ona =-W{q), avec g e W , V étant le potentiel. L’hamiltonien s’écrit alors,
moyennant un choix convenable des unités : H{q, p) =T +V = +Vv{q), somme

des énergies cinétique et potentielle.
Des équations canoniques et de I’équation précédente, on déduit :

dH . . .
- d’une part E)p_i =qgi =pi,d’oup =qdansR”;
d’aut t < (VV)
- d’autre par =p, =- L= —
P dqi g oqi
Deés lors, on rentre dans le formalisme adopté dans ce livre en considérant .r = h

qui appartient a En effet, nous avons I’équation d’évolution du systeme :

qui est bien de la forme x = f{x).
- dH I . : .
La dérivée temporelle de I’hamiltonien est égale au produit scalaire V' //./

(§6.3.1). A

Or, VH =V + 2™ = ™ vecteur de R™ dont les deux « composantes »

sont de dimension n. On a donc dit = VH.f :\ | J = o (produit scalaire
p

dans rR~"). On retrouve le fait que I’hamiltonien est constant sur toute trajectoire. Le

flot est alors dit hamiltonien.

Exemples de systéemes hamiltoniens

* Pendule simple, déja évoqué a plusieurs reprises : il est associé au potentiel
V{c]) = - cosq

» Oscillateur de Duffing : également de dimension 1, il est associé au potentiel

V) =-T M+ M4

Incompressibilité du fluide hamiltonien

N duir

A s
% Le champ de vecteurs v f{x) a pour divergence : Div/ = 2 9”—9\ + 2 o

kA oqu k= dpk
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de/k d™H
o . . . d dpk dgk
Mais il résulte des équations canoniques que au pre e
dpk _ d™H

dpk dgk dpk

Par consequent, Div/ = 0. Si on interpréete / comme le champ des vitesses
d’un fluide, on constate donc que «le fluide hamiltonien est incompressible », ce

qui constitue le theoréme de Liouville.

. . ) . I
Nous rappelons que, si / est le champ des vitesses d’un fluide, Div/ = J(nv)

ou Vest le volume massique, c’est-a-dire I’inverse de la masse volumique. L’ing(t)m—
pressibilité implique donc I’invariance d’un « volume fluide », c’est-a-dire du volume
de tout compact de I’espace des phases (au sens de : mesure dans lors de son
évolution dans le temps, comme nous |’avons vu au § 2.3.3. Conservatif au sens
de la constance de I’hamiltonien, le systéme I’est donc aussi au sens de I’invariance
volumique dans I’espace des phases.

Equilibres d’un systeme hamiltonien

Un flot hamiltonien étant incompressible (c’est-a-dire tel que Div/ = 0), il est na-
turel de s’interroger sur la nature des équilibres éventuels d’un flot incompressible.
Quelques remarques préliminaires s’imposent.

1. Un flot incompressible peut n’avoir aucun equilibre.
C’est le cas, pour a non nul appartenant a R”, du systéeme x = a.

2. Un flot incompressible peut avoir des équilibres stables.
C’est le cas sur R™ du systéme i: = 0 (tout point est un équilibre)
: 4 /0 -1\
ou sur R du systeme © gl
3. Un flot incompressible peut avoir des équilibres instables.
-1 o0

C’est le cas sur R du systéeme x = 0 i X

4. Un flot compressible peut avoir un équilibre instable méme si tout volume
fluide décroit en fonction du temps.

C’est le cas sur R® du systtme ~ | O lequel tout volume fluide

tend vers 0.

Une fois ces préliminaires énoncés, donnons une caractéristique majeure des sys-
temes hamiltoniens :



O o

-
2,

Oovea.

U
©

6.3. Théorie de Liapounov de la stabilité

Soit s un systeme conservatif d’hamiltonien H(q, p) = + V{q), ou le poten-

tiel V est une fonction de classe C* de la position ¢ GR”, et admet un minimum
strict Vin pour q = qo-

Dans ces conditions : jag = (go, 0) est un équilibre stable mais pas asymptotique-
ment stable du systeme.

La démonstration de ce resultat fait 1’objet de I’exercice suivant.

Exercice 6. Equilibre d’un systéme hamiltonien

[Inl
Soit un systeme conservatif d’hamiltonien H(q, p) = ® hV(q), ou le potentiel V

est une fonction de classe  de la position g G R
On rappelle alors que, si r =y] GRA,onai =1f(x) =

On suppose que le potentiel V admet un minimum strict V,, pour q = go-
1 Vérifier que xq = (qo, 0) est un équilibre stable du systeme.
2. (a) Expliciter la matrice
(b) Quel est son spectre ?
3. Montrer que xq n’est pas asymptotiquement stable.

Les équilibres stables d’un systéme conservatif du type décrit dans |’exercice 6.1
ne sont pas asymptotiquement stables (question 3 de I’exercice). Mais ils peuvent
le devenir par introduction d’un amortissement d0 par exemple a un frottement. Le
systeme n’est alors plus conservatif, il devient dissipatif, notion déja évoquée au
paragraphe 2.3.3.

Dans un systeme dissipatif, le volume de tout compact de I’espace des phases ne
peut que décroitre avec le temps, ce qui s’accorde bien avec I’intuition dans le cas
par exemple de trajectoires spirales centripétes.

6.3 T héorie de Liapounov de la stabilité

La théorie de Liapounov permet de déduire la stabilité d’un systeme, voire sa stabilité
asymptotique, de I’existence d’une fonction attachée a I’état du systeme, et décrois-
sant avec le temps. Nous appellerons /bncfio/i de Liapounov une telle fonction. L’idée
sous-jacente est de généraliser une constatation que la simple expérience du pendule
nous permet déja de faire :
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* un pendule non amorti oscille indéfiniment ; il représente un systéme stable, non
asymptotiquement stable. Dans son mouvement, son énergie mécanique reste
constante.

 un pendule amorti en revanche présente des oscillations dont I’amplitude tend vers
zéro. L’état (position, vitesse) tend vers I’état « position basse » qui est un équilibre
asymptotiquement stable. Le systéme est dissipatif. L’énergie mécanique diminue :
elle se transforme en chaleur en vertu du premier principe de la thermodynamique.

Il est naturel de chercher a prolonger cette approche intuitive par des définitions et
résultats rigoureux : c’est ce que réalise la notion de fonction de Liapounov, qui
généralise celle d’énergie mécanique d’un systeme conservatif ou dissipatif.

Interméde historique : Alexandre Liapounov et la notion moderne de stabilité

Alexandre Liapounov (Lyapunov dans la littérature anglo-saxonne), mathématicien
russe (1857-1918), fils d ‘astronome, a consacré une grande part de sa carriere, des
son travail de these, aux problémes de stabilité. Il a notamment introduit la no-
tion moderne de stabilité des systémes dynamiques, donné avec les «fonctions de
Liapounov » un outil efficace d'analyse, et proposé une évaluation de la divergence
entre deux trajectoires voisines : nombre et exposant de Liapounov. Il a également
apporté une contribution notable a la théorie des probabilités. Liapounov a misfin a
sesJours a 61 ans apres le décés de safemme.

6.3.1 Dérivée de Lie, dérivée particulaire

La définition d’un systéeme autonome, donc du champ de vecteurs x = f(x), peut
s’interpréter comme la donnée du champ de vitesses d’un écoulement fluide perma-
nent dans R”. L’évolution de I’état représente le mouvement d’une particule fluide.
Changer de condition initiale revient a changer de particule. Aussi, ne serait-ce que
pour faire le lien avec des notions classiques de mécanique des fluides, allons-nous
rappeler (ou simplement donner) quelques définitions qui seront utiles pour la suite.
Nous avons vu en début de document que I’état est « transporte par le flot » a
I’image d’une particule transportée par le champ de vitesses, selon I’équation :

x(®) = (O xo),

ou xo represente I’état initial x(0). Dés lors, toute fonction réelle F de I’état évolue
avec lui : la fonction t i® F\(p(t, xg)] dépend des deux variables xq et t. Une fois
choisi I’état initial xq, suivons I’état dans son évolution, c’est-a-dire la particule dans
son mouvement. La fonction F varie et sa dérivée par rapport au temps, lorsqu’elle
existe, est :

_ dF[(p{t, xo)]

F
dt
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6.3. Théorie de Liapounov de la stabilité

Dans les applications mécaniques, cette dérivée notée aussi DfjDt est pour les raisons
indiquees appelée dérivée particulaire.
Si F est de classe C* dans 12, elle possede un gradient VF relativement a .r, et on a,

. , ) , , ) DF
par dérivation d’une fonction composeée, le résultat classique : =VF .f

Dans le cas général d’un systeme qui n’est pas nécessairement mécanique, cette
dérivée est aussi appelée dérivee de Lie.

Remarque

S la fonction r dépend non seulement de P’état jc mais aussi du temps t, il convient
d’ajouter au terme VF.f, appelé aussi dérivée convective, la dérivee partielle de
F par rapport au temps a jc constant, qu’on appellera dérivée locale ou dérivée
eulérienne.

Onaalors: ~ (r, x) = N +VF(r, io ./

drive  drige KR
particulaire  locale
Comme le présent document est centre sur les systemes autonomes, (/ fonction de
et non de /), les fonctions  que nous considérerons seront elles aussi fonctions du
seul état x ; leur dériveée locale sera donc nulle.

Une fois o choisi, c’est-a-dire une fois la trajectoire choisie, r dépend seulement de .
et on allégera I’écriture en notant : rer>t, X0)l = Fit).

, - . - ! ]
La dérivée de Lie L2 gera efle-meme notee p'us S|mp'ement “F ou F et appe-
lée encore dérivée temporelle de .

En résume, les quatre expressions suivantes sont synonymes dans le cas d’une
fonction F de I’état d’un systéme autonome :

e dérivée particulaire o dérivée de Lie
« dérivée convective o dérivée temporelle

De tout ce qui précéde, on retiendra : F =V F .f
formule importante qui permet le calcul pratique de la dérivée temporelle de F.

6.3.2 Fonctions de Liapounov

Soit Xo un équilibre du systéme x =f{x), de classe C' sur le domaine 12.
Soit F une fonction définie et continue dans un voisinage V de xo et a valeurs dans
R vérifiant les propriétés suivantes :

» ¢lle admet un minimum strict en xqg, ¢’est-a-dire :

Vx GV - {Q@)} onaF{x) > F{xq)

» elle estde classe  sur V- {xqg}; et sa dérivée temporelle y est négative ou nulle,
c’est-a-dire :  VxeV - {g}onaF =V F./<0
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Une telle fonction, pour laquelle on a nécessairement F(x¢)) = 0, est appelée fonction
de Liapounov.

Nous allons montrer que la simple existence d’une fonction de Liapounov au voi-
sinage de I’équilibre xg implique la stabilité de I’équilibre xqg. Ce résultat important
constitue un théoreme de Liapounov ; nous en énoncerons ensuite un autre relatif au
systeme linéarisé, notion qui fera I’objet d’un prochain paragraphe.

Premier théoreme de Liapounov

S’il existe une fonction de Liapounov F dans un voisinage V de xq, équilibre du
systeme x = f{x) de classe alors :

Xg est un équilibre stable du systéme.
Si de plus la dérivée temporelle de F est strictement négative hors de 1 :

JP est un équilibre asymptotiquement stable.

La démonstration fera appel a deux lemmes.

Lemme a)

V contient une boule fermée A = B{xo, R) de centre aqg et de rayon R, donc aussi,
pour tout s <R, une «couronne » fermée L = {x 6 A; [[x - xgll >centrée sur xq.

Comme F est continue sur le compact F, F(x) - F(xo0) y atteint son minimum
2a > 0, ou O > 0. Ceci impligue :

e]0, r, 3a{s) tel que *x GA, \x- xgll >s => F{x) - F{xo0) > a,
qui équivaut a :
Vs GJ0, R[, 3a(s) tel que Vx GA, F(x) - F(xq) < a => |ljic- xq\ <S.

« CasF < 0; stabilité de jco
Fixons £. D’apres le lemme a), il existe a{s) >0 tel que :

Vicg a, F{x) - F{xq) <a IIX - ol <s

F est continue en xq. Par conséquent, a > 0 étant celui précédemment déterminé, il
existe 7(a) > 0 tel que : ||x - x0|| < 7(a) F{x) - F{xq) <a.

Dés lors, si on choisit un état initial a dans la boule ouverte 3{xq, 7(a)), alors
F{a) - F{xq) <a. Mais F a une dérivée temporelle négative. Par conséquent :
Vt >0, F\x(t)] - F(xa) <F(a) - F{xo) <a. Alors, d’apres le lemme a) :
Vr > 0, [ljc(0 - jodl < £. Comme 7 est fonction de a, donc de s, le résultat obtenu
montre que joo est un équilibre stable, ce qui établit le premier volet du théoreme.
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6.3. Théorie de Liapounov de la stabilité

Lemme b)

Ce lemme n’est autre qu’une variante du lemme a), avec les correspondances : F{x)~
F(xa) -F{x), eta  j3:donc, ip est le minimum de -F{x) sur F. On obtient
ainsi :

V& 6]0, R[, 3p{s) tel que Vice A, F{x) > -p{s) => |jc- xoll < s.

e Cas Z' <O; stabilité asymptotique de xo
En utilisant convenablement I’hypothése F < 0 ainsi que le lemme b), on montre
qu’il existe un voisinage V de xq, fonction de s, tel que pour toutx eV :

>0, 3T(x, s) tel que t> T{x, e) \(p(t, x) - xoll <s.
Donc, X) est asymptotiquement stable.

Exemples

1. Soit le systtme i = 0sur Q = R Pour tout e R, la fonction r{x) = {x-at
admet un minimum strict en a et a pour dérivée temporelle F=VF./ =0<0.
Par conséquent, tout réel a est un équilibre stable (mais non asymptotique-
ment) du systeme, ce qui etait évident a priori pour ce systeme particulie-
rement simple.

2. Soit le systétme x =-x sur il =R : la fonction r(x) =x- admet un minimum
strict en x0 =0, et a pour dérivée temporelle F = VF./ = -2x- <0. Comme
F <0 hors de joy 0 est un équilibre asymptotiquement stable du systeme.

3. Sur £1=R*, la fonction F(x) = [jd“ est une fonction de Liapounov pour le sys-
teme » 1 Eneffet, VF./ =0, d’ou F =0, ce qui montre la stabilité
de I’équilibre 0 (qui n’est pas asymptotiquement stable).

4. Sur il =R\ la fonction rix) = |Uif est une fonction de Liapounov pour le
systeme /| A En effet, pour x @0, on a VF./ =-2{x~ +x") <0, d’ou
F <0, ce qui montre la stabilité asymptotique de I’équilibre O.
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Figure 6.2- Des orbites spirales convergentes.

Il va de soi que dans de nombreux cas, la recherche d’une fonction de Liapou-
nov peut s’averer tres délicate, voire impossible comme le met en lumiére |’exercice
suivant.

f
Exercice 6.2 Un équilibre stable mais sans fonction de Liapounov

Le but de Vexercice est de montrer gidautour de certains équilibres stables, il est
impossible de trouver unefonction de Liapounov.

On consideére le systeme monodimensionnel de classe C' suivant ;
f{x) = sin - avec/(0) = 0, déja évoqué dans I’exercice 3.2.

1. Montrer qu’au voisinage de I’équilibre 0, il est impossible de trouver une fonc-
tion de Liapounov malgré la stabilité de cet eéquilibre.

2. Genéraliser cet exemple aR".

6.4 Linéarisation autour des équilibres

Nous avons vu qu’en vertu du théoréme du redressement le comportement local d’un
systéeme ne pouvait offrir quelque complexité qu’au voisinage d’un équilibre. Or,
I’étude que nous avons faite des systemes linéaires au voisinage d’un équilibre per-
met une classification exhaustive du comportement local, tout au moins en regard de
la notion de stabiliteé.

Pour un systeme non-linéaire, il est donc légitime d’étudier si la linéarisation au
voisinage d’un équilibre conserve ou non les propriétés qualitatives liées a la stabi-
lité. Nous verrons que c’est le cas pour une large classe de systémes, mais que cette
constatation n’est toutefois pas universelle.

6.4.1 DEéfinition de la linéarisation

Soit S le systeme x = f{x) de classe C* dans un voisinage d’un point x\.
Le développement de Taylor-Lagrange de / al’ordre lest :

IW = f{x\) +Vix*{x- X{) + o(x-xi)
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6.4. Linéarisation autour des équilibres

Rappelons que V/, différentielle de /, est un endomorphisme de Si on appelle fi
les n composantes de /, il est représenté par la matrice :

df\
. (X) m (x)
OX\ BMdxn
VvV /.=
dfn, dfn
v )
OX\ BdXxn

o Si x\ est régulier, f(x\) ~ 0 : cette constante non nulle est alors la partie prin-
cipale de /. On sait par le théoreme du redressement qu’au voisinage de x\, le
systeme est le conjugué d’un systéme a flot constant. Le comportement local est
donc qualitativement trés simple, ceci quel que soit Vix”.

« Si en revanche x\ est un équilibre (qu’on notera alors xq), / (xq) = 0.
Dans ce cas, f{x) = Vixo(x - vg) + o(x - vg), expression qui conduit a la définition
ci-dessous, qui fait intervenir le « champ linéaire tangent » ou différentielle
de f en Xg. On vient d’en rappeler I’expression matricielle.

Si vo est un équilibre du systeme 5, le systeme x = ~fxo(x —J) est la meilleure
approximation affine locale du systéeme (au sens de «champ de vecteurs / ») au
voisinage de vaq. Elle est de type affine, et conserve a vq son statut d’équilibre. Une
simple translation du nouvel état permet d’amener I’équilibre au point 0, d’ou la
définition :

Soit S le systéeme x =f(x), avec .r 6 O domaine de et/ G (0).
Le systeme linéarisé S¢de S a I’équilibre jig g O est le systeme d’équation :

= MxoM

C’est un systeme linéaire, dont I’équation prend la forme matricielle :

= VAo .V

Remarques

1 S5 est linéaire, on a x = Ax, et =Aen tout xo, donc en tout equilibre.

2. Lalinéarisation transforme xo, équilibre de 5, en O qui est nécessairement eéquilibre
de Si car ce nouveau systéme est linéaire.

3. Lalinéarisation n’a de valeur que locale : en particulier Si a comme espace d’états
R”, ce qui fait perdre les propriétés topologiques de Q, espace des états de 5, si
ce dernier n’est pas homéomorphe a R". C’est le cas, nous I'avons déja vu, si I'une
des composantes de x est un angle, élément de R/Z et non de R C’est aussi le cas
par exemple si  est une couronne ouverte du plan.
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6.4.2 Changements de comportement par linéarisation

Nous allons donner deux exemples introductifs qui montrent que la linéarisation ne
conserve pas toujours la nature des équilibres.

Exemples

1. Le systéme de dimension 1(ceR) : i = possede I'équilibre unique instable
xq=0. Son linéarisé en 0 est simplement le systeme x =0, qui admet tout réel,
donc en particulier 0, comme équilibre stable. La linéarisation a donc remplacé
un équilibre instable par un équilibre stable.

2. Le systeme de dimension 2 suivant :

- (X 1
X1 \y

admet 0 comme équilibre unique.

La fonction r(x, i) =x~ +if & pour dérivée temporelle r =vr .1, dont la valeur,
obtenue par un calcul tres simple, est -2{x- +i/f <0 pour z ~ 0. D’apres le
théoréme de Liapounov, 0 est un équilibre asymptotiquement stable.

La différentielle d e mest V/‘:(

Donc, V/(0) = 210 . On retrouve une modélisation de Ioscillateur harmonique.
Les trajectoires sont des cercles concentriques : 0 est un équilibre stable. La li-
néarisation a remplacé un équilibre asymptotiquement stable pait un équilibre
simplement stable.

-2xy+)\ -3y~-x-|]

Portraits de phases
Systeme initial Systeme linéarisé

Figure 6.3- Perte de la stabilité asymptotique dans I'exemple 2.

6.5 Linéarisation autour des équilibres

HYPERBOLIQUES

Les exemples qu’on vient de donner de changement de comportement ont un point
commun : les valeurs propres de sont de partie réelle nulle. Nous allons voir
que c’est la cause de la non-robustesse du systeme.
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6.5. Linéarisation autour des équilibres hyperboliques

Définition
On appelle équilibre hyperbolique du systéeme de classe o x = f(x) un
équilibre xq tel que les valeurs propres de ne soient pas de partie réelle nulle.

Exprimé de facon équivalente :

I’équilibre xq est hyperbolique I’endomorphisme V e s t hyperbolique
(notion définie au paragraphe 4.2.3)
I’indice de est du type (n~, 0, n'M.

6.5.1 Deuxiéeme théoreme de Liapounov

Le deuxiéme théoréme de Liapounov fait référence au systeme linéarisé x = X.
Il permet de conclure quant a la nature de 1’équilibre xq si celui-ci est hyperbolique,
c’est-a-dire si le spectre de VixQ ne rencontre pas |’axe imaginaire.
La terminologie «premier théoréme» et «deuxiéme théoréme» n’est pas générale.
Elle est utilisée ici dans un simple souci d ’identification correcte des deux théoremes.

Deuxieme théoréme de Liapounov

Soit xo un équilibre du systeme S (linéaire ou non) de classe C*.
* Si Sp(VA,) ¢ {1 GCI "e("X) < 0}, Xgest asymptotiquement stable pour S..

e Sisp(vixq) N fLe Cl *Re(d) > O} * 0, Xoest instable pour S.

Schéma de démonstration

Nous allons donner les points-clés d’une démonstration, sans en développer les dé-
tails techniques.

Dans un premier temps, on dote R" d’une structure euclidienne adaptée a notre
analyse. Cette structure euclidienne est étroitement associée a la base de Jordan. Elle
fait I’objet de la partie « lemme d’encadrement » de |’annexe 5. Elle assure que le
carré de la distance a I’équilibre est unefonction de Liapounov Si le systéeme linéarisé
est asymptotiqguement stable. Des lors, le  théoreme de Liapounov nous fournit le
premier volet du 2Bthéoreme :

« Si SpiVfxfi ¢ |d IKe{A) <0}, o est asymptotiquement stable.

Pour I’établissement du deuxieme volet, on utilise la décomposition de E =  (dans
lequel opere V™) en : R” = Es ® Ec ® Eu, sous-espaces stable, central et instable,

%) comme nous I’avons vu au chapitre 4. Regroupons-les en Eq= E"®Ec et Ei = E” on
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aainsi E = Eq®E\. L’idée de la démonstration est la suivante. On observe I’évolution
de xo0 + /z, ou /zest :

 suffisamment petit pour une application efficace de la formule de Taylor-Young
a x{t) au X® ordre. Pour cela, on choisit h dans une boule ouverte B = B(xq, 1)
convenable.

» beaucoup plus pres de E\ que de Eq, ce qui, hi étant la projection de h sur E/,
s’exprime W\ » \\ho\. On privilégie ainsi I’aspect instable, ce qui empéchera de
cantonner x(t) = xg + h(t) dans un voisinage de xg. On prendra donc h dans un
ouvert C = {h ; pilP > E||/zolP}, avec K > 0 convenablement choisi.

On satisfait les deux exigences en prenant h dans I’ouvert U = B G C. On vérifie
alors que x{t), tant qu’il reste dans B, s’éloigne exponentiellement de xq « U existe un
voisinage de xq que x{t) quitte nécessairement. Par conséquent, xo est un équilibre
instable.

On a ainsi établi le deuxiéme volet :

SISpivE,™) n{/de{N) > 0} dd, Xqg est instable.

Ceci achéve la demonstration du deuxieme théoreme de Liapounov.

Nous disposons ainsi de deux théorémes dits de Liapounov qui renseignent sur la
nature des équilibres. 1l faut noter que le premier théoréme fait référence a une fonc-
tion de Liapounov, mais pas au spectre du systéeme linéarisé. On peut donc a priori
en attendre une plus grande généralité, au prix toutefois d’une mise en oeuvre moins
systématique. En effet, si I’on peut généralement acceder au spectre de V/, il n’existe
en revanche pas de procédé universel de construction d’une fonction de Liapounov ;
et, nous I’avons vu, une telle fonction peut ne pas exister.

En conclusion, la nature stable ou instable d’un équilibre hyperbolique est la méme
pour un systéeme et pour son linéarisé. En revanche, pour un systeme non hyperbo-
ligue, tous les cas de stabilité existent, ceci dés la dimension 1

Exemples

Pour les quatre systéemes unidimensionnels {E = R) ci-aprés, ;@ =0 est un équilibre
non hyperbolique, car dans tous les cas il est associé a la valeur propre 0.

1 x=-x": X0 est asymptotiquement stable ;

2. 0 :>0est stable (mais pas asymptotiquement stable);
3. x= X' :Xest instable (en fait : semi-stable);

4. x= X* : Xest instable.

Ces quatre systemes ont le méme linéarisé : x =0, pour lequel 0 est simplement
stable.
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6.5. Linéarisation autour des équilibres hyperboliques

Probleme 6.1 Un systeme polynomial de dimension 2

XAy {\ -y)

On considére le systétme non-linéaire S : .
y =x{\ -x)

On notera z =§ € " I’état du systeme, /(z) la fonction z
y

1. Déterminer les equilibres du systeme.

2. (a) Veérifier que le flot z est symétrique par rapport a la droite D d’équation
y - X

(b) Vérifier que D est invariante par le flot.

(c) Sur D, le systéme se réduit a un systéeme de dimension 1qu’on paramétrera
par X Le résoudre analytiquement pour la condition initiale .=  “mon-
trer alors que la trajectoire explose a un instant fini I\ qu’on déterminera.

3. (a) Linéariser S au voisinage de chacun des équilibres ; quelle est la nature des
équilibres des systemes linéarisés ?

(b) Que peut-on en déduire quant a la nature des équilibres de 5 ?

4. Déterminer I’isocline horizontale 4, ensemble des points ou la tangente a une
orbite est horizontale. Déterminer de méme I’isocline verticale 4.

5. Esquisser un possible portrait de phases du systeme, conforme aux conclusions
des questions précédentes. Donner un (des) exemple(s) de question(s) sans ré-
ponse a ce stade de I’étude.

6.5.2 Théoreme de Hartman-Grobman

Le 2" théoreme de Liapounov établit que I’identité de la nature (stable ou instable)
d’un équilibre hyperbolique est la méme pour un systeme et pour son linéarisé. Il
ne va cependant pas jusqu”a la conjugaison des deux systemes, notion plus riche.
Car au voisinage de deux équilibres instables, deux systemes peuvent ne pas étre
conjugables. Par exemple, la figure 6.4 représente les trajectoires de deux systemes
d’ordre 2. Les spectres de V/ au voisinage des équilibres sont (1, 1) (figure de
gauche) et (-1, 1) (figure de droite). Bien que les deux équilibres soient instables,
les deux systemes ne sont pas conjugués, ce que la différence qualitative des deux
?@ champs illustre bien.
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Figure 6.4- Deux équilibres instables non conjugués.

Le théoreme de Hartman-Grobman, qui met en jeu une conjugaison, est plus fort
que les théoremes de Liapounov et son énoncé est simple. Nous le donnons sans
démonstration ; celle-ci se trouve dans des ouvrages plus spécialises.

Théoreme de Hartman-Grobman

Un systeme de classe  est localement topologiquement conjugué a son linéarisé
au voisinage d’un équilibre hyperbolique.

Ce théoreme posséde la limitation suivante : on n’obtient pas nécessairement une
plus grande regularité de la conjugaison, c’est-a-dire le fait qu’elle soit de classe
(avec P > 1) en augmentant la régularité du systeme. Il peut en effet apparaitre un
phénomeéne appelé résonance défini ci-apres, phénomene dont le Systéeme Solaire en
tant que systeme dynamique offre de nombreux exemples.

Résonance

Soit A un endomorphisme de R", de valeurs propres d], /I2,..., /L. Les d, appar-
tiennent @ R ou C, chacune étant comptée un nombre de fois égal a sa multipli-
cité. On dit que A présente une résonance d’ordre k (/2 > 2) s’il existe un entier
ied{], 2, n} et des entiers naturels aj tels que Af =a\ Ai -t ~2/12+ ... + d,,
aveca] +az+... + dff =k

L’existence d’une résonance ne permet pas de garantir une conjugaison d’ordre
superieur ou égal a 1du systeme initial S avec son linéarisé, ceci méme si le systéeme
non-linéaire initial est de classe

Par exemple, pour le systeme S bidimensionnel suivant : A2 ona

d] = letd2 = 2 L’égalité A2 = 2 Ai nous place dans le schéma d’une résonance,
avec i =1, ai =2, »2 =0, d’ou I’ordre de résonance k = 2. La figure 6.5.a montre
les portraits de phases du systéeme S (voir exercice 6.3), la figure 6.5.b celui de son
linéarisé 5.
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6.5. Linéarisation autour des équilibres hyperboliques

Figure 6.5- Un systéme résonant et son linéarisé.

Exercice 6.3 Une résonance en dimension 2

On considere le systeme S plan : (%) = y) = (ly +
Onnoteraz=Pj e
1. Déterminer le linéarisé 5 de 5 a son équilibre z\ = Donner la nature de

I’équilibre zi pour 5” et pour S.
2. Vérifier que le systeme S présente en son équilibre z\ une résonance d’ordre 2.

3. Résoudre analytiguement S en donnant I’expression du flot (p(t, z). En déduire
I’équation des orbites et commenter le portrait de phases déja esquissé par la
figure 6.5.a.

En I’'absence de résonance, la situation s’améliore ; un résultat dd a Sternberg
donne une condition suffisante de conjugabilité de classe Le théoreme de linéa-
risation de Sternberg dispose en effet que si / est de classe et si le linéarisé S¢
ne présente aucune résonance, alors S et St sont conjugués de classe Si/ est
de classe C*, le résultat est d’énoncé plus complexe : S et S1 sont conjugables de
classe C*, ou g est une fonction croissante de p tendant vers I’infini lorsque p  oo.
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Probléeme 6.2 Un systeme de dimension 2

Soitz = |

vijl

Le plan est muni du repere habituel = (/, /) ainsi que du repére attaché aux
coordonnées polaires : "R = (0, v) (voir figure).

Figure 6.6- Les repéres rq et R\.

Soit S le systeme dynamique z =fiz) .On posep =

Pour Z 0, le champ / est ainsi defini dans le repére cartésien

1

1 R
Pour 7= 0, on définit f(z) = 0 ERM.
Déterminer r(les) équilibre(s) du systeme.
Montrer que la fonction F(z) =  est une fonction de Liapounov dans le disque

S

P<1

En déduire la nature de I’équilibre 0.

Identifier les trajectoires périodiques du systéme.
Discuter les propriétés geométriques des trajectoires.

Tracer le portrait de phases du systéme. y
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Structuration 7
DU FLOT

Les chapitres précédents éetaient centrées sur les propriété locales du flot d’un systéeme
dynamique, qu’un survol permet de résumer comme suit.

» Au voisinage de tout point régulier nq (tel donc que /(xqg) 0), le flot se comporte
comme un flot constant f(x) = Cte ; « se comporte comme » signifie « est conjugué
a». Ceci est vrai, que le systeme soit linéaire ou non.

» Au voisinage d’un equilibre :

- le flot d’un systeme linéaire s’obtient analytiqguement ; la classification des équi-
libres est donnée par le théoreme genéral de stabilité des systemes linéaires
(8 4.2.3). Celui-ci met en jeu I’indice de I’endomorphisme, triplet de nombres
rassemblant les dimensions des sous-espaces vectoriels stable, central et in-
stable.

- le flot d’un systeme non-linéaire est localement conjugué a celui du systeme
linéarisé si I’équilibre est hyperbolique. Dans le cas contraire, tout est possible,
y compris le changement de nature de I’équilibre par linéarisation.

Ces reésultats, tout intéressants qu’ils soient, ne suffisent pas a esquisser la physiono-
mie d’un champ dans sa globalité. Nous avons en effet déja observé deés la dimen-
sion 2 que deux champs présentant par exemple chacun un équilibre unique, hyper-
bolique et instable, peuvent ne pas étre conjugués, comme le rappelle la figure 7.1.

3 b

Figure 7.1- Deux champs non conjugués.

Il est donc nécessaire, et c’est 1’objet de ce chapitre, de définir et d’analyser cer-
taines notions fiées aux caractéristiques globales du champ.
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7.1 Ensembles-Iimites

Soit un systeme s localement lipschitzien sur I ¢ et x un point de I tel que J(x)
ne soit pas borné a droite. On appelle ensemble-limite de .r, ou ensemble iu-limite
de X que I’on note a>{x), I’ensemble :

eu(jc) = X), 5> [}. Intersection de fermés, .; (., est lui-mémefermé.
r>0

u){x) est donc I’intersection des branches terminales de I’orbite de x, les temps ini-
tiaux de ces branches étant arbitrairement grands. Il est utile de donner une autre
caractérisation de u; ).

Deux caracterisations équivalentes de co{x)

Les deux définitions suivantes de I’ensemble-limite ., de g 12 sont
équivalentes :

< {x) =N {(pis, x), s>t]

0

uj(x) est I’ensemble des pointy de d tels qu’il existe une suite réelle (tn) tendant
vers -foe, avec lim X) =y

/7-400

Ce résultat s’établit sans difficulté. Sa démonstration fait 1’objet de I’exercice 7.1.

La deuxieme définition sous-entend que (p(t, .r) reste défini pour r > 00, donc
que I’ensemble des temps J(x) n’est pas bornée a droite. Il est aisé de surmonter
cette restriction :s’il y a un temps tf d’explosion (ou d’implosion) de la solution, on
remplacera tn * 0o par tf-

f
Exercice 7.1 Deux definitions équivalentes de I'ensemble limite

Démontrer I’équivalence des deux définitions données dans I’encadré ci-avant.

Exemples d’ensembles-limites

1. Les branches terminales d’orbites du systeme " ~ h * <0
sont des arcs de spirale logarithmique. Leur adhérence contient 0.
Ici, = {0} pour tout point Xe R-. On notera que I'intersection des arcs d’or-

bite eux-méme est vide (sauf pour x = 0); mais <\X) est I'intersection de leur

adhérence. En résumeé : ke r-. ui(x) ={0k Le tableau Il (cas | 12 |, 8 5.2) donne
un portrait de phases de ce systéme.
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2. Méme exemple, mais avec n >0. Dans ce cas, les arcs de trajectoire sont des
branches infinies de spirale. Fermés, ils coincident avec leur adhérence.
Leur intersection est vide, sauf pour x =0.
En résumé : <0) = {0} et uitx) =@ pour xi*O.

_n\A
3. Dans le systéeme plan décrit par Ip{t -p) en coordonnees polaires, I’'en-
semble };j) A d est pour p différent de 0 et de 1 la réunion d’un arc de
spirale et du cercle unité F. Pour p = 1, il s’agit du cercle unite, et pour p =0du
point {0}

En conclusion : §(0) = {0t et §§{x) = F pour xi™{).

F est lui-méme une orbite correspondant a une trajectoire périodique. On
dit que c’est un cycle-limite, notion sur laguelle nous reviendrons au para-
graphe 7.2.2. Lafigure 7.1.b représente un portrait de phases du systéme.

Dans ces trois premiers exemples, un ensemble-limite est toujours une orbite.
Lexemple 4 montre que ce n’est pas toujours le cas.

4. Modifions comme suit I'exemple 3 : on se place sur H =R-*. Un point xdonne
du planemprunte la méme orbite dans le méme sens que dans I'exemple pré-
cédent, mais a vitesse linéaire |X| =|x- I|.|x-i-1]. On constate alors que :

W) =Fs\ [N 1;
cj(X) ={-1} si Xappartient au demi-cercle {p =1, 6¢]0, ;1]);
Uj(X) ={=+1}si Xappartient au demi-cercle (p =1, Oe] - k, ).

Figure 7.2- Quatre orbites pour un ensemble-limite.

Il y a donc trois ensembles-limites possibles : {-1}, [} et F.

Les deux premiers sont des équilibres donc des orbites, mais F n’est plus une
orbite. Plus précisément, F est la réunion de 4 orbites, correspondant a 6= 0,
0 <6 <T[ o =Trel -TT <o <o.

On retiendra qu'un ensemble-limite peut ne pas étre une orbite.

De la méme fagon que nous avons défini I’ensemble cu-limite co(x), on peut définir
par inversion du temps I’ensemble or-limite or(x) : a{x) = tllo i), . - 1)

a et JJ premiére et derniére lettre de I’alphabet grec, sont des symboles classiques
du commencement et de la fin. Nous les avons déja utilisés pour les équilibres en fin

S duss2i.
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Si Fon appelle S le systtme miroir de S, c’est-a-dire le systeme x = -/(x), les
propriétés de S et de 5 s’échangent par inversion du temps. Ainsi :

* les ensembles a-limites de S sont les ensembles iu-limites de S ;

* |es ensembles u>-limites de S sont les ensembles a-limites de S.

Si Orb”(x) est borné, co(x) +0

Supposons que I’orbite de x soit bornée pour t >0.
Alors, I’ensemble {d(m, x) ; n GN} est :

* soit fini ; mais dans ce cas, il existe m G M tel que T, X) soit « répété » une
infinité de fois. Alors, oj{x) contient d{T, X).

« soit infini ; comme il appartient & un ensemble compact, il possede un point d’ac-
cumulation, qui appartient par définition a ;u(x).

Dans les deux cas, ¢u(x) n"estpas vide.
Ce résultat vaut pour x Gi2 ¢ R", quelle que soit la dimension n du systéme.

Remarque

Nous n’excluons pas le cas d’une orbite non bornée pour t <0. Cest le cas par
exemple du point 1 pour le systeme x= -x sur R C’est également le cas s’il ya a un
instant déterminé une naissance implosive du type rencontré au paragraphe 1.2.1.

Si Orb~(x) n’est pas borné, co{x) peut étre vide, comme I’a déja montré I’exemple 2
d’ensemble-limite. Mais co{x) peut aussi étre non-vide, ce qui est le sujet de I’exercice
suivant.

Connexité des ensembles limites

Un ensemble-limite peut étre :

e connexe : nous en avons déja vu plusieurs exemples ;
non-connexe : par exemple, dans le systeme ™ 1-1 X a pour trajec-
toires des spirales logarithmiques centrifuges de centre O. 1 4W]
Si on pose Z = arctan”, les trajectoires du systeme ayant pour état (avec

Ze] - |[ ) sont de type spiral, et s’approchent alternativement des droites z = f
et Z= -f. L’ensemble limite de tout point non nul est la réunion de ces deux
droites, qui n’est pas connexe (figure 7.3).
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Figure 7.3- Un ensemble-limite non connexe.

Exercice 7.2 Orbite non-bornée et ensemble-limite

Batir un exemple (distinct de celui de la figure 7.3) de systeme dont tous les états x
ont :

* une orbite a temps positifs Orb”(x) non-bornée ;
 un ensemble-limite a>{x) non-vide.

Il y a toutefois un résultat important si Orb”~ixo) est borné. Supposons ;u(xo)
réunion de deux fermés disjoints A et B.
Comme Orb™MxQ) est borné, <-4, |’est aussi, donc aussi A et B, qui sont par

consequent compacts. Soit d leur distance :d = inf Il - Z||.
(y,2)EAXB

La trajectoire x(t) de xq approche A a moins de d/3, puis B & moins de J/3, a
nouveau A, ceci une infinité de fois.

Entre deux approches successives de A puis B, la fonction t i* d[x{t), A], prend
toutes les valeurs comprises entre d/3 et 2d/3. Etant continue, elle prend a chaque
trajet entre A B slumoins une fois la valeur d/2.

Soit (Xn)neN* la suite des valeurs de x correspondantes. L’ensemble (x,,), infini et
borné, posséde un point d’accumulation .r* qui en raison de sa définition appartient a
iu(j:o)- Or, ce point est a la distance dj2 de A et donc par inégalité triangulaire, a une
distance au moins djl de B. Or, il appartient nécessairement a I’un ou I’autre de ces

© ensembles, dont la réunion est 6u(xo). Ceci n’est possible que si d =0.
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Mais alors, par compacité de A et B, il existe e A etz * B tels que d{y, z) = 0,
d'ouy =z: des lors, A et fi ne sont pas disjoints, ce qui contredit I’hypothése initiale.
Comme 1u(q) ne peut pas étre réunion de deux fermés disjoints, il est connexe.

En conclusion :

Soit le systeme x = f{x), défini suril c |/ étant localement lipschitzienne.
Soit xo e Cl. Si Orb'ixo) est borné, I’ensemble-limite est connexe.

Ensembles-limites sur R

En dimension 1, les ensembles-limites sont faciles a caractériser. Soit en effet le sys-
téme X = f(x), défini sur 12, domaine (donc intervalle) de R. Soit xq e 12. On note
x(t) = (pit, x0). D’aprés le théoréme de Cauchy, la fonction x i-* x(t) est monotone.
Par conséquent :

 si Orb™ de jTon’est pas borné, on a nécessairement tIim X(t) = o0, ce qui implique
—roo
uj(xo) =0;
» si Orb™ de xo est borné, il existe une limite a = tIim x(t). Alors, 60(.ro) = {a}.
"oo

En résumé : en dimension 1, un ensemble-limite ne peut étre que Vensemble vide ou
un singleton.

Les ensembles-limites ne sont pas nécessairement disjoints
Dans I’exemple 4 d’ensemble-limite défini plus haut (figure 7.2) :
 rensemble-limite d’un point non nul hors du cercle unité est le cercle unité ;
* rensemble-limite du point +1 est {-fl}.

Ce deuxieme ensemble-limite est inclus strictement dans le premier.

Invariance des ensembles-limites par le flot

Soient r G 12, y e 1u(x) et z appartenant a I’orbite de y, c’est-a-dire : 3r £ J{y) tel
que Z= 0(t, y). Une fois r ainsi fixé (notons qu’il n’est pas necessairement positif),
pour tout voisinage  de z, 0~"(t, V") est un voisinage VW dey, ceci par continuité de
I’application v i-* O(r, V) (continuité du flot, § 2.1.2). Mais, comme y Giu(x), il existe
une suite croissante de temps {tn)n€" tendant vers I’infini tels que "in GN, 0( x) G
W. Il en résulte, d’aprés la définition de Vy, que :

Vn GN, 0(r,, +1, x) eV”, ce qui montre que z Goj(x).

Nous venons de montrer que ; ;\ 6r%¥yi(} NN ’\(/x)x

En conclusion :tout ensemble-limite est invariantpar leflot.
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orb {y)
co(x)

Figure 7.5- Orb(y) est inclus dans cj(x).

* L’invariance est bilatérale (concerne le passe et le futur) : si co{x) contient un point,
il contient aussi la totalité de ses ascendants et de ses descendants.

» Tout ensemble-limite est la réunion des orbites de ses points. Nous avions déja fait
cette constatation sur I’exemple 4 d’ensemble-limite (figure 7.2), que nous avions
précisément identifié comme étant la réunion de 4 orbites.

Transitivité des ensembles-limites

Cette propriété se déduit presque immeédiatement de la précédente. Soient en effet
y 6 @) et z e uj(y). Pour tout n e N*, il existe un temps  tel que y), que nous
noterons yn, appartienne a la boule ouverte \/n).

Figure 7.6- Latransitivité des ensembles-limites.

Comme y,j G Orb{y) et que y G cx}{x), on a G 0j(x) d’apres le paragraphe
précédent. Donc, !B{z, 1/n) étant un voisinage de il existe th > n tel que X) G
IB(z, \/n). Comme la suite tn tend vers +oo, 0n a z g uj(x).

En conclusion, on a la propriété de transitivité :

y Guj(x) et z™ cl(y) => Ze cl(x).
Rassemblons les deux derniéres propriétés établies :

* est la réunion des orbites de ses points (invariance) ;

Tout ensemble-limite . e . L
« contient les ensembles-limites de ses points (transitivite).

103



06:5761'

—~
2

OV e

Chapitre 7 « Structuration du flot

Notons que la premiere assertion traduit 1’égalité de deux ensembles, alors que
la deuxiéme traduit une inclusion, qui peut étre stricte comme I’a déja montré
I’exemple 4 d’ensemble-limite.

r
Exercice 7.3 Point isolé d’'un ensemble-limite

Soit S un systeme localement lipschitzien dans H ¢ etzo "
Montrer que si a est un point isolé de I’ensemble-limite oj(zo)* alors fu(zo) = M-

L ’exercice suivant établit un résultat plus général.

Exercice 7.4 Composantes connexes d’un ensemble-limite

Soit S un systéme localement lipschitzien dans H ¢ R”, et zo »
Montrer que si cu(zo) possede plusieurs composantes connexes, aucune n’est
compacte.

Ce résultat généralise le résultat de |’exercice précédent.

7.2 O rbites périodiques

7.2.1 Généralités

On appelle période de la trajectoire / ~ x{t) définie pour tout t réel, ou indiffé-
remment période de I’orbite correspondante le plus petit T positif tel que pour tout
te X x{t T) = x{t). On parle alors de trajectoire périodique ou d’orbite pério-
digue, notions que nous avons déja rencontrées sans nous y attarder, par exemple
avec I’oscillateur harmonique. Une trajectoire périodique est aussi appelée cycle.

Remarques

1 Dans un sens un peu plus large que celui de notre définition, on peut aussi ap-
peler période tout multiple entier positif de 7; dans ce cas, on nomme période
primitive le réel T défini en début de paragraphe.

2. Notre définition exclut les équilibres, bien que la trajectoire d’un équilibre xo sa-
tisfasse M6 R, V7 e R+, X{t) =x{t +T) =xqg : en effet, comme tout T positif convient,
leur ensemble n’a pas de plus petit élément. Néanmoins, il peut arriver pour la
simplicité de certains énoncés que I'on considere un équilibre comme une orbite
de période T.

Stabilité d’une orbite périodique

Une orbite périodique I est stable si elle est stable en tant qu’ensemble (voir le
8§ 3.3.1), donc si pour tout voisinage V de I, il existe un voisinage W de F tel que si
Tappartient a W, ses descendants restent dans V. Notons que W est necessairement
inclus dans V. En écriture abrégée : x eW Vit >0, ft x) eV.
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Une orbite qui n’est pas stable est dite (devinez !) instable.

Un exemple de stabilité : pour le systeme plan décrit par o\ /p(i-p) en coor-

données polaires, le cercle unité F déja donné comme exemple (voir figure 7.1.b)
est une orbite périodique stable de période In : les trajectoires sont, a I’exception
de r et de {0}, des spirales se rapprochant de F.

Un exemple d’instabilité : pour le systeme plan décrit par | j»

F demeure une orbite périodique mais n’est plus stable : les trajectoires intérieures
a F (sauf (0)) s’en rapprochent, mais les trajectoires extérieures s’en écartent

(p > 0).

a) Attractivité d’une orbite périodique

Une orbite périodique F est attractive (voir le § 3.3.2) si elle attire un de ses voisi-
nages. Détaillons pour mémoire cette définition : F est attractive s’il existe un voisi-
nage W dt F tel que pour tout x appartenant a W, les descendants de x se rapprochent
arbitrairement pres de F, c’est-a-dire : Ii>rg d[(H{t, x), F] - 0.

Cette définition sous-entend I’existence, pour tout r > 0, de (/){t, x) : il n’y a donc
pas de mort explosive, I’état évolue continuellement dans le domaine H de définition.
Nous rappelons que la distance d’un pointy a I’ensemble A est d(y, A) = ;g&d(y, 2).

Nous constatons la ressemblance formelle entre les notions d’orbite attractive et
d’équilibre attractif.

Le bassin d’attraction de I’orbite périodique F, noté Att(F), est I’ensemble des
points attirés par F, c’est-a-dire : Att(F) =irye Q; limd\ y), F] = 0]

Les exemples ci-avant amenent ainsi deux remarques :

1. Le cercle unité P, orbite périodique du systeme plan | /P U"PY egtat-

tractif. Son bassin d’attraction est le plan privé de I’élément {0} ; ce bassin est
un voisinage de F. Plus généralement, une orbite périodique est attractive si et
seulement si elle admet son bassin d’attraction comme voisinage.

2. Pour le systéeme plan A, le bassin d’attraction du cercle unité

F se réduit cette fois au disque unité pointé (0 < p < 1); ce n’est plus un
voisinage de F. L’orbite périodique F n’est donc pas attractive. Le fait de pos-
séder un bassin d’attraction de mesure non-nulle n’est donc pas une condition
suffisante d’attractivité.
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Pour le systeme x =f(x), une orbite périodique répulsive et son bassin de répulsion
sont une orbite attractive et son bassin d’attraction, relativement au systéeme miroir
X = -f{x). Ces notions s’apparentent aux notions analogues définies pour les équi-
libres. Le bassin de répulsion de F est noté Rep{F).

Stabilité asymptotique d’une orbite périodique

A I’image de ce que nous avons fait pour les équilibres, nous qualifions d’asympto-
tiguement stable une orbite périodique qui est en méme temps stable et attractive.
Remarquons qu’aucune des deux qualités n’entraine I’autre. Toute orbite (en dehors
de I"équilibre) de I’oscillateur harmonique est un exemple simple d’orbite périodique
stable non attractive. On dispose paralléelement avec le cercle 8= 0 de la figure 7.7
d’un exemple d’orbite a la fois attractive™ répulsive et instable : I’espace des états est

(0= 01(271—0),

b=1
o (rotation autour de I’axe vertical du tore) et (pétant les angles habituels de paramé-
trage du tore. I

Figure 7.7- Une orbite attractive, répulsive et instable.

Si I'on réduit a 1 la dimension du systeme en fixant  on obtient qualitativement I'équi-
libre attractif et répulsif qui fera I'objet du paragraphe 8.2.2 au chapitre 8.

7.2.2 Cycles-limites

On appelle cycle-limite ou cycle cu-limite une orbite périodique F qui est I’ensemble-
limite d’au moins un point n’appartenant pas a F.
On appelle cycle cr-limite un cycle g>-limite du systéme miroir x =-f(x).

Exemples et contre-exemples

1. Dans le systéme plan décrit par || = en coordonnées polaires (voir

figure 7.1.b, le cercle unité r est ensemble-limite de tout point du plan autre
que l'origine, qui est un équilibre, r est un cycle limite.
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2. Lexemple 4 d’ensemble-limite defini par la figure 7.2 est encore le cercle
unité : il est ensemble limite de tout point du plan autre que -1, 0 ou 1. Mais,
n’étant pas une orbite, ce n’est pas un cycle-limite.

3. Les orbites du systeme plan “(x) toutes périodiques. Ce sont des

cercles de centre O. Toute orbite F est ensemble-limite de tous ses points,
mais d’aucun point ne lui appartenant pas. Les orbites ne sont donc pas des
cycles limites.

Exercice 7.5 Un cas d’absence de cycles

On montre qu’en dimension 2, tout voisinage d’un équilibre simplement stable isolé
contient une infinité de cycles. Le but du présent exercice est de montrer que cette
assertion estfausse en dimension au moins égale a 4.

On considére dans  (n > 4) le systeme linéaire S suivant :x =AX, avec :

0 -V

A =diag(/?, aR, -1, ee¢,-1), ou arest un réel positifet R = A O

{n—4)fois

1 Veérifier que 0 est un équilibre simplement stable isolé.
2. Montrer que pour un choix convenable de a le flot ne présente aucun cycle.

7.3 Variétés remarquables

Equilibres et orbites périodiques sont les éléments de structuration les plus simples
d’un portrait de phases, mais ne sont pas les seuls. Nous avons en effet deja identifié,
dans le cas de systéemes linéaires, certaines parties remarquables de O = - les
sous-espaces stable Es, central Ec et instable E™.

Dans le cas d’un équilibre hyperbolique, nous retrouvons les espaces Eg et E*
par le biais des notions d’attractivité et de répulsivité. Soit par exemple I’équilibre
hyperbolique 0 d’un systéme linéaire de dimension 2. Il y a trois cas :

 Si I’indice du systéme est (2, 0, 0), le bassin d’attraction de 0 est R”, le bassin de
répulsion {0} ;

 Si I’indice du systeme est (1, 0, 1), le bassin d’attraction de O est une droite vec-
torielle (hyperplan de R™), son bassin de répulsion une autre droite. Notons que
chacune de ces droites est la réunion de trois orbites : deux demi-droites et I’équi-
libre O ;

 Si I’indice du systéeme est (0, 0, 2), le bassin d’attraction de 0 est {0}, le bassin de
répulsion R",
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Les six bassins ainsi définis sont des sous-espaces vectoriels de dimensions 0 a 2,
donc des variétés différentielles de classe de Ces variétés ne sont autres que
Es et En si la dimension des bassins est non-nulle.

On peut pressentir que, dans le cas d’un systeme non-linéaire S d’espace d’état El
de dimension quelconque, ce constat demeurera valide, a condition de remplacer Es
et Eu par des variétés convenablement définies. En effet, au voisinage d’un équilibre
hyperbolique de 5, le théoréme de Hartman-Grobman garantit une conjugaison avec
le systéme linéarisé si, et I’noméomorphisme de 5~ vers s transforme Es et Eu, au
voisinage de I’équilibre, en parties remarquables de O.

On établit effectivement les deux théoremes énonceés ci-apres qui vont plus loin que
ce qu’on pouvait déja espérer de I’utilisation du théoréeme de Hartman-Grobman :

 d’une part parce que le premier d’entre eux met enjeu des équilibres quelconques,
alors que le théoreme de Hartman-Grobman implique seulement les équilibres hy-
perboliques ;

» d’autre part parce qu’ils sont de nature globale, et pas seulement locale.

On trouvera leur démonstration, assez technique, dans des ouvrages plus détaillés.

Les notations sont les mémes pour les deux theorémes : a est un équilibre du
systeme x = f{x) défini sur un domaine El ¢ R\ ou/ € C~{EN avec p > 2
Nous rappelons que si Es, Ec et Eu sont les sous-espaces stable, central et instable
du systéme linéarisé en a, nous avons R* = Es 0 E* 0 Eu.

®*théoreme des variétés remarquables (équilibre quelconque)

Il existe dans Q des variétés dites variété stable Vs(a), centrale Vc(a) et instable
Wu(a) de a, dont les sous-espaces affines tangents en a sont respectivement paral-
léles a Es, Ec et Eu. Ces variétés sont invariantes par le flot.

Dans le cas ou I’équilibre a est hyperbolique, la variété centrale disparait et on a le
résultat ;

2Bthéoréme des variétés remarquables (équilibre hyperbolique)

* Vs(a) et Vu(a) sont respectivement le bassin d’attraction et le bassin de répul-
sion de a : Vs(a) = Att{a), Vu(a) = Rep(a).

» Le sous-espace affine tangent en a a Vs(a) (resp. Vu(a)) est le translaté de Es
(resp. Eu) passant par a.

La deuxiéme assertion de ce théoreme compléte les dispositions du 1®'théoreme.

108



203% Cuocd

>

Cory 2

7.3, Variétés remarquables

Remarques

1
2
3

On désigne souvent le premier théoreme comme theoreme de la variété centrale,
et le second comme theoreme de la variété stable ou de la variété instable.

Chacune des variétés et \/, est unique.

Onadimvsia) = dim et dmwia) = dim

En_revanche, lorsquelle_existe, la variété centrale mest pas necessairement
unique : voir Iexemple 5 ci-apres. De plus, la propriéte d'attractivite ou de re-
pulsion Nest pas utilisable pour définir la variété centrale.

La classe de régularité des variétés remarquables dépend de celle du flot. S / g
CYQ, Vv{a) et V@) sont de classe et vda) de classe

Lensemble des tangentes en a_aux orbites (auxquelles on ajoute (a3 d'une va-
rété remarquable v(a) [v(a) désigne vsa) OU vaa) OU peut étre vide, ou une
ioartle progrg non vide de v(a), OU v(a) entiere. Cette constatation fait I'objet de
‘exercice /.6.

Exemples
La dimension 2 suffit déja a illustrer des cas variés.
Dans les exemples suivants, nous avons il = et nous posons z=""
y
1. Pour le systeme z= la variété stable de I'équilibre hyperbolique O

d'indice (2 Q O est v,(0) =R lavariété instable V(0 =Q
Ce constat se généralise a R’ : pour un systeme linaire asymptotiquement
stable, V,(0 =R".

2. Léquilibre Ode e = systerme hyperbolique d'indice (1, Q 1), est un

point-selle (ou col). La variété stable de O est VYO ={O xR La variété in-
stable de Oest V(O =Rx {0

VAO)

K vjo)

Figure 7.8- Variétés remarquables d’un systéme linéaire 2-D.

S on appelle «  y les composantes de z on peut représenter par la fi-
gure 7.9 suivante quatre trajectoires : deux appartiennent a V,(0), deux a

V«(0).
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Figure 7.9 -Quatre trajectoires.

3 Pour _ =1 ~ ™ Téquilibre Oest hyperbolique, ygO est I'axe des ordon-

Yy \y+
nées, V(0 est la parabole y = x~. Ce systéme fait I'objet du probléme 7.1.

Figure 7.10- Variétés remarquables d’un systéme non-linéaire.

. Léquilibre O du systeme ™ cette fois-ci plus hyperbolique :

le linéarisé en O a pour indice (1, 1, 0. La variété stable V/(O) est l'axe des
ordonnées, et la variété centrale K(0), unique dans cet exemple, est I'axe
des abscisses. Le portrait de phases a qualitativerment la méme allure que
celui de I'exemple 2 (figure 7.8), bien que les orbites rne soient plus des
hyperboles et que les solutions explosent (équation x = x.

. Modifions I'exemple précédent en considérant le systerme >

fait I'objet du probleme 7.2. Son indice est (1, 1 0. La variété stable VYO
est unigue : c'est 'axe des ordonnées. Il y a en revanche ure infinité de
variétés centrales \H0 : voir la figure 7.11.
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7.3. Variétés remarquables

Probleme 7.7 Variétés stable et instable

Cet exercice valide Vallure de la figure 7.JO, qui est un portrait de phases du sys-

téme S .
Posant Z= I G soit s le systeme i = f(z) =
dJ A)! -y +3xn1
AN
1. (a) Linéariser S autour de son équilibre zo = On notera St \g systeme

linéarisé.
(b) Quelle est la nature de zo en tant qu’équilibre de 5 ? De 51 7?
2. Varieté stable VW(z0) « montrer que I’axe des ordonnées Vi = {0} x R :
(a) estinvariant par le flot.
(b) estla variété stable V¢(zo) de zo*
(c) estconstitué de 3 orbites.
3. Variété instable vu(zo) :montrer que la parabole V2 d’équation y = x™ :
(a) estinvariante par le flot.
(b) est la variété instable V/izo) de zo-
(c) est constituée de 3 orbites.

Probléeme 7.2 variétés centrales

Cet exercice valide Vallure de lafigure 7.11, qui est un portrait de phases du sys-

teme S.

% Posant Z = e R”, soit S le systéeme =/(z) “ | "Nj*
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Chapitre 7  Structuration du flot

1. (a) Linéariser S autour de son équilibre zo = |q|- On notera 5~ le systéme
linéarisé.
(b) Quelle est la nature de zo en tant qu’équilibre de 51 ?De 5 ?

2. Résolution analytique de 5 :
(a) Calculer I'expression de (p(t, zi), avec 2\ =

(b) Déterminer la plage temporelle J(z\) et les éventuels phénomenes de nais-

sance implosive et de mort explosive.
3. Variétés centrales Vc(zo) ¢
(a) Donner I’équation des orbites, hors celles constituant I’axe des ordonnées.

(b) Montrer qu’il existe une infinité de variétés centrales.

Exercice 7.6 Tangentes aux orbites d’une variété remarquable

a étant un équilibre d’un systeme S de classe C”, montrer par des exemples que la
réunion des tangentes en a a toutes les orbites (a chacune desquelles on ajoute {a})
d’une variété remarquable V{a) peut étre :

1. soit vide ;

2. soit une partie propre non vide du sous-espace affine évoqué dans le 2 théoréme
des variétés remarquables ;

3. soit le sous-espace affine évoqué dans le 2®théoréme des variétés remarquables.

731 Eléments homoclines et hétéroclines

Un point'y € Q est un point homocline s’il existe un équilibre hyperbolique a tel
que Yy appartienne a la variété stable et & la variété instable de a, c’est-a-dire y e
Vs(a) N Vu(a).

y e Q. est dit hétérocline s’il existe deux équilibres hyperboliques distincts a ci b
tels que y appartienne a la variété stable de a et a la variété instable de b, c’est-a-dire
y e V,(a) nV,(b).

Les qualificatifs homocline et hétérocline s’appliquent aussi a la trajectoire et a

I’orbite portant y. On trouvera des exemples dans les corrigés des questions 8 et 14
du théme d’étude sur le pendule, qui clot le chapitre 8.



3 C>md

Cooy 20

a
@

Flots hors de '

Comme nous I’avons signalé dés le premier chapitre, I’espace Q d’appartenance de
I’état Cest généralement un domaine (ouvert connexe) il de R”, parfois étendu a son
adhérence, c’est-a-dire au plus petit fermé qui le contient. Mais on peut aussi ren-
contrer comme ensemble naturel d’appartenance de I’état une variété de dimension n
qui n’est pas une partie de R”™ (voir I’annexe 2). Dans ce qui suit, il suffit de s’ap-
puyer sur la définition intuitive de variété de dimension n, ensemble d’ouverts de R”

se recouvrant partiellement et convenablement recollés. Ainsi :

« le cercle, variété de dimension 1, s’obtient en recollant deux intervalles réels ou-
verts ;

+ la spheére, variété de dimension 2, s’obtient en recollant deux disques plans ouverts.

Le but des exemples donnés dans ce bref chapitre est de montrer que certaines pro-
priétés peuvent étre vérifiées sur une variété et fausses dans tout domaine de R"
de méme dimension. L’exercice 1.4 au premier chapitre nous avait déja fourni un
exemple élémentaire.

8.1 Dé¢érivation hors de r'

Quand n n’est pas un ouvert de R, donc quand jc n’est pas un vecteur, qu’est-ce
que la dérivée .t? La question se pose effectivement car la définition de la dérivée
présuppose celle de la soustraction ; et dans le cas du tore par exemple, on ne sait pas
soustraire un élément a un autre. La bonne modélisation mathématique est celle des
variétés différentielles, qui conduit a définir x dans R". Il n’est cependant pas indis-
pensable de posséder tout I’arsenal mathématique correspondant. Un lycéen pergoit
déja intuitivement la différence de nature entre angle (réel modulo In) et vitesse an-
gulaire (réel). Il pratique donc sans la formaliser la dérivation sur une variété différen-

tielle. Cette opération est évoquée brievement en annexe 2, paragraphe « variétés ».

On retiendra que :
e siO c R", i:etlJiappartiennent tous deux a R ;

e si Q est un ouvert d’une variété différentielle autre que R”, alors x et x n™appar-
tiennentpas au méme espace :le premier est dans une variété, le second dans E".
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8.2 Flot sur un cercle

D ’un point de vue topologique, le cercle est la sphére 5' de dimension 1, qu’on
peut définir indifféremment comme I’espace R/Z des réels modulo 1, ou comme I’en-
semble des points du plan euclidien situés a la distance lde I’origine (0, 0).

S ' est aussi le tore unidimensionnel.

821 Quelques différences avec un flot sur R

- Localement, 5 *et R sont topologiquement identiques : les propriétés topologiques
locales des flots sur ces deux espaces seront donc les mémes.

- Globalement aussi, les flots sur S et sur R peuvent partager certaines propriétés
communes, par exemple la possibilité de ne présenter aucun équilibre.

M ais ils différent sur deux points au moins :

e Une trajectoire non réduite & un équilibre peut étre periodigque sur 5~ mais en

aucun cas sur R.

e Un équilibre peut étre attractif, répulsif et instable en méme temps sur S~ (le para-

graphe qui suit en présente un exemple), mais cette situation est impossible sur R.

8.2.2 Un equilibre attractif et répulsif en dimension 1

La position d’un pendule simple est O n, +n]. On identifie les deux bornes -n
et +/T, ce qui donne a I’ensemble de définition de O la topologie d’un cercle. Astrei-
gnons le pendule aux orbites « vitesse nulle au point haut » et a la condition O > 0. Il
y a deux telles orbites :

e I’ensemble ]- n, +u[;
e le point d’équilibre haut {6 = w).

L’énergie mécanique étant constante, toute valeur de Odétermine I’énergie potentielle
du pendule, donc également son énergie cinétique. Elle détermine enfin Opuisque
€>0.

Il existe donc une fonction / (dont on pourra a titre d’exercice trouver la forme
analytique) telle que O = f{6). Le systétme S formé par le pendule contraint comme
indiqgué est de dimension 1 :1’angle Oen constitue I’état. L’espace des états est il =
KRBjiL. Topologiquement c’est un cercle, variété de dimension 1.
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8.3. Flot sur la sphére

On peut représenter ainsi une trajectoire :

Le cercle figure I'ensemble LI, qui est aussi celui des po-
sitions de la masse du pendule. Mais le plan sous-jacent
n’'a pas de signification en termes de systéme.

Le point d’'équilibre haut, qui constitue en lui-méme une

orbite, peut étre qualifié de semi-stable.

L équilibre attractif, répulsif et instable.

Dans ce systétme B tiO n’appartiennent pas au méme ensemble \O e LI, O G R.
Cet exemple sert de support & la question 9 du théme d’étude « le pendule », en fin de
chapitre. On peut aussi le considérer comme une variante « dégénérée » du systéme
décrit par la figure 7.7, si I’on fixe (/2 On peut enfin le rapprocher de I'exemple d’un
systéme réduit & une trajectoire homocline et & I’équilibre correspondant.

8.3 Flot sur la spheére

831 Nécessite d’'un equilibre sur 5™

Dans tout domaine plan, on peut définir des flots de classe sans équilibre, par
exemple le flot constant f{x) = u e R”"*. Mais cette situation pourtant trées simple
devient impossible sur la sphére.

schéma de démonstration : considérons la sphére unité 5~ de R'», d’équation +
X2 + x™ = 1. Ses points X3 = 1et X3 = -1 sont appelés respectivement N (comme
Nord) et S (comme Sud).

Hypothése : il existe sur la sphére un champ de vecteurs qui ne s’annule pas ; on

peut le représenter comme un champ de vecteurs de R” définis sur 5~ et tangents a
cette derniére. Sur le petit cercle xt, = a de "™ proche de N, baptisé C, le champ a
une valeur aussi proche de sa valeur u{N) en N qu’on le désire, moyennant le choix
d’un a suffisamment proche de 1. En chaque point x de C, le plan tangent a 5~ en
X posséde un repére orthogonal (/, j) tel que / est tangent a C et j orienté vers N.
Observons le lieu géométrique F des positions de u{x) dans notre repére lorsque jc
parcourt C dans le sens direct vu de I’extérieur de 5~ (donc « de dessus ») ; u{x) étant
trés voisin de u{N), ce lieu estproche d™un cercle de rayon |w(A%)|, parcouru dans le
sens négatif.
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Figure 8.2- Au pole Nord.

Figure de gauche : x décrit le petit cercle C dans le sens positif.
Figure de droite : dans le repére (/, J) d’origine I, le vecteur u{x) décrit dans le sens négatif
la courbe F, qui est proche d’un cercle de centre /.

Suivons notre cercle C lorsqu’on donne a a des valeurs plus faibles. Poura = 0,C
est le cercle unité du plan X2 = 0. Diminuons encore zjusqu’a une valeur approchant
-1 par exces : C se trouve alors a proximité de S (figure 8.3). Observons encore
le lieu géométrique F des positions de u(x) dans notre repére (/, j). Toujours vu de
I’extérieur de la sphere (désormais donc « de dessous »), x parcourt maintenant C
dans le sens négatif et u{x) parcourt un lieu F proche d”™un cercle de rayon ||«(5)]],
dans le sens direct.

Figure 8.3- Au pole Sud.

Figure de gauche : x décrit le petit cercle C dans le sens négatif.
Figure de droite :dans le repére (/, J) d’origine |, le vecteur u{x) décrit dans le sens positif
la courbe F, qui est proche d’un cercle de centre /.

En conclusion, lorsque .r parcourt C, le nombre de tours effectués par le vecteur
u(x) autour de I’origine | du repére (/, j) évolue de -1 (pour a proche de 1) a +1
(pour a proche de -1). Comme F se déforme contindment lorsque a varie, ceci n’est
possible que si pour au moins une valeur de a, F vient « toucher » I’origine | du
repere (/, j). Mais cela signifie qu’il existe .vtel que u(x) = 0, ce qui est contraire a
notre hypothése. Il faut donc rejeter cette derniere, ce qui conduit au « théoréme de
la sphere chevelue ». Cette image est inspirée par I’analogie entre un vecteur de 5" et

un cheveu tangent au cuir chevelu... le résultat n’autorise donc aucun épi !
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8.4. Flot sur la spheére

Théoreme de la sphére chevelue

Tout systéeme dynamique continu sur la sphére y possede au moins un équilibre.

Remarques

1 Le theoréme est énoncé dans le vocabulaire des systemes. Il équivaut a I'enonce
«tout champ de vecteurs continu sur la sphere” s’y annule en un point au
noins. »

2 Le nombre d'équilibres peut étre exactement 1, comme [l'illustre lafigure 8.4.

8.3.2 Un équilibre attractif et répulsif en dimension 2

Sur la sphére Q,de R”, définissons ainsi le systétme S de dimension 2 :

» les trajectoires sont :
- tous les cercles de 12 tangents en A au grand cercle (C), mais privés du point A ;
- le point A, unique équilibre du systéme.

e en .r G n, la trajectoire est décrite a la vitesse linéaire d(x, A), d désignant la

distance dans ;

» le sens de parcours des trajectoires est celui représenté sur la figure 8.4.

Figure 8.4- Un équilibre attractif instable sur S~

Qualitativement, la discussion est de méme type que pour le premier exemple, a
ceci prés que l’espace d’états est ici une sphére et qu’il existe une infinité d’orbites
distinctes. A estun équilibre attractif, répulsifet instable.

8.4 Flot sur la sphére S"
841 . pair

Au terme d’une démonstration assez technique que nous ne reproduirons pas, le théo-
reme de la sphere chevelue se généralise a tout n pair.

Sn
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Pour n pair, tout systéme dynamique continu sur la sphére y posséde au moins
un équilibre.

84.2 » impair

Pour n impair, nous savons déja que le théoréme de la sphére chevelue ne s’applique
pas. En effet, pour n = 1,5 n’est autre qu’un cercle et nous disposons de I’'exemple
trivial d’une rotation uniforme de I’état x, flot évidemment dépourvu d’équilibre.

Plongé dans euclidien, S ' est I’ensemble des points jc = (jci, X2) e IR tels que

+ X2 = 1. On peut illustrer un flot constant (une « vitesse angulaire » vconstante)
sur S' par le champ (xi, *2) g 5" 10 (-v.X2, v.x\), vecteur de orthogonal a S
en X

Ce détour artificiel par R ne doit pas nous faire oublier qu 'en toutpoint de , X
est un élément de”™{en Voccurence veW) et non de R".

Deés lors, une généralisation est possible sur I’idée suivante : est I’ensemble

des X = (jii, X2, *ee, X2n) » R*” de norme euclidienne 1.
Il suffit de remarquer que f{x) = (-X2, x\,-X4, X3, ¢ee, -X2n, X2n-\) est ortho-
gonal a X et se situe donc dans un espace vectoriel de dimension (2n - 1) tangent

a 57"“*en X Cet espace figure I’ensemble des valeurs possibles de x. Le flot
ainsi défini ne s’annule Jamais car Vx e 52"“' ||/(x)|| = 1. En résumé :
Flot sur
Sur toute spheére de dimension impaire, il existe un flot nadmettant aucun
équilibre.
Si ce résultat était faux, il serait impossible de faire tourner une roue a vitesse

constante... et le marché des régulateurs de vitesse s’effondrerait !
Voici enhn un exercice dans lequel Q. est une partie propre de la sphere 5. |l
évoque les notions de naissance explosive et de mort implosive, définies au para-

graphe 1.2.1. Ces deux notions s’échangent par inversion du temps.

Exercice 8.J Naissance explosive, mort implosive
Sur 12, sphére euclidienne de rayon 1 privée de ses pdles nord et sud, un point est

repéré par sa longitude Ae]- n, +n] et sa latitude (P e.
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8.5. Flot sur le tore

O N
= 4 , d’état initial

-4

Posant Z = I, on définit sur le systéeme z = (M1
W W

1. A quelle surface classique 12est-il homéomorphe ?
2. Quel estI’ensemble £) des équilibres du systeme ?
3. Quelle est I’orbite de zo ?

4. Montrer que pour la trajectoire d’état initial zo on peut qualifier la naissance

d’explosive et la mort d’implosive,

8.5 Flot sur le tore

Considérons un carré fermé ABCD

Identifions isométriquement les segments AD Qt BC (A étant identifié a B, et
D & C). On obtient ainsi une variété de dimension 2 homéomorphe a une section
de cylindre circulaire. Ce cylindre comprend deux « bords » AB et DC tous deux
circulaires en raison des identifications opérées. Si on referme le cylindre sur
lui-méme en identifiant point par point et isométriguement les segments AB DC
(qui compte tenu de la premiére identification sont des cercles) comme le montre la
figure 8.5, on obtient une variété T de dimension 2 homéomorphe a un tore.

Figure 8.5- Du carré au tore.

Observations

1) Cette description fait appel intuitivement a un plongement dans euclidien, es-
pace dans lequel le tore a de multiples représentants : pneu d’'automobile, bouée
a ) - ) L
© de sauvetage, etc. Mais ce plongement n'est pas indispensable. Les identifications
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opérées permettent bien de définir une variété de dimension 2, qui est localement

homéomorphe a une portion du plan M?. Ainsi, pour construire topologiquement un
tore, ilfaut déja connaitre M? mais il n’est pas nécessaire de connaitre M?.

2) On trouvera une définition plus formelle du tore en tant que variété dans |’'exer-
cice J3.2 (annexe 2, paragraphe « variétés »).

La construction du tore faite ci-dessus ainsi que celle, plus formelle, de I’exer-
cice 13.2 équivalent a la suivante :identifions AD et AB respectivement aux vecteurs
(1, 0) et (0, 1) du plan vectoriel qui supporte le carré. Dans le plan, définissons la
relation d’équivalence (xi, i/i) ~ (x2, iji) <=~ (i ~ #2>ili ~ Ui) » On définit le
tore comme ensemble quotient de par Cette définition a peine plus abstraite que
la précédente, mais équivalente, permet de munir le tore de la topologie quotient de
celle de R™ par la relation d’équivalence C’estla méme topologie que celle déduite
de la premiere définition.

Un flot sur R” de périodes (1,0) et (0,1), c’est-a-dire tel que pour tout (p, q) e 7?,
on ait f(x + p, y q) = f(x, y) induit un flot sur T. Considérons le systéme défini
sur = R™ par Z= a, ou aest un vecteur constant donné de R”~. Les trajectoires sont
dans R” des droites parcourues a la vitesse constante a. Sur T, ce sont des hélices
qui s’enroulent autour du tore. Sia = (0, ¢) ou a = (c, 0), toute trajectoire sur T est
un «cercle décrit a vitesse constante », de période l/c, sauf bien sdr dans le cas ol
c = 0, qui correspond a un équilibre. Sinon, a = (a, J3) avec a et/3non tous nuis, par

exemple /3 O (méme approche sior™ 0). Il y aalors 2 cas :

a
e Premiercas : — GQq ; alors, toute trajectoire est périodique ;

a
e Deuxieme cas : — ~ qQ ; alors, toute trajectoire s’enroule indéfiniment autour du

tore et I’orbite correspondante y est partout dense.

La validation de ces deux cas ne présente guere de difficulté. Elle est trés liée aux

deux exercices suivants.

Exercice 8.2 Poura ™Q, la distance de az= a Z est nulle

On montre dans cet exercice que tout irrationnel posséde des multiples entiers non
nuis approchant un entier arbitrairement pres.

Soit a un réel irrationnel, & - d(6, Z) sa distance a Z. On a donc a = m= 0, avec
m GZ. On suppose quea = m -hu (le cas a = m - 06 se traitant de facon analogue).

1. Soit A la partie entiere de \/0. Montrer que la distance a Z de I’'un des deux

nombres A.a et (A + |).a estinférieure ou égale a u/2.

2. En déduire que la distance entre a'Z* et Z est nulle.
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8.6. Théme d’étude : le pendule

Probleme 8.1 Flot hélicoidal sur le tore

Dans cet exercice, on adopte les notations du § 8.5 concernant unflot sur le tore.

Un flot sur T est induit par le flot plan Ceci est légitime car ce flot plan,

constant, est donc en particulier périodique de périodes (0, 1) et (1, 0), condition
requise pour la définition d’un flot sur T. Le but de I’exercice est de classer les divers
types de trajectoires obtenus selon les valeurs de b et c, dans les quatre cas suivants :

1. b = ¢ = 0. Vérifier que tout point de T est un équilibre.

2. ?7=0, ¢c ®*00ou ~ 0,c=0.Montrer que toute trajectoire est un cycle.
C - -
b b G Q*. Montrer que toute trajectoire est un cycle.
c
4. J9%o0, ; Q. Monter que toute orbite estpartout dense sur T.

8.6 Théme d’étude : LE PENDULE

Le but de cette étude, présentée sous forme d’un probléme, est d’illustrer plusieurs
notions fondamentales concernant les systéemes non-linéaires par I’exemple concret
du pendule pesant, amorti ou non.

Que le lecteur habitué au confort de R" se rassure : le pendule sera modélisé
dans R”. Seule la question 9 sera l’occasion d’une rapide excursion hors de R, ce
qui suffit cependant a rattacher ce théme au présent chapitre.

86.1 Le pendule : énonce

On considere un pendule constitué d’une masse ponc-
tuelle située a I’extrémité d’une tige rigide sans masse.
Sa position est repérée par I’angle 0 que la tige fait
avec la verticale descendante (voir figure). On choisit
0 G R, ce qui permet de tenir compte du nombre de
tours faits par le pendule autour de I’axe. Nous avons

établi au 8§ 1.2.3 qu’avec des unités convenables, 6 sa-
tisfait I’équation différentielle d’ordre 2: 6 + sinO = 0
(cas du pendule non amorti) ou I’équation :

g +ye +sinO =0 (cas du pendule amorti, y > 0 étant
Ilamortissement).
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10.

11.

On considere le pendule amorti ou non {y > 0). Mettre I’équation du systéme

sous la forme x = f(x), avec jc G On noterav = J = le vecteur d ’état,
et S le systéme.

Déterminer les équilibres du systeme.

Dans la suite, on posera F{x) = x*—2cos x\+2. Dans le systtme adimension-
nel choisi, F(x) représente le double de Vénergie totale (somme de |'énergie
cinétique et de I'énergie potentielle), posée nulle a I'équilibre bas.

On se place (questions 3 a 9) dans le cas du pendule non amorti (y = 0).
(@) Vérifier que Vv G F(x) = 0.

(b) Déduire de I’équation vérifiée par toute orbite qu’il existe quatre types
d’orbites (équilibres inclus).

Linéariser S autour des équilibres bas eo = (0, 0) et haut ei = (jt, 0).
On discutera la nature des équilibres des systemes linéarisés respectifs "Sq et
51 et des éventuelles implications sur les équilibres eo tie\ de 5.

Vérifier que pour (g, p) = (vi, X2) et V(q) = -cos<+ 1, I’hamiltonien
Flip, q) = P + V(q) est I’énergie totale F(x)!2.

Montrer que V est strictement minimum (localement) pour ~ = 0.

Qu’en déduit-on quant a I’équilibre "0 de 5 ? (voir I’exercice 6.1)

. Tracer un portrait de phases du systéme S.

Identifier les variétés remarquables en eo et en
Identifier les éventuelles orbites homoclines et hétéroclines.

On choisit, pour cette question seulement : X\ = 9 e R/2t (on ne «compte
pas »les tours). Que peut-on dire du sous-systeme So réduit 3F = 4 avec la
contrainte X2 > 0°7?

On se place désormais dans le cas du pendule amorti (y > 0).

- linéariser le systéme, désigné par 27, autour de son équilibre haut e\ = (n, 0).
- déterminer la nature de I’équilibre du systéme linéarisé I\.

- que peut-on en déduire quant a I’équilibre e\ de 27?

Montrer que la fonction F(x) (introduite dans |’énoncé avant la question 3)
est une fonction de Liapounov au voisinage de eo- En déduire la nature de
I’équilibre eo de 27.
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8.6. Théme d’étude : le pendule

12. Le but de cette question est d'affiner le résultat acquis en question précédente.
- linéariser I autour de I’équilibre bas eo = (0, 0).
- déterminer en fonction dey (y > 0) la nature de I’équilibre du systéme
linéarisé Zq.
- que peut-on en déduire quant a I’équilibre eo de Z |
13. Esquisser le portrait de phases de Z poury < 2, puis poury > 2.

14. ldentifier les variétés remarquables en eten

8.6.2 Le pendule : corrigé
_

1. Posant = ) , I’équation initiale du second ordre en 6 équivaut a
X2/ yOj

I’équation du premier ordre en .r :

On note que le systéeme est de classe

2.vi =0 <=» X2=0
X2=0 <=> sinx\ +y X2 =0, soit (comme X2 = 0) = kn avec k eZ
Par conséquent, poury > 0, (pendule amorti ou non), les équilibres sontdonnés

X\ = 0= kn k impair : équilibre haut
par : , avec k G L

X2=0 k pair : équilibre bas

\ X2
3. (a) OnaVFW = d’'ou F = VF.I-= =
sm X{I
On adonc F = 0 : F est constante sur toute trajectoire.

(b) F étant constante sur toute trajectoire, on a F{x) = E {E étant une

constante) sur toute orbite. Attention ! a une valeur de E peuvent cor-
respondre plusieurs orbites.

ZKkffi
E = 0 :ceciimplique jc = 0 i : estun équilibre stable (équilibre bas)
. |

du systeme.

0 < fm< 4 :alors, X\ = 2cosxi - 2+ E = 2(cosxj - 1) +E, c’est-a-dire

x’; + 4 sin” ’\2 = E, ce qui fournit des orbites périodiques homologues
par translations de vecteurs (avec k e Z2).

. . . . X x{ .
Pour E proche de 0 (petites oscillations), on a sin — * orbites

seront proches des cercles X*»+ x™ = E.
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Remarque
Toute \so-E est constituée d’une infinité d’orbites.

E = 4 :alors, on a sur toute orbite F(xX) = x™-2cosx\ +2 =4 :

XN = 2(cosxi + 1) = 4 cosM ™ . X2 = £2 cos ™ :les orbites sont
des arcs de sinusoide, correspondant a Varrivée a vitesse nulle « par
la droite » (signe +) ou « par la gauche » (signe -) a Véquilibre haut.

Comme le systeme est de classe C”, donc localement lipschitzien, le
théoréme de Cauchy interdit que cette arrivée se fasse en un temps fini.

Si on modifie la définition de I’état en prenant O e R/2t®Z et en imposant
¢ > 0, la dimension du systeme se réduit a 1. Il n’y a que deux trajec-
toires dont I’équilibre haut, qui est alors a la fois attractifs répulsif et
instable : on retrouve, moyennant la condition 6>>0, r exemple décrit au
paragraphe 8.2.2.

E > 4 :surtoute orbite, on a alors :

M2 =2(cosx\ - \)+E - -4 sinn ™ +E.
Comme E > 4, X2 ne s’annule jamais et garde un signe constant. Ceci
signifie que le pendule n’oscille pas : son énergie cinétique est suf-

fisante pour qu’il tourne continuellement dans le méme sens, positif
ou négatif. Ces deux cas correspondent respectivement aux équations

X2 = ./E - 4 sin

et X2= -y - 4 sin®~ des orbites.

En résumé, on abien quatre types d’orbites : équilibre stable, équilibre instable,
orbite périodique, orbite apériodique.

0
cosx\ O’\l’ ce qui fournit les deux systemes linéarisés :
¢ X 01
N e = A :
_ 10/ (%0) \L o (5i).

e Pour 50, les valeurs propres sont +i : le systtme a pour indice (0, 2, 0) et
n’est donc pas hyperbolique. L’équilibre de Sqgest simplement stable.

On nepeutpas conclure au vu de ce seul élément quant a la stabilité de 1’équi-
libre éo de 5.

e Pour S\, les valeurs propres sont +1 :le systéme a pour indice (1, 0, 1) et
est donc hyperbolique. Es est engendré par le vecteur (1, - 1) et par (1, 1).
L’équilibre de S\ est instable (de nature col : les trajectoires sont des arcs
d’hyperboles). L’équilibre e\ de S est lui-méme instable.



8.6. Théme d’étude : le pendule

X.

A\'e:\\
5. On a H{p, q) = WA + V(q) = cosx\ + 1, expression dans laquelle

on reconnaflt I’énergie mécanique du systéme. On en déduit (résultat établi en
exercice 6.1) que eo est un équilibre simplement stable de S.

6. Portrait de phases du pendule non amorti :

>x, =e
7. Eneo :I’indice du systéme linéarisé est (0, 2, 0).
La « lentille » ouverte Vc(0) = K-Nij 72) | < fetl|ji2|]< 2 cos y}estinva-
riante par le flot et tangente en 0 a = 1™, Elle répond a la définition d’une
variété centrale Vc("o)*
Comme Es = = (p, les variétés stable et instable se réduisent a {é'o}.
En : I’indice du systeme linéarisé est (1, 0, 1). L’examen du portrait de
phases montre que :
+ Vs{e\) est I’arc de sinusoide X2 = 2cosy, avec -n <x\ < Su
3 e K/(™i) est l’arc de sinusoide X2 = -2 cos y, avec -n <x\ < 3tt
C
6] 8. Les orbites hétéroclines sont celles correspondant a E = 4 : une orbite hétéro-
fﬁD cline est un arc de sinusoide joignant I’équilibre instable {kn, 0) {k impair) a
(9\/1 [’un des deux équilibres instables (knx2n, 0). Il n’y a pas d’orbite homocline.
X® Remarque
a S on adopte R/2nz comime espace,d’z_af_) rtenance de x\, les trois équilibres
g (kn, O et {knx2n, 0 deviennent un équilibre unique, et les orbites hétéroclines
§ récédemment identifiées deviennent homoclines. I N’y a alors plus d’orbite
éterocline.
9. 50 est bien un sous-systéme, illustré en figure 8.7 par I’arc de sinusoide
x\ X2 =2C0OSy, ou jii G [-71, T[], lcs extrémités de ce segment étant iden-
tifiées I’'une a l’autre. Il comporte deux orbites : une homéomorphe a un in-
% tervalle ouvert et un équilibre qui referme I’intervalle sur lui-méme. Ainsi,
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10.

11.

12.

I’espace des états possede la topologie d’un cercle. L’équilibre est a la fois
attractif, répulsif et instable, ce que nous avions déja établi en question 3,
avec une modélisation différente. On reconnaft encore I’équilibre objet du pa-
ragraphe 8.2.2.

OnaV/ =i n M, ce qui fournit le systéeme linéarisé en e\ :
X = (Z)).
Le polyndme caractéristique est P{A) = +yd- 1
Ses racines N - 2 N dtM~+4) sont réelles de produit -1 : le systéme a

pour indice (1,0, 1) et est donc hyperbolique. L’équilibre de Z\ est instable
(de nature col : les trajectoires sont des arcs d’hyperboles).
Comme €\ est hyperbolique, I’équilibre de 27 est lui-méme instable.

F = VF. [/ = r*"'""'*"), .
/\ \ 2X2 I)a-smxi-yXZI

fonction de Liapounov, ce qui exprime le fait que le systéeme est dissipatif.

I = —2j/>\<’\2 < 0. Donc, F est une

Il en résulte que cq est un équilibre stable de 27.

De cette premiére analyse, on ne peut pas encore déduire que <o est ou non
asymptotiquement stable, car F s’annule en d’autres points que €eg.

Le systeme linéarisé autour de éoestx = | 7 X (27q9)

Le polyndme caractéristique est P(A) = A+ y A+ 1. Pour touty > 0, ses
racines sont de partie réelle y < 0. Le systeme a pour indice (2, 0, 0). Il est
hyperbolique, et I’équilibre de 270 est donc asymptotiquement stable.

Il en est de méme (2" théoréeme de Liapounov) pour I’équilibre eg de 27.

&' cas Y < 2 (amortissement modéré) Iles valeurs propres sontp =* ilj, avec
/= -- = -(4-y2)

Les trajectoires de 270 sont des spirales centripétes (§ 5.2, cas n° 12) :le pendule

rejoint eg par oscillations amorties :eg est un foyer stable.

2®Cas :y = 2 (amortissement critique) :le polynéme caractéristique
P(/t) = A+ 2A \aune racine double A = mais le systeme linéarisé

AN

X = '\1 ’Z‘An’estpas semi-simple. Son sous-espace propre est en effet réduit

a la droite générée par le vecteur 1
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8.6. Théme d’étude : le pendule

Le pendule rejoint sans osciller (§ 5.2, cas n° 8). Toute orbite de Zq (autre
que I’équilibre 1) a dans un repere (», 77 convenable pour équation 7 = ~In”",
La courbe correspondante a un rayon de courbure nul en 0 : I’équilibre est un
neud impropre.

3®cas :7 > 2 (amortissement fort) : P{X) a deux racines réelles négatives
distinctes. Le pendule rejoint cq sans osciller, mais les trajectoires sont d’un
type différent (8§ 5.2, cas n° 1). Toute orbite de Zqg (autre que I’équilibre !) a
dans un repere (®, 7 convenable une équation du type 1f = avec cr > 0.

13. Portrait de phases du pendule amorti, cas 7 < 2 :

Figure 8.8- Cas du pendule peu amorti (7 <2).

Portrait de phases du pendule amorti, cas 7 > 2 :

>Xi=e
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14. En eo : L’équilibre étant hyperbolique, Vv(xo) = Att(xo) : il s’agit du domaine
compris entre la variété stable Vs{e\) et sa translatée de {-2n, 0). Ce domaine

esthoméomorphe a M?2.

Enei : L’équilibre étant hyperbolique, Vs(e\) = Att(x\) est la réunion de deux
orbites et de {"1} (voir les portraits de phases).

De méme. Vu = Rep(x\), réunion de deux orbites et de {?i} (voir les portraits
de phases). Les deux orbites ont pour ensembles-limites les équilibres eo et

{2n, 0) et sont donc hétéroclines.

s
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Bifurcations

LOCALES

9.1 Introduction

Lorsqu’un systéme dépend d’un parameétre ju (scalaire ou vectoriel), son comporte-
ment change-t-il qualitativement quand le paramétre varie ? Si oui, un tel changement
est appelé bifurcation ; par abus de langage courant, on donnera le méme nom a la
valeur du parameétre autour de laquelle le changement se produit.

Les bifurcations sont présentes dans tout type de systéme :

* physico-chimique : changement d’état lorsque le parameétre (température) atteint

une certaine valeur ;

e économique :effondrement d’un cours de bourse lorsque 1’un des parameétres de la

vie économique franchit un seuil donné ;

e mécanique :apparition d’un équilibre asymptotiguement stable lorsqu’un amortis-
sement, aussi faible soit-il, apparait ;

* social :basculement brutal d’un groupe dans la violence aprés dégradation conti-

nue de ses conditions de vie.

La liste bien sOr n’est pas close.

Deux exemples élémentaires nous montrent que les bifurcations ressortissent a
deux grandes catégories.

(u JC

i XLy,
quement stable O, qui devient simplement stable pour yu = 0, puis instable pour
ji. > 0. 11y apouryw = 0 une bifurcation locale. Hors 0, tout point jci reste
régulier.

1. Le systtme plan présente pour u< O 1’équilibre asymptoti-

> =0
2. Le systeme plan défini en coordonnées polaires par présente pour
& =

w < 0 I'équilibre unique 0. Les trajectoires sont des cercles concentriques par-
courus a vitesse angulaire ju < O constante. Pouryu = 0, il y a immobilité gé-
nérale :tout point devient un équilibre. Poury > 0, on retrouve les trajectoires
antérieures, mais parcourues dans le sens positif. Il y a donc eu au voisinage de
toutpoint du plan un changement qualitatif du portrait de phases :il y a pour
wu = 0 une bifurcation globale.

Dans ce document, nous n’analyserons que les bifurcations locales. Nous savons par
% le théoréme du redressement (8§ 2.3.1) qu’en dehors des équilibres « tous les points
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Chapitre 9 < Bifurcations locales

se valent » ; deux points X\ et X2 réguliers sont en effet homologues dans une conju-
gaison, ce qui implique que les portraits de phases dans leur voisinage sont topologi-
quement indiscernables.

La fonction (X, ju) e Q. X R f{x, ij) est supposée continue, comme |’était en
I’absence de parametre variable la fonction x i-> f{x). Donc, si f{x, juo) 0, une
petite variation de yuautour de b pourra contenir /(jc, yu) autour de /(x, yuo) O.

En d’autres termes, la propriété « x est regulier » est sauvegardée lors d’une petite
variation du parametre. Comme tous les points réguliers se valent (au sens que nous
venons de rappeler), la recherche d’une bifurcation locale n”est pertinente qu”™au
voisinage d”™un équilibre.

Un exemple préliminaire

Au 8 5.5, nous avons étudié I'évolution d'un portrait de phases bidimensionnel
en fonction d’un paramétre jj. Nous avons observé :

- pour N <-1 :un équilibre unique instable ;
- pour ¥=-1 : ure infinité d’'équilibres simplement stables ;
- pour ~>-1 : un équilibre unique asymptotiquerment stable.

A latraversée de la valeur A=-1, il yaeu changement qualitatif : aucun des trois
systemes ne peut étre conjugué a I'un des deux autres. I'y a eu bifurcation.

9.2 Stabilité structurelle des équilibres

921 Définition de la bifurcation locale d’'un équilibre

Dans ce paragraphe, on va donner un cadre plus général et plus rigoureux aux obser-
vations faites au paragraphe précédent.
Soit donc un systéeme d’ordre n, et dépendant d’un parameétre réel p. Il est défini

par le champ de vecteurs :
XGn (domaine de R") f(x, p) e R?

Désormais, nous supposerons la fonction (x, p) e i2xR i->/(x, p) e R"de classe
Pour la valeur po du paramétre p, soit g un équilibre. On a donc (ao, po) GO x R et
f(ao, Po) = 0.

Nous allons donner une définition « en négatif » des bifurcations en introduisant la
notion de stabilité structurelle locale, c’est-a-dire de stabilité structurelle au voisinage
d’un équilibre, lorsque le parameétre varie autour d’une certaine valeur po.
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9.2. Stabilité structurelle des équilib

Définition

Soit AY) e 12 X R avec /(«o0, jiq) = 0.

Oon dit qu’il y a stabilité structurelle locale en {uq, jiq) s’il existe un voisinage
VaQ de UQ, un voisinage wde fqg et une application continue :

iJe w a(ju) Gi2telle que pour toutjue w:

« f{a(jj), iJ) = 0, avec a(jio) = uq ;

« il existe un voisinage de a(ji) tel que les systemes dynamiques
/( * AM)) et (V’\, /(., fj)) soient topologiquement conjugués, qg et aiji)
étant homologues dans la conjugaison.

X=/(X. 7q) X=/(x,
Conjugaison

S’il n’y a pas stabilité structurelle en (ao> AM). on dit que jug est une valeur de

bifurcation locale de I¢quilibre ao.

Exemple
Le pendule pesant (8 8.6) fait intervenir 'amortissement y comme parametre. En
choisissant 0e R/2n :
» 3 l'amortisserment est nul (cas conservatif), ilya:
- un équilibre instable, I'équilibre haut;
- un équilibre stable, mais pas asymptotiquement stable : I'équilibre bas.
» S 'amortisserment est positif (cas dissipatif), il ya:
- comme dans le cas conservatif : un équilibre instable, I'équilibre haut ;
- un équilibre stable, qui de plus est asymptotiquerment stable : I'équilibre bas.
« S enfin on considére un amortissement négatif, correspondant a un apport ex-
térieur d'énergie, illya:
- deux équilibres instables, les deux équilibres haut et bas : l'instabilité de
I'equilibre haut va de soi. Celle de I'equilibre bas eo résulte de ce que le
lindariséx= ©  Xautour de eo (vair le theme d'étude, corrige de la ques-

. -y N o
tion 12) a pour valeurs propres deux complexes conjuguées de partie réelle
-rf2 > 0.

res
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Le portrait de phases change au voisinage de I’équilibre stable : les trajectoires
périodiques (amortissement nul) deviennent des spirales centripétes (amortissement

positif). Il y a donc bifurcation locale, mais seulement au voisinage de I’équilibre
stable. L’équilibre haut reste instable : il y a stabilité structurelle au voisinage de cet
équilibre.

0.2.2 Stabhilité structurelle des equilibres hyperboliques

Nous venons de voir que le systéeme « pendule » présente une bifurcation lorsque
I’amortissement est nul. La bifurcation concerne I’équilibre bas. Le systeme linéa-
risé y admet deux valeurs propres imaginaires pures conjuguées, et n’est donc pas
hyperbolique. En revanche, I’équilibre haut, qui est hyperbolique, n’est pas locale-
ment affecté par la bifurcation. Cette constatation (bifurcation en un équilibre non-
hyperbolique) illustre un résultat plus général que nous allons donner, et qu’on peut
baptiser stabilité structurelle des équilibres hyperboliques.

Nous avons établi au chapitre 4 la stabilité structurelle des systemes linéaires hy-
perboliques : si A() est un endomorphisme hyperbolique, il existe £ > 0 tel que, si

||[Ao - A|l < s, alors A est hyperbolique de méme indice que Ag.

Nous allons étendre ce résultat localement aux systémes non-linéaires grace au
théoreme de Hartman-Grobman.

Soit Sfj le systeme x = f(x, p), la fonction (x, p) ™ f(x, p) étant de classe
Soit UQ un équilibre hyperbolique de 5" Le caractére hyperbolique implique qu’en
(UQ, po), V /est inversible.

Il existe donc (théoreme des fonctions implicites) dans un intervalle ouvert w
contenant po une fonction de classe

/\

P ~ afpytelle que <
ya{po) = flo

En d’autres termes, une variation de p autour de p{) entrafne un déplacement ré-
gulier (au sens de dérivable par rapport a p) de I’équilibre. D ’aprés le théoréme de
persistance du caractére hyperbolique (8 4.3.1), on peut choisir wet un voisinage Va®
de 0Qtels que V / garde le méme indice pour (x, p) G X W. Les systémes linéarisés
SLliget5h ayant donc le méme indice, on peut établir le schéma :
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syst. syst. s©
en {oq, Pi)) en {a, p)

T )
conjugués conjugués
(Hartman, (Hartman,

§ 6.5.2) §6.5.2)

i i

linéarisé S - conjugues linéarisé S
en («0, /70) (résultat § 4.3.2) en (a, jj)

Par transitivité de la conjugaison, S et5” sontconjugués, ce qui démontre le résultat
cherché :

Théoreme de stabilité structurelle locale

Soit UQ un équilibre hyperbolique du systéeme x = f{x, p) - 0, systeme pour lequel
lafonction (jr, p) i-> f{x, p) estde classe CK Alors, il existe :

e un voisinage w de po ;

e une fonction P i-> a{p) de classe de w dans R" telle que a(p¢i) = ug et
fiaip), p) = 0.

tels que pour tout p appartenant au voisinage w, tous les systéemes non-linéaires

fi., p)sontconjugués entre eux au voisinage, pour chacun, de son équilibre a(p).

En langage usuel : au voisinage d’un équilibre hyperbolique, le comportement
qualitatif d’un systéeme n’est pas affecté par une petite modification de ce dernier.

La stabilité structurelle locale exclut toute bifurcation locale. Par conséquent, il ne

peuty avoir bifurcation locale qu™au voisinage d”~un équilibre non-hyperbolique.

Ce résultat explique - et permet de généraliser - le constat que nous avons fait au
8 9.2.1 sur la bifurcation du pendule.

9.3 Bifurcations locales en dimension 1

Nous nous plagons dans le cas oux £ Metp € M. Un équilibre non-hyperbolique est
par définition caractérisé par le fait qu’une au moins des valeurs propres du systeme

linéarise V/" est sur I’axe imaginaire. En dimension 1, cette valeur propre ne peut

/\
étre que nulle, ce qui signifie plus radicalement que V/* = of (@ =0.
0X
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L’analyse des bifurcations peut utilement étre menée a partir du développement de
Taylor de f{x, ju) relativement aux deux variables xqgt4 :

f(X, ij) = ¢700 + 210 + A01 » + 220 /TN + (7il/7X + (702X~ +

Au prix d’un simple décalage en jcet en /7, on recherche une bifurcation en (0, 0).
On aalors «00 = 0, etla condition V/ = 0 impose de plus ao\ =0. Les divers schémas
de bifurcation dépendent des valeurs des coefficients LLLJ.

La bifurcation la plus simple que I’on puisse imaginer correspond a ti\g - 1, tous
autres coefficients étant nuis : on adonc i: = //. Il y a équilibre stable (immobilité de
tous les états) pour yw = 0, aucun équilibre sinon. Le tracé du portrait de phases en
fonction de yu, qu’on appelle diagramme de bifurcation, est le suivant :

Figure 9.2 - Bifurcation globale ~=0 pour X="

Une autre bifurcation trés simple est obtenue avec a\\ = 1, tous autres coefficients
étant nuis, donc x = fix. L’équilibre O est asymptotiquement stable pour ji < O,
simplement stable pour yu = 0, instable [oury > 0. On a le diagramme :

Figure 9.3- Bifurcation globale # =0 pour x =jix.

Nous remarquons que, dérogeant a I’intitulé du paragraphe, ces deux premiéres
bifurcations s>oniglobales.

Avec des exemples plus complexes, la variété des schémas de bifurcation est in-
finie : on peut par exemple passer de O équilibre a 2n équilibres, avec le systéme

X = {x —ji)(x — 2fi) eee{x™ —nil), qui présente la bifurcation locale yu= 0, et dont
voici le diagramme pourn = 3:
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Figure 9.4- Bifurcation locale polynomiale.

Les bifurcations non-triviales les plus courantes correspondent aux polyndmes de
Taylor de plus faible degré en (x, jj). Elles font I’objet des paragraphes suivants.

931 Bifurcation nosud-col

La bifurcation nceud-col correspond a «lo = -1 et «02 = L tous autres aij étant nuis.

On adonc x - x2 , systéme dont I'analyse est aisée :
e pourw< 0,il n’y aaucun équilibre ;

o« pouryw = 0, X = 0 est un équilibre instable ; plus précisément il est « stable a
gauche » et « instable a droite », donc semi-stable ;

o pourw > 0,il y adeux équilibres : I’équilibre asymptotiquement stable - jjl ti
I’équilibre instable #jjl.

V7T Vi7

Figure 9.5- Diagramme de la bifurcation noeud-col.

Remarque
L intitulé «nosud-col », on le voit, signifie «nceud -f col » et non «nceud  col » Car

on passe de zéro équilibre a 2 équilibres (un nceud et un col).
9.3.2 Bifurcation d’échange de stabilité (transcritique)

La bifurcation transcritique correspond aai 1= -1 et 02 = 1. tous autres aij étant
nuis. On adonc x = x - jux Systéme présentant un ou deux équilibres :

pouryw < 0,ily al’équilibre asymptotiquement stable jj et I’équilibre instable O ;
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pour I = 0, X = 0 est un équilibre instable : c’est comme pour la bifurcation
neud-col I’équilibre semi-stable du systéme x = ;

pourJdi > 0,ily adeux équilibres : 1’équilibre asymptotiquement stable O et I’équi-
libre instable jj.

Figure 9.6- Diagramme de la bifurcation transcritique.

90.3.3 Bifurcation fourche

La bifurcation fourche correspond kan = -1 etao3 = 1, tous autres &Y étant nuis.

On adonc X=x™-jx ,systeme qui s’analyse ainsi :

poury < O,ily ale seul équilibre O, qui est instable ;
pourw = 0,onaX-= : 0 est toujours I’équilibre unique, instable ;

pour yw > 0, il y a trois équilibres : I’équilibre asymptotiquement stable O, et les
deux équilibres instables + “Yja

Figure 9.7- Diagramme de la bifurcation fourche.

Une remarque lexicographique

« Bifurcation » signifie eétymologiquement «deux fourches » (du latin forca, la
fourche). Or, une Tourche est un Instrument présentant deux dents ou plus. Au sens
strict, une bifurcation comporterait donc au moins 4 dents. Le dictionnaire corrige ce

Iéonasme en ramenant la bifurcation a 2 branches.

a I'énoncé «bifurcation fourche », il serait sans doute avantageusement rem-

placé par le vocable plus fidele «trident», mais qui est inusité dans ce sens.
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9.4. Bifurcations locales en dimension supérieure a 1

Exercice 9.1 Bifurcation d’un systeme polynomial de dimension /

On considere le systtme x = p x(x™ - p/), ou x eR,p étant un paramétre réel.
1. Déterminer ses équilibres. Linéariser le systéeme autour de chacun d’entre eux.

2. Tracer et commenter le diagramme de bifurcation du systeme.

Exercice 9.2 Bifurcation d’un systeme non-linéaire de dimension 1

On considére le systtme X = p X - sinx, ou x eR, otp e [2/n, +o0[.

1. Montrer que, pour une plage de valeurs de p qu’on déterminera, le systeme
possede trois équilibres dont deux opposés qu’on notera -a{p) (négatif) et a(p)
(positif).

2. Tracer le portrait de phases du systéme. En déduire la nature des équilibres.
3. Ce portrait atteste-t-il une bifurcation ? Si oui :de quel type ?

4. Pour quelles valeurs de p la fonction F{x) = x™estelle une fonction de Liapou-

nov au voisinage de I’équilibre zéro ?

9.4 Bifurcations locales en dimension

SUPERIEURE A 1

La variété des bifurcations est déja tres grande en dimension 1. Elle I’est encore
plus en dimension supérieure a 1 : aussi nous limiterons-nous a I’exemple le plus
classique, qui est celui de la bifurcation de Hopf en dimension 2.

Il ne s’agit plus de la scission ou fusion d’équilibres comme en dimension 1, mais
de la disparition d’un équilibre au profit d’un équilibre de nature différente et d’un
cycle-limite, notion inconnue en dimension 1. On se place sur Q = R”, plan euclidien

P =pp-p~
e= 1

Ce systeme représente bien un flot, car hors de I’équilibre unique 0, la deuxiéme

sur lequel on définit le flot suivant en coordonnées polaires :

équation est définie sans ambiguité. Quel que soit P, I’équivalence de P et -p’\
pour p grand implique I’existence d’une naissance implosive ; pour le montrer, le

a . . .
@ Probleme 11 donne un schéma de raisonnement.
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Chapitre 9 < Bifurcations locales

Pour// < O :hors de I’équilibre, p = jup - se comporte pour p faible comme pp :
il y adécroissance exponentielle de p. On a unfoyer attractif.

Pour// = O :p = -p~ s’intégre en p"zs pl
1+ 2ph
. 1
(naissance implosive kt = ti = -------- ).
2P0

Il y adécroissance « molle » de p, équivalenta lly2t
On a toujours unfoyer attractif.

Pourp > O:p = 0 pourp = “p. L’équilibre 0 subsiste mais change de nature : il
devient unfoyer répulsif.

Il y a apparition d’un cycle-limite stable, qui est le cercle p = "jp.

Le systeme miroir x = -f(x) se déduit du précédent en inversant le cours du
temps. La bifurcation est toujours dite bifurcation de Hopf, mais les équilibres A, B
et C deviennent des foyers répulsifs (A et B) et attractif (C). Il y a mort explosive

pour toute valeur de p.
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9.4. Bifurcations locales en dimension supérieure a 1

Probleme 9.1 Un systeme non-linéaire de dimension 2

On considere le systéeme z = /(z), dans lequel z et/(z) appartiennent a euclidien.

En posantz =11 et]z]] = r,/ apour expression

juétant un parameétre réel.

1. Vérifier que [|z|P = r[I + ywr(l - r/Y].

2. En déduire que zo = 0 est le seul équilibre du systéme.

3. Déterminer la différentielle V / du champ /.

4. (a) Discuter de la stabilité de I’équilibre zo en fonction de ju.
(b) Le systéme présente-t-il des bifurcations ?

5. Tracer les trois portraits de phases correspondant respectivement kju = 0,
/= -\ iJ= 1

6. Montrer que, pourju= 1,il y aun cycle-limite, qu’on déterminera.
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Systémes a tem ps
DISCRET : EQUILIBRES
ET CYCLES

Les systemes a temps discret, par la variété et la difficulté des probléemes qu’ils
posent, sont déja intrinséquement intéressants. En outre, certaines notions nécessaires
pour définir le chaos en temps continu, objet du chapitre 11, font appel a la dynamique
des systemes a temps discret.

10.1 Introduction

Certains systémes font intervenir des grandeurs qui sont par nature a temps discret,
par exemple :

» de nombreux cas en théorie des jeux ;
* un indice boursier lors de I’ouverture ou de la cloture de séance ;
« la distance Terre-Soleil lors des périhélies successifs.

En tout état de cause, la connaissance des systéemes a temps discret s’impose lors de
I’étude des systémes a temps continu, ceci pour plusieurs raisons.

- Pour effectuer la résolution numérique d’un systeme différentiel a temps conti- nu,
on discrétise le temps a un pas fini h et grace a un développement de Taylor, on
remplace le systéme initial par un systeme d’équations aux différences, qui devient
par essence a temps discret (voir I’annexe 7). Les ordinateurs ne connaissent pas
le continu.

- En dehors méme de la logique précédente, I’échantillonnage a la période h (ou
méme a des intervalles non rigoureusement égaux, comme |’exemple « Terre-
Soleil » ci-dessus) d’un systeme a temps continu conduit a un systéme a temps
discret.

- En temps continu, les trajectoires issues d’un point nqg peuvent rencontrer une
variéte transverse (non tangente au flot) en des points successifs x\, X2,... (fi-
gure 10.1) qui définissent un systéme a temps discret, de trajectoire k e W XM,
Il s’agit de I’application de premier retour, notion introduite par Poincaré et qui
se révele particulierement fructueuse, ne serait-ce que parce que la dynamique sur
la variété transverse est d’une dimension inférieure a celle du systeme initial. Nous
rencontrerons au chapitre suivant cette application.
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Figure 10.1- Le premier retour.

10.2 Notions DE BASE

Pour les systemes a temps discret, nous retrouvons des notions sinon identiques, tout
au moins analogues a celles déja définies pour les systémes a temps continu.

Létat X G  évolue en fonction du temps, qui est par nature discret : nous le
notons k. Il appartient dans la majorité des cas a I’ensemble des entiers naturels ou
relatifs : & N ou z. La valeur x(k) de x h I’instant k sera notée x~.

On peut accéder a la connaissance de X" :

« soit par une formule explicite x~ = (p(k) ;

* soit par une loi de récurrence regroupant la valeur initiale xq et une équation d’évo-
lution XkA = f(xk). C’est cette forme qui s’apparente le plus a ce que nous avons
traité en temps continu ;

* soit par tout autre moyen.

A I’image de ce que nous avons fait en temps continu, le systéme étudié est :
Xk+\ = f(Xk) (Sd)

dans lequel / est une fonction de classe C' sur un ouvert ¢ R". En temps dis-
cret, nous n’exigeons pas la connexité de O. On en saisit les raisons en considérant
I’exemple tres simple x*+i = -Xk sur O = R*, non-connexe.

Onadonc =/(ag), X=/(-Tl) , X k =f(xk-i),...

Ainsi, si Oreprésente la composition des applications, on a :

Xk =f ™(x0), avec =f ~f ~ ~f (application parfois notée aussi /°™’).

k fois
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10.2. Notions de base

On appelle :

* trajectoire du systéeme une solution >eee» ... de I’equation (Sd), c’est-a-
dire un ensemble discret de points de  pourvus individuellement d’une étiquette
«temps » ;

« orbite I’ensemble des  correspondants.

Alors que la trajectoire est un ensemble gradué en k (temps), I’orbite est un ensemble
non gradué. Dans les ouvrages et articles sur le sujet, on pourra trouver quelques
écarts par rapport a ces définitions ; les deux termes sont parfois présentés comme
synonymes, avec I’une ou I’autre des deux définitions. Nous avions fait une remarque
analogue pour les systemes a temps continu.

Quelle que soit la régularité de la fonction /, il y adéterminisme : la connaissance
de Xi entraine celle de tous les xj (ou j >i). Mais il n’y a pas nécessairement deduc-
tion du passé, comme le montre I’exemple élémentaire X"\ = pour lequel tout
état positif a deux antécédents possibles, opposés. En temps discret, on n’a donc pas
I’équivalent du théoreme de Cauchy.

Le flot se definit comme pour les systemes a temps continu : le flot du systeme
dynamique est I’application qui au couple (k, xq) associe x*. Connaitre le flot du
systeme revient donc a connaitre I’application (p(k, xq) ainsi définie :

X0) est rétat a Finstant k du systeme d™état initial xq.

Naturellement, compte tenu de ce qui précede, les valeurs de k dans la définition du
flot ne peuvent étre que positives ou nulles.

Remarques

e Léchantillonnage au pas temporel 2 de I'’état d’un systéme S a temps continu
X = g(x) de flot X) définit un systéme a temps discret sn, ceci quel que soit h.
En effet, si on pose x* = x{kh) pour ae N ou Z on a X+~ = (p{h, x) : cette derniére
fonction n’est autre que la fonction f{xk) définissant I’équation d’évolution de So-
La définition de xk n’est toutefois opérante que si kh e J(xq), plage temporelle de xo,
c’est-a-dire I'ensemble des temps ke N pour lesquels xk est défini.

e Mais un systéeme a temps discret ne résulte pas nécessairement de I’échantillon-
nage d’un systéme a temps continu. Par exemple, dans R, les trajectoires du sys-
téme XkA = -xk sont des cycles {a,-a, a,-a,...) :ils ne peuvent pas provenir de
I’échantillonnage d’une trajectoire définie en temps continu sur E, car une telle
trajectoire ne repasse jamais par un point qu’elle a quitté.
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10.3 Equilibres

Soit un systeme xicH =/(x"), avec 6

Définition
Xest un équilibre si et seulement si /(x) = x.

Comme en temps continu, un équilibre est encore appelé point fixe, ou point
d’équilibre, ou point stationnaire, parfois point critique.

Si x n’est pas un équilibre, c’est un point régulier.

Dans le cas d’un systeme linéaire /(x) = A X, I’ensemble des équilibres x vérifie
Ax =x, dou (A- /)x =0. L’ensemble S des équilibres est alors Ker(A - /) : c’est
un sous-espace vectoriel de R”; il contient toujours le point 0.

Les notions de stabilité, attractivité, instabilité et autres notions conjointes se
définissent comme en temps continu. On peut donc reprendre formellement les defi-
nitions déja vues : on substitue seulement au temps continu t un temps discret k. Les
notions de puits, sources, équilibres attractifs ou répulsifs, etc. subsistent également.

Le cas des systemes linéaires se traite par une approche analogue a celle faite en
temps continu. Dans une base convenable de I’espace d’état, I’équation d’évolution
est X = A>d, la matrice A étant sous forme réduite de Jordan.

Par une récurrence évidente, on obtient I’expression explicite du flot :

X = (hk xa) = A*XQ

1031 Hoat des systerres linéaires semi-sinples
Dans le cas d’un systéme semi-simple, on a :

a) Cas ou A estsemi-simple

A= AlH avec A; =

0 A
e , o cosOj-smO, B fR+..
On écrira ici plus opportunément A- = p/ windj  cos §L avecp/ = .{/pJ cuj\
cos 0i = -~ et sin 0/ = O)—l . Les valeurs propres de A sont les A et les p/ g 16l
]
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= Le role joué en temps continu par (resp.

At 0 est joué ici par Af (resp. Ap dont le
comportement pour k » 0o dépend du mo-
0 A dule de A (resp. pj).
Comme en temps continu, E = (avec n = 29 - | > q) Q& la somme directe de

q sous-espaces vectoriels invariants par A :E = E\ ® E2 ® ‘<B BE™ Les Ei étant
invariants par A, I’étude du flot se raméne a vétude duflot sur chacun des Ei, donc
sur des sous-espaces vectoriels de dimension 1 (associés a A)) ou 2 (associés a Aj).
Le flot s’exprime en effet au moyen d’une matrice diagonale par blocs, les blocs étant
de dimension 1ou 2, R(k() étant la matrice 2 x 2 de la rotation d’angle ki :

o _ “diag [AM] 0
=k xo)= diag[p7/iAe)l, ~©

Cette forme montre qu’au sein de chaque sous-espace E/ la stabilité de I’équilibre 0
est conditionnée par le module de Aou de p correspondant a E/.

Lorsque k tend vers I’infini, A" tend vers 0 si VA < 1, vaut +1 si [/l = 1, et tend vers
I”infini en module si |[d| > 1L Comme la méme constatation vaut pour p, il est naturel
de définir ainsi les sous-espaces Eg, Ec et E* :

1) E”=sous-espace stable de A somme directe des sous- 1)inférieur a 1
2) Ec=sous-espace central de A esp. E/ associés a des 2)égal a 1
3) Ei,=sous-espace instable de A v.p. de module : 3)supérieura 1

Comme pour les systémes a temps continu, les indices s, c et u désignent les adjectifs
anglais « stable », « central » et « unstable ».

On a naturellement :E —Eg B Ec ® Eu.

Ce résultat est formellement identique a celui obtenu en temps continu au § 4.2.1.
En ce qui concerne I'influence des zones d’appartenance des valeurs propres de A
sur la stabilité, nous venons d’observer (et continuerons dans la suite a observer) la
correspondance temps continu / temps discret suivante :

temps continu | temps discret

plan complexe / plan complexe

axe imaginaire  / cercle unité

demi-plan gauche/ intérieur du cercle unité
demi-plan droit / extérieur du cercle unite
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Trajectoires dans les sous-espaces invariants

E se décompose en sous-espaces vectoriels invariants par A de dimension 1ou 2.

e Trajectoires dans Et ¢ Eg

a) |d <1dimEj=\;X= xq

- sid > 0, les états Xk tendent vers 0 en gardant le signe de xq;
- sid < 0, la suite des x* tend vers O et estalternée.

- sid = 0, Atrallie la valeur 0 des k =\,

Ce dernier cas est lie a I’exercice (trés facile !) suivant.

Exercice 10.1 Deux trajectoires sécantes

Pour un systéeme iin¢aire atemps discret, donner un exemple de non-unicité de tra-
jectoire (un Xk donné peut provenir de deux xq différents).

b)P < 1dim Ei=2\ Xk = [M6Y~“0="" R{k0) xq.

R{a), rappelons-le, estdans  euclidien la matrice de larotation d’angle a. Les Xk
sont angulairement équidistants (vus de 0) et sont situés sur une spirale logarith-
mique. Leur distance p™ a 0 tend vers O quand kK oo.

Dans les deux cas a) et b), I’équilibre 0 étant stable et attractif, le systéme réduit a
Ei est asymptotiquement stable.

Nous écartons 6 = Ooun, car on a alors la racine double réelle £p et on se rattache
au cas a).

e« Trajectoires dans Ei ¢ Ec
a) |d = 1dim Ei= 1;
- sid = 1, lasuite des Xk est constante.
- sid=-1, lasuite des xk est le cycle xq, - xq, xq, - xq, ***
Le systéme réduit a E/ est simplement stable.
b) P = 1dim Ei= 2\ Xk = [R(0)Y 0 = P*R(ké) xq.
Les Xk sont situés sur un cercle.
- si OIn GQ, la trajectoire est périodique ; I’orbite est un polygone régulier ;

- si At " o, I’orbite est dense sur le cercle de centre O et de rayon [xol (application
de I’exercice 8.2).

Le systéme réduit a E, est simplement stable.
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* Trajectoires dans Ei ¢ Eu (pour xo 0)
a) 1> 1dim £/= 1;x* = d*...
- si > 1, les états  tendent vers 00 en gardant le signe de xq;
- sid< -1, lasuite des tend vers I’infini en valeur absolue et est alternée.
b) P > 1dim Ei= 2\ Xk = R{k0) xq.
Les Xk sont situés sur une spirale logarithmique. Leur distance a0 tend vers
I”infini quand k * oo0.
Dans les deux cas a) et b), I’équilibre est instable et répulsif. Le systéme reduit a
Ei est instable.

10.32 Hat dun systee linéaire quelcongue

Nous rappelons que dans une base convenable (voir I’annexe 4), A est bloc-diagonale,
les blocs (blocs de Jordan) ayant pour formes :

Al fl 1

les matrices 2x2 Aet/ sont A =

La forme J est associée a la valeur propre réelle A, la forme K aux valeurs propres
P £ ico. Comme dans le cas semi-simple, E est somme directe de sous-espaces E/
associés chacun a un bloc de forme J ou K. L’étude du flot se raméne a I’étude du
flot sur chacun des Ei. En effet, Xk = (j){k, xa) = Axq, et A" est constituée de blocs
diagonaux de forme fl ou

[T| Notant P la dimension de J et Ip la matrice unité de dimensions p X p, nous
avons J = Alp +N, ot N est la matrice nilpotente d’ordre p constituée de zéros, a
I’exception de la surdiagonale constituée de « 1» Comme est nulle pour q > p,
le développement de fl ne comporte que p termes :

y =1 Ip+ W+ + o+ VP

Tous les termes ont un sens car on s’intéresse au comportement de I’état lorsque
~ 00 et on peut donc supposer k >p - 1 On peut écrire, plus globalement :

(avec la convention - Ip).
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Chapitre 10 < Systemes a temps discret : équilibres et cycles

k{k- 1)eee(A- m+ 1)
— m\
conditionné, comme dans les systemes semi-simples, par la valeur absolue

Comme gt est un polynéme en k, le comportement pour

k grand e
de A

2 Notons 2/7 la dimension de et/ la matrice unité de dimensions 2x2.
COSRMN-sinm

A peut etre mise sous }a lorme A = 1 ) ,
P P sm” cose6}

avec p = +

R
R est la matrice de la rotation plane d’angle 6 tel que p =p cose cico =p s\n0.
/\pR | I\

On aainsi K =
I

PR
On remarque la ressemblance formelle avec J : au scalaire A correspond la matrice
P R, qui représente la similitude plane de rapport p et d’angle 0. Et au scalaire 1

correspond la matrice unité / de dimension 2x2. Enfin, N est définie comme au
84.2.2, cas . On obtient :

(avec la convention - T2n)

\ . e
Comme pﬁ est un polyndme en k, le comportement pour k grand est conditionné,

comme dans les systemes semi-simples, par la valeur de p.
Les espaces E®, Ec et EM se définissent comme dans le cas des systemes semi-
simples (8 10.3.1), etonatoujoursE = ®Ec ® Eu.

Deux exemples de flot
Voici deux exemples de flot dans des espaces E :

» Espace £, de dimension 3 associé a une valeur propre réelle A :
Vv =K (k-
K

Le flot est : xk = 0 / KANA X0
0 O k
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» Espace de dimension s associé a des valeurs propres complexes conjuguées

Atia> \
PRIK{PRE-" JAK{k-\){pRF-A
Le flot est : = 0 {pRY kIfJRY Xq
0 0 b RY

La matrice est de dimension & X 6, car chacun de ses 9 éléments figurés est une
matrice 2 X 2.

Trajectoires dans les sous-espaces invariants

Les sous-ensembles invariants par A sont de dimension p ou 2p, p ayant été pré-
cédemment defini. Relativement a la stabilité, le comportement de Xc est de méme
nature que dans le cas semi-simple, sauf dans le sous-espace central, dans lequel
I’équilibre O peut étre stable ou instable, selon la valeur de p.

e Trajectoires dans E{ ¢

a) [l < 1dim Ei =P :pourtoutxge Ej, lim vg=20

_____________ >00

libre 0 du systéeme réduit a E/ est stable et attractif, donc asymptotiquement
stable.

Trajectoires dans E, ¢ Ec
a) A =1dimE[ =P :alors,d = +1 et seréduita = 2 17l (x1)™™
7O
Dans ces conditions, lorsque k * 00 :
* |w8]| reste bornésip =1 ;

. N si P > 1, ceci pour tout xq 9*0

P-i (k\

b) P = 1dim E/ = 2p :alors, seréduita = diag[R~"M] qui est

rf]go %P"j
un polyndme matriciel en k de degré p - 1 Dans ces conditions, lorsque k * 00 :
o | Xtl| reste borné sip = 1;

* bk sip>1

Dans les 2 cas, le systeme réduit a E/ est :

- stable (mais pas asymptotiquement stable) sip = 1;

instable Sip > 1.
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* Trajectoires dans Ei ¢ Eu

b) P > 1dimei - 2p :pourtout.q e ei - {0}, kugb xan = +00

Dans les 2 cas, I’équilibre 0 du systeme réduit a Ei est instable.

Théoreme général de stabilité des systemes linéaires a temps discret

A étant un endomorphisme quelconque réel de R”, la restriction du systeme li-
néaire a temps discret XkH = A. Xk a son sous-espace :

- stable Esest e asymptotiquement stable

- central Ec est e« simplement stable si elle est semi-simple
* instable si elle n’est pas semi-simple

- instable Eu est < instable

Nous avons donc un énoncé analogue a celui obtenu pour les systemes linéaires a
temps continu.

10.33 Stahilité des equilibres d'un systeme nonHinéaire

a) Cas unidimensionnel : n = 1. Soit agun équilibre. Nous allons établir une condi-
tion de stabilité dans le cas d’un systeme réel. Supposons le systeme de classe C’, et
faisons I’hypothese |/ (icoy < 1.

Comme / est dérivable en xg, on a lim \Hx) - f(x0)\
M) U -

= |/'(x0)|. Pour tout nombre

r > 0 compris strictement entre |/'Uo)| et 1, ]- 0o, r[ est un voisinage de |/ (ico)l.
Donc, il existe 7> 0 tel que :

AL fxa)\  J/(x)-xol , ' . SAL S
E "‘é J ix-x0l U—.fOl : &ou \f(x)X o | u“d
\f(x)-f \ \f{x)-Xo\
/(a) - able0, o f/’(‘)) {XOI) ”fx)) °| <r, d’odl Ifrix) - A < rA\x- ol
-A) - Ao M) - Xo

Par récurrence : MC 6 N" |X- xgl< 7 \f(x) - xo\< "\x - xdl

La convergence exponentielle de fA(x) vers xg montre que xqest un equilibre stable
et attractif, donc asymptotiquement stable.

On montre de méme que si \f'(XQ)\ > 1, I’équilibre est instable et répulsif.

l/(-"0)l < 1 X0 est attractif stable,
/Uo)l > 1 joo est répulsif instable.

En conclusion :

Dans le cas ou s () =0, I’équilibre est dit superstable OU super-attractif.
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10.3. Equilibres

Si |I'(x0)| = 1, c’est-a-dire si /'(jog = =1, I’équilibre est dit indifférent. Les
divers cas de stabilité sont alors possibles. Par exemple, xq = 0 est :
- stable non attractif pour f{x) =x;
- attractif stable pour f(x) =x - x*;
- instable non répulsif pour f{x) =x +x";
- répulsif instable pour f(x) =x +x"
Les vérifications correspondantes sont aisees avec le diagramme itératif objet du
paragraphe suivant.

10.34 Le diagranmme itératif

Dans le cas unidimensionnel, on peut illustrer concretement le comportement de I’état
par un diagramme itératif : X est porté en abscisse, et I’on trace les graphes des
fonctions X f{x) et Ji t* Ji (P" bissectrice). L’intersection des graphes fournit les
équilibres.

Figure 10.2- Diagramme itératif.

Au voisinage de I'equilibre O : convergence en spirale;
au voisinage de I'équilibre 1,8 ; divergence en escalier

Xétant un équilibre, si f'{x) < 0, on a un schéma (convergent ou divergent) en
spirale, dit encore en escargot. C’est le cas de I’équilibre 0 sur la figure 10.2. Si
f'{x) > 0, on a un schéma (convergent ou divergent) en escalier. C’est le cas de
I’équilibre 1,8 sur la figure.

b) Cas multidimensionnel : Nquelconque. Pour la généralisation a la différen-
_ tielle V/ (endomorphisme de R") se substituera a la dérivée /'. C’est le spectre de
ICJ@ V/ qui importe, et plus précisement les modules des valeurs propres.
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Chapitre 10 < Systémes a temps discret : équilibres et cycles

10.4 mCYCLES
1041 Definition et propriétés elémentaires
La notion de m-cycle est spécifique aux systemes a temps discret.

Par définition, un iw-cycle est un m-uplet (xq, ", "w-i) tel que pour tout k e
{1, 2, *ee, m- 1} on ait /fe_i) = Xket f{xm-\) = xn = xq; m étant le plus petit
entier supérieur a 1 possédant cette propriété. On dira que tout point du cycle est

#w-périodique. En temps continu, I’analogue est une orbite périodique, le rble de la
longueur m du cycle étant alors joué par la période T.

Exemples
1. Pour =R'"etf(x) =-x, tout couple (e, -x) avec jc 920 est un 2-cycle.
2. Dans n = euclidien, si i(x) est le transformé de jcdans une rotation de centre

0 et d’angle njl, tout point non nul est 4-périodique.

3. Dans = R“euclidien, si i{x) est le transformé de x dans une rotation de centre
o et d’angle 1 radian, il n’existe aucun cycle.

Remarques

1. Dans un m-cycle, tous les points Jouent le méme role.
La numérotation joq ..., X, de la définition n’implique pas qu’il y ait intrinséque-
ment un premier et un dernier éléments : chaque Xk pourrait jouer le réle de xq.

2. Un équilibre xo est un 1-cycle... appellation dénuée d’intérét donc inusitée. Comme
nous I’avons signalé, on limite I'appellation de m-cycle au cas m> 1.

3. Un m-cycle, en tant qu’ensemble de points, est une orbite. Mais une orbite peut
avoir un m-cycle comme partie propre : par exemple, pour le systéme /(x) = x--4x-i-5
sur =R, le 2-cycle (1,2) est inclus strictement dans I'orbite de 3, qui est n, 2, 3}
On a le schéma symbolique :3 ™ 2 1

e En temps discret, un m-cycle peut accueillir les descendants d’un élément
étranger au cycle : il n’y a pas de « loi anti-immigration » ;

* En temps continu, une orbite périodique ne peut pas accueillir les descen-
dants d’un élément étranger au cycle : il y a une loi anti-immigration, qui
n’est autre que le théoreme de Cauchy-Lipschitz.

104.2 Stahilité des moydes
Notons P la composée (et non le produit) de j fois la fonction/ ;/~ = [ °/ © ese0/,
Soit X0 un élément d’un m-cycle. Alors, X" = xq, et jagest un équilibre du systéme
M = ou g(x) = fA(x). On dira que le m-cycle est stable (resp. instable,
attractif, répulsif) si I’équilibre xg du systéme XkH = g(xk) est stable (resp. instable,
attractif, réepulsif).
On veérifie sans difficulté que ces définitions ne dépendent pas de I’élément du cycle
choisi : xo ne jouit pas d’un statut particulier.
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10.4. w-cycles

a) Stabilité des m-cycles d’un systeme linéaire

Un exemple élémentaire va nous montrer que, si xqest un élément d’un m-cycle, alors
au bout de m pas de temps, |’état initial xg- h peut :

- Soit se rapprocher de xq;
- soit rester a égale distance de
- soit s’éloigner de xq,

ceci selon la direction de h, ce qui ne nous étonnera pas car nous savons déja qu’en
temps continu ou discret, un écart a I’équilibre peut, selon sa direction dans W\ se
réduire ou s’amplifier au cours du temps.

| r-1 0 o]
Soit donc .r GR , et le systtme Xt = 02 0
, 00 1/3,

Nous représenterons ci-apres les vecteurs en ligne, pour enfaciliter récriture.
De fagon évidente, [jg= (1, 0, 0), x\ = (-1, 0, 0)] constitue un 2-cycle. Alors :

« VaGR, f\x¢) +(a, 0, 0)] = xg+ (a, 0, 0) : lors d’un cycle, la distance a xg n’a
pas changé.

* VacgR, /N[jco+ (0, a 0)] =jag+ (0, 4a, 0) :lors d’un cycle, la distance a jaga été
multipliée par 4.

* Vac R, [xQ + (0, 0, a)] = »xq+ (0, 0, a/9) : lors d’un cycle, la distance a xq a

été divisée par 9.
Cet exemple de dimension 3 est a rapprocher de I’exemple que la figure 7.9 nous
a offert en dimension 2 en temps continu. Il illustre le r6le sous-jacent des variétés
remarquables (voir aussi le § 10.6).

Revenons au cas général :
Nous avons fA(xo +h) - xq =A”(x0 +h) - xg=A">xq+A" h- xq=A"h.

= XQ

Ce resultat simple permet de lier la stabilité du cycle a celle de xgen tant qu’équilibre
du systéme /', donc aux propriétés spectrales de A, donc finalement a celles de A.

b) Stabilité des m-cycles d’un systeme non-linéaire
Cas unidimensionnel :n =1

Xgétant un point quelconque de Q, montrons par récurrence que :

Pour tout j GN*, on a (f)'(xQ) =f'(x0)f'(xi) ... f'{xj-[) (*)

@ Ceci est vrai pour j = \. Supposons (*) verifié au rang j, pour tout xq g 12
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Chapitre 10 < Systemes a temps discret : équilibres et cycles

Alors, {fi*'Y(x0) = ifj O/)'(x0) = ifnf(x0)].f(x0)
= {fAy{x\)-f{x0) =f'(x0)f'(XO ... (\ .,

(*) se trouve ainsi verifié au rang j + 1, ce qui valide la proposition :
VYGN*, Vxoea (fjy{xo) =rixo)f(x0...f(x:")

Soit maintenant (;co, xy, , X,n-1) un m-cycle.
Intéressons-nous au systeme Z : Xk+i = g(xk) , ou g(x) =f*(x).
Appliquant la proposition ci-dessus a /: = m, il vient :

Clixa) = (fy (x0) = F{XQ)f(Xi) ...f(x,n-I).

Comme (jco, X\, ..., x,n-\) est un m-cycle, I’application de la méme formule a tout
Xk donnera, a I’ordre pres des facteurs, le méme second membre : ce réel est appelé
multiplicateur du cycle.

Par conséquent : g'(xo) = g'(xi) = ... =g'(x,n-\) = fixQ )f(xi) ... f(x,n-7).
Compte tenu du résultat établi au § 10.3.3 :

o si \F'(xQ) f'(x\) ... f'(Xfn-i)\ < 1, les m points Xk sont stables et attractifs pour
Z, donc asymptotiquement stables. Comme indiqué en téte de ce paragraphe, ces
qualificatifs s’appliquent au cycle.

On retiendra en particulier que le cycle est attractif.

o si ¥'(xo) f'(x\) ... f'(x,n-\)\ > 1, les m points Xk sont instables et répulsifs pour Z,
qualificatifs que partage le cycle.
On retiendra en particulier que le cycle est répulsif.

 Si le multiplicateur vaut +1, on peut, a I’image de ce que nous avons fait au § 10.3.3
pour les équilibres, batir des exemples montrant que le cycle peut étre de diverses
natures : attractif, répulsif, ... On retiendra son caractére indéterminé a priori.

Cas multidimensionnel ; nquelconque

Soit X) GR" un élément d’un m-cycle du systéeme = f{xk), avec / de classe
Nous notons toujours g{x) = f*(x). Donnons a xg un accroissement vectoriel
u ¢ r. En nous limitant au premier ordre en v :

o f{xo + u) - f{x0) vaut VIo(w).
o fA(xo +w) - fA(x0) vaut V/ig, (V/"ow) (dérivation d’une fonction composee)

* g(xo+u)- ¢ixo) =f*(xo0 +u)- /'"’(0) = -k u) - X0 vaut, toujours au premier
ordre :
VA,,_(...(VI"(VI™0)))(w) = O... QV/,, OV Xii)
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10.5. Exposant de Liapounov

Il s’agit d’identifier si cette derniére valeur implique ou non que + u) est plus
proche de xq que xq + w Tout dépend donc du rapport des deux éloignements :

rxQ, u) =-1-||(V/. O... OVf;, OV/,)(«)||

- si VMGR™ W)| < 1, le cycle est stable et attractif.
- si 3WGR™ tel que |r(mo, u)\ > 1, le cycle est instable.
- siV GR™ k('o» W)| > 1, le cycle est instable et répulsif.

Notons que r(xo, u) ne dépend que de la direction de u et que I’on peut donc limiter
la définition au cas |wW| = 1, ce qui simplifie I’expression de r(;ro, u).

f — S S S S S -
Exercice 10.2 Equilibres et 3-cycle

Soient les fonctions réelles x GR i=> | . A N On définit le systeme a temps
[j2W - +4

discret S O par xq e N, = f{xn) avec/ = min(/i, /2).
1. Determiner les équilibres du systeme.

1 5 :
2. Montrer que pour x e | = ,on af?(x) = 8jgen notant  la fonction
composée f o f o f.

3. En déduire un équilibre du systeme Z défini par Xr\ - fA(Xn), puis pour So
I’existence d’un 3-cycle que I’on déterminera.

4. Montrer que le 3-cycle identifié en question précédente est instable et répulsif.

10.5 Exposant DE Liapounov

a) Cas unidimensionnel :n=1

Soit un m-cycle (xo,..., x,n-\). Nous gardons la notation g = = f°~. D’apres ce
qui précéde, jcproche de Xk s’en éloigne au bout d’un «tour », c’est-a-dire aprés m pas
de temps, d’un facteur équivalent (s’il est non-nul) a \g'(xk)\ =\f'(xo)\ ... |/'(-"m-i)I*
Ce facteur est donc une mesure de la vitesse de convergence (si le cyle est attractif)

ou de divergence (s’il est répulsif) de la trajectoire. La moyenne géométrique des
valeurs absolues des m facteurs du produit est :

L(xk) = = \F{x0)Fix") ... f(X,. )\

© On I’appelle nombre de Liapounov du cycle.
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Chapitre 10 < Systemes a temps discret : équilibres et cycles

On définit pour cj\xk) ™ O I’exposant de Liapounov du m-cycle par :
/zZUo) = In[Lfe)] = (I/m)In(]/Uo0)
« Généralisation aux orbites : ces définitions en appellent de plus générales pour

une orbite quelconque, pas nécessairement périodique :

- le nombre de Liapounov de I’orbite (xq. «\, ~2>%ee}”st, si cette limite existe :

L(xa)= lim |/'(x0)/'(xi)

- I’exposant de Liapounov de I’orbite Orb\xo] est :
h{xQ) = lim (I/m)In(J/'(A:() .../'(x,,_D]|)

h existe si et seulement si L existe et est non nui. On a dans ce cas
h(xo) = In[L(x0)]

Remarques

1. Voici un exemple de non-existence du nombre de Liapounov d’une orbite : f{x) =
2'sur =RI (le rapport tend vers I'infini si je> 1).

2. L(x0) ne dépend pas du point de I'orbite choisi. On pourrait donc, bien que ce ne
soit pas l'usage, le noter L[Orb{xo0)]. La méme remarque vaut pour h{xo).

3. Nous avons vu que, contrairement au cas d’un systeme a temps continu, deux
orbites distinctes peuvent se couper. Si deux orbites ont une intersection non
vide, elles ont le méme nombre de Liapounov.

4. Pour le systeme géométrique f{x) =ax défini sur =R*:
- le flot est x, = a"xqa. ON a L(xo) = da")"/"" = \a
I’exposant de Liapounov est h(xo) = In[L(jco)] = In<a|.

b) Cas multidimensionnel :» quelconque

Soit un m-cycle (xq, ..., Nous avons défini plus haut le nombre r(xQ, u) qui,
pour |W| = 1, s’exprime :

rX0, U = |(V;,,, O... OV/;,, OV}, (u)\\
Nous genéralisons la définition (cas unidimensionnel) de L(xi*) en posant :
L(xq, u) = |r(xo, nombre de Liapounov du cycle, associé au couple (xqg, u).

Il s’agit effectivement d’une généralisation au cas multidimensionnel.
Car f'(xj) (n =\) est un cas particulier de Vfxj(ii) (n quelconque).
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10.6. Autres notions

Lexposant de Liapounov du cycle est :
h(x{), u) = InL(jco, u) = (I/m)In |r("o> "I~ Il dépend de u.

Soulignons que L(xj, u) et h(xi, u) ne dépendent pas du représentant Xj d’un m-cycle
donné.

« Généralisation aux orbites : ces définitions en appellent de plus générales pour
une orbite quelconque, pas necessairement périodique.

- le nombre de Liapounov associé a I’orbite |.ro, x\, X2,...} de aget au vecteur
unitaire ii est, si cette limite existe :

L{xo, u) =n|1mo{”(\//;t 0...0 o V/;to)(@iHr~

I’exposant de Liapounov de I’orbite Orb[xo] est alors, pour u unitaire :

h(x(), u) :/LQDW ||V, o... o VIt, o V/j, )Ml

On n’affecte pas le résultat si on substitue a jag un élément xj quelconque de son
orbite.

Nous retrouverons le nombre et I’exposant de Liapounov au chapitre suivant, a
I’occasion de la définition du chaos.

10.6 Autres NOTIONS

Nous pouvons introduire pour les systémes a temps discret un certain nombre d’autres
notions analogues a celles définies pour les systemes a temps continu. En voici
quelques exemples, la liste n’étant naturellement pas limitative :

- bassins d’attraction ou de répulsion : nous en trouverons quelques exemples lors
de I’étude de I’application logistique au chapitre 12.

- variétés remarquables : par exemple, a I’équilibre 0 du systéme :

I N la variété stable VV\0) est la droite Z = 0, la variété instable
-\ 0 3I]\ykl ©)

Vn{0) la droite X= 0.

- bifurcations : par exemple, I’apparition de m-cycles aura une importance particu-
liecre comme on le verra au chapitre 12.

A contrario, certaines propriétés des systémes a temps continu n’ont pas d’équivalent
en temps discret, par exemple :
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Chapitre 10 < Systemes a temps discret : équilibres et cycles

- mort explosive : le caractére discret du temps ne permet pas de définir I’équivalent

158

de lim \\{t)\ = +o0. Toutefois, I’horizon temporel peut étre limité comme |’atteste

I’exemple du systeme XkH = arcsinyt  on ne peut plus itérer si Xk dépasse la
valeur 1

théoreme de Cauchy-Lipschitz : ce théoreme n’a pas d’équivalent en temps discret.
Si I’unicité du futur devient évidente par XkH = f(xk), I’unicité du passé n’est pas
garantie comme nous I’avons déja vu.

la suite montrera aussi que |’apparition du chaos exige une dimension d’au moins
3 en temps continu, mais peut se produire dés la dimension 1en temps discret.
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Iln troduction
AU CHAOS EN TEMPS
CONTINU

Ce chapitre introduit la notion de chaos en montrant que le comportement a long
terme d’une trajectoire d’un systéme a temps continu :

- peut étre classé en un petit nombre de catégories, et décrit dans des termes assez
simples, si sa dimension est 1ou 2. Les comportements-types sont recensés par le
théoreme de Poincaré-Bendixson ;

- peut présenter d’autres comportements si la dimension du systéme est d’au
moins 3. Pour certains de ces nouveaux comportements, on parle de chaos.

Outre les notions définies dans les chapitres précédents, I’introduction a la notion de
chaos nécessite aussi de connaitre la notion de fractale, qui fait I’objet de I’annexe 6.

Intermede historique : Verreur de Poincaré

Passionné de mathématiques et d ’astronomie, le roi Oscar de Norvege et de Suede
offre en 1889 un prix de 2500 couronnes a Vauteur d’une «découverte importante
dans le domaine de |’analyse mathématique supérieure ». Le mémoire de Poincaré
sur le probléme des 3 corps (trois masses ponctuelles mues exclusivement par leurs
interactions gravitationnelles, selon la loi de Newton) lui vaut |’admiration du jury,
au sein duquel siégent Weierstrass et Hermite. Il recoit le prix... mais lejeune Phrag-
men, relecteur au service de I’'imprimeur, détecte une erreur. Beau joueur, Poincaré
non seulement assure lesfrais de réimpression, mais retourne a son avantage |’égra-
tignure légitime du modeste Phrdgmen en corrigeant et approfondissant son travail
initial. Sa profondeur d’analyse lui permet ainsi une premiére etfructueuse ouverture
vers la théorie du chaos.

11.1 Ensembles-limites en dimension 2

Le but de cette section est de préparer la suivante, consacrée au théoréme de Poincareé-

Bendixson : ce théoréme donne une classification des orbites d’un systeme bidimen-

sionnel. Il est donc de nature qualitative. Son importance provient de celle des sys-

temes bidimensionnels, et son originalité réside dans le fait qu’il est spécifique a la

dimension 2. On ne trouve nul analogue sur  sin » 2. Nous allons ici cheminer

a travers les ensembles-limites du plan, en six étapes dont chacune est typique des
% raisonnements qualitatifs classiques dans I’étude des systémes dynamiques.
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Chapitre 11 < Introduction au chaos en temps continu

Le détail des étapes successives contient des fragments de raisonnement in-
téressants en eux-mémes et qui seront réutilisables pour résoudre d’autres pro-
blemes. Néanmoins, on pourra en premiére lecture consulter directement I’énonce
des lemmes cléturant chacune des étapes, puis aborder la section suivante, qui traite
du théoreme de Poincaré-Bendixson.

Hypotheses pour les sections 111 et 11.2

Le systéeme x = f(x), avec x G I|, domaine de est tel que :
« | estde classe
» Vensemble S des équilibres ne comporte que des points isolés.

On utilise dans ce qui suit des intuitions de geométrie plane (par exemple : une courbe
fermée pourvue de propriétés convenables delimite un intérieur et un extérieur dis-
joints) tout a fait justifiées, mais dont la validation rigoureuse ex nihilo exigerait
quelques développements complémentaires.

Etape 1 : lemme du b-losange

Soit Uun point régulier, c’est-a-dire tel que f{u) 0. Soit S la boule ouverte de

centre f{u) et de rayon -||/(w)||. Comme / est continue, il existe un disque ouvert
V(u) de centre u tel que cGV(u) => f(x) GIB
Soit alors L un intervalle ouvert (segment du plan privé de ses extrémites) :

- centré sur U;
- orthogonal a f{ii) ;

- inclus dans VAii) ; on appelle 6 sa demi-longueur.

La troisieme propriété exclut un éventuel phé-
nomeéne de « retour » illustré par ce portrait
de phases.

Figure 11.1- Un retour interdit.

L’absence de retour implique que « toute trajectoire assez proche de L coupe L »,
comme le précisera le premier lemme.
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11.1. Ensembles-limites en dimension 2

e Le 0-losange

Appelons (5-losange D¢(w) I’intérieur du carré dont L, de longueur 26, est une dia-
gonale. Nous sacrifions a I’appellation familiére de losange pour tout carré présente
avec une diagonale verticale.

Choisissons dans E = un repere euclidien déduit par rotation du repére initial,
tel que w= (0, 0) et f(u) = (a, 0) avec a > 0. Alors, pour tout z e D¢{u), I’angle
(/(«)> f(z)) appartient a]- n/e, +tse [, ceci parce que f(z) GS.

Notant /(z) = on ali(z) > al2.

Soit Z) GDs(u). La vitesse horizontale de I’état z{t) = (p(t, zo) est supérieure a a/2.
Or, D¢{u) est inclus dans une bande verticale de largeur 26 finie. Donc, il est traverse
par |’état z(0 en un temps fini.

Figure 11.2- Le ~-losange.

Appelons :

* t[ le plus grand instant négatif pour lequel I’orbite de zo coupe la frontiére de
Dg{ii) ; compte tenu de I’orientation de /(z), ce ne peut étre que la frontiére gauche
de D"\(m), c’est-a-dire la réunion en forme de « < » de ses deux segments d’abscisse
négative ou nulle ;

* 12 le plus petit instant positif pour lequel 1’orbite de zo coupe la frontiére D?iu) ;
compte tenu de I’orientation de /(z), ce ne peut étre que la frontiere droite de D&{u),
c’est-a-dire la réunion en forme de « > » de ses deux segments d’abscisse positive
ou nulle.

Comme le fragment d’orbite {z(0 ; ri < r < “2}est contenu dans Ds{u), il rencontre
nécessairement L. En résumé, on a le lemme :
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Chapitre 11 e~ Introduction au chaos en temps continu

Lemme 1 (lemme du (5-losange)
Pour tout zo GDGiu), il existe un fragment d’orbite :

- contenant zo ;
- contenu dans I’ouvert Ds{u) ;
- coupant L.

Etape 2 : lemme de monotonie, ou lemme du piége

Ce lemme établit le fait que les points d’intersection d’une trajectoire avec L ont
des ordonnées... ordonnées, ce qui signifie qu’elles sont une fonction monotone des
temps correspondants.

Soient t\, T2 et /3 trois instants (attention, ce ne sont pas les r, de I’étape 1) vérifiant :

* h <f2<h\\

* ziti) et z(t3) e L, tous trois distincts.
Il 'y a qualitativement deux cas, correspondant aux schémas :
cas | cas 2
Vig)

Figure 11.3- Deux cas de retour sur L

Soit C' I’élément d’orbite {z(0; *™ [N> "2]} et L' I’intervalle vertical ouvert d’ex-
trémités z(ti) Qiz{t2)- Leur reunion forme une courbe fermée C = L'UC". Intéressons-
nous au devenir au-dela de T2 de la trajectoire z(t) empruntant C' :

- dans le cas 1, z(t) pénétre a I’intérieur de C en /2 ;
- dans le cas 2, z(t) débouche a I’extérieur de C en "2-

Nous retiendrons sans perte de généralité le cas 7, car le cas 2 s’y raméne par inver-
sion du temps.

Si z(t) quitte I’intérieur de C a un instant  supeérieur a t2, il le fait en traversant sa
frontiere C :

« soit par le segment U : c’est impossible, car il ne pourrait le faire que par une
traversée de droite a gauche, ce qui serait contradictoire avec I’orientation de /(z)
vers la droite ;

162



0 Qo

‘ove T

o

11.1. Ensembles-limites en dimension 2

* soit par la courbe C' : c’est encore impossible, car ceci ne s’accorderait pas avec
I’unicité de la solution.

Donc, au-dela de iz, la trajectoire empruntant C' reste confinée a I’intérieur de C.
Elle ne saurait par conséquent couper L, pour t > T2, qu’en-dessous de z(t2), comme
le montre la figure 11.4.

Figure 11.4- Monotonie des rencontres avec L.

Ce résultat s’exprime par le lemme :

Lemme 2 (lemme de monotonie)

Si une trajectoire coupe L en trois instants t\ < ti <  ceci en trois points dis-
tincts z{ti), alors : z{t2) est entre z{t\) et zih)-

Nous avons fait I’hypothése de z{ti) distincts. En dehors de cette hypothése, on
trouve le cas d’une orbite périodique, pour laquelle on a z(ri) = z{t2) = N"3)

Etape 3 :ensemble-limite au voisinage d’un point régulier

Nous allons montrer qu’au voisinage d’un point régulier, aj(z0) est localement un
fragment d’orbite. Soit donc w point régulier de oj(z0). D’aprés ce qui précede, il
existe un d-losange Ds(u) centré en u et un fragment de trajectoire T contenant u et
traversant Ds(u), au sens indiqué antérieurement.

Soit Ze il(zo) n Ds(u) (figure 11.5). Il existe un fragment de trajectoire  conte-
nant Z traversant Ds{u) et coupant L, diagonale verticale de Ds(u), en z1-

Siw” Z1, il existe deux e-losanges disjoints D\ et D2 centrés en u et zI, et inclus
dans Ds(u).

AN Xi NA(NO) invariance d’un ensemble-limite par le flot.
zl e Orb{2) |
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Chapitre 11 e« Introduction au chaos en temps continu

Par conséquent, D\ et D2, donc aussi L, sont traversés par la trajectoire (p(t, zo)
pour r > 0 en des instants arbitrairement grands. Soit t\ un temps de traversee de
L n D|, et/2 >\ un temps de traversée de L DD 2. Alors, il existe un temps > 12
de traversée de L n Di, ce qui contredit le lemme de monotonie. Abandonnant donc
I’hypothése u 4™ zI, on a nécessairement u — z1I, ce qui implique z e T”. Les deux
orbites figurées Orb(u) et Orb(z) sont donc confondues.

Lemme 3

Si u est un point régulier d’un ensemble limite, ce dernier coincide dans un voisi-
nage de u avec un fragment d’orbite.

Hors des points d’équilibre, un ensemble-limite peut donc étre fléché, comme I’est
la trajectoire localement confondue.

L’exemple du portrait de phases suivant montre que dans certains cas, un ensemble-

limite, en I’occurence e>zo) = [a, b] ne peut pas étre fléché. Mais dans cet exemple,
nous n’avons pas observé I’hypothése d’équilibres isolés faite dans ce paragraphe.

Figure 11.6- Un ensemble-limite non fléchable.
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11.1. Ensembles-limites en dimension 2

Exercice 11.1 Rencontre orbite - section transverse
Soit zo un point régulier du systeme z =f(z), avecze et/ continue.

Les coordonnées x et du plan sont choisies de telle facon que zo = || et/'(0) =

Soit L un segment ouvert vertical contenant 0, ne portant aucun équilibre et n’étant
en aucun point paralléle au flot. On I’appelle pour cela section transverse.

Montrer que si |’orbite de zo coupe L aux temps t\ et t2, alors elle ne coupe L qu’un
nombre fini de fois entre et t2 > t\.

Etape 4 :cas d’un point qui appartient & son ensemble limite

Supposons que zo " ¢j(zo), Zoétant un point régulier. D’apres ce qui précede, 0(r, zo)
visite pour r > 0 une infinité de fois le losange D8{z0), et traverse L chaque fois.
Donc, partant de zo a r = 0, la trajectoire recoupe LaTi <i2 <e- <tn * Mavec
Iir>r010tn = 00 (le fait de pouvoir ordonner ainsi les temps tj d’intersection est justifié

par I’exercice 11.1). Or, tIi)m z0) = Z0- Comme z0) est monotone sur L, on
—)00

a nécessairement Vn e N*, z0) = e la trajectoire est périodique de période

t2 ~t\.

Si maintenant zo est un équilibre, son ensemble limite se réduit naturellement a un
point : iu(zo) = zo.
Résumons :

Lemme 4

Si 2o appartient a son ensemble limite, alors :
- ou bien Zoest un point régulier, et son orbite est alors périodique ;
- ou bien Zb est un équilibre.

Remarques

1. On déduit de ce résultat que si zo n’est ni un équilibre ni un point d’une orbite pé-
riodique, il n’appartient pas a son ensemble-limite. Observons que cette remarque
inclut le cas oU uj(zo) est I’ensemble vide.

2. Nous rencontrerons au § 11.3.1 (deuxiéme exemple) le flot irrationnel sur le tore,
qui déroge au lemme 4; ce dernier devient donc invalide dés la dimension 3, et
méme en dimension 2 avec une topologie autre que celle de RN

Etape 5 : les points réguliers de w(w) avec u e a>(zo)

Soit Zun point régulier de co(u), avec u e oj(zo) ; west nécessairement régulier (sinon,

@ ci(u) = U équilibre).
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Chapitre 11 < Introduction au chaos en temps continu

 Par transitivité : u e oj{zo) et z e tj(u) => z e 0j(z0)-
 Par invariance des ensembles-limites : u e tj(zo) => Orb(u) ¢ a>zo0)-
o D’apres le lemme 3 :

z 6 Uj(zo) \ | Uj(zo) n DA(z) est un fragment d’orbite S*
z régulierJ ~ \ traversant D(z)

W(Zo)
co(tv) (ccl(Zo))

Figure 11.7- z, point régulier de oj(u).

Z6 ¢u(u) implique I’existence de points de Orb{u) arbitrairement proches de z.
Il en existe donc qui appartiennent a Da(z). Soit 'y un tel point. Il est régulier, car
élément de Orb{u) avec u régulier. Comme Orb(u) ¢ a>(z0) :

y e Orb{u) n D&{z) A N 0j(zo) C Ds(2)
Ye Sz (d’apres le lemme 3) y* Orb(z)

Donc, Orb(u) n Orb(z) » 0, ce qui montre que Orb(u) = Orb{z).

zGu{u) 1 j u e uj{u) car tout ensemble-limite est la réunion
ue Orb(z)J \ des orbites de ses points (invariance).

Il résulte du lemme 4 que Orb{u) est une orbite périodique.
On retiendra :

Lemme 5

Si we 0j(z0) et si oj{u) contient un point régulier, alors Orb{u) est périodique.

Dans ce resultat, il faut bien noter que u appartient a un ensemble-limite. Si ce
n’est pas le cas, Orb{u) n’a aucune raison d’étre périodique, comme le montrent de
nombreux exemples.

Etape 6 : si co(zo) contient un cycle, il coincide avec lui

On se place dans le cas ou Orb”(zo) est borné. Alors, iu(zo) est connexe (propriéte de
connexité des ensembles-limites). Soit F un cycle (orbite périodique) contenu dans
uj{zo), et soit z e 1u(zo)-

166



@V 2° KOy

@C)
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« Hypothese :z™F

Etant un cycle, f est fermé. Par conséquent, la distance d = d(z, F) de z » F est
strictement positive ; oj(zo) étant connexe et comprenant T, on peut trouver une suite
de points Zn de 0j(zo) hors de F et arbitrairement proches de F :

Mv GN*, 3zn e ¢Xj(z0) - r, avec d{Zn, H <djn.

Le fragment d’orbite Orb”izo) étant borné, 6u(zo) I’est aussi, donc également la suite
fc)NEN*- 11 on résulte que Zna au moins un point d’accumulation u. Comme la distance
de Z2ar tend vers 0, on a nécessairement d{u, F) = 0. Mais F, orbite périodique, est
fermé. Donc, u e F. Elément d’un cycle, u est régulier et il existe donc un d-losange
Ds(u) centré sur u. Ce (5-losange contient un zj, et on a donc le schéma suivant.

Ce schéma montre que 0j(zo) H D&(u) n’est pas un fragment d’orbite de w contrai-
rement a ce qu’indique le lemme 3, ceci a cause de I «intrus » Zn Hy a contradiction,
et on doit donc écarter I’hypothese initiale z* F. Donc, z * F,ce qu’on peut exprimer
ainsi :

Lemme 6
Soit zo tel que Orb”(zo) est borné.

Si U)(zo) contient une orbite périodique, ru(zo)  cette orbite périodique.

Remarquons que le portrait de phases suivant qui
semble en premier examen deroger a ce résultat
n’y déroge pas. En effet, le cercle F n’est pas
une orbite périodique, en raison de la présence de
I"équilibre a. _
Figure 11.9-r n’est pas
une orbite.
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11.2 T héoréme de Poincaré-Bendixson
Les trois destins. Le théoreme de Poincaré-Bendixson
Supposons Orb*izo) borné. Alors, on sait que cu(zo) est non-vide et connexe. Il y a

deux cas possibles.

1) Uj{zc)) est constitué d’équilibres : alors, il est formé d’un équilibre unique car il
est connexe et les équilibres sont isolés. Ceci constitue ce que nous appellerons le
destin du premier type, ou destin n° 1

2) Uj{zo) contient au moins un point régulier :il y a alors deux possibilités :

a) oxj(u) est constitué d’équilibres : mais d’aprés la propriété de transitivité, on a
u)(u) ¢ 6u(zo)- Comme oj(zo) est borné, oj(u) I’est aussi.

Ici, Ujouant le réle que jouait zo dans le cas I, dfu) se réduit a un équilibre.
C’est le destin du deuxiéme type, ou destin n° 2.

b) si u){u) contient Zrégulier, Orb{u) est périodique d’apres le lemme 5; oj{zq)
étant la réunion des orbites de ses points, ru(zo) contient Orb(u). Le lemme 6
impose alors tu(zo) = Orb(u), ce qui est le destin du troisiéme type, Ou destin
n° 3.

La trajectoire de zo ne peut donc connaitre que trois types de destins, traduits par la

nature de ru(zo). Cet ensemble-limite :

- ou bien est un équilibre du systéme ;

- ou bien contient un point régulier du systéme : chacun de ses points admet alors
pour ensemble-limite un équilibre ;

- ou bien est une orbite périodique propre (non réduite a un point).

Si on abandonne I’hypothese d’équilibres isolés, un raisonnement que nous ne dé-

taillerons pas, mais qui est de méme nature que ceux utilisés ci-avant, conduit a gé-

néraliser le premier destin : iu(zo) n’est alors plus nécessairement un équilibre du

systéme, mais un ensemble formé d’équilibres.

En résumé, nous obtenons I’important théoréme suivant, qui permet de cataloguer

les destins possibles d’une trajectoire en dimension 2 :

Théoreme de Poincaré-Bendixson
Soit X = f(x) un systéme défini sur un domaine 12 de R?, et zq * Q. tels que :

- f estde classe ;
- Orb™z{)) est borné.

Alors, il existe exactement trois possibilités mutuellement exclusives pour
Vensemble-limite 0j(zo) :
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11.2. Théoreme de Poincaré-Bendixson

* B>(z0) estformé d’équilibres du systeme ;

« Uj(zo) contient un point régulier du systeme, et chacun de ses points admet pour
ensemble-limite un équilibre ;

« cofzo) est une orbite périodique propre (non réduite a un point).

Nous avons vu au paragraphe 7.1 que Orb”(x) borné implique a>(x) connexe. Ceci
s’appligue au point zo du théoréme : dans chacun des trois destins, 0j(zo) est connexe.

Dans I’hypothése d’équilibres isolés, le premier destin se précise ainsi : ru(zo) est
un equilibre du systeme.

Un exemple

Le portrait de phases de la figure 11.10 montre plusieurs équilibres, dont e], &

et e~ Pour ce systéme :

- aconnait le destin n° 1 :¢j(@) = ei, qui est un équilibre; de méme, pour tout
équilibre on a ujei) = & ;

- b connait le destin n° 2 :iu{h) = triangle curviligne T|, qui n’est pas une orbite.
Tout point de ce triangle a pour ensemble-limite un équilibre : e\ ou 62 ou 3 ;

- 6 et J connaissent le destin n° 3 : oj{c) = ci{d) = cycle T2, qui est une orbite
périodique.

Figlire 11.10- lllustration des trois destins.

Un autre exemple

La trajectoire figurée dans le schéma suivant correspond au cas ou les équilibres
du systéme ne sont pas isolés. Le point zo connait le destin nM : il admet I’étoile
[a bjU[a c\U[a dl comme ensemble-limite.

Figure 11.11- une physionomie possible du destin.
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11.3 Introduction au chaos

La notion de chaos est intuitivement associée aux notions de désordre, de complexité
et de turbulence. Aucun des trois destins assignées a une trajectoire par le théoreme de
Poincaré-Bendixson ne peut étre qualifié de chaotique.

* On va dans un premier temps examiner deux exemples de dérogation au théoréme
de Poincaré-Bendixson ; les trajectoires correspondantes gardent néanmoins une
définition géométrique simple.

» Ensuite (8 11.3.2) nous donnerons une définition du chaos, qui correspond a des
situations plus complexes.

1131 Uhquatrieme destin non chactique

Le théoreme de Poincaré-Bendixson met en jeu un systeme de dimension 2 dans
12 ¢ R~ Pour sortir de ce contexte, il est nécessaire :

* soit, en gardant la dimension locale 2, de choisir une topologie globale de  dif-
ferente de celle de R™. C’est précisement ce que nous avons fait au § 8.5 en consi-
dérant un flot hélicoidal sur le tore. Le théoreme de Poincare-Bendixson ne s’ap-
plique alors pas. Mais I’expression de chacun des trois destins du théoréme garde

: : . a
un sens en dimension et topologie globale quelconques, et le cas * * Q nota-

tions du § 8.5) met au jour un nouveau type de destin pour une trajectoire.

En effet, il n’y a pas d’equilibre et, zo eétant un point quelconque du tore, (p{t, z0)
s’approche infiniment souvent arbitrairement pres de tout point du tore. Donc,
iu(zo) = 7'et par consequent :

- Uj(zo) n’est pas un équilibre : la trajectoire ne connait pas le destin n° 1;

- tout point de iu(zo) est régulier, mais aucun n’a pour ensemble-limite un équi-
libre : la trajectoire ne connait donc pas le destin n° 2 ;

- ©Xj(z0) n’est pas une orbite périodique. La trajectoire échappe aussi au destin n° 3.

C’est donc bien un destin du quatrieme type, ou destin n° 4, que on a mis en
évidence.

* soit de se placer dans ¢ R™avec n> 2.0 n peut par exemple plonger dans R" le
tore précédemment évoqué, donc muni d’un flot hélicoidal irrationnel, et étendre
ce dernier de facon convenable a un domaine de R"

Dans les deux exemples évoqués, les trajectoires obtenues présentent un haut degré de
régularité. Sur T, le flot s’exprime d’ailleurs analytiqguement d’une facon tres simple :
O(L "o) = Zo+at, a une congruence pres modulo 1sur chacune des deux coordonnees.
De plus, deux états initiaux zo et zi proches donnent lieu a des trajectoires O(L zo)
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11.3. Introduction au chaos

et zi) proches pour tout t. Il n’y a donc pas de phénomene de sensibilité aux
conditions initiales, notion précisée ci-apres. En raison de ces propriétés, et pour ne
pas mettre en defaut I’acception intuitive de I’adjectif « chaotique », les trajectoires
ne sont pas qualifiees de chaotiques.

Il convient de donner maintenant une premiére définition du chaos. On appellera
chaotique une trajectoire qui, tout en restant bornée pour r —» 00 :

- échappe aux 3 destins décrits par le theoreme de Poincaré-Bendixson ;
- présente de plus une sensibilité particuliére aux conditions initiales.

La « sensibilité particuliere » sera décrite au moyen de la notion d’exposant de Lia-
pounov, que nous connaissons déja mais pour les systéemes a temps discret. Notons
aussi que I’existence méme de trajectoires chaotiques n’est pas triviale. Le chaos
constituera un destin du cinquieme type.

Les tores KAM

Le flot hélicoidal irrationnel sur le tore (probléeme 8.1) est un exemple de trajectoire
quasi-périodique. Au milieu du XX®siécle, a eteé établi I’important théoréme KAM,
qui implique des trajectoires quasi-périodiques sur des tores multidimensionnels. Ce
théoréme dont le premier énonce en 1954 est di a Kolmogorov a été démontré une dé-
cennie plus tard par Arnold et Moser (d’ou les initiales KAM). On sait qu’un systeme
hamiltonien ne peut pas avoir d’équilibre asymptotiquement stable (exercice 6.1). Le
théoreme KAM donne une autre propriété importante de certains systemes hamilto-
niens perturbés : la possible conservation de tores invariants par leflot, sur lesquels
le mouvement est quasi-périodique.

11.32 Trajectoires chactiques : déefinition
Au chapitre précédent nous avons défini, pour le systeme XnH = f(Xn) a temps
discret :

« le nombre de Liapounov de I’orbite Orb[xo] associé au couple (g, U) par :
L{xo, u) = I_|>r11 I(Wit,.,., O... OV/* OV (avec u unitaire)

cecl, si la limite existe ;

* I’exposant de Liapounov de I’orbite Orb[xo\ associe au couple (Xo, u) par :

h{xo, u) = nl%f; In O... OV.G o VIt )(K)II (avec u unitaire)

ceci, si la limite existe. On a h(xQ, u) = In[L(x0, W)].
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Exposant de Liapounov en temps continu

Soit S le systeme x = f{x) dont le flot est x(t) = «q) et le systeme discrétise
a la période 1, c’est-a-dire le systeme : x* = 4>k, xq) défini pour k e N.
Ce systeme met en jeu la fonction g associant a x son descendant apres écoulement
d’un temps unité : g{x) = 0(1, x). On a en effet I’équation récurrente Xk+ = g{xk).
Les notions de nombre de Liapounov et d’exposant de Liapounov pour S se défi-
nissent par I’intermédiaire du systéme So associé, c’est-a-dire :

Le nombre de Liapounov et l’exposant de Liapounov de |’orbite Orb{xQ) as-
sociés a la direction ii sont le nombre de Liapounov et I’exposant de Liapounov
de I’orbite (xa, «\. x2, ... du systéme s, -

Ces nombres sont, soulignons-le, associés au couple (jog w), avec u unitaire GW\

Trajectoires chaotiques

La notion d’exposant de Liapounov mesure la vitesse de divergence de deux tra-
jectoires et permet de préciser la définition du chaos. La trajectoire O(r, jog) est dite
chaotique Si et seulement si :

o Orb”\(x0) est bornée ;

* iu(xo) ne connait aucun des trois destins prescrits par le théoreme de Poincaré-
Bendixson ;

il existe Ue unitaire tel que I’exposant de Liapounov associé a (.\vo, u) soit
strictement positif : h{xo, u) > 0. On appelle cette propriété la sensibilité aux
conditions initiales, en abregé « sensibilité aux C.L » ou encore S.C.L

Ainsi, le chaos correspond-il aun cinquiéme type de destin, ou destin n° 5, marqué
par la sensibilité aux conditions initiales (traduite par h > 0). On connaissait déja des
exemples élémentaires donnant h > 0, par exemple le systeme x = x dans R Mais la
divergence mutuelle des trajectoires se fait dans ce cas en environnement non borng,
alors que notre définition du chaos impose une evolution bornee, qu’on peut traduire
par « diverger sans s’enfuir ».

Avant d’illustrer ce nouveau type de destin par un exemple emprunté aux sciences
de I’environnement (convection atmosphérique), nous allons définir quelques notions
nécessaires a sa compréhension.

11.3.3 Aittracteurs

La théorie des systemes dynamiques emprunte au vocabulaire courant le mot « at-
tirer » et ses dérivés, pour désigner le fait qu’un ensemble, alors appelé attracteur.
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voit se rapprocher de lui une ou plusieurs trajectoires. Néanmoins, il y a de multiples
facons de traduire rigoureusement cette réalité intuitive, et la littérature scientifique
présente effectivement des définitions diverses. Celle que nous donnons ci-apres uti-
lise plusieurs notions antérieurement définies.

Nous dirons que A ¢ est un attracteur s’il posséde les trois propriétes sui-
vantes :

o il est I’ensemble-limite d’un pointa e Q: A =uj(a) ;
* il est stable au sens de Liapounov (§ 3.3.1) ;
* son bassin d’attraction est de mesure positive : mes[Arr(A)l > 0.

On remarquera que la notion d’attracteur est beaucoup plus restrictive que celle
d’« ensemble qui attire ». Par exemple, pour le systeme x = -x dans R, I’ensemble
A = [-1, 1] attire R tout entier mais n’est pas un attracteur car il n’est pas un
ensemble-limite.

Exemples et contre-exemples

1 0 est un attracteur pour le systéme x= -x dans R™

2. Pour le systéme plan défini en coordonnées polaires par p = p(l -p) et (hors
point 0) par &= 1, le cercle unité est un attracteur. La figure 7.1 .b en constitue
un portrait de phases.

3. Si Q est le tore a deux dimensions (produit cartésien de deux cercles), nous
avons vu que le «flot hélicoidal irrationnel » (probléme 8.1) conduit a des tra-
jectoires partout denses sur le tore. Dans ce cas, Q tout entier est un attracteur.

4. Le point 0, équilibre stable du systéme x = 0 dans R n’est pas un attracteur car
Att(0) = {0}, qui est de mesure nulle.

5. Pour le systéme plan défini en coordonnées polaires par p = p|l -p| et (hors
point 0) par ~= 1 le cercle unité n’est pas un attracteur, car il n’est pas stable
au sens de Liapounov. On notera qu’il attire pourtant le disque unité fermé,
gui est de mesure ;r>0 dans RN

Figure 11.12- un cyle non attracteur.

6. Dans il = R, I’ensemble A=R_ est stable par le flot x = - jcet a un bassin d’at-
traction (lui-méme) de mesure infinie. Néanmoins, A n’est pas un attracteur car
ce n’est pas un ensemble-limite.
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Exercice 11.2 Ensembles stables, ensembles-limites, attraction

On considére un systéme localement lipschitzien sur 12 ¢ W\ Le but de I’exercice est
de montrer que, si A est une partie de O, il n’existe aucune implication entre les trois
propriétés suivantes (ou les propriétés contraires) :

- A est stable ;
- A est rensemble-limite d’un point xq GO ;
- A attire un ensemble B de mesure de Lebesgue positive.

On montrera par des exemples que les 2* = 8 cas d’observation ou non de ces pro-
priétés se réalisent effectivement.

On notera que lorsque les trois propriétés sont réalisées, A est par définition un
attracteur.

Les attracteurs classiques

Jusque dans les années 1960, et bien qu’on pQt pressentir depuis les travaux déja
anciens de Poincaré que les comportement chaotiques réservaient des surprises, les
attracteurs diment répertoriés se classaient dans trois catégories seulement :

* les équilibres asymptotiquement stables ;
* les cycles-limites ;
* les tores bi- ou A-dimensionnels.

En toute rigueur, la L®catégorie peut étre élargie comme I’illustre la figure 11.11, et
la ZBcomme le montre la figure 7.2.

Les attracteurs étranges

En dehors des trois catégories classiques, il existe une nouvelle catégorie d’attracteurs
mise en évidence en 1963 lors de I’étude de la convection atmosphérique, ainsi qu’on
le présente dans le paragraphe 11.3.4.

Cette nouvelle catégorie présente un ensemble de caractéristiques qu’il semble
apriori difficile de concilier, d’ou I’appellation d’attracteur étrange.

On appelle attracteur étrange un attracteur possédant les propriétés suivantes :

o il est borné (donc compact car tout ensemble-limite est fermé) ;
» sadimension fractale d dans R" satisfait 2 <d <n;

* toute trajectoire issue de I’attracteur est sensible aux conditions initiales, notion
définie au paragraphe 11.3.2.
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Remarques

1. La dimension fractale est définie en annexe 6. Elle généralise la notion de di-
mension habituelle (une droite est de dimension 1, un plan de dimension 2, etc.)
a des ensembles plus complexes, les fractales, qui peuvent se voir attribuer une
dimension d non-entiére.

2. Lacondition d <n implique que la mesure de Lebesgue de I'attracteur dans R” est
nulle.

3. Dans I'étude d’un attracteur étrange, la mise en évidence par une simulation
numérique précéde habituellement I'analyse théorique, qui peut s’avérer extré-
mement difficile. Aussi, la majorité des attracteurs étranges font-ils I'objet de
conjectures.

Exercice 11.3 Une fractale dans R

Soit K I’ensemble des réels de [0, 1] dont une écriture décimale au moins ne comporte
pas le chiffre 5.
Exemples : | = 0,5000 ¢¢e=0,4999 eee | =0, 3333 ¢c°,

et -i* = 0, 7000 e»+ = 0,6999 appartiennent tous trois a K.

1 Montrer que K est compact.

2. Calculer la dimension fractale 6 de K.

Intermede : le cantor au secours de Cantor

Un pianiste amateur de mathématiques vient de calculer la dimension fractale

. In2 | ) , . .
0 = 3 de I'ensemble de Cantor (voir annexe 6), et en désire une valeur niimé-

rique. r|1| ne dispose hélas ni de calculette, ni de table de logarithmes, seulement d 'un
crayon et dunefeuille de papier. Comment peut-il s’en tirer ?

Il sait, et cela lui suffit, que Jean-Sébastien Bach, I’illustre cantor (maitre de cha-
pelle) de Leipzig, a promu la gamme tempérée. Celle-ci permet dutiliser de maniere
tres souple les 85 touches du piano, car elles définissent 84 demi-tons égaux... ou
presque ! ¢ ’est d ‘ailleurs tout I ‘art des accordeurs que de gérer ce «presque ».

Or, 84 demi-tons représentent au choix :

- soit 1 octaves, chaque octave comptant 12 demi-tons ;
- soit 12 quintes justes, chaque quinte comptant 1 demi-tons.

Notre pianiste va alors traduire |’¢quation 1 octaves = 12 quintes en utilisant le
fait que ces intervalles musicaux sont associés a des rapports de fréquences : 2 pour
| ‘octave et 3/2 pour la quinte.
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On adonc TJ ™ (3/2); le signe «”™ » traduit le «presque » dont on vient de

parler Prenant le logarithme des deux membres ; 71n2 ~ 12(In3 - In2), d’ou

In2 12
191n2 ~ 121n3. Donc, 6 — In3 16" que Von sait calculer a la main depuis

r Ecole primaire. Uami des deux Cantor trouve ainsi 6 * 0,6316 contre une valeur
plus précise 0,6309, ce quifait une erreur relative a peine supérieure a un pour
mille !

Un attracteur étrange concilie deux exigences semblant contradictoires :
- le fait d’étre borné ;
- la sensibilité aux conditions initiales.

En effet, une analyse superficielle de la sensibilité aux conditions initiales conduirait
a en deduire un écart exponentiel entre trajectoires, donc le fait que celles-ci ne soient
pas bornées. En fait cette sensibilité ne revét qu’un caractere local et implique ici un
repliement des trajectoires, et non I’éloignement illimité de I’état.

Ces commentaires sont de nature qualitative et mériteraient évidemment une étude
plus approfondie et rigoureuse.

11.3.4 Chaos et attracteurs étranges :un exemple

Nous allons terminer cette introduction au chaos par un exemple classique,
r attracteur de Lorenz, qui revét une importance particuliere pour plusieurs rai-
sons :

- il est le premier qui ait été mis en évidence grace a des moyens informatiques ;

- il se situe dans R”, espace de dimension minimale permettant I’apparition du
chaos ;

- le systeme correspondant est trés simple : polynomial, de degré 2 seulement
comme le systeme de Lotka-Volterra, qui modélise en dimension 2 la dynamique
proie-prédateur et dont on trouve la description dans de nombreux ouvrages ;

- enfin, il fait intervenir un attracteur qui n’est pas dénué de qualités esthétiques !

Un brin d*historique

A lafin des années 1950, au MIT, le météorologue Edward Lorenz (qu’on ne confon-
dra pas avec le physicien Hendrik Antoon Lorentz ni avec |’éthologue Konrad Lo-
renz, tous deux lauréats du prix Nobel) vient d’acquérir un ordinateur imposant et
déja assez performant pour simuler la dynamique atmospheérique par un systeme de
dimension 12.
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L’intuition d’une impossibilité de prédictions météorologiques a long terme |’a
amene a rechercher des solutions qui échappent aux 3 destins prescrits par le théo-
reme de Poincaré-Bendixson. Notons que cette recherche elt été vaine en dimen-
sion 2, mais que Lorenz se placait en dimension supérieure. Il n’a pas tarde a dé-
couvrir un phénomeéne remarquable de sensibilité aux conditions initiales, et s’est
aussitot attaché a simplifier le systéme initial autant que possible, tout en conservant
le phénomeéne observe.

Lorenz a ainsi abouti au systeme d’ordre 3 suivant :

= -EXx-v cry
I =-XZ +rx-y
Z=Xxy- bz

Dans ce systeme, les 3 coordonnées X, y et z ne sont pas des coordonnées d’espace
mais représentent des grandeurs physiques qui modelisent le probleme de la convec-
tion d’un fluide bidimensionnel soumis :

- aux forces de gravité ;
- aun gradient de température.
Cette convection répond au schéma suivant (cas de cellules convectives) :

Figure 11.13- Les cellules de Rayleigh-Bénard.

(T, et r sont des parametres. Certains choix de ces parametres conduisent a
un équilibre. D’autres choix donnent lieu a I’apparition de cellules convectives
(figure 11.13), appelées cellules de Rayleigh-Bénard. Pour certaines valeurs des
parametres, par exemple cr = 10, = 8/3, r = 49/2, apparaissent des trajectoires
chaotiques.
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Les phénomenes observés par Lorenz s’expliquent par la présence d’un attracteur
étrange dont voici une représentation :

25

Figure 11.14- Lattracteur de Lorenz.

Cet attracteur présente deux «ailes » dont aucune n’est invariante par le flot : aprés
un certain nombre de tours sur I’une, le flot emprunte I’autre pour une nouvelle ronde,
revient sur la premiere, et ainsi de suite.

Les simulations numeériques ameénent a attribuer a cet attracteur, appelé attracteur
de Lorenz, une dimension fractale de 2,06 environ. Mais on ne connait pas sa valeur
exacte, ni sa nature rationnelle ou non. Cette dimension supérieure a deux indique
que rattracteur est « plus qu’une surface », tout en ayant un volume nul. En fait,
I’apparence d’ailes sans épaisseur est trompeuse : une analyse plus poussée montre
que r attracteur comporte une infinité de feuillets trés proches les uns des autres.
Leur proximité est liée au caractére tres dissipatif du flot : tout volume de I’espace
des phases se contracte en effet trés vite lors de son tranport par le flot, ce que traduit
I’égalité Div/ = -cr- \ - b- -41/3 (voir le §2.3.3).
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CHAOS EN TEMPS
DISCRET

L’application logistique x e R W ff{x) = rx(\ - x) (ou r > 0) se rencontre
presque inévitablement dans la théorie des systémes dymamiques, ceci pour plusieurs
raisons :

e pour » G [0, 1], I’équation différentielle x = f,(x) modélise bien I’évolution de
la taille x d’une population dans un environnement dont les ressources limitées
interdisent toute valeur de x supérieure a 1 Pour x faible, on retrouve la croissance
exponentielle, dite malthusienne.

e pour .rc [0, 1]et & N, le systeme a temps discret x*H = fr(xk) montre une
grande variété de comportements lorsqu’on donne a r des valeurs croissantes ; il
constitue une bonne approche de la notion de chaos.

* quel que soit le probléeme dans lequel on la met en jeu, la fonction f,-{x) présente
une simplicité qui favorise les raisonnements, voire permet des calculs analytiques.

L’ application logistique a été analysée en 1845 par le mathématicien belge Pierre
Francois Verhulst dans I’étude de la dynamique d’une population. La forme s’ex-
pligue simplement : le systétme x = r.r, ou .r et r sont des réels positifs, modélise
la croissance d’une population entourée de ressources inépuisables. L’environnement
peut alors étre qualifié d’infini.

Lafinitude du milieu est traduite par le facteur (1 - jo, qui empéche I’état jc de
franchir I’équilibre 1, valeur a laquelle on peut ramener tout plafond par un change-
ment d’échelle. L’équation différentielle x = rx(\ - x) satisfait cette contrainte. Ce
systeme monodimensionnel a temps continu se résout analytiguement quelle que soit
la condition initiale jig; I’analyse exhaustive de ce probleme est possible et simple.
Mais il en va autrement de la suite logistique x*+H = fr{xk). Son étude se révele
en effet riche et complexe et donne lieu a nombre de publications et de questions

% ouvertes, malgré la grande simplicité de la fonction en Jeu.
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12.1 Les équilibres de la suite logistique
POUR r> 0

A partir de I’application logistique fAjx) = rx(\ - x) (ou r > 0), nous définissons le
systeme a temps discret = fr(xk)

12.1.1 Données de base

L’ensemble 8 des équilibres est donné par f,.{X) = jc, c’est-a-dire x(rx +1- r) =0,
ce qui fournit deux équilibres (un seul sir = 1):0etfl = 1--.
r

Onaf,{x) - -2rx +r,d’ou f'{0) =r et /j.(a) =2 - r ,expressions utiles car la
nature d’un équilibre est liée a la valeur de la dérivée en ce point.
1 cas :0<r<1

Comme ¥'{0)\ = |r] < 1,0 est unpuits (équilibre stable attractif).

A I’oppose, \f'{a)\ = |2 - r| > 1, ce qui montre que a est une source (équilibre
instable répulsif).

Figure 12.1- Diagramme itératif de la suite logistique pour r = 0,7 et 4 valeurs de xq

L’examen du diagramme itératif permet d’identifier les bassins d’attraction, ce que
confirmeraient des calculs analytiques élémentaires :

* Att{0} la=1- l/r, i (intervalle ouvert /)
* Att{a} {alU(i| (bornes de /)
* Att{-oo0] R - [a i] (intérieur du complementaire de 7)
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12.1. Les équilibres de la suite logistique pour r>0

2®cas :r=1

Alors, fr(x) =f\(x) =x(\ - X). Les équilibres 0 et a coincident.

Nous avons |//(0)] = |rf] = L Ce simple constat ne permet pas de conclure sur
la nature de I’équilibre, mais I’examen du diagramme itératif atteste que 0 = iz est
instable. On peut le qualifier de semi-stable car il est «attractif a droite » et « répulsif
a gauche ». 1l n’est pas attractif au sens strict.

Figure 12.2- Mise en évidence de la semi-stabilité en 0.

Bassins d’attraction :« Att{0 =a} = [0. 1]
o Att{-00] = R-[0 1

Nous restreindrons désonnais notre étude a x » [0, 1]. segment au sein duquel se
rencontrent les phénomenes les plus intéressants.

P®cas :1<r<3

i/;(0)i = kIl > 1 Donc, 0 est une source (équilibre instable répulsif).

A I’opposé, \f'{a)\ = |2 - r| < 1, ce qui montre que a est un puits (équilibre stable
attractif, c’est-a-dire asymptotiquement stable). Nous noterons 1 = ro la valeur de r
au-dela de laquelle nous venons de constater que a devient stable.

Le diagramme met en évidence les bassins d’attraction :

* Att{0}
* Att{a]

{0yU{1} (bornes de /)
10, 1[ (intervalle ouvert I =10, 1])
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Figure 12.3- Pourtour xq pris dans ]O, 1[, I'état xk converge vers ci=~ - 1/r.

Pour r = 2, la dérivée a I’équilibre a est nulle, a est donc superstable. Ce qualifi-
catif sera rappelé par la notation 2 = “o- La convergence est extrémement rapide :

Figure 12.4- a est super-attractif : les marches de I'escalier de convergence cessent
d’étre discernables aprés quelques itérations.

®cas :r =3

Les deux équilibres sont alors Oeta = 1- 1/r = 2/3.

|//(0)] = ¥3(0) = jij = 3 > 1 montre que I’équilibre 0 est une source.

\f'(@\ =12- 1 =1- 1j = L Comme dans le ZBcas, ce constat ne permet pas de
conclure. Un calcul analytique (exercice 12.1) montre que a est un puits.

On pourrait aussi éviter tout calcul en construisant un diagramme itératif sur la
fonction =/ O/ de la figure 12.7 centrale.
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Exercice 12.1 un équilibre attractif pour r = 3

A r équilibre a dun systéme monodimensionnel, la valeur ¥'{a)\ =\ ne permet pas
de conclure quant a la nature stable ou instable de a. Dans le cas préesent, un calcul
analytique le permet.

Soit le systeme x«+1 = f\xk) avec f{x) = 3jc(l - .). On appelle a I’équilibre 2/3,
équilibre pour lequel f{a) =-1.

. fla s)-a
1. Pour s e R*, calculer le rapport d’éloignement )

Peut-on en déduire si a est ou non stable ?
iy o fA(a +s) - a
2. Calculer le rapport d’éloignement sur deux itérations

(ou  désigne la fonction itérée fof). Conclure quant a la stabilité dea = 2/3.

Figure 12.5- Pour r =3, et pour tout Xqe [0, 1], il y a convergence de  vers a=2/3,
mais cette convergence est trés lente. Le nombre d’itérations est 20 pour la figure de
gauche, 40 pour le « zoom » de droite. Le bassin d’attraction est Att{2/3} = [0, 1].

La suite va montrer que pour r = 3, valeur que nous noterons r\, le systeme pré-
sente une bifurcation.

5®cas :r> 3

L’équilibre 0 est une source pour la méme raison que dans le 4®cas.
[II(i)] = 2- r < -1 :I’équilibre a est donc lui aussi instable. L’éloignement par
rapport a a se fait dans son voisinage de fagon alternée : il y a divergence en spirale.
Ceci achéve I’étude des equilibres. Mais ces derniers ne décrivent qu’une facette du
comportement du systeme. Car les cycles sont des éléments structurants importants
v pour avoir une vue d’ensemble des trajectoires. La figure précédente en donne un
~ premier apercu. Nous reportons leur étude au paragraphe suivant, et constaterons que
@ Cce 5®cas se divise lui-méme en une série foisonnante de sous-cas.
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Figure 12.6- Léquilibre 1= 1- 1/r devient instable; un 2-cycle apparait
(voir § suivant).

12.2 Les cycles de la suite logistique

POUR 3 < r <4

Précisons dés a présent que nous ne prolongerons pas I’étude au-dela de r = 4 car,
pour r >4, [r(JO> 1]) n’est plus contenu dans notre segment [0, 1] d’analyse.

12.2.1 Existence d’un 2-cycle

La recherche des 2-cycles coincide avec celle des équilibres du systeme : X¥\A =
Ceux-ci sont fournis par I’équation fi{x) - x = 0, c’est-a-dire :

r’'x(1- ©[1- rx{\ - ¥] - X=0.
Cette équation s’écrit aussi :
TN - IPXA + (" +1r)x+ (1 - M)] =0,

équation dans laquelle le facteur x correspond a I’équilibre 0, qui est bien sOr aussi
un equilibre du systéme fi.

Le crochet [ ] s’annule nécessairement pour x = a (car a est un équilibre du

systeme fi) et posséde donc le facteur x- a = v- 14+ Sachant cela, la factorisation
ne pose pas de probléme et s’exprime

[ 1=(x- \+-:) rAT(X), avee IT(X) =r>-r QL +ndi+ (@ +7r)

Le discriminant de ce polyndme est A= (1 +r)(r - 3) = p-0. Nous constatons
I’existence de deux racines de n(x) pour r > 3. Elles correspondent a un 2-cycle.
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12.2. Les cycles de la suite logistique pour 3 <r <4

On peut résumer ces observations ainsi :

2(x) = X 7 x(x - a) [rmx™-r{\ +r)x+ @ +r)] -0

=OanOda -0 au20desdr3

Pour r = 3 + e, un développement limité fournit le 2-cycle x = ~ £ A +0( 7js).
Dans le plan (r, jc), le lieu des 2-cycles est donc assimilable, au voisinage du point
(3, ]), alaparabole r = 3+9 (a- 2/3)" qui aen ce point une tangente verticale.

Dans la suite, pour alléger les notations, nous noterons f lafonction précédem-
ment notée fr.

12.2.2 Stabilité du 2-cycle

Nous nous plagons dans le cas ou r > 3, qui correspond a I’existence d’un 2-cycle.
Les racines x' et x" du polyndme /7 (a) sont o (1 hr+ Nb6),avecu =1 +r)(r- 3);
/'(a) =-2rx r=-\x VU

D’ou f'{x").f'{x") = (-1 +- VU)(-1 - VU) = 1-u = -p- -\-2r 4. Cette expression
vaut 1pour r = 3. Quand r augmente, elle décroitjusqu’a 0 pour - = 1+ V5 " 3,236,
puis jusqu’a -1 pour r = 1-h V6 " 3,449 et reste inférieure a -1 pour r >\ X+ Vh.
Ceci montre que le 2-cycle, qui existe toujours pour r > 3 :

* eststable pour 3 <r < 1-HV6 {superstable pour r - \ + V0) ;
e estinstable pourr > 1.. V6.

La figure 12.6 correspond a r = 3, 2 et met donc en évidence un 2-cycle stable. Une
autre approche aboutit aux mémes conclusions : I’analyse du systéme a™+i = fA(xK),
ou  désigne le carré de / au sens de la composition (/A =/ o/)e

Figure 12.7- courbe x m P (x) ={f of){X){ le petit point noir figure I'’équilibre a=I-1/r.
Pour r =3 (figure centrale), une bifurcation introduit un 2-cycle (figure de droite).
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Ce schéma illustre bien la nature de la bifurcation : pour r < 3 le graphe de
coupe la  bissectrice en 0 et a I’équilibre a = 1- 1/r qui, solution de f(x) = X,
est afortiori solution de f*{x) = x. Pour autant, a n’est pas élément d’un 2-cycle
propre. Pour r > 3, la figure de droite fait apparaitre deux solutions de f*(x) =x qui
encadrent la valeur a = 1- 1/r. Ce sont les racines x' et x" du polyndme TI{x), de

valeurs ;[1 +r+ 76l avec (1 = (L + r)(r - 3). Lorsque r dépasse la valeur 3, on
constate :

le dépassement par [f(a)\ de la valeur 1 :donc, a devient instable ;

une valeur strictement inférieure a 1du multiplicateur ¥'{x")x f{x'")\ = |1 @, ce
qui montre que le 2-cycle apparu est stable.

En résume, on a mis en évidence une bifurcation «équilibre stable vers equilibre
instable + 2-cycle stable ».

Notons que pour & = 1 le multiplicateur (/*)'(jo = 1- Gdu cycle est nul : le
cycle est par définition super-attractif, qualificatif en accord avec son homonyme
relatif aux équilibres. On peut en effet considérer qu’un équilibre a est un 1-cycle de
multiplicateur f{a). Le parameétre r vaut alors = 1+ Vs " 3,236. Rappelons que
pour r = §) = 2, nous avions identifié la super-attractivité de 1’équilibre 1/2.

12.2.3 Bifurcations de doublement de période

Comme nous avons vu que le 2-cycle devient instable pour r > \ + V6, la valeur
r = | + Vb, notée T2, est une bifurcation. Le multiplicateur du 2-cycle est alors
1-6 =-\,

Il en resulte que {f*)'{x") = {f")'{x") = 1 La courbe de la 4®itérée de / est dans
ce cas tangente a la R® bissectrice aux points d’abscisses x' et x". Pour r > | + V6,
elle la traverse en quatre nouveaux points qui représentent un 4-cycle.

Figure 12.8- Courbe x  f'(x) =(f* op){x). Pour r = 1+ VG (figure centrale), la courbe
de C* est tangente en deux points a la F® bissectrice, puis la traverse pour r> 1+ Vb
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12.2. Les cycles de la suite logistique pour 3 <r <4

Ce schéma, dont la logique est la méme que celle de la figure 12.7, montre la gé-
nese de la bifurcation : pour r < 1+ V6 ” 3,449 le graphe de  coupe la F®bissec-
trice en trois points, représentant I’équilibre a et un 2-cycle stable. Pour r > \ + V6,
la figure de droite fait apparaitre quatre autres solutions de f*(x) = x qui encadrent
les valeurs x' et x". On constate simultanément :

. X > 1 edonc, le 2-cycle devient instable ;

* une valeur strictement inférieure a 1de |(/")'| aux 4 nouvelles racines, ce qui atteste
la stabilité du 4-cycle nouvellement apparu.

En résumé, on a mis en évidence une bifurcation «équilibre instable + 2-cycle stable
vers equilibre instable + 2-cycle instable + 4-cycle stable ».

12.2.3.1 Les 4-cycles

Voici le diagramme obtenu pour r = 3,54 (> 1-h Ne) :

Figure 12.9- Pour r = 3,54 il y a un 4-cycle stable. Les premiéres itérations s’éloignent
de a= 1- 1/7 équilibre instable. Il y a ensuite convergence suffisamment rapide vers le
4-cycle pour qu’on ne puisse pas distinguer les 40 itérations.
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Toujours pour r = 3, 54, revisitons la figure 12.8 droite :

Figure 12.10- Les points d’intersection de la courbe x ~ f~(x) et de la 1 bissectrice
sont liés aux équilibres, 2-cycles et 4-cycles du systéme = fixn).

On observe que, mise a part la solution triviale 0, la courbe de la 4® itérée x
fA(x) coupe la premiére bissectrice en 7 points :

e a\ = 1- 1/restI’unique équilibre simple sur ]0, 1[. Il estinstable ;

o fej &2 «il s’agit du 2-cycle ;[1 +r+ V(1+ ~3)], apparu pour r > 3et
devenu instable au-delader = 1 Vb~ 3,449 ;

o (M, 4, c4, 44) : il s’agit du 4-cycle apparu pour r > \ + V6 : ce 4-cycle est
stable, ce que I’on peut constater soit par examen de la figure 12.10, soit par calcul
du multiplicateur (f*)'(aA) = eee = {f*)'{dA) :ce nombre appartienten effet a
]1- 1, 41[. Le cycle est décrit dans I’ordre «4 —» [74 q i14 &4.

12.2.3.2 Les 2”-cycles

Par un mécanisme analogue aux bifurcations précédentes, I’augmentation des valeurs
de r conduit a de nouveaux doublements de période, donc a un 8-cycle, un 16-cycle,
et ainsi de suite. Les valeurs successives des r correspondants sont de plus en plus
rapprochées, et convergent a peu pres exponentiellement (le facteur est inférieur a
1/4 ; nous y reviendrons) vers une valeur limite. Retenons donc que pour tout m entier,
il y a dans une plage convenable de valeurs de r un 2”*cycle stable, qui bifurque vers
un 2"~-cycle instable doublé d’un 2"**-cycle stable.
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12.2. Les cycles de la suite logistique pour 3 <k <4

12.2.3.3 Diagramme de bifurcation

Si F'on choisit xo dans le bassin d’attraction d’un /c-cycle, alors apres une phase (ou
régime) qu’on peut qualifier de transitoire, le systeme suit le ~-cycle avec une pré-
cision arbitrairement grande. Dans cette phase que les physiciens nomment perma-
nente, le systeme emprunte chaque état du /-cycle une fois sur k. On peut donc de
facon naturelle attribuer uneprobabilité Xjka chacun des éléments du /-cycle. A cette
probabilité, s’associe lafonction de répartition F{x) de I’état, probabilité que I’état
soit inférieur ou égal a x.

Une analyse plus fine que nous ne détaillerons pas établit 1’égalité entre moyennes
temporelle et statistique, que 1I’on nomme ergodicité. Celle-ci permet d’identifier
F{x) a la limite, quand n oo, de la proportion de v/ (/ = 0 a n) inférieurs ou égaux
a . Si I’on porte en abscisse les valeurs de r et en ordonnée les valeurs des jd obtenues
en régime permanent, on obtient des éléments du diagramme de bifurcation.

10 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1.0

a) diagramme de bifurcation b) fonction de répartition

Figure 12.1 1- a) Esquisse du diagramme de bifurcation de la suite logistique,
r variant de 2,8 a 3,52.
b) Fonction de répartition pour r = 3,5.

La figure 12.1 la, tracée en coordonnées (r, jc) appelle déja plusieurs remarques :

1. L’équilibre a = 1- 1/r apparait; le point (r, 1- 1/r) décrit une hyperbole
d’asymptotes r = 0 et x = 1 Toutefois, comme I’esquisse fait apparaitre les
points effectivement visités en régime permanent, I’équilibre a n’apparait que
lorsqu’il est stable, c’est-a-dire lorsque r < 3. C’est en cela que la figure ne
représente qu’une partie du diagramme de bifurcation au sens habituel.

2. La méme remarque vaut pour le 2-cycle, qui existe pour r > 3 mais n’est stable
que pourr < r2 = 1+ VO ™ 3,449. Le 2-cycle devient ensuite instable et
n’apparait plus sur le diagramme.
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Chapitre 12 < Introduction au chaos en temps discret

3. Enfin, pour r > 1+ V0, le 2-cycle devient instable et n’apparait donc plus. En
revanche, il y a apparition d’un 4-cycle.

En résumé, ce diagramme montre :

- la bifurcation «équilibre stable vers équilibre instable + 2-cycle stable » pour
r=3,;

- labifurcation «équilibre instable + 2-cycle stable vers équilibre instable + 2-cycle
instable + 4-cycle stable » pour r =\ + Vb.

Mais il ne montre pas les équilibres ou cycles instables. Il s’agit en fait plus d’une
figuration des points adhérents de la suite  que d’un diagramme de bifurcation
complet, bien que cette derniére dénomination soit consacrée par |’usage.

La figure 12.11b (tracé de F{x) pour r = 3,5) montre un saut de valeur 1/4 en
chacun des x constituant le 4-cycle. La valeur r = 3,5 est représentée par un pointillé
vertical en figure 12.1 la.

Signalons que les quatre segments verticaux de longueur 1/4 (figure J2.JJb) sont
attachés au mode de tracé mais n’appartiennent pas au graphe de F{x), qui est dis-
continu.

12.2.4 Des m-cycles pour tout m

Nous avons vu que pour tout m, il existe une plage de valeurs de r pour lesquelles il
existe un 2™'-cycle. Mais peut-on mettre en évidence un m-cycle pour tout m entier
positif ? La réponse est positive et tient en deux points :

- il existe un 3-cycle pour certaines valeurs de r;

- lethéoréme de Sarkovski indique que s’il existe un cycle d’ordre 3, alors il existe
des m-cycles pour tout m entier supérieur a 1

Ce théoréme, que nous ne démontrerons pas s’appuie sur la relation d’ordre >
suivante :

3>5>7>9> || >--->3.2"' >5.2"' >7.2" >9.2" > eee
We>32" >52" >72" >02">--->2"">--->16>8>4>2>1.

Apparaissent donc dans I’ordre croissant tous les impairs, puis leurs doubles, puis
leurs quadruples, etc., enfin toutes les puissances de 2 par ordre décroissant. Le théo-
reme de Sarkovski dispose que si le systeme possede un /:-cycle, il posséde un m-
cycle pour tout mtel que k>m (par exemple, par transitivité de > on a 3 >2).

En outre, la fenétre de périodicité 3 qui s’ouvre hr = 1+ VS ~ 3,828427 débouche
lorsqu’on augmente r vers une zone de 6-cycles, puis de 12-cycles, ess , 3 X 2”-
cycles, etc. Cette cascade de doublements de période est un phénomeéne géneral qui
s’observe a partir de tout cycle, quelle qu’en soit la période.
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12.3. Le chaos dans un systéeme a temps discret

12.3 Le CHAOS DANS UN SYSTEME A TEMPS
DISCRET

Cette section concerne les systemes a temps discret sur R", mais nous y ferons large-
ment appel a I’exemple de la suite logistique, qui se généralise a une vaste classe de
systemes.

12.3.1 L’arbre de Feigenbaum

Pour la suite logistique, les valeurs de r aux bifurcations successives vers les 2-cycle,
4-cycle,..., 2”’-cycle, tendent vers une limite T proche de 3,569946. L’existence de
la limite résulte du fait que, si I’on nomme r/ la /-eme valeur de bifurcation, le rapport
(/7+1 - rhi(r/ - r/_i) tend vers un nombre strictement inférieur @ 1L Son inverse est la
premiére constante (ou nombre) de Feigenbaum, de valeur e * 4,669202. Sa vali-
dité pour une large classe de suites a été prouvée en 1964 par Mitchell Feigenbaum,
physicien théoricien ameéricain.

Par ailleurs, les valeurs des ecartements en jcdes diverses « fourches » de I’arbre ont
des rapports qui tendent vers la deuxieme constante (ou nombre) de Feigenbaum,
de valeur a ™ 2, 502908. L’extension du diagramme de bifurcation jusqu’a la valeur
r = 4 met clairement en évidence la suite de bifurcations de doublement de période.
Les deux branches se divisent en quatre comme le montre la figure 12.1 la, puis en
huit, seize, etc. (figure 12.12), ceci jusqu’a la valeur T - 3,569946 au-dela de
laquelle apparait le phénomene de chaos. Les premiéres valeurs des 1/ (bifurcations)
et Si (superstabilité) sont les suivantes :

ro=1 (a devient stable) =2

n =3 (début 2-cycle) =1+ V5" 3,236068
K =\+ V6" 3,449490 (début 4-cycle) PN 3,498562

T3~ 3,544090 (début 8-cycle)

TN 3,564407 (début 16-cycle)

To - 3,569946

La nature arborescente du diagramme, tout au moins jusqu’a Ta lui vaut aussi |’ap-
pellation d’arbre de Feigenbaum. L’exploration de ses propriétés fines donne lieu
depuis les années 1960 a une abondante littérature.

12.3.2 Le chaos en temps discret

Pour les systéemes a temps continu x = f{x), I’exemple dans R" du systeme de Lorenz,
pour lequel / est polynomiale de degré 2, nous a montré que |’apparition du chaos
lé) n’exige pas de recourir a une fonction / sophistiquée.
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Figure 121 2- Le diagramme de bifurcation, ou arbre de Feigenbaum.

Le constat est encore plus net pour les systemes a temps discret car nous dispo-
sons avec la suite logistique d’un systeme également polynomial de degré 2, mais
de dimension 7, et qui donne lieu pour des valeurs convenables de r a un compor-
tement chaotique. Observons en effet la fonction de répartition F(x) pour une valeur
excédant la limite (roo - 3,569946) des doublements de période initiaux.

Q@ BHGBGOOGAOB®IO

Figure 12.1 3- Lafonction de répartition pour deux valeurs de T.

Les différences avec la figure 12.11b sont frappantes :

- il n’y a plus de saut apparent, les courbes semblent continues ;

- les valeurs de x semblent denses dans un (figure 12.13 droite) ou deux (figure 12.13
gauche) intervalles.

Nous utilisons sciemment un vocabulaire prudent, car la complexité des phénomeénes
en jeu peut conduire a des apparences trompeuses !
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12.3. Le chaos dans un systéeme a temps discret

12.3.2.1 Les trajectoires chaotiques

Nous traduirons la complexité de la dynamique par le terme de chaos. Nous nous
placons dans le cas général d’un systéeme défini sur ~ Comme nous I’avons fait pour
les systemes a temps continu, nous qualifions une trajectoire de chaotique lorsque
deux exigences apparemment contradictoires (orbites bornées mais divergentes) sont
réunies :

Trajectoires chaotiques
La trajectoire k e N xq) d’un systéme défini sur  est chaotique si et
seulement si :

* Orh(xo) est bornée (comme k e N, Orb = Orb") ;

* il y a sensibilité aux conditions initiales, c’est-a-dire : il existe u E R" unitaire
tel que I’exposant de Liapounov h(xo, u) (voir 8 10.5) soit positif.

Signalons qu’il existe d’autres définitions, dont certaines imposent aussi des pro-
priétés de «brassage » du flot.

Revenons a la suite logistique. L’analyse effectuée jusqu’a présent montre que pour
les faibles valeurs de r, le systéme n’est pas chaotique : cette constatation est nette
lorsqu’il y a un équilibre ou un 2-cycle attractif, pour r < 1+ V6, mais ne se prolonge
que jusqu’a T - 3,569946. Au-dela, I’arbre de Feigenbaum présente des zones de
plus grande densité coupées de plages de valeurs de r (« clairieres ») dans lesquelles
existent des cycles attractifs. Lorsque 1’on s’approche de la valeur r = 4, ces clairiéres
deviennent de plus en plus ténues, I’arbre se densifie. Ainsi, avec une définition du
chaos voisine de celle que nous avons donnée, Jakobson a montré en 1981 que « plus
r s’approche de la valeur 4, moins on a de chances d’échapper au chaos ». L’énoncé
rigoureux revét une forme plus abstraite faisant appel a la mesure de Lebesgue.

On montre par ailleurs I’existence de m-cycles stables pour toute valeur de m. Ceci
est mis en évidence sur la figure 12.12 pour les valeurs de mde 2 a 8. Le cycle d’ordre
impair le plus apparent est le 3-cycle, dont un calcul analytique montre |’apparition
au-delader =\ + Vs ” 3, 8284.

12.3.2.2 Les 3 types de mesure pour Tattracteur

F(x) est la fonction de repartition d’une mesure de probabilité, par essence positive
et de masse totale 1 Or, il existe trois types distincts de mesures et il est remarquable
que, faisant varier r, on rencontre les trois types de mesure :

» mesure discréte : pour r conduisant a un w-cycle attractif, F(x) présente m sauts
d’amplitude 1/m. La mesure est équirépartie sur les m points du cycle. Par exemple,
F(x) présente pour r = 3,5 quatre sauts d’amplitude 1/4 (figure 12.1 Ib).
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e mesure continue : a partir de Tag une infinité de valeurs de r conduisent a une

fonction F(x) continue, intégrale d’une densité. Le diagramme itératif correspon-
dant (figure 12.14) atteste une trajectoire chaotique, avec balayage dense de I’inter-
valle limite (ici : [0, 1]) des valeurs de x ; pour cet exemple (r = 4), on se reportera
au probléeme 12.1.

Figure 12.1 4- Une trajectoire chaotique.

e mesure singuliere : pour r = [ - 3,569946, on se trouve en limite de la cas-

cade de doublements de période : I’arbre s’est divisé en 2 branches a partir de
r = 3; 4 branches dés r = \ + n/6, puis 8, 16, ..., 2" ... branches. La limite de
I’ensemble des points concernés, qu’on pourrait appeler la canopée en poussant la
métaphore forestiére, est homéomorphe a Vensemble triadique K de Cantor, décrit
en annexe 6, selon une correspondance décrite ci-apres. Le graphe de la fonction
F(x) est alors un escalier du diable (figure 12.15). La mesure singuliére que F(x)
intégre a pour support la canopée, qui est un ensemble non-dénombrable de me-
sure nulle. Cette mesure singuliére n’est pas la somme d’une mesure continue et
d’une mesure discréte. F(x) est continue, de dérivée nulle hors de la canopée donc
presque partout, et néanmoins croissante.

La correspondance canopée <— > K est la suivante : a chaque bifurcation r\, 2, ees,
la progression vers la canopée (F'oo) se fait en choisissant I’embranchement bas ou
I’embranchement haut. Si I’on attribue respectivement les valeurs O et 2 a ces deux
possibilités, une progression vers [ depuis le point initial (r =ri = 3) ¥ traduit par
une suite de 0 et de 2, par exemple une suite commencant par 022020. A cette suite,
on associe le réel de [0, 1] d’écriture ternaire 0,022020... On sait (revoir I’annexe 6)
que I’ensemble K de tels nombres constitue I’ensemble triadique de Canton
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12.3. Le chaos dans un systéme a temps discret

Figure 12.15- Lescalier du diable : F(x) pour r =

12.3.2.3 Lecasr =4

Une approche analytique du cas r = 4 (probleme 12.1 ci-apres) permet d’établir une
propriété importante que partagent de nombreux autres systemes :

- I’ensemble des points de / = [0, 1] possédant une orbite dense dans | est lui-méme
dense dans | ;

- I’ensemble des points de / a orbite finie, donc des points périodiques, est également
dense dans I.

Ces deux ensembles disjoints s’interpenétrent donc : ils ont tous deux la méme adhé-
rence |. Toute trajectoire chaotique est arbitrairement proche d’une trajectoire non
chaotique, et réciproquement.

12.3.2.4 Cas des systemes a temps discret sur

Les observations qualitatives - cycles, doublements de periodes, chaos, etc. - que
nous avons faites au sujet de la suite logistique, c’est-a-dire pour f(x) = rx(\ - Xx),
se géneralisent & des fonctions / réelles 3 fois dérivables sur [0, 1], prenant leurs
valeurs sur ce méme segment et y possédant un maximum unique. Les constantes
de Feigenbaum a et 6 sont valides aussi pour cette classe de fonctions. On ne sait
pas si ces constantes sont rationnelles, ni si elles sont algébriques. On conjecture
généralement que ce sont des nhombres transcendants.

Sur  avec n > 2, le chaos revét des aspects plus complexes que pourn = 1 La lit-
térature spécialisée décrit plusieurs cas classiques de chaos et d’attracteurs associés,
ceux-ci présentant une structure fractale.
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Probleme 12.1 La suite logistique pour r =4

On consideére la suite logistique pour r = 4, donc définie par ¥+ = f(xi"") avec
fix) = 4jq1 - x). On notera | le segment [0, 1].

196

1. Montrer que pour tout w G N et tout O réel, on a 6) = sin(2”e6), ou

est la puissance wde / au sens de la composition.

. On définit I’application «tente » t sur / par :

_ 2x sire [0, 1/2]
tH{x) = 2-2x sire[1/2, 1

T le systeme défini parXkH - t{xk) surCij = |
L le systeme défini par la suite logistique sur LI1 = |

{

Montrer que ces deux systémes sont conjugués par I’homéomorphisme v G
Clr 1~ ipix) = 0x\nxI2) G CLi.

. Le nombre de Champernowne m a par définition une écriture binaire m =

0, *=« dans laquelle les chiffres (donc 0 ou 1) aprés la virgule sont successive-
ment :

- les2entiersde 0a 1l écritsavec 1chiffre, soit la suite 01 ;
- les4 entiersde 0a3 écritsavec 2 chiffres, soit la suite 00011011 ;

- les 8entiersde 0a7 écritsavec 3 chiffres, soit la suite :
000001010011100101110111, et ainsi de suite ;

On a donc m = 0,010001101100000101001110010111011100000001 e
Montrer que I’ensemble des parties fractionnaires (nombres moins leurs par-
ties entieres) des nombres 2” m est dense sur / lorsque n décrit N.

En déduire que pour a = sin®(m;r), I’orbite de a est dense dans /, puis que
I’ensemble des points dont I’orbite est dense dans | est lui-méme dense dans /.

. A partir de I’analyse de I’équation Xn = fA(x0) = xq, montrer que I’ensemble

des points périodiques est dense dans 7.
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Annexe 1 : Systémes et mécanique céleste

L’alternance du jour et de la nuit ainsi que la ronde des saisons rythment depuis
toujours la vie terrestre. L’Homme n’a pas tardé a reconnaitre dans les phases de
la Lune un troisieme phénomene périodique ; les mots lune et mois ont d’ailleurs
une racine commune dans de nombreuses langues. La mesure du temps en années,
mois et journées s’est donc imposée dans la majorité des civilisations. Mais des les
temps préhistoriques, la curiosité humaine est allée au-dela, et s’est portée sur le
mouvement de tous les astres visibles. Un survol des derniers millénaires montre a
quel point la question de la dynamique céleste a faconné I’évolution de la physique
et des mathématiques, tout particulierement la théorie des systemes dynamiques.

Dans la civilisation grecque, on attribue le qualificatif d’errants aux astres qui se
déplacent sur le fond des étoiles fixes. C’est I’étymologie du mot «planéte ». La
description de leur mouvement reste qualitative.

Au IV® siecle avant J.C., Eudoxe explique le mouvement apparent des astres par la
cinématique de sphéres homocentriques. La Terre est le centre de I’univers.

Au lI® siecle avant J.C., Hipparque propose de décrire le mouvement des planetes
autour de la Terre, toujours centre de I’univers, par un systeme complexe de cercles
roulant sur d’autres cercles (épicycles). Ptolemeée (I® siecle apres J.C.) perfec-
tionne cette représentation. Sa précision acceptable lui donne une certaine capacité
prédictive et lui assure un succes multiséculaire.

En 1543, année de sa mort, Nicolas Copernic édite son «de revolutionibus orbium
coelestiiim ». Il y argumente de facon trés détaillée une nouvelle conception du
monde, dont le centre est désormais le Soleil. Ce systéeme se révéle plus simple et
plus précis que celui de Ptolémée... mais fait perdre a la Terre son statut de centre
du monde. Malgré les réactions hostiles que cette perte fait naitre, la « révolution
copernicienne » finira par s’imposer.

Au debut du XVII® siecle, Képler, adepte du systéme héliocentrique, découvre que
les planétes décrivent des ellipses autour du Soleil, selon trois lois bien précises.
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Au cours du méme XVII™ siecle, survient bientdt une révolution plus radicale en-
core que la précédente : les travaux du jeune Isaac Newton permettent de retrouver
les lois de Képler comme conséquences de principes simples et profonds, exprimes
sous forme d’équations différentielles. Il s’agit des bases de la Mécanique et de la
théorie de la gravitation universelle. Jointe a une approche nouvelle de I’optique,
cette mathématisation vaut au recueil qui les réunit son titre « Principia mathe-
maticae Philosophia naturalis ». Plus encore que par le passé, les mathématiques
deviennent I’outil incontournable de la physique.

Au XY~ siecle, de nombreux savants parmi lesquels Laplace, Lagrange, Euler,
Poisson, approfondissent la mécanique newtonienne et développent la théorie des
perturbations. Leurs avancées semblent montrer la stabilité du systeme solaire.

A la fin du XIX® siécle, toujours & partir de questions de mécanique céleste,
Poincaré introduit les principaux concepts modernes de la théorie des systemes
dynamiques. Il pergoit la grande complexité des trajectoires dans 1« espace des
phases », et compte ainsi parmi les précurseurs de la théorie du chaos.

Albert Einstein, par la théorie de la relativité restreinte (1905) puis la décennie sui-
vante par celle de la relativité générale, révolutionne la physique et permet de batir
des modeles d’Univers. La modélisation de Newton reste toutefois un outil précis
et précieux pour étudier I’évolution du systeme solaire. Si les travaux d’Einstein
ne concernent pas les systemes dynamiques, ils modifient leur modélisation dans
le domaine de la mécanique céleste.

En 1963, le météorologue Edward Lorenz du MIT se penche sur un phénomene de
sensibilité aux conditions initiales. 1l découvre ainsi le premier exemple d’attrac-
teur étrange, qui fait progresser la compréhension du chaos.

L’astronome francais Jacques Laskar met a profit des simulations informatiques
d’une grande précision pour montrer dés 1989 que la dynamique du systeme so-
laire devient imprévisible a long terme. Dans un avenir de quelques dizaines ou
centaines de millions d’années, on ne peut exclure formellement des collisions
entre planétes ! Sont concernées par ces possibles catastrophes dans un futur trés
lointain les quatre planetes telluriques : Mercure, Vénus, la Terre et Mars. L’avenir
justifiera-t-il la crainte des Gaulois ?
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Annexe 2 : Topologie et autres structures

Annexe 2 : Topologie et autres structures

Espaces topologiques

Définir une topologie sur un ensemble E, c’est définir I’ensemble T des ouverts
de E. Une topologie T doit satisfaire les 3 axiomes suivants.

o \ : toute union d’ouverts est un ouvert.
O2 : I’intersection de deux ouverts est un ouvert.
O2 : I’ensemble vide et I’ensemble plein E sont des ouverts.

On dit que E muni d’une topologie est un espace topologique.

Sur R, R™ eee R" il existe une topologie dite usuelle pour laquelle les « inter-
valles ouverts » (sur R), «disques ouverts » (sur R?), etc. sont des ouverts au sens
axiomatique précédent, ce qui justifie les qualificatifs qui leur ont été donnés en geo-
métrie élémentaire. La topologie usuelle est la plus naturelle des topologies non-
triviales de R”, donc la plus largement utilisée.

En revanche, sur les espaces de dimension infinie que nécessite I’analyse fonc-
tionnelle (en I’occurence les espaces fonctionnels : espace des polynémes, espace
des fonctions continues, etc.), il y a plusieurs topologies non-triviales intéressantes,
comme le décrivent les ouvrages d’analyse fonctionnelle.

Pour définir une topologie sur un ensemble E, il n’est nul besoin que E soit muni
d’une autre structure (groupe, anneau, espace vectoriel, etc.).

La structure d’espace topologique est le cadre naturel de définition de nombreuses
notions dont celles de limite et de continuite.

La continuité sur un espace topologique se définit au moyen de la notion de voi-
sinage : on appelle voisinage d’un point a d’un espace topologique E un ensemble
contenant un ouvert contenant a. Notant par V(x) un voisinage de a, on pose la dé-
finition générale : la fonction / de E dans F topologiques est continue en a si et
seulement si VV[/(a)], 3 Vv{a) tel que vx e E, x e V(a) => f(x) e V[/(«)]. Cette
définition est plus générale que la définition : quel que soit s, il existe 7, etc., qui
recourt a une distance, donc a une structure métrique (objet de la rubrique suivante).

Remarque

Comme tout voisinage de a contient un ouvert contenant a, on ne modifie en rien la
définition de la continuité en imposant que v(a) soit ouvert.

On dit que / de E dans F est continue sur e si/ est continue en tout point de E.
Une bijection / entre deux espaces topologiques E et E est un homéomorphisme
si elle est bicontinue, c’est-a-dire si / et sont continues. Si tel est le cas, on dit
que E et E sont homéomorphes. Deux ensembles homéomorphes partagent leurs pro-
priétés topologiques (notions d’ouverts, fermés, compacts, connexité). Par exemple.
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le flacon et I’ceuf (considérés dans leur volume et non comme surfaces) sont homéo-
morphes. De méme, la tasse et la galette sont homéomorphes ; elles ont chacune un
«trou ».

Flacon Euf Tasse Galette

Figure 13.1- Deux couples d’ensembles homéomorphes.

Les deux premiers ensembles sont homéomorphes a la boule \W\ < 1 de les
deux derniers au tore euclidien en tant que volume, ensemble des points de |’espace
situés a une distance au plus r d’un cercle de rayon R > r. Aucun des deux premiers
ensembles n’est homéomorphe a aucun des deux derniers.

La notion d’homéomorphisme sert pour définir celle de variété (fin de la présente
annexe), elle-méme incontournable pour décrire des espaces des états autres que R™.
Un homéomorphisme entre ouverts de R et R™ n’existe que si n\ = «2.

Mais quels que soient n\ et ni, il existe des bijections simplement continues et
dont I’application réciproque ne I’est pas nécessairement : on pensera par exemple a
la courbe de Hilbert, qui applique bijectivement un segment sur un carré.

3

Figure 13.2- Construction de la courbe de Hilbert.

/ = lim fn est une fonction continue de fO, 1] sur [0, 1] Ce résultat montre pour-
quoi la conjugaison (8 2.2.1) n’est possible qu’entre espaces de méme dimension.

Espaces métriques

La notion de distance introduite dés I’école primaire en géométrie élémentaire se
généralise de maniére axiomatique sur un ensemble a priori quelconque.
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Annexe 2 : Topologie et autres structures

Une distance sur un ensemble E quelconque est une application dat E xE dans
R+ vérifiant les trois axiomes :

D\ : d{x, =0sietseulementsijc=";
£52 : pour tous Xety éléments de E :d{x, y) = d(y, X);
£53 : VXy, z dx, z) <d(x, y) +d{y, z) (inégalité triangulaire).

Une distance est aussi appelée metrique. E muni de d est un espace métrique, qu’on
notera (E, d) ou simplement E. Sans surprise, la distance au sens élémentaire (dis-
tance euclidienne) dans R, R" ou R” satisfait les trois axiomes. On genéralise sans
difficulté cette notion a R".

La boule ouverte IB{x, r) de centre x et de rayon r > 0 est I’ensemble {y e
E, d(x, y) <r}. On montre que I’ensemble T des réunions de boules ouvertes, com-
plété par I’ensemble vide (pest une togplogie (une boule ouverte est un ouvert, ce qui
justifie a posteriori la terminologie). A une structure métrique correspond donc une
topologie : T est la topologie associée ad.

La distance entre deux parties A et 5 de £ est d{A, B) = inf{<i(x, y) ; x e A, y e
5}. En particulier, pour a e E, d(a, B) =inf{d{a, y) \ y e B}.

Espaces vectoriels normés
Soit E un espace vectoriel sur R ou c. L’application x e E i» ||x]| G est une
norme si et seulement si les trois propriétés suivantes sont satisfaites :
NX =0 <=> X=0;
N2 WxgE, VTgR ouC, Px|| =|[d|
N2 Vx, y™E |x4+tll <|x| + I (inégalite triangulaire).
Muni de II. Il, E est un espace vectoriel normé (on notera en abrégé e.v.n.).

On dit que les deux normes ||. et ||. |/ sont équivalentes si et seulement si il
existe - G R* et G R* tels que, pour toutx e E :

a-IWHl < \W\b <P-

L’adjectif « équivalentes » est justifié par le fait que la relation définie entre les deux
normes est une relation d’équivalence.

On montre que sur toutes les normes sont équivalentes.

Ce résultat n ~estplus valable dans un espace de dimension infinie ; sur un espace
fonctionnel, il est donc nécessaire de préciser la norme utilisée.

Par exemple, sur E = C[0, 1], ensemble des fonctions continues sur [0, 1] :

[/(x)| dx et = sup |/(x)| sont deux normes non équivalentes.
W)
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® Soit E un espace vectoriel normé

L’application (*, G > i) - |[x- 7| est une distance.

Les trois propriétés D\, D2, D 3 sont en effet des conséquences directes des pro-
priétés des normes N\, N2, N3.

La distance ainsi définie est dite associée a la norme ||. ||

De méme que les espaces métriques sont des cas particuliers d’espaces topolo-
giques, les e.v.n. sont des cas particuliers d’espaces métriques.

Espaces préhilbertiens

E étant un espace vectoriel de dimension finie ou infinie sur R ou C, une forme
sesquilinéaire sur E est une application de £ x £ sur K = C linéaire pour I’un
des arguments et antilinéaire (c’est-a-dire additive et telle que f(Ax) = Af(x)) pour
I”autre.

Si le corps est K = R : sesquilinéaire = bilinéaire.

Une forme hermitienne est une application ipde E x E sur K = C telle que pour

tous xely :(pfy, X) = (p{x, y).
Si le corps est K = R : hermitienne = symétrique.

Un produit scalaire sur I’espace vectoriel E est une forme sesquilinéaire hermi-
tienne définie positive sur E. Remarquons simplement que si le corps des scalaires
est K = R, une forme sesquilineaire hermitienne est une forme bilinéaire symetrique.
Le produit scalaire de .r et ~ est noté {x\y). D’autres notations sont pratiquées.

Un espace préhilbertien est un espace vectoriel E sur K = R ou C muni d’un
produit scalaire. Si la dimension de E est finie, E est dit :

e euclidiensiK = R;
e hermitien si K = C.

On notera les deux sens de I’adjectif hermitien, selon qu’il qualifie une forme ou un
espace.

e Soit E un espace préhilbertien

L’application x G£ i [|ji| = (x, XY™ est une norme.

Les trois propriétés N\, N2, N3 se déduisent en effet des propriétés du produit
scalaire ; la démonstration, classique, est faite en classes préparatoires.

La norme ainsi définie est dite associée au produit scalaire ||. ||

Ainsi, de méme que les e.v.n. sont des cas particuliers d’espaces métriques, les
espaces préhilbertiens sont des cas particuliers d’e.v.n.
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Annexe 2 : Topologie et autres structures

Sur un espace préhilbertien, tout couple {x, y) satisfait I’inégalité de Cauchy-
Schwarz : \{x\y)\ < wauw\

Un espace métrique E est complet si toute suite de Cauchy de E converge dans E.

Un espace de Hilbert est un espace prehilbertien complet.

Résumons les relations entre types d’espaces précédemment définis :

* tout espace hilbertien est un espace préhilbertien ;
* tout espace préhilbertien est un e.v.n. ;
* tout e.v.n. est un espace métrique ;
* tout espace métrique est un espace topologique.

V ariétés

Un cercle n’est pas une partie de la droite réelle, mais chacun de ses points posséde un
voisinage ouvert homeomorphe a un ouvert de R. De méme, une sphére n’est pas une
partie du plan, mais chacun de ses points possede un voisinage ouvert homéomorphe
a un ouvert de R™ Le cercle (resp. la sphere) a localement les mémes propriétés
topologiques que R (resp. R™). On dira que le cercle est une variété topologique de

dimension 1, et que la sphere est une variété topologique de dimension 2. Nous allons
détailler cette définition.

Variétés de dimension n

Une variété de dimension n est un espace topologique V que I’on peut couvrir

de cartes de méme dimension n qui se raccordent convenablement. Précisons cet

énonce :

 une carte est un couple {U, y)), U étant un ouvert de V et (jun homéomorphisme
de U sur un ouvert W =y)}{U) de R".

* Un atlas est une famille (U/)/e/ de cartes telle que 13/~ U/ = V. Pour tout couple
(/, j) tel que 17/ M Uj ®O0, soit ipj 0 I’application de changement de carte.
Si toutes ces applications sont :

- continues, V est une variété topologique de dimension n;

- différentiables de classe V est une variété différentielle de dimension n et
de classe On peut dire indifferemment variété différentiable.
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Exercice 13.1 un atlas du cercle

Le quotient de r par la relation d’équivalence jc~ 1 <=> x - y e Z est topologi-
quement le cercle, ou tore a une dimension, que I’on notera

On remarquera que pour cette définition du cercle, il n'est pas nécessaire de
connaitre la notion de plan, et qu'il est donc afortiori inutile de savoir ce gii’'est
un plan euclidien.

On munit ™ de la topologie induite par celle de r via I’équivalence  Ainsi (voir les
cours de topologie), les ouverts de  ont pour représentants dans [0, 1 les réunions
d’ouverts de ces deux catégories :

- ne contenant pas 0, du type ]a, b[avec 0 <a <b <\
(pour a =b :ouvert vide) ;

- contenant O, du type [0, a[U]b, 1[,avecO0<a<b< 1l
On definit sur ™ les deux cartes :

- 1/i =]0, 1[c 7" avec (fi\fxe U\) gr ;

- t2=10,i[U]5- I[c7'avec<”2("Et/2)€R.

Montrer qu’on peut définir jp et 12 telles que, muni de I’atlas correspondant, ' soit
une variété différentiable de dimension 1 et de classe C"

Exercice 13.2 Un atlas du tore

Le tore a deux dimensions est le produit cartésien d’un cercle (qui est aussi le
tore r* a une dimension) par lui-méme : 70 = 7* x 7~ C’est aussi le quotient de
R~ par la relation d’équivalence (v, x') ~ {y, y') <=> (x -y, x' - y') G7?, ce qui
permet de désigner un élément de 7~ par son représentant de [0, 1 [*c R". Exemples
de tores 7 : la bouée de sauvetage, le pneu de voiture (en tant que surfaces). 7/ est
évoqué au § 8.5 sous la notation 7.

De méme que la définition du plan n'était pas nécessaire a celle du cercle en tant que
variété, celle de I'espace R~ n'est pas nécessaire a celle du tore 7.

on définit sur 7” I’atlas formé des deux cartes :
- 1/i =]0, 1[x7* ¢ 7" avec (pi{X] y) G7") GR* ;
- (2=10,i[U]5. 1[XT" ¢ avec ir((x, y) € T") e RM

Montrer qu’on peut définir < et s telles que, muni de I’atlas correspondant, soit
une varieté différentiable de dimension 2, et de classe

(On se limitera a decrire la démarche, sans nécessairement donner une expression
analytique des (pi).
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Calcul différentiel sur une variété

Comment étendre a une variété différentielle la notion d’équation d’évolution ?
Quand X est un point de I’espace vectoriel W\ on sait donner un sens a l’équation
X = f(x). Pour toute fonction g(t) a valeur dans R” (et en particulier pour le flot

dg
t x{t) = 0(r, "0))» la dérivée Ht (?0) s’obtient classiquement comme limite de

g(to + h) - g(to)
q

h
prend ses valeurs dans un espace vectoriel, elle n’en a plus quand g prend ses valeurs

uand h ™~ 0. Mais si la différence g(to + h) - g(to) a un sens quand g

sur une variété. Or, I’'exemple élémentaire de la vitesse angulaire, dérivée temporelle
d’un angle (élément de la variété R/2/& de dimension 1), nous fait pressentir qu’une
dérivation demeure possible sur une variété.

On pourrait certes identifier le cercle, variété de dimension 1, a un cercle du plan
euclidien ;on réhabilite ainsi la différence, mais celle-ci, donc aussi la dérivée qu’elle
permet de définir, peut prendre n’importe quelle valeur dans R”. Si cette identification
était pertinente, la vitesse angulaire serait un vecteur de R”.

Il existe un autre inconvénient : une variété de dimension n peut étre considérée
comme plongée dans R', avec m suffisamment grand et au moins égal a n. Mais le
plongement peut étre beaucoup moins trivial que celui utilisé pour le cercle. Si on
ne recourt pas a cet artifice, on parle de variété abstraite. Dans ce cas général, il faut
donc opérer différemment.

Effectivement, définir sur une variété les notions de dérivation, d’espace tangent
et de champ de vecteurs, donc légitimer des équations d’évolution du type x = f{x)
est toujours possible mais exige un certain formalisme. Comme celui-ci n’est pas
indispensable a la compréhension du présent ouvrage, nous renvoyons le lecteur a
I’abondante littérature sur les variétés et/ou la géométrie différentielle. Nous signa-
lons néanmoins deux approches qui servent & construire un calcul différentiel sur
les variétés. Nous nous placons dans le cas d’une variété V de dimension n et de
classe

- Vecteur tangent a une variété

Un chemin ou courbe sur la variété V est une application crde/ =]-1, +\[dans V:
tel a(t) e V. Pour toute carte (U, (f) telle que a(l) rencontre U, on suppose
a de classe C”, c’est-a-dire : les n coordonnées de a(t) dans la carte (U, (p) sont
des fonctions réelles de classe On considere les courbes passant para GV, le
point a correspondant a la valeur 0 de la variable t. Deux telles courbes a etp, pour
lesquelles on a donc 0'(0) = P(0) = a, sont dites équivalentes si pour toute carte
(U, (f) telle que a e U, les deux fonctions vectorielles r GR i-> (® o a)(t) G R”
etr GR 10 (* Op)(t) G R” ont la méme dérivée (qui est donc un vecteur de R")
pour r = 0. On montre que cette relation est une relation d’équivalence, et que
I’ensemble des classes peut &tre muni d’une structure d’espace vectoriel.
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Une classe apparait ainsi comme un Vecteur tangent a Vv en 3, I’ensemble de
ces vecteurs étant I’espace tangent en a k V. Cet espace est naturellement de
dimension n, et est attaché au point a.

Dérivation sur une variéeté
Soit T I’'ensemble des fonctions / définies dans un voisinage de a G V et indéfi-
niment dérivables de V dans R, c’est-a-dire : pour toute carte (U, (p), I’application

XGR” ™ (/ o (™")(x) GR est de classe Cet ensemble possede la structure
d’algébre. Il est en particulier stable par multiplication. Une application D de *
dans lui-méme est dite une dérivation si pour tous f et g appartenant a on a

+ 9-D(f) au point a. Cette égalité est formellement la relation
de Leibniz. on montre que I’ensemble des dérivations en a peut &tre muni d’une

structure d’espace vectoriel. L’ensemble des vecteurs est |I’espace tangent en a
aVv.

Il est remarquable que, comme le montrerait un complément d’analyse de la ques-

tion, les deux définitions de I’espace tangent en a KV que nous avons données sont
équivalentes.
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A nnexe 3 : Théoréme de Cauchy

ET DETERMINISME

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz est classique et enseigné en premier cycle uni-
versitaire. Il est connu aussi sous le nom de théoréme de Cauchy, parfois sous le nom
de théoreme de Picard-Lindelof.

Vieux de 2 siécles environ (le premier énoncé, di a Cauchy, date de 1820), il
établit dans des conditions trés générales I’existence et I’unicité de la solution d’une
équation différentielle. Il se révele donc incontournable dans I’étude des systémes
dynamiques a temps continu, dont I’évolution estjustement traduite par une équation
différentielle dans R”.

Théoréme de Cauchy

Soient E et F deux espaces métriques, munis des distances respectives d et 6. Une
application / de F dans F est dite lipschitzienne de rapport k {k e R+) si pour
tous X et » éléments de F, on a : 6(f(x), f(y)) < k.d(x, y). On dit aussi que / est
/c-lipschitzienne.

/ est dite localement lipschitzienne si tout point x de F posséde un voisinage
sur lequel / est lipschitzienne : le rapport k dépend a priori de x. Par exemple, sur
F = R*, X est localement lipschitzienne, mais I’ensemble des k n’est pas
borné :il n’existe donc pas de k tel que / soit A-lipschitzienne sur F.

Le théoréme de Cauchy-Lipschitz, objet du § 1.2.1, s’énonce ainsi :

Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Soit (E) I’équation différentielle x = /(x), ou / est une fonction localement lip-

schitzienne sur un domaine O de R” et a valeurs dans R”.

Alors, pour tout xo G O, il existe une solution maximale unique de (E) définie sur
un intervalle de temps ouvert contenant 0 et telle que x(0) = xq.

Par « solution maximale », il faut entendre : solution définie sur un intervalle de
temps 7(xo0) ouvert contenant 0, et non prolongeable au-dela de cet intervalle.

Pour les systemes linéaires, kl = R" et Vxg g R, /(xq) = R.

Déterminisme

Le théoréme de Cauchy donne un sens précis au déterminisme :la double connais-
sance du présent (I’état xq) etde la loi d’évolution d’un systéeme (la fonction /) permet
de déterminer le futur (x(0 pour t > 0), mais aussi le passé car 7(xo0) est un ouvert
8) contenant 0. Si le systéme est I’univers entier, le fait qu’aucune grandeur physique ne
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puisse devenir infinie assure que I’intervalle temporel maximal n’est pas limité dans
le futur. Dés lors, une fois connues les lois de la physique, la connaissance parfaite
du présent détermine rigoureusement l’avenir.

On peut aussi dire que dans le cadre d’une loi d’évolution donnée (la fonction /),
les mémes causes (les conditions initiales) produisent les mémes effets.

De fagon équivalente, on peut encore énoncer qu’avec des hypothéses convenables,
un présent n’a qu’un futur possible.

Ce déterminisme est parfois appelé déterminisme laplacien. Il est clairement dé-
crit dans ce texte célébre de Pierre-Simon de Laplace (1749-1827), extrait de son
« Essai philosophique sur les probabilités » (1814) :

«Nous devons envisager Vétatprésent de Vunivers comme Eeffet de son état anté-
rieur, et comme la cause de celui qui va suivre. Une intelligence qui, pour un instant
donné, connaftrait toutes les forces dont la nature est animée et la situation respective
des étres qui la composent, si dailleurs elle était assez vaste pour soumettre ces don-
nées a |l ’analyse, embrasserait dans la mémeformule les mouvements des plus grands
corps de l’univers et ceux du plus léger atome : rien ne serait incertain pour elle, et
I’avenir, comme le passé, serait présent a ses yeux. L ’esprit humain offre, dans la
perfection qu’il a su donner a I’astronomie, unefaible esquisse de cette intelligence.
Ses découvertes en mécanique et en géométrie, jointes a celles de la pesanteur uni-
verselle, I’'ont mis a portée de comprendre dans les mémes expressions analytiques
les états passés etfuturs du systeme du monde. En appliquant la méme méthode d
guelques autres objets de ses connaissances, il estparvenu a ramener a des lois gé-
nérales les phénoménes observés, et a prévoir ceux que les circonstances données
doiventfaire éclore. »

Dans sa réflexion sur le déterminisme, Laplace a été précédé par Paul-Henri Thiry,
baron d’Holbach (1723-1789). Ce scientifique et philosophe d’origine allemande et
d’expression francaise écrivait en effet des 1770 dans son « Systéme de la nature » :

«Dans un tourbillon de poussiére qu ’éléve un vent impétueux, quel qu’il paraisse
a nos yeux, dans la plus affreuse tempéte excitée par des vents opposés qui soulévent
les flots, il ny a pas une seule molécule de poussiére ou d’eau qui soit placée au
hasard, qui n’ait sa cause suffisante pour occuper le lieu ou elle se trouve, et qui
n’agisse rigoureusement de la maniére dont elle doit agir. Un géomeétre qui connai-
trait exactement les différentesforces qui agissent dans les deux cas, et les propriétés
des molécules qui sont mues, démontrerait que, d 'aprés les causes données, chaque
molécule agitprécisément comme elle doit agir, et ne peut agir autrement qu ’elle ne
fait. »
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Annexe 3 :Théoréme de Cauchy et déterminisme

Les limites du déterminisme scientifique

Méme dans sa formulation scientifique, hors de toute science humaine, la notion de

déterminisme connait des limites :

e Les limites posées par la physique :ironie de I’histoire, dans ces extraits, Laplace
et Holbach parlent d’« atomes » et de « molécules »... et nous savons bien depuis
le début du XX~ siécle que le comportement de ces constituants de la matiére est
régi par la mécanique quantique, par essence probabiliste, donc non déterministe.

 Les limites posées par les mathématiques : n’oublions pas que le théoréme de
Cauchy n’est pas nécessairement valable si / n’est pas localement lipschitzienne.
Plus précisément, on peut donner des exemples simples {f{x) = ~jxsur R+) pour
lesquels un présent donné xq peut conduire a une infinité de futurs x(t) possibles.
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A nnexe 4 : Réduction des endomorphismes

M atrices semblables dans R" ou C”

Deux matrices A oXB sont semblables si et seulement si elles représentent le méme

endomorphisme dans deux bases (éventuellement identiques) de E.

Cette définition intrinséque équivaut a la définition opératoire suivante :

A QiB sont semblables si et seulement si il existe une matrice P inversible telle que
B= p-'AP.

La relation « A est semblable & B », que nous noterons A B, est une relation :

- réflexive car A - Al, ou | est la matrice identité ;
- symétrique :A B B = p-~AP
A =PBP-' = Q~'BQ, avec Q = P~'
B~A
- transitive : A "N B B =P-'AP
B'-C C =Q~'BQ = Q-'P-'APQ

(PQ)-'A(PQ), d’ou/l ~C

En conclusion :la similitude des matrices est une relation d’équivalence.

Remarques

1

210

Si A et fi sont semblables, le fait qu’elles se rapportent au méme endomorphisme
implique qu’elles ont les mémes valeurs propres et vecteurs propres.
Noter que I'identité des spectres n’implique pas la similitude. Ainsi, sur les

. /\ " .
matrices et © 7|j ont la méme valeur propre double 1 mais ne sont pas sem-
blables : la premiére est semi-simple, la seconde non.

Pour certains résultats, la définition opératoire de la similitude est préférable a la
définition intrinséque. Par exemple, si A et fi sont semblables,

fi =fi 'Afi impligue I'égalité des déterminants, qui implique elle-méme detA = detfi.
La réciproque est fausse : la remarque 1 fournit un contre-exemple.

La similitude ne conserve pas la symétrie d’une matrice (sinon, on pourrait définir
la notion d’endomorphisme symétrique, ce qui n’est pas possible hors structure
euclidienne, contrairement a la notion de formg bilinéaire symétrique).

Par exemple, sur la projection sur le vecteur Qi paralléelement a € est représentée

dans la base (G, 62) par la matrice ™ | qj. qui est symétrique. En revanche, dans

la base (¢i, 6'}62), elle se traduit par la matrice fi = ~j qui n’est pas symétrique.
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Réduction des endomorphismes semi-simples

La réduction d’un endomorphisme semUsimple (c’est-a-dire diagonalisable sur C

d’espace vectoriel réel donne lieu au résultat suivant.

Une matrice réelle semi-simple (c’est-a-dire diagonalisable sur C) est semblable
a une matrice réelle diagonale par blocs, de la forme :

0 O 0o~
0 A 0 Pj -u)]
A = Ak ,o0u A/ = ROk
0 M+ 0
0 0 O >

- Les Aj sont les valeurs propres réelles de A ;

- Les pj £ icoj sont les valeurs propres complexes conjuguées de A.

Remarques

1. A chaque U on associe un sous-espace propre E, de dimension égale au nombre
d’apparitions de /1. De méme, on associe a chaque A un sous-espace E, stable
par A, dont la dimension est égale au nombre d’apparitions de multiplié par
deux. Tous les E, sont stables par A, et leur somme directe est £ : £ =Ei ©O£2®e ®
£ : on a effectué la décomposition spectrale de A.

2. On a la formule utile suivante, déja citée au paragraphe 2.2.3 :

dors = eA(cosh - sin

. a -
SIA_Iha) ; \sin' cosb

3. Si 'endomorphisme A a « valeurs propres réelles distinctes, alors il est diagonali-

sable surR. Onaa=n, et A=
h/

Rappels sur les matrices nilpotentes

Tout endomorphisme n’est pas semi-simple, nous allons en donner deux exemples
préliminaires, dont le premier a déja été rencontré. lls montrent I'importance des
matrices nilpotentes.
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Premier exemple : la matrice A = 1de la « transformation du relieur » (§4.1)
s’obtient en ajoutant a la matrice unité / la matrice nilpotente (c’est-a-dire de carré

nul) N = | g Qj* ™ I’unique valeur propre 1 correspond un sous-espace propre de

dimension 1.

210
Deuxiéme exemple : la matrice A = 02 1 posséde comme valeur propre triple
00 2,
A = 2. L’espace propre correspondant, généré par le vecteur (1, 0, 0)" est de dimen-
p 107
sion 1. A n’est diagonalisable ni dans C ni dans R. Ici, A = 2.1 + 00 1 , avec
000
N
g0 et = 0 :on dit que N est nilpotente d’ordre 3.
Les constatations sur la nilpotence faites & partir de ces deux exemples se généra-
lisent :
(0 1
La matrice N = est nilpotente d’ordre p, car N0 et = 0.
nxn

Ceci se déduit de I’interprétation de I’endomorphisme N :chaque vecteur de base €j
devient ej-\, sauf e\ qui devient 0.

Remarques

1. Toute matrice px p nilpotente d’ordre p est semblable a une matrice du type N
ci-dessus.
L’idée de la démonstration est la suivante : si N est nilpotente d’ordre n, alors il
existe X dans E tel que 0 (sinon N serait nilpotente d’ordre au plus p - 1)
On montre alors que le systéme j¢ N, Np~x est libre : il constitue une base

dans laquelle I'endomorphisme nilpotent a la forme indiquée.

2. Multiplier une matrice px p quelconque par N a gauche revient a décaler toutes
ses lignes d’un rang vers le haut, la derniére étant remplacée par des O.
De méme, multiplier une matrice pxp quelconque par N a droite revient a décaler
toutes ses colonnes d’un rang vers la droite, la premiere étant remplacée par

des 0.
KA

3. Si A est un endomorphisme nilpotent d’ordre k, alors %I =0,
car =| +At+ +..+— , tous les autres termes étant nuis.
2! (k- 1)
Donc, E =- +— + , qui tend vers 0 quand t ->ce.
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Réduction des endomorphismes quelconques

Les matrices nilpotentes apparaissent dans le théoréme de réduction d’un endomor-
phisme quelconque d’espace vectoriel réel. Le résultat est le suivant; la forme A
indiquée est appelée réduite de Jordan de la matrice initiale :

Une matrice réelle quelconque est semblable a une matrice réelle diagonale par

blocs, de la forme :

0 O o~
A = Jk
Km
0 0 0 K,
'k 1 U I U
avec Ji = et KJ=
m 1 m |
0 0 )
10\ N -0Jj

ou/ =
ujJ

- Les Ai sont les valeurs propres réelles de A ;

- Les jUj £ iu)j sont les valeurs propres complexes conjuguées de A.

Remarques

1 Une méme valeur propre A peut apparaitre dans plusieurs blocs vy,.
De méme, un couple donné fj +io) de valeurs propres complexes conjuguées peut
apparaitre dans plusieurs blocs Kj ; les blocs y, ou Kj sont appelés blocs de Jordan.

2. Les vy, (resp. les Kj) de dimension 1 (resp. 2) sont simplement les scalaires y, (resp.
les matrices Aj).

3. Les y, de dimension au moins égale a 2 ont une surdiagonale formée de « 1 », et

on a:
o~ ro 1 0\

mm ]
.0 Aj. .0 0j

La derniere matrice est nilpotente d’ordre « nombre de 1» H1
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4. Les Kj de dimension au moins égale a 4 ont une surdiagonale formée de «/», et

ona:
0> rO | 0\

.l
.0 0 0

La derniere matrice est nilpotente d’ordre « nombre de /» + 1; elle opére un
décalage sur les blocs 2x2.
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A nnexe 5 ! Deux compléments

MATHEMATIQUES

Un rappel d’analyse complexe

Soit A un endomorphisme de R" de polynéme caractéristique P(z), et Aune racine de
P(z), d’ordre de multiplicité k. Alors, P(z) = (z- AY Q{z), ot Q{z) est un polynéme
tel que Q(A) 9°0. OnaP'(z) - k{z- Q(z) + (z- d/ Q'(2).

Piz) ~ A Q'(2)
P{z) z-A Qiz)

La fonction est holomorphe sur C privé des racines de P.

"(z
On a : Res +Q (2) ; d >= Res ; d > (Res désigne le résidu)
z-d Q)" z- A
car 2(d) 0 =» Res ; dI = 0. Parconséquent, Res| — ; dI = /.
Q(2) | " ’ 1P J

Considérons maintenant un contour P frontiére d’un domaine comprenant y ra-
cines A | , , Ayde P (avec donc 0 < y < «). Alors, le théoréeme des résidus implique,

pour r satisfaisant les hypothéses de ce théoréme :

[ P'(z)

N dz = kIl + ... + ky
7T I P(2)

ou kj est I’ordre de multiplicité de Al

Un lemme d’algébre

Soit A un endomorphisme d’un espace vectoriel E de dimension finie. Alors :

Lemme d’encadrement

Une condition nécessaire et suffisante pour que la partie réelle de toute valeur
propre de A appartienne au segment réel ]Ja, b [ est qu’il existe une norme eucli-
dienne Il. I sur E telle que 4x e E, a|[x|p < (Ax\x) < b

Condition suffisante

La démonstration qui suit est assez technique. On pourra en premiere lecture se limi-
ter aux deux premiers cas, qui sontplus intuitifs que les suivants.

Plagons nous dans I’un des sous-espaces E/ stables par A évoqués dans ce livre. La
base de E, dans laquelle A est sous forme réduite (annexe 4) est choisie orthonormée,
ce qui détermine une structure euclidienne dans E/. Nous appellerons B la restriction

@ de A 2 EL.
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Y*'cas : B est semi-simple et E/ est associé a une valeur propre réelle A
Alors, notant (. 1.) le produit scalaire dans E/, on a :

{Sx 1x) = (Ax1x) = A{xIx) = 1UX1"

et la propriété s’en déduit.

2® Cas : B est semi-simple et E- est associé a un couple de valeurs propres complexes
jl. £ i0j. Alors, désignant par R la rotation d’angle +;r/2, on a :

B =/J1 UujR,d’ou {BxIx) = (jjx -hujRx |x) = yu|x || etla propriété en découle.

3" cas : B est un bloc de Jordan de dimension p > 1 associé & une valeur propre
réelle A. Soit {u) = {u\, W2>¢++) la base de E,- dans laquelle B est sous forme réduite

de Jordan. On définit la nouvelle base {v) par \k = (lc = 1a/?) avec £ > 0.
(A 107
Prenons P = 3 pour alléger les notations. Dans la base {u), B= 0d 1
[o 0 A,
i\ 0 0"
La matrice de changement de base de (u) vers (i) est :E = Os O et la matrice
00 «2
(As 0!
de I’endomorphisme dans la base (i;) est donc B' = P ~BP = 0 As .Ce résultat
fi OA,

vaut pour tout P : B' est constituée d’une diagonale de « A» et d’une surdiagonale de
«s» :dans E/, B'" = Al + N ou | est la matrice unité de dimension p x p et N \W
matrice nilpotente composée d’une surdiagonale de « epsilon » et complétée par des
zéros. Avec la structure euclidienne rendant (i;) orthonormée, on a :

(B'x Ix) = (AlxIx) + (Nx Ix) = d||x||* + (Nx \x)

Prenons pour toute matrice M la norme |[[M]|| = supu™n®, ||A/.X||, ou et IIM.xll
désignent les normes de x et M .x dans la structure euclidienne adoptée.
Alors, IIAIl = é et, dans E/ :

[(ANrU)| < [JANX] W] (inégalité de Cauchy-Schwarz)
< (propriété de ||A%))
<

Comme IIAH= e, on a (Nx\x) = O\\W\f-, avec 6 e] - s, +5][
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Comme A ela, b[, il existe a > 0 tel que a + Ona donc, par
transformation affine de cette inégalité :

a + (Nx\x) + a < [tfjr|r + IX) < bW\ + (Nx\x) - a
(B'x\x)
d’ou (a+ 6+ a)\\Xx\f < (B'x\x) < (b+6- a).

Or s, donc aussi |*|, peut étre choisi arbitrairement faible. Pour |8 < ajl, la derniére
inégalité implique «iwP < {B'Xljc) < ||x|p. Ceci vaut dans Ei muni de la base (%).
On aune inégalité analogue dans chacun des sous-espaces Ei stables par A, etdont A
est la somme directe. Une écriture plus précise de I’'inégalité est :

VX 6 allx|ll, <(BtX\xye-<b]|x]l], (*)

La réunion des bases (y) des Ej est une base de E qu’on déclare orthonormée, ce qui
définit une structure euclidienne dans E. Pour cette structure euclidienne, I’endomor-

phisme A a pour matrice A = YjB'-. Un élément x quelconque de E se décompose sur
/
les Ej en vecteurs satisfaisant (*). Compte tenu de I’orthogonalité des Ej et de leur

stabilité par A, la sommation de (*) sur i fournit :
Skl < {AxIx)e < b||x]||, plus simplement a||x|p < (Ax\xX) < b |x||* C.Q.F.D.

4~ cas : B estun bloc de Jordan de dimension 2p avec /? > 1, associé a un couple jd=i(jj
de valeurs propres complexes. La matrice B' est un bloc de Jordan dont les éléments

diagonaux sont des matrices 2 x 2 : A = et les éléments surdiagonaux des

matrices unités | de dimension 2x2.

Si on note diag A la matrice bloc-diagonale formée des A et la matrice nilpotente
« bloc-surdiagonale », alors : {B'x \x) = ((diag A)x |x) + {Nx \x).

Le raisonnement fait dans le cas précédent reste valable formellement.

Condition nécessaire <=

La condition nécessaire s’exprime ainsi : s’il existe une valeur propre d de A dont la
partie réelle n’appartient pas au segment réel Ja, b[, alors pour toute norme eucli-
dienne Il. I sur E, il existe x G£ tel que (Ax |x) *Ja||x|p, bx|p [

Examinons les deux cas :d réel ou non.

casa) :de IE ,avecd ~]a, &[ Soit x un vecteur propre pour d.
(Ax|x) = (dx|x) = d||x]p. Comme d * R, on a bien (Ax|x) *Ja||x|p, Alx|p [

P -iij
casb) : d ~ IE : dans ce cas, d = yu+ i0), avecp ~]a, b[. Soit C = J
M) P j
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Il existe un sous-espace E, de E dans lequel, pour la forme réduite de Jordan (la
base correspondante de A est alors choisie orthonormée), la restriction E de A s’ex-
(C 1

prime : B = ¢ ,ou I est la matrice unité 2x2. Noter que le bloc C peut ne figu-

.I
)
rer qu’une fois sur la diagonale (cas ou B est semi-simple). Alors, si dans E, on prend
X=(1,0, ..., 0),onaEx = (//,-0j, 1,0, ..., 0), d’ou {Axx)e = {Bx \xX)e, = W,
et on a bien alors (Ax|x) = ji ~]<3||x|p, B\X\Y' [, car cet intervalle n’est autre que
la, bl.
Ceci établit I'implication <=, etle lemme est démontré.
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A nnexe 6  Fractales
Les lignes, surfaces, volumes, ... sont des étres géométriques de dimensions respec-
tives 1, 2, 3...

Or, on peut observer (ou définir) des ensembles géométriques plus complexes pour
lesquels il est possible de définir une dimension qui n’est pas nécessairement entiére :
un tel ensemble est dit ensemble fractal. On peut aussi le désigner par le substantif
masculin fractal ou féminin fractale, terme inventé en 1975 par Benoit Mandelbrot.

Le terme « fractal » vient du lutinfractus, qui signifie « brisé ». Il peut se justifier
autant par I’aspect de ligne « infiniment brisée » de certains objets qu’il désigne, que
par |’attribution a ces mémes objets d’une dimension non entiére, donc par exemple
fractionnaire. Avant I’utilisation de ce néologisme, on désignait les fractales sous le
nom de « courbes monstrueuses ».

On trouve des fractales :
e dans lanature : nuages, cotes maritimes, arbres, fougéres, choux, etc. ;

e dans I’étude de systéemes dynamiques : I’exemple (1963) du systeme de Lorenz a
donné une impulsion a I’étude des systémes dits chaotiques. Rappelons I’équation
d’évolution de ce systeme, évoqué au chapitre 11 :

[x, ij, z] = [cr{y - X), rx-y-xz, XxXy-bz]

Pour certaines valeurs des parametres, le portrait de phases de ce systéeme pré-
sente dans un attracteur de dimension comprise strictement entre 2 et 3. Pour
presque toute condition initiale, la trajectoire se rapproche de I|’attracteur en une

suite infinie d’enroulements d’apparence erratique.

La dimension fractale

Le segment réel [0, L] peut étre recouvert par N{s) = Ljs segments de longueur s
(L étant un multiple entier de s). De méme, le carré [0, LY estrecouvert par N{e) =
{LleY carrés de coté s et le cube [0, LY par N{s) - cubes d’aréte Ljs.

Plus généralement, soit X un sous-ensemble borné de R", qu’on suppose inclus
dans [O, moyennant une éventuelle translation. Maillons le pavé [0, L\ en
petits pavés d’aréte s = Ljm. L’ensemble X rencontre N{s) (qu’on pourra aussi noter
N(m)) petits pavés. En d’autres termes : il faut N(m) petits pavés d’aréte Ljm pour
recouvrir X.

On appelle dimension de Kolmogorov ou de capacité de X le nombre suivant,
s’il existe :

INANE) \nN{m)

r. . A
5(X) = - lirrigho In(£) = lim,,,”00 rn(m)

219



OO o M

—
A

v qQ &

Chapitre 13 « Annexes

On remarque que les dimensions de capacité du segment, du carré et du cube (consi-
dérés comme pavés fermés) sont respectivement 1, 2 et 3.

Un calcul élémentaire de limite montre que pour X quelconque, la dimension de
capacité ne dépend pas de L. On I’appelle dimension fractale de X. C’est un réel du
segment [0, n\.

Exemples
a) Fractales déterministes

1. Ensemble triadique de Cantor (1883) : I’ensemble triadique de Cantor (ou
« poussiere de Cantor »), est 'ensemble K des réels de [0, 1] dont I'écriture
ternaire (c’est-a-dire en base 3) 0, A\ 0202e... Utilise exclusivement les 2 va-
leurs Gi =0 ou 2, ceci V/ GN*. Un ensemble de ce type intervient par exemple
comme attracteur du systéme d’ordre 2 a temps discret de Hénon, ce der-
nier étant lié a la section de Poincaré (trace d’une orbite sur une variété
transverse) du systeme de Lorenz.

L’ensemble triadique de Cantor fait I'objet de la section suivante.

On trouvera une définition précise des trois fractales suivantes dans
I’'énoncé du probléme 13.1, ainsi qu’'une représentation graphique de cha-
cune d’entre elles.

2. Triangle de Sierpinski (191 5) : compact obtenu a partir d’un triangle par
soustractions successives de triangles de tailles décroissantes.

3. Tapis de Sierpinski : compact obtenu a partir d’un carré par soustractions
successives de carrés de tailles décroissantes.

4. Flocon de von Koch (1904) : compact obtenu a partir d’un triangle (3 seg-
ments) par remplacement successif de chaque segment par une ligne brisée
formée de 4 segments.

b) Fractales aléatoires

Une fractale aléatoire : le mouvement brownien a 2 dimensions se modélise
par 2 variables aléatoires X{t) et Y{t) gaussiennes indépendantes, de méme loi
W(0, var=t) et a accroissements indépendants telles que :

VegR:, [Uft), V(01= \ic[X{ch), Y{ch)]

est un mouvement brownien de méme loi que [X(r), K(r)].

Cette propriété d’invariance statistique par changement d’échelles (spatiale et
temporelle) peut étre utilisée pour conjecturer une valeur de la dimension frac-
tale des trajectoires dans R~

Ensemble triadique de Cantor

Soit Ko le segment réel [0, 1]. Si I’on retire son tiers (ouvert) milieu ]1/3, 2/3[, on
obtient le fermé K\ = [0, 1/3] u [2/3, 1], réunion de deux segments.

Sa mesure est 2/3.
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Si on Ote le tiers (ouvert) milieu de chacun des deux segments constituant A"i, on
obtient un nouvel ensemble fermé K2 = [0, 1/9] U[2/9, 3/91 U[6/9, 7/91 U[8/9, 1],
réunion de 4 segments. Sa mesure est (2/3)".

Réitérons le procédé : ™ +1 s’obtient par retrait du tiers milieu de chaque segment
constituant KI. La mesure de Ki est (2/3)» On obtient ainsi une suite infinie Ki de
fermés, décroissante pour I’inclusion.

Par définition, leur intersection K = /€NKi est I’ensemble triadique de Cantor.

Construction desfermés Ki dont K est Nintersection

Ensemble initial Alo = [0, 1] : 1 segment, mesure 1

’ Ensemble K\ : 2 segments, mesure 2/3
Ensemble K: : 4 segments, mesure (2/3)'
Ensemble A3 : 8 segments, mesure (2/3)'
Ensemble A4 : 16 segments, mesure (2/3)"

0 1

K et récriture ternaire

On rappelle que tout réel de [0, 1] possede une ou deux écritures ternaires de la forme
0, 12<Bees avec ai = 0, 1ou 2.

Un nombre ternaire (c’est-a-dire gquotient d’un entier par une puissance de 3) pos-
séde deux développements ternaires. Donnons deux exemples :

- I’entier 1s’écrit indifféremment 1,000 eee ou 0, 222 o« ;
- le rationnel 7/9 s’écrit indifféremment 0, 21000 ese ou 0,20222 o

Un nombre non-ternaire, rationnel ou non, a un développement ternaire unique.
Par exemple, le rationnel 1/2 s’écrit 0,1111 ee-

« K\ s’obtient en 6tant a les nombres pour lesquels a\ est unique et vaut 1.
On ne retire donc ni 1/3 = 0,1000 e+ = 0,0222 oo,
ni 2/3 = 0,1222 ¢++=0,2000 *++, dont le a\ n’est pas unique.
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« K2s’obtient 6tant a Ki les nombres pour lesquels «2 est unique et vaut 1.
On ne retire donc ni 1/9 = 0,01000 e** = 0,00222 eeo,
ni 2/9 = 0,01222 e+ = 0,02000 ¢+, ni 7/9, ni 8/9, dont le a2 n’est pas unique.

* Plus généralement, K, s’obtient 6tant a K/-i les nombres pour lesquels a-est unique
et vaut 1.

En conclusion, Ki ne comprend que des nombres .vpour lesquels aucun des i chiffres
a\, U2,..., ain’est égal a 1dans le (ou I’un des deux) développement(s) de x.

K, qui est I’intersection des Ki, ne contient donc que des nombres dont une écriture
ternaire ne présente aucun « 1 ».

Réciproguement, un nombre dont une écriture ne présente aucun « 1 » ne fait
I’objet d’aucun des retraits décrits ci-dessus : il appartient donc a Ki pour tout /, donc
a leur intersection K.

En résumé ; K est Vensemble des réels de [0, 1] dont une écriture ternaire ne
contient aucun « 1 ».

Propriétés de K

K est compact : en effet, c’est une partie fermée (car K est par définition une inter-
section de fermés, donc un fermé) et bornée de R.

K estde mesure nulle : car K est inclus dans Ki quel que soit i.
Or, la mesure de Lebesgue de AT est (2/3)'. Donc, m(K) < i/n|\1;|(2/3)', soit m(K) < 0.
e

D o0 m{K) = 0.

Ko est dHntérieur vide : c’est vrai de tout ensemble de mesure nulle. Car si I’intérieur
A de A est non-vide, il contient un élément a dont il est un voisinage. Il contient donc
un intervalle ouvert contenant a. La mesure de A?vaut au moins celle, non-nulle de
I’intervalle, et il en est de méme pour A. Donc, m{A) = 0™ A = ().

K n*estpas dénombrable : d’aprés ce qui précéde, tout élément x d tK dune écriture
ternaire x = 0, «i «2"3" * V/, al = 0 ou 2. Associons a x le réel de [0, 1]
d’écriture binaire 0, 62 ;Beese avec bi = adl : cette application de K dans [0, 1]
étant surjective, Card(AT) > Card([0, 1]).

Mais ~ ¢ [0, 1] ~ Card(AT) < Card([0, 1]). D’ou Card(K) = Card([0, 1]) =
Card(R).

K n’est donc pas dénombrable.

On obtient ainsi un exemple d’ensemble non-dénombrable de mesure nulle.

K possede lapropriété d*auto-similitude : K est I’homologue de sa partie KPi[0, 1/3]
dans I’"homothétie de centre 0 et de rapport 3. Plus généralement, c’est I’homologue
de A'n [0, 1/3"] dans I’'homothétie de centre O et de rapport 3".
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K ne posséde pas de point isolé : en d’autres termes, tout point de K est un point
d’accumulation.

En effet, si X =0, a\ 020" eee K, la suite Xn = 0, ai (32<Beee+, On-\,a,*,0,0,0,...
est une suite de points de K convergeant vers X.

K estde dimension non entiére :si on divise [0, 1] en m = Y segments, le recouvre-
ment de K exige, tout comme N{m) = 2~ d’entre eux.

In N{m) k\w?2 In 2

=, ceci pour tout k.
Inm [ In3 In 3

Donc, la dimension fractale de K est O{K) = In2/In3.
On pourra relire I’'interméde « le cantor au secours de Cantor » au § 11.3.3

r
Exercice 13.3 Dimension fractale du segment rationnel

Soit Qo = Q n [0, 1] le segment unité rationnel.
1 calculer la mesure de Lebesgue m(Qo) et la dimension fractale ~(Qo).

2. Quelles observations inspire la comparaison de la question précédente avec le
cas de I’ensemble triadique de Cantor?

Probleme 13.1 Dimensions de trois fractales classiques

Figure 13.3-Trois fractales.

1 Triangle de Sierpinski (1915) : un triangle équilatéral est composé de 4 tri-
angles égaux (figure de gauche). On Ote le triangle central ouvert : il reste donc
trois triangles équilatéraux sur lesquels on répete I’enlévement du triangle cen-
tral. On réitére I'opération indéfiniment.

On obtient ainsi un compact T qu’on appelle triangle de Sierpinski.
Calculer la dimension fractale 6(T) de T.
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Indications :

1) sInspirer de la démarche effectuée pour I’ensemble de Cantor ;

2) Au lieu d effectuer un maillage carré, on effectuera un maillage triangulaire
de T, pour lequel on admettra la validité de laformule fournissant 6{K).

Tapis de Sierpinski : un carré est composé de 9 carrés égaux (figure centrale).
On &te le carré central ouvert : il reste donc huit carrés sur lesquels on répete
[I’enlévement du carré central. On réitere I’opération indéfiniment.

On obtient ainsi un compact U qu’on appelle tapis de Sierpinski.

Calculer la dimension fractale 6{T) de T.

Flocon de von Koch (1904) : soit Fqun triangle équilatéral.

F\ s’obtient en remplacgant le tiers milieu de chaque c0té par le « A » qui forme
avec lui un triangle équilatéral extérieur a Fgq.

Pour F2, on opére de méme a partir des 12 segments qui constituent Fi. On
appelle flocon de von Koch (figure de droite) I’ensemble limite F = Foo obtenu.
Calculer la dimension fractale é(F) de F.
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A nnexe 7 : Schémas num¢ériques

Pour obtenir a I’aide d’un logiciel des solutions numériques de I’équation x = f(x),
il est nécessaire de transformer cette équation différentielle en une équation aux dif-
férences finies. Ceci suppose que I’on approche les dérivées par des quotients conve-
nables, et que I’on choisisse un pas de discrétisation temporelle. Ce dernier peut ou
non étre régulier. Une telle démarche s’appelle une méthode des différences finies,
et le type correspondant de formulation un SChéma numeérique.

Exemple

Considérons I'équation différentielle ordinaire x(t) = Ax(r), avec xeR et /Lc R, a
résoudre pour t e [0, 1] avec la condition initiale 40) = xq. Nous choisissons un
pas de discrétisation h du temps; nous nous plagons donc aux instants kh avec
k eN. L’état peut alors étre noté = x(kh), ce qui transforme le probléme initial
a temps continu en un probléme a temps discret. Parmi les schémas numériques
envisageables, donnons les plus simples :

e Le schéma d’Euler explicite consiste a approcher la dérivée x(kh) par :

X+ V- Xkl -

h d Q'l h =AX

ce qui fournit I’équation
X+ = (1 +Ah)Xk.
On a un systeme a temps discret d’ordre 1 et dimension 1

Dans le schéma de Crank Nicholson symétrique suivant, on approche la déri-
vée x{kli) par :

X+ DA-XIK- DA G oy —axk
217 ’ 2h |

ce qui fournit I'équation XA - 2Ahxk~Xk-\ =0 : on a un systéme a temps discret
d’ordre 2 et dimension 1. On le transforme en un systéme d’ordre 1 et dimen-

sion 2 en prenant = = | j, d’ol ZA = g Z La résolution suppose une

initialisation par deux valeurs consécutives de x.

Mise en oceuvre

La mise en ceuvre d’un schéma numérique sera effectuée dans la grande majorité
des cas par un logiciel déja existant. Qu’il s’agisse de logiciels libres ou accessibles
par les réseaux commerciaux habituels, il en existe une large gamme dévolue a la

résolution des problemes classiques :

- équations différentielles ordinaires, a variable scalaire ou vectorielle ;

% - équations aux dérivées partielles.
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Il reste toutefois intéressant de signaler les méthodes de Runge-Kutta qui offrent
le double avantage d’étre performantes et faciles a implanter. Ces méthodes s’ap-
pliquent a un état vectoriel x G

*» La méthode Runge-Kutta d™ordre 1 utilise le schéma d’Euler précédemment décrit.
L’erreur est de I’ordre de h™.

» La méthode Runge-Kutta d”™ordre 2 utilise une estimation de la dérivée au milieu
du pas d’intégration : comme I’état a mi-chemin entre le pas n et le pas (n + \) est

estimé (Euler) par ANJ(.,), on ale schéma = ., + /%] + AMf(Xn) , qui
s’écrit encore, dans I’ordre des calculs :
kI = f(xn)

kl = f(xn + hk]/2)
puis : X\ = Xn + hk2

Le calcul confirme le bien fondé de I’intuition initiale en montrant que I’erreur est

ramenée a l’ordre de h™

e La méthode Runge-Kutta d”™ordre 4 exploite la méme idée que la précédente, mais
en poussant plus loin la logique itérative des approximations. Elle conduit au schéma

(toujours dans I’ordre des calculs) :
k\ = f{xn)
kI = f{xn + hkil2)
k3 = f(Xn + hk212)
kKA = f(Xn + hk3)

h
puis : X\ = Xn + b{k\+ 2k2 + 2k™ + kN

L’erreur est de |I’ordre de
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U ordre des corrigés est Vordre d 'apparition des exercices etproblémes dans le livre.

Chapitre 1

Exercice 11 Mise de systemes différentiels sous la forme x =f(x)

deé dé AN 1 o o
u X2 a b a d ¢
1 Posant X = ,on aX= . X, de la forme A .X
\% 23 \% o o o 1
Xa4> h g 1 e

On obtient ainsi un systéme linéaire de dimension 4. Ce procédé se généralise
a un systéme comportant un nombre quelconque d’équations différentielles de

degrés quelconques, de structure analogue a celles proposées.

dé v 1 o o0 o 0
u X2 il b a d ¢ 0 »(W«s)

2. Posant X = V w3, onaXxX = i = 0 0 1 0 .x+ 0
u x4 \% h 9 ;, e 0 ySte)
fi 0 0 0 o 19

de la forme /(x).

On obtient ainsi un systeme autonome de dimension 5. Quels que soient a et /?,
le systétme n’est pas linéaire en raison de I’équation X5 = 1. Comme pour la
question précédente, le procédé se généralise a des équations différentielles de
degrés quelconques.
" h{xi, x2)
3. Posant X= V — go,0na X = 0 = 3

fi. <o fi.  fi(xu x2, x3),

On obtient ainsi un systéeme de dimension 3 de la forme g{x) cherchée.
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Exercice 1.2 Des portraits de phases

1. Equation logistique : les points 0 et 1 divisent R en 3 intervalles. La dérivée X
est négative pour x < 0, positive sur ]0, 1[, négative pour x > 1. Il y a deux

équilibres : 0 est instable, 1 est asymptotiquement stable, notions définies au
chapitre 3.
1

2. Les 5 équilibres délimitent 6 intervalles : sur R*, X est négatif puis change
de signe au franchissement de chaque équilibre. Les équilibres 0, 2 et 4 sont
instables, 1et 3 sont asymptotiquement stables.

1

3. (a) 0 est I’équilibre (asympt. stable) unique : les orbites sont paraboliques

(demi-paraboles d’axe Oy, figure 14.1.a, comme I’atteste la résolution ana-
lytique ;

(b) 0 est I'équilibre (instable) unique : les orbites sont hyperboliques (demi-
hyperboles d’asymptotes Ox et Oy, figure 14.1.b.

a) b)

Figure 14.1

4. « P = lestune orbite et un cycle-limite, notion définie au § 7.2.2.

* Dans le disque p < 1 :les trajectoires sont des spirales s’éloignant de 0 (équi-
libre instable) pour se rapprocher du cycle-limite.

e Hors du disque, ce sont des spirales se rapprochant du cycle limite.
Le portrait de phases est celui de la figure 7.1 .b.
Exercice 1.3 Toute orbite est connexe

Soit a G il. La connexité de Orb(a) se déduit immédiatement du fait que le flot
t G J{a) 1» 0(r, a) est continu et que I’image continue d’un ensemble connexe (ici :
plage temporelle J{a)) est connexe.
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Rappel de la démonstration : soit f continue de E topologique dans F topologique,
et X ¢. E connexe. Si f{X) n’est pas connexe, il est réunion disjointe de A et B ou-
verts. Dés lors, X est réunion disjointe de f~\A) et ouverts, et n’'est donc pas
connexe, ce qui contredit I’'hypothése. Donc, f(X) est connexe.

Exercice 1.4 Un systéme unidimensionnel a-t-il des orbites
périodiques?

1. Pour = M, Soit t X(t) une solution périodique non triviale de i = f{X), de
période r > 0. Le segment d’orbite correspondant ar G [0, 7] est un compact
de R, connexe d’apres |’exercice 1.3, donc un segment [m, M] tel que M > m.

approche : [m, M\ étant « balayé » périodiquement, a GJm, M[ est atteint a
au moins un instant a vitesse X positive (pour passer de ma M) et a au moins
un instant a vitesse négative (pour passer de M a m) ce qui est contradictoire
car les deux vitesses sont égales et valent f(a). Il n™existe donc pas d’orbite
périodique.
2™ approche : Soit G [0, 7] tel que x{tm) = m. Si /(f~) ™ O» un développe-
ment de Taylor d’ordre 1 de x(t) montre qu’au voisinage de t,,, x{t) prend des
valeurs inférieures a m. Ceci étant exclu, on a/(r*) = 0. qui impliqgue que m est
un équilibre : mais alors, Orb(m) = [m] ce qui contredit I’inégalité M > m. Il
n'existe donc pas d’orbite périodique.

2. Pour N = 7™ on peutidentifier aun cercle. Dés lors, le mouvement circulaire
uniforme a vitesse angulaire constante est un exemple de solution non-triviale
périodique.

Probleme 11 Un critere de mort explosive

diXI_ll
1. (a) La solution x(t) satisfait x " dx = dt, c’est-a-dire 1 ) = dt, qui s’in-
- a
tégre (puisque O ™ 1) en Nz x|l MH-(1 - a)r,d’ou

iVii-a)
X(t) = [x3“" + (1-«)<]

(b) L’expression précédente a un sens pour tout rsi o' < L Alors, pour tout
xo > 0, la plage temporelle J(xqg) n’est par bornée & droite. Si en revanche
O > 1, alors x{t) tend vers I’infini lorsque I’expression entre cr\ochets tend

A-a
vers 0, ce qui détermine le temps d’explosion : lAxq) = wmeaoees 1 borne
supérieure de J{xq). °
Remarque : comme pour a = 1 (systéeme linéaire) on a J(xq) = R, il ré-
sulte de ce qui précéde cfiie : Vxq e tf(xo) < -i-» (mort explosive)
O > 1. Ainsi, en un certain sens, les systéemes linéaires (a = 1) sont

«a la limite de I'explosion ».

229



20 GO

Copy

Chapitre 14 < Corrigés des exercices et problémes

230

dx
2. La solution x(t) satisfait _ = dt, c’est-a-dire, pour3 ~ \'\

3.

jc(Inx)”
1/3

~ s’intégre en (Inx)®» ~ = (Inxo)» ~ + (1 - P)t, d’ou :
In(*(0) = [(Inxo)*-~ + (1

Cette expression montre que tf = +00 (mort non explosive) siyS< 1, mais que
tf < +00 (explosion) siy™ > 1.

dx
Pour3 = I, I'équation d’évolution du systeme s’écrit Vinv = dt, c’est-a-dire
n
i/[In(Injc)] = dt, qui s’intégre en :In(Inx) = In(Inxo) + t. En prenant deux fois
I’exponentielle des deux membres, on obtient x(t) — (attention, lefrag-

ment e est bien dans Fexposant). Cette solution est définie pour tout / > 0, ce
qui montre que le systeme n’est pas explosif.
En conclusion, pour tout état initial vg > 1 :

Le systéme i: = jr(In xY explose si et seulementsiJ3 > 1.

(@) Pour X > 1, In > 0 L > 0. Donc, pour vq g Orb”~(x0) est un
intervalle du type [xq, 2[; /?est soit un équilibre soit +00.
Comme le systéme ne présente aucun équilibre dans 12, on a 2= -+00.
D ’ou Orz?"*"(jco) = [xo, +o0o0].

(b) Pour a > 1, quel que soitJ3 on aura x > au-dela d’une certaine
valeur de x, nécessairement atteinte d’aprés le a). Comme ~(1 Ha) > 1, le

systéme X = explose (question 1). Il en est donc de méme du sys-
téeme X = x™ (Inx)™ car pour ce systéme x > au-dela d’une certaine
valeur de x.

Poura = 1, le systétme explose si et seulement J3> \ (question 2).

Enfin, pour O < 1, un raisonnement analogue a celui fait pour a > 1

montre que x est majoré au-dela d’un certain x par associé a un
systéme non explosif. Il en résulte que x = x™ (Inx)" n’est lui-méme pas
explosif.

Résumons ces résultats :

Sur 12 =11, +oo[, le Systeme X = x™ (In x)™, oU a et yOsont des réels
quelconqgues, explose si et seulement si :

- soita > 1;

- soita = letyd > 1L
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() On peut imaginer (liste non exhaustive) quelques applications de ce qui
précéede :

- Sur O =] 1, +oo[, si la fonction f(x) majore au dela de x = a une fonc-
tion du type (In X)” correspondant a un cas explosif, le systeme ex-
plose pour tout xq > a d’aprés la question 1.

- Sur O =] 1, +cx)[, si la fonction f(x) est équivalente lorsque Jk * 00 a
une fonction du type x™(Inxf, les deux systémes sont (pour xq assez
grand) de méme nature, explosive ou non.

Sur O = rR", on peut étudier le comportement de la norme |jjc|| = p. Il est
parfois possible d’obtenir une inégalité du typep < f(p) oup > /(p), ou
/ est la forme étudiée dans cet exercice. On peut dés lors exploiter les
résultats correspondants.

Exercice 1.5 Classe et Lipschitz

Soit ]Ja, b[e n un voisinage de xq tel que [a, b] e Cl; f' étant continue sur [a, b],
elle y est majorée.

Il existe k tel que : G [a, b], \f'(x)\ < k.

Alors, Vxi, X2 e]a, b\, 3 c e]xi, X2ftel que/(.V2) = /(jii)+ (X2- xO/'(c) (accrois-
sements finis).

Donc, [/(V2)- f(xi)\ = X2 - . [.J/'(c-)l < k.\x2 - x\I,ce qui montre que / est lipschit-
zienne de rapport k sur Ja, b[.

Par conséquent, / est localement lipschitzienne sur il.

Exercice 1.6 Des trajectoires sécantes

clx
Pour IC > O:Et =2 VA, d’ou d(~fx) = dt;donc, ~ =t- to,

d’ou x{t) = (t- t))Y pour />/{)> 0 et x{t) = 0 sur [0, iq].

Pour X < O:E =2  d’ou d{~/") - -dt;donc, = -t + t\,
t

d’ou x{t) = -{t - t\VY pour t <t\ < 0etx(0 = 0 sur [ri, 0].

Donc, VHf), t\ tels que t\ < 0 < ig

-{t - t\Y pour t <t\
x{t) =< 0 pour \ < t< to
{t - toY pour 1> to

est solution du systeme.
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Toutes ces solutions (= trajectoires) se coupent en {t, x) = (0, 0). Les condi-

232

tions du théoreme de Cauchy ne sont pas satisfaites, car f{x) n’est pas localement
lipschitzienne.

L équilibre 0 est semi-stable a temps de séjour quelconque.

Exercice 1.7 L’unicité des trajectoires n’exige pas Lipschitz

L / est discontinue en 0. Comme le caractére localement lipschitzien entrafne la

continuité :

/ n’estpas lipschitzienne sur IE.

Dans le plan (r, x), les trajectoires sont des lignes brisées continues de pente
f{x) = -1 pour Ji < 0, et de pente f{x) - +2 pour x > 0 (une trajectoire est
donc constituée de deux demi-droites de méme origine). Le simple examen des
trajectoires dans le plan (L x) montre que :

tout (i, jr) G appartient a une trajectoire unique définie pour tout temps
réel.

Probleme 12 Quand Lipschitz n’est pas I3, les trajectoires dansent

B- sinBY

.1 0T+ 7T+ m o =(")+(») + «l OM =

1- cos B\

Par dérivation

2
L’énergie cinétique est : Ec = ’?[(1 ~ cos 6Y + sin* 6\ = é~(l - cosB)
L’énergie potentielle est : Ep = -mgy = -y = -(1 - cos”).
D’ou Ec+ EP = - \)(\ - cosB) = Ec(0) --Ep(0) = 0. Par conséquent, B = %\
pour B ® 2KA.
Compte tenu de l’exigence de déplacement vers la droite, on a donc :B = 1
pour B ® 2kn : I roule sur Ox a vitesse constante.

De B, on déduit I’ordonnée de M donc sa vitesse (car Ec + Ep = 0); on dis-
pose par conséquent d’une description compléte du systéeme mécanique a t«. Or,
A =~ - sin M est une bijection de r.

On peut par conséquent prendre indifféremment Bon x comme état du systéme.

. Si I’on appelle (p la bijection inverse de la bijection B X =B- MmO, on a

B = (fix).
Or (P® question), x = B(\ - cosB) = 1- COSB.
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Par conséquent Vjc € M, i: = /(x) = 1 - cos[*(x)]

Au voisinage de » = 2kn, x - 2kn se comporte (formule de Taylor-Young)
comme {6- 2k7Y16.

Donc, au voisinage de x = 2Kji, O - 2KTT se comporte comme [6(x - 2K7A)Y™,
et X = 1- cos®comme (6 - 2knYI12, donc comme d(x - 2knY~, o0 A est une
constante. Il en résulte que la fonction /(x) est partout continue, de classe C'

hors de 2;rZ, mais n’est pas localement lipschitzienne au voisinage des valeurs
2kn.

Les équilibres sont donnés par x = 0, soit x = Ikn {k € Z). Toute fonction du
type suivant :

A X

Figure 14.4

est une solution (=trajectoire) du systéme ; x peut s’arréter pour une durée
arbitraire a un équilibre, puis « repartir ». Il y a donc une infinité de trajec-
toires telles que x(0) = 0, et tout équilibre est instable. La trajectoire sans arréts
aux équilibres est x(/) = t- smt Q/te R).

Il résulte de ce qui précéde que toute orbite de M dans le plan xOy correspond a
un nombre entier (ou infini) de tours complets de F :elle estla réunion connexe
d’arcs de cycloides. L’orbite minimale est le point O, |’orbite sans arréts se dé-

veloppe a I’infini & gauche et a droite. Dans tous les cas, la plage temporelle est
!/ = R.
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Exercice 21 Exponentielle de matrice

La matrice J = A + B est telle que fi =/, matrice unité. Par conséquent
fi fi fi
exp (A+|B) —1 J — 4+ — 4+ — 4 eeoe
h 2! 3! 41
— 4+ == 4+ eee /+ _ + —
2! 41 3! 5!
1 1 , 1 1
— 4+ — 4+ eee /+ J.
2! 41 [ 3! 5!
oosh 1 sm1

. Acosh 1 sinh 1
soitexp {A+B) =
.sinh 1 cosh 1

Comme A™ = 0, exp(A) se réduit aux deux premiers termes du développement, soit :

exp(vd) = I + A = 0

1
. . . 1 o
De méme, B = 0, d’ou exp(iB) =1 + B =
1 7
On constate que en.en et sont toutes trois distinctes.

Exercice 2.2 Conjugaison centrifuge - centripete

1. i = f{x) = T :la fonction / est lipschitzienne de rapport 1, donc a for-
tiori localement lipschitzienne surili : donc, le théoréeme de Cauchy-Lipschitz
s'applique.

x(t) s’obtient classiquement par : x{t) = xq e\ solution définie pour tout tréel.
Donc, Vjco € Hi, y(jco) = M.

2. Toute trajectoire est d’équation x{i) = X{)e Donc, Orb(xo) = : rGR} =
R”A sivo > 0, R si.To< 0. Par conséquent, S\ admet les demi-droites E* etE*
comme seules orbites.

Pour 27, il convient d’ajouter une 3® orbite constituée de Véquilibre {0}.
3. (a) Deméme que x{t) = vq estl’équation des trajectoires de 5 1 x{t) = xq e

est I’équation des trajectoires de 82”0n en déduit I’expression des flots :
(OMt, x) = xe* et (2(t, x) = xe~".
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(b) On a trivialement it/ o ijj - identité de 12i. Donc, ip est une bijection. Elle
est clairement continue, donc aussi bicontinue puisque il/~ = if/. Par consé-
quent, ip est un homéomorphisme.

1
(c) @2\, ip{x)] = ip{x)e N= 3Ce \
1 1
Parallelement, ip[(piit, x)] = ip[xe”] = .= -é'-

On a bien 02 o 0 0], ce qui montre que Si et S2sont conjugués.

4., (a) Les résultats formels de la question 3.a) restent valables :

0i(/, x) = X eMet (P2(t, a) = xe~".
X

(b) Vx GO, (ipo ip)}{x) = Ip[lp(x)] = ip 9 *
IWP

Donc, ipestinvolutive (ipoip = identité). C’est une bijection continue, donc

aussi bicontinue puisque 0“' =0 . Par conséquent, 0 est un homéomor-
phisme.
(c) 02 ow1l = A=
. . . Xe X
Paralléelement, 0[0i0, x)] = ip\xe] = Lo 1\

On abien 0200 = 0 00}, ce qui montre que S\ et S2sont conjugués.

Remarque

i2i et 02 sont connexes pour n>2 mais possedent deux composantes connexes pour
. n=\.
(0]
é Exercice 2.3 Détermination d’un flot conjugué
KD
q i dr dr dr j
o) dx dy dz N o cos € sine 0~
Q de de de sinén  COSe
> 1 Par définition : VO =
8) dx dy dz r r

dz dz dz . 0 0 1.

<dx dy dz >
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2. La condition de conjugaison s’écrit

Ly A-r sin™n
2[<AU)L = V(M[/I(X)] = Vill X r cos 6
< h 1\]
N oA "0 A
Ce vecteur vaut 1 .Donc, /2 estconstant : 6,2)= 1
1> I 1>

3. L’expression de /2 permet une intégration immédiate, qui fournit le flot

Chapitre 3

Exercice 31 Tout fermé peut étre un ensemble des équilibres

1 d{y, X) =infd{y, 2) <izr€1)1z[d(y, x) +d(x, z)] <d{y, x) +in;d(x, )

< d{y, x) + d(x, X)

Donc, d{y, X) - d(x, X) < d(Xx, y). Par symétrie :d(x, X) - d(y, X) < d{x, y)
Par conséquent, \d(x, X) - d(y, X)| < d(x, y), ce qui montre que :

Ic d(x, X) estlipchitzienne de rapport 1.

2. Soit E = et X un fermé quelconque de E. Soit u 6 R"*, et S le systeme
X = f{x) avec f{x) = u.d(x, X). Ce systéme est lipschitzien d’aprés la question
précédente.

Véquilibre de S <==> f(x) =0 d{x, X) =0cdvu O

==> Xe X (propriété classique dans un espace métrique)
> XEXcarX = X(Xfermég)

Donc, X estrensemble E des équilibres de S lipschitzien.

3. Soit a un point d’accumulation de S. Alors, il existe une suite
a\, 02," m, On,”" de points de S distincts de a convergeant vers a.
Formellement : V7/ 3njj tel que n> ~ cine 1B(a, 1j).

Alors, pour tout t, Un) = 0n car On est un équilibre. Ceci contredit I’attrac-
tivité de fl, qui s’exprimerait 3rf tel que X GB{a, rj) tIlr>nOOO(r, X) =a.

Ceci montre que a est simplement stable.
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4. PourE = le point O est un équilibre :

- isolé et simplement stable pour le systeme =L ql

- isolé et asymptotiquement stable pour le systéme x = t 10 X

Exercice 3.2 Un équilibre centrifuge mais stable

1 L’équilibre O est « protégé » par une infinité d’équilibres situés arbitrairement
pres a sa droite et a sa gauche. Donc, 0 est stable.
f(x) est, hors des équilibres, strictement négative pour x < 0, strictement posi-
tive pour X> 0. Donc presque tout point s’éloigne de 0, ce qui montre que cet
équilibre est centrifuge.

Remarques

(@ On vérifie sans peine que f est continue sur R : le systéme est donc de
classe C'.

(b) 0 est stable mais pas asymptotiquement stable.

2. On peut généraliser a R™ en considérant la fonction /(x) = x. ||x|p sin®

On pourrait aussi géneéraliser dans une autre voie en recherchant un systéme de
classe ;

la nouvelle fonction :/(x) = x exp — -\ sin™ - répond a la question.

\ x2 |/ X

Exercice 3.3 Conservation de la nature d’un point par conjugaison

Il est déja démontré (8§ 3.2.5) que la conjugaison conserve la nature « point régulier »

ou « équilibre ». Dans le cas d’un équilibre, il reste a en préciser la nature selon les

cing cas cités.

e a équilibre stable :soit V2 un voisinage de ij/(a) dans O2. Comme if est continue,
est un voisinage W\ de a dans O]. Par définition de la stabilité de a : il existe

un voisinage WA de a tel que :

XeW\  Wr>0, O(L x) GV].

Or, 4~ est continue (définition d’un homeéomorphisme) ; donc, il/{W\) est un voisi-
nage W2 de
Soit y e W2° Appliquons la relation de conjugaison 02 ©° = 0 ° couple
t, ("(D): il vient:

W) o Wp~\Y))]

€V| cari{/~" (y)eW\
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Le L'* membre vaut 02(L i/)- Comme W\ =</"("2), le 2 membre appartient a \V2-
En résumé :ij e W2 => W > 0, 02(L y) N N, ce qui montre que Véquilibre ~(a)
est stable.

e a équilibre attractif : il existe un voisinage U\ aQ a tel que : e U\

I%Ol (r,x) = a

Comme 0*”est continue, 0(t/i) est un voisinage Uz de O(a).
Soit y 6 t/2-Comme on Ta déja vu, on a Vr > 0, 02IL 0(0~Ki/))l = O[0i(L <A~Hi)I

Le L*'membre vaut 02(L /)- Comme appartient a i/i, la limite de Oi(r, 0“~"))
vaut a quand t 00. Mais O est continue, donc la limite du 2B membre vaut i//(a)
quand r~ Q0.

En résumé :y e U2 => )%OZ(L y) = 0(aq), ce qui montre que "équilibre 0(a)
attractif.

Nous rappelons toutefois la réserve émise au 8 3.2.3 : un équilibre ne conserve pas
nécessairement son caractere attractif lors de la restriction duflot a un de ses voisi-
nages. La méme remarque vaut pour les équilibres répulsifs.

 a équilibre répulsif :
Par un raisonnement identique au précédent, on établit que dans ce cas Véquilibre
0(a) est répulsif.

En raison de la symétrie de la conjugaison, les trois implications que nous venons
d’établir sont des équivalences. Il résulte alors des définitions des divers types d’equi-
libre que si a est un point de il 1 :

a e Q\ et son image 0(a) G112 sont de méme nature :
- soit tous deux réguliers ;
- soit tous deux équilibres simplement stables ;
- soit tous deux équilibres attractifs ;
- soit tous deux équilibres répulsifs ;
- soit tous deux équilibres asymptotiquement stables ;

- soit tous deux équilibres instables.

Exercice 3.4 Un équilibre instable peut-il attirer tout Q?
Soit a équilibre instable de il.

1 £1 = X Par définition : a instable <=> 35 tel que pour tout I/ > 0, il existe
X\ ela- g,a gl @t >0 tels que |0, x\) - & >s. S\ I’'on prend q <.
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alors 10(", x\) - aA >s > > X\ - a :\&descendant (p(t[, xi) de x\ s’est
éloigné de a. L’état X ne pourra pas revenir vers a, ce qui montre que a n’attire
pas ((t\, xi) > xi. Il n’attire donc pas afortiori 12 = R. Nous retenons que :

pour il = W,un équilibre instable ne peutpas attirer il.

(mais il peut attirer R_, comme le montre Vexemple x = x")

2, il = L’exemple « point d’interrogation » (voir § 3.2.3, figure 3.2) montre
quepour il = un équilibre instable peut attirer Q.

Chapitre 4

Exercice 4.1 Flot explicite sur un sous-espace invariant

1 Lamatrice  est formée de zéros, a I’exception de la /:-ieme surdiagonale for-
mée de « 1».
Ceci permet d’expliciter le flot réduit au sous-espace Ej :

N est ici la matrice /?-nilpotente de dimension 2p x 2p constituée de
z€ros, a I’exception de la 2B surdiagonale constituée de « 1».
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t
On a = | X | +tN+ 5N"+

/?-nilpotente.

or, At ut R, avec P = | o SIn EJ.Jt.\
\smojt cos ujtj

On obtient ainsi le flot réduit au sous-espace E; :

P! 1
b m\P car tN est
(P-1)!

Exemple : (//, ¢u p) = (-2, 5, 3). Alors, dimEj =2p =6,etlona:

tifie immédiatement :

1. La matrice A étant déja donnée sous forme bloc-diagonale de Jordan, on iden-

- les valeurs propres complexes =i correspondant au sous-espace invariant
E\ de dimension 2 engendré par (1, 0, 0) et (0, 1,0);

- lavaleurpropre réelle -1/10 correspondant au sous-espace invariant Ei de

dimension lengendré par (0, 0, 1).
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cost - sint 0
2. L’expression du flot est 0(x, joo) = sint  COst 0 Xa
0 0 e-m
On en déduit immédiatement :
sinr"”
(pft, c) = cost (trajectoire helicoidale),
V.-'l'o,
sin A
(pt, ) = cost (trajectoire circulaire),
0
N 0 AN
etO(r, B3)= 0 (trajectoire rectiligne).
I
N 1o o 1 o
Nous avons ip{c)) - 1 0 0 ,d’ou i/’\(ci)"l— 1 0 0
lo 0 jj <0 0 ij
n -1 N 0 0
Utilisantipfcc)= 1 0 0 et™MCi)=0 0 09
0 0 ¢ lo 0 ij
n 0 0)
il vient :i//(ci, 02) = IAC)iA(C) ' = 0 1 0 quiestlaprojection sur E\
0 0 O
parallelement a £°2.
O 0 0
A\ c3) = - =0 0 0, qui est laprojection sur £2 parallele-

0 0 1
ment a EI.

Chapitre 5

Exercice 51 Trajectoires, orbites et plages temporelles d’un flot sur

1. Soit Xrégulier. L’application t G J{x) t* O(L x), continue et strictement mo-
notone, transforme J{x) en un intervalle ouvert Orb{x) =]c, d [ formé de points
réguliers et éventuellement non-borné ; s’ils sont bornés, ¢ et J sont des équi-
libres car sinon, on pourrait étendre la solution temporellement au-dela de J{x)
et spatialement au-dela de Jc, d [. Or, le plus grand intervalle ]«, b [ contenant x
et formé de points réguliers contient ]c, d [. Il coincide donc avec ]c, d [. D’ou
Orb{x) =]«, b[.
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Remarques

(&) l'assertion orh(x) c]a, M n’est plus valable si f n’est pas localement lip-

schitzienne, car alors la trajectoire peut «franchir » des équilibres. Il n’y a
plus nécessairement unicité des orbites. Celles-ci, tout en demeurant des
intervalles, ne sont pas nécessairement des ouverts.

(b) a=Suplze6 ; z<x}si ce Sup existe, sinon a = -oo

h= Inf(zef ; Z>x} si ce Infexiste, sinon b = +x

Sur Ja, b[, f(x) est non-nulle et continue, donc de signe constant : par consé-
quent, le déplacement de x(t) sur R se fait intégralement vers la droite (si / > 0)
ou vers la gauche (si / < 0). Autrement dit, le flot t e J(x) t* O(r, x) est
monotone. Il I’est strictement, sans quoi / s’annulerait sur une partie de b[.

(@) e Soit Vrégulier et J{x) =]tj, tf[. On a 2GR, et f(b) =0.

Hypothése i tf < +oo. Le flot étant monotone (question 2), O(r, x) tend

vers b quandt —» ou quand t A tJ :adoptons cette derniére éventualite

(lecast  t~ se traite de facon semblable). Si tf  -f-00, les deux trajec-

toires :

f te]ti, tf[ ¥ (oft x)
t >t B

premiere vaut x et la seconde b, distinct de x Mais elles se coupent pour

t > tf, ayant alors la méme valeur b. Ceci contredit le théoreme de Cauchy.

Il faut donc rejeter I’hypothése tf < -i-oo.

De la méme maniere, on rejette > -00, d’ou J{x) = R.

- ® AN
et r>/ " £sont J’lstinctes car pour / = Olla

 Si maintenant x est un équilibre, on a de facon évidente Orb{x) = {X} et
J{x) =R. En résumé :

La plage temporelle J{x) de toutpoint x d”™orbite bornée est entier.

(b) Si Orb{x) n’est pas bornée, trois cas sont possibles :

i. J{X) = R :c’est le cas par exemple pour tout systeme lineaire x - ax,
ou pour X=1

ii. J(x) est une demi-droite ouverte : c’est le cas par exemple du systéme
X =x".Ldplage temporelle est illimitée a droite si xq < 0 (il y a alors
naissance implosive k t = I/xqg), a gauche si xq > 0 (il y a alors mort
explosive kt = I/xq) ;

iii. J(x) est un intervalle ouvert borné : c’est le cas par exemple du systeme
X=x"+\ étudié au 8 1.2.1. On retiendra en résumé que :

La plage temporelle J{x) d™un point x d”orbite non bornée peut étre M
entier, une demi-droite ouverte ou un intervalle ouvert borné.
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Probleme 51 Points d’'inflexion des orbites

1. La composante radiale de z, proportionnelle k - ju estnullesip =
pour P >0 (avec p = +y~). Donc, pour p > 0, cercle p = ~Mii est
invariantpar leflot.

En un équilibre, on a nécessairement p = Cte, d’oup =0oup = sip > 0.
La premiere valeur correspond a I’équilibre 0, la seconde a I’orbite circulaire
de période 2n précédemment identifiée, qui ne comporte aucun équilibre. Par
conséquent, pour toutp, S = {0}

Nota : cet équilibre est instable et répulsifsip < 0, asymptotiquement stable
sip > 0.

2. Le flot est centriguge pourp > ”~p, centripete pour p < “fil, d’ou les portraits :

Figure 145

3. courbure : les points d’inflexion au sens large sont les points de courbure nulle.
Or annuler la courbure conduit a annuler/ A (V /./), ce qui fournit en outre les
équilibres. On obtient d’abord :

2XN + BXMYN + YWV - Ap X7 - 2xXMy - dpxyt - M+ - Djc+ 2py
yN + 66Xy +3xNy - 4pyN +2xyN - Ap XMy +2xM + (pM - \)y -2p X

v/.l =

Ensuite, le produit vectoriel de / par I’expression précédente fournit apriori un
polynébme de degré 8 ; mais en raison des symétries du probleme, I’expression
(assez lourde 1) se simplifie en un polynéme de degré 6 :

[/ AV/.)) =(c"+yY)[1+fi"- + y/M]
Le fait que I’expression soit fonction de p découle simplement de la symétrie
de révolution du champ, x* +y* = 0 fournit 1’équiibre 0, qui n’est pas un point

d’inflexion. Les points d’inflexion s’obtiennent en annulant le 2® facteur, soit
(X + y"Y = 1+ p~. Leur lieu est donc le cercle C(0,

243



020 g=o

“@vQ

—

Chapitre 14 <« Corrigés des exercices et problemes

4. Rem arques

(@ Quelle que soit lavaleur de ja, la courbure est positive (la trajectoire «tourne
a gauche ») pour p < +p-, négative (la trajectoire «tourne a droite »)
pour P > 1

(b) Comme p croit en p- a I’infini, il y a mort explosive. L’angle 9 est fonction
affine du temps. La mort explosive a un 8\imite survient aprés changement
de signe de la courbure pour les trajectoires concernées (toutes pour p < 0).

(c) Le flot présente une symétrie de révolution ; si R représente une rotation
plane autour de 0, f{Rz) = R(f(z)). I en résulte que I'’ensemble cherché en
guestion 2 était nécessairement composé de cercles de centre 0.

(d) A la traversée de la valeur p = o, I’équilibre 0 devient stable, et un cycle-
limite apparait. Il y a donc bifurcation, qui présente les caractéristiques de
celle vue en cours : p = 0 correspond a une bifurcation de Hopf (voir le
chapitre 9).

Exercice 5.2 Bendixson : nécessité de la simple connexité

1. Div/ = =3xM+y -\ +  +3y*- 1 soitDiv/ =4
0X oy A

2. Dans D, x*» +y» > donc Div/ >4 (™ - /), c’est-a-dire Divf > \-

Sur le cercle unité, la dynamique se réduit a f{{x, y) = | ce qui montre que

ce cercle est décrit a vitesse constante. Donc D contient le cercle unité, orbite
périodique.

Exercice 5.3 Equations d’orbites

1. La valeur propre -1 est double, mais |’espace propre correspondant, géneré par
le vecteur (0, 1) (vérification élémentaire) n’est que de dimension 1, ce qui
montre que le systeme n”estpas semi-simple.

Pour établir I’équation des trajectoires, le plus simple est d’écrire A = -1 +N.
La matrice »~ | ™~ | étant nilpotente, le développement de son exponen-
tielle se réduit a deux termes. On a donc = e/ - e~A N \I\41 d’ou
Aft) =

\-xo te *+yoe M
La trajectoire correspondant a la condition initiale zo = (1> 0) est donc z(t) =
qu’on peut aussi écrire z(t) = {x, x Injc). L orbite est donc d’équa-
tiony = x Inx.
2. Pour tout A réel, I’homothétique de rapport A de I’orbite précédente est une
orbite, correspondant en particulier & la condition initiale zq = (A, 0). Or, I’en-
semble de ces orbites est le plan entier privé de la réunion (0) x R* des deux
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orbites rectilignes, ce qui montre que toute orbite non rectiligne est homothé-
tique de Vorbite = jc In x.
On remarquera que I’équilibre {(0, 0)} en tant qu’orbite est obtenu pour /1 = 0.

Chapitre 6

Exercice 61 Equilibre d’un systéme hamiltonien

1 Soit Uqun voisinage de xq. L’hamiltonien H est strictement minimum en xq, de
valeur //,,J = Vm.
Il admet donc un minimum + 0 (avec ™ > 0) hors de i/q. V étant continu, il
existe un voisinage U\ de godans tel quegqe U\ => V(g) < + O2 De
méme, il existe un voisinage 1/2 de 0 dans R" tel que p * U2 => lIplP/2 < §jl.
Soit 173 = U\ xU 2\ c’est un voisinage de xq dans R™\ Si x G t/3, alors
H{x) < Vin + 0jl + 6jI = V,n + 0. Ceci implique X)) < 0car H
est constant sur toute trajectoire. Donc, x e Us =>V/ > 0, X) € Uq,

Par conséquent, xo = ("0, 0) est un équilibre stable.

P\
2. (a) (X)) = _d\zgqx
-dVjdqn
(0 0 1 o
|
A 0 0O O 1
A0 - __N(N N ! J—
D’ou, avec ka( "0 "Q— .\ 0 0 0
0 ~an O 0j

(b) Aprés échange convenable des vecteurs de base de )2 |a matrice

devient bloc-diagonale, avec le bloc 2 x 2 suivant : | R JEI, et un bloc

\-a\ 0/
{2n - 2) x (2n - 2).
Il en résulte que =i sont valeurs propres. Or, ces valeurs propres
sont attachées a la coordonnée généralisée g\ mais toute gi aurait pu étre

245



covg OzZ0g= @

Chapitre 14 < Corrigés des exercices et problemes

baptisée g\. Le résultat s’étend donc atout k : xi V'S “st valeur propre.
Le spectre de est donc Sp(VIX™) = [£i VS» eeen .

3. SoitX={g, p) W
Si /7= 0,alors g~ o), d’ou V{q) > V{qo) et H{x) - V(q) >"(aq)

Si /7~ 0,alors H{x) = szf +V{q) > "pz'P + Vin > Wi —-A(Ao)

Dans les deux cas, H{x) - H{xq) est égal a une constante positive. Comme H
reste constant sur une trajectoire, il en est de méme pour H[(p{i, X)]. En raison
de la continuité de //, il n’est pas possible que (f{t, x) tende vers xq. En d’autres
termes, ~équilibre jeg estpas asymptotiquement stable.

Exercice 6.2 Un équilibre stable mais sans fonction de Liapounov

1 On a montré en exercice 3.2 que pour le systeme S, I’équilibre 0 est en méme
temps stable et centrifuge (en presque tout point, x est du signe de x). Ceci si-
gnifie qu’une fonction H(x) de classe  décroissante sur trajectoire (condition
nécessaire pour étre une fonction de Liapounov) doit &tre décroissante au sens
large sur R+, croissante sur R_. Une telle fonction ne saurait présenter un mini-
mum strict en 0. Bien au contraire, elle est maximale (au sens large) en 0.
Donc, il n ~existe pas defonction de Liapounov au voisinage de O.

2. Généralisation a R" : le corrigé de I’exercice 3.2 fournit a nouveau la solution :
la fonction f{x) = X.[id’sin® * o0 X GR”, définit un systéme linéaire de

classe C' sur R" pour lequel I’équilibre 0 est stable et centrifuge. Le raisonne-
ment fait en question précédente sur R s’applique.

Probleme 6.1 Un systéme polynomial de dimension 2

1 Les équilibres du systemes sont donnés par i A ce qui fournit
] y P~ = x(1-x) =0 "

les quatre équilibres : , 2=, "3 =ijj-

2. (@) f(y, x) = {Z((ql__ X\ st le symétrique par rapport a D de /(x, Y).

Donc, leflot est symétrique par rapporta D.

(b) Pourx =y, z = Arestant parallele au vecteur || j, I’état ne peut

évoluer que sur la droite D, qui est donc invariante par leflot.
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dx dx dx

o N x (1- x) X 1-x
dt, qui s’intégre, avec les conditions initiales (ig, xq) = (0, - 1), en :
In(-x) - In(-x0) - In(l - ™) +In(l - xq) =t, c’est-a-dire :

. X 1
In =t-\n2. Donc, ---—--- =e iI- In2) =-e"

X L1 explidn2) =5e

(c) Sur D, le systéeme se réduitai = x(1-x).D ’ou

On a par consequent :

cette solution explose pour t\ = In 2.

3. (a) Nous avons , et par conséquent :
0 . 1

VI(*0) = V/(0, 0) = VI(M) = VI(1,0) = 10 Clg

-1' /\O -1

vife) =vi(l, 1) = VI(*3) = VI(0, 1) = |

-1 0 0

Les équilibres &) et @ sont associés aux valeurs propres -i-l et -1 et sont
donc instables pour les systemes linéarises.

Les équilibres e\ et 3 sont associés aux valeurs propres -t/ et -/ et sont
donc simplement stables pour les systemes linéarisés.

(b) * oget €2 sont hyperboliques de méme indice (1,0, 1). D’aprés le 2" theo-
reme de Liapounov, ils sont aussi instables pour S.

. et 3 sont non-hyperboliques de méme indice (0, 2, 0). On ne peut a
ce stade rien conclure quant a leur stabilité pour le systéme s .

4. L’isocline horizontale 4 est donnée pary = Oetjc 0. C’est donc la réunion
des droites x = O et x = 1, privée des equilibres.

L’isocline verticale 4 est donnée par jc= 0 et 0. C’est donc la réunion des
droites » = O et N = 1, privée des équilibres.

5. On ne sait pas a ce stade s’il existe des orbites périodiques autour de €i et 3,
ni si ces équilibres sont ou non asymptotiquement stables. On ne connait pas
non plus les conditions de naissance implosive et de mort explosive. Voici une
esquisse du portrait de phases du systéeme :
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1 o

1 Onav/(z) =

. s, o0
On obtient le linéarisé 5'¢enz = 1ql =2

Le systeme est hyperbolique d’indice (0, 0, 2), donc instable. D’apres le théo-
reme de Hartman-Grobman, zi est également un équilibre instable de S.

. Les valeurs propres sont A\ =\ ci A2 = 2. Cet exemple est traité dans le para-

graphe 6.5.2 :on a une résonance ordre k = 2.

Notant (xq, yo) les coordonnées du point zo = z(0), on a x(t) = xgc’} d’ou
y =2y +x =2y +Xq . Sion cherche y{t) sous la forme (f{t)e”\ on obtient
(P=x" d’ou =xIt+C; y(0) =yo fournit C = i/o,d’ou y{t) = {yo+xl t)

et I’expression du flot est <Kt, zo) = {{yo N 5 2

e Pour x0 " 0, on a I’équation de I’orbite du pointzo :y = Inx + mox"
avec mo = {ydx” - InxQ. Ces courbes sont toutes tangentes en zi a I’axe def
abscisses.

e Pourjoo=0et”0 " 0"lIss deux demi-axes des ordonnées sont des orbites.
 Enfin, I’équilibre z\ constitue une orbite.

Ce qui précede justifie I’allure du portrait de phases esquissé par la figure 6.5.a
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Remarques

(@ Lacourbe y = Inx est tangente a I’axe des x, admet le minimum -\/{2e)
pour X= \/yfé, passe par le point (1, 0) puis admet une branche parabolique
verticale.

(b) Tous les minima sont placés sur la parabole y = -x~12.

() Une étude complémentaire montrerait qu’il existe une conjugaison de
classe C' entre S et S1 (ce qui est plus précis que le théoreme de Hartman-
Grobman), mais qu’il n’en existe pas de classe bien que / soit polyno-
miale donc de classe C~.

Ceci peut se pressentir en observant que la courbure des orbites en 2 est
infinie.

Probléme 6.2 Un systéme de dimension 2

1. /(0) = 0 => 0 est un equilibre. Mais pour z 8 0, la 2" coordonnée de / dans
"R\ étant alors non-nulle, z n’est pas un équilibre.

Uunique équilibre estdonc z = 0.

2. La dérivée temporelle de F est égale au produit scalaire V F./
Les iso-F étant les cercles de centre 0, VF est radial, de mesure 2p selon (.

Par conséquent, VF .f = =2pH\ -p)(p-2)

On peut aussi établir ce résultat a partir de F = 2pp. Dans le disque unité
ouvert, cette fonction est strictement négative hors de 0, nulle en O.

Par conséquent, F est unefonction de Liapounov dans le disque p < 1.

3. Il résulte immédiatement de la question précédente que

I’équilibre 0 est asymptotiquement stable.

4. Comme tout systeme unidimensionnel, le systemep =p (1-p)(p-2) ne compte
que ses équilibres comme trajectoires périodiques au sens large (plus précisé-
ment : les trajectoires t\-~a,ota est un équilibre).

Le systéeme S ne peut donc présenter comme trajectoires périodiques que celles
correspondant ap = 0, 1ou 2. Or, en tout point de ond6 =1

Les cerclesp = letp = 2 sont donc des trajectoires décrites a vitesse constante
(respectivement 1et 2) dans le sens direct : ils correspondent a des trajectoires
périodiques, de méme période 2t

En résumé, outre la trajectoire r i-> 0, qui admet tout réel positif comme pé-
riode, le systéme compte deux trajectoires circulaires concentriquesde méme
période 2n.
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5. Propriétés des trajectoires.
- Les 2 trajectoires peériodiques sont des cycles-limites (voir § 7.2.2 pour les
définitions) :
* pourt .00 pour lecerclep = 1(cycle o'-limite) ;
* pourt  +00 pour le cercle p = 2 (cycle iu-limite).

- Pourp < 2, la plage temporelle de définition de tout état est R entier.
Pourp > 2, il y a naissance implosive a un instant déterminé 1iq, car pour
p — .00, p est équivalent a -p~. L’orbite admet pour T /(I une branche
infinie de direction asymptotique 6Yi0)-

- Toute transformée d’une orbite par rotation autour de O est une orbite.

6. Portrait de phases :

Chapitre 7

Exercice 7.1 Deux définitions équivalentes de rensemble-limite
Posons :

= EO{(piS' X), s>t}

uj(x) =ensemble des point ~ de tels qu’il existe une suite réelle (tn) tendant vers
+00, avec lim 0@, x) =y

- Soity e a)(x) :alors, V/ > 0, y e X), s >t}. Pour alléger I’écriture, nous
noterons (i+ = {0(5, x), s > t]. Pour tout n EN*, y e 0,+ Donc, la distance de ~ a

AN

1
@t est nulle. Ceci signifie qu’il existe tn —n tel que d(y, (p(tn, x)) < - La suite
tendant vers I’infini, y e oj. DONC, i0{x) ¢ tu(jc).
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- Soit maintenant y e a>(x) : alors, il existe une suite (r,,) tendant vers I’infini telle
que lim X) =y.

Donc, pour tout i > 0, I’ensemble {tnJn > t} est infini. Ceci entraine d{y, =0,

c’est-a-dire y e ()t Comme cette relation vaut pour tout r, on a» G P| c’est-a-
_ 1>()
dire y 6 Uj{X). Donc, w){x) ¢

En conclusion, aj(x) = a>x) :les deux définitions sont équivalentes.

Exercice 7.2 Orbite non-bornée et ensemble-limite

On peut définir dans un systéme linéaire en ji et en " instable dont les trajec-
toires sont des spirales logarithmiques issues du point (0, 0). Si I’on transforme le
systeme par un difféomorphisme appliquant  sur le demi-plan d’ordonnée positive,
par exemple (x, y) (X, z= on obtient des trajectoires qui admettent I’axe des
JLcomme ensemble-limite.

Exercice 7.3 Point isolé d’'un ensemble-limite

On sait déja qu’un ensemble-limite peut ne pas étre connexe ; par exemple, il peut étre
(voir figure 7.3) constitué de deux droites paralléles. Mais dans ce cas, il ne contient
aucun point isolé.

Hypothese : cu(zo) contient a isolé, et un autre point b * a.

Soit V(a) un voisinage quelconque de a. 1l contient une boule fermée B{a, s) incluse
dans V(a) et de rayon positifs <d(a, b)/3. Appelons Ba l’intérieur de cette boule, et
Bfj la boule ouverte B(b, s). La trajectoire Z0) visite en des temps arbitrairement
grands les boules disjointes Ba et donc aussi leurs frontiéres respectives C« et Ch.
Donc, Vn ¢ N*, 3tn >ntel que zn = (pCm o) » Ca. Comme C« est compact, on peut
extraire de la suite Zn une sous-suite qui converge vers un point z* de Ca : ce point
distinct de a appartient a iu(zo) D V(a).

Or, on peut trouver un tel point dans tout voisinage de a. Ceci montre que a estpas
un point isolé de uj(zo)- L’hypothese initiale est a écarter, ce qui signifie que si uj(zo)
contient un point isolé a, alors il ne contient pas d’autre point :

Si iu(zo) contient a isolé, tu(zo) = {«}e
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Exercice 7.4 Composantes connexes d’'un ensemble-limite

Hypothese : u{z> admet une partition en deux fermés : vj{zo) = A u B, dont A
composante connexe bornée.

A étant compact, A n B =Q” d{A, B)=J >0.L’ensemble F = {ze H ; d{z, A) =
d/3] est la frontiere du voisinage v de/1 défini par v = {z GH ; d{z, /1) < d/3]. Fermé
et borné, F est compact. Or, la trajectoire (pit, zo) visite en des temps arbitrairement
grands les ouverts disjoints v et w, ou w est la boule s(b, d/3), avec b élément
quelconque de B. Elle visite donc la frontiere F de V en des temps arbitrairement
grands.

Donc, V« G N*, 3tn > n tel que 2h = (pihx, zo) » F. Comme F est compact, on
peut extraire de la suite zi une sous-suite qui converge vers un point z~ de F : ce
point n’appartient ni a A ni a F car il est distant d’au moins d/3 de chacun de ces
deux ensembles. Or, il appartient a tu(zo)- Ceci est contradictoire avec le fait que

= Ayj b . Donc, b ne peut pas exister. Par conséquent, si A est borné, 6u(zo) = A.

En d’autres termes :si 0>(z0)posséde plusieurs composantes connexes™ aucune  est
compacte.

Si io(zo) posséde une composante connexe unique, celle-ci peut étre compacte ou
non.

Exercice 7.5 Un cas d’absence de cycles

1 La matrice A est déja sous forme réduite de Jordan, ce qui permet d’associer
le sous-espace central P\ aux quatre premiéres composantes, et le sous-espace
stable Es aux composantes suivantes.

» Dans Ec = les orbites sont portées par des produits cartésiens de cercles
donc par des tores. Le seul équilibre y est O et est simplement stable.
 Dans Es, les orbites sont des demi-droites issues de 0 ; le seul équilibre dans
Es est encore 0.

Donc 0 est simplement stable ; étant I’unique équilibre de 5, il est isolé.

2. Si O = plq, fraction irréductible, I’orbite de tout élément de Ec est périodique
de période Ing. En revanche, si a est irrationnel, les trajectoires dans Ec sont
presque-périodiques : elles sont denses sur des tores de Ec, mais ne sont pas
périodiques. Il en est de méme afortiori pour les trajectoires dans W\ car leurs
composantes de rangs 5, *e» , n sont a décroissance exponentielle, et ne per-
mettent donc aucune périodicité.
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Probleme 7.1 Variétés stable et instable

1L (8 OnaVi(z) = | _O" endomorphisme hyper-
bolique d’indice (1, O, 1).

(b) zo est un point-selle (ou col) de s I, donc un équilibre instable. D’apres le
théoreme de Hartman-Grobman, il est de méme nature instable pour S .

2. (a) Tout point de W\ a une abscisse nulle : il en est de méme de tous ses ascen-
dants et descendants car alors i = x = 0. Donc Vi est bien invariant par le
flot.

(b) Le bassin d’attraction de zo, noté Att(zo), inclut V\, et ne comprend aucun
autre point (tout point hors W voit ses descendants s’éloigner indéfiniment
de W\ par x = x). Donc, Att(zo) = V\. Mais comme zo est un équilibre
hyperbolique, VW("0) = Att(zo)- On a donc bien Vi = Fs("0)-

(c) La variété stable ~(zo) = W est constituée de 3 orbites : la demi-droite
(c=0;y >0), lademi-droite (x = 0 ; y <0) et I’équilibre zo-
X\ Xi \ /1"
i i = . 1 = . .Ce
3. (@) zi e Viestdelaforme v =\ 2 ¢Alors, ¢1 Xj + o\
vecteur étant parallele a la tangente a V2 en zi, V2 est invariante par leflot.

(b) Pour tout point zi de V2, il résulte de la tendance exponentielle triviale
de I’abscisse vers 0 quand -00 que tIim 2\) = zq. Donc,

V2 ¢ Repizo) (bassin de répulsion de zo)- On vérifie que Repizi)) ne contient
aucun point hors V2, ce qui montre que cette parabole est la variété instable
de 20 : V2 = V«(z0).

(c) La variété instable V,,(z0) = est constituée de 3 orbites : la demi-
parabole (x > 0 ; A = x"), la demi-parabole (x < 0 ; » = x") et I’équi-
libre zo-

Complément (hors énoncé) :

» Un portrait de phases est esquissé en figure 7.10 {8 7.3). On peut en affiner la
description en déterminant Fisocline Ih, ensemble des points du plan ou la tan-
gente a Vorbite est horizontale : Ih est déterminé par (x ~ 0, » = 0Q), c’est-a-dire
(x~ 0, y =3x"). Donc ht est laparabole y = 3x" privée du point zo-

* (5) résout analytiquement. Pour | ’état initial 2\ :

<, Z) = xi e

x~heM + (ifi -xM)e~"
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On constate qu'un état initial 2\ sur laparaboley -  conduit a (), 2\) = X)i(i\ee’\ﬂ'(f
ce qui confirme Vinvariance de cette parabole par leflot.
Probléme 7.2 Variétés centrales
2% 0\ Y (V)
1 @ OnaV/(z) = 0 _°ldouV/(zo) = Q _J
Le systeme linéarisé est donc 2 = (q {Si). Il est non hyperbo-

lique, d’indice (1, 1, 0). Le sous-espace stable Es est engendré par . j, le

sous-espace central Ec par

(b) L’ensemble des équilibres de  est I’axe des jc, soit R x {0}. Tous les équi-
libres, donc en particulier zo, sont simplement stables.

Zq est en revanche le seul équilibre de 5. Il est instable pour S car tout
voisinage de zo contient un point d’abscisse strictement positive, dont les
descendants verront leur abscisse tendre vers +00 quand t tend vers sa va-

leur maximale (voir question 2.b).
2. () Abscisse et ordonnée se calculent indépendamment I’une de l’autre :
X = X2 s’infégre en x(t) = \ 'Alx\ tiy = -y en yf{t) = y\e \ d’ou

-t

/ X\

(pt, z\) = \ - txi
y\e~* }
(b) De I’expression analytique du flot, on déduit immédiatement celle de la
plage temporelle, conditionnée seulement par la valeur de X :

1
pour <0 J{x\,i/i)= — , -foo naissance implosive al’instant — <0
pour*1=0 7("1, y\) =
pour X >0 J{x\"y\) = -co. . mort explosive a l’instant — >0

3. Pour cette question, on se reportera a la figure 7.11.

(@) Hors de I’axe des ordonnées, t = --—-, d’ouy = y\e = soit
X\ X
y= (U
(b) Toute « orbite gauche », orbite correspondant h x\ <0, est tangente en zo
a I’axe des abscisses et asymptote a la droite y = y\ (naissance im-

plosive a / = 1/JCi). Toute « orbite droite », orbite correspondant a ja >0,
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est asymptote a Taxe des ordonnees et a la droite y = y\ : ceci peut
se déduire soit de la question 3.a) soit du caractére explosif de la solution,
qui impose y(t = Ijxx) comme valeur limite dey.

Il en résulte que toute réunion d’une « orbite gauche » et de la demi-droite
R+ x {0} est une variété de dimension 1 tangente en zo a |’axe des abs-
cisses, lui-méme paralléle au sous-espace central Ec de Si. C’est donc une
variété centrale. Il y a autant de telles variétés que d’orbites gauches, donc
une infinite.

Complément (hors énoncé) : toutes les orbites du demi-plan x < 0 sont homologues
par affinité. L’annulation de d*yjdx” fournit |’abscisse de leurs points d’inflexion,
qui vaut -1/2. L orbite passant par (x\, y\) admet la droite y = y\ comme
asymptote.

De méme, toutes les orbites du demi-plan v > 0 sont homologues par affinité. Comme
dans le cas précedent, |’orbite passant par (xi, y\) admet la droite y = vyi
comme asymptote.

Exercice 7.6 Tangentes aux orbites d’une variété remarquable

a) Sur R, les orbites du systeme i = 0 sont des points. Aucune n’ayant donc de tan-
gente en 0, la réunion des tangentes évoquée dans I’énoncé est vide. Cependant,
V,(0) = R.

Autre exemple : les orbites du systéeme plan x = 1 -1 Xsont des spirales ou
{0

Aucune n’ayant de tangente en 0, la réunion des tangentes est vide. Cependant,
V,(0) = K2.

b) Les orbites du systeme plan (Li, X2) = —2x2), a chacune desquelles on
ajoute {0}, sont tangentes en {0} soit a (1, 0), soit a (0, 1). La réunion des deux
droites correspondantes est une partie propre de = RN

c) Pour le systtme x = -x ot x € P:,(0) = R”, et la réunion évoquée dans
I’énoncé est  lui-méme.
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Exercice 81 Naissance explosive, mort implosive

1.

n est le produit cartésien du cercle (ou tore T7), ensemble d’appartenance de la

T
longitude, et de I’intervalle =2 g homéomorphe aR), ensemble

d’appartenance de la latitude. C’est donc un cylindre, muni de la topologie pro-
duit des topologies de 7' et de R.

(p, inverse d’un nombre non-nul, ne s’annule lui-méme jamais. Il en est de méme
du vecteur t Par conséquent, I’ensemble 8 des équilibres est Vensemble vide.

Comme A= 0, on a Orb{zo) ¢ {do! x + g méridien ouvert (c’est-a-dire
privé des podles) de longitude do- Comme en tout point de ce meéridien ouvert
\A est bien défini et non-nul, Orb(zo) ne peut pas en étre une partie propre. Par
conséquent, Orb(zo) est le méridien ouvert de longitude do.

4 .y .
Pour tout ", ona > m Comme ip évolue sur un intervalle ouvert de longueur

13

T, cet intervalle est décrit en un temps inférieur a —2 également réparti
4/ 4
sur les deux hémisphéres. Il y a donc :

: . : L m :
- naissance a un instant négatif > ----8-: la vitesse \A = Q) tend vers +00

lorsque t . Alors, zo tend vers le pole sud, qui appartient a I’adhérence
id de Q : il y anaissance explosive au p0le sud.

™
- mort a un instant positif h- < \é * 3 = \( tend vers 100 lorsque t — tf.

Alors, Zo tend vers le pdle nord, qui appartient a I’adhérence Qde £ : il ya
mort implosive au pole nord.

Exercice 8.2 Poura i Q, ladistance de al,* a S est nulle

1 Remarquons d’abord que 0 410, ; donc, A est un entier au moins égal a 2, et

256

on 2i-6 =A+0,avec 010, 1
Aa =A(m+08) =Am +\ -060.

i
A+D» = A+ DM+E = (AHYM + 1-1-3(1 - 0)

eZ

Donc, ¢/(Aa, Z) =00{< 1/2) et d{A + Da, 2) = 8(\ - 0) (< 1/2)



= Oe o

o wR.

Chapitre 8

Bet 1 - ~ appartiennent a ]JO, 1[ et sont de somme 1 ; par conséquent, 1’'un des
deux appartient a 10, 5].

Il en résulte que Min[i/(Aof, Z), d({A + I)of), Z] < -

En d’autres termes : tout irrationnel a un multiple entier au moins deux fois plus
proche que lui de Z.

2. D’aprés la  question, il existe un multiple entier a\ de a deux fois plus proche
de Z que ne I’est a. Mais a\ étant lui-méme irrationnel, il existe a2, multiple
entier de a\ (donc de a) au moins deux fois plus proche de Z que ne I’est ai.
On définit ainsi la suite (@AQteM* telle que pour tout k e W, d(ak, Z) < —.
Comme tous les a® sont des multiples entiers de a, on a établi le résultat :

a GR - d(az\ 2) =0

Dans cette implication, a Z* représente [am\ m e Z*} et d est la distance entre
deux ensembles (voir « espaces métriques » en annexe 2).

Notons que réciproquement, si a est rationnel, a = pjqavecp e ZxetqeZ\
premiers entre eux. On a alors d{az*, Z) - 1/~ 0.

I découle aussi du résultat établi que si a est un irrationnel du cercle des réels
modulo 1 (ou tore T%), Vensemble des multiples entiers de a est dense dans T\

Probleme 81 Flot hélicoidal sur le tore

1. b=c=0 L’analyse est triviale :toutpoint est un équilibre.

2. =0, ¢ 0 Dans ce cas, le déplacement plan est vertical a vitesse constante.
Sur le tore T, I’orbite est le produit cartésien d’un tore a une dimension,
c’est-a-dire un cercle, par un point : la trajectoire est un cercle décrit a vitesse
constante (traduction de I’égalité y = c).
btO, ¢ =0 Ce cas se traite de facon analogue.

On obtient ici aussi un cercle décrit & vitesse constante.
Si on identifie T a un tore euclidien classiquement considéré comme plongé
dans euclidien, les cercles b = 0 et ¢ = Dforment deux familles distinctes,
orthogonales.

NocC \ b

3. hitO, b €Q’ Onat = 97 = .=p.p ravec (p, ) e Z*\ la fraction pjq
y ¢

étant irréductible. Alors, a I’instant r = b on a, si I’état initial est

Ua
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(xQ+b- \ Y0+
(= b_ . Comme p et g sont entiers, ce point repré-
yi) + -qb JO M + P

sente le point zo = \yol sur le tore. Donc, z{t) = z(0), ce qui montre que la

trajectoire est périodique. On a bien un cycle, qui est une hélice sur le tore T.
En fait, Xeffectue q « tours » alors que y en effectue p.

b t Soit (xi, y\) e un représentant d’un point quelconque de

T. Appelons Orbo I’orbite du point zo = (0, 0). Au temps r = y\jc, on a
y{t) = CT - y On retrouve la méme « ordonnée » a I’instant r + 1/c.

Mais alors, v a augmenté de a = -, qui est irrationnel. Aux instants r + mjc

(ot m e Z), y prend la méme valeur y\ (modulo 1), et jcprend I’ensemble des
valeurs br » ma. C’est le translaté par Z de I’ensemble des ma, dont on sait
par I’exercice 8.2 qu’il est dense sur le cercle . L’ensemble des jrest donc lui-
méme dense sur 7. Ceci signifie que pour tout voisinage V de (ai, y\) sur T, il
existe m tel que z(r +m/c) GV. Donc, OrbQ est dense sur T. L’ orbite d’un point
("G y0) quelconque de T est homologue de Orbo dans la translation (le lecteur
s’assurera aisément que cette notion a un sens sur T) de valeur (ag, J0), et est
elle aussi dense sur T quel que soit zo-

Par conséquent :pour tout zo, Orb{zo) "st dense sur T.

On remarquera que, munie de la topologie induite par celle de T, Vorbite de
z0 n'est pas une variété topologique. Ceci explique les réserves exprimées au
8§ 2.3.2 quant au fait qu’une orbite soit une variéte.

Toutefois, on peut munir Orb(zo) d’une topologie differente : celle engendrée
par les fragments d’orbite {z(0 ; t C\a, b[]. Avec cette topologie, Orb{zo) est
une variété différentielle de dimension 1 homéomorphe a R.

Chapitre 9

258

Exercice 9.1 Bifurcation d’un systeme polynomial de dimension 1

1. Siy 70, le systtme posséde 3 équilibres : -p, 0 ety

Si yu= 0, tout point est un équilibre. Le systéeme linéarisé autour d’un équilibre
iBest A = Vfaix). Comme V/*a) =i3pa” - p*) a, on a les trois linéarisés ;
A = Vi-fjx= 2prX
X = Vfo .x= - pn X

X = Vifj .X = 2pr X
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2. La question 1renseigne sur la nature des équilibres et permet de tracer le dia-
gramme de bifurcation suivant :

Figure 14.9

Commentaires

- Pour H < 0, r équilibre 0 est instable, les équilibres #j. asymptotiquement
stables.

- Pour =0, le systéeme se réduit ai = 0 : tout réel est un équilibre stable.

- Pour jA > 0, r équilibre 0 est asymptotiquement stable, les équilibres +/i
instables.

Par conséquent, il y a bifurcation pour yu= 0.

A la traversée de la bifurcation, il y a changement de nature de chacun des trois
équilibres : on passe de [ASt ST, INST, ASt ST] (pour ® < 0) a [INST, ASt ST,
INST] (pour yu> 0). A la valeur précise de bifurcation (/i = 0), il y aimmobilité
(donc équilibre simplement stable) de tous les états.

Cette bifurcation n’est d’aucun des trois types élémentaires de bifurcations de
systémes de dimension 1
Exercice 9.2 Bifurcation d’un systeme non-linéaire de dimension 1

Remarque préliminaire

Comme x i est impaire, le champ des trajectoires est lui-méme impair (si x{t) est
une trajectoire, x(t) = -x(-t) est aussi une trajectoire) et 0 est toujours un équilibre.

1 Les équilibres sont fournis par i =0, soit sinx =px. Compte tenu de la forme
de la fonction sinus, cette équation :
- ala solution unique j: = 0 pourp > 1| ;
- atrois solutions du type -a(p), Oeta(p) >0 pourp € [2/7¢ 1]

2. Le portrait de phases est le suivant (la courbe de bifurcation a une tangente
horizontale pour jc = 0) ; les équilibres -a et a sont instables, 0 est asymptoti-
% guement stable.
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Figure 14.10
3. Le simple examen du portrait de phases montre qu’il y a une bifurcation de
typefourche pour// = 1.
4. F{x) = VF .f =2x(px - sinx), équivalent a 2x» Qu- 1) pour \.

(@ pour P > 1, px - sin Xest du signe de x, donc F > 0 : F n~estpas une
fonction de Liapounov ;

(b) pourP e [2/7t,  pXx- sin X est du signe de -X.
Donc F < 0 hors de X = 0 dans un voisinage de 0 ; F est unefonction
de Liapounov pour I’équilibre 0, ce qui entraine la stabilité asymptotique
de O.

Probleme 9.1 Un systéme non-linéaire de dimension 2

1L A~y  +yuz(l - est somme de 2 vecteurs orthogonaux de modules car-
rés respectifs et p*-r™{\ - rY. D’aprés le théoréme de Pythagore : ||i]p =
[l +pHI - Y]

2. D’apres I’expression précédente, z = 0 =0 < z=0

Donc, 4) = 0 est le seul équilibre.

R T )

310 i '] +F\y 0-r2) = X+p(y - xry - If)
r<9fi  df\\
v/ = dx U coest-a-dire Vf = 1-24xr A
dfi dfi AN\ -2pxy p{\ - x*- 2yN).
\dx dy J

4. (a) VI(zo) (i F . Les valeurs propres de V f sont obtenues par :
= (i

P-A -1

1 p -

Ce sontdonc A = p+i. Elles sont toujours complexes conjuguées, de partie
réelle yu Si I’équilibre est hyperbolique, sa nature est fournie directement
par le théoréme de Hartman-Grobman : Z0 est asymptotiquement stable si

C=(l-aY +\= - IAfi+\+ 2=Q
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/i <0, instable sijj > 0.

-if
Xi
décrits uniformément dans le sens direct, ce qui atteste la stabilité simple
de I"équilibre. Résumons :

Si I = 0, le systeme devient z = . les trajectoires sont des cercles

- poury < 0, I"équilibre zo est asymptotiquement stable
- pour yu = 0, I’équilibre zo est stable (mais non asymptotiquement)
- pour YJ> 0,1’équilibre zo est instable

(b) Ce qui précéde montre qu’il y a changement de nature de I’équilibre pour
il=0.
Le systéme présente donc une bifurcation pour Yu = 0.

#-0 p=-1 P=1

Figure 1411

L f{z) = + -

Xi

composante  composante
langenlielle radiale

Pour r < 1:composante radiale > 0 : évolution centrifuge de z
Pour r > 1:composante radiale < 0 : évolution centripete de z
\drd _\ d(xM +yh)

2 : dt

= XX+ yy

T |
=x[-y +x(I - M +y[x+y (\- )]
= -xy + (YN - ) Hyx =l -

. dR . : el L :
soit o = 2R{\ - R), (avec R = rg), équation différentielle qui montre que R
(donc r) tend vers 1quand r * co (ce que confirme la résolution analytique,

non exigée, de I’équation différentielle). Le cercle unité attire le disque unité
pointé 0 <P < 1 Par conséequent :

Le cycle-limite est le cercle unité décrit uniformément dans le sens direct.
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Exercice 101 Deux trajectoires sécantes

Soit le systeme XA = 0.

Pour ag = O et jio = 1, on a la méme valeur de xi : ;d = 0. Il n’y adonc pas uni-
cité de la trajectoire pour laquelle = 0. En d’autres termes, les trajectoires d’états

initiaux O et 1 sont sécantes aux temps k > \. De plus, le systéeme est clairement
linéaire, ce qui fournit I’exemple demandé.

Exercice 10.2 Equilibres et 3-cycle

1. f{x) vaut fx{x) pour X < 3/4, et fjix) pour 1 > 3/4. Un équilibre x satisfait
nécessairement :
e /IW = d’oux --\, quel’on retient car -1 < 3/4
e ouf2{x) = X d’ou ji = 4/3, que I’on retient aussi car 4/3 > 3/4.
Donc, sOposséde deux équilibres, -1 et 4j3,

2. Pourtout xE I, X< 3/4d’ou/(x) =/i(x) =2x+ 1 Alors, /,(x) € [3/4, 13/8]
Comme /(x) > 3/4,onaf{x) = (/20/,)(x) = -4x +2,d’ou/(x) € [3/4, 5/2]
Comme f{x) > 3/4,onaf{x) =(20/2 0/|)(X) =-2(-4X +2) +4 = -8X
On a donc bien jc 6 | fA(X) = -8x.

3.0e/ ™ [IM0)=-8 x0=0,cequi montre que 0 est un équilibre de I.

0 est donc aussi 1’un des éléments d’un 3-cycle de S o-

Ce dernier s’obtient par /(0) =/,(0) = let (/ 0o/)(0) =/(1) =/2(1) = 2
On vérifie que /(2) =/2(2) =0

Donc, (0, 1, 2) est un 3-cycle de S/>.

4. Pour XG /, I"(x) = -8x, d’ou (/)'(0) = -8.

Ce nombre étant de module supérieur a 1, Z cycle (0, 1, 2) est instable et
répulsif.

Chapitre 11

Exercice 111 Rencontre orbite - section transverse

Si 1orbite coupe L une infinité de fois entre t\ et i2, I’ensemble T des temps corres-

pondants admet un point d’accumulation f, limite d’une suite r- (/ c N*) d’éléments
de T distincts de f .

Par continuité, z(C) e L. Alors, = [im A - cette limite ne Reut étre
_ _ koo  tk-t*
qu’un vecteur vertical ou nul, ce qu’interdit le statut de section transverse de L.

262



0 gQod

G

cow

A

U
©

Chapitre 11

L’hypothese de départ étant donc a rejeter : Vorbite de z* coupe L un nombrefini de
fois.

Remarques

1. Le raisonnement est encore valide si la section transverse est définie dans un
sens plus général :on impose seulement que L et /(zo) ne soient pas colinéaires,
ce qui traduit le fait que la question est une question de géométrie affine et non
euclidienne.

2. La conclusion se généralise au cas ol ze W-

Exercice 11.2 Ensembles stables, ensembles-limites, attraction

Le schéma suivant donne les huit exemples cherchés ; sept sont de dimension 1, un
de dimension 2.

Le tableau s’interprete ainsi : la  colonne sert a définir A, les colonnes suivantes
décrivent ses qualités :

Colonne « stable » : une croix si A est stable. Colonne « limite » : une croix si A est
I’ensemble-limite d’un point. Colonne «attract. » : une croix si A attire un ensemble
de mesure positive.

Dans la définition de A, il est fait référence aux sytemes suivants :
5 1 est le systéme d’équation d’évolution x = x(x - 1), avec x eR
52 est le systeme d’équation d’évolution x = 0, avec x ER

S2 est le systeme plan (x E R") dont les orbites sont les cercles de centre 0, décrits
dans le sens positif a la vitesse ||x||.|[x - 1]|. Le cercle unité F se décompose en deux
orbites ;r - {lj et I’équilibre {1}.

S4 est le systéme d’équation d’évolution x = x®, avec X ER

stable limite  attract.

A ={0} pour Si X X X
A ={0} pour $2 X X

/A=R_ pour Si X X
A =r pour S X

A ={0} pour S. X X
/A= .} pourSi

A =[-C», 2] pour Si X

A= [2, 3] pour Si

L’ensemble A = {0} pour Si possede les trois propriétes ; c’est par définition un
attracteur. 1l est le seul dans ce cas parmi les huit exemples proposes.
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Exercice 11.3 Une fractale dans

La démonstration est de méme nature que celle faite pour I’ensemble de Cantor en
annexe 6.

1. On identifie K comme intersection d’une suite décroissante de compacts Ki.
Donc, K est compact.

2. Sionprend m = 10" on a avec les notations de I’annexe 6 : N{m) = 9"
d’ot InTV/Inm ={k \n9)I{kIn\0\ d’ot dimK =1n9/Inl0 ™ 0,954.

Chapitre 12

Exercice 121 Un équilibre attractif pour r =3

f(a +s)- a

1 Ona s\- - =-(I +3e).

On observe que I’image d’un point situé au voisinage droit (s > 0) de a saute
au voisinage gauche de a, et s*en éloigne (| - (1 + 3¢&) > 1).

En revanche, I’image d’un point situé au voisinage gauche {s < 0) de a saute au
voisinage droit de a, Qis~en rapproche (|- (1 + 3£) < 1).

Ne sachant pas a ce stade si I’un des deux phénomeénes I’emportera sur I’autre,
on ne peut pas encore conclure sur le caractere de stabilité de a.

2. Onaf (a+s) =f[f(a +6)] =f\"-(\+ 3s)s], qui est un polyndme de degré 4
enf f*(a +s) ="+s- 18" - 27

A f'™Mahs) - o
D’ou ( )
0, cette expression est strictement inférieure a 1. Les diverses itérations de

se rapprochent donc de I’équilibre a = j de facon unilatérale. Ceci montre que
a = J eststable.

Ce phénomene, joint au fait que 1’équilibre a est isolé, montre que a est attractif

(puits). Si a n’était pas un équilibre isolé pour /~, on limiterait la conclusion a
sa stabilité simple.

=1—18 —27 Pour s appartenant a un voisinage de

Probleme 121 La suite logistique pour r = 4

1. /(sin™o) =4sin*o(\ - sino) =4sin*o cos™o = sin®(20).
Donc, /~(sin™ 6) =/(/(sin” 6)) =1f(sin(26)) = sin(4").
Plus généralement, par une récurrence évidente : V« € N, /*(sin"6l) =
sin(2"")
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2. pour Xe Qr, (/ oilN{X) =/[sin™(;r])] = sin’\(;rjc) d’apres la question 1

pour XG[0, Y2 ¢ QTj O = N(2x) = sin(;r;r)
pour XG[1/2, 1] c (i O {x) =ipf2 - 2x) = si\(7r - 7TX) = sirY\(;7rx)
Enrésumé :surQj =/, onal/ o " o . On a une égalité analogue avec

et (ou k G N), donc avec les flots. Comme ip est un homéomorphisme entre |
et lui-méme, nous avons montré que :
Sur /, les systemes T et L sontconjugués par ip .

3. Soit 0, « 1’273 «ee |’écriture binaire d’un réel a de /, et » > 0 quelconque. Il
existe G N tel que 2“" <'s, ce qui assure |a - 0, «1"2 eee(i < ~ Comme toute
suite de k nombres égaux a 0 ou 1est présente dans I’écriture binaire de m, il
existe J tel que m = 0, m\mz2-¢‘mja\az ‘" mimi+{eee, 00/ = J+k +
Alors, I’écriture binaire de 2*m est 2*m = m\ni2 -- mj, a\az --  mimi+\ eee,
dont la partie fractionnaire vaut 0, a\az " sakmjm/+i eee. Les écritures de a et
de 2 m ayant leurs k premiers éléments apres la virgules égaux, les parties frac-
tionnaires de ces deux nombres different de moins de donc de moins de s.
Nous venons de montrer que Vensemble des parties fractionnaires des
nombres 2" m estdense sur | lorsque n décrit M.

4. Soita = sin“(m;r), ou m est le nombre de Champernowne (question préceé-
dente).
fla) = f\sm (mn)) - sin [2m;r]. Il résulte de la question 3 que I’en-
semble des parties fractionnaires des nombres 22mn est lui-méme dense sur
| lorsque n décrit N. Il en est de méme des nombres sin [2¥*m;r] car la fonction
A G R ¥ sm” est continue. Par conséquent, I’ensemble des fA\a) est dense
dans | lorsque n décrit N.
Exprimé autrement : Forbite de a (pour le systéme L) est dense dans /.
Le raisonnement tenu pour a est également valable pour tout point fA{a) de son
orbite. Et comme I’orbite de a est dense dans /, on peut énoncer :

Vensemble des points dont Forbite est dense dans | est lui-méme dense
dans /.

5. x0 est périodique si et seulement si il existe un entier n e W tel que x* =
/”®0) = Yo+ Oh 40 = sin*0 (avec 0 G [0, ;Ti/2)) et x,, = sin(2~0). D’ou
sin* 6 = sin™ (2 6), qui équivaut a 2"~ = £6 +kn.

m
On adonc 6 = Y avec k G Z. Limiter kk{0, 1, ees, 2"-' - 11suffit a cou-
vrir toutes les valeurs de sin™ 0, donc de x. L’ensemble des valeurs de 0 obtenues
lorsque n décrit N* est dense dans [0, ;r/2]. Comme I’application i?i=> x = sin* 6
est continue, I’ensemble des x,, périodiques (avec 2" valeurs possibles de x*
a n donné) lorsque n décrit N* est dense dans /. On retiendra que :

Vensemble des points périodiques est dense dans /.
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Chapitre 13

Exercice 131 Un atlas du cercle

a) Chacun des i//, homéomorphe a un intervalle ouvert réel, peut étre appelé intervalle
ouvert de  (dénomination qu’on utilisera aussi dans le corrigé de I’exercice 13.2).
Par construction, I’atlas recouvre ronaU\JU2 —T™

b) Désignons un élément vde 7~ par son représentant réel de [0, 1[.

Soit ([ONXe i/i) = XGR, etR{Xys W) =x g Rsix g]0, /[, sinon @) =X\ s R;
(f\ et (2 sont des homéomorphismes : pour illustrer la continuité de ipe en 0, on pourra
vérifier par exemple que pour e > 0 arbitrairement faible, (f2(s) et (e(\ - s) different
de 2s.

U\ C\U2 ‘adeux composantes connexes :]0, ~[,et] 1[. Pour tout x appartenant
a la premiére, (pi(x) = (f2(x), donc ((fi o (p~") et (( ° sont I’identité de ]0, " [.
Pour tout Xappartenant a la seconde, {(\ o (p~") et ("2 " sont des translations.
Dans tous les cas, (pi o est de classe

Par conséquent,  est une variété différentielle de dimension 1 et de classe

Exercice 13.2 Un atlas du tore
L’approche est de méme nature que pour I’exercice 13.1.

a) f/i et U2 sont chacun le produit d’un intervalle ouvert de (comme défini en
début de corrigé de I’exercice 13.1) et d’un cercle, donc chacun homéomorphe a une
couronne plane ouverte, qui est un ouvert de R™. Tout élément de  appartient a U\
on Uz, par définition méme de ces ensembles. Donc, U\\JU 2 '=

b) t/| Pi~2 a deux composantes connexes : =10, j [x7™ et 1 1][x Chacune
des deux est homéomorphe a une couronne ouverte du plan, qui peut étre le plan
privé du point (0, 0). Il existe une infinité de couples d’applications de Ui dans R?
(/ ¢ {1; 2}) telles que f\ o et /2 of~" soient de classe

Une piste naturelle : pour chaque composante connexe, qui est topologiquement le
produit d'un intervalle par un cercle, utiliser Vintervalle pour paramétrer le module
dans R", et le cercle pour paramétrer Vargument.

Par conséquent,  est une variété différentielle de dimension 2 et de classe C°°.
I3H78BE1HH Dimension fractale du segment rationnel

1 Comme Qo est infini dénombrable, sa mesure de Lebesgue est nulle :

m(Qo) =0
Comme Qo est partout dense dans le segment réel [0, 1], sa dimension fractale
est celle de [0, 1], c’est-a-dire 1:7(Qo) = 1
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2. L’ensemble triadique K de Cantor et Qo sont deux sous-ensembles du méme
ensemble [0, 1].
- K est de dimension fractale In2/In 3 ; il est infini non-dénombrable ;

- Qo est de dimension fractale 1; il est infini dénombrable.

L’ensemble Qo a le plus faible cardinal mais la plus grande dimension fractale.
Ceci montre qu’il n’y aaucun lien direct entre cardinal et dimension fractale. I
n’y a méme pas de croissance au sens large de la dimension fractale en fonction
du cardinal.

Probleme 131 Dimensions de trois fractales classiques

1. Triangle de Sierpinski : si on divise le triangle circonscrit & T (de c6té posé
égal a 1) en triangles équilatéraux égaux de c6té 1/m, le recouvrement de T
exige N{m) d’entre eux.

- pourm= 2 =2""onaN{m)=3=3
- pourm= 4 =22onaN(m)=9=3
plus généralement :
- pourm = 2V onaN{m) =Y
\nN{m) _ k\w3 _ In3
Inm ~ k\Ww2  In2
Donc, la dimension fractale de T est O{T) - In3/In2 1,585.

2. Tapis de Sierpinski : si on divise le carré circonscrit a U (de coté posé égal a
1) en carrés égaux de cété 1/m, le recouvrement de U exige N{m) d’entre eux.
- pourm= 3 =3"onaN{m) =8=8"*

- pourm=9 =3YonaN{m) =64 =&
plus généralement :
- pourm= Y, on a N{m) = 8
!n fA—(—\g[T—])= /i8 = ilrlz: ceci pour tout k
Inm /cm3 m3 '
Donc, la dimension fractale de U est O{T) = 3In2/In3 ~ 1,893,

=, ceci pour tout k.

1050

~

cowvia.

. Flocon de von Koch : si on divise I’un des triangles équilatéraux circonscrits a

F (de coté poseé égal a 1) en triangles équilatéraux de c6té 1/m, le recouvrement
de F exige N{m) d’entre eux. La valeur 1/2 du c6té du triangle équilatéral initial
explique le facteur 2 dans les valeurs de m choisies.
- pourm =2 =23"onaN(m) = 3 =34®
- pourm=6 - 2.3\ onaN{m) = \2 =34"
- pourm = 18 = 2.3", on aN(m) =4S = 34"
plus généralement :
- pourm= 2.3", on a N(m) =3.4"
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INN{m) In3+ AlIn4 21n2
tend quand m 00 vers
Inm In2 + Aln3 In3

Donc, la dimension fractale de F est O{T) —21In2/In3 * 1,262,

Les valeurs obtenues pour les trois dimensions fractales sont en fait des conjectures
car nous nous sommes restreints a certaines valeurs remarquables de m. Leur valida-
tion rigoureuse exigerait des calculs plus lourds.
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(point), 112

(trajectoire), 112
Hilbert (espace de) 203
Hipparque 197
homéomorphisme 199
homocline
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(orbite), 112
(point), 112
(trajectoire), 112
Hopf (bifurcation de) 137
hyperbolique
(endomorphisme), 51, 53, 56
(équilibre), 91

implosive
(mort), 8
(naissance), 8, 100
impropre (nceud) 66

indice (d’un endomorphisme) 51, 53

indifférent (équilibre) 35, 151
inégalité
de Cauchy-Schwarz, 203
de Gronwall, 19
instable
(cycle), 155
(équilibre), 34, 144
(orbite), 105
(sous-espace), 45, 145
(variété), 108
invariant (positivement) 31
invariant par le flot (ensemble) 31
isocline 93, 253
itératif (diagramme) 151

J

Jordan
(bloc de), 147,213
(forme réduite de), 43, 213

K

KAM (théoréme) 171

Képler 197

Kolmogorov 171

Kolmogorov (dimension de) 219

Lagrange 198
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lagrangien 79
Laplace (Pierre-Simon de) 198, 208
laplacien (déterminisme) 208
Laskar (Jacques) 198
Leibniz (relation de) 206
lemme
d’encadrement, 215
de monotonie, 162
du piége, 162
Liapounov
(exposant de), 155-157, 172
(fonction de), 83, 85
(nombre de), 155, 156, 172
(stable au sens de), 40
(théorie de), 83
(1®" théoreme de), 86
(@®théoréme de), 91
Lie (dérivée de) 84, 85
linaire (systéme) 20, 24
linéarisation 88, 90
linéarisé (systeme) 89
Liouville
(théoreme de), 82
Lipschitz (condition de) 232
lipschitzienne (application) 207
locale
(bifurcation), 129, 130
(dérivée), 85
logistique
(application), 179
(équation), 6, 228
(suite), 179
Lorenz
(attracteur de), 176, 178
Lorenz (Edward) 198
Lotka-Volterra (systéme de) 176

M

m-cycle 152
m-cycle

(stabilité), 152
m-périodique 152
malthusienne (croissance) 6
Mandelbrot (Benoit) 219



Q- =

@V .

@C>

matrice

(exponentielle de), 234

nilpotente, 211

nilpotente d’ordre /?, 212
matrices

semblables, 24, 210
méthode

de Runge-Kutta, 226
métrique 201
métrique (espace) 200
miroir (systéme) 16, 35, 100, 138
moments conjugués 79
monotonie (lemme de) 162
mort

explosive, 8, 9, 158

implosive, 8
multiplicateur d’un cycle 154

N

nceud 66

attractif, 66

impropre, 66

répulsif, 66
nceud-col (bifurcation) 135
naissance

explosive, 8

implosive, 8, 100
Newton (lsaac) 198
nilpotente (matrice) 211
nilpotente d’ordre p 212
nombre de Champernowne 265

nombre de Liapounov 155, 156, 172

norme 201

normé (espace vectoriel) 201
norme associee 202

normes équivalentes 201
numeérique (schéma) 225

O

orbitale
(équivalence), 73
(symétrie), 15

orbite 5, 143
(segment d’), 20

asymptotiquement stable, 106
attractive, 105
génératrice, 61
hétérocline, 112
homocline, 112
instable, 105
périodique, 20, 104
répulsive, 106
stable, 104
orbites
(confusion d”), 74, 75
(répulsion d’), 77
oscillateur de Duffing 81
oscillateur harmonique 11
ouvert 199

paramétrage (changement de) 26
particulaire (dérivée) 84
période 104
primitive, 104
périodique
(orbite), 20, 104
(trajectoire), 20, 104
permanent (régime) 189
permanente (phase) 189
phase
permanente, 189
transitoire, 189
phases (espace des) 2
phases (portrait de) 5, 66, 228
Picard-Lindelof (théoreme de) 207
piege (lemme du) 162
plage temporelle 7, 112
Poincaré (Henri) 198
Poincaré (section de) 220

Index

Poincaré-Bendixson (théoréme de) 159,

168
point
critique, 33, 144
d’équilibre, 33, 144
elliptique, 11, 66
fixe, 33, 144
générateur, 58, 60, 61
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hétérocline, 112
homocline, 112
régulier, 30, 33, 144, 163, 165
stationnaire, 33, 144
point-selle 66
Poisson 198
portrait de phases 5, 66, 228
positivement invariant 31
préhilbertien (espace) 202
premier retour (application de) 141
primitive (période) 104
produit scalaire 202
Ptoléemée 197
puits 66, 144

R

Rayleigh-Bénard (cellules de) 177
redressement (théoréme du) 30
réduction des endomorphismes 43, 210
réduite de Jordan 213
régime

permanent, 189

transitoire, 189
régulier (point) 30, 33, 144, 163, 165
relation de Leibniz 206
répulsif

(cycle), 154, 155

(équilibre), 34, 144

(nceud), 66
répulsion d’orbites 77
répulsive (orbite) 106
résonance 94
résonance d’ordre k 94
Runge-Kutta (méthode de) 226

c

Sarkovski (théoréme de) 190
scalaire (produit) 202
schéma
d’Euler, 225
de Crank Nicholson, 225
numérique, 225
section de Poincaré 220
section transverse 165, 262
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segment d’orbite 20
semblables
(matrices), 24, 210
(systémes), 24
semi-simple 144
semi-simple (endomorphisme) 43, 211
sensibilité aux C.I. 172
sesquilinéaire (forme) 202
Sierpinski
(tapis de), 220, 267
(triangle de), 220, 267
simplement connexe 71
simplement stable 35
solution maximale 7
source 66, 144
sous-espace
central, 45, 145
instable, 45, 145
stable, 45, 145
sphére chevelue
(théoreme de la), 117
spirale (schéma) 151
spirale logarithmique 46
stabilité 40
(théoréme général de), 50
structurelle, 52, 130
structurelle (théoréme de), 133
structurelle locale, 131
stable
(asymptotiquement), 34
(cycle), 155
(ensemble), 40
(équilibre), 34, 144
(m-cycle), 152
(orbite), 104
(simplement), 35
(sous-espace), 45, 145
(variété), 108
au sens de Liapounov, 40
stationnaire (point) 33, 144
Sternberg (théoréme de linéari
suite logistique 179
super-attractif (cycle) 186
super-attractif (équilibre) 150



superstable
(équilibre), 182
superstable (équilibre) 150
symétrie orbitale 15
systeme
atemps continu, 1
atemps discret, 1,141
autonome, 1
conservatif, 12,32, 80,82
de Lotka-Volterra, 176
dissipatif, 32,83
dynamique, 1
hamiltonien, 79, 82,245
linéaire, 20, 24
linéarisé, 89
miroir, 16,35,100,138
systemes
conjugués, 22, 237
semblables, 24

tapis de Sierpinski 220,267
temporelle (dérivée) 85
temps continu (systeme a) 1
temps discret (systéme a) 1,141
théoréme
de Cauchy-Lipschitz, 7,158,207
de Green, 71
de Hartman-Grobman, 93
de la divergence, 32
de la sphére chevelue, 117
de Liapounov (1* th.), 86
de Liapounov 2~ th.), 91
de linéarisation de Sternberg, 95
de LiouviUe, 82
de Picard-Lindel6f, 207
de Poincaré-Bendixson, 159,168
de Sarkovski, 190
de stabilité stmetureUe, 133
des variétés remarquables (18¥), 108
des variétés remarquables (2®), 108
du redressement, 30
général de stabilité, 50
KAM, 171

Index

théorie de Liapounov 83
topologie 199
associée, 201
topologique
(espace), 199
(variété), 203
trajectoire 5, 49,143,149
chaotique, 171,172,193
génératrice, 58,60, 61
hétérochne, 112
homoeUline, 112
périodique, 20, 104
transditique (bifurcation) 135
transitivité
des ensembles-timites, 103
duflot, 18
transitoire
(phase), 189
(régime), 189
transverse
(section), 165,262
(varieté), 141
triadique (ensemble) 220
triangle de Sierpinski 220,267

variété 3, 30, 203
centrale, 108
diiférentieUe, 10,113, 203
instable, 108
remarquable, 107,157
stable, 108
topologique, 203
transverse, 141
variétés remarquables
(@ théoréme des), 108
(2®théoréme des), 108
vecteur tangent (& une variéte) 206
vectoriel normé (espace) 201
Verhulst (Frangois) 6
voisinage 199
von Koch (flocon de) 220,267
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