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Systemes ouverts en
regime stationnaire

Exercice 1.1 : Machine frigorifique

On étudie le cycle de Ieau d’une machine frigorifique. La capacité thermique
massique de I’eau liquide est ¢. La température critique de ’eau est 7, = 647 K.
L’eau dans 1’état D est a la température 77 = 288 K sur la courbe de rosée. L’eau
subit les transformations réversibles suivantes :

* DA : condensation isotherme a la température 77. L'eau dans 1’état A est sur la
courbe d’ébullition.

* AB : détente adiabatique réversible. L’eau dans I’état B est a la température
Ty = 268 K. Le titre massique en vapeur au point B est noté xp.

* BC : vaporisation isotherme. Le titre massique en vapeur au point C est noté xc.
* CD : compression adiabatique réversible.

Les enthalpies massiques de vaporisation pour les températures 7 et 77 sont
notées respectivement /[y et [;.

La variation d’entropie massique pour un liquide dont la température évolue de

T _y . .
TiaT,est:sh —s| =¢ ln?. La variation d’entropie massique au cours d’un
1

déplacement sur le palier d’équilibre liquide-vapeur a la température 7j est :
Ah

Ty
1. Représenter le cycle dans le diagramme de Clapeyron. Déterminer les titres
massiques en vapeur xpg et xc en fonction de ¢, Ty, T1, lp et [;.

As =

2. Déterminer les transferts thermiques massiques recus par ’eau au cours des
transformations BC et DA. Déterminer le travail massique recu par I’eau au
cours du cycle.

3. La machine frigorifique consomme du travail et préleve un transfert thermique
a la source froide (température 7p). Calculer I’efficacité de la machine frigorifique.

Analyse du probleme

Il faut Etre tres attentif lors de la lecture de 1’énoncé : bien identifier les paliers de
pression et regarder si I’énoncé donne des tables thermodynamiques completes ou
incompletes. On retrouve I’efficacité de Carnot puisqu’on a une machine cyclique
ditherme constituée de 2 isothermes et 2 adiabatiques réversibles.
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Cours :

On représente souvent le diagramme de Clapeyron représentant la pression p en fonction du
volume massique v du corps pur.

point critique

isotherme critique

Ao isotherme T
isotherme Ty

courbe courbe
d'ébullition de rosée

Vv

1. Etude thermodynamique avec des tables complétes ou des diagrammes thermody-
namiques

On connait les enthalpies, entropies massiques du liquide saturant et de la vapeur saturante
pour différentes températures. On utilisera treés souvent le théoreme des moments avec I’en-
tropie massique, 1’enthalpie massique ou le volume massique. Si dans une transformation,
I’entropie joue un rdle important (exemple adiabatique réversible, donc isentropique), on
utilisera le théoréme des moments avec s :

s — 8 LM
Xy = =
Sy — S§; LV

On utilisera également une relation qui est dérivée du théoréme des moments :
s =xysy + (1 —xy)s;.

D ~ t &cri h — h[_ LM ¢ vV — v LM
€ mEme, on peut eCrire © Xy = = Cl Xy = = .
P Y hV—hL LV v Vy — Vg LV

2. Etude thermodynamique avec des tables incompléetes

Si I’énoncé donne des tables thermodynamiques incomplétes, on utilisera des modeles
approchés. Souvent, on donne ¢ la capacité thermique massique du liquide. On prendra alors
le modele du liquide incompressible. On appelle / 1a chaleur latente massique de vaporisa-
tion (notée parfois dans les exercices [, ou L) a la température 7.

Variation d’enthalpie massique entre Ay et L :

Pour un liquide incompressible, on a : dh = ¢dT. On en déduit que :

AhA0—>L =c(T -Ty)
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Variation d’enthalpie massique entre M, et M, sur le palier :

p

isothermel’

courbe courbe
d'ébullition de rosée

v

On se déplace sur le palier d’équilibre liquide-vapeur du point M, au point M,.

En un point M du palier, on a : hy, = xyhy + (1 — xy) h;.
Aupoint M;,ona: h; = xyihy + (1 — xy) hy.
Au point My, on a: hy, = xyohy + (1 — xy,) hy.

Onadonc:h, — hy = xv, (hy — h;) — xyv, (hy — hp) . Lachaleur latente massique de vapo-
risation est définie par [, = hy — h;. On a donc :

%

hy —hy = (xy2 — xy1) Iy (T)

1. Le diagramme de Clapeyron est le diagramme (p,v).

point critique

courbe
d'ébullition de rosée

Vv

La transformation A B est isentropique :

On choisit le chemin AAgB car l'entropie est une fonction d’état. La varia-
tion d'entropie massique entre A et B ne dépend pas du chemin suivi :

Sp—85a = (S — Sa0) + (Sa0 — Sa)

. . . .. S
On considére une masse m d'eau. Lentropie massique est définie pars = —.
m
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On en deéduit que :

ly Ty
sp—54=0=(sp —540) + (a0 —5a) =xp—+cIn{ =] =0

Ty Ty
Ty (Tl)
xg=—cIn| —
lo Ty

La transformation CD est isentropique :
On choisit le chemin CAyAD. On a donc :

Ce qui donne :

sp—35c=0=1(sp—54)+ (54 —5a0) + (540 — S¢)
T L

lo
XCTO—I-Cz H(TO)-l- T,

On en déduit que :

Ti T Ty !
Xc = —Oc; In(—)+—="
ly To T ly

2. Calcul de gp_. ¢ :
Le premier principe de la thermodynamique pour un systéme ouvert en régi-
me stationnaire s'écrit :

Ahp—c =qp->c = qo

Le transfert thermique massique ¢gq recu au cours de cette transformation
est:
To
qo = (xc —xp)lo= 1
T
Calcul de gp— 4 :
La transformation D — A est isobare. Le premier principe de la thermody-
namique pour un systéme ouvert en régime stationnaire s'écrit :
Ahpsa =qp—sa =qi
Le transfert thermique massique g; recu au cours de cette transformation
est :
q1 = —1h
Calcul de w :

Pour calculer le travail massique recu au cours du cycle, il faut écrire le pre-
mier principe de la thermodynamique sur un cycle :

O=w+qgo+ q
On a alors :

W= —qo —(qi
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3. Lefficacité est définie par :

utile q0

n = —_ =

= dépense  w

On a donc :
T,
n=— o _ _ 7_1(')!] _ I T
q1 + 4o —l|+%’l| W Ty — T
dou :
1 T
n 0 L 13,4

=Ty Tc—Tr

On retrouve bien l'efficacité de Carnot puisqu'on a une machine cyclique
ditherme réversible.

Remarque : En pratique le point C doit se trouver sur la courbe de rosée
pour avoir une compression monophasique. Pour ne pas avoir des gouttes de
liguide dans le compresseur, on réalise méme une surchauffe de la vapeur
avant d'entrer dans le compresseur. Cette surchauffe se fait a pression

constante. On arrive & un point C’ dans le domaine de la vapeur séche.

Exercice 1.2 : Cycle de Rankine

Le cycle de Rankine est le cycle de base des centrales nucléaires. La pompe d’ali-
mentation porte 1’eau liquide saturante (€tat 0) de la basse pression py du conden-
seur a la pression p; du générateur de vapeur (GV) de facon adiabatique réver-
sible (état 1). L’eau liquide comprimée entre ensuite dans le générateur de vapeur,
isobare, ou elle est chauffée jusqu’a la température 75 du changement d’état (état
17), puis totalement vaporisée (€tat 2). La vapeur saturante seche produite subit
ensuite une détente adiabatique réversible (2-3) dans une turbine. Le fluide
pénétre ensuite dans le condenseur isobare pour y étre totalement condensé (état
0) a la température 77. On appelle Tt la température critique de I’eau. On négli-
gera le travail consommé par la pompe devant les autres termes énergétiques de
I’installation. On admet que h; = hg. On donne : 1 = 30 °C ; , = 300 °C et
ter =374 °C.

La variation d’entropie massique pour un liquide dont la température évolue de

1 .. . .
TyaTrest:sr)—5 =¢ lnF. La variation d’entropie massique au cours d’un
1

déplacement sur le palier d’équilibre liquide-vapeur a la température 77 est :
Ah
As = —.
T
Extraits de tables thermodynamiques pour I’eau sur le palier d’équilibre liquide-
vapeur :
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« liquide saturant & p; = 85,9 bar et 300 °C : s = 3,24 klkg ' K~';
h=1345kJ kg!
» liquide saturant & po = 0,04 baret 30°C : s =0,44 kJ kg ' K~ ' ; A =126 k] kg~!
 vapeur saturante séche 2 85,9 bar et 300 °C : s = 5,57 klkg 'K~ ';
h=2749 k] kg !
e vapeur saturante seche a 0,04 bar et 30 °C : s = 8,46 kJ.kg_l.K‘l;
h = 2566 kJ kg~!

1. Représenter ’allure du cycle décrit par le fluide dans le diagramme (7,s).

2. Déterminer le titre massique et I’enthalpie massique de la vapeur a la sortie de
la turbine.

— Wiurbine
qGv

4. Dans quel état se trouve le fluide a la fin de la détente dans la turbine ?
Pourquoi est-ce un inconvénient pour les parties mobiles de la machine ?

3. Calculer I'efficacité du cycle n =

Analyse du probleme

Il faut tre tres attentif lors de la lecture de I’énoncé : bien identifier les paliers de
pression et regarder si I’énoncé donne des tables thermodynamiques completes ou
incompletes. L'efficacité n’est pas égale a ’efficacité de Carnot puisqu’on n’a pas
une machine cyclique ditherme réversible. Il faut bien remarquer qu’une transfor-
mation isobare n’est pas nécessairement réversible.

2& 1. Le diagramme entropique est le diagramme (7,s).

T

point critique

P3
T2 vapeur

vV

T,

courbe d'ébullition

courbe de rosée

§

2. La transformation 2 — 3 est adiabatique réversible, donc isentropique.
On a alors :

53 =252 = sy (Th) = 5,57kl kg ' K
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On utilise le théoreme des moments sur le palier d’équilibre liquide-vapeur a
la température 7. Le titre massique en vapeur au point 3 est :

LM s3—sp (1) sv(2) —s.(Th)

Xy = —; —
VTLV T sy (M) —s (T sy (Ty) — sz (Th)
5,57 — 0,44
= —0,64
8.46 — 0.44 ’

On en déduit l'enthalpie massique au point 3 :
hy = xyhy (Ty) + (1 — xy) by (T}) = 1687,6 kI kg™

3. On applique le premier principe de la thermodynamique pour un systéme
ouvert en régime stationnaire.

Pour la transformation 2 — 3 :
hs — hy = wj

puisque la turbine est calorifugée. wj; est le travail indiqué massique recu
par le fluide. Il est toujours négatif pour une turbine.

Pour la transformation 1 — 2 :

ho —hi =qgv

puisquil n'y a pas de partie mobile de la machine, c'est-a-dire pas de travail
autre que celui des forces de pression.

Calcul de lefficacité :

—Wuwrbine  — (h3 — h2) _ (1687,6 — 2749)

_ = — 40,5 %
qGv (hy — hy) 2749 — 126 ?

T]:

4. D'aprés le diagramme (7'.s), la vapeur est saturante a la fin de la déten-
te. Il y a donc des conditions difficiles pour les parties mobiles de la machi-
ne a cause de la corrosion.

Remarque : Le cycle de Rankine malgré les inconvénients d'un mélange
humide est utilisé dans la marine : propulsion des sous-marins nucléaires,
porte-avion Charles de Gaulle. Une contrainte importante est d'avoir une
chaufferie la plus fiable et la plus compacte possible. Par contre, la turbine
est trés sensible a la corrosion.

Exercice 1.3 : Turboréacteur

Un compresseur axial aspire 1’air ambiant. Aprés compression, 1’air est chauffé
dans la chambre de combustion jusqu’a la température (73 = 1250 K). Apres
détente partielle dans la turbine axiale, I'air est envoyé dans la tuyere ou la
détente s’effectue jusqu’a la pression ambiante (Ps = 1,00 bar) . Le compresseur
est uniquement entrainé par la turbine, qui lui transmet intégralement la puis-
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sance mécanique que lui fournit 1’écoulement. On rappelle que P> = P;. On

: 2
donne le taux de compression du compresseur :F =6, L5
1

|| -2 ~ 3/ = 4 5
Arbre —>
Compresseur Combustion Turbine Tuyere
(1-2) (2-3) (3—4) (4-5)

L’air est assimilé a un gaz parfait. On donne ¢, = 1,00KkJ- kg LK et
v = 1,40. L’énergie cinétique sera négligée, sauf a la sortie de la tuyere. Le débit
massique d’air aspiré par le turboréacteur vaut Dy = 50,00 kg.s~!. Le com-
presseur aspire I’air ambiant défini par sa pression P; = 1,00 bar et sa tempéra-
ture 71 = 288 K. Les évolutions a I'intérieur des turbomachines (compresseurs
et turbines) et des tuyeres sont supposées adiabatiques, réversibles. On néglige-
ra les pertes de charge de I’air a I’intérieur des chambres de combustion : les évo-
lutions y sont isobares. On définit le rendement thermique du turboréacteur (noté
7,,) comme étant le rapport entre 1’énergie cinétique massique recue par 1’air,
notée e., et la (ou la somme des) quantité(s) de chaleur massique(s) fournie(s)
par la (ou les) chambre(s) de combustion, notée gcombustion-

1. Calculer la température 7> (sortie du compresseur), le travail indiqué massique
de compression, la température Ty, la pression P4 a la sortie de la turbine, la tem-
pérature T5 et la vitesse ¢s a la sortie de la tuyere.

2. Calculer la quantité de chaleur massique fournie a I’air lors de la combustion,
notée g>—3 = geombustion- Calculer 1’énergie cinétique massique de 1’air a la sor-
tie de la tuyere. En déduire le rendement thermique 7, de ce turboréacteur.

= —— ~— =1

| | —2 ~ 3114 5 6
Arbre —
Compresseur Combustion Turbine Combustion  Tuyere
(1-2) (2-3) (3—4) (4-5) (5-06)

La configuration est identique a la précédente mais on insére une seconde
chambre de combustion entre la turbine et la tuyere. Lors de cette seconde com-
bustion, 1’air est a nouveau chauffé jusqu’a la température de 1930 K
(75 = 1930 K). La détente s’effectue ensuite dans la tuyere jusqu’a la pression
ambiante (Pg = 1,00 bar).
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Comme précédemment la turbine entraine le compresseur, le taux de compres-
sion est identique et la température de fin de premiere combustion aussi
(T3 = 1250 K). On rappelle que P> = P3 et que Py = Ps.

3. Calculer 75, T4, P4, Ts ala sortie de la tuyere et la vitesse cg a la sortie de cette

tuyere.

4. Calculer la quantité de chaleur massique fournie a I’air lors de la seconde
combustion, notée ¢4_s. En déduire la quantité de chaleur massique fournie
globalement a I’air, notée gcombustion = g2—3 + ¢g4—s5. Calculer I’énergie cinétique
massique de I’air a la sortie de la tuyere. En déduire le rendement thermique 7,,.
de ce turboréacteur. Comparer les parametres des deux turboréacteurs étudiés et
conclure.

Analyse du probleme

On retrouve les €éléments classiques en thermodynamique industrielle : compres-
seur, turbine, chambre de combustion. Pour chaque élément, on applique le premier
principe de la thermodynamique en régime permanent pour un systéme ouvert a une
entrée et une sortie. Comme le compresseur est entrainé par la turbine, le travail
fourni par la turbine est récupéré entierement par le compresseur.

%

1. La compression est adiabatique, réversible avec un gaz parfait. On peut
donc appliquer les lois de Laplace pour la transformation 1 — 2

1—y 1—

T\P," = TZPZT. On a donc :
-

P1 8
LH=T|— =484 K
B

On applique au compresseur le premier principe de la thermodynamique a un
systéme ouvert en régime permanent : Ah = w; = ¢, (T, — T1).
qe = 0 car la transformation est adiabatique et Ah = ¢, (T, — T7) car on

a un gaz parfait.
On a donc :

w; =cp (T —T1) = 196 kJ.kg ™"

Le compresseur est entrainé par la turbine. Le travail fourni par la turbine
est récupéré par le compresseur : |wiq| = w».
Comme w3y <0, on a wip+wwu=0=c, (T2 —T1)+c, (T4 — T3),
d'ol :

Tha=T;—T,+ T = 1054 K

La transformation 3 — 4 est adiabatique, réversible avec un gaz parfait. On
1y 1y

peut appliquer les lois de Laplace : 75 P, T = 4P, ", donc:

11
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Y
T3\ ™7
P, = P; (—3) — 3.39 bar
1,

La transformation 4 — 5 est adiabatique, réversible, gaz parfait. On peut
appliquer les lois de Laplace pour la transformation 4 — 5
-7 Y

~

T4P," =TsP;" . 0nadonc:

) T 744K

Py
Is=T4| —
Ps

On applique a la tuyére le premier principe pour un systéme ouvert en régime

1
permanent : hs — hq + Ecg = 0 car on néglige toutes les vitesses sauf celle

en sortie de la tuyére. On a donc :

¢s = /2 (hy — hs) = \/2¢c, (Ty — T5) = 787 m.s™"

2. On applique a la chambre de combustion le premier principe pour un sys-
téme ouvert en régime permanent :

h3 - h2 = {23 = {combustion = Cp (T3 - T2) = 766 kag_l

w; = 0 car il n'y a pas de partie mobile de la machine. On a donc :
L —1
€ = 505 = 310kJ.kg

Le rendement thermique vaut :

utile 5
My = —— = 2> =40,4%
cout q23

3. On retrouve les mémes résultats que dans la question 1 : 7> =484 K ;

T4 = 1054 K et P4 = 3,39 bar.

La transformation 5 — 6 est adiabatique, réversible avec un gaz parfait. On

peut appliquer les lois de Laplace pour la transformation 5 — 6 :
11— 11—

T5 Py T = T6P6“’ .

On a donc :

1y

P\ 7
Te = T (—5) = 1362 K
Pg

On applique a la tuyere le premier principe pour un systéme ouvert en régime

1
permanent : hg — hs + Ec% = 0 car on néglige toutes les vitesses sauf celle
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en sortie de la tuyére. On a donc :

c6 = /2 (hs — he) = \/2¢, (Ts — Tg) = 1066 m.s "

4. On applique a la chambre de combustion le premier principe pour un sys-
teme ouvert en régime permanent :

hs — hy = qas = ¢, (Ts — Ty) = 876 kI.kg ™"

w; = 0 car il n'y a pas de partie mobile de la machine.
On en déduit que :

Gcombustion = 23 + g45 = 1642 kJ_kg_l

'énergie cinétique massique est :
1
e, = Ecg = 568 kJ.kg !

Le rendement thermique vaut :

utile €
= e _346%
cout Gcombustion

Le turboréacteur de la 2° partie a un moins bon rendement que celui de la
1™ partie. On récupére moins d'énergie cinétique pour un codt identique.

Exercice 1.4 : Cycle industriel de réfrigération

condensateur 4
1
Rup CPHP
2 séparateur 3
mélangeur
5 8
Rpp CPBP
évaporateur
6 7

Le condenseur et 1I’évaporateur sont des échangeurs permettant respectivement la
condensation et I’évaporation totale du fluide qui les traverse ; dans les états 1 et
7, le fluide est respectivement a 1’état de liquide saturant et de vapeur saturante
seche. Ces échangeurs sont calorifugés. Les évolutions du fluide y sont suppo-
sées réversibles. Ryp et Rgp sont des robinets de laminage, respectivement haute
et basse pression, qui assurent, sans partie mobile, des détentes supposées adia-
batiques :

13
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* Le fluide pénetre dans Ryp sous une haute pression €gale a Py (état 1) et en res-
sort sous une pression intermédiaire P, (état 2).

* Le fluide pénetre dans Rpp, sous la pression intermédiaire égale a Ps (€tat 5) et
en ressort sous une basse pression Py (état 6). CPHP et CPBP sont des compres-
seurs, respectivement haute et basse pression, qui assurent des compressions éga-
lement supposées adiabatiques et réversibles du fluide a 1’état gazeux :

* Le fluide pénetre dans CPHP sous une pression intermédiaire P3 (état 3) et en
ressort sous la haute pression Py (état 4).

* Le fluide pénctre dans CPBP sous basse pression P; (état 7) et en ressort sous
la pression intermédiaire Pg (€tat 8).

A la sortie de Ryp (état 2), et a la sortie de CPBP (état 8) , le fluide pénetre dans
le mélangeur-séparateur (MS) et ressort a 1’état de vapeur seche saturante (état 3)
vers CPHP et a I’état de liquide saturant (état 5) vers Rpp. L’échangeur MS est
parfaitement calorifugé, dépourvu de partie mobile, et les évolutions du fluide y
sont supposées réversibles.

Données : Py = 15 bar, P, = Pg=4,0 bar, Ps = 1,5 bar. Débit du cycle basse pres-
sion : Dgp = 1,50 kg-s~!. Débit du cycle haute pression : Dgp = 2,43 kg-s~ .
Puissance thermique de réfrigération P = 240 kW (recue par le fluide au niveau
de I’évaporateur).

1. Etude du diagramme des frigoristes : P(h)

P (en bar) échelle logarithmique

courbe de saturation
—_ (

liquid e .’ isentrope

«— 1sotherme
vapeur +

fioxide vapeur seche

h (kJ/ke)

L’ abscisse est I’enthalpie massique 4 du fluide étudié, exprimée en kJ kg™, avec
une échelle linéaire. L’ordonnée est la pression P, exprimée en bar (1 bar =
10° Pa), avec une échelle logarithmique.

Quelle est la forme des isothermes a I'intérieur de la courbe de saturation ? On
justifiera précisément la réponse fournie. Trouver I’équation d’une isotherme
d’un gaz parfait dans le diagramme étudié ; y a-t-il accord avec les isothermes du
diagramme réel du fluide Forane 502, représenté en annexe ?

2. Etude du cycle haute pression (1 - 2 — 3 — 4)

Le fluide frigorigene étudié€ ici est le Forane 502. Tracer le cycle 1, 2, 3, 4 sur le
diagramme fourni en annexe. Présenter, sous forme de tableau, les caractéris-
tiques (h,P,T,x) de chacun des états 1, 2, 3 et 4 par lecture directe sur ce dia-
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gramme ainsi complété. Retrouver le titre massique en vapeur x du fluide dans

I’état 2.

3. Etude du cycle basse pression (5 — 6 — 7 — 8)

Tracer le cycle 5, 6, 7, 8 sur le diagramme fourni en annexe. Déterminer les
valeurs de P,T,x et h pour les états 5 et 6 du fluide. Faire de méme pour le flui-
de dans I’état 7 ; en déduire les valeurs pour 1’état 8. Présenter, sous forme de
tableau, les caractéristiques(h, P,T,x) de chacun des états 5, 6, 7 et 8.

4. Bilan énergétique

Calculer la puissance mécanique échangée dans CPHP et CPBP. Calculer la puis-
sance thermique échangée dans 1’évaporateur et dans le condenseur. Calculer le
COP (coefficient de performance) de !'installation frigorifique étudiée :

{OF= — =

rendement du cycle étudié par rapport au cycle de Carnot :

Commenter.

50,00

P th, évaporateur

Préca CP HP+BP
ayant mémes températures de source froide et de source chaude. En déduire le

. Calculer le COP du cycle réfrigérant idéal de Carnot

cop

n = .
COPCamm

40,00
30,00
23,00

20,00 4

15,004

10,00-|
2800
7.00
5.00 1
4001
3.00 4
250 1

2.00 1

150 —

100ty R ARasara o Lol

50

]
, M

-40,
0.90

210

240

(RARRERAmERRERL: T (RERRRREEEEEERS RERRRRRARER RS Jfl‘b””g(j”“(‘)”'”"’h ..... l‘lz)ﬂl“l")l(j ........................

Forane 502

270 300 330 360 390 420 450
Enthalpy [kJ/kg]

Figure 1

Diagramme des frigoristes du forane 502. s en kJ.LK~' kg~!.
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Analyse du probléme

Cet exercice utilise le diagramme des frigoristes tres utilisé pour des cycles de réfri-
gération. Le théoreme des moments permet de donner une relation entre le titre
massique en vapeur et les enthalpies massiques sur un palier d’équilibre liquide-
vapeur.

Zﬁ 1. Les isobares sont confondues avec les isothermes a l'intérieur de la cour-
be de saturation et sont représentées par des segments de droite horizon-

taux.

D'aprés la deuxiéme loi de Joule, l'enthalpie d'un gaz parfait n'est fonction
que de la température donc sur une isotherme h est constante. Les iso-
thermes pour un gaz parfait sont donc des droites verticales dans le domai-
ne od le fluide est gazeux, ce qui est en désaccord avec la figure fournie.

2. Tracé du cycle : voir figure a la fin du corrigé.

1 2 3 4
h (kIkg™1) 245 245 343 366
p (bar) 15 4 4 15
T (°C) 36 —11 —11 44
X 0 0,36 1 vapeur seche

Les grandeurs en gras dans le tableau ci-dessus sont données par I'énoncé,
les autres sont lues sur le diagramme.

On utilise le théoréme des moments pour calculer le titre massique en
vapeur :

LM hy — hp(—=10°C)

YTV T hv(=10°C) — h(—10°C)

avec  ho=h; =245klke”"  ;  hi(—10°C) = 188 kl.kg' et
hv(—10°C) = hy = 343kl kg .

On en déduit que : x = M = 0,37. Cest tout a fait cohérent avec
343 — 188
la lecture sur le diagramme.
3. 5 6 7 8
h (kJ.kg™1) 188 188 328 347
p (bar) 4 1,5 1,5 4
T (°C) —11 —37 —37 3
X 0 0,16 1 vapeur séche
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Comme dans le tableau précédent, les grandeurs en gras dans le tableau ci-
dessus sont données par l'énoncé, les autres sont lues sur le diagramme.

4. Compresseur HP : Pyéca cpnp = Drp(hs — h3) = 55,9 kW.

Compresseur BP : Pméca CPBP = DBp(hg — h7) = 28,5 kW.
On en déduit la puissance mécanique recue par les deux compresseurs :

Préca cp ip+Bp = 84,4 kW
La puissance thermique algébriquement recue par l'évaporateur est :
Pth gvaporateur = DBP(h7 — hé) =210kW
La puissance thermique algébriquement recue par le condenseur est :
Pincondenseur = Drp(h1 — ha) = —294 kW

On a bien une valeur négative puisqu’on a un changement d'état vapeur —
liquide.

COP — utiie _ P th, évaporateur _ 210 —2.49.
coit  Ppgcacpup+pp 84,4
COPymor = T = 3,23
Carnot — TC—TF e

avec Tr = —37 + 273K et Tec = 36 + 273 K. Il faut choisir les tempéra-
tures de T¢ et Tr de facon a obtenir le plus grand COP pour la machine de
Carnot. Cela revient a prendre T le plus grand et T¢ le plus petit. Nous en
Ccop 2,49
= — = T77%. Cest
COPcumor 3,23
normal d'avoir un rendement inférieur a 1. Le cycle réel n'est pas un cycle
de Carnot. Le laminage n'est pas réversible. Le transfert thermique isobare
(4 — 1" — 1) nécessiterait une infinité de sources de chaleur pour étre
réversible.

déduisons le rendement du cycle : n

Attention a ne pas confondre les courbes isochores (non utilisées dans I’exercice)
et les courbes isentropes, de pentes plus importantes.

17
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Diffusion thermique

Exercice 2.1 : Ailette de refroidissement

On considere une barre de cuivre cylindrique de rayon a = 5 mm, de longueur L.
En x =0, la barre de cuivre est en contact avec un milieu a la température
Ty = 330 K. Tout le reste de la tige est en contact avec |’air ambiant de tempéra-
ture uniforme 7, = 300 K. On appelle A\ = 400 W.m~!.K~! la conductivité ther-

mique du cuivre et & = 12 W.m 2. K~! le coefficient de transfert conducto-
convectif entre la barre de cuivre et 1’air. On se place en régime stationnaire. On

A
pose 0 = ,/ %. On rappelle la loi de Newton : §Q = & (Ts — T;) dSdr a I'interfa-
ce solide-fluide avec Ty la température du solide et 7y la température du fluide.

1. On considere que la longueur de la tige est quasi-infinie. Déterminer numéri-
quement le profil de température 7 (x) en tout point de la barre de cuivre.

2. On remplace la tige précédente par une tige de longueur L = 20 cm.
Déterminer numériquement 7' (x). Calculer T(L).

Analyse du probléme

Cet exercice traite d’une ailette de refroissement utilisée par exemple pour refroidir
un microprocesseur. Il faut étre capable d’effectuer un bilan thermique sur une
tranche d’épaisseur dx pour obtenir I’équation différentielle en 7(x). On utilisera
la continuité de la température ou du flux thermique pour déterminer les constantes

g § d’intégration.

= -]

A 2

< § 1 @ T.

s 1 ] +

o 3 T

= 5 T,

? g 0 Il @

> 2

= Q

cE | —
o8 B
g 0 B *
2
=
g Comme a < L (le rayon du tube est trés petit devant la longueur), on peut
8 considérer que la température ne dépend que de x.

19
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Cours : Premier principe de la thermodynamique
Il faut prendre ’initiative d’effectuer un bilan thermique sur un volume élémentaire de sec-

tion S = ma” compris entre x et x + dx pendant une durée dr.

La transformation est isobare puisque le systéme est en contact avec I’air qui maintient une
pression constante. Le premier principe de la thermodynamique s’écrit :

dH = 6W' + 60

» dH est la variation d’enthalpie du systéme entre 7 et 4+ d7. Dans I’exercice, elle est nulle
puisqu’on est en régime stationnaire (on dit aussi régime permanent).

» OW’ est le travail recu autre que celui des forces de pression. Ici : W' =0

* §Q est le transfert thermique algébriquement recu pendant dr.

On divise souvent le premier principe de la thermodynamique par df pour faire apparaitre
des puissances thermiques.

Puissance thermique par conduction traversant une surface X

Soit une surface ¥ orientée suivant .

6Q
Z%
—>
-
dS=dSu,
by

Le transfert thermique dQ qui traverse la surface ¥ pendant dr est :
00 = &dt = Pypdr

® est la puissance thermique par conduction qui traverse . On I’appelle également flux
thermique. Le terme puissance thermique est préférable puisqu’il fait référence a I'unité du
flux thermique (le Watt).

On peut I’écrire avec le vecteur densité de courant thermique ji,. On a alors :

5Q:¢dr:ff i - d8dr

MeX

On projette sur i,. Le transfert thermique qui traverse S pendant dr dans le sens iz, est :

5Q:[[ﬁmwf

Mex
Loi de Fourier
La loi de Fourier s’écrit :
jin=—Agrad T

A est la conductivité thermique du milieu (en W.m~ ! K™1). Elle est toujours positive. Le
signe — vient du fait que le transfert thermique se fait spontanément des zones les plus
chaudes vers les zones les plus froides.
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Conditions aux limites

On n’a pas de discontinuité de la température a I’interface solide-solide ou solide-fluide
immobile car le transfert thermique est de méme nature (transfert thermique conductif). Le
contact est supposé parfait.

On utilise trés souvent la continuité du flux thermique au niveau des interfaces. Les inter-
faces ne peuvent pas accumuler d’énergie car 1’épaisseur est infiniment petite.

On a une discontinuité de la température a I’interface solide-fluide en mouvement. On note
Tp la température de la paroi solide et T la température de fluide en mouvement. On utili-
se souvent la loi de Newton :

§Q = hS(Tp — Tr)dt

Il faut faire trés attention aux signes. Comme le transfert thermique se fait du corps
le plus chaud vers le corps le plus froid. 4Q est donc orienté algébriquement de la
paroi vers le fluide.

Cours : h est appelé coefficient de transfert conducto-convectif ou coefficient d’échange
entre le solide et le fluide (en W.m_z.K_l). Tout se passe comme si on avait une disconti-
nuité de la température au niveau de la paroi. On fait I’approximation qu’une petite épais-
seur d’air est quasiment au repos sur une trés faible épaisseur appelée couche limite ther-
mique.

Z@ On fait un bilan thermique sur une tranche comprise entre x et x + dx :

h2radz [T (x)—T,]

=t

O (x) . ®(z+dz)

T c+dz

®(x) est la puissance thermique qui rentre en x.

@ (x 4+ dx) est la puissance thermique qui sort en x + dx.

h2madx [T (x) — T,] est la puissance thermique qui sort a travers la surfa-
ce latérale 2madx

SiT(x) > T, le transfert thermique est positif et effectivement dirigé vers 1’exté-
rieur. C’est bien une puissance thermique effectivement perdue.

La transformation est isobare. Le premier principe de la thermodynamique
ZW sur une tranche s'écrit en régime stationnaire :
dH =0=900 = ®(x)dt — ®(x +dx)dt — h2wadx [T (x) — T,] dt
On a donc :

®(x) — O (x + dx) — h2madx [T (x) — T,] = 0

21
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- — dT .
La loi de Fourier est : jj, = —Agrad T = —)\d—ux.
X

La puissance thermique ®(x) qui traverse la surface 7a® orientée suivant
i, est:

dr
d(x) = jth*zm2 = —)\aﬂaz
On en déduit que :
do d’T
——dx — h2madx [T (x) — T,] = Ma®>——dx — h27adx [T (x) — T.]
dx dx?
=0
L'équation différentielle s'écrit :
d&>T  2h _ 2h T
dx2  Xa  Xa €

2h

T T T,

a2 2 F
e Solution générale de ['équation homogéne.

2

1 1
L'équation caractéristique est: r= — — =0, soit r = £—.
)

)
. . X X
La solution générale est donc : Tsg = A exp (E) + B exp (_E)
e Solution particuliéere de l'équation différentielle avec second membre :
TSP = Te
La solution de ['équation différentielle est :
X X
T(x)=T,+ Aexp (E) + B exp (_E)
Il faut deux conditions aux limites pour déterminer A et B :
® |e contact est parfaiten x =0, donc 7(0) =Tp =T, + A+ B.
® |a température doit rester finie si x — 00. On a donc A = 0.
La constante d'intégration B est : B = Ty — T,. On obtient :
X
T() =T, + (T~ T exp (%)

Numériquement, on a :

T(x) = 300 + 30 exp (_0 ;89)
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2. On a toujours :

T(x)=T,+ Aexp (%) + Bexp (_%)

La distance caractéristique vaut o = 28,9 cm. La longueur de la tige vaut
20 cm. On ne peut plus considérer comme dans la question précédente que la
longueur est trés grande devant la distance caractéristique. On n'a donc plus
les mémes conditions aux limites.

Le contact est parfaiten x =0, donc 7(0) =Ty =7, + A + B.

La deuxieme condition aux limites est plus délicate a trouver. On a une discontinui-
té de la température a cause du flux conducto convectif en x = L.

11 faut raisonner sur la continuité du flux thermique en x = L.

z& La continuité du flux thermique en x = L permet d’obtenir la deuxiéme équa-
tion :

jn(L)ma® = hma® [T (L) — T,]

En utilisant la loi de Fourier, on a :

dT
—Al — =h[T(L)—T,
(dx)x_L [T (L) ]
dr A X B X
Comme “-3 exp (5) 5 exp (_3)' ona:

—AA L AB L _nla L B L
5exp5—|—5exp 5) = exp5+exp 5

On a un systéme a deux équations et deux inconnues :

To=T,+ A+ B

—AA L +)\B L (A L + B L
5 exp 5 5 exp 5) = exp 5 exp 5

La résolution numérique donne : A = 5,92 et B = 24,08.
On a donc :

T(x) = 300 + 5,92 exp (0 ;89) + 24,08 exp (_0 ;89)

Pour x = L, la température est égale a 324 K.

Remarque : Si la longueur de la tige est supérieure a 3, alors on peut considérer que
la tige est de longueur quasi-infinie. On retrouve alors la résolution plus simple de la
question 1.
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Exercice 2.2 : Simple et double vitrage

On considere une picce a la température 7; = 20°C. La température extérieure est
T, = 5°C. On étudie les transferts thermiques avec I’extérieur a travers une vitre

en verre de conductivité thermique A = 1,15 W.m LK1, de largeur 60 cm, de
hauteur 60 cm et d’épaisseur 3 mm. On suppose qu’il n’y a pas de flux sortant a
travers les autres parois de la piece. On se place en régime stationnaire.

1. Définir et calculer la résistance thermique de la vitre. En déduire le flux ther-
mique sortant a travers le simple vitrage.

2. On remplace le simple vitrage par un double vitrage constitué d’une vitre
de 3 mm d’épaisseur, d’une couche d’air de conductivité thermique
Xair = 0,025 W.m~! K~!, d’épaisseur 10 mm et d’une autre vitre identique 2 la
premiere. Donner le schéma thermique équivalent. Calculer le flux thermique
sortant a travers le double vitrage et les différentes températures dans le double
vitrage. Interpréter.

Analyse du probleme

En régime stationnaire, on a continuité du flux thermique en ’absence de produc-
tion de chaleur. On pourra alors utiliser la notion de résistance thermique et tra-
vailler sur un schéma thermique équivalent. En appliquant le diviseur de tension, on
pourra déterminer les différentes températures.

L’énoncé ne donne pas le coefficient de transfert conducto-convectif entre la vitre
et I’air. On néglige donc la discontinuité de température aux interfaces vitre-air.

1. On appelle S la surface de la vitre. Le transfert thermique se fait suivant

2@ 'axe Ox dirigé de lintérieur vers 'extérieur.
vitre S
air d(z) = —= P(x+da) extérieur
T; T.
0 x r+dx e

Cours : La transformation est isobare. Le premier principe de la thermodynamique s’écrit
sur une tranche en régime stationnaire :

dH =0=6Q0 =P (x)dt — d (x +dx)dr
On a donc conservation du flux thermique :
D (x)=P(x+dx) =cte

On note @ le flux a travers les différentes sections de la vitre.
La loi d’Ohm s’écrit en convention récepteur : Vi — Vo = RI{_,>. R est toujours positif.

I=I_.,
—— R

%1 Vo
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La résistance thermique est définie par analogie : 7| — T» = Ny P2,

(I) = @1—>2
—_—— E}Eth
T] T‘Z

Interprétation physique : Si 71 > 71>, le transfert thermique se fait des zones les plus chaudes
vers les zones les plus froides d’apres le deuxieme principe de la thermodynamique.
Analogie avec I’électrocinétique :

T—V
Hipn — R
d=P,—>1T

Le flux a travers une surface S a 1’abscisse x est :

. dT
P=jS=-A—5
dx
On sépare les variables et on intégre entre x = 0 et x = e.
dT ® dx,dou T — T ®
=——dx,douTh, - T = ——e.
XS 2SS
€
Onobtient: 71 — T = — .
n opten 1 2 NS
La résistance thermique est :
e
Nih = —
th S

Remarque :
On peut la retrouver par analogie avec I’électricité. La résistance d’un fil conducteur de
conductivité -y, de section S et de longueur L est :

L

R=—
S

Dans de nombreux exercices, on fera le schéma thermique équivalent.

Z On est en régime stationnaire. Il n'y a pas de création de chaleur dans la
Y vitre. On a donc conservation du flux thermique.
=Py,
—_—— mth
Tl T2

La résistance thermique est définie par analogie avec lélectricité
I =T =N Pi-o2.
En coordonnées cartésiennes, la résistance thermique est :

Ny = —— =7.25 x 103K.W~!
AS

La surface S vaut : S = 0,6 x 0,6 = 0,36 m?.
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On en deéduit le flux thermique sortant pour le simple vitrage :

Ti_Te
b = =2070 W
Jith

2. On se place toujours en régime stationnaire. Il n'y a pas de terme de créa-
tion. On a conservation du flux thermique a travers les différentes sections
du double vitrage.

On peut donc utiliser le schéma électrique suivant avec des résistances ther-
miques en série.

Rent Reno Renz
—— & &
T; 1 1> T.
,Ti Tl T2 Te
e=3 mm L=10 mm c=3 mm

Les résistances thermiques sont :

Ry = — =7.25 x 1073 KW~
nS

R = =1, 11KW!

A-airS

Ry = — = 7,25 x 1073 KW~
S

La résistance thermique équivalente est :
NRineg = Rin1 + Nz + N3 = 1,1I3KW!
On en déduit le flux thermique sortant :
T, —T.
" Rt + Rz + R

On a un flux thermique sortant 155 fois plus faible que dans la question 1.
D'ol lintérét du double vitrage pour lisolation thermique.

On peut calculer les différentes températures en utilisant le diviseur de ten-
sion :

%) =133W

HIAN

h—-T,= (T, = Tp)

Il ne faut pas écrire 7 au lieu de 77 — 7;. 1l faut considérer une tension et non un
® potentiel pour appliquer le diviseur de tension.
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2& De méme, on a:

Rt + Riwo

Tz—Ti— (Te_T;)

mtheq

L'application numérique donne : 7= 19,9°C et 75 = 5,1°C.

Exercice 2.3 : Fil parcouru par un courant

On considere un fil cylindrique de conductivité électrique -y, de conductivité
thermique A, de rayon a et de longueur L. On suppose que 7(0) = T (L) = Ty.
Le fil est parcouru par un courant électrique d’intensité constante /. On néglige
les pertes thermiques a travers la surface latérale. On se place en régime station-
naire.

1. Déterminer la température 7' (x) dans le fil.

2. Pour quelle abscisse la température passe-t-elle par un maximum ?

3. Ce résultat €tait-il prévisible par une analyse physique ?

Analyse du probleme

En régime stationnaire, on n’a pas continuité du flux thermique car le fil recoit de
la puissance du circuit €lectrique. Il faut faire attention aux signes lors de I’écriture
du premier principe de la thermodynamique.

Une analyse des symétrie du probleme permet de prévoir qualitativement ou la tem-
pérature est maximale dans le fil.

z& 1. On considére une tranche de section S = wa” comprise entre x et x + dx
dx
pendant dz. La résistance de longueur dx et de section § est : dR = -5
Y
O (x)dt ) , O (z+dx)dt
% r+dx

Pour une transformation isobare, le premier principe de la thermodynamique
s'éecrit :
dH = oW’ ' + 460
® En régime stationnaire, dH = H(t +df) — H(t) =0
e OW’ est le travail recu autre que celui des forces de pression. Ici le sys-
téme recoit un travail électrique. En convention récepteur, le travail recu

d
est : OWeee = dRI2dr = — 124t
¥S
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® JQ est le transfert algébriquement recu. Il vaut :

d®
®(x)dt — O(x +dx)dr = —d—dxdr
%

Attention aux erreurs de signe pour le travail électrique recu. Il faut bien mettre un

@ signe + devant dRT 2dt car c’est bien une énergie recue par le systeme de la part
du circuit électrique. Cette énergie recue est également appelée énergie dissipée
par effet Joule.

La loi de Fourier est :

b —
Jih = —Agrad T
Le flux thermique ou la puissance thermique a travers la section § d'abscis-

se x est:

dT
D = jpS = —)\a’fra2

On obtient donc pour le premier principe :

9% ear + L g — 0 = )\mzdz—dedr + & g
dx ~S dx2 yra?
L'équation différentielle s'écrit :
d°T I
dx2 Mymlat
On intégre une premiére fois :
aT_ P

=———X
dx Aymia?

Une deuxieme intégration permet d'écrire :

% 3#
e b AN e B
Mym2at 2
On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes d‘inté-
gration A et B :

T =

TO)=Ty=81B
72 T2
T(Ly=Ty=—————+ AL+ B
(L) =T Aym2at 2 TALT
On a donc :
B=T,
4 E I
T Myr2at 2
On obtient finalement :
[2
T(x)=——+—(—x*+1L T,
(x) 2>vwr2a4( x*+Lx)+ Ty



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 2 - Diffusion thermique

2. On calcule la dérivée de T par rapport @ x pour déterminer od la tempé-
rature passe par un maximum :

a7 r (—2x + L)
_—— fra— x
dx 2 ym2a?

La dérivée est nulle pour x = >

La température est donc maximale au milieu du fil.

3. Chaque élément de longueur dx du fil recoit la méme énergie électrique.
Les températures sont égales aux deux extrémités. Le plan x = % est un
plan de symétrie pour la température. La température est donc croissante
entrex =0 etx = % puis décroissante entre x = % et L.

On peut donc prévoir qualitativement que la température est maximale au
milieu du fil.

Exercice 2.4 : Chauffage d'une piéece

On souhaite maintenir constante la température d’une piece a 7; = 20°C. La
résistance thermique des 4 murs et du sol est Ry = 10,0 x 103KW ! La

résistance thermique du plafond et des tuiles est Ny = 2,0 X 103KW ! La
température de 1’extérieur est 7, = 10° C. On se place en régime stationnaire.
1. Calculer la puissance thermique P a apporter a la piece pour maintenir
constante la température.

2. On améliore I’isolation thermique en rajoutant une plaque de matériau isolant
entre le plafond et les tuiles. Calculer la résistance thermique de ce matériau afin
de réaliser une économie de 50% sur la puissance thermique P.

Analyse du probleme

On étudie la puissance thermique nécessaire pour maintenir constante la températu-
re d’une piece. Comme on se place en régime stationnaire sans terme de création, on
pourra utiliser I’association série et parall¢le des résistances thermiques. Il faut faire
attention aux signes lors de I’orientation des différentes puissances thermiques.

1. On suppose la transformation isobare. On applique le premier principe de
2& la thermodynamique a la piéce pendant une durée dr. En régime stationnai-
re, on a:

dH = W' + 60
En régime stationnaire, dH = H (t +dt) — H (r) = 0.
OW’ est le travail recu autre que celui des forces de pression. Ici JW' = 0.

En divisant par df, on a :
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0= P totale recue

Piotale recue 5t la puissance thermique algébriquement recue par la piéce.
Il y a trois puissances thermiques algébriquement recues par la piéce :

Ptotaleregue: Pt Pief 4%

® P est la puissance thermique apportée par le chauffage (par exemple un
radiateur électrique).

Te_T:!'

e P = R est la puissance thermique recue de 'extérieur a travers les
Jlthl
4 murs et le sol.
Te - T; 2 y ’ P N
e P, = R est la puissance thermique recue de l'extérieur a travers les
Jth2

tuiles et le plafond.

Dans I’écriture du premier principe, les puissances sont algébriquement regues par

T;

. T, .
le systeme. Il faut donc écrire 7, — T; et non T; — T, car ‘;\ est une puissan-
Jlthl
ce algébriquement orientée de I’extérieur vers 1’intérieur.

Ici T, < T;, donc P; < 0. C’est donc en fait une puissance effectivement fournie

a ’extérieur.

2& On en déduit que :

P_ (Te_ﬂ+Te_Tr)
B Rih Nin2

P = 6000 W

Dol

Remarque : Les deux résistances thermiques sont en parallele. La résistance ther-
mique est définie par :

1 " 1
R Rt R
i 5 § e Te - Tl 2 5 5
La puissance algébriquement recue de 1’extérieur est Y Le premier principe
Jth
s’écrit alors :
T — T
0 — P + e 1
S}Ih

On retrouve le méme résultat que précédemment.

2. On souhaite avoir la méme température avec une puissance thermique

2& P’ = 3000 W. On appelle 9, , la résistance thermique de la plaque de maté-

riau isolant que lon rajoute entre le plafond et les tuiles. En régime sta-
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tionnaire, la résistance thermique du plafond, de la plaque de matériau et
des tuiles est alors : Mo + Np5.

Remarque : Les deux résistances sont bien en série car on se place en régime sta-
tionnaire sans terme de création. On a conservation du flux thermique (ou de la
puissance thermique) a travers les différentes sections du plafond, du matériau iso-
lant et des tuiles.

Zﬁ Le bilan thermique s'écrit alors :

Pf:_(Tej_Ti_'_ Te_Tif )
Rt Rz + Ny

On a alors :
P’=(7;-—Te)( Ly ! )
Nent Nz + Nenz
Dol
[N & I P%g — (T, —T.)
Mo+ R, TL—T, Ren (T — T) Ry

On obtient finalement :
y (T; — T,) R
m'thz = -
PR — (T; — T,)
Application numérique : 9t/ , = 3,0 x 1073 K.W™'.

Exercice 2.5 : Effet de cave

L’atmosphere occupe le demi-espace x < 0 et le sol le demi-espace x > 0. La
température au niveau du sol est : 7(0) = Ty + a cos(wr). On utilisera la nota-
tion complexe : T(0)=Tp+aexp(jwt). Pour le sol, on note

.3

Jith2

p=3,0x10°kg.m 3 la masse volumique, ¢ = 515J.kg " K~! la capacité
thermique massique et A = 1,2 W.K~!'.m~! la conductivité thermique. On pose

i
pecw
1. On cherche une solution de la forme : T (x,t) = Ty + f (x) exp (jwt).
Déterminer f (x). En déduire T (x,1).
2. Calculer les variations de température a une profondeur de 50 cm pour une

amplitude de variation journaliere de la température 7(0) de 15°C autour d’une
température moyenne de 3°C en hiver.
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Analyse du probléme

On étudie les répercussions dans le sol des variations de température de 1’atmo-
sphere. 11 faut savoir €tablir 1’équation de la diffusion a une dimension en écrivant
le premier principe de la thermodynamique a un systeme bien choisi.

0 atmosphere

. sol

surface S

On applique le premier principe de la thermodynamique a un volume de sec-
tion §, compris entre x et x + dx pendant une durée dr :

aT ad
peSdx —dt = @ (x)dr — &(x + dx)dt = ——dxdt
ot dx
En utilisant la loi de Fourier, on a :

aT
b=jS=—-I—8§

dx
On en déduit l'équation de la chaleur :
a%T _ pcdT
axz X ar

En notation complexe, on a :

T (x,t) = Ty + f (x)exp (jr)

3°T oT
'équation de la chaleur s'écrit alors : — = e
dx? A ot
aecazz 821 ('r)et8£ fix)j (jwt)
vec —— = ——exp (jw — = f (x) jwexp (jwt).
ox2  gx2 PV ar L JWERY
'équation différentielle devient :
9 f . pe . .
T2 pljat) = ~f (x) jwexp (juwt)
X A
En simplifiant, on a :
P f ope.
2 LW =0
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@ Il faut savoir que j = exp (jg), donc /j = exp (jz) = l

¢
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[ 2A
D'aprés l'énoncé, on pose d = | ——. On obtient finalement :
pecw

o8F oy
—— ——=fx)=0
axZ 52i( )
W o w s 2 :
L'équation caractéristique est : r< — ? =0, soit
i
P
52

On en déduit :

On obtient alors :

f(x)=Aexp (#) + Bexp (MTJ))C)

La température complexe est :

1=+ (aesp () e (5 + 2o (5) e (5 ) exp i

Il reste a déterminer les deux constantes d'intégration complexes avec les
conditions aux limites :

e Le sol a une profondeur infinie. Comme la température doit rester finie,
on a nécessairement B = 0.

® Pourz=0,0na:7T(0)=Ty+aexp(jwt). Dot A =a.

On obtient alors :

T=Ty+aexp (_Tx) exp (7 (w1 = 5))

On revient aux grandeurs réelles. Soit :

T (x,t) = To+ aexp (—) cos (wt - —)

33
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2. Application numérique : = 14,6 cm. Pour x = 50 cm, on a :

X
T (x,t) =34 0,49 cos (wr — E)

On a donc des variations trés faibles de la température a une profondeur de

50 cm. Le sol n‘est plus gelé a cette profondeur. Cest l'effet de cave.

On retrouve une profondeur caractéristique comme dans l'exercice sur 'effet

de peau. Au dela de quelques ¢, les variations de température sont négli-
geables.
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Diffusion
de particules

Exercice 3.1 : Profil de concentration en régime permanent

On consideére une solution contenant un composé de densité particulaire n dépen-
dant uniquement de la coordonnée spatiale x. Dans la région (a) de longueur 9,
la densité particulaire est variable avec x, alors que dans la région (b) elle est
constante de valeur ng. Sur le plan de cote x = 0 est injecté un flux constant de
I’espece étudiée. On appelle D le coefficient de diffusion dans la région (a).

(a) (b)

Injection d'un flux de particules

>
0 €T

1. Démontrer I’équation aux dérivées partielles vérifiée par la densité particulai-
re n(x,t) en régime variable.

2. Exprimer en régime stationnaire la densité particulaire n(x) ainsi que le flux
de particules injecté en fonction de ng = n(0), ng, d, D et S.

Analyse du probléme

On utilise les coordonnées cartésiennes pour traiter cet exercice de diffusion de par-
ticules. On effectue un bilan de particules pendant d7 sur volume Sdx pour obtenir
I’équation aux dérivées partielles.

En régime stationnaire, on obtient une équation différentielle avec une seule
variable. On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes d’in-
tégration.

35
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%

1. On effectue un bilan de particules pendant dz sur un volume de section
S compris entre x et x 4+ dx :

S.

v

0 €T r+dx )

La variation du nombre de particules pendant dr est égale au nombre de par-
ticules qui rentrent pendant dr — le nombre de particules qui sortent pen-
dant dr + le nombre de particules qui sont produites pendant dr.

e On appelle d?N la variation du nombre de particules pendant dz. A lins-
tant ¢, le nombre de particules est n(z)Sdx. A linstant r 4+ dz, le nombre
de particules est n(f + dr)Sdx. On a donc :

5
BN = (n (¢ + dt) — n (r)) Sdx = B—?drde

e (e qui rentre pendant dr a l'abscisse x : jp(x)Sdr.

e (e qui sort pendant dr a l'abscisse x +dx : jp(x + dx)Sdr.
® Il n'y a pas de particules produites dans le volume Sdx.

Le bilan de particules s'écrit donc :

8 3j
8—’:drde — jp (x) Sdf — jp (x 4 dx) Sdr = —%dedt
X

La loi de Fick s'écrit :

- — an =5
jp =—Dgradn = —D—u,
0x
On obtient 'équation aux dérivées partielles :
on 8%n
ar  ax2

2

2. En regime stationnaire, on a : 2 = 0. Une premiére intégration permet

dn
d'écrire : o A. Une deuxiéme intégration donne :

n(x)=Ax+ B
On utilise les conditions aux limites pour déterminer A et B :
e Pourx =0 :n(0) =nyg=B.
® Pourx =6 :n(d) =ng=Ad+ B.
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ns —n
On obtient finalement : B =nget A = %
La densité particulaire n(x) est donc :
ng — A
nx)= =20t no

)
Le vecteur densité de flux de particules est :
ns — R
—Uu
5 X

g — —
jp =—Dgradn = —Au,

Le flux de particules a travers une surface § est :

Y : ns —no
¢=f]jp-ds=j55=—TS
S

Remarque : En régime stationnaire sans terme de création, on a conserva-
tion du flux de particules a travers les différentes sections du cylindre (a).
On vérifie que si ng > ny, le flux est bien positif.

Exercice 3.2 : Diffusion dans un cylindre

On considére un cylindre d’axe Oz, de longueur L trés grande devant le rayon
R>. On creuse dans ce cylindre une cavité cylindrique de méme axe, de rayon Ry,
remplie d’un gaz avec une densité particulaire n; maintenue constante. On négli-
ge les effets de bord ce qui revient a considérer la diffusion radiale entre r = R,
et r = Ry. On note D le coefficient de diffusion. L’ opérateur laplacien en coor-
données cylindriques s’écrit :

Af =-2
! ' or r2 9¢° 072

19 [ of 13°f 3%f
— |+
rar
1. Démontrer I’équation aux dérivées partielles sur n dans le cas a une dimension
(variable notée x) en régime variable. En déduire la généralisation de cette équa-

tion avec I’opérateur laplacien.

2. On se place en régime stationnaire. Exprimer la densité particulaire n(r) pour
r compris entre Ry et Ry en fonction de ny, r, D, Ry et jp; (densité de flux de
particules pour » = Rp). En déduire le vecteur densité de flux de particules en
fonction de jpi, Ry et r.

Analyse du probleme

En régime stationnaire, on obtient une équation différentielle avec une seule
variable. On utilise les conditions aux limites pour déterminer les constantes d’in-
tégration : continuité de la densité particulaire et continuité du flux de particules a
la traversée d’une surface.
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%

1. On effectue un bilan de particules pendant dz sur un volume de section
S compris entre x et x 4+ dx :

0 T z4+dx o)

v

La variation du nombre de particules pendant dr est égale au nombre de par-
ticules qui rentrent pendant dr —le nombre de particules qui sortent pen-
dant dz 4 le nombre de particules qui sont produites pendant dz.

e On appelle d*N la variation du nombre de particules pendant dz. A lins-
tant ¢, le nombre de particules est n(#)Sdx. A linstant ¢ 4 d¢, le nombre
de particules est n(r + dr)Sdx. On a donc :

9
BN = (n (t +dr) — n (1)) Sdx = B—?dtde

e (e qui rentre pendant dr a l'abscisse x : jp(x)Sdr.
e (e qui sort pendant dr a 'abscisse x 4+ dx : jp(x 4+ dx)Sdr.
e Il n'y a pas de particules produites dans le volume Sdx.

Le bilan de particules s'écrit donc :

on _ . djp
Edtde = jp (x)Sdr — jp (x +dx) Sdr = —B—dedt
X

La loi de Fick s'écrit :

- — an _,
jp =—Dgradn = —D—u,
ax

On obtient l'équation aux dérivées partielles :

an 9%n

ar ax?

La généralisation avec la Laplacien s'écrit :

— = DAn
ot

2. On en déduit l'équation aux dérivées partielles avec les coordonnées
cylindriques :
L0
on 1 _0 (1 ﬁ)

=D
ot r ar
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En régime stationnaire, on a :

d
are
dr
d
Onadonc:r—nzA
dr
) : dr .
On sépare les variables : dn = A—. Soit :
r
n=Alnr+ B

On a deux constantes dintégration A et B. Il faut donc deux conditions aux
limites.

En régime permanent, sans terme de création, on a conservation du flux de
particules a travers un cylindre de hauteur / et de rayon r (avec r compris
entre R et Ry).

Le flux de particules est :

- = dn A

o = f[ Jjp-dS = jp2nrh = —Dd—27rrh =—-D|— ) 2nrh
r r

S

= —2wmAhD

Le flux de particules ne dépend pas de r.
On a deux conditions aux limites :

® (Continuité de la densité particulaire pour r = Ry :
n=AmnR;+ B
e (Continuité du flux de particules pour r = R :

o = jD|27TR|h = —2wAhD

On a donc :
A= —jpIR .
B=n+ JD17 In Ry
On a finalement :
ip1 R D1 R ip1 R
0= _Jp1ki Inr +ny + JD11X] InR; = _ /D1 llnL—l—nl
R
Le vecteur densité de flux de particules est :
- —> . Ry
Jjp = —Dgradn = Jp1—~iir

Remarque : On vérifie I’homogénéité et la pertinence de de la derniere relation. Si
jp1 > 0, on a bien un flux de particules dirigé suivant +u,.
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Rayonnement
d’equilibre thermique

Exercice 4.1 : Cube dans un four

On place a I'intérieur d’un four un cube de c6té a, de capacité thermique mas-
sique ¢ et de masse m. Le four est maintenu a la température 7. Le solide est ini-
tialement a la température Tp. Le four et le solide sont assimilés a des corps noirs.
On suppose que la température est uniforme a 'intérieur du parallélépipede et

que

e
T,

=<

1. Quelle est la condition sur les températures pour ne tenir compte que des trans-
ferts thermiques radiatifs ?

2. Déterminer 1’évolution temporelle de la température 7 du parallélépipede.

Analyse du probléme

Comme tous les solides sont assimilés a des corps noirs, on peut appliquer la loi de
Stéfan. Le premier principe de la thermodynamique permet d’obtenir I’équation dif-
férentielle en 7. Il faut faire le bilan des flux surfaciques pour en déduire le trans-
fert thermique algébriquement regu par le systeme.

1. Il faut avoir des températures élevées pour ne tenir compte que des trans-
ferts thermiques radiatifs puisque le flux surfacique émis par un corps en

équilibre thermodynamique est 7.

2. On appelle S la surface totale du cube : S = 6a>. On appelle T la tem-
pérature du cube. Pendant dt, la température varie de d7. On peut utiliser
la loi de Stéfan puisque le cube est en équilibre thermodynamique a la tem-
pérature 7.

On écrit le premier principe de la thermodynamique au cube entre ¢ et r + dr :
dU = 6W 4+ 00

e La variation d'énergie interne vaut : dU = mcdT.
e Il n'y a pas de travail : 6W = 0.
® Le flux surfacique émis par le cube considéré comme un corps noir est

d’aprés la loi de Stéfan oT4. Le flux thermique émis par le four considéré
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lui aussi comme un corps noir est o‘T]4. On en déduit le flux surfacique radia-
tif (orienté du corps noir vers U'extérieur) a la surface du cube (comprenant
6 faces de surface totale S = 6a?) :

o™ = oT* — 0T}
Le transfert thermique algébriquement recu par le cube est :
0Qrequ = —¢™ISdt = — (oT* — oT}) S dt
On en déduit ['équation différentielle en 7 :

mcg = — ((JrT4 — JT]4) S
dr

D'aprés l'énoncé, on suppose que 7 est proche de 7. On pose x =T — Tj.
4
Ona:T4—T14=(T1+x)4—Tl4=Tl4(1—|—%) — T

1
On fait un développement limité au premier ordre. On obtient :

4
T (1 + %) - T~ T (1 +4%) — T =4TPx = 4T (T — Ty)
1 1

dTr
L'équation différentielle s'écrit : mca = —O'4T|3 (T —T))S, soit :

dT a4T13ST o4T}S
h — ,

dr mc mc

- mc
On définit la constante de temps : 7= T
odT?S

On peut écrire ['équation différentielle avec la forme canonique :

iT T T,

dr T T

f
La résolution donne : T = A exp (——) + 7.
T

At=0,T =Ty= A+ T;.On en déduit que A = Ty — T, soit :

t
T =Ty —T))exp (—7—_) + T
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Exercice 4.2 : Feuille d’aluminium entre deux parois planes

Deux parois planes, paralleles, de grandes surfaces, dont les températures sont
celles de deux sources aux températures 77 et 7> constantes, définissent une
enceinte vide, a I'intérieur de laquelle on dispose paralleélement aux parois un
€cran fait d’une feuille d’aluminium d’épaisseur e. Cet écran, de capacité ther-
mique massique ¢, de masse volumique z, de température initiale 7, sépare 1’en-
ceinte en deux parties. Tous les solides sont considérés comme des corps noirs.
On suppose que les températures 77 et 7> sont proches de 7p.

1. Faire le bilan des flux surfaciques émis par les différentes surfaces.

2. Déterminer la température T de 1’écran en fonction du temps.

Analyse du probleme

Comme tous les solides sont assimilés a des corps noirs, on peut appliquer aux
4 surfaces la loi de Stéfan. Il reste a appliquer le premier principe de la thermody-
namique pour déterminer I’équation différentielle en 7.

z 1. Il y a quatre flux surfaciques émis par les différentes surfaces qui sont
Q considérées comme des corps noirs :

e flux surfacique émis par la paroi 1 a la température 7| considérée comme
un corps noir : ¢; = o7}

e flux surfacique émis par la surface de la feuille d'aluminium (a la tempé-
rature T) qui se situe en face de la paroi 1: ¢ = oT*

e flux surfacique émis par la paroi 2 a la température 7> considérée comme
un corps noir : ¢, = O'T24

e flux surfacique émis par la surface de la feuille d'aluminium (a la tempé-
rature T) qui se situe en face de la paroi 2 : ¢ = oT*

On appelle S les surfaces des 4 parois planes.

? ) ) Sécran SQSQ ) s
/| — [ N\
/| N\
/ \
A e ° I\
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Chapitre 4 - Rayonnement d'équilibre thermique

2. On applique le premier principe de la thermodynamique a la feuille d"alu-

minium entre ¢ et ¢ 4+ dr :
dU = oW + 60

e |a variation d'énergie interne vaut : dU = mcdT = (uSe) cdT.
e Il ny a pas de travail : §W = 0.
e |e transfert thermique algébriquement recu par l'écran est :

60 = (o) — ¢) Sdt + (¢, — ¢) Sdr
IL reste & simplifier ¢, — ¢ = o (T} = T*) et ¢y —p =0 (T3 = T?).
On pose x =T —T).
0\ 4
Tf'—T4=T14—(T1—|—x)4=T14—T14(1+?)
1

D'aprés 'énoncé, on suppose que 7T est trés proche de Tj.

On fait un développement limité au premier ordre :

4
Th—Ti(1+ =) ~Tt =1 (1442 ) = —aT}x
T T
= 4T} (T —Ty)
On donc :
¢y — &= —0dT (T —T))
On obtient de méme :
Py — ¢ = —0dT5 (T — T»)
Le premier principe s'écrit alors :
(uSe) cdT = —40 T3 (T — Ty) Sdt — 40T5 (T — T») Sdr
Comme T est voisin de 7>, on a :
(uSe) cdT = —40 T3 (T — Ty) Sdt — 40T (T — T») Sdr

En simplifiant, on obtient :

dT  8cT{ . 40T}
— + T = (T + 1)
ds uce pce
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On définit la constante de temps :

pce
T =
80’T13
Le régime permanent est :
nh+1T
T = 5

On peut écrire 'équation différentielle avec la forme canonique :

AT T Ts

d T 7

La température est :
t
T = Aexp (——) + T
T
At=0,T=Ty= A+ T. On en déduit que A = Ty — T, soit :

f
T:(TO_Too)eXp(_ )‘I‘Too

T
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Référentiels
non galiléens

Exercice 5.1 : Bille dans un tube

On considere une bille M de masse m susceptible de se déplacer sans frottement
a 'intérieur d’un tube cylindrique. Les grandeurs ry et vy caractérisent la posi-
tion et la vitesse de M a I'instant initial # = 0 dans le repere lié au tube. Le tube
de longueur 2¢ est dans le plan horizontal et tourne autour de I’axe Oz a la vites-
se angulaire w constante.

1. Déterminer I’équation différentielle en » du mouvement de M.

2. Calculer le temps 7 que mettra M pour sortir du tube avec £ =0,1 m ;
ro=001m;vy=0ms ' etw=2rads™'.

3. Un ressort enfilé dans le tube est fixé a son extrémité en O et a son autre
extrémité a la bille M. La longueur & vide du ressort est 2ry. Discuter la nature du
mouvement de M suivant la valeur de w.

Analyse du probléeme

Cet exercice traite du mouvement relatif d’un point matériel. Il faut bien définir le
référentiel absolu (considéré comme galiléen) et le référentiel relatif (considéré
comme non galiléen). Le bilan des forces se fait en travaillant d’abord dans le réfé-

3 © rentiel galiléen. Il faut rajouter ensuite les forces d’inertic d’entrainement et de
é £ Coriolis pour appliquer le principe fondamental de la dynamique dans le référentiel
< ¢ non galiléen.
— \%
S E
© E 1. Y
= g
= g
= =
> S
= 8
O i "

&, U

2 0 i,

U

E M

=

ALY

i, ®
8 o x
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(D

a) Systéme : bille de masse m

b) Référentiels : 9o — (0; 57k r) galiléen et % = (0; iy, ilg, K, r)
non galiléen. Le vecteur rotation instantané de S par rapport a Ny vaut :
53:1‘{/8{” = wk.

- - - : — —_ . =
Le mouvement relatif dans R s'écrit : OM =ru, ; v(M)y =ru, et
a (M)m - 7" ﬁr.

Le vecteur unitaire u, est fixe dans . La dérivée par rapport au temps de r u, dans
9 donne bien 7 u,.

¢) Bilan des forces :

* Le mouvement se fait sans frottement, la réaction du support est donc
orthogonale au petit déplacement de la bille par rapport au tube. La réac-
tion du support a donc une composante nulle sur u,. La réaction du sup-
port est donc

]_é = Riug + RQE

® |e poids de la masse m est :

-

P =mg
e | a force dinertie d’entrainement est :
= Y
fie (M) =mw"OM

car le point coincidant avec M a un instant ¢ a une trajectoire circulaire
uniforme de centre O.

e |a force d'inertie de Coriolis :
fie (M) = —2mwgiym, AU (M)y = —2mor iy

d) Principe fondamental de la dynamique (PFD) dans le référentiel non
galiléen :

ma (M)g, = R+ P + fie + fic
La projection dans la base (ﬁr, iy, E) donne :

2

mr = mw-r
0= R; — 2mwr
0= Ry —mg

L'équation différentielle du mouvement s'obtient a partir de la premiére pro-
jection du PFD :

F—wir=0
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Chapitre 5 - Référentiels non galiléens

2. l'équation caractéristique s’écrit : x> — w?> = 0. On en déduit alors
X =zdw
La solution de l'équation différentielle s'écrit donc :
r = Aexp(wt) + B exp (—wt)
La dérivée de r par rapport au temps est :
F = Awexp (wt) — Bw exp (—wt).

At=0, r(0)=ret i (0) = vp.
On a deux équations pour déterminer les constantes d'intégration A et B :

A+ B =ry(éq.1)

Aw — Bw = vg (€q.2)
On fait les combinaisons linéaires suivantes : (1)w + (2) et (1)w — (2).

Aw = row + vy Dol -

2
On a alors :
2Bw = row — vy
row -+ vy

2w
row — vy

2w
La bille quitte le tube pour r = £. Soit :

I Vo 1 Vo
— (ro + —) exp (wt) + = (ro — —) exp(—wt) =¢
2 W 2 0)

On pose : x = exp (wr). En multipliant par exp (wt), on est ramené a une
équation du second degré :

| 1
o)< 45 (0-) -0

La résolution numérique donne : x = 19,95 et 7 = 1,5 s.

3. L'équation différentielle s'écrit :
mi = ma’r — k (r — 2rp)
Elle se met sous la forme :

k k
f_(wz__)rzzﬂ
m m
. | k . .
* Siw > ,/—, le systéme diverge.
m

| k
e Siw < ,/—, on a léquation d'un oscillateur harmonique.

m
Ces deux résultat sont prévisibles physiquement. Si la constante de raideur
est trés petite, alors la force d'inertie d’entrainement l'emporte devant la

force exercée par le ressort. Comme f;. est centrifuge, on prévoit bien un
systéme qui diverge.
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Exercice 5.2 : Sismographe

50

La partie sensible du sismographe pendulaire est une masse munie d’un index et
d’une tige. Cet ensemble de masse m assujetti a se déplacer verticalement, est
suspendu a un ressort. Le ressort est fixé en A sur un bati. La partie sensible
(masse + index + tige) est par ailleurs reliée a un amortisseur qui exerce une force

de frottement fluide — V o V est le vecteur vitesse de la masse dans le réfé-
rentiel lié au bati. Le référentiel terrestre d’origine G est galiléen.

Un tremblement de terre est modélisé par une vibration verticale harmonique de
translation : S (1) = Sy cos (wt) ou S(r) repere le déplacement vertical du sol par
rapport au référentiel galiléen du lieu. On définit H(¢) la grandeur qui repere le
déplacement de la masse m par rapport au repos dans le référentiel 1ié au bati.

Y
A

A partie sensible
de masse m

h()

] S

S X

el

X

1. Etablir I’équation différentielle en H(r) du mouvement de la masse. Quel est
le sens physique de la pulsation propre wg et du facteur de qualité Q ?

2. On représente graphiquement 20 log en fonction w.

20 log

s
5

5




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 5 - Référentiels non galiléens

L’étude du spectre de Fourier des vibrations sismiques montre que leurs périodes
se répartissent sur une gamme qui va de 0,1 s a 100 s. En fait, I’essentiel de
I’énergie transportée par des ondes longitudinales, assez loin de 1’épicentre, est
dans le domaine de période allant de 1 s a 10 s. On souhaite une réponse unifor-
me de ’appareil dans la gamme de fréquence correspondante. Quel régime de
fonctionnement doit-on choisir 7 Quel est I’inconvénient majeur ? Comment
doit-on choisir la masse ?

Analyse du probléeme

Cet exercice traite du mouvement relatif d’ un point matériel. Il faut bien définir le
référentiel absolu (considéré comme galiléen) et le référentiel relatif (considéré
comme non galiléen). Le bilan des forces se fait en travaillant d’abord dans le réfé-
rentiel galiléen. Il faut rajouter ensuite les forces d’inertie d’entrainement et de
Coriolis pour appliquer le principe fondamental de la dynamique dans le référentiel
non galiléen.

1. Y
2@ A %
Ay ) |
I A ] A
N
Jg
, Y
j‘yf = f\.f
D D
|-L'.|-| h(t)
O ] > | > v
T @ S(t) =« .
G X
au repos tremblement de terre

a) Systéme : Point matériel M de masse m

b) Référentiels : Le référentiel terrestre Jy = (G; A gy Ty i, t) est gali-
léen. Le référentiel lié au bati % = (O idy. idy. i, t) est non galiléen. R
est en translation par rapport & My, donc wym, = 0.

c) Bilan des forces :
® Force exercée par le ressort :

F=k((D—h)—£y)ii,
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e Poids :
P =mg
® Force d'inertie d'entrainement :
2—>
d“GO

fie (M) = —mie (M) = —m | —

Ry
oGO =S5 (t)uy = Sp cos (wt) uy, dod :
fie (M) = mw? S, cos (ot) Uy
® Force d'inertie de Coriolis :
fie (M) =0

puisque @y /m, = 0.

La longueur du ressort a I’équilibre n’est pas égale a la longueur du ressort a vide.
@ Sur le schéma, il faut prendre I’initiative de rajouter des grandeurs intermédiaires :

longueur a 1’équilibre, distance D pour déterminer les longueurs du ressort au

repos sans tremblement de terre et & un instant 7 quelconque avec un tremblement

de terre.

On peut déterminer cette force en deux étapes :

* La force fait intervenir k(£ — £p). Déterminer £ avec le schéma.

 Rajouter un vecteur unitaire (ici y) et déterminer le signe devant k. Ici, il faut
bien mettre un signe + car si le ressort est étiré, la force est dirigée vers le haut
avec une projection positive sur uy.

) W, d) PFD dans le référentiel non galiléen :

md M)y, = P+ T + fio (M) + fic (M)
En projection sur iy, on obtient :
mh =—mg+k(D—h—{) —rh—mS
A l'équilibre sans tremblement de terre :
0=—mg+k (D — he — {o)
On fait la différence et on pose : H = h — h,,;. On en déduit :
mH = —kH — LA H + ma?*S cos (wt)

k o A
Onpose:w%:—etaoz—.
m m
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Chapitre 5 - Référentiels non galiléens

L'équation différentielle s’écrit sous forme canonique :
H + EH + wygH = w”§p cos (wt)

Q est le facteur de qualité. wy est la pulsation propre de l'oscillateur.
Pour un systéme trés faiblement amorti (Q > 1), la pseudo-pulsation des
oscillations est trés proche de la pulsation propre.

2. On note le second membre : ¢ (f) = w>Sy cos (wt). La représentation
complexe s'écrit :

e = w? Sy exp (iwt)
En régime sinusoidal forcé, on cherche H(t) sous la forme :
H (t) = H,, cos (wt + ).
La représentation complexe s'écrit :
H (1) = Hy exp (i (0t +¢))
On en déduit alors :

2 @o . 297 _ 2 ;
—w"H + Eja)ﬂ—l—woﬁ— w”Sp exp (iwt)

Soit :
w* Sy exp (iwt)

2.2 Jwow
wy — W+ 75

H=

Le graphe donné dans l'énoncé représente 20 log |= | en fonction w. Pour

avoir une réponse uniforme de |‘appareil, il faut avoir une courbe la plus
plate possible.

1
On peut choisir 0 > E et se placer a une pulsation telle que @ > wy. Les

périodes vont de 1 a 10 s, ce qui correspond a des pulsations entre 0,63 et
6,3 rad.s~!. Il faut donc avoir wpi, > wp, soit

wy < 0,63 rad.s™!

Dans ce cas, toutes les composantes spectrales sont amplifiées de la méme
facon avec un facteur d'amplification égal a 1.

Linconvénient majeur est que ce facteur d’amplification vaut 1. Cest donc
difficile d'enregistrer des vibrations de faibles amplitudes.

k. : :
Comme wj = —, il faut donc une masse m élevée pour avoir wy faible.
m
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Exercice 5.3 : Circonférence en rotation et anneau

Une circonférence (C) de centre O’ et de rayon a, située dans un plan vertical,
tourne autour d’une de ses tangentes verticales Oz, d’'un mouvement de rotation
uniforme défini par le vecteur rotation @. Un anneau M de masse m, assimilé a
un point matériel, est mobile sans frottement sur cette circonférence. On désigne
par 0 I’angle que fait O’'M avec la verticale descendante passant par O’. 0 est
compté positivement dans le sens indiqué sur les schémas ci-dessous.

2 &
.
.
w 4 @ ¥
ok =
\ e
y o' i, x' y
o'
g 0 i
‘ M
x 0 M 2 x
= "
Uy $
Position quelconque de la circonférence Cas ol le plan de la circonférence

est confondu avec le plan (yOz)

1. Ecrire le principe fondamental de la dynamique en projection sur iy dans le
référentiel ' = (O’; Uy, Uy, Uz ,t) lié au cercle et en rotation dans le référen-
tiel galiléen % = (O: iy, iy, ii, t). En déduire I'équation différentielle vérifiée
par I’angle 6.

2. Retrouver 1’équation différentielle par une méthode énergétique.

3. Montrer que les positions d’équilibre dans %’ vérifient : aw? (1 + sin6)
= g tan 6. On désire que 1’équilibre stable corresponde a 6 = 6y = 30°. Quelle
doit étre la valeur de la vitesse angulaire w sachant que a =0,2 m et g =
9,8 m.s 2 ?

Analyse du probléeme

Cet exercice traite du mouvement relatif d’un point matériel. Il faut bien définir le
référentiel absolu (considéré comme galiléen) et le référentiel relatif (considéré
comme non galiléen). Le bilan des forces se fait en travaillant d’abord dans le réfé-
rentiel galiléen. Il faut rajouter ensuite les forces d’inertie d’entrainement et de
Coriolis pour appliquer le principe fondamental de la dynamique dans le référentiel
non galiléen.
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Chapitre 5 - Référentiels non galiléens

1. Systéme : Point matériel M de masse m

Référentiels : R = (O; u,. Uy, ii;. 1) référentiel terrestre galiléen
et N = (O’; Uy, Uy, Uz, z‘) référentiel [ié au cercle non galiléen avec
53:1%'/:1{ = wil;.
Bilan des forces :
o Poids: P = mg

. = =S
e Reéaction du support : R. Il n'y a pas de frottement, donc R_Ld/", c'est-

a-dire
R Liig

-

—
e Force d'inertie d’entrainement : F;, = mw?>HM avec H projeté ortho-
gonal de M sur l'axe Oz. Le point coincidant avec M a linstant ¢ a une
trajectoire circulaire uniforme de centre H et de vitesse angulaire w. On

p—— - . - . - N
aHM =HMu, = (a+asinf)u, =a(l +sinf)u,, dol :
F.p = mw?a (1 +sinf) i

e Force d'inertie de Coriolis : F;. = —2mwii. A V. La vitesse relative de
M vaut : U, = abfug. On en déduit que F;.Llu, et F;.Llig, donc
Fi.//ty. On a alors :

F., = —2mwv, cos Oty
Principe fondamental de la dynamique dans 9’ :
md = P+ R+ Fy, + F,
Le mouvement relatif de M est circulaire. Laccélération relative est donc :
a, = —ab’i, + abiiy
La projection du PFD sur iy donne :
m (af) = —mg sin® + mw*a (1 + sin6) cos O

2. L'énergie potentielle de la force centrifuge vaut :

L, 2 L 5 n / -
E, = —Emw HM* + cte = —Emw X +cte avec x’ =a (1l + sinf).
On choisit E,1 (6 = 0) = —ymw’a* + cte =0, d'oll cte = ymw’a>.
On a donc E, = smaw?a® (1 — (1 + sin6)?), soit :

1
E, = Emwza2 (—2sin6 — sin®0)
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'énergie potentielle de pesanteur est :
Ep =mgz + cte’ = —mga cosO + cte'.
On choisit E,» (0 =0) = 0. D'ou :

Ep =mga (1l —cos)

Remarque : L’énoncé n’impose pas de référence pour les énergies potentielles. On
peut laisser les constantes indéterminées puisqu’elles n’interviennent pas par la suite.

Y

Il n'y a pas de frottement, donc la réaction du support R est orthogonale au

e —
petit déplacement : §W = R1dl’ = 0 avec d/’ = adfuy. La réaction du
support ne travaille pas.

—=

11 faut bien écrire le déplacement relatif d/” et non le déplacement absolu al puis-
qu’on applique les théoréemes fondamentaux de la mécanique dans le référentiel
non galiléen.

La puissance de la force de Coriolis est nulle : P = I:“',-L. -0, =
== (2mc?)5w/5,t A 1’)}) - v, =0 puisque la force est orthogonale a la vitesse
relative. La force de Coriolis ne travaille pas.

Le poids et la force d'inertie d'entrainement sont des forces conservatives car
elles dérivent d'une énergie potentielle.

Le systéeme est donc conservatif. On a conservation de l'énergie méca-
nique dans le référentiel N’ :
! ]
E,=E.+Ep + Eyp =cte

On a donc :
| . 1
E = S (a9)2 + Ema)zaz2 (—2sin® — sin®0) + mga (1 — cos )
Soit :
dE!

- 1 . .
o 0 = ma’06 + Emwzazé? (—2cosf — 2sinf cosB) + mgab (sinb)

Si on divise par 6, on obtient :
" 1
ma’*6 + Emwza2 (—2cosf —2sinf cosO) +mga (sinf) =0

On retrouve bien la méme équation différentielle que dans la question 1.
3. Le point M est en équilibre relatif pour 6 = 0, soit aw? (1 + sin@)
= g tan6.

On a alors :

tan @
w = & =435 rad.s™!
a(l +sin6)
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Exercice 5.4 : Dynamique en référentiel tournant

Latige O A se trouve dans le plan horizontal (x Oy) et tourne autour de I’axe ver-
tical (A) a la vitesse angulaire constante w. L’anneau est libéré sans vitesse ini-
tiale par rapport a la tige & une distance ry du point Q. On repere la position de
I’anneau sur la tige par la distance r = OM. L’étude est menée dans le référen-
tiel 1i€ a la tige.

z N
N
) o
- = a
A
M
o = 0 S
M = v
0 =wt A . 0 =
x (A) ty RO
X

Schéma avec o = % Schéma avec o = %

1. Déterminer le temps que va mettre 1’anneau pour quitter la tige. Déterminer la
vitesse absolue lorsqu’il quitte la tige.

: : : T
2. La tige OA fait maintenant un angle o < > constant avec 1’axe (A).

Déterminer r(¢). On posera o’ = w sina.

3. Déterminer la position d’€quilibre r., de I’anneau sur la tige. Montrer qu’il ne
peut exister une position d’équilibre de 1’anneau sur la tige que si @ > wy.

4. On se place dans le cas ou @ > wyg, I’anneau étant dans sa position d’équilibre.
On écarte légerement I’anneau de cette position d’équilibre. L’équilibre est-il
stable ?

Analyse du probleme

Cet exercice traite du mouvement relatif d’un point matériel. Il faut bien définir le
référentiel absolu (considéré comme galiléen) et le référentiel relatif (considéré
comme non galiléen). Le bilan des forces se fait en travaillant d’abord dans le réfé-
rentiel galiléen. Il faut rajouter ensuite les forces d’inertie d’entrainement et de
Coriolis pour appliquer le principe fondamental de la dynamique dans le référentiel
non galiléen.

1. Systéme : Point matériel M de masse m.

Zé’ Référentiels : Mg = (O; iiy, iiy, Ui-, 1) référentiel terrestre galiléen et
R = (0; u,, uy, ., t) référentiel non galiléen. Le vecteur rotation instan-
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tané de 9 par rapport & Ny est : g m, = wii;. Le mouvement relatif de

M est rectiligne. La vitesse relative est v, (M) = ru, et laccélération rela-
tive est a, (M) = iu,.

Bilan des forces :

* Poids: P = mg = —mgii-.

e Réaction du support : il n'y a pas de frottement, donc EJ.EE . Dot :
R= Ryitg + R,

. s 7 ~ - — s . »
e Force d'inertie d’entrainement : f;, = mw>OM car le point coincidant
avec M a linstant ¢ a une trajectoire circulaire uniforme autour de O.

® Force d'inertie de Coriolis :
ﬁc = —2mc?)m/m6 AN ﬁr (M) = —2ma)[iz A fﬂr = —2mwfiig
Principe fondamental de la dynamique dans )i :
ma (M) = P+ R+ fio + fic
On projette dans la base (u,, g, u.) :

2

mi = mw-r
0= R9—2ma)f
0=R, —mg

La projection sur u, fournit directement ['équation différentielle :
F—w'r=0

l'équation caractéristique est : x> — w? = 0, soit x = Fw.
La solution de l'équation différentielle s'écrit :

r = Ach(wt) + B sh(wt)

La dérivée par rapport au temps est : ¥ = Aw sh (wt) + Bw ch (wt).

Remarque : On pourrait utiliser la forme r = A’exp (wt) + B’exp (—wt). La forme
en ch et sh est plus simple ici compte tenu des conditions initiales.

%

~

At=0, r=ryg et 7=0. 0On a donc ro=A et 0= B. Finalement,
ona:

r = ro ch (wt)

'anneau quitte la tige lorsque r = ¢, soit :

e ()
T = —argch | —
w o
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* La vitesse relative de M est : v, (M) = 7ii, = row sh (wt). Pour t = 1,
on a v, (M) = row sh (wt) ii,. Comme ch? (wt) — sh® (wt) = 1, on en

l 2
déduit que : sh (wt) = 4/ch® (wT) — | = (—) —1.Dol:

ro

U (M) = w\/1? — riii,
* |la vitesse d’entrainement de M est : v, (M) = rwiig. Pourt =7, on a:
Ve (M) = lwitg

On en déduit la vitesse absolue de M lorsqu‘il quitte la tige :

Vo (M) = /12 — rlii, + lwilg

Q

Systéme : Point matériel M de masse m.

Référentiels : Mg = (O; iy, iy, ii., 1) référentiel terrestre galiléen et
M = (O0; u,, ug, u., t) référentiel non galiléen. Le vecteur rotation instan-
tané de M par rapport & R est : @y 0, = wii.. Le mouvement relatif de
M est rectiligne. La vitesse relative est v, (M) = rur et l'accélération rela-
tive est a, (M) = Fur.

Bilan des forces :

o Poids: P = ms = —mgii..

e Réaction du support : il n'y a pas de frottement, donc ﬁLﬁT.

. s ’ ~ = e . . .
* Force d'inertie d’entrainement : f;, = mw?HM car le point coincidant
avec M a l'instant ¢ a une trajectoire circulaire uniforme autour de H pro-
jeté orthogonal de M sur laxe Oz. Ona HM =r sinw. D'ol :

2

fie = mwr sinaii,
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e Force d'inertie de Coriolis :
ﬁc = —ch?)g{/g{G A 6,« (M) = —meﬁz AN fﬁT = —2mawr sin (Xﬂg
Principe fondamental de la dynamique dans )i :
ma (M) =P+ R+ fie + fic

La projection sur u7 fournit directement ['"équation différentielle :

mr = (ma)zr sin a) sino@ — mg cos o
Soit : i — w? (sin®a) r = —g cosc. On pose ' = w sine. Dol :
F—w’r=—gcosa

® Solution générale de l'équation différentielle homogéne : 'équation carac-
téristique est x> —w”? =0, soit x = 4w’. On en déduit que
rsg = Ach(w't) + B sh('r).

¢ Solution particuliére de l'équation avec second membre : rgp = g C(?zsoz
® On en déduit la solution de l'équation différentielle : ¢

r (1) = Ach(r) + B sh (w't) + & Z}?QS -

et 7 (1) = Ao’ sh (w't) + Bw' ch (w't).
e At=0,r=rget7=0.0nadonc rO:A—l—gzssa et 0 = B.

Finalement, on a :

B g cosa , gcosa
r(t) = (ro R )ch (o't) + 2

: , , g
Remarque : On retrouve bien le résultat de la question 1 avec o = 7

%

3. A léquilibre relatif, on a # = 0. On en déduit d'aprés l'‘équation diffé-
rentielle :

Voyg = & cosa =
g = —— —
q wr2

Il ne peut exister une position d'équilibre sur l'axe que si r., </, soit
2 i

w” sin“ o | . gcosa
—— > —, dou w’ > —— . Il faut donc que w > wq avec :
g cosu / [ sin” o
g cosu
wy = -
[ sin*w
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4. On se place dans le cas ol @ > wy, lanneau étant dans sa position

d'équilibre.

Si on l'‘écarte légeérement de cette position d'équilibre :

® Sir > r,, laforce dinertie d'entrainement augmente, l'anneau s'éloigne
de l'équilibre car les autres forces sont inchangées.

® Si r <re, la force dinertie d’entrainement diminue, l'anneau s'éloigne
de l'équilibre car les autres forces sont inchangées.

On peut en conclure que la position d'équilibre est instable.

Exercice 5.5 : Equilibre d’un fluide dans un référentiel non galiléen

Un cylindre de rayon R est rempli d’eau sur une hauteur /. L’eau est en équilibre
avec la pression atmosphere a la pression pp. On met en rotation le cylindre
autour de son axe jusqu’a ce qu’il atteigne la vitesse angulaire w. On constate que
I’eau se met a tourner et finit par €tre en équilibre par rapport au cylindre. On rap-
pelle le gradient en coordonnées cylindriques :

af _ 1df . af -
'iur'}‘_luﬂ—l"—fuz

—
d —
grad (f) = J-ur + 255 3z

1. Déterminer la pression en tout point de 1’eau.

2. Montrer que 1’équation de la surface libre est une parabole.

Analyse du probléeme

Pour déterminer la pression d’un fluide, il faut étudier une particule de fluide de
volume dr. Il faut bien définir le référentiel absolu (considéré comme galiléen) et le
référentiel relatif (considéré comme non galiléen). Le bilan des forces se fait en tra-
vaillant d’abord dans le référentiel galiléen. Il faut rajouter ensuite les forces d’iner-
tie d’entrainement et de Coriolis pour appliquer le principe fondamental de la dyna-
mique dans le référentiel non galiléen.

¥

1. Soit A un point de la surface extérieure du cylindrg situé en z = 0. Ce
point décrit un cercle de centre O a la vitesse RwJ dans le référentiel
NG = (O; iy, iy, iiz, 1) autour de laxe (A) = (0z).

Systéme : Particule de fluide de volume dr située au point M.
Référentiels : NG = (O: iy, iy, i, 1) référentiel terrestre galiléen.
R = (O; f, f, . t) référentiel ié au cylindre non galiléen. Le vecteur

rotation instantané de M par rapport & N est wy/n, = wi.. Pour repérer
la position de M par rapport au cylindre, on utilise les coordonnées cylin-

o S = . . s -
driques. Soit OM = ru, + zu,. La vitesse relative et l'accélération relative
sont nulles puisque l'eau est en équilibre par rapport au cylindre.
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Bilan des forces :
® Poids: P = (dm) g = — (pdt) gu, en appelant p la masse volumique de

l'eau.
¢ |a résultante des forces de pression qui s'exercent sur les 6 faces du volu-

E—
me dt est — (gradp) dt.

= ; . . = POt - Y

e Force d'inertie d'entrainement : fi. = (dm)w "HM = (pdt) 0"HM
puisque le point coincidant avec M a linstant ¢ a une trajectoire circu-
laire uniforme autour de H projeté orthogonal de M sur l'axe Oz. Comme
—_— 5 - =
HM =ru.. onafti. = (pdt)wzrur.

e Force d'inertie de Coriolis : fi, = —2 (dm) wgym; A U (M) =0 car la
vitesse relative de M est nulle.

Principe fondamental de la dynamique dans le référentiel )i :

La masse M est en éequilibre par rapport au cylindre. On a donc :

~ A = v, - B
3 ma, (M) =0= (pdt) g — (gradp) dr + (pdt) w°ru,
3 soit :
- 2 - 2 =
o 0= pg—gradp + pw-ru,
' On projette cette équation dans la base (i, ug, 1) :
0
> = . + pw’r
‘ Vs
E 0 _19p
5 a0
14
i
9z PE

d
Comme F 0, la pression ne dépend que de r et de z.
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d d
La différentielle s'écrit : dp = —pdr - °r Z.
ar 0z
D'aprés les équations précédentes, on a : dp = pw?rdr — pgdz.

2
r
On peut intéegrer cette équation : p = pwzj — pgz+ A avec A une

constante d'intégration.

2. En tout point de la surface libre, la pression de 'eau est égale a la pres-

2
-
sion atmosphérique : p = pg. On a alors pg = prE — pgz + A, soit :
w’r? 4B
=
28

avec B une constante. On obtient ['équation d'une parabole.

Remarque : La constante d’intégration B peut se calculer en écrivant la conserva-
tion de la masse d’eau.
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Exercice 6.1 : Sphére sur un plan incliné
On considere une sphere homogene de masse m, de rayon R et de moment d’iner-

. 2 it — - = “
tie Jg. = ngz_ On pose OG = xii, et @ = wii-. Le coefficient de frottement

entre la sphére etle solest . At =0, x =0 etw = 0.
Quelle est la condition sur I’angle @ pour avoir un roulement sans glissement ?
Déterminer w en fonction de ¢ par deux méthodes.

Analyse du probleme

On a un frottement entre le sol et la sphere. Il faut donc appliquer les lois de
Coulomb sur le frottement.

On fait des hypotheses et on n’oubliera pas de vérifier les hypotheses.
On utilisera deux méthodes :
* Meéthode 1 : théoremes de la quantité de mouvement et du moment cinétique.

* Meéthode 2 : raisonnement énergétique. On verra que le raisonnement énergétique
permet d’obtenir beaucoup plus rapidement la solution. Elle est tout particulie-
rement adaptée pour un systeme conservatif & une dimension.

@ a) Référentiel : R = (O; ﬁx,ﬁy,iiz,t) terrestre supposé galiléen.

b) Bilan des actions :
On suppose qu’on a un roulement sans glissement.
On note R laction de contact du sol sur le solide. On a

- = -
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On peut choisir arbitrairement l‘orientation de T. 1 faudra vérifier que
|7] = s [ ],

La résultante des forces de pesanteur est équivalente a une force unique
appliquée au point G barycentre de la sphére.

c) Eléments cinétiques :

On n’a pas de glissement, la vitesse de glissement de la sphére par rapport
au plan incliné est donc nulle : v, (sphere/sol) = vjesphire — Uresol -
Comme 51680]’ a[OTS EIESphére == 0.

Le vecteur rotation est : @ = wii..

On applique la formule de Varignon pour calculer la vitesse de G :

. . |o 0 Rw
BGZBI—FE)/\[GZO—F 0O A|l—R =10
W 0 0
On a donc :
x=Rw

d) Premiére méthode : utilisation des théorémes de la quantité de mou-
vement et du moment cinétique

On a quatre inconnues : T, N, w et x. Il faut quatre équations :
Roulement sans glissement :
On a vu que cette condition se traduit par :
x = Row (eq.l)
Théoréme de la quantité de mouvement a la sphére :

e _ 74 5 +mg
m— = m
di §
La projection sur (iiy,uy) s'écrit :

mx =—-T 4+ mgsina (eq.2)
0=mgcosa— N (eq.3)
0
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Théoréme du moment cinétique en G a la barre :

2 - -
Jcc‘l—fu _ ngzi—":az = GG A ) + G A (W) +Gl A (7)

= RTii,

On a donc :

2 R dw T (eq.4)
—MmMnN— = .
5" *4

d
On fait la somme (eq.4) + (eq.2) et on remplace X par Rd_(:' on obtient :

2nR +mR ) i
—m mn — = m m
5 g esma
On sépare les variables :
5
dw = —g(sin «)dt
TR

Lintégration entre l'instant initial et linstant 7 donne :

5
wz%(sina)t

@ Il ne faut pas oublier a la fin de vérifier la condition de roulement sans glissement.

2& On en déduit :

T 2 Rdw 2 Rg(_ ) )
= —MRK— = —MmMRK— mao) = —m m
Mg T 5 g B = g sma

et

N =mg cos «

La condition HT” < f N| se traduit par :
2 : .
3mg sina < fmg cos «
Soit :
tan o < E
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Deuxiéme méthode : raisonnement énergétique
Dans le cas du roulement sans glissement, la vitesse du point 7 est nulle. Les

forces T et N ne travaillent pas. Le poids dérive d'une énergie potentielle.
Le systeme est donc conservatif.

Remarque : Comme x = Rw, on a un systeme conservatif a une dimension.
[’énergie mécanique est une grandeur conservative. L'équation différentielle du
mouvement s’ obtient directement en écrivant que la dérivée de I’énergie mécanique
par rapport au temps est nulle.

L'énergie potentielle est :

2@ E, =—mgxsina

@ Attention au signe — pour I’énergie potentielle.

On utilise le théoréme de Koenig pour calculer ['énergie cinétique.

%

Le référentiel barycentrique est : R* = (G iy, iy, ii-,1).

E.=E; + lmv2 = lez + lmjc2
2 2 2
Comme x = Rw, 'énergie mécanique s'écrit :
E,, = %%mszz + %mszz — mgx sin «
On dérive par rapport au temps et on utilise la relation x = Rw :
d(im = [ = %mszi—f + mszd—L: — mg Rw sin «

On simplifie par w qui est une solution parasite :

7 dw i

ST R sin

Remarque

Il ne faut pas étre surpris de simplifier par w grandeur proportionnelle a la vitesse.
Pour démontrer le théoréeme de 1’énergie cinétique, on multiplie le principe fonda-
mental de la dynamique par la vitesse pour faire apparaitre la puissance cinétique.
Ici on fait I’opération inverse.

5¢ . . .
2& On sépare les variables : dw = 7—i(sm «)dt. Lintégration entre linstant

initial et instant ¢ donne :
g ..
w= ——(sina)t
7R (sin o)
On retrouve beaucoup plus rapidement le méme résultat que précédemment.
IL ne faut pas oublier de vérifier la condition de roulement sans glissement.
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Exercice 6.2 : Voiture et couple moteur

638

On considere une voiture constituée d’un chassis de masse M et de quatre roues.
L 1
Chaque roue est de masse m, de rayon r et de moment d’inertie Jg, = Emrz. On

suppose que chaque liaison pivot est parfaite. Le moteur exerce sur chaque roue
avant un couple I' = Tz, tel que ' > 0. La voiture est équilibrée et se déplace a

. - - " - - — — -
vitesse v = viu,. On pose GOy = —lu, +auy et GO = lu, + au,
_ dv ) :
Exprimer o en fonction de I',r,m et M par deux méthodes. On ne vérifiera pas

la condition de roulement sans glissement.

®
%

| T

vue de dessus lz
)
01 05 y
X : >
O x
-O f 1 route f 2 Ol 0-2

Analyse du probleme

Il faut donc appliquer les lois de Coulomb sur le frottement et vérifier les hypo-

theses a la fin des calculs.

On utilisera deux méthodes :

* Meéthode 1 : théoremes de la quantité de mouvement et du moment cinétique.

* Meéthode 2 : raisonnement énergétique. On verra que le raisonnement énergétique
permet d’obtenir beaucoup plus rapidement la solution. Elle est tout particulie-

rement adaptée pour un systeme a une dimension pour lequel on peut calculer
facilement la puissance des forces.

z& 1. a) Référentiel : N = (O; iiy.ily.ii..1) terrestre supposé galiléen.

b) Bilan des actions :

On suppose qu'on a un roulement sans glissement.

On note 131- l"action du chassis sur la roue d'indice i. Laction de la roue i sur
le chassis est donc —135.

On a un roulement sans glissement. On note f’, = Tiu, et ]V,— = —N,-Ei'y les
composantes tangentielles et normales de l'action de contact entre la roue
et le sol. On peut choisir arbitrairement 'orientation de f}
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La voiture est équilibrée. Les forces sont symétriques par rapport a l'axe Gx.
Onadonc 7y = T{,Ny = N|,Ry = R/, T» = T},Ny = N,,R, = R},.

Sur une roue d"indice i, on a donc les forces suivantes : mg,l_é;,ﬂ;ﬁx et
—Njity.

La résultante des forces de pesanteur sur la voiture (chassis + 4 roues) est
équivalente a une force unique appliquée au point G barycentre de la voi-
ture.

c) Eléments cinétiques :
On n'a pas de glissement, donc vy, c roue i = 0.

Les 4 roues tournent a la méme vitesse angulaire. Le vecteur rotation de
chaque roue est : W = wu..

- - R 0 0 -
Vo, =0, +wAIlIO;, =04 |0 A|—r =rwuy
w 0

On a donc :
605 = 5(; = vﬁx = rwﬁx
Le moment cinétique de la roue d'indice i est :

- - mr?\ . mr
oo, = Jwu, = - wi, = TUM,Z

d) Premiére méthode : utilisation des théorémes de la quantité de mou-
vement et du moment cinétique

On a 12 inconnues : T1,N1,15, N2, R, R1y, Rz, Rox,Roy, Ry, et v, 1L
faut donc 12 équations :

Roulement sans glissement :
On a vu que cette condition se traduit par :

v=rw (eq.l)
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Théoréeme de la quantité de mouvement a la voiture :
La masse totale est (4m + M). On projette dans la base (uy,uiy)

d
(4m + M) d—? — 2T, 42T, (eq.2)
O=@m+ M)g — 2Ny —2N> (eq.3)

Théoréeme de la quantité de mouvement a la roue d'indice 1 :

dv
meo = Ty + Rix (eq4)

0=—Ni+ Ry, +mg (eq.5)
0= Rlz (eq-6)

Théoreme de la quantité de mouvement a la roue d'indice 2 :

dv
ma =T+ Ry, (eq.7)

0=—Ny+ Ryy +mg (eq.8)
0= R2z (eq.9)

Théoréeme du moment cinétique en G au chassis :

0= 2T +GGA(M)E+2GO; A (—é.) +2G05 A (—13’2)

Soit :
0 0 —21 — Ry, 2/ — Ry,
0 =10 +|2a A|—=Riy +|2a AN |—Roy
0 =2 0 —Ry; 0 —R>;
Dol

0= _2aRlz — ZGRZZ
0= —2[Rlz+2]R2:
0=2[Ryy +2aRx — 2[Ry +2aRy, —2I" (eq.10)

Les deux premiéres projections ne sont pas des équations supplémentaires
par rapport a (6) et (9).

On utilise les équations (4), (5), (7) et (8) pour simplifier la troisiéme pro-
jection :

d
0 =2/ (N| — mg) + 2a (md—': - Tl) — 20 (N — mg)

("5 - ")
+2a|lm— —1T
dr
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On a alors :
dv
0= 4ama —2a(T1 +T>) + 2l (N — N2) (eq.A)
Théoréme du moment cinétique en O; a la roue dindice 2 :

dw _ — > - — L -
JEMZ = 0O Ih A (T2+N2) + 002G, Amg+ T

On obtient :
8 = 9 A 7—72N +0+ 8 - 8
mT’Ji—f N 0 ’ r - —rh+T
On a donc pour chaque roue avant :
mTrzi_(;; =—rhH+T

De méme, on a pour chaque roue arriére :

mr? dw

= —rT
2 dr :

On en déduit :

et

7 m dv (eq.12)
=——— (eq.
] 2 de .
En utilisant les équations (2), (11) et (12), on a:

dv dv dv r
am+ ) =
Gm M) qp=—mq Mg 2

Soit :

6m+ w2 — ok
m — =2—
dr ¥
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Vérification des hypothéses :

Il faut que |71| < f[Ny] et [T2] < f|N2|
Ona:

T — mdv_ m 2T B mlI’
'"T 2w 2r6m+ M) r(6bm+ M)

et

mI’ I’ I’ m
Ty = — [ — ———
rém+ M) r r om + M
OnaT, >0etT) <O.

Interprétation physique : Si I' > 0, le couple moteur a tendance a faire
tourner la roue dans le sens horaire. Pour que la roue 2 ne glisse pas, on doit
avoir 7o > 0.

Le couple moteur ne s’applique pas sur les roues arriéres. Pour ne pas avoir
de glissement, on doit donc avoir 77 < 0 puisque c’est la seule force qui
contribue au moment et donc a la rotation de la roue 1.

Avec les équations (A) et (3), on peut en déduire Ny et N, puis le couple
maximum pour ne pas avoir de glissement.

Deuxieme méthode : raisonnement énergétique

Le systéme étudié est la voiture constituée du chdssis et des quatre roues.

Il faut faire le bilan des actions extérieures et intérieures :

e Actions extérieures : Dans le cas du roulement sans glissement, la vites-
se aux points /; est nulle. Les forces 7; et N; ne travaillent pas. Les forces
de pesanteur ne travaillent pas.

e Actions intérieures : Les liaisons pivot sont parfaites. La puissance des

actions de liaison est donc nulle. Attention : la puissance du couple r qui
s‘applique sur chaque roue avant est non nulle. Elle vaut

—_ - —_ - v . — .
I' wu, + T -wu, =2I'—. Par contre, la puissance du couple I" exercé
r

par chaque roue sur le chassis, est nulle car il n"y a pas de rotation du
chassis.

On utilise le théoréme de Koenig pour calculer l'énergie cinétique de chaque
roue. Le référentiel barycentrique est : W* = (O;; tiy,ity,id;,1).
L'énergie cinétique de la voiture est :

| | 1
E. =4 (EJwQ + Emvz) + EMU2
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v
Comme w= —ona:
F

11 2 1 !
Ee =45 5mr (;) 5 (M +4m)v” = 2 (M + 6m) v?

La puissance des forces extérieures est nulle.
La puissance des forces intérieures est égale a :

Pint = 2FE
r

On applique le théoréme de la puissance cinétique :

dE,

dv v
=(Om+M)v— = Pp=2I"-

dr r
En simplifiant par v, on obtient l'équation différentielle du mouvement :

dv 2T
(6m+M)a = Pp= —

Exercice 6.3 : Wagonnet et force de traction

On considere un wagonnet constitué d’un chassis de masse M et de quatre roues.

r

. |
Chaque roue est de masse m, de rayon r et de moment d’inertie J = Emrz. On

suppose que chaque liaison pivot est parfaite. Les roues reposent sur deux rails
paralleles écartés de 2e. Le coefficient de frottement de chaque roue est f. On
pose OG = Xuy + ciy.

Le wagonnet situé une une pente inclinée d’angle o est soumis a une force
constante F' = Fu, dont la ligne d’action passe par G le centre d’inertie du
wagonnet.
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1. Déterminer 1’accélération X du wagonnet en fonction de F, M, m, g et .

2. Déterminer T, T>, T3 et T; en fonction de F, M, m, g et «.

Analyse du probléeme

On a un mouvement a une dimension puisqu’on a un roulement sans glissement. Le
raisonnement énergétique permet d’obtenir facilement 1’accélération.

1. Roulement sans glissement de chaque roue :

%

Le vecteur rotation instantané de chaque roue est : @ = wii,. On a un rou-
lement sans glissement au point 7;.

On a donc : 5(I}) =0 = T)(GH—J)/\(?)] en utilisant la formule de
Varignon. Soit :

— 0 0 — 4 ro
Odr—l—O/\—r—Odt =0
0 2 g 0
La condition de roulement sans glissement s'écrit :
dX
— = —rw
dr
Energie cinétique d’une roue :
. i 5 I X% o
Le moment d'inertie d'une roue est : J = Emr = Em—z On utilise le
)
théoréme de Konig pour calculer U'énergie cinétique de la roue 1 :
1 1 1. 11 x? 1
Eq=Ef+-mv: =-Jo*+-mX* = ——m—o® + -mX*
el = Be Mg = 5700 22" 2 T3
o 3 [/dX\?
On en déduit que : E.;y = -m | —
4 dr

Energie cinétique du wagonnet :

[ [ 3 .0 .
Elle vaut:EL.=§MX —|—4EC1=EMX +4me , d'ot :
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L ortom (XY
=3¢ +m)(dt)

Energie potentielle du wagonnet :
E,=(M+4m)gZ + cte avec Z laltitude du point G. On a

- - - . . .
OG = Xu, + cuy. Il reste a projeter sur la verticale ascendante du lieu,
soit: Z = X sina 4+ ccosa. On a alors :

E,=(M+4m)g (X sina + ccosa) + cte

= (M +4m) gX sina + cte’. On peut choisir arbitrairement la constante
dintégration, par exemple £, = 0 pour X =0, d'od :

E, = (M +4m) gX sina

Théoréme de la puissance cinétique :
On a un solide, donc la puissance des forces d'interaction entre les différents

points du solide est nulle. Les forces ]_éi ne travaillent pas car on a un rou-
lement sans glissement (la vitesse d’application des forces est nulle). Chaque
liaison pivot est parfaite, donc la puissance de laction de chaque liaison
pivot est nulle.

On a donc :

o dX dXx .
=M4+6m)XX = Py + Py = FE — (M —|—4m)gasmoe
Dot :

d*’X  F — (M +4m)gsina
a2 M + 6m
2. On applique le théoréme de Kénig a la roue 1 :
5’1 (Gl) = &1* (Gl) +0= Jwé’z.
Le théoréme du moment cinétique a la roue 1 au point G s'écrit :
doy (G1)
dr

= f‘G] (ext)

La liaison pivot est parfaite, donc le moment de l'action de liaison est nul.
Le moment du poids de la roue 1 est nul caril s apphque en G. Le moment

de N est nul. Il reste uniquement le moment de 7).

. 0 T, 0
GLhnTi=|—r A0 =10
0 O I‘Tl
. dw Jd2x
On a donc en projection : J— =rT| = —— ——= = rT; en utilisant la
dt rodt?

condition de roulement sans glissement. On en déduit que :
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o JdX
: 2 A2
I F—(M+4 sin
Finalement,ona: 7y = ——m (M +4m) g oe. O trouve de méme -
2 M 4+ 6m
1 F—(M+4 i
T\=Tr=Ts=T) = ——m (M + 4m) g sinw
2 M + 6m



Copyright © 2014 Dunod.

Partie 3

Mecanique

des fluides




’ Plan ‘

7. Cinématique et viscosité 79
7.1 : Etude d'un champ de vitesses bidimensionnel 79
7.2 : Ecoulement perturbé par une sphére 83
7.3 : Ecoulement sur un plan incliné 86
7.4 : Ecoulement de Poiseuille dans un cylindre 91

8. Equation d’Euler et théorémes de Bernoulli 95
8.1 : Tube de Pitot 95
8.2 : Débitmétre 97
8.3 : Régime transitoire de la vidange d'un réservoir 99
8.4 : Cyclone et écoulement tourbillonnaire 103

9. Bilans dynamiques et thermodynamiques 108
9.1 : Pompe et dénivellation 108
9.2 : Force exercée par un liquide sur un tuyau coudé 112
9.3 : Force subie par un réservoir 115
9.4 : Fusée Ariane 5 120
9.5 : Tourniquet hydraulique 123
9.6 : Fonctionnement d'une hélice 126

\ 9.7 : Force exercée sur une plaque 131/




© 2014 Dunod.

Copyright

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Cinématique
et viscosite

Exercice 7.1 : Etude d’'un champ de vitesses bidimensionnel

On considére un écoulement stationnaire dont le champ de vitesses est de la

forme : 7 ,:kx

y
1. Détermjner la nature de I'écoulement et le potentiel des vitesses ®. On pren-
dra®(x=0,y=0) =

2. Calculer I'équation des lignes équipotentielles et des lignes de courant.
Interpréter la figure suivante représentant les lignes équipotentielles et les lignes
de courant.

3. Ou peut-on rajouter des obstacles dans 1'écoulement ?

Analyse du probléeme

Pour caractériser la nature de I'écoulement, on va calculer la divergence et le rota-
tionnel du vecteur vitesse avec les coordonnées cartésiennes.

Cours : Description lagrangienne et eulérienne

Les systemes étudiés en mécanique des fluides contiennent un trés grand nombre de molé-
cules. On ne peut pas connaitre avec précision la position et la vitesse de chaque molécule.
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On définit un volume dr petit a I'échelle macroscopique mais qui contient suffisamment de
molécules pour pouvoir définir des grandeurs moyennes. On se place a I'échelle mésosco-
scopique (ordre de grandeur de 107° m). Ce petit volume dt est appelé particule de fluide.

La description de Lagrange permet de suivre la position d'une particule de fluide au cours
du temps. On l'utilise en mécanique du solide mais cette description est peu adaptée en
mécanique des fluides.

La description d'Euler permet de suivre I'évolution de la pression p(M, 1), du vecteur vites-
se (M, t) au cours du temps en un point M donné.

Une ligne de courant est une courbe tangente en chaque point au vecteur vitesse v. C'est en
fait une ligne de champ des vitesses. Pour visualiser les lignes de courant, on met des
copeaux de liege en grande quantité et on photographie pendant un court instant. Les petits
déplacements des copeaux de liege correspondent aux lignes de courant puisque v et al
(petit déplacement sur la ligne de courant) sont colinéaires.

La trajectoire d'une particule est le chemin parcouru par une particule au cours du temps.
Pour la visualiser, on peut utiliser des copeaux de licge et photographier pendant une durée
importante.

Un écoulement est stationnaire (on dit aussi permanent) si les différents champs (vecteur
vitesse, masse volumique, pression...) ne dépendent pas du temps.

Dans le cas général, les trajectoires et les lignes de courant ne sont pas confondues. Par
contre, en régime stationnaire (ou indépendant du temps), elles sont confondues.

Nature de 1'écoulement

Un écoulement stationnaire a les propriétés suivantes :
v - Op

[ J— P =
ot "ot

0

* Le vecteur densité de courant de masse j,, = uv est a flux conservatif. Pour toute surface

. T Ta
fermée, le flux du vecteur densité de courant de masse est nul : # Jm - dS. =0

N

* div j, = 0. L'équation de conservation de la masse s'écrivant dans le cas général :
ap

+divj, =0
Y /

* Jj, est a flux conservatif. Le débit massique est le méme a travers les différentes sections
d'un tube de courant.

Un écoulement incompressible a les propriétés suivantes :

* La masse volumique est constante (uniforme et indépendante du temps) en tout point du
fluide.

» Le vecteur vitesse v est a flux conservatif. Pour toute surface fermée, le flux du vecteur

. - =&
vitesse est nul : v-dS,, =0
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¢ divi=0
* v est a flux conservatif. Le débit volumique est le méme A travers les différentes sections

d'un tube de courant.

Pour pouvoir considérer I'écoulement incompressible, il faut que la vitesse de I'écoulement
soit faible devant la vitesse du son dans le fluide.

- — ]_ -
On définit le vecteur tourbillon & par Q2 = Eﬁv.

Un écoulement est irrotationnel si 2 =0. On peut définir un potentiel des vitesses
. —
® (M, t) tel que v = gradd.

Un écoulement est parfait si on peut négliger tous les termes diffusifs, en particulier la dif-
fusion de quantit¢é de mouvement (terme de viscosité) et la diffusion de la chaleur.
L'évolution d'une particule de fluide est donc adiabatique et on la suppose réversible, ce qui
revient a la considérer comme isentropique.

1. On calcule la divergence et le rotationnel du vecteur vitesse :

%

divi=V-0=—k+k=0

L'écoulement est donc incompressible.

Bgc —kx
rotv =

ay
0
0z

Comme on travaille avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser I'opérateur
@ nabla pour calculer la divergence et le rotationnel. Attention, on ne peut pas l'uti-
liser avec les coordonnées cylindriques et sphériques.

L'écoulement est donc irrotationnel. On peut définir un potentiel des

s . —
vitesses @ (M, t) tel que v = grad®. On a donc

0o
0
—kx — BéIC)
v =|ky =gradd=|—
dy
0
oD
0z
Ly ad od 0P
On en déduit que d® = —dx + —dy + —dz = —kxdx + kydy.
ax ax ax
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Il reste a intégrer :

Lo, 1,5
b = —Ekx -I—Eky + C1
D'aprés I'énoncé, & = 0 au point O. La constante d'intégration C1 est donc

nulle.

Cours : Une surface équipotentielle est définie par 1'ensemble des points M tel que ® = cte.
On obtient une surface dans le cas général. Comme I'écoulement est a 2 dimensions dans
l'exercice, on a donc une ligne équipotentielle.

Y

2. En tout point d'une ligne équipotentielle, on a :

1 1
= —Ekx2 + Eky2 = (C2 avec C2 une constante, soit :

—x? 4y =C3
C'est ['équation d'une hyperbole.
Pour calculer 'équation d'une ligne de courant, on écrit que ¥ et Ei sont

... e e —> —
colinéaires, c'est a dire v = ad! avec o = cte.

Ona: v = _kxetal>= dx
ky dy
dx d |
Les deux vecteurs sont colinéaires donc : —— = =Y = —.
—kx ky «
Il suffit d'intégrer : —Inx =Iny + C4. On a donc :
C5

y=—
X

Sur la figure de 'énoncé sont représentées en traits pleins les lignes de cou-
rant et en traits pointillés les lignes équipotentielles.

D'aprés les propriétés du gradient, le vecteur vitesse en un point Mest
orthogonal a la surface équipotentielle passant M.

3. On peut introduire des
obstacles a condition de 3
respecter les lignes de cou-

rant. Les obstacles peuvent

étre tangents aux lignes de 9
courant.

On peut avoir par exemple
un coin a angle droit. On a
alors les lignes de courant
et lignes équipotentielles
suivantes :

0 1 2 3
x
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Exercice 7.2 : Ecoulement perturbé par une sphére

On considere un écoulement permanent uniforme W = voﬁg . Dans cet écoule-
ment, on place une sphere de centre O et de rayon R. On considere que I’écou-
lement est permanent, incompressible et irrotationnel. Le champ des vitesses
ainsi obtenu est représenté sur la figure ci-dessous.

2]

i S e s

1 B R A .
B e R g T e e e
—anan T SCRCICEREE
e T S

e Sy

e T o

———
y O P

—— \ 7
N o
e b rim e
D A
e e
e namesernntn, 0 BRC ai Ge dnisesmnen

S
.

M
9 N
A B .

1. Montrer que le potentiel des vitesses ® vérifie A = 0.

B 0
2. On cherche ® sous la forme : ® = Ar cos 0 + c—(z)s + C. Déterminer A et
r

B. Exprimer le vecteur vitesse en fonction de vy,r, R et 6.
3. Dessiner ’allure des lignes équipotentielles.

Analyse du probleme

On connait la nature de I’écoulement. On a donc des relations permettant de calcu-
ler le potentiel des vitesses et d’en déduire le vecteur vitesse.

Cours : Nature de I’écoulement

L’ écoulement est permanent (on dit aussi stationnaire), donc la masse volumique ne dépend
pas du temps. L'équation de conservation de la masse s’écrit dans le cas général :
0 % , I

Er + div j,; = 0, soit ici div j,; = 0.

L’écoulement est incompressible, donc la masse volumique est constante en tout point du

fluide. On a alors divv = 0.

= 1. = : :
L’écoulement est irrotationnel, donc 2 = 5_0>v = 0. On peut alors définir @ le potentiel
des vitesses par v = gradcb puisque rot (g—a ) 0.
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z& 1. l'écoulement est incompressible, donc divv = 0.

L'écoulement est irrotationnel, donc v = grzfdcl).

On en déduit div (gTaa (D) = 1), 5ot §

AP =0

Choix du systeme de coordonnées

On utilise les coordonnées sphériques d’axe Oz et de centre O. Un point M est repé-
ré par ses coordonnées sphériques (r,0,¢). La figure est invariante par rotation
d’angle ¢ autour de 1’axe Oz. Le vecteur vitesse et le potentiel des vitesses ne
dépendent pas de ¢. On vérifie ces propriétés sur la carte de champ des vitesses. La
figure est représentée pour un angle ¢ quelconque.

Conditions aux limites

Si r — o0, alors I’écoulement n’est plus perturbé par la sphere et on doit retrouver
. —
le champ des vitesses FS = "Dl .

Sur la sphére on a r = R, le fluide doit suivre la sphére et ne peut pas pénétrer dans
celle-ci. On doit donc avoir v, (r = R,0,¢) = 0.

i Il faut connaitre parfaitement le gradient en coordonnées sphériques ou le retrou-

ver avec la définition d® = gEzl o dl :

P
. | e
grad® = | - —
r ot

I 09

rsinf 3¢

2. Le vecteur vitesse s'en déduit a partir du potentiel des vitesses :

L —> - . 2B - B sin6 _
v=grad ® = A cos Ou, — A sin Qug — —300$9ur - T Uo
r r

e Premiére condition aux limites : Si r — o0, alors v = vgu..
Il reste a projeter i, dans la base (it,,ug).
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D'aprés le schéma, on a : i, = cos i, — sin Biiy.

Dol vgit, = vy cos Ou, — vy sin Oy = A cos Ou, — A sin Oiiy.

Cette relation doit étre réalisée quel que soit €, en particulier pour § = 0.
On a donc :

A= Vo
e Deuxiéme condition aux limites : Pour r = R, le point M se situe sur
R . . ) 2B cos 0
la sphére. On doit avoir v, = 0, soit A cos 6 — R = 0. Comme
A = vg, on en déduit que :
voR?
B=-
2
Le vecteur vitesse s'écrit :
- - o voR> - voR3 sin 6 _,
v = vy cos Ou, — vy sin By — cos Ou, — —————uy
r3 2r3

En simplifiant, on obtient finalement :

R’ R’
Bzvgcose(l—r—3)iir—vosin9(l+ﬁ)ﬁg

Interprétation physique :

L'écoulement est bien symétrique par rapport a Oz. Si on remplace 6 par
—@, on obtient le méme champ de vitesses.

Le plan z = 0 est un plan d’antisymétrie des vitesses.

Au point A(r = R,0 = 7), le vecteur vitesse est nul. C'est bien un point
d'arrét.

De méme, le point B(r = R,/ = 0) est un point d’arrét.

Remarque : D’apres les propriétés du gradient, le vecteur vitesse en un point M est
orthogonal a la surface équipotentielle passant M.

&

3. On en déduit directement ['allure des lignes équipotentielles. Les surfaces
équipotentielles s'obtiennent par rotation d'angle ¢ autour l'axe Oz des
lignes équipotentielles.

Si r — o0, le ligne équipotentielle tend vers une droite perpendiculaire a
laxe Oz puisque le vecteur vitesse est v = vyii.. Le vecteur vitesse en un
point éloigné de le sphére est bien orthogonal a la ligne équipotentielle pas-
sant par M.

85



Partie 3 - Mécanique des fluides

86

Exercice 7.3 : Ecoulement sur un plan incliné

On considere un fluide de viscosité 7, de masse volumique p qui s’écoule sur un
plan inclin€ d’angle o entre z = 0 et z = L. On néglige les forces de viscosité a
I’interface entre le fluide et I’atmosphere. L’écoulement est stationnaire, homo-
géne et incompressible. Le champ des vitesses est de la forme : v = v (y) ity.

1. Exprimer p la pression du fluide en fonction de Py, u,g,a,y et e.
2. Exprimer v(y) en fonction de u,g,n,a,y et e.
3. En déduire le débit massique D,,.

y  atmosphere

Analyse du probleme

Dans cet exercice, le fluide n’est pas parfait puisqu’on tient compte des forces de
viscosité. Il faut écrire I’équation de Navier-Stokes et la projeter pour obtenir des
équations aux dérivées partielles. La difficulté est d’exprimer correctement les
conditions aux limites.

On utilise les coordonnées cartésiennes avec Ox suivant le plan incliné afin de res-
pecter les axes jouant un role important dans 1’exercice.
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Cours : Ecoulement de cisaillement incompressible

On considere une particule de fluide d7. On suppose que la vitesse v(y) est une fonction
croissante de y.

On considere la surface dxdz située en y + dy. Le fluide situé au dessus exerce sur cette sur-
face une force orientée suivant iz,. Cette force est appelée force de viscosité tangentielle. La

- v - : .
loi de Newton s’écrit : dF] = U (v +dy)dxdzuy. Cette force de viscosité est propor-
y

tionnelle a la surface, a la dérivée partielle de la vitesse par rapport a y. Le coefficient de
proportionnalité s’appelle la viscosité dynamique 7.
On considere la surface dxdz située en y. Le fluide situé au dessus exerce sur cette surface

2 3 — 5 % % =2 a v - i
une force orientée suivant i,. La loi de Newton s’écrit : dF> = ‘T]a— (v) dxdzu,. D apres le
¥

principe des actions réciproques, le fluide situé au dessous exerce sur cette surface une force
—dF,.
On fait maintenant le bilan des forces de viscosité s’exercant sur une particule de fluide de
volume dr. Les deux forces sont dF 1 et —d_)FQ. La résultante est :
— = — av - av -
dF =dF) —dF; = na— (y + dy) dxdzu, — na— (y) dxdzu,
¥ ¥
™ tydudzi "
= nN— Uy = 1)—=AaATU
! 32 y Ji }Byz x

La résultante des forces de viscosité peut s’écrire :

dF = nAvdr

Z & 1. L'équation de Navier-Stokes s'écrit :

5 v Lo—>\ . . — 3
pa = [ g—{—(v-grad)v = pug —gradp + nAv
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. v . ‘s . .
L'accélération locale o est nulle puisque ['écoulement est stationnaire.

: . T b
accélération convective est : (v : grad) v.

5 = P ' . ,
v - grad est un opérateur que l'on peut exprimer avec les coordonnées car-

tésiennes :
ax
L o—N v(y) d - av (y) - <5
(v-grad)v: 0 = Jv=v(y) u, =0
O 8y 8x
0
az

Attention a I’écriture de 1’opérateur Laplacien vecteur. En coordonnées carté-
@ siennes, I’opérateur Laplacien scalaire est :

AU =(V-V)U= U LU U
B ax2 0 92 9z

Aay
Aay
Aa;

L’ opérateur Laplacien vecteur s’écrit : Aa =

2
2& Av, = 8_v

Le Laplacien du vecteur vitesse est : AV = dy?
Avy =0
Av, =0

La projection de l'équation de Navier-Stokes dans la base des coordonnées
cartésiennes s'écrit :

dp a%v
() =se— sin —

oy 118 0z+nay2

ap
0=———pgcosa

dy

0
I

0z

D'aprés la troisiéme projection, la pression p ne dépend pas de z.
On utilise la deuxiéme projection pour exprimer la pression p en fonction de

)
v. On a donc (_p) = —i1g COS (x.
ay /.
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Cours : Méthode de résolution des équations aux dérivées partielles

0
On utilise I’équation (8_p) = —pug cos c. On travaille a x constant. On peut remplacer la
Y/ x

0 d
dérivée partielle (a—p) par —p, séparer les variables et intégrer. Attention, pour chaque
Y/ x !

valeur de x, on a une constante d’intégration. On a donc en fait une fonction f(x) qui appa-
rait lors de I’intégration.

d
2@ On travaille a x constant. La deuxiéme projection s'écrit : d—p = —/1g COS (.

On sépare les variables :
dp = —pug(cos a)dy
Lintégration donne :
p(x,y) = —pg(cos a)y + f (x) (éq.1)

Conditions aux limites

Le fluide est en contact avec ['atmosphére pour y = e. On a donc éqalité des
pressions pour y = e.
On doit donc avoir :

p(x.y =e) = po = —pg(cos me + f (x) (éq.2)
On fait la différence des équations (1) et (2). On obtient :

p—po=—pgcosa(y —e)

2. On utilise la premiére projection de l'équation de Navier-Stokes pour

ad ) 9%v
déterminer la vitesse v(y) : 0 = o + pg sina + n—sj.
dx dy?

0
D'aprés la question précédente, p ne dépend que de y. On a donc a—p = 0.
X
O s . i v
LUéquation différentielle se réduit a : 0= pugsina+ nﬁ, soit
y
d*v _ pgsina
dy? no
dv sin «
Lintégration donne : — = _,ug_y + Cy.
y n
Une deuxiéme intégration fournit la vitesse :
- 2
sin q
v=-ET2Y Loyt
n 2
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Conditions aux limites

® La premiére condition aux limites est pour y = 0. Le fluide est en contact
avec le plan incling, doncv =0et C, = 0.

® |a deuxiéme condition aux limites est plus délicate a exprimer en y = ¢
puisqu’on ne connait pas la vitesse pour y = e. Il faut trouver une condi-
tion sur la dérivée de la vitesse.

i Il n’y a pas de force de cisaillement ou de force de viscosité sur I’interface flui-

. dv
de/air, donc — (y = e) = 0.
dy

d . _
y

n n
La vitesse s'écrit donc :

pgsina y?  pgsina [4g Sin o ( yz)
P ———— e ——— g = Ye — 5
no 2 U 2

La vitesse maximale est obtenue pour y = ¢ et vaut :
: 2
(g sin e
Umax = — &H

n 2

Le graphe représentant v en fonction de y est représenté ci-dessous.

v

VUmax
1
0,8
0,6
0,4
0,2
01 0,2 0,4 0,6 0,8 1%

On vérifie que v =0 pour y = 0 et que la dérivée de la vitesse est nulle
pour y = e.

Cours :

Le débit massique est défini par : D,, =

=
|

Le débit volumique est défini par Dy =
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2& 3. On considére une surface élémentaire orientée dans le sens de l'écoule-

— .
ment : dS = dydz u,.

. 2
sin
Onavuquev=u(ye—y—).
n 2

si 4
Onadonc:szjf,uw(ye—y?)dydz.
n

On integre v entre 0 et e et z entre 0 et L.
pgsina [y e YT 44
n

On obtient: D,, = u s

3
SlIlOz (4
Dy = g BB SR (___)
i 2 6

On en déduit finalement :

Exercice 7.4 : Ecoulement de Poiseuille dans un cylindre

On considere un cylindre horizontal de rayon R, de longueur L. Le champ des
vitesses est de la forme v = v(r)u.. On appelle 1 la masse volumique et 7 la vis-
cosité du fluide.

Le Laplacien du vecteur vitesse s’écrit :

_ 13 [ v 1 9%v,  8%v, _
A == .
v=( Ty ( 8r)+r2892+8z2)uz

L’écoulement est stationnaire et incompressible. On néglige les effets de la
pesanteur. On appelle p4 la pression a I’entrée du cylindre (z = 0) et pp 1a pres-
sion a la sortie du cylindre (z = L).

1. Déterminer la vitesse en fonction de pa,pp.L.,n, R et r.

2. Déterminer le débit massique en fonction de p4, pp.n,L et R.

Analyse du probleme

Dans cet exercice, on tient compte des forces de viscosité. Il faut donc écrire 1’équa-
tion de Navier-Stokes. On pourra en déduire la pression et la vitesse en tout point
du fluide. La difficulté est de résoudre les équations aux dérivées partielles et de
bien déterminer les conditions aux limites.
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z Q 1. Léquation de Navier-Stokes s'écrit :

-

dv o >\ - . — -
,u 54_( ograd)v = pg —gradp + nAv

On néglige les effets de la pesanteur, ce qui revient a négliger g devant les
autres forces volumiques.

- 1 a v\ -
Le Laplacien du vecteur vitesse est Av = —— | r— | u:.
ror ar

Lopérateur dans la dérivée convective s'écrit :

L — _  Jde_ de
(v-grad)o =v(P i, —i.=v({r)—
az a7

Comme v, = v, = 0 et v, ne dépend que de r, l'accélération convective est :

v(iry— =20
0z
- — - 8Uy
(v-grad)v: v(r)a—=0
Z
()sz 0
v(r)— =
dz

d
o 0P
7
P
0= —— =
r o6
ap 10 av
O=——4+n—-——(r—
0z ror ar

La pression ne dépend pas de r et de 6. Elle ne dépend que de z. La vites-
se ne dépend que de r d'aprés 'énoncé. On peut donc remplacer les dérivées
partielles par des dérivées « droites ». On a alors :

dp 1d [/ dv
dz  'rdr rdr

Cours : Soit f une fonction ne dépendant que de z et g une fonction ne dépendant que de r.
Comment exploiter la relation f(z) = g(r) valable Vr et Vz ?

z 0z
ne dépend que de r. On en déduit que f ne dépend pas de z. Comme f ne dépend pas de
r, la fonction fest donc constante.

af 0
* La dérivée partielle par rapport a z s’écrit ( / (Z)) = ( & (r)) . Elle est nulle car g
F r
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ar ar

of (z ag (r
» La dérivée partielle par rapport a r s’écrit : ( S ( )) = ( 8 ( )) . Elle est nulle car f

ne dépend que z. On en déduit que g dépend pas de r. Comme g ne dépend pas de z, la
fonction g est donc constante.

Onadonc f(z) = A et g(r) = A avec A une constante.

¢

z r dr r
On doit donc avoir deux relations :

d 1d/d
La relation d_P =n—— (r—v) est valable Vr et Vz.

dp
—~ = A (eq.l
iz (eq.1)

et

1
n—i (rd—v) = A (eq.2)
dr

avec A une constante que l'on va déterminer au cours de la résolution.

Premiére équation :

d
d—p = A. Enintégrant, on a : p = Az + B. D'aprés l'énoncé, p = pa pour
z
z=0etp=pppourz=L.0nadonc B= pyetpp=AL+ pj, soit
A — PB — PA
L
La pression est donc :
PB — PA
=7
7 + Pa
Deuxiéme équation :
p : . dv Ar
La séparation des variables donne : d rd— = —dr.
r n
o dv  Ar? .
En intégrant, ona: r— = — 4 C, soit :
dr 2n
dv  Ar " C
dr  2n r

Argument physique pour déterminer une constante d’intégration : dans le cylindre,
la vitesse et la dérivée de la vitesse doivent rester finies.
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Si r — 0, la dérivée de la vitesse doit rester finie, donc la constante d'in-
tégration C est nulle.

v _
On adonc: — = Mr.

dr 2nL
_ s —pa) »

On intégre une deuxiéme fois : v
4nL

+ D (eq.3).

Remarque : Autre argument physique pour déterminer une constante d’intégration :

La vitesse est nulle pour » = R car le fluide accroche a la paroi a cause des forces
de viscosité.

%

(P — pa)
4nL
En faisant la différence (eq.3) - (eq.4), on en déduit la vitesse :

On doit avoir 0 = R>+ D (eq .4).

v = (pB - pA) (rz . Rz)
4nL

N o >
2. Le débit massique est défini par: D, = jf,u, v-dS.
On considére une surface élémentaire orientée dans le sens de 'écoulement :
— -
dS =drrdfu..

Onaalors: D, = ff,uv (r)ydrrdf = f v () dr 2f7r 0.

Soit : ’ r=0 =0

D. — S (pB—pA) (2 _ w(p— pa) ﬂ_ Zf R
S A AT [4 R 2]0'
On obtient :

m(pp—pa) (R*  RYN\  um(pa— pp)
szﬂ_—(4 C) = Lrleapa g

2 nL 4 2 8 nL
C'est la loi de Poiseuille pour laquelle le débit massique est proportionnel a

1
R* et proportionnel a I On vérifie que py > pp si D,, > 0. On a bien une

baisse de la pression dans le cylindre.
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Equation d’Euler

et theoremes
de Bernoulli

Exercice 8.1 : Tube de Pitot

On considere un fluide qui s’écoule dans une canalisation horizontale.
L’écoulement est homogene, permanent, parfait et incompressible. Exprimer la
vitesse v en fonction de g et de A.

] 7

L) 2

Cours : Théorémes de Bernoulli

I1 existe deux versions tres importantes des théoremes de Bernoulli selon la nature de 1’écou-
lement.

* Ecoulement homogene, parfait, permanent, incompressible, irrotationnel (HPPII),

2
v : »
Lo + 5 + gz = cte en tout point de I’écoulement.

2
: : . v
* Ecoulement homogene, parfait, permanent, incompressible (HPPI), £ + X + gz =cte
[
sur une ligne de courant. Attention la constante ne prend pas la méme valeur sur une autre
ligne de courant.

Attention a bien vérifier que ’axe Oz est bien orienté vers le haut. Dans ce cas, on a +gz
dans le théoreme de Bernoulli.

Si1’écoulement est parfait et les lignes de courant sont horizontales, alors on peut appliquer
la relation fondamentale de la statique des fluides dans la direction verticale.



Partie 3 - Mécanique des fluides

96

%

L atmosphere
z g’l Po
Po N ® B2
B h
hl T ! h2
AN ! Aje Ay & !
Al — Az

L'écoulement est homogéne, parfait, permanent et incompressible (HPPI).
On peut donc appliquer le théoreme de Bernoulli sur la ligne de courant hori-
zontale A — A». Le point A, est un point d’arrét. La vitesse est donc nulle
en ce point. Le théoréme de Bernoulli s'écrit :
| 1
% + EU‘%" + gz4, = % + Eviz + 824,
Le vecteur vitesse au point A; est v. On a donc :

1
PA, — PA = Elu'vz(eql)
Al — Bl

L'écoulement est parfait et les lignes de courant sont horizontales. On peut
donc appliquer la relation fondamentale de la statique des fluides homo-

genes et incompressibles :@ + 8za, = PEL + gza,. La point By est en
K H

contact avec l'air. On a donc pg, = py. Soit :

pa, = po+ pgh (eq.2)
Al — Bl
La vitesse est nulle au point A, et la pression au point B> vaut pg puisque
le fluide est en contact avec l'atmosphere. Le fluide est immobile. On peut
donc appliquer la relation fondamentale de la statique des fluides homo-
génes et incompressibles :

pa, = po + ugha (eq.3)
On fait la différence (eq.3) - (eq.1). On obtient :

Pa, — Pa, = pg (hy — hy) = ugh
1

En utilisant l'équation 1: pa, — pa, = 5,&1)2, on en déduit :

v=+/2gh

Cette relation permet de mesurer la vitesse d'écoulement d’un fluide a partir
de la hauteur 4.
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Exercice 8.2 : Débitmeétre

On considere un fluide qui s’écoule dans une canalisation horizontale.
L’écoulement est homogene, permanent, parfait et incompressible.

1. Exprimer le débit volumique en fonction de S,52,¢ et A.

2. 51 8> < 8y, comparer les pressions a ’entrée et a la sortie de la canalisation.

% )

y \.

1 V2

S1 2 S
—

Analyse du probléme

Avant d’appliquer le théoreme de Bernoulli, il faut bien regarder si toutes les hypo-
theéses sont bien vérifiées. Si I’écoulement est parfait et les lignes de courant sont
horizontales, alors on peut appliquer la relation de la statique des fluides dans la
direction verticale.

Comme I’écoulement est incompressible, on utilisera la conservation du débit
volumique.

%

1‘

Z/[ 9_’1 atmosphere

Po Po
Bl‘
s,
N
U1 ~ A1= A')= Vg
s /_2

Al —% Az

L'écoulement est homogéne, parfait, permanent et incompressible (HPPI).
On peut appliquer le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant
A — Ay, soit:

pa 1 pa
Tl = —Ui] + 824, = —2

1 2
> + SV, T 824,

2

On en déduit :

1
Pay = P4y = +5H (v3 — v7) (eq.1)
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Conservation du débit volumique

'écoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit volu-
mique :

U]S] = U2S2 (eq.2)

A1 —> By etA; —> B;

L'écoulement est parfait et les lignes de courant sont horizontales, alors on
peut appliquer la relation fondamentale de la statique des fluides homogeénes
et incompressibles dans la direction verticale, donc :

pa, = pp, + p1gh
On peut appliquer la méme relation pour A, — B», soit
P4, = pB, + pghs

Les points B; et B sont en contact avec l‘atmosphére, donc
PR, = PB, = po. On en déduit que :

PA, — Pa, = gh(eq.3)

Des équations (1) et (3), on en déduit :

1
pgh = 5 (v —vj)

En utilisant l'équation (2), on a:

U1 S
20h =
¢ ((S

Soit :

Le débit volumique est :

2gh
St —83

Dy = Sjvy =815

2. 51 5 < 8y, alors v, > vy d’aprés la conservation du débit volumique.
D'aprés le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant A} — Aj, on a

PA, < DA,

Un rétrécissement du conduit provoque une dépression.
Cet effet s'appelle Ueffet Venturi. Exemple d'application : trompe a eau uti-
lisée en chimie.
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Exercice 8.3 : Régime transitoire de la vidange d'un réservoir

On considere un réservoir cylindrique de section S4 et de hauteur A(z). At =0,
h(t) = hy. L'écoulement est homogene, parfait et incompressible. On étudie le
régime transitoire de la vidange du réservoir dans un tube de section S et de lon-
gueur L. On suppose que S4 > Sp.

1. On suppose que dans le tube, le vecteur vitesse est v = v (x,1) u,. Montrer que
v ne dépend pas de x.

2. Montrer que la vitesse dans le réservoir est négligeable devant v.

3. Exprimer v en fonction du temps en supposant que le niveau dans le réservoir
n’ait quasiment pas varié.

1
On rappelle que f 7 5 = Argthu + cte.
—u

atmosphere -
Po 7
h(t) 4
section
Sa
eau secStion
B
. — 1B

Analyse du probleme

Il s’agit d’un probleme de mécanique des fluides en régime transitoire. Comme
I’écoulement est incompressible, on peut appliquer la conservation du débit volu-
mique en régime transitoire. On définit un axe Ox et une ligne de courant reliant A
et B. On pourra appliquer I’équation d’Euler et la projeter sur cette ligne de courant.

atmosphere =
zp Zf po gl
h(t) ;
; section
Sa
cau | section
N S5 R
i _._.m:.
T

1. L'écoulement est incompressible. Dans le tube, on a div(v = 0). En coor-
données cartésiennes, on a :
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. ®
div(D) = 8—” =i}
X

On en déduit que v ne dépend pas de x.

2. L'écoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit
volumique. Au point A, le débit volumique est v4S4. En B, le débit volu-
mique est vgSp. On a donc v4 54 = vpSp, soit

S
VA = Vp—
A B S,
Comme S4 > S, alors
va < Up

La vitesse dans le réservoir est donc négligeable devant la vitesse dans le
tube.

3. Pour trouver |'‘équation différentielle de la vitesse, on écrit l'équation
d'Euler que l'on va projeter sur la ligne de courant A — B.

Cours : Projection de I’équation d’Euler sur une ligne de courant

L’équation d’Euler est :
v — U2 — = —= -
M E—I—gradi—i—(rotv)/\v = —gradp + ug
’ . - - o
On projette sur une ligne de courant avec v et d/ colinéaires.

: ; - = vt :
Attention : Sur une ligne de courant, v et d/ sont colinéaires mais on n’a pas

Ei = vdr car on travaille avec une description eulérienne et non lagrangienne !

Cours :

On a alors :

v 3 N . ,
(G +al + (75) ) - @ = —gradp- @+ g

On peut effectuer plusieurs simplifications :

— .\ 2\ = >\ s :
. ((rot v) A v) -dl =0 car ((rot v) A v) est un vecteur orthogonal au vecteur vitesse.

— V' — v’ . e ) — =
* grad = al = d’apres la définition du gradient : dU = grad U - d/ .
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On intégre sur la ligne de courant A — B :

- 2 2
Jv — v v
s Edl‘i‘?B_?A =—(p3—pA)—,LLg(ZB—ZA)
A

Remarque : La surface latérale du jet libre est en contact avec 1I’atmosphere. Si I’écoule-
ment est parfait, horizontal et si on néglige I’influence de la pesanteur sur la petite section
Sp. la pression est uniforme en sortie et égale a pp = pg.

Z & Analyse des différents termes :

e Sur la ligne de courant A — I, la vitesse est négligeable et la dérivée de
la vitesse est quasi nulle. Il reste a intégrer sur la ligne de courant

-

av
I — B. On peut sortir m de lintégrale puisque la vitesse ne dépend pas

de x. On note v la vitesse dans le tube. Comme la vitesse v ne dépend
que de 7, on peut remplacer la dérivée partielle par rapport au temps par
une dérivée droite. On a alors :

[ o7 d
[
A

(o3}

t dr

® On a vu que la vitesse en A est négligeable devant la vitesse en B, donc

vp vy 7
2 2%

e Le point A est en contact avec 'atmosphére, donc p4 = py. On a donc
ps—pa=0.

® —ug(zp —z4) = ugh. D'aprés l'énoncé, on suppose que la hauteur du
réservoir n'a quasiment pas varié, donc & = hy.
La projection de 'équation d’Euler sur une ligne de courant entre A — B
secrit :
dv v?
—L 4+ p— = ugh
dr H > HENo
Pour résoudre cette équation différentielle non linéaire, on transforme
l"équation pour utiliser l'intégrale proposée dans l'énoncé.

H

L dv B v?
ghy dt 2ghyg
On sépare les variables :
d h
L8Ny
v? L
Zghg
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Pour utiliser lintégrale de l'énoncé, on pose u =

On a alors :

d h
S2ghg——t = 8704

1 —u? L

On integre cette équation non linéaire :

h
Argth (1) = %t + cte

Pourt =0, v =0, donc cte = 0. On pose

212
T= [—
ghy

v t
On a donc : Argth( ) = -, soit :
N/Zgho T

r
v = \/2ghoth (;)

Interprétation physique
Sit — oo, alors

vV — Vim = +/28ho

Ce résultat est prévisible en appliquant le théoréme de Bernoulli en régime
stationnaire sur la ligne de courant A — B. Cest la formule de Torricelli.
On vérifie que 7 est bien homogeéne a un temps. Plus la longueur du tube est
grande, plus la constante de temps est grande.

v

Vlim

0.8
0.6
0.4
0.2]

Au bout de quelques 7, le régime permanent est atteint.
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Exercice 8.4 : Cyclone et écoulement tourbillonnaire

A Vintérieur d’un cylindre d’axe Oz, de rayon R, I’écoulement de 1" air est homo-
gene, parfait, permanent, incompressible et tourbillonnaire. On définit & I’inté-

rieur de ce cylindre (appel€ oeil du cyclone) le vecteur tourbillon Q= Qii, avec
2 = cte.

A Pextérieur du cylindre, I’écoulement est homogéne, parfait, permanent, incom-
pressible et irrotationnel. On note py la pression infiniment loin du cylindre.

Les lignes de courant sont des cercles. On admet que v = v (r) ity9. On néglige les
effets de la pesanteur.

On rappelle que :

— 1da, Jdap\ . da, 0a;\ . 1 /0 (rag) Oda,\ -
t - - _ - p - = _ —
rot () (r a0 az)u+(82 8r)u8+r( ar a6 )"
1. Exprimer v en fonction de r, R et 2 par deux méthodes.
2. Déterminer la pression p en négligeant les effets de la pesanteur.

Analyse du probléeme

L’écoulement est tourbillonnaire a I’intérieur du cylindre. Pour déterminer la vites-
se a I'intérieur du cylindre, on pourra utiliser le rotationnel en coordonnées cylin-
driques ou calculer la circulation du vecteur vitesse par analogie avec la magnéto-
statique.

Pour déterminer la pression, on pourra appliquer le théoreme de Bernoulli a condi-
tion de bien vérifier les hypotheses d’application, sinon on revient a 1’équation
d’Euler.

11 faut bien connaitre la définition du vecteur rotation :

> 1.
Q= —-rotv
2& 1. Premiere méthode pour calculer v : utilisation du rotationnel

Comme v = v (r) up, le rotationnel du vecteur vitesse s’écrit en projection
.~ 1d
suru, : —— (rv(r)).
rdr
® 1¥"cas: r < R.Ona

’ld% (rv(r)) =2Q

On sépare les variables : d (rv) = 2Qrdr
L'intégration donne : rv = Qr? 4 C;. Soit :

C
v=rQ—|——1
,
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Si r — 0, la vitesse est nécessairement définie, alors C; = 0.
A lintérieur du cylindre, la vitesse est donc :

v=r

e 2¢Me cag: > R.Ona:
1d
——(rv(r)) =0
rdr

. C
On a donc rv = C», soit v = —.
r

C
La vitesse est nécessairement continue pour » = R, donc =2 _ RQ.Onen
déduit donc la constante d‘intégration :
C» = R°Q
La vitesse a 'extérieur du cylindre est :

R
V=

r

Deuxieme méthode : Calcul de la circulation du vecteur vitesse

Cours :

On utilise le méme raisonnement qu’en magnétostatique avec un cylindre infini parcouru par
des courants volumiques uniformes portés par 1’axe du cylindre.

; . .z —> >
En magnétostatique, on a divB = 0 etrot B = ) .

En mécanique des fluides, on a dans cet exercice : divv = 0 et rot v =2Q.

On a donc I’analogie suivante : B— vet ,uof — 2Q.
Le théoréme d’ Ampere s’€crit :

S

S

L’équivalent du théoréme d’ Ampere s’écrit :

fﬁﬁi:[[ﬁﬁﬁ:f )
S

S

a8

0

2@ Comme pour le théoreme d’Ampére, on considére un contour I", c'est-a-dire
une courbe fermée orientée. Ici, on prend un cercle passant passant par M,
de rayon r et orienté suivant uy.
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La circulation du vecteur vitesse sur le contour I' est :

2w
%{}.Hf=¢v(r)ﬁg-rd9ﬁg=v(r)r[d9=v(’”)27”’
=0

go-d = [[wia 3= [[20.3
S S

Le vecteur ?S‘ est orienté par la régle de la main droite. On a donc
48 = (dr) (rdb) ii..
Il y a deux cas pour calculer le flux du vecteur tourbillon :

e 1% cas: r < R. Il faut intégrer entre O et r et langle € entre 0 et 2.
On a donc : v (r) 27r = 2Q7r2, soit :

v =782

e 28me ca5 : y > R. Attention, le vecteur tourbillon est nul & U'extérieur.
Par contre, il n'est pas nul a l'intérieur du disque de rayon R. Il faut donc
intégrer entre 0 et R et langle 6 entre 0 et 27w. On a donc :

v (r) 2mr = 2QmR?, soit :

P =
r

On retrouve bien les mémes résultats qu'avec la méthode 1.

v

RO

0,8
0,6
0,4
0,2

0 1 2 3 R
R

—

@ L’utilisation du théoréme de Stokes : % a-dl = f / rotd - dS est fréquente en

S
physique : théoréme d’ Ampére en magnétostatique, circulation du vecteur vitesse
pour un écoulement rotationnel, circulation du potentiel vecteur A... S est une sur-
face qui s’appuie sur le contour I et orientée avec la regle de la main droite.
Attention : méme les gauchers doivent utiliser la main droite !
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2. A lextérieur du cylindre :

L'écoulement est homogeéne, parfait, permanent, incompressible et irrota-

tionnel (HPPII). On peut donc appliquer le théoréme de Bernoulli.
2

v
La quantité P + ) + gz = cte est constante en tout point de l'écoule-
L

ment. Si r — 00, alors la vitesse est nulle et la pression tend vers pg. On
reste a la méme altitude, donc :

2

v
PV _p

T
R*Q
r
1 R*Q?

p:po_alu’ 1"2

On a vu dans la question précédente que v = .0na:

A Uintérieur du cylindre :

L'écoulement est homogéne, parfait, permanent, incompressible et rotation-
nel. On pourrait appliquer le théoréme de Bernoulli sur une ligne de courant
mais pour chaque cercle, on aurait une constante différente. Cette méthode
ne permet pas de calculer la pression.

Il faut donc revenir a l'équation d'Euler.

0 —v? — .\ - — -
7 8t—|—grad2—|—(r0tv)/\v = —gradp + ug

-

v -
On est en régime permanent donc a7 = 0. A lintérieur du cylindre :

rot v = 2Qu.. On néglige les effets de la pesanteur.
On a donc :

—s (r?Q? ap 1dp ap
d 2Qu, ANrQilg | = ——t, — ———llg — — Ui,
1] (gra ( 5 ) + 282u; Nr u.g) aru - 89u9 azu&

Soit :
ap - 1ap._ ap .
ar r o8 0z

On peut projeter dans la base (u,,ug.i,).

wr i, — p2rQ%i, =

0
—purQ® = P
Lap ar
0= ——-&
589
0=-2"
az
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0 d
La pression ne dépend pas de 8 et de z. On peut remplacer 8_p par d—p On
r r
a alors :
dp
—urQ? ==
# dr
Il reste a séparer les variables :
dp = ,urQ2dr
On integre :
2
p= M592 + cte

Pour déterminer la constante d‘intégration, on se place en r = R puisque
la pression est continue en tout point de l'espace. On doit donc avoir :

1 RQ? R*
Po = SH—r = U8 Fcle

Soit :
cte = py — ,LLR2QZ

On en déduit la pression a l'intérieur du cylindre :

2

p= #%Qz + (po — nR*Q?)
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Exercice 9.1 : Pompe et dénivellation

108

On considere un écoulement homogene, parfait, permanent, incompressible. On
appelle D, le débit massique. Calculer la puissance a fournir a la pompe pour
que I’eau franchisse la dénivellation de hauteur H en fonction de D,,,u, p1,p2,.8

1
et H. On rappelle que dh = Tds + —dp.
1

On appelle py,v; la pression et la vitesse de 1’eau a ’entrée de la pompe et p2,v2
la pression et la vitesse de ’eau a la sortie de la pompe. La section §; a I’entrée
de la pompe est égale a la section S, en sortie.

C P2
D .

pompe

&

Analyse du probleme

Il faut effectuer des bilans pour calculer la puissance. On ne peut pas appliquer le
théoréme de Bernoulli car on ne peut pas définir de ligne de courant a I’intérieur de
la pompe. Le raisonnement sur les systemes ouverts est treés important et peut s’ ap-
pliquer pour le premier principe, le deuxieme principe de la thermodynamique, le
théoreme de la quantité de mouvement, le théoréme du moment cinétique, le théo-
reme de 1’énergie cinétique...

Cours : Méthode pour effectuer des bilans avec des systemes ouverts

On consideére un régime permanent d’écoulement avec une entrée et une sortie.

Le fluide compris entre AB et C D est un systéme ouvert. On ne peut pas appliquer le pre-
mier principe de la thermodynamique. Il faut se ramener a un systéme fermé X défini de la
facon suivante :
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Chapitre 9 - Bilans dynamiques et thermodynamiques

* Systeme fermé X ar : il est défini par la partie commune (PC) appelé volume de contr6-
le + la masse dm qui rentre pendant dr.

e Systeme fermé X a t +dr : il est défini par la partie commune (PC) appelé volume de
contrdle + la masse dm» qui sort pendant dr.

partie commune partie commune

pompe pompe dms

A A

B B

dm1
schéma a t schéma a t + dt

On a bien un systeme fermé. On note avec un indice les différentes grandeurs de la partie
commune : énergie interne Upc, énergie mécanique E,,pc, masse mpc...

Comme on est en régime permanent, les différentes grandeurs de la partie commune sont les
mémes atetar+dsr. Onadonc:

Upc(t) = Upc(t +di)
Empc(t) = Eppe(t + df)
Mpc(t) = Mpc(r +dt)

Conservation de la masse :

La masse du systéme fermé est laméme areta ¢+ dr:

* Masse du systeme fermé a r : Mpc(t) + dm;.

* Masse du systeme fermé a ¢ + dt : Mpc(t + dt) + dmo.
Comme Mpc(t) = Mpc(t + dr), on a donc :

dm| =dm; =dm
On note par la suite dm la masse qui rentre pendant df et qui est aussi égale a 1a masse qui
; : m - o ;
sort pendant df. Le débit massique vaut D,;, = 7 On a conservation du débit massique

puisque I’écoulement est permanent.

Premier principe de la thermodynamique pour un systéme ouvert en régime perma-
nent :

On applique le premier principe de la thermodynamique au systeme fermé X défini précé-
demment pendant dr :

dU + dE,;, = 6W + 60
Calcul de la variation d’énergie interne :

dU =Uxs (t+dt) — Uxs ()
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e Usx (1) = Upc (t) + dmu. L’énergie interne de la masse qui rentre pendant dr s’expri-
me avec |’énergie interne massique | a ’entrée et dm la masse qui rentre pendant dr.

o Usx (r+dt)=Upc (t +dr)+dmus.

En régime permanent, u et u2 sont indépendants du temps et Upc(f) = Upc(t +dr). Ona
donc :

dU =dm (u2 — uy)
Calcul de la variation d’énergie mécanique :

dE; = Epy (1 +dt) — Epyx (1)
1
* Epx(t) = Eppc (1) + Edmv% +dmgz,.

1
e E,yx(t+dt) = E,pc (t +df) + 5dmu§ + dmgzs .

On a vu qu’en régime permanent E,,pc(t) = E,pc(f +dt), on a donc :

1 1
dE,, = dm (Ev% + 822 — EU% - 821)

Calcul du transfert thermique :
On appelle g le transfert thermique massique algébriquement recu par le systéme X
pendant dz. On a alors :

0Q = gdm

Calcul du travail :

Il y a trois termes : travail des forces de pression a I’entrée, travail des forces de pression a
la sortie et travail autre que celui des forces pression (appelé travail indiqué ou travail utile).
Dans tous les cas, ¢’est un travail algébriquement recu de I’extérieur.

* Travail des forces de pression a I’entrée : ¢’est un travail positif car les forces de pression
sont motrices. On définit un axe Ox orienté vers la droite. La force de pression est

131 = p|S)iy. Le travail élémentaire vaut : §W| = f’l . 3] = p151dl{. On peut expri-
mer le volume §1d/ de la masse qui rentre pendant df en fonction de la masse volumique
f¢. On a donc :

oW, = ﬂdm
H1

» Travail des forces de pression a la sortie : c’est un travail négatif car les forces de pres-
sion sont résistantes. On définit un axe Ox orienté vers la droite. La force de pression est

= - os1s . =

F> = —p2Ssuy. Le travail élémentaire vaut : 6Whr = F> - dl o = —p»S>dl>. On peut
exprimer le volume S>dl> de la masse qui sort pendant dr en fonction de la masse volu-
mique . On a donc :

oWy = &dm
H2
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Le travail indiqué peut s’exprimer en fonction du travail indiqué massique w;. w; est le tra-
vail massique fourni aux parties mobiles de la machine. Il est algébriquement recu par le
fluide. w; > 0 pour un compresseur et w; < 0 pour une turbine.

On a donc :

oW = ﬂclm — 2t:lm + w;dm
M1 H2

Le premier principe s’écrit :

1 1
dm (ug—ul—l-—v%—l—gzz——vf—gzl):dm(ﬂ—gil—wf—l-q)
2 2 Py M2

Tout se passe comme si une masse dm passait de 1’état 1 a 1’état 2.
On simplifie par dm et on fait apparaitre I’enthalpie massique définie par

h:w—l—E

I

Remarque : L'inverse de la masse volumique est le volume massique qui est peu utilisé en
mécanique des fluides. De plus la notation habituelle en thermodynamique du volume mas-
sique v est utilisée ici pour désigner la vitesse...

On a donc :
I, 1,
hy —hy+5v3 = svi+g (@2 —2) =wi +4

C’est une expression que ’on peut appliquer par coeur a condition de bien connaitre les
hypotheses : régime permanent d’écoulement pour un systeme ouvert a une entrée et une
sortie.

Si on multiplie par dm et on divise par df. On a :

1 1
D, (hz—hl +§u§— 5v%+g(zQ—z1)) = P + Py,

. C e . g Wi
P; est la puissance indiquée, c’est a dire P; =

et Py, est la puissance thermique algé-

briquement recue.

2& L'écoulement est parfait. La transformation est donc adiabatique et réver-
sible, c’est a dire isentropique.

Le premier principe de la thermodynamique s'écrit pour la pompe en régime

permanent :

1 1
D, (hz — hy + 5”5‘ 5v%+g(m —zl)) =P + Py,

P;;, = 0 car la transformation est adiabatique.
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P; est la puissance a fournir a la pompe, que l'on va noter P. Pour un com-
presseur, on a P > 0 alors que pour une turbine, ona P < 0.
Pour calculer Ay — Ay, on utilise :

1
dh =Tds + —dp
i

ds = 0 car la transformation est isentropique. On intégre entre l'état 1 et
|

l'état 2, soit: ho —hy = — (p2 — p1).
7’

Ona:

1 1, 1,
P=Dm E(p2_pl)+§v2_§vl+gH

Lécoulement est incompressible. On a donc conservation du débit volu-
mique :

DV = UlSl = UQSZ

Comme §; = 55, alors v = vy. On en déduit finalement :

1
Pi=Dy (E (Pz—P1)+§H)

Exercice 9.2 : Force exercée par un liquide sur un tuyau coudé

On considere un tuyau coudé horizontal de section § constante. L’écoulement de
I’eau est homogene, parfait, permanent, incompressible. On néglige les variations
d’altitude dans le tuyau. On appelle v et vy respectivement les vitesses a ’entrée
et a la sortie du tuyau. On appelle p; et p» les pressions respectivement a I’entrée
et a la sortie du tuyau. On suppose que la pression est uniforme a I’entrée et a la
sortie du tuyau.

1. Montrer que p; = p2.

2. Exprimer la force exercée par le fluide sur le coude dans le plan horizontal en
fonction de Dy, u, S, et p;.
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C

/D 2

]

Analyse du probleme

On peut appliquer le théoreme de Bernoulli sur une ligne de courant puisque les
hypotheéses HPPI sont vérifiées. Le fluide compris entre AB et C D est un systeme
ouvert. Il faut donc se ramener a un systeme fermé pour appliquer le théoreme de la
quantité de mouvement.

¥

1. L'écoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit
volumique : D, = Sjv; = Srv2. Comme §; = S», on a donc vy = vy que
l'on appellera v dans la deuxiéme question.
L'écoulement est homogene, parfait, permanent, incompressible (HPPI). Le
théoréme de Bernoulli s’écrit sur une ligne de courant entre l'entrée et la sor-
tie :

P e =" Ly

5 V2 822 = p 21)1 87|

On néglige les variations d’altitude dans le tuyau, donc z; = z. Comme
v = v, on adonc: p; = ps.

2. Définition du systéme fermé :

On ne peut pas appliquer le théoréme de la quantité de mouvement a un sys-
téme ouvert. Il faut se ramener a un systeme fermé X défini de la facon sui-
vante :

e Systéeme fermé X a r : il est défini par la partie commune (PC) appelé
volume de contréle + la masse dm qui rentre pendant dr.

o Systéme fermé X a r +dr : il est défini par la partie commune (PC) appe-
[é volume de contrdle + la masse dm, qui sort pendant dz.
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partie commune _ C partie commune
—>
D b2 D
y de
AB ’[ AHB
T
dmy
Y] schémaa t schéma 2 t + dt

Régime permanent d'écoulement :

On est en régime permanent, donc la quantité de mouvement de la partie
commune a ¢ est la méme qu'a 7 + dr : ppc () = ppc (t + d1).
On a conservation du débit massique, donc dm | = dm, = dm.

Bilan de quantité de mouvement :
A t, la quantité de mouvement du systeme fermé vaut :

p (1) = pec (t) + dm v
At + dr, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :
p(t +dr) = ppc (t +dt) + dm vy
On a donc :

p(t+dt) —p(t) =dm (v, — vy)

pl+dy—p@) _

D,, (v — v
dr m(Z I)

Théoréeme de la quantité de mouvement :

pt ‘|‘d3 —p () _ Z ﬁ,en
Bilan des actions extérieures :

e Force de pression a lentrée : p; Sii,.

® Force de pression a la sortie : —poSit,.

® Poids du systéme fermé : mg.

® Force que le coude exerce sur l'eau. Cette force est 'opposée de la force

F que l'eau exerce sur le coude.

Le théoréme de la quantité de mouvement dans le référentiel terrestre gali-
léen s'écrit :
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p(t+dt)y—p@)
dr

= Dy, (v2 — V1) = p1Siiy — p2 Sy + mg — F
On a donc :

F= p1Siy — paSiiy +mg — D,y (vgﬁx — vlﬁy)
Le débit massique est D,, = uSv. On en déduit :

F= (1 S+ ,usz) iy — (p2S + ,usz) Uy +mg

2

2 = S_zv Comme p, = py, la

Le débit volumique est D, = Sv, onadonc: v

force F’ que le fluide exerce sur le coude dans le plan horizontal est donc :

S DZ . D2 ~
= (PIS —|—u?") Uy — (mS + ,u?”) 7

Exercice 9.3 : Force subie par un réservoir

On considére un réservoir muni d’une vidange. On suppose que Sp << Sa.
L’écoulement est homogene, parfait et incompressible.

1. Au bout d’une durée tres courte un régime quasistationnaire est établi (voir
exercice 8.3). Montrer que la vitesse de sortie vaut alors vp = /2gh.

2. Exprimer la force que I’eau exerce sur le réservoir.

3. Quelle est la condition sur le coefficient de frottement f pour que le réservoir
ne glisse pas ?

atmosphere 7
Po N

A $ =

- SAA

<

cau

sol

1. Théoréme de Bernoulli

L'écoulement est incompressible. On a donc conservation du débit volu-
mique : Dy, = v4S854 = vpSp. Comme Sp K Sy, alors vy K vp.
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atmosphere g’l
Po

[——— Y,
<@
]

-

eau

sol

Lécoulement est homogéne, parfait, quasistationnaire et incompressible

(HPPI). On peut donc appliquer le théoréme de Bernoulli sur la ligne de cou-
rantA — B :

pa 1, pe 1,
— U4+ 8% =+ Vg T 8Z
i 2A 82A w 2B 8B

L'entrée et la sortie sont en contact avec l'air. On a donc pg = pgp = po. De

plus za4 — zp = H. La vitesse en A est négligeable devant la vitesse en B.
On a donc :

v = +/2gh

2. Définition du systéme fermé :

I T I J o dms
dmy 7 K K
|7 L7
partie commune/ L partie commune”" L
schéma a ¢ schémaat + dt

Le fluide compris entre /J et K L est un systéeme ouvert. On ne peut pas
appliquer le théoréme de la quantité de mouvement. Il faut se ramener a un
systéeme fermé X défini de la facon suivante :

e Systéeme fermé X a ¢ : il est défini par la partie commune (PC) appelé
volume de controle + la masse dm; qui rentre pendant dt.

o Systéme fermé X a ¢ +dr : il est défini par la partie commune (PC) appe-
|& volume de contréle + la masse dm, qui sort pendant dr.
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Régime permanent d’écoulement :

On est en régime permanent, donc la quantité de mouvement de la partie
commune a ¢ est la méme qu'a r + dr : ppc (r) = ppc (¢ + dr).
On a conservation du débit massique, donc dm = dm, = dm.

Bilan de quantité de mouvement :
A t, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :

p () = ppc (1) +dm v
At + dz, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :
p(t +df) = ppc (t +dt) +dm v,
On a donc :

pt+dr)— p(r)=dm v, —vy)

p(t+dr)—pt)

dr - Dm (62 - 61)

Théoréme de la quantité de mouvement :

p@t+dn)—p) .
dr :ZFexr

Bilan des actions extérieures :

* Force de pression a l'entrée : —poSai..

* Force de pression a la sortie : —pSpii,.

® Poids du systéme fermé : mg.

® Force que le réservoir exerce sur l'eau. Cette force est l'opposée de la force

ﬁl que l'eau exerce sur le réservoir.

Le théoréme de la quantité de mouvement dans le référentiel terrestre gali-

léen s'écrit :
p@t+d)—p@)

dr = Dm (52 - 51) - —POSAL-E: - pOSBﬁx +m§ - Fl

On néglige la vitesse a 'entrée. On a donc :
Fy =mg — poSaii; — poSpiix — Dpvpiiy

3. Le systéme mécanique étudié est le réservoir.
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@ On ne considere pas I’eau a ’intérieur !

Zﬁ On suppose que le référentiel terrestre est galiléen.
Bilan des actions mécaniques extérieures :

e Poids du réservoir : Mg.

e Force F| que l'eau exerce sur le réservoir. Cette force a été déterminée
dans la question précédente.

e Réaction du support R que lon peut décomposer en une réaction tan-
gentielle T et une réaction normale N.

® Force de pression atmosphérique 17},

Meéthode pour calculer les forces de pression sur le réservoir

On a souvent besoin en mécanique des fluides de calculer la résultante des forces
de pression F), qui s’exercent sur une surface qui n’est pas fermée. On utilise sou-
vent la méthode consistant a définir une surface fermée fictive.

On chercher a calculer F » la résultante des forces de pression de 1’air qui s’exercent
sur le réservoir. Ces forces s’exercent sur la surface ¥ constitué des parties C D,
EF, FG, HI et IJ (traits pleins sur la figure). Elles ne s’appliquent pas sur les par-
ties DE (pas d’air), G H (pas de réservoir) et CJ (pas de réservoir).

Z On définit la surface X, constituée des parties DE, GH et CJ (traits en
Q pointillés sur la figure).

pas de réservoir

C / J

pas de réservoir

I h/
'
G

—3
F

D [ L L L N & B 0B N F ]

E

pas d'air

On définit ainsi la surface X + X, fictive et entourée d’air. Elle n’a pas de réalité
physique mais la résultante des forces de pression de |’air sur cette surface fermée
fictive %) + X est nulle puisque la pression pg est uniforme. On pourra alors en
déduire tres facilement F),.
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La surface | + X, est une surface fermée.

— _— -
# —podS,y = —ff[ grad podr = 0
1%

2+

La résultante des forces de pression de lair sur cette surface fermée
21 + Z» est nulle puisque la pression pg est uniforme.
On peut décomposer cette somme en deux termes :

-

* Résultante des forces de pression de l'air qui s'exercent sur Xq : F),.

e Résultante des forces de pression de lair qui s'‘exercent sur X, :
poSau; — poSau; — poSply.

On a donc: 0 = I_*:'p + poSau, — poSai; — poSpiy.
Soit :

Fp = pOSBb_ix

Etude de l'équilibre du réservoir

On applique le théoreme de la quantité de mouvement au réservoir a l'équi-
libre :

-

6=M§+ﬁl+T+ﬁ+ﬁp
On a vu dans la question précédente que :
Fi = mg — poSaii; — poSpitx — Dy vpiix
On projette 7' et N sur ii, et ii.. On a donc :

6 = Mg + m§ - pOSAL_iz - pOSBﬁx - DmUBﬁx + Tﬁx
+NL_ZZ +p()SBﬁx

On peut étre surpris que le poids de l'eau n'apparait pas dans l'équation pré-
cédente traduisant l'équilibre du réservoir mais il intervient bien dans la

force 17”1.
—D,vp+T =0
En projection sur ii, et ii,, ona: | —mg — Mg — poSa + N =0.
0
On en déduit que :
T = DmUB
N=mg+ Mg+ poSa
0
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La condition pour que le réservoir ne glisse pas est que :
IT| < fIN|
Soit :

Dyvp < f(mg + Mg + poSa)

Exercice 9.4 : Fusée Ariane 5

On étudie le décollage vertical de la fusée Ariane 5. La masse de la fusée et du
satellite est notée ms. A t = 0, la masse de gaz est notée mgzo. Les gaz sont éjec-
tés avec une vitesse verticale par rapport au référentiel terrestre galiléen a la
vitesse relative u par rapport a la fusée. On note D,, le débit massique supposé
constant. On néglige les frottements de I’atmosphere et le champ de pesanteur g
est supposé uniforme.

Dy, =3,6x100kgs™ 5 g=9.8m.s? ; mg=my+my =460 x 10° kg ;

u=2,1x10"ms™!

1. Déterminer la force, due a I’éjection des gaz, subie par la fusée.

2. Quelle doit étre la valeur minimale de cette force pour que la fusée décolle ?
Calculer I’accélération de la fusée a r = 0.

3. Calculer la vitesse de la fusée au bout de 15 s.

Analyse du probleme

Le systeme {fusée + carburant} est un systeme ouvert. Il faut donc se ramener a un
systeme fermé pour appliquer le théoreme de la quantité de mouvement. L’énoncé
donne la vitesse relative des gaz, c’est-a-dire la vitesse des gaz par rapport a la
fusée. On a un systeme ouvert en régime non permanent avec une sortie. On va
adapter la méme méthode vue précédemment en définissant rigoureusement le sys-
teme fermé X aretar + dr.

1. Définition du systeme fermé :

¥

7l v+dv
partie commune partie commune
dm
U+T+dT
schéma 3 ¢ schéma a t + d¢
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Le référentiel absolu est le référentiel terrestre supposé galiléen. On appel-
le v le vecteur vitesse de la fusée 7, dv la variation du vecteur vitesse de la
fusée pendant dr. Le vecteur vitesse de la fusée a r + dr est donc v + dv.
On se raméne a un systéme fermé X de la fagon suivante :

 Systéme fermé X a1 : fusée de vitesse v de masse m s + m,(t).
e Systéme fermé ¥ & ¢ +dr : fusée de vitesse (v -+ dv) de masse
(my +mg(t) — Dydt) + gaz éjecté de masse dm. En effet, pendant dr

une masse dm = D,,dr de gaz a été éjectée. Cette masse de gaz éjectée
a une vitesse relative u par rapport a la fusée. On applique la loi de com-
position des vitesses a dm pour calculer la vitesse absolue de la masse de
gaz éjectée : U, = U, + U,. Le référentiel relatif lié a la fusée est en
translation rectiligne par rapport au référentiel terrestre, donc la vitesse
d’entrainement est égale a la vitesse de la fusée, soit v, = v + dv. La
vitesse absolue de la masse dm est donc : v, = u + v + dv.

Bilan de quantité de mouvement :
A t, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :

p(t)y=(mp+mg (1)
At + dt, la quantité de mouvement du systéme fermé vaut :
p(t+dr) = (mg +myg (t) — Dydt) (V+dv) + D, dr (il + U + dv)
En simplifiant, on a :
pt+dt)—p(t) = (mg+mg (1) dv+ Dydr it

On obtient :

p(t+dr)— pl(t d .
p( ) p():(mj'+mg(r))d_1;+Dnzu

dr

Bilan des actions mécaniques extérieures :
Forces de gravitation : (ms +my (1)) g.
Le théoréme de la quantité de la mouvement s'écrit :

pt+dt)—p(1)
dr

-

d S -
= (mf —|—mg (I)) d_;) + Dmu = (mf +m8 (t))g

Soit :

d - -
(mf + myg (t)) d_lt) = (mf +myg (t)) g—D,u
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La force due a 'éjection des gaz subie par la fusée que l'on appelle force de
poussée est donc égale a :

—D,u

Tout se passe comme si on appliquait le théoréme de la quantité de mouve-
ment au systéme fermé de masse my + m, (¢) soumis aux forces de pesan-

teur (mf +myg (t)) g et a la force que les gaz éjectés exercent sur la fusée.

Interprétation qualitative avec un ballon qui se dégonfle
On considéere un ballon immobile qui se dégonfle a r = 0.

e 1°7¢ interprétation : La quantité de mouvement du ballon est donc nulle.
Le ballon se déplace vers la gauche par exemple alors que la masse d'air
se déplace vers la droite. Comme on a conservation de la quantité de mou-
vement, la somme des deux quantités de mouvement est donc nulle a tout
instant 7.

® |Le systéme étudié est le ballon + la masse air qu'il contient a ¢ sauf la
masse dm qui va sortir pendant dr. Ce systéme va exercer une force sur
cette masse dm pour la faire sortir (force exercée vers la droite). D'aprés
le principe des actions réciproques, la masse dm va exercer sur le ballon
une force vers la gauche. Cette force est appelée force de poussée.

2. La condition de décollage est qu'a r = 0, on doit avoir :

dv 0
— >
dr

On projette sur laxe Oz : vV = vu,, u = —uu, et g = —gu..
On doit donc avoirat =10 :

D,u > (mf —l—mgo) g
Soit D,,u > 4,508 x 10° N.

L'accélération vaut : ¢ = 6,63 m.s~2.

3. On suppose qu'il reste des gaz dans la fusée. L'équation différentielle du
mouvement en projection sur Oz est :

d
(mf +mgo — Dmt) d—;) = — (mf +mgo — Dmr)g + D, u

On sépare les variables :

do = Dy u— (mf + mgo — Dmt)gd[
(my +mgo — Dut)




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 9 - Bilans dynamiques et thermodynamiques

En simplifiant, on a :

d D u df — odt
= —
(my +mgo— Dpt) _ ©

Lintégration entre linstant initial et linstant ¢ donne :

D,,u
— In

-D, my + Mmgo

myg + mgo — Dyt _

v gt

On pose mo = mys + mgo. On a donc :

mo — Dyt
v=—uln —— — gt
mo

L'application numérique donne :
v=115ms"' =415km.h~!

Exercice 9.5 : Tourniquet hydraulique

On considere un tourniquet utilis€ pour 1’arrosage des pelouses, en rotation
autour d’un axe vertical. De I’eau arrive dans le tube vertical avec un débit mas-

= ’ , - - 7T
sique D,, constant. L’eau est éjectée par deux orifices faisant un angle de 5 par

rapport aux deux tubes horizontaux et & la vitesse relative u par rapport au tube.
Les deux sorties d’eau sont dans un plan horizontal.

On appelle J le moment d’inertie par rapport a 1’axe vertical du tourniquet et de
I’eau contenue dans celui-ci. Les frottements au niveau de [’articulation sont
modélisés par un couple de moment —kw.

Déterminer la vitesse angulaire du tourniquet w en fonction du temps sachant
qu’il est immobile a r = 0.

vue de dessus

Analyse du probleme

Le systeme {tourniquet + eau} est un systeme ouvert. Il faut donc se ramener a un
systeme fermé pour appliquer le théoreme du moment cinétique en projection sur
I’axe A orienté suivant +u.. L’énoncé donne la vitesse relative de I’eau qui sort par
rapport au tube. Il faut donc appliquer la loi de composition des vitesses.
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partie commune dm partie commune

Définition du systéme fermé :

schéma a ¢ schéma a t + dt

Le référentiel absolu est le référentiel terrestre supposé galiléen. Le réfé-

rentiel lié au tourniquet est en rotation autour de l'axe Oz. Pour un point

matériel, la loi de composition des vitesses sécrit

Uy (M) =0, (M) + v, (M). La vitesse d’entrainement au point ; a lins-

tant t + dr vaut : aw (¢ + dr) ug car le point coincidant avec 7, a un mou-

vement circulaire de centre O et de vitesse angulaire w (r 4 dr).

On se raméne a un systéme fermé X de la fagon suivante :

e Systeme fermé X a r : PC (partie commune représenté en traits gras sur
le schéma : tube vertical + deux tubes horizontaux + eau contenue dans
les tubes) + masse dm qui rentre pendant dr.

e Systéme fermé X a ¢ +dr : PC (partie commune) + masse dm qui sort
pendant dr + masse dm> qui sort pendant dz.
On a conservation de la masse, donc dm = dm + dm3, soit en divisant par dr :

Dm = Dml + Dm2

Bilan de moment cinétique par rapport a l'axe A :

On note w (¢) la vitesse angulaire linstant r et w (¢t +dr) = w(t) + dw la
vitesse angulaire a ¢ + dr.

A linstant 7 : oA (1) = Jw (). La masse dm qui rentre pendant df n’est pas
encore dans le tube en rotation. Son moment cinétique est nul.

A linstant r + dr :

oa(t+dt) = Jw(t +dr) + oa (masse dm ) + o (masse dm>) .

On a besoin de calculer le moment cinétique des masses dm; et dm :

- — - . .

e oo (dm;) = Ol Admv;. La vitesse relative de la masse dm; est
—up,. On a vu que la vitesse d’entrainement est aw (¢t + dr) up,. La
vitesse absolue est donc : —uiig, + aw (t +dr) ug,. On a donc :

oo (dmy) = (aﬁrl — lﬁgl) A dm (—Mﬁgl + aw (t + dt) L_igl) . Soit :

oo (dmy) = D,df a (—u + aw + adw) u,
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e De méme pour la masse dm»,, on a :
oo (dmy) = (aﬁrz — lﬁgg) A Dyodt (—Mljt’gp2 + aw (t + dr) ﬁgz) , soit :

oo (dmy) = Dypdt a (—u + aw + adw) i

On néglige les termes dr dw qui sont des termes du deuxiéme ordre.
On a vu que D,, = Dy + Dy, d'oll en divisant par df :

t+dr) — ! d
JA(—I—di UA()zjd_t”_FDma(_u—kaw)

Bilan des moments par rapport a l'axe A des forces extérieures :

® |e moment par rapport a3 A des forces de pesanteur est nul car les forces
de pesanteur sont équivalentes a une force unique appliquée en G centre
de gravité du systeme a r. Comme G est sur l'axe Oz, alors la longueur
du bras de levier est nulle et le moment par rapport A est donc nul.

e Frottements au niveau de l'articulation modélisés par un moment égal a
—kw.

® Le moment des forces de pression atmosphérique est nul car ces forces et
les moments se compensent deux par deux.

Théoréme du moment cinétique en projection sur l'axe A :

Pour le systéme X, on a donc :

t+dr) — t d
oa (f + di UA()sz—L:—FDma(—u—I—aw):—kw

D'ou 'équation différentielle :

dw Dpa*+k D,,au
+——w

dr J J
La constante de temps vaut :

_ J
- Dpa’+k

La pulsation limite en régime permanent est :

D, au

Wim = —————
lim Dma2 —|—k

La solution de 'équation différentielle du premier ordre est :

—t
W = wiim + A exp (—)
_
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Commeat=0w=0, onadonc A = —wjjm. Dol :

o (1= 00 (7))

Exercice 9.6 : Fonctionnement d’une hélice

126

On considere un écoulement homogene, parfait et incompressible. L'hélice est
animée d’'un mouvement de rotation autour de son axe fixe, a vitesse angulaire
constante. On néglige son épaisseur ce qui revient a supposer que S = 5>. On
néglige les effets de la pesanteur. Le mouvement du fluide autour de 1’hélice est
supposé stationnaire dans le référentiel terrestre galiléen et & symétrie de révolu-
tion autour de x’x. On considére un tube de courant représenté sur la figure ci-
dessous qui englobe ’hélice. La pression pg est supposée uniforme autour du
tube de courant. On appelle D,, le débit massique. On rappelle que :

1
dh = Tds + —dp
7

1. Exprimer p, — p; en fonction de v4,vp et .

2. Exprimer la force exercée par I’hélice sur le fluide de deux facons et en dédui-
re la vitesse v du fluide au niveau de 1’hélice en fonction de vy et vp.

3. Déterminer la puissance de la force exercée par I’hélice sur le fluide en fonc-
tion de D,,,v4 et vg par deux méthodes.

. 7 1.

Sa Po

Analyse du probleme

L’ écoulement est HPPI. On pourra donc appliquer le théoréme de Bernoulli sur une
ligne de courant. Attention, on ne peut pas 1’appliquer directement entre A et B car
la ligne de courant n’est pas définie au niveau de I’hélice. Il faut donc 1’appliquer
entre A et [ puis entre J et B.

Le fluide compris entre / et J est un systeme ouvert. Il faut se ramener a un syste-
me fermé pour pouvoir appliquer le bilan de quantité de mouvement, le premier
principe de la thermodynamique et le théoreme de I’énergie cinétique.
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w 1. Lécoulement est incompressible. On a donc la conservation du débit
volumigue. On note v; la vitesse au point I et v, la vitesse au point J. On

adonc: Dy =v185 = v285,. Comme §; = §> alors vy = v> que l'on note-
ra v par la suite.

L'écoulement est HPPI (homogéne, parfait, permanent et incompressible).
Le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant A — I s'écrit :

2 2

v v
PA oA s =24 D 1y
) 2 7 2

Comme z4 = z7 et p4 = po, on a donc :

2

2
v v
2 424 m+7@m)

w2 o

Le théoréme de Bernoulli sur la ligne de courant J — B s’écrit de méme :

2 2

v v
2048217 (eq2)
L 2 L 2

En faisant la différence des équations 1 et 2, on a :

2 2
P2— P11 Up — Uy

1 2

Remarque : Si I’hélice est plongée dans un liquide de masse volumique élevée, alors
la pression p; peut devenir faible et inférieure a la pression de vapeur saturante. Des
poches de vapeur peuvent se former contre 1’hélice. C’est le phénomene de cavitation
et I'implosion de ces poches de vapeur conduit a la détérioration de I’hélice.

2. a. Premiére méthode : systéme ouvert compris entre 7 et J

%

Définition du systéme fermé :

Le fluide compris entre I et J est un systéme ouvert. On se ramene a un sys-

téeme fermé X de la fagon suivante :

e Systéme fermé X a ¢ : partie commune (PC) comprise entre 7 et J + masse
dm qui rentre pendant dr.

e Systéme fermé X a r +dr : partie commune (PC) comprise entre 7 et J +
masse dm, qui sort pendant dz.

dm1
de

: artie commune
partie commune p

schéma a ¢ schéma a t + dt
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Bilan de quantité de mouvement :
A linstant ¢, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :
p(t) = ppc (1) +dm v

A linstant ¢ +d¢, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :

ﬁ (t+dr) = ﬁp(j (t + dr) + dmyvs
Comme on est en régime permanent, on a : ppc (t) = ppc (t +dr). La
quantité de mouvement de la partie commune (ou volume de contrdle) est
la méme a linstant ¢ et a 'instant # + dr. On a conservation du débit mas-

sique, donc :
dm, = dm, = D,,dt

Comme v| = v2 on en déduit :

p(t+dr)—p(t)

=D, (1 —1)=0
ar (v2 —v1)

Bilan des actions extérieures :
® Forces de pesanteur négligées d'aprés 'énoncé.
e Force F exercée par ['hélice sur le fluide.

® Forces de pression extérieures : forces de pression s'exercant sur surface
S1: p1Siu, + forces de pression s'exercant sur la surface S» : —p2Soii,
+ forces de pression s'exercant sur la surface latérale

— -
[f —podS..; = 0 par symétrie puisque les forces s'annulent deux par

deux.
Le théoréme de la quantité de mouvement s'écrit donc :

p(t+dr)y—p)
dr

=0=F + plslﬁx - pZSQﬁx

En utilisant le résultat de la question 1, on en déduit que :

2 2

Fi=(pr—p1)Sii, = M‘S‘ﬁx

b. Deuxiéme méthode : systéme ouvert compris entre A et B

Définition du systéme fermé :

Le fluide compris entre A et B est un systéme ouvert. On se raméne a un

systéme fermé X de la facon suivante :

e Systéeme fermé X a r : partie commune (PC) comprise entre A et B +
masse dm; qui rentre pendant dr.

e Systéme fermé X a r +dr : partie commune (PC) comprise entre A et B +
masse dm> qui sort pendant dz.
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dm1

partie commune partie commune
dmg

Po
schéma a ¢t schéma a ¢ + d¢

Bilan de quantité de mouvement :
A linstant ¢, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :
p(t) = ppc (t) +dmva
A linstant ¢ +dz, la quantité de mouvement du systéme fermé X est :
p(t+dt) = ppc (t +dt) + dmovg
Comme on est en régime permanent, on a : ppc (f) = ppc (t +df). La
quantité de mouvement de la partie commune (ou volume de contréle) est

la méme a linstant 7 et & linstant r + dr. On a conservation du débit mas-
sique, donc :

dm| = dm, = D,,dt
On en déduit :

pt+dr)—p)
dr

= D,, (Up — V4)

Bilan des actions extérieures :
e Forces de pesanteur négligées d'aprés l'énonce.

* Force F) exercée par I'hélice sur le fluide.
. 55 — — -
e Forces de pression extérieures : #—podSex, = — [f/ gradpydr =0

car la surface est fermée et la pression est uniforme.
Le théoreme de la quantité de mouvement s'écrit donc :

pt+dr)—p()
dr

= D,, (Vg — Vp) = F|

¢. On a deux expressions de la force F| exercée par 'hélice sur le fluide :

2 2
= VUp — UV Y
Fi = Dp (35 — Ba) = ‘”(B#‘”Sux
puS (vp —va) (vp + va)

On a donc : uSv(vp —va) = 5
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En simplifiant, on a donc :

VA + UB
5]

1 =

3. a. Premiére méthode : Premier principe de la thermodynamique
On considére le systeme ouvert compris entre 7 et J. On se raméne a un sys-
téeme fermé X de la fagon suivante :

e Systéme fermé X a ¢ : partie commune (PC) comprise entre / et J + masse
dm qui rentre pendant dz.

e Systéme fermé X a ¢ +dr : partie commune (PC) comprise entre [ et J +
masse dm» qui sort pendant dr.

dmy

partie commune partie commune

schéma a ¢ schéma a t + dt

On a vu dans l'exercice 9.1 U'expression du premier principe de la thermody-
namique pour un systéme ouvert en régime permanent avec une entrée et
une sortie :

dm (hy — hy) = 6W; +00

L'écoulement est parfait. La transformation est donc adiabatique et réver-
sible, c'est-a-dire isentropique. On a donc 6Q = 0.

Wi est le travail indiqué (travail recu des parties mobiles de la machine). On
a W; = Pdxr.

En divisant par df, on a :

P =D, (h2 - hl)
Pour calculer 2> — Ay, on utilise :
1
dh = Tds + —dp
"
ds = O car la transformation est isentropique. On intégre entre ['état 1 et

1
'état 2, soit: ho — hy = — (p2 — p1).
7
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On a donc :

P2 — P 2
m

Sv
P=D = (p2— p1)
iz j

2 2
5 .
On en déduit la puissance de la force exercée par l'hélice sur le fluide :

P= %Dm (vg — v3)

On a vu dans la question 1 que p» — p; =

Interprétation physique
Si Sp < S alors vg > vu. Lhélice fournit de la puissance au fluide
(P > 0). Cest le cas étudié dans cet exercice.

Si Sgp > S4 alors vg < va. Lhélice absorbe de la puissance du fluide
(P <0).

Exercice 9.7 : Force exercée sur une plague

On considere un jet d’eau qui frappe une plaque immobile dans le référentiel ter-
restre galiléen. L'écoulement de I’eau est homogene, parfait, permanent et
incompressible. On appelle pg la pression atmosphérique et on néglige les effets
de la pesanteur. La vitesse de 1’eau dans le jet est vy = vy u, et la vitesse de ’eau
en un point de la surface de sortie est U = v-u, en notant u, le vecteur radial des
coordonnées cylindriques. On représente sur la figure ci-dessous un tube de cou-
rant. On note S la surface de la section droite du jet incident, S, la surface de la
section droite de sortie du jet et S, la surface de la plaque.

Calculer la force subie par la plaque de la part de I’eau et de 1’air en considérant
deux systemes différents.

Uy
() T
jet d s.u S,
—> v N —>
2z

S Po \ F\
plaque

2

S
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Analyse du probléme

On va appliquer le théoreme de la quantité de mouvement a deux systemes diffé-
rents. Le premier systeme contiendra uniquement le fluide alors que le deuxieme
systeme contiendra les obstacles. On verra que les calculs sont souvent plus simples
quand on englobe les obstacles.

Attention : on a une invariance par rotation autour de 1’axe Oz. La figure repré-
sente uniquement une projection pour un angle # donné.

z g a. Premiére méthode : systéme ouvert compris entre A et 1./

Définition du systéme fermé :
Le fluide compris entre A et IJ est un systéme ouvert.

masse qui sort pendant di

partie commune T partie commune T
‘ y +A \Y
J
dmy L
schéma a ¢ schéma a t + d¢f

On se raméne a un systéme fermé X de la facon suivante :

e Systéme fermé X a r : partie commune (PC) comprise entre A et 1J +
masse dm; qui rentre pendant dr.

e Systéme fermé X a ¢ +dr : partie commune (PC) comprise entre A et I.J
+ masse qui sort pendant dr. Attention, cette masse est répartie sur une
couronne d’axe Oz et en chaque point la vitesse est vou,.

Bilan de quantité de mouvement :

A linstant 7, la quantité de mouvement du systeme fermé X est :
p () = ppc (t) +dm v,

A linstant ¢ +d¢, la quantité de mouvement du systéeme fermé X est :
p(t+dr) = ppc (t+di) + 0. En effet, la somme des quantités de mou-
vement des petites masses qui sortent pendant dr est nulle car elles s'annu-
lent deux par deux.

Comme on est en régime permanent, on a : ppc (1) = ppc (t +dr). La
quantité de mouvement de la partie commune (ou volume de contrdle) est
la méme a linstant 7 et a linstant ¢t + d¢. On a dm| = D,,dt.

On en déduit que :

p+d)—p@) D3
dt — e
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Bilan des actions extérieures :
® Forces de pesanteur négligées d'aprés 'énonce.

® Force F exercée par la plague sur l'eau.

* Forces de pression extérieures : F),.

Le calcul des forces de pression extérieure est délicat. On utilise souvent la métho-
de suivante : on se rameéne a un systéme fermé soumis a des forces de pression uni-
forme.

Méthode pour calculer les forces de pression extérieure sur le fluide

On chercher a calculer la résultante des forces de pression extérieure qui
s'exercent sur le fluide. Ces forces s'exercent sur la surface X représentée
en traits pleins sur la figure.

On définit la surface X, représentée en traits pointillés sur la figure.

T
L

La surface 2| + X» est une surface fermée.

= —_— £
# —podSexs = — fff grad pod7= 0
V

1+22

La résultante des forces de pression sur cette surface fermée X + X, est
nulle puisque la pression py est uniforme.
On peut décomposer cette somme en deux termes :

-

* résultante des forces de pression qui s'exercent sur Xy : F),.

e résultante des forces de pression qui s'exercent sur X» : —poS,it;.

Onadonc: 0= F, — poSyii-.
Soit :

Fp = _pOSp’ZZ
Le théoréme de la quantité de mouvement s’écrit donc :

pt+dr)—p()
dr

= _Dmal = pOSp’/_iz =+ F;
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La force que la plaque exerce sur l'eau est donc :
Fy = —Dyv1 — poSpu;

D'aprés le principe des actions réciproques, la force que l'eau exerce sur la
plaque est : —F; = D,,v; + poSpii;.
La force que l'air ambiant exerce sur la plaque est —poS,u-.

On en déduit donc la force subie par la plaque de l'eau et de l'air ambiant
est

F2 = Dmvl

b. Deuxiéme méthode : systéme ouvert compris entre A et IJ en englo-
bant la plaque

On reprend quasiment le méme systéme que précédemment mais on englobe
la plague. On va voir que les calculs vont étre beaucoup plus simples.

Définition du systeme fermé :

masse qui sort pendant dt

partie commune ; partie commune )i [
\J \
" {2 "

e

schéma i ¢ schéma a t + dt

On se raméne a un systeme fermé X de la facon suivante :

e Systéme fermé ¥ a r : partie commune (PC) comprise entre A et 1J +
masse dm qui rentre pendant dr + plaque.

e Systéme fermé X a ¢ +dr : partie commune (PC) comprise entre A et I.J
+ masse qui sort pendant dr.

On a le méme bilan de quantité de mouvement puisque la plague est immo-
bile :

p(t+dr)—p(t 5
p (¢t +dr) p()z_Dmvl
dr

Bilan des actions mécanique extérieures :
¢ Forces de pesanteur négligées d’aprés 'énoncé.

* Force F,p, exercée par un opérateur pour maintenir la plague en équilibre.
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e Forces de pression extérieures. La résultante des forces de pression exté-
rieures est nulle car la pression est uniforme et s'applique sur une surfa-

ce fermée : #—pmj—S)ext = —/jf gr_zuﬁpod*r:ﬁ
1%

On a donc :
—D, 1 =04 F,, +0

Il reste a appliquer le théoréme de la quantité de mouvement a la plaque
immobile dans le référentiel terrestre galiléen. Elle est soumise a F,, (force

exercée par un opérateur pour la maintenir en equ1l1bre) eta F2 (force exer-
cée par l'eau et 'air ambiant). On a donc Fo,, + F2 = O soit :

F, = D%,
On retrouve bien le résultat établi avec la premiere méthode.

@ On retient qu’il est souvent plus simple d’englober les obstacles pour calculer la
force qui s’exerce sur un obstacle.
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Electrostatique

Exercice 10.1 : Champ et potentiel créés par deux fils infinis

On considere un fil infini d’axe Oz portant une densité linéique de charges
constante A. .

1. Déterminer le champ électrostatique E.

2. En déduire le potentiel électrostatique V.

3. On considere deux fils infinis paralleles a ’axe Oz situés en (x = —a,y = 0)
et (x = a,y = 0) portant respectivement des densités linéiques de charges —\ et
+A. Donner I’expression du potentiel en un point de I’espace défini par les dis-
tances ry et rp aux deux fils, en choisissant V = (0 a égale distance des deux fils.

Analyse du probléeme

Il y a plusieurs méthodes pour calculer le champ électrostatique. Comme la distri-
bution est hautement symétrique, il est plus simple d’utiliser le théoréme de Gauss.
On applique le théoréme de superposition pour calculer le potentiel créé par deux
fils infinis.

1.
Zé? Calcul du champ électrostatique en trois étapes

T
]

|

]
=

I~

:

r":z}_z N
e
N

o

* Lesplans P = (M.ii,,iig) et O = (M ,u,,ii.) sont des plans de symétrie
des charges (sources du champ), donc E (M) e (PN Q), soit E//Eir.
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e La distribution D de charges est invariante par rotation d'angle # et par
translation d'axe Oz, donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas
de 0 et z. Bilan : E = E (r) u,.

e On applique le théoréme de Gauss a la surface fermée (X) : cylindre de
hauteur h passant par M et de rayon r :

= Ta Qint Y > Ta Y
#E-dseﬂz Z/[E-d5+[/E‘dS+ffE-dS
£
0 P py} X3

T
[ _ -
#‘E-dé’exr:[[E(r)ur-dSu,.:E(r)2ﬂrh
23

=

Les trois surfaces formant (X) sont : (X;) surface supérieure, (X7) sur-
face inférieure et (X23) surface latérale. Le flux a travers la surface supé-
rieure et la surface inférieure est nul car le champ électrostatique est
orthogonal au vecteur élément de surface.

On ne peut pas prendre comme surface de Gauss un cylindre infini ! La surface de
Gauss doit étre une surface fermée. Le vecteur élément de surface doit étre orien-
t€ vers I’extérieur.

Le point M est nécessairement a l'extérieur du fil. La charge intérieure est :
Qint = M.
On en déduit le champ électrostatique :

A -
Ur

E =
2megr
Interprétation physique :
Le champ électrostatique diverge a partir des charges positives et converge
vers les charges négatives.
2. On en déduit directement le potentiel électrostatique a partir de la

relation dV = —E - df .
On considere un déplacement quelconque dans l'espace :

dl = drii, + rdfiiy + dzii.

On a alors :
—

dV = —E . dl = —E (r)ii, - (drii, + rdfiig + dzii.) = —E (r) dr
Soit :

dV = — dr

27T€07‘
On intégre la relation précédente :

V=-— Inr + cte

27’1’80
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La distribution est infinie. On ne peut donc pas choisir : V (c0) = 0.
L'énoncé ne précise pas la constante dans cette question.

3

O/
—a O
-

y M
ri
To
0P
>
a X

+A

On applique le théoréme de superposition.

A
V=

Inr +

2meg 2meg

A Il
Inry +cte' = —— In — +cté’
TEND )

D'apres l'‘énoncé, V =0 si r; = rp. On a donc :

V_

A r
In —
2mEg I

Exercice 10.2 : Champ créé par une boule

On considere une boule de centre C, de rayon R uniformément chargée de den-
sité volumique de charges p.

1. Exprimer la charge Q de la boule en fonction de p et de R.

2. Déterminer le champ é€lectrostatique en tout point de I’espace.

3. Exprimer I’énergie électrostatique de cette sphere en fonction de Q et R.

Analyse du probléme

I1 y a plusieurs méthodes pour calculer le champ électrostatique. Comme la distri-
bution est hautement symétrique, il est plus simple d’utiliser le théoréeme de Gauss.

Y

1. La densité volumique de charges est uniforme, la charge totale vaut

4 3
donc: Q = ,Ogﬂ'R :

2. Calcul du champ électrostatique en trois étapes :

* Lesplans P = (M, i, iip) et Q = (M, i, ii,) sont des plans de symé-

trie pour les charges, sources du champ, donc E“(M) e (PN Q), soit

E//i,.
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e La distribution D de charges est invariante par rotations d'angle € et ¢,
donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de 6 et ¢. Bilan :

E=E®)i,

e Théoréeme de Gauss appliqué a la surface fermée (X) : sphére passant par
M et de rayon r.

#1} A8 = Qint _ #E(r)ﬁr - dSu, = E (r) 47r?

€0
P b

Il y a deux cas :
Si M est a l'extérieur de la sphére (r > R) :

4
dg = pdr, donc Qi = png'R3 = (. 0n a donc:

3
pR o 0, P
3eor? " dmegr?

Si M est a l'intérieur de la sphére (r < R) :

E=

4 5
Qint = pgﬂ'i‘ , donc

3
E Pr - 4%%3r~ Q ”
= —U, = = Fu,
380 380 47T80R3
E
Emax i
|
|
R r
. , 0
Le champ est maximal pour r = R et vaut : E oy = ———.
47TE()R2

Interprétation physique :

Si r > R, le champ est le méme que celui créé par une charge ponctuelle
Q situé au point O.

Le potentiel et le champ sont continus en tout point de 'espace. C'est nor-
mal car on a une distribution volumique.

Le champ diverge a partir des charges positives. Il est normal aux surfaces
équipotentielles et dirigé dans le sens des potentiels décroissants.

Les surfaces équipotentielles sont des sphéres de centre O. Les lignes de
champ sont des droites qui divergent a partir de O si Q > 0. Les lignes de
champ sont des droites qui convergent vers O si O < 0.
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1
3. La densité volumique d'énergie électrostatique est u,; = EsoEz.

Ily a deux cas :

Sir<R:
- - r N
Le champ électrostatique est : £ = Wrur = EmaxEur- On a alors :
TEQ
80 }‘ OEIl‘ldX 4
W, = mde drrdé?r sinfd¢p = —— dr
r=0
_ eOEm A R®
- 2 R5
Dol :
2meg R 0] 2
W, =
5 47’(’50R2
Sir> Rz
, . - 0 . R?
Le champ électrostatique est : £ = 1 SUy = Emax—zur. On a alors :
TEQr r
£0 2
W,y = [[f Emdx p drrd@r sin Od¢
d E? 1
w, = 2oF 2de4 TR r’; _ 0 SRS = = 2me0 By R

r=R
D'ol :

2
W2 = 271'80 Q R3
47['80R2

2 /1 1 2 6
Bilan : W = W + Wh = L (——I——)— o —, d'oul :

megR \40 8 meoR 40°

_ 0 3
"~ weoR20°

Exercice 10.3 : Champ dans une cavité cylindrique

Un cylindre infini d’axe Oz possédant une charge volumique uniforme p, pré-
sente une cavité cylindrique infinie (d’axe O»z avec O, différent de O;) vide de
charges.

Montrer que le champ électrostatique est uniforme dans la cavité.
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Analyse du probléme

Il faut penser a utiliser le théoreme de superposition. La distribution D ne possede
pas suffisamment de symétrie pour pouvoir calculer facilement le champ électro-
statique avec le théoréme de Gauss. On va d’abord calculer le champ créé par un
cylindre infini uniformément chargé en volume.

%

a) La distribution D est la superposition de la distribution D; et de la dis-
tribution D».

Distribution D : Cylindre infini de densité volumique de charges p avec une
cavité cylindrique infinie.

Distribution D; : Cylindre illimité d'axe O,z de rayon R, de densité volu-
mique de charges p.

Distribution D : Cylindre illimité d'axe O,z de rayon R, de densité volu-
mique de charges —p.

b) Calcul du champ électrostatique créé par un cylindre infini de rayon R
uniformément chargé en volume. On appelle p la densité volumique de
charges.

/-—\
N—]_—1
Ny

f<

o ———
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Calcul du champ électrostatique en trois étapes :

® Llesplans P = (M, u,, up) et Q = (M, u,, ii,) sont des plans de symé-
trie pour les charges, sources du champ, donc E(M) e (PN Q), soit
E//ii,.

e |a distribution D de charges est invariante par rotation d'angle 6 et par

translation suivant u., donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas
de 6 et z. Bilan :

E=E@)i,
e Théoréme de Gauss appliqué a la surface fermée (X) : cylindre de hau-

teur h passant par M et de rayon r.

Le flux du champ électrostatique a travers ¥ et X, est nul car les vecteurs
éléments de surface sont orthogonaux au champ électrostatique.

o —> Qin 5 — S > T
#E-dSeX;: - Z[fE-dS+f/E-dS+[/E-dS
> ’ >/ A T

:[[E(r)ﬁr-dSﬁr
X

. - —>
Dol : #E -dSex: = E(r)2nrh
%
D'aprés l'exercice, le point M se situe a lintérieur de la cavité. On a donc
r < R, soit Qi = ,071'1”2]1.
Le champ électrostatique est donc :

E="4

260

Pour chaque cylindre, on a une origine différente pour les coordonnées cylin-
driques.

c) Pour le cylindre de centre Oy, on définit H, le projeté orthogonal de M
_ 5
sur laxe O1z.Ona: HHM =rju,, donc :

g Fl = —
El =ﬂurl =LH1M

260 280
Pour le cylindre de centre O,, on définit de méme H, le projeté orthogonal
de M sur l'axe O,z. Il suffit de remplacer H; par H, et p par —p, soit :
= P

—_—
E, = ———H:M
260
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D'apres le théoreme de superposition, on en déduit le champ électrostatique
a lintérieur de la cavité :

- - - p — p —_— ’0 >
EF=F +Ey=—HM—- —HM=—HH
2e0 2¢e9 20

Le champ E est uniforme a lintérieur de la cavité.

146

Exercice 10.4 : Champ de gravitation créé par la Terre

Déterminer le champ de gravitation créé par la Terre en tout point de ’espace en
supposant que la masse volumique de la Terre est uniforme.

Analyse du probléme

Il y a plusieurs méthodes pour calculer le champ de gravitation. Comme la distri-
bution est hautement symétrique, il est plus simple d’utiliser le théoréme de Gauss
pour la gravitation.

On appelle M7 la masse totale de la Terre et R le rayon de la Terre.

%

e Lesplans P = (M, i,, iig) et Q = (M, ii,, iiy) sont des plans de symé-

trie pour les masses, sources du champ, donc E(M) e (PN Q), soit
Allu,.

e La distribution D de masses est invariante par rotations d'angle & et ¢,
donc A aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de 6 et ¢. Bilan :

A=A i,

e Théoréme de Gauss appliqué a la surface fermée (X) : sphére passant par
M et de rayon r.

- —> = - 2
A-dS. = —47GM;y = A(r)u, -dSu, = A (r)4nr

3 >
On a alors : —47G My = A (r) 4mr?, soit :
—GM,;
A(r) = - nt
p

Remarque : On retrouve facilement le théoréme de Gauss pour la gravitation a par-
tir du théoreme de Gauss de I’électrostatique avec 1’analogie suivante :

—>—G;E—>A’.

charge — masse ;
TEND

2& Il y a deux cas :
Si M est a l'extérieur de la sphére (r > R) :

4
dm = pdrt, donc My = ﬁLgﬂ'RS = M.
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- =G 4 5
OﬂadonC:A=r—2M§7rR urzr—z
Si M est a lintérieur de la sphére (r < R) :

—GMr
ur.

La masse intérieure a la surface de Gauss est : M, = ,LL§7rr3.

- -G 4 5. 4 .
Onadonc: A= r—z,ugﬂr T —G,ug*zrrur. On en déduit que :
- GMTI‘_,
A=
A
N

v

Interprétation physique :

Le champ gravitationnel est bien continu en r = R puisqu’on a une distri-
bution volumique.

Si r < R, le champ décroit linéairement dans la Terre et est nul au centre.
C'est prévisible puisque toutes les contributions des différentes masses au
champ se compensent deux par deux.

Si ¥ = R, le champ est le méme que celui créé par une masse ponctuelle.
Dans beaucoup d’exercices, on assimile la Terre a un point matériel situé au
centre d'inertie de la Terre et de masse égale a la masse de la Terre.

Remarque : Le champ gravitationnel est noté parfois ¢ qui désigne en fait le champ

de pesanteur terrestre. Il est constitué de deux termes : un terme gravitationnel

_GMT - 5 2—> g 5 W
—5 U, etun terme centrifuge w”HM qui est négligeable.
7

GMr

2& Au niveau du sol : gy = R ~ 9.8 m.s™> avec Mr =6 x 10** kg ;

R = 6400 km et G = 6,67 x 107" N.kg 2.m>.

Exercice 10.5 : Distribution volumique entre deux sphéres

concentriques
On consideére une charge g positive répartie en volume entre deux spheres
concentriques de rayon R; et R;. On appelle p(r) la densité volumique de
charges entre R; et Rp. Le champ électrostatique se met sous la forme :
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E =a(r — Ry)u, pour Ry <r < Ry avec a une constante. On donne, pour un

champ a symétrie sphérique : div E=

dE,
dr

El" =2 -
+2— avec E, = E (r) - u,.
P

1. Déterminer p (r) en fonction de a,r, R; et .

2. Déterminer a en fonction de g,e0, R et R».

3. Déterminer le champ électrostatique en tout point de 1’espace. Représenter
graphiquement E, en fonction de r.

Analyse du probleme

L’équation de Maxwell-Gauss permet de calculer directement la densité volumique
de charges a partir du champ électrostatique. Le théoréme de Gauss permet d’en
déduire le champ en tout point de I’espace.

%

1. L'équation de Maxwell-Gauss s'écrit : div E= ﬁ.
€0

Comme E = a (r — Ry) u,, alors :
dE, E +20(F—R1)= p

+2=- =4
dr r r €0

div E =

r

(-27)
p=ag |3 —2—
F

2. On connait la charge totale g. On peut 'exprimer en fonction de a en uti-
lisant p.

e i 2aR, :
Onendéduit: p=¢p|a+ 2a — « 50it 3

R R
2 R 2
q= pdr = p (r)dmrodr = asg|3—2 4mr=dr
r
distribution r=R) r=R,

Remarque

On peut également écrire le petit €lément de volume en coordonnées sphériques :
dr = (dr) (rdf) (r sin 8do).

Il reste a intégrer r entre R et R», 6 entre 0 et 7 et ¢ entre 0 et 27. On retrouve le
méme résultat.

%

On a alors :

q = 4rwepa [r3 — erz]R

3 2 3 3
g, = 4meoa (R> — RiR3 — Ry + R})
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Finalement, on a :

a = 4
4meoR3 (R2 — Ry)

3.

o Les plans P = (M,ii,.iig) et Q = (M.ii,,ii,) sont des plans de symé-
trie des sources du champ, donc E (M) e (PN Q), soit E//Ei,,.

e La distribution D de charges est invariante par rotation d'angle 6 et ¢,
donc E aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de 6 et ¢. Bilan :
E = E(r) i,

e On applique le théoréme de Gauss a une sphére de centre O et de rayon

bz 3 = SUTT 2_ ¢
r s'écrit : E-dS,. = E()u,-dSu, = E(r)4nmr® =
S S

int
€0

Sir <Ry, Qiny =0, donc E =0.
Si r = Ry, Qjny = q. Tout se passe comme si on avait une charge ponc-
tuelle. Le champ vaut alors :

bl q s
EFE=——u
dreor?
E,
A
|
I
|
I g
Ry Rs r

Exercice 10.6 : Distribution volumique entre deux plans

On considere une distribution volumique D de charges p uniforme, d’extension

. . . a a s .
infinie, comprise entre deux plans z = 3 etz = 5 dans le référentiel

N o= (O fiy.iiy.iiz1t).

Calculer le champ électrostatique et le potentiel électrostatique par 3 méthodes :
théoreme de Gauss, équation de Maxwell-Gauss, équation de Poisson. On pren-
dra V (0) = 0. Etudier le cas particulier ou a — 0.
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Analyse du probléme

Il y a plusieurs méthodes pour calculer le champ électrostatique et le potentiel élec-
trostatique. Le théoreme de superposition permet de déduire directement le champ
électrostatique créé par la distribution volumique a partir du champ créé par un plan
infini.

Cours : Méthode de calcul du champ électrostatique et du potentiel électrostatique

Il y a deux stratégies pour calculer le champ électrostatique et le potentiel électrostatique
créés par une distribution de charges.

Stratégie n°1 : On calcule le champ électrostatique et on en déduit le potentiel électrosta-

tique.

Pour calculer le champ, on a trois possibilités :

¢ Calcul direct du champ. Avec les plans de symétrie et d’antisymétrie, on prévoit la direc-
tion du champ. Le champ dE créé par une charge dg est donné par la loi de Coulomb :

—
dg - dg KM

Ug sM = ——
27A dmeq K M3

dE = ———
dreg KM

On projette dE et on integre les projections pour en déduire le champ créé par la distri-
bution de charges.
» Utilisation de I’équation de Maxwell-Gauss :

divE =2
€0
 Utilisation du théoréeme de Gauss pour une surface fermée § :

#E, _ Eg'ext _ Qint

€0
Cette méthode donne des résultatsssimples pour des distributions hautement symétriques.
Elle se fait en 3 étapes : recherche des plans de symétrie ou d’antisymétrie, recherche des
invariances et application du théoréme de Gauss (la surface de Gauss est une surface fer-
mée par exemple un cylindre de hauteur 4, une sphere, un parallélépipede).

On en déduit directement le potentiel en intégrant la relation :
- —>
dV = —E - dl

Stratégie n°2 : On calcule le potentiel électrostatique et on en déduit le champ électrosta-
tique.
Pour calculer le potentiel, on a deux possibilités :

e Utilisation de la loi de Coulomb :
dg

dV = ———
4TI'E()KM

avec dg = pd7ou odS ou Adl suivant que la distribution est volumique, surfacique ou
linéique. I1 reste a intégrer pour en déduire le potentiel V.

ATTENTION : Cette méthode n’est pas valable s’il y a des charges a I’infini.
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« Utilisation de I’équation de Poisson : AV = —ﬁ.

€0
Il reste a intégrer 1’équation différentielle pour déterminer le potentiel V.

Apres avoir calcul€ le champ électrostatique, on en déduit le champ a partir de la relation :
d —
E = —gradV

Propriétés importantes en électrostatique
* Pour une distribution volumique, V et E sont définis et continus en tout point de I’espace.
* Pour une distribution surfacique, E est discontinu 2 la traversée de la surface de distribu-

. = =, a . . .

tion: Er — E| = —ny-2 avec 1 et 2 des points de part et d’autre de la surface de distri-
€0

bution. Le potentiel V est continu en tout point de 1’espace.

* Pour une distribution linéique, V et E ne sont pas définis sur la distribution.
Il ne faut pas oublier que les distributions surfaciques et linéiques sont des modélisations et
donc une approximation. Il ne faut pas étre surpris d’avoir des résultats qui divergent.

Choix de la constante pour le potentiel électrostatique

Pour une distribution finie, on doit choisir V (oc0) = 0.
Par contre, pour une distribution infinie, on ne peut pas choisir V (co) = 0.
Dans ce cas, bien lire 1'énoncé qui impose souvent un potentiel de référence.

z Y, Structure du champ et du potentiel
o Les plans P = (M,iiy.ii;) et Q = (M,iiy,i) sont des plans de symé-

e

trie pour les charges, sources du champ électrostatique, donc
E(M)e (PNQ),soit E//u,.

e La distribution D de charge est invariante par translation suivant u, et
iy, donc E et V aussi. Les coordonnées du champ ne dépendent pas de
x et y. Le potentiel ne dépend pas x et y. Bilan :
E=E@ii.ctV=V().

Le plan z = 0 est un plan de symétrie.

—

I E(M)
M
z=0 plan de symétrie

M’
] E(M')

Le champ en M’ est le symétrique du champ en M par rapport au plan
z=0, dou :

E (M) =sym (E (M) = —E (@) ii; et V(M) = V(M)
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Soit un point M appartenant au plan z =0. Les plans (M, i.,u;),
(M. iiy.ii;) et (M,iiy,iiy) sont des plans de symétrie, donc E (M) appar-
tient a leur intersection, donc E = 0 pour z = 0.

1. Premiére méthode : Utilisation du théoréeme de Gauss
Calcul du champ avec le théoreme de Gauss :

N 4 surface S

1 M =/
Yy

23

On considére un point M dans la région z > 0. La surface de Gauss est un
cylindre passant par M représenté sur la figure ci-dessus. Le théoréme de
Gauss s'écrit :

e th
#E'dsext = [/E dSlerr"‘/fE dSZext+ffE dS?exI

z

Le flux a travers la surface latérale X3 est nul car le champ est orthogonal
au vecteur élément de surface orienté vers l'extérieur. On a donc :

#E dsm_[[E(z)u- dSii. +f (—E (z)u,-dS (—u,)

z ¥

- —>
On adonc:#E-dSex, =2E (2).8.

S
Il y a plusieurs cas pour calculer la charge intérieure :
; a pa
¥ Sz 2 QOint = pa8, on adonc £ = —.
€0
Pz

€0

e Si0<z< th—PZzS onadonc £ = —

On en déduit le champ dans la région z < O par symétrie :

a a
» Sizx S5 alorsE——;—
€0
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. a plzl pz
e 5 5 <z<0,alors E = —E—=€—
0 0
FE
N
pa
2¢€q
_a
2 SN
& ~
5 Z

Si l'épaisseur a tend vers 0, on peut considérer la distribution comme sur-
facique. On peut définir une densité surfacique de charges o.

Pour exprimer p en fonction de o (c’est-a-dire passer d’une approximation volu-
mique a une approximation surfacique pour les charges), il faut calculer la charge
de deux fagons.

e Distribution surfacique : on considére une charge située en z = 0 et de
surface §. La charge est 0 = oS.

e Distribution volumique : on considére une charge située dans un volume
de surface S et de hauteur a. La charge est Q = pSa.

Les deux charges doivent étre égales. On a donc :
o= pa

On retrouve bien le champ créé par un plan infini avec un discontinuité en
z=0.

Calcul du potentiel :

La distribution est infinie. On ne peut pas choisir : V (c0) = 0. On choisit
d'apres l'énoncé V (0) = 0.

Comme la distribution est volumique, le potentiel est continu en tout
point de l'espace.

On a vu que le potentiel est une fonction paire de z. Il suffit de le calculer
dans la région z > 0.
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On utilise la relation : dV = —E - Ej pour calculer le potentiel.
On considére un déplacement quelconque du point M :

al = dxu, + dyuy + dzii,

On a donc :
- —> - - - -
dV=—-F-d =—-E (2 u,- (dxux +dyuy + dzuz) =—FE(z)dz
. a 0z . pz*
e SI0<z< <, alorsdV = ——dz. Onintéegre entre 0 etz : V = ——
¥ €0 2¢e9

puisque V (0) = 0. Le potentiel vaut en z = 62—1

V(ﬁ):_fﬁ

2 8cp
® Siz> E’ alors dV = —ﬂdz. On integre entre ? etz:
2 20 2
2
I (N L T . (Z _ E)
880 280 2
Dot :

v (P B
880 260 2

On en déduit le graphe représentant V en fonction de z :

A

Remarque
On a continuité du potentiel en tout point de I’espace puisqu’on a une distribution
volumique. On remarque que la dérivée premiere de V est continue. C’est prévisible

_ dv _ :
puisque E = 4 et que le champ est continu en tout point de 1’espace pour une
&

distribution volumique.
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2. Deuxiéme méthode : Equation de Maxwell-Gauss

On a vu que le champ électrique ne dépend que de z.
L'équation de Maxwell-Gauss est :

)
ax
B, . - |9 |Bx aE. dE
divE=—=V-E=|— -|E, = =
£0 ay E. 0z dz
8 <
0z
- dE
J Si—ggzgE:diVEz—=£,d0ncE:E—|—cte.0navuque
2 2 dz = €0
: J 4
E =0 pour z =0. Soit £ = —.
£0
. a . = dE o,
* Siz> 2 divE = e 0 (localement il n'y a pas de charge), donc
Z
E = cte. Le champ est continu pour z = % puisqu’on a une distribution
volumique, donc E = ﬁ.
260

a - dE
e Siz< —5 s divE = e =0, donc E = cte. Le champ est continu
Z
a pa
our z=——,donc £ = ——.
P 2 260
On retrouve les mémes résultats qu'avec la méthode 1.
3. Troisiéme méthode : Equation de Poisson

L'équation de Poisson est :

ad 0
0x ax
P - = d d
AV=——=(V-V)V= 2 2Ly
€0 dy | dy
a 0
0z 0z
Soit :
0 z 9t 9 ’v. 3’V 9V
AV =—— = V=
£0 (8x2 + dy? T 972 dx? i dy? + 972

On a vu que le champ et le potentiel sont nuls pour z = 0. Comme le poten-

tiel ne dépend que de z, 'équation de Poisson s'écrit :
d’v P

dz2 &g
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‘S a___4 d’v P d dv P L "
i —=<z< = —=—--—, donc —=-—— e
2 2 dz? €0 dz 02
¥ = —ZLZ2 + Az+ B. Le champ électrostatique est

€0
- dv . dv
E=—gradV=-"Ti . Ona:E=-—" =P _4,
dz dz o
OrV=0etE=0pourz=0.0nadonc:A =0 et B=0.0nobtient
finalement : E = =
€0
. a d*v ' ' ’
o S1z>§ :ﬁzo. OnadoncV=Az+ B et E=—A'. Le champ
z
et le potentiel sont continus pour z = E. On a donc A’ = e et
- 26()
3 2 2 2
—ﬂ:A, (g)_'_Bl' d.ro[:-l sz_pa +pa :pa ]
880 2 860 450 850
d’v
e S zg—g :——=0.0nadonc V=A"z+B" et E=—A". Le
2 dz?
: : a n__ Pa
champ et le potentiel sont continus pour z = —g On adonc A" = oo
€0
2 2 2 2
pa H( a) T Y pPa pa pa
et —— =A"(—=)+ B",dot B" = — + = ]
88() 2 880 48() 880

On retrouve les mémes résultats qu'avec la méthode 1.

Exercice 10.7 : Champ électrostatique entre deux plaques
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On considere un condensateur plan formé de deux plaques paralleles infinies et
distantes de d. L’ensemble est placé dans le vide. Les plaques sont maintenues
respectivement aux potentiels V| et Va2. On néglige les effets de bord.

1. Rappeler les équations de Poisson et de Laplace pour I’électrostatique.

2. Déterminer le potentiel et en déduire le champ électrostatique E qui reégne
entre les armatures de ce condensateur.

3. Ce condensateur est placé dans un milieu ol régne une densité volumique de
charges p uniforme. Déterminer le potentiel électrostatique et le champ électro-
statique.

Analyse du probléme

On va utiliser une autre méthode que le théoreme de Gauss pour calculer le champ
¢lectrostatique. Avec 1’équation de Poisson, on va calculer le potentiel. On pourra
alors en déduire directement le champ électrostatique.
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1. L'équation de Poisson en électrostatique s'écrit :

AV =L

€0

L'équation de Laplace pour 'électrostatique est le cas particulier ot la den-
sité volumique de charges est nulle :

AV =0

2.
Vi Va

On néglige les effets de bord (c'est-a-dire que 'épaisseur d est faible devant
les dimensions des plaques considérées comme infinies). Dans ces conditions
la distribution est invariante par translation suivant u, et ., donc V aussi.
On en déduit que :

V=V(x)

Dans l'espace entre les plaques qui est vide de charge, le potentiel électro-
statique vérifie 'équation de Laplace :

AV =0
) o d>v
En coordonnées cartésiennes, on a AV = ) =0. On a donc :
V = Ax + B.
Conditions aux limites
V=Vipourx=0etV =1V, pour x =d.
v | VI=B v i YoV
On en déduit : Vo — Ad + B’ soit A = —
Finalement, on a :
—(V; =V
V= ux + V&
d
On en déduit le champ électrostatique :
o Vi—Va,
E=_gradV =""25

Le champ est uniforme entre les armatures du condensateur.
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3. Entre les armatures, le potentiel électrostatique vérifie 'équation de

Poisson :
v -
AV=c-—=_F
d)cz 0
Une premiére intégration donne : — = x4+ Gix
dx €0
—px2
Une deuxiéme intégration donne : V = — + Cix + Cs.
£0

Les conditions aux limites donnent :

Vi=0Cs
—pd?
Vo=——+4Cid+C;
€0 2
V2 — V] pd
Dol Cy| = .
ou C p % 220
On obtient :

v —px2+(V2—V| pd

v
260 d +280)x+ !

Le champ électrostatique est :

pX Vo — Vi pd -
— u
&0 d 2¢e 0 g

E:-@ﬁV:(——

Exercice 10.8 : Condensateur plan
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Un condensateur plan est constitué de deux armatures métalliques tres fines de
surface § séparées d’une distance e. L’isolant entre les deux armatures a une
permittivité £9. On néglige les effets de bord. Les densités surfaciques de charges
portées par les deux armatures sont uniformes et opposées.

1. Déterminer le champ électrostatique créé par un plan infini de densité surfa-
cique de charges o.

2. En déduire le champ électrostatique créé par le condensateur en tout point de
I’espace.

3. Calculer la différence de potentiel aux bornes du condensateur en fonction de
la charge d’une armature, S et e. En déduire la capacité du condensateur plan.

Analyse du probleme

On applique le théoréme de superposition pour calculer le champ électrostatique
créé par le condensateur.
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1. On considére un plan infini z = 0 uniformément chargé en surface.
On appelle o la densité surfacique de charges.

__________

* lesplans P = (M, ii,, u;) et Q = (M, iy, u;) sont des plans de symé-
trie pour les charges, sources du champ électrostatique, donc
E(M) e (PN Q),soit E//ii,.

e La distribution D de charge est invariante par translation suivant u, et
Uy, donc E aussi. Les coordonnées du champ ne dépendent pas de x et
y. Bilan :

E=E(2)i.
¢ Le plan z = 0 est un plan de symétrie.
i E(M)
M
z=0 plan de symétrie
"
EM)

Le champ en M’ est le symétrique du champ en M par rapport au plan
z=0,dou:

—

E (M) = sym (E’ (M)) — —E(2)i,

® On considére un point M dans la région z > 0. La surface de Gauss est
un cylindre passant par M représenté sur la figure ci-dessus. Le théoré-
me de Gauss s'écrit :

" - . .
#E : dSext = B = ff E. dSlexr+[/ E. dS2exr+/f E. dS3ext
0 % p) 23

X

Le flux a travers la surface latérale X5 est nul car le champ est orthogonal
au vecteur élément de surface orienté vers l'extérieur. On a donc :
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# [fE(z) ﬁz-dSﬁz—kf/ (—E (2)) i - dS (—iiz)
P

On a donc : # St =2E@)S.
5

Remarque : 11 est indispensable de fermer la surface de Gauss par 2. On ne peut
pas fermer par X4 (disque de surface § situé en z = 0) car le champ n’est pas défi-
ni pour z = 0.

2& La charge intérieure vaut Qi = ¢ S, d'ol :

o 4
= —1u,

280

.

On en déduit immédiatement le champ dans la région z < O :

E g
= ——u-
280
E
g
260
Z
e &
280

Interprétation physique :

Il ne faut pas étre surpris d'avoir un champ constant dans la région z > 0.
C'est un modele fort qui est valable pour une distribution réelle plane de
grande dimension si on est loin des bords.

Si o est positif, le champ électrostatique diverge a partir des charges posi-

tives.
De part et d'autre de la distribution, on a une discontinuité du champ élec-
; g = = v
trostatique. On vérifie que : E2 — E| = —nj2.
€0

2. On applique le théoréme de superposition pour calculer le champ créé par
les deux armatures qui sont assimilées a des plans infinis situés en z = 0 et

= €.
Distribution D, : armature de charge Q +0
1té 1 @& = g —
et de densité surfacique de charges +o o il | o s
<« —
U
g

Armature n°1
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Distribution D, : armature de charge —(Q et de densité surfacique de
charges —o.

Armature n°2

Distribution D (condensateur) : armature n°1 de charge Q, de densité sur-
facique de charges +o située en z = (0 et armature n°2 de charge —Q, de
densité surfacique de charges —o située en z = e.

+ -0
—>
E=0 E=0
—>
g
T
o .
U
—

Le champ électrique est nul a 'extérieur du condensateur.
F
Dans le condensateur, le champ vaut —u,.
€0
On vérifie que le champ diverge a partir des charges positives et converge
vers les charges négatives.

3. On calcule la différence de potentiel V> — V| en envisageant un dépla-
cement d'un point A; de l'armature n°1 vers un point A, de l'armature n°2.

-

— o ag .
Entre les deux armatures, on a : dV=—F.dl avec E = —u, et
€0

_>' ke —_ - g O.

d/ =dxu, +dyuy, +dzu;. On obtient : dV = ——dz.
€0

Il reste a intégrer entre A et A :

o o
Vo -V, = ——(22 — ZI) = ——¢
€0 €0
4 s o
Onendéduit: U =V — Vo, = —e.
€0

La capacité d’un condensateur est définie par :
01 =C{VI—VWV)

en notant QO la charge de l'armature n°1.
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On en déduit: C = L avec Q|1 =oS
Vi—W,
Dol :

162

Exercice 10.9 : Dipdle électrostatique et condensateur plan

Un condensateur plan est constitué de deux armatures métalliques trés fines, de
surface §, situées en x = 0 et x = ¢. L’isolant entre les deux armatures a une
permittivité £9. On néglige les effets de bord. Les densités surfaciques de charges
portées par les deux armatures sont uniformes et opposées.

On rappelle que pour un dip6le rigide placé dans un champ électrique extérieur
E, ’énergie potentielle est E, = —p - E et le moment du couple subi par ce
dipoleest ' = p A E.

1. Déterminer le champ électrostatique a I’intérieur du condensateur en utilisant
le champ créé par un plan infini.

2. On place a I'intérieur du condensateur un dipdle électrostatique de moment
. . . , . € )
d’inertie J en un point O d’abscisse x = > Il peut tourner autour de 1’axe Oz.

Déterminer par deux méthodes les positions d’équilibre.
3. Etudier par deux méthodes la stabilité de 1’équilibre.

4. Etablir par deux méthodes 1’équation différentielle en 6 liée a la rotation du
dipdle autour de I’axe Oz. Etudier les petits mouvements autour de la position
d’équilibre stable.

Analyse du probleme
On applique le théoreme de superposition pour calculer le champ électrostatique
créé par le condensateur. On utilise 1’énergie potentielle ou le théoréme du moment
cinétique pour €tudier 1’équilibre et la stabilité de I’équilibre.

zﬁ 1. On applique le théoréme de superposition pour calculer le champ créé par
les deux armatures qui sont assimilées a des plans infinis situés en x =0
etx =e.

Distribution D, : armature de charge Q et de densité surfacique de charges
+o
On a vu dans l'exercice sur le condensateur plan que la norme du champ élec-

o}
trostatique créé par un plan infini est u Comme le champ diverge a par-
€0

tir des charges positives, on en déduit le champ dans les deux régions de
'espace.
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+ o
a ﬁ leg =
2eg9 T 2eq U
< —
%

Armature n°1

Distribution D, : armature de charge —Q et de densité surfacique de

charges —o.
-0
o o
2e0 Uz 2e0 Uz
—> <

Armature n°2

Distribution D (condensateur) : armature n°1 de charge Q, de densité sur-
facique de charges +o située en x = 0 et armature n°2 de charge —Q, de
densité surfacique de charges —o située en x = e.

+0 -0
%
E=0 E=0
0 5 0
o Jl
£0 .
Uy
%
Le champ électrique est nul a U'extérieur du condensateur.
g .
Dans le condensateur, le champ vaut —u,.
€0
2. —
e -
Uy
7Iz %
@ s >
0 E Uy

Il y a deux méthodes pour étudier l'équilibre :

Premiere méthode : utilisation du moment des forces

Le moment des forces est " = pA E = —pE sinfu..

A léquilibre, I = 0.

Il y a deux positions d'équilibre : # = 0 et # = 7, c'est-a-dire p et E coli-
néaires.

Deuxieme méthode : utilisation de l'énergie potentielle

L'énergie potentielle du dipéle est: E, = —p - E = —pE cosf.
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L'énergie potentielle est extrémale a 'équilibre.
On retrouve bien les deux positions d’équilibre : @ =0 et ¢ = 7.

3. L'équilibre est stable si en écartant le systéme de sa position d'équilibre,
les actions mécaniques ont tendance a le ramener vers sa position d'équi-
libre.

L'équilibre est instable si en écartant le systéme de sa position d'équilibre,
les actions mécaniques ont tendance a ['écarter de sa position d'équilibre.
Il y a deux méthodes pour étudier l'équilibre :

Premiére méthode : utilisation du moment des forces
® On écarte le dipéle de la position d'équilibre 8 = 0.

Sur le schéma représenté ci-dessus, @ > 0 et I'; < 0 : le couple a ten-
dance a le faire tourner dans le sens horaire (régle de la main droite).

Si on écarte le dipdle dans l'autre sens (6 < 0) de sa position d'équilibre,
on montre de la méme facon que le couple a tendance a le faire tourner
dans le sens trigonométrique et a le ramener vers sa position d'équilibre.
La position @ = 0 est donc un équilibre stable.

Le dipole va s'aligner dans le méme sens que le champ extérieur.

e On écarte le dipdle de la position d'équilibre 6 = .
g <
Mq

i, O E

['; <0, le couple a tendance a le faire tourner dans le sens horaire (régle
de la main droite).
La position € = 7 est donc un équilibre instable.

Deuxiéme méthode : utilisation de l'énergie potentielle

I'énergie potentielle est égale a £, = —pFE cos 6.

L'équilibre est stable si l'énergie potentielle est minimale, c'est-a-dire pour
=

L'équilibre est instable si 'énergie potentielle est maximale, c’est-a-dire pour
0=,

4. Il y a deux méthodes pour obtenir l'équation différentielle du mouvement.

Premiere méthode : utilisation du théoreme du moment cinétique
On écrit le théoreme du moment cinétique pour un solide en rotation autour

d'un axe fixe dans le référentiel i = (O iy, iiy,u .1) galiléen :
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dw d26 . Eaing
— =J—=T.=- sin
dr dr? : P
On en déduit :
d2e pE .
@ + 7 sSin 9 =0

Deuxiéme méthode : raisonnement énergétique

Comme on a un systéme conservatif a une dimension, ['énergie mécanique
se conserve. On obtient directement 'équation différentielle en écrivant que
dE,, _o.

dr

1
l'énergie mécanique est égale 3 : E,, = E. + E, = Esz — pE cos#.

. 1 .
Comme w =4, alors E,, = 5.]92 — pE cos0.

dE,, .
On en déduit : X = 0=J00+ pEfOsind.
En simplifiant par 8, on en déduit :

d*¢ pE
— + —sinf =0
dr? J
Dans le cas de petites oscillations autour de la position d’équilibre 6 < 1,
on peut effectuer un développement limité de sinf au premier ordre. On a
alors :
d’0  pE
&, rE
dr J
C'est 'équation d'un oscillateur harmonique.

E
On définit la pulsation propre : wy = ,/pT.

La solution est de la forme : 6 =0, cos (wot + ¢)ou de la forme
A cos (wpt) + B sin (wypt).
La deuxiéme forme est plus pratique a utiliser avec les conditions initiales.

0=0
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Exercice 11.1 : Champ créé par un fil cylindrique

On considere un cylindre illimité de rayon R parcouru par un courant / réparti
uniformément en volume.

1. Déterminer en tout point de 1’espace le champ magnétostatique créé par cette
distribution de courants. Ce modele est-il utilisable pour un cylindre réel ?

2. Calculer le champ maximum créé par cette distribution pour / = 1 A et
R =1 mm.

Analyse du probleme

Comme la distribution de courants est hautement symétrique, on utilise le théoréme
d’Ampere pour calculer le champ magnétostatique en tout point de I’espace.

w 1. On repére le point M avec les coordonnées cylindriques. On pose} = ji,.

On oriente lintensité I dans le sens des z > 0. On en déduit l'intensité qui
traverse une section orthogonale a l'axe Oz :

2o : 2
I = j-dS = jmR
S

L’orientation du conducteur est arbitraire. Dans I’exercice, on I’oriente dans le
@ sens des z > 0. Le vecteur élément de surface est donc orienté également suivant
+u..
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® Le plan P = (M, u,, u;) est un plan de symétrie pour les courants,
sources du champ, donc B (M) LP, c'est-a-dire B (M) //uy.

e La distribution D est invariante par rotation d'angle ¢ et par translation
suivant u., donc B aussi. Bilan :

B = B(r)iig

e On applique le théoréme d’Ampére. Le contour dAmpére I' est un cercle
orienté suivant +uy passant par M et de rayon r :

%}} . Ej — f B(I‘)ﬁg -I‘d@ﬁg = B(}‘)2‘JTI’ = M()Ienlacé
r r

Il faut bien vérifier le signe du courant enlacé. Le courant enlacé est compté posi-
tivement si le contour sort par la face Nord du circuit ou si le courant enlacé sort
par la face + d’une surface s’appuyant sur le contour.

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Ily a deux cas :
Si M est U'extérieur du cylindre (r > R) :

Le courant enlacé est : Jpjace = I = jTR.
On en déduit le champ magnétostatique a l'extérieur :

I i R?
B(r) = Ko _ HoJ
2 29
Si M est l'intérieur du cylindre (r < R) :

Le courant enlacé est : [epjace = j7rr2.

On en déduit le champ magnétostatique a lintérieur :

B@r) =

2
On représente le graphe B(r) :

B
Bmax -

|
|
I R 7
Interprétation physique :
Les lignes de champ sont des courbes fermées. Elles tourbillonnent autour
des sources de courant. On peut appliquer la régle du tire-bouchon ou de la

main droite pour vérifier le sens du champ B.

A l'extérieur du cylindre, tout se passe comme si on avait un fil infini.

Le champ B est continu en tout point de l'espace. C'est prévisible puisque
la distribution est volumique.
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ZQ Si r =0, B=0. Cest normal puisque tous les plans contenant l'axe Oz
sont des plans de symétrie.
Le modéle du cylindre illimité est valable pour un cylindre réel si on est loin
des bords.
2. Le champ maximum créé par cette distribution est obtenu pour r = R.
On obtient :

Boox =2 x 1074 T

Remarque : La composante horizontale du champ magnétique terrestre vaut
25x 107 T.
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Exercice 11.2 : Champ créé par un solénoide infini

Un solénoide circulaire est constitué de N spires (N > 1) de méme rayon R, de
méme axe Oz, réparties régulicrement le long du cylindre de longueur £ et de
méme intensité /. On définit n le nombre de spires par metre. On étudie le mode-
le limite d’un solénoide infini, ¢’est-a-dire qu’on néglige les effets de bord. On
admet que le champ magnétostatique est nul a 1’extérieur du solénoide.

1. Déterminer en tout point de I’espace le champ magnétostatique créé par le
solénoide infini en fonction de p, n et 1.

2. Calculer le champ magnétique produit par le solénoide utilis€ au CERN pour
rechercher le boson de Higgs. Pourquoi la température du solénoide est égale a
-267 °C ?

Données du solénoide : longueur = 13 m ; diametre = 6 m ; 7 = 19500 A ;
fo =41 x 1007 Hm™! ; N =2120.

Analyse du probléme

Comme la distribution de courants est hautement symétrique, on utilise le théoreme
d’Ampere pour calculer le champ magnétostatique en tout point de 1’espace.

2 1. On considére un point M a lintérieur du solénoide. On utilise les coor-
Q données cylindriques.
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® Le plan P = (M, u,, ug) est un plan de symétrie pour les courants,
sources du champ, donc B (M) LP, Cest-a-dire B (M) //ii..

e |a distribution est invariante par rotation d'angle 6 et par translation sui-
vant i, donc B aussi. Ses coordonnées ne dépendent pas de 6 et z.
Bilan :

B (M) = B (r) i,
® On applique le théoréme d’Ampeére au contour I passant par M a linté-

rieur du solénoide :
c

D E F
- —> - — - —> - —> - —>
% B-dl=fB-dl-|—/B-dl-|—[B-dl—|—fB~d]
D E

F

cement élémentaire sur le contour.
F

[§ . Ei = 0 puisqu’on admet que le champ est nul a 'extérieur du solé-

E
noide.
D Zp
- —_— % -
C c

Le contour I" enlace nf spires. Comme chaque spire est parcourue par un
courant /, le courant enlacé est :

Ientacs = ntl

@ Il faut bien vérifier le signe du courant enlacé.

¥

On en déduit le champ magnétostatique créé par le solénoide infini :
e A lintérieur du solénoide, le champ B est uniforme et vaut :

-

Bine = .UJO”[EZ
e A l'extérieur, le champ magnétostatique est nul d’aprés l'énoncé :

Bex = 0
2. Application numérique : B =4 T.
C'est un champ considérable qui est 200 000 fois plus grand que la compo-
sante horizontale du champ magnétique terrestre.
On utilise des matériaux supraconducteurs refroidis a —-267 °C ce qui permet
de s'affranchir de l'effet Joule. C'est le plus grand solénoide en supracon-
ducteurs au monde.
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Exercice 11.3 : Champ créé par une bobine torique

Une bobine torique est constituée de N spires jointives régulierement enroulées
sur un tore (ou un pneu) d’axe Oz et parcourues par la méme intensité /. On sup-

pose que N > 1.
Déterminer en tout point de ’espace le champ magnétostatique créé par la bobi-

ne torique.

Analyse du probleme

Comme la distribution de courants est hautement symétrique, on utilise le théoreme
d'Ampere pour calculer le champ magnétostatique en tout point de l'espace.

2 On considere un point M repéré par ses coordonnées cylindriques. Sur le
Q schéma, on a représenté N = 18 spires.

vue de dessus

® le plan P = (M, u,, ;) est un plan de symétrie pour les courants,
sources du champ, donc B (M) LP, c'est-a-dire B (M) //ig.
® |3 distribution est invariante par rotation d'angle 6 (puisqu'on a un grand

nombre de spires réguliérement enroulées sur le tore), donc B aussi. Ses
coordonnées ne dépendent pas de 6. Bilan :

B(M) =B, z) iy

® |e contour d'/Ampére I' est un cercle orienté dans le sens trigonométrique
d'axe Oz, de rayon r passant par M. Le théoréme d'Ampére s'écrit :

27
<¢‘ }} ; _[> = [ B (I",Z) ag 4 I’d@l/_ig = B (l’) 2ar = ,u()[enlacé
r 6=0

@ 11 faut bien vérifier le signe du courant enlacé.
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Il y a deux cas :

Si M est a l'intérieur de la bobine torique :

Sur le schéma ci-dessus, on a représenté un contour I" qui enlace N spires.
Le courant enlacé est donc : Iepjace = N 1. On en déduit que :

= poNT
int = Uy

27r

Si M est a U'extérieur de la bobine torique :
Il n'y a pas de courant enlacé. On en déduit que :

=5

Bext =0

Exercice 11.4 : Calculs d'inductance propre

1. On considére un solénoide long sans effets de bord constitué de N spires de
méme rayon R, de méme axe Oz, réparties régulicrement le long du cylindre de
longueur £. Déterminer son inductance propre. En déduire 1'énergie magnétique
du solénoide.

2. Une bobine torique est constituée de N spires jointives enroulées sur un tore,
de section rectangulaire, de rayon intérieur a, de rayon extérieur b, de hauteur 4.
On suppose que N > 1. Déterminer son inductance propre.

Analyse du probleme

I1 faut calculer le champ magnétostatique créé par la distribution de courant et cal-
culer le flux du champ magnétique a travers les N spires. On en déduit alors I'in-
ductance propre.

¥

1. D'aprés le cours, le champ magnétostatique créé par un solénoide infini
est nul a l'extérieur et vaut B = pgnlu. a lintérieur.

N
On définit n = 7 le nombre de spires par métre.

Le flux du champ propre a travers une spire est :
Dopire = (ponl ii;) - (TR%i;) = ponITR*

en orientant la spire dans le sens du courant.
Le flux propre a travers toutes les spires du solénoide de longueur ¢ est
donc :

®p =N (,ULOI’L[TFRZ) =nt (,uOnIﬂ'RZ) = (,uonzﬂrrRz) /
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L'inductance propre est définie par la relation :

Op=1LI
L'inductance propre du solénoide est donc :
R2
L= [J,Oanﬂ'Rz = [_,L0N27TT
L'énergie magnétique du solénoide est :
1 1
Up = =LI? = —pgn*{nR*I*
m ) 2”0
2.
A~
Uy
M [ oy
U
Uy
O ¢ h
] L
a
b~ J

Le plan P = (M, u,, ii;) est un plan de symétrie des sources du champ,
donc B (M) LP, cest-a-dire B (M) //ue.
La distribution est invariante par rotation d'angle &, donc B aussi. Ses coor-
données ne dépendent pas de 6.
D'ow :

B (M) = B (r.2) ii;

On applique le théoréme d'Ampére a un cercle orienté dans le sens trigono-
métrique d'axe Oz, de rayon r passant par M :

— —>
B-dl =B((r)2mr = /J()]enlacé

e Si M est a lintérieur du tore : Ileniace = NI en appliquant la régle de la
main droite. On en déduit :
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Le flux du champ propre a travers une spire est :

splre—f/ S ff B. drdzug—

b
/dr
r

spire spire
j— n—
2 a

en orientant la spire dans le sens du courant.
Le flux a travers les N spires de la bobine torique vaut :

N2Ih b
Op = NPyire = 22" Zin~
2 a

Ce flux est appelé flux propre. On peut lidentifier a ®p = L1.
On en déduit linductance propre de la bobine torique :

N2h b
Ho i
27 a

L =

Exercice 11.5 : Energie magnétique du cable coaxial

On considere un cable coaxial formé d’un conducteur cylindrique plein, de rayon
Ry, de longueur h, d’axe Oz, entouré d’un conducteur cylindrique creux, de
rayon intérieur Ry et d’épaisseur e. Le conducteur intérieur est parcouru par un

courant volumique uniforme j; = jji. et le conducteur extérieur est parcouru par
un courant volumique uniforme j, = j>i,. On note I I'intensité du courant élec-
trique permanent dans le conducteur intérieur. On néglige les effets de bord et la
part de I’énergie magnétique emmagasinée dans I’ame (région r < R;) et celle
localisée dans la gaine (région Ry < r < Ry + ¢) du cable coaxial.

i

I 1
I —J

x_/v]'
©
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1. Déterminer le champ magnétique en tout point M (r,6,z) de I’espace en fonc-
tionde I,R{,R>,e et r.

2. Déterminer 1’énergie magnétique emmagasinée et en déduire 1’inductance
propre du céble coaxial en fonction de h, R, R; et e.

Analyse du probléeme

On utilise les symétries et invariances pour déterminer la structure du champ
magnétique. Le théoreme d’ Ampere permet de calculer le champ magnétique dans
tout I’espace. Le calcul de 1’énergie magnétique permet d’en déduire I'inductance
propre du céble coaxial.

1,

Y

II\

e leplan P = (M,u,.u;) est un plan de symétrie pour la distribution de

— = I
courants qui est la source du champ magnétique, B L P, donc B // uy.
e La distribution est invariante par rotation d’'angle €, et par translation

suivant «, (on néglige les effets de bord), donc les coordonnées de B ne
dépendent pas de 6 et de z.

On obtient finalement :

= >
B = B(r) ug

On a des courants volumiques de densité uniforme. D'aprés les orientations,
ona:

I =jinR} et —I = o (R + ¢)* — R3)

On applique le théoréme d’Ampére a un cercle passant par M de rayon r
orienté suivant g :
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% E . di: % B (r) ug - i"dgb_ig = B (r)2nr = to Lentacé

Si r <Ry :B(r)2mr = pgjimr?, donc

Si Ry <r < Ry:B(r)2ar = pyjyinRi = pol, donc

HoRY ol
2r 27r

B(r)=

SiRy<r<Ry+e:B(r)2mr =y (I—|—j27r(r2—R§)), donc

_ oI+ pm(? —R3)) pl ol (= R3)
27r 2nr  2rm ((R2 +e)* — R%)

Sir>Ry+e:B(r)2mr=py(l+ jpmR3) = po (I — 1) =0, donc

B(r)=20
B

1 Bmax

0,8

0,6

0,4

0,2 E

- r 'T'
0 Ry R, Ry+e

On n'observe pas de discontinuité a la traversée des cylindres car on a des
distributions volumiques de courants.

2. La densité volumique d'énergie magnétique est :

BZ

2

L'énergie magnétique W,, emmagasinée par le cable coaxial est :

BZ
2pg

espace

Uem =
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D'apres l'énoncé, on néglige la part de 'énergie magnétique emmagasinée
dans 'ame et dans la gaine. On a donc :

1 Noh Ry 2
m—f[/4222 (dr) (rdf) (dz) = 5( S-ln Rl)]

Ri<r<R,
0<0<2m
O<z<h

Linductance propre L du cable coaxial est définie par :

1
W}n = _le
2
On en déduit :
L = Moty R
2T f?l
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Courant electrique
dans un conducteur
ohmique

Exercice 12.1 : Modéle de Drude

On considere un fil de cuivre d’axe Oz, de longueur L et de section § et parcou-
ru par un courant d’intensité /. On modélise le cuivre par un réseau cristallin
constitué d’ions positifs fixes dans lequel des électrons de conduction se dépla-
cent librement. On admet qu’un atome de cuivre libére en moyenne un électron
de conduction. On appelle n le nombre d’atomes de cuivre par unité de volume
et v la vitesse moyenne des électrons. On modélise 1’agitation thermique des
électrons et les collisions sur les ions du réseau et entre eux par une force de frot-

tement égale a ——v. Le champ électrique extérieur appliqué au cuivre est
i

constant et vaut E = Eii,.

Données pour le cuivre : conductivité = v = 5,9 x 107 S.m~! ; masse volu-
mique = p = 8,96 x 103 kg.m_3 ; masse molaire = M = 63,5 g.mol_1 :
Nj = 6,02 x 10 mol ™.

Données pour un électron : m = 9,1 x 1031 ke.g=—e=—106x% 10°1° C.
1. Déterminer en régime permanent la conductivité v du cuivre en fonction de
e,m,netr.

2. Calculer n et la constante de temps 7.

3. Déterminer la résistance du fil du cuivre en fonction de v, L et S.

4. Déterminer la densité volumique de puissance cédée par le champ électrique
au métal. Quelle est la puissance cédée par le champ électrique au fil de cuivre ?
Comment appelle-t-on cette puissance ?

Analyse du probleme

On utilise la mécanique modele classique pour étudier la conduction dans les
métaux. On écrit le principe fondamental de la dynamique a un électron. En régime
permanent, on en déduit la vitesse d’un électron ce qui permet d’en déduire la
conductivité du métal.
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2& 1. On suppose pour simplifier que chaque électron se déplace a la vitesse v.
Systeme : électron de masse m et de charge ¢ = —e.

Référentiel terrestre galiléen.

Bilan des forces :

—

e force électrique : qé = —eF
m e

¢ force de frottement : ——v
T

® On néglige le poids devant ces forces.

Principe fondamental de la dynamique :

dv -~ m._
m—=—elk — —v
dr T
On en déduit :
dv 1. e -
— 4+ —-v=——F
dr T m

Comme le champ électrique est constant, la solution est :
. er - - t
v=——FE+ Aexp (——)

m T

avec A un vecteur dintégration qui peut étre calculé par les conditions ini-
tiales.
Le deuxiéme terme correspond au régime libre qui tend vers 0 au bout de
quelques 7.
On suppose que l'on se place en régime permanent. Le vecteur vitesse
sécrit :

er -

T

m

On en deéduit le vecteur densité volumique de courant :

I’L€2T =

E

j=ngv =n(—e) (—fﬁ') =
m m

Le conducteur ainsi modélisé vérifie la loi d'Ohm locale :

J=nE
La conductivité du cuivre est :
ne*r
Y= —
m

2. La masse volumique est : p = N dotn = #TA = 8,4 x 107 m3,

A
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Il faut utiliser les unités du systéme international en physique pour effectuer les
applications numériques. Il faut donc exprimer la masse molaire en kg.mol™'.

m
La constante de temps est 7= —Z =2,5%x 107",
ne

Cette valeur est trés faible ce qui justifie 'hypothése faite précédemment du
régime permanent.

Remarque : La constante de temps a le méme ordre de grandeur pour tous les

métaux.

%

3.0npose E=Eii,et]=jii,.

. 1 P - = o s . j % s
On considére un déplacement d/ = dz u, colinéaire au champ électrique £

du point 1 au point 2.

S| —
4
On a dV:—é-ﬁz—i-Ei:—idz
Y Y
2 ‘]E
On intégre entre le pointlet2:/ dV =V -V, = ——.
1 g

~0 5
Le conducteur est orienté vers la droite. On a donc dS = dS u«,.

i S i ; dg ¥ = .
Lintensité du courant électrique est : [ = Fri j+d§ =jS§.
S

L
Onadonc: U=V, —V, = ——,
S
On en déduit la résistance du fil de cuivre définie par la loi d'Ohm en
convention récepteur : U = RI.

La résistance du fil de cuivre de longueur £ et de section § est :

¢

R=—
YS

4. Pour faire un bilan de puissance, on multiplie scalairement le principe
fondamental de la dynamique en régime permanent par v :

0=qgE -9——0-0

5 | 3
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Le premier terme est la puissance algébriquement recue du champ électri-
que :

Péleczqé-5>0

Le deuxiéme terme est la puissance algébriquement recue de la force de frot-
tement :

m
2
Pron = —?U <0

L'électron recoit donc effectivement de la puissance du champ électrique
qu‘il perd aussitdot pour fournir de la puissance au métal.

Le champ électrique fournit donc effectivement de la puissance au métal :
c'est l'effet Joule.

Remarque : L'effet Joule se manifeste souvent par un échauffement de la matiere
mais pas nécessairement.

Z& On considére maintenant un volume d7 qui contient n d7 charges mobiles.

. . . m =
Une charge fournit au métal une puissance : —v”> = qgE -v.
Lensemble des charges contenu dans le volume dr fournit donc a la matie-

re une puissance : dP = (qé . 17) (nd7). Comme f: ngv. On a donc :

dP = j E dr.
La densité volumique de puissance cédée par le champ électrique au métal
est :

dP - - 5

—=j-F =~E

dr

Cest la forme locale de la loi de Joule.
La puissance cédée par le champ électrique au fil de cuivre est :

- o j?
P=[[/j~EdT:—(S£)
J Y

Comme I = j§, on peut exprimer P en fonction de 7 :
P= r (8¢) = L —rp
=5 =5 =

Cette puissance est appelée également puissance dissipée par effet Joule.

Remarque : On retrouve la formule vue dans le cours d’électrocinétique en pre-
miere année.
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Exercice 12.2 : Effet Hall

On considére un ruban conducteur de longueur £ parcouru par un courant d’in-
tensit€ /. Le champ électrique responsable du courant €lectrique est supposé
constant et vaut Ey = Egii,. On note n le nombre d’électrons de conduction par
unité de volume, v = vu, la vitesse d’un électron et ¢ sa charge.

sens du courant —

.................................................

14

1. En I’absence de champ magnétique, rappeler le modele de Drude en régime
permanent. Exprimer I’intensité / en fonction de n, g, v, a et b.

2. On applique un champ magnétique constant B = Bii «. Expliquer qualitative-
ment pourquoi il apparait un champ de Hall et une tension de Hall entre la face
1 et la face 2. En déduire en régime permanent une relation entre le champ de
Hall Ey, v et B.

3. Calculer la tension de Hall pour /=10 A ; B=1T ; a=0,Ilmm ;
g=—-e=-16x10""2C:;n=284x 102 m3.

4. Pourquoi utilise-t-on en pratique des semi-conducteurs pour lesquels 7 est 10°
fois plus faible que pour les métaux ? Quel est I’intérét pratique de ce dispositif ?

Analyse du probléeme

En I’absence de champ magnétique, on utilise le modele de Drude en régime per-
manent pour décrire les deux forces qui agissent sur 1’électron en régime perma-
nent. Lorsqu’on applique un champ magnétique, il apparait un régime transitoire ou
les électrons sont déviés sur une face avec un défaut d’électrons sur une autre face.
La mesure de la différence de potentiel entre les deux faces permet de mesurer expé-
rimentalement le champ magnétique.

%

1. Systéme = électron de charge ¢ = —e.

Référentiel du conducteur immobile R = (O iiy, Uy, i, t) galiléen.

Bilan des forces :

e force électrique qEO

e force de frottement —\v qui tient compte des interactions entre l'élec-
tron et le réseau.

® On néglige le poids devant les autres forces.
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sens du courant ,

’ [
A Vi .
+++++++++++++ a e
ay U
O/ 5 /FH ) ’
/ Fi " b
afy=—=-===-=-=-=----- @
Va
~ 'g P

Principe fondamental de la dynamique en régime permanent, on a :
qég — X =0
Le conducteur est orienté arbitrairement dans le sens u.. Le vecteur élément
de surface est donc dS = ds u,. Lintensité du courant électrique est :
I =/f} ?S = j§ puisquef est uniforme. Comme f=nqﬁ, on en
S

déduit :
I =nqvab

Il faut bien interpréter les signes. Si / > 0, alorsv < 0,9 <0, Ey > 0 etj > 0.
@ E, et j sont toujours de méme signe puisque la conductivité est positive.

2. Lorsqu’on applique un champ magnétique, il apparait sur l'électron une

2@ force supplémentaire, la force magnétique : F; = g A B. Les électrons vont
étre déviés sur la face n°2 et il y a un défaut d'électrons sur la face 1.
Il apparait une différence de potentiel entre la face n°1 et n°2 et appari-

tion d’'un champ électrique EH appelé champ de Hall. Le champ de Hall est
dirigé dans le sens des potentiels décroissants et dirigé de la face n°1 vers
la face n°2.

Sur l'électron, il apparait une 4éme force : qEH. Au début du régime tran-

sitoire,

qEH ” < Hqi} A E_S;H Cette 4%™e force est de plus en plus impor-
tante. Il y a de moins en moins de particules déviées et a un moment, on
est en régime permanent avec (qﬁo - AT)) + (qE’H +gv A l_é) = 0.

Les deux premiéres forces sont suivant u, et les deux derniéres suivant i,.
On a donc gEg — A0 =0 et gEx + g A B = 0.
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La formule fondamentale de leffet Hall est donc :

EH +vA B = 6
3. On va calculer la différence de potentiel entre un point de la face 1 et un
point de la face 2.

Si M, n’est pas en face de M,, alors la différence de potentiel n’est pas propor-
tionnelle au champ magnétique et tient compte de la chute de tension due au pas-
sage du courant électrique.

Le champ électrique résultant est :

E = Eo + EH = E()l‘/_t’Z + EHﬁ);

face n°1 M,
i i,
" | L
| ”
!
face n°2 M,
Pour calculer V|, — V,, la méthode est d’écrire dV = —L E? et d’intégrer entre

M] et MZ'

On considére un déplacement élémentaire suivant i, :

dV = —E - dl = — (Eoii. + Epiiy) - dyiiy = —Epdy.
2 2

On integre entre M| et M5 : [ dv=V,-V, = —/ Exgdy = —Egb.
| !

La tension de Hallest : Uy =V, — Vo = Eygb = —vBb.
En utilisant le résultat de la question 1, on peut exprimer v en fonction de 1.

I 1 IB
Onaalors: Uy = — Bb=———.
nqab ng a
On en déduit donc la tension de Hall :
1 IB
Uy =———
ng a

Application numérique : Uy = 7,5 uV
C'est une valeur trés faible qui n'est pas utilisable en travaux pratiques.

Remarque : On trouve des valeurs positives pour Uy pour 1’argent, le cuivre, le
sodium mais on trouve des valeurs négatives avec le fer et le plomb. Seule la méca-
nique quantique explique completement les propriétés électriques des solides.

%

4. La tension de Hall est tres faible. Leffet est beaucoup plus intense dans les

semi-conducteurs puisque n est 10° fois plus faible que dans les métaux.
On utilise en TP des sondes a effet Hall pour mesurer des champs magnétiques.
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Equations de
Maxwell-Induction

Exercice 13.1 : Alternateur d’'une éolienne

Le disque éolien entraine, par un systeme de démultiplication, une bobine plate
en rotation autour de 1’axe Oz. La bobine a une résistance r, une inductance L et
elle est fermée sur une résistance Ry. On pose R =r + Ry. Elle comporte N

spires de surface s et se déplace dans un champ magnétique constant B = Bu,.
Y

L

~ T

S

7 wt )B

1. L’éolienne tourne a vitesse angulaire constante w. En régime sinusoidal forcé,
I’intensité i est de la forme : i (t) = I, cos (wt + ¢). Déterminer I, et ¢.

2. Quelle est la valeur moyenne du moment I des forces de Laplace subi par la
bobine ?

3. Le moteur €olien a une puissance moyenne P. Représenter, sur un méme dia-

gramme, le moment H r “ du couple moteur et H(l_“”) , en fonction de w.

4. At = 0, la vitesse angulaire est nulle et on débloque 1’ éolienne. Analyser qua-
litativement le régime transitoire. Déterminer la vitesse angulaire wp en régime
permanent et montrer que P doit rester inférieure a une puissance critique notée
P.. Ce régime est-il stable ?

Analyse du probleme

On a un circuit mobile placé dans un champ magnétique constant. On a un phéno-
mene d’induction de Lorentz avec apparition d’une forme électromotrice d’induc-

tion. Les effets de I’induction s’opposent aux causes qui lui ont donné naissance (loi
de Lenz).
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1. On suppose que les conditions de U'ARQS magnétique sont vérifiées.
'équation électrique s’obtient avec le schéma électrique équivalent en
rajoutant la fem d'induction en convention générateur.

R i L
C1——Tm
10
La loi de Faraday s'écrit :
_ do
‘T

Le flux du champ magnétique a travers les N spires est :

> — T .
d>=Nf/B-dS=NBscos (w:+5):—NBssm (wt)
M

=% 5
car la surface est orientée avec la régle de la main droite : dS = dSn.
La fem vaut donc :

e = NsBwcos (wt)
La loi des mailles s'écrit :
di
e=Ri+L—
dr

ot €= NsBw cos (wt)
Iy exp (j (wt + @) e = NsBwexp (j (wt))

En notation complexe, ona: e = Ri + jLwi, dou :

avec | I, cos (wt + @)

e NsBwexp (j (wt))
I = —
-~ R+jLw R+ jlLw
|1_| — Im - NsBw
On en déduit : N RA4L2w?

arg (i) = wt + ¢ = wr — arg (R + jLw)

Dol :
NsBw Lw R
j - stan o = ——— et cos ¢ = >0
" VR L2 g R g VR? + L2W?

s
¢ est donc compris entre —5 et 0.
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2. Le moment magnétique de la bobine est M=NIsi.
Le moment du couple subi par la bobine est : I = M A B = NIsi A Biiy

— sin (wt)
avec 71 = | cos (wr) en projection sur (iiy,iy,ii:). On a donc :
0
~ — sin (wt) B 0
I"=NIsB|cos (wt) A0 =10
0 0 —NIsB cos (wrt)
Dol :

[" = —NI,sB cos (wf + ¢) cos (wt)ii.

Or cosacosbzé(cos (a+b)+ cos (a —b)).

On a donc :
NI,sB

I = [cos (2wt + @) + cos @i,

La moyenne du moment du couple est :

= NI,sB -
(I‘):— ) COS QU

La projection du moment du couple est négative. C'est normal d'apres la loi
de Lenz qui est une loi de modération. La création d'un courant induit s'op-
pose par ses effets aux causes qui lui donnent naissance. La cause est la
rotation de la bobine.

3. Soit P la puissance du couple moteur. On a : P = I'w. La puissance est
constante, donc

P
r=—
W
On a vu que :
{F’)— NI,sB cos b = NsB ( NsBw )( R )
2 2 \VR*+ L%?) \VR? + L2
Dol
) = —N?s’B’R  w
B 2 R?2 4 L2.72

Le graphe ci-dessous représente l'allure de I" et de |(F’)| en fonction de w.
Le point de fonctionnement est lintersection des deux courbes.
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1,2
L
|
0,8 1
T
0,6 '/
|
041 ()]
v\ /
0 wo 2 i 6 8 10
w

Remarque : Ne pas tenir compte des €chelles du graphe ci-dessus. Il représente sim-
plement I’allure des courbes.

%

4. A t =0, on déblogue l'éolienne. La vitesse angulaire w augmente car

W
Ja =T +T’ > 0, le couple de frottement augmente et le couple moteur

diminue. On atteint un régime permanent pour w = wy. Le théoréme du
moment cinétique s'écrit alors :

Jd—w=0=r‘+r’
dr

On doit avoir : |(F’)| =T, soit :

P N’s°B°R  wy

wo 2 R+ LW

Dot 2P (R* + L*wg) = N’s*B*Ruwy. On a alors :

N2s2B%Rwj
R2 4122 — 0
+ L wy P
Soit :
B=
N%zlPBzR _ 2
. L N%s?B%R > .
Pour que wg soit défini, il faut que P — L7 >0, cest-a-dire
Ns*B*R  , N?s*B’R _
T>L ,so1tP<T.0npose.
N’s*B’R
P=—7—+——
217
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On doit donc avoir :
P = P,

Si la vitesse angulaire augmente légérement, le couple moteur est inférieur
au couple résistant en norme. On a donc un ralentissement de la bobine. Le
régime est donc stable.

Exercice 13.2 : Pince ampéremétrique

188

Une bobine torique est constituée de N spires jointives enroulées sur un tore, de
section rectangulaire, de rayon intérieur a, de rayon extérieur b, de hauteur /2. On
suppose que N > 1.

1. Calculer le flux du champ magnétique créé par la bobine torique a travers les
N spires. En déduire son inductance propre L.

2. Le tore (circuit 1) enlace un fil infini (circuit 2) d’axe Oz et est parcouru par
un courant iy = I, cos(wt + ¢). Calculer le flux du champ magnétique créé par
le circuit 2 a travers les N spires du tore. En déduire I’inductance mutuelle M
entre les deux circuits.

3. On court-circuite le circuit torique et on néglige sa résistance. On se place en
régime sinusoidal forcé. Déterminer la valeur efficace du courant 1. Quel est
I’avantage de la mesure du courant induit ?

12

Analyse du probleme

On a un probléme d’induction avec deux circuits couplés. On commence par cal-
culer I'inductance propre et I'inductance mutuelle entre les deux circuits. Le circuit
2 crée un champ magnétique variable. On a un phénomene d’induction a cause de
la variation du flux magnétique a travers le circuit 1. Le flux magnétique est la
somme du flux propre et du flux extérieur. En utilisant la notation complexe, on
pourra en déduire la valeur efficace du courant i;.

1. Lle plan P = (M, u,, 1) est un plan de symétrie des sources du champ,

¥ donc By (M) LP, Cest-a-dire By (M) //iis.

La distribution est invariante par rotation d’angle 6, donc B, aussi. Ses
coordonnées ne dépendent pas de 4.
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Z
AN
iy
A2 Mg N
a | :
5 o

D'ou :
By (M) = B (r.2) ilg

On suppose que les conditions de 'ARQS magnétique sont vérifiées : on peut
appliquer le théoréme d’Ampére a un cercle orienté dans le sens trigonomé-
trique d'axe Oz, de rayon r passant par M :

- —
fBl - dl = By (r)2nr = polenlace

® Si M est a 'intérieur du tore : lepace = N i1 en appliquant la régle de la
main droite. On en déduit :

é] ext = 6
Le flux a travers une spire est :
Ni 7 d
= — = - /—LO I r
®q ir = B * dS = B * d d = h —
L // I [./ et 27 fr
spire spire r=a

Nith b

_ HofVh n2

27 a

La spire est orientée avec la regle de la main droite.
Le flux a travers les N spires de la bobine torique vaut :

N%iih b
Bor i, 2

dPp = N(Dspire = o P
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Ce flux est appelé flux propre. On peut lidentifier a ®p = Li;, d'ol :

LoN2h n b

L=
2 a

2. On appelle @5, le flux extérieur, c'est a dire le flux du champ magné-
tique B, créé par le circuit 2 a travers le circuit 1 :

Do = Poyy = /f B, - dSl

spires de C Méspire

On va calculer le champ magnétique créé par le circuit 2 :

® le plan P = (M, u,, u;) est un plan de symétrie pour les courants,
sources du champ, donc §2 (M) LP, cest-a-dire éz (M) //uig.

® |a distribution D est invariante par rotation d'angle & et par translation
d'axe Oz, donc Eg aussi. On a donc :

By = By (r) iy

® On applique le théoreme d’Ampére. Le contour d’Ampére est un cercle
orienté suivant uy passant par M et de rayon r :

%B’z . Ei = % B> (r) g - rdfug = B, (r) 2mr = @ugiz
r r
On a donc :

= :UJ012~
By = —uy

27r

Le flux de éz a travers une spire du tore est :

2 - irh b
CI)2%1(15[)11'6) = ff B - dS —f IUJLMQ drdzuy = ‘UJ; In—

m a

Le flux de Bg a travers les N spires du tore est :

o Nizh b
Py, = Nq)2—>1(lspirc) = 02—7{_ 1115
On pose @, .| = M i», d'ou :
Nh b
mo=H" 2
2T a

Remarque : Si on change le sens de i| ou i, M change de signe.
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3. L'équation électrique s'obtient avec le schéma électrique équivalent en
rajoutant la fem dinduction en convention générateur.
i1 R

1
S|

2o

La force électromotrice d'induction est :

dd,
dr

e =

Le flux du champ magnétique a travers le circuit 1 est :

P = Pp + Py = Lyiy + Min

Une erreur fréquente est de ne pas tenir compte du flux propre. Ici, le flux propre

dépend de N? alors que le flux extérieur dépend de N. Comme N est trés grand,
il n’y a aucune raison de le négliger.

La loi des mailles s'écrit :

. dij dip
e = R11 = —Ll— - M—
dr dr

Comme la résistance est négligeable d’aprés 'énoncé, on a :

dll dig
—Li—-M—=0
Var dr
En utilisant la notation complexe, on a : jLwiy = —jMuwis.

On en déduit une relation faisant intervenir les intensités efficaces :

Lolieg = Mwles.
Comme — =N, ona:
M

M Defr
I e“ —_ —] e“ —_
leff = 7~ Loeff N

Une pince ampéremétrique permet donc de mesurer des courants forts (plu-
sieurs centaines, voire plusieurs milliers d'ampéres).
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Exercice 13.3 : Courants de Foucault dans un cylindre

On place un cylindre conducteur d’axe Oz, de section Sy = 7R?, de longueur L
et de conductivit¢é - dans un champ magnétique extérieur uniforme
B= By cos (wt) it,. On suppose que le champ magnétique induit est négligeable
devant le champ magnétique extérieur appliqué. On se place dans le cadre de
I’ARQS magnétique et on néglige les effets de bord. On donne en coordonnées

cylindriques :
— 1da, dap) . da, da;\ . 1 /0 (rag) Oda,\ -
t@=|-———)u, —— - — :
rot (@) (r a0 0z ) Loar ( 0z ar )" i r ar a6 ) '
- . > rwBy sin (wt) _, -
1. On admet E = E (r ,t) ug. Montrer que E (P) = uy en utilisant

2
deux méthodes.
2. Déterminer la puissance moyenne dissipée par effet Joule dans le cylindre.
3. Que devient la puissance moyenne dissipée par effet Joule si au lieu d’un seul
conducteur cylindrique, on utilise N conducteurs cylindriques identiques, de

_ S
méme longueur L, de section S, = NO sachant que le volume total occupé par les

N cylindres est le méme que précédemment ? Expliquer I’intérét du feuilletage
pour la réalisation des transformateurs.

Analyse du probleme

Le champ magnétique extérieur dépend du temps. I1 va donc créer un champ électrique
calculé a partir de I’équation de Maxwell-Faraday. Il va y avoir naissance de courants
induits dans le cylindre conducteur et donc une puissance dissipée par effet Joule.

-

= oB
1. L'équation de Maxwell-Faraday rot £ = vy permet de calculer le champ

2@ électrique :
Méthode 1 :
On utilise le rotationnel en coordonnées cylindriques :

1 [0 (rEp) B .
- = ——— = Byw sin (wt)
r ar ot

On se place a un instant ¢ quelconque. On peut écrire a ¢ fixé :
d(rEp)
dr

On integre :
r? . .. r . Cy
rEy = EBOM sin (wt) + Cy, d'ot Ey = iBow sin (wr) + —.
r

= r Byw sin (wt), soit d (rEe) = r Bow sin (wt) dr.

Le champ est défini pour r = 0, donc C; = 0.
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Remarque : On néglige le champ magnétique créé par les courants induits.

%

Méthode 2 :

La deuxieme méthode consiste a calculer la circulation du champ électrique
et d'appliquer le théoréme de Stokes pour en déduire directement le champ
électrique. On utilise le théoréme de Stokes dans de nombreux domaines de
la physique : théoréme d’Ampére, écoulement rotationnel en mécanique des
fluides (voir exercice sur le cyclone)...

On calcule la circulation de E dans le cylindre sur un cercle de rayon r avec
0<r<RcrkE=E(r)i.

- — - - — - —>
fE-dl =%E(r)u9-rd9ug=E(r)2nr=//rotE-dS
S

r r

avec S une surface qui s'appuie sur le contour I' et orientée par la regle de
la main droite suivant u..

9B — . 2 4
Onadonc: E (r)2nr = vl dS = (Bow sin (wt)) r=, d'ol :
S

Ep= %Bow sin (wt)

2. La puissance volumique dissipée par effet Joule est :

. 2
F =j-FE= ’}/Ez = 'Y(%BOW Sil’l(&)f))

On a donc :
2 2
dP; =~ (5 Bow sin (wt)) drrdédz

On intégre sur tout le cylindre : r varie entre 0 et R, z entre 0 et L et 0
entre 0 et 27.
On obtient :

4
P; = ’YE (Bow sin (wt))? 27L

La moyenne temporelle est :

R* | ~B2 So\?
P;) = v—B2w*27nL = ~YxL 2rf)* [ =
(Py) 1g Bow 527 6" 2rf) -

puisque la moyenne de sin” (wt) sur une période vaut %
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On a donc :

‘B2
(P1) = 10Lf?S;

2

B
3. 0n pose K = %WLfQ, soit (Py) = KS%.

Si au lieu d’un seul conducteur, on utilise N conducteurs cylindriques de sec-
tion S, la puissance dissipée par effet Joule est :

(Pj) =N (K(5)7)
puisque la puissance totale est la somme des puissances moyennes dissipées
dans chacun des conducteurs.
S
Comme S}, = =2, on a:
N
/ N2 N

La puissance est divisée par N, d'ou lintérét du feuilletage pour la réalisa-
tion des transformateurs.
On représente sur le schéma ci-contre quelques cylindres de surface S;,.

. A
section Sp /

- =
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Ondes dans un milieu
non dispersif

Exercice 14.1 : Corde de Melde et ondes stationnaires

On considere une corde vibrante de masse linéique 1, de longueur L sans élasti-
cité et sans torsion, se déformant faiblement au voisinage d’un axe Ox. On négli-
ge les effets de la pesanteur.

1. Etablir I’équation de propagation de d’Alembert sachant que le déplacement

d
y(x,t) est un infiniment petit d’ordre un, ainsi que I’angle o = a—y que fait la
X

corde au point d’abscisse x avec [’axe Ox.

2. La corde est tendue par le poids d’une masse m maintenue fixée sur la poulie
en x = 0. Un dispositif impose le mouvement y(L,t) = b coswt avec b < L.

L
On cherche y(x,t) de la forme f(x) coswt. On suppose que sin (w_) # 0.
c

Définir les noeuds et ventres de vibration.

3. Montrer que pour certaines valeurs de w, i1l y a résonance et que les pulsations
possibles se mettent sous la forme w, = nw;. Représenter les noeuds et les
ventres de vibration pourn = 1 etn = 2.

Y
M /_
OT S~ Ix

Analyse du probléeme

On étudie la propagation d’une onde transverse sur I’axe Ox. On obtient 1’équation
de d’Alembert que I’on rencontre tres souvent dans les exercices. Avec les condi-
tions aux limites de 1’énoncé, on a une onde stationnaire constituée de noeuds et

o : . A :
ventres de vibration. La distance entre deux noeuds successifs est 5 alors que la dis-

tance entre un noeud et un ventre consécutifs est 1
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Cours : Force exercée par une partie de la corde sur ’autre partie

Si on coupe fictivement la corde au point M d’abscisse x, la partie droite de la corde exer-
ce sur la partie gauche une force 7'(x,7) tangente a la corde.

D’apres le principe des actions réciproques, la partie gauche exerce sur la partie droite la
force —T (x,1).

%

198

1. A linstant 7, la corde subit un déplacement transversal. On suppose que
la corde se déforme faiblement au voisinage de l'axe Ox. On fera donc un
développement limité au premier ordre. On écrira par exemple : tanax = «v ;
cosa = 1...

Systeme : élément de corde compris entre x et x + dx. On a dx = d/ cos a.
On fait un développement limité au premier ordre : cosa = 1, d’ol dx = d/.

Référentiel : % = (O; iiy.iiy.ii.,1) terrestre galiléen.

Bilan des actions extérieures :

® poids négligeable.

® |a partie droite exerce une force 7-’(x + dx,t) tangente a la corde en x +
dx.

® |a partie gauche exerce une force —f’(x,t) tangente a la corde en x.

Y T(x+dx, t)

A 4

r x+dr

Théoréeme de la quantité de mouvement :

pdld = —T (x.1) + T (x + dx.1)
La corde se déforme faiblement au voisinage de l'axe Ox. L'accélération de
la corde est uniquement suivant uy. Les angles sont fortement augmentés
sur la figure pour la clarté de la représentation.
On désigne par 7, et T, les projections de 7 sur (iiy,iiy). On projette le
théoréme de la quantité de mouvement sur (uy,iiy) :

0=—-T, (x,t) + Ty (x +dx.r)

9%y
,udxw =Ty (x,t) + Ty (x +dx,1)
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On en deéduit que :

aT,
0= dx
0x
4 a2y 9T,
. _ 0T,
HEY9 ~ ox

On en déduit de la premiére équation que 7 est une constante. Au premier

ordre, ona: 7T, =T cosa=T = cte.

- — ..
Comme T et d/ sont colinéaires, on a :

ad T.
tana = 2 =2
dx T,
On en déduit :
dy T
o= = —
dx T
D'ol
dy
T,=T—
Y ax
On obtient alors :
oT, 0%y
ax  9x?
Il reste a remplacer dans le théoréme de la quantité de mouvement :
9%y 9%y
dx— =T —=dx
SR TER
On obtient ['équation de propagation, appelée ici équation de d’Alembert :
7y 1 9%y

axZ 2 a2
On définit la célérité de l'onde :
T

c=_|—
"

Londe se propage sur l'axe Ox et le mouvement d'un point de la corde est

dans une direction orthogonale a Ox. On dit que l'onde est transverse.

2. La poulie et [a masse m sont immobiles. La masse m est en équilibre, donc
T, + mg = 0. La tension du fil idéal et tendu est uniforme le long de celui-
ci. On a donc T’z = —f]. On a vu dans la question précédente que

T, =T = constante. Comme la poulie est immobile, on en déduit que :

== 7] =
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M~

Ty

E:| masse
v g

On cherche y(x,t) de la forme f(x) coswt. Les variables x et f sont décou-
plées.

On dit que l'on a une onde stationnaire.

Pour trouver f(x), il suffit de remplacer y(x,f) dans [‘équation de
d’Alembert :

I 1 2
" (x) cos (wt) = = (—w?) f (x)cos (wr)

Aprés simplification , on a :

e
f7x)+ C—zf(X) =0
On définit k le module du vecteur d'onde, appelé module d’'onde :

k="
C

Cette équation différentielle ressemble a un oscillateur harmonique. Attention : les
dérivées sont par rapport a x et non par rapport au temps . Le coefficient devant
f(x) est homogene a I'inverse d’une distance au carré, ce qui justifie le change-
ment de variable avec k.

2@ On en déduit directement la solution de cette équation différentielle :
f(x) =Acoskx + Bsinkx

On obtient donc :
v (x,t) = (A coskx + B sinkx) cos (wt)
On a deux fonctions périodiques :

¢ périodicité temporelle de période 7. La pulsation w est définie par :

2m o f
w=— =27f.
T
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® périodicité spatiale de période \. Le vecteur d'onde k est défini par :

2
k= Tﬂ- = 2mo. On appelle ole nombre d'onde ou fréquence spatiale.

Deux conditions aux limites
e v(0,r/) =0 = Acoswt. On en déduit que A = 0.

e yv(L,t) =bcoswt = BsinkL coswt. D'oll : B = — b .
sinkL
On a donc :
b .
yv(x,t) = kL sinkx cos (wt)

On a des noeuds et des ventres de vibration :

Noeuds de vibration : Uamplitude de la vibration est nulle en un noeud de
vibration. On n'a pas de mouvement de la corde. Pour déterminer les abs-
cisses correspondantes, il suffit de résoudre : sinkx = 0, soit :

kx =nm
avec n entier. On obtient :
nmT AT A
WS Y T m Ty
)

La distance entre deux noeuds successifs est —.

Ventres de vibration : lamplitude de la vibration est maximale. En un point
d'un ventre de vibration, on a:

sinkx = *£1
Dol :
kx = g + mm
avec m entier. On obtient alors :
T s s T A A
xm:ﬂ+mE:g+m%:Z+m—

La distance entre deux ventres successifs est 5

) ) . . A
La distance entre un noeud et un ventre de vibration consécutifs est T

3. Si sinkL = sin (EL) — 0, lamplitude tend vers linfini. On dit que
C

'on a résonance pour certaines valeurs de k, donc certaines valeurs de la
pulsation.
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En pratique, 'amplitude reste finie a cause des frottements. Le développe-
ment limité effectué précédemment n'est plus valable.
On a alors :

kL:ngnﬂ'
c

avec n entier. On a résonance pour les pulsations suivantes :
mc
w” = n—

L

Pour x = L, on a y = b coswt. Cest pratiquement un noeud de vibration
puisque l'amplitude b est tres faible devant 'amplitude des ventres de vibra-
tion.

Etude du cas oll n = 1 - Excitation du premier mode propre

. . b el - e . )
On l'obtient pour une pulsation d’excitation w; = T soit une fréquence

W

c
f1= 7w = 5L Cette fréquence est appelée fréquence fondamentale.
.
La longueur d’'onde est :
/\] =CT|=£=%=2L
N st

On a donc la relation :

A

L="21
2

On a la figure suivante. On a un seul ventre de vibration.

>

masse m

On retient que lorsque la longueur L est égale a la moitié de la longueur d’onde,
@ on a le premier mode propre. On peut mémoriser ce résultat facilement sachant
que la distance entre deux noeuds successifs est la moitié de la longueur d’onde.

Etude du cas oil n = 2 - Excitation du deuxiéme mode propre

'l : e 2mec .
On lobtient pour une pulsation d'excitation w», = A soit une fréquence

f2

w2

c
= = —. Cette fréquence est appelée 2° harmonique.
2m L
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La longueur d'onde est :
i
}\2 = CTZ = — =

i
A 3A
On a deux ventres de vibration aux abscisses : = et Tz

=L

e o

; e : A
On a trois noeuds de vibration aux abscisses : 0.72 et \).

masse m

Si on fait l'expérience et qu'on augmente la fréquence de l'excitation, on
observe sur la corde des ondes stationnaires de faible amplitude sauf pour
certaines valeurs correspondant aux modes propres calculés précédemment.

Exercice 14.2 : Tige solide et module d'Young

On étudie la propagation de vibrations longitudinales dans une tige cylindrique
d’axe Ox. On appelle o la masse volumique, § la section et L la longueur du
cylindre. On modélise le réseau cristallin par une chaine infinie d’oscillateurs
harmoniques paralleles a Ox. Les atomes sont modélisés par des masses ponc-
tuelles m reliées entre elles par des ressorts sans masse et de constante de raideur
k. A T’équilibre, toutes les masses sont équidistantes de d appelé pas du réseau.
Un atome d’indice n a pour abscisse x = nd a I’équilibre. On note y, son élon-
gation a un instant 7.

¢équilibre _

instant ¢

= > —
Yn—1 Yn Yn+1

1. Ecrire I’équation différentielle reliant y,, v,—1 et y,41.

2. On étudie le passage du discret au continu en supposant que 1’élongation varie
tres peu d’un atome a un autre atome voisin. On définit la fonction y(x,7) par
vu(t) = y(nd,t). Montrer que si d — 0, 1’équation différentielle précédente
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peut se mettre sous la forme d’une équation de d’ Alembert. Exprimer la célérité
¢ en fonction de k.d et m.

3. Si on applique lentement une force F' aux deux extrémités du cylindre, on a un

F oL
allongement dL du cylindre. Le module d’Young E est défini par : 3= ET

Exprimer E en fonction de p, k, d et m. En déduire la célérité des ondes en fonc-
tion de E et p.

4. Une onde sonore plane progressive harmonique se propage dans la tige étudiée
précédemment. Le module d’Young vaut E =21 x 10! Pa et la masse volu-
mique ¢ = 7,9 x 103 kg.m 3. Calculer la célérité des ondes c. La condition pour
pouvoir passer du discret au continu est-elle vérifiée ?

Analyse du probleme

On modélise une tige solide par une chaine infinie d’oscillateurs harmoniques. Il
faut faire attention a la mise en équation avec les ressorts. Si la distance entre les
atomes est tres faible devant la longueur d’onde, on peut étudier le passage du dis-
cret au continu en appliquant la formule de Taylor a I’ordre 2.

1. Systéme : masse m d'indice n.

z& Référentiel : N = (O; f,f,l?,t) terrestre galiléen.

d
“—>
m m m
équilibre —>,
instant ¢
> > —_>
yﬂ —1 yn yT'L+ 1
Tﬁ
14

Bilan des forces qui s’exercent sur la masse m dindice n :

® Force exercée par le ressort située entre la masse (n — 1) et la masse
n:—k(€ —d)ii,. On a un signe — puisque la force est dirigée vers —ii,
si le ressort est étiré. La longueur du ressort est £ =d + vy, — vu—1.
L'allongement est donc : £ —d = vy, — y,—1.

® Force exercée par le ressort située entre la masse n et la masse n + 1 :
+k (€' — d)u,. On a un signe + puisque la force est dirigée vers i, si le
ressort est étiré. La longueur du ressort est €' =d + y,11 — yn
L'allongement est donc : &' —d = y, 41 — Vn.

@ Il faut faire trés attention aux signes et aux calculs des allongements des ressorts.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 14 - Ondes dans un milieu non dispersif

Théoréme de la quantité de mouvement :
myy = —Kk (Yn — Yu—1) + k Ou+1 — Yu)

2. On pose y, (t) = v (nd,t)
On applique la formule de Taylor a lordre 2 :

0
Yn+1 (r)=y(nd+d,f)=y(nd,f)—|—d(%) +

d?

2

d d?

Yn—1 (f):y(nd—d,f)zy(nd,f)—d _y _|__
ax 2

L'équation différentielle s’écrit alors :

a2y(nd 1) _ w4 ay
a2 ax ) .4 8x2 d
ay d* [(9%y
+k( (a)nﬁ?(w)n)

82 2
- v (nd,t) e 07y
ar? sz nd

On obtient alors :

Comme nd est l'abscisse x de l'atome d'indice n, on en déduit finalement :
9’y  kd* 9%y
a2 m ox2

C'est une équation de propagation appelée équation de d’Alembert a une

dimension.
La célérité ¢ est définie par :

kd?
c=,—
m

3. Lorsquil y n’a pas de force appliquée aux extrémités du solide, la distan-
ce entre deux atomes consécutifs est d a l'‘équilibre.

v

pa
T

L d

<>

pas de force appliquée u u u u —>
0 1 2 3 4
force appliquée €—JfsP\AMAJPWAAA[ P PANe}—>
—F, Fi,
\
L+4L oy R
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Lorsqu’on applique lentement une force F aux deux extrémités du solide, la
distance entre deux atomes consécutifs est d + dy a 'équilibre.

On appelle N le nombre de ressorts. Sur le schéma N = 4. En pratique, le
nombre d'atomes N est trés supérieur a 1. Lordre de grandeur est le nombre
d’Avogadro.

Léquilibre de la masse dindice 0 et de la masse dindice N s'écrit :
F =kdy.

. F &k
La contrainte est : 0 = — = —dy.
S S
L'allongement total du solide est 0L = Ndy. On en déduit :
F k
— = —JL
S SN

Pour exprimer E en fonction de u, k, d et m, il faut éliminer S et N.
On a deux équations :

® |a masse totale du solide est : uSL = (N + 1)m =~ Nm. On a donc :

S_m

— = 2q. 1
N T L (€q.1)
® La longueur totale du solide est : L = Nd. On a donc :
, L
N*° = yel (éq. 2)

Le module d'Young est :

La célérité des ondes dans le solide est :

kd? E
Cc = —_— _
\ m \u

4. La célérité des ondes dans l'acier vaut :

c=152x 10° m.s™!
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Les ondes sonores ont des fréquences comprises entre 20 Hz et 20 kHz. Pour
pouvoir passer du discret au continu, il faut que la distance interatomique
soit trés petite devant la longueur d'onde A. La condition la plus forte est
pour la fréquence de 20 kHz. La longueur d’onde vaut alors :

A=cT == =26cm
/

Cette condition est toujours vérifiée puisque la distance entre deux atomes
est de Lordre de 1071 m.
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Ondes
electromagnetiques
dans le vide

Exercice 15.1 : OPPM dans le vide et vecteur de Poynting

On considere une onde plane progressive monochromatique (OPPM) qui se pro-
page suivant I’axe Ox. Le champ électrique est polarisé suivant i .

1. Etablir 1’équation de propagation et en déduire la relation de dispersion.

2. Déterminer le vecteur de Poynting. En déduire la puissance moyenne trans-
portée par I’onde a travers une surface S perpendiculaire a la direction de propa-
gation.

3. Déterminer le flux du champ magnétique a travers un cadre carré de coté
a = 1 m, formé de N spires et situé dans un plan perpendiculaire a i, pour une
fréquence f = 100 MHz.

4. Que se passe-t-il si la fréquence vaut f = 160 kHz ?

Analyse du probleme

On étudie la propagation d’une OPPM polarisée suivant u#,. On verra une méthode

systématique pour établir I’équation de propagation. On pourra en déduire la rela-
tion de dispersion.

Le calcul du champ magnétique peut se faire avec les opérateurs rot E =ik A E ou
rot E = —ik A E puisqu’on a une OPPM. Dans le cas contraire, il faut utiliser
I’équation de Maxwell-Faraday.

Attention a bien revenir en grandeurs réelles pour calculer le vecteur de Poynting.

On va comparer la longueur d’onde a la dimension a du cadre et remarquer que 1’on
peut faire un calcul simplifié si la longueur d’onde est trés grande devant a.

Cours : Définition d’une onde plane progressive monochromatique

On étudie la propagation du champ électrique suivant I’axe Ox.

L’onde est plane si le champ électrique prend des valeurs uniformes pour tout plan perpen-
diculaire a la direction de propagation (ici direction i, ). Le plan perpendiculaire a la direc-
tion de propagation est appelé plan d’onde.
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L’ onde est progressive si le champ électrique peut se mettre sous la forme

_ Ey(x —ct)
E=|Ey(x —ct)
E.(x —ct)

On appelle cla célérité de 1’onde.
L’onde est progressive, polarisée suivant i, donc

E:E(x—ct)ﬁy

L’onde est plane, progressive, harmonique et polarisée suivant iy donc le champ électrique
peut se mettre sous la forme :

E = Eg cos (wt — kx) Uy
Pour une OPPM dans le vide, on va démontrer que
w=kc

En notation complexe, on a : E = Epexp (i (wt —kx)) iiy.

2& 1. Les équations de Maxwell dans le vide s'écrivent :

Equation de Maxwell-Gauss : divE = -5% =0
Equation de Maxwell-Flux : div B=0

-

Equation de Maxwell-Faraday : rotE = —%

. N — = e 9E 3E
Equation de Maxwell-Ampére : rotB = i + “OEO% = Mofo%

On n’a pas de charges et de courants volumiques.

Cours : Méthode systématique pour écrire I’équation de propagation en électroma-
gnétisme

On calcule le rotationnel du rotationnel du champ électrique ou du champ magnétique. Il
faut connaitre par coeur la formule :

rot (r?)tﬁ) - gr_aé(divﬁ) _AE

z& On déduit des équations de Maxwell que :

NN —> . = - 9B
rot (r_& E) = grad (divE) — AE = ﬁ(—g)
puisque divE = 0 dans le vide.
On peut inverser les opérateurs rotationnel et dérivation partielle par rap-
port au temps puisqu’on a des variables indépendantes. On a donc :

. B . 3 IE
—AE = —— (6?3) = ——(uoso—)

at at ot
On en déduit l'équation de d’Alembert :
.1 93%E
AE = 2o
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en posant
£y = —
Hofo = 73
c=73x103m.s~! est la célérité de la lumiére dans le vide.

Cours : Méthode pour obtenir la relation de dispersion
Dans ’exercice, le champ électrique s’écrit en notation complexe :

E = Egexp (i (wt — kx)) i

Il suffit de reporter le champ électrique dans I’équation de propagation pour en déduire la
relation de dispersion.

2& On a alors : )
- 19%E

AE = —KE=——= i(iw)zé = —
- — 2 93 c? -

On obtient la relation de dispersion d’'une OPPM dans le vide :

2

%| £
lea

k="

c

Cours : Expression du champ magnétique en fonction du champ électrique

Le champ électrique est de la forme : E = Epexp (i (wt —kx)) uy.
Dans le cas d’une OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser les opérateurs :

DE i o oo o
8—r=tw£;r0t£=V/\E:—tk/\ﬁetdlvgzv-ﬁz—zk-g
Remarque : On peut utiliser une autre convention dans les autres exercices.

Le champ électrique complexe peut se mettre sous une autre forme :

E = Egexp (—i (wt —kx))uy.

Dans le cas d’une OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser les opérateurs
mais avec des signes différents :

IE - 5 s o=
8_?:—,iwg;r_o>t£:V/\E=ik/\

etdvE=V E=ik-E

15N
|ty
e

avec les coordonnées cartésiennes.

Si on ne peut pas utiliser les opérateurs simplifiés précédents, il faut écrire 1’équa-
tion de Maxwell-Faraday et en déduire par le calcul du rotationnel le champ
magnétique.

@ Les opérateurs V = ik ou V = —ik ne sont utilisables que pour une OPPM

2@ On a une OPPM. Le champ magnétique se déduit directement de 'équation
de Maxwell-Faraday :

-5

5 9B i 5
r_@:tgz_a—::_ik/\ﬁz—(iwﬁ)
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Finalement, on a :

|txys

kA

w

ls<T

On a vu que w = kc. On a également :
= Ep . 4
B=—exp(i(wt—kx))u,
&
En notation réelle, on a :

— = — - E .
E = Epcos(wt —kx)u,; B=Re (ﬁ) =4 cos (wt — kx) u,
¢

On vérifie que le triédre (E, E é) est bien direct.

Le vecteur de Poynting fait intervenir le produit de grandeurs sinusoidales.
Comme dans le cours sur la puissance moyenne en régime sinusoidal, 1l faut reve-
nir en grandeurs réelles des qu’on a le produit de deux sinusoides.

Le vecteur de Poynting est défini par :
- EAB
H =
Ho

1
On a vu que jpep = —. On a donc :
&
. EAB E2 R
[1= = —0 cos® (wt — kx) iy
Ho Ho€
La valeur moyenne du vecteur de Poynting sur une période est :
- 6052 o
(]_[) = 5 Uy

|
car la moyenne temporelle de cos? (wt — kx)vaut 5

On considére une surface S orthogonale a la direction de propagation. On
choisit S = Sii,.

La puissance moyenne qui traverse la surface § est le flux du vecteur de
Poynting :

- g0E3 - e0E]
PnzO)'sz<n)'CT~>g=/fC Ozou_x'dsux=6'020$
S S

3. La fréquence de l'onde est f'= 100 MHz. C'est une onde radio utilisée dans
la bande FM (modulation de fréquence). La longueur d'onde est :

€ 3 x 108
)\:CT:—:—:
£~ 100 x 106

m.
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La longueur d'onde est du méme ordre de grandeur que a. On ne peut pas
supposer que la champ magnétique est uniforme dans le cadre.

On oriente le cadre suivant suivant u..

Le flux du champ magnétique en notation complexe a travers une spire :

o s
S

Ey .
p= /f ~ exp (i (wt —kx))dxdy
S

On a alors :

a a a a
Il faut intégrer x entre ) et > et y entre ) et 3" Comme les variables

sont indépendantes, on a le produit de deux intégrales :

Eo aj2 a/?
p=—exp(iwt) (/ exp (—ikx) dx) (/ dy)
- c —a/? —a/2

On a alors :
E a/?
p = ~od exp (iwr) exp (—ikx)dx
- ¢ —a/2
Eoa , |:exp (—ik)c):|a/2
= —exp(iwt) | ———
Soit :

p= EO: exp (iwt) (exp (—ik%) — exp (ik%))

—ikc
En simplifiant, on obtient :
0d

E exp (2iwt) | 2i sin ka 2Eoa exp (iwt) sin ka
= iw i — = iwt)sin| —
e —ikc P 2 kc P 2

Il reste a prendre la partie réelle pour obtenir le flux réel :

2Epa . ka s (@)
= my — ) COS(w
7T ke 2

Le flux du champ magnétique a travers les N spires est :

b 2N Eoa sin ka cos (wrt)
= in| — w
ke 2

4. La fréquence de l'onde électromagnétique est f = 160 kHz. C'est une onde
radio utilisée dans la bande AM (modulation d'amplitude). La longueur d'on-

3 x 108
deest: \=cT =S =_"22""  _1875m.
160 x 103
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La longueur d'onde est trés grande devant la dimension du cadre. Sur une dis-
tance de 1 m, le champ magnétique est quasi uniforme et quasiment la méme
valeur qu’en x = 0. On peut alors calculer le flux plus simplement que dans
la question précédente.

® = N/f B.dS= NBS=N (% cos (wt)) (a?)
S

On peut effectuer un développement limité de la relation trouvée dans la question
précédente puisque

ka 2{ _ma &1
2 ~ 297X
On retrouve bien le méme résultat :
2NEpa . [(ka 2N Epa ka Ey ’
b = sin | — ] cos (wt) ~ — cos(wt) = N— cos (wt) a
ke 2 ke 2 &

Remarque : I1 est important de bien raisonner sur la longueur d’onde. Si la longueur
d’onde est tres grande devant la dimension du cadre, on peut supposer que le champ
est magnétique est quasi uniforme au niveau du cadre et le calcul du flux du champ
magnétique est beaucoup plus simple.

Exercice 15.2 : Propagation guidée et relation de dispersion

On considere deux plans parfaitement conducteurs, paralleles au plan Oyz, d’abs-
cisses x = 0 et x = d. Une onde électromagnétique se propage dans le vide sui-
vant i, entre ces deux plans. On appelle ¢ la célérité de la lumiére dans la vide.
1. Etablir I’équation de propagation.

: — : -
2. On cherche le champ é€lectrique sous la forme E = E(x) exp (i(wt — kz)) uy.
Etablir la relation de dispersion. Montrer que 1’on doit avoir une fréquence supé-
rieure a une fréquence minimale fyi, pour avoir propagation de cette onde.
Déterminer fi,in en fonction de ¢ et d. Quelle est la nature de I’onde ?

Analyse du probleme

La méthode systématique pour établir 1I’équation de propagation est de calculer le
rotationnel du rotationnel du champ €lectrique. On en déduit une équation différen-
tielle sur E(x). On a des conditions aux limites qui imposent des contraintes sur le
champ é€lectrique et qui permettent d’en déduire la relation de dispersion.

On admet que le champ électrique est nul dans le conducteur parfait.

1. On calcule le rotationnel du rotationnel en utilisant les équations de Maxwell :

%

= - . 9B
rot (?ot E) — grad (divE) —AE = ﬁ(—g)

puisque dans le vide divE = 0.
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On peut inverser les opérateurs rotationnel et dérivation partielle par rap-
port au temps puisqu’on a des variables indépendantes. On a donc :

- d /—s - d JE
AE=—2 (totB) =
ar(m ) ar(ooaz)

On en déduit ['équation de d'Alembert :

nf_ LPE
T2 or?
en posant
1
En = —
Ho<o C2

c =3 x 108 m.s7! est la célérité de la lumiére dans le vide.
2. On cherche le champ électrique en notation complexe de la forme :

E = E(x)exp (i(wt — kz)) id.
On remplace le champ électrique dans l'‘équation de propagation et on
calcule les différents termes.

Attention au calcul du Laplacien en coordonnées cartésiennes.
@ Le Laplacien scalaire est :

AlF =

9*U ) 9*U " 1’U (6 \3')(]
dx2 9y? a2
Le Laplacien vectoriel est :

82ax Bzax 82ax

A =
o dx2 e ay? = az2
= Bzay azay 82ay
Aai=l Ay = dx2 7 dy? e 972
Ad. — Bzaz Bzaz 32aZ
ST ax2 0 ay? o az2

Cette formule sera souvent utilisée pour la propagation des ondes.
On ne peut pas généraliser cette formule en coordonnées cylindriques et sphériques.

Le Laplacien vectoriel du champ électrique est :

2 2 2
0’E, 0°E, 9E,

AE_ =
5T %2 T T
d’E
= dxgx)exp (i ((AJT — kZ)) — sz (x) exp (i (wt _ kZ))
On a également :
2E i
= VE



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

B

%

Chapitre 15 - Ondes électromagnétiques dans le vide

On remplace dans l'équation de propagation :

d’E (x)
dxz

exp (i (wt — kz)) —k*E (x)exp (i (wt — kz))
w2 ' ;
= —C—zE (x)exp (i (wt —kz))

On en déduit ['équation différentielle sur E(x) :

dZE 2
dxgx) % (“:—2 = k2) E(x)=0

Conditions aux limites
On applique la continuité de la composante électrique pourx =0 et x = d.

Premiére condition pourx =0 :

Dans le conducteur, le champ électrique est nul. Pour x = 0, le champ est
suivant i, donc tangent au conducteur. On doit donc avoir :

EW0)=0

Deuxiéme condition pourx =d :

Dans le conducteur, le champ électrique est nul. Pour x = d, le champ est
suivant i, donc tangent au conducteur. On doit donc avoir :

E(d)=0

Plusieurs cas pour la résolution de l'équation différentielle

2

s w
Premier cas : — — K <0
£

.
On pose Q% = s + 5%,

c
L'équation caractéristique est :

-2 =0

Attention a D’écriture de 1’équation caractéristique. Il ne faut pas écrire
r2—Q%r =0

On a deux racines réelles : rj = Q et r, = —Q.
On a des solutions de la forme :

E(x) = A chQx + B shQx

Ne pas utiliser cette forme si la distance entre les deux plaques est considérée

@ comme infinie. On utilisera des solutions de la forme :

E(x) = A’ exp(Qx) + B’ exp(Qx)
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z@ On doit avoir E(0) =0 = A et E(d) = B sh(Qd) =0, soit A= B =0.
Le champ est toujours nul. On n"a pas de propagation d'onde.
2
Deuxiéme cas : w_2 —k*=0
c
La seule solution est d'avoir un champ nul.
2
w
Troisiéme cas : — — k* >0
c
W2
On pose Q= — - k.
c
E(x) se met alors sous la forme :

E(x) = A cos Qx + B sin Qx

On a deux conditions aux limites :
e F(0)=0,doncA=0.
e E(d) =0. On doit donc avoir 2d = n7 avec n entier positif.

On a une condition de quantification :

0
Q=n-
d
On en déduit la relation de dispersion :
P2 w_z B n’m?
2 d?
Pour avoir k% > 0, il faut que :
2 2.2
27 R
. 47T2f2 n27r2 o
Soit 1 —5— > . La condition est donc :
c d?
c
> n—
! 2d

avec n entier positif.
Le champ électrique est donc :

- NTX .
E = Ej, sin (%) cos (wt —kz) u,,

Le champ électrique est une onde progressive monochromatique polarisée
suivant uy.

L'onde se propage dans la direction .. Si on considére un plan z = cte, le
champ électrique n'est pas uniforme car il dépend de x.

Le champ électrique n’est donc pas une onde plane.

La fréquence minimale pour avoir propagation de l'onde est :

f inin =

¢
2d
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Exercice 15.3 : Propagation guidée et vecteur de Poynting

On considere deux plans parfaitement conducteurs, paralleles au plan Oyz, d’abs-
cisses x = 0 et x = d. Une onde électromagnétique se propage dans le vide entre
ces deux plans. On appelle ¢ la célérité de la lumiere dans la vide. Le champ élec-

trique est de la forme E= Ej sin (%) cos (wt — kz) uy.

1. Calculer le vecteur de Poynting. En déduire la puissance moyenne transportée
par ’onde a travers une surface dS perpendiculaire a la direction de propagation.

2. Représenter graphiquement la vitesse de phase et la vitesse de groupe en fonc-
tion de la pulsation. Interprétation physique.

Analyse du probleme

Pour calculer le champ magnétique, on ne peut pas utiliser les opérateurs V = ik ou

V = —ik caronn’a pas une OPPM avec les coordonnées cartésiennes. Il faut utili-
ser I’équation de Maxwell-Faraday.

La relation de dispersion s’obtient en reportant le champ électrique dans 1’équation
de propagation.

¥

1. On remarque que le champ électrique est nul pour x =0 et x = d. La
composante tangentielle du champ électrique doit étre nulle pour x =0 et
x = d puisqu’on a un conducteur parfait.

'équation de Maxwell-Faraday s'écrit en notation complexe :

4 0 | % 0B,

38 | % & o3

l‘_>tE =———=|— A Ey =10 = | _—
at oy ot

J |0 JE, 9B,
dz ox at

Calcul de B, :

By s ks (™) expi @t — k)
= — = — sin { — ) exp (i (wt —

3t oz HeEO S T ) XP ¢
On a donc :

k . (TX ;
B, = —an sin (F) exp (i (wt — kz))

En grandeurs réelles, on a :
k . (TX
B, = ——Ejsin (—) cos (wt — kz)
W d
Calcul de B, :
0B,  IE, s

> = _EOE cos (ﬂ'g) exp (i (wt —kz))
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On a donc :
EQ m X

B, = ——7 cos (T('E) exp (i (wt — kz))

.

En grandeurs réelles, on a :

E
B. = _Uog cos (Wg) sin (wr — kz)

Le vecteur de Poynting fait intervenir le produit de grandeurs sinusoidales.
Comme dans le cours sur la puissance moyenne en régime sinusoidal, il faut reve-
nir en grandeurs réelles dés qu’on a le produit de deux sinusoides. Par contre, le
calcul du champ magnétique a partir de 1I’équation de Maxwell-Faraday peut se
faire en notation complexe ou en notation réelle car les équations de Maxwell sont
linéaires.

-  EAB
I1 =
Ho
k . X
| x ——Ej sin (773) cos (wt — kz)
— — | Egsin (—) cos (wt —kz) Al “
Ho 0 d —1E cos (Wf) sin (wt — kz)
dw "’ d ¢
La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :
0
= 0
(H) Tk oo X
Ej sin (ﬂ'—)
2w d

puisque (cos (wt — kz) sin (wt — kz)) = 0 et {cos2 (wt — kz)) =5
La seule composante non nulle du vecteur de Poynting correspond a la direc-
tion de propagation de ['onde.

On considére une surface dS = dS u, orientée dans le sens de propagation
de l'onde.
La puissance moyenne transportée par cette onde est :

- kdS
dPpoy = (H) . CT§ = 5 Eé sin’ (ﬂ' 3)
HowW

2. La vitesse de phase est : vy, = T
Il faut déterminer la relation de dispersion pour exprimer la vitesse de phase
en fonction de w. Pour cela on reporte le champ électrique

-

E = Ejsin (%) cos (wt — kz) i, dans U'équation de propagation.
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Dans le vide, 'équation de propagation est :

N 3°E
T
On projette sur i, :
2
T TX X
——FEj sin (—) cos (wt — kz) — k*E sin (—) cos (wr —kz
~5 Eosin () cos ( ) — K Eq sin (= ) cos )
2
w X
= ——FEy sin (—) cos (wt — kz
= ko 7 ( )
On a donc :
k2 = w_z — 71-_2
2 d?
Il faut avoir k% > 0. La pulsation w doit étre supérieure wmin définie par :
e
Wmin = F
La vitesse de phase peut se mettre sous la forme :
w w c

La vitesse de groupe est :

dw
Ug = a

Remarque : On peut calculer plus simplement la vitesse de groupe avec la diffé-

2 2
rentielle de la relation de dispersion : k> = — —
c d
Z& On obtient :
2wd
2kdk = =2
c
On en déduit que :
VgUgp = (32

On représente sur le graphe ci-dessous la vitesse de phase et la vitesse de

W
groupe en fonction de .

Wmin
La vitesse de phase correspond a la vitesse de propagation d'une onde
qui n‘a pas de réalité physique. Le champ électrique

—

X . ..
E = Eysin (7) cos (wt — kz) u, est une onde « éternelle » définie entre

t = —00 et t = 4o00. Il ne faut donc pas étre surpris de trouver une vites-
se de phase plus grande que la vitesse de la lumiére.
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3¢
2,9¢
2c
1, 5¢ Vg
c
0, 5¢ - .
0 1 2 3 4 w

Wmin

La vitesse de phase dépend de la pulsation. On dit que le milieu est dis-
persif. Des ondes a des pulsations différentes ne vont pas se propager a la
méme vitesse.

La vitesse de groupe est inférieure a ¢. Cest tout a fait normal puisqu’elle
correspond a un transport d'information. Cest la vitesse de la créte du
paquet d'ondes en l'absence de grande déformation du paquet d’ondes.

220

Exercice 15.4 : Réflexion sur un conducteur parfait

Une onde plane monochromatique se propage dans le vide. Le champ électrique
de I’onde incidente est de la forme : Ei = Egexp (i (wt — kz)) . On note ¢ la
vitesse de la lumiere dans le vide. On admet que le champ électrique et le champ
magnétique sont nuls dans le conducteur parfait.

1. L’onde rencontre en z = 0 un plan métallique parfait et I’espace z > 0 est

occup€ par un métal parfalt Montrer qu’il y a une onde réfléchie. On note
E. = E,  exp (i (wt + kz)) u, le champ réfléchi. Etablir I’ expression de E

2. Déterminer le champ magnétique dans la région z < 0. De quel type d’ondes
s’agit-il ?

3. On place en z = —£ un second plan métallique identique au premier. En intro-
duisant un entier N préciser les fréquences des ondes stationnaires qui peuvent
s’établir entre les deux plans.

4. Quelle est la densité moyenne d’énergie volumique ? Quelle est I’expression
de I’énergie €lectromagnétique moyenne localisée dans un cylindre de section §
de longueur £ de génératrices paralleles a Oz ?

Analyse du probléme

Il s’agit d’un exercice avec la réflexion d’une onde. On écrit la continuité de compo-
sante tangentielle du champ électrique pour montrer qu’il existe nécessairement une
onde réfléchie et en déduire ses caractéristiques. On obtient des ondes stationnaires.
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1. On remarque que le champ électrique est nul pour z = 0. La composante
tangentielle du champ électrique doit étre nulle pour z = 0.
On doit donc avoir pour tout instant ¢ :

Epexp(i (wt)) =0
Cette condition n'est pas réalisée si Ey = 0. On a donc nécessairement
une onde réfléechie. Elle se met sous la forme la plus générale :
E, = E jexp (i (wf +kz))idy.

La composante tangentielle du champ électrique doit étre nulle pour z = 0.
On doit donc avoir pour tout instant ¢ :

Eoexp (i (wt)) + E, exp (iw't) =0

Pour que cette relation soit vérifiée pour tout instant 7, on a nécessairement

w = w' et comme la relation de dispersion est w = kc, alors k' = k.
Lamplitude de U'onde réfléchie doit vérifier la relation :

EI"O = _EO

Le champ électrique de l'onde réfléchie est :
E, = —Egexp (i (Wt +k2)) il

2. Onde incidente :

On a une onde plane progressive monochromatique (OPPM) qui se propage
dans le vide. La champ magnétique est donné par la relation :

3 Eg/\E,— :kﬁi/\ﬁi_ﬁz/\Egexp(i(wt—kz))ﬁx

- W w c

Soit :

1

- Ey . -
B, = —exp (i (wt —kz))u,
c

Onde réfléchie :
On peut utiliser le méme formalisme pour l'onde réfléchie.

= _kAE, _ (<ii) A(=Epexp (i @i +k2))iiy)

—r

W c
Soit :
= Ey . -
B, = — exp (i (wt +k2)) il
c

Calcul du champ électrigue résultant :
E=FEgexp (i (wt —kz)) — Egexp (i (wt + kz))
= Epexp (iwt) [exp (—ikz) —exp (ikz)]
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Dol
E = =2iEyexp (iwt)sin (kz) = 2Ey exp (i (wt — g)) sin (kz)

En notation réelle, on a :

—

E = 2Ej sin (wt) sin (kz) u,

Calcul du champ magnétique résultant :

Eo ) EO ,
B= — oxp (i (wt —kz)) + —exp (i (wt +kz))

Ey : . -
=X (iwt) [exp (—ikz) +exp (i kZ)]
D'od :
2Ey )
B = — exp (iwt) cos (kz)
c

En notation réelle, on a :
- 2E .
B = — cos (wt) cos (kz) u,
c

On obtient une onde stationnaire. Elle ne se propage pas car elle est de la
forme f (z) g (¢).

3. On doit avoir en z = —£ un champ électrique nul pour vérifier les condi-
tions de passage pour le champ électrique :

E (—¢) =0 = 2Ey sin (wt) sin (—k&) ii,,

soit k€ = N7 avec N entier.
k est le module du vecteur d'onde, appelé module d’onde. On a :

2
kﬂ:fﬂ:Nw

2
N

La fréquence est notée f ou v. Elle est reliée a la longueur d'onde A par la
relation :

A

2¢

A=cT ===

v N

La fréequence de l'onde doit vérifier la relation :
c
v=N—
20

avec N entier positif.
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4, Attention : il faut utiliser les notations réelles car on a le produit de gran-
deurs sinusoidales. La densité volumique d'énergie électromagnétique est :

eoE> B’
Uem = —
40K sin® (wt) sin” (kz) N 4E} cos® (wr) cos® (kz)
N 2 2p1pc?

soit :
Uem = 2€0E3 sin® (wr) sin® (kz) + 2€0E3 cos? (wt) cos? (kz)

La moyenne de la densité volumique d'énergie électromagnétique est :
oo LI
(Uem) = 250E0§ sin” (kz) + 250E05 cos” (kz)
Finalement, on obtient :

{(Hem) = €0 E(%

L'énergie électromagnétique moyenne localisée dans le cylindre de section §
et de longueur ¢ est :

(Uem) = e0E5 St
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Exercice 16.1 : Effet de peau et ARQS magnétique

Une onde électromagnétique se propage dans I’air dans le demi-espace x < 0
vers un conducteur métallique de conductivité ~, de perméabilité p = ppu,
et de permittivité £y, occupant le demi-espace x > (. L’onde incidente
El-:Eoexp(i (wt —kx))u, donne mnaissance a une onde réfléchie

~

Ep= E g exp (i (wt + kgx)) u; et a une onde transmise

E, = Eqp exp (i (wt — kpx))ii; (kg est réel alors que Egg, Eqp et ky sont a

G 2 2 EgWw
priori complexes). Onpose 0 = [ — eta = :
Hr Ho YW Y Hr

1
1 F-m';puy=4rx10"7 Hm™' ; p, =102 ; v = 10" S.m™!
T

f=10kHzetc =3 x 10® m.s™!

1. Montrer que la densité chimique de charges p(M,¢) tend tres rapidement vers
0. On considere que p(M,t) = 0 par la suite.

2. Pour quelle gamme de fréquences les courants de déplacement dans le métal
valent moins de un pour cent des courants de conduction ? On travaillera dans
I’ARQS magnétique par la suite. Etablir la relation de dispersion. Interpréter
physiquement la partie réelle et la partie imaginaire de k. Calculer .

Ep =

3. Les champs magnétiques complexes incident, réfléchi et transmis s’écrivent :
§ = a; Eexp (i (wt — kx)) ily, B = arEyp exp (i (wt + kgx)) iy et
ET = @iy eXp (iqu) Eyr exp (i (wt — ka)) uy. Exprimer les coefficients a;, ag,
ar et le déphasage ¢+ en fonction de ¢, w et 4.

4. Ecrire les relations de passage pour les champs électrique et magnétique dans
le plan x = O et trouver deux relations entre Eqg, Ey7, Eo et a. Montrer que

a < 1. Exprimer ET (M,t) dans le métal.

Analyse du probleme

On étudie la propagation d’une onde dans un métal de conductivité finie. En écri-
vant les équations de Maxwell, on trouve I’équation de propagation et la relation de
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dispersion. Dans une certaine gamme de fréquences, on simplifie la relation de dis-
persion. On a une onde qui s’ atténue tres rapidement dans le métal. On met en évi-
dence une profondeur de pénétration dans le métal qui correspond a la partie ima-
ginaire du vecteur d’onde.

%

Y o 4 —_—>
S
z T
0 i
air métal
<
.

1. Les équations de Maxwell s'écrivent :

divi}:’ = £
divB=0 _
3 B
OtE = ——
at

5 o OE
rotB = pj + [LEOE

@ Attention : la perméabilité vaut 1 et non .

%

La loi d'Ohm locale s'écrit :}': 'yE.

- d
L'équation de conservation de la charge est : div (]) + a—f = (.

0p . ( =\ _dp 7
On a donc : = + div (vE) = =2 + Lp=0.
n a donc at—i-lvq/ 8t+sop
L'équation différentielle vérifiée par p est :

ot 79

d
p  p

€0
avec 7= —.
g

—t
La résolution donne : p = p, exp (—) avec 7= 8,8 x 107" 5. Au bout
T

de quelques 7 on peut considérer que p = 0. On pourra donc supposer par
la suite que le conducteur métallique est globalement neutre.
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2. Condition pour étre dans 'ARQS magnétique

On cherche la condition pour négliger les courants de déplacement, c’est-a-
dire a se placer dans le cadre de 'ARQS magnétique (approximation des
régimes quasi stationnaires). On doit avoir :

- BE’ . =
Jo|l HEOW B HSOWEH _cow  eo2mf 1
jell - |E I"E t v 100
La condition pour étre dans 'ARQS magnétique est donc : f < (;Y , soit :
TEQ

f<1,8x 10" Hz
Equation de propagation

La méthode est de calculer le rotationnel du rotationnel du champ élec-
trique.

rot (r_&é) — grad (divé) _ AE
On a donc :

R dB 9 - ) .
AE=rtot[ -2 )= -2 (IGEB):—— (,w}/E)
at at at

On obtient ['équation de propagation :

= o

On obtient une équation de diffusion. Elle est irréversible parce qu'on a
une dérivée premiere par rapport au temps. C'est prévisible puisqu'on a une
dissipation d'énergie par effet Joule dans le métal a cause de la conductivi-
té finie.

Remarque : On rencontre plusieurs phénomenes diffusifs en physique : diffusion
thermique, diffusion de particules, diffusion de quantité de mouvement au sein des
fluides visqueux, effet de peau en électromagnétisme...

%

Relation de dispersion

La méthode générale pour obtenir la relation de dispersion est de remplacer
E; = Eyy exp (i (wt — kpx)) i, dans léquation différentielle précédente
en utilisant la notation complexe.

—_

- OE - -
AE = py—= = (~kr) E = piwE

Ona: &2} = —(Wyiw) = i? (nyiw).
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P

@ 11 faut penser 2 écrire : que —1 = i pour pouvoir écrire par la suite la racine car-
rée.

2& On a donc : |
imT

T I
i37r)_ V22

Comme exp (4 =~ + 17, ona:

kp = i(—? +i§)\/m

-1 i 1 2
On a deux solutions : k| = 5 + % etkr, = - — Lavecs= |—.

Solution n°1:

Le champ électrique peut se mettre sous la forme :

Eqp, = Eqgp, €xp (i (U«’f - (%1 + z_ﬁ) x)) Uy
e (3)eni(os )

On a une onde amortie qui se propage dans le sens des x < 0.

Remarque : On a bien un amortissement car x diminue quand I’onde se propage.

Solution n°2 :

%

Le champ électrique peut se mettre sous la forme :

Ery = Eqry exp (i (W = (% = lg) x)) U
= Eyr exp (—Tx) exp (i (wt — %))

On a une onde amortie qui se propage dans le sens des x > 0.
La seule solution physiquement acceptable est la solution n°2 puisque le
métal est illimité et qu'il ne peut donc pas y avoir d'onde réfléchie dans le
métal. On a donc :
1 i
=575
La partie réelle correspond au terme de propagation.

La partie imaginaire correspond au terme d’amortissement.
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La vitesse de phase est la vitesse de propagation de cette onde dans le milieu :

_ w2
Re (kr) My

La vitesse de phase dépend de la pulsation. Les différentes ondes ne se pro-
pagent pas a la méme vitesse. On dit que le milieu est dispersif.

0 est appelé la profondeur de pénétration dans le métal.

Au bout de quelques d, le champ électrique a une amplitude négligeable
dans le métal.

Application numérique :

Vo

0 =50 um

3. Dans lair, lindice vaut 1. La relation de dispersion s'écrit pour une onde
plane progressive monochromatique (OPPM) : w =kc. On a : k; = ku, et
kr — _k L_ix. SOit 5

h‘=§i=”w=%R=h=k
On a des OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut donc utiliser les
- —_ g 8 L -
opérateurs : 3@ =—ik AN E et 8—: =iwk.

Il faut bien lire I’énoncé, car il existe deux conventions pour |’écriture en com-
plexes !!!

-

E/\E

2@ Pour une OPPM, on a: E = . On en déduit les champs magnétiques :
w

- kiy AN Epexp(i (wt —kx)) i kE M
B ks A Eo P (W XNz __kEo exp (i (wt — kx)) u,
w

—1

w
> —kiu, NEqpexp(i(wt +kx)u. kE .
By = e 7 Z0R z(z i+ b)) ot = =0 exp (i (wf +kx)) u,

. krty N Erexp(i (wt —krx))u, ki E .

ET:_T =T p( ( =T )) t _ _=T=T exp(i (wt—@Tx))uy

w W
Dans le conducteur, on a : = : i = 1 2 ex i dou
M =TTV T )
&T _\/5 ( ™

w  wd
On obtient finalement :
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Dans les exercices, il faut bien lire 1’énoncé et regarder si on utilise le modele du
conducteur réel, pour lequel la distribution de courant est représentée par un vec-

teur densité de courant Volumiquef non nul (méme s’il ne prend de valeurs signi-
ficatives que dans une petite épaisseur au voisinage de la surface) ou le modele du
conducteur parfait pour lequel la distribution de courant est représentée par un

vecteur densité de courant surfacique js.
Ici, la conductivité est finie. On utilisera les relations de passage en x = 0 avec

js=0eta=0.

4. On écrit les relations de passage pour le champ électrique et le champ
magnétique en x = 0.

Coté 1:
x =0%. Le champ électrique est : E, = E;
Coté 2 :
x =07. Le champ électrique est : E, = E; + Ep
On a donc :
- — a = —_
E,—E,=—n_2=0
- - EO—» -
B, — B, = pjs Anis2=0
Dot
Eo + Egg = Eyr
—Ey  Egx 1
=0R — — (—1+DE
e T c wcs( ) Egr
soit
Eo+ Egg = Eyy
&
—FEg+ Eqp=—(—14+10)F
0o+ Epg wd( )Eqr
e s |
avec — etc= :
wd ) /E0ito
w
IR Mo YW
C 1
Onadone: —= [Frl — 2
wo 2e0w Q@

- (JE : r
. . Jjp HEOB_’ HEOWE gow _ 1
D'aprés la question 2) : | =| = - = = = < ,
Je nyE ‘75 v 100

£ 1
c'est-a-dire L < —.
V v 10
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2€0w< 1 2
ey 10100

Le systeme a deux équations et deux inconnues s'écrit :

soit a < 1,4 x 1072,

On en déduit que a =

Eog + Eo = %0:; )
—1 41
Eogp— Eg=——
Z0R 0 o Zor
En faisant la différence des deux équations, on a :
(a+1—1)
2Ey = Ejp——
0= Z=or -
Eyr 20 2c 2 (1 +0) ,
t = = ~ = = 1
= By BEl—F 1—% 2 L - &)
E :
Dou =L = a2 exp (E)
Ey

Onavuqueszg—g.

® Siv— o0, on a le modéle du conducteur parfait, Lépaisseur de peau
0 — 0 et &« — 0. Londe ne pénétre pas dans le métal. On a vu dans le
cours que L'on a alors des courants en surface. Puisque Ey; — 0, alors
Ey,r = —Ep. Toute l'onde incidente est réfléchie.

e Siy est finie, on a une onde qui peut pénétrer dans le métal mais elle est
atténuée.
im -
Eor = Eoav/2 exp (I) exp (i (wr — kpx)) id;
i
0

K= —
avec kp 3
On a donc :

Eop = Egav/2 exp (%) exp (i (wr — % + %)) U

Finalement, on a :

Eyr = Egan/2 exp (%) exp (_Tx) exp (i (wt — %)) i,

Exercice 16.2 : Plasma

230

On étudie la propagation d’une onde électromagnétique dans un plasma globale-
ment neutre constitué de N électrons libres par unité de volume de masse m et de
N ions positifs par unité de volume de masse M. Une onde électromagnétique

N2
:_e.on

E = Egexp (i (wt — kz)) iy se propage dans ce milieu. On pose w -
meg

2
p

suppose que M > m.



Chapitre 16 - Dispersion - absorption

1

=—  _Fm';e=16x10"YC; N =1,22x 10" électrons/m>
36m x 109

€0

c=3x10m-s7';m=9,1x10""kg

1. Montrer que I’action du champ magnétique sur un électron est négligeable
devant celle du champ é€lectrique. Exprimer les vecteurs courant de conduction J.

et courant de déplacementzd en fonction de E , W, Wp et gg. Etablir I’équation de

propagation et la relation de dispersion.

2. Montrer que la fréquence de 1’onde doit étre supérieure a une fréquence de
coupure f. pour avoir propagation. Calculer f.. Dans le cas ou il y a propagation,
représenter graphiquement la vitesse de phase et la vitesse de groupe en fonction
de la fréquence. Exprimer I'indice dans le plasma en fonction de w et w),.

Analyse du probleme

On étudie la propagation d’une onde dans un plasma. On ne cherche pas comme
dans I’exercice précédent sur I’effet de peau a négliger les courants de déplacement.
Pour obtenir la relation de dispersion, il faut établir I’équation de propagation avec
les équations de Maxwell et ensuite remplacer le champ électrique dans 1’équation
de propagation.

Pour que I’onde puisse se propager, on verra que la pulsation doit étre supérieure a
une pulsation de coupure. On verra I’application dans I’exercice sur la traversée de
I’interface atmosphere - ionosphere.

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

2& 1. On écrit le PFD a un électron de masse m dans le référentiel
(O uy, iy, i, t) galiléen :
dv, - I >
ma =qFE +qv. AN B

® Le poids est négligeable devant les autres forces.
® On néglige les interactions entre l'électron et les autres particules qui
sont parfois modélisées par une force de frottement fluide.

E
e |ordre de grandeur du champ magnétique est |B| = ——. On a donc
c
— ~d% % 1. 0n peut donc négliger la force magné-
HqE gcE c

tique devant la force électrique.

On utilise le régime sinusoidal forcé. Il faut faire attention a bien lire l'énon-
cé: E=Epexp (i (wt —kz))ity et non E = Egexp (—i (wt — kz)) it.
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; . v
Le vecteur vitesse est de la méme forme ; —=

= iwv,. On note le complexe

i et non j pour ne pas confondre avec le vecteur densité de courant volu-
mique.

Remarque : I n’y pas de constante d’intégration quand on travaille en régime sinu-
soidal forcé.

-

v . - —eE

2@ On a donc m—= = imwy, = qE = —eE, doll v, = ——.
dt imw

Le vecteur densité de courant de conduction volumique s'écrit :

i. = Z Py = Z MGV
k k

On a deux types de porteurs de charges mobiles : les ions positifs (notés i)
de charge +e et les électrons de charge —e.

On a donc L = N (—et, +ey;).

- ek
On peut démontrer comme pour les électrons que : v; = A; .
iMw
0 l —;_N 62 n 62 E_Nez l+1 E
naaors: J.= imwe iMw)—  iw \m M)~
_Ne& (1 NEAY:
iw \m M)
car d'aprés l'énoncé M > m.
On néglige donc leffet des cations pratiquement immobiles.
- Neé? - Netey - —icow? - Né?
Onadonc:j_:_—E:—i——Oﬁz "E puisquewi:—
= imw meop W w mMe(

® Le vecteur densité de courant de conduction volumique vaut donc :

)
- - —lEgW
J =1E avecy= £,
=t = - w
® |Le vecteur densité de courant de déplacement vaut :
- __0E_ . -
=cp— = iwgokE.
Jg =07, 0E
Le rapport des deux densités de courant vaut :
T
.— = - = 2
Jy iweg w
L'équation de Maxwell-Ampere s'écrit :
= e oE e e
rot B = pyj + #0505 = Ko (]c + Jd) .
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. j dans l'équation de Maxwell-Ampére désigne le courant de conduction,
notée j; dans l'exercice.

-

- 0E
e j; désigne le courant de déplacement. Il est égal a 505.

On en déduit d'aprées la question précédente :

— W2 2
= - > wy, - wy . o
rot B = (ic +id) = #0(7 + 1)id = ,uo(l — E)zweog

Soit :

c? at
Pour trouver la relation de dispersion, il suffit de remplacer l'expression du
champ électrique dans l'équation de propagation.

- — - > -
rot (5? E) = grad (div E) — AFE cardiv E = 0 avec un plasma globale-
ment neutre.
On a alors :

rot

ot

at 2 ot

- w? o
—>( aB)——Aé o [1—F#0E
On en déduit l'équation de propagation :

. Wl =
| — =5 3’E

¢z or?
On remplace E = Egexp (i (wt — kz)) 1, dans l'équation de propagation
écrite en notation complexe pour en déduire la relation de dispersion :
w?,
2 — 1 - w_g 2 -
—KE=— (—w g), dod ;
c

AE =

2. ¢ Si w < w, alors k*> < 0. k est imaginaire pur. On a une onde évanes-

cente. Il n'y a pas de propagation.
* Siw=w),alors k =0. Il ny a pas de propagation.

* Siw>w, alors k* > 0 et k > 0. On a une propagation.
2

. w w C .
Siw > wy, alors k%~ — etk =~ —. Tout se passe comme si on était dans
c c

le vide. Le courant de conduction étant nul : v — 0. La pulsation est trop
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grande. « Les électrons ne peuvent plus suivre » et ne se déplacent quasi-
ment plus.

Ne?
La pulsation de coupure est donc w, = w, =,/ ——. On en déduit la fre-
mey

quence de coupure :
1 |Ne?
fc - fp - % m—eS()
On étudie les pulsations w > w, pour lesquelles il y a propagation d'une
onde électromagnétique. On a un filtre passe-haut.
Application numérique :

fe = 9,9 MHz

La vitesse de phase vaut :

w w C
U¢,=—: —

D o)

c
Lindice est défini vy, = —. On en déduit donc :
n

2
w

n=|1-2%
W

dw w? w? 2w
La vitesse de groupe vaut : v, = —. Or k* = —( — —p) = 2

dk c? w? c2 2
o " ) 2wdw
On écrit la différentielle : 2kdk = -
c
On a donc : VeV = C°

On représente sur le graphe ci-dessous la vitesse de phase et la vitesse de

. w
groupe en fonction de —.
Wp

v

3c

2. 5¢
2c |

1, ac 'U(ﬁ

0, be
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La vitesse de phase correspond a la vitesse de propagation d’'une onde qui n‘a
pas de réalité physique. Le champ électrique E = Egexp (i (wt — kz))

est une onde « éternelle » définie entre t = —o0 et t = +00. Il ne faut donc
pas étre surpris de trouver une vitesse de phase plus grande que la vitesse de
la lumiére.

La vitesse de phase dépend de la pulsation. On dit que le milieu est dis-
persif. Des ondes a des pulsations différentes ne vont pas se propager a la
méme vitesse.

La vitesse de groupe est inférieure a ¢. C'est tout a fait normal puisqu’elle
correspond a un transport d'information. Cest la vitesse de la créte du
paquet d’ondes en l'absence de grande déformation du paquet d’ondes.

Exercice 16.3 : Traversée de linterface atmosphére - ionosphére

L’ionosphére peut €tre assimilée a un plasma neutre. On étudie la propagation des
ondes radio a I’interface atmosphere — ionosphere supposée plane. L’ionosphere
est dans la région z > 0 et I’atmosphere dans la région z < 0. Le champ incident
est : E . = Egexp (i (wt — kz)) uy. Lorsque 1’onde arrive sur I’interface, une par-
tie est réfléchie et 1’autre partie est transmise. L’indice de réfraction de 1’iono-

/ 2
w
sphere estn = = w_g . La fréquence plasma vaut f, = 6,9 MHz. On admet la

continuité du champ électromagnétique en z = 0.

1. Déterminer les coefficients de réflexion r et de transmission ¢ en amplitude
pour le champ électrique. En déduire les coefficients de réflexion R et de trans-
mission 7" en puissance. Quelle est la relation entre R et T ?

2. Quelle est la valeur de R lorsque w < w, ? Dans ce cas, a quoi peut-on assi-
miler I"interface atmosphere-ionosphere ?

3. On se place maintenant dans le cas d’une incidence oblique, et on désigne par
i ’angle d’incidence. A quelles conditions une onde peut-elle €tre transmise dans
I’ionosphere ?

4. Un poste émetteur, au niveau de la mer, émet une onde radio de fréquence
12 MHz vers I'ionosphere, dans une direction faisant I’angle i avec la normale a
I’interface. En supposant que ’onde arrive sur |’interface précédente sous forme
d’onde plane, calculer I’angle i, a partir duquel I’onde incidente ne traversera
plus I’interface.

Analyse du probléeme

On a étudié dans I’exercice précédent la propagation d’une onde dans un plasma.
On s’intéresse a l'interface atmosphéere-ionosphere et montrer quelles sont les
conditions pour avoir réflexion totale.
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1. Onde incidente :

Le champ électrique incident s'écrit : Ei = Egexp (i (wt —kz)) ity.
On en déduit le champ magnétique incident :
- u;, NE,  u,NEpexp(i(wt —kz)u, E

B, = = = —Oexp (i (wt —kz)) Uy
c c c

Onde réfléchie :

Le champ électrique réfléchi s'écrit : Er =rEgexp (i (wt +kz)) uiy.
On en déduit le champ magnétique réfléchi :

> —ﬁz/\Er —u; ANrEgexp (i (wt +kz)) iy
B, = c - c
—rkEg

— ; exp (i (wt—l—kz))ﬁy

Onde transmise :

Il ne faut pas oublier l'indice n puisqu’on est dans le plasma.
L'équation de Maxwell-Faraday s'écrit :

-

[d

- : = B .=
ot E = —iky NE=—— = —iwB,

at
= kr N E C
d'ot B = — avec w = kv =k, —.
w n
o w [ e
On a vu dans l'exercice sur le plasma que k= —,/1 ——, soit
c w

C

—2.
[1 — %
w2

Le champ électrique transmis s'écrit : E, =tEgexp (i (wt — kz)) uty.
On en déduit le champ magnétique transmis :

w=k

- i, A E, i, ANtEyexp (i (wt —kz)) ity
D, = n = n
C C
nt Eg

= exp (i (wr —kz)) uy
- _

D'aprés 'énoncé, on admet la continuité du champ électromagnétique en
z=0.
Coté1:z=0"
Le champ électrique est : £, = E, + E,.
Le champ magnétique est : El = Ei + Er.
(6té 2:z =07

Le champ électrique est : Ez =FE,.
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Le champ magnétique est : Ez = Er
On a donc pour z =0 :
E+E, =E
B, +B, =B,
On en déduit que :
Eo+rEo=1Eo
Eo rEy ntEg
g c ¢
D'ou
’1+£=£
l —r =nt
On en déduit que 1 —r =n (1 —r),
. I —n o 1=n 2
soit r = ett=14+r=1+ = ;
+n l1+n l+n
On obtient finalement :
l—n
r =
- 1+4n
2
[ =
- 1 +n

Le coefficient de réflexion en puissance vaut :

puissance moyenne réfléchie

puissance moyenne incidente

@ Attention : il faut revenir aux notations réelles pour calculer le vecteur de
Poynting.

2& Onde incidente :
Le vecteur de Poynting de l'onde incidente est :

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

- E; ABi  Eocos(wt —kz)ii E .

I, = = b= 20 ( ) x/\—ocos(wt—kz)uy
Ho Ho g

E? .

= —9 cos? (wt — kz) U
Ho¢

La moyenne du vecteur de Poynting de l'onde incidente est :

- E2 |
)= £
2pc

e

. e
On considére une surface dS = dSu;.
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La puissance moyenne transportée par l'onde incidente est :

E?
= — O
Prroy.i = (1‘11-> -dSii; = —2-dS
2ppc

Onde réfléchie :

On pose r = r exp (i¢) avec r réel positif.
Le vecteur de Poynting de l'onde réfléchie est :

. B AB,
i, ="~
Ho
Eqycos (wt + k i, —rkE .
= I=0 Wi tkz+ou A " Ocos(wt+kz+q5)uy
Ho ¢
On a donc :
= _rzE(% 2 -
M, = —cos™ (wt + kz+ @) u;
Ho¢

La moyenne du vecteur de Poynting de l'onde réfléchie est :

> rzEg .
) --55
2,&06

RS Y- = r
On considére une surface dS = —dS u, car l'onde se propage dans le sens
(_ﬁz)-

La puissance moyenne transportée par l'onde réfléchie est :

- E?
Proyr = (H) (—dSii;) = r2—0-4ds
2[1,00
Onde transmise :
Dans la suite de l'exercice, ¢ est réel et sera noté 7.

Le vecteur de Poynting de l'onde transmise est :

A E,AB; tEycos(wt —kz)iiy ntEp

r = = A cos (wr + kz) iy
Ho Ho ¢
On a donc :
2 2
nt°E -
I, = —2 cos® (wr — kz) u,
Ho¢

La moyenne du vecteur de Poynting de 'onde transmise est :

s —, N
On considere une surface dS =dSu..
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La puissance moyenne transportée par l'onde transmise est :

- - 1*ES
Pmr)y,r = (nr) -dS U, =n ds
2‘&06’
Le coefficient de réflexion en puissance est :
2
R: Pmoy,r:r2:|£|2: l—l’l
Pmoy,i I +n

Le coefficient de réflexion en amplitude peut étre complexe (voir question
2). Il faut calculer le module de r pour calculer R.

Le coefficient de transmission en puissance est :

PHIU’ 2 2
T:—}’Izrn‘z:n( )

Pmoy,i l‘|‘7’1
On calcule la somme R+ T :
1—n\° 4n 1+n2=2n+4n (1 +n)?
R‘I‘T:( ) + 2: 3 :( )2:1
I+n (14 n) (1+n) (1 +n)

On a bien R + T = 1. Cette relation traduit la conservation de la puissan-
ce : toute la puissance de l'onde incidente se retrouve dans l'onde réfléchie
et l'onde transmise.

2

w

2.0navuquen= — —g Lindice est donc complexe.
w

2 2 [.2
w w w
n? = __‘;:iQ(—’;—]).Onadoncn::I:i —‘2’—1::|:iX en
w w w
W2
posant X = —g—l.
w

1—n)*> 1+ x2
Le coefficient R vaut : R = " = + =1.0n adonc:
1 +n 1+ X2
R=1

Linterface ionosphére-atmosphére peut étre assimilée a une surface parfai-
tement réfléchissante (miroir plan).

3.

[

Y

p ionosphere
”

atmosphere

Terre
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Premiercas: f < f.
On a vu quil y a toujours réflexion totale.
Deuxieme cas : f > f,

On applique les lois de Descartes au point d‘incidence 7 : sini =nsinr,
i ;

. ) . _sini
d’ol sin» = ——. On a réflexion totale si —— > 1.
n

n
On pose A = Arcsin (n).
Si i > X, on a une réflexion totale.
Si i < A, une onde de fréquence f peut traverser linterface.

Remarque : I’indice n dépend de la fréquence de ’onde. On a dispersion de la
lumicere.

2
2& 4. Application numérique : A = Arcsin (n) = Arcsin 1 — f_pz =1 .
Si l'angle d'incidence est supérieur a 55°, l'onde incidente ne traversera plus
l'interface et on aura réflexion totale.

Exercice 16.4 : Polarisation des ondes

On étudie le montage de la figure suivante. Un analyseur est placé dans le plan
z = 0. On appelle u le vecteur unitaire donnant la direction de transmission pri-
vilégiée de I’analyseur. On pose o = (ity, u).

onde

v

lumineuse =

analyseur

1. On considere une onde polarisée rectilignement dont le champ électrique se

met sous la forme : E = Ey cos (wt — koz) . Déterminer 1’éclairement de I’on-
de lumineuse en sortie de ’analyseur en fonction de a et Ey. Comment est appe-
1ée cette loi ?

2. On considere une onde polarisée elliptiquement dont le champ électrique se
met sous la forme : E = Eo, cos (wf — koz) iy + Eoy sin (wt — koz) ily. Déter-
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miner |’éclairement de 1’onde lumineuse en sortie de 1’analyseur en fonction de
a, Egr et E Oy-

A
3. On remplace 1’analyseur par une lame quart d’onde 7 d’épaisseur e. Pour une

onde plane progressive monochromatique incidente polarisée rectilignement sui-
vant Ox, I’indice de la lame est n,. Pour une onde plane progressive monochro-
matique incidente polarisée rectilignement suivant Oy, I’indice de la lame est n,.
[’axe lent coincide avec I’axe Ox et I’axe rapide coincide avec I’axe Oy.

Donner une relation d’ordre entre les indices n, et n,. Quelle relation a-t-on entre

e, ny, ny et A pour une onde plane progressive monochromatique incidente ?
4. [’ onde incidente est I’onde étudiée dans la question 2. Donner I’expression du

champ électrique a la sortie de la lame quart d’onde T

Analyse du probleme

Dans ce probleme, on étudie ’influence d’un analyseur et d’une lame quart d’onde
sur une onde lumineuse incidente.

%

1. Le champ électrique a l'entrée de l'analyseur en z = 0 est :

-

Eentree = Eq cOS (wt) L_ix

Y
A

£

eall

&

\ 4
v

Le champ électrique a la sortie de l'analyseur en z =0 est :

Esortie = (Eentrée - ﬁ) - i = Eq cos (wt) cos ol

On obtient une onde polarisée rectilignement suivant u#. Léclairement de
l'onde en sortie est :
2
ce=K

2
= (Eg cos (wt) cos a)2

-

E sortie

On a alors :

E sortie
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- 2 1
On en déduit la moyenne temporelle : (HEsortie ) = 5 (Eq cos a)z.
'éclairement de l'onde en sortie est donc :

€= EE% cos’a = g cos’a

Cette loi est appelée loi de Malus.
2. Le champ électrique a l'entrée de l'analyseur en z = 0 est :
Eenée = Eox cOs (wi) iy + Eoy sin (wr) iy

Y
N

i

v

Le champ électrique a la sortie de l'analyseur en z = 0 est :

f=d

Esoriie = (Eenuée - 1) - il = (Eqy cos (wr) cos « + Egy sin (wt) sin a) u

On obtient une onde polarisée rectilignement suivant i.
L'éclairement de l'onde en sortie est :
2)

5=K<

= (Eqy cos (wt) cos ) + (Egy sin (wt) sin a)2

—

E sortie

On a alors :
2

-

E sortie

+ 2Eoy cos (wr) cos aEgy sin (wr) sin «

On en déduit la moyenne temporelle :

|

Léclairement de l'onde en sortie est donc :

—

E sortie

2 1 1
) =~ (Eoy cos ) + 3 (Eoy sin a)z

L 2 2 a2
e= (Egy cos“a + Ej, sin“a)
3. Pour une onde plane progressive monochromatique (OPPM) polarisée rec-
c
tilignement suivant Ox, la vitesse de l'onde est : v, = —.
ny
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Pour une OPPM polarisée rectilignement suivant Oy, la vitesse de l'onde est :

c
vy = —.
¥

ny

Comme Oy est l'axe rapide, on a donc v, > v,, soit :
ny < Ny

27
Cours : Les axes Ox et Oy sont appelés les lignes neutres de la lame. On pose kg = —.

A

Avant la lame, on considere un champ électrique de la forme :

Eqgy cos (wt — kpz)
Eoy cos (wt — koz + ¢)
0

Dans la lame, le champ électrique est de la forme :

E=

Eoy cos (wt — nykoz)
Egy cos (wr — nykoz + ¢)
0

A la sortie de la lame (z = ¢), le champ électrique est de la forme :

—

E =

Eqy cos (wt — nykpe)
Eyy cos (wr — nykpe + gﬁ)
0

Apres la lame, le champ électrique est de la forme :

E=

Eoy cos (wt — ko(z — €) — nykoe)
Eqy cos (wt —ko(z —e) — nykpe + (;5)
0

On a donc un déphasage entre la composante du champ électrique suivant Qy et la compo-
sante du champ électrique suivant Ox du au passage dans la lame d’épaisseur e :

2
Ap = nykope — nykpe = Tﬂ— (nx — ny) e

E=

Soit une différence de marche :
6= (nx —ny)e
Le champ électrique apres la lame peut s’écrire en changeant I’origine des temps :

_ Eoy cos (wt — kgz)
E = | Egy cos (wt — koz + ¢ + Ag)
0

2& La différence de chemin optique entre la composante du champ électrique sui-

A
vant Oy et la composante du champ électrique suivant Ox est T On a donc :
A

Z=(”x_”y)€
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™
4. Pour la lame 7 on a un déphasage de 3 entre la composante du champ

électrique suivant Oy et la composante du champ électrique suivant Ox du
au passage dans la lame, d'ou :

L - ) X
Eortie = Eox cOs (wt — koz) u, + EOy sin (wt —koz + 5) Uy
On obtient alors :

Esortie = Eq, cos (wt — koz) i, + Egy cos (wt — koz) ﬁy
= cos (wt — koz) (E()xﬁx + E()yﬁy)

C'est une OPPM polarisée rectilignement suivant le vecteur i'.

L'angle 3 est défini par :

Ep,

tan 3 =

Ox
E Ox

[ 2 2
EOJC + EOy

Comme les lignes neutres de la lame coincident avec les axes de lellipse, la
lame quart d’onde transforme une onde polarisée elliptiquement en une onde
polarisée rectilignement.

cos 3=
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Ondes acoustiques

Exercice 17.1 : Tuyau d’orgue

On considere un tuyau d’orgue rempli d’air de masse volumique 1. On note py
la surpression acoustique et 1 la vitesse particulaire. La célérité du son est notée
c. LUextrémité est fermée en x = 0 et ouverte en x = L. On cherche p(x,7) sous
la forme d’ondes stationnaires : p;(x,t) = pg cos(wt) cos(kx + ).

1. Déterminer la vitesse particulaire en fonction de py, pg, ¢, w, k, x et ¢.

2. Déterminer la fréquence 1 du fondamental et les fréquences des harmoniques
v, avec n entier. Déterminer la position des noeuds et des ventres de surpression
acoustique pour vy et vj.

3. L’amplitude maximale du déplacement des particules est &,,, = 0,4 mm. En
déduire I’amplitude maximale po de la surpression acoustique pour la fréquence
.

Application numérique : pg = 1,3 kgm™>;c=340m.s™' ; L = 60 cm.

Analyse du probléeme

Cet exercice traite d’un probleme d’acoustique. On ne peut pas utiliser I'impédan-
ce acoustique car I’onde est stationnaire. L'équation d’Euler permet d’en déduire la
vitesse particulaire. Il faut faire attention aux conditions aux limites.

Cours : Approximation acoustique

On considere une onde sonore qui se propage dans un fluide. Au repos, le fluide a une masse
volumique i, une pression Py et une vitesse particulaire nulle.

Lorsque I’onde sonore se propage, les grandeurs précédentes sont modifiées en chaque point
du milieu :

* La pression P peut se mettre sous la forme P = Py + pi. On appelle p; la pression
acoustique ou surpression avec |p1| < Py.

* La masse volumique peut se mettre sous la forme : o = p + ) avec |,u 1 | < -
* La vitesse particulaire peut se mettre sous la forme : u = 0+ u;.

P1, 41 et uy seront considérés comme des infiniment petits du premier ordre.

Equations utiles dans les exercices d’acoustique

On utilisera trois équations qui découlent directement du cours de mécanique des fluides et
de thermodynamique en se placant dans le cadre de I’approximation acoustique.
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Premiere équation : équation d’Euler. On néglige le terme d’accélération convective qui est

du deuxiéme ordre. On a alors :

duq —
Mo = —grad py

Deuxieéme équation : équation de conservation de la masse.

d L
b+ g div (i) = 0

Troisieme équation : coefficient de compressibilité du fluide.

Ldp 1
X0= —~"7p =
pdP g pi

En combinant la deuxiéme et la troisieme équation, on a :

3 (Loxor1)
ot

On dérive par rapport au temps et on commute les dérivées partielles :

+ po div (1) =0

2

HoXo

P - ( du
? + Lo div (?) =0 (eq.l)

La divergence de la premicre équation s’écrit :
0
div (NO%) = —div (gﬁapl) = —Ap
Soit :
. (0uy
po div o )= AP (eq2)

On en déduit de (1) et (2) I’équation de d’ Alembert :

3% p
Ap| = —_—
On a la méme équation de d’ Alembert pour u.
La célérité du son dans le milieu est :
|
Cc =
v H0X0

Méthode pour obtenir la relation de dispersion :
On injecte p (x,t) dans I’équation de d’ Alembert :

1 9<py
Ap; = — -1
P 2 012

1
Ona: —k2p1 = ——zwzpl, d’ou
c
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1. La surpression est p; (x,t) = pg cos (wt) cos (kx + ¢).
L'équation d’Euler en projection sur laxe Ox s'écrit :

0 ad
Mo% = —% = pok cos (wt) sin (kx + ¢)
On obtient :
k
u =205 gin (wt) sin (kx + @) = 20 i (wt) sin (kx + ¢)
Ho W HoC€

La constante dintégration est nulle dans tout le cours sur la propagation des
ondes.

2. Conditions aux limites.

L'extrémité x = 0 est fermée : la vitesse particulaire est nulle. On doit
donc avoir u; = 0 pour x = 0, soit sin ¢ = 0. On choisit alors : ¢ = 0.
L'extrémité x = L est ouverte : la surpression est nulle. On doit donc avoir
p1 = 0 pour x = L, soit cos(kL) = 0. Ce qui implique :

T
kL = —
2—|—n7r

avec n entier positif ou nul.
On a vu que w = kc. On a alors :
21y T
kL =——L=—+nm
c 2
Pour chaque valeur de n, on a une fréquence v, d'ou :
c c
vy = 1L + En
La fréquence v (obtenue avec n = () est appelée le fondamental :
<
T 4L
Les autres fréquences sont les harmoniques impairs :
vy = (1 + 2n)
On peut définir une longueur d'onde A, définie par :
21

k=—
)\H

4]

Comme kL = g + n, alors
2r 1 (Tl' n )
N, L\2 7"
On en déduit la longueur d'onde :

4L

A, =
1+ 2n
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a) Etude du fondamental de fréquence v

Noeuds de vibration de surpression acoustique :
On cherche a déterminer la position des noeuds de vibration de surpression
acoustique, c'est-a-dire les points pour lesquels :

21
- -0
coS ()\0 x)

27 T n
— Xy = — +mm
Ao 2

On doit donc avoir :

avec m entier relatif.

Pour chaque valeur de m, on a une abscisse :
Ao Ao
4 2

Ventres de vibration de surpression acoustique :

Xm =

La position des ventres de vibration de surpression acoustique s'obtient

lorsque :
S el |
cos| —x )| =
Ao

On doit donc avoir :

avec ¢ entier relatif.
Pour chaque valeur de ¢, on a une abscisse :

xq =q?

Remarque : On retrouve le résultat connu : la distance entre deux noeuds succes-

. Ao . . Ao .
sifs est > La distance entre deux ventres successifs est o La distance entre un

0
noeud et un ventre est I

On représente sur la figure 3
2& ci-contre les ondes de pres- surpression acoustique

sion pour différentes valeurs 2,5
de pp a un instant 7. D)
On vérifie que l'on a bien un .
ventre de surpression en ’

x =0 et un noeud de sur- 1
pression en x = L. 0.5

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
xT
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b) Etude de Uharmonique de fréquence | = 31

La longueur d'onde A; est :

AL
Al = =
3

Noeuds de vibration de surpression acoustique :
Les noeuds de vibration sont pour :

X Al + Al

m = m-—

4 2
avec m entier relatif. On a alors :

B L n 2L

Xm = 3 m 3

L
On a deux points : x = 3 etx = L.

Ventres de vibration de surpression acoustique :
Les ventres de vibration sont pour :

Al
xq = q?
avec ¢ entier relatif. On a alors :
2L
=4
On a deux points : x =0 et x = KX
3 surpression acoustique
2
1 i
O o1
-2
-3

s - - . Al
Remarque : On vérifie que la distance entre deux noeuds successifs est ) et que

) |
la distance entre un noeud et un ventre est 1

%

A

3. La vitesse particulaire est la dérivée du déplacement & par rapport au
temps. On a donc :

=98 _ PO G (wr)sin (kx)

up =
at  poc
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On integre :

£ =— cos (wt) sin (kx)
Hjes

On a toujours la constante d'intégration nulle dans le cours sur la propaga-
tion des ondes.
Lamplitude maximale du déplacement des particules est :

Po Po

Emax = L1oCW - MOkCz

Comme Ay = 4L, on en déduit :

2L
Po N = PO 41 — Po
27 e 27 pgC? T oC?

émax =
Finalement la surpression maximale est :

2
— fmaxﬂ-lu’()c

_ 157P
oL a

Po

Exercice 17.2 : Coefficients de réflexion et de transmission

250

On considere une onde plane progressive monochromatique acoustique se pro-
pageant dans le sens des x > 0 dans le milieu 1. La vitesse particulaire est notée
u; = u;p exp (i (wt — kyx)). Elle arrive a I'interface entre deux milieux de surfa-
ce § al’abscisse x = 0.

On note iy, €1, fa, €2, Zq1 €t Zgo les masses volumiques, c€lérités du son et

impédances acoustiques dans les milieux 1 et 2.
ZaZ

On pose Z;1 = €1, 240 = phc et @ = 7

al

1. Montrer qu’il existe une onde réfléchie et exprimer u, et u, en fonction de r et

t les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude pour la vitesse. En
déduire PP etp puis r et ¢ en fonction de «.

2. Définir le vecteur de Poynting sonore et 1’expression de la puissance sonore a
travers la surface §. Calculer les coefficients de réflexion R et de transmission 7
en puissance moyenne en fonction de «v. Calculer R + T et interpréter physique-
ment. Que se passe-t-il si Z,» > Z,; ?

1 S 2
C1 | Ca
milieu 1 | milieu 2
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Analyse du probléeme

Cet exercice traite d’un probleme d’acoustique avec deux milieux de propagation.
On peut utiliser I'impédance acoustique car on a une onde plane progressive.
Attention au signe de I'impédance acoustique pour 1’onde réfléchie.

11 faut savoir écrire les conditions aux limites en x = 0.

Cours : Impédance acoustique

Onde plane progressive monochromatique se propageant dans le sens x > 0 :

On considere une onde plane progressive monochromatique se propageant dans le sens des
x > 0 dans le milieu 1, notée OPPM®. La vitesse particulaire est :

u; = ujp exp (i (wr —kjx)).

L’ équation d’Euler s’écrit dans le cadre de 1’approximation acoustique en notation complexe :

ou; . aﬁi
% = ax
On a donc :
: . P
pyiwuio exp (i (wt —k1x)) = —
dx
L’intégration donne avec la constante d’intégration nulle :
Wit
p, = FL exp (i (wr — ki)
- 1

On a la relation w = kjc¢y .
On définit I'impédance acoustique dans le milieu 1 de I'onde OPPM® :
Pio
Zg1 = == = ey
uio

Onde plane progressive monochromatique se propageant dans le sens x < 0 :

Pour I’onde réfléchie dans le milieu 1, notée OPPM@©®, la vitesse particulaire est :
u, = 0 exp (i (wr +kjx)).
L’équation d’Euler s’écrit dans le cadre de I’approximation acoustique en notation complexe :

ou,  0p,
Iz — —
F1; x
On a donc :
. . P,
priwuyg exp (i (wt +kjx)) = — ™

L’intégration donne avec la constante d’intégration nulle :

p = _ Hittro exp (i (wr + kpx))
_r kl

On a la relation w = kjc¢y.
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L’impédance acoustique dans le milieu 1 de I’onde OPPM® est :

Pro
— = —Zg| = —f4C]
UrQ

Remarque : On définit I'impédance acoustique pour une onde plane progressive méme si
elle n’est pas monochromatique (ou harmonique). On a les mémes résultats que ceux établis
précédemment.

Conditions aux limites

A Uinterface entre les deux milieux 1 et 2, on a deux conditions aux limites :

» Continuité de la vitesse particulaire : on n’a pas de « décollement » a I’'interface entre
les deux milieux, donc u;(0,7) = u,(0,1).

* Continuité de la pression : Si on applique le théoreme de la quantité de mouvement a un
¢lément de fluide de volume infiniment petit, on peut montrer que la somme des forces de
pression vaut 0. On a alors continuité de la pression P, (0,1) = )2 (0,1).

Comment calculer u, u,, Py Py id

On note avec un indice i I’onde incidente, r 1’onde réfléchie et f I’onde transmise.

Les équations étant linéaires, on peut appliquer le théoréme de superposition :

up=u;+u uy=u;p =p.+pip,=p,

@ I1 ne faut pas écrire u; — u, pour calculer u; !!!

2 1. Onde incidente :
% La vitesse particulaire est : u; = u;o exp (i (wt — kix)).
Limpédance acoustique est : Z,| = Ll fic1. On en déduit la surpres-
UiQ
sion :

P, = piciuio exp (i (wt — kyx))
avec w = kjcj.

Onde transmise :

La vitesse particulaire est : u, = u;0 exp (i (wt — kax)).

Limpédance acoustique est : Z,» = . [rc2. On en déduit la surpres-

U0
sion :
P, = paC2us0 exp (i (wt — kpx))

avec w = krca.
On suppose quil n'existe pas d'onde réfléchie. Les relations de continuité de
la vitesse particulaire et de la pression s'écrivent en x =0 :

u;(0,1) = u,(0,1)

prciu;(0.1) = pocou, (0,7)
On devrait donc avoir : Z,;1 = Z,» ce qui est impossible puisque les deux
milieux sont différents. Il existe donc une onde réfléchie.
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Onde réfléchie :

La vitesse particulaire est : u, = u,q exp (i (wr + kix)).
Pro
Upo

L'impédance acoustique est :

= —Z4 = —yc1. On en déduit la sur-

pression :
P, = —picipo exp (i (wt + kix))

On définit r et ¢ les coefficients de réflexion et de transmission en ampli-
. U0 it0
tude pour la vitesse : r = — ettt = —.
uio uio
Finalement, on a :
u; = ujo exp (i (wt —kix))

P, = HiC1ijo €Xp (i (wt —k1x))

u, =rujpexp (i (wt +kjx))
P = —pciruio exp (i (wt + kix))

u, = tu;oexp (i (Wt — kox))
P, = [aC2litjo €XP (i (Wt —kax))

On écrit les conditions aux limites en x = 0 : continuité de la vitesse par-
ticulaire et de la surpression :

u(0.1) = u,(0.1)

2,00 = p,0.1)

On doit donc avoir :
E;(Oat) + Er(oa[) = E;(Oat)
p,(0.0) + p (0.1) = p (0.1)

Finalement, on obtient un systéme a deux équations et deux inconnues per-
mettant de calculer r et ¢ :

14+r=t
K€L — i C1F = [aCal
Dol
l+r=t
l—r=at

On fait la somme des deux équations : 2 = ¢(1 + «). D'od :

B 2
I+«
Comme r =t — 1, on en déduit : r = —— — 1. Finalement, on a :
| +«
1 —«
y =
1+«
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2. Onde incidente :
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde incidente est :

—

I; = pju;u,

@ I1 faut travailler en grandeurs réelles car on a le produit de deux grandeurs sinu-
soidales.

2@ On a alors : I1; = ulclu,fo cos? (wt — kyx) ily.

Le signe + traduit la propagation de l'onde dans le sens des x > 0.

2

1
Comme la moyenne de la fonction cos” sur une période vaut % on en déduit

la moyenne du vecteur de Poynting sonore :
, 1 5
(l'[i) = i,udlclul-oux

La puissance moyenne de l'onde incidente est :

> 5 1
(P) = ff(n,-)-dSux = SHmeiyS
M

Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde réfléchie est :

Onde réfléchie :

Hr = —PrliyUy

On aalors : T, = —pycrrtuly cos? (wt + kix) idy.
Le signe — traduit la propagation de l'onde dans le sens des x < 0.
La moyenne du vecteur de Poynting sonore est :
g\__L 22
r] = 2,!.[;1(?1’” uioux

La puissance moyenne de ['onde réfléchie est :

= 5 1
(Py) = ff(n) (—dSiiy) = E;L]CU‘ZMI-ZOS
S

Onde transmise :
Le vecteur de Poynting sonore pour 'onde transmise est :

I, = pyusuy

On a alors : 1, = foCat*u3y cos® (wt — kax) .
Le signe + traduit la propagation de l'onde dans le sens des x > 0.
La moyenne du vecteur de Poynting sonore est :

= 1 .
(HI) = Euzc‘gtzu%oux
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La puissance moyenne de l'onde transmise est :

R o
(P) = [f(HI) (@Sii,) = 5 (amer) P
S

On en déduit le coefficient de réflexion R en puissance moyenne :

B
R = \F) =r?
(P;)
Le coefficient de transmission 7 en puissance moyenne est :
(P) >
= = ol
(P;)
On calcule la somme R+ T :
R+T:(l—a)2 4o 1+a —2a+ 4o
1+« (14 a)? (1 + a)?
En simplifiant, on a :
|
BT = ﬂ —1
(14 a)?

Cette relation traduit la conservation de la puissance a la surface § d'abs-
cisse x = 0 : la puissance de l'onde incidente se répartit entre 'onde réflé-
chie et l'onde transmise.
Cas particulier si Z,» > Z,; : on a a > 1. On en déduit les expressions
l —« 2

~ —1 ett = —— = 0. Ce cas corres-

+ « 14+«

pond a la réflexion sur un mur. Toute la puissance de l'onde incidente est
réfléchie. On vérifie que lona R =1 et T = 0.

approchées de rett: r =

Exercice 17.3 : Transmission a travers une membrane”

On considere une membrane infiniment fine de masse surfacique o. On note
c =340 m.s~! la célérité du son dans Iair et py = 1,3 kg.m 3 la masse volu-
mique de I’air. L'impédance acoustique de I’air est Z, = pc.

Une onde acoustique se propage dans le sens des x > 0 dans la région 1. La sur-
pression de 1’onde incidente est P, = Pio €Xp (i (wt — kx)). Elle arrive a I’inter-
face x = 0. On suppose que I’on a continuité de la vitesse particulaire pour
x = 0 et que la vitesse de la membrane est égale a la vitesse de I’onde transmi-
se. On définit r et ¢ les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude
pour la surpression. On définit 7" le coefficient de transmission en puissance et
TdB =10 10g T.

1. A cause de la membrane, on n’a pas continuité de la pression. Appliquer le
théoreme de la quantité de mouvement a la membrane en supposant qu’elle vibre
en bloc. Déterminer r et t en fonction de w, jig.c et o.
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2. Déterminer T le coefficient de transmission en puissance en fonction de w et
wp. Exprimer wyp en fonction de p, ¢ et o.

3. Calculer ¢ pour atténuer de 70 dB un signal sinusoidal de fréquence 2000 Hz.

; membrane :
air air

\ 4

région 1 région 2

Analyse du probléme

Cet exercice traite d’un probleme d’acoustique avec la transmission a travers une
membrane. On pourra utiliser I’'impédance acoustique en faisant attention au signe
pour I’onde réfléchie.

La difficulté est d’écrire correctement les conditions aux limites en x = 0. L’énoncé
donne les deux équations a écrire.

2& 1. Onde incidente :

La surpression est :
P, = pioexp (i (wr — kx))

Limpédance acoustique est : Z, = L. Hoc. On en déduit la vitesse par-
iio
ticulaire :
u; = 2% exp (i (Wt — kx))
HoC
avec w = kc.

Onde réfléchie :
La surpression est :

P, =rpioexp (i (wr+kx))

Limpédance acoustique est : o —Z4, = —pc. On en déduit la vitesse
Uro
particulaire :
# %
u, = — L9 exp (i (wt + kx))
Ho€
avec w = kc.

Onde transmise :

La surpression est :
P, = tpioexp (i (wt — kx))
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Limpédance acoustique est : Z, = il Hoc. On en déduit la vitesse par-
Uuro
ticulaire :
l‘ .
u, = L0 exp (i (wr — kx))
M€

avec w = kc.

Expressions de la surpression et de la vitesse particulaire dans chaque
milieu :

Dans le milieu 1, on a p,=p,+p.-

Dans le milieu 2, on a : u, = u,.

Continuité de la vitesse particulaire pour x =0 :
u; (0,1) = u, (0.1)
On a donc :
u; (0,1) +u, (0,1) = u, (0,7)
On obtient finalement :
l—r=t

On peut étre surpris de ne pas retrouver la relation rencontrée dans de nombreux
exercices : 1 +r = 1. Ici, r est le coefficient de réflexion en amplitude pour la sur-
pression et non pour la vitesse particulaire.

Théoréme de la quantité de mouvement a la membrane :
Bilan des actions :
® Forces de pression exercées par la région 1 :

BlSﬁx =(p,0.0) +p (0,2))Su

® Forces de pression exercées par la région 2 : —BzSﬁx = _(Br (0,1))Su,.

La masse de la membrane est m = o§.
La membrane vibre en bloc d'aprés 'énoncé, on a :

ﬁmembrane = U, 0,1) = 2% 0,1) = u, 0.1)

On applique le théoréme de la quantité de mouvement a la membrane :

d{}membrane .
“Ymembrane B S
dt (Pl Pz) Uy
On a donc :
du, (0,1) _
O’ST = (EI. 0,1) +p, 0,1) — P, (O,I)) S
On en déduit :
L (1+r—1)
g—I1lW = y —
Ho€ = %

257



Partie 5 - Ondes

Equations pour déterminer r et ¢ :

On fait la somme des deux équations :

2=£(2+,ﬂ)
Foe

On en déduit le coefficient de transmission en amplitude pour la surpression :

| 1
£= _ow w
14 1 4i—
20C wo
avec wy = 2ZOC.
Le coefficient de transmission est donc un filtre passe-bas du premier ordre.
On pose :
t =1exp(i9)
avec
1

Si la pulsation de l'onde incidente est trop grande, l'onde sonore ne traver-
se plus la membrane et toute la puissance de l'onde est réfléchie.

2. Onde incidente :
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde incidente est :

Pf20
Ho€

I; = pjujii, = cos> (wi — kx) iy

@ Il faut travailler en grandeurs réelles car on a le produit de deux grandeurs sinu-
soidales.

2@ La moyenne du vecteur de Poynting sonore pour l'onde incidente est :
2
- p.o -
H-) =—u
( I 2M0C X

La puissance moyenne de ['onde incidente est :
2

. = - 1 pio
(P) = /f (l‘[t)-dSux = 2%(;5
S
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Onde transmise :
Le vecteur de Poynting sonore pour l'onde transmise est :

2.2
[, = pyuiiy = L Pio cos® (wt — kx + ¢) iy
Hoc

La moyenne du vecteur de Poynting sonore pour l'onde transmise est :

- 2p2
- 225,
2,[1.06'

La puissance moyenne de l'onde transmise est :

- - 1 £2p2
(P,>=/f(nf)-d5ux _ 17pig
2 poc
S

Le coefficient de transmission en puissance est :
(P

(P H(%)?

Le coefficient de transmission en puissance peut s’exprimer en décibels :

\2
Tygg = 10log T = —IOIOg(l + (7) )

0

On chercher a avoir Tyg = —70, soit :

_ ! )
70 = 1010g(1 + (fo)

A
1 = =10
+(ﬁ)

T
107 — |

D'aprés 'énoncé, f = 2000 Hz. On en déduit : fo = 0,63 Hz.

On doit donc avaoir :

Soit :

Jo=

On a vu que :

wo =21 fo = 2o
On a donc :

_ iiofz — 222 kg.m ™2
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Ondes
electromagnétiques
dans des milieux
d'indices différents

Exercice 18.1 : Lois de Descartes

260

On considere deux milieux diélectriques linéaires, homogenes et isotropes. Dans
la région z > 0, I'indice du milieu est n;. Dans la région z < 0, I'indice du
milieu est n;. On considére une onde incidente plane progressive monochroma-
tique se propageant dans le milieu d’indice ny. Au point d’incidence /, une par-
tie de ’onde est réfléchie et I’autre partie est transmise. Les ondes réfléchies et
transmises sont planes, progressives, monochromatiques. Les champs électriques
incident, réfléchi et transmis se mettent sous la forme :

- 3 = _> = - 1 7 _> m
E, = Ey; exp (z (wr = OM)) uy, E,= Eo exp (1 (wr =k OM)) Uy

-

et E, = Eqr €xp (i (wr — l_c} . O—Z\>/I)) uy. On rappelle les relations de passage :

E,—E| = i et B — By = pojs A ni-a.
0

mny

n2
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1. Etablir I’équation de propagation et la relation de dispersion dans un milieu
diélectrique linéaire, homogene et isotrope d’indice n. Le diélectrique est suppo-
sé parfait.

2. Ecrire les relations de passage du champ électrique 2 la traversée du dioptre et
en déduire les lois de Descartes de la réflexion et de la réfraction.

Analyse du probléeme

On étudie la propagation d’une onde dans un diélectrique parfait LHI (linéaire
homogene et isotrope). Les relations de passage permettent de démontrer les lois de
Descartes.

Cours : Définitions

On appelle dioptre la surface de séparation de deux milieux transparents différents. Cette
surface pour étre parfaite du point optique ne doit présenter que des aspérités dont les
dimensions sont trés inférieures a la longueur d’onde.

L’onde incidente arrive au point I appelé point d’incidence.

Le plan d’incidence est défini par la direction du rayon incident (vecteur d’onde ic}) et la
normale au dioptre (vecteur 72 sur le schéma) au point d’incidence.

Lois de Descartes de la réflexion

* 1™ loi de Descartes de la réflexion : le rayon incident et le rayon réfléchi sont contenus
dans le plan d’incidence.

* 2°loi de Descartes de la réflexion : le rayon réfléchi est symétrique du rayon incident par
rapport a la normale a la surface réfléchissante. L’angle de réflexion r est I’opposé de
I’angle d’incidence iy : r = —i].

Lois de Descartes de la réfraction

e 1™ loi de Descartes de la réfraction : le rayon incident et le rayon réfracté sont contenus
dans le plan d’incidence.
* 2°loi de Descartes de la réfraction : ny sini| = ny sin i».

Diélectrique parfait LHI et équations de Maxwell

Un diélectrique est linéaire homogene et isotrope si le vecteur polarisation peut se mettre
sous la forme :
P (M,t) =eox.E

P est le vecteur polarisation, ¢ est la permittivité du vide et , la susceptibilité du milieu.
Les équations de Maxwell s’écrivent alors :

- — divP
divE = p+pp _r
. £0 £0
divB=0 _
S 0B
TotE = — —
— at —_ — -
Iot— = En—— = — en—
ag Y ARG ST TR,

On définit la permittivité du milieu ¢ = £,£y.
£, est la permittivité relative du milieu.
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On peut montrer que les équations de Maxwell s’écrivent alors :

divE = "
. E0Er
divB=0 _
- 0B
rotE = —
at ~
— = - OE
rotB = pj + Hog0sr ==

Il suffit en fait de remplacer €y par €pe, dans les équations de Maxwell dans la vide pour
obtenir les équations de Maxwell dans un diélectrique LHI.
On étudie par la suite le cas d’un diélectrique parfait ot p = 0 (pas de charges libres) et

f =0 (pas de courants libres).

On a alors :
dlvl:i:" =0
divB=0 _
— = B
ot = ——
ar
— - 0FE
tB = ppcosr —
ro HOZ0Er —-
2& 1. On calcule le rotationnel du rotationnel du champ électrique pour obte-
nir équation de propagation :

— — — aé
rot (r_’ot E) - gr_aﬁ(div E) _AE = r_’ot(——)
On en déduit :

8= -2 (8) =~ 2 (pgeue, 22
— =——|(ro = —— 08, —
ot o \ /0=,

Pour un diélectrique parfait LHI, 'équation de propagation est :
N PE e 3°E

= WE0Er —5 = = —=

PoS0sr g2 = 252

On pose

On étudie une onde plane progressive monochromatique (OPPM) de la forme :
Ei = Epexp (i (wt —Ei . 0—]‘2)) ﬁy.
On remplace le champ électrique dans l'équation de propagation. On obtient :

- . 1 3E 1 -
- £ 2
AE=—KE= =5 = (-iw)E=—5E
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La relation de dispersion est donc :

w
k=n—
c

2. Milieu 1 :
La relation de dispersion est :

m

o

i1 >0

12

79 >0

r<0

Le champ électrique dans le milieu 1 est :

> > ——SN% SUR— . Y
Ei = Eg; exp (i (wt —k; - OM)) uy + Eo exp (i (wt —k, - OM)) Uy

On applique le théoréme de superposition pour calculer le champ électrique dans
une région.

Milieu 2 :

La relation de dispersion est :

W
k2 =Hnr—
C

Le champ électrique dans le milieu 2 est :
5 o . T AL
E, =E; = Ep exp (1 (wt —k; - OM)) ity

Relation de passage au point ] :

On a continuité de la composante tangentielle du champ électrique. Soit :
Eq=Ep

X

y
0

Le point 7 a pour coordonnées : /
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- kr'x N er - ktx
Les vecteurs d'onde peuvent s'écrire: k; = |0 ; k. =0 ;k =10
ki Ky kiz

On a donc :

Eoi exp (i (wr — l;,- . 6})) + Ep, exp (1 (wt kr I))
- wos (501
r.

Cette relation doit étre vérifiée pour tout

exp(—i(aw——k;-OI)).

On obtient :

Eoi + Eor exp (i ((IE, — E,,) . 57)) = Eo, exp (i ((l_c: — ic}) . 5}))

Cette relation doit étre vérifiée pour tout point I du dioptre, soit :

- - —
(k,— — kr) - O = constantel

On multiplie par :

(Ei — l;,) . 5; = constante2

On réécrit ces deux équations pour un autre point J du dioptre et on fait la
différence. On a alors :

- - —
(h—h)lJ:O
- - —
(h—h)lJ:O

Ces deux relations doivent étre vérifiées pour tout point 7 et J du dioptre.
On doit donc avoir :

avec « et 3 des constantes.
On en déduit que :

On a démontré la premiére loi de Descartes : le rayon réfléchi et le rayon
réfracté sont dans le plan dincidence.

—
On multiplie les deux équations par le vecteur 7J.

On a alors :

- —
(h—h)JJ=O=®M—hﬂLI
(E—E)f?zOz&u—hﬂlJ

On a donc :
k:x = er
ktvc = ktx
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On en déduit comme » < O :
ki siniy = —k;sinr
kl sin i1 = kz sin iz

w w
Onavuquek =n—etk, =nr—.
& i

On en déduit la deuxiéme loi de Descartes :
‘ F = —iy
ni sin il =Ny sin iz

Exercice 18.2 : Coefficients de réflexion et de transmission

avec une incidence normale

On considere deux milieux diélectriques linéaires, homogenes et isotropes. Dans
la région z < 0, I'indice du milieu est n;. Dans la région z > 0, I'indice du
milieu est n,. On considere une onde sous incidence normale se propageant dans
le milieu d’indice n;. Au point d’incidence I, une partie de 1’onde est réfléchie et
1’autre partie est transmise. Les champs électriques incident, réfléchi et transmis

se mettent respectivement sous la forme : Ei = Eo; exp (i (wt —k12)) ﬁy,
Er = rEg; exp (i (wt +k12)) iy et Er = tEqy exp (i (wt — k3z2)) iiy. On rappelle
. = = o — = = = -
les relations de passage : E) — E} = —njp et Bo — By = pojs Anj—s.
€0
1. Exprimer les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude pour le
champ électrique en fonction de n; et n5.

2. Exprimer R et T les coefficients de réflexion et de transmission en énergie en
fonction de n; et np. Calculer R + T.

Analyse du probleme

I1 faut commencer par calculer les champs magnétiques. On peut utiliser les opéra-
teurs V = ik ou V = —ik car on a une onde plane progressive monochromatique
(OPPM) avec les coordonnées cartésiennes. Dans cet exercice, on utilisera
= - -

V=—ik et =iwkE.

On utilisera les relations de passage pour le champ électrique et le champ magné-
tique pour déterminer les coefficients de réflexion et de transmission.

Cours : Calcul du champ magnétique

Dans le cas d’'une OPPM avec les coordonnées cartésiennes, on peut utiliser les opérateurs :
dE r 4

= —jwE TlE=VAE=-ikAE etdvE=V -E=—ik-E.
L’équation de Maxwell-Faraday s’écrit avec les opérateurs :
= aé - = —
ﬁg:—a—? =—ik/\§=—(iw§)
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On en déduit que :

On a vu dans 'exercice précédent que k = n—.

le

ia

I=~T

w
W

C

Remarque : L'opérateur V = —ik est valable aussi pour I’onde réfléchie.

Y%

1. Champ magnétique incident :
Le champ électrique incident est : E; = Eg; exp (i (wt — k1z)) id .

- ki A E, wit- A Eo exp (i (wt — k12)) il
On a donc B, = R R 0i exp (i ( 12)) U,
w C W

Soit :
- niEoi exp (i (wt —k12)) -
B. = — u

2

X
C

Champ magnétique réfléchi :
5 _kAE _w(iis) ArEoexpl(wr +ki2) iy

:—:nl—
w C W

=r

Soit :

> nirEp exp (i (wt +k12)) -
B = u

=r X
C

Champ magnétique transmis :

. kA E, wit; AtEy exp (i (wt — ka2)) uy
Er = =na— -
w c w
Soit :
- nat Eo; exp (i (wt — k22)) -,
Et = - Uy
¢

On en déduit la figure suivante avec la représentation des champs élec-
triques et magnétiques.

Milieu 1 :

Le champ électrique dans le milieu 1 est :

E,=E; +E, = Ey exp (i (wf — ki2)) ity + rEoi exp (i (Wl + k1)) il
Le champ magnétique dans le milieu 1 est :

nirEo exp (i (wt +k12)) .,
X + u
¢ ¢

- ny Eo; exp (i (wt —k12)) -
B, =— u

Milieu 2 :

X

Le champ électrique dans le milieu 2 est :

Ez = E; = tEq; exp (i (wt — k2z)) il
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B, ®

—

k;

@ ——>
5 E

@ B. I dioptre

Ey

—

ki

S S ———

Le champ magnétique dans le milieu 2 est :

- nat Eo; exp (i (wt — k22)) -
B, =— u

X
C

Relation de passage au point 7 :

L'onde incidente arrive sur le dioptre au point I caractérisé parz = 0. Il n'y
a pas de charges et de courants en z = 0. Les relations de passage s'écri-
ventenz =0 :

Il
ls~HissT
(3]

==K
[§e]

On a donc :
Eoi exp (i (wr)) + 1 Eq; exp (i (wt)) = tEo; exp (i (wr))
i Eo;i exp (i (wt)) n nirEo exp (i (wr)) _ natEo; exp (i (wr))
C C C

On obtient :
Il+r=t

ni(l —r)=not
En combinant la premiére et la deuxiéme équation, on a :
ni(l —r)=na(l1+r)

D'ou :
ny—np
K:
ny+n»
On en déduit que t = l—l—gzl—l—nl_nz.
ny+np
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Dol :
2n|
ny+np
Comme r et ¢ sont réels, on les notera r et ¢ dans la question 2.

£:

Le vecteur de Poynting fait intervenir le produit de grandeurs sinusoidales. Il faut
revenir en grandeurs réelles dés qu’on a le produit de deux sinusoides.

2. Onde incidente :

Le vecteur de Poynting de ['onde incidente est :

n Ei
. B AB 1|0 — =% cos (wt —ki2)
I1; = = Eo; cos (wt —k1z) A 0 ¢
Ho Ho |0
0
On a alors :
0
— 0
Hi = HIE(Z)

L cos? (wt — k12)
HoC

La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :

-t
2/,&00

Z

. 2 _
puisque (cos? (wf — ki2)) = >
On considére une surface dS = dS u. orientée dans le sens de propagation
de l'onde incidente.

La puissance moyenne transportée par l'onde incidente est :

S E?
MO)I_ff dS—f[ Ol_’. uz i OIS
2tpc 29

Onde réfléchie :
Le vecteur de Poynting de 'onde réfléchie est :

nlrEOf
= 3 0 cos (wr + k12)
~ E. N B, P
[, = — = — |rEy cos(wt + k1z) A 0“0
Ho Ho |
0
On a alors :
0
—~ 0
M, = nlrzE&-

cos® (wt + k12)
Ho¢
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La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :

(.

2
- nirrE? _
(Hr) — —Ju
2‘!,LoC
On considére une surface dS = —dS U, orientée dans le sens de propagation
de l'onde réfléchie.
La puissance moyenne transportée par l'onde réfléchie est :

- 2E2
Pm(,y,r=f[(nr ds—ff MG —asyi, =" g
C
5 Ho

Onde transmise :
Le vecteur de Poynting de ['onde transmise est :

. nat Ey;
- E, A B, 1 10 — - cos (wt — knz)
[, = — = — |tEy cos (wt —krz) A 0 ¢
Ho Ho |
0
On a alors :
0
- 0
I, = not> E2.

Y cos? (wt — kaz)
HoC€

La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :

22
- natEs5.
(H,) = i
20C

»C’

On considére une surface dS = dS u. orientée dans le sens de propagation
de l'onde transmise.
La puissance moyenne transportée par 'onde transmise est :

2 2 2
nat“E p not* E?

moﬂ—ff i) dS—ff L0 i, = 0
ZMOC

Coefficients de réflexion et de transmission en énergie :
Le coefficient de réflexion en énergie est :
2
Pmo F ny —nz
R — —y’ — rz — J—

Pmoy,i ny +np
Le coefficient de transmission en énergie est :

Pmoy t ny 12 _ 4”]”2

Proy.i M (n1 +n2)
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On calcule R+ T :

n%—anng—l—n% dnin»
(n + n2)* (n) + ny)?

R+T=

On simplifie U'expression :

n% + 2n1n; +n§ _(m + ny)?

R+T= 2 = 2
(n; +n») (n1 +ny)

On obtient finalement :
R+T=1

Cette relation traduit la conservation de 'énergie : toute ['énergie de l'onde
incidente se retrouve dans l'onde réfléchie et l'onde transmise.

Exercice 18.3 : Incidence de Brewster

Deux milieux di€lectriques linéaires, homogenes, isotropes, transparents, d’in-
dices n; = 1.5 et np = 1, sont séparés par une surface plane P coincidant avec
la plan (Oxy). Une onde plane progressive harmonique de pulsation dont le

champ électrique s’écrit E ;= Eo,-e (i (wt — El?)) tombe sur P avec I'angle

. . . - = o
d’incidence i;. On rappelle les relations de passage : £ — E;1 = —nj_» et
&0

By — B = jojs Afia.

1. L'onde incidente est polarisée rectilignement et le champ électrique E; est
Lo
0i

contenu dans le plan d’incidence. Exprimer les rapports des amplitudes r =

elif = E—Ot du champ électrique en fonction de iy, i>, n; et no.
0i
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\ ;
0,8 T
0,6
0,4
0,2 R -
A |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 i1

Déterminer R et T les coefficients de réflexion et de transmission en énergie.
Interpréter le graphe représentant les coefficients de réflexion et de transmission
en puissance en fonction de ’angle d’incidence.

3. L’onde qui arrive sur la surface P est une onde lumineuse naturelle. Pour quel-
le incidence iip la lumiere réfléchie par P est-elle totalement polarisée ?
Exprimer tan i; g en fonction de n; et n».

Analyse du probleme

Cet exercice est le prolongement de I’exercice précédent avec une incidence quel-
conque. Pour calculer les coefficients de réflexion et de transmission en amplitude
du champ électrique, il faut utiliser les relations de passage du champ électrique et
du champ magnétique.

%

1. On cherche a calculer les champs magnétiques incident, réfléchi et transmis.
Champ magnétique incident :
Le champ électrique incident est : E;‘ = E(}f exp (i (wr — ic}.?)).

Le vecteur d’'onde est :

. 0
ki = kl Silli]
—COS 1]
w
avec k| =n|—
¢
On a donc
- LAE  n . N 0
By =——— =—Epy; &P (z (wt —ki.r)) sini; A |COSij
w ¢ —COS 1] sin iy
Soit :
Eo; exp (i (wt = k;?))i’i]
E]’ — sz
C

Champ magnétique réfléchi :
Le champ électrique réfléchi est : Er = EO,, exp (i (wz‘ — E,..F)) s
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Le vecteur d'onde est :

. 0
kr =k1 Sil‘lil
COS ]
w
avec ky =n|—
On a donc
- Er /\Er n . - S 0 . 0 .
Erz—z—gor exp(l (C{)f—kr.r) Siniyp A |COSIy
w ¢ COS [] —sin i
Soit :
_ E,, exp (i (wt —kr.r))nl
ﬁl‘ = — ux
c

Champ magnétique transmis :
Le champ électrique transmis est : E, = Eo: exp (i (wt — E,.F)).

Le vecteur d'onde est :
. 0
k, = k2 sin fz
—COS i2

w
avec kr = nr—
¢

On a donc

- kI A EI nz . T o= 0 . 0 .
B, = = —E, exp (1 (wt — k,.r) Siniz A |[COSi

w ¢ —C0S i7 sin ip
Soit :

E,, exp (i (wt — fc}.?)) no
Qr = - l'_ix

Relations de passage au point d'incidence :

La composante tangentielle du champ électrique et la composante normale
du champ magnétique se conservent. On na pas de charge et de courant sur-
facique.

On a 2 relations de continuité :

E,+E, =E,
Em' + Enr = En!

Onadoncenz=0:

Ep;i cosiy + Ey, cosip = E, cosia
Eony  mkE, n

= E
C c C_OI
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Soit :
COS 1| (1 —|—£) =tcosia (eq.l)
n (1 —r)=na (eq.2)
On multiplie 'équation (1) par ny et U'équation (2) par (—cosiz) :
M7 COS ] + nar COSiy — Ny Ccosip+njrcosip =0
On en déduit le coefficient de réflexion r :

1] COSip — My COS |

r= - .
T N1 COSIp+RnyCOSI

On multiplie 'équation (1) par n; et U'équation (2) par (cosiy) :
nypcosip +nycosiy —nytcosip —natcosip =0
On en déduit le coefficient de transmission ¢ :

. 211 COS i

M COS iy + np cos iy
Comme r et ¢ sont réels, on les notera r et r dans la question 2.
2. Pour calculer le vecteur de Poynting, il faut revenir aux notation réelles.

Onde incidente :
Le vecteur de Poynting de l'onde incidente est :

- E;AB 1 mE? N L
M = —1—= = — 0 cos? (wt —k,-.r) cosi; A|O

Ho Ho  HoC sin i 0

On a alors :
2 0
—_ n]E . = . .
I1; = — 0 cos? (wt — k,-.r) sin i
Ho€ —Cos i1

La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :

0
(ﬁi>:”1_E52f -

. 1
puisque (cos2 (wt — k,-.r)) =3
On considére une surface dS = —dS i, (dS est un élément de surface de la

surface plane P). La puissance moyenne transportée par l'onde incidente

est :
- n Ez.
Proyi = [[ (l'[i) . d_,>S' = iS COS ]
210¢
S
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Onde réfléchie :

Le vecteur de Poynting de ['onde réfléchie est :

. E.AB 1 nE? N 1
, = L —O’"cosz(wz —k,,.r) cosiiy A0
o Ho HoC€ —sin i 0
On a alors :
2 0

- !’l]E N . .

M, = ——% ¢cos? (wt — k,,.r) —sin iy

HoC —COS I

La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :
0

—sin i
—COS i

On considére une surface dS = +dS i, (dS est un élément de surface de la
surface plane P). La puissance moyenne transportée par l'onde réfléchie

est :
- n E2
moyr—[f Hr 3‘:2]—0500311

Onde transmise :

Le vecteur de Poynting de ['onde transmise est :

- E,AB 1 mE} N :
I1, = ! o 270 cos’ (wt —k,.r) cosir A |0
Ko Mo HoC sin i» 0
On a alors :
- ny E? - 0
I1;, = 270 cos’ (wt — kf.r) sin ip
Ho¢ —COS i»
La valeur moyenne du vecteur de Poynting est :
- ny E? 0
(I'Ir) = 270 | Gin iy
HoC | —cos i
On considére une surface dS = —dS i, (dS est un élément de surface de la

surface plane P). La puissance moyenne transportée par l'onde transmise

est:
- — an(z,t
Proy.t = (l'[;) -dS = S cosis
2pgc
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On en déduit les coefficients de réflexion et de transmission en puissance :
: .\ 2
(P) E(z)r B (nl COS ir — N> coszl)

R = = = : :
(P) E}, 1| COS ir + 15 COS i

et

(Py) B Eo; 2ngcosig B 21| coS iy 2ngcosig
(PY  \Ey/) mnjcosiy, \njcosir—+nycosi;/) njcosi
On vérifie que

R+T=1

Cette relation traduit la conservation de la puissance : toute la puissance de
l'onde incidente se retrouve dans l'onde réfléchie et l'onde transmise.

Interprétation du graphe

On vérifie sur le graphe que l'on a toujours R+ 7 = 1.
Pour i > 0,84 rad, on a T = 0. (C'est prévisible puisqu’on a une réflexion

n
totale pour ij; = arccos (—2) =48,2° = 0,84 rad.
n
Pour i > iy, il n'y a pas de rayon transmis. Toute ['énergie de l'onde inci-
dente se retrouve dans l'onde réfléchie.
On constate que pour i;; =0,59rad, on a R =0. Cest lincidence de

Brewster que l'on va étudier dans la question suivante.

3. On cherche a calculer langle iz pour lequel R = 0.
On a deux inconnues : i; et is.
On dispose de deux équations : R = 0 et la deuxiéme loi de Descartes de la
réfraction.
nyCcosir —nrcosip =0
npsini; = no sinis
On va résoudre le systéme par deux méthodes :
Premiére méthode astucieuse

Ona: (nycosiz) (nasinin) = (nycosiy) (nysiniy),
soit sin (2i2) = sin (2i;), donc i} = i» ou 2i, = ™ — 2ij.

La premiére solution est impossible. On a donc i, = 5~ i.

Or n sin il =Hn> sin ig = np COS i] , d'oli
. 2
tanijp = —
ni

Deuxieme méthode un peu plus longue

Il faut éliminer i>. On éléve les deux équations au carré.

2 B PR B ¥
ni (1 — sin i) = n3 cos %i;
n% sin 2i, =n% sin 2y
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2 2
o n< sin iy e
On en déduit : n2 (1 — ——— ) =n3 (1 — sin %,
1 2 2
Uz
On a donc : n3n3 — n{ sin %i; = n§ — nj sin 2i; .
Dol :
4 ) 24,9 3 5
Sinzil_nz_”lnz_ ”2(”2 ”1) B
= 1 T o\ 7.0 N .2 7
ny—ny  (n3—n7)(n3+n7) ny4n
On a aussi :
2
. - - - n
003211 =1- sm211 = 2—'2
n; +nj

En faisant le rapport des deux équations, on obtient la tangente de l'angle

de Brewster :
. ny
tant|1 g = —
ny

Application numérique : i} = arctan (n_g) = 33,7° = 0,588 rad
ny

Lincidence de Brewster est lincidence pour laquelle R = 0 pour un champ
électrique incident contenu dans le plan d’incidence.

La lumiére naturelle n'est pas polarisée. On peut décomposer le champ élec-
triqgue incident en une composante dans le plan d'incidence et une compo-
sante orthogonale au plan dincidence.

Pour l'angle d'incidence i3, la lumiére réfléchie est polarisée rectilignement
selon une direction orthogonale au plan d‘incidence.

Exercice 18.4 : Couche antireflet

276

Un milieu transparent, d’indice N est limité par une surface plane. Cette surface
est recouverte par une couche mince transparente d’indice n et d’épaisseur uni-
forme e. Une onde plane progressive monochromatique (1) tombe sur la surface

. ; - e ot
x = 0 sous incidence normale. Elle donne naissance a une onde réfléchie £, et

une onde transmise E,. L’onde £, tombe sur la surface x = e. Elle donne nais-
-~ ’ ” . =/ - - .
sance a une onde réfléchie E, et une onde transmise £ 5. On rappelle les relations

- - ag _ = = e -
de passage : FEr—FE = —nj2etBy— B = HoJs An]—3.

€0
;
1. Déterminer r le coefficient de réflexion en amplitude r = = dans le cas ol
]
A
e="+—,
4n

2. Comment doit-on choisir n pour éliminer les pertes de lumiere par réflexion ?
Application numérique : N = 1,8.
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région 1 région 2 région 3

1o
T

r)mtql

v

Analyse du probleme

Il faut faire attention au calcul des champs électriques et magnétiques dans les dif-
férentes régions. Il faut écrire les relations de passage du champ électrique et du
champ magnétique en x = 0 et x = e pour déterminer I’indice n.

¢

(D

1. On est dans le vide avec une onde plane progressive monochromatique
(OPPM). On peut en déduire directement les différents champs électriques et
magnétiques :

E, = E;exp(j (wt — k1x)) u,

= Uy AE] E, y -
B, = —— =—=—exp(j (wf —ki1x)) u;
C C
E, = E exp(j (Wt + kix)) u,
=/
” BN E, —E }
ﬁfl = ( u')c =1 = C_l exp (j (wt + kix)) u;

E, = E,exp (j (wf — kax)) il

N E . c
B, — =2 _ _—271 exp (j (wt — kox))u, car v = —
%) c n

E, = E} exp (j (wt + kox)) uy

5 T, A E. —nkE’ .
ﬁfz = ( uj =2 = 72—2 exp (j (wt +kax)) u;
2

Ey = E;exp(j (wt — ksx)) idy

- U ANE; E - g
B; = i —_3]\/'exp(j(w1‘—k3)c))uZ carvy = —
U3 - N

On n’a pas d’approximation surfacique dans I’exercice, simplement des interfaces
entre des milieux différents. On a des di€lectriques dans lesquels il n’y pas de cou-
rants et de charges surfaciques.
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A la traversée de la surface de séparation entre deux milieux différents, on a donc
continuité du champ électrique et du champ magnétique.

2 On écrit les relations de passage du champ électrique et du champ magné-
Y tique pour x =0 :

‘&+5=Q+&

E, - E\ =n(E, - E))

On écrit les relations de passage du champ électrique et du champ magné-
tique pour x = e :

E, exp(—ja) + E; exp(jo) = E3 exp(—ja)

n (E;exp(—ja) — Ey exp(+ja)) = NE; exp(—ja)

2w
avec @ = kre = n—-e.
A
Or d'aprés l'énoncé, ¢ = —. On a donc :

n
B 2 {1 ) T
a_n)\ nd) 2

E +E =E,+E,
El E’ =n(E, - E’)
—JE, + JEQ = —JE;
n(—jE, — jE)) = —jNE;
On a donc E; = E, — E/ que lon réinjecte dans la quatriéme équation.

On en déduit :

On a alors :

E\+E =E,t+E)

E, — E\ =n(E; - Ej)

n(E, +E)) = N (E, — E)
La troisieme équation donne : E5 (N +n) = E, (N —n).
La deuxiéme équation donne :

E g —n(E, —E, N7 _ 2n
S RS S AT Y A T

N4+n
5,5 (£
2n?
La premiére équation donne :

; N —n
E|+E|:E2+E’:[Ez](]+ )

Do : E, = — EY).

!
2 (B _E‘)} N +n
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N —n?
Soit:n*(E, +E|)=(E, —E\)NetE| =E,—.
(—l —1) (—l —1) — =1 N _|_ nz
Le coefficient de réflexion en amplitude est :
N —n?
= —
- N+n?
2. Pour avoir = 0, il faut donc avoir N = n?, soit

n=+N=134
On dit que c'est une couche anti-reflet puisqu’il n'y a pas d’onde réfléchie en
x=0.

A
Si on choisit A = 560 nm, alors ¢ = e 0,104 pm. La correction n'est
n

donc en principe valable que pour une seule longueur d’onde. En pratique les
résultats sont satisfaisants pour presque tout le spectre visible.
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Exercice 19.1 : Coefficients d’'Einstein et durée de vie

d’'un niveau excité

280

On consideére deux niveaux atomiques d’énergie E| et E> (E> > Ep) dont la
population (ou nombre d’atomes par unit€é de volume) est notée respectivement
Ny et N>. On note Ay le coefficient d’Einstein pour I’émission spontanée. A
t = 0, le nombre d’atomes dans le niveau 2 est N3.

1. Définir I’émission spontanée. Déterminer N> en fonction du temps.

2. La constante de temps caractéristique de 1I’évolution est appelée durée de vie
moyenne d’un niveau. Exprimer le temps de demi-vie et la durée de vie moyen-
ne d’un niveau en fonction du coefficient d’Einstein A, .

3. En déduire le temps de cohérence, la largeur spectrale et la longueur de cohé-
rence de la lampe 2 vapeur de sodium sachant que A»; = 5,181 x 10'! s=!. On
rappelle que Av - At ~ 1.

Analyse du probleme

Les coefficients d’Einstein permettent de connaitre la variation du nombre d’atomes
d’un niveau d’énergie. Un bilan pendant df permet d’en déduire I’évolution en fonc-
tion du temps et de définir la durée de vie moyenne.

@ 1. Dans le processus d'émission spontanée, un atome passe spontanément
du niveau 2 en niveau 1 en émettant un photon d’énergie hv = E> — E|.
Les ondes émises ne sont pas cohérentes.

@ Il ne faut pas confondre avec I’émission stimulée qui est une émission cohérente.

Le coefficient d’'Einstein A,y pour 'émission spontanée est défini comme la
@ probabilité d’émission spontanée par atome et par unité de temps.
Pendant dr, la variation de la population du niveau 2 est :

dN>» = — A dt N>

On en déduit l'équation différentielle :
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N2 AN, =0
dt 214V2 —

On intégre cette équation différentielle sachant quar =0, N, = NL? :

N> = Nj exp (—Anit)

Remarque : On retrouve le méme résultat en cinétique chimique pour une réaction
du premier ordre avec un seul réactif.

%

2. On définit la constante de temps de |'‘équation différentielle

dN, 1
—— + —N> =0 en posant :
dt T

|

T = —
Az

Le temps de demi-vie 7, est le temps au bout duquel la moitié de N, a dis-
paru :

NO
N> (1‘1/2) = 72 = Nj exp (—Azlfl/z)

On en déduit : In2 = A1y, soit :

In2

lyp=——
/ Az

3. Dans une lampe a vapeur de sodium, les atomes sont excités par une

1
décharge électrique. Le temps 7= e traduit une incertitude fondamenta-
21

le sur linstant auquel a été émise la radiation. Comme Ar =~ —, on en
T

déduit la largeur spectrale du spectre émis par la lampe a vapeur de sodium.
Lordre de grandeur de la durée de vie moyenne d’un niveau excité corres-
pond au temps de cohérence :

r=—=193x 1025
Anj

La longueur de cohérence est la distance que parcourt la lumiére dans le vide
pendant la durée T, soit :

L. =c7=0,58 mm
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Exercice 19.2 : Inversion de population

On modélise un laser par un systeme a deux niveaux atomiques d’énergie E et
E>(Ex > Eqp). On appelle Ny et N2 la population (ou nombre d’atomes par unité
de volume) de chaque niveau, ¢ le flux surfacique de photons. La probabilité
d’absorption par atome et par unité de temps est o12¢. De méme, la probabilité
d’émissions stimulée par atome et par unité de temps est 02;¢. On admet que
T2 =02] = 0.

1. Définir I’émission stimulée et I’absorption.

2. Montrer que la variation la population 1 due a I’absorption est :
dNj s = —o@Ndf. Que vaut la variation de la population du niveau 2 due a
I’émission stimulée ? Ecrire deux équations différentielles reliant Ny, N> et ¢.

3. On considere que tous les photons se déplacent a la vitesse ¢ dans un cylindre
de section S dans la méme direction. On admet que le flux surfacique ne dépend

d
que du temps. Montrer que d—f = —0¢Nic + opNsc.

4. Comment est le milieu si Ny < Ny ? Etsi N > N ?

5. L’inversion de population peut €tre réalisée par un pompage optique qui exci-
te des atomes du niveau E; vers le niveau E> par un apport d’énergie extérieur.
On le modélise par un terme de source A tel que la variation de la population 2
due au pompage est : dN2 pomp = A2df. On a de méme : dN| pomp = Ajdz. On
peut montrer que 1’émission spontanée du niveau 2 vers le niveau 1 de la transi-
tion laser est négligeable devant 1’émission stimulée. On tient compte des pro-
cessus de dépeuplement des deux niveaux d’énergie par : N> relax = —yN2drf et
dN{ relax = —yN1dt. On pose D = N, — Nj.

a) En I’absence d’absorption et d’émission stimulée, écrire I’équation différen-
tielle régissant D. En déduire la constante de temps de 1’évolution et la valeur
finale de D notée D.

b) On tient compte de 1’absorption et de I’émission stimulée. Montrer que 1’équa-

dD -
tion différentielle peut se mettre sous la forme : e —y (D — D) —20¢D.

¢) On tient compte des pertes dans la cavité (absorption des photons sur les
miroirs, prélevement d’une partie du faisceau pour utiliser le laser ) que 'on

modélise par dg,.es = — K ¢dt. Montrer que I’équation différentielle régissant ¢
d

peut s’écrire : d—(f = — K¢ + opcD. Interpréter les deux termes dans le membre

de droite.

d) Quelle est la condition sur D pour obtenir une €émission laser ?
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Analyse du probléeme

On modélise un laser a deux niveaux. On peut montrer qu’avec un laser a trois ou
quatre niveaux, on peut se ramener a I’étude d’un modele a deux niveaux pour une
étude simplifiée. Il fait bien le bilan pour chaque niveau afin d’obtenir les équations
différentielles sur Ny et No. L’équation différentielle sur le flux surfacique est un
peu plus délicate.

1. Absorption : Un atome au niveau dénergie E| peut absorber un photon

ZQ incident d’'énergie hv = E, — E| et passe alors au niveau E».

Emission stimulée ou induite : Un photon incident d'énergie
hv = E> — E peut forcer un atome au niveau excité E, a revenir au niveau
E;. Latome émet alors un second photon d'énergie hv = E>» — E| et les
deux ondes associées a ces deux photons sont cohérentes. Londe incidente
et londe émise ont donc la méme phase. Ce processus est a la base du fonc-
tionnement des lasers puisque le faisceau incident s'enrichit en photons
identiques et il y a amplification de lumiére.

Remarque : L'émission stimulée a été prévue par Einstein en 1917. Elle est cohé-
rente alors que I'émission spontanée est incohérente.

2@ 2. Absorption : On raisonne pendant dz. La probabilité d'absorption par

atome et par unité de temps est o¢. Pendant dz, la probabilité d'absorption

par atome est o¢dr. La population du niveau 1 est Ny. Le nombre d'atomes
par unité de volume qui passe du niveau 1 au niveau 2 est : c¢o/Ndr. On en
déduit que :

dN{ abs = —0@ON1dt = —dN2 abs
Emission stimulée : On a de méme :

dNz i = —0ONa2dt = —dN| g

Remarque : Dans I’émission spontanée, il n’y a pas besoin de photon incident. La
variation de la population est indépendante du flux surfacique alors que pour I’émis-
sion stimulée, un photon déclenche le processus. La variation de la population
dépend donc du flux surfacique de photons.

On fait un bilan de la variation de chaque population pendant dr.

Z& e Bilan sur le niveau 1 pendant dr : La variation de la population du
niveau 1 est due a labsorption et a [émission stimulée, donc
dN| = dNj abs + dN| i = —0@Ndt 4+ o Nrdr. On en déduit l'équa-
tion différentielle :

dN
d_rl 4+ opNy = o N,
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e Bilan sur le niveau 2 pendant dr :
dN> = dN3 4ps + dN> g = o Ndt — o N,dt.
On en déduit l'‘équation différentielle :

dN
d_I2 + 09N, = o¢p N,

3. a) Premiére démonstration :

A un instant 7 : On définit ¢ (¢) le flux surfacique de photons. Pendant dr,
@ (t) Sdr photons passent a travers une surface S. Il y a création et absorp-
tion de photons dans le volume Sc dr (comme partout ailleurs dans le cylindre).

® Le nombre d'atomes par unité de volume au niveau 1 qui sont absorbés
pendant dr est c¢N;ds. Le nombre de photons absorbés pendant dr est
donc :
(cpNdt) (Scdr)

® De méme, le nombre de photons créés par émission stimulée pendant d¢
est :
(o Nodt) (Scdr)

A un instant r + dz : le nombre de photons qui passe a travers cette méme
surface n'est pas le méme qu'a ¢ puisque certains photons ont été absorbés
ou d'autres ont été créés dans le cylindre pendant dz. On a alors :

¢ (t+dr) Sdt = ¢ (t) Sdt — (6N dt) (Scdt) + (opNodt) (Scdr)
Dot:p(t +dt) = o (t) — (cpNdt) (¢) + cdN,dr (¢). On en déduit que :

do , ,
O = —0¢pNic + c@pN>c

b) Deuxiéme démonstration :

On cherche d'abord la relation entre le flux surfacique et n le nombre de pho-
tons par unité de volume.

Les photons qui traversent la section § pendant dr ont parcouru dans le

cylindre la distance cdr et sont donc compris dans le volume Scdr.
On a donc ¢Sdr = nScdt, soit :

¢ = nc
On fait un bilan du nombre de photons compris dans le cylindre de section §
entre x et x4dx pendant dr :
La variation du nombre de photons est égale a ce qui rentre — ce qui sort +
ce qui est produit — ce qui disparait :
® Le nombre de photons qui rentre est égal au nombre de photons qui sort
car tous les photons vont a la méme vitesse ¢ et le flux surfacique de pho-
tons est le méme en tout point du cylindre.
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e Le nombre d'atomes absorbés par unité de volume du niveau 1 est
o¢@Ndt. Le nombre de photons absorbés pendant dr est :

(o¢pN1dt) (Sdx)

® De méme, le nombre de photons créés par émission stimulée pendant dr
est :

(cpN>dr) (Sdx)
Le bilan du nombre de photons s'écrit :
n(t+dr) Sdx —n(r) Sdx = — (0N dr) (Sdx) + opNodt (Sdx)

Dou : n(t+dtf) —n(t) =—(oc¢pNdt)+ ocpN>dt. Comme ¢ = nc,
alors :

d
d—? = —0@Nic + coN>c = opc (N, — Nj)
. do
4. Si N> < Ny : On a alors m = o¢c (N — Ny) < 0. On observe une
diminution du nombre de photons. Le milieu est globalement absorbant.

d
Si N> > N; : On a alors d—? =o¢c (N, — Ny) > 0. Ily a plus d’émission

induite que d'absorption. Il y a amplification du flux surfacique de photons.
Ce phénoméne a la base du fonctionnement du laser. On dit que L'on a une
inversion de population car a l'‘équilibre thermodynamique, les niveaux
d'énergie suivent la loi de Boltzmann :

N, ep(—i%) E| — Es
N ) <!
1 exp (_I‘(B_!T) B

5. a) On fait un bilan de population pendant dr :

dN

d_fl = —’YNl + A[ .

dN, = dNQ‘re]ax + dNQ,pomp = —’YNQdI + Aodt, soit :
dN>

—= = —yN> + M.

T YN2 + A2

On fait la différence des deux équations différentielles.

. dD )
On obtient : T = —yD + Ay — Ay, soit:

dD
— D=M-—)\
7 + 7 2 1
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A A — A
et D = 2 :

1
On pose 7= — . La résolution donne :
i i

! -
D:Aexp(——) + D
T
b) On fait un bilan de population pendant dt en rajoutant la contribution de

'absorption et de ['émission stimulée pour chaque population :

dNy = le,relax + le,pomp + le,abs + le,sti
= —~yNdt + \dt — cpNdt + c@N>dt

dNZ = dN2,relax + dN2,p0mp + dNZ,abs + dNZ,sti
= —yNodt + \odt 4+ o N dt — o Nodt

En faisant la différence des deux équations, on a :
dD = —yDdt + (A — A1) dt — o Ddt — o¢pDdt, soit :

dD
o —yD + (M2 — A1) — 200D
A A - A
Onaposé: D= 2 L
Y
dD A — A
Onaalors : — = — (D — M) — 200D, soit :
dr ¥
dD ~
- = (D . D) — 206D (eq.1)

Le premier terme de droite traduit le phénoméne de relaxation et un retour

a ['‘équilibre avec une constante de temps égale a 7= —.
v

Le deuxiéme terme de droite dépend du flux de photons et de (N, — Ny).
C'est un couplage non linéaire entre le flux et D.

c) On a vu que dans la question 3. que : d¢ = o¢c (N2 — Ny) dt.

Il faut rajouter la variation de flux surfacique due aux pertes dans la cavité.
L'équation précédente devient :

dop = og¢c (N2 — Ny)dr — Kodr
On en déduit l'équation différentielle :

d
d—? =—-Ko¢+opcD (eq.2)
Le terme —K ¢ traduit les pertes dans la cavité.

Le terme o¢c D tient compte de l'absorption et de I'émission stimulée dans
la cavité.
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d) Pour avoir une inversion de population, il faut avoir D > 0.

Cette condition ne suffit pas car il y a deux effets dans l'‘équation 2 : les
pertes dans la cavité font diminuer le flux surfacique alors que le terme
oocD fait augmenter le flux de photons si D > 0. (C'est un couplage non
linéaire entre le flux et D.

Pour que le gain soit supérieur aux pertes, il faut que —K¢ 4+ o¢cD > 0,
soit :

K
D> —
i

Exercice 19.3 : Oscillateur a pont de Wien et laser

On considere le filtre de Wien ou les résistances R sont identiques ainsi que les
capacités C des condensateurs. On prendra R = 10 kQ2 et C = 10 nF.

Ve R C—F— |Vs

1. Exprimer la fonction de transfert sous la forme sous forme canonique. Quelle
est la nature du filtre ? En déduire I’équation différentielle reliant V¢ et Vg en
fonction de R et C.

2. Pour compenser |’amortissement, on couple le filtre de Wien a un amplifica-

teur linéaire intégré (ALI) idéal en régime linéaire. Les courants d’entrée de
i

R
I’ALI sont nuls et = Vg+ — Vg- = 0. On pose K =1+ R

R
R
2 _— 2
+
o
C— TVS RC

Déterminer I’équation différentielle régissant I’évolution de Vs(¢) en fonction de
K, R et C. A quelle condition la solution de cette équation est-elle purement
sinusoidale ?

Que se passe-t-il si le terme (3 — K) est strictement négatif ? Quel phénomene
peut limiter la croissance de I’amplitude des oscillations ? Expliquer I’analogie
avec I’oscillateur optique que constitue le laser ?
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Analyse du probleme

On calcule la fonction de transfert en utilisant un diviseur de tension. On peut en
déduire 1’équation différentielle. Le terme en dérivée premiere traduit le terme
d’amortissement. Pour compenser le terme d’amortissement, on utilise un étage
d’amplification avec un ALI.

Y%

(D

Calcul de la fonction de transfert :

9

VE[ - ZIH'] Tvs

On a le schéma équivalent en définissant :

1 i : ;
e 7o =R+ o association série de la résistance et du condensateur
£2 iCw

1
L ] Zl: chw — R

du condensateur

association paralléle de la résistance et

On reconnait un diviseur de tension :

. Vs Zi 1 1
E(_]QJ) — % = 7 _|_Z = _ Zn = 1 1+jRCW
XE 2l Ted l—I—Z=I 1+(R+jcw)( JR )
On a alors :
H (jw) | 1
I \jw) = : 7 1 1
1+% l—l-jRCw—l-Z—jRCw

Finalement, on obtient :

|

T34 ) (RCw— 1)

H(jw)

I’identification avec un passe-bande pose souvent des difficultés. Il faut mettre 3
en facteur et identifier les différents coefficients de la fonction polyndome.

RC
'gz—eth():

1
L'identification donne : Hy = 3 o 3 3RC"
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1
En faisant le quotient des deux derniéres équations, on a wj = W’ soit
{0 RC 1
wy=——=¢@ =wo—— = <.
7 RC 3 73
1
C'est un filtre passe-bande dont la pulsation de résonance est wy = RC"
La largeur de la bande passante a -3 dB est :
“wo
Aw = —
0

|
Comme Q = 3 le filtre n'est pas trés sélectif. La résonance est floue.

Obtention de l'équation différentielle :
On multiplie la fonction de transfert par j RCw au numérateur et dénomi-
nateur pour faire apparaitre des termes en (j RCw)" avecn = 0 :

1 jRCw Vs

3+ j(RCw— zt=)  3jRCw+ (GRCw)* +1 Vg

Onaalors : (3jRCw+ (jRCw)* + 1) Vs = jRCwVE.
On en déduit l'équation différentielle en remplacant formellement jwVs par

dv d>v dv dv.
— et (jw)?Vs par — :3Rcﬁf+4Rcfvg+vg=RC—li

H(jw) =

dr dr? dr
dou :
Vgt = Vg4 08 %(1)
E— = cq.
*TRC T (RCY T RC .
2. R
R |A
%{: - o,
+
i I
R
C::/P%HRC

W

LALI est idéal, donc V; = V_ = Vg = V4. On applique le théoréme de
Millman au point A :

R R
Vi= 8 Vg = Vs
Ly L T R+R
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R+ R
D'od Vi = L

Vg = KVs.

.. X .. .. : Vs VB KVS
D'aprés la question précédente : Vg + — Vg + = =

RC (RC)> RC RC
car it =0.
On a alors :
Vot Kyt V5 0eq2)
= €q.
STTRC T (RO !

On a vu que le terme d’amortissement correspond au terme en Vs dans

'équation différentielle (1).

Avec le montage avec l'ALI, l'équation différentielle devient (eq.2). Le terme

d’amortissement peut s'annuler pour K = 3.

On a alors Vs + w(’;VS = 0 et la possibilité d'avoir un signal sinusoidal en

sortie. Ce signal sera alors de pulsation wy.

Lorsqu'on réalise le montage en travaux pratiques, V¢ =0 a ¢t = 0. Pour

observer des oscillations, il faut avoir K > 3. Avec un oscilloscope a mémoi-

re, on observe la naissance des oscillations avec un régime pseudo périodique

divergent. La saturation de IALI limite la croissance de l'amplitude des oscil-

lations. On a ensuite une succession de phases d’amplification et d’amortis-

sement. Si K est proche de 3, on observe un signal quasi sinusoidal.

L'étage d’amplification dans le montage électronique est le montage non

inverseur (ALI avec les deux résistances R et R’).

La non-linéarité de ['ALI est donc indispensable pour obtenir des oscilla-

tions quasi sinusoidales a la pulsation.

On retrouve des analogies entre l'oscillateur a pont de Wien et le laser qui

est un exemple d'oscillateur dans le domaine optique.

On trouve trois éléments fondamentaux dans un laser :

¢ Un milieu actif (ou milieu amplificateur) qui permet d'amplifier le rayon-
nement.

¢ Un dispositif de pompage qui produit linversion de population dans le
milieu actif.

® Une cavité qui joue le role de résonateur optique (voir exercice « Cavité
résonante »). Elle est limitée par des faces partiellement réfléchissantes
entre lesquelles est placé le milieu actif. Les ondes « piégées » entre les
deux miroirs réalisent un grand nombre d‘allers et retours a lintérieur de
la cavité avant de s'en échapper, provoquant ainsi une amplification de
['émission stimulée. On a vu que la cavité de longueur L ne sélectionne

. P ¢ . .
que certaines fréquences : v = Ni avec N un entier. Chaque fréquen-

ce ainsi définie et contenue dans la bande de fréquence de la raie due a
l'émission stimulée définit un mode du laser.

On a dans tout laser un résonateur optique avec une amplification du
signal d'entrée.
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Exercice 19.4 : Cavité résonante

On considere deux plans disposés en z = 0 et z = —£. Un champ électromagné-
tique peut se propager entre ces deux plans. On appelle r le coefficient de réflexion
pour le champ €lectrique avec —1 < r < 0. Un dispositif non représenté crée en
z = —¢t at =0 une onde incidente E; = Ey exp (i (wt — kz)) u;. On note E, le
champ électrique se propageant dans le sens positif, apres avoir subi une réflexion
sur P(0) puis une sur P(—£). On pose ¢ = 2kl, R =r et Iy = ES.

P(=1) P

)
—

SOANNRNRRN

NOONNNNNN

1. Ecrire I’expression de E] al’aide de Ey, R, ¢ etexp (i (wt — kz)).

2. Ecrire de méme I’expression des champs E 9 E 3,...,E, se propageant dans le
sens positif aprés_avoir subi respectivement : 2 réflexions en P(0), 2 réflexions
en P(—¢£) pour E,, 3 réflexions en P(0), 3 réflexions en P(—£) pour E;, n
réflexions en P(0) et n réflexions en P(—¢) pour E,.

0.}
3.0npose E = Zﬁn. Exprimer a I’aide de Eg, R, ¢ etexp (i (wt — kz)) I’am-

n=0
plitude A de E .Onpose | = A-A%et )= E%. Exprimer I’intensité / a ’aide
I
de Iy, R et ¢. On représente les courbes ;qﬁ) pour R = 0,2 et pour R = 0,96.
0
Calculer le contraste pour les deux courbes ?
I(#) ()
600 | lo
500
400 R=0,96 R=0.2
300
200
) DG
—2 0 2 4 6 —2 0 2 4 6
@ ¢
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4. Déterminer pour R = 0,96 les fréquences pouvant se propager avec une inten-
sité non négligeable. Quel est I'intérét du dispositif ?

Application numérique : ¢ = 3,0 x 10 m.s™!'; £ =0,30m ; R = 0.,96.

Analyse du probléeme

Dans ce probleme, on étudie I'influence du coefficient de réflexion sur le champ
résultant dans une cavité et montrer que 1’on peut avoir des champs électriques avec
des amplitudes importantes et retrouver des ondes stationnaires étudiées dans
I’exercice précédent.

On a une OPPM qui se propage dans le vide. On a €tabli dans I’exercice 15.1 I’equa-
tion de propagation et la relation de dispersion : w = kc.

2@ 1. On considére une onde incidente de la forme : Egexp (i (wt — kz)). Elle

. o ¢
arriveenz =0 a linstantr =1t = —.
C

Pourt >t :

On a une onde réfléchie qui peut se mettre sous la forme :
((e(-2)+=))
rEgexpli{lw|t——-)+kz
c

14 14
@ Cette onde n’existe que pour 7 > —. On a un décalage temporel de — par rapport a
c c

I’onde incidente. On a bien +kz car I’onde se propage suivant —i .

2& En développant, on a:

(Hren-3))
rEgexp|i|wt +kz — —
¢

D’aprés l'énoncé, on a :

C c

L'onde réfléchie peut se mettre sous la forme :

rEg exp (i (wt + kz — g))

. 74
Cette onde arrive en z = —¢€ pourt =t = 2—.
&

wl ke ¢
2

Pourt >t :

On a une onde réfléchie qui peut se mettre sous la forme :

crn( - 2) )
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14 I
Cette onde n’existe que pour > 2—. On a un décalage temporel de 2— par rapport
v ¢

a I’onde incidente. On a bien —kz car I’onde se propage suivant +if.

Londe peut s'écrire :
r?Eq exp (i (wt — kz — ¢))

D'aprés l'énoncé, on pose R = r2.
Le champ électrique £, peut se mettre sous la forme :

E, = REgexp (i (wt —kz — §)) il

2. Cette onde arrive en z = 0 pourf = t3 = 3.
@
Pour ¢ > t3 :

On a une troisiéme réflexion en z = 0. Le champ électrique est de ['onde

réfléchie est :
3k¢
rPEq exp (i (w (t — —) + kz))
e
3
r3Eg exp (i (wr +kz — ;)))

: £ .
Cette onde arrive en z = —¢ pour t = 14 = 4—. Le champ électrique est de
¢

On a donc :

l'onde réfléchie est :

Pourt > t4 :
On a une quatriéme réflexion en z = —£. Le champ électrique est de ['onde

réfléchie est :
4kl
r*Eq exp (i (w (t — —) — kz))
¢

r*Egexp (i (wt — kz — 2¢))

On a donc :

Le champ électrique Ez peut se mettre sous la forme :

E, = R*Egexp (i (wt — kz — 26)) iiy

-

On peut généraliser facilement et en déduire le champ électrique E, qui
peut se mettre sous la forme :

-

E, = R"Eyexp (i (wt —kz — no)) ity
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2 Le contraste est défini par :

%

3. Le champ résultant est :

E = Egexp (i (wt —kz2))[1 + R exp (—i¢) + R* exp (—i2¢)
+...+ R" exp (—ing) + ]
On peut mettre le champ électrique sous la forme E = A exp (i (wt — k2))

avec A qui correspond a la suite géométrique.
Lamplitude du champ résultant est :

Ey
I — Rexp(—ig)
puisque R <1 et lim R" — 0.

n—> 00
Lintensité est :

I =AA" = ; .
- 1 — Rexp(—i¢) 1 — Rexp(io)

E}
T 1_Rei®— Rei+ R2

A=

On obtient :
Iy
I =
1+ R —2Rcos ¢

en posant : Iy = Ej.

. Imax — Imin

B Imax + Imin

. Iy
Imax est obtenu pour ¢ = 0, soit Jyax = I+ R2_2R
: Io
Inin est obtenu pour ¢ = 7, soit I, = I+ R212R
Calcul de Imax + Imin ¢
Iy Iy

Iax Ii=
max + fimin 1+R2—2R+1+R2+2R

Ih[1+R*+2R+ 1+ R*-2R]
a (1-R?*(1+ R)?

On a donc :
21 (1 + R?)
(1 —R)*(1+R)

Irnax iz Imin s
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Calcul de /ipax — Iinin ¢

Iy Iy
1+R2—2R 1+ R2+2R
I[l+R*+2R—1— R>+2R]

(1 —R)>(1 + R)?

Imax - Imin =

On a donc :

4RIy
(1—R)>(1 4+ R)?

Imax - Imin =

Le contraste vaut :
Imax - Imin _ 2R
Imax + Imin 1 + R2

Im‘x
Pour R = 0,96 : C = 0,999 et I“ = 625.
0

IITIB.X

Pour R =0,2 : C =0,38 et

= 1,56.

Iy
On a un contraste bien meilleur pour R = 0,96. On a une résonance trés
précise.

4. On cherche les fréquences qui peuvent se propager.
Pour avoir une intensité qui ne soit pas négligeable, il faut avoir

2 4 A
d=27N =2%te=2"¢=""p "2,
A cT c

La condition sur la fréquence est :

c
v=—N
24
Application numérique pour N =1 : v = 500 MHz.
Les fréquences multiples de 500 MHz donnent donc trés rapidement des
ondes stationnaires d'amplitude non négligeable.
On a donc une cavité résonante avec amplification du signal d'entrée.

Interprétation qualitative :

e Soit 2¢ = ct’ avec t’ le temps mis & parcourir la zone d'interaction. Si le

signal a une période égale a —, l'onde qui subit deux réflexions est en
C

phase avec l'onde incidente. Le champ résultant sera donc plus grand que
le champ de l'onde incidente. Comme le coefficient de réflexion est proche
de 1, peu d'énergie est perdue a chaque réflexion. Il faut donc un trés
grand nombre de réflexions avant d'avoir une amplitude négligeable. On

295



Partie 5 - Ondes

Copyright © 2014 Dunod.

296

a vu que lintensité est 625 fois plus importante que lintensité de l'onde
incidente.

24
® Si la période du signal est N fois plus petite que —, ou une fréquence N
c
c
fois plus grande que Y on a encore une amplification du signal.

c
e Par contre, si la fréquence de l'onde incidente est différente de NZ_E' l'in-

tensité résultante est quasi nulle. On a une amplification trés sélective.

Remarque : On peut calculer la largeur a mi-hauteur définie par

AQS IITIB.X - - - .
IfoX— ) = . On peut en déduire la largeur Av en fréquence avec la relation

Arv =

&

2

AQSC . ’ ~ P . .« .
ey Pour avoir une résonance tres précise, il faut donc allonger la cavité.
.

2

Dans un laser, on trouve trois éléments fondamentaux :

® Un milieu actif (ou milieu amplificateur) qui permet d'amplifier le rayon-
nement.

® Un dispositif de pompage qui produit linversion de population dans le
milieu actif.

e Une cavité qui joue le role de résonateur. Elle est limitée par des faces
partiellement réfléchissantes entre lesquelles est placé le milieu actif. Les
ondes « piégées » entre les deux miroirs réalisent un grand nombre d'al-
lers et retours a l'intérieur de la cavité avant de s'en échapper, provoquant
ainsi une amplification de L'émission stimulée. On a vu que la cavité de

: . ) c
longueur L ne sélectionne que certaines fréquences : v = Nﬁ‘ Chaque

fréquence ainsi définie et contenue dans la bande de fréquence de la raie
due a 'émission stimulée définit un mode du laser.
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Interférences

Exercice 20.1 : Trous d'Young et largeur de la source

On considere deux trous S; et S identiques, distants de a. Les distances D et d
sont tres grandes devant a. L'indice de I’air vaut 1. La source de lumiere de lon-
gueur d’onde dans le vide A\ est placée en S.

1. Comment s’appelle le dispositif ?
2. Démontrer la formule des interférences a deux ondes.
3. Calculer I’éclairement en un point M de I’écran. Que vaut I’interfrange ?

4. On tient compte de la largeur b de la source S. Représenter graphiquement le
contraste de la figure d’interférences en fonction de b.

N
\
A
v

Analyse du probléme

Cet exercice traite du montage classique des trous d’ Young avec un objet a distan-
ce finie. On étudie I'influence de la largeur de la source sur le contraste. On obser-
ve un brouillage de la figure d’interférences avec une source large.

Cours : Une onde monochromatique peut se mettre sous la forme :
s(M,t) = A(M)cos (wt — ¢ (M))
La notation complexe s’écrit :
s(M.1) = A(M)exp (i (¢ (M) —wr))
L’amplitude complexe est :
a(M)=A(M)exp(ip(M))
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Attention : on peut rencontrer dans les exercices une autre convention
s =Aexp(i (wt —¢@)) au lieu de s = A exp(—i (wt — ¢)). L’amplitude com-
plexe s’écrit alors : @ = A exp (—i@)

Cours : L’éclairement est défini : ¢ (M) = Ka (M) a* (M). K est un coefficient de propor-
tionnalité que 1’on prend parfois égal a 1 dans certains exercices.

Dans un milieu homogene et isotrope, 1’énergie lumineuse se propage de facon rectiligne
selon des directions que I’on appelle rayons lumineux.

On rencontre deux dispositifs pour obtenir deux ondes a partir d’une seule onde :

* division du front d’onde : les deux ondes proviennent de rayons lumineux différents issus
de la source avec une division géométrique.

* division d’amplitude : les deux ondes proviennent du méme rayon lumineux issu de la
source dédoublé ultérieurement par une division énergétique.

Le chemin optique entre A et B dans un milieu homogeéne d’indice n est est noté L ou
[AB]. Il est égal a :
[AB] =nAB

Deux ondes peuvent interférer si elles sont cohérentes, ¢’est a dire qu’elles doivent avoir la
méme pulsation, provenir de la méme source principale (division du front d’onde ou divi-
sion d’amplitude) et du méme train d’onde (la différence de marche doit étre inférieure a
la longueur de cohérence).

Dans le cas ou les ondes sont incohérentes, on fait la somme de leurs éclairements.

Dans le cas ou les ondes sont cohérentes, on fait la somme de leurs amplitudes.
L’éclairement est donné par la formule de Fresnel :

eM)=e1(M)+e2(M)+2\/e1 (M)ex (M) cos (Ap(M))
A¢ est le déphasage entre I’onde 2 et I’onde 1. On peut I’exprimer avec la différence de
marche au point M :

2
Ap (M) = /\—Zé(M)

Ap est la longueur d’onde dans le vide.
L’ordre d’interférences est :
0

P=)\—0

On rencontre trés souvent le cas particulier ol les deux ondes ont le méme éclairement &¢.
La formule de Fresnel s’écrit alors :

2& 1. C'est un dispositif a division du front d'onde puisque les deux ondes pro-
viennent de rayons lumineux différents issus de la source § avec une divi-

sion géométrique.

2. Amplitude complexe de l'onde 1 :

Au point M, la vibration de Uonde 1 est : s; = A} cos (wr — ¢y).




Copyright © 2014 Dunod.

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 20 - Interférences

La vibration complexe est : s; = Ay exp (—i (wr — ¢;)).
L'amplitude complexe est : a; = A exp (i¢;).

Amplitude complexe de l'onde 2 :

Au point M, la vibration de londe 2 est : s, = A cos (wr — ¢»).

L'amplitude complexe est : ap = Az exp (i,).

Amplitude totale :
Pour des ondes cohérentes, on fait la somme des amplitudes complexes :

a=a+a = Ajexp (id)l) + As exp (iqﬁz)
L'éclairement est :
¢ = Kaa”
=K (Arexp (i¢)) + Azexp (i) (A1 exp(—ig;) + Az exp (—i,))

On a alors :
e=K (AT + A3+ AjAsexp (i (¢ — 1)) + A1Az exp (=i (¢, — 1))
On pose A¢ = ¢ — ¢y, soit :
e=KA] + KA} +2K A As cos (Ag)
Finalement, on obtient :

€ =¢1 + e+ 2./e14/E2 cos (A¢)

Dans le cas particulier trés fréquent ol les deux ondes ont le méme éclaire-
ment €9, on a :

e(M) =20 (1 + cos(Ap(M)))
3. La différence de marche est :
d(M) =[S M] = [SSIM] = nyir (SSH2M) — (SS1M))
= (SSHM) — (S5 M)

puisque lindice de l‘air vaut 1.
Comme SS| = SS,, alors 6 (M) = SsM — SiM

1} a
= —= X
818 ) 02:My
-D -D 0
2
ay? (x—%5)" , ¥
Onad :SM=\/( ——) 24y p2=pyf14 2L
n adonc: S X > + ¥y + + D2 +D2

On fait un développement limité a l'ordre 1 :

_a)? 2
S1M:D(l+(x :) 42 )

2D? 2D?
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De méme, on obtient :

a)? 2 . a\2 2
52M=D\/l+%+%=l)(l+(x+2) 4 y )

La différence de marche est :

_ (+9)° (=%, ¥
5(M)_(D(]+ 2D? +2D2)_D(l+ 2D? +2D2))

Soit :

x2+%2+ax x2—|—§—ax ax
O(M)=D — D = —
2D? 2D? D
Lordre d'interférences est :
_0M)  ax
X XD

@ Il faut connaitre ce résultat par coeur et étre capable de le redémontrer trés rapi-
dement.

La formule de Fresnel s'écrit :

%

e(M) = 250(1 + cos (27 p) )

On a donc des franges rectilignes perpendiculaires a Ox car a p fixé, x est fixé.
Pour calculer linterfrange, on utilise la relation : p(x +i) = p(x) + 1.

Remarque : Si I’ordre d’interférences p est une fonction décroissante de x, on uti-
lisera la relation p (x +i) = p(x) — 1.

a(x+i ax . . XD
Z@ On a donc : ( ) +1, ce qui donne : i = 22—
)\()D )\oD a
4. 7
J\I \LE\GB
LM
S1
P 0.
S \/ ® "2
Yy
So
d = ’
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Attention au paramétrage. Il faut prendre I'initiative de définir un point P d’abs-
cisse x’ et considérer un élément de longueur dx’ centré sur P. On peut alors appli-
quer la formule de Fresnel pour dx’.

La différence de marche entre les deux rayons lumineux est :

0=[PSM]—[PS\M]=(PS:M)— (PSM)
={PS — PS1}+{5M — S M}

ax
On a vu dans la question précédente que : SsM — S|M =~ ik
!
De méme, ona: PS, — PSS, = %.
La différence de marche vaut donc :
!
ax ax
0= —+ —
D i+ d

La fente source a une largeur b. Il faut considérer un élément de longueur
dx’ autour de P. La contribution de l'éclairement di a dx” au point M est :

de (M) = 2A0dx’ (1 + cos (%6))
0

. b b : ;
Il reste a intégrer x” entre —3 et > pour calculer ['éclairement total au point

M.

Remarque : On fait la somme des éclairements puisque les différents éléments dx’
sont des sources incohérentes.

%

On a donc :

Ry — XFJr%ZA d (1 27 fax  ax’
e(M) = - 0 + cos o 54_7

z

Soit :
b
2Ag sin (2—2 = + %c’)) i
e(M)=2Apb + o
o d &
2
Dol :
e(M) =

Aood [ (2m(ax a(§)\) _ . (27 (ax  a(-3)
2A0b | — —Ssmi —\ -
ob + = |:sm()\0 ( D + 4 sin N\ D + r

Or sin p — sing = 2 sin (p_;q) cos (m) , d’oll
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(M) = 2A0b + ApAod 5 i wab 27 (ax)
€ = sin| — )Jcos|{ — (—
0 wa /\Qd /\0 D

in (mlb)
On pose I' = sinc (Wab) = Aod
Xod mab
Nod
L'éclairement s'écrit sous la forme :

2
(M) =2Apb (l + I" cos (/\—7; (%)))

Si b est trés petit, la fonction sinus-cardinal vaut 1. On retrouve la formule
classique des interférences de la question 1.

Si on fait varier x, le terme dans le cosinus est un terme variable alors que
le terme dans le sinus cardinal est un terme constant.
Le contraste de la figure d'interférences est défini par :
€max — €min
C=——-—

Emax T Emin
Lorsque x varie, on a : emax = 2A0b (1 + |T'|) et epmin = 2A0b (1 — |T])
(I+IT) = =1T)) . (mb)|
= = smnc | ——
(I+1T) + (1 —T)) Aod

Quand le contraste diminue, on a des franges de moins en moins contrastées.
Pour C = 0, on ne peut plus faire la différence entre les franges brillantes

et les franges sombres.
. mab 0 soit mab i
sinc| — )| = 0, soit — = n7 avec n entier.
Aod Aod

Dol :

I =

Le contraste est nul pour

Aod
Le premier brouillage a lieu pour pourn = 1, soit b; = 29% Les autres ont
a

lieu pour b, = nb;.

0,8 1
0,6
0, 4 -

0, 2 A
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Exercice 20.2 : Etoiles a l'infini et fentes d'Young

On considere deux étoiles a I’infini faisant entre elles un angle « tres faible, de
méme €clairement €y, de méme longueur d’onde. La lumicre est diffractée par
deux fentes S; et S, identiques, distantes de a et tres fines. Un écran est placé
dans le plan focal d’une lentille convergente de distance focale f” située apres les
fentes d’ Young.

1. Calculer I’éclairement dii a chaque étoile en un point M de 1’écran.

2. Déterminer le contraste de la figure d’interférences et en déduire pour quelles
valeurs de a on observe un brouillage.

A A Y
étoile 1 I
90/
étoile 2
¢toile 1 z
|~
étoile 2
v I
— >

Analyse du probleme

Cet exercice étudie le montage classique des fentes d’Young avec deux étoiles a
I’infini. Dans I’exercice précédent, 1’écran était placé a grande distance des fentes
d’Young alors que dans cet exercice, il est placé dans le plan focal image d’une len-
tille convergente.

¥

1. Chaque étoile donne un systéme d‘interférences par le dispositif des
fentes d'Young. Comme l'étoile 1 est a linfini, on peut considérer quau voi-
sinage des fentes dYoung, on a une onde plane. §;7 est un plan d'onde,
donc [objet; S| ] = [objet, 7]. D'aprés le principe de retour inverse de la
lumiére, S;J est aussi un plan d’onde (une lentille ne modifie pas la diffé-
rence de marche) :

[SiM] = [JM]
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D’'aprés l'énoncé, o« < 1. Comme on travaille dans les conditions de Gauss,

alors 0 < 1 ettan =0 = ~*

/o

chemin 1 4

étoile 1

So

A
A 4

@ Attention aux signes : & < 0 et 6 > 0 sur la figure.

2@ La différence de marche est :

§=1S)+ SJ = —a> +a=>
= = —a—+a—
2+ 92 5 7

IS IS S$J S

puisque tan (—g) R L WY, tan (0) ~ 0 = o2 22

2 2 S15 a 515 a

L'éclairement au point M di a 'étoile 1 est :

g1 (M) = 2¢ (l + cos (225))
Ao
M) =2¢(1 el
g1 (M) = 50( -I-COS()\O (—a2+af,)))

On en déduit directement '‘éclairement di a l'étoile 2 en remplagant « par

-t
M) =2 i 2T « X
e (M) = 50( —|—cos()\—0 (aE +a?)))

2. Les objets sont incohérents. On fait donc la somme des éclairements :

eEM)=¢e1 (M) + e (M)

Soit :
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L'éclairement total est :

o =22 (2-0con (55 (<05 ) )+ oo (5 (o5 +07)
3 = 2ep cos " a2 af, cos N a2 af!

On utilise les formules de trigonométrie :

cosp+cosq=2cosp—2|_qcosp;q

On a alors :

2 2
e(M) =2¢g (2 + 2 cos (/\—:a%) cos (/\: g))

(M) =4 1+ cos maa cos o,
€ = 4¢ —a—
! o X S’

Tao

= —

cos ( N )
Léclairement s'écrit :

(M) = 4 (1+Fcos(2—7r i))
€ = 4¢ )\oaf'

Le contraste est par définition :

Soit :

On pose :

€max — €min

Emax T Emin

C =

. AN
Lorsque x varie, le terme I = cos (—) est constant alors que le terme

0

2
co (A—Wai) varie de —1 a 1. On peut donc en déduire les valeurs mini-
0

males et maximales de l'éclairement :

Emax = 4eo (1 +|I'|) et emin = 4eo (1 — [T]).

Dol :
C = €max — €min _ 450 (1 + |F|) _450 (1 - |F|) _ |F|
Emax T Emin deg (1+|F|)+4€0 (1 - |F|)
On a un brouillage si C = 0, soit e _ 5 ~+ km. On a alors :
0
Ao Ao
=tk
“= 2 +

avec k entier.
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Exercice 20.3 : Fentes d'Young et lame

On réalise I’expérience des fentes d’ Young sur la figure 1 sans la lame d’indice
n. ) et 87 sont deux fentes fines identiques. La source § monochromatique (de
longueur d’onde dans le vide \p = 0,6 um) est elle aussi une fente fine parallele
a §; et > et coincide avec le foyer objet de la lentille L, ; I’écran d’observation
se trouve dans le plan focal image de la lentille L, de distance focale f' = 1,0 m.
La distance §157 est égale a @ = 1 mm. L’indice de I’air vaut 1,0.

1. Calculer I’interfrange i sur 1’écran.

2. Sur le trajet des rayons issus de S, on place une lame d’épaisseur e et d’indi-
ce n. Calculer le déplacement des franges pour n = 1,5 et ¢ = 0,01 mm.

N n N /\:C
si |
M
S
O O 05
Sa
¥ v
i Lo
éﬁ <€ 7 >
N f

Analyse du probleme

Il faut bien soigner le schéma pour calculer la différence de marche sans la lame.
L’introduction de la lame modifie la différence de marche et entraine un déplace-

ment de la figure d’interférences.

5 X
2& 1. On travaille dans les conditions de Gauss : sinf ~ § ~ tanf = —.

!

S
O
Vv
Ly
<>
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Sans la lame :

D'aprés le théoréme de Malus, S15> est un plan d'onde, donc [SS5;] = [552].
D'aprés le principe de retour inverse de la lumiére et le théoreme de Malus,
S1H serait un plan d'onde. On a donc : [S1M] = [HM].

La différence de marche entre SS>M et SS| M est :

0=[SS:M] —[SSM] = SH =asintl = al
L'ordre d'interférences au point M est :

) ax

p

La frange centrale est obtenue pour p = 0, soit x = 0.
Linterfrange est donné par la formule : p(x +i) = p(x) + 1.

Remarque : Si I’ordre d’interférences p est une fonction décroissante de x, on uti-
lisera la relation p (x +i) = p(x) — 1

¥

On aalors:a(x—i_l) S + 1
Ao S’ Ao f’
On observe des franges rectilignes paralléles a i, d'interfrange :
A !
[ = of = (0,6 mm
a
2. Avec la lame :
La nouvelle différence de marche est :
ax
(S! = F — (1’1 — 1) e

puisqu’on enléve le chemin optique dans lair que l'on remplace par celui
dans la lame. On néglige linclinaison dans la lame puisqu’on travaille dans
les conditions de Gauss avec # < 1.
Le nouvel ordre d'interférences est :

,zi": ax (n—1De
Ao Aof! Ao

P

La frange centrale est obtenue pour p’ = 0, soit :

n—1yef’
X = ﬂ = 5,0 mm
a
La frange centrale s'est donc déplacée vers le haut de 5,0 mm.

Linterfrange n’est pas modifié et vaut toujours 0,60 mm.
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Exercice 20.4 : Michelson en lame d'air

Un interférometre de Michelson est constitué par une lame semi réfléchissante,
non absorbante, appelée séparatrice Sp dont les facteurs de transmission et de
réflexion valent 1/2, et de deux miroirs plans M, et M> perpendiculaires I'un a
I’autre. Les distances J A| et J A; sont égales. La lame Sp est inclinée a 45° par
rapport aux normales a M, et M,. La longueur d’onde de la source vaut \g =
546,1 nm dans le vide, de symétrie de révolution autour de I’axe SJ. L’indice de
’air vaut 1,0. On observe dans le plan focal d’une lentille mince convergente L
de distance focale f' = 1,0 m.

1. Qu’observe-t-on sur I’écran ?

2. On déplace M> de ¢ = 1,1 mm dans la direction des x positifs. Montrer a I’ ai-
de d’un schéma que le phénoméene d’interférences observé est analogue a celui
d’une lame d’air a faces paralleles. Comment s’appelle le dispositif ?

3. Ou sont localisées les interférences ? Comment les observe-t-on expérimenta-
lement ?

4. Déterminer les rayons des deux premiers anneaux brillants.

5. On place sur le bras J A; et parallelement au miroir M1, une lame d’épaisseur
¢’ =9,5 um et d’indice n = 1,5117. Calculer la variation de I’ordre d’interfé-
rences au centre et les rayons des deux premiers anneaux brillants.

LLLLLLLLLLGYLILLLLLY. . . . . . ...
My © 5
source étendue
ﬂs‘
Sp
Le—T—
v
Yy

Analyse du probleme

Cet exercice traite du Michelson en lame d’air. Le schéma équivalent permet de cal-
culer plus simplement la différence de marche et les rayons des premiers anneaux
brillants. On rajoute ensuite une lame d’épaisseur e’ ce qui revient a remplacer de
’air d’indice 1,0 par une lame d’indice n.

310



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 20 - Interférences

1. On est au contact optique. La différence de marche est nulle. LU'écran est
uniformément éclairé. On observe une teinte plate brillante.

2. On utilise le schéma équivalent du Michelson en lame d'air : M est le

symétrique de M par rapport a la séparatrice. Les distances AB et AB’ sont
égales ainsi que les distances BC et B'C.

Mbszsvessssvsecggrriece................. o M’QMMKA/J/J
M, y M| 222ss022200240kr v

écran r

On a un dispositif a division d'amplitude. Le Michelson est réglé en lame d'air.

3. Les rayons (1) et (2) sont paralléles entre eux. Les interférences sont
localisées a linfini pour un Michelson réglé en lame d'air avec une source
étendue.

On les observe en placant un écran dans le plan focal image d'une lentille.

& M}

M,

On a deux réflexions sur un miroir qui rajoutent chacune % (correspondant

a un déphasage de 7) au chemin optique. Comme on fait la différence des

chemins optiques, % n‘apparaitra pas dans la différence de marche.

La différence de marche entre les rayons (2) et (1) arrivant au point M est :
0=[DEFM]—[DGM]

En utilisant le principe du retour inverse de la lumiére et le théoréme de
Malus, le plan G F serait un plan d'onde et [GM]| =[FM]. On a alors :
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§=[DEF] —[DG]=2DE — DG

. e , . 2e
e cosi = ——, dou 2DE = ~;
DE COS i
DF
e tani = —>. On a donc DF = 2etani.
e
.. DG , . .. C
Orsini = ﬁ dol: DG = DF sini = 2etani sini.
Finalement, on a :
2e L 2e sin%i cos?i
0= - —2etani sini = - — 2e - = 2¢ -
COS i Cos i COSs I COS [
Soit :
d=2ecosi

@ Ce résultat est a connaitre par coeur. Il faut étre capable de le redémontrer tres

rapidement.

a Uordre 2, soit :

) i2
0 =2ecosi _Ze(l —2)
Lordre d'interférences vaut :
_ ) _ 2e i2
=5~ 3)

2
Au centre de l'écran (i = 0), l'ordre vaut : pg = /\_e = 4028,57.
0

C'est la valeur maximale de p.
Le rayon r; du premier anneau est obtenu pour p; = 4028.

@ Le rayon du premier anneau ne s’obtient pas avec p; = 1 !

.. ; ; r
z@ Dans les conditions de Gauss, ona :tani =i = —

f

%) 2
Soit — l—l— = ]—r—1 0naal0r5°&—l
P1 = po > = Po 272 ) 'po_

soit :
rn=f 2(1 —ﬂ) — 16,8 mm
Po
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25/ Le deuxiéme anneau est obtenu pour p» = 4027. On obtient alors :
ry = f 2(1 — &) — 27,9 mm
Po

La différence de marche en M ne dépend que de la distance F'M ce qui
montre que les franges d'interférences sont des anneaux centrés sur F’.

5. Sur le chemin du rayon (1), on remplace sur une épaisseur ¢’ de lair par
une lame d'indice n. La nouvelle différence de marche §' peut s'exprimer en
fonction de l'ancienne différence de marche ¢§ sans la lame :

§—0=—-2né -2Y=-2m-1)¢
Attention au facteur 2, car le rayon (1) passe deux fois dans la lame. Il faut mettre

un signe (—) devant (2ne’ — 2¢’) car la différence de marche est calculée entre le
rayon (2) et le rayon (1). L’expression est valable pour des angles i faibles.

2 & Le nouvel ordre dinterférences vaut :
§ 2(n—1)¢
X Ao
La variation de l'ordre d'interférences au centre vaut
ap=-20=De_ 73
Ao

Le nouvel ordre d'interférences au centre vaut : p, = 4010,76.

On obtient le rayon du premier anneau avec p} = 4010. Soit :

p!
# = 2( ——})=19,5mm

Py

On obtient le rayon du deuxiéme anneau avec p5, = 4009. Soit :

Exercice 20.5 : Michelson en coin d'air

Un interférometre de Michelson est constitué par une lame semi réfléchissante,
non absorbante, appelée séparatrice Sp dont les facteurs de transmission et de
réflexion valent 1/2, et de deux miroirs plans M, et M, perpendiculaires ['un a
I’autre. Les distances J A et J A, sont égales. La lame Sp est inclinée a 45° par
rapport aux normales a M| et M,. La longueur d’onde de la source vaut \g =
546,1 nm dans le vide, de symétrie de révolution autour de I’axe §J. L’indice de
1”air vaut 1,0. On fait tourner le miroir M> d’un angle a = 1 minute d’arc autour
d’un axe perpendiculaire J A A; et passant par A;.
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1. Comment s’appelle ce dispositif ? Pour des rayons lumineux en incidence
normale par rapport au miroir M, faire apparaitre a ’aide du schéma équivalent
la position du plan de localisation de la figure d’interférences.

2. Comment faut-il placer la lentille L pour observer les interférences sur un
écran ?

3. Caractériser le systeme de franges et calculer numériquement la valeur de 1’in-
terfrange sur 1’écran, sachant que le grandissement de la lentille est — 4.

4. On translate le miroir (M) d’une distance £ dans le sens des x > 0. De quel-
le distance se sont déplacées les franges sur 1’écran ?

5. On éclaire le coin d’air en lumiere blanche avec £ = 0. On place sur le bras
J A, et parallélement au miroir M|, une lame d’épaisseur ¢’ = 9,5 pm et d’indi-
ce n = 1,5117. Indiquer un moyen de déterminer I’épaisseur ¢’ ou 1’indice moyen
de la lame.

LLLILLLL LG PLLLLILL S .,
My o
source ¢tendue
5
J A
T
Sp
L «<—1—
v M2
Yy

Analyse du probleme

Cet exercice traite du Michelson en coin d’air. Le schéma équivalent permet de cal-
culer plus simplement la différence de marche. Les interférences sont localisées au
voisinage des miroirs. L'écran n’est pas dans le plan focal image de la lentille mais
dans le plan du conjugué du miroir M, a travers la lentille.

1. On travaille avec le schéma équivalent du Michelson en coin dair d'aréte

ZQ Aj. M est le symétrique de M» par rapport a la séparatrice.

M;
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On a un dispositif a division d’amplitude. Le Michelson est réglé en coin d'air.
On se place en incidence normale par rapport au miroir M;. Les rayons qui
interférent se coupent au point M situé sur le miroir M.

En incidence normale, les interférences sont donc localisées sur le miroir Mé.

On admet que pour une incidence quasi-normale, les interférences sont loca-
lisées au voisinage des miroirs M| et M.

2. La lentille L sert a projeter la figure d’interférences sur un écran. Lécran
doit étre dans le plan contenant limage du miroir M a travers la lentille L.
On appelle M’ le conjugué de M a travers la lentille.

Attention, I’écran n’est pas dans le plan focal image de la lentille comme dans le
Michelson réglé en lame d’air. L’angle « est trés faible. Il est fortement augmen-
té sur la figure ci-dessus.

(D

3. On pose x = A B. Comme l'angle « est trés faible, on fait un dévelop-
4

ettana =o = —.

AM X

pement limité au premier ordre : cosa =1 =

On a deux réflexions sur un miroir qui rajoutent chacune % (correspondant

a un déphasage de 7) au chemin optique. Comme on fait la différence des

chemins optiques, % n‘apparaitra pas dans la différence de marche.

La différence de marche entre entre le rayon (2) et le rayon (1) est :
0=[SM], — [SM], = 2nye = 2e = 2ax

car le rayon qui se réfléchit sur (M;) fait en plus un aller-retour entre les
deux miroirs.

Les distances aller-retour entre les deux miroirs sont égales au premier ordre. On
peut également définir la différence de marche par 6 = [SM]; — [SM],. Le choix

est arbitraire sauf si I’énoncé le précise.

Lordre d'interférences vaut :
_ 0 _ 2ax
T Ao

On a des franges brillantes pour p = k entier relatif, soit :

p

Les franges brillantes sont des droites paralléles a ['aréte du coin d'air.
Pour calculer linterfrange, on utilise la relation : p(x +i) = p(x) + 1.
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Remarque : Si I’ordre d’interférences p est une fonction décroissante de x, on uti-
lisera la relation p (x +i) = p(x) — 1.

2 ' 2
2@ On a donc : a(x+z)= ax+l,cequidonne:

Ao Ao
. Ao
i =—
2c
Pour calculer linterfrange i’ sur 'écran, il faut multiplier l'interfrange i par

vl =4:
i’ =4i = 3,75 mm
4. Si on translate le miroir M> d’'une distance £, la nouvelle différence de
marche est :
01 = 2ax + 24

Le grandissement de la lentille vaut : v = —4. On a alors : x’ = ~x.
Le nouvel ordre d'interférences vaut :
& 2ax’  2¢

PT 5T ar h

i
Uordre 0 est obtenu pour x’ = _ alors qu'il était obtenu pour x’ =0
«

sans translation du miroir M.
Les franges se sont donc déplacées sur l'écran dans le sens des x > 0 d'une

{
distance —l.
o

5. Sans la lame :

On éclaire le coin d’air en lumiére blanche. On repére alors la frange centra-
le blanche qui est bien contrastée. Les autres franges sont irisées. La frange
centrale est obtenue pour p = 0, soit x = 0.

Avec la lame :

La nouvelle différence de marche vaut : 6o =6 —2(n—1)¢€’.

@ On a un signe — devant 2 (n — 1) ¢’ car la différence de marche est calculée entre
le rayon (2) et le rayon (1).

Le nouvel ordre d"interférences vaut :
b  2ax  2(n-— 1)e

P2

0 o Ao
On retrouve la frange centrale pour p» = 0, soit :
nm—1¢é
- Q
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Sur U'écran, on a :
/
’ ,-}/(n - l)e
e
o

La mesure du déplacement x’ permet d’en déduire lindice moyen n ou
l'épaisseur ¢’.

Exercice 20.6 : Michelson et doublet du sodium

Un interférometre de Michelson est constitué par une lame semi réfléchissante,
non absorbante, appelée séparatrice Sp dont les facteurs de transmission et de
réflexion valent 1/2, et de deux miroirs plans M; et M, perpendiculaires 1'un a
'autre. Les distances JA| et JA, sont égales. La lame Sp est inclinée a 45° par
rapport aux normales a M; et M>.

La source primaire est une lampe a vapeur de sodium dont on suppose que le
spectre d'émission ne contient que deux raies intenses, de méme intensité, de cou-

leur jaune et de longueurs d'onde dans la vide A\ = A, — S5 et Ao = Ay + 5.
On donne : A\, = 589,3 nm. On suppose que A\ < \,,. L'indice de 1'air vaut 1,0.
On se place au contact optique. On fait tourner le miroir M> d'un angle o autour
d'un axe perpendiculaire J A A, et passant par A;.

1. Déterminer 'ordre d'interférences pour la longueur d'onde A et caractériser le
systeme de franges.

2. On translate le miroir M, de facon a faire défiler les franges. On constate que
les franges disparaissent une premiere fois lorsque le déplacement de M, est
d = 0,15 mm. Expliquer le phénomene.

3. Déterminer I'éclairement d° au doublet au point A et le contraste local de la

. . P Emax — Emin " .
figure d'interférences défini par C = ——— . Représenter graphiquement le
€max T €min

contraste en fonction de la différence de marche. En déduire A .

4. En déduire A\ en raisonnant sur les ordres de chaque systeme d'interférences
au point A .

5. Calculer la longueur de & A, ¥
cohérence de la lampe a
vapeur de sodium. Interpréter.

source étendue
S

I Ay
*

Le—F—>

HV

317



Partie 6 - Optique

318

Analyse du probléme

Cet exercice est la suite de l'exercice précédent sur le Michelson en coin d'air. La
source n'est plus monochromatique mais contient deux longueurs d'onde. La trans-
lation du miroir M> permet d'en déduire AX. On va voir deux méthodes : calcul de
I'éclairement total avec interprétation du contraste local, calcul des ordres pour
chaque systeme d'interférences.

Y

1. On travaille avec le schéma équivalent du Michelson en coin d'air d'aréte
A1. M; est le symétrique de M> par rapport a la séparatrice.

M}

On a un dispositif a division d'amplitude. Le Michelson est réglé en coin d'air.
Les interférences sont localisées au voisinage des miroirs M, et M;.

On pose x = A|B ~ AjM comme « est petit.
A
On a deux réflexions sur un miroir qui rajoutent chacune ?0 (correspondant

a un déphasage de ) au chemin optique. Comme on fait la différence des

A
chemins optiques, 70 n'apparaitra pas dans la différence de marche.

La différence de marche entre le rayon (2) et le rayon (1) est :
0=[SM], — [SM], = 2nare = 2¢ = 2ax
L'ordre d'interférences est pour la longueur d'onde A :

) _2ax

b vinisve

On observe des franges rectilignes paralléles a 'aréte du coin d'air.

2. On a la superposition de deux systémes d'interférences (premier systéme
de longueur d'onde A\; et deuxiéme systéme de longueur d'onde A\»). Les
ondes émises par les deux longueurs d'onde sont incohérentes : il faut faire
la somme des éclairements.

e |e miroir n'est pas translaté. Au point A;(x = 0), la différence de marche
est nulle pour les deux longueurs d'onde. Il y a coincidence : les franges
brillantes de chaque systéme se superposent.
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e A la fin de la translation du miroir, la différence de marche au point A,
est 2d. On constate expérimentalement que les franges disparaissent.

Il y a anticoincidence : les franges brillantes d'un systéme se superposent
aux franges sombres de l'autre systéme. On a un brouillage de la figure.

3. Premiére méthode : Calcul de l'éclairement total

Lorsqu'on translate le miroir, la différence de marche est § = 2d au point
Aj.
L'éclairement pour le systéme 1 est :

2o
g1 =29 | 1+ cos )\_1

L'éclairement pour le systéme 2 est :

2
g1 = 2¢g (1 + cos ()\ij))

L'éclairement total est :

P P 21 n 2o
£ = 2¢g cos "y cos N
Soit :
A — A A+ A
€ =2ep (2 + 2cos (2m5 ( 22/\1)\22)) cos (2m5 ( 21):_)\22)))

On suppose que AX K Ay, Onaalors : A = /\fn. D'oll :

AN 270
£ = 450(1 + cos Wég) cos (%))

L'éclairement dépend de la différence de marche ¢ :

AN 2
e Le premier terme : cos (wé)\—Q) a une grande période égale a A’;\. C'est
m
donc un terme qui varie lentement.
270
® Le deuxiéme terme : cos (/\—) a une petite période égale a A,,. Cest
m

donc un terme qui varie rapidement.

AN
= cos(ﬁé}\—z)

m

On pose :
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L'éclairement se met sous la forme :

21w
Emov | 1+ T
(reren(37))

£

La définition du contraste local est délicate : on fait varier la différence de marche
de quelques \,,. Le terme lent ne varie quasiment pas alors que le terme rapide
varie entre —1 et 1.

Lorsque ¢ varie de quelques \,,;, 'éclairement varie entre epin et emax, c'est-
a-dire que le terme rapide vaut -1 ou 1.

On a donc : gpax = Emoy (I +|T]) et emin = Emoy (I —|Tr]).

Le contraste local vaut :

€max — €min _ Emoy (1+ [ )] — Emoy (I =[] _

C= — =
€max T €min Emoy (1+ [T @)+ Emoy (1 =T ()]

INOI

' AN T .
Le contraste s'annule pour 7rc5—2 = 5 + km avec k entier.
m
C

1]
0,8]
0,6
0,4
0,2]

0 0

0 Ak 322

2AN 2AM

e Lorsque d = 0, le contraste vaut 1. On a des franges bien contrastées.

® lorsque d augmente, le contraste diminue. Les franges sont de moins en
moins bien contrastées.

® La premiére annulation du contraste a lieu pour k = 0, soit :

A2

§=H
2AN

Application numérique :

AN = 4—2 = 0,58 nm
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4. Deuxiéme méthode : Calcul des ordres pour chaque systéme d'inter-
férences

1
Lorsqu'il y a anticoincidence, p; — p2 = 2 + k avec k un entier relatif.

e Avant le déplacement du miroir, la différence de marche au point A
est: 9 =2ax =0.

® Aprés le déplacement du miroir d'une distance d, la différence de marche
au point A vaut 2d.

L'ordre d'interférences pour le systéme 1 est :

2d

Plz)\—l

L'ordre d'interférences pour le systéme 2 est :

2d

P2=)\—2

On suppose que AX << Ay, On aalors : A = )\,2,1.
On en déduit que :

2d  2d _2dAN _2dAN 1

=t ~ = +k
R W W ¥ Nt

Le premier brouillage a lieu pour kK = 0, soit :

AN =2 =0,58 nm

Remarque : La deuxieme méthode est plus rapide que la premiere.

%

5. La longueur de cohérence est : L. = c7. en appelant 7. le temps de cohé-
rence. On peut montrer avec la transformée de Fourier que la largeur en fré-
quence Av et le temps de cohérence sont reliés par : Avr, ~ 1.
c c c
Comme A =c¢T = —, alors v = X La différentielle s'écrit : dv = —?d)\.
v

On en déduit la largeur spectrale en fonction de la largeur en longueur d'on-
de :

Av = %A)\
On a alors :
/\2
L.=cT. = A = 0,58 mm
Av AN
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La différence de marche vaut 6 = 2d = 0,30 mm dans la question 2. On a
bien < L.. La disparition des franges est due a 'annulation du contraste
et non a une différence de marche supérieure a la longueur de cohérence.

322

Exercice 20.7 : Michelson et raie a profil rectangulaire

Un interférometre de Michelson est constitué par une lame semi réfléchissante,
non absorbante, appelée séparatrice Sp dont les facteurs de transmission et de
réflexion valent 1/2, et de deux miroirs plans M, et M, perpendiculaires I'un a
I’autre. Les distances JA| et J A sont égales. La lame Sp est inclinée a 45° par
rapport aux normales a M, et M.

La radiation utilisée est la raie rouge du cadmium a profil rectangulaire. On
appelle A la densité spectrale de fréquence de 1’éclairement. L’ éclairement di a
la bande fréquence [v, v+ Av] lorsque 1’'une des voies de I'interférometre est

) Av Av
occultée est Adr pour une fréquence comprise entre vy — > ety + = 1 est

la fréquence centrale de la raie correspondant a la longueur d’onde dans le vide
Ao = 643.8 nm. L’indice de I’air vaut 1,0. On se place au contact optique. On fait
tourner le miroir M> d’un angle o < 1 autour d’un axe perpendiculaire JA|A>
et passant par A,.

On rappelle que : sin p — sing = 2 sin (%) cos (p_;{—q) :

1. Calculer la différence de marche et caractériser le systeme de franges.

2. On translate le miroir M, de fagcon a faire défiler les franges. Le contraste s’ an-
nule la premiere fois au point A; pour d = 15 cm. Calculer Av.

3. Calculer la longueur de cohérence et la durée moyenne d’un train d’onde.
Conclusion.

LLLLLLLLLLGYLLLLLLLLS ... . ...
M, e 5
source ¢tendue
5
J As
x
5
L «—1—>
v M
Yy
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Analyse du probléeme

On travaille avec un Michelson en coin d’air. La source est a profil rectangulaire.
La translation du miroir M; permet d’en déduire A\ a partir du contraste local. On
va démontrer le résultat général suivant : La différence de marche ne doit pas étre
supérieure a la longueur de cohérence dans les expériences d’interférences.

1. On travaille avec le schéma équivalent du Michelson en coin d'air d'aréte

2& Ay. M) est le symétrique de M> par rapport a la séparatrice.

M}

On a un dispositif a division d’'amplitude. Le Michelson est réglé en coin d'air.
Les interférences sont localisées au voisinage des miroirs M; et M.

On pose x = A;B ~ AjM comme « est petit.
On a deux réflexions sur un miroir qui rajoutent chacune % (correspondant
a un déphasage de 7) au chemin optique. Comme on fait la différence des
chemins optiques, % n‘apparaitra pas dans la différence de marche.
La différence de marche entre le rayon (2) et le rayon (1) est :

0=[SM], — [SM]| = 2nye = 2e = 2ax
On observe des franges rectilignes paralléles a laréte du coin d‘air.

2. Les ondes émises par les différentes fréquences sont incohérentes. Il faut
donc faire la somme des éclairements.

L'éclairement dd a la bande de fréquence [v,v + Av] vaut Adv lorsque l'une
des voies de linterférométre est occultée.

L'éclairement di a la bande de fréquence dr en sortie de linterférométre est :

270
de = 2Adv (1 + cos ( ™ ))
C
2md Vot
Al/ )

e=12A 2 I + cos i dr=2A u—|——c
17 % c 271'6

c 1/07577/

On a donc :
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D'ol :
YAAD 4+ 2A . (27 n Av . (27 Av
= —— | sin| — — —sin | — - —
€ v 575 " 0 5 i " v 5
c
On obtient :
2A ) 210
e =2AAv+ ——= | 2sin W—AV cos il/o
2o c c

c
Dol finalement :

_ o 2md
e =2AAv |1 +sinc| —Av)cos| —1p
c c

Si on représente l'‘éclairement en fonction de 4, on a un terme lent :
. o ) 27
sinc | —Awv | et un terme rapide : cos | —1yp ).

c c

Lorsque ¢ varie de quelques A, éclairement varie entre eyin et emax, C'est-
a-dire que le terme rapide vaut -1 ou 1.

sinc | —Av

C

sinc (W—(SAV) )
C

) (m? )
sinc | —Awv
c

' - . . T , <
C s'annule pour la premiére fois lorsque sinc (—Av) = 0, c'est-a-dire

On adonc: epax = 2AAV (1 +

et Emin = 2AAV (1 —

Le contraste local est :
Emax — €min
C = =
E€max T Emin

c

0
7T—A.I/:ﬂ',d’oﬂ: (5=2d=i
c Av

Si & > 2d, le contraste est trés proche de 0. Expérimentalement, les franges
ne réapparaissent plus.
Application numérique :

c
Av=—=1,0GH
v 2d z

3. La longueur de cohérence est :

L.=- —2d=30cm
Av

La durée du train d'onde est :

C
7= — =1,0ns
c
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La longueur de cohérence L. est la distance que parcourt la lumiére dans le
vide pendant la durée moyenne 7 d'un train d'onde.

La valeur de L. est assez grande pour cette expérience. L. peut étre beau-
coup plus grande pour un laser stabilisé (400 m) alors qu'elle est trés faible
pour la lumiére blanche (0,9 um).

Application pratique : On na plus d'interférences lorsque la différence de
marche est supérieure a la longueur de cohérence L.. Les ondes ne provien-
nent plus du méme train d'onde.

Exercice 20.8 : Détermination de l'indice de l'air

Un interférometre de Michelson est constitué par une lame semi réfléchissante,
non absorbante, appelée séparatrice Sp dont les facteurs de transmission et de
réflexion valent 1/2, et de deux miroirs plans M; et M, perpendiculaires ['un a
I’autre. Les distances JA| et J A sont égales. La lame Sp est inclinée a 45° par
rapport aux normales a M, et M>. On se place au contact optique. On fait tourner
le miroir M> d’un angle a < 1 autour d’un axe perpendiculaire JA| A, et pas-
sant par A, . On utilise un laser avec un élargisseur de faisceau. La longueur d’on-
de dans le vide est A\g = 632,8 nm. On note n I’indice de I’air et 1 sa masse volu-

n
mique. L air supposé€ parfait suit la lo1 de Gladstone : —— = cte. La pression
1

atmosphérique vaut 1013 hPa. Sur le trajet de I’un des faisceaux, on interpose une
cuve a faces paralleles d’épaisseur ¢ = 35 mm. Avec une pompe a main, on créé
une dépression de 900 hPa. Avec une vis, on fait rentrer progressivement de 1’air
a température constante. On observe 29 franges qui défilent en un point de
I’écran.

1. Calculer la différence de marche sans la cuve et avec la cuve.
2. En déduire I'indice de 1’air.

LLLLLLL L R LIS
M, % 5

]

laser J As

Sp

éeran Mo
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Analyse du probléme

On travaille avec un Michelson en coin d’air. L’indice de 1’air ne vaut pas exacte-
ment 1 puisque le but de I’exercice est de le déterminer précisemment. La différen-
ce de marche dépend de I’indice de 1’air qui dépend de la pression d’apres la loi de
Gladstone. On raisonne sur I’ordre d’interférence au début et a la fin de I’expérien-
ce pour en déduire la valeur de I’indice de I’air.

1. On note n,;; lindice de l'air a pression et température ambiante.
On note n lindice de l'air a la pression P et a température ambiante.
Sans la cuve :
On travaille avec le schéma équivalent du Michelson en coin d'air d'aréte A ;.

M, est le symétrique de M, par rapport a la séparatrice.

M}

On a un dispositif a division d'amplitude. Le Michelson est réglé en coin d'air.
Les interférences sont localisées au voisinage des miroirs M| et M,.

On pose x = A|B ~ AjM comme « est petit.
On a deux réflexions sur un miroir qui rajoutent chacune % (correspondant
a un déphasage de 7) au chemin optique. Comme on fait la différence des
chemins optiques, % n‘apparaitra pas dans la différence de marche.
La différence de marche entre le rayon (2) et le rayon (1) est :

0= [SM], — [SM], = 2nye = 2n,:0x

On observe des franges rectilignes paralléles a l'aréte du coin d‘air.
Avec la cuve :

Le faisceau passe deux fois dans la cuve, la nouvelle différence de marche
est :

§ = 2ngrax — 2 (n — nyy) €

On a bien une différence des deux indices puisqu’on enléve le chemin optique
dans ’air (d’indice n) a la pression atmosphérique pour le remplacer par le che-
min optique dans I’air (d’indice n,;.) a la pression P.
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2. Soit k le nombre de franges qui défilent au point étudié a ['écran lorsque
la pression passe de P; a Pr.

® La pression initiale P; vaut P; = 1013 hPa — 900 hPa puisqu’on a une
dépression de 900 hPa.

® |a pression finale Pr vaut Pr = 1013 hPa.
D'aprés la loi de Gladstone, lindice de l'air dépend de la masse volumique :
n—1

i

= A

en notant A la constante.

PM
Pour un gaz parfait, la masse volumique est : = BT
On en déduit que :
n=1+aP

AM
o= T est un coefficient de proportionnalité.

Etat initial :
indice de l'air dans la cuve est : ny = 1 + aPy.
La différence de marche est : §f = 2nyrax — 2 (n) — ngip) e.
L'ordre dinterférences est :
;0 2mgirax — 2 (1 — ngi) e
Pr= N Ao

Etat final :

Lindice de l'air dans la cuve est : ngp = n, = 1 + o PE.

La différence de marche est : 0 = 2ny,ax — 2 (np — nyyr) €.

L'ordre d'interférences est :

Op  2ngpax — 2 (nF — nair) €

N Ao

On se place en un point de U'écran et on compte le nombre & de franges qui
défilent. On a donc :

Py =

pi—pp=k
2 - air — 1
Soit 2 M b od 20 (P — Pye = kAo, O = 1 .
Ao Pr
Mair — 1 «
On a donc 2 (Pr — Pp)e =kMy, d'ou :
F
k Pr)\
Nair = 1 + o
2e (Pp — Py)

Application numérique : n,; = 1,000295.

Remarque : Dans les tables, on trouve n,;; = 1,000293.
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Exercice 20.9 : Vélocimétrie laser

La mesure de la vitesse d’un fluide peut s’effectuer directement par voie optique
sans perturbation de 1’écoulement. La recombinaison de deux faisceaux 1 et 2
issus d’un méme laser crée une figure d’interférences dans un petit domaine de
I’espace centré sur le point de mesure. Chaque faisceau est une onde plane pro-
gressive monochromatique de longueur d’onde dans le vide Ao = 0,52 um.
Lorsqu’une particule solide de petites dimensions, entrainée par 1’écoulement,
traverse cette figure, elle rencontre des zones alternativement brillantes et
sombres. Eclairée par cette figure d’interférences, elle réémet par diffusion une
onde lumineuse recue par un détecteur. La différence de marche est nulle au point
O. L’indice du milieu vaut n = 1,33.

faisceau 2 2D

X
@ /{

[} ¥4

v

2D

faisceau 1

1. Calculer la largeur A B de la figure d’interférences en z = 0 sachant que 2D =
1,0 mm et 0 = 5°.

2. Calculer par deux méthodes I’ordre d’interférences en un point M de la figure
d’interférences. En déduire I'interfrange i et le nombre de franges brillantes
contenues dans le champ en z = 0.

3. Une particule se déplace a la vitesse v = v u,. Calculer la vitesse de fluide
sachant que la période du signal recu par le détecteur vaut 50 ms.

Analyse du probleme

On travaille dans cet exercice avec des ondes planes. Il y a deux méthodes pour cal-
culer la différence de marche. Le plus simple est d’utiliser le formalisme de ’onde
plane.

z& 1. Le champ d'interférences est hachuré sur la figure ci-dessous.
En z =0, la largeur AB du champ d'interférences est lintersection des deux
faisceaux, soit :
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Calcul de la différence de marche

On a deux méthodes pour calculer la différence de marche en M :

* M¢éthode 1 : utilisation du formalisme de 1’onde plane progressive monochroma-
tique (OPPM).

* Méthode 2 : détermination géométrique de la différence de marche.

La méthode 1 est plus facile a utiliser quand on a une OPPM puisqu’il suffit de pro-
jeter les vecteurs d’onde dans la base (iiy, iy, U;).

%

2. Méthode 1 :
On oriente les angles dans le sens trigonométrique. On a # > 0. On pose :

2
k=n—7r
Ao

Soit un point M de coordonnées (x, y, z). Les vecteurs d'onde se mettent
sous la forme :

~ sinf) _ —sin 6
ki=k|0 : kh=k|0
cos 6 cos ¢

La phase au point M pour l'onde 1 est :
- —
o1 (M) = ¢ (0)+ki - OM

La phase au point M pour l'onde 2 est :
- —
by (M) =9y (0) +ka- OM

D'aprés l'énoncé, ¢, (O) = ¢, (0).
Le déphasage en M A¢p = ¢ (M) — ¢» (M) entre les ondes 1 et 2 vaut :

2 4
A = )\—ﬂn((xsiné’—l—zcoséi)—(—x sin + z cos #)) = %x sin ¢
0 0

Lordre dinterférences vaut :

_A¢  2nxsind

e bl Ao
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L'éclairement en M est :
(M) =20 (1 + cos Ag)
On a des franges brillantes pour p entier, soit :

2nx .
p=-—sinf=m
0
avec m un entier relatif.
On a des surfaces brillantes perpendiculaires Ox caractérisées par :

Ao
Xy = M
" 2n sin 0

On en déduit linterfrange :

Ao

P Al T 2n sin 0 a
Méthode 2 :
“z

Au point J, les ondes sont en phase. D'aprés le théoréme de Malus, J 7 est
un plan d’'onde. La différence de marche vaut :

O=[JM]—-[IM]=n(JM — IM)

avec JM = — et IM = JM cos 20 = ——cos 26.
sin sin
On a donc 6 = —S,nxe (1 —cos20).0rcos20=1-2 sin29, d’ou :
in

nx
§ = —— 2sin’f = 2nx sin 6
sin

Méthode 3 :

L'astuce est de représenter les rayons (1') et (2') paralléles a (1) et (2) et
passant par un point H de l'axe x = 0. Les ondes qui interférent au point
H sont en phase d'aprés l'énoncé : [E\H] = [E,H].

a) [EXM]=[E\I]+[IM]=[EH]+[IM] daprés le théoreme de
Malus puisque 7 H est un plan d'onde.

b) [E.M] =[E,J]=[E>H]—[JH] d'aprés le théoreme de Malus
puisque J M est un plan d'onde.

Onadoncd=[IM]+[JH] =nxsinf + nx sind.
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Lordre dinterférences est :

) 2nx . P
= — = —sin
=% " o
On retrouve le méme résultat que précédemment.
D'aprés la question 1, on a : x4 = 0,5mm et xg = —0,5mm. On en

2nxa

déduit l'ordre dinterférences en A et B : ps = sin @ = 223,8 et

0
PB = —223,8

On a donc 447 franges brillantes contenues dans le champ en z = 0.

3. Lorsque la particule se déplace, elle passe successivement sur une frange
brillante et une frange sombre. Lorsqu’elle passe sur une frange brillante, le
détecteur recoit la lumiére diffusée par la particule qui est éclairée.

\SU

i

La période T du signal correspond au temps mis par la particule pour passer
d’'une frange brillante a une autre, c'est-a-dire parcourir la distance i a la
vitesse v. On a donc :
i
v=—=45x 10" m.s™
T
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Exercice 21.1 : Diffraction par un réseau

On considere un réseau par transmission formé de traits fins, identiques, paral-
Ieles, distants de a = 1 pm et de longueur tres grande devant a. Le faisceau inci-
dent a une direction fixe et de longueur d’onde Ay dans le vide. Le réseau peut
tourner autour de 1’axe Oz. L’indice de I’air vaut 1,0.

réseau

1. Comment obtenir expérimentalement un faisceau de lumiere parallele ?
Comment observer une image a l'infini avec une lentille convergente de distance
focale 1,0 m ?

2. Déterminer pour quelles valeurs de 1’angle i’, on observe un maximum de
lumiére a 'ordre k.

3. Pour un ordre £ non nul, déterminer la déviation minimale D,, en fonction de
k, \o et a.

4. La source S est une lampe a vapeur de sodium. On étudie le spectre a 1'ordre
2. Calculer la distance qui sépare les deux raies jaune sur I'écran (longueurs d'on-
de dans le vide Ag; = 589,0 nm et A\p» = 589,6 nm) en se plagant au minimum
de déviation pour Ag;.

Analyse du probleme

Comme dans tous les exercices de diffraction, il faut soigner la figure. Les angles
sont orientés algébriquement dans le sens des aiguilles d'une montre. La source doit
étre dans le plan focal objet d'une lentille convergente pour avoir un faisceau de
lumiere parallele. Pour observer une image a l'infini, 1l faut placer 1'écran dans le
plan focal image d'une lentille convergente.

Copyright © 2014 Dunod.

Comme on a un tres grand nombre de fentes, il faut que toutes les ondes qui inter-
férent soient en phase pour obtenir un éclairement maximum.
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1. La source § est placée au foyer objet de la lentille convergente L. On
obtient alors un faisceau de lumiére paralléle.

Remarque : on a réalisé un collimateur.

¥

Pour visualiser une image a l'infini, on place 'écran dans le plan focal image
de la lentille convergente L,.

réseau

\ A

écran

2. La différence de marche entre les rayons 1 et 2 est :
0=[SAM]—[SA; M]

D'aprés le théoréme de Malus, le plan A;J est un plan d'onde, donc
[SAI]=[SJ].

D’apres le principe de retour inverse de la lumiére et le théoréme de Malus,
le plan 7 A, est un plan d'onde, donc [IM] =[A M].

La différence de marche est alors égale a :

0 =[AT] = [JAz] = nair(A1] — JAz) = Ayl — JAs

OrAI =asini’ et JA» = asini. On en déduit que :
d=asini’ —asini

On observe un maximum de lumiére si les ondes diffractées par deux traits
consécutifs du réseau sont en phase (déphasage multiple de 27 ou diffé-
rence de marche multiple de \p). On doit donc avoir :

0=k

avec k entier.
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La formule des réseaux par transmission est donc :

. . Ao
sini’ =sini +k—
a

k est l'ordre du réseau.

ordre k positif ordre k négatif

Ordre k positif :

La déviation du faisceau lumineux est : D =i’ —i.
On a donc deux relations pour le réseau :

.. .. 0
sini’ = sini + k—
. . a
D=i —i
Pour déterminer le minimum de déviation, on calcule la différentielle de ces
deux relations :

cosi'di’ = cosidi
0=di’' —di

D'oli cos i’ = cosi. On a donc deux possibilités : i’ =i ou i’ = —i.

La premiére possibilité correspond a lordre O et la déviation est toujours
nulle. On exclut donc ce cas.

La  deuxiéme  possibilité correspond a i'=—i, soit
) ) A
sini’ = —sin i’ + k22,
a
- .,f 0
Onadonc:2sini’ =k—.
a
La déviation vaut alors : D,, =i’ —i = 2i’. Soit :
. Dy kX
sin— = —
2 2a

Ordre k négatif :

La déviation du faisceau lumineux est : D =i’ —i. On a les mémes rela-
tions que précédemment.
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4. On se place au minimum de déviation a l'ordre 2 pour la longueur d’onde
AO].
On a donc i; = —i;. La formule des réseaux a l'ordre 2 est :

Aot

A
sin iy = sini| + 279 soit : 2'sin i = 2—,
a a
On en déduit 'angle i} = 36,1°.
Pour l'ordre 2, les rayons de longueur d'onde Ay; convergent au point M, et

les rayons de longueur d’onde Agz convergent au point Ms.

11 faut bien placer la lentille L, perpendiculairement au rayon correspondant a Ao
pour étre dans les conditions de Gauss.

On fait un zoom sur la lentille 2 en augmentant fortement les angles.

réseau réseau
\ \
- . \
. -
5= Fi =M,
Ly

Remarque : Comme les deux longueurs d’onde sont treés proches, on utilise le cal-
cul différentiel pour déterminer la position du point M, par rapport au point Mj.
[’angle d’incidence i est fixé. Lorsque la longueur d’onde varie, on a une variation
de I’angle i’.

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

2& La formule des réseaux a lordre 2 est :
i .. 0
sini’ =sini +2—
a
La différentielle s'écrit :
d\
cos i'di’ =222
a
On en déduit que :
d\
dil =29
acosi’

Le triangle O> MM, est rectangle en M; avec O, M| = f, =1 m.
Comme dA\g = Ag2 — Aoy est trés faible, alors :

: . 2 . :
tandi’ ~ di’ ~ et cos i’ ~ cos i|

i
2
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Soit :
Aoz — A
MM, =252 =1 5mm
a Cos I

Remarque : On trouve le méme résultat si le point M, n’est pas confondu avec le
foyer image de la lentille L,. Dans tous les cas, les points M et M, sont dans le
plan focal image de la lentille L.

Exercice 21.2 : Mire sinusoidale

On considere un objet diffractant alternativement opaque et transparent a la
lumigre et trés long suivant i,. On le modélise par une mire sinusoidale de pas p

X
selon Ox. Le coefficient de transmission est 7 (x) = 1 4+ cos (271'—) . L’objet est
4

€clairé par une onde plane monochromatique de longueur d’onde Ao sous inci-

P . - . XM
dence normale. On définit la fréquence spatiale u = avec M (xp7, yp) un

Aot’
point du plan focal image de la lentille située apres 1’objet.
L’amplitude de I’onde au point M est proportionnelle a la transformée de Fourier
du coefficient de transmission.

On rappelle que TF (¢t (x)) = f t(x)exp(—i2nux)dx.

TF (1) =6 (u) avec 0 (u) fonction de Dirac nulle partout sauf pour u = 0.
1
TF (cos 2mupx)) = 7 [0 (4 — ug) + 6 (u + up)]

1. Proposer un montage expérimental permettant de visualiser le plan de Fourier.

2. Qu’observe-t-on dans le plan de Fourier ?

Analyse du probleme

On suppose la lentille L de taille suffisamment grande pour pouvoir négliger la
perte d’information due a sa taille finie. C’est un probleme de diffraction ou le plan
focal image de la lentille est appelé plan de Fourier. Chaque point de ce plan cor-
respond a une fréquence spatiale du spectre de 1’objet. L'utilisation de la transfor-
mée de Fourier permet de prévoir I’amplitude en un point du plan de Fourier.
L’information sur les détails fins de 1’objet correspond a des fréquences spatiales
élevées.

2 1. On place la source S au foyer objet d’'une lentille convergente. On obtient
Y en sortie de la lentille L un faisceau de lumiére paralléle. LUobjet diffrac-
tant est placé apreés la lentille L;. On étudie la diffraction a linfini dans la
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Tz (E2%

N | N
|
|
|
/ e[
1 -
o l "”fﬁ 9 L
S O1 O\ =" 102 z
l
|
|
|
¥ | v
Ly objet diffractant L
(ﬁ >
fi I

0
direction # correspondant a la fréquence spatiale u = oW On place ['‘écran
0

dans le plan focal image de la lentille L. Pour chaque inclinaison @ corres-
pond un point M sur lécran. Dans les conditions de Gauss
XM

Xof"

Chaque point du plan focal image de la lentille, appelé plan de Fourier cor-
respond donc a une fréquence spatiale du spectre de l'objet diffractant.

X
tand ~ 0 ~ Tﬁf La fréquence spatiale est u =

2. Comme l'objet diffractant est trés long dans la direction i, il ne diffracte

pas la lumiére dans cette direction. Lamplitude complexe en un point M du
plan de Fourier est :

U=
of’

_ cte [5(u)+%[5(u—$)+5(“+ém

1 1
On obtient uniquement trois fréquences spatiales : 0, — et (——). Dans le
4 P

plan focal image de L (ou plan de Fourier), on observe trois points :

a(M) = cte x (TF(t(x))) S

Ym
N

-9
i

"G|'—‘.
A 4

TM
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Interprétation physique :
® Si le pas du réseau est petit, alors la fréquence spatiale est grande. On

peut dire également que les détails fins d'un objet correspondent a des
fréquences spatiales élevées.

® Si le pas du réseau est grand, alors la fréquence spatiale est petite. Les
détails grossiers d'un objet correspondent a des fréquences spatiales
faibles.

Ces trois points lumineux, cohérents entre eux, reconstituent dans le plan
image une mire sinusoidale : c'est le résultat d'une interférence a trois
ondes.

Remarque : La transformée de Fourier de 1’objet est :

w(u) = / t (x)exp(—i2mux)dx.

La transformée de Fourier inverse est :

i x)= f w (u)exp (i2mux) du.

[’ objet est la superposition de mires sinusoidales, ayant toutes les fréquences spa-
tiales. Le poids de chaque terme exp (i27ux) est w (u). Ici, on a uniquement trois
fréquences spatiales.

Exercice 21.3 : Traits paralléles équidistants

338

On considére une mire constituée de N traits paralleles équidistants de p. Le

. 0 . x - ~
coefficient de transmission est 7 (x) = 1 4+ cos (271'—). La mire est tres longue

4
suivant i . Elle est éclairée par une onde plane monochromatique de longueur
. . P . . X
d’onde )\gp sous incidence normale. On définit la fréquence spatiale u = X A}f
0

avec M (xp7,yp) un point du plan focal image de la lentille située apres |’ objet.
L’amplitude de I’onde au point M est proportionnelle a la transformée de Fourier
du coefficient de transmission.

On rappelle que T F (1 (x)) = / t (x)exp(—i2mux)dx.

55 sin (mul) X L
TF (rect (—)) =L— avecrect (—) =1 pour |x| < —
L ul L 2

1. Proposer un montage expérimental permettant de visualiser le plan de Fourier.
2. Déterminer I’amplitude en un point du plan de Fourier.
3. Interpréter les observations sur un écran placé dans le plan de Fourier.
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Analyse du probléeme

On suppose la lentille L de taille suffisamment grande pour pouvoir négliger la
perte d’information due a sa taille finie. C’est un probléme de diffraction ot le plan
focal 1image de la lentille est appel€ plan de Fourier. Chaque point de ce plan cor-
respond a une fréquence spatiale du spectre de 1’objet. L'utilisation de la transfor-
mée de Fourier permet de prévoir I’amplitude en un point du plan de Fourier.
L’information sur les détails fins de 1’objet correspond a des fréquences spatiales
élevées.

1.
z& TJ? TiEM
i N
I
|
I
!/ 1
. ! 55|,
S O Ol "0y z
I
I
I
I
Ly objet diffractant [,
«—> —>
hi f

On place la source S au foyer objet d’'une lentille convergente. On obtient
en sortie de la lentille L; un faisceau de lumiére paralléle. Lobjet diffrac-
tant est placé aprés la lentille L. On étudie la diffraction a linfini dans la

0
direction # correspondant a la fréquence spatiale u = v On place l'écran
0

dans le plan focal image de la lentille L. Pour chaque inclinaison é# corres-
pond un point M sur lécran. Dans les conditions de Gauss
XM

Xof"

Chaque point du plan focal image de la lentille, appelé plan de Fourier cor-
respond donc a une fréquence spatiale du spectre de 'objet diffractant.

X
tanf ~ 0 ~ ~2 |3 fréquence spatiale est u =
ff

2. Comme lobjet diffractant est trés long dans la direction i, il ne diffracte
pas la lumiére dans cette direction.

| |
0 L

—

p

>
rd

X
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On a N traits opaques, soit L = Np. La transmittance est 7 (x) =
X
1 4 cos (271'—) pour x compris entre O et L.
p
. X X
Pour x quelconque, on peut écrire : 7 (x) = [1 + cos (27?—)i| rect (Z)
p

CXp (19) + cXp (_“9), onat (x) =1 (JC) + 5] (.)C) + I3 (X)

2

Comme cosf =

avec :

® {1 (x)=rect (%)
°* Hx)= %exp (iZw%) rect (%)
e 13(x)= ;exp (—iQﬂ';) rect (i)

Lamplitude complexe en un point M du plan de Fourier est :
a (M) = cte x (TF (t (¥))),__su

0f

e Calculde TF (f; (x)) :

sin (wu L)

TF(t; (x))=TF (rect (%)) —L
e Calculde TF (5 (x)) :

mul

1 1%
TF (t; (x)) = 5[

1 1
=—f exp(—iZﬂ'(u——)x)dx
2 ~L P

X sin (ru L 1
Comme TF (rect (—)) = L(—). Il suffit de remplacer u paru — —.
L mu L P

X
exp (iZ‘R'—) exp (—i2mux) dx
p

I o)~

Dol :

7 sin (7r (u — %) L)
TF(t(x)) =+
e (u — l) L
p
* (Calcul de TF (t3 (x)) : Il suffit de remplacer p par (—p) :

F (s () — %sin (’ﬂ' (u —l—l %) L)
T['(M + 5) L
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On en déduit donc :

| sin(muL) 180 (W (M - #) L)

in (r (u-+ ) )

mulL 2 W(M—%)L 2 TT(M-F%)L
3. On observe trois fonctions sinus cardinal centrées sur : 0, 1/p et

(=1/p).
On représente les graphes représentant lamplitude et 'éclairement en fonc-
tion de u.

a
0,95 4
0,55 1
0,15 ; A /\
' annf A -Anl\n AAAAA A AAna
] vvaU V- VVVVV vavv N Uvuvv
-0.25_ i . . i S
-30 =20 -10 0 10 20 30 U
13
A
0,8
0,6 ]
0,4]

i S R |

-30 -20 -10 0 10 20 30U

Dans le plan de Fourier (ou plan focal image de la lentille L), on observe
trois éclairements caractérisant chacun une fente de largeur L centrées sur
0,1/p et (—1/p). Les éclairements centrés sur 1 /p et (—1/p) sont 4 fois
plus faibles que 'éclairement centré sur 0.

Si p est grand, la mire est constituée de traits paralléles trés éloignés, le
coefficient de transmission varie faiblement avec x. On dit qu'on a des
détails grossiers sur la mire qui correspondent aux fréquences spatiales
faibles.

Si p est petit, la mire est constituée de traits paralléles trés proches, le coef-
ficient de transmission varie rapidement avec x. On dit qu'on a des détails
fins sur la mire qui correspondent aux fréquences spatiales élevées (en
valeur absolue car elles peuvent étre négatives).
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Exercice 21.4 : Fente rectiligne

342

On considére une fente rectiligne de largeur a suivant i, trés longue suivant uy.

Le coefficient de transmission est uniforme. Elle est éclairée par une onde plane

monochromatique de longueur d’onde )y sous incidence normale. On définit la
XM

Ao’
la lentille située apres 1’objet.
L’amplitude de 1’onde au point M est proportionnelle a la transformée de
Fourier du coefficient de transmission. On rappelle que TF (¢ (x)) =

[t (x)exp (—i2nux) dx.

rr (ea(2)) =

1. Proposer un montage expérimental permettant de visualiser le plan de Fourier.
2. Déterminer I’amplitude en un point du plan de Fourier et représenter graphi-
quement I’amplitude et I’éclairement en fonction de «#. Déterminer la largeur de
la tache centrale et en déduire I’ouverture angulaire. Qu’observe-t-on dans le plan
de Fourier ?

3. Comment est modifié le plan de Fourier si on augmente la largeur de la fente ?
Et si on diminue a ?

fréquence spatiale u = avec M (xpr, yyr) un point du plan focal image de

a

sin (mua) — 1 pour |x| < :

3¢
avec rect | —
TUA a

Analyse du probléeme

On suppose la lentille L de taille suffisamment grande pour pouvoir négliger la
perte d’information due a sa taille finie. C’est un probléme de diffraction ot le plan
focal image de la lentille est appelé plan de Fourier. Chaque point de ce plan cor-
respond a une fréquence spatiale du spectre de 1’objet. L’ utilisation de la transfor-
mée de Fourier permet de prévoir I’amplitude en un point du plan de Fourier.
L’information sur les détails fins de 1’objet correspond a des fréquences spatiales
élevées.

Ta Tom

2@ 1s

N N
I/
' —=tM
e ”’,ﬁ 6 N
S O O el [ Z
I
[}
Vv
Ly objet diffractant i
<> &>
! !
1 I
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On place la source S au foyer objet d'une lentille convergente. On obtient
en sortie de la lentille L, un faisceau de lumiére paralléele. Lobjet diffrac-
tant est placé aprés la lentille L. On étudie la diffraction a linfini dans la

0
direction @ correspondant a la fréquence spatiale u = IV
0

On place l'écran dans le plan focal image de la lentille L. Pour chaque incli-
naison @ correspond un point M sur ['écran. Dans les conditions de Gauss :
XM

Mo f"

Chaque point du plan focal image de la lentille, appelé plan de Fourier cor-
respond donc a une fréequence spatiale du spectre de ['objet diffractant.

Xm ) .
tanf ~ 0 ~ —. La fréquence spatiale est u =

2. Comme la fente diffractante est trés longue dans la direction uy, elle ne

diffracte pas la lumiére dans cette direction.

Lamplitude complexe en un point M du plan de Fourier est :

sin (mua)

a(M)=cte x (TF(t(x))),_u =cte Xxa———
_/"\OJ"" muda

On observe une fonction sinus cardinal centrée sur 0.

On représente les graphes représentant l'amplitude et 'éclairement en fonc-

tion de u.

a
0,95 %
0,55 ]
Pla A A
B VA B VA
-4 -2 0 2 4 u
I\S
0.8 ]
0,6 ]
0.4 ]
0.2 ]
T ‘u/\ A‘.‘ T >
-4 -2 0 2 4 u

Tache centrale et taches secondaires :
La fonction sinus cardinal s'annule pour mua = nm avec n entier non nul.

n Xy Ao f'!
On a alors : u = —. Comme u = — alors xpy =n .
a Ao a
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e x =0 correspond au maximum de l'éclairement. La figure de diffraction
est centrée sur image géométrique de la source S a travers les deux len-
tilles Ly et L.

Ao f’

® La largeur de la tache centrale est de largeur 2——.
a

® Les taches secondaires sont beaucoup moins lumineuses et de largeur
Ao f’

.

a
Environ 90% de |'énergie lumineuse est concentrée dans la tache centrale.
La largeur de la tache centrale est inversement proportionnelle a a.

Détermination de l'ouverture angulaire de la tache centrale :
X
D'apreés le schéma de la question 1, tanf ~ 6 ~ Ly
ff
Ao f’ : .
® Pourn =1, onavuque xyy = ——, ce qui correspond a un angle 6 tel
a

A
quetané)%@:x—M:—O.

foa
Ao

e De méme pourn =—1,onaf=——.
a

Le faisceau diffracté est donc divergent avec une ouverture angulaire égale

a:

A
20 =222
a
Observation dans le plan de Fourier :

Dans le plan de Fourier (ou plan focal image de la lentille L), on observe
une ligne avec une succession de points sombres. La tache centrale est trés
lumineuse alors que les taches secondaires sont beaucoup moins lumineuses.
La largeur de la tache centrale est deux fois grande que la largeur des taches
secondaires.

3. Si a augmente, la largeur de la tache centrale diminue. Si a est trés grand
devant )\, toute la lumiére est sur l'image géométrique S’ de la source a
travers les deux lentilles L et L. Il n"y a plus de diffraction. On peut appli-
quer les résultats de l'optique géométrique.

Si a est trés petit devant Ao, la fonction sinus cardinal tend vers 1. On
observe un éclairement uniforme.



© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 21 - Diffraction

Exercice 21.5 : Filtrage optique

On considere un objet diffractant trés long suivant uy, éclairé par une onde plane
monochromatique de longueur d’onde Ay sous incidence normale. On définit la

x
fréquence spatiale u = )\—ﬁj" avec M (xp7, ypr) un point du plan focal image de
0

la lentille L. ’amplitude de I’onde au point M est proportionnelle a la transfor-
mée de Fourier du coefficient de transmission. On rappelle que

TF(t(x)) = ft (x)exp (—i2mux)dx.

TF(i 6(x—na)):é i 5(;4—%)

n=—0<0 n=—0o<

TF (1) =6 (u) avec 0 (1) fonction de Dirac nulle partout sauf pour u = 0.

L [F
®

I Yo A 1 YMm Y

| |

| I

| |

I |
|
/ | % >
N 0, O2 O oz
I I

| I

| |

| ! )

W [ > | image
T objet L plan de
¢ 5 diffractant Fourier
! < N b
1 e o~ L
2 g
/
f
oQ
Le coefficient de transmission de 1’objet diffractant est7 (x) = Y. 0 (x —na).
n=—00

1. Qu’observe-t-on dans le plan image ?

2. Comment réaliser un filtrage optique avec ce montage ?

3. Quel filtrage doit-on réaliser pour observer dans le plan image une succession
de points distants de a/2 ?

4. On place dans le plan de Fourier une fente centrée sur ’axe de largeur

Mo f’

=039 suivant Oszx. Quelle image obtient-on dans le plan image ?

5. Comment améliorer le contraste de I'objet ? Comment s’appelle cette
technique ?
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Analyse du probléme

On suppose la lentille L de taille suffisamment grande pour pouvoir négliger la
perte d’information due a sa taille finie. C’est un probleme de diffraction ou le plan
focal image de la lentille est appelé plan de Fourier. Chaque point de ce plan cor-
respond a une fréquence spatiale du spectre de 1’objet. L’utilisation de la transfor-
mée de Fourier permet de prévoir I’amplitude en un point du plan de Fourier.
L’information sur les détails fins de 1’objet correspond a des fréquences spatiales
élevées. On peut modifier le spectre avec un cache en supprimant certaines compo-
santes spectrales.

%

f.f

1. On reconnait le montage 4 1. Le grandissement est v = te) =—1.0n

observe dans le plan image une succession de points distants de a comme
pour l'objet diffractant.

2. Linformation sur le spectre de Fourier de la transmittance se trouve dans
le plan de Fourier, c'est-a-dire dans le plan focal image de la lentille L.

Les détails fins de l'objet correspondent a des fréquences spatiales élevées
alors que les détails grossiers correspondent a des fréquences spatiales
faibles.

IL suffit donc de filtrer (cacher, atténuer ou retarder une partie du spectre)
dans le plan de Fourier pour supprimer certaines fréquences spatiales et ainsi
modifier l'image que l'on observe dans le plan O’'xy.

3. Si on supprime les pics d'ordre impair (—1, +1, —3, 4+3...), la figure de
diffraction obtenue est celle relative a un réseau de pas a/2.

o0 2 oC
Comme TF( Z 5(x — n%)) = — Z 5(u — 22), les fréquences
a, —~ a

n=—00

spatiales sont bien dans ce cas : 0, 2/a, —2/a, 4/a, —4/a...

> | & n
4. Sans la fente, onaTF( Z 5(x—na))=g Z 6(14—5).

n=—00 n=—00
On a donc les fréquences spatiales : 0, 1/a, —1/a, 2/a, —2/a...

Comme u = ;o—ﬂj”' alors xpr = Ao f'u.
Les fréquences spatiales sont donc situées aux points d'abscisses :
(P VARV APS WA WA
a a a a
Ao f’
a

sauf la fréquence nulle. On observe alors un fond uniforme. On obtient un
faisceau pratiqguement paralléle a l'axe du systéme.

La fente de largeur b = 0,9 filtre donc toutes les fréquences spatiales
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5. Pour toute image, on a un pic au centre correspondant a une fréquence
nulle qui vient d'un fond uniforme qui se superpose a 'objet. Ce fond uni-
forme qui a pour transformée de Fourier T F (1) = 6 (1) ne porte aucune
information utile sur l'objet.

Il suffit donc de mettre un cache au centre dans le plan de Fourier pour sup-
primer ce fond.

Cette technique appelée strioscopie permet d’augmenter le contraste des
objets et de mettre en évidence des détails plus fins.

Exercice 21.6 : Filtrage d'un réseau sinusoidal

On considére un objet diffractant trés long suivant uy, éclairé par une onde plane
monochromatique de longueur d’onde Ay sous incidence normale. On définit la

fréquence spatiale u = ;—Aj” avec M (xp7, ypr) un point du plan focal image de
0

la lentille L. I’amplitude de I’onde au point M est proportionnelle a la transfor-
mée de Fourier du coefficient de transmission. On rappelle que

TF (t(x)) = [t (x)exp(—i2mux)dx.

rr(Y sw-no) =1 Y 5(u-2)

H=—0C n=—00
i sin (mu L) X X 1
TF (rect (—)) = L——— avec rect (—) = | pour ’—‘ < =
L mul i I 2
T:BU LCEM it €x
A |®yo A I YM Sy

| |
| |
'. I
_/ : l
S& 0, oo o -
—|

v

\A I v | image
Ly objet L plan de
¢ N diffractant Fourier
1 < >< >
25 27
fn"

Le coefficient de transmission de 1’objet diffractant de longueur L est
t (x) =1+ cos (27%).

Comment réaliser un filtrage optique pour observer dans le plan O’xy I’image
correspondant a une fente de largeur L ?
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Analyse du probléme

On suppose la lentille L de taille suffisamment grande pour pouvoir négliger la
perte d’information due a sa taille finie. C’est un probléme de diffraction ot le plan
focal image de la lentille est appelé plan de Fourier. Chaque point de ce plan cor-
respond a une fréquence spatiale du spectre de 1’objet. L'utilisation de la transfor-
mée de Fourier permet de prévoir I’amplitude en un point du plan de Fourier.
L’information sur les détails fins de 1’objet correspond a des fréquences spatiales
élevées. On peut modifier le spectre avec un cache en supprimant certaines compo-
santes spectrales.

%

!

On reconnait le montage 4 f’. Le grandissement est v = ;:O =—1.
L'information sur le spectre de Fourier de la transmittance se trouve dans le
plan de Fourier, c'est-a-dire dans le plan focal image de la lentille L. Les
détails fins de l'objet correspondent a des fréquences spatiales élevées alors
que les détails grossiers correspondent a des fréquences spatiales faibles.
Il suffit donc de filtrer (cacher, atténuer ou retarder une partie du spectre)
dans le plan de Fourier pour supprimer certaines fréequences spatiales et ainsi

modifier l'image que l'on observe dans le plan O'xy.
Transformée de Fourier du réseau sinusoidal :

On a vu dans l'exercice « Traits paralléles équidistants » que l'amplitude en

un point du plan de Fourier est : a (M) = cte x (T F (t (x)))”:;i, soit :
of’

sin (mul) 1 sin (71' (u — %) L) 1 sin (ﬂ' (u + %) L)
+ = +§
muL 2 W(u—%)L ﬂ'(bt—|—%)L
On observe trois fonctions sinus cardinal centrées sur: 0, 1/p et —1/p.
On représente les graphes représentant l'amplitude et 'éclairement en fonc-

tion de u.

a(M)=cte'

s
0,95 %
0,55 3
M /\
annfl A ,.AAAn ﬂr\h,.,. A Anan
p VVVVU v' "VVVU UVVVV 'U Vvvvv
-0,25 S

30 -20 -10 0 10 20 30U
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0,8
0,6
0,4 ]

1 \

30 -20 -10 0O 10 20 30U

Dans le plan de Fourier (ou plan focal image de la lentille L), on observe

trois éclairements caractéristiques d'une fente de largeur L centrées sur 0,

1/p et —1/p. Les éclairements centrés sur 1/p et —1/p sont 4 fois plus

faibles que l'éclairement centré sur 0.

Transformée de Fourier d'une fente de largeur L :

sin (mul)

a(M) =cte x (TF (t(x))),_ou =cte x L————
Ao S’ mu L

Réalisation du filtrage :

On place dans le plan Ox,y, l'objet diffractant de coefficient de transmis-

sion : f(x) =1+ cos (27r£). Comme u = X—M, alors xpr = Ao f'u.

p Ao S’
Dans le plan de Fourier, on a trois spots centrés sur u =0, u = 1/p et
u = —1/p correspondant aux abscisses :
Ao S’ Ao f!
xy=0,xy=—c¢etxy=-—
P p

Ao f’ Mo f'

Il faut donc supprimer les spots centrés sur xp = O—f et xy = —O—f
p

pour ne garder que le spot centré sur 0.
La fonction sinus cardinal tend rapidement vers 0. On considére par exemple

X 5
la 5M€ annulation du spot centré sur 0 : (u — —) L = —57,soitu = I
p

On a alors :

S5Aof’
L

XM5 =

On considére la 5™ annulation du spot centré sur 1/p :

1 1 5
Tr(u — —) L = —5m, soitu — — = ——. On en déduit :
p P L

| 5
x;ws = Xof’ (E - Z)
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Partie 6 - Optique

On cherche a supprimer les spots centrés suru = 1/p etu = —1/p tout en
gardant le spot centré sur O :

® Pour que les fonctions sinus cardinal soient bien séparées, il faut que :
I 5 5o f’ 1 5 5
Mfl——=)= Lf, soit [ — — — ] = —. On en déduit la pre-
p L L p L L
miére condition :

e Pour supprimer le spot centré suru = 1/p, on utilise un diaphragme cen-

S5Aof’ 1 5
tré en 0 et de largeur comprise entre 2 x Zf et 2o f' (— — Z)
p

2X0 f

P
On observe alors dans le plan O’xy limage correspondant a une fente de
largeur L.

Si L > p, on réalise le filtrage avec un diaphragme de largeur
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Exercice 22.1 : Particule libre et paquet d'ondes

On consideére une particule libre placée dans un potentiel nul. On rappelle que
L . B 9w v
I’équation de Schrodinger s’écrit : —— —— + VW = ihi—.

2m 9x? at

1. Déterminer les fonctions d’onde W (x,t) = @ (x) f (¢) représentant des états
dynamiques pour lesquels I’énergie a la valeur E.

2. Quelles sont les valeurs possibles de 1’énergie ? On étudie par la suite la fonc-
tion d’onde W = A exp (i (kox — wot)). Pourquoi cette onde ne peut pas décrire
la particule ?

3. Pour résoudre la difficulté, on envisage un paquet d’ondes qui est la superpo-
sition d’ondes planes sinusoidales de pulsations voisines de wg et de vecteurs
d’onde voisins de kp. On suppose que Aw K wp et Ak <K ko. On représente en
x = 0 la partie réelle de la fonction d’onde. Pour simplifier 1’étude, on conside-
re la superposition de trois ondes planes :

v =B [exp (i (kox fwor)) + % exp (i ((ko + %k)x _ (wo + %) r))]
el 2 (o)

On représente le graphe représentant la partie réelle de la fonction d’onde en
fonction de x a + = 0. Déterminer la largeur Ax des « bouffées d’onde ».

Re (W)
1
0 - "AUnUn nunuﬂ, Vnunvn “ununv “ﬂuﬂuﬂ M
IR U V
% <0 o 10 we
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Montrer que Ak,Ax > 2mw. Retrouver |'inégalit¢é de Heisenberg spatiale.
Déterminer la vitesse de la particule.

4. La figure ci-dessous représente la partie réelle de la fonction d’onde d’un
paquet d’ondes gaussien a + = 0 en fonction de I’abscisse. Ce paquet d’ondes est
la superposition d’une infinité d’ondes planes de pulsations voisines de wy et de
vecteurs d’onde voisins de kg.

Re (W)
N
1 4
0,5 |
0
-0,5 ¢
-20 -10 0 10 20 9

Est-ce que la condition de normalisation peut €tre résolue ? Définir la vitesse de
phase et la vitesse de groupe. Comment est définie la vitesse de la particule ?

5. Le milieu est-il dispersif ? Le paquet d’ondes se propage dans le sens des
x > 0. Est-ce qu’il se déforme au cours du temps en supposant qu’a 1’avant du
front d’onde a t+ = 0 se trouvent les longueurs d’onde les plus grandes.

Analyse du probléme

Les seules solutions de I’équation de Schriédinger correspondant & une densité
linéique de probabilité indépendante du temps sont les solutions stationnaires. On
identifie donc les états stationnaires aux états d’énergie fixée.

Cours : Mécanique quantique

En mécanique quantique, une particule est décrite par une fonction d'onde W (x, t) (fonc-
tion complexe). Il faut abandonner la notion de trajectoire utilisée en mécanique classique.
La densité linéique de probabilité est |V (x, ¢) 2. La probabilité de présence de la particule
entre x et x +dx est dP = |V (x, r)|2 dx. Une particule est dans un état stationnaire si la
densité linéique de probabilité |W (x, 1)|? est indépendante du temps.

On associe a toute grandeur physique G un opérateur linéaire qui a pour action de modifier
la fonction d'onde :

Grandeur physique G Opérateur Résultat de I'opération
a v
Quantité de mouvement : p, —ih— —i ﬁ,a—
X X
f p* n 92 W 9tw
Energie cinétique : — - —_
] 2m 2m 9x? 2m Jx2
Energie potentielle : V Multiplication par V (x) 4%
Energie totale - 2 + V| Hamiltonien: # = —~ v o= 2PV Ly
nergie totale : — amiltonien: H = —— — =——
g 2m 2m 9x2 2m 9x2




© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

Chapitre 22 - Approche ondulatoire de la mécanique quantique

Par abus de langage, on appelle V le potentiel au lieu de I’appeler énergie poten-
tielle : il ne faut pas confondre ce « potentiel » avec le potentiel électrique U dans
lequel une particule de charge g a une énergie potentielle qU.

Pour étre certain de trouver une valeur déterminée g en mesurant une grandeur physique G
lorsque la particule est dans un état W (x,7), il faut que V¥ (x,r) soit fonction propre de
I’opérateur associé a G avec la valeur propre g. Cela signifie que le résultat de 1’opération
GW est égal a la fonction W (x,r) multipliée par g, soit GV = gW. On ne peut trouver
d’autres résultats de mesure qu’une valeur propre de G.

* La valeur propre associée a H est notée E que 1’on appelle 1’énergie de la particule :
HY = EV,

» La valeur propre associée a py notée p est la quantité de mouvement de la particule. Pour

v aw
une onde plane W = Aexp (i (kx —wt)),ona —iha— = pV, soit —izhka— = p¥.On
% X

a alors p = hk (relation de de Broglie). La longueur d’onde de 1’onde est définie par
27 27 h
k = S % = Tp’ soit A = —. L’approximation de la mécanique classique corres-
4
pond au cas au cas ou la longueur d’onde de de Broglie est trés petite devant toutes les
autres dimensions caractéristiques du probleme (comme pour I’optique géométrique qui
est applicable si la longueur d’onde de la lumiére est petite devant les dimensions des dia-
phragmes).

L’équation de Schrodinger permet de connaitre I’évolution de la fonction d’onde au cours

L oW
du temps : HV = lhc‘)—t'

Supposons qu’on soit certain de trouver la valeur E pour I’énergie de la particule. On a

N L ov L ) .
alors : HW = EW. On en déduit que lh? = EW, soit N %\D = 0. On peut I'écrire
i
ov iE ) . iEt
sous la forme : o + ?\If = 0. La résolution donne : ¥ (x,f) = ¢ (x) exp - ) Le
; 1

iEt
terme exp (—T) est un terme de phase de module égal a 1. La densité linéique de pro-
l

babilité | (x,)|? = |@ (Jc)l2 ne change pas au cours du temps. On a donc un état station-
naire. L’équation de Schrodinger pour la partie spatiale s’écrit : Ho = E¢, soit

B d%¢
2m dx?
On verra que cette équation n’a pas de solution acceptable si £ a une valeur quelconque.

C’est de cette maniere que I’on introduit mathématiquement la quantification de 1’énergie
pour les états liés.

+Vo=E¢

On admet que ¢ et d_gb doivent étre continues. La condition de normalisation doit également
ks
étre vérifice :

(e @]
f W (x,0))?dx = 1

—0oQ
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Comme I’équation de Schrodinger est linéaire, la superposition d’états stationnaires est
solution de I’équation de Schrddinger. La fonction d’onde dans le cas général peut se
décomposer en une somme d’états stationnaires d’énergie E, qui sont les valeurs propres de
I’hamiltonien :

%

W (n) =Y end, (1) exp (—ii”’)

n

1. On chercher la fonction d'onde sous la forme : ¥ (x,t) = ¢ (x) f ().
Détermination de la partie temporelle f (¢) :

On suppose que la particule est dans un état propre de 'hamiltonien dont la
valeur propre est l'énergie E. Comme E est une valeur propre, on a
HY = EV,

. .. 0w I :
On doit donc avoir th = EV, soit 155 = Ef.

df iE
0 lors — 4+ —f =0.
n a alors & + ﬁf

iEt
La résolution donne : f = aexp (—?) = aexp(—iwt) en posant

E
w= s Comme w = 2mv, alors

E = hw=hv
Détermination de la partie spatiale ¢ (x) :

L'équation de Schrédinger s'écrit :

h d%o _d’¢  2mE
%@—{—Eqb:o,scnt@—l——h2 ¢ =0.
2mE d?

On pose k = . On a alors : dx_i) — (ik)> ¢ = 0.

h2

L'équation caractéristique est r% — (ik)> = 0, soit r = +ik.
On en déduit la partie spatiale :

¢ (x) = Bexp (ikx) + yexp (—ikx)
Détermination de la fonction d'onde W (x,¢) :

W (x,t) = Aexp (i (kx —wt)) + B exp(—i (kx + wt))
On a la somme de deux ondes planes :

o Aexp (i (kx —wt)) est la fonction d'onde plane se propageant dans le

W
sens des x positifs a la vitesse de phase vy = T ;

* Bexp(—i(kx + wt)) est la fonction d’onde plane se propageant dans le

W
sens des x négatifs a la vitesse de phase v, = T
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z& 2. On n’a pas de quantification de '‘énergie puisqu’on a une particule libre.

Il n'y a pas de condition aux limites.

La quantité de mouvement est p = hk. Lénergie de la particule est
h2k? p2 | : i < s e .

E = — = — = —mv~. Lénergie est égale a l'énergie cinétique de la
2m 2m 2

particule de vitesse v.
Physiquement, on ne peut pas avoir £ < 0 puisque £ = E,. > 0.

Remarque : Pour une valeur négative de 1’énergie, on aurait des solutions expo-
nentielles réelles, non bornées quand x — oo pour la fonction d’onde, ce qui
n’est pas physiquement acceptable. On verra dans les exercices suivants qu’on a une
quantification de 1’énergie pour un état li€ d’une particule.

o

z& La condition de normalisation s'écrit : f W (x,7)]*dx = 1. Comme
—0oQ

|W (x.,)|> = A2, on ne peut pas réaliser la condition de normalisation pour

une valeur non nulle de A. Londe plane ne peut donc pas décrire une parti-

cule. Elle n"a pas de réalité physique.

Comme |'‘équation de Schrdodinger est linéaire, on peut envisager une super-

position d’ondes planes pour construire un paquet d’ondes.

Remarque : W est fonction propre de 1’opérateur associ€ a la quantité de mouve-

0 ow

ment est —iha— : —iha— = pV, soit —ih (ikgW) = pWV, d’ ol p = hky. L'énergie
X x

et la quantité de mouvement de la particule sont connues avec certitude et reliées
Pkr pt 1

par £ = — = Emvz. Or d’apres I'inégalité de Heisenberg spatiale, si la

2m  2m
quantité de mouvement est parfaitement connue, alors 1’abscisse x de la particule
devient totalement indéterminée. On ne donc pas avoir une densité lin€ique de pro-

babilité uniforme sur 1’axe.

w 3. On considéere pour simplifier la superposition de trois ondes planes :

w=p [exp (i tkox — o))+ 5exp (i (] 5 ) e (w0+5) t))]
4B [;exp (z‘ ((ko - Azk) * - (‘“0 - Azw) I))]

. . Ak Aw
Soit ¥ = A exp (i (kox — wopt)) [1 + cos (7x — Tr):| .

Détermination de la largeur Ax des « bouffées d'onde » :
A linstant fo, on cherche les valeurs de x qui annulent

- Ak Awr _tAk Awt —rtm2
cos 2x > fo ,5012x 20_7r m2r.
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On cherche ['élargissement spatial d'une « bouffée d’ondes ».

Ax Ax
On pose xy =xg+ —etxo =xg — —.
2 2
. P 0 Ak Awt
ourm=0,ona—x; ——1H=m,
2 T
_tAk +Ax Awt
soit — — ) - —1 =
2\ p 07T
Ak Aw
e Pourm=—1,ona—x»— —1y=—m,
2 2
_tAk Ax Awt
soit— (xp— — | — —fH=—-7
2\ 2 2 0

Ak
En faisant la différence, on a : > (Ax) = 27, soit AxAk = 4x. On a bien

Ak Ax =27

Interprétation : Cette bouffée d’onde a donc une extension spatiale limitée.
La fonction d'onde tend rapidement vers zéro si k sort de lintervalle

Ak Ak . . /
ko — - ko + - | La position de la particule n'est pas connue avec
certitude.

Inégalité de Heisenberg spatiale :

La quantité de mouvement de la particule n'est pas connue avec certitude.
Limprécision sur la quantité de mouvement est Ap = iiAk. Or AxAk = 1,
d'ol :

ApAx = h

Remarque : On utilise des modeles approchés. Il ne faut donc pas espérer trouver
le coefficient /i dans 1’inégalité mais on trouve un trés bon ordre de grandeur.

On est certain de trouver pg = hikg uniquement pour une onde parfaitement mono-
chromatique.

%

Vitesse de la particule :
On a vu que le maximum de l'enveloppe du paquet d'ondes

| + cos Ak Awt 14 Ak Awt
co 2x > = coS > X %

w
se deplace a une vitesse appelée vitesse groupe : v, = N qui est la vites-
se de la particule.

4. Un observateur situé en xo ne voit passer qu'un paquet d'ondes gaussien
qui est d'extension spatiale finie. On peut donc normaliser la fonction
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r thZ r ~
d'ondes. On a vu que £ = —— = fw, d'ol
2m
hik?
w=—
2m
Vitesse de phase :
e w  hk : ) :
Elle est définie par vy = — = o La vitesse de phase représente la vites-
‘ m

se de propagation d'une onde plane qui constitue le paquet d'onde. En fait,
le paquet d'ondes est constituée d'une infinité d'ondes planes de pulsations
voisines de wy et de vecteur d’onde voisin de ky. Chaque onde plane n’a pas
de réalité physique mais la superposition de toutes ces ondes planes a une
réalité physique et représente une particule qui se déplace a la vitesse de

dw
groupe définie précédemment : v, = & (vitesse de déplacement du maxi-

mum de l'enveloppe du paquet d’ondes).
Vitesse de groupe :

hik?
d d (m) Tik
Elle est définie par : v, = (5) = 2 =0 _Po_ V0.
K m m

La vitesse de groupe a une signification physique bien définie : c'est la

vitesse vy de la particule classique de quantité de mouvement
2,2 2

h=kg _ &.

2m 2m

On obtient ainsi une solution physiquement acceptable, pour laquelle 'éner-

gie de la particule et la quantité de mouvement ne sont pas connues avec
certitude.

po = mvgy = hky, d'énergie cinétique £ =

Remarque : En fait, il faudrait écrire E> = (mcz)2 + (pc)?. Pour des particules

non relativistes, cette expression devient E = mc? + E.. On trouve dans ce cas une

2

. P L C . p p p .
vitesse de phase égale a —. En faisant un décalage du zéro des énergies, on a

Vo

. p . U R
E = E_ et on trouve une vitesse de phase égale a 30. On ne cherche donc pas a don-

ner une signification physique a la vitesse de phase.

¥

Dans de nombreux exercices, on assimile la fonction d'onde W (x,f) d'une
particule libre @ une onde monochromatique tronquée, c'est-a-dire que sur
intervalle de longueur ¢, la fonction d'onde se confond avec
Aexp (i (kx —wt)). La condition de normalisation s'écrit alors

|A]*€ = 1. Le courant de probabilité s'écrit : J = |A|* 0 = |4 v. La

probabilité de présence, de densité linéique uniforme, « s'écoule » donc a la
vitesse vy de la particule dans le sens des x > 0.
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e e hk* 2mw 27
5.0n a vu que w = — = ,So0itk =/ — = —.
h\ 2m 2m h A
Une onde plane de pulsation w de vecteur d'onde k se déplace a la vitesse :
w  hk
VY= — = —.
" %k 2m

® Pour les petites longueurs d’onde, k est grand, et la vitesse de phase est
grande. Les parties du paquet d'ondes de petites longueurs d’onde se pro-
pagent donc plus rapidement.

¢ Pour les grandes longueurs d'onde, la vitesse est petite.

Le paquet d’ondes commence par se comprimer puis s'étale.

Comme la vitesse de phase dépend de la pulsation de [‘onde alors le paquet

d'ondes se déforme au cours du temps. On dit que le milieu est dispersif.
Les graphes suivants représentent l'évolution du paquet d’ondes au cours du

temps.
Re (W) Re (W)
i § t=t 11 t=t2
0,5 0,5]
0 0
_0?5 _015'
D20-10 0 10 20 « 20-10 0 10 2 =
Re (‘i’)_t Re (W)
il =13 LT t=t,
0,51 0,51
: : -
-0,5 - 0,5
20-10 0 10 20 = 20 -10 0 10 20«

Exercice 22.2 : Puits de potentiel infini et énergie

Quelles sont les valeurs possibles que peut prendre I’énergie d’une particule de
masse m dans un puits de potentiel 2 une dimension, infiniment profond, de lar-

geur a ?
. : . LET
On rappelle que pour un état stationnaire : W (x,7) = ¢ (x) exp (—?) .
L’équation de Schrodinger s’écrit pour la partie spatiale de la fonction d’onde :
n? d2¢
= V=
2m dx? A ¢
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Analyse du probléeme

Les seules solutions de I’équation de Schriédinger correspondant a une densité
linéique de probabilité indépendante du temps sont les solutions stationnaires. On

identifie donc les états stationnaires aux états d’énergie fixée.

L’énoncé ne donne pas la valeur du potentiel. On peut choisir le potentiel nul entre
0 et a. Il reste a résoudre I’équation de Schrédinger pour la partie spatiale et utili-

ser les conditions aux limites.

¢

La fonction d’onde pour les états stationnaires s'écrit :

Et
W (x,t) = ¢ (x)exp (—IT) L'équation de Schrdédinger pour la partie

o n* d*¢
spatiale s'écrit : T a2 + Vo =Egp.
region | E region |l E region Il1

y /
—
7 . 7
71 v=0
r=0 r=a

Région I et III :

Le potentiel est infini, on doit avoir : ¢y (x)

Région II :
I_'équation de Schrodinger s'écrit

n d’¢ 2¢5
2mdx2+E¢ 0, so1tcl 5+

e 28me a5 . E = (. On exclut physiquement ce cas puisque la fonction

d’onde est également nulle.

2mE

e 3°Me a5 : £ > (. On pose k =
hz

¢q (x) = A cos (kx) + B sin (kx)

qﬁ 0.
® 1 cas: E < 0. 0n a alors qS(x) = A’ ch (ax) + B’ sh (ax) en posant

2mE
o=,/ T Pour avoir ¢» (0) = 0 et ¢ (a) = 0, on doit avoir A’ =0
%

et B’ =0. Ce premier cas est exclu physiquement puisque la densité
linéique de probabilité de présence de la particule est toujours nulle.

. 0On a alors :

= ¢ (x) = 0.
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Conditions aux limites :
La fonction d'onde doit étre continue en 0 et ¢ :
® Pourx =0:¢50)=A=0

® Pour x =a : ¢y (a) = B sin(ka). On doit donc avoir ka = nm avec n
entier strictement positif.

o 2mE nm

On en déduit que : \/ —— = —, soit :
h a

5 TR

E,=n

2ma?
On observe donc une quantification de l'énergie contrairement a la méca-

nique classique ou 'énergie mécanique peut prendre toutes les valeurs entre
0 et oco.

On a une quantification de l'énergie puisqu'on a un état lié de la particu-
le. Elle intervient lors de l'étude des conditions aux limites.

Remarque : On n’a pas dans ce modele de continuité de la dérivée premiere de ¢
en 0 et en a. L’origine de cette situation exceptionnelle peut étre comprise a partir
de I’étude du puits fini par un passage a la limite.

Si a est trés grand, la distance entre E, et E, 4 est infiniment petite. On retrou-
ve la limite classique avec une continuité des niveaux d’énergie.

362

Exercice 22.3 : Puits de potentiel infini et fonctions d'onde

Une particule qui se déplace sur un axe Ox est soumise a un potentiel V tel que
V=0pour0O<x <aetV =00 pour x <0 et x > a. On écrit les fonctions
d’onde des états stationnaires sous la forme : W, (x, ) = ¢, (x) f, (7).

On désigne par E, les énergies correspondantes. On rappelle que 1’équation de
Schrodinger s’écrit :

1. Déterminer W, (x,1).

2. Tracer la densité linéique de probabilité de présence en fonction de x pour
n=1cetpourn =2.

3. La figure ci-dessous représente la densité linéique de probabilité de présence
pourn =3 etn =4.

Quelle est la relation entre le niveau d’énergie E, et le nombre de noeuds entre 0
et a?

4. Que se passe-t-il si @ diminue ? Comment est modifi€¢ 1’écart entre deux
niveaux d’énergie successifs ? Comment est modifiée 1'énergie cinétique ?
Comment est modifiée 1’énergie minimale de la particule ? Retrouver qualitati-
vement 1’énergie minimale a partir de 1’inégalité de Heisenberg spatiale.
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densite linéique de probabilité
1
0,8 ]
0,6 1
0,4 ;
0,2 ]

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

5. Quel cas limite retrouve-t-on si a tend vers I’infini ?
A quoi est due la quantification de I’énergie ? Dans quel autre domaine de la phy-
sique a-t-on déja rencontré une quantification des pulsations propres ?

Analyse du probleme

Les seules solutions de I’équation de Schriédinger correspondant a une densité
linéique de probabilité¢ indépendante du temps sont les solutions stationnaires. On
identifie donc les €tats stationnaires aux états d’énergie fixée. Il reste a résoudre
I’équation de Schrodinger pour la partie temporelle et la partie spatiale, utiliser les
conditions aux limites. Il ne faut pas oublier de normaliser la fonction d’onde.

1.
z& region | region |l | region Il

T LNNNNNNN
&
NANANANN

ja)
=
|
)

Détermination de la partie temporelle f,, () :

La fonction d'onde pour les états stationnaires d’énergie E, s'écrit :
W, (x,t) = ¢, (x) f, (). On suppose que la particule est dans un état
propre de ['hamiltonien dont la valeur propre est l'énergie E,.. Comme E,, est
une valeur propre, on a HY¥, = E,\\¥,,.

n

ot

On doit donc avoir : ih

df, {E,
dr + h

)
= E;W,. soit ihé—? =E,f,. On a alors

J» = 0. La résolution donne immédiatement :

£ L.E, it
n— QEX -
o eXp 3
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Détermination de la partie spatiale ¢, (x) de la région I et III :

Le potentiel est infini, on doit avoir ¢; (x) = ¢y (x) = 0.

Détermination de la partie spatiale ¢, (x) de la région II :

L'équation de Schrédinger s'écrit :

n d%¢ d’¢ 2mE
—— 4+ E¢p =0, soit — = 0.
om0 e’
e 18" cas : E <0. ¢(x)=A'ch(kx)+ B sh(kx) en posant
2mE ) . .
k=, — et Pour avoir ¢ (0) = 0 et ¢ (a) = 0, on doit avoir A" =0

et B" = 0. Ce premier cas est exclu physiquement puisque la densité
linéique de probabilité de présence de la particule est toujours nulle.

2¢me cas : E = 0. On exclut physiquement ce cas puisque la fonction
d'onde est également nulle.

2mE

RZ

¢n (x) = v cos (kx) + 3 sin (kx)

3%me cas : E > (. On pose k = . On a alors :

Conditions aux limites :

La fonction d'onde doit étre continue en 0 et a :

Pourx =0 :¢p (0) =a=0

Pour x = a : ¢y (a) = Bsin(ka). On doit donc avoir ka = nm avec n
entier strictement positif.

2mE nm

On en déduit que : ol soit :

2 a

Détermination de la fonction d’onde W, (x, 1) :

) i E,t ) X iE,t
W, (x,t) = Asin(kx)exp| — ; = A sin (n’rr—) exp | — ;
a

On calcule le coefficient en normalisant la fonction d’onde puisque la pro-
babilité de présence de la particule dans tout l'espace vaut 1. La densité

linéique de probabilité est |W (x, 7)|>. La probabilité de présence de la par-

ticule entre x et x + dx est dP = |V (x, ¢)|* dx. La condition de normali-

a
sation s'écrit : f |W (x,/t)|>dx = | puisque la particule est confinée
0

entre 0 et a.
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1 — 20
Comme sin’f = %(), ona:
a a 1 —cos(2nmix AZ
/ W (x,7)|% dx :f A? ( 4 )dx = —a
0 0 2 2

A? 2
La condition de normalisation s'écrit : 74:1 =1, soit A = :I:\/j. On en
a

[2 . X iE,t
W, (x,t) = £,/ — sin (nvr—) exp (— )
a a h

2. Le graphe suivant représente les densités de probabilité de présence de
la particule pourn =1 et n = 2.

On n‘observe pas de noeud entre 0 et @ pour n = 1. Par contre, on observe
un noeud entre 0 et a pour n = 2.

déduit donc :

densité linéique de probabilité

|
0,8 |
0,6 1
0,4 1 \
0 0,2 04 06 08 i

3. On constate que pour un niveau d’énergie E,, le nombre de noeuds dans
la densité linéique de probabilité de présence est (n — 1).

. . X X
La fonction sin (mr—) s'annule entre 0 et a lorsque nm— = k7 avec k
a a

k
entier, soit x = a—. Dans lintervalle ]0, a[, k peut prendre les valeurs
n

entiéres dans lintervalle [1, n — 1].
On a donc bien (n — 1) noeuds.

4. Si a diminue, la distance entre E, et E, | augmente. Lénergie minima-
232
le E[ =

5 augmente si on confine de plus en plus la particule.
ma

C'est tout a fait conforme a inégalité de Heisenberg spatiale AxAp, > A.
Si Ax diminue alors Ap, augmente et ['‘énergie de confinement quantique
augmente.

L'énergie de l'atome s‘identifie a son énergie cinétique. On peut retrouver
qualitativement ['énergie minimale en prenant Ax = a.
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Linégalité de Heisenberg spatiale s'écrit aAp, > h. Lénergie cinétique est

2 2
Px 0n en déduit que a2 2mE) > 12, soit E >
m 2ma?

retrouve que l'ordre de grandeur de E car les définitions données pour Ax
et Ap manquent de précision.

On ne peut pas restreindre l'espace dans lequel une particule se dépla-
ce sans qu’elle acquiére une énergie cinétique minimale, que 'on appel-
le énergie de confinement.

EC=E= . 0On ne

5. Si a est trés grand, la distance entre E, et E, | est infiniment petite.
On retrouve la limite classique avec une continuité des niveaux d'énergie.
On a une quantification de l'énergie puisqu’on a un état lié de la parti-
cule. Elle intervient lors de l'étude des conditions aux limites.

En physique classique, on rencontre des situations ol les valeurs possibles
d’'une grandeur constituent une suite discontinue : par exemple les fré-
quences des ondes stationnaires pour une corde vibrante fixée a ses deux
extrémités. On a vu en premiére année que la condition sin(kL) =0

: ; g m p
implique k,L = nm, dol w, = k,c = nzc. Les pulsations propres sont

donc multiples de la pulsation fondamentale.

Exercice 22.4 : Superposition de fonctions d’onde

366

Une particule qui se déplace sur un axe Ox est soumise a un potentiel V tel que
V=0pour0<x <aetV =00 pour x <0 et x >a. Les fonctions d’onde
normées des états stationnaires peuvent s’€crire sous la forme :

7 x LB 1
(Xt = - sin (mr;) exp| — 5

On place le systeme a t = 0 dans 1’état représenté par :
1
V2

W (x,0) = —=[¢; (x) + ¢ (¥)]

E, - Eg
h .

2. Etablir I’expression de la densité linéique de probabilité de présence de la par-
ticule. On donne les graphes représentant la densité linéique de probabilité de

1. Donner ’expression de W (x, ¢). On posera dans les calculs w =

: X s T
présence en fonctionde x 4t =0,t =H = —ett =t = —.
2w w

_ ™
Interpréter les graphes. Que se passe-t-il pour 1 > — ?
w
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densité linéique de probabilité
3 1
2,5 |
2 ]
1,5 1
1 ]
0,5 ;

0 02 04 06 08 17
3. La valeur moyenne de x a I'instant ¢ peut s’écrire sous la forme :
a
(%)= / x |W|2dx = % — ;67621 cos (wr)
x=0
Représenter graphiquement la valeur moyenne de x en fonction du temps 7. En

déduire une estimation de I’intervalle de temps At au bout duquel le systéme a
évolué de fagon appréciable.

Analyse du probléeme

[’ équation de Schrédinger est une équation différentielle linéaire. La superposition
de fonctions propres est solution de 1’équation.

Pour avoir un mouvement de la particule, il faut avoir la superposition d'états
d'énergie différente.

1

2@ 1. A un instant ¢ quelconque, on a W (x, t) = [V (x) 4+ ¥ (x)].

© Dunod. Toute reproduction non autorisée est un délit.

V2

D'aprés L'énoncé,

q—’n ()C., f) = \/gsin (m’rf_l) exp (_IE‘;I) _ ng (x) exp (_lEi;Jnf) .

On a donc

1 | E  E
V(x,t)= ﬁ |:G51 (x) exp (_%) + @, (x) exp (_%)} .

On en déduit que :

v = e (<00 [or 0+ oy e (-1 E) .

E, — E; . .
On pose w = — La fonction d'onde a un instant 7 est :
2

W(x,t)= Lexp —iE—It [q’)l (x) + ¢ (x)exp (—wt)]
2 h
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2. La densité linéique de probabilité de présence est :

W] = % [le (x) + ¢, (x) exp (—WF)] [ﬁbl (x) + ¢, (x) exp (WI)]

. l ! { [ ! . [ [ .
Soit [WWx| = > (@% + QD% + 0, exp (iwt) + ¢y, exp (—zwt)) .

Finalement, on a :

_ 4,
|\I-’q1*| = 7 + 7 + @1@2 cos (wt)
La particule part de la gauche pour r = O et se déplace vers la droite. Elle

rebondit sur la paroi en x = a pour t = f,.
Pour ¢ > 1, la particule repart vers la gauche.

3. D'apres 'énoncé, la valeur moyenne de x est :

¢% a 16a

- 2
(x) = f (x)(% + 35 + ¢, cOs (wt))dx =5 92 cos (wt)

x=0

Le graphe ci-dessous représente (x) en fonction du temps. On retrouve bien
le résultat précédent : la particule part de la gauche pour t = 0, se déplace
vers la droite, rebondit sur la paroi pour r = t> et repart vers la gauche.

(x)
0,8
0,6 1
0,4 ]
0,2
: - : : —> |
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 %
On appelle At lintervalle de temps au bout duquel le systéme a évolué de
facon appréciable, c’'est-a-dire que cos (wA?) = —1. On a donc wAr = T,
soit :
s
At = —
w

rd rd Tr -
Remarque : L’énoncé demande un ordre de grandeur de Ar. La valeur o convient
w

également. L’état de la particule n’est pas stationnaire. L'énergie n’est donc pas
fixée.
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Exercice 22.5 : Puits de potentiel fini

Une particule qui se déplace sur un axe Ox est soumise a un potentiel V tel que
V =0pour x <0 (régionI) ; V=—Vy pour 0 < x <a (région II) et V=10
pour x > a (région III). On cherche une fonction d’onde d’un état stationnaire

Bt
sous la forme : W (x,f) = ¢ (x) exp (—l?) . On suppose que : —Vy < E < 0.

On rappelle que 1'équation de Schrodinger s’écrit pour la partie spatiale :

R d%¢
————— 4+ V¢ =Eg.
2mdx2+ ¢ ¢

1. Le graphe représente la fonction d’onde (trait en pointillés) a 1 = 0 en fonc-
tion de x pour une valeur quelconque du niveau d’énergie E (trait en gras).

V=0 ! V=0

1
1
1
1
1

Est-ce que cette solution est physiquement acceptable ?

2. On constate que pour Vy = 10eV et @ = 0,7 nm, 4 niveaux d’énergie donnent
des solutions physiquement acceptables. A quoi est due la quantification de
I’énergie ?

~1,69¢V

-5,11eV
— 7,78V
—9,44eV

Montrer que la partie spatiale peut se mettre sous la forme :
Région I : ¢ (x) = A exp (ax) + A’ exp (—ax)

Région I : ¢y (x) = B exp (ikx) + C exp (—ikx)

Région 11T : ¢; (x) = D exp (—ax) + D’ exp (ax)

3. Que valent les coefficients A’ et D’ ? Ecrire 4 relations de continuité.
Le graphe représente la fonction d’onde (trait en pointillés) a 1 = 0 en fonction
de x pour une valeur quelconque du niveau d’énergie E (trait en gras).
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fonction d’onde

Interpréter cette courbe.

4. Pour Vy = 15 eV et @ = 0,7 nm, on constate que les niveaux d’€énergie
(—1,33eV;—-5,85eV;—-9,75eV;—12,64 ¢V et —14,41 eV) donnent des solu-
tions physiquement acceptables.

Comment évolue le nombre de niveaux d’énergie en fonction de la profondeur du
puits ? Quel modele retrouve-t-on si Vy — oo ?

5. Pour V) fixé, comment évolue les niveaux d’énergie en fonction de a ?

6. Observe-t-on une quantification de I’énergie si £ > 0 ?

Analyse du probleme

Les seules solutions de I’équation de Schrodinger correspondant a une densité
linéique de probabilité indépendante du temps sont les solutions stationnaires. On
identifie donc les états stationnaires aux états d’énergie fixée. Il reste a résoudre
I’équation de Schrédinger pour la partie temporelle et la partie spatiale, utiliser les

/

.. - - d¢ ; : ot
conditions aux limites : continuité de ¢ et o La fonction d’onde doit rester finie
X

en tout point de I’espace.

2 1. Cette solution n'est pas physiquement acceptable car la fonction d'onde
& tend vers linfini dans la région x > a et la probabilité de présence de la
particule tend vers linfini.

2. On a une quantification de l'énergie parce qu'on a un état lié de la

particule.
L'équation de Schrddinger s'écrit pour la partie spatiale :
i &y +Vop=E
2m dx? p=se
Viig)
région I AN région 11 région 111
0
E<0
V=-V;
0 a L
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Région I et III :
L'équation de Schrodinger s’écrit :

n d? ¢ h d* gy
———— = FEd¢; et —— = Edyy.
2m dx2 (’bl 2m dx? om
d2 Cbl 2m E dz QSIH 2m E
On en déduit — + ——¢; =0 et + =0.
dx2 ﬁz ¢I 8x2 hz ¢IH
—2mE . . . 5 9 .
On pose o = ER L'équation caractéristique est r“ — a” =0, soit
r = to.

On en déduit la partie spatiale dans la région I :

¢p(x) = Aexp (ax) + A" exp (—ax)
et la partie spatiale dans la région III :

¢m (x) = D exp (—ax) + D' exp (ax)
Région II :

S T (ol i .
L'équation de Schrédinger s'écrit : o Al Voo = E ¢y, soit
oy 2m (Vo + E))

dxz + hz QSH =0
2m (Vo + E d?
On pose k = \/%ﬁ . On aalors : deH — (ik)* ¢y = 0.

L'équation caractéristique est 2 — (ik)> = 0, soit r = %ik. On en déduit
la partie spatiale dans la région II :

¢ (x) = Bexp (ikx) + C exp (—ikx)

Remarque : On n’utilise pas la forme classique B’ cos (kx) + C’ sin (kx) mais
B exp (ikx) + C exp (—ikx) comme indiqué dans I’énoncé afin de pouvoir factori-
. iEt . ) .
ser facilement avec exp (—T) On peut interpréter physiquement les deux
)
termes : une onde se propageant dans le sens des x > 0 et une onde se propageant
dans le sens des x < O (voir exercice sur I’effet tunnel).

2 3. La fonction d'onde doit rester finie dans tout 'espace. On a vu dans la
& question 1. que si la fonction d’onde diverge, la solution n’est pas physi-

quement acceptable.
On en déduit que A’ =0 et D' = 0.

d
On doit avoir la continuité de ¢ et £ pour x =0 et x = a.
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On en deéduit le systeme de 4 équations :

A=B+C

aA =ik (B —C)

B exp(ika) + C exp(—ika) = D exp (—«aa)

ik (Bexp(ika) — C exp(—ika)) = —aD exp (—aa)

Interprétation de la fonction d'onde :

On constate que la fonction d’onde n'est pas nulle dans les régions I et III.
La probabilité de présence de la particule n’est donc pas nulle dans les
régions I et III. En mécanique classique, ces régions sont interdites.

On a un phénoméne d'onde évanescente. On retrouve ce phénoméne lors de
la réflexion d'une onde électromagnétique sur un conducteur réel. Le champ
électrique est non nul sur une épaisseur caractéristique appelée épaisseur de
peau.

a
La fonction d'onde est impaire par rapport a x = X

4, Plus le puits est profond, plus le nombre de niveaux d'énergie augmente.
Si Vo — o0, on retrouve le modéle du puits infini avec une infinité de
niveaux d'énergie quantifiée.

5. Si a diminue, la particule est de plus en plus confinée. D’aprés le princi-
pe dindétermination de Heisenberg, on a une augmentation de lénergie
minimale. On observera de moins en moins de niveaux d'énergie physique-
ment acceptables.

6. Si E > 0, la particule n'est plus dans un état lié et on n'observe plus de
quantification de 'énergie. La particule peut prendre toutes les valeurs de
['énergie entre 0 et +o0.

Exercice 22.6 : Effet tunnel

372

Une particule qui se déplace sur un axe Ox est soumise a un potentiel V tel que
V =0pourx <O (régionl); V = Vj pour 0 < x < a (région II) et V = 0 pour
x > a (région III). Cette particule d’énergie E arrive de la région I sur la barrie-
re. On cherche une fonction d’onde d’un état stationnaire sous la forme :

 Et
W (x,t) = @ (x)exp (—%) . On suppose que 0 < E < Vj.

On rappelle que 1’équation de Schrodinger s’écrit pour la partie spatiale :
W d?
—2—£ + V¢ = E¢. Le courant de probabilité associé a un état stationnaire
m
- ik
est) = |lIJ|2 —.
m

1. Montrer que la partie spatiale peut se mettre sous la forme :
RégionI: ¢ (x) = Aexp (ikx) + B exp (—ikx)
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Région I : ¢y (x) = C exp (ax) + D exp (—awx)
Région III : ¢p (x) = F exp (ikx) + G exp (—ikx)
2. Que vaut le coefficient G ? Ecrire les relations de continuité.

3. Définir T le coefficient de transmission en fonction des courants de probabili-
té et exprimer 7 en fonction de F et A. En résolvant le systeme précédent, on

1
trouve T = 5 que ’on représente graphiquement en fonc-
1 —|— mSh2 (Oéa)
tion de —.
Vo
i
0,6 ]
0,4 |
0,2 ;
T T T T T E
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 Y%

Ondonne E=1eV;h=6,62x103*Ts;m=9,1x 103" kget Vy =2 eV.
Calculer le coefficient de transmission pour a =0,1 nm ; a =0,5 nm et
a = 0,6 nm.

Pour a = 0,1 nm, on représente la partie réelle de la fonction d’onde en fonction
de I’abscisse x a un instant 7.

e (V)

AN, ppns
VAVATATAV

Pourquoi parle-t-on d’effet tunnel ?

4. Interpréter les résultats pour une seule particule incidente puis si on recom-
mence ’expérience de maniere indépendante un treés grand nombre de fois N.
Donner une expression simplifiée de 7 si aa > 1.

Analyse du probleme

Les seules solutions de 1’équation de Schrodinger correspondant a une densité
linéique de probabilité indépendante du temps sont les solutions stationnaires. On
identifie donc les états stationnaires aux états d’énergie fixée. Il reste a résoudre
I’équation de Schrodinger pour la partie temporelle et la partie spatiale, utiliser les
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/

conditions aux limites : continuité de ¢ et d—@ La fonction d’onde doit rester finie
X

en tout point de 1’espace.

1. L'équation de Schrodinger s'écrit pour la partie spatiale :

¥

B2 d2¢
T L Ve =Eop.
2m dx? Vo ?
V()
Do IO R
0 a €T

Région I et III :
'équation de Schrodinger s'écrit :

e d*¢q n* &>
————F =FE¢; et ———— = E¢y-
S a2 ¢ > A2 ¢
d’¢;  (2mE) d’>¢ (2mE)
On a alors : dle + = ¢ =0 et 8);1 + e, om = 0.
2mE d?
On pose k = % On a alors : £ — (ik)? ¢r = 0. Léquation carac-

téristique est r2 — (ik)> = 0, soit r = +ik.
On en déduit la partie spatiale dans la région I :

¢ (x) = Aexp (ikx) + B exp (—ikx)
et la partie spatiale dans la région III :

o (x) = Fexp (ikx) + G exp (—ikx)

Remarque : On n’utilise pas la forme classique B’ cos (kx) + C’ sin (kx) mais
B exp (ikx) + C exp (—ikx) comme indiqué dans I’énoncé afin de pouvoir factori-
iEt
ser facilement avec exp (_T) On peut interpréter physiquement les deux
[/
termes : une onde se propageant dans le sens des x > ( et une onde se propageant
dans le sens des x < 0 (voir question 2).

Région II :
2& L'équation de Schrédinger s'écrit :
n* d*oy oy 2m (Vo — E)

o T Voo = E¢y, soit I 2 ¢n = 0.
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2m (Vo — E
On pose o = \/% l'équation caractéristique est r> —a* =0,
v

soit ¥ = . On en déduit la partie spatiale dans la région II :
é11 (x) = C exp (ax) + D exp (—ax)

2. La fonction d'onde dans la région III s’écrit :

. Et ) Et
Wpp (x) = F exp (z (kx — ?)) + G exp (—z (kx + ?))

On étudie dans l'exercice une onde incidente venant de la région I. En méca-
nique classique, elle ne peut pas franchir la barriere de potentiel pour
E < V). Par contre en mécanique quantique, on prévoit qu‘il y aura une cer-
taine probabilité pour que la particule franchisse la barriére par effet tun-

Et
nel. Le terme Fexp (i (kx — —)) décrit une onde qui a traversé la bar-

h
riere par effet tunnel et qui se propage dans la région III dans le sens des
x > 0.
Il faut prendre G = 0 car on ne peut pas avoir d'onde se propageant dans
la région III dans le sens x < O puisqu’on sait de quel coté on a envoyé la
particule sur la région d'interaction.

d
On doit avoir la continuité de ¢ et £ pour x =0 et x = a.

On en déduit le systéme de 4 équations :

A+B=C+D

ik(A—B)=«a(C — D)

C exp(aa) + D exp (—aa) = F exp (ika)

a (C exp (aa) — D exp(—aa)) = ik F exp (ika)

3. Coefficient de transmission :

Le courant de probabilité J (x, ) associé a l'onde incidente est la quantité
de probabilité traversant le point x par unité de temps. Pour l'onde inciden-
. hk p
te, il vaut : Jincidente (x, 1) = |qjincidente|2 ; = |A|2 Z = |A|2 v en notant
v la vitesse de la particule dans la région x > 0.
Pour l'onde transmise, la courant de probabilité est
hk |2 P
m

Jransmise (xsr) - |lptmnsmis|2 E - IF = |F|2 v.

2
o _— Jiransmis |F|

Le coefficient de transmission est : T = ——— = —
Jincidente | A |

Pour a =0,1 nm:7T = 0,78
Pour a =05 nm: 7T = 0,024
Pour a = 0,6 nm : T = 0,0085
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On constate que le coefficient de transmission varie trés vite avec la largeur
de la barriére. Plus l'épaisseur est grande, plus le coefficient de transmission
est faible.

Interprétation physique :
Dans la région II, on a deux ondes évanescentes. Ce ne sont pas des ondes

progressives et le courant de probabilité est nul. Ainsi, une particule venant
de la région I pénétre un peu dans la région II sur une épaisseur de l'ordre

1 : : .
de — (épaisseur de peau) puisqu’'on a une décroissance en D exp (—ax). Au
!

point d'abscisse a, la fonction d'onde n'est pas nulle et par continuité, ['on-
de « fuira » un peu dans la région III. La particule a donc une chance non
nulle de franchir la barriére : c'est l'effet tunnel.

4. Une particule unique, envoyée de la région I vers le point O a une pro-
babilité R d’étre renvoyée dans la région I et une probabilité 7 de passer
dans la région IT (avec R+ T = 1).

Si on recommence l'expérience de maniere indépendante un nombre de fois
N trés grand, la particule est renvoyée dans RN expériences et transmise
dans les TN autres. Mais une expérience particuliére peut donner 'un ou
‘autre résultat. Tant qu'on n'a pas déterminé ou est la particule a la fin de
'expérience, elle est potentiellement dans les deux paquets d'ondes.

Expression simplifiée de 7 :

Si aa > 1, alors sh (aa) ~ %(aa).
1 16E(Vp — E
On a alors T =~ 5 A ( g )exp (—2aa)
Vo exp(2Qa) Vs
JEVy—E) 4
2m (Vo — E
avec o = \/m(+) On en déduit que :
16E (Vo — E) \/2m (Vo — E)
T = exp| —2a,/ ————
143 12
Remarque : Le facteur exponentiel varie beaucoup plus rapidement que
E(Vy—E
%. La variation de In 7 en fonction de E est pratiquement donnée par :
0

2m (Vo — E
h2
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Exercice 22.7 : Radioactivité alpha

La radioactivité v est I’émission par un noyau 2X d’un noyau d’hélium SHe ou
particule « : %X —>%:§ Y —|—§ He. Dans une théorie élémentaire de la radioacti-

vité o proposée par Gamow en 1928, on considere que la particule o préexiste
dans le noyau X, considéré comme résultant de la réunion du noyau Y et de la
particule «. La loi d’interaction entre ces deux particules est définie par leur
énergie potentielle V (r) représentée en fonction de leur distance r. Si r est supé-

. .. 1 : .

rieur a une limite R = ryA3 (pratiquement égal au rayon du noyau Y, car la par-
ticule « est quasi ponctuelle), I’énergie potentielle V est due a la seule répulsion
électrostatique entre les Z — 2 protons de Y et les 2 protons de He :

I(Z — 2)e : . . o
V)= I P— Pour r < R, les interactions nucléaires attractives inter-
x=01A

viennent ; on peut les schématiser par un puits de potentiel trés profond :

R Rc¢ T

1
=————Fm™
36w x 109
mp ~my = 1,67 x 10727 kg. L’énergie de la particule v est E = 4,78 MeV.
Le coefficient de transmission peut se mettre sous la forme approchée :

Re
Ve 341
lnT%—2[\/ molE) =) +74.8
sz
Ry

Ondonne: rp=1,2x 107" m ; g ' e=1,6x107"°C;

 E (en Mev)

1. On considere un atome X de radium §§6Ra. Calculer R et R,..

2. Expliquer pourquoi I’émission « ne peut se faire que par effet tunnel.

3. On considere que la particule o de vitesse v rebondit un certain nombre de fois
sur la paroi. A chaque collision avec la paroi située en r = R, la probabilité pour
que la particule franchisse la barriere est 7. On appelle fy le temps mis entre deux

;
collisions. Calculer 79 et 7 = ?0 le temps de vie de la particule « dans le puits de

potentiel.
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4. L’énergie E des particules v peut varier entre 4 et 9 MeV pour les différents
émetteurs «c. Montrer avec le modele précédent que fy est presque le méme pour
tous les émetteurs o. En déduire une formule approchée numérique de In7 en
fonction de E exprimé en MeV.

Analyse du probleme

En mécanique classique, une particule ne peut pas franchir une barriere de potentiel
si elle n’a pas suffisamment d’énergie. Par contre, en mécanique quantique, la par-
ticule a une chance non nulle de franchir la barriere par effet tunnel. La radioactivi-
té o ne peut s’expliquer que par effet tunnel.

%

1. On trouve R = roA% =7.3x 107" m. Pour r = R¢, on a

2(Z—-2)¢* 2(Z —2)é?
ProBe A= DE yeq g MASAE Sy,
47T€0RC 47TE()E
2(Z-2)é*
La valeur maximale du potentiel est Vy; = g = 34 MeV.
4TFEQR

2. D'aprés la mécanique classique, la particule «, initialement dans le puits
de potentiel, ne devrait pas franchir le pic de potentiel de hauteur Vy,.
L'émission o ne peut donc se faire que par effet tunnel.

3. La particule rebondit un certain nombre de fois sur la paroi. La particule

« oscille sur un diamétre R a la vitesse v. Le temps mis pour un aller et

2R
retour est 1o = —.
v

v
On a un phénomeéne périodique de fréquence f = R

v
La particule frappe donc la paroi 2R fois par seconde.

v
La probabilité qu'elle franchisse la barriere par seconde est Tﬁ = —.

lo
f 341
Le temps de vie est 7= —0, dol:InT=1nty + — 74,8
T + E (en Mev)
Pour £ = 4,78 MeV :
1
La vitesse de la particule a se calcule avec E = Emavz, soit
2F 2R
v=|—=1,51x10" ms™'. Onaalors fp = — = 9,66 x 107*? s.
My v

On en déduit alors 7p = 9,7 x 1072 s et 7= 1,7 x 10" s.
Pour £ =9 MeV :

Onaty=7,0x 1072 set7=53x 107" s.
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On a donc des variations assez faibles de 7y pour les émetteurs «. Le facteur
dominant dans ['émission « est la pénétration de la barriére de potentiel.
fo est le temps entre deux rebonds successifs sur la barriére de potentiel. Ce
temps est quasiment le méme pour tous les émetteurs «. On a donc la for-
mule approchée :

341 341
InT=1n10"2 + — 74,8 = —123 +

 E (en Mev)  E (en Mev)

Remarque : Cette formule approchée donne un ordre de grandeur du temps de vie
de la particule.

z& On peut vérifier expérimentalement que le graphe représentant In 7 en fonc-

1
tion de — est trés proche d'une droite prédite par cette théo-
 E (en Mev)

rie élémentaire.

Exercice 22.8 : Molécule d'ammoniac

On étudie 1'un des nombreux degrés de liberté de la molécule d'ammoniac : pos-
sibilité d'un atome d'azote de se déplacer par rapport au plan des atomes d'hy-
drogene, sur l'axe du triangle équilatéral et en particulier d'osciller autour d'un
des points Ny ou N3 ou de passer de l'un a ['autre. Au cours d'un mouvement de
ce type, le centre de masse reste fixe et le triangle des atomes d'hydrogene se
déforme en se déplacant en méme temps que l'atome d'azote.

On modélise ce probleme par le mouvement d'une particule par un ensemble de
deux puits de potentiel a une dimension, correspondant aux deux états d'équilibre
possibles de la molécule, et séparés par une barriere de potentiel : V = oo si
x>1b|l;V=Vsilx|<aetV =0sia < |x| <b.On rappelle que pour un
état stationnaire d'énergie Ep : W (x,f) = ¢ (x) exp (—IETOI) .

L'équation de Schrodinger s'écrit pour la partie spatiale de la fonction d'onde :

3 2
_Fd9 + V¢ =Eypp.Ondonne: h = 6,62 x 10734 Js.Ona0 < Ey < Vp.
2m dx*
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1. On considere d'abord le cas limite ou Vj est infini. Rappeler les niveaux d'éner-
gie dans chaque puits de potentiel infini. Quel est le degré de dégénérescence ?
On définit ¢, (x) la partie spatiale de la fonction d'onde W, (x, #) non nulle dans
I'intervalle [a, b]. Déterminer WV, (x, f) correspondant au graphe ci-contre pour
I'énergie Epar = 0.

WY, (x,t=0)

1.

5

0

—0.5]

—1
R

On définit gbg (x, ) la partie spatiale de la fonction d'onde W, (x, #) non nulle
dans l'intervalle [—b, —a] telle que ¢, (x,1) = ¢, (—x,1).

On considere W (x, 1) = aW, (x, 1) + BWY,4 (x, 1). Déterminer une relation entre
a et .

2. On suppose maintenant que Vj est fini. Comme le potentiel est symétrique et
que les niveaux d'énergie ne sont plus dégénérés, on peut montrer que la fonction
propre de I'hamiltonien doit étre paire ou impaire. On obtient deux fonctions
d'onde normalisées W et W_ d'énergie E et E_ différentes et voisines de Ej.
On note ¢ et ¢_ les parties spatiales :

¢+ (‘x) = \}i (qbg (x) i ¢d (.X')) ; (;b_ (xa t) = \}i (qbg (-xs I) - (rbd (x! t))'

Représenter graphiquement ¢, et ¢_ en fonctionde x ar = 0.

3. Déterminer la fonction W (x, ¢) pour une partie d'énergie £ . Déterminer de
méme W_ (x, 7) pour une particule d'énergie E_.

On suppose qu'at = 0, la particule est dans la partie gauche du double puis avec
une énergie E, la fonction d'onde est approximativement : W (x,0) = qzbg (x).
Déterminer la période d'oscillation de la molécule en fonction de
AE=E, —E_.

4. Dans le maser 2 ammoniac (ancétre du laser), on utilise une transition entre
deux niveaux résultant du dédoublement de son état fondamental avec €émission
de photons de fréquence v = 23 870 MHz. Calculer AE et la longueur d'onde
des photons.
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Analyse du probléeme

Les seules solutions de l'équation de Schrodinger correspondant a une densité
linéique de probabilité indépendante du temps sont les solutions stationnaires. On
identifie donc les états stationnaires aux états d'énergie fixée. Il reste a résoudre
I'équation de Schrédinger pour la partie temporelle et la partie spatiale, utiliser les
conditions aux limites. La fonction d'onde doit rester finie en tout point de 1'espace.

Nous allons utiliser le théoréme de superposition pour étudier les oscillations de la
molécule d'ammoniac. Elle peut passer d'un c6té a l'autre de la barriere de potentiel
par effet tunnel.

w 1. L'équation de Schrddinger pour la partie spatiale s'écrit :

n d?¢ :
%E + EQb:O, soit :

d>¢ 2mE
T T hH=0
dx? + K2 ¢

[2mE
On pose k = % On a alors ¢y (x) = A sin (kx + ).
1

Conditions aux limites :
La fonction d'onde doit étre continue en a et b :

® Pour x =a : ¢ (a)=Asin(ka+60)=0. On choisit 6 tel que
ka+60=0.

® Pourx =0b:¢y(b)=Asin(kb+6) =0,
soit ¢y (b) = Asin(k (b —a)) = 0.

On doit donc avoir k (b — a) = nx avec n entier strictement positif.

On en déduit 2mE Ao
n en deaul ue : = , SOIT
q B2 b—a
232
K
=nz77—2
2m (b — a)

On en déduit : ¢4 (x) = Asin(k (x —a)).

Remarque : On n'a pas dans ce modele de continuité de la dérivée premiere de ¢
en 0 et en a. L'origine de cette situation exceptionnelle peut €tre comprise a partir
de I'étude du puits fini par un passage a la limite.

z& Degré de dégénérescence :

Il'y a deux états physiques distincts pour chaque niveau d'énergie E. On dit
que le niveau d'énergie est dégénéré et le degré de dégénérescence vaut 2.
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Condition de normalisation :

. iE,t
W, (x,t) = Asin(k(x —a))exp (_ )
!

)

A sin rod ex tEn
b—a P h

b
La condition de normalisation s'écrit : f |¢3d (x,t)|2dx =1 puisque la
a

AZ
particule est confinée entre a et b. On doit avoir :7 (b—a)=1.0n

choisit A = —

pour retrouver la fonction d'onde de ['énoncé. On en
—a

déduit donc :

2 — | Eot
Yy (x,t) = — b_asin (2%2_2)6}@(—1 ho )

pour x compris entre a et b avec n = 2 et une énergie Ey.
Relation entre o et 3 :

o @]
W doit vérifier la condition de normalisation : f W (x,0)]>dx = 1

—0o0
W (x.0)] = WW* = (a¥, + f¥,) ("W + F0))

= aa* W, Wy + B3 W, W] car les termes W Wy et WjW, sont toujours
nuls.

On a donc :
> 2 > 2 2 2 2 2 2
f W (x,0)] dx=f P [We|? + 18P |Wal dx = laf? + 5P
— 0 —0
On en déduit la relation :
2 2
o=+ [B]7 =1
2. On obtient les deux graphes suivants at =0 :
fonction W fonction W
1IN rf\" A N
0.8 1 !f ‘ ]' "\ 0.8 1 ," lll [.' 'l1
41 \ J1 \
P i ;o ]
049 | 04 A
1 | | \l 1 i \
0 1 ll [TTTT T | ;’ ! 0 A l'l. —————————————— ' ! |
1 Vo Lo 1 L b
\ | 1 | \ | l| [
—0.4] 1 ; 'u ! -0.4] 1 ,I ! ;f
14 \ ] V] Vo
—0.81 \\r; l\\ I!, - 0.8 1|l f’ 1‘ !l
: . : i . i : |:’E : / i : i : i . v/ I,I'
-2 -1 0 1 2 -2 -1 0 1 2
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La partie spatiale ¢, est paire alors que la partie spatiale ¢»_ est impaire.
La possibilité du passage de la particule d'un puits a un autre par effet tun-
nel décompose chaque niveau d'énergie : la dégénérescence est levée.

3. ¢ Sj la particule a pour énergie E, alors

W, (x.1) = ¢4 (x)exp (—iE;I) et U_ (x,1) = ¢_ (x)exp (_iE—t) _

h
e Il faut exprimer ¥ (x,0) = ¢, (x)en fonction de ¢, et ¢_ pour en
déduire ['évolution temporelle.

Pourr =0, ona ¥ (x,0) = ¢, (x) = % (64 (X) + &_ (x)).

A un instant ¢ quelconque, la fonction d'onde est :

1 'E E_
W (x,n) = 7 (¢5+ (x) exp (—l ;r) +¢_ (x)exp (—l . I))

E E_
On pose : E,, = % et AE = E. — E_. On en déduit que
2Em — E+ + E_
AE=FE, - FE_
Soit
E_=E, — a3

W (x,f) =

IAE? IAEt 1 Epnt
U(x,t) = — (¢+(x)exp( o )—I—qb (x)exp(T )exp(— : )

7( (o0 da ) exp(~15E) ) xp (1521 .
1

A ( (py (x) — &g (1)) exp (thr)) P (_iim[)

On a alors :

On en déduit que :

i Ept AEt _ . (AEt
W (x,t) = exp (— - ) (qbg (x) cos (Tb) —i¢, (x)sin (E))

L'énergie n'est pas connue avec certitude puisque W (x, f) n'est pas un état
propre de ['hamiltonien.
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La probabilité de présence dans le puits de droite est :

b b 2
AE1 AEt
Py :fa W (x,0)]* dx =[a by (x) sin (2—h) dx = sin’ (Th)

b
puisque[ |¢d (x,t)|2dx =1.
a

De méme la probabilité de présence dans le puits de gauche est :

P, = cos? (AE:‘) _ ! + cos (24£L)

2R 2

On vérifie que P, + P; = 1.

La particule oscille donc dans chacun des puits avec une pulsation
_AE 2w AE

W= — =T une période 7 = % et une fréquence v = —.
4. Pour une fréquence v = 23 870 MHz, on obtient AE = 1,58 x 10723 ]

et une longueur d'onde A = 1,26 cm.
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