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Préface

Jean-Marcel Rax propose un ouvrage remarquable à la fois du point de vue
des sujets traités et de la façon de les aborder. Les questions de l’énergie sont
ici envisagées dans leur complexité et leur variété, des sujets qui ont toujours
été au cœur de la science et de la technique et dont l’intérêt pratique et socié-
tal est désormais considérable. Alors que les ouvrages généraux qui traitent de
l’énergie se sont multipliés avec l’apparition des grandes questions posées par
l’avenir de l’énergie et la transition énergétique future, les livres qui traitent
du problème au niveau scientifique sont plus rares et d’autant plus remar-
quables et incontestablement utiles. C’est un point de vue de physicien qui
est adopté ici, celui d’un physicien très au fait des grands principes fondamen-
taux et des grandes méthodes de la physique. A chaque étape les problèmes
sont abordés au moyen d’une combinaison d’analyses aux diverses échelles
microscopiques, mésoscopiques et macroscopiques incluant la physique statis-
tique, la thermodynamique, la physique du solide et la mécanique des milieux
continus.

Physicien des plasmas reconnu pour ses travaux de recherche, médaille
d’argent du CNRS, Jean-Marcel Rax, apporte ici une vision qui dépasse le
cadre de son domaine d’investigation tout en conservant les méthodes habi-
tuelles de ce domaine qui allient des analyses à toutes les échelles. Le résultat
est un ouvrage qui réalise une belle synthèse des phénomènes de conversion
d’énergie. On a ainsi une vision originale de sujets qui sont généralement
traités de façon séparée avec les caractéristiques principales suivantes :

• une présentation unifiée du point de vue de la physique des notions
d’énergie et d’entropie ;

• des analyses qui font le lien entre la physique aux diverses échelles mi-
croscopique, mésoscopique et macroscopique ;

• une intéressante comparaison entre des machines thermiques et chi-
miques s’appuyant sur des analyses détaillées de l’efficacité énergétique ;

• un traitement fondamental des concepts qui sont à la base des moyens
de conversion directe de l’énergie.

Ce livre suppose une connaissance préalable de physique et de thermody-
namique. Il s’adresse à des étudiants de niveau Master ou des élèves d’Écoles
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vi Physique de la conversion d’énergie

d’ingénieurs prêts à le lire un stylo à la main pour suivre les calculs détaillés,
comprendre les concepts, les méthodes d’analyse et les estimations en ordre
de grandeur.

Cet ouvrage s’adresse aussi à des ingénieurs qui souhaitent retrouver les
principes physiques des technologies de l’énergie ou à des chercheurs de do-
maines variés, physiciens, mécaniciens, chimistes, énergéticiens... Il peut être
lu sans difficultés car son auteur a mis un soin particulier dans la présentation
logique, argumentée et progressive des notions centrales du domaine étudié,
dans les développements mathématiques et dans la clarté de l’exposé. Les
talents pédagogiques de Jean-Marcel Rax, son expérience d’enseignement de
haut niveau à l’Université d’Orsay et à l’École Polytechnique sont ici appa-
rents et donnent toute sa qualité à l’exposé.

Cette synthèse devrait non seulement prendre place dans la bibliothèque
de tous ceux qui veulent comprendre la science de l’énergie mais se trouver
aussi à portée de main de ceux qui travaillent dans le domaine de l’énergie.

Sébastien Candel
Professeur des Universités à l’École Centrale Paris

Membre de l’Académie des sciences et de l’Académie des technologies
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Avant-propos

Les concepts d’énergie et d’entropie furent dégagés à travers un processus his-
torique dont l’essentiel du développement se situe entre 1830 et 1930. Issue
de cette histoire, l’analyse des limitations des machines de conversion d’éner-
gie offre un champ d’applications historiquement fécond et un lieu d’échange
privilégié entre physiciens et ingénieurs.

Les gradients de variables intensives constituent des écarts à l’équilibre
thermodynamique permettant d’extraire du travail de notre environnement :
différences de potentiels mécanique et électrique, pression, température et
potentiel chimique.

Les procédés de conversion d’énergie utilisant ces sources d’énergies libres
sont toujours accompagnés d’une production d’entropie. L’extraction d’éner-
gie libre des gradients de potentiel mécanique, de potentiel électrique et de
pression, mettant en jeu un petit nombre de degrés de liberté, l’efficacité des
machines hydrauliques, électriques et pneumatiques est voisine de l’unité. Par
contre, l’utilisation des gradients de températures et de potentiels chimiques
est fortement limitée par le fait que l’énergie cinétique d’agitation thermique,
et l’énergie potentielle d’engagement au sein de liaisons chimiques, sont dis-
tribuées sur un très grand nombre de degrés de liberté.

Cet ouvrage de Physique de la Conversion d’Energie est articulé autour
de deux axes principaux. (i) L’étude des concepts et méthodes de la physique
des processus irréversibles, orientée vers la problématique de l’efficacité de
conversion énergétique, à travers les modélisations microscopique (processus
markoviens) et macroscopique (flux linéaires couplés). La thermodynamique
et ces deux cadres de descriptions sont utilisés pour présenter les deux prin-
cipaux types de convertisseurs : les machines thermiques de Carnot et les
machines chimiques de Van’t Hoff. (ii) La description et l’analyse physique
des principes et limitations des générateurs photovoltaïques, thermoïoniques,
thermoélectriques, électrochimiques et magnétohydrodynamiques.

Les conseils de Michel Le Bellac et Jean-François Guillemoles m’ont per-
mis de préciser certains points et j’ai tiré grand profit de leurs remarques qui
ont contribuées à l’amélioration de cet ouvrage, je leur exprime ici ma recon-
naissance, ainsi qu’à Sébastien Candel pour sa préface et Michèle Leduc pour
ses encouragements à terminer cette monographie.
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viii Physique de la conversion d’énergie

Cet ouvrage peut être adopté comme manuel de base, aux niveaux M1-
M2-D, par les étudiants de nos facultés et les élèves de nos écoles ; ou comme
monographie, par les chercheurs de nos instituts confrontés aux questions de
l’efficacité et du rendement des systèmes de conversion d’énergie, questions
de physique fondamentale dont la clarté est parfois obscurcie par les enjeux
et débats économiques et sociétaux.

Jean-Marcel Rax
Orsay, Palaiseau, Novembre 2014
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Chapitre 1

Conversion et dissipation

‹‹À force de se renfermer dans l’application, on perdrait de vue les principes, et,
quand on aurait entièrement oublié les principes, on suivrait mal les méthodes qui
en dérivent ; on ne pourrait plus en inventer de nouvelles et l’on emploierait sans
intelligence et sans art de savants procédés qu’on ne comprendrait plus.››

                            De la Démocratie en Amérique, A. de Tocqueville.

‹‹Du même coup, tous les prétendus travaux d’essence supérieure, intellectuels, ar-
tistiques, etc. se sont transformés en articles de commerce et ont perdu leur caractère
sacré d’antan.››

                      Annexe au manuscrit de 1847 sur le salariat, K. Marx.

Ce chapitre d’introduction est consacré à la mise en perspective d’un cer-
tain nombre de résultats et d’outils classiques de la physique dans le contexte
de l’étude des systèmes de conversion d’énergie. Les ordres de grandeurs as-
sociés aux di érentes échelles et structures de la matière ainsi qu’une intro-
duction de la notion de section e cace de collision seront ainsi présentés. La
physique des processus de transport dissipatif, responsables de l’irréversibi-
lité des évolutions, est abordée et sera reprise, dans un cadre plus formel, au
chapitre trois.

1.1 Conservation et conversion

1.1.1 Structure de la matière

Depuis plus d’un siècle, nous savons que la matière constituant notre environ-
nement proche est formée d’un assemblage d’atomes. Ces atomes sont consti-
tués d’un cortège électronique en interaction électromagnétique avec un noyau,
ces noyaux se présentent sous la forme de protons et de neutrons rassemblés
et stabilisés par les interactions fortes et soumis aux couplages électrofaibles.
La dimension typique du nuage électronique est de l’ordre de l’Angström, la
taille du nuage nucléaire de l’ordre du Fermi, 1 Å = 10 10m et 1 F = 10 15m.
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Malgré cette taille, plus que modeste au regard des dimensions atomiques, l’es-
sentiel de la masse au sein de l’atome est concentrée dans le noyau. Ces deux
échelles de longueur, l’Angström et le Fermi, conduisent à l’identi cation des
deux énergies caractéristiques de la physique atomique et de la physique nu-
cléaire. Considérons la relation exprimant l’énergie d’interaction U entre deux
charges q et q séparées par une distance d : U (d) = qq /4 0d ; pour deux
charges élémentaires q = q = 1, 6×10 19C, nous obtenons U 1 Å 10eV
et U ( 1 F) 1MeV où l’eV est l’énergie d’un électron suivant une chute de
potentiel électrique de un Volt.
Au-delà de notre environnement proche, ces structures basses énergies de

la matière sont aussi présentes à l’échelle cosmique où les interactions élect-
romagnétiques, faibles et fortes cèdent le pas, à grande échelle, à l’interaction
gravitationnelle responsable de la diversité des structures stellaires et galac-
tiques.
À l’échelle mésoscopique, sur des volumes de l’ordre de quelques milliers

d’atomes, il est possible de construire des descriptions classiques telles que la
mécanique et l’électrodynamique des milieux continus ; à l’échelle cosmique,
le même protocole d’étude statistique permet de considérer des moyennes
dans le temps et l’espace où l’univers apparaît comme une structure dont
les propriétés sont relativement homogènes et présente une densité volumique
de masse de l’ordre de 10 26 kg/m3. Le nombre d’électrons et de noyaux
( 10 1m 3) est dix ordres de grandeurs plus faible que le nombre de photons
et de neutrino ( 5×108m 3) qui semblent donc être la principale composante
entropique de notre univers. Le contenu énergétique accessible à l’observation
est quant à lui concentré sur les particules massives. Énergie et entropie sont
donc dispersées sur des populations di érentes, indiquant ainsi, en l’état actuel
de nos connaissances, un écart à l’équilibre thermodynamique.
Que ce soit à l’échelle microscopique, ou à l’échelle cosmique, l’existence

d’une qualité universelle caractérisant la matière et les champs, insensibles
aux évolutions et transformations, dé nissant ainsi l’identité du réel à travers
un principe de permanence, fut une intuition récurrente tout au long du déve-
loppement de la physique, de l’Antiquité à la première révolution industrielle.
Le concept d’énergie permet d’appréhender et de quanti er cette essence

uni catrice du réel par-delà la multiplicité des apparences et la variété des
évolutions.
Le principe de conservation de l’énergie mécanique, déjà présent dans

l’œuvre de Galilée, mais non formulé comme tel, prit la forme que nous lui
connaissons dans les travaux de Leibniz en 1695 : le produit de la force par
le chemin parcouru est égal à l’accroissement de la vis viva. Au-delà de la
mécanique du point, Johann Bernouilli identi a la nécessité de considérer que
lors de la disparition de la force vive la capacité de travail n’est pas perdue
mais prend seulement une forme di érente.
Le terme énergie fut ensuite introduit en lieu et place du concept de vis

viva par Thomas Young en 1807 et celui de travail par Jean-Victor Poncelet en
1826. Le principe de conservation de l’énergie étendu aux formes incohérentes,
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telles que la chaleur, fut pressenti par Benjamin Thomson puis formulé pour
la première fois par Sadi Carnot ; mais, l’universalité du concept d’énergie ne
fut pleinement développée que dans le mémoire de mai 1842 de Julius-Robert
von Mayer. Dans un deuxième mémoire, il étend son analyse aux phénomènes
électriques et biologiques, établissant ainsi dé nitivement le principe d’uni-
versalité et de conservation de l’énergie entrevu un demi-siècle plus tôt par
Laplace et Lavoisier. À la même époque, en 1843, James-Prescott Joule appro-
fondit l’étude des e ets thermiques et chimiques des courants électriques et,
dès 1845, publie ses célèbres mesures de l’équivalent mécanique de la chaleur.
L’ensemble des travaux sur la conservation de l’énergie trouve sa formu-

lation la plus aboutie dans les œuvres de William Thomson (Lord Kelvin) et
Hermann von Helmholtz ; ce dernier sut donner au principe de conservation
sa signi cation universelle en introduisant les concepts d’énergie potentielle en
mécanique et d’énergie libre en thermodynamique sous les formes que nous
utilisons encore aujourd’hui.

U =ΣδW U' =ΣδW+ΣδW'

δW

δW'

δW
δW

δW
δW'

Fig. 1.1 Dé nition de l’énergie interne U comme le travail nécessaire à
l’assemblage d’un système à partir de ses constituants.

Les concepts d’action de contact et d’action à distance o rent au physicien
un outil d’analyse universel pour décrire la structure et la dynamique de la
matière ; mais le concept d’énergie étend le domaine d’universalité bien au-
delà de celui du concept de force. L’ensemble des structures et phénomènes
dynamiques observables peuvent être quanti és en termes d’énergie, et l’éner-
gie, sous ses formes multiples, obéit à une loi universelle de conservation qui
constitue l’un des fondements de la physique ; ainsi, comme corollaire de cette
loi, nous ne pouvons pas envisager des processus de production d’énergie mais
uniquement des processus de conversion de l’énergie.
À l’échelle macroscopique, ces processus de conversion sont systématique-

ment accompagnés par une production d’entropie, et le physicien doit s’at-
tacher à découvrir, décrire, et analyser cette double dynamique à l’œuvre au
sein de toutes les évolutions naturelles et de tous les dispositifs industriels et
domestiques : la conversion de l’énergie et la production d’entropie.
Rappelons la dé nition de l’énergie interne d’un système : l’énergie interne

d’un objet, U , mesure le travail W qui a été nécessaire à l’assemblage de
cet objet à partir de ses constituants élémentaires (molécules, atomes, élect-
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rons et noyaux...) supposés dispersés à l’in ni, donc sans interactions mu-
tuelles. Une telle dé nition ne permet pas de construire une échelle absolue
d’énergie, car la notion de composants élémentaires relève d’un choix d’échelle
arbitraire. Ainsi, l’énergie associée au travail d’assemblage des composants élé-
mentaires à partir de composants plus élémentaires ( gure 1.1), U = W
+ W , peut être aussi considérée et l’énergie interne est ainsi dé nie à une
constante additive près. Le zéro d’énergie étant donc dé ni arbitrairement, la
convention de signe consiste à comptabiliser positivement l’énergie lorsque le
travail fourni par l’opérateur e ectuant l’assemblage est moteur (positif).
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Fig. 1.2. Énergies d’ionisation Ei des éléments légers en fonction du numéro
atomique Z.

Une condition supplémentaire, implicite et rarement exprimée, doit être
formulée quant au travail d’assemblage U d’un système thermodynamique,
c’est celle de l’écrantage ultime des interactions à longue portée. Cette condi-
tion est naturellement remplie pour les interactions nucléaires. Mais pour les
interactions électromagnétiques, elle suppose que l’opérateur veille à assurer la
neutralité nale du système ; en e et, pour un système relevant de la thermo-
dynamique, l’énergie interne est une quantité extensive : l’énergie interne de
deux objets mis en contact est la somme des énergies internes de chaque objet,
condition qui est satisfaite si les interactions à longue portée sont écrantées.
L’énergie interne ainsi dé nie et discutée, un choix d’unités appropriées

est nécessaire, le comportement de la matière au regard de sa structure élect-
ronique et de sa structure nucléaire fournit deux échelles naturelles, l’échelle
atomique (l’eV) et l’échelle nucléaire (le MeV). Ces deux échelles structu-
relles sont illustrées sur les gures 1.2 et 1.3 où les énergies d’ionisation
et de liaisons nucléaires sont comparées en fonction de Z, le numéro ato-
mique, et A, le nombre de masse. Les physiciens ont donc adopté une unité de
mesure de l’énergie plus adaptée aux ordres de grandeurs rencontrés dans
l’étude de la structure et de la dynamique de la matière, l’électron-volt :
1 eV 1, 6× 10 19 J.
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Considérons le processus d’ionisation des éléments sous formes atomiques.
Le diagramme de la gure 1.2 représente l’énergie de première ionisation pour
les éléments légers de petit Z. L’ordre de grandeur de ces énergies est de
quelques dizaines d’électron-volts et présente des maximums successifs pour
les gaz rares et des minimums successifs pour les métaux alcalins, conformé-
ment aux règles de remplissage des orbitales atomiques.

8
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Fig. 1.3 Énergies de liaisons par nucléon B/A en fonction de A, le nombre de
masse.

Si nous considérons à présent la structure nucléaire, alors, l’ordre de gran-
deur des énergies mises en jeu dans l’assemblage de cette structure n’est plus
la dizaine d’eV mais le MeV.
Tout ensemble de A (= Z+N) nucléons en interaction nucléaire ne consti-

tue pas nécessairement un noyau stable, seuls 282 noyaux stables ont été re-
censés à la surface de la Terre. Les éléments légers résultent de la combustion
lente au cœur des étoiles et les éléments lourds proviennent d’événements plus
énergétiques tels que les explosions de supernovae. Les éléments légers sont
stables pour N Z et les éléments plus lourds pour N 1, 5 × Z. Soit
M (A,Z) la masse d’un noyau possédant A nucléons dont Z protons (et N
neutrons), notons mp la masse du proton et mn celle du neutron ; l’expé-
rience révèle que pour l’ensemble des noyaux présents dans notre environ-
nement : M (A,Z) < Zmp + Nmn. Ce défaut de masse est à l’origine de
la stabilité des noyaux usuels. En e et, dé nissons l’énergie de liaison d’un
noyau B (A,Z) Zmpc

2 + Nmnc
2 Mc2 ; B mesure l’énergie libérée lors

de la formation d’un noyau à partir de A nucléons indépendants. Lorsqu’elle
est positive, la con guration nucléaire ainsi obtenue est donc plus stable que
l’ensemble des A nucléons dispersés, ce critère est une condition nécessaire,
mais non su sante, de stabilité qui doit être révisée pour prendre en compte
la métastabilité associée aux décroissances radioactives.
Pour les noyaux naturels, l’énergie de liaison est une fonction croissante

du nombre de nucléons, plus précisément, l’énergie de liaison par nucléon :
B (A,Z) /A est en première approximation indépendante de A et est de l’ordre
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de 8MeV pour A > 12. Malgré sa simplicité, ce comportement est surprenant,
car un modèle d’interactions binaires entre nucléons devrait faire apparaître
une proportionnalité au nombre de paires de nucléons : A (A 1) /2 B
A2 ; les forces nucléaires présentent donc un phénomène dit de saturation.
8 MeV par nucléon n’est qu’une valeur moyenne correcte pour les noyaux
moyens et lourds ; B/A, qui vaut zéro pour l’hydrogène, croît en fonction
de A à partir du deutérium jusqu’à un maximum de l’ordre de 8, 7 MeV
pour A = 56, puis décroît lentement pour A > 56. La courbe B (A) /A,
parfois appelée courbe de Dempster ou courbe d’Aston ( gure 1.3), présente
des oscillations importantes pour A < 15 et une croissance très rapide pour
1 < A 4. L’énergie de liaison nucléaire, pour les noyaux usuels, est bien
représentée par une formule semi-empirique, attribuée à Bethe et Weizsäcker,

B

A
[MeV] 15 18×A 1

3 0, 7× Z (Z 1)

A
4
3

23× (A 2Z)2

A2
, (1.1)

décrivant un modèle construit à partir de l’analyse de di érentes contribu-
tions. Les forces nucléaires étant à courte portée, deux termes, de volume
( 15 MeV) et de surface ( 18A

1
3 MeV), prennent en compte la cohésion

et les tensions associées à la stabilité d’une sphère de matière nucléaire ; le
terme de répulsion coulombienne est aussi calculé dans le cadre d’un modèle
sphérique de goutte liquide chargée ( Z2/A

4
3 ) et des corrections quan-

tiques complètent ces trois contributions majeures. Les quatre termes de la
formule (1.1) représentent donc respectivement : l’énergie de volume, l’énergie
de surface, l’énergie d’interaction coulombienne et l’énergie d’asymétrie. Nous
avons négligé deux termes complémentaires mineurs : l’énergie d’appariement
et l’énergie de couche. L’énergie d’asymétrie tend à favoriser les con gurations
équilibrées en neutrons et protons et l’énergie d’appariement, comme son nom
l’indique, les con gurations où les fermions peuvent s’apparier.

1.1.2 Hiérarchie des énergies

Un échantillon macroscopique de matière possède un très grand nombre de
degrés de liberté susceptibles de participer aux échanges d’énergie et à la
production d’entropie. L’ordre de grandeur de ce nombre de degrés de li-
berté, restreint aux excitations basses énergies, pour un volume de matière de
quelques litres, est donné par le nombre d’Avogadro. Le nombre d’Avogadro,

Nombre d’Avogadro : NA 6, 022136× 1023 mol 1, (1.2)

mesure le nombre d’atomes ou de molécules contenus dans une mole d’une
espèce chimique donnée ; si cette espèce est sous forme gazeuse à pression at-
mosphérique et à température ordinaire, elle occupe un volume de 22.4 litres.
Le nombre de Loschmidt NL 2, 7 ×1019cm 3 mesure le nombre d’atomes ou
de molécules dans les mêmes conditions contenus dans un volume de 1 cm3.
Au-delà des structures électroniques et nucléaires de la matière, qui xent

les échelles d’énergie (eV et MeV) à travers les liaisons des constituants, deux
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constantes fondamentales s’expriment partiellement en joules :

Constante d’entropie de Boltzmann : kB 1, 380658× 10 23 J/K ,

Constante d’action de Planck : h 6, 626075× 10 34 J · s .

La constante de Boltzmann, kB, possède la dimension d’une entropie [J/K], et
la constante de Planck, h, possède la dimension d’une action [J · s], l’électron-
volt peut donc être converti en un temps ou en une température. En n, la
vitesse de la lumière :

Vitesse de la lumière : c 2, 997924× 108 m/s ,

permet de convertir le temps associé à l’électron-volt en une longueur. Les phy-
siciens préfèrent parfois exprimer une énergie à travers une température, la
conversion s’e ectue via la constante de Boltzmann ; l’équivalent en tempéra-
ture de l’électron-volt est donné par : 1 eV [K] = 1, 6×10 19/kB. Les opticiens

quanti ent les énergies en termes de longueur d’onde, la conversion s’établit
à l’aide de la constante de Planck et de la vitesse de la lumière, le résultat
est alors donné par l’équivalence : 1 eV 1 = 1, 6× 10 19/hc. Les thermo-
chimistes raisonnent sur l’énergie associée à une mole de matière, NA parti-
cules, et utilisent plus volontiers les calories ; l’équivalent en calories/mole de
l’électron-volt est alors donné par : 1 eV [kcal/mol] = NA×1, 6×10 19/4, 18.
La table de conversion de l’électron-volt s’établit donc ainsi :

1 eV = 1, 6× 10 19 J = 23 kcal/mol = 12 398Å = 11 604 K . (1.3)

La source de l’ine cacité des systèmes de conversion de l’énergie est à re-
chercher dans la tendance naturelle que présente l’énergie à se disperser parmi
la multitude des degrés de liberté accessibles au niveau microscopique (second
principe de la thermodynamique). Il est donc nécessaire d’étudier en détail
le processus de construction de la thermodynamique qui conduit à l’oubli,
contrôlé, de ces degrés de liberté ; oubli qui n’est pas total, puisque l’entro-
pie, à l’échelle macroscopique, décrit de façon globale la perte d’information
sur le système, c’est-à-dire la désorganisation subjective du système associée
à la dispersion de l’énergie parmi tous les degrés de liberté microscopiques
accessibles. Cette monographie, dédiée aux principes physiques des systèmes
de conversion d’énergie, est articulée autour de deux axes principaux : (i)
l’étude générale des méthodes et résultats de la physique des systèmes de
conversion, vus sous l’angle du physicien à travers (a) une présentation de
la théorie du transport et des systèmes markoviens, dans le contexte de la
thermodynamique des processus irréversibles et (b) une étude physique des
di érentes classes de machines thermiques et chimiques ; ensuite, (ii) la pré-
sentation des principes de fonctionnement des systèmes de conversion directe
conduisant à l’analyse des principes spéci ques et limitations physiques des
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convertisseurs : électrohydrodynamique, magnétohydrodynamique, thermoïo-
nique, thermoélectrique, électrochimique et photovoltaïque.
La première partie o re ainsi les outils nécessaires pour comprendre les mé-

canismes de production d’entropie, résumés par les relations (3.23) et (4.26),
qui constituent la limitation physique essentielle des systèmes de conversion
directe, ou indirecte, des énergies thermique et chimique en énergies électrique
et mécanique. La deuxième partie illustre les principes généraux dans di é-
rents cas particuliers qui constituent autant de programmes de recherche et
développement de systèmes innovants de conversion.
Au sein de notre environnement quotidien, l’échelle des énergies et puis-

sances des objets usuels est extrêmement large. Par exemple, la puissance
des objets domestiques classiques s’établit sur cinq à six ordres de grandeur :
ordinateur portable 10 100 W, four à micro-onde 1 kW, automobile
10 kW, bâtiment 100 kW. Pour aborder l’étude des principes physiques

de la conversion de l’énergie, il est important de maîtriser l’échelle des éner-
gies caractéristiques hiérarchisant les interactions au sein de la matière. Nous
avons déjà considéré l’ionisation du cortège électronique et l’énergie de liaison
par nucléon du noyau ( gures 1.2 et 1.3), ces deux caractéristiques doivent
être complétées par les énergies caractéristiques associées à l’activation des
di érents degrés de liberté des assemblages atomiques et nucléaires qui sont
rappelées dans le tableau (1.4).

Excitation/Transition Ordre de grandeur [eV]
Moléculaire Rotationnelle/Vibrationnelle 10 3 10 1

Moléculaire Translation 10 1

Électronique Métaux et Semiconducteurs 1
Électronique Atomes et Molécules 1 10

Ionisation 10 102

Nucléaire Fission/Fusion 106

(1.4)

L’objectif ultime de l’étude d’un système de conversion d’énergie, du point
de vue du physicien, est, au-delà de la compréhension des mécanismes phy-
siques de conversion, de prédire l’e cacité ou rendement de conversion. Par
exemple, les convertisseurs photovoltaïque, thermoélectrique et thermoïonique,
présentent une dispersion du rendement entre une borne basse, associée aux
produits commerciaux, et une borne haute, représentée par les réalisations de
laboratoires. Une estimation médiane, et optimiste, du rendement entre ces
deux extrêmes est de l’ordre de 15 % pour ces trois systèmes. Ce chi re peut
paraître décevant, mais, une analyse plus spéci que des systèmes classiques
de conversion révèle qu’il supporte aisément la comparaison. En e et, les lo-
comotives, tout au long de la deuxième moitié du dix-neuvième siècle et de
la première moitié du vingtième siècle, o raient un rendement de l’ordre de
8 %, dont la médiocrité était en grande partie due au rejet de la vapeur à
100 C à pression atmosphérique. La prise en compte des temps d’attente

et de chau e abaissait ce rendement à un niveau de l’ordre de 2,2 %. Ainsi,
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durant plus d’un siècle, seulement 2,2 % du pouvoir énergétique du charbon
furent utilisés par les réseaux ferroviaires.
Le tableau des performances du réseau routier moderne et des moteurs

à combustion interne n’est guère plus reluisant. En e et, une étude récente
(2008) de l’American Physical Society évalue à 12,6% le rendement de conver-
sion entre le potentiel énergétique de l’essence et la puissance motrice utilisée
au niveau des roues motrices (tank to wheel e ciency). Ce chi re descend à
11% si la dépense énergétique liée à l’extraction, au ra nage et au transport
de l’essence est prise en compte (well to wheel e ciency). Ainsi les réalisations
associées aux principes de conversion directe photovoltaïque, thermoïonique
et thermoélectrique, avec des rendements de l’ordre de 15 % supportent aisé-
ment la comparaison avec les plus communs des systèmes de conversion que
sont les systèmes de transport utilisés ces deux derniers siècles.

1.1.3 Exemples éolien et hydraulique

Dans ce paragraphe, a n de préparer l’étude de la théorie du rendement,
ou e cacité, des machines thermiques et chimiques permettant l’extraction
cyclique de l’énergie libre accessible au sein des gradients de température et
des gradients de potentiel chimique (les machines thermiques, lorsqu’elles sont
parfaites, sont dénommées machines de Carnot et les machines chimiques, ma-
chines de Van’t Ho ), nous allons nous intéresser à l’e cacité de conversion de
quelques systèmes classiques. Le concept d’e cacité n’est pas spéci que aux
machines thermiques et chimiques qui convertissent une énergie incohérente
en travail, la conversion entre deux formes cohérentes d’énergie présente aussi
une e cacité : le rapport de l’énergie sortante, sous une forme donnée, sur
l’énergie entrante, sous une forme di érente. Pour les convertisseurs faisant
usage d’un uide comme source primaire d’énergie, le gradient d’énergie libre
peut être opéré sous di érentes formes compte tenu du théorème de Bernouilli
entre vitesse v, pression P et hauteur z : v2/2 + P + gz = Cte, qui permet
d’envisager le prélèvement d’énergie libre sous des formes potentielles ou ciné-
tiques, cette variété de possibilités donnant lieu à plusieurs types de turbines
dans le domaine de l’hydraulique.
Le premier principe contraint l’e cacité, dé nie comme le rapport entre

le ux de puissance extrait sur le ux de puissance incident, à une valeur infé-
rieure ou égale à un. Le rendement d’une machine thermique ou chimique est
toujours strictement plus petit que un pour des gradients nis, mais nombre
de systèmes mécaniques, opérant pourtant à variation d’entropie nulle, pré-
sentent une e cacité plus petite que l’unité, la limitation n’est pas ici due au
second principe et à la dissipation, mais à des contraintes telles que l’incom-
pressibilité. Par exemple, considérons la limite, dite de Betz, des éoliennes.
Soit un système éolien, illustré sur la gure 1.4, interceptant un écoulement
de vitesse V1 en amont et V2 en aval ; comme nous considérons un système
d’extraction d’énergie : V1 > V2. Le uide étant supposé incompressible, les
lignes du champ de vitesse doivent présenter une divergence au niveau de
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l’obstacle que constituent les pales de l’éolienne pour assurer un écoulement
en régime permanent. La surface de section balayée par les pales est A et la
vitesse au niveau des pales V en z = 0. La puissance incidente est notée Win,
Win = 1

2 AV V 21 , et la puissance extraite de l’écoulement en régime station-
naire Wout, Wout = 1

2 AV (V 21 V 22 ), où désigne la densité volumique de
masse du uide et AV est le débit de masse à travers le système. Le ux
d’impulsion entrant est égal à V V1 et le ux d’impulsion sortant à V V2 ;
ainsi, le système éolien exerce une force F sur l’écoulement en régime station-
naire, la puissance cinétique développée par cette force, FV , doit être égale à
la puissance extraite Wout,

F = AV (V1 V2)
Wout=FV

V =
V1 + V2
2

. (1.5)

La vitesse au niveau des pales est donc égale à la vitesse moyenne de l’écoule-
ment entre l’amont et l’aval. La puissance extraite est entièrement déterminée
par les vitesses amont et aval et nous pouvons étudier sa variation lorsque la
première est xée (par la vitesse du vent) et la deuxième varie à travers l’ef-
cacité d’extraction d’énergie,

dWout

dV2
= 0 V2 =

V1
3

Wout

Win
=
8

9
. (1.6)

Ainsi, cette théorie simple, due à Rankine et Froude, basée sur la conservation
de l’énergie et de l’impulsion, permet d’identi er l’e cacité maximum des
systèmes éoliens, 8/9, appelée limite de Betz.

V

P

V1

V2

z =0 z

V1 V2

A

z =0
Fig. 1.4 Écoulement au voisinage d’une hélice d’éolienne, surpression amont

et dépression aval.

L’origine de cette limite n’est pas entropique, mais simplement cinéma-
tique, l’extraction maximum peut être obtenue pour une vitesse avale nulle
V2 = 0, mais alors il est impossible d’évacuer l’écoulement en aval et un régime
stationnaire n’est pas envisageable (l’e cacité minimum est obtenue pour une
vitesse avale égale à la vitesse amont), il existe donc une vitesse optimum
permettant d’extraire l’énergie cinétique de l’écoulement tout en assurant l’é-
vacuation du ux sortant et ce compromis de vitesses ne peut conduire à un
rendement unité.
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Le même type de raisonnement, basé sur la conservation de l’énergie et
de l’impulsion, peut être appliqué aux systèmes hydrauliques. Considérons
l’impact d’un jet liquide de vitesse U sur une aube plane reculant à la vitesse
V sous l’e et du jet, illustré sur la gure 1.5.
La surface de section du jet est notée A, le ux de puissance incidente est

donc égal à Win = AU3/2, et la force F exercée par le jet sur l’aube est
égale à : F = AUU AUV Wout = A(U V )U · V, car, comme
l’évacuation de la masse s’e ectue radialement, le jet ainsi éclaté présente une
vitesse moyenne égale à la vitesse de l’aube après interaction. La puissance
transférée du jet sur l’aube Wout est donnée par le produit de cette force par
la vitesse V. Le rendement peut donc être évalué comme le rapport de la
puissance extraite sur la puissance incidente,

Wout

Win
=
2 (U V )V

U2
d

dV V=U/2

= 0 =
1

2
. (1.7)

Ce rendement est optimal si l’aube recule à une vitesse égale à la moitié de la
vitesse du jet. Un tel système est particulièrement ine cace car seulement la
moitié de la puissance du jet peut être extraite à travers l’impact sur l’aube.

A VU VU
A

Fig. 1.5 Écoulement au voisinage d’une aube et optimisation de l’écoulement
pour l’extraction d’énergie.

Ce rendement de conversion peut être considérablement amélioré si le pro l
de la zone d’impact du jet est ajusté pour renvoyer le jet avec une vitesse U
après impact sur une aube au repos. L’expression de la puissance incidente
n’est pas modi ée par le pro lage en forme de godet, Win = AU3/2. Par
contre, la puissance extraite est supérieure, toute chose égale par ailleurs, au
cas précédent. L’impulsion transférée par unité de temps, la force du jet sur
l’aube, est multipliée par deux, car, dans le repère où l’aube est au repos, la
vitesse incidente du jet est U V et la vitesse après interaction (U V ),
ainsi la di érence de vitesse est 2U 2V ,

F = AU (2U 2V ) Wout = 2 AU (U V )V . (1.8)

Le rendement reste optimal pour la valeur V = U/2 mais sa valeur optimale
est égale à 1 :

Wout

Win
=
4 (U V )V

U2
d

dV V=U/2

= 0 = 1 . (1.9)
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Sous les conditions optimales d’interaction, l’impulsion du uide est totale-
ment absorbée par l’aube et le uide sort sur l’avant de l’aube au repos.

1.1.4 Conversion directe

Nous discuterons dans cet ouvrage les di érentes théories du rendement et les
performances des di érents systèmes. L’ordre de grandeur le plus souvent cité
pour les moteurs thermiques est de l’ordre ou supérieur à 30 %, c’est e ecti-
vement le rendement typique des centrales thermiques et des grosses unités de
motorisation ; l’origine de l’amélioration de l’e cacité lorsque l’on considère
des systèmes industriels de grand volume, et non des systèmes domestiques de
petites tailles, est aisée à identi er suivant l’argument d’échelle suivant. Un
système de conversion entre énergie thermique et travail mécanique présente
une puissance thermique proportionnelle au volume et les pertes, de natures
multiples, sont quant à elles proportionnelles à la surface du système, ainsi,
pour un convertisseur de taille caractéristique L et de rapport d’aspect unité,
le volume, c’est-à-dire la puissance, croît comme L3 alors que les pertes sui-
vent une loi en L2, l’amélioration observée du rendement avec la taille est
donc conforme à cet argument. En particulier, l’électri cation des réseaux fer-
roviaires a permis de localiser la conversion au sein de centrales électriques de
grande taille et, dès les années trente, un rendement de l’ordre de 30 % était
ainsi atteint sur les réseaux ferroviaires électri és, constituant une rupture
au regard des 2,2 % associés à la traction par locomotive à vapeur. Actuel-
lement, au sein des centrales thermiques modernes, l’association d’un étage
haute température (turbine à gaz) et d’un étage basse température (turbine
à vapeur), o re des performances supérieures à 50 % de rendement de conver-
sion.
Nous appellerons conversion directe de l’énergie tout procédé de conver-

sion dont la réalisation ne présente pas de parties mobiles de type machine
tournante, mécanique ou électromécanique, ainsi les systèmes photovoltaïque,
thermoïonique, thermoélectrique, magnétohydrodynamique (MHD), électrohy-
drodynamique (EHD), magnétocalorique, électrocinétique, électrocalorique...
entrent-ils dans le cadre de cette dé nition.
Les systèmes de conversion directe sont, en général, de taille réduite (bien

que des centrales magnétohydrodynamiques de très grande taille aient été
envisagées) et o rent, en principe, une abilité supérieure aux systèmes ther-
momécaniques classiques, abilité résultant de la simplicité des principes mis
en œuvre, cette simplicité permet, en théorie, d’obtenir des rendements de
conversion supérieurs aux systèmes classiques indirects. Les systèmes de conver-
sion directe ont trouvé, dès les années soixante, un vaste champ d’applica-
tions dans le domaine de l’astronautique où les générateurs photovoltaïques,
électrochimiques et thermoélectriques o rent une abilité et une compacité
compatibles avec les exigences des missions circumterrestres, lunaires et in-
terplanétaires. Par exemple, lors de la mission lunaire Apollo 16, le généra-
teur thermoélectrique SNAP 27, déposé sur la surface lunaire, alimentait un
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ensemble d’instruments de mesure dédié à des études de sismicité, de ma-
gnétométrie et de calorimétrie de la surface lunaire ainsi que le système de
contrôle et de communication de cet ensemble baptisé ALSEP (Apollo Lu-
nar Surface Experiment), SNAP 27 utilisait comme source de chaleur une
charge de radio-isotopes. Un autre type de conversion directe, à plus haute
température, a été étudié dans le contexte des programmes d’exploration spa-
tiale soviétiques puis américains : la conversion thermoïonique, dont le plus
célèbre des prototypes fut le générateur TOPAZ II. Dans le contexte spatial,
les systèmes de conversion directe, autres que les systèmes photovoltaïques,
sont toujours associés soit à un réacteur à ssion compact (projet non réalisé
en l’état actuel de la législation internationale), soit à une charge de radio-
isotopes alpha dont les désintégrations assurent la permanence d’une source
chaude au regard de l’espace interplanétaire pris comme source froide.
La croissance, puis la décroissance, de la courbe de Dempster-Aston in-

diquent la possibilité de réaliser des réactions exoénergétiques par fusion de
noyaux légers ou par ssion de noyaux lourds. Cette deuxième possibilité est
mise en œuvre, depuis plus de soixante ans, dans les réacteurs à ssion nu-
cléaire ; quant à la fusion de noyaux légers, sa mise en œuvre et son contrôle
constituent l’objectif des programmes de recherches sur le con nement et le
chau age des plasmas thermonucléaires et du projet mondial ITER. La plu-
part des nucléides de nombre de masse A > 150 sont instables au regard de la
désintégration alpha qui est improbable pour les noyaux légers. La constante
de désintégration décroît exponentiellement avec la décroissance de l’énergie
de désintégration. Ainsi pour A 150, l’énergie de la particule alpha est pra-
tiquement nulle. L’énergie typique des émetteurs alpha utilisés comme sources
de chaleur dans les systèmes de conversion directe embarqués est de l’ordre
de quelques MeV ; quelques densités volumiques de puissance sont données
en exemple dans le tableau (1.10).

Isotope Forme W/cm 3 [années]
Polonium 210 GdPo 820 0,38
Plutonium 238 PuO2 3,7 86,4
Curium 242 Cm2O3 28,6 18,0

(1.10)

Le développement de programmes d’explorations spatiales ne fut pas la seule
motivation pour l’étude des systèmes de conversion directe, une meilleure
utilisation des combustibles fossiles, charbon et pétrole, peut aussi être envi-
sagée si l’on considère des machines thermiques opérant à haute température
(> 2 500 C), mais, à de telles températures, les systèmes thermomécaniques
classiques ne sont plus opérants et la conversion magnétohydrodynamique
(MHD) doit être envisagée, o rant ainsi une potentialité de rendement de
plus de 50 %. Par exemple, l’un des premiers générateurs MHD, le géné-
rateur MARK II d’une puissance de 1,5 MW, utilisait la combustion d’un
mélange alcool-oxygène, et fonctionnait dans un champ magnétique de 3,2
Tesla ; de nombreux générateurs MHD ont été construits dans les années
soixante et soixante-dix, la phase de connexion au réseau industriel ayant
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même été franchie en Union Soviétique. Malgré de telles réalisations, et une
forte potentialité en termes de rendement, les programmes de recherches sur
la génération MHD furent abandonnés, ou mis en veille technologique, à la
n des années soixante-dix compte tenu de la surabondance d’énergie fossile
à bas coup durant cette période et des perspectives de développement de la
lière électronucléaire classique.
L’ampli cation actuelle des programmes de recherches sur la conversion di-

recte, en particulier photovoltaïque, thermoélectrique et électrochimique, trouve
son origine dans les contraintes économiques et environnementales liées au
coût et aux nuisances des systèmes de conversion classique. Cette monogra-
phie, comme l’indique son titre, est dédiée aux principes physiques de la
conversion et à l’étude des avantages de la conversion directe en termes de
compacité et abilité et en termes d’impact environnemental ; mais, au-delà
des principes et des potentialités, nombre de propositions se heurtent au ni-
veau de la réalisation aux limites des propriétés thermiques et mécaniques des
matériaux disponibles. Comme dans la plupart des domaines de haute techno-
logie (espace, nanotechnologie, aéronautique, système énergétique avancé...),
les limitations relèvent souvent de la technologie classique : (i) la thermique
classique : les pièces chau ent et (ii) la résistance des matériaux : les pièces
cassent.
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Fig. 1.6 Résistivité de quelques isolants et conducteurs à hautes
températures.

Ce sont aussi ces limitations qui contraignent les réalisations des systèmes
de conversion directe, par exemple pour les systèmes de conversion hautes
températures, MHD et thermoïonique, un problème de thermique extrême-
ment ardu doit être résolu pour assurer la collecte, à très haute température,
des charges électriques assurant la génération de puissance. Sans entrer dans
les détails techniques, rappelons simplement que la conception d’un système
d’électrodes implique l’agencement fonctionnel de conducteurs et d’isolants et,
à haute température, l’a aire est particulièrement délicate car la conduction
des conducteurs diminue avec la température et celle des isolants augmente.
Cette convergence des propriétés de conduction est illustrée sur le diagramme
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de la gure 1.6 représentant la résistivité de quelques oxydes, nitrures et mé-
taux réfractaires en fonction de la température.

La physique de la conversion d’énergie est constituée par un ensemble de
méthodes et de modèles théoriques et d’une somme de résultats expérimen-
taux permettant de comprendre les déclinaisons variées du problème de la
génération de puissance électrique au sein d’un système présentant : un ux
di usif d’espèces chimiques, un ux de chaleur, un ux lumineux ou un ux
convectif de masse entraînant di érentes espèces chimiquement ou électrique-
ment actives..., o rant ainsi les cadres phénoménologique et méthodologique
pour dimensionner un générateur. Les systèmes de conversion opèrent sur les
gradients de température, pression, potentiel chimique... présents dans notre
environnement, ou sur un milieu en déséquilibre embarqué pour les applica-
tions spatiales. Partant de la formule classique de thermodynamique relative
à la variation d’énergie interne U (S, V,N...) d’un système lors d’une variation
d’entropie dS, de volume dV , de mol dN , de charge dq, de masse pesante dm
ou d’extensité dX conjuguée à une intensité Y ,

dU = TdS PdV + dN + dq + gzdm+ Y dX... , (1.11)

l’analyse de cette relation conduit à identi er les principaux écarts à l’équilibre
thermodynamique permettant d’extraire du travail de notre environnement
comme :
• (i) les gradients de potentiel mécanique gz ;
• (ii) les gradients de potentiel électrique ;
• (iii) les gradients de pression P ;
• (iv) les gradients de température T ;
• (v) les gradients de potentiel chimique .

ΔP

Δφ

P1 P2

φ1 φ2

I
V

I

J

Fig. 1.7 Schéma de conversion d’un gradient de pression vers un gradient de
potentiel électrique : générateur électromécanique.

Ces déséquilibres constituent des réservoirs d’énergie libre accessible à la
conversion.
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• Pour les schémas d’extraction d’énergie libre des gradients (i) et (ii), une
conversion mécanique/électrique remarquablement e cace peut être envisagée
et relève de la mécanique et de l’électrotechnique.
• Pour le cas (iii), le théorème de Bernouilli démontre qu’un gradient de

pression peut être relaxé pour obtenir un écoulement uide ou un gradient de
potentiel mécanique.
Les générateurs MHD et EHD o rent des couplages directs entre gradient

de pression et gradient de potentiel électrique où l’écoulement spontané J
d’un réservoir haute pression P1 vers un réservoir basse pression P2 entraîne
un écoulement de charges I du bas potentiel 1 vers le haut potentiel 2, ces
charges à un haut potentiel étant ensuite débitées vers les bas potentiels à
travers un circuit extérieur, o rant ainsi un schéma de générateur délivrant
un courant I sous une tension V conformément au schéma de la gure 1.7.
• Par contre, les schémas d’extraction d’énergie libre des gradients (iv)

et (v), l’usage de machines thermiques classiques, qui est la règle jusqu’à
présent, limite l’e cacité, qui plus est, les gradients de potentiel chimique
sont en général relaxés à travers une combustion pour générer un gradient de
température.
La possibilité de convertir directement un gradient de température en gra-

dient de potentiel électrique est o erte par les générateurs thermoïoniques et
thermoélectriques où un ux spontané de chaleur J entre d’une source chaude
T1 vers une source froide T2, entraîne un ux de charge d’un bas potentiel 1

vers un haut potentiel 2, ces charges à un haut potentiel étant ensuite dé-
bitées vers les bas potentiels à travers un circuit extérieur, o rant ainsi un
schéma de générateur ( gure 1.8).
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Fig. 1.8 Schémas de principes des convertisseurs thermiques et chimiques.

Un ux spontané d’espèces chimiques J du haut potentiel chimique 1

vers le bas potentiel chimique 2 peut aussi être considéré et l’entraînement
d’un ux induit de charges I utilisé en mode générateur ; c’est le cas des géné-
rateurs photovoltaïques et électrochimiques ( gure 1.8). D’autres schémas de
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couplages entre ux de variables extensives (V , S, N , q, m...) induits par des
gradients de variables intensives (P , T , , ...) peuvent être considérés et une
approche formelle conduit à considérer 25 types de machines thermodyna-
mique/hydrodynamique/électrodynamique/chimique de conversion de l’éner-
gie.
Décrivons et évaluons quelques écarts à l’équilibre thermodynamique pré-

sents au sein de notre environnement et dans lesquels l’humanité peut puiser,
ou a déjà puisé pour convertir de l’énergie libre en travail.
• Alors que l’état d’équilibre électrique ultime d’un système globalement

neutre est caractérisé par la nullité du champ, c’est-à-dire l’homogénéité du
potentiel électrostatique, un gradient de potentiel de l’ordre de 1 V/cm est
présent au niveau des couches basses de l’atmosphère, entre le niveau de la
surface libre des océans et une altitude de l’ordre de 50 km ; il va sans dire
que ce chi re constitue une moyenne dans le temps, pour un lieu donné, ou
une moyenne dans l’espace, pour un instant donné.
La surface du globe peut ainsi être assimilée à un conducteur chargé né-

gativement et les couches hautes de l’atmosphère à un conducteur chargé
positivement. Ce système de deux conducteurs, sphériques et concentriques,
se décharge en permanence car l’atmosphère est faiblement conductrice de par
la présence de l’ordre du millier d’ions par centimètre cube. Les agents énergé-
tiques à l’origine de ce faible niveau d’ionisation sont les rayons cosmiques, la
radioactivité naturelle et les phénomènes d’électrisation atmosphérique, liés
principalement aux processus tribo-électriques ; ainsi que le reliquat de rayon-
nement solaire ultraviolet dur présent à basse altitude. Ainsi, un courant de
l’ordre de 10 12A/m2 court-circuite en permanence la chute de potentiel de
l’ordre de 350 à 500 kV entre la haute et la basse atmosphère.
Il est donc nécessaire d’identi er un mécanisme électromoteur permettant

de recharger en permanence le système Terre/haute atmosphère : l’activité
orageuse, en particulier à travers la foudre qui apporte les charges négatives
au niveau du sol. Malgré l’ancienneté des observations, le vaste problème
de l’électricité atmosphérique à grande échelle présente encore des questions
ouvertes, aussi nous n’o rirons pas ici la description d’un modèle complet de
la structure et de la dynamique électrique à la surface du globe.
•Une deuxième situation de déséquilibre thermodynamique naturel, source

potentielle d’énergie libre accessible, est représentée par le gradient géother-
mique ; en e et, les forages des puits et les sondages profonds révèlent une
élévation de température avec la profondeur. Le gradient géothermique ainsi
identi é et mesuré est de l’ordre de 1 C tous les 30 m, à partir d’une surface
de neutralité thermique dont la profondeur varie avec la latitude et qui se
situe à une profondeur de l’ordre de 10 m dans la région de Palaiseau-Orsay
pour une température moyenne de 11 C.
Ce gradient thermique diminue avec la profondeur et varie beaucoup sui-

vant la région, il peut atteindre 1 tous les 6 m dans les régions volcaniques
comme l’Auvergne et descendre à 1 pour 300 m sur les plates-formes an-
ciennes et stables. Le ux de chaleur moyen associé au gradient géothermique



22 CHAPITRE 1. CONVERSION ET DISSIPATION

est de l’ordre de 50 calories par cm2 et par an.
• Une source de déséquilibre thermodynamique évidente est le rayonne-

ment solaire qui entretient un ux d’énergie de l’ordre de 150 kilocalories par
cm2 et par an, c’est-à-dire 3 000 fois plus que le ux terrestre interne ; ainsi,
1 m2 de surface terrestre reçoit chaque année, en moyenne dans l’espace et le
temps, 500× 103 calories de l’intérieur du globe et 15× 109 calories du soleil.
Toutefois, de l’ordre du tiers de l’apport solaire est instantanément renvoyé,
une faible ( %) partie est utilisée par l’activité chlorophyllienne et ainsi plus
de 1020 calories sont stockées par le monde végétal par an. Les grandes masses
d’air atmosphérique et les grandes masses d’eau océanique constituant deux
réservoirs couplés, hors équilibre, stockant aussi une fraction signi cative de
cet apport solaire.
En n, en guise de conclusion, notons que les systèmes de conversions di-

rectes constituent un domaine où, à travers la nécessité d’identi er des maté-
riaux présentant des propriétés électrique, thermique, mécanique, optique...
spéci ques, l’ensemble des éléments chimiques naturels est mobilisé.
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Fig. 1.9 Usages spéci ques des éléments pour les convertisseurs d’énergie.

Par exemple, (i) les générateurs magnétohydrodynamiques (MHD) utili-
sent des vapeurs alcalines présentant un faible seuil d’ionisation, (ii) les gaz
rares de par leur absence de degré de liberté interne à basse énergie sont in-
diqués pour les générateurs électrohydrodynamiques (EHD), (iii) les semicon-
ducteurs présentent les meilleurs pouvoirs thermoélectriques et photovoltaïques
(TE/PV), (iv) les métaux de transitions lourds o rent des performances com-
patibles avec les contraintes sévères des générateurs thermoïoniques (TI), (v)
les métaux rares (Pm, Sm, Eu, Gd...) présentent des coe cients magnétocalo-
riques élevés (MC) et (vi) les métaux de transition légers sont utilisés depuis
longtemps au cœur des systèmes de conversion électrochimique (EC) ainsi que
les métaux platinoïdes pour la catalyse redox ; le positionnement de ces di é-
rentes familles au sein de la classi cation périodique est indiqué sur la gure
1.9.
Au-delà des contraintes physiques étudiées dans cet ouvrage, la faisabi-

lité du déploiement des systèmes avancés de conversion d’énergie est aussi
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contrainte par la rareté des élements situés dans le bas de la classi cation pé-
riodique. L’abondance relative des éléments présents dans la croûte terrestre
continentale, c’est-à-dire aisément accessibles, ramenée à l’abondance du sili-
cium, est représentée sur la gure 1.10. L’élément le plus rare est l’iridium,
puis par ordre d’abondance, l’osmium et les métaux du groupe du platine
ainsi que l’or, le mercure, l’argent, le bismuth, l’indium, le sélénium et le cad-
mium. Or un certain nombre de ces éléments rares sont indispensables au bon
fonctionnement des systèmes de conversion avancée, par exemple le platine
pour les piles à hydrogène.
En conclusion, les systèmes de conversion directe o rent une alternative

aux procédés habituels de conversion et permettent une utilisation e cace
des gradients de pression, température et potentiel chimique qui constituent
les sources naturelles d’énergie libre autour desquelles est organisée l’activité
humaine. Ils o rent aussi au physicien une illustration des principes physiques
régissant la conversion d’énergie et la production d’entropie.
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Fig. 1.10 Abondances atomiques relatives des éléments ramenées à
l’abondance du silicium en fonction du numéro atomique Z.

Cette monographie, à vocation généraliste, présente les principes de base
mis en œuvre au sein des dispositifs de conversion et les limitations inhérentes
à leur conception et à leur réalisation ; l’objectif sera donc d’analyser en détail
les conditions et la réalisation de : (i) la conservation de l’énergie, (ii) la
production d’entropie, (iii) la séparation et la collecte des charges électriques
au sein des systèmes de conversion directe.

1.2 Collisions, uctuations et transport
La conservation de l’énergie constitue la loi physique dont le domaine d’uni-
versalité est le plus vaste comparé aux autres lois, mais cette conservation est
toujours associée à une dispersion parmi tous les degrés de liberté du système,
c’est-à-dire à une production d’entropie. Ce phénomène de dispersion conser-
vative de l’énergie peut être étudié, à basse énergie, sur la base d’un modèle
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atomique de la matière. Deux grandes classes de modèles peuvent être const-
ruites :
• les milieux dilués, où la variation d’énergie-impulsion d’une entité mi-

croscopique constitue une phase de courte durée, comparée à des phases de
mouvement libre de plus longue durée ;
• les milieux denses où le modèle précédant d’interaction localisée à deux

particules est inopérant pour construire une description et où le concept de
uctuation doit être substitué au concept de collisions.
Nous allons principalement étudier la dynamique des milieux dilués, car

même dans un milieu dense, les porteurs de charges sont souvent des popu-
lations relativement découplées des autres degrés de liberté et le concept de
collision redevient alors opérationnel.
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Fig. 1.11 Allure d’une composante de la vitesse en présence de collisions et
de uctuations.

La gure 1.11 illustre le comportement caractéristique d’une vitesse en
fonction du temps dans les deux situations, la première est caractérisée par
une fréquence de collisions et la deuxième par un temps de corrélation c.
En présence de collisions, la vitesse est modi ée durant un processus, rapide,
d’interaction et le temps, long au regard du processus d’interaction, entre
deux interactions, est de l’ordre de 1. Pour une dynamique modélisée par
des uctuations, il n’y a pas deux échelles de temps, la durée de la collision
(petite) et la durée entre deux collisions (grande), mais un temps de corrélation
d’une particule brownienne c.

1.2.1 Flux moléculaires

Considérons le problème des ux moléculaires dans un milieu en équilibre
sans collision. Lorsqu’un ensemble de particules relaxe vers l’équilibre ther-
modynamique, la probabilité qu’une particule présente une vitesse v dans un
intervalle dv est donnée par la distribution de Maxwell des vitesses f0(v)dv :

Distribution de Maxwell : f0(v) = 4 v2
m

2 kT

3
2

exp
mv2

2kT
, (1.12)

Dans ce paragraphe, nous considérerons cette distribution f0(v) normalisée
à l’unité, +

0
f0(v)dv = 1, et nous introduirons séparément la densité n.
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Deux vitesses caractérisent une distribution maxwellienne, la vitesse moyenne
v et la vitesse quadratique moyenne v2 . Ces deux vitesses sont respecti-
vement dé nies comme le premier et le deuxième moment de la fonction de
distribution f0(v).

Vitesse moyenne v
+

0
vf0(v)dv = 8kBT/ m

Vitesse quadratique moyenne v2
+

0
v2f0 (v) dv = 3kBT/m

(1.13)
Ces vitesses caractéristiques permettent d’exprimer la température et la pres-
sion, la densité d’énergie, le ux de particules et le ux d’énergie cinétique.
Considérons d’abord la densité volumique d’énergie interne, ou énergie interne
volumique, dé nie comme la somme sur toute la distribution de l’énergie ciné-
tique, u = nm v2 /2 = 3nkBT/2, où n est la densité de particules.

v dtcosθ

dS

v
θ v θ

2π sinθ dθ

dS
dV

dΩ

v cosθ

Fig. 1.12 Flux moléculaire à travers une surface dS : élément de volume
dV = v cos dSdt et élément d’angle solide d .

A n de calculer le ux de particules suivant une direction donnée, le
ux moléculaire illustré sur la gure 1.12, calculons le nombre de particules,
dN (v, ), par unité de volume, dont la vitesse fait un angle avec la direction
de référence et dont le module de vitesse est égal à v. Ce nombre est donné
par la fonction de distribution des vitesses pondérée par le rapport de l’angle
solide in nitésimal autour de ramené à l’angle solide total :

dN (v, )

n
=
d

4
f0 (v) dv =

2 sin d

4
f0 (v) dv . (1.14)

Le nombre de particules traversant un élément de surface dS, dans le plan
perpendiculaire à la direction de référence, durant un temps dt, sous un angle
, est alors obtenu en multipliant dN par le volume dV accessible à l’élément
de surface dS durant un temps dt ; volume dV illustré sur la gure 1.12 :

dV = v cos dSdt dN (v, ) v cos dSdt =
1

2
n sin v cos f0 (v) dvd dSdt .

Le ux in nitésimal de particules d (v, ) possédant un module de vitesse
égal à v est obtenu en divisant ce nombre de particules par l’unité de temps
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dt et l’élément de surface dS :

d (v, ) = dN (v, ) v cos d (v, ) =
1

2
nv cos sin f0 (v) d dv (1.15)

Le nombre total de particules traversant une surface dS, par unité de temps,
, a pour valeur la somme des ux in nitésimaux lorsque l’angle varie de 0
à /2 et le module de la vitesse v varie de 0 à + .

= n
2

0

cos sin

2
d

+

0

vf0 (v) dv =
n

4

+

0

vf0 (v) dv (1.16)

L’intégrale sur le module de la vitesse n’est autre que la dé nition de la vitesse
moyenne v . Le résultat nal constitue l’expression du ux moléculaire au
sein d’un milieu dilué :

Flux moléculaire de particules :
1

s.m2
=
n v

4
= n

kBT

2 m
. (1.17)

Le calcul du ux de chaleur, Q, suit la même démarche que l’évaluation du
ux de particules : le calcul est d’abord e ectué pour une vitesse donnée
v et une direction donnée , puis le résultat nal est obtenu par somma-
tion sur les di érentes incidences et sur la vitesse v, mais dans ce cas une
pondération supplémentaire par le facteur mv2/2 est nécessaire, ainsi : Q =

2

0
d

+

0
dvnmv3 cos sin f0 (v) /4.

L’expression du ux de chaleur en régime moléculaire est donc :

Flux moléculaire de chaleur : Q
W

m2
= kBT

n v

2
= 2nkBT

kBT

2 m
.

(1.18)
La directivité de ces ux est perturbée par les collisions. À l’échelle micro-
scopique, la dynamique collisionnelle est appréhendée à travers la notion de
section e cace qui présente un caractère plus opérationnel que la notion de
force.
Exercice : Expliquer pourquoi Q = ×2kBT et non pas Q = ×3kBT/2,

la di érence entre ces deux formules constitue la chaleur de transport.

1.2.2 Section e cace

Les ux dirigés calculés précédemment ne sont pertinents que sur une longueur
de l’ordre du libre parcours moyen sans collision et le libre parcours moyen est
donné par l’inverse du produit de la densité par la section e cace de collision.
Il est donc nécessaire d’étudier la section e cace pour comprendre l’interrup-
tion aléatoire des ux moléculaires précédents conduisant au comportement
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de la gure 1.11. Considérons la gure 1.13 représentant un ux de particules
X1 réagissant sur une particule X2 telle que X1 + X2 X3 + X4. La parti-
cule X2 est au repos et exposée à un ux n1v1 m 2 · s 1 de particules X1, de
vitesse v1 et densité n1. Si cette cible unique X2 est constamment renouvelée,
nous obtenons un régime stationnaire où le nombre de réactions durant un
temps dt est proportionnel à dt et au ux incident n1v1 ; ainsi, l’information
pertinente sur l’interaction X1 + X2 X3 + X4 est obtenue en divisant ce
nombre de réactions par le ux incident n1v1 et le temps dt.

dσ
dΩ

A B

nA

vA
σ

n1

X1

v1
X2

X3

X4

Fig. 1.13 Sections e caces de réaction et di usion.

Ce rapport présente la dimension d’une surface et dé nit la section e cace
de réaction

Réaction :

Nombre de X1 tels que X1 + X2 X3 + X4

Par unité de temps dt

Nombre de X1 incidents sur une particule X2

Par unité de surface dS et unité de temps dt

(1.19)

comme le coe cient de proportionnalité entre ce nombre de réactions par
unité de temps sur une cible (supposée unique et constamment renouvelée) et
le ux d’espèces projectiles n1v1.
Considérons une collision non réactive donnant lieu à un échange d’impul-

sion entre des particules projectiles A et une particule cible unique B supposée
au repos et constamment renouvelée pour assurer un régime stationnaire. La
vitesse de l’un des projectiles A, après réaction sur la cible B, est paramètrée
par deux angles et décrivant la direction de sortie du projectile dans un
repère sphérique centré sur la particule B, et prenant leurs valeurs dans
l’intervalle [0, ]× [0, 2 ] : A ( = 0, = 0) + B A ( , ) + B.
La description de la collision nécessite la prise en compte d’un angle solide

élémentaire de di usion d = sin d d et le nombre de particules A sortant
durant un temps dt dans un angle solide d est proportionnel au ux incident
nAvA ; ainsi, l’information pertinente sur la collision A/B est obtenue en
divisant le ux angulaire sortant d’espèces A par le ux surfacique entrant
d’espèces A, nAvA. Ce rapport présente la dimension d’une surface ramenée à
un angle solide et dé nit la section e cace di érentielle de collision d /d :
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Di usion :
d

d

Nombre de particules A di usées dans d
Par unité d’angle solide d et unité de temps dt

Nombre de particules A incidentes sur une particule B
Par unité de surface dS et unité de temps dt

. (1.20)

La situation générique des interactions entre particules se présente suivant
des con gurations o rant une densité volumique de cibles B ou X2. Considé-
rons la gure 1.14 et un couple de particules réactives X1 et X2 tel que X1
+ X2 X3 + X4, construisons une cible au repos constituée de particules
X2 de densité n2 ; cette cible est soumise à un ux n1v1 de particules X1, de
vitesse v1 et densité n1.

dσ

dΩA
B

nA

vA

σn1

v1

n2

X1
σ

v1

X2 nB

Fig. 1.14 Taux de réaction et di usion.

Le nombre de réactions dN par unité de temps dt et unité de volume
dxdydz est donné par dN/dxdydzdt. Une telle con guration projectile X1
cible X2 permet de dé nir la section e cace de réaction comme le coe cient
de proportionnalité entre ce nombre de réactions par unité de temps et de
volume dN/dxdydzdt et la densité de l’espèce cible n2 que multiplie le ux
d’espèces projectiles n1v1 ; le nombre de réactions dN étant nécessairement
proportionnel aux deux quantités n2 et n1v1. Ainsi, le taux de réactions est
de la forme :

Taux de réactions :
dN

dxdydzdt X1+X2 X3+X4

n2n1v1 (v1) , (1.21)

et le coe cient de proportionnalité peut donc s’interpréter comme la surface
e ective d’interaction entre X1 et X2.
La section e cace de la réaction X1+X2 X3+X4 est donc dé nie par

le rapport d’un nombre de particules réagissant sur un ux incident lorsque la
densité de particules cibles est prise égale à l’unité, la vitesse v étant la vitesse
relative du système [X1,X2] (1.19). Considérons une collision élastique non
réactive donnant lieu à un échange d’impulsions, la vitesse du projectile A,
après réaction sur la cible B, est paramétrée par deux angles et décrivant
la direction de sortie du projectile dans un repère sphérique centré sur la cible,
et .
Pour ce type de réaction, présentant une in nité de voies de sortie ( , ),

la dé nition la section e cace nécessite la prise en compte d’un angle solide
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élémentaire de di usion d = sin d d et du nombre de particules d2nA ( , )
sortant, après l’échange d’impulsions, dans cet angle solide élémentaire d .
La dé nition de la section e cace di érentielle de di usion angulaire d /d
est ainsi donnée par :

Taux de di usion :
dNA ( , )

dxdydzdtd A+B A( , )+B

vAnAnB
d

d
. (1.22)

La dé nition précédente peut s’interpréter comme le rapport du ux angulaire
sortant sur le ux surfacique entrant (1.20).
Considérons, sur la gure 1.15, la dynamique du processus de collision

élastique entre une espèce A de masse m et une espèce B de masse m, A
présente initialement la vitesse V et B est au repos. Introduisons la vitesse
VC du repère du centre de masses (CM) égale à V/ (1 + ).

m

V'

V'B

θ

V

m

αm
m

v'

v'B

φ
v vB

mLaboratoire Centre de masse

αmαm
αm

A B A B

Fig. 1.15 Collision sur une cible au repos et transfert d’impulsion.

Les règles de transformation des vitesses entre deux repères en translations
uniformes l’un au regard de l’autre permettent d’exprimer la vitesse de A avant
la collision, dans le repère du centre de masse, v, et la vitesse de B, dans le
repère du centre de masse, avant la collision : vB.

A : V A CM : v V VC = V
1 +

(1.23)

B : 0 B CM : vB VC = V
1

1 +
(1.24)

Après la collision, dans le repère du laboratoire comme dans le repère du
centre de masse, les vitesses sont primées et les principes de conservation de
l’énergie et de l’impulsion o rent deux relations entre inconnues et paramètres

Énergie :
V

1 +

2

+
V

1 +

2

= v 2 + v 2B (1.25)

Impulsion : v + vB = v + vB = 0

permettant d’exprimer la norme, v = vB, de la vitesse de A après la colli-
sion : v /V = / (1 + ). La description du processus de transfert d’impul-
sion/énergie nécessite l’expression de l’énergie de A après la collision dans le
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repère du laboratoire : mV
2

/2. Cette expression s’établit aisément sur la base
des résultats précédents : V v + VC V

2

= v
2

+ V 2C + 2v VC cos ,
où est l’angle de di usion de A dans le repère du centre de masse. Nous
obtenons donc le résultat classique :

V
2

V 2

V 2
V 2

V 2
=

2

(1 + )2
(1 cos ) . (1.26)

Ainsi nous pouvons dé nir le transfert moyen par unité de temps V / t en
prenant la moyenne pondérée sur la section e cace de di usion dans le repère
du centre de masse de l’angle de dé exion. Les cas limites classiques lourd sur
léger et léger sur lourd sont donnés par :

Cible légère :
V

t
= nBV

2 d

d
(1 cos )2 sin d , (1.27)

Cible lourde :
V

t
=

1
nBV

2 d

d
(1 cos )2 sin d .(1.28)

Partant de ce résultat, il est d’usage d’introduire la section e cace totale
0 (v) d et la section e cace de transfert d’impulsion 1. 0 peut être
interprétée comme la valeur de la surface de section d’un obstacle ayant le
même e et que le centre di useur en termes d’interception de ux.

Transfert d’impulsion : 1 (1 cos )d ( ) (1.29)

Pour les collisions élastiques, deux types d’interactions peuvent être distin-
guées sur la base des valeurs relatives de 0 et 1.
• Si 0 1, la di usion est principalement vers l’avant et les transferts

d’impulsion s’e ectuent dans le régime dit des petits transferts d’impulsion,
ou de la di usion aux petits angles, c’est le cas des interactions électrons-ions,
ions-ions, électrons-impuretés chargées et électrons-électrons.
• Si 0 1, la di usion est isotrope, c’est le cas des collisions électrons-

neutres et neutres-neutres, électrons-phonons, électrons-impuretés neutres.
Soit une particule test de vitesse V interagissant avec une population de

particules cibles de norme de vitesse v et dont la direction est distribuée
isotropiquement suivant les 4 stéradians de l’espace. Tous les angles solides
élementaires étant équiprobables, la densité de probabilité décrivant la distri-
bution des vitesses v est donc égale à 2 sin /4 où est l’angle mesuré par
rapport à une direction de référence donnée, en l’occurrence la direction de
V pour ce calcul. La vitesse relative Vr entre la particule projectile de vitesse
V et une particule cible de vitesse v véri e la relation : V 2r = V v 2=
V 2 + v2 2V v cos . Ainsi la valeur moyenne de la vitesse relative, Vr , est
obtenue en pondérant la relation précédente par la probabilité d’occurrence
de l’angle , sin d /2, et en sommant cet angle sur [0, ].

Vr =
1

2

0

V 2 + v2 2V v cos d (cos ) =
(V + v)

3 |V v|3

6V v
. (1.30)
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Le résultat nal peut être exprimé suivant la relation :

Cible froide : V v Vr = V +
v2

3V
, (1.31)

Cible chaude : v V Vr = v +
V 2

3v
. (1.32)

En particulier, si V = v nous retrouvons le résultat de Clausius : Vr = 4V/3.
Lors d’une collision élastique sur une cible immobile, pour les potentiels

isotropes, les intégrales premières de l’énergie et du moment cinétique per-
mettent de ramener l’évaluation de l’angle de dé exion à une quadrature ;
pour cela, il est utile de considérer un système de coordonnées polaires (r, )
dans le plan de la trajectoire représenté sur la gure 1.16.

v

b

U(r)

θ

v + δv

r
ϕ

dΩdS

db

θ

dθ

ϕ

b

U(r)
Fig. 1.16 Di usion angulaire classique : angle de dé exion .

La conservation du moment cinétique et la conservation de l’énergie s’ex-
priment suivant les relations : moment angulaire : vb = r2d /dt et énergie
mécanique :

v2 =
dr

dt

2

+ r2
d

dt

2

+
2
U(r) , (1.33)

où U est l’énergie potentielle d’interaction et b le paramètre d’impact. Le
facteur dt peut être éliminé entre ces deux intégrales premières pour exprimer
l’équation polaire de la trajectoire : d = ±bdr/ r2 1 2U (r) / v2 b2/r2.
L’angle de dé exion est obtenu en sommant cette dé exion in nitésimale

(v, b) = 2
+

rm(b,v)

bdr

r2
1

2U (r)

v2
b2

r2

1
2

b ( , v) , (1.34)
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où rm est le rayon minimal d’approche obtenu sur la base de la conservation
de l’énergie v2(1 b2/r2m) = 2U (rm).
Compte tenu de la valeur de l’angle solide en fonction de l’angle de dé-

exion : d = 2 sin d et de la valeur de l’élément de surface correspondant :
dS (b) = 2 bdb d ( ) = 2 sin d , la conservation du nombre de parti-
cules avant et après la collision, au voisinage d’une orbite de référence, permet
d’établir la relation entre la section e cace et la dé exion :

d (v, )

d

Nombre de particules difusées
Par unité d’angle solide d ( )

Nombre de particule incidentes
Par unité de surface dS(b)

=
b ( , v)

sin

db

d
. (1.35)

L’étude précédente a permis d’obtenir la formule de la section e cace de di u-
sion élastique dans le cadre d’un formalisme classique, nous allons maintenant
brièvement étudier ce même problème dans le cadre d’un formalisme quan-
tique. Pour établir la formule de la section e cace, considérons le cas d’une
onde stationnaire de di usion dans un potentiel statique U . L’équation de
Schrödinger stationnaire,

2

2m

2 (r)

r2
+ U(r) (r) = E (r) (1.36)

possède une in nité de solutions, il convient donc de xer des conditions aux
limites spéci ques au problème de la di usion.

U(r)

r

dΩ θ

exp( jkr)
rf

rf+

U

exp( jk.r) exp( jk.r) exp( jkr)

exp( jk.r)

Fig. 1.17 Di usion angulaire quantique : amplitude de di usion f .

De telles conditions sont obtenues en considérant la forme asymptotique
lorsque r + , loin du centre di useur r = 0 la fonction d’onde doit être
la somme d’une onde plane, exp ik · r, décrivant une particule incidente d’im-
pulsion bien dé nie, et d’une onde sphérique centrée en r = 0, (exp ikr) /r,
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non nécessairement isotrope, décrivant l’onde di usée conformément à la -
gure 1.17,

E =
2k2

2m
(r)

r +
exp ik · r + f(k, )

Amplitude de di usion

exp ikr

r
. (1.37)

C’est l’amplitude relative des deux termes, plan et sphérique, qui détermine
la nature du processus de di usion. La fonction f(k, ) est appelée amplitude
de di usion et permet le calcul de la section e cace à partir de la dé nition
du rapport du nombre de particules di usées sur le ux incident. En e et,
le ux est dé ni à partir du vecteur densité de courant de probabilité, J =
i ( ) /2m, ainsi, le terme d’onde plane exp ik ·r, décrivant un
ux incident entrant, donne lieu à une densité de courant de probabilité JI
= k/m et le terme d’onde sphérique f exp (ikr) /r, décrivant le ux di usé
sortant, donne lieu à une densité de courant de probabilité radiale d’amplitude
JD = kf2/mr2, les termes d’interférence entre l’onde plane incidente et
l’onde sphérique di usée assurent la conservation du nombre de particules
mais n’interviennent pas dans les directions autres que celle du ux incident.
Le nombre dN de particules di usées est donc proportionnel à : dN |A A( )

= JD · dS = kf2d /m. Lorsque ce nombre est ramené au nombre de parti-
cules incidentes par unité de surface JI = k /m, la dé nition de la section
e cace permet d’établir la relation :

d (v, )

d

Nombre de particules difusées
Par unité d’angle solide

Nombre de particule incidentes
Par unité de surface

= |f(k, )|2 . (1.38)

Tout le problème du calcul de la section e cace de di usion se ramène donc au
problème de l’évaluation de la forme asymptotique de l’amplitude de di usion
stationnaire f(k, ) ; plusieurs méthodes permettent une telle évaluation telle
que la méthode des déphasages.
Pour conclure cette présentation des sections e caces, considérons la cor-

respondance classique/quantique. En mécanique classique, les variables décri-
vant la collision sont la vitesse initiale v et le paramètre d’impact b,

Di usion classique
Vitesse : v

Paramètre d’impact b Moment angulaire mb× v
Angle de dé exion (v, b)

Section e cace di érentielle d (v, ) = (b/ sin ) |db/d | d

Dans le cadre du formalisme quantique, ce sont le vecteur d’onde k pour une
base d’ondes planes et le moment angulaire l(l + 1) pour une base d’ondes
sphériques qui décrivent l’état de la particule. Le processus de collision consiste
en une conversion de l’onde plane incidente en un ensemble d’ondes sphériques,
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l’étude de l’interférence de ce système d’ondes permet de dé nir la section
e cace.

Di usion quantique
Vitesse mk Vecteur d’onde k

Harmonique sphérique l Moment angulaire l(l + 1)
Amplitude de di usion f( , k)

Section e cace di érentielle d (k, ) = |f(k, )|2 d

1.2.3 Flux collisionnels

Le libre parcours d’une particule projectile, interagissant avec une population
de particules cibles, est dé ni comme la distance parcourue par cette particule
test entre deux collisions ou réactions successives.
Le libre parcours moyen est la valeur moyenne de cette quantité. La fré-

quence de collision est l’inverse du temps entre deux collisions ou réactions
successives, par extension, sa valeur moyenne est aussi dénommée fréquence
de collision.
Considérons une particule subissant un choc à l’instant t = 0 et qui, au

temps t > 0, n’a pas subi de deuxième choc. Soit p(t) la probabilité qu’elle n’ait
pas subi de deuxième choc à l’instant t. De même considérons une particule
subissant un choc au point x = 0 et qui, en x > 0, n’a pas subi de deuxième
choc. Soit P (x) la probabilité qu’elle ait parcouru la distance x sans subir de
deuxième choc. D’une part, les chocs étant des événements indépendants, la
probabilité de choc durant l’intervalle [t, t+ dt], ou sur la distance [x, x+ dx],
est indépendante de l’histoire de la particule durant l’intervalle [0, t], ou sui-
vant le parcours [0, x]. D’autre part, compte tenu du caractère in nitésimal
de l’instant dt, ou de la distance dx, la probabilité d’observer au moins un
choc, durant [t, t+ dt] ou sur [x, x+ dx], est nécessairement proportionnelle
à l’incrément de temps dt ou à la longueur dx.
Les probabilités de parcours sans choc p(dt) et P (dx) sont complémentaires

de ces probabilités de choc, donc de la forme : p (dt) = 1 dt/ et P (dx) =
1 dx/ , où et sont des constantes qui seront déterminées a posteriori.
La loi de combinaison des probabilités d’événements indépendants permet
d’énoncer : p(t + dt) = p(t)p (dt) et P (x+ dx) = P (x)P (dx) ; ainsi, les
lois de probabilité p et P sont solutions d’équations di érentielles ordinaires
linéaires et p et P suivent les lois classiques de décroissance exponentielle.
L’inverse de la valeur moyenne du temps entre deux collisions et la valeur
moyenne de la distance parcourue entre deux collisions dé nissent la fréquence
de collision = 1 et le libre parcours moyen ,

Fréquence de collision : p (t) = exp
t

+

0
p (t) dt

+

0
tp (t) dt

,
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Libre parcours moyen : P (x) = exp
x

+

0
xP (x) dx

+

0
P (x) dx

.

On notera la relation :

t2 =

+

0
t2P (0, t) dt

+

0
P (0, t) dt

= 2 2 . (1.39)

Nous pouvons élargir la perspective et considérer la loi P (N, t) décrivant
la probabilité pour qu’une particule subisse N collisions durant l’intervalle
de temps t. Plusieurs propriétés de cette distribution peuvent être établies :
P (0, 0) = 1, P (1, t) = t, P (0, t) = 1 t, P (N, t) =

N>1
0 ; en e et,

sur une durée in nitésimale, il ne peut pas se produire plus d’une collision.
Supposons que la probabilité de collision durant un intervalle de temps donné
soit indépendante de l’histoire de la particule, c’est-à-dire indépendante du
fait que la particule ait ou n’ait pas subi de collisions dans un passé récent,
une telle hypothèse est dite markovienne et permet d’établir : P (0, t+ t) =
P (0, t)P (0, t). Le développement de Taylor du premier membre conduit à :

dP (0, t)

dt
= P (0, t) P (0, t) = exp t = exp

t
. (1.40)

Nous obtenons ainsi la loi de décroissance exponentielle précédente : P (0, t) =
exp ( t). Considérons ensuite la loi P (N, t), une particule subit N collisions
durant une période t + t (i) si elle en subit N 1 durant la période t et 1
durant t ou (ii) si elle en subit N durant t et 0 durant t ; ainsi :

P (N, t+ t) = P (N 1, t)P (1, t) + P (N, t)P (0, t)

dP (N, t)

dt
= P (N 1, t) P (N, t)

P (N, t) = exp ( t)
t

0

exp ( )P (N 1, ) d .

Nous avons ainsi établi la loi de Poisson décrivant la probabilité d’observer
N collisions durant un intervalle de durée t.

Loi de Poisson : P (N, t) =
( t)N

N !
exp ( t) (1.41)

Le libre parcours moyen et la fréquence de collision peuvent être exprimés
en fonction de la section e cace 1. Considérons, à nouveau, la réaction pro-
jectile sur cible : A + B C + D, les produits de réaction C et D pouvant
être simplement les espèces A et B après un échange d’énergie-impulsion.
Pour une cible au repos constituée d’espèces B, de densité nB, et un ux
d’espèces A, de vitesse v, le nombre de réactions permet de dé nir la section
e cace de réaction comme le coe cient de proportionnalité entre le nombre
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de réactions par unités de temps et de volume et le produit de la densité de
cibles par le ux incident : dx = vdt dnA = 1nAvnBdt = 1nAnBdx.
Lorsque la déplétion de la cible peut être négligée, cette équation peut être
intégrée par rapport au temps, nA(t) = nA(0) exp t, ou par rapport à la
distance x, nA(x) = nA(0) exp x/ , telle que dx = vdt. Le libre parcours
moyen de la réaction, , et la fréquence de collisions, , sont donc reliés à la
section e cace, 1, et à la densité de particules cibles n0 à travers les relations
(1.42).

Section e cace 1 m2

Libre parcours moyen 1
1n0 m 1

Fréquence de collision 1n0v s 1
(1.42)

La section e cace est une grandeur caractéristique primaire, c’est-à-dire issue
de l’analyse microscopique de l’interaction ; le libre parcours moyen et la
fréquence de collisions sont des grandeurs secondaires permettant d’établir des
bilans macroscopiques. Dans le cadre de la théorie des collisions, le concept de
libre parcours moyen permet de développer une théorie simple du transport.
Dans ce paragraphe, nous allons déduire, successivement, les expressions des
coe cients de viscosité, de di usion et de mobilité a n d’illustrer les concepts
et méthodes de la théorie du libre parcours moyen.

z

n(z = +λ)n(z = – λ)

+λ0–λ

Γ

Γ

0

0

y

n

n

Fig. 1.18 Flux collisionnel au sein d’un milieu inhomogène et ux
moléculaire dans une couche de libre parcours.

Considérons un écoulement suivant l’axe des y, illustré sur la gure 1.18,
possédant, au voisinage du plan z = 0, un gradient de vitesse macroscopique
(moyenne) non nulle ; à l’échelle macroscopique cette vitesse moyenne, suivant
la direction y, est donc une fonction de la coordonnée z : Vy (z). Ainsi, les
vitesses moyennes des di érentes couches de uide sont fonctions de leurs
distances au plan z = 0 et ces di érentes tranches de uide échangent de
l’impulsion, au niveau microscopique, à travers l’agitation thermique et les
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collisions. Cet échange d’impulsion induit une (densité volumique de) force
à l’échelle macroscopique qui est caractérisée par la viscosité du uide. La
tranche de uide située dans le plan z = 0 subit, de la part des tranches
uides contiguës, une force F par unité de surface dxdy, suivant la direction
du gradient de vitesse ; dé nissons la viscosité comme le rapport de cette
force surfacique sur le gradient de vitesse

Viscosité :
F/dxdy|z=0
dVy/dz|z=0

. (1.43)

Les quantités de mouvements des particules des tranches adjacentes sont
transportées, à travers l’agitation thermique et les collisions, vers le plan z = 0.
De part et d’autre de ce plan z = 0 arrivent donc des particules de vitesse
moyenne Vy (z) = Vy (0). On note n la densité, m la masse des particules et
v la vitesse moyenne d’agitation thermique.
Le terme source du transport d’impulsion a son origine dans la dernière

collision d’une particule avant son passage en z = 0 ; il se situe donc dans
les plans z = + et z = où est le libre parcours moyen. Le ux de
particules se dirigeant du plan z = vers le plan z = 0 est égal à 0 =
n v /4 (1.17), chaque particule transportant une impulsion mVy (z = ) ;

le ux de particules se dirigeant du plan z = vers le plan z = 0 est égal
à 0 = n v /4. Le ux total d’impulsion est donc donné par le bilan entre
ces deux ux partiels ; si la longueur de gradient est plus grande que le libre
parcours moyen, ce bilan peut être approché par le premier terme de son
développement de Taylor :

F

dxdy
=
n v

4
mVy ( )

Flux moléculaire

n v

4
mVy (+ )

Flux moléculaire

nm

2
v
dVy
dz

Flux col lisionnel

.

Le coe cient de viscosité est donc proportionnel au libre parcours moyen et
à la vitesse d’agitation thermique moyenne. Un calcul prenant en compte les
e ets de vitesses relatives (1.31) et l’isotropie du problème conduisent à une
relation où un facteur 1/3 doit être substitué au facteur 1/2.

= nm
v

2

F

dxdydz
= Vy . (1.44)

Le même type d’analyse peut être appliqué au transport de particules en
présence d’une densité non homogène n(z). Le ux de particules, au voisinage
du plan z = 0, provient de la dernière collision d’une particule avant son
passage en z = 0 ; c’est-à-dire des plans z = + et z = où est le libre
parcours moyen. Le ux de particules se dirigeant du plan z = vers le plan
z = 0 est égal à 0 = n (+ ) v /4 (1.17), le ux de particules se dirigeant
du plan z = vers le plan z = 0 est égal à 0 = n ( ) v /4 (1.17). La
densité de particules est di érente de part et d’autre du plan z = 0, le ux de
particules résultant, obtenu comme la somme de ces deux ux partiels 0
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et 0 , est non nul. Si la longueur de gradient est plus grande que le libre
parcours moyen, ce bilan de ux peut être approché par le premier terme de
son développement de Taylor :

= 0 + 0 =
n ( ) v

4

Flux moléculaire

n (+ ) v

4

Flux moléculaire

v

2

dn

dz 0

Flux col lisionnel

.

(1.45)
Un modèle plus élaboré de ce bilan suivant z conduit à considérer vz z =

0
2 sin d (v cos ) ( cos ) /4 = 2 v /3. Le ux collisionnel de parti-

cules, résultant de l’inhomogénéité de la densité, est alors donné par la rela-
tion :

Flux collisionnel de particules :
1

s ·m2
v

3

dn

dz
. (1.46)

Nous avons donc identi é le coe cient de di usion, D, égal à : D = v /3,
tel que le ux collisionnel soit donné par la relation linéaire entre ux et
gradient : = D n , ce résultat constitue la loi classique de Fick.

[W/m.K]
103

102

10

1

10-1

10-2

Métaux

Non-métaux
Céramiques

Composites
isolants

Liquides

Gaz

Semi-
conducteurs

κ

Fig. 1.19 Conductivités thermiques des matériaux usuels.

Le tableau (1.47) illustre les valeurs typiques des coe cients de di usion
des molécules simples dans l’air et dans l’eau.

Air 104 ×D m2s 1

CH4 0,11
H2O 0,24
CO2 0,16
H2 0,63

Eau 109 ×D m2s 1

Glucose 0,67
Acétone 1,28
Éthanol 1,24
Alanine 0,91

(1.47)
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L’analyse du transport de chaleur est similaire aux études des transport d’im-
pulsion (viscosité) et d’espèces (di usion); partant de l’expression (1.18),
nous obtenons :

Q = Q0 +Q 0 = 2n
[kBT ( )]

3
2

2 m
2n
[kBT (+ )]

3
2

2 m
6n

kBT

2 m

dkBT

dz 0

,

et le résultat nal constitue la loi classique de Fourier

Flux collisionnel de chaleur : Q
J

s ·m2
v

3
nkB

dT

dz
. (1.48)

Le coe cient de conduction thermique est donc de l’ordre de nkB v
[W/m·K] ; les valeurs de s’étendent sur 5 ordres de grandeur entre isolants
thermiques et conducteurs thermiques, les principales classes de matériaux
sont représentées sur le diagramme de la gure 1.19. Pour établir l’équation
de di usion de la température : T/ t = DT T , il est nécessaire de dé nir
le coe cient de di usion de la température : DT / cp, où est la densité
volumique de masse et cp la capacité calori que par unité de masse (spéci que)
à pression constante. La di usion de la température DT est une propriété de
la matière dont les valeurs s’étendent sur 2 à 3 ordres de grandeur entre
isolants thermiques et conducteurs thermiques et les valeurs typiques pour les
matériaux industriels sont données dans le tableau (1.49).

Conducteurs 104 ×DT m2s 1

Acier (0,1C) 0,12
Argent 1,71
Cuivre 1,14
Laiton 0,33

Isolants 106 ×DT m2s 1

Béton 0,42
Bois 0,45
Granit 1,10
Verre 0,58

(1.49)

L’une des raisons physiques profondes de la relative ine cacité des systèmes
de conversion d’énergie thermique est donc identi ée ici : il n’existe pas de
réels isolants ou conducteurs thermiques, les isolants sont de mauvais conduc-
teurs et les conducteurs sont de mauvais isolants ; l’extraction et le stockage de
chaleur sont des opérations dont l’implémentation résulte toujours d’un com-
promis sans grande marge de choix. La situation est radicalement di érente
pour les charges électriques, il y a au moins 20 ordres de grandeur entre la
conductivité électrique d’un bon conducteur et celle d’un bon isolant, relation
d’ordre créant ainsi la possibilité de circuit électrique.
Le tableau (1.50) résume l’ensemble des résultats précédents.

Di usion n Fick D v /3
Viscosité Vy Newton nm v /3

Di usion thermique T Fourier DT v /3
(1.50)
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Une étude plus élaborée des processus de transport nécessite la construction
des équations cinétiques. Nous présenterons la théorie des équations cinétiques
en deux temps, d’abord d’un point de vue phénoménologique dans le para-
graphe suivant, puis de façon plus formelle dans un chapitre consacré aux
processus markoviens.

1.2.4 Équation de Fokker-Planck phénoménologique

Soit P (x, t) la densité de probabilité de présence de particules dans un espace
d’états [x] quelconques (vitesse, position, énergie, moment cinétique...) à un
instant t. Dé nissons la fonction P (x0, t0 x, t) telle que P (x0, t0 x, t) dx
mesure la probabilité d’observer une particule au voisinage du point x dans
l’élément de volume dx à un instant t > t0, sachant qu’elle a été observée en
x0 à l’instant t0 < t.

x

P(x,t + τ)P(x,t)
τ

P(x,t - τ)
τ

x
ξ(x,τ)

ξ(x,τ)

Fig. 1.20 Évolutions eulérienne de la densité de probabilité P (x, t) et
lagrangienne de l’état x (t) d’une particule.

P (x0, t0 x, t) est donc un propagateur du passé vers le futur, dont
l’équation d’évolution doit être établie sur la base de la dynamique microsco-
pique dans l’espace d’états [x]. Mais, nous pouvons aussi considérer le point
de vue de Kolmogorov où P (x0, t0 x, t) dx0 mesure la probabilité que la
particule, observée en x à l’instant t > t0, provienne du voisinage du point
x0 dans l’élément de volume dx0, à un instant t0 < t. La même fonction
P (x0, t0 x, t) répond aux problématiques de ces deux situations illustrées
sur la gure 1.20. Soit un temps in nitésimal, une particule en x à l’ins-
tant t est déplacée en x + (x, ) à l’instant t + et une particule en x à
l’instant t provient de la position y = x (y, ) à l’instant t ; le dé-
placement in nitésimal ( ) peut être étudié sur la base d’une modélisation
microscopique de la dynamique des particules illustré sur la gure 1.21. Au
niveau macroscopique, les déplacements microscopiques (x, ) sont des va-
riables aléatoires dont nous supposerons les deux premiers moments connus :
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(x, ) et (x, ) (x, ) ; les moyennes sont associées au caractère sto-
chastique des processus de uctuations et collisions illustrés sur la gure 1.21.
Connaissant la densité de probabilité de présence P (x,t), à l’instant t en tout
point de l’espace des x, comment calculer la nouvelle densité P (x,t ± ), en
tout point de l’espace des x à l’instant t± , résultant des déplacements mi-
croscopiques (x, ) de chaque particule durant la durée in nitésimale ? La
probabilité qu’une particule initialement en s à l’instant t soit en x à l’instant
t+ est donnée par :

P (s, t x, t+ ) = [x (s+ (s, ))] .

La probabilité qu’une particule en s à l’instant t provienne du point x à
l’instant t est donnée par :

P (x, t s, t) = [(x+ (x, )) s] ,

où [] représente la distribution de Dirac et nous avons considéré un processus
invariant par translation dans le temps.

t

x

τ

<ξ(τ)>

τ

Fig. 1.21 Fluctuations microscopiques et temps mésoscopique .

Ainsi, les probabilités P (x,t± ) sont obtenues en sommant sur toutes les
positions s à l’instant t

P (x,t) P (x,t+ ) = [(s+ (s, )) x] P (s, t) ds , (1.51)

P (x,t) P (x,t ) = [s (x+ (x, ))] P (s, t) ds . (1.52)

La variation P (x,t ± ) P (x,t) et les déplacements microscopiques sont
supposés su samment petits pour permettre un développement de Taylor des
propagateurs direct, [x (s+ )] , et inverse, [s (x+ )] .
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[(s+ (s, )) x] = (x s) (s, ) ·
x
(x s)

+
(s, ) (s, )

2
·
x x

(x s) +O 3

[s (x+ (x, ))] = (x s) + (x, ) ·
x
(x s)

+
(x, ) (x, )

2
·
x x

(x s) +O 3

Les dérivées par rapport à la position x peuvent être prises par rapport à
la position générique s. La fonction de distribution P (x,t ± ), à l’issue de
la déformation décrite par le champ de déplacements aléatoires (x, ), de
déplacements moyens, le vecteur (x) et le tenseur (x) (x) , est donc
donnée par :

P (x,t+ ) P (s,t) (x s)ds+ P (s,t) (s) ·
s
(x s) ds

+
1

2
P (s,t) (s) (s)

s s
(x s)ds ,

P (x,t ) P (s, t) (x s)ds P (s, t) (x) ·
s
(x s) ds

+
1

2
P (s, t) (x) (x)

s s
(x s)ds .

Le théorème d’intégration par partie est ensuite utilisé sur chaque terme pour
éliminer toutes les dérivées de distributions de Dirac, permettant ainsi d’inté-
grer les sommes et d’obtenir le résultat nal, le taux de variation temporelle
de la distribution (P (x,t± ) P (x,t))/ .

t

x0

t0

t

P(x0,t0 x,t) t

x

t0

t

P(x0,t0 x,t)

x0x

Kolmogorov

Fokker-Planck

Fig. 1.22 Propagateurs de Fokker-Planck et Kolmogorov.

Ainsi, nous obtenons l’équation de Fokker-Planck ( gure 1.22) pour
prédire l’avenir.
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Fokker-Planck :
P

t
=

x
· (x)

P +
x x

· (x) (x)

2
P , (1.53)

lorsque le présent est donné, et l’équation de Kolmogorov ( gure 1.22)
pour reconstruire le passé.

Kolmogorov :
P

t0
=

(x0) · P

x0

(x0) (x0)

2
· P

x0 x0
.

lorsque le présent est donné. L’équation de Fokker-Planck décrit l’évolution
comme la divergence d’un ux local, ( (x) / )P + / x ( (x) (x) /2 )P ,
présentant deux termes, un terme de convection et un terme de dérive.
Dans le cadre de l’analyse des systèmes de conversion directe d’énergie nous

étudierons deux équations de Fokker-Planck, l’équation cinétique et l’équation
de transport,

Cinétique :
f

t
=

v
· v

t
f

v
· v v

2 t
f , (1.54)

Transport :
n

t
=

r
· r

t
n

r
· r r

2 t
n , (1.55)

associées à l’évolution des densités de probabilités f (v, t) et n (r, t) dans les
espaces des vitesses v et positions r. Les incréments de variations d’états
étant ici notés v et r ; t indiquant le temps .

1.2.5 Introduction au transport

Conduction thermique et viscosité, par exemple, sont deux processus dissipa-
tifs qui inhibent l’e cacité des systèmes de conversion d’énergie à travers les
pertes de charges en hydraulique et les pertes thermiques en thermohydrau-
lique. L’analyse physique, sous di érents angles d’attaques, des coe cients de
viscosité, conduction, mobilité, di usion... est impérative pour la compréhen-
sion des systèmes de conversion.
Dans ce paragraphe, dans la continuité de la description en termes d’équation

de Fokker-Planck, nous allons retrouver un certain nombre de résultats établis
dans le cadre de la théorie du libre parcours moyen et étendre la description
des processus dissipatifs à la mobilité et à la conduction électrique.
Considérons, sur la gure 1.23, une particule dont la position est repérée

par x (t) et la vitesse par v (t). Durant un temps t, le déplacement x(t) est
dé ni par la relation : x(t) = t

0
v(u)du, ainsi :

x(t)
d x(t)

dt
=

t

0

v(t)v(t )dt =
t

0

v(t)v(t )d , (1.56)
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où nous avons introduit t t . En présence de collisions, la vitesse v(t)
est une fonction aléatoire, illustrée sur la gure 1.23, et le déplacement x (t)
un processus stochastique ; ce processus stochastique est stationnaire et nous
supposerons que les deux premiers moments de la fonction aléatoire v(t) véri-
ent : v( ) = 0 et v(t+ )v(t) = v( )v(0) . La valeur moyenne du carré
du déplacement évolue donc suivant la relation :

d x(t) x(t)

dt
= 2

t

0

v( )v(0) d . (1.57)

v(t)v(0) v(0)v(0) pour un intervalle de temps t plus petit que le temps
caractéristique de corrélation c ( gure 1.23) qui est de l’ordre de l’inverse de
la fréquence de collisions et v(t)v(0) 0 au-delà de c ; nous pouvons
donc prendre la limite t + et obtenir ainsi le résultat classique reliant
le coe cient de di usion et la fonction d’autocorrélation des vitesses, cette
relation constitue la relation de Green-Kubo qui est un cas particulier des
relations dites uctuations-dissipation :

x x

2 t
=

+

0

v( )v(0) d =
kBT

m
c =

kBT

m
, (1.58)

où nous avons supposé v(t)v(0) = v(0)v(0) exp t/ c = v(0)v(0) exp t
ainsi que l’équilibre thermique des vitesses v(0)v(0) = kBT/m.

v(t)

t

τc
<v(0)v(t)>

t

kBT
m

τc

kBT
m

Fig. 1.23 Allure caractéristique de l’autocorrélation v(t)v(0) des vitesses
dans un milieu uctuant et temps de corrélation c.

Fréquence de collisions , ou temps de corrélation c, concepts plus univer-
sels que le libre parcours moyen , conduisent donc aux relations du tableau
(1.59).

Flux Moléculaire Collisions Fluctuations
Particules n v /4 ( v /3) dn/dz v2 c/2 dn/dz
Chaleur nkBT v /2 ( v /3)ndkBT/dz v2 c/2n dkBT/dz

(1.59)
Considérons un ensemble de particules chargées, de masse m, de charge

q et de densité n, en interaction avec une population de particules lourdes ;
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l’ensemble de ces phases constituant un milieu dilué. La dynamique d’une
particule chargée est donc une série de mouvements libres interrompus par
des collisions : libre parcours / collision / libre parcours / collision / libre
parcours... illustrée sur la gure 1.24. Sur la base de la loi de probabilité de
Poisson P (0, t) (1.40), il est aisé d’établir les expressions des ux macrosco-
piques et nous allons démontrer que le comportement macroscopique peut
être décrit par un courant obéissant aux lois de Fick et Ohm.
L’histoire d’une particule, comme une succession de libres parcours et de

collisions, se traduit en termes quantitatifs par une série de temps aléatoires,
t1/t2/t3/t4/.../ti/..., correspondant à la durée de chaque libre parcours ( gure
1.24), les collisions, quant à elles, étant considérées comme des événements
beaucoup plus courts que les libres parcours. Le rapport d’un temps de libre
parcours sur une durée de collision est donné par le rapport de la distance
entre deux atomes sur la dimension d’un atome, il est donc grand et justi e
l’approximation précédente.
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Fig. 1.24 Di usion et mobilité : développement spatio-temporel de la série
collision/libre parcours/collision/...

Ces di érents temps sont des variables aléatoires dont nous avons établi la
loi de probabilité précédemment (1.40) ; en particulier, la moyenne ti et la
dispersion quadratique t2i de ces temps sont données par : ti = et t2i
= 2 2. Chaque libre parcours, entre deux collisions, est décrit par une vitesse,
elle aussi aléatoire. La série des vitesses correspondant à l’histoire d’une parti-
cule est donc une série de vecteurs aléatoires : v1/v2/v3/v4/.../vi... dont nous
connaissons la loi de probabilité (1.12). Compte tenu du caractère isotrope du
problème, la valeur moyenne de la vitesse entre deux collisions est nécessaire-
ment nulle et, si la population de particules est décrite par une température
T , la valeur quadratique moyenne de la vitesse vaut 3kBT/m (1.13).
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Les deux premiers moments sont donc donnés par : vi = 0, vi · vj =
3kBT

i
j/m. En n, chaque libre parcours est décrit par un vecteur déplace-

ment ri tel que ri = viti ; l’ensemble des libres parcours est donc une série de
vecteurs aléatoires : r1/r2/r3/r4/.../ri... La loi de probabilité de ces dépla-
cements aléatoires est inconnue, mais, compte tenu des résultats précédents,
nous pouvons exprimer les deux premiers moments de ces variables en fonction
des données du problème : ri = viti, ainsi : ri = 0, ri · ri = 3kBT2 2/m et
ri · rj i=j = 0. Considérons maintenant une durée t, beaucoup plus longue
que le temps moyen entre deux collisions , et beaucoup plus courte que l’é-
chelle caractéristique de temps associée à la dynamique macroscopique ; t
est une échelle mésoscopique, intermédiaire entre les échelles microscopique
et macroscopique. Calculons la valeur moyenne du déplacement mésoscopique
r = i=N

i=1 ri durant un intervalle de temps mésoscopique : t = i=N
i=1 ti,

ainsi : t = N , r ( t) = i=N
i=1 ri, ainsi : r ( t) = i=N

i=1 ri = 0. Ce
dernier résultat est conforme à l’intuition physique. En e et, les probabilités
de déplacement vers le haut, vers le bas, vers l’avant, vers l’arrière, vers la
gauche et vers la droite sont égales ; en conséquence, la moyenne de la somme
de ces déplacements est nécessairement nulle. Calculons maintenant l’écart
quadratique moyen de ce déplacement :

r ( t) · r ( t) =
i=N

i=1

r2i = 2N
3kBT

m
2 . (1.60)

Cette quantité n’est pas nulle et son rapport au temps mésoscopique t =
N dé nit le coe cient de di usion D suivant la relation :

Di usion : D
r· r
6 t

=
kBT

m
, (1.61)

en conformité avec l’équation (1.55). En présence d’un champ électrique quasi-
statique, E = , cette analyse, en termes de translations uniformes in-
terrompues par des collisions : libre parcours / collision / libre parcours /
collision / libre parcours... doit être modi ée. Entre deux collisions, le mouve-
ment n’est pas uniforme, mais uniformément accéléré sous l’action du champ
électrique : accélération / collision / accélération / collision / accélération /
collision... Considérons donc une suite de phases accélérées interrompues par
des collisions de durée nulle. La série des temps, t1/t2/t3/t4/.../ti/..., décri-
vant la durée de ces phases d’accélération est de nature aléatoire, mais ses
propriétés statistiques sont connues (1.40), en particulier les deux premiers
moments : ti = et t2i = 2 2. La série des déplacements entre deux
collisions : r1/r2/r3/r4/.../ri... est considérablement modi ée par le champ
électrique. Le mouvement entre deux collisions est uniformément accéléré et
cette modi cation de la nature du mouvement se traduit par un déplacement
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mésoscopique moyen non nul :

ri = viti +
1

2

qE

m
t2i r ( t) =

i=N

i=1

ri =
qE

m
N 2 . (1.62)

où q est la charge de la particule. Introduisons la vitesse r / sur la durée
mésoscopique moyenne t = N et dé nissons la mobilité électrique

Mobilité : E
r

t
=

q

m
E . (1.63)

Nous obtenons ainsi la formule de Drude-Lorentz pour la conduction électrique
suivant la relation nq r / t E :

Conduction : =
nq2

m
. (1.64)

La variété des propriétés de conduction électrique est surprenante. En e et,
le coe cient de conduction électrique s’étend sur plus de 20 ordres de gran-
deurs lorsque l’on passe des isolants électriques aux conducteurs électriques.
Le tableau (1.65) illustre ces variations.

Conducteurs 10 7 × S ·m 1

Aluminium 3,12
Cuivre 6,1
Argent 6,03
Nichrome 0,09

Isolants 1012 × S ·m 1

Diamant 100
Ébonite 0,05
Pyrex 1,1
Mica 11

(1.65)

C’est cette grande di érence, entre isolants électriques et conducteurs élect-
riques (1.65), qui permet le transport de l’électricité ; alors que la faible di é-
rence entre les conductions thermiques (1.59), sur quelques ordres de gran-
deur, constitue l’obstacle majeur pour envisager des systèmes de transport de
chaleur e caces.

Exercice : Sur la base d’un schéma du type des gures 1.7 et 1.8, établir
et discuter le schéma d’un convertisseur osmotique entre gradient de pression
et gradient de potentiel chimique. Sur la base d’un schéma du type des gures
1.7 et 1.8, discuter le schéma des moteurs thermiques classiques, écoulant un
ux de chaleur suivant un gradient de température pour maintenir un gradient
de pression utilisé pour actionner une turbine ou un piston.
Exercice : Commenter les deux schémas de la gure 1.25 associés aux

pompes chimiques, Fu > Fd et Lu > Ld, telles que celles à l’oeuvre dans
les systèmes biologiques, et aux pompes thermiques, TBu > TBd et TAu > TAd,
telles que les réfrigérateurs à adsorption.
Exercice : Existe-t-il d’autres schémas de couplages entre gradients et ux,

suivant les schémas du type des gures 1.7 et 1.8, pouvant être mis en œuvre
pour la conversion de l’énergie?
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μFuμLu

μLu μFd

TAu

TAdTBd

TBu

Fig. 1.25 Schémas de principes des pompes chimique et thermique.

Exercice : Considérons les données du tableau ci-dessous présentant, pour
di érentes espèces homéothermes, la production journalière moyenne de cha-
leur au repos Q et la masse moyenne M .

M [kg] Q[kcal]
Moineau 0, 022 5, 2
Pigeon 0, 278 28, 4
Cobaye 0, 410 35, 1
Poule 2, 1 115, 2

M [kg] Q[kcal]
Chien 14 485
Homme 70 1 650
Taureau 600 12 100
Eléphant 3 670 49 000

La production de chaleur est-elle proportionnelle au volume ou à la surface de
l’animal ? Commenter.

I

V

TI MHD

PV

VI = P

Vco

Icc

V*

EC
TE

I*

Fig. 1.26 Caractéristiques courants/tensions des convertisseurs d’énergie.

Exercice : Qu’est-ce qu’un générateur de tension? Qu’est-ce qu’un géné-
rateur de courant ? Le diagramme de la gure 1.26 présente l’allure ty-
pique des caractéristiques I (V ) des principaux convertisseurs directs d’éner-
gie : thermoïonique (TI), (7.47) et (7.48), photovoltaïque (PV), (9.86), ma-
gnétohydrodynamique (MHD), (6.96), thermoélectrique (TE), (8.53), et élect-
rochimique (EC), (10.53).
Établir l’équation véri ée par V dé nissant le point de fonctionnement où

la puissance extraite du générateur est maximum, quelle est alors la puissance
dissipée dans le générateur?
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Exercice : On considère un système de deux électrodes chargées, en in-
uence totale au sens de l’électrostatique ( gure 1.27) ; démontrer que l’ap-
plication sur l’une d’elles d’une force constante F permet de construire un
générateur idéal de tension.

V

m

m

E

B

z

z
I

F

F

Fig 1.27 Générateurs de tension et courant.

On considère un circuit déformable constitué de deux rails et d’un conduc-
teur glissant sous l’in uence d’une force constante F, ce circuit est plongé
dans un champ d’induction magnétique stationnaire et homogène B ( gure
1.27) ; démontrer que l’on réalise ainsi un générateur de courant idéal.
La combinaison d’une force constante et d’un champ électrique permet

donc de réaliser un générateur de tension [F,E] V . La combinaison d’une
force constante et d’un champ magnétique permet donc de réaliser un généra-
teur de courant [F,B] I.

M SW
R

R
ω

ω

μω3R3/2

μω3R3/2

Fig. 1.28 Transmission de puissance mécanique par une courroie montée sur
deux poulies.

Exercice : Considérons une courroie montée sur un système de deux pou-
lies, l’une des poulies est motrice, M, l’autre réceptrice, S ( gure 1.28) ; ainsi,
une puissance W est transmise depuis un générateur vers un récepteur. L’ef-
cacité d’un tel système de transmission d’énergie est une expérience quoti-
dienne, mais, d’un point de vue physique un observateur situé à mi-chemin
entre les deux poulies mesure deux ux de puissance cinétique de valeur ab-
solue 3R3/2 ( est la masse linéique de la courroie, la vitesse angulaire
des poulies et R leur rayon), l’un est dirigé de M vers S et l’autre de S vers
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M, le ux net de puissance de M vers S est donc nul ; résoudre ce paradoxe
énergétique.

I

V

L T2T1

C

D

Fig. 1.29 Générateur électrocalorique paramétrique.

Exercice : Identi er tous les gradients de variables thermodynamiques in-
tensives (température, pression, potentiel chimique....) présents dans votre en-
vironnement (gradient de salinité au sein des estuaires uviaux, gradient de
potentiel gravi que des lacs de montagnes, gradients de pression atmosphé-
riques...) et tenter de les ordonner suivant leurs potentiels énergétiques à l’é-
chelle de la planète.
Exercice : Mettre en équation le générateur paramétrique électrocalorique

illustré sur la gure 1.29 (le condensateur présente une capacité C dans le
vide), où la température du diélectrique D, présentant des propriétés électro-
caloriques, varie suivant la loi T = T0 (1 + cos t) et sa permittivité suivant
la relation r = r0 (1 T/T0). Sous quelle condition ce système opère-t-il en
mode générateur?
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Fig. 1.30 Trébuchet : conversion d’énergie potentielle en énergie cinétique.

Exercice : Considérons le principe du trébuchet. Un trébuchet est constitué
d’un levier dont les bras sont de longueurs respectives d et D et dont le bras
court ( d), chargé par une masse M , possède une énergie potentielle de pesan-
teur Ep ( gure 1.30) avant le tir. Le tir du trébuchet consiste, par relaxation
des contraintes, à convertir cette énergie potentielle Ep en énergie cinétique
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c de la charge du grand bras (D), m ; ainsi, l’e cacité de conversion dé -
nie par le rapport sans dimension c/Ep ne peut être qu’une fonction des
deux paramètres sans dimension x et y du problème :

x
m

M
< 1 , y

d

D
< 1

c

Ep
= (x, y) < 1 .

Établir l’expression de (x, y) ; sous quelles conditions est-elle maximum?
Quelle est alors sa valeur maximum , pourquoi est-elle inférieure à 1?
Exercice : Considérons le principe de la propulsion par réaction, réaction

obtenue par éjection continue de masse. Une fusée, de masse M (t) et de
vitesse v (t) à l’instant t, éjecte durant une durée in nitésimale dt une masse
dM à une vitesse u constante et de norme u donnée dans le repère propre de
la fusée.

M v

M - dM
v + dv

dM
u

Fig. 1.31 Principe de la propulsion par éjection de masse, la vitesse
d’éjection est égale à u dans le repère de la fusée.

Sur la base du principe de conservation de l’impulsion ( gure 1.31) entre
les instants t et t+dt, établir la loi de Tsiolkovski exprimant le rapport v (t) /u
en fonction du rapport M (t) /M (0).

η

0,80,60,4

0,3

0,1

x

0,65

x*

0,5

Fig. 1.32 Fonction = x log2 x/ (1 x).

On introduit le rapport de masse x et on dé nit l’e cacité de conversion
énergétique :
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x
M (t)

M (0)
1

M (t) v2 (t)

[M (0) M (t)]u2
= (x) < 1 .

Établir l’expression de (x). Exprimer le rapport de masses optimum x
et la valeur du maximum de (x ) en utilisant la fonction de Lambert. La
courbe de la gure 1.32 représente la fonction = x log2 x/ (1 x), discuter
l’origine physique de l’optimum de conversion (x ). Reprendre le problème
de l’e cacité de propulsion par réaction en considérant l’éjection d’un gaz
chaud à la température T et en dé nissant l’e cacité T (x, y) en fonction de
x M (t) /M (0) et y kBT/M (0)u2.
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Chapitre 2

Énergie et entropie

‹‹Le jour suivant, ils se mirent à regarder ensemble, se passant la longue-vue à tour
de rôle. En réalité, on ne voyait rien d’autre que trois ou quatre minuscules taches
qui se déplaçaient avec une grande lenteur.››

                                                 Il deserto dei tartari, D. Buzzati.
‹‹J’ai parlé, tout à l’heure, d’équilibre. Le rassurant de l’équilibre, c’est que rien ne
bouge. Le vrai de l’équilibre, c’est qu’il su t d’un sou e pour faire tout bouger.››

                                                    Le Rivage des Syrtes, J. Gracq.

2.1 Conservation et évolution

2.1.1 Représentations énergétique et entropique

L’énergie interne U ne constitue pas l’unique paramètre extensif macrosco-
pique décrivant un objet. Dans le cadre de la thermodynamique, l’état d’un
système est décrit par un ensemble de paramètres extensifs associés à des de-
grés de liberté macroscopiques, nombre de moles N , volume V , polarisation
électrique [N,V,P,M...]... notés Xi et présentant une propriété d’additivitée :
l’extensité décrivant la réunion de deux systèmes est égale à la somme des va-
riables extensives de chaque système

Paramètres extensifs : [N,V,P,M...] [X1,X2, ...Xi...] . (2.1)

Une vision strictement mécaniste de la matière pourrait laisser croire que la
spéci cation d’un ensemble de variables macroscopiques mécaniques (pression
P , tension, volume V , surface...) et électriques (champs électrique E et ma-
gnétique B, polarisation P et magnétisationM...) détermine de façon unique
l’état d’un échantillon macroscopique de matière.
L’expérience, illustrée sur la gure 2.1, démontre qu’il n’en est rien ; mais,

il existe un ensemble d’états, appelés états d’équilibres, obtenus asymptoti-
quement à l’issue d’une période de relaxation plus ou moins longue selon
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le système, et de tels états d’équilibres sont entièrement déterminés par un
ensemble de variables mécaniques et électriques auxquelles il faut adjoindre
systématiquement la température T .

T

P

E

A

B

D

P

D

D

B

B

B

A

A

A
ξ

Fig. 2.1 Système thermodynamique, électrique, chimique et mécanique,
fermé.

Il en est de même des systèmes chimiques. Considérons une réaction entre
réactifs A et B, et produits C et D : aA + bB cC + dD ; l’expérience
montre que les réactions sont en fait des équilibres aA + bB cC + dD,
parfois fortement déplacés vers la droite ou la gauche, et, compte tenu de la
stœchiométrie, un nombre unique permet de décrire de tels équilibres, le
degré d’avancement de la réaction : d dNA/a = dNB/b = dNC/c =
dND/d.

P

V

T

T

P

E g(P,E,T) = 0 f(P,V,T) = 0

Fig. 2.2 Équations d’états d’un uide élastique, f(P, V, T ) = 0, et d’un
diélectrique, g(P,E, T ) = 0.

Comme dans les cas des équilibres physiques, la description des équilibres
chimiques nécessite la prise en compte de la température T : les conditions
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mécaniques ou électriques de la réaction ne déterminent pas le degré d’avan-
cement, la température doit être spéci ée. La nécessité de la prise en compte
d’un paramètre autre que les variables macroscopiques mécaniques, électriques
ou chimiques conduit donc à des équations d’états, g (P,E, T ) ou f (P, V, T ),
illustrées sur la gure 2.2 dans les cas d’un uide élastique (pression P et
volume V ) et d’un diélectrique (champ électrique E et polarisation P), où la
température T doit être prise en compte. L’existence de la variable tempéra-
ture T s’interprète en considérant la structure microscopique de l’état d’équi-
libre : la température o re une mesure du niveau d’excitation des multiples
degrés de liberté microscopiques qui n’apparaissent pas dans la description
macroscopique.
La température est une variable qui permet de construire une approche

phénoménologique de la thermodynamique de l’équilibre ; une présentation
de nature déductive, issue d’un long processus inductif étalé tout au long du
dix-neuvième siècle, consiste à postuler l’existence d’une variable extensive as-
sociée à tout système macroscopique à l’équilibre, conjuguée à la température :
l’entropie S.
Nous verrons dans les rappels de physique statistique que cette nouvelle va-

riable S est proportionnelle au logarithme du nombre d’états microscopiques
di érents qui, à l’échelle macroscopique, présentent les mêmes variables ma-
croscopiques d’équilibre.
Par exemple, pour un ensemble de N particules, neutres et non réactives,

un état d’équilibre macroscopique peut être atteint à l’issue d’un temps de
relaxation ni si l’énergie interne U est spéci ée à travers la construction du
système et si le volume est contraint par une enceinte à une valeur V .

U, V, N

U

V

N
U, V, NU, V, N

Fig. 2.3 États microscopiques associés à un état macroscopique U , V , N .

Un tel ensemble de variables extensives [U, V,N ] peut être observé pour
di érentes con gurations microscopiques ( gure 2.3) et l’entropie S (U,V,N)
du système nous renseigne sur la multiplicité des états microscopiques pré-
sentant les mêmes paramètres macrocopiques d’équilibre [U, V,N ].
Nous sommes ainsi conduits à dé nir la représentation énergétique d’un

système à l’équilibre comme la donnée de la fonction U (S, V,N,Xi...) expri-
mant l’énergie interne en fonction des paramètres extensifs mécaniques élect-
riques et chimiques et de l’entropie. Cette représentation doit être considérée
comme une fonction génératrice car les variables intensives, les coe cients
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thermodynamiques et les équations d’états peuvent être exprimés à partir de
cette représentation. La même information est contenue dans la représentation
entropique S (U,V,N,Xi...) exprimant l’entropie en fonction de l’ensemble des
paramètres extensifs, énergie interne comprise

Représentation énergétique : U (S, V,N,Xi...) [J] , (2.2)

Représentation entropique : S (U, V,N,Xi...)
J

K
. (2.3)

Par exemple, pour le modèle du gaz parfait décrivant un ensemble de parti-
cules libres de masse m, la représentation entropique des propriétés thermoé-
lastiques est donnée par la formule de Sackur-Tetrode :

Gaz parfait : S (U, V,N) =
5

2
NkB +NkB log

V U
3
2

N
5
2

4 m

3h2

3
2

. (2.4)

où N est le nombre de particules et non le nombre de moles. L’usage des
concepts et outils de la thermodynamique n’est pas restreint à la matière ;
ainsi, le rayonnement peut atteindre un état d’équilibre thermodynamique
lorsqu’il est piégé au sein d’une enceinte de volume V . La représentation
entropique de ses propriétés est alors donnée par :

Rayonnement : S (U,V ) =
4

3
kBU

3
4V

1
4

8 5

15h3c3

1
4

. (2.5)

Il serait inapproprié de considérer toutes les variables extensives U , S, V ,
N , Xi... sur un pied d’égalité ; en e et, s’il fallait restreindre l’ensemble des
quantités décrivant un système à deux nombres, le choix des deux nombres
o rant l’information minimale la plus pertinente consisterait en une quanti-
cation du contenu et de la structure du système et conduirait à sélectionner
l’énergie U [J] et l’entropie S [J/K]. L’énergie, de par son caractère universel,
permet de comparer le contenu de tous les systèmes et l’entropie permet de
mesurer le degré d’organisation et de complexité de ce contenu ainsi quanti é
en termes d’énergie. Ces deux nombres sont donc deux quantités essentielles
et primaires, communes à tous les systèmes quelles que soient leurs natures,
décrivant le travail de construction et le degré d’organisation d’un système
et, qui plus est, ces deux quantités gardent une signi cation même pour les
situations hors équilibre.
Les représentations volumique V (U,S,N,Xi) ou molaire N (U, S, V,Xi)

d’un système ne sont donc jamais considérées dans le contexte de la thermody-
namique malgré leurs équivalences formelles aux représentations énergétique
et entropique en termes de fonction génératrice. Ces deux représentations
des propriétés d’un système thermodynamique à l’équilibre, U (S,Xi...) et
S (U,Xi...), permettent de dé nir les paramètres extensifs décrivant l’équi-
libre thermodynamique. Les paramètres extensifs sont conjugués à des
paramètres intensifs (le produit de deux variables conjuguées, intensives
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et extensives, présente la dimension d’une énergie), pression, température...
notés Yi :

Paramètres extensifs : [N,V,P,M...] [X1,X2, ...Xi...] , (2.6)

Paramètres intensifs : [ , P,E,B...] [Y1, Y2, ...Yi...] . (2.7)

Le paramètre intensif Y décrivant la réunion de deux objets présentant
la même mesure d’intensité est égal à cette intensité commune. Ainsi, deux
classes de paramètres intensifs peuvent être construites, les intensités énergé-
tiques Yi et les intensités entropiques Zi :

U (S,Xi...) Yi
U

Xi Xj

= TZi , (2.8)

S (U,Xi...) Zi
S

Xi Xj

=
Yi
T
. (2.9)

Exercice : N moles de gaz parfait classique sont en équilibre thermodyna-
mique avec le rayonnement électromagnétique au sein d’un volume V à la
température T . À partir de quelle valeur de N le contenu énergétique du vo-
lume V est-il dominé par la matière ? En est-il alors de même du contenu
entropique? Quelles sont les natures des contenus énergétique et entropique,
attachés à la matière et au rayonnement, de l’univers, actuellement, dans le
passé et dans le futur?
Une simple di érentiation permet d’exprimer les variations in nitésimales

d’énergie interne dU et d’entropie dS pour un système :

dU = TdS PdV + dN +
i

YidXi , (2.10)

dS =
dU

T
+
P

T
dV +

T
dN +

i

ZidXi . (2.11)

Nous reviendrons plus tard sur la nature de ces bilans in nitésimaux car, mal-
gré une simplicité apparente, il est nécessaire d’identi er la nature de ces va-
riations. Avant de clore ces rappels de thermodynamique classique, rappelons
une conséquence directe du caractère extensif des descriptions entropique et
énergétique : les identités d’Euler véri ées par ces représentations. L’énergie
étant une fonction extensive des variables extensives, la propriété d’extensivité
se traduit par l’identité : U ( Xi...) = U (Xi...), ainsi : U ( Xi...)/ =

iXiYi ( Xi...) = U (Xi...) et U ( Xi...)/ Xi = Yi ( Xi...) = Yi (Xi...).
L’entropie étant une fonction extensive des variables extensives, la pro-

priété d’extensivité se traduit par l’identité : S ( Xi...) = S (Xi...), ainsi :
S( Xi...) / = i Xi Zi( Xi...) = S (Xi...) et S ( Xi...)/ Xi =
Zi( Xi...) = Zi (Xi...). Deux identités d’Euler découlent donc directement
des propriétés d’homogénéité associées aux dépendances fonctionnelles des
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variables extensives et intensives :

Identité d’Euler : U (Xi...) =
i

YiXi , (2.12)

Identité d’Euler : S (Xi...) =
i

ZiXi . (2.13)

D’un point de vue physique, il est d’usage de considérer une formulation de
ces propriétés d’homogénéité en exprimant l’interdépendance de l’ensemble
des variables intensives ; ce sont les relations de Gibbs-Duhem :

Relations de Gibbs-Duhem :
i

XidYi = 0 ,
i

XidZi = 0 . (2.14)

Cette interdépendance peut aussi être exprimée à travers les équations d’état.

V

T

S

P

CP

CVα

χS

χT

  h

β

 l

Fig. 2.4 Coe cients de réponses thermoélastiques d’un uide isotrope :
compressibilité T et S , dilatation et , chaleurs spéci ques CP et CV et

coe cients calorimétriques l et h.

L’élimination de l’entropie entre deux variables intensives énergétiques per-
met d’établir :
• les équations d’états de la thermodynamique phénoménologique,

Équations d’état : Y1 =
U

X1
, Y2... f (Y1, Y2,Xi...) = 0, (2.15)

par exemple l’équation d’état thermoélastique d’un uide, f (P, V,N, T ) = 0,
est obtenue à partir des dé nitions de la pression : P = U/ V et de
la température : T = U/ S, par élimination de l’entropie S entre ces deux
relations ; au-delà des équations d’état, la deuxième grande classe de relations
est constituée par :
• les coe cients de réponses tels que les coe cients de compressibilité T

et S , de dilatation et , les chaleurs spéci ques molaires CP et CV et les
coe cients calorimétriques l et h illustrés sur la gure 2.4 dans le cas d’une
mole d’un uide isotrope élastique.
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2.1.2 Principes de conservation et d’évolution

L’énergie et l’entropie o rent le cadre conceptuel adéquat pour formuler les
deux principes de la thermodynamique, le premier principe est associé à la
conservation de l’énergie et sa formulation ne pose pas de problème, par contre,
la formulation du second principe nécessite quelques remarques.

U
U1S1

U2
S2

U3
S3

U4
S4

U5S5
UiSiS

Fig. 2.5 État hors équilibre partitionné en N états d’équilibre : U = N Ui,
S = N Si.

Lorsque nous énonçons que l’entropie d’un système à l’équilibre est maxi-
mum, il est nécessaire de spéci er au sein de quel ensemble d’états, l’état
d’équilibre se distingue par cette propriété d’optimum. Cette spéci cation est
délicate car nous ne connaissons la représentation entropique S (U, V,N,Xi...)
que pour la classe des états d’équilibre et le maximum d’entropie se réfère à
une comparaison avec les états de non-équilibre voisins de l’état d’équilibre
considéré.

U =Σ Ui

S =Σ Si

S(U )

U =Σ Ui

S =Σ Si

U(S)ENE

ENE

Fig. 2.6 Maximum d’entropie à énergie xée et minimum d’énergie à
entropie xée .

Pour lever cette di culté, il est pertinent, suivant la gure 2.5, de const-
ruire un ensemble d’états de non-équilibre (ENE ), voisin d’un état d’équilibre
donné, en partitionnant spatialement le système considéré et en le considérant
comme la réunion de ses parties. Ainsi l’entropie est-elle égale à la somme des
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entropies de ses parties, S = Si, et l’énergie interne à la somme des énergies
de ses parties, U = Ui.
Si certaines variables intensives d’une partie sont supposées di érentes des

variables intensives d’autres parties, il est aisé de démontrer que l’entropie
n’est pas optimum et que l’entropie de l’ensemble des états de non-équilibre
(ENE ) ainsi obtenus par partition occupe la partie basse entropie dans le
diagramme de représentation de la fonction S (U) sur la gure 2.6 ; c’est dans
le cadre de ce modèle et de cette représentation que le principe d’extremum
d’entropie de l’équilibre à énergie constante doit être formulé.
Notons qu’il est alors équivalent ( gure 2.6) de formuler un principe de

minimum d’énergie interne à entropie donnée. Cette formulation ne constitue
pas l’usage car il est di cile de construire un système de contraintes assu-
rant la constance de l’entropie lorsque l’on varie l’énergie d’un système alors
qu’il est aisé d’assurer la constance de l’énergie, d’autant plus aisé que cette
contrainte n’est autre que le premier principe.
Exercice : Démontrer que si le cercle présente le plus petit périmètre réa-

lisable pour une surface donnée, alors le disque o re la plus grande surface
possible pour un périmètre donné.
La formulation des principes de la thermodynamique la plus adaptée au

contexte de l’énergétique nécessite de distinguer trois types de systèmes ther-
modynamiques :
• les systèmes isolés n’échangeant ni matière, ni énergie avec leur environ-

nement ;
• les systèmes fermés qui peuvent échanger du travail et de la chaleur, c’est-

à-dire de l’énergie, avec leur environnement extérieur, mais qui n’échangent
pas de matière avec cet environnement ;
• les systèmes ouverts qui échangent énergie et matière avec leur environ-

nement.
Nous indexerons par i les variations associées à la dynamique interne du

système et par e les variations résultant d’une interaction avec l’environne-
ment.
Cette distinction permet de décliner les deux principes de la thermody-

namique sous trois formes adaptées à chaque type de système. Il est alors
nécessaire de discriminer les termes in nitésimaux d’échange de grandeurs
extensives, notées deXi, des termes in nitésimaux de variation interne de la
même extensité diX.
Ainsi, pour les systèmes isolés, illustrés sur la gure 2.7, l’énergie, U , est

constante et aucune entropie ne peut être échangée ; mais, si le système n’a
pas atteint l’équilibre, une production spontanée d’entropie, diS, peut être
observée au sein du système.

1 er principe : dU = diU + deU
diU = 0
deU = 0

(2.16)

2 e principe : dS = diS + deS 0
diS 0
deS = 0

(2.17)
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Pour les systèmes fermés, illustrés sur la gure 2.7, il ne peut y avoir de
production interne d’énergie, diU = 0. Mais, des échanges d’énergie avec
l’extérieur, deU , sont observables et quanti ables en termes de travail, dW ,
et de chaleur, dQ.

T

dQ= 0dW= 0 dN= 0

dW

dQ

dW

dQ= 0
dW= 0

dN= 0

Fig. 2.7 Système isolé et système fermé.

L’entropie, quant à elle, peut être à la fois produite à l’intérieur du système,
diS, et échangée avec l’extérieur, deS, cet échange étant uniquement associé
au transfert de chaleur dQ.

1 er principe : dU = diU + deU
diU = 0

deU = dQ+ dW
(2.18)

2 e principe : dS = diS + deS 0
diS 0

deS =
dQ
T

(2.19)

En n, pour les systèmes ouverts, chaleur, travail et matière peuvent être
échangés avec l’extérieur et les bilans interne et externe d’énergie et d’entro-
pie présentent une forme incluant l’apport des di érentes quantités associées
à l’échange de matière. Une distinction entre chaleur et travail peut être clai-
rement établie, mais il est nécessaire de distinguer la nature convective ou
di usive de l’échange de matière et de prendre en compte le fait qu’une partie
de l’énergie incohérente échangée l’est à travers l’échange d’espèces chimiques
dans le cas di usif et qu’un travail de transvasement est nécessaire à l’échange
dans le cas convectif.
Ainsi, nous considérerons :
• les systèmes ouverts où les échanges de masse sont de nature di usive

( gure 2.8), et la réactivité chimique peut être à l’œuvre, ce sont les systèmes
dits chimiquement ouverts ou chimiquement réactifs ;
• les systèmes ouverts où les échanges de masse sont de nature convective

( gure 2.10), ce sont les systèmes classiques qui relèvent de la thermohydrau-
lique et nous les nommerons mécaniquement ouverts.
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Pour les systèmes chimiquement ouverts, la matière n’est pas forcée
par une pression pour être incorporée au système, le système est en contact
avec un réservoir et les molécules peuvent di user du réservoir vers le système ;
si un ux net de di usion s’établit de l’environnement vers le système, nous
considérerons qu’il existe une variable intensive, le potentiel chimique (dU =
TdS PdV + dN+ i YidXi), qui présente une valeur légèrement plus faible
à l’intérieur du système qu’au sein du réservoir.

T

dQ*= 0dW =0 dN =0

dW

dQ*

dN

μ

Fig. 2.8 Système ouvert échangeant travail, matière et chaleur avec
l’extérieur.

Ce ux di usif, spontané, des hauts potentiels chimiques vers les bas po-
tentiels chimiques est de nature particulière car il participe à la fois à la modi-
cation du contenu énergétique et au changement d’organisation du système ;
ce changement d’organisation étant mesuré par une variation d’entropie deS.
Pour prendre en compte cet aspect, introduisons la chaleur dQ mesurant
toutes les formes d’énergies incohérentes échangées avec l’environnement pour
formuler les principes suivants :

1 er principe : dU = diU + deU
diU = 0

deU = dQ + dW
(2.20)

2 e principe : dS = diS + deS
diS 0

deS =
dQ
T T dNe

(2.21)

La formulation des principes de la thermodynamique pour les systèmes
mécaniquement ouverts nécessite l’analyse énergétique du transvasement
d’une masse de gaz. Considérons le transvasement d’une masse nie, des condi-
tions de pression et de volume [P1, V1] vers des conditions de pression et de
volume [P2, V2] illustrées sur la gure 2.9. Le bilan de ce processus fait ap-
paraître trois composantes de travail : (i) la compression de la masse pour
évacuer le volume de gauche, Wc = PdV = P1V1 ; (ii) la détente cor-
respondant à son incorporation dans le volume de droite, Wd = PdV =
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P2V2 ; et (iii) le travail de transvasement W nécessaire pour assurer la
cohérence de la suite d’équilibres mécaniques entre l’état initial [P1, V1] et
l’état nal [P2, V2] : Wc +Wd +W = P1V1 P2V2 +W .

W*

Wc

P1 P2

Wd

V2

Q*

V1

P2P1

Fig. 2.9 Transvasement d’une masse de uide entre deux réservoirs de
pression P1 et P2.

Pour la masse de gaz considérée comme un système fermé, l’application
du premier principe conduit à U2 U1 = P1V1 P2V2 + W + Q où
Q mesure la chaleur échangée avec l’environnement durant le processus de
transvasement.

dW*

dQ*v

dM

v +dv

P

Fig. 2.10 Bilan thermodynamique d’un écoulement de vitesse v pour un
système mécaniquement ouvert.

Considérant la dé nition de l’enthalpie H U + PV , nous avons donc
établi : H2 H1 = Wt + Q . Dé nissons l’enthalpie spéci que ou massique
H = dH/dM (dU + PV )/dM = U + P/ , U mesure l’énergie interne par
unité de masse ou énergie spéci que, et considérons le bilan d’énergie pour un
écoulement de vitesse v.

1 er principe : d H+ v
2

2
= dQ + dW (2.22)

2 e principe : diS 0 , deS =
dQ
T

(2.23)

où dQ est l’apport de chaleur, par unité de masse dM , et dW mesure les
travaux, par unité de masse dM , de toutes natures excepté le travail des forces
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de pression et S mesure l’entropie par unité de masse ou entropie spéci que.
Pour un gaz parfait sans degré de liberté internes on rappelle les expressions
de la pression P = nkBT , de l’énergie interne spéci que U = kBT/( 1)m
et de l’enthalpie spéci que H = U .
L’énergie interne étant une variable d’état, c’est-à-dire ne dépendant que

des paramètres d’équilibre, toute variation cyclique de ces paramètres conduira
donc à un échange net d’énergie avec l’extérieur nul. Ainsi pour les systèmes
fermés et ouverts, deU = 0 implique que sur une période du cycle l’échange
net de chaleur Q (Q ) sera compensé par un échange de travail W (W ) égal
en valeur absolue et de signe opposé.

XN

Yμ

Q* W

S

T

Q

Cycle thermique Cycle chimique

Fig. 2.11 Extraction du travail W = Y dX des cycles chimique et
thermique.

La conversion des énergies, thermiques ou chimiques, illustrée sur la gure
2.11, obtenue en opérant un système de façon cyclique au sein d’un environ-
nement présentant un gradient de température, ou un gradient de potentiel
chimique, est donc possible au regard des principes de la thermodynamique :

deU = 0 Q = TdSe = W = Y dX , (2.24)

deU = 0 Q = dNe = W = Y dX . (2.25)

Mais, la multiplicité des degrés de liberté incontrôlables limitera le rende-
ment de cette conversion, et nous devons nous attacher à identi er les méca-
nismes de dispersion de l’énergie parmi ces multiples degrés, dispersion qui
est la source de la production d’entropie c’est-à-dire de l’irréversibilité de l’é-
volution du système et de l’ine cacité de la conversion énergétique. Les outils
physiques permettant de modéliser la dispersion de l’énergie au sein de l’en-
semble des degrés de liberté microscopiques sont la théorie cinétique et la
théorie du transport.
Concluons ces rappels de thermodynamique par les dé nitions des po-

tentiels thermodynamiques. L’énergie interne U a été présentée sous deux
aspects :
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• U mesure le travail nécessaire pour assembler le système à partir de
ses composants dispersés à l’in ni et sans interactions (ainsi elle ne peut être
dé nie qu’à une constante près) ;
• à l’équilibre, l’énergie interne U exprimée en fonction des autres pa-

ramètres extensifs, U (S, V,N...), constitue une fonction caractéristique du
système, c’est-à-dire une fonction génératrice de toutes les propriétés d’équi-
libre du système :

dU = TdS PdV + dN +
i

YidXi , (2.26)

dS =
dU

T
+
P

T
dV

T
dN +

i

ZidXi . (2.27)

Partant de ces dé nitions et propriétés, il est alors possible d’étendre les outils
de description à des situations contraintes. Posons ainsi les questions suivantes
illustrées sur les gures 2.12 et 2.13.
• Quel est le travail nécessaire pour assembler un système à partir de ses

composants dispersés à l’in ni, mais dans un environnement présentant une
pression P s’exerçant sur les composants ?

H

P P

U

Fig. 2.12 Travail d’assemblage d’un système dans le vide (U) et au sein d’un
environnement isobare (H).

• Quel est le travail nécessaire pour assembler un système à partir de ses
composants dispersés à l’in ni, mais dans un environnement présentant une
température T ?
La réponse est aisée : dans le premier cas, il est nécessaire (i) de dégager

un volume V , libre des contraintes de pression P , cela implique la fourniture
d’un travail PV , (ii) puis d’assembler le système dans cet environnement vide,
cela nécessite par dé nition le travail U , la réponse est donc U + PV qui dé-
nit l’enthalpie H (S, P,N,Xi) U + PV . Le même raisonnement conduit à
la réponse U TS pour la deuxième question car TS est précisément l’apport
de chaleur fourni par l’environnement et qui complète le travail d’assemblage
du système à froid. Les deux fonctions enthalpie et énergie libre ainsi identi-
ées sont aussi des fonctions caractéristiques du système et leur connaissance
permet de générer toutes les propriétés d’équilibre du système.

Énergie libre de Helmoltz : F (T, V,N,Xi) U TS (2.28)
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Enthalpie libre de Gibbs : G (T, P,N,Xi) U + PV TS (2.29)

Grd potentiel de Landau : (T, P, ,Xi) U TS N = PV

Au-delà de la capture des propriétés d’équilibre d’un système, ces fonctions
caractéristiques présentent aussi des propriétés de potentiels pour évaluer des
bilans entre deux états. Ces propriétés de potentiel peuvent être étendues à
des situations plus générales où pression externe, température de l’environne-
ment... sont di érentes de la pression et de la température du système.

F

TT

G
P P

T T

Fig. 2.13 Travail d’assemblage d’un système au sein d’environnements
isotherme (F ) et isotherme-isobare (G).

Introduisons les potentiels de Massieu-Planck, M , à ne pas confondre
avec les fonctions de Massieu qui sont des fonctions d’état transformées de
Legendre de l’entropie :

M Xi..., Yj U Yj Xj = U YjXj (2.30)

où Yj mesure la contrainte d’intensité, conjuguée à l’extensité Xj , associée
à une interaction thermodynamique avec un environnement. Il est alors aisé
de démontrer, par simple écriture des deux principes, que le travail maximum
qui peut être extrait d’un système lors de la transition entre deux états d’é-
quilibre interne dans un environnement contraint Yj est égal à la variation
du potentiel de Massieu-Planck (2.30). On notera la di érence entre U TS
qui est une fonction d’état et U T S qui est un potentiel associé à un état
et un environnement. Dans le raisonnement qui conduit aux dé nitions (2.28)
et (2.29), nous avons supposé que l’environnement et le système étaient en
équilibre.
Historiquement, la thermodynamique s’est développée en deux phases : (i)

durant la deuxième moitié du dix-neuvième siècle, à travers la formulation des
deux principes, la description macroscopique des systèmes n’excluant pas une
solide intuition microscopique, sources de débats épistémologiques ; puis, (ii)
durant la première moitié du vingtième siècle, par la formulation de l’intuition
microscopique sur la base des outils de passage du microscopique au macro-
scopique. La convergence des résultats de ces deux phases de développement
constituant l’un des achèvements majeurs de la physique moderne. Dans le
prochain paragraphe, nous allons brievement établir les principaux résultats
relatifs aux outils de passage d’une description microscopique de l’équilibre
vers une description macroscopique.
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2.2 Facteurs de Boltzmann et Gibbs

Il est une loi d’échelle bien connue dans le domaine de la théorie de l’infor-
mation : pour les systèmes dont l’état est inconnu mais dont la structure de
l’espace des états est connue, le nombre de questions pertinentes nécessaires,
pour apporter une réponse non ambiguë face à un dé cit d’information, croît
comme le logarithme du nombre de réponses possibles. C’est cette croissance
extrêmement lente du nombre de questions en fonction du nombre de réponses
possibles qui autorise notre compréhension émergente de l’univers.
Un système est dé ni comme un ensemble d’états accessibles au sein d’un

espace d’états, ainsi une interrogation sur l’état d’un système peut toujours
être ramenée à une forme canonique : quelle est la position d’un objet au sein
d’un ensemble de boîtes? Cette question universelle, illustrée sur la gure
2.14, peut être abordée par une demande systématique pour chaque boîte :
pleine/vide ?
Nous avons alors autant de questions Q que de réponses R possibles, Q =

R. Un protocole plus e cace nous est o ert par une méthode de dichotomie,
illustrée sur la gure 2.14, en articulant systématiquement des demandes :
haut/bas ? et droite/gauche ?

Q* =0
R =1

Q* =4
R =16

Q* =3
R =8

Q* =2
R =4

Q* =1
R =2

Fig. 2.14 Nombre de questions pertinentes nécessaires Q et nombre de
réponses R possibles.

Dans ce cas particulier, dé nissons (i) Q comme le nombre de questions
(haut/bas et droite/gauche) nécessaires pour spéci er la position d’une parti-
cule dans un ensemble de boîtes vides et (ii) R le nombre de boîtes, c’est-à-dire
le nombre de réponses possibles à la question globale : où est la particule ?
On véri e bien, sur ce cas particulier :

Nombre de questions : Q (R) =
logR

log 2
. (2.31)

Partant de ce résultat, dé nissons l’entropie au sens de Shannon SS pour un
système présentant un ensemble {i} exhaustif d’états indexés par l’indice i et
dont les probabilités d’occupation sont égales à {Pi} :
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Entropie de Shannon : SS (Pi)
i

Pi logPi . (2.32)

Cette dé nition possède de nombreuses propriétés con rmant la pertinence de
ce choix de mesure. En particulier, pour des systèmes décorrélés si P = P1P2,
alors l’entropie de Shannon est extensive comme l’entropie de Clausius : S =
S1 + S2.
Exercice : Établir le lien entre Q (R) et SS (Pi) en identi ant le nombre de

questions nécessaires pour spéci er l’état d’un système présentant un ensemble
exhaustif d’états indexés par l’indice i et dont les probabilités d’occupation sont
égales à Pi. Établir le lien entre ‹‹questions nécessaires pour spéci er l’état
d’un système››et ‹‹mesure››au sens physique du terme.

2.2.1 Équilibres canoniques

Dans le contexte de la physique, complétons la dé nition de Shannon par
l’hypothèse de Boltzmann. Pour un système isolé à l’équilibre, soit (U,V,N)
le nombre d’états microscopiques présentant tous la même énergie interne U
pour le même volume V et le même nombre de moles N , ( gure 2.15).

U, V, N

Ω (U,V,N )

P1 P3P2 Pi

U, V, NU, V, NU, V, N

Fig. 2.15 Ensemble microcanonique de (U, V,N) états microscopiques.

Hypothèse de Boltzmann : pour un système isolé à l’équilibre, tous les
états microscopiques présentant les mêmes variables macroscopiques exten-
sives [U, V,N...] sont équiprobables et la probabilité pour que le système soit
dans un état i est égale à 1/ (U, V,N).

Hypothèse de Boltzmann : Pi =
1

(U, V,N)
(2.33)

L’entropie de Shannon, sous l’hypothèse de Boltzmann, conduit donc à dé nir
l’entropie de Boltzmann :

Entropie de Boltzmann : SB kBSS (Pi) = kB log (U,V,N) . (2.34)

Une telle dé nition peut sembler formelle et dénuée de vertus pratiques, il n’en
est rien, cette dé nition permet la remontée de la description microscopique
vers la description macroscopique pour un système à l’équilibre. En particulier,
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considérons la réunion de deux systèmes faiblement couplés, 1 et 2, d’énergie
totale U et dont le contenu énergétique du premier est U1 :

(U,U1) = 1 (U1) 2 (U U1) , (2.35)

S (U,U1) = S1 (U1) + S2 (U U1) . (2.36)

L’entropie de Boltzmann est donc bien extensive. Dé nissons T S/ U et
considérons les conséquences du second principe de la thermodynamique pour
la réunion de ces deux systèmes 1 et 2. L’énergie totale U est donnée mais
la fraction relative (U U1) /U1 de cette énergie pour chaque système est a
priori un paramètre libre sur la base du premier principe. Cette liberté est en
fait contrainte par le second principe qui énonce le maximum de l’entropie S
à l’équilibre, ainsi :

S

U1
= 0

S1
U1

S2
(U U1)

= 0 T1 = T2 , (2.37)

et l’interprétation en termes d’égalité des températures T1 = T2 est conforme
aux lois de la thermodynamique phénoménologique.
La loi de probabilité Pi = 1/ (U, V,N), dénommée microcanonique,

permet la description des systèmes isolés. Analysée sous l’angle de la théorie
de l’information, l’entropie de Boltzmann (2.34) mesure le nombre de ques-
tions nécessaires, en unité kB log 2, pour spéci er l’état microscopique d’un
système ; ne pouvant poser ces questions, le physicien de l’échelle macrosco-
pique renonce aux détails mais garde comme variables d’étude ce nombre de
questions.
En général les systèmes physiques sont contraints en température par des

thermostats, ou en potentiel chimique par des réservoirs de particules, la des-
cription macroscopique de tels systèmes passe par l’usage de l’énergie libre F
(Helmholtz) ou du grand potentiel (Landau) et la description microscopique
par l’étude des distributions canonique et grand canonique.

ε1

U - ε1

V
P(ε1)

ε2

U -ε2

V
P(ε2)

εi

U - εi

V
P(εi)

RRR A AA

T TT

Fig. 2.16 Sous-ensemble canonique A de l’ensemble microcanonique R+A.

Considérons, sur la gure 2.16, un système isolé d’énergie interne U . Par-
titionnons ce système en un grand système appelé réservoir R et un petit
système A ; A et R échangeant de l’énergie sous toutes ses formes, mais n’é-
changeant pas de matière. La probabilité P ( 1) que le système A soit dans
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l’état d’énergie 1, ramenée à la probabilité P ( 2) que le système A soit dans
l’état d’énergie 2, est donnée par le rapport des nombres d’états du réservoir
R correspondant aux deux états du système A : (U 1) et (U 2)

P ( 1)

P ( 2)
=

(U 1)

(U 2)
. (2.38)

Soit S (U) l’entropie de Boltzmann du réservoir, le rapport des probabilités
s’exprime alors suivant la relation :

(U 1)

(U 2)
=
exp S(U 1)

kB

exp S(U 2)
kB

exp S(U)
kB

1

kB
S
U V,N

exp S(U)
kB

2

kB
S
U V,N

, (2.39)

où nous avons utilisé l’ordering 1 2 U pour justi er les développements
de Taylor des exposants. La dé nition de la température thermodynamique
du réservoir R, 1/T S/ U , conduit ainsi à la distribution canonique
décrite par le facteur de Boltzmann (2.40).

Facteur de Boltzmann :
P ( 1)

P ( 2)
=
exp 1

kBT

exp 2

kBT

(2.40)

La normalisation du facteur de Boltzmann (2.40), pris comme loi de probabi-
lité des états du système A dans l’espace des énergie i, dé nit la fonction de
partition canonique Z (T, V ),

Fonction de partition canonique : Z (T, V,N)
i

exp
i

kBT
. (2.41)

D’une part, l’entropie s du système A est dé nie par la formule de Shannon
s = kB i

P ( i) lnP ( i) et peut être exprimée suivant

s
i

i

T

exp i

kBT

Z
+ kB lnZ , (2.42)

d’autre part, l’énergie interne u du système B est donnée par la somme

u
i

iP ( i) =
i

i
exp ( i/kBT )

Z
. (2.43)

De ces deux relations découle l’identité Ts u = kBT logZ, ainsi, compte tenu
de la dé nition de l’énergie libre du système A : F = u Ts, le lien entre
la thermodynamique statistique de l’équilibre canonique R/A et la thermo-
dynamique phénoménologique du système A s’établit à travers l’énergie libre
de Helmholtz : F (T, V,N) = kBT logZ (T, V,N).

Distribution de Boltzmann : P ( ) = exp
F

kBT
(2.44)
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Considérons, sur la gure 2.17, un système isolé d’énergie interne U et de
nombre de particules N . Partitionnons ce système en un grand système appelé
réservoir R et un petit système B ; B et R échangent de l’énergie, sous toutes
ses formes, et échangent aussi de la matière.
La probabilité P ( 1, N1) que le système B soit composé de N1 particules

et soit dans l’état d’énergie 1, ramenée à la probabilité P ( 2, N2) que le
système B soit composé de N2 particules et soit dans l’état d’énergie 2, est
donnée par le rapport des nombres d’états du réservoir R : (U 1,N
N1) et (U 2,N N2) correspondant aux deux états 1 et 2 du système
B

P ( 1, N1)

P ( 2, N2)
=

(U 1, N N1)

(U 2, N N2)
. (2.45)

Introduisons S (U,N) l’entropie de Boltzmann du réservoir R, pour évaluer
ce rapport en termes thermodynamiques :

(U 1,N N1)

(U 2,N N2)
=
exp S(U 1,N N1)

kB

exp S(U 2,N N2)
kB

. (2.46)

U - ε1

P(ε1,N1)

U - ε2 U - εi

P(εi,Ni)P(ε2,N2)

N - N1 N -N2 N -Ni
ε1 N1 ε2 N2 εi Ni

V VV

RRR R RRB BB

T,μT,μT,μ

Fig. 2.17 Sous-ensemble grand canonique B de l’ensemble microcanonique
R+B.

Développons les arguments des exponentielles suivant l’ordering U 1,
N N1 et U 2, N N2

exp S(U 1,N N1)
kB

exp S(U 2,N N2)
kB

exp 1

kB
S
U V,N

N1

kB
S
N V,U

exp 2

kB
S
U V,N

N2

kB
S
N V,U

. (2.47)

La température thermodynamique T du réservoir R est dé nie comme la
dérivée de l’énergie interne U par rapport à l’entropie S en représentation
énergétique U (S, V,N). L’expression du potentiel chimique est donnée par
(2.26) : U/ N = T S/ N , ainsi le rapport des probabilités s’exprime
comme le rapport des facteurs de Gibbs (2.48).

Facteur de Gibbs :
P ( 1, N1)

P ( 2, N2)
=
exp N1 1

kBT

exp N2 2

kBT

(2.48)
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La normalisation à l’unité de la loi de probabilité associée au facteur de Gibbs
(2.48) dé nit la fonction de partition grand canonique Z (T, V, ),

Fonction de partition grand canonique : Z (T, V, )
Ni, j

exp
Ni j

kBT
,

(2.49)
du système B en interaction avec le réservoir R de potentiel chimique et
de température T . L’expression de l’entropie s du système B découle de la
formule de Shannon s = kB Ni j

P ( i, Ni) lnP ( i, Ni), ainsi

s
Ni j

j Ni
T

exp
Ni j

kBT

Z + kB lnZ . (2.50)

L’expression de l’énergie interne du système B, u = , est constituée par
une simple sommation des probabilités P ( j , Nj) pondérées par les énergies
correspondantes i :

u
Ni j

jP ( j , Ni) =
Ni j

j

exp
Ni j

kBT

Z . (2.51)

Le nombre de particules du système B, n = N , est égal à la somme des
probabilités P ( j , Nj) pondérées par Nj :

n
Ni i

NiP ( i, Ni) =
Ni j

Ni
exp

Ni j

kBT

Z . (2.52)

Ces trois quantités, s, u et n, véri ent donc l’identité : Ts kBT logZ = u
n, or le grand potentiel est dé ni par la relation : = u Ts n, le

lien entre thermodynamique phénoménologique et thermodynamique statis-
tique de l’équilibre grand canonique R/B est donc établi suivant la relation :
(T, V, ) = kBT logZ (T, V, ).
La distribution de Gibbs normalisée :

Distribution de Gibbs : P ( , N) = exp
+ N

kBT
, (2.53)

conclut ces rappels de physique statistique de l’équilibre. On retiendra la
correspondance entre les systèmes isolé, fermé et ouvert de la thermody-
namique macroscopique et les équilibres microcanonique, canonique et
grand canonique de la physique statistique, le tableau (2.54) résume cet
achèvement majeur de la physique.

Système/Ensemble/Variables Potentiels
Isolé/Microcanonique/V, S,N U
Fermé/Canonique/V, T,N F = U TS
Isotherme-isobare/P, T,N G = F + PV

Ouvert/Grand canonique/V, T, = F N = PV

(2.54)
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Les potentiels thermodynamiques ne constituent pas seulement des pro-
priétés d’équilibre, ils permettent aussi d’évaluer certains moments des dyna-
miques hors équilibre au voisinage de l’équilibre.
Considérons un ensemble canonique de systèmes semblables de hamilto-

nien H [ (t)] où (t) est un paramètre de contrôle du système. Décomposons
le suivant un hamiltonien indépendant du temps H0 plus une perturbation
V : H = H0 + V (t).
La théorie des systèmes dynamiques nous enseigne que deux types d’é-

volutions peuvent être observées lorsque varie au cours du temps t. Les
évolutions adiabatiques, au sens de la dynamique, c’est-à-dire lentes, telles
qu’aucune résonance ne soit observée ; alors seules les positions des niveaux
i du système sont modi ées et ils gardent leurs populations initiales. Par
contre, si le spectre de Fourier de (t), c’est-à-dire de V (t), présente des ré-
sonances avec le système, il y a transfert résonant de populations entre les
niveaux dont les probabilités Pi varient,

Adiabaticité : H [ (t)] = H0 + V (t)adiabatique i , (2.55)

Résonances : H [ (t)] = H0 + V (t)résonant Pi . (2.56)

Dans le cas dynamiquement adiabatique, c’est-à-dire in niment lent, la trans-
formation entre un état initial i et un état nal f est thermodynamiquement
réversible et le travail minimum Wi f pour assurer la transition globale est
égal à la variation d’énergie libre Ff Fi,

Wi f

kBT réversible

=
Ff Fi
kBT

. (2.57)

Pour un contrôle (t) rapide (d /dt > ( i j) / ), donc résonant, le travail
mis en jeu entre l’état initial i et l’état nal f est donné par :

Wi f =
tf

ti

H d

dt
dt = H [pf ,qf , (tf )] H [pi,qi, (ti)] .

La valeur moyenne de son exponentielle, sur tous les états microscopiques de
départ (2.53), est donc égale à :

exp
Wi f

kBT
= exp

Fi Hi
kBT

exp
Hf Hi
kBT

dpidqi (2.58)

= exp
Fi
kBT

exp
Hf
kBT

dpidqi .

Calculons l’évolution temporelle de l’élément de volume dpidqi après une
durée in nitésimale t, positions p et impulsions q ont évolué conformément
aux équations de Hamilton :

q = qi + t
H

p i

+O t2 , p = pi t
H

q i

+O t2 . (2.59)
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Le rapport du volume nal dpdq sur le volume initial dpidqi est donné par le
déterminant jacobien associé aux fonctions q (qi,pi) et p (qi,pi). Le rapport
des volumes après un instant t est donc du deuxième ordre en t,

(p,q)

(pi,qi)
= Det

1 + t
2H
p q i

t
2H
q2 i

t
2H
p2

i
1 t

2H
p q

i

= 1+O t2 . (2.60)

Considérons maintenant l’évolution de cet ensemble de systèmes sur une durée
nie tf ti et découpons cet intervalle de temps en N courts instants t =
(tf ti) /N |N + .
Le rapport du volume initial au volume nal est donné par le détermi-

nant du produit des matrices jacobiennes décrivant chaque évolution in nité-
simale :

Liouville : [pf ,qf ] / [pi,qi] = 1 +O
tf ti
N

2 N

1
N +

. (2.61)

La conservation du volume d’espace des phases au cours de l’évolution micro-
scopique hamiltonienne constitue le théorème de Liouville et la relation (2.58)
peut donc être ramenée à une somme sur l’espace des phases nal,

exp
Wi f

kBT
= exp

Fi
kBT

exp
Hf
kBT

dpfdqf . (2.62)

Ainsi, quelle que soit l’évolution de (t), la valeur moyenne de l’exponentielle
de l’opposé du travail échangé par l’opérateur de et le système est donnée
par l’exponentielle de l’opposé de la variation d’énergie libre entre l’état initial
et l’état nal. Ce résultat constitue la relation de Jarzynski (2.63).

Relation de Jarzynski : exp
Wi f

kBT
= exp

Ff Fi
kBT

(2.63)

Les propriétés d’équilibre sont donc aussi pertinentes pour décrire le non-
équilibre, ou, vu sous un autre angle, des mesures statistiques de travaux sur
un système permettent de construire les propriétés d’équilibre.

2.2.2 Électrons et photons

Considérons, sur la gure 2.18, un gaz parfait de fermions dégénérés et un gaz
parfait de bosons, de température T et de potentiel chimique , et étudions
la probabilité P de peuplement d’un niveau énergétique donné et N ( ) le
facteur d’occupation moyen de ce niveau.
Commençons par l’étude du cas fermionique. Deux possibilités doivent être

considérées pour calculer la fonction de partition grand canonique (2.49) qui
permet de normaliser le facteur de Gibbs (2.48) associé au peuplement d’un
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niveau d’énergie considéré comme un système en contact avec un réservoir
de température T et de potentiel chimique : (i) soit le niveau est vide et
N = 0 avec la probabilité P ( , 0), (ii) soit il est occupé, avec la probabilité
P ( , 1); il n’y a pas d’autre possibilité au regard du principe d’exclusion de
Pauli, ainsi :

Z (T, ) = 1 + exp
kBT

, (2.64)

N ( ) 0× P ( , 0) + 1× P ( , 1) =
exp kBT

Z .

Le facteur d’occupation de ce niveau, N ( ), est donc donné par la relation
(2.65).

Facteur d’occupation de Fermi-Dirac : N ( )
1

exp kBT
+ 1

(2.65)

La relation (2.65) est représentée sur la gure 2.19 où nous avons aussi intro-
duit la probabilité d’occupation par un trou : P ( , 0) = 1 P ( , 1), complé-
mentaire de la probabilité d’occupation par un fermion.

N(ε)
T μεT με

BosonsFermions

N(ε)

Fig. 2.18 Peuplement grand canonique d’un niveau de fermions et de bosons.

Considérons un gaz parfait de N bosons dégénérés, de température T et
de potentiel chimique , et étudions la probabilité P de peuplement d’un
niveau énergétique donné pour une particule ( gure 2.18). Une in nité de
possibilités de peuplement doivent être considérées pour calculer la fonction
de partition grand canonique (2.49) qui permet de normaliser le facteur de
Gibbs (2.48) associé au peuplement d’un niveau d’énergie considéré comme
un système en contact avec un réservoir de température T et de potentiel
chimique :

Z (T, ) =
N=+

N=0

exp
N N

kBT
, (2.66)

N ( )

N=+
N=0 N exp N N

kBT

Z (T, ) . (2.67)
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Le calcul de ces deux sommes se réduit à l’identi cation d’une série géomét-
rique et de sa dérivée,

1

1 exp kBT
= 1 + exp

kBT
+ exp

2 2

kBT
+ ... , (2.68)

kBT
1

1 exp kBT
= exp

kBT
+ 2exp

2 2

kBT
+ 3... . (2.69)

Ainsi le facteur d’occupation pour le niveau d’un système de boson est donné
par la relation (2.70) et représenté sur la gure 2.19.

Facteur d’occupation de Bose-Einstein : N ( )
1

exp kBT 1
(2.70)

Pour une particule unique, con née dans un volume V , la connaissance du
nombre d’états microscopiques d’énergie inférieure à , 1 ( , V ), permet le
passage du microscopique au macroscopique, mais il est souvent plus utile de
considérer la densité d’états semi-classiques D1 ( ) dé nie comme :

D1 ( )
d2N

dV d

1

J ·m3 V

=
2

1 ( , V )

V V

. (2.71)

Pour plusieurs particules, le calcul statistique des propriétés d’un système
de bosons, ou de fermions, sans interaction, nécessite la prise en compte des
facteurs d’occupation, N ( ) (2.65) et (2.70), pondérant les densités d’états
D1 ( ) dans l’espace des énergies .

P(ε,1)

ε

1

0,5

μ

4kBT

P(ε,0)

N(ε)

εμ

1

kBT Log2

BosonsFermions

N(ε)

Fig. 2.19 Facteurs d’occupations N ( ) pour les fermions et bosons.

Considérons, sur la gure 2.20, la densité d’états d’un gaz parfait consti-
tué de particules de masse M , occupant un volume V = L3 à l’intérieur d’un
cube dont les faces sont les plans x = 0, y = 0, z = 0, x = L, y = L, z = L.
La solution, non normalisée, de l’équation de Schrödinger, x, y, z|H | =

2/2M = , véri ant les conditions aux limites d’annulation de
la fonction d’onde sur les faces du cube, est donnée par : lmn |x, y, z
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sin (l x/L) sin (m y/L) sin (n z/L) où (l,m, n) est un triplet d’entiers
strictement positifs.

Ψlmn(x,y,z)

ε(l,m,n) D1(ε)

L

Ω1(ε)
M

D1(ω)

Ω1(ε)Elmn(x,y,z)

ω(l,m,n)

L

électrons photons

Fig. 2.20 Densités d’états D1 ( ) pour les fermions et bosons au sein d’un
volume V = L3.

L’énergie lmn associée à cette fonction d’onde est donnée par la relation :

lmn

2

2M
lmn| | lmn

lmn | lmn

=
2 2

2MV
2
3

l2 +m2 + n2 . (2.72)

Compte tenu des ordres de grandeurs associés aux di érents systèmes de
conversion d’énergie, 2/ML2 kBT ( 2/ML2 10 66/10 30 [J] 10 19/
40 [J] kBT ), les sommes discrètes sur les entiers l, m et n peuvent être éva-
luées comme des intégrales où les indices entiers l,m et n sont traités comme
des réels :

Nombre d’états : 1 ( , V )
l,m,n

sgn( lmn)
+

+

0

dldmdn ( lmn )

(2.73)
où est la fonction de Heaviside (x) = 1 si x < 0 et (x) = 0 si x > 0. Le
calcul du nombre d’états 1 ( , V ) peut ainsi être ramené à l’évaluation d’une
intégrale de volume d’un huitième de la sphère de rayon 2M V

1
3 / :

Densité d’états : D1électrons ( )
d2N

dV d
=

2M
2

3
2

2 2
. (2.74)

où nous avons considéré un facteur 2 associé aux degrés de liberté de spin cont-
raint statistiquement par le principe d’exclusion de Pauli pour comptabiliser
l’ensemble des états électroniques.
La population de bosons étudiée dans le cadre de l’analyse des conver-

tisseurs thermoïonique et photovoltaïque sera constituée de photons. Calcu-
lons alors la densité d’états associée aux modes électromagnétiques, de champ
électrique E, à l’intérieur d’un cube de côté L ( gure 2.20), occupant un vo-
lume V = L3. Les faces sont les plans x = 0, y = 0, z = 0, x = L, y = L, z =
L et E = E exp (j t) sin (l x/L) sin (m y/L) sin (n z/L) où (l,m, n) est un
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triplet d’entiers strictement positifs. La relation énergie-impulsion est donnée
par :

Relation de dispersion :
2
lmn

c2
= 2 l

2 +m2 + n2

V
2
3

, (2.75)

et le dénombrement du nombre total d’états d’énergies inférieures à par
1 ( ),

Nombre d’états : 1 ( , V ) 2
l,m,n

sgn( lmn)
+ 2

+

0

dldmdn ( lmn ) .

(2.76)
Ainsi D1 ( ) = 2 dl dm dn/ V :

Densité d’états : D1photons ( )
d2N

dV d

1

Hz ·m3 =
2

2c3
, (2.77)

où nous avons considéré un facteur 2 associé aux degrés de liberté de pola-
risation. Les distributions de Planck pour l’énergie U et pour le nombre de
photons N du rayonnement thermique sont ainsi établies :

dN

d dxdydz
D1 ( )N ( ) =

1
2c3

2

exp kBT 1
, (2.78)

dU

d dxdydz
D1 ( )N ( ) = 2c3

3

exp kBT 1
.

2.2.3 Potentiels chimiques des gaz idéaux

Reprenons l’analyse du gaz de fermions sans interaction dans un volume V où
lmn = 2 2 l2 +m2 + n2 /2MV

2
3 , la fonction de partition Z1 (T, V ) (2.41)

est obtenue comme produit d’intégrales gaussiennes du type : +

0
exp 2x2

dx = /2 , elle est ainsi égale au rapport du volume accessible V que divise
le volume 3

BT :

Z1 (T, V )
l,m,n

exp
lmn

kBT

+

0

dldmdn exp
lmn

kBT
=

V
3
BT

. (2.79)

où BT est la longueur d’onde de de Broglie associée à la vitesse thermique.

Volume de de Broglie : BT
2 2

MkBT

3
BT

[cm3]
8× 10 20

T [K]
300

3
2

(2.80)

La théorie des ensembles canoniques de Gibbs nous a permis d’établir la re-
lation entre énergie libre et fonction de partition pour N particules : F =
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kBT logZ. Pour un ensemble de N particules classiques, sans interaction
et indiscernables, En = n1 1 + n2 2 + ... sachant que N = n1 + n2 + ... ,
ainsi

exp n En
kBT

Z (T, V,N)
= N !

N

exp k

kBT

Z1 (T, V )
Z (T, V,N) =

ZN1 (T, V )

N !
. (2.81)

Le terme factoriel associé au nombre de particules N peut être approché par
la formule asymptotique de Stirling : logN ! log 2 /2 + (N + 1/2) logN
N N log (N/e). L’expression du terme dominant de ce développement de
Stirling s’établit comme suit. Le logarithme du factoriel est égal à la somme :
logN ! = log 1 + log 2 + log 3 + ... +log (N 1) + logN . Pour N grand, cette
somme peut être approchée, par l’intégrale N

1
log (x) dx = N logN - N

N ! (N/e)N .
L’énergie libre d’un ensemble deN particules est donnée par l’expression F

=NkBT logN/e NkBT log V/
3
BT , et le potentiel chimique par la dé nition

(T, V,N) = F (T, V,N) F (T, V,N 1). Le potentiel chimique peut
alors être exprimé pour un ensemble de particules classiques, sans interaction
et indiscernables, c’est-à-dire un gaz parfait, suivant la relation :

Gaz parfait classique : (T, V,N) kBT log
3
BT (T )

0(T )

+ kBT log
N

V
.

(2.82)
Dans la limite dégénérée, la variation de la distribution de Fermi-Dirac ( gure
2.19) est essentiellement concentrée dans une zone d’extension ±2kBT autour
de l’énergie = .

P ( , 1) =
1

exp kBT
+ 1

( EF )
2k2BT

2

6
( EF ) + ... . (2.83)

Pour une densité volumique d’électrons donnée et égale à n = N/V , l’éner-
gie de Fermi EF est dé nie comme l’énergie maximum occupée dans l’espace
des énergies, à température nulle, en respectant la règle de remplissage for-
mulée par le principe d’exclusion de Pauli, ainsi : N = V

EF
0

D1 ( ) d qui
conduit à :

Énergie de Fermi : EF (n)
2

2M
3 2

N

V

2
3

, (2.84)

Dans le cas des électrons libres (M = me) sans interaction au sein d’un
échantillon métallique ou semi-conducteur, la distribution électronique f ( )
est obtenue en multipliant la probabilité d’occupation (2.65) par la densité
d’états (2.74),

f ( ) D1 ( )P ( , 1) =
1

2 2

2me

2

3
2

exp kBT
+ 1

. (2.85)
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Le potentiel chimique est xé par la densité volumique, N/V = n =
+

0
f ( ) d , et à température ordinaire et densité usuelle, pour les électrons

libres, il peut être pris égal à l’énergie de Fermi EF :

Gaz de fermions : (T, V,N) EF (n)
( kBT )

2

12EF
N
V

+ ... (2.86)

C’est ce modèle électronique que nous utiliserons lors de l’étude des conver-
sions thermoïonique et électrochimique.
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Chapitre 3

Évolutions markoviennes

‹‹L’orgueil et l’analyse mathématique s’étaient si étroitement unis en lui qu’il se
attait de voir les astres obéir à ses calculs ; et de fait, il semblait en être ainsi.››

                                              Il Gattopardo, G.T. Di Lampedusa.
‹‹Le nombre est la parodie la plus ridicule de l’idée : en additionnant, on entre
dans un monde absurde où additionner équivaut à soustraire. Mais bien entendu,
bestialement, le nombre a le pouvoir... De même qu’on ne peut supporter un travail
sans répit, qu’on aura besoin de divertissement, de même le nombre nous divertit,
nous soulage, nous rassure. L’erreur est d’avoir fait du divertissement le sérieux.››

                                                           Journal, S. Kierkegaard.

3.1 Processus markoviens

3.1.1 Échelles structurelles et dynamiques

A n de construire une modélisation continue des systèmes de conversion de l’é-
nergie, opérant nécessairement en régime de non-équilibre thermodynamique,
il est nécessaire de distinguer au sein de la structure de ces systèmes trois
échelles de longueur :
• (i) l’échelle microscopique : la taille de l’atome, ou la distance entre

atome, ou le libre parcours moyen ;
• (ii) l’échelle macroscopique (le système) ;
• (iii) l’échelle mésoscopique (la gouttelette uide des hydrodynamiciens

ou la sphère de Debye des électrodynamiciens) intermédiaire entre les deux
échelles macroscopique et microscopique c’est-à-dire :
• (i) grande au regard de l’échelle microscopique pour permettre le lissage

des uctuations microscopiques, et
• (ii) petite au regard de l’échelle macroscopique pour donner un sens à

l’usage des bilans in nitésimaux locaux ou globaux formulés à travers l’usage
du calcul di érentiel et du calcul intégral.



86 CHAPITRE 3. ÉVOLUTIONS MARKOVIENNES

Cette relation d’ordre structurel est transverse à toute la physique ; pour
l’air, à pression atmosphérique et à une température de 300K, ces trois échelles
de longueur sont données par les valeurs du tableau (3.1).

Microscopique Mésoscopique Macroscopique
10 10m 10 7 m 10 4 m

(3.1)

Un argument similaire peut être développé pour les échelles non pas struc-
turelles, mais dynamiques, c’est alors les temps d’évolution qui doivent être
considérés.

p

r

dS
dt = 0dU

dt = 0

p

r

dS
dt > 0dU

dt = 0

F F

Fig. 3.1 Évolutions mécanique (2.61) et thermodynamique d’un système de
particules.

Soit un ensemble isolé de N particules, illustré sur la gure 3.1, étiquettées
de 1 à N , de contenu énergétique U ; la dynamique de cette population est dé-
crite dans l’espace des positions r et impulsions p : (r1,p1,r2... pN 1, rN ,pN ),
l’espace des phases du système considéré. À chaque instant t, il est possible de
dé nir la fonction de distribution à N corps : F(r1,p1, r2... pN 1, rN ,pN , t).
Cette fonction de distribution possède deux interprétations : (i) une interpré-
tation probabiliste, Fdr1dp1...drNdpN mesure la probabilité que la première
particule soit dans l’élément de volume dr1dp1 au voisinage de r1, p1, que la
deuxième particule soit dans l’élément de volume dr2dp2 au voisinage de r2,
p2... à l’instant t ; (ii) une interprétation statistique, Fdr1dp1...drNdpN est
aussi proportionnelle au nombre moyen de particules en r1 ayant l’impulsion
p1 dans l’élément de volume dr1dp1..., cette moyenne étant une moyenne
d’ensemble, mais pouvant tout aussi bien être une moyenne dans le temps
conformément à l’hypothèse ergodique.
Si cet ensemble de particules est peu organisé, c’est-à-dire faiblement

corrélé, alors la fonction de distribution à N corps peut être factorisée en
le produit des fonctions de distribution à un corps F (r,p, t) : F(r1,p1, r2...
pN 1, rN ,pN , t) = F (r1, p1, t) F (r2, p2, t)... F (rN ,pN , t).
Cette relation nécessite une analyse plus ne, en particulier, le temps t

constitue le paramètre déterminant la validité de cette hypothèse dite de ré-
gression des corrélations, ou hypothèse de Bogolioubov.
Toutes les densités de probabilité, F , F , et n (la densité de particule

dans l’espace réel), sont des fonctions du temps t. Sur une échelle de temps
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longue, la fonction de distribution à un corps F relaxera vers une maxwelienne
locale et une description de uide au voisinage de l’équilibre thermodynamique
devient valide. La température T , la densité n et la vitesse d’écoulement V
sont alors des variables pertinentes pour la description de cet ensemble de
particules.
Puis, sur une échelle de temps plus longue, si les contraintes le permet-

tent, l’écoulement tend vers une con guration au repos et le milieu devient
homogène et se présente comme un état d’équilibre thermodynamique. Ce
processus de relaxation vers l’équilibre thermodynamique est universel pour
tout système physique. Suivant en cela Bogolioubov, l’usage est d’introduire
trois échelles de temps pour quanti er cette évolution d’un système de N
particules.
• L’échelle de temps précinétique est de l’ordre de grandeur du temps

d’interaction entre deux particules. Sa valeur est donc donnée par la longueur
d’interaction entre deux particules que divise la vitesse moyenne de ces par-
ticules.
Sous cette échelle de temps, les corrélations entre plusieurs particules sont

signi catives : F(r1,p1, r2... pN 1, rN ,pN , t) = F (r1, p1, t) F (r2, p2, t)...
F (rN ,pN , t).
• L’échelle de temps cinétique, plus longue, est de l’ordre de grandeur

du temps entre deux interactions d’une même particule. Sa valeur est donc
donnée par le libre parcours moyen que divise la vitesse moyenne ; sur cette
échelle de temps, la fonction de distribution à un corps contient l’information
nécessaire pour l’étude physique du système : F(r1,p1, r2... pN 1, rN ,pN , t)
F (r1,p1, t) F (r2,p2, t)... F (rN ,pN , t).
• L’échelle de temps hydrodynamique est associée aux temps de relaxation

des inhomogénéités des variables hydrodynamiques. Sa valeur est de l’ordre
de grandeur de la taille du système que divise la vitesse du son ; sur cette
échelle de temps, un modèle uide est pertinent :

F (r,p,t)
n (r, t)

[2 mkBT (r, t)]
3
2

exp
[p mV (r, t)]

2

2mkBT (r, t)
.

• En n, asymptotiquement, le système évolue à partir de cet état hydro-
dynamique d’équilibre thermodynamique local vers un état d’équilibre ther-
modynamique sans gradient : un état d’équilibre thermodynamique global :
n (r, t) n, T (r, t) T . Le tableau (3.2) résume la hiérarchie des évolutions
dynamiques ainsi identi ées.

Modèles statistiques : F(r1,p1, r2,p2..., rN ,pN , t)
Décorrélations Réduction cinétique

Modèles cinétiques : F (r,p, t)
Équilibre thermodynamique local Réduction uide

Modèles uides : n (r, t) ,P (r, t) , T (r, t) ...
Extremum d’entropie Équilibre thermodynamique global

Modèles thermodynamiques homogènes : U, V,N...

(3.2)
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La réduction cinétique, qui consiste à négliger les corrélations, conduit à des
équations d’évolutions markoviennes dont la propriété majeure est un taux de
production d’entropie dS/dt positif ( gure 3.1).
Pour l’air à pression atmosphérique, et à une température de 300 K, les

trois échelles de temps de Bogolioubov sont données en ordre de grandeur par
les valeurs du tableau :

Précinétique Cinétique Hydrodynamique
10 12s 10 9 s 10 4 s

(3.3)

La dernière étape de relaxation ne présente pas un caractère systématique
et dépend de la nature des contraintes appliquées au système ; en e et, un
ux de variables extensives peut persister longtemps, sous certaines conditions
d’entretien, au sein d’un gradient de variables intensives, cette situation au
voisinage de l’équilibre est typique des systèmes de conversion et des systèmes
biologiques.
Ces trois échelles universelles, de Bogolioubov, permettent de quanti er le

scénario de relaxation vers l’équilibre thermodynamique ; en e et, les corré-
lations initiales du système décrites par la fonction de distribution à N corps
F disparaissent sur une échelle de temps précinétique, ensuite, sur une échelle
de temps cinétique, l’évolution de la fonction de distribution à un corps, F ,
peut être décrite dans le cadre de la théorie cinétique. En n, les équations
de l’hydrodynamique permettent de suivre la dynamique nale des quantités
macroscopiques telles que densité n (r, t), vitesse hydrodynamique V (r, t) et
température T (r, t).
Tout au long de ce processus de régression des corrélations, l’entropie S

augmente pour atteindre un maximum à l’équilibre.

Régime Précinétique Cinétique Hydrodynamique Équilibre
Entropie S [F ] S [F ] S [n (r) , T (r) ...] S (U, V,N)
Description F(r1,p1..pN , t) F (r,p, t) n (r, t) , T (r, t) ... U, V,N

L’augmentation de l’entropie, S [F ] < S [F ] < S (n, T ) < S (U, V,N), illus-
trée sur la gure 3.1, correspond à la recherche de l’extension maximale dans
l’espace des phases, compatible avec les contraintes telles que dU/dt = 0. La
hiérarchie de Bogolioubov entre trois échelles de temps permet de comprendre
la hiérarchie des modèles adaptés aux di érents processus ; ainsi, l’hydrody-
namique peut être considérée comme une description réduite par rapport à la
théorie cinétique (F ) et la théorie cinétique comme une description réduite par
rapport à la physique statistique (F). La cohérence et le caractère opération-
nel de ces modèles sont garantis par un ensemble de méthodes d’élimination
des variables rapides au regard des variables macroscopiques lentes.

3.1.2 Systèmes markoviens canoniques

Dans la suite, a n de simpli er la présentation, nous ne lèverons pas l’ambi-
guïté entre le modèle d’un système et le système proprement dit. Deux grandes
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classes de systèmes (de modèles) dynamiques permettent la description des
processus naturels :
• les systèmes déterministes qui, au cours de leur évolution, entretiennent

une mémoire forte de leurs états antérieurs ; cette mémoire déterminant leur
évolution ultérieure ;
• les systèmes stochastiques, dont l’évolution présente n’est que faiblement

in uencée par l’histoire passée et dont la description est de nature probabiliste.
La modélisation de l’in uence du passé sur le comportement présent pour

les systèmes réels conduit à des équations intégrales qui se simpli ent dans
les deux cas limites de l’absence totale de mémoire ou de sa présence déter-
minante.
Ces deux limites asymptotiques ont donc été particulièrement étudiées et

utilisées en physique. On conçoit aisément qu’un système dynamique naturel
possède une certaine mémoire, intermédiaire entre le tout ou rien de ces deux
asymptotiques.
• Un système dont le présent permet de reconstruire entièrement le passé,

c’est-à-dire dont le passé détermine totalement le présent, est déterministe.
Les systèmes hamiltoniens constituent une classe de modèles déterministes,
de tels systèmes à mémoire forte sont souvent utilisés en physique.
• Un système dont l’évolution présente est indépendante de son histoire

passée est dit markovien, le paragraphe qui suit présente les principaux résul-
tats de la théorie des processus markoviens.
Considérons un système physique isolé présentant N états [1, 2, 3, . . . ...

N ], et adoptons une description probabiliste en associant, à chaque instant
t, une probabilité P (t) d’observation du système dans l’état , [P1, P2,
. . . P . . . PN ] tel que P = 1.
L’hypothèse d’évolution markovienne relative à ce système peut être dé-

veloppée sur la base d’un ensemble de probabilités de transition par unité de
temps T (t) ( gure 3.2) telles que T (t) dt mesure la probabilité que le
système soit dans l’état à l’instant t+ dt s’il était dans l’état à l’instant
t. P mesure une probabilité et T (t) dt mesure une probabilité condition-
nelle associée à la condition de préparation dans l’état à l’instant t.
Dans la suite nous ne considérerons que des processus stationnaires c’est-

à-dire T sera considéré indépendant du temps. Les simples lois des compo-
sitions, additives (ou, ) et multiplicatives (et, ), des probabilités conduisent
alors à l’écriture de l’équation maîtresse (ME), ou pilote (traduit de l’anglais
master equation) donnant l’évolution temporelle de l’ensemble des P (t), nous
la nommerons ME microcanonique car le système considéré ici est isolé.

ME microcanonique :
dP

dt
=

=

T P
=

T P (3.4)

Le nombre d’états accessibles est N , et parmi ces N états (< N) sont
des états d’équilibre pour un ensemble de variables extensives U , V , ... qui
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déterminent, à l’échelle macroscopique, l’état du système ( gure 3.2) ; la
distribution d’équilibre est donc donnée par (2.33) P equ = (U, V...)

1.

Ω(U,V...)

P1(t) Pα(t)P2(t) Pβ(t)
Tα       β

Tβ       α

dt

Fig. 3.2 Évolution markovienne de l’ensemble microcanonique hors équilibre.

L’hermiticité du hamiltonien H décrivant les interactions à l’origine des
transitions, c’est-à-dire l’unitarité de l’opérateur d’évolution en mécanique
quantique, conduit à formuler le principe du bilan détaillé microcanonique,
T = T , justi é au premier ordre de la théorie des perturbations par
la règle d’or de Fermi : T | |H| |2.

Bilan détaillé microcanonique : ( , ) : T = T , (3.5)

Équiprobabilité : : P equ =
1

(U, V, ...)
. (3.6)

L’usage est d’introduire lamatrice de transition T T = T
permettant une écriture non contrainte de l’équation d’évolution (3.4) :

dP

dt
= T P T P . (3.7)

Pour un état d’équilibre déterminé par un ensemble de variables extensives
U , V , ... l’entropie est donnée par la relation de Boltzmann : Sequ = kB

P equ logP equ = kB log (U, V, ...) ; hors équilibre, introduisons l’ent-
ropie S (t) de la distribution de probabilité à l’instant t : S (t) = kB
P (t) logP (t) et calculons le taux de croissance, ou de décroissance, de cette
entropie S (t) en fonction du temps :

dS

dt
= kB

dP

dt
logP kB

dP

dt

= kB (T P T P ) logP

= kB T (P P ) logP

= kB T (P P ) logP , (3.8)
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où, pour les deux dernières relations nous avons utilisé le principe du bilan
détaillé microcanonique T = T ; la demi-somme de ces deux relations
conduit à la forme :

dS

dt
=
kB
2

T (P P ) (logP logP ) , (3.9)

or (x y) (log x log y) est un nombre positif quel que soit le couple (1, 1)
(x, y) > (0, 0).

Th. H : (x, y) (x y) (log x log y) 0
dS

dt
0 (3.10)

Nous venons donc de démontrer le théorème H de croissance de l’entropie
pour une évolution markovienne sous contraintes microcanoniques.
Ces résultats relatifs à l’ensemble microcanonique décrivant un système

n’échangeant ni matière ni chaleur avec son environnement peuvent être éten-
dus à l’ensemble canonique échangeant de la chaleur avec un thermostat à la
température T .
Considérons, sur la gure 3.3, un système physique composé d’un ther-

mostat R de température T et d’un petit système fermé A, mais non isolé,
couplé thermiquement au thermostat R. Ce système composite ainsi assemblé
présente N états [(1, 1) , (1, 2) . . . ( , a) . . . N ] où repère un état de A et a
un état de R.

ε

U - ε

P(t) εα

U - εα

Pα(t) εβ

U - εβ

Pβ(t)

T

Wα       β

Wβ       α

Πa(t)

dt

Πb(t)R

AA

RR

A

Fig. 3.3 Évolution markovienne de l’ensemble canonique hors équilibre.

Adoptons une description probabiliste en associant, à chaque instant t,
les probabilités a d’observer le système R dans l’état a et P d’observer le
système A dans l’état .

[(1, 1) , (1, 2) , . . . ( , a) . . . N ] [ 1P1, 1P2, . . . aP . . .]
a

aP = 1

(3.11)
L’hypothèse classique de faible couplage thermique pour les systèmes cano-
niques est ici retenue ; la probabilité que le système global A + R soit dans
l’état a est donc aP . Sous une hypothèse d’évolution markovienne, le
système global A+R relève d’une ME :

d aP

dt
=

b

Ta b bP
b

Tb a aP . (3.12)
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Le thermostat R contraint le système A mais en retour R est faiblement
perturbé par R, et reste donc dans un voisinage proche de l’équilibre tel que
d a/dt = 0. Ainsi nous pouvons sommer sur les états du thermostat R pour
obtenir l’évolution :

a

a
dP

dt
=

ab

Ta b bP
ab

Tb a aP . (3.13)

Si nous dé nissons les transitions W a b Tb a a, alors l’évolu-
tion du système A est décrite par une ME :

ME canonique :
dP

dt
= W P W P . (3.14)

Le principe du bilan détaillé et le principe d’équiprobabilité pour le système
microcanonique A+R se traduisent par les relations :

Tb a = Ta b , (3.15)
equ
a P equ
equ
b P equ

= 1
equ
a
equ
b

=
exp kBT

exp kBT

, (3.16)

qui conduisent à la relation du bilan détaillé pour la probabilité de transition
entre états du système A, W = a b Tb a a, car le thermostat R
est très peu perturbé par la dynamique hors équilibre du petit système A et
reste donc à l’équilibre : W = a b Tb a

equ
a .

Bilan détaillé canonique :W exp
kBT

=W exp
kBT

(3.17)

Le principe du bilan détaillé, qui dans la limite des espaces d’états conti-
nus se traduira par les relations d’Einstein, est une relation importante qui
révèle que l’équilibre dP /dt = 0 n’est pas obtenu suivant la relation de bilan
global W P equ = W P equ mais suivant les relations, de bilans
détaillés, entre couples de niveaux : W P equ = W P equ.
Nous allons voir dans le paragraphe suivant que la production irréversible

d’entropie est directement liée au fait que les écarts à l’équilibre élargissent
le bilan des couplages au-delà de ces relations binaires et augmen-
tent donc la complexité des échanges à l’échelle microscopique. La production
d’entropie est consubstantielle à la brisure du bilan détaillé et la brisure du
bilan détaillé est nécessaire pour entretenir des ux macroscopiques permet-
tant la conversion d’énergie ; ainsi allons nous identi er l’une des sources
microscopiques de l’ine cacité des machines thermiques et chimiques.
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3.2 Conversion d’énergie et transitions

3.2.1 Échange et production d’entropie

L’équation d’évolution des systèmes markoviens microcanoniques conduit
à la formulation du théorème H de croissance de l’entropie, le même type
d’analyse peut être entrepris pour le bilan d’entropie d’un système mar-
kovien canonique, mais le bilan d’entropie devra distinguer la production
d’entropie de l’échange d’entropie entre le système A et le thermostat R, A
étant fermé mais non isolé. Considérons la dérivée temporelle de l’entropie
SA (t) = kB P (t) logP (t) :

dSA
dt

= kB (w P w P ) logP

= kB (w P w P ) logP

=
kB
2

(w P w P ) log
P

P
. (3.18)

La dernière relation est obtenue comme demi-somme des deux précédentes.
Le système A présente une énergie interne UA = i Pi i et une entropie
SA = kB i Pi logPi qu’il soit à l’équilibre ou hors équilibre. Les variations
de ces deux variables extensives, UA et SA, permettent d’identi er W le
travail et Q la chaleur échangés par A avec son environnement (2.55) et
(2.56) :

UA =
i

Pi i UA = P

Chaleur Q

+ P

Travail W

. (3.19)

En e et, la chaleur échangée avec R, sous une hypothèse de réversibilité, c’est-
à-dire pour une suite continue d’équilibres Pi= exp (F i) /kBT , est égale
à T SA.

T eSA = kBT P logP kBT P = P

Chaleur Q

(3.20)

Une partie de la relation (3.18) doit donc correspondre à ce terme d’échange
quasistatique réversible eSA et le terme complémentaire doit décrire la pro-
duction irréversible d’entropie iSA. A n d’identi er ces deux termes, considé-
rons la relation :

dSA
dt

=
deSA
dt

+
diSA
dt

(3.21)

=
kB
2

(w P w P ) log
w P

w P
log

w

w
,
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et adoptons la partition entre échange, deS, et production, diS, d’entropie :

deS

dt

kB
2

(w P w P ) log
w

w
, (3.22)

diS

dt

kB
2

(w P w P ) log
w P

w P
, (3.23)

partition qui s’avère cohérente avec les cas des échanges réversibles pour la
partie échange et véri e le théorème H pour la partie production, c’est donc
cette partition, entre production et échange d’entropie pour un système mar-
kovien, que nous adopterons. En e et, la relation (3.23) satisfait le théorème
H car (x y) (log x log y) 0 ainsi diS/dt 0 et la relation du bilan dé-
taillé w P equ = w P equ permet de faire apparaître l’échange réversible
de chaleur dQ au voisinage de l’équilibre :

T
deS

dt
=

kBT

2
(w P w P ) log

P equ

P equ

=
1

2
(w P w P ) ( )

=
1

2

dP

dt
+
1

2

dP

dt
=
d

dt
P =

dQ

dt
. (3.24)

suivant l’identi cation obtenue par la relation (3.20) dQ = dP . Ainsi,
production et échange d’entropie peuvent être dé nis au niveau microscopique,
sans ambiguïté, pour ces modèles d’évolution markovienne des systèmes ca-
noniques. Nous e ectuerons le même travail de partition échange/production
à l’échelle macroscopique au chapitre suivant.

3.2.2 Machine markovienne ditherme

L’équation pilote canonique (3.14) permet de décrire les phénomènes au voi-
sinage de l’équilibre pour un système en contact avec un thermostat. Son
domaine opérationnel peut être étendu aux systèmes en contact avec deux
thermostats, de températures T2 et T1 > T2, sous l’approximation du bilan
détaillé local qui suppose que les probabilités de transition w dépendent
de la température Ti à laquelle la transition s’e ectue suivant la relation :
w / w = exp ( ) /kBTi. Lorsque deux états seront portés à
des températures di érentes, la température Ti sera prise comme la tempéra-
ture de l’état de départ ou d’arrivée, la vertu de telles approximations est de
permettre de discuter des modèles de systèmes thermiques simples présentant
les caractéristiques classiques des machines dithermes de Carnot.
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Considérons le système représenté à gauche sur la gure 3.4, ce système
présente deux états séparés par une énergie de transition . Supposons que la
probabilité de désexcitation par unité de temps depuis le niveau haut vers le
niveau bas soit égale à w et construisons la probabilité d’excitation vers le ni-
veau supérieur suivant la règle du bilan détaillé en considérant la température
de l’état de départ dans la formule du bilan détaillé.

w

T1

T2

I

V

I Vε T1

T2

ε w-

-

-

-
-

-

Fig. 3.4 Extraction cyclique de travail sur un système à deux niveaux et
nécessité des réservoirs de particules.

Le niveau 1 est couplé à un thermostat de température T1 et le niveau 2
thermostaté à T2. Ainsi, le système d’équations d’évolution des populations
P1 et P2 des deux niveaux est donné par :

dP1
dt

= wP2 w exp
kBT2

P1 (3.25)

dP2
dt

= w exp
kBT2

P1 wP2

Il est aisé de véri er qu’à chaque instant t : d (P1 + P2) /dt = 0. Ce modèle est
trop simple pour permettre de discuter les principes de conversion d’énergie ;
en particulier la température T1 n’apparaît pas dans le bilan ci-dessus.
Il est aussi nécessaire d’introduire des réservoirs haut et bas permettant de

dé nir un potentiel électrochimique associé à un échange de particules pour
décrire une di érence de potentiel électrique V .
Lorsque ces deux réservoirs sont introduits ( gure 3.4), nous obtenons un

modèle qui sera discuté en détail dans le chapitre consacré à la conversion
photovoltaïque.
Aussi, considérons, sur la gure 3.5, un modèle di érent, un ensemble de

N étages du même système à deux niveaux, 1 et 2, séparés par (i) une énergie
pour un étage et (ii) une énergie entre deux étages successifs.
Le niveau 1 est peuplé par des désexcitations droite et gauche suivant un

taux w, et est dépeuplé par des excitations vers la droite et vers la gauche
véri ant le principe du bilan détaillé suivant deux températures distinctes. Le
niveau 2 est peuplé par les excitations droite et gauche et dépeuplé par les
désexcitations au taux w.
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L’équation d’évolution des populations P1 et P2 est donnée par la ME :

dP1
dt

= 2wP2 w exp
kBT1

P1 w exp
kBT2

P1 , (3.26)

dP2
dt

= w exp
kBT1

P1 + w exp
kBT2

P1 2wP2 . (3.27)

Il est aisé de véri er la conservation du nombre de particules d (P1 + P2) /dt
= 0.

ε ε'

1

w

T1 T2 T2T1

I

www

2

1
1

1

2
2

2

Fig. 3.5 Extraction en ux sur une cascade de N étages de systèmes à deux
niveaux.

Nous pouvons alors calculer l’état stationnaire normalisé à P1 + P2,

P1 =
2

2 + exp kBT1
+ exp kBT2

, (3.28)

P1 =
exp kBT1

+ exp kBT2

2 + exp kBT1
+ exp kBT2

. (3.29)

La dernière cellule, en contact avec un réservoir, est couplée à la première
cellule, en contact aussi avec un réservoir, à travers un circuit entre les deux
réservoirs ( gure 3.5), ainsi un travail est extrait en régime continu. Le courant
d’excitation I est maintenu en régime stationnaire à une valeur :

I wP1 exp
kBT1

wP2

= w
exp kBT1

exp kBT2

2 + exp kBT1
+ exp kBT2

. (3.30)

Le système est moteur si le courant I est positif :

I 0
kBT1 kBT2

T2
T1

< 1 . (3.31)
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Le lien entre ce système markovien et une machine de Carnot classique peut
être établi en considérant les termes de travail et de chaleur. Si le système
présente N étages, le travail extrait par particule est égal à N ( ) et la
chaleur prélevée au réservoir chaud de température T1 à chaque transition est
égale à , ainsi travail W et chaleur Q, en régime stationnaire, ont pour
expressions :

Chaleur :
Q

t
= N I , (3.32)

Travail :
W

t
= N ( ) I . (3.33)

L’e cacité au sens de Carnot est donc inférieure à l’unité et au maximum
égale le rendement de Carnot.

E cacité :
W

Q
= 1 1

T2
T1
= Carnot (3.34)

Bien que la convergence avec la physique des moteurs dithermes soit ainsi as-
surée, les modèles markoviens dithermes nécessitent une analyse plus détaillée
car la notion de température de transition doit être précisée, cette précision
amène à considérer l’attachement et le détachement d’un état à un thermo-
stat comme des actes irréversibles dont la nature ne présente pas l’universalité
classique des ensembles thermostatés microcanoniques, canoniques et grands
canoniques.

3.3 Équations cinétiques

3.3.1 Équation de Boltzmann

Les résultats précédents relatifs aux systèmes markoviens évoluant dans un
espace d’états discrets peuvent être aisément étendus au cas continu. L’évo-
lution d’un système déterministe, à forte mémoire, évoluant dans un espace
d’états continu [X], est décrite par une orbite dans cet espace d’état, c’est-à-
dire par une succession temporelle, ordonnée, d’états passés, présents et futurs
X (t). À l’opposé, l’évolution d’un système dynamique markovien, à mémoire
faible, est décrite par une densité de probabilité F (X, t). F (X, t) dX mesure
la probabilité d’observer ce système à l’instant t dans un voisinage dX de
l’état X.
La théorie des processus markoviens continus a pour objectif de construire

un certain nombre de méthodes et d’établir un ensemble de résultats permet-
tant de calculer cette densité de probabilité F (X, t) à un instant t, à partir
de la connaissance de cette densité à un instant antérieur t dt. Introduisons
la probabilité conditionnelle w (X Y) dt mesurant la probabilité d’observer
le système dans l’état X à l’instant t + dt s’il a été préparé dans l’état Y
à l’instant t, w (X Y) est donc une probabilité de transition par unité de
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temps. Les simples lois des compositions, additives (ou, ) et multiplicatives
(et, ), des probabilités conduisent alors à l’écriture de l’équation maîtresse
(ME) :

F (X)

t
= w (X Y)F (Y) dY w (Z X)F (X) dZ . (3.35)

Le premier terme du membre de gauche s’interprète comme un gain, depuis
tous les états Y transitant vers X durant une durée in nitésimale dt, et le
deuxième terme s’interprète comme une perte, due à toutes les transitions
depuis X vers l’un quelconque des états Y durant une durée in nitésimale dt.
Ces gains et ces pertes doivent être sommés sur l’ensemble des états Y et

Z pondérés par le taux de gain ou de perte par unité de temps décrit par w.
Dans le cas des collisions, l’hypothèse validant cette équation cinétique est

la prédominance des interactions à deux particules par rapport aux collisions
à trois corps ou plus. L’espace des états est donc l’espace des vitesses et le
nom spéci que de l’équation ME dans ce cas est l’équation de Boltzmann pour
la fonction de distribution des vitesses.
Soit donc deux populations de particules, 1 et 2. La fonction de distribution

de l’espèce 2, f2(v2), est donnée et la fonction de distribution de l’espèce 1,
f1(v1, t), évolue sous l’e et des collisions avec la population 2. Considérons
un élément de volume d’espace des phases, dv1 r, autour de la vitesse v1
au voisinage de la position r et e ectuons un bilan des particules entrantes et
sortantes dans et hors de cet élément de volume durant un temps in nitésimal
t. A n d’établir ce bilan entre gains et pertes, il est nécessaire de considérer
les deux processus conduisant à ces gains et à ces pertes.
• L’ensemble des collisions : (v1,v2) (v1,v2) , (v2,v1,v2) participe

aux pertes dans l’élément de volume considéré dv1 r.
• L’ensemble des collisions : (v1,v2) (v1,v2) , (v2,v1,v2) participe

aux gains dans l’élément de volume considéré dv1 r.
Il faut donc sommer tous ces événements avec leurs poids statistiques

correspondants. Compte tenu de la dé nition (1.35) de la section e cace de
di usion de la particule ctive de vitesse v1 v2, la conservation du nombre
de particules se traduit par la relation :

[Nombre de particules entrantes]

[Par unité de surface]
d =

[Nombre de particules sortantes]

[Par unité d’angle solide]
d .

Le nombre de collisions du type (v1,v2) (v1,v2), (v2,v1,v2) , par unité
de temps t et unité de volume, est donc donné par :

Pertes : (v1,v2) (v1,v2) dv2f2(v2)f1(v1)dv1 |v1 v2| d (|v1 v2|)

où la sommation est à e ectuer sur la vitesse v2 et l’angle solide d . Pour les
gains, le nombre de collisions du type (v1,v2) (v1,v2), (v2,v1,v2) , par
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unité de temps t et unité de volume est donc donné par :

Gains : (v1,v2) (v1,v2) dv2f2(v2)f1(v1)dv1 |v1 v2| d (|v1 v2|)

où la sommation est à e ectuer sur la vitesse v2 et l’angle solide d . Notons
que v2 et v1 sont des fonctions de v1 et v2. La collision étant élastique, la
norme de la vitesse relative |v1 v2| est conservée et la vitesse du centre de
masse V invariante : |v1 v2| = |v1 v2|, V = V . Les éléments de volume
sont donc invariants : dv1dv2 = dvdV = dv dV = dv1dv2 et le terme de
gain peut donc être réécrit : dv2f2(v2) rf1(v1)dv1 |v1 v2| d (|v1 v2|).
Le bilan nal des gains et des pertes, dans un élément de volume dv1 r de
l’espace des phases, s’établit donc comme :

f1(v1, t)

t
= dv2 [f2(v2)f1(v1) f2(v2)f1(v1)] |v| d , (3.36)

où v2,v1et v sont des fonctions de v1 et v2.
Lorsque les collisions aux grands angles sont dominantes, l’équation de

Boltzmann constitue un cadre adapté à l’étude de l’évolution de la fonction
de distribution, c’est le cas pour l’étude de la distribution angulaire de la
vitesse de particules légères en présence de collisions sur un fond de particules
lourdes. Lorsque les collisions aux petits angles sont dominantes, l’équation
de Boltzmann peut être réduite à une équation di érentielle du type Fokker-
Planck (FP).

3.3.2 Équations de Fokker-Planck canoniques

Dans le cas d’une théorie markovienne de l’évolution de la fonction de distri-
bution des vitesses, deux régimes de collisions doivent donc être considérés.

vy

Boltzmann

vx

vy

vx

Fokker-Planck

Fig. 3.6 Di usions aux grands (Boltzmann) et petits angles (Fokker-Planck).

• Les interactions telles que la variation relative de vitesse v/v (ou des
angles de di usion et ), à l’issue d’une collision, ne sont pas petites
devant 1 (ou ), on parle alors de grands transferts d’énergie et de collisions
aux grands angles ( gure 3.6).
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• Les interactions telles que la variation relative v/v de vitesse (ou les
angles de di usion et ), à l’issue d’une collision, sont petites devant 1
(ou ), on parle alors de petits transferts d’énergie et de collisions aux petits
angles ; dans ce deuxième régime, l’orbite dans l’espace des vitesses peut être
considérée comme une succession continue d’états, mais la courbe v (t) n’est
pas nécessairement di érentiable ( gure 3.6). La réduction d’une équation
ME à une équation de type FP, déjà identi ée sous la forme (3.18), peut
s’opérer indépendamment du problème spéci que des collisions et de l’espace
des vitesses associé. Dans le contexte général des processus markoviens, cette
réduction porte le nom de développement de Kramers-Moyal.

v s's

F(v,t)

v
s'

s δtw(v s) δtw(s' v)

Fig. 3.7 Gains et pertes en v durant un temps t pour un processus
markovien dans un espace d’états v continu.

Considérons l’évolution d’une loi de probabilité dans un espace d’états
physiques v illustrés sur la gure 3.7.

F

t
= w (v s)F (s, t) ds w (s v)F (v, t) ds (3.37)

Cette évolution peut aussi être décrite en introduisant une variable x de des-
cription des états de départ ou d’arrivée,

F

t
= w (v v+ x)F (v + x, t) dx w (v+ x v)F (v, t) dx .

(3.38)
L’hypothèse de petite variation se traduit par la pertinence d’un développe-
ment de Taylor : w (v v+ x) F (v+ x) = w (v x v) F (v) + O(x) +
O(xx) + ... où :

O (x) = x·
v
w (v x v)F (v) , (3.39)

O (xx) =
xx

2
·

2

v v
w (v x v)F (v) . (3.40)
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La somme dxw (v x v) = dxw (v + x v) pouvant s’exprimer de
deux manières di érentes, le terme proportionnel à F (v) dans le développe-
ment de (3.38) est nul. Dé nissons les coe cients de friction v / t et de
di usion v v / t suivant deux relations équivalentes :

v

t
xw (v x v) dx = xw (v+ x v) dx , (3.41)

v v

t
xxw (v x v) dx = xxw (v+ x v) dx , (3.42)

ainsi les termes du premier ordre, O(x), et du deuxième ordre, O(xx), du
développement de (3.38) conduisent à la forme classique des équations de
type Fokker-Planck :

FPE :
F

t
=

v
· v

t
F

v
· v v

2 t
F . (3.43)

À ce stade de développement, nous n’avons pas formulé d’hypothèse sur les
contraintes associées au système, nous allons maintenant distinguer les évo-
lutions FPE microcanoniques d’un système isolé et les évolutions FPE cano-
niques d’un système fermé, mais non isolé, en contact avec un thermostat.
Pour le premier cas, le bilan détaillé microcanonique s’exprime suivant la

relation : w(v + x v) = w(v v + x) dont le développement de Taylor
aux petits x :

w (v v+ x) = w (v+ x v) = w (v x v) + x· w (v x v)

v
+ ... ,

(3.44)
et l’expression symétrisée du coe cient de friction :

v

t
=

1

2
xw (v+ x v) dx

1

2
xw (v x v) dx (3.45)

=
1

2
xx·

v
w (v x v) dx ,

permettent d’établir la relation d’Einstein entre friction et di usion.

Relation d’Einstein microcanonique :
v

t
=

v
· v v

2 t
(3.46)

L’équation de Fokker-Planck (3.43) se simpli e donc suivant :

FPE microcanonique :
F

t
=

v
· v v

2 t
· F

v
. (3.47)

L’énergie interne d’un système isolé étant conservée, il ne peut y avoir de
terme de perte ou de gain d’énergie, c’est bien le cas et le ux de probabilité
v v /2 t · F/ v est purement di usif, la friction est absente.
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Considérons une contrainte de contact avec un réservoir de chaleur à la
température T . Le principe du bilan détaillé canonique s’exprime suivant la
relation :

w (v + u v) exp
H (v)

kBT
= w (v v+ u) exp

H (u+ v)

kBT
,

où H est le hamiltonien pour le petit système. Le développement de Taylor
du bilan détaillé :

w (v+ u v) = w (v u v)

+ exp
H (v)

kBT
u·

v
w (v u v) exp

H (v)

kBT
+ ... ,

conduit à la relation d’Einstein canonique :

Relation d’Einstein canonique :
v

t
=

v
· v v

2 t

1

kBT

v v

2 t
· H (v)

v
,

(3.48)
où nous avons utilisé la relation (3.45). L’équation de Fokker-Planck (3.43)
est donc donnée par la forme classique :

FPE canonique :
F

t
=

v
· v v

2 t
· F

v
+

1

kBT

H

v
F . (3.49)

Comme dans le cas microcanonique, cette équation est conforme aux pro-
priétés d’équilibre car F exp H/kBT F/ t = 0. Les deux principales
situations où cette relation s’applique sont relatives à l’énergie cinétique et à
l’énergie potentielle.

Potentielle : H (r) = q (r)
H (r)

r
= q

r
(3.50)

Cinétique : H (v) =
1

2
mv2

H (v)

v
= mv (3.51)

Dans le premier cas, x· x /2 t kBT/m , nous avons ainsi établi l’équation
de Nernst-Planck décrivant (i) le transport d’un soluté chargé au sein d’un
solvant en électrochimie et (ii) le transport des électrons et ions en physique
des plasmas,

Nernst-Planck :
n

t
=

1

m r
· q

r
n+ kBT

n

r
nequ exp

q

kBT
.

(3.52)
Dans le deuxième cas, v· v /2 t kBT /m, nous avons ainsi établi l’équation
de Rayleigh décrivant la relaxation d’une particule Brownienne,

Rayleigh :
f

t
=
m v

· mvf + kBT
f

v
fequ exp

mv2

2kBT
. (3.53)
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L’expression de la friction est donnée par des relations (1.28) et (1.27) et
la di usion est obtenue ensuite par une intégration de la relation d’Einstein
canonique (3.48). Nous pouvons donc modéliser la relaxation d’une particule
brownienne interagissant avec un thermostat à la température T . Pour un
modèle unidimentionnel dans l’espace x et dans l’espace des vitesses v, nous
obtenons l’équation de Kramers pour la densité de probabilité P (x, v, t) :

P

t
+

x

x

t
P +

v

v

t
P

réversible

=
v

v

t T

P +
2

v2
v v

2 t T

P

irréversible

,

où les termes de dérives, à gauche, ne produisent pas d’entropie et les termes
de di usion, sur la droite, décrivent le couplage au thermostat et une pro-
duction d’entropie. Si nous considérons une particule brownienne de masse m
interagissant avec des particules de masse M et de température T , l’équation
de Kramers prend la forme classique :

P

t
+ v

x
P

1

m

dU

dx v
P =

m

M v
vP +

kBT

m

P

v
. (3.54)

Le retour à l’équilibre dans l’espace des vitesses v est plus rapide que dans
l’espace des con gurations x, con rmant ainsi la hiérarchie de Bogolioubov
entre échelle cinétique et échelle hydrodynamique :

P (x, v, t)
relaxation

exp
mv2

2kBT
P (x, t)

transport
exp

mv2

2kBT
exp

U (x)

2kBT
.

La réduction à une dynamique purement spatiale, dans la phase nale
du retour à l’équilibre, peut être étudiée par une équation de Nernst-Planck
(3.52) qui dans le contexte de la théorie statistique de la réactivité est appelée
équation de Smoluchowski.

3.3.3 Introduction à la réactivité

Nous allons développer la théorie classique de Kramers décrivant la réacti-
vité chimique, passant ainsi du continu au discret en posant comme problème
le calcul de la probabilité de transition, sous l’e et d’excitations thermiques,
entre deux états, initial i et nal f , correspondant aux minimums d’un po-
tentiel U (x) representé sur la gure 3.8. Dans le contexte de la réactivité
chimique, x n’est en général pas une simple variable de con guration spa-
tiale mais une combinaison de variables de con gurations d’un système qui
constitue une coordonnée de réaction non directement interprétable par une
con guration moléculaire.
Conformément à l’ordering de Bogoliubov, nous supposerons que la densité

de probabilité P (x, v, t) relaxe rapidement vers une distribution de Boltzmann
pour la composante d’énergie cinétique, la partie d’énergie potentielle relaxe
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vers l’équilibre chimique i f et cette relaxation peut être modélisée par un
processus Markovien dont nous allons évaluer les probabilités de transition
wi f et wf i.
Considérons la situation illustrée sur la gure 3.8, un pro l de potentiel

U (x) présente deux minimums, en x = xi et x = xf , et un maximum, en
x = x , la barrière d’activation. Au sein de l’un des deux minimums, un en-
semble de N particules est con né et thermostaté à la température T . La dist-
ribution de Maxwell-Boltzmann des vitesses présente une fraction signi cative
de particules capable de franchir la barrière de potentiel entre xi et xf . Le ux
J de particules est nul à l’équilibre entre i et f , conformément au principe du
bilan détaillé, mais au voisinage de l’équilibre il est non nul et décrit l’approche
vers l’équilibre, la relaxation de la situation de non-équilibre. Suivant les dé-
veloppements de la section précédente, nous considérerons cette situation de
non-équilibre dans le cadre d’une équation de Nernst-Planck (3.52), c’est-à-
dire une dynamique décrite par l’équation de Kramers sous l’hypothèse d’un
fort amortissement. Dans le contexte de la réactivité chimique, le modèle de
Kramers ainsi réduit constitue l’équation de Smoluchowski, la dénomination
de Nernst-Planck étant réservée au cas des potentiels monotones en théorie
du transport électrochimique.

U(x)
J

xxi x* xf

T

U(x*)N

U(xi ) U(xf )

U(x)

xxi x* xf

ωi

ω*

ωf

Fig. 3.8 Activation thermique du franchissement d’une barrière de potentiel.

Soit P (x, t) la densité de probabilité décrivant les N particules distribuées
au sein du potentiel U (x). La dynamique d’approche de l’équilibre est modé-
lisée par l’équation de Smoluchowski :

Smoluchowski :
P

t
=

1

m x

dU

dx
P + kBT

P

x
=

J

x
. (3.55)

Le courant de l’état i vers l’état f est alors dé ni suivant la relation :

J
kBT

m

1

kBT

dU

dx
P +

P

x
. (3.56)

Si à l’instant initial t = 0 l’ensemble des N particules est déposé au repos dans
la cuvette de potentiel i au voisinage de xi, alors J présente trois phases d’évo-
lution illustrées sur la gure 3.9. Une phase précinétique consistant en la mise
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à l’équilibre thermodynamique des particules dans l’espace des vitesses, cette
phase précinétique pour la position présente elle-même trois phases au sens
de la hiérarchie de Bogolioubov, ces trois phases sont décrites par l’équation
de Rayleigh décrivant la relaxation en vitesse d’une particule Brownienne.
Lorsque la distribution de vitesses est conforme à la loi de Maxwell-

Boltzmann, au bout d’un temps i, la fraction rapide de cette distribution
explore l’espace x au-delà du voisinage xi et franchit la barrière de potentiel
de hauteur U(x ) U(xi), assurant ainsi un ux unidirectionnel J .
Au bout d’un temps e, la cuvette de potentiel au voisinage de xf est

peuplée et un ux de f vers i se met en place, assurant ainsi le maintien
d’une distribution spatiale conforme à l’équilibre thermodynamique.
Ce scénario de thermalisation, P (x)|t> e

exp U (x) /kBT J |t> e

= 0, au sein du potentiel U(x), est illustré sur la gure 3.9.

J(t)

t

< J >1/ν

τi τe

précinétique cinétique équilibre

x

i i i
f f

xx

f

Fig. 3.9 Courant de relaxation vers l’équilibre entre les deux cuvettes i et f .

La probabilité de transition wi f , décrivant la phase cinétique, peut être
dé nie comme le taux de décroissance d’une population de N particules ini-
tialement déposées au voisinage de x = xi, c’est-à-dire comme le ux de i vers
f à travers la barrière de potentiel U(x ),

wi f
1

N

dN

dt
=

t

x

P (x) dx = J (x ) . (3.57)

Considérons la dé nition de J (3.56) comme une équation di érentielle d’in-
connue P (x), dont la solution est donnée par :

P (x)

exp U(x)
kBT

=
P (xi)

exp U(xi)
kBT

J
m

kBT

x

xi

exp
U (y)

kBT
dy (3.58)

Durant la phase cinétique i < t < e, nous supposerons la cuvette de poten-
tiel f vide et la cuvette de potentiel i à l’équilibre pour la partie au voisinage
de xi,

P (xf ) 0 , P (xi)
exp U(xi)

kBT
x
exp U(y)

kBT
dy
. (3.59)
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Cette hypothèse, xant la valeur de P en deux points, détermine entièrement
la solution du problème et le courant J s’exprime donc suivant :

kBT

Jm
=

x

exp
U (y)

kBT
dy

xf

xi

exp
U (z)

kBT
dz . (3.60)

Au voisinage des fonds de cuvettes de potentiel et au voisinage du sommet de
barrière de potentiel, nous considérons une approximation parabolique illus-
trée sur la gure 3.8.

x xi U (x) = U (xi) +m
2
i

2
(x xi)

2 , (3.61)

x x U (x) = U (x ) m
2

2
(x x )

2 . (3.62)

Ainsi le courant de relaxation J vers l’équilibre est donné par :

kBT

Jm
= exp

U (x ) U (xi)

kBT

×
+

exp
m 2

i (x xi)
2

2kBT
dx

×
+

exp
m 2 (x x )2

2kBT
dx

=
2 kBT

m

1

i

1
exp

U (x ) U (xi)

kBT
. (3.63)

La forme nale de la probabilité de transition, wi f = ( i /2 )exp (U
Ui)/kBT , doit être modi ée car la fréquence de collision utilisée dans

l’équation de Smoluchowski n’est pas la fréquence obtenue par un simple calcul
d’échange d’impulsion lors d’une collision dé nie à partir de la relation (1.42),
mais est la fréquence statistique d’exploration de la cuvette de potentiel. Sous
une hypothèse de cuvette parabolique nous devons donc considérer le modèle
d’oscillateur amorti : md2x/dt2 = m dx/dt m 2

ix
2
i / , où nous

négligeons l’inertie m. Le résultat nal constitue la formule de Kramers :

Formule de Kramers : wi/f f/i =
2 i/f

exp
U (x ) U xi/f

kBT
,

(3.64)
qui décrit la probabilité de transition entre deux états i et f séparés par
une barrière de potentiel de hauteur U (x ) U xi/f et thermalisé à la
température T .
Nous avons considéré dans la relation (3.64) la possibilité de transitions

i f et de transitions f i. Les taux de ces deux transitions se compensent
à l’équilibre,

x xi/f P e (x) = i/f
m

2 kBT

exp
Ui/f + m 2

i/f(x xi/f)
2

2kBT

exp Ui
2kBT

+ exp
Uf
2kBT

(3.65)
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et le principe du bilan détaillé wi f P
e (xi) = wf i P

e (xf ) est donc bien
véri é. Dans le contexte de la cinétique chimique, le pro l de potentiel est
vu comme un pro l d’énergie libre G et l’état x comme un complexe activé
transitoire illistré sur la gure 3.10,

Équilibre chimique : i f i
wi f

wf i

f wi f [Ci] = wf i [Cf ] .

(3.66)
La loi d’action de masses entre les concentrations [Ci] et [Cf ] est alors une
simple conséquence de la relation du bilan détaillé, qui dans ce contexte chi-
mique est appelée relation de De Donder .

G

ΔGfΔGifΔGi

i f

i
f

*

Fig. 3.10 Paysage de potentiel pour un système présentant deux états,
enthalpies d’activation Gf et Gi, et enthalpie de réaction Gif .

On notera que seule la di érence d’énergie entre i et f , Gif , intervient
dans ces relations

[Cf ]

[Ci] eq
= exp

Gif
kBT

(3.67)

wf i

wi f
= exp

Gf Gi
kBT

= exp
Gif
kBT

. (3.68)

Ce modèle de réactivité peut être étendu à une cinétique entre un nombre
quelconque d’états.
Soit un système présentant n états d’énergies plus ou moins stables, c’est-

à-dire un système modélisable par un potentiel présentant n cuvettes et un
certain nombre de sommets illustrés sur la gure 3.11.
L’équilibre de ce système est décrit par n énergies Gi, où nous adopte-

rons G la notation usuelle de la chimie, ces énergies mesurent les niveaux des
fonds de cuvettes par rapport à une référence commune. La dynamique de ce
système est décrite par n (n 1) transitions du type wi j . Parmi ces n (n 1)
coe cients wi f , les relations du bilan détaillé impliquent n (n 1) /2 rela-
tions ; donc, au total, les n + n (n 1) paramètres de description du système
se réduisent [n (n 1) /2 + 1] où le plus 1 correspond à la contrainte de
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normalisation, n + n (n 1) n (n 1) /2 1 = n (n+ 1) /2 1. A une
constante additive près, nous pouvons donc dé nir (i) un ensemble de (n 1)
énergies Gi et (ii) un ensemble de n (n 1) /2 1 énergies d’activations Gij .
La forme générale de la matrice de taux de transition entre états est donc

donnée par une expression du type :

· wk l

· wi j · =

· exp Gkl Gk

kBT

· exp
Gij Gi

kBT
· , (3.69)

où les distributions d’équilibres sont dé nies par P ei = exp Gi/kBT / j exp
Gj/kBT .

G12

G34

G1

G3

G4

Fig. 3.11 Paysage de potentiel pour un système présentant n états.

Les relations de De Donder sont associées aux identités Gij = Gji et la
fréquence est un facteur préexponentiel commun à toutes les transitions.
On notera que les quantité Gij sont fonctions de la hauteur des barrières de
potentiel et des concavités des cuvettes et barrières. Une telle forme fonction-
nelle satisfait le principe du bilan détaillé et permet d’interpréter les énergies
d’activation ainsi introduites.
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Chapitre 4

Flux dissipatifs

‹‹Lorsque j’étais professeur de mathématiques, au collège de Saint-Omer, j’ai connu
des élèves étonnants qui nissaient par résoudre des problèmes très compliqués en
dépit des règles d’usage, comme ça, par malice.››

                                 Journal d’un Curé de Campagne, G. Bernanos.
‹‹Or, pour faire du neuf, il faut d’abord s’instruire.››

                                                       L’Étrange Défaite, M. Bloch.

4.1 Flux et forces thermodynamiques
Deux classes de modèles sont utilisées pour analyser les systèmes de conver-
sion d’énergie, les modèles microscopiques markoviens et les modèles macro-
scopiques de ux couplés. C’est cette deuxième classe qui est présentée dans
ce paragraphe.

4.1.1 Flux d’extensités et gradients d’intensités

Nous avons identi é, dans le chapitre d’introduction, l’existence de ux dissi-
patifs associés aux gradients de variables intensives (1.50). Nous allons étu-
dier dans la suite ces ux décrits par les lois d’Ohm, Fick, Darcy/Poiseuille
et Fourier car ils sont responsables de l’ine cacité de nombreux systèmes
énergétiques.
La loi d’Ohm énonce la proportionnalité entre un ux de charges Je et un

gradient de potentiel (1.63), la loi de Fick entre un ux de particules Jn
et un gradient de densité n (1.61 et 1.46), la loi de Fourier entre un ux
de chaleur Jh et un gradient de température T (1.48) et la loi de Darcy
entre un ux volumique Jv et un gradient de pression P . La loi de Darcy
est une conséquence directe du ux visqueux d’impulsion, (1.43 et 1.44), qui
ralentit les écoulements dans les canalisations (écoulements de Poiseuille) et
les milieux poreux (écoulements de Darcy) par transfert di usif d’impulsion
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des zones rapides, loin des parois xes, vers les zones lentes, au voisinage des
parois xes.

Loi d’Ohm : Je = (4.1)

Loi de Fick : Jn = D n (4.2)

Loi de Fourier : Jh = T (4.3)

Loi de Darcy : Jv P/ (4.4)

On notera le signe moins accompagnant la linéarité entre ux et gradients :
ces ux tendent à lisser les gradients conformément au second principe, le
maximum d’entropie est atteint lorsque les variables intensives sont uniformes
dans l’espace, 0. L’analyse de l’e cacité des systèmes de conversion
d’énergie nécessite l’étude de l’origine de la production d’entropie au sein d’un
dispositif opérant dans un environnement présentant un gradient de pression,
un gradient de potentiel électrique, un gradient de température ou un gradient
de potentiel chimique. La thermodynamique des processus irréversibles, c’est-
à-dire une description en termes de variables macrocopiques uides, ux et
forces, o re un ensemble d’outils et de résultats pertinents pour cette étude
que nous allons présenter dans ce chapitre, retrouvant au passage les lois de
dissipation d’Ohm, Fourier, Fick et Darcy/Poiseuille.

U1 U2T1 T2 V1 V2

P1 P2

T
Fig. 4.1 Non-équilibres thermique et mécanique, échanges de chaleur et de

volume.

Considérons, sur la gure 4.1, un ensemble de systèmes partitionnés en
deux parties homogènes, chaque partie étant en interaction et en équilibre
avec un réservoir xant une variable extensive, température T , pression P
ou variable Z. Par exemple, si nous considérons deux réservoirs de chaleur
présentant deux températures di érentes T1 et T2, un ux de chaleur s’établira
spontanément de la source chaude vers la source froide et l’énergie interne
quittant la partie 1 suivant ce ux se retrouvera intégralement dans la partie
2 conformément au premier principe, dU1+dU2 = 0. Cette conclusion restera
valide pour tout autre type de contraintes relatives aux variables intensives
et tout autre type de ux de variables extensives (dN1 + dN2 = 0), entropie
exceptée.
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Ainsi, la variation d’une variable extensive,X, dans une partie est compensée
intégralement par la variation au sein de l’autre partie, et la variation totale
d’entropie du système diS sera égale à la somme des variations de chaque
partie sous une hypothèse de faible écart à l’équilibre lors des échanges :

Conservation : diX = deX1 + deX2 = 0 , (4.5)

Èvolution : diS = deS1 + deS2 = Z1dX1 + Z2dX2 0 . (4.6)

Deux situations doivent alors être considérées : (i) si les deux variables in-
tensives, Z2 et Z1 ( gure 4.2), décrivant les contraintes appliquées aux deux
parties sont égales, Z2 = Z1, nous sommes en présence d’une situation d’équi-
libre thermodynamique globale et l’entropie est maximum ; (ii) par contre,
si ces deux variables sont di érentes, Z2 = Z1, un ux de la variable exten-
sive conjuguée, X1 et X2, s’établit entre les deux parties et nous sommes en
présence d’une situation de non-équilibre représentée sur la gure 4.2.

X1 X2

Z2Z1

T

S(U)

S = S1 +S2

U = U1 +U2
Fig. 4.2 Relaxation vers l’équilibre de deux systèmes, chacun à l’équilibre

interne mais hors équilibre entre eux.

Cet état de non-équilibre possède une entropie plus petite que la situation
d’équilibre vers laquelle il tend à travers ce ux responsable d’une production
interne d’entropie, diS, qui assure ainsi la croissance de l’entropie vers son
maximum,

Equ. : Z2 = Z1 diS = Z2 (dX1 + dX2) = Z1 (dX1 + dX2) = 0

Non équ. : Z2 = Z1 diS = dX1 (Z1 Z2) = dX2 (Z2 Z1) > 0 (4.7)

Dans ce type de situation de non-équilibre, il est d’usage d’introduire l’a nité,
Z, dé nie comme la di érence entre les contraintes intensives auxquelles est

soumis le système, et le courant, I, dé ni comme le taux de variation temporel
de l’extensité X conjuguée à Z :

Flux thermodynamique : I
dX2
dt

=
dX1
dt

, (4.8)

A nité thermodynamique : Z Z2 Z1 . (4.9)

Pour les situations simples, illustrées sur la gure 4.2, la production d’entropie,
dé nie comme le taux de production d’entropie par unité de temps, est donc
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donnée comme le produit de l’a nité par le courant :

Production d’entropie :
diS

dt

J

K.s
= I

X

s
· Z

J

X.K
. (4.10)

Le passage des systèmes discrets, tels que ceux des gures 4.1 et 4.2, aux
systèmes continus, tels que celui de la gure 4.3, s’e ectue alors de façon simi-
laire (i) au passage de la mécanique des systèmes de points à la mécanique des
milieux continus et (ii) au passage de l’électrodynamique des systèmes discrets
de charges ponctuelles et courants liformes à l’électrodynamique des milieux
continus. A n de construire une modélisation continue de la thermodyna-
mique du non-équilibre, il est nécessaire de distinguer au sein d’un système
trois échelles de longueur : (i) l’échelle microscopique (l’atome), (ii) l’échelle
macroscopique (le système) et (iii) l’échellemésoscopique (la gouttelette uide
des hydrodynamiciens) intermédiaire entre les deux échelles macroscopique et
microscopique (3.1). L’échelle mésoscopique est supposée (i) grande au regard
de l’échelle microscopique pour permettre le lissage des uctuations microsco-
piques, et (ii) petite au regard de l’échelle macroscopique pour donner un
sens à l’usage de bilans in nitésimaux locaux, c’est-à-dire aux opérations de
di érentiation et d’intégration. Sur la base de cette relation d’ordre (3.1), il
est alors possible de considérer le taux de production volumique d’entropie (le
volume étant ici mésoscopique) s, au sein d’un milieu continu, illustré sur
la gure 4.3, en introduisant les gradients de variables extensives, Zj ,
appelées forces thermodynamiques, et les ux d’extensités :

Flux d’extensités : Jxj
Xi
m2 · s

dXi
d dt

, (4.11)

Forces thermodynamiques : Zj
J

Xj ·K ·m
. (4.12)

Nous allons démontrer que l’extension aux milieux continus du taux de pro-
duction d’entropie (4.10), identi é dans le contexte d’un système composé de
deux parties en interactions mutuelles et en équilibre interne, conduit à une
forme bilinéaire positive entre ux et forces :

dS

dxdydzdt
= s

J

K · s ·m3 =
j

Jxj
Xj
m2 · s · Zj

J

Xj ·K ·m
.

Un système continu hors équilibre est modélisé par un ensemble (continu) de
sous-systèmes (mésoscopiques, c’est-à-dire in nitésimaux) localement à l’équi-
libre interne et en interaction ( gure 4.3). Les densités, par unité de volume
x (r, t), ou unité de masse x (r, t), de la variable extensive X sont dé nies
suivant :

Densités extensives volumiques x : X
V

x (r, t) dV , (4.13)

Densités extensives spéci ques x : X
V

(r, t)x (r, t) dV .
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où (r, t) est la densité volumique de masse en un point r à l’instant t.

4.1.2 Échange et production d’entropie

Les relations entre variables intensives entropiques et variables intensives
énergétiques (2.9), sont valides localement : Y (r) = T (r) Z (r).

Σ

Jxi

Jxi

Zi(r) Yi(r)

V

σxi

Fig. 4.3 Partition mésoscopique d’un système inhomogène.

Les représentations entropiques et énergétiques des propriétés d’un système
doivent être considérées dans le cadre des densités d’extensité : S (Xj), U (Xj)
s (xj), u (xj), ainsi :

Zj
S

Xj
=

s

xj
, (4.14)

Yj
U

Xj
=

u

xj
. (4.15)

La distinction que nous avions introduite entre les termes de variations in-
ternes (di) à un système et les termes de variations associées à un échange
avec l’environnement (de) présente un caractère local. Nous pouvons donc int-
roduire le taux de production par unité de volume et unité de temps de la
variable extensive X ainsi que le taux d’échange par unité de surface et unité
de temps, le ux Jx, de la variable extensive X.
Les équations de bilan global, illustrées sur la gure 4.3, s’établissent donc

suivant :

Échange :
deX

dt
Jx · d , (4.16)

Production :
diX

dt V
xdV . (4.17)

En particulier, le premier principe implique u = 0 :

Échange d’énergie :
deU

dt
= Ju · d , (4.18)
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Production d’énergie :
diU

dt
= 0 . (4.19)

et le second principe s 0 :

Échange d’entropie :
deS

dt
= Js · d , (4.20)

Production d’entropie :
diS

dt
=

V
sdV 0 . (4.21)

L’évolution d’une densité x d’extensité X suit une loi de conservation avec ou
sans terme source, x, suivant sa nature.

dX

dt
=

t
V

xdV = Jx · d +

V

xdV
x

t
+ · Jx = x

La forme de cette loi de conservation (ou de production, ou de destruction),
ou équation de continuité, peut être simpli ée si nous considérons un mi-
lieu uide incompressible : x/ t+ · Jx = x. L’expression di érentielle
des représentations entropiques et énergétiques peut ensuite être étendue aux
densités spéci ques :

ds =
j

Zjdxj
s

t
=

j

Zj
xj
t
, (4.22)

du =
j

Yjdxj
u

t
=

j

Yj
xj
t
. (4.23)

Les identités d’Euler U (Xi...) = i YiXi , S (Xi...) = i ZiXi (2.12) de-
meurent pertinentes lorsque nous considérons les ux d’entropie et d’énergie ;
elles permettent de séparer les di érentes contributions associées aux variables
extensives.

Entropie : Js =
j

ZjJxj =
Ju
T T

Jn
T
Je

P

T
JV + ... (4.24)

Énergie : Ju =
i

YiJxi = TJs + Jn + Je + PJV + ... (4.25)

où est le potentiel électrostatique et Je le ux de charge. Partant de la
décomposition (4.24, 4.25) des ux d’énergie et d’entropie comme somme des
ux d’extensités, nous pouvons décomposer le taux de production d’entropie
(4.22) par unité de temps et unité de volume comme la somme de produits
de ux que multiplie leurs intensités conjuguées, (4.22) et (4.24) conduisent
donc à la relation :

xi
t + · Jxi = xi
s
t + · Js = s

s = ·
i

ZiJxi
i

Zi · Jxi .
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Dans le cadre de la représentation entropique tous les xi sont nuls. Un ré-
sultat similaire peut être obtenu en partant de la représentation énergétique,
(4.23) et (4.25). Notons que dans le cadre de cette représentation tous les xi

sont nuls excepté s.

xi
t + · Jxi = xi
u
t + · Ju = 0

T s = ·
i

YiJxi
i

Yi · Jxi

Compte tenu de la relation, · ab = a · b + b · a, l’expression nale
du taux de production d’entropie, ou plus simplement, de la production
d’entropie, se présente comme une forme bilinéaire positive entre ux et
forces thermodynamiques conjuguées.

Représentation entropique : s =
i=u,n,e...

Jxi · Zi (4.26)

Représentation énergétique : T s =
i=s,n,e...

Jxi · Yi (4.27)

Le signe négatif de (4.27) est simplement une conséquence de la relation (2.9).
Le passage de la thermodynamique rationnelle vers la thermodynamique phé-
noménologique, qui considère principalement la distinction entre travail et
chaleur et non les principes de représentation, peut être entrepris suivant
deux conventions : (i) suivant en cela Callen, et la plupart des auteurs, nous
dé nirons le ux de chaleur Jh comme T fois le ux d’entropie Js, ce choix
est conforme à l’application des deux premiers principes aux systèmes fermés
(deU = dQ + dW , deS = dQ/T ) ; (ii) d’autres auteurs, suivant en cela de
Groot, dé nissent le ux de chaleur Jc comme le ux de toutes les énergies
de nature incohérente, par opposition au travail et à sa cohérence.
Ainsi le ux de matière qui transporte, sous forme incohérente (décorrélée),

la fraction potentielle de l’énergie désordonnée échangée, entre dans cette
deuxième dé nition du ux de chaleur, ce choix est conforme à l’application
des deux premiers principes aux systèmes ouverts (deU = dQ + dW , deS =
dQ /T dN/T ) :

Callen : Jh TJs = Ju Jn
i=u,n

YiJxi , (4.28)

De Groot : Jc TJs + Jn = Ju
i=u,n

YiJxi . (4.29)

L’usage de l’une ou l’autre de ces conventions n’introduit pas d’ambiguïté, car
la production d’entropie s est dé nie à partir des couples intensité/extensité
et non à partir du ux de chaleur, ainsi la relation (4.26) conduit aux expres-
sions :
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Callen : s = Jh ·
1

T
Jn ·

T
i

Jxi ·
Yi
T

, (4.30)

De Groot : s = Jc ·
1

T
Jn ·

T
i

Jxi ·
Yi
T

. (4.31)

Ainsi, la di érence d’expression du taux de production d’entropie, résultant
de la di érence de dé nition du ux de chaleur, se réduit à l’intégration de la
température dans le terme de force relative au potentiel chimique et explique
certains désaccords, apparents mais réductibles, entres monographies.

4.1.3 Coe cients cinétiques linéaires

Tout au long des développements précédents, nous avons uniquement fait
usage des propriétés des représentations énergétique U (S, V,N) et entropique
S (UVN) d’un système et des procédures de passage du discret au continu.
L’expression (4.26) donnant la production d’entropie comme une forme

bilinéaire entre forces et ux ne constitue, ni un résultat nouveau, ni une hy-
pothèse nouvelle, mais une simple extension au milieu continu des principes
de la thermodynamique. Ce faisant, nous avons augmenté le nombre de va-
riables car, en plus des densités xi et intensités Zi, nous avons introduit les
ux Jxi .
Dans le contexte d’une construction rationnelle, nous devons établir l’ex-

pression de ces ux en fonction des variables intensives Zi et des forces thermo-
dynamiques Zi. D’un point de vue formel, nous devons établir un nombre
de relations égal au nombre de ux. Une hypothèse, simple et réaliste, de
linéarité entre ux et force :

Jxi ( Z1, ..., Z1, Z2, ...) =
j

Lij (Z1, Z2...) Zj +
jk

Lijk Zj Zk + ... ,

dont le domaine de validité peut être établie dans le contexte de la théorie
cinétique, nous conduit à dé nir un ensemble de coe cients cinétiques Lij
tels que :

Coe cients cinétiques linéaires : Jxi
j

Lij Zj , (4.32)

et dans le contexte (4.10) d’un système partitionné la relation entre courants
IXi et a nités Zj :

Coe cients cinétiques linéaires : IXi =
j

Lij Zj . (4.33)

De nombreuses lois phénoménologiques, découvertes de façons indépen-
dantes tout au long du dix-neuvième siècle, con rment ces relations générales.
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Nous les adopterons donc comme complément axiomatique pour la construc-
tion des modèles décrivant les situations de non-équilibre au sein des milieux
continus inhomogènes et des systèmes partitionnés.
Quatre types principaux de ux doivent être analysés au sein des systèmes

de conversion d’énergie : les ux de charges électriques Je, les ux de chaleur
Jh, et le ux de masses ou d’espèces ; pour ces deux derniers, nous distingue-
rons les ux volumiques d’une espèce majoritaire, Jv, de nature mécanique,
tel qu’un solvant et les ux de particules d’espèces minoritaires, Jn, de nature
chimique, tel qu’un soluté au sein d’une solution ou une population mobile au
sein d’un réseau cristallin ou d’une matrice amorphe.
Les quatre principaux types de gradients o rant la possibilité de convertir

de l’énergie sous forme de travail sont : les gradients de température T , les
gradients de potentiel chimique , les gradients de potentiel électrique
et les gradients de pression P .
Nous avons admis l’hypothèse de linéarité des ux en fonction des forces,

cette relation linéaire ne se réduit pas aux couples de variables conjuguées
intensives-extensives, mais relie chaque ux à l’ensemble des forces. Ces phé-
nomènes de ux conjugués et de ux couplés ont d’abord été découverts expé-
rimentalement au dix-neuvième siècle puis analysés dans le cadre de la ther-
modynamique des processus irréversibles au vingtième siècle.
La relation (4.32), en contexte d’analyse des systèmes de conversion, né-

cessite donc l’identi cation de 16 coe cients.

T 1 P/T /T /T
Jh Loi de Fourier Joule-Thomson E et Peltier E et Dufour
Jv Thermo-osmose Loi de Darcy Électro-osmose Osmose
Je E et Seebeck Courant d’écoul. Loi d’Ohm Courant de di .
Jn E et Soret Osmose inverse Électrophorèse Loi de Fick

(4.34)
Le tableau (4.34) présente la nomenclature des 16 principaux phénomènes
de couplage entre les 4 principaux types de ux et les 4 principaux types de
forces thermodynamiques associés aux propriétés thermoélectriques, électro-
cinétiques, colligatives... de la matière mises en jeux dans les convertisseurs.
La diagonale du tableau (4.34) décrit les ux conjugués, les lois de Fourier,

Fick, Ohm et Darcy, et les éléments non diagonaux, les ux croisés.
Le tableau (4.35) présente la date de la découverte de ces phénomènes

et l’auteur crédité de cette découverte. Ces couplages croisés constituent les
phénomènes physiques de base opérant au sein des systèmes de conversion
directe de l’énergie ; en particulier, les e ets Peltier et Seebeck, mais aussi
le courant d’écoulement, l’osmose... dont les potentialités sont actuellement
explorées dans le cadre de programmes de recherches sur les systèmes énergé-
tiques innovants (energy harvesting systems).
L’étude synthétique de ces 16 e ets ne sera pas entreprise ici où l’analyse

sera restreinte aux propriétés générales de ces coe cients et aux conséquences
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pratiques, dans le contexte de la conversion d’énergie, de ce modèle linéaire
de comportement ux/force au voisinage de l’équilibre.

T 1 P/T /T /T
Jh Fourier 1822 Joule-Thomson 1852 Peltier 1834 Dufour 1873
Jv Reynolds 1879 Darcy 1846, Reuss 1808 Nollet 1748
Je Seebeck 1822 Quinke 1859 Ohm 1826 Dorn 1878
Jn Soret 1880 Knudsen 1907 Reuss 1808 Fick 1855

(4.35)
Ces coe cients cinétiques linéaires, qu’ils soient diagonaux ou croisés, pré-

sentent un certain nombre de propriétés et véri ent un certain nombre de
relations qui découlent pour la plupart du principe de microréversibilité.

<v(t).v(0)>

0

3kBT

τc =ν−1−τc = −ν−1 t

m

vx

vy
Fig. 4.4 Fonction d’autocorrélation des vitesses en fonction du temps t,

temps de corrélation c.

Avant de démontrer les principales relations entre ces coe cients, men-
tionnons le principe de Curie, qui, partant du fait que le groupe de symét-
rie des e ets est toujours un sous-groupe du groupe de symétrie des causes,
énonce que les couplages entres phénomènes ne présentant pas les mêmes rangs
de tensorialité sont absents. Suivant ce principe, une pile électrochimique ne
pourrait être une source de courant électrique, qui est de nature vectorielle,
car la réaction chimique est de nature scalaire à travers l’a nité ; la levée de
ce paradoxe est laissée en exercice au lecteur.
Reprenons l’analyse qui nous a conduit à la relation (1.58) et considérons

une particule dont la position est repérée par le vecteur r et la vitesse par le
vecteur v = dr/dt. Durant un temps t, le déplacement r(t) est dé ni par la
relation :

r(t) =
t

0

v(t )dt r(t)
d r(t)

dt
=

t

0

v(t)v(t )dt . (4.36)

La dérivée temporelle du tenseur carré du déplacement r(t) r(t) sur une
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durée t est donc donnée par :

d ( r(t) r(t))

dt
= 2

t

0

v(t)v(t )dt = 2
t

0

v(t)v(t )d , (4.37)

où nous avons introduit t t . En présence de collisions, ou de uctuations,
la vitesse v(t) est une fonction aléatoire et le déplacement r (t) un processus
stochastique ; ce processus stochastique est stationnaire et nous supposerons
que les deux premiers moments de la fonction aléatoire v(t) véri ent : v( ) =
0 et v(t+ )v(t) = v( )v(0) . La valeur moyenne du carré du déplacement
évolue donc suivant la relation :

r(t) r(t) = 2
t

0

du
u

0

v( )v(0) d . (4.38)

où (i) v(t)v(0) v(0)v(0) = 3IkBT/m pour un intervalle de temps t
beaucoup plus petit que le temps caractéristique de corrélation c, qui est de
l’ordre de l’inverse de la fréquence de collisions ; (ii) v(t)v(0) 0 au-delà de
c. L’allure typique des fonctions de corrélations des vitesses est illustrée sur
la gure 4.4, à l’échelle mésoscopique t >> c et nous pouvons donc prendre
la limite u + dans l’intégrale précédente pour obtenir ainsi le résultat
classique reliant le coe cient de di usion et la fonction d’autocorrélation des
vitesses.
Cette relation constitue la relation de Green-Kubo ou de Kubo. La trace

du tenseur de di usion r(t) r(t) /2t dé nit le coe cient de di usion, et la
relation de Kubo constitue un cas particulier des relations dites uctuations-
dissipation :

Relation de Kubo :
r r

2 t
=

+

0

v( )v(0) d . (4.39)

Notons que ce résultat est semblable à l’évaluation issue de la théorie du libre
parcours moyen (1.61) car +

0
v( ).v(0) d 3kBT/m .

Le principe de microréversibilité appliqué dans le cadre du développe-
ment de Kramers-Moyal nous avait conduit à identi er les relations d’Einstein
(3.48) entre friction et di usion, qui se traduisent par l’identité :

Relation d’Einstein :
r

t
=

H (r)

r
·

+

0

v( )v(0)

kBT
d . (4.40)

Les relations de Kubo et d’Einstein sont relatives aux termes diagonaux as-
sociés au gradient de densité et au gradient de potentiel, les termes croisés
véri ent aussi un certain nombre de relations, les relations d’Onsager . Avant
de démontrer ces relations d’Onsager, notons que les relations (4.40) et (4.39)
conduisent, par simple analogie entre (1.54) et (1.55), aux expressions des coef-
cients des équations cinétiques en fonction de la force aléatoire F(t) agissant
sur une particule :
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v v

2 t
=

+

0

F( )F(0)

m2
d , (4.41)

v

t
=

H (v)

v
·

+

0

F( )F(0)

m2kBT
d . (4.42)

Considérons, sur la gure 4.5, les couples de variables conjuguées exten-
sive/intensive (X,Y ), tels que volume/pression (V, P ), et étudions la relaxa-
tion des uctuations.

t

X(t)

X X +δX

δX(t)

δX

<δX>
Y +δYY

Fig. 4.5 Fluctuations de la variable intensive X et lissage mésoscopique de la
relaxation microscopique.

Soit X = X X0 une mesure de la uctuation d’un ensemble de va-
riables extensives X autour des valeurs d’équilibre X0 ; les X sont conjugués
à l’ensemble des variables intensives Y. Suivant le schéma habituel, explorons
les situations de non-équilibre à partir des propriétés d’équilibre en partition-
nant le système en sous-systèmes, localement à l’équilibre interne, mais hors
équilibre entre eux.
La loi de probabilité P ( X) associée à la uctuation X est donnée par

(2.33), qui, dans ce contexte, constitue la théorie d’Einstein, une extension spé-
ci que des principes d’équilibre aux situations de non-équilibre partitionnées

P ( X) =
( X)

( X) d X
=

exp S( X)
kB

d X exp S ( X) /kB
. (4.43)

L’entropie S ( X) peut être évaluée suivant le développement :

S ( X) = S (0) + X · S

X X=0

+
1

2
X ·

2S

X X X=0

· X+ ... , (4.44)

autour de la situation d’équilibre X = 0. Le terme linéaire de ce développe-
ment est nul car l’équilibre correspond au maximum d’entropie ; ainsi, au
voisinage de l’équilibre, le dé cit d’entropie S ( X) = S ( X) S (0) par
rapport à l’équilibre s’exprime comme une forme quadratique

S ( X) =
1

2
X ·

2S

X X
· X S

X
=

2S

X X
· X . (4.45)
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La matrice X S/ X est proportionnelle à la matrice identité ; en
e et, une intégration par partie conduit directement à la relation :

X
S

X
=

X S
X exp

S( X)
kB

d X

exp S( X)
kB

d X
= kBI . (4.46)

Cette expression (4.46) est le point de départ de l’analyse des symétries des
fonctions de réponses d’un système hors équilibre. Cette analyse nécessite une
hypothèse supplémentaire, l’hypothèse de régression des corrélations d’Onsa-
ger : nous allons supposer, au voisinage de l’équilibre, que le premier moment
des uctuations X (t) évolue suivant une loi simple de relaxation linéaire
dont le coe cient de relaxation est égal au coe cient de relaxation d’un écart
à l’équilibre, macroscopique, imposé au système par un ensemble de cont-
raintes.
La dynamique des uctuations est supposée aussi véri er le principe de mi-

croréversibilité, dont le principe du bilan détaillé (3.17) est une version faible ;
ainsi, la matrice de corrélations des uctuations X (t) X (0) véri e :

X (t) X (0) = X (0) X (t) .

E ectuons la di érence entre les relations :

X (t+ dt) X (0) = X (0) X (t+ dt) ,

X (t) X (0) = X (0) X (t) ,

où dt est un tempsmésoscopique intermédiaire entre les échellesmicroscopique
et macroscopique, (3.1) et (3.3), nous obtenons ainsi :

d X (t)

dt
X (0) = X (0)

d X (t)

dt
.

Introduisons la matrice L des coe cients cinétiques qui assure la production
d’entropie au niveau macroscopique par relaxation linéaire,

d X (t)

dt
L · Y = L · S

X
. (4.47)

L’hypothèse d’Onsager permet alors d’établir la relation :

L · S

X
X (0) = X (0)

S

X
· LT . (4.48)

Or la quantité X S/ X est proportionnelle à la matrice identité I,
(4.46), la matrice L est donc symétrique.

Relations d’Onsager : LT = L (4.49)

Cette conclusion doit être révisée et amendée en présence d’un champ magné-
tique, et est restreinte au domaine linéaire au voisinage de l’équilibre.
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4.2 Conversion d’énergie et transport linéaire

Les systèmes linéaires de conversion d’énergie peuvent être analysés en termes
de ux couplés, c’est cette analyse qui est développée dans ce paragraphe.

4.2.1 Conversion et transport actif

Les systèmes de conversion les plus courants, illustrés sur la gure 4.6, les
machines thermiques, turbines à gaz, à vapeur et moteurs à combustions in-
ternes, o rent la possibilité de convertir de la chaleur en travail mécanique
Wm ; c’est-à-dire, permettent de transférer un uide d’une enceinte basse
pression P1 vers une enceinte haute pression P2, à travers le couplage avec un
ux de chaleur Q, s’écoulant d’une source chaude T1 vers une source froide
T2.

T1

P2

P1

T2

Γ

Wm

Q

Q

Fig. 4.6 Convertisseur thermoélastique : un ux spontané de chaleur
entraîne un ux de masse des basses pressions vers les hautes pressions.

Le ux de chaleur spontanée,Q, assure la conformité globale du système au
principe de croissance de l’entropie. Le ux , interne et entraîné, de matière
des basses pressions vers les hautes pressions, qui ne peut être spontané, est
compensé, en régime stationnaire, par un ux, externe et spontané, des hautes
pressions vers les basses pressions, permettant ainsi l’extraction stationnaire
d’un travail mécanique Wm.
L’un des ux assure la conformité globale avec le second principe, et

l’autre, en conformité avec le premier principe, la conversion. Ce schéma entre
deux ux couplés constitue aussi le principe de base des systèmes de conver-
sion directe d’énergie.
Il est ainsi possible d’envisager sur la gure 4.7 :
• au-elà de la conversion thermique classique : T P Wm,
• les conversions thermoïonique et thermoélectrique : T

We ;
• les conversionsmagnétohydrodynamique et électrohydrodynamique :
P We ;
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• les conversions photovoltaïque et électrochimique :
We ;
• on pourra compléter cette classi cation par la conversion osmotique :

P Wm ;
oùWm représente la puissance mécanique du convertisseur etWe la puissance
électrique du convertisseur.

ΔP

Δφ

P1 P2

φ1 φ2

I

J

ΔT

Δφ

T1 T2

φ1 φ2

I

J

Δμ

Δφ

μ1 μ2

φ1 φ2

I

J

Magn étohydrodynamique
Electrohydrodynamique

Thermo  ïonique
Thermoélectrique

Electrochimique
Photovolta  ïque

Fig. 4.7 Principes des convertisseurs électromécanique, électrothermique et
électrochimique.

Étudions le rendement de conversion d’un ensemble de deux ux couplés
en régime linéaire. En présence d’un unique gradient de variable intensive Z2,
illustré sur la gure 4.8, s’établit un ux, ou courant, de l’extensité conjuguée
I2.

ΔZ2Z2 Z*2

I2

ΔZ2

I2
Transport passif

Fig. 4.8 Transport passif : un ux spontané d’extensité I2 s’écoule suivant le
gradient de son intensité conjuguée Z2.

Sous une hypothèse de linéarité, ce ux est proportionnel à la force ther-
modynamique conjuguée Z2

Transport passif : I2 = L22 · Z2 . (4.50)

Ce type de ux est purement dissipatif, de nature spontanée, et il est une
source d’entropie de valeur s = I2 Z2 0. On dénomme ce régime transport
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passif de la quantité extensive conjuguée à Z2 ; il ne permet pas de construire
un système de conversion de l’énergie.
La situation est radicalement di érente si nous considérons deux ux cou-

plés linéairement :

Transport couplé :
I1
I2

=
L11 L12
L21 L22

· Z1
Z2

. (4.51)

En e et, nous pouvons ainsi créer un régime de transport actif où le ux de
l’extensité de type 2 est forcé contre le gradient de l’intensité Z2.

I2 ΔZ2

ΔZ2

I1

Z*1 Z1

Z2 Z*2

I

V

I2

Courant de court-circuit

Tension en circuit ouvert

Transport actif

I'1

I1

L11

L22
L21

L12

Fig. 4.9 Transport actif et conversion : un ux spontané I1 entraîne un ux
I2 contre son gradient d’intensité conjuguée.

L’existence de ux de chaleur des basses températures vers les hautes
températures, de ux de masse des basses pressions vers les hautes pressions,
de ux de charges des bas potentiels vers les hauts potentiels... ne contredit pas
le second principe de la thermodynamique malgré la destruction d’entropie que
de tels mouvements induisent : I2 Z2 0 ; car, si la production d’entropie
associée à la dynamique des deux ux couplés 1 et 2 produit su samment
d’entropie pour assurer globalement s = I1 Z1 + I2 Z2 0, le second
principe est globalement satisfait.
Le principe de base des systèmes linéaires de conversion, illustré sur la

gure 4.9, est donc de rejeter la production d’entropie s sur un autre ux
couplé pour entretenir un premier ux moteur contre nature. Les systèmes de
conversion de l’énergie en régime linéaire font usage de cette possibilité. Ainsi,
dans une machine thermique linéaire, le ux de chaleur de la source chaude
vers la source froide permet d’entretenir un ux de uide du réservoir basse
pression vers le réservoir haute pression.
En régime stationnaire une turbine établit un deuxième ux du réservoir

haute pression vers le réservoir basse pression pour extraire le ux d’énergie
libre ainsi accessible. La somme de ces transformations produit une quantité
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d’entropie positive dont l’origine est essentiellement le ux de chaleur sous
des conditions idéales.

4.2.2 Machine linéaire ditherme

Sous l’hypothèse de linéarité de la relation ux/forces, la production d’entro-
pie (4.27) devient une forme quadratique (bilinéaire symétrique) des forces.
Le second principe implique un taux de production d’entropie nul ou positif,
la matrice des coe cients cinétiques Lij véri e donc les propriétés classiques
associées aux formes quadratiques dé nies positives. En particulier, pour un
système simple décrit par deux ux et deux forces :

s =
i,j

Lij Zi · Zj 0 L11 > 0, L22 > 0, L11L22 >
L12 + L21

2
.

(4.52)
En e et, soit un opérateur linéaire représenté par une matrice 2 × 2 symét-
rique et présentant deux valeurs propres 1 et 2. Les valeurs propres sont
les racines du polynôme caractéristique obtenu en annulant le déterminant
caractéristique.

A B
D C

A B
B C

= (A ) (C ) B2 = 0 (4.53)

La forme bilinéaire symétrique associée à cet opérateur est donnée par : Ax2

+ 2Bxy + Cy2 où x et y sont les composantes d’un vecteur sur la base
initiale où la matrice n’est pas diagonale. Sur la base des vecteurs propres la
forme biliniaire prend la forme simple : 1x

2 + 2y
2 et la relation 1x

2 +
2y
2 > 0 implique donc 1 2 > 0 et 1 + 2 > 0 qui, au regard du polynôme

caractéristique, se traduit par A + C > 0 et AC B2 > 0, c’est-à-dire,
A > 0, C > 0 et AC B2 > 0. Considérons deux ux couplés ( gure 4.9) et
dé nissons : (i) le paramètre de couplage q, (ii) le facteur d’asymétrie L et
(iii) le rapport de transfert

Couplage : q
L12

L11L22
< 1 , (4.54)

Asymétrie : L
L22
L11

, (4.55)

Transfert :
Z2
Z1

. (4.56)

En régime de transport actif, le ux I2 produit un travail TI2 Z2 à l’extérieur
du système. Dans le même mouvement, le ux moteur interne I1 produit une
dissipation de puissance TI1 Z1,

Transport couplé :
I1
I2

= L11
1 qL
qL L2

· 1
Z1 , (4.57)
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ainsi, l’e cacité de conversion par ux couplés , représentée sur la gure
4.10, est dé nie suivant :

E cacité :
I2 Z2
I1 Z1

= L
L + q

qL + 1
. (4.58)

Son maximum,

L,q

= 0 =
1 q2 1

qL Max ( ) , (4.59)

est une fonction universelle, Max (q), ne dépendant que du paramètre de
couplage q.

Max =
q

1 + 1 q2
(4.60)

Particularisons l’étude au cas d’une machine opérant entre deux réservoirs de
chaleur et deux sources de potentiel électrique a n de convertir l’énergie libre
d’un ux thermique ditherme Is en écoulement de charge Ie contre une chute
de potentiel .

η∗

0,5

− 0,2− 0,6 − 0,4− 0,8 Lδ

q=0,6

q=0,9

q=0,990,75

0,25

q=1

Fig. 4.10 E cacité de conversion pour deux ux couplés linéairement en
fonction de L pour di érents paramètres de couplage q.

La production d’entropie est donnée par l’expression : T s = Is T +
Ie , le rendement thermodynamique par : Ie /T1Is et l’e cacité
du rendement par ux couplés par : Ie /Is T , ainsi :

=
T

T
= Carnot . (4.61)

Les conditions optimales du couplage des ux ( gure 4.10), = 1, conduisent
donc à une conversion présentant le rendement de Carnot, = Carnot.
Ainsi, les résultats des modèles markoviens (3.34) et thermody-

namiques (4.61) convergent pour con rmer le caractère universel
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du rendement de Carnot comme limite supérieure de l’e cacité
de conversion des machines thermiques, limite toujours atteinte à
puissance nulle.
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Chapitre 5

Machines thermiques et
chimiques

‹‹Salviati. - L’activité constante que vous autres vénitiens déployez dans votre
célèbre arsenal est une source inépuisable d’interrogations et de recherches pour
l’esprit curieux, spécialement les travaux impliquant la mécanique. Sagredo. - Tout
à fait. Moi-même, curieux par nature, je visite souvent ce lieu pour le simple plaisir
d’observer.››

                          Discorsi e dimostrazioni matematiche..., G. Galilei.
‹‹Ainsi, les problèmes, y compris les problèmes pratiques, sont toujours théoriques.››

                                                        Unended Quest, K. Popper.

L’énergie, à l’échelle macroscopique, se présente sous deux formes : (i)
cinétique et (ii) potentielle. Cette dualité persiste à l’échelle microsco-
pique où l’agitation thermique relève de la catégorie cinétique et les liaisons,
chimiques et physiques, de la catégorie potentielle.
À la di érence des systèmes à faible nombre de degrés de liberté, où

les transferts et transformations d’énergies cinétique et potentielle peuvent
être envisagés avec une e cacité égale à l’unité, les systèmes présentant un
grand nombre de degrés de liberté ne permettent pas d’envisager des trans-
ferts et transformations e caces. En e et, énergies cinétiques et potentielles
sont distribuées sur un très grand nombre de degrés de liberté mi-
croscopiques et la collecte de cette énergie, cinétique ou potentielle, suivant
un degré de liberté unique et macroscopique, c’est-à-dire la production de tra-
vail, est limitée par le dé cit d’information inhérent à la multiplicité des
con gurations microscopiques en jeux, pour agir e cacement il faut connaître
précisément, ce qui n’est pas le cas pour les systèmes thermodynamiques.
La mesure du degré d’excitation cinétique est donnée par la température, la

mesure du degré d’engagement potentiel est donnée par le potentiel chimique.
Un dispositif convertissant de la chaleur en travail, par prélèvement sur

le ux de chaleur d’une source chaude vers une source froide, s’appelle une
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machine thermique et les limitations que nous venons de décrire trouvent leur
expression quantitative dans la formule du rendement de Carnot.
Un dispositif produisant du travail, à partir d’un ux de particules d’un

réservoir à haut potentiel chimique vers un réservoir à bas potentiel chimique,
s’appelle une machine chimique et les limitations associées à cette conversion
d’énergie potentielle microscopique sont décrites par la formule du rendement
de Van’t Ho .

5.1 Machines de Carnot

5.1.1 Cycle de Carnot

L’e cacité des machines de conversion mécanique, (1.6) et (1.9), peut être
établie sur la base des principes de conservations de l’énergie et de l’impulsion,
ou du moment angulaire. Les e cacités des machines thermiques et chimiques
peuvent aussi être étudiées sur la base du principe de conservation de l’énergie,
complété par le principe de production d’entropie ; cette production étant
supposée minimum pour atteindre le rendement optimal.
Le rendement optimal est associé à un fonctionnement réversible, c’est-

à-dire extrêmement lent pour éliminer les dissipations par friction et viscosité ;
aussi, il correspond de fait à une puissance nulle. Les conditions de fonction-
nement optimal d’une machine thermique, ou chimique, sont donc incompa-
tibles avec les exigences de la conversion e ective d’énergie et l’optimisation
est en général contrainte, de façon contradictoire, à la fois par le minimum de
dissipation et par la production e ective d’une puissance motrice non nulle.
Pour une masse donnée de gaz, le travail de compression pour un gaz froid

est plus faible que pour un gaz chaud, toutes choses égales par ailleurs.
Ainsi, si nous comprimons un gaz froid à basse température et si, au

contact d’une source de chaleur nous le réchau ons, puis si nous e ectuons
une détente, nous récupérons plus de travail que nous en avons fourni durant
la compression. La phase nale consistant à un retour à l’état thermique et
mécanique initial par évacuation de la chaleur prise à la source chaude et non
convertie en travail au contact de la source froide. Nous venons de décrire
le cycle de Carnot d’un gaz, mais l’utilisation d’un gradient de température
entre une source chaude (T1) et une source froide (T2) n’est pas restreinte à
l’emploi des propriétés thermoélastiques d’un gaz et l’on dénomme machine
de Carnot tout implémentation d’un cycle d’états permettant la conversion
d’énergie entre deux sources de chaleur à des températures di érentes et par
extension au sein d’un gradient de température. Le cycle ditherme de Carnot
général, représenté sur la gure 5.1, est constitué par la suite d’étapes sui-
vantes : un système fermé, au contact d’une source chaude de température
T1, reçoit une quantité de chaleur Q1, il e ectue un travail W1 au sein de
son environnement et est isolé thermiquement. Il est ensuite mis en contact
avec une source froide de température T2 et évacue une quantité de chaleur
Q2 vers cette source froide. En n, il reçoit un travail W2 et est isolé a n de
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le restituer dans son état initial et d’e ectuer un nouveau cycle d’échange de
chaleur et de travail.

T

S

T1

T2

T1

T2

T1

T2

T1

T2

T1

T2

Q1

Q2

W2 W1

W1

W2

Fig. 5.1 Cycle de Carnot entre une source chaude T1 et une source froide T2.

Sous l’hypothèse de réversibilité des di érentes étapes décrites précédem-
ment, le terme de production d’entropie est nul et les bilans d’énergie et
d’entropie s’établissent comme suit :

1 er principe : dUi = 0 , dUe =W2 W1 +Q1 Q2 = 0 ,

2 e principe : dSi = 0 , dSe =
Q1
T1

Q2
T2

= 0 .

5.1.2 Rendement de Carnot

Sous une hypothèse de réversibilité du cycle, le rendement Carnot (5.1), dé ni
comme le travail reçu par l’environnement du système que divise la chaleur
extraite de la source chaude, est égal à :

Carnot

W1 W2

Q1
= 1

T2
T1

. (5.1)

Nous avons implicitement supposé le cas d’un moteur convertissant un ux
thermique en travail.
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T1 T2

Q1

W

Q2

Fig. 5.2 Les trois machines de Carnot, voir tableau (5.2).

Mais, considérant la gure 5.2, le cycle de Carnot d’un système peut être
utilisé suivant trois modes :

• les moteurs convertissant de la chaleur en travail;
• les pompes à chaleur convertissant du travail en un ux thermique

d’une source froide vers une source chaude dans le but de réchau er la source
chaude;

• et en n, les machines frigori ques convertissant du travail en un ux de
chaleur d’une source froide vers une source chaude dans le but de refroidir la
source froide.

Les caractéristiques et e cacités de ces trois machines dithermes de Carnot
sont rappelées dans le tableau (5.2).

Moteur thermique Machine frigori que Pompe à chaleur
Travail W < 0 W > 0 W > 0
Chaleur Q1 > 0 Q2 > 0 Q1 < 0
E cacité |W | /Q1 Q2/W |Q1| /W
Carnot 1 (T2/T1) T2/ (T1 T2) T1/ (T1 T2)

(5.2)
Parmi les convertisseurs, les machines dithermes sont les plus courantes et leur
e cacité est en général beaucoup plus faible que la limite de Carnot (5.1),
nous analyserons les causes de ces ine cacités dans la suite.

Le diagramme de la gure 5.3 présente les performances de quelques dispo-
sitifs de conversion directe et indirecte, basés sur l’extraction d’énergie libre
disponible au niveau d’un gradient thermique entre deux réservoirs aux tempé-
ratures T1 et T2.

La source froide étant en général l’environnement, les convertisseurs ma-
gnétohydrodynamiques, à haute température, et thermoélectriques, à faible
température, occupent des positions originales en termes de performances et
seront étudiés dans les chapitres suivants.
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Fig. 5.3 Rendements des machines thermiques réelles, conversions
thermiques indirectes (CTI) et directes.

Exercice : Les moteurs utilisant les propriétés thermoélastiques des gaz
peuvent opérer suivant di érents cycles rappelés par le tableau (5.3).

Cycle Win/Wout Qin Qout
Carnot adiabatique/adiabatique isotherme isotherme

Otto/Beau de Rochas adiabatique/adiabatique isochore isochore
Joule/Brayton adiabatique/adiabatique isobare isobare

Stirling isotherme/isotherme isochore isochore
Ericsson isotherme/isotherme isobare isobare
Diesel adiabatique/adiabatique isobare isochore

(5.3)
Pour les cycles de Otto/Beau de Rochas et de Joule/Brayton, représentés sur
la gure 5.4, démontrer les formules classiques de l’e cacité :

Otto = 1
VC
VB

CP CV
CP

,

Brayton = 1
PC
PB

CP CV
CP

.

Expliquer pourquoi le rendement est inférieur au rendement de Carnot associé
aux températures maximum et minimum atteintes au cours du cycle.
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Fig. 5.4 Cycles Otto/Beau de Rochas et Joule/Brayton.

Exercice : Commenter et analyser la nature, les avantages et les limita-
tions des cycles Diesel et Rankine, représentés sur la gure 5.5.

P

V

P

V

Diesel Rankine

A
DC

B D C

B

L L/G GA

Fig. 5.5 Cycles Diesel et Rankine.

Le cycle Rankine est diphasique, quel avantage y a-t-il à travailler avec le
mélange vapeur-liquide ?

T

S

T1

T3

T2

Fig. 5.6 Machine tritherme.

Exercice : Considérons une machine tritherme de Carnot opérant entre
trois thermostats de températures respectives T1 > T2 > T3. Décrire et ana-
lyser un cycle ampli cateur de chaleur ( gure 5.6) qui, à partir d’un ux de
chaleur spontané entre T1 et T2, utilise la fraction d’énergie libre de ce ux
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pour induire un ux de chaleur de T3 vers T2 tel que la quantité de chaleur
extraite de T3 durant chaque cycle soit supérieure à la quantité de chaleur
extraite de T1 durant chaque cycle, aucun travail n’étant échangé globalement
antre la machine tritherme et l’extérieur durant le cycle. Un tel dispositif am-
pli cateur de chaleur est réalisable car, toutes choses égales par ailleurs, la
chaleur haute température extraite de T1 présente un contenu entropique plus
faible que celle extraite de T3.

5.2 Machines de Van’t Ho

5.2.1 Cycle de Van’t Ho

Le deuxième type de machines classiques permettant la conversion d’éner-
gie est constitué par les machines de Van’t Ho qui opèrent entre deux
réservoirs de matière, (A,B) et (C,D), présentant des potentiels chimiques
di érents.

μ

ξ

NA

W1

W1

W2

μC μD

μA μBaμA+bμB

cμC+ dμD

μC μD

μA μB

μC μD

μA μB

μC μD

μA μB

NB

NDNC

T

T

TT W2

Fig. 5.7 Cycle de Van’t Ho entre réservoirs de particules réactives.

Le cycle extrait (NA, NB) à haut potentiel chimique et rejette (NC , NB)
produits à bas potentiel chimique. Considérons l’équilibre chimique suivant :

aA+ bB cC + dD
NA
a
=
NB
b
=

NC
c
=

ND
d
, (5.4)



138 CHAPITRE 5. MACHINES THERMIQUES ET CHIMIQUES

où est le degré d’avancement de la réaction. Le cycle de Van’t Ho , illustré
sur la gure 5.7, associé à cette réaction est constitué par la suite des étapes
suivantes : un système ouvert, au contact de réservoirs d’espèces A et B de
potentiels chimiques respectifs A et B, reçoit un nombre de moles NA et
NB, il e ectue un travail W1 au sein de son environnement en étant isolé
chimiquement; il est ensuite mis en contact avec des réservoirs d’espèces C
et D de potentiels chimiques respectifs C et D et évacue une quantité de
moles NC et ND dans ce réservoir; en n, il reçoit un travail W2 en étant
isolé chimiquement a n de le restituer dans son état initial et d’e ectuer un
nouveau cycle chimique.
Le travail mis en jeu peut être mécanique en phase gazeuse, résultant

des di érences de pressions partielles des réactifs et produits, ou il peut être
électrique, si les espèces sont chargées et si l’a nité chimique ainsi utilisée
amène des espèces positives vers des hauts potentiels électriques et des espèces
négatives vers de bas potentiels électriques.
Sous l’hypothèse de réversibilité des di érentes étapes décrites précédem-

ment, le terme de production d’entropie est nul et les bilans d’énergie et
d’entropie s’établissent comme suit :

2 e principe : dSi = 0 , dSe = 0 ,

1 er principe : dUi = 0 , dUe = dW + T dSe + dN = 0 .

5.2.2 Rendement de Van’t Ho

Le travail échangé sur un cycle est donc égal à la variation d’enthalpie libre
GaA+bB cC+dD de la réaction ramenée au nombre total de moles associé

au cycle (5.4).

W1 W2 = G = (a A + b B c C d D) (5.5)

En e et, l’échange de travail est relatif à un couple de variables conjuguées
Y et X (pression/volume ou potentiel/charge...) et l’identité d’Euler permet
d’exprimer l’énergie interne : U = Y X + N + TS ; ainsi, l’enthalpie H =
U YX = N + TS, et l’enthalpie libre G = H TS = N .
Toutes choses égales par ailleurs, si la réaction aA + bB cC + dD

était e ectuée sans extraction de travail Y X, l’énergie produite le serait
entièrement sous forme de chaleur QaA+bB cC+dD et dé nirait la varia-
tion d’enthalpie de la réaction HaA+bB cC+dD. L’usage est donc de dé nir
le rendement d’un cycle chimique réversible, à température T constante, le
rendement de Van’t Ho , par le rapport :

V an tHoff
W1 W2

QaA+bB cC+dD
=

GaA+bB cC+dD

HaA+bB cC+dD
= 1 T

S

H
.

(5.6)



5.2. MACHINES DE VAN’T HOFF 139

Pour chaque réaction, les quantités S et H sont données par les tables
thermochimiques entropiques et enthalpiques.

La plus courante des machines de Van’t Ho est la pile à combustible, mais
les cellules photovoltaïques relèvent aussi de cette catégorie car la génération
d’électrons et de trous au niveau de la jonction PN (e + h ) constitue
un mécanisme réactif d’entretien d’un gradient de potentiel chimique ; les
générateurs osmotiques sont aussi des machines fonctionnant sur le gradient
de salinité, c’est-à-dire le gradient de potentiel chimique, relevant de l’analyse
précédente.

Les gradients de potentiel chimique sont en général relaxés par combustion
dans une chaudière pour entretenir un gradient de température et opérer une
machine thermique, un tel dispositif est particulièrement ine cace quoique
fort répandu.
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Fig. 5.8 Rendements de Carnot et de Van’t Ho des machines chimiques
et thermiques usuelles en fonction de la puissance.

La relaxation du gradient de potentiel chimique pour entretenir direc-
tement un gradient de potentiel électrique est nécessairement plus e cace
comme le montre le diagramme de la gure 5.8 illustrant le rendement de
machines, chimiques et thermiques, entretenues par réactions chimiques. La
comparaison et les conditions d’équivalence entre machines thermiques et ma-
chines chimiques seront étudiées à la n de ce chapitre où nous démontrerons
la convergence de V an tHoff vers Carnot.
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5.3 Machines endoréversibles
Les machines thermiques réelles présentent une e cacité inférieure au rende-
ment de Carnot Carnot (5.1), et les machines chimiques réelles une e cacité
inférieure au rendement de Van’tHo V an tHoff (5.6). L’analyse des machines
réelles, c’est-à-dire dont les rendements sont inférieurs aux rendements idéaux
de Carnot et Van’t Ho , révèle un certain nombre de di cultés car peu de
résultats généraux sont disponibles en présence de phénomènes irréversibles.
Le travail, monotherme, maximum, extractible entre deux états i et f d’un
système, est égal à la di érence d’énergie libre,

Wi f |réversible = Fi Ff , (5.7)

pour une transformation réversible entre i et f . Pour les transformations irré-
versibles, la relation de Jarzinsky (2.63) présente un caractère général mais
ne permet pas d’identi er et d’analyser les sources d’irréversibilité :

kBT log exp
Wi f

kBT irréversible

= Ff Fi , (5.8)

où indique une moyenne sur tous les chemins i f , réversibles et irré-
versibles. Notons que cette formule permet de dé nir de façon universelle le
rendement associé à une extraction de travail monothermeWi f {Wi f} :

Wi f

kBT log exp
Wi f

kBT {Wi f}

,

si l’ensemble des possibilités d’extraction {Wi f} est connu.
La théorie des machines thermiques o re une classi cation phénoménolo-

gique des cycles réels opérant entre une source chaude T1 et une source froide
T2, cette classi cation est illustrée sur la gure 5.9.

T

S

T1

T2

T

S

T1

T2

S

T1

T2

réversible endoréversible exoréversible

réel

T

Fig. 5.9 Classi cation des cycles thermiques non idéaux.

Soit une source chaude de température T1, une source froide de tempéra-
ture T2, et une machine thermique opérant entre ces deux sources. Considé-
rons, sur les diagrammes de la gure 5.9, dans le plan température/entropie, le
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cycle de Carnot de surface minimum recouvrant le cycle réel de cette machine ;
il est possible de distinguer (i) les cycles endoréversibles où le dé cit de tra-
vail par rapport à la machine de Carnot correspond aux di érences hautes et
basses entre les deux cycles et (ii) les cycles exoréverssibles où cette di érence
est localisée à droite et à gauche des isentropiques du cycle de Carnot.
Pour les cycles endoréversibles, la source d’irréversibilité est à rechercher

dans le fait que la chaleur extraite de la source chaude est utilisée par le moteur
à une température inférieure à T1 et la chaleur rejetée à la source froide à une
température supérieure à T2. Un modèle de conduction thermique linéaire
conduit alors à l’e cacité de Novikov-Curzon-Ahlborn.
Pour les cycles exoréversibles, c’est l’utilisation de chemins di érents des

isentropiques qui est la source d’ine cacité et nous verrons que l’utilisation
d’isodiabatiques permet d’atteindre le rendement de Carnot par régénéra-
tion, on parle alors de cycle à régénération.
La dé nition de ces deux classes formelles de cycles suppose que l’état de

la machine peut être représenté à chaque instant par un point du plan tempé-
rature/entropie, ce qui n’est pas le cas en général, les classes endoréversibles
et exoréversibles sont donc formelles, mais présentent néanmoins des vertus
pratiques pour décrire le comportement des machines réelles.

T1

W

T3 T4 T2

Q

(a)

(b)

(c)

(a)(d)

Fig. 5.10 Sources de production d’entropie au sein d’une machine ditherme.

Au-delà de ces deux classes formelles, plus spéci quement, trois sources
d’ine cacité, c’est-à-dire d’irréversibilité, sont à l’œuvre au sein d’une ma-
chine ditherme et sont illustrées sur le schéma de la gure 5.10 :
• (a) une partie de la chute de température, entre la source chaude et la

source froide, n’est pas disponible car le transfert conductif de chaleur vers
la machine nécessite un gradient et la source chaude e ectivement couplée
au dispositif de conversion présente une température inférieure à la source
chaude utilisée (T3 < T1), le même problème est observable au niveau du
rejet de chaleur vers la source froide (T4 > T2);
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• (b) et (c) la masse de la structure du système o re un circuit d’écoule-
ment de la chaleur de la source chaude vers la source froide sans conversion
en travail ; le transfert par rayonnement, dans une moindre mesure, est aussi
responsable de ce court-circuit thermique;
• (d) la friction et la viscosité des parties mécaniques internes, ainsi que la

résistivité des parties électriques du dispositif de conversion, sont une source
de production d’entropie associée à la dissipation, c’est-à-dire à la dispersion
de l’énergie dans les multiples degrés de liberté microscopiques du dispositif
ne participant pas à la production de travail.

5.3.1 Machines thermiques endoréversibles

Nous allons évaluer la perte d’e cacité liée : (a) aux di érences de tempéra-
tures des sources chaude et froide e ectives, et (d) à la friction. Considérons
une machine ditherme, suivant le diagramme de la gure 5.11, dont la tempé-
rature de la source chaude est T1 et la température de la source froide T2.

S

T1

W1

T3

T4

T2
T2

T1

T4

T3

g1

g2

Q1

Q2

W2

Q1 = g1 (T1 − T3)

Q2 = g2 (T4 − T2)

C

Fig. 5.11 Cycle thermique endoréversible.

Le transfert de chaleur vers la machine et hors de la machine est de nature
di usif et les quantités de chaleur reçue Q1, puis évacuée Q2, durant un cycle
sont données respectivement par :

Q1|cycle = g1 (T1 T3) , (5.9)

Q2|cycle = g2 (T4 T2) , (5.10)

où g1 et g2 sont les conductances thermiques conformément à la loi de Newton.
La machine opère donc entre une source chaude de température T3 plus froide
que la source chaude de référence et une source froide de température T4 plus
chaude que la source froide de référence.
Le rendement de Carnot réel est donc inférieur au rendement de Carnot

idéal Carnot de la machine opérant entre les deux températures extrêmes
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Carnot = 1
T2
T1

> = 1
T4
T3
. (5.11)

Le deuxième principe de la thermodynamique, sous une hypothèse de ré-
versibilité de la machine ditherme e ective (T3, T4), permet d’exprimer une
première relation entre les quatre températures,

Carnot

dSe = 0 g1
(T1 T3)

T3
= g2

(T4 T2)

T4
. (5.12)

Une deuxième relation est donnée par la dé nition : 1 T4/T3.
L’élimination des deux températures intermédiaires (T3, T4), T3 = g(T1

+ T2/ (1 )) et T4 = g((1 )T1 + T2), entre ces deux équations conduit
à l’expression de la quantité de chaleur extraite de la source chaude Q1 en
fonction du rendement réel , de la conduction e ective g : 1/g 1/g1+1/g2
et des températures nominales des sources :

Q1 = g
T1 T2 T1

1
W1 W2 = g

T1 T2 T1
1

. (5.13)

Ces deux relations sont représentées sur la gure 5.12.

ηηCarnot

g (T1 − T2)
Q1

ηηCarnot

g (  T1 −   T2 )2W1 −W2

ηNCA

Fig. 5.12 Chaleur et travail en fonction du rendement pour un cycle
endoréversible.

Le travail extrait par cycle, W1 W2, présente donc un maximum g( T1
T2)2 pour une valeur de l’e cacité telle que :

d (W1 W2)

d
= 0 T1

2 2T1 + T1 T2 = 0 . (5.14)

Cette valeur est inférieure à l’e cacité de Carnot Carnot et est appelée e -
cacité de Novikov-Curzon-Ahlborn : NCA = 1 1 Carnot = Carnot/2
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+ 2
Carnot/8 + ... :

NCA = 1
T2
T1

Carnot

2
. (5.15)

L’e cacité de Novikov-Curzon-Ahlborn, représentée sur la gure 5.13, est le
rendement de conversion de puissance maximum d’une machine ditherme dont
la seule source d’irréversibilité est constituée par la conduction thermique des
réservoirs vers les échangeurs de chaleur de la machine.
La production d’entropie par cycle associée à cette source d’irréversibilité

est donnée par la relation :

Production d’entropie : g
(T1 T2 T1)

2

T1T2 (1 )
, (5.16)

et s’annule pour le rendement de Carnot mais ce rendement est atteint à
puissance nulle lorsque le ux de chaleur s’annule.

η

ηCarnotηNCA

T2 /T1 1

1

0

0,5

ηCarnot/2

Fig. 5.13 Rendement de Novikov-Curzon-Ahlborn en fonction du rapport
T2/T1.

La friction des pièces mécaniques, au sein même de la machine, est une
deuxième source d’ine cacité ; considérons un dispositif mécanique impar-
fait dont les cycles dans le plan [P, V ] présentent un phénomène d’hystérésis,
représenté sur la gure 5.14, associé à une force de friction interne F = Kv
proportionnelle à la vitesse du mouvement relatif des pièces mécaniques telle
que le piston de surface A assurant la compression et la détente. L’existence
d’une force de friction entraîne une di érence entre la pression exercée par
l’opérateur externe Pe et la pression interne Pi du gaz, cette di érence de
pression, c’est-à-dire de force, étant simplement la force de friction dont le
signe est fonction du sens du déplacement : PeA = PiA fdx/dt. La surface
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de l’hystérésis mesure le travail ainsi dissipé. Le bilan d’énergie doit prendre
en compte le travail de la force de friction fdx/dt :

dW = PdV f
dx

dt
dx W = dW = Q1 Q2 f

dx

dt
dx . (5.17)

Si L/ mesure la vitesse caractéristique du piston en mouvement, le travail
échangé sur un cycle est donné par : W = Q1 Q2 fL2/ , et la puissance
moyenne par l’expression du bilan :

W
=
Q1 Q2

f
L2

2
=

2fL2

Q1 Q2
. (5.18)

Cette puissance présente un maximum pour une durée de cycle et le ren-
dement maximum ainsi obtenu,

H =
W

Q1
= 1

Q2
Q1

f
L2

Q1
= Carnot

2
, (5.19)

est égal à la moitié du rendement de Carnot, comme dans le cas limite en-
doréversible (5.15) précédent.

V

P

Pe

Pi
Pe

F FA

T

Pi

Pe V

Fig. 5.14 Production d’entropie par friction, hystérésis pression/volume.

5.3.2 Cycle exoréversible à régénération

Le défaut majeur des cycles de Carnot à gaz chaud est essentiellement dû
aux très grands taux de compression né cessaires pour obtenir une puissance
signi cative. En e et, les pentes des isothermes et des isentropiques pour un
gaz parfait :

Isotherme :
dP

P
=

dV

V
, (5.20)

Isentropique :
dP

P
=

dV

V
, (5.21)

ne se distinguent que par un facteur voisin de l’unité, aussi l’aire délimitée
par un cycle de deux isothermes (T1, T2) et deux isentropiques (S1, S2) est
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extrêmement petite sur un diagramme de Clapeyron, représenté sur la gure
5.15, et cette aire est précisément le travail moteur pour un cycle.
Un moyen de lever cette di culté est de fermer un cycle construit sur

deux isothermes par deux courbes dites isodiabatiques et non par deux isent-
ropiques. Par dé nition, les isodiabatiques sont une famille de chemins dans
le plan [P, V ] telle que, entre deux températures T1et T2 données, la quantité
de chaleur appelée ou rejetée suivant l’un de ces chemins est indépendante du
chemin suivi.
Ainsi peut-on concevoir des cycles de grandes surfaces composées de deux

isothermes et de deux isodiabatiques et utiliser un système de stockage tem-
poraire de la chaleur, évacuée suivant la première isodiabatique, permettant
de la restituer pour parcourir la deuxième. L’e cacité de Carnot est alors
accessible si aucune source de dissipation n’est à l’œuvre ; ce principe est
celui de la régénération de la chaleur entre deux branches isodiabatiques
du cycle.
Le dispositif associé est un régénérateur et ce type de cycle avec régénéra-

tion est appelé cycle de Stirling. Considérons un gaz parfait dont les chaleurs
spéci ques, CV et CP , sont constantes. L’expression générale de la chaleur
dQ associée à des variations in nitésimales de pression et volume est donnée
par : dQ = dP + dV . Pour le gaz parfait à chaleur spéci que constante :
= TCV /P et = TCP/V .
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B

A

T1

T2

T
T+dT

F(P,V,K)

K1

K2

P

V

T1
T2

S1 S2 StirlingCarnot

Fig. 5.15 Cycles pression-volume de Carnot et Stirling.

Ainsi, si nous considérons les expressions de la chaleur échangée suivant
deux isodiabatiques, K1 et K2 sur la gure 5.15, entre deux températures T
et T + dT , nous obtenons :

dQT T+dT = TCV
dP

P
+ TCP

dV

V
, (5.22)

dQT T+dT = TCV
dP

P
+ TCP

dV

V
, (5.23)
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et l’hypothèse d’isodiabaticité se traduit par la relation :

Isodiabatique : CV
dP

P

dP

P
= CP

dV

V

dV

V
. (5.24)

Or, pour la même variation dT suivant les deux courbes K1 et K2, l’équation
d’état du gaz parfait implique

Équation d’état :
dP

P
+
dV

V
=
dV

V
+
dP

P
. (5.25)

Les capacités calori ques à volume constant et à pression constante étant
di érentes CV = CP :

dP

P
=

dP

P
, (5.26)

dV

V
=

dV

V
, (5.27)

l’intégration de ces deux relations di érentielles conduit aux relations : P =
KP et KV = V . Si nous exprimons une courbe de référence d’une famille
d’isodiabatiques par la relation F (P, V ) = 0, l’équation des autres isodiaba-
tiques est donc donnée par une relation du type :

Isodiabatiques : F
P

K
,KV = 0 . (5.28)

où K est une constante repérant l’isodiabatique au sein de cette famille ainsi
identi ée et dé nie par son élément de référence F (P, V ) = 0. En particulier,
les isochores (Stirling) et les isobares (Ericsson) sont des isodiabatiques pour
le gaz parfait et sont illustrées sur la gure 5.16.
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Fig. 5.16 Cycles température-entropie de Stirling et Ericsson.

L’existence des isodiabatiques étant prouvée, le principe des cycles régénérés
est donc applicable ; mais, la mise au point d’un dispositif de régénération
de faible inertie thermique et présentant une isolation thermique conséquente
par rapport au reste du dispositif constitue l’une des di cultés majeures pour
atteindre le rendement optimal de Carnot suivant cette voie.
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5.3.3 Machines chimiques endoréversibles

La dynamique d’une machine chimique peut être représentée dans le plan po-
tentiel chimique /degré d’avancement de la réaction illustré sur la gure
5.17. Le cycle parfait de Van’t Ho correspond à un rectangle dans ce plan
et les ine cacités peuvent aussi être classi ées suivant le schéma endoréver-
sible/exoréversible.
Par exemple, pour une pile à combustible, la surtension de concentration

correspond aux pertes endoréversibles de potentiel chimique et la surtension
d’activation relève à la fois des catégories endoréversible et exoréversible.
Nous allons considérer le cas d’une surtension de concentration, c’est-à-

dire l’ine cacité, de nature endoréversible, représentée sur la gure 5.18, liée
au fait que les réactifs subissent une chute de potentiel chimique avant la
réaction et les produits de réaction sont rejetés à un potentiel plus haut que
celui des produits naux, ces chutes de potentiel chimique étant associées au
transport di usif de matière vers la zone de réaction depuis les réservoirs de
particules.

aμA+bμB

cμC+ dμD

ξ

réversible surtension de
concentration exoréversible

réel

ξξ

μ μ

Fig. 5.17 Classi cation des cycles chimiques non idéaux.

Ainsi le rendement de conversion est inférieur au rendement de Van’t
Ho V an tHoff (5.6)

V an tHoff =
1 2

H
> = 3 4

H
. (5.29)

La conservation de la masse pour un cycle ( gure 5.18) est éventuellement
modi ée par une stœchiométrie complexe, nous simpli erons donc l’analyse
comme suit.
Chaque prélèvement de N1 = N moles de réactifs pour un cycle est ac-

compagné par un rejet de N2 = N moles de produits et ces ux de matière
sont de nature di usive c’est-à-dire proportionnels à la di érence de potentiel
chimique :

N1|cycle = D1 ( 1 3) = N2|cycle = D2 ( 4 2) . (5.30)

Le travail ainsi extrait durant un cycle W est égal à :

W = N1 3 N2 4 = N ( 3 4) = N 1

N

D1
2

N

D2
. (5.31)



5.4. CYCLES CHIMIQUE ET THERMIQUE ÉQUIVALENTS 149

Introduisons la di usion e ective D : 1/D 1/D1 + 1/D2 telle que :

W =W1 W2 = N 1 2

N

D
. (5.32)

Recherchons le ux N permettant d’obtenir un travail maximum :

dW

dN
= 0 N = D 1 2

2
W = D

( 1 2)
2

4
. (5.33)
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N1 = D1 (μ1 − μ3)

N2 = D2 (μ4 − μ2)

VH

ξ

D1

Fig. 5.18 Cycle chimique endoréversible.

Ainsi le rendement endoréversible optimum pour les machines chimiques
est égal à la moitié du rendement de Van’t Ho .

Rendement endoréversible chimique : opt
W

N H
=

V an tHoff

2
.

(5.34)
Sans établir de classe d’universalité, nous avons néanmoins identi é un fac-
teur un demi entre les rendements idéaux et les rendements opti-
maux sous contraintes réelles. Cette règle se véri e lors de l’analyse spéci que
des systèmes réels, qu’ils soient thermiques ou chimiques.

5.4 Cycles chimique et thermique équivalents
Pour conclure ce chapitre, il est nécessaire d’établir une comparaison entre
machines thermiques et machines chimiques. Une telle comparaison est pos-
sible suivant l’expérience suivante illustrée sur la gure 5.19.
Considérons des réactifs A et B présentant une réaction exothermique vers

C et D : A+B C +D + H.
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Deux possibilités peuvent alors être considérées pour construire un mo-
teur :
• (i) une machine chimique de Van’t Ho (VH) à la température T , rejetant

la quantité de chaleur Q1 et fournissant le travail W1;
• (ii) une machine thermique de Carnot (C) dont le cycle est entretenu

entre une source chaude maintenue à la température T , constituée par une
chaudière chau ée par la réaction exothermique A + B C + D, et une
source froide à la température T .
À chaque cycle, la quantité de chaleur Q2 est extraite de la source chaude

et Q est rejetée vers la source froide permettant la fourniture d’un travail W2

à l’environnement extérieur.

W1

T
Q1 Q2

W2

T*

T

machine chimique machine thermique

A,BC,D

Q
VH C

A,B

C,D

T

Fig. 5.19 Machines chimique et thermique équivalentes.

Pour la machine chimique de Van’t Ho , suivant les deux principes, nous
avons les bilans suivants :

H|VH = Q1 +W1 , (5.35)

S|VH =
Q1
T
. (5.36)

Pour la machine thermique de Carnot, suivant les deux principes, nous
avons les bilans suivants :

S|C =
Q2
T

+
Q

T
= 0 , (5.37)

U |C = W2 +Q+Q2 = 0 . (5.38)

La chaudière à la température T est alimentée en combustible A et B
à la température T et les cendres C et D en sont extraites aussi à T . Cette
chaudière étant parfaite et les opérations réversibles, uniquement la chaleur
Q2, sans aucun travail, est impliquée dans un cycle, ainsi la variation du
potentiel de Massieu-Planck (2.30) G = H (T ) T S (T ) est nulle

G = 0 T (T )
H (T )

S (T )
. (5.39)

Les rendements de Van’t Ho et Carnot sont dé nis par :

V an tHoff
W1

Q1 +W1
=

G

H
= 1 T

S

H
, (5.40)

Carnot

W2

Q2
= 1

T

T
= 1 T

S

H
, (5.41)
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et sont donc égaux.

V an tHoff (T ) = Carnot (T, T ) (5.42)

Dans un monde parfait, les deux méthodes pour relaxer un gradient de
potentiel chimique, chimique et thermique, présentent donc des e cacités de
conversion similaires. La chaleur étant plus di cile à transporter et à ma-
nipuler que les espèces chimiques, il n’est pas surprenant que les machines
chimiques réelles présentent un meilleur rendement que les machines ther-
miques réelles pour des conditions d’entretien et d’environnement semblables
( gure 5.8).
Machines chimiques et thermiques ne constituent pas des catégories abso-

lues mais des points de vue opérationnels d’analyse.

μC

ER

μA

TC

TA
e(VC − VA)

ER

Q W

Fig. 5.20 Générateur thermochimique analysé comme machine chimique et
comme machine thermique.

Considérons par exemple, sur la gure 5.20, une machine constituée de
deux réservoirs de fermions chargés et neutralisés de potentiel chimique A

et C , et de température TA et TC . L’extraction de travail étant associé à
un échange de particules, de C vers A, sous di érence de potentiel chimique,
cette machine est donc chimique. Mais, une di érence de température étant
aussi présente entre les réservoirs, elle peut être catégorisée avec les machines
thermiques. Analysons plus en détail son fonctionnement, a n d’assurer la
réversibilité, supposons l’échange de particule isentropique, ce qui implique
(3.19) de préserver les populations relatives, PC et PA (2.65), des réservoirs
C et A et n’est possible que pour une énergie ER telle que PC (ER, TC) =
PA (ER, TA) :

Isentropique :
1

exp ER C

kBTC
+ 1

=
1

exp ER A

kBTA
+ 1

. (5.43)

Cette condition peut être rendue opérationnelle en construisant un ltre d’é-
nergie sélectionnant les fermions d’énergie ER tel que (ER C) TA = (ER

A) TC .
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En régime stationnaire, cette machine développe une di érence de poten-
tiel électrique VC VA dont le produit avec le courant de particules dé nit
la puissance motrice. Les bilans de travail G et chaleur H associés à l’é-
change d’une particule C A, échange qui peut être aussi considéré comme
une réaction, sont donnés par :

Travail : G = e (VC VA) = A C , (5.44)

Chaleur : H = ER C . (5.45)

Les rendements de Van’t Ho et Carnot sont égaux à :

Carnot = 1
TA
TC

, (5.46)

V an tHoff =
G

H
= A C

ER C

. (5.47)

La condition d’isentropie (5.43) de l’échange de fermions permet d’éliminer le
potentiel chimique au pro t de la température :

ER C

ER A

=
TC
TA

V an tHoff =
(ER C) (ER A)

ER C

= Carnot ,

(5.48)
et nous retrouvons ainsi le rendement de Carnot, comme dans le cas précé-
dent.

μ1T1 T2

T2 T1μ1 μ2

μ2
ΔT

ΔT

Δμ

Δμ

ChaudièreRéacteur

Q

Q

Γ

Γ

Fig. 5.21 Schémas de principes des réacteurs chimiques et chaudières.

La convergence entre les deux dé nitions de l’e cacité n’est pas fortuite
et cette convergence, entre le modèle thermochimique et le modèle markovien
d’échange entre deux niveaux, prouve que quellle que soit la nature du modèle,
il n’y a qu’une e cacité idéale, le rapport du travail maximal sur la chaleur
mise en jeu pour l’extraction de ce travail, que cette chaleur soit une chaleur
de réaction, ou une chaleur sensible, ou une chaleur latente.
Notons, pour conclure, que la machine représentée sur la gure 5.20, n’est

ni une machine de Carnot, ni une machine de Van’t Ho , mais un convertis-
seur thermochimique, un réacteur au sens du génie chimique, transformant
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un gradient de température en un gradient de potentiel chimique, c’est-à-
dire l’opposé d’une chaudière, ces deux types de machines intermédiaires sont
illustrés sur la gure 5.21.
Dans le réacteur, illustré sur la gure 5.21, T1 > T2 et 1 < 2, un écou-

lement de chaleur, Q, suivant une chute de température T , est utilisé pour
produire de l’entropie (satisfaire le second principe) et entraîner et activer
un ux d’espèces chimiques, , contre une chute de potentiel chimique ;
créant ainsi de l’ordre moléculaire, par changement de con gurations molé-
culaires, s’il y a réaction, ou par simple concentration spatiale. Le premier
cas correspond au terme 0 (T ) de la relation (2.82) et le deuxième au terme
kBT logN/V de la relation (2.82). Dans la chaudière, illustrée sur la gure
5.21, T1 > T2 et 1 < 2, une réaction, , suivant une chute de potentiel
chimique , est utilisée pour entretenir un gradient de température entre
l’environnement et la chaudière. La chaleur Q n’est pas puisée au sein de l’en-
vironnement à la température T1, mais résulte du con nement de la chaleur de
réaction. Si nous considérons un ux de chaleur Q de T2 vers T1, le dispositif
schématisé n’est plus une chaudière, mais un réfrigérateur à adsorption.
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Chapitre 6

Conversion
magnétohydrodynamique

‹‹Die mathematische Naturwissenschaft ist eine wundervolle Technik, um Induktio-
nen von einer Leistungsfähigkeit, von einer Wahrscheinlichkeit, Genauigkeit, Bere-
chenbarkeit zu machen, die früher nicht einmal geahnt werden konnten.››
Die Krisis des Europäischen Menschentums und die Philosophie, E. Husserl.
Susanna. - Ed hai coraggio di trattar scherzando un negozio si serio?

6.1 Conversion électrohydrodynamique
Les convertisseurs électro/magnéto-hydrodynamiques (EHD/MHD) permet-
tent d’illustrer les principes mis en œuvre au sein d’un système de conversion
directe d’énergie, en particulier l’utilisation de l’énergie libre pour la sépara-
tion et la collecte des charges.

ρu

P1 φ1

P2
J

φ2

J

J

ρu
Fig. 6.1 Convertisseurs pression/potentiel électrique, MHD et EHD.

Au-delà de cet aspect pédagogique, les générateurs MHD o rent aussi
un potentiel unique d’extraction d’enthalpie à haute température d’e cacité
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élevée. Pour préparer leur étude, nous commencerons par décrire les géné-
rateurs EHD dont le potentiel technique est beaucoup plus limité, mais le
fonctionnement plus simple.
Au sein d’un générateur EHD, représenté sur la gure 6.1, un écoulement

gazeux neutre, de vitesse u, entraîne une population ionique, par friction
collisionnelle, contre une chute de potentiel 2 1 > 0 ; construisant ainsi
un schéma de génération électrique simple : à l’intérieur du générateur, les
charges remontent le potentiel par couplage à l’écoulement gazeux neutre et
à l’extérieur le courant de charges J s’établit suivant la chute de potentiel au
sein d’un récepteur de puissance.
Considérons deux réservoirs de pressions, de pressions respectives P1 > P2.

La di érence de pressions entre ces deux réservoirs peut être relaxée par un
écoulement des hautes pressions vers les basses pressions, l’énergie cinétique
d’un tel écoulement peut être convertie en énergie électrique à travers l’utili-
sation d’une turbine et d’une génératrice électrique ; mais, un système, plus
simple, de conversion électrohydrodynamique directe peut aussi être envisagé.

6.1.1 Modèle de Townsend des décharges

Considérons le schéma de la gure 6.2, dans ce générateur électrohydrodyna-
mique, l’écoulement de vitesse u, entre les réservoirs de pressions P1 et P2,
traverse une décharge électrique (D), c’est-à-dire un gaz faiblement ionisé.
Les ions et électrons de la décharge sont continuellement produits à travers
le mécanisme d’ionisation par impact électronique que nous étudierons dans
la suite et sont continuellement entraînés vers une grille métallique G où les
électrons sont immédiatement cédés au métal et l’écoulement devient ainsi un
écoulement purement ionique de charge positive.
Le courant ionique entre la grille G et la cathode C, de nature convective,

est moteur relativement au circuit électrique extérieur, ce circuit est fermé à
l’extérieur du générateur sur une charge parcourue par un courant électro-
nique récepteur de la puissance électrique ainsi produite. L’analyse d’un tel
schéma de conversion nécessite, dans un premier temps : (i) l’évaluation des
conditions de production d’une population ionique signi cative au sein de la
décharge électrique amont (D), (ii) ainsi que la spéci cation de la tension
maximale entre la grille G et la cathode C a n que l’espace inter-électrode
ne soit pas sujet à un claquage, c’est-à-dire à une ionisation massive due au
champ de charge d’espace ionique E.
Ces deux problèmes n’en forment en fait qu’un : le problème de la tension

critique d’amorçage d’une décharge électrique dans un gaz entre deux élect-
rodes planes ; ce problème, très général, peut être modélisé à l’aide des deux
coe cients de Townsend, et que nous dé nirons, et la loi de Paschen o re
une réponse, simple et conforme à l’expérience, à cette question.
Notons l’existence d’une deuxième classe de générateurs opèrant aussi sui-

vant le principe de la génération de tension par entraînement mécanique de
charges, les générateurs électrocinétiques ; la séparation de charges est
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ici obtenue à travers le phénomène de polarisation d’une solution électroly-
tique au voisinage d’une paroi et l’apparition d’une chute de potentiel dans la
direction perpendiculaire à cette paroi. Un écoulement peut alors être généré
par di érence de pressions, puis une fraction de l’énergie libre ainsi disponible
au sein de ce déséquilibre convertie en une tension électrique, la tension d’é-
coulement, en balayant la zone non neutre au voisinage de la paroi. Ce type
de générateur est actuellement l’objet de recherches actives dans le domaine
de la micro uidique.

P2

C

I

V

E
u

G

EP1

D

u
P

-

- -

- -
-

Fig. 6.2 Écoulement et chute de potentiel dans un convertisseur EHD.

Le phénomène d’ionisation non thermique, par impact électronique, est
caractérisé par un coe cient : le premier coe cient de Townsend, (E,P ),
dé ni comme le nombre moyen de paires électron-ion créées, par unité de
longueur, par un électron soumis au champ électrique E sous une pression de
gaz neutre P .

Coef. de Townsend :
[Nombre d’ionisations par unité de longueur]

[Nombre d’électrons]
(6.1)

Le premier coe cient de Townsend décrit donc la génération d’une avalanche
électronique élémentaire illustrée sur la gure 6.3 : 1 électron 2 électrons
4 électrons 8 électrons ... . Un modèle de libre parcours moyen permet

d’évaluer ce premier coe cient d’ionisation comme suit. Un électron pourra
ioniser un atome si son énergie cinétique est supérieure à l’énergie d’ionisation
I du gaz neutre de pression P . L’énergie nécessaire à la création d’une paire
électron-ion est fournie par l’accélération des électrons libres due au champ
électrique car la température des particules neutres est de l’ordre de 1/40 eV
et I de l’ordre de 20 eV. Entre deux collisions, un électron, de charge e, par-
courant une distance x, doit acquérir une énergie I, la condition d’ionisation
est donc : eEx > I.
La dynamique de l’électron est constituée par une série de mouvements

libres interrompus par des collisions : libre parcours/collision/libre parcours/
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collision/libre parcours/... ( gure 1.24). Introduisons une loi de probabilité
décrivant la probabilité pour qu’un libre parcours ait une longueur x, appe-
lons cette probabilité p (x). Sur un parcours in nitésimal dx, la probabilité
de collision est proportionnelle à dx et la probabilité de non-collision, corres-
pondant à l’événement complémentaire, est donc donnée par 1 moins cette
probabilité de collision ; en e et, il n’y a que deux possibilités : collision
ou libre parcours. Indépendamment de toute considération dynamique sur
la nature exacte des collisions, p (x) véri e donc : p (dx) = 1 dx/ où
est le libre parcours moyen. La probabilité d’un libre parcours sans collision
de longueur dx1 + dx2 + dx3 est donnée par le produit p (dx1) p (dx2) p (dx3)
car les di érentes sections de ce libre parcours constituent des événements
indépendants, c’est une hypothèse markovienne, p(dx1 + dx2 + dx3) = (1
dx1/ ) (1 dx2/ ) (1 dx3/ ). Considérons maintenant une distance nie
x, décomposons la en une somme de S segments in nitésimaux de longueurs
dx tels que x = Sdx.

dx

1 + α(E,P) dx

1

E

P

[V/cm.torr]

[cm.torr]–1

10–1 Ne

Ar

Kr

Xe

α/P

E/P10210

10–3

Fig. 6.3 Avalanche électronique et coe cient pour les gaz rares

Les arguments précédents permettent alors d’établir la loi de probabilité
des libres parcours,

p (x) = 1
x

S

S

S +
exp

x
. (6.2)

Le résultat nal est donc une loi de décroissance exponentielle. Pour acquérir
une énergie cinétique égale à I, et induire ainsi une réaction d’ionisation par
impact électronique, un électron doit être accéléré par un champ électrique
E sur une longueur x = I/eE. La probabilité, dP, de réalisation d’un libre
parcours de longueur x = I/eE, suivie d’une collision ionisante, est le produit
de la probabilité d’un libre parcours d’accélération x = I/eE que multiplie
la probabilité d’une collision dans la section nale du parcours dx ; les deux
événements étant indépendants,

dP = exp
x

x = I/eE
Probabilité de libre parcours x=I/eE

× dx

Probabilité de col lision

. (6.3)
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En toute rigueur, il serait nécessaire de distinguer le libre parcours pour le
transfert d’impulsion et le libre parcours pour l’ionisation. Mais, ces deux
quantités sont du même ordre de grandeur pour les électrons de quelques
dizaines d’eV. Considérons maintenant N électrons entrant dans une tranche
dx du plasma ; une fraction signi cative de ces électrons a été accélérée au-
dessus du seuil d’ionisation I et va donc déclencher une avalanche électronique.
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Fig. 6.4 Loi de Paschen ( et ) au sein des générateurs EHD et courbe
universelle de claquage : tension V en fonction du produit pression×distance

interélectrodes Pd.

À la sortie de la tranche dx, le nombre d’électrons sera N + dN où dN
= NdP. Le processus de multiplication électronique en présence d’un champ
électrique est donc décrit par la relation :

dN

dx
N = N

dP
dx

=
exp I

eE , (6.4)

dé nissant ainsi le premier coe cient de Townsend. L’usage est d’exprimer le
libre parcours moyen en fonction de la pression P car 1/P , et de dé nir
les constantes A et B telles que :

Premier coe cient de Townsend :
P
= A exp

B

E/P
. (6.5)

Malgré la simplicité du modèle construit ici pour élaborer cette formule, ce
type de dépendance fonctionnelle est e ectivement observé expérimentale-
ment ; la gure 6.3 présente un ensemble de données pour les gaz rares
conforme à la formule précédente.
Le premier coe cient de Townsend permet de quanti er le phénomène

d’ampli cation de l’ionisation induite par un champ électrique ; c’est-à-dire
d’avalanche résultant d’un électron, mais il ne permet pas d’expliquer l’exis-
tence de décharges stationnaires autonomes en régime continu. En plus d’un
phénomène d’ampli cation, un phénomène de régénération est nécessaire à
l’entretien d’une décharge dans un volume ni car les charges sont ultimement
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collectées à l’anode et à la cathode. Ce phénomène de régénération existe et
est décrit par le deuxième coe cient de Townsend . Considérons une dé-
charge entre une cathode et une anode, illustrée sur la gure 6.4. Lorsqu’un
ion arrive sur la cathode, il peut expulser un électron secondaire par conver-
sion de ses énergies cinétique et potentielle, le nombre d’électrons secondaires
pour un ion incident dé nit le coe cient .

Deuxième coe cient de Townsend :
[Nombre d’électrons secondaires]

[Nombre d’ions incidents]
(6.6)

Les deux coe cients d’ionisation de Townsend, et , permettent d’établir
les conditions d’entretien d’une décharge comme suit. Chaque électron quit-
tant la cathode induit une avalanche décrite par N(x), le nombre d’électrons
à une distance x de la cathode N (x) = exp x. Au niveau de l’anode arrivent
donc exp d électrons. Chaque électron quittant la cathode, et terminant son
transit sur l’anode, génère ainsi exp d 1 électrons et ions. Les exp d 1
ions ainsi générés arrivent sur la cathode et en extraient (exp d 1) élect-
rons secondaires. Cette deuxième génération d’électrons issus de la cathode
va développer un processus d’avalanche. L’électron unique initialement issu
de la cathode est donc la source d’une multiplicité de générations :

1 exp d 1

Première génération

(exp d 1) exp d

Deuxième génération

2 (exp d 1)
2
exp d

Troisième génération

... .

(6.7)
Cette série géométrique décrivant la liation d’un électron unique issu de la
cathode peut être sommée (1 + u + u2 + u3 + ... = 1/1 u où u = (exp d
1) ) et le résultat nal donne le coe cient d’ampli cation de la décharge

compte tenu des processus primaires et secondaires ,

1
exp d

1 (exp d 1)
. (6.8)

Lorsque le dénominateur devient nul, nous sommes en présence d’un phé-
nomène de claquage c’est-à-dire de transition entre une phase faiblement
conductrice vers un gaz ionisé bon conducteur (1 électron + électrons).
Le courant dans la décharge n’est limité que par la résistance extérieure et au-
cun apport de charges extérieures n’est nécessaire à l’entretien de la décharge.
La condition d’auto-entretien de la décharge, ou condition de Townsend, s’é-
crit donc : (E,P ) d = log(1 + 1/ ). Attachons-nous, maintenant, à l’étude
des dépendances paramétriques du critère de Townsend. En e et, nous avons
obtenu l’expression du coe cient en fonction de la pression du gaz neutre
P et du champ électrique V/d. Sur la base de cette expression du premier
coe cient de Townsend, il est possible d’exprimer la tension de claquage en
fonction du produit Pd,
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(V/d, P ) d = log 1 +
1

APd exp
BPd

V
= log 1 +

1
. (6.9)

L’usage est d’introduire le potentiel minimum de claquage V et le produit
pression×longueur critique Pd : V B exp (1) log(1 + 1/ ) /A et Pd
exp (1) log(1 + 1/ ) /A, a n d’exprimer la tension de claquage sous une

forme universelle.

Loi de Paschen :
V

V
=

Pd
Pd

1 + log Pd
Pd

(6.10)

La représentation graphique de cette loi, dite de Paschen, est appelée courbe
de Paschen. La courbe de Paschen universelle est représentée sur la gure 6.4
et les valeurs spéci ques des deux coe cients V et Pd pour l’air sont 327 V
et 0, 56 torr×cm. L’existence d’un minimum s’interprète aisément en remar-
quant qu’à distance interélectrodes et tension données, à basse pression, le
libre parcours des électrons est très long et les probabilités de collisions ioni-
santes donc très faibles. Par contre, à haute pression, les électrons ne peuvent
acquérir l’énergie d’ionisation entre deux collisions ; entre ces deux extrêmes,
également défavorables au développement de l’ionisation, il est possible de
trouver un compromis optimal assurant le claquage. Sur le schéma de la -
gure 6.4, pour la partie D, Pd et V sont sur la courbe de Paschen, et pour la
partie GC, PL et U sous la courbe de Paschen ( gure 6.4).

6.1.2 Générateurs électrohydrodynamiques

Considérons l’étage actif d’un convertisseur électrohydrodynamique schéma-
tisé sur la gure 6.5. Un écoulement de particules neutres, de vitesse u suivant
l’axe des x et de densité volumique de masse nm, entraîne une population io-
nique de densité ni et de vitesse vi, engendrant ainsi un courant électrique de
nature convective entre une grille G et une cathode C où ces ions sont neut-
ralisés par un courant de nature électronique au niveau de la surface du métal
constituant la cathode C. Ce courant électronique est égal au courant ionique
et permet d’assurer un régime stationnaire d’écoulement dans un circuit exté-
rieur ainsi alimenté en puissance par le générateur électrohydrodynamique.
Entre les deux électrodes G et C, un champ électrique E, dû à la charge

d’espace ionique, inhibe le courant ionique de vitesse vi et de densité ni ;
en retour ce champ électrique ralentit l’écoulement du gaz neutre couplé à
l’écoulement ionique par la friction collisionnelle.
Introduisons les fréquences de collisions, mi et im (1.42), le taux de

transfert d’impulsion, par unité de volume et unité de temps, de la population
ionique vers la population neutre est donné par : im nim(vi u). Le
taux de transfert d’impulsion, par unité de volume et unité de temps, de la
population neutre vers la population ionique est donné par : mi nm(u
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vi); la conservation globale de l’impulsion implique : minm(u vi) +
imnim(vi u) = 0.
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ne(x)

x

x =0
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E(0)

x = L
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-

Fig. 6.5 Champ et densités électronique et ionique au sein de la section
génératrice.

Les équations de conservation de la charge des ions et de la masse des
neutres sont données par :

Conservation de la masse :
dnu

dx
= 0 , (6.11)

Conservation de la charge :
dnivi
dx

= 0 . (6.12)

La conservation de l’impulsion est décrite par les équations d’Euler relatives
aux vitesses ionique et neutre, complétées par les termes de friction traduisant
le transfert d’impulsion entre les deux espèces, friction résultant des collisions
au niveau macroscopique. Le terme de force de Coulomb pour les ions traduit
le couplage champ électrique/charges,

Impulsion des neutres : nmu
du

dx
+
dP

dx
= minm (u vi) ,

Impulsion des charges : nimvi
dvi
dx

+
dPi
dx

= niqE imnim (vi u) ,
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où P et Pi sont les pressions de neutres et d’ions. Le couplage au champ élect-
rique est aussi un couplage (non local) entre ions car le champ est d’origine
ionique et satisfait l’équation de Poisson :

Équation de Poisson :
dE

dx
=
q

0
ni . (6.13)

où la densité volumique de charge est égale à qni. La pression ionique Pi est
beaucoup plus faible que la pression neutre P et l’écoulement est stationnaire
et de section constante, du/dx 0. Ainsi, les termes inertiels participent peu
à la conversion d’énergie et la dynamique peut être approchée par un modèle
quasistatique,

Impulsion des neutres :
dP

dx
minm (u vi) , (6.14)

Impulsion des charges : niqE imnim (vi u) . (6.15)

L’élimination de la friction entre les deux équations d’Euler ainsi simpli ées
conduit à un bilan de forces où la pression cinétique neutre égale la pres-
sion électrique, la conversion électrohydrodynamique est donc un processus
de transfert de pression du uide neutre vers le champ :

dP

dx
= niqE

dP

dx
=

0

2

dE2

dx
P (x) P (0) =

0

2
E2 (x)

0

2
E2 (0) .

(6.16)

6.1.3 E cacité de conversion EHD

La puissance mécanique (ramenée à l’unité surface perpendiculaire à l’axe des
x) prélevée sur l’écoulement neutre par le couplage ionique/électrique, Win,
est essentiellement due à la chute de pression au sein du système,

Win

L

0

dP

dx
udx = [P (0) P (L)]u . (6.17)

La chute de pression cinétique étant égale à la variation de pression électrique :
Win = 0[E2 (0) E2 (L)]u/2.
Le bilan de puissance du convertisseur nécessite l’évaluation du champ

électrique entre la grille en x = 0 et la cathode en x = L. L’intégration de
l’équation décrivant la conservation de la charge implique la constance de la
densité de courant électrique J .
Ainsi, l’introduction de la mobilité ionique = q/m im permet d’exprimer

la vitesse ionique comme la somme de la vitesse d’entraînement par les neutres
plus l’entraînement par le champ :

Conservation de la charge : J = qnivi , (6.18)

Conservation de l’impulsion : vi = u+ E , (6.19)

Équation de Poisson :
dE

dx
=
q

0
ni . (6.20)
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Nous obtenons un système de trois équations à trois inconnues, éliminons la
vitesse ionique et la densité ionique puis exprimons le champ en fonction du
courant et de la position :

J = 0
dE

dx
(u+ E)

Jx

0
= u [E (x) E (0)] +

2
E2 (x) E2 (0) .

(6.21)
Introduisons le paramètre de glissement ionique, dé ni comme le rapport
de la vitesse d’entraînement par le champ sur le double de la vitesse d’entraî-
nement par les neutres.

Glissement ionique :
E (0)

2u
(6.22)

Le champ normalisé à son amplitude à l’entrée du convertisseur, (x) E (x)/
E (0), prend des valeurs comprises entre 0 et 1,

Jx

0uE (0)
= [ (x) 1] 2 (x) 1 , (6.23)

et peut être exprimé en fonction de la variable x/L et du paramètre (L)

x

L
=
1 (x)

1 (L)

1 [1 + (x)]

1 [1 + (L)]
. (6.24)

La gure 6.6 donne l’allure typique des courbes (x) pour di érents pa-
ramètres et (L).
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0,80,60,40,2

0,6

0,8

ε

γ = 0,5

γ = 0,25

γ = 0,25

ε(L) = 0,3

ε(L) = 0

x/L
Fig. 6.6 Champ électrique normalisé dans la section génératrice.

La tension V à l’intérieur du convertisseur est égale à la circulation du
champ et cette intégrale peut être paramétrée par :

V E (0)
L

0

(x) dx =
0uE

2 (0)

J

(L)

1

d d 2

=
0uE

2 (0)

J

2 (L) 1

2
2

3 (L) 1

3
. (6.25)
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Ainsi, la puissance délivrée au circuit extérieur Wout n’est fonction que des
valeurs du champ en x = 0 et x = L pour un glissement ionique et une
vitesse d’écoulement des neutres u donnés,

Wout JV =
0 E

3 (0)

2

2 (L) 1

2
2

3 (L) 1

3
. (6.26)

Un optimum est atteint pour un champ de sortie nul :

(L) = 0 Wout = 0
E3 (0)

2

2

3

1

2
. (6.27)

et pour un glissement ionique = 0, 5 qui correspond à une population io-
nique au repos maximisant le transfert d’impulsion par friction. La limite de
claquage pour l’écoulement neutre peut être étudiée sur la base de la loi de
Paschen (6.10),

V

V
=

PL
Pd

1 + log PL
Pd

V

PL

V

Pd
. (6.28)

La mobilité étant une fonction décroissante avec la densité, le produit P est
une constante et, pour = 0.5, la loi d’échelle décrivant la limite de claquage
au sein du convertisseur, entre G et C, est donc simplement :

W = 0
E3 (0)

6
0 P

V 3

6P 3L3
P 2 0P

2 ( P )
V

Pd

3

. (6.29)

Les valeur de (V /Pd )
3 pour l’air permettent donc d’envisager des densités

de puissance de l’ordre du MW/m3, le claquage dû au champ de charge d’es-
pace ionique n’est donc pas le processus limitant des générateurs EHD. La
puissance hydrodynamique entrante dans le système (6.17), divisée par la
puissance électrique transmise au circuit (6.27), dé nit l’e cacité du dispo-
sitif :

[ (L) , ]
Wout

Win
=

4
3(L) 1
3

2(L) 1

1 2 (L)
=
1

3
. (6.30)

La valeur maximum de l’e cacité, obtenue pour un champ nul en sortie de
canal et = 0, 5, vaut donc : = 1 4 /3 = 1/3. De nombreuses réalisa-
tions de générateurs électrohydrodynamiques ont été étudiées en laboratoire,
des rendements de l’ordre de la dizaine de pourcent ont été obtenus. Mais,
malgré ces performances encourageantes, l’attention s’est portée ces derniers
temps sur les générateurs électrocinétiques qui opèrent en phase liquide et ne
nécessitent pas un étage d’ionisation amont, la séparation de charges étant
spontanée au niveau de la paroi con nant l’électrolyte et non induite.
La source d’énergie libre mise en jeu au sein d’un générateur magnéto-

hydrodynamique est de nature similaire à celle opérant dans les générateurs
électrohydrodynamiques, il s’agit d’un gradient de pression, P1 > P2, relaxé à
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travers un écoulement en régime stationnaire de vitesse u. Le couplage entre
l’écoulement du gaz neutre de vitesse u et un courant électrique J est aussi
semblable au cas électrohydrodynamique. Ce sont les collisions, modélisées
par un terme de friction, qui assurent le transfert d’impulsion du gaz neutre
vers les électrons et les ions. Les similarités s’arrêtent ici.
D’une part, dans un générateur MHD, la composante non neutre est un

plasma où électrons et ions sont en proportions égales ; ainsi les problèmes
de la limite de charge d’espace et de claquage sont absents. La séparation de
charges n’est pas une conséquence de l’a nité chimique des électrons pour les
métaux à l’entrée du canal, mais est le résultat de la force de Laplace générée
par le champ magnétique appliqué B au sein du canal.
D’autre part, dans un générateur MHD, le gaz est à haute température

et l’ionisation est de nature thermique, ainsi, le problème de la production
d’espèces chargées se réduit au problème de la production de hautes tempéra-
tures. Ce dernier point peut sembler une source potentielle de désavantages, il
n’en est rien, car la formule du rendement de Carnot (5.1) conduit vers l’usage
de gaz hautes températures pour l’obtention de rendements de conversion im-
portants.

uP1

φ1

P2

φ2

J

B

J

Fig. 6.7 Couplage MHD vitesse d’écoulement u/courant électrique J.

En n, conséquence de l’utilisation de la force de Laplace, les orientations
relatives de la vitesse de l’écoulement u et du courant électrique J sont di é-
rentes dans les générateurs MHD, illustrés sur la gure 6.7, et EHD, illustrés
sur la gure 6.1 :

MHD : J · u 0 , EHD : J× u 0 .

Cette di érence d’orientation permet de s’a ranchir du système de grilles
interceptant l’écoulement et la collecte de charges s’e ectue par un système
de deux électrodes tangentes à l’écoulement du gaz haute température.



6.2. MODÈLE D’ALFVEN-SAHA DES PLASMAS 167

6.2 Modèle d’Alfven-Saha des plasmas

6.2.1 Hautes températures

L’analyse de la formule exprimant le rendement de Carnot (5.1) en fonction
de la température de la source froide T2 et de la température de la source
chaude T1, démontre clairement la nécessité de travailler à haute température
pour obtenir une conversion e cace de la chaleur en travail. En e et, la source
froide étant en général l’atmosphère constituant l’environnement du système
de conversion, c’est-à-dire un milieu à une température de l’ordre de 300 K,
des rendements théoriques de l’ordre de 90 % sont alors possibles pour des
sources chaudes au-delà de 3 000 K.
Ce comportement du rendement de conversion, pointant vers les hautes

températures, est conforme au fait que pour une quantité donnée d’énergie,
U , prise sous les trois formes suivantes : (i) travail ( W = U), (ii) chaleur
haute température et (iii) chaleur basse température ( Q = U), la première
forme présente un contenu entropique nul, et est ainsi quali ée de noble au re-
gard de la chaleur dont le contenu entropique est comparativement beaucoup
plus faible à haute température qu’à basse température ( S = Q/T = U/T ).
La chaleur haute température est donc une forme d’énergie inter-
médiaire entre la forme la plus noble, le travail, et la forme la plus
dégradée, la chaleur basse température. Ainsi, la recherche d’une conver-
sion e cace de chaleur en travail passe par l’identi cation et l’étude de mé-
canismes de production et d’utilisation de hautes températures.
Les ammes assurant la combustion des di érents composés organiques in-

ammables permettent d’envisager des températures supérieures à 2 500 K;
par exemple, dans le contexte des études sur les propulseurs de fusées, une
combustion partant de l’oxygène liquide sous 20 atmosphères permet d’at-
teindre les températures suivantes : méthane, 3 000 ; éthanol, 3 100 ; hy-
drogène, 3 200 ; et kérosène, 3 300 . L’utilisation de composés spéci ques,
présentés dans le tableau (6.31), permet d’atteindre 5 000 .

Mélange Température C
Acétylène + oxygène 3 200
Hydrogène + uor 3 650

Cyanogène + oxygène 4 550
Butynedinitrile (C4N2) + oxygène 5 000
Butynedinitrile (C4N2) + ozone 5 200

(6.31)

L’adaptation et l’industrialisation de tels dispositifs dédiés à la propulsion
n’est pas envisageable dans le contexte de centrales électrogènes et, dans ce
contexte, la combustion du méthane ou d’anthracite pulvérisée dans de l’air
préalablement préchau é, permet d’atteindre les mêmes niveaux de tempéra-
ture. Le diagramme de la gure 6.8, représentant en abscisse la température
de préchau e de l’air et en ordonnée la température de combustion, illustre
cette possibilité. Des températures de l’ordre de 2 500 K à 3 000 K rele-
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vant de l’ordre du possible, deux questions se posent. (i) Est-il intéressant de
pousser plus avant la recherche de hautes températures et de considérer des
niveaux de températures supérieures à 4 000 K? (ii) Quels principes phy-
siques doivent être mis en œuvre pour utiliser le plus judicieusement possible
la détente d’un gaz chaud à 3 000 K?

3 000

2 500

1 500 2 0001 000500

T [K]

Méthane

Charbon

Air chaud

Gaz de combustion

T [K]

Fig. 6.8 Combustion haute température du méthane et du charbon pulvérisé
dans l’air préchau é.

L’obtention de températures au-delà de 3 000 K peut être envisagée à
travers l’usage de gaz rares ne présentant aucune réactivité chimique et l’io-
nisation thermique est alors la règle au-delà de plusieurs milliers de Kelvin ;
mais l’utilisation en cycle ouvert est restreinte à l’air et les gaz rares ne peuvent
être utilisés qu’en cycle fermé. Les études portant sur la dynamique de l’air
surchau é dans des conditions extrêmes, telles que les explosions nucléaires,
les vols hypersoniques et les rentrées atmosphériques des engins spatiaux,
ont permis la compréhension des di érents mécanismes apparaissant à haute
température. Plusieurs réactions sont en compétition, en particulier la disso-
ciation et la formation de monoxyde d’azote à basse température, N2 + O2 +
42, 8 kcal/mol 2NO, puis, à haute température, la formation d’azote ionisé.
Le tableau (6.32) présente le rapport du nombre de particules d’une espèce
au nombre initial de particules pour les réactions d’ionisation thermique de
l’air à pression atmosphérique.

T [ K] N2 N N+ O2 O O+ NO
5000 0,75 0,02 0,00 0,05 0,25 0,00 0,03
10000 0,22 1,12 0,00 0,00 0,40 0,00 0,01
12000 0,05 1,46 0,02 0,00 0,41 0,0034 0,00

(6.32)

La gure 6.9 présente le diagramme de stabitité pression/température du
mélange azote/oxygène tel que l’air. Ainsi, une fraction signi cative de la
chaleur est utilisée pour la dissociation ou la formation d’oxyde d’azote et
les espèces ainsi obtenues présentent une réactivité chimique notable qui,
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d’un point de vue théorique, complique l’analyse et donc l’optimisation d’un
système de conversion, et d’un point de vue pratique, engendre une corrosion
haute température qui constitue en général le point faible de tous les systèmes
utilisant un gaz moléculaire et fonctionnant à haute température.
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Fig. 6.9 Diagramme de stabilité, dissociations et ionisations thermiques, de
l’air chaud.

Une température de l’ordre de 3 000 K constitue donc un niveau de réfé-
rence dont le dépassement présente peu d’intérêt pour ce qui concerne l’uti-
lisation de l’air. Cette température est aussi caractéristique de la fusion des
matériaux réfractaires hautes températures tels que les carbures, table (6.33),
indiquant donc l’impossibilité d’envisager des dispositif au-delà de ce seuil.

Carbure Température de fusion C
MoC 2 690
TiC 3 180
ZrC 3 530
TaC 3 880

(6.33)

Cette brève analyse de l’air surchau é nous o re aussi la réponse à la deuxième
question posée précédemment sur la nature des principes à mettre en œuvre
pour extraire l’enthalpie d’un gaz haute température. En e et, nous avons
identi é l’ionisation thermique comme un processus universel au-delà de quelques
milliers de Kelvin. Un gaz chaud est donc aussi un milieu conducteur où la
conduction électrique est assurée par les électrons libres issus de l’ionisation,
nous pouvons donc appliquer une densité volumique de force de Laplace à un
tel milieu pour le ralentir, le refroidir et le détendre ; la pondération entre
l’extraction d’énergie cinétique et l’extraction d’enthalpie étant contrôlée par
la con guration du système d’écoulement et de magnétisation.
La conversion d’énergie est donc possible sans recours à une machine tour-

nante, minimisant ainsi l’interaction entre le gaz chaud et les systèmes solides
de con nement et d’extraction.
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La séparation de charges au sein du gaz permet de développer un système
directement générateur de tension ou de courant suivant la charge extérieure.
Malheureusement, le niveau d’ionisation thermique obtenu dans l’air chaud,
ou au sein des gaz rares, n’est pas su sant pour assurer une conductivité
signi cative minimisant les pertes internes par e et Joule. Heureusement, les
alcalins et alcalino-terreux remplissant les deux premières colonnes de la classi-
cation périodique présentent un seuil d’ionisation de quelques électrons-volts
et l’air chaud ensemencé, à un niveau de l’ordre du %, en césium, potassium
ou sodium présente un taux d’ionisation et une densité d’électrons o rant une
conductivité su sante pour envisager la conversion de l’enthalpie d’un gaz
chaud en puissance électrique à travers l’interaction contrôlée avec un champ
magnétique.

6.2.2 Loi de Saha

Les vapeurs aisément ionisables occupent une place bien dé nie dans la clas-
si cation périodique des éléments, au croisement des périodes 2 à 6 et des
colonnes I à II. A n de développer la théorie de l’ionisation thermique dans
un gaz haute température, commençons par calculer la fonction de partition
d’un gaz parfait constitué de particules de masse M , occupant un volume V 3

à l’intérieur d’un cube dont les faces sont les plans x = 0, y = 0, z = 0, x =
V 1/3, y = V 1/3, z = V 1/3 illustrés sur la gure 6.10. La fonction de partition
Z (2.41) est obtenue conformément aux règles établies en physique statistique
comme la somme sur tout l’espace des états accessibles du facteur de Boltz-
mann (2.40), sous une hypothèse de non-dégénérescence : 2/MV 2/3 kBT .
Pour un gaz présentant une multiplicité d’états internes d’énergie int, la
somme doit prendre en compte ces états internes et s’exprime suivant :

int l m n

exp
lmn + int

kBT
Zint (T )Z (T, V ) , (6.34)

où la fonction de partition interne Zint (T ) est alors dé nie par une somme
discrète sur les quelques états internes susceptibles de présenter un peuplement
signi catif à la température considérée :

Zint (T )
int

exp
int

kBT
. (6.35)

Le potentiel chimique d’un gaz su samment chaud pour que certains de-
grés de liberté internes soient excités est donc donné par la relation (2.82)
complétée par Zint (T ) :

(T, V,N) = kBT log
N

V
+
3

2
kBT log

2 2

MkBT
kBT logZint (T ) .

(6.36)
Sur la base de cette formule, considérons l’équilibre d’ionisation thermique
d’une espèce atomique A : A A+ + e. L’égalité des potentiels chimiques,
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A = A++ e , traduisant l’équilibre des échanges de matière entre les phases
neutre et ionisée, conduit à la relation :

log
nenA+

nA
+ log

2 2

MkBT

3
2

+ log
ZA (T )

Ze (T )ZA+ (T )
= 0 , (6.37)

c’est-à-dire :
nenA+

nA
=

MkBT

2 2

3
2 Ze (T )ZA+ (T )

ZA (T )
. (6.38)

L’évaluation du rapport des fonctions de partitions internes est aisée pour la
réaction A A++ e car nous sommes simplement en présence de deux états
séparés par une di érence d’énergie égale à l’énergie d’ionisation I.

ε(l,m,n)

V
εint1

3

-
+

-
- -
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+

+
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+

Fig. 6.10 Équilibre d’ionisation thermique : fonctions de partitions
volumique et interne.

L’usage est d’introduire les facteurs de dégénérescence g traduisant la mul-
tiplicité des états neutres fondamentaux et ionisés fondamentaux, le facteur
de dégénérescence d’un électron libre étant égal à 2 compte tenu de son spin,

Ze (T )ZA+ (T )
ZA (T )

= 2
gA+

gA
exp

I

kBT
. (6.39)

Les facteurs de dégénérescence des principaux gaz utilisés dans les générateurs
MHD sont rappelés dans le tableau (6.40).

Éléments I gA+ gA
Li 5, 39 1 2
K 4, 34 1 2
Cs 3, 89 1 2
N2 15, 6 2 1
O2 12, 05 4 3

(6.40)

L’ensemble de ces considérations sur la multiplicité des états d’énergie associés
aux mouvements de translation et aux processus d’ionisation permet donc
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d’établir la loi, dite de Saha, décrivant l’équilibre d’ionisation thermique
d’un gaz porté à haute température.

Relation de Saha :
nenA+

nA
=

MkBT

2 2

3
2

2
gA+

gA
exp

I

kBT
(6.41)

Cette relation indique clairement tout l’intérêt que présente l’utilisation d’un
gaz de faible énergie d’ionisation I, tel qu’une vapeur alcaline ou alcalino-
terreuse. En fait, il n’est pas nécessaire d’utiliser de telles vapeurs pures et
l’ensemencement d’un gaz moléculaire ordinaire par de tels éléments alcalins
ou alcalino-terreux o re un uide adapté aux contraintes mécaniques, ther-
miques, chimiques et électriques d’un générateur MHD. Le taux d’ionisation
(6.41) est donné par la formule numérique :

log
ne m 3 nA+ m 3

nA [m 3]
= 26, 93+ log 2

gA+

gA

5, 040

T [K]
EI [eV] 1, 5 log

5, 040

T [K]
,

dont l’application au cas du mélange air/césium, représenté sur le diagramme
de la gure 6.11, démontre qu’un taux d’ionisation signi catif peut être obtenu
par ensemencement.
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Fig. 6.11 Densité électronique ne d’une vapeur thermique de césium en
fonction de la température T et de la pression P de l’air chaud.

La zone opérationnelle pour la génération MHD est identi ée par le cercle
gris.

6.2.3 Di usion magnétique

L’identi cation et l’étude d’un gaz chaud et conducteur présentant les qualités
requises pour servir de uide moteur dans un générateur MHD étant achevées,
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il est nécessaire d’établir sous quelles conditions le mouvement de ce uide mo-
teur va modi er le champ magnétique appliqué. Pour étudier ce phénomène,
considérons le modèle d’un écoulement uide conducteur de vitesse v où la loi
d’Ohm, de conductivité , est modi ée pour prendre en compte le fait qu’elle
s’applique dans le repère au repos du uide,

Équations de Maxwell-Faraday : ×E = B

t
, (6.42)

Équations de Maxwell-Ampère : ×B = 0J , (6.43)

Loi d’Ohm : J = (E+ v ×B) . (6.44)

Éliminons le courant et le champ électrique entre ces trois équations pour
obtenir l’équation de convection-di usion du champ magnétique :

B

t
=

1

0

B+ × (v ×B) . (6.45)

Le transport du champ par le uide apparaît comme la combinaison d’un
terme convectif ×(v ×B) et d’un terme de di usion magnétique B/ 0 .
L’ordre de grandeur du rapport du terme de convection magnétique sur le
terme de di usion magnétique dé nit le nombre de Reynolds magnétique R,

Reynolds magnétique : R [Convection du champ]

[Di usion du champ]
. (6.46)

Normalisons les vitesses à une vitesse caractéristique v et les longueurs à une
longueur caractéristique L : V = v/v et X = x/L.

x

L

δ

z

V
b

B

Fig. 6.12 Convection et di usion magnétique au sein d’un générateur MHD.

L’équation de transport magnétique en régime stationnaire (6.45) se réécrit
sous forme normalisée : B +R × (V×B) = 0, où le nombre de Reynolds
magnétique,R 0 vL, apparaît ainsi comme l’unique paramètre de contrôle
de l’équation (6.45). Dans le contexte de l’étude des générateurs MHD, pour
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un paramètre de charge (dé ni au prochain paragraphe) typique K de l’ordre
de 0, 5 :

R
K=0,5

[Travail mécanique]

Énergie magnétique

jBL

B2/2 0

< 1 . (6.47)

Deux régimes d’interaction uide conducteur/champ doivent être distingués
selon les valeurs de R : (i) si R + ( + ), le mélange di usif champ-
plasma est extrêmement lent, le terme de convection est alors dominant et la
dynamique du uide MHD est dite idéale, le uide entraîne le champ et le dé-
forme; (ii) si R 0, la dynamique du plasma est contrôlée par sa résistivité,
la di usion devient dominante et le champ B est peu perturbé par le uide
de vitesse v. Pour valider ces conclusions qualitatives, considérons le modèle
suivant illustré sur la gure 6.12 : soit, en régime stationnaire, un écoulement
de vitesse v = v cos (z/L)ux interagissant avec un champ magnétique B =
b(z)ux + Buz. Le champ obéit à l’équation du transport magnétique : B +
0 × (v×B) = 0. L’équation des lignes de champ, x (z), est donnée par
dx/dz b (z) /B :

d2b

dz2
= R B

L2
sin

z

L

dx

dz
= R sin z

L
. (6.48)

où R = 0 vL. L’amplitude de la déformation des lignes de champ dé nit la
longueur de pénétration , illustrée sur la gure 6.12,

x (z) = LR cos z

L
= R L . (6.49)

Deux ordering sont possibles : (i) R 1, c’est-à-dire pour les faibles
dissipations et les grandes vitesses, l’écoulement enfonce le champ mais ne
di use pas à l’intérieur de la zone magnétisée; (ii) R 1, il n’y a pas de
déformation des lignes de champ et le champ di use dans la zone magnétisée,
c’est le régime dans lequel opèrent les convertisseurs MHD.

6.3 Couplage magnétohydrodynamique

6.3.1 Dérive d’entraînement

Le mécanisme de conversion de l’énergie cinétique d’un écoulement neutre de
vitesse u en courant I et tension V dans une charge externe ( gure 6.13),
lors de l’interaction avec un champ magnétique statique B au sein d’un gaz
chaud ionisé, peut être analysé au niveau microscopique en considérant la
con guration de champs illustrée sur la gure 6.14.
Soit un champ de force homogène : F = Fxex + Fyey complété par

un champ magnétique homogène et stationnaire : B = Bez ; (ex, ey, ez) est
une base cartésienne orthonormée directe et x et y constituent un système de
coordonnées cartésiennes dans le plan perpendiculaire au champ magnétique.
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V I
-

B
u

P1 P2

-

- -

-
-

- -

u

Fig. 6.13 Structure d’un générateur MHD, conversion d’une chute de
pression P1 P2 en chute de potentiel V .

Une telle con guration de champs est appelée con guration de champs
croisés. L’équation du mouvement d’une particule chargée de masse m et de
charge q est donnée par la prise en compte au sein du bilan de forces de la
force de Laplace et de la force F ,

m
dv

dt
= F + qv ×B , (6.50)

où v est la vitesse de la particule. A n d’étudier l’orbite, introduisons les deux
variables complexes Z et F : vxex + vyey Z = vx + jvy, Fxex + Fyey
mF = Fx + jFy. Ce changement de variables conduit à l’équation :

dZ(t)
dt

+ j cZ(t) = F , (6.51)

où c = qB/m est la fréquence cyclotron de la particule. La solution de cette
équation peut être exprimée comme la somme d’une solution de l’équation
sans second membre et d’une solution particulière de l’équation avec second
membre F :

Z(t) = Z(t0) exp [ j c (t t0)] +
F
j c

v (t) = vc cos c (t t0) ex vc sin c (t t0) ex +
F ×B
qB2

.

Cette solution décrit le mouvement de rotation cyclotronique autour des lignes
de champ magnétique combiné à l’e et du champ F : dans le plan perpendi-
culaire au champ magnétique, la force F n’induit pas une accélération mais
une vitesse de dérive F ×B/qB2 qui se superpose au mouvement de rotation
cyclotronique. Cette dérive, illustrée sur la gure 6.14, est dite polarisante car
elle est fonction du signe de la charge et sépare donc électrons et ions. Nous
venons ainsi d’identi er le principe de base de la conversion magnétohydro-
dynamique : la séparation des charges au sein d’un gaz ionisé et magnétisé
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par l’application d’une force perpendiculaire au champ magnétique. La force
assurant la séparation des charges n’étant autre que la friction

F = me (ve vn)
F ×B
qB2

=
c
(ve vn)× ez , (6.52)

exercée par les collisions avec le gaz neutre chaud s’écoulant dans la tuyère
MHD et entraînant les charges issues de l’ionisation thermique.
Les éléments et le principe de la conversion MHD sont donc ainsi précisés :

un gaz haute température (< 3 000 K), faiblement ensemencé par une vapeur
de métal alcalin dont l’ionisation est aisée, se détendant dans une tuyère où
son enthalpie est convertie en énergie cinétique, cette énergie cinétique engen-
drant un écoulement de vitesse u, cet écoulement entraînant la vapeur alcaline
ionisée à la vitesse v, les charges ainsi soumises à une friction perpendiculaire
au champ magnétique B générant un courant j et ce courant étant collecté
pour constituer un générateur électrique. La séparation de charges ainsi obte-
nue sera aussi la source d’un champ électrique E et nous devons donc analyser
la con guration de champs illustrée sur la gure 6.14.
L’extraction d’enthalpie étant assurée par la force j ×B qui, à travers la

friction sur le gaz neutre, ralentit l’écoulement, le refroidit ou le détend selon
la con guration de la tuyère.

v

E

j

j xB

B

y

z
x

v

B

x

F

 B vc

vc

−F

-

-

- -

- u

Fig. 6.14 Dérives F ×B, écoulement neutre u et entraînement des charges,
champs E, B et courant j au sein d’une veine MHD.

Partant de ce schéma d’interaction, considérons les couplages champs/charges
et écoulement/courants électriques suivants : (i) la loi d’Ohm pour les conduc-
teurs en mouvement et (ii) l’équation d’Euler en l’absence d’e ets inertiels,
c’est-à-dire en régime quasistatique,

Loi d’Ohm : j = (E+ v ×B) , (6.53)

Équation d’Euler : 0 = P + j×B . (6.54)
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La chute de pression, résultant de la conversion d’énergie mécanique en énergie
électrique, peut être exprimée en fonction du courant et le courant en fonction
de la vitesse de l’écoulement. Ainsi, le rapport de la puissance mécanique
extraite entre le niveau aval du canal MHD et son niveau amont, Win, sur la
puissance électrique débitée dans le circuit électrique extérieur, Wout, ramené
à l’unité de volume, est une fonction du paramètre de charge K dé ni suivant
la relation :

MHD Paramètre de charge : K
E

vB
, (6.55)

EHD Glissement ionique :
E

2v
. (6.56)

Le paramètre de charge K est donc le paramètre de contrôle principal de l’ef-
cacité de conversion et joue en MHD un rôle similaire au glissement ionique
en EHD.

Puissance électrique : Wout
W
m3

E · j = v2B2K (1 K) ,

Puissance mécanique : Win
W
m3

v · j×B = v2B2 (1 K) .

Pour le calcul de la puissance électrique dans le circuit extérieur, nous avons
pris en compte le fait que la chute de potentiel dans le générateur est égale
en valeur absolue et opposée en signe à la chute de potentiel dans le circuit
extérieur : ×E = 0 E·dl = 0 ; le courant étant semblable à l’intérieur
et à l’extérieur : · j = 0 j · ds = Cte par continuité et stationnarité.

j

E
j

Wout= − j .E

j

E

σvB

vB

K = 1

K = 0

K = 0,5
v

-   P

Win= − v . P

Fig. 6.15 Puissances électrique et mécanique, caractéristique
courant/tension.

Ce bilan simple, illustré sur la gure 6.15, conduit donc à une e cacité
fonction uniquement du paramètre de charge,

Wout

Win
=

E · j
v · j×B =

j ·E
j · v×B = K . (6.57)
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L’é cacité approche l’unité lorsque la puissance s’annule et l’extraction op-
timale de puissance est obtenue pour K = 0, 5. Nous allons, dans les para-
graphes suivants, élaborer ce modèle simple pour o rir une analyse plus ne
des di érents régimes de fonctionnement d’un générateur MHD.

6.3.2 Magnétohydrodynamique

Pour les forces de nature électrique, comme les accélérations sont dans le rap-
port des masses, les ions restent immobiles comparés aux électrons, bien que
la même force soit appliquée aux deux espèces. L’entraînement de la popu-
lation ionisée par le uide neutre est dû à l’échange d’impulsion et peut être
décrit par une décélération subie par la population rapide et une accélération
subie par la population lente. Deux types d’interactions participent à l’ent-
raînement des électrons, la friction sur la population neutre et la friction sur
la population ionique :

Friction neutre : F = me en (ve vn) , (6.58)

Friction ionique : F = me ei (ve vi) , (6.59)

où v désigne les vitesses et les fréquences de collisions (1.42). Pour un mé-
lange césium-air, l’ordering des deux processus, e/ion et e/neutre est indiqué
sur le diagramme de la gure 6.16.
La magnétohydrodynamique des générateurs MHD est construite en pre-

mier lieu à partir de l’hypothèse de quasi-neutralité qui n’autorise pas le dé-
veloppement de champ électrique à caractère potentiel : ne ni << ne +
ni, où n désigne les densités de particules.

T [K]2 500 3 000

103

σ[S.m−1]
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K
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1atm
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10−1

10−2

10−210−4

νen
νei

PCs [torr]

2 500 K

2 000 K

1 500 K

1

10

102

Fig. 6.16 Fréquences de collisions et conductivités typiques des générateurs
MHD à vapeurs de césium et potassium.

Considérons un plasma de césium faiblement ionisé tel que Z = 1, les
fréquences cyclotroniques seront prises égales à leurs valeurs absolues : ce,ci

= | ce,ci|. La première étape de la construction du modèle MHD consiste à
dé nir un jeu de variables réduites ; en premier lieu la densité volumique
de masse du uide MHD, = nama + neme + nimi nama, où ni, na
et ne sont les densités ionique, neutre et électronique, et mi, ma et me les
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masses ionique, neutre et électronique. Compte tenu des rapports de masses
et densités, cette densité volumique de masse est dominée par l’inertie des
neutres : nama. De même, la vitesse moyenne du uide MHD, v, est
approximativement égale à la vitesse de l’écoulement neutre,

v
nemeve + nimivi + namava

neme + nimi + nama
va . (6.60)

Pour achever la description MHD, le système de deux variables, et v, doit
être complété par une variable thermodynamique, la pression totale P = Pa
+ Pe + Pi, et une variable électrodynamique, la densité de courant j = nievi
neeve. Ce jeux de 8 variables MHD, [P, ,v, j], doit satisfaire un système

de 8 équations. Ces équations sont obtenues à partir des équations des trois
uides eulériens,

neme
dve
dt

= Pe nee (E+ ve ×B) (6.61)

neme (ve vi) neme e(ve va) ,

nimi
dvi
dt

= Pi + nie (E+ vi ×B) (6.62)

neme (vi ve) nimi i(vi va) ,

nama
dva
dt

= Pa neme e(va ve) nimi i(va vi) . (6.63)

6.3.3 Loi d’Ohm

E ectuons la somme des trois équations précédentes. Compte tenu de la quasi-
neutralité, ne = ni, et de l’identité des transferts d’impulsion ions-électrons,
charges neutres et électrons-ions, neme (ve vi) + neme e(ve va) +
neme (vi ve) + nimi i(vi va) + nimi i(va vi) = 0, nous obtenons
une équation du mouvement où le uide MHD apparaît uniquement soumis
aux forces de pression et de Laplace :

Équation d’Euler :
dv

dt
= P + j×B . (6.64)

E ectuons la di érence des deux équations d’Euler relatives aux charges pour
obtenir la relation :

j×B = neme e(va ve) nimi i(va vi) , (6.65)

nimi i(va ve) +
mi i

e
j , (6.66)

où nous avons utilisé vi = ve + j/nee et négligé les termes inertiels et de
pression ionique et électronique et pris en compte l’ordering de masse :

mi i

me e

ia

ea

miTi
meTe

mi

me
.
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La vitesse électronique est donc une fonction linéaire de la vitesse neutre
va v et du courant j :

ve va +
1

nimi i
j×B 1

nee
j . (6.67)

Il est possible d’exprimer la friction électrons-ions, (ve vi), en fonction
de la densité volumique de courant j : (vi - ve) = j/ene ; puis, de réécrire
le bilan des forces sur la population électronique :

e

me
(E+ ve ×B) +

nee
j e(ve va) = 0 . (6.68)

La substitution de l’expression de la vitesse électronique obtenue précédem-
ment conduit à la relation générale :

e

me
(E+ v×B) e

nimime i
(j×B)×B+ 1

neme
j×B+ + e

nee
j = 0 .

(6.69)
Cette relation linéaire entre courant, vitesse et champ peut être simpli ée en
introduisant la conductivité parallèle = nee2 e/me, les pulsations cyclot-
roniques, e = eB/me et i = eB/mi, et les temps de collision, i = 1/ i et
e = 1/( + e). La relation entre courant champ et vitesse s’écrit alors,

E v×B i e

i ( + e)
(j× b)×b+ e

+ e
j× b+ j = 0 , (6.70)

c’est-à-dire :

j
i i e e

1 + i i e e
(j · b)b+ e e

1 + i i e e
j× b =

1 + i i e e
(E+ v ×B) .

(6.71)
Le long des lignes de champ magnétique, la conductivité n’est pas altérée par
la force de Laplace et j · b = E ·b, nous pouvons donc exprimer la relation
décrivant la conductivité du uide ionisé :

j+
e e

1 + i i e e
j×b =

1 + i i e e
(E+ v ×B)+ i i e e

1 + i i e e
(E · b)b .

(6.72)
Ce type d’équation linéaire peut être résolu en exprimant le courant suivant :

j+ j× b = E j = E +
1 + 2

E +
1 + 2

b×E , (6.73)

où nous avons projeté le champ électrique le long et perpendiculairement au
champ magnétique : E (E · b)b, E b× (E× b). Ainsi, la loi d’Ohm
généralisée, décrivant l’e et Hall et le glissement ionique peut être analysée
et le résultat nal établi.

Loi d’Ohm : j (v,E,B) = E + (E + v ×B) + ×b× (E + v×B)
(6.74)
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L’anisotropie induite par le champ magnétique se manifeste donc à travers
le caractère tensoriel de la conductivité. Le terme de Spitzer (1.64) doit
être complété par , parfois appelé conductivité de Pedersen, et × la
conductivité de Hall,

Spitzer : =
nee

2
e

me
, (6.75)

Pedersen : =
1 + i i e e

(1 + i i e e)
2 + ( e e)

2 , (6.76)

Hall : × =
e e

(1 + i i e e)
2 + ( e e)

2 . (6.77)

Le facteur i i e e décrit le glissement ionique entre le uide neutre et la
population ionique et il sera négligé dans la suite de l’étude bien qu’il donne
parfois lieu à des corrections signi catives,

=
nee

2
e

me
, (6.78)

=
1 + 2

e
2
e

, (6.79)

× =
e e

1 + 2
e
2
e

. (6.80)

L’ordre de grandeur de la conductivité de l’air ensemencé en césium, potas-
sium ou sodium est illustré sur le diagramme gure 6.16. Sur la base de la loi
d’Ohm pour un uide magnétisé en mouvement (6.74), nous pouvons réévaluer
les puissances mécanique et électrique mises en jeu dans le générateur,

Puissance électrique : Wout
W
m3

j ·E , (6.81)

Puissance mécanique : Win
W
m3

v · P = v · j×B .(6.82)

En particulier, la puissance dissipée, c’est-à-dire la production d’entropie à un
facteur de température près, s’exprime uniquement avec le coe cient ,

Puissance dissipée : Win Wout = j · (E+ v×B) =
j2
+
j2

. (6.83)

Ce résultat n’est pas surprenant car, un champ magnétique ne travaillant
pas, il ne peut dissiper de la puissance, donc participer à la production d’ent-
ropie, qui ne peut donc être une fonction des pulsations cyclotroniques qui
interviennent dans les expressions de et ×.
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6.4 Convertisseurs Hall et Faraday

6.4.1 Courants Hall et Faraday

L’ensemble des générateurs MHD opère dans le régime résistif et l’écoulement
uide modi e peu le champ appliqué. Concentrons notre analyse sur l’aspect
électromagnétique de ce système de conversion. La loi d’Ohm,

j
= E +

E + v ×B
1 + 2

e
2
e

+ e e
b× (E + v×B)

1 + 2
e
2
e

, (6.84)

où nous avons négligé le glissement ionique, peut être projetée sur une base
cartésienne orthonormée directe où le champ magnétique est dirigé suivant
l’axe des z et la vitesse du uide suivant les x, le champ électrique présentant,
en général, deux composantes suivant les axes x et y ( gure 6.17).

j
=

1

1 + 2
e
2
e

[Exux + (Ey vB)uy] +
e e

1 + 2
e
2
e

[Exuy (Ey vB)ux]

Il est d’usage de considérer trois types de con gurations d’électrodes collect-
rices de charges : (i) des électrodes continues dans deux plans (x, z) parallèles
( gure 6.17), (ii) des électrodes segmentées suivant la direction x ( gures 6.17,
6.18) et (iii) un système d’électrodes en anneau dans le plan (y, z) ( gure
6.18).
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Fig. 6.17 Con gurations Faraday segmenté et continu : jh courant de Hall,
Eh champ de Hall.

• Le premier type de con guration est dénommé Faraday continu et, de
par sa géométrie de conducteurs, il court-circuite les courants suivant la direc-
tion des x, ainsi aucun champ ne peut se développer suivant cette direction :
Ex = 0.
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• Le deuxième type est dénommé Faraday segmenté et inhibe les cou-
rants surfaciques suivant l’axe des x, les courants ne pouvant écouler les
charges suivant cette direction : jx = 0.
• Le troisième type d’électrodes est appelé Hall car il privilégie les cou-

rants de Hall, court-circuitant les courants suivant la direction des y, ainsi les
charges s’écoulent librement suivant cette direction et : Ey = 0.
Pour la con guration d’électrodes de type Faraday continu, Ex = 0, le

courant présente deux composantes perpendiculairement au champ magné-
tique,

Ex = 0
j
=

1

1 + 2
e
2
e

(Ey vB)uy
e e

1 + 2
e
2
e

(Ey vB)ux . (6.85)

Les deux courants assurant la génération de puissance électrique sont donc
donnés par :

Courant de Faraday : jy =
1 + 2

e
2
e

(Ey vB) , (6.86)

Courant de Hall : jx =
e e

1 + 2
e
2
e

(Ey vB) . (6.87)

Le paramètre de charge K Ey/vB permet d’exprimer la puissance élect-
rique qui n’est fonction que du courant suivant y,

Wout = j ·E = jyEy =
1 + 2

e
2
e

v2B2K (1 K) . (6.88)

Pour les conditions usuelles de la génération MHD en régime Faraday : ce e

1 et Wout = v2B2K(1 K).
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Fig. 6.18 Con gurations Faraday et Hall de collecte du courant : Eh champ
de Hall.

La segmentation des électrodes a pour conséquence l’impossibilité d’écou-
ler les charges suivant la direction de l’écoulement uide et se traduit donc
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par la condition jx = 0 :

1 + 2
e
2
e

Ex
e e

1 + 2
e
2
e

(Ey vB) = 0 . (6.89)

Ainsi le champ de Hall peut se développer et le courant de Faraday :

Champ de Hall : Ex = e e (Ey vB) , (6.90)

Courant de Faraday : jy = (Ey vB) , (6.91)

assure la génération de puissance Wout = j · E = jyEy = v2B2K( 1
K) même en régime 1 < ce e < 10. En n, la fermeture des électrodes

suivant la direction des y conduit à la contrainte Ey = 0,

j
=

1

1 + 2
e
2
e

[Exux vBuy] +
e e

1 + 2
e
2
e

[Exuy + vBux] . (6.92)

L’expression des courants est di érente du cas Faraday,

Courant de Hall : jx =
1 + 2

e
2
e

(Ex + e evB) , (6.93)

Courant de Faraday : jy =
1 + 2

e
2
e

( e eEx vB) . (6.94)
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Fig. 6.19 Caractéristiques courant/tension des générateurs MHD en régimes
Hall et Faraday.

Mais, si nous dé nissons le paramètre de charge par la relation : Kh
Ex/ ce evB, la puissance électrique :

Wout = j ·E = jxEx =
1 + 2

e
2
e

2
e
2
ev
2B2Kh (1 Kh) , (6.95)

suit une relation similaire aux cas précédents : ce e > 3 Wout = j ·E =
jxEx = v2B2Kh(1 Kh).
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En con guration Faraday, un générateur MHD se comporte plutôt comme
un générateur de tension et en con guration Hall comme un générateur de
courant.
Pour une charge identique donnée, ces deux tendances sont illustrées sur

le diagramme de la gure 6.19.

Hall :
jx
vB

=
Ex/vB

2
e
2
e

+
1

| e e|
, (6.96)

Faraday :
jy
vB

=
Ey
vB

+ 1 . (6.97)

Un quatrième type de con guration d’électrodes peut être envisagé pour opti-
miser l’extraction de puissance d’un couplage MHD, la con guration d’élect-
rodes dites deMontardy. Partant d’une con guration de Hall, les électrodes
annulaires sont inclinées d’un angle ; ainsi la condition de court-circuit dans
la direction des électrodes se traduit par la relation : (Exux + Eyuy).(cos ux
+ sin uy) = 0,

Faraday : Ex = 0 , Hall : Ey = 0 de Montardy :
Ex
Ey

= tan . (6.98)

Le paramètre de charge étant dé ni par K Ey/vB, le court-circuit du
courant de Hall jx = 0 est obtenu pour une inclinaison :

Ex = e e (Ey vB)
Ex
Ey

= e e
1 K

K
, (6.99)

qui correspond à un angle : K tan = e e(1 K). Les avantages et les in-
convénients de ces quatre modes d’extraction MHD de l’enthalpie d’un écou-
lement haute température doivent être discutés au regard de la charge exté-
rieure, c’est-à-dire du paramètre de charge et de la valeur du paramètre e e.

v

y

z

xB

Hall

y

z

x

Montardy

v

θ

B

Fig. 6.20 Con gurations Hall et Montardy.

Nous n’analyserons pas ces avantages et ces inconvénients mais nous allons
poursuivre l’analyse en tournant notre attention vers l’aspect hydrodynamique
de l’extraction MHD après avoir étudié l’aspect électromagnétique.
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6.4.2 Extraction MHD d’enthalpie

Le canal d’un générateur MHD est en général optimisé pour obtenir une extra-
ction d’enthalpie maximum et nécessite donc le calcul d’une tuyère de détente
du gaz chaud. D’un point de vue électromagnétique trois types de tuyères
peuvent être analysés, nous restreindrons l’étude au cas des tuyères de type
Faraday continu. Le système d’équations décrivant la dynamique d’un uide,
équation de continuité et équation du mouvement, est constitué par quatre
équations scalaires décrivant cinq variables hydrodynamiques, la densité de
particules, n(r, t), la vitesse eulérienne, v(r, t) et la pression P (r, t) :

Conservation de la masse :
t
+ · v = 0 ,

Conservation de l’impulsion :
v

t
+ v · v = P + j×B .

Une équation supplémentaire, soit d’état thermodynamique, soit de transport
d’énergie, doit être ajoutée pour assurer la complétude du système et l’unicité
de la solution.

V

I

V

Faraday Hall

B B B

v
A A

v v
A

Fig. 6.21 Tuyères MHD, les variations de la section A et du champ B
constituent les deux paramètres de contrôle.

Pour les gaz parfaits, sans degré de liberté interne, les densités massiques
(spéci ques) d’énergie interne U et d’enthalpie H peuvent être exprimées en
fonction du rapport des capacités calori ques = CP /CV .

Énergie interne spéci que : U = CV T =
1

1

kBT

m
(6.100)

Enthalpie spéci que : H = CPT =
1

kBT

m
(6.101)

Considérons l’équation d’Euler traduisant le bilan d’impulsion dans un uide
chargé, le terme de convection inertielle peut être développé suivant la rela-
tion : (v · )v = 1

2 v2 + ( × v)×v, ainsi, l’équation d’Euler prend la
forme :
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v

t
+

1

2
v2 + ( × v)× v = P +

q

m
E+

q

m
v ×B . (6.102)

Le produit scalaire de cette équation avec le vecteur vitesse se traduit par
l’identité scalaire :

2

v2

t
+
2
v · v2 = v · P +

q

m
v ·E , (6.103)

et l’équation de conservation du nombre de particules / t + · v = 0
permet de simpli er cette équation :

t 2
v2 + v·

2
v2v + v · P =

q

m
v ·E . (6.104)

Les deux premiers termes sont de natures inertielle et convective, le troisième
décrit le travail des forces de pression et le second membre les travaux des
autres forces. En régime adiabatique, l’équation d’état peut s’écrire P/ =
Cte :

t

P
+ v · P

= 0
P

t
+ v · P + P · v = 0 , (6.105)

où l’équation de conservation du nombre de particules a été mise à pro t
pour éliminer la densité . La somme des deux équations précédentes conduit
à l’identité :

t 2
v2 +

1

1
P + ·

2
v2 +

1
P v =

q

m
v ·E . (6.106)

L’interprétation physique de cette équation de bilan est donc la suivante : la
densité volumique d’énergie interne est transportée par le ux d’enthalpie,

t

v2

2
+ U + · v

v2

2
+H =

q

m
v ·E . (6.107)

Si l’état thermodynamique ne suit pas une évolution adiabatique, c’est-à-dire
si un apport de chaleur par unité de volume est présent au sein du uide,
alors il doit être ajouté au deuxième membre qui décrit le travail des forces
internes qv ·E/m pour obtenir une relation conforme au premier principe
de la thermodynamique.
Si nous considérons la dissipation ohmique comme un tel apport de chaleur

au sein d’un uide conducteur, le transport de l’énergie dans un générateur
MHD est décrit par la relation :

Conservation de l’énergie :
t

v2

2
+ U + · v

v2

2
+H = j ·E .

(6.108)
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Nous disposons ainsi d’un système complet présentant autant d’équations que
d’inconnues.
Considérons le problème unidimentionnel, suivant x, d’une tuyère MHD

de surface de section variable A (x) illustrée sur la gure 6.22. Les équations
régissant l’extraction d’enthalpie par génération de courant I et tension V
sont :

Conservation de la masse :
d vA

dx
= 0 ,

Conservation de l’impulsion : v
dv

dx
+
dP

dx
= jB ,

Conservation de l’énergie :
d

dx
v H+ v2/2 = jE ,

Équation d’état thermoélastique : P =
kBT

m
,

Équation d’état enthalpique : H = CpT =
1

kBT

m
.

La variation de la section de la tuyère A (x) et la possibilité de contrôler le
niveau d’extraction d’énergie, à travers la charge du circuit, permettent d’envi-
sager di érents scénarios de couplage mécanique/électrique pour l’extraction
d’enthalpie.

V

I

B(x)

v(x)

A(x)

x

L

T

S

0

1

2

B

dv/dx=0
dM/dx=0
dP/dx=0

P1

P1

P2

P2

0

1

2

P2
P1

Fig. 6.22 Tuyère d’extraction d’enthalpie et di érents régimes d’extraction
d’enthalpie, la section A (x) et le champ B (x) constituent les deux

paramètres de contrôle pour établir un régime.

Par exemple l’extraction d’enthalpie à vitesse constante conduit à une
relation entre pression et température le long de la tuyère :

v
1

P

T

dT

dx
= JE/

dP

dx
= JB

1

P

T

dT

dP
=

E

vB
= K , (6.109)
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qui peut être intégrée pour obtenir la chute de température associée à la chute
de pression.

Vitesse constante :
P1
P2
=

T1
T2

( 1)K

(6.110)

Un tel régime peut être intéressant lorsque les générateurs MHD sont en-
visagés pour fournir l’étage haute température d’un système de conversion
thermique classique. La longueur d’interaction nécessaire pour une extraction
signi cative est obtenue par intégration :

Longueur d’interaction : L
P2

P1

dp

(1 K) vB2
=

P1 P2
(1 K) vB2

.

(6.111)
Exercice : Discuter l’ensemble des régimes d’extraction d’enthalpie possibles,
M = Cte... , illustrés sur la gure 6.22, et les paramètres de contrôle e ectifs
pour assurer les contraintes propres à chaque régime.
La réalisation de la canalisation pour assurer l’écoulement d’un gaz chaud

dont la température est de l’ordre de 2 000 K à 3 000 K pose un grand
nombre de problèmes de tenue de matériaux et composants et pointe vers la
nécessité de vastes programmes de recherche et de développement similaires
à ceux entrepris dans le cadre des programmes spatiaux et thermonucléaires.
En particulier, l’érosion, la tenue aux chocs thermiques ainsi que l’oxydation
limiteront nécessairement la durée de vie des composants les plus exposés tels
que les électrodes. Les matériaux en contact avec le gaz seront conducteurs
aux niveaux des électrodes et isolants dans les zones interélectrodes. À hautes
températures, le choix des isolants est restreint aux : (i) oxydes réfractaires
(ThO2, ZrO2, MgO), (ii) carbures réfractaires (ZnC, TaC, HfC) et (iii) nit-
rures (NB). Au-delà de la tenue haute température, se pose le problème de
l’augmentation de la conductivité des isolants avec la température et de la
baisse de conductivité des conducteurs avec la température illustrée sur la
gure 1.6.
La conversion MHD, après avoir suscité de nombreux espoirs, ne constitue

plus actuellement un sujet de recherche actif, mais l’utilisation des énergies
fossiles ne pourra être améliorée que par le passage à la combustion haute
température et les générateurs MHD sont les seuls dispositifs aptes à extraire
l’enthalpie d’un gaz chaud entre deux et trois mille degrés.
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Chapitre 7

Conversion thermoïonique

‹‹Le résultat le plus immédiat de cette spécialisation non compensée est qu’aujour-
d’hui, alors que le nombre d’hommes de science est plus grand que jamais, il y a
beaucoup moins d’hommes cultivés que vers 1750 par exemple. Mais si le spécia-
liste méconnaît la physiologie interne de la science qu’il cultive, il ignore encore plus
radicalement les conditions historiques de sa pérennité...››

                                 La Rebelión de las Masas, J. Ortega y Gasset.
‹‹Parmi l’un des transferts les plus néfastes e ectués du domaine de la plani cation
économique à celui de la théorie - que l’on ne distingue plus du tout des fondements
de l’ensemble - il y a l’idée que l’on peut administrer le travail intellectuel suivant
les critères décidant de la nécessité ou du bien-fondé d’une activité.››

                                                  Minima Moralia, T.W. Adorno.

Bien qu’identi ée dès le milieu du dix-neuvième siècle par Edmond Bec-
querel qui observa que l’air devenait plus conducteur au voisinage d’un métal
porté au rouge, il est d’usage de dater la découverte de l’émission thermoïo-
nique en 1883, lorsque Edison remarqua l’existence d’une lueur bleue et d’un
courant de court-circuit à la base des laments à l’intérieur des ampoules qu’il
venait d’inventer. Cet e et fut étudié dès 1885 par Preece et l’identi cation
de l’e et thermoïonique comme un courant d’électrons et l’explication de la
lueur bleue comme un e et secondaire d’excitation du gaz résiduel sont dus à
J.J. Thomson en 1899.
En 1903, Wehnelt découvrit qu’un dépôt d’oxyde de baryum résultait en

un courant thermoïonique plusieurs ordres de grandeurs plus intense que ce-
lui obtenu à partir d’une surface métallique simple. En 1913, Langmuir et
Rogers observèrent le même type d’augmentation du courant thermoïonique
en utilisant des cathodes en tungstène thorié. Les propriétés remarquables de
ces types de cathodes à base d’oxyde alcalino-terreux ou en tungstène thorié
s’interprètent en termes d’abaissement du travail d’extraction résultant de la
création d’une couche dipolaire engendrant un champ dépolarisant écrantant
le champ ionique con nant.
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Durant la même période, la découverte et l’étude de l’e et photoélectrique
con rmait la validité de la théorie électronique des métaux. La découverte
de l’émission photoélectrique remonte à 1887 lorsque Hertz remarqua qu’une
étincelle jaillit plus facilement entre deux électrodes polarisées si la cathode
est illuminée par un rayonnement ultraviolet, alors obtenu à l’aide d’une autre
étincelle. Dès 1888, Hallwachs attribua ce phénomène à l’émission de charges
négatives, puis, en 1892, Elster et Geitel démontrèrent la proportionnalité
entre le courant photoélectrique et le ux lumineux incident ; en n, en 1900,
Lenard identi a ces charges comme étant des électrons. L’existence d’un seuil
en longueur d’onde, incompatible avec l’électrodynamique classique, fut in-
terprétée en 1905 par Einstein en termes d’interaction électron-photon. Les
principaux matériaux photoémissifs ne sont pas les métaux purs mais des
composés tels que Ag-O-Cs, SbCs3 et SbNa2KCs.

Q

T1 φ1

T2
J

φ2

J

J

Q
Fig. 7.1 Schéma de principe des convertisseurs thermoïonique et

thermoélectrique.

Il est d’usage de regrouper sous le vocable d’émission électronique l’en-
semble des processus d’émission d’électrons lorsque la surface d’un métal est
soumise à un agent énergétique tel qu’un rayonnement, un impact électronique
ou ionique, un échau ement ou un champ intense. Ces processus d’émission
thermoïonique, photoélectrique, de champ et secondaire peuvent s’interpréter
dans le cadre d’un modèle métallique relativement simple, le modèle de Som-
merfeld, dont l’ingrédient de base est le concept de travail de sortie associé au
saut de potentiel entre le métal et le vide.
Avec les systèmes thermoélectriques, les systèmes de conversions thermoïo-

niques appartiennent à la classe des systèmes de conversion directe au sein
desquels un ux de chaleur spontanée Q, d’une source chaude T1 vers une
source froide T2, induit un ux de charge J contre une chute de potentiel,
générant ainsi une puissance électrique en régime stationnaire ( gure 7.1).
La production d’entropie est assurée par le ux de chaleur et la conversion

de l’énergie libre en puissance électrique par le ux de charge ; ces deux
ux sont couplés et indissociables car portés par une même population, les
électrons (et les trous dans le cas thermoélectrique).
Les systèmes thermoïoniques et thermoélectriques sont complémentaires

au regard des températures de fonctionnement, les premiers opèrent essentiel-
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lement à haute température (1 500-2 000 K) et les seconds, quoique extra-
polables à haute température, présentent un optimum de performance pour
des températures plus faibles (500-1 000 K).
Toutes choses égales par ailleurs (sources, taille, masse...), l’e cacité de

conversion des systèmes thermoïonique et thermoélectrique est comparable à
celle des petits systèmes thermiques utilisant le cycle moteur d’un uide ther-
moélastique et une génératrice électrique, mais, la simplicité des principes mis
en œuvre les rend beaucoup plus ables et compacts que ces derniers ; aussi
les applications dans le domaine spatial ont-elles initié leur développement à
la n des années cinquante.
Un convertisseur thermoïonique est constitué par une cathode, portée à

haute température T1, et une anode froide de température T2 T1, le po-
tentiel électrique de la cathode est supérieur à celui de l’anode et l’émission
d’électrons énergétiques par activation thermique au niveau de la cathode per-
met d’entretenir, en régime stationnaire, un ux de chaleur de la cathode vers
l’anode, mais aussi, un ux de charges négatives des hauts potentiels vers les
bas potentiels, constituant ainsi un générateur de puissance électrique. Les
charges s’écoulent ensuite dans un circuit extérieur récepteur, sous une ten-
sion V égale à la di érence de potentiel entre anode et cathode. Le processus
d’émission électronique peut être assimilé à une évaporation dont la chaleur
latente équivalente est égale au travail d’extraction du métal W ; ainsi, la
population électronique constitue-t-elle un uide moteur dont les transfor-
mations relèvent d’une analyse en termes de cycle thermodynamique, mais,
conformément à l’usage, nous n’utiliserons pas cette méthode d’analyse de
l’e cacité du processus de conversion et l’étude qui va suivre s’attachera plus
à identi er les principes et à étudier les limitations inhérentes à la mise en
œuvre pratique de ces principes. Comme la plupart des convertisseurs, les
générateurs thermoïoniques peuvent opérer suivant di érents modes, en l’oc-
currence le mode de Langmuir pour une diode à vide, et le mode de Schottky
pour une diode à plasma.
L’étude des principes physiques des générateurs thermoïoniques nécessite

la compréhension des mécanismes de con nement et d’émission des électrons
d’un métal. Les modèles de Drude, Lorentz et Sommerfeld, réévalués dans
le cadre de la statistique de Fermi-Dirac, o rent les outils adéquats pour
construire une théorie de l’émission électronique et une modélisation du fonc-
tionnement des générateurs thermoïoniques.

7.1 Modèles de Lorentz-Sommerfeld des métaux

7.1.1 Surfaces des métaux

Les métaux usuels se présentent principalement sous formes polycristalline
ou mononocristalline, cette dernière forme, en apparence parfaite, est en fait
toujours obtenue avec une densité conséquente de défauts ponctuels et de
dislocations. Néanmoins, le modèle cristallin des métaux permet d’interpréter
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l’essentiel des propriétés macroscopiques thermiques, mécaniques, optiques et
électriques de ces éléments et de comprendre la nature des principaux pro-
cessus d’émission. Dans le cadre de ce modèle, deux populations doivent être
considérées : (i) les ions positifs, occupant les nœuds du réseau cristallin, et
(ii) les électrons libres.
Le potentiel à l’intérieur du métal est inhomogène et prend des valeurs for-

tement positives au voisinage immédiat des ions ; compte tenu de l’agitation
électronique, ce potentiel est aussi instationnaire. Ces détails microscopiques,
et ces variations rapides du potentiel, peuvent être négligés lorsque l’on s’inté-
resse à la description de processus de surface tels que l’émission électronique.
Il est dès lors possible de considérer l’e et moyen, dans le temps et l’espace,
des interactions électrons-ions et électrons-électrons comme résultant en un
potentiel positif constant au sein duquel chaque électron peut se déplacer li-
brement. Ce potentiel électrostatique positif est donc perçu par les électrons
comme une cuvette d’énergie potentielle et le con nement de cette population
est assuré par le champ électrique con nant intense apparaissant à la surface
du métal.
L’ensemble de ces hypothèses constitue le modèle de Lorentz-Sommerfeld

ou Drude-Sommerfeld. Sous ces hypothèses, le champ à l’intérieur d’un métal
est nul, c’est-à-dire le potentiel constant. Le temps de dissipation des charges
en volume et de leurs réorganisations, conduisant à l’homogénéité du potentiel,
est donné par la formule du temps de Maxwell.
Considérons un échantillon métallique de conductivité présentant une

densité volumique de charges (r, t = 0) = 0 à un instant initial t = 0 tel que
+ (r,t = 0)d3r = 0. Cette densité volumique de charges crée un champ
électrique E (r, t) et ce champ électrique met en mouvement les charges géné-
rant ainsi une densité volumique de courant J (r, t). Nous avons ainsi trois
inconnues , E, J décrivant la dynamique de la relaxation des charges libres.
La loi d’Ohm et l’équation de Maxwell-Gauss, complétées par le principe de
conservation de la charge, constituent un système de trois équations auxquelles
obéissent ces trois inconnues.
Ce problème de relaxation des charges est donc parfaitement déterminé :

Équation de Maxwell-Gauss : ·E = , (7.1)

Conservation de la charge : · J =
t
, (7.2)

Loi d’Ohm : J = E . (7.3)

Le champ électrique E (r, t) et le vecteur densité de courant J (r, t) peuvent
être éliminés pour obtenir une équation décrivant la dynamique de la densité
volumique de charges,

t
+

0
= 0 (r, t) = (r, t = 0) exp

t

M
. (7.4)
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La relaxation des charges libres dans un métal s’e ectue donc suivant une loi
exponentielle dont le temps caractéristique est donné par l’échelle de temps :

Temps de Maxwell : M . (7.5)

Le tableau (7.6) donne quelques ordres de grandeurs du temps de Maxwell
pour les matériaux conducteurs et isolants. On considérera donc que pour les
métaux la relaxation est instantanée.

Élément M [ns]
Cu 1, 4× 10 10

C 3× 10 7

Liquide M [s]
Eau de mer 2× 10 10

Eau distillée 1× 10 6

Solide M [jours]
Mica 0, 5
Quartz 50

(7.6)
L’équilibre électrostatique constitue la phase nale de cette relaxation et le
volume du métal devient un volume équipotentiel. S’il existait un champ ré-
siduel au sein de l’échantillon, ce champ mettrait en mouvement les électrons
et l’équilibre ne serait pas atteint. Démontrons à présent qu’un échantillon
métallique s’autopolarise par rapport à son environement à travers une réor-
ganisation des charges libres au niveau de la surface de l’échantillon.
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Fig. 7.2 Double couche d’équilibre au voisinage de la surface d’un métal.

Considérons un métal occupant le demi-espace des z négatifs, représenté
sur la gure 7.2, tel que la densité volumique de charge soit di érente de zéro
au voisinage de l’interface avec le vide z = 0, la charge totale étant nulle :
+

(z) dz = 0, et le premier moment non nul : +
z (z) dz = 0. Le

champ électrique s’annule à l’intérieur du métal et loin à l’extérieur de celui-
ci, : d /dz|z= = 0, d /dz|z=+ = 0. Ainsi, le potentiel électrostatique
(z) n’est pas homogène au voisinage de l’interface z = 0. A n d’évaluer

le saut de potentiel à la traversée de l’interface métal-vide, out out où

in (z = ) et out (z = + ), considérons l’équation de Poisson,
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multiplions la par la variable de position z et intégrons par parties la relation
ainsi obtenue :

d2

dz2
=

(z)

0

z

x
d2

dx2
dx =

z

x
(x)

0
dx = z

d

dz

z d

dx
dx ,

(7.7)
puis, exprimons le potentiel en fonction du champ et de la densité volumique
de charge :

(z) ( ) = z
d

dz
+

z

x
(x)

0
dx . (7.8)

Le champ pouvant s’exprimer en fonction des charges suivant : d /dz =
z
dx (x) / 0, la chute de potentiel véri e donc la relation générale : (z)

( ) = z
x dx/ 0 z

x
dx/ 0. Le saut de potentiel électros-

tatique, aussi appellé potentiel de surface , est donc fonction du premier
moment de la distribution de charge au voisinage de l’interface métal-vide,

Potentiel de surface : out in =
1

0

+

z (z) dz
0
. (7.9)

L’interprétation physique de cette relation est illustrée sur le schéma de la
gure 7.3.
La possibilité de localiser une chute de potentiel par une double couche de

charges étant identi ée, la question est alors de comprendre l’origine de cette
double couche et de la longueur caractéristique .
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Fig. 7.3 Potentiel de double couche statique.

Soit un échantillon métallique semi-in ni, occupant la région de l’espace
z 0, et décrit par une densité d’électrons libres n (z) et une densité d’ions
ni. A l’intérieur du métal, n = ni = N . Les ions sont au repos aux nœuds
du réseau cristallin et les électrons présentent une vitesse non nulle V suivant
l’axe des z en sortie du métal. Cette vitesse permet aux électrons de s’éloigner
de l’interface métal-vide z = 0. Mais, ce faisant, les ions et les électrons ne se
neutralisent plus mutuellement et créent par séparation de charges un champ
électrique qui induit une force de rappel sur la population électronique. Les
électrons rebroussent donc chemin au bout d’une distance , cette structure



7.1. MODÈLES DE LORENTZ-SOMMERFELD DES MÉTAUX 197

de double couche de nature inertielle est illustrée sur la gure 7.4. Soit v(z)
la vitesse d’un électron à une distance z de l’interface z = 0 : v(z = ) = 0
et on pose v(z = 0) = ±V . La densité d’électrons n(z) à une distance z de
l’interface z = 0 véri e n(z ) = 0 et n(z 0) = N . On note (z) le
potentiel électrostatique à une distance z de l’interface z = 0.

v(z)
V
N

n(z)

0

z

λ
Fig. 7.4 Double couche inertielle de Debye.

Pour z > , le champ électrique est nul en vertu du théorème de Gauss car
la somme totale des charges est nulle pour z < . Le potentiel électrostatique
véri e donc les conditions aux limites (z = 0) = 0 et d /dz|z= = 0.

La longueur est donc la longueur caractéristique d’extention du potentiel
de surface . La valeur de s’obtient en considérant les conservations de la
charge et de l’impulsion ainsi que la relation de Poisson. Les trois inconnues de
ce problème, n(z), v(z) et (z), véri ent donc un système de trois équations :

Conservation de l’énergie : v2 (z)
2e

m
(z) = V 2 , (7.10)

Conservation de la charge : n (z) v (z) = NV , (7.11)

Équation de Poisson :
d2

dz2
=
e

0
n (z) , (7.12)

où e est la charge de l’électron et m sa masse. Le théorème de conservation
de l’énergie mécanique permet d’exprimer v(z) en fonction de (z). La densité
électronique peut ensuite être exprimée en fonction du potentiel électrosta-
tique (z) par élimination de la vitesse dans l’équation de conservation de la
charge : n (z) /N = 1/ 1 + 2e /mV 2. Introduisons les variables normalisées
de potentiel et de position Z : (z) (Z) où Z = z 2Ne2/ 0mV 2 et
= 2e /mV 2. Ces variables permettent de simpli er l’écriture de la relation

de Poisson reliant potentiel et charges qui est semblable à l’équation décrivant
un mouvement unidimensionnel dans un potentiel statique et admet donc une
intégrale première : d2 /dZ2 = 1/ 1 + d /dZ = ±2(1 + )

1
4 =

(1 3Z/2)
4
3 1, le choix du signe étant dicté par la contrainte de croissance

ou de décroissance à partir de X = 0. La longueur caractéristique d’extention
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du potentiel de surface est ainsi donnée par :

v (z = ) = 0 =
V

3

2 0m

Ne2
0kBT

Ne2
, (7.13)

où l’évaluation de droite correspond à une population thermique de tempé-
rature T . La longueur ainsi identi ée n’est autre que la longueur dite de
Debye et il est aisé de véri er que la zone de charge d’espace ainsi créée assure
l’existence d’un potentiel de surface ,

=
+

0
zdz 2Ne

0

kBT

e
, (7.14)

permettant le con nement des électrons. Mais, le potentiel ne mesure ni
la profondeur de la cuvette de potentiel, ni le travail d’extraction, c’est un
terme de surface classique qui ne répond que très partiellement au problème
de l’émission thermoïonique, est en fait une faible autopolarisation due aux
électrons à la surface de la distribution de Fermi.

7.1.2 Potentiels de Galvani et Volta

Ces considérations doivent être élaborées pour construire le modèle de Som-
merfeld dans le cadre duquel un échantillon métallique peut être traité comme
un potentiel ionique con nant un ensemble d’électrons libres, l’excursion maxi-
mum à l’extérieur du métal étant de l’ordre de , et le saut de potentiel à la
traversée de l’interface métal vide de l’ordre de , ce modèle est illustré sur
la gure 7.5. Bien que la longueur d’onde de de Broglie (2.80) des électrons
au sein d’un échantillon macroscopique soit plus petite que les dimensions de
l’échantillon, une image classique n’est pas totalement recevable. En e et, les
électrons de conduction ainsi con nés possèdent un spin 1/2 et obéissent donc
à la statistique quantique de Fermi-Dirac.
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ε(z)
λ

f(ε, z= zint)

ε
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EF

χ
kBT

zint

Fig. 7.5 Distribution électronique en énergie et position.

La densité d’états D1 ( ), en fonction de l’énergie , est donnée par (2.74) :

D1 ( ) = 2M/ 2
3
2 /2 2, et la probabilité d’occupation du niveau d’éner-

gie , par (2.65 et Fig. 2.19) : P ( , 1) = N ( ) = (1 tanh( )/ 2kBT )/2,
où est le potentiel chimique interne. La distribution électronique f ( )
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est obtenue en multipliant cette probabilité d’occupation P ( , 1) par la den-
sité d’états D1 ( ) : f ( ) = D1 ( ) P1 ( , 1). Ce résultat complète la construc-
tion du modèle de Sommerfeld, un échantillon métallique peut être considéré
comme une cuvette de potentiel de profondeur W + , représenté sur la -
gure 7.5, les électrons sont distribués au sein d’un ensemble d’états d’énergie
cinétique non nulle depuis le fond de la cuvette, suivant la loi f ( ), jusqu’au
niveau de Fermi, où leur présence décroît exponentiellement. La distance entre
le niveau de Fermi, où la probabilité d’occupation est 1/2, et le haut de la
cuvette de potentiel dé nit le travail d’extractionW qui est égal à l’énergie
qui doit être fournie à un électron libre énergétique ( = EF ) pour l’extraire
du métal. Le tableau (7.15) présente quelques valeurs typiques du potentiel
chimique et du travail d’extraction W pour des alcalins, alcalino-terreux et
métaux de transition.

Métal W [eV] [eV]
Li 2,4 4,7
Be 3,9 9,1
Na 2,3 3,.1
K 2,2 2,0

Métal W [eV] [eV]
Sn 4,3 4,1
W 4,5 5,8
Pt 5,4 6,0
Cs 1,9 1,5

(7.15)

Pour les métaux usuels, le rapport du volume typique r3s occupé par un élect-
ron libre sur le volume de la première orbite de Bohr de l’atome d’hydrogène
a3B est tel que rs/aB 3-4, ainsi :

2 3 2n
2
3

2m
= 50 [eV]× aB

rs

2

, (7.16)

c’est-à-dire est de l’ordre de 5 à 10 eV. Cette estimation est conforme
aux données du tableau précédent. Un paramètre supplémentaire doit être
introduit pour corriger le modèle des électrons libres que nous venons de
développer : la masse e ective m des électrons, qui prend en compte la
nature périodique du potentiel ionique et les e ets d’interactions. La di érence
de recouvrement des orbitales internes entre les métaux simples et des métaux
de transition est à l’origine de la plus grande masse e ective des électrons de
conduction pour ces derniers alors que pour les métaux simples m est de
l’ordre de grandeur de la masse des électrons libres me.
Masse e ectivem , potentiel chimique , température T et travail d’extra-

ctionW constituent les paramètres de base du modèle métallique, les électrons
sont distribués en énergie cinétique suivant la distribution de Fermi-Dirac :

Distribution de Fermi-Dirac : f ( ) =
1

2 2

2m
2

3
2

exp kBT
+ 1

(7.17)

au sein d’une cuvette de potentiel de profondeurW + . Le modèle ainsi décrit
n’est pas totalement opérationnel car l’énergie est dé nie à une constante près



200 CHAPITRE 7. CONVERSION THERMOÏONIQUE

et la référence d’énergie doit être commune à di érents systèmes pour étudier
les transferts d’énergie entre ces systèmes. Or, le potentiel chimique que nous
avons dé ni et étudié ici est un potentiel chimique interne, mesuré à partir du
fond de la cuvette de potentiel ( gure 7.5), et les échanges s’e ectuent vers
l’extérieur.
Le niveau de référence permettant de comparer les di érents métaux doit

donc être pris à l’extérieur, c’est le niveau zéro du vide, commun à tous les
systèmes. Nous allons donc préciser ce point et dé nir di érentes quantités, re-
présentées sur la gure 7.6, certaines étant directement accessibles à la mesure
depuis l’extérieur, d’autres devant être évaluées indirectement.

ε
eχ

W

ε(z)

μi

μ
_

W

−eψ −eφ0

μψ

μi

−eψ

Fig. 7.6 Énergétique du modèle de Lorentz-Sommerfeld : travail de sortie W ,
potentiels chimiques, tensions de Galvani et Volta .

Il est aisé de dé nir et de mesurer la di érence de potentiel électrostatique
entre deux points dans le vide. En e et, la di érence de potentiel mesure sim-
plement le travail mis en œuvre pour déplacer une charge unité d’un point
vers un autre ; il est, par contre, plus délicat de dé nir la di érence de po-
tentiel électrostatique entre deux points au sein de deux milieux conducteurs.
Ce deuxième cas peut être ramené au problème de la di érence de potentiel
entre un point dans le vide et un point au sein d’un milieu conducteur. Dans
ce cas, il est pertinent de dé nir deux potentiels électrostatiques :
• le potentiel de Volta, , qui mesure le travail pour amener une charge

du vide à proximité de la surface extérieure du conducteur, à une distance de
l’ordre de ;
• le potentiel de Galvani , , qui mesure le travail pour amener une charge

du vide à l’intérieur du conducteur.
Ainsi, compte tenu des résultats précédents sur le potentiel de surface :

Potentiels de Galvani et Volta : = + . (7.18)

Malheureusement, cette distinction entre potentiel de Volta et potentiel de
Galvani n’est pas totalement opérationnelle car le travail pour déplacer une
particule chargée au sein d’un milieu conducteur doit aussi prendre en compte
les interactions à courte portée entre le milieu et la particule chargée. L’e et
de l’ensemble de ces interactions est décrit par le potentiel chimique externe,
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; seules sont accessibles à l’expérience les di érences de potentiel de Volta
et les di érences de la somme du potentiel chimique plus le potentiel de

Galvani entre deux milieux, la di érence des potentiels électrochimiques :

Potentiel électrochimique : = + e , (7.19)

qui mesure le travail total de transfert, depuis le vide au sein d’un milieu
conducteur, d’une charge unité. On notera le changement de notation : nous
venons d’introduire le potentiel chimique externe , représenté sur la gure
7.6, qui mesure la position du niveau de Fermi, comme le potentiel chimique
interne i, mais depuis le niveau du vide pris comme référence et non à partir
du fond de la cuvette de potentiel ionique comme c’est le cas sur la gure 7.5.
Sur la base de cet ensemble de dé nitions, le travail de sortie, ou travail

d’extraction, W , d’un conducteur, qui mesure, pour un potentiel de Volta nul
= 0, le travail nécessaire pour amener du métal dans le vide une charge unité

depuis son plus haut niveau d’énergie cinétique, est donc égal à la somme du
potentiel électrochimique et du potentiel de surface .

Potentiel de sortie : W = + e . (7.20)

Les deux quantités opérationnelles directement mesurables sont donc le poten-
tiel de Volta , dont les di érences entre conducteurs constituent les tensions
électriques mesurées couramment en électronique, et le travail d’extraction
W , dont les principales valeurs sont données dans le tableau (7.21).

Métal W [eV]
Li 2,4
Na 2,3
K 2,2
Cs 1,9
Cu 4,4
Ag 4,3
Au 4,3

Métal W [eV]
Mg 3,6
Ca 2,8
Sr 2,3
Ba 2,5
Fe 4,3
Mn 3,8
Zn 4,2

Métal W [eV]
Hg 4,5
In 3,8
Ga 4,0
Ti 3,7
Sn 4,3
Pb 4,0
W 4,5

(7.21)

Ce sont ces deux quantités que nous utiliserons pour développer la théorie des
générateurs thermoïoniques.
Rapprochons, puis mettons en contact, deux conducteurs métalliques. Le

diagramme énergétique des électrons est illustré par la gure 7.7 ; le signe de la
charge électronique étant négatif, rappelons que les diagrammes de potentiels
sont inversés par rapport aux diagrammes d’énergie.
Les gaz de Fermi électroniques de ces deux conducteurs sont caractérisés

par : (i) les potentiels chimiques internes 1 et 2, mesurés depuis le bas de
la bande de conduction, (ii) les travaux de sortie W1 et W2, mesurés depuis
le niveau du vide extérieur, et (iii) les potentiels de surface 1 et 2. À par-
tir d’une distance de l’ordre de quelques Angström, un échange d’électrons
entre les deux échantillons est possible, cet échange permet d’assurer l’équi-
libre thermodynamique du système ainsi assemblé ; les températures étant
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supposées égales, il s’agit donc d’un échange assurant l’équilibre chimique,
c’est-à-dire l’égalité des potentiels chimiques repérés à partir d’un même ni-
veau de référence, en l’occurrence, pour des métaux, l’ajustement des niveaux
de Fermi. Cet ajustement est obtenu à travers une phase transitoire précé-
dant l’établissement de l’équilibre thermodynamique ; durant cette phase des
électrons du métal 1, présentant le travail d’extraction le plus petit, passent
dans le métal 2, présentant le travail d’extraction le plus grand. Ainsi, le métal
2 devient électronégatif, son potentiel électrostatique est abaissé par rapport
au métal 1, et l’énergie des électrons est augmentée.

μ1

W1

ε

W2

μ2

EF

W2 − W1

 - - - -+ + + +

eψ1
eψ2

Fig. 7.7 Tension de contact voltaïque entre deux métaux résultant de
l’échange d’électrons assurant l’ajustement des potentiels électrochimiques.

Cette di érence de potentiel permet l’ajustement des niveaux de Fermi
à travers la création d’une double couche chargée interfaciale associée à une
di érence de potentiel, appelée tension de Volta de contact :

Tension de Volta : 1 2 =
W2 W1

e
. (7.22)

Nous arrivons à la même conclusion si nous considérons directement l’égalité
des potentiels électrochimiques ; en e et, les potentiels électrochimiques repè-
rent le même niveau de Fermi mais depuis le niveau du vide extérieur : =
+ e = + e + e = W + e . Ainsi l’égalité 1= 2 conduit à la relation
e 1 e 2 = W2 W1.
Évaluons le nombre d’électrons passant d’un métal vers un autre pour éta-

blir une tension de Volta 1 2. Entre les métaux en contact, il existe un jeu
d’épaisseur d et les charges sont localisées à la surface des métaux. Compte
tenu de cette géométrie présentant deux plans conducteurs en regard, la valeur
de la charge échangée Q ainsi répartie peut être évaluée suivant un modèle
capacitif : Q = CV , où la capacité du contact C est donnée par la formule
classique, C = 0S/d, ainsi Q = 0SV/d. La distance d est de l’ordre de gran-
deur de la taille des atomes, d 3 Å, et la tension de Volta de l’ordre du volt,
la densité surfacique de charges est donc de l’ordre de Q/S 3× 10 2 C/m2

ce qui correspond à 2×1017 électrons/m2. Or, 1 m2 de couche monoatomique
d’un métal contient 5 × 1018 atomes. En supposant que chaque atome de
l’interface cède au gaz de Fermi des électrons de la bande de conduction un
électron, seulement 4 % des électrons de la couche atomique interfaciale sont
impliqués dans le transfert assurant l’équilibre chimique et la génération du
potentiel de contact de Volta. Nous pouvons donc considérer que la jonction
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métal-métal ne perturbe pas la structure du niveau de Fermi suivant le schéma
ci-dessous. La situation est radicalement di érente pour les jonctions métal-
semiconducteurs, illustrées sur la gure 7.8, que nous rencontrerons dans le
cadre de l’étude des dispositifs thermoélectriques. De tels contact sont usuel-
lement dénommés contact ou barrière Schottky.
Considérons le cas d’un métal M en contact avec un semiconducteur int-

rinsèque de type N. Pour les semiconducteurs, la di érence d’énergie entre le
dernier niveau occupé et le niveau du vide est appelée l’a nité, et le potentiel
d’extraction mesure la di érence d’énergie entre le niveau de Fermi, qui est
inoccupé, et le niveau du vide extérieur. Si le travail d’extraction du métal
est supérieur au travail d’extraction du semiconducteur, des électrons de ce
dernier passent au sein du métal.
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0

Ev

Ec
EF

EnrichissementDéplétion

μ

ε(z)

M

EF

Tension de Volta

M

0
W2 - W1

++++++++
M N

Ev

Fig. 7.8 : Di érences entre les contacts métal-métal M/M et métal
semiconducteur M/N : enrichissement et déplétion.

Ainsi le métal devient électronégatif ( gure 7.8, on consultera les gures
8.3 et 8.5 pour les notations relatives aux semiconducteurs), son potentiel
électrostatique est abaissé par rapport au semiconducteur, cette di érence de
potentiel permet l’ajustement des niveaux de Fermi. Le nombre d’électrons
ainsi transférés pour assurer l’équilibre chimique au voisinage de la jonction
est du même ordre de grandeur que dans le cas du contact de deux métaux
car la di érence de potentiel de Volta nécessaire à l’ajustement des niveaux
de Fermi est aussi de l’ordre du Volt. La distance interatomique du réseau
cristallin du semiconducteur est de l’ordre de 5 Å et la concentration du gaz
électronique peut être prise égale à 2 × 1021 électrons/m3, ainsi l’unité de
surface de la couche monoatomique associée à l’interface côté semiconducteur
contient 2× 1014 électrons/m2. Le passage de 2× 1017 électrons vers le métal
implique donc la déplétion de 103 couches atomiques du semiconducteur, l’é-
paisseur de la zone perturbée par le contact est donc signi cative au niveau
du semiconducteur et l’apparition d’une couche épaisse appauvrie en élect-
rons, une zone dite de déplétion, se traduit par une modi cation des niveaux
hauts et bas des bandes de valence et de conduction, modi cation qui peut
être étudiée en résolvant l’équation de Poisson qui détermine le potentiel dans
cette zone de charge d’espace. L’analyse du cas du contact entre un métal et
un semiconducteur tel que le travail de sortie du métal soit inférieur à celui
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du semiconducteur conduit à des conclusions semblables mais ici la zone per-
turbée au sein du semiconducteur est enrichie en électrons, ces deux cas sont
résumés sur la gure 7.8.
La structure de la cuvette de potentiel issue du modèle de Sommerfeld doit

être complétée par la prise en compte de l’e et Schottky. En 1914, Schottky
prédit un abaissement du travail de sortie W en présence d’un champ élect-
rique. Le modèle de Schottky est construit autour de l’analyse des forces subies
par un électron quittant une interface métal vide.

x
W W'

xx xm

E <0

E >0

-+

Fig. 7.9 Image électrique et e et Schottky.

Au voisinage de quelques Å de cette interface, ce sont les forces de na-
tures électrique et chimique (c’est-à-dire électriques complétées par le principe
d’antisymétrie des fonctions d’onde) qui dominent la dynamique et qui sont
modélisées par la cuvette de potentiel associée au modèle de Sommerfeld.
Au-delà de ce voisinage proche de l’interface, une particule chargée crée

au sein d’un métal une image électrique telle que l’interface soit une surface
équipotentielle. Cette image électrique est responsable d’une force d’attraction
Fs qui est fonction de la distance x à l’interface suivant la relation :

Potentiel d’image : Fs =
e2

16 0x2
s =

e2

16 0x
. (7.23)

Si un champ électrique accélérateur E est appliqué à la surface du métal, le
potentiel vu par un électron présente alors un maximum à une distance xm
de l’interface :

eE
e2

16 0x2
= 0 xm =

e

16 0E
. (7.24)

On dénomme e et Schottky l’abaissement du travail d’extraction W W
ainsi identi é.

E et Schottky : W W =
e2

16 0xm
Exm =

1

2

eE

0
(7.25)

L’e et Schottky, illustré sur la gure 7.9, n’est pas dominant pour l’analyse
des générateurs thermoïoniques.
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7.2 Relation de Richardson-Dushman

7.2.1 Modèle d’équilibre

Nous allons établir l’expression de la densité volumique de courant thermoïo-
nique en fonction du potentiel de sortie et de la température J (W,T ), dite
relation de Richardson-Duschman, à travers deux approches di érentes : (i)
dans le contexte du premier modèle, nous considérerons l’émission électro-
nique comme un processus d’évaporation que nous traiterons dans le cadre
de la thermodynamique de l’équilibre ; (ii) dans le deuxième modèle, nous
calculerons directement le courant porté par la fraction énergétique des élect-
rons qui ne sont pas con nés par le potentiel ionique. Ces deux approches
conduisent au même résultat.
Soit un échantillon métallique chaud, de température T , représenté par la

cuvette de potentiel M sur la gure 7.10, en équilibre avec un gaz d’électrons
libres G de même température T . Les deux phases électroniques, la phase
gazeuse et la phase métallique condensée, sont en équilibre, M e + M+,
au regard des échanges de matière et de chaleur, leurs potentiels chimiques
sont donc égaux : G (T, V,N) M (T, V,N) = C

te, où la constante Cte est
prise égale à zero si et seulement si les deux potentiels chimiques sont mesurés
à partir d’un même niveau de référence.
Pour la phase gazeuse, le potentiel chimique est donné par la relation

classique (2.82) :

G (T, V,N) = kBT log
3
BT (T ) + kBT log

N

V
. (7.26)

Pour la phase condensée, les électrons libres au sein du métal M , le potentiel
chimique (2.86) mesuré depuis le fond de la cuvette de potentiel ionique est
égal à l’énergie de Fermi à une correction thermique près qui reste négligeable
dans les conditions de la génération thermoïonique,

M (T, V,N) = EF 1
( kBT )

2

12E2F
+ ... . (7.27)

Le potentiel chimique du gaz G (T, V,N) est mesuré à partir du vide, si nous
choisissons ce niveau comme référence pour les électrons au sein du métal,
alors leur potentiel chimique est égal au travail d’extraction W ; on néglige
donc dans le cadre de ce modèle le potentiel de surface car il n’est plus
relevant en présence d’un équilibre entre phases électroniques libre et con née.
Ainsi, l’équilibre des phases se traduit par la relation :

M (T, V,N) = G (T, V,N)
W

kBT
= log

ne
2

2 2

mekBT

3
2

. (7.28)

Un métal chaud en équilibre thermodynamique baigne donc dans une atmos-
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phère électronique gazeuse dont la densité ne est donnée par :

ne (W,T ) = 2
mekBT

2 2

3
2

exp
W

kBT
. (7.29)

Le raisonnement que nous venons de développer ici est en tout point semblable
à celui décrivant la théorie de l’évaporation des phases condensées : W tient le
rôle de la chaleur latente de vaporisation et la formule précédente est similaire
à la relation de Clapeyron pour un gaz parfait.
Nous avons établi l’expression du ux dirigé pour une distribution maxwel-

lienne des vitesses au sein d’un gaz de densité donnée, la relation (1.17), ainsi
il est aisé de calculer le ux électronique quittant le métal M G qui est égal,
à l’équilibre, au ux incident du gaz sur le métal G M ,

M G = G M = ne (W,T )
kBT

2 me
= 4

mek
2
BT

2

h3
exp

W

kBT
. (7.30)

Le courant thermoïonique est donc donné par la formule :

Relation de Richardson-Dushman : J (W,T ) = AT 2 exp
W

kBT
, (7.31)

dite relation de Richardson-Dushman.

T

T

M

G

ne

μM

μG

W

Fig. 7.10 Modèle d’équilibre de la relation de Richardson-Dushman.

La constante A, indépendante du métal, est appelée constante de Som-
merfeld :

Constante de Sommerfeld : A = 4
emek2B
h3

= 120.4
A

cm2 ·K2 . (7.32)

Les mesures expérimentales du courant d’émission thermoïonique, présentées
dans la table (7.33), con rment l’ordre de grandeur de cette valeur et la dépen-
dance fonctionnelle qui vient d’être établie ; les écarts sont imputables à la



7.2. RELATION DE RICHARDSON-DUSHMAN 207

simplicité du modèle qui est néanmoins pertinent pour analyser les principes
et limitations des générateurs thermoïoniques.

Métal A A
cm2·K2 W [eV]

Mo 55 4,20
Pt 170 5,40
Th 60,2 3,89
W 46 4,54
Ta 55 4,19

Matériaux A A
cm2·K2 W [eV]

Cs 50 1,89
Ni 30 4,61

W-Ba 1,5 1,6
W-Th 4 2,7
ThO2 5,7 3,69

(7.33)

Considérons, à présent, une approche cinétique de ce problème.

7.2.2 Modèle cinétique

La fonction de distribution des énergies cinétiques (7.17), égale au produit
P ( , 1) D1 ( ) représentée sur la gure 7.11, présente une queue d’électrons
rapides, entre les énergies = +W et = + , qui ne sont pas con nées
par la cuvette de potentiel ionique de profondeur W + .

ε

D1(ε)
P(ε,1)

μM W +μM

1

W
μM

M
G

Fig. 7.11 Modèle cinétique de la relation de Richardson-Dushman.

Le courant thermoïonique n’est autre que le ux associé à cette popu-
lation haute énergie non con née. Le calcul de ce ux peut être e ectué en
considérant les trois composantes de la vitesse u, v, et w, repérées sur une base
cartésienne, l’élément de volume dans l’espace des vitesses est égal à : d

= (me/2)
3
2 dudvdw/2 . Ainsi, le courant J (W,T ) s’obtient directement par

sommation :

J (W,T ) =
e

2

me

2

3
2

+

dv
+

du
+

+W

dwwf ( ) . (7.34)

La partie haute énergie de la distribution de Fermi-Dirac peut être approchée
par une simple distribution classique de Maxwell :

J (W,T ) =
e

8 3

m3
e
3

+

dv
+

du (7.35)
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×
+

+W
me/2

dw2 exp
me

2 u2 + v2 + w2

kBT
.

Les sommes sur u et v sont de nature gaussienne :

J (W,T ) =
e

2 3

me

3
kBT

+

+W
me/2

dw2 exp
me

2 w
2

kBT
, (7.36)

et le résultat nal con rme la formule obtenue dans le contexte d’une descrip-
tion thermodynamique de l’équilibre entre deux phases,

J (W,T ) =
e

2 2

mekBT
3

+

W

dx exp
x

kBT
(7.37)

= 4 e
mek

2
BT

2

h3
exp

W

kBT
.

Ce ux de charge est associé à un ux de chaleur de valeur :

Q =
m4
e

8 3 3

+

dv
+

du
+

+W
me/2

u2 + v2 + w2

2
(7.38)

× exp
me

2 u2 + v2 + w2

kBT
dw2 .

La relation (1.18) permet de conclure directementQ (W,T ) = J (W + 2kBT ),
c’est ce terme de ux de chaleur, complété par le ux radiatif, qui doit être
pris en compte pour évaluer l’e cacité du convertisseur thermoïonique.

7.2.3 Doubles couches

Considérons la relation de Richardson-Dushman (7.31), la valeur du courant
d’émission thermoïonique croît exponentiellement avec la température, il est
donc pertinent de choisir un mode de fonctionnement à haute température ;
qui plus est, le rendement de Carnot est aussi une fonction croissante avec
la température de la source chaude, pour une source froide de référence à
température ordinaire. Les conditions d’un courant important, et d’une e ca-
cité conséquente, sont donc réunies à haute température. Mais, un tel régime
implique une évaporation signi cative du matériau constituant la cathode,
donc une diminution notable de la durée de vie du dispositif de conversion.
Ces conclusions indiquent la nécessité d’utiliser des matériaux présentant une
température de fusion élevée tels que les métaux réfractaires : rhénium, tungs-
tène, tantale et molybdène.
Les métaux réfractaires, dont les cases sont grisées sur la gure 7.12,

occupent une place bien dé nie dans la classi cation périodique des éléments,
au croisement des périodes 5 à 6 et des colonnes associées aux métaux de
transition.
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Cette solution n’est pas totalement satisfaisante car le travail de sortie de
ces métaux, (7.33), est relativement élevé ( 4 eV). Il est possible d’abais-
ser ce travail de sortie, pour cela il est nécessaire de recouvrir la surface
émissive cathodique d’une couche monoatomique adsorbée de métaux alca-
lins, ou alcalino-terreux, sous forme atomique, ou combinée chimiquement
avec des halogènes, ou simplement l’oxygène.
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Fig. 7.12 Métaux à haut point de fusion et évaporation.

Dans le cas atomique, les atomes électropositifs cèdent un électron à la
première couche atomique du métal et sont ainsi associés par attraction élect-
rostatique à la surface cathodique ( gure 7.13) et dans le cas moléculaire
les combinaisons du type alcalin/halogène ou alcalin/oxygène forment des
molécules fortement polaires, les électrons étant préférentiellement situés au
voisinage de l’élément électronégatif, ces molécules sont adsorbées et orientées
au voisinage de la surface métallique formant ainsi une couche dipolaire.
Dans les deux cas, si nous notons n la densité surfacique de particules ad-

sorbées, la di érence de potentiel associée à la traversée de la couche dipolaire
d’épaisseur d ainsi constituée est de l’ordre de :

V =
+ z (z)

0
dz

nCsed

0

1018 m 2 × 10 19 [C]× 10 10 [m]
10 11 [F ·m 1]

1 [V]

(7.39)
où nous avons considéré des atomes de césium, avec un taux de recouvre-
ment de la surface de l’ordre de l’unité ( gure 7.13), et un moment dipolaire
correspondant à une charge électronique déplacée d’un Angström.
Ainsi, la chute de potentiel dipolaire associée à l’adsorption d’atome alca-

lin, ou de molécules polaires, est de l’ordre de grandeur du travail de sortie et
ce procédé permet donc d’abaisser signi cativement le travail de sortie d’une
cathode.

Cathode WC [eV] TC [ C]
W-Ba 1, 7 900-1 400
W-Th 2, 55 1 800-2 000
W-Cs 1, 7 1 400-1 600

Anode WA [eV]
Ni-BaO/SrO 1, 0
AgO-Cs 0, 75
WO-Cs 0, 71

(7.40)
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Les caractéristiques d’un ensemble typique de couples cathode/anode ainsi
traités sont présentées dans le tableau (7.40).
Soit une enceinte, dont deux des parois opposées constituent l’anode et la

cathode d’une diode thermoïonique, contenant de la vapeur de césium sous
une pression P et à une température T0.

zρe

+

-
-
-

ρi

ρ

d

Cs+
+

+

+

+
+

++

+

Fig. 7.13 Double couche alcaline à la surface d’un métal.

Le processus d’interaction césium-électrode doit être modélisé comme une
adsorption suivie par une désorption de l’atome par la paroi ; entre ces deux
phases, la particule neutre reste adsorbée au niveau des premières couches
atomiques de l’électrode.
Si l’énergie de liaison associée à cet état d’adsorption, Ea, est inférieure à

une fraction d’eV, le processus relève de la théorie des liaisons faibles et corres-
pond au régime de la physisorption, si Ea est supérieure à une fraction d’eV,
son ordre de grandeur est caractéristique des énergies mises en jeu dans les
réactions chimiques, et le processus correspond au régime de la chimisorption,
l’interaction peut aussi donner lieu au phénomène d’ionisation par contact.
Le temps de résidence de la particule neutre, , c’est-à-dire la durée de

vie de l’état adsorbé césium-surface, est une fonction croissante de l’énergie
de liaison Ea, en e et le processus de désorption nécessite une excitation à un
niveau énergétique de l’ordre de Ea.
Introduisons le taux de recouvrement des électrodes, , dé ni comme le

rapport de la densité surfacique d’atomes de césium na que divise la densité
surfacique maximum correspondant à une couche monoatomique uniforme et
continue : na/n = 1 na = n 1014 - 1015 cm 2 . Le ux d’atomes
de gaz sur l’électrode est donné par la formule classique (1.18),

Flux atomique : = n
v

4
=

P

2 MkBT0
, (7.41)

où M est la masse atomique du césium, P et T0 la pression et la température
de la vapeur emplissant l’enceinte.
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La vitesse d’adsorption est proportionnelle au produit de ce ux par la
fraction de sites surfaciques susceptibles d’accueillir un atome adsorbé. La
vitesse de désorption est proportionnelle à la fraction de sites surfaciques oc-
cupés par des atomes de césium que multiplie un facteur d’activation décrivant
la probabilité d’excitation thermique, (3.64), au-dessus du niveau énergétique
de la liaison faible assurant l’adsorption ; ainsi, ce modèle simple conduit aux
relations (7.42) et (7.43),

Vitesse d’adsorption : (1 )
P

2 MkBT0
, (7.42)

Vitesse de désorption : C exp
Ea
kBT0

, (7.43)

où C est une constante spéci que au couple atome/surface.
À l’issue d’une période transitoire, un état d’équilibre entre désorption

et adsorption s’établit à travers l’égalité des vitesses d’adsorption et de dé-
sorption et le taux de recouvrement des électrodes à l’équilibre est donc une
fonction de la pression et de la température,

Équilibre : (P, T0) =
1

1 + C 2 MkBT0
P exp Ea

kBT0

. (7.44)

Considérons à présent l’expérience suivante : introduisons dans l’espace in-
terélectrode d’une diode thermoïonique une goutte de césium métallique, il se
crée alors une atmosphère de vapeur saturante de césium associée à l’équilibre
chimique entre la phase dense et la phase vapeur.
Soit T0 la température de la goutte, l’intégration de formule de Clapeyron,

L = T0(uv ul) dP/dT0, permet d’évaluer la pression de vapeur saturante
P (T0) : log10 P [torr] = 11, 05 1, 35 log10 T0 [K] 4 040/T0 [K].
La formation d’une pellicule adsorbée de césium o re un moyen de contrô-

ler la valeur du travail de sortie des électrons à travers l’abaissement du po-
tentiel de surface mais le taux de recouvrement est fonction de la pression
de vapeur P et de la température des électrodes. Le courant thermoïonique
est donné par la formule de Richardson-Dushman et la combinaison des di é-
rentes dépendances paramétriques résulte en un comportement non monotone
du courant en fonction de la température des électrodes T pour une pression
de vapeur P donnée ; ce comportement est illustré sur la gure 7.14.
La gure 7.14 présente les variations du logarithme du courant thermoïo-

nique en fonction de l’inverse de la température pour un système thermoïo-
nique W-Cs, pour di érentes valeurs de la température des vapeurs de césium
T0. Chacune de ces courbes présente trois parties distinctes ; à droite, c’est-à-
dire dans le domaine des basses températures, le taux de recouvrement (7.44)
est voisin de l’unité et le travail d’extraction W est abaissé à une valeur de
l’ordre de 1, 7 eV, ainsi la relation de Richardson-Dushman implique une dé-
croissance linéaire du logarithme du courant en fonction de l’inverse de la
température et cette loi linéaire est bien véri ée asymptotiquement.
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A haute température, les branches asymptotiques gauches véri ent la loi
de Richardson-Duschmann avec un travail de sortie égal à celui du tungstène,
ce comportement s’explique par le fait qu’à de telles températures le taux de
recouvrement est très faible, voir nul.

1,20,90,60,3 1 000
T [K]

J [A/m  2]

102

10−2

10−1

1

10

W = 1,69  eV

W = 4,52 eV

T0 = 600 K

T0= 400 K

T0 = 450 K

Fig. 7.14 In uence de l’adsorption du césium sur le travail de sortie W :
courant en fonction des températures de la cathode et du gaz.

Entre ces deux comportements, 1 et 0, l’augmentation de la dé-
sorption de césium masque puis domine l’impact de l’augmentation de tempé-
rature sur la loi de Richardson Duschmann, ainsi on observe cette transition
de la droite vers la gauche, qui peut être non monotone.

7.2.4 Caractéristiques thermoïoniques

Une distribution de vitesses maxwellienne ne porte aucun courant de par sa
symétrie par rapport à l’origine des vitesses.
Deux types de distributions portant un courant non nul, illustrées sur la

gure 7.15, apparaissent dans le contexte de l’étude des générateurs thermoïo-
niques :
• les distributions maxwelliennes tronquées à partir d’une vitesse u, c’est

ce type de distribution que nous avons considéré pour établir la formule de
Richardson-Duschman;
• les distributions maxwelliennes déplacées et centrées sur une vitesse non

nulle u, c’est ce type de distribution que nous considérerons pour l’étude du
régime collisionnel de Schottky.
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Fig. 7.15 Générations de courant par coupure et entraînement.

Considérons le cas des distributions tronquées, en particulier établissons la
relation exprimant le courant J (JS , V, T ) résultant du franchissement d’une
barrière de potentiel, de hauteur V , par un courant porté par une demi-
maxwelienne tronquée en v = 0, JS est le courant porté par la demi-maxwellienne
de température T illustré sur la gure 7.16.
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J(V,JS)
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V

x
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Fig. 7.16 Barrière de potentiel et transmission d’un courant thermique.

Seuls les électrons de vitesse v supérieure à u = 2eV/m franchiront cette
barrière de potentiel et les autres seront ré échis. Ainsi, le courant transmis
J (V, T ) rapporté au courant incident JS est égal à :

J (V, T )

JS

+

2eV/m
exp mv2

2kBT
vdv

+

0
exp mv2

2kBT
vdv

. (7.45)

Le coe cient de transmission d’une barrière de potentiel dépend donc expo-
nentiellement de sa hauteur pour un courant incident porté par une maxwe-
lienne tronquée, ce qui est le cas pour les diodes thermoïoniques polarisées,

J (JS , V, T ) = JS exp
eV

kBT
. (7.46)

À partir de cet ensemble de résultats sur l’émission, l’adsorption, l’ionisation
par contact, la décomposition et la transmission des courants, nous allons
développer plusieurs modèles permettant de comprendre le fonctionnement
des diodes thermoïoniques et d’appréhender l’origine de leurs limitations.
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Soit une diode thermoïonique, représentée sur les gures 7.17 et 7.18,
composée d’une cathode, présentant un potentiel de sortie WC et portée à
la température TC , et d’une anode, présentant un potentiel de sortie WA et
portée à la température TA.

TC
TA

WC WA

TC

TA

WC

WA

J J

V V

V
V

Fig. 7.17 Pro ls de potentiels dans la zone 2 de la caractéristique Fig. 7.19.

Si TC > TA et si une di érence de potentiel |V | < WC WA polarise
le système anode-cathode ( gure 7.17), la densité volumique de courant total
circulant dans l’espace interélectrodes sera égale à la di érence entre le courant
thermoïonique cathodique et le courant thermoïonique anodique corrigé du
facteur de transmission associé à la barrière de potentiel de hauteur WC

WA + eV .
En e et, le courant émis par la cathode est intégralement transmis à

l’anode et celui émis par l’anode doit remonter cette barrière de potentiel,

J = AT 2C exp
WC

kBTC
AT 2A exp

WC eV

kBTA

JRD = AT
2
C exp

WC

kBTC
. (7.47)

Compte tenu de l’ordering fort entre les températures et de la dépendance
exponentielle de la relation de Richardson-Dushman, le courant sera, en pre-
mière approximation, égal au courant de Richardson-Duschman associé aux
caractéristiques TC et WC de la cathode, indépendamment du potentiel de
polarisation V .
Si TC > TA et si une di érence de potentiel V WC WA polarise le

système anode-cathode ( gure 7.18), la densité volumique de courant total
circulant dans l’espace interélectrodes sera égale à la di érence entre le cou-
rant thermoïonique cathodique, corrigé du facteur de transmission associé à
la barrière de potentiel de hauteur WA + eV WC , et le courant thermoïo-
nique anodique. En e et, le courant émis par la cathode doit remonter la
barrière de potentiel et celui émis par l’anode est intégralement transmis vers
la cathode.
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Fig. 7.18 Pro ls de potentiels dans les zones 3 et 4 de la caractéristique Fig.
7.19.

Cette deuxième partie de la caractéristique courant-tension présente donc
une décroissance associée au facteur de Boltzmann,

J = AT 2C exp
WA + eV

kBTC
AT 2A exp

WA

kBTA

AT 2C exp
WA + eV

kBTC
. (7.48)

La caractéristique d’une diode thermoïonique présente donc deux branches,
Richardson-Dushman (2) à basse tension, et Boltzmann (4) à bas courant,
représentées sur la gure 7.19.

J

V

Richardson-Dushman

WC − WA

JRD

0

32

Vco

WC < WA

4

Boltzmann

Fig. 7.19 Caractéristique courant/tension des générateurs thermoïoniques.

Le courant de court-circuit est égal au courant de Richardson-Dushman
JRD (WC , TC) de la cathode, et la tension en circuit ouvert Vco est obtenue en
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égalant le courant anodique au courant cathodique, T 2C exp (eV +WA)/kBTC
= T 2A exp WA/kBTA, relation conduisant à l’expression :

eVco =
TC
TA

1 WA + 2kBTC log
TC
TA
. (7.49)

L’extraction de puissance sera optimale au voisinage du point de fonction-
nement 3 sur la gure 7.19 correspondant à la condition V = WC WA ;
rappelons que nous avons considéré le cas WC > WA, le cas inverse ne per-
mettant pas une extraction de puissance optimale.
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Fig. 7.20 Sources d’irréversibilité des générateurs thermoïoniques : ux de
charges et ux de chaleur couplés.

La question de l’e cacité, c’est-à-dire de la fraction de puissance thermique
convertie en puissance électrique, nécessite de prendre en compte le transfert
de chaleur de la cathode vers l’anode. Ce transfert de chaleur provient pour
partie à l’échange d’électrons énergétiques, mais aussi, et de façon dominante,
à l’échange de photons résultant du rayonnement thermique (9.2) d’une plaque
chaude vers une plaque froide. La formule de Stefan (9.10) Q [W/cm2] = BT 4,
décrivant le rayonnement thermique, nécessite l’introduction de la constante
de Stefan-Boltzmann B.

C tede Sommerfeld : A 4
emek

2
B

h3
= 120, 4

A
cm2 ·K2

C tede Stefan : B 2 k4B
60 3c2

= 5, 67× 10 12 W
cm2 ·K4

Le bilan de courant thermoïonique J sous une tension donnée VC VA et le
bilan des pertes thermiques Q par rayonnement et convection sont illustrés
sur la gure 7.20 et peuvent être établis quantitativement. Mais il est plus
pertinent, au regard de la comparaison avec les systèmes thermoélectriques,
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d’étudier le régime de fonctionnement linéaire et de considérer les approxima-
tions linéaires des lois de Richardson-Duschman et Stefan,

f(T,W ) AT 2 exp
W

kBT
J = f(TC ,WC) f [TA,WC e (VC VA)]

g(T ) BT 4 Q = B T 4C T 4A + f(TC ,WC) (WC + 2kBTC) + ...

La linéarisation de ces ux de charges J et de chaleur Q conduit aux relations :

J
A
m2

=
f

T TC ,WC

(TC TA) + e
f

W TC ,WC

(VC VA) , (7.50)

Q
W
m2

g

T TC

(TC TA) + ... , (7.51)

qui sont similaires aux relations associées aux générateurs thermoélectriques,
étudiés dans le prochain chapitre, (8.40) et (8.41) :

J
A
m2

=
d
(S T V ) , Q

W
m2

=
d
T + TSJ . (7.52)

Le facteur de mérite Z (voir la dé nition 8.58), introduit dans le contexte
de l’analyse des générateurs thermoélectriques au chapitre suivant, peut être
étendu formellement aux générateurs thermoïoniques.

1 400

10−4

1 000600

10−2

10−3 PbTe W-Ba

Z

Tc

thermoélectrique thermoïonique

Fig. 7.21 Comparaison des e ets thermoïonique et thermoélectrique à
travers le facteur Z.

Il apparaît alors un à deux ordres de grandeur fois plus grand dans le cas
thermoïonique que dans le cas thermoélectrique,

Zthermo önique

f
T

f
T

e f
W

g
T

kB
e

f

g
.

Les calculs menant à la relation d’ordre Zthermoélectrique < Zthermo önique ne
sont pas présentés ici, seul le résultat, pour une cathode W-Ba, est illustré
sur la gure 7.21 ; cette courbe met en lumière la qualité des performances
théoriques des diodes thermoïoniques et leur complémentarité avec les couples
thermoélectriques haute température tels que PbTe.
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7.3 Diodes de Langmuir et Schottky

7.3.1 Régime de Langmuir

Les diodes thermoïoniques opèrent suivant deux modes distincts : (i) à vide
(Langmuir), (ii) en présence d’une vapeur de césium ionisé (Schottky) permet-
tant de neutraliser partiellement la charge d’espace du faisceau électronique
et dont l’adsorption abaisse le travail de sortie. En régime Langmuir, l’espace
interélectrodes (gap) est le siège d’un écoulement électronique, il est chargé
négativement et le potentiel électrostatique ne varie donc pas linéairement
mais présente une concavité orientée vers le haut conformément à l’équation
de Poisson : d2 /dx2 = / 0 < 0. Il existe donc au sein du gap, entre la
cathode et l’anode, une barrière de potentiel supplémentaire due à la charge
d’espace négative, de part et d’autre d’un maximum de potentiel en un point
d’abscisse xM .

U

Γ

d

e

m

-

-

-

-

-

x

Fig. 7.22 Ècoulement de Child-Langmuir : courant limité par charge
d’espace sous une tension U .

Pour étudier les limitations introduites par la ré exion du courant ther-
moïonique cathodique sur cette barrière de potentiel associée à la charge d’es-
pace électronique, nous allons analyser les conditions d’écoulement d’un ux
de charges en régime de charge d’espace.
Considérons, en régime stationnaire, une densité de courant électronique

J = e , unidimensionnelle suivant l’axe des x, entre le plan x = 0 et le plan
x = d ( gure 7.22). La population de particules de charge e et de masse m
est décrite par la densité n(x) et par la vitesse v(x) telle que v(x = 0) = 0.
La di érence de potentiel entre les deux électrodes est égale à U : (x = 0)
= 0, (x = d) = U . En régime stationnaire, la vitesse v(x) et la densité
n(x) obéissent à l’équation de continuité et à l’équation du mouvement ; une
troisième équation, l’équation de Poisson, complète ce système,

Conservation de la charge : nv = , (7.53)

Conservation de l’énergie :
m

2
v2 = e , (7.54)

Équation de Poisson :
d2

dx2
=
e

0
n . (7.55)



7.3. DIODES DE LANGMUIR ET SCHOTTKY 219

Par élimination de la vitesse et de la densité, le problème de l’écoulement
électronique entre la cathode et l’anode se ramène à l’analyse de l’équation
de Poisson nonlinéaire :

d2

dx2
=

0

em

2

1
2 , (7.56)

compte tenu des deux conditions aux limites, (x = 0) = 0 et (x = d) =
U . Introduisons une mesure du champ électrique au niveau de la cathode : le
paramètre sans dimensionK tel que : d /dx|x=0 KU/d. Ce paramètre o re
la possibilité d’étudier les caractéristiques du ux limité par charge d’espace en
fonction du champ en x = 0 ; en particulier, il permet d’identi er pour quelle
valeur optimale du champ d /dx|x=0 le ux est maximum : (K,U, d) / K
= 0 K =KM M (KM , U, d). Le ux maximum ainsi identi é, M , n’est
autre que le courant limite de Child-Langmuir : M (KM , U, d) = C (U, d)
dé ni par :

Courant de Child : C
4

9
0

2

me

U
3
2

d2
e C

A/cm2
= 2, 3× 10 6

U
V

3
2

d
cm

2 .

(7.57)
Introduisons les variables normalisées X et : (x) (X) et le paramètre
de contrôle R, tels que,X = x/d, = /U et R = / C . L’ordre de l’équation
de Poisson ainsi normalisée peut être abaissé en multipliant de part et d’autre
du signe égal par la dérivée de .

d2

dX2
=
4

9

R d

dX
= K2 +

16

9
R (7.58)

Dé nissons S 3K/4 R, ainsi, d /dX = K 1 + /S4 et, après intégra-
tion, la relation implicite entre potentiel et position X s’exprime suivant

l’identité : RX = 2S3 + 2S2 + S2. Compte tenu de la condi-

tion aux limites en X = 1 (1) = 1, la densité de courant = R C est
donc une fonction du champ électrique normalisé en X = 0 : R = 2S3 +

2S2 + S2 où S = 3K/4 R. La fonction implicite R(K) ainsi

dé nie par cette relation est monotone décroissante entre (R = 1, K = 0) et
(R = 0, K = 1). Le premier point correspond à l’optimum de courant pou-
vant être écoulé entre la cathode et l’anode : le ux de Child-Langmuir C , le
deuxième point correspond à un courant nul, la chute de tension s’e ectuant
dans le vide, linéairement entre les deux électrodes,

nul/champ max. : R = 0, K = 1
(x)

U
=
x

d
= 0 ,

max./champ nul : R = 1, K = 0
(x)

U
=

x

d

4
3

= C .
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Le courant décroît avec la distance interélectrodes d et croît avec la di érence
de potentiel U , ces deux tendances sont conformes à l’intuition mais l’analyse
quantitative de cette formule révèle qu’une diode thermoïonique débitera son
courant optimal, le courant de Richardson-Dushman, si et seulement si le gap
d entre la cathode et l’anode est très petit, de l’ordre de quelques dizaines de
microns à quelques microns. Le fonctionnement à haute température
est di cilement compatible avec cette contrainte mécanique.
Introduisons le paramètre H permettant d’étudier l’impact de la charge

d’espace sur le fonctionnement d’une diode thermoïonique ; H est dé ni par le
rapport du courant de Richardson-Dushman sur le courant de Child-Langmuir
pour une vitesse thermique :

H (d, T )
[Richardson-Dushman]
[Child-Langmuir ]

=
JRD (T )

e C (eU = kBT, d)
. (7.59)

Ce paramètre H = 8, 4× 1011JRD A · cm 2 d2 cm2 T
3
2 K

3
2 doit rester

voisin de l’unité pour permettre un fonctionnement optimal, ce qui limite
dramatiquement la densité de puissance surfacique.

J

V

JRD

Vco

R-D

B
d2

P = J.V

VVco

d4

d3

d2

d1

d4

d3 B
R-D

d1

Fig. 7.23 In uence de la charge d’espace sur le courant et la puissance
thermoïoniques en fonction de la tension.

Les diagrammes de la gure 7.23 présentent l’évolution des caractéristiques
courant-tension (J - V ), expérimentales, et puissance-tension (P - V ), expéri-
mentales, lorsque H augmente, toutes choses égales par ailleurs, les conditions
physiques de l’expérience étant données par : JRD = 2 A/cm2, Vco = 1 V,
P 0, 5 W/cm2 et d1 = 5 > d2 = 10 > d3 = 20 > d4 = 25 .
La théorie des convertisseurs thermoïoniques en régime de charge d’es-

pace (H > 1) a été établie par Langmuir et les prédictions ainsi développées
sont conformes, qualitativement et quantitativement, à l’e ondrement observé
des caractéristiques de la gure 7.23. Nous allons maintenant présenter cette
théorie.
Considérons l’équation cinétique régissant l’évolution de la fonction de

distribution f (x, v) dans l’espace des positions x et vitesses v ; en l’absence
de collisions, les termes de di usion sont nuls, x2 / t = v2 / t = 0, et
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l’équation de Fokker-Planck stationnaire (1.53) se réduit à la prise en compte
de deux termes de friction : x / t = v et m v / t = ed /dx :

x

t

f (x, v)

x
+

v

t

f (x, v)

v
= 0 . (7.60)

La solution de Langmuir est construite à partir d’un ensemble de solutions
de cette équation dite de Vlasov. Toute fonction de la somme de l’énergie
cinétique plus l’énergie potentielle électrostatique véri e l’équation de Vlasov
(7.60),

f (x, v) = F
m

2
v2 e (x) v

f

x
+
e

m

d

dx

f

v
= 0 . (7.61)

ainsi que la fonction de Heaviside d’argument v u (x) où u (x) est dé ni
suivant la relation :

m

2
u2 (x) e [ (x) VM ] [v u (x)] . (7.62)

Il est aisé de véri er que v [v u (x)] / x + ed /mdx [v u (x)] / v =
u [v u] du/dx + ed /mdx [v u] = 0.
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WA

−eV

− eVM

xM

v vu

−eφ(x)

J

d x
v

fL(v)

−u

fL(v)fL(v)

- -

-
-

- -

-
-
-

-
-

-

Fig. 7.24 Potentiel de charge d’espace entre la cathode et l’anode et
franchissement de la barrière de potentiel.

Sur la base de ces propriétés, il est alors possible de modéliser la fonction
de distribution dans l’espace interélectrodes, en régime de charge d’espace,
f (x, v). Dans cet espace interélectrodes il existe un minimum de potentiel
électrostatique, c’est-à-dire un maximum d’énergie potentielle, de hauteur VM ,
illustré sur la gure 7.24, et seuls les électrons d’énergie cinétique supérieure
à cette barrière de potentiel pourront transiter de la cathode vers l’anode et
participer au courant moteur. Nous supposerons donc l’existence d’un point
d’abscisse xM ( gure 7.24) tel que le potentiel (x = xm) = VM et d /dx|xM
= 0.
Entre la cathode (x = 0) et ce point (x = xM ), les électrons sont supposés

distribués suivant une distribution maxwellienne des vitesses (i) pour les vi-
tesses positives (v > 0) autorisant le transit x = 0 x = xM , et (ii) pour les
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vitesses négatives (v < 0), qui ne sont pas émises par la cathode. La distribu-
tion est néanmoins partiellement maxwellienne entre v = 2e ( VM ) /m
et v = 0, elle sera supposée vide pour v < u. Le choix de cette distribution
résulte de la prise en compte des électrons ré échis par la barrière de potentiel
qui reviennent dans la zone 0 < x < xM ( gure 7.24).
Au-delà du point xM , les électrons présentent une énergie cinétique supé-

rieure au potentiel VM et seront aussi supposés distribués suivant une maxwel-
lienne. La solution de Langmuir fL (x, v) décrivant ce modèle physique est
donc donnée par l’expression :

fL (x, v) 2nM
m

2 kBTC
[v u] exp

m

2kBTC
v2 + u2 , (7.63)

où est la distribution de Heaviside, TC est la température de la cathode, nM
la densité électronique au niveau du maximum (minimum) de potentiel et u est
égale à la détermination positive ou négative de u2 suivant la prescription :
x xM u = 2e ( VM ) /m. La densité au niveau du maximum
n (x = xm) est bien égale à nM : n (x = xm) =

+
fL (xM , v) dv = nM et :

n (x xM ) =
+

fL (x, v) dv = nM exp
e ( VM )

kBTC
1± erf e ( VM )

kBTC

où nous avons introduit la fonction erreur erf (x) = 2 x

0
exp y2dy/ . L’ex-

pression du courant J , qui est une constante en régime stationnaire, est donnée
par :

J (x xM ) = e
+

vfL (x, v) dv = enM
2kBTC
m

. (7.64)

Le courant thermoionique maximum émis au niveau de la cathode, c’est-à-dire
le courant de Richardson-Duschman, JS , est porté par une demi-maxwellienne :

JS = e
+

0

vfL (x = 0, v) dv = enM
2kBTC
m

exp
eVM
kBTC

. (7.65)

Ainsi, la densité et le potentiel au niveau du point xM peuvent être exprimés
en fonction du courant J :

nM (J) =
J

e

m

2kBTC
, (7.66)

VM (J) =
kBTC
e

log
JS
J

. (7.67)

Les développements précédents nous ont amenés à construire et paramétri-
ser une fonction de distribution conforme à l’image physique d’une popula-
tion thermique franchissant une barrière de potentiel, nous devons à présent
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boucler le modèle et exprimer le couplage entre le potentiel et la fonction de
distribution ; ce bouclage du modèle est achevé à travers l’équation de Poisson
exprimant la relation entre potentiel électrostatique et densité électronique.

0 105−5
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ψ(ζ)

ζ

ψA(J)ζ(d,J)

ψC(J)ψ(V)ψC(J)

ψA(J)

ζ(d,J)
ψ(J,V)

ψM(J)
ψM(J)

Fig. 7.25 Construction de la solution de Langmuir.

L’écriture de l’équation de Poisson peut être simpli ée par l’introduction
des variables : e( VM )/kBTC et 2e2nM/ 0kBTC(x xM ) :

Équation de Poisson :
d2

d 2 =
exp

2
1± erf

0
. (7.68)

La multiplication de part et d’autre de cette identité par le facteur d /d

permet d’abaisser d’un degré l’ordre de l’équation di érentielle : (d /d )2 =
exp 1± exp erf ± 2 / et la relation nale présente une structure
à variables séparables qui est aisément intégrée suivant la quadrature :

Solution de Langmuir : ( ) =
0

dy

exp y 1± exp y erf y ± 2 y
.

Le graphe de la fonction de Langmuir ( )/ ( ) est présenté sur le dia-
gramme de la gure 7.25.

C (J) =
VM
kBTC

(7.69)

d (J)
2nM

0kBTC
d (7.70)

A (J) =
VM +WC WA V

kBTC
V (J) (7.71)

Pour une température TC et un courant J donnés, la densité nM (J) et le
potentiel VM (J) peuvent être calculés, la distance normalisée interélectrodes
(d, J) = 2e2nM/ 0kBTCd est ensuite reportée sur ce diagramme et est
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ajustée à une position unique telle que les travaux d’extraction normalisés C

et A, au niveau de la cathode et de l’anode, soient dans le rapport associé à
leurs compositions respectives. La di érence de potentiel normalisée (J, V )
est ensuite évaluée suivant le schéma énergétique initial et la caractéristique
V (I) construite point par point suivant ce procédé graphique.
Les caractéristiques expérimentales typiques des convertisseurs thermoïo-

niques en régime de Langmuir sont conformes à la courbe ainsi obtenue, les
ordres de grandeurs typiques sont les suivants : une température TC de l’ordre
de 1 200 a 1 400 K et une distance interélectrode d entre quelques microns
et 10 . Les meilleures performances des prototypes expérimentaux sont de
l’ordre de 1 watt par cm2 pour une e cacité de l’ordre de 5 % pour un
temps de vie de l’ordre de la dizaine d’heures. D’un point de vue théorique
le convertisseur en régime de Langmuir est bien compris mais la faiblesse de
ses performances a amené à lui substituer les convertisseurs dits à plasma ou
en régime de Schottky où une vapeur de césium est introduite dans l’espace
interélectrode dans le but de modi er le travail de sortie et de diminuer l’e et
de la charge d’espace.

U

Γe

d

U

Γe

d

ρi
Γi

-

-
-

-

- -

Fig. 7.26 Neutralisation partielle de la charge d’espace par des charges xes
de densité i et par un courant i.

Reprenons l’analyse de l’écoulement électronique entre la cathode et l’anode
et étudions les possibilités d’augmenter la limite associée au courant de Child
(7.57). Nous considérerons deux procédés : (i) la neutralisation partielle par
un fond ionique statique, puis (ii) la neutralisation par un ux d’ions illus-
trés sur la gure 7.26. Considérons le problème de Child-Langmuir pour un
écoulement électronique de ux en présence d’une population d’ions au re-
pos présentant une densité volumique de charges i. Ce problème peut être
modélisé par le choix de trois inconnues, vitesse v, densité électronique n et
potentiel électrostatique . Ces trois variables sont régies par trois équations :

Conservation de la charge : nv = , (7.72)

Conservation de l’énergie :
m

2
v2 e = 0 , (7.73)

Équation de Poisson :
d2

dx2
=
ne

0

i

0
. (7.74)
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Introduisons les variables normalisées X et , permettant le changement de
description (x) (X), et le paramètre de contrôle : X = x/d, =
/U et = 9 id

2/4U 0. Le degré de l’équation de Poisson nonlinéaire ainsi
obtenue peut être abaissé,

d2

dx2
=

0

em

2
i

0

d2

dX2
=
4

9 C

1
2

4

9
, (7.75)

et la relation résultante intégrée par quadrature après séparation des variables,

2 X =
3

C 2
arcsin 1

C 2

C
. (7.76)

La condition aux limites (X = 1) = 1 permet ensuite d’établir la relation
entre courant et tension U :

2 =
3

C 2
arcsin 1

C 2

C
1 . (7.77)

Le ux est maximum pour une valeur du paramètre de contrôle = 0, 5 et
le courant débité sous cette condition d’optimum est 5, 55 fois plus important
que le courant limite de Child,

Flux maximum :
C
=
2

2 =
3

2
=

3

4

2

C . (7.78)

Exercice : Expliquer pourquoi il est impossible de compenser complètement
les e ets de charge d’espace électronique avec un fond ionique neutralisant
uniforme i.
Le gain en courant est sensible mais reste en deçà de l’ordre de grandeur

et n’o re aucune rupture quantitative de la limitation par charge d’espace.
Explorons la possibilité de compenser la charge d’espace électronique, non
pas par un fond ionique statique, mais sur la base d’un écoulement ionique i

de l’anode vers la cathode. La structure du système d’équations est semblable
au cas précédent :

Conservation de la charge : neve = e , nivi = i ,

Conservation de l’énergie :
me

2
v2e e = 0 ,

mi

2
v2i + e = eU ,

Équation de Poisson :
d2

dx2
=
e

0
(ne ni) .

L’équation de Poisson nonlinéaire présente deux paramètres de contrôle e et
i :

d2

dx2
=

e

0
e

me

2
i

mi

2U 2
. (7.79)
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Nous étudierons les conditions optimum d’écoulement sous la condition de
Langmuir : i mi = e me qui est réalisé au sein des diodes thermoïoniques,
l’écoulement associé étant dénommé écoulement de double couche (double
layer) de Langmuir :

d2

dx2
=

eme

0
e

1

2

1

2U 2
. (7.80)

Introduisons les variables normalisées X et ( (x) (X)) : X = x/d,
= /U , l’équation de Poisson est alors donnée par : d2 /dX2 = 4 e1/(
1/ 1 )/ 9 C et s’intègre suivant : 0

du/ u 1 + 1 u= 4 e/ C

X/3. La condition aux limites (X = 1) = 1 permet ensuite d’établir la rela-
tion entre courant et tension U ,

Flux maximum :
C
=
3

4

1

0

u 1 + 1 u
1
2 du . (7.81)

La quadrature numérique de ce dernier résultat révèle une augmentation mo-
deste du courant limite. Les trois résultats précédents sont résumés dans le
tableau (7.82).

Flux limité par charge d’espace = C

Neutralisation par charge ionique statique = 5, 55× C

Neutralisation par charge ionique dynamique = 1, 86× C

(7.82)

La condition de Langmuir, décrivant une structure dite de double couche,
constitue le régime d’écoulement pour un plasma où électrons et ions sont
thermalisés,

ne =
Je
eve

ni =
Ji
evi

Ji
Je

vi
ve

me

mi
2.10 3 , (7.83)

et pour un tel plasma cette structure de double couche s’organise spontané-
ment au voisinage de la cathode. Le contournement de la limite de charge
d’espace est donc di cile en régime Langmuir.

7.3.2 Régime de Schottky

Il est possible d’envisager un générateur thermoïonique où les contraintes de
distance interélectrodes sont relaxées et où une fraction signi cative de cet
espace est occupée par un plasma composé d’électrons et d’ions. En e et, la
vapeur de césium utilisée pour abaisser le travail de sortie électroniqueW o re
aussi la possibilité de créer un tel plasma. Le potentiel d’ionisation du césium
est faible et un état intermédiaire excité permet d’envisager l’ionisation par
étape, chaque étape nécessitant de l’ordre de 1 eV en énergie.

Cs+ e
3,9 eV

Cs+ + 2e (7.84)

Cs+ e
1,4 eV

Cs + e Cs + e
1,5 eV

Cs+ + 2e
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Bien que petite au regard des énergies d’ionisation usuelles, quelques dizaines
d’eV, cette énergie correspond à une température de 11 000 K. Cette dernière
conclusion pointe vers la nécessité d’identi er un mécanisme d’ionisation à
plus basse température. L’ionisation de contact du césium sur les surfaces
des métaux réfractaires chauds o re une telle possibilité.
L’adsorbtion d’une couche dipolaire abaissant le travail de sortie W ne

constitue pas l’unique e et lié à l’introduction de césium dans l’espace inter-
électrode d’une diode thermoïonique ; l’ionisation de contact décrite par la
réaction d’échange d’électrons, Cs + M Cs+ + M , est aussi présente
et peut être mise à pro t pour opérer le système dans un régime où l’espace
interélectrode est empli d’un plasma de césium, de vapeur de césium neutre et
d’un faisceau électronique assurant la génération de puissance électrique.

W

T

T

M

G

ne

EI

A
+ +

Fig. 7.27 Modèle d’équilibre de l’ionisation d’une vapeur alcaline ou
alcalino-terreuse par contact avec un métal.

Nous allons établir la formule déterminant la probabilité qu’un atome ad-
sorbé au niveau du métal soit désorbé sous forme ionisée : la probabilité
d’ionisation par contact (T ). Considérons, sur la gure 7.27, une enceinte
de température T emplie d’une vapeur G d’un élément alcalin ou alcalino-
terreux A et un échantillon métallique M interagissant avec cette vapeur.
Nous avons démontré qu’une couche d’adsorbtion se forme au niveau de la
surface du métal, la distance entre les atomes adsorbés A et le métal permet
l’échange d’électrons et si l’énergie de liaison EI d’un électron des couches
externes de l’atome A est plus petite que le travail de sortie du métal W ,
alors l’ionisation par contact est énergiquement possible car elle correspond à
un abaissement de l’énergie potentielle de l’électron considéré.
Cette conclusion doit être réévaluée à la lumière du deuxième principe car

ce ne sont pas les minimums d’énergie qui déterminent les évolutions dyna-
miques, à température et pression constantes, mais les minimums d’enthal-
pie libre, aussi il est nécessaire de considérer les deux équilibres d’ionisation,
A A+ + e A = A+ + e et d’émission, M M+ + e M
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= e, dans le contexte d’une description thermodynamique où les potentiels
chimiques doivent s’égaliser à l’équilibre. Lors de l’étude de l’équilibre d’ioni-
sation de Saha (6.41) et de l’équilibre d’émission thermoïonique (7.31), nous
avons établi et discuté l’égalité des potentiels chimiques correspondants :

A = A+ + e

nenA+

nA
=

mekBT

2 2

3
2

2
gA+

gA
exp

EI
kBT

, (7.85)

M = e ne = 2
mekBT

2 2

3
2

exp
W

kBT
. (7.86)

Ces deux relations ne sont autres que les deux lois d’action de masse asso-
ciées aux deux équilibres d’ionisation de A et d’émission par M . La densité
électronique ne en phase gazeuse déterminée par la relation de Richardson-
Duschman peut être substituée dans la relation d’équilibre décrivant l’ioni-
sation de l’espèce atomique A, permettant ainsi d’exprimer le rapport de la
densité d’espèces ionisées A+ sur la densité d’espèces neutres A. Cette relation
constitue la loi de Saha-Langmuir.

Relation de Saha-Langmuir :
nA+

nA
=
gA+

gA
exp

EI W

kBT
(7.87)

Les facteurs de dégénérescence des principaux éléments utilisés dans les géné-
rateurs thermoïoniques sont rappelés dans le tableau (7.88).

Éléments EI gA+ gA
Li 5, 39 1 2
K 4, 34 1 2
Cs 3, 89 1 2

(7.88)

La probabilité d’ionisation par contact est dé nie comme le rapport du ux
d’ion A+ quittant la surface métallique A+ , que divise le ux incident
d’espèce A sous formes neutre ou ionisée A+ + A : A+ / A+ +
A = nA+/nA+ + nA. Ainsi nous obtenons la formule classique :

Probabilité d’ionisation par contact : (T ) =
1

1 + 2 exp EI W
kBT

, (7.89)

qui permet de construire les modèles de diodes thermoïoniques dites diodes à
plasma ou diodes en régime de Schottky.
Considérons un générateur thermoïonique constitué par deux électrodes

planes séparées par une distance de l’ordre d’une fraction de millimètre. La
cathode thermoémissive est confectionnée dans un métal réfractaire, tel que
le tungstène ou le molybdène, et est portée à une température comprise entre
1 500 K et 2 000 K ; l’anode, constituée du même métal, est maintenue
à une température comprise entre 600 K et 800 K. Un système annexe
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maintient une pression de vapeur de césium de l’ordre d’une fraction de Torr
à quelques Torrs. Pour ces pressions de vapeur de césium, le libre parcours
moyen des électrons est beaucoup plus petit que la distance entre électrodes,
le générateur opère ainsi en régime de Schottky, ou régime collisionnel, dans
le contexte des générateurs thermoïoniques.

J

V

JRD

A Vco

R-D

BoFED1

G

C

H

B

D2

L

Fig. 7.28 Caractéristique typique, courant J-tension V , d’une diode à vapeur
de césium, R-D et Bo caractéristique idéale.

La caractéristique courant tension de ce générateur en régime Schottky, il-
lustrée sur la gure 7.28, présente plusieurs bifurcations dont les branchements
peuvent être classi és au regard de l’aspect visuel de la décharge.
L’aspect visuel de la décharge et la distribution de potentiel pour les di é-

rentes branches sont présentés sur les gures 7.29 et 7.30 où les zones grisées
gurent les zone lumineuses.
L’espace interélectrode est totalement sombre suivant la branche ABC ;

ce mode de décharge est dénommé éteint (extinguished mode). Suivant cette
branche, les espèces chargées, électrons et ions, sont produites aux niveaux
des surfaces des électrodes, et non en volume, par émission thermoïonique et
ionisation de surface cathodique principalement. Au niveau de la cathode, le
rapport des densités de courant électronique et ionique est dans le rapport
des densités que multiplient les vitesses d’agitation thermique ; sous les hy-
pothèses (i) de neutralisation et (ii) de thermalisation, ce rapport est donc le
rapport de la racine carrée des masses, c’est-à-dire 1/492 pour le césium. Ainsi
les conditions d’une double couche de Langmuir, = 1, 86× C , sont réunies
et le potentiel électrostatique présente une concavité orientée vers le haut ou
vers le bas si l’écart à la neutralité stricte conduit à un excès électronique
(électron rich mode) ou à un excès ionique (ion rich mode).
Le cas de la neutralité stricte conduit à une distribution de potentiel pré-

sentant un point d’in exion. La hauteur des barrières de potentiel est de
l’ordre de l’énergie d’agitation thermique. Suivant les branches CD1 et CD2,



230 CHAPITRE 7. CONVERSION THERMOÏONIQUE

gure 7.29, l’ionisation en volume entre en jeu. L’apparition d’une mince
couche lumineuse jaune au niveau de la cathode constitue la signature de
ce régime (anode glow mode), ainsi que l’augmentation du courant. Au-delà
de cette couche anodique, l’espace interélectrode est occupé par un plasma
sombre. Les électrons d’origine thermoïonique issus de la cathode pénètrent
dans ce plasma et rencontrent un potentiel retardateur de l’ordre de quelques
volts et le ux électronique vers l’anode est ensuite conduit par le gradient de
densité en conjonction avec le gradient de potentiel. Au niveau de l’entrée de
la couche anodique, les électrons sont accélérés. Ainsi, ils excitent et ionisent
les atomes de césium. Les ions générés s’échappent vers le plasma sombre pour
entretenir la quasi-neutralité de ce plasma.
Dans ce régime, le courant ionique issu de la couche anodique vers le

plasma est beaucoup plus faible que le courant électronique incident, mais
l’augmentation du courant (tension) conduit vers un régime d’augmentation
de la fraction du courant ionique pouvant aboutir à la formation d’une double
couche de Langmuir entre le plasma cathodique et la couche anodique.

WC
WA

V
WC

WA

V
WC WA

V

WC WA

V

ABC CD1 CD2 D2

Fig. 7.29 Pro ls de potentiel entre les électrodes sur la branche A-D2 de la
caractéristique Fig. 7.28.

L’augmentation de courant induit une augmentation de l’ionisation et de
l’excitation et amène la création d’une structure dissipative nonlinéaire sous
la forme d’une lueur anodique sphérique, située à quelques libres parcours
moyens de l’anode ; cette structure sphérique oscille entre plusieurs positions.
Pour les conditions du point D2, une faible luminescence sphérique de couleur
rose violette apparaît. Cette structure n’est pas statique et est aussi oscillante,
la tension associée à ce point D2 dé nit la tension dite de l’amorçage de l’arc
basse pression. En e et, la transition vers le point E s’accompagne d’une chute
de tension anodique caractéristique du passage à l’arc.
La lumière anodique disparaît au niveau du point E et la structure sphé-

rique rose violette augmente de volume et vient s’ancrer au niveau de la ca-
thode dont elle est séparée par un mince espace sombre, gure 7.30. Ce régime
a reçu le nom de boule de feu (ball of re). La couche sombre entre la boule de
feu et la cathode présente les caractéristiques d’une double couche de Lang-
muir. Une fraction signi cative des électrons d’origine thermoïonique émis par
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la cathode possède une énergie cinétique su sante pour franchir la barrière
de potentiel associée à la charge d’espace négative et est ensuite accélérée par
la chute de potentiel ionique de la double couche ; ces électrons ainsi accélérés
entretiennent l’excitation et l’ionisation au sein de la boule de feu.
Le courant constitue un paramètre de contrôle de l’expansion latérale de

la boule de feu et son augmentation (E F sur la gure 7.28) conduit
à un recouvrement de l’ensemble de la surface de la cathode par le plasma
luminescent. L’espace sombre cathodique est alors réduit à quelques libres
parcours moyens.

WC
WA

V
WC

WA

V
WC

WA

V
WC

WA

V

EF BFG G GH

Fig. 7.30 Pro ls de potentiel entre les électrodes sur la branche E-H de la
caractéristique Fig. 7.28.

L’augmentation du courant permet d’atteindre un régime stable dans la
continuité du régime AB bas courant. L’espace sombre cathodique disparaît
au niveau du point G, néanmoins une zone de charge d’espace négative est
toujours présente au niveau de la cathode et elle est simplement occupée par
des atomes excités di usant depuis le plasma. Cette charge d’espace négative
limite le courant à une valeur bien en dessous du courant thermoïonique et ce
régime a reçu le nom de décharge entravée (obstructed mode).
Bien que le point G, gures 7.28 et 7.30, ne corresponde pas au point de

courant maximum, il dé nit néanmoins le point de fonctionnement à puis-
sance maximum car il o re le point de tangence optimum avec la famille des
hyperboles V · J = Cte.
Suivant la branche GH l’intensité du rayonnement lumineux augmente, le

violet devient dominant par rapport au rose, indiquant en cela une transition
vers des excitations d’énergie plus haute. La barrière de potentiel face à la
cathode est inversée et l’intégralité du courant thermoïonique est débitée dans
le plasma interélectrode (saturation mode), le courant est ainsi essentiellement
contrôlé par la température (température limited mode).
Dans ce dernier régime, l’épaisseur de la couche cathodique ionique au

niveau de la cathode est de l’ordre de la longueur de Debye, c’est-à-dire pour
une décharge typique de densité 1014 électrons et ions par cm3 et de tempéra-
ture 2 000 K, une fraction de micron, c’est-à-dire bien en deçà des longueurs
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d’ajustage mécanique d’une diode à vide qui sont de l’ordre de quelques mi-
crons.
Face à cette diversité de comportement, il est di cile de construire un

modèle unique simple ; nous nous contenterons de donner les outils de base
pour la modélisation de ce régime. En particulier, les conditions aux limites
des équations de transport doivent prendre en compte le coe cient (7.89)
et une décomposition des courants permettant d’identi er les di érentes com-
posantes. Démontrons qu’un courant J peut être décomposé comme la super-
position de deux courants de sens di érents, J+ et J , eux-mêmes décompo-
sables en une partie maxwellienne et une partie dirigée. Soit une distribution
d’équilibre déplacée telle que celle représentée sur la gure 7.15 :

f (v) = n
m

2 kBT
exp

m (v u)2

2kBT
, (7.90)

la vitesse moyenne u est en général beaucoup plus petite que la vitesse d’agi-
tation thermique, u < kBT/m. Aussi, est-il légitime de restreindre l’étude
aux premiers termes du développement de Taylor :

f (v) = n
m

2 kBT
exp

mv2

2kBT
1 +

muv

kBT
+ ... . (7.91)

Dé nissons deux courants, orientés vers la droite et vers la gauche, dont la
somme constitue le courant total : J± e

±
0

vf (v) dv J = J+ J ;
chacun de ces courants est constitué de deux composantes associées respecti-
vement à la distribution maxwelienne et au premier terme du développement
de Taylor décrivant l’entraînement à la vitesse u :

n
m

2 kBT

±

0

v exp
mv2

2kBT
dv = ±n kBT

2 m
= ±n v

4
,

n
mu

kBT

m

2 kBT

±

0

v2 exp
mv2

2kBT
dv = n

u

2
=
J

2e
.

Le résultat nal est donc donné par les relations de décomposition J = J+
J où J+ = J/2 + ne v /4 et J = J/2 + ne v /4. Pour mener à

bien l’étude du régime Schottky, les ux d’espèces chargées sont décomposées
suivant leurs di érentes composantes physiques et le plasma en trois zones :
le plasma quasi neutre au centre de la décharge : C < x < d A où ne =
ni et les couches cathodique C et anodique A au voisinage des électrodes,
les conditions aux limites étant données par les lois de Richardson-Dushman
et Saha-Langmuir (7.31), (7.89). C’est sur la base de cette décomposition que
la diode Schottky peut être analysée, mais nous ne développerons pas cette
analyse ici.
Les convertisseurs thermoïoniques en régime de Schottky peuvent être

classi és suivant deux modes : (i) les diodes basse pression et (ii) les diodes
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haute pression. Dans ce deuxième régime, la couche adsorbée au niveau de
l’anode assure un abaissement du travail d’extraction et induit une diminution
de libre parcours moyen des électrons ; la pression de transition entre ces deux
modes plasma est de l’ordre du Torr. En régime basse pression, les conditions
expérimentales typiques sont les suivantes : température de l’ordre de 2 300
K, puissance de l’ordre de 10 watts par cm2 pour une distance interélectrode
de l’ordre du millimètre.
L’e cacité mesurée expérimentalement pour les conditions optimales du

régime de Schottky basse pression est de l’ordre de 10 %. Le régime haute
pression permet d’atteindre des densités surfaciques de puissances plus élevées,
de l’ordre de 20 watts par cm2 pour une distance interélectrode de l’ordre
de la centaine de microns. L’e cacité peut alors atteindre 20 % (G) mais
l’analyse et la modélisation de la dynamique du plasma collisionnel sont alors
extrêmement complexes dans ce mode allumé haute pression. C’est sur ce
dernier mode que l’essentiel des recherches actuelles est concentré.
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Chapitre 8

Conversion
thermoélectrique

‹‹Lucien aimait avec passion les hautes mathématiques. Il passa désormais des
soirées entières à discuter avec Gauthier, ou les idées de Fourier sur la chaleur de la
terre, ou la réalité des découvertes d’Ampère...››

                                                          Lucien Leuwen, Stendhal.
‹‹Mais il faut que nous cessions de prendre de simples combinaisons conceptuelles
pour la réalité ; ...››

                             L’Évolution pédagogique en France, E. Durkheim.

En 1823, Seebeck décrivit une expérience, similaire à l’expérience de Œrs-
ted, où le passage d’un courant déviait l’aiguille d’une boussole ; la boucle
de courant n’étant pas alimentée par une pile de Volta mais par la double
jonction de deux conducteurs di érents, l’une des jonctions étant chau ée par
la amme d’une bougie. L’interprétation qu’il donna à l’époque considérait
ce phénomène comme étant de nature magnétique et associé au magnétisme
terrestre qui dans ce cadre conceptuel était relié à la di érence de température
entre l’équateur et les pôles. Il est heureux pour la constitution de l’électro-
magnétisme que l’expérience historique de Œrsted, trois années plus tôt, où
la dé exion de l’aiguille de boussole était obtenue lorsque des jonctions cuivre
/ solution saline / zinc / solution saline / cuivre... étaient assemblées en pile,
n’ait point été interprétée en terme de di érence de salinité entre le pôle et
l’équateur et qu’Ampère ait, dès 1821, o ert un cadre conceptuel adéquat à
l’explication des phénomènes électrodynamiques.
Malheureusement, les phénomènes thermoélectriques éveillèrent peu l’inté-

rêt des théoriciens durant la première moitié du dix-neuvième siècle et il fallut
attendre la deuxième moitié du dix-neuvième siècle pour que Kelvin et Ray-
leigh construisent une synthèse pertinente de ces phénomènes.
En 1835, Peltier observa que la température s’abaissait ou s’élevait au voi-

sinage de jonctions de métaux de natures di érentes lorsque le circuit auquel
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elles appartenaient était parcouru par un courant. Lenz o rit une description
et une systématisation de l’e et Peltier quelques années plus tard en 1838. Il
faut attendre 1851 pour que Thomson (lord Kelvin) présente la première uni-
cation des e ets Seebeck et Peltier et prédise, dans ce contexte, un troisième
e et thermoélectrique, l’e et Thomson.
Durant la première moitié du vingtième siècle, le développement des études

sur les propriétés électriques des semiconducteurs permit de comprendre l’ori-
gine de leurs pouvoirs thermoélectriques largement supérieurs à ceux des mé-
taux ; ainsi, dès les années cinquante, Io e, à Leningrad, développa la théorie
moderne de la thermoélectricité et relança l’intérêt pour les applications des
ces propriétés à la conversion directe d’énergie.

8.1 Modèle classique des semiconducteurs

8.1.1 Semiconducteurs intrinsèques

Les semiconducteurs constituent une classe de matériaux présentant trois pro-
priétés électriques caractéristiques :
• leur résistivité électrique est intermédiaire entre celle des conducteurs

( /cm) et celle des isolants (T /cm);
• il est possible de moduler de façon importante cette résistivité (sur 8

ordres de grandeurs typiquement) à travers des perturbations extérieures de
natures di érentes : atomes d’impuretés, ux lumineux, variations de tempé-
rature...;
• en particulier, les variations de conductivité associées aux variations de

température sont beaucoup plus importantes que pour les métaux et, cont-
rairement aux métaux, la conductivité augmente avec la température.
Les matériaux semiconducteurs occupent une place bien dé nie dans la

classi cation périodique des éléments, illustrée sur la gure 8.1, au croisement
des périodes 2 à 6 et des colonnes II à V I ; la colonne IV contient les deux
principaux semiconducteurs, le silicium et le germanium, Si et Ge, ainsi que
les composés binaires du type SixC1 x.
L’assemblage d’atomes des colonnes III et V o re la possibilité de const-

ruire des composés semiconducteurs binaires III V (GaAs, l’arséniure de
gallium, InP, GaP...), ternaires III V (GaxAl1 xAs, InxGa1 xAs) et qua-
ternaires III V (InxGa1 xAsyP1 y). En n, en assemblant des atomes des
colonnes II et V I en proportions égales : CdS, le sulfure de cadmium, CdTe,
le tellurure de cadmium, CdSe, le sélénure de cadmium, ZnS, le sulfure de
zinc, ZnO, ZnSe, HgSe, HgTe... on obtient des composés semiconducteurs dits
II V I.
Trois types de semiconducteurs doivent être distingués : (i) les semicon-

ducteurs intrinsèques et les semiconducteurs dopés (ii) N ou (iii) P. Pour les
dispositifs de conversion thermoélectrique, ce sont ces deux dernières catégo-
ries qui sont utilisées.
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Nous avons développé, dans le chapitre consacré à l’e et thermoïonique,
un modèle simple de la structure électronique des métaux. Dans le cas des
semiconducteurs, ce modèle doit être réévalué car la structure en bandes du
spectre des énergies électroniques, conséquence de la périodicité du réseau
cristallin, doit être explicitement prise en compte. Le modèle de Sommerfeld
cède donc la place au modèle de Bloch-Brillouin, qui, dans sa version simpli-
ée, s’attache uniquement à la description de la structure et de la dynamique
des bandes de valence et de conduction.
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Fig. 8.1 Positions des éléments semiconducteurs au sein de la classi cation
périodique.

Nous avons donné une dé nition phénoménologique des semiconducteurs,
résistivité intermédiaire et modulabilité de la résistivité, donnons en à présent
une dé nition structurelle : un semiconducteur est un élément tel que la bande
de conduction, associée aux états électroniques quasi-libres, et la bande de
valence, associée aux états électroniques localisés au voisinage des nœuds du
réseau, soient séparées par un intervalle d’énergie Eg, la bande interdite, aussi
appelée gap, de l’ordre de la fraction d’eV à l’eV. Le niveau de Fermi, associé à
la distribution de Fermi-Dirac et repérant l’énergie médiane séparant les états
occupés des états exponentielement dépeuplés, étant situé à l’intérieur de ce
gap. Les énergies de gap, Eg, des semiconducteurs d’intérêts photovoltaïque
et thermoélectrique sont données dans la table (8.1).

Eg [eV]
Si 1,11
Ge 0,67
InSb 0,17
InAs 0,36
InP 1,27
GaAs 1,43
AlSb 1,6

Eg [eV]
PbSe 0,27
PbTe 0,29
CdS 2,42
CdSe 1,74
CdTe 1,44
SnTe 0,18
PbS 0,5

Eg [eV]
Bi2Te3 0,17
TeO2 1,5
ZnGeP2 2,2
ZnSnP2 2,1
ZnIn2Se 2,6
CdIn2Te4 0,9
HgIn2Se4 0,6

(8.1)

La fonction de distribution de Fermi-Dirac ainsi positionnée, à température
ordinaire, autorise :
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• le peuplement du bas de la bande de conduction au voisinage supérieur
de l’énergie Ec;
• la déplétion du haut de la bande de valence au voisinage inférieur de

l’énergie Ev.
La densité de porteurs libres ainsi disponibles pour la conduction est faible

au regard des densités électroniques métalliques (1010 cm 3 pour Si). Les états
non peuplés du haut de la bande de valence peuvent être assimilés à des quasi-
particules, les trous, qui, au même titre que les électrons du bas de la bande
de conduction, peuvent se mouvoir au sein du réseau cristallin et participent
donc aux processus de conduction et di usion illustrés sur la gure 8.2.

ε

Dc(ε)
P(ε,1)

ε

Dv(ε)
P(ε,0)

Si 4+ Si 4+

Si 4+Si 4+

Si 4+ Si 4+

Si 4+

Si 4+

Si 4+

électron

trou

électron

trou

Ev Ec

trous

électrons

Eg

Fig. 8.2 Électrons et trous dans le silicium, espace réel et espace des énergies.

Intéressons-nous, dans un premier temps, à la statistique d’un semicon-
ducteur intrinsèque et à la position du niveau de Fermi entre le haut de la
bande de valence Ev, et le bas de celle de conduction Ec, qui, nous le verrons
dans la suite, détermine l’e et Peltier.
Sous l’hypothèse de bandes de conduction et de valence présentant des

dispersions quadratiques, c’est-à-dire des énergies cinétiques proportionnelles
au carré de la vitesse, le résultat classique (2.74) sur la densité d’état dans
une boîte est applicable :

Densité d’états de trous : Dv ( ) =
2mh
2

3
2 Ev

2 2
, (8.2)

Densité d’états d’électrons : Dc ( ) =
2me
2

3
2 Ec

2 2
. (8.3)

Les masses e ectivesm re ètent les relations de dispersion énergie/impulsion
qui sont parfois complexes compte tenu de la périodicité du réseau. Les masses



8.1. MODÈLE CLASSIQUE DES SEMICONDUCTEURS 239

e ectives de quelques semiconducteurs sont données dans le tableau (8.4).

Semiconducteur m /me

Si 1, 1
Ge 1, 57

Semiconducteur m /me

GaAsNa 0, 07
InSb 0, 013

(8.4)

La densité d’électrons libres dans la bande de conduction, ne, est obtenue en
sommant le produit de la probabilité d’occupation d’un niveau d’énergie :
Pe ( , 1) (2.65), par le nombre d’états associés à ce niveau : Dc ( ) d (2.74)
( gure 8.2) ; la borne supérieure d’intégration peut être étendue à l’in ni,
ainsi :

ne =
+

Ec

DcPed =
2me
2

3
2 exp

Ec
kBT

2 2

+

Ec

Ec exp
Ec
kBT

d .

L’intégrale gausienne : +

0
x exp ( x) dx = /2 permet d’expliciter la

relation entre la densité d’équilibre ne, le potentiel chimique et l’énergie du
bas de la bande de conduction Ec.

μ

ε

Dv(ε)

Pe(ε,1) = Ph(ε,0)

0

f(ε)

ε

Dc(ε)

Ph(ε,1) = Pe(ε,0)

Bande de conduction

Bande de valence
Ev

Ec
EFI

Eg

électrons

trous

n

h

Fig. 8.3 Distribution en énergies des électrons et trous pour un
semiconducteur intrinsèque.

Pour ce faire, introduisons la densité e ective d’états dans la bande de
conduction nce :

nce 2
mekBT

2 2

3
2

nce
1020

4
cm 3 me

me

3
2 T [K]

300

3
2

. (8.5)

La densité intrinsèque d’électrons libres s’exprime alors par la relation :

Densité intrinsèque d’électrons libres : ne = nce exp
Ec

kBT
. (8.6)
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Les trous créés par excitation thermique d’électrons, de la bande de valence
vers la bande de conduction, obéissent aussi à la statistique de Fermi-Dirac,
mais, il nous faut considérer la probabilité de vacance Pe ( , 0) et non la proba-
bilité d’occupation Pe ( , 1) (2.65), puis multiplier cette probabilité d’occupa-
tion par un trou par la densité d’états de trous que nous prendrons conformé-
ment au spectre quantique d’une boîte Dv ( ) (2.74) ; la gure 8.3 résume cet
ensemble de considérations et de dé nitions.
Le calcul est similaire au calcul conduisant à l’évaluation de la densité

d’électrons de conduction ; introduisons la densité e ective d’états dans la
bande de valence nch :

nch 2
mhkBT

2 2

3
2

nch
1020

4
cm 3 mh

me

3
2 T [K]

300

3
2

. (8.7)

Le résultat nal est obtenu sous les mêmes hypothèses que l’évaluation de la
densité d’électrons libres et présente la même forme fonctionnelle :

Densité intrinsèque de trous libres : nh = nch exp
Ev
kBT

. (8.8)

Pour un matériau intrinsèque pur, la neutralité globale est assurée par l’égalité
du nombre de porteurs de charges libres positives et négatives car il n’y a pas
d’impureté ionisée et à chaque électron correspond un trou. Cette identité
entre ne et nh :

nce exp
Ec

kBT
= nch exp

Ev
kBT

, (8.9)

permet de dé nir le niveau de Fermi d’un semiconducteur intrinsèque suivant
la relation = EF . Éliminons les facteurs communs aux densités e ectives,
nce et nch (8.6) et (8.8), seul le rapport des masses e ectives subsiste et le
niveau de Fermi peut alors être exprimé en fonction des données structurelles
du matériau,

EFI = Ec
1

2
Eg +

3

4
kBT log

mh

me

= Ev +
1

2
Eg

3

4
kBT log

mh

me

, (8.10)

où nous avons noté le niveau de Fermi EFI pour le distinguer du cas ext-
rinsèque des matériaux dopés. Pour le silicium à 300K, le terme kBT logmh/me

est égal à 17 meV, le niveau de Fermi est donc situé au milieu du gap ( gure
8.3). Indépendamment du caractère intrinsèque (nh = ne) qui détermine la
position du niveau de Fermi, l’équilibre entre la recombinaison et la génération
des paires électron-trou,

électron de valence + phonons électron de conduction + trou libre,

peut être considéré du point de vue de la théorie des équilibres chimiques et
la loi d’action de masse indique que le produit nhne est uniquement fonction
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de la température T ; c’est e ectivement le cas et cette constante peut être
obtenue en multipliant les deux expressions des densités d’équilibre d’électrons
et de trous libres (8.6) et (8.8).

Loi d’action de masse : nhne = ncench exp
Eg
kBT

(8.11)

Notons que ce résultat peut aussi être établi en partant d’un équilibre dy-
namique entre un processus de génération, dont la fréquence est notée g (T ),
tempéré par un processus de recombinaison, dont le taux est nécessairement
proportionnel à la densité des populations ne et nc, ainsi la cinétique est du
type :

dne
dt

=
dnh
dt

= g (T )

génération

r (T )×
recombinaison

nenh nenh|équilibre =
g (T )

r (T )
.

Nous retrouvons la relation du bilan détaillé dans sa déclinaison chimique
(3.68). À l’équilibre thermodynamique à une température de 300 K, le silicium
pur présente une densité de 1010 cm 3 électrons libres et 1010 cm 3 trous
libres, la densité d’atomes étant quant à elle égale à 5× 1022 cm 3 une paire
électron-trou est créée pour 5 × 1012 atomes de silicium. Cette densité de
porteurs de charges libres peut être massivement augmentée par un processus
de dopage.

8.1.2 Semiconducteurs dopés

L’introduction d’impuretés pentavalentes (par exemple As), ou trivalentes
(par exemple B), au sein d’un réseau semiconducteur tétravalent, tel que Si
ou Ge, modi e radicalement les propriétés électriques d’un semiconducteur
intrinsèque.
De telles impuretés, en proportions faibles, doivent céder un électron à la

bande de conduction, ou créer un trou supplémentaire au sein de la bande de
valence, pour s’insérer au sein du réseau tétravalent ( gure 8.4).
L’apport de porteurs de charges supplémentaires associés à ces impuretés,

dites donneuses ou accepteuses, permet de contrôler la position du niveau de
Fermi, la nature de la conduction et la valeur de la conductivité.
Ces impuretés, dites donneuses N ou accepteuses P, peuplent la bande de

conduction en électrons ou la bande de valence en trous, séparant ainsi les deux
populations en une population majoritaire et une population minoritaire.
Ce processus de modi cation des propriétés par dopage est rendu possible

par la faible énergie d’ionisation Ed ou d’attachement Ea d’un électron à l’im-
pureté au sein du cristal intrinsèque. En e et, la formule classique exprimant
l’énergie de liaison d’un électron au sein de la première orbite de Bohr pour
l’atome d’hydrogène donne une valeur EI =me4/2 (4 0 )

2 = 13, 6 eV ; mais,
au sein d’un cristal semiconducteur, l’énergie de liaison d’un électron avec une
impureté pentavalente est beaucoup plus faible car nous devons prendre en
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compte (i) l’augmentation de la distance entre le noyau et l’électron pour un
atome hydrogénoïde, (ii) la permittivité diélectrique relative du semiconduc-
teur qui se situe entre 10 et 20 et (iii) la masse e ective m en lieu et place
de la masse classique de l’électron me.

As 5+

électron
trou

électron

As 5+

B 3+

trou

B 3+
trou

N

P

électron

Si 4+ Si 4+

Si 4+Si 4+

Si 4+ Si 4+

Si 4+

Si 4+ Si 4+

Si 4+Si 4+

Si 4+ Si 4+

Si 4+

Fig. 8.4 Dopage N et dopage P du silicium.

La conjonction de ces trois facteurs abaisse considérablement la valeur de
l’énergie d’ionisation Ed d’une impureté pentavalente : EI Ed , et l’énergie
typique nécessaire à la création d’un électron libre par dopage N , ou d’un
trou libre par dopage P , est de l’ordre de quelques dizaines de meV.

Les valeurs caractéristiques sont présentées dans le tableau (8.12).

Ed [meV] ds Si Ed [meV] ds Ge
P 45 P 12
As 49 As 12,7
Sb 39 Sb 9,6

Ea [meV] ds Si Ea [meV] ds Ge
B-45 B 10,4
Ga-65 Ga 10,8
In-16 In- 11,2

(8.12)
Le dopage d’un milieu intrinsèque ajoute donc des niveaux supplémentaires
Ed et Ea dont le peuplement modi e l’équilibre des populations décrit précé-
demment. Le schéma de la gure 8.5 illustre l’énergétique des bandes de
conduction et de valence pour un semiconducteur dopé et dé ni, par analogie
avec les métaux ( gure 7.6), les di érentes caractéristiques de la structure
valence/gap/conduction.

On notera que le travail d’extraction W est dé ni par analogie, et ne
correspond pas au travail mis en jeu dans un processus d’émission électronique,
c’est l’a nité qui mesure le travail de sortie des électrons de conduction.

Ainsi, la température ordinaire 300 K correspondant à une énergie de 25
meV, la majorité des impuretés est ionisée et si nous notons nD la densité
d’atomes pentavalents donneurs, la relation traduisant la neutralité du milieu
est donnée par : nh+nD = ne où nous avons supposé que toutes les impuretés
étaient ionisées.
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Fig. 8.5 Nomenclature des énergies au sein d’un semiconducteur.

La loi d’action de masse traduisant l’équilibre associé à la réaction : élect-
ron lié électron libre + trou libre est toujours pertinente, les électrons étant
liés soit dans la bande de valence soit sur l’impureté,

Loi d’action de masse : nhne = ncench exp
Eg
kBT

. (8.13)

Nous avons un système de deux équations à deux inconnues ne et nh.

Dv(ε)
Pe(ε,1)

ε

Dc(ε)
Ph(ε,1)n

h

μ

ε f(ε)
Bande de conduction

Bande de valence
Ev

Ec EF

Eg
électrons

trous
EFI

Fig. 8.6 Distribution des porteurs de charges pour un semiconducteur N .

Éliminons la densité de trous nh pour obtenir l’équation relative à la den-
sité d’électrons dans un milieux dopé N : n2e = nDne + nce nch exp Eg /kBT ,
dont la solution physique est :

2ne = nD + n2D + 4ncench exp
Eg
kBT

2nD , (8.14)

où nous avons utilisé le fait que le niveau de dopage est ajusté pour modi er
signi cativement la densité d’électrons et de trous dans le milieu : nD
ncench.
Il est légitime de considérer que la densité électronique est égale à la densité

d’impuretés donneuses dans un milieux dopé N , et que la densité de trous est
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égale à la densité d’impuretés accepteuses dans un milieu dopé P . Ces deux
densités, électrons et trous, étant toujours décrites par une statistique de
Fermi-Dirac au sein des bandes de conduction et de valence.

n
μ

ε

Bande de conduction

Bande de valence
Ev

Ec

EF

électrons

trous

EFI

Eg

Dv(ε)
Pe(ε,1)

ε

Dc(ε)
Ph(ε,1)

f(ε)

Fig. 8.7 Distribution des porteurs de charges pour un semiconducteur P .

Les gures 8.6 et 8.7 et le tableau (8.15) résument la nature des populations
majoritaires et minoritaires au sein des semiconducteurs dopés.

Dopage Majoritaires Minoritaires

N ne = nD = nce exp
Ec

kBT
nh =

ncench
nD

exp
Eg
kBT

P nh = nA = nch exp
Ev
kBT

ne =
ncench
nA

exp
Eg
kBT

(8.15)

Le potentiel chimique d’un semiconducteur, N ou P , que nous nommerons
dans la suite niveau de Fermi EF par commodité, malgré l’abus de langage
ainsi opéré, est donc fonction du taux de dopage :

N : EF = Ec kBT log
nce
nD

, P : EF = Ev + kBT log
nch
nA

. (8.16)

Le dopage constitue donc un procédé chimique de contrôle (i) du potentiel
chimique EF des porteurs de charges et (ii) de la nature des porteurs de
charges.

8.2 E ets thermoélectriques

8.2.1 E ets Peltier et Seebeck

Nous avons identi é, dans le chapitre consacré aux processus dissipatifs, les
trois principaux ux dissipatifs : (i) le ux de chaleur résultant des gradients
de température, décrits par la loi de Fourier (4.3) ; (ii) le ux de charges
résultant des gradients de potentiel, décrits par la loi d’Ohm (4.1) ; et (iii)
le ux de masses, ou d’espèces, résultant des gradients de potentiel chimique,
décrits par la loi de Fick (4.2). Au sein des matériaux composites, denses et
inhomogènes, les gradients de potentiel chimique sont localisés au voisinage
des interfaces entre composés di érents et ne se déploient pas spatialement
comme dans le cas des milieux dilués.
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L’usage est d’exprimer le ux de particules en fonction du gradient de
densité, la forme générale du potentiel chimique (2.82) permet de retrouver
cette forme d’usage, en e et : d = kBTdn/n sdT . Ces ux, dits diagonaux,
doivent être complétés par des ux couplés (4.32), un gradient de potentiel
est la source d’un ux de chaleur et un gradient de température d’un ux de
charges.
Au sein d’un matériau thermoélectrique les ux d’énergie W, de chaleur

Q et de charges J s’expriment suivant les lois :

Flux d’énergie : W
W
m2

= T + J = Q+
q
+ J ,

Flux de chaleur : Q
W
m2

= T + J =W
q
+ J ,

Flux de charges : J
A
m2

= +
q

S T ,

dé nissant la conductivité électrique et la conductivité thermique , (1.64)
et (1.50), ainsi que les coe cients de Peltier et Seebeck :

Peltier :
W
A

W

J T=0

,
W
A

Q

J T=0

, (8.17)

Seebeck : S
V
K

+ q

T
J=0

=
d + q

dT
J=0

.(8.18)

caractérise le ux d’énergie cinétique, caractérise le ux d’énergie totale,
cinétique, chimique et électrique, et S mesure le pouvoir thermoélectrique,
c’est-à-dire la chute de potentiel par unité de variation de la température le
long d’un conducteur métallique ou d’un semiconducteur ( gure 8.8). Considé-
rons un semiconducteur homogène maintenu à température constante T , et
soumis à un champ électrique E = d /dx entraînant, en circuit fermé, le
développement d’un courant de conduction de densité volumique : J = E =
ne2E/m (1.64). Calculons l’énergie moyenne des porteurs de charges dist-
ribués suivant une statistique de Fermi-Dirac non dégénérée : = 3kBT/2.
Le ux de chaleur Q est simplement égal à l’énergie moyenne par porteur
que multiplie le ux de porteur : Q = J/e. Pour un circuit ouvert et
un échantillon soumis à un gradient de température, situation illustrée sur la
gure 8.8, le courant J = 0 et un champ thermoélectrique E polarise l’échan-
tillon, E = = S T . Le coe cient de Seebeck S peut ainsi être mesuré
en circuit fermé suivant la relation :

S =
J

T =0 J T=0

kB
e
, (8.19)

où nous avons utilisé les résultats de la théorie cinétique des électrons libres
(4.3) et (1.64). Dans le cadre de ce modèle simple, dit de Lorentz, les coef-
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cients de Peltier et Seebeck pour des porteurs de type électrons libres sont
donc égaux à :

Lorentz :
kBT

e
25

mJ
C

, S
kB
e

86
V
K

. (8.20)

Notons que le coe cient de Seebeck présente un caractère absolu car il est
dé ni comme le rapport de deux variations, alors que le coe cient de Pel-
tier nécessite la dé nition d’un ux d’énergie et cette dernière quantité est
dé nie à une constante près compte tenu de l’impossibilité à identi er une
référence d’énergie ; problème de référence qui en électrochimie débouchera
sur le choix de l’électrode à hydrogène. Cette ambiguïté n’a ecte pas les pré-
dictions physiques car les e ets thermoélectriques d’une chaîne de conducteurs
font intervenir les di érences des coe cients de Peltier, le niveau de référence
non absolu s’éliminant ainsi dans la di érence (| N M | sur la gure 8.8).

T1 T2

dT

dx

dx

dφ

- J

Q =πMJ Q =πMJQ =πNJ
I

J
MM N

Q =(πN − πM) J

dx
dφS =

-
- -

- -
--

-
-
-

E
Q =(πM − πN) J

Fig. 8.8 Illustration des e ets Seebeck et Peltier, un gradient de température
engendre un gradient de potentiel et un ux de charges engendre un ux de

chaleur.

Les mesures expérimentales du pouvoir thermoélectrique S ne con rment
pas la validité du modèle de Lorentz, pour les métaux, S est beaucoup plus
petit que kB/e, et pour les semiconducteurs beaucoup plus grand. Le tableau
(8.21) présente quelques valeurs expérimentales en désaccord avec le modèle
simple d’électrons libres (8.20).

Métal S V
K

Al 0,2
Fe +13,6

Métal S V
K

Pt 5,2
Cu +3,5

Semiconducteur S V
K

Ge +375
Si 455

(8.21)

Pour les métaux, ce désaccord s’explique par un e et de dégénérescence, en
e et, tous les électrons libres sont porteurs de charge et d’énergie cinétique
mais seule la fraction kBT/EF , au voisinage du niveau de Fermi, participe aux
échanges d’énergie de part et d’autre du niveau de Fermi. Ainsi un ordre de
grandeur plus conforme à l’expérience pour les coe cients thermoélectriques
des métaux est donné par S k2BT/eEF .
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8.2.2 Modèle cinétique

Pour les semiconducteurs, nous devons explorer plus en détail les e ets liés
à la structure en bande du spectre des énergies électroniques. Pour ce faire,
construisons l’équation cinétique (1.53) décrivant l’évolution des fonctions de
distribution f (x,v) des vitesses v et positions x des électrons, ou des trous,
au sein d’un semiconducteur. Restreignons le problème à une dimension d’es-
pace x conjuguée à une dimension de vitesse v. Introduisons (v) le temps
entre deux collisions (1.40), qui est fonction de la vitesse, et considérons le
voisinage de l’équilibre thermodynamique où un simple modèle Fokker-Planck
de relaxation devient pertinent :

x

t

f (x, v)

x
+

v

t

f (x, v)

v
=

f (x, v) f0 (x, v)

(v)
, (8.22)

v
f (x, v)

x
+

e

m

d

dx

f (x, v)

v
=

f (x, v) f0 (x, v)

(v)
. (8.23)

Le développement classique, associé à la hiérarchie de Bogolioubov entre les
échelles cinétique et hydrodynamique : f (x, v) = f0 (x, v) + f1 (x, v) + ...,
permet de réduire la recherche de l’écart à l’équilibre f1 (x, v) à une équation
algébrique :

f1 (x, v) = (v) v
f0
x

e

m
(v)

d

dx

f0
v
. (8.24)

Considérons trois types de gradients : (i) les gradients de potentiel chimique
d /dx, (ii) les gradients de potentiel électrostatique d /dx et (iii) les gra-
dients de température dT/dx. Une distribution de Boltzmann locale (2.44),
f0 (x, v), conduit alors aux relations :

f0 (x, v) exp
(x)

kBT

log f0
x

=
1

kBT

d

dx
,

f0 (x, v) exp
(v)

kBT

d

dx

log f0
v

=
1

kBT v

d

dx
,

f0 (x, v) exp
kBT (x)

log f0
x

=
kBT 2

dT

dx
.

Ces distributions décrivent les populations de porteurs de charges dans la
bande de conduction, et la bande de valence, car la limite classique est rece-
vable. Attachons-nous à mesurer l’énergie à partir d’un niveau de référence
non ambiguë commun à toutes les situations, puis évaluons les ux des charges
ainsi mis en mouvement par ces trois gradients :

J =
d

dx

e

kBT

+

Ec

( ) v2 ( )D1 ( ) exp
kBT

d ,

J =
d

dx

e2

m kBT

+

Ec

v ( ) ( )
v
D1 ( ) exp

kBT
d ,
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J =
dT

dx

e

kBT 2

+

Ec

v2 ( ) ( ) ( )D1 ( ) exp
kBT

d .

Le ux de charges J peut être dé ni de façon absolue, mais il n’en est pas de
même pour le ux d’énergie W . En e et, l’énergie d’une particule est repérée
par rapport à un niveau de référence qui doit être clairement dé ni et argu-
menté. Dans le cadre de l’étude de l’émission thermoïonique des métaux, ce
niveau était pris égal au niveau associé à un électron au repos à l’in ni, le ni-
veau du vide. Dans le contexte des e ets d’interface dans les semiconducteurs,
il est judicieux de considérer le potentiel électrochimique comme un niveau de
référence. En e et, de part et d’autre d’une jonction, entre deux matériaux
en équilibre, il est continu, il constitue ainsi un niveau de référence commun
et pertinent, ainsi :

W =
d

dx

1

kBT

+

Ec

v2 ( ) ( ) ( e )D1 ( ) exp
kBT

d ,

W =
d

dx

e

m kBT

+

Ec

v ( ) ( )
v
( e )D1 ( ) exp

kBT
d ,

W =
dT

dx

1

kBT 2

+

Ec

v2 ( ) ( ) ( e ) ( )D1 ( ) exp
kBT (x)

d .

La densité d’états D1 ( ) pour les électrons de conduction est évaluée dans le
cadre du modèle de la boîte quantique dans la limite du spectre continu (2.74),
et le temps de relaxation ( ) est modélisé par une loi de puissance de la
vitesse électronique e (v) 0 (T ) v

2r
0 (T )

r. Trois types d’interactions
déterminent la dynamique électronique au sein d’un semiconducteur :
• l’interaction électrons/phonons à des températures T supérieures à la

température de Debye : r = 1/2 et 0 T 3/2;
• l’interaction électrons/impuretés ionisées : r = 3/2 et 0 T 3/2;
• l’interaction électrons/impuretés neutres : r = 0 et 0 T 0, ainsi nous

considérerons :

e ( ) = 0 (T )
Ec

kBT

r

, (8.25)

et la relation (2.74) : 2 2D1 ( ) = n 2me/
2

3
2 Ec. Les ux d’énergie et

de charges résultant de la réponse des électrons de conduction à un gradient
de potentiel chimique, un gradient de potentiel électrostatique, et un gradient
de température, sont donc donnés par les sommations depuis le bas de la
bande de conduction. Les quadratures exponentielles du type xp exp ( x) dx
étant sommables : dx xp exp x = p dx xp 1 exp x ..., le résultat nal
s’exprime simplement :

W

J dT=0

= r +
5

2

kBT

e

Ec
e
+ , (8.26)
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S
J
dT
dx dT=0

d
dx

J
d =0

= r +
5

2

kB
e

Ec
eT

. (8.27)

Nous retrouvons ainsi l’ordre de grandeur des pouvoirs thermoélectriques S
expérimentaux (8.21). La structure du coe cient de Peltier e + = e +
e e = kBT (r + 5/2) (Ec ) peut être analysée comme la somme
de deux contributions : (r + 5/2) kBT étant une énergie cinétique corrigée
des e ets de variation de la collisionnalité en fonction de la vitesse, et (Ec
) une énergie potentielle e ective des porteurs de charge dans la bande de
conduction.

μ

ε(z)

M MN

Ev

Ec
EF

ε(z)

M MN

Ec − μ

Qin Qout

-

-- -

- -
--

-

--

Fig. 8.9 Flux de charges et de chaleur associés au franchissement d’une
double jonction M N M , chaleurs d’activation Qin et de relaxation

Qout.

Indépendamment de la nature dynamique des collisions et de la structure
du matériau, ce modèle cinétique o re une relation simple entre les deux
coe cients thermoélectriques, la deuxième relation de Kelvin,

Deuxième relation de Kelvin : = TS , (8.28)

qui n’est autre que la relation d’Onsager (4.49) relative aux ux de chaleur et
de charge. Le coe cient de Seebeck que multiplie la charge élémentaire peut
alors être interprété comme une entropie spéci que par particule :

Entropie/particule : Q = T Ts
J

e
s =

e

T
s = eS . (8.29)

On appelle contact neutre, entre un métal M et un semiconducteur, la jonc-
tion de deux matériaux présentant le même travail d’extraction. Des contacts
neutres peuvent être aisément réalisés en ajustant le niveau de Fermi du se-
miconducteur à travers un dopage approprié. Considérons une chaîne de trois
conducteurs, deux métaux identiques, M , de part et d’autre d’un semicon-
ducteur de type N , les deux contacts ainsi réalisés étant supposés neutres, les
phénomènes de déplétion et d’enrichissement ( gure 7.8) sont donc absents
et les bandes d’énergie ne sont pas incurvées. À l’équilibre thermique et chi-
mique, les jonctions sont isothermes et le niveau du potentiel chimique est
commun aux trois conducteurs, cette structure est illustrée sur la gure 8.9.
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Nous allons interpréter physiquement la relation (8.26). Appliquons à cette
structure M -N -M une di érence de potentiel extérieure, le métal étant un
bien meilleur conducteur que le semiconducteur, l’essentiel de la chute de po-
tentiel s’e ectue dans ce dernier. La conduction engendrée par cette chute de
potentiel est de nature ohmique au sein des métaux et au sein du semicon-
ducteur. Au niveau des jonctions, un électron doit franchir une barrière de
potentiel de valeur Ec ( gures 8.9 et 8.10), qui plus est, les électrons
impliqués dans le processus de conduction ne constituent pas un échantillon
thermique de la population car la fréquence de collisions dépend de la vitesse.
Aussi, suivant la nature de cette loi de dépendance, des électrons rapides ou
lents assurent préférentiellement la conduction. L’énergie moyenne associée au
transport de charges n’est ainsi pas égale à 3kBT/2 mais à (r + 5/2) kBT . On
reconnaîtra ici le phénomène de chaleur de transport identi é dans le contexte
des écoulements en régime de Knudsen (1.18). En régime stationnaire, le fran-
chissement de la barrière nécessite donc une excitation du porteur de charges
et la seule énergie disponible est de nature thermique, ainsi un refroidissement
de la jonction 1 (Qin gure 8.9) et un réchau ement de la jonction 2 (Qout
gure 8.9) sont observés.

M N

Ev

Ec

EF

(r+5/2)kBT

Ec− μ

πN − πM

EgJ

Fig. 8.10 Flux de charges M N et de chaleur pour une jonction M -N .

Pour chaque électron transitant de 1 vers 2 les chaleurs, ainsi empruntée
et restituée à l’environnement, sont donc : Q1 = Ec et Q2 = Ec et
la chaleur transportée (r + 5/2) kBT . Le résultat (8.26) de l’analyse cinétique
précédente :

N : = r +
5

2

kBT

e

Ec
e
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kBT

e
r +

5

2
+ log

nce
nD

P : = r +
5

2
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e
+
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e
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kBT

e
r +

5

2
+ log

nch
nA

trouve ainsi une explication simple.
Le contact neutre entre un métal et un semiconducteur de type P est plus

délicat à analyser car les porteurs de charges libres majoritaires sont des trous.
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Envisageons une réaction électron/trou excités thermiquement ; le passage
d’un courant J déplaçant l’équilibre chimique et thermique au voisinage de la
jonction : ec + h ev + Eg.
Pour analyser le phénomène en détail, il nous faut distinguer deux cas,

illustrés sur la gure 8.11, suivant le sens du courant J. Dans le premier cas,
le courant traverse la jonction de M vers P et dans le deuxième de P vers
M . Pour assurer la continuité du ux d’électrons au voisinage de la jonction,
la bande de conduction du semiconducteur se dépeuple et les électrons de
conduction passent dans le métal, l’équilibre entre électrons de conduction et
trous de valence est donc rompu et pour le rétablir un mécanisme de création
spontanée de paires électron/trou se met en place, l’énergie nécessaire étant
puisée dans l’environnement (réseau) de la jonction sous forme de chaleur
(phonons).

M P
Ec − Ev

(r+5/2)kBT

πP− πM

Ec − μ

M P
Ec − Ev

(r+5/2)kBT

πP − πM

Ec − μ

J J

Fig. 8.11 Flux de charges et de chaleur pour une jonction M -P .

Le coût énergétique d’une création de paire est de l’ordre de Eg = Ec
Ev, et le passage d’un électron du bas de la bande de conduction de P

vers le niveau de Fermi du métal est de l’ordre de (r + 5/2)kBT + Ec
. Le bilan énergétique global du transit de charges à travers la jonction est
globalement négatif et nécessite donc un apport d’énergie de l’ordre de
Ev (r + 5/2) kBT , la jonction se refroidit donc pour assurer le passage d’un
courant. Les trous ainsi créés assurent la conduction du courant au sein de P .
Dans le deuxième cas, gure 8.11, les électrons arrivant du métal passent dans
la bande de conduction du semiconducteur ; un déséquilibre est ainsi créé et
il en résulte une recombinaison électron/trou permettant d’assurer un retour
vers l’équilibre. Le courant de trous dans P permet de repeupler la bande
de valence au voisinage de la jonction et un régime stationnaire est possible.
L’analyse du bilan énergétique est similaire au cas précédent, au signe près
car dans ce cas la jonction se réchau e.
Interprétons physiquement la forme fonctionnelle (8.27) du coe cient de

Seebeck des semiconducteurs. Pour ce faire, considérons le modèle classique
de la mobilité et de la di usion des porteurs de charges sous l’hypothèse d’un
exposant de collision r = 0 :

J = e
kBT

m

dn

dx
ne

e

m

d

dx
. (8.30)
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Dans le contexte des e ets thermoélectriques, au sein des semiconducteurs,
la densité de porteurs de charges et la température ne sont pas des variables
indépendantes (8.15), alors que pour un métal température et densité élect-
ronique sont indépendantes :

J = e
kBT

m

dn

dT

dT

dx
ne

e

m

d

dx
= 0 . (8.31)

Ainsi, le pouvoir thermoélectrique eS = e d /dT |J=0 kBT d logn/dT
et le logarithme de la densité de porteurs de charges étant fonction de la
structure du semiconducteur (8.15),

EF Ec = kBT log
n

nc
S

kBT

e

d

dT
lognc +

Ec
kBT

, (8.32)

nous retrouvons la forme (8.27) déduite de l’analyse cinétique précédente,

nc = 2
m kBT

2 2

3
2

S
3

2

kB
e

Ec
eT

. (8.33)

L’origine des valeurs élevées des coe cients de Seebeck et Peltier présentées
par les semiconducteurs trouve son explication dans la structure des bandes
de conduction et de valence et dans la dynamique des électrons et des trous.
Cette structure, ainsi que les propriétés du réseau qui déterminent la conduc-
tion thermique à travers la dynamique des phonons, peuvent être optimisées
sur la base des modèles précédents ; par exemple, parmi les matériaux les plus
performants, le tellurure de bismuth, Bi2Te3, le tellurure d’antimoine Sb2Te3
et le sélénure de bismuth Bi2Se3, ou les composés ternaires Bi2Te2.7Se0.3 et
Bi0.5Sb1.5Te3, présentent des coe cients de conduction thermique et élect-
rique et un pouvoir thermoélectrique S de l’ordre de : S ± 200 V/K,

105 S/m et 1-2 W/m·K.

8.2.3 E et Thomson

L’e et Peltier et l’e et Seebeck, c’est-à-dire le transport de chaleur as-
socié à un transport de charges et le transport de charge associé à
un gradient de température, doivent être complétés par un troisième e et
thermoélectrique prédit par Kelvin, l’e et Thomson. Considérons les ux au
sein d’un semiconducteur homogène :

Flux d’énergie : W = T + +
q
+ J , (8.34)

Flux de charges : J+
T

T = +
q

. (8.35)

La puissance par unité de volume, dQ/dV dt, reçue par l’échantillon, en régime
stationnaire, est égale à la divergence du ux de puissance.

dQ

dV dt
= ·W = · T + +

q
+ J (8.36)
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En régime stationnaire, le courant étant permanent, ·J = 0, les di érentes
contributions au bilan de puissance sont obtenues à partir de l’expression du
ux d’énergie comme suit :

dQ

dV dt
= · ( T ) J · +

q
+ . (8.37)

L’expression du ux de charge permet d’exprimer le terme de divergence (
+ /q + ) : 1J + log T = ( + /q + ), ainsi la puis-
sance par unité de volume peut être décomposée en trois composantes : (i)
la dissipation associée à la conduction thermique, (ii) la dissipation associée
à la conduction ohmique, et (iii) un terme dont le signe peut être positif ou
négatif, associé à l’e et Thomson.

dQ

dV dt
=

dQ

dV dt Fourier
+

dQ

dV dt Ohm
+

dQ

dV dt Thomson

= · ( T ) + 1J2
d

dT T
J · T

Un conducteur homogène présentant un gradient de température et parcouru
par un courant est le siège d’un e et thermoélectrique croisé, dit e et Thom-
son : un dégagement de chaleur ou une absorption de chaleur pro-
portionnelle au produit du courant par le gradient de température
J · T .

T1 T2

dT
dx

J J J

Q = βJ

T1 T2
J J J

dT
dxQ = − βJ

Fig. 8.12 E et Thomson associé à un gradient de température.

Introduisons le coe cient de Thomson mesurant la proportionnalité entre
la cause et l’e et :

Coe cient de Thomson :
dQ

dV dt Thomson
J · T . (8.38)

L’analyse du bilan de puissance permet de dériver une relation entre le co-
e cient de Seebeck et le coe cient de Thomson, dite première relation de
Kelvin :

Première relation de Kelvin : = T
dS

dT
. (8.39)

La gure 8.12 illustre l’e et Thomson, un gradient de température appliqué
le long d’un matériau parcouru par un courant J engendre une absorption ou



254 CHAPITRE 8. CONVERSION THERMOÉLECTRIQUE

une production de chaleur Q suivant le sens relatif du courant électrique et
du gradient de température dT/dx entre les thermostats T1 et T2.
Considérons à présent les e ets thermoélectriques dans le cadre de la théo-

rie des processus irréversibles linéaires (4.32), et démontrons que la deuxième
relation de Kelvin (8.28) n’est autre que la relation d’Onsager relative à
deux ux couplés. La formulation phénoménologique du couplage des ux
de charges et de chaleur :

Flux de chaleur : Q
W
m2

= T + J , (8.40)

Flux de charges : J
A
m2

= +
q

S T , (8.41)

peut être réarrangée pour identi er les trois coe cients cinétiques linéaires
associés à une représentation canonique en termes de ux et forces thermo-
dynamiques conjugués (4.32) :

Flux de chaleur : Q
W
m2

= L21
( + q )

T
+ L22

1

T
,

Flux de particules :
J

q

1
s 1.m2

= L11
( + q )

T
+ L12

1

T
.

Ainsi, la conductivité électrique et le coe cient de Seebeck s’expriment sui-
vant les relations : = qL11, qTS = L12/L11. Le cas du coe cient de conduc-
tion thermique est plus subtil car il doit être dé ni en l’absence d’un ux de
charges :

J = 0
( + q )

T
=

L12
L11

T

T 2
=

1

T 2
L11L22 L12L21

L11
.

En n, l’e et Peltier peut être isolé au niveau d’une jonction isotherme entre
deux éléments :

Jonction isotherme : J
A
m2

= 0 Q
W
m2

= J , (8.42)

et la comparaison avec la forme canonique conduit à l’identi cation =
L21/qL11, ainsi = TS.

8.3 Machines thermoélectriques

Nous allons développer la théorie des générateurs Seebeck et réfrigérateurs
Peltier où nous raisonnerons sur deux bras semiconducteurs N et P , les dispo-
sitifs commerciaux étant constitués de plusieurs bras assemblés en général en
plusieurs étages ( gures 8.13).
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8.3.1 Générateur Seebeck

Les dispositifs thermoélectriques utilisant les semiconducteurs P et N peuvent
être utilisés :
• soit en mode Peltier, pour le transfert de chaleur d’une source froide vers

une source chaude, la réfrigération Peltier illustrée sur la gure 8.13;
• soit en mode Seebeck, pour la génération de puissance électrique associée

au transfert de chaleur d’une source chaude vers une source froide entraînant
un ux de charges, la génération Seebeck illustrée sur la gure 8.13.

M

M M M M

MMMM

N P NNN P P P

P

P

P

P

PN

N

N

N

NS P

Fig. 8.13 Convertisseur Seebeck S et réfrigérateur Peltier P.

Les con gurations des deux modes de fonctionnement sont globalement
semblables mais les di érences de températures, d’utilisations et de fonction-
nalités conduisent à des constructions spéci ques. Les réfrigérateurs thermoé-
lectriques emploient principalement du tellurure de bismuth pour des appli-
cations basses températures, alors que les générateurs thermoélectriques sont
fabriqués avec des matériaux haute température tels que le tellurure de plomb
qui présente un optimum de performances au voisinage de plusieurs centaines
de degrés.
Considérons l’assemblage de deux matériaux, P et N , entre une source

chaude de température T1 et une source froide de température T2, suivant le
schéma de la gure 8.14. Intégrons le ux de chaleur, Q = T + J , sur
les surfaces de section Ap et An des barreaux P et N de longueurs respectives
Lp et Ln ( gure 8.14).
Dé nissons le courant électrique, I = JA, commun aux deux branches en

circuit fermé sur une charge RL.
Les puissances thermiques,Qp et Qn (Qp +Qn =Qin), extraites au niveau

de la source chaude et transportées dans les barreaux semiconducteurs P et
N sont donc données par les relations :

Puissance thermique P : Qp = TSpI pAp
dT

dx
, (8.43)

Puissance thermique N : Qn = TSnI nAn
dT

dx
, (8.44)

où nous avons considéré que les coe cients thermoélectriques des pièces mé-
talliquesM assurant les contacts électriques et thermiques sont nuls, supposé
que Sp > 0 et Sn < 0, et introduit les conductivités thermiques p et n.
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Exercice : Pourquoi la branche P du générateur représenté sur le schéma
présente-t-elle une surface de section plus importante que la branche N?

T1 T2N

P

M

M

M

V

I

A

L

x0

T1

T2

L0 x

I =0
RL

Qin Qout
I =0

-
- - --

L

T(x)

Qin

Qout

Fig. 8.14 Distribution de température dans un générateur Seebeck.

Comme toute variable intensive, la température peut être xée aux fron-
tières d’un système mais ne peut pas être imposée en volume directement.
Ce sont les processus internes qui déterminent son pro l suivant x. Ici, en
l’occurrence, les barreaux semiconducteurs sont le siège d’une dissipation par
e et Joule qui constitue une source de chaleur interne, et la divergence des
ux thermique est donc égale à ces sources,

dQp
dx

= pAp
d2T

dx2
=

I2

pAp
, (8.45)

dQn
dx

= nAn
d2T

dx2
=

I2

nAn
, (8.46)

où nous avons considéré que les coe cients Seebeck sont indépendants de la
température, c’est-à-dire où nous avons négligé l’e et Thomson.
Nous pouvons donc établir l’expression du gradient de température en

fonction des conditions aux limites et du terme source interne :

pAp
dT

dx
=

I2

pAp
x

Lp
2

+ pAp
T2 T1
Lp

,

nAn
dT

dx
=

I2

nAn
x

Ln
2

+ nAn
T2 T1
Ln

.

Ainsi, le pro l de température au sein des branches N et P du circuit est de
nature parabolique et la chaleur Joule est pour moitié absorbée par la source
chaude et pour moitié par la source froide,

T (x) =
I2

p pA2p

x2

2

Lpx

2
+ (T2 T1)

x

Lp
+ T1 ,

T (x) =
I2

n nA2n

x2

2

Lnx

2
+ (T2 T1)

x

Ln
+ T1 .
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Reportons les gradients thermiques ainsi obtenus dans l’expression des ux
de puissances thermiques extraites au niveau de la source chaude :

Qp (x = 0) = T1SpI

Seebeck

Lp
2 pAp

I2

Ohm

pAp
Lp

(T2 T1)

Fourier

,

Qn (x = 0) = T1SnI
Ln

2 nAn
I2

nAn
Ln

(T2 T1) ,

et dé nissons la puissance thermique totale extraite de cette source haute
température,

Qin [W] Qp (x = 0) +Qn (x = 0) ,

= ST1I +K (T1 T2)
RI2

2
, (8.47)

où nous avons dé ni la résistance thermique K, la résistance électrique R et
le pouvoir thermoélectrique S du circuit suivant les relations :

Conductance thermique : K
W
K

pAp
Lp

+
nAn
Ln

, (8.48)

Résistance électrique : R [ ]
Lp

pAp
+

Ln

nAn
, (8.49)

Pouvoir thermoélectrique : S
V
K

Sp Sn . (8.50)

Après avoir analysé le bilan thermique du circuit, abordons la question du
bilan électrique, le ux de charges est entraîné par les gradients de potentiel
et de température, J A/m2 = S T . Intégrons ce ux sur la
surface de sections des branches N et P et le long de la direction x,

Flux de charges P :
Lp

pAp
Ip =

p

d Sp
p

dT , (8.51)

Flux de charges N :
Ln

nAn
In =

n

d Sn
n

dT . (8.52)

Le courant I étant le même dans les deux branches, nous obtenons la relation
courant/tension du générateur : RI = Vn Vp + S(T1 T2) c’est-à-dire V
= S(T1 T2) RI.
Cette caractéristique est représentée sur la gure 8.15. La tension en circuit

ouvert, c’est-à-dire la force électromotrice, est donnée par S(T1 T2) et la
résistance interne de ce générateur est égale à R.
Le point de fonctionnement en charge sur une résistance externe RL est

donc solution de l’équation de charge : (RL + R)I = S(T1 T2). La puissance
électrique extraite est proportionnelle au carré de la chute de température
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entre les sources chaudes et froides,

Puissance électrique : Wout [W] RLI
2 =

RL

(RL +R)
2S

2 (T1 T2)
2 .

(8.53)

(T1 − T2)

V

T1

T2

V

I

S

S

R Génerateur
Seebeck

I

R S RL

T2

--
--

(T1 − T2)

V = R  LI

Fig. 8.15 Caractéristique courant I/tension V d’un générateur Seebeck.

Le rendement S de ce dispositif de conversion est dé ni comme le rapport
de la puissance électrique sur la puissance thermique :

S

Wout

Qin
=

RLS
2 (T1 T2)

(RL +R)S2T1
RS2

2 (T1 T2) +K (RL +R)
2 . (8.54)

Les paramètres de contrôle du rendement sont, au-delà du pouvoir thermoé-
lectrique S, le paramètre de charge c et le facteur de mérite de Io e Z.

Paramètre de charge : c
RL
R

(8.55)

Facteur de qualité de Io e : Z
S2

RK
(8.56)

La borne supérieure de l’e cacité de conversion est donnée par le rendement
de Carnot Carnot et la formule nale (8.57) démontre que pour une charge
donnée le paramètre principal déterminant le rendement est le facteur ZT1.

S

Carnot

=
c

(1 + c) + (1+c)2

ZT1
Carnot

2

(8.57)

Ainsi, nous avons exprimé le rendement comme le produit du rendement
asymptotique de Carnot, Carnot (5.1), que multiplie une fonction du pa-
ramètre de charge c et du facteur de mérite Z : S = CarnotF (c, Z) où :

Z
(Sp Sn)

2

pAp
Lp

+ nAn
Ln

Lp
pAp

+ Ln
nAn

. (8.58)
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Le paramètre Z étant fonction des longueurs et surfaces de section des branches
P et N , gure 8.16 ; considérons, dans un premier temps, le problème de l’op-
timisation géométrique des barreaux semiconducteurs. Introduisons les rap-
ports de longueurs et de surfaces des deux branches P et N :

x =
Ln
Lp
, y =

Ap
An

Z
(Sp Sn)

2

( pxy + n)
1
pxy

+ 1
n

, (8.59)

et recherchons sous quelles conditions le rapport d’aspect relatif des deux
branches peut être optimisé :

( pxy + n)
1
pxy

+ 1
n

x
= 0 x2y2 =

n n

p p

ApLn
AnLp

=
n n

p p
.

(8.60)
Il existe donc bien un optimum des dimensions relatives des deux branches
dont l’origine est à rechercher dans les di érences des propriétés thermiques
et électriques des barreaux N et P .

A

L

κ
ρ

T2

N

P

RLZ, R, KT1

Fig. 8. 16 Optimisation géométrique du facteur Z à travers les rapports A/L.

En e et, la condition d’optimum permet de symétriser, au regard de la
dissipation, ces propriétés et d’accorder ainsi les réponses des deux branches,
accord conduisant à l’optimum. Sous cette condition d’optimum, le facteur de
mérite Z devient alors indépendant des facteurs géométriques et trouve ainsi
une dé nition intrinsèque uniquement associée aux propriétés des matériaux,

Facteur de mérite de Io e : Zopt
Sp Sn
p

p
+ n

n

. (8.61)

Un deuxième point de vue peut être considéré pour aborder le problème de
l’optimisation d’un dispositif. Il est bien connu que la puissance électrique ext-
raite d’un générateur est maximum lorsque la charge est égale à la résistance
interne du générateur,

Puissance optimale : c = 1 S

Carnot

=
ZT1

2ZT1 + 4 Z T1 T2
2

. (8.62)



260 CHAPITRE 8. CONVERSION THERMOÉLECTRIQUE

Une telle charge ne correspond pas à un optimum du rendement. Une charge
optimisant le rendement S = Carnot F (c, Z) (8.57) et non la puissance,
pour un dispositif donné, doit véri er F (c, Z)/ c = 0. Ainsi, l’optimisation
du rendement, et non de la puissance, conduit à une valeur de la résistance
de charge fonction de la température :

c2 = 1 + Z
T1 + T2
2

RL
R
= 1 + Z

T1 + T2
2

. (8.63)

Reportons cette valeur (c+ 1) (c 1) = Z (T1 + T2) /2 dans l’expression du
rendement (8.57) :

opt

Carnot

=
c

1 + c+ (1+c)2

(c+1)(c 1)
T1+T2
2T1

T1 T2
2T1

. (8.64)

Multiplions par (c 1) le numérateur et le dénominateur et simpli ons l’ex-
pression qui se réduit à opt/ Carnot = (c 1)/(c + T2/T1).

Rendement optimal : opt = Carnot

1 + Z T1+T2
2 1

1 + Z T1+T2
2 + T2

T1

(8.65)

Le paramètre contrôlant l’e cacité ( gure 8.18) est donc le produit du
facteur Z par la température moyenne :
• Z (T1 + T2) /2 1 opt Carnot;
• Z (T1 + T2) /2 1 opt Carnot.
Considérons à présent le cas d’un fonctionnement en mode réfrigérateur.

8.3.2 Réfrigérateur Peltier

Une source de courant I alimentant le système représenté sur la gure 8.17,
un ux de chaleur Qout peut être extrait de la source froide T1 et rejeté au
niveau de la jonction chaude T2. Cette chaleur ainsi transférée n’est autre
que la chaleur Peltier. La puissance thermique ainsi extraite de la source
froide et la puissance électrique ainsi dépensée sont données par les expressions
précédentes,

Puissance thermique : Qout [W] = ST1I K (T2 T1)
RI2

2
,

Puissance électrique : Win [W] = V I = S (T2 T1) I +RI
2 .

Le coe cient de performance du réfrigérateur ainsi assemblé et opéré est égal
au rapport de ces deux puissances,

P

Qout
Win

=
ST1I K (T2 T1) RI2/2

S (T2 T1) I +RI2
. (8.66)
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En mode générateur, les performances des dispositifs thermoélectriques dépen-
dent de deux paramètres c et Z et, en mode réfrigérateur, de deux paramètres
Z et I. Aussi, il est nécessaire d’identi er les conditions analytiques d’optimi-
sation au regard des variations de ces deux paramètres.
Une analyse, similaire au générateur en régime Seebeck, des conditions

d’optimisation du rendement peut être menée à bien pour le cas d’un réfrigé-
rateur en régime Peltier.

T1 T2

N M

M

M

I
Qout

Win

--
--

P

Fig. 8.17 Réfrigérateur Peltier simple à deux éléments P et N .

Le courant I est un paramètre de contrôle aisément ajustable. La valeur
optimale du courant assurant un minimum de dépense électrique pour un
maximum de refroidissement est égale à :

P

I
= 0 Iopt =

S (T2 T1)

R 1 + Z T1+T2
2 1

. (8.67)

Le rendement optimal d’un réfrigérateur Peltier est donc fonction uniquement
du facteur de Io e Z et de la chute de température :

Rendement optimal : opt

Carnot

=
1 + Z T1+T2

2
T2
T1

1 + Z T1+T2
2 + 1

. (8.68)

La gure 8.18 présente le comportement de cette e cacité opt en fonction des
températures des sources froide et chaude. Comme dans le cas du générateur,
un point de vue di érent peut être adopté sur la nature des performances à
optimiser. Dans le cas du réfrigérateur, il est parfois nécessaire de rechercher
non pas l’e cacité mais la puissance et nous obtenons alors la contrainte :

Puissance optimale :
Qout
I

= 0 ST1 = RI Qout =
S2T 21
2R

K (T2 T1) .

En particulier, introduisons le concept d’isolant actif correspondant à la
contrainte Qout = 0.
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La chute de température maximum que pourra préserver un tel isolant
thermoélectrique actif sera uniquement fonction du paramètre ZT1 suivant la
relation :

Refroidissement optimal : Qout = 0
T2 T1
T1

=
ZT1
2

. (8.69)

Cet ensemble d’études, sur l’optimisation de la géométrie, du rendement et
de la puissance des générateurs et réfrigérateurs, démontre clairement le rôle
central du facteur ZT .

0

0,20

0,15

0,10

0,05

1,510,5

T1 = 428 K

T1 = 600 K

T1 =  1 000 K

Z T1+T2
2

T2 = 300 Kηopt
10

1

0,1

30405060

10 3Z = 3

10 3Z = 2

10 3Z = 1

T2 = 300 K

T2 − T1

ηopt PS

Fig. 8.18 Rendement d’un générateur Seebeck (8.65) en fonction du facteur
de qualité (S) et rendement d’un réfrigérateur Peltier (8.68) en fonction de

la chute de température pour di érents facteurs Z (P).

Nous conclurons donc ce chapitre en analysant les conditions d’obtention
d’un maximum du facteur Z parmi les matériaux métalliques, semiconduc-
teurs et isolants.

8.3.3 Matériaux thermoélectriques

La conduction de la chaleur et la conduction de l’électricité, décrites par les
lois de Fourier et Ohm, présentent des analogies plus que formelles. En e et,
les métaux, pour la plupart, sont à la fois bons conducteurs de chaleur et bons
conducteurs d’électricité et la classi cation hiérarchique suivant les propriétés
thermiques est semblable à la classi cation suivant les propriétés électriques.
Cette similitude des propriétés relatives au transport de charge et au transport
de chaleur a été étudiée dès 1853 par Wiedemann et Frantz qui établirent que
le rapport de la conductivité thermique sur la conductivité électrique
est une constante pour les métaux usuels. Sous sa forme moderne, la loi de
Wiedemann-Frantz s’exprime à travers la constance du nombre de Lorentz
L :

Nombre de Lorentz : L
V2

K2 T
. (8.70)
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Le tableau (8.71) présente quelques valeurs expérimentales de ce nombre de
Lorentz :

T [ C] Cu Ag Zn Pb
100 2, 17× 10 8 2, 29× 10 8 2, 39× 10 8 2, 54× 10 8

0 2, 30× 10 8 2, 33× 10 8 2, 45× 10 8 2, 53× 10 8

100 2, 32× 10 8 2, 37× 10 8 2, 33× 10 8 2, 51× 10 8

(8.71)

La constance du nombre de Lorentz constitue une con rmation supplémen-
taire du modèle de Lorentz-Sommerfeld des métaux. En e et, dès 1928, Som-
merfeld établit, dans le cadre de ce modèle, que la valeur du nombre de Lorentz
est donnée par l’expression :

L =
2

3

k2B
e2
= 2.45× 10 8 V2

K2
, (8.72)

qui est une conséquence directe des deux évaluations (1.48) et (1.64). Le fac-
teur de mérite thermoélectrique Z pour un matériau donné s’exprime simple-
ment en fonction du nombre de Lorentz L et du pouvoir thermoélectrique S :
ZT = S2 T / = S2/ L.
Ainsi, pour les métaux : S k2BT /eEF et ZT = 3/

2 (kBT/EF )
2 3/ 2

(1/200)
2
<< 1, par contre pour les semiconducteurs ZT 1 car la densité de

porteurs de charges peut être ajustée à une valeur optimale suivant (8.32). En
e et, considérons les diagrammes de la gure 8.19, les conductivités thermique
et électrique croissent avec la densité de porteurs libres.

Conductivité
électrique

Conductivit   é
thermique

Phonons

Electrons

Coefficient Seebeck

Z

1019cm−3 nn

isolants semiconducteurs métaux

 σ

κ − S Facteur de
 mérite

isolants semiconducteurs  métaux

1019cm−3

Fig. 8.19 Optimum du facteur Z en fonction de la densité de porteurs de
charges libres.

Le pouvoir thermoélectrique S décroît avec la densité de porteurs de
charges car un isolant électrique ne court-circuite pas la chute de tension
d associée à un déséquilibre thermique dT et S d /dT . Les produits et
rapports de ces trois quantités présentent donc un optimum et cet optimum



264 CHAPITRE 8. CONVERSION THERMOÉLECTRIQUE

pour S2 / T est de l’ordre de 1019 porteurs libres par centimètre cube, une
valeur plus faible que la densité électronique métallique, mais qui peut être
atteinte dans les semiconducteurs dopés.
Les trois principales familles de semiconducteurs o rant des propriétés

thermoélectriques conséquentes sont respectivement :
• les tellurures et sélénures de bismuth et d’antimoine, principalement

Bi2Te3 et ses alliages avec Sb2Te3 et Bi2Se3 pour les systèmes de réfrigération
et les générateurs fonctionnant entre 20 et 300 C;
• les tellurures de plomb, d’étain et de germanium PbTe, SnTe, GeTe et

leurs alliages pour les générateurs fonctionnant entre 150 et 500 C;

Propriétés pBi2Te3(300 C)
S [ V/K] 145
1 [ ·m] 7,6
[W/K ·m] 2,4
ZT 0,98

Propriétés nBi2Te3(300 C)
S [ V/K] 240
1 [ ·m] 10,0
[W/K ·m] 2,2
ZT 2,4

(8.73)

• les alliages germanium silicium, Ge-Si, pour les générateurs hautes tempé-
ratures entre 400 et 950 C.

Propriétés pSiGe(927 C)
S [ V/K] 240
1 [ ·m] 32
[W/K ·m] 4,3
ZT 0,5

Propriétés nSiGe(927 C)
S [ V/K] 242
1 [ ·m] 17,8
[W/K ·m] 40,2
ZT 0,93

(8.74)

Les tableaux (8.73) et (8.74) résument les propriétés thermoélectriques de
ces deux matériaux pour les applications hautes et basses températures. Les
progrès sur l’identi cation de matériaux présentant un facteur ZT supérieur
sont constants mais aucune rupture qualitative n’a été opérée depuis l’étude
des semiconducteurs par Io e.
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Chapitre 9

Conversion photovoltaïque

‹‹Il n’y avait rien compris, si ce n’est que cette théorie sèche et poussiéreuse ap-
partenait exclusivement à un petit nombre d’esprits mesquins dont le vocabulaire
copieux était inintelligible.››

                                                           Martin Eden, J. London.
‹‹Il éprouvait maintenant pour les mathématiques un soudain respect : d’aride
matière à mémorisation, elles étaient devenues d’un coup pour lui problème vivant.››

                             Die Verwirrungen des Zöglings Törless, R. Musil.

La première observation de l’e et photovoltaïque est à mettre au crédit
d’Antoine Becquerel en 1839 dans son Mémoire sur l’e et électrique produit
sous l’in uence du rayonnement solaire, décrivant l’e et photo-voltaïque au
sein d’un arrangement de deux électrodes platine/oxyde de cuivre plongeant
dans une solution acide. Le même e et fut ensuite observé par W.G. Adams
et R.E. Day dans le sélénium en 1877.

μ1

W1

ε

W2

μ2
I

V

Fig. 9.1 : E et Kelvin : génération de charges par ionisation et séparation
par gradient de potentiel chimique.

En 1897, Lord Kelvin remarqua que l’ionisation de l’air entre deux élect-
rodes planes constituées de métaux di érents engendrait une di érence de
potentiel de l’ordre du volt, la con guration de cette expérience est illustrée
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sur la gure 9.1. À l’époque, la source d’ionisation était un minerai d’ura-
nium, mais l’expérience peut être reproduite avec n’importe quelle source de
rayonnement ionisant.
Les dispositifs basés sur ce principe ont été peu étudiés et sont appelés

cellules CPD (Contact Potential Di erence), ils présentent une e cacité de
conversion de l’ordre de 1 % dont la faiblesse s’explique par l’absence de
programmes de recherches et de développement d’envergure comme ce fut le
cas pour les convertisseurs thermoïoniques ou photovoltaïques.

Γ

μ1 φ1

μ2
J

φ2

J

J

Γ
Fig. 9.2 Générateurs électrochimique et photovoltaïque : un ux d’espèces
des hauts potentiels chimiques vers les bas potentiels chimiques entraîne un

ux de charge vers les hauts potentiels électriques.

Le principe des cellules CPD, la génération de charges par ionisation, puis
leur séparation par gradient de potentiel chimique, constitue un principe de
conversion semblable à la création et la séparation de paires électrons/trous
au sein de semiconducteurs : l’e et photovoltaïque.
La conversion photovoltaïque et les piles électrochimiques mettent en œuvre

un principe similaire de production d’espèces chargées et de séparation par
gradient de potentiel chimique.
Le couplage potentiel chimique/potentiel électrique, commun aux cellules

photovoltaïques et aux piles à combustibles, est schématisé sur la gure 9.2 où
un ux spontané d’espèces , des hauts potentiels chimiques vers les bas po-
tentiels chimiques, entraîne un ux de charges J , contre une chute de potentiel
électrostatique.
Nous allons étudier, dans ce chapitre, les principes physiques mis en œuvre

pour la conversion photovoltaïque d’énergie en nous attachant à comprendre
les mécanismes (i) de production et de séparation de charges, qui convertissent
l’énergie chimique en énergie électrique, et (ii) de production d’entropie qui
dégradent l’e cacité de conversion.
En particulier, il est nécessaire de bien appréhender la nature particu-

lière d’un faisceau de photon thermalisé, qui constitue une forme exotique de
chaleur dirigée. Pour ce faire, nous allons analyser le modèle de Planck du
rayonnement.
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9.1 Modèle de Planck du rayonnement thermique

9.1.1 Luminance du corps noir

L’usage ancien est de considérer trois types de phénomènes d’émission : (i)
l’incandescence, (ii) la luminescence, et (iii) la phosphorescence ; l’incan-
descence est associée à une excitation thermique de l’émetteur, la phospho-
rescence à une excitation chimique et la luminescence à une excitation non
thermique.
Le soleil est une sphère incandescente de plasma chaud, formée principa-

lement d’hydrogène (91, 2 % des noyaux) et d’hélium (8, 7 % des noyaux), de
rayon 6, 96× 108 m, de masse 2× 1030 kg, située à une distance moyenne de
1, 5× 1011 m de la Terre.

Terre
     300 K

Soleil
       6 000 K

108

100
Cosmos

3 K

1016

1022

10 −610 −410 −2100102

106 K
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W
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Fig. 9.3 Puissance spectrale du corps noir normalisée à 10 m de longueur
d’onde pour le Soleil.

Les réactions de fusions thermonucléaires au cœur de cette sphère de
plasma chaud génèrent une puissance de 3, 84 × 1026 W, ramenée à la sur-
face des couches extérieures. Cette puissance s’écoule suivant un ux de 63, 1
MW/m2. Ce ux de puissance baigne l’ensemble du système solaire en dé-
croissant comme l’inverse du carré de la distance au soleil.
Le ux de puissance moyen, au niveau des couches hautes de l’atmosphère

terrestre, est de l’ordre de 1 366W/m2 et l’énergie totale délivrée par le Soleil
sur la Terre de l’ordre de 5, 46×1024 J/an soit plus de 104 fois la consommation
annuelle d’énergie de la population mondiale. Les di érentes composantes de
l’atmosphère absorbent et di usent ce ux incident de 1 366 W/m2 et, au
niveau du sol, il est d’usage de considérer le ux pondéré par les e ets d’une
ou de plusieurs traversées atmosphériques, le tableau (9.1) établit la valeur
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moyenne correspondant à un nombre Atm de traversées atmosphériques.

Atm 0 1 1.5 2
W/m2 1 366 931 834 755

(9.1)

La mesure et la compréhension des répartitions : (i) temporelle, (ii) spa-
tiale, (iii) angulaire et (iv) spectrale du ux de puissance solaire au niveau de
la Terre constitue l’un des aspects essentiels des programmes de développe-
ment de la conversion photovoltaïque d’énergie.
Dans cet ouvrage, orienté vers la physique de la conversion, nous n’abor-

derons pas cette vaste problématique et considérerons que le rayonnement
solaire est de nature thermique et suit donc la loi de répartition spectrale
de Planck (2.78), représentée sur la gure 9.3, dérivée dans le paragraphe
consacré aux électrons et photons. Le nombre de photons, dN , par unité de
volume, dxdydz, et unité de pulsation, d , et la densité spectrale et volumique
d’énergie dU sont donnés par les relations de Planck (2.78) :

dN

d dxdydz

1

m3 ·Hz =
1
2c3

2

exp kBT 1
, (9.2)

dU

d dxdydz

J
m3 ·Hz =

2c3

3

exp kBT 1
,

où la température des couches externes du Soleil est de l’ordre T = 5 800 K,
c’est-à-dire approximativement 0, 5 eV.
Le spectre observé du Soleil présente de nombreuse bandes d’absorptions

et une faible déformation associée à la dispersion et la di usion ; le modèle du
rayonnement de Planck (9.2) constitue néanmoins une bonne approximation.
Les maximums des distributions spectrales en énergies et longueurs d’ondes
constituent les formules classiques du déplacement de Wien,

Wien max :
d2U

d 2dxdydz
= 0

max

kBT
2, 82 ,

Wien max :
d2U

d 2dxdydz
= 0 maxkBT [1 m] [0, 25 eV] .

L’intégration sur la totalité du spectre conduit à la loi de Stefan-Boltzmann :

u (T )
J
m3

=
2c3

+

0

3d

exp kBT 1
=

2k4B
15 3c3

T 4 . (9.3)

L’étude des bilans d’énergie et d’entropie associés aux ux électromagnétiques
échangés à travers les processus d’émission et d’absorption relève de la pho-
tométrie. Les principes de photométrie utilisés pour analyser les dispositifs
de conversion photovoltaïques relèvent de la photométrie énergétique qui doit
être distinguée de la photométrie lumineuse restreinte aux longueurs d’onde
0, 39 < < 0, 76 , cette dernière étant construite autour d’un système
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d’unités propres : candela et lumen. Rappelons les dé nitions des principales
caractéristiques d’un émetteur et commençons par la quantité la plus globale,
l’intensité énergétique, dUe/dt d [W/sr], où d est l’angle solide, centré sur
la source, dans lequel est émise l’énergie dUe, ce concept n’est opération-
nel que pour les sources quasi-ponctuelles c’est-à-dire vues à une très grande
distance.

θ'

dS

n

u

n'

θ
dS'r

dΩ

dΩ'

Fig. 9.4 Luminance d’une source et étendue géométrique d’un faisceau.

Si nous considérons un élément de surface dS d’une source nie, vue à
distance nie, l’énergie dUe émise durant un temps dt, ramenée à l’élément
de surface émetteur dS, dé nit l’émittance de l’élément. Si nous adoptons le
point de vue du récepteur, le rapport de l’énergie dUr reçue durant un temps
dt ramenée à l’élément de surface récepteur dé nit l’éclairement de l’élément
dS ,

Émittance de la source : M
dUe
dtdS

W
m2

, (9.4)

Éclairement du récepteur : E
dUr
dtdS

W
m2

. (9.5)

Mais, un concept plus précis pour analyser les processus d’émission et d’ab-
sorption doit prendre en compte les directions des photons. Introduisons la
direction u et l’angle solide in nitésimal autour de cette direction d . La
quantité centrale pour la description de la dynamique du rayonnement est
la luminance L qui décrit l’énergie dUe émise durant un temps dt suivant
la direction u, |n · u| = cos , dans l’angle solide d = sin d d , ramenée à
l’élément de surface émetteur ndS et à l’angle d’émission d , cette dé nition
est illustrée sur la gure 9.4,

Luminance : L ( , )
dUe

dtdS |n · u| d
W

m2 · sr ,

Luminance spectrale : L ( , , )
dUe

d dtdS |n · u| d
W

m2 · sr ·Hz ,
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où nous avons aussi dé ni la luminance spectrale lorsque la luminance est ra-
menée à une bande spectrale in nitésimale d autour d’une fréquence donnée
. L’analyse du pouvoir émissif, ainsi quanti é par la luminance L, doit être
complétée par l’étude du pouvoir absorbant, et cet ensemble de propriétés des
surfaces matérielles véri e la loi de Kirchho : le rapport du pouvoir émissif
au pouvoir absorbant, à toute température et à toute longueur d’onde, est égal
au pouvoir émissif du corps noir à la même température ; le corollaire immé-
diat de ce résultat est que aucun corps ne peut émettre par voie d’excitation
thermique plus de rayonnement que le corps noir à la même température.

9.1.2 Conservation de l’étendue optique

L’importance de la dé nition de L provient du fait que, pour de nombreuses
sources, la luminance est pratiquement indépendante de la direction d’é-
mission, cette propriété constitue la loi de Lambert : L/ = L/ =
0 M = L.
Considérons la gure 9.4 et calculons la puissance incidente dUr/dt sur

la surface n dS provenant de la surface ndS dans un milieu non absorbant,
homogène et isotrope, le premier principe dUe = dUr conduit à :

dUr
dt

= LdS cos d = L
cos cos dSdS

r2
. (9.6)

Nous sommes donc amenés à dé nir dE l’étendue géométrique d’un pin-
ceau n, u, formé par les rayons s’appuyant sur les éléments de surface ndS
et n dS .

dE cos cos dSdS

r2
= d dS |n · u| = d dS |n · u| (9.7)

L’étendue géométrique est la quantité centrale permettant de caractériser les
faisceaux de rayonnement solaire utilisés au sein des systèmes de conversion
photovoltaïques.
Le produit de l’étendue géométrique par le carré de l’indice optique du

milieu dé nit l’étendue optique,

Étendue optique : n2dE = n2 cos cos dSdS

r2
, (9.8)

qui jouit de la propriété fondamentale : l’étendue optique n2E d’un faisceau se
propageant dans un milieu non absorbant est conservée durant la propagation
lorsque l’indice n est inhomogène.
Ce résultat constitue la relation de Clausius, sa démonstration est di-

recte dans un milieu isotrope à travers les lois de Descartes.
Considérons la dynamique d’un ensemble de photons dans un milieu inho-

mogène, cette dynamique est constituée par une suite arbitraire de ré exions
et réfractions, chacune véri ant les deux lois de Descartes.
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Par exemple, à l’interface entre un milieu 1 et un milieu 2, illustrée sur
la gure 9.5 : 1 ere loi de Descartes : 1 = 2 d 1 = d 2 et 2

eme loi de
Descartes : n1 sin 1 = n2 sin 2 n1 cos 1d 1 = n2 cos 2d 2.

dΩ2

dΩ1

θ1

dSn1

n2

ϕ1
θ2

ϕ2

Fig. 9.5 Conservation de l’étendue optique.

Les étendues géométriques dans 1 et 2 étant respectivement dé nies par
dE1 = dS cos 1 sin 1d 1d 1 et dE2 = dS cos 2 sin 2d 2d 2, les deux lois de
Descartes conduisent donc à :

Relation de Clausius : n21dE1 = n22dE2 n2dE = Cte . (9.9)

Cette relation, dite de Clausius, est aussi connue sous la dénomination
d’invariant de Lagrange-Helmholtz pour les systèmes imageants, invariant de
Lagrange -Helmholtz qui n’est autre que l’invariant de Liouville-Poincaré pour
les photons (2.61).

dkx

dky

dΩ

dS
n

z
u

k

θ
kz

dx

dy

y

x ky

kx

Fig. 9.6 Équivalence entre l’étendue optique et le volume d’espace des
phases.

En e et, au-delà des apparences, l’étendue géométrique est dé nie dans
l’espace des phases, et non dans l’espace réel, car la direction des photons
relève de leur impulsion, et non de la position.
Considérons, sur la gure 9.6, un paquet de photons d’énergie traver-

sant une surface dS = dxdy suivant des impulsions dispersées dans un angle
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solide d (kx, ky) autour d’un vecteur d’onde k = p/ , la lecture des schémas
de la gure 9.6 conduit directement à l’identi cation entre volume d’espace
des phases dqdp et étendue optique dE :

n2dS (x, y) d (kx, ky) |n · u| = n2dxdy
dkxdky
k2

=
c2

2
dxdydkxdky =

c2

2 2
dqdp .

Ces outils de description d’un faisceau lumineux étant mis en place, abordons
la question de la conversion de l’énergie lumineuse d’origine thermique. Un
gradient de pression, ou de potentiel mécanique, est une source d’énergie libre
à entropie nulle, mais un faisceau de lumière présente un contenu énergétique
et un contenu entropique. Nous avons vu, dans le chapitre d’introduction, que
le ux dirigé au sein d’un gaz parfait est donné par v /4 (1.17), le ux dirigé
d’énergie pour un gaz de photon dans le vide est donc égal à u (T ) c/4 (9.3)
et constitue l’émittance de Stefan-Boltzmann du corps noir.

Stefan-Boltzmann : M (T )
W
m2

=
2k4B

60 3c2
T 4

T

64.5 [K]

4

(9.10)

L’émittance des couches extérieures du Soleil vaut 63, 1 MW/m2, en confor-
mité avec (9.10), la température standard du soleil étant égale à 5 800 K,
c’est-à-dire 0, 5 eV ; par contre, au niveau du sol terrestre, le ux de puis-
sance de 834 W/m2 correspond, à travers la loi de Stefan-Boltzmann (9.10),
à une température de 347 K, c’est-à-dire 74 C, qui est e ectivement l’ordre
de grandeur de la température atteinte par une surface absorbante (noir mat)
exposée à midi, en été, au soleil, sans concentration.
Un ordre standard de présentation inciterait à introduire, après l’étude du

rayonnement thermique, les caractéristiques phénoménologiques, d’émission,
absorption et transmission du rayonnement par la matière ; nous ne suivrons
pas cet ordre standard, et considèrerons, sur la base des propriétés du rayon-
nement de Planck, la question de l’e cacité de conversion de cette forme
particulière de chaleur en travail.
Pour cela, considérons le problème de la pression de radiation. Pour un

gaz, pression P , volume V , entropie S et énergie interne U , véri ent :

TdS = dU + PdV dS =
1

T

U

T V

dT +
1

T
P +

U

V T

dV ,

ainsi :

V

1

T

U

T V

=
T

1

T
P +

U

V T

U

V T

= T 2
T

P

T V

.

La forme fonctionnelle de U = u (T )V , donnée par la relation (9.3), permet
d’intégrer la relation précédente et d’établir la formule de la pression de ra-
diation thermique, résultat qui peut aussi être obtenu à partir d’une analyse
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de la pression de radiation dans un cadre électrodynamique :

Pression de radiation thermique : P (T ) =
u (T )

3
. (9.11)

L’identité d’Euler (2.12) ainsi véri ée : U TS + PV = 0, est associée à
la nullité du potentiel chimique des photons thermiques et permet d’établir
les équations d’état énergétique, U (T ), entropique, S (T ), et thermoélastique,
P (T ) = Ts u, décrivant les propriétés du rayonnement thermique en équi-
libre au sein d’une cavité con nante de température T :

Énergie : u (T ) =
U

V
=

2k4B
15 3c3

T 4 , (9.12)

Entropie : s (T ) =
S

V
=
4 2k4B
45 3c3

T 3 , (9.13)

Pression : P (T ) =
2k4B

45 3c3
T 4 . (9.14)

Le rayonnement solaire reçu par une cellule de conversion est de nature ther-
mique, mais le rayonnement inévitablement réémis par cette cellule n’est pas
de nature thermique, il est donc nécessaire d’étendre la mesure des contenus
énergétique (9.12) et entropique (9.13) d’un ensemble de photons au-delà des
distributions d’équilibre de Planck.

9.1.3 Entropie et concentration du rayonnement

La loi de conservation de l’étendue optique est indépendante de la nature,
thermique ou hors-équilibre, du rayonnement considéré. Soit N ( ) photons
occupant une étendue E , le nombre d’états possibles pour ce volume d’espace
des phases est égal à :

Nombre d’états : 2
dqdp

h2
= 2

2

c2
dE = 2

2

c2
E , (9.15)

où le facteur 2 est associé aux deux choix de polarisation du champ électrique.
Les photons sont des bosons et la loi de distribution de ces N photons

n’est pas restreinte par le principe d’exclusion de Pauli, les di érentes con -
gurations d’occupation, au nombre de (que l’on ne confondra pas avec un
angle solide), peuvent donc être dénombrées en considérant la distribution de
2 2E/c2 cloisons parmi N objets.

| | | | | | |
2 2E/c2

• • • • •
N

| • • • | • | | •• | • • •• |

L’entropie kB log est alors simplement donnée par le logarithme de où :

Nombre de con gurations : =

2 2

c2 E +N !

2 2

c2 E! N !
, (9.16)
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et, sous l’approximation de Stirling (logN ! N log (N/e)), ce dénombre-
ment conduit à la formule classique de l’entropie par photon, s ( ), que leur
distribution soit thermique ou non thermique,

Entropie : s ( )
J
K

kB log 1 +
2E
N 2 , (9.17)

où = c/ est la longueur d’onde. Le soleil émet un rayonnement thermique à
la température T1 et le convertisseur photovoltaïque est thermostaté par son
environnement à la température T2 et émet un rayonnement de luminescence.
Le suivi des photons absorbés et réémis permet d’identi er un processus de
production d’entropie, par photon, suivant un bilan qui comptabilise l’ab-
sorption comme une destruction d’entropie (9.17) et la réémission comme une
création d’entropie (9.17).

ΔW

ΩS

ΩC

T3

α

θS

T1

T2

εin

εout

Fig. 9.7 Détente S C des photons et production d’entropie.

Si le couplage, entre la source de photons et le convertisseur photovol-
taïque, s’opère à travers un faisceau d’étendue Ein, et si le convertisseur est
ouvert optiquement sur son environnement par une étendue Eout, alors, la
production d’entropie par photon, , associée au régime permanent d’illumi-
nation est exprimable à travers un simple bilan entrée/sortie illustré sur la
gure 9.7 :

Production d’entropie : out in kB log
Eout
Ein

. (9.18)

Le rayon du Soleil est de 6, 96 × 108 m et il est situé à une distance de
1.5 × 1011 m de la Terre, il est donc vu sous un demi-angle de s 4, 64
mrad (32’) et il sous tend un angle solide de s = 2 (1 cos s)

2
s =

6, 8× 10 5 stéradians.
Le rapport des étendues d’absorption et d’émission pour un convertisseur

d’ouverture angulaire est donc égal à :

Eout
Ein

= 0
cos d C

s

0
cos d S

2
0
cos sin d

S
=

sin2

S
. (9.19)
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L’indice C se réfère à la cellule et l’indice S au Soleil. La nécessité d’un cou-
plage isentropique entre le Soleil et la cellule de conversion peut être satisfaite :
(i) soit en élargissant l’angle sous lequel est vue le Soleil s , c’est alors
une stratégie de concentration du rayonnement qui est adoptée ; (ii) soit
en diminuant l’ouverture de la cellule vers son environnement s, c’est
alors une stratégie de con nement du rayonnement qui est mise en place.
Ces deux stratégies permettant de minimiser la production d’entropie par
émission/absorption sont illustrées sur la gure 9.8.

Ω's >Ωs

Ω'C <2π
T2

Concentration Confinement

α T1T2T1

Fig. 9.8 Concentration et con nement pour éviter la détente S C des
photons et la production d’entropie.

L’usage est d’introduire un facteur de concentration C suivant :

Facteur de concentration : C
sin2

S
Clibre =

6.8× 10 5
= 46 200 ,

pour une cellule ouverte sur le demi-espace extérieur, c’est-à-dire sous un angle
solide 2 , correspondant à = /2, ce facteur est égal à 46 200. On notera
qu’il eut été plus logique de nommer ce facteur, facteur de dilution, mais nous
nous conformerons ici à l’usage commun. Toute stratégie de con nement ou
de concentration ( gure 9.8) permet donc d’améliorer le couplage au Soleil
d’un facteur compris entre 1 et 46 200 mais pas au-delà. On notera que pour
les petit angles :

0
cos d C

0
d C

= 0
cos sin d

C
=

sin2

2 (1 cos ) 0
1 . (9.20)

Introduisons la luminance LS et l’émittance MS du soleil à la température
de T1 = 5 800 K, ainsi que la luminance LC et l’émittance MC de la cellule
à la température de T1. Les puissances émises par chacun de ces deux objets
couplés radiativement sont :

dUS
dt

= LSES
MS

A S =
k4B

60 3c2
T 41A S , (9.21)

dUC
dt

= LCEC =
MC

A cos d C =
k4B

60 3c2
T 42A cos d C ,
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où A est une surface de section du tube de rayon commun au Soleil et à la
cellule. En régime stationnaire, lorsqu’une énergie dUS est envoyée de S vers
C, seule une fraction (dUS dUC) /dUS est nalement utilisé par C. Pour un
facteur de concentration libre, cette fraction est faible, mais si des dispositifs
de concentration et/ou de con nement abaissent le facteur de concentration
à sa valeur isentropique 1, alors le défaut d’absorption est uniquement dû à
la di érence de température.

5 000

0,4

0,2

3 0001 000

0,6

T2

ηCarnot

C =1

C =46 200

θVan't Hoff

T3 T1

ηS

1 < C <46 200

Fig. 9.9 Rendements de conversions du rayonnement du corps noir en
fonction de la température de la cellule T2.

Dé nissons l’e cacité d’absorption a :

E cacité d’absorption : a

dUS dUC
dUS

= 1 C
T 42
T 41

. (9.22)

Le rendement de conversion optimum d’une cellule photovoltaïque, considérée
comme une machine de Carnot, couplée au Soleil à travers une géomét-
rie présentant un facteur de concentration C, est nécessairement inférieur
à a Carnot, (5.1) :

E cacité optimum : S = a Carnot = 1 C
T 42
T 41

1
T3
T2

, (9.23)

où T1 est la température du Soleil, T2 la température de la cellule et T3 la
température de l’environnement de la cellule vers où est extrait le travail et
où est rejetée la chaleur.
L’impact du facteur C est important et est illustré sur la gure 9.9 où la

cellule est supposée opérer à la température T2 (en abscisse) baignant dans
un environnement à la température T3 = 300 K. En l’absence de con nement
et/ou de concentration (C = 46 200), le rendement optimal est limité à des
valeurs inférieures à 30 %, mais sous forte concentration (C = 1) il atteint
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une valeur maximale de 0, 85 pour une température de fonctionnement de T2
= 2 478 K. Pour C 1 et T2 < T2 , l’exposant 4, associé à l’émittance du
corps noir, minore l’impact du facteur a et S Carnot.
Par contre, pour T2 > T2 , a devient dominant et diminue le rendement

global. L’analyse qui vient d’être présentée relève de la théorie des machines
thermiques et s’accorde pour partie avec le rendement optimal de Carnot (5.1).
L’analyse d’une cellule solaire en termes de machine chimique et l’évaluation
du rendement de Van’t Ho (5.6) conduisent à des résultats complémentaires
permettant d’interpréter la courbe S (T2) pour les valeurs T2 > T2 .

9.2 Conversion photovoltaïque

9.2.1 E cacité de Landsberg

Considérons une cellule photovoltaïque exposée au rayonnement solaire comme
une machine chimique et utilisons la dé nition de l’e cacité (5.6) associée à
la réaction de création de paire électron/trou par absorption d’un photon :

e+ h , (9.24)

Supposons que le couplage radiatif cellule/soleil, illustré sur la gure 9.10,
soit parfait, c’est-à-dire C = 1, ainsi, la production d’entropie est nulle,

kB logC = 0.
Il est inutile de prendre en compte une di érence de température entre

la cellule et son environnement car la source d’énergie libre n’est pas ici un
gradient de température, mais un gradient de potentiel chimique, aussi nous
supposerons T3 = T2.

T1

ΔW

C =1

T2

γ
h e

Fig. 9.10 Couplage isentropique entre un corps noir et un convertisseur.

La source de rayonnement thermique chaud présente une température T1
et le convertisseur est à l’équilibre à la température T2, le convertisseur est
une machine chimique recevant des espèces et rejetant des espèces e et h.
Considérons, sur la gure 9.11, l’échange de N photons thermiques occu-

pant un volume V . Une quantité d’énergie thermique U (T1) est cédée par
le soleil, ces photons présentent un contenu entropique S (T1). La variation
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d’enthalpie libre correspondant à l’absorption de cet ensemble de photons par
le convertisseur est donnée par :

G ( e+ h) = U (T1) T2 S (T1) + P (T2) V , (9.25)

où P (T2) est la pression ambiante de la cellule dont le travail est mis en jeu
pour incorporer le volume V .

ΔW

T2

T1

γ      e+h
ΔU

ΔQ
ΔSP(T1)

P(T2)

ΔV

Fig. 9.11 Machine chimique photonique de Van’t Ho .

Les relations (9.12), (9.13) et (9.14) permettent d’évaluer les di érents
termes du bilan d’enthalpie libre. Les termes de gain décrivant le bilan éner-
gie/entropie de la cellule sont donc égaux à :

U (T1) =
2k4BT

4
1

15 3c3
V , (9.26)

S (T1) =
4 2k4BT

3
1

45 3c3
V , (9.27)

et la pression P (T2) = 2k4B/45
3c3 T 42 . Le travail extrait par transforma-

tion chimique du volume de photons V en électrons et trous a donc pour
valeur :

W = G ( e+ h) =
2k4B

15 3c3
T 41

4

3
T2T

3
1 + T

4
2 V , (9.28)

et le rendement de la machine chimique de Van’t Ho correspondant à cette
réaction e + h est égal au rapport G/ U et est appelé rendement de
Landsberg,

V an tHoff =
G ( e+ h)

U Landsberg = 1
4

3

T2
T1
+
1

3

T2
T1

4

.

(9.29)
Le rendement de Landsberg, Landsberg 93, 3 %, exprime le rendement
maximum de conversion pour une machine dont le fonctionnement est idéa-
lement réversible. Les courbes de la gure 9.9 illustrent la convergence avec
l’analyse en termes de machine thermique et l’analyse en termes de machine
chimique.
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Ces études con rment donc les conclusion établies au chapitre 5 sur la
convergence entre les points de vues de Carnot et de Van’t Ho et démontre
que le choix de modélisation relève plus du régime de fonctionnement que de
la structure de la machine, la pertinence des relations (5.42) et (5.48) étant
ainsi précisée sur un cas concret.

9.2.2 Cellule à deux niveaux

Nous avons identi é deux méthodes d’analyse des systèmes de conversion de
l’énergie, (i) au niveau microscopique, la modélisation en termes de proces-
sus Markoviens et (ii) au niveau macroscopique, la modélisation thermodyna-
mique à travers des bilans globaux d’énergie et d’entropie. Ces deux approches
sont complémentaires et convergentes, cette complémentarité est particuliè-
rement bien illustrée par la physique des cellules photovoltaïques. A n de
modéliser un convertisseur photovoltaïque, considérons la gure 9.12 repré-
sentant un système à deux niveaux d’énergie, Eu et Ed < Eu, couplés à un
thermostat de température T .
Le niveau u est accessible depuis le niveau d par excitation thermique, ou

par absorption d’un photon d’énergie E = Eu Ed.

Ed

Eu

gTr

T

T

ΔEgS

Fig. 9.12 Cellule à deux niveaux.

Appelons p la probabilité d’occupation de u par un électron, 1 p la proba-
bilité complémentaire d’occupation par un trou, q la probabilité d’occupation
de d par un trou et 1 q la probabilité complémentaire d’occupation par un
électron, ces quatre dé nitions sont résumées sur la gure 9.13.

p q 1 − p1 − q

Fig. 9.13 Probabilités de peuplement.

Les taux de transitions entre ces deux niveaux sont respectivement r pour
la désexcitation spontanée, u d, g1 pour l’excitation thermique, et g2 pour
l’excitation lumineuse d u :

Relaxation spontanée : r s 1 =
pq
, (9.30)
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Excitation thermique : gT s 1 = g0 (1 p) (1 q) , (9.31)

Excitation lumineuse : gS s 1 = (1 p) (1 q) , (9.32)

où est la durée de vie du peuplement du niveau supérieur. À l’équilibre
thermique, dans l’obscurité = 0, le régime stationnaire se traduit par l’éga-
lité des taux d’excitation et de désexcitation gT = r : g0 (1 p0) (1 q0) =
p0q0/ . Or le rapport des probabilités à l’équilibre suit la loi de Boltzmann
(2.40) :

Obscurité :
p0q0

(1 p0) (1 q0)
=
exp Eu

kBT

exp Ed
kBT

= exp
E

kBT
. (9.33)

La durée de vie sur le niveau supérieur peut donc être exprimée en fonction
de g0 suivant la relation du bilan détaillé (3.17) : g0 = exp E/kBT .

μh

μe

I

V

Ed

Eu

ν

T

Δμ

T

TS

ΔE

Fig. 9.14 Diagramme énergétique du couplage d’un système à deux
niveaux,Eu et Ed, à deux réservoirs d’électron et trous de potentiels

chimiques e et h.

Considérons le dispositif représenté sur la gure 9.14, le niveau bas étant
à présent couplé à un réservoir de trous de potentiel chimique h et le niveau
haut à un réservoir d’électrons de potentiel chimique e = h + , il est
alors possible d’entretenir un courant électrique sous éclairement, I = e(gT
+ gS r), si un circuit extérieur relie les deux réservoirs ; circuit permet-
tant ainsi l’extraction de travail de ce système de conversion de l’énergie du
rayonnement,

I = e ( + g0) (1 p) (1 q) e
pq
. (9.34)

Au voisinage de l’équilibre, le facteur d’occupation (2.65) permet d’évaluer les
populations haute p = P

e
(Eu, 1) et basse q = P h

(Ed, 0) :

p =
1

1 + exp Eu e

kBT

=
1 p

exp Eu e

kBT

, (9.35)
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q =
exp Ed h

kBT

1 + exp Ed h

kBT

= (1 q) exp
Ed h

kBT
. (9.36)

Introduisons la chute de potentiel chimique entre les deux réservoirs ainsi
que le gap E entre les deux niveaux assurant le pompage par absorption de
photons au taux :

I = e (1 p) (1 q)
1
exp

E

kBT
exp

kBT
1 . (9.37)

Sous l’hypothèse d’un régime stationnaire voisin de l’équilibre, p et q restent
petits devant l’unité, ainsi :

I e
1
exp

E

kBT
exp

kBT
1 . (9.38)

Sous illumination, = 0, et en circuit ouvert, I = 0, les réservoirs d’électrons
et de trous présentent une di érence de potentiel électrique e V |I=0 égale à
leur di érence de potentiel chimique , assurant ainsi l’égalité des potentiels
électrochimiques au sein du système.
La di érence d’énergie E ( eV) étant supposée plus grande que l’é-

nergie d’agitation thermique kBT (< 10 1eV), la di érence de potentiel en
circuit ouvert est donc approximativement égale au gap corrigé d’un facteur
entropique log ( ) traduisant l’absorption et la réémission,

V |I=0 =
kBT

e
log 1 + exp

E

kBT

E

e
+
kBT

e
log ( ) . (9.39)

On notera que l’hypothèse de base de ce modèle est l’éclairement faible, c’est-
à-dire << 1, ainsi log ( ) est négatif. En circuit ouvert, tous les photons
doivent être réémis car le dispositif est passif et renvoie l’intégralité de la
puissance qu’il reçoit. Alors que la relation (9.33) traduisait un bilan d’élect-
rons/trous dans l’obscurité, sans échange de photons ; en circuit ouvert, il n’y
a pas de circulation d’électrons/trous et il nous faut traduire un bilan d’ent-
ropie des photons. Ce bilan nécessite l’introduction d’un facteur d’espace des
phases proportionnel au volume accessible aux photons (9.17), ce volume de
détente n’est autre que l’étendue optique du faisceau absorbé (émis). L’ex-
pression de l’isentropie lors de l’émission de dNe = p0q0dt/ photons et de
l’absorption de dNa = (1 p0)(1 q0)dt photons par unité de temps, en
circuit ouvert, conduit à la relation :

ES
(1 p0) (1 q0) =

1

EC
p0q0 , (9.40)

où nous avons introduit les étendues optiques du faisceau absorbé ES et du
faisceau réémi EC par le convertisseur et pris en compte la relation (9.17)
s E/N qui se traduit par l’égalité ES/dNa = EC/dNe exprimant la nature
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isentropique du processus. Les niveaux étant ici thermalisés avec le soleil, les
facteurs de Boltzmann doivent être évalués pour cette température suivant :

p0q0
(1 p0) (1 q0)

=
exp Eu

kBTS

exp Ed
kBTS

= exp
E

kBTS
. (9.41)

La tension en circuit ouvert (9.39) est donc égale à l’énergie de gap E que
multiplie le facteur de Carnot, diminué d’un facteur de dilution du rayonne-
ment traduisant la production d’entropie résultant de la détente des photons
réémis dans un angle solide plus grand,

V |I=0
E

e
1

T

TS

kBT

e
logC . (9.42)

La valeur de la correction de dilution est comprise entre 0 et 1/4 de volt au
voisinage de 300 K, aussi e V |I=0 E constitue une bonne approximation
pour des gaps de l’ordre du volt pour C 46 200, T TS et sous faible
éclairement.

9.2.3 Cellule à gap

Une jonction entre semiconducteurs P -N constitue une réalisation du système
précédent, la di érence de potentiel chimique des porteur de charges, entre
les zones où ils sont majoritaires et les zones où ils sont minoritaires, est
compensée par un potentiel électrique qui assure l’équilibre.

μh
μe

Bande de conduction

Bande de valence

NP

Δμ
ΔE

TS
TPN

Fig. 9.15 Génération et séparation de charges au sein d’une jonction P -N .

Dans l’obscurité, il n’y a pas de niveaux correspondant à u et d mais
simplement le gap ; sous éclairement, les porteurs majoritaires xent chacun
leurs potentiels chimiques et la jonction éclairée peut être analysée comme un
convertisseur thermique/chimique.
Considérons, sur la gure 9.15, une jonction P -N en circuit ouvert et sous

éclairement. Lorsque un photon est absorbé par transition d’un électron de
la bande de valence vers la bande de conduction, au bout de quelques picose-
condes il est thermalisé avec le réseau cristallin. La population d’électrons ainsi
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générés présentant une température imposée TPN et une densité donnée, ces
deux paramètres xent un potentiel chimique de quasi-équilibre e, les trous
ainsi générés par absorption présentent aussi un potentiel chimique h dans
leur zone majoritaire. L’équilibre chimique entre photons ( ), électrons (e) et
trous (h), se traduit donc par la relation : e+h = e h = .
Si le couplage entre la jonction et le soleil est parfait (EC = ES C = 1), en
circuit ouvert, l’égalité des ux de photons de recombinaison et de photons
solaires peut être établie sur la base de la relation d’isentropie déduite des
probabilités d’occupation (2.70) :

C = 1
1

exp E
kBTPN

+ 1
=

1

exp E
kBTS

+ 1
. (9.43)

Le terme de gauche correspond au ux de recombinaison au sein de la jonction
et celui de droite au ux solaire, on notera que les photons de rayonnement
présentent un potentiel chimique nul contrairement aux photons de réactions.
Cette identité permet de dé nir l’e cacité de conversion thermique/chimique :

E cacité de conversion thermique/chimique :
E
= 1

TPN
TS

, (9.44)

pour une jonction P -N ; on retrouve ainsi la relation (9.42) lorsque C = 1.
Entre deux réservoirs de particules présentant une chute de potentiel chimique,
l’e cacité de conversion chimique/électrique peut être égale à 1 si les sources
d’irréversibilité liées au transport des espèces et à l’activation des passages de
barrières est faible, l’analyse de l’e cacité de conversion chimique/électrique
est le sujet du chapitre suivant consacré à la conversion électrochimique.
La suite de ce chapitre est consacré à l’analyse des systèmes photovol-

taïques à jonction P -N ; nous allons décrire la structure des cellules classiques
puis établir une borne supérieure globale du rendement d’une jonction P -N ,
la limite de Shockley-Queisser.
Pour une cellule à jonction P -N silicium typique, représentée sur la gure

9.16, la base P présente une épaisseur wp de l’ordre de quelques centaines de
m et est dopée au bore à un niveau de l’ordre de nA 1016cm 3 ; l’émetteur
N , d’une épaisseur wn de l’ordre de la fraction de m, est dopé au phosphore
à un niveau de l’ordre de nD 1019cm 3, ces chi res sont typiques et ne re è-
tent pas la grande variété de con gurations géométriques et de compositions
chimiques des jonctions P -N photovoltaïques.
Des contacts métalliques Me et Mb assurent l’injection et l’extraction des

électrons circulant dans le circuit extérieur. Le schéma électrique équivalent
est illustré sur la gure 9.16 et comporte un générateur de courant modélisant
le photocourant (9.38), la résistance parallèle Rp modélise les courants de
fuite par les bords et la résistance série Rs les résistances de contacts M/P
et M/N ainsi que les propriétés ohmiques de la base et de l’émetteur. Les
valeurs typiques sont supérieures à 10 k pour Rp et inférieures à 1 pour
Rs. Les diodes sont associées aux propriétés recti catrices d’une jonction P -N
et modélisent le courant d’obscurité en polarisation directe.
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Le modèle de Shockley, que nous présenterons dans le prochain para-
graphe, conduit à une relation courant I tension V de la forme I (V ) = IS
IO (V ) I où IS est le photocourant, IO le courant d’obscurité et I

le courant de fuite des di érentes résistances ohmiques. Compte tenu de la
relation d’ordre entre ces di érents termes, la caractéristique courant tension
simpli ée d’une jonction P -N illuminée est donnée par l’expression : I (V )
= IS (exp eV/kBT 1)IO. Cette relation sera établie et analysée dans le
prochain paragraphe.

Mb-

-
-

-
N P

IS

IR
I0

RpRs

Mb

Me

Mewn

nA

wp

nD

Fig. 9. 16 Modèle de cellule photovoltaïque P -N et circuit équivalent.

La restriction de l’analyse de la conversion photovoltaïque au cas de la
jonction P -N ne doit pas occulter le fait qu’actuellement l’essentiel de la
puissance (chimique) convertie à partir du rayonnement solaire, ne l’est pas
au sein de jonctions P -N , mais au sein des structures biologiques assurant la
photosynthèse. L’analyse de ces systèmes de conversion relève globalement des
modèles chimiques à plusieurs niveaux et les spéci cités du transport et des
transitions électroniques au sein des macromolécules organiques nécessitent
des développements qui ne seront pas abordés dans ce chapitre.

Ev

Ec

(a) (c)(b)

Egεb
εc

εaTS

Fig. 9.17 Origine de l’ine cacité d’un système à gap unique illuminé par un
spectre de Planck.

Considérons la gure 9.17 où trois types d’interactions photons-électrons/trous
(a, b, c) sont illustrés.
• Pour les événements du type (a), l’énergie a = a du photon est

inférieure au gap Eg entre la bande de valence et la bande de conduction.
Le photon ne peut pas être absorbé car aucune transition ne peut satisfaire
le principe de conservation de l’énergie, l’énergie des photons de pulsation
inférieure à Eg/ est donc perdue et son ine cacité détériore le rendement.
• Pour les événements du type (b), l’énergie b = b du photon est égale

au gap Eg entre la bande de valence et la bande de conduction. Le photon est



9.2. CONVERSION PHOTOVOLTAÏQUE 287

absorbé suivant un taux déterminé par l’élément de matrice de couplage dipo-
laire entre les trous de valence et les électrons de conduction ; une épaisseur
su sante de l’émetteur P garantit l’absorption.
• Pour les événements du type (c), l’énergie c = c du photon est supé-

rieure au gap Eg entre la bande de valence et la bande de conduction. Le
photon peut être absorbé et une épaisseur de base supérieure à 1 garantit
l’absorption ; mais, une fraction signi cative de l’énergie est perdue car les
électrons et trous ainsi générés relaxent vers les niveaux Ec et Ev et ce pro-
cessus de thermalisation génère des phonons dont l’énergie est perdue, cette
ine cacité détériore le rendement car seulement l’énergie chimique Eg < c

est disponible.
Si nous négligeons toutes les autres sources d’ine cacité, c’est-à-dire d’irré-

versibilité, le rendement limite de Shockley-Queisser SQ de la cellule peut
alors être dé ni suivant la relation :

SQ

0× (a) +Eg × (b) +Eg × (c)
a × (a) + b × (b) + c × (c)+

=

+

Eg

Eg
2

exp kBTS
1d

+

0

3

exp kBTS
1d

. (9.45)

Cette dé nition du rendement de Shockley-Queisser constitue une borne supé-
rieure d’e cacité qui peut être violée si un niveau intermédiaire, au milieu du
gap, est ajouté au dispositif ; les possibilités de dépasser cette borne supé-
rieure sont l’objet de nombreux programmes de recherche.

30
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Ge

CdS

GaAsSi
CdTe

TS =5 800K

3

ηSQ %

10
Eg[eV]

Fig. 9. 18 Rendement limite de Shockley-Queisser pour les systèmes à gap
unique.

Le calcul de la limite de Shockley-Queisser se ramène à l’évaluation d’une
intégrale dépendant de sa borne inférieure.

SQ

Eg
kBTS

=

Eg
kBTS

+
Eg

kBTS

x2

expx 1dx

+

0
x3

expx 1dx
=
15
4

Eg
kBTS

+

Eg
kBTS

x2

expx 1
dx

(9.46)
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La fonction 15x +

x
y2 (exp y 1) 1 dy/ 4 ainsi identi ée est représentée sur

la gure 9.18 pour TS = 5 800 K, où nous avons placé les gaps des principaux
matériaux simples d’intérêt photovoltaïque, arséniure de gallium (GaAs), tel-
lurure de cadmium (CdTe), sulfure de cadmium (CdS), germanium (Ge) et
silicium (Si). La fonction SQ présente un maximum pour Eg = 1, 14 eV.

9.3 Jonction P-N photovoltaïque

9.3.1 Jonction P -N à l’équilibre

Nous avons étudié, dans le chapitre consacré à la conversion thermoélectrique,
la densité volumique d’électrons ne au sein de la bande de conduction dans un
semiconducteur intrinsèque et la densité volumique de trous nh dans la bande
de valence. Un modèle simple, proposant l’intégration sur une densité d’états
parabolique (2.74) de la limite classique de la distribution de Fermi (2.65),
conduit à l’identi cation des densités e ectives nce et nch (8.5) et (8.7),

nce/ch
[cm 3]

2
me/hkBT

2 2

3
2 1020

4

me/h

me

3
2 T

300K

3
2

. (9.47)

Ces densités e ectives permettent d’exprimer les densités intrinsèques, ne et
nh (8.6) et (8.8), à travers la prise en compte du facteur de Gibbs (2.48)
décrivant l’incertitude liée aux couplages avec un réservoir de particules de
potentiel chimique et un réservoir de chaleur de température T ,

ne = nce (T ) exp
Ec

kBT
, (9.48)

nh = nch (T ) exp
Ev
kBT

, (9.49)

où Ev et Ec sont, respectivement, l’énergie haute de la bande de valence et
l’énergie basse de la bande de conduction des porteurs de charges au sein du
semiconducteur intrinsèque. La situation est quantitativement et qualitative-
ment di érente pour un semiconducteur dopé, ce sont les porteurs majoritaires
qui xent le potentiel chimique EF suivant les relations (8.15),

Majoritaires N : ne = nD = nce exp
EF Ec
kBT

, (9.50)

Majoritaires P : nh = nA = nch exp
Ev EF
kBT

. (9.51)

Les porteurs minoritaires s’adaptent au dopage majoritaire suivant les lois
d’actions de masses nh nD = ncench exp( Eg /kBT ) et ne nA = ncench
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exp( Eg /kBT ) :

Minoritaires N : nh =
ncench
nD

exp
Eg
kBT

, (9.52)

Minoritaires P : ne =
ncench
nA

exp
Eg
kBT

. (9.53)

Ces résultats sont illustrés sur la gure 9.19, et résumés dans le tableau (9.54),
où le niveau de Fermi EF (8.16), c’est-à-dire le potentiel chimique, est exprimé
en fonction du dopage.

ne nh EF
N nD ncench/nD EF = Ec kBT log

nce
nD

P ncench/nA nA EF = Ev + kBT log
nch
nA

(9.54)

Ec, Ev, nce et nch sont des données structurelles du semiconducteur int-
rinsèque et nD et nA des densités contrôlables pour ajuster le niveau de Fermi
EF et choisir le mode de conduction.

300200100 T [K]
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0,57
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1018cm−3
1015cm−3

1012cm−3
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nD

Ec − Ev

Ec − Ev/2
nA = nD = 0

Fig. 9.19 Position du niveau de Fermi en fonctions du dopage et de la
température.

Le diagramme 9.19 présente l’évolution de la position du niveau de Fermi
en fonction de la densité d’atomes d’impuretés, nA et nD, et de la température
T , pour le silicium dopé N et le silicium dopé P .
Considérons, sur la gure 9.20, la jonction entre un échantillon dopé P

et un échantillon dopé N . Il convient de distinguer quatre régions au sein de
cette jonction ainsi assemblée suivant la direction x :
• la région x xn présente les propriétés d’un semiconducteur N et de-

meure imperturbée par les phénomènes de retour à l’équilibre électrochimique
au niveau de la jonction x 0;
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• la région xn < x < 0 constitue la région de déplétion coté N ;
• et 0 x < xp, la région de déplétion coté P ;
• en n le semiconducteur P non perturbé dans la région x xp.

-
-

PN eVd

x−xn xp wp

wd

-enA

enD

x

xp

-- -

E

N P
Ec

EFI

Ev

Eg
eVd

EF

−wn −xn

M
M

Fig. 9.20 Charge d’espace et niveau de Fermi pour une jonction P -N à
l’équilibre dans l’obscurité en fonction de x.

La zone dite de déplétion, xn < x < xp, est fortement perturbée car les
porteurs majoritaires de part et d’autre de la jonction métallurgique x = 0
sont en présence d’un fort gradient de densité qui génère un ux di usif de
porteurs majoritaires conformément à la loi de Fick (1.61), (1.46), (4.2). Ainsi,
sous l’hypothèse réaliste d’une déplétion totale, une densité de charges de
l’ordre de enD charges positives xes, associée aux atomes donneurs, s’établit
dans la zone xn < x < 0 et une densité de charges de l’ordre de enA
charges négatives xes, associée aux atomes accepteurs, s’établit dans la zone
0 x < xp. Le tableau (9.55) et la gure 9.20 résument les données de ce
modèle classique de la jonction P -N .

x x xn xn < x < 0 0 x < xp x xp
(x) 0 enD enA 0

(9.55)

La zone de déplétion est donc aussi une zone de charge d’espace (x)
qui développe un potentiel de double couche (x) solution de l’équation de
Poisson (9.56) :

Équation de Poisson :
d2

dx2
=

0 r
(9.56)

où la permittivité relative r est de l’ordre de 11 pour le silicium.
Le ux associé à la loi de Fick s’interrompt lorsque le champ électrique
ainsi créé génère un contre- ux conforme à la loi d’Ohm (1.63), (4.1)

égal en amplitude et de signe opposé au ux de di usion, l’équilibre di u-
sion/mobilité permet d’assurer l’équilibre électrochimique qui est ainsi obtenu
par compensation d’un déséquilibre chimique par un déséquilibre électrique.
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L’épaisseur de la zone de déplétion, qui est la zone active de séparation de
charges dans un convertisseur, peut être calculée en résolvant l’équation de
Poisson (9.56).
Le contact arrière P est supposé maintenu à un potentiel de référence nul.

Introduisons le potentiel électrique Vd de la région N par rapport à la ré-
gion P , on notera l’habituelle di érence entre potentiel électrique et énergie
potentielle pour les électrons du fait du signe négatif de la charge. L’intégra-
tion de l’équation de Poisson (9.56) est immédiate (9.57) sous l’hypothèse de
déplétion totale.

x x xn xn x 0 0 x xp x xp
(x) Vd Vd

enD
2 0 r

(x+ xn)
2 enA

2 0 r
(x xp)

2
0

(9.57)

La continuité du potentiel dans chaque région P et N est assurée, mais nous
n’avons pas exprimé la continuité en x = 0. La continuité du potentiel en
x = 0 et la continuité du champ électrique conduisent aux expressions :

x = 0 = x = 0+ Vd
enD
2 0 r

x2n =
enA
2 0 r

x2p , (9.58)

x = 0 = x = 0+ xnnD = nAxp , (9.59)

qui permettent d’exprimer deux relations entre les deux inconnues xn et xp.
La largeur wd de la zone de déplétion peut ainsi être évaluée :

wd xn + xp =
2 0 r

e

nA + nD
nAnD

Vd
2 0 rVd
enA

, (9.60)

où nous avons utilisé l’approximation nD nA pertinente pour les cellules
photovoltaïques, car la base P est beaucoup moins dopée que l’émetteur N
et la zone de charge d’espace est essentiellement localisée dans la base P .
Ce résultat (9.60) est incomplet car la tension d’équilibre, ou tension de dif-

fusion, Vd, reste inconnue et sa valeur ne peut pas être déduite des paramètres
structuraux, mais doit être évaluée sur la base des propriétés dynamiques de
transport. En e et, cette tension assure un équilibre entre courant de di usion
et courant de mobilité au sein de la zone de déplétion et son expression est
donc nécessairement fonction des coe cients de transport.
Les propriétés de mobilité, (1.63) et (4.1), des semiconducteurs présentent

une dispersion s’étendant sur deux ordres de grandeurs, les trous étant tou-
jours moins mobiles que les électrons. Le tableau (9.61) illustre les valeurs
caractéristiques de mobilités pour les matériaux simples d’intérêt photovol-
taïque, arséniure de gallium (GaAs), tellurure de cadmium(CdTe) et silicium.

Si GaAs CdTe

e cm
2/V · s 1 500 8 500 700

h cm2/V · s 600 400 65
(9.61)

Dans l’obscurité, en l’absence de génération par absorption de photons, ce
sont les phonons qui assurent un équilibre entre génération et recombinaison
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thermiques, mais la zone de déplétion est déplétée de porteurs de charges
mobiles comme son nom l’indique. Le modèle standard décrivant la dynamique
des porteurs de charges (mobilité et di usion, génération et recombinaison)
peut être restreint à une analyse du transport sans sources. Introduisons la
mobilité , (1.63) et (4.1), et la di usionD, (1.61), (1.46) et (4.2) ; l’expression
du courant J en fonction de la densité n et du champ électrique E est donnée
par un simple ux de type Fokker-Planck (1.55) : J = eDdn/dx e nE
pour chaque espèce. L’équilibre entre transport di usif et ux ohmique est
traduit par :

eneE De
dne
dx

= 0 eE = kBT
1

ne

dne
dx

, (9.62)

hnhE Dh
dnh
dx

= 0 eE = kBT
1

nh

dnh
dx

, (9.63)

où nous avons utilisé la relation d’Einstein, (3.48) et (4.40), entre mobilité
et di usion D : D = kBT /e. La chute de potentiel Vd entre l’entrée et la
sortie de la zone de déplétion est égale à la circulation du champ,

eVd
kBT

=
xp

xn

eE

kBT
dx =

xp

xn

d logne = log
ne ( xn)

ne (xp)
, (9.64)

eVd
kBT

=
xp

xn

eE

kBT
dx =

xp

xn

d lognh = log
nh (xp)

nh ( xn)
. (9.65)

Ces deux résultats convergent car, dans la zone N (9.54) : ne ( xn) = nD et
nh ( xn) = ncench/nD, et dans la zone P (9.54) : nh (xp) = nA et ne (xp) =
ncench/nA, ainsi :

Tension de di usion : Vd =
kBT

e
log

nAnD
ncench

. (9.66)

La chute de potentiel Vd assurant, à l’équilibre et dans l’obscurité, la
compensation des courants de di usion par des courants de mobilité, et sous
illumination, la séparation des charges photogénérées au niveau de la jonc-
tion, est donc un paramètre ajustable à travers le dopage de la base P et de
l’émetteur N .

9.3.2 Jonction P -N illuminée

La physique de la jonction éclairée peut être développée sur la base d’un
modèle stationnaire mobilité/di usion, pour les électrons et les trous, com-
plété par des termes sources de génération g (x) et des termes pertes associés
à la recombinaison. Ainsi pour chaque type de porteurs de charges :

Obscurité : · J = D
d2n

dx2

Di usion

+ e
dnE

dx

Mobilité

= 0 ,



9.3. JONCTION P-N PHOTOVOLTAÏQUE 293

Éclairement : · J = D
d2n

dx2
+ e

dnE

dx
= g (x)

Génération

n

(x)

Recombinaison

(9.67)

Le terme de génération de paires électron/trou g (x) est associé à l’absorp-
tion des photons solaires et l’outil d’étude de cette probabilité d’absorption,
par unité de volume et unité de temps, est donné par la règle d’or de Fermi
exprimant la probabilité de transition entre deux états sous l’e et d’une per-
turbation monochromatique.

103

102

104

21,51

Ge

CdS

GaAs

Si

CdTe

α [cm−1]

hω[eV]
Fig. 9.21 Coe cient d’absorption en fonction de l’énergie du photon.

L’expression de doit être adaptée au cas de deux continuums d’états,
conduction et valence, séparés par un gap Eg et doit prendre en compte les
aspects optique et quantique de l’interaction.
• L’épaisseur nie suivant la direction d’exposition de la cellule, le rayon-

nement suit alors une loi d’absorption linéaire et le taux de génération décroît
donc exponentiellement avec la profondeur de pénétration du rayonnement :
g (x) exp ( )x. Le coe cient d’absorption ( ) prend en compte l’en-
semble des processus d’interaction photon/matière et la gure 9.21 résume
les données relatives aux principaux matériaux simples d’intérêt photovol-
taïque, arséniure de gallium (GaAs), tellurure de cadmium(CdTe), sulfure de
cadmium (CdS ), germanium et silicium. On notera que la relation ( ) en
fonction de l’énergie des photons présente un seuil au niveau de l’énergie
Eg conformément aux règles de transitions quantiques.
• Le transfert d’impulsion associé au transfert d’énergie entre électron/trou

et photon, le bilan d’impulsion devant considérer les transitions directes (GaAs,
CdTe...), e + h et les transitions indirectes (Ge, Si... ) où la relation
énergie-impulsion des électrons et trous implique l’émission/absorption d’un
phonon pour satisfaire simultanément les conservations de l’énergie et de l’im-
pulsion, e + h + phonon. La nécessité d’une troisième particule dans le
processus indirect réduit la probabilité d’absorption près du seuil et se traduit
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par un front d’absorption moins raide que dans le cas des transitions directes.
Au voisinage du seuil, le comportement du coe cient d’absorption pour une
transition directe est donné par une relation du type Eg et pour
les transitions indirectes ( Eg ± )

2 où est la pulsation du pho-
non mis en jeu pour assurer les conservations simultanées de l’impulsion et de
l’énergie.

• Le phénomène de ré exion, associé à une di érence d’indice, entre le
front exposé de la cellule et l’atmosphère environnante, peut être contrôlé par
une adaptation d’impédance optique, et le reliquat de ré exion, de nature
essentiellement optique, complète le bilan global d’absorption des photons.
Dans cette présentation basée sur le modèle (9.67), nous considérerons g (x)
comme une donnée de base du modèle de conversion.

Le terme de durée de vie nie n/ (x) dans (9.67) modélise les phé-
nomènes de recombinaison divers et variés. La recombinaison radiative, source
de la luminescence de la cellule, constitue un mécanisme intimement lié à l’ab-
sorption à travers le principe de réciprocité émission/absorption traduit par
les relations d’Einstein. Au-delà de ce mécanisme, trois grandes classes de pro-
cessus doivent être considérées. La recombinaison Auger, où un électron libère
sont énergie en excès du gap Eg à travers l’excitation d’un trou dans la bande
de valence ou d’un électron dans la bande de conduction. La recombinaison
indirecte où l’électron est capturé par un centre, un piège, qui est, soit un
défaut, soit une impureté, et dont le niveau d’énergie se situe entre la bande
de valence et la bande de conduction. C’est le mécanisme dominant à tempé-
rature ambiante. Les défauts sont particulièrement présents aux niveaux des
surfaces libres et interfaces d’un semiconducteur et l’on parle alors de recombi-
naison en surface, c’est ce dernier mécanisme de relaxation qui détermine les
conditions aux limites associées aux équations du transport des charges sous
illumination (9.67). Nous n’étudierons pas en détail l’ensemble de ces méca-
nismes, ils sont bien documentés expérimentalement et théoriquement et nous
considérerons une durée de vie phénoménologique des paires électron/trou
hors équilibre, ce processus de relaxation étant dominant car la longueur de
di usion D est comprise entre quelques microns et la centaine de microns
en fonction du niveau de dopage des zones P et N et ce sont précisément les
ordres de grandeurs des dimensions de l’émetteur et de la base.

Considérons, sur la gure 9.22, le processus de génération de paires élect-
ron/trou par absorption d’un ux de photons. Le processus d’absorption est
supposé instantané et le spectre d’énergie des électrons et trous re ète la
distribution thermique (T = 5 800 K) des énergies de photons.

Sur une échelle de temps de l’ordre de la picoseconde, c’est-à-dire sur la
durée d’une centaine de collisions électrons/phonons et trous/phonons, les
électrons se mettent à l’équilibre entre eux et avec le réseau et les trous se
mettent à l’équilibre entre eux et avec le réseau. Leur énergie d’agitation
thermique est de l’ordre de 1/40 eV et ils se distribuent en énergie suivant les
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relations (9.51) et (9.50) :

Majoritaires N : ne = nce exp
EFn Ec
kBT

, (9.68)

Majoritaires P : nh = nch exp
Ev EFp
kBT

, (9.69)

dans les bandes de conduction et de valence. On peut alors considérer deux
niveaux de Fermi, EFn et EFp, di érents dans l’émetteur et la base ( gure
9.22), résultant d’une situation de non-équilibre stationnaire entretenue par
une génération électrons/trous stationnaire.

eV

−xn xp wp

Ec

Ev

−wn 0

EFn
EFp

-
-

PN

−xn xp wp−wn

-

0

x

g(x)

Fig. 9.22 Niveaux de Fermi pour une jonction P -N illuminée.

Aux bornes de la cellule apparaît donc une di érence de potentiel eV
EFn EFp. Ce schéma de conversion chimique/électrique est semblable au
schéma des générateurs électrochimiques où la di érence de potentiel chimique
entre anode et cathode est entretenue par les réactions redox, les relations
précédentes, (9.68) et (9.69), sous formes logarithmiques, étant alors appelées
relations de Nernst (10.11).

9.3.3 Relation de Shockley

Le calcul de la relation courant/tension se mène en deux temps, nous éva-
luons d’abord les densités de minoritaires en bord de zone de déplétion et
nous considérons ensuite les courants de di usion associés à ces porteurs mi-
noritaires.
Si une tension externe V est appliquée à une jonction P -N , la chute de

tension se concentre dans la zone de déplétion car les porteurs de charges dans
cette région sont des ions immobiles A etD+ et cette zone est donc de nature
diélectrique et faiblement conductrice, mais permet le passage d’un courant si
des charges mobiles sont injectées/extraites en xn ou xp. Les relations (9.64)
et (9.65) expriment les densités de porteurs majoritaires en bord de zone de
déplétion lorsque V = 0 :

ne ( xn, V = 0) =
ncench
nA

exp
eVd
kBT

, (9.70)
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nh (xp, V = 0) =
ncench
nD

exp
eVd
kBT

. (9.71)

Sous l’hypothèse d’une simple superposition du champ de di usion et du
champ appliqué, Vd V = Edx, le calcul de la densité de porteurs de charges
mobiles, en limite de zone de déplétion, sous une polarisation passante ou
blocante V , est semblable au calcul développé pour les relations (9.64) et
(9.65), ainsi nous établissons les densités de porteurs minoritaires, en bord de
zone de déplétion, sous polarisation V dans l’obscurité :

ne (xp, V ) = ne ( xn, V ) exp
V Vd
kBT

ncench
nA

exp
V

kBT
, (9.72)

nh ( xn, V ) = nh (xp, V ) exp
V Vd
kBT

ncench
nD

exp
V

kBT
, (9.73)

où nous avons supposé que la densité de porteurs majoritaires est faiblement
perturbée. Introduisons n et p, les di érences entre les densités de porteurs
en circuit ouvert et en circuit fermé, dans l’obscurité, en bord de zone de
déplétion :

n (xp) ne (xp, V )
ncench
nA

=
ncench
nA

exp
eV

kBT
1 , (9.74)

p ( xn) nh ( xn, V )
ncench
nD

=
ncench
nD

exp
eV

kBT
1 . (9.75)

Comme nous l’avons déjà mentionné, le calcul du courant total peut être
simpli é en remarquant que la zone de déplétion concentre l’essentiel de la
chute de tension appliquée, car c’est une zone diélectrique entre deux tranches
conductrices. Les courants dans la base P et l’émetteur N , en dehors de la
zone de déplétion, sont donc principalement de nature di usive. Pour une
population donnée, les courants minoritaires doivent se raccorder aux courants
majoritaires à la traversée de la zone de charge d’espace. Calculons les courants
minoritaires Je (xp) et Jh ( xn) pour un potentiel V en négligeant l’impact
de la production et de la recombinaison de charges. Pour modéliser le raccord,
nous ferons l’hypothèse d’absence de gains et pertes dans la zone de déplétion :
Je (xp) Je ( xn) et Jh ( xn) Jh (xp), ainsi la somme des courants J (x)
s’exprime suivant les relations de continuité du courant :

J Je (xp) + Jh (xp) = Je ( xn) + Jh ( xn) (9.76)

Je (xp) + Jh ( xn) = eDe
dn

dx xp

+Dh
dp

dx xn

. (9.77)

Au sein des zones neutres, sous tension V , dans l’obscurité, transport et re-
combinaison s’équilibrent suivant les bilans :

P : De
d2n

dx2
=
n

e
n (x xp) = n (xp) exp

x xp

De e

, (9.78)

N : Dh
d2p

dx2
=
p

h
p (x xn) = p ( xn) exp

x+ xn

Dh h

. (9.79)
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Ainsi, les courants minoritaires de di usion, en bord de zone de déplétion,
Je (xp) et Jh ( xn), sont égaux à :

P : Je = eDe
dn

dx
Je (xp) = e

De

e

ncench
nA

exp
eV

kBT
1 ,

N : Jh = eDh
dp

dx
Jh ( xn) = e

Dh

h

ncench
nD

exp
eV

kBT
1 .

La somme de ces courants est égale au courant traversant la jonction et la
relation courant J tension V :

J (V ) = JO exp
eV

kBT
1 , (9.80)

constitue la Relation de Shockley, le courant d’obscurité JO est dé ni par :

Courant d’obscurité : JO encench
De/ e

nA
+

Dh/ h

nD
. (9.81)

Une étude plus précise montrerait que les recombinaisons dans la zone de
déplétion sont aussi la source d’un courant négligé sous l’hypothèse Je (xp)
Je ( xn) et Jh ( xn) Jh (xp). La prise en compte de ce courant conduit à
la relation :

J = JO exp
eV

kBT
1 + JR exp

eV

2kBT
1 , (9.82)

où JR est le courant de recombinaison. Pour une cellule au silicium typique,
les paramètres de l’émetteur N sont : nD = 5 × 1019cm 3, Dh = 1cm2/s,
h = 10

8s et les paramètres typiques de la base P : nA = 1, 5× 1016 cm 3,
De = 20 cm2/s, e = 10

5s, ainsi le courant d’obscurité de l’émetteur est de
l’ordre de 4× 10 15 A/cm2 et celui de la base de l’ordre de 4× 10 12 A/cm2

et un calcul du courant de recombinaison dans la base donne une valeur de
4 × 10 9 A/cm2 lorsque V = 0 ce qui semblerait indiquer la non-pertinence
des hypothèses de travail, mais le facteur exponentiel du courant de Shockley
croît plus vite que celui du courant JR et pour les tensions de fonctionnement
des cellules photovoltaïques l’approximation de Shockley Je (xp) Je ( xn)
et Jh ( xn) Jh (xp) est donc recevable.
Abordons à présent le calcul de la relation courant tension sous éclaire-

ment. La remarque sur la nature conductrice de la base et de l’émetteur, et la
nature diélectrique de la zone de déplétion, est toujours pertinente. L’essentiel
de la chute de tension est donc localisée au sein de cette zone, et le courant
dans la base est de nature di usive, mais nous devrons prendre en compte
l’e et des termes sources et pertes associés à l’absorption et à la recombinai-
son :

x xp De
d2n

dx2
=

n

e
+ g exp x . (9.83)
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Considérons la base comme s’étendant à l’in ni où les densités de porteurs
de charges s’annulent, sous ces hypothèses simpli catrices, nous obtenons la
solution :

n (x xp) = n (xp) exp
x xp

De e

+
g e exp x

1 De 2
e

(9.84)

=
ncench
nA

exp
eV

kBT
1 exp

x xp

De e

+
g e exp x

1 De 2
e
.

Un modèle plus élaboré d’annulation de la densité par recombinaison en sur-
face à distance nie (wp) conduirait à substituer des combinaisons de lignes
hyperboliques en lieu et place des simples décroissances exponentielles précé-
dentes.

PN

x− xn xp wp− wn

nD

nA
électrons

trousg

γ

np

JV

Fig. 9.23 Populations hors équilibre d’électrons e et de trous h, au sein d’une
cellule illuminée, en fonction de x.

Une étude complète suivant ces modèles (9.67), mobilité/di usion et géné-
ration/recombinaison, conduit à l’évaluation des densités de porteurs mino-
ritaires et majoritaires ; le résultat nal est illustré par la gure 9.23 où
les minoritaires et majoritaires, dont les densités sont représentées en échelle
logarithmique sur l’ordonnée, restent minoritaires et majoritaires dans leur
zones respectives, validant ainsi l’hypothèse, a priori, de faible perturbation
de l’équilibre. Le rebond des minoritaires dans la base et l’émetteur est es-
sentiellement dû à la photogénération et au temps de traversée de la zone de
déplétion.
Les courants d’électrons et de trous sont de nature di usive en dehors de

la zone de déplétion où ils peuvent donc être évalués à partir des expressions
des densités n et p. Par exemple, l’expression du courant électronique dans la
base, Je = eDe dn/dx, issue de (9.84), est donnée par :

Je = g
eDe e exp x

1 De 2
e

+ e
De

e

ncench
nA

exp
eV

kBT
1 exp

xp x

De e

.

(9.85)
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Le photocourant est décrit par le premier terme proportionnel à g. L’étude
complète des densités et courants dans les quatre zones du convertisseur à
jonction P -N conduit à la forme générique du courant J en fonction de la
tension V illustrée sur la gure 9.24 :

J (V ) = JS JO exp
eV

kBT
1 , (9.86)

où JS est le courant de court-circuit proportionnel à g et JO le courant d’obs-
curité dont l’expression est donnée par la relation (9.81).
L’expression approchée du photocourant de court-circuit peut être obtenue

en considérant un taux de génération g uniforme et en supposant une densité
de porteur résultant du bilan excitation/recombinaison : g = n/ e et g =
p/ h. Les densités de porteurs ainsi obtenues, n = g e et p = g h, déterminent
le courant à travers la relation classique JS en ve + en vh . Le produit
de la vitesse moyenne des porteurs de charges par leurs durées de vie n’est
autre que le libre parcours moyen, (1.46) et (1.61) ; ainsi, ve e = De e

et vh h = Dh h. L’expression nale du photocourant de court-circuit JS
est donc donnée par :

Photocourant de court-circuit : JS eg De e + Dh h . (9.87)

Pour un ux lumineux donné, c’est-à-dire un taux de génération g, les rela-
tions (9.81) et (9.87) permettent donc de relier les paramètres structuraux
du convertisseur P -N (De, e, nce, nch, nA, nD, Dh, h) aux paramètres
électrocinétiques JS et Vco illustrés sur la gure 9.24.
Le point de fonctionnement (Jm, Vm) permettant l’extraction maximum

de puissance est identi é par la recherche du maximum du produit JV sur la
caractéristique (9.86) :

d (V J) = 0
Vm
Vco

1
log log JS

JO

log JSJO
,
Jm
JS

1
1

log JSJO
,

où nous avons introduit la tension en circuit ouvert Vco suivant la dé nition :

J = 0
eVco
kBT

log
JS
JO

+ 1 log
JS
JO

. (9.88)

La puissance maximum Wm extractible :

Wm

JSVco

VmJm
JSVco

1
1 + log log JSJO

log JSJO
, (9.89)

est inférieure au produit JSVco d’une cellule idéale. Malgré les apparences, la
relation (9.39) exprimant la tension en circuit ouvert d’un modèle thermody-
namique est similaire à la relation (9.88) dérivée d’un modèle de conduction
électronique.
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Considérons, sous faible éclairement, les expressions des courants (9.81) et
(9.87) exprimant JS eg De e et JO encench De/ e/nA où nous avons
restreint l’analyse aux électrons :

JS
JO

gnA e

ncench
=
g e

ne
exp

Eg
kBT

,

où nous avons utilisé la relation (9.52) pour faire apparaître le gap Eg et sim-
pli er les densités. Introduisons e la fréquence d’excitation, alors l’expression
(9.88) devient :

g ene eVco Eg + kBT log ( e e) , (9.90)

et n’est autre que la relation (9.39). La convergence entre les modèles généraux
et les calculs d’électronique des semiconducteurs, con rme la pertinence de ces
résultats classiques.

J

Vco V

JS

Vm

Jm

Wm

kBT
e JO

JS

Fig. 9.24 Caractéristique courant/tension J = JS JO exp eV
kBT

1 d’une

jonction photovoltaïque.

La physique de la conversion photovoltaïque constitue une discipline au-
tonome et active et la compréhension des principes de base que nous venons
de décrire a permis d’identi er les directions de recherches actuelles orientées
vers l’obtention de rendements se rapprochant des limites théoriques (9.23),
(9.29) et (9.46).
Les performance industrielles actuelles, en terme de rendement, se situent

entre 17 et 20 % pour le silicium monocristallin, entre 15 et 18 % pour le
silicium polycristallin, et entre 9 et 11 % pour le tellurure de cadmium et le
sulfure de cadmium. Des records d’e cacités de conversion sont annoncés de
façon récurrente par les laboratoires, les meilleurs rendements (45 %) sont as-
sociés à des structures plus élaborées que les simples jonctions P -N ; notons,
pour conclure, que l’un des procédés de conversion les plus e caces à ce jour
est constitué par la conversion thermique du rayonnement solaire concentré,
par exemple, un moteur à cycle Stirling (5.28) au foyer d’un ré ecteur para-
bolique a permis d’atteindre une e cacité de conversion de 31,25 % au Sandia
National Laboratories en février 2008.
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Chapitre 10

Conversion électrochimique

‹‹L’a priori technologique est un a priori politique dans la mesure où la transforma-
tion de la nature implique celle de l’homme, ...››

                                              One-dimensional man, H. Marcuse.
‹‹C’est donc bien l’hydrogène : ce même hydrogène qui brûle dans le soleil et dans
les étoiles, et de la condensation duquel se forment, dans un éternel silence, les
univers.››

                                                       Il sistema periodico, P. Levi.

À la n du dix-huitième siècle, Luigi Galvani nota que les muscles de
cuisses de grenouilles décérébrées suspendues à des crochets métalliques se
contractaient (i) lorsque des étincelles électriques étaient produites dans leur
voisinage, (ii) ou par temps orageux. Alessandro Volta, poursuivant ces ob-
servations sur l’électricité animale, remarqua que de telles contractions sont
obtenues de façon reproductible lorsque les supports sont constitués de deux
métaux di érents. Initialement partisan des théories de Galvani sur l’électri-
cité animale, Volta, à l’issue d’une série d’expériences et de ré exions étalées
entre 1792 et 1796, conclut nalement que les cuisses de grenouilles n’avaient
qu’un rôle secondaire de détecteur dans l’expérience historique de Galvani
et proposa une théorie de la circulation du uide électrique stimulée par le
contact de deux métaux.
Passant de la théorie à la pratique, il mis au point, en 1800, la première pile

électrique par empilement de rondelles de cuivre et de zinc séparées par des
rondelles de drap imbibé d’une solution saline. Quelques décennies plus tard,
l’étude de l’électrolyse par Faraday et la formulation des deux lois dites de
Faraday o rirent une première approche quantitative des phénomènes élect-
rochimiques.
La première loi de Faraday énonce que la masse altérée à une électrode est

proportionnelle à la quantité d’électricité et la deuxième que pour une quantité
d’électricité donnée, la masse altérée est proportionnelle au poids atomique de
l’élément pondéré par le coe cient stœchiométrique de la réaction, ces formu-
lations, historiquement importantes, sont désormais obsolètes au regard des
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conceptions modernes de la structure et de la dynamique de la matière. Tout
au long de ce chapitre, nous utiliserons l’énergie typique associée à l’agitation
thermique à 25 C mesurée en eV :

RT

F 25 C
=
kBT

e 25 C
= 26 [mV]

1

40
[V] (10.1)

où la constante des gaz parfaits, R NAkB 8, 31 [J/K.mol] et le Faraday
F NAe 96 500 [C] sont dé nis à partir du nombre d’Avogadro NA (1.2).

Comme dans le cas des machines thermiques, les inventions des di érentes
piles électriques ont précédé la compréhension théorique des phénomènes
électrochimiques. L’invention de la pile à combustible utilisant l’hydrogène
et l’oxygène est à mettre au crédit de Christian Schönbein en 1838 et William
Grove en 1839.

L’énergie mécanique, à l’échelle macroscopique, se présente sous deux
formes : cinétique et potentielle ; il en est de même à l’échelle microsco-
pique où (i) l’agitation thermique des degrés de liberté d’un système et (ii)
les liaisons physiques ( 1 eV) et chimiques ( 1eV) entre atomes et molé-
cules sont aussi de nature (i) cinétique et (ii) potentielle. La température T
o re une mesure du degré d’excitation et de dispersion de l’agitation ciné-
tique et le potentiel chimique du degré d’engagement et de dispersion des
liaisons microscopiques physiques et chimiques. Cette mesure du degré d’en-
gagement est de nature statistique et présente un terme énergétique 0 (T )
plus un terme entropique kBT logn (2.82).

Les machines thermiques sont construites autour d’un ux spontané de
chaleur d’une source chaude vers une source froide et les machines chimiques
autour du ux spontané de particules d’un réservoir de haut potentiel chi-
mique vers un réservoir de bas potentiel chimique, les deux réservoirs pouvant
occuper le même volume spatial dans le cas de la réactivité homogène, ce
schéma de conversion est illustré sur la gure 9.2.

La cellule photovoltaïque constitue une machine chimique où, hors équi-
libre, la di érence de potentiel chimique entre les électrons et les trous est
convertie en di érence de potentiel électrique.

Dans une pile à combustible, les électrons libres des électrodes présentent
un potentiel chimique di érent des électrons engagés dans les liaisons consti-
tutives des combustibles et comburants, une construction asymétrique permet
alors de canaliser le ux spontané (au sens de la production d’entropie) des
ces électrons entre une anode et une cathode. Il est ainsi possible de conver-
tir l’énergie chimique directement en travail électrique. Contrairement à la
cellule photovoltaïque où une di érence de température est convertie en gra-
dient chimique puis électrique, dans une pile à combustible, c’est directement
une di érence de potentiel chimique qui constitue la source d’énergie libre
primaire.
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10.1 Modèle de Nernst de l’équilibre redox

10.1.1 Équilibre de Nernst

Les systèmes électrochimiques de conversion de l’énergie sont construits au-
tour d’une réaction d’oxydo-réduction associée à un échange d’électrons. Une
réaction d’oxydation est une perte d’électron et une réduction un gain
d’électrons. Un oxydant est une espèce chimique accepteuse d’électrons et
un réducteur une espèce chimique donneuse d’électrons :

Oxydation : Red
kO Ox+ e , (10.2)

Réduction : Ox+ e
kR Red . (10.3)

Les oxydants les plus usuels sont : (i) les éléments fortement électroné-
gatifs des colonnes de droite de la classi cation périodique : l’oxygène O2,
le chlore Cl2, le brome Br2, le dioxyde d’azote NO2, l’ion nitrate NO3 , l’ion
perchlorate ClO4 , l’ion hypochlorite ClO , l’ion peroxodisulfate S2O

2
8 ; (ii)

les ions métalliques tels que Fe3+, Ce4+, Co3+ ou les ions d’oxydes de métaux
de transition tels que l’ion permanganate MnO4 et l’ion dichromate Cr2O

2
7 .

Les réducteurs les plus usuels sont : (i) l’hydrogène H2 et les métaux alca-
lins et alcalino-terreux des colonnes de gauche de la classi cation périodique :
Li, Na, Mg, Ca ainsi que les métaux lourds : Zn, Hg, Cd ; (ii) les ions soufrés
ou azotés : l’ion sul te SO3 , l’ion thiosulfate S2O

2
3 , l’ion nitrite NO2 et (iii)

le réducteur le plus utilisé industriellement est le carbone.
Une cellule composée de deux électrodes plongées dans une solution élect-

rolytique au sein de laquelle une réaction chimique génère un courant élect-
rique entre les électrodes est dite galvanique, une cellule où l’application d’une
tension entre les électrodes produit une réaction est appelée électrolytique.
Considérons la réaction d’oxydation d’une espèce A et la réaction de réduc-
tion d’une espèce B suivant la stœchiométrie :

aA mM + e
bB + e nN

aA+ bB mM + nN . (10.4)

À pression constante, la chaleur de réaction Q est égale à la variation d’en-
thalpie libre H illustrée sur la gure 10.1. Mais la relaxation de l’énergie
libre chimique peut être obtenue en canalisant le ux d’électron du réducteur
vers l’oxydant et en assurant une réversibilité de cet échange, évitant ainsi la
dispersion de l’énergie libérée H sous forme de chaleur dans les degrés de
liberté d’agitation thermique du mélange (M , N). Cette deuxième possibilité,
illustrée sur la gure 10.1, nécessite la séparation des deux demi-réactions
suivant une oxydation anodique et une réduction cathodique.
Le travail ainsi extrait est mesuré par la variation d’enthalpie libre G

(2.29). L’enthalpie libre est une fonction de la température et de la pression
et si la réaction s’e ectue à pression et température xes (dG = SdT +
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V dP dWelec), la variation réversible Grev mesure le travail cédé au milieu
extérieur Welec :

Anode
NA e=F Cathode : G = Welec|P,T = F ( AM BN ) , (10.5)

qui est égal à la charge débitée, F = NAe pour une mole, que multiplie la
chute de potentiel anode/cathode : AM BN .

I

-
Oxidation
anodique

Réduction
cathodique

A

M

B

Na cA

MB

N

ΔH

V

Combustion

Fig. 10.1 Chaleur de réaction H et travail maximum extractible G pour
la réaction aA+ bB mM + nN .

L’enthalpie libre par mole n’est autre que le potentiel chimique et la va-
riation d’enthalpie libre d’une réaction est égale à la di érence pondérée stœ-
chiométriquement des potentiels chimiques :

aA+ bB mM + nN |P,T G = m M + n N a A b B . (10.6)

Lorsque les espèces A, B, M et N se trouvent au même potentiel électrique
au sein d’une solution conductrice, le potentiel chimique ne nécessite pas
d’être complété par le potentiel électique pour construire le potentiel électro-
chimique. Il en va tout autrement si nous considérons une demi-cellule galva-
nique illustrée sur la gure 10.2, c’est-à-dire l’équilibre redox :

Équilibre Red/Ox : Ox+ + e Red , (10.7)

où Ox+ et Red sont deux espèces solvatées au sein d’une solution électro-
lytique S et l’électron e n’est présent qu’au sein d’une électrode conductrice
métalliqueM . La solution électrolytique S et l’électrode métalliqueM consti-
tuent deux volumes conducteurs, en contact et à l’équilibre électrochimique,
chacun de ces volumes est équipotentiel à l’équilibre électrostatique, mais une
di érence de potentiel électrique peut exister, en compensation d’une di é-
rence de potentiel chimique, entre S et M . Notons M le potentiel électrique
d’équilibre de l’électrode et S le potentiel d’équilibre de la solution. La rela-
tion d’équilibre électrochimique se traduit par :

dG|T,P = 0 ( O + F S)

Ox+

+ ( e F M )

e

= R

Red

. (10.8)
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L’équilibre électro-chimique de la demi-cellule galvanique est donc obtenu par
compensation entre une di érence de potentiel chimique et une di érence de
potentiel électrique :

M S =
O + e R

F
, (10.9)

compensation permettant d’assurer l’égalité des potentiels électrochimiques.
Les espèces Ox+ et Red présentent des potentiels chimiques di érents. Au
niveau de l’électrodeM , l’étatOx+ transite versRed par captation d’électrons
issus de l’électrode métallique ; cette dernière se charge donc positivement et
augmente ainsi son potentiel électrique par rapport à la solution S. La
di érence M > S compense alors la di érence O + e > R, la gure 10.2
illustre cette compensation dans le cas complémentaire Red Ox++ e .

-

Ox

Ox

Red

Red

Ox

Red
μ

φ

μ+eφ

OxRed

Oxydation

Réduction
+

+

M

S
φS

MS

φM

φM
φS

Fig. 10.2 Équilibre Red/Ox par ajustement d’un potentiel électrochimique
égal dans M et S à travers la charge ou la décharge de l’électrode.

Le schéma de la gure 10.2 illustre aussi l’existence d’une barrière d’acti-
vation, permettant l’existence de l’équilibre, mais qui ne se manifeste que lors
des déséquilibres, en phase cinétique. Le même raisonnement peut être tenu
si O + e < R, alors l’électrode se charge négativement et l’équilibre est
préservé de part et d’autre de la barrière d’activation. Sous l’hypothèse d’une
solution idéale et du modèle de Lorentz-Sommerfeld des métaux, les poten-
tiels chimiques des espèces solvatées Ox+ et Red et des électrons métalliques
e (2.82), (2.86) et (2.84), sont donnés par :

Solution idéale : i (T, ci) = 0i (T ) +RT log
ci
c0
,

Fermion parfait : e = 0e +EF = 0e +
2

2me
3 2n

2
3 ,

où c désigne les concentrations des espèces solvatées au sein de S et n la
densité électronique du métal M ; 0e est une constante associée à l’échelle,
non absolue, des potentiels chimiques, le choix de l’électrode à hydrogène
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(10.12) permet de lever ce problème de l’échelle des potentiels chimiques.
Ainsi, la di érence de potentiel entre l’électrode M et la solution S :

M S =
0O 0R + 0e +EF

F
+
RT

F
log

[Ox]

[Red]
, (10.10)

conduit à la formule de Nernst :

Formule de Nernst : M S = 0 +
kBT

e
log

[Ox]

[Red]
, (10.11)

où nous avons dé ni le potentiel 0 suivant la relation F 0 0O 0R +

0e +EF et noté [] les concentrations.
Les potentiels électriques sont toujours dé nis à une constante près. Aussi,

dans le domaine de l’électrochimie des solutions, est-il nécessaire de xer le
potentiel 0 pour une demi-cellule donnée, l’ensemble des autres demi-cellules
se trouvera ainsi ordonné par xation de ce potentiel de référence. Le choix des
électrochimistes s’est porté sur la demi-cellule à hydrogène H++ e 1/2 H2,
l’électrode standard à hydrogène (ESH) où H2 est maintenu à une pression de
1 bar et l’activité de H+ unitaire (une mole par litre). Les potentiels standards
des autres couples peuvent ainsi être dé nis sans ambiguïté, la table (10.12)
donne quelques valeurs pour les couples redox usuels.

Ox+ ne Red 0 [V]
O2 + 4H++ 4e 2H20 1, 23
Ag++ e Ag solide 0, 80
Cu2++ 2e Cu solide 0, 34
H++ e 1/2H2 gaz 0, 00
Pb2++ 2e Pb solide 0, 13
Zn2++ 2e Zn solide 0, 76
Mn2++ 2e Mn solide 1, 17
Li++ e Li solide 3, 30

(10.12)

La formule de Nernst (10.11) peut aussi être établie sur la base d’un argument
cinétique comme suit. Considérons la gure 10.3 qui se réfère au schéma d’ana-
lyse des réactions développé dans le cadre de la théorie de Kramers (3.64),
(3.66). Si le potentiel chimique de Red est plus faible que celui de Ox, la réac-
tion de réduction est observée macroscopiquement et, si le potentiel chimique
de Red est plus élevé que celui de Ox, c’est l’oxydation qui est observée. Les
probabilités de transition par unité de temps (3.64) permettent de construire
les coe cients cinétiques, kR et kO, traduisant l’évolution temporelle de la
réaction et ultimement son équilibre :

Équilibre : Ox+ + e
kR

kO

Red
t=+

kR [Ox] = kO [Red] . (10.13)

L’hypothèse du bilan détaillé (3.5) nous avait conduit aux relations (3.17) qui
dans le contexte de la théorie de la réactivité de Kramers se décline sous la
forme de la relation de De Donder (3.68).
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Ox + e
Red

Ox + eRed
Ox + e

Red

oxydation

réduction équilibre
μ μμ+eφ kO

kR

Fig. 10.3 Aspect cinétique de l’équilibre : réduction, équilibre, oxydation.

L’énergie potentielle électrostatique de Ox+ est e S et celle de l’électron
e M , la relation de De Donder (3.68) s’écrit donc :

Relation de De Donder :
kO
kR

= exp 0O 0R + 0e +EF e ( M S)

kBT
.

Or le rapport des coe cients cinétiques kO/kR est aussi égal au rapport des
concentrations d’équilibre, nous retrouvons et con rmons donc la relation de
Nernst (10.11) dans un cadre cinétique,

kO
kR t=+

=
[Ox]

[Red] eq
= f (T ) exp

e ( M S 0)

kBT
, (10.14)

où f (T ) représente les termes standards 0. L’électrode métallique M et la
solution ionique S constituent deux volumes conducteurs, donc deux volumes
équipotentiels à l’équilibre, la question est donc d’analyser la structure spatiale
de la chute de tension M S qui est nécessairement répartie sur une longueur
nie.

10.1.2 Interface métal-solution

La di érence de potentiel galvanique, M S , s’établit au voisinage extérieur
de la surface de l’électrode et sa description relève de la théorie de la double
couche électrochimique qui partage certaines analogies avec la double couche
d’adsorption au voisinage d’une cathode thermoémissive (7.39).
Considérons, par exemple, le cas d’une anode représentée sur la gure 10.4 ;

l’oxydation d’un réducteur en son voisinage fournit au métal des électrons qui
polarisent l’interface à un niveau de tension permettant d’assurer l’équilibre,
c’est-à-dire en compensant la di érence de potentiel chimique entre les formes
oxydée et réduite. Les espèces positives de la solution sont donc attirées par
l’anode et l’essentiel de la chute de potentiel se situera entre la dernière couche
atomique du métal et quelques couches moléculaires de la solution.
L’usage est de distinguer la couche interne de Helmholtz (IHL) constituée

d’ions adsorbés et de molécules d’eau ordonnées par le fort champ électrique
au voisinage du métal ; puis, en s’éloignant de l’électrode, une deuxième
couche moins ordonnée assure la transition vers la couche dite di usive, c’est
la couche externe de Helmholtz (OHL) ( gure 10.4). Au-delà de ces deux
couches compactes, s’étend la couche di use dont l’épaisseur est de l’ordre
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de la longueur de Debye (10.19). L’essentiel de la chute de potentiel se situe
dans les couches compactes de Helmholtz, mais la prise en compte de la couche
di use de Debye est nécessaire pour assurer la neutralité globale de la structure
spatiale ainsi décrite où la chute M S se déploie. Considérons une solution
ionique diluée et simple, à l’équilibre thermodynamique, caractérisée par une
densité d’ions négatifs n (z) et une densité d’ions positifs n+(z) ; à l’équilibre
n = n+ = n0.

-
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M S

-
-
-
-
-

-
-
-
-
-
-
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+

+

+

+
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+ ++
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+
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Fig. 10.4 Structure de la double couche à l’interface solution S/électrode M .

Ces deux populations sont maintenues à une température T , la solution
est in nie, globalement neutre et le potentiel électrique étant uniforme peut
être pris égal à S . En x = 0, introduisons une électrode plane et in nie,
parallèle aux plans yOz. Étudions les perturbations de potentiel et de densité
lorsque cette électrode est portée à un potentiel M . Le potentiel (x) en un
point de coordonnées x véri e l’équation de Poisson :

Équation de Poisson :
d2

dx2
=
en (x) en+(x) , (10.15)

et satisfait aux conditions aux limites, ( ) = (+ ) = S , d ( )/dx =
d (+ )/dx= 0 (champ nul à l’in ni), (0)= M . La permittivité diélectrique
de l’eau est prise égale à 81 × 0. Les ions négatifs vont avoir tendance à
rechercher les zones de potentiel fort et les ions positifs les zones de potentiel
faible. Cette tendance est atténuée par l’agitation thermique qui va étaler les
distributions ioniques dans les minima et les maxima du potentiel.
Le compromis entre ces tendances à la minimalisation de l’énergie et à la

maximalisation de l’entropie est obtenu pour une distribution boltzmanienne
de la densité (2.40) :

Relation de Boltzmann :
n n+
n0

= exp
e

kBT
exp

e

kBT
. (10.16)
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Introduisons des variables normalisées de position et le potentiel : (x)
(z) où = e ( S) / kBT , z = 2n0e2x/ kBT . Ces grandeurs norma-

lisées permettent une réécriture simpli ée de l’équation de Poisson-Boltzmann
(10.15), (10.16). Cette équation admet une intégrale première qui, compte tenu
des conditions aux limites sur la dérivée du potentiel, s’écrit :

Poisson-Boltzmann :
d2

dz2
= sinh

d

dx

2

= 2 [cosh 1] . (10.17)

Compte tenu de l’identité cosh 1 = 2 sinh2 /2, cette dernière relation est
ensuite ramenée à deux quadratures : sinh /2d /2 = ± dz. Le choix du
signe est imposé par la contrainte de croissance, ou de décroissance, à partir
de z = 0 selon le signe de M S .
Le résultat nal est donné par une relation qui peut etre approchée par

une simple décroissance exponentielle pour les faibles tensions :

S =
2kBT

e
log

1 + tanh M S

4kBT/e
exp 2n0e2

kBT
|x|

1 tanh M S

4kBT/e
exp 2n0e2

kBT
|x|

(10.18)

( M S) exp
|x|
D
.

L’étude de ce résultat démontre clairement que pour des distances supérieures
à D = kBT/ne2 le potentiel électrostatique est écranté et décroît expo-
nentiellement vers zéro. Cette écrantage résulte de la réorganisation des ions
au voisinage de l’électrode. La longueur caractéristique d’écrantage de Debye
D (7.13) ainsi identi ée et dé nie,

Longueur de Debye : D
kT

n0e2
, (10.19)

mesure l’extension de la zone de raccordement entre M et S . Pour les solu-
tions ioniques diluées, sa valeur est de quelques dizaines à quelques centaines
de couches atomiques.

n0 [mol/Litre] 10 4 10 3 10 2 10 1

D Å 300 100 30 10
(10.20)

Le modèle de la gure 10.4 qui vient d’être présenté néglige les chutes de
potentiel au sein des couches IHL et OHL, un modèle plus élaboré conduirait
à l’introduction du potentiel zêta au niveau du plan OHL et dans la relation
(10.18) S serait substitué à M S . Le potentiel zêta en théorie ionique
des solutions est accessible à la mesure, il est ainsi semblable au potentiel de
Volta en théorie électronique des métaux. La nature et la structure de la



312 CHAPITRE 10. CONVERSION ÉLECTROCHIMIQUE

chute de potentiel, à l’équilibre, entre une électrode et une solution redox
étant décrites, il est à présent nécessaire de considérer la dynamique d’une
telle structure et le passage d’un courant électrique entre la solution S et le
métal M .

10.1.3 Machines électrochimiques

Les machines électrochimiques, illustrées sur la gure 10.5, sont constituées
par l’assemblage de deux demi-cellules galvaniques de façon à entretenir une
réaction redox du type (10.4) en régime permanent. Lorsqu’un tel assemblage
est réalisé, ce qui suppose une séparation au sein de la solution inhibant la
réaction redox en volume, mais assurant et régulant le transport des charges
au sein de S, la pile ainsi constituée débite un courant Ica entre la cathode
et l’anode sous une tension Vca entre l’anode et la cathode, conformément à
la gure 10.5. Trois régimes de fonctionnement peuvent être identi és sur la
caractéristique Ica/Vca expérimentale illustrée sur la gure 10.5.
• Le régime A, lorsque l’énergie électrique extérieure est convertie en éner-

gie chimique et chaleur, il intéresse les procédés d’électrolyse et correspond
aux bilans de puissance, courant et tension : W < 0 et I < 0, Vca > c a.
• Le régime B, lorsque l’énergie chimique est convertie en électricité et

chaleur, c’est le mode de fonctionnement des piles, sèches ou à combustible,
le bilan de puissance et positif W > 0 et I > 0, 0 < Vca < c a.
• Le régime C, où à la fois l’énergie chimique et l’énergie électrique sont

dégradées en chaleur, ce régime W < 0 et I > Ica, Vca < 0 est sans intérêt
pratique.
La caractéristique tension/courant dans la zone B est monotone décrois-

sante des bas courants vers les forts courants, il existe donc un point de
fonctionnement optimal tel que l’extraction de puissance électrique W IV
prenne une valeur maximale Wm, toutes choses égales par ailleurs.

Ica

φc − φa

Vca W

Ica

Wmax

CBACBA -

a c

Vca

Ica

Fig. 10.5 Caractéristiques tension/courant et puissance/courant des
machines électrochimiques.

Les deux grandes catégories de générateurs électrochimiques sont les piles
et les accumulateurs, les piles présentent une décharge irréversible, et les ac-
cumulateurs une décharge réversible ; les piles à combustibles, dont l’étude
sera approfondie dans les paragraphes suivants, peuvent opérer en régime
stationnaire à travers les renouvellements continus des espèces Ox et Red
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dans le régime B. Nous allons présenter brièvement la pile alcaline au zinc
et l’accumulateur au lithium, ces deux convertisseurs étant les générateurs
électrochimiques les plus répandus à l’heure actuelle.
La pile alcaline au dioxyde de manganèse et la pile saline (Leclanché)

au dioxyde de manganèse sont les deux principaux types de piles électrochi-
miques dites au zinc. Pour la pile Leclanché classique, la réduction cathodique
du dioxyde de manganèse, MnO2 (s) + H+ (aq) + e MnO(OH)(s)MnO2,
en contact avec une tige de graphite faisant o ce de collecteur de courant,
en oxohydroxyde de manganèse MnO(OH), est accompagnée d’une oxydation
anodique du zinc : Zn(s) Zn2+ (aq) + 2e . L’électrolyte séparant la zone
anodique de la zone cathodique est constitué par un gel de chlorure d’am-
monium NH+4 /Cl et de dichlorure de zinc. La chaîne faradaïque de la pile
saline s’établit donc suivant le schéma : Zn(s) / Zn2+ (aq) / Cl + NH+4
NH3 + H+ / MnO(OH)(s) / MnO2 (s)-C(s). Les électrons circulent de Zn(s)
vers C(s) dans le circuit extérieur. En phase de décharge avancée la réduction
cathodique conduit à la formation de l’hydroxyde de manganèse Mn(OH)2,
ainsi qu’à une série de réactions de l’ammoniac et de l’hydrogène qui polarise
la pile et dégrade ses performances, dégradation qui explique sa substitution
progressive par l’usage de la pile alcaline. Au sein d’une pile alcaline, repré-
sentée sur la gure 10.6, la réduction cathodique du dioxyde de manganèse,
MnO2 (s) + H2O(l) + e MnO(OH)(s) + OH (aq), mélangé à du gra-
phite en poudre assurant le transport passif des charges, en oxohydroxyde de
manganèse, MnO(OH), est accompagnée d’une oxydation anodique du zinc
en poudre, Zn(s) + 2OH (aq) ZnO(s) + H2O(l) + 2e , en milieu basique.
L’électrolyte séparant la zone anodique de la zone cathodique est constitué
principalement par une solution de potasse K+/OH . La simplicité de ces
deux bilans de demi-réaction masque plusieurs cinétiques intermédiaires com-
plexes.
Considérons à présent le principe des accumulateurs au lithium illustré sur

la gure 10.6.

-

I

Zn

ZnO
MnO2

MnO(OH)
OH- -

I

LiyCoO2

LiyCoO2
Li+LixC6

φa φc φa φc

OH-
K+

K+

Fig. 10.6 Pile alcaline au Zn et accumulateur au Li.

En régime de décharge, dans un tel dispositif, l’oxydation anodique du
lithium, inséré réversiblement dans une matrice au carbone, libère les élect-
rons électromoteurs et des ions Li+ qui migrent au sein d’un électrolyte non
aqueux constitué de sel de lithium dans un solvant organique immobilisé par
une matrice poreuse. À l’issue de cette migration di usive, ils atteignent la ca-
thode. La réduction cathodique de l’ion Li+ correspond à une insertion au sein
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d’oxydes de lithium-cobalt, lithium-nickel ou lithium-manganèse, une poudre
de carbone assurant un transport e cace et passif des électrons. Pour le cas
du cobalt : LixC6 (s) xLi+ (s) + 6C(s) + xe et la réaction cathodique en
charge : Li+1 xCoO2 (s) + xLi

+ (s) + xe LiCoO2 (s).
Les réactions d’insertion peuvent être inversées et en charge à l’anode :

xLi+ (s) + 6C(s) + xe LixC6 (s), et à la cathode : LiCoO2 (s) Li+1 x

CoO2 (s) + xLi+ (s) + xe , où il eut été plus juste de changer la dénomination
des électrodes pour la charge. La tension de décharge des accumulateurs aux
ions lithium est typiquement de 3, 6 V, et celle des piles aux zinc de 1, 5 V.

10.2 Surtensions et polarisations
Comme pour tous les systèmes de conversion d’énergie, l’analyse se déve-
loppe suivant deux directions, (i) le principe de conservation permettant de
comprendre la conversion, et (ii) le principe d’évolution, permettant d’identi-
er les sources d’ine cacité de conversion, c’est-à-dire les sources de produc-
tion d’entropie. Pour la pile électrochimique, les mécanismes de production
d’entropie autres que ceux associés au developpement de la réaction chimique
d’oxydoréduction, suivant la relation (4.26), sont dénommés surtensions ou
polarisations, nous les appellerons surtensions. Les surtensions sont des chutes
de potentiels abaissant la di érence de potentiel de Nernst (10.11) lorsque le
courant Ica est non nul en régime B ( gure 10.5). Trois types de surtensions
doivent être distingués suivant la caractéristique de la gure 10.7 :
• (i) les surtensions d’activation, liées à la hauteur de la barrière de po-

tentiel entre les espèces Red et Ox;
• (ii) les surtensions de concentration, dues à la compétition entre le trans-

port d’espèces qui alimente la réaction au niveau de l’électrode et la réactivité
qui consomme les espèces;
• (iii) la surtension de conduction, qui est simplement la chute ohmique

de tension au sein de la solution S due à sa conductivité nie.
Dans la suite de cette présentation nous raisonnerons indi éremment en

courant I ou en densité de courant J , le passage entre ces deux quantités se
résumant à une multiplication par une aire A, et nous pratiquerons l’abus de
langage commun entre courant et densité de courant. La relation de Nernst
(10.11) permet de calculer les tensions anodique et cathodique en circuit ou-
vert pour un convertisseur électrochimique :

Cathode : c (J = 0) S (J = 0) = 0c +
kBT

e
log

[Ox]c
[Red]c

,

Anode : a (J = 0) S (J = 0) = 0a +
kBT

e
log

[Ox]a
[Red]a

,

où le crochet [] désigne la concentration molaire ou particulaire et 0c et

0a les potentiels standards (10.12). Au sein de la solution S, à l’extérieur
des électrodes, la di érence de potentiel dans S en circuit ouvert, lorsque le
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courant J est nul, est égale à zéro car la solution est un conducteur homogène
à l’échelle des processus de conduction : Sc (J = 0) = Sa (J = 0). Lorsque
le convertisseur débite une densité de courant J , correspondant à un courant
externe Ica, cette di érence de potentiel se réduit à la chute ohmique de
tension résultant de la conductivité R 1 nie de la solution électrolytique :

Sc (J) Sa (J) = RIca (JA = Ica). Cette image simple n’est pas conforme
à l’expérience. En e et, la caractéristique expérimentale courant Ica/tension
Vca, représentée sur la gure 10.7, présente e ectivement une décroissance
linéaire de la tension en fonction du courant, mais elle est très accentuée dans
la zone faible courant/forte tension et dans la zone faible tension/fort courant.
La chute rapide au niveau des faibles courants est imputable à la cinétique
réactionnelle qui implique le passage activé d’une barrière de potentiel, c’est
la surtension d’activation. La chute rapide au niveau des faibles tensions
résulte du coe cient de di usion ni des espèces Ox et Red qui entretiennent
la réaction, c’est la surtension de concentration.

Ica

φceq− φaeq
Vca

activation concentrationrésistance

ηa -ηc

φaeq

φceq
ηc

ηa

Vca
 +
RIca

Ica

Vca

-

a cφSa φSc

RIca

Fig. 10.7 Tension d’équilibre ceq aeq et surtensions d’activation a, de
concentration c et de conduction RIca.

Les surtensions, (polarisations) d’activation et de concentration catho-
diques, c (J), et les surtensions, d’activation et de concentration anodiques,

a (J), sont dé nies comme l’écart entre les tensions de Nernst (10.11) des
demi-piles cathodique et anodique, ceq et aeq, et les tensions c (J)

Sc (J) et a (J) Sa (J) observées lorsque le courant J = 0,

c (J) Sc (J) 0c +
kBT

e
log

[Ox]c
[Red]c

ceq

| c (J)| , (10.21)

a (J) Sa (J) 0a +
kBT

e
log

[Ox]a
[Red]a

aeq

+ a (J) . (10.22)

Ainsi la tension extérieure du convertisseur : Vca = ceq aeq a (Ica)
| c (Ica)| RIca = eq (Ica) RIca est toujours inférieure à la tension
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d’équilibre ( gure 10.7). La formule de Nernst doit donc être complétée par
une analyse permettant de comprendre et de prédire la surtension (J) pour
construire un modèle physique des convertisseurs électrochimiques :

Surtention : (J) (J) eq = (J) 0

kBT

e
log [Ox] / [Red] .

Le complément à la formule de Nernst pour l’activation est la relation de
Butler-Volmer que nous allons établir.

10.2.1 Surtension d’activation

Considérons la demi-réaction d’équilibre redox Ox + e Red (10.13) et sa
représentation énergétique sur la gure 10.8 où l’enthalpie libre est notée G
ou , le potentiel chimique étant l’enthalpie libre par mole.

Oxydation

Réduction

Ox + e
Red

μ
Oxydation

Réduction

Ox + e
Red

μ

Δμa Δμa
Δμc

e(φ − φeq)

Δμc

e(φ − φeq)

Ja

Jc

Ja

Jc

(a) (b)

Fig. 10.8 Représentations énergétiques de la cinétique d’une réaction
Red/Ox.

Deux types de représentation énergétique sont utilisées sur la gure 10.8,
une représentation (a) conforme à la théorie de Kramers où la concavité
au voisinage du complexe activée est dé nie, et une représentation (b) où
seules les concavités de fonds de cuvettes sont accessibles à la modélisation.
Dans les deux cas, les di érents paramètres contrôlant la réactivité sont dé nis
sans ambiguïté à l’exception du paramètre de la relation (3.64) pour (b),
mais nous verrons que ce paramètre n’est pas explicite dans la relation de
Butler-Volmer. Nous mènerons donc l’étude en parallèle sur les deux types de
représentations (a) et (b). La cinétique est décrite par les taux de réactions
kO et kR qui véri ent la relation de De Donder (3.68) :

Ox+ e
kR

kO

Red
d [Ox]

dt
=

d [Red]

dt
= kO [Red] kR [Ox] . (10.23)

Le crochet [] désigne ici le nombre de moles par unité de surface au niveau de
la zone active de l’électrode, une vitesse de réaction électrochimique doit être



10.2. SURTENSIONS ET POLARISATIONS 317

ramenée à une surface, et non à un volume, car la cinétique est hétérogène
au niveau de la surface d’électrode. Suivant le modèle classique du complexe
activé, la réaction progresse dans le sens de la réduction de l’oxydant si la
barrière de potentiel c = Gc vue du côté oxydant, c’est-à-dire du côté
cathodique, est moins haute que la barrière a = Ga vue du côté anodique.
La relation (10.23) indique que les taux kO et kR présentent la dimen-

sion de l’inverse d’un temps, les densités [Ox] et [Red] étant surfaciques, les
courants échangés au niveau de chaque électrode sont donc donnés par les
relations :

Courant de réduction cathodique : Jc FkR [Ox] , (10.24)

Courant d’oxydation anodique : Ja FkO [Red] . (10.25)

Dé nissant J Ja Jc, nous avons ainsi xé les conventions de signe des
intensités : Ica = (Ja Jc)A = FA(kO [Red] kR [Ox]). L’équilibre, =

eq = 0, n’est pas statique, mais correspond à des courants d’oxydation
et de réduction s’équilibrant. Dé nissons le courant d’échange d’équilibre où
simplement courant d’échange J0 pour = eq :

Courant d’échange : J0 Jceq FkR [Ox]eq = Jaeq FkO [Red]eq .
(10.26)

C’est un paramètre important, par exemple, pour l’oxydation catalytique de
l’hydrogène, H H+ + e sous 1 atm à 300 K, il dépend de la nature du cata-
lyseur et la table (10.27) présente quelques valeurs typiques pour les métaux
catalyseurs redox d’intérêt électrochimique.

Électrode J0 A/cm 2

Platine 10 3

Palladium 10 4

Rhodium 10 4

Èlectrode J0 A/cm 2

Nickel 10 5

Titane 10 6

Cadmium 10 11

(10.27)

Courant d’échange J0 et hauteur de barrière d’activation a/ c sont
les deux concepts centraux de la cinétique redox. Considérons les gures 10.9
(c) et 10.10 (c), elles illustrent l’équilibre chimique entre les états Ox + e et
Red. Cet équilibre n’est pas statique mais il résulte de la compensation entre
Jceq = J0 et Jaeq = J0.
Pour que la réaction Ox + e Red débite un courant non nul, il est

nécessaire de briser la symétrie de la con guration énergétique des gures
10.9 (c) et 10.10 (c) pour que la barrière de potentiel vue d’un côté soit
di érente de la barrière de potentiel vue de l’autre.
L’application d’une di érence de potentiel électrostatique entre les deux

états conduit à une telle brisure de symétrie représentée sur les gures 10.9
(d) et 10.10 (d). Pour le modèle de la gure 10.9, la chute de potentiel se
répartit linéairement entre les états Ox+e et Red, une fraction de modi ant
la hauteur de la barrière d’activation. Pour le modèle de la gure 10.10, la
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chute de potentiel se traduit par une élevation globale de Ox+e par rapport
à Red, sans déformation des courbes, une fraction de modi ant la hauteur
de la barrière d’activation.

Ox + e Red

c a

Ox + e Red

c a

ΔGa(0)ΔGc(0) ΔGc(η)

ΔGa(η)
− eη

−(1− α) eη

(c) (d)

Fig. 10.9 Répartition de la tention et dé nition géométrique du facteur
associé à la surtension pour le modèle (a).

L’élévation, ou l’abaissement, nécessaire au débit d’un courant non nul,
entre la hauteur vue du côté cathodique Gc ( ) et la hauteur vue du côté
anodique Ga ( ), peut être caractérisée à travers le coe cient de trans-
fert de charge dé ni comme suit en fonction des di érentes distances du
diagramme énergétique de la gure 10.9,

c

c+ a
=

[Distance Ox-complexe activé]

[Distance Ox-complexe activé + Distance Red-complexe activé]
,

Ox + e Red

ΔGa(0)ΔGc(0)

θ
ψ

Ox + e Red

ΔGa(η)
ΔGc(η) −(1− α)eη

− eη

θ
ψ

(d)(c)

Fig. 10.10 Répartition de la tention et dé nition géométrique du facteur
associé à la surtension pour le modèle (b).

ou à partir des di érents angles du diagramme de la gure 10.10,

tan

tan + tan
=

[Pente Ox-complexe activé]

[Pente Ox-complexe activé + Pente Red-complexe activé]
.

On notera que négatif, augmente l’énergie de e compte tenu du signe
de la charge électronique. Dans les deux cas, 10.9 (d) et 10.10 (d), une lecture
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géométrique des gures permet d’établir que l’énergie électrostatique sup-
plémentaire du complexe activé au sommet de la barrière est donnée par la
pondération e (1 ) de la surtension .
Le coe cient de transfert de charge 0 < < 1 est égal à 0, 5 pour une

barrière initialement, angulairement ( = ), ou métriquement (c = a) symét-
rique ; est en général compris entre 0, 2 et 0, 5. Ce coe cient est accessible
à la mesure expérimentale et la table (10.28) donne quelques valeurs expéri-
mentales pour la réduction de H+ et des ions Fe3+ et Ag+.

Réaction
2H+ + 2e /Ni H2 0, 58
2H+ + 2e /Hg H2 0, 50

Réaction
Fe3++e /Pt Fe 0, 58
Ag++e /Ag Ag 0, 55

(10.28)

Le mécanisme d’interférence entre énergie électrostatique e et énergie d’acti-
vation chimique qui vient d’être décrit permet de préciser l’analyse développée
au début de chapitre pour obtenir la formule de Nernst (10.11).
De part et d’autre de la barrière de la gure 10.8, la chute de potentiel

d’équilibre eq s’ajuste pour réaliser Gc (0) = Ga (0) et cet équilibre im-
plique a c = e eq (10.9), le détail de la répartition de eq est donc
donné par le coe cient suivant :

Cathode en équilibre : Gc (0) = c + e eq ,

Anode en équilibre : Ga (0) = a (1 ) e eq .

Si la demi-cellule est polarisée sous une tension , les hauteurs de barrières,
vues des côtés cathodique Gc ( ) et anodique Ga ( ) di èrent :

Cathode polarisée : Gc ( ) = c + e + eq ,

Anode polarisée : Ga ( ) = a (1 ) e + eq .

Le taux de réactivité de Kramers (3.64) permet de calculer les courants d’oxy-
dation et de réduction (10.24) qui ne se compensent plus :

Ja ( )
kBTF

h
exp

a (1 ) e + eq

kBT
[Red] ,

Jc ( )
kBTF

h
exp

c + e + eq

kBT
[Ox] ,

où le facteur préexponentiel kBTF/h constitue un ordre de grandeur auquel
nous allons substituer un coe cient expérimental, le courant d’échange ; en
e et, pour une surtension = 0, le courant d’échange J0 (10.26) présente la
valeur :

J0
kBTF

h
exp

a (1 ) e eq

kBT
[Red] ,

kBTF

h
exp

c + e eq

kBT
[Ox] . (10.29)
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L’élimination du facteur préexponentiel kBTF/h entre les deux relations précé-
dentes permet d’exprimer le courant J ( ) = Ja ( ) Jc ( ) débité sous une
polarisation = eq :

Butler-Volmer : J ( ) = J0 exp
(1 ) e

kBT
exp

e

kBT
. (10.30)

Cette relation constitue l’équation de Butler-Volmer où J0 mesure l’ac-
tivité du catalyseur et l’activation électrostatique des réactions. Sur un
diagramme courant/tension, tel que la gure 10.7, a c mesure l’écart à la
di érence de potentiel d’équilibre corrigé de la chute ohmique.
En mode générateur, c’est-à-dire en régime B, cette surtension d’activa-

tion de l’oxydation anodique et de la réduction cathodique est prise sur le
potentiel d’équilibre pour dissymétriser chaque demi-cellule, abaissant ainsi
la puissance disponible et l’e cacité. Pour les faibles courants, | | kBT/e,
la linéarisation :

Limite linéaire :
J

J0
=

e

kBT
| | = kBT

e

J

J0
, (10.31)

conduit à la dé nition de la résistance d’activation : Ract kBT/eAJ0.
Cette linéarisation est valable pour les réactions dites rapides, nécessitant

une faible surtension pour un courant signi catif, telles que l’oxydation de
l’hydrogène. À l’opposé, pour les réactions lentes, comme la réduction de
l’oxygène, il est nécessaire de polariser la cellule sous une forte surtension et la
limite de Tafel | | kBT/e est pertinente pour une demi-cellule galvanique :

Limite de Tafel :
J

J0
= exp

e

kBT
| | = kBT

e
log

J

J0
. (10.32)

Lorsque le transfert est symétrique, le coe cient de transfert = 0, 5 et la
somme des contributions anodique et cathodique prend la forme simple :

Loi de Tafel symétrique :
J ( )

2J0
= sinh

e

2kBT
, (10.33)

qui correspond au comportement aux faibles courants où la surtension d’ac-
tivation domine. Pour des courants forts, c’est-à-dire des tensions faibles, ce
sont les surtensions de concentration qui détériorent l’e cacité de conversion.

10.2.2 Concentration et conduction

La production d’entropie au sein des convertisseurs électrochimiques n’est pas
restreinte au problème du prélèvement d’une fraction de la tension d’équilibre
pour abaisser la barrière cinétique, deux autres sources d’irréversibilités sont
aussi à l’œuvre, elles sont liées aux transports des réactifs et des produits par
mobilité et di usion. Nous allons développer des modèles simples permettant
d’identi er et de décrire ces sources d’entropie.
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La réalité du transport de matière dans une pile à combustible telle qu’une
pile à hydrogène, illustrée sur la gure 10.11, est en fait plus complexe que les
modèles d’irréversibilités présentés dans ce paragraphe, mais les conclusions
sur la production d’entropie sont qualitativement pertinentes.

H2

H+

CDG

Membrane

Catalyseur Carbone

Plaque bipolaire

Zone active de
contact triple

O2 H2O

Catalyseur
Fibres

Fig. 10.11 Structures dans la zone active catalyseur/gaz/électrolyte et
assemblage des plaques bipolaires au sein des structures classiques des piles

à hydrogène.

Par exemple, dans une pile à membrane échangeuse de protons, les réactifs,
hydrogène H2 et oxygène O2, sont sous formes gazeuses, ils sont amenés par
un système de canaux constituant les plaques bipolaires .
Le piégeage de ces gaz, a n de les rendre disponibles pour la réactivité au

niveau du catalyseur, est assuré par des couches de di usion gazeuse (CDG)
formées de bres pressées.
Ce gaz au repos est mis en contact avec une électrode poreuse faite de

microparticules de carbone mélangées à des nanoparticules de catalyseur tel
que le platine. Le transport des gaz neutres au niveau des zones de réaction
est donc de nature di usive. Le transport des espèces réactives en solution est
aussi de nature di usive, (i) pour les espèces neutres et, à une distance des
électrodes supérieure à la longueur de Debye D (10.19), (ii) pour les ions (il
est aussi de nature conductive pour les ions de par la faible chute ohmique
entre électrodes). C’est donc le transport di usif de réactif au voisinage d’une
électrode qui doit être étudié pour expliquer la surtension de concentration.
Considérons le modèle illustré sur la gure 10.12. Un ux J d’espèces réac-

tives entretient, en régime stationnaire, la réactivité au niveau de l’électrode
située dans le plan x = 0. Pour x > 0.
Deux zones doivent être distinguées, (i) une partie homogène x > , loin

de l’électrode, où la densité prend la valeur n0, (ii) une partie inhomogène,
pour 0 < x < où le ux étant consommé en x = 0, la densité diminue jusqu’à
une valeur n au niveau de l’électrode en x = 0, dans cette dernière zone :

n (x = ) = n0 n (x = 0) = n , (10.34)
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0 < x < J(x) = D
dn

dx
. (10.35)

Les coe cients de di usionD de quelques ions, en solutions diluées dans l’eau,
sont donnés dans le tableau (10.36).

Ions 105× D cm2 · s 1

H+ 9, 3
Li+ 1, 0

Ions 105× D cm2 · s 1

OH 5, 2
Cl 2, 0

(10.36)

La solution de l’équation de transport (10.35) dans la couche de di usion
0 < x < est de nature linéaire :

n (x) = n +
J

D
x = D

n0 n

J
. (10.37)

La limitation liée à la déplétion n < n0 devient critique lorsque n = 0.

J

Jn0

n*

δ
xM

Fig. 10.12 Dé nition de la couche de déplétion de concentration résultant
de la réaction à l’interface électrode/solution.

Cette valeur critique est associée au débit d’un courant limite JL tel que :

Courant limite de di usion : n = 0 JL
D
n0

n

n0
= 1

J

JL
.

C’est ce courant limite JL qui est ensuite utilisé pour paramètrer la chute de
tension due à la déplétion des espèces Ox et Red au niveau de l’électrode (du
catalyseur) en x = 0. La formule de Nernst (10.11) devant être exprimée en
fonction des concentrations au voisinage de l’électrode, par exemple pour une
déplétion de l’espèce Ox :

= 0 +
kBT

e
log

nOx|électrode
nRed|solution

(10.38)

= 0 +
kBT

e
log

nOx|solution
nRed|solution

D

kBT

e
log

nOx|solution
nOx|électrode

. (10.39)
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Ainsi nous identi ons la surtension de concentration :

D

kBT

e
log

nOx|solution
nOx|électrode

, (10.40)

qui est en général exprimée en fonction du courant limite de di usion :

Surtension de concentration : D (J) =
kBT

e
log

JL
JL J

. (10.41)

Nous avons restreint l’analyse à une demi-cellule galvanique et considéré le
cas de l’oxydation anodique. Lorsque l’ensemble anode/cathode dé nissant
une pile est considéré, la formule de la surtension de di usion est simplement
obtenue en sommant surtensions anodique et cathodique :

D (J) = Da + Dc =
kBT

e
log

1 J
JLc

1 J
JLa

. (10.42)

La troisième source d’irréversibilité est plus simple à analyser, ce sont sim-
plement les pertes ohmiques dues aux transports des espèces chargées, les
di érentes parties de la cellule étant résistives.
Le transport d’un ion positif contre le champ électrique produit une force

électromotrice, mais le transport d’un ion positif suivant le champ électrique
produit une dissipation.
Le transport des charges est di usif et conductif, dans les zones homogènes

loin des électrodes, les gradients de densités sont faibles et le transport est
conductif, il nécessite donc une chute de tension pour créer un champ
électrique E entraînant, par mobilité, (1.63) et (1.64), les charges :

J =
ne2

m
E =

ne2

m L
, (10.43)

où L est l’épaisseur de la zone homogène conductrice résistive interélectrode
et la fréquence de collision des formules générales (1.63) et (1.64). Pour les
solutions aqueuses diluées, les mobilités e/m typiques de quelques ions sont
données dans le tableau (10.44).

Ions 104× e/m V 1 · cm2 · s 1

H+ 36, 2
Li+ 4, 0

Ions 104× e/m V 1 · cm2 · s 1

OH 20, 6
Cl 7, 9

(10.44)
Ainsi la surtension de conduction (J) présente une dépendance linéaire en
le courant J :

Surtension de conduction : (J)
m L

ne2
J , (10.45)



324 CHAPITRE 10. CONVERSION ÉLECTROCHIMIQUE

et se distingue des surtensions d’activation et de concentration qui présentent
des comportements logarithmiques, (10.41) et (10.32).
Ces trois comportements sont illustrés sur la gure 10.13, l’activation do-

mine aux faibles courants, la concentration aux faibles tensions et la résistivité
interne entre ces deux extrêmes.

J

Activation

Concentration

Ohmique

η(J) Jca

φeq

Activation

Concentration

Ohmique

Vca

η

Fig. 10.13 Caractéristique tension/courant et surtensions d’activation, de
concentration et ohmique, (10.41), (10.32) et (10.45) .

Dans le paragraphe suivant, nous allons restreindre l’analyse des convertis-
seurs électrochimiques au cas de la pile à combustible, et plus spéci quement
de la pile à hydrogène.

10.3 Piles à hydrogène
Les principes de fonctionnement d’une cellule galvanique que nous venons
d’étudier se résument donc à la compréhension de l’origine physique de quatre
di érences de potentiel :
• le potentiel d’équilibre redox, décrit par la formule de Nernst (10.11),

qui xe le rapport des concentrations assurant l’équilibre électrochimique;
• les surtensions d’activation a et c, décrites par la relation de Butler-

Volmer (10.30), qui prennent en compte la nécessité d’un abaissement dissymét-
rique de la barrière de potentiel entre états d’équilibres pour obtenir un taux
de réaction non nul;
• les surtensions de concentration D et ohmique qui sont liées à la

mobilité et à la di usion des réactifs et produits et à l’entretien d’un ux non
nul en régime stationnaire. Mobilité (1.63) et di usion (1.61) étant fonctions
de la fréquence de collision, ces processus sont intrinsèquement dissipatifs.
La gure 10.14 illustre la répartition spatiale de ces chutes de potentiels

génératrices d’entropie, a, c, Da et Dc sont localisées aux voisinages des
électrodes et au sein de la solution. Ce diagramme résume le modèle clas-
sique de la cellule galvanique hors équilibre.
Pour les piles à combustibles, telles que la pile à hydrogène, il est opéra-

tionnel malgré les structures hétérogènes des électrodes et de l’espace inter-
électrodes qui sont dictées par les nécessités (i) d’immobiliser les gaz, (ii)
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d’augmenter les surfaces réactives et (iii) d’immobiliser toutes les phases
autres que les phases chimiquement actives, réactifs et produits.

Vcaηa +ηDa

φaeq

φceq

Ica

-

λD λD

φ ηc +ηDc

ηΩ

L

Activation
Concentration

Ohmique

Fig. 10.14 Pro l de potentiel électrostatique entre la cathode et l’anode
d’une pile redox et localisation spatiale des surtensions.

10.3.1 Oxydation de l’hydrogène

La réaction d’oxydation de l’hydrogène par l’oxygène, 2H2 + O2 2H2O, est
exothermique sous les conditions habituelles de pression et de température.
La variation d’enthalpie molaire H (chaleur de réaction) est de 241, 8 J,
si l’eau est recueillie en phase vapeur, et de 285, 8 J, si l’eau est recueillie
en phase liquide, la di érence étant simplement liée à la chaleur latente de
vaporisation.
La variation d’enthalpie libre molaire G (travail maximum extractible)

est de 228, 6 J, si l’eau est recueillie en phase vapeur, et de 237, 2 J, si l’eau
est recueillie en phase liquide. La gure 10.15 résume l’ensemble de ces données
thermodynamiques. La di érence de potentiel chimique entre les réactifs et
le produit peut être relaxée à travers un échange quasi-réversible d’électrons
contrôlé par un circuit extérieur.
Compte tenu de la faible dissociation de l’eau, H2O H++OH , deux

types de cellule galvanique hydrogène/oxygène doivent être considérés : (i)
en milieu acide, en construisant un dispositif e cace de transport interne de
l’ion m+ entre les deux demi-cellules galvaniques :

Anode : H2 2H+ + 2e , 0 = 0, 0 V , (10.46)
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Cathode :
1

2
O2 + 2H+ + 2e H2O , 0 = 1, 23 V , (10.47)

et (ii) en milieu basique, en construisant un dispositif e cace de transport
interne de l’ion OH entre les deux demi-cellules galvaniques :

Anode : H2 + 2OH 2H2O+ 2e , 0 = 0, 83 V , (10.48)

Cathode :
1

2
O2 +H2O+ 2e 2OH , 0 = 0, 40 V . (10.49)

Dans les deux cas, acide et alcalin, la tension de la cellule vaut 1, 23 V.

2 H2 gaz + O2 gaz

ΔH [kJ/mol] ΔG [kJ/mol]

2 H2O liquide

2 H2O gaz
Vaporisation

Réaction

−241,8 −228,6
−237,2−285,8

Fig. 10.15 Données thermochimiques pour la réaction d’oxydation de
l’hydrogène par l’oxygène.

L’e cacité de Van’t Ho est élevée, 83 %, car le T S molaire de la réaction
est faible comparé à la chaleur de réaction H.

Nernst : 0

G

F
=
237, 2× 103
2× 96 500 = 1, 23 V

Van’t Ho : VH
G

H
=
237, 2

285, 8
= 83 % (10.50)

Cette brève présentation des caractéristiques d’un convertisseur oxygène /
hydrogène est relative aux conditions ordinaires de pression et de température,
les rôles (i) du PH, (ii) de la température T et (iii) de la pression P , seront
abordés dans la suite. Avant de considérer la physique de ces paramètres de
contrôle, décrivons les mécanismes des réactions (10.46), (10.47), (10.48) et
(10.49).
La réaction d’oxydation de l’hydrogène, malgré la simplicité de son bi-

lan, est composée de plusieurs étapes. La première étape est l’adsorption de
la molécule d’hydrogène sur un catalyseur. Les isothermes d’adsorption ont
été étudiés dans le cadre de l’analyse des diodes thermoïoniques au césium
et le cas de l’hydrogène est quantitativement di érent, mais qualitativement
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semblable, en termes de vitesses d’adsorption suivant les formules (7.42) et
(7.43). Ensuite, la dissociation et l’ionisation peuvent être écrites suivant deux
mécanismes.
Le mécanisme de Tafel-Volmer : Réaction de Tafel : H2 H2ads 2Hads,

suivie de la Réaction de Volmer : 2Hads 2H+ + 2e , est basé sur une
désorption adsorption dissociative, alors que le mécanisme de Heyrovski-
Volmer : Réaction de Heyrovsky : H2 H2ads H+ + Hads, suivie de
la Réaction de Volmer : 2Hads 2H+ + 2e , considère une désorption
adsorption dissociative et ionisante.
Pour la désorption/adsorption sur le platine, couramment utilisée, le pre-

mier mécanisme est dominant. La densité de courant d’échange J0 (10.29) o re
une mesure de l’activité catalytique des di érents métaux utilisables comme
supports d’adsorption. Les métaux platinoïdes (Pt, Re, Rh, Ir) présentent les
meilleures performances avec des courants de l’ordre du mA par cm2, viennent
ensuite les métaux de transition (Ni, Co, Fe, Cu, Au), dont les courants d’é-
changes sont nettement plus faibles, descendant au A par cm2, qui constitue
aussi l’ordre de grandeur pour les métaux réfractaires (W, Mo, Ti, Nb, Ta).
La réaction de Tafel nécessite une interface gaz/métal, et la réaction de

Volmer une interface métal/électrolyte ; ainsi, les sites d’oxydation actifs se-
ront les points de triple contact gaz/métal/électrolyte liquide ( gure
10.11). Il est donc nécessaire de piéger le gaz dans une couche de di usion
gazeuse formée de bres pressées ou tissées et de mettre en contact cette
source de gaz avec une électrode poreuse faite de microparticules de carbone
mélangées à des nanoparticules de platine ; un tel assemblage poreux per-
mettant (i) d’o rir une large surface active dans un volume restreint et (ii)
l’écoulement de l’eau côté cathode en milieu acide et côté anode en milieu
basique.
En milieu acide, la réduction de l’oxygène présente aussi deux étapes prin-

cipales : O2 + 2H+ + 2e H2O2 et H2O2 + 2H+ + 2e 2H2O, mais le
détail des mécanismes relève plus de la chimie de la conversion d’énergie que
de la physique de la conversion d’énergie.

10.3.2 Surtensions, convection et di usion

La structure des piles, acides et basiques, est illustrée sur la gure 10.16. Les
ux gazeux d’alimentation sont de nature convective dans un ensemble de
canaux appelés plaques bipolaires, et les gaz sont mis au repos au sein d’une
matrice de di usion, la di érence entre les piles acides et alcalines se traduit
par la nature de l’électrolyte de séparation anode/cathode et la position de
l’évacuation de l’eau obtenue.
La classi cation la plus usitée pour les piles à combustibles utilisant l’hy-

drogène est basée sur la nature de l’ion fermant le circuit au sein de l’électro-
lyte, ce schéma de classi cation recouvre aussi la distinction suivant la tempé-
rature de fonctionnement, ainsi peut-on considérer : (i) les piles à membranes
échangeuses de protons (PEMFC, proton exchange membrane fuel cell), (ii)
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les piles alcalines (AFC, alkaline fuel cell), (iii) les piles à électrolytes solides
(SOFC, solid oxide fuel cell) et (vi) les piles à carbonate fondu (MCFC, mol-
ten carbonate fuel cell), mais aussi, dans le cas du transport de protons en
milieu acide, les piles à acide phosphorique (PAFC, phosphoric acid fuel cell)
et plusieurs autres déclinaisons variant électrolytes et électrodes.
Les piles PEMFC utilisent en général des membranes échangeuses de pro-

tons faites de polymères per uorés tels que le Na onTM constitué par une base
polytétra uoroéthylène hydrophobe complétée par des groupes sulfoniques
hydrophiles. Le maintien du taux d’humidité et la tenue à l’échau ement de
ces membranes constituent deux impératifs essentiels au bon fonctionnement
d’une PEMFC. Le catalyseur anodique est du platine et côté cathodique un
mélange de platine et ruthénium. Ces nanoparticules de métal sont dispersées
et xées sur des microparticules de carbone et ce composé actif et conducteur
est pressé contre la membrane échangeuse de protons.
L’empoisonnement du catalyseur par le monoxyde carbone est un pro-

blème majeur. Les PEMFC opèrent à une température inférieure à 400 K
et présentent un rendement de l’ordre de 50 %, qui est l’ordre de grandeur
prédit par les relations (10.50) et (5.34). La gamme de puissance accessible à
cette technologie va de la dizaine de watts à la dizaine de mégawatts.

-
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O2H2
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Anode Cathode

H2O
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H2O
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H2O

O2

H2O

O2

Fig. 10.16 Structures de base des piles alcaline AFC et acide PEMFC.

Dans une pile AFC, la membrane est remplacée par une solution basique,
en général de l’hydroxyde de potassium concentré. L’un des avantages de cette
technologie est la possibilité d’utiliser du nickel comme catalyseur anodique et
l’argent comme catalyseur cathodique. La température optimale est du même
ordre de grandeur que pour les PEMFC mais l’élévation de température n’est
pas rédhibitoire en l’absence de membrane polymère. La solution de potasse
concentrée est très sensible au dioxyde de carbone qui doit être éliminé pour
un fonctionnement optimal.
Les SOFC utilisent une céramique conductrice en lieu et place d’une mem-

brane polymère ou d’un électrolyte liquide, cette céramique est constituée d’un
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mélange d’oxyde de zirconium et d’oxyde d’yttrium, l’YSZ (yttrium stabilized
zirconia). La conductivité ionique associée aux lacunes O2 résultant de la
substitution de Y3+ à la place de Zr4+, devient conséquente à partir de 900 C
et permet le transport des O2 de la cathode vers l’anode. La température
de fonctionnement est donc autour de 1 000 C et les puissances obtenues
s’échelonnent entre le kilowatt et la dizaine de mégawatts. L’élévation de la
température de fonctionnement par rapport à la température ambiante peut
être mise à pro t au sein d’un système de cogénération.
Un mélange fondu de carbonate de lithium et potassium (LI2CO3, K2CO3)

au sein d’une matrice poreuse d’oxydes d’aluminium et lithium constitue la
membrane de transport des ions carbonates (CO23 ) dans les piles MCFC. La
température optimale de fonctionnement se situe autour de 700 C, ce qui
permet d’utiliser des métaux non précieux (alliages et oxydes de Ni) comme
catalyseurs anodique et cathodique.
Le tableau (10.51) résume les principales déclinaisons de la pile à hy-

drogène.

Pile Oxydation anodique Réduction cathodique
PEMFC H2 2H+ + 2e 1

2O2 + 2H
+ + 2e H2O

AFC H2 + 2OH 2H2O+2e 1
2O2+H2O+2e 2OH

SOFC H2+O2 H2O+2e 1
2O2 + 2e O2

MCFC H2+CO
2
3 H2O+CO2 + 2e 1

2O2+CO2 + 2e CO23
(10.51)

L’oxydation de l’hydrogène est une réaction beaucoup plus rapide que la ré-
duction de l’oxygène qui contrôle donc la cinétique globale de la pile. Pour une
pile alcaline, la relation de Butler-Volmer peut être approchée par la limite
linéaire du côté anodique (10.31) et par la limite de Tafel du côté cathodique
(10.32), ainsi, la surtension d’activation pour une pile hydrogène/oxygène est
donnée par la relation :

Surtension d’activation : =
kBT

e

J

J0a

kBT

ce
log

J

J0c
. (10.52)

Pour la surtension de concentration, nous adopterons la forme fonctionnelle
(10.41) établie précédemment. Sous ces approximations, la caractéristique
V (I) d’une pile à combustible hydrogène/oxygène est donc de la forme :

V (I) = eq

kBT

e

I

I0a

kBT

ce
log

I

I0c

kBT

e
log

1 I
ILc

1 I
ILa

m LI

ne2A
,

(10.53)
où nous devons distinguer la surface géométrique A et la surface e ective Aeff ,
A < Aeff < 10

4A, le courant e ectif d’échange J0eff étant égal à : J0eff =
J0Aeff/A. L est l’épaisseur de l’électrolyte assurant le transfert ionique inter-
électrodes.
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Pour les piles PEMFC et SOFC, les valeurs typiques sont données dans le
tableau (10.54).

Paramètre PEMFC SOFC
T [K] 350 1 000

eq [V] 1, 22 1, 06

H2/ O2 0, 5/0, 3 0, 5/0, 3
J0H2

A/cm2 0, 1 10
J0O2

A/cm2 10 4 0, 1
JL A/cm2 2 2

(10.54)

Sur la base de la caractéristique (10.53), considérons le problème du rendement
au sens de Van’t Ho VH associé aux réactions anodique et cathodique ; il
est de l’ordre de 80 % en théorie ( gure 10.15) alors que le rendement réel
rendement se situe autour de 50 % (5.34) en l’état actuel des performances.

I

φeq

WVH

V

I

φeq

Wout

V

Ση

Fig. 10.17 Puissance associée au rendement de Van’t Ho WVH et puissance
réelle Wout.

La gure 10.17 illustre la di érence entre le rendement idéal VH et le
rendement réel rendement,

rendement

V H

Wout

WVH
=
V

eq

= 1
i | i|
eq

, (10.55)

ce sont les surtensions i | i| qui sont la source d’ine cacité. Malgré cette
ine cacité structurelle, les performances de l’ordre de rendement 50 %
demeurent néanmoins meilleurs que les rendement 30 % qui seraient obtenus
par combustion de l’hydrogène dans une machine thermique (5.15).
L’énergie chimique n’est pas une forme noble d’énergie et ne peut donc

être convertie intégralement en travail. La chaleur est un contenu énergétique
associé à l’agitation cinétique, et la dispersion de ce contenu sur un très grand
nombre de degrés de liberté rend impossible la collecte cohérente de cette
agitation suivant un mouvement organisé sans intervention d’un système de
mesures microscopiques précisant la localisation uctuante de l’énergie à l’é-
chelle microscopique ; or la mesure d’une information élémentaire demande au
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minimum une dépense énergétique de l’ordre kBT log 2 pour lever une simple
incertitude binaire.

Le potentiel chimique mesure le degré d’engagement aux niveaux des liai-
sons entre espèces microscopiques, mesure associée au contenu énergétique des
liaisons physiques et chimiques entre les constituants élémentaires du système.
L’énergie, physique ou chimique, des liaisons est distribuée aléatoirement sur
un grand nombre de degrés de liberté et une collecte totalement cohérente est
impossible comme dans le cas de l’agitation cinétique associée à la chaleur.

L’existence des irréversibilités de surtensions, en particulier de la surten-
sion d’activation, s’explique à l’échelle microscopique suivant l’analyse sui-
vante. Il n’y a que deux possibilités pour une réaction chimique : (i) il n’y
a pas de barrière d’activation et la réaction est à l’équilibre instantanément
et sa cinétique ne peut être contrôlée, ainsi, le système ne peut plus o rir
un réservoir d’énergie libre, donc un système de conversion ; (ii) la réaction
présente une barrière d’activation et l’orientation de la réaction dans un sens
produisant un travail électrique, ou mécanique, à travers l’abaissement de la
barrière, par exemple par surtension, o re un procédé de conversion d’énergie
chimique en travail. Mais, la barrière ainsi abaissée n’est franchie qu’à travers
une suite d’essais dont la fréquence est égale au facteur préexponentiel de la
formule de Kramers (3.64), et pour les essais infructueux, la surtension d’acti-
vation, ou (1 ) , est prélevée sous forme de travail électrique et rendue
à l’environnement partiellement sous forme de chaleur lors du retour au fond
de la cuvette de potentiel après l’essai de franchissement activé infructueux.
C’est donc la nature aléatoire, markovienne, de la réaction qui rend la produc-
tion d’entropie nécessaire à la conversion et explique le rendement de l’ordre
de 50 % < 80 %.

L’étude des piles à combustibles peut être orientée suivant des études de
problèmes chimiques, par exemple le choix du catalyseur o rant un grand
courant d’échange ; mais elle peut aussi être orientée suivant des problèmes
physiques.

C’est cette deuxième orientation que nous suivrons ici, nous allons présen-
ter l’étude hydrodynamique relative au problème de la longueur optimale de
convection assurant le piégeage d’une espèce active de concentration c trans-
portée par un écoulement.

Considérons le modèle du comportement d’une espèce active amenée au
niveau de centres réactifs. La géométrie de l’écoulement est représentée sur la
gure 10.18, écoulement de vitesse u suivant x, indépendant de z, et restreint
à l’espace 0 < y < h. Le courant de l’espèce active dans ce canal plan, J =
JC + JD, est composé de la somme d’une di usion, JD D c/ y, suivant
y et d’une convection, JC uc, suivant x, nous négligerons la viscosité et la
di usion suivant x. Nous noterons D le coe cient de di usion, u la vitesse
de convection et c la concentration ( gure 10.18). Le régime permanent de
transport de matière est donc décrit par l’équation · J = 0 c’est-à-dire :
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Convection-di usion : u
c

x
= D

2c

y2
. (10.56)

Les conditions aux limites, illustrées sur la gure 10.18 , décrivent une plaque
imperméable en y = h et une paroi absorbante en y = 0,

c (x = 0, y) = c0 , c (x, y = 0) = 0 ,
c

y y=h

= 0 . (10.57)

La ligne y = (x), en trait gras sur la gure 10.18, sépare la zone déplétée,
c (x, y) << c0, par absorption en y = 0, de la zone non perturbée c c0.

c0
JC

JD =0

x

y

JD

δ(x)

c    c0

c <<c0
h

D/u

0

uh2/D

u
u

L

c= 0

Fig. 10.18 Le problème de la convection/di usion d’une espèce de
concentration c (x, y) par un écoulement de vitesse u dans un canal de

largeur h.

L’ordre de grandeur de est obtenu en égalant les ux convectif et di usif
suivant : uc0/x Dc0/

2 ; ainsi, = Dx/u et JD uD/xc0.
Cet argument permet d’identi er une première échelle de longueur D/u,

à l’entrée du canal, où l’équation (10.56), pour ux < D, peut être résolue en
repoussant la condition aux limites suivant y à l’in ni, nous avons donc la
solution classique de l’équation de di usion en y dépendante du temps x :

ux < D
c (x, y)

c0
erf

u

Dx

y

2
JD

uD

x
c0 . (10.58)

Mais cette solution approchée n’est plus valable lorsque ux > D et h.
Une deuxième longueur caractéristique entre en jeu, uh2/D. L’équation
linéaire (10.56) sur un support borné : c/ x = h2 2c/ y2, peut être résolue
par série de Fourier, am (x) sinm y/2h, dans tout le canal. Cette solution,

c (x, y)

c0
=
n=+

n=0

4

(2n+ 1)
exp

(2n+ 1)2 2x

4
sin

(2n+ 1) y

2h
, (10.59)

est illustrée sur la gure 10.19 ; elle permet d’établir la forme asymptotique
en sortie de canal optimisé,

x >
c (x, y)

c0

4
exp

2x

4
sin

2

y

h
JD

2D

h
exp

2x

4
c0 .

(10.60)
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La longueur optimale pour obtenir un transfert e cace vers le plan absorbant
y = 0 est donc la longueur = uh2/D. De part et d’autre de cette longueur,
la forme asymptotique du ux est donnée par :

Entrée : x
JD
uc0

D

ux
, (10.61)

à l’entrée du canal de convection/piégeage, et par :

Sortie : x
JD
uc0

2D

uh
exp

2Dx

4uh2
. (10.62)

en sortie de canal.
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c/c0 = 0,05

u

JD JD exp−x1/

Fig. 10.19 Lignes isoconcentration en régime stationnaire.

On notera l’ajustement satisfaisant des deux formes asymptotiques pour
x , con rmant la pertinence des approximations : x JD
Dc0/h 2Dc0/h exp

2/4.

10.3.3 Conversion et stockage de l’énergie

Dans ce paragraphe nal, nous allons changer de point de vue et ne plus
considérer la problématique de la physique de la conversion électrochimique,
mais les potentialités des réactions redox pour stocker de l’énergie.
La gure 10.20 illustre les propriétés de densités spéci ques de puissances

(W/kg) et de densités spéci ques d’énergies (Wh/kg) des systèmes électriques
de stockage de l’énergie. Les condensateurs, qu’ils soient classiques ou électro-
chimiques, sont limités aux décharges de courtes durées, même si un certain
nombre de progrès remarquables ont été accomplis dans le domaine des super-
condensateurs.
Les piles à combustibles o rent des performances semblables aux accumu-

lateurs en termes de puissances spéci ques, mais s’en distinguent, de plusieurs
ordres de grandeurs, en termes d’énergies spéci ques.
Considérons une réaction redox libérant, ou captant, une ou deux charges

élémentaires e. Nous pouvons associer à cette réaction une charge spéci que
en Coulombs par kilogramme en divisant la charge mise en jeu par la masse
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molaire. Sous une tension cette charge massique devient une énergie mas-
sique et le nombre ainsi obtenu mesure le potentiel spéci que de stockage
énergétique du couple redox considéré.

0,1 1 100,01 100

[W/kg]

Accumulateurs
Piles à

 combustibles

Condensateurs
électrochimiques

Condensateurs

[Wh/kg]

106

104

102

Fig. 10.20 Diagramme puissance massique/énergie massique des systèmes de
stockage de l’énergie électrique.

Si, pour potentiel nous prenons la di érence de potentiel avec l’électrode
standard à hydrogène, nous obtenons le tableau (10.63) pour quelques élément
réducteurs,

Elément Red Ox+ ne 106 × e/M C
kg [V] W kWh

kg

H2
1
2H2 H+ + e 96,5 0,0 0,0

Li Li Li+ + e 14 3,045 11,76
Mg Mg Mg2+ + 2e 8 2,363 5,21

(10.63)
et le tableau (10.64) pour quelques éléments oxydants.

Elément Ox+ ne Red 106 × e/M C
kg [V] W kWh

kg

Cl2
1
2Cl2 + e Cl 2,7 1,359 1,03

Br2
1
2Br2 + e Br 1,2 1,065 0,36

F2
1
2F2 + e F 5,0 2,87 4,05

(10.64)
L’association uor/lithium o re des performances qui sont essentiellement
théoriques. Passant des éléments simples aux composés chimiques, et plus
particulièrement aux composés organiques simples, tableau (10.65), nous com-
prenons pourquoi l’oxydation des chaînes organiques constitue actuellement
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une source d’énergie qui est massivement déployée (sous forme de conversion
thermique ine cace et non sous forme de conversion chimique) :

Composé Red Ox+ ne 106 × e/M C
kg

CH4 CH4 + 2H2O CO2 + 8 H+ + 8e 48,1
CH3OH CH3OH + H2O CO2 + 6 H+ + 6e 18,1
C2H5OH C2H5OH + 3H2O 2CO2 + 12 H+ + 12e 25,1

(10.65)
Ces potentialités de stockage chimique par les composés organiques doivent
être comparées au stockage physique sur des liaisons faibles.

100 200 3000 400 500
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T[°C]700600
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Sucres
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Hydrates

Paraffines

Fig. 10.21 Chaleurs latentes de fusion de quelques familles de composés.

Un uide neutre simple peut se présenter sous deux formes, vapeur (v)
ou liquide (l), le passage d’une unité de masse de la phase liquide vers la
phase vapeur nécessite un apport de chaleur dé nissant la chaleur latente
massique L. La chaleur latente de fusion constitue un procédé de stockage de
l’énergie thermique, plus e cace que le stockage de chaleur sensible, dont les
performances, illustrées sur la gure 10.21, s’interprètent aisément en termes
physiques. En e et, pour le stockage par chaleur sensible, c’est de l’ordre
de 1/20 d’eV qui est stocké au niveau de chaque degré de liberté, pour le
stockage chimique, c’est de l’ordre de l’eV qui est stocké au niveau de chaque
molécule, et pour le stockage par chaleur latente, c’est une énergie de l’ordre
de la fraction d’eV, correspondant aux liaisons faibles non chimiques, qui est
stockée au niveau de chaque molécule.
La problématique de la physique du stockage de l’énergie nécessiterait une

monographie dédiée ; dans ce domaine, les principes d’analyses des perfor-
mances sont di érents de ceux utilisés pour la conversion, car pour stocker de
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l’énergie, nous devons identi er des matériaux isolants, c’est-à-dire capables
de répondre par un très faible ux de variables extensives à un gradient de
variables intensives, alors que pour convertir, la réponse aux ux doit être
signi cative et faiblement dissipative.
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